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ont des sous-sous-systèmes et ainsi de suite à l’infini. C’est
la raison pour laquelle nous recommençons chaque fois de
zéro. »

— Alan Jay Perlis

1

C
ha

pi
tr

e

Introduction
♣ ˛ ♣

1.1 Contexte Général et Objectifs de la Thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Contributions de la Thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.1 Contribution 1 : Calcul des Erreurs et de leur Bits de Poids Fort dans
un Réseau de Neurones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.2 Contribution 2 : Calcul des Formats Fixes via la Méthode CubMeth . 4

1.2.3 Contribution 3 : Calcul des Formats Fixes via la Méthode QuadMeth . 5

1.2.4 Contribution 4 : Calcul des Formats Fixes via la Méthode LinMeth . 5

1.2.5 Contribution 5 : Librairie Virgule Fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.6 Contribution 6 : Outil de Synthèse de Code à Virgule Fixe pour les
Réseaux de Neurones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2.7 Contribution 7 : Synthèse de Code à Virgule Fixe pour les Programmes 6

1.3 Plan de la Thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3.1 Première Partie : État de l’Art . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3.2 Deuxième Partie : Formats Fixes des Neurones et des Poids Synaptiques 7

1.3.3 Troisième Partie : Évaluation des Performances de SyFix . . . . . . . 8

1.3.4 Quatrième Partie : Synthèse de Code à Virgule Fixe pour les Pro-
grammes Via POPiX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 Publications et Manifestations Scientifiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4.1 Conférences Internationales avec Comité de Lecture . . . . . . . . . . 8

1.4.2 Articles dans des Revues Scientifiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4.3 Résumés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4.4 Posters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4.5 Événements Scientifiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9



2 1.1. Contexte Général et Objectifs de la Thèse

1.1 Contexte Général et Objectifs de la Thèse

De nos jours, les réseaux de neurones sont devenus de plus en plus populaires dans de
nombreux domaines. Ils ont commencé à intégrer les systèmes embarqués et les systèmes
critiques (safety critical systems). Ils jouent souvent un rôle important dans la prise de
décision, par exemple dans les voitures à conduite autonome, les fusées, les robots, etc. Ces
réseaux de neurones deviennent de plus en plus grands alors que les systèmes embarqués
ont souvent des ressources limitées (mémoire, CPU, etc.) Par conséquent, l’utilisation
et l’exécution des réseaux de neurones profonds [GBC16] sur des systèmes embarqués
avec ressources limitées, présentent plusieurs nouveaux défis [GGSS19a, JDL+19, LTA16,
LV20, JRZ+22, JGM+20, GPMG18, IM19, GMD+18] en termes de compression, de ro-
bustesse et de validation.

Nous avons d’une part, les réseaux de neurones qui sont connus pour leur consom-
mation de ressources. Plus le réseau est profond, plus son besoin en ressources est élevé,
c’est-à-dire que des ordinateurs puissants sont utilisés pour effectuer les calculs. Et d’autre
part, nous avons les systèmes embarqués munis de matériels contraints (mémoire, CPU, etc.)
Les micro-processeurs employés dans ces sytèmes embarqués ne disposent pas toujours
d’unités de calcul flottant (FPU). Il revient aux développeurs de gérer la représentation des
nombres qu’ils manipulent. Ces nombres sont représentés dans l’arithmétique à virgule
fixe, où le nombre de bits devant et derrière la virgule doit être indiqué à la machine pour
toutes les valeurs. Une des solutions proposées pour exécuter des réseaux de neurones sur
des systèmes embarqués, ayant des ressources limitées, est de combiner l’arithmétique à
virgule fixe et les réseaux de neurones. En d’autres termes, ça revient à porter ces réseaux de
neurones sur des architectures à virgule fixe, car cette arithmétique est plus adaptée pour
les systèmes embarqués, qui ont souvent un processeur fonctionnant uniquement avec des
nombres entiers. L’arithmétique à virgule fixe permet d’utiliser des processeurs plus simples,
au prix d’une montée en complexité de la partie logicielle du système. Intuitivement, une
partie de la gestion des calculs prise en charge automatiquement par le matériel dans le cas
de l’arithmétique flottante, doit être gérée manuellement par le développeur dans le cas de
l’arithmétique fixe. Le développement logiciel s’en trouve alors considérablement alourdi.

Les réseaux de neurones sont entraînés sur des ordinateurs dotés d’une unité de calcul
puissante utilisant la plupart du temps l’arithmétique à virgule flottante IEEE754 [ANS19].
Le portage de ces réseaux à l’aide de l’arithmétique à virgule fixe peut perturber ou
modifier leur réponse (sorties) et leur comportement (classification, interpolation). Ces
réseaux de neurones sont généralement sensibles à l’arithmétique des ordinateurs. Et
donc, une nouvelle approche est nécessaire pour adapter les calculs lourds des réseaux de
neurones aux processeurs plus simples des systèmes embarqués, en utilisant l’arithmétique
fixe. Cette dernière est basée sur des nombres à virgule fixe représentés par un signe, une
valeur entière et un format fixe. Ces formats fixes indiquent le nombre de bits de la partie
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entière et fractionnaire de chaque nombre à virgule fixe. Ils sont gérés manuellement par
le développeur pendant les opérations arithmétiques via des décalages, contrairement à
l’arithmétique flottante, qui le fait de manière automatique grâce à l’exposant. Le déve-
loppeur doit porter une attention particulière aux débordements pendant la gestion des
formats fixes. Il doit s’assurer qu’il y a assez de bits alloués pour la partie entière afin
d’éviter les overflows, en cas de retenue dans les calculs. La bonne gestion (détermination)
de ces formats est très importante car, à la moindre erreur ou décalage en trop, le résultat
de l’opération arithmétique est faussé.

Dans cette thèse, nous considérons le problème de réglage des formats fixes d’un réseau
de neurones déjà entraîné, c’est-à-dire que nous nous intéressons à la détermination du
nombre de bits minimal des parties entières et fractionnaires de chaque coefficient, et de
chaque sortie de ce réseau. Dans le cas des classifieurs, le nouveau réseau de neurones (à
virgule fixe) doit classer correctement les sorties dans la bonne catégorie, par rapport au
réseau d’origine (flottant) avec un seuil d’erreur défini par l’utilisateur, à ne pas excéder. Et
dans le cas des interpolateurs, c’est-à-dire les réseaux calculant une fonction mathématique,
le réseau flottant et le réseau à virgule fixe doivent se comporter de manière identique.
Si ces derniers calculent une fonction donnée f , l’erreur entre les résultats numériques
calculés, doit être inférieure ou égale au seuil d’erreur fixé par l’utilisateur. Après avoir
obtenu les formats fixes minimaux pour chaque coefficient, la synthèse de code à virgule
fixe peut avoir lieu. Idéalement, pour générer un code basé que sur des entiers de la manière
la plus efficace, il serait judicieux d’utiliser la précision mixte [DHS18, CBB+17] dans le
code généré. En d’autres termes, il faut assigner le plus petit type de données à chaque
variable du programme, pour consommer le moins de mémoire (bits) possible. Notons que
la précision mixte est plus complexe à mettre en place mais, elle offre un gain en mémoire
important qui, n’est pas négligeable pour les systèmes embarqués.

L’objectif de ma thèse est de proposer des approches permettant de régler les formats
fixes de manière optimale pour chaque coefficient du réseau de neurones, en utilisant la
technique de réglage de précision via la génération des contraintes. Régler les formats
de manière optimale revient à trouver le nombre de bits minimal pour représenter ces
coefficients. Un autre objectif de cette thèse est d’automatiser ce processus de génération
des contraintes et des calculs en virgule fixe, long et fastidieux à travers un outil, appelé
SyFix. Ce dernier optimise les calculs en virgule fixe et synthétise un code pour le réseau
donné en entrée. Ce code synthétisé doit assurer une efficacité en termes de précision, de
rapidité et de mémoire utilisée. SyFix doit également s’assurer que le code généré respecte
le seuil d’erreur à ne pas dépasser, choisi par l’utilisateur. Soulignons que le code généré
par SyFix contient uniquement du calcul entier et a pour objectif d’être exécuté sur des
systèmes embarqués critiques (voitures intelligentes, radars, équipements médicaux...).

Pour conclure, résumons les principaux objectifs de cette thèse en ces trois points :

¸ Régler les formats fixes du réseau de neurones en générant des contraintes. Ces
dernières calculent les formats fixes minimaux pour chaque neurone et pour chaque
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coefficient du réseau de neurones, en tenant compte du seuil d’erreur et du type de
données (maximal) dans le code synthétisé, requis par l’utilisateur.

¸ Convertir le réseau de neurones en utilisant les formats fixes calculés précédemment.
Ces derniers sont obtenus via la résolution du système de contraintes via Z3 [dMB08].

¸ Synthétiser un code à virgule fixe en C pour le réseau de neurones flottant, donné
en entrée. Ce code synthétisé est basé sur des entiers et des opérations entières
uniquement. Il garantit également le seuil d’erreur et le type de données, exigés
par l’utilisateur.

1.2 Contributions de la Thèse

Les principales contributions de cette thèse sont présentées dans cette section. Ces
contributions ont pour but de calculer le format fixe minimal pour chaque sortie de neurone
et pour chaque coefficient du réseau de neurones, tout en respectant le type de données et
le seuil d’erreur, à ne pas dépasser. Ces formats fixes sont requis pour synthétiser le code
à virgule fixe correspondant au réseau de neurones donné en entrée.

1.2.1 Contribution 1 : Calcul des Erreurs et de leur Bits de Poids Fort dans un
Réseau de Neurones

La première contribution consiste à borner les erreurs commises dans un réseau de neurones.
Pour cela, nous définissons d’abord les opérations élémentaires (addition, multiplication),
ainsi que les fonctions d’activation (linéaire, unité linéaire rectifiée, sigmoïde, tangente hyper-
bolique) en virgule fixe, requises dans les réseaux de neurones. Ensuite, nous calculons
l’erreur correspondante à la somme pondérée des poids, basée sur les multiplications et les
additions à virgule fixe. Après cela, nous bornons également l’erreur de chaque fonction
d’activation ayant pour entrée la somme pondérée des poids. Et pour finir, cette contribution
détermine le bit de poids fort des erreurs correspondantes à la somme pondérée des poids,
et aux fonctions d’activation. Ce bit de poids fort servira dans la génération des contraintes
calculant le nombre de bits minimal des parties fractionnaires des coefficients à virgule fixe.

1.2.2 Contribution 2 : Calcul des Formats Fixes via la Méthode CubMeth

La deuxième contribution concerne la méthode CubMeth [BMS22b]. Elle a pour but de
calculer le format fixe minimal de chaque sortie de neurones et de chaque poids synaptique
du réseau de neurones. Notons que, CubMeth attribue un format fixe pour chaque sortie
de neurone et pour chaque poids synaptique dans la matrice des poids. Pour déterminer
ces formats fixes, cette méthode calcule d’abord le nombre de bits de la partie entière
des coefficients via une analyse dynamique du réseau. Cette analyse donne une sous-
approximation des plages (ranges) des entrées, des sorties et des coefficients du réseau
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de neurones. Ensuite, elle génère automatiquement des contraintes pour déterminer le
nombre de bits minimal des parties fractionnaires des poids synaptiques et des neurones.
Ces contraintes sont modélisées en prenant en considération le seuil d’erreur à ne pas
dépasser, le type de données requis par l’utilisateur et la propagation des erreurs de calculs
en avant1 et en arrière2. CubMeth résout ces contraintes avec un solveur, et plus précisément
le solveur Z3 [dMB08]. Notons que le nombre de contraintes générées par cette méthode
croît de manière cubique (complexité cubique) dans le pire des cas.

1.2.3 Contribution 3 : Calcul des Formats Fixes via la Méthode QuadMeth

La troisième contribution concerne la méthode QuadMeth. Cette méthode a le même but
et suit le même principe que CubMeth. Contrairement à CubMeth, la méthode QuadMeth
attribue un format fixe par neurone et un format fixe par ligne dans la matrice de poids
synaptiques, ce qui rend la complexité du nombre de ses contraintes, quadratique, dans le
pire des cas. La spécificité de QuadMeth est qu’elle génère moins de contraintes que CubMeth.
La première approche génère un nombre de contraintes croissant de manière cubique et
ne peut traiter que des réseaux de petites tailles, avec un temps de résolution assez élevé
par le solveur Z3 [dMB08]. Et cette méthode génère un nombre de contraintes croissant
de manière quadratique, ce qui la rend plus rapide que CubMeth.

1.2.4 Contribution 4 : Calcul des Formats Fixes via la Méthode LinMeth

La quatrième contribution concerne la méthode LinMeth. Cette dernière a le même but
et suit le même principe également que les deux méthodes CubMeth et QuadMeth, mais
elle attribue un format fixe par couche de neurones et un format fixe par matrice de
poids synaptiques. Le nombre de contraintes générées par LinMeth augmente de manière
linéaire (complexité linéaire) dans le pire des cas, ce qui la rend plus rapide que les deux
autres méthodes mais moins performante en termes de nombres bits optimisés.

1.2.5 Contribution 5 : Librairie Virgule Fixe

La cinquième contribution de cette thèse est l’implémentation de la librairie virgule fixe,
appelée SyFi. Cette dernière implémente d’une part, les opérations élémentaires (addition,
multiplication) requises dans les réseaux de neurones, ainsi que les versions approchées
des fonctions d’activation. Et d’autre part, SyFi implémente les opérations et fonctions
requises par POPiX (Contribution 1.2.7) telles que la division, la valeur absolue, la racine
carrée et les fonctions trigonométriques.

1De la première couche vers la dernière couche du réseau de neurones.
2De la dernière couche vers la première couche du réseau de neurones.
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1.2.6 Contribution 6 : Outil de Synthèse de Code à Virgule Fixe pour les Ré-
seaux de Neurones

Les trois méthodes CubMeth, QuadMeth et LinMeth, respectivement mentionnées dans les
contributions 1.2.2, 1.2.3 et 1.2.4, sont implémentées dans l’outil SyFix. Cet outil a deux
objectifs fondamentaux : le réglage des formats fixes et la synthèse de code à virgule fixe
pour un réseau de neurones donné en entrée. Les principales étapes de SyFix pour générer
un code à virgule fixe, respectant un seuil d’erreur et un type de données à ne pas dépasser
sont : récupérer les valeurs des poids synaptiques, des biais et des entrées du réseau ;
effectuer une analyse dynamique pour obtenir les intervalles des valeurs des sorties et des
entrées du réseau ; récupérer le nombre de bits des parties entières de tous les coefficients ;
générer automatiquement les contraintes pour trouver le nombre de bits minimal des
parties fractionnaires des coefficients, et les résoudre avec Z3 [dMB08] ; synthétiser le code
à virgule fixe à l’aide de la librairie SyFi.

1.2.7 Contribution 7 : Synthèse de Code à Virgule Fixe pour les Programmes

La dernière contribution concerne l’outil POPiX [BKBM22]. Il résulte d’une collaboration
entre Sofiane Bessai3, Dorra Ben Khalifa4, Matthieu Martel5 et moi-même. Dans ce travail,
l’outil POP [Ben21] et la librairie SyFi sont interférés. POPiX synthétise un code à virgule
fixe pour un programme flottant et une précision, donnés en entrées. Une fois que le
nombre de bits minimal requis pour chaque variable est obtenu, le code à virgule fixe
est synthétisé à l’aide de la librairie SyFi. POP parcourt le programme en entrée, analyse
les ranges des variables, règle la précision de ces dernières en générant des contraintes,
et en les résolvant par le solveur GLPK [Mak12].

1.3 Plan de la Thèse

Ce manuscrit de thèse se compose principalement de quatre parties, où chacune englobe
plusieurs chapitres. Il est organisé comme suit :

1.3.1 Première Partie : État de l’Art

Cette première partie intitulée : "État de l’Art" se compose de trois chapitres. Ces der-
niers présentent les notions pré-requises dans cette thèse, ainsi que quelques travaux
se trouvant dans la littérature.

¸ Le Chapitre 2 concerne l’arithmétique des ordinateurs. Il met en avant les principales
définitions et propriétés des deux arithmétiques à virgule flottante et à virgule

3https://www.linkedin.com/in/sofiane-bessai/
4https://dbenkhal.github.io/index.html
5https://perso.univ-perp.fr/matthieu.martel/

https://www.linkedin.com/in/sofiane-bessai/
https://dbenkhal.github.io/index.html
https://perso.univ-perp.fr/matthieu.martel/
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fixe. Les principales propriétés présentées pour les deux arithmétiques sont : la
représentation des nombres à virgule flottante (respectivement à virgule fixe), les
opérations arithmétiques, les valeurs spéciales et les modes arrondis. À la fin de ce
chapitre, une comparaison entre l’arithmétique à virgule flottante et l’arithmétique à
virgule fixe, est effectuée.

¸ Le Chapitre 3 donne un aperçu sur les réseaux de neurones, en présentant leurs
composition, fonctionnement et types existants. Les fonctions d’activation, utilisées
dans cette thèse (linéaire, unité linéaire rectifiée, sigmoïde, tangente hyperbolique), sont
définies dans les deux arithmétiques à virgule flottante et à virgule fixe. Ce chapitre
présente également quelques outils de compression de réseaux de neurones utilisant
différentes techniques.

¸ Le Chapitre 4 est divisé en trois parties. Dans sa première partie, il met en avant la
satisfiabilité modulo théories (SMT) ainsi que la programmation linéaire, permettant la
résolution des problèmes SMT et des problèmes linéaires respectivement. La première
partie de ce chapitre cite également quelques solveurs pour chaque technique. Les
outils dédiés au réglage de précision des programmes et des réseaux de neurones,
sont présentés dans la deuxième partie de ce chapitre. Parmi les outils présentés, il y a
ceux qui règlent la précision pour des programmes ou réseaux de neurones flottants,
et ceux qui règlent la précision pour des programmes ou réseaux de neurones à
virgule fixe. La dernière partie du Chapitre 4 présente quelques outils synthétisant du
code à virgule fixe pour les programmes, ainsi que pour les réseaux de neurones.

1.3.2 Deuxième Partie : Formats Fixes des Neurones et des Poids Synaptiques

La deuxième partie de ce manuscrit aborde la détermination et le réglage des formats fixes
des neurones et des poids synaptiques, ainsi que le calcul des erreurs commises dans un
réseau de neurones. Elle est constituée de quatre chapitres.

¸ Le Chapitre 5 modélise en premier lieu les erreurs résultantes aux opérations élé-
mentaires (addition et multiplication) en virgule fixe et les erreurs correspondantes
aux deux fonctions mathématiques sigmoïde et tangente hyperbolique. Ces erreurs sont
requises pour calculer les erreurs de la somme pondérée des poids et des fonctions
d’activation, qui sont également définies dans ce chapitre. Le bit de poids fort de
l’erreur commise dans un réseau de neurones est donné dans ce chapitre aussi.

¸ Le Chapitre 6 concerne la méthode CubMeth, calculant les formats fixes des poids
synaptiques et des sorties des neurones. Les contraintes générées par CubMeth, ainsi
que le nombre et la complexité de ces contraintes, sont présentés dans ce chapitre.

¸ Le Chapitre 7 présente la technique utilisée par QuadMeth et LinMeth, pour calculer
les formats fixes des poids synaptiques et des sorties des neurones. Il présente
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également les contraintes générées par QuadMeth ainsi que le nombre et la complexité
de ces dernières.

1.3.3 Troisième Partie : Évaluation des Performances de SyFix

La troisième partie de la thèse porte sur l’outil SyFix et ses performances. Elle contient
deux chapitres.

¸ Le Chapitre 8 met en avant notre outil SyFix et ses fonctionnalités. Il décrit également
notre librairie virgule fixe SyFi, ainsi que les fonctions qu’elle implémente.

¸ Le Chapitre 9 évalue les performances des trois méthodes CubMeth, QuadMeth et
LinMeth via SyFix. Ces méthodes sont évaluées en termes de précision, du respect du
seuil d’erreur et du type de données (fixés par l’utilisateur), de bits/bytes optimisés,
et de distribution des types de données des variables dans le programme synthétisé.
Les réseaux de neurones (benchmarks) utilisés pendant les expérimentations sont
également présentés dans ce chapitre.

1.3.4 Quatrième Partie : Synthèse de Code à Virgule Fixe pour les Programmes
Via POPiX

La dernière partie de ce manuscrit est constituée d’un seul chapitre portant sur l’outil POPiX.

¸ Le Chapitre 10 présente l’outil POPiX. Cet outil est une intégration des outils POP [Ben21]
et notre librairie virgule fixe SyFi. Dans ce chapitre, nous décrivons le fonctionnement
de POP, ensuite nous présentons la technique utilisée par POPiX pour synthétiser des
programmes à virgule fixe, satisfaisant un certain besoin en précision. L’évaluation de
POPiX, ainsi que les benchmarks utilisés, sont également mis en avant dans ce chapitre.

1.4 Publications et Manifestations Scientifiques

1.4.1 Conférences Internationales avec Comité de Lecture

• Hanane Benmaghnia, Matthieu Martel and Yassamine Seladji. Fixed-Point Code
Synthesis for Neural Networks. In 6th International Conference on Artificial Intelligence,
Soft Computing and Applications, volume 12 of Computer Science & Information Technology,
pages 11–30. CSCP, 2022

• Sofiane Bessaï, Dorra Ben Khalifa, Hanane Benmaghnia, Matthieu Martel. Fixed-
Point Code Synthesis Based on Constraint Generation. In the 15th International
Workshop on Design and Architectures for Signal and Image Processing, DASIP22.
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1.4.2 Articles dans des Revues Scientifiques

• Hanane Benmaghnia, Matthieu Martel and Yassamine Seladji. Code Generation For
Neural Networks Based On Fixed-Point Arithmetic. In Journal of Transactions on
Embedded Computing Systems, Accepted.

1.4.3 Résumés

• Hanane Benmaghnia, Matthieu Martel and Yassamine Seladji. Synthèse de Code
Virgule Fixe pour les Réseaux de Neurones. In Embedded-IA, Virtual, 2020.

1.4.4 Posters

• Hanane Benmaghnia, Matthieu Martel and Yassamine Seladji. Adapting Neural Net-
works to Fixed-Point and Integer Arithmetic. In IndabaXAlgeria. University of Tlemcen
Algeria, 2019.

• Hanane Benmaghnia, Matthieu Martel and Yassamine Seladji. Adapting Neural Net-
works to Fixed-Point and Integer Arithmetic. In FEANICSES. ISAE-SUPAERO Tou-
louse, 2019.

1.4.5 Événements Scientifiques

• Organisation et Animation de la Fête de la Science autour du Thème : Informa-
tique avec des Billes., Village des Sciences, Université de Perpignan, 2019.

• Organisation du Neuvième Congrès des Doctorants, Association des Doctorants de
Perpignan (UPVDoc), Virtuel, 2020.
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« En bonne arithmétique, un plus un égale tout et deux
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— Ninon de Lenclos

2

C
ha

pi
tr

e

Arithmétique des
Ordinateurs

♣ ˛ ♣

2.1 Définitions Communes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.1.1 Ufp : Unit in the First Place . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.1.2 Ulp : Unit in the Last Place . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.1.3 Erreur Absolue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.1.4 Erreur Relative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Arithmétique à Virgule Flottante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2.1 Représentation d’un Nombre à Virgule Flottante . . . . . . . . . . . . 16
2.2.2 Valeurs Spéciales et Exceptions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2.3 Opérations et Arrondis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3 Arithmétique à Virgule Fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3.1 Représentation d’un Nombre à Virgule Fixe . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3.2 Opérations Arithmétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3.3 Valeurs Spéciales et Arrondis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.3.4 Quelques Algorithmes et Librairies Virgule Fixe . . . . . . . . . . . . 28

2.4 Comparaison Entre les Arithmétiques : Flottante et Fixe . . . . . . . . . . . . 29
2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Les nombres réels ne peuvent être représentés exactement en mémoire sur machine.
Cependant, il existe plusieurs arithmétiques, pour effectuer les calculs et repré-
senter les nombres, telles que l’arithmétique à virgule flottante [ANS19, MBD+18],

l’arithmétique à virgule fixe [MNR17, BS17, Yat09, MCS06, Lop14] et l’arithmétique des
intervalles [Moo79]. Nous abordons uniquement les deux arithmétiques à virgule flottante
et fixe dans ce chapitre. Ce dernier est organisé comme suit :

¸ Des définitions communes aux deux arithmétiques à virgule flottante et fixe, sont
données dans la Section 2.1.

¸ La Section 2.2 donne un aperçu sur l’arithmétique à virgule flottante et la norme
IEEE754, plus précisément. Les différentes propriétés de cette norme sont présentées
telles que la représentation des nombres à virgule flottante et des valeurs spéciales, la
gestion des exceptions, les arrondis et les opérations élémentaires.

¸ La Section 2.3 met en avant l’arithmétique à virgule fixe et ses différentes propriétés
telles que la représentation des nombres à virgule fixe, les arrondis et les opérations
arithmétiques. Quelques librairies et algorithmes existants sont également présentés
dans cette section.

¸ Une comparaison entre les deux arithmétiques est effectuée dans la Section 2.4.

¸ La Section 2.5 conclut ce chapitre.

2.1 Définitions Communes

Dans cette section, nous présentons des définitions communes aux deux arithmétiques : à
virgule fixe et à virgule flottante. La formule de calcul du bit de poids fort (respectivement de
poids faible) d’un nombre est donnée par la Définition 2.1.1 (respectivement Définition 2.1.2).
Les deux erreurs absolue et relative sont également présentées dans les définitions 2.1.3
et 2.1.4, respectivement. Les notations des ensembles des nombres utilisées dans ce chapitre
sont : N l’ensemble des entiers, Z l’ensemble des entiers relatifs (négatifs et positifs),
R l’ensemble des réels, F l’ensemble des nombres à virgule flottante et ℵ l’ensemble
des nombres à virgule fixe.

2.1.1 Ufp : Unit in the First Place

L’ufp, ou unit in the first place, est une unité de mesure de la précision des nombres à
virgule flottante ou fixe. Elle correspond au bit de poids fort (premier bit non nul à gauche)
d’un nombre à virgule flottante ou fixe.
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Définition 2.1.1. L’ufp d’un nombre à virgule flottante [MBD+18] est défini par

@x P F, ufp(x) =

#

minti P Z : 2i+1 ą |x|u = tlog2(|x|)u if x ‰ 0,
0 if x = 0,

(2.1)

où t.u représente la partie entière inférieure.

2.1.2 Ulp : Unit in the Last Place

L’ulp, ou unit in the last place, est une unité de mesure de la précision des nombres à virgule
flottante ou fixe. Elle correspond au bit de poids faible (dernier bit significatif à droite)
d’un nombre à virgule flottante ou fixe.

Définition 2.1.2. L’ulp d’un nombre flottant dépend de son ufp. Cette unité est donnée avec

@x P F, ulp(x) = ufp(x)´w + 1, (2.2)

où w représente le nombre de bits significatifs de x.

Remarque 1. Cette définition n’est pas unique. Il existe d’autres définitions permettant de calculer
l’ulp dans [Gol91, Mul05, Har99, Kah04].

L’erreur absolue et l’erreur relative sont des mesures de quantification des erreurs.
Informellement, ces deux mesures quantifient la différence entre le résultat d’une expression
évaluée sur les réels et le résultat de la même expression calculée sur les nombres à virgule
flottante (ou fixe), respectivement en valeur absolue et en valeur relative.

2.1.3 Erreur Absolue

L’erreur absolue est la distance entre une valeur exacte sur les réels et sa valeur approchée
sur les nombres à virgule flottante (ou fixe). La Définition 2.1.3 donne l’expression pour
calculer l’erreur absolue.

Définition 2.1.3. La formule de l’erreur absolue, notée δabs, entre un nombre réel x et un nombre à
virgule flottante x̃, est donnée avec

@x P R, @x̃ P F, |x´ x̃| ď δabs. (2.3)

2.1.4 Erreur Relative

L’erreur relative est égale à l’erreur absolue divisée par la valeur exacte. Contrairement
à l’erreur absolue, l’erreur relative prend en compte la taille des valeurs mesurées et
n’est pas dépendante de leur magnitude. La Définition 2.1.4 donne la formule corres-
pondante à l’erreur relative.

Définition 2.1.4. L’expression de l’erreur relative, notée δrel , entre un nombre réel x et un nombre
à virgule flottante x̃, est donnée avec

@x P R˚, @x̃ P F,
∣∣∣∣ x´ x̃

x

∣∣∣∣ ď δrel . (2.4)
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2.2 Arithmétique à Virgule Flottante

Les nombres à virgule flottante, appelés nombres flottants, sont utilisés dans les pro-
grammes informatiques pour approcher des valeurs de type réel. Jusque dans les an-
nées 80, chaque constructeur avait sa propre implémentation de l’arithmétique à vir-
gule flottante (base de représentation, plage d’exposants, etc.), et donc un même pro-
gramme informatique donnait différents résultats sur différentes architectures (avec les
mêmes entrées). En 1985, la standardisation et l’homogénéisation de l’implémentation de
l’arithmétique à virgule flottante (appelée arithmétique flottante par la suite) a eu lieu
grâce à la norme IEEE754 [ANS85]. Cette dernière a été révisée en 2008 [ANS08], puis
en 2019 [ANS19]. Cette norme a :

• Fixé précisément le format des données et leur encodage en machine (voir Table 2.1) ;

• Défini le comportement et la précision pour les opérateurs de base ;

• Défini les valeurs spéciales, les modes d’arrondi et la gestion des exceptions.

2.2.1 Représentation d’un Nombre à Virgule Flottante

Depuis son apparition, la norme IEEE754 est devenue le standard scientifique permet-
tant de spécifier l’arithmétique flottante [ANS19, MBD+18]. Dans cette norme, chaque
nombre flottant est représenté par un triplet (signe, exposant, mantisse) dans un format
et une précision (simple, double, etc.), donnés dans la Table 2.1. La Définition 2.2.1 définit
formellement un nombre flottant.

Définition 2.2.1. Un nombre flottant a P F, en base 2, est défini par :

a = (´1)s ¨M ¨ 2e, (2.5)

où s est le signe, M la mantisse et e l’exposant. Notons que s P t0, 1u, e P temin, emaxu et
M = d0.d1...di...dm´1, avec m la longueur de M (voir Table 2.1), di P t0, 1u et 0 ď i ď m´ 1. Les
valeurs de emin, emax et m sont données dans la Table 2.1.

La Table 2.1 présente les différentes précisions et formats de représentation des nombres
dans la norme IEEE754 [ANS19]. La première colonne donne le nombre total de bits sur
lequel est représenté un nombre flottant et la deuxième colonne donne son appellation.
La troisième, quatrième et cinquième colonne contiennent le nombre de bits sur lequel est

FIGURE 2.1: Représentation d’un Nombre à Virgule Flottante.
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Format (bits) Précision Signe (s) Mantisse (m) Exposant (e) emin emax

16 Demie 1 10 5 -14 +15

32 Simple 1 23 8 -126 +127

64 Double 1 52 11 -1222 +1223

128 Quadruple 1 112 15 -16382 +16383

TABLE 2.1: Les Différents Formats de la Norme IEEE754.

représenté le signe, la mantisse et l’exposant, respectivement. Les deux dernières colonnes
montrent les valeurs minimale et maximale que peut prendre l’exposant. Par exemple, un
nombre flottant en simple précision est représenté sur 32 bits avec un signe sur un bit, une
mantisse sur 23 bits et un exposant sur 8 bits, appartenant à la plage [´126, 127].

La Figure 2.1 montre la représentation d’un nombre flottant composé d’un signe sur un
bit, d’un exposant sur e bits et d’une mantisse représentée sur m bits. Les valeurs de m et
de e peuvent être déterminées suivant le format et la précision, choisis. Elles correspondent
respectivement à la quatrième et cinquième colonne de la Table 2.1.

Dans la norme IEEE754 [ANS19], les nombres flottants peuvent être représentés de
manière normalisée ou dénormalisée. La normalisation des nombres flottants évite les
représentations multiples du même nombre. Les nombres flottants dénormalisés [MBD+18]
sont introduits pour éviter d’arrondir à zéro le résultat d’une opération flottante, qui
serait plus petit que le plus petit nombre normalisé représentable dans le format utilisé.
Cependant, dans ces travaux, nous nous intéressons aux nombres normalisés couvrants
la plus grande partie de la plage de flottants disponibles en machine. Ces nombres ont
une distribution non uniforme : la densité des flottants est plus grande vers zéro que
vers les infinis [Gol91]. Un nombre normalisé (voir Définition 2.2.2) s’écrit avec son bit
implicite d0 à 1, et son exposant e prend une valeur entre zéro et sa valeur maximale (31,
255, 2047, 32767) suivant son format.

Définition 2.2.2. Un nombre flottant a P F, en base 2, normalisé, est défini par :

a = (´1)s ˆMˆ 2e, (2.6)

où s est le signe, M la mantisse et e l’exposant. Notons que s P t0, 1u, M = 1.d1...di...dm, avec m la
longueur de M (voir Table 2.1), di P t0, 1u, 1 ď i ď m, et e prend une valeur entre zéro et sa valeur
maximale (31, 255, 2047, 32767) suivant le format choisi (Table 2.1). Cette valeur maximale est
obtenue en mettant tous les bits de l’exposant à 1.

Exemple 2.2.1. Considérons le nombre flottant a = 4.8125 et montrons sa représentation machine
en utilisant la norme IEEE754, la représentation normalisée et la simple précision (Table 2.1).
Remarquons que a est positif, donc son bit de signe s = 0. Notons que, 4, 8125 = (100.1101)2, en
base 2. Ce nombre binaire peut également s’écrire : (1.001101ˆ 22)2 en décalant la virgule de deux
positions vers la gauche. En simple précision, la mantisse est représentée sur 23 bits, l’exposant sur
8 bits et le signe sur 1 bit. La représentation en machine du flottant a est donnée par
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0 10000001 00110100000000000000000,

où 0 correspond au signe, 10000001 est l’exposant et 00110100000000000000000 représente la
mantisse. Ces valeurs sont obtenues via la Définition 2.2.2.

2.2.2 Valeurs Spéciales et Exceptions

La norme IEEE754 [ANS19] définit des valeurs spéciales servant de représentations aux :

• Zéros : ´0 et +0 ;

• Infinis : ´8 et +8 ;

• Not-a-Number (NaN).

La Table 2.2 montre la représentation des valeurs spéciales existantes dans la norme IEEE754
[ANS19], en fonction du format des nombres flottants choisi dans la Table 2.1. Notons
que, emax (dans la Table 2.2) est obtenu en mettant tous les bits de l’exposant à 1 dans
le format choisi (Table 2.1), et donc emax P t31, 255, 2047, 32767u. Un nombre flottant est
égal à zéro quand son exposant et sa mantisse sont tous les deux égaux à zéro. À noter
que, cette représentation du zéro peut avoir un signe positif, noté +0, ou un signe négatif,
noté ´0. La seule différence entre ´0 et +0 est la propagation du signe à travers les autres
opérations arithmétiques d’une expression.

L’infini, ou8, se caractérise par un exposant fixé à la valeur maximale et une mantisse
à zéro. Un infini peut être positif, noté +8, ou négatif, noté ´8. Ces valeurs sont obtenues
lorsque le résultat d’une opération a un dépassement de capacité (overflow), c’est-à-dire que
la valeur du résultat ne rentre pas et ne peut être représentée dans le format choisi.

Un NaN, est représenté avec un exposant à sa valeur maximale et une mantisse non
nulle. Le signe n’est pas important pour cette valeur et peut être positif ou négatif. Un NaN
est le plus souvent utilisé pour signaler le résultat d’une opération non définie sur les
réels (

?
´4, 0

0 , +8 ´ 8, etc.).
En plus de ces valeurs spéciales, la norme IEEE754 impose de positionner certains

drapeaux (flags) dans les cas suivants :

• Drapeau opération invalide (invalid) : si une opération donnant comme résultat NaN ;

Valeur Spéciale Exposant (e) Mantisse (m)

+0 e = 0 m = 0

´0 e = 0 m = 0

˘8 e = emax m = 0

NaN e = emax m ‰ 0

TABLE 2.2: Valeurs Spéciales de la Norme IEEE754.
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• Drapeau inexact (inexact) : lorsque le résultat d’une opération ne peut être exactement
représenté, et il doit donc être arrondi ;

• Drapeau division par zéro ;

• Drapeau débordement vers l’infini (overflow) : lorsque le résultat d’une opération est
trop grand par rapport à la borne supérieure de la plage des exposants représentables ;

• Drapeau débordement vers zéro (underflow) : lorsque le résultat d’une opération est
trop petit par rapport à la borne inférieure de la plage des exposants représentables.

2.2.3 Opérations et Arrondis

Un nombre réel ne peut être exactement représenté en machine. Il doit donc être arrondi.
La norme IEEE754 [ANS19] décrit quatre modes d’arrondi pour un nombre réel a P R :

• L’arrondi vers le haut (+8), noté (Ò+8 (a)), revient à arrondir vers le plus petit
nombre flottant supérieur ou égal à a.

• L’arrondi vers le bas (´8), noté (Ò´8 (a)), revient à arrondir vers le plus grand
nombre flottant inférieur ou égal à a.

• L’arrondi vers 0, ou troncature, noté (Ò0 (a)), est équivalent à un arrondi vers ´8 (res-
pectivement +8), si le nombre à arrondir est positif (respectivement négatif).

• L’arrondi au plus proche, noté (Ò„ (a)), revient à arrondir a vers le nombre flottant le
plus proche.

Les arrondis vers ´8, +8 et 0, sont appelés arrondis dirigés. Ces derniers arrondissent
une valeur réelle a P R vers un nombre flottant proche, à partir d’une direction donnée.
Contrairement aux arrondis dirigés, l’arrondi au plus proche prend le nombre flottant à
moindre distance de a, qu’il soit plus grand ou plus petit que a. Si la valeur à arrondir est
équidistante des nombres flottants les plus proches, deux choix sont possibles : arrondir
vers le nombre pair ou loin de zéro. Le premier va arrondir vers le nombre flottant avec une
mantisse paire, tandis que l’arrondi loin de zéro va effectuer un arrondi vers le haut (respec-
tivement vers le bas) dans le cas d’un nombre positif (respectivement négatif). Par défaut,
les ordinateurs effectuent un arrondi au plus proche, avec égalité vers le nombre pair. Il
est souvent noté comme un arrondi au plus proche pair.

L’implémentation d’une fonction en arithmétique flottante satisfait la propriété d’ar-
rondi correct, si son résultat est égal à l’arrondi (suivant un mode d’arrondi donné) du
résultat exact de la fonction. La Définition 2.2.3 définit formellement la sémantique des
opérations élémentaires dans la norme IEEE754, pour les quatre modes d’arrondi.



20 2.3. Arithmétique à Virgule Fixe

Définition 2.2.3. La sémantique des opérations élémentaires définie par la norme IEEE754 pour
les quatre modes d’arrondi r P t´8,+8, 0,„u, est donnée avec :

Òr: R ÝÑ F

xfr y = Òr (x ˚ y),
(2.7)

oùfr P t+,´,ˆ,˜u est l’une des quatre opérations élémentaires utilisées pour le calcul des nombres
flottants, en utilisant le mode d’arrondi r et, ˚ P t+,´,ˆ,˜u est l’opération exacte (opérations sur
les réels).

Remarque 2. Dans la norme IEEE754, la racine carrée (? ) a un arrondi correct aussi.

Remarque 3. D’autres opérations mathématiques, comme les fonctions transcendantes (sin, cos,
tan, log, etc.), n’ont pas obligation d’être arrondies correctement d’après la norme IEEE754 [ANS19].
Cet arrondi est laissé à l’appréciation de l’implémentation de l’arithmétique des nombres flottants et
peut donc varier grandement d’un système à l’autre.

L’arrondi correct garantit que l’addition et la multiplication dans l’arithmétique flot-
tante sont commutatives, par contre l’associativité et la distributivité ne sont pas conser-
vées [Gar21]. Pour plus de détails sur l’arithmétique flottante et la norme IEEE754, j’invite le
lecteur à se référer au "Handbook of Floating-Point Arithmetic" de Muller et al. [MBD+18].

2.3 Arithmétique à Virgule Fixe

De nos jours, l’utilisation des systèmes embarqués ne cesse de croître malgré leurs
ressources limitées. Ces systèmes ont des petites mémoires et souvent des CPUs compatibles
avec le calcul entier uniquement, c’est pourquoi, l’utilisation de l’arithmétique à virgule
fixe (appelée arithmétique fixe par la suite) reposant sur des nombres et opérations entières,
est efficace. Cependant, cette arithmétique [MNR17, BS17, Yat09, MCS06, Gal21] est plus
difficile à manier et à gérer pour les développeurs. Ces derniers doivent gérer la position de
la virgule manuellement, mais aussi les débordements (overflow et underflow) et les excep-
tions (division par zéro, racine négative, etc.), contrairement à la norme IEEE754 [ANS19]
qui gère tout de manière automatique. Pour éviter que les calculs soient erronés, une
attention doit être accordée à la présence des retenues, aux nombres et aux sens des
décalages effectués, aux longueurs des parties entières en sortie des calculs, etc. Dans cette
section, nous montrons comment convertir un nombre flottant en un nombre à virgule fixe
et présentons les opérations arithmétiques, les modes d’arrondis et nous citons quelques
librairies et algorithmes à virgule fixe.

2.3.1 Représentation d’un Nombre à Virgule Fixe

Dans l’arithmétique fixe et selon la littérature [MNR17, BS17, MCS06, Lop14, Yat09], un
nombre à virgule fixe est représenté par un signe s P t0, 1u, une valeur entière V P N
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FIGURE 2.2: Représentation du Nombre à Virgule Fixe â dans un Format ă Mâ, Lâ ą.

et un format ă M, L ą, où M P Z représente le nombre de bits avant la virgule fixe et
L P N représente le nombre de bits après la virgule fixe. En d’autres termes, un nombre à
virgule fixe est un nombre entier relatif (P Z) multiplié par un facteur d’échelle 2´L. Dans ce
manuscrit, nous adoptons l’écriture et la représentation des nombres à virgule fixe, appelés
nombres fixes par la suite, données dans les définitions 2.3.1 et 2.3.2, respectivement.

Définition 2.3.1. Soit ℵ l’ensemble des nombres fixes et, soit le nombre fixe â P ℵ représenté
sur W â bits. Ce nombre â s’écrit sous la forme

â = (´1)sâ
ˆV â

ăMâ, Lâą. (2.8)

Son signe est sâ P t0, 1u, sa valeur entière V â P N et son format ă Mâ, Lâ ą, tels que Mâ P Z

et Lâ P N. Ces deux derniers représentent respectivement le nombre de bits de la partie entière
et fractionnaire. Ils sont calculés par

Mâ = ufp(a) + 1. (2.9)

Et,
Lâ = W â ´Mâ ´ 1. (2.10)

La valeur entière V â correspondante à â est obtenue via la formule suivante

(´1)sâ
ˆV â = taˆ 2Lâ

s. (2.11)

Notons que, a est la valeur flottante correspondante à â et ufp(a), utilisé dans l’Équation (2.9),
représente le bit de poids fort de a et est défini dans la Définition 2.1.1. Dans l’Équation (2.11),
t.s correspond à la partie entière, inférieure ou supérieure au plus proche.

La Figure 2.2 montre la représentation d’un nombre fixe â de longueur W â bits. Son
signe sâ est représenté sur un bit. Sa partie entière est représentée sur Mâ bits et sa partie
fractionnaire sur Lâ bits.

Définition 2.3.2. Dans une base de représentation β = 2, considérons un nombre fixe â P ℵ et sa
représentation flottante a P F. La valeur flottante correspondante au nombre fixe â est donnée avec

a = (´1)sâ
ˆV â ˆ 2´Lâ

. (2.12)

Dans la représentation à virgule fixe, nous remarquons que la gestion de la position de la
virgule se fait manuellement par le développeur, ce qui la rend difficile à maintenir, contrai-
rement à la virgule flottante [ANS19] qui le fait de manière automatique grâce à l’exposant.
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FIGURE 2.3: Nombre à Virgule Fixe avec Différents Facteurs d’Échelle.

Couleur Fact. D’Échelle Format Valeur Entière de â Valeur Flottante de â

Magenta ă 2, 6 ą (10011010)2 = (154)10 (10.011010)2 = (2.40625)10

Cyan ă 5, 3 ą (10011010)2 = (154)10 (10011.010)2 = (19.25)10

Bleue ă 9, 1 ą (10011010)2 = (154)10 (100110100.0)2 = (308)10

TABLE 2.3: Représentation du Nombre Fixe â dans Différents Formats.

Remarque 4. Dans la littérature, il existe une autre notation pour les formats virgule fixe : la
notation QM,L [PKR13, Yat09]. Cette notation contient l’information sur le nombre de bits de la
partie entière M (à gauche) et le nombre de bits de la partie fractionnaire L (à droite).

Exemple 2.3.1. Considérons la suite binaire représentée dans la Figure 2.3 correspondante à la
valeur entière V â = 154 du nombre fixe â P ℵ. Dans la Table 2.3, nous considérons plusieurs
formats différents pour la valeur entière V â, c’est-à-dire que nous la multiplions par plusieurs
facteurs d’échelle, afin de montrer l’importance de la position de la virgule et de la bonne gestion
des formats. La première colonne de la Table 2.3 correspond à la couleur associée à la position
de la virgule (facteur d’échelle) dans la Figure 2.3. La deuxième colonne correspond au format
attribué à â, en d’autres termes, le nombre de bits avant et après la virgule fixe. La troisième colonne
représente V â la valeur entière de â (dans cet exemple V â est égale à 154 ) en base 2 (.)2 et en
base 10 (.)10. La dernière colonne montre la valeur flottante a P F correspondante à â. Cette
dernière est obtenue par l’Équation (2.12) en multipliant la valeur entière V â par les différents
facteurs d’échelle. Si nous considérons la première ligne correspondante au format ă 2, 6 ą et la
couleur Magenta dans la Figure 2.3, nous obtiendrons la valeur flottante 2.40625 en multipliant
154 ˆ 2´6. La valeur flottante a change à chaque fois que le facteur d’échelle change même si
la valeur entière V â est la même.

2.3.2 Opérations Arithmétiques

Dans l’arithmétique fixe, nous devons implémenter nos propres opérations arithmétiques :
élémentaires (addition, soustraction, multiplication et division) et mathématiques (valeur
absolue, racine carrée, fonctions trigonométriques). Nous devons aussi prêter attention à
la bonne gestion (manuelle) des formats, des décalages et des exceptions du type overflow,
contrairement à l’arithmétique flottante qui le fait de manière automatique. Dans ces tra-
vaux, nous nous intéressons uniquement à l’addition, la soustraction et à la multiplication,
qui sont requises pour effectuer des calculs dans les réseaux de neurones (Chapitre 3). Nous
allons à chaque fois considérer les nombres fixes â, b̂, ĉ, r̂ P ℵ et effectuer une opération
virgule fixe élémentaire d P t‘,a,bu, tel que r̂ = âd b̂, est le résultat de l’opération d,
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et ĉ contient le format requis par l’utilisateur pour cette opération.
Pour chaque opération, il existe trois manières de calculer les résultats [Lop14]. Elles

reposent sur le choix et le calcul des formats en sortie : longueur optimale, longueur fixée et
format fixé. Lors d’un calcul avec une longueur optimale, aucune troncature (voir Sous-
Section 2.3.3) sur les opérandes n’est effectuée, c’est-à-dire que le résultat obtenu ne contient
pas une erreur liée à la troncature. Dans le cas de la longueur fixée, l’utilisateur fixe le
nombre total de bits du résultat. Le dernier cas est le format fixé, où l’utilisateur fixe le
nombre de bits des deux parties : entière et fractionnaire du résultat. On s’intéressera et on
utilisera le format fixé dans ces travaux. Nous avons cité précédemment que nous nous
intéressons à l’addition, la soustraction et à la multiplication. Ces trois opérations effectuent
des décalages. Nous introduisons ces derniers dans les définitions 2.3.3 et 2.3.4

Décalages

Soient ! et ", les opérateurs pour désigner les décalages binaires à gauche et à droite,
respectivement. Décaler un nombre entier à gauche (respectivement à droite) de k bits
revient à le multiplier par 2k (respectivement effectuer une division entière par 2k). Les défi-
nitions 2.3.3 et 2.3.4 définissent les décalages binaires à gauche et à droite, respectivement.

Définition 2.3.3. Un décalage à gauche de k bits appliqué au nombre fixe â P ℵ, est défini par
$

’

’

’

&

’

’

’

%

V â = V â ! k,

Mâ = Mâ,

Lâ = Lâ + k.

(2.13)

Définition 2.3.4. Un décalage à droite de k bits appliqué au nombre fixe â P ℵ, est défini par
$

’

’

’

&

’

’

’

%

V â = V â " k,

Mâ = Mâ,

Lâ = Lâ ´ k.

(2.14)

Addition et Soustraction

Soit ‘, l’opérateur pour désigner l’addition à virgule fixe et soit r̂ le résultat de cette
addition, tel que r̂ = â ‘ b̂. Le nombre de bits de la partie entière et fractionnaire de r̂
sont donnés par la Définition 2.3.5.

Définition 2.3.5. Le nombre de bits de la partie entière résultant d’une addition à virgule fixe
sur W r̂ bits, est donné avec

Mr̂ = max(Mâ, Mb̂) + 1. (2.15)

Et son nombre de bits de la partie fractionnaire, vaut

Lr̂ = W r̂ ´Mr̂ ´ 1. (2.16)
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FIGURE 2.4: Addition de Deux Nombres à Virgule Fixe dans un Format Fixé ă Mĉ, Lĉ ą.

Dans ces travaux, nous nous intéressons à l’addition avec un format de sortie fixé, c’est-
à-dire que le nombre de bits de la partie entière et fractionnaire sont fixés par l’utilisateur.
Notons ce format requis ă Mĉ, Lĉ ą. Dans ce cas, il faut donc vérifier si le résultat de
l’addition rentre bien dans le format donné ă Mĉ, Lĉ ą. Pour cela, il faut s’assurer que, le
nombre de bits de la partie entière Mĉ requis, est supérieur ou égal à la valeur de Mr̂,
retournée par l’Équation (2.15).

La Figure 2.4 montre l’addition de deux nombres fixes â et b̂ dans un format de sortie
fixé ă Mĉ, Lĉ ą. Dans cette figure, 2M´1

â représente le bit de poids fort et 2´L
â représente

le bit de poids faible de â (de même pour b̂). Pour effectuer l’addition de â et b̂ et obtenir
un résultat dans le format requis ă Mĉ, Lĉ ą, nous devons aligner les longueurs des
deux parties fractionnaires Lâ et Lb̂ avec Lĉ via des décalages. Notons que, les opérateurs
! et ", correspondent respectivement aux décalages binaires à gauche et à droite et
sont respectivement définis dans les définitions 2.3.3 et 2.3.4. Le résultat de l’alignement
de â (idem pour b̂) avec le format requis ă Mĉ, Lĉ ą, est donné dans la Définition 2.3.6.

Définition 2.3.6. Le résultat de l’alignement de â dans un format ă Mâ, Lâ ą avec le format
ă Mĉ, Lĉ ą (nous supposons qu’il n’y a pas d’overflow : Mâ ď Mĉ), est défini par

@sâ P t0, 1u, ((´1)sâ
ˆV â) =

$

&

%

((´1)sâ
ˆV â) ! (Lĉ ´ Lâ) si (Lĉ ą Lâ),

((´1)sâ
ˆV â) " (Lâ ´ Lĉ) sinon.

(2.17)

et,

ă Mâ, Lâ ą=ă Mĉ, Lĉ ą . (2.18)

Exemple 2.3.2. Dans cet exemple et dans la Figure 2.5, nous illustrons l’addition à virgule fixe
de â = 33ă2, 4ą et b̂ = 33ă4, 2ą. Nous fixons notre format de sortie à ă Mĉ, Lĉ ą=ă 6, 3 ą,
par exemple. D’après l’Équation (2.15), le résultat de cette addition peut tenir sur le format requis
ă 6, 3 ą car 6 ě 4. Écrivons les valeurs de â et b̂ en binaire, tels que :

â = 10.0001 et b̂ = 1000.01.

Nous constatons que sâ = sb̂ = 0 et donc sĉ = 0. Pour calculer cette addition, il faut aligner â et b̂
avec le format ă Mĉ, Lĉ ą, en appliquant la Définition 2.3.6. La Figure 2.5 montre les décalages
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FIGURE 2.5: Addition Virgule Fixe avec Format Fixé ă 6, 3 ą.

effectués pour aligner â et b̂. Un décalage d’un bit vers la droite est nécessaire pour â, car le nombre
de bits après la virgule requis en sortie est 3, et â en a 4. Un décalage d’un bit vers la gauche est
effectué pour b̂, car le nombre de bits après la virgule requis en sortie est 3, et b̂ en a 2, cela revient
à rajouter un 0 à droite. Après l’alignement des opérandes, nous obtenons V â = 33 " 1 = 16 et
V b̂ = 33 ! 1 = 66. Maintenant, il suffit juste de sommer ces valeurs obtenues. Finalement, le
résultat de cette addition dans le format fixé ă 6, 3 ą obtenu est ĉ = 82ă6, 3ą.

Remarque 5. Dans cet exemple, le format ă 4, 3 ą aurait été suffisant pour cette addition, car
en consacrant 6 bits pour la partie entière du résultat, nous avons deux bits nuls à gauche (voir
Figure 2.5) qui ne sont pas nécessaires.

Remarque 6. La soustraction à virgule fixe se fait exactement de la même manière que l’addition à
virgule fixe, définie ci-dessus. Il suffit de remplacer l’opérateur ‘ par l’opérateur a.

Multiplication

Soit b, l’opérateur pour désigner la multiplication à virgule fixe et soit r̂ le résultat de cette
multiplication, tel que r̂ = âb b̂. Le nombre de bits de la partie entière et fractionnaire
de r̂ sont définis dans la Définition 2.3.7.

Définition 2.3.7. Le nombre de bits de la partie entière d’une multiplication à virgule fixe sur W r̂ bits,
est donné avec

Mr̂ = Mâ + Mb̂ + 1. (2.19)

Et son nombre de bits de la partie fractionnaire, vaut

Lr̂ = W r̂ ´Mr̂ ´ 1. (2.20)

Supposons que le format fixé du résultat de la multiplication virgule fixe requis
est ă Mĉ, Lĉ ą. La Figure 2.6 illustre la multiplication à virgule fixe dans le format
requis ă Mĉ, Lĉ ą. Dans cette figure, 2M´1

â représente le bit de poids fort et 2´L
â le bit

de poids faible de â (idem b̂). Le résultat de cette multiplication est obtenu en calculant la
somme binaire des produits binaires intermédiaires. Par exemple, la première multiplication
intermédiaire (1) de la Figure 2.6 consiste à multiplier tous les bits de â par le premier bit de
b̂, en partant de la droite. Ensuite, on calcule le résultat de la multiplication (2) de tous les
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FIGURE 2.6: Multiplication de Deux Nombres à Virgule Fixe dans un Format Fixé ă Mĉ, Lĉ ą.

bits de â par le deuxième bit de b̂, à partir de la droite et, on décale vers la gauche ce résultat
d’une position (on effectue la même opération jusqu’au dernier bit de b̂). Pour éviter les
débordements (overflow), le nombre de bits de la partie entière Mĉ doit être, supérieur ou
égal à, Mr̂ défini dans l’Équation (2.19). Les algorithmes de la multiplication et de l’addition
à virgule fixe sont donnés dans [MNR17, Lop14, Naj14].

2.3.3 Valeurs Spéciales et Arrondis

Dans chaque processus de conversion ou dans chaque calcul en précision finie, il y a
une étape d’arrondi. Il existe plusieurs façons d’arrondir une valeur, on parle alors de
modes d’arrondi. Les modes d’arrondi définis en Sous-Section 2.2.3 : Ò+8 (.), Ò´8 (.),
Ò0 (.) et Ò„ (.), s’appliquent aussi à la virgule fixe. Cependant, nous nous intéressons
principalement aux deux modes d’arrondi suivants : la troncature et l’arrondi au plus
proche. Il faut noter que, la troncature correspond à l’arrondi vers le bas Ò´8 (.), où on se
contente d’effacer les bits au-delà de celui auquel on veut arrondir. En virgule flottante, c’est
l’arrondi vers zéro qui s’obtient par troncature. La Définition 2.3.8 définit l’arrondi virgule
fixe d’un nombre réel a P R par troncature, noté Ò´8 (a). Cet arrondi est le plus grand
nombre fixe dont le nombre de bits de la partie fractionnaire est Lâ et, qui est plus petit que a.

Définition 2.3.8. L’arrondi virgule fixe de a P R par troncature, s’obtient en calculant :

Ò´8 (a) = taˆ 2Lâ
uˆ 2´Lâ

, (2.21)

où t.u représente la partie entière inférieure.

Exemple 2.3.3. Considérons la conversion en virgule fixe du nombre réel a = π sur W â = 8 bits.
D’après les équations (2.9) et (2.10), le format ă Mâ, Lâ ą=ă 2, 5 ą. Suivant la Définition 2.3.8,
l’arrondi virgule fixe de a par troncature vaut

Ò´8 (a) = tπˆ 25uˆ 2´5 = 100ˆ 2´5 = 3.125.
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L’arrondi virgule fixe au plus proche du nombre réel a P R, noté Ò„ (a), est le nombre
fixe le plus proche de a dont le nombre de bits de la partie fractionnaire est Lâ. Cet arrondi
est donné par la Définition 2.3.9.

Définition 2.3.9. L’arrondi virgule fixe de a P R au plus proche, s’obtient en calculant :

Ò„ (a) = taˆ 2Lâ
sˆ 2´Lâ

, (2.22)

où t.s représente la partie entière inférieure ou supérieure au plus proche.

Exemple 2.3.4. Considérons la conversion en virgule fixe du nombre réel a = π sur W â = 8 bits.
D’après les équations (2.9) et (2.10), le format ă Mâ, Lâ ą=ă 2, 5 ą. Suivant la Définition 2.3.9,
l’arrondi virgule fixe de a au plus proche vaut

Ò„ (a) = tπˆ 25sˆ 2´5 = 101ˆ 2´5 = 3.15625.

N.B. Dans ces travaux, nous utilisons l’arrondi par troncature dans les opérations arithmétiques et
l’arrondi au plus proche pour calculer la valeur entière d’un nombre fixe (conversion).

Maintenant, nous souhaitons quantifier l’erreur commise entre le nombre réel a et
son arrondi. Nous pouvons quantifier cette erreur en calculant les erreurs, absolue δabs et
relative δrel , respectivement définies dans les définitions 2.1.3 et 2.3.3. Le Lemme 2.3.1 donne
l’erreur absolue entre le réel a et son arrondi par troncature Ò´8 (a), et le Lemme 2.3.2
présente l’erreur absolue entre le réel a et son arrondi au plus proche Ò„ (a).

Lemme 2.3.1. L’erreur absolue entre a P R et son arrondi par troncature Ò´8 (a), est

δabs ă 2´Lâ
. (2.23)

Lemme 2.3.2. L’erreur absolue entre a P R et son arrondi au plus proche Ò„ (a), est

δabs ď 2´Lâ´1. (2.24)

L’erreur relative correspondante à l’erreur effectuée par rapport à la valeur réelle de
départ a telle que a ‰ 0, est donnée par le Lemme 2.3.3.

Lemme 2.3.3. L’erreur relative entre a P R˚ et son arrondi, est

δrel ă 2´W â´1. (2.25)

N.B. Les preuves des lemmes 2.3.1 et 2.3.2 sont données et détaillées dans [Gal21].

Contrairement à l’arithmétique flottante, il n’existe pas une définition des infinis, du
zéro négatif et des NaN dans l’arithmétique fixe. Les cinq drapeaux (invalid, inexact, zero,
overflow et underflow) ne sont pas levés de manière automatique, comme c’est le cas dans
l’arithmétique flottante. Le développeur doit gérer manuellement toutes les exceptions
telles que les divisions par zéro, les nombres négatifs sous la racine carrée, etc.
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2.3.4 Quelques Algorithmes et Librairies Virgule Fixe

Il existe plusieurs algorithmes et librairies pour l’arithmétique fixe utilisant différentes
techniques pour, convertir un nombre de l’arithmétique flottante vers l’arithmétique fixe, et
implémenter les algorithmes effectuant les opérations arithmétiques élémentaires (addition,
soustraction, multiplication, division) et mathématiques (fonctions trigonométriques, racine
carrée, valeur absolue, etc.) Ces opérations sont utilisées dans différents programmes de
l’électronique embarquée tels que les filtres linéaires [Vol17, Lop14], traitement du signal
et de l’image, etc. Dans la littérature, nous pouvons trouver plusieurs librairies à virgule
fixe. Nous citons quelques-unes ci-dessous :

• Libfixmath1 [Cod11a] est une librairie où les nombres fixes ayant pour format
ă 16, 16 ą sont implémentés en langage C [KR88]. Cette librairie contient principale-
ment la fonction de conversion des nombres flottants en virgule fixe, les fonctions ef-
fectuant les opérations élémentaires et les opérations mathématiques (racine carrée, ex-
ponentielle, logarithme, valeur absolue, fonctions trigonométriques et leurs inverses).
Cependant, les limites de Libfixmath sont, d’une part, la prise en charge des nombres
fixes dans le formată 16, 16ą uniquement et d’autre part, elle prend en considération
l’overflow seulement pour les opérations élémentaires et mathématiques, mais pas
pour l’interpolation linéaire et la fonction logarithmique. La librairie Libfixmatrix 2

[Cod11b] existe aussi et est basée sur Libfixmath. Elle permet d’effectuer des calculs
en virgule fixe dans un format ă 16, 16 ą sur des matrices.

• Fixmath3 [NNA12] est développée en langage C [KR88]. Elle utilise des entiers
sur 32 bits pour représenter les nombres fixes. Elle contient plusieurs fonctions
pour effectuer les opérations élémentaires, les fonctions algébriques (sqrt et son
inverse) et les fonctions transcendantes (exp, log, log, pow, sin, cos). Fixmath
ne vérifie malheureusement pas les exceptions telles que les divisions par zéro et
les débordements.

• FPM4 [Lan19] est implémentée en langage C++ [Str07]. Elle contient une variété de
fonctions telles que les fonctions élémentaires, les fonctions basiques (abs, fmod,
remainder, etc.), les fonctions trigonométriques (sin, cos, tan, asin, acos, atan), les
fonctions exponentielle et logarithmique, et les fonctions avec les puissances (pow,
sqrt, etc.). Cette librairie est riche, mais a ses limites. Elle ne gère pas les problèmes
d’overflow et d’underflow dans certains cas de figure, comme la fonction pow par
exemple. FPM n’assure pas la précision (accuracy) pour les fonctions trigonométriques.

• Compositional Numeric Library (CNL)5 [MBB15] est une librairie de classes numé-

1https://github.com/PetteriAimonen/libfixmath
2https://github.com/PetteriAimonen/libfixmatrix
3http://savannah.nongnu.org/projects/fixmath/
4https://github.com/MikeLankamp/fpm
5https://github.com/johnmcfarlane/cnl

https://github.com/PetteriAimonen/libfixmath
https://github.com/PetteriAimonen/libfixmatrix
http://savannah.nongnu.org/projects/fixmath/
https://github.com/MikeLankamp/fpm
https://github.com/johnmcfarlane/cnl
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riques en C++ [Str07] à précision fixe, offrant plusieurs types pour les entiers tels que,
safe integer, scaled integer, overflow integer, etc. Elle contient les fonctions
élémentaires ainsi que les fonctions racine carrée, puissance et valeur absolue. CNL
assure l’absence des overflows dans les fonctions qu’elle implémente.

• C++11 Fixed Point Arithmetic Library6 [Jon17] est une librairie implémentée en
C++ [Str07]. Elle contient les fonctions élémentaires. Elle assure le non-débordement (ab-
sence des overflows) des résultats des calculs pour les opérations élémentaires seule-
ment. Cette librairie est maintenant incluse dans la librairie CNL de John McFarlane.

Nous pouvons également citer CORDIC [Mul06, Vol59], qui est un ensemble d’algo-
rithmes de calcul de fonctions élémentaires, trigonométriques, hyperboliques, exponen-
tielle, etc. CORDIC utilise principalement l’addition et les décalages pour calculer ses fonc-
tions. Les multiplications sont évitées, car elles sont plus coûteuses que les décalages. Les
algorithmes CORDIC reposent sur des méthodes itératives, chiffre par chiffre (estimation li-
néaire).

2.4 Comparaison Entre les Arithmétiques : Flottante et Fixe

Le choix de l’arithmétique adéquate pour la résolution d’un problème donné est impor-
tant. Nous devons adopter celle qui répond le mieux aux besoins (domaine d’application,
matériel disponible, énergie consommée, etc.) Pour cela, nous devons déterminer les
propriétés d’une bonne arithmétique. Une comparaison entre les propriétés citées ci-dessous
aide à déterminer (choisir) l’arithmétique répondant aux besoins :

• Rapidité des calculs ;

• Précision des calculs ;

• Dynamique des valeurs représentées ;

• Portabilité des calculs ;

• Facilité d’utilisation et d’implémentation ;

• Énergie consommée ;

• Prix du CPU.

La Table 2.4 présente une comparaison entre l’arithmétique flottante et l’arithmétique
fixe en matière de présence de norme, d’encodage, d’exposant, de distance entre deux
nombres qui se suivent, de valeurs spéciales et de gestion d’exceptions. Les propriétés

6https://embeddedartistry.com/blog/2017/08/25/c11-fixed-point-arithmetic-library/

https://embeddedartistry.com/blog/2017/08/25/c11-fixed-point-arithmetic-library/
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N° Ligne
Propriété

Arith. Arith. Flottante Arith. Fixe

1 Norme + -

2 Encodage
Signe, Exposant,

Mantisse
Signe, Entier

3 Exposant Explicite Implicite

4 Valeurs Spéciales + -

5 Gestion des Exceptions + -

6
Distance entre Deux

Nombres Consécutifs
Non-

Équidistance
Équidistance

7 Rapidité des Calculs - +

8 Précision des Calculs + -

9 Dynamique des Valeurs + -

10
Facilité d’Utilisation et

d’Implémentation
+ -

11 Portabilité des Calculs + +

12 Énergie Consommée - +

13 Prix CPU - +

TABLE 2.4: Comparaison entre l’Arithmétique Flottante et l’Arithmétique Fixe.

d’une bonne arithmétique (précision et rapidité de calculs, dynamique des valeurs repré-
sentées, énergie consommée, etc.), citées précédemment, sont également considérées dans
ce tableau comparatif. La première ligne de la Table 2.4 montre l’existence d’une norme
dans l’arithmétique flottante intitulée IEEE754 [ANS19], contrairement à l’arithmétique
fixe qui n’en a pas, c’est pourquoi de nos jours, l’arithmétique flottante et en particulier la
norme IEEE754 [ANS08], reste la plus utilisée. Dans l’arithmétique flottante, les nombres
sont représentés par un signe, un exposant et une mantisse comme le montre la ligne 2
de la Table 2.4, tandis que la représentation d’un nombre fixe contient une valeur entière
accompagnée d’un signe. L’arithmétique fixe nécessite la gestion de la position de la virgule
manuellement par le développeur, à cause de son facteur d’échelle implicite (ligne 3 de la
Table 2.4), contrairement à l’arithmétique flottante qui le fait de manière automatique, grâce
à son facteur d’échelle explicite (exposant). Les lignes 4 et 5 de la Table 2.4 montrent que les
valeurs spéciales (NaN, , +0, ´0, ´8, +8) et les exceptions (division par zéro, opération
invalide, etc.) sont gérés automatiquement par la norme IEEE754 [ANS19], contrairement
à l’arithmétique fixe où, le développeur doit gérer toutes les exceptions par lui-même.
L’écart entre deux nombres représentables consécutifs (la différence entre deux nombres
identiques, partout sauf sur le dernier bit de la mantisse) est équidistant dans l’arithmétique
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fixe et, est égal à 2´L (ligne 6 de la Table 2.4) pour un format fixe ă M, L ą. Contrairement
à l’arithmétique fixe, il n’y a pas d’équidistance entre deux nombres consécutifs dans
l’arithmétique flottante. Cette distance varie en fonction de l’exposant et des puissances
de 2 positives ou négatives. Elle vaut soit un ulp ou un demi ulp [MBD+18, Gol91]. La
ligne 7 de la Table 2.4 montre que l’arithmétique fixe est plus intéressante à utiliser en
matière de rapidité de calculs, grâce aux opérations entières effectuées, à l’opposé de
l’arithmétique flottante nécessitant un FPU (Floating-Point Unit) pour effectuer les calculs.
La précision et la dynamique des calculs (ligne 8 et 9 de la Table 2.4) restent de qualité
supérieure dans l’arithmétique flottante par rapport à l’arithmétique fixe [Naj14, Mé09].
Cette dernière a une dynamique limitée nécessitant le recadrage des données pour éviter
les débordements. Notons que, plus la dynamique est importante, plus le débordement
est faible. La dynamique augmente exponentiellement pour les flottants et linéairement
dans le cas du fixe [Mén11, Cha14]. L’arithmétique fixe est plus difficile à implémenter et à
utiliser (ligne 10 de la Table 2.4), car le développeur doit manier manuellement la position de
la virgule ainsi que, les alignements des formats lors des calculs, dans son implémentation.
L’utilisation de l’arithmétique fixe nécessite une connaissance du fonctionnement de cette
dernière par l’utilisateur, contrairement à l’arithmétique flottante où, tout est géré de
manière automatique. La ligne 11 de la Table 2.4 montre que les deux arithmétiques sont
favorables à la portabilité. Avant l’apparition de la norme IEEE754, l’arithmétique fixe était
plus favorable à la portabilité, car elle ne dépend pas d’un FPU, contrairement à l’arithmé-
tique flottante qui, donnait des résultats différents sur différentes machines et architectures.
L’arithmétique fixe est connue pour sa faible consommation d’énergie [Bar17, BS17], grâce
à ses opérations entières tandis que, l’arithmétique flottante est plus gourmande en énergie,
à cause de ses opérations complexes. À travers la ligne 12 de la Table 2.4, nous pouvons
déduire qu’il serait plus intéressant d’utiliser l’arithmétique fixe, si nous souhaitons une
faible consommation d’énergie. Le prix des processeurs est moins élevé dans le cadre de
l’utilisation de l’arithmétique fixe (ligne 13 de la Table 2.4), car la surface du circuit est
moins importante [NNF07, KYY15]. Cette arithmétique est basée uniquement sur du calcul
entier avec des formats flexibles (n’importe quel format est possible tant que le développeur
fait les ajustements appropriés). Par contre, l’arithmétique flottante effectue des calculs
complexes utilisant les formats imposés par la norme IEEE754 (Table 2.1) et nécessitant
des, CPUs sophistiqués coûtant plus cher [KYY15]. À travers la Table 2.4, nous pouvons
conclure qu’il est intéressant d’utiliser l’arithmétique fixe dans les systèmes embarqués
pour sa rapidité de calcul, sa portabilité, sa faible consommation en énergie et son prix
moins élevé des CPUs. Si le besoin en précision est important et si l’utilisateur n’est pas
familier avec l’arithmétique fixe, l’utilisation de l’arithmétique flottante sur des machines
dotées d’un FPU serait plus adaptée.
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des définitions communes aux arithmétiques
flottante et fixe. Ensuite nous avons donné un aperçu sur la norme IEEE754 et ses différentes
propriétés (représentation des nombres, valeurs spéciales, exceptions, arrondis et opéra-
tions). Nous avons également abordé l’arithmétique fixe, basée sur les entiers, en explicitant
ses propriétés (représentation des nombres, opérations arithmétiques, arrondis) et quelques
librairies et algorithmes existants. Et en fin, une comparaison entre les deux arithmétiques
a été faite en montrant les points forts et faibles de chacune. Dans le chapitre suivant, nous
allons présenter les réseaux de neurones, en montrant leur composition, fonctionnement,
fonctions d’activation ainsi que, quelques outils pour la compression de ces réseaux.



« En informatique, la miniaturisation augmente la puis-
sance de calcul. On peut être plus petit et plus intelligent. »

— Bernard Werber
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L’Intelligence Artificielle (IA), branche de l’informatique fondamentale, a été déve-
loppée dans le but de simuler les comportements du cerveau humain. En 1943,
McCulloch et Pitts ont proposé les premières notions de neurone formel [MP43].

Ils ont montré que, des réseaux de neurones (RNs) formels simples peuvent théoriquement
réaliser des fonctions logiques et arithmétiques, mais en 1969, la recherche sur les RNs
a perdu son intérêt, à cause de l’impossibilité de traitement des problèmes non linéaires.
Ces dernières années, avec l’apparition des ordinateurs puissants (unités de calcul, mé-
moires, etc.), l’IA est de nouveau réapparue dans le monde de la recherche et, est mise sous
le feu des projecteurs. Elle est en train d’émerger, de se développer et d’être utilisée dans
plusieurs secteurs, tels que la médecine, la finance, la robotique, etc.

Dans ce chapitre, nous abordons les RNs, présentons leurs propriétés et citons quelques
outils pour leur compression. Ce chapitre est organisé comme suit :



34 3.1. Composition et Fonctionnement d’un Réseau de Neurones

¸ La Section 3.1 donne un aperçu sur la composition (couches, entrées, sorties), la
structure et le fonctionnement d’un RN (calculs effectués, etc.).

¸ La Section 3.2 montre les fonctions d’activation les plus utilisées pour activer (ou pas)
les neurones du réseau. Dans cette section, nous présentons ces fonctions, ainsi que
leurs approximations, en utilisant les deux arithmétiques flottante et fixe.

¸ Les différents types de RNs sont présentés dans la Section 3.3.

¸ Section 3.4 montre quelques outils existants pour la compression des RNs.

¸ La Section 3.5 conclut ce chapitre.

3.1 Composition et Fonctionnement d’un Réseau de Neurones

Les RNs traitent des problèmes de classification, de reconnaissance d’écriture et d’objets,
etc. Ces RNs se composent principalement d’une couche d’entrée lisant les signaux entrants,
des couches cachées effectuant des calculs intermédiaires et, une couche de sortie fournis-
sant la réponse du problème traité. Un RN est composé de couches successives reliées entre
elles. Une couche est un ensemble de neurones n’ayant pas de connexion entre eux.

La Figure 3.1 montre un RN composé d’une couche d’entrée, de trois couches intermé-
diaires cachées et d’une couche de sortie. Chaque couche est composée d’un ou plusieurs
neurones. Par exemple, dans le RN de la Figure 3.1, la couche d’entrée se compose de deux
neurones, les couches cachées contiennent trois neurones et la couche de sortie en a un seul.
Dans un RN, un neurone d’une couche cachée est connecté en entrée à chacun des neurones
de la couche précédente, et en sortie à chaque neurone de la couche suivante. La Figure 3.2
effectue un zoom sur un seul neurone du RN de la Figure 3.1. Ce neurone prend en entrée
un vecteur X = (x1, ..., xn)t, des poids synaptiques W = (w1, ..., wn) et un biais b afin de

calculer la somme pondérée des poids synaptiques
n

ÿ

i=1

wixi + b. Cette somme est appelée

FIGURE 3.1: Représentation d’un Réseau de Neurones.
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FIGURE 3.2: Zoom sur un Neurone.

fonction affine ou pré-activation. Ensuite, une fonction f , appelée fonction d’activation ou
fonction de transfert, est appliquée à cette somme pondérée des poids synaptiques. Cette
dernière est définie formellement dans la Définition 3.1.1. Une fonction d’activation sert à
activer un neurone ou pas, suivant un seuil (en introduisant une non-linéarité). Il en existe
plusieurs, nous présentons les plus utilisées dans la Section 3.2.

Définition 3.1.1. Dans un RN composé de m couches et de n neurones par couche, la fonction
calculant la sortie des neurones est définie par

f : Fn ÝÑ F

X ÞÝÑ u = f (X) = f (
n

ÿ

i=1

wi.xi + b),

(3.1)

où X P Fn est le vecteur des entrées contenant les éléments xi, b P F est le biais, les wi P F sont les
poids synaptiques et u P F est la sortie du neurone.

3.2 Fonctions d’Activation

Une fonction d’activation (ou fonction de seuillage, ou encore fonction de transfert)
est une fonction mathématique appliquée à un signal en sortie d’un neurone. Elle est
spécifique à chaque couche. Il existe deux catégories de fonctions d’activation : les fonctions
linéaires (Linear) et non linéaires (ReLU, Sigmoid, Tanh, So f tmax, etc.) Une fonction non
linéaire sert à introduire une non-linéarité dans le fonctionnement du neurone. Elle permet
de l’activer ou pas. Les fonctions d’activation présentent généralement trois intervalles :

• En dessous du seuil 1, le neurone est non-actif ;

• Aux alentours du seuil, une phase de transition ;

• Au-dessus du seuil, le neurone est actif.

1Valeur numérique que doit atteindre ou dépasser un signal à la sortie d’un neurone afin qu’il soit activé.
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Dans cette section, nous définissions les fonctions d’activation les plus utilisées
dans les RNs, telles que l’unité linéaire rectifiée, le sigmoïde, la tangente hyperbolique et
la fonction linéaire. Nous donnons également les formules permettant d’approcher le
sigmoïde et la tangente hyperbolique. Ces fonctions d’activation sont définies dans les deux
arithmétiques flottante et fixe.

3.2.1 Fonctions d’Activation dans l’Arithmétique Flottante

Les fonctions d’activation linéaires et non linéaires les plus sollicitées dans les RNs : linéaire,
unité linéaire rectifiée, sigmoïde et tangente hyperbolique sont définies dans cette partie, en
utilisant l’arithmétique flottante [ANS19]. Nous introduisons également des formules pour
approcher le sigmoïde et la tangente hyperbolique.

Linéaire

La fonction d’activation linéaire, notée Linear, appelée également fonction identité, calcule
l’identité d’une entrée flottante a P F. La fonction Linear est définie dans la Définition 3.2.1.

Définition 3.2.1. Soit le nombre flottant a P F et soit la fonction d’activation Linear. Cette dernière
est définie par

@a P F, Linear(a) = a. (3.2)

Unité Linéaire Rectifiée

La fonction d’activation unité linéaire rectifiée, notée ReLU, est une fonction d’activation non
linéaire éliminant les valeurs négatives. Cette fonction est définie dans la Définition 3.2.2.

Définition 3.2.2. Soit le nombre flottant a P F, et soit la fonction d’activation ReLU telle que

@a P F, ReLU(a) = max(0, a), (3.3)

où max, est la fonction calculant le maximum entre deux nombres flottants.

Sigmoïde

La fonction d’activation sigmoïde, notée Sig, est une fonction d’activation non linéaire
définie dans la Définition 3.2.3. Cette fonction peut être approchée de différentes ma-
nières [TR20, CRRS20, ÇTG15, Tom03, ACHG97], mais dans ces travaux nous adoptons
l’approximation linéaire par morceaux de Çetin et al. [ÇTG15], notée Sigmoid. Cette dernière
est donnée dans la Définition 3.2.4.

Définition 3.2.3. Soit le nombre flottant a P F et soit la fonction d’activation Sig telle que

@a P F, Sig(a) =
1

1 + e´a . (3.4)
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Définition 3.2.4. L’approximation linéaire par morceaux de la fonction d’activation sigmoïde, dite
Sigmoid, est définie par

@a P F, Sigmoid (a) =

$
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1 si a ě 5,

0.03125ˆ a + 0.84375 si 2.375 ď a ă 5,

0.125ˆ a + 0.625 si 1 ď a ă 2.375,

0.25ˆ a + 0.5 si 0 ď a ă 1,

1´ Sigmoid (a) si a ă 0.

(3.5)

Nous allons utiliser cette fonction dans l’arithmétique fixe par la suite (Définition 3.2.9),
c’est pourquoi nous avons choisi cette représentation. Cette dernière contient uniquement
les opérations élémentaires (addition, soustraction et multiplication) et les coefficients sont
exactement représentés dans l’arithmétique fixe, en utilisant cinq bits seulement dans le
pire cas, pour représenter 0.84375 dans l’Équation (3.5).

Tangente Hyperbolique

La fonction d’activation tangente hyperbolique, notée Th, est une fonction d’activation non
linéaire définie dans la Définition 3.2.5. Cette fonction peut être approchée en utilisant la
relation entre les deux fonctions sigmoïde et tangente hyperbolique. La version approchée
de Th est notée Tanh, et est donnée dans la Définition 3.2.6.

Définition 3.2.5. Soit le nombre flottant a P F et soit la fonction d’activation Th telle que

@a P F, Th(a) =
1´ e´2a

1 + e´2a . (3.6)

Définition 3.2.6. La relation entre les deux fonctions d’activation Sigmoid et Tanh est donnée par

@a P F, Tanh (a) = ´1 + 2ˆ Sigmoid (2a). (3.7)

3.2.2 Fonctions d’Activation dans l’Arithmétique Fixe

Dans cette partie, les versions en fixe des fonctions d’activation : linéaire, unité linéaire
rectifiée, sigmoïde et tangente hyperbolique sont introduites. Rappelons que selon la Défini-
tion 2.3.1, un nombre fixe â P ℵ s’écrit sous la forme â = (´1)sâ

ˆV â
ăMâ,Lâą

, où sâ P t0, 1u,
Mâ P Z et V â, Lâ P N. Soulignons que ‘,a et b, représentent respectivement l’addition,
la soustraction et la multiplication en fixe. Notons que, dans ce manuscrit les fonctions
d’activation en fixe, sont appelées : ˆLinear, ˆReLU, ˆSigmoid et ˆTanh.

Linéaire

La fonction d’activation linéaire en fixe, notée ˆLinear, est la version en fixe de la fonction
flottante Linear, donnée dans la Définition 3.2.1. ˆLinear est définie dans la Définition 3.2.7.

Définition 3.2.7. Soit le nombre fixe â P ℵ, et soit la fonction d’activation ˆLinear telle que

@â P ℵ, ˆLinear(â) = â. (3.8)
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Unité Linéaire Rectifiée

La version en fixe du ReLU flottant (Définition 3.2.2) est donnée dans la Définition 3.2.8.

Définition 3.2.8. Soit le nombre fixe â P ℵ et soit le zéro en fixe 0̂ P ℵ, représenté par 0ă0,0ą. La
fonction d’activation ˆReLU est donnée avec

@â P ℵ, ˆReLU(â) = ˆmax(0̂, â) =

$

&

%

â si sâ = 0,

0̂ sinon.
(3.9)

Notons que ˆmax est la fonction calculant le maximum entre deux nombres fixes et rappelons
que, sâ P t0, 1u est le signe de â.

Sigmoïde

La version en fixe ˆSigmoid de l’approximation linéaire par morceaux du Sigmoid, définie
dans la Définition 3.2.4, est donnée dans la Définition 3.2.9.

Définition 3.2.9. Soit le nombre fixe â P ℵ, et soit l’approximation linéaire par morceaux en fixe
du ˆSigmoid telle que

@â P ℵ, ˆSigmoid (â) =
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1ă0, 0ą si â ě 5ă3, 0ą,

(1ă´5, 5ą b â)‘ 27ă´1, 5ą si 19ă2, 3ą ď â ă 5ă3, 0ą,

(1ă´3, 3ą b â)‘ 5ă´1, 3ą si 1ă1, 0ą ď â ă 19ă2, 3ą,

(1ă´2, 2ą b â)‘ 1ă´1, 1ą si 0ă1, 0ą ď â ă 1ă1, 0ą,

1ă0, 0ą a ˆSigmoid (â) si â ă 0ă1, 0ą.
(3.10)

Tangente Hyperbolique

La version en fixe ˆTanh, correspondante à la fonction d’activation Tanh, est obtenue via
l’Équation (3.7). ˆTanh est définie dans la Définition 3.2.10.

Définition 3.2.10. Soit le nombre fixe â P ℵ, et soit ˆTanh, l’approximation permettant de calculer
la fonction d’activation Tanh dans l’arithmétique fixe, telle que

@â P ℵ, ˆTanh (â) =
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1ă0, 0ą si â ě 5ă3, 0ą,

(1ă´3, 3ą b â)‘´5ă´3, 5ą si 19ă2, 3ą ď â ă 5ă3, 0ą,

(1ă´1, 1ą b â)‘´3ă´2, 3ą si 1ă1, 0ą ď â ă 19ă2, 3ą,

â‘´1ă´1, 1ą si 0ă1, 0ą ď â ă 1ă1, 0ą,

1ă0, 0ą a ˆTanh (â) si â ă 0ă1, 0ą.
(3.11)

Pour plus de détails sur les fonctions d’activation, le lecteur peut se référer à [SSA17].
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3.3 Types de Réseaux de Neurones

Au fil du temps, plusieurs types de RNs ont vu le jour, dans le but de traiter des
problèmes de différentes classes, allant d’un simple calcul, à des reconnaissances fa-
ciales et classifications complexes. Dans cette section, nous présentons brièvement les
modèles les plus utilisés : le perceptron simple et multicouche, les RNs feedforward, convo-
lutionnels et récurrents.

3.3.1 Réseaux de Neurones Feedforward

Les RNs feedforward sont des réseaux où, l’information se propage (se déplace) que dans
une seule direction, de la première couche (d’entrée) vers la dernière couche (de sortie). Il
n’y a pas de cycles ou de boucles, l’information ne se répète pas et n’est pas mémorisée
dans ces RNs. Le perceptron simple, le perceptron multicouche et les RNs convolutionnels
appartiennent à cette catégorie de RNs.

3.3.2 Perceptron Simple

Le perceptron est le plus ancien RN, créé par Rosenblatt en 1958 [Ros58]. Il possède
un seul neurone (voir Figure 3.2), et constitue la forme la plus simple d’un RN. Le
perceptron simple est dit simple parce qu’il dispose uniquement d’une couche en entrée,
et d’une couche en sortie. Le perceptron a une seule matrice de poids synaptiques, ce qui
le limite à traiter uniquement des fonctions linéaires séparables, où les résultats sont
divisés en deux catégories.

3.3.3 Perceptron Multicouche

Le perceptron multicouche est un RN contenant plusieurs couches au sein desquelles,
l’information entre par une couche d’entrée et sort par une couche de sortie. À la différence
du perceptron simple, le perceptron multicouche dispose entre la couche en entrée et la
couche en sortie d’une ou plusieurs couches, dites couches cachées. Le nombre de couches
correspond aux nombres de matrices de poids synaptiques dont dispose le réseau. Un
perceptron multicouche est donc mieux adapté pour traiter les fonctions non-linéaires.
Le perceptron multicouche montré dans la Figure 3.1 est considéré comme un réseau
à propagation directe (feedforward). Notons que, tous les neurones d’une couche cachée
sont entièrement connectés (fully connected) avec ceux de la couche précédente et ceux
de la couche suivante.

3.3.4 Réseaux de Neurones Convolutionnels

Les RNs convolutionnels (RNC) sont généralement utilisés pour le traitement et la recon-
naissance d’images ainsi que, le traitement du langage naturel. Ces réseaux exploitent les
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principes de l’algèbre linéaire [Hof71], en particulier la multiplication matricielle, pour
identifier les modèles contenus dans une image. Contrairement au perceptron multicouche
contenant qu’une partie classification, les RNCs se composent de deux parties :

• Une partie convolutionnelle : son objectif est d’extraire des caractéristiques propres à
chaque image en les compressant de façon à réduire leur taille initiale. En résumé,
l’image fournie en entrée passe à travers une succession de filtres, créant de nouvelles
images appelées cartes de convolutions. Enfin, les cartes de convolutions obtenues
sont concaténées dans un vecteur de caractéristiques, appelé code RNC.

• Une partie classification : Le code RNC obtenu en sortie de la partie convolutionnelle
est fourni en entrée dans une deuxième partie, constituée de couches entièrement
connectées (perceptron multicouche). Le rôle de cette partie est de combiner les
caractéristiques du code RNC afin de classer l’image donnée en entrée.

3.3.5 Réseaux de Neurones Récurrents

Les RNs récurrents (RNR) se caractérisent par leurs boucles de retour d’informations. La
force des RNRs réside dans leur capacité à prendre en compte des informations contextuelles
suite à la récurrence du traitement de la même information (conserver des informations
en mémoire). Ils sont principalement utilisés lors de l’utilisation de données de séries
temporelles pour prévoir les résultats, par exemple les prévisions des transactions bour-
sières ou des ventes, reconnaissance vocale, reconnaissance du texte, etc. Les RNRs se
composent d’une ou plusieurs couches. Le modèle de Hopfield (réseau temporel) [Hop82]
est le RNR monocouche le plus connu. Les RNRs multicouche revendiquent quant à
eux la particularité de posséder des couples (entrée/sortie) comme les perceptrons, entre
lesquels la donnée véhicule à la fois en propagation en avant2 (feedforward propagation)
et en rétro3 propagation (backpropagation).

Pour plus de détails sur les types de RNs, le lecteur peut se référer à [GBC16].

3.4 Compression des Réseaux de Neurones

La compression des RNs consiste à réduire la complexité calculatoire et/ou la taille
des RNs. Les principales techniques de compression [Ber21] visant à réduire la taille et
l’exigence en ressources de calcul sont :

• Hachage : regrouper les paramètres dans un RN pour d’une part, éviter les redon-
dances et, d’autre part, accéder plus rapidement aux données.

• Élagage : supprimer les paramètres d’un modèle qui sont jugés comme non nécessaires
à la bonne inférence du réseau.

2De la première couche vers la dernière couche du RN.
3De la dernière couche vers la première couche du RN.
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• Quantification : réduire le nombre de bits requis pour représenter chaque poids sy-
naptique.

• Réduction de la précision numérique : diminuer la complexité des calculs en limitant
la précision numérique des données.

• Binarisation : dans un réseau binaire, les poids synaptiques et les activations, sont
contraints de prendre une valeur de +1 ou ´1.

Dans cette section, nous montrons deux outils de compression de RNs DeepSZ [JDL+19]
et Condensa [JGM+20] dans l’arithmétique flottante [ANS19], et les deux outils F8Net
[JRZ+22] et Ristretto [GPMG18], utilisant l’arithmétique fixe (voir Chapitre 2).

Ristretto

Ristretto4 [GPMG18] est un outil d’approximation de RNs convolutionnels [GBC16], basé
sur Caffe5 [JSD+14]. Il réduit les besoins en mémoire, la zone de traitement des éléments
et la consommation énergétique globale des accélérateurs matériels [MGG17]. Ristretto
prend en entrée un modèle entraîné et renvoie une version compressée de ce modèle.
L’entrée et la sortie de cet outil sont des fichiers de description du RN et ses paramètres.
Ristretto compresse des modèles en utilisant l’arithmétique et la représentation en
virgule fixe (voir Chapitre 2), au lieu de la virgule flottante [ANS19]. Plus précisément,
cet outil analyse un RN convolutionnel donné par rapport à la plage numérique requise
pour représenter les poids synaptiques, les activations, et les résultats intermédiaires des
couches convolutionnelles et entièrement connectées. Ensuite, il simule l’impact d’un
format réduit (arithmétique fixe) ou d’opérateurs arithmétiques de moindre précision sur
la précision du modèle. Le flux de quantification (quantization) de Ristretto, c’est-à-dire
compresser n’importe quel RN convolutionnel à virgule flottante sur 32 bits en virgule
fixe dynamique [Yat09], minifloat6 [ANS19] ou arithmétique sans multiplieur (remplacer
toutes les multiplications par des décalages), comporte quatre étapes. Ces étapes sont :
l’analyse des poids synaptiques, l’analyse des activations, la réduction de la largeur des
formats (représentation en virgule fixe) avec test de précision et la dernière étape consiste
à retourner un modèle compressé du RN initial.

DeepSZ

DeepSZ7 [JDL+19] est un outil de compression de RNs à perte de précision attendue. Afin
d’obtenir un RN compressé, cet outil passe par quatre étapes clés : l’élagage (pruning) du
réseau, l’évaluation des bornes d’erreur, l’optimisation de la configuration des bornes d’er-
reur et la génération du modèle compressé. Pour se faire, les bornes d’erreur possibles pour

4https://github.com/yuzeng2333/Ristretto-caffe
5https://github.com/BVLC/caffe
6Représentés sur moins de 32 bits.
7https://github.com/szcompressor/DeepSZ

https://github.com/yuzeng2333/Ristretto-caffe
https://github.com/BVLC/caffe
https://github.com/szcompressor/DeepSZ
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chaque couche doivent être déterminées. Ensuite, un modèle pour estimer la perte globale
de précision d’inférence en fonction de la dégradation de la précision causée par les couches
décompressées individuelles, est construit. Par la suite, un algorithme d’optimisation
dynamique est proposé par cette approche, afin de déterminer la configuration des bornes
d’erreur la mieux adaptée. Cet algorithme a pour but de maximiser le taux de compression
sous la contrainte de précision d’inférence, définie par l’utilisateur. DeepSZ est basé sur
l’outil Caffe [JSD+14] et le compresseur SZ8 [TDCC17], et s’intéresse principalement à la
compression des couches entièrement connectées.

Condensa

L’idée présentée dans [JGM+20] concerne l’utilisation de la quantification (quantization) et
de l’élagage (pruning) des poids synaptiques pour la compression des RNs profonds [GBC16],
via l’outil Condensa9. Cet outil compresse le RN et optimise ses hyperparamètres en
utilisant une formulation d’optimisation sous contraintes, et les optimiseurs : Bayesian
Optimization [JSW98] et L-C algorithm [CI18] (la méthode Augmented Langrangian). Condensa
prend en entrée un modèle pré-entraîné et une fonction objective (par exemple mini-
misation du temps d’exécution, mémoire, etc.) donnés par l’utilisateur, et renvoie un
modèle compressé de ce modèle.

F8Net

F8Net10 [JRZ+22] est un outil de quantification (quantization) de RNs utilisant unique-
ment des multiplications à virgule fixe sur 8 bits. Il utilise une analyse statistique pour
déterminer les formats fixes, et plus précisément les longueurs fractionnaires, pour les
poids synaptiques et les activations, en utilisant leur variance. Le format de chaque couche
est déterminé de manière automatique lors de l’apprentissage du RN par l’algorithme
introduit dans cette approche.

Discussion

Ces outils de compression visent à réduire les ressources consommées en réduisant le
nombre de bits pour représenter les poids synaptiques, les activations, etc. Ces optimisations
sont effectuées pendant l’entraînement du RN afin d’obtenir un modèle compressé. Le
point en commun avec nos méthodes est le calcul des formats optimaux (le plus petit format
fixe) des poids synaptiques, des activations et des calculs dans un RN. La différence est
que, dans ces outils de compression, un modèle condensé pour le RN est généré, mais
dans notre cas un code contenant les calculs avec des formats fixes minimaux, pour prédire
le résultat du RN (classification, fonctions mathématiques, etc.), est synthétisé. Notons
que, notre approche prend un RN déjà entraîné en entrée. Il existe bien évidemment

8https://github.com/szcompressor/SZ
9https://github.com/NVlabs/condensa

10https://github.com/snap-research/F8Net

https://github.com/szcompressor/SZ
https://github.com/NVlabs/condensa
https://github.com/snap-research/F8Net


3. Réseaux de Neurones 43

d’autres outils et techniques de compression de RNs, basés sur l’arithmétique fixe tels que
[RRV+18, MHNW19, JGWD20, KK21, SYK21, WHC+21, SFN+22].

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé les RNs en explicitant leur fonctionnement et
structure dans la Section 3.1, ainsi que les fonctions d’activation les plus utilisées, dans
la Section 3.2. Dans la Section 3.3, différents types de RNs ont été brièvement cités. La
dernière Section 3.4 a donné un aperçu sur différents outils et techniques pour compresser
les RNs. Dans le chapitre suivant, nous allons présenter la programmation linéaire et la
satisfiabilité modulo théories, en citant quelques solveurs existants. Ensuite, quelques
outils pour le réglage de précision et la synthèse de code pour les RNs et pour les pro-
grammes, sont mis en avant.
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« L’arithmétique, c’est être capable de compter jusqu’à
vingt sans enlever ses chaussures. »

— Walt Disney
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Ces dernières années, les RNs commencent à être utilisés dans les systèmes em-
barqués tels que, les voitures autonomes, les caméras, etc. Ces systèmes ont des
ressources limitées, tandis que les RNs sont consommateurs de mémoire et de

calculs. L’une des solutions pour exécuter ces RNs sur des systèmes embarqués, est d’utiliser
l’arithmétique fixe (voir Chapitre 2). Cependant, les formats fixes (position de la virgule
fixe) des nombres et variables fixes, doivent être déterminés et gérés manuellement par le
développeur, comme nous l’avons vu au Chapitre 2. Pour calculer ces formats de façon
optimale, nous devons résoudre des problèmes d’optimisation. Ces problèmes peuvent
être résolus via des approches telles que, la programmation linéaire [Kar08] ou les solveurs
de satisfiabilité modulo théories [Mon16]. La technique permettant de trouver le format
fixe pour chaque variable du programme, satisfaisant les contraintes de l’utilisateur, est
intitulée réglage de précision [DM18]. Cette dernière permet de produire un code avec des
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formats réglés selon les exigences de l’utilisateur. Le but de ce chapitre est de passer en
revue quelques techniques et outils existants dans la littérature sur, le réglage de précision
et la synthèse de code. Il est organisé comme suit :

¸ La Section 4.1 donne, d’une part, un aperçu sur la programmation linéaire, ses cas
d’usage et l’écriture standard d’un problème d’optimisation linéaire. Et d’autre part,
elle présente les solveurs SAT et les solveurs de satisfiabilité modulo théories.

¸ Quelques outils de réglage de précision, pour les programmes et pour les RNs, sont
mis en avant dans la Section 4.2, ainsi que les techniques qu’ils utilisent.

¸ La Section 4.3 présente quelques outils de synthèse de code virgule fixe pour les
programmes ainsi que pour les RNs, basés sur différentes méthodes telles que, le
réglage de précision et le calcul des bornes d’erreur.

¸ La Section 4.4 conclut ce chapitre.

4.1 Solveurs

Dans cette thèse, nous générons des contraintes afin de calculer les formats (Section 2.3)
des nombres fixes. Ces contraintes doivent être résolues via un solveur. Cependant, il existe
plusieurs solveurs et plusieurs techniques pour trouver une solution (si elle existe) à ces
contraintes. Dans cette section, nous nous intéressons uniquement à la programmation
linéaire (PL) et à la satisfiabilité modulo théories (SMT).

4.1.1 Programmation Linéaire

La Programmation Linéaire (PL) [Kar08] est utilisée pour résoudre des problèmes d’op-
timisation. Les domaines d’application de ces problèmes sont très nombreux aussi bien
dans la nature des problèmes abordés (planification et contrôle de production, distribution
dans des réseaux, etc.) que dans les secteurs industriels : énergie, transports (aériens,
routiers et ferroviaires), télécommunications, industrie forestière, finance. On appelle PL, le
problème mathématique qui consiste à optimiser (maximiser ou minimiser) une fonction
linéaire de plusieurs variables reliées par des relations linéaires, appelées contraintes.
Formellement, une solution qui satisfait toutes les contraintes est appelée solution admis-
sible. Si cette dernière renvoie la valeur maximale (ou minimale) de la fonction de coût
(objective), alors cette solution est dite solution admissible optimale. Le terme PL suppose que
les solutions à trouver doivent être représentées en variables réelles. S’il est nécessaire
d’utiliser des variables entières dans la modélisation du problème, on parle alors de
programmation linéaire en nombres entiers (PLNE) [Pap81]. Il est important de savoir
que les problèmes PLNE sont NP-difficile et nettement plus compliqués à résoudre que
les problèmes PL à variables continues (réelles). La Définition 4.1.1 définit formellement
un problème d’optimisation linéaire.



4. Solveurs, Synthèse de Code & Réglage de Précision 47

Définition 4.1.1. Un problème d’optimisation linéaire sous forme standard s’écrit sous la forme :

maximiser (ou minimiser) Z(x) = cTx,
sous les contraintes Ax ď b, (ou Ax ě b)

x ě 0.

(4.1)

où c = (c1, ... , cn)T et (la variable) x = (x1, ... , xn)T sont des vecteurs colonnes à n lignes,
A = (aij)1ďiďm, 1ďjďn est une matrice à m lignes et n colonnes, et b = (b1, ... , bm)T est un vecteur
colonne à m lignes. Notons que Z(x) est la fonction de coût (objective) du problème à maximiser (ou à
minimiser) et Ax ď b (ou Ax ě b) est l’ensemble des contraintes linéaires avec des coefficients réels.

Ces problèmes d’optimisation sont résolus à l’aide d’un solveur, dit solveur PL. En
pratique, il existe plusieurs solveurs PL tels que, GLPK [Mak12], Linprog [WB20], LP_SOLVE
[BEN16], etc. Ces solveurs sont libres d’accès. Il existe également d’autres solveurs n’étant
pas libres d’accès tels que, CPLEX [Cpl09] et Gurobi [GO20]. Ces solveurs sont basés sur la
méthode du simplexe [DOW55], la méthode des points intérieurs [Dik67] ou la méthode
des ellipsoïdes [BGT81].

Exemple 4.1.1. Une jeune entreprise a le projet de fabriquer deux produits nécessitant l’utilisation
de deux machines. La première machine (A) ne peut travailler que 400 heures par mois et la
deuxième machine (B), 600 heures. La fabrication du premier produit P1 nécessite une heure de la
machine A et une heure de la machine B, et il est vendu à 16000 euros l’unité. Le second produit
P2 nécessite deux heures de la machine A et une heure de la machine B, il est vendu à 10000 euros
l’unité. Cette jeune entreprise cherche à définir le programme de fabrication lui permettant de rendre
maximal son bénéfice. Ce problème peut être représenté comme un problème d’optimisation avec des
contraintes linéaires, où les variables à maximiser sont le nombre de produits P1 et P2. En utilisant
la Définition 4.1.1, ce problème s’écrit sous la forme

maximiser Z(P1, P2) = 16000P1 + 10000P2, (i)
sous les contraintes P1 + P2 ď 400, (ii)

2P1 + P2 ď 600, (iii)
P1 ě 0, (iv)
P2 ě 0. (v)

(4.2)

Notons que (i) représente la fonction de coût à maximiser, c’est-à-dire le bénéfice maximal de
l’entreprise. Les contraintes (ii) et (iii) répondent respectivement aux exigences des machines. Les
deux dernières contraintes (iv) et (v) permettent d’assurer la condition sur la positivité de P1 et P2.
Une solution optimale à ce problème est

P1 = P2 = 200, et Z(P1, P2) = 5200000.

Ces valeurs sont obtenues à l’aide d’un solveur PL basé sur la méthode du simplexe [DOW55].

Pour plus d’informations sur la programmation linéaire, j’invite le lecteur à se référer
au livre de Karloff [Kar08].
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4.1.2 Satisfiabilité Modulo Théories (SMT)

Dans cette sous-section, nous présentons en premier lieu les solveurs SAT, ensuite les
solveurs de satisfiabilité modulo théories (SMT), ainsi que leurs fonctionnements respectifs.

Résolution SAT

De manière générale, à partir d’une formule de logique propositionnelle F sous forme
normale conjonctive (FNC), un algorithme de résolution SAT explore l’espace des valeurs et
construit progressivement un modèle M pour F. Notons que, F est composée d’une conjonc-
tion de clauses, où chaque clause est une disjonction de littéraux (voir Exemple 4.1.2). Par la
suite, le modèle M est prolongé par décision ou par déduction de la valeur d’un littéral l de
M et F, qui n’est pas encore dans M. Si une décision produit un échec (c’est-à-dire que tous
les littéraux sont définis sur " f aux"), l’algorithme revient en arrière et inverse la décision.
L’architecture Davis-Putnam-Logemann-Lovelan (DPLL) [BM07] contient trois étapes
fondamentales : propagation (Propag), décision (Decide) et retour en arrière (Backtrack). Le
principe de l’algorithme DPLL est la construction incrémentale d’un modèle M, pour la
formule de logique propositionnelle F en FNC. Pendant la recherche :

• Une variable (un littéral) peut avoir la valeur "vrai/ faux/ non assigné".

• Une clause peut être :

– SAT si et seulement si au moins un de ses littéraux est assigné à "vrai" ;

– Unit si et seulement si tous ses littéraux sauf un sont assignés à " f aux" ;

– Con f lict si et seulement si tous ses littéraux sont affectés à " f aux" ;

– Unde f si et seulement si ce n’est pas SAT, Unit ou Con f lict.

• Une formule FNC est SAT si toutes ses clauses sont SAT.

Exemple 4.1.2. Vérifions la satisfiabilité de la formule suivante :

(x1 _ x2)^ (x2 _ x3 _ x4)^ ( x1 _ x2)^ ( x1 _ x3 _ x4)^ x1. (4.3)

Dans la Table 4.1 de cet exemple, les littéraux en violet, ayant un exposant v, ont pour valeur "vrai"
et les littéraux en bleu, ayant un exposant f , la valeur " f aux" leur a été assignée. La négation
de x est représentée par x̄. La Table 4.1 montre la manière dont est construit le modèle M, pour
la formule donnée dans l’Équation (4.3). La deuxième ligne de la table montre la formule initiale.
Dans la troisième ligne (respectivement quatrième ligne), une propagation de xv

1 (respectivement
x f

2 ) est effectuée. Dans la cinquième ligne, la valeur "vrai" est affectée à x3. Ensuite, une opération
de décision est menée. Dans la cinquième ligne, on propage x4 qui a pour valeur "vrai" aussi. À
ce stade, toutes les clauses renvoient la valeur SAT sauf ( x1 _ x3 _ x4), et donc la formule
de l’Équation (4.3), ne sera jamais SAT avec ces valeurs de x1, x2, x3 et x4. Pour remédier à cela,
un retour en arrière s’impose en attribuant la valeur " f aux" à x3 cette fois-ci (septième et huitième
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Opération Modèle (M) Formule

- - tx1, x2u, tx2, x̄3, x4u, tx̄1, x̄2u, tx̄1, x̄3, x̄4u, tx1u

Propag xv
1 xv

1 txv
1, x2u, tx2, x̄3, x4u, tx̄

f
1 , x̄2u, tx̄

f
1 , x̄3, x̄4u, txv

1u

Propag x f
2 xv

1, x f
2 txv

1, x f
2u, tx

f
2 , x̄3, x4u, tx̄

f
1 , x̄v

2u, tx̄
f
1 , x̄3, x̄4u, txv

1u

Decide xv
3 xv

1, x f
2 , xv

3 txv
1, x f

2u, tx
f
2 , x̄ f

3 , x4u, tx̄
f
1 , x̄v

2u, tx̄
f
1 , x̄ f

3 , x̄4u, txv
1u

Propag xv
4 xv

1, x f
2 , xv

3, xv
4 txv

1, x f
2u, tx

f
2 , x̄ f

3 , xv
4u, tx̄

f
1 , x̄v

2u, tx̄
f
1 , x̄ f

3 , x̄ f
4u, tx

v
1u

Backtrack xv
3 xv

1, x f
2 txv

1, x f
2u, tx

f
2 , x̄3, x4u, tx̄

f
1 , x̄v

2u, tx̄
f
1 , x̄3, x̄4u, txv

1u

Decide x f
3 xv

1, x f
2 , x f

3 txv
1, x f

2u, tx
f
2 , x̄v

3, x4u, tx̄
f
1 , x̄v

2u, tx̄
f
1 , x̄v

3, x̄4u, txv
1u

TABLE 4.1: Construction d’un Modèle M pour la Formule de l’Équation (4.3).

ligne). Avec ces valeurs de x1 : "vrai", x2 : "faux" et x3 : "faux", le modèle sera SAT quelle que soit
la valeur attribuée à x4. Finalement, le modèle M construit pour cette formule est :

M = txv
1, x f

2 , x f
3u = tx1,  x2,  x3u.

Les problèmes SAT sont NP-Complet à partir de trois littéraux seulement par clause. C’est
pour cela, que maints travaux ont été menés dans ce sens pour trouver des solutions à
moindre coût [Mon16, Coq19, BHvMW09].

Solveurs SMT

Les problèmes de satisfiabilité sont souvent rencontrés dans la bio-informatique, le génie
logiciel, la compilation, l’optimisation, la simulation, etc. La plupart des problèmes de ces
disciplines peuvent être modélisés ou représentés à travers des expressions booléennes
contenant des variables avec des valeurs ("vrai/ f aux"), et donc des solveurs SAT sont
utilisés pour leur résolution. Par contre, il existe d’autres types de problèmes tels que
les problèmes issus de la théorie des égalités, de l’arithmétique linéaire [JdM13] et non-
linéaire [JdM12], de l’arithmétique flottante [ANS19], nécessitant la théorie de la satis-
fiabilité pour leur résolution ou des solveurs de satisfiabilité modulo théories [dMDS07,
BHvMW09, Mon16, dMB11], dits solveurs SMT. Ces solveurs SMT, sont généralement basés
sur un solveur SAT qui en forme le noyau, combiné à un solveur de théories et un moteur
d’instanciation. Le solveur SAT effectue le raisonnement sur les variables booléennes. Une
fois ces variables assignées, elles sont transmises aux solveurs de théories pour qu’elles
soient résolues. Ces solveurs combinent différentes procédures de décision sur des théories
via deux méthodes historiquement utilisées : la méthode dite de Shostak [Sho84], et celle
de Nelson-Oppen [NO80].

Exemple 4.1.3. Considérons la formule suivante :

@x, y P R, ((x ą 0)_ (y + x ď 0))^ (x´ 1 ď 0)^ (y ě 0). (4.4)
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La formule de l’Équation (4.4) n’admet pas de solution, car y + x ď 0 ne pourra jamais être
négatif (la somme de deux valeurs positives est toujours positive). Soulignons que, les valeurs
possibles pour x appartiennent à l’intervalle ]0; 1] et y est supérieur ou égal à 0. Si on remplace par
exemple x ą 0 par x ě 0, une solution à cette formule sera x = 0 et y = 0.

Il existe plusieurs solveurs SMT tels que Z3 [dMB08], Alt-Ergo [Coq19], CVC4 [BCD+11],
MathSat [CGSS13], VeriT [DDF13], etc. Ces derniers combinent la capacité des solveurs
SAT à trouver des solutions pour des formules complexes, avec la capacité des solveurs
de théories spécialisés à trouver des solutions, aux systèmes de contraintes par rapport
aux théories spécifiques du premier ordre. Pour plus de détails sur ces solveurs, le lecteur
peut se référer à [BHvMW09, Mon16].

4.2 Réglage de Précision

Ces dernières années, le réglage de précision (ou la précision ajustée) est devenu
un axe de recherche important. Il vise l’économie des ressources utilisées (processeurs,
mémoire, etc.) dans les équipements ou applications avec des ressources limitées, tels
que les systèmes embarqués. Le réglage de précision est envisageable dans le cas où
la perte de qualité ou la présence d’une certaine erreur de calcul, sont tolérées dans
des applications [CA20] de traitement des médias (vidéo, image, etc.). L’étude menée
dans [CA20] a présenté les avantages et les inconvénients de plusieurs outils de réglage de
précision. Elle a souligné qu’il existait peu d’outils efficaces pour régler des programmes.
Précisons que, le réglage de précision n’est pas une simple tâche limitée à changer le type
de données, dans le code source aléatoirement. C’est une technique plus complexe qui
analyse la sémantique des programmes. Pour cette raison, divers outils ont été proposés
pour aider les développeurs à sélectionner les représentations et les types de données les
plus appropriés. De tels outils peuvent intégrer différentes approches, mais leur but est
commun : adapter automatiquement ou semi-automatiquement un code original donné en
assurant une certaine précision, et en utilisant des types de données flottants ou des formats
fixes, plus petits que ceux du programme initial. Dans cette section, nous présentons, en
premier lieu, l’outil de réglage de précision pour les RNs d’Ioualalen et Martel [IM19].
Ensuite, nous donnons un aperçu sur quelques outils permettant de régler la précision des
programmes (donnés en entrée). Ces outils renvoient les plus petits types de données pour
les flottants [RNN+13, Ben21] ou les plus petits formats dans le cadre de l’arithmétique
fixe [CCCA20, Ben21], tout en respectant des contraintes de précision.

4.2.1 Outils de Réglage de Précision pour les Programmes

Il existe plusieurs outils de réglage de précision. Dans cette partie, nous présentons ces
trois outils de réglage de précision pour les programmes : Precimonious [RNN+13],
TAFFO [CCCA20] et POP [Ben21].
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Precimonious

Precimonious1 [RNN+13] est un outil de réglage de précision de programmes flottants,
fonctionnant par analyse dynamique. Cet outil a été implémenté à l’aide du compilateur
Low Level Virtual Machine (LLVM) [LA04]. Il a pour but de proposer de nouveaux types de
données et de prototyper des configurations de précision mixte2 [CBB+17, DHS18] pour
les variables flottantes, en respectant le seuil d’erreur fixé par l’utilisateur. Precimonious
prend en entrée un programme annoté avec la précision requise par le développeur. Il
effectue une analyse dynamique pour proposer une nouvelle configuration (types de
données) de ce programme, utilisant une précision inférieure et satisfaisant les contraintes
de performance. Cet outil est basé sur l’algorithme de recherche delta-debugging [ZH02], qui
garantit de trouver un 1-minimum local s’il en existe. Precimonious peut régler n’importe
quel programme, y compris les programmes contenant des boucles.

TAFFO

TAFFO3 (Tuning Assistant for Floating-point to Fixed-point Optimization) [CCCA20] est
un outil basé sur LLVM [LA04] et conçu pour le réglage de la précision des logiciels,
en utilisant l’analyse statique. Il convertit automatiquement un code flottant en code
fixe et ajuste la précision de ce dernier. Sa stratégie consiste à collecter statiquement des
annotations à partir du code source (flottant) et à les convertir en métadonnées LLVM-IR,
dans le but de remplacer les opérations flottantes par des opérations fixes. Cette analyse
statique permet de projeter sur la sortie l’erreur introduite par chaque instruction en virgule
fixe. TAFFO est basé sur l’arithmétique affine [SdF03]. L’avantage de TAFFO est qu’il prend
en charge les programmes C et C++.

POP

POP4 [Ben21] est un outil de réglage de précision par analyse statique. Son approche est
basée sur une modélisation sémantique de la propagation des erreurs numériques à travers
le programme, en générant un système de contraintes dont la solution minimale, donne le
meilleur réglage de précision de ce programme. Dans les travaux de Ben Khalifa [Ben21],
deux méthodes basées sur une approche d’analyse statique ont été proposées. La première
méthode combine une analyse d’erreurs en avant et en arrière. Ensuite, ces analyses sont
exprimées sous la forme d’un ensemble de contraintes linéaires vérifiées par un solveur
SMT [dMB08]. La deuxième méthode consiste à générer un problème de programmation
linéaire en nombres entiers (PLNE) [Pap81] à partir du code source du programme, en
raisonnant sur le bit de poids fort et le nombre de bits significatifs des valeurs des
variables. La solution entière à ce problème, calculée en temps polynomial par un solveur de

1https://github.com/corvette-berkeley/precimonious
2Utiliser des types de données avec des largeurs différentes tout en assurant une certaine précision.
3https://github.com/TAFFO-org/TAFFO
4https://github.com/benkhelifadorra/POP-v2.0

 https://github.com/corvette-berkeley/precimonious
https://github.com/TAFFO-org/TAFFO
https://github.com/benkhelifadorra/POP-v2.0
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programmation linéaire classique [Mak12], donne une optimisation des types de données
en nombre de bits. Un ensemble plus fin d’équations sémantiques est également proposé
dans cette thèse, basé sur la méthode d’itération sur les politiques pour trouver les nouvelles
précisions. Contrairement à TAFFO, POP est capable de renvoyer des solutions en nombre
de bits adaptées (bit level) à l’arithmétique flottante (IEEE754), à l’arithmétique fixe et à
la bibliothèque MPFR pour une précision non standard.

Discussion

Les deux outils Precimonious [RNN+13] et POP [Ben21], proposent un réglage de précision
pour les programmes flottants donnés en entrée, tout en respectant la précision requise
par l’utilisateur. Le premier outil est basé sur une analyse dynamique et le second sur
une analyse statique. Les approches utilisées dans ces outils, en particulier celle de POP
(borner les erreurs, contraintes linéaires pour calculer la précision) ressemble à la notre,
sauf que POP est dédié au réglage de la précision des programmes et nous, nous intéressons
au réglage des formats fixes des RNs. TAFFO convertit un programme flottant en fixe,
tout en réglant la précision. Notre approche utilise également l’arithmétique fixe, mais
génère un RN en fixe au lieu d’un programme en fixe. Il existe bien évidemment d’autres
outils dédiés au réglage de la précision des programmes, basés sur différentes approches
telles que l’analyse statique (FPTaylor [SJRG15], FPTuner [CBB+17], DAISY [DIN+18], etc.)
ou l’analyse dynamique (HiFPTuner [GR18], ADAPT [MLO+18], PROMISE [GJP+19], etc.),
pour les flottants et les fixes.

4.2.2 Outils de Réglage de Précision pour les Réseaux de Neurones

Récemment, la communauté scientifique commence à s’intéresser au réglage de la précision
des RNs, afin d’économiser les ressources consommées par ces derniers. Dans cette partie,
l’outil de réglage de précision pour les RNs d’Ioualalen et Martel [IM19], est présenté.

L’outil d’Ioualalen et Martel [IM19]

L’idée clé derrière l’outil d’Ioualalen et Martel [IM19] est de réduire la taille des types de
données d’un RN flottant (IEEE754 [ANS19]), sans changer le comportement de ce dernier.
Ce nouveau RN, avec des types de données plus petits (un type de données par neurone), se
comporte comme le RN initial, en tolérant un seuil d’erreur choisi par l’utilisateur pour les
résultats (classification, calculs, etc.). Les plages des valeurs des variables correspondantes
aux entrées et aux calculs du RN, sont calculées via une analyse dynamique, en effectuant
plusieurs exécutions avec plusieurs jeux de données. Une propagation de la précision en
allant de la première couche du RN vers la dernière couche, ainsi qu’une propagation
de la précision de la dernière couche vers la première, sont effectuées, pour générer des
contraintes. Ces dernières ont pour but de calculer le plus petit type de données possible
pour chaque neurone. Ces contraintes sont résolues avec la programmation linéaire [Kar08].



4. Solveurs, Synthèse de Code & Réglage de Précision 53

Discussion

L’outil d’Ioualalen et Martel [IM19], présenté ci-dessus, est dédié aux RNs flottants. Cet
outil prend en entrée un RN entraîné et un seuil d’erreur à ne pas dépasser, et propose
une configuration pour les types de données de ce RN. Notre approche effectue un
raisonnement similaire à celui-ci sauf que, nous nous intéressons à l’arithmétique fixe
et au réglage des formats fixes, au lieu des flottants. Il existe également plusieurs outils
cités dans le Chapitre 3 : Ristretto [GPMG18], DeepSZ [JDL+19], Condensa [JGM+20],
F8Net [JRZ+22], effectuant la compression des RNs via différentes méthodes comme la
quantification, l’élagage, etc. Ces outils effectuent le réglage des formats fixes/flottants
pendant l’entraînement du RN.

4.3 Synthèse de Code

La synthèse de code [Gul10, SGF10] consiste à produire un code répondant à des
exigences exprimées sous forme de spécifications. Les synthétiseurs acceptent une variété
de spécifications et réalisent des recherches sur un ensemble de codes, pour déterminer
celui qui satisfait au mieux les contraintes imposées par l’utilisateur, contrairement aux
compilateurs qui prennent en entrée des codes de haut niveau et, effectuent des traductions
vers du code bas niveau. Cette section présente quelques outils [NSW18, GGSS19b, LV20]
avec différentes approches permettant de générer du code ou un modèle de RN, utilisant
moins de bits pour représenter les variables et les calculs. Nous donnons également un
aperçu sur quelques outils [Jha11, AOS12, MRS+12a, DKMS13, CBC+18] synthétisant du
code virgule fixe et répondant aux exigences et contraintes données par l’utilisateur.

4.3.1 Outils de Synthèse de Code pour les Réseaux de Neurones

Quand les RNs ont commencé à être utilisés dans les systèmes et équipements avec des
ressources limitées (petite mémoire, etc.) tels que les systèmes embarqués, le besoin de
réduire la taille des calculs et de la représentation des données dans les RNs a eu lieu, et a
donné naissance à plusieurs approches et outils. Nous présentons ci-dessous quelques outils
permettant de synthétiser du code ou des modèles pour les RNs avec différentes techniques.

LeFlow

LeFlow5 [NSW18] est un outil open-source pour synthétiser des modèles de calcul nu-
mérique écrits dans Tensorflow6 [AAB+16] à du matériel (hardware) synthétisable, via
le compilateur Accelerated Linear Algebra7 (XLA) de Google. Ce dernier émet du code

5https://github.com/danielholanda/LeFlow
6https://www.tensorflow.org/
7https://www.tensorflow.org/xla

https://github.com/danielholanda/LeFlow
https://www.tensorflow.org/
https://www.tensorflow.org/xla
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LLVM [LA04] directement à partir d’une spécification Tensorflow. LeFlow permet aux
utilisateurs de générer des RNs profonds en Python [vR07] et de prototyper des algo-
rithmes d’apprentissage automatique [GBC16] sur des FPGAs (Field-Programmable Gate
Array) [Tri12], sans avoir à se soucier des détails de la création d’une conception matérielle,
ou d’un code C [KR88] optimisé à l’aide de directives matérielles. Cet outil permet à
l’utilisateur de spécifier des optimisations de dépliage de boucles, d’intégration (inlining)
et de partitionnement de la mémoire dans le code Python d’origine.

SeeDoT

L’outil SeeDoT [GGSS19b] génère un code à virgule fixe pour les algorithmes d’inférence
d’apprentissage automatique [Bis07, GBC16], qui peuvent s’exécuter sur des appareils
contraints en matière de ressources tels que les IoT (internet des objets) [AIM10], les
microcontrôleurs et les FPGA [Tri12]. Cet outil présente une stratégie de compilation qui
réduit l’espace de recherche pour certains paramètres clés, en particulier les paramètres
d’échelle pour la représentation des nombres fixes, utilisés dans le code à virgule fixe
généré. Dans cette approche, une implémentation de certaines opérations coûteuses est
proposée (multiplication, exponentielle, argmax, etc.). SeeDot compile des modèles sur
des équipements contraints, c’est-à-dire des équipements ayant une mémoire de taille
KB (Kilo-Byte) et n’ayant pas de support matériel pour les opérations en virgule flottante.
Il surpasse : l’émulation logicielle de la virgule flottante [ANS19] (Arduino [Ban11]), la
virgule fixe à largeur de bits élevée (MATLAB [BBH+03]), la quantification (quantization)
post-entraînement (TensorFlow-Lite8) et les FPGA à virgule flottante et fixe générés à
l’aide d’outils de synthèse de haut niveau.

L’outil de Lauter et al. [LV20]

Un outil pour l’analyse semi-automatique des erreurs en virgule flottante [ANS19], pour la
phase d’inférence d’apprentissage profond (deep learning) [GBC16], est présenté dans [LV20].
Cet outil est compatible avec les modèles Tensorflow/Keras [AAB+16, GP17], et s’appuie
sur la bibliothèque Python/C++ [vR07, Str07] pour transformer un RN en code C++,
afin d’analyser le besoin de précision du réseau. Cet outil d’analyse de précision semi-
automatique a été implémenté en s’appuyant sur des packages existants pour les RNs
profonds (frugally-deep9). Ces packages ont été couplés avec une implémentation C++ à par-
tir de zéro d’une combinaison des deux arithmétiques affine [SdF03] et d’intervalle [Moo79],
appelée CAA (Combined Affine & Interval Arithmetic). Cette implémentation de CAA est
basée sur une analyse d’erreur rigoureuse pour les opérations arithmétiques, ainsi que
pour les fonctions d’activation (Tanh, etc.), et permet de calculer les bornes d’erreurs
relatives et absolues pour les RNs profonds.

8https://www.tensorflow.org/lite/guide?hl=fr
9https://github.com/Dobiasd/frugally-deep

https://www.tensorflow.org/lite/guide?hl=fr
https://github.com/Dobiasd/frugally-deep
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Discussion

Les outils présentés ci-dessus synthétisent des modèles ou des programmes pour les
RNs. LeFlow [NSW18] synthétise des RNs en Python à du hardware, contrairement à notre
approche qui s’intéresse au software. L’outil de Lauter et al. [LV20] analyse les erreurs en
virgule flottante et transforme un RN en code C/C++, mais dans notre cas nous bornons les
erreurs de calcul en virgule fixe et synthétisons un code C (en respectant un seuil d’erreur
défini par l’utilisateur). L’outil SeeDoT [GGSS19b] génère un code fixe en C, correspondant
à un RN dédié aux microcontrôleurs. Cet outil s’intéresse au calcul des formats fixes via
une stratégie de compilation. SeeDoT teste plusieurs valeurs des paramètres d’échelle et
garde la meilleure valeur en termes de précision. Notre approche synthétise également du
code fixe en C pour les RNs, mais utilise une stratégie différente (contraintes linéaires) à
celle de SeeDoT, pour calculer les formats fixes. D’autant plus, notre méthode respecte un
seuil d’erreur, défini par l’utilisateur, tandis que SeeDoT ne le fait pas.

4.3.2 Outils et Algorithmes de Synthèse de Code pour l’Arithmétique Fixe

Les outils de synthèse de code virgule fixe ont besoin de connaître les formats fixes de
chaque nombre et de chaque variable, afin de synthétiser un code, satisfaisant les contraintes
imposées par l’utilisateur. Ces formats optimaux10 sont déterminés de différentes manières,
en se basant sur des techniques de réglage de précision et de calcul de bornes d’erreurs.
Nous présentons ci-dessous quelques outils permettant de synthétiser du code virgule
fixe, tout en respectant les exigences de l’utilisateur.

L’algorithme de Jha [Jha11]

Le but de la thèse de Jha [Jha11] est de donner un algorithme de synthèse optimale d’expres-
sions en virgule fixe [BS17, Yat09], basé sur la synthèse inductive. Son objectif est de trouver
la meilleure implémentation en virgule fixe pour une expression donnée (ne considère pas
la réécriture des expressions). L’inconvénient de cette approche est qu’il faut plusieurs
minutes pour synthétiser un programme en virgule fixe correspondant à une expression.

L’outil de Darulova et al. [DKMS13]

Darulova et al. [DKMS13] ont proposé un outil de synthèse de programmes en virgule
fixe, basée sur la réécriture d’expressions et la programmation génétique [PLM08]. Leur
algorithme utilise une interprétation abstraite [CC92] pour estimer les bornes d’erreurs
d’une implémentation en virgule fixe. Pour évaluer l’adéquation d’une solution proposée,
leur approche utilise une analyse statique basée sur l’arithmétique affine [SdF03], pour
calculer la borne supérieure de l’erreur. L’objectif est de minimiser cette borne supérieure
de l’erreur. Ainsi, les bornes supérieures les moins coûteuses sont utilisées pour comparer
deux expressions, par rapport à la précision. Contrairement à la méthode de Jha [Jha11], la

10Plus petits formats possibles.
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technique de Darulova et al. [DKMS13] peut synthétiser un programme pour une expression
en quelques secondes. Cependant, les deux techniques fournissent des bornes pessimistes
pour les expressions non linéaires et sont limitées aux programmes linéaires.

Le projet DEFIS

Dans le contexte des polynômes, des filtres linéaires et des algorithmes de traitement de
signal, les membres du projet DEFIS11 [MRS+12a] ont présenté de nombreuses approches
de synthèse de code en virgule fixe. Pour n’en citer que quelques-unes, l’idée décrite
dans [DYSD14] fonctionne en inférant des opérations de convolution de haut niveau à
partir du code source d’origine. De plus, Najahi et al. [MNR14, MNR17] ont présenté une
approche automatisée pour synthétiser des codes en arithmétique fixe pour certains blocs
de base d’algèbre linéaire. Ils prennent une description mathématique du problème ainsi
que la plage des variables d’entrée, et synthétisent un code à virgule fixe. Lopez [Lop14]
traite la transformation des filtres linéaires et des contrôleurs, en utilisant l’arithmétique
fixe. Sa contribution principale est une analyse d’erreur complète, en ce qui concerne les
longueurs des mots (nombres fixes), et la formulation de l’optimisation de la longueur des
mots comme un problème d’optimisation convexe non linéaire d’entiers. Une extension
de ce travail à la classe complète des algorithmes linéaires invariants dans le temps a
été proposée dans [Vol17].

L’outil de Cattaneo et al. [CBC+18]

L’outil de Cattaneo et al. [CBC+18] introduit une solution, qui repose sur une passe de
transformation de compilateur autonome implémentée dans LLVM [LA04], pour effectuer
la conversion des nombres flottants en nombres fixes. Leur outil est spécialement dédié à
MIOSIX12, un système d’exploitation temps réel ciblant les systèmes embarqués. Le but
de cette approche est de transformer un bout de code donné en virgule flottante [ANS19],
en code sémantiquement équivalent utilisant des calculs en virgule fixe. Le développeur
annote le code source (une sélection) via des attributs d’annotation personnalisés sur des
variables à virgule flottante. Cela lui permet de se concentrer uniquement sur la partie
critique du code, sans affecter l’exactitude du reste du programme. Le compilateur collecte
ces annotations et les propage aux valeurs intermédiaires. Ensuite, il crée des instructions
basées sur l’arithmétique fixe, qui sont sémantiquement équivalentes au code flottant
d’origine. Après la conversion, le code converti doit être compilé pour l’architecture cible
et le code objet intégré dans le système de construction MIOSIX.

11http://defis.lip6.fr/pmwiki/pmwiki.php?n=Project.Description
12https://miosix.org/

http://defis.lip6.fr/pmwiki/pmwiki.php?n=Project.Description
https://miosix.org/
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L’outil de Aslan et al. [AOS12]

Contrairement aux outils [Jha11, DKMS13, DYSD14, Lop14, Naj14, Vol17, CBC+18] ef-
fectuant la conversion des nombres flottants en nombres fixes, Aslan et al. [AOS12] ont
développé un outil, qui prend en entrée un code en virgule fixe sur n bits et génère une sortie
en virgule flottante sur m bits (norme IEEE754 et formats personnalisés). Cet outil génère du
code Verilog RTL (Register Transfer Level) [BF01] et son testbench, qui peut être implémenté
dans les systèmes FPGA [Tri12] et VLSI (Very Large Scale Integration) [Che99]. Une approche
HLS (High Level Synthesis) [CM10] est utilisée pour concevoir et vérifier le code Verilog
HDL (Hardware Description Language) [Pal03]. Ce dernier est vérifié à l’aide de Modelsim13

et MATLAB [BBH+03], et synthétisé à l’aide de l’outil de conception Xilinx ISE (Integrated
Synthesis Environment) [CH17]. L’objectif principal de cet outil proposé est de réduire le
TTM14 (Time To Market) et d’augmenter la productivité en vérifiant le matériel pendant le
processus de conception, et en réduisant le temps de conception et de vérification.

Discussion

Les outils proposés dans cette partie synthétisent du code pour des programmes. Jha [Jha11]
et Darulova et al. [DKMS13], proposent des méthodes basées sur la réécriture des expres-
sions, en estimant les bornes d’erreurs en virgule fixe. Le point en commun avec notre
approche est l’utilisation des bornes d’erreurs afin de calculer les formats fixes du RN.
Tous les travaux du projet DEFIS [MRS+12a] synthétisent des programmes en fixe. Nos
travaux ont des étapes communes avec ceux de Lopez [Lop14] en particulier, qui sont
l’analyse des erreurs des calculs et la formulation du problème de calcul des formats fixes
comme un problème d’optimisation, sauf que Lopez s’intéresse aux filtres linéaires et aux
contrôleurs et nous, nous intéressons aux RNs. Il existe également d’autres outils pour la
synthèse de code fixe tels que TAFFO [CCCA20] (voir Section 4.2), POPiX (voir Chapitre 10),
les outils de [MSCS03, MHSN12], etc. Contrairement aux outils [Jha11, DKMS13, CBC+18],
au projet DEFIS [MRS+12b] et à notre approche, l’outil de Aslan et al. [AOS12] convertit
un code fixe en un code flottant.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné un aperçu sur la programmation linéaire dans
la Section 4.1, en montrant son modèle et ses cas d’usage. Ensuite, nous avons abordé
les solveurs SMT, qui sont eux mêmes basés sur les solveurs SAT. Les sections 4.2 et 4.3
ont montré quelques outils de réglage de précision, de synthèse de code virgule fixe
pour les programmes, et de génération de code et de modèles pour les RNs. Dans la
deuxième partie de ce manuscrit, nous mettons en avant le calcul des erreurs commises

13https://eda.sw.siemens.com/en-US/ic/modelsim/
14Le temps qui s’écoule entre la conception d’un produit et sa mise en vente.

https://eda.sw.siemens.com/en-US/ic/modelsim/


58 4.4. Conclusion

dans un RN. Ensuite, nous générons des contraintes afin de calculer les formats fixes
minimaux des poids synaptiques, des biais et des calculs intermédiaires dans un RN avec
trois méthodes : CubMeth, QuadMeth et LinMeth.
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Dans l’arithmétique fixe, des erreurs de calcul sont générées pendant que des
opérations arithmétiques sont effectuées, mais des erreurs sur les entrées (les opé-
randes) sont également présentes. Ces erreurs sont dues aux arrondis (Section 2.3),

pendant le calcul du résultat des opérations arithmétiques et la conversion des nombres
flottants en nombres fixes. Dans ce chapitre, nous abordons les erreurs commises dans un
RN pendant le calcul de la somme pondérée des poids synaptiques et l’application d’une
fonction d’activation (Chapitre 3). Cette somme pondérée et ces fonctions d’activation sont
basées sur des opérations arithmétiques (addition, soustraction, multiplication et fonctions
mathématiques) en fixe, c’est pourquoi nous commençons d’abord par déterminer les
erreurs correspondantes à ces opérations dans l’arithmétique fixe. Ensuite, nous calculons
le bit de poids fort de chaque erreur, dans l’arithmétique fixe, indiquant à partir de quel
bit l’erreur débute. Ce chapitre est organisé comme suit :
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¸ Les erreurs engendrées par une addition (une soustraction) et une multiplication en
fixe, sont présentées dans la Section 5.1. Cette dernière montre également les erreurs
commises dans les fonctions mathématiques sigmoïde et tangente hyperbolique en fixe.

¸ La Section 5.2 met en avant les erreurs commises dans un RN, plus précisément
celles de la somme pondérée des poids synaptiques, et de l’application des fonctions
d’activation sur cette somme pondérée.

¸ La Section 5.3 calcule le bit de poids fort des erreurs, définies dans la Section 5.2, dues
à la somme pondérée des poids synaptiques et aux fonctions d’activation .

¸ La Section 5.4 conclut ce chapitre.

5.1 Modélisation des Erreurs dans l’Arithmétique Fixe

Cette section définit quatre propositions importantes concernant les erreurs commises
dans l’addition (la soustraction) et la multiplication en fixe, ainsi que dans les deux fonctions
mathématiques sigmoïde et tangente hyperbolique en fixe. Ces propositions sont nécessaires
pour calculer les erreurs commises dans un RN, plus précisément dans le calcul des sorties
des neurones (Section 5.2). Soulignons que, l’erreur due à une soustraction en fixe est la
même que, celle due à une addition en fixe, c’est pourquoi nous présentons uniquement
l’erreur de l’addition fixe dans cette section. Rappelons que, selon la Définition 2.3.1, un
nombre fixe x̂ P ℵ, s’écrit sous la forme x̂ = (´1)sx̂

ˆV x̂
ăMx̂ ,Lx̂ą

, où sx̂ P t0, 1u, Mx̂ P Z et
V x̂, Lx̂ P N. Notons également que, ‘ et b, font référence à l’addition et à la multiplication
en fixe, définies dans le chapitre 2, et +, ˆ sont utilisés pour l’addition et la multiplication
flottantes, respectivement. Dans ce chapitre, x̂ P ℵ est utilisé pour représenter un nombre
fixe, x P F représente un nombre flottant, X̂ P ℵn représente un vecteur contenant n
nombres fixes et X̄ P Fn est un vecteur de n nombres flottants.

5.1.1 Erreur de l’Addition et de la Multiplication

L’erreur correspondante à une opération arithmétique est définie par la différence entre
le résultat flottant et le résultat fixe (en valeur absolue). La Proposition 5.1.1 définit
l’erreur d’addition de deux nombres fixes, et la Proposition 5.1.2 définit l’erreur d’une
multiplication en fixe.

Proposition 5.1.1. Soient les nombres fixes x̂, ŷ, ẑ P ℵ, ayant pour formatsăMx̂, Lx̂ ą,ăMŷ, Lŷ ą

etă Mẑ, Lẑ ą respectivement, et soient x, y, z P F, leurs représentations flottantes. Notons ε‘ PR,
l’erreur entre l’addition en fixe ẑ = x̂‘ ŷ et l’addition flottante z = x+ y, définies dans le Chapitre 2.
Cette erreur est donnée avec

ε‘ ď 2´Lx̂
+ 2´Lŷ

+ 2´Lẑ
. (5.1)
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Preuve. Soient εx̂, εŷ, εẑ P R, les erreurs de troncature (Chapitre 2) de x̂, ŷ et ẑ. Ces erreurs sont
respectivement bornées par 2´Lx̂

, 2´Lŷ
et 2´Lẑ

, car Lx̂, Lŷ et Lẑ représentent respectivement, le
dernier bit correct de x̂, ŷ et ẑ. Notons que

x = x̂ + εx̂, (de même pour ŷ et ẑ). (5.2)

Si nous injectons l’Équation (5.2) dans z = x + y, nous obtenons ẑ = x̂‘ ŷ, et l’erreur ε‘ est

ε‘ ď εx̂ + εŷ + εẑ. (5.3)

Nous savons aussi que, l’erreur de x̂, est bornée par

εx̂ ď 2´Lx̂
, (de même pour ŷ et ẑ). (5.4)

En combinant les équations (5.3) et (5.4), nous obtenons

ε‘ ď 2´Lx̂
+ 2´Lŷ

+ 2´Lẑ
. �

Proposition 5.1.2. Soient les nombres fixes x̂, ŷ, ẑ P ℵ, ayant pour formatsăMx̂, Lx̂ ą,ăMŷ, Lŷ ą

et ă Mẑ, Lẑ ą respectivement, et soient x, y, z P F, leurs représentations flottantes. Notons
εb P R, l’erreur entre la multiplication en fixe ẑ = x̂b ŷ et la multiplication flottante z = xˆ y,
définies dans le Chapitre 2. Cette erreur est donnée avec

εb ď ŷˆ 2´Lx̂
+ x̂ˆ 2´Lŷ

+ 2´Lx̂´Lŷ
+ 2´Lẑ

. (5.5)

Preuve. Soient εx̂, εŷ, εẑ P R, les erreurs de troncature (Chapitre 2) de x̂, ŷ et ẑ. Ces erreurs
sont respectivement bornées par 2´Lx̂

, 2´Lŷ
et 2´Lẑ

, car Lx̂, Lŷ et Lẑ représentent respectivement,
le dernier bit correct de x̂, ŷ et ẑ. En injectant l’Équation (5.2) dans z = x ˆ y, nous obtenons
ẑ = x̂b ŷ, et l’erreur εb. Cette dernière est bornée par

εb ď ŷˆ εx̂ + x̂ˆ εŷ + εx̂ ˆ εŷ + εẑ. (5.6)

Notons que l’Équation (5.4) permet de borner εx̂, εŷ et εẑ, et donc en combinant les deux équa-
tions (5.4) et (5.6), nous obtenons

εb ď ŷˆ 2´Lx̂
+ x̂ˆ 2´Lŷ

+ 2´Lx̂´Lŷ
+ 2´Lẑ

. �

5.1.2 Erreur du Sigmoïde et de la Tangente Hyperbolique

L’erreur commise dans l’approximation en fixe de la fonction mathématique sigmoïde,
définie dans la Définition 3.2.9, est présentée dans la Proposition 5.1.3. Et l’erreur correspon-
dante à l’approximation en fixe de la tangente hyperbolique, définie dans la Définition 3.2.10,
est donnée dans la Proposition 5.1.4.

Proposition 5.1.3. Soient x̂, ẑ P ℵ, deux nombres fixes ayant pour formats ă Mx̂, Lx̂ ą et
ă Mẑ, Lẑ ą respectivement, et soient x, z P F, leurs représentations flottantes. Notons ε ˆSigmoid PR,
l’erreur entre l’approximation linéaire par morceaux du ˆSigmoid en fixe (Définition 3.2.9), notée
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ẑ = ˆSigmoid(x̂), et l’approximation linéaire par morceaux du Sigmoid flottant (Définition 3.2.4),
notée z = Sigmoid(x), telle que

ε ˆSigmoid ď

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

0 si x̂ ě 5ă3, 0ą,

2´5 ˆ (1 + x̂) + 2´Lx̂´4 + 2´Lẑ+1 si 19ă2, 3ą ď x̂ ă 5ă3, 0ą,

2´3 ˆ (1 + x̂) + 2´Lx̂´2 + 2´Lẑ+1 si 1ă1, 0ą ď x̂ ă 19ă2, 3ą,

2´1 + 2´2 ˆ x̂ + 2´Lx̂´2 + 2´Lẑ+1 si 0ă1, 0ą ď x̂ ă 1ă1, 0ą,

ε ˆSigmoid + 2´Lẑ
si x̂ ă 0ă1, 0ą.

(5.7)

Preuve. Soient εx̂, εẑ P R, les erreurs de troncature (Chapitre 2) de x̂ et ẑ, telles que x = x̂ + εx̂

et z = ẑ + εẑ (Équation (5.2)). Ces erreurs sont respectivement bornées par 2´Lx̂
et 2´Lẑ

, car
Lx̂ et Lẑ représentent respectivement, le dernier bit correct de x̂ et ẑ. En appliquant les proposi-
tions 5.1.1 et 5.1.2 sur l’approximation linéaire par morceaux du Sigmoid flottant, défini dans la
Définition 3.2.4, nous obtenons

ε ˆSigmoid ď

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

0 si x̂ ě 5ă3,0ą,

0.03125.εx̂ + x̂.ε0.03125 + εx̂.ε0.03125 + ε0.84375 + 2εẑ si 19ă2,3ą ď x̂ ă 5ă3,0ą,

0.125.εx̂ + x̂.ε0.125 + εx̂.ε0.125 + ε0.625 + 2εẑ si 1ă1,0ą ď x̂ ă 19ă2,3ą,

0.25.εx̂ + x̂.ε0.25 + εx̂.ε0.25 + ε0.5 + 2εẑ si 0ă1,0ą ď x̂ ă 1ă1,0ą,

ε ˆSigmoid + εẑ si x̂ ă 0ă1,0ą.
(5.8)

Substituons dans l’Équation (5.8), εx̂ par 2´Lx̂
(Équation (5.2)) et 0.03125 par son ufp (calcul du bit

de poids fort), en utilisant la Définition 2.1.1 (de même pour les autres coefficients). Le résultat obtenu
est

ε ˆSigmoid ď
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’

’
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’

’

’
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%

0 si x̂ ě 5ă3, 0ą,

2´5 ˆ (1 + x̂) + 2´Lx̂´4 + 2´Lẑ+1 si 19ă2, 3ą ď x̂ ă 5ă3, 0ą,

2´3 ˆ (1 + x̂) + 2´Lx̂´2 + 2´Lẑ+1 si 1ă1, 0ą ď x̂ ă 19ă2, 3ą,

2´1 + 2´2 ˆ x̂ + 2´Lx̂´2 + 2´Lẑ+1 si 0ă1, 0ą ď x̂ ă 1ă1, 0ą,

ε ˆSigmoid + 2´Lẑ
si x̂ ă 0ă1, 0ą.

�

Proposition 5.1.4. Soient x̂, ẑ P ℵ, deux nombres fixes ayant pour formats ă Mx̂, Lx̂ ą et
ă Mẑ, Lẑ ą respectivement, et soient x, z P F, leurs représentations flottantes. Notons ε ˆTanh P R,
l’erreur entre l’approximation en fixe de ˆTanh (Définition 3.2.10), notée ẑ = ˆTanh(x̂), et l’approxi-
mation flottante de Tanh (Définition 3.2.6), notée z = Tanh(x), telle que

ε ˆTanh ď

$
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0 si x̂ ě 5ă3, 0ą,

2´5 + 2´4 ˆ x̂ + 2´Lx̂´3 + 2´Lẑ+1 si 19ă2, 3ą ď x̂ ă 5ă3, 0ą,

2´3 + 2´2 ˆ x̂ + 2´Lx̂´1 + 2´Lẑ+1 si 1ă1, 0ą ď x̂ ă 19ă2, 3ą,

2´1 + 2´1 ˆ x̂ + 2´Lx̂
+ 2´Lẑ+1 si 0ă1, 0ą ď x̂ ă 1ă1, 0ą,

ε ˆTanh + 2´Lẑ
si x̂ ă 0ă1, 0ą.

(5.9)
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Remarquons que la démonstration du calcul d’erreur correspondante à la ˆTanh se fait
exactement de la même manière que pour le ˆSigmoid.

5.2 Modélisation des Erreurs dans un Réseau de Neurones

Les résultats théoriques sur les erreurs numériques commises à l’intérieur d’un RN
entièrement connecté, en utilisant l’arithmétique fixe, sont donnés dans cette section.
Il existe deux types d’erreurs : la propagation de l’erreur du vecteur d’entrée et les
erreurs dues au calcul de la somme pondérée des poids synaptiques (fonction affine),
présentée dans l’Équation (5.10), et des fonctions d’activation, définies dans les défini-
tions 3.2.7, 3.2.8, 3.2.9 et 3.2.10. La Proposition 5.2.1 calcule l’erreur de la somme pondérée
des poids synaptiques en fixe. Les erreurs résultantes des fonctions d’activation ˆSigmoid et

ˆTanh en fixe, sont respectivement présentées dans les propositions 5.2.2 et 5.2.3. Rappelons
que, la formule calculant la sortie d’un neurone, est donnée dans la Définition 3.1.1.

5.2.1 Erreur de la Somme Pondérée des Poids Synaptiques

La Proposition 5.2.1 a pour but de donner la formule d’erreur correspondante à la somme
pondérée des poids synaptiques. Rappelons que, dans un RN entièrement connecté de
type perceptron multicouche (Section 3.3), ayant m couches et n neurones par couche, la
somme pondérée des poids synaptiques pour un neurone i appartenant à la couche k,
notée uki P F, est donnée avec

gk,i : Fn ÝÑ F

X̄k´1 ÞÝÑ uk,i = gk,i(X̄k´1) =
n´1
ÿ

j=0

(wk´1,i,j ˆ xk´1,j) + bk´1,i.

(5.10)

Notons que, @ k, 1 ď k ď m, @ i, 0 ď i ă n, uk,i, est le résultat de la somme pondérée des
poids synaptiques du neurone i de la couche k, X̄k´1 est le vecteur des entrées (xk´1,j P F),
le biais bk´1,i P F est l’élément i du vecteur B̄k´1, et wk´1,i,j P F appartient à la ligne i et
la colonne j de la matrice des poids synaptiques Wk´1.

La version en fixe de gk,i, définie l’Équation (5.10), est notée ĝk,i P ℵ. Cette dernière
calcule la somme pondérée des poids synaptiques en fixe, notée ûk,i P ℵ. Elle est définie par

ĝk,i : ℵn ÝÑ ℵ

X̂k´1 ÞÝÑ ûk,i = ĝk,i(X̂k´1) =
n´1
ÿ

j=0

(ŵk´1,i,j b x̂k´1,j)‘ b̂k´1,i,

(5.11)

où @ k, 1 ď k ď m, @ i, j 0 ď i, j ă n, ûk,i est le résultat de la somme pondérée du
neurone i de la couche k en fixe, b̂k´1,i est le biais, ŵk´1,i,j sont les poids synaptiques
et x̂k´1,j sont les entrées.
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Remarque 7. Dans cette section, tous les opérateurs
ÿ

font référence à l’addition en fixe, sauf
celui de l’Équation (5.10), faisant référence à l’addition flottante.

Proposition 5.2.1. Soit θk,i P R, l’erreur due aux calculs numériques de ĝk,i et aux conversions
des coefficients flottants vers des coefficients en fixe. L’erreur θk,i résultante pour chaque neurone i
de chaque couche k, est donnée avec

@k, 1 ď k ď m, @i, j, 0 ď i, j ă n,

θk,i ď (3n´ 2)ˆ (2Mx̂
k´1,j´Lŵ

k´1,i,j + 2Mŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j + 2´Lŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j) + (4n´ 1)ˆ 2´Lû
k,i .

(5.12)

Preuve. Notre objectif est de borner θk,i, l’erreur résultante au calcul de la somme pondérée des
poids synaptiques (ĝk,i), pour chaque neurone de chaque couche. Pour se faire, il suffit de borner la
formule de l’Équation (5.11). Commençons d’abord par calculer l’erreur de ŵk´1,i,jb x̂k´1,j. Ensuite,

bornons l’erreur de la somme des multiplications en fixe
n´1
ÿ

j=0

(ŵk´1,i,j b x̂k´1,j), et enfin calculons

l’erreur de
n´1
ÿ

j=0

(ŵk´1,i,j b x̂k´1,j)‘ b̂k´1,i, à l’aide des propositions 5.1.1 et 5.1.2.

Soit ˆerrb P R, l’erreur de la multiplication en fixe de ŵk´1,i,j b x̂k´1,j, et soit 2´Lû
k,i , l’erreur

de troncature de la sortie du neurone ûk,i (Équation (5.4)). En utilisant la Proposition 5.1.2,
nous obtenons

ˆerrb ď 2Mx̂
k´1,j´Lŵ

k´1,i,j + 2Mŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j + 2´Lŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j + 2´Lû
k,i . (5.13)

Ensuite, considérons ˆerr‘ P R, l’erreur d’une addition en fixe et ˆerrs P R, l’erreur de la somme

des multiplications en fixe
n´1
ÿ

j=0

(ŵk´1,i,j b x̂k´1,j). Cette erreur est calculée à travers le résultat de

l’Équation (5.13) et la Proposition 5.1.1, telle que

ˆerrs ď nˆ ˆerrb + (n´ 1)ˆ ˆerr‘. (5.14)

Alors,
ˆerrs ď nˆ ˆerrb + (n´ 1)ˆ (2ˆ ˆerrb + 2´Lû

k,i). (5.15)

En simplifiant les calculs, nous obtenons

ˆerrs ď (3n´ 2)ˆ ˆerrb + (n´ 1)ˆ 2´Lû
k,i . (5.16)

Maintenant, considérons ˆerrûk,i P R, l’erreur de
n´1
ÿ

j=0

(ŵk´1,i,jb x̂k´1,j) ‘ b̂k´1,i, la somme pon-

dérée des poids synaptiques en fixe. Cette erreur est bornée en utilisant l’Équation (5.16) et la
Proposition 5.1.1, telle que

ˆerrûk,i ď ˆerrs + 2´Lb̂
k´1,i + 2´Lû

k,i . (5.17)
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Notons que, b̂k´1,i prend le format de sortie de ûk,i (alignement des formats avec celui exigé en sortie
pendant l’addition fixe dans le Chapitre 2), donc

ˆerrûk,i ď (3n´ 2)ˆ ˆerrb + (n + 1)ˆ 2´Lû
k,i . (5.18)

Finalement,

ˆerrûk,i ď (3n´ 2)ˆ (2Mx̂
k´1,j´Lŵ

k´1,i,j + 2Mŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j + 2´Lŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j) + (4n´ 1)ˆ 2´Lû
k,i .
(5.19)

En combinant les équations (5.12) et (5.19), nous obtenons

ˆerrûk,i = θk,i. �

5.2.2 Erreur des Fonctions d’Activation

Les erreurs commises dans les fonctions d’activation sigmoïde et tangente hyperbolique en
fixe (Chapitre 3) dans un RN, sont respectivement définies dans les propositions 5.2.2 et 5.2.3.
Afin de calculer ces erreurs dans le cadre d’un RN, il suffit de substituer l’entrée x̂
par ûk,i et 2´Lx̂ par θk,i, dans les propositions 5.1.3 et 5.1.4. Notons que, ûk,i correspond
à la somme pondérée des poids synaptiques en fixe (Équation (5.11)), et θk,i est l’erreur
commise lors du calcul de ûk,i (Proposition 5.2.1). L’erreur de troncature 2´Lẑ dans les
propositions 5.1.3 et 5.1.4 correspond à 2´Lû

k,i dans ce cas. Dans cette section, considérons
les intervalles I1, I2, I3, I4 et I5, utilisés dans les propositions tels que

• I1 : ûk,i ě 5ă3, 0ą,

• I2 : 19ă2, 3ą ď ûk,i ă 5ă3, 0ą,

• I3 : 1ă1, 0ą ď ûk,i ă 19ă2, 3ą,

• I4 : 0ă1, 0ą ď ûk,i ă 1ă1, 0ą,

• I5 : ûk,i ă 0ă1, 0ą.

Ces derniers correspondent aux intervalles de l’approximation linéaire par morceaux du
ˆSigmoid et de la ˆTanh en fixe, dans la Section 3.2.

Proposition 5.2.2. Soient ûk,i P ℵ, la somme pondérée des poids synaptiques en fixe, définie dans
l’Équation (5.11), θk,i l’erreur commise sur ûk,i, définie dans l’Équation (5.12), et 2´Lû

k,i l’erreur
de troncature de ûk,i. Considérons γk,i P R, l’erreur correspondante à l’approximation linéaire par
morceaux du ˆSigmoid en fixe, telle que

γk,i ď
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0 si I1,

2´5 ˆ (1 + ûk,i) + θk,i ˆ 2´4 + 2´Lû
k,i+1 si I2,

2´3 ˆ (1 + ûk,i) + θk,i ˆ 2´2 + 2´Lû
k,i+1 si I3,

2´1 + 2´2 ˆ ûk,i + θk,i ˆ 2´2 + 2´Lû
k,i+1 si I4,

γk,i + 2´Lû
k,i si I5.

(5.20)
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Proposition 5.2.3. Soient ûk,i P ℵ, la somme pondérée des poids synaptiques en fixe, définie dans
l’Équation (5.11), θk,i l’erreur commise sur ûk,i, définie dans l’Équation (5.12), et 2´Lû

k,i l’erreur de
troncature de ûk,i. Considérons ξk,i P R, l’erreur de ˆTanh en fixe, telle que

ξk,i ď
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0 si I1

2´5 + 2´4 ˆ ûk,i + θk,i ˆ 2´3 + 2´Lû
k,i+1 si I2,

2´3 + 2´2 ˆ ûk,i + θk,i ˆ 2´1 + 2´Lû
k,i+1 si I3,

2´1 + 2´1 ˆ ûk,i + θk,i + 2´Lû
k,i+1 si I4,

ξk,i + 2´Lû
k,i si I5

(5.21)

Remarque 8. Dans le pire cas, les erreurs correspondantes aux deux fonctions d’activation ˆLinear et
ˆReLU en fixe, définies respectivement dans les définitions 3.2.7 et 3.2.8, sont inférieures ou égales

à θk,i, présentée dans l’Équation (5.12), car ˆLinear calcule l’identité, et ˆReLU renvoie 0̂ si la sortie
est négative, ou l’identité sinon.

5.3 Calcul de l’Ufp de l’Erreur d’un Réseau de Neurones

Cette section traite le calcul du bit de poids fort, dit ufp, des erreurs correspondantes à la
somme pondérée des poids synaptiques et des fonctions d’activation en fixe ˆSigmoid et ˆTanh,
respectivement, présentées dans les propositions 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3. Ces expressions de calcul
de bit de poids fort des erreurs, seront utilisées dans la génération des contraintes dans les
chapitres 6 et 7, afin de calculer les formats fixes correspondants à û, ŵ et x̂, utilisés dans
l’Équation (5.11). Ils sont respectivement définies dans les propositions 5.3.1, 5.3.2 et 5.3.3.

5.3.1 Ufp de l’Erreur de la Somme Pondérée des Poids Synaptiques

Dans la Proposition 5.2.1, nous avons donné la formule correspondante à l’erreur de
calcul de la somme pondérée des poids synaptiques θk,i, pour chaque neurone i de la
couche k. Maintenant, nous nous intéressons au calcul du bit de poids fort de cette
erreur θk,i, dans la Proposition 5.3.1. En d’autres termes, nous calculons ufp(θk,i), à l’aide
de la Définition 2.1.1 de l’ufp.

Proposition 5.3.1. Soit ufp(θk,i) P Z, le bit de poids fort de l’erreur correspondante à la somme pon-
dérée des poids synaptiques du neurone i de la couche k, et soient ν, µ P Z deux constantes, telles que

ν = ufp(3n´ 2) et µ = ufp(4n´ 1), @n ě 1, le nombre de neurones par couche.

Le bit de poids fort de l’erreur du neurone i de la couche k, noté ufp(θk,i), est défini par
@ k, 1 ď k ď m, @ i, j, 0 ď i, j ă n,

ufp(θk,i) ď max(ν+ Mŵ
k´1,i,j´ Lx̂

k´1,j ; ν+ Mx̂
k´1,j´ Lŵ

k´1,i,j ; ν´ Lŵ
k´1,i,j´ Lx̂

k´1,j ; µ´ Lû
k,i)+ 2,

(5.22)
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où max est la fonction calculant le maximum entre des valeurs relatives (P Z), etă Mx̂
k´1,j, Lx̂

k´1,j ą,
ă Mŵ

k´1,i,j, Lŵ
k´1,i,j ą, et ă Mû

k,i, Lû
k,i ą sont les formats fixes des coefficients x̂k´1,j, ŵk´1,i,j

et ûk,i, respectivement.

Preuve. Considérons la formule de calcul de l’erreur θk,i, définie dans l’Équation (5.12) et calculons
son ufp, c’est-à-dire son bit de poids fort, en utilisant l’Équation (2.1). Rappelons que, @n ě 1,

θk,i ď (3n´ 2)ˆ (2Mx̂
k´1,j´Lŵ

k´1,i,j + 2Mŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j + 2´Lŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j) + (4n´ 1)ˆ 2´Lû
k,i . (5.12)

Ensuite, écrivons θk,i telle que,

θk,i ď 2ufp(3n´2)+1 ˆ (2Mx̂
k´1,j´Lŵ

k´1,i,j + 2Mŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j + 2´Lŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j) + 2ufp(4n´1)+1 ˆ 2´Lû
k,i .

(5.23)
Remplaçons ν et µ dans l’Équation (5.23),

θk,i ď 2ν+1 ˆ (2Mx̂
k´1,j´Lŵ

k´1,i,j + 2Mŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j + 2´Lŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j) + 2µ+1 ˆ 2´Lû
k,i . (5.24)

Donc,

θk,i ď 2ν+Mx̂
k´1,j´Lŵ

k´1,i,j+1 + 2ν+Mŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j+1 + 2ν´Lŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j+1 + 2µ´Lû
k,i+1. (5.25)

Ensuite,

θk,i ď 2max(ν+Mx̂
k´1,j´Lŵ

k´1,i,j+1 ; ν+Mŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j+1 ; ν´Lŵ
k´1,i,j´Lx̂

k´1,j+1 ; µ´Lû
k,i+1)+1. (5.26)

Finalement,

ufp(θk,i) ď max(ν+ Mx̂
k´1,j´ Lŵ

k´1,i,j ; ν+ Mŵ
k´1,i,j´ Lx̂

k´1,j ; ν´ Lŵ
k´1,i,j´ Lx̂

k´1,j ; µ´ Lû
k,i)+ 2.

�

5.3.2 Ufp de l’Erreur des Fonctions d’Activation

Les erreurs du neurone i de la couche k, dues aux fonctions d’activation ˆSigmoid ou ˆTanh
en fixe sont, respectivement, notées γk,i et ξk,i, et présentées dans les propositions 5.2.2
et 5.2.3. Cependant, nous nous intéressons au calcul du bit de poids fort de γk,i et ξk,i,
dans les propositions 5.3.2 et 5.3.3, respectivement.

Ufp de l’Erreur du Sigmoïde

La Proposition 5.3.2 a pour but de montrer le calcul de l’ufp de l’erreur due à la fonction
d’activation ˆSigmoid, appliquée à chaque neurone i de la couche k. En d’autres termes, cette
proposition calcule le bit de poids fort de l’erreur γk,i, donnée dans l’Équation (5.20).

Proposition 5.3.2. Soit ufp(γk,i) P Z, le bit de poids fort de l’erreur correspondante à la fonction
d’activation ˆSigmoid, appliquée au neurone i de la couche k. Et soient ν, µ P Z deux constantes,
respectivement définies par
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ν = ufp(3n´ 2) et µ = ufp(4n´ 1), @n ě 1, le nombre de neurones par couche.

Le bit de poids fort de l’erreur γk,i du neurone i de la couche k, noté ufp(γk,i), est donné par
@ k, 1 ď k ď m, @ i, j, 0 ď i, j ă n,

ufp(γk,i) ď
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ufp(θk,i) si I1,

max(Mû
k,i ´ 4; Vk´1,i,j ´ 2 ; Yk´1,i,j ´ 2 ; Zk´1,i,j ´ 2 ; Hk,i ´ 2 ; Gk,i) + 1 si I2,

max(Mû
k,i ´ 2; Vk´1,i,j ; Yk´1,i,j ; Zk´1,i,j ; Hk,i ; Gk,i) + 1 si I3,

max(Mû
k,i ´ 1; Vk´1,i,j ; Yk´1,i,j ; Zk´1,i,j ; Hk,i ; Gk,i) + 1 si I4,

max(ufp(γk,i); Gk,i) + 1 si I5.
(5.27)

où Gk,i = ´Lû
k,i + 1, Hk,i = µ´ Lû

k,i, Vk´1,i,j = ν+ Mx̂
k´1,j´ Lŵ

k´1,i,j, Yk´1,i,j = ν+ Mŵ
k´1,i,j ´Lx̂

k´1,j

et Zk´1,i,j = ν´ Lŵ
k´1,i,j ´ Lx̂

k´1,j.

Preuve. Considérons la formule de calcul de l’erreur γk,i, définie dans l’Équation (5.20) et calculons
son ufp, c’est-à-dire son bit de poids fort. Rappelons que, Mû

k,i est le nombre de bits de la partie

entière (bit de poids fort) de ûk,i, et remplaçons dans l’Équation (5.20), ûk,i par 2Mû
k,i et θk,i par son

expression donnée dans l’Équation (5.26). Nous obtenons

γk,i ď
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0 si I1,

2Mû
k,i´4 + 2max(Vk´1,i,j´2 ; Yk´1,i,j´2 ; Zk´1,i,j´2 ; Hk,i´2) + 2Gk,i si I2,

2Mû
k,i´2 + 2max(Vk´1,i,j ; Yk´1,i,j ; Zk´1,i,j ; Hk,i) + 2Gk,i si I3,

2Mû
k,i´1 + 2max(Vk´1,i,j ; Yk´1,i,j ; Zk´1,i,j ; Hk,i) + 2Gk,i si I4,

γk,i + 2Gk,i si I5.

(5.28)

Donc,

γk,i ď
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0 si I1,

2max(Mû
k,i´4; Vk´1,i,j´2 ; Yk´1,i,j´2 ; Zk´1,i,j´2 ; Hk,i´2; Gk,i)+1 si I2,

2max(Mû
k,i´2; Vk´1,i,j ; Yk´1,i,j ; Zk´1,i,j ; Hk,i ; Gk,i)+1 si I3,

2max(Mû
k,i´1; Vk´1,i,j ; Yk´1,i,j ; Zk´1,i,j ; Hk,i ; Gk,i)+1 si I4,

γk,i + 2Gk,i si I5.

(5.29)

Finalement,

ufp(γk,i) ď
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ufp(θk,i) si I1,

max(Mû
k,i ´ 4; Vk´1,i,j ´ 2 ; Yk´1,i,j ´ 2 ; Zk´1,i,j ´ 2 ; Hk,i ´ 2 ; Gk,i) + 1 si I2,

max(Mû
k,i ´ 2; Vk´1,i,j ; Yk´1,i,j ; Zk´1,i,j ; Hk,i ; Gk,i) + 1 si I3,

max(Mû
k,i ´ 1; Vk´1,i,j ; Yk´1,i,j ; Zk´1,i,j ; Hk,i ; Gk,i) + 1 si I4,

max(ufp(γk,i); Gk,i) + 1 si I5.
�
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Ufp de l’Erreur de la Tangente Hyperbolique

Le calcul du bit de poids fort de l’erreur ξk,i, due à une fonction d’activation ˆTanh en
fixe, est présenté dans la Proposition 5.3.3. Rappelons que la formule de l’erreur ξk,i est
donnée dans la Proposition 5.2.3.

Proposition 5.3.3. Soit ufp(ξk,i) P Z, le bit de poids fort de l’erreur correspondante à la fonction
d’activation ˆTanh, appliquée au neurone i de la couche k. Et soient ν, µ P Z deux constantes, telles que

ν = ufp(3n´ 2) et µ = ufp(4n´ 1), @n ě 1, le nombre de neurones par couche.

Le bit de poids fort de l’erreur ξk,i du neurone i de la couche k, noté ufp(ξk,i), est donné avec
@ k, 1 ď k ď m, @ i, j, 0 ď i, j ă n,

ufp(ξk,i) ď
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ufp(θk,i) si I1,

max(´5; Mû
k,i ´ 4; Vk´1,i,j ´ 3; Yk´1,i,j ´ 3; Zk´1,i,j ´ 3; Hk,i ´ 3; Gk,i) + 1 si I2,

max(´3; Mû
k,i ´ 2; Vk´1,i,j ; Yk´1,i,j; Zk´1,i,j; Hk,i; Gk,i) + 1 si I3,

max(Mû
k,i ´ 1; Vk´1,i,j ´ 1; Yk´1,i,j ´ 1; Zk´1,i,j ´ 1; Hk,i ´ 1; Gk,i) + 1 si I4,

max(ufp(γk,i); Gk,i + 1) si I5.
(5.30)

où Gk,i = ´Lû
k,i + 1, Hk,i = µ´ Lû

k,i, Vk´1,i,j = ν+ Mx̂
k´1,j´ Lŵ

k´1,i,j, Yk´1,i,j = ν+ Mŵ
k´1,i,j ´Lx̂

k´1,j

et Zk´1,i,j = ν´ Lŵ
k´1,i,j ´ Lx̂

k´1,j.

N.B. La démonstration du calcul de ufp(γk,i), le bit de poids fort de l’erreur commise lors de
l’application de la fonction d’activation ˆTanh, sur le neurone i de la couche k, se fait exactement de
la même manière que, pour la fonction d’activation ˆSigmoid dans la Proposition 5.3.2.

Remarque 9. Dans le pire cas, le bit de poids fort (ufp) de l’erreur des fonctions d’activation ˆLinear
et ˆReLU est le même que celui de la somme pondérée des poids synaptiques, défini dans la Proposi-
tion 5.3.1.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini les erreurs de l’addition, la multiplication et les
fonctions mathématiques sigmoïde, et tangente hyperbolique en fixe, dans la Section 5.1. Ces
dernières sont requises dans la Section 5.2, pour calculer dans un RN, l’erreur de la somme
pondérée des poids synaptiques θk,i, et les erreurs des fonctions d’activation en fixe γk,i

et ξk,i, correspondantes au ˆSigmoid et à la ˆTanh, respectivement. Ensuite, dans la Section 5.3,
le bit de poids fort des erreurs θk,i, γk,i et ξk,i est calculé. Il est utilisé dans la génération
des contraintes dans les chapitres 6 et 7, pour déterminer le format optimal1 ă M, L ą de
chaque neurone, de chaque entrée et de chaque poids synaptique du RN.

1Le plus petit format possible.
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Dans ce travail, notre objectif est de synthétiser un RN fixe, pour un RN flottant
donné en entrée, respectant les exigences de l’utilisateur (seuil d’erreur et type
de données). Nous savons également que, l’arithmétique fixe présentée dans le

Chapitre 2, représente un nombre fixe avec un signe, une valeur entière et un format. Pour
utiliser ces RNs dans des systèmes embarqués, nous devons économiser au maximum la
mémoire consommée. Pour se faire, nous devons représenter les coefficients fixes avec un
nombre de bits minimal, c’est pourquoi, nous présentons dans ce chapitre la méthode
CubMeth, basée sur la génération de contraintes automatiquement. Le nombre de ces
dernières augmente cubiquement, dans le pire des cas. Cette méthode permet de trouver
les formats optimaux (plus petits formats), pour représenter les coefficients fixes, tout en
respectant le type de données à ne pas dépasser pour représenter ces coefficients (le plus
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grand type de données se trouvant dans le code synthétisé), ainsi qu’un seuil d’erreur à ne
pas excéder entre le RN flottant et fixe. Ce chapitre est organisé de la manière suivante :

¸ Le principe de la méthode CubMeth est présenté dans la Section 6.1.

¸ La Section 6.2 met en avant les contraintes générées par la somme pondérée des poids
de CubMeth, afin de calculer le nombre de bits minimal des parties fractionnaires des
sorties des neurones, et des poids synaptiques.

¸ Les contraintes générées par CubMeth, correspondantes aux fonctions d’activation
montrées dans la Section 3.2, sont présentées dans la Section 6.3.

¸ Le nombre de contraintes générées par CubMeth, ainsi que la complexité de cette
méthode, sont calculés dans la Section 6.4.

¸ La Section 6.5 conclut ce chapitre.

6.1 Principe de CubMeth

La méthode CubMeth a pour but de régler et de calculer les formats fixes des coefficients û,
ŵ, x̂ du RN, par rapport au seuil d’erreur et au type de données à ne pas excéder, tous
les deux fixés par l’utilisateur. Cette méthode attribue un format pour chaque neurone,
pour chaque poids synaptique de la matrice Ŵ et pour chaque entrée. CubMeth génère
des contraintes pour déterminer le nombre de bits minimal des parties fractionnaires des
neurones et des coefficients du RN (Exemple 6.1.1), et effectue une analyse dynamique
du RN avec plusieurs vecteurs d’entrées, pour calculer le nombre de bits des parties
entières. Cette analyse dynamique permet la sous-approximation des ranges (plages) des
entrées et sorties des neurones de chaque couche, mais nous prévoyons de calculer une
sur-approximation des ranges par analyse statique dans le futur.

La Figure 6.1 illustre le principe de répartition des formats par la méthode CubMeth.
Le RN présenté dans cette figure se compose d’une couche d’entrée, d’une couche in-
termédiaire et d’une couche de sortie. Ces couches contiennent trois neurones, et sont
entièrement connectées entre elles. CubMeth attribue un format à chaque neurone û de
chaque couche (quadrillage autour de chaque neurone). Nous constatons également que
les arêtes sortantes de chaque neurone, correspondantes aux poids synaptiques ŵ, sont
connectées aux neurones de la couche suivante. Ce qui équivaut à dire qu’un seul format
fixe est attribué à chaque poids synaptique de chaque matrice Ŵ. Maintenant que le nombre
de bits des parties entières Mû, Mŵ et Mx̂, est calculé via l’analyse dynamique du RN,
CubMeth a pour but de trouver le nombre de bits optimal1 des parties fractionnaires Lû, Lŵ

de chaque sortie de neurone û et de chaque poids synaptique ŵ, en générant des contraintes.
Ces contraintes sont produites en fonction des fonctions d’activation en fixe utilisées ˆLinear,

1Le plus petit L répondant aux exigences de l’utilisateur.
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FIGURE 6.1: Attribution et Répartition des Formats dans CubMeth.

ˆReLU, ˆSigmoid ou ˆTanh, et sont résolues grâce à un solveur (Section 4.1). Dans notre
cas, nous avons utilisé le solveur Z3 [dMB08], afin de résoudre les contraintes générées
automatiquement par CubMeth.

Pour récapituler, dans la Figure 6.2, CubMeth prend en entrée un RN flottant déjà
entraîné dans une certaine précision (simple précision dans notre cas, définie dans la
Table 2.1), et synthétise un RN en fixe, ayant le même comportement que le RN initial, en
générant un nombre de contraintes avec une complexité cubique dans le pire des cas. Ce
RN basé sur l’arithmétique fixe (Section 2.3), respecte un seuil d’erreur à ne pas dépasser
pour la couche de sortie, ainsi qu’un nombre de bits maximal à ne pas excéder pour
représenter les coefficients. Ils sont tous les deux définis par l’utilisateur et, respectivement
notés Threshold et T. Le Threshold est une valeur entre zéro et un, permettant d’assurer
que l’erreur absolue (Équation (2.3)) entre le RN initial et le RN en fixe, ne dépasse pas le
seuil défini par l’utilisateur. Et le type de données T peut prendre une valeur quelconque,
mais dans ces travaux, nous avons utilisé T P t8, 16, 32u bits pour la compatibilité avec les
types de données du langage C [KR88] pour la synthèse de code.

Exemple 6.1.1. À travers cet exemple, nous présentons le principe de CubMeth. Considérons le RN
entièrement connecté de la Figure 6.3, se composant de trois couches (m = 3) et de deux neurones
par couche (n = 2). Fixons le seuil d’erreur, Threshold à 0, 01, et contraignons le type de données T
à 32 bits. Notre but est de synthétiser un RN fixe, ayant le même comportement que le RN flottant
initial, donné en entrée. Autrement dit, l’erreur commise sur tous les neurones de la couche de
sortie (u30, u31 dans la Figure 6.3), doit être inférieure à (ou égale à) 0.01, pendant que nous utilisons
des nombres entiers respectant le type de donnée imposé (T ď 32 bits). Les vecteurs des biais, des
matrices de poids synaptiques et le vecteur d’entrées du RN de la Figure 6.3, sont définis par
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FIGURE 6.2: Entrées et Sorties de CubMeth.

b0 =

(
´2.25

0.5

)
, b1 =

(
1.2
0.5

)
, b2 =

(
3.1
1.1

)
, W0 =

(
4.5 0.25
´1.06 3.37

)
, W1 =

(
´0.75 0.85

2.1 0.48

)
,

W2 =

(
´1.5 0.57
0.21 ´2.61

)
, X0 =

(
1.5
0.5

)
.

Notre objectif à cette étape est de calculer les formats minimaux ă M, L ą des coefficients du RN
et des sorties des neurones, respectant les exigences de l’utilisateur. Ensuite, d’évaluer le RN de la
Figure 6.3, en calculant l’Équation (5.11) avec une fonction d’activation ˆLinear (Définition 3.2.7),
pour simplifier les calculs. Notons que dans cet exemple, nous utilisons la méthode CubMeth pour
déterminer le nombre de bits des parties fractionnaires minimal des sorties des neurones et des
coefficients du RN. Cette méthode génère des contraintes pour calculer ces formats minimaux et
plus précisément le nombre de bits des parties fractionnaires. Elles sont formellement définies dans
les sections 6.2 et 6.3. Montrons les contraintes générées par cette méthode pour le neurone u31

x00

x01

u10

u11

u20

u21

u30

u31

Couche 1

W0, b0

Vecteur des

Entrées X0

Couche 2

W1, b1

Couche
de Sortie

W2, b2

FIGURE 6.3: RN Entièrement Connectée avec 3 Couches et 2 Neurones par Couche.
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N. Rés. Flottant Rés. Fixe Erreur Absolue Type de Données

u10 4.625 37888ă3,13ą= 4.625 / int32_t
u11 0.595 4856ă´1,13ą= 0.5927734375 / int16_t
u20 -1.763 -3619ă1,11ą= -1.76708984375 / int16_t
u21 10.4981 21492ă4,11ą= 10.494140625 / int32_t
u30 9.083917 4648ă4,9ą= 9.078125 5.79ˆ 10´3 « 2´8 int16_t
u31 -26.300041 -13461 ă5,9ą= -26.291015625 9.02ˆ 10´3 « 2´7 int32_t

TABLE 6.1: Comparaison entre les Résultats Flottants et les Résultats Fixes du RN de la Figure 6.3
pour un Threshold = 0.01 et un Type de Données T ď 32 bits.
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(6.1)
Dans l’Équation (6.1), le nombre de bits des parties entières de u31, x20, x21, w210 et w211 est Mu

31,
Mx

20, Mx
21, Mw

210 et Mw
211, respectivement, et leurs nombre de bits des parties fractionnaires est Lu

31,
Lx

20, Lx
21, Lw

210 et Lw
211, respectivement . Par exemple, la contrainte Lu

31 ě 7, donne une borne infé-
rieure pour Lu

31 indiquant que, la sortie u31 doit respecter le seuil d’erreur fixé par l’utilisateur. Après
avoir résolu ces contraintes et obtenu les formats minimaux des coefficients et des sorties (formats
dans la troisième colonne de la Table 6.1), nous passons à l’évaluation du RN.

La Table 6.1 montre les résultats obtenus pour le RN de la Figure 6.3. La première colonne
donne les noms des neurones. La deuxième colonne présente les résultats des sorties des neurones,
calculés par l’Équation (5.10), en utilisant l’arithmétique flottante avec simple précision (Table 2.1).
La troisième colonne montre les résultats de l’évaluation en virgule fixe de l’Équation (5.11). Enfin,
dans la quatrième colonne, nous calculons l’erreur absolue (Définition 2.1.3) entre les résultats en
virgule flottante et les résultats en virgule fixe. La dernière colonne montre le plus petit type de
données attribuable à chaque neurone dans le code à virgule fixe synthétisé. Le Threshold défini par
l’utilisateur est 0, 01 (7 bits significatifs dans les parties fractionnaires, au minimum, pour les sorties
de la dernière couche). Comme nous pouvons le constater, la pire erreur absolue de la couche de sortie
dans la Table 6.1, est inférieure à la valeur du seuil d’erreur requis. Au départ, tous les neurones
sont représentés sur 32 bits, mais des types de données plus petits peuvent leur être assignés, merci
aux contraintes générées. Dans cet exemple, trois neurones sur six peuvent être représentés avec 16
bits au lieu de 32 bits, ce qui permet de réduire la taille de la mémoire utilisée de 25%.

La Figure 6.4 montre quelques lignes de code synthétisé par notre outil SyFix (Chapitre 8), pour
les neurones u10 et u11 de la Table 6.1 et de la Figure 6.3. Ce code calcule les résultats présentés
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1 i n t main ( )
2 { /* That neural network has 3 l a y e r s and 2 neurons per l a y e r */
3 i n t 3 2 _ t u10 , x10 ; i n t 1 6 _ t u11 , x11 ;
4 i n t 1 6 _ t u20 , x20 ; i n t 3 2 _ t u21 , x21 ;
5 i n t 1 6 _ t u30 , x30 ; i n t 3 2 _ t u31 , x31 ;
6 i n t mul , x0 [ 2 ] ;
7 x0 [0 ] =8053 06368 ; // <1 ,29 >
8 x0 [1 ] =5368 70912 ; // <´1,30>
9 x0 [ 0 ]= x0 [0] > >6; // <1 ,23 >

10 mul=72* x0 [ 0 ] ; // <4 ,27 >= <2 ,4 >* <1 ,23 >
11 mul=mul> >15; // <4 ,12 >
12 u10=mul ; // <4 ,12 >
13 x0 [ 1 ]= x0 [1] > >5; // <´1,25>
14 mul=32* x0 [ 1 ] ; // <´2,32>=<´2,7>*<´1,25>
15 mul=mul> >15; // <´2,17>
16 mul=mul> >5; // <´2,12>
17 u10=u10+mul ; // <4,12>=<4,12>+<´2,12>
18 u10=u10 < <1; // <3 ,12 >
19 u10=u10+´18432; // <3 ,13 >= <3 ,12 >+ <1 ,13 >
20 x10=u10 ; // <3 ,13 >
21 x0 [ 0 ]= x0 [0] > >3; // <1 ,20 >;
22 mul=´543*x0 [ 0 ] ; // <1 ,29 >= <0 ,9 >* <1 ,20 >
23 mul=mul> >18; // <1 ,11 >
24 u11=mul ; // <1 ,11 >
25 x0 [ 1 ]= x0 [1] > >3; // <´1,22>
26 mul=431* x0 [ 1 ] ; // <1,29>=<1,7>*<´1 ,22>
27 mul=mul> >18; // <1 ,11 >
28 u11=u11+mul ; // <1 ,11 >= <1 ,11 >+ <1 ,11 >
29 u11=u11 < <2; // <´1,11>
30 u11=u11 +4096; // <´1,13>=<´1,11>+<´1,13>
31 . . .
32 re turn 0 ; }
33

FIGURE 6.4: Code à Virgule Fixe Synthétisé pour les Neurones u10 et u11 de la Figure 6.3 pour un
Threshold = 0.01 et un Type de Données T ď 32 bits.

dans la troisième colonne de la Table 6.1, et utilise les types de données de la cinquième colonne. Par
exemple, la ligne 7 représente l’entrée x00 = 1, 5, dans la représentation en virgule fixe. Cette valeur
est décalée vers la droite de 6 positions (ligne 9), afin d’être alignée et utilisée dans la multiplication
par 4, 5 (Ligne 10), représentée par 72 dans l’arithmétique fixe. Le résultat à virgule fixe u10 =

37888 dans la Table 6.1, est renvoyé par la ligne 19 et utilise int32_t comme type de données.
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6.2 Modélisation des Contraintes de la Somme Pondérée des Poids

Cette section met en avant les contraintes générées par CubMeth, pour calculer le nombre
de bits minimal de la partie fractionnaire de chaque sortie de neurone ainsi que, le nombre
de bits minimal de la partie fractionnaire des poids synaptiques. Ces deux dernières
représentent les variables du système linéaire à optimiser (minimiser, voir Section 4.1).
Nous ne mentionnons pas le nombre de bits de la partie fractionnaire du biais comme
variable du système ici, car le format de la sortie ûk,i, lui sera attribué. Dans tous les cas,
le biais sera aligné avec le format exigé en sortie du neurone. Dans ce manuscrit, notons
que ă M ˆvar

k,i , L ˆvar
k,i ą est le format fixe de ˆvark,i P tx̂k,i, ûk,iu, où M ˆvar

k,i est le nombre de bits
de la partie entière de ˆvark,i, et L ˆvar

k,i le nombre de bits de sa partie fractionnaire. Le format
fixe des coefficients des poids synaptiques ŵk,i,j est ă Mŵ

k,i,j, Lŵ
k,i,j ą. Le nombre de bits de

la partie entière est Mŵ
k,i,j et le nombre de bits de la partie fractionnaire est Lŵ

k,i,j. L’indice
k correspond à la couche k du RN. L’indice i correspond à la ligne i de la matrice des
poids synaptiques de la couche k, et l’indice j représente la colonne j de la ligne i de la
matrice k du RN. La génération de ces contraintes consiste en cinq points : l’assertion
du type de données requis, la positivité du nombre de bits des parties fractionnaires, la
condition aux limites, la propagation des calculs vers l’avant et vers l’arrière, et la borne
sur l’erreur de la somme pondérée des poids synaptiques.

Assertion du Type de Données Requis

Le type de données requis, T, est fixé par l’utilisateur. Il représente le nombre de bits
maximal à ne pas dépasser dans la représentation fixe. Il représente également le type de
données maximal qu’on peut trouver dans le code synthétisé du RN fixe. Les contraintes
définies dans les équations (6.2), (6.3) et (6.4), affirment respectivement que, les coeffi-
cients en fixe x̂, û, ŵ dans l’Équation (5.11), ne doivent pas dépasser le type de don-
nées T P t8, 16, 32u bits, défini par l’utilisateur. Ce dernier est égal au nombre de bits
maximal pour représenter les coefficients des poids synaptiques, des entrées du RN et
des neurones. Ces contraintes sont définies par

Mx̂
k,i + Lx̂

k,i ď T´ 1, 0 ď k ď m, 0 ď i ă n, (6.2)

Mû
k,i + Lû

k,i ď T´ 1, 1 ď k ď m, 0 ď i ă n, (6.3)

Mŵ
k,i,j + Lŵ

k,i,j ď T´ 1, 0 ď k ă m, 0 ď i, j ă n, (6.4)

Dans les équations (6.2), (6.3) et (6.4), la somme des longueurs de la partie entière et
fractionnaire, Mx̂

k,i + Lx̂
k,i (respectivement Mû

k,i + Lû
k,i et Mŵ

k,i,j + Lŵ
k,i,j), ne doit pas excéder la

longueur du type de données T (défini par l’utilisateur), pour ne pas engendrer un overflow.
Notons que dans ces équations, nous utilisons T ´ 1, car nous réservons un bit pour le
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signe. Par exemple, dans l’Équation (6.2), si nous considérons T = 32 bits et Mx̂
k,i = 4, alors

la valeur maximale que peut prendre Lx̂
k,i est 27, c’est-à-dire 27 bits après la virgule fixe.

La contrainte définie dans l’Équation (6.5) concerne la multiplication en fixe ŵk,i,j b x̂k,j,
se trouvant dans l’Équation (5.11). Elle est donnée avec

Mŵ
k,i,j + Lŵ

k,i,j + Mx̂
k,j + Lx̂

k,j ď 2T´ 1, 0 ď k ă m, 0 ď i, j ă n. (6.5)

L’Équation (6.5) permet d’assurer que le nombre de bits total utilisé pendant la multipli-
cation en fixe, n’excède pas le double du nombre de bits du type de données requis T.
Nous avons choisi d’utiliser le double de T dans les calculs intermédiaires dans la mul-
tiplication, pour avoir plus de bits corrects en sortie. Notons que dans l’Équation (6.5),
nous utilisons 2T ´ 1, car nous réservons un bit pour le signe.

Nombre de Bits des Parties Fractionnaires

Dans ce travail, nous considérons le nombre de bits des parties fractionnaires positif ou
nul, c’est-à-dire que nous pouvons avoir au minimum zéro (ou plus) bits corrects après
la virgule fixe. Les contraintes correspondantes aux équations (6.6), (6.7) et (6.8) assurent
respectivement que, le nombre de bits des parties fractionnaires Lx̂

k,i, Lû
k,i et Lŵ

k,i,j, ne peut
être négatif. Elles sont données par

Lx̂
k,i ě 0, 0 ď k ď m, 0 ď i ă n, (6.6)

Lû
k,i ě 0, 1 ď k ď m, 0 ď i ă n, (6.7)

Lŵ
k,i,j ě 0, 0 ď k ă m, 0 ď i, j ă n. (6.8)

Condition aux Limites

La condition aux limites pour les neurones de la couche de sortie est modélisée dans la
contrainte de l’Équation (6.9). Cette dernière permet de satisfaire le seuil d’erreur à ne pas
dépasser pour la couche de sortie du RN, c’est-à-dire que l’erreur (absolue) commise entre
les sorties du RN flottant et du RN fixe, est inférieure ou égale à ce seuil d’erreur. Ce dernier
est défini par l’utilisateur, et est dit Threshold. Cette contrainte est donnée avec

Lû
m,i ě |ufp(Threshold)| , 0 ď i ă n, m : dernière couche du RN. (6.9)

L’Équation (6.9) donne une borne inférieure à Lû
m,i, correspondant au nombre de bits de

la partie fractionnaire des neurones de la dernière couche m du RN. Dans cette équa-
tion, ufp(Threshold), correspond au bit de poids fort du seuil d’erreur défini par l’utilisa-
teur. Il est calculé en utilisant l’Équation (2.1). Cet ufp donne le nombre de bits corrects
(minimal) des parties fractionnaires des neurones de la couche de sortie, pour satisfaire
le seuil d’erreur exigé.
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Propagation des Calculs vers l’Avant et vers l’Arrière

Cette partie concerne la propagation des calculs en avant et en arrière, afin de déterminer
le nombre de bits des parties fractionnaires des neurones, dans les deux sens. L’Équa-
tion (6.10) présente la contrainte, où la propagation du calcul du nombre de bits de la
partie fractionnaire se fait vers l’avant, c’est-à-dire de la première couche du RN vers la
dernière couche. Cette propagation est dite forward propagation. Et l’Équation (6.11) montre
la contrainte, où la propagation du calcul du nombre de bits de la partie fractionnaire se
fait vers l’arrière, en allant de la dernière couche du RN vers la première couche. Cette
propagation est dite backward propagtion. Ces contraintes bornent le nombre de bits des
parties fractionnaires, et sont données avec

@j : Lû
k,i ď Lx̂

k´1,j , 1 ď k ď m, 0 ď i, j ă n, (6.10)

Lx̂
k,i ď Lû

k,i , 1 ď k ď m, 0 ď i ă n. (6.11)

La contrainte de l’Équation (6.10) a pour but de donner une borne supérieure pour Lû
k,i. Elle

assure que, le nombre de bits de la partie fractionnaire Lû
k,i de la sortie du neurone i de la

couche k, soit inférieur (ou égal) à toutes ses entrées, @j, 0 ď j ă n, Lx̂
k´1,j. La contrainte

de l’Équation (6.11) donne une borne supérieure pour Lx̂
k,i. Cette contrainte garantit que,

le nombre de bits de la partie fractionnaire Lx̂
k,i, de l’entrée x̂ du neurone i de la couche

suivante, est inférieur (ou égal) au nombre de bits de la partie fractionnaire Lû
k,i, de la

sortie du neurone i de la couche courante.

Borne sur l’Erreur de la Somme Pondérée des Poids Synaptiques

Dans cette sous-section, nous donnons les contraintes correspondantes aux erreurs de
calcul de la somme pondérée des poids (Proposition 5.2.1). Les contraintes définies dans
les équations (6.12) , (6.13), (6.14) et (6.15), visent à borner le nombre de bits de la partie
fractionnaire Lû

k,i, de la sortie ûk,i de chaque neurone i de la couche k, ainsi que le nombre
de bits de la partie fractionnaire Lŵ

k´1,i,j, de chaque poids synaptique ŵk´1,i,j, appartenant à
la matrice des poids Ŵk´1. Elles sont obtenues via le calcul du bit de poids fort de l’erreur
commise lors du calcul de la somme pondérée des poids synaptiques. Ce bit de poids fort,
dit ufp, est donné dans la Proposition 5.3.1. Notons que, CubMeth attribue un format par
neurone et un format par poids synaptique, et génère les contraintes suivantes

@j : Lx̂
k´1,j ´ Lû

k,i ě ν + Mŵ
k´1,i,j + 2, 1 ď k ď m, 0 ď i, j ă n. (6.12)

@j : Lŵ
k´1,i,j ´ Lû

k,i ě ν + Mx̂
k´1,j + 2, 1 ď k ď m, 0 ď i, j ă n. (6.13)

@j : Lŵ
k´1,i,j + Lx̂

k´1,j ´ Lû
k,i ě ν + 2, 1 ď k ď m, 0 ď i, j ă n. (6.14)
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Lû
k´1,i ´ Lû

k,i ě µ + 2, 1 ď k ď m, 0 ď i ă n. (6.15)

avec ν = ufp(3n´ 2) et µ = ufp(4n´ 1), @n ě 1.
Soulignons que, chaque contrainte correspond à un élément de la fonction max dans
l’Équation (5.22), donnée avec @ k, 1 ď k ď m, @ i, j, 0 ď i, j ă n,

ufp(θk,i) ď max(ν+ Mŵ
k´1,i,j´ Lx̂

k´1,j ; ν+ Mx̂
k´1,j´ Lŵ

k´1,i,j ; ν´ Lŵ
k´1,i,j´ Lx̂

k´1,j ; µ´ Lû
k,i)+ 2.

Par exemple, la contrainte de l’Équation (6.12) est obtenue de la manière suivante

Lû
k,i ď ´(ν + Mŵ

k´1,i,j ´ Lx̂
k´1,j + 2),

Notons que, Lû
k,i est positif, 0 ď θk,i ă 1 et ufp(θk,i) ď 0, c’est pourquoi nous avons utilisé le

signe "´" devant ν + Mŵ
k´1,i,j ´ Lx̂

k´1,j + 2.
Donc,

Lû
k,i ´ Lx̂

k´1,i ď ´(ν + Mŵ
k´1,i,j + 2),

Finalement,
Lx̂

k´1,i ´ Lû
k,i ě ν + Mŵ

k´1,i,j + 2. �

Les équations (6.13), (6.14) et (6.15) sont obtenues de la même manière.

6.3 Modélisation des Contraintes des Fonctions d’Activation

Dans cette section, nous définissons les contraintes générées automatiquement par
CubMeth quand l’une de ces fonctions d’activation en fixe, ˆLinear, ˆReLU, ˆSigmoid ou ˆTanh,
est sélectionnée. Ces contraintes ont pour but de calculer le nombre de bits des parties
fractionnaires des neurones et des poids synaptiques.

6.3.1 Fonctions d’Activation Linéaire et Unité Linéaire Rectifiée

Les contraintes générées suite à une fonction d’activation en fixe ˆLinear ou ˆReLU (Cha-
pitre 3), sont présentées dans la Figure 6.5. Les contraintes générées pour ces deux fonctions
d’activation, correspondent à celles générées par la somme pondérée des poids, car la
fonction ˆLinear, définie dans la Définition 3.2.7, renvoie l’identité, ce qui revient à calculer
la somme pondérée des poids synaptiques. Et la fonction ˆReLU, définie dans la Défini-
tion 3.2.8, renvoie l’identité si la valeur donnée en entrée est positive et zéro sinon. Cette
fonction, génère une erreur égale à celle de la somme pondérée des poids dans le pire
des cas, c’est-à-dire quand la valeur donnée en entrée est positive. Dans la Figure 6.5, les
équations (6.2), (6.3), (6.4) et (6.5), permettent d’assurer l’assertion du type de données T
requis par l’utilisateur, c’est-à-dire que le nombre total de bits utilisés pour représenter les
coefficients en fixe û, ŵ et x̂, ne doit pas excéder T, et le nombre total de bits pour effectuer
une multiplication en fixe, doit tenir sur 2T (bit du signe inclus). Les équations (6.6), (6.7)
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Mx̂
k,i + Lx̂

k,i ď T´ 1, 0 ď k ď m, 0 ď i ă n, (6.2)

Mû
k,i + Lû

k,i ď T´ 1, 1 ď k ď m, 0 ď i ă n, (6.3)

Mŵ
k,i,j + Lŵ

k,i,j ď T´ 1, 0 ď k ă m, 0 ď i, j ă n, (6.4)

Mŵ
k,i,j + Lŵ

k,i,j + Mx̂
k,j + Lx̂

k,j ď 2T´ 1, 0 ď k ă m, 0 ď i, j ă n. (6.5)

Lx̂
k,i ě 0, 0 ď k ď m, 0 ď i ă n, (6.6)

Lû
k,i ě 0, 1 ď k ď m, 0 ď i ă n, (6.7)

Lŵ
k,i,j ě 0, 0 ď k ă m, 0 ď i, j ă n, (6.8)

Lû
m,i ě |ufp(Threshold)|, 0 ď i ă n, m : dernière couche du RN, (6.9)

@j : Lû
k,i ď Lx̂

k´1,j, 1 ď k ď m, 0 ď i, j ă n, (6.10)

Lx̂
k,i ď Lû

k,i, 1 ď k ď m, 0 ď i ă n, (6.11)

@j : Lx̂
k´1,j ´ Lû

k,i ě ν + Mŵ
k´1,i,j + 2, 1 ď k ď m, 0 ď i, j ă n, (6.16)

@j : Lŵ
k´1,i,j ´ Lû

k,i ě ν + Mx̂
k´1,j + 2, 1 ď k ď m, 0 ď i, j ă n, (6.17)

@j : Lŵ
k´1,i,j + Lx̂

k´1,j ´ Lû
k,i ě ν + 2, 1 ď k ď m, 0 ď i, j ă n, (6.18)

Lû
k´1,i ´ Lû

k,i ě µ + 2, 1 ď k ď m, 0 ď i ă n, (6.19)

FIGURE 6.5: Contraintes Générées par CubMeth pour le Calcul du Nombre de Bits L Minimal des
Coefficients du RN Suite à une Fonction d’Activation en Fixe ˆLinear ou ˆReLU.
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et (6.8) permettent d’assurer que, le nombre de bits des parties fractionnaires de û, ŵ
et x̂, soit positif. L’Équation (6.9) concerne le respect du seuil d’erreur Threshold, exigé
par l’utilisateur, pour les neurones de la couche de sortie. La propagation des calculs
vers l’avant et vers l’arrière est modélisée dans les équations (6.10) et (6.11). Et enfin, les
équations (6.12), (6.13),(6.14) et (6.15) sont obtenues via le calcul du bit de poids fort de
l’erreur de calcul de la somme pondérée des poids, défini dans la Proposition 5.3.1.

6.3.2 Fonction d’Activation Sigmoïde

Les contraintes générées suite à une fonction d’activation ˆSigmoid, avec une approximation
linéaire par morceaux, définie dans la Définition 3.2.9, sont présentées fans la Figure 6.6.
L’approximation linéaire par morceaux du ˆSigmoid contient cinq morceaux, c’est-à-dire
cinq intervalles de valeurs. Rappelons que ces intervalles I1, I2, I3, I4 et I5 sont définis
précédemment dans la Section 5.2 par

• I1 : ûk,i ě 5ă3, 0ą,

• I2 : 19ă2, 3ą ď ûk,i ă 5ă3, 0ą,

• I3 : 1ă1, 0ą ď ûk,i ă 19ă2, 3ą,

• I4 : 0ă1, 0ą ď ûk,i ă 1ă1, 0ą,

• I5 : ûk,i ă 0ă1, 0ą.

où ûk,i représente la sortie en fixe du neurone i de la couche k, définie dans l’Équation (5.11).
Notons que, les contraintes correspondantes à la somme pondérée des poids synaptiques,
illustrées dans la Figure 6.5, sont générées pour I1, I2, I3, I4 et I5, car nous calculons cette
somme pondérée quelque soit la fonction d’activation et quelque soit l’intervalle concerné.
Les contraintes dans les équations (6.20), (6.21), (6.22), (6.23), (6.24) et (6.25), sont obtenues
via le calcul du bit de poids fort de l’erreur commise, suite à une fonction d’activation

ˆSigmoid avec approximation linéaire par morceaux, défini dans la Proposition 5.3.2. Ces
contraintes concernent I2, I3, I4 et I5. Dans le cas où,

• I2 est activé, les deux paramètres ψ et λ prennent respectivement les valeurs ´3 et 1 ;

• I3 est activé, les valeurs de ψ et λ sont ´1 et 1 ;

• I4 est activé, ψ et λ valent 0 et 1, respectivement ;

• Par contre, dans le cas où, I5 est activé, cela se traduit par un signe, sûk,i = 1, c’est-à-dire
que la valeur de l’entrée en fixe ûk,i du ˆSigmoid, est négative. Il faut donc considérer
la valeur absolue de ûk,i et ce, en mettant, sûk,i = 0. Ensuite, il faut vérifier si la valeur
absolue de ûk,i appartient à I1, I2, I3 ou I4, puis activer les contraintes correspondantes.
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• Si I1, Activer les contraintes de la Figure 6.5.

• Sinon, @k, i, j, 1 ď k ď m, 0 ď i, j ă n, ψ P t´3,´2,´1, 0, 1u , λ P t´1, 0, 1, 2u,

Lû
k,i ě Mû

k,i + ψ, (6.20)

@j : Lû
k,i ě ν + Mx̂

k´1,j ´ Lŵ
k´1,i,j + λ, (6.21)

@j : Lû
k,i ě ν + Mŵ

k´1,i,j ´ Lx̂
k´1,j + λ, (6.22)

@j : Lû
k,i ě ν´ Lŵ

k´1,i,j ´ Lx̂
k´1,j + λ, (6.23)

Lû
k,i ě µ´ Lû

k,i + λ, (6.24)

Lû
k,i ě ´Lû

k,i + 2, (6.25)

Activer les contraintes de la Figure 6.5.

– Si I2,

ψ = ´3 et λ = ´1,

– Si I3,

ψ = ´1 et λ = 1,

– Si I4,

ψ = 0 et λ = 1,

– Si I5 , il faut considérer la valeur absolue de ûk,i et tester

* Si I1,

Activer les contraintes de la Figure 6.5.

* Si I2,

ψ = ´2 et λ = 0,

* Si I3,

ψ = 0 et λ = 2,

* Si I4,

ψ = 1 et λ = 2,

FIGURE 6.6: Contraintes Générées par CubMeth pour le Calcul du Nombre de Bits L Minimal des
Coefficients du RN Suite à une Fonction d’Activation ˆSigmoid en Fixe.
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Soulignons que les contraintes de plusieurs (ou tous) intervalles peuvent être activées
simultanément, si nous considérons I û

k,i, l’intervalle où appartient ûk,i, tel que

I û
k,i =

h
ď

j=1

Ij , avec h P t1, 2, 3, 4u. (6.26)

6.3.3 Fonctions d’Activation Tangente Hyperbolique

Les contraintes générées suite à une fonction d’activation ˆTanh, avec une approxima-
tion linéaire par morceaux, définie dans la Définition 3.2.10, sont présentées dans la
Figure 6.7. Cette approximation linéaire par morceaux contient cinq morceaux, c’est-à-
dire cinq intervalles de valeurs, notés I1, I2, I3, I4 et I5. Ces derniers sont les mêmes que ceux
utilisés précédemment dans le ˆSigmoid (Sous-Section 6.3.2). Notons que, les contraintes
correspondantes à la somme pondérée de poids synaptiques, illustrées dans la Figure 6.5,
sont générées pour I1, I2, I3, I4 et I5, car nous calculons cette somme pondérée quelque
soit la fonction d’activation et quelque soit l’intervalle concerné. Les contraintes dans
les équations (6.27), (6.28), (6.29), (6.30), (6.31), (6.32) et (6.33), sont obtenues via le calcul
du bit de poids fort de l’erreur commise, suite à une fonction d’activation ˆTanh, défini
dans la Proposition 5.3.3. Ces contraintes concernent I2, I3, I4 et I5, sauf la contrainte de
l’Équation (6.33), ne concernant pas I4. Dans le cas où,

• I2 est activé, les trois paramètres ρ, ψ et λ valent respectivement ´4, ´3 et ´2 ;

• I3 est activé, les valeurs de ρ, ψ et λ sont ´3, ´1 et 1 ;

• I4 est activé, ψ et λ valent tous les deux 0, et ρ ne prend aucune valeur, car la contrainte
de l’Équation (6.33), n’est pas activée (ne concerne pas I4) ;

• Par contre, dans le cas où, I5 est activé, cela se traduit par un signe négatif (sûk,i = 1)
de la valeur de l’entrée en fixe ûk,i de la ˆTanh. Il faut donc considérer la valeur absolue
de ûk,i et ce, en mettant, sûk,i = 0. Ensuite, il faut vérifier si la valeur absolue de ûk,i

appartient à I1, I2, I3 ou I4, puis activer les contraintes correspondantes. Soulignons
également que, les contraintes de plusieurs (ou tous) intervalles peuvent être activées
simultanément pour la ˆTanh, comme le montre l’Équation (6.26).

6.4 Nombre de Contraintes Générées par Couche

Dans cette section, nous nous intéressons au nombre de contraintes générées par couche,
dans le pire cas par CubMeth, ainsi que leur complexité. Les propositions 6.4.1, 6.4.2 et 6.4.3
donnent le nombre de contraintes générées par couche, suite à une fonction d’activation

ˆLinear, ˆReLU, ˆSigmoid ou ˆTanh, dans le meilleur et dans le pire cas.
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Proposition 6.4.1. Le nombre de contraintes générées par couche, suite à une fonction d’activation
ˆLinear ou ˆReLU, est défini par

nbr = 7n2 + 7n, (6.34)

où nbr P N, est le nombre de contraintes générées et n P N, est le nombre de neurones par couche.

Preuve. Les équations (6.2), (6.3), (6.6), (6.7), (6.9), (6.11) et (6.19), génèrent chacune n contraintes
pour chaque couche k, ayant ˆLinear ou ˆReLU comme fonction d’activation. Et les équations (6.4),
(6.5), (6.8), (6.10), (6.16), (6.17) et (6.18), génèrent chacune n2 contraintes. En additionnant le
nombre de toutes ces contraintes générées, nous obtenons

nbr = 7n2 + 7n. �

Proposition 6.4.2. Soient n, nbr P N, tels que, n est le nombre de neurones par couche, et nbr est
le nombre de contraintes générées par couche. Le nombre de contraintes générées par le ˆSigmoid
dans le meilleur des cas, est donné avec

nbr = 7n2 + 7n. (6.35)

Et le nombre de contraintes générées dans le pire des cas vaut

nbr = 25n2 + 25n. (6.36)

Preuve. Dans le meilleur des cas, c’est-à-dire quand I1 ou I5 avec des valeurs dans I1 uniquement
sont activés, le nombre de contraintes générées est égal à celui de la somme pondérée des poids
synaptiques, d’un ˆReLU ou d’un ˆLinear. Et dans le pire des cas, les intervalles I1, I2, I3, I4, et
I5 avec des valeurs dans I1, I2, I3, I4, sont activés. Et donc, en activant tous les intervalles de la
Figure 6.6, nous obtenons

nbr = 7n2 + 7n + 6ˆ (3n2 + 3n) = 25n2 + 25n. �

Proposition 6.4.3. Soient n, nbr P N, tels que, n est le nombre de neurones par couche, et nbr est
le nombre de contraintes générées par couche. Le nombre de contraintes générées suite à une fonction
d’activation ˆTanh dans le meilleur des cas, est donné avec

nbr = 7n2 + 7n. (6.37)

Et le nombre de contraintes générées dans le pire des cas vaut

nbr = 25n2 + 29n. (6.38)

N.B. La preuve concernant le calcul du nombre de contraintes générées par la ˆTanh, se fait
exactement de la même manière que celle du ˆSigmoid.

Afin de calculer le nombre total de contraintes générées par un RN, il suffit d’additionner
le nombre de contraintes générées par l’ensemble des couches du RN. Pour obtenir le
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nombre de contraintes générées suite à une fonction d’activation ˆLinear ou ˆReLU (respec-
tivement ˆSigmoid et ˆTanh), il faut multiplier le nombre de couches utilisant cette fonction
d’activation par le nombre de contraintes générées pour une seule couche. Le nombre de
contraintes générées par CubMeth, afin de calculer le nombre de bits minimal des parties
fractionnaires du RN, est de complexité cubique O(n) = n3, dans le pire des cas, c’est-à-
dire quand le nombre de couches (m) est égal au nombre de neurones (n). Notons que
dans la réalité m est plus petit que n.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode CubMeth. Le principe de cette dernière
est donné dans la Section 6.1. CubMeth attribue un format fixe pour chaque neurone
et pour chaque poids synaptique du RN. Cette méthode génère des contraintes dans
les sections 6.2 et 6.3, pour calculer le format fixe optimal de chaque coefficient (poids
synaptiques et sorties des neurones), plus précisément, le nombre de bits minimal des
parties fractionnaires L, satisfaisant le seuil d’erreur Threshold et le type de données T,
requis par l’utilisateur. Enfin, le nombre de contraintes générées par CubMeth, a été présentés
dans la Section 6.4. Les expérimentations effectuées sur cette méthode sont mises en avant
dans le Chapitre 9. Ce dernier montre que les limites de CubMeth sont le nombre élevé
de contraintes générées et le temps important pour leur résolution, c’est pourquoi nous
définissons les deux méthodes QuadMeth et LinMeth dans le chapitre suivant. Ces deux
méthodes attribuent, respectivement, un format fixe par neurone et par ligne de poids
synaptiques, et un format fixe par couche de neurones et par matrice de poids synaptique
et, génèrent moins de contraintes par rapport à CubMeth.
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• Si I1, Activer les contraintes de la Figure 6.5.

• Sinon, @k, i, j, 1 ď k ď m, 0 ď i, j ă n, ψ P t´3,´2,´1, 0, 1u ,
λ P t´1, 0, 1, 2u, ρ P t´4,´3,´2u,

Lû
k,i ě Mû

k,i + ψ, (6.27)

Lû
k,i ě ν + Mx̂

k´1,j ´ Lŵ
k´1,i,j + λ, (6.28)

Lû
k,i ě ν + Mŵ

k´1,i,j ´ Lx̂
k´1,j + λ, (6.29)

Lû
k,i ě ν´ Lŵ

k´1,i,j ´ Lx̂
k´1,j + λ, (6.30)

Lû
k,i ě µ´ Lû

k,i + λ, (6.31)

Lû
k,i ě ´Lû

k,i + 2, (6.32)

Lû
k,i ě ρ (6.33)

Activer les contraintes de la Figure 6.5.

– Si I2,

ρ = ´4, ψ = ´3 et λ = ´2,

– Si I3,

ρ = ´3, ψ = ´1 et λ = 1,

– Si I4,

ρ = ´ , ψ = 0 et λ = 0,

– Si I5 , il faut considérer la valeur absolue de ûk,i et tester

* Si I1,

Activer les contraintes de la Figure 6.5.

* Si I2,

ρ = ´4, ψ = ´2 et λ = ´1,

* Si I3,

ρ = ´3, ψ = 0 et λ = 2,

* Si I4,

ρ = ´ , ψ = 1 et λ = 1,

FIGURE 6.7: Contraintes Générées par CubMeth pour le Calcul du Nombre de Bits L Minimal des
Coefficients du RN Suite à une Fonction d’Activation ˆTanh en Fixe.
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« Un programme informatique fait ce que vous lui avez dit
de faire, pas ce que vous voulez qu’il fasse. »

— Loi de Murphy
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Le nombre de contraintes générées pour calculer le nombre de bits des parties
fractionnaires des coefficients en fixe du RN, dépend de la taille du RN donné
en entrée. Plus le RN est grand, plus le nombre de contraintes augmente. Ceci

représente un réel problème combinatoire, car le temps de résolution de ces contraintes
explose, et souvent les solveurs sont limités par un nombre de contraintes à résoudre. La
méthode CubMeth, vue précédemment dans le Chapitre 6, génère un nombre de contraintes
croissant de manière cubique dans le pire des cas, et donc les solveurs explosent et ne
parviennent à résoudre que des problèmes de petite taille, avec un temps de résolution
conséquent (Chapitre 9). Dans ce chapitre, nous mettons en avant les deux méthodes
QuadMeth et LinMeth. Ces dernières calculent le nombre de bits minimal des parties
fractionnaires des coefficients du RN, en générant un nombre de contraintes croissant,
respectivement, de manière quadratique et linéaire, dans le pire cas. QuadMeth attribue
un format fixe par neurone et par ligne de poids synaptiques, et QuadMeth assigne un
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format fixe par couche de neurones et par matrice de poids synaptiques, contrairement à
CubMeth, qui attribue un format fixe pour chaque neurone et pour chaque poids synaptique.
QuadMeth et LinMeth sont mises en place pour générer les RNs fixes, en utilisant moins
de contraintres que CubMeth, et avec un temps de résolution des ces dernières moins
important (Chapitre 9), tout en respectant les exigences de l’utilisateur (seuil d’erreur et
type de données). Ce chapitre est organisé comme suit :

¸ La méthode QuadMeth est présentée dans la Section 7.1. Son principe, ses contraintes
générées par couche, ainsi que le nombre de ces dernières, sont également mis en
avant dans cette section.

¸ La Section 7.2 présente le principe de LinMeth, les contraintes générées par cette
méthode, ainsi que le nombre de ces dernières par couche.

¸ La Section 7.3 conclut ce chapitre.

7.1 La Méthode QuadMeth

Dans cette section, la méthode de réglage des formats fixes QuadMeth est mise en avant.
Elle a pour but de calculer le nombre de bits minimal des parties fractionnaires des neurones
et des lignes de poids synaptiques du RN. Le principe de cette méthode, les contraintes
générées par couche, ainsi que le nombre de ces dernières, sont donnés dans cette section.

7.1.1 Principe de QuadMeth

La méthode QuadMeth a pour but de calculer les formats fixes des coefficients û, ŵ, x̂ du RN,
avec un nombre de contraintes croissant quadratiquement dans le pire des cas, en attribuant
un format pour chaque neurone et un format pour chaque ligne de poids synaptiques dans
la matrice Ŵ. Soulignons que, nous nous intéressons à la génération des contraintes, pour
calculer le nombre de bits minimal des parties fractionnaires, et que nous calculons le
nombre de bits des parties entières, en effectuant une analyse dynamique du RN, avec
différents vecteurs d’entrées. Cette analyse dynamique permet la sous-approximation des
ranges (plages) des entrées et sorties des neurones de chaque couche.

La Figure 7.1 montre le principe de répartition des formats par la méthode QuadMeth. Le
RN présenté dans cette figure, se compose de trois couches entièrement connectées, chacune
munie de trois neurones. Comme nous pouvons le constater dans la Figure 7.1, à travers
le quadrillage (bleu) autour de chaque neurone, QuadMeth attribue un format à chaque
neurone û de chaque couche. Nous constatons également que les arêtes sortantes de chaque
neurone, correspondantes aux poids synaptiques ŵ, ont la même couleur et sont connectées
aux neurones de la couche suivante. Ce qui équivaut à dire qu’un seul format est attribué à
chaque ligne de poids synaptiques, de la matrice Ŵ. Ce format est attribué à tous les poids
de la même ligne. Pour le calculer, nous récupérons d’abord la valeur maximale en valeur
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FIGURE 7.1: Répartition des Formats dans QuadMeth.

absolue de chaque ligne, afin de déterminer le nombre de bits de la partie entière maximal,
permettant d’éviter les overflows. Notons que, la valeur ayant le plus grand nombre de bits
de la partie entière, est notée ŵmax

k,i , dans un format ă Mŵmax
k,i , Lŵmax

k,i ą, telle que

@j, 0 ď j ă n, @ŵk,i,j P ŵk,i, ŵk,i,j ď
∣∣ŵmax

k,i
∣∣ , (7.1)

où ŵk,i est l’ensemble des poids synaptiques de la ligne i de la matrice Ŵk, correspondante
à la couche k. Le coefficient ŵk,i,j représente le poids synaptique situé à la colonne j et à la

ligne i de la matrice Ŵk, et
∣∣∣ŵmax

k,i

∣∣∣ est la valeur ayant le plus grand bit de poids fort dans la

ligne i de la matrice Ŵk. La valeur x̂k,i, dans un format ă Mx̂
k,i, Lx̂

k,i ą, représente la valeur
de l’entrée maximale du neurone i de la couche k. Maintenant que le nombre de bits des
parties entières Mû, Mŵmax et Mx̂, est calculé via l’analyse dynamique1 du RN, QuadMeth
a pour but de trouver le nombre de bits optimal2 des parties fractionnaires Lû,Lŵmax de
chaque sortie de neurone û et de chaque ligne de poids synaptiques ŵmax, en générant
des contraintes. Ces dernières sont générées en fonction des fonctions d’activation en fixe
utilisées, ˆLinear, ˆReLU, ˆSigmoid ou ˆTanh, et sont résolues grâce à un solveur (Section 4.1).
Dans notre cas, nous avons utilisé le solveur Z3 [dMB08], afin de résoudre les contraintes
générées automatiquement par QuadMeth.

Pour récapituler, QuadMeth prend en entrée un RN flottant déjà entraîné dans une
certaine précision (simple précision dans notre cas, définie dans la Table 2.1), et synthétise
un RN en fixe, ayant le même comportement (sorties) que le RN initial, en générant
des contraintes augmentant de manière quadratique (sous-section 7.1.3), dans le pire
des cas. Ce RN basé sur l’arithmétique fixe (Section 2.3), respecte un seuil d’erreur à
ne pas dépasser pour la couche de sortie, ainsi qu’un nombre de bits maximal à ne pas
excéder pour représenter les coefficients. Ils sont tous les deux définis par l’utilisateur
et respectivement notés, Threshold et T.

1Exécuter le RN flottant avec plusieurs vecteurs d’entrées et récupérer les intervalles des valeurs (sous-
approximation) des entrées, des sorties et des poids synaptiques de chaque couche.

2Le plus petit L répondant aux exigences de l’utilisateur.
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Soulignons également que QuadMeth a exactement les mêmes entrées et sorties que
CubMeth (Figure 6.2), et que les RNs utilisés dans ces deux méthodes sont les mêmes. Il n’y
a que les contraintes générées, ainsi que le nombre de ces dernières, qui changent.

7.1.2 Contraintes Générées par QuadMeth

La méthode QuadMeth a également pour but de calculer le nombre de bits minimal de la
partie fractionnaire des sorties des neurones, et des poids synaptiques. Rappelons que
dans cette méthode, un format ă Mû

k,i, Lû
k,i ą est assigné à chaque neurone ûk,i et un format

ă Mŵmax
k,i , Lŵmax

k,i ą est assigné à chaque ligne dans la matrice des poids synaptiques. Notons
que Mû

k,i, est le nombre de bits de la partie entière de ûk,i, le neurone i de la couche k. Et Lû
k,i,

est le nombre de bits de sa partie fractionnaire. Selon l’Équation (7.1), ŵmax
k,i représente le

plus grand coefficient de la ligne i, dans la matrice Ŵk, en valeur absolue. Le nombre de
bits de sa partie entière est Mŵmax

k,i et le nombre de bits de sa partie fractionnaire est Lŵmax
k,i .

Soulignons également que Lû
k,i et Lŵmax

k,i , sont les variables du système de contraintes à
minimiser (Section 4.1). Comme pour CubMeth, QuadMeth génère également des contraintes
pour déterminer Lû

k,i et Lŵmax
k,i minimaux, dans le cas d’une fonction d’activation ˆLinear,

ˆReLU, ˆSigmoid ou ˆTanh. La génération des contraintes de la somme pondérée des poids
consiste également en cinq points pour cette méthode : l’assertion du type de données
requis, la positivité des parties fractionnaires, la condition aux limites, la propagation
des calculs vers l’avant et vers l’arrière, et la borne sur l’erreur de la somme pondérée
des poids synaptiques.

Pour obtenir les contraintes correspondantes à la somme pondérée des poids et les
fonctions d’activation ˆLinear, ˆReLU, ˆSigmoid et ˆTanh, il suffit de substituer ŵk,i,j par ŵmax

k,i ,
dans les figures 6.5, 6.6 et 6.7. Cela correspond à l’attribution d’un format pour chaque ligne
de la matrice des poids synaptiques. Par exemple, dans la Figure 6.5, les contraintes définies
dans les équations (6.4) et (6.5), permettant l’assertion du type de données T, deviennent

Mŵmax
k,i + Lŵmax

k,i ď T´ 1, 0 ď k ă m, 0 ď i ă n, (7.2)

Mŵmax
k,i + Lŵmax

k,i + Mx̂
k,i + Lx̂

k,i ď 2T´ 1, 0 ď k ă m, 0 ď i, j ă n. (7.3)

7.1.3 Nombre de Contraintes Générées par Couche

Dans cette sous-section, nous nous intéressons au nombre de contraintes générées par
couche dans le pire cas par QuadMeth, ainsi que leur complexité. Les propositions 7.1.1, 7.1.2
et 7.1.3 présentent le nombre de contraintes générées par couche, suite à une fonction
d’activation ˆLinear, ˆReLU, ˆSigmoid ou ˆTanh, dans le meilleur et dans le pire cas.

Proposition 7.1.1. Le nombre de contraintes générées par couche, suite à une fonction d’activation
ˆLinear ou ˆReLU, est défini par

nbr = 14n, (7.4)

où nbr P N, est le nombre de contraintes générées et, n P N est le nombre de neurones par couche.
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Preuve. Dans le cas de QuadMeth, selon l’Équation (7.1), tous les ŵk,i,j sont substitués par ŵmax
k,i

dans la Figure 6.5. Toutes les contraintes de cette méthode génèrent n contraintes pour chaque
couche k (ayant ˆLinear ou ˆReLU comme fonction d’activation), car ces dernières dépendent
uniquement de l’indice i. En additionnant le nombre de toutes ces contraintes générées, nous obtenons

nbr = 14n. �

Proposition 7.1.2. Soient n, nbr P N, tels que, n est le nombre de neurones par couche et nbr est
le nombre de contraintes générées par couche. Le nombre de contraintes générées par le ˆSigmoid
dans le meilleur des cas, est donné avec

nbr = 14n. (7.5)

Et le nombre de contraintes générées dans le pire des cas vaut

nbr = 50n. (7.6)

Preuve. Dans le meilleur des cas, c’est-à-dire quand I1 ou I5 (Chapitre 6) avec des valeurs dans I1

uniquement sont activés, le nombre de contraintes générées est égal à celui de la somme pondérée des
poids synaptiques, d’un ˆReLU ou d’un ˆLinear. Et dans le pire des cas, les intervalles I1, I2, I3, I4,
et I5 avec des valeurs dans I1, I2, I3, I4, sont activés. Notons que dans le cas de QuadMeth, selon
l’Équation (7.1), tous les ŵk,i,j sont substitués par ŵmax

k,i , dans les figures 6.5 et 6.6. Le nombre de
contraintes générées par chaque équation de la Figure 6.5 est égal à n. Et donc, en activant tous les
intervalles de la Figure 6.6, nous obtenons

nbr = 14n + 6ˆ (6n) = 50n. �

Proposition 7.1.3. Soient n, nbr P N, tels que, n est le nombre de neurones par couche et nbr est
le nombre de contraintes générées par couche. Le nombre de contraintes générées suite à une fonction
d’activation ˆTanh dans le meilleur des cas, est donné avec

nbr = 14n. (7.7)

Et le nombre de contraintes générées dans le pire des cas vaut

nbr = 54n. (7.8)

N.B. La preuve concernant le calcul du nombre de contraintes générées par la ˆTanh, se fait
exactement de la même manière que celle du ˆSigmoid.

Afin de calculer le nombre total de contraintes générées par un RN, il suffit d’additionner
le nombre de contraintes générées par l’ensemble des couches du RN. Pour obtenir le
nombre de contraintes générées suite à une fonction d’activation ˆLinear ou ˆReLU (respec-
tivement ˆSigmoid et ˆTanh), il faut multiplier le nombre de couches utilisant cette fonction
d’activation par le nombre de contraintes générées pour une seule couche. Le nombre de
contraintes générées par QuadMeth afin de, calculer le nombre de bits minimal des parties
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fractionnaires du RN, est de complexité quadratique O(n) = n2 dans le pire cas, c’est-à-dire
quand le nombre de couches (m) est égal au nombre de neurones (n). Notons que dans
la réalité m est plus petit que n. Le nombre de contraintes générées par cette méthode
augmente moins vite que celui de CubMeth, présentée dans le Chapitre 6. En revanche, cette
méthode optimise moins de bits par rapport à CubMeth (Chapitre 9), car elle assigne un
format par ligne de poids synaptiques, et ce en utilisant le M maximal pour toute la ligne
de la matrice Ŵ (bits à gauche inutilisés dans la représentation fixe).

7.2 La Méthode LinMeth

Afin de calculer le nombre de bits minimal pour représenter les coefficients û, x̂, ŵ du
RN, en utilisant l’arithmétique fixe, vue dans le Chapitre 2, la méthode LinMeth génère des
contraintes, pour calculer le nombre de bits des parties fractionnaires de ces coefficients.
Dans cette section, nous mettons en avant la méthode LinMeth. Cette dernière calcule le
nombre de bits minimal des parties fractionnaires des coefficients du RN, en attribuant un
format fixe par couche de neurones et un format fixe par matrice de poids synaptiques,
contrairement à CubMeth (Chapitre 6) et QuadMeth (Section 7.1), qui attribuent un format
fixe pour chaque neurone et pour chaque poids synaptique, et un format fixe pour chaque
neurone et pour chaque ligne de poids synaptiques, respectivement.

7.2.1 Principe de LinMeth

La méthode LinMeth a pour but de calculer les formats fixes des coefficients û, ŵ, x̂, en
assignant un format fixe pour chaque couche de neurones et chaque matrice de poids
synaptiques Ŵ. Soulignons que, nous nous intéressons à la génération des contraintes
pour calculer le nombre de bits minimal des parties fractionnaires, et que nous calculons
le nombre de bits des parties entières, en effectuant une analyse dynamique du RN avec
différents vecteurs d’entrée. Ensuite, nous récupérons le nombre de bits de poids fort
maximal de chaque matrice, des sorties de chaque couche et de chaque vecteur des entrées.
Cette analyse dynamique permet la sous-approximation des intervalles de valeurs.

La Figure 7.2 illustre le principe de calcul et de répartition des formats par la méthode
LinMeth. Le RN présenté dans cette figure se compose de trois couches entièrement
connectées entre elles, contenant trois neurones chacune. Comme nous pouvons le constater
dans la Figure 7.2, à travers les quadrillages autour de chaque couche de neurones, LinMeth
attribue un format à chaque couche du RN. Pour le déterminer, nous calculons d’abord
le nombre de bits de la partie entière maximale, des entrées et sorties de la couche, grâce
à l’analyse dynamique du RN. Notons que, la sortie ayant le plus grand nombre de bits
de la partie entière, est notée ûmax

k dans un format ă Mûmax
k , Lûmax

k ą, telle que

@i, 0 ď i ă n, @ûk,i P Ûk, ûk,i ď |ûmax
k | , (7.9)
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FIGURE 7.2: Répartition des Formats dans LinMeth.

où Ûk est le vecteur des sorties correspondant à la couche k. Le coefficient ûk,i représente la
sortie du neurone i de la couche k, et

∣∣ûmax
k

∣∣ est la valeur ayant le plus grand bit de poids
fort dans le vecteur des sorties Ûk.
Nous constatons également que les arêtes sortantes de chaque neurone de chaque couche,
correspondantes aux poids synaptiques ŵ, ont la même couleur et sont connectées aux
neurones de la couche suivante. Ce qui équivaut à dire qu’un seul format est attribué
à chaque matrice de poids synaptiques Ŵ. Pour le calculer, nous récupérons d’abord
la valeur maximale en valeur absolue de chaque matrice, afin de déterminer le nombre
de bits de la partie entière maximal, permettant d’éviter les overflows. Notons que, la
valeur ayant le plus grand nombre de bits de la partie entière, est notée ŵmax

k , dans un
format ă Mŵmax

k , Lŵmax
k ą, telle que

@j, 0 ď j ă n, @ŵk,i,j P Ŵk, ŵk,i,j ď |ŵmax
k | , (7.10)

où Ŵk est la matrice des poids synaptiques, correspondante à la couche k + 1. Le coeffi-
cient ŵk,i,j représente le poids synaptique situé à la colonne j et à la ligne i de la matrice Ŵk,
et
∣∣ŵmax

k

∣∣ est la valeur ayant le plus grand bit de poids fort dans la matrice Ŵk.
Nous effectuons la même opération pour les vecteurs des entrées X̂k, c’est-à-dire nous
récupérons le nombre de bits de poids fort maximal de l’entrée de chaque couche. Cette
entrée est notée x̂max

k , dans un format ă Mx̂max
k , Lx̂max

k ą, telle que

@i, 0 ď i ă n, @x̂k,i P X̂k, x̂k,i ď |x̂max
k | , (7.11)

où x̂k est le vecteur des entrées de la couche k + 1. Le coefficient x̂k,i représente l’entrée i
de la couche k + 1, et

∣∣x̂max
k

∣∣ est la valeur ayant le plus grand bit de poids fort dans le vec-
teur des entrées X̂k. Maintenant que le nombre de bits des parties entières Mûmax , Mŵmax

et Mx̂max , est calculé via une analyse dynamique du RN, LinMeth a pour but de trouver
le nombre de bits optimal3 des parties fractionnaires Lûmax ,Lŵmax de chaque couche k et de

3Le plus petit L répondant aux exigences de l’utilisateur.
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chaque matrice de poids synaptiques Ŵ, en générant des contraintes automatiquement.
Ces contraintes sont générées en fonction des fonctions d’activation en fixe utilisées ˆLinear,

ˆReLU, ˆSigmoid ou ˆTanh, et sont résolues grâce à un solveur (Section 4.1). Dans notre
cas, nous avons utilisé le solveur Z3 [dMB08], afin de résoudre les contraintes générées
automatiquement par LinMeth.

Pour récapituler, LinMeth prend en entrée un RN flottant déjà entraîné dans une certaine
précision (simple précision dans notre cas, définie dans la Table 2.1), et synthétise un
RN en fixe, ayant le même comportement que le RN initial, en générant un nombre de
contraintes avec une complexité linéaire, dans le pire cas. Ce RN basé sur l’arithmétique
fixe (Section 2.3), respecte un seuil d’erreur à ne pas dépasser pour la couche de sortie, ainsi
qu’un nombre de bits maximal à ne pas excéder pour représenter les coefficients. Ils sont
tous les deux définis par l’utilisateur et respectivement notés, Threshold et T.

Soulignons également que LinMeth a exactement les mêmes entrées et sorties que
CubMeth (Figure 6.2) et QuadMeth (Section 7.1), et que les RNs utilisés dans ces trois
méthodes sont les mêmes. Il n’y a que les contraintes générées, ainsi que le nombre
de ces dernières, qui changent.

7.2.2 Contraintes Générées par LinMeth

La méthode LinMeth a le même but que CubMeth et QuadMeth, qui est de calculer le nombre
de bits minimal de la partie fractionnaire des sorties des neurones et des poids synaptiques.
Rappelons que dans cette méthode, un format ă Mûmax

k , Lûmax
k ą est assigné à chaque

couche de neurones, un format ă Mŵmax
k , Lŵmax

k ą est attribué à chaque matrice de poids
synaptiques et un format ă Mx̂max

k ,Lx̂max
k ą est affecté à chaque vecteur des entrées. Notons

que selon l’Équation (7.9), Mûmax
k est le nombre de bits de la partie entière maximale des

sorties de la couche k. Et Lûmax
k est le nombre de bits de sa partie fractionnaire. Selon

l’Équation (7.10), ŵmax
k représente le plus grand coefficient de la matrice Ŵk, en valeur

absolue. Le nombre de bits de sa partie entière est Mŵmax
k et le nombre de bits de sa partie

fractionnaire est Lŵmax
k . Et suivant l’Équation (7.11), x̂max

k représente le plus grand coefficient
du vecteur des entrées X̂k, en valeur absolue. Le nombre de bits de sa partie entière est Mx̂max

k

et le nombre de bits de sa partie fractionnaire est Lx̂max
k . Soulignons également que, Lû

k,i et
Lŵmax

k,i , sont les variables du système de contraintes à minimiser (Section 4.1). Comme c’est le
cas pour CubMeth et QuadMeth, LinMeth génère également des contraintes pour déterminer
Lûmax

k et Lŵmax
k minimaux, dans le cas d’une fonction d’activation ˆLinear, ˆReLU, ˆSigmoid ou

ˆTanh. La génération des contraintes de la somme pondérée des poids consiste également
en cinq points pour cette méthode : l’assertion du type de données requis, la positivité des
parties fractionnaires, la condition aux limites, la propagation des calculs vers l’avant et
vers l’arrière, et la borne sur l’erreur de la somme pondérée des poids synaptiques.

Pour obtenir les contraintes correspondantes à la somme pondérée des poids et les
fonctions d’activation ˆLinear, ˆReLU, ˆSigmoid et ˆTanh, il suffit de substituer ûk,i par ûmax

k ,
ŵk,i,j par ŵmax

k et x̂k,j par x̂max
k , dans les figures 6.5, 6.6 et 6.7. Cela correspond à l’attribution
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d’un format pour chaque couche de neurones, chaque matrice de poids synaptiques et
chaque vecteur des entrées. Par exemple, dans la Figure 6.5, les contraintes définies dans les
équations (6.2), (6.3), (6.4) et (6.5), permettant l’assertion du type de données T, deviennent

Mx̂max
k + Lx̂max

k ď T´ 1, 0 ď k ď m, (7.12)

Mûmax
k + Lûmax

k ď T´ 1, 1 ď k ď m, (7.13)

Mŵmax
k + Lŵmax

k ď T´ 1, 0 ď k ă m, (7.14)

Mŵmax
k + Lŵmax

k + Mx̂max
k + Lx̂max

k ď 2T´ 1, 0 ď k ă m. (7.15)

7.2.3 Nombre de Contraintes Générées par Couche

Dans cette sous-section, nous nous intéressons au nombre de contraintes générées par
couche dans le pire cas par LinMeth, ainsi que leur complexité. Les propositions 7.2.1, 7.2.2
et 7.2.3 donnent le nombre de contraintes générées par couche, suite à une fonction
d’activation ˆLinear, ˆReLU, ˆSigmoid ou ˆTanh, dans le meilleur et dans le pire cas.

Proposition 7.2.1. Le nombre de contraintes générées par couche, suite à une fonction d’activation
ˆLinear ou ˆReLU, est défini par

nbr = 14, (7.16)

où nbr P N, est le nombre de contraintes générées par couche.

Preuve. Dans le cas de LinMeth, selon les équations (7.9), (7.10), et (7.11), tous les ûk,i, ŵk,i,j et x̂k,j,
sont respectivement substitués par, ûmax

k , ŵmax
k et x̂max

k , dans la Figure 6.5. Toutes les contraintes de
cette méthode génèrent chacune une contrainte pour chaque couche k, ayant ˆLinear ou ˆReLU comme
fonction d’activation. En additionnant le nombre de toutes ces contraintes générées, nous obtenons

nbr = 14. �

Proposition 7.2.2. Soit nbr P N le nombre de contraintes générées par couche, suite à une fonction
d’activation ˆSigmoid. Dans le meilleur des cas, ce nombre de contraintes est donné avec

nbr = 14. (7.17)

Et le nombre de contraintes générées dans le pire des cas vaut

nbr = 50. (7.18)

Preuve. Dans le meilleur des cas, c’est-à-dire quand I1 ou I5 (Chapitre 6) avec des valeurs
dans I1 uniquement sont activés, le nombre de contraintes générées est égal à celui de la somme
pondérée des poids synaptiques, d’un ˆReLU ou d’un ˆLinear. Et dans le pire des cas, les inter-
valles I1, I2, I3, I4, et I5 avec des valeurs dans I1, I2, I3, I4, sont activés. Chacune des équa-
tions (6.20), (6.21), (6.22), (6.23), (6.24), (6.25) génère une contrainte par couche dans LinMeth.
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Le nombre de contraintes résultant pour chaque intervalle vaut 6. Et donc, en activant tous les
intervalles de la Figure 6.6 avec la substitution des équations (7.9), (7.10), et (7.11) dans cette
dernière, nous obtenons

nbr = 14 + 6ˆ 6 = 50. �

Proposition 7.2.3. Soit nbr P N le nombre de contraintes générées par couche, suite à une fonction
d’activation ˆTanh. Dans le meilleur des cas, ce nombre de contraintes est donné avec

nbr = 14. (7.19)

Et le nombre de contraintes générées dans le pire des cas vaut

nbr = 54. (7.20)

N.B. La preuve concernant le calcul du nombre de contraintes générées par la ˆTanh, se fait
exactement de la même manière que celle du ˆSigmoid.

Pour calculer le nombre total de contraintes générées par un RN, il suffit d’additionner le
nombre de contraintes générées par l’ensemble des couches du RN. Afin d’obtenir le nombre
de contraintes générées suite à une fonction d’activation ˆLinear ou ˆReLU (respectivement

ˆSigmoid et ˆTanh), il faut multiplier le nombre de couches utilisant cette fonction d’activation
par le nombre de contraintes générées pour une seule couche. La complexité de la méthode
LinMeth pour générer les contraintes, afin de calculer le nombre de bits minimal des parties
fractionnaires du RN, est de complexité linéaire O(n) = n, dans le pire des cas, c’est-à-
dire quand le nombre de couches (m) est égal au nombre de neurones (n). Soulignons
qu’en réalité, m est plus petit que n. Le nombre de contraintes générées par LinMeth
augmente moins vite (Chapitre 9) que celui des méthodes CubMeth et QuadMeth, présentées
respectivement dans le Chapitre 6 et la Section 7.1. En revanche, cette méthode optimise
moins de bits (Chapitre 9) par rapport à CubMeth et QuadMeth, car elle assigne un format
par matrice de poids synaptiques (respectivement couche et vecteur des entrées), et ce en
utilisant le M maximal de la matrice Ŵ (respectivement sorties des couches et vecteurs X̂).

Discussion

Les trois méthodes CubMeth, QuadMeth et LinMeth, présentées respectivement dans le
Chapitre 6 et les sections 7.1 et 7.2, ont le même objectif : synthétiser un RN fixe, satisfaisant
les exigences de l’utilisateur (Threshold et T). Elles prennent exactement les mêmes entrées
et utilisent les mêmes RNs.

Les différences entre les trois méthodes CubMeth, QuadMeth et LinMeth, sont la technique
utilisée pour calculer les formats fixes et, le nombre de contraintes générées. Le nombre
de contraintes de la première croît cubiquement dans le pire des cas (Chapitre 6), car elle
attribue un format à chaque neurone et à chaque poids synaptique, et celui de la deuxième
méthode augmente quadratiquement (Section 7.1) dans le pire des cas, car elle assigne un
format à chaque neurone et un format à chaque ligne de poids synaptiques, mais LinMeth
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est de complexité linéaire dans le pire cas, car elle attribue un format à chaque couche
du RN et un format à chaque matrice de poids synaptiques. Notons également que, le
nombre de contraintes générées par un RN, dépend du nombre de couches (m) du RN et du
carré du nombre de neurones (n) par couches (Section 6.4) dans CubMeth, tandis que dans
QuadMeth, il dépend du nombre de couches (m) du RN et du nombre de neurones (n) et
dans LinMeth, il ne dépend que du nombre de couches (m). Les expérimentations en termes
de nombre et temps de résolution des contraintes générées, de précision et Threshold, de
bits/bytes optimisés et de répartition des types de données dans le programme synthétisé,
sont présentées dans le Chapitre 9.

7.3 Conclusion

Ce chapitre a présenté les deux méthodes QuadMeth et LinMeth. Les principes de ces
dernières sont respectivement donnés dans les sections 7.1 et 7.2. QuadMeth assigne un
format fixe pour chaque neurone et chaque ligne dans la matrice des poids synaptiques et,
LinMeth attribue un format fixe pour chaque couche de neurones et pour chaque matrice
de poids synaptiques du RN. Ces méthodes génèrent des contraintes pour calculer les
formats fixes minimaux des coefficients (poids synaptiques et sorties des neurones), plus
précisément, le nombre de bits minimal des parties fractionnaires L, satisfaisant le seuil
d’erreur Threshold et le type de données T, requis par l’utilisateur. Enfin, la complexité de
QuadMeth et LinMeth, ainsi que et le nombre de contraintes générées par ces dernières, ont
été présentés dans les sous-sections 7.1.3 et 7.2.3. Les expérimentations effectuées sur ces
deux méthodes sont mises en avant dans le Chapitre 9. La troisième partie de ce manuscrit
porte sur les expérimentations effectuées sur les trois méthodes CubMeth, QuadMeth et
LinMeth, via notre outil de synthèse de code à virgule fixe pour les RNs SyFix, et notre
librairie virgule fixe SyFi, qui seront présentés dans le chapitre suivant.
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« Vous croyez savoir quand vous apprenez, vous en êtes
sur quand vous écrivez, persuadé quand vous enseignez,
mais certain seulement quand vous programmez... »

— Alan Jay Perlis
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Dans ce chapitre, nous mettons en avant notre outil de Synthèse de code à virgule
Fixe pour les RNs, dit SyFix. Ce dernier fait appel à la librairie SyFi, afin d’utiliser
les fonctions à virgule fixe qu’elle implémente. SyFix englobe les trois méthodes

de calcul des formats fixes minimaux pour les sorties des neurones et les coefficients du RN.
Ces trois méthodes sont CubMeth, QuadMeth et LinMeth. Elles sont, respectivement, définies
dans les chapitres 6 et 7. Ce chapitre est organisé comme suit :

¸ La Section 8.1 présente la librairie virgule fixe SyFi et ses fonctionnalités.

¸ Notre outil de synthèse de code à virgule fixe pour les RNs, SyFix, est mis en
avant dans la Section 8.2. Cette dernière présente le workflow et les principales
fonctionnalités de SyFix [BMS22b, BMS22a].

¸ La Section 8.3 conclut ce chapitre.

8.1 Librairie Virgule Fixe SyFi

Notre librairie virgule fixe, dite SyFi, est mise en avant dans cette section. Elle a pour
but d’implémenter les opérations élémentaires (addition, soustraction, multiplication et
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1 /* * * * * * * * * * * * * * Format de l ’ Addition * * * * * * * * * * * * * * * * * * */
2 i n l i n e i n t msb_add_different_format ( i n t m1, i n t m2)
3 { re turn 1 +( (m1>=m2) ? m1:m2) ; }
4 i n l i n e i n t l sb_add_di f fe rent_ format ( i n t msb , i n t length )
5 { re turn length´msb ; }
6 /* * * * * * * * * * * * * * Addition Fixe * * * * * * * * * * * * * * * * * * */
7 FIX Add( FIX x1 , FIX x2 , i n t length ) ;
8/* * * * * * * * * * * * * * * * * Alignement Fixe * * * * * * * * * * * * * * * * * * */
9 FIX a l i g n _ l e n g t h ( FIX x , i n t ufp_max , i n t length ) ;

10

FIGURE 8.1: Addition Virgule Fixe par SyFi.

division), les fonctions d’activation des RNs requises par SyFix (Section 8.2), ainsi que
les fonctions requises par l’outil de synthèse de code à virgule fixe pour les programmes
POPiX [BKBM22], dans le Chapitre 10. Les opérations arithmétiques à virgule fixe ne sont
pas standardisées, comme c’est le cas pour l’arithmétique flottante [ANS19]. Le développeur
doit gérer manuellement les formats fixes, c’est-à-dire le nombre de bits avant et après la
virgule, contrairement à l’exposant qui est géré de manière automatique dans les flottants.
Ces formats fixes sont manipulés via des décalages. La mauvaise gestion de ces derniers,
peut provoquer des dépassements de capacité de type overflow ou underflow, ce qui va
fausser tous les résultats des calculs. C’est pourquoi, nous devons porter une attention
particulière à la bonne gestion des formats fixes pendant les calculs à virgule fixe.

8.1.1 Calcul des Formats Fixes

Le calcul et la bonne gestion des formats fixes est une tâche primordiale pour le bon
déroulement des calculs en virgule fixe. C’est pourquoi, SyFi implémente les fonctions
permettant de calculer ces formats, c’est-à-dire le nombre de bits des parties entières
et fractionnaires de chaque opération arithmétique en fixe. Rappelons que, ces formats
fixes sont formellement définis dans le Chapitre 2. La librairie SyFi est implémentée en
C [KR88] (dédiée à POPiX [BKBM22]), mais nous avons aussi une version de cette librairie
en Python [vR07] (dédiée à SyFiX). Considérons par exemple l’addition à virgule fixe. Dans
la Figure 8.1, les deux fonctions msb_add_different_format() et lsb_add_different_format(),
définies dans la ligne 2 et 4, calculent respectivement le nombre de bits de la partie
entière et fractionnaire du résultat de l’addition fixe. La première fonction prend en
paramètres m1 et m2, les nombres de bits des parties entières des opérandes à additionner,
et renvoie le maximum entre les deux en ajoutant un bit supplémentaire. Ce dernier a
pour but d’éviter les overflows en cas de présence de retenue. La seconde fonction prend
en paramètres, le nombre de bits de la partie entière du résultat de l’addition fixe (calculé
par la première fonction ou donné manuellement), noté msb, ainsi que le nombre de bits
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total pour représenter le résultat de l’addition fixe, noté length. Ainsi, le nombre de bits de
la partie fractionnaire est calculé en soustrayant msb de length. Si nous faisons la relation
entre m1, m2, length et les chapitres 6 et 7, nous constatons que m1 et m2 correspondent
aux M des coefficients du RN, déterminés via l’analyse dynamique. Et la valeur de length
est obtenue en additionnant M, L et un bit pour le signe. Rappelons que L, représente
la solution des contraintes générées, c’est-à-dire le nombre minimal de bits de la partie
fractionnaire des coefficients du RN.

8.1.2 Opérations Élémentaires

Un calcul contient au moins une opération élémentaire. Notons également que chaque
fonction complexe1 est composée (ou approchée) de plusieurs opérations élémentaires. La
librairie SyFi implémente les quatre opérations élémentaires principales : l’addition, la
soustraction, la multiplication et la division. Considérons par exemple la fonction Add()
présentée dans la ligne 7 de la Figure 8.1. Cette fonction calcule le résultat d’une addition
fixe. Elle prend en paramètres deux nombres fixes x1 et x2, ainsi que le nombre de bits
total (somme du nombre de bits de la partie entière, fractionnaire et le signe) sur lequel
sera représenté le résultat de cette addition. Cette fonction fera appel aux deux fonctions
msb_add_different_format() et lsb_add_different_format(), définies également dans cette figure,
pour calculer le format en sortie de l’addition de x1 et x2. Ensuite, elle appellera la fonction
align_length() (ligne 9), pour aligner x1 et x2 avec le format de la sortie calculé. Et enfin,
elle additionnera les deux opérandes et renvoie le résultat de l’addition fixe.

8.1.3 Fonctions d’Activation

Les opérations élémentaires sont essentielles dans le calcul des fonctions d’activation,
définies dans le Chapitre 3. SyFi implémente les fonctions calculant les activations ˆLinear,

ˆReLU, ˆSigmoid et ˆTanh en fixe. Rappelons également que, nous considérons les versions
approchées des deux fonctions d’activation ˆSigmoid et ˆTanh. Ces deux dernières sont
basées sur une approximation linéaire par morceaux et sont respectivement définies dans
les définitions 3.2.9 et 3.2.10. Soulignons également que cette approximation est basée sur
des multiplications et des additions seulement.

8.1.4 Fonctions Requises par POPiX

Les fonctions définies précédemment concernent principalement les RNs. Cette sous-
section met en avant les fonctions fixes utilisées par l’outil POPiX [BKBM22] dans le
Chapitre 10. POPiX a besoin des fonctions calculant la racine carrée, la valeur absolue
et les fonctions trigonométriques (sinus, cosinus et arctangente) en fixe. Ces dernières
sont implémentées dans SyFi. Notons que pour la racine carrée sqrt, SyFi utilise l’algo-
rithme de [MNR17]. Et pour approcher les fonctions trigonométriques, SyFi utilise Power

1Fonction étant difficile à calculer ou à approcher sa valeur exacte en virgule fixe, comme le sigmoïde.
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series [Moi12]. Soulignons que l’ordre de développement de Power series dépend du nombre
de bits significatifs, requis au résultat.

8.2 L’Outil SyFix

Dans cette section, notre outil de synthèse de code à virgule fixe pour les RNs est
présenté. Il se nomme SyFix. Ce dernier est implémenté en Python [vR07] et synthétise
du code en C [KR88]. SyFix fait appel à la librairie SyFi, définie dans la Section 8.1, pour
effectuer les opérations arithmétiques en fixe. Soulignons que notre outil passe par six
étapes essentielles afin de synthétiser un RN à virgule fixe. Ces étapes sont illustrées
dans le workflow de la Figure 8.2.

Récupérer les Entrées

La première étape de SyFix consiste à importer le RN flottant entraîné et, récupérer les in-
formations et les paramètres donnés par l’utilisateur. Comme mentionné dans la Figure 8.2,
les entrées de SyFix sont : la valeur du Threshold, le type de données T, la méthode choisie
pour calculer les formats fixes, le RN flottant entraîné (par TensorFlow [AAB+16] par
exemple) et les vecteurs des entrées en float. Notons que le Threshold représente le seuil
d’erreur à ne pas dépasser, entre les sorties flottantes et fixes de la dernière couche du
RN. Le calcul du bit de poids fort de ce seuil nous donne le nombre de bits corrects que
doivent avoir au minimum les parties fractionnaires des sorties des neurones de la dernière
couche. Le type de données T, est le plus grand type de données qu’on peut avoir dans
le code fixe synthétisé. Rappelons que ce dernier peut prendre une valeur quelconque,
mais dans ces travaux, nous avons utilisé T P t8, 16, 32u bits pour la compatibilité avec
les types de données du langage C [KR88]. SyFix propose les trois méthodes CubMeth,
QuadMeth et LinMeth pour régler le RN fixe. Ces méthodes sont formellement définies
dans les chapitres 6 et 7.

Effectuer une Analyse Dynamique du RN

Dans la Figure 8.2, la deuxième étape consiste à effectuer une analyse dynamique du RN
flottant donné en entrée, en considérant multiples vecteurs d’entrées. Cette analyse nous
permet d’avoir une sous-approximation des ranges, des entrées et des sorties de chaque
couche, ainsi que le nombre de bits des parties entières M des poids synaptiques et des
biais. Par exemple, si le range des entrées du RN appartient à [´2.1, 5.2], alors le M maximal
des entrées (égal à 3) est celui de 5. Actuellement, nous utilisons l’analyse dynamique
pour déterminer ces ranges, mais nous prévoyons de calculer une sur-approximation de
ces derniers, en effectuant une analyse statique, dans le futur.
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Générer les Contraintes et les Résoudre

La génération des contraintes pour régler les formats fixes des coefficients et des sorties
des neurones, représente l’étape la plus importante de SyFix. Ce dernier propose trois
méthodes pour déterminer ces formats fixes : CubMeth, QuadMeth et LinMeth. CubMeth
consiste à attribuer un format pour chaque neurone et pour chaque poids synaptique.
QuadMeth assigne un format pour chaque neurone et pour chaque ligne dans la matrice des
poids synaptiques, et LinMeth attribue un format par couche de neurones et par matrice de
poids synaptiques. Les contraintes générées par ces trois méthodes sont, respectivement,
modélisées dans les chapitres 6 et 7. Pour résoudre ces dernières, SyFix fait appel au solveur
Z3 [dMB08]. Ce dernier renvoie le nombre de bits des parties fractionnaires minimal des
coefficients, si la solution existe. Grâce à ces résultats, nous obtenons un réglage des
formats fixes pour le RN donné en entrée, satisfaisant le Threshold, le type de données T
et permettant d’évaluer le RN en fixe.

Évaluer le RN

La quatrième étape de SyFix évalue le RN donné en entrée, dans les deux arithmétiques
fixe et flottante. Dans l’évaluation fixe du RN, ce dernier doit être d’abord converti en fixe,
en utilisant les formats obtenus dans l’étape précédente. Ensuite, cette évaluation du RN
dans l’arithmétique fixe, consiste à calculer la somme pondérée des poids, définie dans
l’Équation (5.11), sur laquelle une fonction d’activation doit être appliquée (Chapitre 3) par
la suite. Notons que SyFix sollicite SyFi (Section 8.1), pour effectuer cette évaluation en
virgule fixe. En parallèle, l’évaluation flottante de ce RN (initial) est effectuée de la même
manière que l’évaluation fixe, afin de calculer l’erreur absolue (Définition 2.1.3) entre les
deux évaluations fixe et flottante dans la dernière étape de la Figure 8.2.

Synthétiser le Code du RN

La dernière étape de SyFix est celle de la synthèse de code à virgule fixe pour le RN
flottant (en simple précision (Table 2.1)), donné en entrée. Notre outil synthétise un
code C [KR88] basé sur des entiers uniquement (Figure 6.3). SyFix a la possibilité de
synthétiser un code avec un type de données unique (celui exigé par l’utilisateur "T"),
mais il peut aussi synthétiser un code avec précision mixte [CBB+17, DHS18], en attribuant
le plus petit type de données possible pour chaque variable. La précision mixte n’est
pas facile à mettre en place, car nous devons nous assurer qu’il n’y ait pas d’overflows
dans les calculs intermédiaires. Pour déterminer le type de données minimal de chaque
variable, nous calculons, M + L + 2, la somme des nombres de bits de la partie entière, de
la partie fractionnaire, du signe et du bit de sécurité, en cas de retenue dans les calculs
intermédiaires. Soulignons également que SyFix propose également la synthèse de code
en virgule flottante du RN donné en entrée, si l’utilisateur le souhaites.
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FIGURE 8.2: Workflow de l’Outil SyFix.
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Calculer l’Erreur Absolue

Cette dernière étape consiste à calculer l’erreur absolue entre, les sorties fixes et flottantes
de la dernière couche du RN, en utilisant l’Équation (2.3). Cette erreur absolue obtenue doit
être impérativement inférieure ou égale au Threshold, requis par l’utilisateur.

8.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté en premier lieu dans la Section 8.1, notre librairie
SyFi ainsi que, les fonctions qu’elle implémente. SyFi est utilisée par SyFix, notre outil
synthétisant du code à virgule fixe pour un RN flottant, donné en entrée. Dans la Section 8.2,
les fonctionnalités et les différentes étapes de SyFix, sont mises en avant. Dans le chapitre
suivant, nous évaluons les performances de notre outil en utilisant CubMeth, QuadMath et
LinMeth, en termes de bits/bytes optimisés, de précision et seuil d’erreur, de nombre et
de temps de résolution des contraintes générées et en termes de distribution des types
de données dans le programme synthétisé.
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« Dans un ordinateur, le langage naturel n’est pas naturel. »

— Alan Jay Perlis
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L’évaluation des trois méthodes CubMeth, QuadMeth et LinMeth, via notre outil SyFix,
est mise en avant dans ce chapitre. Soulignons d’abord que, les expérimentations
sont effectuées sur les mêmes RNs flottants (donnés en entrées) représentés en

simple précision (Table 2.1), pour les trois méthodes. Ces expérimentations concernent la
précision numérique et la garantie du non dépassement du seuil d’erreur exigé, le nombre
et le temps de résolution des contraintes générées par CubMeth, QuadMeth et LinMeth. Le
nombre de bits/bytes optimisés grâce au réglage des formats fixes par ces trois méthodes,
ainsi que la répartition des types des données dans le code synthétisé, sont également
présentés dans ce chapitre. Ce dernier est organisé comme suit :

¸ La Section 9.1 décrit les benchmarks utilisés dans nos expérimentations, afin d’évaluer
les performances de notre outil SyFix.

¸ La Section 9.2 concerne la précision numérique et le respect du seuil d’erreur requis.
Elle présente les résultats de SyFix en considérant différents seuils d’erreur et types
de données, exigés par l’utilisateur.
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¸ Le nombres de contraintes générées ainsi que la durée de leur résolution par le solveur
Z3 [dMB08], sont mis en avant dans la Section 9.3.

¸ La Section 9.4 présente le nombre de bits/bytes optimisés après le réglage des
formats fixes par CubMeth, QuadMeth et LinMeth, respectivement définies dans les
chapitres 6 et 7.

¸ La Section 9.5 montre le pourcentage des types de données présents dans les codes
synthétisés par SyFix, pour les RNs de la Section 9.1.

¸ Une comparaison entre SyFix et les outils de l’état de l’art, présentés dans les
chapitres 3 et 4, est effectuée dans la Section 9.6.

¸ La Section 9.7 conclut ce chapitre.

9.1 Benchmarks

Cette section présente les RNs utilisés dans l’évaluation des trois méthodes CubMeth,
QuadMeth et LinMeth, par notre outil SyFix. Ces méthodes sont définies formellement dans
les chapitres 6 et 7. Énumérons dans la Table 9.1 ces RNs.

RN
Attributs

Couches Neurones Connexions

Iris 3 33 363
CosFun 4 40 400
Hyper 4 48 576
Wine 2 52 1352

Bumps 2 60 1800
Cancer 3 150 7500
AFun 2 200 10000

TABLE 9.1: Description des RNs Utilisés dans les Expérimentations.

La première colonne de la Table 9.1 présente les noms des RNs décrits. La deuxième
colonne donne le nombre de couches de chaque RN et la troisième montre le nombre de
neurones. La dernière colonne présente le nombre de connexions entre les neurones de
ces réseaux, ayant des couches entièrement connectées.

Iris

La première ligne de la Table 9.1 présente le RN Iris. Ce dernier est un classifieur. Il classifie
les plantes Iris [SDDM12] en trois classes : Iris-Setosa, Iris-Versicolour et Iris-Virginica. Il
prend en entrée quatre valeurs numériques correspondantes à la longueur et la largeur
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des sépales1, ainsi que la longueur et la largeur des pétales en centimètres. Iris se compose
de trois couches, 33 neurones et 363 connexions entre les neurones.

CosFun

CosFun est un RN de type interpolateur, c’est-à-dire qu’il calcule une fonction mathématique.
Cet interpolateur calcule la fonction f (x, y) = xˆ cos(y). CosFun se compose de quatre
couches, 40 neurones et 400 connexions entre ces derniers.

Hyper

Le RN Hyper présenté dans la Table 9.1 est un interpolateur. Ce RN calcule le sinus
hyperbolique du point (x, y). Il est composé de quatre couches et 48 neurones entièrement
connectés, ce qui engendre 576 connexions. Ce RN est le même que celui utilisé dans [IM19].

Wine

Le RN Wine est un classifieur. Il classifie les vins en trois classes [ACdV92] : classe 0,
classe 1 et classe 2. Ce RN prend en entrée treize paramètres (alcool, acide malique,
cendres, etc.). Wine est composé de deux couches entièrement connectées, 52 neurones
et 1352 relations entre ces derniers.

Bumps

Bumps est un RN de type interpolateur calculant la fonction bump. Ce RN est le même
que celui utilisé dans [IM19]. Il se compose de 60 neurones, deux couches entièrement
connectées et 1800 relations entre les neurones.

Cancer

Le RN Cancer est un classifieur. Il diagnostique et classifie le cancer du sein en deux
catégories : bénin ou malin. Ce classifieur prend en entrée trente attributs mentionnés
dans [WSM92]. Il se compose de trois couches, 150 neurones et 7500 connexions entre
les neurones.

AFun

La fonction affine f (x) = 4ˆ x + 3
2 est calculée par l’interpolateur AFun. Ce RN se compose

de deux couches entièrement connectées, de 200 neurones et de 10000 connexions entre ces
derniers. Soulignons que nous aurions pu entraîner ce RN avec moins de neurones, mais
nous l’avons fait ainsi, pour tester l’architecture maximale tolérée par SyFix.

1Chaque pièce (foliole) du calice d’une fleur.
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arks
Threshold 2´1 = 0.5 2´4 « 10´1 2´7 « 10´2 2´10 « 10´3 2´14 « 10´4

Type de Données T
RN

Méthode
Cub Quad Lin Cub Quad Lin Cub Quad Lin Cub Quad Lin Cub Quad Lin

32 bits

Iris
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

ˆ
‘

CosFun
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

ˆ ˆ ˆ

Hyper
‘

ˆ
‘ ‘

ˆ
‘ ‘

ˆ
‘ ‘

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

ˆ
‘

Bumps
‘

ˆ
‘ ‘

ˆ
‘ ‘

ˆ ˆ
‘

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

AFun
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

ˆ ˆ ˆ

16 bits

Iris
‘

ˆ ˆ
‘

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun
‘

ˆ ˆ
‘

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper
‘

ˆ ˆ
‘

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine
‘

ˆ ˆ
‘

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps
‘

ˆ ˆ
‘

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer
‘

ˆ ˆ
‘

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun
‘

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

8 bits

Iris ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine
‘

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer
‘

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

TABLE 9.2: Erreurs des Sorties des RNs Versus Threshold en Considérant Différents T.
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9.2 Précision et Seuil d’Erreur

Cette section concerne la précision et le seuil d’erreur. À travers la Table 9.2 et la
Figure 9.1, nous indiquons si les RNs, définis dans la Section 9.1, satisfont le seuil d’erreur
Threshold en utilisant le type de données T, définis par l’utilisateur. Si le RN est un
interpolateur, cela signifie que la sortie de la fonction mathématique f , a une erreur
inférieure ou égale au Threshold. Si le RN est un classifieur, cela signifie que l’erreur de
classification de ce RN est inférieure ou égale à (Thresholdˆ 100)%. Rappelons également
que le Threshold est une valeur entre 0 et 1 et que T P t8, 16, 32u bits.

La Table 9.2 montre si les RNs définis dans la Section 9.1, garantissent les Threshold : 2´1,
2´4, 2´7, 2´10, 2´14 et les types de données T : 8, 16, 32 bits, respectivement. La pre-
mière ligne de cette table montre les différentes valeurs de Threshold utilisées. Chaque
méthode (CubMeth, QuadMeth, LinMeth) est évaluée pour une valeur de Threshold et un
type de données T. Rappelons que ce dernier (première colonne) représente le type de
données maximal, qu’on peut trouver dans le code synthétisé. Par exemple, si T vaut
16 bits, seulement les types de données int_16 et int_8, peuvent se trouver dans le code
synthétisé. La deuxième colonne de la Table 9.2 donne les noms des RNs utilisés dans
les expérimentations. Le symbole ˆ fait référence à l’infaisabilité de la solution de la
méthode utilisée (CubMeth, QuadMeth, LinMeth), c’est-à-dire que le solveur Z3 [dMB08] ne
parvient pas à trouver une solution (formats fixes minimaux) ou que nous ne pouvons pas
satisfaire le seuil d’erreur, en utilisant le type de données T. Le symbole

‘

signifie que
Z3 a trouvé une solution (formats minimaux) au système de contraintes de la méthode
utilisée (Chapitre 6, et 7). Chaque ligne de la Table 9.2 correspond à un RN et chaque colonne
correspond à une méthode utilisée pour un Threshold défini. Par exemple, dans la sixième
ligne de la deuxième colonne, le RN Cancer satisfait tous les Threshold (jusqu’à 10´4 « 2´14)
quelle que soit la méthode utilisée, en utilisant un type de données T ď 32 bits. En
d’autres termes, au minimum 14 bits corrects dans les parties fractionnaires de la couche
de sortie du RN sont assurés. En utilisant la méthode CubMeth, les RNs Iris, Wine et Cancer,
garantissent un Threshold jusqu’à 2´14, correspondant à quatorze bits corrects dans la
partie fractionnaire de la pire sortie du RN. Et les RNs CosFun, Hyper, Bumps et AFun,
assurent au minimum 10 bits corrects dans les parties fractionnaires des sorties. Au-delà de
cette valeur de Threshold, le solveur Z3 ne trouve pas de solution en utilisant un type de
données T ď 32 bits pour ces RNs. Les deux méthodes QuadMeth et LinMeth garantissent
une erreur inférieure ou égale à 2´10 pour les RNs CosFun et AFun. En utilisant le type de
données T ď 16 bits et la méthode CubMeth, tous les RNs sauf AFun ont une erreur inférieure
ou égale à 2´4, et assurent l’exactitude d’au moins quatre bits dans la partie fractionnaire
de la pire sortie de la dernière couche. Seuls les RNs Wine et Cancer peuvent assurer un
bit significatif dans la partie fractionnaire, en utilisant le type de données T ď 8 bits et la
méthode CubMeth. Les deux autres méthodes QuadMeth et LinMeth, ne peuvent assurer ces
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Threshold en utilisant ce type de données (8 bits), car le solveur Z3 ne trouve pas de solution.

Les résultats peuvent varier en fonction de plusieurs paramètres : les vecteurs d’entrées,
les coefficients des poids synaptiques w et des biais b, les fonctions d’activation, le seuil
d’erreur Threshold et le type de données T. Généralement, lorsque les coefficients sont
compris entre ´1 et 1, les résultats sont plus précis car leurs ufp (Définition 2.1.1) sont
négatifs, et donc on peut avoir plus de bits significatifs dans les parties fractionnaires.
L’infaisabilité des solutions dépend également de la taille du type de données T, par
exemple, si nous avons un petit type de données T et un nombre conséquent de bits
dans la partie entière des coefficients (grande valeur de M ), nous ne pouvons pas avoir
suffisamment de bits après la virgule fixe pour satisfaire les grands seuils d’erreur.

La Figure 9.1 représente un zoom sur la colonne correspondante au Threshold = 2´10

et les lignes 1, 4 et 6 correspondantes aux RNs : Iris, Wine, Cancer, en utilisant un type
de données T ď 32 bits. Cette figure illustre l’erreur absolue (Définition 2.1.3) entre le
RN flottant et le RN fixe, en utilisant Threshold = 2´10 et T ď 32 bits. L’axe horizontal
représente les différents vecteurs d’entrées et l’axe vertical représente la pire erreur absolue
de la couche de sortie du RN. Nous constatons que les courbes des erreurs absolues des
trois méthodes, sont toujours en-dessous de celle du Threshold pour tous les RNs, cela
signifie que ce Threshold est respecté. Remarquons également que la courbe de l’erreur de
CubMeth est celle qui se rapproche le plus de celle du Threshold, car les formats fixes sont
calculés pour chaque neurone et chaque poids synaptique dans le Chapitre 6. La courbe
de la méthode LinMeth est celle qui s’éloigne le plus de la courbe du Threshold. Elle est
plus précise car elle utilise plus de bits dans les parties fractionnaires des coefficients (elle
attribue un format par couche et un format par matrice de poids synaptiques, en considérant
le plus grand M à chaque fois).

9.3 Nombre et Durée de Résolution des Contraintes Générées

Les expérimentations de cette section concernent le nombre de contraintes générées par
les trois méthodes CubMeth, QuadMeth et LinMeth, ainsi que le temps pris par Z3 [dMB08]
pour résoudre ces contraintes.

La Table 9.3 montre dans sa deuxième (respectivement quatrième et sixième) co-
lonne, le nombre de contraintes générées pour chaque RN de la première colonne par
CubMeth (respectivement QuadMeth et LinMeth). Sa troisième (respectivement cinquième et
septième) colonne donne le temps d’exécution du solveur Z3, pour résoudre ces contraintes.
Comme nous pouvons le voir, le nombre de contraintes et le temps d’exécution du solveur
augmentent très rapidement dans le cas de CubMeth. Par exemple, le RN Hyper prend
37 secondes pour résoudre les 4368 contraintes générées par CubMeth et le RN bumps prend
environ 15 minutes pour résoudre les 19530 contraintes générées. On peut aussi remarquer
que le RN Cancer a 150 neurones et 81600 contraintes. Le nombre de contraintes a vite
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FIGURE 9.1: Erreur Absolue entre le RN Flottant et le RN Fixe en considérant un Threshold à 2´10 et
un type de données T ď 32 bits.

augmenté et le temps d’exécution pour les résoudre est supérieur à une heure. Comme
nous l’avons souligné dans le Chapitre 6, le nombre de contraintes est de complexité
cubique pour CubMeth dans le pire cas, c’est pourquoi nous avons mis en place QuadMeth
et LinMeth. La Table 9.3 montre que le nombre de contraintes générées par LinMeth est
petit par rapport à celui des deux autres méthodes, car ce dernier dépend uniquement
du nombre de couches (Chapitre 7), contrairement à QuadMeth qui dépend du nombres
de couches et du nombre de neurones par couche (Chapitre 7), et CubMeth dépendant du
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CubMeth QuadMeth LinMeth

RN
Att.

Nbr Cont. Durée Résol. Nbr Cont. Durée Résol. Nbr Cont. Durée Résol.

Wine 1716 10 s 728 5 s 108 ă 1 s
Iris 2772 22 s 462 1 s 162 ă 1 s

CosFun 3080 28 s 560 2 s 216 ă 1 s
Hyper 4368 37 s 672 3 s 216 ă 1 s
Bumps 19530 14 min 50 s 840 8 s 108 ă 1 s
AFun 70700 1 h 13 min 26 s 2800 24 s 108 ă 1 s

Cancer 81600 1 h 38 min 12 s 5700 41 s 162 ă 1 s

TABLE 9.3: Nombres de Contraintes Générées et leur Temps de Résolution.

nombre de couches et du carré de nombre de neurones par couche (Chapitre 6). En utilisant
LinMeth, le solveur Z3 renvoie une réponse en moins d’une seconde pour tous les RNs
et le temps de réponse due à l’utilisation de QuadMeth reste raisonnable (secondes) par
rapport à celui de CubMeth (heures). Par exemple, le nombre de contraintes de AFun vaut
70700 lors de l’utilisation de CubMeth, contre 2800 et 108 lors de l’utilisation de QuadMeth
et LinMeth, respectivement. Le temps de leur résolution passe d’une heure à 24 s pour
QuadMeth et moins d’une seconde pour LinMeth. Certes, LinMeth est celle qui génère le
moins de contraintes et est la plus rapide à les résoudre, mais elle utilise plus de mémoire,
en utilisant plus de bits pour représenter les coefficients fixes (sections 9.4 et 9.7).

9.4 Bits/Bytes Optimisés

Dans cette section, les expérimentations présentées concernent la Figure 9.2 et les
tables 9.4, 9.5 et 9.6. Elles ont pour but de montrer que notre approche économise des
bits/bytes, grâce au calcul des formats minimaux pour les neurones via les méthodes,
CubMeth, QuadMeth et LinMeth, respectivement définies dans les chapitres 6 et 7. Au départ,
tous les neurones sont représentés en T P {8, 16, 32} bits, et après l’étape de réglage des
formats via l’une des trois méthodes citées, nous réduisons le nombre de bits/bytes pour
représenter un RN, tout en respectant le Threshold et le T, fixés par l’utilisateur.

La Figure 9.2 montre le nombre total de bits requis pour chaque neurone de chaque
couche de CosFun, après le réglage des formats ă M,L ą via CubMeth (Chapitre 6), en
considérant Threshold = 2´10 et T ď 32 bits. Il est intéressant d’utiliser ces résultats dans
les FPGA [Tri12] ou dans la synthèse de code C (Figure 6.4) avec précision mixte [DHS18,
CBB+17] (Section 9.5), c’est-à-dire en attribuant le plus petit type de données à chaque
variable. Par exemple, nous attribuons le type de données int16_t au premier neurone de la
première couche qui n’a besoin que de 13 bits. Soulignons que la taille de tous les neurones
était 32 bits initialement, et après la résolution des contraintes de CubMeth et l’obtention
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FIGURE 9.2: Nombre de Bits de Chaque Neurone de CosFun après le Réglage des Formats via
CubMeth pour un Threshold = 2´10 et un T ď 32 bits.

des formats minimaux, nous n’avons besoin que de 18 bits pour les neurones de la couche
de sortie, afin de satisfaire le seuil d’erreur 2´10. On gagne 14 bits dans chaque neurone
de la couche de sortie, ce qui représente un gain de 43.75%.

Les tables 9.4, 9.5 et 9.6 montrent la taille de chaque RN en bytes avant et après le
réglage des formats via CubMeth, QuadMeth et LinMeth, respectivement. Elles présentent
également le nombre de bytes optimisés, ainsi que le pourcentage de gain pour chaque
RN de la Table 9.1, pour différentes valeurs de Threshold (2´1, 2´4, 2´7 2´10, et 2´14) et de
types de données (T ď 32, T ď 16 bits). Par exemple, dans la Table 9.4 concernant CubMeth,
la taille (nombre de bytes) du RN Cancer est réduite de 6ˆ, par rapport à sa taille initiale (on
gagne 84, 21%), en utilisant un type de données T ď 32 bits et un Threshold = 2´1. On
peut remarquer que, le nombre de bytes économisés diminue lorsque le Threshold requis
augmente, car il faut être plus précis dans la représentation en virgule fixe (le nombre de
bits L après la virgule fixe augmente). Notons que Le symbole ˆ, dans les tables 9.4, 9.5
et 9.6, signifie que le solveur Z3 [dMB08] ne trouve pas de solution pour les contraintes
de CubMeth, QuadMeth et LinMeth, respectivement.

Ces tables montrent que les trois méthodes économisent des bits/bytes en prenant en
compte le seuil d’erreur et le type de données, requis par l’utilisateur. CubMeth (Table 9.4)
est la méthode la moins gourmande en termes de mémoire, car elle calcule le format fixe
minimal de chaque neurone et de chaque poids synaptique du RN (elle règle tous les
coefficients). QuadMeth (Table 9.5) consomme plus de bytes que CubMeth et moins de bytes
que LinMeth. Cette méthode attribue un format minimal pour chaque neurone et pour
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Type de Données T ď 32 bits Type de Données T ď 16 bits

Thresh. Méth.
RN

Att.
SBO SAO BS Gain (%) SBO SAO BS Gain (%)

2´1 = 0.5

Cu
bM

et
h

Iris 132 20 112 85.22 66 12 54 82.76
CosFun 160 27 133 83.67 80 16 64 80.78
Hyper 192 54 138 72.07 96 30 66 69.01
Wine 208 38 170 82.15 104 19 85 82.45

Bumps 480 177 303 63.25 240 84 156 65
Cancer 400 64 336 84.21 200 32 168 84.37
AFun 800 326 474 59.37 320 220 100 31.25

2´4 « 10´1

Cu
bM

et
h

Iris 132 25 107 81.15 66 17 49 75
CosFun 160 32 128 80.15 80 21 59 74.68
Hyper 192 61 131 68.29 96 35 61 63.93
Wine 208 49 159 76.8 104 31 73 70.19

Bumps 480 196 284 59.16 240 98 142 59.21
Cancer 400 84 316 79.12 200 56 144 72
AFun 800 376 424 53.08 ˆ ˆ ˆ ˆ

2´7 « 10´2

Cu
bM

et
h

Iris 132 41 91 66.66 ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun 160 59 101 63.12 ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper 192 84 108 56, 25 ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine 208 77 131 62.98 ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps 480 206 274 57.16 ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer 400 105 295 73.96 ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun 800 450 350 43.75 ˆ ˆ ˆ ˆ

2´10 « 10´3

Cu
bM

et
h

Iris 132 35 97 74.05 ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun 160 43 117 73.67 ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper 192 72 120 62.69 ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine 208 68 140 67.54 ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps 480 208 272 56.66 ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer 400 125 275 68.9 ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun 800 475 325 40.62 ˆ ˆ ˆ ˆ

2´14 « 10´4

Cu
bM

et
h

Iris ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine 208 79 129 62.19 ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer 400 178 222 55.5 ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

TABLE 9.4: Gain de Bytes après le Réglage des Formats par CubMeth pour Différentes Valeurs de
Threshold et de Type de Données T.

SBO : Size Before formats Optimization (Bytes), SAO : Size After formats Optimization (Bytes),
BS : Bytes Saved.
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Type de Données T ď 32 bits Type de Données T ď 16 bits

Thresh. Méth.
RN

Att.
SBO SAO BS Gain (%) SBO SAO BS Gain (%)

2´1 = 0.5

Qu
ad

Me
th

Iris 132 23 109 82.67 ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun 160 36 124 77.57 ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine 208 56 152 73.25 ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer 400 93 307 76.78 ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun 800 388 422 52.86 ˆ ˆ ˆ ˆ

2´4 « 10´1

Qu
ad

Me
th

Iris 132 31 101 76.98 ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun 160 54 106 66.32 ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine 208 72 136 65.5 ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer 400 120 280 70.12 ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun 800 416 384 48 ˆ ˆ ˆ ˆ

2´7 « 10´2

Qu
ad

Me
th

Iris 132 38 94 71.3 ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun 160 63 97 60.70 ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine 208 88 120 57.75 ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer 400 147 253 63.46 ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun 800 505 295 36.87 ˆ ˆ ˆ ˆ

2´10 « 10´3

Qu
ad

Me
th

Iris 132 46 86 65.62 ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun 160 43 117 73.67 ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine 208 104 104 50 ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer 400 173 227 56.81 ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun 800 490 310 38.75 ˆ ˆ ˆ ˆ

2´14 « 10´4

Qu
ad

Me
th

Iris ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer 400 209 191 47.93 ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

TABLE 9.5: Gain de Bytes après le Réglage des Formats par QuadMeth pour Différentes Valeurs de
Threshold et de Type de Données T.

SBO : Size Before formats Optimization (Bytes), SAO : Size After formats Optimization (Bytes),
BS : Bytes Saved.
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Type de Données T ď 32 bits Type de Données T ď 16 bits

Thresh. Méth.
RN

Att.
SBO SAO BS Gain (%) SBO SAO BS Gain (%)

2´1 = 0.5

Li
nM

et
h

Iris 132 25 107 81.43 66 12 54 82.76
CosFun 160 39 121 75.62 ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper 192 73 119 61.97 ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine 208 49 159 76.8 ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps 480 185 295 61.51 ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer 400 105 295 73.87 ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun 800 413 387 48.37 ˆ ˆ ˆ ˆ

2´4 « 10´1

Li
nM

et
h

Iris 132 32 100 75.75 ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun 160 60 100 62.5 ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper 192 88 104 54.16 ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine 208 65 143 69.05 ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps 480 224 255 53.22 ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer 400 132 268 67.21 ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun 800 435 365 45.62 ˆ ˆ ˆ ˆ

2´7 « 10´2

Li
nM

et
h

Iris 132 40 92 70.07 ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun 160 72 88 55 ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper 192 103 89 46.35 ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine 208 81 127 61.29 ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps 480 265 215 44.94 ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer 400 158 242 60.56 ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun 800 557 243 30.37 ˆ ˆ ˆ ˆ

2´10 « 10´3

Li
nM

et
h

Iris 132 47 85 64.39 ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun 160 66 94 58.75 ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper 192 72 120 62.69 ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine 208 97 111 53.54 ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer 400 185 215 53.9 ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun 800 650 250 25 ˆ ˆ ˆ ˆ

2´14 « 10´4

Li
nM

et
h

Iris 132 77 55 42.32 ˆ ˆ ˆ ˆ

CosFun ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Hyper ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Wine 208 94 114 55.22 ˆ ˆ ˆ ˆ

Bumps ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

Cancer 400 239 161 40.24 ˆ ˆ ˆ ˆ

AFun ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

TABLE 9.6: Gain de Bytes après le Réglage des Formats par LinMeth pour Différentes Valeurs de
Threshold et de Type de Données T.

SBO : Size Before formats Optimization (Bytes), SAO : Size After formats Optimization (Bytes),
BS : Bytes Saved.
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chaque ligne de poids synaptiques, en considérant le plus grand M des coefficients de la
ligne de poids. Et pour finir, la méthode LinMeth (Table 9.6) est celle qui réduit le moins le
nombre de bytes utilisés, car elle attribue un format par couche et un format par matrice
de poids synaptiques (en considérant le plus grand M à chaque fois). Par exemple, dans
la Table 9.6, le RN Cancer gagne 73.87% en termes de bytes, tandis que dans les tables 9.5
et 9.4 le gain pour ce RN est de 76.78% et 84.21%, respectivement.

9.5 Types de Données avec Précision Mixte

La dernière partie des expérimentations concerne la Table 9.7. Elle a pour but de montrer
la distribution des types de données des variables dans le code synthétisé, pour chaque
RN de la Table 9.1, en considérant de différentes valeurs de Threshold et de type de
données T. La première ligne indique le type de données à ne pas dépasser (T ď 32, T ď 16
bits). La deuxième ligne indique les Threshold à garantir. La troisième ligne montre les
trois méthodes CubMeth, QuadMeth et LinMeth évaluées pour chaque Threshold. La pre-
mière colonne donne les noms des RNs et les différents types de données inférieurs ou
égaux à T. Les colonnes de 2 à 13, montrent le pourcentage de variables représentées
en int32_t, int16_t et int8_t, pour T ď 32 bits et différentes valeurs de Threshold. Et les
colonnes de 14 à 19, montrent le pourcentage de variables représentées en int16_t et int8_t,
pour T ď 16 bits et un Threshold, respectivement fixé à, 2´1 et 2´4. Par exemple, le
RN Iris a dans son code synthétisé 33, 33% de variables en 32 bits, 42.42% en 16 bits
et 24.24% en 8 bits, où le seuil d’erreur requis est 2´1, le type de données T ď 32 bits
et la méthode utilisée est CubMeth. Le même RN Iris avec le même seuil d’erreur et
la même méthode, mais avec un type de données T ď 16 bits, a 60, 60% de variables
représentées en 16 bits et 39, 40% en 8 bits.

Le symbole ˆ dans le tableau 9.7, fait référence à l’infaisabilité de la solution des
contraintes, calculant les formats minimaux par l’une des trois méthodes (chapitres 6, et 7),
selon le Threshold donné et le type de données T requis. Notons également que le symbole -
veut dire que le type de données int32_t n’est pas concerné, quand T ď 16 bits. Dans cette
table, nous remarquons que plus le seuil d’erreur est petit, plus le type de données des
variables est élevé, car nous avons besoin de plus de bits dans les parties fractionnaires.
Par exemple, le RN Hyper a 58.33% de ses variables en int16_t et 41.66% en int8_t, pour
un Threshold valant 2´1 et un T ď 16 bits, tandis que pour un Threshold égal à 2´4, toutes
les variables sont représentées en int16_t. Les types de données des variables sont obtenus
grâce au calcul des formats minimaux, par l’une des trois méthodes CubMeth, QuadMeth
et LinMeth. Soulignons que le type de données pour chaque variable est déterminé en
calculant la somme du nombre de bits de la partie entière et fractionnaire, puis en ajoutant
à ce résultat deux bits (M + L + 2). Le premier bit est pour le signe et le second est pour
éviter les overflows, à cause des retenues dans les calculs intermédiaires.
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9.5.Types

de
D

onnées
avec

Précision
M

ixte
Type de Données Requis ď 32 bits Type de Données Requis ď 16 bits

2´1 = 0.5 2´4 « 10´1 2´7 « 10´2 2´10 « 10´3 2´1 = 0.5 2´4 « 10´1

RN/Types

Thr.

Cub Quad Lin Cub Quad Lin Cub Quad Lin Cub Quad Lin Cub Quad Lin Cub Quad Lin

Iris
int32_t 33.33% 33.33% 33.33% 33.33% 33.33% 66.66% 75.75% 72.72% 66.66% 66.66% 100% 100% - - - - - -
int16_t 42.42% 66.66% 66.66% 66.66% 66.66% 33.33% 24.24% 27.27% 33.33% 33.33% 0% 0% 60.60% ˆ ˆ 100% ˆ ˆ

int8_t 24.24% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 39.40% ˆ ˆ 0% ˆ ˆ

CosFun
int32_t 27.5% 50% 50% 35% 65.0% 75% 47.5% 85% 100% 72.5% 100% 100% - - - - - -
int16_t 47.5% 50% 50% 65% 35% 25% 52.5 % 15% 0% 27.5% 0% 0% 52.5% ˆ ˆ 97.5% ˆ ˆ

int8_t 25% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 47.5% ˆ ˆ 2.5% ˆ ˆ

Hyper
int32_t 31.25% ˆ 50% 45.83 % ˆ 75% 58.33% ˆ 100% 75% ˆ ˆ - - - - - -
int16_t 45.83 % ˆ 50% 54.16% ˆ 25% 41.66% ˆ 0% 25% ˆ ˆ 58.33% ˆ ˆ 100% ˆ ˆ

int8_t 22.91% ˆ 0% 0% ˆ 0% 0% ˆ 0% 0% ˆ ˆ 41.66% ˆ ˆ 0% ˆ ˆ

Wine
int32_t 32.69% 13.46% 0% 42.3% 61.53% 50% 48.07% 78.84% 100% 50% 100% 100% - - - - - -
int16_t 25% 86.53% 100% 57.69% 38.46% 50% 51.92% 21.15% 0% 50% 0% 0% 40.38% ˆ ˆ 92.30% ˆ ˆ

int8_t 42.3% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 59.61% ˆ ˆ 7.69% ˆ ˆ

Bumps
int32_t 64.16% ˆ 66.66% 64.16% ˆ 66.66% 70% ˆ 100% 93.33% ˆ ˆ - - - - - -
int16_t 30% ˆ 33.33% 34.16% ˆ 33.33% 30% ˆ 0% 6.66% ˆ ˆ 74.16% ˆ ˆ 95% ˆ ˆ

int8_t 5.83% ˆ 0% 1.66% ˆ 0% 0% ˆ 0% 0% ˆ ˆ 25.83% ˆ ˆ 5% ˆ ˆ

Cancer
int32_t 39% 50% 50% 50% 50% 50% 51% 100% 100% 51% 100% 100% - - - - - -
int16_t 12% 50% 50% 50% 50% 50% 49% 0% 0% 49% 0% 0% 50% ˆ ˆ 100% ˆ ˆ

int8_t 49% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 50% ˆ ˆ 0% ˆ ˆ

AFun
int32_t 100 % 100 % 100 % 100 % 100 % 100 % 100 % 100 % 100 % 100% 100 % 100% - - - - - -
int16_t 0 % 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 100% ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

int8_t 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

TABLE 9.7: Types de Données Utilisés dans le Code Synthétisé en fonction du Threshold et du Type de Données T.
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Discussion

Pour conclure, LinMeth est la plus rapide (Table 9.3) en termes de temps de résolution des
contraintes générées, car c’est celle qui génère le moins de contraintes. Ensuite QuadMeth
s’en suit et CubMeth reste la plus pessimiste, en termes de nombre de contraintes générées.
LinMeth est plus précise que CubMeth et QuadMeth (Figure 9.1), c’est-à-dire que l’erreur
commise dans la couche de sortie est plus petite que celle des deux autres méthodes. En
revanche, cette méthode est plus gourmande en termes de mémoire consommée (Table 9.6),
car elle utilise plus de bits pour représenter les coefficients (pire cas). CubMeth est la plus
lente (Table 9.3) et la moins gourmande en termes de mémoire (Table 9.4). En termes
d’erreurs, c’est celle qui se rapproche le plus du Threshold (Figure 9.1), car elle attribue un
format fixe à chaque neurone et chaque poids synaptique (de manière ajustée). Et QuadMeth
est un compromis entre CubMeth et LinMeth, par contre le solveur Z3 [dMB08] échoue à
trouver des solutions pour cette méthode plus souvent que les deux autres précédentes.

9.6 Comparaison de SyFix avec les Outils de l’État de l’Art

Dans cette section, nous présentons une comparaison entre notre outil SyFix et les outils
et techniques [IM19, GGSS19a, LV20, GPMG18, JDL+19, JRZ+22, JGM+20], présentés dans
les chapitres 3 et 4. Malheureusement, nous ne pouvons pas effectuer des comparaisons
expérimentalement, à cause de l’absence de plusieurs facteurs et paramètres cités ci-dessous
par rapport à SyFix, mais nous présentons une comparaison entre ces outils et SyFix via
les caractéristiques mentionnées dans la Table 9.8.

La première colonne de cette Table donne les outils avec lesquels nous comparons SyFix.
La deuxième colonne montre les entrées de chaque outil. La technique et l’arithmétique
utilisées sont, respectivement, mentionnées dans la troisième et la quatrième colonne. La
cinquième colonne indique si ces outils satisfont ou non un seuil d’erreur (Threshold),
requis par l’utilisateur. Les sixième et septième colonnes indiquent si les outils supportent
les couches entièrement connectées (C. EC) et convolutionnelles (C. Conv). Les deux
dernières colonnes montrent si les outils synthétisent un code ou génèrent un modèle
pour les RNs, donnés en entrée.

La première ligne de la Table 9.8 concerne SyFix. Notre outil prend en entrée un RN
entraîné en simple précision (Table 2.1), un Threshold, un type de données T à ne pas excéder
et des vecteurs d’entrées, comme le montre la Figure 8.2. SyFix utilise l’arithmétique
fixe et calcule les formats fixes via les méthodes CubMeth, QuadMeth ou LinMeth (cha-
pitres 6 et 7), en générant des contraintes automatiquement. Actuellement, SyFix ne prend
en charge que des RNs avec des couches entièrement connectées, mais nous prévoyons
d’ajouter les couches convolutionnelles dans le futur. L’objectif de notre outil est la synthèse
de code, basé uniquement sur des entiers, dédié aux équipements contraints, tels que
les systèmes embarqués.
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La technique d’Ioualalen et Martel [IM19] prend également en entrée un RN entraîné,
un Threshold à ne pas dépasser et des vecteurs d’entrées. Cette méthode utilise l’arith-
métique flottante [ANS19] et réduit également la taille des types de données, grâce à
des contraintes linéaires générées. Cette méthode ne prend en charge que les couches
entièrement connectées et ne génère pas de modèle ni de code pour le RN, donné en entrée.
Il y a quelques fonctionnalités communes avec SyFix, mais nous ne pouvons pas effectuer
une comparaison entre les deux, en raison de la différence de l’arithmétique utilisée dans
le réglage de précision et de l’absence de synthèse de code pour cette approche.

L’outil SEEDOT [GGSS19a] synthétise un code à virgule fixe pour les algorithmes d’in-
férence d’apprentissage automatique (ML), qui peut s’exécuter sur du matériel contraint.
Cet outil utilise une stratégie de compilation qui réduit l’espace de recherche pour certains
paramètres clés, en particulier les paramètres d’échelle (formats fixes) pour la représentation
des nombres à virgule fixe, utilisés dans le code à virgule fixe synthétisé. SEEDOT et SyFix
génèrent tous les deux un code à virgule fixe, mais notre outil garantit un seuil d’erreur
et un type de données, requis par l’utilisateur. SEEDOT trouve un facteur d’échelle pour le
nombre fixe à représenter, tandis que notre outil résout des contraintes pour trouver le
format fixe minimal, pour chaque neurone et chaque coefficient du RN. Encore une fois,
nous ne pouvons pas comparer les deux approches en raison de l’absence du Threshold
et du type de données T dans SEEDOT.

Lauter et Volkova [LV20] présentent un outil pour l’analyse semi-automatique des
erreurs en virgule flottante pour la phase d’inférence d’apprentissage profond. Cet outil
prend en entrée un RN entraîné et le transforme en code C++, tout en analysant le besoin
en précision de ce RN. Les arithmétiques affine et d’intervalles sont utilisées pour calculer
les bornes d’erreurs relatives et absolues. Les principales différences entre SyFix et cet outil
sont l’arithmétique utilisée et les deux paramètres Threshold et type de données T, requis.
C’est pourquoi la comparaison entre ces deux outils n’est pas pertinente.

Les outils Ristretto [GPMG18] et F8Net [JRZ+22], utilisent tous les deux l’arithmé-
tique fixe et la quantification comme technique, pour générer un modèle compressé pour le
RN donné en entrée. Ristretto prend en entrée un RN entraîné, ainsi que les ranges des
valeurs numériques des coefficients, tandis que F8Net prend un RN pré-entraîné en entrée.
Les deux outils prennent en charge les couches convolutionnelles et entièrement connectées.
Ces outils sont difficilement comparables à SyFix, à cause de l’absence des paramètres :
Threshold et type de données T. Ajoutons à cela que, l’optimisation des formats fixes n’est
pas effectuée lors de l’apprentissage du RN par SyFix.

DeepSZ [JDL+19] est un outil de compression de RNs. Il comprime les poids synap-
tiques (sparse) de ces derniers, en utilisant l’arithmétique flottante. DeepSZ passe par quatre
étapes clés : l’élagage du RN, l’évaluation des bornes d’erreurs, l’optimisation de la configu-
ration des bornes d’erreurs et la génération du modèle compressé, et Condensa [JGM+20]
est un outil utilisant l’élagage et la quantification pour la compression des RN profonds.
Il prend en entrée un RN pré-entraîné ainsi qu’une fonction objective (sur la minimi-
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sation de la mémoire, le temps d’exécution, etc.), et génère un modèle compressé. Cet
outil utilise l’arithmétique flottante et prend en charge les couches convolutionnelles et
entièrement connectées. Condensa et DeepSZ ne satisfont pas un Threshold et un type de
données T requis, et ils n’utilisent pas la même arithmétique que SyFix, pour cela que
nous n’avons pas pu les comparer.

9.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté en premier lieu dans la Section 9.1, les RNs
utilisés pour évaluer notre outil SyFix. Ensuite, nous avons présenté dans la Section 9.2,
les résultats expérimentaux concernant la précision et la garantie du Threshold. Nous nous
sommes également intéressés, dans la Section 9.3, au nombre et à la durée de résolution des
contraintes générées, par les trois méthodes CubMeth, QuadMeth et LinMeth. La troisième
partie des expérimentations (Section 9.4) portait sur le gain en mémoire (bits/bytes) après
le réglage des formats fixes, par les trois méthodes citées précédemment. Et en dernier lieu,
la Section 9.5 a mis en avant la répartition des types de données des variables dans les
programmes synthétisés, en considérant de différentes valeurs de Threshold et de T. Pour
conclure, Nous avons effectué dans la Section ?? une comparaison entre SyFix et les outils
de l’état de l’art, présentés dans les chapitres 3 et 4. La partie suivante de ce manuscrit
présentera l’outil POPiX [BKBM22], combinant POP [Ben21] et SyFi (Chapitre 8), et ayant
pour but de synthétiser des programmes à virgule fixe.
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9.7.C

onclusion
Outil

Carac.
Entrées Technique Arith. Thresh. Err. C. EC C. Conv Synth. Code Gen. Mod.

SyFix
RN Entraîné + Vect. Réglage de Préc. Arith.
d’Entr. +Threshold + Avec Fixe

‘ ‘

ˆ
‘

ˆ

Type de Données T Gen. de Contr.

[IM19]
RN Entraîné Réglage de Préc. Arith.

+ Vect. D’Entr. + Avec Flottante
‘ ‘

ˆ ˆ ˆ

Threshold Contr. Linéaires

SEEDOT
RN Entraîné Calcul de Arith.

+ Jeux de Données Param. Avec Fixe ˆ
‘ ‘ ‘

ˆ

[GGSS19b] d’Entraînement Strat. de Compil.

[LV20]
Calcul Arith.

RN Entraîné des Bornes Affine + ˆ
‘ ‘ ‘

ˆ

d’Erreurs d’Intervalles

Ristretto
RN Entraîné Arith.
+ Ranges des Quantification Fixe ˆ

‘ ‘

ˆ
‘

[GPMG18] Valeurs Numériques

DeepSZ
RN Entraîné Élagage + Arith.
+ Précision Éval. des Flottante ˆ

‘ ‘

ˆ
‘

[JDL+19] Requise Bornes d’Erreurs

F8Net
Arith.

RN Pré-entraîné Quantification Fixe ˆ
‘ ‘

ˆ
‘

[JRZ+22]

Condensa
RN Élagage Arith.

Pré-entraîné + + Flottante ˆ
‘ ‘

ˆ
‘

[JGM+20] Fct. Objective Quantification

TABLE 9.8: Comparaison entre SyFix et les Outils de l’État de l’Art.
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Dans les systèmes embarqués, l’arithmétique à virgule fixe (Chapitre 2) est une
alternative à l’arithmétique flottante [ANS19]. Elle est utilisée pour sa réduction
de coût de calculs en termes de mémoire et de consommation d’énergie, et sa

rapidité en termes de temps d’exécution. Par exemple, dans les voitures, les robots, les
dispositifs médicaux, etc. Dans ce chapitre, nous présentons POPiX [BKBM22], l’outil de
synthèse de code à virgule fixe pour les programmes. Ce dernier est une interface entre
l’outil POP [Ben21] et la librairie à virgule fixe SyFi (Section 8.1). Il résout un système de
contraintes linéaires pour obtenir les formats fixes minimaux des variables du programme.
Ce Chapitre est organisé comme suit :

¸ La Section 10.1 met en avant le principe de la méthode de réglage des formats fixes
pour les programmes par POP [Ber21]. Elle donne également un exemple illustratif
pour cette méthode.
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¸ La Section 10.2 décrit l’outil POPiX [BKBM22]. Elle présente l’interface entre l’outil
POP [Ben21] et la librairie SyFi, présentée dans la Section 8.1.

¸ Les expérimentations évaluant les performances de POPiX sont présentées dans la
Section 10.3. Cette dernière donne le nombre de bits optimisés, l’énergie consommée
par les programmes flottants et fixes, ainsi que leurs temps d’exécution et la répartition
des types de données avec précision mixte.

¸ La Section 10.4 présente quelques outils effectuant également la synthèse de code à
virgule fixe pour les programmes.

¸ La Section 10.5 conclut ce chapitre.

10.1 Réglage des Formats Fixes des Programmes

Le principe de réglage de formats fixes par POP [Ben21] et de synthèse de code par
POPiX [BKBM22], ainsi qu’un exemple illustratif, sont présentés dans cette section. Cette
approche prend en entrée un programme flottant, muni d’une exigence en précision (en
sortie) pour une variable (ou plusieurs), et synthétise un code à virgule fixe en C avec
précision mixte, respectant l’exigence en précision donnée par l’utilisateur.

POP [Ben21] est une méthode de réglage de précision statique, basée sur une modé-
lisation sémantique de la propagation des erreurs numériques à travers le programme.
Concrètement, elle dépend de deux valeurs entières :

• L’ufp des valeurs (Définition 2.1.1),

• Le require défini par l’utilisateur, indiquant la précision finale souhaitée pour les
sorties (une ou plusieurs variables).

Notons que, le terme précision fait référence au nombre de bits significatifs requis par
l’utilisateur sur une variable du programme, noté nsb [ABM21]. Formellement, soit x̄
l’approximation de x en précision finie, et soit ε(x) l’erreur absolue (Définition 2.1.3).
Donc, si nsb(x) = k, pour x = 0, alors

ε(x) ď 2ufp(x)´k+1 . (10.1)

[Ben21] a montré qu’un problème PLNE (Section 4.1) peut être généré à partir du code
source du programme, et peut être résolu de manière optimale par un solveur PL. Notons
que, POP utilise GLPK [Mak12]. Concernant les types de données résultants, la caractéris-
tique clé de POP consiste à trouver directement le nombre minimal de bits nécessaires à
chaque point de contrôle du programme original. Ensuite, ces précisions peuvent être
approchées au nombre supérieur de bits correspondant à un format existant int16_t,
int32_t, etc. À titre d’illustration, si une variable x a nsb(x) = 18 bits , alors x est adaptée
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au format int32_t. Notons que cette technique a montré son efficacité dans des travaux
antérieurs liés aux outils de réglage de précision [ABM21, Ben21]. Après avoir résolu le
problème PLNE, POP obtient les formats fixesă M, L ą, introduits dans le Chapitre 2. Enfin,
nous appelons notre librairie à virgule fixe, SyFi (Section 8.1), pour synthétiser une version
en virgule fixe du programme avec des entiers uniquement. Grâce à cette technique, il est
possible de réaliser des économies de mémoire jusqu’à plus du double et des économies
d’énergie pouvant atteindre 3, 5ˆ (Section 10.3).

Langage Impératif

Comme détaillé dans [Ben21], POP utilise le langage impératif suivant :
x P Id ` P Lab d P {+, -, ˆ, ˜} math P {sin, cos, tan, arcsin, log, . . .}

Expr Q e : e : := c#p | x | e`1
1 d e`2

2 | math(e`1) | sqrt(e`1)

Cmd Q c : c ::= c`1
1 ; c`2

2 | x = e`1 | while b`0 do c`1
1 | if b`0 then c`1

1 else c`2 |

create_vector(v, s) | create_matrix(m, r, c) | require_nsb(x, n)

On note Id l’ensemble des identifiants et Lab l’ensemble des points de contrôle du pro-
gramme, utilisés pour assigner à chaque élément e P Expr et c P Cmd un point de contrôle
unique ` P Lab. POP, est capable de gérer les boucles, les conditions et les tableaux. La
déclaration des vecteurs est exprimée par l’instruction create_vector(v,s), où s désigne
la taille du vecteur v. La déclaration d’une matrice m est exprimée par l’instruction
create_matrix (m, r, c) , où r et c désignent respectivement le nombre de lignes et de
colonnes de la matrice. L’instruction require_nsb(x,n) indique le minimum nsb n qu’une
variable x doit avoir à un point de contrôle. Le reste de la grammaire est standard. Notons
que les fonctions élémentaires mathématiques habituelles sont prises en charge. Pour plus
de détails, le lecteur peut se référer à [Ben21, ABM21].

Fonctions de Coût

Des fonctions de coût sont données comme objectif d’optimisation au solveur linéaire. Selon
la fonction de coût utilisée, différents critères peuvent être pris en compte pour la phase
de réglage. POP gère actuellement les fonctions de coût suivantes [BM22] :

• CF1 Optimise la somme du nombre de bits significatifs de toutes les variables à
chaque point de contrôle du programme.

• CF2 Optimise uniquement la somme des précisions des variables assignées dans le
programme. Par rapport à CF1, cette fonction de coût minimise la taille des variables et
le nombre de bits nécessaires aux opérateurs pour stocker les résultats intermédiaires.
Notons que CF2 est utilisée dans les expérimentations de la Section 10.3.

• CF3 Minimise la précision maximale nécessaire dans le programme, c’est-à-dire la
pire précision à un point de contrôle du programme réglé. Cette fonction est utile pour
faire tenir un programme dans un certain format (par exemple toutes les variables en
16 ou 32 bits.)
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FIGURE 10.1: À Gauche : Programme Généré Réglé Renvoyant la Paire |ufp, nsb| en Bleue pour
Chaque Variable. À Droite : Programme C Généré avec les Formats Fixes.

• CF4 N’optimise que la somme des précisions des opérateurs arithmétiques et des
fonctions élémentaires. Cette fonction est pertinente d’un point de vue matériel, par
exemple pour limiter la taille des opérateurs dans les FPGA [GC15].

• CF5 Minimise le nombre de conversions de type. En effet, les conversions de type
introduites par le réglage en précision mixte peuvent ralentir l’exécution des pro-
grammes et on peut préférer un compromis entre économie de mémoire et temps
d’exécution. Cette fonction résout ce problème.

Soulignons que ces fonctions de coût sont modifiées lorsqu’il s’agit des tableaux : l’outil
multiplie la précision par le nombre d’éléments et ce processus n’est effectué qu’une
seule fois pour chaque tableau, au lieu de plusieurs fois pour chaque utilisation de ta-
bleaux. Notons qu’une discussion et une comparaison entre ces fonctions de coût a été
effectué dans [BM22].

Exemple 10.1.1. L’exemple de filtre passe-bas FIR [BKBM22] illustre la méthode de réglage des
formats fixes, décrite précédemment. Le code correspondant à ce programme est donné dans la
Figure 10.1. Le point de départ de l’analyse par POP est de supposer que, toutes les variables sont
dans une précision simple (Table 2.1) et qu’un range de valeurs est donnée pour les entrées du
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programme. Rappelons que, l’instruction require_nsb(res,8) est une postcondition ajoutée
par l’utilisateur pour spécifier que, res doit avoir au minimum 8 bits significatifs à la sortie du
programme. POP effectue d’abord une détermination des ranges de toutes les variables du programme
par analyse dynamique, à chaque point de contrôle. Basée sur des équations sémantiques, l’outil
POP génère un problème PLNE (Section 4.1) à partir du code source du programme, annoté avec
les résultats de l’analyse des ranges et l’exigence de précision (require). En d’autres termes, il
génère un système de contraintes linéaires. Par exemple, le système S de l’Équation (10.2) décrit
les contraintes générées pour les instructions d’addition et d’affectation dans la ligne 23 de la
Figure 10.1 (côté gauche).

S =

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

nsb(+)`548 ą= nsb(res)`549 , nsb(res)`549 ą= nsb(if)`551 ,
nsb(res)`511 ą= nsb(res)`545 , nsb(res)`545 ą= nsb(+)`548 + 8 + carry()´ 8
nsb(res)`545 ą= nsb(+)`548 + 8 + carry()´ 8, nsb(res)`548 ą= nsb(res)`549 ,
nsb(aux0)`547 ą= nsb(+)`548 + 6 + carry()´ 8, nsb(aux0)`543 ą= nsb(aux0)`547

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

(10.2)
Dans un premier temps, chaque variable du programme est assignée à un point de contrôle unique
` P Lab, afin de déterminer facilement leur nombre de bits significatifs. Par la suite, la fonction
carry() est utilisée pour calculer si un bit de retenue peut avoir lieu pendant l’opération. Elle
renvoie 0 ou 1. Concernant la scalabilité, nous générons un nombre linéaire de contraintes et de
variables dans la taille du programme analysé (« 500 pour le code filtre passe-bas FIR). La solution
à notre système de contraintes donne le nombre minimal de bits nécessaires, avec une garantie de
précision sur les résultats (surlignés en bleu dans la partie gauche de la Figure 10.1). Par exemple,
dans la ligne 23, le couple |8, 10| dénote que la variable res a 10 bits significatifs et que son ufp est
égal à 8. Les contraintes générées sont données de manière formelle dans [ABM21].

Après avoir réglé le programme et obtenu les paires |ufp, nsb| de toutes les variables, le code C
donné dans la partie droite de la Figure 10.1, est synthétisé. Tout d’abord, le meilleur format (int8_t,
int16_t, int32_t) pour chaque variable (appelée, précision mixte), doit être déterminé. Par exemple,
dans les lignes 6 et 7, les vecteurs x, y et z, le type de données int16_t leur a été attribué, tandis
que le vecteur derivCoeffs requiert int8_t comme type de données. Soulignons que le type de
données sélectionné pour chaque variable est le type minimal permettant d’encoder les coefficients
à virgule fixe, suivant les formats correspondants à la solution du problème PLNE. Par exemple,
la variable res a 10 bits significatifs (lignes 29 et 31 de la Figure 10.1) et donc, elle peut avoir
int16_t comme type de données. Notons que les formats ă M, L ą des variables apparaissant dans
le code sont déterminés, et que les alignements nécessaires pendant les opérations sont effectués. Par
exemple, les décalages effectués dans les lignes 29 et 30, permettent d’aligner l’opérande de l’addition
de la ligne 31. De même, le décalage de la ligne 28 est effectué, afin d’obtenir le bon format pour le
résultat de la multiplication de la ligne 27. Actuellement, les opérations en virgule fixe sont générées
séquentiellement et certaines optimisations supplémentaires pourraient être faites, par exemple en
n’utilisant qu’un seul décalage pour les lignes 27 et 29.
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10.2 L’Outil POPiX

Dans cette section, nous mettons en avant l’outil de synthèse de code à virgule fixe,
POPiX [BKBM22], ainsi que ces différentes étapes. Soulignons que POPiX est une interface
entre l’outil POP [Ben21], présenté dans la Section 4.2 et la librairie à virgule fixe SyFi,
présentée dans la Section 8.1. POPiX a été réalisé par Sofiane Bessai1 [Bes22]. Il est implémenté
en utilisant les deux langages : JAVA [AGH05] et C++ [Str07]. POPiX prend en entrée un
programme flottant écrit en langage impératif et renvoie un code à virgule fixe en C [KR88],
avec précision mixte. Il passe par quatre étapes fondamentales : entrées et parseur, analyse
dynamique des ranges, génération et résolution des contraintes linéaires, synthèse de
code fixe. Les étapes principales et le workflow de POPiX, sont donnés dans la Figure 10.2.
Toutes ces étapes sont réalisées par POP [Ben21], sauf celle de la synthèse de code à
virgule fixe en utilisant SyFi.

Entrées et Parseur

Dans la Figure 10.2, la première étape consiste à récupérer le programme flottant donné
en entrée, muni des require pour une ou plusieurs variables. Ensuite, POPiX utilise l’outil
ANTLR v4.7.1 [Par13] pour parser cette entrée.

Analyse Dynamique des Ranges

La deuxième étape consiste à effectuer une analyse dynamique pour obtenir une sous-
approximation des ranges des valeurs, et obtenir leur ufp (Définition 2.1.1). Cette analyse
garantit l’absence des overflows dans les calculs.

Génération et Résolution des Contraintes

Cette troisième étape est celle qui permet d’obtenir les formats fixes optimaux (minimaux)
des variables. POPiX génère des contraintes linéaires pour trouver ces formats. Elles sont
formellement définies dans [Ben21]. Elles sont obtenues à travers la formulation d’un
problème PLNE, basé sur une modélisation sémantique des propagations des erreurs numé-
riques dans le code. Ce problème est résolu de manière optimale avec la programmation li-
néaire (GLPK [Mak12]). La solution à ce problème, si elle existe, elle donne le nombre de bits
minimal requis pour chaque nombre fixe, afin de satisfaire le require exigé par l’utilisateur.

1https://www.linkedin.com/in/sofiane-bessai/

https://www.linkedin.com/in/sofiane-bessai/
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FIGURE 10.2: Workflow de l’Outil POPiX.
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Synthèse de Code à Virgule Fixe

Cette dernière étape a pour but de synthétiser un code fixe correspondant au programme
flottant donné en entrée, en respectant le require exigé par l’utilisateur. Après avoir obtenu
le nombre de bits minimal pour chaque variable grâce à POP dans l’étape précédente, le
format fixe peut-être déterminé. Le nombre de bits avant la virgule fixe M, est déterminé
via l’analyse dynamique du code dans la deuxième étape. Et le nombre de bits après la
virgule fixe L, est calculé en soustrayant M du nombre de bits total (solution du problème
PLNE). Ensuite, POPiX fait appel à la librairie SyFi pour effectuer les calculs fixes. En
dernier, POPiX synthétise un code fixe avec précision mixte, respectant le require. POPiX
a également la possibilité de générer un code avec précision unique, c’est-à-dire que le
même type de données est attribué à toutes les variables.

10.3 Évaluation des Performances de POPiX

Dans cette section, nous présentons les performances de POPiX, introduit dans la
Section 10.2, en termes de précision mixte, de gain en mémoire et de consommation
d’énergie, qui sont des mesures importantes pour valider cette méthode de synthèse
de code à virgule fixe. Nous mesurons également le temps d’analyse passé par POPiX
et le temps d’exécution du programme en virgule fixe par rapport au programme en
virgule flottante, dans lequel nous supposons que toutes les variables sont en simple
précision (Table 2.1) avant l’analyse. L’environnement expérimental et les benchmarks
utilisés sont également présentés dans cette section. Soulignons que cette étude a été
présentée dans [BKBM22, Bes22]

10.3.1 Benchmarks et Environnement

Les benchmarks utilisés pour évaluer POPiX sont des programmes issus de FPBench2. Chaque
programme est exécuté avec trois exigences de précision, choisies arbitrairement par
l’utilisateur : 4, 8 et 16 bits, qui bornent l’erreur relative (Définition 2.1.4) du résultat. Nous
la notons, require, par la suite. Toutes les expérimentations présentées dans cette section
ont été effectuées sur deux machines : Ubuntu 20.04 LTS, avec un cœur i5 à 2, 7 GHz et
16 Go de RAM et Ubuntu 20.04 LTS, avec un CPU AMD Ryzen 5 3500u et 5, 7 Go de RAM.
Précisons que la raison d’utilisation de la machine Intel, est d’exploiter l’outil Jouleit3,
afin d’estimer la consommation d’énergie du CPU, de la RAM et du GPU intégré.

2https://fpbench.org/
3https://github.com/powerapi-ng/jouleit

.

https://fpbench.org/
https://github.com/powerapi-ng/jouleit
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10.3.2 Types de Données avec Précision Mixte et Bits Optimisés

Cette sous-section présente les expérimentations concernant la mémoire optimisée (nombre
de bits) et la distribution des types de données avec précision mixte dans les programmes.

La Table 10.1 montre les configurations de précision mixte obtenues après analyse (par
POPiX) pour un require donné, en termes de nombre de variables ou d’opérations que
l’on peut représenter sur int8_t, int16_t et int32_t, ainsi que le pourcentage de gain en
mémoire (nombre de bits). La première colonne de la Table 10.1 donne le nom du pro-
gramme passé à POPiX. La deuxième colonne, intitulée "Nbr Fct" fait référence au nombre
de fonctions élémentaires dans le code et la colonne suivante intitulée "Nbr Op" indique le
nombre d’opérations élémentaires. Dans ces expérimentations, 100% est supposé être le
pourcentage de toutes les variables initialement représentées en simple précision (Table 2.1).
Concrètement, le gain en mémoire par rapport au nombre de bits initial pour la majorité
des programmes originaux est considérable, atteignant 75% pour le programme "CRadius"
pour un require de 4 bits. Par exemple, le programme "carbonGas" a au total 13 variables,
toutes représentées en simple précision initialement (avant analyse par POPiX). Et dans le
code synthétisé par POPiX, il y a 7 variables représentées en int8_t et 6 variables en int16_t.
Ceci engendre un gain en nombre de bits de 63, 5%. Concernant le programme "azimut",
POPiX n’a pas réussi à déduire une précision mixte pour un require de 16 bits, alors qu’il
optimise 4, 2% et 2, 8% de bits, respectivement, pour des require de 4 bits et 8 bits. Remar-
quons également que pour un require de 4 bits, seulement 17 variables sont représentées
en int32_t. Une explication possible à ce résultat est l’appel aux fonctions élémentaires dans
le code (Nbr Fct = 7), qui peuvent utiliser des variables intermédiaires qui demandent une
plus grande précision que l’exigence de précision de l’utilisateur.

10.3.3 Énergie Consommée

Les expérimentations effectuées dans cette sous-section concernent la mesure d’énergie
consommée par les programmes flottants et fixes.

La Figure 10.3 montre l’énergie consommée par l’exécution des programmes synthétisés
pour chaque benchmark, pour un require de 4 bits et 12 bits, respectivement. Soulignons
que les codes en virgule fixe synthétisés par POPiX, consomment significativement moins
d’énergie que les codes en virgule flottante. Par exemple, l’énergie économisée sur le CPU et
la DRAM atteint« 43% pour le programme "carbonGas" et plus de 75% pour le programme
"jetEngine", quand le require vaut 4. Notons que ce constat est également valable pour le
reste des require avec de légères variations d’économies d’énergie (exemple : require=12 bits).

10.3.4 Temps d’Exécution des Programmes

Cette dernière partie des expérimentations concerne les temps d’exécution des programmes
flottants et fixes ainsi que le temps d’analyse et de synthèse par POPiX.
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4 bits 8 bits 16 bits

Programme Nbr Fct Nbr Op int8_t int16_t int32_t % int8_t int16_t int32_t % int8_t int16_t int32_t %

azimuth 7 7 1 0 17 4.2 0 1 17 2.8 - - - -

carbonGas 0 7 7 6 0 63.5 2 11 0 53.8 1 1 11 9.6

CRadius 1 3 6 0 0 75.0 0 6 0 50.0 0 0 6 0.0

CTheta 1 3 4 0 3 42.9 0 4 3 28.6 0 0 7 0.0

doppler1 0 7 9 1 0 72.5 1 9 0 52.5 0 1 9 5.0

doppler2 0 7 9 1 0 72.5 3 7 0 57.5 0 3 7 15.0

doppler3 0 7 9 1 0 72.5 2 8 0 55.0 0 2 8 10.0

instantCurrent 3 18 7 14 7 43.8 3 18 7 40.2 0 3 25 5.4

jetEngine 0 29 7 18 5 47.5 3 15 12 32.5 0 3 27 5.0

LeadLagSystem 1 17 2 29 2 48.5 0 31 2 47.0 0 0 33 0.0

LowPassFilter 0 0 0 330 0 50.0 0 330 0 50.0 0 4 326 0.6

CX 1 3 2 0 4 25.0 0 2 4 16.7 0 0 6 0.0

CY 1 3 2 0 4 25.0 0 2 4 16.7 0 0 6 0.0

triangle12 1 9 7 6 0 63.5 0 12 1 46.2 0 0 13 0.0

turbine1 0 14 4 13 0 55.9 0 17 0 50.0 0 0 17 0.0

turbine2 0 10 10 3 0 69.2 0 13 0 50.0 0 0 13 0.0

turbine3 0 14 3 14 0 54.4 0 17 0 50.0 0 0 17 0.0

TABLE 10.1: Pourcentage de Bits Gagnés et Distribution des Types de Données dans le Programme Synthétisé
pour un Besoin en Précision de 4, 8 et 16 bits.
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FIGURE 10.3: Mesure de l’Énergie Consommée (CPU and DRAM) par les Programmes Flottants et
Fixes correspondants aux Benchmarks.
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4 bits 8 bits 16 bits
Programme t f loat tsynthesis t f ix tsynthesis t f ix tsynthesis t f ix

azimuth 1.91 340 1.8 301 2.6 233 3.2

carbonGas 0.17 342 0.29 233 0.31 201 0.46

CRadius 0.10 240 1.31 192 1.33 186 1.36

CTheta 0.38 203 0.56 223 0.57 273 0.57

doppler1 0.16 205 0.53 249 0.54 225 0.57

doppler2 0.24 188 0.28 225 0.29 207 0.30

doppler3 0.17 243 0.30 195 0.32 207 0.34

instantCurrent 1.01 264 1.99 265 2.36 273 2.73

jetEngine 0.34 294 1.18 264 1.24 276 1.82

LeadLagSystem 0.53 352 0.71 394 0.86 346 1.09

CX 0.43 178 0.29 208 0.37 175 0.52

CY 0.39 203 0.41 197 0.55 197 0.68

triangle12 0.17 199 1.57 208 1.63 203 2.53

turbine1 0.24 220 0.31 228 0.35 269 0.49

turbine2 0.28 246 0.49 222 0.61 212 1.01

turbine3 0.48 247 0.47 253 0.49 217 0.83

TABLE 10.2: Mesure des Temps d’Exécution des Programmes Flottants et Fixes.

La Table 10.2 met en avant les résultats des temps d’exécution de chaque benchmark.
La première colonne de cette Table donne le nom des programmes. la deuxième co-
lonne, notée "t f loat", met en avant le temps d’exécution des programmes flottants. Et
les colonnes "tsynthesis" et "t f ix" montrent respectivement, le temps de synthèse total de
POPiX et le temps d’exécution des programmes en virgule fixe. Soulignons que tous les
temps sont donnés en millisecondes dans la Table 10.2. Nous visualisons que le temps de
synthèse de codes par POPiX pour la majorité des benchmarks est négligeable, n’excédant
pas 352 ms pour le programme "LeadLagSystem" (« 30 LOCs), dans le pire cas. Bien
que la synthèse de code via POPiX soit rapide (quelques secondes), nous observons que
le temps d’exécution reste le même pour les codes à virgule flottante et fixe avec un
ralentissement négligeable pour certains benchmarks, à cause de quelques opérations
nécessitant plus de cycles d’horloge dans le cas de l’entier (multiplication sur 8 bits non
disponible sur Intel [Int22], par exemple).

Discussion

POPiX est un outil de synthèse de code fixe basé sur la génération de contraintes linéaires,
pour ajuster la précision du programme donné en entrée, suivant un require. Il optimise
jusqu’à 75% de mémoire en termes de nombre de bits utilisés pour représenter les variables,
et jusqu’à 3.5ˆ l’énergie consommée par le programme (CPU et DRAM). Bien que le temps
d’exécution des programmes fixes reste le même que le flottant (ou parfois négligemment
un peu élevé par rapport au flottant), le gain en mémoire et en énergie est considérable.
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10.4 Outils de l’État de l’Art et POPiX

Comme décrit dans [BKBM22], l’automatisation de la synthèse de code et le réglage de
précision est un sujet d’actualité, qui intéresse plusieurs chercheurs. Dans la littérature,
il existe plusieurs travaux mentionnés dans le Chapitre 4, dédiés à la synthèse de code à
virgule fixe et le réglage des formats fixes, tels que : TAFFO [CCCA20], DEFIS [MRS+12a],
Cattaneo et al. [CBC+18], Jha [Jha11] et Darulova et al. [DKMS13]. Le point commun de
POPiX avec ces travaux est la conversion des flottants en fixes de manière optimale (utiliser
le moins de bits possible), ainsi que la synthèse de codes à virgule fixe, souvent dédiés
aux systèmes embarqués.

TAFFO [CCCA20] est également un outil de réglage de précision, convertissant les
programmes flottants en fixe. Il est basé sur l’analyse statique. Le point en commun
entre POPiX et TAFFO, est l’estimation des erreurs via le processus de réglage de précision.
Cependant, POPiX est plus rapide et a besoin de quelques secondes uniquement pour
synthétiser un code à virgule fixe.

Le projet DEFIS [MRS+12a] propose plusieurs approches de synthèse de code fixe
dédiées aux filtres linéaires, aux algorithmes de traitement de signal et aux polynômes. Par
exemple, Najahi et al. [MNR14, MNR17, Naj14] ont présenté une approche automatisée
pour la synthèse de code fixe pour certains blocs de base d’algèbre linéaire. Ils prennent une
description mathématique du problème et la plage des variables d’entrée et, synthétisent
un code fixe pour ce problème. Lopez [Lop14] s’intéresse à la transformation des filtres
linéaires et des contrôleurs en fixe. Sa contribution est une analyse d’erreur complète,
en ce qui concerne les nombres fixes. Il considère le calcul des formats fixes comme
un problème d’optimisation convexe non linéaire d’entiers. Ensuite, Volkova [Vol17] a
proposé une extension à ce travail, en s’intéressant à la classe complète des algorithmes
linéaires invariants dans le temps.

Cattaneo et al. [CBC+18] proposent une approche permettant de transformer un bout
de code donné en virgule flottante en un code sémantiquement équivalent, basé sur les
calculs fixes. Pour effectuer la conversion des nombres flottants en fixe, cette méthode
repose sur une passe de transformation de compilateur autonome implémentée dans
LLVM [LA04]. Soulignons que cet outil est dédié à MIOSIX, un système d’exploitation
temps réel ciblant les systèmes embarqués.

Jha [Jha11] propose un algorithme de synthèse optimale d’expressions fixes. Cet al-
gorithme est basé sur la synthèse inductive, tandis que la méthode de réécriture d’ex-
pressions fixes proposée par Darulova et al. [DKMS13], est basée sur la programma-
tion génétique [PLM08].
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10.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté POPiX, l’outil de synthèse de code à virgule
fixe pour les programmes, réalisé par Sofiane Bessai à partir de POP et SyFi. Dans la
Section 10.1, nous avons donné un aperçu sur le principe de la méthode de réglage des
formats fixes. Ensuite, dans la Section 10.2, nous avons montré le workflow de POPiX, ainsi
que ses différentes étapes pour synthétiser du code fixe. Les résultats expérimentaux
ont été mis en avant dans la Section 10.3, en termes de gain en mémoire, de précision
mixte, de consommation d’énergie et de temps d’exécution des programmes. En dernier,
nous avons présenté quelques outils de l’état de l’art s’intéressant à la synthèse de code
fixe, dans la Section 10.4.
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11.1 SyFix

11.1.1 Conclusion

Les travaux de cette thèse ont porté sur la synthèse de code à virgule fixe avec précision
mixte [DHS18], pour des RNs flottants entraînés, donnés en entrée.

Nous avons également vu que, la manipulation des nombres à virgule fixe ne se
fait pas de manière automatique, comme pour les flottants (norme IEEE754 [ANS19]),
et que leur gestion est fastidieuse. C’est pourquoi nous avons implémenté la librairie
SyFi (Chapitre 8), permettant de convertir les nombres flottants en fixe et d’effectuer des
opérations arithmétiques sur ces derniers.

L’automatisation de la synthèse de code à virgule fixe se fait également par notre outil
SyFix, présenté dans le Chapitre 8. Ce dernier prend en entrée un seuil d’erreur (Threshold)
et un type de données T, à ne pas excéder. Ensuite, il effectue d’abord une analyse
dynamique du RN, pour déterminer les ranges et le nombre de bits des parties entières
des coefficients, puis il génère des contraintes via l’une des trois méthodes CubMeth,
QuadMeth et LinMeth, respectivement définies dans les chapitres 6 et 7. Ces contraintes sont
résolues par le solveur Z3 [dMB08]. Elles calculent les formats fixes ă M, L ąminimaux,
et plus précisément le nombre de bits des parties fractionnaires des neurones et des poids
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synaptiques (si la solution existe). La synthèse de code à virgule fixe en C [KR88] pour
le RN donné en entrée, a lieu grâce à SyFi et aux formats fixes minimaux, obtenus par
l’une des trois méthodes. Ce nouveau RN (fixe) a le même comportement que le RN
initial (flottant). Autrement dit, les sorties de la dernière couche du RN fixe, doivent
être identiques à celles du RN flottant, avec une erreur de calcul maximale inférieure
ou égale à la valeur du Threshold fixé.

Les expérimentations dans le Chapitre 9 ont également montré que la méthode de
calcul des formats CubMeth est, la moins gourmande en termes de mémoire (elle consomme
moins de bytes), mais son nombre de contraintes générées et leurs temps de résolution
restent conséquents. Contrairement à CubMeth, les deux méthodes QuadMeth et LinMeth,
consomment plus de bytes par rapport à CubMeth, car elles attribuent, respectivement, un
format par neurone et par ligne de poids synaptiques, et un format par couche de neurones
et par matrice de poids synaptiques. QuadMeth attribue le plus grand M de la ligne, comme
nombre de bits de la partie entière à tous les poids de de la ligne, et LinMeth assigne le plus
grand M de la matrice des poids synaptiques, comme nombre de bits de la partie entière
à tous les poids de cette matrice (de même pour la couche des neurones). En revanche,
cette méthode génère moins de contraintes par rapport à CubMeth et QuadMeth, et est plus
précise (erreurs plus petites) que les deux autres méthodes (Figure 9.1).

Les trois méthodes proposées dans cette thèse prennent en compte la propagation
des erreurs de calcul, et les erreurs de conversion du flottant au fixe, dans les contraintes
qu’elles génèrent. Ces dernières sont basées sur des variables entières. Grâce à leur réglage
des formats fixes, le code en virgule fixe synthétisé répond aux critères exigés (Threshold
et type de données T) par l’utilisateur. Ce code est basé sur la précision mixte [DHS18,
CBB+17], où le plus petit type de données possible, est attribué aux variables. Dans le
cas de CubMeth et QuadMeth, un type de données (minimal) est attribué à chaque neurone.
Par contre, dans le cas où LinMeth est utilisée, un type de données (minimal) est assigné
à tous les neurones de la même couche.

Récapitulons les principaux problèmes résolus dans cette thèse dans ces points :

¸ Le réglage des formats fixes pour les RNs flottants donnés en entrée, tout en res-
pectant le Threshold et le type de données T requis, avec trois méthodes CubMeth,
QuadMeth ou LinMeth.

¸ Le choix de l’approximation des fonctions d’activation ˆSigmoid et ˆTanh, en fixe.

¸ Le calcul des erreurs commises dans un RN lors de l’utilisation de l’arithmétique fixe.

¸ L’automatisation de la synthèse de code à virgule fixe en C avec précision mixte, pour
un RN flottant donné en entrée.
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11.1.2 Perspectives

Dans cette sous-section, nous mettons en avant quelques perspectives pour la continuité
des travaux de cette thèse, telles que

¸ S’intéresser davantage au côté hardware et répéter les mêmes expérimentations,
présentées dans le Chapitre 9, sur des FPGA [Tri12].

¸ Utiliser un autre solveur que Z3 [dMB08] pouvant résoudre un plus grand nombre
de contraintes, afin de prendre en charge les grands RNs (profonds), et tester nos
approches sur des RNs industriels de taille réelle.

¸ Effectuer une analyse statique pour déterminer une sur-approximation des ranges des
entrées et des coefficients du RN, au lieu de l’analyse dynamique utilisée actuellement.

¸ Considérer les autres architectures des RNs, tels que les convolutionnels, et les intégrer
dans notre outil SyFix.

¸ Proposer une autre méthode de réglage des formats fixes du RN. Par exemple, en
créant des groupes de neurones dans la même couche et des groupes de poids synap-
tiques dans la même matrice, dans le but de trouver un compromis entre précision,
mémoire consommée et nombre et temps de résolution des contraintes générées.

¸ Ajouter d’autres fonctions d’activation dans SyFi, comme la fonction So f tmax [SSA17],
utilisée dans les problèmes de classification multi-classe.

¸ Considérer d’autres méthodes d’approximation des fonctions d’activation [ÇTG15] et
les comparer avec l’approximation linéaire par morceaux, définie dans le Chapitre 3.

¸ Comparer les codes flottant et fixe synthétisés par SyFix en termes de temps d’exécu-
tion, en considérant les cycles d’horloge pour chaque opération également.

¸ Appliquer une méthode de compression (DeepSZ [JDL+19], Condensa [JGM+20], etc.)
sur le RN flottant avant de le faire passer sur SyFix, et comparer les résultats avec et
sans compression.

¸ Étudier la différence entre deux versions de RNs entraînés traitant le même problème
de classification ou d’interpolation, et les comparer en termes de précision et de
mémoire consommée.
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11.2 POPiX

11.2.1 Conclusion

Le but de POPiX est de proposer un nouvel outil permettant de transformer un pro-
gramme numérique en virgule flottante donné en entrée, en un programme sémanti-
quement équivalent. Ce dernier est basé sur des calculs en virgule fixe avec des entiers
uniquement. L’idée clé de ce travail repose sur une modélisation sémantique de la propaga-
tion des erreurs numériques à travers le programme en virgule flottante. Afin de réaliser la
conversion en virgule fixe, POPiX combine deux étapes fondamentales. La première étape
consiste à générer un problème PLNE à partir du programme d’origine, afin d’obtenir les
formats minimaux (nombre de bits minimal avant et après la virgule fixe), qui satisfont les
exigences de précision définies par l’utilisateur. Concrètement, cela se fait en raisonnant sur
le bit de poids fort (ufp) et le nombre de bits significatifs des valeurs. Le problème PLNE
peut être résolu de manière optimale en une seule fois par un solveur de programmation
linéaire classique (PL) sans itération. À notre connaissance, ce travail est le premier à
s’intéresser à la synthèse de code en virgule fixe avec analyse statique, à l’aide d’une
formulation PLNE du problème. La deuxième étape de ce travail consiste à appeler en
interne la librairie à virgule fixe, SyFi, pour convertir les nombres et calculs flottants en fixe,
en utilisant le nombre de bits minimal des parties entières et fractionnaires. Ces derniers
sont renvoyés par la première étape. POPiX a été évalué sur un ensemble de benchmarks
provenant de la communauté FPBench [DMP+16]. Les expérimentations ont montré des
résultats remarquables en termes de gain en mémoire et d’énergie économisée. Le code
source de POPiX, ainsi que toutes les données et résultats présentés sont publiquement
disponibles sur : https://github.com/sbessai/popix.

11.2.2 Perspectives

Comme mentionné dans [BKBM22], POPiX peut être développé dans différentes direc-
tions. Nous citons quelques une ci-dessous :

¸ Valider cette méthode en considérant des architectures plus courantes dans les
systèmes embarqués.

¸ Comparer POPiX aux outils de l’état de l’art en matière de temps d’analyse, de
mémoire consommée et d’économie d’énergie.

¸ S’intéresser au matériel plutôt qu’aux implémentations logicielles en virgule fixe, en
utilisant des FPGA [Tri12]. Cibler les FPGA pour deux raisons : ce type de matériel
devient de plus en plus populaire aujourd’hui et il a l’avantage de permettre des
conceptions entièrement personnalisées.

https://github.com/sbessai/popix
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¸ Adopter notre méthode dans des applications du monde réel en étendant POPiX afin
qu’il puisse gérer des programmes C via une intégration à LLVM [LA04].

–Toute science crée une nouvelle ignorance.–
Henri Michaux.
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Résumé

Minimiser la précision avec laquelle les neurones d’un réseau de neurones calculent, est un objectif
souhaitable pour limiter les ressources nécessaires à son exécution. Ceci est particulièrement important
pour les réseaux de neurones utilisés dans les systèmes embarqués, ayant des ressources limitées (petites
mémoires, CPUs effectuant du calcul entier, etc.) Malheureusement, les réseaux de neurones sont très
sensibles à la précision avec laquelle ils ont été entraînés et changer cette précision, dégrade généralement
la qualité de leurs réponses. L’utilisation de l’arithmétique à virgule fixe, basée sur les entiers et les
opérations entières uniquement, reste un bon compromis entre les ressources limitées des systèmes
embarqués et les calculs importants des réseaux de neurones. Cependant, cette dernière est difficile à
maintenir. La gestion de la virgule fixe doit se faire manuellement contrairement aux flottants, où l’exposant
est géré automatiquement. Dans cette thèse, nous introduisons trois nouvelles techniques pour ajuster
les formats fixes et synthétiser un code à virgule fixe pour un réseau de neurones entraîné, donné en
entrée, utilisant uniquement des entiers et ayant le même comportement que le réseau flottant initial.
Pour se faire, le nombre de bits avec lequel est représenté chaque neurone et chaque poids synaptique,
doit être ajusté (la plus petite valeur possible), de telle sorte à ce que le nouveau réseau calcule une
sortie, où l’erreur commise n’excède pas un seuil d’erreur, choisi par l’utilisateur. D’un point de vue
technique, nous générons un système de contraintes avec des variables entières pouvant être résolues
par un solveur SMT. La solution à ce système, si elle existe, donnera le nombre de bits minimal requis
pour chaque neurone et chaque poids synaptique.

Mot clés : Arithmétique à virgule fixe, Synthèse de code, Réseaux de neurones, Précision numérique,
Génération de Contraintes, Analyse statique, Solveur SMT.

Abstract

Minimizing the precision in which the neurons of a neural network compute, is a desirable objective to
limit the resources needed to execute it. This is specially important for neural networks used in embedded
systems, which have limited resources (small memories, CPUs performing integer computations, etc.)
Unfortunately, neural networks are very sensitive to the precision in which they have been trained and
changing this precision, generally degrades the quality of their answers. Using the fixed-point arithmetic,
based on integers and integer operations only, remains a good trade-off between the limited resources of
embedded systems and the big number of computations of neural networks. However, this arithmetic
is difficult to maintain. The management of the fixed-point position must be done manually, unlike the
floating-point numbers, where the exponent is managed automatically. In this thesis, we introduce three
new techniques to tune the fixed-point formats and synthesize a fixed-point code for a trained neural
network, given as input, using integers only and having the same behavior as the initial floating-point
network. For that, the number of bits with which each neuron and each synaptic weight is represented,
have to be tuned (the smallest format), so the error committed on the outputs of the synthesized neural
network, must not exceed an error threshold, chosen by the user. From a technical point of view, we
generate a constraint system with integer variables that can be solved by an SMT solver. The solution to this
system, if it exists, gives the minimal number of bits required for each neuron and each synaptic weight.

Keywords: Fixed-point arithmetic, Code synthesis, Neural networks, Numerical accuracy, Constraints
generation, Static analysis, SMT solver.
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