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Analyse de la nature stochastique et modélisation interne des systèmes générant des
comportements de type puissance

Résumé : Les comportements de type puissance correspondent à des dynamiques suivant une loi de
puissance sur une certaine gamme de fréquence. Des dynamiques de ce type apparaissent dans de nom-
breux domaines tels que la physique, la chimie, la biologie, la géologie, la sociologie ou la finance. Très
souvent, ces comportements sont capturés par des modèles faisant intervenir la dérivation non entière.
Ces modèles sont en effet capables de rendre compte fidèlement et avec peu de paramètres du comporte-
ment entrée-sortie de différents systèmes présentant des comportements de type puissance. Cependant
ces modèles ne sont pas toujours adaptés pour capturer le comportement interne et font apparaître
certaines difficultés telles que celles liées à leur initialisation. Il s’agit donc dans ce travail de proposer
des modèles complémentaires aux modèles non entiers pour la modélisation des systèmes générant des
comportements de type puissance. Dans cet objectif, une revue sur l’origine de ces comportements est
menée. Sur les bases de cette revue, plusieurs outils de modélisation sont proposés. Ces outils sont
ensuite soumis à des validations expérimentales au moyen des simulations numériques de processus sto-
chastiques ou en se basant sur de mesures issues de la littérature ou d’un banc d’essai mis en place dans
le cadre de cette thèse.
Mots-clés : Modélisation, comportements de type puissance, mémoire longue, modèles non entiers,
équations de Volterra, systèmes à retards distribués, équations de diffusion, modèles non linéaires

Analysis of the stochastic nature and internal modelling of systems generating power
type behaviour

Abstract: Power-law type behaviours correspond to dynamics following a power law over a certain
frequency range. Such dynamics appear in many fields such as physics, chemistry, biology, geology,
sociology or finance. Very often, these behaviours are captured by models using fractionnal deriva-
tion. These models are indeed able to accurately account for the input-output behaviour of different
systems with power-law like behaviours with few parameters. However, these models are not always
suitable for capturing the internal behaviour, and some difficulties appear, such as those related to their
initialisation. The aim of this work is therefore to propose complementary models to the fractionnal
models for the modelling of systems generating power-law type behaviour. In this objective, a review
on the origin of these behaviours is conducted. On the basis of this review, several modelling tools are
proposed. These tools are then submitted to experimental validation by means of numerical simulations
of stochastic processes or based on measurements from the literature or from a test bench set up in the
framework of this thesis.
Keywords: Modelling, power-law type behaviours, long memory, fractional models, Volterra equations,
distributed delay systems, diffusion equations, non-linear models
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Introduction générale

Un modèle est une représentation, une description d’un système réel. Cette représentation
utilise des concepts, des méthodes, des théories mathématiques qui vont permettre de décrire,
comprendre et prévoir l’évolution du système, d’en rendre compte le plus fidèlement possible.
Afin d’être efficace, un modèle se doit d’une certaine simplicité, afin de permettre de développer
des méthodes d’analyse et de synthèse, centrales dans le domaine de l’Automatique. Ainsi, il
est nécessaire de trouver un compromis entre la précision du modèle et sa complexité. Son
but est d’être utile et pour cela il doit être exploitable. En Automatique, on s’intéresse plus
spécifiquement aux systèmes dynamiques et ainsi les modèles ici rencontrés sont des modèles
dynamiques, ayant pour objectif de modéliser l’évolution temporelle du système ou phénomène
en réponse à des conditions initiales ou à des sollicitations extérieures.

Idéalement, un modèle dynamique devra tenir compte des différentes caractéristiques du
phénomène, bien que certaines approximations puissent être pertinentes. Le domaine de la mo-
délisation est très vaste et il est possible de distinguer plusieurs classes de modèles en fonction
de leurs caractéristiques : linéaires ou non linéaires, stochastiques (faisant intervenir des pro-
babilités, et donc du hasard) des modèles déterministes (dont l’issue sera toujours la même en
réponse à un même événement), invariant dans le temps ou non (si une translation temporelle
sur l’entrée se retrouve à la sortie), etc. Se pose alors la question du choix de la classe de modèle
à utiliser pour un problème de modélisation, question à laquelle on peut tenter de répondre
en choisissant celui qui respecte au mieux la physique du système ou qui couvre au mieux le
domaine sur lequel le système doit être représenté.

Une autre caractéristique que peut avoir un phénomène réside dans sa dépendance au passé.
On parle alors de mémoire. Lorsque la dépendance au passé est forte, on parle de système à
mémoire longue. Ces systèmes font apparaître des comportements de type puissance, ou frac-
tionnaires, c’est-à-dire présentant des relaxations plus lentes que des exponentielles et précisé-
ment en t−ν . Cette thèse s’intéresse donc particulièrement à l’obtention de modèles pour les
systèmes ayant ce type de comportement. On retrouve ces comportements dans des applications
variées telles que des phénomènes de diffusion [49, 25], des phénomènes d’agrégation notam-
ment de la croissance de cellules animales [4] et dans la cristallisation [113, 10, 90], dans les
télécommunications avec notamment le trafic de données [66], etc.

De nos jours un lien implicite existe entre systèmes à comportement de type puissance (sys-
tème d’origine thermique, biologique, etc.) et modèles non entiers, qui sont des modèles faisant
intervenir un opérateur de dérivation non entière, dont le développement aurait démarré au 17ème

siècle avec G.W. Leibniz et l’Hospital, puis au 18ème, avec L. Euler et Lagrange et 19ème siècle
avec N.H. Abel, Laplace, Riemann (voir [64] pour une brève histoire du calcul dit « fractionnaire
»). En effet les modèles non entiers font également apparaître des comportements de type puis-
sance, ce qui en fait des candidats intéressant en modélisation et ont conduit à de très nombreux
développement ces 30 dernières années [70]. Cependant, si les modèles non entiers sont appro-
priés et efficaces pour représenter le comportement entrée-sortie de systèmes à mémoire longue,
ils approximent peu leur comportement interne. En effet, de par les propriétés mathématiques de
l’opérateur non entier, ces modèles font intervenir un état de dimension infinie et des paramètres
qu’il est souvent difficile de rattacher à des grandeurs physique du phénomène modélisé. L’om-
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2 Introduction

niprésence des comportements de type puissance nécessite de développer de nouveaux outils de
modélisation plus adaptés à l’étude du comportement et des propriétés internes des systèmes à
mémoire longue.

Ce travail de thèse, s’intéresse donc à trouver des alternatives aux modèles non entiers dédiés
à la modélisation des systèmes au comportement de type puissance. Pour cela, une analyse ap-
profondie des origines physiques des comportements de type puissance observés est tout d’abord
effectuée. Cette analyse révèle l’origine stochastique, notamment avec les marches aléatoires,
de ces comportements et le fort impact de la géométrie notamment les géométries fractales de
nature aléatoire. Cette analyse révèle également qu’il est possible de déduire des modèles non
linéaires de ces phénomènes stochastique produisant des comportements de type puissance. Les
phénomènes stochastiques produisant ces comportements font intervenir une multitude d’agents
(molécules, personnes,...) suivant des règles prédéfinies qui contraignent le comportement global.
La réalisation de ce comportement global est effectuée avec des retards plus ou moins grands de
la part de ces agents. Ces analyses justifient donc l’utilisation de modèles à retards distribués
et des équations de Volterra pour la modélisation des comportements de type puissance. Ce
sont ces différentes visions des phénomènes de type puissance qui sont exploitées dans ce travail
de thèse pour déduire et appliquer des modèles capables de capter les comportements de type
puissance.

Ainsi dans ce mémoire, le chapitre 1 est consacré à la présentation des notions générales indis-
pensables à l’étude des systèmes dynamiques et les notions qui permettent de caractériser le type
particulier de systèmes qui nous intéressent ici, à savoir ceux qui engendrent des comportements
de type puissance. Il présente également une discussion sur les origines des comportements
de type puissance et pour cela passe en revue différentes propriétés, telles que la récursivité,
la fractalité, la criticalité auto-organisée, l’autosimilarité. Enfin, des phénomènes exhibant des
comportements de type puissance sont présentés : la diffusion, l’adsorption, l’agrégation, la frag-
mentation.

Le chapitre 2 propose quant à lui des outils de modélisation dédiés aux systèmes faisant
apparaître des comportements de type puissance. Plusieurs types de modèles sont proposés, et
leur capacité à générer des comportements de type puissance est mise en évidence. Les différents
modèles proposés sont des modèles linéaires, tels que les modèles non entiers, des modèles basés
sur les équations de Volterra, des modèles à retards distribués, des modèles basés sur des équa-
tions de diffusion à coefficients spatialement variables et également des modèles non linéaires.
L’efficacité de certains de ces outils est étudiée au travers d’applications.

Le chapitre 3 est plus particulièrement dédié à la modélisation d’un phénomène : l’adsorp-
tion. En s’appuyant sur la modélisation d’un système physique qu’est le capteur à ondes de
Love, on montre que ce phénomène génère des comportements de type puissance. Ce phénomène
est ensuite étudié via le phénomène idéalisé qu’est la random sequential adsorption (adsorption
séquentielle aléatoire). Le phénomène physico-chimique d’adsorption est modélisé à partir de
différentes données expérimentales, et à l’aide de plusieurs modèles non linéaires.

Le chapitre 4 est lui consacré à la modélisation de phénomènes d’absorption, en se focalisant
sur la dynamique de stockage d’hydrogène dans un milieu métallique et donc la diffusion puis la
fixation d’agents dans ce milieu. À cet égard, un banc d’essai a été mis en place afin de générer
des données expérimentales qui sont modélisées dans ce chapitre à l’aide de modèles basés sur
des équations de diffusion. Dans un premier temps, pour la modélisation des données issues
du banc d’essai, des équations de diffusion à coefficients spatialement variables sont proposées.
Puis, sur un jeu de données issu de la littérature, un autre modèle de diffusion, non linéaire le
concernant, est proposé.
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4 CH. 1. Systèmes à mémoire longue

1.1 Introduction

Ce premier chapitre introduit des notions générales qui sont utilisées tout au long du ma-
nuscrit. Il est également l’occasion de s’interroger sur les origines physiques des comportements
de type puissance qui sont plus largement étudiés et modélisés par la suite. Dans le cas des
systèmes dynamiques, le concept de mémoire longue est tout d’abord défini. Pour la majorité
des systèmes à mémoire longue, la dépendance du passé décroit selon une loi de puissance ou
fractionnaire sur le temps. Des critères permettant la caractérisation de ce type de mémoire sont
proposés. Ces comportements dynamiques à mémoire longue de type puissance sont par la suite
désignés par « comportements de type puissance » par soucis de concision. On évitera par la
suite le qualificatif « fractionnaire » pour éviter la confusion avec les modèles non entiers dits
aussi fractionnaires, puisque comme le montrera la suite de la thèse, des modèles autres que frac-
tionnaires peuvent être utilisés pour capter les comportements de type puissance. Les liens des
ces comportements de type puissance avec plusieurs théories scientifiques apparues au cours du
siècle dernier telles que la récursivité, la fractalité, la criticalité et l’auto-similarité sont discutés.
Plusieurs phénomènes produisant des comportements de type puissance sont ensuite analysés.
Pour chacun de ces phénomènes, une description est donnée et une modélisation mathématique
idéalisée de nature stochastique est étudiée plus en détail. L’importance de la prise en compte de
ces phénomènes et la nécessité de savoir modéliser les comportements de type puissance qui en
découlent sont illustrés par l’analyse des domaines d’occurrence des ces phénomènes physiques.

1.2 Systèmes dynamiques et cinétiques d’évolution

Ce travail de thèse s’intéresse à la fois à des systèmes dynamiques et à des cinétiques d’évo-
lution. Ces deux notions sont en effet liées.

En Mathématiques ou en Physique et en Ingénierie, un système dynamique est un système
qui évolue au cours du temps de façon :

— causale, c’est-à-dire que son avenir ne dépend que de phénomènes du passé ou du présent ;

— déterministe, c’est-à-dire qu’à une « condition initiale » donnée à l’instant « présent » va
correspondre à chaque instant ultérieur un et un seul état « futur » possible.

On exclut donc ici conventionnellement les systèmes intrinsèquement stochastiques (au sens
bruité), qui relèvent de la théorie des probabilités.

D’un point de vue général et d’après le dictionnaire « Trésor de la langue française » [1], la
cinétique désigne quant à elle ce qui se rapporte ou qui est dû au mouvement. Ainsi, dans le
domaine de la Physique, la cinétique désigne l’étude du mouvement des corps, faisant appel aux
notions de longueur, de temps et de masse. Dans le domaine de la Chimie, elle désigne l’étude
du mécanisme et de la vitesse des réactions chimiques.

L’exemple du capteur à onde de Love qui sera analysé plus en détail plus loin est le parfait
exemple de l’imbrication de ces notions. Ce type de capteur mesure la densité de gaz d’un
environnement par la variation de la fréquence de vibration d’un élément mécanique du fait de
son changement de masse induit pas l’adsorption du gaz analysé par une surface sensible. Dans
un tel système, la réponse du capteur évolue selon la cinétique d’adsorption du gaz, au sens
chimique du terme, et selon la cinétique, au sens Physique du terme, de la partie mécanique qui
porte la couche sensible. Le tout peut sans nul doute être vu comme un système dynamique.
Le comportement futur de l’élément mécanique dépend de l’état passé et présent de la couche
sensible et est unique en fonction de l’environnement de la couche sensible.
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1.2.1 Quelques concepts fondamentaux sur les dynamiques

D’un point de vue entrée-sortie un système peut-être schématisé tel qu’indiqué sur la figure
1.1, qui à une entrée (ou un ensemble d’entrées) donnée fait correspondre une sortie (ou un
ensemble de sorties).

SystèmeEntrée Sortie

Figure 1.1: Vision entrée-sortie d’un système

Pour une condition initiale donnée, lorsque la sortie en réponse à une combinaison linéaire
d’entrées élémentaires peut être représentée comme une combinaison linéaire des sorties élémen-
taires correspondantes, on parle de système linéaire.
Une caractérisation du principe de linéarité est donnée dans la propriété qui suit.

Propriété 1 (Linéarité). Soit yi(t) la sortie d’un modèle en réponse à une entrée ui(t). Le
modèle est dit linéaire si, pour une combinaison linéaire d’entrées :

u(t) =
∑
i

αiui(t), αi ∈ R, (1.1)

la réponse y(t) est une combinaison linéaire des réponses élémentaires à chacune des entrées
appliquées individuellement :

y(t) =
∑
i

αiyi(t). (1.2)

Remarque 1. En pratique, un grand nombre de systèmes physique présentent des non linéarités.
Cependant, il est possible dans certains cas de négliger ces non linéarités de manière locale, en
linéarisant le système autour de points d’équilibre. On peut alors engendrer un système linéaire
ayant un comportement représentatif autour de ces points d’équilibre.

Afin notamment de décrire un système dynamique, on peut utiliser la notion d’état.

Définition 1 (État d’un système). L’état x(t) d’un système contient le nombre minimal de
variables telles que, si pour t = t0, x(t0) est connu, alors y(t1) et x(t1) peuvent être déterminés
de manière unique pour tout t1 > t0 si u(t) est connu sur l’intervalle [t0, t1].

Cette notion d’état traduit l’aspect déterministe des systèmes dynamiques : à une condition
initiale donnée x(t0), correspond un unique état x(t1) pour un instant t1 ultérieur. Un second
aspect des systèmes dynamiques est leur causalité : l’état x(t1) dépend uniquement de x(t0) et
u(t) sur [t0, t1].

Définition 2 (Système stationnaire). Soient S un système dynamique, y(t) sa sortie, u(t) son
entrée et x(t) son état. Le système S est dit « invariant » ou « stationnaire », si pour tout
γ ∈ R, un décalage γ sur l’entrée induit un décalage γ sur la sortie : u(t + γ) induit une sortie
y(t+ γ).

Enfin, les deux notions définies ci-dessous seront utilisées par la suite pour caractériser les
comportements de type puissance.
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Définition 3 (Autocorrélation). On appelle « fonction d’autocorrélation » du signal continu
y(t), la fonction ρy : R 7→ R, qui pour tout réel τ , est donnée par le produit de convolution de y
avec lui-même :

ρy(τ) = (y ∗ y)(τ) =

∫ +∞

−∞
y(t)y(t+ τ) d t. (1.3)

Définition 4 (Densité spectrale de puissance). On appelle « densité spectrale de puissance » du
signal y(t), la fonction fy donnée par

fy(ω) = lim
T→+∞

E [|ŷT (ω)|2]

2T
, (1.4)

où

ŷT (ω) =

∫ T

0

y(t) e−2iπωt d t

est la transformée de Fourier du signal y(t) seulement sur l’intervalle fini [0, T ].

Pour un signal stationnaire, le théorème de Wiener-Khintchine permet d’exprimer fy par la
transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation du signal y(t) :

fy(ω) =

∫ +∞

−∞
ρy(t) e−2iπωt d t. (1.5)

1.2.2 Mémoire d’un système dynamique

Le concept de mémoire est étudié dans la théorie des probabilités, et plus spécifiquement
dans l’étude des processus stochastiques [15] et la statistique [14].
La mémoire caractérise la manière dont le signal est lié à son passé (ce qui peut se traduire
en termes d’autocorrélation ou d’autocovariance). On dira en particulier, qu’il est à mémoire
longue si la corrélation (ou la dépendance) décroit plus lentement qu’une exponentielle, typique-
ment un comportement de type puissance. Cette idée peut s’étendre aux systèmes dynamiques
comme le montrent les développements qui suivent.

Définition 5 (Fonction à variation lente [15]). Une fonction continue (ou plus généralement,
mesurable) L : R+ 7→ R+ est appelée « fonction variant lentement en l’infini » (ou « fonction à
variation lente en l’infini ») au sens de Karamata si pour tout λ > 0,

L(λx) ∼ L(x), x→ +∞.

Elle est dite « variant lentement en l’origine » si L̃(x) = L(x−1) varie lentement en l’infini.

Définition 6 (Mémoire longue [15]). Soit y(t) (t ∈ R) un signal stationnaire de fonction d’au-
tocorrélation ρy(τ) et de densité spectrale fy(ω) (ω ∈ R). Alors y(t) est dit à « mémoire longue
» s’il existe ν ∈ [0, 1

2
] tel que

ρy(τ) = Lγ(τ)τ 2ν−1, (1.6)

lorsque τ → +∞, ou
fy(ω) = Lf (ω)|ω|−2ν , (1.7)

lorsque ω → 0, et où Lγ et Lf sont des fonctions à variation lente en l’infini et en l’origine
respectivement.
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Pour le cas des systèmes linéaires invariants (en anglais, LTI : Linear Time-Invariant), on a
le théorème suivant, dont une démonstration est donnée dans [100] et est rappelée dans l’annexe
A.

Théorème 1. Un système LTI à mémoire longue de type puissance est un système possédant
l’une des trois assertions équivalentes suivantes dans une gamme de fréquence bornée :

1. Sa réponse impulsionnelle h(t) décroit lentement par rapport au temps :

h(t) =
Kt

t1−ν
H(t), 0 < ν <

1

2
, (1.8)

où Kt ∈ R, H(·) est la fonction de Heaviside.
2. Pour une entrée u(t) de type bruit blanc, de variance σ, sa fonction d’autocorrélation est

de la forme :

Ry(ζ) =
σK2

t 4−νΓ(ν)Γ(1
2
− ν)

√
π

ζ2ν−1, (1.9)

où Kt ∈ R, Gamma(·) est la fonction Gamma d’Euler.
3. Pour une entrée u(t) de type bruit blanc, de variance σ, sa densité spectrale de puissance

est de la forme :

Sy(ω) =
σK2

ω

ω2ν
, (1.10)

où Kω ∈ R.

Notons que dans le cas des définitions 6 et 1, l’ordre ν est compris entre 0 et 1
2
car au delà de

cet intervalle, l’autocorrélation diverge. Or, certains phénomènes peuvent avoir un comportement
similaire à ceux vérifiant la définition 6 ou 1 mais avec un ordre non inclus dans l’intervalle [0, 1

2
].

Ce comportement se retrouve avec la réponse impulsionnelle, qui traduit l’effet à long terme d’une
impulsion. On généralisera alors la notion de mémoire longue à des exposants ν ∈]0, 1[ par la
définition qui suit.

Définition 7. Un système à mémoire longue est un système dont la réponse impulsionnelle se
comporte comme une loi de puissance sur les temps longs :

h∞ − h(t) ∼ Kt

t1−ν
H(t), 0 < ν < 1, (1.11)

où h∞ = lim
t→∞

h(t) et Kt ∈ R.

À titre d’exemple, considérons la fonction temporelle suivante :

ην(t) = C1

(
ωνmin
Γ(ν)

tν−1 e−ωmint− ωνl
Γ(ν)

tν−1 e−ωmaxt +ωνminω
1−ν
max e−ωmaxt

)
, (1.12)

pour tout t ∈ R+, avec ν ∈ R∗+. Cette fonction est vue ici comme la réponse impulsionnelle
d’un système dynamique et sera utilisée au chapitre 2 pour définir le noyau d’une équation de
Volterra à comportement de type puissance. Dans la relation (1.12) les constantes ωmin et ωmax
contrôlent le domaine fréquentiel dans lequel le comportement est de type puissance d’ordre ν
et C1 est une constante réelle. La fonction Γ(·) désigne la fonction Gamma d’Euler.

L’autocorrélation est calculée avec la formule (1.3). La figure 1.2 représente le logarithme en
base 10 de l’autocorrélation de η pour ν = 0.2. Celui-ci met en évidence le comportement de
type puissance de η pour t ∈ [ωmin, ωmax], la courbe tangeantant une droite de pente 2ν−1 = 0.6
dans ce cas, correspondant à la définition de mémoire longue 6.
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Figure 1.2: Tracé log10− log10 de l’autocorrélation de η0.2, avec ωmin = 10−6, ωmax = 104

Au travers de ces définitions et cet exemple on constate que si un système dynamique est
à mémoire longue, cette mémoire s’évacue dans le temps selon une loi de type puissance ou
fractionnaire. Pour simplifier l’appellation, les comportements dynamiques à mémoire longue de
type puissance sont désignés à la suite par comportements de type puissance.

1.3 Discussions sur l’origine des comportements de type
puissance

1.3.1 Récursivité et comportements de type puissance

La notion de récursivité telle que décrite dans [85] désigne la propriété que doivent respec-
ter les constantes de temps d’un système pour produire un comportement de type puissance
particulier, celui d’une fonction de la fonction de transfert 1/sν , bornée en fréquence ou pas.
Précisément, il s’agit d’imposer une distribution géométrique sur les pôles et les zéros de cette
fonction de transfert comme indiqué dans l’algorithme suivant.

Algorithme 1. Dans la gamme de fréquence [ωl, ωh], la fonction de transfert d’un intégrateur
non entier de fonction de transfert IνLb(s) peut être approximée par la fonction de transfert IνN(s)
avec

IνLb(s) = C0

(
1 + s

ωh

1 + s
ωl

)ν

' IνN(s) = C ′0

∏N
k=1 1 +

s

ω
′
k∏N

k=1 1 +
s

ωk

. (1.13)

Comme démontré dans (Oustaloup et al., 2000), les pulsations de coupure ωk et ω′k (respec-
tivement les pôles et zéros de la fonction de transfert IνN(s)) doivent être distribuées géométri-
quement pour obtenir le comportement fréquentiel souhaité, à savoir :

r = (ωh/ωl)
(1/N) α = rν η = r1−ν ω1 = η1/2ωl ω

′

1 = αω1 ω
′

k+1 = rω
′

k ωk+1 = rωk
(1.14)
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Si cette notion de récursivité a prouvé son efficacité à des fins de synthèse, il existe une infinité
de distributions possibles pour engendrer un comportement de type puissance. Aussi, en terme
d’analyse, il convient d’éviter toute conclusion hâtive et d’associer nécessairement comportement
de type puissance et récursivité du phénomène physique qui l’engendre. Le phénomène de marche
aléatoire défini dans les paragraphes suivants est un exemple de phénomène physique d’origine
non pas récursive mais aléatoire qui induit un comportement de type puissance.

Pour illustrer les propos précédents, analysons la marche aléatoire isotrope d’une particule
en dimension 1. On suppose que cette particule se trouve à l’instant initial t0 = 0 à la position
x(0) = 0. À chaque pas de temps ∆t = 1, cette particule peut se déplacer à gauche ou à droite
d’une distance |b(t)| = 1 avec une probabilité p = 1/2. À chaque instant t, b(t) est donc une
variable aléatoire valant soit 1, soit −1. Plusieurs évolutions possibles au cours du temps de la
position d’une particule réalisant cette marche aléatoire sont représentée par la figure 1.3.
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10
6

-5000

-4000

-3000

-2000

-1000

0

1000

2000

3000

4000

Figure 1.3: Position d’une particule effectuant une marche aléatoire pour 5× 106 sauts

La position de la particule à l’instant t+ 1 est donnée par la relation suivante

x(t+ 1) = x(t) + b(t), b(t) =

{
1, avec p = 1/2
−1, avec p = 1/2,

(1.15)

où b(t) est un processus stochastique (dans le cas continu, on peut considérer que la particule
saute au bout d’un temps aléatoire, avec un pas aléatoire et alors b(t) sera défini comme un bruit
blanc) de moyenne nulle, soit E[b(t)] = 0.

La position de la particule à un instant t (c’est-à-dire après t sauts) est :

x(t) = x(t− 1) + b(t) (1.16)
= x(t− 2) + b(t− 1) + b(t) (1.17)
= . . . (1.18)

= x(0) +
t∑

n=0

b(n) (1.19)

=
t∑

n=0

b(n). (1.20)
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On ne peut pas déterminer la position de façon certaine, mais on peut calculer la valeur
moyenne de sa position :

E [x(t)] = E

[
t∑

n=0

b(n)

]
= 0. (1.21)

La distance à l’origine de la particule est quant à elle décrite par |x(t)| =
√
x(t)2. Comme

précédemment, on ne peut pas décrire de façon certaine la distance, mais on peut en évaluer la
moyenne. Il est montré dans [74] que cette distance moyenne est de la forme :

E[|x(t)|] ∼
√

2t

π
. (1.22)

On peut visualiser cela sur un grand nombre de trajectoires de particules. Considérons un
nombre Np de particules, la distance moyenne de l’ensemble des particules est :

D(t) =
1

Np

Np∑
i=1

|xi(t)|, (1.23)

avec |xi(t)| la distance de la particule i à l’instant t et xi(t) la position de la particule i à l’instant
t.

Si Np est suffisamment grand, D(t) croît comme
√
t, comme cela est illustré sur la figure 1.4

avec Np = 500. On a donc
D(t) ∼ t1/2. (1.24)

En 1756, de Moivre montre que ce comportement en
√
t reste le même, que les pas soient de

taille fixes ou aléatoires, quel que soit le nombre de dimensions et même si les particules peuvent
choisir aléatoirement leur direction de manière homogène.
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Figure 1.4: Moyenne de la valeur absolue de la position de 500 particules durant 5× 106 sauts

La distance moyenne de ces particules fait donc apparaitre un comportement de type puis-
sance qui s’apparente à de la diffusion sans toutefois avoir fait intervenir la notion de récursivité
de constantes de temps. Mais il est possible de la faire apparaitre artificiellement en adoptant une
vision macroscopique. On peut pour cela se placer à une distance donnée et évaluer le nombre
de particules qui franchissent cette distance en fonctions du temps. À titre d’exemple la figure
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1.5 représente le nombre de franchissement de la distance 1000 en fonction du temps dans le cas
de 500 particules en mouvement.
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Figure 1.5: Nombre de particules ayant franchi la distance 1000 (500 particules en jeu) après
5× 106 sauts

Dans cet exemple, il faut attendre :

— 106 pas de temps pour que 161 particules franchissent la distance 1000,

— 2×106 pas de temps pour que 226-161=65 particules de plus franchissent la distance 1000,

— 3×106 pas de temps pour que 280-226=54 particules de plus franchissent la distance 1000,

— 4×106 pas de temps pour que 320-280=40 particules de plus franchissent la distance 1000,

— 5×106 pas de temps pour que 348-320=28 particules de plus franchissent la distance 1000.

On peut ainsi voir dans ce phénomène la réponse d’un système à retards distribués. C’est
d’ailleurs ce qui conduira au chapitre 2 à proposer cette classe de système ou encore les équations
de Volterra comme outil de modélisation des systèmes générant des comportements de type
puissance.

Mais on peut aussi y voir une distribution de constantes de temps semblable à celle obtenue
en discrétisant la réponse impulsionnelle d’une fonction de transfert ayant un comportement de
type puissance. À titre d’exemple, considérons la fonction de transfert

H(p) =
1

p (pν + a)
ν ∈]0, 1[ a ∈ R+ (1.25)

qui admet un comportement de type puissance d’ordre ν sur la gamme de pulsation [a,∞[. Cette
fonction de transfert admet la réponse impulsionelle (voir annexe de [118])

h(t) =
1

a
Γ(t)− sin(νπ)

π

∫ ∞
0

xν−1

x2ν + 2a cos(νπ)xν + a2
e−xtdx. (1.26)

En utilisant un pas de discrétisation ∆x la relation (1.26) se discrétise de la façon suivante :

h(t) =
1

a
Γ(t)− sin(νπ)

π

N∑
k=1

(k∆x)ν−1

(k∆x)2ν + 2a cos(νπ)(k∆x)ν + a2
e−(k∆x)t(k∆x), (1.27)
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qui est une relation de la forme

h(t) =
1

a
Γ(t)−

N∑
k=1

hk(k∆x)e−(k∆x)t. (1.28)

Cette relation, qui fait apparaitre une distribution des constantes de temps (les k∆x), produit
une réponse temporelle semblable à celle issue de la marche aléatoire de particules puisqu’en effet

— au temps ∆x, h(t) recevra principalement la contribution de h1

— au temps 2∆x, h(t) recevra en plus et principalement la contribution de h2 ,

Cette récursivité au niveau des constantes de temps permet de capter le comportement de
type puissance de la marche aléatoire mais n’est pas en lien avec le phénomène physique sous-
jacent qui lui est de nature stochastique. En conclusion, cette analyse indique que l’origine
des comportements de type puissance est vraisemblablement plus à rechercher au niveau de
phénomènes stochastiques au sens large. C’est ce qui est fait aux chapitres suivants dans le cas
de l’adsorption et de l’absorption, ce qui conduira à considérer d’autres outils de modélisation,
complémentaires aux modèles non entiers.

1.3.2 Fractalité et comportements de type puissance

L’analyse de la littérature démontre que les notions de fractalité et de comportements de
type puissance sont intimement liées [79, 22, 118]. Il a également été démontré que lorsque un
phénomène d’ordre entier s’opère sur un domaine fractal, la dynamique globale est fractionnaire
[36]. Dans le cas d’une marche aléatoire et en reprenant l’analyse faite au paragraphe précédent,
une démonstration très simple se trouve dans [110]. En effet, les particules qui effectuent une
marche aléatoire et dont la distance moyenne parcourue se comporte en t1/2 sont à présent placées
sur une courbe de dimension fractale telle que celle générée par la fonction de Weierstrass. Cette
fonction est définie par les relations suivantes :

fa,b(x) =
M∑
n=0

an cos (bnπx) avec ab > 1 +
3

2
π. (1.29)

Un exemple de ce type de courbe est représenté par la figure 1.6. La fonction de Weierstrass
a un caractère fractal avec une dimension de Hausdorff D = 2 + ln(a)/ln(b). Imaginons que
les particules qui suivent cette courbe en partant de l’origine adoptent une marche aléatoire.
Tentons à présent d’évaluer la cinétique de parcours de cet ensemble de particules. D’après la
loi de Richardson, la longueur L(η) d’une courbe de dimension fractale ν, mesurée avec un pas
η est donnée par :

L(η) = Lν0η
1−ν , (1.30)

où L0 désigne la longueur mesurée avec un pas η = L0. Si on suppose que η est tel que L(η) = Nη,
N ∈ N, alors d’après la relation (1.30),

Nη = Lν0η
1−ν soit L0 = ηN

1
ν . (1.31)
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Figure 1.6: Un exemple de courbe de Weierstrass avec a = 0.5 et b = 4 avec M = 500

Or, d’après le paragraphe précédent, les particules parcourent en moyenne chaque pas de
mesure en t1/2. Mais d’après la relation (1.31) l’ensemble des N pas occupe dans l’espace une
longueur en N

1
ν . La distance L0 sera donc parcourue en t

1
2

1
ν . La distance moyenne parcourue par

cette marche ne se comporte plus en t1/2 comme donné par l’équation (1.24) pour un déplacement
en dimension 1, mais en

Dν(t) = t
1
2ν , (1.32)

où ν est la dimension fractale de la surface portant la marche aléatoire.
La diffusion est donc devenue, sur ce chemin tortueux, une diffusion anormale (anomalous

diffusion).
Mais dans bien des cas, lorsque l’on s’interroge sur le lien entre fractalité et comportement

de type puissance, on est conduit à se poser la question "qui de la poule et de l’œuf fut le
premier". C’est le cas d’un phénomène de diffusion classique dans un domaine de dimension 2
par exemple. Un tel phénomène produit un comportement en t1/2. Cette diffusion est le résultat
du déplacement aléatoire des particules élémentaires dans le domaine considéré. A priori, il
n’existe pas de lien apparent entre le comportement de type puissance et la fractalité. Dans une
analyse plus fine telle que celle menée par le laboratoire de Physique de la Matière Condensée
de Polytechnique en 1985, on s’aperçoit que cette diffusion induit un front dont la dimension est
fractale [50].

D’autres exemples seront cités et analysés au prochain paragraphe.
En conclusion, comportements de type puissance et géométries fractales semblent très liées,

que ce soit le fait d’un phénomène stochastique qui opère sur un espace fractal ou qu’un phé-
nomène stochastique engendre un espace fractale. Mais au final, on ne fait que rajouter du
stochastique au stochastique. Et c’est ce qui conduisit B. Sapoval [110] à écrire : la géométrie
fractale serait la géométrie du calcul des probabilités un peu comme la géométrie des courbes
dans le plan correspond à l’étude des équations algébriques F (x, y) = 0.

Dans le cadre de ce travail de thèse, ce lien entre fractalité et comportements de type puissance
observés naturellement, sera exploré au chapitre 3 dans la partie consacrée à l’adsorption sur
surfaces fractales.
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Figure 1.7: Front fractal de diffusion dans un milieu bidimensionnel résultant d’un processus
de marche aléatoire [50]

1.3.3 Auto-similarité et comportements de type puissance

De façon intuitive, un objet autosimilaire est un objet qui conserve sa forme, quelle que
soit l’échelle à laquelle on l’observe. C’est notamment le cas de la courbe de la fonction tem-
porelle f(t) = Ktν comme l’illustre la figure 1.8 qui de par sa définition présente également un
comportement de type puissance.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0

0.5

1

1.5

2

2.5

Figure 1.8: Auto-similarité de la fonction f(t) = Ktν
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C’est également le cas par exemple de processus en 1/f , du mouvement brownien fraction-
naire, du bruit gaussien fractionnaire.

Fort de cette constatation il est légitime de se poser la question de la nature du lien entre
auto-similarité et comportements de type puissance. L’auto-similarité est elle simplement une
caractéristique des comportements de type puissance ou en est elle une cause ?

Comme indiqué dans [127], il existe dans la nature des systèmes pour lesquels des événements
surviennent à de multiples échelles de temps avec des contributions d’égales importances. Ces
systèmes peuvent être traités mathématiquement en supposant une composition de sous-systèmes
avec des variables de couplage spéciales. Chacun des sous-systèmes est à son tour fait de sous-
sous-systèmes avec une autre variable de couplage et ainsi de suite. C’est donc dans ce cas
l’existence d’une multitude d’échelles qui peut produire des comportements auto-similaires et de
type puissance si leur contribution est correctement distribuée.

C’est d’ailleurs ce qui est observé au niveau de certains circuits électriques tels que les frac-
tances. Le terme fractance a été introduit par A. Le Mehauté [65] pour désigner des circuits ayant
des propriétés liant les éléments qui le composent. Fractance est l’abréviation de "fractional-order
impedance". Un exemple de ce type de circuit est représenté par la figure 1.9. Cette figure met
clairement en évidence l’auto-similarité d’un tel circuit et sa nature hiérarchique permettant
son découpage en sous systèmes. Et sous certaines conditions imposées aux résistances R et C,
l’impédance d’entrée de ce type de circuit a un comportement de type puissance comme indiqué
dans [130].

Figure 1.9: Circuit électrique auto-similaire

Ces conditions sur les résistances R et C peuvent être très diverses. La plus connue est la
distribution géométrique des valeurs des ces éléments qui à son tour va induire des constantes
de temps entre les différents sous systèmes elles-mêmes distribuées géométriquement et donc des
comportements de type puissance comme discuté au paragraphe 1.3.1 « récursivité et compor-
tements de type puissance ». Mais il existe une infinité de distributions en capacité de générer
des comportements de type puissance. Dans [96], il est par exemple démontré que le circuit
auto-similaire de la figure 1.10, également connu sous le nom de réseau RC de Cauer, admet un
comportement de type puissance si

Rk+1

Rk

=

(
k + 1

k

)λR
et

Ck+1

Ck
=

(
k + 1

k

)λC
, (1.33)
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avec λR > 0 et λC < 0.

Figure 1.10: Circuit électrique auto-similaire de type Cauer

Mais l’absence d’échelle interne est aussi l’une des principales caractéristiques des fractales.
On peut en effet dire que dans les fractales un grand nombre d’échelles coexistent de manière
auto-similaire. C’est en ce sens, compte tenu du lien entre fractalité et comportements de type
puissance détaillé précédemment que des systèmes auto-similaires (dans ce cas fractals) peuvent
produire des comportements de type puissance.

Les objets autosimilaires ne sont toutefois pas à confondre avec les fractales : la droite, le
plan, l’espace sont autosimilaires sans pour autant être fractals. A l’inverse, les fractales ne
sont pas intrinsèquement auto-similaires. C’est le cas des fractales aléatoires qui font apparaitre
différentes échelles spatiales sans pour autant être auto-similaires. C’est par exemple le cas du
terrain fractal de la figure 1.11 obtenu à partir du simulateur en ligne [38].

C’est donc plus l’existence d’échelles spatiales multiples qui induit des comportements de
type puissance et que la propriété d’auto-similarité qui oriente vers des cas particuliers.

Figure 1.11: Un exemple de terrain fractal

1.3.4 Criticalité auto-organisée et comportements de type puissance

Cette partie s’inspire très largement de la description faite dans [86]
La criticalité auto-organisée (de l’anglais self organised criticality) est une théorie de la

complexité qui étudie les changements brutaux du comportement d’un système. Cette théo-
rie enseigne que certains systèmes, composés d’un nombre important d’éléments en interaction
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dynamique, évoluent vers un état critique, sans intervention extérieure et sans paramètre de
contrôle. L’amplification d’une petite fluctuation interne peut mener à un état critique et provo-
quer une réaction en chaîne menant à un changement de comportement du système [32]. Cette
théorie est basée sur deux concepts clefs : l’auto-organisation et la criticalité.

Le terme d’auto-organisation désigne la capacité des éléments d’un système à produire et
maintenir une structure à l’échelle du système sans que cette structure apparaisse au niveau
des composantes [37] et sans qu’elle résulte de l’intervention d’un agent extérieur. L’auto-
organisation n’est pas le fruit d’une intention prédéterminée. Des agents ou des entités en in-
teraction, sans but commun préalablement défini, vont créer, sans le savoir et par imitation,
une forme particulière d’organisation. Ce qui caractérise donc les systèmes auto-organisés c’est
l’émergence et le maintien d’un ordre global sans qu’il y ait un chef d’orchestre.

La criticalité quant à elle caractérise les systèmes qui changent de phase, par exemple le
passage de l’eau à la glace, de la panique individuelle à la panique collective. En fait, le système
devient critique quand tous les éléments s’influencent mutuellement. Lorsque cet état critique est
atteint, le système peut bifurquer, c’est-à-dire qu’il change brutalement de comportement pour
passer d’un attracteur à un autre. Cet état critique est un attracteur du système dynamique
atteint à partir de conditions initiales différentes.

Dans l’expression criticalité auto-organisée, l’état critique est dit auto-organisé car l’état du
système résulte des interactions dynamiques entres ses composantes et non d’une perturbation
externe. L’auto-organisation est donc un processus qui passe par des états critiques.

La notion de criticalité auto-organisée a été proposée pour la première fois en 1987 [8] et
cette théorie a été appliquée à de nombreux phénomènes complexes, notamment à l’évolution
phylogénique des espèces vivantes, aux mécanismes déclenchant des tremblements de terre, des
avalanches, des embouteillages et, pour prendre un dernier exemple, aux krachs boursiers.

Pour illustrer cette théorie, l’expérience du tas de sable a également été utilisée. Elle consiste
à ajouter régulièrement des grains à un tas de sable. Petit à petit le sable forme un tas dont la
pente, en augmentant lentement, amène le tas de sable vers un état critique. L’ajout d’un grain
peut alors provoquer une avalanche de toute taille, ce qui signifie qu’une petite perturbation
interne n’implique pas forcément de petits effets. L’état critique auto-organisé d’un système
est donc un état ou le système est globalement métastable tout en étant localement instable.
Cette instabilité locale peut générer une instabilité globale (de grosses avalanches entraînant
l’effondrement du tas) qui ramène ensuite le système vers un nouvel état métastable : le tas de
sable connaît une nouvelle base.

Comme indiqué dans [7], l’une des particularités des systèmes auto-organisés critiques est de
posséder une double signature fractale, temporelle et spatiale. Ainsi, les variables qui décrivent
le comportement du système suivent des lois puissance, et les systèmes auto-organisés critiques
construisent des formes fractales.

Concernant la construction de formes fractales, on peut la vérifier au moyen d’une version
idéalisée de l’expérience du tas de sable connue sous le nom de tas Abélien [39], que l’on peut
construire au moyen de l’algorithme suivant. Imaginons une grille carrée infinie. Dans l’une des
cases de la grille, on fait tomber un à un des grains de sable. S’il y a plus de quatre grains sur
une cette case, la tour de sable bascule. Sa hauteur est réduite de quatre, tandis que les cases
situées au nord, à l’ouest, au sud et à l’est de la case renversée reçoivent chacune un grain. On
répète à l’infini ce processus de façon à ce qu’aucune case ne contienne pas plus de trois grains.
Il suffit alors de colorier les cases en fonction du nombre de grains contenus pour obtenir le motif
fractal de la figure 1.12.

Pour ce qui est des lois de puissance des variables décrivant les systèmes critiques auto-
organisés, on peut citer le livre [88] et les références citées. Mais ces lois de puissances ne portent
pas sur les évolutions temporelles de ces variables. Dans le cadre de l’étude bibliographique
menée durant la thèse, il n’a en effet pas été possible de trouver des résultats sur ce thème.
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Figure 1.12: Un exemple de tas de sable Abelien

Pour explorer la possibilité pour les systèmes critiques auto-organisés de produire des com-
portements de type puissance, nous avons reproduit l’expérience du tas de sable afin de mesurer
l’évolution de la hauteur du tas qui se forme à mesure qu’un débit constant de sable coule en son
sommet. Cette expérience est illustrée par les photos de la figure 1.13 prises à différents instants
de l’expérience.

Figure 1.13: Variation de hauteur du tas de sable pour t = 20s, t = 70s, t = 180s, t = 330s

L’évolution temporelle de la hauteur h(t) du tas de sable est représentée par la figure 1.14.
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Ces mesures sont fittées sur cette même figure par une fonction de la forme :

Ktν avec K = 10.31 et ν = 0.42. (1.34)
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Figure 1.14: Evolution temporelle du somment du tas de sable et fittage avec la fonction Ktν

Sur la figure 1.15, le logarithme des mesures de h(t) est tracé en fonction du logarithme du
temps t. La courbe obtenue est comparée à une droite de régression de pente 0.42.

Les figures 1.14 et 1.15 mettent donc bien en évidence que la variable h(t) associée au système
critique auto-organisé du tas de sable a un comportement de type puissance. Cette analyse
indique donc que le lien entre criticalité auto-organisé et comportements de type puissance
mériterait d’être exploré plus en détail. Comme cela sera démontré au chapitre 3, l’évolution de
la variable h(t) peut être modélisée par un modèle non linéaire, ce qui justifiera l’utilisation de
cette classe de modèle pour générer des comportements de type puissance.
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Figure 1.15: Tracé de log(h(t)) en fonction de log(t) et droite de régression

1.4 Exemples de phénomènes stochastiques produisant des
comportements de type puissance

Dans cette partie nous présentons différents exemples de phénomènes physiques se produisant
à une échelle microscopique et qui génèrent, à une échelle macroscopique, un comportement de
type puissance

1.4.1 Diffusion

Diffusion et marches aléatoires

Comme évoqué précédemment, la marche aléatoire de particules, c’est à dire des particules ef-
fectuant un mouvement brownien, peut conduire à des cinétiques fractionnaires des déplacements
moyens des ces particules. Mais cette marche aléatoire est aussi la représentation mathématique
à la base d’un phénomène physique très analysé : le phénomène de diffusion, lui même à l’ori-
gine de très nombreux comportements de type puissance. C’est même l’analyse de ces marches
aléatoires qui permet d’obtenir les équations utilisés pour modéliser les phénomènes de diffusion
et qui montre avec une approche un peu différente de celle adoptée au paragraphe précédent, le
caractère de type puissance de ce phénomène.

En effet considérons à nouveau une particule partant à l’instant k = 0 de la position m = 0
sous une dimension 1. On suppose qu’elle fait un pas à chaque instant (temps et espace discrets).
La probabilité d’aller à droite est de p et à gauche de q = 1−p. Le choix du mouvement à droite
ou à gauche constitue une épreuve Bernouilli. Au bout de N pas, le nombre de succès SN suit
une loi binomiale B(N, p). On a donc la probabilité de m succès

P(SN = m) =

(
N
m

)
pm(1− p)N−m. (1.35)

La position de la particule au bout de N pas est alors défini par XN = SN−(N−SN) = 2SN−N .
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Ainsi, la probabilité que la particule soit à la position m au bout de N pas est donnée par :

P(XN = m) = P
(
SN =

N +m

2

)
= P (m,N) =

(
N
N+m

2

)
p
N+m

2 q
N−m

2 . (1.36)

Un passage à la limite lorsque N →∞ conduit à (théorème de Moivre-Laplace) :

lim
N→∞

P (m,N) =
2√

2πσ2
m

e
− 1

2

δ2m
σ2m , σ2

m = 4Npq , δm = m− (p− q)N. (1.37)

Le passage en temps et espace continu conduit au mouvement brownien. Ce passage est
obtenu en posant x = m∆x et t = N∆t. La probabilité que la particule soit à une distance x à
l’instant t est alors :

P (x, t) =
1√

4πDt
e−

(x−vt)2
4Dt , v = (p− q)∆x

∆t
, D = 2pq

(∆x)2

∆t
. (1.38)

La probabilité précédente est solution de l’équation de diffusion (appelée équation de Fokker-
Planck) :

∂P (x, t)

∂t
= −v∂P (x, t)

∂x
+D

∂2P (x, t)

∂x2
, x ∈ R , t ∈ R+. (1.39)

Lorsque p = q = 1
2
(on parle alors d’isotropie spatiale), le terme v devient nul et l’équation

(1.39) devient identique à celle de la chaleur (équation de Fourier) décrivant le phénomène
de conduction thermique (la température remplaçant la probabilité P ) dans un milieu semi-
infini. Un comportement de type puissance est alors retrouvé en prenant la transformée de
Laplace de l’équation puis en résolvant l’équation en imposant comme conditions aux limites
P (∞, t) = P (−∞, t) = 0 et P (x, 0) = δ(x).

D’autres études existent sur le lien entre comportements de type puissance et marche aléa-
toire. Par exemple, pour un processus de marche aléatoire en temps continu avec des temps
d’attente dont la densité de probabilité respecte une loi de puissance, avec des longueurs de saut
de variance finie, la densité de probabilité de trouver une particule à la position x au temps t est
la solution de l’équation de diffusion non entière en temps, la définition de Riemann-Liouville
étant dans ce cas utilisée comme opérateur de dérivée non entière [76, 11]. Des approches si-
milaires considérant d’autres processus continus de marche aléatoire avec différentes fonctions
de temps d’attente et de densité de probabilité de longueur de saut existent dans la littérature.
Certaines font même apparaitre des dérivées non entière spatiales [75]. Mais, il faut observer
que ces résultats ont été obtenus avec des analyses temporelles (le temps tend vers l’infini) mais
surtout en considérant des espaces de dimension infinie, comme cela sera étudié au chapitre 2.

Diffusion réaction

L’équation de réaction-diffusion la plus simple, portant sur la concentration u d’une seule
substance dans une seule dimension de l’espace, est décrite par la relation

∂u(x, t)

∂t
= D

∂2u(x, t)

∂x2
+R (u(x, t)) , x ∈ R , t ∈ R+. (1.40)

Cette relation dans laquelle la fonction R(·) est très souvent linéaire, est connue sous le nom
d’équation KPP pour Kolmogorov-Petrovsky-Piskounov. Il est démontré dans [43, 62] que les
phénomènes de diffusion-réaction produisent des motifs géométriques fractals comme l’illustre
la figure 1.16.
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Figure 1.16: Motifs observés dans les colonies de Bacillus subtilis OG-01 en fonction de la
concentration en nutriments et dont la croissance est régie par une équation de diffusion réaction
[62]

Quand ils sont accompagnés de réactions, les phénomènes de diffusion conduisent dans cer-
taines conditions à produire des comportements de type puissance. C’est ce qui est mis en
évidence dans [58] où un modèle de réaction-diffusion est utilisé pour interpréter la dissociation
et la reformation des liaisons Si/H présentes au niveau du silicium - interfaces d’oxyde d’un
transistor CMOS. C’est aussi le cas dans [12] au sujet d’une réaction A + B → ∅ contrôlée par
diffusion, qui indique l’existence de loi de puissance, à la fois dans les densités des espèces en
réaction et dans le front de réaction.

Domaines d’occurrence

Le concept de diffusion est très largement utilisé dans de nombreux domaines tels que la
physique, la chimie, la biologie, la sociologie, l’économie, la finance et il serait impossible d’en
faire une liste exhaustive. Les entités sur lesquelles portent ces diffusions peuvent elles aussi
être de natures très variées : des molécules, des cellules, des gens, des idées ou encore des prix.
Pour avoir un aperçu de l’étendu des domaines d’occurrence des phénomènes de diffusion, il sera
possible de se reporter aux ouvrages [49, 25].

1.4.2 Adsorption

En chimie, l’adsorption est un phénomène de surface dans lequel des atomes, des ions ou des
molécules (adsorbats) se fixent à une surface solide (adsorbant) à partir d’une solution gazeuse,
liquide ou solide. Ce processus est basé sur l’interaction de l’adsorbat avec une surface, et peut
impliquer différents processus, plus ou moins intenses, tels que les interactions de Van der Waals
[21], les interactions dipolaires, des liaisons chimiques covalentes ou ioniques [95].

Adsorption Séquentielle Aléatoire (ASA)

Le phénomène d’adsorption a très largement été étudié dans la littérature au moyen d’une
version idéalisée nommée Adsorption Séquentielle Aléatoire ou ASA (de l’anglais Random se-
quential adsorption ou RSA). L’adsorption séquentielle aléatoire désigne un processus dans le-
quel des particules sont déposées de manière aléatoire sur une surface, et si elles ne chevauchent
aucune particule précédemment adsorbée, elles s’adsorbent et restent fixes pour le reste du pro-
cessus. L’ASA peut être étudiée dans le cadre d’expériences, d’une analyse mathématique ou
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d’une simulation informatique comme l’illustre la figure 1.17 issue d’une simulation d’un dépôt
de disques sur un plan.

L’ASA a d’abord été étudiée en dimension 1 dans le cadre de l’attachement de groupes
dans une chaîne de polymères [47], et du problème du stationnement des voitures [93]. En
deux dimensions et plus, de nombreux systèmes ont été étudiés par simulation informatique.
En 2D, ces simulations ont porté sur des disques, des carrés et des rectangles orientés de façon
aléatoire [28], des carrés et des rectangles alignés et diverses autres formes. Beaucoup d’études
ont également porté sur des dépôts de k-mers sur différents type de treillis afin de reproduire et
d’analyser la formation de polymères [117].

Un résultat important de ces études porte sur la couverture maximale de la surface, appelée
couverture de saturation ou « packing fraction ».

Figure 1.17: Exemple d’un remplissage partiel d’une surface par ASA

L’ASA fait apparaitre dans certaines situation des motifs fractals comme dans le cas de dépôts
d’aiguilles représentés par la figure 1.18 [131] et des cinétique de type puissance [18]. C’est pour
cette raison que l’adsorption et son modèle mathématique que constitue l’ASA seront étudiés
plus en détail au chapitre 3.

Figure 1.18: RSA d’aiguilles faisant apparaitre des motifs fractals
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Domaines d’occurrence

L’adsorption est largement utilisée dans les applications académiques dans les domaines
physiques, chimiques ou biologiques pour capter les polluants, pour la séparation de gaz, comme
catalyseurs, et donc en règle générale éliminer un substance à partir de solutions liquides ou
gazeuses [17]. Le phénomène d’adsorption est également largement utilisé dans l’industrie en
particulier pour la purification de l’eau [17] mais aussi dans de nombreuses autres applications
(par exemple, [30, 31]), comme la conception de capteurs [53, 80].

1.4.3 Agrégation et dépôts balistiques

Agrégation

L’agrégation désigne le phénomène selon lequel des particules ou des clusters de particules
(au sens large puisqu’il peut s’agir de globules sanguins ou d’objets célestes) s’agglomèrent de
façon définitive lorsqu’ils se rencontrent. Ce phénomène est illustré notamment dans [4] (voir
figure 1.19) au travers de la formation de plusieurs clusters en fonction du temps.

Figure 1.19: Formation de clusters [4]

Ce phénomène est également connu dans la littérature sous l’appellation « diffusion-limited
agregation ». Il est en effet question de « Diffusion limitée » car les particules sont considérées
comme étant à de faibles concentrations, elles n’entrent donc pas en contact les unes avec les
autres et la structure se développe une particule à la fois plutôt que par morceaux de particules.
Ce phénomène produit des structures dendritiques telles que celles de la figure 1.20. Dans sa
version idéalisée, un modèle mathématique du phénomène d’aggregation est l’arbre brownien.
Un arbre brownien est construit en suivant les étapes suivantes. D’abord, une "graine" est placée
quelque part sur un plan. Ensuite, une particule est placée dans une position aléatoire du plan,
et déplacée de façon aléatoire jusqu’à ce qu’elle heurte la graine. La particule est laissée là, et
une autre particule est placée dans une position aléatoire et déplacée jusqu’à ce qu’elle heurte
la graine ou une particule précédente, et ainsi de suite. Un cluster tel que celui de la figure 1.21
issu de [46] est alors obtenu. Comme indiqué dans [121], la cinétique de croissance du cluster,
c’est à dire la variation de son rayon R(t) est de la forme

dR(t)

dt
= KRd−1−ν , (1.41)

oùK est une constante, d est la dimension de l’espace dans lequel se produit la croissance et ν est
la dimension fractale du cluster. La relation (1.41) admet une solution ayant un comportement
de type puissance comme démontré au chapitre 3, ce qui d’ailleurs conduira à adopter cette classe
de modèles pour modéliser d’autres comportements de type puissance dans ce même chapitre.
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Figure 1.20: Structure dendritique produite par agrégation de particules de cuivre d’une solution
de sulfate de cuivre dans une cellule d’électrodéposition (image libre, auteur Kevin R. Johnson)

Figure 1.21: Un exemple d’arbre brownien [46]

Dépôts balistiques

Le processus par lequel des particules tombent sur une surface et restent collées là où elles at-
terrissent est connu sous le nom de dépôt balistique. Contrairement à l’agrégation, les particules
ne subissent pas de mouvement brownien avant de s’agglomérer, elles frappent une surface col-
lante dans une seule direction et se collent aux particules qui font déjà partie de la masse par une
croissance en hauteur ou sur un côté. Ce processus reproduit des phénomènes de sédimentation
tel que celui de de la figure 1.22 [9] créés à partir de nanoparticules.

Mathématiquement, il peut être modélisé en faisant tomber une à une des particules sur
une ligne en suivant des trajectoires verticales aléatoires. On obtient alors des structures, de
géométries fractales, telles que celles de la figure 1.23.

Au-delà de la construction d’objets ayant des géométries fractales, certaines caractéristiques
de ces dépôts balistiques, par exemple l’évolution temporelle du plus haut sommet du dépôt ou
encore la rugosité, admettent des cinétiques de type puissance comme indiqué dans [9, 125, 41].
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Figure 1.22: Diélectrique fait de nanoclusters de TiO2 [9]

Figure 1.23: Croissance par dépôt balistique (image libre, auteur Wingk LEE)

Domaines d’occurrence

Le phénomène d’agrégation (limité par diffusion) se rencontre dans de multiples domaines.
On peut par exemple citer la diffusion et l’agrégation d’ions dans une solution électrolytique sur
des électrodes [109, 94]. D’autres exemples peuvent être trouvés dans la croissance des coraux,
le chemin emprunté par la foudre, la coalescence des particules de poussière ou de fumée et la
croissance de certains cristaux [113, 10, 90].

Le processus de dépôt balistique a quant à lui été proposé pour la première fois dans [123]
en 1959 pour modéliser des phénomènes de sédimentation. On retrouve ce modèle dans d’autres
travaux de modélisation tels que ceux décrits dans [115] au sujet de la croissance de film mince
par dépôt de vapeur avec application à la métallisation de via (trou métallisé qui permet d’établir
une liaison électrique entre deux couches d’un circuit imprimé). Ce type de modèle a également
été utilisé pour développer une nouvelle famille de matériaux dielectriques-plasmoniques par
dépôt (voir figure 1.22 [41]) pour des applications allant de photo-catalyseurs aux capteurs sans
contact pour les diagnostics médicaux non invasifs.

1.4.4 Fragmentation

Un processus de fragmentation est un événement de fracture itératif qui se produit au niveau
moléculaire, où les forces agissant sur un matériau produisent la rupture de liaisons chimiques
individuelles permettant l’apparition de fissures ou de chemins de fissures [54] comme l’illustre
la figure 1.24.

Fragmentation planaire

L’étude des processus de fragmentation est axée sur la construction d’un modèle mathéma-
tique afin de comprendre le mécanisme qui génère la rupture itérative et les propriétés de ce
système dynamique. L’obtention d’une expression mathématique exacte d’un modèle de frag-
mentation a été un défi important en mécanique pendant de nombreuses années en raison de la



1.4. Phénomènes produisant des comportements de types puissance 27

Figure 1.24: Fragmentation d’un verre trempé [119] (gauche) et formation de martensite [40]
(droite)

caractéristique instantanée du processus, du comportement inconnu des particules et du manque
d’équations qui représentent la croissance des fissures [51].

En termes de modèles mathématiques du processus de fragmentation on trouve le modèle
de fragmentation rectangulaire ou encore le modèle de fragmentation isotrope. Ces modèles
représentés par la figure 1.25 sont issus d’une construction itérative aléatoire. Dans le cas de la
fragmentation rectangulaire le processus de construction consiste à :

— sélectionner de façon aléatoire un rectangle avec une probabilité proportionnelle à sa sur-
face,

— fragmenter le rectangle en deux rectangles plus petits à partir d’un point aléatoire à l’in-
térieur du rectangle sélectionné, verticalement ou horizontalement avec une probabilité
égales.

L’analyse statistique d’un tel phénomène [61] permet de démontrer que la moyenne de la
longueur des fragments 〈l〉 évolue de la façon suivante,

〈l〉 ∼ t(−3−
√

5)/2, (1.42)

et met donc en évidence une cinétique de type puissance.

Figure 1.25: Fragmentation rectangulaire (gauche) et isotrope (droite) [61]

Domaines d’occurrence

Dans la nature comme dans les objets technologiques, les processus de fragmentation sont
des phénomènes à plusieurs échelles qui apparaissent dans de nombreux domaines, notamment
en astronomie, en géologie, métallurgie [40], dans les mines et dans la fission nucléaire [48, 2].
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1.5 Conclusion
Ce premier chapitre fournit du matériel technique qui sera utilisé par la suite, mais il relate

surtout, au travers d’une analyse bibliographique, une recherche des origines physiques des com-
portements de type puissance sur lesquels portent ce mémoire de thèse. Pour cela des théories
physiques récentes telles que la récursivité, la fractalité, la criticalité et l’auto-similarité sont
analysées. Des phénomènes physiques majeurs tels que la diffusion, l’adsorption, l’agrégation, la
fragmentation sont également considérés.

Cette recherche bibliographique met en évidence qu’une origine physique récurrente des com-
portements de type puissance résulte du comportement stochastiques d’agents au sens large
(atomes, ions, bactéries, humains, ...) dans un milieu contraint par la géométrie [120]. Une
contrainte géométrique particulièrement analysée dans le cadre de ce travail est la fractalité de
cette géométrie. La fractalité dont on parle ici n’est pas celle obtenue par construction récursive
mais de façon stochastique.

Ce premier chapitre met en effet en évidence le lien très étroit entre fractalité et compor-
tements de type puissance dans un cadre stochastique. Des comportement stochastiques dans
un domaine fractal engendrent des comportements de type puissance et des comportements sto-
chastiques dans un milieu homogène et ordonné engendrent eux aussi des comportements de
type puissance mais également des géométries fractales nées du hasard. Cette analyse conforte
donc l’idée que les comportements de type puissance sont à rechercher dans les phénomènes
stochastiques.

Certains de ces phénomènes de nature stochastique sont analysés dans ce premier chapitre
et notamment le phénomène d’adsorption et d’agrégation. Tous les deux font apparaitre des
cinétiques de type puissance issues de modèles non linéaires. Ils permettent de penser qu’il
existe d’autres modèles que les modèles non-entiers qui produisent des comportements de type
puissance. Cette idée est reprise au chapitre suivant qui, mettant en évidence certaines limites
des modèles non entiers, propose d’autres outils de modélisation.
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2.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons présenter différents outils de modélisation qui permettent de

capturer le comportement à mémoire longue de type puissance de différents systèmes et en
analyser les avantages et les limitations.

Afin de décrire l’évolution d’un système dynamique, les modèles mathématiques font interve-
nir des dérivées. Ces dérivées peuvent être d’ordre entier, et on parlera alors de modèles entiers ;
ou d’ordre non-entier, et on parlera alors de modèles non-entiers. Après avoir rappelé certaines
définitions dans le cas usuel des modèles entiers dans la partie 2.2, la partie 2.3 s’attache à
détailler les modèles non-entiers, qui sont l’outil de modélisation généralement utilisé pour les
systèmes à comportement de type puissance de par leur capacité à capturer de manière fine et
avec peu de paramètres ce type de dynamique. Ces modèles présentent néanmoins un certain
nombre d’inconvénients, décrits en fin de partie 2.3. Afin de lever une partie de ces inconvé-
nients, d’autres classes de modèles sont proposées par la suite. Dans la partie 2.4, des modèles
basés sur les équations intégrales de Volterra, qui généralisent les modèles non entiers (ces deux
types de modèles s’intersectent lorsque le noyau dans l’équation de Volterra est particularisé)
sont présentés, puis analysés sur la base de données réelles. De même, la partie 2.5 est consacrée
à la présentation des modèles à retards distribués, qui sont des modèles faisant intervenir un
délai sur l’état du système. La capacité de ces modèles à produire des comportements à mémoire
longue de type puissance est analysée en fin de partie 2.5. Enfin, dans la partie 2.7, une classe
de modèles non linéaires dit affine en l’entrée est introduite. Elle est analysée dans un premier
temps sur un exemple dans la partie 2.7 et sera plus largement utilisée au chapitre 3.

2.2 Généralités sur les modèles entiers
L’outil très répandu pour représenter un système dynamique est la représentation d’état.

Dans le cas général des modèles entiers, cette représentation d’état est de la forme{
ẋ(t) = f(x, u, t)

y(t) = h(x, u, t)
, (2.1)

où
— x ∈ Rn est le vecteur d’état,
— y ∈ Rm le vecteur de sortie,
— u ∈ Rp le vecteur d’entrée.
Si f et h sont des fonctions linéaires par rapport à x et u, la représentation d’état des systèmes

est dite linéaire. Si en plus le système est stationnaire, on parle de système linéaire invariant
dans le temps (LTI) et la représentation d’état 2.1 devient :{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
, (2.2)

où A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n et D ∈ Rp×m sont des matrices à coefficients constants.
On peut également représenter un système linéaire au repos (en l’absence de condition ini-

tiale) dans le domaine fréquentiel grâce à sa fonction de transfert.

Définition 8 (Fonction de transfert). Soit un système LTI monovariable, c’est-à-dire possédant
une unique entrée u(t) et une unique sortie y(t). La fonction de transfert du système lie la
transformée de Laplace U(s) de l’entrée à la transformée de Laplace Y (s) de la sortie par la
relation

Y (s) = G(s)U(s) (2.3)
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où G(s) est exprimée (généralement) par la fraction rationnelle

G(s) =
N(s)

D(s)
, (2.4)

avec N(s) et D(s) des polynômes en s, cette dernière désignant la variable de Laplace.

Une autre manière de représenter un système LTI est d’utiliser sa réponse impulsionnelle.

Définition 9 (Réponse impulsionnelle). La réponse impulsionnelle d’un système dynamique est
sa réponse à une distribution de Dirac.

La connaissance de la réponse impulsionnelle permet de déterminer la sortie du système
pour une entrée donnée via le produit de convolution y(t) = u(t) ∗ h(t), où h(t) est la réponse
impulsionnelle du système et u(t) est l’entrée considérée.

Une autre réponse temporelle utilisée dans ce manuscrit pour caractériser le comportement
d’un système est la réponse indicielle, définie comme suit.

Définition 10 (Réponse indicielle). La réponse indicielle d’un système dynamique est sa réponse
à un échelon, c’est-à-dire à une fonction de Heaviside H(t) définie par la relation suivante :

∀t ∈ R, H(t) =

{
0 si t < 0,

1 si t ≥ 0.
(2.5)

2.3 Modèles non-entiers et propriétés

Les modèles non-entiers sont très répandus lorsqu’il s’agit de capter des comportements de
type puissance (cf. chapitre 1) car ils permettent de gérer ce type de comportement en faisant
appel à un nombre réduit de paramètres. Cette section est donc consacrée à leur description
ainsi qu’à la mise en évidence d’un certain nombre d’avantages et de limitations.

Le calcul dit « fractionnaire » dont résulte les modèles non entiers également appelés modèles
fractionnaires, repose sur une généralisation des notions de dérivation et d’intégration à des
ordres non-entiers. Les définitions les plus populaires de la dérivation non-entière sont celles de
Riemann-Liouville, de Grünwald-Letnikov et celle de Caputo. Toutes ces notions sont à présent
détaillées.

2.3.1 Intégration non-entière

Soient t0 ∈ R et f(t) une fonction de R dans C continue par morceaux sur ]t0,+∞[ et
intégrable sur [t0, t[ pour tout t > t0. La formule de Cauchy permet d’exprimer l’intégrale
entière d’ordre n ∈ N∗ de f(t) par :

Int0f(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

t0

(t− τ)n−1f(τ)dτ . (2.6)

En s’inspirant de la formule de Cauchy, Riemann a défini en 1847 l’expression générale de
l’intégrale d’ordre ν ∈ R∗+ de f(t) sous la forme de l’expression suivante :

Iνt0f(t)
∆
=

1

Γ(ν)

∫ t

t0

(t− τ)ν−1f(τ)dτ . (2.7)
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L’opérateur d’intégration Iνt0 , est appelé intégrale de Riemann-Liouville d’ordre ν, ou plus
simplement opérateur d’intégration non-entière d’ordre ν. La fonction complexe Γ(·) est la fonc-
tion Gamma d’Euler (étendant l’opération factorielle aux nombres complexes sans les entiers
négatifs) définie par

Γ(ν) =

∫ ∞
0

e−xxν−1dx, ∀ν ∈ C \Z− . (2.8)

Remarque 2. Pour ν = n ∈ N∗, l’intégration à un ordre entier (2.6) devient un cas particulier
de l’intégration à un ordre non-entier (2.7).

Transformée de Laplace de l’intégrale non-entière d’une fonction temporelle

Si f est nulle sur ]−∞, 0[ (elle est alors dite « temporelle »), et on peut écrire l’intégration
non-entière comme un produit de convolution :

Iν0f(t) =
tν−1u(t)

Γ(ν)
∗ f(t). (2.9)

Cela permet de calculer la transformée de Laplace de l’intégrale non-entière d’une fonction
temporelle :

L{Iν0f(t)} = L
{
tν−1u(t)

Γ(ν)
∗ f(t)

}
= L

{
tν−1u(t)

Γ(ν)

}
L{f(t)} =

1

sν
F (s), (2.10)

où u(t) est la fonction de Heaviside et F (s) = L{f(t)} pour s ∈ C.
Cette relation généralise ainsi la formule suivante, bien connue dans le cas entier :

L
{
Int0f(t)

}
=

1

sn
F (s), n ∈ N∗ . (2.11)

2.3.2 Dérivation non-entière

Si la définition de l’intégrale non-entière est unique, il existe plusieurs définitions de la déri-
vation non-entière dont les plus usitées sont données ci-après.

Définition au sens de Grünwald-Letnikov

Pour une fonction f de R dans C, la dérivée au sens Grünwald-Letnikov d’ordre ν ∈ R+ est
donnée par

gD
νf(t) = lim

h→0

1

hν

+∞∑
i=0

(
ν

i

)
(−1)if(t− ih), (2.12)

où (
ν

i

)
=

Γ(ν + 1)

Γ(i+ 1)Γ(ν − i+ 1)

étend la définition usuelle du coefficient binomial.
Selon le signe de ν, l’opérateur Dν correspond à la dérivée non-entière (ν > 0) ou l’intégrale

non-entière (ν < 0).

Définition au sens de Riemann-Liouville

Soit ν ∈ R+ et n = dνe la partie entière supérieure de ν. La dérivée non-entière au sens de
Riemann-Liouville d’une fonction f de R dans C, est donnée par

rD
ν
t f(t) =

dn

d tn
In−νt0

f(t) =
dn

d tn

[
1

Γ(n− ν)

∫ t

t0

(t− τ)n−ν−1f(τ) d τ

]
, (2.13)

pour t > t0 et où In−νt0
désigne l’intégrale de Riemann-Liouville d’ordre n− ν.
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Définition au sens de Caputo

Toujours avec n = dνe, la dérivée non-entière au sens de Caputo d’ordre ν ∈ R+ est donnée
par

cD
ν
t f(t) = In−νt0

f (n)(t) =
1

Γ(n− ν)

∫ t

t0

(t− τ)n−ν−1f (n)(τ) d τ. (2.14)

Cette définition résulte donc de la permutation dérivée-intégrale dans la définition au sens
de Riemann-Liouville donnée dans (2.13).

Transformée de Laplace de la dérivée non-entière d’une fonction temporelle

Du fait de la non unicité de la définition de la dérivée non-entière (on en dénombre plus de
30 dans [83]), l’expression de sa transformée de Laplace n’est pas unique et fait apparaître des
différences dans la manière de prendre en compte les conditions initiales.

Si les valeurs initiales des dérivées entières et non-entières des signaux relaxés à t = t0 sont
nulles, on peut montrer [87, 104] que les expressions des transformées de Laplace des dérivées
au sens de Riemann et de Caputo sont identiques et se réduisent à :

L{Dνf(t)} = sνL{f(t)} . (2.15)

2.3.3 Caractérisation fréquentielle d’un dérivateur et d’un intégrateur
d’ordre non-entier réel

Un dérivateur (ou un intégrateur) non-entier réel est tel que sa grandeur de sortie y(t)
correspond à la dérivée non-entière de sa grandeur d’entrée u(t), soit :

y(t) = Dνu(t), (2.16)

où ν ∈ R désigne l’ordre de dérivation (ν pouvant être positif ou négatif, l’opérateur considéré
étant alors soit un dérivateur, soit un intégrateur).

A l’aide de la relation (2.15) et en supposant donc que tout le passé du signal u(t) est nul, la
transformée de Laplace de la sortie y(t) s’écrit :

Y (s) = sνU(s) = D(s)U(s), (2.17)

où D(s) désigne la transmittance du dérivateur non-entier. La réponse fréquentielle de D(s) est
déduite en remplaçant s par jω, soit :

D(jω) = (jω)ν . (2.18)

Définis comme le module et l’argument de D(jω), le gain et la phase du dérivateur admettent
des expressions de la forme : {

|D(jω)| = ων

arg(D(jω)) = ν
π

2
. (2.19)

Le système d’équation (2.19) révèle une propriété de ce type de dérivateur :

— le diagramme de gain est caractérisé par une droite oblique de pente 20ν dB par décade ;

— le diagramme de phase est caractérisé par une droite horizontale d’ordonnée ϕ = ν π
2
rad.

La figure 2.1 représente les diagrammes de Bode de dérivateurs non-entiers réels pour des
ordres de dérivation compris entre -1.5 et 1.5.
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Figure 2.1: Diagrammes de Bode de dérivateurs non-entiers réels

Cela justifie l’utilisation des modèles non-entiers pour les systèmes ayant ce comportement
fréquentiel (comportement de type puissance) dans une gamme de fréquence, ce qui est le cas
des systèmes à mémoire longue de type puissance.

2.3.4 Fonction de transfert non-entière

Comme dans le cas entier (définition 8), on peut représenter un système linéaire par une
fonction de transfert de la forme

G(s) =
N(s)

D(s)
. (2.20)

À la différence du cas entier, N et D font intervenir des exposants non-entier de s. Ces
exposants non-entier peuvent être appliqués directement sur s auquel cas on parle de fonction
de transfert non-entière explicite ou sur une fonction de s auquel cas on parle de fonction
de transfert non-entière implicite. Dans ce document, la forme explicite sera principalement
utilisée.

Dans le cas explicite, on a donc

N(s) =
N∑
k=1

αks
νk (2.21)

et

N(s) =
M∑
l=1

βls
µl , (2.22)

où (N,M) ∈ N2 et pour tout k ∈ {1..N} et l ∈ {1..M}, (αk, βl) ∈ R+×R+.

Lorsque tous les exposants νk de N et µl de D sont multiples d’un même réel ν, la fonction
de transfert est dite commensurable et ν est appelé ordre de commensurabilité du modèle.

Les fonctions de transfert non-entières permettent de capturer des comportements particu-
liers, notamment ceux à mémoire longue de type puissance.
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2.3.5 Pseudo représentation d’état

Pour les modèles non-entiers explicites d’ordre commensurable, il est possible de se placer
dans un cadre analogue à ce qu’offre la représentation d’état pour les modèles entiers. On in-
troduit alors la notion de pseudo représentation d’état apparue pour la première fois dans la
littérature dans [101] :{

Dν
0x = Ax(t) +Bu(t)

y = Cx(t) +Du(t)
, où ∀t < 0, x(t) = u(t) = 0, (2.23)

où ν est l’ordre commensurable, x(t) ∈ Rn est le vecteur de pseudo états et A ∈ Rn×n,
B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n et D ∈ Rp×m sont des matrices à coefficients constants.

Il est important de préciser que x(t) ne joue pas ici le rôle d’état du système. En effet, la
connaissance de seulement x(t1) pour un instant t1 > t0 ne permet pas de déterminer x(t) pour
tout t > t1.

La pseudo représentation d’état (2.23) est donc utile pour représenter le comportement
entrée-sortie d’un système à conditions initiales nulles, mais ne renseigne pas sur le compor-
tement interne du système.

2.3.6 Représentation diffusive

La représentation diffusive a été initialement introduite afin de transformer des opérateurs
non entiers en système entrée-sortie plus classique [77, 78].

Considérons un modèle non-entier décrit par l’équation suivante :

Na∑
k=0

akD
νak
t0 y(t) =

Nb∑
k=0

bkD
νbk
t0 u(t), (2.24)

avec ak et bk des réels. Ce modèle a pour fonction de transfert

H(s) =
Y (s)

U(s)
. (2.25)

Sa réponse impulsionnelle est définie par (un exemple de calcul de la réponse impulsionnelle
d’un intégrateur non entier est disponible dans l’annexe B)

h(t) = L−1{H(s)} =
1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
eptH(p) d p, (2.26)

où c est choisi supérieur à la partie réelle des pôles de H et évite les points de branchements
de H, c’est à dire dans notre cas, le domaine du plan complexe ]−∞, 0] car pν n’a de sens que
pour p ∈ C \R− donc pour arg(p) ∈]− π, π[. En considérant le contour Γ de la figure 2.2, on a,
d’après le théorème des résidus :

1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
eptH(p) d p =

1

2iπ

∫
γ0

eptH(p) d p

=
1

2iπ

∫
Γ−γ0

eptH(p) d p+
n∑
k=1

Res
(
eptH(p), pk

)
IndΓ(pk), (2.27)

où Res (eptH(p), pk) désigne le résidu de eptH(p) en pk et IndΓ(pk) est l’indice de Γ par rapport
à pk, c’est-à-dire le nombre de tours effectués autour de pk en parcourant Γ.

Après simplification, on peut donc écrire

h(t) = hd(t) + hp(t), (2.28)
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Figure 2.2: Exemple de chemin Γ utilisé pour le calcul de h(t)

où hp(t) se calcule à partir des pôles de H et hd(t) est liée à la partie diffusive du modèle :

hd(t) =

∫ +∞

0

e−tξµ(ξ) d ξ, (2.29)

µ : R −→ C étant une fonction causale.
Dans le domaine de Laplace l’expression (2.29) devient :

Hd(p) =

∫ +∞

0

µ(ξ)

p+ ξ
d ξ. (2.30)

On peut donc exprimer la sortie y(t) du système par

yd(t) =
∫ +∞

0
µ(ξ)w(t, ξ) d ξ, (2.31)

où w est solution de l’équation différentielle

∂ ω

∂t
(t, ξ) = −ξw(t, ξ) + u(t), ξ ∈ R+ . (2.32)

Définition 11 (Représentation diffusive). Les équations (2.31) et (2.32) constituent la repré-
sentation diffusive du sous-modèle de réponse impulsionnelle hd(t) (2.29).

2.3.7 Mise en évidence de différentes limitations

Les modèles non-entiers sont efficaces pour décrire les comportements entrée-sortie à mé-
moire longue de type puissance comme le montre de nombreux travaux [16, 132, 129, 56]. Ils
présentent néanmoins, comme nous allons le voir par la suite, un certain nombre de limitations
pour capturer certaines caractéristiques particulières des systèmes générant des comportement
à mémoire longue.
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Prise en compte des conditions initiales

Les différentes représentations de la dérivée non-entière prennent en compte de manières
différentes les conditions initiales. Pour illustrer cela, considérons un système décrit par l’équation
différentielle

Dνf(t) = u(t), 0 < ν < 1. (2.33)

Ce système est considéré au repos pour t < 0.
En utilisant la définition de Riemann-Liouville, on peut montrer que la transformée de La-

place de f est donnée par [35]

L{Dνf(t)} = sνF (s)−
n−1∑
i=0

si
[
Dν−i−1f(t)

]
t=0

, (2.34)

où n = dνe et F est la transformée de Laplace de f .
Cela mène à la réponse temporelle suivante (voir [103]) :

f(t) = t0
tν−1

Γ(ν)
, t ≥ 0. (2.35)

En utilisant la définition de Caputo, on peut montrer que la transformée de Laplace de f est
donnée par [35]

L{Dνf(t)} = sνF (s)−
n−1∑
i=0

sν−i−1
[
Dif(t)

]
t=0

. (2.36)

Cela mène à la réponse temporelle suivante (voir [103]) :

f(t) =
(2t0)ν − tν

Γ(ν + 1)
H(t), t ≥ 0, (2.37)

où H désigne la fonction de Heaviside (10). On constate donc que les relations (2.35) et (2.37)
sont différentes et que la réponse du système dépend de la définition choisie pour la dérivée non
entière.

Une autre manière de mettre en évidence le problème de prise en compte des conditions
initiales, qui ne nécessite pas de définition particulière de la dérivée non-entière, est de considérer
un intégrateur non-entier au repos à t = 0, dont la pseudo représentation d’état est :{

Dν
0x(t) = u(t)

y(t) = x(t)
, où ∀t < 0, x(t) = u(t) = 0. (2.38)

Dans le cas ν = 1, le modèle (2.38) est la représentation d’état d’un intégrateur d’ordre
entier. Pour un instant t1 > 0, on peut déterminer la valeur x(t1) si les valeurs de u entre 0 et
t1 sont connues :

x(t1) =

∫ t1

0

u(τ) d τ = x1 = cste, (2.39)

et pour t > t1, les valeurs x(t) sont données par

x(t) =

∫ t

0

u(τ) d τ

=

∫ t1

0

u(τ) d τ︸ ︷︷ ︸
x(t1)

+

∫ t

t1

u(τ) d τ.
(2.40)
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Ainsi, on peut calculer x(t) si on connait x(t1) et les entrées u entre t1 et t. La sortie de
l’intégrateur à un instant donné t1 résume alors tout le passé du modèle et x(t) correspond à
l’état du système conformément à la définition 1.

Dans le cas d’un intégrateur non-entier ν 6= 1, on peut calculer la valeur de x à un instant
t1 > 0 à l’aide de l’équation (2.7), si les entrées entre 0 et t1 sont connues :

x(t1) =
1

Γ(ν)

∫ t1

0

(t1 − τ)ν−1u(τ) d τ = x1 = cste, (2.41)

et pour tout t > t1 on a

x(t) =
1

Γ(ν)

∫ t

0

(t− τ)ν−1u(τ) d τ

=
1

Γ(ν)

∫ t1

0

(t− τ)ν−1u(τ) d τ︸ ︷︷ ︸
α(t)6=x(t1)

+
1

Γ(ν)

∫ t

t1

(t− τ)ν−1u(τ) d τ.
(2.42)

Il y a deux différences notables par rapport au cas entier. La première est que le terme α(t)
dans l’expression (2.42) dépend de l’instant t considéré. De plus, même si x(t1) est connu, il
n’est pas possible de calculer α(t). La sortie de l’intégrateur non entier n’est donc pas un état
pour le modèle non-entier. En effet, pour calculer α(t) pour tout t, il faut connaître x(t) pour
tout t ∈ [0, t1], c’est-à-dire tout le passé du modèle, soit une infinité d’informations.

Constantes de temps infiniment rapides et infiniment lentes

Reconsidérons un modèle non-entier décrit par l’équation suivante :

Na∑
k=0

akD
νak
t0 y(t) =

Nb∑
k=0

bkD
νbk
t0 u(t), (2.43)

avec ak et bk des réels. Ce modèle a pour fonction de transfert

H(s) =
Y (s)

U(s)
, (2.44)

et sa réponse impulsionnelle est

h(t) = L−1{H(s)}. (2.45)

La transformée de Laplace de la représentation diffusive de la sortie y(t) est donnée par la
relation (2.30), soit :

H(p) =

∫ +∞

0

µ(ξ)

p+ ξ
d ξ. (2.46)

Cette relation met en évidence une distribution des pôles de 0 à −∞ et donc, telle qu’annoncé
au paragraphe précédent, des constantes de temps infiniment rapides et infiniment lentes. Cela
induit une mémoire infinie et rend difficile l’établissement d’un lien entre les variables de ces
modèles et les variables du système modélisé.

L’introduction des modèles non entiers et des limitations induites résulte de la volonté de
généralisation d’outils de description interne initialement introduits pour des systèmes entiers.
D’autres outils existaient néanmoins déjà dans la littérature sous la forme par exemple d’équa-
tions de Volterra qui sont à présent étudiées.
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2.4 Équations de Volterra comme généralisation des mo-
dèles non-entiers

Les équations intégrales de Volterra de première espèce ont été introduites par Volterra [124]
afin d’étudier la croissance démographique. Il s’agit de cas particulier d’équations intégrales,
c’est-à-dire d’équation dont l’inconnue est une fonction qui apparaît sous l’intégrale.

Une équation intégrale de Volterra de première espèce est de la forme

v(t) =

∫ t

a

η(t, τ)φ(τ) d τ, (2.47)

où dans ce modèle, v peut être vu comme la sortie, φ comme l’entrée, et η, appelé noyau du
modèle est une fonction que l’on cherchera à déterminer en fonction du phénomène à modéliser.

Comme cela a été montré dans [97], ces équations peuvent être vues comme une généralisation
des définitions de l’intégration non-entière. En effet, dans le cas de la définition de Caputo (2.14),
le noyau est η(t, τ) = (t− τ)n−ν−1 et φ(τ) = f(τ).

Supposons maintenant que l’on considère l’opérateur de dérivation non-entière de Riemann-
Liouville (2.13) et effectuons une intégration d’ordre 1 des deux cotés de la première relation de
la pseudo représentation d’état (2.23). On obtient∫ t

0

η(t− τ)x(τ) d τ =

∫ t

0

Ax(τ) +Bu(τ) d τ, (2.48)

où η(t) = t−ν

Γ(1−ν)
et multiplie chaque composante du vecteur x(τ). On peut donc réécrire la

relation (2.48) comme suit∫ t

0

(η(t− τ)In − A)x(τ) d τ =

∫ t

0

Bu(τ) d τ, (2.49)

où In désigne la matrice identité de taille n. Et donc la pseudo représentation d’état (2.23) peut
se réécrire sous la forme d’une équation de Volterra de première espèce :

v(t) =

∫ t

0

(η(t− τ)In − A)x(τ) d τ, (2.50)

avec v(t) =
∫ t

0
Bu(τ) d τ . La relation (2.50) montre que la pseudo représentation d’état est un

cas particulier d’équation de Volterra de première espèce.
Avec les équations de Volterra, il est donc possible de produire une plus large variété de

comportements (en particulier des comportements de type puissance) qu’avec un modèle non-
entier, en adaptant le noyau η.

De plus, les modèles basés sur les équations intégrales de Volterra permettent de limiter
la mémoire en introduisant un paramètre Tf dans les bornes de l’intégrale de façon à omettre
une partie du signal intégré, sans changer drastiquement la sortie (voir noyau η5 au paragraphe
2.4.1) : ∫ t

t−Tf
η(τ − t)x(τ) d τ = v(t). (2.51)

Via le changement de variable ξ = t− τ , la relation (2.51) devient∫ Tf

0

η(ξ)x(t− ξ) d ξ = v(t). (2.52)

Cette dernière relation montre que la connaissance de l’état x(t) du modèle est nécessaire sur
l’intervalle [0, Tf ] (une partie du passé seulement) pour calculer son évolution future. L’intérêt
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de l’ajout d’un tel paramètre Tf permet de résoudre le problème d’initialisation du modèle. En
effet l’initialisation de la relation (2.52) nécessite la connaissance de x(t) sur [t0 − Tf , t0], où t0
désigne le temps initial, alors qu’avec un modèle non-entier, il faut la connaissance de x(t) sur
[−∞, t0].

2.4.1 Différents noyaux pour les comportements à mémoire longue de
type puissance

On considère un modèle basé sur une équation de Volterra de première espèce :∫ t

0

η(t− τ)x(τ) d τ = v(t), avec v(t) =

∫ t

0

u(τ) d τ, y(t) = x(t). (2.53)

La fonction u(t) ∈ R désigne l’entrée du modèle et la fonction y(t) ∈ R désigne sa sortie.
Une transformée de Laplace dans la relation (2.53) donne

η̂(s)x̂(s) = v̂(s), avec v̂(s) =
1

s
û(s), ŷ(s) = x̂(s). (2.54)

On a alors la fonction de transfert suivante :

ŷ(s)

û(s)
=

1

sη̂(s)
. (2.55)

Cinq noyaux particuliers ont été étudiés dans [97], avec leurs limitations et leurs avantages
face à la définition de la dérivation non-entière. Cette analyse est reprise ici à des fins didactiques.

Premier noyau

Dans un article de 1941, Cole et Cole [29] ont appliqué la dérivation non-entière à la modé-
lisation de la dispersion et l’absorption de liquides et de diélectriques avec la formule

ε∗ − ε∞ =
ε0 − ε∞

1 + (iωτ0)1−ν , (2.56)

où ε∗ est la constante complexe diélectrique, ε0 et ε∞ sont les constantes diélectrique "statique"
et de "fréquence infinie", w = 2π fois la fréquence, et τ0 est le temps de relaxation généralisé.
Cette modélisation est considérée comme l’une des premières applications de la dérivation non-
entière.

Cependant, au lieu d’utiliser la formule (2.56), le modèle de Volterra avec le noyau suivant
aurait pu être utilisé :

η1(t) =
1

ε0 − ε∞
H(t) +

τ 1−ν

ε0 − ε∞
tν−1

Γ(ν)
, (2.57)

où H(·) désigne la fonction de Heaviside (10).
La transformée de Laplace de l’équation (2.57) est

η̂1(s) =
1

(ε0 − ε∞)s
+

τ 1−ν

ε0 − ε∞
1

sν
=

1

(ε0 − ε∞)s

(
1 + (τ0s)

1−ν) , (2.58)

qui avec la fonction de transfert (2.55) donne la réponse en fréquence (2.56). Cette réponse met
en évidence un comportement de type puissance d’ordre ν − 1 sur le domaine

[
1
τ0
,∞
]
.

Cependant, le noyau (2.57) a une singularité en t = 0. De plus, la réponse impulsionnelle de
la fonction de transfert (2.58) est
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yη1(t) =
1

ε0 − ε∞
H(t) +

sin(νπ)τ 1−ν
0

π(ε0 − ε∞)Γ(ν)

∫ ∞
0

x−ν e−tx dx, (2.59)

dont la transformée de Laplace est

ŷη1(s) =
1

(ε0 − ε∞)s
+

sin(νπ)τ 1−ν
0

π(ε0 − ε∞)Γ(ν)

∫ ∞
0

x−ν

s+ x
dx, (2.60)

La relation (2.60) montre une distribution de pôles sur l’intervalle [−∞, 0]. Et donc, le noyau
η1 possède des constantes de temps infiniment lentes et infiniment rapides et n’est donc pas un
bon candidat pour outrepasser les inconvénients détaillés dans la partie 2.3.7.

Deuxième noyau

On considère désormais le noyau

η2(t) = −ωmin(ωmint)
−ν e−ωmintE1,1−ν(ωmint), (2.61)

où Eα,β(z) est la fonction de Mittag-Leffler :

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
. (2.62)

Le noyau η2 est appelé noyau pondéré de Mittag-Leffler, qui a été étudié dans différents
contextes, en particulier pour les équations de diffusion généralisées [106, 107], pour les équations
généralisées des ondes [108], et pour les équations généralisées de Langevin [67, 105].

La transformée de Laplace du noyau η2 est donnée par

η̂2(s) =

(
s

ωmin

+ 1

)ν
1

s
(2.63)

et la fonction de transfert du modèle (2.53) est

ŷ(s)

û(s)
=

(
s

ωmin

+ 1

)−ν
, (2.64)

appelée fonction de transfert de Davidson-Cole qui montre un comportement de type puissance
d’ordre −ν sur le domaine [ωmin,∞]. Ce noyau possède également une singularité en t = 0. La
réponse impulsionnelle de la transformée de Laplace (2.63) est

yη2(t) = H(t) +
sin(νπ)

π

∫ ∞
ωmin

1

x

(
x

ωmin

− 1

)−ν
e−tx dx. (2.65)

La transformée de Laplace de la relation (2.65) donne

ŷη2(s) =
1

s
+

sin(νπ)

π

∫ ∞
ωmin

1

x(s+ x)

(
x

ωmin

− 1

)−ν
e−tx dx. (2.66)

La relation (2.66) montre une distribution de pôles sur l’intervalle [−∞,−ωmin] et un pôle
en 0 via le terme 1

s
. Ce noyau ne possède donc pas de constantes de temps infiniment lentes,

ce qui peut simplifier l’initialisation de ce type de modèle. Cependant il possède des constantes
infiniment rapides, ce qui peut poser des difficultés d’interprétation physique.
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Troisième noyau

Le troisième noyau étudié est le suivant

η3(t) = Eν,1 (− (ωmint)
ν) . (2.67)

Sa transformée de Laplace est définie par

η3(s) =

(
s

ωmin

)ν
s
((

s
ωmin

)ν
+ 1
) , (2.68)

et la fonction de transfert du système (2.55) muni de ce noyau donne

ŷ(s)

û(s)
=

((
s

ωmin

)ν
+ 1
)

(
s

ωmin

)ν . (2.69)

Cette fonction de transfert possède un comportement de type puissance d’ordre −ν sur le
domaine [0, ωmin]. De plus, comme lims→∞ sη3(s) 6= 0, d’après le théorème de la valeur initiale,
η3(t) n’a pas de singularité à t = 0 . La réponse impulsionnelle de ce noyau est donnée par

yη3(t) =
sin (νπ)

π

∫ ∞
0

(
x

ωmin

)ν
x

((
x

ωmin

)2ν

+ 2 cos (νπ)
(

x
ωmin

)ν
+ 1

)e−tx dx, (2.70)

dont la transformée de Laplace est donnée par

ŷη3(s) =
sin (νπ)

π

∫ ∞
0

(
x

ωmin

)ν
x

((
x

ωmin

)2

+ 2 cos (νπ)
(

x
ωmin

)
+ 1

)
(s+ x)

dx. (2.71)

Cette dernière relation montre que η3(s) possède des pôles distribués sur l’intervalle [−∞, 0],
comme le noyau η1(t) .

Quatrième noyau

Le quatrième noyau étudié est

η4(t) = H(t)− Eν,1 (− (ωmint)
ν) . (2.72)

La transformée de Laplace de ce noyau est donnée par

η4(s) =
1

s
((

s
ωmin

)ν
+ 1
) , (2.73)

et la fonction de transfert du système (2.55) muni de ce noyau donne

ŷ(s)

û(s)
=

(
s

ωmin

)ν
+ 1. (2.74)

Cette fonction de transfert a un comportement de type puissance d’ordre ν sur le domaine
[ωmin,∞]. Comme lims→∞ sη4(s) = 0, le théorème de la valeur initiale montre que η4(t) n’a pas
de singularité en t = 0 . La réponse impulsionnelle de ce noyau est donnée par
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yη4(t) = H(t)− sin (νπ)

π

∫ ∞
0

e−tx

x

((
x

ωmin

)2ν

+ 2 cos (νπ)
(

x
ωmin

)ν
+ 1

) dx, (2.75)

dont la transformée de Laplace est donnée par

ŷη4(s) =
1

s
− sin (νπ)

π

∫ ∞
ωmin

1

x

((
x

ωmin

)2ν

+ 2 cos (νπ)
(

x
ωmin

)ν
+ 1

)
(s+ x)

dx. (2.76)

Cette dernière relation montre que η4(s) possède des pôles distribués sur l’intervalle [−∞,
−ωmin] et un pôle en 0 via le terme 1

s
. Le noyau η4(t) ne possède donc pas de constantes de

temps infiniment lentes, ce qui peut simplifier l’initialisation du problème dans lequel ce noyau
est utilisé. Cependant il possède des constantes de temps infiniment rapides, ce qui peut, une
fois de plus, poser des problèmes d’interprétation physique.

Cinquième noyau

Le dernier noyau étudié dans cette section est le suivant :

η5(t) = (ωmin)ν (ωmax)1−ν e−ωmintF1 (1− ν, 1, (ωmin − ωmax) t) +Kδ(t) (2.77)

avec

K =
1

2
1−ν
2

(
1 +

(
ωmax

ωmin

)2
) ν

2

. (2.78)

Dans la relation (2.77), la fonction F1 (·, ·, ·) est une fonction hypergéométrique confluente
[114]. La transformée de Laplace de ce noyau est donnée par [42]

η̂5(s) =
1(

s
ωmin

+ 1
)ν (

s
ωmax

+ 1
)1−ν +K, (2.79)

et la fonction de transfert du système (2.55) muni de ce noyau est alors

ŷ(s)

û(s)
=

1

sη̂5

= H5(s) =

(
s

ωmin
+ 1
)ν (

s
ωmax

+ 1
)1−ν

s

(
1 +K

(
s

ωmin
+ 1
)ν (

s
ωmax

+ 1
)1−ν

) . (2.80)

Les diagrammes de gain de η5(s) et de H5(s) sont illustrés sur la figure 2.3 avec ωmin = 0.001
rad/s, ωmax = 1000 rad/s, ν = 0.5. Ces fonctions de transferts montrent un comportement de
type puissance sur le domaine [ωmin, ωmax] .

L’avantage du noyau η5 est que ses pôles sont distribués sur une bande de fréquence limitée.
En effet, la fonction de transfert

G(s) =
1(

s
ωmin

+ 1
)ν (

s
ωmax

+ 1
)1−ν (2.81)

a une réponse impulsionnelle donnée par :

yG(t) =
sin (νπ)

π

ωνmin

ων−1
max

∫ ωmax

ωmin

(ωmax − x)ν−1

(x− ωmin)ν
e−xt dx. (2.82)
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Figure 2.3: Diagrammes de gain de η5 (a) et de H5 (b) avec ωmin = 0.001 rd/s, ωmax = 1000
rd/s et ν = 0.5

Cette relation montre que G(s) a une distribution de pôle sur le domaine [ωmin, ωmax], il en
est donc de même pour η5.

Le modèle (2.53) est à présent modifié afin de limiter la mémoire du noyau η5, soit :∫ t

t−Tf
η5 (t− τ)x(τ) d τ = v(t) avec v(t) =

∫ t

0

u(τ)dτ, y(t) = x(t). (2.83)

Avec le changement de variable ρ = t− τ (et donc d ρ = − d τ), la relation (2.83) devient :∫ Tf

0

η5 (ρ)x(t− ρ)) d ρ = v(t) avec v(t) =

∫ t

0

u(τ) d τ, y(t) = x(t). (2.84)

La transformée de Laplace de cette dernière relation est

x̂(s)

∫ Tf

0

η̂5(ρ)e−ρs d ρ = v(s) avec v̂(s) =
1

s
û(s), ŷ(s) = x̂(s) (2.85)

et donc la fonction de transfert HTf
5 (s) est donnée par

H
Tf
5 (s) =

ŷ(s)

û(s)
=

1

s
∫ Tf

0
η̂5(ρ)e−ρs d ρ

. (2.86)

La figure 2.4 compare le diagramme de gain de HTf
5 (s) (calculée numériquement) avec le

diagramme de gain de H5(s) donné par la relation (2.80). La réponse fréquentielle de HTf
5 (s) est

similaire à celle de H5(s) sous la condition Tf > 5
ωmin

. Dans une telle situation, le paramètre Tf
peut être vu comme la taille de la mémoire du noyau, qui est liée à la fréquence de coupure en
dessous de laquelle la réponse en fréquence a un gain constant.

2.4.2 Méthode de détermination d’un noyau

La question qui se pose à présent est de savir comment déterminer à partir d’un jeu de mesures
{x(t), u(t)}, une expression du noyau. Une méthode numérique permettant d’appréhender ce
problème est maintenant proposée.

En dérivant la relation (2.47), on obtient la relation suivante, qui est appelée équation linéaire
de Volterra de seconde espèce :

x(t) = u(t) +

∫ t

0

η(τ)x(t− τ) d τ. (2.87)
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Figure 2.4: Comparaison des diagrammes de gains de H
Tf
5 (s) et de H5(s), avec ν = 0.5,

ωmin = 0.0001 rad.s−1, ωmax = 1000 rad.s−1

Soit x(t) la sortie d’un système linéaire en réponse à une entrée u(t). Le signal x(t) est
modélisé par l’équation de Volterra de la relation (2.87) qui implique un noyau η qui peut être
déterminé numériquement comme suit. Une discrétisation de la relation (2.87) est effectuée en
utilisant la méthode des trapèzes (avec un temps d’échantillonnage Ts), qui donne :

x(Ts) =u(Ts) +

∫ Ts

0

η(τ)x(t− τ) d τ

=u(Ts) +
η(Ts)x(Ts − Ts) + η(0)x(Ts − 0)

2
Ts

x(2Ts) =u(2Ts) +

∫ Ts

0

η(τ)x(t− τ) d τ

+

∫ 2Ts

Ts

η(τ)x(t− τ) d τ

=u(2Ts) +
η(Ts)x(2Ts − Ts) + η(0)x(2Ts − 0)

2
Ts

+
η(2Ts)x(2Ts − 2Ts) + η(Ts)x(2Ts − Ts)

2
Ts

... (2.88)

dont l’écriture matricielle est
x(Ts) x(0) 0 · · · · · · · · ·
x(2Ts) 2x(Ts) x(0) 0 · · · · · ·
x(3Ts) 2x(2Ts) 2x(Ts)x(0) 0 · · ·

... . . .


︸ ︷︷ ︸

X


η(0)
η(Ts)
η(2Ts)

...


︸ ︷︷ ︸

η

=


x(Ts)− u(Ts)
x(Ts)− u(Ts)
x(3Ts)− u(3Ts)

...


︸ ︷︷ ︸

U

. (2.89)
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Les échantillons η(k) peuvent être obtenus en résolvant le système linéaire (2.89). Avec une
méthode des moindres carrés, une fonction analytique η(t) peut alors être utilisée pour fitter les
échantillons η(k).

À titre d’exemple, supposons que le signal x(t) corresponde à la réponse indicielle de la
fonction de transfert non entière

F (s) =
1(

s
ωb

+ 1
)ν , avec ωb = 10−3 et ν = 0.2. (2.90)

La réponse temporelle est donnée par

f(t) =
e−t/(2ωb)tν

ν(ν + 1)

((
t

ωb

)−ν/2
WM

(
ν, ν/2 + 1/2,

t

ωb

)
+ (ν + 1)e−t/(2ωb)

)
, (2.91)

où WM(·, ·, ·) est la fonction de Whittaker M .
Les échantillons η(k) sont ensuite calculés en utilisant la relation (2.89). La fonction suivante,

η1(t) = a0t
ν−1 exp(−t/ωb). (2.92)

qui est proche de la réponse impulsionnelle de F (s), est d’abord considérée pour fitter les échan-
tillons η(k) en utilisant la relation (2.89).

La réponse de l’équation (2.87) avec le noyau η1(t) est désignée par x1(t) et est comparée à
la réponse x(t) du modèle non entier (2.90) dans la figure 2.5.
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Figure 2.5: Comparaison du modèle non entier (2.90) et de la réponse x1(t) du modèle (2.87)
avec le noyau η1(t) de l’équation (2.92)

Après optimisation, l’erreur quadratique entre x(t) et x1(t) est la suivante (se référer à l’an-
nexe E pour la méthode d’estimation des paramètres, méthode utilisée dans tous les problèmes
d’optimisation du manuscrit) :

ε1 =
∑

(x1(i)− x(i))2 = 5.5985. (2.93)

Le noyau (2.92) est singulier. Pour éviter cette singularité et avoir un fittage plus précis
de η(k), un autre noyau doit être trouvé. Pour cela, on suppose qu’un système physique a un



2.4. Équations de Volterra comme généralisation des modèles non-entiers 47

comportement de type passe-bas, et donc que son comportement à basse fréquence peut être
capturé par une fonction de transfert de la forme

H(s) =
1

pk(p+ α)
, k ∈ N . (2.94)

Soit h(t) la transformée de Laplace inverse deH(s). Pour prendre en compte le comportement
du système en moyenne fréquence (fréquences inférieures à 1/Ts), la fonction h(t) est complétée
par une fonction de la forme

g(t) =

∑na
k=1 akt

k∑nb
k=1 bkt

k
, avec a0 = 1. (2.95)

Ainsi, pour le problème considéré (car k = 0 dans la relation (2.94)), une fonction analytique
possible pour fitter les échantillons η(k) est :

η2(t) = h(t)g(t) = exp(−αt) 1 + a1t+ a2t
2

b0 + b1t+ b2t2
. (2.96)

Dans la figure 2.6 sont comparés η(k) et le noyau η2(t) après optimisation.
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Figure 2.6: Fittage du noyau η(t) de la relation (2.96)

L’erreur quadratique entre η2(k) et η(kTs) est de

ε2 =
∑

(η2(i)− η(i))2 = 3.6892× 10−3. (2.97)

La sortie du modèle (2.87) avec noyau η2(t), noté x2(t) est représentée par la figure 2.7 et
est comparée à la réponse du modèle non entier x(t).

L’erreur quadratique entre x2(t) et f(t) est la suivante

ε3 =
∑

(x2(i)− x(i))2 = 3.11× 10−1. (2.98)

La comparaison révèle une erreur très faible. Ainsi, le noyau proposé de la forme

η(t) = h(t)g(t) (2.99)

est un candidat possible et intéressant pour le fittage des échantillons η(k).
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Figure 2.7: Sortie x2(t) du modèle (2.87) avec noyau η2(t) (eq. 2.96) comparé à la réponse
indicielle f(t) (eq. 2.91)

α 4.2697×10−5

a1 7.7946×10−3

a2 2.3453×10−5

b0 6.7661
b1 4.2179
b2 2.3728×10−1

Table 2.1: Paramètres de η2(t) de la relation (2.96)

2.4.3 Application à la modélisation d’une cellule lithium-ion

Les données utilisées dans ce paragraphe proviennent de [102] et sont issues d’une collabo-
ration avec la société PSA Peugeot-Citroën. L’entrée de la cellule est le courant et la sortie sa
tension. Le courant entrant en fonction du temps est représenté sur la figure 2.8 et la tension
de sortie résultante U(t) en fonction du temps est représentée sur la figure 2.9. L’objectif est à
présent de modéliser le comportement entrée-sortie de cette cellule au moyen d’une équation de
Volterra et de comparer avec une modélisation au moyen d’un modèle non entier.

Sous l’hypothèse d’une particule sphérique matérielle dans les électrodes et en considérant
que l’électrode positive est limitante en termes de comportement dynamique, une pile lithium-
ion peut être modélisée par le modèle mono électrode de la figure 2.10 [102]. Ce modèle contient
une résistance R pour prendre en compte les résistances internes et de connexion, qui peuvent
être estimées par la chute de tension qui apparaît lorsqu’un courant en échelon est appliqué. La
fonction ϕ relie la tension en circuit ouvert (OCV) à la concentration en lithium à la surface de
la sphère. Elle peut être obtenue en mesurant la tension de la cellule au repos pour différents
états de charge de la cellule. Pour la cellule considérée, cette fonction non linéaire est fittée par
un polynôme de degré 12 (voir [102] pour le résultat). L’état initial de la batterie est défini
par la concentration CS(0), et la tension de la cellule est U(t). La fonction G(s) permet de
modéliser la diffusion du lithium à l’intérieur de la sphère. Le courant entrant au cours du temps
est représenté sur la figure 2.8 et la tension de sortie résultante U(t) au cours du temps est
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Figure 2.8: Courant entrant appliqué à la cellule
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Figure 2.9: Réponse en tension de la cellule au courant de la figure 2.8

représentée sur la figure 2.9.

Modèle non-entier

Tout d’abord, afin d’avoir un élément de comparaison, la partie diffusion est modélisée en
utilisant la fonction de transfert non-entière suivante :

G(s) =
K

s

(1 + sn

w1
)(1 + sn

w2
)

(1 + sn

w3
)

. (2.100)

Après une optimisation par moindres carrés, visant à minimiser les différences entre le modèle



50 CH. 2. Des outils de modélisation dédiés aux phénomènes à mémoire longue de type puissance

I(t) G(s)
+

+ ϕ
Cs(t)

+
+

U(t)

R

Cs(0)

Figure 2.10: Modèle de cellule lithium-ion proposé dans [102]

et la sortie de la pile, les paramètres rassemblés dans le tableau 2.2 ont été obtenus pour la
fonction de transfert G(s). La réponse U1(t) du modèle de la figure 2.10 est comparée à la
tension de sortie de la cellule de la figure 2.11.
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Figure 2.11: Tension U(t) comparée à la réponse du modèle de la figure 2.10 avec la fonction
de transfert non-entière (2.100)

K 4.3317×10−5

n 7.1958×10−1

ω1 4.0075×10−2

ω2 1.1394×103

ω3 4.3253

Table 2.2: Paramètres de G(s) issus de la relation (2.100) pour la modélisation de la tension
de sortie de la cellule

L’erreur quadratique entre U(t) et U1(t) est donnée par :

ε4 =
∑
|U(i)− U1(i)|2 = 1.250× 10−1. (2.101)
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Modèle de Volterra

La partie diffusion du modèle décrit dans la figure 2.10 est maintenant modélisée par l’équa-
tion de Volterra (2.87) dans laquelle le noyau η(t) est défini par la relation :

η2(t) = − exp(−αt) 1 + a0t
2

a1 + a2t2 + a3t3
, (2.102)

où la fonction u(t) (relation (2.87)) est définie comme
∫
I(t). Par conséquent, ce modèle implique

le même nombre de paramètres que la fonction de transfert (2.100). Après optimisation, visant
à minimiser les différences entre U(t) et U2(t), où U2(t) désigne la sortie du modèle de la cellule
basé sur l’équation de Volterra, les paramètres obtenus pour η2(t) sont rassemblés dans le tableau
2.3.

L’erreur quadratique entre les données de tension U(t) et le modèle de cellule est alors donnée
par

ε5 =
∑

(U(i)− U2(i))2 = 1.1567× 10−1. (2.103)

Cette erreur est légèrement plus faible qu’avec le modèle non entier avec le même nombre de
paramètres La tension de sortie de la cellule U(t) et la sortie U2(t) du modèle de la figure 2.10
utilisant le modèle de Volterra (2.87) pour la partie diffusion sont comparées dans la figure 2.12.
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Figure 2.12: Tension U(t) comparée à la réponse U2(t) du modèle de Volterra (2.87) avec le
noyau η2(t) de la relation (2.102)

Limitation de la mémoire du modèle

Comme vu précédemment, il est possible de limiter la mémoire du modèle en modifiant la
borne de l’intégrale définissant le modèle de Volterra sans affecter de manière significative son
comportement entrée-sortie. La relation (2.87) devient ainsi :

x(t) = u(t) +

∫ Tf

0

η(τ)x(t− τ) d τ, x(t) = 0 pour t < 0 (2.104)
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a0 1.0671×10−1

a1 8.9930×10−4

a2 2.8905×10−4

a3 1.1741×10−5

α 3.7169×10−3

Table 2.3: Paramètres du noyau η2(t) de la relation (2.102) pour la modélisation de la tension
de sortie U(t)

où Tf caractérise la longueur de la mémoire.
En choisissant correctement Tf , les comportements de (2.104) et (2.87) deviennent alors très

proches. Afin de définir une règle pour le choix de Tf , on compare maintenant les réponses en
fréquence du transfert x(s)/u(s) résultant de la relation (2.104) pour plusieurs valeurs de Tf .

Comme la transformée de Laplace de la relation (2.104) est

x(s) = u(s) +

∫ Tf

0

η(τ)e−sτx(s) d τ, (2.105)

la fonction de transfert x(s)/u(s) est donc donnée par

x(s)

u(s)
=

1

1−
∫ Tf

0
η(τ)e−sτ d τ

. (2.106)

Pour s = jω, l’intégrale dans (2.106) peut être calculée numériquement et donc, avec ∆ =
Tf
N

:

x(jω)

u(jω)
≈ 1

1−
∑N−1

k=0 η(k∆)e−jωk∆
. (2.107)

Les réponses en fréquence de x(jω)/u(jω) pour η(t) = η2(t) (relation (2.102)) et pour Tf =
0.05/α, ;Tf = 0.1/α, ;Tf = 1/α, ;Tf = 5/α et Tf = 10/α sont représentées dans la figure 2.13.
Cette figure montre que pour Tf ≥ 5/α les diagrammes de Bode de x(jω)/u(jω) sont similaires
et qu’il n’est pas utile de choisir Tf � 5/α.

2.5 Modèles à retards distribués
Les modèles à retards sont une classe de modèles faisant intervenir des retards ou délais sur

leurs états, ce qui permet de les écrire sous la forme :

dx(t)

d t
= F (x(t), xt), (2.108)

où la fonction, F : R×R→ R dépend de l’état x(t) et de l’état retardé xt.
Il existe différentes façons d’exprimer ce retard. Dans le cas d’un retard simple, la dérivée

de l’état ne dépend que d’un seul état passé : xt = x(t − τ). L’exemple le plus simple d’un tel
système à retard est le suivant

dx(t)

d t
= x(t− τ). (2.109)

Plus généralement, un système à retards discrets est de la forme

dx(t)

d t
= F (x(t), (x(t− τ1), x(t− τ2), . . . , x(t− τN))) . (2.110)
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Figure 2.13: Réponses fréquentielles de x(jω)/u(jω) pour η(t) = η2(t), pour plusieurs valeurs
de Tf

Ce type de système est utilisé pour modéliser des phénomènes de synchronisation (comme
dans le cas d’oscillateurs opto-électroniques [126], ou dans le cas de réseau complexes [84]).

Les modèles à retards distribués sont quant à eux une classe de modèles basés sur des équa-
tions intégro-différentielles généralisant le cas des modèles à retards discrets. Ces modèles sont
décrits par une équation de la forme

dx(t)

d t
= F (x(t),

∫ ∞
0

η(τ)x(t− τ) d τ). (2.111)

Une étude détaillée de ce type de modèles est disponible dans [60, 92, 89]. La section qui
suit présente deux modèles à retards distribués qui ont été étudiés dans [98] et qui permettent
de capter des comportements à mémoire longue de type puissance.

2.5.1 Modèles à retards distribués présentant un comportement à mé-
moire longue de type puissance

Le système à retard suivant est considéré :

dx(t)

d t
= A0x(t) + A1

∫ Tf

0

η(τ)x(t− τ) d τ +Bu(t), (2.112)

avec

η(t) = C0
tν−1e−ωlt

Γ(ν)
avec 0 < ν < 1 et ωl ∈ R∗+ (2.113)

et
C0 =

(
1 + ω2

l

) ν
2 ; Γ(ν) =

∫ ∞
0

tν−1e−tdt. (2.114)
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La transformée de Laplace de la relation (2.112) est donnée par

sx̂(s) = A0x̂(s) + A1

∫ Tf

0

η(τ)x̂(s)e−τs d τ +Bû(s) (2.115)

et donc

sx̂(s) = A0x̂(s) + A1x̂(s)

∫ Tf

0

η(τ)e−τs d τ +Bû(s). (2.116)

L’intégrale suivante est maintenant étudiée

I(s) =

∫ Tf

0

η(τ)e−τs d τ (2.117)

avec η(t) donné par la relation (2.113). Après calcul, l’intégrale I(s) devient

I(s) =
C0 (Tf )

ν

Γ(1 + ν)
1F 1 (ν, 1 + ν, Tf (s+ ωl)) (2.118)

où 1F1 (a, b, z) est une fonction hypergéométrique confluente (aussi appelée fonction de Kummer),
définie par

1F1 (a, b, z) =
∞∑
n=0

(a)n
(b)n

zn

n!
(2.119)

avec
(a)n = a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n− 1), (a)0 = 1. (2.120)

Les diagrammes de gain et de phase de l’intégrale I(s) donnée par la relation (2.118) sont
représentés sur la figure 2.14 pour plusieurs valeurs de ν et sur la figure 2.15 pour plusieurs
valeurs de Tf . Ces figures montrent que

— le paramètre ν affecte l’ordre du comportement de type puissance,

— le paramètre Tf tel que Tf = 10
ωl

contrôle la bande de fréquence sur le quel le comportement
est de type puissance.
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Figure 2.14: Diagrammes de gain (gauche) et de phase (droite) de I(s) pour différentes valeurs
de ν et Tf = 10000

En utilisant l’expression (2.117), la relation (2.116) devient

sx̂(s) = A0x̂(s) + A1x̂(s)I(s) +Bû(s) (2.121)
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Figure 2.15: Diagrammes de gain (gauche) et de phase (droite) de I(s) pour différentes valeurs
de Tf et ν = 0.5

La fonction de transfert est alors donnée par :

x̂(s)

û(s)
=

B

s− A1I(s)− A0

(2.122)

et peut être réécrite comme suit :

x̂(s)

û(s)
=

− B
A1

−s
A1

+ I(s) + A0

A1

=
β

α1s+ I(s) + α0

= H(s). (2.123)

Les valeurs β , α0 et α1 peuvent être utilisées pour contrôler le gain de la fonction de transfert
et la bande de fréquence sur laquelle il y a un comportement à mémoire longue. La figure 2.16
décrit comment les paramètres agissent sur le diagramme de gain asymptotique du dénominateur
de H(s) et donc comment ils permettent d’avoir le comportement à mémoire longue de type
puissance voulu.

é

é

Figure 2.16: Impact des paramètre ν, α0 et α1 sur le gain du dénominateur de H(s)

La figure 2.17 montre la réponse fréquentielle de H(s)/s pour différentes valeurs de ν et avec
ω1 = 0.001 rad/s, ω2 = 104 rad/s, ω3 = 106 rad/s et Tf = 104s. Elle met en évidence la capacité
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de la classe de modèle considérée à produire des comportement de type puissance et la manière
qu’ont les paramètres de contrôler la bande de fréquence sur laquelle ce comportement a lieu.
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Figure 2.17: Diagramme de gain (gauche) et de phase (droite) de H(s)/s pour plusieurs valeurs
de ν

Le noyau proposé précédemment possède une singularité en t = 0. Afin d’outrepasser ce
problème, plusieurs noyaux ont été proposés dans [99, 5, 23]. Le noyau proposé ici est le suivant :

η(t) = C0

(
ωνl

Γ(ν)
tν−1e−ωlt − ωνl

Γ(ν)
tν−1e−ωmt + ωνl ω

ν−1
m e−ωmt

)
(2.124)

avec

C0 =

∣∣∣∣∣∣
 1(

j
ωl

+ 1
)ν − ( ωl

ωm

)ν
1(

j
ωl

+ 1
)ν +

(
ωl
ωm

)ν
1

j
ωl

+ 1

−1∣∣∣∣∣∣ . (2.125)

On a l’équivalence en 0 suivante :

η(t) ∼t→0 C0

(
ωνl

Ω(ν)
tν−1 (−ωlt+ ωmt) + ωνl ω

1−ν
m

)
(2.126)

et donc
lim
t→0

η(t) = C0ω
ν
l ω

1−ν
m . (2.127)

Ce noyau n’est donc pas singulier en 0.
Avec ce nouveau noyau, l’intégrale (2.117) donne

I(s) = K1 (1F1(ν, 1 + ν, (s+ ωl)Tf )−1 F1(ν, 1 + ν, (s+ ωm)Tf )) +K2

(
1− e−(s+ωm)Tf

s+ ωm

)
,

(2.128)
avec

K1 =
C0ω

ν
l T

ν
f

Γ(1 + ν)
K2 = C0ω

ν
l ω

1−ν
m . (2.129)

La figure 2.18 montre le diagramme de gain et de phase de l’intégrale I(s) pour plusieurs
valeurs de ν, avec ωl = 10−2 rad/s et ωm = 104 rad/s. Comme pour le noyau donné par la
relation (2.113), les paramètres A0, A1 et B (et donc β, α0 et α1) du modèle (2.123) peuvent
être utilisés pour contrôler la bande de fréquence sur laquelle le comportement de type puissance
a lieu. La figure 2.19 montre l’impact du paramètre α0 sur la réponse fréquentielle de H(s).
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Figure 2.18: Diagramme de gain (gauche) et de phase (droite) de H(s)/s avec le noyau non
singulier de l’équation 2.124 pour plusieurs valeurs de ν
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Figure 2.19: Diagramme de gain (gauche) et de phase (droite) de H(s) avec le noyau non
singulier de l’équation 2.124 pour plusieurs valeurs de α0 = 1/ων1 et ν = 0.5

2.5.2 Application à la modélisation de données réelles

Dans cette section, l’exemple de la charge d’une cellule lithium-ion de la section 2.4.3 est
réutilisé. La partie diffusion est donc ici modélisée par le modèle à retards distribués suivant :{

dx(t)
d t

= A1

∫ T0
0
η(τ)x(t− τ) d τ +BI(t)

U(t) = A1

∫ t
0
x(τ) d τ

, (2.130)

où le noyau est celui défini dans l’équation (2.124), avec ωl = 10/Tf et ωm est choisi comme
étant 10 fois plus grand que la fréquence d’échantillonnage du courant et de la tension.

L’optimisation donne les paramètres suivants :

A1 = 989.6, B = 45.92, Tf = 1410, (2.131)

pour une erreur quadratique de
ε = 4.8673× 10−1, (2.132)

légèrement plus élevée qu’avec le modèle non entier (2.100) mais avec un nombre de paramètres
bien plus faible. La figure 2.20 montre une comparaison de la tension de la cellule avec le modèle
(2.130) et met en évidence la capacité de cette classe de modèle à capturer le comportement de
type puissance de ce signal.
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Figure 2.20: Tension de la cellule lithium-ion comparée à la réponse du modèle à retards dis-
tribués (2.130) avec le noyau (2.126)

2.6 Équations de diffusion à coefficients spatialement va-
riables

On considère l’équation de la chaleur suivante avec des paramètres spatialement variables :

∂T (z, t)

∂t
= γ (z)

∂

∂z

(
β (z)

∂T (z, t)

∂z

)
, (2.133)

avec z ∈ R+. T (z, 0) = f(z) et T (0, t) = g(t) sont respectivement la condition initiale et la
condition au bord associés à la relation (2.133). T (z, t) représente un potentiel (température,
pression, tension,...) mesuré à la distance z de l’origine spatiale. Les fonctions β(z) et γ(z)
sont deux fonctions continues homogènes, respectivement, à l’inverse d’une résistance linéique
et l’inverse d’une capacité linéique. Considérons la relation suivante

ϕ (z, t) = β (z)
∂T (z, t)

∂z
, (2.134)

qui peut être vue comme un flux de particule (flux de chaleur, flux de gaz, courant,...).
L’implémentation des relation (2.133) et (2.134) nécessite un schéma numérique qui peut

être obtenu à partir d’une discrétisation spatiale. Ainsi, une discrétisation de l’équation (2.134)
avec un pas ∆z conduit à :

ϕ (z, t) = β (z)
T (z + d z, t)− T (z, t)

∆z
, (2.135)

et donc
T (z, t)− T (z + d z, t) = − ∆z

β (z)
ϕ (z, t) . (2.136)

En utilisant la relation (2.134), la relation (2.133) peut-être réécrite :
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∂T (z, t)

∂t
= γ (z)

∂ϕ (z, t)

∂z
. (2.137)

Une discrétisation spatiale de l’équation (2.137) avec un pas de discrétisation ∆z conduit à :

∂T (z, t)

∂t
= γ (z)

ϕ (z + d z, t)− ϕ (z, t)

∆z
=
γ (z)

∆z
(ϕ (z + d z, t)− ϕ (z, t)) . (2.138)

Pour z = k∆z, et en introduisant la notation

Rk = − ∆z

β (k∆z)
= R (k∆z) ·∆z et Ck = − ∆z

γ (k∆z)
= C (k∆z) ·∆z, (2.139)

une discrétisation de l’équation (2.133) conduit au réseau RC de type Cauer de la figure 2.21.

Figure 2.21: Réseau RC de type Cauer résultant de la discrétisation de la relation (2.133)

On suppose à présent que les résistances et capacités Rk = R (k∆z) ∆z et Ck = C (k∆z) ∆z
du réseau respectent les relations

Rk+1

Rk

=

(
k + 1

k

)λR
et

Ck+1

Ck
=

(
k + 1

k

)−λC
. (2.140)

De tels rapports résultent d’un découpage infinitésimal d’un milieu continu qui conduit pour
les capacités et résistances du réseau de la figure 2.21 aux relations suivantes

Rk = R (k∆z) ∆z = R0 · (k∆z)λR ∆z et Ck = C (k∆z) ∆z = C0 · (k∆z)−λC ∆z, (2.141)

c’est à dire que les caractéristiques linéiques du milieu sont définies par :

R (z) = R0z
λR et C (z) = C0z

−λC z ∈ [1,∞[ , (2.142)

où R0 et C0 sont des réels.
Donc pour l’équation (2.133), cela conduit aux coefficients spatialement variables suivants :

β (z) = − 1

R0zλR
et γ (z) = − 1

C0z−λC
z ∈ [1,∞[ . (2.143)

Le changement de variable x = log (z), x ∈ [1,∞[, est maintenant considéré. La relation
(2.142) devient alors

R (x) = R0 exλR et C (x) = C0 e−xλC x ∈ [0,∞[ , (2.144)

et les rapports entre deux résistances ou capacités sont donc définis par :

Rk+1

Rk

=
R ((k + 1) dx)

R (k dx)
= eλR∆x et

Ck+1

Ck
=
C ((k + 1) dx)

C (k dx)
= e−λC∆x . (2.145)
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Pour cette distribution géométrique, un résultat analytique peut être obtenu pour montrer
que le réseau de type Cauer génère un comportement de type puissance. En considérant le réseau
de la figure 2.21, les relations suivantes s’appliquent

1

sCk
(ϕk−1 (s)− ϕk (s)) = Tk (s) (2.146)

et
Tk+1 (s)− Tk (s) = −RkT k (s) . (2.147)

Grâce aux relations (2.146) et (2.147), on peut écrire

Tk (s)

Tk−1 (s)
=

1
sCk

1 + 1
sCk

ϕk(s)
Tk(s)

(2.148)

et
ϕk (s)

Tk (s)
=

1
Rk

1 + 1
Rk

Ti+1(s)
ϕi(s)

. (2.149)

En combinant les relations (2.148) et (2.149), on peut montrer que l’admittance d’entrée du
réseau de la figure 2.21 est définie par la fraction continue :

H (s) =
ϕ0 (s)

T0 (s)
=

1
R1

1 +
1

sC1R1

1+

1
sC1R2

1+

1
sC2R2
1+...

. (2.150)

Supposons que les résistances et les capacités sont géométriquement distribuées et liées par
les rapports :

Rk+1

Rk

= σ et
Ck+1

Ck
= ρ, (2.151)

et si Z (s) = 1
sC1R1

, alors la relation (2.150) devient

H (s) =
ϕ0 (s)

T0 (s)
=

1
R1

1 + Z(s)

1+
Z(s)/σ

1+
Z(s)/σρ

1+
Z(s)/σ2ρ

1+
Z(s)/σ2ρ2

1+... ...
Z(s)/σNρN

1+Z(s)/σN+1ρN

. (2.152)

En introduisant la fonction

g (Z (s) , σ, ρ) =
Z (s)

1 + Z(s)/σ

1+
Z(s)/σρ

1+
Z(s)/σ2ρ

1+
Z(s)/σ2ρ2

1+... ...
Z(s)/σNρN

1+Z(s)/σN+1ρN

, (2.153)

la relation (2.153) devient

H (s) =
ϕ0 (s)

T0 (s)
=

1
R1

1 + g (Z (s) , σ, ρ)
. (2.154)

Si N tend vers l’infini, on a la propriété suivante pour la fonction g de l’équation (2.153).
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Propriété 2. La fonction g (Z (s) , σ, ρ) vérifie la relation suivante

g (Z (s) , σ, ρ) =
Z (s)

1 + g (Z (s) , ρ, σ)
. (2.155)

Grâce à la propriété 2, la fonction g (Z (s) , σ, ρ) peut être écrite sous la forme du fonction
rationnelle, comme l’indique le théorème qui suit.

Théorème 2. Si N →∞,

g (Z (s) , σ, ρ) = K (σ, ρ)Z (s)ν

 1 +
∑∞

k=1 C2k−1 (σ, ρ)
(
Z(s)
σ

)−ν−k+1

+ C2k (σ, ρ)
(
Z(s)
σ

)−k
1 +

∑∞
k=1C2k−1 (ρ, σ) (Z (s))−ν−k+1 + C2k (ρ, σ) (Z (s))−k


(2.156)

En utilisant le théorème 2, démontré dans l’annexe C, pour |Z (s)| � 1, (quand σ > 1),
l’admittance H (s) vérifie la relation

H (s) ≈
1
R1

K (σ, ρ)Z (s)ν
. (2.157)

Cette relation démontre que l’impédance d’entrée du réseau de la figure 2.21 a un comporte-
ment de type puissance et donc que l’équation de diffusion à coefficient variable (2.133) a aussi
ce type de comportement. A noter que ce comportement est conservé si le domaine spatial n’est
plus infini, ce qui limite le nombre de terme dans le réseau de la figure 2.21 et la gamme de
fréquence sur laquelle le comportement de type puissance apparait.

L’efficacité de cette classe d’équation pour la modélisation de comportement de type puis-
sance sera démontrée au chapitre 4 dans le cas de la modélisation de données de stockage
d’hydrogène dans un réservoir à base d’hydrure métallique

2.7 Modèles non linéaires

Certains systèmes présentent des non linéarités, c’est-à-dire qu’ils ne vérifient pas le principe
de superposition : la somme de deux entrées quelconques ne conduit pas à la somme des deux
sorties correspondantes, ou un multiple d’une entrée quelconque ne produit pas le multiple de
la sortie correspondante. Pour une représentation d’état de la forme (2.1), cela correspond à
considérer des fonctions f et/ou h non linéaires par rapport à u et/ou x (l’entrée et l’état).
C’est le cas de la plupart des systèmes physiques mais leur comportement autour d’un point de
fonctionnement donné est souvent correctement approximé par un modèle linéaire. Or un certain
nombre de systèmes de type puissance présentent un comportement non linéaire. La partie 2.7.1
reprend un cas simple introduit au chapitre 1 : la croissance d’un tas de sable.

Il existe une infinité de possibilités de modèles non linéaires et dans le cas général, leur étude
est souvent assez complexe. La littérature possède des résultats sur des classes très spécifiques
de modèles non linéaires. Une des classes très étudiée est celle des modèles affines en l’entrée,
qui présentent une linéarité vis-à-vis de l’entrée. C’est précisément cette classe de modèle qui va
être utilisée pour capturer l’évolution de la hauteur d’un tas de sable et plus généralement le
comportement de systèmes à mémoire longue de type puissance.
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2.7.1 Exemple du tas de sable

Le modèle du tas de sable a été introduit dans la section 1.3.4 comme un exemple de criticalité
auto-organisée. Il est repris ici plus en détail.

On considère la croissance d’un tas de sable par une chute de grains suivant un flux Q(t). On
s’intéresse à la hauteur h(t) du tas de sable au cours du temps. On suppose que le rayon r(t) de
la base du tas de sable évolue également au cours du temps.

On pose α(t) l’angle formé par le tas de sable avec l’horizontale, soit :

tan(α(t)) =
h(t)

r(t)
. (2.158)

La figure 2.22 illustre la formation d’un tas de sable et fait apparaître les notations introduites.

Figure 2.22: Tas de sable en cours de formation

On note Vc(t) le volume du tas de sable au cours du temps, soit

Vc(t) =
1

3
πr2h =

πh3

3 tan(α)2
. (2.159)

Le débit Q(t) créé une variation de ce volume. On a donc

dVc
d t

= Q(t). (2.160)

En supposant α constant, l’équation (2.160) devient

dVc
d t

=
πh(t)2

tan(α)2

dh(t)

d t
. (2.161)

En combinant les relations (2.160) et (2.161), la variation de la hauteur du tas de sable est
alors décrite par

dh(t)

d t
=

tan(α)2

πh(t)2
Q(t). (2.162)
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Pour un flux Q(t) constant on a ainsi
dh(t)

d t
=

a0

h(t)2
H(t), (2.163)

où a0 est une constante et H(t) est la fonction de Heaviside.
Sur la figure 2.23, la sortie du modèle est comparée avec les mesures présentées au chapitre

1. Le paramètre a0 a été obtenu par minimisation de l’erreur quadratique entre les mesures et
le modèle (2.162), ce qui conduit à a0 = 10.3140.

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

0

50

100

150

Figure 2.23: Comparaison entre les mesures et la réponse du modèle (2.162)

La relation (2.163) qui précède est un cas particulier de modèle non-linéaire présentant une
linéarité en l’entrée. Ces modèles ont été assez largement étudiés dans la littérature [59, 57, 111]
et s’écrivent comme suit ẋ = f(x) +

n∑
i=1

gi(x)ui

y = h(x)

, (2.164)

avec f , gi et h des fonctions continues. Ce type de système est qualifié de système affine en
l’entrée (en anglais, control-affine system ou affine-in-control system). On parle de système
affine en l’entrée, sans déviation (en anglais, driftless) lorsque f est la fonction nulle. Le modèle
(2.164) devient alors ẋ =

n∑
i=1

gi(x)ui

y = h(x)

. (2.165)

2.7.2 Généralisation du modèle (2.163)
L’équation différentielle (2.163) obtenue précédemment pour décrire la hauteur d’un tas de

sable est généralisée et étudiée.
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Soit ν ∈ R∗, A ∈ R, C ∈ R. On considère l’équation différentielle suivante :

dx(t)

dt
= A(x(t) + C)1− 1

ν · u(t). (2.166)

Pour ν = 1
3
, C = 0 et u(t) = H(t) on retrouve l’équation (2.163) :

dx(t)

dt
= Ax(t)−2 · H(t). (2.167)

L’équation (2.166) est une équation différentielle séparable, dont la résolution s’obtient
comme suit :

dx(t)

dt
= A(x(t) + C)1− 1

ν · u(t)

⇔ dx(t)

dt
(x(t) + C)−(ν−1)/ν = Au(t)

⇔
∫

dx(t)

d t
(x(t) + C)−(ν−1)/ν d t = A

∫
u(t) d t.

(2.168)

En évaluant les intégrales et on obtient

ν (C + x(t))1/ν = A

∫
u(t) d t+K (2.169)

Ainsi, la solution de l’équation (2.166) est donnée par

x(t) =

(
1

ν

∫
Au(t) d t+K

)ν
− C. (2.170)

Pour u(t) = 1, alors la relation (2.170) devient

x(t) =

(
A

ν
t+K

)ν
− C. (2.171)

L’équation différentielle (2.166) produit donc un comportement à mémoire longue de type
puissance d’ordre ν.

Pour u(t) = 1, A = 1, C = 0 et K = 0, l’équation (2.170) devient en effet :

x(t) =
1

νν
tν . (2.172)

Cette dernière fonction est tracée pour plusieurs valeurs de ν sur les figures 2.24 à 2.26. On
observe une évolution très rapide sur les temps courts et une progression plus lente sur les temps
longs, comportement typique de la réponse impulsionnelle des systèmes à comportement de type
puissance.
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Figure 2.24: Tracé de la solution x(t) de la relation (2.172) pour ν ∈ {0.1, 0.2, . . . , 0.5}
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Figure 2.25: Tracé de la solution x(t) de la relation (2.172) pour ν∈{−1,−0.9, . . . ,−0.1}

Sur la figure 2.26, on observe que x(t) est similaire à la réponse impulsionnelle d’un intégrateur
non entier.

La modèle décrit par la relation (2.166) sera utilisé pour modéliser des systèmes à comporte-
ment de type puissance dans le chapitre suivant et son efficacité sera discuté aux cotés d’autres
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Figure 2.26: Solution x(t) avec A = −1, u(t) = 1, K = 0 et C = 0 pour ν ∈
{−1,−0.9, . . . ,−0.1}

modèles.

2.8 Conclusion

Ce chapitre a permis de présenter un panel d’outils permettant de capturer les phénomènes
ayant un comportement de type puissance. Dans un premier temps, l’outil usuel pour capturer
ce type de comportement que sont les modèles non entiers a été présenté et des limitations
ont été mises en évidence. De ce fait, plusieurs modèles alternatifs ont été proposés. Les deux
premiers types de modèles proposés sont linéaires. Le premier, basé sur les équations intégrales de
Volterra, est vu comme une généralisation des modèles non-entiers. Le comportement de ce type
de modèle est étudié via différents noyaux. À partir d’un discrétisation du modèle il est possible
de déterminer numériquement un noyau et cette méthode permet de modéliser des données
expérimentales et de capturer des comportements de type puissance. Le second modèle proposé,
dit modèle à retard distribué, est également basé sur des équations intégrales. Il est montré que
pour certain noyaux et pour une certaine distribution des retards, il est possible de capturer
un comportement de type puissance et cela est montré sur des données expérimentales. Un
autre type de modèle proposé est basé sur une équation de diffusion à coefficients spatialement
variables. Sous certaines conditions dans la définition des coefficients, il est prouvé que ces
équations présentent des comportements de type puissance. Le dernier type de modèles est non
linéaire. Ce type de modèle, dit affine en l’entrée est d’abord déduit de l’étude de la dynamique
de formation d’un tas de sable puis généralisé. De ce phénomène, on montre que cette classe de
modèle peut capturer des comportements de type puissance.

Dans les chapitres qui suivent, ces deux dernières classes de modèles seront étudiées plus en
détail et notamment :

— les modèles non linéaires seront appliqués à la modélisation du phénomène d’adsorption ;

— les équations de diffusion à coefficients spatialement variables seront appliquées à la mo-
délisation de l’absorption de l’hydrogène dans des systèmes de stockage à base d’hydrure
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métallique.
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3.1 Introduction
Comme indiqué au chapitre 1 (partie 1.4.2), l’adsorption, phénomène selon lequel des parti-

cules se fixent sur une surface, présente une cinétique de type puissance sur les temps longs. De
plus, comme pour l’exemple du tas de sable présenté au chapitre 2 (partie 2.7.1), sa dynamique
est non linéaire : une augmentation de la quantité d’adsorbat modifie la cinétique d’adsorp-
tion mais pas le régime permanent. Pour cette raison, ce chapitre traite de la modélisation de
ce phénomène via des modèles non linéaires. Dans un premier temps, ce phénomène est mis
en évidence pour un capteur à ondes de Love, qui permet la détection d’espèces gazeuses. Un
modèle non linéaire est proposé pour modéliser l’évolution de la fréquence de la propagation
d’une onde dans ce capteur, évolution liée à la masse de particules adsorbées par ce capteur.
Afin de mieux étudier le phénomène d’adsorption, le processus idéalisé introduit au chapitre 1
(partie 1.4.2), l’Adsorption Séquentielle Aléatoire (en anglais, Random Sequential Adsorption),
est d’abord présenté et étudié en 2 dimensions ainsi que sur des surfaces fractales. Des données
sont simulées puis modélisées à l’aide de modèles non linéaires et leur efficacité est comparée. La
dernière section est dédiée à la modélisation d’un dépôt de CO2 sur du cuivre hexacyanoferrate.
Certains modèles de la littérature sont mis à l’épreuve pour modéliser ces données, puis une
modélisation à l’aide d’un modèle non linéaire est proposée.

3.2 Capteur à onde de Love
Le principe de fonctionnement d’un capteur à ondes de Love, représenté sur la figure 3.1(a),

est le suivant [80]. Un signal sinusoïdal Ve(t) est appliqué à un transducteur interdigité (IDT)
émetteur. Ce dernier étant appliqué sur un matériau piézoélectrique crée une onde élastique
résultant des compressions et expansions du matériau. Cette onde se propage alors en surface le
long de la couche guidante et sa propagation dépend des caractéristiques des matériaux traversés.
L’onde altérée est enfin transformée en tension Vs(t) par le procédé inverse au niveau de l’IDT
récepteur. Entre l’émetteur et le récepteur est déposée une couche sensible. L’espèce chimique
que l’on souhaite détecter (espèce cible) réagit avec cette couche induisant une perturbation de
ses propriétés et notamment de sa masse. Cet effet de masse vient modifier la propagation de
l’onde permettant de déterminer la concentration de l’espèce cible. La fréquence du signal Ve(t)
est choisie pour amener le dispositif sur une résonance en l’absence d’éléments cibles. La présence
d’éléments cibles va créer via l’effet de masse une variation de cette fréquence de résonance.

Éléments à détecter

Ve

Vs

Couche guidante
Matériau Piézoélectrique

Couche sensible

IDT émetteur IDT récepteur

(a) Principe de fonctionnement (b) Capteur réel

Figure 3.1: Capteur à ondes de Love

Des capteurs fonctionnant sur ce principe ont été réalisés à l’IMS (figure 3.1(b)) avec des
couches sensibles à l’humidité ou au toluène. Des mesures expérimentales réalisées par l’équipe
MDA (Microsystème de Détection à ondes Acoustiques alternatives) sont tracées sur la figure
3.2 dans le cas du capteur d’humidité [80]. Elles représentent l’écart de la fréquence mesurée en
réponse à une augmentation du taux d’humidité de 1 ppm à t = 0 seconde.
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Figure 3.2: Écart de fréquence de résonance du signal Ve par rapport à la fréquence de résonance
sans élément cible (pour une masse initiale M0)

Pour simplifier son analyse, le fonctionnement du capteur à ondes de Love est approché par
le système à armature mobile de la figure 3.3. Comme introduit dans la partie 1.4.2, l’adsorption
peut faire apparaître des motifs fractaux ainsi que des dynamiques de type puissance. Ainsi,
considérons que la masse de l’électrode, résultant de l’adsorption des particules, est définie par :

M(t) = M0 +mtν , (3.1)

où M0 désigne la masse de l’armature mobile en l’absence d’espèce adsorbée, m et ν sont des
réels positifs.

Figure 3.3: Schéma idéalisé du capteur

L’application d’une différence de potentiel V (t) entre les deux armatures fait apparaître une
force électrostatique de la forme :

Fe(t) =
∂

∂z

(
1

2
C(z)V 2(t)

)
, (3.2)
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où C représente la capacité du condensateur et z est la distance entre les deux armatures.
Le mouvement de l’électrode mobile est régi par :

d

d t
(M(t)ż(t)) + µż(t) + kz(t) = Fe(t) (3.3)

⇔ (M0 +mtν) z̈(t) +
(
µ+mνtν−1

)
ż(t) + kz(t) = Fe(t), (3.4)

où µ est le coefficient de frottement et k est la constante de raideur. Sous l’hypothèse d’une
lente variation de la masse par rapport à la fréquence de résonance du système, la relation (3.4)
peut-être réécrite de la façon suivante :

z̈(t) + 2ξωnż(t) + ω2
nz(t) =

ω2
n

k
Fe(t), (3.5)

où ξ est le taux d’amortissement et ωn est la pulsation propre non amortie. L’équation (3.5)
correspond à un modèle du second ordre dont la pulsation propre non amortie est donnée par :

ωn =

√
k

M0 +mtν
, (3.6)

et la pulsation de résonance est donc donnée par

ωr = ωn
√

1− 2ξ2. (3.7)

Sachant que
2ξ

ωn
=
µ+mνtν−1

k
, on a

ξ =
ωn
2k

(
µ+mνtν−1

)
. (3.8)

Ainsi, l’évolution de la fréquence de résonance des pseudo-oscillations est donnée par :

fr(t) =
ωr
2π

=
1

4π

√
k

M0 +mtν

√
−2(µ+mνtν−1)2

k(M0 +mtν)
+ 4. (3.9)

L’écart entre la fréquence de résonance pour une masse initiale M0 et la fréquence de réso-
nance mesurée au cours du temps est alors donné par

Ef (t) =
ωr0
2π
− ωr

2π
(3.10)

=
1

4π

(√
k

M0

√
− 2µ2

kM0
+ 4−

√
k

M0 +mtν

√
−2(µ+mνtν−1)2

k(M0 +mtν)
+ 4

)
, (3.11)

où ωr0 désigne la pulsation propre à t = 0. On a donc le comportement asymptotique suivant
pour Ef (t) :

Ef∞ − Ef (t) ∼ cste× t−ν/2, (3.12)

où Ef∞ = lim
t→∞

Ef (t). L’équation (3.11) a donc un comportement proche d’une trajectoire du
modèle (2.166) étudié dans la partie 2.7.2. La relation (3.11) est utilisée afin de modéliser l’écart
de fréquence de résonance de la figure 3.2 (issue du capteur réel). Une optimisation sur les
paramètres m, ν, k, M0 et µ est effectuée et les valeurs du tableau 3.1 sont obtenues. La réponse
indicielle de ce modèle est tracée sur la figure 3.4 et s’avère très proche des données réelles.

Ce premier phénomène illustre la capacité d’un modèle non linéaire à capter la dynamique
du processus sous-jacent d’adsorption. Considérons à présent le modèle non linéaire affine en la
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m ν k M0 µ
4.7789× 10−6 0.3500 3.5972× 104 6.0073× 10−6 2.6851× 10−8

Table 3.1: Paramètres du modèle (3.11) identifiés à partir des données de la figure 3.2
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Figure 3.4: Comparaison de l’écart de fréquence de résonance mesurée (en rouge) avec celui
obtenue avec le modèle (3.11)

A C α
−1.4144× 10−23 −1.1522× 104 −0.1825

Table 3.2: Paramètres du modèle (3.13)

commande présenté au paragraphe 2.7.2 (équation (2.166)) et rappelé à présent dans l’équation
(3.13) :

dx(t)

d t
= A(x(t) + C)1− 1

α · u(t). (3.13)

En considérant une entrée u(t) = 1, une optimisation sur les paramètres A, C et α donne les
valeurs du tableau 3.2. Une comparaison entre les données et la réponse du modèle (3.13) est
proposée par la figure 3.5. La réponse de ce dernier modèle est moins précise que celle donnée
par la relation (3.11), mais l’est assez pour justifier l’utilisation de modèles non linéaires pour
modéliser ce type de comportement. Notons également que α ≈ ν/2.

Afin d’affiner ces modèles, une étude théorique du phénomène d’adsorption est effectuée dans
la section qui suit, à l’aide du phénomène idéalisé qu’est l’Adsorption Séquentielle Aléatoire
(ASA).
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Figure 3.5: Comparaison de l’écart de fréquence de résonance mesurée (en rouge) avec celui
obtenu avec le modèle (3.13)

3.3 Adsorption Séquentielle Aléatoire (ASA)
L’adsorption Séquentielle Aléatoire (ASA) est une vision idéalisée du phénomène d’adsorp-

tion, tel que celui provoquant l’effet de masse sur la couche sensible du capteur à ondes de Love
décrit dans la partie précédente. Dans la partie 3.3.1, le phénomène d’ASA est défini puis dif-
férentes simulations stochastiques sont réalisées de sorte à mettre en évidence une dynamique
de type puissance. Des modèles tels que ceux introduits dans les parties 2.7 et 3.4.2 sont alors
utilisés pour capter ce phénomène. Dans la partie 3.4, le phénomène d’ASA sur des surfaces
fractales est étudié et des modèles en lien avec la dimension de la surface sont proposés.

3.3.1 Cas 2D

Le phénomène d’ASA sur une surface 2D correspond, comme défini ci-dessous, au dépôt
aléatoire (et contraint) de disques sur une surface.

Définition 12 (ASA 2D). On considère une surface carrée S dans le plan de longueur d’arête
L et d’aire L2. Les particules sont assimilées à des disques de rayon R (R � L). Le temps est
subdivisé en instants : t0 = 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk ∈ R+, k ∈ N, avec un pas ∆t constant. À l’instant
initial t0, la surface S est vide, puis à chaque instant ti, i > 0, un disque Dti de rayon R et de
centre (p, q) tente de se fixer sur S à une position aléatoire selon une loi uniforme. Il se fixe si
et seulement si l’intersection de Dti avec tous les disques précédemment fixés sur S est vide.

On s’intéresse en particulier à la densité de surface recouverte θ(t) par des disques au cours
du temps. On note θ∞ la densité asymptotique. D’après la littérature [28, 45, 128], on a

θ∞ = lim
t→∞

θ(t) ≈ 0.547. (3.14)

Ce résultat est obtenu à l’aide de simulations. La valeur exacte n’est actuellement pas connue
dans le cas 2D mais l’est en 1D [61].
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Il est par ailleurs suggéré dans la littérature [45, 122, 116] que le comportement asymptotique,
donc sur les temps longs, peut être décrit par une loi de puissance :

θ(t)− θ∞ ∼ t−1/2. (3.15)

Il existe plusieurs manières de simuler ce processus qui sont plus ou moins efficaces en termes
de temps de calcul (par exemple dans [128]) et qui donnent donc une valeur asymptotique avec un
degré de précision variable. Dans notre cas, connaître avec précision θ∞ n’est pas indispensable,
l’objet étant l’étude du comportement dynamique. Notre objectif en terme de simulation est
d’avoir un bon aperçu du comportement de θ avec un temps de calcul raisonnable pour un
calculateur grand public. L’algorithme de simulation utilisé est donc le suivant et est détaillé
dans l’annexe D.

Algorithme 2. Soit une surface carrée S de taille L. Un couple pseudo-aléatoire c = (p, q) de
nombres réels positifs qui suit une loi uniforme sur [0, L]2 est généré. Un disque de rayon R et
de centre c se fixe sur S si

1. Le disque est entièrement compris dans S. Cela est vrai si les deux conditions suivantes
sont vérifiées : p, q ≥ R et p, q ≤ L−R ;

2. Le disque actuel n’intersecte aucun disque précédemment posé, c’est-à-dire : d(c, ck) ≥ 2R
où pour tout k, ck = (pk, qk) désigne le centre d’un disque précédemment posé sur S et
d(c, ck) =

√
(p− pk)2 + (q − qk)2 est la distance entre deux disques.

On peut voir dans la figure 3.6 un exemple de remplissage partiel d’une surface issu d’un tel
algorithme. Il existe des portions de cette surface qui peuvent encore contenir un ou plusieurs
disques ainsi que des portions qui ne pourront plus accueillir de disque supplémentaire.

Figure 3.6: Exemple d’un remplissage partiel d’une surface par ASA

Sur la figure 3.7 est tracée la densité θ au cours du temps (des itérations de l’algorithme),
pour une surface de taille L = 50 et R = 0.5.
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Figure 3.7: Densité θ en fonction du temps

La valeur finale obtenue est ici θ∞ = 0.5344. Cette valeur est obtenue après 4×106 itérations
(unités de temps). Il a fallu 918 534 itérations depuis la dernière valeur différente de θ pour
obtenir ce θ∞.

Afin de lisser cette courbe, et donc pour faciliter son exploitation, on trace la valeur moyenne
de la densité d’espace occupé θ obtenue après un assez grand nombre de simulations. Cette
valeur moyenne sera notée par la suite θmoyen(t). Avec 200 simulations, on obtient la courbe de
la figure 3.8. Les barres apparaissant sur cette même figure correspondent aux fluctuations de la
valeur à un instant donnée en fonction des différentes simulations stochastiques du processus.

Avant de mettre en évidence le comportement à mémoire longue selon la définition 1 du
paragraphe 1.2.2, mettons en évidence le comportement en t−1/2 grâce à la figure 3.9 en traçant
θ en fonction de t−1/2. L’obtention d’une droite sur les temps longs met en évidence cette loi de
puissance sur cette gamme de temps.

Afin de capturer le comportement non linéaire du processus ASA, à l’image du modèle issu
de l’analyse du capteur à ondes de Love, il est proposé d’utiliser un modèle affine en l’entrée :

ẏ(t) = f(y) · u(t), (3.16)

où
— y : R+ → R+ est la densité de places libres sur la surface par rapport au temps,

y(t) = 1− θ(t) ;

— u : R+ → R+ est le flux de particules qui frappe la surface ;

— f : R+ → R+ est une fonction à déterminer.
Notons que l’initialisation de ce modèle nécessite uniquement la connaissance de y(0). Il

s’agit d’un modèle du 1er ordre. D’un point de vue physique, l’information des places libres est
suffisante pour l’initialisation du processus. Avec une distribution des disques semblable à celle
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Figure 3.8: Densité moyenne θmoyen(t)
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Figure 3.9: Mise en évidence du comportement en t−1/2 sur les temps longs

générée par le processus ASA, la connaissance exacte de la position de chaque disque n’est pas
nécessaire.

Afin de déterminer la fonction f apparaissant dans le modèle (3.16), il est proposé de procéder
comme suit. Pour tout n ∈ J0, NK, la dérivée ẏ de Ymoyen(t) = 1 − θmoyen(t) (densité d’espaces
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libres) est calculée :

ẏ(n) ≈ Ymoyen(n+ 1)− Ymoyen(n− 1)

2
. (3.17)

Cette dérivée est tracée sur la figure 3.10. Sur la figure 3.11, ẏ est tracé comme une fonction de
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Figure 3.10: Approximation de la dérivée ẏ

y (on considère que le flux de particules u(t) = 1). La courbe de ẏ(y(t)) est ensuite identifiée par
la fonction (3.18) dont les paramètres ai sont obtenus par minimisation d’un critère quadratique :

f(y)= a0y + a1y + a2y
2 + a3y

3 + a4y
4. (3.18)

Une justification théorique de cette classe de modèle apparaît dans [91]. Le modèle proposé
pour la cinétique ASA des particules anisotropes est basé sur le concept de la fonction de surface
disponible (ASF) et est défini par

d θ(t)

d t
=

1

2π

∫
Φ(θ(t),Ω)dΩ (3.19)

où Φ(θ(t),Ω) est la probabilité d’ajouter une nouvelle particule d’orientation Ω à la surface
lorsque le recouvrement est de θ(t). La fonction Φ(θ(t),Ω) ne peut être obtenue exactement,
mais des approximations peuvent être calculées sous la forme de développement en série pour
les régimes de recouvrement faibles et élevés. Ces deux approximations sont ensuite combinées
pour fournir une description approximative de la cinétique sur toute la plage de remplissage. Les
deux formules d’interpolation suivantes sont proposées dans [91] :



3.3. Adsorption Séquentielle Aléatoire (ASA) 79

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-3

-2

-1

0

10
-4

Figure 3.11: Fonction ẏ (y(t)) et son approximation

Φ(ζ) = (1− ζ)4(1 + c1ζ + c2ζ
2) avec ζ =

θ(t)

θ∞
(3.20)

et
Φ(ζ) =

(1− ζ)4

(1 + c1ζ + c2ζ2)
. (3.21)

Les paramètres c1, c2, d1 et d2 sont ensuite calculés pour ajuster les développements en série
de la fonction Φ(θ(t),Ω) dans (3.19). Une forme similaire à (3.20) est utilisée dans [3] et [27] :

Φ(ζ) = (1− ζ)4(1 + c1ζ + c2ζ
2 + c3ζ

3). (3.22)

Dans [3], les paramètres c1, c2, et c3 sont calculés comme dans [91] et pour ajuster les données
d’adsorption d’insuline [27]. Ces travaux, et notamment [91], justifient pleinement l’intérêt des
modèles non linéaires pour la modélisation cinétique du ASA et par extension pour la cinétique
d’adsorption en temps physique. Cependant, ces modèles ont une forme contrainte pour satisfaire
les comportements asymptotiques pour un recouvrement de surface faible et élevé, ce qui réduit
la précision du modèle en dehors de ces régimes de recouvrement.

Dans notre approche, un développement plus général est considéré sous la forme d’un modèle
(3.16)-(3.18). Les paramètres a0, a1, a2, a3, a4 donnés dans la table 3.3 ont été obtenus par
minimisation du critère quadratique.

a0 a1 a2 a3 a4

2.8163×10−4 −9.4715×10−4 −6.4938×10−4 0.0050 −0.0043

Table 3.3: Paramètres de f de la relation (3.18)

La comparaison de f(y) avec l’approximation ẏ(y) calculée précédemment est également
représentée sur la figure 3.11. Le diagramme de la figure 3.12 est une réalisation de la relation
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Figure 3.12: Schéma-bloc pour la simulation du modèle (3.16)

(3.16) où f est donnée par la relation (3.18). Ce diagramme est utilisé pour la simulation de la
densité de surface libre en fonction du temps.

La figure 3.13 propose une comparaison de la réponse du modèle (3.16) pour u(t) = 1, notée
ici Yapprox et de la courbe Ymean correspondant à la densité moyenne de place libres au cours du
temps.
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Figure 3.13: Approximation pour u(t) = 1 (en bleu) de la densité moyenne Ymean de surface
libre (en rouge)

3.3.2 Cas fractal

Une généralisation du phénomène ASA étudié dans la partie précédente concerne le cas où
la surface considérée a une dimension non entière. Le cas fractal est donc considéré sur des
fractales déterministes et obtenues récursivement. Il idéalise le cas de surfaces réelles présentant
des porosités, des irrégularités, et ce faisant, pouvant avoir une structure fractale.
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Mise en évidence du comportement de type puissance

Pour tout type de surface, il est suggéré dans la littérature [26] [116] que la densité de surface
recouverte sur les temps longs du ASA suit une loi de puissance :

θ∞ − θ(t) ∼ t−1/d, (3.23)

où d est la dimension de Hausdorff de la surface sur laquelle les disques se posent. La surface
fractale est considérée comme un ensemble de points contenus dans le carré [0, 1]× [0, 1].

Les surfaces fractales considérées sont illustrées dans la figure 3.14. Sur chacune des surfaces
fractales citées dans la figure 3.14, un processus ASA a été effectué. Les densités des disques
adsorbés en fonction du temps (nombre d’essais) pour chacune des fractales considérées sont
présentées dans la figure 3.15. Comme le montre [26], la valeur asymptotique de la densité
dépend du nombre d’itérations du processus de construction fractale. Le nombre d’itérations
nécessaire pour obtenir des résultats pertinents semble être supérieur à 6. Les valeurs finales
données dans le tableau 3.4 sont celles proposées dans [26] et sont proches de celles tracées dans
la figure 3.15. Les différences peuvent être expliquées par des différences dans les conditions de
simulation (le nombre d’itérations dans le processus de construction de la fractale, le nombre
d’essais, le rapport entre la taille des disques et la taille de la fractale).

Figure 3.14: Surface de Vicek (gauche), triangle de Sierpinski (milieu) et tapis de Sierpinski
(droite)

Fractale Valeur finale
Vicsek ∼ 0.68

Triangle de Sierpinski ∼ 0.62
Tapis de Sierpinski ∼ 0.58

Table 3.4: Valeurs finales de la densité des disques adsorbés

La figure 3.16 montre θ∞− θ en fonction de t−1/d, où d est la dimension de la fractale. Cette
figure met en évidence que la densité des disques adsorbés a un comportement asymptotique de
type puissance de la forme

θ∞ − θ(t) ∼ Kt−1/d, (3.24)

où d est la dimension de la surface fractale (dimension de Hausdorff). La dimension de Hausdorff
de la fractale de Vicsek est dV = log(5)

log(3)
≈ 1, 4649, dST = log(3)

log(2)
≈ 1, 585 pour le triangle de

Sierpinski et dSC = log(8)
log(3)

≈ 1, 8928 pour le tapis de Sierpinski. La ligne droite sur chaque sous-
figure de la figure 3.16 est le tracé de Kt−1/d permettant de mettre en évidence le comportement
de type puissance.

La figure 3.16 confirme que les résultats des simulations sont conformes aux comportements
de loi de puissance attendus en −1

d
.
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Figure 3.15: Densités des disques adsorbés sur la fractale de Vicsek (haut à gauche), le triangle
de Sierpinski (haut à droite) et le tapis de Sierpinski (bas).

Modélisation détaillée sur la fractale de Vicsek

Comme pour le cas 2D, un modèle affine en l’entrée (2.166) est considéré pour modéliser la
cinétique d’adsorption sur la fractale de Vicsek. Dans un premier temps, il est proposé d’utiliser
un modèle de la forme :

ẋ(t) = A(x(t) + C)1− 1
α · u(t). (3.25)

La fonction u(t) peut être considérée comme un flux de particules en entrée et x(t) est l’état et
la sortie du modèle et correspond à la densité de surface couverte. A ∈ R, C ∈ R et −1 < α < 1
(α ∈ R∗). Ce modèle produit des trajectoires similaires à la dynamique de remplissage du ASA
comme le montrent les figures 2.24 et 2.25, c’est-à-dire avec des croissances très rapides pendant
les temps courts, suivies de progressions très lentes vers l’état d’équilibre.

Une optimisation a été effectuée afin d’obtenir des valeurs numériques des paramètres A et
C. Puisque le comportement de type puissance ne tient que pour le régime de recouvrement
élevé (temps longs) du processus ASA, deux critères d’optimisation ont été utilisés :

critère 1 : ε =
tmax∑
t=0

(θ(t)− θmodel(t))2 (3.26)

critère 2 : εTL =
tmax∑
t=t1

(θ(t)− θmodel(t))2. (3.27)
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Figure 3.16: Comportement sur les temps longs du ASA sur la fractale de Vicsek (haut à
gauche), le triangle de Sierpinski (haut à droite) et le tapis de Sierpinski (bas).

Dans (3.26) et (3.27), tmax désigne le dernier point temporel dans les données ASA considérées
et t1 désigne la première valeur temporelle considérée pour le calcul du critère.

Pour la fractale de Vicsek, le paramètre α a été imposé égal à − 1
dV

et le résultat de cette
optimisation avec le critère ε est donné dans la figure 3.17. Les paramètres suivants ont été
obtenus : A = 4.5743 × 10−4 et C = −0.7137. La même optimisation a également été effectuée
en utilisant le critère εTL et t1 = 1× 105. Une comparaison des données de densité ASA et des
modèles obtenus avec le critère ε et εLT est présentée sur la figure 3.18 uniquement pour les
temps longs.

Même si les paramètres du modèle ont été calculés en utilisant le critère εLT , le critère ε a
été calculé pour le modèle résultant, et inversement, le critère εLT a été calculé avec le modèle
obtenu par la minimisation du critère ε. Les résultats sont reportés dans le tableau 3.5. Ce
tableau confirme que εLT est plus faible lorsque les paramètres sont calculés avec εLT . Le modèle
(3.25) est donc un très bon candidat pour modéliser la dynamique de type puissance (sur les
temps longs) et obtenir un compromis lorsqu’il est calculé avec le critère ε.

Afin de mieux gérer le compromis de fidélité du modèle sur les temps courts ou long et de
réduire cette erreur, le modèle plus général utilisé dans le cas 2D est à présent considéré :

ẋ(t) = f(x(t)) · u(t), (3.28)

où f est une fonction polynomiale :

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4. (3.29)
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Figure 3.17: Comparaison des données de densité ASA avec la réponse du modèle (3.25) avec
le critère ε (zoom sur les premiers instants au centre de la figure).
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Figure 3.18: Comparaison sur les temps longs des données de densité ASA avec la réponse du
modèle (3.25) optimisée avec le critère εLT (gauche) et avec le critère ε (droite).

La même méthode que dans le cas 2D est utilisée afin de déterminer les paramètres de la
fonction f de l’équation (3.29). Si u(t) = 1, et selon la relation (3.28), le polynôme f(x) évalué
en θ(t) est égal à la dérivée de θ(t). Une optimisation a été effectuée sur les paramètres ai afin
de minimiser l’erreur quadratique ε.

La fonction θ̇(t) est calculée numériquement à partir des données de la figure 3.15 et la
fonction optimisée f est tracée dans la figure 3.19 en fonction de θ(t).

Une comparaison des données de densité ASA et de la réponse du modèle (3.28) est proposée
par la figure 3.20.

Tant sur les temps long que sur l’ensemble des données, les erreurs sont plus faibles qu’avec
le modèle (3.25) et les méthodes d’optimisation associés. Même si l’erreur sur les temps long
est plus grande que lorsque l’optimisation est faite uniquement sur les temps long (voir tableau
3.5), le compromis est meilleur. Ainsi, le modèle (3.28) avec f définie par la relation (3.29) est
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Figure 3.19: Approximation de la dérivée de θ(t) (rouge) et fonction f évaluée en θ après
optimisation (bleu)
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Figure 3.20: Comparaison entre les données de densité ASA (rouge) et le modèle (3.28) (bleu)

meilleur que le modèle (3.25).
Les paramètres a0, a1, a2, a3, a4 de la fonction f de la relation (3.29) obtenus après optimi-

sation sont donnés dans la table 3.6

Résultats pour les autres fractales

Pour le triangle de Sierpinski, le résultat de la modélisation avec le modèle (3.28) est présenté
dans la figure 3.21. Les paramètres a0, a1, a2, a3, a4 donnés dans le tableau 3.7 ont été obtenus.
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Modèle (3.25) Modèle (3.25) Modèle (3.28)
avec ε avec εLT avec ε

εLT 2.0669 0.3012 1.6765
ε 5.5433 11.9854 2.2896

Table 3.5: Valeurs des critères pour les trois approches de modélisation

a0 a1 a2 a3 a4

8.2105×10−5 −2.4909×10−4 9.6858×10−5 2.9337×10−4 −2.3250×10−4

Table 3.6: Paramètres de f de la relation (3.29)
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Figure 3.21: Comparaison entre les données de densité ASA (rouge) et le modèle (3.28) (bleu)
pour la fractale du ASA sur le triangle de Sierpinski.

a0 a1 a2 a3 a4

4.8939×10−4 −1.7073×10−3 3.0119×10−4 4.1781×10−3 −3.6734×10−3

Table 3.7: Paramètres de f de la relation (3.29) pour la modélisation du triangle de Sierpinski

L’erreur avec le critère ε (relation (3.26)) est la suivante

ε = 2.7037. (3.30)

Pour le tapis de Sierpinski, le résultat de la modélisation avec le modèle (3.28) est présenté
dans la figure 3.22.

Les paramètres a0, a1, a2, a3, a4 donnés dans le tableau 3.7 ont été obtenus.
L’erreur avec le critère ε (relation (3.26)) est la suivante

ε = 1.2337. (3.31)
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Figure 3.22: Comparaison entre les données de densité ASA (rouge) et le modèle (3.28) (bleu)
pour la fractale du tapis de Sierpinski

a0 a1 a2 a3 a4

1.3388×10−4 −5.6145×10−4 4.1346×10−4 8.5644×10−4 −1.0131×10−3

Table 3.8: Paramètres de f dans la relation (3.29) pour la modélisation du ASA sur le tapis
de Sierpinski

L’adsorption a été étudié dans ce paragraphe via le phénomène idéalisé qu’est l’ASA et
différentes méthodes de modélisation ont été étudiées pour modéliser ce processus. Ces méthodes
vont être appliquées à des données réelles de dépôt de CO2 sur une surface sensible dans la section
qui suit.

3.4 Modélisation du dépôt de CO2

Cette partie est dédiée à la modélisation du phénomène d’adsorption de CO2 sur du cuivre
hexacyanoferrate. Les données expérimentales proviennent de l’article [81]. Dans cette applica-
tion, la couche sensible est composée de particules poly-dispersées de tailles comprises entre 20
et 50 nm. Les particules s’agrègent pour former un réseau poreux. L’environnement de la couche
sensible est composé de N2 (diazote) à t = 0. L’adsorption se produit alors en passant d’une
atmosphère de N2 à du CO2, sans occuper de sites spécifiques (le CO2 entre à la fois dans les
grandes et petites cavités). Le phénomène contraire, le passage d’une atmosphère de CO2 à du
N2 déclenche le phénomène de désorption. Les instruments utilisés mesurent la masse de CO2

adsorbé dans le temps. La figure 3.23 montre la cinétique d’adsorption-désorption de CO2.
Dans la suite, l’instant 0 sera celui du début de l’adsorption.
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Figure 3.23: Cinétique d’adsorption/désorption du CO2

3.4.1 Modèles cinétiques existants pour modéliser l’adsorption et li-
mitations

Différentes classes de modèles dédiés au phénomène d’adsorption sont présentées dans [13]. Si
q(t) désigne la quantité de particules adsorbées, les modèles discutés expriment le taux d’adsorp-
tion d q(t)

d t
en fonction de la différence qe− q(t), où qe désigne la quantité de particules adsorbées

à l’équilibre. Les modèles suivants ont été proposés :

— Lagergren, 1898 [63] :
d q(t)

d t
= k1(qe − q(t)) ; (3.32)

— Lopes et al. [69] :
d q(t)

d t
= k2t

−h(qe − q(t)) avec 0 ≤ h ≤ 1 ; (3.33)

— Ho et Mckay, 2000 [55] :
d q(t)

d t
= k3(qe − q(t))2 ; (3.34)

— Brouers et Sotolongo-Costain, 2006 [19] :

dα q(t)

d tα
= k4(qe − q(t))n. (3.35)

Si θ(t) = q(t)
qm

désigne le taux de surface recouverte, où qm est la quantité maximale de
particules adsorbées et si c désigne la concentration de particules proche de la surface, le modèle
suivant a également été proposé par Haerifar et Azizian en 2012 [52] :

d θ(t)

d t
= k5t

−hc(1− θ(t)) avec 0 ≤ h ≤ 1. (3.36)
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Parmi tous ces modèles, le plus réaliste semble être celui de la relation (3.36), car les précé-
dents ne prennent pas explicitement en compte la concentration de particules près de la surface.
Par contre si l’on considère une analogie entre l’adsorption physique et le processus ASA idéalisé
(voir section 1.4.2 et 3.3), une étude approfondie [122], [45], [116] du processus ASA révèle que le
comportement de type puissance introduit dans [52] et [13] par le facteur t−h ne s’applique pas
pendant tout le processus mais n’est valide que de manière asymptotique lorsque le remplissage
est proche de la saturation. Ainsi, il ne doit pas être utilisé pour ajuster la cinétique des temps
courts. De plus ces modèles ont une singularité au temps t = 0.

Pour chacun des modèles précédents et un modèle non entier, une comparaison d’erreurs
quadratiques est effectuée dans les paragraphes qui suivent et dans l’ordre de leur complexité,
entre la réponse du modèle et les données de dépôt de CO2 de la section précédente.

Si on note d(n) la n-ième donnée d’adsorption de CO2, ces erreurs quadratiques sont définies
par

ε =
∑
n

(q(n)− d(n))2. (3.37)

Modèle de Lagergren

Le modèle de Lagergren défini par la relation (3.32) est un modèle linéaire et stationnaire,
du premier ordre. Son avantage est qu’il ne prend en compte qu’un seul paramètre. Cependant,
comme le montre la figure 3.24, il est peu précis, surtout au regard des autres modèles analysés.

Une optimisation sur le paramètre k1 donne le résultat de la figure 3.24, avec k1 = 0.017 et
une erreur quadratique ε = 4.7766.
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Figure 3.24: Comparaison entre les données d’adsorption de CO2 (rouge) et le modèle de
Lagergren (3.32) (bleu)

Modèle de Ho et Mckay

Le modèle de Ho et Mckay est défini par la relation (3.34). Ce modèle est non linéaire et
stationnaire. Comme le montre la figure 3.25, il est beaucoup plus précis que le précédent et n’est
défini qu’avec un seul paramètre (comme le modèle précédent), qui après optimisation prend la
valeur k2 = 0.0297 pour une erreur quadratique ε = 0.5864.
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Figure 3.25: Comparaison entre les données d’adsorption de CO2 (rouge) et le modèle de Ho
et Mckay (3.34) (bleu)

Modèle de Lopes et al.

Le modèle de Lopes et al. est défini par la relation (3.33). Il s’agit d’un modèle non sta-
tionnaire ayant une singularité en 0, prenant en compte deux paramètres notés k3 et h. Après
optimisation sur ces deux paramètres, le résultat suivant est obtenu : k2 = 0.0592 et h = 0.4232
et une erreur quadratique ε = 2.2325. La réponse de ce modèle est comparée aux données sur la
figure 3.26.

0 500 1000 1500 2000 2500

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Figure 3.26: Comparaison entre les données d’adsorption de CO2 (rouge) et le modèle de Lopez
et al. (3.33) (bleu)
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Modèle de Haerifar et Azizian

Le modèle de Haerifar et Azizian défini par la relation (3.36) est non stationnaire et présente
une singularité en 0. Après optimisation, le résultat suivant est obtenu pour ses trois paramètres :
k5 = 0.4715 h = 0.5582, c = 0.2829 avec une erreur ε = 1.3144. La réponse de ce modèle est
comparée aux données sur la figure 3.27.
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Figure 3.27: Comparaison entre les données d’adsorption de CO2 (rouge) et le modèle de
Haerifar et Azizian (3.36) (bleu)

Modèle de Brouers et Sotolongo-Costain

Le modèle de Brouers et Sotolongo-Costain [19] est un modèle non entier et non linéaire,
défini par la relation (3.35). Une optimisation sur les paramètres α, k4 et n conduit aux valeurs
suivantes : α = 0.9154, k4 = 0.0629 et n = 1.3808 pour une erreur ε = 0.2786. La figure 3.28
montre la réponse du modèle en comparaison des données.
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Figure 3.28: Comparaison entre les données d’adsorption de CO2 (en rouge) et le modèle de
Brouers et Sotolongo-Costain (3.35) (en bleu)

Modèle non entier

Outre les modèles précédents, une modélisation des données d’adsorption de CO2 avec un
modèle non entier linéaire est également réalisée dans ce paragraphe. Considérons le signal
y(t) = q∞−q(t)

q∞
, où q∞ = lim

t→∞
q(t), qui peut être vu comme la réponse d’un système à une

fonction de Heaviside :

∀t ∈ R, H(t) =

{
0 si t < 0,

1 si t ≥ 0.
(3.38)

Après analyse des comportements asymptotiques de l’expérience d’adsorption, il est proposé
de caractériser le système par la fonction de transfert non entière suivante :

H(t) =
sK(

sν

ωb
+ 1
)(

s1−ν

ωh
+ 1
) . (3.39)

La constante K est liée à la valeur initiale de y(t). En effet, d’après le théorème de la valeur
initiale, on a

y0 =lim
t→0

y(t)= lim
s→∞

sY (s)= lim
s→∞

sH(s)
1

s
=

K

ωbωh
. (3.40)

Donc,
K =

y0

ωbωh
. (3.41)

L’ordre non entier ν et les constantes ωb et ωh sont obtenus par minimisation du critère
quadratique (3.37). Les paramètres suivants ont été obtenus : ν = 0.2, ωb = 3.6138×10−5 rad.s−1,
et ωh = 0.0463 rad.s−1.

Dans la figure 3.29 est proposée une comparaison entre la réponse q(t) reconstruite à partir
du modèle non entier (3.39) et les données d’adsorption de CO2. L’erreur quadratique obtenu
est

ε = 0.2446. (3.42)
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Figure 3.29: Comparaison entre la sortie du modèle non entier (en bleu) et les données d’ad-
sorption (rouge)

Le phénomène d’adsorption présente un comportement non linéaire comme indiqué au para-
graphe 3.3. Afin de prendre en compte ce comportement et d’améliorer la précision de modélisa-
tion par rapport aux modèles précédemment analysés, l’utilisation d’un modèle affine en l’entrée
(introduit dans la partie 2.7) semble pertinente pour modéliser ce phénomène. C’est donc le
sujet de la section qui suit.

3.4.2 Modèle affine en l’entrée

Modélisation de l’adsorption

Le phénomène d’adsorption est à présent modélisé à l’aide d’un modèle affine en l’entrée
(2.165) de la forme :

ẏ(t) = f(y) · u(t), (3.43)
avec

f(y) = a0 + a1y + a2y
2 + a3y

3 + a4y
4 + a5y

5. (3.44)
Dans la relation (3.43), t correspond au temps physique et u(t) est l’entrée du système (sans

perte de généralité, on prendra u(t) = 1 particule par unité de temps). Les paramètres associés
à la relation (3.44), obtenus par optimisation sont regroupés dans la table 3.9.

a0 a1 a2 a3 a4 a5

0.0247 0.0075 −0.0557 0.01954 0.0115 −0.0033

Table 3.9: Paramètres de la fonction f de la relation (3.44)

Une comparaison des données et du modèle est proposée par la figure 3.30. L’erreur quadra-
tique pour ce modèle est

ε = 0.2301. (3.45)



94 CH. 3. Modélisation non linéaire des phénomènes d’adsorption et désorption

0 5 10 15 20 25 30 35 40

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Figure 3.30: Comparaison de la partie adsorption des données et la réponse du modèle (3.43)

Modélisation de la désorption

Pour modéliser la partie désorption, comme suggéré dans [81], il est proposé d’utiliser un
modèle du deuxième ordre, de réponse impulsionnelle

Ad1e
−k1t + Ad2e

−k2t. (3.46)

Les paramètres de ce modèle sont obtenus par la minimisation du critère quadratique (3.37)
qui donne les valeurs suivantes : Ad1 = 0.2342, Ad2 = 1.039, k1 = 0.0033 et k2 = 0.0181.

Une comparaison du modèle (3.46) avec les données de désorption est représentée sur la
figure 3.31, après ajustement de l’origine temporelle. Avec ce modèle, l’erreur quadratique est
ε = 0.1515.

Combinaison des modèles d’adsorption et désorption

Le modèle de désorption utilisé suggère qu’une partie des particules adsorbées se désorbe
avec une constante de temps k1 et l’autre partie avec une constante de temps k2. Pour créer un
modèle global d’adsorption et de désorption, il est donc proposé de considérer deux ensembles
de particules adsorbées et de scinder le modèle (3.43) en deux parties :

ẋ1 = f1(x1)u(t)− k1x1

ẋ2 = f2(x2)u(t)− k2x2

y = x1 + x2

, (3.47)

avec f1 et f2 deux polynômes à reconstruire avec la connaissance de f .
En accord avec l’équation (3.46), soit y0 = y(t0) = Ad1 +Ad2 la valeur à l’instant initial t0 à

laquelle le modèle doit vérifier, soit : {
x1(t0) = Ad1

x2(t0) = Ad2
, (3.48)
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Figure 3.31: Comparaison de la partie désorption des données et de la réponse du modèle (3.46)

ce qui conduit à choisir 
x1(t) =

Ad1

y0

y(t)

x2(t) =
Ad2

y0

y(t),
(3.49)

dont la dérivée est 
ẋ1(t) =

Ad1

y0

ẏ(t)

ẋ2(t) =
Ad2

y0

ẏ(t)
. (3.50)

Comme ẏ(t) = f(y) (où f est la fonction donnée par la relation (3.44) dans laquelle les
paramètres associés sont donnés dans la table 3.9), l’équation (3.50) admet l’équivalence

ẋ1(t) =
Ad1

y0

f(y)

ẋ2(t) =
Ad2

y0

f(y)
⇔


ẋ1(t)=

Ad1

y0

f

(
x1(t)y0

Ad1

)
ẋ2(t)=

Ad2

y0

f

(
x2(t)y0

Ad2

) . (3.51)

En ajoutant la partie désorption et l’entrée u(t), le système précédent devient
ẋ1(t)=

Ad1

y0

f1

(
x1(t)y0

Ad1

)
u(t)− k1x1

ẋ2(t)=
Ad2

y0

f2

(
x2(t)y0

Ad2

)
u(t)− k2x2

(3.52)

où f1(X) = a′0 + a′1X + a2X
2 + a3X

3 + a4X
4 + a5X

5 et f2(X) = a′′0 + a′′1X + a2X
2 + a3X

3 +
a4X

4 + a5X
5 sont deux polynômes. Les paramètres a′0, a′1, a′′0 et a′′1 sont déduits de ceux de f

(relations (3.53) et (3.55)) et les autres paramètres ai sont les mêmes que ceux de f .
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En effet, le terme de désorption impacte la valeur des paramètres de degré 1. Pour éviter cet
impact sur l’adsorption, les paramètres a′1 dans f1 et a′′1 dans f2 doivent vérifier :

a′1 = a1 + k1 et a′′1 = a1 + k2. (3.53)

Par ailleurs, la valeur finale des données n’est pas nulle (voir figure 3.31), le modèle (3.52)
doit être modifié pour prendre en compte cette contrainte et devient :

ẋ1(t) =
Ad1

y0

f1

(
x1(t)y0

Ad1

)
u(t)−k1(x1 − yf/2)

ẋ2(t) =
Ad2

y0

f2

(
x2(t)y0

Ad2

)
u(t)−k2(x2 − yf/2),

(3.54)

où yf désigne la valeur de la masse de CO2 à la fin de la désorption.
Ajouter yf affecte les paramètres de degré 0 du modèle (3.52). Pour éviter cet impact sur

l’adsorption, les paramètres a′0 dans f1 et a′′0 dans f2 doivent vérifier :

a′0 = a0 −
k1yf

2

y0

Ad1

et a′′0 = a0 −
k2yf

2

y0

Ad2

, (3.55)

ce qui complète la paramétrisation du modèle (3.52).
Les paramètres obtenus finalement pour les fonctions f1 et f2 sont donnés dans la table 3.10.

a′0 a′′0 a′1 a′′1 a2

0.0241 0.0239 0.0111 0.0279 −0.0557

a3 a4 a5 k1 k2

0.0195 0.0115 −0.0033 0.0033 0.0181

Table 3.10: Paramètres des fonctions f1 et f2 du modèle (3.54)

Une comparaison des données et de la réponse du modèle (3.54) est proposée dans la figure
3.32. L’erreur quadratique obtenue est C7 = 2.1785× 10−5.

Afin d’améliorer encore le modèle, il est possible d’augmenter l’ordre du modèle qui caracté-
rise la partie désorption (modèle (3.46)) et d’utiliser exactement la même méthodologie.

Récapitulatif des différents modèles pour la partie adsorption

Le tableau suivant propose la comparaison des différents modèles pour la partie adsorption
du phénomène.

Modèle Lagergren Ho & Mckay Lopes H & A BSC Non-entier Affine
Linéarité L NL NL NL NL L NL

Stationnarité S S NS NS S S S
Dimension État 1 1 1 1 ∞ ∞ 1
Nb paramètres 1 1 2 3 3 4 6

Erreur 4.7766 0.5864 2.2325 1.3144 0.2786 0.2446 0.2301

Ce tableau montre qu’en termes d’erreurs les meilleurs modèles sont les deux modèles non
entiers et le modèle non linéaire affine en l’entrée. Le modèle non linéaire est tout de même un
peu plus précis et surtout, il permet d’éviter certaines difficultés liées à l’utilisation de modèles
non entiers, notamment en termes d’ordre du système et donc d’initialisation (un seul état et
donc une seule condition initale, la masse adsorbée). L’état du modèle non linéaire a également
un sens physique : la surface couverte. Par ailleurs le modèle non-entier ne prend pas en compte
le comportement non linéaire du phénomène : si le flux de particules est doublé, la valeur finale
de la surface couverte n’est pas doublée.
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Figure 3.32: Comparaison des données d’adsorption/désorption de CO2 (en bleu) avec la ré-
ponse du modèle (en rouge).

3.5 Conclusion
Ce chapitre s’est focalisé sur le phénomène d’adsorption. Ce phénomène est exploité dans

différentes applications, comme dans les capteur à ondes de Love ou pour la capture de CO2, ou
encore pour la dépollution des eaux [17]. Ce chapitre met notamment en évidence sur la base
du phénomène idéalisé qu’est l’ASA (Adsorption Sequential Aléatoire ou ASA pour Random
Sequential Adsorption) que le phénomène d’adsorption a un comportement de type puissance
sur les temps longs. Il met également en évidence le comportement non linéaire de ce phénomène
et la pertinence des modèles non linéaires affines en la commande pour capter les comportements
de type puissance. L’efficacité de tels modèles a été évaluée sur le ASA en 2D, mais également sur
des dimensions non entières de diverses surfaces fractales. Elle a également été évaluée sur des
mesures réelles impliquant des phénomènes d’adsorption et désorption de CO2 sur des surfaces
sensibles. Une comparaison a été faite entre les modèles qui ont été proposés dans la littérature.
Cette comparaison a révélé la précision des modèles non linéaires affines en la commande et des
modèles non entiers. Vis-à-vis des modèles non entiers notamment, l’approche de modélisation
qui a été proposée permet une précision et une parcimonie semblable, mais évite de travailler
avec des modèles dont l’état est de dimension infinie. Avec les modèles non linéaires affine en
la commande, l’état a un sens physique (densité de surface couverte dans le cas de l’ASA ou
masse adsorbée dans le cas du CO2) et son initialisation est simple et directement en lien avec
la quantité d’espèce adsorbée ou désorbée.

Le chapitre suivant est consacré à un autre travail de modélisation de comportement de
type puissance avec des outils autres que des modèles non entiers. Il porte sur la modélisation
du stockage d’hydrogène dans des hydrures métalliques au moyen d’équations de diffusion à
paramètres variables.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre en terme d’applications des équations de diffusion à paramètres variables
nous nous intéressons à la modélisation d’un phénomène d’absorption, présent en particulier
dans le stockage d’agents dans un matériaux poreux, en l’occurrence de l’hydrogène dans un
matériaux métallique poreux. Deux jeux de données sont étudiés. Le premier provient d’un
banc d’essai mis en place pour ce travail et concerne le stockage d’hydrogène dans une bouteille
composée d’hydrure métallique et le deuxième provient d’une équipe de l’Université Centrale
Sud de Hunan (Chine) et de l’Université de l’Utah (États-Unis) [68].

Dans un premier temps, le banc d’essai ayant servi à la génération du premier jeu de données
est décrit, puis après avoir mis en évidence le comportement de type puissance du phénomène,
une modélisation à l’aide d’un modèle basé sur une équation de diffusion à coefficients spatia-
lement variables est proposée (modèle issu de l’étude faite dans la partie 2.6. L’efficacité de ce
modèle est comparée à un modèle non-entier.

Dans un second temps, le comportement de type puissance du jeu de données issu de la litté-
rature est mis en évidence puis une modélisation à l’aide d’un modèle basé sur une équation de
diffusion est proposé. Ce modèle met en jeu un coefficient provenant d’un isotherme d’adsorption
pouvant décrire la fixation des particules dans les pores du matériaux.

La compacité et la précision des modèles dans ce chapitre est discutée en prenant pour
référence un modèle non entier.

4.2 Mise en place et étude d’un banc d’essai de stockage
d’hydrogène

Afin de pouvoir étudier le phénomène d’absorption d’hydrogène, un banc d’essai a été mis
en place dans le cadre de cette thèse. Dans les parties qui suivent, ce banc d’essai est d’abord
décrit, le comportement de type puissance des mesures obtenues est ensuite mis en évidence et
des modèles sont enfin proposés.

4.2.1 Mise en place du banc d’essai de stockage d’hydrogène

Le banc d’essai de la figure 4.1, mis en place pour générer des données de stockage d’hydro-
gène, est construit autour d’un réservoir, dont le débit entrant et sortant est commandé. Afin
de simuler des phases de stockage et déstockage, le vérin (f) retire l’hydrogène du réservoir (b)
puis le renvoie. Un pont de Graetz pneumatique (e) permet de faire circuler l’hydrogène dans un
seul sens lorsqu’il est retiré et renvoyé dans le réservoir. Ceci est imposé par le capteur de débit
(a). La pression est mesurée à l’extérieur du réservoir par le capteur (c). Tout cela est traité
numériquement via le système électronique (d).
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Figure 4.1: Photo du banc d’essai pour la génération de données de stockage d’hydrogène

Une coupe d’un réservoir servant à contenir de l’hydrogène est illustrée dans la figure 4.3. Ce
type de réservoir permet de stocker l’hydrogène sous forme solide. Son intérêt est de permettre
de stocker une quantité d’hydrogène sensiblement plus importante (jusqu’à 200 kg·m−3 [34])
qu’avec les méthodes de stockage plus répandues que sont le stockage liquide (jusqu’à 72 kg·m−3)
ou gazeux (jusqu’à 62 kg·m−3) [33]. Ceci est rendu possible par la capacité de certains composés
métalliques comme le magnésium d’absorber de manière réversible de l’hydrogène lorsqu’ils sont
soumis à une certaine pression, comme illustré sur la figure 4.2.

H2
Métal Hydrure

Figure 4.2: Illustration de la diffusion d’hydrogène dans du métal et formation d’hydrure

Figure 4.3: Vue en coupe des réservoirs utilisés laissant voir leur structure interne
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4.2.2 Mise en évidence d’un comportement dynamique de type puis-
sance

Un débitQ(t)(en l/min) est imposé en entrée du réservoir afin de générer un stockage/déstockage
d’hydrogène. La pression P (t) (en bar) qui en résulte est mesurée à l’entrée du réservoir. La fi-
gure 4.4 montre un exemple de débit (à gauche) et de pression (à droite) obtenus avec le banc
d’essai.
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Figure 4.4: Débit d’hydrogène injecté dans le réservoir (à gauche) et pression d’hydrogène
mesurée à l’entrée du réservoir (à droite)

Ces données présentent un comportement de type puissance. En effet, cela est mis en évidence
par le tracé du logarithme du débit et de la pression en fonction du logarithme du temps dans
la figure 4.5. Le débit et la pression ont une partie linéaire d’ordre respectivement νdébit ≈ 0.67
et νpression ≈ 0.93. L’ordre du système est alors ν = νpression − νdébit ≈ 0.26.
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Figure 4.5: Mise en évidence du comportement de type puissance du débit (à gauche) et de la
pression (à droite)

4.2.3 Modèle non-entier

On cherche dans un premier temps à modéliser le système liant le débit (en entrée) à la
pression (en sortie) par un modèle non entier. Pour cela, on considère la fonction de transfert
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non entière suivante :

H(s) = K

(
s
ωbp

+ 1
)

(
s
ωb

+ 1
)ν s

ωhp
+ 1

s2

ωh
+ s

(4.1)

La pression d’hydrogène au bord de la bouteille est vue comme la réponse au débit de la
figure 4.4 de la fonction de transfert (4.1). Une optimisation sur les paramètres K, ν, ωb, ωbp,
ωhp et ωh est effectuée par minimisation du critère quadratique

ε =
∑
i

(P (i)− PNE(i))2 , (4.2)

où P (t) désigne les données de pression d’hydrogène et PNE(t) désigne la réponse du modèle non
entier de fonction de transfert H au débit de la figure 4.4. Les paramètres de la table 4.1 sont
obtenus et conduisent à une erreur ε = 2.570× 10−1. Une comparaison entre P (t) et PNE(t) est
proposée sur la figure 4.6.

K ν ωb ωbp ωhp ωh
3.7867× 10−2 0.5344 7.1317× 10−3 4.1691× 101 9.6488× 10−2 2.1186× 10−1

Table 4.1: Paramètres du modèle (4.1) après optimisation
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Figure 4.6: Comparaison entre la pression mesurée au bord de la bouteille et la réponse du
modèle de fonction de transfert H (éq. (4.1))

Avec les paramètres de la table 4.1, le diagramme de Bode de la fonction de transfert H(s)
(relation (4.1)) est représenté dans la figure 4.7. La phase de cette figure présente une gamme
de fréquences sur laquelle la phase est bloquée autour de la valeur −34, ce qui indique un
comportement de type puissance d’ordre 0.38 (car −90× 0.38 = −34). Cet ordre est proche de
celui qui avait été évalué sur les réponses temporelles de la figure 4.5, ν ≈ 0.26.
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Figure 4.7: Diagramme de Bode de la fonction de transfert H(s) (relation (4.1))

4.2.4 Modèle de diffusion à coefficients spatialement variables

Il a été montré dans la partie 2.6 qu’une équation de diffusion à coefficients spatialement
variables peut générer des comportements de type puissance et peut-être discrétisée sous la forme
d’un réseau RC de type Cauer. Étant donné le phénomène physique mis en jeu et la nature du
réservoir, on considère ici un modèle de ce type. Le réservoir est divisé en deux parties :

— l’entrée du réservoir, constituée du robinet et suivi d’une cavité, entourée en rouge dans la
figure 4.8 ;

— l’hydrure métallique dans lequel l’hydrogène diffuse et se stocke, entourée en vert dans la
figure 4.8.

Figure 4.8: Réseau RC de type Cauer modélisant la diffusion de l’hydrogène

Ainsi, le premier circuit RC de la figure 4.8, composé de la résistance Rin et du condensateur
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Cin, modélise l’entrée du réservoir, à savoir le robinet et la cavité située juste après. Les autres
résistances Ri, i = 1 . . . 4 et condensateurs Ci, i = 1 . . . 4 correspondent à l’intérieur du réservoir
constitué du matériau dans lequel l’hydrogène va se stocker. Ces dernières résistances et capacités
sont liées les unes aux autres de la manière qui suit :

Rk+1

Rk

=

(
k + 1

k

)λR
, λR ∈ R+ et

Ck+1

Ck
=

(
k + 1

k

)−λC
, λC ∈ R+ . (4.3)

Le réseau RC de la figure 4.8 est alors une discrétisation de l’équation de diffusion suivante :

∂P (z, t)

∂t
= γ (z)

∂

∂z

(
β (z)

∂P (z, t)

∂z

)
, (4.4)

où γ(z) et β(z) seront déterminées dans la suite.
La fonction de transfert suivante du modèle de la figure 4.8 est alors déduite.

H (s) =
P (s)

Q(s)
=

1
Rin

1 +
1

sCinRin

1+

1
sCinR1

1+

1
sC1R1
1+...

. (4.5)

La pression PRC(t) du modèle décrit par le réseau de la figure 4.8 est la réponse du modèle
de fonction de transfert H au débit Q(t). Les paramètres Rin, R1, Cin, C1, λR et λC de la table
4.2 sont obtenus par optimisation visant à minimiser le critère ε de la relation (4.2), résultant
en une erreur ε = 2.3809× 10−1.

Rin R1 Cin C1 λR λC
3.2590× 10−2 1.360× 10−1 1.4957× 101 1.4371× 102 3.0189 2.1325

Table 4.2: Paramètres du modèle (4.5) après optimisation

Avec les paramètres de la table 4.2, le diagramme de Bode de la fonction de transfert H(s)
(relation (4.5)) est représenté dans la figure 4.10. La phase de cette figure présente une gamme
de fréquences sur laquelle la phase est bloquée autour de la valeur −34◦, ce qui indique un
comportement de type puissance d’ordre 0.38 (car −90◦ × 0.38 = −34◦). Cet ordre est proche
de celui qui avait été évalué sur les réponses temporelles de la figure 4.5, ν ≈ 0.26.

Avec une telle approche de modélisation, le comportement de type puissance du système est
capturé et il est possible d’associer un sens physique aux paramètres obtenus. Ainsi, considérons
que la partie du réservoir contenant l’hydrure métallique (encadrée en vert dans la figure 4.8)
est de longueur zL. La valeur d’une épaisseur de cette partie est alors ∆z = zL/4. Les valeurs
des paramètres R0 et C0 dans la relation (2.142) sont alors, d’après la relation (2.141), données
par :

R0 =
R1

∆zλR
=

R1

(zL/4)λR
et C0 =

C1

∆z−λC
=

C1

(zL/4)−λC
, (4.6)

et on a
R(z) =

R1

(zL/4)λR
zλR et C(z) =

C1

(zL/4)−λC
z−λC , z ∈ [1, zL[ . (4.7)

La partie du réservoir qui contient l’hydrure métallique peut alors être modélisée par l’équa-
tion (4.9) dans laquelle, les coefficient spatialement variables β(z) et γ(z) sont respectivements
définis par :

β(z) =
−1

R(z)
=
−(zL/4)λR

R1

z−λR et γ(z) =
−1

C(z)
=
−(zL/4)−λC

C1

zλC , z ∈ [1, zL[ . (4.8)
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Figure 4.9: Comparaison entre le modèle de la figure 4.8 et les mesures de stockage d’hydrogène
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Figure 4.10: Diagramme de Bode de la fonction de transfert H(s) (relation (4.5))

Il est possible de modifier le domaine de définition de l’équation (4.9) par le changement de
variable ξ = z − 1. L’équation (4.9) devient alors :

∂P ′ (ξ, t)

∂t
= γ′(ξ)

∂

∂ξ

(
β′(ξ)

∂P ′(z, t)

∂ξ

)
, (4.9)
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avec β′(ξ) = β(ξ − 1), γ′(ξ) = γ(ξ − 1) et P ′(ξ, t) = P (ξ − 1, t).
L’initialisation d’un tel modèle consiste alors à définir P ′(ξ, 0). Ici, cela consiste alors en la

définition d’un profil de pression dans la partie du réservoir composée de l’hydrure métallique
sur un domaine spatial fini.

4.3 Jeu de données d’absorption d’hydrogène issu de la lit-
térature

4.3.1 Description du protocole expérimental et mise en évidence d’un
comportement de type puissance

Dans [68], pour obtenir le second jeu de mesures analysé dans ce chapitre, un volume d’envi-
ron 0.5 ml d’acétone est ajouté à une masse d’environ 0.2g de MgH2 − 5%TiMn2 puis exposé à
l’air libre pendant une durée de 1500 minutes. Après cette exposition à l’air, ce mélange protégé
par le solvant est séché sous vide afin de pomper le solvant. Le MgH2 − 5%TiMn2 est ensuite
stocké dans une boîte remplie d’argon en vue de caractériser la quantité d’hydrogène potentiel-
lement absorbée. La cinétique d’hydrogénation des échantillons a été ensuite analysée sous 1 bar
d’hydrogène à une température de 100°C (figure 5(c) de [68]). Le pourcentage d’H2 absorbé est
tracé en fonction du temps dans la figure 4.11.
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Figure 4.11: Quantité d’hydrogène absorbée après 104 minutes

La quantité d’H2 absorbée a un comportement sur les temps longs de type puissance d’ordre
α ≈ 0.107 comme le tracé de la figure 4.12 le montre : la courbe bleue est le logarithme en base
10 de la quantité d’H2 absorbée en fonction du logarithme en base 10 du temps. Sur les temps
longs, le segment rouge a une pente d’environ 0.107.
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Figure 4.12: Logarithme décimal de la quantité d’hydrogène stockée (notée y) en fonction du
logarithme décimal du temps

Une première modélisation de ce phénomène est faite à l’aide d’un modèle non entier puis,
un modèle diffusif sera proposé.

4.3.2 Modèle non entier

La cinétique de la figure 4.11 peut être vue comme une réponse à un échelon (la pression de
H2 de 1 bar de l’enceinte dans laquelle se fait la réaction). Pour modéliser cette cinétique, on
considère la fonction de transfert non entière suivante :

H(s) = Ks−ν
a0s+ 1

a1s2 + a2s+ 1
. (4.10)

Une optimisation sur les paramètres K, ν, ai, i=0...2 de H(s) de la relation (4.10) donne les
valeurs de la table 4.3. Cette optimisation vise à réduire l’erreur quadratique entre les données
et la réponse à un échelon de la fonction de transfert (4.10). Avec les paramètres de la table 4.3,
cette erreur est ε = 2.6048× 10−2.

La réponse de ce modèle est comparée aux données dans la figure 4.13.
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Figure 4.13: Comparaison entre les données et la réponse du modèle non-entier en fonction du
temps

a0 a1 a2 ν K
1.2939 0.9671 2.5519 0.1009 1.9434

Table 4.3: Paramètres du modèle (4.10)

4.3.3 Modèle de diffusion avec isotherme

En s’inspirant des modèles proposés dans la littérature [20, 24, 82], on considère un problème
en dimension 1, dans lequel l’hydrogène diffuse le long d’une barre et se stocke le long de celle-ci.
On peut voir ce phénomène de diffusion de manière discrète sous forme de circuit de type Cauer,
comme cela est illustré dans la figure 4.14. Le débit sortant de chaque nœud (flèches bleues)
représente l’hydrogène stocké par réaction dans la partie supérieure et par compression dans
la partie inférieure. La quantité totale stockée est donc la somme sur le temps des ces débits.
Partant de cette forme discrète, on va à présent déduire une représentation continue. Pour cela,
on pose q(x, t) = 1

R
∂P (x,t)
∂x

, où x est la variable spatiale, q le débit et P la pression. On s’intéresse
dans premier temps à la partie de l’hydrogène qui réagit avec le magnésium (partie supérieure
du circuit). Il est proposé ici que cette réaction soit décrite par l’isotherme suivant qui donne le
volume d’hydrogène absorbé en fonction de la pression P [112, 71] :

V (x, t) =
VmKP (x, t)n

1 +KP (x, t)n
. (4.11)

L’hydrogène stocké le long du matériau par réaction (absorption), fait apparaître le gradient
de débit suivant :

∂qstock(x, t)

∂x
=

dV

d t
=
VmnKP (x, t)n−1

(1 +KP (x, t)n)2

∂P (x, t)

∂t
. (4.12)
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Figure 4.14: Circuit modélisant la diffusion d’hydrogène

En tenant compte de la part d’hydrogène stocké par débit de compressibilité (partie du bas du
circuit de la figure 4.14) le gradient de débit total est défini par

∂q(x, t)

∂x
=

1

D

∂P (x, t)

∂t
+
VmnKP (x, t)n−1

(1 +KP (x, t)n)2

∂P (x, t)

∂t
. (4.13)

En prenant en compte les pertes de charge le long du matériau (résistance), le phénomène
analysé est donc caractérisé par l’équation de diffusion à coefficient variable suivante

1

R

∂2P

∂x2
=

(
1

D
+
VmnKP (x, t)n−1

(1 +KP (x, t)n)2

)
∂P (x, t)

∂t
, (4.14)

avec la condition initiale
P (x, 0) = 0, ∀x ≥ 0, (4.15)

et les conditions aux bords : {
P (0, t) = 1,∀t > 0,
∂P (1, t)

∂t
= 0,∀t > 0.

(4.16)

Sans perte de généralité, on suppose que le système considéré est de dimension 1 avec x ∈
[0, 1]. L’hydrogène stocké dans le matériau est donc défini par la relation :

V (t) =

∫ 1

0

DP (x, t) +
VmKP (x, t)n

1 +KP (x, t)n
dx. (4.17)

Les paramètres K, Vm, n, R et D associés à ce modèle sont obtenus par optimisation en
minimisant l’erreur entre les mesures et les valeurs données par la relation (4.17). Après opti-
misation, les paramètres de la table 4.4 sont obtenus, avec une erreur ε = 2.1016 × 10−1 et le
résultat de cette modélisation est visible sur la figure 4.15.

R D Vm K n
7.8470 23.0125 3.6175 5.7118× 10−3 103.1433

Table 4.4: Paramètres du modèle (4.10)
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Figure 4.15: Comparaison entre la réponse du modèle (4.17) et la quantité d’hydrogène stockée
dans le matériau après 104 minutes

En conclusion, l’équation de diffusion utilisée capte le comportement de type puissance du
phénomène considéré, pour un même nombre de paramètre que le modèle non entier utilisé
(relation (4.10)). Son efficacité est moindre, mais nous invite à étudier ce type de modèle en
choisissant différemment l’isotherme de la relation (4.11). Ce type de modélisation est tout de
même de bonne qualité et sa construction permet de faire apparaître des paramètres liés à des
grandeurs physiques du procédé.

4.4 Conclusion

Le phénomène d’absorption a été étudié dans ce chapitre via le stockage d’hydrogène dans
des matériaux métalliques poreux. La mise en place d’un banc d’hydrogène est présentée dans ce
chapitre et a permis de générer des données de débit (entrée) et de pression (sortie) d’hydrogène.
L’analyse de ces mesures a permis de mettre en évidence leur comportement de type puissance.
Un modèle basé sur des équations de diffusion à coefficients spatialement variable à été appliqué
à ce phénomène et son efficacité en terme de compacité et de précision a été comparée à un
modèle non entier. Cela confirme l’aptitude des modèles de diffusion à coefficients spatialement
variables pour capturer des comportements de type puissance, comme cela avait été proposé
dans le chapitre 2.

Dans un second temps, un jeu de données de stockage d’hydrogène issu de la littérature a
été étudié. Le protocole expérimental est décrit et le comportement de type puissance de la
cinétique d’hydrogène stocké est mis en évidence. Un modèle basé sur des équations de diffusion
est proposé. Ce modèle diffère de celui de la première partie de ce chapitre. En effet, celui-ci est
non linéaire et il est supposé que lors de la diffusion de l’hydrogène dans le matériau, celui-ci
réagit avec le milieu métallique. Cette réaction conduit alors à proposer un isotherme liant le
volume d’hydrogène absorbé (et donc stocké) avec la pression. Le volume restant continue alors
à diffuser le long du matériau. Cette approche de modélisation est comparé à un modèle non
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entier. Sa précision est moindre, mais d’assez bonne qualité pour permettre d’envisager une
amélioration, avec par exemple d’autres isothermes.
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Conclusion générale

Un des objectifs de ce travail de thèse était d’étudier des phénomènes pouvant générer un
comportement entrée-sortie de type puissance et de proposer des outils de modélisation adé-
quats. Dans un premier temps, différents concepts liés aux systèmes dynamiques sont définis.
Le concept de mémoire longue est introduit et son lien avec ce qui est qualifié de comportement
de type puissance est explicité. Un recensement de différents phénomènes générant des compor-
tements de type puissance a été effectué ainsi qu’une explication potentielle pour l’origine de ce
type de comportement, liée à des phénomènes internes stochastiques. Des liens ont été mis en
évidence entre comportement de type puissance et géométrie fractale ainsi qu’avec différentes
caractéristiques que peuvent posséder des systèmes dynamiques, que sont ici la récursivité, la
fractalité, l’auto-similarité, etc. Le chapitre 2 présente différents outils pour capturer les com-
portements de type puissance. L’outil usuel est basé sur la dérivation non entière. Les notions
fondamentales de cet outil sont présentées et certaines limitations sont mises en évidences et
justifient les propositions de modèles qui suivent. La première proposition est un modèle basé
sur les équations intégrales de Volterra. Il est montré que ces modèles peuvent être vus comme
une généralisation des modèles non entiers. Après une étude de différents noyaux, puis la pré-
sentation d’une méthode pour déterminer le noyau à partir de données connues, l’efficacité de
ce type de modèle pour capturer un comportement de type puissance est montrée sur une appli-
cation : des données de charge/décharge d’une batterie Lithium-ion. Le second type de modèle
proposé, les modèles à retards distribués, a une forme proche des modèles basés sur les équations
intégrales de Volterra. La distribution des retards permet la capture de la mémoire d’un système
et en particulier, permet de capturer les comportements de type puissance. Cela est montré sur
les mêmes données de charge d’une batterie. La troisième proposition concerne des équations de
diffusion à coefficients spatialement variables. Il est montré, à partir d’une discrétisation sous
la forme d’un réseau RC de type Cauer, que de telles équations génèrent des comportements
de type puissance, sous certaines conditions sur la distribution des résistances et des capacités.
Ces équations serviront à modéliser des données de stockage/déstockage d’hydrogène dans le
chapitre 4. Le dernier type de modèle considéré est un modèle non-linéaire. Partant de la modé-
lisation de l’accroissement d’un tas de sable, une équation non-linéaire, dite affine en l’entrée, en
résulte. Cette équation et ses généralisations génèrent des trajectoires au comportement de type
puissance. Le chapitre 3 a permis de révéler le comportement de type puissance du phénomène
d’adsorption à l’aide de simulations numériques et l’efficacité de modèles non linéaires, dit affines
en l’entrée, pour capturer ce comportement. Une comparaison avec plusieurs modèles linéaires
et non linéaires, entiers et non entiers, issus de la littérature, montre l’efficacité du modèle non-
linéaire proposé. Une application détaillée de ce dernier modèle est effectuée sur des données de
dépôt de CO2. De plus, l’efficacité de ce type de modèle est montrée sur un phénomène idéalisé
d’adsorption qu’est la « random sequential adsorption » dans le cas 2D et dans le cas fractal afin
de prendre en compte des caractéristiques éventuelles de la surface sur laquelle les agents (parti-
cules, ions, disques, etc.) se déposent. Cela montre une nouvelle fois le lien entre comportement
de type puissance et géométrie fractale. Le chapitre 4 propose des outils de modélisation pour
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des phénomènes de stockage d’hydrogène. Dans un premier temps, une étude est réalisée sur un
banc d’essai mis en place dans le cadre de cette thèse et dont une description est effectuée. Cette
étude propose d’utiliser un modèle basé sur des équations de diffusion à coefficients spatialement
variables. Il a été montré que ces équations produisent des comportements de type puissance.
Après une discrétisation sous la forme d’un réseau RC de type Cauer, ce modèle est implémenté
afin de modéliser le stockage/déstockage d’un réservoir d’hydrogène. Suivant la méthodologie
utilisée pour les différentes applications, l’efficacité d’un tel modèle est comparée à un modèle
non entier. Au vu de cette analyse, une équation de diffusion non-linéaire est appliquée à un
autre jeu de données. Cette équation prend en compte un isotherme d’adsorption, correspondant
à la fixation des particules d’hydrogène dans les pores du milieu de stockage.

Au travers de l’ensemble de ces développements et applications, ce travail de thèse montre
qu’il existe de nombreux modèles capables de capter les comportements de type puissance, en
plus des modèles non entiers. La plupart de ces modèles existaient déjà bien avant l’apogée des
modèles non entiers de ces 30 dernières années. Outre les modèles non entiers, souvent utilisés
dans la littérature car ils permettent de rendre compte fidèlement du comportement entrée-sortie
de phénomènes générant des comportements de type puissance, les modèles alternatifs étudiés
dans le cadre de ce travail permettent de travailler avec des variables d’état et des paramètres liés
à des grandeurs physiques du phénomène représenté, avec un nombre comparable de paramètres.
Cela induit de nombreux avantages en termes d’initialisation, ou pour la synthèse d’observateurs
par exemple.

Perspectives

Analyse et synthèse des modèles proposés

Ce travail est essentiellement un travail de modélisation. En termes de perspectives, dans
un premier temps, une étude approfondie des modèles proposés permettrait de définir un cadre
dans lequel chacun d’eux est pertinent. Une analyse de ces modèles permettrait de proposer
des méthodes d’identification, de préciser leur stabilité, leur robustesse, ... Tout cela, en vue de
leur utilisation pour l’analyse et la commande de systèmes physique. Embarquer ces systèmes
nécessite également de se poser la question de leur complexité algorithmique.

Modèles stochastiques

L’exploration de l’aspect stochastique de ces différents phénomènes, permettrait d’affiner les
modèles proposés, voire d’en proposer de nouveaux. Actuellement les phénomènes à mémoire
longue, en terme de processus stochastique, sont souvent modélisés à l’aide de modèles basés
sur des opérateurs non entiers, tels que les modèles ARFIMA (pour Autoregressive Fractionally
Integrated Model) qui généralisent les modèles ARIMA (pour Autoregressive Integrated Moving
Average). La forme générale d’un modèle ARFIMA(p, d, q), avec p ∈ N, q ∈ N et d ∈ R est
donnée par (

1−
p∑
i=1

φiB
i

)
(1−B)dXt =

(
1 +

q∑
i=1

θiB
i

)
εt , (4.18)

où Xt est une série temporelle qui constitue les données que l’on cherche à modéliser, B est un
opérateur de retard : BnXt = Xt−n pour tout t > n, n ∈ N et εt est un terme d’erreur assimilable
à un bruit blanc. Les paramètres du modèle sont φi et θi. Et on a

(1−B)d =
∞∑
k=0

(
d

k

)
(−B)k, (4.19)
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qui constitue la base de la définition non entière de Gründwald-Letnikov et en possède, en terme
d’infinité, les mêmes limitations.

D’autres modèles similaires ont été développés et sont présentés dans [15] et une communauté
active s’intéresse au développement d’outils de modélisation basés sur des processus stochas-
tiques, et dont les applications se retrouvent en grand nombre dans les domaines de la finance.

Modèles de diffusion-réaction pour le stockage d’hydrogène

Le stockage d’hydrogène semble être composé de deux phénomènes sous-jacent : un phéno-
mène de diffusion (l’hydrogène se diffuse dans le matériau poreux) et un phénomène de réaction
(l’hydrogène réagit avec le matériau ou se fixe dans les pores de celui-ci). Ceci conduit à envisager
des modèles de réaction-diffusion de la forme :

∂U(z, t)

∂t
= D

∂2U(z, t)

∂z2
+R(U),

où le terme R(·) défini la réaction locale de la substance (ici de l’hydrogène), avec l’environ-
nement (ici le matériau poreux). De tels modèles sont utilisés pour modéliser efficacement des
formations de schéma comme par exemple les tâches sur la fourrure de certains animaux. Il
serait donc intéressant d’étudier le potentiel d’équations de diffusion-réaction pour produire des
comportements de type puissance.

Modèles variant dans le temps

Un autre type de modèles à envisager sont les modèles variants dans le temps (time varying
model). À titre d’exemple, le modèle d’Avrami est souvent utilisé afin de modéliser des cinétiques
de cristallisation, ou d’autre changements de phases ou des réactions chimiques [6, 44]. Ce modèle
est décrit par la relation

x(t) = K
(
1− e−(αt)ν

)
. (4.20)

La transformée de Laplace de la relation (4.20) est donnée par :

x(s) = K

[
1

s
− 1

α

∞∑
r=0

(−α)rΓ(1 + νr)

r!
(
s
α

)1+νr

]
. (4.21)

La figure 4.16 montre la réponse en fréquence de x(s) et met en évidence le comportement
de type puissance.
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Figure 4.16: Réponse fréquentielle de x(s) pour α = 1, ν = 0.1, ν = 0.3 et ν = 0.5

De plus, la fonction x(t) dans la relation (4.20) est solution de l’équation différentielle

dx(t)

d t
= −νανtν−1x(t) +Kνανtν−1. (4.22)

Cette équation fait intervenir des singularités. Ce problème peut être résolu en faisant inter-
venir une constante et donc une équation de la forme

dx(t)

d t
= −ναν(t+ c)ν−1x(t) +Kναν(t+ c)ν−1, (4.23)

qui montre également un comportement de type puissance. Ainsi des modèles variants dans le
temps sont à envisager pour capturer des comportements de type puissance.

Ce travail n’est donc qu’un commencement, dans le sens où il montre l’efficacité de modèles
parfois peu considérés, pour modéliser les comportements de type puissance. Considérer ces
comportements en utilisant les modèles proposés dans ce travail ouvre alors d’innombrables
pistes de recherche dans le domaine de la modélisation des comportements de type puissance et
dans le domaine de l’analyse et de l’identification des modèles.



Annexe A

Démonstration du théorème 1

Cette annexe propose une démonstration du théorème 1 utilisé au chapitre 1, théorème à
présent rappelé :

Théorème. Un système LTI à mémoire longue est un système possédant l’une des trois asser-
tions équivalentes suivantes dans une gamme de fréquence bornée :

1. Sa réponse impulsionnelle h(t) décroit lentement par rapport au temps :

h(t) =
Kt

t1−ν
H(t), 0 < ν <

1

2
. (A.1)

2. Pour une entrée u(t) de type bruit blanc, de variance σ, sa fonction d’autocorrélation est
de la forme :

Ry(ζ) =
σK2

t 4−νΓ(ν)Γ(1
2
− ν)

√
π

ζ2ν−1. (A.2)

3. Pour une entrée u(t) de type bruit blanc, de variance σ, sa densité spectrale de puissance
est de la forme :

Sy(ω) =
σK2

ω

ω2ν
. (A.3)

Démonstration :

Soit u(t) et y(t) respectivement l’entrée et la sortie d’un modèle dynamique LTI à une
seule entrée et une seule sortie. L’entrée u(t) est supposée être un bruit blanc, et soit Ry(ξ)
l’autocorrélation de la sortie définie par :

Ry(ξ) =

∫ +∞

−∞
y(t+ ξ)y(t) d t. (A.4)

En outre, soit Sy(ω) la densité spectrale de puissance de sortie définie par :

Sy(ω) =

∫ +∞

−∞
Ry(ξ) e−jωξ d ξ. (A.5)

La fonction d’autocorrélation Ry(ξ) de la sortie du système y(t) est liée à la fonction d’autocor-
rélation Ru(ξ) =

∫ +∞
−∞ u(t+ ξ)u(t) d t de l’entrée du système u(t) par la relation :

Ry(ξ) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
u(t− p)h(p) d p

∫ +∞

−∞
u(t+ ξ − q)h(q) d q d t (A.6)
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ou (si les permutations d’intégrales sont autorisées)

Ry(ξ) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(p)h(q)

[∫ +∞

−∞
u(t− p)u(t+ ξ − q)

]
d q d p (A.7)

En utilisant le changement de variable t’=t-p, la relation (A.7) devient

Ry(ξ) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(p)h(q)

[∫ +∞

−∞
u(t′)u(t′ + ξ + p− q)

]
d q d p (A.8)

ou

Ry(ξ) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(p)h(q)Ru(ξ + p− q) d q d p. (A.9)

Si u(t) est un bruit blanc de variance σ, alors Ru(ξ) = σδ(ξ) où δ(·) est la fonction de Dirac.
Ainsi,

Ry(ξ) = σ

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(p)h(q)δ(ξ + p− q) d q d p. (A.10)

En utilisant la relation (4),

Sy(ω) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(p)h(q)Ru(ξ + p− q) e−jωξ d q d p d ξ. (A.11)

En utilisant τ = ξ + p− q, la relation précédente devient

Sy(ξ) =

∫ +∞

−∞
h(p) e−jωp d p

∫ +∞

−∞
h(q) e−jωq

∫ +∞

−∞
Ru(τ) e−jωτ d τ (A.12)

et donc, si H(jω) désigne la réponse en fréquence (et H∗(jω) son conjugué) du système dyna-
mique considéré :

Sy(ω) = H(jω)H∗(jω)Su(ω) = σ|H(jω)|2. (A.13)

Considérons maintenant un système LTI dont la réponse impulsionnelle est de la forme

h(t) =
Kt

t1−ν
H(t) et H(jω) =

Kω

(jω)ν
, 0 < ν < 2, Kt ∈ R, Kω ∈ R (A.14)

et, où H(t) est la fonction de Heaviside. D’après la relation (A.13), la densité spectrale de
puissance de la sortie du système à un bruit blanc de variance σ est définie par .

Sy(ω) =
σK2

ω

ω2ν
(A.15)

et présente un comportement de type loi de puissance dans le domaine fréquentiel. Selon la
relation (A.10) pour un bruit blanc d’entrée u(t) de variance σ, l’autocorrélation de sortie est
définie par

Ry(ξ) = σ

∫ +∞

0

∫ +∞

0

h(p)h(q)δ(ξ + p− q) d q d p (A.16)

ou comme la fonction intégrée est différente de 0 seulement si ξ + p = q,

Ry(ξ) = σ

∫ +∞

0

h(p)h(p+ ξ) d p = σ

∫ +∞

0

Kt

p1−ν
Kt

(p+ ξ)1−ν d p (A.17)

et donc si Γ(·) désigne la fonction gamma d’Euler :

Ry(ξ) =
σK2

t 4−νΓ(ν)Γ(1
2
− ν)

√
π

ξ2ν−1. (A.18)

Cela finit de démontrer le théorème 1.



Annexe B

Exemple de calcul de la réponse
impulsionnelle d’un intégrateur non entier

Cette annexe propose un exemple de calcul de la réponse impulsionnelle de la fonction de
transfert non-entière suivante :

H(p) =
1

pν
avec p ∈ C et 0 < ν < 1. (B.1)

On a h(t), la réponse impulsionnelle, qui s’obtient en effectuant la transformée inverse de Laplace
de H(p). On a donc, par définition de la transformée inverse de Laplace (formule de Bromwich-
Mellin) :

h(t) = L−1{H(p)}(t) =
1

2iπ
lim
T→∞

∫ c+iT

c−iT
eptH(p) d p (B.2)

où c > R (pk) ,∀pk ∈ {singularités de H}.
Afin de déterminer cette intégrale, on utilise le théorème des résidus :

Théorème B.1 (Théorème des résidus). Soient U un ouvert simplement connexe de C, {a1, . . . , an}
un ensemble fini de points de U et f une fonction définie et holomorphe sur U\ {a1, . . . , an}.
Alors pour tout lacet Γ, on a∫

Γ

f(z)dz = 2iπ
n∑
k=1

Res (f, zk) IndΓ (zk) . (B.3)

Dans notre cas, on a une unique singularité en p = 0 pour H.
De plus, pν a un sens pour p ∈ C\R−, donc pour arg(p) ∈] − π, π[. On considère donc le

contour de la figure B.1.
Ainsi,

1

2iπ

∫ c+i·∞

c−i·∞
eptH(p)dp =

1

2iπ

∫
γ0

eptH(p)dp = − 1

2iπ

∫
Γ−γ0

eptH(p)dp+ Res(f, 0) IndΓ(0) (B.4)

où f(p) = eptH(p).
Le contour considéré ne contient pas la singularité, donc le résidu est nul.
On a quand R→∞ et ε→ 0∫

Γ−γ0
eptH(p)dp =

∫
γ1

eptH(p)dp+

∫
γ2

eptH(p)dp+

∫
γε

eptH(p)dp+

∫
γ3

eptH(p)dp+

∫
γ4

eptH(p)dp

(B.5)
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Figure B.1: Chemin Γ utilisé pour le calcul de h(t)

Intégrale sur γ1 et γ4 :

Par le lemme de Jordan B.1, on peut négliger les intégrales sur les arcs circulaires lorsque
R→∞, i. e. ∫

γ1+γ4

eptH(p)dp = 0 (B.6)

Lemme B.1 (de Jordan). Soit f une fonction méromorphe dans un domaine D entièrement
dans le demi-plan supérieur fermé, continue sur l’axe réel et de la forme f(z) = eiazg(z) où a
est un réel strictement positif.

Si de plus maxθ∈[0,π]

∣∣g (reiθ)∣∣ tend vers 0 quand r tend vers l’infini, alors

lim
r→∞

∮
C(0,r)∩D

f(z)dz = 0 (B.7)

Remarque. Cet énoncé reste valable pour un demi-disque vertical, ou même une portion de ce
demi-disque, comme considéré ici.

Intégrale sur γ2 et γ3 :

Effectuons sur γ2, le changement de variable p = xeiπ, x > 0, donc dp = eiπ dx. Et sur γ3, le
changement de variable p = xe−iπ, x > 0, donc dp = e−iπ dx.
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On a donc ∫
γ2+γ3

eptH(p)dp =

∫
γ2

eptH(p)dp+

∫
γ3

eptH(p)dp

=

∫ 0

∞

e−xt

(xeiπ)ν
eiπdx+

∫ ∞
0

e−xt

(xe−iπ)ν
e−iπdx

=

∫ ∞
0

e−xt

(xeiπ)ν
dx−

∫ ∞
0

e−xt

(xe−iπ)ν
dx

=

∫ ∞
0

e−xt

xν
(
e−iνπ − eiνπ

)
dx

= −2i sin(νπ)

∫ ∞
0

e−xt

xν
dx

(B.8)

Intégrale sur γε :

Nulle d’après le lemme d’estimation quand ε→ 0.

Lemme B.2 (d’estimation). Si f est une fonction d’une variable complexe et à valeurs com-
plexes, continue sur le chemin rectifiable γ, on a :∣∣∣∣∫

γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ L(γ) max
z∈Im(γ)

|f(z)| (B.9)

où L(γ) désigne la longueur du chemin γ et Im(γ) désigne l’image de γ.

Conclusion

On a, quand R→∞ et ε→ 0∫
Γ−γ0

eptH(p)dp =

∫
γ2+γ3

eptH(p)dp = −2i sin(νπ)

∫ +∞

0

e−xt

xν
dx (B.10)

Finalement,

h(t) =
1

2iπ

∫ c+i·∞

c−i·∞
eptH(p)dp = − 1

2iπ

∫
Γ−γ0

eptH(p)dp

=
sin(νπ)

π

∫ +∞

0

e−xt

xν
dx, ∀t > 0 et 0 < ν < 1.

(B.11)

On peut encore simplifier en posant u = xt, on a, comme t > 0, x = u
t
et dx = du

t
.

On a donc

h(t) =
sin(νπ)

π

∫ ∞
0

e−u

t
(
u
t

)ν =
sin(νπ)

π
tν−1

∫ +∞

0

e−uu−νdu. (B.12)

En introduisant la fonction gamma, on obtient

h(t) =
sin(νπ)

π
tν−1Γ(1− ν). (B.13)

De plus, la fonction gamma vérifie la formule des compléments (dite aussi formule d’Euler) :
pour tout ν ∈ C, avec 0 < R(ν) < 1, on a

Γ(1− ν)Γ(ν) =
π

sin(νπ)
. (B.14)

D’où,

h(t) =
tν−1

Γ(ν)
, ∀t > 0 et 0 < ν < 1. (B.15)



122 Annexe B. Exemple de calcul de la réponse impulsionnelle d’un intégrateur non entier



Annexe C

Démonstration du théorème 2

Cette annexe propose une démonstration du théorème 2 utilisé au chapitre 2, théorème à
présent rappelé :

Théorème. Si N →∞,

g (Z (s) , σ, ρ) = K (σ, ρ)Z (s)ν

 1 +
∑∞

k=1 C2k−1 (σ, ρ)
(
Z(s)
σ

)−ν−k+1

+ C2k (σ, ρ)
(
Z(s)
σ

)−k
1 +

∑∞
k=1C2k−1 (ρ, σ) (Z (s))−ν−k+1 + C2k (ρ, σ) (Z (s))−k


(C.1)

Démonstration :

Pour démontrer ce théorème, supposons que la fonction g (Z (s) , σ, ρ) est donnée par :

g (Z(s) , σ, ρ) = K(σ, ρ)Z(s)ν(σ,ρ)

[
1 +

∑∞
k=1 a2k−1 (σ, ρ) (Z(s))−ν(σ,ρ)−k+1 + a2k (σ, ρ) (Z(s))−k

1 +
∑∞

k=1 b2k−1 (σ, ρ) (Z(s))−ν(ρ,σ)−k+1 + b2k (σ, ρ) (Z(s))−k

]
,

(C.2)
où 0 < ν(σ, ρ) < 1 et 0 < ν(ρ, σ) < 1.

Afin de rendre la démonstration plus lisible, les notations suivantes sont utilisées : ν, ν ′, K,
ak, bk désignent respectivement ν (σ, ρ), ν (ρ, σ), K (σ, ρ), ak (σ, ρ), bk (σ, ρ). La relation (C.2)
peut alors être réécrite sous la forme :

g (Z (s) , σ, ρ) = KZ (s)ν
[

1 +
∑∞

k=1 a2k−1Z (s)−ν−k+1 + a2kZ (s)−k

1 +
∑∞

k=1 b2k−1Z (s)−ν
′−k+1 + b2kZ (s)−k

]
. (C.3)

De plus, soit K ′, a′k, b′k désignant les fonctions K (ρ, σ), ak (ρ, σ), bk (ρ, σ). La fonction
g (Z (s) , ρ, σ) peut alors être définie par :

g (Z (s) , ρ, σ) = K ′Z (s)
ν′

[
1 +

∑∞
k=1 a

′
2k−1Z (s)−ν

′−k+1 + a′2kZ (s)−k

1 +
∑∞

k=1 b
′
2k−1Z (s)−ν−k+1 + b′2kZ (s)−k

]
. (C.4)

En notant Z = Z(s)
σ

, la fonction g
(
Z(s)
σ
, ρ, σ

)
se réécrit sous la forme :

1 + g (Z, ρ, σ) =
1 +K ′Zν′ +

∑∞
k=1 b

′
2k−1Z−ν−k+1 +K ′a′2k−1Z−k+1 + b′2kZ−k +K ′a′2kZν

′−k

1 +
∑∞

k=1 b
′
2k−1Z−ν−k+1 + b′2kZ−k

(C.5)
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ou
1 + g (Z, ρ, σ) = K ′Zν′ A

1 +
∑∞

k=1 b
′
2k−1Z−ν−k+1 + b′2kZ−k

, (C.6)

où

A = 1 +
Z−ν′

K ′
+
∞∑
k=1

b′2k−1

K ′
Z−ν−ν′−k+1 + a′2k−1Z−ν

′−k+1 +
b′2k
K ′
Z−ν′−k + a′2kZ−k (C.7)

D’après la propriété 2,

g (Z (s) , σ, ρ) =
Z (s)

1 + g (Z (s) , ρ, σ)
, (C.8)

et en utilisant la relation (C.6), g (Z (s) , σ, ρ ) est donnée par

g (Z (s) , σ, ρ) =
σν
′
Z (s)1−σ′

[
1 +

∑∞
k=1 b

′
2k−1Z (s)−ν−k+1 + b′2kZ (s)−k

]
K ′B

, (C.9)

où

B=1 +
Z(s)−ν

′

K ′
+
∞∑
k=1

b′2k−1

K ′
Z(s)−ν−ν

′−k+1 + a′2k−1Z(s)−ν
′−k+1 + . . .

. . .
b′2k
K ′

Z(s)−ν
′−k + a′2kZ(s)−k.

(C.10)

Une identification terme à terme des relations (C.2) et (C.9) conduit à l’équation suivante :

ν + ν ′ = 1 ou ν (σ, ρ) + ν (ρ, σ) = 1 (C.11)

et

K =
σν
′

K ′
ou K (σ, ρ)K (ρ, σ) = σν(ρ,σ). (C.12)

La relation (C.12) est symétrique par rapport à ρ et σ. On peut alors écrire

σν(ρ,σ) = K (σ, ρ)K (ρ, σ) = K (ρ, σ)K (σ, ρ) = ρν(σ,ρ) (C.13)

et donc
σν(ρ,σ) = ρν(σ,ρ), (C.14)

ou, en prenant le logarithme dans la relation (C.13) :

ν(ρ, σ) log(σ) = ν(σ, ρ) log(ρ)). (C.15)

Les relations (C.11) et (C.15) donnent les relations suivantes :

ν (σ, ρ) =
log (σ)

log (σ) + log (ρ)
et ν (ρ, σ) =

log (ρ)

log (σ) + log (ρ)
. (C.16)

Une identification terme à terme des relations (C.2) et (C.9) conduit aussi aux équations
suivantes :

a2k−1 = b′2k−1σ
ν+k−1 avec k ∈ N∗ (C.17)

b2k−1 =

(
a′2k−1 +

b′2k−1

K ′

)
σν
′+k−1 avec k ∈ N∗ et b′0 = 1 (C.18)

a2k = b′2kσ
k avec k ∈ N∗ (C.19)

b2k =

(
a′2k +

b′2k−1

K ′

)
σk avec k ∈ N∗. (C.20)
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La relation (C.17) étant symétrique par rapport à ρ et σ, elle peut être réécrite sous la forme :

a′2k−1 = b2k−1σ
ν′+k−1 avec k ∈ N∗ (C.21)

permettant de réécrire la relation (C.18) comme suit :

b2k−1 = b2k−1 (ρσ)ν
′+k−1 +

b′2k−2

K ′
σν
′+k−1 avec k ∈ N∗ et b′0 = 1 (C.22)

ou, en utilisant la relation (C.12)

b2k−1 =
Kb′2k−2σ

k−1(
1− (ρσ)ν

′+k−1
) avec k ∈ N∗ et b′0 = 1, (C.23)

ou, par symétrie entre ρ et σ :

b′2k−1 =
K ′b2k−2ρ

k−1(
1− (ρσ)ν+k−1

) avec k ∈ N∗ et b′0 = 1, (C.24)

De nouveau, par symétrie entre ρ et σ, la relation (C.19) peut être réécrite sous la forme :

a′2k = b2kρ
k avec k ∈ N∗, (C.25)

ce qui permet de réécrire la relation (C.20) comme suit :

b2k = b2k−1 (ρσ)k +
b′2k−2

K ′
σk avec k ∈ N∗ (C.26)

et donc

b2k =
b2k−1σ

k

K ′
(

1− (ρσ)k
) avec k ∈ N∗ et b′1 =

K ′

1− σ
(C.27)

ou, en utilisant (C.24)

b2k =
b2k−2σ

kρk−1(
1− (ρσ)k

)(
1− (ρσ)ν+k−1

) avec k ∈ N∗ et b′1 = 1. (C.28)

La symétrie de (C.28) par rapport ρ et σ permet d’écrire

b′2k =
b′2k−2ρ

kσk−1(
1− (ρσ)k

)(
1− (ρσ)ν

′+k−1
) avec k ∈ N∗ et b′1 = 1 (C.29)

Les relations (C.16), (C.24) et (C.28) montrent que la fonction g (Z(s), σ, ρ) vérifie la relation

g(Z(s) , σ, ρ)=K(σ, ρ)Z (s)ν

1 +
∑∞

k=1C2k−1(ρ, σ)K(ρ, σ)
(
Z(s)
σ

)−ν−k+1

+ C2k(ρ, σ)
(
Z(s)
σ

)−k
1 +

∑∞
k=1C2k−1(σ, ρ)K(σ, ρ) (Z(s))−ν

′−k+1 + C2k(σ, ρ) (Z(s))−k

 ,
(C.30)

avec

ν (σ, ρ) =
log (σ)

log (σ) + log (ρ)
0 < ν (σ, ρ) < 1, (C.31)
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c2k (σ, ρ) =
σkρk−1(

1− (ρσ)k
)(

1− (ρσ)ν+k−1
) c2k−2 (σ, ρ) avec k ∈ N∗ et c0 (σ, ρ) = 1, (C.32)

c2k−1 (σ, ρ) =
σk−1(

1− (ρσ)ν
′+k−1

) avec k ∈ N∗�{1} et c1 (σ, ρ) =
1

1− ρ
. (C.33)

Dans la relation (C.30), seul le coefficient K (σ, ρ) reste à calculer. Il est possible d’en donner
une expression sous la forme d’un rapport de deux séries étant donné que la relation (C.30) peut
être réécrite sous la forme :

g (Z (s) , σ, ρ) = K (σ, ρ)Z (s)ν

 1 +K (ρ, σ)h1

(
Z(s)
σ
, ρ, σ

)
+ h2

(
Z(s)
σ
, ρ, σ

)
1 +K (σ, ρ)h1 (Z (s) , σ, ρ) + h2 (Z (s) , σ, ρ)

 (C.34)

ou, en utilisant la relation (C.12)

g (Z (s) , σ, ρ) = K (σ, ρ)Z (s)ν

 1 + σν

K(σ,ρ)
h1

(
Z(s)
σ
, ρ, σ

)
+ h2

(
Z(s)
σ
, ρ, σ

)
1 +K (σ, ρ)h1 (Z (s) , σ, ρ) + h2 (Z (s) , σ, ρ)

 , (C.35)

avec

h1 (Z (s) , σ, ρ) =
∞∑
k=1

C2k−1 (σ, ρ)Z (s)−ν
′−k+1 (C.36)

et

h2 (Z (s) , σ, ρ) =
∞∑
k=1

C2k (σ, ρ)Z (s)−k. (C.37)

En posant Z (s) = 1 dans la relation (C.35), le coefficient K (σ, ρ) est donné par :

K (σ, ρ) =
g (1, σ, ρ) + h2 (1, σ, ρ)− σνh1 (1, ρ, σ)

1− h1 (1, σ, ρ) + h2 (1, ρ, σ)
(C.38)

Ce qui finit de démontrer le théorème 2.



Annexe D

Génération des données d’ASA

Cette annexe détaille la manière dont sont générées les données d’adsorption via l’Adsorption
Séquentielle Aléatoire (en anglais, Random Sequential Adsorption) dans le cas 2D et dans le cas
fractal (cf. section 3.3 du chapitre 3).

Les programmes ont tous été écrits sur Matlab. Ils ne sont pas optimaux en terme de com-
plexité ni de simulation du RSA. Ils sont pertinents pour l’étude des dynamiques de recouvre-
ment, mais il est certainement possible de développer des méthodes plus efficaces, notamment
en terme de temps de simulation.

Cas 2D

On considère que le phénomène d’adsorption a lieu sur une surface carrée de taille TS pour
des disques de rayon R.

Un couple de réels dans l’intervalle [0, TS]× [0, TS] est sélectionné aléatoirement suivant une
distribution uniforme via la fonction rand de Matlab. Ce couple de réels constitue le centre d’un
disque de rayon R. Si le disque rentre entièrement dans la surface et ne superpose aucun des
autres disques précédemment posés, alors le disque se fixe sur la surface. Le couple de réels est
alors enregistré dans un vecteur. On itère cela un grand nombre de fois (selon les besoins, jusqu’à
plusieurs millions d’itérations). Pour réduire le temps de calcul, la surface est divisée en plusieurs
zones. Un disque sera comparé uniquement avec les disques placés dans une zone voisine.

Par exemple, pour une surface de taille TS = 50, un maillage de taille 5 est effectué :
Ngrid=TS/5. Une cellule carré V_ab de taille Ngrid est créée pour contenir les abscisses des
centres des disques posés et une autre, V_ord pour les ordonnées.

Un couple (p, q) est sélectionné uniformément dans [0, TS] × [0, TS]. On teste ensuite la dis-
tance entre (p, q) et les centres de tous les disques précédemment posés dans un voisinage de
(p, q), c’est-à-dire les points de la surface dont les abscisses sont enregistrées dans le vecteur
V_ab{p_ent,q_ent} et les ordonnées dans V_ord{p_ent,q_ent}, ainsi que dans les 8 autres
zones autour de {p_ent,q_ent} accessibles par {p_ent±1,q_ent±1}, où p_ent=ceil(p/5) et
q_ent=ceil(q/5).

if p_ent+1<=Ngrid && length(V_ab{p_ent+1,q_ent})~=0
for i=1:length(V_ab{p_ent+1,q_ent})

s=V_ab{p_ent+1,q_ent}(i);
t=V_ord{p_ent+1,q_ent}(i);
D=[D sqrt((p-s)^2+(q-t)^2)];

end
end
if p_ent+1<=Ngrid && q_ent-1>=1 && length(V_ab{p_ent+1,q_ent-1})~=0

for i=1:length(V_ab{p_ent+1,q_ent-1})
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...
Si le vecteur D est vide ou si toute les valeurs contenues sont supérieures ou égales à 2R, alors

p est ajouté au vecteur V_ab{p_ent,q_ent} et q au vecteur V_ord{p_ent,q_ent}. Le nombre
de disques nbr_disc est alors incrémenté. Le vecteur D est ensuite réinitialisé au vecteur nul.
Finalement,

aire_occ=pi*R^2*nbr_disc;
densite(n)=aire_occ/TS^2;

La procédure est jouée à nouveau, soit jusqu’à ce qu’un certain nombre d’itérations soit
effectué, soit jusqu’à ce qu’une certaine valeur de densité de recouvrement soit atteinte.

Cas fractal

Dans le cas fractal, la méthode est la même sauf concernant la sélection aléatoire du couple
(p, q). En effet, la fractale est constituées de points dont les abscisses se trouvent dans un vecteur
X et les ordonnées dans un vecteur Y . Le couple (p, q) est donc sélectionné uniformément parmi
X pour p et parmi Y pour q avec la fonction randi de Matlab.



Annexe E

Méthode d’optimisation et d’estimation
des paramètres

Cette annexe détaille la manière dont sont estimés les paramètres dans les différentes iden-
tifications effectuées dans ce manuscrit.

Les paramètres ont été optimisés via la fonction fmincon de Matlab [73]. Cette fonction
permet de trouver des minima locaux d’une fonction non linéaire sous contraintes non linéaires :

min
x
f(x) tel que



c(x) ≤ 0

ceq(x) = 0

A · x ≤ b

Aeq · x = beq

lb ≤ x ≤ ub.

(E.1)

Dans notre cas on cherche à minimiser l’erreur quadratique

ε =
∑
i

(Donnees(i)−Modele(i))2, (E.2)

où Donnees et Modele correspondent respectivement à des vecteurs contenant les données aux
instants considérés (données mesurées ou obtenues par simulations de processus aléatoires tels
que celui présenté dans l’annexe D) et la réponse du modèle dont on cherche à optimiser les
paramètres.

On définit donc une fonction qui prend en entrée les données (dans un vecteur data) consi-
dérées et les paramètres du modèle associé (dans un vecteur Xnorm) et qui retourne en sortie
l’erreur ε (dans un vecteur Err initialisé à x0). Cette fonction fait appel, dans certains cas, à un
fichier Simulink en charge du calcul de la réponse temporelle. La minimisation de cette fonction
ne contient pas de contraintes c(x) ou ceq(x) et il n’y a pas non plus d’inégalités donc A, b,
Aeq et beq sont fixés au vecteur nul []. Des bornes lb et ub sont fixées pour les paramètres et
des options concernant le nombre maximum d’évaluations ainsi que la tolérance admise sont
intégrées.

On a ainsi, par exemple, l’appel suivant pour un problème d’optimisation
[x,Err]=fmincon(’function’,x0,[],[],[],[],lb,ub,[],options,Xnorm,data);.
Plusieurs algorithmes existent et sont intégrés dans Matlab pour résoudre un tel problème.

La fonction fmincon utilise par défaut l’algorithme dit de points intérieurs [72] et c’est celui qui
a été utilisé pour tous les problèmes d’optimisation dans ce manuscrit.

En ce qui concerne l’initialisation des paramètres du modèle et le choix des bornes lb et
ub, il s’agit d’essai-erreur, étant donné que fmincon peut conduire à des minima locaux. Afin
de rendre les comparaisons aussi équitables que possible, cette même approche est utilisée pour
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l’ensemble des modèles, même lorsque des méthodes plus efficaces existaient, comme pour les
modèles non entier. De ce fait, les comparaisons entre modèles peuvent néanmoins souffrir de
cette sensibilité de l’approche à l’initialisation. Aussi, une des perspectives importantes de ce
travail consiste donc à développer des méthodes d’estimation dédiées aux modèles proposés.
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