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Résumé : Le phénomène de fouettement est une des
conséquences potentielles de la rupture accidentelle
d'une tuyauterie haute énergie (RTHE). Le fouette-
ment doit être pris en compte dans les études sur la
sûreté des installations industrielles puisqu'il suppose
de grands déplacements de la tuyauterie sectionnée
qui pourrait, en fonction de l'encombrement, impac-
ter les structures et composants avoisinants. S'agissant
de phénomènes physiques complexes, la caractérisation
de la rupture de la tuyauterie et du fouettement asso-
cié est fondée actuellement sur des approches simpli-
�ées reposant sur des hypothèses conservatives. Ces
hypothèses peuvent alors conduire à des di�cultés, ce
qui est résolu par l'introduction de modi�cations au
niveau de ces installations, modi�cations qui peuvent
s'avérer coûteuses. De façon à répondre à ces enjeux,
il est proposé dans ce projet de recherche un travail
d'amélioration des outils et méthodes actuellement dis-
ponibles pour la simulation du phénomène de fouette-
ment a�n de rendre plus réaliste la modélisation des
phénomènes physiques prépondérants et en particulier
leur couplage. Pour cela, il est nécessaire de prendre en
compte dans la modélisation un grand nombre de phé-
nomènes. Il s'agit, en particulier, de modéliser les évè-
nements suivants : la rupture de la tuyauterie, la force
du jet initié à la brèche, le déplacement de la tuyaute-
rie sectionnée, l'impact de celle-ci avec les structures
avoisinantes, les déformations plastiques suite à cet im-
pact et la formation éventuelle d'une rotule plastique
ainsi que l'interaction entre le �uide contenu dans la
tuyauterie et la structure. De nombreuses études ont
été réalisées en modélisation tridimensionnelle, laquelle
s'avère coûteuse en temps de calcul et de simulation.

Il est donc souhaité de modéliser de façon simpli�ée la
dynamique de la tuyauterie rompue a�n de permettre
une évaluation rapide des conditions de sûreté. Il a en
particulier été montré, qu'en l'état actuel des modéli-
sations, il était nécessaire de modéliser la zone d'im-
pact de la tuyauterie en éléments coques non-linéaires
pour retrouver une estimation correcte de la force d'im-
pact de la tuyauterie sur l'obstacle. Ainsi un élément
�ni de type poutre enrichi permettant de prendre en
considération l'ovalisation de sa section transverse est
développé, que ce soit sur une poutre droite ou sur
une poutre ayant une courbure initiale comme dans
le cas d'un coude. La cinématique retenue est une ci-
nématique classique de poutre d'Euler-Bernoulli à la-
quelle s'ajoute une cinématique de coque de type Love-
Kirchho�, développée au premier ordre dans l'épaisseur
du tube et en séries de Fourier selon la variable tan-
gentielle a�n de rester dans un formalisme �laire. De
plus un couplage non linéaire, entre les rotations de
type poutre et les déplacements de la section de type
coque, est introduit a�n de permettre au tube de s'ova-
liser même sur une partie droite. Le modèle décrit est
alors discrétisé et implémenté dans le code de calcul in-
dustriel de dynamique rapide explicite Europlexus. A�n
de véri�er et de valider le modèle, la tuyauterie est sou-
mise à di�érents cas de chargement tels que l'extension
simple, la �exion pure, le tube sous pression interne ou
encore l'application d'une force surfacique localisée sur
la section transverse permettant de grandes déforma-
tions de la section. Les résultats numériques obtenus
sont en bonne adéquation avec les solutions analytiques
ou numériques issues d'autres codes industriels.



Title : Enriched mechanical beam models for the simulation of thin tubes under pressure
Keywords : Enriched beam, Cross-section ovalisation, Fourier's series, Shell, Dynamic, Pipe-whip

Abstract : The phenomenon of whipping is one of
the potential consequences of the accidental of a high
energy ligne break (HELB), it is part of the loading
cases taken into account in the framework of inter-
nal aggression �les of nuclear power plants. Whipping
consequences must be evaluated for the safety of indus-
trial installations since it involves large displacements
of the severed piping which could, depending on the
size, impact the neighbouring structures and compo-
nents. As these are complex physical phenomena, the
characterization of the pipe rupture and the associated
whipping is currently based on simpli�ed approaches
using conservative assumptions. In some cases, these
assumptions make di�culties, which can lead to costly
modi�cations. In order to answer these stakes, it is pro-
posed in this research project to improve the tools and
methods currently available for the simulation of the
whipping phenomenon in order to make more realistic
the modeling of the preponderant physical phenomena
and in particular their coupling. The �nal objective is
thus to quantify the displacements of the broken pi-
ping as well as its impact on the structures and on the
materials implying a potential loss of integrity or ope-
rability. For this, it is necessary to take into account
in the modeling a large number of phenomena. In par-
ticular, it is necessary to model the following events :
the rupture of the pipe, the force of the jet initiated
at the breach, the displacement of the severed pipe,
the impact of the latter with the neighbouring struc-
tures, the plastic deformations following this impact
and the possible formation of a plastic hinge as well
as the interaction between the �uid contained in the
pipe and the structure. Numerical studies have been
carried out using three-dimensional modeling, which is
costly in terms of calculation and simulation time. It

is therefore desired to model in a simpli�ed way the
dynamics of the ruptured pipe in order to allow a quick
evaluation of the safety conditions. In particular, it has
been shown that, in the current state of modelling, it
is necessary to model the impact zone of the pipe with
non-linear shell elements in order to �nd a correct esti-
mation of the impact force of the pipe on the obstacle.
This is why it is �rst proposed to develop a simpli�ed
model of enriched beam type (i.e. one-dimensional wire
type), taking into account the ovalization of the pipe
according to di�erent loading cases. Thus an enriched
beam type �nite element taking into account the ova-
lization of its transverse section is developed, whether
it is a straight beam or one with an initial curvature
as is the case of an elbow. The kinematics retained is
a classical Euler-Bernoulli beam kinematics to which is
added a Love-Kirchho� type shell kinematics, develo-
ped to the �rst order in the thickness of the tube and
in Fourier series according to the tangential variable in
order to remain in a wire formalism. Moreover, a non-
linear coupling, between the beam rotations and the
shell displacements of the section, is introduced in or-
der to allow the tube to ovalize even on a straight part.
The described model is then discretized and implemen-
ted in the industrial dynamic explicit calculation code
Europlexus. In order to verify and validate the model,
the pipe is subjected to di�erent loading cases such as
simple extension, pure bending, the pipe under internal
pressure or the application of a localized surface force
on the transverse section allowing large deformations
of the cross-section. The numerical results obtained are
in good agreement with the corresponding analytical
or numerical solutions obtained with other simulation
codes.
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Nomenclature

Notation Représentation physique Dimension
E Module de Young Pa
ν Coe�cient de Poisson ∅
G Module de cisaillement Pa
D Module élastique plaque/coque Pa

Uo,Vo,Wo Déplacement de l'axe du tube m
Ωx,Ωy,Ωz Rotation de la section transverse rad

u,v,w Déplacement relatif de la section m
s Abscisse curviligne m

Aα,Hα,aα,hα Vecteurs tangents initiaux et transportés au feuillet moyen et à une côte Z m
G,g Tenseur métrique m2

Γ Symboles de Christo�el m−1

C Tenseur de Cauchy Green-Droit ou des dilatations de Cauchy ∅
F Gradient de la transformation ∅

θ/Π Tenseur des contraintes nominales/Piola-Kirchho� Pa
Ex,Ey,Ez Repère cartésien m
Ex,ER,Eθ Repère cylindrique m
(X,θ,Z) Coordonnées cylindriques (m,rad,m)

R Rayon de courbure du tube m
a Rayon moyen de la section transverse m
e Épaisseur du tube m

M/m Position d'un point du tube avant/après déformation m
ε Tenseur des déformations ∅
σ Tenseur des contraintes de Cauchy Pa

K/k Tenseur de courbure avant/après déformation m−1

Pi/Pe/Pa Puissance des e�orts intérieurs/extérieurs/accélératrices N
N ,Ty,Tz,Mx,My,Mz E�orts généralisés de poutre N.m−1/N

ni,ti,mi E�orts généralisés de coque N.m−2/N.m−1/N
ρ Masse volumique de l'élément kg.m−3

S Aire de la section transverse du tube m2

Iy/Iz Moment d'inertie de �exion autour des axes OY et OZ m4

Jx Moment d'inertie de torsion autour de l'axe OX m4

t Temps s
C Nombre de Courant ∅

x, v, a Position,vitesse,accélération d'un point (m, m.s−1, m.s−2)
Me Matrice de masse de l'élément kg
N Matrice des fonctions de forme m
B Matrice des dérivées des fonctions de forme ∅
P Matrice de passage du repère global au repère local ∅
T Matrice de passage du repère cartésien au repère cylindrique ∅

∆ε Incrément de déformation ∅
∆σ Incrément de contraintes Pa
∆U Incrément de déplacement m
Fgen Matrice colonne des e�orts généralisés voir e�.gen

Fint/Fext Forces internes/externes N
ωi/λi Poids/coordonnées des points de Gauss m/∅
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Introduction

A�n de pouvoir démontrer la bonne tenue de ses équipements et de ses ouvrages, EDF est amené à étudier les
conséquences de di�érents accidents hypothétiques de sûreté. La rupture de tuyauteries à haute énergie, notamment
celles du circuit primaire des centrales nucléaires à eau pressurisée, est un de ces accidents hypothétiques. Plusieurs
scenarios accidentels peuvent alors être envisagés.

Tout d'abord, il faut considérer le scénario d’APRP (Accident de Perte de Réfrigérant Primaire) qui, à partir de la
formation d'une brèche dans le circuit primaire, engendre d'une part la génération d'une onde de dépressurisation dans le
circuit pouvant se propager jusqu'aux composants internes à la cuve du réacteur et engendrer des chargements mécaniques
sur ces éléments pouvant potentiellement menacer leur intégrité, et d'autre part la perte de l'eau de refroidissement du
circuit primaire pouvant conduire au dénoyage des crayons combustible et à un défaut de refroidissement de ceux-ci.

Ensuite on peut considérer le scénario de fouettement de la tuyauterie rompue. En e�et, sous l'e�et de la force
du jet �uide issu de la tuyauterie rompue, un débattement de celle-ci peut être initié, c'est le fouettement de tuyauterie.
Ce phénomène peut avoir une incidence sur la sûreté des installations puisqu'il implique de grands déplacements de la
tuyauterie rompue qui pourrait, en fonction de l'encombrement, impacter et endommager les structures et composants
avoisinants. S'agissant de phénomènes physiques complexes, la caractérisation de la rupture de la tuyauterie et du
fouettement associé est fondée actuellement sur des approches simpli�ées reposant sur des hypothèses conservatives.
Ces hypothèses peuvent alors conduire à des modi�cations qui peuvent s'avérer coûteuses.

Ainsi, c'est la problématique du fouettement de tuyauterie qui a motivé ce travail de thèse. En e�et, une cascade
de phénomènes physiques complexes est alors mise en jeu : la rupture de la tuyauterie, la force du jet �uide à la brèche,
le déplacement de la tuyauterie rompue, l'ovalisation de la section, la formation de la rotule plastique et l'impact de la
tuyauterie rompue sur les structures voisines. A�n de pouvoir étudier ces phénomènes physiques, plusieurs domaines de
la mécanique doivent être sollicités :

� Mécanique de la rupture

� Interaction �uide-structure

� Dynamique des structures en grands déplacements et grandes déformations

� Comportement plastique

� Chocs et contacts

Or il n'existe pas à l'heure actuelle d'outil de modélisation numérique industriel, validé et opérationnel, à même de
prendre en compte l'ensemble de ces phénomènes. L'étude du fouettement de tuyauterie peut alors se faire de manière
partielle en ce concentrant sur une phase du phénomène pour laquelle un outil est disponible ou alors de manière plus
globale en adoptant une approche plus conservative. C'est cette dernière approche qui est actuellement appliquée dans
les études d'ingénierie.

Problématique industrielle et approche d'ingénierie

Le phénomène de fouettement est une conséquence potentielle de la Rupture d'une Tuyauterie à Haute Énergie
(RTHE). Pour le Parc nucléaire, un circuit est considéré comme à "haute énergie" si sa pression est supérieure à 20 bars
ou si sa température est supérieure à 100 ◦C dans des conditions normales d'exploitation.

Le phénomène de fouettement est créé par les e�orts de réaction du jet. Lors d'une rupture circonférentielle d'une
tuyauterie à "haute énergie", la force de réaction qui s'exerce sur la tuyauterie peut conduire à un recul de cette der-
nière. Des déformations peuvent alors apparaître. Dans ce cas, ces déformations vont se concentrer au niveau de points
singuliers notamment proches des coudes ou des jonctions. À proximité de ces points, la tuyauterie peut subir une
déformation plastique avec un phénomène d'ovalisation de sa section. Il y a alors création de la rotule plastique, zone
ou section totalement plasti�ée, engendrant une perte de raideur de la tuyauterie et autour de laquelle celle-ci peut
e�ectuer son mouvement pratiquement sans aucune résistance. Une fois la rotule plastique créée, la partie de la tuyaute-
rie rompue va se déplacer très rapidement autour de celle-ci pouvant endommager gravement les matériels aux alentours.
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Le mouvement de la tuyauterie se produit ainsi en trois phases [83, 89] :

� accélération du tuyau lorsque le �uide s'échappe ;

� création de la rotule plastique ;

� déplacement, rotation de la tuyauterie autour de sa rotule plastique jusqu'à que toute l'énergie cinétique soit
dissipée.

Pour les RTHE, l'objectif des études de sûreté est de démontrer que l'installation est conçue de telle façon qu'une
rupture de tuyauterie ne contribue pas à la génération d'un accident ayant des conséquences pour la sûreté non accep-
tables. Aujourd'hui, une approche conservative du phénomène de fouettement est appliquée pour les études d'ingénierie.
Une fois la rotule plastique formée, tous les composants situés dans la zone de mouvement seront considérés impactés et
potentiellement inopérants. Cette zone de mouvement est constituée par la sphère ayant pour centre la localisation de la
rotule plastique et pour rayon la longueur libre (distance entre la rotule plastique et la brèche). La détermination précise
de la rotule plastique permet de réduire cette zone de mouvement. De plus, en étudiant plus précisément la dynamique
de la tuyauterie, il est possible de pouvoir décrire de manière plus réaliste la véritable zone de mouvement et donc de
réduire la zone impactée.
En situation industrielle, pour contrôler l'apparition et les conséquences d'un éventuel mouvement de fouettement, il
existe des dispositifs anti-fouettement permettant soit de dissiper l'énergie de la tuyauterie avec des amortisseurs, soit
de minimiser le débattement de la tuyauterie.
Il est clair qu'un outil de calcul prédictif des phénomènes de fouettement permettrait dans un premier temps de juger s'il
faut mettre ou non des dispositifs anti-fouettement, puis ensuite de les installer d'une manière optimale. Il est cependant
nécessaire, préalablement à l'utilisation d'un tel outil, de disposer des données expérimentales nécessaires à sa validation.

Études et données expérimentales

Le fouettement de tuyauteries étant un phénomène accidentel, il est di�cile de recueillir des données expérimentales
à partir des installations industrielles. Pourtant les données expérimentales sont primordiales d'une part pour quali�er et
quanti�er les paramètres physiques caractéristiques du fouettement et d'autre part pour disposer de données de validation
pour les modèles théoriques et numériques.
Parmi les campagnes d'essais historiques, on citera d'emblée les tests de fouettement de tuyauteries qui ont été e�ectués
dans le cadre de la campagne expérimentale AQUITAINE II [41, 20] organisée conjointement par EDF, CEA (Commissariat
à l'Energie Atomique et aux Energies Alternatives), Framatome et Westinghouse dans les années 70-80. Un exemple
type d'essai réalisé lors de cette campagne est l'impact d'une tuyauterie en porte-à-faux, subissant une rupture guillotine
déclenchée par un cordon explosif, sur une dalle en béton ou un matériel rigide. Plusieurs autres types d'essais sont
référencés dans la référence [20].

Les investigations expérimentales renseignent notamment sur la forme géométrique que la section de la tuyauterie
aura lorsqu'elle est soumise à une �exion plane et à une pression interne [64]. Si dans un premier temps on peut supposer
une section de forme elliptique, on constate dans la réalité des essais que la forme obtenue est plus quelconque et
complexe [51, 52]. Ainsi, C.Thinvongpituk et al [97] ont réalisé des tests expérimentaux sur des tuyauteries minces a�n
de montrer dans un premier temps la forme obtenue, puis de modéliser géométriquement la section déformée de la
tuyauterie a�n de pouvoir calculer certaines grandeurs physiques, comme le moment par exemple.

Dans la référence [65] les tuyauteries libres sont étudiées et non les tuyauteries avec des dispositifs anti-fouettement
comme ça peut être le cas dans [100]. Dans une approche conservative, la poussée des jets provenant d'une rupture
brutale peut être modélisée par une force moyenne de jet dans un régime quasi permanent. L'évaluation de la réponse
des tuyauteries après une rupture permet de caractériser la capacité du système entier à dissiper de l'énergie accumulée
pendant la phase dynamique et à résister à la force �uide du régime permanent. De plus, un rapport détaillé de plusieurs
tests a été e�ectué par JAERI [58].

Pour décrire le phénomène de fouettement, plusieurs grandeurs physiques peuvent être utilisées : le déplacement, la
force de réaction du jet, les déformations plastiques au niveau de la rotule plastique, le moment, la courbure, la rotation,
le comportement du matériau, . . . Parmi ces grandeurs, le moment semble être une notion pertinente pour la validation
d'un modèle puisqu'il agrège plusieurs des grandeurs caractéristiques énoncées précédemment. On s'intéressera donc
particulièrement au calcul du moment dans les parties théoriques, numériques et expérimentales.
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Approche théorique et modélisation numérique

La modélisation d'un phénomène physique peut s'appuyer sur un modèle empirique ou sur un modèle théorique.
Les modèles empiriques, modèles principalement issus des expériences, sont souvent di�ciles à appliquer à d'autres
con�gurations, même proches, car ils se fondent sur des paramètres propres à la con�guration étudiée. D'un autre côté,
les modèles théoriques se fondent sur une approche plus rigoureuse et plus complexe, en s'appuyant sur les lois de la
physique et de la mécanique. A�n de simpli�er le problème, des hypothèses sont prises en compte. Ensuite, les modèles
théoriques doivent être validés avec les données des essais expérimentaux.

Roemer [89] s'intéresse aux dommages causés par un tuyau sur un obstacle. Le tuyau est donc vu comme un missile
impactant un autre tuyau ou ici en l'occurrence un mur en béton. D'autres études [114, 113] ont montré l'impact d'une
tuyauterie non plus sur un mur mais sur des poutres en béton armé. H.T. Tang et R.B. Du�ey ont aussi discuté de la
déformation de la tuyauterie après un impact [95].

Z. Plocek et al [77] expliquent comment renforcer la protection des centrales nucléaires face au RTHE. Dans cette
étude les auteurs ont considéré les propriétés dues aux grands déplacements et à la non linéarité des armatures et des
éléments élastiques modélisant l'énergie visco-plastique dissipative de la structure. L'analyse a montré que la modélisation
de la tuyauterie à "haute énergie" dans son ensemble, avec les structures de support, est la condition fondamentale pour
obtenir une réponse dynamique �able à une rupture de tuyauterie [77].

Pour les tuyaux épais le comportement inclut une phase visco-élastique puis un écrouissage plastique [86]. Pour
les tuyaux moyens et �ns le comportement est élasto-plastique avec écrouissage. Plusieurs expériences avec des ratios
diamètre sur épaisseur ont été menées dans la référence [86]. Une approche théorique sur la relation moment-courbure est
aussi développée et une comparaison entre les expériences et la théorie est détaillée. Deux modèles sont analysés : rigide
parfaitement plastique et elasto-plastique avec prise en compte de l'écrouissage. Le modèle rigide parfaitement plastique
surestime le déplacement de la tuyauterie et semble plus proche des essais dans les premiers instants. D'une manière
globale, le modèle élasto-plastique avec prise en compte de l'écrouissage semble reproduire le même comportement que
celui des essais. Ce modèle de comportement semble donc très pertinent à étudier. Toutefois les rapports D/t (Diamètre
sur épaisseur) sont assez grands (19.5-32) alors que dans le CPP/CSP (Circuit Primaire Principal/Circuit Secondaire
Principal) il faut plus s'intéresser à des rapports de l'ordre de 10-20.

S.R. Reid and B. Wang proposent d'étudier un modèle rigide parfaitement plastique et développe ainsi un modèle
théorique dans [83]. Leur étude con�rme que la localisation de la rotule plastique va dépendre de la géométrie de la
tuyauterie mais aussi de la force appliquée, comme c'est aussi le cas dans la référence [11]. Lorsque la rotule plastique
est bien créée en un point précis, le cisaillement, le moment �échissant et la force axiale changent considérablement [86].

S. Ueda [100] a développé une relation moment-rotation, à partir d'essais expérimentaux, et a pu la confronter à
d'autres formules de moment existantes. L'importance majeure de cet article est la prise en compte de l'ovalisation de
la section au niveau de la rotule plastique. La relation moment-rotation dérive de la relation entre l'ovalisation du tuyau
et la déformation obtenue par les essais.

Néanmoins, dorénavant, la simulation numérique peut également être un moyen d'investigation de ce phénomène.
Mais on sait aussi que l'étude numérique des structures en 3D peut s'avèrer coûteuse en temp de calcul. C'est pourquoi
il est utile d'utiliser di�érentes théories de modélisation mécanique pour réduire la dimension du modèle de structure
étudiée a�n de faciliter son traitement numérique et diminuer le temps de calcul. C'est le cas notamment des formulations
poutre (1D) [90, 28, 31, 4] et des formulations coque (2D) [16, 99].

La théorie des poutres est utile pour déterminer des solutions analytiques, développer des modélisations numériques
simples ou obtenir une estimation du comportement mécanique global de la tuyauterie ainsi modélisée. La théorie des
poutres s'applique ainsi à des structures élancées. On parle de structures élancées lorsque le rapport longueur sur diamètre
est supérieur ou égal à 10.

Dans la théorie des poutres, il existe deux grands modèles de référence :

� Le modèle d'Euler-Bernoulli, qui ne prend pas en compte l'e�et du cisaillement

� Le modèle de Timoshenko qui prend en considération l'in�uence du cisaillement

Dans la théorie d'Euler-Bernoulli, le cisaillement est négligé dans le cas de la �exion. Les hypothèses du modèle
d'Euler-Bernoulli sont les suivantes :

� les sections droites sont perpendiculaires à la courbe moyenne ; elles varient de manière continue et lente,

17



� le matériau est homogène et isotrope,

� les sections droites restent planes.

Timoshenko prend les mêmes hypothèses mais permet la rotation de la section, c'est-à-dire qu'après déformation les
sections restent planes mais ne sont plus forcément perpendiculaires à la �bre neutre. Des comparaisons numériques et
théoriques sont faites entre ces deux modèles se référant à des cas classiques de poutre cantilever [43, 3]. La prise en
compte du cisaillement et de la rotation de la section permet pour des poutres quelconques (pas forcément élancées)
d'améliorer les résultats. Dans [43, 3] il y a aussi des comparaisons modales pour enrichir l'étude.
Pour des structures peu élancées, la théorie de Timoshenko se rapproche des modèles 2D et 3D et donne de très bons
résultats sur des cas où le cisaillement transverse est dominant. Il existe aussi une approche de Rayleigh qui se situe à
mi-chemin entre ces deux théories en prenant en compte l'inertie de rotation mais pas le cisaillement.

Certains auteurs prennent en compte l'ovalisation de la section transverse en modi�ant l'inertie de la section par un
facteur de �exibilité [13, 69, 68]. Il est courant d'utiliser ce procédé dans la théorie des poutres lorsqu'il y a un coude,
puisque les sections ne se déforment pas. On obtient une surestimation de la déformation en prenant en compte ce
facteur de �exibilité [19]. Un calcul avancé d'un nouveau facteur de �exibilité a été mené dans [69] en améliorant le
facteur de �exibilité de Von Karman [102] avec une analyse dans le cas linéaire élastique en �exion dans le plan. Les
auteurs négligent le terme de courbure kxx et cela donne des résultats très proches de ceux qu'ils auraient obtenus en
le prenant en compte (voir Fig. (6 & 7) de [69]). Les hypothèses prises en considération sont proches de notre cas de
�gure et semble donc pertinentes à considérer. En outre d'autres comparaisons analytiques ont été e�ectuées avec le
modèle d'Euler-Bernoulli [96, 34, 107] et le gauchissement des sections [98].

Par ailleurs, des approches numériques ont été faites et permettent d'avoir une localisation de la rotule plastique
di�érente selon la géométrie et les conditions aux limites [65] .

Prinja s'intéresse au fouettement de tuyauterie avec prise en compte de l'IFS (Interaction Fluide Structure) [81]. Les
auteurs détaillent comment un élément �ni a été développé pour répondre à ce problème physique. L'élément combiné
est un élément de poutre élastique avec des ressorts inélastiques (approche de type non linéaire). Les hypothèses prises
sont des grands déplacements et des grandes rotations. Ils utilisent une approche de type Lagrangien réactualisé avec un
schéma d'intégration implicite pour un élément poutre à deux n÷uds.

La campagne d'essais AQUITAINE II a permis d'avoir des résultats expérimentaux permettant d'être une base de
comparaison pour les simulations numériques. C'est ainsi que des comparaisons numériques entre un modèle �laire et
un modèle mixte �laire/3D, en se référant à la campagne expérimentale AQUITAINE II, ont été menées [78]. Le modèle
�laire est un modèle unidimensionnel, c'est-à-dire que les mailles sont des segments ; l'ensemble des champs est ramené
à sa �bre neutre. Quant au modèle mixte �laire/3D il est aussi majoritairement �laire sauf au niveau des zones d'intérêt
où il est remplacé par un maillage tridimensionnel. Dans ce cas précis, la zone d'intérêt est la zone d'impact. Les résultats
numériques du modèle mixte �laire/3D sont proches des données expérimentales contrairement aux résultats numériques
du modèle purement �laire qui surestiment la force d'impact [78].

Millard et Ho�mann obtiennent de bons résultats en utilisant un modèle poutre qui prend en compte la raideur liée
à l'ovalisation de la section par l'intermédiaire d'un ressort non-linéaire. Ils obtiennent une surestimation numérique de
l'impact après le premier contact, néanmoins les resultats du modèle numérique sont proches au premier pic près [68].
Cet article fournit des modèles de cas-tests en statique qui pourront servir pour la validation de codes de calcul. Les
calculs sont e�ectués en petites déformations mais en grandes rotations et grands déplacements.

Si l'on examine maintenant la théorie des coques, on constate qu'il existe là aussi deux grands modèles de référence :

� Théorie de Kirchho�-Love, qui s'apparente à Euler-Bernoulli pour les poutres, le cisaillement est négligé. Elle est
mieux adaptée pour les plaques et coques minces [62].

� Théorie Mindlin-Reissner, qui s'apparente à Timoshenko pour les poutres, le cisaillement est non nul. Elle est
mieux adaptée et donne de meilleurs résultats pour les plaques et coques épaisses [88, 104].

Dans la théorie des coques, il existe di�érentes hypothèses, notamment si l'on considère une coque mince ou une
coque épaisse. Cette quali�cation n'est pas quanti�ée/quali�ée exactement mais dans le cas d'une tuyauterie de section
cylindrique, on peut estimer qu'une coque mince a un rapport diamètre sur épaisseur supérieur à 20 et qu'une coque
épaisse a ce même rapport inférieur à 20.
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Dans la littérature, il y a de nombreux articles qui traitent des coques minces [105, 91, 51, 75, 115, 42]. Certaines
tuyauteries présentes dans les centrales nucléaires peuvent être considérées comme des coques épaisses. En e�et elles
sont tout d'abord dimensionnées en fonction des chargements hydrauliques qu'elles subissent.Cependant pour simplifer
les modélisations la théorie des coques minces est souvent utilisée. Von Karman est l'un des tous premiers à avoir étudié
l'ovalisation d'un tube coudé sous �exion pure en négligeant les termes non linéaires et l'inextensibilité de la section
[102]. Wood a regardé les instabilités de l'ovalisation de tube initialement droit en appliquant une pression extérieure où
la section était considérée une nouvelle fois inextensible [108]

Un élément �ni (EF) ayant une partie poutre et une partie coque a été créé dans [82]. Cet élément a été implémenté
dans le code de calcul code_aster. Millard [67] a créé un élément de type poutre enrichi, avec une approche de type
coque. Pour enrichir les modèles de poutres les auteurs s'intéressent à ce qui se passe sur la circonférence et dans l'épais-
seur de la tuyauterie en développant notamment les variables cinématiques en séries de Fourier [67, 82, 51, 94, 108]. Dans
[37] deux formulations d'EF sont utilisées : une première polynomiale avec 6 paramètres et une seconde trigonométrique
avec également 6 paramètres, pour un total de 38 ddl. Des calculs numériques de fouettement en �exion plane et hors
plane avec un modèle rigide parfaitement plastique ont été menés [1, 93] et les articles [84, 45, 85, 103] permettent de
déterminer le lieu de la rotule plastique.

D'autres modélisations de poutres enrichies sont aussi développées dans la littérature. Un élément poutre courbée
3D amélioré avec prise en compte des grandes rotations est développé dans [94]. Dans [75] les auteurs établissent une
théorie avec un élément �ni de type "ring" basée sur la théorie des coques minces avec les hypothèses de Love-Kirchho�.
Le déplacement radial, w, est développé en séries de Fourier dans [75]. Une investigation numérique est menée puis
comparée aux résultats théoriques et expérimentaux. Dans la thèse [40], l'auteur a élaboré un nouvel élément 3D poutre
à section déformable avec des applications dans le domaine du textile. Plus récemment une thèse s'est intéréssée à
l'élaboration d'éléments coques pour des structures minces et moyennement épaisses avec des applications dans le nu-
cléaire notamment [29]. Une autre étude numérique de tubes minces, avec un modèle aux éléments �nis, permet de
mesurer les contraintes résiduelles et l'ovalisation du tube [115]. Dans [76] la méthode numérique est de type Lagran-
gien total appliqué aux plaques et coques pour une poutre courbée et dans [94] l'application est e�ectuée avec un
modèle de poutre. La formulation de [109] est explicite et utilise un modèle 2D de coque dégénéré [46, 47]. Les hypo-
thèses retenues sont les suivantes : les sections restent droites après déformation mais pas forcément perpendiculaires
et la longueur de la normale est gardée après déformation, autrement dit les hypothèses de Mindlin-Reissner sont utilisées.

Dans ce travail de thèse, l'objectif principal est de dé�nir, développer et valider un nouveau modèle de poutre enrichi
à même de prendre en compte l'ovalisation de la section apparaissant dans les phénomènes de fouettement. Ce travail
doit se traduire par l'implémentation de nouveaux éléments �nis dans le code de Dynamique Rapide EUROPLEXUS.

Ce rapport de thèse se structure comme suit. Tout d'abord, dans le chapitre 1, on rappelle les notions essentielles de
la théorie des surfaces appliquée aux modèles de coques. Pour simpli�er la modélisation, on considère une cinématique
de type poutre enrichie avec une cinématique de coque permettant la variation de sa section. Puis, dans le chapitre 2,
on détaille la méthodologie développée pour enrichir un modèle de poutre droite de type Euler-Bernoulli a�n de prendre
en compte l'ovalisation de sa section transverse en utilisant les conclusions du chapitre 1 quant à la façon d'enrichir la
cinématique. Ensuite, dans le chapitre 3, on applique la méthodologie développée au chapitre 2 pour une tuyauterie droite
à une tuyauterie courbée. En�n, dans le chapitre 4, on détaille la discrétisation des équations continues déterminées dans
les chapitres précédents dans le cadre d'une intégration temporelle explicite en temps dans le code EUROPLEXUS. Dans
les annexes, on précise notamment l'établissement des équations pour le tube droit et pour le tube coudé, dans le cadre
d'un mouvement plan et dans le cadre tridimensionnel. La conclusion synthétise les avancées obtenues dans ce travail de
thèse pour le développement d'un nouveau modèle de poutre enrichi. Le paragraphe des perspectives introduit ce que
pourraient être les suites à donner à ce travail de thèse notamment par l'introduction du comportement plastique et de
l'interaction �uide-structure.
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1 - Modélisation tridimensionnelle du tube

Pour modéliser une tuyauterie plusieurs approches sont possibles. Ainsi on peut considérer un modèle tridimensionnel
ou bien un modèle de type coque, en s'intéressant uniquement au mouvement de la surface moyenne. Dans ce chapitre,
on rappelle les notions essentielles de la théorie des surfaces appliquée aux modèles de coques. La théorie des coques est
ensuite simpli�ée en prenant en compte un modèle de poutre permettant la variation de sa section.
Le modèle proposé prend en compte les hypothèses d'Euler-Bernoulli pour la partie poutre et la déformée de la section
tient compte des hypothèses de Love-Kirchho� [61, 56]. Pour la partie coque, les déplacements de la section, initialement
circulaire, sont décomposés en séries de Fourier selon l'angle polaire dont les coe�cients dépendent de l'abscisse curviligne
s le long de l'axe du tube et de la cote Z par rapport à son rayon moyen a.
Les déformées du tube ainsi modélisées sont analysées en élasticité linéaire isotrope sur des cas de chargements simples
(extension, �exion et pression interne) en les comparant aux résultats analytiques tridimensionnels.
Ces analyses permettent de déterminer les ordres d'approximation nécessaires pour représenter au mieux la déformée
d'un tube. Néanmoins, avant d'aborder la modélisation de la tuyauterie, les fondements de la théorie des surfaces et des
coques sont rappelés (voir [99, 16, 71, 72, 87, 62, 74, 73, 30, 57, 70, 101]).

1.1 . Théorie des surfaces et modèles de coques

1.1.1 . Théorie générale des surfaces

Une surface Σ est décrite par deux lignes de coordonnées (Xα, α = 1, 2) non nécessairement orthogonales. Soit

M ∈ Σ, les vecteurs tangents en M à Σ sont notés Aα = ∂M
∂Xα

et le vecteur normal N s'exprime comme :

N = A1 ∧ A2

∥A1 ∧ A2∥
(1.1)

D'une manière générale, la métrique locale associée à la base (Aα, N) n'est pas orthonormée. La métrique associée dans

le plan tangent est alors introduite en considérant le tenseur métrique
◦
G qui est dé�ni par :

◦
Gαβ = Aα.Aβ , α = 1, 2 ,

◦
G = det([

◦
Gαβ ]) (1.2)

La matrice [
◦
Gαβ] est l'inverse de la matrice [

◦
Gαβ] telle que :

◦
Gαβ

◦
Gβγ = δα

γ où δ représente le symbole de Kronecker. (1.3)

La base réciproque notée (Aα, α = 1, 2) véri�e les relations suivantes :

Aα.Aβ = δα
β ; Aα =

◦
GαβAβ ; N ∧ A1 =

√
◦
GA2 ; N ∧ A2 = −

√
◦
GA1 ; A1 ∧ A2 =

√
◦
G N (1.4)

La surface moyenne est une surface courbe, de courbure donnée par le tenseur
◦
K dont les composantes sont exprimées

comme suit :
◦
Kαβ = ∂2M

∂Xα∂Xβ
.N (1.5)

Les variations de la base (Aα, N) le long des lignes de coordonnées sont dé�nies telles que :

∂Aα

∂Xβ
= ∂βAα =

◦
Γγ

αβAγ +
◦
KαβN et ∂βN = −

◦
KβαAα où

◦
Γγ

αβ sont les symboles de Christo�el (1.6)

Le tenseur de courbure
◦
K =

◦
KαβAα ⊗ Aβ =

◦
Kβ

αAα ⊗ Aβ au point M et les symboles de Christo�el véri�ent :

◦
Γδ

αβ = 1
2

◦
Gγδ

∂
◦
Gγβ

∂Xα
+ ∂

◦
Gγα

∂Xβ
− ∂

◦
Gαβ

∂Xγ

 (1.7)
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Soit un vecteur U = Uα(M)Aα + W (M)N, la di�érentiation de ce vecteur s'écrit :

dU =
(

∂Uα

∂Xβ
+

◦
Γα

βγUγ − W
◦
Kα

β

)
Aαd Xβ +

(
∂W

∂Xβ
+

◦
KβαUα

)
Nd Xβ (1.8)

Ce qui permet de dé�nir la dérivée covariante :

∇βUα = ∂Uα

∂Xβ
+

◦
Γα

βγUγ et ∇βW = ∂W

∂Xβ
(1.9)

Le tenseur métrique respecte également la propriété suivante :

∇γ

◦
Gαβ = 0 (1.10)

Le tenseur K est diagonalisable et ses valeurs principales sont les courbures principales au point M de la surface
◦
K2 − tr(

◦
K)

◦
K + det(

◦
K)I = 0 (1.11)

où tr(
◦
K) représente la courbure moyenne, det(

◦
K) la courbure de Gauss et I l'identité du plan.

1.1.2 . Application aux coques

Une coque est dé�nie par sa surface moyenne Σ et son épaisseur e(Xα). La position d'un point M s'écrit alors :

M(Xα, Z) = MΣ(Xα) + ZN(Xα) où − e(Xα)
2 ≤ Z ≤ e(Xα)

2 (1.12)

A Z �xé les points M(Xα, Z) dé�nissent une surface notée ΣZ dont les vecteurs tangents Hα s'écrivent :

Hα = ∂M
∂Xα

= Aα − Z
◦
Kβ

αAβ = (δβ
α − Z

◦
Kβ

α)Aβ = µβ
α(Z)Aβ , µ = det([µβ

α]) (1.13)

où la métrique associée est donnée par :

Gαβ(Z) = Hα · Hβ = µγ
α(Z)

◦
Gγδµδ

β(Z) =
◦
Gαβ − 2Z

◦
Kαβ + Z2 ◦

Kγ
α

◦
Kγβ (1.14)

µ possède les mêmes propriétés que K (voir Eq. (1.11)) :

µ2 − tr(µ)µ + det(µ) I = 0 soit encore µ−1det(µ) = −µ + tr(µ) I (1.15)

Finalement l'inverse de µ s'exprime en composantes par :(
µ−1)β

α
= 1

det(µ)
[
tr(µ)δβ

α − µβ
α

]
(1.16)

Les variations des vecteurs de la base locale (Hα, N) deviennent :

∂ Hα

∂Xβ
= Γλ

αβHλ + KαβN =
(

◦
Γλ

γβµγ
α + ∂µλ

α

∂Xβ

)
Aλ + µγ

α

◦
KγβN (1.17)

soit encore :

Γγ
αβµλ

γ =
◦
Γλ

βγµγ
α + ∂µλ

α

∂Xβ

Kαβ = µγ
α

◦
Kγβ

(1.18)

La symétrie donnée par :
∂ Hα

∂Xβ
= ∂ Hβ

∂Xα
implique la relation qui suit :

Kλ
α

◦
Γδ

βλ + ∂Kδ
α

∂Xβ
= Kλ

β

◦
Γδ

αλ +
∂Kδ

β

∂Xα
(1.19)

et le tenseur métrique véri�e la propriété suivante :

∇γGαβ = 0 (1.20)

Le tenseur métrique respecte également les relations classiques :

G(Z) = det(Gαβ) ;
∂

∂Z

[√
G
]

= −
√

GKα
α et

∂

∂Xα

[√
G
]

=
√

GΓλ
λα (1.21)
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1.1.3 . Mouvement d'une coque, variations de métrique et de courbure

Dans le cas général, la cinématique est dé�nie par les déplacements de chaque point de la coque. La position actuelle
m d'un point s'écrit alors :

m(Xα, Z) = M(Xα, Z) + Uα(Xα, Z)Aα + W (Xα, Z)N (1.22)

Le gradient de la transformation F est dé�ni :

dm = F.dM avec dM = dXα Hα + dZN et dm = dXα hα + dZ h3 (1.23)

Le gradient de la transformation s'écrit alors sous la forme :

F = hα ⊗ Hα + h3 ⊗ N (1.24)

où les vecteurs de la base locale de la surface déformée sont :

hα = (µβ
α + ∇αUβ − WKβ

α)Aβ + (∇αW + KαλUλ)N

h3 = (1 + ∂W

∂Z
)N + ∂Uα

∂Z
Aα

(1.25)

Le tenseur des dilatations de Cauchy C est dé�ni tel que :

C = FT .F (1.26)

C exprimé dans la base (Hα, N), a pour composantes :
Cαβ = hα · hβ = (µγ

α + ∇αUγ − WKγ
α)Gγδ(µδ

β + ∇βUδ − WKδ
β) + ( ∂W

∂Xα
+ UγKγα)( ∂W

∂Xβ
+ UδKδβ)

Cα3 = hα · h3 = (µγ
α + ∇αUγ − WKγ

α)Gγδ
∂Uδ

∂Z
+ ( ∂W

∂Xα
+ UγKγα)(1 + ∂W

∂Z
)

C33 = h3 · h3 = (1 + ∂W

∂Z
)2 + ∂Uα

∂Z
Gαβ

∂Uβ

∂Z
(1.27)

Dans ce transport convectif, h3 est le transporté de N, lequel n'est pas en général la normale n de la surface moyenne
transportée, qui est la quantité suivante :

n = h1 ∧ h2

∥ h1 ∧ h2∥
(1.28)

Soit :

h1 ∧ h2 = (µβ
1 + ∇1Uβ − WKβ

1 )(µγ
2 + ∇2Uγ − WKγ

2 )Aβ ∧ Aγ

+ (∇1W + K1λUλ)(µγ
2 + ∇2Uγ − WKγ

2 )N ∧ Aγ

+ (µβ
1 + ∇1Uβ − WKβ

1 )(∇2W + K2λUλ)Aβ ∧ N
(1.29)

Pour que h3 soit la normale n à la surface déformée, il est nécessaire d'annuler la distorsion Cα3, au premier ordre en
déplacement, qui représente l'hypothèse de Love-Kirchho� :

(
◦
Gαδ − ZKαδ)∂Uδ

∂Z
+ ∂W

∂Xα
+ KαγUγ = 0 (1.30)

soit en Z = 0 :
◦
Gαδ

∂Uδ

∂Z
+ ∂W

∂Xα
+ KαγUγ = 0 (1.31)

En théorie des coques, les champs de déplacements sont souvent développés suivant Z tels que :

Uα = Uα
o + ZUα

1 ; W = Wo + ZW1 (1.32)
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La relation de Love-Kirchho�, au premier ordre en déplacement, donnée dans l'Eq. (1.31) devient :

◦
GαδUδ

1 + ∂Wo

∂Xα
+ KαλUλ

o = 0 (1.33)

De plus le vecteur normal s'écrit :
n =

(
N − (∇αWo + KαλUλ

o )Aα
)

/∥ · ∥ (1.34)

D'autre part la variation d'épaisseur, au premier ordre en déplacement, étant supposée nulle, cela implique que W1 = 0.

Dans ce cas, en linéarisant la métrique au premier ordre en déplacement et au premier ordre en Z, la relation sui-
vante est obtenue :

Cαβ = Cαβ(Z = 0) + 2ZBαβ (1.35)

où Bαβ est le tenseur de courbure de la surface moyenne transportée :

Bαβ = Kαβ + Kαδ(∇βU δ
o − WoKδ

β) + ∇β

[
∇αWo + KαλUλ

o

]
(1.36)

De fait, (Uα
o , Wo) représente le mouvement de la surface moyenne. Ainsi un point de la coque est dé�ni par :

m(Xα, Z) = mo(Xα) + Zn (1.37)

Le vecteur matériel transporté devient :

dm = dXα hα + dZn = dXα(δβ
α − ZBβ

α) aβ + dZn (1.38)

où aβ sont les vecteurs tangents à la surface moyenne déformée.

Ainsi il apparaît :
hα = (δβ

α − ZBβ
α) aβ et Cαβ(Z) = aα · aβ − 2ZBαβ + Z2Bγ

αBβγ (1.39)

La variation de la métrique exprimée dans la base (Hα, N) se décompose alors en un terme de déformation membranaire
Em

αβ et un terme de variation de courbure bαβ :

Em
αβ = 1

2(Cαβ − Gαβ)

bαβ = Bαβ − Kαβ

(1.40)

Le tenseur des déformations E s'écrit alors :

E =
[
Em

αβ − 2Zbαβ

]
Hα ⊗ Hβ (1.41)

En utilisant la relation Hα = (µ−1)α
βAβ , le tenseur peut s'écrire sous la forme suivante :

E =
[
Em

αβ − 2Zkαβ

]
Aα ⊗ Aβ (1.42)

En identi�ant terme à terme, la relation entre les di�érentes courbures est donnée par :

2kαβ = 2bαβ −
[

◦
Kλ

αEm
λβ +

◦
Kλ

βEm
αλ

]
(1.43)

Deux choix de variations de courbures sont possibles [13, 35], associés au mouvement de la coque. Dans ce manuscrit,
la variation de courbure kαβ qui correspond à la variation de la métrique de la cote Z est utilisée.

1.1.4 . Écriture des équations d'équilibre

La variation du gradient de la transformation pour toute variation du champ de déplacement sur la con�guration
actuelle est exprimée telle que :

δF = (∇αδUβ − δWKβ
α)Aβ ⊗ Hα + (∂δW

∂Xα
+ δUγKγα)N ⊗ Hα + ∂δUα

∂Z
Aα ⊗ N + ∂δW

∂Z
N ⊗ N (1.44)
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Ces variations sont utiles pour exprimer le principe des puissances virtuelles.

Dans cette partie le Principe des Puissances Virtuelles (PPV) est appliqué a�n d'obtenir les équations d'équilibre.
Le Principe des Puissances Virtuelles, en statique, s'énonce comme suit :

Pext + Pint = 0 (1.45)

La puissance des e�orts intérieurs s'exprime sous la forme de :

Pint = −
∫

Ωo

θ : δF dΩo = −
∫

Ωo

1
2Π : δC dΩo = −

∫
Ωt

σ : 1
2(gradδu + gradδuT) dΩt (1.46)

Où θ est le tenseur des contraintes nominales, Π le tenseur des contraintes de Piola-Kirchho� de seconde espèce et σ le
tenseur des contraintes de Cauchy. Il existe également le tenseur des contraintes de Piola-Kirchho� de première espèce
noté P. Les variations δF , δC et grad(δu) sont réciproquement les variations du gradient de la transformation, du
tenseur des dilatations de Cauchy et du gradient du déplacement.

Ces tenseurs sont reliés par les relations suivantes :

θ = PT = JF−1.σ = Π.FT où J = det(F) (1.47)

Les équations d'équilibre sont exprimées à l'aide des contraintes nominales, en notant p = θ : δF.
p s'exprime alors :

p = θα
β (∇αδUβ − δWKβ

α) + θα
3 (∂δW

∂Xα
+ δUλKαλ) + θ3

α

∂δUα

∂Z
+ θ3

3
∂W

∂Z
(1.48)

où le tenseur des contraintes nominales, θ, est dé�ni par :

θ = θα
β Hα ⊗ Aβ + θ3

αN ⊗ Aα + θα
3 Hα ⊗ N + θ3

3N ⊗ N (1.49)

La puissance des e�orts extérieurs est dé�nie comme suit :

Pext =
∫

∂ΩT

T.(δUαAα + δWN)dΩT où dΩT représente la surface sur laquelle l'e�ort est appliqué. (1.50)

Le PPV, par unité de volume gdZdX1dX2 où g = µ
√

G, s'écrit alors :

−
∫

Ω
pgdX1dX2dZ +

∫
∂ΩT

T.(δUαAα + δWN)d∂ΩT = 0 (1.51)

Les équations d'équilibre dans le volume s'expriment comme :
δUλ : − ∂

∂Xα
(gθα

λ ) + gθα
β

◦
Γβ

αλ + gθα
3 Kαλ − ∂

∂Z
(gθ3

λ) = 0

δW : −gθγ
βKβ

γ − ∂

∂Xα
(θα

3 g) − ∂

∂Z
(gθ3

3) = 0
(1.52)

Et les conditions aux limites sur ∂ΩT s'écrivent :{
n.θ.Aα = T.Aα

n.θ.N = T.N
(1.53)

Remarque 1 : Les équations d'équilibre dans le volume expriment la divergence du tenseur θT .
Remarque 2 : En théorie des coques, compte tenu du développement en Z, il faut intégrer suivant l'épaisseur et il

est donc commode de remplacer Hα par (µ−1)α
βAβ .

Les relations d'équilibre dans le cas le plus général ont été déterminées.
Cependant, pour la modélisation du tube, on recherche un modèle pour lequel toutes les quantités ne sont fonctions que
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de l'abscisse curviligne s. Cherchant à reproduire des sections déformables, les modèles classiques de poutre, comme ceux
d'Euler-Bernoulli ou de Timoshenko, sont enrichis avec une cinématique de coque, de type Love-Kirchho� ou Mindlin-
Reissner.

Un tuyau est assimilable à un modèle à une dimension portée par son axe. Pour réduire le modèle à cette unique
dimension, il convient de développer les variables cinématiques (Uα, W ) comme des polynômes de Z dont les coe�-
cients dépendent de s et de θ, puis de développer ces coe�cients en séries de Fourier selon θ, a�n d'obtenir in �ne des
coe�cients ne dépendant que de s.

1.2 . Développement polynomial en Z et en séries de Fourier en θ de la cinématique tridimen-

sionnelle

Dans un premier temps, on considère un tube droit pour lequel on développe la cinématique précédemment proposée.

1.2.1 . Cinématique et tenseur des déformations

Un tube droit orienté le long de l'axe EX , de longueur L, de rayon moyen a et d'épaisseur e est considéré (voir
Fig. (1.1)). Les coordonnées axiale, circonférentielle et radiale sont décrites par (X, θ, Z), respectivement.

L

EZ

EX

EY

EZ

EREθ

θ
a

EX
O b

a

e

a+Z
θ

b
M(X, θ, Z)

Figure 1.1 – Schéma d’une tuyauterie droite : vue plane (gauche), vue transversale (centre et droite)

La cinématique du tube est décomposée en deux contributions : une partie de type poutre et une partie de type coque.
Le déplacement de poutre, qui correspond à un mouvement de corps rigide de la section, est scindé en deux parties :

� les mouvements de translation Uo(X), Wo(X) et Vo(X) exprimés dans la base (EX , EY , EZ),

� les rotations de la section droite R(X) dé�nies en chaque point de l'axe.

Ensuite, la cinématique de type coque est décrite par u(X, θ, Z), w(X, θ, Z) et v(X, θ, Z) exprimés dans la base
(EX , ER, Eθ), où −e

2 ≤ Z ≤ e

2 (voir Figs. (1.2) & (1.3)). Ces déplacements représentent respectivement le gauchisse-

ment (représenté par u) et l'ovalisation (représentée par v et w) de la section déformée (voir Figs. (1.2) & (1.4)).

Uo

Wo

Vo

Ωx

Ωy

Ωz

u

v

w

Figure 1.2 – Déplacements de poutre et de coque

Pour simpli�er la présentation, le mouvement du tube est considéré plan i.e. Wo = 0 et Ωx = Ωz = 0 (voir Figs. (1.3)
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& (1.4)). Le lecteur intéressé par la modélisation tridimensionnelle complète peut se référer à l'annexe B (page 122). La
cinématique dans le plan s'écrit alors :

m = M + u où M = XEX + (a + Z)ER

et u = (Uo + (a + Z) sin θ Ωy + u)EX + (Vo sin θ + w)ER + (Vo cos θ + v)Eθ

(1.54)

EX

EZ

b

Mo

b mo

Uo

Vo

ex
ez

b m

Figure 1.3 – Mouvement plan de poutre

EY

EZ
w

v
bm

θ
a+Z

bmo

Figure 1.4 – Déplacement de type-coque dans la section

Concernant la cinématique de type coque, la surface moyenne de la coque à la côte Z = 0 est choisie comme surface de
référence et les rotations locales par rapport à cette surface sont supposées petites. En conséquence, sous l'hypothèse
des petites rotations, la cinématique de coque peut s'exprimer sous la forme suivante :

u(X, θ, Z) = uo(X, θ) + ϕ(X, θ) ∧ AM(Z) (1.55)

où dans la base (ER, Eθ, EX) :

u(X, θ, Z) =

w(X, θ, Z)
v(X, θ, Z)
u(X, θ, Z)

 ; uo(X, θ) =

wo(X, θ)
vo(X, θ)
uo(X, θ)

 ; ϕ(X, θ) =

ϕz(X, θ)
ϕθ(X, θ)
ϕX(X, θ)

 et AM(Z) =

Z
0
0

 (1.56)

uo(X, θ) représente le déplacement de la surface moyenne (i.e. en Z = 0), ϕ(X, θ) la rotation de la surface moyenne et
A est la projection radiale du point M sur la surface moyenne.

Pour plus de clarté dans les notations, on note u1 = ϕθ et v1 = ϕX qui représentent respectivement les rotations
de la normale à la surface moyenne autour de l'axe Eθ et EX . La cinématique de coque est développée classiquement
au premier ordre [5, 60] ce qui conduit au champ de déplacement suivant :

w(X, θ, Z) = w0(X, θ)
v(X, θ, Z) = v0(X, θ) + Zv1(X, θ)
u(X, θ, Z) = u0(X, θ) − Zu1(X, θ)

(1.57)

Le tenseur des déformations est exprimé dans l'annexe A (page 117) dans l'Eq. (A.13). Les composantes linéaires non
nulles de déformations membranaires sont :

εm
xx = ∂Uo

∂X
− a sin θ

∂2Vo

∂X2 + ∂uo

∂X

εm
θθ = 1

a
(∂vo

∂θ
+ wo)

2εm
xθ = 1

a

∂uo

∂θ
+ ∂vo

∂X

(1.58)
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et les termes linéaires de courbure véri�ent :

kxx = − sin θ
∂2Vo

∂X2 − ∂2wo

∂X2

kθθ = − 1
a2 (∂2wo

∂θ2 + wo)

2kxθ = −1
a

(2 ∂2wo

∂X∂θ
+ 1

a

∂uo

∂θ
− ∂vo

∂X
)

(1.59)

Il est à noter que les termes de type coque pour la partie membranaire et pour la courbure correspondent exactement
à ceux obtenus par Flügge [35]. Une brève synthèse des di�érentes théories des coques se trouve dans [105] où il est
montré que les di�érentes contributions s'accordent sur la partie membranaire. Cependant, di�érentes expressions de
la courbure sont obtenues, dépendant fortement des hypothèses prises en amont. Par exemple, les termes de courbure
de type coque adoptés dans Ohtsubo et Watanabe [75], Kanarachos [50], Millard et Roche [69], Berton [13] ou dans
Weicker et al. [105] sont di�érents de la modélisation présentée dans cette thèse et correspondent à ceux développés par
Timoshenko [99].

1.2.2 . Développement en séries de Fourier

La cinématique de la section peut être développée en séries de Fourier incomplètes comme dans [108, 69, 36, 63, 9,
66, 111, 2] pour des sections circulaires. Les déplacements longitudinaux, tangentiels et radiaux de la surface moyenne,
i.e. uo, vo et wo, sont ici tous développés en séries de Fourier :

uo(X, θ) = uc
o(X) + uc

1(X) cos θ + us
1(X) sin θ +

Nf∑
i=2

uc
i (X) cos(iθ) + us

i (X) sin(iθ)

vo(X, θ) = vc
o(X) + vc

1(X) cos θ + vs
1(X) sin θ +

Nf∑
i=2

vc
i (X) cos(iθ) + vs

i (X) sin(iθ)

wo(X, θ) = wc
o(X) + wc

1(X) cos θ + ws
1(X) sin θ +

Nf∑
i=2

wc
i (X) cos(iθ) + ws

i (X) sin(iθ)

(1.60)

Nf représente le nombre de ces modes de Fourier considéré dans le développement. Les coe�cients, uc
i (X), us

i (X),
vc

i (X), vs
i (X), wc

i (X) et ws
i (X), de ces séries sont désormais les nouvelles inconnues qui ne dépendent que de la variable

longitudinale X. L'index c représente les coe�cients en cosinus alors que l'index s les coe�cients en sinus.

Les coe�cients dans le développement qui produisent un mouvement de corps rigide sont annulés a�n d'éviter les
redondances avec les degrés de liberté de poutre. En conséquence, uc

o correspondant à un mouvement de translation
axiale de corps rigide est pris égal à zéro.
De manière similaire uc

1, us
1 et vc

o sont aussi pris nuls car ces termes correspondent à une rotation de corps rigide autour
des axes EZ , EY et EX , respectivement.
De plus, le coe�cient en cos θ dans le développement de vo est �xé comme l'opposé du coe�cient en sin θ dans le
développement en wo, i.e. vc

1(X) = −ws
1(X). Cette relation permet d'éviter un mouvement de corps rigide de la section

dans la direction EZ [53] à travers l'intégration de la variable tangentielle θ.
De la même façon le coe�cient en sin θ dans le développement de vo est pris égal au coe�cient en cos θ dans le déve-
loppement en wo, i.e. vs

1(X) = wc
1(X) a�n d'éviter un mouvement de corps rigide dans la direction EY .

Pour les termes d'ordre supérieur, i.e. supérieur ou égal à deux, une hypothèse d'inextensibilité de la section est prise en
considération. Ceci implique donc que le périmètre de la section reste inchangé voir [15, 51, 13, 16]. En d'autres termes,
la déformation membranaire circonférentielle est nulle, i.e. ∀i ≥ 2 (εm

i )θθ = 0.

∀i ≥ 2 (εm
i )θθ = 1

a

(
∂vo

∂θ
+ wo

)
i

= 0 soit vs
i

∂

∂θ
[sin(iθ)] = −wc

i cos(iθ) et vc
i

∂

∂θ
[cos(iθ)] = −ws

i sin(iθ) (1.61)
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Finalement les déplacements de type coque s'écrivent :

uo(X, θ) =
Nf∑
i=2

(uc
i (X) cos(iθ) + us

i (X) sin(iθ))

vo(X, θ) = −ws
1(X) cos(θ) + wc

1(X) sin(θ) +
Nf∑
i=2

(
1
i
ws

i (X) cos(iθ) − 1
i
wc

i (X) sin(iθ)
)

wo(X, θ) = wc
o(X) + wc

1(X) cos(θ) + ws
1(X) sin(θ) +

Nf∑
i=2

(wc
i (X) cos(iθ) + ws

i (X) sin(iθ))

(1.62)

Le terme wc
o(X) représente l'extensibilité radiale de la section. Les termes wc

1(X) et ws
1(X) sont associés de façon à

faire disparaître les termes associés aux déplacements latéraux de corps rigide. Les termes wc
i (X) et ws

i (X) pour i ≥ 2
représentent les déplacements de la section transverse : les termes du second ordre, i.e. wc

2(X) et ws
2(X) représentent

l'ovalisation de la section alors que les termes d'ordre supérieurs représentent des modes supérieurs de distorsion de la
section. En�n, les termes uc

i (X) et us
i (X) pour i ≥ 2 représentent le gauchissement de la section.

Ainsi, le champ de déplacement est donné par :

U = (Uo + u + (a + Z) sin θ Ωy) EX + (Vo sin θ + w) ER + (Vo cos θ + v) Eθ (1.63)

où la rotation de poutre sous l'hypothèse d'Euler-Bernoulli véri�e :

Ωy = −∂Vo

∂X

et le champ de déplacement de type coque est fourni par :

w = w0

v = v0 + Zv1

u = u0 − Zu1

(1.64)

Les déplacements membranaires, u0, v0 et w0 sont exprimés dans l'Eq. (1.62) et avec les relations suivantes dues à
l'hypothèse de Love-Kirchho� :

u1 = ∂w0

∂X
et v1 = −1

a

2ws
1 cos θ − 2wc

1 sin θ +
Nf∑
i=2

i2 − 1
i

(
ws

i cos (iθ) − wc
i sin (iθ)

) (1.65)

1.2.3 . Principe des puissances virtuelles en statique appliqué au tube

Les équations d'équilibre peuvent être obtenues en appliquant le Principe des Puissances Virtuelles (PPV) qui exprime
l'équilibre entre les forces externes et internes en statique :

Pe(δ v∗) + Pi(δ v∗) = 0 où δ v∗ est un mouvement de vitesse virtuelle. (1.66)

où Pe et Pi représentent la puissance des e�orts externes et internes respectivement.
Pour tout mouvement de vitesse virtuelle rigidi�ant : Pi(δ v∗) = 0.
La puissance des forces extérieures (sans considérer les forces de volumes) est dé�nie telle que :

Pe =
∫

∂Ω
T.δ v∗ d∂Ω (1.67)

T est le vecteur des forces appliquées aux limites. Le bord du solide est décomposée en deux surfaces latérales So et
SL où dS = (a + Z)dθ dZ que des peaux interne et externe du tube A− et A+ où dA± = (a ± e/2)dθdX comme
indiqué sur la Fig. (1.5).
Finalement la puissance des e�orts intérieurs est donnée par :

Pi = −
∫

Ω
σ : ε(δ v∗)dΩ (1.68)

29



So

SL

A−

A+

Figure 1.5 – Surfaces du tube

où σ est le tenseur de Cauchy et δε le tenseur des déformations virtuel. En utilisant la géométrie cylindrique du tube
l'expression de la puissance interne devient :

Pi = −
∫ L

0

∫ 2π

0

∫ e

2
−

e

2
σ : ε(δ v∗) (a + Z) dθdZ

dX (1.69)

Pour ne pas alourdir les notations, les intégrales sur la surface sont notées :

∫
S

=
∫ 2π

0

∫ e

2
−

e

2
(1.70)

Sous l'hypothèse des coques minces, i.e. le rayon est très grand devant l'épaisseur, les intégrations volumiques sont faites
en considérant le volume adθdZdX plutôt que (a + Z)dθdZdX. Sous cette hypothèse, il n'y a pas de couplage entre
les termes de membrane et ceux de courbure.

Dans la suite de ce chapitre, le PPV sera appliqué en considérant indépendamment le mode 0 puis le mode 2. Les
équations d'équilibre ainsi que les e�orts généralisés associés en découlent naturellement.

1.2.4 . Flexion globale, extension simple et gon�ement liés au mode 0 dans le plan

Seul le mode 0 (i.e. Nf = 0) est considéré, il correspond au gon�ement uniforme de la tuyauterie. Par conséquent,
la cinématique de coque est portée seulement par wo (i.e. uo = vo = 0). Les composantes non nulles du tenseur des
déformations de l'Eq. (1.58) se réduisent aux termes suivants :

wo(X, θ) = wc
o(X) ; εxx = ∂Uo

∂X
− a sin θ

∂2Vo

∂X2 + Z(− sin θ
∂2Vo

∂X2 − ∂2wc
o

∂X2 ) ; εθθ = (1
a

− Z

a2 )wc
o (1.71)

La puissance des forces intérieures peut alors s'exprimer sous la forme :

Pi = −
∫ L

0

(∫
S

σ : ε(δ v∗) a dθdZ

)
dX = −

∫ L

0

(
N

∂δUo

∂X
+ My(−∂2δVo

∂X2 ) + nc
oδwc

o + mc
o

∂2δwc
o

∂X2

)
dX (1.72)

Les e�orts généralisés sont dé�nis tels que :

N =
∫

S

σxx adθdZ ; My =
∫

S

σxx(a + Z) sin θ adθdZ

nc
o =

∫
S

σθθ dθdZ ; mc
o = −

∫
S

σxxZ adθdZ

(1.73)

Dans le cas des coques minces, les termes en e3 sont négligeables et l'inertie de la section se réduit à : Iy = πa3e

Sans prendre en compte les e�orts extérieurs latéraux et volumiques, le principe des puissances virtuelles donnent les
équations de la statique :

∂N

∂X
= 0; ∂2My

∂X2 = 0; ∂2mc
o

∂X2 + nc
o = 0 (1.74)
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Loi de comportement

La relation de contrainte-déformation est une loi de comportement linéaire élastique isotrope en contraintes planes
(i.e. σzz = σxz = σθz = 0) :

σ = D [νtr(ε) I + (1 − ν)ε] où D = E

1 − ν2 (1.75)

où ν est le coe�cient de Poisson et E le module de Young du matériau choisi.
En considérant cette loi, les e�orts généralisés deviennent :

N = DS(∂Uo

∂X
+ ν

wc
o

a
) ; My = DIy(−∂2Vo

∂X2 ) où S = 2πae et Iy = πa3e

nc
o = D

S

a
(ν ∂Uo

∂X
+ wc

o

a
) ; mc

o = DS
e2

12

[
∂2wc

o

∂X2 + ν
wc

o

a2

] (1.76)

Dans les e�orts généralisés, on retrouve :

� la �exion classique d'une poutre,

� un e�ort normal qui contient l'e�et de Poisson (ce que ne prévoit pas la théorie classique des poutres),

� et des e�orts locaux dus à la déformation de la coque.

Le choix proposé de décomposer la cinématique en cinématique de poutre et cinématique de coque, constitue une
approche originale de la cinématique. Cette approche permet de séparer dans les modélisations futures les parties non
linéaires globales de type poutre, plus locales de type coque, voire d'introduire un couplage entre modèle poutre et coque.
Nous allons montrer que pour modéliser l'ovalisation de la section au sens de Brazier, cette dernière voie est nécessaire.

1.2.5 . Ovalisation liée au 2nd mode dans le plan

Le second mode de Fourier, correspondant à l'ovalisation, est maintenant étudié (i.e. Nf = 2). L'hypothèse d'inex-
tensibilité est prise en considération (voir Eq. (1.61)) comme c'est le cas dans [15, 13, 69].
En conséquence, la cinématique de type coque s'écrit :

uo(X, θ) = 0 ; wo(X, θ) = wc
2(X) cos(2θ) ; vo(X, θ) = −1

2wc
2(X) sin(2θ) (1.77)

Le tenseur des déformations donné dans l'Eq. (1.58) s'écrit :

εxx = ∂Uo

∂X
− a sin θ

∂2Vo

∂X2 + Z

[
− sin θ

∂2Vo

∂X2 − ∂2wc
2

∂X2 cos(2θ)
]

εθθ = Z

[
3
a2 wc

2 cos(2θ)
]

2εxθ = −1
2

∂wc
2

∂X
sin(2θ) + Z

[
3
2

∂wc
2

∂X
sin(2θ)

] (1.78)

Les termes de courbures de coques sont supposés petits devant les termes de membrane. De manière similaire à ce qui
est fait dans [69, 13], kc

xx et kc
xθ sont négligés et le tenseur des déformations devient :

εxx = ∂Uo

∂X
− a sin θ

∂2Vo

∂X2 + Z

[
− sin θ

∂2Vo

∂X2

]
εθθ = Z

[
3
a2 wc

2 cos(2θ)
]

2εxθ = −1
2

∂wc
2

∂X
sin(2θ)

(1.79)

Comme précédemment les intégrations sont faites sur le volume adθdZdX.
La puissance des e�orts intérieurs donnent les expressions suivantes :

Pi = −
∫ L

0

(
N

∂δUo

∂X
+ My(−∂2δVo

∂X2 ) + nc
2δwc

2 + tc
2

∂δwc
2

∂X

)
dX (1.80)
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où les e�orts généralisés sont dé�nis tels que :

N =
∫

S

σxx adθdZ

My =
∫

S

σxx(a + Z) sin θ adθdZ

nc
2 =

∫
S

σθθZ
3
a2 cos(2θ) adθdZ

tc
2 =

∫
S

−σxθ
1
2 sin(2θ) adθdZ

(1.81)

L'inertie de la section Iy vaut rigoureusement : Iy = π

(
a3e + a

e3

12

)
en intégrant par rapport à adθdZdX. Dans le cas

des coques minces et pour simpli�er son expression l'inertie est prise égale à : Iy = πa3e.
Remarque : En intégrant selon le volume (a + Z)dθdZdX et en gardant tous les termes, l'inertie classique d'un tube

circulaire est retrouvée : Iy = π

(
a3e + a

e3

4

)
.

D'une manière similaire, les équations d'équilibre en statique sont obtenues :

∂N

∂X
= 0 ;

∂2My

∂X2 = 0 ;
∂tc

2
∂X

− nc
2 = 0 (1.82)

Avec la loi de comportement en contraintes planes, les e�orts généralisés deviennent :

N = DS
∂Uo

∂X
; My = −DIy

∂2Vo

∂X2

nc
2 = D

3πe3

4a3 wc
2 ; tc

2 = G
S

8
∂wc

2
∂X

(1.83)

Les e�orts généralisés de coque sont découplés des degrés de liberté de poutre et réciproquement. Dans le cas d'une
�exion pure, la résolution de l'équilibre nc

2 = 0 implique un déplacement d'ovalisation wc
2 nul.

1.3 . Solutions analytiques tridimensionnelles

Dans cette partie, les solutions analytiques tridimensionnelles classiques sont comparées à la modélisation de poutre
enrichie proposée. L'objectif est d'évaluer la pertinence des hypothèses retenues dans le modèle présenté ici et de l'enrichir
si nécessaire.
Pour ce faire, un tube droit de longueur L, de rayon moyen a et d'épaisseur e est soumis à une extension simple, une
pression interne et une �exion pure.

1.3.1 . Extension simple tridimensionnelle

Le tube est soumis à un extension simple, i.e. un déplacement de ±uD

2 est imposé à chacune de ces extrémités. Le

champ de déplacement tridimensionnel (ux, ur, uθ) dé�nit dans le repère (EX , ER, Eθ) est à déterminer.

D'après Salençon [92], le champs de déplacement s'écrit :ux

ur

uθ

 = σ

E

 X
−ν(a + Z)

0

 (1.84)

Les conditions aux limites : ux(0, 0, 0) = −uD

2 et ux(0, 0, L) = uD

2 permettent d'obtenir le déplacement solution :

ux = uD

L

(
X − L

2

)
; ur = −ν

uD

L
(a + Z) ; uθ = 0 (1.85)

Le déplacement longitudinal est ainsi linéaire en X et le déplacement radial est quant à lui linéaire en Z. L'élongation
du tube crée une restriction purement radiale (i.e. ur ̸= 0 et uθ = 0) pilotée par le coe�cient de Poisson ν. Le modèle
de poutre enrichi développé ici est en mesure de capter ce phénomène car dans l'Eq. (1.76), le couplage entre l'e�ort
axial et la restriction de la section est bien présent.
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1.3.2 . Cylindre sous pression interne

Le tube est désormais soumis à une pression interne Print. Sous ce chargement le tube droit à tendance à se déformer
radialement (i.e. se gon�er). D'après Salençon [92], le déplacement radial s'exprime comme :

ur(r) =
(

1 − ν

E

) Print

(
a − e

2

)2

2ae
r +

(
1 + ν

E

) Print

(
a − e

2

)2 (
a + e

2

)2

2ae

1
r

où r ∈
[
a − e

2 , a + e

2

]
(1.86)

L'évaluation de ur en r = a mène à :

ur(a) = Print

E

(
a − e

2

)2

2e

1 − ν + (1 + ν)

(
a + e

2

)2

a2

 (1.87)

En considérant l'hypothèse des coques-minces (i.e. e << a), le déplacement radial sous l'e�et de la pression interne est
donné par :

ur(a) = Print

E

a2

e
(1.88)

La tuyauterie subit une extension radiale sous l'e�et de la pression interne et plus l'épaisseur est faible devant le rayon
plus ce déplacement est important. De nouveau ce chargement peut être représenté par le modèle de poutre enrichi
développé ici.

1.3.3 . Flexion pure tridimensionnelle

Pour ce troisième cas de chargement, le cas d'une tuyauterie en �exion pure est étudié. Le champ de déplacement
tridimensionnel (ux,ur,uθ) dé�nit dans le repère (EX , ER, Eθ) est à déterminer. D'après Salençon [92], dans le repère
cylindrique (EX , ER, Eθ), le champs solution s'exprime sous la forme suivante :

ux

ur

uθ

 =


αX(a + Z) sin θ

−α

2 sin θ(X2 + ν(a + Z)2)

−α

2 cos θ(X2 − ν(a + Z)2)

 (1.89)

Dans le cas d'une poutre d'Euler-Bernoulli et en considérant les conditions aux limites, le moment �échissant sur le

module de Young et l'inertie s'écrit : α = My

EIy
= Ω

L
. Ainsi le champ de déplacement s'écrit �nalement :



ux = Ω
L

(L − 2X)(a + Z) sin θ

ur = − Ω
2L

sin θ((L − 2X)2 + ν(a + Z)2))

uθ = − Ω
2L

cos θ((L − 2X)2 − ν(a + Z)2))

(1.90)

Des termes en Z et Z2 apparaissent dans le champ de déplacement solution. Les termes en (a+Z)2 dans les déplacements
transversaux représentent la courbure que subit la section transverse et les termes en (2X −L)2 la courbure longitudinale.
Les termes ur et uθ représentent les déplacements que subissent la section transverse et ils dépendent de Ω.La seule
déformation de la section est due au e�et de Poisson.

Conclusion partielle :

Les résultats analytiques de ces cas de chargement permettent d'identi�er la forme des solutions que le modèle de
poutre enrichie doit être en mesure de reproduire. La décomposition de la cinématique en une partie poutre et une partie
coque est une approche originale qui permet de faciliter la création des couplages à considérer.
Dans le cas de l'extension simple, l'allongement de la tuyauterie s'accompagne de la restriction de sa section transverse.
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Une pression interne imposée à un tube implique un gon�ement radial ainsi qu'une extension longitudinale.
Dans ces deux premiers cas, la modélisation introduite prend en compte les e�ets globaux de Poisson. Cet e�et se perçoit
au niveau des e�orts généralisés donnés dans l'Eq. (1.76).
De plus, les termes de déplacement portés par Z2 présents dans l'Eq. (1.90) montrent qu'il est important de considérer
une déformation au moins linéaire en Z. Ainsi une déformation purement membranaire n'est pas su�sante pour repré-
senter de la �exion pure. Un développement à l'ordre deux en Z du modèle proposé permet de retrouver totalement les
solutions analytiques de l'Eq. (1.90). Le modèle tridimensionnel de l'Eq. (1.90) ne permet pas de retrouver l'ovalisation
telle que décrite par Brazier [15] car celle-ci est essentiellement non-linéaire.

Ce couplage, qui permet un changement d'inertie de la section, n'est pas exhibé naturellement au premier ordre dans
la cinématique. L'ovalisation de la section étant un phénomène important à considérer ici, il convient de permettre à la
tuyauterie droite de s'ovaliser. A�n de représenter plus �dèlement ce phénomène, des termes de couplage cinématique,
permettant aux sections de s'ovaliser lors d'une �exion pure, sont introduits dans le chapitre suivant.
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2 - Enrichissement d'un modèle de poutre droite classique prenant en

compte les variations de sa section transverse

L'objectif de ce chapitre est de détailler la méthodologie développée pour enrichir un modèle de poutre droite clas-
sique de type Euler-Bernoulli a�n de prendre en compte l'ovalisation de sa section transverse en utilisant les conclusions
du chapitre précédent quant à la façon d'enrichir la cinématique : il est nécessaire d'introduire un couplage entre les
rotations et les déplacements de la section transversale.
La mise en ÷uvre de cette modélisation sur des cas analytiques et des simulations numériques est réalisée. Des com-
paraisons entre des résultats analytiques et numériques sont e�ectuées sur plusieurs types de chargements : l'extension
simple, le tube sous pression interne et la �exion pure. Un autre cas plus complexe, le cas de la force surfacique localisée,
est quant à lui comparé à une solution numérique de référence de type coque.

2.1 . Modèle non-linéaire d'un tube droit

Dans un premier temps, la cinématique de la tuyauterie est modélisée avec une partie de type poutre et une partie
de type coque permettant la variation de sa section. A�n d'ovaliser le tube initialement droit, un couplage entre les
déplacements locaux et la rotation globale de la section est introduit. Les degrés de liberté de coque sont ensuite
développés linéairement dans l'épaisseur en Z et en séries de Fourier selon la variable circonférentielle θ a�n de garder
des variables ne dépendant que de la position longitudinale X. La résolution des équations d'équilibre à travers le principe
des puissances virtuelles, fait apparaître des e�orts généralisés permettant de résoudre analytiquement di�érents cas de
chargements selon les conditions aux limites imposées.

2.1.1 . Cinématique non linéaire d'un tube droit

La géométrie initiale du tube est celle du chapitre précédent (voir section 1.2). Comme précédemment, pour simpli�er
la présentation, un mouvement plan du tube est considéré i.e. Wo = 0 et Ωx = Ωz = 0 (voir Figs. (1.3) & (1.4)). Le
lecteur intéressé par la modélisation tridimensionnelle complète peut se référer à l'annexe C (page 124).

Le couplage non linéaire est introduit en considérant des termes du second ordre reliant la rotation de la section Ω
avec les déplacements de coque de la section w et v. Les sections sont supposées être relativement planes après défor-
mation, ceci permet de négliger le couplage entre les termes de gauchissement u et la rotation de la section. Ainsi, la
position actuelle d'un point de la section déformée, m(X, θ, Z), s'exprime comme :

m = (X + Uo + u + Ωy ((a + Z + w) sin θ + v cos θ)) EX

+ (a + Z + Vo sin θ + w)ER + (Vo cos θ + v)Eθ

(2.1)

Le tenseur des déformations est exprimé dans l'annexe A (page 117) dans l'Eq. (A.13).
Les composantes non nulles de déformations membranaires sont données par :

εxx = ∂Uo

∂X
− a sin θ

∂2Vo

∂X2 + ∂uo

∂X
− ∂2Vo

∂X2 (wo sin θ + vo cos θ) + Zkxx

εθθ = 1
a

(
∂vo

∂θ
+ wo

)
+ Zkθθ

2εxθ = 1
a

∂uo

∂θ
+ ∂vo

∂X
+ 2Zkxθ

(2.2)

où les termes de courbure sont donnés par :

kxx = − sin θ
∂2Vo

∂X2 − ∂2wo

∂X2 + cos θ

a

∂2Vo

∂X2

(
∂wo

∂θ
− vo

)
kθθ = − 1

a2

(
∂2wo

∂θ2 + wo

)
2kxθ = −1

a

(
2 ∂2wo

∂X∂θ
+ 1

a

∂uo

∂θ
− ∂vo

∂X

) (2.3)
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Il est à noter que les relations obtenues en utilisant les hypothèses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchho� restent
inchangées par rapport au chapitre précédent. Les termes de couplage ne sont portés que par εxx. Si on choisit
h = wo sin θ + vo sin θ alors le couplage n'est présent que dans la partie membranaire du tenseur des déformations.
Le développement en séries de Fourier, en considérant les hypothèses de Love-Kirchho�, est le même qu'au chapitre
précédent (voir Eq. (1.62) et Eq. (1.65)).

2.1.2 . Principe des puissances virtuelles en dynamique appliqué au tube

La résolution numérique des équations d'équilibre est e�ectuée par le biais d'un code de dynamique (voir chapitre
n◦4), il convient alors d'exprimer ces dernières en dynamique. Les équations d'équilibre en dynamique peuvent être
obtenues en appliquant le Principe des Puissances Virtuelles (PPV) qui exprime l'équilibre entre les forces inertielles,
externes et internes :

Pa = Pe + Pi (2.4)

où Pa, Pe et Pi représentent la puissance des e�orts d'accélération, externes et internes respectivement. La puissance
accélératrice est dé�nie dans la con�guration courante (déformée) comme :

Pa =
∫

Ω
ρ

∂ v
∂t · δ v∗ dΩ (2.5)

où ρ est la densité,
∂ v
∂t le vecteur d'accélération et δ v∗ la vitesse virtuelle intégrés dans le volume courant Ω.

La dé�nition des puissances des forces extérieures et internes sont similaires au chapitre précédent (voir section 1.2.3)

Dans la suite de ce chapitre, le PPV est appliqué en considérant indépendamment le mode 0 puis le mode 2 avec
le couplage introduit a�n d'obtenir les équations d'équilibre ainsi que les e�orts généralisés associés.

2.1.3 . Flexion globale, extension simple et gon�ement liés au mode 0 dans le plan

Seul le mode 0 (i.e. Nf = 0) est considéré ici, correspondant au gon�ement de la section de la tuyauterie (i.e. à
la variation de son rayon de manière uniforme dans la section). Par conséquent, la cinématique de coque est portée
seulement par wo (i.e. uo = vo = 0), ce qui donne :

wo(X, θ) = wc
o(X) ; εxx = ∂Uo

∂X
− (a + wc

o) sin θ
∂2Vo

∂X2 + Z(− sin θ
∂2Vo

∂X2 − ∂2wc
o

∂X2 ) ; εθθ = (1
a

− Z

a2 )wc
o (2.6)

La puissance des forces internes peut alors s'exprimer sous la forme :

Pi = −
∫ L

0

(∫
S

σ : ε(δ v∗) a dθdZ

)
dX

= −
∫ L

0

(
N

∂δUo

∂X
+ My

(
−∂2δVo

∂X2

)
+ nc

oδwc
o + mc

o

∂2δwc
o

∂X2

)
dX

(2.7)

où les e�orts généralisés sont dé�nis tels que :

N =
∫

S

σxx adθdZ ; My =
∫

S

σxx(a + Z + wc
o) sin θ adθdZ

nc
o =

∫
S

[
σθθ − a sin θ

∂2Vo

∂X2 σxx

]
dθdZ ; mc

o = −
∫

S

σxxZ adθdZ

(2.8)

Sans prendre en compte les e�orts extérieurs, i.e. Pe = 0, les équations d'équilibre dynamique déterminée dans la section
A.2 de l'annexe A (page 117) s'écrivent :

ρS
∂2Uo

∂t2 − ∂N

∂X
= 0

ρS
∂2Vo

∂t2 − ρπae

(
a

∂

∂X

[
(a + wc

o) ∂3Vo

∂t2∂X

]
+ ∂

∂X

[
(a + wc

o) ∂2

∂t2

[
wc

o

∂Vo

∂X

]]
+ e2

12
∂4Vo

∂t2∂X2

)
− ∂2My

∂X2 = 0

ρS

(
∂2wc

o

∂t2 − e2

12
∂4wc

o

∂t2∂X2

)
+ ρπae

(
a

∂3Vo

∂t2∂X

∂Vo

∂X
+ ∂Vo

∂X

∂2

∂t2

[
wc

o

∂Vo

∂X

])
+ ∂2mc

o

∂X2 + nc
o = 0

(2.9)

36



Les équations statiques se déduisent simplement :

∂N

∂X
= 0 ;

∂2My

∂X2 = 0 ;
∂2mc

o

∂X2 + nc
o = 0 (2.10)

En considérant la loi de comportement donnée dans l'Eq. (1.75) et en négligeant les termes en e3 dans le moment
�échissant, les e�orts généralisés deviennent :

N = DS

[
∂Uo

∂X
+ ν

wc
o

a

]
; nc

o = D
S

a

[
ν

∂Uo

∂X
+ wc

o

a
+ a

2 (a + wc
o)
(

∂2Vo

∂X2

)2]

My = −Dπae (a + wc
o)2 ∂2Vo

∂X2 ; mc
o = DS

e2

12

(
∂2wc

o

∂X2 + ν
wc

o

a

) (2.11)

Dans l'équation du moment �échissant, l'inertie de la section dépend désormais de la variation radiale wc
o. L'e�ort normal

n'a quant à lui pas été modi�é alors que l'e�ort nc
o considère le déplacement transversal Vo. Même sans le terme de

couplage non linéaire, le mode 0 de Fourier présente un couplage naturel. Il convient alors de regarder l'e�et spéci�que
de ce couplage sur le second mode de Fourier a�n de véri�er si les termes non linéaire induisent une modi�cation de
l'inertie .

2.1.4 . Ovalisation liée au 2nd mode dans le plan

Le second mode de Fourier est désormais étudié (i.e. Nf = 2). Comme précédemment, l'hypothèse d'inextensibilité
est prise en compte (voir Eq. (1.61)). Par conséquent, la cinématique de type coque, en l'absence de gauchissement, est
dé�nie par :

uo(X, θ) = 0 ; wo(X, θ) = wc
2(X) cos(2θ) ; vo(X, θ) = −1

2wc
2(X) sin(2θ) (2.12)

Avec cette cinématique, le tenseur des déformations donné dans l'Eq. (2.2) s'écrit :

εxx = ∂Uo

∂X
− a sin θ

∂2Vo

∂X2 + ∂2Vo

∂X2 wc
2

(
3 sin θ − sin(3θ)

4

)
+ Z

[
− sin θ

∂2Vo

∂X2 − ∂2wc
2

∂X2 cos(2θ) + cos θ

a

∂2Vo

∂X2
3
2wc

2 sin(2θ)
]

εθθ = Z

[
3
a2 wc

2 cos(2θ)
]

2εxθ = −1
2

∂wc
2

∂X
sin(2θ) + Z

[
3
2

∂wc
2

∂X
sin(2θ)

]
où

1
2 sin(2θ) cos θ − cos(2θ) sin θ = 3 sin θ − sin(3θ)

4

(2.13)

Les termes de courbures de coques sont supposés petits devant les termes membranaires. De manière similaire à ce qui
est fait dans [69, 13], kc

xx et kc
xθ sont négligés et le tenseur des déformations s'écrit alors :

εxx = ∂Uo

∂X
− a sin θ

∂2Vo

∂X2 + ∂2Vo

∂X2 wc
2

(
3 sin θ − sin(3θ)

4

)
+ Z

[
− sin θ

∂2Vo

∂X2

]
εθθ = Z

[
3
a2 wc

2 cos(2θ)
]

2εxθ = −1
2

∂wc
2

∂X
sin(2θ)

(2.14)

Comme précédemment les intégrations sont faites sur le volume adθdZdX.
La puissance des e�orts intérieurs donnent les relations qui suivent :

Pi = −
∫ L

0

(
N

∂δUo

∂X
+ My

(
−∂2δVo

∂X2

)
+ nc

2δwc
2 + tc

2
∂δwc

2
∂X

)
dX (2.15)
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où les e�orts généralisés sont dé�nis tels que :

N =
∫

S

σxx adθdZ

My =
∫

S

σxx

(
(a + Z) sin θ −

(
3 sin θ − sin(3θ)

4

)
wc

2

)
adθdZ

nc
2 =

∫
S

(
σxx

(
3 sin θ − sin(3θ)

4

)
∂2Vo

∂X2 + σθθZ
3
a2 cos(2θ)

)
adθdZ

tc
2 =

∫
S

−σxθ
1
2 sin(2θ) adθdZ

(2.16)

L'inertie de la section Iy vaut rigoureusement : Iy = π

(
a3e + a

e3

12

)
en intégrant par rapport à adθdZdX. Dans le cas

des coques minces et pour simpli�er son expression l'inertie est prise égale à : Iy = πa3e.
En l'absence d'e�orts extérieurs et en négligeant les termes en Z dans le déplacement, les équations d'équilibre en
dynamique, fournie dans la section A.2 de l'annexe A (page 117), s'écrivent :

ρS
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∂t2

[
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2
∂Vo
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− ∂tc
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∂X

+ nc
2 = 0

(2.17)

D'une manière similaire, les équations d'équilibre en statique sont obtenues :

∂N

∂X
= 0 ;

∂2My

∂X2 = 0 ;
∂tc

2
∂X

− nc
2 = 0 (2.18)

Avec la loi de comportement en contraintes planes, les e�orts généralisés sont exprimés comme :

N = DS
∂Uo

∂X
; ξ = wc

2
a

My = DIy

(
1 − 3

2ξ + 5
8ξ2
)(

−∂2Vo

∂X2

)
nc

2 = D
Iy

a

(
−3

4 + 5
8ξ

)(
∂2Vo

∂X2

)2

+ D
3πe3

4a2 ξ

tc
2 = G

Iy

4a

∂ξ

∂X

(2.19)

Le terme non linéaire introduit permet de coupler la rotation, Ωy = −∂Vo

∂X
, avec le déplacement d'ovalisation wc

2. Ainsi,

dans l'écriture du moment de �exion, des termes en wc
2 apparaissent et de la même façon, dans nc

2 des termes en Vo

apparaissent.
Si ce couplage non linéaire n'est pas pris en compte (i.e. ξ = 0 et pas de termes du second ordre) alors le moment �é-
chissant est indépendant de l'ovalisation et les e�orts généralisés associés à l'ovalisation ne dépendent pas de la rotation
de la section. Ainsi, les e�orts généralisés sans les termes de couplage s'écrivent comme dans le chapitre précédent (voir
Eq. (1.83)).

Une comparaison entre di�érentes relations moment-courbure, dont celles mentionnées ci-dessous, est e�ectuée dans
[51]. L'objectif de cette comparaison est de voir l'impact des termes supplémentaires de coque sur le changement d'iner-
tie. Pour faire ces comparaisons il est nécessaire de déterminer la courbure.
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A�n de déterminer la courbure, κ, il faut déterminer ξ en fonction de κ en prenant nc
2 = 0 (voir Eq. (2.19)). Cette

dernière égalité permet d'obtenir la relation suivante :

ξ = κ2

1 + 5
6κ2

où κ = a2

e

(
−∂2Vo

∂X2

)
(2.20)

Selon la modélisation et les approximations choisies, plusieurs relations moment-courbure sont obtenues avec le modèle
de poutre enrichi présenté ici :

� Le moment �échissant de la solution de Saint-Venant est exprimé comme : My = DIy

(
−∂2Vo

∂X2

)
. Le moment

ainsi dé�ni est une fonction linéaire de la courbure (voir Eq. (2.20)).

� Si wc
2 est supposé petit, alors l'inertie du moment du premier ordre (i.e. en supprimant les termes en ξ2) est :

My = DIy

(
1 − 3

2ξ

)(
−∂2Vo

∂X2

)
.

� En�n, le moment �échissant du second ordre de l'Eq. (2.19) est : My = DIy

(
1 − 3

2ξ + 5
8ξ2
)(

−∂2Vo

∂X2

)
.

En supposant la courbure κ faible devant l'unité, la valeur de ξ dans l'Eq. (2.20) se simpli�e en : ξ = κ2. Le moment de
�exion My obtenu en supposant wc

2 << 1 s'écrit alors :

My = Dπa3e

(
1 − 3

2κ2
)( e

a2 κ
)

où κ est la courbure dé�nie dans l'Eq. (2.20) (2.21)

Le moment est cette fois ci une fonction cubique de la courbure et contrairement à la solution de Saint-Venant il atteint

un maximum local (voir Fig. (2.1)). La résolution de l'équation :
∂My

∂κ
= 0 permet de déterminer la valeur pour laquelle

le moment atteint sont unique extremum local positif. Ce maximum est atteint en ξ = 2
9 soit en wc

2 = 2
9a (voir [15]).

Si le moment continue de croître passé ce maximum, la stabilité du tube n'est pas garantie [15].

Figure 2.1 – Courbe Moment-Courbure
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Conclusion partielle :

Dans cette section, la modélisation d'un tube droit comme un modèle de poutre enrichi a été présentée. La ciné-
matique a été enrichie par une cinématique de coque permettant une ovalisation de sa section. Ensuite, la cinématique
de coque a été développée linéairement en Z et en séries de Fourier a�n de rester dans un formalisme �laire. Le mode
0 ainsi que mode 2 ont été détaillés. Les équations d'équilibre vont pouvoir être résolues analytiquement sur des cas
simples et comparées à des résultats numériques a�n de véri�er et de valider le modèle implémenté.

2.2 . Véri�cation numérique de l'élément de poutre enrichi permettant de prendre en compte les

variations de sa section

Le but de cette section est d'évaluer le modèle de poutre enrichi développé ici avec des comparaisons analytiques
mais aussi numériques. Pour véri�er le nouvel élément introduit dans le code de dynamique rapide Europlexus [21],
plusieurs cas tests, sur une tuyauterie droite seule sont considérés. Di�érents cas de chargements sont analysés comme
l'extension simple, le tube sous pression interne, la �exion pure ou l'application d'une force surfacique localisée sur la
section transverse.

2.2.1 . Propriétés géométriques et caractéristiques du matériau de di�érents type de tuyauteries

Pour ces comparaisons, le modèle de poutre présenté est évalué sur trois con�gurations de tuyauteries (voir Tab. (2.1)).
La première est dé�nie de sorte à ce qu'elle soit en adéquation avec les hypothèses de coques minces et d'Euler-Bernoulli.
Les deux suivantes ont des caractéristiques proches de ce que l'on peut rencontrer dans des installations industrielles
comme dans les centrales nucléaires de production d'électricité.

Numéro des configurations des tuyauteries 1 2 3
Longueur L (m) 10.0 5.0 1.0

Diamètre externe dext (mm) 2100 924.4 114.3
Rayon moyen a (mm) 1000 427.95 50.405
Épaisseur e (mm) 100 68.5 13.49

Ratio a/L 0.1 0.08559 0.050405
Ratio e/a 0.1 0.16 0.268

Module de Young (MPa) 200 172 195
Coefficient de Poisson 0.3 0.3 0.3

Densité (kg/m3) 7800 7800 7980

Table 2.1 – Propriétés géométriques et caractéristiques du matériau des trois configurations de tuyauteries

Pour chaque con�guration, deux calculs numériques sont e�ectués : le premier avec un seul élément et le second
avec dix éléments a�n de véri�er que la solution numérique est indépendante de la taille de maille. L'ensemble des
solutions numériques développé ici est e�ectué avec le code de calcul de dynamique rapide explicite Europlexus [21]. Le
schéma explicite est par nature conditionnellement stable. L'obtention de la condition de stabilité est détaillée dans la
section 4.3 du dernier chapitre. Pour chaque cas test et toutes les con�gurations, la contribution la plus pénalisante est
la condition sur l'ovalisation (voir Eq. (4.83)). Ainsi les di�érentes valeurs des pas de temps sont les mêmes peu importe
le chargement et sont données dans la Tab. (2.2).

Configurations numéro 1-1 élément 1-10 éléments 2-1 élément 2-10 éléments 3-1 élément 3-10 éléments
Pas de temps (s) 9.039 × 10−5 9.862 × 10−6 2.607 ×10−5 6.200 × 10−6 1.747 × 10−6 1.634 × 10−6

Table 2.2 – Pas de temps de stabilité
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2.2.2 . E�et de Poisson lors d'une extension simple uniforme

Le premier cas test consiste en une extension simple comme décrit dans la Fig. (2.2). Un déplacement symétrique
est imposé à chacune des extrémités du tube, i.e. ±uD

2 . Il est bien connu que l'allongement d'un tube est accompagné

par la restriction de sa section sous l'e�et de Poisson.

uD

2

uD

2

Figure 2.2 – Extension simple d’une poutre due à un déplacement axial symétrique imposé

En premier lieu, la solution analytique du présent modèle est déterminée en ne considérant que le mode 0 de Fourier.
Dans le cas de l'extension simple, seuls les déplacements axial et radial, Uo et wc

o, sont non nuls. En considérant wc
o

uniforme, les composantes du tenseur des déformations, exprimées dans l'Eq. (2.2), s'écrivent :
εxx = ∂Uo

∂X

εθθ = wc
o

(
1
a

− Z

a2

) (2.22)

Par conséquent, les e�orts généralisés, donnés dans l'Eq. (2.11), peuvent s'exprimer comme :
N = DS

(
∂Uo

∂X
+ ν

a
wc

o

)
nc

o = D
S

a

(
ν

∂Uo

∂X
+ 1

a
wc

o

) (2.23)

Ensuite, les équations d'équilibre, exprimées dans l'Eq. (2.10), conduisent aux relations suivantes :
∂N

∂X
= 0

nc
o = 0

(2.24)

Finalement, en utilisant les deux conditions aux limites : Uo(0) = −uD

2 et Uo(L) = uD

2 , les déplacements axial et radial

sont donnés par :

Uo(X) = uD

(
X

L
− 1

2

)
et wc

o = −aν
uD

L
(2.25)

Il apparaît que la solution théorique du présent modèle, donnée dans l'Eq. (2.25), est exactement la même que celle
obtenue en modélisation tridimensionnelle (voir Eq. 1.88). Si on ne fait pas l'hypothèse d'un déplacement radial uniforme

et que l'on cherche une solution dépendant de la variable θ alors on montre que
∂w

∂θ
= 0 et donc que la solution uniforme

est unique.

Dans chaque con�guration de tuyauterie, uD, est �xé égal à 1% de la longueur de la tuyauterie a�n de rester dans
l'hypothèse des petites déformations. En conséquence, le ratio wc

o/a a la même valeur constante pour les trois con�gu-
rations, i.e. wc

o/a = −3.0 × 10−3.
Dans la suite, les solutions numériques, des trois con�gurations de tuyauterie, sont comparées à la constante wc

o/a.

Lors de calculs "pseudo" statiques, l'utilisation d'un code de calcul de dynamique explicite impose le choix d'un temps
de montée particulier, τ , a�n d'éviter les erreurs numériques et les grandes oscillations. Le temps de montée du déplace-
ment imposé, doit être grand comparé au maximum des pas de temps caractéristiques du modèle enrichi, il convient de
considérer le minimum à la place du maximum dans l'Eq. (4.84). Le temps de montée est �xé 100 fois plus important
que le plus grand des pas de temps caractéristiques, i.e. τ = 100 max (∆ti) voir Eq. (4.83).
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Figure 2.3 – Historique de déplacement axial imposé normalisé d’un côté durant une extension simple

Ainsi, le déplacement axial imposé, uD, est décrit dans la Fig. (2.3).

Les déplacements radiaux sont donnés pour chaque con�guration dans la Fig. (2.4). Les résultats numériques pour
un élément et pour dix éléments sont déterminés à l'extrémité droite du tube.

Comme attendu, les résultats numériques, pour un unique élément et pour dix éléments, sont en très bonne adéquation
avec les solutions analytiques associées.

L'extension du tuyau crée une réduction de son rayon due à l'e�et de Poisson. L'élément �laire développé dans ce
document permet donc de déterminer la réduction de son rayon. Le mode 0 correspond au mode de gon�ement, c'est
pourquoi il est intéressant d'étudier également le cas de la pression interne a�n de véri�er le modèle proposé.
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Figure 2.4 – Résultat numérique du déplacement radial durant une extension simple pour les configurations 1,2 et 3 (de haut
en bas)
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2.2.3 . Gon�ement uniforme du à une pression interne imposée

Le second cas test est l'étude d'un tube sous pression interne comme décrit dans la Fig. (2.5). Une pression uniforme,
Print, est appliquée à l'intérieur de la tuyauterie et crée un gon�ement uniforme de la section transverse. De nouveau,
seul le mode 0 de Fourier est étudié.

Print

Figure 2.5 – Pression interne imposée uniformément

Une solution analytique est développée avec le modèle de poutre enrichi présenté ici. Dans le cas d'une pression interne,
comme pour l'extension simple, seuls le déplacement axial Uo et le déplacement radial wc

o sont non nuls. En considérant
que wc

o est uniforme et un encastrement de l'axe à chaque extrémité qui conduit à Uo = 0 partout, la seule composante
non nulle du tenseur des déformations est le terme circonférentiel exprimé dans l'Eq. (2.2) qui s'écrit :

εθθ = wc
o

(
1
a

− Z

a2

)
(2.26)

De plus, les e�orts généralisés exprimés dans l'Eq. (2.11) peuvent s'exprimer sous la forme de :

nc
o = D

S

a2 wc
o (2.27)

La pression interne appliquée impose une puissance externe non nulle telle que :

Pe =
∫

A

Printδwc
odA =

∫ L

0

∫ 2π

0
Printδwc

o

(
a − e

2

)
dθdX =

∫ L

0
2πPrint

(
a − e

2

)
δwc

odX (2.28)

L'équilibre devient alors :
nc

o = 2πPrint

(
a − e

2

)
(2.29)

En utilisant les Eq. (2.27) et Eq. (2.29), le déplacement radial due à une pression imposée est donné par :

wc
o = Print

D

a
(

a − e

2

)
e

(2.30)

La solution est légèrement di�érente de celle proposée dans le chapitre précédent (voir Eq. (1.88)). La di�érence vient
d'une part du module d'élasticité D plutôt que le module de Young E mais aussi par la surface d'application de la
pression caractérisé par la surface intérieure ici et par la surface moyenne dans le chapitre précédent. Pour avoir la même
solution il su�t de considérer comme condition aux limites un e�ort axial N libre aux extrémités plutôt que d'imposer
les déplacements de poutre et d'appliquer la pression sur la même surface.

Pour chaque con�guration de tuyauterie, une pression uniforme de 100 bars est imposée. Les solutions théoriques de
l'Eq. (2.30) sont données dans la Tab. (2.3) :
Comme précédemment, a�n d'éviter les grandes oscillations, la pression appliquée est imposée lentement et est décrite
dans la Fig. (2.6).

Les déplacements radiaux sont donnés pour chaque con�guration dans la Fig. (2.7). Pour ne pas surcharger cette
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Configurations numéro 1 2 3
Déplacement radial wc

o (m) 4.3225 × 10−4 1.3013102 × 10−4 7.612936051 × 10−6

Table 2.3 – Déplacement radial théorique lors d’une pression interne de 100 bars
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Figure 2.6 – Historique de pression interne imposée normalisée

partie, seuls les résultats numériques à l'extrémité droite du tube sont présentés. Tous les calculs ont été réalisés avec un
nombre de Courant C = 0.5 (voir Eq. (4.77)) et avec un pas de temps de stabilité fourni dans la Tab. (2.2). Les deux
n÷uds aux extrémités sont bloqués dans la direction axiale pour respecter la condition Uo = 0.

De façon similaire aux résultats de l'extension simple, les résultats numériques sont en très bonne adéquation avec
la solution analytique.

Jusqu'ici seuls des cas statiques, plus simples à résoudre, ont été présentés. La modélisation développée ici permet
de réaliser des simulations dynamiques. Ainsi le cas de la pression interne est également regardé sous l'aspect dynamique.
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Figure 2.7 – Résultat numérique du déplacement radial sous pression interne imposée pour les configurations 1,2 et 3 (de haut
en bas)
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2.2.4 . Fréquence d'oscillation sous pression interne imposée

Dans cette sous-section, le cas de la pression interne est étudié sous l'aspect dynamique. La fréquence d'oscillation
est comparée entre une solution analytique et les résultats issus de la simulation numérique. Les hypothèses, pour ce
cas dynamique, sont les mêmes que celles de la sous-section précédente : wc

2 uniforme, Uo = 0 et une pression interne
imposée Print. Sous ces hypothèses, les équations du mouvement dé�nies dans l'Eq. (2.9) se simpli�ent en une unique
équation :

ρS
∂2wc

o

∂t2 + nc
o = 2πPrint(a − e

2) (2.31)

En utilisant la relation de l'Eq. (2.27), l'équation di�érentielle s'écrit comme suit :

∂2wc
o

∂t2 + 1
a2

D

ρ
wc

o = 2πPrint

ρS
(a − e

2) avec les conditions aux limites en temps wc
o(t = 0) = 0 et

∂wc
o

∂t (t = 0) = 0
(2.32)

Finalement le déplacement radial en fonction du temps s'exprime comme :

wc
o(t) = wc,part

o (1 − cos(ωt)) (2.33)

La solution particulière est dé�nie comme : wc,part
o = Print

D

a(a − e

2)

e
et elle correspond à la solution déterminée précé-

demment en statique (voir Eq. (2.30)).

La fréquence et la période d'oscillation sont dé�nies de la façon suivante : ωpul = 2πf = 2π

T
. La fréquence déter-

minée ici vaut alors : f = 1
2πa

√
D

ρ
également explicitée dans [14].

Dans la suite, les périodes analytiques des di�érentes con�gurations de tuyauterie sont comparées aux périodes de
gon�ement décrites dans l'Eq. (2.34). Les résultats analytiques sont fournis dans la Tab. (2.4). Les solutions statiques
sont fournies dans la Tab. (2.3).

Tth = 2πa

√
ρ

D
(2.34)

Contrairement aux simulations précédentes, la pression est imposée au premier pas de temps. Les simulations faites
avec dix éléments et un élément sont identiques. Les déplacements radiaux en dynamique sont montrés pour chaque
con�guration sur la Fig. (2.8) à l'extrémité droite du tube. Les pas de temps de stabilité sont donnés dans la Tab. (2.2).

La période des oscillations obtenue avec la simulation numérique est déterminée en prenant 10 périodes. Les valeurs
obtenues sont données dans la Tab. (2.4).

Configurations numéro 1 2 3
Période théorique Tth (s) 1.183676 × 10−3 5.462314 × 10−4 6.111647 × 10−5

Période numérique Tn (s) 1.183688 × 10−3 5.462310 × 10−4 6.111625 × 10−5

Erreur relative −1.013790 × 10−5 7.322903×10−7 3.599684 × 10−6

Table 2.4 – Période d’oscillation

Les résultats numériques sont en très bonne corrélation avec les résultats analytiques. La période d'oscillation obtenue
correspond à celle donnée par la résolution analytique. Pour les trois con�gurations de tuyauterie, le déplacement radial
oscille autour d'une position moyenne correspondant à la position d'équilibre statique.

Pour le moment, seul le mode 0 de Fourier, correspondant au gon�ement radial uniforme, a été étudié dans les si-
mulations numériques proposées. Dans le prochain exemple, le second mode de Fourier associé à l'ovalisation de la
section est analysé.
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Figure 2.8 – Résultat numérique du déplacement radial dynamique d’un tube sous pression interne pour les configurations 1,2
et 3 (de haut en bas)
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2.2.5 . Ovalisation dans le plan en �exion pure

Le quatrième cas test consiste à considérer l'ovalisation de la section durant une �exion pure comme décrit sur la
Fig. (2.9). Pour ce faire, une rotation symétrique est imposée aux deux extrémités de la tuyauterie, i.e. ±Ω de chaque
côté.

EZ

EX

Ω -Ω

Figure 2.9 – Flexion pure, rotation imposée de chaque côté

Seul le second mode de Fourier sans gauchissement est ici considéré. Pour rappel, le déplacement associé de la coque
s'écrit : 

uo(X, θ) = 0
wo(X, θ) = wc

2 cos(2θ)

vo(X, θ) = −1
2wc

2 sin(2θ)
(2.35)

Dans le cas de la présente modélisation (voir Eq. (2.19)) et en considérant wc
2 uniforme et

wc
2

a
≪ 1, les e�orts généralisés

non nuls s'écrivent :

My = D[πa3e(1 − 3
2

wc
2

a
)(−∂2Vo

∂X2 )]

nc
2 = D[πa3e

a
(−3

4)(−∂2Vo

∂X2 )2 + 3πe3

4a3 wc
2]

(2.36)

Il est à noter que les termes d'ordre 3 dans nc
2 n'ont pas été gardés pour simpli�er la résolution.

Les équations d'équilibre en statique fournies dans l'Eq. (2.18) deviennent :
∂2My

∂X2 = 0
nc

2 = 0
(2.37)

où les conditions aux limites sont prises comme :

Vo(0) = 0
Vo(L) = 0

−Ωy(0) = ∂Vo

∂X
(0) = −Ω

−Ωy(L) = ∂Vo

∂X
(L) = Ω

(2.38)

La relation d'équilibre
∂2My

∂X2 = 0 ainsi que les conditions aux limites permettent d'obtenir le déplacement vertical :

Vo(X) = Ω(X2

L
− X) (2.39)

De la seconde équation d'équilibre nc
2 = 0, le déplacement d'ovalisation, wc

2 s'écrit :

wc
2 = a

a4

e2 (−∂2Vo

∂X2 )2 où
∂2Vo

∂X2 = 2Ω
L

(2.40)
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Configuration numéro 1 2 3
Déplacement d’ovalisation wc

2 (m) 4.0 × 10−2 4.8944511 × 10−3 7.151616 × 10−5

Table 2.5 – Résultats analytiques du déplacement wc
2 en flexion pure
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Figure 2.10 – Historique de la rotation imposée lors d’une flexion pure

Pour chaque con�guration de tuyauterie, une rotation uniforme ±Ω de ±0.1 rad est imposée. Les solutions analytiques
sont données dans la Tab. (2.5) :
Comme précédemment les rotations sont imposées de manière progressive (voir Fig. (2.10)).

Les déplacements d'ovalisation de chaque con�guration sont fournis dans la Fig. (2.11). Pour ne pas alourdir la présen-
tation, seuls, les résultats numériques au n÷ud de l'extrémité droite pour un élément et dix éléments sont exposés. Tous
les calculs numériques sont e�ectués avec un nombre de Courant C = 0.5 (voir Eq.( 4.77)) et avec un pas de temps
de stabilité fourni dans la Tab. (2.2). Les deux extrémités sont bloquées dans la direction transversale pour respecter la
condition Vo = 0. Pour ces cas tests le temps de montée, τ , vaut pour un seul élément τ = 300 max(∆ti) et pour dix
éléments τ = 3000 max(∆ti). En gardant un temps de montée seulement 100 fois plus grand que le maximum des pas
de temps caractéristiques, la solution numérique oscille fortement.

Contrairement aux cas tests précédents, la solution analytique du mode de Fourier considéré (ici wc
2) est quadratique (voir

Eq. (2.40). En e�et la solution dépend du carré de la rotation Ω imposée pour wc
2 petit. Ainsi, les résultats numériques

n'ont plus une allure linéaire mais bien polynomiale du second ordre. Les résultats numériques pour un ou dix éléments
sont en très bonne adéquation avec les solutions théoriques associées.
Même en augmentant le temps de montée, les solutions numériques oscillent beaucoup plus que dans les cas précédent.
Lors de la �exion et de l'ovalisation (voir Eq. (4.83) du chapitre n◦4) la condition de stabilité est inversement propor-
tionnelle au carré du rapport a/L. Les oscillations sont donc de plus en plus importantes à mesure que le rapport a/L

diminue. C'est pour cela que les oscillations augmentent entre les con�gurations 1,2 et 3.

L'ovalisation de la section est dans le cas présent uniforme. Jusqu'alors, seules des solutions uniformes sur les dé-
placements de la section en ne considérant qu'un seul mode de Fourier ont été réalisées. Ce choix de modélisation a
permis de simpli�er la résolution théorique et de véri�er le modèle numérique. Le modèle doit être testé sur des exemples
plus complexes a�n d'évaluer la pertinence des hypothèses du modèle proposé. C'est l'objet de la section suivante où le
tube est soumis à un e�ort localisé. Devant la complexité de la solution, les résultats de simulations du modèles sont
comparés à des résultats de simulation d'un code élément �ni tridimensionnel.

50



0 0.5 1 1.5 2
t / τ

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

w
2c
 (

m
)

Numerical solution for 10 elements
Numerical solution for 1 element
Theoretical solution

0 0.5 1 1.5 2
t / τ

0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

w
2c
 (

m
)

Numerical solution for 10 elements
Numerical solution for 1 element
Theoretical solution

0 0.5 1 1.5 2
t / τ

0

2e-05

4e-05

6e-05

8e-05

w
2c
 (

m
)

Numerical solution for 10 elements
Numerical solution for 1 element
Theoretical solution

Figure 2.11 – Résultat numérique du déplacement d’ovalisation lors d’une flexion pure pour les configurations 1,2 et 3 (de haut
en bas)
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2.2.6 . Grande déformation de la section obtenue en appliquant une force surfacique localisée

Le dernier cas test présenté permet d'évaluer le modèle proposé ici et faisant intervenir plusieurs modes de Fourier
tels qu'ils ont été introduits dans l'Eq. (1.62). Ici, la tuyauterie est encastrée à ses deux extrémités et est soumise à une
force surfacique localisée notée P(X, θ, Z) d'amplitude Fz orientée selon −EZ comme décrit sur la Fig. (2.12).

L

0.4L 0.2L 0.4L

Fz

EZ

EX

EZ

EY

θp −θp

EX
b

Fz

Figure 2.12 – Tuyauterie encastrée à ses deux extrémités soumise à un chargement surfacique localisée en son centre : vue
plane (gauche), vue transversale (droite)

Analyse préliminaire permettant de �xer le nombre de modes de Fourier à considérer

Jusqu'à présent, le nombre de modes Nf n'a pas encore été �xé. Le mode 0 ainsi que le mode 2 de Fourier ont été
étudiés précédemment mais de façon indépendante et sur des cas où la section se déforme peu et de façon uniforme. Dans
cette sous-section l'objectif est ainsi de déterminer le nombre minimal de modes de Fourier à considérer pour obtenir une
solution acceptable. Dans la littérature, les auteurs semblent converger vers un nombre maximal et su�sant de modes
de Fourier : Nf = 6 [106, 75, 44, 82]. A�n de véri�er si ce nombre de modes est su�sant, une comparaison préliminaire
entre une modélisation classique de coque, développée en plusieurs modes de Fourier, et une solution numérique de type
coque ainsi qu'une convergence en modes sont proposées. Dans la modélisation classique de coque, seule la contribution
membranaire est étudiée et le gauchissement n'est pas pris en compte. Les termes wo et vo sont développés en séries
de Fourier mais ils sont totalement indépendants. En e�et, l'hypothèse d'inextensibilité n'est pas considérée et il n'y a
pas de mouvements de corps rigides à supprimer car il n'y a pas de mouvement de poutre. L'objectif est de reconstruire
la forme de la section avec la famille (cos(iθ), sin(iθ)), l'analyse n'est donc pas mécanique mais purement géométrique.
Cette comparaison préliminaire permet de véri�er que Nf = 6 représente bien géométriquement la forme de la section
déformée. A�n d'obtenir les coe�cients de Fourier de la section déformée, la méthode des moindres carrées est utilisée.
Cette méthode permet, pour un nombre de modes de Fourier choisi, de déterminer les coe�cients correspondants a�n
de représenter au mieux la déformée de la section en minimisant la distance entre la section construite et celle à approcher.

La solution numérique de référence est donnée par le code de calcul code_aster 1 pour des éléments de coques appelés
Coque_3D [26]. Les éléments Coque_3D sont linéaires et bi-quadratiques : des quadrangles à 9 n÷uds. Le maillage
numérique de référence est �n et il contient 171345 degrés de liberté, 32068 n÷uds et 9082 éléments.

A�n d'obtenir une déformation importante de la section, l'angle θp est choisi petit (voir Fig. (2.12)). Ainsi, on choisit

de prendre, de façon arbitraire, un angle θp = π

100 .
La force surfacique localisée orientée en −EZ s'écrit alors :

P(X, θ, Z) =
{

Fz : 0.4L ≤ X ≤ 0.6L ;
π

2 − π

100 ≤ θ ≤ π

2 + π

100 ; Z = 0
0 sinon

(2.41)

1. https ://www.code-aster.org
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La puissance des e�orts extérieurs devient dans le cas présent :

Pext = Fz

∫ L

0

∫ π

2 +
π

100
π

2 −
π

100
(δVo + sin θδw + cos θδv) adXdθ (2.42)

Pour simpli�er la présentation, seule la con�guration numéro 1 (voir Tab. (2.1)) est étudiée pour ce cas test. La force
surfacique, avec Fz = 1010N, est appliquée sur la surface moyenne, qui dans le cas de la solution de référence de
code_aster correspond naturellement au maillage puisque seule la surface moyenne a été dé�nie dans la géométrie.

La section fortement déformée obtenue avec code_aster est alors prise en considération a�n d'évaluer le nombre de
modes nécessaires à une bonne approximation.

Figure 2.13 – Comparaison du déplacement de la section selon le nombre de modes de Fourier considérés

Comme indiqué sur la Fig. (2.13) à partir de Nf = 3, la solution par minimisation semble bien représenter les déplace-
ments de la section. Pour valider cette impression, la Fig. (2.14) permet de représenter plus �dèlement la convergence
en considérant une erreur relative avec la norme de Frobenius (dénommée également norme euclidienne ou norme 2 pour

les vecteurs et s'exprime pour un vecteur quelconque x telle que ∥ x ∥2 =
√

n∑
i=1

x2
i ). Le choix de considérer Nf = 6

semble donc être un juste milieu entre une bonne précision et un faible coût en terme de modes de Fourier à retenir.
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Figure 2.14 – Erreur relative pour la convergence en mode

Comparaison avec un calcul coque et convergence en mode

La partie précédente a permis de �xer le nombre de modes de Fourier à retenir. Fort de cette information, le modèle
théorique de poutre enrichi peut être désormais déterminé entièrement en prenant Nf = 6. Le fait de retenir autant de
modes de Fourier rend très di�cile la résolution analytique de ce problème. Une comparaison entre le modèle de poutre
enrichi développé et une solution numérique tridimensionnelle de type coque est maintenant e�ectuée a�n de valider ce
cas de chargement complexe.

La solution numérique du modèle proposé ici contient au maximum (i.e. pour Nf = 6) 264 degrés de liberté, 11
n÷uds et 10 éléments. Il y a 42 degrés de liberté par n÷ud, mais pour un problème symétrique seuls 24 degrés de liberté
su�sent d'où 24 × 11 = 264 degrés de liberté pour 11 n÷uds.

La force surfacique localisée est imposée lentement avec le même temps de montée que pour la pression interne imposée
et l'extension simple (voir Fig. (2.15)).

Comme mentionné précédemment, l'obtention d'une solution analytique est di�cile, car il y a plusieurs modes de Fourier
couplés. A�n d'obtenir les e�orts généralisés, qui ne seront pas détaillés ici, le calcul formel, par le biais de Sympy 2 et
de wxMaxima 3, a été largement utilisé (voir annexe F (page 139)).

Dans tout ce qui suit, la section avant déformation, parfaitement circulaire, est de couleur verte et la section de référence
déformée obtenue avec code_aster est de couleur noire.
Dans un premier temps, une comparaison entre di�érents choix de valeur Nf est entreprise (voir Fig. (2.16)) pour
valider le choix retenu précédemment. L'élément �ni PTSD (i.e. l'élément développé ici) est considéré avec di�érentes
modélisations non linéaires prenant un nombre di�érent de modes de Fourier. La section étudiée est la section centrale
(i.e. en X = 0.5L). De par la symétrie de la géométrie et du chargement, cette section ne subit pas de déformation hors
plan, notamment pas de gauchissement, et reste donc plane.

2. https ://www.sympy.org
3. https ://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/
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Figure 2.15 – Historique de la force surfacique localisée imposée

En considérant Nf = 2, la solution numérique est une ellipse avec une légère dissymétrie due à l'hypothèse d'inextensi-
bilité comme discuté dans [51]. Cette solution ne représente donc pas �dèlement la forme de la section de référence.
En prenant Nf = 4 ou Nf = 6 la déformée de la section est proche de la section de référence. La solution numérique
obtenue avec Nf = 6 est plus proche de la solution de référence que celle obtenue avec Nf = 4. Ce qui montre bien
que plus il y a de modes de Fourier considérés plus la solution numérique se rapproche de la solution de référence.
Ainsi dans la suite, tous les résultats numériques présentés seront e�ectués avec Nf = 6, sauf mention contraire explicite.

Figure 2.16 – Comparaison de la solution selon le nombre de modes de Fourier en X = 0.5L

Impact des termes de gauchissement

Le but de cette nouvelle comparaison est de regarder l'impact des termes de gauchissement sur la solution numérique
obtenue (voir Fig. (2.17)). La section centrale (i.e. en X = 0.5L) est à nouveau étudiée et comme mentionné précé-
demment la section ne subit pas de gauchissement. Cette étude permet donc de discuter de l'importance des termes de
gauchissement, d'un point de vue des déformations dans le plan de la section.
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En l'absence de gauchissement, représenté par la courbe violette, la déformation de la section est largement sous estimée
et ne représente pas la section déformée obtenue avec code_aster.
En prenant seulement le second mode de Fourier pour les termes liés au gauchissement, représenté par la courbe bleue,
la solution numérique obtenue est proche de la solution de référence. Ceci permet de conclure que le mode 2 de gau-
chissement est prépondérant.
La courbe rouge, qui prend en compte 6 modes de Fourier pour les termes de gauchissement, représente le mieux la
déformée de la section de référence.
Cette analyse permet de mettre en lumière que les termes de gauchissement doivent être considérés. Dans la suite,
Nf = 6 est considéré pour le gauchissement ainsi que pour les déplacements dans la section comme évoqué dans la
partie précédente.

Figure 2.17 – Comparaison de la solution avec ou sans prise en compte du gauchissement en X = 0.5L

Comparaison entre le modèle linéaire et le modèle non-linéaire

Désormais les comparaisons vont se focaliser sur les di�érences observées entre le modèle linéaire et non linéaire. Le
modèle linéaire ne prend pas en compte les termes de couplage du second ordre. A�n d'évaluer la déformée le long de
la tuyauterie, plusieurs sections transversales, avec une position axiale X di�érente, sont étudiées.

La section centrale est tout d'abord analysée (i.e. en X = 0.5L). Le modèle linéaire sous-estime faiblement la translation
verticale ainsi que l'ovalisation de la section transverse comme décrit en Fig. (2.18), la déformée reste tout de même
acceptable. Le modèle non linéaire, quant à lui, représente bien la déformée de la section.
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Figure 2.18 – Comparaison de la solution entre le modèle linéaire et non linéaire en X = 0.5L

Plus les sections s'éloignent du centre moins elles sont déformées. La section transversale en X = 0.6L reste tout de
même très déformée (voir Fig. (2.19)). Contrairement à la section centrale, les sections présentent désormais une rotation
globale ainsi qu'un gauchissement important comme présenté dans la Fig. (2.20). De nouveau, le modèle numérique
linéaire sous-estime légèrement le déplacement vertical ainsi que l'ovalisation comme décrit sur la Fig. (2.19). Cependant
le modèle non linéaire surestime l'ovalisation de la section.

Le gauchissement de la section décrit dans la Fig. (2.20) est bien représenté par les deux modèles. Les deux mo-
dèles arrivent à représenter la grande déformation causée par le chargement localisé. Le modèle non linéaire décrit une
rotation globale plus importante que le modèle de référence de code_aster alors que le modèle linéaire est en très bonne
adéquation au niveau de la rotation.
Le modèle non linéaire s'ovalise plus et a une rotation plus importante. Ceci s'explique simplement par le fait que les
termes non linéaire introduits, crée un couplage entre la rotation de la section globale et les déplacements locaux dans
la section. Dès lors que la section tourne, la section s'ovalise et vice-versa. Ces termes supplémentaires ajoutent donc
au modèle linéaire une ovalisation et une variation d'inertie qui in�ue sur la rotation globale et l'équilibre du moment de
�exion.
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Figure 2.19 – Comparaison de la solution entre le modèle linéaire et non linéaire en X = 0.6L

Figure 2.20 – Comparaison du gauchissement entre le modèle linéaire et non linéaire en X = 0.6L
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Les sections transversales qui s'éloignent du milieu de la tuyauterie sont de moins en moins déformées (voir Figs. (2.21,
2.23, 2.25). Le gauchissement de la section est également de moins en moins important ainsi que la rotation de la section
globale (voir Figs. (2.22, 2.24, 2.26). De la même façon, l'écart entre les modèles linéaire et non linéaire diminue mais
également la di�érence avec la solution de référence. Pour des sections peu déformées, les deux modèles donnent des
résultats très satisfaisants.

Figure 2.21 – Comparaison de la solution entre le modèle linéaire et non linéaire en X = 0.7L

Figure 2.22 – Comparaison du gauchissement entre le modèle linéaire et non linéaire en X = 0.7L
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Figure 2.23 – Comparaison de la solution entre le modèle linéaire et non linéaire en X = 0.8L

Figure 2.24 – Comparaison du gauchissement entre le modèle linéaire et non linéaire en X = 0.8L
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Figure 2.25 – Comparaison de la solution entre le modèle linéaire et non linéaire en X = 0.9L

Figure 2.26 – Comparaison du gauchissement entre le modèle linéaire et non linéaire en X = 0.9L

L'élément développé a été éprouvé par une force surfacique localisée permettant des variations importantes de la
section. Les analyses menées permettent de valider le modèle linéaire et non linéaire qui donnent des résultats satisfaisants
comparés à une solution de référence tridimensionnelle de type coque.
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2.2.7 . Discussion autour de l'e�cacité de l'élément proposé

Le choix de considérer un élément de type �laire permet de simpli�er la modélisation de sa géométrie et son maillage.
L'un des autres objectifs, à utiliser un modèle de poutre, est, en réduisant le nombre de degrés de liberté, de diminuer
le temps de calcul.
Il est assez di�cile de comparer directement le temps de calcul, entre deux modélisations de nature di�érente (ici poutre
enrichie et coque), dans un algorithme explicite. En e�et pour faire une comparaison rigoureuse, il faudrait comparer le
nombre de degrés de liberté de chaque modèle, le coût numérique de chaque degré de liberté, le pas de temps de stabilité
associé à chaque élément et déterminer le nombre d'éléments minimums nécessaires à chaque modélisation pour obtenir
une solution numérique, qui au delà de ce nombre d'éléments ne dépend plus de la �nesse du maillage.
Dans cette sous-section, une comparaison entre l'e�cacité du modèle développé ici et celui d'un modèle de coque est
entreprise. L'analyse se focalise autour du nombre de degrés de liberté et du pas de temps de stabilité associés pour les
di�érents cas de chargement analysés précédemment. La démarche qui suit permet de se donner un ordre de grandeur
de l'e�cacité de l'élément pour connaître a priori le gain en coût de calcul.

L'élément Coque_3D utilisé précédemment est coûteux d'un point de vue du nombre de degrés de liberté, puisque
cet élément à 9 n÷uds et 51 degrés de liberté : 8 n÷uds avec 6 degrés de liberté (3 translations et 3 rotations) et un
n÷ud avec 3 degrés de liberté (3 translations) (8no × 6ddls + 1no × 3ddls = 51ddls). Un autre élément, DKT (Discrete
Kirchho� Triangle)[27], a été également utilisé et donne de très bon résultats comme décrit sur la Fig. (2.27). Dans le cas
présent, DKT, peut utiliser des quadrangles à 4 n÷uds avec 6 degrés de liberté (3 translations et 3 rotations) par n÷uds
soit 24 degrés de liberté au total (4no × 6ddls = 24ddls). Dans la Fig. (2.27), il y a également une comparaison faite
avec un maillage grossier avec l'élément Coque_3D et DKT, représentée par la courbe jaune et bleue respectivement.
Le maillage est dit grossier car la solution obtenue n'est pas "lisse" du fait qu'il y a peu d'éléments et de n÷uds. Les
deux solutions numériques (Coque_3D et DKT) obtenues avec ce maillage grossier sont très proches l'une de l'autre et
elles donnent des résultats plutôt satisfaisants.

Figure 2.27 – Comparaison avec un maillage grossier et un autre élément dans le cas de la force surfacique localisée en X =
0.5L

A�n de faire une comparaison pertinente, il est judicieux de choisir la modélisation la moins riche (i.e. celle avec le
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moins de degrés de liberté). Ainsi, le cas le plus pénalisant est la modélisation comprenant le maillage grossier et l'élé-
ment DKT. C'est autour de cette modélisation que les comparaisons sont faites en se comparant à la modélisation de
poutre enrichie développée ici.

Pour la suite de cette analyse, une portion de tube de longueur L = 1m, de rayon moyen a = 1m et d'épaisseur
e = 0.1m est considérée. Cette portion correspond exactement à un élément de l'élément de poutre enrichi développé
ici. Les propriétés du matériau sont celles de la con�guration no 1 (voir Tab. (2.1)). Chaque élément de poutre ou de
coque a une longueur de 1m.
Le maillage grossier contient 4 éléments par quart de cercle, soit 16 éléments et 16 arêtes de 2 n÷uds par portion. Ainsi
une portion contient 192 degrés de liberté 16 × 2 × 6 = 192.

Dans le cas du modèle développé ici, la condition de stabilité est pilotée par la condition de stabilité sur l'ovalisa-
tion (voir Eq. (4.83)). Pour une coque, la modélisation devrait également être pilotée par di�érentes contributions
comme la traction, la torsion, la �exion, le gon�ement ou l'ovalisation par exemple. Cependant, pour les modèles de
coque développés dans un code de dynamique explicite, il est commode de simpli�er le calcul de la matrice de masse
a�n de faciliter son inversion, en commençant par la diagonaliser. Ensuite, les termes associés aux degrés de liberté de
rotation sont modi�és de façon à ce que la condition de stabilité du schéma soit pilotée uniquement par la condition de
stabilité sur la traction [48, 49].
Le pas de temps pour le modèle de poutre enrichi étudié ici est de 9.039 × 10−5s (voir Tab. (2.2)). Pour celui de la
coque on considère alors que le pas de temps doit être plus petit que :

C × L√
D

ρ

= 9.419 × 10−5 s (2.43)

Les di�érents cas de chargement précédemment étudiés avec le modèle de poutre enrichi sont comparés au modèle de
coque grossier.
Le nombre de courant, C, est supposé le même entre la poutre enrichie et la coque.

Dans le cas de l'extension simple et de la pression interne imposée, le modèle présenté ne comporte qu'un seul degré de

liberté supplémentaire, wc
o, si le gon�ement est uniforme et deux sinon (i.e. wc

o et
∂wc

o

∂X
). De ce fait, si le gon�ement est

uniforme, l'élément a deux n÷uds avec 7 degrés de liberté par n÷uds soit 14 degrés de liberté par élément.
Il convient alors de comparer le ratio du nombre de degrés de liberté ainsi que le ratio du pas de temps entre les deux
modélisations, exprimés dans l'Eq. (2.44) :

− Le ratio des degrés de liberté :
14
192 = 7.29 × 10−2

− Le ratio des pas de temps :
9.039 × 10−5

9.419 × 10−5 = 0.96
(2.44)

Le calcul e�ectué avec le modèle de poutre enrichi est donc a priori 13 fois plus e�cace que celui de coque (
0.96

0.0729 =
13.16).

De la même façon dans le cas de la �exion pure dans le plan, seul un degré de liberté est ajouté, le second mode

wc
2, si l'ovalisation est uniforme et deux sinon (i.e. wc

2 et
∂wc

2
∂X

). Soit 14 (ou 16) degrés de liberté par élément. Il y a de

nouveau un gain d'e�cacité de calcul 13 fois supérieur à celui du modèle coque.

Dans le cas de la force surfacique localisée, en considérant Nf = 6, l'élément comprend 24 degrés de liberté par
n÷ud quand le chargement ainsi que la géométrie sont symétriques, sinon 42 degrés de liberté par n÷uds.
Les ratios, pour ces deux con�gurations, sont exprimés comme suit :

− Les ratio des degrés de liberté :
48
192 = 0.25 ; 84

192 = 0.44

− Le ratio des pas de temps :
9.039 × 10−5

9.419 × 10−5 = 0.96
(2.45)
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Pour des e�orts importants entraînant une grande déformation de la section, le modèle permet au minimum de faire a

priori le calcul numérique deux fois plus rapidement (
0.96
0.44 = 2.18) voire même jusqu'à quatre fois plus vite (

0.96
0.25 = 3.84)

si le chargement et la géométrie sont symétriques.

Cette sous-section a permis de comparer l'e�cacité de di�érents modèles soumis à di�érents chargements. Il appa-
raît que l'élément développé semble a priori plus rapide que le modèle de coque. De plus le modèle de coque étudié dans
cette analyse est très grossier. Pour avoir une solution plus continue, il faudrait avoir au moins 64 éléments par section
soit quatre fois plus de degrés de liberté. En conséquence, les temps de calcul utilisant le modèle numérique de coque
ayant un maillage relativement �n sont quatre fois plus long et donc les temps de calculs pour notre modèle seraient
a priori encore plus rapide : 52 fois plus rapide pour la pression interne imposée, l'extension simple et la �exion pure
(13 × 4 = 52) et de 8 à 16 fois plus rapide pour la force surfacique localisée (2 × 4 = 8 et 4 × 4 = 16).
Néanmoins, la comparaison exacte du temps de calcul n'a pas été entreprise dans cette partie. Les gains d'e�cacité ne
sont vrais que si le coût de calcul par degré de liberté est le même (que ce soit poutre ou coque) et qu'il y a su�samment
d'éléments dans la longueur pour que le calcul numérique soit indépendant de la taille de maille au delà d'un certain seuil.
Dans la pratique, il est plutôt rare de voir des éléments de coque ayant une longueur très importante par rapport à leur
largeur. Il serait plus pertinent de prendre au moins 10 éléments de coque sur la longueur de la portion a�n de réduire la
longueur de chaque élément. Ce ra�nement de maillage, entraînerait un facteur 100 supplémentaire sur l'e�cacité. En
e�et, il y aurait d'une part 10 fois plus de degrés de liberté et d'autre part le temps de stabilité serait divisé également
par 10 car il est piloté par la longueur de l'élément. Pour le coût de calcul par degré de liberté il est assez di�cile de
donner une estimation car cela dépend de la manière dont les forces internes sont calculées et cette information est
spéci�que à chaque type d'élément de poutre ou de coque.

Le modèle théorique du tube droit a été testé sur di�érents cas de chargements : l'extension simple, le gon�ement
en statique et dynamique ainsi que la �exion pure a�n de permettre à la section de se gon�er et de s'ovaliser par le
biais du mode 0 et du second mode de Fourier respectivement. Le couplage non linéaire s'est avéré être primordial pour
ovaliser la section d'un tube droit. Les résultats numériques sont en très bonne adéquation avec les résultats analytiques
correspondants.
Dans le but d'aller au delà de ces cas tests simples, un dernier cas test plus complexe, celui de la force surfacique localisée,
a été introduit a�n de valider le modèle implémenté en se comparant à une solution tridimensionnelle coque de référence.
La section est fortement déformée et a�n de pouvoir représenter sa déformée, le développement en séries de Fourier
a été étendu jusqu'à Nf = 6. Il apparaît que prendre Nf = 4 ou Nf = 6 permet d'obtenir une bonne précision sans
considérer trop de degrés de liberté. Les termes de gauchissement doivent être pris en compte pour obtenir une bonne
déformée de la section. En�n une comparaison entre les modèles linéaire et non linéaire a été e�ectuée. Les résultats
numériques sont très satisfaisants comparés aux solutions de référence. L'élément développé ici est a priori nettement
moins coûteux en temps de calcul que les modélisations de type coque.

Dans ce chapitre, les tubes initialement droits ont été tout d'abord modélisés théoriquement, puis ils ont été com-
parés à des cas tests analytiques et numériques a�n de véri�er et de valider le modèle introduit.
Néanmoins les circuits de tuyauteries présentent des changements de direction qui se traduisent notamment par la pré-
sence de coude. Dans le chapitre suivant, les tuyauteries présentant une courbure initiale sont alors modélisées puis
éprouvées par des cas tests judicieusement choisis.
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3 - Enrichissement d'un modèle de poutre présentant une courbure ini-

tiale considérant les variations de sa section transverse

Dans ce chapitre, l'objectif est de modéliser une tuyauterie courbée prenant en compte les variations de sa section
transverse par le biais d'un enrichissement de sa cinématique. La méthodologie développée est similaire à celle du chapitre
précédent sur la poutre droite.
Le tube est tout d'abord modélisé en prenant en compte sa courbure initiale, puis l'enrichissement lui permettant
d'ovaliser sa section transverse est ajouté. La cinématique est ensuite développée en séries de Fourier suivant la variable
circonférentielle θ. Les hypothèses d'Euler-Bernoulli pour la partie poutre et de Love-Kirchho� pour la partie coque
sont considérées de nouveau. Finalement, pour expliciter ce développement, le mode 0 ainsi que le second mode de
Fourier sont étudiés indépendamment a�n d'obtenir les équations d'équilibre ainsi que les e�orts généralisés permettant
de déterminer les variations de la section transverse.
En�n, plusieurs cas tests numériques permettent de véri�er le modèle théorique. Les véri�cations numériques sont
comparées aux résultats analytiques, de la tuyauterie en extension simple, du tube coudé sous pression interne avec et
sans ouverture du coude et du cas de la �exion pure dans le plan.

3.1 . Modélisation théorique enrichie d'un tube coudé

La cinématique de la tuyauterie est décomposée en une partie poutre, prenant en compte les hypothèses d'Euler-
Bernoulli, et en une partie coque, qui permet à la section transverse de s'ovaliser, considérant les hypothèses de Love-
Kirchho�. Un couplage non linéaire entre la rotation globale de la section et les déplacements locaux dans la section est
introduit. Les degrés de liberté de coque sont développés linéairement selon la variable locale Z et en séries de Fourier
selon la variable circonférentielle θ dans le but d'obtenir des quantités ne dépendant que de la variable longitudinale s.
Comme dans le chapitre précédent le principe des puissances virtuelles est utilisé a�n d'obtenir les équations d'équilibre
et les e�orts généralisés associés à di�érentes type de modélisations.

3.1.1 . Cinématique et déformation d'un tube coudé

Dans ce chapitre, une tuyauterie coudée est considérée. Contrairement au premier chapitre, où l'abscisse curviligne
peut être quelconque, la tuyauterie décrite ici présente une courbure circulaire uniforme dans le plan (EX , EY ). La
position de sa �bre neutre et de sa section transverse sont engendrées par une rotation ϕmax, autour de l'axe EZ , de
rayon de courbure noté R, comme décrit dans la Fig. (3.1).

EY

EX

R

Eφ

φ

N

φ

φmax

N

EZ

θ
a M(s, θ)b

Figure 3.1 – Tuyauterie coudée selon un seul axe (vue plane à gauche et transversale à droite)
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L'angle ϕ permet de se repérer sur la �bre neutre de la tuyauterie et l'abscisse curviligne s est dé�nie telle que :

s = Rϕ (3.1)

La longueur de l'arc de la �bre neutre notée Larc découle de l'Eq. (3.1) :

Larc = Rϕmax (3.2)

Le tube coudé est ainsi orienté le long de l'axe Eϕ, de longueur Larc, de rayon moyen a et d'épaisseur e. Les coordonnées
axiale, circonférentielle et radiale sont décrites par (ϕ,θ,Z) ou (s,θ,Z) respectivement. Ainsi les variables de poutre
exprimées dans la base (Eϕ, N, EZ) et celles de coque exprimées dans la base (Eϕ, ER, Eθ) dépendent désormais de la
variable ϕ ou s. La signi�cation physique de ces variables ne change pas avec celle introduite dans le chapitre précédent :
Uo, Wo et Vo représentent les translations de la section, Ωx, Ωy et Ωz décrivent les rotations de la section, u représente
le gauchissement local et v et w décrivent l'ovalisation de la section.
De la Fig. (3.1) les relations suivantes découlent naturellement :

Eϕ = cos ϕEX + sin ϕEY

N = cos ϕEY − sin ϕEX

ER = cos θN + sin θEZ

Eθ = cos θEZ − sin θN

(3.3)

Il est intéressant de noter que le repère (Eϕ, ER, Eθ) est un repère mobile.

Mouvement Plan

A�n de simpli�er la présentation, le mouvement est considéré dans le plan du tube i.e. Vo = 0 et Ωx = Ωy = 0. Le
lecteur intéressé par la modélisation tridimensionnelle complète peut se référer à l'annexe E (page 133).

Les coordonnées du point initial M(ϕ, θ, Z) et actuel m(ϕ, θ, Z) sont données par :

m = M + u où M = −RN + (a + Z)ER

et u = (Uo + u − (a + Z) cos θΩz + Ωz(−w cos θ + v sin θ))Eϕ + (Wo cos θ + w)ER + (−Wo sin θ + v)Eθ

(3.4)

Le tenseur des déformations du tube coudé qui est utilisé dans ce manuscrit est fourni dans l'Eq. (D.24) de l'annexe D
(page 126).

εss = ∂Uo

∂s
− a cos θ

[
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
− Wo

R
+ ∂uo

∂s
− wo

R
cos θ + vo

R
sin θ

+
[

∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
(−wo cos θ + vo sin θ)

+Z[− cos θ

[
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
−
[

∂2wo

∂s2 + cos θ

R

∂uo

∂s

]
− 1

aR
sin θ

(
∂wo

∂θ
− vo

)
−1

a

(
∂wo

∂θ
− vo

)
sin θ

(
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

)
]

εθθ = 1
a

(
wo + ∂vo

∂θ

)
− Z

a2

(
∂2wo

∂θ2 + wo

)

2εsθ = 1
a

∂uo

∂θ
+ ∂vo

∂s
− uo

sin θ

R

+Z[−1
a

(
2∂2wo

∂θ∂s
− ∂vo

∂s
+ 1

a

∂uo

∂θ

)
+ 1

R

(
sin θ

∂wo

∂s
− cos θ

a

∂uo

∂θ
+ sin θ

a
uo + cos θ sin θ

R
uo

)
]

(3.5)

Remarque : Pour obtenir le tenseur linéarisé des déformations, il su�t de supprimer les termes de couplage non-linéaire
dans εss.
Dans la suite de ce chapitre, les équations d'équilibre et les e�orts généralisés du mode 0 et du second mode de Fourier,
dans le plan, sont déterminés. L'ensemble des intégrations est e�ectué avec le volume d'intégration : adθdZds due à
l'hypothèse des coques minces.
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3.1.2 . Flexion globale, extension simple et gon�ement liés au mode 0 dans le plan

Dans cette partie, seul le mode 0 (i.e. Nf = 0) de Fourier, correspondant au gon�ement de la tuyauterie, est
considéré. La cinématique n'est portée que par Uo(s), Wo(s) et wo(s, θ) = wc

o(s) (i.e. uo = vo = 0). Le tenseur des
déformations de l'Eq. (3.5)avec cette cinématique devient :

εss = ∂Uo

∂s
− a cos θ

[
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
− Wo

R
− wc

o cos θ

[
1
R

+ ∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
+ Z

[
− cos θ

[
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
− ∂2wc

o

∂s2

]
εθθ = 1

a
wc

o − Z

a2 wc
o

2εsθ = Z

[
sin θ

R

∂wc
o

∂s

]
(3.6)

Pour simpli�er la présentation, les termes de courbures de coques, étant petits devant la déformation de membrane, sont

négligés (voir [67, 13]). Le terme en
Z

R
est également très petit et il est négligé également. Ces hypothèses simpli�catrices

conduisent au tenseur des déformations suivant :

εss = ∂Uo

∂s
− a cos θ

[
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
− Wo

R
− wc

o cos θ

[
1
R

+ ∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
+ Z

[
− cos θ

∂2Wo

∂s2

]
εθθ = 1

a
wc

o

(3.7)

L'inertie de poutre est une nouvelle fois simpli�ée en supprimant le terme de la forme
e2

12 négligeable devant a2 telle

que : Iy = πa3e.

La puissance des forces internes s'exprime telle que :

Pi = −
∫ Larc

0

(∫
S

σ : ε(δ v∗) a dθdZ

)
ds

= −
∫ Larc

0

(
N

∂δUo

∂X
+ nzδWo + Mz

∂2δWo

∂s2 + nc
oδwc

o

)
ds

(3.8)

où les e�orts généralisés sont dé�nis tels que :

N =
∫

S

(
1 − cos θ

[
a

R
+ wc

o

R

])
σss adθdZ

nz =
∫

S

− 1
R

σss adθdZ ; Mz =
∫

S

− cos θ(a + Z + wc
o)σss adθdZ

nc
o =

∫
S

(
− cos θ

(
1
R

+ ∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

)
σss + 1

a
σθθ

)
a dθdZ

(3.9)

Pour rappel, la surface de la section transverse est dé�nie par S = 2πae. Sans prendre en compte les e�orts extérieurs,
i.e. Pe = 0 ni les termes en Z dans les déplacements, les équations d'équilibre dynamique, données dans la section D.2
de l'annexe D (page 126), s'écrivent :

ρS

(
∂2Uo

∂t2

)
+ ρ

πae

R
(a + wc

o)
(

∂2

∂t2

[
(a + wc

o)
(

∂Wo

∂s
+ Uo

R

)])
− ∂N

∂X
= 0

ρS

(
∂2Wo

∂t2

)
− ρπae

∂

∂s

[
(a + wc

o) ∂2

∂t2

[
(a + wc

o)
(

∂Wo

∂s
+ Uo

R

)]]
+ ∂2Mz

∂s2 + nz = 0

ρS

(
∂2wc

o

∂t2

)
+ ρπae

(
∂Wo

∂s
+ Uo

R

)
∂2

∂t2

[
(a + wc

o)
(

∂Wo

∂s
+ Uo

R

)]
+ nc

o = 0

(3.10)

67



Les équations statiques se déduisent simplement :

∂N

∂s
= 0 ;

∂2Mz

∂s2 + nz = 0 ; nc
o = 0 (3.11)

En considérant la loi de comportement donnée en Eq. (1.75), les e�orts généralisés deviennent :

N = DS

[
∂Uo

∂X
− Wo

R
+ ν

wc
o

a
+ a + wc

o

2R

[
a

∂2Wo
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R
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Mz = Dπae (a + wc

o)
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a

∂2Wo

∂s2 + a

R

∂Uo

∂s
+ wc

o

R
+ ∂2Wo

∂s2 wc
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R

∂Uo

∂s
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o

]
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o = Dπae

(
1
R

+ ∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

)[
a

∂2Wo

∂s2 + a

R

∂Uo

∂s
+ wc

o

R
+ ∂2Wo

∂s2 wc
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R

∂Uo

∂s
wc

o

]
+ D

S

a

[
ν

∂Uo

∂s
− ν

R
Wo + wc

o

a

]
(3.12)

L'e�ort axial N est couplé comme précédemment à wc
o mais cette fois-ci aussi avec le déplacement transversal Wo. Le

moment �échissant Mz, au premier ordre, est également couplé à wc
o, ce qui n'était pas le cas dans le tube droit. La

courbure de la tuyauterie implique donc des couplages naturels entre les termes de poutre et ceux de coque.

3.1.3 . Ovalisation liée au 2nd mode dans le plan

Dans cette section seul le second mode de Fourier (i.e. Nf = 2) dans le plan est considéré. Comme précédemment
l'hypothèse d'inextensibilité est prise en compte (voir Eq. (1.61)) et la cinématique de type coque s'écrit :

uo(s, θ) = 0 ; wo(s, θ) = wc
2(s) cos(2θ) ; vo(s, θ) = −1

2wc
2(s) sin(2θ) (3.13)

En insérant cette nouvelle cinématique dans l'Eq (3.5), le tenseur des déformations s'exprime sous la forme de :
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− a cos θ
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(3.14)

Les termes de courbures de coques sont supposés petits devant les termes membranaires. De manière similaire à ce qui

est fait dans [69, 13], kc
ss et kc

sθ sont négligés. Dans la courbure de poutre le terme en
Z

R
est également négligeable et

le tenseur des déformations devient :

εss = ∂Uo
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(3.15)

La puissance des e�orts intérieurs s'écrit telle que :

Pi = −
∫ Larc
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∂X
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où les e�orts généralisés sont donnés ci-dessous :

N =
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(3.17)

Comme précédemment l'inertie de �exion, sous l'hypothèse des coques minces, est prise égale à : Iy = πa3e. En l'absence
d'e�orts extérieurs et en négligeant les termes en Z dans le déplacement, les équations d'équilibre en dynamique,
exprimées dans la section D.2 de l'annexe D (page 126), s'écrivent :

ρS

(
∂2Uo

∂t2

)
+ ρ

πae

R

(
a

∂2

∂t2

[(
a + 3

4wc
2

)(
∂Wo

∂s
+ Uo

R

)]
+ wc

2
∂2

∂t2

[(
3
4a + 5

8wc
2

)(
∂Wo

∂s
+ Uo

R

)])

−∂N

∂X
= 0

ρS

(
∂2Wo

∂t2

)
− ρπae

∂

∂s

[
a

∂2

∂t2

[(
a + 3

4wc
2

)(
∂Wo

∂s
+ Uo

R

)]
+ wc

2
∂2

∂t2

[(
3
4a + 5

8wc
2

)(
∂Wo

∂s
+ Uo

R

)]]

+∂2Mz

∂s2 + nz = 0

ρ
5S

8

(
∂2wc

2
∂t2

)
+ ρπae

(
∂Wo

∂s
+ Uo

R

)
∂2

∂t2

[(
3
4a + 5

8wc
2

)(
∂Wo

∂s
+ Uo

R

)]

−∂tc
2

∂s
+ nc

2 = 0

(3.18)

Les équations d'équilibre de la statique sont alors :

∂N

∂s
= 0 ;

∂2Mz

∂s2 + nz = 0 ;
∂tc

2
∂s

− nc
2 = 0 (3.19)

Après intégration en utilisant la loi de comportement en contraintes planes, les e�orts généralisés s'expriment comme :
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Dans le moment �échissant Mz, des termes du 1er ordre en wc
2 sont présents, il y a donc un couplage naturel entre

l'ovalisation et la �exion dans le cas du tube coudé. Au contraire, dans le chapitre précédent sur le tube droit, l'ovalisation
de la tuyauterie ne peut se produire en �exion sans les termes de couplage introduits.

3.2 . Véri�cation numérique du tube coudé

L'objectif de cette section est d'évaluer le modèle de poutre courbe enrichi développé ici avec des comparaisons
analytiques. Pour véri�er ce nouvel élément, plusieurs cas tests, sur une tuyauterie coudée seule, i.e. sans partie droite
ni piquage, avec di�érents cas de chargements sont e�ectués comme le tube sous pression interne bloqué à ses deux
extrémités, le tube sous pression interne encastré à une seule extrémité et libre de l'autre ou encore la �exion pure dans
le plan.

3.2.1 . Propriétés géométriques et caractéristiques du matériau de di�érents type de tuyauteries

Un arc de rayon de courbure R = 10m parcourant un angle ϕ ∈ [π/2, π = ϕmax] sont considérés pour modéliser la
tuyauterie coudée (voir Fig. (3.2)).

EY

EX

R

N

Eφ

π

2

Larc

Figure 3.2 – Arc de 90o

Pour ces comparaisons, le modèle de poutre présenté est évalué avec trois con�gurations de tuyauteries fournies dans
la Tab. (3.1). Les trois con�gurations de tuyauterie présentent les mêmes caractéristiques mis à part le ratio a/R. La
première con�guration à un rayon moyen a proche de R, la seconde et troisième con�gurations ont des ratios de moins
en moins importants respectivement.

Numéro des configurations des tuyauteries 1 2 3
Rayon de courbure R (m) 10 10 10

Longueur Larc = ϕmaxR (m) 15.708 15.708 15.708
Diamètre externe dext (m) 6.3 2.1 0.21

Rayon moyen a (m) 3 1 0.1
Épaisseur e (m) 0.3 0.1 0.01
Ration a/R 0.3 0.1 0.01
Ratio a/Larc 0.19 0.06 0.006
Ratio e/a 0.1 0.1 0.1

Module de Young (MPa) 200 200 200
Coefficient de Poisson 0.3 0.3 0.3

Densité (kg/m3) 7800 7800 7800

Table 3.1 – Propriétés géométriques et caractéristiques du matériau des trois configurations de tuyauteries

Pour chaque con�guration, trois calculs numériques sont e�ectués : le premier avec un seul élément, le second avec

70



quatre éléments et le troisième avec 12 éléments a�n de véri�er que la solution numérique est indépendante de la taille
de maille. Plusieurs points sont introduits a�n d'évaluer les déplacements de l'arc à di�érentes valeurs de l'abscisse
curviligne s (voir Fig. (3.3)). Il est à noter qu'il y a quatre segments : CF, FM, MG, GD, ce qui explique le choix
de considérer une con�guration comprenant quatre éléments qui correspond à un élément par segment respectivement.
Pour la solution avec 12 éléments il y a trois éléments par segment. Il est évident que la solution numérique avec un seul
élément ne correspond qu'au segment CD.

EY

bD

EX
bC

b
G

b
M

b
F

π

2 π

6

π

4
π

3

Figure 3.3 – Notations des points sur l’arc

L'ensemble des solutions numériques développées ici est obtenu avec le code de calcul de dynamique rapide explicite
Europlexus. Tous les calculs sont e�ectués avec un nombre de Courant C = 0.5 (voir Eq. (4.77)).
Contrairement au tube droit, la contribution la plus pénalisante varie entre les di�érentes con�gurations et selon le
nombre d'éléments. La condition de stabilité prise en considération est tantôt la condition sur l'ovalisation et tantôt la
condition de �exion dans le plan pour le coude (voir Eq. (4.84) et Eq. (4.91)).
La Tab. (3.2) référence les conditions de stabilité les plus pénalisantes selon la con�guration de la tuyauterie et le nombre
d'éléments.

Configuration 1 Configuration 2 Configuration 3
1 élément flexion plane poutre courbe flexion plane poutre courbe ovalisation
4 éléments flexion plane poutre courbe flexion plane poutre courbe ovalisation
12 éléments flexion plane poutre courbe flexion plane poutre courbe flexion plane poutre courbe

Table 3.2 – Condition de stabilité la plus pénalisante

Les di�érentes valeurs des pas de temps sont indépendantes du chargement et sont données dans la Tab. (3.3).

Configuration 1 Configuration 2 Configuration 3
1 élément 1.55834×10−5s 4.67503×10−5s 8.60011×10−6s
4 éléments 4.47969×10−7s 1.34391×10−6s 9.01118×10−6s
12 éléments 4.98162×10−8s 1.49449 ×10−7s 1.49449×10−6s

Table 3.3 – Pas de temps de stabilité pour le coude
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3.2.2 . Gon�ement du à une pression interne imposée avec encastrement aux deux extrémités

Dans ce premier cas test sur le tube coudé, la tuyauterie est encastrée à ces deux extrémités et une pression intérieure
Print est imposée uniformément comme c'est le cas dans la section du chapitre précédent sur le tube droit (voir section
2.2.3). Dans le cas présent seul le mode 0 de Fourier est étudié et le couplage non linéaire n'est pas utilisé. Sous l'e�et
de la pression interne, la section transverse va subir un gon�ement.

Les équations d'équilibre en statique sont celles fournies dans l'Eq. (3.11). Sans les termes de couplage et en négli-
geant les termes en e3/a3, les e�orts généralisés non nuls de l'Eq. (3.12) s'écrivent :

N = Dπae

[(
2 + a2

R2

)
∂Uo

∂s
− 2Wo

R
+ a2

R

∂2Wo

∂s2 +
(

2ν

a
+ a

R2

)
wc

o

]
nz = Dπae

[
− 2

R

∂Uo

∂s
+ 2Wo

R2 − 2ν

aR
wc

o

]
Mz = Dπae

[
a2 ∂2Wo

∂s2 + a2

R

∂Uo

∂s
+ a

R
wc

o

]
nc

o = Dπae

[(
a

R2 + 2ν

a

)
∂Uo

∂s
− 2ν

aR
Wo + a

R

∂2Wo

∂s2 +
(

2
a2 + 1

R2

)
wc

o

]
(3.21)

Une première solution analytique "naïve" est proposée en considérant : ∀s ∈ [0, Larc], Uo(s) = 0, Wo(s) = 0 et
wc

o uniforme. De façon analogue à ce qui a été proposé dans le chapitre précédent, la seule équation d'équilibre non nulle
s'écrit :
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o = 2πPrint(a − e
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o (3.22)

wc
o s'exprime �nalement sous la forme :

wc
o =

2Print(a − e
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Dae
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2
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) (3.23)

La solution analytique obtenue est proche de la solution déterminée au chapitre précédent dans l'Eq. (2.30). La seule

di�érence provient du terme en
1

R2 . Pour un tube droit
1

R2 → 0 et la solution du tube droit est retrouvée. Les valeurs

analytiques pour les trois con�gurations sont exprimées dans la Tab. (3.4)

Configurations numéro 1 2 3
Déplacement radial wc

o (m) 1.24090 × 10−3 4.30099 × 10−4 4.32228 × 10−5

Table 3.4 – Déplacement radial théorique lors d’une pression interne de 100 bars avec une solution analytique naïve

La solution analytique ainsi proposée permet de se donner un ordre de grandeur du gon�ement moyen de la tuyauterie.
Cependant dans un coude la condition aux limites d'encastrement des deux extrémités n'implique pas la nullité des dé-
placements Uo et Wo. Sous l'e�et de la pression interne, la tuyauterie se gon�e mais sa �bre neutre se déplace également.
La solution analytique décrite précédemment n'est donc pas physiquement acceptable.

A�n de résoudre correctement ce cas test, aucune hypothèse n'est faite sur wc
o (i.e. pas d'hypothèse d'uniformité).

La solution de ce problème doit véri�er les conditions aux limites suivantes :
Uo(0) = 0 ; Wo(0) = 0 ;

∂Wo

∂s
(0) = 0

Uo(Larc) = 0 ; Wo(Larc) = 0 ;
∂Wo

∂s
(Larc) = 0

(3.24)
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En injectant les e�orts généralisés dans l'Eq. (3.21) dans les équations d'équilibre données par l'Eq. (3.11) et en résolvant
le système d'équations di�érentielles, les solutions s'écrivent sous forme trigonométrique telles que :

Uo = A1 + A2s + A3 cos( s

R
) + A4 sin( s

R
) + A5s cos( s

R
) + A6s sin( s

R
) où (Ai)i=1,..,6 ∈ R6

Wo = B1 + B2s + B3 cos( s

R
) + B4 sin( s

R
) + B5s cos( s

R
) + B6s sin( s

R
) où (Bi)i=1,..,6 ∈ R6

wc
o = C1 + C2s + C3 cos( s

R
) + C4 sin( s

R
) + C5s cos( s

R
) + C6s sin( s

R
) où (Ci)i=1,..,6 ∈ R6

(3.25)

La forme de ces solutions n'est pas détaillée dans ce chapitre mais est discutée plus en profondeur dans le chapitre
suivant (voir section 4.2.2). Il y a donc 18 inconnues à déterminer mais les conditions aux limites ne donnent que 6
équations. La forme des solutions est décomposée dans la base (1, s, cos(s), sin(s), s cos(s), s sin(s)) qui est une famille
libre. Si une quantité, exprimée dans cette base, est nulle alors tous les coe�cients sont nuls. En réinjectant la forme des
solutions dans l'Eq. (3.25) dans les équations d'équilibre, 18 nouvelles relations apparaissent. Les 18 relations obtenues
ne sont pas linéairement indépendantes, seules 12 d'entre elles le sont.

L'expression analytique des coe�cients n'est pas fournie et la résolution de ces derniers pour une géométrie �xée est
faite numériquement, à l'aide de l'outil Python, en résolvant un système de 24 équations à 18 inconnues. En utilisant la
symétrie de la géométrie ainsi que du chargement, les valeurs analytiques des déplacements et des rotations de seule-
ment trois points sont fournies dans le repère cartésien dans la Tab. (3.5). Pour chaque con�guration de tuyauterie, une
pression uniforme de 100 bars est imposée.

Configuration numéro 1
Points C F M

Déplacement axial Uo (m) 0 -2.66588×10−4 -3.11000×10−4

Déplacement transversal Wo (m) 0 -2.30119×10−4 -3.11000×10−4

Rotation Ωz (rad) 0 6.06740×10−5 0
Déplacement radial wc

o (m) 1.21009×10−3 1.27827×10−3 1.28725×10−3

Configuration numéro 2
Points C F M

Déplacement axial Uo (m) 0 -1.06608×10−3 -1.20327×10−3

Déplacement transversal Wo (m) 0 -8.30341×10−4 -1.20327×10−3

Rotation Ωz (rad) 0 2.41678×10−4 0
Déplacement radial wc

o (m) 4.49293×10−4 4.59661×10−4 4.61026×10−4

Configuration numéro 3
Points C F M

Déplacement axial Uo (m) 0 -1.68117×10−3 -1.88939×10−3

Déplacement transversal Wo (m) 0 -1.29134×10−3 -1.88939×10−3

Rotation Ωz (rad) 0 3.80926×10−4 0
Déplacement radial wc

o (m) 4.74606×10−5 4.74770×10−5 4.74792×10−5

Table 3.5 – Déplacements et rotation analytiques lors d’une pression interne de 100 bars imposée sur un tube coudé encastré
à ces deux extrémités

Ces valeurs analytiques indiquent que plus le ratio a/R est petit plus le gon�ement de la tuyauterie est uniforme, l'hy-
pothèse de prendre un wc

o uniforme pour le tube droit est donc adéquate. En outre, plus ce ratio est petit plus les
déplacements de l'axe sont importants. Cette dernière information peut sembler être contre-intuitive, puisque si le ratio
a/R est faible, le rayon de courbure devient grand par rapport aux autres dimensions et la tuyauterie courbée devrait
se rapprocher d'un tube droit où l'encastrement impose des déplacements axial et transversal nuls. Or pour avoir ces
résultats il ne su�t pas que le ratio a/R soit petit il faut également que le rayon de courbure véri�e : R → +∞ et que
l'angle ϕmax → 0

D'une manière similaire au chapitre précédent, la pression est imposée lentement et est donnée dans la Fig. (3.4). Le temps
de montée est �xé 100 fois plus important que le plus grand des pas de temps caractéristiques, i.e. τ = 100 max (∆ti)
voir Eq. (4.83).
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Figure 3.4 – Historique de pression interne imposée normalisée

A�n de ne pas surcharger cette partie, les déplacements axiaux et transversaux, la rotation et le gon�ement sont donnés
aux points M et F cf. Figs. (3.5, 3.6, 3.7 et 3.8).

Les résultats numériques obtenus sont mitigés. En e�et, les résultats calculés sur la con�guration 1 sont en bonne
adéquation avec les solutions analytiques. Ces derniers présentent tout de même quelques oscillations qui peuvent pro-
venir de la condition de stabilité car le rapport a/R est relativement faible. Les résultats numériques sont en bon accord
avec la solution analytique de référence que ce soit pour 4 ou 12 éléments.
Les résultats numériques de la seconde con�guration sont en bonne adéquation avec les résultats analytiques pour 4 et
12 éléments.
En revanche la troisième con�guration avec un ratio a/R très faible oscille fortement. Les oscillations semblent s'accen-
tuer en s'approchant du centre ce qui semble cohérent puisque sur les extrémités les points sont encastrés. De plus, les
calculs e�ectués avec 4 éléments ne convergent pas vers la solution analytique attendue contrairement à ceux avec 12
éléments. L'écart entre la solution numérique comprenant 4 éléments et la solution analytique semble être dépendant de
l'ordre de grandeur. En e�et plus le déplacement est important plus l'écart est important.

D'une manière générale les oscillations sont plus importantes sur les déplacements et la rotation de poutre que sur
le gon�ement. Il ne semble pas avoir de di�érence entre les déplacements axiaux, transversaux et la rotation. L'ensemble
des résultats restent tout de même en bonne corrélation avec les résultats analytiques. La modélisation d'un coude à
90 degré avec seulement 4 éléments fournit une bonne approximation et la modélisation avec 12 éléments semble avoir
convergée vers la solution de référence.
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Figure 3.5 – Résultat numérique du déplacement axial pour un tube sous pression interne encastré à ces deux extrémités pour
les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points M et F (de gauche à droite)
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Figure 3.6 – Résultat numérique du déplacement transversal pour un tube sous pression interne encastré à ces deux extrémités
pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points M et F (de gauche à droite)
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Figure 3.7 – Résultat numérique de la rotation pour un tube sous pression interne encastré à ces deux extrémités pour les
configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et le point F
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Figure 3.8 – Résultat numérique du gonflement pour un tube sous pression interne encastré à ces deux extrémités pour les
configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points M et F (de gauche à droite)
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3.2.3 . Gon�ement accompagné d'une ouverture du coude due à une pression interne imposée

Ce second cas test s'intéresse à l'ouverture et au gon�ement du coude, où une extrémité est encastrée et l'autre est
libre d'e�ort, lorsqu'une pression interne est imposée. De même que dans le cas test précédent seul le mode 0 de Fourier
sans les termes de couplage est analysé et une pression Print est imposée.

La résolution analytique du problème en considérant wc
o uniforme ou non conduit exactement aux mêmes résultats.

Les solutions du problème (voir Eq. (3.25)) sont obtenues en injectant les e�orts généralisés de l'Eq. (3.21) dans les
équations d'équilibre en statique de l'Eq. (3.11). Pour ce cas test les conditions aux limites à respecter s'écrivent :

N(0) = 0 ; Mz(0) = 0 ;
∂Mz

∂s
(0) = 0

Uo(Larc) = 0 ; Wo(Larc) = 0 ;
∂Wo

∂s
(Larc) = 0

(3.26)

Les solutions analytiques ne sont pas fournies et sont déterminées numériquement pour une géométrie �xée. Seul le
gon�ement est donné sous forme explicite car il se déduit des calculs numériques. Son expression est proche de ce qui a
déjà été fait précédemment :

wc
o(s) = Print

E

a
(

a − e

2

)
e

(3.27)

Dans l'étude qui est proposée, pour chaque con�guration le rayon de courbure R et le ratio a/e ainsi que les propriétés
du matériau sont constants (voir Tab. (3.1)). Une pression interne de 100 bars est imposée à chaque con�guration. Les
calculs numériques indiquent que les déplacements et la rotation de poutre sont indépendants de la con�guration. Les
valeurs analytiques des cinq points dans le repère cartésien sont fournies dans la Tab. (3.6).

Points C F M G
Déplacement axial Uo (m) 3.325×10−3 3.92440×10−4 -2.86831×10−4 -4.91386×10−4

Déplacement transversal Wo (m) 4.13628×10−3 2.64527×10−3 1.66409×10−3 7.98081×10−4

Rotation Ωz (rad) 7.46128×10−4 4.97418×10−4 3.73064×10−4 2.48709×10−4

Table 3.6 – Déplacements et rotation analytiques lors d’une pression interne de 100 bars imposée sur un tube coudé encastré
à une de ces extrémités et libre de l’autre

Le déplacement radial est donné dans la Tab. (3.7), dépend quant à lui de la con�guration et plus particulièrement
du rayon moyen a puisque le rapport a/e est constant pour toutes les con�gurations.

Configurations numéro 1 2 3
Déplacement radial wc

o (m) 1.425×10−3 4.75×10−4 4.75×10−5

Table 3.7 – Déplacement radial uniforme théorique lors d’une pression interne de 100 bars imposée sur un tube coudé encastré
à une de ces extrémités et libre de l’autre

Le déplacement radial donné dans l'Eq. (3.27) est très proche de la solution de l'Eq. (2.30) développée dans le chapitre
précédent sur le tube droit. La di�érence est qu'il y a le module de Young E pour le tube coudé et le module d'élasticité
D pour le tube droit. Cette di�érence s'explique simplement par le fait que lorsque la tuyauterie n'est pas encastrée à ces
deux extrémités, le coe�cient de poisson ν présent dans D s'annule avec les termes liés aux déplacements. La solution
obtenue est ainsi quasiment la même que celle du premier chapitre (voir Eq. (1.88)).

La pression interne est imposée progressivement comme dans le cas précédent (voir Fig. (3.4)).
A�n de ne pas surcharger cette partie, les déplacements axiaux et transversaux, la rotation et le gon�ement sont donnés
aux points C et M cf. Figs. (3.9, 3.10, 3.11 et 3.12).
Dans ce cas test le tube est encastré à une extrémité et libre de l'autre, ainsi les oscillations augmentent fortement par
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Figure 3.9 – Résultat numérique du déplacement axial pour un tube sous pression interne encastré à un de ces extrémités et
libre de l’autre pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points C et M (de gauche à droite)
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Figure 3.10 – Résultat numérique du déplacement transversal pour un tube sous pression interne encastré à un de ces extré-
mités et libre de l’autre pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points C et M (de gauche à droite)
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Figure 3.11 – Résultat numérique de la rotation pour un tube sous pression interne encastré à un de ces extrémités et libre de
l’autre pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points C et M (de gauche à droite)
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Figure 3.12 – Résultat numérique du gonflement pour un tube sous pression interne encastré à un de ces extrémités et libre
de l’autre pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points C et M (de gauche à droite)
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rapport au cas précédent. Le même temps de montée τ est utilisé avec le cas test précédent, mais ce temps de montée
di�ère entre chaque con�gurations. En augmentant ce pas de montée la solution numérique présente moins d'oscillations
mais cette dernière a par conséquent un temps de calcul plus grand. Pour réduire ces oscillations, un amortissement
aurait pu être également introduit. Il est à noter que les résultats numériques sur le degré de liberté associé au gon�ement
oscillent très faiblement.

Même si les solutions numériques oscillent fortement, leurs valeurs moyennes correspondent à la valeur analytique de
référence. Ainsi comme précédemment, les calculs e�ectués avec 4 ou 12 éléments sur les con�gurations 1 et 2 sont en
bonne adéquation avec les solutions analytiques correspondantes. Pour la troisième con�guration, la solution numérique
avec 12 éléments est en bon accord avec la solution analytique de référence alors que celle avec 4 éléments présente un
écart.

Les calculs e�ectués avec un seul élément sont relativement bons et donnent une approximation de la solution très
rapidement. Plus le ratio a/R est grand plus la solution avec un seul élément est proche de la solution analytique. Au ni-
veau du point extrême C il est clair que, plus le maillage est �n, plus le résultat numérique tend vers la solution analytique.

Une nouvelle fois les résultats numériques sont en bonne adéquation avec les solutions analytiques pour les trois con�-
gurations.

3.2.4 . Gon�ement et déplacement radial uniforme du à une pression interne imposée avec des condi-
tions aux limites de type tore

Dans ce troisième cas test, la tuyauterie est assimilée à un quart de tore. Les deux extrémités sont bloquées aux
niveaux des rotations Ωz et dans la direction axiale Uo. Avec ces conditions aux limites particulières et sous l'e�et de la
pression interne, la tuyauterie va se déplacer radialement uniformément. C'est à dire que dans le repère curviligne Wo(s)
est constant et que le gon�ement wc

o(s) est constant également. Seul le mode 0 de Fourier sans les termes de couplage
est pris en considération. Le tube est soumis à une pression interne Print de 100 bars.

Néanmoins ce cas test ne représente pas �dèlement le comportement d'un véritable tore. En e�et, dans le cas pré-
sent la �bre neutre de la tuyauterie va se déplacer vers le centre de courbure car sous l'e�et de Poisson la longueur du
tube rétrécit puisque la section transversale de ce dernier augmente. Alors que dans le cas d'un tore sous pression, la �bre
neutre a tendance à se déplacer vers l'extrados. Cette di�érence notable provient du fait que, dans le modèle présenté
dans ce cas test, le déplacement orthoradial vo est nul. Ce qui n'est pas le cas pour un tore sous pression.

La résolution du tore sous pression interne, en considérant le déplacement orthoradial vo nul, mène à un déplacement
radial wo dépendant de la variable θ tel que :

w = Print

D

a

e
(R + a cos θ)

 1
a cos θ2

R + a cos θ
+ 2ν cos θ + R + a cos θ

a

 (3.28)

Après quelques développements limités, de la forme de ceux proposés dans l'Eq. (D.20), le déplacement radial peut
également s'écrire sous la forme :

Print

D

a2

e

(
1 − 2νa cos θ

R
− 2a2(1 + ν) cos θ2

R2 + o

(
a2

R2

))
(3.29)

En θ = π/2, le gon�ement du tube est retrouvé puis qu'il vaut
Print

D

a2

e
. En θ = 0 et en soustrayant le gon�ement

uniforme, le point se déplace vers l'intérieur. De la même façon en θ = π le point se déplace vers le centre de courbure.
Pour retrouver le comportement du tore il est donc obligatoire de considérer le déplacement orthoradial vo.

Toutefois la résolution de ce cas test, même avec le modèle proposé, reste très intéressant a�n de véri�er l'unifor-
mité du gon�ement et du déplacement Wo(s) dans le repère curviligne.
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Pour modéliser un tore, il faut alors considérer des liaisons de type glissières aux deux extrémités. Les conditions aux
limites à satisfaire pour ce cas tests sont dé�nies telles que :

Uo(0) = 0 ;
∂Mz

∂s
(0) = 0 ;

∂Wo

∂s
(0) = 0

Uo(Larc) = 0 ;
∂Mz

∂s
(Larc) = 0 ;

∂Wo

∂s
(Larc) = 0

(3.30)

Les solutions analytiques sont obtenues numériquement en résolvant un système de 24 équations à 18 inconnues à l'aide
de Python. La symétrie de ce problème implique que les rotations Ωz sont nulles et qu'il su�t de présenter 3 points au
lieu des 5 dé�nis. Dans le repère cartésien, les valeurs analytiques des déplacements de la �bre neutre sont données dans
la Tab. (3.8) :

Configuration numéro 1
Points C F M

Déplacement axial Uo (m) -1.35785×10−3 -1.17593×10−3 -9.60147×10−4

Déplacement transversal Wo (m) 0 -6.78926×10−4 -9.60147×10−4

Configuration numéro 2
Points C F M

Déplacement axial Uo (m) -1.41721×10−3 -1.22734×10−3 -1.00212×10−3

Déplacement transversal Wo (m) 0 -7.08606×10−4 -1.00212×10−3

Configuration numéro 3
Points C F M

Déplacement axial Uo (m) -1.42492×10−3 -1.23401×10−3 -1.00757×10−3

Déplacement transversal Wo (m) 0 -7.12460×10−4 -1.00757×10−3

Table 3.8 – Déplacements et rotation analytiques lors d’une pression interne de 100 bars imposée sur un quart de tore

Le gon�ement uniforme est fourni dans la Tab. (3.9) :

Configurations numéro 1 2 3
Déplacement radial wc

o (m) 1.35785×10−3 4.72404×10−4 4.74973×10−5

Table 3.9 – Déplacement radial uniforme théorique lors d’une pression interne de 100 bars imposée sur un quart de tore

Plus le ratio a/R est faible plus les valeurs du gon�ement sont proches du cas précédent (voir Tab. (3.7)). Pour véri�er
que le déplacement transversal Wo(s), dans le repère curviligne, est uniforme il su�t de comparer pour chaque point
fournis dans la Tab. (3.8) la quantité radiale (i.e.

√
U2

o + W 2
o ).

La pression interne est imposée lentement comme dans les cas précédents (voir Fig. (3.4)).
A�n de ne pas surcharger cette partie, les déplacements axiaux et transversaux, la rotation et le gon�ement sont donnés
aux points M et F cf. Figs. (3.13, 3.14 et 3.15).
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Figure 3.13 – Résultat numérique du déplacement axial pour un tube sous pression interne avec des conditions aux limites de
type tore pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points M et F (de gauche à droite)
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Figure 3.14 – Résultat numérique du déplacement transversal pour un tube sous pression interne avec des conditions aux
limites de type tore pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points M et F (de gauche à droite)
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Figure 3.15 – Résultat numérique du gonflement pour un tube sous pression interne avec des conditions aux limites de type
tore pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points M et F (de gauche à droite)
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Les résultats numériques sont en bon accord avec la solution analytique pour les con�gurations 1 et 2 que ce soit
pour 4 ou 12 éléments. Il faut 12 éléments à la troisième con�guration pour avoir de bon résultats numériques même si
la solution avec 4 éléments est relativement bonne. La seconde con�guration fournit les meilleurs résultats et présente
le moins d'oscillations à l'inverse de la con�guration 3.

L'ensemble des résultats est en bonne adéquation avec les solutions analytiques de référence. Ces di�érentes com-
paraisons permettent de véri�er le modèle numérique du tube coudé sous pression interne avec le mode 0 de Fourier.

La tuyauterie sous pression interne considérant le mode 0 de Fourier a été étudiée dans cette partie car c'est un
des cas de chargement constant que cette dernière subit. Le tuyau coudé subit également de la �exion qui engendre une
ovalisation de sa section caractérisé notamment par le second mode de Fourier.

3.2.5 . Ovalisation dans le plan en �exion liée au second mode de Fourier

Dans ce cas test, la tuyauterie est encastrée à l'une de ces extrémités et une rotation Ω est imposée de l'autre. Sous
l'e�et de la rotation le tube s'ovalise. Dans le cas présenté ici, seul le second mode de Fourier dans le plan, sans les
termes de gauchissement et de couplage, est analysé.

Les équations d'équilibre de la statique sont celles données dans l'Eq. (3.19). Les e�orts généralisés de l'Eq. (3.20),
sans les termes de couplage, sont exprimés par :

N = Dπae

[(
2 + a2

R2

)
∂Uo

∂s
− 2

R
Wo + a2

R

∂2Wo

∂s2 + 3a

4R2 wc
2

]
nz = Dπae

[
− 2

R

∂Uo

∂s
+ 2

R2 Wo

]
Mz = Dπae

[
a2

R

∂Uo

∂s
+ a2 ∂2Wo

∂s2 + 3a

4R
wc

2

]
nc

2 = Dπae

[
3a

4R2
∂Uo

∂s
+ 3a

4R

∂2Wo

∂s2 +
(

5
8R2 + 3e2

a4

)
wc

2

]
tc
2 = Dπae

[
(1 − ν)

8
∂wc

2
∂s

]
(3.31)

Dans le but de résoudre ce cas de chargement, la solution de ce problème doit véri�er les conditions aux limites suivantes :
N(0) = 0 ;

∂Mz

∂s
(0) = 0 ;

∂Wo

∂s
(0) + Uo(0)

R
= Ω ; tc

2(0) = 0

Uo(Larc) = 0 ; Wo(Larc) = 0 ;
∂Wo

∂s
(Larc) = 0 ; tc

2(Larc) = 0

(3.32)

La même forme des solutions que celles déjà prises précédemment est considérée :

Uo = A1 + A2s + A3 cos( s

R
) + A4 sin( s

R
) + A5s cos( s

R
) + A6s sin( s

R
) où (Ai)i=1,..,6 ∈ R6

Wo = B1 + B2s + B3 cos( s

R
) + B4 sin( s

R
) + B5s cos( s

R
) + B6s sin( s

R
) où (Bi)i=1,..,6 ∈ R6

wc
2 = C1 + C2s + C3 cos( s

R
) + C4 sin( s

R
) + C5s cos( s

R
) + C6s sin( s

R
) où (Ci)i=1,..,6 ∈ R6

(3.33)

En injectant les e�orts généralisés dans l'Eq. (3.31) avec les solutions de la forme de l'Eq. (3.33) dans les équa-
tions d'équilibre données par l'Eq. (3.19) et en résolvant le système d'équations di�érentielles 18 équations sont
obtenues. Les conditions aux limites fournissent 6 équations. La forme des solutions est décomposée dans la base
(1, s, cos(s), sin(s), s cos(s), s sin(s)) qui est une famille libre. Si une quantité, exprimée dans cette base, est nulle alors
tous les coe�cients sont nuls.

L'expression analytique des coe�cients n'est pas donnée ici et la résolution de ces derniers pour une géométrie �xée est
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faite numériquement avec Python en résolvant un système de 24 équations à 18 inconnues.

Dans un premier temps, une �exion créant une fermeture du coude est considérée. Il faut alors choisir une rotation Ω
négative et pour garder les mêmes valeurs que dans le chapitre précédent, la rotation imposée est égale à : Ω = −0.1 rad.

Actuellement, ce cas test présente un bug qui n'a pas encore été résolu. A�n de ne pas alourdir la présentation, qui n'est
pas �nalisée, seule la seconde con�guration de tuyauterie et les points C et M sont analysés. Les autres con�gurations et
points ont sensiblement les mêmes bugs. La valeur des déplacements et de la rotation fournie par la solution analytique
est donnée dans la Tab. (3.10).

Configuration numéro 2
Points C M

Déplacement axial Uo (m) -0.616980 -0.0894406
Déplacement transversal Wo (m) -0.337909 -0.150314

Rotation Ωz (rad) -0.1 -0.0467322
Déplacement radial wc

o (m) -0.0383973 -0.0407002

Table 3.10 – Déplacements et rotation analytiques lors d’une rotation imposée de -0.1 radian sur un tube coudé encastré à une
de ces extrémités et libre de l’autre

Comme précédemment la rotation est imposée de manière progressive (voir Fig. (3.16)). Elle est imposée avec le même
temps de montée que pour les cas tests précédents avec la pression interne imposée.
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Figure 3.16 – Historique de la rotation imposée lors d’une flexion fermante dans un coude

Les déplacements axiaux, transversaux, d'ovalisation et la rotation sont donnés aux points M et C (voir Fig. (3.17)).
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Figure 3.17 – Résultat numérique de la flexion pour la configuration 2 et les points M et C (de gauche à droite)
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Les résultats numériques présentent une erreur de 10% maximale par rapport à la solution analytique. Les déplace-
ments et la rotation de poutre sont surestimés par rapport à la valeur de référence alors que les déplacements d'ovalisation
sont sous-estimés. Les résultats numériques au point M ont une erreur plus importante vis-a-vis de la solution de réfé-
rence qu'au point C.

Il n'y a pas de di�érences majeures entre les calculs e�ectués avec 4 et 12 éléments, il semble donc que la solution
obtenue a convergé puisqu'elle est indépendante de la taille de maille. D'autres calculs avec 24 et 48 éléments ont
également été menés et les valeurs numériques obtenues sont similaires.

Le calcul numérique semble donner un déplacement d'ovalisation uniforme alors que ce n'est pas le cas dans la so-
lution analytique. Les résultats sur les autres points con�rme cette impression d'uniformité de la solution.

Les résultats numériques obtenus sont de l'ordre de grandeur des solutions analytiques mais ils ne sont pas satisfai-
sant pour une véri�cation de modèle. Plusieurs pistes ont déjà été menées pour résoudre ce bug, mais sans succès. Des
investigations concernant la solution numérique sont en cours pour déterminer l'origine de l'anomalie. Il est également
intéressant de se comparer à une solution coque de référence plutôt qu'à un calcul analytique di�cile à véri�er.

La tuyauterie est encastrée à l'une de ces extrémité et une rotation positive Ω = 0.1 rad est imposée de l'autre.
L'ouverture du coude a tendance à créer une ovalisation de la section transverse. Une comparaison est e�ectuée entre
un modèle de poutre classique d'Euler-Bernoulli, un modèle de coque DKT et le modèle de poutre enrichi développé ici.
Le modèle de poutre classique d'Europlexus est réalisé avec 48 éléments droits à deux n÷uds et 6 degrés de liberté par
n÷ud. Cet élément considère la courbure par le biais d'un changement d'inertie à l'aide d'un facteur de sur�exion. Le
modèle DKT de code_aster contient quant à lui 22571 éléments, 11265 n÷uds et 67590 degrés de liberté. Le modèle

proposé ne contient quant à lui que 4 éléments avec 5 degrés de liberté par n÷ud (i.e. Uo, Wo, Ωz, wc
2 et

∂wc
2

∂s
) Dans

les Figs. (3.18) et (3.19) au point C le modèle proposé est très proche de la solution de référence de code_aster. De
par l'ovalisation de sa section, le modèle de poutre enrichi donne une meilleur approximation du déplacement de la �bre
neutre que le modèle de poutre classique. Dans la Fig. (3.20) la tuyauterie s'est ovalisée et le modèle de poutre enrichi
développé ici est en bonne adéquation avec le calcul coque tridimensionnel.

Figure 3.18 – Vue d’en haut de différentes sections lors d’une rotation imposée entraînant une ouverture du coude au point
extrême C
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Figure 3.19 – Vue de côté de différentes sections lors d’une rotation imposée entraînant une ouverture du coude au point
extrême C

Figure 3.20 – Vue transversale de différentes sections lors d’une rotation imposée entraînant une ouverture du coude au point
extrême C
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La comparaison avec un modèle coque donne de bons résultats mais comme discuté précédemment, une erreur entre
la solution analytique et la solution numérique subsiste.
Après plusieurs investigations, il semblerait que l'erreur provienne de la solution analytique de référence. Les comparaisons
numériques e�ectués ont permis de valider la modélisation pour ce cas de chargement. Il serait tout de même intéressant
de déterminer une solution analytique �able qui puisse véri�er le modèle numérique implémenté.

Dans ce chapitre, le tube a été modélisé avec une courbure initiale. Cette courbure engendre des couplages naturels
entre les déplacements de type poutre et ceux de coque. Le modèle d'arc est plus complexe que celui du tube droit mais
en choisissant R → +∞ la modélisation de la tuyauterie droite est retrouvée.

A�n de véri�er et de valider ce modèle, le tuyau est soumis à des cas de chargement classique et similaire à ceux
de la tuyauterie droite comme la pression interne imposée et la �exion pure. Contrairement au tube droit, sous l'e�et
de la pression interne la tuyauterie à tendance à "s'ouvrir". Cet e�et est du au couplage naturel entre la partie poutre
et la partie coque même si la cinématique retenue est linéaire (i.e. sans prise en compte du couplage non-linéaire). Les
résultats numériques sont en bonne adéquation avec les solutions analytiques du modèle proposé.
Dans le cas de la �exion pure, la cinématique de l'arc est couplée naturellement avec les degrés de libertés associés à
l'ovalisation et au gauchissement. La tuyauterie courbée peut alors s'ovaliser sans que des termes non-linéaires soient
pris en compte. Pour valider le modèle d'arc les résultats numériques de l'élément de poutre enrichi ont été comparés à
une modélisation coque tridimensionnelle. Le modèle ainsi proposé représente �dèlement la déformée de la tuyauterie.

Pour ne pas alourdir la présentation, les cas tests numériques ont été présentés dans les chapitres 2 et 3 sans trop
insister sur les méthodes numériques employées qui sont détaillées dans le chapitre suivant.
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4 - Méthodes numériques

L'objectif de ce chapitre est de détailler la discrétisation des équations continues déterminées dans les chapitres
précédents dans le cadre d'une intégration temporelle explicite en temps. Les fonctions de forme ainsi que la matrice des
dérivées des fonctions de forme sont exprimées. Les déformations, les e�orts généralisés et les forces internes sont calculés
successivement. La matrice de masse cohérente est ensuite déterminée puis diagonalisée pour simpli�er son inversion.
En�n la discrétisation temporelle est décrite avec la méthode des di�érences centrées �nies. Le schéma étant explicite,
la condition de stabilité, par le biais du nombre de Courant et des temps caractéristiques, est alors explicitée.

4.1 . Préambule

Le fouettement de tuyauterie est un phénomène typique de la dynamique rapide. La dynamique rapide est caractérisée
par des phénomènes qui durent le plus souvent moins de quelques centaines de millisecondes. S'agissant habituellement
de phénomènes très énergétiques (ex. : impacts, explosions, etc.), ils engendrent de fortes non linéarités qu'un modèle
numérique doit être capable de représenter. L'implémentation numérique est donc e�ectuée dans le code de calcul Eu-
roplexus (EPX) 1, qui est un code de dynamique rapide explicite, développé depuis 1999 par le CEA et EC/JRC [21]. En
outre, Europlexus permet de prendre en compte les e�ets de l'Interaction Fluide Structure (IFS). La discrétisation spatiale
est basée principalement sur la méthode des éléments �nis pour la structure et sur la méthode des volumes �nis pour le
�uide. Dans ce code de calcul trois types de descriptions sont disponibles : la description Lagrangienne qui est plus adap-
tée pour les solides, la description Eulérienne qui est utilisée pour des problèmes purement �uides et en�n la description
ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) qui permet de traiter des cas complexes d'IFS. Le lecteur pourra consulter le livre de
Belytschko qui exprime davantage ces méthodes [12]. Europlexus utilise la méthode des di�érences centrées �nies pour la
discrétisation en temps. La méthode numérique de résolution utilisée dans le code de calcul est basée sur une description
de type Lagrangien réactualisé, c'est à dire que la con�guration de référence à l'instant, t + ∆t, est celle de l'instant pré-
cédent, t. Dans une description Lagrangienne dite totale, la con�guration de référence est et reste la con�guration initiale.

Pour résoudre numériquement des systèmes complexes d'équations aux dérivées partielles, la méthode des éléments
�nis est souvent utilisée. Cette méthode basée sur une approche mathématique rigoureuse permet de discrétiser un objet
continu en plusieurs éléments de tailles plus petites. Ainsi pour une application dans un contexte industriel sur un grand
réseau de tuyauterie, l'un des enjeux est de développer des modèles permettant de réduire au maximum le temps de calcul.

Le choix de développer un élément �ni �laire, prenant en compte les variations de sa section transverse, pour des
calculs plus rapides a été retenu. Pour satisfaire cette modélisation une nouvelle méthodologie a été entreprise et est
détaillée dans ce chapitre.

4.2 . Algorithme explicite

Dans cette partie, le cheminement numérique, allant de la discrétisation des équations d'équilibres continues jusqu'à
l'obtention des forces internes, en passant par l'élaboration des fonctions de forme et la création de la matrice de masse,
est décrit. A�n de simpli�er la présentation, seuls les six degrés de libertés de poutre ainsi que les deux degrés de libertés
associés au mode 0 de Fourier sont détaillés pour une tuyauterie droite. Les autres degrés de libertés du tube droit et
ceux du tube coudé sont spéci�és dans chaque section où cela est nécessaire.

4.2.1 . Discrétisation du problème continu

Pour modéliser numériquement la structure, il convient de discrétiser la forme faible de l'équation d'équilibre : le
principe des puissances virtuelles (voir Eq. (2.4)) est rappelé sous la forme :∫

Ω
ρ

∂2u
∂t2 · δ v∗ dΩ =

∫
∂Ω

T.δ v∗ d∂Ω −
∫

Ω
σ : ε(δ v∗)dΩ (4.1)

1. https ://europlexus.jrc.ec.europa.eu/
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L'idée des éléments �nis est, comme son nom l'indique, de discrétiser la structure en un nombre �ni d'éléments. La struc-
ture ainsi modélisée comprend ne nombre d'éléments et nN nombre de n÷uds. Le déplacement continu tridimensionnel
u est ensuite discrétisé à l'aide de fonctions de forme, ne dépendant que de la variable X présent dans la matrice N(X),
d'une matrice de passage Q(θ, Z) et d'une matrice colonne ue des valeurs aux nN n÷uds uj (∀ j ∈ {1, .., nN }) :

u(X, θ, Z, t) = Q(θ, Z) · N(X) · ue(t) = Q ·
nN∑
j=1

Nj · uj (4.2)

De la même façon le mouvement de vitesse virtuelle est dé�ni par :

δ v∗ = Q ·
nN∑
j=1

Nj · δv∗
j (4.3)

Le tenseur des déformations s'exprime de manière similaire en considérant la matrice B des dérivées des fonctions de
forme :

ε = Q ·
nN∑
j=1

Bj · uj (4.4)

Ce qui conduit également à :

ε(δ v∗) = Q ·
nN∑
j=1

Bj · δv∗
j (4.5)

La relation de comportement, peut s'exprimer sous la forme classique suivante :

σ = C : ε (4.6)

où C représente le tenseur de l'élasticité d'ordre 4.

En réinjectant les équations discrétisées dans le principe des puissances virtuelles exprimé sous sa forme continue dans
l'Eq. (4.1), l'équation d'équilibre discrétisée s'écrit sous la forme :

nN∑
j=1

nN∑
i=1

δv∗
i

(∫
Ω

ρ NT
j · QT · Q · Ni dΩ

)
∂2uj

∂t2 =

nN∑
i=1

δv∗
i

(∫
∂Ω

T · Q · Ni d∂Ω
)

−
nN∑
j=1

nN∑
i=1

δv∗
i

(∫
Ω

BT
i · QT : C : Q · Bj dΩ

)
uj

(4.7)

La matrice de masse M, les forces extérieures Fext et les forces internes Fint sont dé�nies comme :

M =
∫

Ω
ρ NT · QT · Q · N dΩ ; Fext =

∫
∂Ω

T · Q · N d∂Ω ; Fint =
∫

Ω
BT · QT : C : Q · B · u dΩ (4.8)

Les forces internes peuvent également se mettre sous la forme suivante :

Fint =
∫

X

BT · Fgen dX où Fgen =
∫

S

QT : C : Q · B · u dS (4.9)

Le déplacement virtuel étant une fonction test, l'équation discrétisé peut �nalement s'écrire telle que :

M∂2u
∂t2 = Fext − Fint (4.10)

L'écriture de l'équilibre est encore très générale et dans la suite de ce chapitre les variables introduites dans cette section
sont unes à unes détaillées.
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4.2.2 . Fonctions de forme

Les fonctions de forme permettent d'exprimer, à l'aide de fonctions continues, les déplacements et les rotations.
Ces dernières sont des fonctions d'interpolation et dans la plupart des cas des polynômes comme ceux de Lagrange
ou d'Hermite. Le polynôme choisi doit passer par n + 1 points donnés (ici les valeurs aux n÷uds) ce qui lui confère
d'être un polynôme d'ordre n à minima. Il y a donc une in�nité de polynômes passant par n + 1 points et dans la
pratique, pour simpli�er, le polynôme de degré le plus faible est considéré (i.e. de degré n dans ce cas). Les fonctions
de forme doivent également respecter, dans certains cas, des conditions sur leurs dérivées : c'est notamment le cas
avec les hypothèses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchho�. Les fonctions de forme des six degrés de libertés de poutre
Uo(X), Wo(X), Vo(X), Ωx(X), Ωy(X) et Ωz(X) ainsi que des deux degrés de libertés associés au mode 0 de Fourier

wc
o et

∂wc
o

∂X
sont déterminées. Pour un élément �laire à deux n÷uds (voir Fig. (4.1)) chaque degré de liberté possède

deux valeurs par élément, qui correspondent au premier n÷ud et au second n÷ud. Par exemple U1
o et U2

o représentent
respectivement les valeurs de Uo aux n÷uds 1 et 2.

b

b
Noeud 1

Noeud 2
L

Figure 4.1 – Élément filaire à 2 nœuds

Un élément est, entre autres, caractérisé par sa longueur L. A�n d'adimensionner le problème les polynômes d'interpo-
lation utilisent la variable λ, qui est dé�nie comme :

λ = X

L
(4.11)

Ainsi les fonctions de forme ne sont plus écrites en fonction de X mais selon λ. Le premier n÷ud correspond à λ = 0
(i.e. X = 0) et le second n÷ud à λ = 1 (i.e. X = L). Il faut désormais déterminer les fonctions de forme polynomiales
en respectant leurs conditions aux limites. Dans le cas du déplacement axial Uo, le polynôme PUo doit considérer les
deux relations suivantes :

PUo
(0) = U1

o et PUo
(1) = U2

o (4.12)

Le polynôme du premier ordre est su�sant et la fonction de forme s'écrit :

PUo
(λ) = (1 − λ)U1

o + λU2
o (4.13)

De la même façon pour la torsion Ωx, la fonction de forme s'exprime comme :

PΩx
(λ) = (1 − λ)Ω1

x + λΩ2
x (4.14)

Les fonctions de forme pour les déplacements transversaux Wo et Vo s'obtiennent avec la même méthodologie. Du fait

des hypothèses d'Euler-Bernoulli (i.e
∂Wo

∂X
= Ωz et

∂Vo

∂X
= −Ωy), le polynôme doit respecter les conditions aux limites

pour les déplacements et sa dérivée doit respecter des conditions aux limites sur les rotations. Dans le cas de Wo le
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polynôme doit alors respecter les quatre conditions suivantes :
PWo

(0) = W 1
o ;

dPWo

dX
(0) = Ω1

z

PWo
(1) = W 2

o ;
dPWo

dX
(1) = Ω2

z

(4.15)

Pour Vo, les relations à respecter sont similaires, avec toutefois un changement de signe sur la dérivée de PVo :
PVo

(0) = V 1
o ;

dPVo

dX
(0) = −Ω1

y

PVo
(1) = V 2

o ;
dPVo

dX
(1) = −Ω2

y

(4.16)

Les fonctions de forme sont alors de degré trois et sont décrites ci-après :

PWo
(λ) = (1 − λ)2(1 + 2λ)W 1

o + λ2(3 − 2λ)W 2
o + Lλ(λ − 1)2Ω1

z + L(λ − 1)λ2Ω2
z

dPWo
(λ)

dX
= 1

L
[−6λ(1 − λ)W 1

o + 6λ(1 − λ)W 2
o + L(λ − 1)(3λ − 1)Ω1

z + Lλ(3λ − 2)Ω2
z]

PVo
(λ) = (1 − λ)2(1 + 2λ)V 1

o + λ2(3 − 2λ)V 2
o − Lλ(λ − 1)2Ω1

y − L(λ − 1)λ2Ω2
y

−dPVo
(λ)

dX
= 1

L

[
6λ(1 − λ)V 1

o − 6λ(1 − λ)V 2
o + L(λ − 1)(3λ − 1)Ω1

y + Lλ(3λ − 2)Ω2
y

] (4.17)

D'une façon similaire le polynôme d'interpolation des degrés de liberté associés au gon�ement, sous l'hypothèse de
Love-Kirchho�, doit véri�er : 

Pwc
o
(0) = wc,1

o ;
dPwc

o

dX
(0) =

(
∂wc

o

∂X

)1

Pwc
o
(1) = wc,2

o ;
dPwc

o

dX
(1) =

(
∂wc

o

∂X

)2 (4.18)

Le polynôme est ainsi de degré trois et est dé�ni par :
Pwc

o
(λ) = (1 − λ)2(1 + 2λ)wc,1

o + λ2(3 − 2λ)wc,2
o + Lλ(λ − 1)2

(
∂wc

o

∂X

)1
+ L(λ − 1)λ2

(
∂wc

o

∂X

)2

dPwc
o
(λ)

dX
= 1

L

[
−6λ(1 − λ)wc,1

o + 6λ(1 − λ)wc,2
o + L(λ − 1)(3λ − 1)

(
∂wc

o

∂X

)1
+ Lλ(3λ − 2)

(
∂wc

o

∂X

)2
] (4.19)

Remarque : Les fonctions de forme de Uo et Ωx sont linéaires alors que les autres sont des polynômes de degré trois.

Ceci vient simplement du fait que les hypothèses d'Euler-Bernoulli (Ωz = ∂Wo

∂X
et Ωy = −∂Vo

∂X
) sont considérés. En

restant dans les hypothèse de Timoshenko, les fonctions de forme linéaires pour Wo, Vo, Ωy et Ωz su�sent. La même
remarque s'applique à la partie coque pour wo et u1 en considérant les hypothèses de Mindlin-Reissner plutôt que celles
de Love-Kirchho�.

Généralisation aux autres modes de Fourier :

Les fonctions de forme des degrés de liberté qui correspondent aux déplacements dans la section transverse (i.e
wc,s

i ∀i ∈ N) sous l'hypothèse de Love-Kirchho� sont similaires à ce qui est fait pour le mode 0 de Fourier.

∀i ∈ N


Pwc,s

i
(λ) = (1 − λ)2(1 + 2λ) (wc,s

i )1 + λ2(3 − 2λ) (wc,s
i )2 + Lλ(λ − 1)2

(
∂wc,s

i

∂X

)1

+ L(λ − 1)λ2
(

∂wc,s
i

∂X

)2

dPwo(λ)
dX

= 1
L

[
−6λ(1 − λ) (wc,s

i )1 + 6λ(1 − λ) (wc,s
i )2 + L(λ − 1)(3λ − 1)

(
∂wc,s

i

∂X

)1

+ Lλ(3λ − 2)
(

∂wc,s
i

∂X

)2
]

(4.20)
Pour les degrés de liberté de gauchissement (i.e uc,s

i ∀i ∈ N \ {0, 1}) les fonctions de forme sont des polynômes linéaires
et s'expriment comme :

∀i ∈ N \ {0, 1} Puc,s
i

(λ) = (1 − λ) (uc,s
i )1 + λ (uc,s

i )2 (4.21)
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Spéci�cation du tube coudé :

Les fonctions de forme pour le tube coudé sont nettement plus complexes à déterminer. Les fonctions de forme
classiques ne fournissent pas de bons résultats pour les poutres courbes [23] et les tests numériques entrepris avec les
fonctions de forme du tube droit se sont avérés infructueux.
Les premières recherches sur le sujet ont conclu que le problème venait du fait de la mauvaise description des mouvements
de corps rigide et de certains phénomène de blocage comme le blocage de membrane et de cisaillement pour les poutres
de Timoshenko [23, 18, 80, 38].
A�n de résoudre ce problème numérique, des polynômes d'ordre supérieurs avec plus de n÷uds et de degré de libertés
ont été introduits [80, 59, 112, 8, 79, 22, 55]. Dans [10, 6, 7, 17, 18, 110, 38] à la place de polynômes, des fonctions de
forme trigonométriques sont obtenues en résolvant les équations d'équilibre en statique. La plupart des éléments créés
sont des éléments à trois n÷uds qui ne peuvent pas convenir à l'étude actuelle car dans la modélisation proposée seul le
choix d'un élément �laire à deux n÷uds a été retenu.

Les travaux de Friedman et Kosmatka [38] ont permis d'obtenir d'excellents résultats numériques sur des poutres de
Timoshenko courbées, tout en restant avec un élément à deux n÷uds. Pour obtenir des fonctions de forme d'ordre plus
élevé, que ce soit polynomiale ou trigonométrique, il faut que ces fonctions véri�ent les conditions aux limites usuelles
et les équations d'équilibres. Le fait de véri�er exactement les équations d'équilibre permet d'obtenir des relations sup-
plémentaires permettant d'enrichir l'ordre des fonctions de forme. La méthodologie entreprise, dans cette partie, pour
déterminer les fonctions de forme du tube coudé est basée, entre autres, sur les travaux de Friedman [38].

L'objectif est de déterminer de nouvelles fonctions de forme, respectant les conditions aux limites aux deux n÷uds
de l'élément ainsi que les équations d'équilibre en statique. L'analyse des fonctions de forme est faite seulement sur
les degrés de liberté dans le plan (i.e. Uo(s), Wo(s) et Ωz(s)) en maintenant l'hypothèse d'Euler-Bernoulli donnée dans
l'Eq. (D.18). En ne considérant que les degrés de libertés de poutre, les équations d'équilibre de l'Eq. (3.11) et les e�orts
généralisés de l'Eq. (3.12) deviennent :

∂N

∂s
= 0 ;

∂2Mz

∂s2 + nz = 0 où N = Dπae

[(
2 + a2

R2

)
∂Uo

∂s
− 2

R
Wo + a2

R

∂2Wo

∂s2

]
nz = Dπae

[
− 2

R

∂Uo

∂s
+ 2

R2 Wo

]
; Mz = Dπae

[
a2 ∂2Wo

∂s2 + a2

R

∂Uo

∂s

] (4.22)

En injectant les e�orts généralisés dans les équations d'équilibre, le système d'équation di�érentielle suivant apparaît :

(
2 + a2

R2

)
∂2Uo

∂s2 − 2
R

∂Wo

∂s
+ a2

R

∂3Wo

∂s3 = 0

a2 ∂4Wo

∂s4 + a2

R

∂3Uo

∂s3 − 2
R

∂Uo

∂s
+ 2

R2 Wo = 0

(4.23)

De manière similaire à ce qui est fait dans [38], la solution est cherchée sous la forme Uo = Aers et Wo = Bers. En
injectant dans l'Eq. (4.23) et en factorisant par l'exponentielle, le système suivant est obtenu :

r2
(

2 + a2

R2

)
A + r

(
r2 a2

R
− 2

R

)
B = 0

r

(
a2

R
r2 − 2

R

)
A +

(
a2r4 + 2

R2

)
B = 0

(4.24)

La solution triviale (i.e. A = B = 0) de ce système n'est pas retenue puisqu'elle mène à une solution nulle. A�n d'obtenir
une solution non triviale, il convient de considérer un déterminant nul qui mène à l'équation :

r2
(

r2 + 1
R2

)2
= 0 (4.25)

La même relation est obtenue dans [38], cette dernière est donc indépendante des hypothèses d'Euler-Bernoulli. Il est à
noter également que la relation ne dépend pas de l'épaisseur e, du rayon a, de la longueur Larc ni des caractéristiques
du matériau. Cette équation ne dépend que du rayon de courbure R.
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Les solutions doubles de r de l'Eq. (4.25) sont :

rsol ∈ {− 1
R

j, 0,
1
R

j} où j2 = −1 (4.26)

De par la multiplicité des solutions [38], elles sont trigonométriques et s'écrivent sous la forme :
Uo = A1 + A2s + A3 cos

( s

R

)
+ A4 sin

( s

R

)
+ A5s cos

( s

R

)
+ A6s sin

( s

R

)
où (Ai)i=1,..,6 ∈ R6

Wo = B1 + B2s + B3 cos
( s

R

)
+ B4 sin

( s

R

)
+ B5s cos

( s

R

)
+ B6s sin

( s

R

)
où (Bi)i=1,..,6 ∈ R6

(4.27)

Les fonctions de forme doivent véri�er les conditions aux n÷uds classiques :
Uo(0) = U1

o ; Wo(0) = W 1
o ;

∂Wo

∂s
(0) = Ω1

z − U1
o

R

Uo(1) = U2
o ; Wo(1) = W 2

o ;
∂Wo

∂s
(1) = Ω2

z − U2
o

R

(4.28)

Il y a donc 12 constantes à déterminer mais seulement avec 6 équations ce qui n'est pas su�sant. L'idée est que les
fonctions de forme doivent également respecter les équations d'équilibres fournies dans l'Eq. (4.23).

Les solutions sous la forme proposée (dans l'Eq. (4.27) sont injectées dans l'Eq. (4.23). La famille qui engendre les
fonctions de forme est une famille libre et par conséquent, si une combinaison linéaire d'une famille libre est nulle alors
chaque coe�cient est nul. Ceci permet d'obtenir 12 relations supplémentaires dont 6 sont linéairement indépendantes
permettant de déterminer chaque coe�cient des fonctions de forme. La résolution analytique des coe�cients est assez
lourde et elle a été e�ectuée avec la librairie Sympy de Python en inversant un système d'équations 12 par 12. Il est à
noter que les coe�cients obtenus ne dépendent que du rayon moyen a et du rayon de courbure R et sont indépendant
du comportement et de l'épaisseur contrairement à ce qui est fait dans [38].

Pour le coude dans le plan les fonctions de forme sont données par les relations qui suivent :

P c
Uo

(λ) = A1 + A2Lλ + A3 cos
(

Lλ

R

)
+ A4 sin

(
Lλ

R

)
+ A5Lλ cos

(
Lλ

R

)
+ A6Lλ sin

(
Lλ

R

)

P c
Wo

(λ) = B1 + B2Lλ + B3 cos
(

Lλ

R

)
+ B4 sin

(
Lλ

R

)
+ B5Lλ cos

(
Lλ

R

)
+ B6Lλ sin

(
Lλ

R

)
dP c

Wo

ds
(λ) = B2 +

(
B4

R
+ B5

)
cos
(

Lλ

R

)
+
(

−B3

R
+ B6

)
sin
(

Lλ

R

)
+ B6

R
Lλ cos

(
Lλ

R

)
− B5

R
Lλ sin

(
Lλ

R

)
(4.29)

Les fonctions de forme utilisées pour la partie coque sont les mêmes que celles du tube droit (voir Eq. (4.20) et Eq. (4.21)).

Les fonctions de forme étant toutes dé�nies, les déplacements tridimensionnels sont exprimés en fonction des valeurs
aux n÷uds et de la matrice des fonctions de forme.

4.2.3 . Matrice N des fonctions de forme

Le déplacement est d'abord dé�ni dans le repère général, puis il est transporté dans le repère local de l'élément :

Ulocal = P.Uglobal où P représente la matrice de passage entre le repère local et global. (4.30)

Dans la suite et sauf mention contraire, toutes les quantités sont exprimées dans le repère local et pour ne pas alourdir
les notations elles ne sont pas indicées par local.
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Pour rappel, en considérant les degrés de libertés de poutre et ceux du gon�ement, le déplacement s'écrit :

U =
(

Uo + (R + Z) sin θ Ωy − (R + Z) cos θ Ωz − Z
∂wc

o

∂X

)
EX + (Vo sin θ + Wo cos θ + wc

o) ER

+(Vo cos θ − Wo sin θ + (R + Z)Ωx)Eθ = UXEX + URER + UθEθ

(4.31)

Qui peut également s'exprimer sous forme matricielle :

U(X, θ, Z) =


UX

UR

Uθ

 (4.32)

La matrice colonne Ue, des valeurs aux n÷uds des degrés de liberté est dé�nie de la façon suivante :

Ue =



U1
o

W 1
o

V 1
o

Ω1
x

Ω1
y

Ω1
z

wc,1
o(

∂wc
o

∂X

)1

U2
o

W 2
o

V 2
o

Ω2
x

Ω2
y

Ω2
z

wc,2
o(

∂wc
o

∂X

)2



(4.33)

La matrice des fonctions de forme N, (ici de dimension 8x16), et la matrice de passage Q sont dé�nies telles que :

Q(θ, Z) =

1 0 0 0 (R + Z) sin θ −(R + Z) cos θ 0 −Z
0 cos θ sin θ 0 0 0 1 0
0 − sin θ cos θ (R + Z) 0 0 0 0

 (4.34)

N(X) =



N1
Uo

0 0 0 0 0 0 0 N2
Uo

0 0 0 0 0 0 0
0 N1

Wo
0 0 0 N1

Ωz
0 0 0 N2

Wo
0 0 0 N2

Ωz
0 0

0 0 N1
Vo

0 N1
Ωy

0 0 0 0 0 N2
Vo

0 N2
Ωz

0 0 0
0 0 0 N1

Ωx
0 0 0 0 0 0 0 N2

Ωx
0 0 0 0

0 0 −
dN1

Vo

dX
0 −

dN1
Ωy

dX
0 0 0 0 0 −

dN2
Vo

dX
0 −

dN2
Ωz

dX
0 0 0

0
dN1

Wo

dX
0 0 0

dN1
Ωz

dX
0 0 0

dN2
Wo

dX
0 0 0

dN2
Ωz

dX
0 0

0 0 0 0 0 0 N1
wc

o
N1

dwc
o

0 0 0 0 0 0 N2
wc

o
N2

dwc
o

0 0 0 0 0 0
dN1

wc
o

dX

dN1
dwc

o

dX
0 0 0 0 0 0

dN2
wc

o

dX

dN2
dwc

o

dX


(4.35)

101



Où les composantes non nulles sont données :

N1
Uo

= (1 − λ) ; N2
Uo

= λ

N1
Wo

= (1 − λ)2(1 + 2λ) ; N1
Ωz

= Lλ(λ − 1)2 ; N2
Wo

= λ2(3 − 2λ) ; N2
Ωz

= Lλ2(λ − 1)

N1
Vo

= (1 − λ)2(1 + 2λ) ; N1
Ωy

= −Lλ(λ − 1)2 ; N2
Vo

= λ2(3 − 2λ) ; N2
Ωy

= −Lλ2(λ − 1)

N1
Ωx

= (1 − λ) ; N2
Ωx

= λ

dN1
Wo

dX
= − 1

L
6λ(1 − λ) ;

dN1
Ωz

dX
= (λ − 1)(3λ − 1) ;

dN2
Wo

dX
= 1

L
6λ(1 − λ) ;

dN2
Ωz

dX
= λ(3λ − 2)

dN1
Vo

dX
= − 1

L
6λ(1 − λ) ;

dN1
Ωy

dX
= −(λ − 1)(3λ − 1) ;

dN2
Vo

dX
= 1

L
6λ(1 − λ) ;

dN2
Ωy

dX
= −λ(3λ − 2)

N1
wc

o
= (1 − λ)2(1 + 2λ) ; N1

dwc
o

= Lλ(λ − 1)2 ; N2
wc

o
= λ2(3 − 2λ) ; N2

dwc
o

= Lλ2(λ − 1)

dN1
wc

o

dX
= − 1

L
6λ(1 − λ) ;

dN1
dwc

o

dX
= (λ − 1)(3λ − 1) ;

dN2
wc

o

dX
= 1

L
6λ(1 − λ) ;

dN2
dwc

o

dX
= λ(3λ − 2)

(4.36)
La relation entre le déplacement et les valeurs aux n÷uds est dé�nie par :

U = Q.N.Ue (4.37)

Généralisation aux autres modes de Fourier :

La démarche entreprise pour les autres modes de Fourier est similaire à ce qui est fait pour le mode 0 de Fourier.
Pour simpli�er seuls les termes en cosinus sont détaillés. Pour les termes en sinus il su�t de remplacer cos(iθ) par sin(iθ)
et − sin(iθ) par cos(iθ). Pour i = 1 les signes et les coe�cients sont di�érents mais la démarche reste la même et n'est
pas explicitée.
Le déplacement pour le ième (i ≥ 2) mode de Fourier en cosinus Uc

i s'écrit :

Uc
i =

(
cos(iθ)uc

i − Z cos(iθ)∂wc
i

∂X

)
EX + cos(iθ)wc

i ER +
(

−1
i

sin(iθ)wc
i − Z

1
a

(
i2 − 1

i

)
(− sin(iθ))wc

i

)
Eθ (4.38)

La matrice colonne (Ue)c
i des valeurs aux n÷uds s'exprime comme :

(Ue)c
i =



uc,1
i

wc,1
i(

∂wc
i

∂X

)1

uc,2
i

wc,2
i(

∂wc
i

∂X

)2


(4.39)

La matrice des fonctions de forme (N)c
i et la matrice de passage (Q)c

i se déduisent de ce qui a déjà été fait précédem-
ment :

(Q)c
i (θ, Z) =


cos(iθ) 0 −Z cos(iθ)

0 cos(iθ) 0

0 −1
i

sin(iθ) −Z
1
a

(
i2 − 1

i

)
(− sin(iθ))

 (4.40)

102



(N)c
i (X) =


N1

uc
i

0 0 N2
uc

i
0 0

0 N1
wc

i
N1

dwc
i

0 N2
wc

i
N2

dwc
i

0
dN1

wc
i

dX

dN1
dwc

i

dX
0

dN2
wc

i

dX

dN2
dwc

i

dX

 (4.41)

Où les composantes non nulles sont fournies :



N1
uc

i
= (1 − λ) ; N2

uc
i

= λ

N1
wc

i
= (1 − λ)2(1 + 2λ) ; N1

dwc
i

= Lλ(λ − 1)2 ; N2
wc

i
= λ2(3 − 2λ) ; N2

dwc
i

= Lλ2(λ − 1)

dN1
wc

i

dX
= − 1

L
6λ(1 − λ) ;

dN1
dwc

i

dX
= (λ − 1)(3λ − 1) ;

dN2
wc

i

dX
= 1

L
6λ(1 − λ) ;

dN2
dwc

i

dX
= λ(3λ − 2)

(4.42)

Spéci�cation du tube coudé :

Pour le coude il su�t de considérer les déplacements de poutre et de coque dans le plan (voir Eq. (D.6) et Eq. (D.9)),
puis de reprendre la méthodologie exprimée ci-dessus avec la matrice des fonctions de forme nettement moins creuse.
Les fonctions de forme sont exprimées dans l'Eq. (4.29) et la détermination des coe�cients permet de remplir la matrice
N qui n'est pas détaillée ici.

4.2.4 . Matrice des dérivées des fonctions de forme et incrément de déformation

Après avoir dé�ni la cinématique à travers les fonctions de forme, les incréments de déformation, ∆ε, peuvent
être obtenus à partir de la matrice des dérivées des fonction de forme B. Pour simpli�er la lecture, les variables sont
décomposées en une contribution de poutre (∆εp) et une contribution de coque (∆εc). Les incréments de déformation
sont dé�nis tels que :

∆εp =



∂∆Uo

∂X

∂∆Ωx

∂X

−∂2∆Vo

∂X2

∂2∆Wo

∂X2


; ∆εc =

 ∆wc
o

∂2∆wc
o

∂X2

 (4.43)

Les incréments de déplacement de poutre Ue,p et de coque Ue,c s'écrivent comme suit :

∆Ue,p =



∆U1
o

∆W 1
o

∆V 1
o

∆Ω1
x

∆Ω1
y

∆Ω1
z

∆U2
o

∆W 2
o

∆V 2
o

∆Ω2
x

∆Ω2
y

∆Ω2
z



; ∆Ue,c =



∆wc,1
o

∆
(

∂wc
o

∂X

)1

∆wc,2
o

∆
(

∂wc
o

∂X

)2


(4.44)
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Les matrices des dérivées des fonctions de poutre Bp et de coque Bc sont dé�nies par :

Bp =



−
1
L

0 0 0 0 0
1
L

0 0 0 0 0

0 0 0 −
1
L

0 0 0 0 0
1
L

0 0

0 0 −
6(2λ − 1)

L2 0
2(3λ − 2)

L
0 0 0

6(2λ − 1)
L2 0

2(3λ − 1)
L

0

0
6(2λ − 1)

L2 0 0 0
2(3λ − 2)

L
0 −

6(2λ − 1)
L2 0 0 0

2(3λ − 1)
L


(4.45)

Bc =
((1 − λ)2(1 + 2λ) Lλ(λ − 1)2 λ2(3 − 2λ) L(λ − 1)λ2

6(2λ − 1)
L2

2(3λ − 2)
L

−6(2λ − 1)
L2

2(3λ − 1)
L

)
(4.46)

Les relations entre les incréments de déformations et les valeurs aux n÷uds sont exprimées ci-dessous :

∆εp = Bp.∆Ue,p ; ∆εc = Bc.∆Ue,c (4.47)

Les incréments de déformation sont ensuite ajoutés à chaque pas de temps i a�n de déterminer le tenseur des déformations
discret εd au temps courant tn :

εd =
n∑

i=1

(
(∆εp)i

(∆εc)i

)
(4.48)

Les valeurs de ce tenseur sont exprimées avec l'exposant d a�n d'indiquer que ce sont des variables obtenues après
discrétisation.

Généralisation aux autres modes de Fourier :

Pour le ième modes de Fourier en cosinus, les incréments de déplacement et de déformation sont dé�nis tels que :

∆ (Ue,c)c
i =



∆uc,1
i

∆wc,1
i

∆
(

∂wc
i

∂X

)1

∆uc,2
i

∆wc,2
i

∆
(

∂wc
i

∂X

)2



; ∆ (εc)c
i =



∆uc
i

∂∆uc
i

∂X

∆wc
i

∂∆wc
i

∂X

∂2∆wc
i

∂X2


(4.49)

La matrice des dérivées des fonctions de forme (B)c
i est exprimée par :

(Bc)c
i =



(1 − λ) 0 0 λ 0 0
− 1

L
0 0 1

L
0 0

0 (1 − λ)2(1 + 2λ) Lλ(λ − 1)2 0 λ2(3 − 2λ) L(λ − 1)λ2

0 − 1
L

6λ(1 − λ) (λ − 1)(3λ − 1) 0 1
L

6λ(1 − λ) λ(3λ − 2)

0 6(2λ − 1)
L2

2(3λ − 2)
L

0 −6(2λ − 1)
L2

2(3λ − 1)
L


(4.50)

Il est à noter que la matrice (Bc)c
i contient trois lignes supplémentaires comparée à la matrice du gon�ement donnée

dans l'Eq. (4.46) car le gauchissement est désormais pris en considération et que dû aux termes en θ dans le tenseur des
déformations la dérivée première de wc

i apparaît également.
Pour les termes en sinus la matrice s'écrit sous la même forme. Pour le premier mode de Fourier les termes de gauchis-
sement étant nuls, seul les trois dernières lignes sont maintenues.
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Spéci�cation du tube coudé :

Dans le cas du tube coudé, le tenseur des déformations possède des termes supplémentaires comme par exemple
Wo/R. Il convient alors d'ajouter des termes dans l'incrément de déformation ∆εp. Il n'y a pas besoin d'ajouter de termes
aux incréments de déplacement mais il faut rajouter des lignes pour la matrice B. La construction de cette dernière
s'e�ectue en utilisant l'Eq. (4.29) avec les coe�cients déterminés par le calcul formel. Pour les termes supplémentaire
de coque la matrice B est la même que celle dé�nie dans l'Eq. (4.50).

Spéci�cation du couplage non-linéaire :

D'une façon similaire, des termes supplémentaires apparaissent, que ce soit pour le tube droit ou le tube coudé. Il
faut alors rajouter des termes dans ε et B. Il est à noter que le tenseur des déformations discret restera numériquement
linéaire sous forme d'une matrice colonne alors que le tenseur des déformations continu est quant à lui non linéaire. La
non linéarité n'est introduite que dans le calcul des e�orts généralisés.

L'écriture du tenseur des déformations discret εd, permet désormais de déterminer les e�orts généralisés.

4.2.5 . E�orts généralisés et forces internes

Ici, seule la loi de comportement élastique linéaire isotrope en contraintes planes est introduite (voir Eq. (1.75)).
Par conséquent il n'est pas nécessaire de déterminer explicitement les incréments de contraintes. En e�et les e�orts
généralisés peuvent être directement exprimés en fonction du tenseur des déformations. La forme discrétisée des e�orts
généralisés donnée dans l'Eq. (1.76), s'exprime sous la forme suivante :

N = DS

[
∂Ud

o

∂X
+ ν

(wc
o)d

a

]

Mx = GJx
∂Ωd

x

∂X

My = −DIy
∂2V d

o

∂X2

Mz = DIz
∂2W d

o

∂X2

nc
o = D

S

a

[
ν

∂Ud
o

∂X
+ (wc

o)d

a

]

mc
o = DS

e2

12

[(
∂2wc

o

∂X2

)d

+ ν
(wc

o)d

a2

]

(4.51)

La matrice colonne des e�orts généralisés Fgen est dé�nie telle que :

Fgen =


N

Mx

My

Mz

nc
o

mc
o

 (4.52)

Les forces internes locales se dé�nissent telles que :

Fint =
∫ L

0
BT . Fgen dX (4.53)

A�n d'intégrer numériquement ces quantités ne dépendant que de la variable X (à travers la variable λ), les méthodes
classiques d'intégration par les rectangles, les trapèzes ou le point milieu sont des méthodes trop chères en temps de
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calcul pour obtenir des bons résultats. L'intégration par la méthode de la quadrature de Gauss permet de donner une
approximation de ces intégrales beaucoup plus rapidement et simplement.

Approximation d'une intégrale par la méthode de la quadrature de Gauss

La méthode de quadrature de Gauss est une méthode permettant d'approximer l'intégrale d'une fonction f avec

quelques points particulier de la fonction. A l'aide du changement de variable x = a − b

2 X + a + b

2 , qui permet de se

ramener à une intégrale entre -1 et 1, la relation suivante s'en déduit :∫ b

a

f(x)dx = b − a

2

∫ 1

−1
f

(
b − a

2 x + a + b

2

)
dx (a,b) ∈ R2 (4.54)

Cette intégrale peut alors être déterminée par la méthode de quadrature de Gauss qui s'exprime comme :

b − a

2

∫ 1

−1
f

(
b − a

2 x + a + b

2

)
dx = b − a

2

N∑
i=1

ωif

(
b − a

2 xi + a + b

2

)
(4.55)

où les xi représentent les points d'interpolation, ωi leurs poids et N le nombre de points.

Cette méthode de quadrature est exacte pour un polynôme de degré 2n − 1 lorsque y a n points d'intégration. Ainsi,
dans le cas présent, les polynômes dans la matrice B sont au plus de degré 3. Ces polynômes sont également présents
dans Fgen, il faut donc intégrer des polynômes de degré 6. L'inégalité 2n − 1 ≥ 6 ⇒ n ≥ 4 indique que pour une
intégration exacte il su�t de considérer 4 points de Gauss.

Remarque : Dans le cas des poutres classiques, 2 points de Gauss su�sent car la matrice B ne comprend qu'au
plus des polynômes d'ordre 1.

Les points de Gauss correspondent aux racines des polynôme de Legendre. Ainsi pour déterminer les n points de Gauss
xi, il faut trouver les racines du nième polynôme de Legendre noté Pn(x). Les poids de Gauss notés pg

i sont ensuite
déterminés par la relation qui suit :

pg
i = 2

(1 − xi)2
(

dPn(x)
dx

)2 (4.56)

Dans le cas présent, les racines de P4(x) et le calcul des poids associés peuvent encore se faire analytiquement. Pour
des degrés plus élevés il est plus simple de passer par une résolution numérique approchée ou du calcul formel pour
l'expression exacte.

Les 4 points et poids de Gauss valent :

x1 = − 1
35
√

525 + 70
√

30 ; pg
1 = 1

36(18 −
√

30)

x2 = − 1
35
√

525 − 70
√

30 ; pg
2 = 1

36(18 +
√

30)

x3 = 1
35
√

525 − 70
√

30 ; pg
3 = 1

36(18 +
√

30)

x4 = 1
35
√

525 + 70
√

30 ; pg
4 = 1

36(18 −
√

30)

(4.57)

Remarque : La somme des poids de Gauss est toujours égale à l'intervalle d'intégration ici 1 − (−1) = 2.

La méthode présentée est valable dans [−1, 1]. Dans le cas présent, le paramètre λ varie entre 0 et 1. Pour se ra-

mener à cet intervalle, il su�t de considérer le changement de variable : λi = xi + 1
2 où λi représente les nouveaux

points de Gauss. De plus le nouveau poids de Gauss αi est divisé par 2 : αi = pg
i

2 .
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En considérant quatre points de Gauss, les forces internes locales s'expriment comme :

F locale
int =

∫ L

0
BT . Fgen dX =

npg=4∑
i=1

αiLB(λi)T . Fgen(λi) (4.58)

La matrice de passage P permet de relier le repère local au repère global. Ainsi les forces internes globales se déduisent :

Fglobale = PT . Flocale (4.59)

L'ensemble des quantités est ensuite assemblé dans le repère général (i.e. global).

Spéci�cation du tube coudé :

Dans le cas du coude, les fonctions de forme sont trigonométriques. Les cosinus et les sinus peuvent être perçus
comme des polynômes d'ordre élevé. La résolution en considérant 4 points de Gauss n'est donc a priori plus exacte.
Cependant pour ne pas alourdir le calcul l'intégration est maintenue sur 4 points de Gauss.
Avant de faire le transport entre le repère local et le repère général, il faut d'abord exprimer les forces internes locales
calculées dans le repère curviligne mobile (Eϕ, ERC

) dans le repère local cartésien (EX , EY ).

Spéci�cation du couplage non linéaire :

Le couplage introduit induit des relations non linéaires entre les e�orts généralisés et les termes du tenseur des défor-
mations. Les expressions obtenues sont di�cilement implémentables à la main. Pour éviter les erreurs d'implémentations,
les e�orts généralisés sont déterminés en suivant les recommandations de l'annexe F (page 139).

Le calcul des forces internes est su�sant pour réaliser des cas statiques. Cependant a�n de faire des cas plus com-
plexes en dynamique, le calcul de la matrice de masse est obligatoire.

4.2.6 . Matrice de masse

Matrice de masse cohérente

A�n de résoudre numériquement des équations dynamiques, il convient de déterminer la matrice masse élémentaire
Me. Cette dernière est dé�nie par :

Me =
∫∫∫

Ω
ρeNT .QT .Q.N dΩe où ρe est la masse volumique et dΩe le volume de l'élément (4.60)

Pour ne pas surcharger cette partie, la matrice de masse cohérente de l'élément n'est pas exprimée ici mais elle est
fournie dans l'annexe G (page 140).

Dans un algorithme explicite le temps de calcul est piloté majoritairement par la condition de stabilitéRigoureusement
pour déterminer l'accélération, la matrice de masse cohérente doit être inversée à chaque pas de temps et de façon
exacte. L'inversion d'une matrice est très coûteuse et dans le but de réduire le temps de calcul, la matrice de masse est
diagonalisée a�n de faciliter drastiquement son inversion. Le choix d'une matrice de masse invariante par changement de
repère permet de ne calculer qu'une seule et unique fois la matrice de masse diagonale au premier pas de temps [12]. Il
est à noter qu'il est également possible de réactualiser la matrice masse à chaque pas de temps en modi�ant notamment
les inerties des sections. Le choix de réactualiser la matrice de masse à chaque pas de temps a été retenu car la surface
et l'inertie des sections peuvent fortement être modi�ées.

Matrice de masse diagonale

L'objectif de cette section est de diagonaliser la matrice masse. Cette dernière doit toutefois garder un sens physique.
Pour les termes de translation, la méthode classique de condensation est utilisée [116, 33, 54]. Ceci consiste à sommer
les termes de chaque ligne qui contribue à la translation pour les ramener sur la diagonale.

M trans−diag
ii =

∑
j

M trans
ij (4.61)
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Ainsi pour les termes de translations il ne reste �nalement sur la diagonale que ρeSL
1
2 . La quantité de mouvement et

l'énergie cinétique liées à la translation de l'élément sont alors conservés de manière exacte [39, 25].

Pour les termes de rotation, seul le terme déjà présent sur la diagonale ρeSL

(
L2

105 + 2
15

I

S

)
pour la �exion ou ρeSL

J

3S
pour la torsion est conservé.
Les termes de �exion et de torsion ne peuvent pas être considérés de manière simultanée car sinon la matrice de masse
n'est pas invariante par changement de repère [39, 25]. Il faut alors faire le choix de ne considérer que les termes de
�exion, qui est le phénomène principal à représenter dans les applications qui sont traitées. Les termes diagonaux de la

rotation sont alors ceux de �exion pour la poutre : ρeSL

(
L2

105 + I

S

)
et pour la coque : ρeSL

(
L2

105 + e2

12

)
[39, 25].

Remarque : Pour des tubes très élancés, les termes en
I

S
et

e2

12 sont négligeables devant
L2

105 et par conséquent

ils peuvent être supprimés.

La matrice de masse diagonale de l'élément devient :

Me,d = ρeSL



1
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0
1
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
1
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
L2

105 +
I

S
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
L2

105 +
I

S
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
L2

105 +
I

S
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
L2

105 +
e2

12 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1
2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2

105 +
I

S
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2

105 +
I

S
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2

105 +
I

S
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
2 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2

105 +
e2

12



(4.62)

Généralisation aux autres modes de Fourier :

Pour les termes d'ordre supérieur, les termes de la matrice de masse dus à la variation de la section (i.e.wc,s
i ) sont

égaux à ceux déjà déterminés avec le gon�ement wc
o. Les termes dus au gauchissement de la section transverse (i.e. uc,s

i )
sont similaires à ceux du déplacement axial Uo.
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La matrice de masse diagonale
(

Me,d
)c,s

i
pour le ième mode en cosinus ou en sinus s'écrit :

(
Me,d

)c,s

i
= ρeSL



1
2 0 0 0 0 0

0 1
2 0 0 0 0

0 0 L2

105 + e2

12 0 0 0

0 0 0 1
2 0 0

0 0 0 0 1
2 0

0 0 0 0 0 L2

105 + e2

12


(4.63)

Remarque 1 : Pour le mode 1 de Fourier, il n'y a pas de termes de gauchissement donc la matrice de masse diagonale
s'écrit :

(
Me,d

)c,s

1
= ρeSL



1
2 0 0 0

0 L2

105 + e2

12 0 0

0 0 1
2 0

0 0 0 L2

105 + e2

12


(4.64)

Pour construire la matrice de masse diagonale complète il su�t de rajouter le premier bloc correspondant au pre-
mier n÷ud des matrices données dans l'Eq. (4.63) à la suite du premier block de la matrice dé�nie dans l'Eq. (4.62).
Puis de remplir de la même façon le second bloc.

Spéci�cation du tube coudé :

Les équations de dynamique exprimées dans les chapitres 2 et 3 présentent de fortes similarités. Notamment sur les
coe�cients devant les termes d'accélérations. De ce fait, la matrice de masse diagonale du tube coudé est choisie comme
étant égale à celle dé�nie pour le tube droit.

Spéci�cation du couplage non-linéaire :

De la même façon, la matrice de masse diagonale avec ou sans couplage reste inchangée.

La matrice de masse est exprimée sous sa forme diagonale qui facilite son inversion. Cette matrice est ensuite réac-
tualisée à chaque pas de temps en modi�ant seulement la surface et l'inertie de la section. La longueur L est supposée
constante au cours du calcul. Le cheminement réalisé jusqu'ici s'est fait à un pas de temps donné. Désormais, il faut
utiliser un schéma temporel pour résoudre le problème sur plusieurs pas de temps.

4.2.7 . Schéma numérique en temps : Di�érence centrée �nie

L'avancement en temps dans Europlexus est réalisé via un algorithme Lagrangien explicite. L'objectif de cette partie
est de montrer le passage du pas de temps à l'instant n noté tn au pas de temps à l'instant n + 1 noté tn+1. Les étapes
du cheminement de cet algorithme sont décrites dans ce qui suit.

Au pas de temps n les vecteurs de la position x n, la vitesse vn et l'accélération an de la structure sont connus.
Le pas de temps, ∆tn, n'est pas forcément constant et il est dé�ni tel que : tn+1 − tn = ∆tn. En e�et il est recalculé à
chaque pas de temps a�n de véri�er la condition de stabilité notamment si la géométrie a fortement changé.

La vitesse au demi pas de temps par la méthode des di�érences �nies centrées est égale à :

v
n+

1
2 = vn + ∆tn

2 an (4.65)
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La position au pas de temps n + 1 est dé�nie par :

x n+1 = x n + ∆tn v
n+

1
2 (4.66)

Le vecteur des forces extérieures, Fn+1
ext , est calculé ou lu à partir des chargements dé�nis par l'utilisateur. Le vecteur

des forces internes, Fn+1
int , et la matrice masse, Mn+1, sont calculés pour chaque élément de la structure dans le repère

local avant d'être assemblés dans le repère général.

Le vecteur de l'accélération au pas de temps n + 1 s'écrit sous la même forme que celle dé�nie dans l'Eq. (4.10) :

an+1 = M−1(Fn+1
ext − Fn+1

int ) (4.67)

En�n le vecteur vitesse au pas de temps n + 3
2 est déterminé par :

v
n+

3
2 = v

n+
1
2 + ∆tn an+1 (4.68)

Ainsi les nouvelles positions x n+1, vitesses v
n+

3
2 et accélérations an+1 sont connues. Il su�t de réinjecter la nouvelle

vitesse v
n+

3
2 dans l'Eq. (4.66) a�n de déterminer la position au pas de temps tn+2.

A chaque instant tn le pas de temps ∆tn doit véri�er une condition de stabilité a�n que le schéma numérique soit
stable.

4.3 . Condition de stabilité

L'utilisation d'un schéma d'intégration temporelle explicite impose que le pas de temps de calcul doit être plus petit
que le pas de temps de stabilité. Cette condition est appelée communément la condition CFL (Courant-Friedrichs-Lewy).
Le pas de temps de stabilité d'un élément correspond au temps que mettent les ondes ayant la plus grande vitesse pour
traverser la plus petite des dimensions de l'élément.

4.3.1 . Calcul général de la condition CFL

L'objectif de cette section est de déterminer la condition de stabilité. La démarche entreprise est basée sur la méthode
établie dans [54]. Les équations d'équilibre en dynamique peuvent s'exprimer sous la forme suivante :

M a + K x = Fext (4.69)

où en gardant les mêmes notations, M représente la matrice de masse, K la matrice de raideur, Fext le vecteur des
e�orts extérieurs aux n÷uds, a le vecteur des accélérations et x le vecteur de position. Dans le cas présent la matrice
de raideur est reliée aux forces internes telle que :

Fint = K x (4.70)

De plus en utilisant les Eq. (4.67) et Eq. (4.68), le système s'écrit au pas de temps n sous la forme suivante :

v
n+

1
2 = v

n−
1
2 + ∆tnM−1(Fn

ext − K x n) (4.71)

Finalement à l'aide de l'Eq. (4.66), en supposant que le pas de temps est constant ∆tn = ∆t et en supprimant les e�orts
extérieurs le système devient :

x n+1 − 2 x n + x n−1 + ∆t2M−1K x n = 0 (4.72)
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La solution de ce système peut s'exprimer sous forme exponentielle :

xn
i = αenβ∆t où xn

i est la ième composante de x et α et β sont deux inconnues réelles. (4.73)

En injectant l'Eq. (4.73) dans l'Eq. (4.72) et en notant (ω)2 les valeurs propres de M−1K, l'équation devient :

eβ∆t − 2 + e−β∆t + ∆t2 (ω)2 = 0 (4.74)

Le schéma est stable si la norme du facteur d'ampli�cation, hi = xn+1
i

xn
i

, est inférieure à l'unité. Il en résulte que

|eβ∆t| ≤ 1. Sous cette condition et en utilisant à plusieurs reprises l'inégalité triangulaire, le système véri�e la condition
suivante :

|∆t2 (ω)2 | = |eβ∆t − 2 + e−β∆t| ≤ |eβ∆t + e−β∆t| + | − 2| = |e2β∆t + 1||eβ∆t| + 2 ≤ |eβ∆t|2 + 1 + 2 ≤ 4 (4.75)

Ainsi le pas de temps doit véri�er à chaque instant la condition de stabilité [54, 12, 49] :

∆tn ≤ 2
ωmax

= ∆tn
crit (4.76)

où ωmax est la plus grande des valeurs propres et ∆tn
crit représente le pas de temps critique.

Le nombre de Courant 0 < C ≤ 1 est introduit tel que :

∆tn = C∆tn
crit (4.77)

4.3.2 . Condition de stabilité selon le chargement et la géométrie

A�n de déterminer le pas de temps de stabilité, il faut déterminer la valeur maximale des valeurs propres à chaque
élément e et pas de temps n notée ωn

e,max correspondante à divers cas de chargement. Au lieu de résoudre des problèmes
aux valeurs propres complexe, la condition de stabilité est donnée en se référant aux fréquences naturelles de la poutre
droite et des coques cylindriques proposées dans [14]. Ceci revient à déterminer le maximum des valeurs propres entre
les contributions de poutre ωn

e,p et celles de coque ωn
e,c :

ωn
e,max = max

(
ωn

e,p, ωn
e,c
)

(4.78)

Pour la poutre il y a deux cas de con�gurations à regarder : la traction et la �exion [25].
Pour la traction axiale, la valeur propre s'écrit :

(
ωn

e,p
)

a
= 2

L

√
E

ρ
(4.79)

Pour la �exion plane et hors plane, la valeur propre est déterminée comme :

(
ωn

e,p
)

fp
= 2

L2

√
EIy

ρS
π4 ;

(
ωn

e,p
)

fhp
= 2

L2

√
EIz

ρS
π4 (4.80)

Ainsi le maximum de la valeur propre de la contribution de poutre vaut :(
ωn

e,p
)

= max
((

ωn
e,p
)

a
,
(
ωn

e,p
)

fp
,
(
ωn

e,p
)

fhp

)
(4.81)

Pour la coque il y a cinq cas de con�gurations à regarder : la traction, la torsion, la �exion, le gon�ement et l'ovalisation.
Les fréquences naturelles de la coque exprimées dans [14] en fonction d'un coe�cient adimensionnel λ sont données
par :

ωn
e,c = 2λ

a

√
E

ρ (1 − ν2) (4.82)
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où les expressions du paramètre adimensionnel λ sont fournies :

λ =



λr = 1 pour le mode radial du tube

λa = a

L

√
(1 − ν2) π2 pour le mode axial du tube

λt = a

L

√(
1 − ν2

1 + ν

)
π2

2 pour le mode de torsion du tube

λf = a2

L2

√
(1 − ν2) π4

2 pour le mode de flexion du tube

λo
ij =

√√√√(1 − ν2)
(

jπa

L

)4
+ e2

12a2

(
i2 +

(
jπa

L

)2
)4

i2 +
(

jπa

L

)2 pour le mode d’ovalisation du tube

(4.83)

où i = 6 car jusqu'à six modes de Fourier ont été retenus et j = 1 car cela correspond au mode fondamental axial.

Par conséquent, la valeur propre maximale est dé�nie par :

ωn
e,max = max

(
2
L

√
E

ρ
,

2
L

√
G

ρ
,

2
L2

√
EIy

ρS
π4,

2
L2

√
EIz

ρS
π4,

2λmax

a

√
E

ρ (1 − ν2)

)
(4.84)

où λmax = max
(
λr, λa, λt, λf, λo

ij

)
données dans l'Eq. (4.83) permet d'exprimer la condition de stabilité utilisée lors du

calcul du pas de temps à chaque itération de l'Eq. (4.76).

Spéci�cation du tube coudé :

Pour le tube coudé, d'autres conditions de stabilité sont ajoutées à celle déjà prises en compte.
Les fréquences naturelles ωn

e,cd (l'indice cd représente le coude) d'une poutre courbe en extension dans le plan, en �exion
dans le plan et hors du plan sont données dans [14] :

Une di�érence est faite entre les modes i symétriques (pair) et les modes asymétriques (impair).

� Pour le mode dû à l'extension de l'arc, les fréquences naturelles sont exprimées comme :

♢ Pour i = 0 : (
ωn

e,cd
)

a
= 2 × 0.97

R

√
E

ρ
(4.85)

♢ Pour i ∈ N∗ : (
ωn

e,cd
)

a
= 2π

Larc

[
1 +

(
ϕmax

iπ

)2
]√

E

ρ
(4.86)

� Pour le mode dû à la �exion de l'arc dans le plan avec extrémités libres, les fréquences naturelles sont exprimées
comme :

♢ Pour i = 2k , k ∈ N∗ :

(
ωn

e,cd
)

fp
= 2i2π2

L2
arc

√√√√√√√√√
(

1 −
(

ϕmax

iπ

)2
)2

1 + 3
(

ϕmax

iπ

)2

√
EIz

ρS
(4.87)
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♢ Pour i = 2k + 1 , k ∈ N∗ :

(
ωn

e,cd
)

fp
= 2i2π2

L2
arc

√√√√√√√√√
(

1 −
(

ϕmax

iπ

)2
)2

1 + 1
i2 + 2

(
ϕmax

iπ

)2

√
EIz

ρS
(4.88)

� Pour le mode fondamental du à la �exion de l'arc hors plan avec extrémités libres, la fréquence naturelle est
exprimée comme :

(
ωn

e,cd
)

fhp
= 2π2

L2
arc

√√√√√√√√√
(

1 −
(

ϕmax

π

)2
)2

1 + (1 + ν)
(

ϕmax

π

)2

√
EIy

ρS
(4.89)

Ainsi le maximum de la valeur propre pour le tube coudé s'écrit :

ωn
e,cd = max

i∈N

((
ωn

e,cd
)

a
,
(
ωn

e,cd
)

fp
,
(
ωn

e,cd
)

fhp

)
(4.90)

En conséquence, la valeur propre maximale devient :

ωn
e,max = max

(
ωn

e,p, ωn
e,c, ωn

e,cd
)

(4.91)

La condition de stabilité est exprimée selon tous les cas de chargements. Cette condition dépend du matériau mais
essentiellement de la géométrie. En cas de grandes déformations ou de grands déplacements, la condition de stabilité
peut évoluer et c'est pour cela qu'elle est recalculée à chaque pas de temps.

Dans ce chapitre, les méthodes numériques utilisées pour développer l'élément de poutre enrichi dé�ni dans les chapitres
précédents ont été détaillées. Les équations continues ont été discrétisées par le biais des fonctions de forme. Les e�orts
généralisés ont ensuite été déterminés en considérant la matrice des dérivées des fonctions de forme. La matrice masse,
calculée grâce aux fonctions de forme, a été diagonalisée a�n de simpli�er son inversion et ne pas alourdir le temps de
calcul. Un schéma temporel explicite impose une condition de stabilité qui se traduit par un pas de temps de stabilité
devant être su�samment petit a�n que le calcul soit stable. Di�érentes conditions de stabilité ont ainsi été introduites.
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Conclusion

Ce travail propose de modéliser un tube droit ou coudé, permettant à sa section transverse de se déformer en restant
dans un formalisme �laire. Pour ce faire, la cinématique classique de poutre est enrichie avec une cinématique de coque
tridimensionnelle. Cette cinématique est ensuite développée au premier ordre dans l'épaisseur en Z et en séries de Fourier
selon la variable circonférentielle θ où les coe�cients dépendent de l'abscisse curviligne s. Le tube est représenté comme
une coque mince (i.e Z ≪ a). Les hypothèses d'Euler-Bernoulli pour la partie poutre et de Love-Kirchho� pour la partie
coque sont prises en considération. Une hypothèse d'inextensibilité de la section (i.e. le périmètre de la section ne change
pas) pour les termes supérieurs ou égaux à deux dans le développement en séries de Fourier est également considérée.
Ces hypothèses permettent de réduire le nombre de degrés de liberté. Dans le cas d'un tube droit, les champs obtenus
sont comparés à des solutions analytiques d'un tube en modélisation tridimensionnelle. Cette comparaison met en lumière
que l'enrichissement proposé permet de représenter correctement les déformations de la section pour l'extension simple
et la pression interne imposée sur le tube. Néanmoins, pour le cas de la �exion pure, l'enrichissement linéaire proposé
ne permet pas à la section de s'ovaliser lorsqu'une rotation est imposée, comme dans la description de Brazier.

Un couplage non linéaire entre les rotations de la section transverse et les déplacements radial et orthoradial de cette
dernière est alors introduit dans la cinématique. Désormais le moment �échissant, par le biais de son inertie, dépend
des déplacements de la section. La relation moment-courbure n'est plus linéaire et elle atteint un maximum. Le modèle
théorique est implémenté et des simulations sont e�ectuées pour des comparaisons avec des solutions analytiques en
statique (extension simple, tube sous pression interne et �exion pure) sur trois con�gurations géométriques de tuyauteries.
Le modèle est également comparé à une solution analytique dynamique. Les résultats numériques sont en très bonne
adéquation avec les solutions analytiques statiques et dynamiques. La tuyauterie est également soumise à un chargement
plus complexe, où une force surfacique localisée est appliquée permettant d'obtenir des grandes déformations de la
section. Le modèle est comparé à une solution numérique de type coque et les résultats obtenus sont en bon accord avec
la solution de référence. Pour ce cas test, jusqu'à six modes de Fourier sont utilisés avec le modèle linéaire et le modèle
non-linéaire. Il s'avère que le gauchissement, jusqu'alors non considéré, a un impact très important sur la solution et
qu'il doit être considéré. En�n une discussion autour de l'e�cacité du nouvel élément introduit est réalisée. A priori,
l'utilisation du modèle de poutre enrichi permet de réduire le nombre de degré de liberté par rapport à un modèle de
coque classique tout en donnant des résultats similaires.

La présence d'une courbure initiale de rayon de courbure R engendre des termes supplémentaires dans l'écriture du
tenseur des déformations. L'écriture complète du tenseur des déformations est nettement plus complexe et il est supposé
que le rayon de courbure est grand devant le rayon moyen du tube (i.e. a ≪ R). Les relations obtenues en considérant
les hypothèses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchho� sont légèrement di�érentes de celles obtenues précédemment sur le
tube droit puisque désormais elles dépendent du déplacement axial de poutre et de coque respectivement. Même sans les
termes non linéaire introduit, l'e�ort axial est couplé naturellement avec le déplacement transversal Wo et le gon�ement
wc

o. A�n de véri�er ce modèle, le tube est soumis à une pression interne et il est analysé avec di�érentes conditions aux
limites. Les résultats numériques sont en bonne adéquation avec les solutions analytiques.

Le dernier chapitre s'intéresse à la discrétisation du problème continu développé dans les chapitres précédents. Le
modèle est implémenté dans un code de dynamique rapide explicite utilisant comme schéma temporel les di�érences
centrées �nies. Pour le tube droit, le déplacement axial, la rotation associée à la torsion et les termes de gauchissement
sont écrits avec des fonctions de forme linéaires. De par les hypothèses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchho�, les fonc-
tions de forme sont cubiques pour les déplacements transversaux et les termes d'ovalisation. Pour le tube coudé, les
fonctions de forme classiques du tube droit ne donnent pas des résultats satisfaisant, il convient alors d'améliorer ces
dernières. Le choix de considérer un élément à seulement deux n÷uds complique l'enrichissement des fonctions de forme.
En e�et pour cet enrichissement, il est nécessaire d'avoir plus de n÷uds ou de degrés de liberté. Pour ne pas augmenter
le nombre de degrés de liberté et de n÷uds, les fonctions de forme nouvellement introduites respectent les conditions
aux limites classiques et véri�ent également les équations d'équilibre.Par ailleurs, le choix d'un algorithme de dynamique
explicite impose une inversion de la matrice de masse peu coûteuse. La matrice de masse est donc diagonalisée pour
faciliter son inversion tout en étant réactualisée à chaque pas de temps en changeant notamment l'inertie. Les schémas
explicites sont conditionnellement stables et la condition de stabilité est déterminée sur le pas de temps en considérant
di�érents cas de chargements.
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Un nouvel élément de poutre enrichie a été proposé. Cet élément permet de modéliser un tube mince droit ou coudé
considérant une variation de sa section transverse avec un nombre réduit de degrés de liberté par rapport à un élément
coque classique. Le nombre de degré de liberté dépend du cas de chargement distribué ou concentré. Son e�cacité à
représenter le comportement de la structure a été montrée sur des solutions analytiques ou des simulations numériques
de comparaison.

Perspectives :

Le modèle numérique pour le tube coudé n'a été implémenté que dans le plan, il convient ainsi d'utiliser les équations
tridimensionnelles fournies dans l'annexe E (page 133) et de les implémenter. Le choix des fonctions de forme sera à
reconsidérer. On sera certainement amener à dé�nir pour cette modélisation des éléments à trois, quatre voire cinq
n÷uds a�n de simpli�er l'implémentation. Comme évoqué précédemment, l'ajout de n÷uds engendre l'augmentation du
nombre de degrés de liberté et par conséquent du temps de calcul. La solution de ne garder que des éléments à deux
n÷uds peut être maintenue à condition de déterminer des fonctions de forme enrichies exactes. Pour les cas hors plans,
avec notamment la succession de plusieurs coudes, di�érentes solutions sont proposées dans la littérature pour garantir
la continuité de l'élément [9, 50, 67, 82].

Actuellement le rayon de courbure des tubes coudés est constant au cours du calcul. En cas de grands déplacements,
comme c'est le cas avec le fouettement de tuyauterie, il conviendra de réactualiser le rayon de courbure en déterminant
à chaque pas de temps le nouveau rayon de courbure à l'aide d'un n÷ud voisin. Cette réactualisation est mentionnée
dans l'annexe I (page 142).

Un comportement autre que l'élasticité linéaire est aussi à prendre en compte pour garantir la sûreté. Notamment
l'apparition de zones plastiques importantes peut compromettre la tenue de la structure. La modélisation de la plasticité
ne devra pas être trop coûteuse en temps de calcul car a priori dans un algorithme explicite la plasticité devra être
calculée à chaque pas de temps.

Les tuyauteries sont également remplies d'un �uide caloporteur. L'interaction �uide structure est importante car le
�uide peut avoir un impact non négligeable sur la structure. Il serait intéressant de coupler la modélisation aux éléments
�nis purement structurelle développée ici avec un modèle �uide se fondant sur une résolution avec une méthode de type
volumes-�nis comme il est proposé dans [24]. En ajoutant le modèle de poutre enrichi développé ici, les équations de
bilan nécessitent de connaître les sections de passage du �uide, sections réactualisables dans le modèle de poutre enrichi.

Lors du fouettement, la tuyauterie peut entrer en contact avec d'autres dispositifs présents dans son environnement. La
prise en compte du contact est un objet d'étude en soi. En grands déplacements, on pourra s'inspirer des travaux de
Durville [32] pour exprimer le contact entre les parties poutre.

Peu d'essais existent pour valider le modèle, à part des essais de rupture type guillotine [41, 20]. Dans ce cas l'ef-
fort de jet �uide, qui s'échappe du tuyau, est maximal.

La modélisation proposée ici est e�ectuée sur une géométrie cylindrique mais elle peut se retranscrire sur di�érentes
formes de géométrie en adaptant la cinématique associée. Le couplage non linéaire introduit a permis de relier la rotation
de la section avec les déplacements de cette dernière. Pour traiter des cas comme le �ambement de poutre, des termes
du second ordre en déplacement de poutre et de coque peuvent être également introduits dans la cinématique.
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Annexes

A . Tube droit en mouvement plan

A.1 . Cinématique et tenseur des déformations

La position d'un point de l'état déformé m(X, Z, θ) en petite rotation est :

m = (X + Uo)EX + VoEZ + ΩyEY ∧ ((a + Z + w)ER + uEX + vEθ) (A.1)

Dans ce cas, les termes du 1er ordre en déplacement et en rotation ne sont pas les seuls à être considérés. Le couplage
entre les rotations de la section et la déformation de la section est pris en compte, ce qui permet d'écrire :

m = (X + Uo + u + (a + Z) sin θΩy + Ωy(w sin θ + v cos θ))EX

+ (a + Z + Vo sin θ + w − sin θΩyu)ER

+ (Vo cos θ + v − cos θΩyu)Eθ

(A.2)

Les sections sont supposées relativement planes après déformation. Les termes du second ordre portés par u sont donc
négligés. Ainsi, seuls les termes couplés selon EX sont maintenus :

m = (X + Uo + u + (a + Z) sin θΩy + Ωy(w sin θ + v cos θ))EX

+ (a + Z + Vo sin θ + w)ER

+ (Vo cos θ + v)Eθ

(A.3)

Les déplacements de poutre Uo, Vo, Ωy ne dépendent que de la variable longitudinale X alors que les déplacements de
coques sont quant à eux fonction de (X, θ, Z). Pour simpli�er l'écriture, on note h = w sin θ + v cos θ = ho + Zh1 .

Les vecteurs tangents sont alors :

ax =
(

1 + ∂Uo

∂X
+ ∂u

∂X
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂X
+ ∂

∂X
[Ωyh]

)
EX

+
(

∂Vo

∂X
sin θ + ∂w

∂X

)
ER +

(
∂Vo

∂X
cos θ + ∂v

∂X

)
Eθ

aθ =
(

∂u

∂θ
+ (a + Z) cos θΩy + Ωy

∂h

∂θ

)
EX +

(
∂w

∂θ
− v

)
ER +

(
a + Z + w + ∂v

∂θ

)
Eθ

az =
(

Ωy sin θ + ∂u

∂Z
+ Ωy

∂h

∂Z

)
EX +

(
1 + ∂w

∂Z

)
ER +

(
∂v

∂Z

)
Eθ

(A.4)
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La métrique de l'état déformé, gij = ai. aj , est alors déduite :

gxx =
(

1 + ∂Uo

∂X
+ ∂u

∂X
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂X
+ ∂

∂X
[Ωyh]

)2

+
(

∂Vo

∂X
sin θ + ∂w

∂X

)2
+
(

∂Vo

∂X
cos θ + ∂v

∂X

)2

gθθ =
(

∂u

∂θ
+ (a + Z) cos θΩy + Ωy

∂h

∂θ

)2
+
(

∂w

∂θ
− v

)2
+
(

a + Z + w + ∂v

∂θ

)2

gzz =
(

Ωy sin θ + ∂u

∂Z
+ Ωy

∂h

∂Z

)2
+
(

1 + ∂w

∂Z

)2
+
(

∂v

∂Z

)2

gxθ =
(

1 + ∂Uo

∂X
+ ∂u

∂X
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂X
+ ∂

∂X
[Ωyh]

)(
∂u

∂θ
+ (a + Z) cos θΩy + Ωy

∂h

∂θ

)
+
(

∂Vo

∂X
sin θ + ∂w

∂X

)(
∂w

∂θ
− v

)
+
(

∂Vo

∂X
cos θ + ∂v

∂X

)(
a + Z + w + ∂v

∂θ

)
gxz =

(
1 + ∂Uo

∂X
+ ∂u

∂X
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂X
+ ∂

∂X
[Ωyh]

)(
Ωy sin θ + ∂u

∂Z
+ Ωy

∂h

∂Z

)
+
(

∂Vo

∂X
sin θ + ∂w

∂X

)(
1 + ∂w

∂Z

)
+
(

∂Vo

∂X
cos θ + ∂v

∂X

)(
∂v

∂Z

)
gθz =

(
∂u

∂θ
+ (a + Z) cos θΩy + Ωy

∂h

∂θ

)(
Ωy sin θ + ∂u

∂Z
+ Ωy

∂h

∂Z

)
+
(

∂w

∂θ
− v

)(
1 + ∂w

∂Z

)
+
(

a + Z + w + ∂v

∂θ

)(
∂v

∂Z

)

(A.5)

Pour �xer les ordres de grandeur des di�érents termes, le mouvement de poutre est supposé d'ordre η et celui de
coque est supposé d'ordre ϵ. Les termes en η2 et ϵ2 sont négligés. Les termes en ηϵ sont de nature di�érente et ne sont
pas forcément négligeable. Comme précédemment les termes en ηϵ porté par le gauchissement u sont également négligés.

La métrique, avec les hypothèses mentionnées ci-dessus et en factorisant par les dérivées de h quand cela est pos-
sible, devient :

gxx = 1 + 2
(

∂Uo

∂X
+ ∂u

∂X
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂X
+ ∂

∂X
[Ωyh]

)
+ 2∂Vo

∂X

(
∂w

∂X
sin θ + ∂v

∂X
cos θ

)
= 1 + 2

(
∂Uo

∂X
+ ∂u

∂X
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂X
+ ∂Ωy

∂X
h + ∂h

∂X

(
Ωy + ∂Vo

∂X

))
gθθ = (a + Z)2

(
1 + 2

a + Z

(
w + ∂v

∂θ

))
gzz = 1 + 2∂w

∂Z

gxθ =
(

Ωy + ∂Vo

∂X

)
(a + Z) cos θ + ∂u

∂θ
+ (a + Z) ∂v

∂X
+ ∂h

∂θ

(
Ωy + ∂Vo

∂X

)
gxz =

(
Ωy + ∂Vo

∂X

)
sin θ + ∂u

∂Z
+ ∂w

∂X
+ ∂h

∂Z

(
Ωy + ∂Vo

∂X

)
gθz = (a + Z) ∂v

∂Z
+ ∂w

∂θ
− v

(A.6)
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Le tenseur des déformations avec les termes de couplage du second ordre s'écrit �nalement :

εxx = ∂Uo

∂X
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂X
+ ∂u

∂X
+ ∂Ωy

∂X
h+

(
Ωy + ∂Vo

∂X

)
∂h

∂X

εθθ = 1
a + Z

(
∂v

∂θ
+ w

)
εzz = ∂w

∂Z

2εxθ = cos θ

(
Ωy + ∂Vo

∂X

)
+ 1

a + Z

∂u

∂θ
+ ∂v

∂X
+ 1

a + Z

(
Ωy + ∂Vo

∂X

)
∂h

∂θ

2εxz = sin θ

(
Ωy + ∂Vo

∂X

)
+ ∂u

∂Z
+ ∂w

∂X
+
(

Ωy + ∂Vo

∂X

)
∂h

∂Z

2εzθ = 1
a + Z

(
∂w

∂θ
− v

)
+ ∂v

∂Z

(A.7)

Les hypothèses d'Euler-Bernoulli annulent la distorsion de la partie poutre à l'ordre η :

Ωy + ∂Vo

∂X
= 0 (A.8)

Le champ de déplacement de type coque peut s'écrire classiquement sous la forme (voir Eq. (1.57)) :

w = w0

v = v0 + Zv1

u = u0 − Zu1

(A.9)

Les hypothèses de Love-Kirchho� annulent la distorsion de la partie coque à l'ordre ϵ :

u1 = ∂w0

∂X
; v1 = −1

a

(
∂w0

∂θ
− v0

)
(A.10)

Dans le but de décomposer, linéairement selon Z, le tenseur des déformations, l'hypothèse des coques minces est utilisée.
En conséquence, un développement de Taylor au premier ordre en Z pour les termes en 1

a+Z est introduit :

1
a + Z

= 1
a

− Z

a2 + o( Z

a2 ) (A.11)

Ainsi, le tenseur des déformations peut se décomposer en la somme d'une partie membranaire notée εm et d'une partie
linéaire en Z notée k qui correspond à la variation de courbure :

ε = εm + Zk (A.12)

En considérant les hypothèses d'Euler-Bernoulli pour la partie poutre et les hypothèses de Love-Kirchho� pour la partie
coque. Le tenseur des déformations s'exprime tel que :

εxx = ∂Uo

∂X
− a sin θ

∂2Vo

∂X2 + ∂uo

∂X
+ ∂2Vo

∂X2 (−vo cos θ − wo sin θ) + Zkxx

εθθ = 1
a

(∂vo

∂θ
+ wo) + Zkθθ

2εxθ = 1
a

∂uo

∂θ
+ ∂vo

∂X
+ 2Zkxθ

où

kxx = − sin θ
∂2Vo

∂X2 − ∂2wo

∂X2 + cos θ

a

∂2Vo

∂X2

(
∂wo

∂θ
− vo

)
kθθ = − 1

a2

(
∂2wo

∂θ2 + wo

)
2kxθ = −1

a

(
2 ∂2wo

∂X∂θ
+ 1

a

∂uo

∂θ
− ∂vo

∂X

)

(A.13)
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A.2 . Énergie cinétique

Pour rappel, le déplacement associé à la transformation est donné par :

u = (Uo + u + (a + Z) sin θΩy + Ωyh)EX + (Vo sin θ + w)ER + (Vo cos θ + v)Eθ (A.14)

Pour simpli�er, on pose : hz = (a + Z) sin θ + h = hz,o + Zhz,1 et donc ḣz = ḣ. L'indice " ˙ " signi�e une dérivation

par rapport au temps tel que : ḣ = ∂h

∂t . Les vitesses véri�ent :

u̇ = (U̇o + u̇ + hzΩ̇y + ḣzΩy)EX + (V̇o sin θ + ẇ)ER + (V̇o cos θ + v̇)Eθ (A.15)

Donc la densité d'énergie s'écrit :

u̇.u̇ = (U̇o + u̇ + hzΩ̇y + ḣzΩy)2 + (V̇o sin θ + ẇ)2 + (V̇o cos θ + v̇)2 (A.16)

De façon similaire à ce qui est fait précédemment, les termes de la forme Uou ,Ωyu et ΩyUo sont négligeables et la
densité d'énergie devient :

u̇.u̇ = U̇o
2 + u̇2 +

(
hzΩ̇y + ḣzΩy

)2 + V̇o
2 + ẇ2 + v̇2 + 2V̇oḣz (A.17)

En utilisant la décomposition de l'Eq (1.62), on montre que :∫
S

ḣ dS =
∫

S

ḣz dS = 0 (A.18)

L'énergie cinétique K est donnée par :

K =
∫

L

ρ

∫
S

1
2 u̇2 dS dX où ρ représente la masse volumique. (A.19)

Ainsi, la densité d'énergie cinétique se décompose en trois contributions :

� L'énergie cinétique de la poutre :

1
2
(
SU̇2

o + SV̇ 2
o + IyΩ̇2

y

)
où S = 2πae et Iy =

∫
S

h2
z dS =

∫
S

((a + Z) sin θ + h)2 dS (A.20)

� L'énergie cinétique de la coque :
1
2

∫
S

(
u̇2 + v̇2 + ẇ2) dS (A.21)

� L'énergie cinétique du couplage entre la rotation globale et la déformée de la section :

1
2Ω2

y

∫
S

ḣ2 dS + ΩyΩ̇y

∫
S

ḣhz dS (A.22)

Les quantités d'accélération sont données par le théorème de l'énergie cinétique :

∂

∂t
∂K
∂q̇

− ∂K
∂q

= Jq où Jq représente les accélérations généralisés. (A.23)

q représente quant à lui les variables généralisées : q = Uo, Vo, Ωy, u, v, w, h. Il faut désormais déterminer les quantités
⟨Jq.δq⟩ :

⟨JUo .δUo⟩ = ρS

∫
L

ÜoδUo dX

⟨JVo
.δVo⟩ = ρS

∫
L

V̈oδVo dX

〈
JΩy

.δΩy

〉
= ρ

∫
L

∂

∂t
[
IyΩ̇y

]
δΩy dX + ρ

∫
L

Ωy

∫
S

ḧhzδΩy dS dX

⟨Ju.δu⟩ = 1
2ρ

∫
L

∫
S

üδu dS dX

⟨Jv.δv⟩ = 1
2ρ

∫
L

∫
S

v̈δv dS dX

⟨Jw.δw⟩ = 1
2ρ

∫
L

∫
S

ẅδw dS dX

⟨Jh.δh⟩ = ρ

∫
L

∫
S

(
∂

∂t
[
Ω2

yḣ
]

+ ΩyΩ̈yhz

)
δh dS dX

(A.24)
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Pour simpli�er l'exposé, on introduit :

Is(x) =
∫

S

ḧhz dS (A.25)

Les hypothèses d'Euler-Bernoulli de l'Eq. (A.8) et de Love-Kirchho� de l'Eq. (A.10) ainsi que les relations de l'Eq (A.9)
permettent d'écrire les liaisons qui suivent :

δΩy = −∂δVo

∂X

δu = δuo − Z
∂δwo

∂X

δv = δvo + Z
1
a

(
δvo − ∂δwo

∂θ

)
δh = δwo sin θ + δvo cos θ + Z

cos θ

a

(
δvo − ∂δwo

∂θ

)
(A.26)

Avec ces nouvelles liaisons, les termes d'accélérations se réduisent aux degrés de liberté suivants : Uo, Vo, uo, vo, wo.
Il est à noter également que les intégrales linéaires en Z sur la surface dS sont nulles :∫

S

Z dS = 0 (A.27)

Les termes d'accélérations s'en déduisent :

� L'accélération pour Uo vaut :

⟨AUo .δUo⟩ = ρS

∫
L

ÜoδUo dX (A.28)

� L'accélération pour Vo vaut :

⟨AVo
.δVo⟩ = ⟨JVo

.δVo⟩ −
〈

JΩy
.
∂δVo

∂X

〉
= ρS

∫
L

V̈oδVo dX − ρ

∫
L

∂

∂t
[
IyΩ̇y

]∂δVo

∂X
dX − ρ

∫
L

ΩyIs
∂δVo

∂X
dX

= ρ

∫
L

(
SV̈o + ∂

∂X

[
∂

∂t
[
IyΩ̇y

]]
+ ∂

∂X
[IsΩy]

)
δVo dX − ρ

[(
∂

∂t
[
IyΩ̇y

]
+ ΩyIs

)
δVo

]L

0

(A.29)

� L'accélération pour uo vaut :

⟨Auo
.δuo⟩ = ρ

∫
L

∫
S

üoδuo dS dX (A.30)

� L'accélération pour vo vaut :

⟨Avo .δvo⟩ = ρ

∫
L

∫
S

(
v̈o +

(
∂

∂t
[
Ω2

yḣo

]
+ ΩyΩ̈yhz,o

)
cos θ

)
δvo dS dX

− ρe3

12

∫
L

∫
θ

(
1
a2

(
∂ẅo

∂θ
− v̈o

)
− cos θ

a

(
∂

∂t
[
Ω2

yḣ1
]

+ ΩyΩ̈yhz,1

))
δvo dθ dX

(A.31)

� L'accélération pour wo vaut :

⟨Awo
.δwo⟩ = ρ

∫
L

∫
S

(
ẅo +

(
∂

∂t
[
Ω2

yḣo

]
+ ΩyΩ̈yhz,o

)
sin θ

)
δwo dS dX

+ ρe3

12

∫
L

∫
θ

∂ẅo

∂X

∂δwo

∂X
+
(

1
a2

(
∂ẅo

∂θ
− v̈o

)
− cos θ

a

(
∂

∂t
[
Ω2

yḣ1
]

+ ΩyΩ̈yhz,1

))
∂δwo

∂θ
dθ dX

(A.32)
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B . Cinématique et tenseur des déformations du tube droit 3D

Les coordonnées du point initial M(X, θ, Z) et du point déformé m(X, θ, Z) sont données par :

M = Mo + (a + Z)ER = XEX + (a + Z)ER

m = M + U = (X + Uo)EX + VoEZ + WoEY + R(X).((a + Z + w)ER + uEX + vEθ)
(B.1)

Le tenseur des rotations est décrit par les matrices de rotations autour de chaque axe de la poutre :

RX =

1 0 0
0 cos Ωx − sin Ωx

0 sin Ωx cos Ωx

 Rotation autour de l'axe EX (B.2)

RY =

 cos Ωy 0 sin Ωy

0 1 0
− sin Ωy 0 cos Ωy

 Rotation autour de l'axe EY (B.3)

RZ =

cos Ωz − sin Ωz 0
sin Ωz cos Ωz 0

0 0 1

 Rotation autour de l'axe EZ (B.4)

Ainsi la matrice de rotation R est dé�nie comme :

R(X) = RX .RY .RZ =

 cos Ωy cos Ωz − cos Ωy sin Ωz sin Ωy

cos Ωx sin Ωz + cos Ωz sin Ωx sin Ωy cos Ωx cos Ωz − sin Ωx sin Ωy sin Ωz − cos Ωy sin Ωx

sin Ωx sin Ωz − cos Ωx cos Ωz sin Ωy cos Ωz sin Ωx + cos Ωx sin Ωy sin Ωz cos Ωx cos Ωy


(B.5)

En supposant des petites rotations (i.e. cos Ω ≃ 1 et sin Ω ≃ Ω) et en ne gardant que les termes d'ordre 1 en Ω la
matrice des petites rotations devient :

R(X) =

 1 −Ωz Ωy

Ωz 1 −Ωx

−Ωy Ωx 1

 = I +

 0 −Ωz Ωy

Ωz 0 −Ωx

−Ωy Ωx 0

 Où I est la matrice Identité dans M3(⅁) (B.6)

Sous l'hypothèse des petites rotations, la matrice des rotations peut s'écrire également sous la forme :

R(X) = I + Ω(X), Ω. V = (Ωx(X)EX + Ωy(X)EY + Ωz(X)EZ) ∧ V (B.7)

où V est un vecteur quelconque.

Considérant l'hypothèse des petites perturbations (HPP), la cinématique est donnée au premier ordre en déplacement
dans le repère (Ex, ER, Eθ) de la con�guration initiale :

m = (X + Uo + (a + Z) sin θ Ωy − (a + Z) cos θ Ωz + u)EX + (a + Z + Vo sin θ + Wo cos θ + w)ER

+(Vo cos θ − Wo sin θ + (a + Z)Ωx + v)Eθ

(B.8)

Dans ce repère la di�érentiation de M s'écrit :

dM = dXEX + (a + Z)dθEθ + dZER (B.9)

Les vecteurs tangents avant déformations s'écrivent sous la forme :
Ax = EX

Aθ = (a + Z)Eθ

Az = Ea

(B.10)

Le tenseur métrique G devient : 
Gxx = 1
Gθθ = (a + Z)2

Gzz = 1
(B.11)

122



Les vecteurs tangents ainsi que la normale à la surface du tube s'expriment :

ax = (1 + ∂Uo

∂X
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂X
− (a + Z) cos θ

∂Ωz

∂X
+ ∂u

∂X
)EX

+ (sin θ
∂Vo

∂X
+ cos θ

∂Wo

∂X
+ ∂w

∂X
)ER + (cos θ

∂Vo

∂X
− sin θ

∂Wo

∂X
+ (a + Z)∂Ωx

∂X
+ ∂v

∂X
)Eθ

aθ = ((a + Z) cos θΩy + (a + Z) sin θΩz + ∂u

∂θ
)EX

+ (−(a + Z)Ωx + ∂w

∂θ
− v)ER + (a + Z + ∂v

∂θ
+ w)Eθ

nz = (sin θΩy − cos θΩz + ∂u

∂Z
)EX + (1 + ∂w

∂Z
)ER + (Ωx + ∂v

∂Z
)Eθ

(B.12)

Les composantes du tenseur métrique de la base déformée au premier ordre en déplacement sont données par :

ax. ax = 1 + 2(∂Uo

∂X
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂X
− (a + Z) cos θ

∂Ωz

∂X
+ ∂u

∂X
)

aθ. aθ = (a + Z)2(1 + 2
a + Z

(∂v

∂θ
+ w))

nz.nz = 1 + 2∂w

∂Z

ax. aθ = (a + Z) cos θ(Ωy + ∂Vo

∂X
) + (a + Z) sin θ(Ωz − ∂Wo

∂X
) + (a + Z)2 ∂Ωx

∂X
+ ∂u

∂θ
+ (a + Z) ∂v

∂X

ax.nz = sin θ(Ωy + ∂Vo

∂X
) − cos θ(Ωz − ∂Vo

∂X
) + ∂u

∂Z
+ ∂w

∂X

aθ.nz = ∂w

∂θ
− v + (a + Z) ∂v

∂Z

(B.13)

Le tenseur linéarisé des déformations (i.e. en HPP) se déduit :

εxx = ∂Uo

∂X
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂X
− (a + Z) cos θ

∂Ωz

∂X
+ ∂u

∂X

εθθ = 1
a + Z

(∂v

∂θ
+ w)

εzz = ∂w

∂Z

2εxθ = cos θ(Ωy + ∂Vo

∂X
) + sin θ(Ωz − ∂Wo

∂X
) + (a + Z)∂Ωx

∂X
+ 1

a + Z

∂u

∂θ
+ ∂v

∂X

2εxz = sin θ(Ωy + ∂Vo

∂X
) − cos θ(Ωz − ∂Wo

∂X
) + ∂u

∂Z
+ ∂w

∂X

2εzθ = 1
a + Z

(∂w

∂θ
− v) + ∂v

∂Z

(B.14)
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C . Cinématique et tenseur des déformations non linéaire du tube droit 3D

Les hypothèses sur la cinématique ne permettent pas d'obtenir un couplage entre l'ovalisation et la �exion. Des
termes supplémentaires du second ordre en déplacement sont introduits a�n d'obtenir ce couplage.
La position d'un point de l'état déformé m(X, Z, θ) est :

m = (X + Uo)EX + VoEZ + WoEY + R(X).((a + Z + w)ER + uEX + vEθ) (C.1)

Dans ce cas, les termes du 1er ordre en déplacement et en rotation ne sont pas les seuls à être considérés. Le couplage
entre les rotations de la section et la déformation de la section est pris en compte, ce qui permet d'écrire :

m = (X + Uo + u + (a + Z + w) sin θ Ωy − (a + Z + w) cos θ Ωz + Ωyv cos θ + Ωzv sin θ)EX

+(a + Z + Vo sin θ + Wo cos θ + w − Ωxv − sin θΩyu + cos θΩzu)ER

+(Vo cos θ − Wo sin θ + (a + Z + w)Ωx + v − cos θΩyu − sin θΩzu)Eθ

(C.2)

Les sections sont supposées relativement planes après déformation et la torsion est supposée également petite devant la
�exion. Les termes du second ordre portés par Ωx et u sont donc négligés. Ainsi, seuls les termes couplés selon EX sont
maintenus :

m = (X + Uo + u + (a + Z + w) sin θ Ωy − (a + Z + w) cos θ Ωz + Ωyv cos θ + Ωzv sin θ)EX

+(a + Z + Vo sin θ + Wo cos θ + w)ER

+(Vo cos θ − Wo sin θ + (a + Z)Ωx + v)Eθ

(C.3)

Pour simpli�er l'écriture, on note h1 = w sin θ + v cos θ et h2 = −w cos θ + v sin θ.
Le tenseur des déformations avec les termes de couplage du second ordre obtenu grâce aux termes couplés selon EX

s'écrit :

εxx = ∂Uo

∂X
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂X
− (a + Z) cos θ

∂Ωz

∂X
+ ∂u

∂X

+ ∂Ωy

∂X
h1 + ∂Ωz

∂X
h2 +

(
Ωy + ∂Vo

∂X

)
∂h1

∂X
+
(

Ωz − ∂Wo

∂X

)
∂h2

∂X

εθθ = 1
a + Z

(
∂v

∂θ
+ w

)
εzz = ∂w

∂Z

2εxθ = cos θ

(
Ωy + ∂Vo

∂X

)
+ sin θ

(
Ωz − ∂Wo

∂X

)
+ (a + Z)∂Ωx

∂X
+ 1

a + Z

∂u

∂θ
+ ∂v

∂X

+ 1
a + Z

((
Ωy + ∂Vo

∂X

)
∂h1

∂θ
+
(

Ωz − ∂Wo

∂X

)
∂h2

∂θ

)
2εxz = sin θ

(
Ωy + ∂Vo

∂X

)
− cos θ

(
Ωz − ∂Wo

∂X

)
+ ∂u

∂Z
+ ∂w

∂X(
Ωy + ∂Vo

∂X

)
∂h1

∂Z
+
(

Ωz − ∂Wo

∂X

)
∂h2

∂Z

2εzθ = 1
a + Z

(
∂w

∂θ
− v

)
+ ∂v

∂Z

(C.4)

Les hypothèses d'Euler-Bernoulli annulent la distorsion de la partie poutre :

Ωy + ∂Vo

∂X
= 0 ; Ωz − ∂Wo

∂X
= 0 (C.5)

Les hypothèses de Love-Kirchho� annulent la distorsion de la partie coque :

u1 = ∂w0

∂X
; v1 = −1

a

(
∂w0

∂θ
− v0

)
(C.6)
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En considérant les hypothèses d'Euler-Bernoulli pour la partie poutre et les hypothèses de Love-Kirchho� pour la partie
coque. Le tenseur des déformations s'exprime tel que :

εxx = ∂Uo

∂X
− a sin θ

∂2Vo

∂X2 − a cos θ
∂2Wo

∂X2 + ∂uo

∂X

+ ∂2Vo

∂X2 (−vo cos θ − wo sin θ) + ∂2Wo

∂X2 (vo sin θ − wo cos θ) + Zkxx

εθθ = 1
a

(∂vo

∂θ
+ wo) + Zkθθ

2εxθ = a
∂Ωx

∂X
+ 1

a

∂uo

∂θ
+ ∂vo

∂X
+ 2Zkxθ

où

kxx = − sin θ
∂2Vo

∂X2 − cos θ
∂2Wo

∂X2 − ∂2wo

∂X2

+ 1
a

(
cos θ

∂2Vo

∂X2

(
∂wo

∂θ
− vo

)
− sin θ

∂2Wo

∂X2

(
∂wo

∂θ
− vo

))
kθθ = − 1

a2

(
∂2wo

∂θ2 + wo

)
2kxθ = ∂Ωx

∂X
− 1

a

(
2 ∂2wo

∂X∂θ
+ 1

a

∂uo

∂θ
− ∂vo

∂X

)

(C.7)
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D . Tube coudé en mouvement plan

D.1 . Cinématique et tenseur des déformations

A�n de simpli�er la présentation, le mouvement est considéré dans le plan du tube i.e. Vo = 0 et Ωx = Ωy = 0.

Les coordonnées du point initial M(ϕ, θ, Z) sont données par :

M = −RN + (a + Z)ER (D.1)

Dans ce repère la di�érentiation de M s'écrit :

dM = (R − (a + Z) cos θ)dϕEϕ + (a + Z)dθEθ + dZER (D.2)

Les vecteurs tangents et le vecteur normal avant déformation s'expriment :
Aϕ = (R − (a + Z) cos θ)Eϕ

Aθ = (a + Z)Eθ

Az = ER

(D.3)

Ceci permet de dé�nir le tenseur métrique G, tel que les composantes non nulles sont celles de la diagonale :
Gϕϕ = (R − (a + Z) cos θ)2

Gθθ = (a + Z)2

Gzz = 1
(D.4)

Pour ne pas alourdir la présentation, l'écriture du tenseur des déformations est décomposée en une partie poutre εp, une
partie coque εc et un couplage non linéaire εnl. Ces trois parties sont ensuite assemblées pour obtenir le tenseur global
des déformations.

Tube coudé en modélisation arc

L'écriture de la cinématique et du tenseur linéarisé des déformations est considéré seulement avec les degrés de
liberté de poutre. Les hypothèses des petites rotations ainsi que des petites perturbations sont également adoptées.
Le déplacement up est dé�ni comme :

mp = M + up (D.5)

où :
up = (Uo − (a + Z) cos θΩz)Eϕ + WoN (D.6)

Les vecteurs tangents et le vecteur normal après déformation sont donnés :

ap
ϕ =

(
(R − (a + Z) cos θ + ∂Uo

∂ϕ
− (a + Z) cos θ

∂Ωz

∂ϕ
− Wo

)
Eϕ +

(
Uo − (a + Z) cos θΩz + ∂Wo

∂ϕ

)
N

ap
θ = ((a + Z) sin θΩz) Eϕ + (−(a + Z) sin θ) N + ((a + Z) cos θ)EZ

ap
Z = (− cos θΩz)Eϕ + (cos θ)N + (sin θ)EZ

(D.7)

Finalement le tenseur linéarisé des déformations pour la partie poutre seule s'exprime comme :

εp
ϕϕ = 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂Uo

∂ϕ
− (a + Z) cos θ

∂Ωz

∂ϕ
− Wo

)
εp

θθ = 0
εp

zz = 0

2εp
ϕθ = sin θ

R − (a + Z) cos θ

(
RΩz − Uo − ∂Wo

∂ϕ

)
2εp

ϕz = cos θ

R − (a + Z) cos θ

(
−RΩz + Uo + ∂Wo

∂ϕ

)
2εp

θz = 0

(D.8)

Le tenseur des déformations donné dans [55, 22, 8, 59, 112, 38] est simpli�é par rapport à celui fourni ci-dessus, en
choisissant un rayon de courbure R très grand devant le rayon moyen a. Une écriture similaire tridimensionnelle avec un
repère di�érent est retrouvée dans [82].
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Tube coudé en modélisation coque

Désormais, l'intérêt se porte sur les degrés de liberté de coque et l'on exprime le déplacement comme suit :

uc = uEϕ + wER + vEθ (D.9)

qui donne la position du point déformé :

mc = uEϕ + (−R + (a + Z + w) cos θ − v sin θ)N + ((a + Z + w) sin θ + v cos θ)EZ (D.10)

Les vecteurs tangents et normal se déduisent tels que :

ac
ϕ =

(
R − (a + Z) cos θ + ∂u

∂ϕ
− w cos θ + v sin θ

)
Eϕ +

(
cos θ

∂w

∂ϕ
− sin θ

∂v

∂ϕ
+ u

)
N +

(
sin θ

∂w

∂ϕ
+ cos θ

∂v

∂ϕ

)
EZ

ac
θ = ∂u

∂θ
Eϕ +

(
−(a + Z) sin θ − w sin θ + cos θ

∂w

∂θ
− cos θv − sin θ

∂v

∂θ

)
N

+
(

(a + Z) cos θ + cos θw + sin θ
∂w

∂θ
− sin θv + cos θ

∂v

∂θ

)
EZ

ac
z = ∂u

∂Z
Eϕ +

((
1 + ∂w

∂Z

)
cos θ − sin θ

∂v

∂Z

)
N +

((
1 + ∂w

∂Z

)
sin θ + cos θ

∂v

∂Z

)
EZ

(D.11)

En�n le tenseur linéarisé des déformations pour la partie coque seule s'exprime comme :

εc
ϕϕ = 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂u

∂ϕ
− w cos θ + v sin θ

)
εc

θθ = 1
a + Z

(
w + ∂v

∂θ

)
εc

zz = ∂w

∂Z

2εc
ϕθ = 1

a + Z

∂u

∂θ
+ 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂v

∂ϕ
− sin θu

)
2εc

ϕz = ∂u

∂Z
+ 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂w

∂ϕ
+ cos θu

)
2εc

θz = 1
a + Z

(
∂w

∂θ
− v

)
+ ∂v

∂Z

(D.12)

L'écriture du tenseur présent dans [60, 35, 88, 73] est similaire au tenseur proposé en ayant déjà considéré les hypothèses
de Love-Kirchho�. Comme précédemment une écriture tridimensionnelle avec un repère di�érent est proposée dans [82].

Modèle de poutre enrichie linéarisé

En considérant les termes de poutres et ceux de coques le tenseur linéarisé des déformations du 1er ordre (i.e. linéaire,
sans terme de couplage) s'exprime �nalement sous la forme de :

εϕϕ = 1
R − (a + Z) cos θ

(
∂Uo

∂ϕ
− (a + Z) cos θ

∂Ωz

∂ϕ
− Wo + ∂u

∂ϕ
− w cos θ + v sin θ

)
εθθ = 1

a + Z

(
w + ∂v

∂θ

)
εzz = ∂w

∂Z

2εϕθ = sin θ

R − (a + Z) cos θ

(
RΩz − Uo − ∂Wo

∂ϕ

)
+ 1

a + Z

∂u

∂θ
+ 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂v

∂ϕ
− sin θu

)
2εϕz = cos θ

R − (a + Z) cos θ

(
−RΩz + Uo + ∂Wo

∂ϕ

)
+ ∂u

∂Z
+ 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂w

∂ϕ
+ cos θu

)
2εθz = 1

a + Z

(
∂w

∂θ
− v

)
+ ∂v

∂Z

(D.13)

Modèle de poutre enrichie non-linéaire

Dans cette partie le couplage entre la rotation globale et la section déformée est ajouté. Comme précédemment
les termes du second ordre portés par le gauchissement et la rotation de torsion sont négligés. Pour simpli�er on pose
h = −w cos θ + v sin θ. Le déplacement additionnel devient alors :

unl = ΩzhEϕ (D.14)
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Le déplacement supplémentaire de l'Eq. (D.14) est ajouté aux cinématiques de poutre de l'Eq. (D.6) et de coque de
l'Eq. (D.9) :

u = unl + up + uc (D.15)

Les termes supplémentaires du tenseur des déformations considérant uniquement le couplage sont donnés par :

εnl
ϕϕ = h

(R − (a + Z) cos θ)2

[
∂Ωz

∂ϕ
(R − 2(a + Z) cos θ) + ∂Uo

∂ϕ
− Wo

]
+ 1

(R − (a + Z) cos θ)2
∂h

∂ϕ

[
RΩz − ∂Wo

∂ϕ
− Uo

]

εnl
ϕθ = 1

R − (a + Z) cos θ

∂h

∂θ

[
RΩz − ∂Wo

∂ϕ
− Uo

]

εnl
ϕZ = 1

R − (a + Z) cos θ

∂h

∂Z

[
RΩz − ∂Wo

∂ϕ
− Uo

]
(D.16)

Il convient alors de rajouter au tenseur des déformations du 1er ordre (voir Eq. (D.13)) le terme de l'Eq. (D.16) :

εϕϕ = 1
R − (a + Z) cos θ

[
∂Uo

∂ϕ
− (a + Z) cos θ

∂Ωz

∂ϕ
− Wo + ∂u

∂ϕ
− w cos θ + v sin θ

]
+ h

(R − (a + Z) cos θ)2

[
∂Ωz

∂ϕ
(R − 2(a + Z) cos θ) + ∂Uo

∂ϕ
− Wo

]
+ 1

(R − (a + Z) cos θ)2
∂h

∂ϕ

[
RΩz − ∂Wo

∂ϕ
− Uo

]
εθθ = 1

a + Z

(
w + ∂v

∂θ

)
εzz = ∂w

∂Z

2εϕθ = sin θ

R − (a + Z) cos θ

(
RΩz − Uo − ∂Wo

∂ϕ

)
+ 1

a + Z

∂u

∂θ
+ 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂v

∂ϕ
− sin θu

)
+ 1

R − (a + Z) cos θ

∂h

∂θ

[
RΩz − ∂Wo

∂ϕ
− Uo

]
2εϕz = cos θ

R − (a + Z) cos θ

(
−RΩz + Uo + ∂Wo

∂ϕ

)
+ ∂u

∂Z
+ 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂w

∂ϕ
+ cos θu

)
+ 1

R − (a + Z) cos θ

∂h

∂Z

[
RΩz − ∂Wo

∂ϕ
− Uo

]
2εθz = 1

a + Z

(
∂w

∂θ
− v

)
+ ∂v

∂Z
(D.17)

Remarque : Pour un tuyau droit : s → X et R → +∞ ce qui implique que :
1

R − (a + Z) cos θ
∼ 1

R
. Ainsi les termes

de la forme :
1

R − (a + Z) cos θ

∂•
∂ϕ

∼ 1
R

∂•
∂ϕ

= ∂•
∂s

→ ∂•
∂X

. L'écriture du tenseur des déformations en tuyau droit donné

dans l'Eq. (B.14) est retrouvée.

En considérant la même décomposition en Z que dans les deux premiers chapitres (voir Eq. (1.57)) et en gardant
les hypothèses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchho�, les relations suivantes sont obtenues :

� Avec les hypothèses d'Euler-Bernoulli le relation liant la rotation avec les déplacements devient :

Ωz = 1
R

(
∂Wo

∂ϕ
+ Uo

)
(D.18)

� Avec les hypothèses de Love-Kirchho� les relations s'écrivent ci-après :

u1 = 1
R − a cos θ

(
∂wo

∂ϕ
+ cos θuo

)
v1 = −1

a

(
∂wo

∂θ
− vo

) (D.19)

La relation pour v1 reste inchangée par rapport au tube droit. Cependant pour u1 et Ωz des termes supplémentaires
portés par l'axe apparaissent.
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A priori le rayon de courbure R n'est pas forcément toujours très grand devant le rayon a. En e�et il y a des con�gurations
réalistes où il y a seulement un facteur trois. Ainsi, le rapport a/R n'est pas négligeable. Il faut donc aller à des ordres
plus élevés concernant ce développement limité.
L'hypothèse de coque mince est maintenue, l'épaisseur est faible devant le rayon de la tuyauterie et par conséquent faible
devant le rayon de courbure également.

Comme fait précédemment, le tenseur des déformations est décomposé en une partie membranaire (indépendante de Z)
et une partie de courbure (linéaire en Z) : ε = εm + Zk .

Les développements limités à l'ordre 1 donnent :

1
a + Z

= 1
a

− Z

a2

1
R − (a + Z) cos θ

= 1
R

+ a cos θ

R2 + Z

[
cos θ

(
1
R

+ a cos θ

R2

)2
]

= α + Zβ

(D.20)

Pour les termes non linéaires, des termes supplémentaires apparaissent dans εnl
ϕϕ même après avoir utilisé les hypothèses

d'Euler-Bernoulli. Ces termes sont cependant très faibles et sont par conséquent négligés.

En insérant les hypothèses d'Euler-Bernoulli de l'Eq. (D.18) et de Love-Kirchho� de l'Eq. (D.19) ainsi que les dé-
veloppements limités de l'Eq. (D.20) dans l'Eq. (D.17) le tenseur des déformations s'écrit :



εϕϕ = (α + Zβ) [∂Uo

∂ϕ
− a cos θ

1
R

[
∂2Wo

∂ϕ2 + ∂Uo

∂ϕ

]
− Wo + ∂uo

∂ϕ
− wo cos θ + vo sin θ

+ 1
R

[
∂2Wo

∂ϕ2 + ∂Uo

∂ϕ

]
(−wo cos θ + vo sin θ)]

+αZ

[
− cos θ

1
R

[
∂2Wo

∂ϕ2 + ∂Uo

∂ϕ

]
− α

[
∂2wo

∂ϕ2 + cos θ
∂uo

∂ϕ

]
− 1

a
sin θ

(
∂wo

∂θ
− vo

)]
+αZ

[
−1

a

(
∂wo

∂θ
− vo

)
1
R

sin θ

(
∂2Wo

∂ϕ2 + ∂Uo

∂ϕ

)]

εθθ = 1
a

(
wo + ∂vo

∂θ

)
− Z

a2

(
∂2wo

∂θ2 + wo

)

2εϕθ = 1
a

∂uo

∂θ
− Z

a2
∂uo

∂θ
− Z

a

[
∂α

∂θ

(
∂wo

∂ϕ
+ uo cos θ

)
+ α

(
∂2wo

∂θ∂ϕ
+ cos θ

∂uo

∂θ
− uo sin θ

)]
+(α + Zβ)

(
∂vo

∂ϕ
− uo sin θ

)
+ Zα

[
sin θα

(
∂wo

∂ϕ
+ uo cos θ

)
− 1

a

(
∂2wo

∂θ∂ϕ
− ∂vo

∂ϕ

)]

(D.21)

Les quantités sont exprimées en fonction de la variable ϕ. Désormais elles sont exprimées en fonction de l'abscisse

curviligne s en utilisant la relation :
1
R

∂•
∂ϕ

= ∂•
∂s

. A�n d'e�ectuer ce changement les variables α et β sont factorisées

par
1
R

tel que :

α = 1
R

α
′
et β = 1

R
β

′
où α

′
= 1 + a cos θ

R
et β

′
= cos θ

1
R

(
1 + a cos θ

R

)2
(D.22)
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Le tenseur des déformation s'écrit alors sous la forme :

εss =
(

α
′ + Zβ

′
)

[∂Uo

∂s
− a cos θ

[
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
− Wo

R
+ ∂uo

∂s
− wo

R
cos θ + vo

R
sin θ

+
[

∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
(−wo cos θ + vo sin θ)]

+α
′
Z

[
− cos θ

[
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
− α

′
[

∂2wo

∂s2 + cos θ

R

∂uo

∂s

]
− 1

aR
sin θ

(
∂wo

∂θ
− vo

)]
+α

′
Z

[
−1

a

(
∂wo

∂θ
− vo

)
sin θ

(
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

)]

εθθ = 1
a

(
wo + ∂vo

∂θ

)
− Z

a2

(
∂2wo

∂θ2 + wo

)

2εsθ = 1
a

∂uo

∂θ
− Z

a2
∂uo

∂θ
− Z

a

[
∂α

′

∂θ

(
∂wo

∂s
+ uo

R
cos θ

)
+ α

′
(

∂2wo

∂θ∂s
+ cos θ

R

∂uo

∂θ
− uo

sin θ

R

)]
+(α′ + Zβ

′)
(

∂vo

∂s
− uo

sin θ

R

)
+ Zα

′
[

sin θ

R
α

′
(

∂wo

∂s
+ uo

cos θ

R

)
− 1

a

(
∂2wo

∂θ∂s
− ∂vo

∂s

)]

(D.23)

Le tenseur dé�ni dans l'Eq. (D.23) est assez complexe. Pour simpli�er les expressions, on prend α
′ = 1 et β

′ = 0, ce qui
donne le tenseur des déformations simpli�é :

εss = ∂Uo

∂s
− a cos θ

[
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
− Wo

R
+ ∂uo

∂s
− wo

R
cos θ + vo

R
sin θ

+
[

∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
(−wo cos θ + vo sin θ)

+Z[− cos θ

[
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
−
[

∂2wo

∂s2 + cos θ

R

∂uo

∂s

]
− 1

aR
sin θ

(
∂wo

∂θ
− vo

)
−1

a

(
∂wo

∂θ
− vo

)
sin θ

(
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

)
]

εθθ = 1
a

(
wo + ∂vo

∂θ

)
− Z

a2

(
∂2wo

∂θ2 + wo

)

2εsθ = 1
a

∂uo

∂θ
+ ∂vo

∂s
− uo

sin θ

R

+Z[−1
a

(
2∂2wo

∂θ∂s
− ∂vo

∂s
+ 1

a

∂uo

∂θ

)
+ 1

R

(
sin θ

∂wo

∂s
− cos θ

a

∂uo

∂θ
+ sin θ

a
uo + cos θ sin θ

R
uo

)
]

(D.24)

D.2 . Énergie cinétique

Le déplacement associé à la transformation est donné par :

u = (Uo + u − (a + Z) cos θΩz + Ωzh)Eϕ + (Wo cos θ + w)ER + (−Wo sin θ + v)Eθ (D.25)

Pour simpli�er, on pose : hz = −(a + Z) cos θ + h = hz,o + Zhz,1 et donc ḣz = ḣ. Les vitesses véri�ent :

u̇ = (U̇o + u̇ + hzΩ̇z + ḣzΩz)Eϕ + (Ẇo cos θ + ẇ)ER + (−Ẇo sin θ + v̇)Eθ (D.26)

Ainsi la densité d'énergie s'écrit :

u̇.u̇ = (U̇o + u̇ + hzΩ̇z + ḣzΩz)2 + (Ẇo cos θ + ẇ)2 + (−Ẇo sin θ + v̇)2 (D.27)

De façon similaire à ce qui est fait précédemment, les termes de la forme Uou ,Ωyu et ΩyUo sont négligeables et la
densité d'énergie devient :

u̇.u̇ = U̇o
2 + u̇2 +

(
hzΩ̇z + ḣzΩz

)2 + Ẇo
2 + ẇ2 + v̇2 (D.28)

La densité d'énergie cinétique se décompose en trois contributions :
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� L'énergie cinétique de la poutre :

1
2
(
SU̇2

o + SẆ 2
o + IzΩ̇2

z

)
où S = 2πae et Iz =

∫
S

h2
z dS =

∫
S

(−(a + Z) cos θ + h)2 dS (D.29)

� L'énergie cinétique de la coque :
1
2

∫
S

(
u̇2 + v̇2 + ẇ2) dS (D.30)

� L'énergie cinétique du couplage entre la rotation globale et la déformée de la section :

1
2Ω2

z

∫
S

ḣ2 dS + ΩzΩ̇z

∫
S

ḣhz dS (D.31)

Pour rappel, q représente les variables généralisées : q = Uo, Wo, Ωz, u, v, w, h. Il faut désormais déterminer les quantités
⟨Jq.δq⟩ :

⟨JUo
.δUo⟩ = ρS

∫
ϕ

ÜoδUo Rdϕ

⟨JWo .δWo⟩ = ρS

∫
ϕ

ẄoδWo Rdϕ

⟨JΩz
.δΩz⟩ = ρ

∫
ϕ

∂

∂t
[
IzΩ̇z

]
δΩz Rdϕ + ρ

∫
ϕ

Ωz

∫
S

ḧhzδΩz dS Rdϕ

⟨Ju.δu⟩ = 1
2ρ

∫
ϕ

∫
S

üδu dS Rdϕ

⟨Jv.δv⟩ = 1
2ρ

∫
ϕ

∫
S

v̈δv dS Rdϕ

⟨Jw.δw⟩ = 1
2ρ

∫
ϕ

∫
S

ẅδw dS Rdϕ

⟨Jh.δh⟩ = ρ

∫
ϕ

∫
S

(
∂

∂t
[
Ω2

zḣ
]

+ ΩzΩ̈zhz

)
δh dS Rdϕ

(D.32)

Jusqu'ici, les résultats sont identiques à ce qui est obtenu pour le tube droit. Cependant les liaisons, obtenues en annulant
la distorsion de poutre et de coque, sont di�érentes dans le cas du tube coudé. Les hypothèses d'Euler-Bernoulli de
l'Eq. (D.18) et de Love-Kirchho� de l'Eq. (D.19) ainsi que les relations de l'Eq (A.9) permettent d'écrire les relations
qui suivent :

δΩz = 1
R

(
∂δWo

∂ϕ
+ δUo

)
δu = δuo − Z

1
R − a cos θ

(
∂δwo

∂ϕ
+ δuo cos θ

)
δv = δvo + Z

1
a

(
δvo − ∂δwo

∂θ

)
δh = −δwo cos θ + δvo sin θ + Z

sin θ

a

(
δvo − ∂δwo

∂θ

)
(D.33)

Les termes d'accélérations s'en déduisent :

� L'accélération pour Uo vaut :

⟨AUo
.δUo⟩ = ρS

∫
ϕ

ÜoδUo Rdϕ + ρ

∫
ϕ

∫
S

(
1
R

∂

∂t
[
IzΩ̇z

]
+ 1

R
Ωzḧhz

)
δUo dS Rdϕ (D.34)

� L'accélération pour Wo vaut :

⟨AWo
.δWo⟩ = ρS

∫
ϕ

ẄoδWo Rdϕ + ρ

∫
ϕ

∫
S

(
1
R

∂

∂t
[
IzΩ̇z

]
+ 1

R
Ωzḧhz

)
∂δWo

∂ϕ
dS Rdϕ (D.35)
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� L'accélération pour uo vaut :

⟨Auo
.δuo⟩ = ρ

∫
ϕ

∫
S

üoδuo dS Rdϕ + ρe3

12(R − a cos θ)2

∫
ϕ

∫
θ

(
∂ẅo

∂ϕ
+ üo cos θ

)
cos θδuo dθ Rdϕ (D.36)

� L'accélération pour vo vaut :

⟨Avo
.δvo⟩ = ρ

∫
ϕ

∫
S

(
v̈o +

(
∂

∂t
[
Ω2

zḣo

]
+ ΩzΩ̈zhz,o

)
sin θ

)
δvo dS Rdϕ

− ρe3

12

∫
ϕ

∫
θ

(
1
a2

(
∂ẅo

∂θ
− v̈o

)
− sin θ

a

(
∂

∂t
[
Ω2

zḣ1
]

+ ΩzΩ̈zhz,1

))
δvo dθ Rdϕ

(D.37)

� L'accélération pour wo vaut :

⟨Awo .δwo⟩ = ρ

∫
ϕ

∫
S

(
ẅo −

(
∂

∂t
[
Ω2

zḣo

]
+ ΩzΩ̈zhz,o

)
cos θ

)
δwo dS Rdϕ

+ ρe3

12(R − a cos θ)2

∫
ϕ

∫
θ

(
∂ẅo

∂ϕ
+ üo cos θ

)
∂wo

∂ϕ
dθ Rdϕ

+ ρe3

12

∫
ϕ

∫
θ

(
1
a2

(
∂ẅo

∂θ
− v̈o

)
− sin θ

a

(
∂

∂t
[
Ω2

zḣ1
]

+ ΩzΩ̈zhz,1

))
∂δwo

∂θ
dθ Rdϕ

(D.38)
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E . Cinématique et tenseur des déformations du tube coudé 3D

Les coordonnées du point initial M(X, θ, Z) est donné par :

M = −RN + (a + Z)ER (E.1)

Dans ce repère la di�érentiation de M s'écrit :

dM = (R − (a + Z) cos θ)dϕEϕ + (a + Z)dθEθ + dZER (E.2)

Les vecteurs tangents et le vecteur normal avant déformation s'expriment :
Aϕ = (R − (a + Z) cos θ)Eϕ

Aθ = (a + Z)Eθ

Az = Ea

(E.3)

Ceci permet de dé�nir le tenseur métrique G tel que les composantes non nulles sont celles de la diagonale :
Gϕϕ = (R − (a + Z) cos θ)2

Gθθ = (a + Z)2

Gzz = 1
(E.4)

Pour ne pas alourdir la présentation, l'écriture du tenseur des déformations est décomposée en une partie poutre εp, une
partie coque εc et un couplage non linéaire εnl.

Tube coudé en modélisation arc

L'écriture de la cinématique et du tenseur linéarisé des déformations est considéré seulement avec les degrés de
liberté de poutre. Les hypothèses des petites rotations ainsi que des petites perturbations sont également adoptées.
Le déplacement up est dé�ni comme :

mp = M + up (E.5)

où :

up = UoEϕ + WoN + VoEZ + ((a + Z) sin θΩy − (a + Z) cos θΩz)Eϕ − (a + Z) sin θΩxN + (a + Z) cos θΩxEZ (E.6)

Les vecteurs tangents et le vecteur normal après déformation sont donnés :

ap
ϕ =

(
(R − (a + Z) cos θ + ∂Uo

∂ϕ
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂ϕ
− (a + Z) cos θ

∂Ωz

∂ϕ
− Wo + (a + Z) sin θΩx

)
Eϕ

+
(

Uo + (a + Z) sin θΩy − (a + Z) cos θΩz + ∂Wo

∂ϕ
− (a + Z) sin θ

∂Ωx

∂ϕ

)
N +

(
∂Vo

∂ϕ
+ (a + Z) cos θ

∂Ωx

∂ϕ

)
EZ

ap
θ = ((a + Z) cos θΩy + (a + Z) sin θΩz) Eϕ + (−(a + Z) sin θ − (a + Z) cos θΩx) N + ((a + Z) cos θ

− (a + Z) sin θΩx)EZ

ap
Z = (sin θΩy − cos θΩz)Eϕ + (cos θ − sin θΩx)N + (sin θ + cos θΩx)EZ

(E.7)

Finalement le tenseur linéarisé des déformations pour la partie poutre seule s'exprime comme :

εp
ϕϕ = 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂Uo

∂ϕ
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂ϕ
− (a + Z) cos θ

∂Ωz

∂ϕ
− Wo + (a + Z) sin θΩx

)
εp

θθ = 0
εp

zz = 0

2εp
ϕθ = 1

R − (a + Z) cos θ

(
−(a + Z)Ωy + (a + Z)∂Ωx

∂ϕ
+ cos θ

(
RΩy + ∂Vo

∂ϕ

)
+ sin θ

(
RΩz − Uo − ∂Wo

∂ϕ

))
2εp

ϕz = 1
R − (a + Z) cos θ

(
sin θ

(
RΩy + ∂Vo

∂ϕ

)
+ cos θ

(
−RΩz + Uo + ∂Wo

∂ϕ

))
2εp

θz = 0
(E.8)
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Tube coudé en modélisation coque

Désormais, l'intérêt se porte sur les degrés de liberté de coque et l'on exprime le déplacement comme suit :

uc = uEϕ + wER + vEθ (E.9)

qui donne la position du point déformé :

mc = uEϕ + (−R + (a + Z + w) cos θ − v sin θ)N + ((a + Z + w) sin θ + v cos θ)EZ (E.10)

Les vecteurs tangents et normal se déduisent tels que :

ac
ϕ =

(
R − (a + Z) cos θ + ∂u

∂ϕ
− w cos θ + v sin θ

)
Eϕ +

(
cos θ

∂w

∂ϕ
− sin θ

∂v

∂ϕ
+ u

)
N +

(
sin θ

∂w

∂ϕ
+ cos θ

∂v

∂ϕ

)
EZ

ac
θ = ∂u

∂θ
Eϕ +

(
−(a + Z) sin θ − w sin θ + cos θ

∂w

∂θ
− cos θv − sin θ

∂v

∂θ

)
N

+
(

(a + Z) cos θ + cos θw + sin θ
∂w

∂θ
− sin θv + cos θ

∂v

∂θ

)
EZ

ac
z = ∂u

∂Z
Eϕ +

((
1 + ∂w

∂Z

)
cos θ − sin θ

∂v

∂Z

)
N +

((
1 + ∂w

∂Z

)
sin θ + cos θ

∂v

∂Z

)
EZ

(E.11)

En�n le tenseur linéarisé des déformations pour la partie coque seule s'exprime comme :

εc
ϕϕ = 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂u

∂ϕ
− w cos θ + v sin θ

)
εc

θθ = 1
a + Z

(
w + ∂v

∂θ

)
εc

zz = ∂w

∂Z

2εc
ϕθ = 1

a + Z

∂u

∂θ
+ 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂v

∂ϕ
− sin θu

)
2εc

ϕz = ∂u

∂Z
+ 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂w

∂ϕ
+ cos θu

)
2εc

θz = 1
a + Z

(
∂w

∂θ
− v

)
+ ∂v

∂Z

(E.12)

Modèle de poutre enrichie linéaire

En considérant les termes de poutres et ceux de coques le tenseur linéarisé des déformations du 1er ordre (i.e. linéaire,
sans terme de couplage) s'exprime �nalement sous la forme de :

εϕϕ = 1
R − (a + Z) cos θ

(
∂Uo

∂ϕ
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂ϕ
− (a + Z) cos θ

∂Ωz

∂ϕ
− Wo + (a + Z) sin θΩx + ∂u

∂ϕ
− w cos θ + v sin θ

)
εθθ = 1

a + Z

(
w + ∂v

∂θ

)
εzz = ∂w

∂Z

2εϕθ = 1
R − (a + Z) cos θ

(
−(a + Z)Ωy + (a + Z)∂Ωx

∂ϕ
+ cos θ

(
RΩy + ∂Vo

∂ϕ

)
+ sin θ

(
RΩz − Uo − ∂Wo

∂ϕ

))
+ 1

a + Z

∂u

∂θ
+ 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂v

∂ϕ
− sin θu

)
2εϕz = 1

R − (a + Z) cos θ

(
sin θ

(
RΩy + ∂Vo

∂ϕ

)
+ cos θ

(
−RΩz + Uo + ∂Wo

∂ϕ

))

+ ∂u

∂Z
+ 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂w

∂ϕ
+ cos θu

)
2εθz = 1

a + Z

(
∂w

∂θ
− v

)
+ ∂v

∂Z
(E.13)
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Modèle de poutre enrichie non linéaire

Dans cette partie le couplage entre la rotation globale et la section déformée est ajouté. Comme précédemment
les termes du second ordre portés par le gauchissement et la rotation de torsion sont négligés. Pour simpli�er on pose
h1 = w sin θ + v cos θ et h2 = −w cos θ + v sin θ. Le déplacement additionnel devient alors :

unl = (Ωyh1 + Ωzh2)Eϕ (E.14)

Le déplacement supplémentaire de l'Eq. (E.14) est ajouté aux cinématiques de poutre de l'Eq. (E.6) et de coque de
l'Eq. (E.9) :

u = unl + up + uc (E.15)

Les termes supplémentaires du tenseur des déformations considérant uniquement le couplage sont donnés par :



εnl
ϕϕ = h1

R − (a + Z) cos θ

[
∂Ωy

∂ϕ

]
+ h2

(R − (a + Z) cos θ)2

[
∂Ωz

∂ϕ
(R − 2(a + Z) cos θ) + ∂Uo

∂ϕ
− Wo + (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂ϕ

]
+ 1

(R − (a + Z) cos θ)2
∂h1

∂ϕ

[
Ωy(R − (a + Z) cos θ) + ∂Vo

∂ϕ

]
+ 1

(R − (a + Z) cos θ)2
∂h2

∂ϕ

[
RΩz − ∂Wo

∂ϕ
− Uo − (a + Z) sin θΩy

]

εnl
ϕθ = (a + Z))−h1 sin θ + h2 cos θ

R − (a + Z) cos θ
[Ωy] + 1

R − (a + Z) cos θ

∂h1

∂θ

[
(R − (a + Z) cos θ)Ωy + ∂Vo

∂ϕ

]
+ 1

R − (a + Z) cos θ

∂h2

∂θ

[
RΩz − ∂Wo

∂ϕ
− Uo − (a + Z) sin θΩy

]

εnl
ϕZ = h1 cos θ + h2 sin θ

R − (a + Z) cos θ
[Ωy] + 1

R − (a + Z) cos θ

∂h1

∂Z

[
(R − (a + Z) cos θ)Ωy + ∂Vo

∂ϕ

]
+ 1

R − (a + Z) cos θ

∂h2

∂Z

[
RΩz − ∂Wo

∂ϕ
− Uo − (a + Z) sin θΩy

]
(E.16)

135



Il convient alors de rajouter au tenseur des déformations du 1er ordre (voir Eq. (E.13)) les termes de l'Eq. (E.16) :

εϕϕ = 1
R − (a + Z) cos θ

[∂Uo

∂ϕ
+ (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂ϕ
− (a + Z) cos θ

∂Ωz

∂ϕ
− Wo + (a + Z) sin θΩx + ∂u

∂ϕ
− w cos θ + v sin θ

h1

R − (a + Z) cos θ

[
∂Ωy

∂ϕ

]
+ h2

(R − (a + Z) cos θ)2

[
∂Ωz

∂ϕ
(R − 2(a + Z) cos θ) + ∂Uo

∂ϕ
− Wo + (a + Z) sin θ

∂Ωy

∂ϕ

]
+ 1

(R − (a + Z) cos θ)2
∂h1

∂ϕ

[
Ωy(R − (a + Z) cos θ) + ∂Vo

∂ϕ

]
+ 1

(R − (a + Z) cos θ)2
∂h2

∂ϕ

[
RΩz − ∂Wo

∂ϕ
− Uo − (a + Z) sin θΩy

]
εzz = ∂w

∂Z

2εϕθ = 1
R − (a + Z) cos θ

(
−(a + Z)Ωy + (a + Z)∂Ωx

∂ϕ
+ cos θ

(
RΩy + ∂Vo

∂ϕ

)
+ sin θ

(
RΩz − Uo − ∂Wo

∂ϕ

))
+ 1

a + Z

∂u

∂θ
+ 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂v

∂ϕ
− sin θu

)
(a + Z))−h1 sin θ + h2 cos θ

R − (a + Z) cos θ
[Ωy] + 1

R − (a + Z) cos θ

∂h1

∂θ

[
(R − (a + Z) cos θ)Ωy + ∂Vo

∂ϕ

]
+ 1

R − (a + Z) cos θ

∂h2

∂θ

[
RΩz − ∂Wo

∂ϕ
− Uo − (a + Z) sin θΩy

]
2εϕz = 1

R − (a + Z) cos θ

(
sin θ

(
RΩy + ∂Vo

∂ϕ

)
+ cos θ

(
−RΩz + Uo + ∂Wo

∂ϕ

))
+ ∂u

∂Z
+ 1

R − (a + Z) cos θ

(
∂w

∂ϕ
+ cos θu

)
h1 cos θ + h2 sin θ

R − (a + Z) cos θ
[Ωy] + 1

R − (a + Z) cos θ

∂h1

∂Z

[
(R − (a + Z) cos θ)Ωy + ∂Vo

∂ϕ

]
+ 1

R − (a + Z) cos θ

∂h2

∂Z

[
RΩz − ∂Wo

∂ϕ
− Uo − (a + Z) sin θΩy

]
2εθz = 1

a + Z

(
∂w

∂θ
− v

)
+ ∂v

∂Z
(E.17)

Remarque : Pour un tuyau droit : s → X et R → +∞ ce qui implique que :
1

R − (a + Z) cos θ
∼ 1

R
. Ainsi les termes

de la forme :
1

R − (a + Z) cos θ

∂•
∂ϕ

∼ 1
R

∂•
∂ϕ

= ∂•
∂s

→ ∂•
∂X

. L'écriture du tenseur des déformations en tuyau droit donné

dans l'Eq. (A.7) est retrouvée.

Les hypothèses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchho� sont considérées et permettent d'obtenir les relations suivantes :
Avec les hypothèses de Love-Kirchho� les relations sont :

u1 = 1
R − a cos θ

(
∂wo

∂ϕ
+ cos θuo

)
v1 = −1

a

(
∂wo

∂θ
− vo

) (E.18)

Avec les hypothèses d'Euler-Bernoulli les relations sont :

Ωz = 1
R

(
∂Wo

∂ϕ
+ Uo

)
Ωy = − 1

R

∂Vo

∂ϕ

(E.19)

Les relations de v1 et Ωy restent inchangées par rapport au tube droit. Cependant pour u1 et Ωz des termes supplé-
mentaires porté par l'axe apparaissent. De plus, contrairement au tube droit, les hypothèses d'Euler-Bernoulli n'annulent

plus les termes en
∂Vo

∂ϕ
dans εϕθ.

A priori le rayon de courbure R n'est pas forcément toujours très grand devant le rayon a. En e�et il y a des cas
où il y a seulement un facteur trois. Ainsi, le rapport a/R n'est pas négligeable. Il faut donc aller à des ordres plus élevés
concernant ce développement limité.
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L'hypothèse de coque mince est maintenue, l'épaisseur est faible devant le rayon de la tuyauterie et par conséquent faible
devant le rayon de courbure également.

Comme fait précédemment, le tenseur des déformations est décomposé en une partie membranaire (indépendante de Z)
et une partie de courbure (linéaire en Z) : ε = εm + Zk .

Les développements limités à l'ordre 1 donnent :

1
a + Z

= 1
a

− Z

a2

1
R − (a + Z) cos θ

= 1
R

+ a cos θ

R2 + Z

[
cos θ

(
1
R

+ a cos θ

R2

)2
]

= α + Zβ

(E.20)

Pour les termes non linéaires, les hypothèses d'Euler-Bernoulli n'annulent pas tous les termes présents dans εnl
ϕθ et εnl

ϕZ

contrairement à ce qui est fait pour le tube droit. Cependant les termes supplémentaires sont négligeables devant les
autres termes. Finalement, pour simpli�er également le tenseur des déformations, seul les termes dans εnl

ϕϕ semblables à
ceux du tube droit sont maintenus.

En réinjectant les hypothèses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchho� ainsi que les développements limités dans l'Eq. (E.17)
le tenseur des déformations s'écrit :



εϕϕ = (α + Zβ) [∂Uo

∂ϕ
− a sin θ

1
R

∂2Vo

∂ϕ2 − a cos θ
1
R

[
∂2Wo

∂ϕ2 + ∂Uo

∂ϕ

]
− Wo + a sin θΩx + ∂uo

∂ϕ
− wo cos θ + vo sin θ

− 1
R

∂2Vo

∂ϕ2 (wo sin θ + vo cos θ) + 1
R

[
∂2Wo

∂ϕ2 + ∂Uo

∂ϕ

]
(−wo cos θ + vo sin θ)]

+αZ

[
− sin θ

1
R

∂2Vo

∂ϕ2 − cos θ
1
R

[
∂2Wo

∂ϕ2 + ∂Uo

∂ϕ

]
+ sin θΩx − α

[
∂2wo

∂ϕ2 + cos θ
∂uo

∂ϕ

]
− 1

a
sin θ

(
∂wo

∂θ
− vo

)]
+αZ

[
−1

a

(
∂wo

∂θ
− vo

)
1
R

(
− cos θ

∂2Vo

∂ϕ2 + sin θ

(
∂2Wo

∂ϕ2 + ∂Uo

∂ϕ

))]

εθθ = 1
a

(
wo + ∂vo

∂θ

)
− Z

a2

(
∂2wo

∂θ2 + wo

)

2εϕθ = 1
a

∂uo

∂θ
− Z

a2
∂uo

∂θ
− Z

a

[
∂α

∂θ

(
∂wo

∂ϕ
+ uo cos θ

)
+ α

(
∂2wo

∂θ∂ϕ
+ cos θ

∂uo

∂θ
− uo sin θ

)]
+(α + Zβ)

(
a

R

∂Vo

∂ϕ
+ a

∂Ωx

∂ϕ
+ ∂vo

∂ϕ
− uo sin θ

)
+ Zα

[
1
R

∂Vo

∂ϕ
+ ∂Ωx

∂ϕ
+ sin θα

(
∂wo

∂ϕ
+ uo cos θ

)
− 1

a

(
∂2wo

∂θ∂ϕ
− ∂vo

∂ϕ

)]
(E.21)

Les quantités sont exprimées en fonction de la variable ϕ. Désormais elles sont exprimées en fonction de l'abscisse

curviligne s en utilisant la relation :
1
R

∂•
∂ϕ

= ∂•
∂s

. A�n d'e�ectuer ce changement les variables α et β sont factorisé par

1
R

tel que :

α = 1
R

α
′
et β = 1

R
β

′
où α

′
= 1 + a cos θ

R
et β

′
= cos θ

1
R

(
1 + a cos θ

R

)2
(E.22)
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Le tenseur des déformations s'écrit alors sous la forme :

εss =
(

α
′ + Zβ

′
)

[∂Uo

∂s
− a sin θ

∂2Vo

∂s2 − a cos θ

[
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
− Wo

R
+ a

R
sin θΩx + ∂uo

∂s
− wo

R
cos θ + vo

R
sin θ

−∂2Vo

∂s2 (wo sin θ + vo cos θ) +
[

∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
(−wo cos θ + vo sin θ)]

+α
′
Z

[
− sin θ

∂2Vo

∂s2 − cos θ

[
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
+ 1

R
sin θΩx − α

′
[

∂2wo

∂s2 + cos θ

R

∂uo

∂s

]
− 1

aR
sin θ

(
∂wo

∂θ
− vo

)]
+α

′
Z

[
−1

a

(
∂wo

∂θ
− vo

)(
− cos θ

∂2Vo

∂s2 + sin θ

(
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

))]

εθθ = 1
a

(
wo + ∂vo

∂θ

)
− Z

a2

(
∂2wo

∂θ2 + wo

)

2εsθ = 1
a

∂uo

∂θ
− Z

a2
∂uo

∂θ
− Z

a

[
∂α

′

∂θ

(
∂wo

∂s
+ uo

R
cos θ

)
+ α

′
(

∂2wo

∂θ∂s
+ cos θ

R

∂uo

∂θ
− uo

sin θ

R

)]
+(α′ + Zβ

′)
(

a

R

∂Vo

∂s
+ a

∂Ωx

∂s
+ ∂vo

∂s
− uo

sin θ

R

)
+ Zα

′
[

1
R

∂Vo

∂s
+ ∂Ωx

∂s
+ sin θ

R
α

′
(

∂wo

∂s
+ uo

cos θ

R

)
− 1

a

(
∂2wo

∂θ∂s
− ∂vo

∂s

)]
(E.23)

Pour simpli�er les calculs analytiques, on prend α
′ = 1 et β

′ = 0 , ce qui donne le tenseur des déformations simpli�é :

εss = ∂Uo

∂s
− a sin θ

∂2Vo

∂s2 − a cos θ

[
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
− Wo

R
+ a

R
sin θΩx + ∂uo

∂s
− wo

R
cos θ + vo

R
sin θ

−∂2Vo

∂s2 (wo sin θ + vo cos θ) +
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∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
(−wo cos θ + vo sin θ)

+Z[− sin θ
∂2Vo

∂s2 − cos θ
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∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

]
+ 1

R
sin θΩx −

[
∂2wo

∂s2 + cos θ

R

∂uo

∂s

]
− 1

aR
sin θ

(
∂wo

∂θ
− vo

)
−1

a

(
∂wo

∂θ
− vo

)(
− cos θ

∂2Vo

∂s2 + sin θ

(
∂2Wo

∂s2 + 1
R

∂Uo

∂s

))
]

εθθ = 1
a

(
wo + ∂vo

∂θ

)
− Z

a2

(
∂2wo

∂θ2 + wo

)

2εsθ = 1
a

∂uo

∂θ
+ a

R

∂Vo

∂s
+ a

∂Ωx

∂s
+ ∂vo

∂s
− uo

sin θ

R

+Z[∂Ωx

∂s
+ 1

R

∂Vo

∂s
− 1

a

(
2∂2wo

∂θ∂s
− ∂vo

∂s
+ 1

a

∂uo

∂θ

)
+ 1

R

(
sin θ

∂wo

∂s
− cos θ

a

∂uo
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+ sin θ
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uo + cos θ sin θ

R
uo

)
]

(E.24)
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F . Méthodologie entreprise pour le calcul formel

Le calcul formel a été utilisé à maintes reprises pour déterminer plusieurs quantités telles que les e�orts généralisés,
la surface et l'inertie de la section transverse. Il a également permis de véri�er certains calculs fait à la main comme le
calcul de la matrice de masse. Tous les calculs sont e�ectués dans un premier temps avec la librairie sympy de python
qui permet de manipuler facilement l'ensemble des variables et de faire les produits matriciels simplement. Cependant
pour des calculs comprenant de longues expressions, sympy ne parvient pas à converger rapidement, l'outil WxMaxima
a alors été utilisé largement. Les termes à intégrer sont alors obtenus par sympy puis sont intégrés dans WxMaxima. De
plus ce dernier permet de sortir le résultat de l'intégration directement au format Fortran 90, prêt à être utilisé dans
Europlexus, ce qui a permis un gain temps de développement non négligeable.

La méthodologie utilisée pour déterminer les e�orts généralisés associés aux degrés de liberté de poutre et de tout
les modes de Fourier est décrite dans cette annexe. La même démarche est réalisée pour le tube droit ou le tuyau coudé
avec ou sans couplage.

L'objectif est d'intégrer le tenseur de Cauchy σ doublement contracté avec la déformation virtuelle δε (σ : δε). Ces
deux tenseurs sont écrits sous la forme d'une matrice colonne. Le déplacement virtuel δu présent dans δε ne peut pas
être intégré puisqu'il correspond à une fonction test et permet en le mettant en facteur d'identi�er les e�orts généralisés.
L'idée est de décomposer, comme dans le dernier chapitre sur les méthodes numériques, le tenseur des déformations
ε(X, θ, Z) en une matrice P(X, θ, Z) et une matrice colonne des degrés de liberté uddl tel que :

ε = P · uddl ; δε = P · δuddl (F.1)

Il su�t ensuite de construire la matrice P selon le tenseur des déformations choisi. Pour les cas linéaires la seule matrice
P est su�sante. Cependant pour les cas non linéaire qui prennent en compte le couplage, une nouvelle matrice Psupp

doit être introduite. En e�et cette dernière doit contenir également des degrés de libertés puisque ε n'est plus une forme
linéaire des degrés de libertés. Ceci permet d'obtenir les relations suivantes :

ε = P · uddl ; δε = Psupp · δuddl (F.2)

Pour le cas linéaire Psupp est égale à P. La loi de comportement permet de déterminer le tenseur des contraintes telle
que :

σ = C · ε (F.3)

La matrice colonne des e�orts généralisés Fgen est alors déterminée après intégration :

Fgen =
∫ e

2
−

e

2

∫ 2π

0
(C · P · uddl)T · Psupp adθdZ (F.4)

La ième ligne de Fgen correspond à l'ième e�ort généralisé.

De cette façon, tous les e�orts généralisés sont déterminés de façon exacte et sont ensuite stockés dans une routine
spéci�que car leurs expressions, pour certains d'entre eux, est très longues.
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G . Matrice de masse cohérente
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H . Aide intégration en θ pour N modes de Fourier

Cette annexe, est une aide de calcul pour le lecteur qui souhaiterait faire des calculs avec plusieurs modes à la main
rapidement.

Soit n un entier naturel, la formule de Moivre donne les deux relations :
cos(nθ) = einθ + e−inθ

2
sin(nθ) = einθ − e−inθ

2i

(H.1)

Ainsi ∀ (n, k) ∈ N2 les relations suivantes sont obtenues :
sin(nθ) sin(kθ) = − 1

2 (cos((n + k)θ) − cos((n − k)θ))
cos(nθ) cos(kθ) = 1

2 (cos((n + k)θ) + cos((n − k)θ))
cos(nθ) sin(kθ) = 1

2 (sin((n + k)θ) − sin((n − k)θ))
(H.2)

Finalement les intégrations se simpli�ent :
∫ 2π

0 sin(nθ) sin(kθ) dθ = δn
k π∫ 2π

0 cos(nθ) cos(kθ) dθ = δn
k (π + δn

0 π)∫ 2π

0 cos(nθ) sin(kθ) dθ = 0
(H.3)

où δn
k désigne le symbole de Kronecker.
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I . Réactualisation du rayon du coude

Le but de cette annexe est de proposer une méthodologie a�n de réactualiser le rayon de courbure au cours du calcul.

Trois points, notés A, B et C sont considérés. Ces trois points ne sont pas colinéaires.
Seuls des tubes coudés dans un plan sont à l'étude. Dans ce plan les coordonnées des points considérés non colinéaires
sont notés : A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3).
La position du centre du cercle est notée (xc, yc) et son rayon R. L'équation d'un cercle s'écrit alors pour chaque point
P (x, y) appartenant au cercle :

(x − xc)2 + (y − yc)2 = R2 (I.4)

qui peut s'écrire sous la forme :
x2 + y2 + 2ax + 2by + c = 0 (I.5)

Par identi�cation les relations suivantes sont obtenues :
xc = −a

yc = −b

R =
√

a2 + b2 − c

(I.6)

Il faut ainsi déterminer les coe�cients a,b et c. Pour ce faire le système 3x3 suivant est résolu :
2x1a + 2y1b + c + x2

1 + y2
1 = 0

2x2a + 2y2b + c + x2
2 + y2

2 = 0
2x3a + 2y3b + c + x2

3 + y2
3 = 0

(I.7)

En notant di = x2
i + y2

i les coe�cients a,b et c s'expriment comme :
a = (d2 − d1)(y3 − y1) − (d3 − d1)(y2 − y1)

2[(x3 − x1)(y2 − y1) − (x2 − x1)(y3 − y1)]
b = d1 − d2 − 2(x2 − x1)a

2(y2 − y1)
c = −d1 − 2y1b − 2x1a

(I.8)

Attention, pour cette solution il faut véri�er les deux conditions pour ne pas diviser par zéro :

[(x3 − x1)(y2 − y1) − (x2 − x1)(y3 − y1)] ̸= 0 ; y2 − y1 ̸= 0 (I.9)

Le produit vectoriel entre AB et BC non nul, donne la condition :

(x2 − x1)(y3 − y2) − (y2 − y1)(x3 − x2) ̸= 0 (I.10)

Or (x2 − x1)(y3 − y2) − (y2 − y1)(x3 − x2) = (x3 − x1)(y2 − y1) − (x2 − x1)(y3 − y1) donc cette condition est bien
véri�ée pour des vecteurs non colinéaires.
Cependant, la condition y2 − y1 ̸= 0 n'est pas forcément véri�ée. Il convient alors de résoudre le système dans le cas où
y1 = y2, ce qui donne : 

a = d1 − d2
2(x2 − x1)

b = d1 − d3 − 2(x3 − x1)a
2(y3 − y1)

c = −d1 − 2y1b − 2x1a

(I.11)

Il y a encore deux conditions à véri�er :
x2 − x1 ̸= 0 ; y3 − y1 ̸= 0 (I.12)

La condition de non colinéarité impose :

((x3 − x1)(y2 − y1) − (x2 − x1)(y3 − y1) ̸= 0 (I.13)
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Ce qui implique l'inégalité :
(x2 − x1)(y3 − y1) ̸= 0 (I.14)

Finalement les relations d'inégalités données ci-après doivent être véri�ées :

(y3 − y1) ̸= 0 ; (x2 − x1) ̸= 0 (I.15)

Remarque 1 : Dans le cas présent y1 = y2 et si x1 = x2 alors le point A est confondu avec le point B. Donc l'élément
n'existe pas ce qui est impossible donc cette condition est toujours véri�ée.
Remarque 2 : Si y1 = y3 sachant que y1 = y2 alors les trois points A,B et C sont alignés. Ce n'est pas possible non
plus car la condition de non colinéarité a été véri�ée.

Deux éléments E1 et E2 sont considérés. L'élément E1 est situé à gauche et a deux n÷uds au point A et B. L'élément
E2 est quant à lui à droite et à un n÷ud en commun avec E1 le n÷ud B puis a un n÷ud C à l'autre extrémité.
Un produit vectorielle entre les vecteurs AB et BC est e�ectué et l'angle du coude β entre ces deux vecteurs est déter-
miné. Si β < βmin alors l'élément est considéré comme un tube droit sinon comme un tube coudé avec un rayon de
courbure de β.
Si le tube est coudé il faut tout d'abord déterminer le plan dans lequel il y a le coude.

Les points A(xG
A, yG

A , zG
A), B(xG

B , yG
B , zG

B) et C(xG
C , yG

C , zG
C ) sont exprimés dans le repère général. Le plan contenant

le coude PC , est engendré par AB et BC et n la normale à ce plan. AB et BC n'étant en général pas orthogonaux,
la base (AB,BC,n) n'est pas orthogonale.

Le vecteur n(n1, n2, n3) doit satisfaire :
n.AB = 0 ; n.BC = 0 (I.16)

La composante n1 peut être �xée et les deux autres composantes s'en déduisent :
n2 = −(xG

C − xG
B)(zG

B − zG
A) + (xG

B − xG
A)(zG

C − zG
B)

(yG
C − yG

B)(zG
B − zG

A) − (yG
B − yG

A)(zG
C − zG

B)

n3 = −(xG
B − xG

A)n1 − (yG
B − yG

A)n2

zG
B − zG

B

(I.17)

Il faut véri�er les conditions pour ne pas annuler le dénominateur, mais c'est la même démarche que celle e�ectuée
précédemment.
Ainsi la matrice de passage PC est :

PC =

xG
B − xG

A xG
C − xG

B n1
yG

B − yG
A yG

C − yG
B n2

zG
B − zG

A zG
C − zG

B n3

 (I.18)

L'orthogonalisation de Gramm-Schmidt permet d'orthogonaliser la base du coude et en se plaçant au point B, comme
centre du repère, ce qui suit est orthonormale :

e1 = BA
∥BA∥

e2 =
BC − BA.BC

BA.BABA

∥BC − BA.BC
BA.BABA∥

e3 = e1 ∧ e2 = n
∥n∥

(I.19)
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