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Résumeé : Le phénoméne de fouettement est une des

conséquences potentielles de la rupture accidentelle
d’'une tuyauterie haute énergie (RTHE). Le fouette-
ment doit &tre pris en compte dans les études sur la
sireté des installations industrielles puisqu’il suppose
de grands déplacements de la tuyauterie sectionnée
qui pourrait, en fonction de I'encombrement, impac-
ter les structures et composants avoisinants. S’agissant
de phénoménes physiques complexes, la caractérisation
de la rupture de la tuyauterie et du fouettement asso-
cié est fondée actuellement sur des approches simpli-
fiées reposant sur des hypothéses conservatives. Ces
hypothéses peuvent alors conduire a des difficultés, ce
qui est résolu par l'introduction de modifications au
niveau de ces installations, modifications qui peuvent
s'avérer coliteuses. De facon a répondre a ces enjeux,
il est proposé dans ce projet de recherche un travail
d’amélioration des outils et méthodes actuellement dis-
ponibles pour la simulation du phénomeéne de fouette-
ment afin de rendre plus réaliste la modélisation des
phénomeénes physiques prépondérants et en particulier
leur couplage. Pour cela, il est nécessaire de prendre en
compte dans la modélisation un grand nombre de phé-
noménes. Il s'agit, en particulier, de modéliser les évé-
nements suivants : la rupture de la tuyauterie, la force
du jet initié a la bréche, le déplacement de la tuyaute-
rie sectionnée, l'impact de celle-ci avec les structures
avoisinantes, les déformations plastiques suite a cet im-
pact et la formation éventuelle d'une rotule plastique
ainsi que l'interaction entre le fluide contenu dans la
tuyauterie et la structure. De nombreuses études ont
été réalisées en modélisation tridimensionnelle, laquelle
s'avére colteuse en temps de calcul et de simulation.

Il est donc souhaité de modéliser de facon simplifiée la
dynamique de la tuyauterie rompue afin de permettre
une évaluation rapide des conditions de sireté. Il a en
particulier été montré, qu'en |'état actuel des modéli-
sations, il était nécessaire de modéliser la zone d'im-
pact de la tuyauterie en éléments coques non-linéaires
pour retrouver une estimation correcte de la force d'im-
pact de la tuyauterie sur |'obstacle. Ainsi un élément
fini de type poutre enrichi permettant de prendre en
considération I'ovalisation de sa section transverse est
développé, que ce soit sur une poutre droite ou sur
une poutre ayant une courbure initiale comme dans
le cas d'un coude. La cinématique retenue est une ci-
nématique classique de poutre d'Euler-Bernoulli 3 la-
quelle s'ajoute une cinématique de coque de type Love-
Kirchhoff, développée au premier ordre dans I'épaisseur
du tube et en séries de Fourier selon la variable tan-
gentielle afin de rester dans un formalisme filaire. De
plus un couplage non linéaire, entre les rotations de
type poutre et les déplacements de la section de type
coque, est introduit afin de permettre au tube de s'ova-
liser méme sur une partie droite. Le modéle décrit est
alors discrétisé et implémenté dans le code de calcul in-
dustriel de dynamique rapide explicite Europlexus. Afin
de vérifier et de valider le modéle, la tuyauterie est sou-
mise & différents cas de chargement tels que I'extension
simple, la flexion pure, le tube sous pression interne ou
encore |'application d’une force surfacique localisée sur
la section transverse permettant de grandes déforma-
tions de la section. Les résultats numériques obtenus
sont en bonne adéquation avec les solutions analytiques
ou numériques issues d'autres codes industriels.
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Abstract : The phenomenon of whipping is one of
the potential consequences of the accidental of a high
energy ligne break (HELB), it is part of the loading
cases taken into account in the framework of inter-
nal aggression files of nuclear power plants. Whipping
consequences must be evaluated for the safety of indus-
trial installations since it involves large displacements
of the severed piping which could, depending on the
size, impact the neighbouring structures and compo-
nents. As these are complex physical phenomena, the
characterization of the pipe rupture and the associated
whipping is currently based on simplified approaches
using conservative assumptions. In some cases, these
assumptions make difficulties, which can lead to costly
modifications. In order to answer these stakes, it is pro-
posed in this research project to improve the tools and
methods currently available for the simulation of the
whipping phenomenon in order to make more realistic
the modeling of the preponderant physical phenomena
and in particular their coupling. The final objective is
thus to quantify the displacements of the broken pi-
ping as well as its impact on the structures and on the
materials implying a potential loss of integrity or ope-
rability. For this, it is necessary to take into account
in the modeling a large number of phenomena. In par-
ticular, it is necessary to model the following events :
the rupture of the pipe, the force of the jet initiated
at the breach, the displacement of the severed pipe,
the impact of the latter with the neighbouring struc-
tures, the plastic deformations following this impact
and the possible formation of a plastic hinge as well
as the interaction between the fluid contained in the
pipe and the structure. Numerical studies have been
carried out using three-dimensional modeling, which is
costly in terms of calculation and simulation time. It

Enriched beam, Cross-section ovalisation, Fourier's series, Shell, Dynamic, Pipe-whip

is therefore desired to model in a simplified way the
dynamics of the ruptured pipe in order to allow a quick
evaluation of the safety conditions. In particular, it has
been shown that, in the current state of modelling, it
is necessary to model the impact zone of the pipe with
non-linear shell elements in order to find a correct esti-
mation of the impact force of the pipe on the obstacle.
This is why it is first proposed to develop a simplified
model of enriched beam type (i.e. one-dimensional wire
type), taking into account the ovalization of the pipe
according to different loading cases. Thus an enriched
beam type finite element taking into account the ova-
lization of its transverse section is developed, whether
it is a straight beam or one with an initial curvature
as is the case of an elbow. The kinematics retained is
a classical Euler-Bernoulli beam kinematics to which is
added a Love-Kirchhoff type shell kinematics, develo-
ped to the first order in the thickness of the tube and
in Fourier series according to the tangential variable in
order to remain in a wire formalism. Moreover, a non-
linear coupling, between the beam rotations and the
shell displacements of the section, is introduced in or-
der to allow the tube to ovalize even on a straight part.
The described model is then discretized and implemen-
ted in the industrial dynamic explicit calculation code
Europlexus. In order to verify and validate the model,
the pipe is subjected to different loading cases such as
simple extension, pure bending, the pipe under internal
pressure or the application of a localized surface force
on the transverse section allowing large deformations
of the cross-section. The numerical results obtained are
in good agreement with the corresponding analytical
or numerical solutions obtained with other simulation
codes.
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Nomenclature

Notation Représentation physique Dimension
E Module de Young Pa
v Coefficient de Poisson I}
G Module de cisaillement Pa
D Module élastique plaque/coque Pa
U,.V, W, Déplacement de I'axe du tube m
Q4.,9,,8, Rotation de la section transverse rad
u,v,W Déplacement relatif de la section m
s Abscisse curviligne m
A, H, a,h, Vecteurs tangents initiaux et transportés au feuillet moyen et a une cote Z m
Gg Tenseur métrique m?
r Symboles de Christoffel m~!
C Tenseur de Cauchy Green-Droit ou des dilatations de Cauchy 1%}
F Gradient de la transformation I}
6/11 Tenseur des contraintes nominales/Piola-Kirchhoff Pa
E,.E, E, Repére cartésien m
E. EgrEy Repére cylindrique m
(X,60,2) Coordonnées cylindriques (m rad,m)
R Rayon de courbure du tube m
a Rayon moyen de la section transverse m
e Epaisseur du tube m
M/m Position d'un point du tube avant/aprés déformation m
€ Tenseur des déformations ]
o Tenseur des contraintes de Cauchy Pa
K/k Tenseur de courbure avant/aprés déformation m~1
Pi/Pe/Pa Puissance des efforts intérieurs/extérieurs/accélératrices N
N,T,,T,,M,,M, M, Efforts généralisés de poutre N.m~1/N
Mg tim; Efforts généralisés de coque N.m~2/N.m~!/N
p Masse volumique de I'élément kg.m~—3
S Aire de la section transverse du tube m?
I,/I. Moment d'inertie de flexion autour des axes OY et OZ m*
I Moment d'inertie de torsion autour de I'axe OX m*
t Temps s
C Nombre de Courant ]
z,v,a Position,vitesse,accélération d'un point (m, ms~! m.s72)
\Y Matrice de masse de |'élément kg
N Matrice des fonctions de forme m
B Matrice des dérivées des fonctions de forme I}
P Matrice de passage du repére global au repére local ]
T Matrice de passage du repére cartésien au repére cylindrique (]
Ae Incrément de déformation (%]
Ao Incrément de contraintes Pa
AU Incrément de déplacement m
| D Matrice colonne des efforts généralisés voir eff.gen
Fint/Fext Forces internes/externes N
wi/ i Poids/coordonnées des points de Gauss m/&
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Introduction

Afin de pouvoir démontrer la bonne tenue de ses équipements et de ses ouvrages, EDF est amené a étudier les
conséquences de différents accidents hypothétiques de siireté. La rupture de tuyauteries & haute énergie, notamment
celles du circuit primaire des centrales nucléaires & eau pressurisée, est un de ces accidents hypothétiques. Plusieurs
scenarios accidentels peuvent alors étre envisagés.

Tout d'abord, il faut considérer le scénario d’APRP (Accident de Perte de Réfrigérant Primaire) qui, & partir de la
formation d’une bréche dans le circuit primaire, engendre d’une part la génération d'une onde de dépressurisation dans le
circuit pouvant se propager jusqu’aux composants internes a la cuve du réacteur et engendrer des chargements mécaniques
sur ces éléments pouvant potentiellement menacer leur intégrité, et d'autre part la perte de I'eau de refroidissement du
circuit primaire pouvant conduire au dénoyage des crayons combustible et 3 un défaut de refroidissement de ceux-ci.

Ensuite on peut considérer le scénario de fouettement de la tuyauterie rompue. En effet, sous I'effet de la force
du jet fluide issu de la tuyauterie rompue, un débattement de celle-ci peut étre initié, c’est le fouettement de tuyauterie.
Ce phénoméne peut avoir une incidence sur la siireté des installations puisqu’il implique de grands déplacements de la
tuyauterie rompue qui pourrait, en fonction de I'encombrement, impacter et endommager les structures et composants
avoisinants. S'agissant de phénoménes physiques complexes, la caractérisation de la rupture de la tuyauterie et du
fouettement associé est fondée actuellement sur des approches simplifiées reposant sur des hypothéses conservatives.
Ces hypothéses peuvent alors conduire & des modifications qui peuvent s’avérer colteuses.

Ainsi, c’est la problématique du fouettement de tuyauterie qui a motivé ce travail de thése. En effet, une cascade
de phénomeénes physiques complexes est alors mise en jeu : la rupture de la tuyauterie, la force du jet fluide a la bréche,
le déplacement de la tuyauterie rompue, I'ovalisation de la section, la formation de la rotule plastique et I'impact de la
tuyauterie rompue sur les structures voisines. Afin de pouvoir étudier ces phénoménes physiques, plusieurs domaines de
la mécanique doivent étre sollicités :

— Meécanique de la rupture

— Interaction fluide-structure

— Dynamique des structures en grands déplacements et grandes déformations
— Comportement plastique

— Chocs et contacts

Or il n'existe pas a |'heure actuelle d'outil de modélisation numérique industriel, validé et opérationnel, 3 méme de
prendre en compte |'ensemble de ces phénoménes. L'étude du fouettement de tuyauterie peut alors se faire de maniére
partielle en ce concentrant sur une phase du phénoméne pour laquelle un outil est disponible ou alors de maniére plus
globale en adoptant une approche plus conservative. C'est cette derniére approche qui est actuellement appliquée dans
les études d'ingénierie.

Problématique industrielle et approche d’ingénierie
Le phénoméne de fouettement est une conséquence potentielle de la Rupture d'une Tuyauterie 3 Haute Energie
(RTHE). Pour le Parc nucléaire, un circuit est considéré comme a "haute énergie" si sa pression est supérieure a 20 bars
ou si sa température est supérieure a 100 °C dans des conditions normales d’exploitation.

Le phénoméne de fouettement est créé par les efforts de réaction du jet. Lors d’une rupture circonférentielle d'une
tuyauterie & "haute énergie", la force de réaction qui s'exerce sur la tuyauterie peut conduire a un recul de cette der-
niére. Des déformations peuvent alors apparaitre. Dans ce cas, ces déformations vont se concentrer au niveau de points
singuliers notamment proches des coudes ou des jonctions. A proximité de ces points, la tuyauterie peut subir une
déformation plastique avec un phénoméne d'ovalisation de sa section. Il y a alors création de la rotule plastique, zone
ou section totalement plastifiée, engendrant une perte de raideur de la tuyauterie et autour de laquelle celle-ci peut
effectuer son mouvement pratiquement sans aucune résistance. Une fois |a rotule plastique créée, la partie de la tuyaute-
rie rompue va se déplacer trés rapidement autour de celle-ci pouvant endommager gravement les matériels aux alentours.
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Le mouvement de la tuyauterie se produit ainsi en trois phases [33, 89] :
— accélération du tuyau lorsque le fluide s'échappe;
— création de la rotule plastique;

— déplacement, rotation de la tuyauterie autour de sa rotule plastique jusqu'a que toute |'énergie cinétique soit
dissipée.

Pour les RTHE, I'objectif des études de siireté est de démontrer que l'installation est concue de telle facon qu'une
rupture de tuyauterie ne contribue pas a la génération d'un accident ayant des conséquences pour la siireté non accep-
tables. Aujourd’hui, une approche conservative du phénoméne de fouettement est appliquée pour les études d’ingénierie.
Une fois la rotule plastique formée, tous les composants situés dans la zone de mouvement seront considérés impactés et
potentiellement inopérants. Cette zone de mouvement est constituée par la sphére ayant pour centre la localisation de la
rotule plastique et pour rayon la longueur libre (distance entre la rotule plastique et la bréche). La détermination précise
de la rotule plastique permet de réduire cette zone de mouvement. De plus, en étudiant plus précisément la dynamique
de la tuyauterie, il est possible de pouvoir décrire de maniére plus réaliste la véritable zone de mouvement et donc de
réduire la zone impactée.

En situation industrielle, pour contréler |'apparition et les conséquences d’un éventuel mouvement de fouettement, il
existe des dispositifs anti-fouettement permettant soit de dissiper I'énergie de la tuyauterie avec des amortisseurs, soit
de minimiser le débattement de la tuyauterie.

Il est clair qu'un outil de calcul prédictif des phénoménes de fouettement permettrait dans un premier temps de juger s'il
faut mettre ou non des dispositifs anti-fouettement, puis ensuite de les installer d'une maniére optimale. Il est cependant
nécessaire, préalablement a I'utilisation d'un tel outil, de disposer des données expérimentales nécessaires a sa validation.

Etudes et données expérimentales

Le fouettement de tuyauteries étant un phénomeéne accidentel, il est difficile de recueillir des données expérimentales

a partir des installations industrielles. Pourtant les données expérimentales sont primordiales d'une part pour qualifier et
quantifier les paramétres physiques caractéristiques du fouettement et d’autre part pour disposer de données de validation
pour les modéles théoriques et numériques.
Parmi les campagnes d’essais historiques, on citera d’emblée les tests de fouettement de tuyauteries qui ont été effectués
dans le cadre de la campagne expérimentale AQUITAINE Il [41, 20] organisée conjointement par EDF, CEA (Commissariat
a I'Energie Atomique et aux Energies Alternatives), Framatome et Westinghouse dans les années 70-80. Un exemple
type d'essai réalisé lors de cette campagne est |'impact d'une tuyauterie en porte-a-faux, subissant une rupture guillotine
déclenchée par un cordon explosif, sur une dalle en béton ou un matériel rigide. Plusieurs autres types d’essais sont
référencés dans la référence [20].

Les investigations expérimentales renseignent notamment sur la forme géométrique que la section de la tuyauterie
aura lorsqu’elle est soumise a une flexion plane et & une pression interne [64]. Si dans un premier temps on peut supposer
une section de forme elliptique, on constate dans la réalité des essais que la forme obtenue est plus quelconque et
complexe [51, 52]. Ainsi, C.Thinvongpituk et al [97] ont réalisé des tests expérimentaux sur des tuyauteries minces afin
de montrer dans un premier temps la forme obtenue, puis de modéliser géométriquement la section déformée de la
tuyauterie afin de pouvoir calculer certaines grandeurs physiques, comme le moment par exemple.

Dans la référence [65] les tuyauteries libres sont étudiées et non les tuyauteries avec des dispositifs anti-fouettement
comme ca peut étre le cas dans [100]. Dans une approche conservative, la poussée des jets provenant d’une rupture
brutale peut &tre modélisée par une force moyenne de jet dans un régime quasi permanent. L’évaluation de la réponse
des tuyauteries aprés une rupture permet de caractériser la capacité du systéme entier 3 dissiper de I'énergie accumulée
pendant la phase dynamique et a résister a la force fluide du régime permanent. De plus, un rapport détaillé de plusieurs
tests a été effectué par JAERI [58].

Pour décrire le phénoméne de fouettement, plusieurs grandeurs physiques peuvent étre utilisées : le déplacement, la
force de réaction du jet, les déformations plastiques au niveau de la rotule plastique, le moment, la courbure, la rotation,
le comportement du matériau, ... Parmi ces grandeurs, le moment semble étre une notion pertinente pour la validation
d'un modéle puisqu'il agrége plusieurs des grandeurs caractéristiques énoncées précédemment. On s'intéressera donc
particuliérement au calcul du moment dans les parties théoriques, numériques et expérimentales.
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Approche théorique et modélisation numérique

La modélisation d'un phénoméne physique peut s'appuyer sur un modéle empirique ou sur un modeéle théorique.
Les modéles empiriques, modéles principalement issus des expériences, sont souvent difficiles & appliquer 3 d'autres
configurations, méme proches, car ils se fondent sur des paramétres propres a la configuration étudiée. D'un autre coté,
les modéles théoriques se fondent sur une approche plus rigoureuse et plus complexe, en s'appuyant sur les lois de la
physique et de la mécanique. Afin de simplifier le probléme, des hypothéses sont prises en compte. Ensuite, les modéles
théoriques doivent étre validés avec les données des essais expérimentaux.

Roemer [39] s'intéresse aux dommages causés par un tuyau sur un obstacle. Le tuyau est donc vu comme un missile
impactant un autre tuyau ou ici en I'occurrence un mur en béton. D'autres études [114, 113] ont montré 'impact d’une
tuyauterie non plus sur un mur mais sur des poutres en béton armé. H.T. Tang et R.B. Duffey ont aussi discuté de la
déformation de la tuyauterie aprés un impact [95].

Z. Plocek et al [77] expliquent comment renforcer la protection des centrales nucléaires face au RTHE. Dans cette
étude les auteurs ont considéré les propriétés dues aux grands déplacements et a la non linéarité des armatures et des
éléments élastiques modélisant I'énergie visco-plastique dissipative de la structure. L’analyse a montré que la modélisation
de la tuyauterie a "haute énergie" dans son ensemble, avec les structures de support, est la condition fondamentale pour
obtenir une réponse dynamique fiable a une rupture de tuyauterie [77].

Pour les tuyaux épais le comportement inclut une phase visco-élastique puis un écrouissage plastique [86]. Pour
les tuyaux moyens et fins le comportement est élasto-plastique avec écrouissage. Plusieurs expériences avec des ratios
diamétre sur épaisseur ont été menées dans la référence [86]. Une approche théorique sur la relation moment-courbure est
aussi développée et une comparaison entre les expériences et la théorie est détaillée. Deux modéles sont analysés : rigide
parfaitement plastique et elasto-plastique avec prise en compte de |'écrouissage. Le modéle rigide parfaitement plastique
surestime le déplacement de la tuyauterie et semble plus proche des essais dans les premiers instants. D'une maniére
globale, le modéle élasto-plastique avec prise en compte de |'écrouissage semble reproduire le méme comportement que
celui des essais. Ce modéle de comportement semble donc trés pertinent a étudier. Toutefois les rapports D/t (Diamétre
sur épaisseur) sont assez grands (19.5-32) alors que dans le CPP/CSP (Circuit Primaire Principal/Circuit Secondaire
Principal) il faut plus s'intéresser a des rapports de I'ordre de 10-20.

S.R. Reid and B. Wang proposent d'étudier un modéle rigide parfaitement plastique et développe ainsi un modéle
théorique dans [33]. Leur étude confirme que la localisation de la rotule plastique va dépendre de la géométrie de la
tuyauterie mais aussi de la force appliquée, comme c’est aussi le cas dans la référence [11]. Lorsque la rotule plastique
est bien créée en un point précis, le cisaillement, le moment fléchissant et la force axiale changent considérablement [36].

S. Ueda [100] a développé une relation moment-rotation, & partir d’essais expérimentaux, et a pu la confronter a
d'autres formules de moment existantes. L'importance majeure de cet article est la prise en compte de I'ovalisation de
la section au niveau de la rotule plastique. La relation moment-rotation dérive de la relation entre |'ovalisation du tuyau
et la déformation obtenue par les essais.

Néanmoins, dorénavant, la simulation numérique peut également &tre un moyen d'investigation de ce phénomeéne.
Mais on sait aussi que I'étude numérique des structures en 3D peut s'avérer coliteuse en temp de calcul. C'est pourquoi
il est utile d'utiliser différentes théories de modélisation mécanique pour réduire la dimension du modéle de structure
étudiée afin de faciliter son traitement numérique et diminuer le temps de calcul. C'est le cas notamment des formulations
poutre (1D) [90, 28, 31, 4] et des formulations coque (2D) [16, 99].

La théorie des poutres est utile pour déterminer des solutions analytiques, développer des modélisations numériques
simples ou obtenir une estimation du comportement mécanique global de la tuyauterie ainsi modélisée. La théorie des
poutres s'applique ainsi & des structures élancées. On parle de structures élancées lorsque le rapport longueur sur diamétre
est supérieur ou égal a 10.

Dans la théorie des poutres, il existe deux grands modéles de référence :

— Le modéle d’'Euler-Bernoulli, qui ne prend pas en compte l'effet du cisaillement
— Le modéle de Timoshenko qui prend en considération I'influence du cisaillement

Dans la théorie d'Euler-Bernoulli, le cisaillement est négligé dans le cas de la flexion. Les hypothéses du modéle
d'Euler-Bernoulli sont les suivantes :

— les sections droites sont perpendiculaires a la courbe moyenne; elles varient de maniére continue et lente,
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— le matériau est homogeéne et isotrope,
— les sections droites restent planes.

Timoshenko prend les mémes hypothéses mais permet la rotation de la section, c'est-a-dire qu’'aprés déformation les
sections restent planes mais ne sont plus forcément perpendiculaires a la fibre neutre. Des comparaisons numériques et
théoriques sont faites entre ces deux modéles se référant & des cas classiques de poutre cantilever [43, 3]. La prise en
compte du cisaillement et de la rotation de la section permet pour des poutres quelconques (pas forcément élancées)
d’améliorer les résultats. Dans [43, 3] il y a aussi des comparaisons modales pour enrichir I'étude.

Pour des structures peu élancées, la théorie de Timoshenko se rapproche des modéles 2D et 3D et donne de trés bons
résultats sur des cas ou le cisaillement transverse est dominant. Il existe aussi une approche de Rayleigh qui se situe a
mi-chemin entre ces deux théories en prenant en compte l|'inertie de rotation mais pas le cisaillement.

Certains auteurs prennent en compte I'ovalisation de la section transverse en modifiant I'inertie de la section par un
facteur de flexibilité [13, 69, 68]. Il est courant d'utiliser ce procédé dans la théorie des poutres lorsqu'il y a un coude,
puisque les sections ne se déforment pas. On obtient une surestimation de la déformation en prenant en compte ce
facteur de flexibilité [19]. Un calcul avancé d'un nouveau facteur de flexibilité a été mené dans [69] en améliorant le
facteur de flexibilité de Von Karman [102] avec une analyse dans le cas linéaire élastique en flexion dans le plan. Les
auteurs négligent le terme de courbure k,, et cela donne des résultats trés proches de ceux qu'ils auraient obtenus en
le prenant en compte (voir Fig. (6 & 7) de [69]). Les hypothéses prises en considération sont proches de notre cas de
figure et semble donc pertinentes & considérer. En outre d'autres comparaisons analytiques ont été effectuées avec le
modéle d'Euler-Bernoulli [96, 34, 107] et le gauchissement des sections [98].

Par ailleurs, des approches numériques ont été faites et permettent d'avoir une localisation de la rotule plastique
différente selon la géométrie et les conditions aux limites [65] .

Prinja s'intéresse au fouettement de tuyauterie avec prise en compte de I'lFS (Interaction Fluide Structure) [81]. Les
auteurs détaillent comment un élément fini a été développé pour répondre & ce probléme physique. L’élément combiné
est un élément de poutre élastique avec des ressorts inélastiques (approche de type non linéaire). Les hypothéses prises
sont des grands déplacements et des grandes rotations. lls utilisent une approche de type Lagrangien réactualisé avec un
schéma d'intégration implicite pour un élément poutre & deux nceuds.

La campagne d'essais AQUITAINE Il a permis d’avoir des résultats expérimentaux permettant d'étre une base de
comparaison pour les simulations numériques. C'est ainsi que des comparaisons numériques entre un modéle filaire et
un modéle mixte filaire/3D, en se référant a la campagne expérimentale AQUITAINE I, ont été menées [78]. Le modéle
filaire est un modéle unidimensionnel, c’est-a-dire que les mailles sont des segments; I'ensemble des champs est ramené
a sa fibre neutre. Quant au modéle mixte filaire/3D il est aussi majoritairement filaire sauf au niveau des zones d'intérét
ou il est remplacé par un maillage tridimensionnel. Dans ce cas précis, |la zone d'intérét est la zone d'impact. Les résultats
numériques du modéle mixte filaire/3D sont proches des données expérimentales contrairement aux résultats numériques
du modéle purement filaire qui surestiment la force d'impact [78].

Millard et Hoffmann obtiennent de bons résultats en utilisant un modéle poutre qui prend en compte la raideur liée
a l'ovalisation de la section par I'intermédiaire d'un ressort non-linéaire. lls obtiennent une surestimation numérique de
I'impact aprés le premier contact, néanmoins les resultats du modéle numérique sont proches au premier pic prés [68].
Cet article fournit des modéles de cas-tests en statique qui pourront servir pour la validation de codes de calcul. Les
calculs sont effectués en petites déformations mais en grandes rotations et grands déplacements.

Si I'on examine maintenant la théorie des coques, on constate qu'il existe la aussi deux grands modéles de référence :

— Théorie de Kirchhoff-Love, qui s'apparente & Euler-Bernoulli pour les poutres, le cisaillement est négligé. Elle est
mieux adaptée pour les plaques et coques minces [62].

— Théorie Mindlin-Reissner, qui s'apparente a Timoshenko pour les poutres, le cisaillement est non nul. Elle est
mieux adaptée et donne de meilleurs résultats pour les plaques et coques épaisses [38, ]

Dans la théorie des coques, il existe différentes hypothéses, notamment si I'on considére une coque mince ou une
coque épaisse. Cette qualification n'est pas quantifiée/qualifiée exactement mais dans le cas d'une tuyauterie de section
cylindrique, on peut estimer qu’une coque mince a un rapport diamétre sur épaisseur supérieur a 20 et qu'une coque
épaisse a ce méme rapport inférieur a 20.
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Dans la littérature, il y a de nombreux articles qui traitent des coques minces [105, 91, 51, 75, , 42]. Certaines
tuyauteries présentes dans les centrales nucléaires peuvent étre considérées comme des coques épaisses. En effet elles
sont tout d’abord dimensionnées en fonction des chargements hydrauliques qu'elles subissent.Cependant pour simplifer
les modélisations la théorie des coques minces est souvent utilisée. Von Karman est I'un des tous premiers & avoir étudié
I'ovalisation d'un tube coudé sous flexion pure en négligeant les termes non linéaires et I'inextensibilité de la section
[102]. Wood a regardé les instabilités de |'ovalisation de tube initialement droit en appliquant une pression extérieure ot
la section était considérée une nouvelle fois inextensible [108]

Un élément fini (EF) ayant une partie poutre et une partie coque a été créé dans [32]. Cet élément a été implémenté
dans le code de calcul code aster. Millard [67] a créé un élément de type poutre enrichi, avec une approche de type
coque. Pour enrichir les modéles de poutres les auteurs s'intéressent a ce qui se passe sur la circonférence et dans I'épais-
seur de la tuyauterie en développant notamment les variables cinématiques en séries de Fourier [67, 82, 51, 94, ]. Dans
[37] deux formulations d’EF sont utilisées : une premiére polynomiale avec 6 paramétres et une seconde trigonométrique
avec également 6 paramétres, pour un total de 38 ddl. Des calculs numériques de fouettement en flexion plane et hors
plane avec un modéle rigide parfaitement plastique ont été menés [1, 93] et les articles [34, 45, 85, ] permettent de
déterminer le lieu de la rotule plastique.

D'autres modélisations de poutres enrichies sont aussi développées dans la littérature. Un élément poutre courbée
3D amélioré avec prise en compte des grandes rotations est développé dans [94]. Dans [75] les auteurs établissent une
théorie avec un élément fini de type "ring" basée sur la théorie des coques minces avec les hypothéses de Love-Kirchhoff.
Le déplacement radial, w, est développé en séries de Fourier dans [75]. Une investigation numérique est menée puis
comparée aux résultats théoriques et expérimentaux. Dans la thése [40], I'auteur a élaboré un nouvel élément 3D poutre
a section déformable avec des applications dans le domaine du textile. Plus récemment une thése s’est intéréssée a
I"élaboration d'éléments coques pour des structures minces et moyennement épaisses avec des applications dans le nu-
cléaire notamment [29]. Une autre étude numérique de tubes minces, avec un modéle aux éléments finis, permet de
mesurer les contraintes résiduelles et I'ovalisation du tube [115]. Dans [76] la méthode numérique est de type Lagran-
gien total appliqué aux plaques et coques pour une poutre courbée et dans [94] I'application est effectuée avec un
modéle de poutre. La formulation de [109] est explicite et utilise un modéle 2D de coque dégénéré [46, 47]. Les hypo-
théses retenues sont les suivantes : les sections restent droites aprés déformation mais pas forcément perpendiculaires
et la longueur de la normale est gardée aprés déformation, autrement dit les hypothéses de Mindlin-Reissner sont utilisées.

Dans ce travail de thése, I'objectif principal est de définir, développer et valider un nouveau modéle de poutre enrichi
a méme de prendre en compte |'ovalisation de la section apparaissant dans les phénoménes de fouettement. Ce travail
doit se traduire par 'implémentation de nouveaux éléments finis dans le code de Dynamique Rapide EUROPLEXUS.

Ce rapport de thése se structure comme suit. Tout d’abord, dans le chapitre 1, on rappelle les notions essentielles de
la théorie des surfaces appliquée aux modéles de coques. Pour simplifier la modélisation, on considére une cinématique
de type poutre enrichie avec une cinématique de coque permettant la variation de sa section. Puis, dans le chapitre 2,
on détaille la méthodologie développée pour enrichir un modéle de poutre droite de type Euler-Bernoulli afin de prendre
en compte |'ovalisation de sa section transverse en utilisant les conclusions du chapitre 1 quant a la facon d’enrichir la
cinématique. Ensuite, dans le chapitre 3, on applique la méthodologie développée au chapitre 2 pour une tuyauterie droite
a une tuyauterie courbée. Enfin, dans le chapitre 4, on détaille la discrétisation des équations continues déterminées dans
les chapitres précédents dans le cadre d'une intégration temporelle explicite en temps dans le code EUROPLEXUS. Dans
les annexes, on précise notamment |'établissement des équations pour le tube droit et pour le tube coudé, dans le cadre
d'un mouvement plan et dans le cadre tridimensionnel. La conclusion synthétise les avancées obtenues dans ce travail de
thése pour le développement d'un nouveau modéle de poutre enrichi. Le paragraphe des perspectives introduit ce que
pourraient étre les suites & donner 4 ce travail de thése notamment par I'introduction du comportement plastique et de
I'interaction fluide-structure.
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1 - Modélisation tridimensionnelle du tube

Pour modéliser une tuyauterie plusieurs approches sont possibles. Ainsi on peut considérer un modéle tridimensionnel
ou bien un modéle de type coque, en s'intéressant uniquement au mouvement de la surface moyenne. Dans ce chapitre,
on rappelle les notions essentielles de la théorie des surfaces appliquée aux modéles de coques. La théorie des coques est
ensuite simplifiée en prenant en compte un modéle de poutre permettant la variation de sa section.

Le modéle proposé prend en compte les hypothéses d'Euler-Bernoulli pour la partie poutre et la déformée de la section
tient compte des hypothéses de Love-Kirchhoff [61, 56]. Pour la partie coque, les déplacements de la section, initialement
circulaire, sont décomposés en séries de Fourier selon |'angle polaire dont les coefficients dépendent de I'abscisse curviligne
s le long de I'axe du tube et de la cote Z par rapport a son rayon moyen a.

Les déformées du tube ainsi modélisées sont analysées en élasticité linéaire isotrope sur des cas de chargements simples
(extension, flexion et pression interne) en les comparant aux résultats analytiques tridimensionnels.

Ces analyses permettent de déterminer les ordres d'approximation nécessaires pour représenter au mieux la déformée
d'un tube. Néanmoins, avant d'aborder la modélisation de la tuyauterie, les fondements de la théorie des surfaces et des
coques sont rappelés (voir [99, 16, 71, 72, 87, 62, 74, 73, 30, 57, 70, 101]).

1.1 . Théorie des surfaces et modéles de coques

1.1.1 . Théorie générale des surfaces
Une surface X est décrite par deux lignes de coordonnées (X, a = 1,2) non nécessairement orthogonales. Soit

oM , .
M € %, les vecteurs tangents en M a3 ¥ sont notés A, = Ixo et le vecteur normal N s'exprime comme :

AL NA,

N=_ —— -
A1 A Asll

(1.1)

D’une maniére générale, la métrique locale associée a la base (A, N) n'est pas orthonormée. La métrique associée dans
(o]
le plan tangent est alors introduite en considérant le tenseur métrique G qui est défini par :
o [e] [e]
Gaﬂ = Aa.A/j ,a=12 , G= det([Gaﬁ]) (1.2)

o o
La matrice [G*”] est I'inverse de la matrice [G.z] telle que :

G""BGﬁ7 = (53 ou J représente le symbole de Kronecker. (1.3)

La base réciproque notée (A“, o = 1,2) vérifie les relations suivantes :

A% A =465 ; A® = GPA, ; N/\Alz\/gAz ; N/\AQ:f\/gAl ; Al/\AQ:\/gN (1.4)

o
La surface moyenne est une surface courbe, de courbure donnée par le tenseur K dont les composantes sont exprimées
comme suit : )
o 0*M
K.,s=——-+—N 1.5
) CEE (1.3)

Les variations de la base (A, IN) le long des lignes de coordonnées sont définies telles que :

OA,

%P A =T)5A, + KopgN et sN = —Kzo A® ou '), sont les symboles de Christoffel (1.6)

Le tenseur de courbure K = K ,3A® ® A’ = K A® ® A au point M et les symboles de Christoffel vérifient :

: Lo s |0Gys  0G.. G
§ _ —md B yoo af
Fas =507 | 9xa T x5~ ox0 4.
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Soit un vecteur U = U*(M)A, + W(M)N, la différentiation de ce vecteur s'écrit :

aue~ o o oW o
_ a Ty a B a B
dU(8 5+FMU WKB)AQdX +(a B+K5QU )NdX (1.8)
Ce qui permet de définir la dérivée covariante :
ou® o oW
o « vy _
VaU® = oo +T5,U7 et VoW = oo (1.9)
Le tenseur métrique respecte également la propriété suivante :
V,Gap =0 (1.10)

Le tenseur K est diagonalisable et ses valeurs principales sont les courbures principales au point M de la surface

K? — tr(K)K + det(K)I = 0 (1.11)

o] o

ou tr(K) représente la courbure moyenne, det(K) la courbure de Gauss et I I'identité du plan.

1.1.2 . Application aux coques

Une coque est définie par sa surface moyenne X et son épaisseur e(X®). La position d'un point M s'écrit alors :

X« X«
M(X®, Z) = Mg (X®) + ZN(X*) _ XY g X (1.12)
A Z fixé les points M(X %, Z) définissent une surface notée X dont les vecteurs tangents H,, s'écrivent :
oM o o
H, = oo = Ao~ ZKIAG = (60— ZKD)As = 1(2)As . o= det([uf) (1.13)
ou la métrique associée est donnée par :
Ga/j(Z) = Ha . HB = /Lg(Z)Gvgu%(Z) = Gaﬁ — QZKaﬁ + ZQKZ(K’YB (114)
1 posséde les mémes propriétés que K (voir Eq. (1.11)) :
p? —tr(p)p 4 det(u) T =0 soit encore p~'det(p) = —pu + tr(p) I (1.15)
Finalement I'inverse de p s'exprime en composantes par :
—-1\8 1 8 8
= t oL — 1.16
(W™ e = Gargy [0 —wd] (1.16)
Les variations des vecteurs de la base locale (H,,N) deviennent :
9H, A 5 Opia .
558 :FQBH)\-FKQBN: <F75”3+8Xﬁ A>\+uleN (1.17)
soit encore :
o (9,u)‘
T A F)\ 0 a
a@u’)’ /@’Y:ua—"_aXlg (118)
Ko = 1K 5
La symétrie donnée par OHa _ OHg implique la relation qui suit :
y par 55 = Fxa implig q :
° OK? o 0K}
AT @ _ JrATS B
KQI‘ﬁ,\—kaXﬁ _KBFQ/\+8XQ (1.19)
et le tenseur métrique vérifie la propriété suivante :
V,Gap =0 (1.20)
Le tenseur métrique respecte également les relations classiques :
0 0
G(2) = det(Gas) i o~ VG| = —VGEKg et e VG| =vary, (1.21)
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1.1.3 . Mouvement d’une coque, variations de métrique et de courbure

Dans le cas général, la cinématique est définie par les déplacements de chaque point de la coque. La position actuelle
m d'un point s'écrit alors :

m(X* 7)) =MX*Z)+UXY 2)As + W(X*, Z)N (1.22)
Le gradient de la transformation F est défini :
dm=F.dM avec dM=dX“H, +dZN et dm=dX%h, +dZh;s (1.23)
Le gradient de la transformation s’écrit alors sous la forme :
F=h,® H + h o N (1.24)

ol les vecteurs de la base locale de la surface déformée sont :

h, = (1 + VU ~ WK Az + (VoW + Ko UM)N

ow oue (1.25)
h3 = (1 + 87)N+ 87Aa

Le tenseur des dilatations de Cauchy C est défini tel que :

C=F'F (1.26)

C exprimé dans la base (H*,N), a pour composantes :

Cop = hy - hg = () + Vo U7 — WKg)ng(ug + VQU(S — WKg) + (aa;:,[i + UWK’YD‘)((‘?% + UéK&ﬁ)
ou’ ow ow
6 — . 6 — v o il - Y -
Ca3 ha hd (,U/a "g;aU a[I]/I:;Ka)C;Ag 7 +(8Xa +U K’ya)(1+ 82)
Css=hs-hy=(1+ )+

o7z oZ oz

(1.27)
Dans ce transport convectif, hs est le transporté de N, lequel n'est pas en général la normale n de la surface moyenne

transportée, qui est la quantité suivante :
hi A hy

" /by A by

n

(1.28)
Soit :
hy A hy = (4} +V1iU° —WEKP) (1] + VU —WK])Ag A A,
+ (VAW + K\U)(ug + VoUY — WEK))N A A, (1.29)
+ (4 + ViUP — WEP) (VoW + KoxUM A AN

Pour que hjs soit la normale n 3 la surface déformée, il est nécessaire d’annuler la distorsion C\3, au premier ordre en
déplacement, qui représente I'hypothése de Love-Kirchhoff :

o U’  ow
(Gas = ZKas) 57 + 556 + KanUT =0 (1.30)
soiten Z =0 : 5
o U 0w
Gas 57 + gxa T Kay U7 =0 (1.31)

En théorie des coques, les champs de déplacements sont souvent développés suivant Z tels que :
Ur=U0+207 ; W=W,+2ZW; (1.32)
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La relation de Love-Kirchhoff, au premier ordre en déplacement, donnée dans I'Eq. (1.31) devient :

° oW,
GasUl + 7o + KaaU) =0 133
sUy + Ixo + AUJ ( )
De plus le vecteur normal s'écrit :
n = (N— (VoW + KanU2)A®) /|| - || (1.34)

D’autre part la variation d’épaisseur, au premier ordre en déplacement, étant supposée nulle, cela implique que W; = 0.

Dans ce cas, en linéarisant la métrique au premier ordre en déplacement et au premier ordre en Z, la relation sui-
vante est obtenue :
Cap =Cop(Z =0)+2ZBup (1.35)

ol B, est le tenseur de courbure de la surface moyenne transportée :
Bap = Kap + Kas(VUL — WoK3) + Vi [VoW, + KanU, | (1.36)
De fait, (U, W,) représente le mouvement de la surface moyenne. Ainsi un point de la coque est défini par :
m(X* Z)=m,(X*) + Zn (1.37)
Le vecteur matériel transporté devient :
dm =dX*h, 4+ dZn = dX“(0? — ZB%) az +dZn (1.38)

ol ag sont les vecteurs tangents a la surface moyenne déformée.

Ainsi il apparait :
h, = (62 —ZB%as et C.3(Z)= a,- ag —2ZBas + Z*B)Bs, (1.39)
La variation de la métrique exprimée dans la base ( H*, IN) se décompose alors en un terme de déformation membranaire

Ey}; et un terme de variation de courbure b,

m 1
= 5(Cap — Gap)

o8 9 (1.40)
bag = Bag — Kag
Le tenseur des déformations E s’écrit alors :
E = [E}, — 2Zb,s] H* @ HY (1.41)
En utilisant la relation H* = (M_l)gAB, le tenseur peut s’écrire sous la forme suivante :
E = [E]y — 2Zkas) A ® AP (1.42)
En identifiant terme a terme, la relation entre les différentes courbures est donnée par :
(e} (o)
2kas = 2bas — | KAEYs + KRED, (1.43)
Deux choix de variations de courbures sont possibles [13, 35], associés au mouvement de la coque. Dans ce manuscrit,

la variation de courbure k. qui correspond a la variation de la métrique de la cote Z est utilisée.

1.1.4 . Ecriture des équations d’équilibre

La variation du gradient de la transformation pour toute variation du champ de déplacement sur la configuration
actuelle est exprimée telle que :

OF = (Vo 0UP — sWK?)As @ H* + (Z‘STVZ +0U K ,o)N® H* + ag—gAa N + ag—E/N ®N (1.44)
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Ces variations sont utiles pour exprimer le principe des puissances virtuelles.

Dans cette partie le Principe des Puissances Virtuelles (PPV) est appliqué afin d’obtenir les équations d’équilibre.
Le Principe des Puissances Virtuelles, en statique, s'énonce comme suit :

Pewt + Pintg =0 (1.45)

La puissance des efforts intérieurs s'exprime sous la forme de :

1 1
Pint = —/ 0 :6F dQ, = —/ 51’[ :0C dQ, = —/ o §(grad6u + gradéuT) dQ, (1.46)
Q, Q, Q¢

Ou 0 est le tenseur des contraintes nominales, IT le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff de seconde espéce et o le
tenseur des contraintes de Cauchy. Il existe également le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff de premiére espéce
noté P. Les variations 0F , C et grad(du) sont réciproquement les variations du gradient de la transformation, du
tenseur des dilatations de Cauchy et du gradient du déplacement.

Ces tenseurs sont reliés par les relations suivantes :
0=P' =JF o =TLF" ou J=det(F) (1.47)

Les équations d’'équilibre sont exprimées a I'aide des contraintes nominales, en notant p = 6 : JF.
p s'exprime alors :

p=05(VadU’ — SWKS) + eg(gigz +0UNK oy) + 62 agga - 93%%/ (1.48)

ol le tenseur des contraintes nominales, 6, est défini par :
0=05H, A +0N® A+ 05 H, o N+ 0NN (1.49)

La puissance des efforts extérieurs est définie comme suit :
Powt = - T.(SUYA, + SWN)dQr ou dQr représente la surface sur laquelle I'effort est appliqué. (1.50)

T
Le PPV, par unité de volume gdZdX'dX? ou g = uv/G, s'écrit alors :
- /ngXmdXQdZ + /an T.(0U%A, + dWN)doQr =0 (1.51)
T

Les équations d’'équilibre dans le volume s’expriment comme :

0 ° 0
AL le} arB e} _ 3\ —
U™+ =g (965) 2995FM + 9893 Kox =57 (963) =0 (1.52)
ow nggKfj ~ 7xe (0%9) — —aZ(gﬁg) =0

Et les conditions aux limites sur Q)1 s'écrivent :

{n.G.Aa — T.A, (153

ndN =T.N

Remarque 1 : Les équations d'équilibre dans le volume expriment la divergence du tenseur 67 .
Remarque 2 : En théorie des coques, compte tenu du développement en Z, il faut intégrer suivant I'épaisseur et il
est donc commode de remplacer H* par (/rl)gAﬁ.

Les relations d'équilibre dans le cas le plus général ont été déterminées.
Cependant, pour la modélisation du tube, on recherche un modéle pour lequel toutes les quantités ne sont fonctions que
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de I'abscisse curviligne s. Cherchant a reproduire des sections déformables, les modéles classiques de poutre, comme ceux
d'Euler-Bernoulli ou de Timoshenko, sont enrichis avec une cinématique de coque, de type Love-Kirchhoff ou Mindlin-
Reissner.

Un tuyau est assimilable 3 un modéle a une dimension portée par son axe. Pour réduire le modéle a cette unique
dimension, il convient de développer les variables cinématiques (U, W) comme des polyndémes de Z dont les coeffi-
cients dépendent de s et de 6, puis de développer ces coefficients en séries de Fourier selon 6, afin d’obtenir in fine des
coefficients ne dépendant que de s.

1.2 . Développement polynomial en Z et en séries de Fourier en 6 de la cinématique tridimen-
sionnelle

Dans un premier temps, on considére un tube droit pour lequel on développe la cinématique précédemment proposée.

1.2.1 . Cinématique et tenseur des déformations

Un tube droit orienté le long de I'axe Ex, de longueur L, de rayon moyen a et d'épaisseur e est considéré (voir
Fig. (1.1)). Les coordonnées axiale, circonférentielle et radiale sont décrites par (X, 6, Z), respectivement.

Ex

Figure 1.1 - Schéma d'une tuyauterie droite : vue plane (gauche), vue transversale (centre et droite)

La cinématique du tube est décomposée en deux contributions : une partie de type poutre et une partie de type coque.
Le déplacement de poutre, qui correspond & un mouvement de corps rigide de la section, est scindé en deux parties :

e les mouvements de translation U,(X), W,(X) et V,(X) exprimés dans la base (Ex,Ey,Ez),
e les rotations de la section droite R(X) définies en chaque point de I'axe.

Ensuite, la cinématique de type coque est décrite par u(X,0,7), w(X,0,7) et v(X,0,7) exprimés dans la base
e e
(Ex,Eg,Ey), ou —3 <Z< 3 (voir Figs. (1.2) & (1.3)). Ces déplacements représentent respectivement le gauchisse-

ment (représenté par u) et |'ovalisation (représentée par v et w) de la section déformée (voir Figs. (1.2) & (1.4)).

Vo

w ¢ ﬂz
Q,
U ?Wo
4

Figure 1.2 - Déplacements de poutre et de coque

Pour simplifier la présentation, le mouvement du tube est considéré plan i.e. W, =0 et Q, = Q, = 0 (voir Figs. (1.3)
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& (1.4)). Le lecteur intéressé par la modélisation tridimensionnelle compléte peut se référer a I'annexe B (page 122). La
cinématique dans le plan s’écrit alors :

m=M+u ot M=XEx+ (a+ 2)Eg

1.54
et u=(U,+ (a+2)sinb Q, +u)Ex + (V,sin0 + w)Eg + (V, cos§ + v)Eg (1->4)

Figure 1.3 - Mouvement plan de poutre Figure 1.4 - Déplacement de type-coque dans la section

Concernant la cinématique de type coque, la surface moyenne de la coque a la cote Z = 0 est choisie comme surface de
référence et les rotations locales par rapport a cette surface sont supposées petites. En conséquence, sous I’hypothése
des petites rotations, la cinématique de coque peut s'exprimer sous la forme suivante :

u(X,0,7) = u,(X,0) + (X,0) A AM(Z) (1.55)
ol dans la base (Er,E¢,Ex) :
’LU(X,G,Z) wo(Xve) @bz(Xvo) Z
w(X,0,2) = [ v(X,0,2) | i uo(X,0) = | v,(X,0) | ; &(X,0) = | 00(X,0) | et AM(2Z)= | 0 (1.56)
u(X,0,72) uo(X, 0) ox(X,0) 0

u,(X, 0) représente le déplacement de la surface moyenne (i.e. en Z = 0), ¢(X, ) la rotation de la surface moyenne et
A est la projection radiale du point M sur la surface moyenne.

Pour plus de clarté dans les notations, on note u; = ¢y et v1 = ¢x qui représentent respectivement les rotations
de la normale a la surface moyenne autour de I'axe Eg et Ex. La cinématique de coque est développée classiquement
au premier ordre [5, 60] ce qui conduit au champ de déplacement suivant :

w(X,0,7Z) = wy(X,0)
v(X,0,Z) = v(X,0) + Zv (X, 0) (1.57)
uw(X,0,7) =up(X,0) — Zui (X, 0)

Le tenseur des déformations est exprimé dans I'annexe A (page 117) dans I'Eq. (A.13). Les composantes linéaires non
nulles de déformations membranaires sont :

om0 9821/0 N ou,
ez = px MV hx2 T ox
m 1,0,
Egg = a( 90 + w,) (1.58)
gem _ l@uo ov,
W q00 10X
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et les termes linéaires de courbure vérifient :

0%V, 2w,

kpw = fsm@aXZ ~ ax2
1, 0%w,

koo = *E(W + w,) (1.59)
1, 9%w, 10u, Owv,

2heo == Coxo6 T a o0~ ax)

Il est & noter que les termes de type coque pour la partie membranaire et pour la courbure correspondent exactement
a ceux obtenus par Fliigge [35]. Une bréve synthése des différentes théories des coques se trouve dans [105] ou il est
montré que les différentes contributions s'accordent sur la partie membranaire. Cependant, différentes expressions de
la courbure sont obtenues, dépendant fortement des hypothéses prises en amont. Par exemple, les termes de courbure
de type coque adoptés dans Ohtsubo et Watanabe [75], Kanarachos [50], Millard et Roche [69], Berton [13] ou dans
Weicker et al. [105] sont différents de la modélisation présentée dans cette thése et correspondent a ceux développés par
Timoshenko [99].

1.2.2 . Développement en séries de Fourier

La cinématique de la section peut &tre développée en séries de Fourier incomplétes comme dans [108, 69, 36, 63, 9,
, . 2] pour des sections circulaires. Les déplacements longitudinaux, tangentiels et radiaux de la surface moyenne,
i.e. Uy, Vo €t W,, sont ici tous développés en séries de Fourier :

Uo(X,0) = ul(X) + uf(X) cos 0 + uj (X sm@—i—Zu ) cos(i6) + i (X) sin(i6)
vo(X,0) = v5(X) + v{(X) cos 0 + v7 (X) sin 0 + Zv ) cos(i0) + vi (X)) sin(i6) (1.60)
Wo(X,0) = we(X) + wi(X)cosb + wi (X s1n0+2w ) cos(i6) + w; (X) sin(if)

Ny représente le nombre de ces modes de Fourier considéré dans le développement. Les coefficients, u§(X), uf(X),

vi(X), v3(X), wf(X) et wi(X), de ces séries sont désormais les nouvelles inconnues qui ne dépendent que de la variable

longitudinale X. L'index c représente les coefficients en cosinus alors que I'index s les coefficients en sinus.

Les coefficients dans le développement qui produisent un mouvement de corps rigide sont annulés afin d'éviter les
redondances avec les degrés de liberté de poutre. En conséquence, uS correspondant a un mouvement de translation
axiale de corps rigide est pris égal a zéro.

De maniére similaire u§, u$ et vS sont aussi pris nuls car ces termes correspondent a une rotation de corps rigide autour
des axes Ez, Ey et Ex, respectivement.

De plus, le coefficient en cosf dans le développement de v, est fixé comme |'opposé du coefficient en sin 6 dans le
développement en w,, i.e. v$(X) = —wj(X). Cette relation permet d'éviter un mouvement de corps rigide de la section
dans la direction Ez [53] a travers l'intégration de la variable tangentielle 6.

De la méme facon le coefficient en sin § dans le développement de v, est pris égal au coefficient en cos dans le déve-
loppement en wy,, i.e. v§(X) = w$(X) afin d"éviter un mouvement de corps rigide dans la direction Ey-.

Pour les termes d’ordre supérieur, i.e. supérieur ou égal a deux, une hypothése d'inextensibilité de la section est prise en

considération. Ceci implique donc que le périmétre de la section reste inchangé voir [15, 51, 13, 16]. En d'autres termes,
la déformation membranaire circonférentielle est nulle, i.e. Vi > 2 (¢I")gg = 0.

v, . o . . . ) 0 . o
> m s y —w¢ e = —w? .
Vi >2 (€]")pp = (69 +w )Z 0 soit v 50 [sin(z6)] wy cos(if) et v 50 [cos(i0)] w; sin(if) (1.61)
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Finalement les déplacements de type coque s'écrivent :

Ny
uo(X,0) = Z(ug(X) cos(if) + ug (X) sin(if))
S C : Nf 1 S - 1 C : -
vo(X,0) = —wi (X) cos(0) + wi(X) sin(f) + Z <zw’ (X) cos(if) — TWi (X) sm(zH)) (1.62)
Ny
wo(X,0) = wi(X) + wi(X) cos(0) + wi(X)sin() + Z(wf(X) cos (i) + w; (X)) sin(if))
=2

Le terme wS(X) représente I'extensibilité radiale de la section. Les termes w§(X) et w;(X) sont associés de facon a
faire disparaitre les termes associés aux déplacements latéraux de corps rigide. Les termes w{(X) et wi(X) pour i > 2
représentent les déplacements de la section transverse : les termes du second ordre, i.e. w5(X) et w3(X) représentent
I'ovalisation de la section alors que les termes d'ordre supérieurs représentent des modes supérieurs de distorsion de la
section. Enfin, les termes u$(X) et u(X) pour ¢ > 2 représentent le gauchissement de la section.

Ainsi, le champ de déplacement est donné par :
U= U,+u+(a+ 2)sinf Q,) Ex + (Vosin + w) Er + (V, cos§ + v) Eg (1.63)

ol la rotation de poutre sous I'hypothése d’Euler-Bernoulli vérifie :

av,
Q, =—
Y 0X
et le champ de déplacement de type coque est fourni par :
w = Wy
v=1vg+ Zv1 (1.64)

u=1uy— Zuy

Les déplacements membranaires, ug, vy et wo sont exprimés dans I'Eq. (1.62) et avec les relations suivantes dues a
I'hypothése de Love-Kirchhoff :

Nf )
1 X . v —1
et v =-—- 2wicos€—2wisin9+§ -
a
i=2

9wo
0X

Uy =

; (wf cos (i0) — wf sin (i6) ) (1.65)

1.2.3 . Principe des puissances virtuelles en statique appliqué au tube

Les équations d'équilibre peuvent &tre obtenues en appliquant le Principe des Puissances Virtuelles (PPV) qui exprime
I"équilibre entre les forces externes et internes en statique :

Pe(dv*)+P;(6v*) =0 ot Jv* est un mouvement de vitesse virtuelle. (1.66)

ol P, et P; représentent la puissance des efforts externes et internes respectivement.
Pour tout mouvement de vitesse virtuelle rigidifiant : P;(§ v*) = 0.
La puissance des forces extérieures (sans considérer les forces de volumes) est définie telle que :

Po= [ Tov:don (1.67)
oN

T est le vecteur des forces appliquées aux limites. Le bord du solide est decomposée en deux surfaces latérales S, et
Sp ot dS = (a + Z)df dZ que des peaux interne et externe du tube A~ et AT ot dAT = (a + ¢/2)d0dX comme
indiqué sur la Fig. (1.5).

Finalement la puissance des efforts intérieurs est donnée par :

pi:_/ o e(5v*)dQ (1.68)
Q
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Figure 1.5 - Surfaces du tube

ol o est le tenseur de Cauchy et ¢ le tenseur des déformations virtuel. En utilisant la géométrie cylindrique du tube
I'expression de la puissance interne devient :

(&

L 27 -
pi:_/ / /%a;s(av*) (a+ 2) d6dZ | dX (1.69)

0 0 -

2

Pour ne pas alourdir les notations, les intégrales sur la surface sont notées :

2 E
/:/ /26 (1.70)
S 0 75

Sous I'hypothése des coques minces, i.e. le rayon est trés grand devant |'épaisseur, les intégrations volumiques sont faites
en considérant le volume adfdZdX plutét que (a + Z)d0dZdX. Sous cette hypothése, il n'y a pas de couplage entre
les termes de membrane et ceux de courbure.

Dans la suite de ce chapitre, le PPV sera appliqué en considérant indépendamment le mode 0 puis le mode 2. Les
équations d'équilibre ainsi que les efforts généralisés associés en découlent naturellement.

1.2.4 . Flexion globale, extension simple et gonflement liés au mode 0 dans le plan
Seul le mode 0 (i.e. Ny = 0) est considéré, il correspond au gonflement uniforme de la tuyauterie. Par conséquent,
la cinématique de coque est portée seulement par w, (i.e. u, = v, = 0). Les composantes non nulles du tenseur des
déformations de I'Eq. (1.58) se réduisent aux termes suivants :
ou, 0%V, 0%V, o*we
—— —asinf Z(—sinf— — —=2
X oxz TAInase o

La puissance des forces intérieures peut alors s'exprimer sous la forme :

L L 2 2 c
. B 09U, 0%0V, e e L 0%0ws
Piii/o (/SO'.E(5V )ad9d2> de—/O <N X + M, (— 5x2 ) + noows + m X2 > dX (1.72)

1 Z
Wo(X,0) =wi(X) ; €z = - ) €gp = (5 - —)wg (1.77)

a2

Les efforts généralisés sont définis tels que :

N = / Oze adfdZ ; M, = / Ozz(a+ Z)sinf adfddZ
s s (1.73)
ng = / ogp dOdZ ; m; = —/ OzeZ adfd”Z
s s
Dans le cas des coques minces, les termes en e sont négligeables et I'inertie de la section se réduit a : I, = ma’e
Sans prendre en compte les efforts extérieurs latéraux et volumiques, le principe des puissances virtuelles donnent les
équations de la statique :

ON 5‘2MJ 9?m¢
IN _ . v _ 0 ¢ _ (1.74)
B 0; X2 0; +ng =0
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Loi de comportement

La relation de contrainte-déformation est une loi de comportement linéaire élastique isotrope en contraintes planes
(iie. 0., = 04r = 09, = 0) :
E
oc=Dvtr(e) I+ (1 —v)e] ou D= 1.2 (1.75)
—v
ou v est le coefficient de Poisson et E le module de Young du matériau choisi.
En considérant cette loi, les efforts généralisés deviennent :

c 2
N = DS(an + u&) M, = Dly(—a VO) ol S =2mae et I,=ma’e
0X a 0X? ’
S, U, ¢ e? [9%ws w§ (1.76)
¢ — D= o —o ¢ — DS— o —o
mo =Dyt s me 512{32(2*” 2]

Dans les efforts généralisés, on retrouve :
e la flexion classique d'une poutre,
e un effort normal qui contient I'effet de Poisson (ce que ne prévoit pas la théorie classique des poutres),
e et des efforts locaux dus a la déformation de la coque.

Le choix proposé de décomposer la cinématique en cinématique de poutre et cinématique de coque, constitue une
approche originale de la cinématique. Cette approche permet de séparer dans les modélisations futures les parties non
linéaires globales de type poutre, plus locales de type coque, voire d'introduire un couplage entre modéle poutre et coque.
Nous allons montrer que pour modéliser I'ovalisation de la section au sens de Brazier, cette derniére voie est nécessaire.

1.2.5 . Ovalisation liée au 2" mode dans le plan

Le second mode de Fourier, correspondant a I'ovalisation, est maintenant étudié (i.e. Ny = 2). L'hypothése d'inex-
tensibilité est prise en considération (voir Eq. (1.61)) comme c'est le cas dans [15, 13, 69].
En conséquence, la cinématique de type coque s'écrit :

ue(X,0) =0 ; wo(X,0) =ws(X)cos(20) ; v,(X,0) = —%wg(X)sin(%) (1.77)

Le tenseur des déformations donné dans I'Eq. (1.58) s'écrit :

U, 0%V, 0%V,  9%ws
vr = —— — asi ° 4+ Z |—sinf——2 — ——2 cos(2
3 e asm@aXz + [ sinfd <3 ~ 5x2 cos( 0)}
coo =2 [;’2 ws 005(29)] (1.78)

1 ows . 30w .
~33% sin(20) + Z [2 e 51n(29)]

281;9 =

Les termes de courbures de coques sont supposés petits devant les termes de membrane. De maniére similaire a ce qui

est fait dans [69, 13], k¢, et k, sont négligés et le tenseur des déformations devient :

ou, 0%V,
—asiné

T = 9x ax?

. 0%,
+Z {sm@a)@}

con =2 [;’2% cos(ZG)] (1.79)

Comme précédemment les intégrations sont faites sur le volume adfdZd.X.
La puissance des efforts intérieurs donnent les expressions suivantes :

L 2 c
86U(, 0 5Vo c c C86w2
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ol les efforts généralisés sont définis tels que :

N = / Ope ad0dZ
s

M, = / Ozz(a+ Z)sinf adddZ
o 3 (1.81)
ng = / U@gzﬁ cos(20) adddZ
s

1
t5 = / —0z9= sin(260) adfdZ
s 2

3
N . . e o R
L'inertie de la section I,, vaut rigoureusement : I, = 7 <a3e + a12> en intégrant par rapport a adfddZdX. Dans le cas

des coques minces et pour simplifier son expression I'inertie est prise égale a : I, = ma’e.

Remarque : En intégrant selon le volume (a + Z)d8dZdX et en gardant tous les termes, I'inertie classique d'un tube
3

. . , . e
circulaire est retrouvée : Iy =T (a‘se -+ az .

D’une maniére similaire, les équations d'équilibre en statique sont obtenues :

ON 0% M, ot
ax aX? ax " (1.82)
Avec la loi de comportement en contraintes planes, les efforts généralisés deviennent :
ou, 0%V,
N =DS i M,=-DI,——
0X Y Yox? (1.83)
. 3med . S ows '
np =D o b=0goy

Les efforts généralisés de coque sont découplés des degrés de liberté de poutre et réciproquement. Dans le cas d'une
flexion pure, la résolution de I'équilibre n§ = 0 implique un déplacement d'ovalisation w$§ nul.

1.3 . Solutions analytiques tridimensionnelles

Dans cette partie, les solutions analytiques tridimensionnelles classiques sont comparées a la modélisation de poutre
enrichie proposée. L'objectif est d’évaluer la pertinence des hypothéses retenues dans le modéle présenté ici et de I'enrichir
si nécessaire.

Pour ce faire, un tube droit de longueur L, de rayon moyen a et d’'épaisseur e est soumis d une extension simple, une
pression interne et une flexion pure.

1.3.1 . Extension simple tridimensionnelle

N . . . , Up . N P
Le tube est soumis & un extension simple, i.e. un déplacement de &=—= est imposé & chacune de ces extrémités. Le

champ de déplacement tridimensionnel (u,, u,, ug) définit dans le repére (Ex, Eg, Eg) est & déterminer.

D’aprés Salencon [92], le champs de déplacement s'écrit :

Uy . X
u | == | -via+2) (1.84)
E
(%) 0
. .. Uup up ) . , .
Les conditions aux limites : u(0,0,0) = - et u,(0,0,L) = - permettent d’obtenir le déplacement solution :
U (x LY S Mt 2y up =0 (1.85)
Us = 5 ) i ur= 7 (a ;Up = .

Le déplacement longitudinal est ainsi linéaire en X et le déplacement radial est quant & lui linéaire en Z. L'élongation
du tube crée une restriction purement radiale (i.e. u, # 0 et ug = 0) pilotée par le coefficient de Poisson v. Le modéle
de poutre enrichi développé ici est en mesure de capter ce phénoméne car dans I'Eq. (1.76), le couplage entre I'effort
axial et la restriction de la section est bien présent.
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1.3.2 . Cylindre sous pression interne

Le tube est désormais soumis a une pression interne P,;,;. Sous ce chargement le tube droit a tendance a se déformer
radialement (i.e. se gonfler). D'aprés Salencon [92], le déplacement radial s'exprime comme :

P e\ 2 p e\2 e\ 2
Lo\ P (0=5) 1oy P (a=3) (o4 5) e
r = - ) - - 1.86
ur(r) (E) 2ae T+<E> 2ae r re{a 2a—|— ( )
L'évaluation de u, en 7 = a méne 3 :
e\2 e\2
Print (a - 5) (a T 5)
ur(a) = === [1-v+ (1 +v) ——— (1.87)

En considérant I'hypothése des coques-minces (i.e. e << a), le déplacement radial sous I'effet de la pression interne est

donné par :

Print Cl2
E e

La tuyauterie subit une extension radiale sous I'effet de la pression interne et plus I'épaisseur est faible devant le rayon

(1.88)

ur(a) =

plus ce déplacement est important. De nouveau ce chargement peut é&tre représenté par le modeéle de poutre enrichi
développé ici.

1.3.3 . Flexion pure tridimensionnelle
Pour ce troisiéme cas de chargement, le cas d'une tuyauterie en flexion pure est étudié. Le champ de déplacement
tridimensionnel (u,,u,,up) définit dans le repére (Ex,Eg, Eg) est & déterminer. D’aprés Salencon [92], dans le repére
cylindrique (Ex,Eg, Eg), le champs solution s’exprime sous la forme suivante :

aX(a+ Z)sinb

Up | =

—% sin (X2 + v(a + 2)?) (1.89)

f% cosO(X? —v(a+ 2)?)

Dans le cas d’une poutre d’Euler-Bernoulli et en considérant les conditions aux limites, le moment fléchissant sur le

module de Young et I'inertie s'écrit : o = E—Iy =7 Ainsi le champ de déplacement s’écrit finalement :
y

Q
Uy = E<L —2X)(a+ Z)sinf

Uy = —% sinf((L — 2X)2 + v(a + Z)?)) (1.90)

ug = _ 8 cosO((L —2X)%? —v(a+ Z)?))

2L
Des termes en Z et Z?2 apparaissent dans le champ de déplacement solution. Les termes en (a+2)? dans les déplacements
transversaux représentent la courbure que subit la section transverse et les termes en (2X — L)? la courbure longitudinale.
Les termes u, et ug représentent les déplacements que subissent la section transverse et ils dépendent de Q.La seule
déformation de la section est due au effet de Poisson.

Conclusion partielle :

Les résultats analytiques de ces cas de chargement permettent d'identifier la forme des solutions que le modéle de
poutre enrichie doit étre en mesure de reproduire. La décomposition de la cinématique en une partie poutre et une partie
coque est une approche originale qui permet de faciliter la création des couplages a considérer.

Dans le cas de I'extension simple, I'allongement de la tuyauterie s'accompagne de |a restriction de sa section transverse.
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Une pression interne imposée a un tube implique un gonflement radial ainsi qu'une extension longitudinale.

Dans ces deux premiers cas, la modélisation introduite prend en compte les effets globaux de Poisson. Cet effet se percoit
au niveau des efforts généralisés donnés dans I'Eq. (1.76).

De plus, les termes de déplacement portés par Z?2 présents dans I'Eq. (1.90) montrent qu'il est important de considérer
une déformation au moins linéaire en Z. Ainsi une déformation purement membranaire n’est pas suffisante pour repré-
senter de la flexion pure. Un développement 3 I'ordre deux en Z du modéle proposé permet de retrouver totalement les
solutions analytiques de I'Eq. (1.90). Le modéle tridimensionnel de I'Eq. (1.90) ne permet pas de retrouver I'ovalisation
telle que décrite par Brazier [15] car celle-ci est essentiellement non-linéaire.

Ce couplage, qui permet un changement d’inertie de la section, n'est pas exhibé naturellement au premier ordre dans
la cinématique. L'ovalisation de la section étant un phénoméne important a considérer ici, il convient de permettre a la
tuyauterie droite de s'ovaliser. Afin de représenter plus fidélement ce phénoméne, des termes de couplage cinématique,
permettant aux sections de s'ovaliser lors d’une flexion pure, sont introduits dans le chapitre suivant.
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2 - Enrichissement d’'un modéle de poutre droite classique prenant en
compte les variations de sa section transverse

L'objectif de ce chapitre est de détailler la méthodologie développée pour enrichir un modéle de poutre droite clas-

sique de type Euler-Bernoulli afin de prendre en compte I'ovalisation de sa section transverse en utilisant les conclusions
du chapitre précédent quant a la facon d'enrichir la cinématique : il est nécessaire d'introduire un couplage entre les
rotations et les déplacements de la section transversale.
La mise en ceuvre de cette modélisation sur des cas analytiques et des simulations numériques est réalisée. Des com-
paraisons entre des résultats analytiques et numériques sont effectuées sur plusieurs types de chargements : I'extension
simple, le tube sous pression interne et la flexion pure. Un autre cas plus complexe, le cas de la force surfacique localisée,
est quant a lui comparé a une solution numérique de référence de type coque.

2.1 . Modéle non-linéaire d’un tube droit

Dans un premier temps, la cinématique de la tuyauterie est modélisée avec une partie de type poutre et une partie
de type coque permettant la variation de sa section. Afin d'ovaliser le tube initialement droit, un couplage entre les
déplacements locaux et la rotation globale de la section est introduit. Les degrés de liberté de coque sont ensuite
développés linéairement dans I'épaisseur en Z et en séries de Fourier selon la variable circonférentielle 6 afin de garder
des variables ne dépendant que de la position longitudinale X . La résolution des équations d'équilibre a travers le principe
des puissances virtuelles, fait apparaitre des efforts généralisés permettant de résoudre analytiquement différents cas de
chargements selon les conditions aux limites imposées.

2.1.1 . Cinématique non linéaire d'un tube droit
La géométrie initiale du tube est celle du chapitre précédent (voir section 1.2). Comme précédemment, pour simplifier
la présentation, un mouvement plan du tube est considéré i.e. W, = 0 et Q, = 2, = 0 (voir Figs. (1.3) & (1.4)). Le
lecteur intéressé par la modélisation tridimensionnelle compléte peut se référer a I'annexe C (page 124).

Le couplage non linéaire est introduit en considérant des termes du second ordre reliant la rotation de la section {2
avec les déplacements de coque de la section w et v. Les sections sont supposées étre relativement planes aprés défor-
mation, ceci permet de négliger le couplage entre les termes de gauchissement u et la rotation de la section. Ainsi, la
position actuelle d'un point de la section déformée, m(X, 6, Z), s'exprime comme :

m=(X+U,+u+Qy,((a+Z+w)sinfd +wvcosh)) Ex

2.1)
+(a+ Z+V,sin6 +w)Eg + (V,cos0 4+ v)Ey
Le tenseur des déformations est exprimé dans I'annexe A (page 117) dans I'Eq. (A.13).
Les composantes non nulles de déformations membranaires sont données par :
o, PV, Ou, PV,
Exx = X asmgﬁ + % W(wosmﬁ—i—vocosé) + Zkys
1 /ov
— - (e 2.2
) a(89 +wo>+Zk99 (2.2)
10u, OJv,
2609 = ——— 27k,
0= e Tax TN
ol les termes de courbure sont donnés par :
I —sinHaQVO B 9w, . cos 8 9%V, % B
e 0X2  0X2 a 0X2\ 00 °°
1 [(%w,
_ 1 2.
koo pe ( 502 wo> (2.3)
1/ 0%*w, 10u, Ov,
ey = —— (2 —te
kao = =3 < oX00 " a o6 ax)
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Il est & noter que les relations obtenues en utilisant les hypothéses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchhoff restent
inchangées par rapport au chapitre précédent. Les termes de couplage ne sont portés que par ... Si on choisit
h = wysin @ + v,sin @ alors le couplage n'est présent que dans la partie membranaire du tenseur des déformations.
Le développement en séries de Fourier, en considérant les hypothéses de Love-Kirchhoff, est le méme qu’au chapitre
précédent (voir Eq. (1.62) et Eq. (1.65)).

2.1.2 . Principe des puissances virtuelles en dynamique appliqué au tube

La résolution numérique des équations d'équilibre est effectuée par le biais d'un code de dynamique (voir chapitre
n°4), il convient alors d’exprimer ces derniéres en dynamique. Les équations d'équilibre en dynamique peuvent étre
obtenues en appliquant le Principe des Puissances Virtuelles (PPV) qui exprime I'équilibre entre les forces inertielles,
externes et internes :

Po =Pe+Pi (2.4)

ol P, P. et P; représentent la puissance des efforts d'accélération, externes et internes respectivement. La puissance
accélératrice est définie dans la configuration courante (déformée) comme :

ov
= - . *dQ 2.
Pa /Qpat ov'd (2.5)

av

ot

ou p est la densité, le vecteur d'accélération et § v* la vitesse virtuelle intégrés dans le volume courant 2.

La définition des puissances des forces extérieures et internes sont similaires au chapitre précédent (voir section 1.2.3)

Dans la suite de ce chapitre, le PPV est appliqué en considérant indépendamment le mode 0 puis le mode 2 avec
le couplage introduit afin d'obtenir les équations d’'équilibre ainsi que les efforts généralisés associés.

2.1.3 . Flexion globale, extension simple et gonflement liés au mode 0 dans le plan

la variation de son rayon de maniére uniforme dans la section). Par conséquent, la cinématique de coque est portée
seulement par w, (i.e. u, = v, = 0), ce qui donne :

ou, o . 0%V, NG A ST 1z, .
=% —(a—i—wo)sm98X2 + Z(—sind ) s 599—(a——)w0 (2.6)

a2
La puissance des forces internes peut alors s’exprimer sous la forme :

Pi:—/OL</Scr:s(5v*)ad0dZ>dX

0X? 0X?

wo(X,0) = wi(X) ;| €ua

Ly U, D5V, 5w 27)
o o c c c wO
ou les efforts généralisés sont définis tels que :
N = / Oz ad8dZ ; M, = / Ozz(a+ Z 4+ w)sin @ adfddZ
s s 2.8)

. 0%V,
ng = opp —asinl——504,| d0dZ ; mi=— [ 042 adfdZ
s 0X? s

Sans prendre en compte les efforts extérieurs, i.e. P, = 0, les équations d’équilibre dynamique déterminée dans la section
A.2 de I'annexe A (page 117) s'écrivent :

0%U, _ ON _
P2 52 X -
FLa 2w oV |, 2 (a+ 0)6—2 ol & 0o ) O, =
P2 g T PTA\ Yax [\ T Wl geax | T ax |\ T W g [Yeax 12 920X 2 X2 -
§(Puws ¢ dhug ) Vo Vo | Vo O [ Vs LoPmy
P2\ "oz T 12020x2 ) TP\ “orrax ax T ax o | ox ox2z Mo T
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Les équations statiques se déduisent simplement :

ON 92 M, 0?me
9% 9. —0; DM | e 2.10
ox U axe TV gxe T =0 (219

En considérant la loi de comportement donnée dans I'Eq. (1.75) et en négligeant les termes en e dans le moment
flechissant, les efforts généralisés deviennent :

ou, ws S | oU, wé  a 92V, \ 2
N=D Yol . pe—p=2 0o, Yo & e o
S[@X—i—ya} r Mo a V8X+ a +2(a+w0)<5‘X2)
. s o 2.11)
_ c\2 o . c _ i U}g @LE
M, = —Drae (a + wf) axz ¢ Mo DSlQ(@XQ —H/CL)

Dans I'équation du moment fléchissant, I'inertie de la section dépend désormais de la variation radiale w¢. L'effort normal
n'a quant a lui pas été modifié alors que I'effort n considére le déplacement transversal V,,. Méme sans le terme de
couplage non linéaire, le mode 0 de Fourier présente un couplage naturel. Il convient alors de regarder I'effet spécifique
de ce couplage sur le second mode de Fourier afin de vérifier si les termes non linéaire induisent une modification de
I'inertie .

2.1.4 . Ovalisation liée au 2" mode dans le plan

Le second mode de Fourier est désormais étudié (i.e. Ny = 2). Comme précédemment, |'hypothése d’inextensibilité
est prise en compte (voir Eq. (1.61)). Par conséquent, la cinématique de type coque, en I'absence de gauchissement, est
définie par :

ue(X,0) =0 ; wo(X,0) =ws(X)cos(20) ; v,(X,0) = —%wg(X)sin(%) (2.12)

Avec cette cinématique, le tenseur des déformations donné dans I'Eq. (2.2) s'écrit :

DL N <3sm9 - sin(39)>
oX 0X2 = 9x2? 4
+7 [_ sin@?;XV; = ‘?;;;”25 cos(26) + Cosa%gwg sin(29)]
oo =2 [;wQ cos(29)} (2.13)
2650 = —% ?;;(5 sin(20) + Z B ?;)UE sin(29)}

3sinf — sin(36)

1
ou A sin(26) cos 6 — cos(20) sin§ = )

Les termes de courbures de coques sont supposés petits devant les termes membranaires. De maniére similaire a ce qui

est fait dans [69, 13], k¢, et k¢, sont négligés et le tenseur des déformations s'écrit alors :
B % B asin&aQVO n (“)2Vowc 3sinf — sin(30) i —sinﬁazvo
e T 9X ox2 " ox2"? 1 oX2
coo = Z ng COS(QQ):| (2.14)
a
10w§ .
2640 = 3% sin(26)
Comme précédemment les intégrations sont faites sur le volume adfdZd X.
La puissance des efforts intérieurs donnent les relations qui suivent :
L asU, 9?6V, 5ot 1 o 00U 5
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ol les efforts généralisés sont définis tels que :
N = / Ope adfdZ
s

M, = / Owx ((a + Z)sinf — (W) wg) adfdZ
S

. 3sin 0 — sin(30)\ 9%V, 3
ns = [3 (am ( 1 ) e —‘rO’ggZ? cos(20) | adfdZ

(2.16)

1
t5 = / —040= sin(20) ad0dZ
s 2

3

' . . . € . N
L'inertie de la section I, vaut rigoureusement : [, = 7 (a?’e + a12> en intégrant par rapport a adddZdX. Dans le cas
des coques minces et pour simplifier son expression I'inertie est prise égale a : I, = ma’e.
En I'absence d'efforts extérieurs et en négligeant les termes en Z dans le déplacement, les équations d'équilibre en
dynamique, fournie dans la section A.2 de I'annexe A (page 117), s'écrivent :

0*U, ON
Poe " ax 0
5621/0 I o4V, 31, o3 wcavo n i e B3V,
PP o~ Pvaax: T 1 \aeox |"Pox | T ax |"Porzax .
Ll O [ O OVe]] My @17
Psazox |"2oe |"2ox ax2
@8%}5_ 31, 0V, o*V, 51, 0V, 872 wCZ?VO _8t§+nc_0
PR 7o~ Pia ox orrox P82 ax \ o |Pox ax """
D’une maniére similaire, les équations d’équilibre en statique sont obtenues :
ON 92 M, ot
-~ =0 ; L=0 ; -=2-n5=0 2.18
09X ax? ax " (218)
Avec la loi de comportement en contraintes planes, les efforts généralisés sont exprimés comme :
oU, ws
N=DS— ; =2
0X ¢ a
3 5 0%V,
M,=DI,(1—=¢+=¢2) [ —=—=2
1030 (28
I (3 5\ (0*V,\? _3med (219)
e by 3.5 . Te
n =D ( 4+8£> <8X2> TPt
c __ Iy ag
B=Clax
Le terme non linéaire introduit permet de coupler la rotation, £, = —a—;, avec le déplacement d'ovalisation w§. Ainsi,

dans I'écriture du moment de flexion, des termes en w$ apparaissent et de la méme facon, dans n§ des termes en V,
apparaissent.

Si ce couplage non linéaire n'est pas pris en compte (i.e. £ = 0 et pas de termes du second ordre) alors le moment flé-
chissant est indépendant de I'ovalisation et les efforts généralisés associés & |'ovalisation ne dépendent pas de la rotation

de la section. Ainsi, les efforts généralisés sans les termes de couplage s'écrivent comme dans le chapitre précédent (voir
Eq. (1.83)).

Une comparaison entre différentes relations moment-courbure, dont celles mentionnées ci-dessous, est effectuée dans
[51]. L'objectif de cette comparaison est de voir I'impact des termes supplémentaires de coque sur le changement d'iner-
tie. Pour faire ces comparaisons il est nécessaire de déterminer la courbure.
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Afin de déterminer la courbure, &, il faut déterminer £ en fonction de x en prenant n5 = 0 (voir Eq. (2.19)). Cette
derniére égalité permet d'obtenir la relation suivante :

2 2 2
£=—"— oi m:“<—gx‘,/§) (2.20)
1+6/€2 €

Selon la modélisation et les approximations choisies, plusieurs relations moment-courbure sont obtenues avec le modéle
de poutre enrichi présenté ici :

2
oV,

_8)(2> Le moment

e Le moment fléchissant de la solution de Saint-Venant est exprimé comme : M, = DI, (
ainsi défini est une fonction linéaire de la courbure (voir Eq. (2.20)).

e Si w§ est supposé petit, alors I'inertie du moment du premier ordre (i.e. en supprimant les termes en &£2) est :
3 0%V,
M, =DI, (1 - 2§> <_8X2 )

2
e Enfin, le moment fléchissant du second ordre de I'Eq. (2.19) est : M, = DI, (1 — gf + Z§2> (— g;&)

En supposant la courbure « faible devant I'unité, la valeur de ¢ dans I'Eq. (2.20) se simplifie en : £ = 2. Le moment de

flexion M, obtenu en supposant w§ << 1 s'écrit alors :

3 e . ,
M, = Dra’e <1 — 2n2> (—QH) ol & est la courbure définie dans I'Eq. (2.20) (2.21)
a
Le moment est cette fois ci une fonction cubique de la courbure et contrairement a la solution de Saint-Venant il atteint
un maximum local (voir Fig. (2.1)). La résolution de I'équation : 3 Y = 0 permet de déterminer la valeur pour laquelle
K

: : i, . . 2 . 2 :
le moment atteint sont unique extremum local positif. Ce maximum est atteint en £ = — soit en w§ = i (voir [15]).

Si le moment continue de croitre passé ce maximum, la stabilité du tube n’est pas garantie [15].

0.8 1 —— St Venant solution
Ovalisation with change of inertia at the first order /

0.7 1 =—— Ovalisation with change of inertia at the second order
0.6 -
0.5
0.4

0.3 4

MNormalized moment

0.2

0.14

0.0

T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Curvature

Figure 2.1 - Courbe Moment-Courbure
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Conclusion partielle :

Dans cette section, la modélisation d'un tube droit comme un modéle de poutre enrichi a été présentée. La ciné-
matique a été enrichie par une cinématique de coque permettant une ovalisation de sa section. Ensuite, la cinématique
de coque a été développée linéairement en Z et en séries de Fourier afin de rester dans un formalisme filaire. Le mode
0 ainsi que mode 2 ont été détaillés. Les équations d'équilibre vont pouvoir étre résolues analytiquement sur des cas
simples et comparées a des résultats numériques afin de vérifier et de valider le modéle implémenté.

2.2 . Veérification numérique de I’élément de poutre enrichi permettant de prendre en compte les
variations de sa section

Le but de cette section est d'évaluer le modéle de poutre enrichi développé ici avec des comparaisons analytiques
mais aussi numériques. Pour vérifier le nouvel élément introduit dans le code de dynamique rapide Europlexus [21],
plusieurs cas tests, sur une tuyauterie droite seule sont considérés. Différents cas de chargements sont analysés comme
I'extension simple, le tube sous pression interne, la flexion pure ou I'application d'une force surfacique localisée sur la
section transverse.

2.2.1 . Propriétés géométriques et caractéristiques du matériau de différents type de tuyauteries

Pour ces comparaisons, le modéle de poutre présenté est évalué sur trois configurations de tuyauteries (voir Tab. (2.1)).
La premiére est définie de sorte a ce qu’elle soit en adéquation avec les hypothéses de coques minces et d'Euler-Bernoulli.
Les deux suivantes ont des caractéristiques proches de ce que I'on peut rencontrer dans des installations industrielles
comme dans les centrales nucléaires de production d’électricité.

Numeéro des configurations des tuyauteries 1 2 3
Longueur L (m) 10.0 5.0 1.0
Diamétre externe dez: (Mmm) 2100 924.4 114.3
Rayon moyen a (mm) 1000 | 427.95 50.405
Epaisseur e (mm) 100 68.5 13.49
Ratio a/L 0.1 0.08559 | 0.050405
Ratio e/a 0.1 0.16 0.268
Module de Young (MPa) 200 172 195
Coefficient de Poisson 0.3 0.3 0.3
Densité (kg/m?®) 7800 7800 7980

Table 2.1 - Propriétés géométriques et caractéristiques du matériau des trois configurations de tuyauteries

Pour chaque configuration, deux calculs numériques sont effectués : le premier avec un seul élément et le second
avec dix éléments afin de vérifier que la solution numérique est indépendante de la taille de maille. L'ensemble des
solutions numériques développé ici est effectué avec le code de calcul de dynamique rapide explicite Europlexus [21]. Le
schéma explicite est par nature conditionnellement stable. L'obtention de la condition de stabilité est détaillée dans la
section 4.3 du dernier chapitre. Pour chaque cas test et toutes les configurations, la contribution la plus pénalisante est
la condition sur I'ovalisation (voir Eq. (4.83)). Ainsi les différentes valeurs des pas de temps sont les mémes peu importe
le chargement et sont données dans la Tab. (2.2).

Configurations numéro 1-1 élément 1-10 éléments | 2-1élément | 2-10 éléments 3-1 élément 3-10 éléments
Pas de temps (s) 9.039 x 105 | 9.862 x 10~° | 2.607 x10~° | 6.200 x 10~ % | 1.747 x 1076 | 1.634 x 10~©

Table 2.2 - Pas de temps de stabilité
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2.2.2 . Effet de Poisson lors d’'une extension simple uniforme
Le premier cas test consiste en une extension simple comme décrit dans la Fig. (2.2). Un déplacement symétrique
. PN Ly . u . ) y .
est imposé a chacune des extrémités du tube, i.e. +—2 |l est bien connu que l'allongement d'un tube est accompagné

par la restriction de sa section sous I'effet de Poisson.

=
S
o}

=
5
&}

Figure 2.2 - Extension simple d'une poutre due a un déplacement axial symétrique imposé

En premier lieu, la solution analytique du présent modéle est déterminée en ne considérant que le mode 0 de Fourier.
Dans le cas de I'extension simple, seuls les déplacements axial et radial, U, et w¢, sont non nuls. En considérant w¢
uniforme, les composantes du tenseur des déformations, exprimées dans I'Eq. (2.2), s'écrivent :

. _ 0,
oX

<1 Z> (2.22)
goo =wo | —— —

a a?

Par conséquent, les efforts généralisés, donnés dans I'Eq. (2.11), peuvent s'exprimer comme :
N=DS
a
S/ oUu, 1
ne =D— (1/ >+ wg>
a a

Ensuite, les équations d’équilibre, exprimées dans I'Eq. (2.10), conduisent aux relations suivantes :

(2.23)

N _
0xX (2.24)

[C—
ng =0

Finalement, en utilisant les deux conditions aux limites : U,(0) = _TD et U,(L) = 7[), les déplacements axial et radial

sont donnés par :

L 2 L

Il apparait que la solution théorique du présent modéle, donnée dans I'Eq. (2.25), est exactement la méme que celle
obtenue en modélisation tridimensionnelle (voir Eq. 1.88). Si on ne fait pas I'hypothése d'un déplacement radial uniforme

X 1
Up(X) = up ( - ) et wl=—av2 (2.25)

: . . ow . .
et que I'on cherche une solution dépendant de la variable 8 alors on montre que 20 = 0 et donc que la solution uniforme

est unique.

Dans chaque configuration de tuyauterie, up, est fixé égal 3 1% de la longueur de la tuyauterie afin de rester dans
I'hypothése des petites déformations. En conséquence, le ratio w/a a la méme valeur constante pour les trois configu-
rations, i.e. wS/a = —3.0 x 1073.

Dans la suite, les solutions numériques, des trois configurations de tuyauterie, sont comparées a la constante w¢/a.

Lors de calculs "pseudo" statiques, |'utilisation d'un code de calcul de dynamique explicite impose le choix d'un temps
de montée particulier, 7, afin d’éviter les erreurs numériques et les grandes oscillations. Le temps de montée du déplace-
ment imposé, doit étre grand comparé au maximum des pas de temps caractéristiques du modéle enrichi, il convient de
considérer le minimum a la place du maximum dans I'Eq. (4.84). Le temps de montée est fixé 100 fois plus important
que le plus grand des pas de temps caractéristiques, i.e. 7 = 100 max (At;) voir Eq. (4.83).
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Figure 2.3 - Historique de déplacement axial imposé normalisé d'un c6té durant une extension simple

Ainsi, le déplacement axial imposé, up, est décrit dans la Fig. (2.3).
Les déplacements radiaux sont donnés pour chaque configuration dans la Fig. (2.4). Les résultats numériques pour
un élément et pour dix éléments sont déterminés a |'extrémité droite du tube.

Comme attendu, les résultats numériques, pour un unique élément et pour dix éléments, sont en trés bonne adéquation
avec les solutions analytiques associées.

L'extension du tuyau crée une réduction de son rayon due a l'effet de Poisson. L'élément filaire développé dans ce

document permet donc de déterminer la réduction de son rayon. Le mode 0 correspond au mode de gonflement, c’est
pourquoi il est intéressant d’étudier également le cas de la pression interne afin de vérifier le modéle proposé.
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Figure 2.4 - Résultat numérique du déplacement radial durant une extension simple pour les configurations 1,2 et 3 (de haut
en bas)
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2.2.3 . Gonflement uniforme du a une pression interne imposée

Le second cas test est I'étude d'un tube sous pression interne comme décrit dans la Fig. (2.5). Une pression uniforme,
Print, est appliquée a I'intérieur de la tuyauterie et crée un gonflement uniforme de la section transverse. De nouveau,
seul le mode 0 de Fourier est étudié.

N
\
/ \
\
\
|
N
]
1
!
/
/
/
y
;
/

v
:

I\

Figure 2.5 - Pression interne imposée uniformément

Une solution analytique est développée avec le modéle de poutre enrichi présenté ici. Dans le cas d'une pression interne,
comme pour I'extension simple, seuls le déplacement axial U, et le déplacement radial w$ sont non nuls. En considérant
que w; est uniforme et un encastrement de I'axe 3 chaque extrémité qui conduit a U, = 0 partout, la seule composante
non nulle du tenseur des déformations est le terme circonférentiel exprimé dans I'Eq. (2.2) qui s'écrit :

Epyp = wg <1 — Z) (2.26)

a a?
De plus, les efforts généralisés exprimés dans I'Eq. (2.11) peuvent s'exprimer sous la forme de :
S
né = Dﬁwg (2.27)

La pression interne appliquée impose une puissance externe non nulle telle que :

L p2r L
P = / PrintdwSdA = / / Priny6uC (a - f) dgdX = / 21 Print (a - f) SwedX (2.28)
A o Jo 2 0 2
L'équilibre devient alors :

e = 27 Priny (a - g) (2.29)

En utilisant les Eq. (2.27) et Eq. (2.29), le déplacement radial due & une pression imposée est donné par :

afa—<
c Print ( o 7)

wg =~ ——22 2 (2.30)

La solution est légérement différente de celle proposée dans le chapitre précédent (voir Eq. (1.88)). La différence vient
d'une part du module d’élasticité D plutét que le module de Young E mais aussi par la surface d’application de la
pression caractérisé par la surface intérieure ici et par la surface moyenne dans le chapitre précédent. Pour avoir la méme
solution il suffit de considérer comme condition aux limites un effort axial N libre aux extrémités plutét que d'imposer
les déplacements de poutre et d'appliquer la pression sur la méme surface.

Pour chaque configuration de tuyauterie, une pression uniforme de 100 bars est imposée. Les solutions théoriques de
I'Eq. (2.30) sont données dans la Tab. (2.3) :

Comme précédemment, afin d'éviter les grandes oscillations, la pression appliquée est imposée lentement et est décrite
dans la Fig. (2.6).

Les déplacements radiaux sont donnés pour chaque configuration dans la Fig. (2.7). Pour ne pas surcharger cette
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Configurations numéro 1 2 3
Déplacement radial wS (m) | 4.3225 x 10 * | 1.3013102 x 10~ * | 7.612936051 x 10~ °

Table 2.3 - Déplacement radial théorique lors d'une pression interne de 100 bars

10 -

Internal pressure imposed (MPa)
N
T
!

\ \ \ \
00 0.5 1 1.5 2

t/T
Figure 2.6 - Historique de pression interne imposée normalisée

partie, seuls les résultats numériques a I'extrémité droite du tube sont présentés. Tous les calculs ont été réalisés avec un
nombre de Courant C' = 0.5 (voir Eq. (4.77)) et avec un pas de temps de stabilité fourni dans la Tab. (2.2). Les deux
nceuds aux extrémités sont bloqués dans la direction axiale pour respecter la condition U, = 0.

De facon similaire aux résultats de |'extension simple, les résultats numériques sont en trés bonne adéquation avec
la solution analytique.

Jusqu’ici seuls des cas statiques, plus simples a résoudre, ont été présentés. La modélisation développée ici permet
de réaliser des simulations dynamiques. Ainsi le cas de la pression interne est également regardé sous I'aspect dynamique.
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Figure 2.7 - Résultat numérique du déplacement radial sous pression interne imposée pour les configurations 1,2 et 3 (de haut

en bas)

46



2.2.4 . Fréquence d’oscillation sous pression interne imposée

Dans cette sous-section, le cas de la pression interne est étudié sous |'aspect dynamique. La fréquence d'oscillation
est comparée entre une solution analytique et les résultats issus de la simulation numérique. Les hypothéses, pour ce
cas dynamique, sont les mémes que celles de la sous-section précédente : w$ uniforme, U, = 0 et une pression interne
imposée P,.;,+. Sous ces hypothéses, les équations du mouvement définies dans I'Eq. (2.9) se simplifient en une unique
équation :

O?ws . e
pS 6t20 +ng = 2w Ppint(a — 5) (2.31)
En utilisant la relation de I'Eq. (2.27), I'équation différentielle s'écrit comme suit :
Pwé 1D 27 Prin, o - dwg
6:2)0 + ﬁzwg = %(a - g) avec les conditions aux limites en temps wg(t =0) =0 et au;" (t=0)=
(2.32)
Finalement le déplacement radial en fonction du temps s’exprime comme :
wi(t) = wePr (1 — cos(wt)) (2.33)

e
Print a(a - 5)

La solution particuliére est définie comme : w5P™ = )

et elle correspond a la solution déterminée précé-
demment en statique (voir Eq. (2.30)).

, s e : 27 ) ,
La fréquence et la période d'oscillation sont définies de la facon suivante : wP* = 27f = T La fréquence déter-
C 1 /D, L
minée ici vaut alors : f = ——, / — également explicitée dans [14].
2ma '\l p

Dans la suite, les périodes analytiques des différentes configurations de tuyauterie sont comparées aux périodes de
gonflement décrites dans I'Eq. (2.34). Les résultats analytiques sont fournis dans la Tab. (2.4). Les solutions statiques

sont fournies dans la Tab. (2.3).
Ty = 2may [ % (2.34)

Contrairement aux simulations précédentes, la pression est imposée au premier pas de temps. Les simulations faites
avec dix éléments et un élément sont identiques. Les déplacements radiaux en dynamique sont montrés pour chaque
configuration sur la Fig. (2.8) a I'extrémité droite du tube. Les pas de temps de stabilité sont donnés dans la Tab. (2.2).

La période des oscillations obtenue avec la simulation numérique est déterminée en prenant 10 périodes. Les valeurs
obtenues sont données dans la Tab. (2.4).

Configurations numéro 1 2 3
Période théorique Ty, (5) | 1.183676 x 103 | 5.462314 x 10~ * | 6.111647 x 10 °
Période numérique T;, (s) | 1.183688 x 10~2 [ 5.462310 x 10~* | 6.111625 x 10~°

Erreur relative —1.013790 x 10~° | 7.322903x10~7 | 3.599684 x 10~ F

Table 2.4 - Période d'oscillation

Les résultats numériques sont en trés bonne corrélation avec les résultats analytiques. La période d'oscillation obtenue
correspond a celle donnée par la résolution analytique. Pour les trois configurations de tuyauterie, le déplacement radial
oscille autour d’'une position moyenne correspondant a la position d'équilibre statique.

Pour le moment, seul le mode 0 de Fourier, correspondant au gonflement radial uniforme, a été étudié dans les si-

mulations numériques proposées. Dans le prochain exemple, le second mode de Fourier associé a I'ovalisation de la
section est analysé.
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Figure 2.8 - Résultat numérique du déplacement radial dynamique d'un tube sous pression interne pour les configurations 1,2

et 3 (de haut en bas)
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2.2.5 . Ovalisation dans le plan en flexion pure

Le quatriéme cas test consiste a considérer I'ovalisation de la section durant une flexion pure comme décrit sur la
Fig. (2.9). Pour ce faire, une rotation symétrique est imposée aux deux extrémités de la tuyauterie, i.e. £ de chaque
coté.

Ex

Figure 2.9 - Flexion pure, rotation imposée de chaque c6té

Seul le second mode de Fourier sans gauchissement est ici considéré. Pour rappel, le déplacement associé de la coque
s'écrit :
uo(X,0) =0
wo(X,0) = w§ cos(26) (2.35)
vo(X,0) = —%wg sin(26)
Dans le cas de la présente modélisation (voir Eq. (2.19)) et en considérant w§ uniforme et %S < 1, les efforts généralisés

non nuls s’écrivent :

3ws., 9%V,
M, = Dira’e(1 — 572)(_ X2 )]
[ “ ‘ (2.36)
c D[7ra‘36(7§)(76'21/'0)2 3me’ ‘
B S G e
Il est a noter que les termes d'ordre 3 dans n§ n'ont pas été gardés pour simplifier la résolution.
Les équations d’équilibre en statique fournies dans I'Eq. (2.18) deviennent :
*M, 0
0x?2 (2.37)
ng =0
ou les conditions aux limites sont prises comme :
Vo(0) =0
Vo(L) =0
IV, 2.38
“l0) = e 0) =0 (2:38)
IV,
—0,(L) = S2(1) = 0
La relation d’équilibre axz = 0 ainsi que les conditions aux limites permettent d'obtenir le déplacement vertical :
X2
Vo(X) = Q(T - X) (2.39)
De la seconde équation d'équilibre n§ = 0, le déplacement d’ovalisation, w§ s'écrit :
. at, 0%V, 0%V, 20
Wy = a?(— aXQ) ou X2 = f (2.40)
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Configuration numéro 1 2 3
Déplacement d'ovalisation w§ (m) | 4.0 x 10~ 2 | 4.8944511 x 10~ % | 7.151616 x 10 °

Table 2.5 - Résultats analytiques du déplacement w5 en flexion pure

0.1 B

0.08- B

Q (rad)

0.04 B

0.02 B

\ \ \ \
0O 0.5 1 1.5 2

t/7
Figure 2.10 - Historique de la rotation imposée lors d'une flexion pure

Pour chaque configuration de tuyauterie, une rotation uniforme + de +0.1 rad est imposée. Les solutions analytiques
sont données dans la Tab. (2.5) :
Comme précédemment les rotations sont imposées de maniére progressive (voir Fig. (2.10)).

Les déplacements d’ovalisation de chaque configuration sont fournis dans la Fig. (2.11). Pour ne pas alourdir la présen-
tation, seuls, les résultats numériques au noeud de I'extrémité droite pour un élément et dix éléments sont exposés. Tous
les calculs numériques sont effectués avec un nombre de Courant C' = 0.5 (voir Eq.( 4.77)) et avec un pas de temps
de stabilité fourni dans la Tab. (2.2). Les deux extrémités sont bloquées dans la direction transversale pour respecter la
condition V,, = 0. Pour ces cas tests le temps de montée, 7, vaut pour un seul élément 7 = 300 max(At;) et pour dix
éléments 7 = 3000 max(At;). En gardant un temps de montée seulement 100 fois plus grand que le maximum des pas
de temps caractéristiques, la solution numérique oscille fortement.

Contrairement aux cas tests précédents, la solution analytique du mode de Fourier considéré (ici w$) est quadratique (voir
Eq. (2.40). En effet la solution dépend du carré de la rotation € imposée pour w§ petit. Ainsi, les résultats numériques
n'ont plus une allure linéaire mais bien polynomiale du second ordre. Les résultats numériques pour un ou dix éléments
sont en trés bonne adéquation avec les solutions théoriques associées.

Méme en augmentant le temps de montée, les solutions numériques oscillent beaucoup plus que dans les cas précédent.
Lors de la flexion et de I'ovalisation (voir Eq. (4.83) du chapitre n°4) la condition de stabilité est inversement propor-
tionnelle au carré du rapport a/L. Les oscillations sont donc de plus en plus importantes 3 mesure que le rapport a/L
diminue. C'est pour cela que les oscillations augmentent entre les configurations 1,2 et 3.

L'ovalisation de la section est dans le cas présent uniforme. Jusqu’alors, seules des solutions uniformes sur les dé-
placements de la section en ne considérant qu'un seul mode de Fourier ont été réalisées. Ce choix de modélisation a
permis de simplifier la résolution théorique et de vérifier le modéle numérique. Le modéle doit &tre testé sur des exemples
plus complexes afin d’évaluer la pertinence des hypothéses du modéle proposé. C'est I'objet de la section suivante ou le
tube est soumis a un effort localisé. Devant la complexité de la solution, les résultats de simulations du modéles sont
comparés a des résultats de simulation d'un code élément fini tridimensionnel.
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Figure 2.11 - Résultat numeérique du déplacement d’ovalisation lors d'une flexion pure pour les configurations 1,2 et 3 (de haut
en bas)
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2.2.6 . Grande déformation de la section obtenue en appliquant une force surfacique localisée

Le dernier cas test présenté permet d'évaluer le modéle proposé ici et faisant intervenir plusieurs modes de Fourier
tels qu'ils ont été introduits dans I'Eq. (1.62). Ici, la tuyauterie est encastrée a ses deux extrémités et est soumise a une
force surfacique localisée notée P(X, 0, Z) d'amplitude F, orientée selon —Ez comme décrit sur la Fig. (2.12).

Figure 2.12 - Tuyauterie encastrée a ses deux extrémités soumise a un chargement surfacique localisée en son centre : vue
plane (gauche), vue transversale (droite)

Analyse préliminaire permettant de fixer le nombre de modes de Fourier 3 considérer

Jusqu'a présent, le nombre de modes Ny n’a pas encore été fixé. Le mode 0 ainsi que le mode 2 de Fourier ont été
étudiés précédemment mais de facon indépendante et sur des cas ou la section se déforme peu et de facon uniforme. Dans
cette sous-section |'objectif est ainsi de déterminer le nombre minimal de modes de Fourier & considérer pour obtenir une
solution acceptable. Dans la littérature, les auteurs semblent converger vers un nombre maximal et suffisant de modes
de Fourier : Ny = 6 [106, 75, 44, 82]. Afin de vérifier si ce nombre de modes est suffisant, une comparaison préliminaire
entre une modélisation classique de coque, développée en plusieurs modes de Fourier, et une solution numérique de type
coque ainsi qu'une convergence en modes sont proposées. Dans la modélisation classique de coque, seule la contribution
membranaire est étudiée et le gauchissement n’est pas pris en compte. Les termes w, et v, sont développés en séries
de Fourier mais ils sont totalement indépendants. En effet, I'hypothése d'inextensibilité n'est pas considérée et il n'y a
pas de mouvements de corps rigides & supprimer car il n'y a pas de mouvement de poutre. L'objectif est de reconstruire
la forme de la section avec la famille (cos(if), sin(i6)), I'analyse n'est donc pas mécanique mais purement géométrique.
Cette comparaison préliminaire permet de vérifier que Ny = 6 représente bien géométriquement la forme de la section
déformée. Afin d'obtenir les coefficients de Fourier de la section déformée, la méthode des moindres carrées est utilisée.
Cette méthode permet, pour un nombre de modes de Fourier choisi, de déterminer les coefficients correspondants afin
de représenter au mieux la déformée de la section en minimisant la distance entre la section construite et celle a approcher.

La solution numérique de référence est donnée par le code de calcul code aster! pour des éléments de coques appelés
Coque 3D [26]. Les éléments Coque 3D sont linéaires et bi-quadratiques : des quadrangles & 9 noceuds. Le maillage
numérique de référence est fin et il contient 171345 degrés de liberté, 32068 nceuds et 9082 éléments.

Afin d’obtenir une déformation importante de la section, I'angle 8, est choisi petit (voir Fig. (2.12)). Ainsi, on choisit

. . o
de prendre, de facon arbitraire, un angle 8, = 100°
La force surfacique localisée orientée en —E s'écrit alors :

F, 104L<X<06L; = — <0< -4 —13 Z=0

T E Y
100 2 100" (2.41)

oy

P(X,0,Z) =
0 sinon

1. https ://www.code-aster.org
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La puissance des efforts extérieurs devient dans le cas présent :
T

L pet——
Py = F. / / 2100 5y, 4 sin 06w + cos B6v) ad X do (2.42)
0

T
2 100

Pour simplifier la présentation, seule la configuration numéro 1 (voir Tab. (2.1)) est étudiée pour ce cas test. La force
surfacique, avec F, = 10'°N, est appliquée sur la surface moyenne, qui dans le cas de la solution de référence de
code aster correspond naturellement au maillage puisque seule la surface moyenne a été définie dans la géométrie.

La section fortement déformée obtenue avec code aster est alors prise en considération afin d’évaluer le nombre de
modes nécessaires a une bonne approximation.

1.0+ Approximated section with Nf=1
Approximated section with Nf=2
Approximated section with Nf=3
05 4 Approximated section with Nf=4
Approximated section with Nf=5
Approximated section with Nf=6
00 Deformed section
£ Initial
N
_0.5,
~1.01
—-1.51
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Y-axis (m)
Figure 2.13 - Comparaison du déplacement de la section selon le nombre de modes de Fourier considérés
Comme indiqué sur la Fig. (2.13) a partir de Ny = 3, la solution par minimisation semble bien représenter les déplace-

ments de la section. Pour valider cette impression, la Fig. (2.14) permet de représenter plus fidélement la convergence
en considérant une erreur relative avec la norme de Frobenius (dénommée également norme euclidienne ou norme 2 pour

n

>~ 2?). Le choix de considérer Ny = 6
i=1

semble donc étre un juste milieu entre une bonne précision et un faible coiit en terme de modes de Fourier a retenir.

les vecteurs et s’exprime pour un vecteur quelconque x telle que ||x|2 =

53



0.7 9

0.6

0.5

Norm error
o
B
|

o
w
|

0.2 4

0.1

0.0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Number of Fourier's mode (Nf)

Figure 2.14 - Erreur relative pour la convergence en mode

Comparaison avec un calcul coque et convergence en mode

La partie précédente a permis de fixer le nombre de modes de Fourier a retenir. Fort de cette information, le modéle
théorique de poutre enrichi peut étre désormais déterminé entiérement en prenant Ny = 6. Le fait de retenir autant de
modes de Fourier rend trés difficile la résolution analytique de ce probléme. Une comparaison entre le modéle de poutre
enrichi développé et une solution numérique tridimensionnelle de type coque est maintenant effectuée afin de valider ce
cas de chargement complexe.

La solution numérique du modéle proposé ici contient au maximum (i.e. pour Ny = 6) 264 degrés de liberté, 11
nceuds et 10 éléments. Il y a 42 degrés de liberté par noeud, mais pour un probléme symétrique seuls 24 degrés de liberté
suffisent d'od 24 x 11 = 264 degrés de liberté pour 11 nceuds.

La force surfacique localisée est imposée lentement avec le méme temps de montée que pour la pression interne imposée
et 'extension simple (voir Fig. (2.15)).

Comme mentionné précédemment, |'obtention d'une solution analytique est difficile, car il y a plusieurs modes de Fourier
couplés. Afin d’obtenir les efforts généralisés, qui ne seront pas détaillés ici, le calcul formel, par le biais de Sympy? et
de wxMaxima3, a été largement utilisé (voir annexe F (page 139)).

Dans tout ce qui suit, la section avant déformation, parfaitement circulaire, est de couleur verte et la section de référence
déformée obtenue avec code aster est de couleur noire.

Dans un premier temps, une comparaison entre différents choix de valeur Ny est entreprise (voir Fig. (2.16)) pour
valider le choix retenu précédemment. L'élément fini PTSD (i.e. I'élément développé ici) est considéré avec différentes
modélisations non linéaires prenant un nombre différent de modes de Fourier. La section étudiée est la section centrale
(i.e. en X = 0.5L). De par la symétrie de la géométrie et du chargement, cette section ne subit pas de déformation hors
plan, notamment pas de gauchissement, et reste donc plane.

2. https ://www.sympy.org
3. https ://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/
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Figure 2.15 - Historique de la force surfacique localisée imposée

En considérant Ny = 2, la solution numérique est une ellipse avec une légere dissymétrie due a I'hypothése d'inextensi-
bilité comme discuté dans [51]. Cette solution ne représente donc pas fidélement la forme de la section de référence.
En prenant Ny = 4 ou Ny = 6 la déformée de la section est proche de la section de référence. La solution numérique
obtenue avec Ny = 6 est plus proche de la solution de référence que celle obtenue avec Ny = 4. Ce qui montre bien
que plus il y a de modes de Fourier considérés plus la solution numérique se rapproche de la solution de référence.
Ainsi dans la suite, tous les résultats numériques présentés seront effectués avec Ny = 6, sauf mention contraire explicite.

1.004 — Initial
—— epx - PTSD: non linear 6 Fourier's modes beam FE
0.75 —— epx - PTSD: non linear 4 Fourier's modes beam FE
—— epx - PTSD: non linear 2 Fourier's modes beam FE
0.50 code_aster - COQUE_3D: linear shell FE
0.25
E
% 0.00
N
-0.251
—0.50
—0.75 1
-1.00-
-15 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15
Y-axis (m)

Figure 2.16 - Comparaison de la solution selon le nombre de modes de Fourier en X = 0.5L

Impact des termes de gauchissement
Le but de cette nouvelle comparaison est de regarder I'impact des termes de gauchissement sur la solution numérique
obtenue (voir Fig. (2.17)). La section centrale (i.e. en X = 0.5L) est a nouveau étudiée et comme mentionné précé-

demment la section ne subit pas de gauchissement. Cette étude permet donc de discuter de I'importance des termes de
gauchissement, d'un point de vue des déformations dans le plan de la section.
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En I'absence de gauchissement, représenté par la courbe violette, la déformation de la section est largement sous estimée
et ne représente pas la section déformée obtenue avec code aster.

En prenant seulement le second mode de Fourier pour les termes liés au gauchissement, représenté par la courbe bleue,
la solution numérique obtenue est proche de la solution de référence. Ceci permet de conclure que le mode 2 de gau-
chissement est prépondérant.

La courbe rouge, qui prend en compte 6 modes de Fourier pour les termes de gauchissement, représente le mieux la
déformée de la section de référence.

Cette analyse permet de mettre en lumiére que les termes de gauchissement doivent étre considérés. Dans la suite,
Ny = 6 est considéré pour le gauchissement ainsi que pour les déplacements dans la section comme évoqué dans la
partie précédente.

1.00- — Initial
epx - PTSD: non linear with warping beam FE
epx - PTSD: non linear without warping beam FE
0.75 4 epx - PTSD: non linear with only 2nd mode of warping beam FE
code_aster - COQUE_3D: linear shell FE
0.504
0.254
E
v 0.00
>
?
N
—0.254
—0.501
—0.751
—1.001
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15
Y-axis (m)

Figure 2.17 - Comparaison de la solution avec ou sans prise en compte du gauchissementen X = 0.5L

Comparaison entre le modéle linéaire et le modéle non-linéaire
Désormais les comparaisons vont se focaliser sur les différences observées entre le modéle linéaire et non linéaire. Le
modéle linéaire ne prend pas en compte les termes de couplage du second ordre. Afin d'évaluer la déformée le long de
la tuyauterie, plusieurs sections transversales, avec une position axiale X différente, sont étudiées.

La section centrale est tout d'abord analysée (i.e. en X = 0.5L). Le modéle linéaire sous-estime faiblement la translation

verticale ainsi que |'ovalisation de la section transverse comme décrit en Fig. (2.18), la déformée reste tout de méme
acceptable. Le modéle non linéaire, quant & lui, représente bien la déformée de la section.

56



1.00+ — Initial
—— epx - PTSD: non linear beam FE
0.75 —— epXx - PTSD: linear beam FE
code_aster - COQUE_3D: linear shell FE
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Figure 2.18 - Comparaison de la solution entre le modéle linéaire et non linéaire en X = 0.5L

Plus les sections s'éloignent du centre moins elles sont déformées. La section transversale en X = 0.6L reste tout de
méme trés déformée (voir Fig. (2.19)). Contrairement a la section centrale, les sections présentent désormais une rotation
globale ainsi qu'un gauchissement important comme présenté dans la Fig. (2.20). De nouveau, le modéle numérique
linéaire sous-estime légérement le déplacement vertical ainsi que I'ovalisation comme décrit sur la Fig. (2.19). Cependant
le modéle non linéaire surestime I'ovalisation de la section.

Le gauchissement de la section décrit dans la Fig. (2.20) est bien représenté par les deux modéles. Les deux mo-
deéles arrivent & représenter la grande déformation causée par le chargement localisé. Le modéle non linéaire décrit une
rotation globale plus importante que le modéle de référence de code aster alors que le modéle linéaire est en trés bonne
adéquation au niveau de la rotation.

Le modéle non linéaire s'ovalise plus et a une rotation plus importante. Ceci s'explique simplement par le fait que les
termes non linéaire introduits, crée un couplage entre la rotation de la section globale et les déplacements locaux dans
la section. Dés lors que la section tourne, la section s'ovalise et vice-versa. Ces termes supplémentaires ajoutent donc
au modeéle linéaire une ovalisation et une variation d'inertie qui influe sur la rotation globale et I'équilibre du moment de
flexion.
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Figure 2.19 - Comparaison de la solution entre le modéle linéaire et non linéaire en X = 0.6L
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Figure 2.20 - Comparaison du gauchissement entre le modéle linéaire et non linéaire en X = 0.6L
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Les sections transversales qui s'éloignent du milieu de la tuyauterie sont de moins en moins déformées (voir Figs. (2.21,
2.23, 2.25). Le gauchissement de la section est également de moins en moins important ainsi que la rotation de la section
globale (voir Figs. (2.22, 2.24, 2.26). De la méme facon, I'écart entre les modéles linéaire et non linéaire diminue mais
également la différence avec la solution de référence. Pour des sections peu déformées, les deux modéles donnent des
résultats trés satisfaisants.

1.004 — Initial
—— epx - PTSD: non linear beam FE
—— epx - PTSD: linear beam FE

code_aster - COQUE_3D: linear shell FE
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Figure 2.21 - Comparaison de la solution entre le modéle linéaire et non linéaire en X = 0.7L
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Figure 2.22 - Comparaison du gauchissement entre le modéle linéaire et non linéaire en X = 0.7L
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Figure 2.23 - Comparaison de la solution entre le modéle linéaire et non linéaire en X = 0.8L
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Figure 2.24 - Comparaison du gauchissement entre le modéle linéaire et non linéaire en X = 0.8L
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1.004 — Initial
—— epx -PTSD: non linear beam FE
0.75 —— epX - PTSD: linear beam FE
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Figure 2.25 - Comparaison de la solution entre le modéle linéaire et non linéaire en X = 0.9L
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Figure 2.26 - Comparaison du gauchissement entre le modéle linéaire et non linéaire en X = 0.9L

L'élement développé a été éprouvé par une force surfacique localisée permettant des variations importantes de la
section. Les analyses menées permettent de valider le modéle linéaire et non linéaire qui donnent des résultats satisfaisants
comparés a une solution de référence tridimensionnelle de type coque.
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2.2.7 . Discussion autour de I'efficacité de I'élément proposé

Le choix de considérer un élément de type filaire permet de simplifier la modélisation de sa géométrie et son maillage.
L'un des autres objectifs, a utiliser un modéle de poutre, est, en réduisant le nombre de degrés de liberté, de diminuer
le temps de calcul.

Il est assez difficile de comparer directement le temps de calcul, entre deux modélisations de nature différente (ici poutre
enrichie et coque), dans un algorithme explicite. En effet pour faire une comparaison rigoureuse, il faudrait comparer le
nombre de degrés de liberté de chaque modéle, le colit numérique de chaque degré de liberté, le pas de temps de stabilité
associé a chaque élément et déterminer le nombre d'éléments minimums nécessaires a chaque modélisation pour obtenir
une solution numérique, qui au deld de ce nombre d'éléments ne dépend plus de la finesse du maillage.

Dans cette sous-section, une comparaison entre |'efficacité du modéle développé ici et celui d’'un modéle de coque est
entreprise. L'analyse se focalise autour du nombre de degrés de liberté et du pas de temps de stabilité associés pour les
différents cas de chargement analysés précédemment. La démarche qui suit permet de se donner un ordre de grandeur
de I'efficacité de I'élément pour connaitre a priori le gain en coiit de calcul.

L'élement Coque 3D utilisé précédemment est coliteux d'un point de vue du nombre de degrés de liberté, puisque
cet élément a 9 noeuds et 51 degrés de liberté : 8 noeuds avec 6 degrés de liberté (3 translations et 3 rotations) et un
noeud avec 3 degrés de liberté (3 translations) (8no x 6ddls 4 1no x 3ddls = 51ddls). Un autre élément, DKT (Discrete
Kirchhoff Triangle)[27], a été également utilisé et donne de trés bon résultats comme décrit sur la Fig. (2.27). Dans le cas
présent, DKT, peut utiliser des quadrangles a 4 nceuds avec 6 degrés de liberté (3 translations et 3 rotations) par nceuds
soit 24 degrés de liberté au total (4no x 6ddls = 24ddls). Dans la Fig. (2.27), il y a également une comparaison faite
avec un maillage grossier avec I'élément Coque 3D et DKT, représentée par la courbe jaune et bleue respectivement.
Le maillage est dit grossier car la solution obtenue n’est pas "lisse" du fait qu'il y a peu d'éléments et de nceuds. Les
deux solutions numériques (Coque_ 3D et DKT) obtenues avec ce maillage grossier sont trés proches I'une de I'autre et
elles donnent des résultats plutét satisfaisants.

1.00 4 — Initial
—— epx - PTSD: non linear beam FE
0.75 —— code_aster - COQUE_3D: linear shell FE
—— code_aster - DKT: linear shell FE
0.50 code_aster - COQUE_3D: coarse linear shell FE
code_aster - DKT: coarse linear shell FE
0.25 1 g
E
%‘ 0.00
N
-0.25
~0.50
-0.75
-1.00
-15 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0 15
Y-axis (m)

Figure 2.27 - Comparaison avec un maillage grossier et un autre élément dans le cas de la force surfacique localisée en X =
0.5L

Afin de faire une comparaison pertinente, il est judicieux de choisir la modélisation la moins riche (i.e. celle avec le
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moins de degrés de liberté). Ainsi, le cas le plus pénalisant est la modélisation comprenant le maillage grossier et 1'élé-
ment DKT. C’est autour de cette modélisation que les comparaisons sont faites en se comparant & la modélisation de
poutre enrichie développée ici.

Pour la suite de cette analyse, une portion de tube de longueur L. = 1m, de rayon moyen a = 1m et d'épaisseur
e = 0.1m est considérée. Cette portion correspond exactement a un élément de I'élément de poutre enrichi développé
ici. Les propriétés du matériau sont celles de la configuration n® 1 (voir Tab. (2.1)). Chaque élément de poutre ou de
coque a une longueur de 1m.

Le maillage grossier contient 4 éléments par quart de cercle, soit 16 éléments et 16 arétes de 2 noeuds par portion. Ainsi
une portion contient 192 degrés de liberté 16 x 2 x 6 = 192.

Dans le cas du modéle développé ici, la condition de stabilité est pilotée par la condition de stabilité sur I'ovalisa-
tion (voir Eq. (4.83)). Pour une coque, la modélisation devrait également étre pilotée par différentes contributions
comme la traction, la torsion, la flexion, le gonflement ou I'ovalisation par exemple. Cependant, pour les modéles de
coque développés dans un code de dynamique explicite, il est commode de simplifier le calcul de la matrice de masse
afin de faciliter son inversion, en commencant par la diagonaliser. Ensuite, les termes associés aux degrés de liberté de
rotation sont modifiés de facon & ce que la condition de stabilité du schéma soit pilotée uniquement par la condition de
stabilité sur la traction [48, 49].

Le pas de temps pour le modéle de poutre enrichi étudié ici est de 9.039 x 10~5s (voir Tab. (2.2)). Pour celui de la
coque on considére alors que le pas de temps doit étre plus petit que :

L 5
Cx —=9419x107"s (2.43)
/D
p
Les différents cas de chargement précédemment étudiés avec le modéle de poutre enrichi sont comparés au modéle de

coque grossier.
Le nombre de courant, C, est supposé le méme entre la poutre enrichie et la coque.

Dans le cas de I'extension simple et de la pression interne imposée, le modéle présenté ne comporte qu’un seul degré de
c

o

liberté supplémentaire, w¢, si le gonflement est uniforme et deux sinon (i.e. w¢ et ). De ce fait, si le gonflement est
uniforme, I'élément a deux nceuds avec 7 degrés de liberté par nceuds soit 14 degrés de liberté par élément.
Il convient alors de comparer le ratio du nombre de degrés de liberté ainsi que le ratio du pas de temps entre les deux

modélisations, exprimés dans |'Eq. (2.44)

14
— Le ratio des degrés de liberté : Tk 7.29 x 1072

— Le ratio des pas de temps : M —0.96 (2.44)
P ps 9419 x 10-5
3 R . . . . . 0.96
Le calcul effectué avec le modeéle de poutre enrichi est donc a priori 13 fois plus efficace que celui de coque (0 0729

13.16).

De la méme facon dans le cas de la flexion pure dans le plan, seul un degré de liberté est ajouté, le second mode
C

w$, si I'ovalisation est uniforme et deux sinon (i.e. wS§ et —=2). Soit 14 (ou 16) degrés de liberté par élément. Il y a de

nouveau un gain d'efficacité de calcul 13 fois supérieur a celui du modéle coque.

Dans le cas de la force surfacique localisée, en considérant Ny = 6, I'élément comprend 24 degrés de liberté par
nceud quand le chargement ainsi que la géométrie sont symétriques, sinon 42 degrés de liberté par nceuds.
Les ratios, pour ces deux configurations, sont exprimés comme suit :

48 84
— Les ratio des degrés de liberté : — =0.25; — =0.44
192 192
-5 (2.45)
— Le ratio des pas de temps : M—o%
rHede P MPS 9 a9 x 105
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Pour des efforts importants entrainant une grande déformation de la section, le modéle permet au minimum de faire a

0.96 0.96
priori le calcul numérique deux fois plus rapidement (m = 2.18) voire méme jusqu'a quatre fois plus vite (@ = 3.84)

si le chargement et la géométrie sont symétriques.

Cette sous-section a permis de comparer I'efficacité de différents modeéles soumis a différents chargements. Il appa-
rait que I'élément développé semble a priori plus rapide que le modéle de coque. De plus le modéle de coque étudié dans
cette analyse est trés grossier. Pour avoir une solution plus continue, il faudrait avoir au moins 64 éléments par section
soit quatre fois plus de degrés de liberté. En conséquence, les temps de calcul utilisant le modéle numérique de coque
ayant un maillage relativement fin sont quatre fois plus long et donc les temps de calculs pour notre modéle seraient
a priori encore plus rapide : 52 fois plus rapide pour la pression interne imposée, |'extension simple et la flexion pure
(13 x 4 = 52) et de 8 a 16 fois plus rapide pour la force surfacique localisée (2 x 4 = 8 et 4 x 4 = 16).

Néanmoins, la comparaison exacte du temps de calcul n'a pas été entreprise dans cette partie. Les gains d'efficacité ne
sont vrais que si le colit de calcul par degré de liberté est le méme (que ce soit poutre ou coque) et qu'il y a suffisamment
d'éléments dans la longueur pour que le calcul numérique soit indépendant de la taille de maille au dela d'un certain seuil.
Dans la pratique, il est plutét rare de voir des éléments de coque ayant une longueur trés importante par rapport a leur
largeur. Il serait plus pertinent de prendre au moins 10 éléments de coque sur la longueur de la portion afin de réduire la
longueur de chaque élément. Ce raffinement de maillage, entrainerait un facteur 100 supplémentaire sur I'efficacité. En
effet, il y aurait d'une part 10 fois plus de degrés de liberté et d’autre part le temps de stabilité serait divisé également
par 10 car il est piloté par la longueur de I'élément. Pour le colit de calcul par degré de liberté il est assez difficile de
donner une estimation car cela dépend de la maniére dont les forces internes sont calculées et cette information est
spécifique a chaque type d'élément de poutre ou de coque.

Le modéle théorique du tube droit a été testé sur différents cas de chargements : I'extension simple, le gonflement
en statique et dynamique ainsi que la flexion pure afin de permettre a la section de se gonfler et de s'ovaliser par le
biais du mode 0 et du second mode de Fourier respectivement. Le couplage non linéaire s'est avéré étre primordial pour
ovaliser la section d'un tube droit. Les résultats numériques sont en trés bonne adéquation avec les résultats analytiques
correspondants.

Dans le but d’aller au dela de ces cas tests simples, un dernier cas test plus complexe, celui de la force surfacique localisée,
a été introduit afin de valider le modéle implémenté en se comparant a une solution tridimensionnelle coque de référence.
La section est fortement déformée et afin de pouvoir représenter sa déformée, le développement en séries de Fourier
a été étendu jusqu'a Ny = 6. Il apparait que prendre Ny = 4 ou Ny = 6 permet d'obtenir une bonne précision sans
considérer trop de degrés de liberté. Les termes de gauchissement doivent étre pris en compte pour obtenir une bonne
déformée de la section. Enfin une comparaison entre les modéles linéaire et non linéaire a été effectuée. Les résultats
numériques sont trés satisfaisants comparés aux solutions de référence. L'élément développé ici est a priori nettement
moins coliteux en temps de calcul que les modélisations de type coque.

Dans ce chapitre, les tubes initialement droits ont été tout d'abord modélisés théoriquement, puis ils ont été com-
parés a des cas tests analytiques et numériques afin de vérifier et de valider le modéle introduit.

Néanmoins les circuits de tuyauteries présentent des changements de direction qui se traduisent notamment par la pré-
sence de coude. Dans le chapitre suivant, les tuyauteries présentant une courbure initiale sont alors modélisées puis
éprouvées par des cas tests judicieusement choisis.
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3 - Enrichissement d’'un modéle de poutre présentant une courbure ini-
tiale considérant les variations de sa section transverse

Dans ce chapitre, I'objectif est de modéliser une tuyauterie courbée prenant en compte les variations de sa section
transverse par le biais d'un enrichissement de sa cinématique. La méthodologie développée est similaire a celle du chapitre
précédent sur la poutre droite.

Le tube est tout d'abord modélisé en prenant en compte sa courbure initiale, puis I'enrichissement lui permettant
d'ovaliser sa section transverse est ajouté. La cinématique est ensuite développée en séries de Fourier suivant la variable
circonférentielle 0. Les hypothéses d’Euler-Bernoulli pour la partie poutre et de Love-Kirchhoff pour la partie coque
sont considérées de nouveau. Finalement, pour expliciter ce développement, le mode 0 ainsi que le second mode de
Fourier sont étudiés indépendamment afin d'obtenir les équations d’équilibre ainsi que les efforts généralisés permettant
de déterminer les variations de la section transverse.

Enfin, plusieurs cas tests numériques permettent de vérifier le modéle théorique. Les vérifications numériques sont
comparées aux résultats analytiques, de la tuyauterie en extension simple, du tube coudé sous pression interne avec et
sans ouverture du coude et du cas de la flexion pure dans le plan.

3.1 . Modélisation théorique enrichie d’un tube coudé

La cinématique de la tuyauterie est décomposée en une partie poutre, prenant en compte les hypothéses d'Euler-
Bernoulli, et en une partie coque, qui permet a la section transverse de s'ovaliser, considérant les hypothéses de Love-
Kirchhoff. Un couplage non linéaire entre la rotation globale de la section et les déplacements locaux dans la section est
introduit. Les degrés de liberté de coque sont développés linéairement selon la variable locale Z et en séries de Fourier
selon la variable circonférentielle 6 dans le but d’obtenir des quantités ne dépendant que de la variable longitudinale s.
Comme dans le chapitre précédent le principe des puissances virtuelles est utilisé afin d'obtenir les équations d'équilibre
et les efforts généralisés associés a différentes type de modélisations.

3.1.1 . Cinématique et déformation d’un tube coudé

Dans ce chapitre, une tuyauterie coudée est considérée. Contrairement au premier chapitre, ou |'abscisse curviligne
peut étre quelconque, la tuyauterie décrite ici présente une courbure circulaire uniforme dans le plan (Ex,Ey). La
position de sa fibre neutre et de sa section transverse sont engendrées par une rotation ¢, autour de I'axe Ez, de
rayon de courbure noté R, comme décrit dans la Fig. (3.1).

Evy

Figure 3.1 - Tuyauterie coudée selon un seul axe (vue plane a gauche et transversale a droite)
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L'angle ¢ permet de se repérer sur la fibre neutre de la tuyauterie et |'abscisse curviligne s est définie telle que :
s=R¢ (3.1
La longueur de I'arc de la fibre neutre notée L. découle de I'Eq. (3.1) :
Lore = Rbmaa (3.2)

Le tube coudé est ainsi orienté le long de I'axe Ey, de longueur L., de rayon moyen a et d'épaisseur e. Les coordonnées
axiale, circonférentielle et radiale sont décrites par (¢,0,7Z) ou (s,0,Z) respectivement. Ainsi les variables de poutre
exprimées dans la base (E4, N, E) et celles de coque exprimées dans la base (E4, Er, Ey) dépendent désormais de la
variable ¢ ou s. La signification physique de ces variables ne change pas avec celle introduite dans le chapitre précédent :
U,, W, et V, représentent les translations de la section, €2, ), et Q, décrivent les rotations de la section, u représente
le gauchissement local et v et w décrivent I'ovalisation de la section.

De la Fig. (3.1) les relations suivantes découlent naturellement :

Ey = cos pEx + sin pEy
N = cos pEy — sin gEx
Er = cosN + sin 0Ez
Ey = cosE; — sin /N

(3.3)

Il est intéressant de noter que le repére (Ey, Er, Eg) est un repére mobile.

Mouvement Plan
Afin de simplifier la présentation, le mouvement est considéré dans le plan du tube ie. V, =0et Q, =, =0. Le
lecteur intéressé par la modélisation tridimensionnelle compléte peut se référer a I'annexe E (page 133).

Les coordonnées du point initial M(¢, 0, Z) et actuel m(¢, 0, Z) sont données par :

m=M+u ot M=-RN+ (a+ 2)Eg 3.4
et u=U,+u—(a+2Z)costQ, +Q,(—wcosd+vsind))Ey + (W, cos0 + w)Eg + (=W, sind + v)Eqg .

Le tenseur des déformations du tube coudé qui est utilisé dans ce manuscrit est fourni dans I'Eq. (D.24) de I'annexe D
(page 126).

Egs = U, —acosf {82W0 + 18U"} W Ou, Yo o504+ L ging
58 Os 0s2 R 0s R Os R R
9*°Ww, 10U, .
+{ 552 79 (—w, cos B + v, sin )
+Z[= cos 0 [82WO N lan B 92w, N cosQ@uo] B isin@ ((911}0 Y )
0s2 R 0s 0s2 R 0Os aRR 00 ©

! awo—v sin 62W0+lan ]
a \ 00 ° 0s2 R 0s

eeal(w +8UO> Z(@Qwoer)

a\ ° 09 a? \ 062 °

~ 10u, 0Ov, sin 0

Taa9. " as R

+Z[—1 (282w0 B Ov, n 18%) n 1 (Sineawo _ cosf Ou, N sin@uo N cosﬂsineuo)]
a 000s Os a 00 R 0s a 00 a R

(3.5)

Remarque : Pour obtenir le tenseur linéarisé des déformations, il suffit de supprimer les termes de couplage non-linéaire
dans eg;.

Dans la suite de ce chapitre, les équations d’'équilibre et les efforts généralisés du mode 0 et du second mode de Fourier,
dans le plan, sont déterminés. L'ensemble des intégrations est effectué avec le volume d'intégration : adfdZds due a
I'hypothése des coques minces.
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3.1.2 . Flexion globale, extension simple et gonflement liés au mode 0 dans le plan
Dans cette partie, seul le mode 0 (i.e. Ny = 0) de Fourier, correspondant au gonflement de la tuyauterie, est
considéré. La cinématique n’est portée que par U,(s), W,(s) et wo(s,0) = wS(s) (i.e. uo = v, = 0). Le tenseur des
déformations de I'Eq. (3.5)avec cette cinématique devient :

€45 = % —acosf 782W0 + lan - Wo —w¢cos b l + LQWO + lan
7 9s 0s2 R 0s R ° R 0s2 R 0s
2 o*W, L1 10U, ang
0s2 R 0s 0s? (3.6)
1 C Z C
€9 = —W, — 727“”0
a a
sin 6 Qw¢
Ve = 7 o
&5 { R 0s }

Pour simplifier la présentation, les termes de courbures de coques, étant petits devant la déformation de membrane, sont

négligés (voir [67, 13]). Le terme en — est également trés petit et il est négligé également. Ces hypothéses simplificatrices

conduisent au tenseur des déformations suivant :

. @_acose 82W0+ 10U, WO—wCCOSQ l+82Wo+18Uo
¥ s Os? R 0Os R ° R 0s? R Os
9*W,
+Z [— cos 552 } (3.7)
1 (&
€ = —W,
a

2
N T . e’
L'inertie de poutre est une nouvelle fois simplifiée en supprimant le terme de la forme 1z négligeable devant a? telle

que : I, = ma’e.

La puissance des forces internes s'exprime telle que :

Lare
Pi:_/ </o’:s(5v*)ad9dZ>ds
0 s

Lare 2
e (98U, oW, ..
_ /0 ( o O W, + ML noawo) ds

(3.8)

ol les efforts généralisés sont définis tels que :
a  ws
N = 1—cosf|—=+ =2 ss adfdZ
S< cos {R+R]>aua
1
n, = / — R0 adfdZ ; M, = / —cosb(a+ Z + wi)oss adddZ (3.9
s s

. 1 0*W, 10U, 1
né = /S ( cos <R + 952 + T 0 ) Oss + aag(;) a dfdZ

Pour rappel, la surface de la section transverse est définie par S = 2wae. Sans prendre en compte les efforts extérieurs,
i.e. P. =0 ni les termes en Z dans les déplacements, les équations d’équilibre dynamique, données dans la section D.2

de I'annexe D (page 126), s'écrivent :

e( + wf) i (a4 wg) 8Wo+% _ =0
8t2 ot2 ° 0s R 0X a
o°W, ] o O o (W, U, 92M, B
PS< 9 ) — prae {(aero)atQ {(aero) ( 95 T R)” t g2 T = 0 (3.10)
Sl + 8W0+%ai(+c) Wo , Uy e =0
PP\ ) TP\ Tas TR ) o2 T Tas TR o =
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Les équations statiques se déduisent simplement :

ON 32M
s

+n,=0; ng=0 (3.11)

En considérant la loi de comportement donnée en Eq. (1.75), les efforts généralisés deviennent :

ou, W, we a+w W, a 8U we  0*W, . 1ou, .
NZDS[@X R [ 2s TR T o5 w"+R83wo”
o320 M wo}

R 90,4 R a
PW, adU, ws 9*W, 100, .
M, = Drae (a + w§) {GW+R65 +E+ 852 +§ w] (3.12)
6 = Drrae (1 N *W, N 18UO> [aﬁzWo N a 9U, N wg N 82W 10U, wc}
° R 0s? R 0s 0s? R 0Os R 952 " R8s

S| oUu, v we
D— - =W,+ —=
* a [V 0s RW * a]

L'effort axial IV est couplé comme précédemment a wS mais cette fois-ci aussi avec le déplacement transversal W,,. Le
moment fléchissant M., au premier ordre, est également couplé & w¢, ce qui n'était pas le cas dans le tube droit. La
courbure de la tuyauterie implique donc des couplages naturels entre les termes de poutre et ceux de coque.

3.1.3 . Ovalisation liée au 2% mode dans le plan

Dans cette section seul le second mode de Fourier (i.e. Ny = 2) dans le plan est considéré. Comme précédemment
I'hypothése d'inextensibilité est prise en compte (voir Eq. (1.61)) et la cinématique de type coque s'écrit :

Uo(8,0) =0 5 wo(s,0) =ws(s)cos(20) ; wv,(s,0) = —%wg(s)sin(%) (3.13)

En insérant cette nouvelle cinématique dans I'Eq (3.5), le tenseur des déformations s'exprime sous la forme de :

Ess =

ouU, {82W0 1 6Uo} w, (cos(39) + 30089) . {1 o*w, 1 8Uo]
—acosf _— ;

0s 0s2 +§ ds | R 4 w2 E—’— 0s? +E 0s

W, 19U, ws 1 *W, 10U,
—i—Z{—cos@{a w. +—6U } _ s cos(29)+%sinﬂsin(29)w§ (—i—a W —|——8U )}

0s? R 0s 0s2 R 0s? R 0Os (3.14)

3Z .
€00 = 3 W3 cos(26)

1 ows§ 1
2650 = — = O sin(26) + ZawZC {3 sin(26) + ) sin@cos(%)}

2 Os 2a

Les termes de courbures de coques sont supposés petits devant les termes membranaires. De maniére similaire a ce qui
. Z

est fait dans [69, 13], k¢, et kS, sont négligés. Dans la courbure de poutre le terme en = est également négligeable et

le tenseur des déformations devient :

92w, 18U0} W, (005(39)+30050>

92 " Ros| R 1

C
Wg

EJF 0s2 Jrﬁ Os

Ess = % —acosf {

1 0*wW, 19U,
0s

92w,
+Z {—0059 542 ]

(3.15)
32 .
€00 = 5 W) cos(26)
1 0ws§ .
2e50 = ~3 9 sin(26)
La puissance des efforts intérieurs s'écrit telle que :

L 2 c

are 00U, 046 e o LeoO0WS
PIL' - —/(; ( aX 5W + MZ 8 2 ng(S'LUZ + t2 88 > dS (3.16)
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ol les efforts généralisés sont donnés ci-dessous :

a cos(30) 4+ 3cos )\ w§
N=[(1-cos=— =2 z
/S ( COSGR ( 1 ) 7 0ss adfd
n, = / ]1%055 adfdZ
M, / ( a+ Z)cost — (cos(39) 1_ 3 c0s0) >> 0ss ad0dZ

cos(30) 4+ 3cosb) 1 92w, 109U, 37
c _ . 1 100, 37 ) .
"2 /S ( ( 4 ) (R + Os2 + R s Oss + o2 COS( 9)009 a déd

(3.17)

1
t5 = / ——sin(20)os9 adddZ
s 2

Comme précédemment I'inertie de flexion, sous I'hypothése des coques minces, est prise égale a : I, = ma’e. En |'absence
d'efforts extérieurs et en négligeant les termes en Z dans le déplacement, les équations d'équilibre en dynamique,

exprimées dans la section D.2 de I'annexe D (page 126), s'écrivent :

S 32U + Lae a872 a+§w aW _|_Z _|_w0872 §a+§wc %4_%
p 2)\"as "R 292 [\1"78"2)\as TR

oz ) TP R "o 4
ON
“ox Y
S aZWO _ g 872 _|_§ c aWO_F% 4 5872 § _|_§ c 8W0+%
Po\ o Pracas o [\""1"2)\"as "R 2oz [\1°78"2)Tas TR
52 (3.18)
+ 0s? +n. =0
§ 82w§ + aWO_ﬁ_E 872 § +§ c aWO_i_%
P Tarr ) TP\ Tas "R )oer [\1""8"2)as TR
8t”
a + 712 - 0
Les équations d’'équilibre de la statique sont alors :
ON O*M ots
9N _ 6. z -0 22 _ c_ 3.19
s 0 ; 552 +n,=0; 5s 2 0 ( )

Aprés intégration en utilisant la loi de comportement en contraintes planes, les efforts généralisés s’expriment comme

ou, 2 a W, 10U,\ 3ws 3 _[(0°W, 198U,
N—D”“e{%s ‘RWO+R[“(332 TR 8s>+4R+w2< 92 TR 0s )H

+D wig § 82W0+lan _i_éwig_k? c 0*W. 0+18U0
TR 192 TR os ) T8 R T82\ a2 TR s

L _pS [_8U0 . WO}
: R| 9s R
2 *W, 109U, 3wy 3 02w, 19U,
M= Drae o (Tt + 550 )+ 1% + 15 (B 7)) (3.20)
+Dmew2[3a(82 1@Uo)+5%+5wc<820+1avoﬂ
ds* R 0s 8R 8 *\ 9s2 'R 0s
3
+ Dmae (1+82W0 18U0> F’ (82W0 15U0>+5w2+5wc (32W0 13Uo)]
R 9s* R 0Os ds2 R O 8R '8 2\ 92 R 0s
s S@w2
2= 78 9s
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Dans le moment fléchissant M, des termes du 1¢" ordre en w$ sont présents, il y a donc un couplage naturel entre
I'ovalisation et la flexion dans le cas du tube coudé. Au contraire, dans le chapitre précédent sur le tube droit, I'ovalisation
de la tuyauterie ne peut se produire en flexion sans les termes de couplage introduits.

3.2 . Veérification numérique du tube coudé

L'objectif de cette section est d’évaluer le modéle de poutre courbe enrichi développé ici avec des comparaisons
analytiques. Pour vérifier ce nouvel élément, plusieurs cas tests, sur une tuyauterie coudée seule, i.e. sans partie droite
ni piquage, avec différents cas de chargements sont effectués comme le tube sous pression interne bloqué a ses deux
extrémités, le tube sous pression interne encastré a une seule extrémité et libre de I'autre ou encore la flexion pure dans
le plan.

3.2.1 . Propriétés géométriques et caractéristiques du matériau de différents type de tuyauteries

Un arc de rayon de courbure R = 10m parcourant un angle ¢ € [7/2, T = ¢pmaz] sont considérés pour modéliser la
tuyauterie coudée (voir Fig. (3.2)).

Evy

Ex

Figure 3.2 - Arc de 90°

Pour ces comparaisons, le modéle de poutre présenté est évalué avec trois configurations de tuyauteries fournies dans
la Tab. (3.1). Les trois configurations de tuyauterie présentent les mémes caractéristiques mis a part le ratio a/R. La
premiére configuration & un rayon moyen «a proche de R, la seconde et troisiéme configurations ont des ratios de moins
en moins importants respectivement.

Numéro des configurations des tuyauteries 1 2 3
Rayon de courbure R (m) 10 10 10
Longueur Lare = ¢pmazR (M) 15.708 | 15.708 | 15.708
Diametre externe dez: (M) 6.3 2.1 0.21
Rayon moyen a (m) 3 1 0.1

Epaisseur e (m) 0.3 0.1 0.01
Ration a/R 0.3 0.1 0.01
Ratio a/Larc 0.19 0.06 0.006
Ratio e/a 0.1 0.1 0.1
Module de Young (MPa) 200 200 200
Coefficient de Poisson 0.3 0.3 0.3
Densité (kg/m?) 7800 7800 7800

Table 3.1 - Propriétés géométriques et caractéristiques du matériau des trois configurations de tuyauteries

Pour chaque configuration, trois calculs numériques sont effectués : le premier avec un seul élément, le second avec
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quatre éléments et le troisiéme avec 12 éléments afin de vérifier que la solution numérique est indépendante de la taille
de maille. Plusieurs points sont introduits afin d'évaluer les déplacements de I'arc a différentes valeurs de I'abscisse
curviligne s (voir Fig. (3.3)). Il est a noter qu'il y a quatre segments : CF, FM,MG,GD, ce qui explique le choix
de considérer une configuration comprenant quatre éléments qui correspond & un élément par segment respectivement.
Pour la solution avec 12 éléments il y a trois éléments par segment. Il est évident que la solution numérique avec un seul
élément ne correspond qu’au segment CD.

Ey

Ex

Figure 3.3 - Notations des points sur l'arc

L'ensemble des solutions numériques développées ici est obtenu avec le code de calcul de dynamique rapide explicite
Europlexus. Tous les calculs sont effectués avec un nombre de Courant C' = 0.5 (voir Eq. (4.77)).

Contrairement au tube droit, la contribution la plus pénalisante varie entre les différentes configurations et selon le
nombre d’éléments. La condition de stabilité prise en considération est tant6t la condition sur |'ovalisation et tantot la
condition de flexion dans le plan pour le coude (voir Eq. (4.84) et Eq. (4.91)).

La Tab. (3.2) référence les conditions de stabilité les plus pénalisantes selon la configuration de la tuyauterie et le nombre

d'éléments.
Configuration 1 Configuration 2 Configuration 3
1 élément flexion plane poutre courbe | flexion plane poutre courbe ovalisation
4 éléments | flexion plane poutre courbe | flexion plane poutre courbe ovalisation
12 éléments | flexion plane poutre courbe | flexion plane poutre courbe | flexion plane poutre courbe

Table 3.2 - Condition de stabilité la plus pénalisante

Les différentes valeurs des pas de temps sont indépendantes du chargement et sont données dans la Tab. (3.3).

Configuration 1

Configuration 2

Configuration 3

1 élément

1.55834x10°s

4.67503x10°s

8.60011x107%s

4 éléments

4.47969%x10 s

1.34391x107Cs

9.01118x107%s

12 éléments

4.98162x10~%s

1.49449 x10~"s

1.49449%10~Cs

Table 3.3 - Pas de temps de stabilité pour le coude
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3.2.2 . Gonflement du a une pression interne imposée avec encastrement aux deux extrémités

Dans ce premier cas test sur le tube coudé, la tuyauterie est encastrée a ces deux extrémités et une pression intérieure
P,.;n: est imposée uniformément comme c'est le cas dans la section du chapitre précédent sur le tube droit (voir section
2.2.3). Dans le cas présent seul le mode 0 de Fourier est étudié et le couplage non linéaire n'est pas utilisé. Sous I'effet
de la pression interne, la section transverse va subir un gonflement.

Les équations d’équilibre en statique sont celles fournies dans I'Eq. (3.11). Sans les termes de couplage et en négli-
geant les termes en e3/a®, les efforts généralisés non nuls de I'Eq. (3.12) s'écrivent :

[ a?\ oU, W, a?0*W, 2 a
N=D 24+ — 922 i il el c
”“6_<+R2> s "R TR 05 +<a+R2)w°}

n. = Drae | - 290  oWo 2

T TR s TR T AR
- , (3.21)

M, = Drae aQa Wo ;290 L we

? | 0s? R 9s R °

c_p [ a+2y U, 21/W+a82W0+ 2+1 .
Mo = mac I\R2  a) 0s aR ° R 0s? a2 " R2) M

Une premiére solution analytique "naive" est proposée en considérant : Vs € [0, Lyrc], Uo(s) = 0, W,(s) = 0 et
w§ uniforme. De fagon analogue a ce qui a été proposé dans le chapitre précédent, la seule équation d'équilibre non nulle
s'écrit :

ne = 21 Print(a — g) — Drae (52 + ]%2) we (3.22)
w s'exprime finalement sous la forme :
2Print(a - g)
we = — (3.23)
Dae (a2 + RQ>

La solution analytique obtenue est proche de la solution déterminée au chapitre précédent dans I'Eq. (2.30). La seule

. . 1 1 . . )
différence provient du terme en 2 Pour un tube droit — — 0 et la solution du tube droit est retrouvée. Les valeurs
analytiques pour les trois configurations sont exprimées dans la Tab. (3.4)

Configurations numéro 1 2 3
Déplacement radial wS (m) | 1.24090 x 10~° | 4.30099 x 10~ % | 4.32228 x 10"

Table 3.4 - Déplacement radial théorique lors d’'une pression interne de 100 bars avec une solution analytique naive

La solution analytique ainsi proposée permet de se donner un ordre de grandeur du gonflement moyen de la tuyauterie.
Cependant dans un coude la condition aux limites d'encastrement des deux extrémités n'implique pas la nullité des dé-
placements U, et W,,. Sous |'effet de la pression interne, la tuyauterie se gonfle mais sa fibre neutre se déplace également.
La solution analytique décrite précédemment n’est donc pas physiquement acceptable.

Afin de résoudre correctement ce cas test, aucune hypothése n'est faite sur w¢ (i.e. pas d’hypothése d'uniformité).
La solution de ce probléme doit vérifier les conditions aux limites suivantes :

v=0 ; we=0 20
(3.24)
U (Larc) =0 ) Wo(Larc) =0 ) %(Larc) =0



En injectant les efforts généralisés dans I'Eq. (3.21) dans les équations d'équilibre données par I'Eq. (3.11) et en résolvant
le systéme d’équations différentielles, les solutions s'écrivent sous forme trigonométrique telles que :

S N
U, = A1+ Ass + A cos(R) + Ay sm(R) + Ass COS(R) + Ags sm(R) ou (Ai);_y €RE
W, = B1 + Bss + Bj COS(R) + By sm(R) + Bss COS(R) + Bgs sm(;) ou (Bi)izl,..,G € RS (3.25)

=C1+ Cos+Cy cos(R) +Cy bln(R) + Css COS(R) + Css s1n(;) ot (Ci)i—y. ¢ €R®

La forme de ces solutions n'est pas détaillée dans ce chapitre mais est discutée plus en profondeur dans le chapitre
suivant (voir section 4.2.2). Il y a donc 18 inconnues a déterminer mais les conditions aux limites ne donnent que 6
équations. La forme des solutions est décomposée dans la base (1, s, cos(s), sin(s), s cos(s), ssin(s)) qui est une famille
libre. Si une quantité, exprimée dans cette base, est nulle alors tous les coefficients sont nuls. En réinjectant la forme des
solutions dans I'Eq. (3.25) dans les équations d'équilibre, 18 nouvelles relations apparaissent. Les 18 relations obtenues

ne sont pas linéairement indépendantes, seules 12 d'entre elles le sont.

L’expression analytique des coefficients n’est pas fournie et la résolution de ces derniers pour une géométrie fixée est
faite numériquement, 3 I'aide de I'outil Python, en résolvant un systéme de 24 équations a 18 inconnues. En utilisant la
symétrie de la géométrie ainsi que du chargement, les valeurs analytiques des déplacements et des rotations de seule-
ment trois points sont fournies dans le repére cartésien dans la Tab. (3.5). Pour chaque configuration de tuyauterie, une

pression uniforme de 100 bars est imposée.

Configuration numéro 1
Points C F M
Déplacement axial U, (m) 0 -2.66588x10~% | -3.11000x10~*
Déplacement transversal W, (m) 0 -2.30119x10~7 | -3.11000x10~*

o

Rotation €2, (rad)

6.06740x10~°

0

Déplacement radial w¢ (m) 1.21009x 1073

1.27827x1073

1.28725x1073

Configuration numéro 2
Points C F M
Déplacement axial U, (m) 0 -1.06608x 1073 | -1.20327x 1073
Déplacement transversal W, (m) 0 -8.30341x10~ % | -1.20327x10 3
Rotation €2, (rad) 0 2416781071 0

Déplacement radial w¢ (m) 4.49293x10~% | 4.59661x10~% | 4.61026x10~*

Configuration numéro 3
Points C F M
Déplacement axial U, (m) 0 -1.68117x10~7 | -1.88939x 107
Déplacement transversal W, (m) 0 -1.29134%x10~2 | -1.88939x10°

3.80926x 1072 0
4.74770x107° | 4.74792x10~°

o

Rotation €2, (rad)
Déplacement radial wg (m)

4.74606x107°

Table 3.5 - Déplacements et rotation analytiques lors d'une pression interne de 100 bars imposée sur un tube coudé encastré
a ces deux extrémités

Ces valeurs analytiques indiquent que plus le ratio a/R est petit plus le gonflement de la tuyauterie est uniforme, I'hy-
pothése de prendre un w¢ uniforme pour le tube droit est donc adéquate. En outre, plus ce ratio est petit plus les
déplacements de I'axe sont importants. Cette derniére information peut sembler étre contre-intuitive, puisque si le ratio
a/R est faible, le rayon de courbure devient grand par rapport aux autres dimensions et la tuyauterie courbée devrait
se rapprocher d'un tube droit ol I'encastrement impose des déplacements axial et transversal nuls. Or pour avoir ces
résultats il ne suffit pas que le ratio a/R soit petit il faut également que le rayon de courbure vérifie : R — +oco et que
I'angle ¢z — 0

D’une maniére similaire au chapitre précédent, la pression est imposée lentement et est donnée dans la Fig. (3.4). Le temps
de montée est fixé 100 fois plus important que le plus grand des pas de temps caractéristiques, i.e. 7 = 100 max (At;)

voir Eq. (4.83).
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t/T
Figure 3.4 - Historique de pression interne imposée normalisée

Afin de ne pas surcharger cette partie, les déplacements axiaux et transversaux, la rotation et le gonflement sont donnés
aux points M et F cf. Figs. (3.5, 3.6, 3.7 et 3.8).

Les résultats numériques obtenus sont mitigés. En effet, les résultats calculés sur la configuration 1 sont en bonne
adéquation avec les solutions analytiques. Ces derniers présentent tout de méme quelques oscillations qui peuvent pro-
venir de la condition de stabilité car le rapport a/R est relativement faible. Les résultats numériques sont en bon accord
avec la solution analytique de référence que ce soit pour 4 ou 12 éléments.

Les résultats numériques de la seconde configuration sont en bonne adéquation avec les résultats analytiques pour 4 et
12 éléments.

En revanche la troisiéme configuration avec un ratio a/R trés faible oscille fortement. Les oscillations semblent s'accen-
tuer en s’approchant du centre ce qui semble cohérent puisque sur les extrémités les points sont encastrés. De plus, les
calculs effectués avec 4 éléments ne convergent pas vers la solution analytique attendue contrairement a ceux avec 12
éléments. L'écart entre la solution numérique comprenant 4 éléments et la solution analytique semble étre dépendant de
I'ordre de grandeur. En effet plus le déplacement est important plus |'écart est important.

D’une maniére générale les oscillations sont plus importantes sur les déplacements et la rotation de poutre que sur
le gonflement. Il ne semble pas avoir de différence entre les déplacements axiaux, transversaux et la rotation. L'ensemble
des résultats restent tout de méme en bonne corrélation avec les résultats analytiques. La modélisation d'un coude a
90 degré avec seulement 4 éléments fournit une bonne approximation et la modélisation avec 12 éléments semble avoir
convergée vers la solution de référence.
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Figure 3.5 - Résultat numérique du déplacement axial pour un tube sous pression interne encastré a ces deux extrémités pour

les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points M et F' (de gauche a droite)
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Figure 3.6 - Résultat numérique du déplacement transversal pour un tube sous pression interne encastré a ces deux extrémités
pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points M et F' (de gauche a droite)
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Figure 3.7 - Résultat numérique de la rotation pour un tube sous pression interne
configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et le point F’
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Figure 3.8 - Résultat numérique du gonflement pour un tube sous pression interne encastré a ces deux extrémités pour les

configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points M et F' (de gauche a droite)
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3.2.3 . Gonflement accompagné d’une ouverture du coude due a une pression interne imposée

Ce second cas test s'intéresse a |'ouverture et au gonflement du coude, ol une extrémité est encastrée et I'autre est
libre d’effort, lorsqu'une pression interne est imposée. De méme que dans le cas test précédent seul le mode O de Fourier
sans les termes de couplage est analysé et une pression P,;,; est imposée.

La résolution analytique du probléme en considérant w¢ uniforme ou non conduit exactement aux mémes résultats.
Les solutions du probléme (voir Eq. (3.25)) sont obtenues en injectant les efforts généralisés de I'Eq. (3.21) dans les
équations d’'équilibre en statique de I'Eq. (3.11). Pour ce cas test les conditions aux limites a respecter s'écrivent :

oM.
NO)=0 ; M(0)=0 : —=(0)=

(3.26)
Uo(Larc) =0 ; Wo(Larc) =0 ; a;/zo (Larc) =0

Les solutions analytiques ne sont pas fournies et sont déterminées numériquement pour une géométrie fixée. Seul le
gonflement est donné sous forme explicite car il se déduit des calculs numériques. Son expression est proche de ce qui a
déja été fait précédemment :
e

Print a <a o 5)

wi(s) = ——=~
(5)=—¢ c

Dans I'étude qui est proposée, pour chaque configuration le rayon de courbure R et le ratio a/e ainsi que les propriétés

(3.27)

du matériau sont constants (voir Tab. (3.1)). Une pression interne de 100 bars est imposée a chaque configuration. Les
calculs numériques indiquent que les déplacements et la rotation de poutre sont indépendants de la configuration. Les
valeurs analytiques des cinq points dans le repére cartésien sont fournies dans la Tab. (3.6).

Points C F M G
Déplacement axial U, (m) 3.325x10~° | 3.92440x10~ " | -2.86831x10~ " | -4.91386x10~ "
Déplacement transversal W, (m) | 4.13628x10 ° | 2.64527x10 > | 1.66409x10 > | 7.98081x10 *
Rotation €. (rad) 7.46128x10~% | 4.97418x10~* | 3.73064x10~% | 2.48709x10~ 7

Table 3.6 - Déplacements et rotation analytiques lors d'une pression interne de 100 bars imposée sur un tube coudé encastré
a une de ces extrémités et libre de l'autre

Le déplacement radial est donné dans la Tab. (3.7), dépend quant a lui de la configuration et plus particuliérement
du rayon moyen a puisque le rapport a/e est constant pour toutes les configurations.

Configurations numéro 1 2 3
Déplacement radial wS (m) | 1.425x10°° | 4.75x10 % | 4.75x10°°

Table 3.7 - Déplacement radial uniforme théorique lors d'une pression interne de 100 bars imposée sur un tube coudé encastré
a une de ces extrémités et libre de l'autre

Le déplacement radial donné dans I'Eq. (3.27) est trés proche de la solution de I'Eq. (2.30) développée dans le chapitre
précédent sur le tube droit. La différence est qu'il y a le module de Young E pour le tube coudé et le module d'élasticité
D pour le tube droit. Cette différence s'explique simplement par le fait que lorsque la tuyauterie n’est pas encastrée a ces
deux extrémités, le coefficient de poisson v présent dans D s’annule avec les termes liés aux déplacements. La solution
obtenue est ainsi quasiment la méme que celle du premier chapitre (voir Eq. (1.88)).

La pression interne est imposée progressivement comme dans le cas précédent (voir Fig. (3.4)).

Afin de ne pas surcharger cette partie, les déplacements axiaux et transversaux, la rotation et le gonflement sont donnés
aux points C et M cf. Figs. (3.9, 3.10, 3.11 et 3.12).

Dans ce cas test le tube est encastré 3 une extrémité et libre de I'autre, ainsi les oscillations augmentent fortement par
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Figure 3.9 - Résultat numérique du déplacement axial pour un tube sous pression interne encastré a un de ces extrémités et
libre de l'autre pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points C' et M (de gauche a droite)
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Figure 3.10 - Résultat numérique du déplacement transversal pour un tube sous pression interne encastré a un de ces extré-
mités et libre de l'autre pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points C' et M (de gauche a droite)
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Figure 3.11 - Résultat numérique de la rotation pour un tube sous pression interne encastré a un de ces extrémités et libre de

I'autre pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points C' et M (de gauche a droite)
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Figure 3.12 - Résultat numérique du gonflement pour un tube sous pression interne encastré a un de ces extrémités et libre
de I'autre pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points C' et M (de gauche a droite)
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rapport au cas précédent. Le méme temps de montée 7 est utilisé avec le cas test précédent, mais ce temps de montée
différe entre chaque configurations. En augmentant ce pas de montée la solution numérique présente moins d'oscillations
mais cette derniére a par conséquent un temps de calcul plus grand. Pour réduire ces oscillations, un amortissement
aurait pu étre également introduit. Il est & noter que les résultats numériques sur le degré de liberté associé au gonflement
oscillent trés faiblement.

Méme si les solutions numériques oscillent fortement, leurs valeurs moyennes correspondent a la valeur analytique de
référence. Ainsi comme précédemment, les calculs effectués avec 4 ou 12 éléments sur les configurations 1 et 2 sont en
bonne adéquation avec les solutions analytiques correspondantes. Pour la troisiéme configuration, la solution numérique
avec 12 éléments est en bon accord avec la solution analytique de référence alors que celle avec 4 éléments présente un
écart.

Les calculs effectués avec un seul élément sont relativement bons et donnent une approximation de la solution trés
rapidement. Plus le ratio a/R est grand plus la solution avec un seul élément est proche de la solution analytique. Au ni-
veau du point extréme C'il est clair que, plus le maillage est fin, plus le résultat numérique tend vers la solution analytique.

Une nouvelle fois les résultats numériques sont en bonne adéquation avec les solutions analytiques pour les trois confi-
gurations.

3.2.4 . Gonflement et déplacement radial uniforme du a une pression interne imposée avec des condi-
tions aux limites de type tore
Dans ce troisiéme cas test, la tuyauterie est assimilée a un quart de tore. Les deux extrémités sont bloquées aux
niveaux des rotations €2, et dans la direction axiale U,. Avec ces conditions aux limites particuliéres et sous |'effet de la
pression interne, la tuyauterie va se déplacer radialement uniformément. C'est a dire que dans le repére curviligne W, (s)
est constant et que le gonflement w¢(s) est constant également. Seul le mode 0 de Fourier sans les termes de couplage
est pris en considération. Le tube est soumis & une pression interne P,;,; de 100 bars.

Néanmoins ce cas test ne représente pas fidélement le comportement d'un véritable tore. En effet, dans le cas pré-
sent la fibre neutre de la tuyauterie va se déplacer vers le centre de courbure car sous I'effet de Poisson la longueur du
tube rétrécit puisque la section transversale de ce dernier augmente. Alors que dans le cas d'un tore sous pression, la fibre
neutre a tendance a se déplacer vers I'extrados. Cette différence notable provient du fait que, dans le modéle présenté
dans ce cas test, le déplacement orthoradial v, est nul. Ce qui n'est pas le cas pour un tore sous pression.

La résolution du tore sous pression interne, en considérant le déplacement orthoradial v, nul, méne a un déplacement
radial w, dépendant de la variable 6 tel que :

Print a 1

—(R 0

D e( +acost) acos 02 R+ acosf
—— 4+ 2vcos + —
R+ acosd a

(3.28)

w =

Aprés quelques développements limités, de la forme de ceux proposés dans I'Eq. (D.20), le déplacement radial peut
également s’écrire sous la forme :

Prins a? 2vacos®  2a*(1 + v)cos 6> a?
< (1= _ @ 2
D e ( R 2 o\ R (3:29)
PT'int 0,72

En § = 7/2, le gonflement du tube est retrouvé puis qu'il vaut . En 8 = 0 et en soustrayant le gonflement

e
uniforme, le point se déplace vers I'intérieur. De la méme facon en # = 7 le point se déplace vers le centre de courbure.
Pour retrouver le comportement du tore il est donc obligatoire de considérer le déplacement orthoradial v,.

Toutefois la résolution de ce cas test, méme avec le modéle proposé, reste trés intéressant afin de vérifier |'unifor-
mité du gonflement et du déplacement W, (s) dans le repére curviligne.
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Pour modéliser un tore, il faut alors considérer des liaisons de type glissiéres aux deux extrémités. Les conditions aux
limites a satisfaire pour ce cas tests sont définies telles que :

OM, oW,
U,(0) =0 ' o (0)=0 ' s (0)=0
(3.30)
OM, W, _
Uo(Larc) 0 ' K(Larc) - O ’ 88 (Larc) - 0

Les solutions analytiques sont obtenues numériquement en résolvant un systéme de 24 équations a 18 inconnues a l'aide
de Python. La symétrie de ce probléme implique que les rotations 2, sont nulles et qu'il suffit de présenter 3 points au
lieu des 5 définis. Dans le repére cartésien, les valeurs analytiques des déplacements de la fibre neutre sont données dans
la Tab. (3.8) :

Configuration numéro 1
Points C F M
Déplacement axial U, (m) -1.35785x10°° | -1.17593x10° | -9.60147x10™*
Déplacement transversal W, (m) 0 -6.78926x10~ % | -9.60147x10~ 7
Configuration numéro 2
Points C F M
Déplacement axial U, (m) -1.41721%x1073 | -1.22734x10~° | -1.00212x10~3
Déplacement transversal W, (m) 0 -7.08606x10~7 | -1.00212x1073
Configuration numéro 3
Points C F M
Déplacement axial U, (m) -1.42492x107% | -1.23401x10~% | -1.00757x10~ 3
Déplacement transversal W, (m) 0 -7.12460x10~"1 | -1.00757x10~3

Table 3.8 - Déplacements et rotation analytiques lors d'une pression interne de 100 bars imposée sur un quart de tore

Le gonflement uniforme est fourni dans la Tab. (3.9) :

Configurations numéro 1 2 3
Déplacement radial wS (m) | 1.35785x10 ° | 4.72404x10"* | 4.74973x10°°

Table 3.9 - Déplacement radial uniforme théorique lors d'une pression interne de 100 bars imposée sur un quart de tore

Plus le ratio a/R est faible plus les valeurs du gonflement sont proches du cas précédent (voir Tab. (3.7)). Pour vérifier
que le déplacement transversal W,(s), dans le repére curviligne, est uniforme il suffit de comparer pour chaque point

fournis dans la Tab. (3.8) la quantité radiale (i.e. \/U2 + W2).

La pression interne est imposée lentement comme dans les cas précédents (voir Fig. (3.4)).
Afin de ne pas surcharger cette partie, les déplacements axiaux et transversaux, la rotation et le gonflement sont donnés
aux points M et F cf. Figs. (3.13, 3.14 et 3.15).
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Figure 3.13 - Résultat numérique du déplacement axial pour un tube sous pression interne avec des conditions aux limites de
type tore pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points M et F' (de gauche a droite)
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Figure 3.14 - Résultat numérique du déplacement transversal pour un tube sous pression interne avec des conditions aux

limites de type tore pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points M et F' (de gauche a droite)
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Figure 3.15 - Résultat numérique du gonflement pour un tube sous pression interne avec des conditions aux limites de type
tore pour les configurations 1,2 et 3 (de haut en bas) et les points M et F' (de gauche a droite)
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Les résultats numériques sont en bon accord avec la solution analytique pour les configurations 1 et 2 que ce soit
pour 4 ou 12 éléments. Il faut 12 éléments & la troisiéme configuration pour avoir de bon résultats numériques méme si
la solution avec 4 éléments est relativement bonne. La seconde configuration fournit les meilleurs résultats et présente
le moins d'oscillations a I'inverse de la configuration 3.

L'ensemble des résultats est en bonne adéquation avec les solutions analytiques de référence. Ces différentes com-
paraisons permettent de vérifier le modéle numérique du tube coudé sous pression interne avec le mode 0 de Fourier.

La tuyauterie sous pression interne considérant le mode 0 de Fourier a été étudiée dans cette partie car c'est un
des cas de chargement constant que cette derniére subit. Le tuyau coudé subit également de la flexion qui engendre une
ovalisation de sa section caractérisé notamment par le second mode de Fourier.

3.2.5 . Ovalisation dans le plan en flexion liée au second mode de Fourier
Dans ce cas test, la tuyauterie est encastrée a |'une de ces extrémités et une rotation € est imposée de I'autre. Sous
I'effet de la rotation le tube s’ovalise. Dans le cas présenté ici, seul le second mode de Fourier dans le plan, sans les
termes de gauchissement et de couplage, est analysé.

Les équations d'équilibre de la statique sont celles données dans I'Eq. (3.19). Les efforts généralisés de I'Eq. (3.20),
sans les termes de couplage, sont exprimés par :

[ a®\ oU, 2 a? 0w, 3a
N=D 24+ L w4 20 g
me_( +R2> 9s RV’ R os +4R2w]

n, = Dmae _29U, | 2
2T T TR s T R2C
[a? U,  ,0°W, 3a
= — —w$ 3.31
M, Dwae_R 55 T4 52 +4R ] (3.31)
né = Drmae -37a U, + ﬁ82W0 i + g wE
2 |4R% 9s = 4R 0s? 8R2 ' a4 ) 2
[(1—v) ows
t5 =D —_ =
5 Tae S B

Dans le but de résoudre ce cas de chargement, la solution de ce probléme doit vérifier les conditions aux limites suivantes :

oM, oW, U (0)
N(0)=0 ; 0)=0 ; 0 =Q ; t50)=0
(0) D R0 =0 SR+ 25 =0 5 #5(0)
(3.32)
ow,
Uo(Larc) =0 ) Wo(Larc) =0 ) W(Larc) =0 ) E(Larc) =0
La méme forme des solutions que celles déja prises précédemment est considérée :
s, .

U, =A; + Asys + As cos(R) + Ay sm(R) + Ass cos(R) + Ags sm(R) ol (142»)1-:17__16 € RS
W, = By + Bys + Bs COS(R) + By Sm(R) + Bss COS(R) + Bgs sm(;) o (Bi)i_y € RS (3.33)

ws =C1 + Cas+Cs COS(R) +Cy bm( )+ Css COb(R) + Cgssin( >

R) ou (Ci)i=1,..,6 € RG

R
En injectant les efforts généralisés dans I'Eq. (3.31) avec les solutions de la forme de I'Eq. (3.33) dans les équa-
tions d'équilibre données par I'Eq. (3.19) et en résolvant le systéme d’'équations différentielles 18 équations sont
obtenues. Les conditions aux limites fournissent 6 équations. La forme des solutions est décomposée dans la base
(1, s,cos(s),sin(s), s cos(s), ssin(s)) qui est une famille libre. Si une quantité, exprimée dans cette base, est nulle alors
tous les coefficients sont nuls.

L’expression analytique des coefficients n'est pas donnée ici et la résolution de ces derniers pour une géométrie fixée est
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faite numériquement avec Python en résolvant un systéme de 24 équations a 18 inconnues.

Dans un premier temps, une flexion créant une fermeture du coude est considérée. Il faut alors choisir une rotation )
négative et pour garder les mémes valeurs que dans le chapitre précédent, la rotation imposée est égale a : Q@ = —0.1 rad.

Actuellement, ce cas test présente un bug qui n'a pas encore été résolu. Afin de ne pas alourdir la présentation, qui n'est
pas finalisée, seule la seconde configuration de tuyauterie et les points C et M sont analysés. Les autres configurations et
points ont sensiblement les mémes bugs. La valeur des déplacements et de la rotation fournie par la solution analytique
est donnée dans la Tab. (3.10).

Configuration numéro 2
Points C M
Déplacement axial U, (M) -0.616980 | -0.0894406
Déplacement transversal W, (m) | -0.337909 -0.150314
Rotation €2, (rad) -0.1 -0.0467322
Déplacement radial wg (m) -0.0383973 | -0.0407002

Table 3.10 - Déplacements et rotation analytiques lors d'une rotation imposée de -0.1 radian sur un tube coudé encastré a une
de ces extrémités et libre de I'autre

Comme précédemment la rotation est imposée de maniére progressive (voir Fig. (3.16)). Elle est imposée avec le méme
temps de montée que pour les cas tests précédents avec la pression interne imposée.
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Figure 3.16 - Historique de la rotation imposée lors d'une flexion fermante dans un coude

Les déplacements axiaux, transversaux, d'ovalisation et la rotation sont donnés aux points M et C (voir Fig. (3.17)).
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Figure 3.17 - Résultat numérique de la flexion pour la configuration 2 et les points M et C' (de gauche a droite)



Les résultats numériques présentent une erreur de 10% maximale par rapport & la solution analytique. Les déplace-
ments et la rotation de poutre sont surestimés par rapport a la valeur de référence alors que les déplacements d'ovalisation
sont sous-estimés. Les résultats numériques au point M ont une erreur plus importante vis-a-vis de la solution de réfé-
rence qu'au point C.

Il n'y a pas de différences majeures entre les calculs effectués avec 4 et 12 éléments, il semble donc que la solution
obtenue a convergé puisqu'elle est indépendante de la taille de maille. D'autres calculs avec 24 et 48 éléments ont
également été menés et les valeurs numériques obtenues sont similaires.

Le calcul numérique semble donner un déplacement d'ovalisation uniforme alors que ce n’est pas le cas dans la so-
lution analytique. Les résultats sur les autres points confirme cette impression d'uniformité de la solution.

Les résultats numériques obtenus sont de l'ordre de grandeur des solutions analytiques mais ils ne sont pas satisfai-
sant pour une vérification de modéle. Plusieurs pistes ont déja été menées pour résoudre ce bug, mais sans succés. Des
investigations concernant la solution numérique sont en cours pour déterminer I'origine de I'anomalie. Il est également
intéressant de se comparer a une solution coque de référence plutdét qu’a un calcul analytique difficile a vérifier.

La tuyauterie est encastrée a l'une de ces extrémité et une rotation positive {2 = 0.1 rad est imposée de l'autre.
L'ouverture du coude a tendance a créer une ovalisation de la section transverse. Une comparaison est effectuée entre
un modeéle de poutre classique d’'Euler-Bernoulli, un modéle de coque DKT et le modéle de poutre enrichi développé ici.
Le modéle de poutre classique d'Europlexus est réalisé avec 48 éléments droits & deux nceuds et 6 degrés de liberté par
noeud. Cet élément considére la courbure par le biais d'un changement d'inertie a I'aide d'un facteur de surflexion. Le
modéle DKT de code aster contient quant a lui 22571 éléments, 11265 nceuds et 67590 degrés de liberté. Le modéle

. . . . ows
proposé ne contient quant 3 lui que 4 éléments avec 5 degrés de liberté par nceud (i.e. U,, W, Q,, w§ et a—z) Dans
s

les Figs. (3.18) et (3.19) au point C' le modéle proposé est trés proche de la solution de référence de code aster. De
par |'ovalisation de sa section, le modéle de poutre enrichi donne une meilleur approximation du déplacement de la fibre
neutre que le modéle de poutre classique. Dans la Fig. (3.20) la tuyauterie s’est ovalisée et le modéle de poutre enrichi
développé ici est en bonne adéquation avec le calcul coque tridimensionnel.

Initial

epx-PTSD: linear second mode of Fourier

epx-POUT: linear beam FE
code_aster-DKT: linear shell FE

11.5

03
Ylabel 02
9.0

0.0
Figure 3.18 - Vue d'en haut de différentes sections lors d'une rotation imposée entrainant une ouverture du coude au point
extréme C
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— Initial

—— epx-PTSD: linear second mode of Fourier
—— epx-POUT: linear beam FE

—— code_aster-DKT: linear shell FE

0.1

2.0

0.0
Figure 3.19 - Vue de c6té de différentes sections lors d'une rotation imposée entrainant une ouverture du coude au point
extréme C

—— epx-PTSD: linear second mode of Fourier
— Initial
—— code_aster-DKT: linear shell FE

| -0.00

Z Label

[—0.25

[ —0.50

—0.75

[—1.00

0.45

0.40
035
9.5 0.30 abel
100 19 aber 110 115 0.25 v

Figure 3.20 - Vue transversale de différentes sections lors d'une rotation imposée entrainant une ouverture du coude au point
extréme C
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La comparaison avec un modéle coque donne de bons résultats mais comme discuté précédemment, une erreur entre
la solution analytique et la solution numérique subsiste.
Aprés plusieurs investigations, il semblerait que I'erreur provienne de la solution analytique de référence. Les comparaisons
numériques effectués ont permis de valider la modélisation pour ce cas de chargement. Il serait tout de méme intéressant
de déterminer une solution analytique fiable qui puisse vérifier le modéle numérique implémenté.

Dans ce chapitre, le tube a été modélisé avec une courbure initiale. Cette courbure engendre des couplages naturels
entre les déplacements de type poutre et ceux de coque. Le modéle d’arc est plus complexe que celui du tube droit mais
en choisissant R — 400 la modélisation de la tuyauterie droite est retrouvée.

Afin de vérifier et de valider ce modéle, le tuyau est soumis & des cas de chargement classique et similaire a ceux
de la tuyauterie droite comme la pression interne imposée et la flexion pure. Contrairement au tube droit, sous I'effet
de la pression interne la tuyauterie a tendance a "s'ouvrir". Cet effet est du au couplage naturel entre la partie poutre
et la partie coque méme si la cinématique retenue est linéaire (i.e. sans prise en compte du couplage non-linéaire). Les
résultats numériques sont en bonne adéquation avec les solutions analytiques du modéle proposé.

Dans le cas de la flexion pure, la cinématique de I'arc est couplée naturellement avec les degrés de libertés associés a
I'ovalisation et au gauchissement. La tuyauterie courbée peut alors s'ovaliser sans que des termes non-linéaires soient
pris en compte. Pour valider le modéle d’arc les résultats numériques de I'élément de poutre enrichi ont été comparés a
une modélisation coque tridimensionnelle. Le modéle ainsi proposé représente fidélement la déformée de la tuyauterie.

Pour ne pas alourdir la présentation, les cas tests numériques ont été présentés dans les chapitres 2 et 3 sans trop
insister sur les méthodes numériques employées qui sont détaillées dans le chapitre suivant.
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4 - Méthodes numeériques

L'objectif de ce chapitre est de détailler la discrétisation des équations continues déterminées dans les chapitres
précédents dans le cadre d'une intégration temporelle explicite en temps. Les fonctions de forme ainsi que la matrice des
dérivées des fonctions de forme sont exprimées. Les déformations, les efforts généralisés et les forces internes sont calculés
successivement. La matrice de masse cohérente est ensuite déterminée puis diagonalisée pour simplifier son inversion.
Enfin la discrétisation temporelle est décrite avec la méthode des différences centrées finies. Le schéma étant explicite,
la condition de stabilité, par le biais du nombre de Courant et des temps caractéristiques, est alors explicitée.

4.1 . Préambule

Le fouettement de tuyauterie est un phénoméne typique de la dynamique rapide. La dynamique rapide est caractérisée
par des phénomeénes qui durent le plus souvent moins de quelques centaines de millisecondes. S'agissant habituellement
de phénoménes trés énergétiques (ex. : impacts, explosions, etc.), ils engendrent de fortes non linéarités qu'un modéle
numérique doit étre capable de représenter. L'implémentation numérique est donc effectuée dans le code de calcul Eu-
roplexus (EPX) !, qui est un code de dynamique rapide explicite, développé depuis 1999 par le CEA et EC/JRC [21]. En
outre, Europlexus permet de prendre en compte les effets de I'Interaction Fluide Structure (IFS). La discrétisation spatiale
est basée principalement sur la méthode des éléments finis pour la structure et sur la méthode des volumes finis pour le
fluide. Dans ce code de calcul trois types de descriptions sont disponibles : la description Lagrangienne qui est plus adap-
tée pour les solides, la description Eulérienne qui est utilisée pour des problémes purement fluides et enfin la description
ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) qui permet de traiter des cas complexes d'IFS. Le lecteur pourra consulter le livre de
Belytschko qui exprime davantage ces méthodes [12]. Europlexus utilise la méthode des différences centrées finies pour la
discrétisation en temps. La méthode numérique de résolution utilisée dans le code de calcul est basée sur une description
de type Lagrangien réactualisé, c'est & dire que la configuration de référence a I'instant, ¢ + At, est celle de I'instant pré-
cédent, t. Dans une description Lagrangienne dite totale, la configuration de référence est et reste la configuration initiale.

Pour résoudre numériquement des systémes complexes d'équations aux dérivées partielles, la méthode des éléments
finis est souvent utilisée. Cette méthode basée sur une approche mathématique rigoureuse permet de discrétiser un objet
continu en plusieurs éléments de tailles plus petites. Ainsi pour une application dans un contexte industriel sur un grand
réseau de tuyauterie, I'un des enjeux est de développer des modéles permettant de réduire au maximum le temps de calcul.

Le choix de développer un élément fini filaire, prenant en compte les variations de sa section transverse, pour des
calculs plus rapides a été retenu. Pour satisfaire cette modélisation une nouvelle méthodologie a été entreprise et est
détaillée dans ce chapitre.

4.2 . Algorithme explicite

Dans cette partie, le cheminement numérique, allant de la discrétisation des équations d’équilibres continues jusqu'a
I'obtention des forces internes, en passant par |'élaboration des fonctions de forme et la création de la matrice de masse,
est décrit. Afin de simplifier la présentation, seuls les six degrés de libertés de poutre ainsi que les deux degrés de libertés
associés au mode 0 de Fourier sont détaillés pour une tuyauterie droite. Les autres degrés de libertés du tube droit et
ceux du tube coudé sont spécifiés dans chaque section ol cela est nécessaire.

4.2.1 . Discrétisation du probléme continu

Pour modéliser numériquement la structure, il convient de discrétiser la forme faible de I'équation d’équilibre : le
principe des puissances virtuelles (voir Eq. (2.4)) est rappelé sous la forme :

2
Qp%t;l'5v* dQ:/m T.6v* d@Q—/Qa:s(ﬁv*)dQ 4.1)

1. https ://europlexus.jrc.ec.europa.eu/
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L'idée des éléments finis est, comme son nom l'indique, de discrétiser la structure en un nombre fini d'éléments. La struc-
ture ainsi modélisée comprend n, nombre d’éléments et n nombre de nceuds. Le déplacement continu tridimensionnel
u est ensuite discrétisé a I'aide de fonctions de forme, ne dépendant que de la variable X présent dans la matrice N(X),
d'une matrice de passage Q(¢, Z) et d'une matrice colonne u® des valeurs aux ny nceuds u; (Vj € {1,..,ny}):

u(X,0,2Z,t) = Q(0,2) - N(X)-u(t) = Q- ZN:Nj ‘) 4.2)
j=1

De la méme facon le mouvement de vitesse virtuelle est défini par :

ny
v =Q > N;-bv; (4.3)
j=1
Le tenseur des déformations s’exprime de maniére similaire en considérant la matrice B des dérivées des fonctions de
forme :
nn
e=Q-> B; u (4.4)
j=1
Ce qui conduit également a :
nn
e(6v)=Q-> B; v (4.5)
j=1

La relation de comportement, peut s'exprimer sous la forme classique suivante :
oc=C:¢ (4.6)

ou C représente le tenseur de I'élasticité d'ordre 4.

En réinjectant les équations discrétisées dans le principe des puissances virtuelles exprimé sous sa forme continue dans
I'Eq. (4.1), I'équation d’équilibre discrétisée s'écrit sous la forme :

R * T T 6211,]'

o> e ([ pNT-QT-Q N, d2) = =

j=1i=1 Q2 ot

; 4.7)
nN nN NN

Z5UZ‘</ T‘Q'NidaQ)ZZ5U§</B?’QT:C:Q~Bde)uj

i=1 o0 j=1i=1 Q

La matrice de masse M, les forces extérieures F.,; et les forces internes F;,; sont définies comme :

M:/pNT~QT~Q-NdQ; Fooo= [ T-Q-NdoQ ; Fmt:/BT-QT:C:Q~B~udQ (4.8)
Q Q

o0

Les forces internes peuvent également se mettre sous la forme suivante :
Fmt:/BT-FgendX ol Fgen:/QT:C:Q-B-udS (4.9)
X 5

Le déplacement virtuel étant une fonction test, I'équation discrétisé peut finalement s’écrire telle que :

9%u
M@ =Fert — Fint (4.10)

L'écriture de I'équilibre est encore trés générale et dans la suite de ce chapitre les variables introduites dans cette section
sont unes a unes détaillées.
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4.2.2 . Fonctions de forme

Les fonctions de forme permettent d'exprimer, a I'aide de fonctions continues, les déplacements et les rotations.
Ces derniéres sont des fonctions d'interpolation et dans la plupart des cas des polynémes comme ceux de Lagrange
ou d'Hermite. Le polyndme choisi doit passer par n + 1 points donnés (ici les valeurs aux noeuds) ce qui lui confére
d'étre un polynéme d'ordre n & minima. Il y a donc une infinité de polyndmes passant par n + 1 points et dans la
pratique, pour simplifier, le polynéme de degré le plus faible est considéré (i.e. de degré n dans ce cas). Les fonctions
de forme doivent également respecter, dans certains cas, des conditions sur leurs dérivées : c’est notamment le cas
avec les hypothéses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchhoff. Les fonctions de forme des six degrés de libertés de poutre
Up(X), Wo(X), Vo(X), 2:(X), 2y (X) et Q.(X) ainsi que des deux degrés de libertés associés au mode 0 de Fourier

(&

o

w¢ et sont déterminées. Pour un élément filaire & deux nceuds (voir Fig. (4.1)) chaque degré de liberté posséde

deux valeurs par élément, qui correspondent au premier nceud et au second nceud. Par exemple U} et U2 représentent
respectivement les valeurs de U, aux nceuds 1 et 2.

Noeud 1

<. Noeud 2
\

Figure 4.1 - Elément filaire & 2 nceuds

Un élément est, entre autres, caractérisé par sa longueur L. Afin d’adimensionner le probléme les polynémes d'interpo-
lation utilisent la variable )\, qui est définie comme :

A= (4.11)

Ainsi les fonctions de forme ne sont plus écrites en fonction de X mais selon \. Le premier noeud correspond & A = 0
(i.e. X =0) et le second nceud 3 A =1 (i.e. X = L). Il faut désormais déterminer les fonctions de forme polynomiales
en respectant leurs conditions aux limites. Dans le cas du déplacement axial U,, le polynéme Py, doit considérer les
deux relations suivantes :

Py, (0)=U, e Py,(1)=U] (4.12)

Le polynéme du premier ordre est suffisant et la fonction de forme s'écrit :
Py (\) = (1 = \UL + U2 (4.13)

De la méme facon pour la torsion ., la fonction de forme s'exprime comme :

Po,(\) = (1—N)QL + 202 (4.14)

Les fonctions de forme pour les déplacements transversaux W, et V, s’obtiennent avec la méme méthodologie. Du fait
oW, Y,

des hypothéses d'Euler-Bernoulli (i.e 8XO =Q, et [“))g = —(), le polynéme doit respecter les conditions aux limites

pour les déplacements et sa dérivée doit respecter des conditions aux limites sur les rotations. Dans le cas de W, le
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polyndme doit alors respecter les quatre conditions suivantes :

e 0) = !

Py, (0) =W, ;
d%v : (4.15)
dx

Py, (1) =W (1) =z

z

Pour V,, les relations a respecter sont similaires, avec toutefois un changement de signe sur la dérivée de Py, :

dpy,
Py(0) =V} ; Se(0) = -0

@g (4.16)
— 2 . Vo
on(l) - V ! dX (

o

1) = -2

Ty

Les fonctions de forme sont alors de degré trois et sont décrites ci-aprés :

Py, (A) = (1 = N2(1 + 20)W + 223 — 20)W2 + LA\ — 1)2QL + L(\ — 1)A\2Q2
%j}(%) = %[—6)\(1 — MWL+ 6M1—NW2+ LA —1)(3A — 1)QL + LA(BA — 2)Q2]
4.17
Py,(N) = (1= N1+ 20V + A3 — 20)V2 — LA(A — 1)2Q) — L(X — 1)A2Q2 @17
dPy, ()

1
T = 7 [BAL = NV = 6A = VY2 4+ LA~ 13X — 1)2 + LAB — 2)03]

D’une facon similaire le polynéme d'interpolation des degrés de liberté associés au gonflement, sous I'hypothése de

Love-Kirchhoff, doit vérifier : )
dec ows
__ac 1 o — o

Pug(0) =wg 3 —5(0) ( X )

ar B\ ? (4.18)
— anC2 . wg — o
Le polynéme est ainsi de degré trois et est défini par :
2 1 2 2 5 [ Owg ' 5 [ Owg ?
Puc(A) = (1 = A)2 (1 + 20 )wg* + A*(3 = 2A)wg® + LA(X — 1) X +LA—-1)A E)e
(4.19)
dP,c(N) 1 o o owe\ ' ows\?
—ax "I —6A(1 — NwSt +6A(1 = Nws* + L(A—1)(3A—1) <8X ) + LA(3N —2) <8X)
Remarque : Les fonctions de forme de U, et €2, sont linéaires alors que les autres sont des polynémes de degré trois.
Ceci vient simplement du fait que les hypothéses d'Euler-Bernoulli (Q2, = oW, et Q, = —%) sont considérés. En

restant dans les hypothése de Timoshenko, les fonctions de forme linéaires pour W,, V,, €, et . suffisent. La méme
remarque s'applique a la partie coque pour w, et u; en considérant les hypothéses de Mindlin-Reissner plutét que celles
de Love-Kirchhoff.

Généralisation aux autres modes de Fourier :
Les fonctions de forme des degrés de liberté qui correspondent aux déplacements dans la section transverse (i.e
w;"® Vi € N) sous I'hypothése de Love-Kirchhoff sont similaires a ce qui est fait pour le mode 0 de Fourier.

c,s\ 1 c,s\ 2
Pure(A) = (1= A)2(1+2X) () + A2(3 — 2) (wi**)* + LA — 1)2( o ) LA —1)A2 (ag’;( )

Vi e N c,s\ 1 c,s\ 2
deo(/\) _ l _ - c,5\1 - c,5\2 o . (9’LUz _ 8wi’
S — | =6A1 = A) (f)! 4+ 6A(1 = X) (f)” + LA = 1)(3) 1)( 0X> +IABA 2)( ax)

(4.20)

Pour les degrés de liberté de gauchissement (i.e u;** Vi € N\ {0, 1}) les fonctions de forme sont des polynémes linéaires
et s'expriment comme :
¥i € N\{0,1} Ppes(A) = (1= X) (uf*)" + A (uf*)? (4.21)
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Spécification du tube coudé :

Les fonctions de forme pour le tube coudé sont nettement plus complexes a déterminer. Les fonctions de forme
classiques ne fournissent pas de bons résultats pour les poutres courbes [23] et les tests numériques entrepris avec les
fonctions de forme du tube droit se sont avérés infructueux.

Les premiéres recherches sur le sujet ont conclu que le probléme venait du fait de la mauvaise description des mouvements
de corps rigide et de certains phénoméne de blocage comme le blocage de membrane et de cisaillement pour les poutres
de Timoshenko [23, 18, 80, 38].

Afin de résoudre ce probléme numérique, des polyndémes d'ordre supérieurs avec plus de noeuds et de degré de libertés
ont été introduits [80, 59, 112, 8, 79, 22, 55]. Dans [10, 6, 7, 17, 18, 110, 38] a la place de polynémes, des fonctions de
forme trigonométriques sont obtenues en résolvant les équations d'équilibre en statique. La plupart des éléments créés
sont des éléments A trois nceuds qui ne peuvent pas convenir a |'étude actuelle car dans la modélisation proposée seul le
choix d’un élément filaire & deux noeuds a été retenu.

Les travaux de Friedman et Kosmatka [38] ont permis d’obtenir d’excellents résultats numériques sur des poutres de
Timoshenko courbées, tout en restant avec un élément & deux noeuds. Pour obtenir des fonctions de forme d'ordre plus
élevé, que ce soit polynomiale ou trigonométrique, il faut que ces fonctions vérifient les conditions aux limites usuelles
et les équations d’équilibres. Le fait de vérifier exactement les équations d'équilibre permet d’'obtenir des relations sup-
plémentaires permettant d’enrichir I'ordre des fonctions de forme. La méthodologie entreprise, dans cette partie, pour
déterminer les fonctions de forme du tube coudé est basée, entre autres, sur les travaux de Friedman [38].

L'objectif est de déterminer de nouvelles fonctions de forme, respectant les conditions aux limites aux deux nceuds
de I'élément ainsi que les équations d'équilibre en statique. L'analyse des fonctions de forme est faite seulement sur
les degrés de liberté dans le plan (i.e. Uy(s), Wy(s) et Q,(s)) en maintenant I'hypothése d’Euler-Bernoulli donnée dans
I'Eq. (D.18). En ne considérant que les degrés de libertés de poutre, les équations d'équilibre de I'Eq. (3.11) et les efforts
généralisés de I'Eq. (3.12) deviennent :

ON 0°M, a2\ oU, 2 a2 O°W,

Cro0; i 4n. =000 N=D 24+ L —Zw,+ L

9s V7 g Tme=0 o MCK +R2> 9s R °T R 05 } ws
20U, 2 ,0?°W, a? U, '

e = brac [_R E *RQ“"} M = Drae [ 92 T R 0s

En injectant les efforts généralisés dans les équations d’équilibre, le systéme d'équation différentielle suivant apparait :

5 iz 0%U, _20W, N aj@?’Wo
R2 ) 0s2 R 0Os R 0s3
(4.23)

,0'W, a? 83U, 20U, 2

Ost +E@s3 " R s ﬁWOZO

a

De maniére similaire a ce qui est fait dans [38], la solution est cherchée sous la forme U, = Ae™ et W, = Be™. En
injectant dans I'Eq. (4.23) et en factorisant par I'exponentielle, le systéme suivant est obtenu :

a? a? 2
r’ (“m)“’“(TQRR)B‘O
2 2 2
r<2r2—R)A+<a2r4+R2)B:0

La solution triviale (i.e. A = B = 0) de ce systéme n’est pas retenue puisqu’elle méne 3 une solution nulle. Afin d’obtenir

(4.24)

une solution non triviale, il convient de considérer un déterminant nul qui méne a I'équation :

1\2
r’ (r2 + R2> =0 (4.25)
La méme relation est obtenue dans [38], cette derniére est donc indépendante des hypothéses d’Euler-Bernoulli. Il est a

noter également que la relation ne dépend pas de I'épaisseur e, du rayon a, de la longueur L,,.. ni des caractéristiques
du matériau. Cette équation ne dépend que du rayon de courbure R.
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Les solutions doubles de r de I'Eq. (4.25) sont :

sol

1 1
€{——=4,0,=j} oin j2=-1 4.26
r* € {=535,0, i} ou j (4.26)
De par la multiplicité des solutions [38], elles sont trigonométriques et s'écrivent sous la forme :

U, = A1 + Aazs + Az cos (R) + Ay sin ( ) + Ass cos (R> + Agssin (;) ot (Ai);_y ¢ €RC

R
(4.27)
W, = By + Bys + Bs cos <R) + By sin (R> + Bss cos (R) + Bgssin (;) ol (Bi)izl,..,ﬁ € RS
Les fonctions de forme doivent vérifier les conditions aux nceuds classiques :
1
v =03 wao=w . Dot
a% (1}?2 (4.28)
o(1) =02 ; o(1)=W2 ‘1) =02 - -2
U() =02 & Wo()= W2 e()=02- =8

Il y a donc 12 constantes & déterminer mais seulement avec 6 équations ce qui n'est pas suffisant. L'idée est que les
fonctions de forme doivent également respecter les équations d'équilibres fournies dans I'Eq. (4.23).

Les solutions sous la forme proposée (dans I'Eq. (4.27) sont injectées dans I'Eq. (4.23). La famille qui engendre les
fonctions de forme est une famille libre et par conséquent, si une combinaison linéaire d’une famille libre est nulle alors
chaque coefficient est nul. Ceci permet d’obtenir 12 relations supplémentaires dont 6 sont linéairement indépendantes
permettant de déterminer chaque coefficient des fonctions de forme. La résolution analytique des coefficients est assez
lourde et elle a été effectuée avec la librairie Sympy de Python en inversant un systéme d’équations 12 par 12. Il est a
noter que les coefficients obtenus ne dépendent que du rayon moyen a et du rayon de courbure R et sont indépendant
du comportement et de I'épaisseur contrairement & ce qui est fait dans [38].

Pour le coude dans le plan les fonctions de forme sont données par les relations qui suivent :

Pg (\) = Ay + A2 LA + Az cos (LPf\) + Ay sin (Lpf\> + As L) cos (Lpf\) + AgL\sin <I;3)

L L L
Py, (A) = By + BoLA + Bscos (R)\) + By sin (1:?) + Bs L\ cos (R)\> + BgLAsin (

LA

R
Bs
R

dPg,. By LA Bs . (L\\ Bs L\
?()\)—324* (R+B5> COS <R> + <R+BG> bln(R) +§L/\ <R> —

LA
LAsin | —
()

(4.29)

Les fonctions de forme utilisées pour la partie coque sont les mémes que celles du tube droit (voir Eq. (4.20) et Eq. (4.21)).

Les fonctions de forme étant toutes définies, les déplacements tridimensionnels sont exprimés en fonction des valeurs
aux noeuds et de la matrice des fonctions de forme.

4.2.3 . Matrice N des fonctions de forme

Le déplacement est d'abord défini dans le repére général, puis il est transporté dans le repére local de I'élément :
Ujocat = P.Ugiopar ot P représente la matrice de passage entre le repére local et global. (4.30)

Dans la suite et sauf mention contraire, toutes les quantités sont exprimées dans le repére local et pour ne pas alourdir
les notations elles ne sont pas indicées par local.
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Pour rappel, en considérant les degrés de libertés de poutre et ceux du gonflement, le déplacement s'écrit :

c
0X
+(VO cosf — WO sin 6 + (R + Z)Qw)Eg = UXEX + URER + UQEQ

U= (UO+(R+Z)sin9 Qy—(R+2)cos0 Q. —Z )Ex—i—(‘/;siHH—&—WocosG—l—wg)ER

Qui peut également s'exprimer sous forme matricielle :
Ux
U(X,0,Z2)=| Ur

Up

La matrice colonne U°®, des valeurs aux noeuds des degrés de liberté est définie de la facon suivante :

U =

owe\?
0X

(4.31)

(4.32)

(4.33)

La matrice des fonctions de forme N, (ici de dimension 8x16), et la matrice de passage Q sont définies telles que :

1 0 0 0 (R+2Z)sinf —(R+Z)cos® 0 —Z
Q0,Z) =0 cosf sinf 0 0 0 1 0
0 —sinf cosf (R+Z2) 0 0 0 0
NG00 0 0 0 0 0 0 Ni, O 0 0 0 0
0 Ny, 0 0 0 N§. 0 0 0 Ny, 0 0 0 N3,
0 0 Ny 0 Nslzy 0 0 0 0 0 N, 0 N3, 0
0 0 0 N§, 0 0 0 0 0 0 0 N, 0 0
0 0o - 40y, - nglzy 0 0 0 0 0o - 4Ny, - dNG, 0
NX) = ) dX dX ) ) dX dX )
ANy dNg, . . . ANy . dNg,
dX dX dX dX
0 0 0 0 0 0 Nye  Ngye 0 0 0 0 0 0
dNL. dN} .
0 0 0 0 0 0 q XO ax =0 0 0 0 0 0
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(4.34)

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

N2

2
Noye dwe
2 2
dNge dewg

dX dX
(4.35)




Ou les composantes non nulles sont données :
N}Jo:(l—)\) ; N(%O:)\
Ny =(1=X21+2)) ; N4y =LAXX—-1)* ; Nj =X(3B-2)) ; N3 =L ¥\-1)

N}

o

(1-N2(1+2)) ; Ny =—-LXA-1)2% ; N2 =X(3-2\) ; N3 =-LX(A-1)

Nslzx:u_)‘) ; NSQZ,T:)‘

dN}, 1 dNg dNg, 1 dNg
X 7—ZG>\(1—/\) e e =A-1DBx-=-1) ; X 7ZG>\(1—>\) A e =A3BA-2)
AN, 1 dNg, Nz 1 dNg,
X 7—ZG>\(1—)\) I e =—-(A=-1Bx-1) ; X 736>\(1—)\) R e =-A3\-2)
ijg =(1-=XN2(1+2)\) ; Ni,.=LxA-1)? ; Nig =A(3-2)\) ; N3,.=LX\-1)
dN}. 1 dN},. dNZ. 1 dNZ .
X ——ZG)\(l—)\) DX =A-1DBx=-1) ; X _ZG)\(l_)\) DX =A3\-2)
(4.36)
La relation entre le déplacement et les valeurs aux noeuds est définie par :
U=QN.U° (4.37)

Généralisation aux autres modes de Fourier :

La démarche entreprise pour les autres modes de Fourier est similaire & ce qui est fait pour le mode 0 de Fourier.
Pour simplifier seuls les termes en cosinus sont détaillés. Pour les termes en sinus il suffit de remplacer cos(i6) par sin(:6)
et —sin(if) par cos(if). Pour i = 1 les signes et les coefficients sont différents mais la démarche reste la méme et n'est
pas explicitée.

Le déplacement pour le i¥¢ (i > 2) mode de Fourier en cosinus U s'écrit :

ows 1 1/i*—1
US = <cos(i9)uf — Z cos(if) 81;};) Ex + cos(il)w;Egr + <_i sin(i6)ws — Za (Z ; ) (- sin(i@))wf) Ey (4.38)
La matrice colonne (U®); des valeurs aux nceuds s'exprime comme :
c,1
Uy
c,1
w;
<8wf> '
(U); = i)fg (4.39)
°2
w;
owy§ ?
0X

La matrice des fonctions de forme (N); et la matrice de passage (Q); se déduisent de ce qui a déja été fait précédem-
ment :

cos(i6) 0 —Z cos(i6)
c 0 cos(i6) 0
(Q); (0,2) = 2 _ (4.40)
0 —% sin(i0) —Z% ( ; 1) (—sin(i0))
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Nle 0 0 N2 0 0
1 1 2 2
0 Nw_c Ndw(‘ 0 Nw_c Ndwf’

N)¢(X) = 1 z : z 4.41
(N): (X) dNge dNj,e ANz, dNt?w.C ( )
CTix Tax ! Tax Tax
Ou les composantes non nulles sont fournies :

NL=(1-)) : NZ=A

Nbe=(L=N2(1+28) ; Nle=LAA-1?2 ; N2 =X(3-2)) ; N3, =L3(A-1)

dNJ)? 1 \ \ dN(%w,.“ \ \ dNE)? 1 A A dNr%w? (3

x - L° (1=2) dXx =(A=DEA=1) x L’ (1=2) dx (3r=2)

(4.42)

Spécification du tube coudé :

Pour le coude il suffit de considérer les déplacements de poutre et de coque dans le plan (voir Eq. (D.6) et Eq. (D.9)),
puis de reprendre la méthodologie exprimée ci-dessus avec la matrice des fonctions de forme nettement moins creuse.
Les fonctions de forme sont exprimées dans I'Eq. (4.29) et la détermination des coefficients permet de remplir la matrice
N qui n’est pas détaillée ici.

4.2.4 . Matrice des dérivées des fonctions de forme et incrément de déformation

Aprés avoir défini la cinématique & travers les fonctions de forme, les incréments de déformation, Ae, peuvent
&tre obtenus a partir de la matrice des dérivées des fonction de forme B. Pour simplifier la lecture, les variables sont
décomposées en une contribution de poutre (AeP) et une contribution de coque (Aeg€). Les incréments de déformation
sont définis tels que :

0AU,
0X

O0AQ,
0X
D — . c _
Ae AV, VAN 92 A (4.43)
T ox? ox?

9?AW,
0X2

Les incréments de déplacement de poutre U*? et de coque U s’écrivent comme suit :

AU

AW, Awé!

AV! o

AQL N

AQL A <8w°>

AQ! 0X
AU = | AU®C = (4.44)

AW?OQ Aws?

AV?

ady 2 ()

AQ

AQt
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Les matrices des dérivées des fonctions de poutre B? et de coque B¢ sont définies par :

L L
-7 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0
1 L
—_ 0 0 0 -7 0 0 0 0 0 7 0 0
= 6(2A—1)  2(3A—2) 6(2A—1)  23A—1)
0 ( )\o | -~z 0 7 ( )\o | 0 ( ;)\ ) i 0 7 ( )\o |
6(2\ —1 2(3\—2 6(2X —1 23X —1
0 i 0 0 0 7 -~z 0 0 0
(4.45)
(1=X2(1+2\) LAXA—1)2 N2(3-2)\) L\A—-1)A?
B¢ = 6(2)A — 1) 230-2)  6(2A-1) 2(3A-1) (4.46)
L2 L L2 L
Les relations entre les incréments de déformations et les valeurs aux noeuds sont exprimées ci-dessous :
Ae? = BP.AU*? ; Ae=B°AU%° (4.47)

Les incréments de déformation sont ensuite ajoutés a chaque pas de temps i afin de déterminer le tenseur des déformations

i zn: (Eij) (4.48)

i=1

discret €? au temps courant t" :

Les valeurs de ce tenseur sont exprimées avec |'exposant d afin d’'indiquer que ce sont des variables obtenues aprés

discrétisation.

Généralisation aux autres modes de Fourier :
Pour le i€ modes de Fourier en cosinus, les incréments de déplacement et de déformation sont définis tels que :

Aud?t
Auf
Awf’l
OAu
A (0w ! dX
0X Awe
A (US)S = A = o (4.49)
Aus? c
g OAW
Awf’Q 0X
0? Aw¢
N X2
0X
La matrice des dérivées des fonctions de forme (B); est exprimée par :
(1-)) 0 0 A 0 0
1 1
-1 0 0 I 0 0
e |00 @=N20+20) LMA-12 0 A(3-2\) LO\—1)A2
(BY); = 1 7 (4.50)
0 —ZOAL=N) A=DEA-1) 0 Z6A1-X)  ABA-2)
0 6(2A—1) 2(3\ — 2) o _S@A-1)  2B3A-1)
L? L L? L

Il est & noter que la matrice (B“); contient trois lignes supplémentaires comparée a la matrice du gonflement donnée
dans I'Eq. (4.46) car le gauchissement est désormais pris en considération et que di aux termes en 6 dans le tenseur des

déformations la dérivée premiére de w{ apparait également.
Pour les termes en sinus la matrice s'écrit sous la méme forme. Pour le premier mode de Fourier les termes de gauchis-

sement étant nuls, seul les trois derniéres lignes sont maintenues.
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Spécification du tube coudé :

Dans le cas du tube coudé, le tenseur des déformations posséde des termes supplémentaires comme par exemple
W, /R. Il convient alors d'ajouter des termes dans I'incrément de déformation Ae?. Il n'y a pas besoin d'ajouter de termes
aux incréments de déplacement mais il faut rajouter des lignes pour la matrice B. La construction de cette derniére
s'effectue en utilisant I'Eq. (4.29) avec les coefficients déterminés par le calcul formel. Pour les termes supplémentaire
de coque la matrice B est la méme que celle définie dans I'Eq. (4.50).

Spécification du couplage non-linéaire :

D’une facon similaire, des termes supplémentaires apparaissent, que ce soit pour le tube droit ou le tube coudé. Il
faut alors rajouter des termes dans € et B. Il est & noter que le tenseur des déformations discret restera numériquement

linéaire sous forme d’une matrice colonne alors que le tenseur des déformations continu est quant a lui non linéaire. La

non linéarité n'est introduite que dans le calcul des efforts généralisés.

L'écriture du tenseur des déformations discret €, permet désormais de déterminer les efforts généralisés.

4.2.5 . Efforts généralisés et forces internes

Ici, seule la loi de comportement élastique linéaire isotrope en contraintes planes est introduite (voir Eq. (1.75)).
Par conséquent il n'est pas nécessaire de déterminer explicitement les incréments de contraintes. En effet les efforts
généralisés peuvent étre directement exprimés en fonction du tenseur des déformations. La forme discrétisée des efforts
généralisés donnée dans I'Eq. (1.76), s'exprime sous la forme suivante :

N

oud  (we)

=DS X +v

a0
=G X

92V
DI, 525

92 Wd

=DI,——2
©0X?

Fgen =

Les forces internes locales se définissent telles que :

L
Fipp = / B, F,., dX
0

(4.51)

(4.52)

(4.53)

Afin d'intégrer numériquement ces quantités ne dépendant que de la variable X (3 travers la variable \), les méthodes
classiques d'intégration par les rectangles, les trapézes ou le point milieu sont des méthodes trop chéres en temps de
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calcul pour obtenir des bons résultats. L'intégration par la méthode de la quadrature de Gauss permet de donner une
approximation de ces intégrales beaucoup plus rapidement et simplement.

Approximation d’une intégrale par la méthode de la quadrature de Gauss

La méthode de quadrature de Gauss est une méthode permettant d'approximer l'intégrale d'une fonction f avec

—b b
quelques points particulier de la fonction. A I'aide du changement de variable x = CLTX + %, qui permet de se
ramener a une intégrale entre -1 et 1, la relation suivante s'en déduit :
b b—a (' ,(b—a a+b
/ F@)de = / f o+ dz  (ab) € R? (4.54)
. 2 /., 2 2
Cette intégrale peut alors étre déterminée par la méthode de quadrature de Gauss qui s'exprime comme :
b—a [* b—a a+ b—a < b—a a+b
dx = if | ——a; + —— 4.55
2/1f<2x+2)1 Zgwf(Qx—i-z) (4.55)

ou les x; représentent les points d'interpolation, w; leurs poids et N le nombre de points.

Cette méthode de quadrature est exacte pour un polynéme de degré 2n — 1 lorsque y a n points d'intégration. Ainsi,
dans le cas présent, les polyndmes dans la matrice B sont au plus de degré 3. Ces polynémes sont également présents
dans Fyep, il faut donc intégrer des polyndémes de degré 6. L'inégalité 2n — 1 > 6 = n > 4 indique que pour une
intégration exacte il suffit de considérer 4 points de Gauss.

Remarque : Dans le cas des poutres classiques, 2 points de Gauss suffisent car la matrice B ne comprend qu’au
plus des polynémes d'ordre 1.

Les points de Gauss correspondent aux racines des polyndme de Legendre. Ainsi pour déterminer les n points de Gauss
z;, il faut trouver les racines du n*®™¢ polyndme de Legendre noté P,(z). Les poids de Gauss notés p? sont ensuite

déterminés par la relation qui suit :
2

(1 22 (dPU)

dx

pd = (4.56)

Dans le cas présent, les racines de Py(x) et le calcul des poids associés peuvent encore se faire analytiquement. Pour
des degrés plus élevés il est plus simple de passer par une résolution numérique approchée ou du calcul formel pour
I'expression exacte.

Les 4 points et poids de Gauss valent :

1 1
21 = ——/525+70v/30 ; pf = —(18 —/30)
35 36
1
1y = =5 V/625 — T0V30 ; pf = 5o (18 +/30)
(4.57)
1 1
23 = —/525—70v/30 ; pJ = —(18+/30)
35 36
1 , 1
ra= gz V/55HT0V30 ; pf = (18~ V30)

Remarque : La somme des poids de Gauss est toujours égale 3 I'intervalle d'intégration ici 1 — (—1) = 2.

La méthode présentée est valable dans [—1,1]. Dans le cas présent, le paramétre A\ varie entre 0 et 1. Pour se ra-

mener 3 cet intervalle, il suffit de considérer le changement de variable : \; = ol \; représente les nouveaux

g
points de Gauss. De plus le nouveau poids de Gauss «; est divisé par 2 : o; = %
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En considérant quatre points de Gauss, les forces internes locales s'expriment comme :

wnt

L npg=4
Flocale _ / BY. Fyon dX = 3 aiLBO)T. Fyen(Ay) (4.58)
0 i=1

La matrice de passage P permet de relier le repére local au repére global. Ainsi les forces internes globales se déduisent :
Fglobale = PT' Flocale (459)

L'ensemble des quantités est ensuite assemblé dans le repére général (i.e. global).

Spécification du tube coudé :

Dans le cas du coude, les fonctions de forme sont trigonométriques. Les cosinus et les sinus peuvent étre percus
comme des polynémes d’ordre élevé. La résolution en considérant 4 points de Gauss n'est donc a priori plus exacte.
Cependant pour ne pas alourdir le calcul I'intégration est maintenue sur 4 points de Gauss.

Avant de faire le transport entre le repére local et le repére général, il faut d'abord exprimer les forces internes locales
calculées dans le repére curviligne mobile (Ey, Er_) dans le repére local cartésien (Ex, Ey).

Spécification du couplage non linéaire :
Le couplage introduit induit des relations non linéaires entre les efforts généralisés et les termes du tenseur des défor-
mations. Les expressions obtenues sont difficilement implémentables a la main. Pour éviter les erreurs d'implémentations,
les efforts généralisés sont déterminés en suivant les recommandations de I'annexe F (page 139).

Le calcul des forces internes est suffisant pour réaliser des cas statiques. Cependant afin de faire des cas plus com-
plexes en dynamique, le calcul de la matrice de masse est obligatoire.

4.2.6 . Matrice de masse
Matrice de masse cohérente

Afin de résoudre numériquement des équations dynamiques, il convient de déterminer la matrice masse élémentaire
Me. Cette derniére est définie par :

Me = /// p°NT.QT.Q.N dQ° oi p¢ est la masse volumique et dQ¢ le volume de I'élément (4.60)
Q

Pour ne pas surcharger cette partie, la matrice de masse cohérente de I'élément n'est pas exprimée ici mais elle est
fournie dans I'annexe G (page 140).

Dans un algorithme explicite le temps de calcul est piloté majoritairement par la condition de stabilitéRigoureusement
pour déterminer I'accélération, la matrice de masse cohérente doit &tre inversée a chaque pas de temps et de facon
exacte. L'inversion d'une matrice est trés coliteuse et dans le but de réduire le temps de calcul, la matrice de masse est
diagonalisée afin de faciliter drastiquement son inversion. Le choix d'une matrice de masse invariante par changement de
repére permet de ne calculer qu'une seule et unique fois la matrice de masse diagonale au premier pas de temps [12]. |l
est & noter qu'il est également possible de réactualiser la matrice masse a chaque pas de temps en modifiant notamment
les inerties des sections. Le choix de réactualiser la matrice de masse a chaque pas de temps a été retenu car la surface
et I'inertie des sections peuvent fortement étre modifiées.

Matrice de masse diagonale

L’objectif de cette section est de diagonaliser la matrice masse. Cette derniére doit toutefois garder un sens physique.
Pour les termes de translation, la méthode classique de condensation est utilisée [116, 33, 54]. Ceci consiste & sommer
les termes de chaque ligne qui contribue a la translation pour les ramener sur la diagonale.

Mit/z“ansfdiag _ Z Mit]"rans (461)
J
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Ainsi pour les termes de translations il ne reste finalement sur la diagonale que peSLi. La quantité de mouvement et

I'énergie cinétique liées a la translation de I’élément sont alors conservés de maniére exacte [39, 25].
, s : > 21 : J
Pour les termes de rotation, seul le terme déja présent sur la diagonale p¢SL 105 + S pour la flexion ou pESLg

pour la torsion est conservé.
Les termes de flexion et de torsion ne peuvent pas étre considérés de maniére simultanée car sinon la matrice de masse

n'est pas invariante par changement de repére [39, 25]. Il faut alors faire le choix de ne considérer que les termes de
flexion, qui est le phénoméne principal & représenter dans les applications qui sont traitées. Les termes diagonaux de la
L? I 2 e?
rotation sont alors ceux de flexion pour la poutre : p¢SL | — + — | et pour la coque : p*SL | — + — , )
P P r 105 5) P aue-p 105 t1z) B0 %
N I € o L? )
Remarque : Pour des tubes trés élancés, les termes en 5 et 13 sont négligeables devant To8 et par conséquent
ils peuvent étre supprimés.
La matrice de masse diagonale de I'élément devient :
1
300 0 0 0 0 0 000 0 0 0 0 0
1
050 0 0 0 0 0 000 0 0 0 0 0
1
005 0 0 0 0 0 000 0 0 0 0 0
L? I
000 —+— 0 0 0 000 0 0 0 0 0
105 S
LI
00 0 ——+—= 0 0 0 000 0 0 0 0 0
105 S
L2 1
000 0 —+= 0 0 000 0 0 0 0 0
105 S
1
000 0 0 o 3 0 000 0 0 0 0 0
L2 e2
000 0 0 0 0 —+-——=000 0 0 0 0 0
M4 = 5L 105 12 (4.62)
000 0 0 0 0 0 500 0 0 0 0 0
1
000 0 0 0 0 0 030 0 0 0 0 0
1
000 0 0 0 0 0 005 0 0 0 0 0
L2 1
000 0 0 0 0 0 000 —+—= 0 0 0 0
105 S
21
000 0 0 0 0 0 000 0 ——=+—= 0 0 0
105 S
21
000 0 0 0 0 0 000 0 0 ——+=0 0
105 S
1
000 0 0 0 0 0 000 0 0 o 3 0
L? €2
000 0 0 0 0 0 000 0 0 0 —+—
105 12

Généralisation aux autres modes de Fourier :

Pour les termes d’ordre supérieur, les termes de la matrice de masse dus a la variation de la section (i.e.w;"*) sont
égaux a ceux déja déterminés avec le gonflement w¢. Les termes dus au gauchissement de la section transverse (i.e. u;"*)
sont similaires & ceux du déplacement axial U,.
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C,
La matrice de masse diagonale (Me’d)'

7

S
pour le :°"* mode en cosinus ou en sinus s'écrit :

1
5 0 0 0
0 1 0 0 0
2
L 0
s 0 0 —+—
(Me,d> = peSL 105 12 1 (463)
% 0 0 0 — 0 0
2 1
0 0 0 0 - 0
2
12 2
0 O 0 0 0 105 + D]

Remarque 1 : Pour le mode 1 de Fourier, il n'y a pas de termes de gauchissement donc la matrice de masse diagonale

s'écrit :
1
= 0 0 0
L? e?
0 —+< 0 0
(M&d) = p°SL 105 12 (4.64)
1 0 0 - 0
2
L2 e?
0 0 0 — +<
105 12

Pour construire la matrice de masse diagonale compléte il suffit de rajouter le premier bloc correspondant au pre-
mier nceud des matrices données dans I'Eq. (4.63) a la suite du premier block de la matrice définie dans I'Eq. (4.62).
Puis de remplir de la méme facon le second bloc.

Spécification du tube coudé :

Les équations de dynamique exprimées dans les chapitres 2 et 3 présentent de fortes similarités. Notamment sur les
coefficients devant les termes d’accélérations. De ce fait, la matrice de masse diagonale du tube coudé est choisie comme
étant égale A celle définie pour le tube droit.

Spécification du couplage non-linéaire :

De la méme facon, la matrice de masse diagonale avec ou sans couplage reste inchangée.

La matrice de masse est exprimée sous sa forme diagonale qui facilite son inversion. Cette matrice est ensuite réac-
tualisée a chaque pas de temps en modifiant seulement la surface et I'inertie de la section. La longueur L est supposée
constante au cours du calcul. Le cheminement réalisé jusqu'ici s'est fait & un pas de temps donné. Désormais, il faut
utiliser un schéma temporel pour résoudre le probléme sur plusieurs pas de temps.

4.2.7 . Schéma numérique en temps : Différence centrée finie

L'avancement en temps dans Europlexus est réalisé via un algorithme Lagrangien explicite. L'objectif de cette partie
est de montrer le passage du pas de temps a l'instant n noté t” au pas de temps a I'instant n 4+ 1 noté t" 1. Les étapes
du cheminement de cet algorithme sont décrites dans ce qui suit.

Au pas de temps n les vecteurs de la position x7, la vitesse v et I'accélération a™ de la structure sont connus.
Le pas de temps, At", n'est pas forcément constant et il est défini tel que : "t — t" = At™. En effet il est recalculé a
chaque pas de temps afin de vérifier la condition de stabilité notamment si la géométrie a fortement changé.

La vitesse au demi pas de temps par la méthode des différences finies centrées est égale a :

n+— yANAR

v 2=v"+ Ta" (4.65)
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La position au pas de temps n + 1 est définie par :

1
n+—

x"l=x"4+ A" v 2 (4.66)

Le vecteur des forces extérieures, F™t! est calculé ou lu a partir des chargements définis par I'utilisateur. Le vecteur
des forces internes, F7'1

n, et la matrice masse, M™t! sont calculés pour chaque élément de la structure dans le repére
local avant d'étre assemblés dans le repére général.

Le vecteur de I'accélération au pas de temps n + 1 s’écrit sous la méme forme que celle définie dans I'Eq. (4.10) :

an+1 _ M—1<Fn+1 _ F7L+1) (467)

ext int

) . 3 ) .
Enfin le vecteur vitesse au pas de temps n + 3 est déterminé par :
3 1
n4+—
v 2=v 24 At"a"! (4.68)
3

. .. . ntg RV . e
Ainsi les nouvelles positions x 1!, vitesses v 2 et accélérations a”t! sont connues. Il suffit de réinjecter la nouvelle

+35 . . ..
vitesse v 2 dans I'Eq. (4.66) afin de déterminer la position au pas de temps t"+2,

A chaque instant t" le pas de temps At™ doit vérifier une condition de stabilité afin que le schéma numérique soit
stable.

4.3 . Condition de stabilité

L'utilisation d'un schéma d'intégration temporelle explicite impose que le pas de temps de calcul doit étre plus petit
que le pas de temps de stabilité. Cette condition est appelée communément la condition CFL (Courant-Friedrichs-Lewy).
Le pas de temps de stabilité d'un élément correspond au temps que mettent les ondes ayant la plus grande vitesse pour
traverser la plus petite des dimensions de |'élément.

4.3.1 . Calcul général de la condition CFL

L'objectif de cette section est de déterminer la condition de stabilité. La démarche entreprise est basée sur la méthode
établie dans [54]. Les équations d'équilibre en dynamique peuvent s’exprimer sous la forme suivante :

Ma+Kx =Fcgt (4.69)

ou en gardant les mémes notations, M représente la matrice de masse, K la matrice de raideur, F* |e vecteur des
efforts extérieurs aux noeuds, a le vecteur des accélérations et x le vecteur de position. Dans le cas présent la matrice
de raideur est reliée aux forces internes telle que :

Fine = Kx (4.70)

De plus en utilisant les Eq. (4.67) et Eq. (4.68), le systéme s'écrit au pas de temps n sous la forme suivante :

1 1
v 2 =v 24+AMYET, - Kx") @.71)

ext

Finalement a I'aide de I'Eq. (4.66), en supposant que le pas de temps est constant At"™ = At et en supprimant les efforts

extérieurs le systéme devient :
x"_ox 4 x"T H APM KX =0 (4.72)
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La solution de ce systéme peut s'exprimer sous forme exponentielle :

' = ae™At ob x} est la i composante de x et o et 3 sont deux inconnues réelles. (4.73)

En injectant I'Eq. (4.73) dans I'Eq. (4.72) et en notant (w)2 les valeurs propres de MK, I'équation devient :

PB4 e A LA ()2 =0 (4.74)

n+1
i
n
i .
|e#At| < 1. Sous cette condition et en utilisant a plusieurs reprises I'inégalité triangulaire, le systéme vérifie la condition

Le schéma est stable si la norme du facteur d'amplification, h; = , est inférieure a l'unité. Il en résulte que

suivante :
AL (w)?] = [ePAY — 2 4 ™AL < [P L e FAY | — 2| = |28 £ 1]|ePA 42 < |PAP +142<4  (475)
Ainsi le pas de temps doit vérifier 3 chaque instant la condition de stabilité [54, 12, 49] :

At" < = Aty (4.76)

crit

Wmazx

n

n ;1 représente le pas de temps critique.

Ol Wyqz €St la plus grande des valeurs propres et At

Le nombre de Courant 0 < C' < 1 est introduit tel que :

A" = CAL" 4.77)

crit

4.3.2 . Condition de stabilité selon le chargement et la géométrie

Afin de déterminer le pas de temps de stabilité, il faut déterminer la valeur maximale des valeurs propres a chaque

n
e,max

aux valeurs propres complexe, la condition de stabilité est donnée en se référant aux fréquences naturelles de la poutre

élément e et pas de temps n notée w correspondante a divers cas de chargement. Au lieu de résoudre des problémes

droite et des coques cylindriques proposées dans [14]. Ceci revient & déterminer le maximum des valeurs propres entre
les contributions de poutre w;' et celles de coque w(' .
wl = max (wg n ) (4.78)

e,max p’ We,c

Pour la poutre il y a deux cas de configurations a regarder : la traction et la flexion [25].
Pour la traction axiale, la valeur propre s'écrit :

(4.79)

4 (4.80)

Ainsi le maximum de la valeur propre de la contribution de poutre vaut :

(wip) = max (wip),+ (@2) 1 (92) 1) (@.81)

Pour la coque il y a cinq cas de configurations a regarder : la traction, la torsion, la flexion, le gonflement et I'ovalisation.

Les fréquences naturelles de la coque exprimées dans [14] en fonction d'un coefficient adimensionnel A sont données
par :

(4.82)




ol les expressions du paramétre adimensionnel \ sont fournies :

=1 pour le mode radial du tube
A = % (1—v?)nm2 pour le mode axial du tube
1— 2 2
A= a4 ) pour le mode de torsion du tube
L 1+v /) 2
A= a2 v (4.83)
M= Tz (1—-v2) 5 pour le mode de flexion du tube
4 ) 4
-y (17 (g (170
L 12a2 L
A5y = - 5 pour le mode d’ovalisation du tube
) <j7ra>
T

ol i = 6 car jusqu'a six modes de Fourier ont été retenus et j = 1 car cela correspond au mode fondamental axial.

Par conséquent, la valeur propre maximale est définie par :

2 [E 2 [G 2 [EI, , 2 |BL , 2\ E
"o 2 JE 2 /G 4.84

Ol Amax = max (A", A%, A", AT, \2.) données dans I'Eq. (4.83) permet d’exprimer la condition de stabilité utilisée lors du

calcul du pas de temps a chaque itération de I'Eq. (4.76).

Spécification du tube coudé :

Pour le tube coudé, d’autres conditions de stabilité sont ajoutées a celle déja prises en compte.
Les fréquences naturelles w4 (I'indice cd représente le coude) d'une poutre courbe en extension dans le plan, en flexion
dans le plan et hors du plan sont données dans [14] :

Une différence est faite entre les modes 7 symétriques (pair) et les modes asymétriques (impair).

e Pour le mode di a I'extension de I'arc, les fréquences naturelles sont exprimées comme :

O Pouri=0:
n 2x097 |FE
(@ica)y = —F— > (4.85)
O Pouri € N*
= 1 ’/— 4.86
(wevcd) Larc + < it ) P) ( )

e Pour le mode di a la flexion de I'arc dans le plan avec extrémités libres, les fréquences naturelles sont exprimées

comme

¢ Pouri=2k, ke N*:

Omaz |7\
1_ max
2i272 ( ( im ) > EI,
(wmd)fp: . J A 5 (4.87)

T

112



O Pouri=2k+1, ke N*:

(4.88)

2 2
(o 2i272 iT EI,
w £l

e,cd)fp = L2 2
arc 1 S
1+.2+2<%”> P
) i

e Pour le mode fondamental du a la flexion de I'arc hors plan avec extrémités libres, la fréquence naturelle est

2
272 ™ El
il =y (4.89)

(Weca) iy = 72 Smaz )2\ PO
A1+ (1+v) (T;‘r“"”)

Ainsi le maximum de la valeur propre pour le tube coudé s'écrit :

exprimée comme :

wlea = max ((@lea) s (@lea) 5, » (Wea) 1) (4.90)

En conséquence, la valeur propre maximale devient :

n _ n n n
we,max = max (we,pa we,c? we,cd) (491)

La condition de stabilité est exprimée selon tous les cas de chargements. Cette condition dépend du matériau mais
essentiellement de la géométrie. En cas de grandes déformations ou de grands déplacements, la condition de stabilité
peut évoluer et c’est pour cela qu’elle est recalculée a chaque pas de temps.

Dans ce chapitre, les méthodes numériques utilisées pour développer I'élément de poutre enrichi défini dans les chapitres
précédents ont été détaillées. Les équations continues ont été discrétisées par le biais des fonctions de forme. Les efforts
généralisés ont ensuite été déterminés en considérant la matrice des dérivées des fonctions de forme. La matrice masse,
calculée grace aux fonctions de forme, a été diagonalisée afin de simplifier son inversion et ne pas alourdir le temps de
calcul. Un schéma temporel explicite impose une condition de stabilité qui se traduit par un pas de temps de stabilité
devant étre suffisamment petit afin que le calcul soit stable. Différentes conditions de stabilité ont ainsi été introduites.
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Conclusion

Ce travail propose de modéliser un tube droit ou coudé, permettant a sa section transverse de se déformer en restant
dans un formalisme filaire. Pour ce faire, la cinématique classique de poutre est enrichie avec une cinématique de coque
tridimensionnelle. Cette cinématique est ensuite développée au premier ordre dans I'épaisseur en Z et en séries de Fourier
selon la variable circonférentielle 6 ol les coefficients dépendent de I'abscisse curviligne s. Le tube est représenté comme
une coque mince (i.e Z < a). Les hypothéses d’'Euler-Bernoulli pour la partie poutre et de Love-Kirchhoff pour la partie
coque sont prises en considération. Une hypothése d’inextensibilité de la section (i.e. le périmétre de la section ne change
pas) pour les termes supérieurs ou égaux a deux dans le développement en séries de Fourier est également considérée.
Ces hypothéses permettent de réduire le nombre de degrés de liberté. Dans le cas d'un tube droit, les champs obtenus
sont comparés a des solutions analytiques d'un tube en modélisation tridimensionnelle. Cette comparaison met en lumiére
que l'enrichissement proposé permet de représenter correctement les déformations de la section pour I'extension simple
et la pression interne imposée sur le tube. Néanmoins, pour le cas de la flexion pure, 'enrichissement linéaire proposé
ne permet pas a la section de s’ovaliser lorsqu’'une rotation est imposée, comme dans la description de Brazier.

Un couplage non linéaire entre les rotations de la section transverse et les déplacements radial et orthoradial de cette
derniére est alors introduit dans la cinématique. Désormais le moment fléchissant, par le biais de son inertie, dépend
des déplacements de la section. La relation moment-courbure n'est plus linéaire et elle atteint un maximum. Le modéle
théorique est implémenté et des simulations sont effectuées pour des comparaisons avec des solutions analytiques en
statique (extension simple, tube sous pression interne et flexion pure) sur trois configurations géométriques de tuyauteries.
Le modéle est également comparé a une solution analytique dynamique. Les résultats numériques sont en trés bonne
adéquation avec les solutions analytiques statiques et dynamiques. La tuyauterie est également soumise & un chargement
plus complexe, ot une force surfacique localisée est appliquée permettant d'obtenir des grandes déformations de la
section. Le modéle est comparé a une solution numérique de type coque et les résultats obtenus sont en bon accord avec
la solution de référence. Pour ce cas test, jusqu’a six modes de Fourier sont utilisés avec le modéle linéaire et le modéle
non-linéaire. 1l s'avére que le gauchissement, jusqu'alors non considéré, a un impact trés important sur la solution et
qu’il doit étre considéré. Enfin une discussion autour de I'efficacité du nouvel élément introduit est réalisée. A priori,
I"utilisation du modéle de poutre enrichi permet de réduire le nombre de degré de liberté par rapport a un modéle de
coque classique tout en donnant des résultats similaires.

La présence d'une courbure initiale de rayon de courbure R engendre des termes supplémentaires dans |'écriture du
tenseur des déformations. L'écriture compléte du tenseur des déformations est nettement plus complexe et il est supposé
que le rayon de courbure est grand devant le rayon moyen du tube (i.e. a < R). Les relations obtenues en considérant
les hypothéses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchhoff sont légérement différentes de celles obtenues précédemment sur le
tube droit puisque désormais elles dépendent du déplacement axial de poutre et de coque respectivement. Méme sans les
termes non linéaire introduit, I'effort axial est couplé naturellement avec le déplacement transversal W, et le gonflement
w§. Afin de vérifier ce modéle, le tube est soumis a une pression interne et il est analysé avec différentes conditions aux
limites. Les résultats numériques sont en bonne adéquation avec les solutions analytiques.

Le dernier chapitre s'intéresse a la discrétisation du probléme continu développé dans les chapitres précédents. Le
modéle est implémenté dans un code de dynamique rapide explicite utilisant comme schéma temporel les différences
centrées finies. Pour le tube droit, le déplacement axial, la rotation associée a la torsion et les termes de gauchissement
sont écrits avec des fonctions de forme linéaires. De par les hypothéses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchhoff, les fonc-
tions de forme sont cubiques pour les déplacements transversaux et les termes d’ovalisation. Pour le tube coudé, les
fonctions de forme classiques du tube droit ne donnent pas des résultats satisfaisant, il convient alors d’améliorer ces
derniéres. Le choix de considérer un élément a seulement deux noeuds complique I'enrichissement des fonctions de forme.
En effet pour cet enrichissement, il est nécessaire d’avoir plus de noeuds ou de degrés de liberté. Pour ne pas augmenter
le nombre de degrés de liberté et de nceuds, les fonctions de forme nouvellement introduites respectent les conditions
aux limites classiques et vérifient également les équations d'équilibre.Par ailleurs, le choix d'un algorithme de dynamique
explicite impose une inversion de la matrice de masse peu coditeuse. La matrice de masse est donc diagonalisée pour
faciliter son inversion tout en étant réactualisée a chaque pas de temps en changeant notamment ['inertie. Les schémas
explicites sont conditionnellement stables et la condition de stabilité est déterminée sur le pas de temps en considérant
différents cas de chargements.
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Un nouvel élément de poutre enrichie a été proposé. Cet élément permet de modéliser un tube mince droit ou coudé
considérant une variation de sa section transverse avec un nombre réduit de degrés de liberté par rapport a un élément
coque classique. Le nombre de degré de liberté dépend du cas de chargement distribué ou concentré. Son efficacité a
représenter le comportement de la structure a été montrée sur des solutions analytiques ou des simulations numériques
de comparaison.

Perspectives :

Le modéle numérique pour le tube coudé n'a été implémenté que dans le plan, il convient ainsi d'utiliser les équations
tridimensionnelles fournies dans I'annexe E (page 133) et de les implémenter. Le choix des fonctions de forme sera a
reconsidérer. On sera certainement amener 3 définir pour cette modélisation des éléments a trois, quatre voire cinq
noeuds afin de simplifier I'implémentation. Comme évoqué précédemment, I'ajout de nceuds engendre I'augmentation du
nombre de degrés de liberté et par conséquent du temps de calcul. La solution de ne garder que des éléments a deux
nceuds peut étre maintenue a condition de déterminer des fonctions de forme enrichies exactes. Pour les cas hors plans,
avec notamment la succession de plusieurs coudes, différentes solutions sont proposées dans la littérature pour garantir
la continuité de I'élément [9, 50, 67, 82].

Actuellement le rayon de courbure des tubes coudés est constant au cours du calcul. En cas de grands déplacements,
comme c'est le cas avec le fouettement de tuyauterie, il conviendra de réactualiser le rayon de courbure en déterminant
a chaque pas de temps le nouveau rayon de courbure a I'aide d'un nceud voisin. Cette réactualisation est mentionnée
dans I'annexe | (page 142).

Un comportement autre que |'élasticité linéaire est aussi & prendre en compte pour garantir la siireté. Notamment
I'apparition de zones plastiques importantes peut compromettre la tenue de la structure. La modélisation de la plasticité
ne devra pas étre trop coiiteuse en temps de calcul car a priori dans un algorithme explicite la plasticité devra étre
calculée a chaque pas de temps.

Les tuyauteries sont également remplies d'un fluide caloporteur. L'interaction fluide structure est importante car le
fluide peut avoir un impact non négligeable sur la structure. Il serait intéressant de coupler la modélisation aux éléments
finis purement structurelle développée ici avec un modéle fluide se fondant sur une résolution avec une méthode de type
volumes-finis comme il est proposé dans [24]. En ajoutant le modéle de poutre enrichi développé ici, les équations de
bilan nécessitent de connaitre les sections de passage du fluide, sections réactualisables dans le modéle de poutre enrichi.

Lors du fouettement, la tuyauterie peut entrer en contact avec d’autres dispositifs présents dans son environnement. La
prise en compte du contact est un objet d'étude en soi. En grands déplacements, on pourra s'inspirer des travaux de
Durville [32] pour exprimer le contact entre les parties poutre.

Peu d’essais existent pour valider le modeéle, 3 part des essais de rupture type guillotine [41, 20]. Dans ce cas I'ef-
fort de jet fluide, qui s'échappe du tuyau, est maximal.

La modélisation proposée ici est effectuée sur une géométrie cylindrique mais elle peut se retranscrire sur différentes
formes de géométrie en adaptant la cinématique associée. Le couplage non linéaire introduit a permis de relier la rotation
de la section avec les déplacements de cette derniére. Pour traiter des cas comme le flambement de poutre, des termes
du second ordre en déplacement de poutre et de coque peuvent étre également introduits dans la cinématique.
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Annexes

A . Tube droit en mouvement plan

A.1 . Cinématique et tenseur des déformations

La position d'un point de I'état déformé m(X, Z, 6) en petite rotation est :

m= (X + UO)EX +V,Ez + QyEy A ((a + Z + U))ER + uEx —|—UE9) (A.1)

Dans ce cas, les termes du 1¢" ordre en déplacement et en rotation ne sont pas les seuls a étre considérés. Le couplage
entre les rotations de la section et la déformation de la section est pris en compte, ce qui permet d’écrire :

=(X4+U,+u+(a+ Z)sinbQ, + Qy(wsind + vcosb))Ex
+(a+Z + V,sinb +w —sinQ,u)Er (A.2)
+ (Vo cos6 + v — cos 09, u)Eg

Les sections sont supposées relativement planes aprés déformation. Les termes du second ordre portés par u sont donc
négligés. Ainsi, seuls les termes couplés selon Ex sont maintenus :

=(X+U,+u+(a+ Z)sindQ, + Q,(wsin b + vcosd))E
+(a+Z+V,sinf +w)Eg (A.3)
+ (Vocos0 +v)Ey

Les déplacements de poutre U,, V,, {2, ne dépendent que de la variable longitudinale X alors que les déplacements de
coques sont quant a eux fonction de (X, 8, Z). Pour simplifier I'écriture, on note h = wsin @ +vcosd = h, + Zhy .

Les vecteurs tangents sont alors :

o, , Ou (a+ Z)sin 987 + 9 [, h])

(1 0X 0X 0X = 0X
ov, ow ov, Ov
+<a sin 9+8X>ER+(8X aX)E@ )
ag = @Jr(aJrZ)cosOQ +Q o Ex + a—wfv Er + a+Z+w+a— .
=\ o0 v e ) X\ oo R a0

ou oh ow v
a, = bem@—O—a +Qy82) Ex + (1+(32) Er+ <82) Ey
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La métrique de |'état déformé, g;; = a;.a;, est alors déduite :

ou, o, 0 2
9%:( 5% BX (a+Z)51nea—X+a—X[Q h])
+ (Yo g4 2v 2+ o 0+@
ax "M T Hx ax ¢ X
ou on\ 2 Ow 2 o\ 2
goo = (0+(G+Z)COS6‘Qy+Qy80) +<80—v) <a+Z+w+89>
. ou oh\ 2
9zz = (stmﬁJrM%—anZ) +(1+> ( )
B oU,  Ou o0, 0 oh
gzo = (1+aX+ X +(a+Z)sm6‘6—X+ X [Qy h]) (80 (a+ Z) cos 69, +Qy80) ~5)
+ 8V°sin0+a—w 8—”—1; + ove 0+a— a+Z+w+a—
0X 0X 00 8X 0X 00
B oU,  ou 00, 0 ou _ Oh
G2z = <1+8X+ X +(G+Z)s1nGaX +ﬁ[§2 h]) (bem0+ 57 +anZ>
(o gng+ 29) (1429 4 (Yo cospy 20) (2
ax "M T ax a7 ax ¢ ax ) \ oz
ou oh ou oh
Joz = (9+(a+Z)COSOQy+Qy80) (Q sinf + — 57 +anZ>
(22 ) (12 s (arzrer ) (2
26 " az) T\" vt a0 )\ oz

Pour fixer les ordres de grandeur des différents termes, le mouvement de poutre est supposé d'ordre 7 et celui de
coque est supposé d'ordre €. Les termes en 12 et €2 sont négligés. Les termes en ne sont de nature différente et ne sont
pas forcément négligeable. Comme précédemment les termes en 7e porté par le gauchissement u sont également négligés.

La métrique, avec les hypothéses mentionnées ci-dessus et e
sible, devient :

n factorisant par les dérivées de h quand cela est pos-

g”:1+2(g[)]( gj;( (+Z)bm9%Xy+8iX[Q h]) g‘)/g (gq)u(sinﬁ—&—g)zcosG)
roa(e Bl B 2 o, )
gee=(a+Z)2<1+aiZ<w+gZ)>
—”222 (A.6)
G20 (Q +g‘)/()(a+2)cost9+ge+(a+Z)§;(+gZ <Qy+g‘;§)
0. <Qy+g‘)/()sm9+g; g’;‘;+g§<gy g‘;;)
g@—@*‘@%*‘?ﬁ
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Le tenseur des déformations avec les termes de couplage du second ordre s’écrit finalement :

_au, 00, du 09, oV, \ oh
E“8X+(“+Z)“noax+6X+axh+(9y+ax>ax
€gg = L @—&-
= arz\oe "

_ow
€ZZ - aZ A 7
2e,9 = cos b Q—l—aVO + 1 @+@+71 +8VO @ -
w0 YUOX) Ta+z00 T 0X T a+2z\'Y " 0Xx) 00
. oV, ou  Ow ovV,\ Oh
QEM—Sme(Qy*ax) toztax (Qﬁ ax) oz
2 = L aiw —v | + @
0= vz \ o0 07
Les hypothéses d'Euler-Bernoulli annulent la distorsion de la partie poutre a I'ordre 7 :
oV,
Q, + %= 0 (A.8)
Le champ de déplacement de type coque peut s'écrire classiquement sous la forme (voir Eq. (1.57)) :
w = Wy
v =19+ ZLvy (A.9)
u=uy — Luy
Les hypothéses de Love-Kirchhoff annulent la distorsion de la partie coque a I'ordre € :
ow 1 [ 0ow
ul:(?i)(o ; vl:_a(aﬁo_vo> (A.10)

Dans le but de décomposer, linéairement selon Z, le tenseur des déformations, I'hypothése des coques minces est utilisée.

En conséquence, un développement de Taylor au premier ordre en Z pour les termes en GJ%Z est introduit :

1 1 Z Z

a7z o atl

=) (A1)

Ainsi, le tenseur des déformations peut se décomposer en la somme d’une partie membranaire notée €™ et d'une partie
linéaire en Z notée k qui correspond & la variation de courbure :

e=€e"+ 7k (A.12)

En considérant les hypothéses d'Euler-Bernoulli pour la partie poutre et les hypothéses de Love-Kirchhoff pour la partie
coque. Le tenseur des déformations s'exprime tel que :

ou, 0%V, Ou, 03V, .
esmfa—xfasmﬁax2 e aXQ(fvocos,@fwosm@)Jerm

1, 0v,
€00 = a(% + wo) + Zkgg

10u, Ov,
2€r9 = EW —+ 6X + Qkag
o (A13)

oo in982v0 B 0w, 4 cos ) 8%V, Ow,
v = UMYX T 9x2 T g axz \ag

for — 1 [ 0%w,
="z \ 9z T

1 <2 0w, 10u, Bvo)

Uy — — - 1ou
koo == \%5x00 Ta o9 ax

119



A.2 . Energie cinétique
Pour rappel, le déplacement associé a la transformation est donné par :
u= U, +u+(a+ Z)sinfQ, + Q,h)Ex + (V,sin0 + w)Eg + (V, cos 0 + v)Eq (A.14)
Pour simplifier, on pose : h, = (a + Z)sinf + h = h, , + Zh, 1 et donc h, = h. L'indice " " " signifie une dérivation

. Oh . L g
par rapport au temps tel que : h = —. Les vitesses vérifient :

ot
= (Uy+a+h.Q+ h.Q)Ex + (V,sinf + 0)Eg + (V,cos + 0)Ey (A.15)
Donc la densité d'énergie s'écrit :
Wi = (U, + 0+ h,Qy + h.Q,)% + (V,sin 0 + )2 + (V, cos 0 + 0)* (A.16)

De facon similaire a ce qui est fait précédemment, les termes de la forme Uyu Q,u et Q,U, sont négligeables et la
densité d’énergie devient :

wi =U,” + 0%+ (hay + h.0,))° + V,” + i + 02 + 2V, . (A17)

En utilisant la décomposition de I'Eq (1.62), on montre que :
/hdS:/hzdS:O (A.18)

s s

L'énergie cinétique X est donnée par :
1
K= / p/ 51’12 dS dX ou p représente la masse volumique. (A.19)
L Js

Ainsi, la densité d'énergie cinétique se décompose en trois contributions :

e L’énergie cinétique de la poutre :

1 . . .
3 (SUZ + SV} +1,0)) ou S =2rae et I, = /Sh§ ds = /S((a + Z)sin + h)? dS (A.20)
e L’énergie cinétique de la coque :
1
f/ (@ + 0* +w?) dS (A.21)
2 /s
e L’énergie cinétique du couplage entre la rotation globale et la déformée de la section :
1 . 3 .
595 /S h? dS + Q,Q, /S hh, dS (A.22)
Les quantités d'accélération sont données par le théoréme de I'énergie cinétique :
00K 0K
5 0q g Jg ol J, représente les accélérations généralisés. (A.23)

g représente quant a lui les variables généralisées : ¢ = U,, V,, Qy, u, v, w, h. Il faut désormais déterminer les quantités
(Jq.0q) :

(Ju,.0U,) = pS / U,oU, dX
L
(Jv,.0V,) = pS / VoV, dX
L
(Ja,.00,) =p / % [1,9,] 0, dX +p / Q, / hh.6Q, dS dX
L L S
1
(Jy.0u) = ip/L/SiMu ds dX (A.24)
1
(Jy.0v) = fp/ / vov dS dX
2" JrJs
1
(Jy.dw) = fp/ / wow dS dX
2" Jr)s
(Jn.0h) = p/ / <a [Q2h] + Qyth> 5h dS dX
. Js \ ot
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Pour simplifier I'exposé, on introduit :

I(z) = / hh. dS (A.25)
S

Les hypothéses d'Euler-Bernoulli de I'Eq. (A.8) et de Love-Kirchhoff de I'Eq. (A.10) ainsi que les relations de I'Eq (A.9)
permettent d'écrire les liaisons qui suivent :

ooV,
M=%
ou = du, — 285;0

oo (A26)

1
50 = dv, + 72 (6v, —
v ”+a(” 20

oh = dw, sin O + dv, cos O + ZCOSG vy — Qdw,
a 00

Avec ces nouvelles liaisons, les termes d'accélérations se réduisent aux degrés de liberté suivants : U,, V,,, u,, Vo, W,.
Il est & noter également que les intégrales linéaires en Z sur la surface d.S sont nulles :

/ Zds=0 (A27)
s
Les termes d’accélérations s'en déduisent :
e L’accélération pour U, vaut :
(Ap,.6U,) = pS / U,oU, dX (A.28)
L
e L’accélération pour V, vaut :
A0V,
(Avy, .6Vy) = (Jy,.0V,) — <ng. 59X >
=pS [ V0V, dX — I Q Q, I
-7 / P / at 5% ax / a X (A.29)

- p/L <sv + 8% [gt (1,0 }} ai( [Isﬂy]) §Vo dX —p Kaat [1,9,] + nys) (WOK

e L’accélération pour u, vaut :
(Ay, duy) = p/ / o0, dS dX (A.30)
LJs

e L’accélération pour v, vaut :

(A, .00,) = p / / (v + (E?t [Q2ho] + Qyth> cos 9) 6v, dS dX
pe3L ’ 1 (0w cosf (O (A31)
_ = 7 o o Y 2
5 /L/(,(az ( 5 u0> - <8t [Q27] +Q th“))au, do dx
e L’accélération pour w, vaut :
(Ay, .0w,) = p / / (w + (gt [Q2h,] + Qyﬂyh> sin 9) dw, dS dX

0w, 86wo 1 (0w, . cosf (0 (o dow,
//ax 9xX <a2<39 _“°>_ a (3t 2 ’“HQQh“)) gg 404X

(A.32)
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B . Cinématique et tenseur des déformations du tube droit 3D

Les coordonnées du point initial M(X, 0, Z) et du point déformé m(X, 6, Z) sont données par :

M=M,+(a+Z2)Er = XEx + (a+ Z)Eg

(B.1)
m=M+U= (X+U,)Ex +V,Ez + W,Ey + R(X).((a + Z + w)Egr + uEx + vEy)
Le tenseur des rotations est décrit par les matrices de rotations autour de chaque axe de la poutre :
1 0 0
Rx=1[0 cosQ, —sin€), Rotation autour de I'axe Ex (B.2)

0 sinQ, cosQ,

cos2, 0 sin{,
Ry = 0 1 0 Rotation autour de I'axe Ey (B.3)
—sin€Q, 0 cos(ly,
cosfl, —sinQ), 0
R;=|sinQ, cosQ, 0 Rotation autour de I'axe E» (B.4)
0 0 1

Ainsi la matrice de rotation R est définie comme :

cos (), cos €1, —cos (), sin €}, sin €2,
R(X)=Rx.Ry Rz = [ cosQ,sinQ, + cosQ,sin, sin Q, cosQycosQ, —sin,sinQ,sinQ, —cosQ,sin,
sin 2, sin {0, — cos €1, cos €2, sin 2, cos€), sin€), 4 cos sinQ, sin€),  cos 2, cos €y,
(B.5)
En supposant des petites rotations (i.e. cos€) ~ 1 et sin{) ~ ) et en ne gardant que les termes d'ordre 1 en ) la
matrice des petites rotations devient :

1 -9, Q 0o —-Q Q
R(X)=| Q. 1 Q=1+ Q 0 —-Q, Ou I est la matrice Identité dans M3(9)  (B.6)
—Q, 9, 1 —Q, 2 0

Sous I'hypothése des petites rotations, la matrice des rotations peut s'écrire également sous la forme :
RX)=1I+Q(X), QV=(QXEx+QXEy+QLX)Ez)AV (B.7)

ol 'V est un vecteur quelconque.

Considérant I'hypothése des petites perturbations (HPP), la cinématique est donnée au premier ordre en déplacement
dans le repére (E,, Egr, Ey) de la configuration initiale :

m=(X+U,+ (a+ 2)sinf Q, —(a+ Z)cos0 Q. + u)Ex + (a + Z + V,sin 0 + W, cos 6 + w)Epg

(B.8)
+(V,co80 — W,sinf + (a + Z2)2, + v)Ey
Dans ce repére la différentiation de M s'écrit :
dM = dXEx + (a + Z)d0Ey + dZEg (B.9)
Les vecteurs tangents avant déformations s'écrivent sous la forme :
Aw =Ex
Ay = (Q+Z>E9 (B.10)
A, =E,
Le tenseur métrique G devient :
Ga;ac =1
Gog = (a+ Z)? (B.11)
G,, =1
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Les vecteurs tangents ainsi que la normale 3 la surface du tube s'expriment :

oU, o9, o0,  Ou
ax—(1+87 (a—i—Z)sta——(a-l-Z)cosGaX aX)EX
oV, 8Wo ow ow, o, v
T sinf5y ox T ox)ErT (COSQ(TX ox Tt 5% Tax)E
ag = ((a+ Z)cos0Qy, + (a+ Z)sinbQ, + BG)E (B.12)
w v
+(—(a+Z)QI+%—v)ER—&-(a-i-Z—i-%—kw)Ea
) ou ow v
n, = (sinQ, — cos Q2 +6Z)EX+( 8Z)ER+(Q (97)E9
Les composantes du tenseur métrique de la base déformée au premier ordre en déplacement sont données par :
oU, o9, 0 ou
a,. aw—1+2(8X (a—i—Z)smHa—X—(a—f—Z) 3X aX)
ov
ag.ayg = (a+ Z) (1 + ﬁ(% + ’LU))
n.n, =1+ Qa—w
oz oV, oW, o0 0 0 (B.13)
— ¥ i - =2 28w 22 =
az.ag = (a+ Z)cos§(Qy, + 6X)+(Q+Z)Sm0(ﬁz X )+ (a+ 2) 5 + 90 + (a +Z)(‘3X
. oV, v, ou Ow
ayn, =sinf(Q, + 8—X) —cosf(Q, — BX) + A + X
ow v
ag.n, = %—v—i—(a—i—Z)a—Z
Le tenseur linéarisé des déformations (i.e. en HPP) se déduit :
o0y, au
Exg = 8 (a+Z)Sln987X*( a+7) 8X 8X
€09 = 7(8 +w)
P AT
Lo
0z (B.14)
%0 = cosO(S, + 222) +sin B — D0 4 (a+ 2) e ¢ 00 Y
Se0 = cos 08y + 55 )+ s ox T x Tarzoe T ox
av, ow, ou  Ow
2e,. =sind(Q, 8X) cos (2, 8X)+87 X
1 ow v

0 =izt oz
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C . Cinématique et tenseur des déformations non linéaire du tube droit 3D

Les hypothéses sur la cinématique ne permettent pas d'obtenir un couplage entre I'ovalisation et la flexion. Des
termes supplémentaires du second ordre en déplacement sont introduits afin d'obtenir ce couplage.
La position d'un point de I'état déformé m(X, Z, 6) est :

m=(X+U,Ex +V,E; + W,Ey + R(X).((a + Z 4+ w)Eg + vEx + vEp) (C.1)

Dans ce cas, les termes du 1¢" ordre en déplacement et en rotation ne sont pas les seuls a étre considérés. Le couplage
entre les rotations de la section et la déformation de la section est pris en compte, ce qui permet d’écrire :

m=(X+U,+u+(a+Z+w)sind Qy — (a+ Z +w)cosb Q, + Qyucosd + Qvsind)Ex
+(a+ Z + V,sinf + W, cos + w — Qv — sin 0Q,u + cos Q. u)Eg (C.2)
+(Vocos — Wosind + (a + Z + w)Qy + v — cos 0Q,u — sin Q,u)Eg

Les sections sont supposées relativement planes aprés déformation et la torsion est supposée également petite devant la
flexion. Les termes du second ordre portés par 2, et u sont donc négligés. Ainsi, seuls les termes couplés selon Ex sont
maintenus :

m=X+U,+u+(a+Z+w)sind Qy — (a+ Z +w)cosf Q, + Qyucosd + Qvsind)Ex
+(a+Z+ Vysinb + W,cos +w)Epg (C.3)
+(V,co80 — W,sinf + (a + Z2)Q2, + v)Ey

Pour simplifier I'écriture, on note h; = wsinf + v cosf et ho = —wcosh + vsin b,
Le tenseur des déformations avec les termes de couplage du second ordre obtenu grice aux termes couplés selon Ex

s'écrit :
" .09, o, Ou
€oz = 5y + (a—i—Z)sm@a—X - (a+Z)C0898X + X
09, 00, oV, \ Ohy OW,\ Ohs
T ax Mt axh2+<9y+ax)ax <“ ax)ax
1 (a
0= avrz\aa Y
w
Y
ov, . ow, o, 1 Ou Ov
2€w9 = 0059 (Qy + M) +Sln9 (QZ — aX ) + (G+Z) aX + m@ + 87 (C4)

1 v, \ ohy OW,\ Ohs
+a+Z<<Qy+8X)80+(QZ_8X>80)

2e;, =sinf (Qy + aVO) —cos @ (QZ 3Wo> + ou + ow

0x 09X 07 ' oX
OV, \ Ohy OW,\ hs
(Qﬁax)az+<gzax>az
e, — L (9w _ N ov
0=z \o0 ") oz

Les hypotheéses d'Euler-Bernoulli annulent la distorsion de la partie poutre :

av, _ ow,
Qera—X—O Doy =0 (C.5)
Les hypothéses de Love-Kirchhoff annulent la distorsion de la partie coque :
_ 8’[1)0 . _ 1 811)0
Uy = W , U1 = —a (69 - U0> (C.6)

124



En considérant les hypothéses d'Euler-Bernoulli pour la partie poutre et les hypothéses de Love-Kirchhoff pour la partie

coque. Le tenseur des déformations s'exprime tel que :

€ox = U, —asin&azvo —acos062W0 + o
09X 0X2 X2 ' oX
%V, 92w,
+ e (—vo cosf — w, sinB) + e (vo8in 0 — w, cosO) + Zkyy
1 0Ov,
€op = 5( 20 +w,) + Zkeg
o, 10u, O0Ov,
2 = : - 27k
S0 =0%x T oo Tax T
ou
. 0%V, OPWwW,  0%w,
kpsw = _Sln98X2 —cosf 5xE oz

+l 9821/0 awo_ L 982Wo Bwo_
a \“®7ax2 \ a0 ") T exz g T

o0, 1 <2 8%w, 10u, 61}0)

“ox a\Coxee Ta o0 ox
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D . Tube coudé en mouvement plan

D.1 . Cinématique et tenseur des déformations

Afin de simplifier la présentation, le mouvement est considéré dans le plan du tube i.e. V, =0et Q, =Q, =0.

Les coordonnées du point initial M(¢, 8, Z) sont données par :
M = —RN + (a + Z)Eg (D.1)
Dans ce repére la différentiation de M s'écrit :
dM = (R — (a + Z) cos 0)dpEy4 + (a + Z)d0Eg + dZEpg (D.2)
Les vecteurs tangents et le vecteur normal avant déformation s'expriment :

Ay=(R—(a+2Z)cosO)Ey
Ay = (Cl + Z)Eg (D.3)
Az = ER

Ceci permet de définir le tenseur métrique G, tel que les composantes non nulles sont celles de la diagonale :

Gop = (R— (a+ Z)cos0)?
Gog = (a + 2)2 (D.4)
G..=1

Pour ne pas alourdir la présentation, I'écriture du tenseur des déformations est décomposée en une partie poutre €, une
partie coque ¢ et un couplage non linéaire ™. Ces trois parties sont ensuite assemblées pour obtenir le tenseur global
des déformations.

Tube coudé en modélisation arc
L’écriture de la cinématique et du tenseur linéarisé des déformations est considéré seulement avec les degrés de
liberté de poutre. Les hypothéses des petites rotations ainsi que des petites perturbations sont également adoptées.
Le déplacement u? est défini comme :
mP =M +u? (D.5)
ou :
u? = (U, — (a+ Z) cos6Q,)Ey + W,N (D.6)

Les vecteurs tangents et le vecteur normal aprés déformation sont donnés :

ou, o0, ow,
al = ((R— (a+ Z)cosb + 96 (a—&—Z)cosHa—qS —WO) Ey + (UO— (a+ Z)cosb82, + 39 )N
a) = ((a+ 2)sintQ,)Ey + (—(a+ Z)sind) N + ((a + Z) cos)E» (-7
al, = (—cosb9Q.)E4 + (cos )N + (sinf)E»
Finalement le tenseur linéarisé des déformations pour la partie poutre seule s'exprime comme :
1 U, o0
P ° _ 7 Z
o0 R(aJrZ)cosH(@r,zS (a+2)cost 0¢ WO)
ehy =0
er. =0
o sin 0 O (D.8)
2€g0 = R—(a+ Z)cosf . = Uo 0¢
cos oW,
2P — —RQ °
€p2 R— (a+ Z)cos® Rl +Us + 3(;5)
2e) =0
Le tenseur des déformations donné dans [55, 22, 8, 59, , 38] est simplifié par rapport a celui fourni ci-dessus, en

choisissant un rayon de courbure R trés grand devant le rayon moyen a. Une écriture similaire tridimensionnelle avec un
repére différent est retrouvée dans [82].
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Tube coudé en modélisation coque
Désormais, I'intérét se porte sur les degrés de liberté de coque et I'on exprime le déplacement comme suit :
u¢ = ’LLE¢ + wEgr + vEy (D.9)

qui donne la position du point déformé :

m‘=uE;+ (—R+ (a+ Z +w)cosf —vsind)N + ((a+ Z + w)sinf + vcosf)Ez (D.10)
Les vecteurs tangents et normal se déduisent tels que :
ag = (R (a+ Z)cosf + 87(15 —wcosf +U51n9> Ey + (COSG% 51n€a—¢ —l—u) N+ (51n96¢ +COS€8¢)

0 0 v

ag = (‘3ZE¢ + ( (a+ Z)sinf — wsin@—i—cosea—z; — cos v — 8111980) N

00

ou ow ov ow ov
aj = 3ZE¢+<(1+(‘3Z> cosf — bln@aZ>N+<<1+aZ> blnﬁ—l—CObGaZ)

+ ((a + Z) cos @ + cos w + sinﬂ% — sin v + cos@av> E,

(D.11)
Enfin le tenseur linéarisé des déformations pour la partie coque seule s'exprime comme :

. ! O
Egp = o (a+Z)cos¢9 37;5 —wcost + vsin

¢ _ av
0= arz \"T ae)

. ow

2z 87
gec 1 Ou n 1 ov 00 (D.12)

= — —— —sin

W 4+ 7200 R—(a+Z)cosh \dp
2e¢ = % + 1 w + cos Ou

> 87 " R—(a+ Z)cosO \ 9p

E( — 1 aiw — + @

=" a+z \ 00 oz

L'écriture du tenseur présent dans | ] est similaire au tenseur proposé en ayant déja considéré les hypothéses

de Love-Kirchhoff. Comme précédemment une écriture tridimensionnelle avec un repére différent est proposée dans [82].

Modéle de poutre enrichie linéarisé

En considérant les termes de poutres et ceux de coques le tenseur linéarisé des déformations du 1¢” ordre (i.e. linéaire,
sans terme de couplage) s'exprime finalement sous la forme de :

1 ou, Ju .
EM_R—(a—I—Z)cosH(@qﬁ (—i—Z)cosGa—(ZS Wo—i—aqs—wcosﬁ—i—vsme)
o9 = —— —I-@
"=arz\"" o
. _ Ow
zz 87
2649 = sinf ra. —v, - Moy, L Ou, ! P ing o1
¢0_R—(a—|—Z)c050 ? NG 1) a+Z00 R—(a+Z)cosf \ 0¢ s
cosd oW, Oou 1 ow
2e4, = Q. — 0
€ R—(a+ Z)cosf —HSL U 8¢>+8Z+R—(a+Z)COSH (8¢+COS u>
2e _ (’97111_ +@
““avz\oo ") oz

Modéle de poutre enrichie non-linéaire

Dans cette partie le couplage entre la rotation globale et la section déformée est ajouté. Comme précédemment
les termes du second ordre portés par le gauchissement et la rotation de torsion sont négligés. Pour simplifier on pose
h = —wcosf + vsinf. Le déplacement additionnel devient alors :

— Q.hE, (D.14)
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Le déplacement supplémentaire de I'Eq. (D.14) est ajouté aux cinématiques de poutre de I'Eq. (D.6) et de coque de

I'Eq. (D.9) :
u=u"+u” +u

Les termes supplémentaires du tenseur des déformations considérant uniquement le couplage sont donnés par :

h B au, 1 oh
nl _ z —9 VA % - Q, —
60 = (R—(a + Z) cos 0)? [a¢ (B =2(a+2Z)cosO) + 55 =Wo| + (0T Zycos )2 0 |10
1 oh oW,
nl __ - _ ° _
S0 T R (a4 Z)cos§ 06 [RQZ 0¢ Uo]
1 oh aw,
nl __ - _ ° _
€92 " R—(a+ Z)cos0 07 {RQZ ¢ U"}

(D.15)

oW,
9¢

(D.16)

Il convient alors de rajouter au tenseur des déformations du 1°" ordre (voir Eq. (D.13)) le terme de I'Eq. (D.16) :

1 oU, o1, Ou .
Epp = R (0t Z)cos0 {&b —(a+ Z)cosb 9 —Wo+8¢—wcost9+vsm9}
h o0, ou, 1 oh ow,
TR0t 2) st | 9 B 2atZ)cost)+ 50 _W"} TR (at2)cosh) 09 {RQZ_ 99
1 v
699—7Q+Z w—i—@
0w
Cvz in 0 oW, 1 0 1 0
sin > U v .
2840 = R—(a+ Z)cos0 (RQZ_UO_ 0 ) +a—|—Z%+R—(a+Z)COS6' (&z)—sm9u>
1 oh oW,
+R—(a—l—Z)cosH% {RQZ 0 UO}
cosf ow, ou 1 ow
284 = R—(a+ Z)cosb <_RQZ+U"+ 0 ) +87+ R—(a+ Z)cosb (&;S+COS€U>
1 oh ow,
+R—(a+Z)COSQZ9Z[RQZ_ 0¢ _Uo]
2 - a—wfv +@
== vz \ o0 oz

1
R—(a—i—Z)cosGN R

Remarque : Pour un tuyau droit : s — X et R — +o0 ce qui implique que :

de la forme : ! Oe L Os Do Oe

Rf(aJrZ)cosé)aTbNR%_E X’
dans I'Eq. (B.14) est retrouvée.

_ UO}

(D.17)

—. Ainsi les termes

— ——. L'écriture du tenseur des déformations en tuyau droit donné

En considérant la méme décomposition en Z que dans les deux premiers chapitres (voir Eq. (1.57)) et en gardant

les hypothéses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchhoft, les relations suivantes sont obtenues :

e Avec les hypothéses d'Euler-Bernoulli le relation liant la rotation avec les déplacements devient :

1 /oW,
o= 7 (g )

e Avec les hypothéses de Love-Kirchhoff les relations s'écrivent ci-aprés :

= # dwo + cosf
uliR—acosH 0 to

__l 8wo_
B N

(D.18)

(D.19)

La relation pour v; reste inchangée par rapport au tube droit. Cependant pour u; et €2, des termes supplémentaires

portés par |'axe apparaissent.
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A priori le rayon de courbure R n'est pas forcément toujours trés grand devant le rayon a. En effet il y a des configurations
réalistes ol il y a seulement un facteur trois. Ainsi, le rapport a/R n'est pas négligeable. Il faut donc aller & des ordres
plus élevés concernant ce développement limité.

L'hypothése de coque mince est maintenue, |'épaisseur est faible devant le rayon de la tuyauterie et par conséquent faible
devant le rayon de courbure également.

Comme fait précédemment, le tenseur des déformations est décomposé en une partie membranaire (indépendante de Z)
et une partie de courbure (linéaire en Z) : e =™ + Zk .

Les développements limités & |'ordre 1 donnent :

1 1 Z

a+7Z a a2
1 1 acosf

— A7 g
R— (a+ Z)cosf R+ R? +

(D.20)

R R?

1 2
Cose(+(1(:()59) 1 =a+ 7Zp

Pour les termes non linéaires, des termes supplémentaires apparaissent dans 5% méme aprés avoir utilisé les hypothéses
d’Euler-Bernoulli. Ces termes sont cependant trés faibles et sont par conséquent négligés.

En insérant les hypothéses d'Euler-Bernoulli de I'Eq. (D.18) et de Love-Kirchhoff de I'Eq. (D.19) ainsi que les dé-
veloppements limités de I'Eq. (D.20) dans I'Eq. (D.17) le tenseur des déformations s'écrit :

ou, 1 [o°W, oU, Ou, .
€¢¢7(a+Zﬂ)[a¢ acos&R[8¢2 + 8(;5] 7W0+8—¢7w00050+vosm9
_|_l 62W0+8U0 (—we cos 0 + v, sin 6)]

R | 0¢? 0¢ ? ¢
+aZ —COS@l %4_% —« %—FCOSQ% _lsing 8wo_v
R | 0¢? 0¢ 0¢? 0¢ 00 °

+aZ _L (9w v 1 sin 6 W, + 9,
a \ 00 °J R 0?2 0¢
— l + % _ é 8211)0 +
0=\ T a0 ) @ \aer T

1 Ou, Z 0u, Z [0a [Ow, dw,
2600 =~ — 55 — — el +u,cosl | +

(D.21)

0
+ cosé)& — U, sin 6

a0 a? 0 a 0¢ 000¢ ol
ov, . . ow, ] 1 /%w, Ov,
+(a+ ZB) (% —u081n9> + Za [smﬂoz <8¢ —I—uocosQ) - (898¢ - 5¢>]

Les quantités sont exprimées en fonction de la variable ¢. Désormais elles sont exprimées en fonction de I|'abscisse

. . . 1 Oe Oe
curviligne s en utilisant la relation : =

: —— = —. Afin d'effectuer ce changement les variables « et 3 sont factorisées
RO¢p  Os

1
ar — tel que :
p R q

acosf

R

, 1 acosf\>
et :cosﬁﬁ 1+ (D.22)

1 ’ 1 ’ ’
= — t = — U =1
« a et f Rﬁ ol « + i

R
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Le tenseur des déformation s’écrit alors sous la forme :

, N L oU, 0w, 19U, W, Ou, 1w, Vo
— 7 _ } - _ _ o . 0
Ess (a + 6)[ 95 acos@[ 557 + 7 05 ] R + s 7 cos 6 + Rsm@
+ W, 190, (— 0 + v, sin 0)]
a2 7 0s W, COS v, sin
o' 7 | coso 2w, n l ou, o 0%w, cosf du, B L <00 ow, .
0s2 R 0s 0s2 R 0Os aRR 00 ©

ez (20 N g (P We 10U,
@ a\ 00 ~ )M\ a2 T R a5

1 +8v0 _é 82w0+
0=\ "0 ) 2\ oz TV

10u, Zou, Z|da (8100 Up > , <82wo cos 0 Ou, sin9>

(D.23)

T400 290 |00 900s = R 00 ° R
/ /[ Ov, sin 6 , [sin@ [ Ow, cos 6 1 (0%w, Ov,
o +Zﬁ)<as “UR )*ZO‘ { R ¢ (as TueTg >a<aeas 83)]

Le tenseur défini dans I'Eq. (D.23) est assez complexe. Pour simplifier les expressions, on prend o =letf =0, ce qui
donne le tenseur des déformations simplifié :

€ —aUO—aCOSH aQWO—l—laUO —WO auo—&cosﬁ—i—ESmQ
¥ 9s 0s? R 0Os R 0s R R
+ W, 1 90, (—w, cos b + v, sin 0)
0s? R 0Os ° °
0?w, 19U, 8%w, cosf Ou, 1 Ow,
Z[— cos - - =7 — i -
+Z1 Cow[aﬁ "R os 952 R as] aRSln(’(ae “0)
1 (é)wo ; ) <00 (82W0 . 1 (’9UO>]
- —, St + =
a \ 00 Js R 0s (D.24)
Eop = l + % _ é aQwo +
=5 Wo o0 a2 \ 002 Wo
9e _1% Bvo_ sin 6
0= 400 Js to R
L7 1 0w,  Ov, n 1 du, n 1 /. eawo cos 6 Ou, n sin 6 n cos fsin 6 |
—— — - — | sin — Ug Up
a \ 000s 0s a 00 R Js a 00 a R
D.2 . Energie cinétique
Le déplacement associé a la transformation est donné par :
u=(U,+u—(a+Z)cosbQ, +Q.h)Ey + (W,cos0 + w)Eg + (—W,sind + v)Eg (D.25)
Pour simplifier, on pose : h, = —(a + Z) cos@ +h = h, , + Zh, 1 et donc h, = h. Les vitesses vérifient :
= (U, 40+ h.Q. 4+ hQ)Ey + (Wycos0 +w)Eg + (— W, sin 6 + 0)Eg (D.26)
Ainsi la densité d'énergie s'écrit :
wa = (U, + 0+ hQ, + hQ.)% + (W, cos0 + )2 + (=W, sin 0 + 0)? (D.27)

De facon similaire a ce qui est fait précédemment, les termes de la forme U,u Q2 u et Q,U, sont négligeables et Ia
densité d’énergie devient :
wa=U," + a2+ (ho92 + thz)2 W, +0? + 02 (D.28)

La densité d’énergie cinétique se décompose en trois contributions :

130



e L’énergie cinétique de la poutre :

1 . . .
3 (SUZ+ SW;+1.Q2) ou S=2mae et I, = / h? dS = /(—(a + Z)cos® + h)? dS (D.29)
S S
e L’énergie cinétique de la coque :
1
3 / (@ + 9% +w*) dS (D.30)
S

e L’énergie cinétique du couplage entre la rotation globale et la déformée de la section :
1 . . .
793/ h? dS+QZQZ/ hh, dS (D.37)
2 5 5

Pour rappel, ¢ représente les variables généralisées : ¢ = U,, W,,Q,, u, v, w, h. Il faut désormais déterminer les quantités
(Jq.9q) :

(Ju,.0U,) = pS / U,06U, Rd¢
¢
(Jw, . SW,) = pS / W,6W, Rdé
¢
(Jo..00.) = p/ 9 [1.9.] 69 quz5+p/ Q/ hh.69Q. dS Rdg
o Ot P g
1
(Jy.0u) = fp/ / iou dS Rd¢ (D.32)
2" JoJs
(Jy.0v) = 1p/ / v dS Rd¢
2 oJS
1
(Jy-dw) = fp/ / wow dS Rd¢
2 o JS
(Jn.0h) = p/ / <a [20] + QQh) 5h dS Rd
Jusqu’ici, les résultats sont identiques a ce qui est obtenu pour le tube droit. Cependant les liaisons, obtenues en annulant
la distorsion de poutre et de coque, sont différentes dans le cas du tube coudé. Les hypothéses d'Euler-Bernoulli de

I'Eq. (D.18) et de Love-Kirchhoff de I'Eq. (D.19) ainsi que les relations de I'Eq (A.9) permettent d'écrire les relations
qui suivent :

1 (06W,
Q, == oU,
5. = - ( S+ U )
ou=0u, — 2 1 00w, + du, cos O
R —acosf \ 0¢ (D.33)
1 ddw, '
Jvzévo—l—Za ((51}0— 50 )
6h = —dw, cos O + v, sin b + Zsm@ <(5vo - 8(5w0)
a a0
Les termes d’accélérations s'en déduisent :
e L’accélération pour U, vaut :
. 10 ) 1 .
(Ay,.0U,) = pS / U,0U, Rdé + p / / ( [1.Q.] + thhz> 6U, dS Rd¢ (D.34)
e L’accélération pour W, vaut :
. 19 . 1 . oW,
Aw . 0W,) = ,O0W, Rd —— Q.| + =Q.hh, dS Rd )
(Aw,.0W,) pSLWWR¢+pLL<R6t[ ]+R )8¢ S Rd¢ (D.35)
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e L’accélération pour u, vaut :

5 .
B ) L 811)0
(Au,-0uo) = P/(b/suoéu" d§ Rd¢ + 12(R — acos)? /(15/9 ( o

e L’accélération pour v, vaut :

(A,,.00,) = p / / <v - (8 [Q2h,] + QQh> sin 9) 6v, dS Rd¢
sJs ot

i, COS 9) cosBou, dd Rd¢  (D.36)

3 1 (0w ing [0 (B-37)
pe W, . sin 93 -
_pet L I L 020y ] + Q.0uh. s ) ) dv, dO RA
12/¢/9<a2<89 “) o <8t[ 1]+ ’1>)” ¢
e L’accélération pour w, vaut :
(A, dw,) = p / / (w — <§t [Q2h,] + QQh) cos 9) Sw, dS Rd¢
ow,
D.
+12 facosé) //(&j) COSQ) B (D.38)

0w, ., sinf (0 ., ddw,
//(a2( —vo>— ; <8t[Q hl]—i—Qthl)) 50 df Rdo
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E . Cinématique et tenseur des déformations du tube coudé 3D

Les coordonnées du point initial M(X, 6, Z) est donné par :
M = —RN + (a + Z)Eg (E.1)
Dans ce repére la différentiation de M s'écrit :
dM = (R — (a + Z) cos 0)dpEy4 + (a + Z)dEg + dZEpg (E.2)
Les vecteurs tangents et le vecteur normal avant déformation s'expriment :

Ay=(R—(a+2Z)cosO)Ey
Ag=(a+2)Ey (E.3)
A, =E,

Ceci permet de définir le tenseur métrique G tel que les composantes non nulles sont celles de la diagonale :

G¢¢ =(R— (a+ Z)cos0)?
=(a+2)? (E.4)
GZZ =1

Pour ne pas alourdir la présentation, I'écriture du tenseur des déformations est décomposée en une partie poutre £?, une

partie coque ¢ et un couplage non linéaire ™.

Tube coudé en modélisation arc

L’écriture de la cinématique et du tenseur linéarisé des déformations est considéré seulement avec les degrés de
liberté de poutre. Les hypothéses des petites rotations ainsi que des petites perturbations sont également adoptées.
Le déplacement u? est défini comme :
m? =M + u” (E.5)

ou :
u’ =U,E; + W,N+V,Ez + ((a+ Z)sinbQ, — (a+ Z) cos 0, )Ey — (a+ Z) sin0Q,N + (a + Z) cos 09, E5 (E.6)

Les vecteurs tangents et le vecteur normal aprés déformation sont donnés :

ay = (R @+ Dyeoso+ 52+ a +Z>sm9%—< +Z)eost5 < Wyt (a+ 2)sin0, ) By
. 0 .00, av, 0y
+<U0+(a+Z)s1n9§2y (a+2) a¢ —(a+2) a¢>N+(a¢ (a+2) %)E

a) = ((a+ 2)cos 0y, + (a+ Z)sinbQ.)Ey + (—(a + Z)sind — (a + Z) cos 0, ) N + ((a + Z) cos 6
—(a+ Z2)sin0Q,)Ez
al, = (sin 09, — cos 0, )E, + (cos 0 — sin Q)N + (sin 0 + cos 6Q, )E,

(E.7)
Finalement le tenseur linéarisé des déformations pour la partie poutre seule s'exprime comme :
1 ou. o0 o0
y4 _ o . 7@/ _ 7,2 o .
€¢¢R—(a+Z)cos€(8¢+(a+Z)Sln68¢ (a+Z)cos€a¢ Wo+(a+Z)sm9QT>
ehy =0
el, =0
1 00, ov, oW,
2P, = —(a+ 2)Q, z —y, - e
0= R Zyemd \ @ T DN F (@ DTS ( 9 “1“9( Vo= 35 >>
1 ov, oW,
%P — in6 | RQ 0 —RQ. + U, :
2T R—(a+ Z)cosf " (R + a¢>+ms ( 96 ))
2el =0
(E.8)
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Tube coudé en modélisation coque

Désormais, l'intérét se porte sur les degrés de liberté de coque et I'on exprime le déplacement comme suit :

u = uBy + wEg + vEq (E.9)

qui donne la position du point déformé :

m°=uE4s+ (—R+ (a+ Z +w)cosf —vsind)N + ((a+ Z + w)sinf + vcosf)Ey (E.10)
Les vecteurs tangents et normal se déduisent tels que :
ag, = <R— (a+ Z)cosb + % —wcos @ +vsin9> Es + (cosﬂg;l: — sm98—¢ +u> N + (bmﬂg(b +c050§¢>
ou

ow v
o= 80E¢,—|—< (a+ Z)sinf — wsm@—l—cos&ae—cos@v—sm@aa)N

QD

+ ((a + Z) cos @ + cos w + siHHZ—Z) — sinfv + cos9§g> Ez

Ju ow ., 0v ow\ | v
al = 8ZE¢+<<1+82>COSF)s1n08Z>N+<<1+8Z>51119+005962)EZ

(E.11)
Enfin le tenseur linéarisé des déformations pour la partie coque seule s'exprime comme :
gt L Ou cos 4 vsin 6
= - — S 511
" R—(a+ Z)cosf \ ¢ Weosyus
c — 1 + l
00 = +7Z Y
e ow
zz ﬁ
2eC, = 1 % + 1 @ — sin fu (12
T a+Z00  R—(a+ Z)cosf \ Do
2e¢ —%—i— L Ow + cos Ou
%27 0Z ' R—(a+ Z)cos \ dp
9gc — 1 Jw n v
“: " avz\o0 ") "oz

Modeéle de poutre enrichie linéaire

En considérant les termes de poutres et ceux de coques le tenseur linéarisé des déformations du 1¢” ordre (i.e. linéaire,
sans terme de couplage) s'exprime finalement sous la forme de :

EW:R—(a—&Z)COSG <88[Zz; (a—i—Z)smG%—( +Z)cos€£ W, + (a+ Z) sin 69 —|—au—w0059+vsin9>

¢ ‘09
_ 1 Lo
0= o1z \""" o8
)

e _Ow

2€¢0:R_(Q+Z)COSG (_(@+Z)Qy+(a+z) 8¢ (RQ + 8¢>+51n0< _Uo_ a¢ ))
1 Ou 1 ov .

+ - + — —sinfu

a+Z00 R—(a+ Z)cosh \ O¢

1 av, ow,
2E¢Z_R7(G+Z)COSO (sm@ RQ, +8¢)+COSG(_ » o 39 ))

+%+ ! w + cos @
0Z " R—(a+ Z)cos \ 0¢ "

2e _ a—w— +@
== uxz\os ") "oz

(E.13)
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Modeéle de poutre enrichie non linéaire

Dans cette partie le couplage entre la rotation globale et la section déformée est ajouté. Comme précédemment
les termes du second ordre portés par le gauchissement et la rotation de torsion sont négligés. Pour simplifier on pose
hi =wsin@ +vcosf et ho = —wcosfh + vsinf. Le déplacement additionnel devient alors :

u" = (Qyh1 + Q.ho)Ey (E.14)

Le déplacement supplémentaire de I'Eq. (E.14) est ajouté aux cinématiques de poutre de I'Eq. (E.6) et de coque de
I'Eq. (E.9) :

u=u"+u? +u° (E.15)

Les termes supplémentaires du tenseur des déformations considérant uniquement le couplage sont donnés par :

56 = 5 P2 (R 2(a+ Z) cos °_ AL
S0 R—(a+Z)cosﬁ[3¢>] (R— (a + Z) cos 0)? [a(z) (B=2a+ Z)cost) + 55 = Wo+ (a+ Z)sinf77
1 1 oV,
+(R—(a+Z)cos9)2gT¢ Qy(R— (a+ Z)cost) + 8(/5}
1 Ohy oW, '
+(R7(Q+Z)Cose)267¢ RS — 96 —Uo—(a—l-Z)smer}
—hysin 6 + h2cos 6 1 ohy v,
nl __ ohy B
€50 = (a+2)) R—(a+ Z)cosb [ y]JrR—(a—i—Z)cosH 06 [(R (a+2)cos ), + 6(;5}
1 Ohy ow, .
+R(G+Z)008980[ Qz_agz)_U"_(a"_Z)Smer}
hicos@ + h2sin 1 Oh, v,
nl __ ony B WV,
€02 = R—{a+ Z)cosh " T R (a+ Z)cosd 0Z [(R (a+2) cosf)y + a¢}
1 Ohs A .
+R*(G+Z)cos96‘72 Y _U"_(a"'z)smegy}

(E.16)
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Il convient alors de rajouter au tenseur des déformations du 1°" ordre (voir Eq. (E.13)) les termes de I'Eq. (E.16) :

1 Q Q
€66 = T (a+Z)cos9[83[<];$o + (a—&—Z)sinHaa—(; - (a—&—Z)cos@aag —Wo+ (a+ Z)sinbQ, + Z—Z —wcosf +vsind
hy oQ, hso 00, ou, .00
—(R—-2 Z 0 - W, Z 06—~
R—(a+ Z)cosb 6¢]+(R—(Q+Z)cos0)2 [6@15( (a+2)cos6) + 0 +(a+Z)sin aqﬁ]
1 1 v,
P10 (R— 7) cos
TR (0t Z)cos0)2 09 |\~ (aFZ)cost) + 8¢}
1 Ohs oW, .
— |RQ, — -U, — Z 0Q
+(R—(a—|—Z)cos€)2 9 R 9 Uy, — (a+ Z)sin y]
L
Cooz e)9) oV, oW,
2e 50 = —(a+2)Q 7) 22 0 RQy+ o2 ) +sin6 ( RO, — Uy — —°
€40 R—(a—l—Z)cosG( (a+Z)Qy + (a+ )8¢ + cos (R g+ 8¢>+sm (R U, 9 ))
+ ! @+ ! @— in 6
a+Z00  R—(atZ)cosf \ag "
—hysinf + hs cos 0 1 Ohy Vv,
Z ) U R~ (a+ Z) cos 0)Q
(a+2)) R—(a+ Z)cosb [ "]+R—(a+Z)cos€ 00 [(R (a4 2) cos0)82y + agb}
1 Oha oW, .
+R—(a+Z)cost989[ o=y ~ o~ (ak 2)sinfa,
1 aV, oW,
2 = i 0O - ° —RQ o
€4z R(a+Z)cosB<Sm9(R y—i—ad))—&—cosﬁ( RO, +U, + 90 ))
+%+ ! —w+cos9
0Z R—(a+ Z)cosf \ 0¢ "
hicos @ + hgsin 6 Ohy oV,
— - Z 0)Q
R—(a+Z)cost9[ y]+R—(a+Z)cost9 07 {(R (a4 Z) cos )<y, + 89%)]
1 hso oW, .
22 R, — — U, — (a+ Z)sin 69
"R (a1 Z)cost 02 PZZ g ~Uo—(at )&ney]
2 fL aiw,fu +@
== axz\ o0 07
) (E.17)
Remarque : Pour un tuyau droit : s — X et R — +o00 ce qui implique que : R—(at Z)cost ~ R Ainsi les termes
1 1
de la forme : Oe Os _0Oe — ﬁ L'écriture du tenseur des déformations en tuyau droit donné

Rf(aJrZ)cos&aTZ)NE(?TZ)_(?s 0X
dans I'Eq. (A.7) est retrouvée.

Les hypothéses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchhoff sont considérées et permettent d'obtenir les relations suivantes :
Avec les hypothéses de Love-Kirchhoff les relations sont :

_ 1 ow, L 0
TR “acosh \ @ cos vt (E18)
v = _1 (9w, _ v |
e\ o °
Avec les hypothéses d'Euler-Bernoulli les relations sont :
1 /oW,
Qz = =5 + Uo
B\ 99 (E.19)
1oy, '
Y R O0¢

Les relations de vy et Q,, restent inchangées par rapport au tube droit. Cependant pour u; et €2, des termes supplé-
mentaires porté par |'axe apparaissent. De plus, contrairement au tube droit, les hypothéses d'Euler-Bernoulli n'annulent

plus les termes en —2 dans €.
b ¢

A priori le rayon de courbure R n’'est pas forcément toujours trés grand devant le rayon a. En effet il y a des cas
ol il y a seulement un facteur trois. Ainsi, le rapport a/R n'est pas négligeable. Il faut donc aller a des ordres plus élevés
concernant ce développement limité.
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L'hypothése de coque mince est maintenue, |'épaisseur est faible devant le rayon de la tuyauterie et par conséquent faible
devant le rayon de courbure également.

Comme fait précédemment, le tenseur des déformations est décomposé en une partie membranaire (indépendante de Z)
et une partie de courbure (linéaire en Z) : e = e™ + Zk .

Les développements limités & |'ordre 1 donnent :

1 1 Z

a+Z a a2
1 1 acosf

Sk
R—(a+ Z)cosf RJr R? *

(E.20)

R R?

2
cost9<1+acosg) ] =a+2Zp

Pour les termes non linéaires, les hypothéses d'Euler-Bernoulli n'annulent pas tous les termes présents dans egé et sglz

contrairement & ce qui est fait pour le tube droit. Cependant les termes supplémentaires sont négligeables devant les
autres termes. Finalement, pour simplifier également le tenseur des déformations, seul les termes dans é‘% semblables a
ceux du tube droit sont maintenus.

En réinjectant les hypothéses d'Euler-Bernoulli et de Love-Kirchhoff ainsi que les développements limités dans I'Eq. (E.17)
le tenseur des déformations s'écrit :

1 9%V, 1 [o°W, U, ' ou, .
5¢>¢>—2(a—|—25>[ ¢ IDGE 8¢22_ acosf— [3¢2 +5¢} —WO—&—asmHQm—l—a—d)—wocose+vosmg
1 07V, 92w, aU .
- 5 2 (we sin @ + v, cos 0) + E 8¢2 ° 4+ 9 (—w, cos O + v, sin 6)]
1 6%V, 1 [02W, oU, 2w A, 1 ow,
+ozZ{ smﬂﬁ 962 — Cos GR 8¢2 90 + sin 692, { ° + cos 8¢]—as1n€<89 —’Uo)]

1 [/ ow, 1 02V, .
+aZ {_a(af) —U0>R<—C0598¢)2 —l—sm9< 3(1)2 )]
— l + % _ Z (9211)0 +
€00 =2\ o9 a2 \ a2 "

_ 10u,  Z Ou, dar (0w, +up,cosf | + &, 987 Uo sin 6
e o6 | ° 696(;5 9

R 0¢ 0¢ 0¢ R 0¢ 0¢ 0¢ 000¢ 0o
(E.21)
Les quantités sont exprimées en fonction de la variable ¢. Désormais elles sont exprimées en fonction de I|'abscisse
10 0
curviligne s en utilisant la relation : Eﬁ—; 8. Afin d’effectuer ce changement les variables « et 8 sont factorisé par
S
1
= tel que :
1 . 1 / acosf / 1 acosf’
P o J— U} = 1 = S —_— 1 E.22
a=pa et 3 Rﬁ ol « + i et 3 cos&R(+ 7 > (E.22)
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Le tenseur des déformations s'écrit alors sous la forme :

Pour simplifier les calculs analytiques, on prend o' =1 et 8 =0, ce qui donne le tenseur des déformations simplifié
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’ ’ 3U 8 V 62W 1 6UO W auo wo
5552—(a +ZB>[8S 232 acos@[as2 Ras]—R—i—RsmGQ +8 53 SH+§Sln9
0%V, . O°W, 100, .
e (we sin @ + v, cos B) + L 552 R 95 (—w, cos O + v, sin )]
, ] 2 °wW, 109U, 1 , [0%2w,  cosb Ou, 1 . ow,
+a Z —5111982 — cosf 552 7 0 —|——bmHQ 552 Ras}—CLRbmH(ae —v(,)}
a7 10w, - 9821/ +sing 82 18U
@ a \ 00 Vo €08 0s? St 852 R 0s
Eop = l % — é 9w, +
=% Wo 00 a? \ 002 Wo
9e _1%_5%_5 Oa awo_’_& 0) + o 9w, Cosﬁauo_ sin 0
0T 00 90 0 \os " R7)T%\oas T R 90 "R
o+ 28) a 9V, GBQ@. v, sinf +Za 19V, 09, sin@a, Ow, cosf) 1 8w, B
R 0s Os Os ° R R 0Os Os R Os ° R a \ 080s

(E.23)

ou, . 0%V, O*W, 10U, w, ou, w, Vo .
5552: s —asind 552 —acosf 82 R s —f—l—ﬁsmﬁl + s —Ecosﬁ—l—ﬁsmﬂ
%Z (wesin @ + v, cos ) + 881/12/ 19 ] (—w, cos b + v, sin b)
9%V, o*W, 1 8U 1 0%w, cosf du, 1 Ow,

Z[—sin 6 - 0 — sin ), — —sinf o
Homsinbg e —eost | B TR s | TR 952 T R 0s } ar ™ ( o6 " >
1 ow, B B 982V +sing W, l@Uo |

a\ a9 )\ T s 9s2 ' R 0s
I l % — g a2wo +
0= \"" "9 ) a2\ a2z T
9, lauo a 0V, L 00, L ov, B sin 6

0= 00 R 0s “ 95 Os to ) )
+Z[8Qz l@Vo 1 28 wo ov, 1 ou, n l sin aawo B cos 0 Ju, sm@u n cos@sm@u }

0s R 0s a \ 000s 0s a 00 0s a 00 a ¢ R °
(E.24)
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F . Méthodologie entreprise pour le calcul formel

Le calcul formel a été utilisé 8 maintes reprises pour déterminer plusieurs quantités telles que les efforts généralisés,
la surface et I'inertie de la section transverse. |l a également permis de vérifier certains calculs fait 3 la main comme le
calcul de la matrice de masse. Tous les calculs sont effectués dans un premier temps avec la librairie sympy de python
qui permet de manipuler facilement I'ensemble des variables et de faire les produits matriciels simplement. Cependant
pour des calculs comprenant de longues expressions, sympy ne parvient pas a converger rapidement, 'outil WxMaxima
a alors été utilisé largement. Les termes a intégrer sont alors obtenus par sympy puis sont intégrés dans WxMaxima. De
plus ce dernier permet de sortir le résultat de l'intégration directement au format Fortran 90, prét a étre utilisé dans
Europlexus, ce qui a permis un gain temps de développement non négligeable.

La méthodologie utilisée pour déterminer les efforts généralisés associés aux degrés de liberté de poutre et de tout
les modes de Fourier est décrite dans cette annexe. La méme démarche est réalisée pour le tube droit ou le tuyau coudé
avec ou sans couplage.

L'objectif est d'intégrer le tenseur de Cauchy o doublement contracté avec la déformation virtuelle ée (o : d¢). Ces
deux tenseurs sont écrits sous la forme d’une matrice colonne. Le déplacement virtuel du présent dans de ne peut pas
étre intégré puisqu'il correspond a une fonction test et permet en le mettant en facteur d'identifier les efforts généralisés.
L'idée est de décomposer, comme dans le dernier chapitre sur les méthodes numériques, le tenseur des déformations
e(X,60,7) en une matrice P(X, 0, Z) et une matrice colonne des degrés de liberté uyy; tel que :

e=P-uyy ; de=P- duuqy (F.1)

Il suffit ensuite de construire la matrice P selon le tenseur des déformations choisi. Pour les cas linéaires la seule matrice
P est suffisante. Cependant pour les cas non linéaire qui prennent en compte le couplage, une nouvelle matrice Py,
doit étre introduite. En effet cette derniére doit contenir également des degrés de libertés puisque € n'est plus une forme
linéaire des degrés de libertés. Ceci permet d’obtenir les relations suivantes :

e=P-uyy ; de= Psupp - OUgqr (F.2)

Pour le cas linéaire Py, est égale a P. La loi de comportement permet de déterminer le tenseur des contraintes telle
que :
oc=C-¢ (F.3)

La matrice colonne des efforts généralisés F.,, est alors déterminée aprés intégration :

€
— 2

Fyep = / 2 /0 (C P ugy)’  Paupp adfdZ (F.4)
"2

La “™¢ ligne de F 4, correspond a I'i®™¢ effort généralisé.

De cette facon, tous les efforts généralisés sont déterminés de facon exacte et sont ensuite stockés dans une routine
spécifique car leurs expressions, pour certains d'entre eux, est trés longues.
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G . Matrice de masse cohérente
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H . Aide intégration en 6 pour N modes de Fourier

Cette annexe, est une aide de calcul pour le lecteur qui souhaiterait faire des calculs avec plusieurs modes a la main

rapidement.

Soit n un entier naturel, la formule de Moivre donne les deux relations :

ein@ +677Ln0
cos(nf) =
inh __ efme

2

sin(nf) = ¢

Ainsi V (n, k) € N? les relations suivantes sont obtenues :

sin(nf) sin(kf) = —1(cos((n+ k)#) — cos((n — k)0))
cos(nb) cos(kd) = Z(cos((n+ k)0) + cos((n — k)0))
cos(nf) sin(kd) = 3(sin((n + k)0) — sin((n — k)0))

Finalement les intégrations se simplifient :

ST sin(nf) sin(kg) 40 = op
JiT cos(n) cos(kf) A = of (m + 55m)
27 cos(nf) sin(kf) 48 =0

ou §; désigne le symbole de Kronecker.
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| . Réactualisation du rayon du coude

Le but de cette annexe est de proposer une méthodologie afin de réactualiser le rayon de courbure au cours du calcul.

Trois points, notés A, B et C sont considérés. Ces trois points ne sont pas colinéaires.

Seuls des tubes coudés dans un plan sont a I'étude. Dans ce plan les coordonnées des points considérés non colinéaires

sont notés : A(x1,y1), B(x2,y2),C(x3,y3).

La position du centre du cercle est notée (z.,y.) et son rayon R. L'équation d'un cercle s’écrit alors pour chaque point

P(x,y) appartenant au cercle :
(LE - xc)2 + (y - yc)2 = R2

qui peut s'écrire sous la forme :
2?2 +y* +2ax+ 2y +¢c=0

Par identification les relations suivantes sont obtenues :

T, = —a
yc:_b
R=Va2+b? —c

Il faut ainsi déterminer les coefficients a,b et c. Pour ce faire le systéme 3x3 suivant est résolu :

2z1a0 4+ 2y1b+c+ 22 +y? =0
279a + 2ysb+c+ 23 +y3 =0
2x3a +2ysb+c+a54+y3 =0

En notant d; = 2% + y? les coefficients a,b et ¢ s’expriment comme :

(d2 —di)(ys — y1) — (ds — d1)(y2 — y1)

- 2[(as — x1)§y2 — 1) — (x2 — 1) (y3 — y1)]
. dl—d2—2 To — T1)a

b=
2(y2 — 1)
c=—dy — 2y1b — 2z10

Attention, pour cette solution il faut vérifier les deux conditions pour ne pas diviser par zéro :

(w3 —21)(y2 —y1) — (w2 —21)(y3 —v1)| #0 ; y2—y1 #0

Le produit vectoriel entre AB et BC non nul, donne la condition :

(2 —21)(y3 — y2) — (Y2 — y1)(z3 — 2) #0

(.4)

(.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

Or (w2 —z1)(ys —y2) — (y2 —y1)(z3 — x2) = (x3 — x1)(y2 — y1) — (2 — x1)(y3 — y1) donc cette condition est bien

vérifiée pour des vecteurs non colinéaires.

Cependant, la condition yo — y1 # 0 n’est pas forcément vérifiée. |l convient alors de résoudre le systéme dans le cas ol

Y1 = Yo, Ce qui donne :

_dl—ad2
- 2((E2 — xl)
b— d1 - d3 - 2(.133 — xl)a
2(y3 — y1)

c=—dy — 2y1b — 2x10a

Il'y a encore deux conditions a vérifier :
Ta—x1 #0 ; ys—y1 #0

La condition de non colinéarité impose :
(23 —21)(y2 —y1) — (w2 —21)(y3 —9y1) #0
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Ce qui implique l'inégalité :
(x2 —21)(ys —y1) # 0 (1.14)

Finalement les relations d'inégalités données ci-aprés doivent étre vérifiées :

(y3—11) #0 5 (z2—21) #0 (1.15)

Remarque 1 : Dans le cas présent y; = ys et si 1 = x2 alors le point A est confondu avec le point B. Donc I'élément
n'existe pas ce qui est impossible donc cette condition est toujours vérifiée.

Remarque 2 : Si y; = y3 sachant que y; = yo alors les trois points A,B et C sont alignés. Ce n'est pas possible non
plus car la condition de non colinéarité a été vérifiée.

Deux éléments F; et Fy sont considérés. L'élément E; est situé a gauche et a deux nceuds au point A et B. L'élément
E5 est quant a lui a droite et a un noeud en commun avec E; le nceud B puis a un noeud C' A I'autre extrémité.

Un produit vectorielle entre les vecteurs AB et BC est effectué et I'angle du coude [ entre ces deux vecteurs est déter-
miné. Si 8 < Bn alors I'élément est considéré comme un tube droit sinon comme un tube coudé avec un rayon de
courbure de .

Si le tube est coudé il faut tout d'abord déterminer le plan dans lequel il y a le coude.

Les points A(2G,y5,29), B(z%,v%,29) et C(28,y5, 2§) sont exprimés dans le repére général. Le plan contenant
le coude P¢, est engendré par AB et BC et n la normale a ce plan. AB et BC n’étant en général pas orthogonaux,
la base (AB,BC,n) n’est pas orthogonale.

Le vecteur n(ny,ne,n3) doit satisfaire :
nAB=0 ; nBC=0 (1.16)

La composante n; peut étre fixée et les deux autres composantes s'en déduisent :

(G- a9~ 29 + (15— rDE ~ )
=
(ng_ ygcg(zg - Zgé;) - (%g - yg)(zg - Zg) (1.17)
_ (2% —2G)n — (yg —ya)ne
n3 = G _ .G

ZB — %B

Il faut vérifier les conditions pour ne pas annuler le dénominateur, mais c’est la méme démarche que celle effectuée
précédemment.

Ainsi la matrice de passage P¢ est :
¢_,.G ,G_ .G

-2 xg—2% m
Pe=|vy5—vi vC—v3 me (118)
25 — 23 24—z mn3
L'orthogonalisation de Gramm-Schmidt permet d'orthogonaliser la base du coude et en se placant au point B, comme
centre du repére, ce qui suit est orthonormale :

. BA
1= 7507
IBA|
BA.BC
BC- ———~BA
ey = gﬁ-gé (1.19)
IBC — =——=—-BA]|
BA.BA
n
ez =€ Ney = —
]
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