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Notations
Symboles
X,UY Variables aléatoires (en majuscule)
XU,y Réalisations respectives des variables aléatoires (en
minuscules)
R Ensemble des nombres réels
R* Ensemble des nombres réels positifs
N Ensemble des entiers naturels
|A] Cardinal de I’ensemble A
p() Loi de probabilité
p(]) Loi de probabilité conditionnelle
A/B Ensemble A privé du sous ensemble B, B c A
E[.] Espérance
E[.|.] Espérance conditionnelle
AXB Produit cartésien des ensembles A et B
{1,..,N} L’ensemble des entiers naturels allant de 1 a N
24 Ensemble des sous-ensembles de A
1) Ensemble vide
14 Fonction indicatrice de I’ensemble A
N(u,c?) Loi normale de moyenne u et de variance o2
U([a,b]) Loi uniforme sur le segment [a, b]
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Acronymes

MAP

MPM

EMV
EM

SEM

ICE

HMC

PMC

TMC

HTMC

HEMC

HSMC

HESMC

HSEMC

HMF

CMC

PS

CPS

Maximum A Posteriori

Mode des marginales a Posteriori (de 1’anglais : Mode of
Posterior Marginals)

Estimateur du Maximum de Vraisemblance
Espérance-Maximisation

Espérance-Maximisation ~ Stochastique  (de  I’anglais :
Stochastic Expectation-Maximisation)

Estimation conditionnelle iterative (de I’anglais : Iterative
Conditional Estimation)

Chaine de Markov Cachée (de I’anglais : Hidden Markov
Chain)

Chaine de Markov Couple (de I’anglais : Pairwise Markov
Chain)

Chaine de Markov Triplet (de 1’anglais : Triplet Markov Chain)

Chaine de Markov Triplet Cachée (de I’anglais : Hidden Triplet
Markov Chain)

Chaine de Markov Evidentielle Cachée (de 1’anglais : Hidden
Evidential Markov Chain)

Chaine de Semi-Markov Cachée (de I’anglais : Hidden Semi-
Markov Chain)

Chaine de Semi-Markov Evidentielle Cachée (de 1’anglais :
Hidden Evidential Semi-Markov Chain)

Chaine de Semi-Markov Cachée (de I’anglais : Hidden
Evidential Semi-Markov Chain)

Champs de Markov Caché (de I’anglais Hidden Markov Field)

Chaine de Markov Conditionnelle (de I’anglais : Conditional
Markov Chain)

Balayage de Peano (de I’anglais : Peano Scan)

Balayage de Peano Contextuel (de 1’anglais : Contextual Peano
Scan)
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CMC-CPS

HMC-PS

PMF

TMF

HEMF

CTMC

CTMC-CPS

CEMC

CEMC-CPS

HEMC-PS

CSMC

CSMC-CPS

HSMC-PS

CPMC

CPMC-CPS

Chaine de Markov Conditionnelle avec Balayage de Peano
Contextuel (de I’anglais : Conditional Markov Chain with
Contextual Peano Scan)

Chaine de Markov Cachée avec Balayage de Peano (de
I’anglais : Hidden Markov Chain with Peano Scan)

Champs de Markov Couple (de I’anglais Pairwise Markov
Field)

Champs de Markov Triplet (de 1’anglais Triplet Markov Field)

Champs de Markov Evidentiel Caché (de 1’anglais Hidden
Evidential Markov Field)

Chaine de Markov Triplet Conditionnelle (de 1’anglais :
Conditional Triplet Markov Chain)

Chaine de Markov Triplet Conditionnelle avec Balayage de
Peano Contextuel (de I’anglais : Conditional Triplet Markov
Chain with Contextual Peano Scan)

Chaine de Markov Evidentielle Conditionnelle (de 1’anglais :
Conditional Evidential Markov Chain)

Chaine de Markov Evidentielle Conditionnelle avec Balayage
de Peano Contextuel (de I’anglais : Conditional Evidential
Markov Chain with Contextual Peano Scan)

Chaine de Markov Evidentielle Cachée avec Balayage de
Peano (de I’anglais : Hidden Evidential Markov Chain with
Peano Scan)

Chaine de Semi-Markov Conditionnelle (de 1’anglais
Conditional Semi-Markov Chain)

Chaine de Semi-Markov Conditionnelle avec Balayage de
Peano Contextuel (de 1’anglais : Conditional Semi-Markov
Chain with Contextual Peano Scan)

Chaine de Semi-Markov Cachée avec Balayage de Peano (de
I’anglais : Hidden Semi-Markov Chain with Peano Scan)

Chaine de Markov Couple Conditionnelle (de 1’anglais :
Conditional Pairwise Markov Chain)

Chaine de Markov Couple Conditionnelle avec Balayage de
Peano Contextuel (de I’anglais : Conditional Pairwise Markov
Chain with Contextual Peano Scan)
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PMC-PS Chaine de Markov Couple avec Balayage de Peano (de
I’anglais : Pairwise Markov Chain with Peano Scan)



Introduction

Introduction

Les chaines de Markov cachées (HMC) sont tres utilisées pour la segmentation bayésienne
non supervisée de donnees discretes. On compte, parmi leurs nombreux domaines
d’applications, le traitement de la parole ou des images, mais aussi I’analyse des génomes et la
prédiction en économie et finances et en météorologie [1]. Leur succeés tient du fait qu’elles
permettent le traitement de nombreuses données liées stochastiquement de maniére rapide et
peu colteuse en ressources informatiques. De plus elles sont particuliérement robustes et,
malgré leur simplicité, elles sont suffisamment efficaces dans de nombreuses situations. En
particulier pour la segmentation d’image, malgré leur nature unidimensionnelle, elles sont
capables, grace a une transformation des images bidimensionnelles en séquences
monodimensionnelles avec le balayage de Peano (PS), de produire des résultats satisfaisants.
Cependant, dans certains cas, on peut préférer des modeles plus complexes tels que les champs
de Markov cachées (HMF) malgré leur plus grande complexité en temps, pour leurs meilleurs
résultats. Par ailleurs les modéles markoviens (aussi bien les chaines, que les champs) ont été
étendus, dans des travaux menés au département CITI, TSP, depuis 2002, a des modéles de
Markov couples (PMM) puis triplets (TMM). Ces derniers, obtenus par 1’adjonction d’un — ou
plusieurs — processus latent au couple (données cachées, données observées) ont donné, en
certaines situations, de fortes améliorations des résultats des segmentations non supervisées
d’images obtenus avec les HMM. Par exemple, lorsque le temps de séjour n’est pas
géométrique, les chaines de semi-Markov cachées (HSMC) ont tendance a étre plus
performantes que les HMC, et on peut dire de méme pour les chaines de Markov évidentielles
cachées (HEMC) dans le cas de données non-stationnaires. Dans cette thése, nous allons
proposer des modélisations originales, généralisant les HMC, HSMC, et HEMC, et valider
’intérét de telle modélisations a travers la segmentation d’images non supervisée. Notre travail
se découpe en trois grands axes.

Notre premier objectif est de construire une nouvelle chaine de Markov triplet, qui étend
simultanément les HSMC et les HEMC. L’intérét potentielle d’une telle modélisation est grand
sachant que les HSMC et les HEMC sont déja deux extensions des HMC ayant prouvé leur
efficacite, et que les domaines d’applications des HMC sont trés nombreux. En particulier, pour
la segmentation d’image, la théorie de 1’évidence permet une segmentation beaucoup plus fine
que les HMC, et la semi-Markovanité permettrait de mieux prendre en compte dans le modele
le fait que les objets ou zones a segmenter sont quasiment toujours composés de plusieurs
pixels, et que leur taille peut varier. Ainsi combiner ces deux modélisations dans ce cadre
pourrait avoir un intérét non négligeable.
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Cependant, les chaines de Markov ont un probléme pour le traitement d’images. Leur
structure unidimensionnelle n’est pas adaptée aux images qui sont, elles, bidimensionnelles. On
peut utiliser des techniques de balayage pour transformer un ensemble de pixels bidimensionnel
en une chaine unidimensionnelle, mais ces techniques entrainent forcément une perte
d’information. Ainsi dans un deuxiéme temps nous avons comme objectif de proposer un
balayage particulier permettant de conserver plus d’information venant du voisinage d’un pixel
dans I’image. Ce balayage induit un nouveau modele de chaine dont seulement la loi a
posteriori est markovienne.

Enfin, comme cela a déja été fait pour les chaines de Markov cachees, nous avons comme
objectif final de proposer I’extension de la nouvelle chaine évoquée dans le paragraphe
précédent aux processus couples et triplets, et en particulier les triplets de semi-Markov et les
triplets évidentiels.

L’organisation de cette thése est la suivante :

Le premier chapitre sera consacré a la segmentation bayésienne d’images. Nous Yy
présenterons dans un premier temps les hypothéses constituant le fondement du probleme de
segmentation bayésienne d’images, probleme qui servira d’illustrations a tous nos travaux
présentés dans ce document, ainsi que les estimateurs bayésiens associés. Dans un deuxieme
temps, nous répertorierons les méthodes générales d’estimation de paramétres en non-
supervisé. Enfin nous discuterons des chaines de Markov cachées, qui constituent la base de
tous les modeles étudiés dans cette thése.

Le deuxieme chapitre portera sur les chaines de Markov couples et triplets. Dans un premier
temps, nous présenterons les PMC puis les TMC générales. Ces derniéres posant un probleme
d’identifiabilité pour la segmentation d’images non supervisée, nous nous limiterons par la suite
aux chaines de Markov triplet cachées qui ne présentent pas cet inconvénient. Puis nous
présenterons deux chaines de Markov triplet cachées intéressantes : les chaines de Markov
évidentielles cachées et les chaines de semi-Markov cachées.

Le troisieme chapitre présentera deux nouvelles maniéres de combiner semi-markovianité
et théorie de I’évidence dans de nouvelles chaines de Markov triplets cachées. Il mettra ensuite
en lumiére 1’intérét de telles modélisations en segmentation d’images a travers des
segmentations non supervisées d’images synthétiques, puis présentera une comparaison entre
ces deux nouvelles chaines et un autre triplet markovien, plus ancien, combinant lui aussi semi-

markovianité et théorie de 1’évidence d’une autre maniere.

Le quatrieme chapitre portera sur une nouvelle maniere de transformer une image
bidimensionnelle en chaine unidimensionnelle pour permettre aux chaines de Markov de
segmenter une image. Ce balayage, appelé balayage de Peano contextuel, permet d’associer a

chaque observation sur les pixels, deux observations voisines du pixel en question dans I’image
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mais pas dans la chaine. Pour prendre en compte ces nouvelles observations, nous verrons
ensuite que nous devons construire un nouveau modele de chaines : les chaines de Markov
cachées conditionnelles. Enfin nous mettrons en lumiére I’intérét de ces derniéres, combinées
avec notre nouveau balayage de Peano contextuel, pour la segmentation non supervisée
d’images en les comparant avec les chaines de Markov cachées classiques et les champs de

Markov cachés.

Pour finir, le cinquieme chapitre portera sur diverses extensions possibles des chaines de
Markov cachées conditionnelles, & savoir les chaines de Markov évidentielles conditionnelles,
les chaines de semi-Markov conditionnelles et enfin les chaines de Markov couples
conditionnelles. Nous présenterons, pour chacune de ces extensions, leur intérét en
segmentation d’images grace a des ¢études de segmentations non supervisées d’images

synthétiques.
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Contexte

Chapitre 1. Contexte

La segmentation de données est un probleme clé du traitement de signal. En effet, elle peut
intervenir a plusieurs niveaux dans le processus de traitement de données. Elle peut soit
constituer une solution a part entiere a un probléme donné, soit étre un prétraitement, dont le
résultat servira de base pour d’autres algorithmes. Dans tous les cas la qualité de la segmentation

influencera nécessairement le traitement d’un signal.

Le principe de la segmentation est de partitionner un ensemble de données en sous-
ensembles selon des criteres prédéfinis, ces derniers dépendant directement de la méthode de
segmentation choisie. Il existe deux grandes familles de méthodes [2] : la segmentation fondée
sur les régions, qui consiste a regrouper des données présentant des propriétés communes et la
segmentation fondée sur les contours, ou le but est de trouver des frontieres délimitant des
régions d’intérét. La segmentation bayésienne s’inscrit dans la premiére famille [3]. Elle repose
sur la modélisation probabiliste des données observées et d’un phénomeéne caché, ce dernier
étant le résultat de la segmentation. En effet, en I’absence de lien déterministe entre le processus
caché et les données observés, il convient d’adopter un lien probabiliste entre ceux-ci. Ce lien
constitue notre hypothese sur les interactions entre les deux phénomeénes considérés.
Cependant, celui-ci n’étant pas connu a priori, il faut donc étre capable de 1’estimer. Pour cela
plusieurs options existent : on peut procéder de maniére paramétrique (en se donnant une
famille de loi dépendant d’un parametre) ou non paramétrique (en ne faisant aucune hypothése
sur la forme/nature/type de loi). De plus on peut choisir une approche supervisée (en utilisant
un échantillon d’apprentissage ou les observations ainsi que la partition de celles-ci sont
fournies) ou non supervisée (en travaillant avec seulement les observations). Dans le cadre de
nos travaux, nous nous intéresserons a une méthode courante dans la segmentation d’images
qui consiste a définir une loi de probabilité jointe de maniére paramétrique, puis estimer les
parameétres de la loi a partir des données observables seulement. Cette approche a I’avantage de
ne pas nécessiter d’échantillon d’apprentissage. Une fois la loi estimée, on peut utiliser les
estimateurs bayésiens pour estimer notre processus caché, a partir du processus observé. Enfin
le choix de la famille de loi de probabilité est une partie importante du probleme. Cette famille
doit étre aussi riche que possible afin de refléter la réalité que 1’on souhaite modéliser et en
méme temps, elle doit rester assez simple pour que les calculs associés aux différentes
procédures d’estimation et de segmentation bayésienne demeurent faisables. Un compromis
s’impose ainsi entre richesse et simplicité lors de la définition de cette loi jointe. Vu la taille
des configurations possibles des données, il est trés couteux voire impossible de calculer les
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probabilités a posteriori requises pour les différentes procédures d’estimation. De plus
I’estimation de paramétres, surtout dans le cas non-supervise, peut impliquer, pour certaines
familles de loi, des calculs extrémement couteux. Des hypotheses simplificatrices sont alors
émises de facon a alléger les calculs tout en maintenant la loi jointe assez représentative.

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord les fondements du probléme de
segmentation bayésienne d’images, probléme qui servira d’illustrations a tous nos travaux
présentés dans ce document. Dans un deuxieme temps, nous présentons les méthodes générales
d’estimation de paramétres en non-supervise. Enfin la troisieme partie porte sur un modele
probabiliste en particulier : les chaines de Markov cachées, qui constitue la base de tous les
travaux présentés dans cette these.

1.1 Le probléme de segmentation bayésienne d’images

Le traitement d’images est un domaine ou la segmentation est utilisée abondamment. En
effet elle constitue la premiere étape de nombreuses applications telles que la reconnaissance
d’objets, I’analyse et la compréhension d’images, le diagnostic médical [2]. Il existe deux
possibilités quant a I’hypothése du lien entre les observations et le résultat de la segmentation :
on peut supposer un lien déterministe entre eux, comme dans les méthodes de seuillage par
exemple, ou un lien probabiliste. Nous présentons ici une approche bayésienne, fondée sur ce
deuxieme choix.

1.1.1 Position du probleme

On considere la situation suivante : nous observons une image (en niveaux de gris ou en
couleurs) et nous voulons classer les pixels de celle-ci en plusieurs groupes. Pour modéliser le
probleme on considére donc deux processus aléatoires X = (X;)qes, l€s groupes considérés et
Y = (Yy)ses, les pixels observés. Pour tout s € S, X, prend ses valeurs dans I'espace fini des
classes Q = {wy, ..., wy} €t Y, dans R. Le probleme de la segmentation est alors celui de
l'estimation de X = x = (x,)¢es @ partir de I'observation Y = y = (y,)ses. On considere alors
une loi de probabilité sur 2!S! x RIS!, définie par la probabilité p(x) sur 2!, dite loi a priori,
et une densité conditionnelle p(y|x) sur RIS, Soit p(x,y) = p(x)p(y|x). Pour calculer la loi
a posteriori p(x|y) qui va nous intéresser dans ce cas, il suffit d’appliquer la régle de Bayes :

p(x,y) _ p(X)p(y|x)
x'en!s| p(x',y) Zx’enlsl p(xDpylx")

p(xly) = 5 (1.1)

1.1.2 Stratégie bayésienne

Reprenons notre loi de probabilité du couple (X, Y) & valeur dans 2!S! x RIS Pour (x,y) €
N1 x RIS réalisation de (X,Y), le probléme de la segmentation bayésienne est celui de
I’estimation de la réalisation inobservable x, a partir de la réalisation observable y. Une
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stratégie de classification § associe a toute observation y une estimation $(y) = X de la
réalisation x. Enfin il faut choisir une fonction de perte L: 2'5! x 251 - R*. Celle-ci mesure
I’impact d’une erreur de prédiction et dépend donc du probléme rencontré, cependant L doit
verifier :
L(x',x) = {0 Sl/.lxi - (1.2)
X ,X
La perte moyenne associé a une stratégie est E[ L($(Y),X)]. Par définition la stratégie
bayésienne notée Sy est la stratégie qui minimise la perte moyenne. Soit :

E[L(p(Y),X)] = min E[L(3(Y),X)] (1.3)
S
Pour notre observation y , I’estimateur bayésien associé a la fonction de perte L est donc :

X = argmin Z L(x',x) p(x|y) (1.4)

renlSl

1.1.3 Estimateurs bayesiens

Un estimateur bayésien est, comme rappelé dans la partie précédente, le résultat d’une
stratégie bayésienne. 1l dépend donc de la fonction de perte choisie. Nous allons présenter ici
les estimateurs associés aux fonctions de perte classiques dans le cadre de la segmentation
bayésienne. Nous partirons de la fonction de perte courante L/, définie telle que :
0siw; = w;

1 sinon

V((Ui, (1)]) € QZ,LO/l(a)i,wJ-) = { (15)

1.1.3.1 Estimateur du Maximum a Posteriori

Le premier estimateur est I’estimateur du maximum a posteriori (MAP) qui est associé a la
fonction de perte :

Lyap(x',x) = Lo/1(x', x) (1.6)
C’est une fonction de perte «tout ou rien » qui va pénaliser indifféremment une erreur de
prédiction sur un seul site ou plusieurs sites. Autrement dit, la perte obtenue par cette fonction
est la méme que I’on se trompe sur un seul site ou tous les sites. L’estimateur du MAP associé
a cette fonction de perte est donc :

Xyap = argmin § Lyap(x', x) p(x|y)
renlSl
x'enlsl &

= argmin > p(xly) (1.7)
x'enlsl e ST}
= argmin 1 — p(x'|y)

x'enlSl
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= argmax p(x'|y)

x'en!s!
L’estimateur MAP maximise donc directement la probabilité a posteriori p(x|y) et permet
donc de retrouver la séquence x qui a le plus de chance d’avoir généré 1’observation y.

On peut remarquer que la fonction de perte associé au MAP est assez sévére, ce qui fait
qu’elle n’est pas adaptée a tous les problémes. En revanche elle est efficace quand le caractére
séquentiel du résultat est important, par exemple dans les probléemes liés au traitement du
langage naturel.

1.1.3.2 Estimateur du Mode des marginales a Posteriori

Le deuxieme estimateur est celui du mode des marginales a posteriori (MPM) qui est
associe a la fonction de perte :

Lupw (') = ) Loja (64, %) (1.8)
S

Contrairement au MAP, la fonction de perte pour le MPM est la somme des erreurs sur chaque
site, elle augmente donc en fonction du nombre de sites ou 1’on s’est trompé. L’estimateur du
MPM associé a cette fonction de perte est donc :

Vs € S,X ypy = argmin z Lypm (X', x) p(x|y)
x'enls Lt

= argmin > Loy (6, x0) p(xly)

renlsl

= argmin > > plesly) (1.9)

renlSl
AP T xeeay{xl)

= argmin z 1 —p(xsly)
S

x'en!s!

= argmax ) p(xily)
S

x'enls!

L’estimateur MPM maximise donc les probabilités marginales a posteriori p(x;|y) et permet
donc de minimiser le nombre moyen de sites erronés.

Le MPM est bien plus souple que le MAP. En particulier, en segmentation d’images, la
performance d’un modéle est souvent mesurée grace a un taux d’erreur qui se calcule en faisant
la somme (ou la moyenne) des erreurs de prédictions pour chaque pixel [2]. Il se trouve que
c’est exactement ce que minimise le MPM, c’est pourquoi dans la suite nous utiliserons
I’estimateur du MPM.
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1.2 Estimation des parametres non supervisée

La solution apportée par les estimateurs bayésien au probléme de segmentation d’images
est efficace a condition que 1’on connaisse la loi jointe reliant les données observées et les
groupes dans lesquels on veut classer celles-ci. En pratique c¢’est rarement le cas, il nous faut
donc étre capable d’estimer cette loi. Cette estimation peut se faire de maniere supervisée, sur
un jeu de données d’apprentissage contenant les données observees et les données cachées
associées, ou de maniére non-supervisée, c’est-a-dire seulement a partir des observations
seules. Dans la suite, nous discutons surtout de I’estimateur du maximum de vraisemblance, qui
revient a maximiser, par rapport aux parameétres, la probabilité d’apparition des données dont
nous disposons (dans le cas supervisé, on maximisera donc la loi jointe du couple données
observées et données cachées, alors que dans le cas non supervisé, on maximisera la loi
marginale des observations). Nous avons choisi de nous intéresser a la segmentation d’images
a partir des données observées seulement, dans une approche paramétrique (donc avec une
famille de lois dépendant d’un vecteur de paramétres). Il faut remarquer que 1’on ne peut pas
toujours atteindre le maximum de vraisemblance, cependant il existe des méthodes itératives
d’approximation. Ainsi nous présentons dans cette partie trois algorithmes populaires dans la
littérature, permettant d’estimer les parametres de la loi de maniére non supervisée. Le premier
est ’algorithme Expectation-Maximisation (EM) [4], puis sa version stochastique : Stochastic
Expectation-Maximisation (SEM) [5], [6], [7] et enfin I’estimation conditionnelle itérative
(ICE) [8] [9] [10].

1.2.1 Algorithme EM

L’algorithme EM (Expectation Maximisation) repose sur I’estimateur du maximum de
vraisemblance (EMV). Soit une famille de lois pour le couple (X,Y) & valeur dans 2/S! x RIS!,
indexée par un vecteur de paramétres 6 € . L’EMV est I’estimateur § de 8 vérifiant :

6 = argmax p(x,y|0) (1.10)
6

En général, on travaille plutdt avec la log-vraisemblance, et (1.10) devient :
6 = argmaxlog(p(x, y10)) (1.11)
0

Dans le cas de données partiellement observées, ’EMV n’est généralement pas calculable
analytiquement. En effet supposons que 1’on observe que Y = y , X étant a présent un processus
latent, (1.11) devient :

6 = argmax log(p(y|6)) = argmax log <Z p(x,ylH)) (1.12)
0 0
X

La somme sur x dans le logarithme de pose des problémes pour le calcul analytique de 8.
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L’algorithme EM propose une solution pour approcher de maniére itérative ’EMV dans le
cas de données incomplétes en partant d’un jeu de paramétres initiaux 6° et en construisant, a
chaque itération g + 1, 89*1 a partir de 69 [4]. Il repose sur deux idées. La premiére est qu’il
est généralement plus facile de calculer ’"EMYV sur la loi du couple que sur les y seuls. On peut
ensuite exprimer la vraisemblance sur les y en fonction de cette vraisemblance jointe de la
maniére suivante :

log(p(¥16)) = log (p(x,y16) — log(p(x|y, 6)) (1.13)
La deuxiéme idée est que la maximisation de 1’espérance de la vraisemblance jointe
conditionnée par les observations y et 89 € © un paramétre quelconque obtenu a I’itération q
et a priori différent de 6, a savoir E[log (p(x,y|6)|Y,84], par rapport a 8, entraine une
augmentation de log(p(y16)). En effet :

p(xly,6%)

p(x|y, 6) (1.14)

log(p(v16)) —log(p(¥169)) = log (p(x,y|6) — log (p(x,y16%) + log

Prenons a présent 1I’espérance de (1.14) conditionnée par les observations y et 9. On obtient
alors :

log(p(¥16)) — log(p(v16%))
p(x|y, 69)

= EJlo x,y|0)|Y,09] — E[lo x,y|01)|Y,09] + E |log———=1|Y, 01 1.15)
[log(p(x,y|6)| 1 = E[log(p(x,y]69)] ] gp(x|y,0)| (

p(xly, 09)

Enfin E[log > Oy.0)

|Y,9q] >0 car c’est la divergence de Kullback-Leibler entre

p(x|y,89) et p(x|y,6). Ainsi choisir 8 qui maximise E[log(p(x,y|6)|Y,09] a pour effet
d’augmenter log(p(v16)).
L’algorithme EM est finalement un algorithme itératif, ou pour chaque itération g, on va

effectuer deux étapes [4]:

- La premicre étape (1’étape Expectation) est le calcul de I’espérance
Ellog(p(x,y|0)]Y, 0]

- La deuxieme étape (I’étape Maximisation) est la maximisation de
E[log(p(x,y|0)|Y,09] par rapporta 6 :
09*1 = argmax E [log(p(x, y|0)|Y, 69]
9

En pratique on arréte I’algorithme EM apres un nombre d’itérations jugé suffisant, ou lorsque
log(p(¥169*1)) —log(p(¥169)) < 7, T étant fixé au préalable.

Cet algorithme assure donc la croissance de log(p(y|6)) tout au long de son déroulement.
Cependant il ne garantit pas de trouver le maximum de log(p(yle)) dans le cas général. En

particulier, 1’algorithme est susceptible de tomber dans un maximum local. Cela rend aussi
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’algorithme particuliérement sensible a son initialisation 8°. En effet, le calcul de la suite des
04 étant déterministe, une fois 8° fixé, le fait de tomber ou non dans un maximum local dépend
trés largement du 8° choisi. Enfin dans certain cas, il est compliqué d’évaluer ou de maximiser
le terme E[log(p(x,y|0)|Y, 84]. C’est pourquoi d’autres alternatives ont été développées pour
pallier ces défauts.

1.2.2 Algorithme SEM

L’algorithme SEM (Stochastic Expectation Maximisation) est une alternative stochastique
a ’algorithme EM [5], [6], [7]. Il repose sur la méme idée principale que ce dernier, a savoir
qu’il est généralement plus facile de calculer ’"EMV sur la loi du couple que sur les y seuls.
Cependant, au lieu de maximiser E[log(p(x, y|6)|Y, 8] par rapport a 6 a chaque itération, le
SEM va proposer une approche itérative stochastique pour maximiser log(p(y|6)) qui ne
nécessite pas le calcul de E[log(p(x,y|8)|Y,09].

Pour effectuer le SEM, les conditions préalables sont les suivantes : avoir un moyen de
générer un x selon la loi a posteriori p(x|y,8) et étre capable de calculer la
quantité arggnaxlog(p(x,yl@)), EMV sur les données completes. Une fois ces conditions

remplies, ’algorithme se déroule de la mani¢re suivante :

- On se donne une initialisation §°

- Pour chaque itération g on réalise les deux étapes suivantes :
- On géneére x4 selon la loi p(x|y, 89)
- Oncalcule 91 = argér)nax(log (r(x4,y]0)))

En pratique on arréte I’algorithme SEM apreés un nombre d’itérations jugé suffisant, ou lorsque

|log(p(y|9q“)) — log(p(yl@q))| < 1, T étant fixé au préalable.

Cet algorithme ne garantit pas de trouver le maximum de log(p(y|8)) dans le cas général.
De plus, il est possible que log(p(y|eq+1)) < log(p(yleq)) pour un g donné. Cependant son
principal avantage par rapport a I’algorithme EM est que grace au caractere aléatoire de la mise
a jour du parametre 6 a chaque itération, celui-ci peut éviter de rester bloqué dans un maximum
local de la fonction de vraisemblance. De plus, le SEM présente comme avantage de ne pas
avoir a faire le calcul de la quantité arg(gnaxE[log(p(x,ylG)W, 09] qui peut poser probléeme

dans certain cas, et ne nécessite que la possibilité de simuler selon la loi p(x|y, 89) et le calcul
de 89%1 = argmax(log (p(x9,y,0))), ce qui peut étre plus simple et plus rapide pour
(2]

certaines familles de lois. Cependant la nature stochastique de SEM peut entrainer une
convergence plus lente de 1’algorithme par rapport & EM dans certains cas.
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1.2.3 Algorithme ICE

L’algorithme ICE repose sur une idée différente des deux précédents algorithmes. En effet
il ne fait pas intervenir la notion d’EMV [8] [9] [10]. Soit une famille de lois pour le couple
(X,Y) & valeur dans 215! x RISI | indexée par un vecteur de paramétres 8 € ®. Nous
recherchons 8 = 8(X,Y). Nous savons que la meilleure approximation, au sens de l'erreur
quadratique moyenne, est lI'espérance conditionnelle. Ainsi si I’on observe Y seulement, I’idée
est de chercher & calculer E[8]Y]. Le probléme est que E[8|Y] dépend du paramétre 8, qui nous
est inconnu. On va alors, pour approcher E[A|Y], construire une méthode itérative ou pour
chaque itération g, nous allons calculer 9%t = E[|Y,8 = 69] . Enfin si la quantité
E[B|Y,0 = 09] n’est pas directement calculable, mais que I’on posséde un moyen de simuler

X selon la loi p(x|y, 89), on peut utiliser la loi des grands nombres pour approcher E[0|Y,0 =
67] de la maniére suivante : 99+1 = %(é(xf’),y) + ot @(xﬁ,”,y)) avec ¥, ..., xP N
simulations de X par p(x|y, 69).

Finalement, en prenant un parameétre 6 a plusieurs valeurs, se décomposant de la maniére

suivante : 6 = (0,,6,), de telle sorte que E[B,|Y,0 = 69] soit calculable analytiquement,
mais E[0,|Y,6 = 69] ne le soit pas, on arrive & la démarche itérative suivante :

- On se donne une initialisation §°
- Pour chaque itération g on réalise les quatre étapes suivantes :

- Oncalcule 87*" = E[6,]|Y,0 = 0]

- On géneére N simulations qu), ...,x,f,q), selon la loi p(x|y, 689)
+1 _ 1 7~ (@) 7 (@
- Oncalcule 6] = ﬁ(ez(x1 ,y) + -+ 92(XN ,y))

_ 9q+1 — (qu"‘l‘ 92q+1)

En pratique on arréte 1’algorithme ICE apres un nombre d’itérations jugé suffisant, ou lorsque

|log(p(y|9q“)) — log(p(yl@q))| < 1, T étant fixé au préalable.

On obtient finalement un algorithme partiellement stochastique (s’il existe des composantes
6, de 6 telles que E[8,]Y, 8 = 69] ne soit pas calculable), dont on connait certaines garanties
sur sa convergence [9] [11].

1.3 Chaines de Markov cachées

Une fois le probléme de segmentation bayésienne posé, et les méthodes d’estimation des
paramétres mentionnées, il faut s’intéresser a la famille de lois que 1’on va considérer. Celle-Ci
doit permettre d’effectuer les calculs présentés dans les sections précedentes de maniére
efficace et rapide. En particulier, le modele de chaines de Markov cachées est compatible avec

la segmentation bayésienne évoquée plus tot car I’estimateur du MPM (et MAP) est simple a
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calculer et I’estimation des parametres de maniére non-supervisée est faisable via les
algorithmes EM, SEM et ICE mentionnés dans la section précédente. Malgré leur simplicité,
les modélisations par chaines de Markov cachées permettent d’aborder de nombreux problémes
et se montrent particulierement robustes et suffisamment efficaces dans un grand nombre de
situations. Par exemple, elles ont été utilisées avec succes dans les domaines de traitement de
la parole [12], d’analyse d'images [13] [14] [15] [16], de reconnaissance d’écriture manuscrite
[17], d’analyse de la structure du génome [18], ou encore pour la modélisation de points

imprimés microscopiques pour I’identification de la source d’impression d’un document [19].
1.3.1 Définition du modele

Soit X = (X4, ..., Xy ) un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un ensemble fini
de classes Q = {wy, ..., wg} et qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y =
(Y3, ..., Yy ) qui prend ses valeurs dans R. Le processus couple (X, Y) est dit chaine de Markov
cachée (HMC) si X est une chaine de Markov et si les Yj,...,Yy sont indépendants
conditionnellement a X.

La loi de la chaine de Markov X, dite loi a priori, s’écrit alors de la maniére suivante :

N-1
p() = () | [pGniali) (115)
n=1

Le processus Y observable est considéré comme une version bruitée du processus X. Dans une
chaine de Markov cachée, les Y sont supposés indépendants entre eux conditionnellement a X,
autrement dit :

N-1
p|x) =p1lx,) np(yn+1lxn+1) (1.16)
n=1

La loi p(y| x) est généralement désignée comme la distribution du bruit. Si pour tous n les
lois p(y,|x,,) sont gaussiennes, on parle de HMC a bruit gaussien.
Finalement, la loi du couple (X,Y) s’écrit de la maniére suivante :

N-1

p(5,y) = pCepOlx) | [ POt lt)p s ) (117)

n=1
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Son graphe des dépendances de probabilité est présenté sur la Figure 1.

X2 X3

Figure 1. Graphe de probabilité d'une chaine de Markov cachée pour N=3

Une HMC est dite homogene si les transitions p(x,,,1|x,) ne dépendent pas de n. On peut
alors définir toute la chaine a 1’aide d’une matrice de transition de taille K X K pour
p(xn+11%,), K moyennes et K variances pour p(V,+1|xn+1) €t enfin K parametres pour p(x,)
et K moyennes et K variances pour p(y;|x;). Il faut noter que dans une chaine de Markov
homogeéne, les distributions marginales p(x,, y,,) peuvent varier en fonction de n. Si, en plus,
p(xn, y) Ne dépend pas de n, on parle de HMC stationnaires. Dans ces derniéres, la loi est
completement définie par p(xq, x5, ¥1,¥2), €gal & p(x,, Xn41, Yn» Yna1) PoOuUrtoutn = 2 ... N —
1. 1l suffit alors de définir une matrice de taille K X K pour p(x4,x;), en s’assurant que les
marginales p(x;) et p(x,) soient identiques, K moyennes et K variances pour p(y,|x,). Ces
propriétés sont importantes pour la suite. En effet elles permettent la définition d’une chaine de
Markov cachées a partir d’un petit nombre de parametres, et elles sont essentielles a I’estimation

des parametres si I’on ne possede qu’une seule séquence.

1.3.2 Inférence

Les chaines de Markov cachées gaussiennes sont compatibles avec 1’estimation bayésienne
car les calculs liés aux estimateurs bayésiens sont faciles et rapides. En particulier, 1’estimateur
du MPM, donné par :

Buru(y) = 2] © [Vne{l,..,N}, p&Euly) = Jgnggp(xnly) (1.18)

est calculable dés qu’on sait évaluer les lois p(x,|y). Dans le cas d’une chaine de Markov
cachée ce calcul est faisable avec une complexité en temps de O(K2N) si on suppose une
complexité en espace de O(KN). Ce calcul s’effectue de 1a maniére suivante :

i.  Calculer les probabilités « forward » a,, (x,,, uy) = p(Xn, Y1, -, Yn) AVEC :
a;(x) = p(x1,¥1)
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s Cn) = )y ()P Gonsa [8)P Ol 11) (1.19)
Xn€QN
ii.  Calculer les probabilités « backward » B, (x;)) = p(Vnt1, -» Yn1xy) avec :
Bn(xy) =1
BaCt) = D Brar Cone )P Gonsa[¥)P O s1) (1.20)
Xn+1€Q

iii.  Calculer p(x,|y) avec :

n (%) B (xn)
anEQ Un (xn)ﬁn (xn)

I1 est aussi possible de calculer I’estimateur MAP dans une HMC, avec I’algorithme de

p(xply) = (1.21)

Viterbi [20] [21] avec la méme complexité en temps de O(K2N), toujours si on suppose une
complexité en espace de O(KN). Cependant, comme nous nous intéressons au MPM, nous ne
détaillerons pas la mise en ceuvre de cet algorithme.

1.3.3 Estimation des parameétres non supervisée

Dans le cadre de la segmentation d’images non supervisée a laquelle nous nous intéressons,
il faut s’assurer que les parametres de la famille de modéles choisie puissent bien étre estimés
a partir des observations Y = y seulement. C’est le cas pour les HMC gaussiennes, en effet il
existe des versions de I’algorithme EM [22], SEM [15] et ICE [8] que nous allons présenter ci-
dessous. Si on s’intéresse a la complexité informatique de ces méthodes, il est impossible de la
donner pour les algorithmes complets car la convergence de ceux-ci n’est pas garantie.
Cependant la complexité en temps d’une itération de EM, SEM ou ICE est la méme. Elle est de
O(K?N) en temps si on suppose une complexité en espace de O(KN).

1.3.3.1 Algorithme EM pour les chaines de Markov

Soit une famille de HMC (X, Y) homogéne a bruit gaussien, indexée par un paramétre 6.
Ce dernier est défini par m;, = p(x; = wy), P = p(xy = w;|x; = wy) et les moyennes et
variances p, o associées aux probabilités p(y,|x,, = w,). Notons :

Prkn = p(xn = Wk, |Y) (1.22)
Prinn+1 = p(xn+1 = WXy = wkly) (1.23)
Prin = P(Xns1 = wilx, = 0y, y) (1.24)

On peut montrer que les py; » n+1 SONt données par :

Un (xn)p(xn+1 Ixn)p(yn+1 |xn+1).3n+1 (xn+1)
aneﬂ an (xn)p(xn+1 |xn)p(yn+1 |xn+1)ﬁn+1 (xn+1)

(1.25)

Prinn+1 =

L’algorithme EM pour les HMC se déroule comme suit [22] :
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- On initialise I’algorithme avec 8 = §°

- Pour chaque itération g, on utilise 89 pour calculer p,EfQ avec (1.21) et pkl,n,nﬂ(‘n

avec (1.25). Ensuite on calcule 9% de la maniére suivante :

(@)
N D
gt = R Tkn (1.26)
N
(q+1) N_%plgcl])
q+1) _ &n= ,nn+1
kb 7 yN-1,(@) (1.27)
n=1 pk‘n
N (@)
=1PrnY
N (@)
’I’L=1pk‘n
@ (@+D)?
2,(q+1) n=1Pkn (y”‘”k )
oy’ = (1.29)
N (@)
n=1pk’n

1.3.3.2 Algorithme SEM pour les chaines de Markov

Reprenons la famille de HMC définie dans la partie précédente. La loi a posteriori d’une
chaine de Markov cachée est markovienne :

N-1
PGl = pCaly) | [ pConaln ), (1.30)
n=1

ou p(xi|y) est calculé avec (1.21), et les p(x,41]|xn y) s’expriment en fonction des
probabilités « backward » :

_ P (n11%)P a1 Xn41) B (ing1)
P(Xni1lxn, y) = % () (1.31)

L’algorithme SEM pour les HMC se déroule comme suit [15] :

- On initialise I’algorithme avec 6 = 6°
- Pour chaque itération g, on utilise 89 pour simuler x? selon (1.30). Ensuite on
calcule 89%1 de la maniére suivante :

ISR o (1.32)
N-1
O L )

1.33
pJkity 1{x§lq)=wk} (133)
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h=1 L@, ) I

(q+1) _

U (1.34)
“ Yh=1 1{x§ﬁ)=wk}
Zg=1 1 U Co (yn (q+1))2
g2 = (aed (1.35)

Yh=11 (D=0

1.3.3.3 Algorithme ICE pour les chaines de Markov

L’algorithme ICE peut étre appliqué dans le cadre des HMC. En effet, en posant 6 € 0O,
0 =(6,,0,), avec 6, = <{7Tk}1skszo {Pkl}llssllcssll{() et 0, = ({cdi<k<ir (0% h<ksr) » VO €
©,E[0,|Y,0 = 01] est calculable a I’aide de (1.21) et (1.25), et on peut simuler x4, ..., x®4
selon (1.30) pour approcher E[6,]Y,0 = 609]
Cet algorithme se déroule comme ceci [8]:

- On initialise I’algorithme avec 6 = 6°

)

- Pour chaque itération g, on utilise 89 pour calculer p(q avec (1.21) et pklnnﬂ(q)

avec (1.25) et simuler x4, ..., x®4 selon (1.30). Ensuite on calcule 891 de la
maniére suivante :

p1(<q1)+ C+ p(q)

rlat = = (1.36)
(@ (@)
(q+1) _ pkclllz +ot kalIN—LN (1.37)
kL (@) (@) '
Pryi t " Py
R YN
_ =11
(q+1) _ 2r1 2nea fe P=ai M (1.38)
k o1 Xm=1 1{x;’(q)=wk}
Yr1Xn-11 K@Dy, O — (q+1))2
g2aD) — en oo (1.39)

Z§=1 211\11=1 1{x;,(q)=wk}

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté tous les fondements sur lesquels se basent nos
travaux. Tout d’abord, nous avons montré comment le probléme de segmentation d’images peut
étre résolu par une approche bayésienne. Nous avons ensuite exposé les stratégies bayésiennes
associes a deux fonctions de perte courantes (MAP et MPM) en montrant comment celles-ci
pouvaient proposer une réponse optimale au probléme de segmentation. Puis nous avons passé
en revue différents algorithmes d’estimation des parametres en non-supervisé. Enfin nous avons
présenté un modele trés classique en segmentation bayésienne, les chaines de Markov cachées,
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qui de par leur simplicité et leur robustesse, sont trés efficaces dans de nombreux cas
d’applications. Cependant la simplicit¢é des HMC fait aussi leur faiblesse. En effet, leur
construction est fondée sur des hypothéses fortes, souvent non vérifiées en situations réelles.
C’est pourquoi différentes extensions des HMC ont été proposées, dans 1’idée de garder cette
simplicité de traitement, tout en allégeant les hypothéses de construction des modeles. En
particulier nous allons nous intéresser aux chaines de Markov couples et triplets, décrites dans
le chapitre suivant.
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Chapitre 2. Chaines de Markov couples et triplets

Les chaines de Markov cachées ont été étendues aux chaines de Markov couples [23], [24],
qui permettent de considérer directement la markovianité du couple (X,Y) sans que la loi a
priori (loi de X) soit nécessairement markovienne. Puis les chaines de Markov couples ont été
étendues aux chaines de Markov triplets [25], qui considérent I’ajout d’un troisiéme processus
stochastique U tel que le triplet (X, U, Y) soit de Markov, sans que la loi a priori de X, ni que la
loi du couple (X,Y) soient de Markov. Le processus U en question, appelé processus auxiliaire
est quelconque tant que (X,U,Y) est de Markov. Son interprétation va dépendre de
I’application considérée (il se peut qu’il n’y ait pas d’interprétation). Il est la clé de I’intérét des
chaines de Markov triplet, car il permet a celles-ci de modéliser des situations que les HMC
sont incapables de bien gérer, telle que la non-stationnarité de la chaine de Markov [26], [27],
[28], la non-stationnarité du bruit [29], la modélisation du bruit par mélange de gaussiennes
[30]. Les chaines de Markov couples ont été appliquées avec succes au traitement du signal
[31], [32], a la segmentation d’images [33] [34] [35], et & la segmentation de textes [36], tandis
que les chaines de Markov triplet ont amélioré les traitements par chaines de Markov cachées
dans de nombreux domaines tels que la segmentation d’image [37] [38] [39], la modélisation
de I’indice de végétation par différence normalisée [40], la modélisation du génome [41], la
classification d’activités physiques [42], la modélisation de remboursement de crédit a la
consommation [43], ou encore la segmentation de données non-stationnaires floues [44], [45].

Ainsi dans ce chapitre, nous présentons d’abord les modéles de PMC puis les TMC
généraux. Ces derniers posant un probléme d’identifiabilité pour la segmentation d’images non
supervisée, nous nous limitons par la suite aux chaines de Markov triplet cachées qui ne
présentent pas cet inconvénient. Puis nous présentons deux chaines de Markov triplet cachées
intéressantes : les chaines de Markov évidentielles cachées et les chaines de semi-Markov
cachées.

2.1 Chaines de Markov couples

La généralisation des chaines de Markov cachées aux chaines de Markov couples (PMC)
permet de modéliser des situations plus complexes. En particulier dans une chaine de Markov
couple, le processus caché n’est pas nécessairement de Markov [24]. Cependant nous allons
voir que les PMC restent compatibles avec la segmentation bayésienne. En effet 1’estimateur
du MPM (et MAP) n’est au final pas plus couteux a calculer que dans les HMC et I’estimation
des parametres de maniere non-supervisée reste faisable. De plus, I’extension des HMC aux
PMC permet, dans certaines situations, de diviser I’erreur de segmentation par deux [46].
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2.1.1 Définition du modeéle

Soit X = (Xy, ..., Xy ) un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un ensemble fini
de classes Q = {wq, ..., wg} et qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y =
(Y3, ..., Yy ) qui prend ses valeurs dans R. Le processus couple (X, Y) est dit chaine de Markov
couple si (X,Y) estde Markov. Finalement, posons Z = (X,Y), laloi de Z s’écrit de la maniére
suivante :

p(@) =p() | [Ptz 1)

Son graphe de probabilité est présenté sur la Figure 2.

La loi p(y|x) est généralement désignée comme la distribution du bruit et peut étre tres
complexe. En particulier, méme si p(yy,, Yn+1!%n, Xn+1) €St une loi gaussienne pour tout n,
p(y|x) n’est pas gaussien dans le cas général. On peut directement remarquer que les PMC
généralisent les HMC. En effet, posant p(z,4112n) = p(Xns11%)P Vns1|yn) pour tout n, (2.1)
nous donne immédiatement la loi d’une HMC.

Figure 2. Graphe de probabilité d'une chaine de Markov couple
pour N=3

Un point important des PMC est que méme si les marginales p(x) et p(y) ne sont pas de
Markov, les lois conditionnelles p(x|y) et p(y|x) le sont. Pour montrer cela, il suffit de

p(@ _ p) N1 p(nealzn)
p() p()

assure que pour tout n, p(x,|xp_1, -, x1,¥) = p(xnlxn—1,¥). On peut faire exactement le

remarquer que p(x|y) = , y étant fixe ici. Cette décomposition

méme raisonnement pour p(y|x), x et y jouant un role symetrique ici. Cette propriété est
particuliérement intéressante car elle implique que la loi a posteriori p(x|y) est Markovienne.

Cela va servir dans le calcul de I’estimateur MPM et dans 1’estimation des parametres.

Une PMC est dite stationnaire si p(z,, z,,+,) ne dépend pas de n. Dans ce cas, la loi est

complétement définie une fois que 1’on a explicité p(z,, z,) qui est égal a p(z,, z,,+1) pour
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tousn = 2...N — 1. Sachant que p(zy, z,) = p(xq, x2)p(¥1, V2 |xq, x5), il suffit alors, pour
définir toute la chaine, de construire une matrice de taille K X K pour p(x4,x;), en
s’assurant que les marginales p(x;) et p(x,) soient identiques, et K2 vecteurs moyennes et
K? matrices de covariances pour p(y;, y,|x1, x,) correspondant aux K2 valeurs possibles
du couple (X1, X5).

2.1.2 Inférence

Les chaines de Markov couples sont compatibles avec I’estimation bayésiennes car les
calculs liés aux estimateurs bayésiens sont faciles et rapides. En particulier si nous regardons
I’estimateur du MPM, donné par (1.18), on remarque qu’il est nécessaire de pouvoir évaluer les
marginales a posteriori p(x,|y). Dans le cas d’une chaine de Markov couples ce calcul est
faisable avec une complexité en temps de O(K2N) si on suppose une complexité en espace de

O(KN). Ce calcul s’effectue de la maniére suivante :

i.  Calculer les probabilités « forward » a,, (x,) avec :
a1 (x1) = p(z1),

s (1) = ) ()P G |7 (22)
Xn€EQ
ii.  Calculer les probabilités « backward » B, (x,,) avec :
Bn(xy) =1,
BuCin) = D Buss G DD lzn); (23)
Xn+1E€Q

iii.  Calculer p(x,|y) avec :

an () Br (x)
(x,ly) = ) (2.4)
Pl aneﬂ an(xn)ﬁn(xn)
Sachant que, dans le cas stationnaire, on a :
p(Zn: Zn+1) p(xn: xn+1)p(ynr yn+1|xn'xn+1)
P(Zns1lzn) = = (2.5)
p(zn) me.leﬂ p(xn: xn+1)p(yn' yn+1|xn'xn+1)

I1 est aussi possible de calculer 1’estimateur MAP dans une PMC, avec I’algorithme de
Viterbi [32] avec la méme complexité en temps de O(K2N), toujours si on suppose une
complexite en espace de O(KN), cependant comme nous nous intéressons au MPM ici, nous

ne détaillerons pas la mise en ceuvre de cet algorithme.

2.1.3 Estimation des parametres non supervisée

L’estimation des paramétres pour les PMC est un peu plus compliquée que dans les HMC.
En particulier, pour 1’algorithme EM, on ne peut plus maximiser analytiquement la quantité
E[log(p(x,y|0)|Y,07] a chaque itération. Cependant des variantes des algorithmes SEM [47]
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et ICE [23], [24] fonctionnent encore, et permettent I’estimation des paramétres des PMC dans
le cadre non-supervisé. La complexité en temps d’une itération de ICE ou SEM est la méme :
elle est de O(K2N) en temps si on suppose une complexité en espace de O(KN), comme pour
les HMC.

2.1.3.1 Algorithme SEM pour les chaines de Markov couples

Soit une famille de PMC Z = (X,Y) stationnaires avec p(Vy,, Yn+1|Xn, Xn+1) gaussien, et
indexée par un vecteur de parametres . Cette famille est définie par py; = p(x, = w;, x; =

1
wy), les vecteurs moyennes py,; = (Z’;l) et les matrices de covariances I; associées aux
kl

probabilites p(Vn, Yni1lxn = @, xp41 = @)).

La loi a posteriori d’une chaine de Markov couple est de Markov, et est calculée de la
maniére suivante :

p@ly) = pGaln | [pGnilvn ) (2:6)

p(x1|y) est calculé avec (2.4), et p(xp41]xn y) s’exprime en fonction des probabilité
« backward » :

_ p(Zn+1 |Zn)ﬁn+1 (xn+1)
P(Xny1lXn, y) = 3 () (2.7)

L’algorithme SEM pour les PMC se déroule comme il suit [47]:

- On initialise I’algorithme avec 6 = 6°
- Pour chaque itération g, on utilise 89 pour simuler x? selon (2.6). Ensuite on
calcule 89%1 de la maniére suivante :

N-1
Zn=1 L0 29, -0

N-1

(g+1) _
pkcll =

(2.8)

N-1 1 ( Yn )
Yn=i {x,(lq)=wk.x§1‘21=wl} Yn+1

N-1 1
Zn=t Lo oD, =)

N—1 Yn—pg Y ‘ AL
Y1l @ @
=1 P =oe =0} \ ynaa-u2 00 ) \ g -u2 00

(g+1) _
Hg ~ =

(2.9)

(q+1) _
[t =

- (2.10)
Yhoil (Dm0 2D, )

SWpXp =01

30



Chaines de Markov couples et triplets

2.1.3.2 Algorithme ICE pour les chaines de Markov couples

L’algorithme ICE peut étre appliqué dans le cadre des PMC. En effet, reprenons notre
famille de PMC Z = (X, Y) stationnaires avec p(Vy, Yn+1!%Xn, Xn+1) gaussien, et indexée par un
parametre 6. Notons :

Prinn+1 = p(xn+1 = WXy = wkly) (2.11)
On peut calculer py; , n+1 de la maniere suivante :

n (X)D(Zn41120) Brr1 (Xn41)

aneﬂ An ()P (Zn41120) B (Xns1) (2.12)

Prinn+1 =

p(Z,4+112,,) se calculant avec (2.5). Ainsi I’algorithme se déroule de la maniére suivante [23],
[24] :

- On initialise I’algorithme avec 6 = 6°

- Pour chaque itération g, on utilise 89 pour calculer py; , 1@ avec (2.12) et

simuler x%9, ..., x®4 selon (2.6). Ensuite on calcule 89%1 de la maniére suivante :
N-1.,(q)

(q+1) _ &n=1 Prinn+1
R §N-11 ( Yn )
‘u(Q+1) _ 27':1 2n=1 {xg‘q=wk’x:l'z1=wl} Yn+1 (2 14)
kl - R N-1 '
Zr=1 2m=1 Lo, =)
t
1,(q+1) 1,(q+1)
YR_yN-1q . . In=Hy Y=l
r=1am=1 {xl=wpxp ] =0 yn+1—l‘;2c'l(q+1) J’n+1—#12c’l(q+1)
[Ty = (2.15)

R N-1
r=12m=1 Lt 278, =)

2.2 Chaines de Markov triplet

Les chaines de Markov triplets (TMC) sont une extension des chaines de Markov couples
qui consiste a rajouter un troisieme processus latent, qui a ou non une signification concrete.
Ce troisieme processus est ajouté de facon a ce que les observations et les données cachées a
prédire soient considérées comme la loi marginale d’un triplet Markovien [25]. L’ajout de ce
troisieme processus démultiplie grandement la capacité du modéle a gérer des situations
complexes. Cependant nous allons voir que comme pour les PMC, dans le cas ou le troisieme
processus est a valeurs discretes en nombre fini, les TMC restent compatibles avec certaines
segmentations bayesiennes. En effet il est possible de calculer efficacement I’estimateur
bayésien du MPM (pour le MAP en revanche ce n’est pas le cas) et I’estimation des parametres
reste possible dans le cas général [48].
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2.2.1 Définition du modele

Soit X = (Xy, ..., Xy ) un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un ensemble fini
de classes Q = {wq, ..., wg} et qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y =
(Y, ...,Yy) qui prend ses valeurs dans R. Soit un troisieme processus U = (Uy, ..., Uy) a
valeurs dans A = {44, ..., A, }. Le processus triplet (X, U,Y) est dit chaine de Markov triplet si
(X,U,Y) est de Markov. Finalement, posons T = (X,U,Y), la loi de T s’écrit de la maniére
suivante :

N-1
p(®) = () | [pCtaraltn) (2.16)
n=1

Son graphe de probabilité est présenté sur la Figure 3.

VA

Figure 3. Graphe de probabilité d'une chaine de Markov triplet pour N=3

Notons que la loi de « bruit» p(y|x) = Y., p(y¥|x, u) est trées complexe, ce qui montre aussi
qu’elle est trés compléte, en particulier, si pour tout n, p(V, Yne1lUn, Xn, Uns1Xne1) €St UNE
loi gaussienne, ni p(y|x,u), ni p(y|x) n’est gaussien en général. Les TMC généralisent les
PMC, en effet, pour X = U on retrouve une PMC.

Une TMC est dite stationnaire si les lois p(t,,, t,+1) ne dépendent pas de n. Dans ce cas, la
loi est complétement définie une fois que 1’on a explicité p(ty, t) qui est égal a p(t,, the1)
pour tout n = 2...N — 1. Sachant que p(t;,t;) = p(xq, Uy, Uy, X2)P(V1, Y2 X1, Uq, Uz, Xo), il
suffit alors, pour définir toute la chaine, de construire une matrice de taille KL X KL pour
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p(xq1, Uy, Uz, x5), en s’assurant que les marginales p(x;, u;) et p(u,, x,) soient identiques, et
K?L? vecteurs moyennes et K212 matrices de covariances pour p(yy, y,|x1, Uy, Uy, x5).

2.2.2 Inférence

Les chaines de Markov triplets sont compatibles avec certaines estimations bayésiennes car
les calculs liés aux estimateurs correspondants sont faciles et rapides. En particulier, si nous
regardons I’estimateur du MPM, donnée par (1.18), on remarque qu’il est nécessaire de pouvoir
évaluer p(x,|y) pourtoutn € {1, ..., N}. Dans le cas d’une chaine de Markov triplet ce calcul
est faisable avec une complexité en temps de O(K2L?N) si on suppose une complexité en
espace de O(KLN). En effet, posons V = (X,U) , alorsT = (V,Y) est une chaine de Markov
couple. Ainsi nous pouvons calculer p(v,|y) de la maniére suivante :

i.  Calculer les probabilités « forward » a,, (v,,) avec :
a;(v) = p(ty)

i (ns) = ) GBI (bnialtn) 217)

VpEQXA

ii.  Calculer les probabilités « backward » B, (v,) avec :

Bn(oy) =1
Ba@) = D rra(ns)p(tralta) (2.18)
VpEQXA
iii.  Calculer p(v,|y) avec:
n (V) Bn (V)
v = 2.19
p( n|Y) ZvnEQXA an(vn)ﬁn(vn) ( )
iv. Il suffit enfin de remarquer que p(v,ly) = p(x,, u,ly) et donc:
PGaly) = ) Pt taly) (2.20)
Un€A

Par contre, il n’est plus possible d’appliquer I’algorithme de Viterbi. Ainsi I’estimateur du

MAP n’est pas calculable de facon efficace dans une chaine de Markov triplet.

2.2.3 Estimation des parametres non supervisée et identifiabilité

L’estimation non supervisée des paramétres des TMC est identique a celle des parametres
des PMC. En particulier comme on 1’a vu, en posant V = (X,U), alors laTMCT = (X, U,Y)
peut étre vu comme une PMC (V,Y). Ainsi on ne peut pas utiliser I’algorithme EM. Cependant,
les algorithmes SEM et ICE permettent I’estimation des parametres en non supervisée. En effet
soit une famille de TMC T = (X, U, Y) stationnaires & bruit gaussien, indexée par un parametre
6. En posant V = (X, U) on se raméne strictement a I’estimation de paramétres pour la chaine
de Markov couple avec V a valeur dans Q X A a la place de X. On peut donc utiliser
respectivement les équations (2.8) -(2.10) ou (2.13) -(2.15) a chaque itération pour estimer les
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parametres d’un triplet dans le cadre du SEM ou d’ICE. On voit immédiatement qu’une
itération de ces algorithmes a une complexité en temps de O(K2L?N) si on suppose une
complexité en espace de O(KLN).

Cependant contrairement aux PMC, un probléme d’identifiabilité apparait dans le cadre de
la segmentation non supervisée avec une TMC. La non identifiabilité dans la segmentation non
supervisée est courante. En effet on la retrouve avec des mélanges gaussiens : la distribution
d’un mélange de K gaussiennes (et donc la fonction de vraisemblance) est invariante a la
permutation des labels indexés k = 1, ..., K [49]. C’est aussi le cas pour les chaines de Markov
cachées, avec X = (X4, ...,Xy ) a valeurs dans QY = (w4, ..., wg)N. Cependant, cette non
identifiabilité ne pose pas probléeme lorsque 1’on veut classer les observations Y = (Y3, ..., Yy)
en groupes. En effet quel que soit le label du groupe, c’est la séparation qui est importante.
Ainsi dans ce cas-ci, les maxima de vraisemblance associés a chaque permutation des labels
donneront les mémes résultats du MPM, a la permutation des labels prés. Mais ce n’est plus le
cas dans le triplet Markovien, a cause du calcul (2.20) qui intervient dans le calcul du MPM et
qui impose une somme sur U, et donc une identifiabilité partielle, a savoir qu’il faut étre capable
de différentier X de U. Or de par la nature du triplet, il est impossible de différentier X de U
dans le cadre non supervisé [50]. Cela pose probléme lorsque 1’on veut utiliser 1’estimateur
MPM. Ce probléme ne peut pas étre résolu pour la TMC générale. Cependant, il existe des
TMC ou cet inconvénient disparait. On peut mettre en lumiere deux types de TMC ou le
probleme disparait. Le premier type est une TMC ou la loi de U (ou X) serait connue et donc
fixe (elle ne ferait pas partie des parameétres a estimer). Le deuxiéme type est une TMC
particuliére ou certaines dépendances auraient été supprimées de telle sorte que U (ou X) ne
soient plus directement dépendant de Y, c’est-a-dire que p(ulx,y) = p(u|x) ou (p(x|u,y) =
p(x|u)), ce simple fait rend les permutations entre les labels de X et les labels de U non
équivalentes, et la vraisemblance changera en fonction de ces permutations. Un exemple de
graphe de probabilité d’un tel modele est présenté dans la figure 4. Ainsi dans la suite nous
nous intéresserons a ce dernier type de triplets qui ne comporte pas I’inconvénient mentionné
(car notre domaine d’application choisi est la segmentation non-supervisee), mais qui permet
quand méme de consideérer la loi de U comme paramétre et de I’estimer.

34



Chaines de Markov couples et triplets

Figure 4. Exemple de TMC, N = 3, ou ’identifiabilité de (X, U) ne pose
pas de probléme dans le cas non supervisé

On peut remarquer par ailleurs que ce probléme n’existe pas lorsque 1’on apprend les
parametres de maniere supervisée : en effet le fait que ’on observe X et Y mais pas U dans ce
cas implique que X et U apparaissent distinctes. On peut alors utiliser des algorithmes SEM ou
ICE pour estimer les parametres (sur ce point on rappelle que méme en supervisé, on ne dispose
pas de réalisation de U dans le cas général, donc on est obligé d’utiliser les techniques

d’estimation avec données incomplétes comme SEM ou ICE).

2.3 Chaines de Markov triplet cachees

Le probléme des modeles de TMC générales, évoqué dans la section 2.2.3, a savoir
I’impossibilité de différentier X et U dans le cas d’une segmentation non supervisée, a pour
conséquence que ceux-ci ne sont pas tres pratiques a utiliser dans ce cas. Cependant, comme
mentionné précédemment il existe des triplets particuliers qui ne présentent pas cet
inconvénient. C’est le cas du modéle que nous présentons ici, les chaines de Markov triplets
cachées (HTMC).

2.3.1 Définition du modele

Soit X = (X4, ..., Xy ) un processus caché qui prend ses valeurs dans un ensemble fini de
classes Q = {w, ..., wg} et qui doit &étre estimé a partir d’un processus observable Y =
(Y3, ..., Yy ) qui prend ses valeurs dans R. Soit un troisieme processus U = (Uy, ..., Uy) avaleur
dans A = {4, ..., A.}. Nous appelons chaines de Markov triplet cachées le triplet T = (X, U,Y)
verifiant :

p(t1) = p(xy, u)p(yilx1)
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p(tn+1|tn) = p(xn+1' Un+1 |xn' un)p(:Vn+1 |xn+1) (2-21)

On peut remarquer que (2.21) est une TMC simplifiée, obtenue en supposant :
P(n 1 Unsa [ U, Yn) = DOy, Unsa X ) o 86 Dm0, Uny Vi Xng 1, Ungr) =
PVns1lxn41) - Son graphe de probabilité est présenté sur la Figure 5. Par ailleurs, si on
pose V = (X, U) alors le couple (V,Y) est une chaine de Markov cachée. Notons que dans
une chaine de Markov triplet cachée X n’est pas, en général, une chaine de Markov, et (X, Y)
n’est pas non plus, en général, une chaine de Markov couple.

Dans une HTMC stationnaire, la loi est complétement définie une fois que I'on a
explicité p(t, t) qui est égal a p(t,, t,+1) pour tousn = 2...N — 1. |l suffit alors, pour
définir toute la chaine, de construire une matrice de taille KL x KL pour p(xy, uq, Uy, X3), €n
s’assurant que les marginales p (x4, u,) et p(u,, x,) soient identiques, et K moyennes et K
variances pour p(y;|x;). On peut aussi considérer une HTMC homogene, définie par une
matrice de transition de taille KL x KL pour p(u,, x,|x;,u,), KL parametres pour p(x;, u;)
et enfin K moyennes et K variances pour p(y;|x;).

Figure 5. Graphe de probabilité d'une chaine de Markov triplet cachée

pour N=3
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2.3.2 Inférence

Les HTMC ¢étant un cas particulier de TMC, I’inférence se déduit directement de celle
utilisée pour les TMC. Cependant, compte tenu des simplifications de (2.17) -(2.20) introduites
par (2.21), on peut expliciter le calcul de I’estimateur du MPM, donnée par (1.18) pour le
HTMC en particulier :

i.  Calculer les probabilités « forward » a,, (x,,, u,) avec :
ay (x1,uq) = p(xy, u)p(11x1)
U1 (Xng1, Ungr) = z (X, U )D (Xt 15 Unt1 %0, U )P (Vnsn [ Xn41) (2.22)
(xn,un)EQXA
ii.  Calculer les probabilités « backward » B, (x,, u,) avec :
Bn(xy,uy) =1
B (X, Uy) = Z Br+1Xns1, Uns )P Cons1, Una1 1Xn, Un)D Va1 Xn 1) (2.23)
(Xn,un)EQXA
iii.  Calculer p(x,, u,ly) avec:

an (xn' un)ﬁn (an un)

(n, unly) = (2.24)
PR tnlY Z(xn,un)eQxA (X, Up) B (Xy U )
iv.  Calculer p(x,|y) avec:
PGaly) = ) ptn, unly) (2.25)

Un€A

Le calcul de I’estimateur du MPM a une complexité en temps de O(K2L?N) si on suppose une
complexité en espace de O(KLN). C’est la méme complexité que pour les TMC générales.

Comme pour les TMC générales cependant, il est impossible d’utiliser I’algorithme de
Viterbi pour les HTMC. On ne peut donc pas calculer I’estimateur du MAP de maniére efficace.

2.3.3 Estimation des parametres non supervisée

Les HTMC étant des TMC particuliéres, on pourrait appliquer directement les algorithmes
d’estimations de parameétres des TMC aux HTMC. Cependant, contrairement aux TMC
généraux, on peut remarquer que pour laHTMC T = (X, U,Y), sion pose V = (X, U), alors le
couple (V,Y) est une chaine de Markov cachée. Cela simplifie quelque peu 1’estimation des
parameétres. En particulier, 1’algorithme EM est utilisable dans les HTMC alors qu’il ne 1’était
pas, sous sa forme exacte, dans les TMC. Dans cette section nous allons détailler seulement le
déroulement des algorithmes EM et SEM car c’est ceux que nous avons utilisés dans la suite
de nos travaux, cependant I’algorithme ICE est aussi applicable dans le cas des HTMC. On peut
remarquer qu’une itération de chacun de ces trois ces algorithmes a une complexité en temps
de O(K2L%N) si on suppose une complexité en espace de O(KLN), ce qui ne différe pas des
TMC généraux.
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2.3.3.1 Algorithme EM pour les chaines de Markov triplet cachées

Soit une famille de HTMC (X, U, Y) homogenes a bruit gaussien, indexée par un vecteur de
parametres 6 . Ce dernier est composé¢ de my =p(xy = Wk, Uy =A) , DPijr =
p(x; = wp,uy = 4|3, = wi,uy = 4;) et les moyennes et variances p, o associées aux

probabilités p(y,|x, = wy). Notons :

Prin = p(xn = Wy, Up = Aily) (2.26)
Pijkinn+1 = P(Xn41 = Wiy Unir = A X = 03 Uy = Ail)’) (2.27)
Dijkin = P(Xnt1 = O, Uny1 = Alxn, = wi,uy = 4;,y) (2.28)

On peut calculer py; , n+1 de la maniere suivante :

tn (X, Un) P (1, U1 1%, U )P s | X4 1) Brsr (K1, Uns1)
Z(xn,un)eQxA U (X, Up)D (K15 Unt1 | Xn, Un )P Vnr1 | Xns 1) Bt (Kt 1, Unsn)

Prinn+1 = (2.29)

L’algorithme EM pour les HTMC se déroule comme suit :

- On initialise I’algorithme avec 6 = 6°

- Pour chaque itération g, on utilise 89 pour calculer pl(c(ll,)n avec (2.24) et pl-jkl,n,nﬂ(q)

avec (2.29). Ensuite on calcule 9% de la maniére suivante :

N—1P(q)
gt = S (2.30)
N
(q+1) _ Zn=i Pijrinn+r @ (231)
ykt N-1,(@) '
n=1Prin
(q+1) Yh=12% P/(:ll,)nYn
L N () (2.32)
n=1zl=lpkl,n
) 2
R I S (T
0,3’(”1) = 'n( = ) (2.33)

11¥=1 Zﬁl pkl,n
2.3.3.2 Algorithme SEM pour les chaines de Markov triplet cachées

On rappelle que V = (X, U), (V,Y) est une chaine de Markov cachée. Ainsi la loi a posteriori
d’une HTMC peut se calculer de la maniére suivante :
N-1

p(x,uly) = p(xp,usly) | | pCongrs UnsalXn, Un, y) (2.34)

n=1
p(xy, uqly) est calculé avec (2.24), et p(xpi1, Uns1lxn, Uy, ¥) s’exprime en fonction des
probabilité « backward » :
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p(xn+1» Un+1 |xn’ un)p(yn+1 |xn+1):8n+1 (xn+1’ un+1)

ﬁn (x‘n! un)
L’algorithme SEM pour les HTMC se déroule comme il suit :

p(xn+1:un+1|xnr Un, 3’) = (2-35)

- On initialise I’algorithme avec 6 = 6°
- Pour chaque itération g, on utilise 89 pour simuler (x4, u?) selon (2.34). Ensuite
on calcule 9% de la maniére suivante :

N
Zn=1 L0 @)

) = = (2.36)
N-1
(qg+1) Zn=1 1{x$zq)=wi’u1(1q)=Aj'x1(1(91=wk’u1(1q31=Al}
Pijki = = yN-17 (2.37)
n=1 {xflq)=wk,u;q)=ll}
N
11
e _ 2 =)
E =<y (2.38)
n=1 {x%q)zwk}
N_ 1 _ (q+1)y2
2'(q+1)=2n—1 {xg@:wk}()’n He )

Ok N (239)

n=1 1{x£lq)=wk}

2.4 Chaines de Markov évidentielles

Les HMC classiques perdent en efficacité dans le cas de la segmentation de données non
stationnaires de maniere non supervisée. Cependant les TMC peuvent étre utilisées pour traiter
ce probleme. En particulier les modéles de Markov a saut [27] [29] et les modéles de Markov
évidentiels [28] [26] permettent tous deux d’améliorer nettement les segmentations des HMC
dans le cas de données non stationnaires. Nous nous intéressons plus particulierement aux
chaines de Markov évidentielles. En effet la théorie de Dempster-Shafer peut étre utile dans de
nombreuses situations [51] [52] [53] [54] [55], et peut étre utilisée dans un contexte markovien
[56] [57] [58] [59]. Les chaines de Markov évidentielles sont une des facons de le faire, en se
basant sur les modéles de TMC.

2.4.1 Non-stationnarité et chaines de Markov triplets

Il nous semble important de préciser la notion de non stationnarité discutée tout au long de
ce document, ainsi que sa signification concréte dans la segmentation d’images. Pour cela, nous
allons introduire deux types de non stationnarité. Dans le premier, que 1’on retrouve dans
I’article [27], les paramétres du modele changent aléatoirement, avec un nombre fini de
possibilités. Comme ces parameétres sont stationnaires entre deux changements, nous parlerons
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de « stationnarité par morceaux ». Le deuxiéme type de non stationnarité est plus général, et
concerne des parametres pouvant évoluer aléatoirement de maniére continue, ou méme de
maniére hybride (mélange entre discret et continu).

Considérons a présent le HMC classique (X,Y), ou chaque X,, prend ses valeurs dans Q =
{wq, ..., wg} et Y, prend ses valeurs dans R. Le couple (X,Y) est markovien et sa distribution
est déterminee par la probabilité initiale p(x,,y,) et les transitions de la forme :

p(xn+1' Yn+1 |xn» yn) = p(xn+1 |xn)p(yn+1 |xn+1) (2-40)

Supposons en plus que les distributions p(y,|x,) sont gaussiennes et que la HMC est
homogéne. Nous rappelons alors que, comme vu en section 1.31, p(x, y) est totalement définie
par une matrice de transition de taille K X K pour p(x,,1|x,), K paramétres pour p(x;) et K
moyennes et K variances associées a la loi gaussienne p(y, |x,,). Dans la suite nous appellerons
ces parametres 8. Imaginons par la suite qu’il y ait deux HMC homogeénes de paramétres 6,, 6,
respectivement. Enfin mettons nous dans la situation ou la loi du couple (X,Y) est un HMC tel
que le modéle ait pour parametre 6, pour la sequence (X1,Y;), ..., (Xm, V), €t 6, pour la
séquence (Xim+1, Ym+1)s ---» (Xn, Yy). Une telle HMC est appelée HMC a sauts. Une extension
de ce modele a un nombre fini de saut est facilement réalisable. Nous allons considérer ce type
de modele dans la suite. Ce genre de situation est courant en segmentation d’images. En effet
considérons deux exemples :

- Soit y une ligne dans une image aérienne optique avec deux classes « eau » et « forét »
et soit x les classes cachées. A cause des nuages, le soleil éclaire une partie de I’image,
alors que I’autre partie est dans I’ombre. Du coup les p(y,|x,,) sont différents dans les
zones éclairées et les zones d’ombres, et ainsi nous avons deux vecteurs différents
6., 8,. Une telle situation admet un « bruit a saut » [29].

- Soit y encore une ligne dans une image aérienne optique avec deux classes, mais cette
fois les classes sont « zone urbaine » et « forét ». Supposons que N = 500 et que les
pixels de I’image représentent une zone d’aire 25 m2. Il y a une ville dans I’image, dont
le centre contient des parcs pour (xq,¥1), ..., (X40, Ya0), On trouve la banlieue pour
(%41, Y41)s ---» (X150, ¥150), 12 forét pour (x1s1,¥151), ---» (X490, Yago), €t enfin un
village pour (x491,Y491) 5 ---» (X500, Y500)- Il est évident que les p(x,41]x,) sont
différents pour chacune de ces zones. Cette situation admet donc « des transitions de
classes a saut ».

On peut noter qu’il est possible de gérer les deux situations simultanément. Lorsque nous
connaissons 1’emplacement des sauts, nous avons simplement une HMC non stationnaire
classique, qui est « stationnaire par morceaux ». Le cas intéressant est celui ou ne connait pas
I’emplacement des sauts. Pour les estimer, nous devons définir une séquence aléatoire U,
prenant ses valeurs dans I’ensemble des paramétres © = {6, ..., 6,,} modélisant les différentes
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stationnarités. On peut alors définir la distribution du triplet (X,U,Y) par p(x,u,y) =
p(w)p(x, y|lu), avec p(u) markovienne et p(x, y|u) loi d'un HMC (1.15). La loi d’un tel
modéle s’écrit :

N-1

p(x,y) = pu)pxLyilu), | | PWnsrlun) Do [0, Un s )P st | Xn1) (2.41)

n=1
Le point intéressant est que 1’équation (2.41) peut étre utilisée pour estimer (x,u) a partir
de y. En effet, ¢’est une loi particuliére de HTMC, et cette HTMC peut étre supposé stationnaire
sans que cela n’implique la stationnarité des lois p(x, y) et p(x, y|u). Ainsi ’estimation des
parametres en non supervisée est faisable et 1’estimateur du MPM est calculable rapidement.
On a donc pu convertir un HMC a saut, qui est « stationnaire par morceaux » en une HTMC
stationnaire, permettant 1’estimation non supervisée de X et U. On peut noter que dans le triplet

;o7 o= =

Markov conditionnellement a U.

Le second type de non-stationnarité est plus genéral. Son principe est que le vecteur de
parametres 6 peut évoluer de maniere continue, et ne se limite pas a un nombre fini de valeurs.
Par exemple si on reprend notre premier exemple (i), et que I’on considére que la nature des
nuages fait que ceux-ci produisent une ombre sur I’image qui varie en intensité, les situations
« sombre » et « éclairé » ne sont plus réellement distinctes et le niveau de luminosité évolue
continuellement, avec un éclairage plus ou moins important. Dans ce cas, les paramétres de
P (Vn+11%n+1) €voluent de maniéere continue. De maniere similaire, dans le second exemple (ii),
on peut imaginer que la transition entre le centre-ville et la banlieue implique une modification
continue de p(x,41lx,). Dans cette situation les modéles de Markov triplet a saut peuvent
toujours étre utilisés, mais ils correspondent moins a la réalité terrain. Par ailleurs, il existe une
autre modélisation par un Markov triplet qui, en pratique, semble mieux adaptée a ce genre de
cas. En effet, expérimentalement, les chaines de Markov évidentielles que nous allons présenter
dans la suite semblent mieux gérer ce type de non-stationnarité [26]. Cependant I’interprétation
de U dans ce dernier modeéle, ainsi que les justifications théoriques de son efficacité dans le cas
d’une non-stationnarité continue ne sont pas clairement établies. On peut cependant trouver un
début d’explication de cela dans [28], dans le cas simple d’une segmentation a deux classes de
couples indépendants (X;,Y;), ..., Xy, Yn)-

2.4.2 Théorie de I’évidence

La théorie de Dempster-Shafer ou théorie de 1’évidence [53] constitue la base du modéle de
chaines de Markov cachées evidentielles (HEMC). Cette théorie permet de modéliser des
informations que 1’on peut avoir sur les éléments d’un ensemble Q = {w4, ..., wg} par des

« mesures floues », qui peuvent étre vues comme des généralisations de la mesure de probabilité
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classique. En notant 2% = {4;,..,A,} , ¢ = 2%, ’ensemble des sous-ensembles de Q,
définissons une probabilité classique P sur 2% . De par I’axiome de I’additivité, P est
entierement déterminée par ses valeurs sur les singletons {®,}, ..., { g }. On dit ainsi que P est
définie sur Q, ce qui est un abus de langage car en toute rigueur P est définie sur 2% . Une
mesure floue est une généralisation des probabilités, qui retire I’axiome de 1’additivité. Ainsi,

s gn = . . Q
cette mesure est définie sur 2 par des fonctions de masses : soit 22" I’ensembles des sous-

ensembles de 22, une fonction de masse m est une probabilité sur 22" telle que m({@}) = 0.

Un élément central de cette théorie est la regle de fusion (ou régle de Dempster-Shafer) qui
généralise la formule de Bayes des probabilités, en I’appliquant aux masses. Soit
mg, My, ..., My, ¥ + 1 fonctions de masses définies sur 29 = {4, ., Ag}, q = 2%. Laregle de

fusion est la suivante :

1 r
m(B) = 7 Z Inj=0mj(13j)l (2.42)

BonBln...nBr=B¢®

aveC H = Yg np,n..n,=0l[[f=om;j(B)]. On notera cette fusion m = me®@m;® ... @m, .
Enfin, un résultat important est le suivant : si une au moins parmi les fonctions de masses
my, my, ..., m,. €st assimilable a une probabilité, c’est-a-dire qu’elle est nulle en dehors des
singletons {®}, ..., { ok}, alorsm = my®@m,® ... ®m,. est assimilable a une probabilité. Ce
résultat va nous permettre de construire un triplet markovien (qui est donc une loi de
probabilité) a partir de masses de Dempster-Shafer.

2.4.3 Définition du modele de chaines de Markov évidentielles

Soit X = (X3, ..., Xy ) un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un ensemble fini
de classes Q = (w;, ..., wg) et qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y =
(Yy,...,Yy ) qui prend ses valeurs dans R. Notons 2% I’ensemble puissance de Q et 22"
’ensemble puissance de (QON). Introduisons un troisiéme processus aléatoire U = (Uy, ..., Uy),

ou chaque U, prend ses valeurs dans 2. Définissons par ailleurs m comme une masse de

Dempster-Shafer sur (29" nulle sur 20 /(2PN et telle que :

N-1
MGy, ) = M) | [ mun ) (2.43)

Cela signifie que pour toutn = 1,...,N — 1 et u,,e2%, U 41 = Mm(Up41|u,) est une masse de
Dempster-Shafer sur 2. La distribution d’une chaine de Markov évidentielle (HEMC) est une
distribution de Markov obtenue par la normalisation de la fonction ¢ définie sur QN x (22N

par :
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N-1

(p(x' u, y) = 1_[ Pn (xnl Un) Ynr Xn+1 Un+1) yn+1) (244)

n=1
ou
©1 (X1, Ug, Y1, X2, Up, Vo) = 1[x1€u1,x2€u2]m(u1)m(u2 lu)p1lx)p(ylx,) (2.45)

Vn € [Z'N - 1]! (pn(x‘mun' ynlxn+1'un+11 yn+1)
= 1[xn+1eun+1]m(un+1|un)p(yn+1Ixn+1) (2.46)

Aprés normalisation de (2.44) (donc division par Y.(x,y) @ (x,1,¥)), on obtient qu’une

HEMC est un triplet Markovien vérifiant :

p(t1) = p(u)pxlu)p(1lxq1)

p(tn+1|tn) = p(un+1|un)p(xn+1|un+1)p(yn+1|xn+1) (2-47)
avec
Lipeun)
vne|[l,.., N]|,p(x,lu,) = T (2.48)
n

[unt 1 Im Qg [un) Brvr (cns 1, Un 1)

vn € [1,N — 1], p(up4qluy) = - ,
L Zun+1|un+1|m(un+1|un)ﬁn+1(xn+1:un+1)

(2.49)

I’opérateur |. | dénotant le cardinal d’un ensemble, et :
Bn ey, uy) =1
vn € [1r N — 1]' ﬁ;;((xn' Un) Xn+1, un+1))

= z <pn(xn'un'xn+1'un+1))ﬁ1>;+1(xn+1:un+1)

(*n+1,Un+1)
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Figure 6. Graphe de probabilité d'une chaine de Markov évidentielle
cachée pour N=3

Le calcul de normalisation pour obtenir (2.47) -(2.49) est présenté dans la section A des
annexes. Le graphe de probabilité d’une HEMC est présenté en figure 6. On peut remarquer
que les HEMC sont une HTMC particuliere, donc soit V = (X, U), (V,Y) est une chaine de
Markov cachée. Mais on peut aussi s’apercevoir qu’en posant Z = (X,Y), (U, Z) est une chaine
de Markov cachée.

Dans une HEMC stationnaire, la loi est complétement définie une fois que I’on a explicité
p(ty, t,) qui est égal a p(t,, t,+1) pour tousn = 2 ... N — 1. |l suffit alors, pour définir toute
la chaine, de construire une matrice de taille (|2%|— 1) x (|2%| — 1) pour p(uy,u,), en
s’assurant que les marginales p(u,) et p(x,) soient identiques, et K moyennes et K variances
pour p(y;|x,). On peut aussi considérer une HEMC homogeéne, qui sera alors défini par une
matrice de transition de taille (|2 — 1) x (|2%| — 1) pour p(uz|uy), [2%| — 1 paramétres
pour p(u,) et enfin K moyennes et K variances pour p(y;|x;). La notation |. | représente ici le

cardinal d’un ensemble.

2.4.4 Inférence et estimation des parametres non supervisée

L’estimateur du MPM dans une chaine de Markov évidentielle peut étre calculé si I’on
remarque que les HEMC sont une HTMC particuliére. Ainsi il suffit d’utiliser (2.22) -(2.25)
pour calculer les p(x,|y). Pour I’estimation des paramétres non supervisée, on pourrait dire la
méme chose. Cependant les HEMC ont la particularité que les p(x,|u,) sont fixés par (2.48)
et ne font donc pas partie des parametres a estimer. Nous allons présenter les versions des
algorithmes EM et SEM pour les HEMC ci-dessous.
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2.4.4.1 Algorithme EM pour les chaines de Markov évidentielles

Soit une famille de HEMC (X, U,Y) homogene a bruit gaussien, indexée par un vecteur de
paramétres 8. Ce dernier est défini par m; = p(uy = A)), puy = p(u, = A;lu; = 4;) et les
moyennes et variances uy, o2 associées aux probabilités p(y,|x, = w;). Notons :

Prin = P(Xn = Wk, Uy = A1ly) (2.50)
Dijkinn+1 = P(Xns1 = W, Ungr = Ay Xy = @3, U = 4]Y) (2.51)
Pijkin = p(xn+1 = Wiy Unt1 = Alxn = 0, uy = 4, y) (2.52)

etposons € = [29] — 1.
L’algorithme EM pour les HEMC se déroule comme il suit :

- On initialise I’algorithme avec 6 = 6°

- Pour chaque itération g, on utilise 89 pour calculer pl(c(ll,)n avec (2.24) et pl-jkl,n,nﬂ(q)

avec (2.29). Ensuite, on calcule 891 de la maniére suivante :

N k (@
LlarD) _ &n=1 2k=1Pkin
b =

N

N—-1v\vK K
(q+1) _ 2n=1 Zj:l Zk:l pijkl,n,n+1
i o N-1VK .,(@
n=1 &k=1 pkl,n
N c (@
(q+1) _ 2n=1 Zl=1 pkl_nYn

k
N c (@
n=12l=1 Prin

(2.53)
@

(2.54)

(2.55)

2
1
Yn=12i=1 pl(c(ll,)n (yn—ﬂl(cq+ ))

c (@
71\1]=1 Zl=1 pkl,n

On s’assure par ailleurs, tout au long de 1’algorithme, que les p(x, |u,,) restent fixés par (2.48).

2,(q+1) —

o2 (2.56)

2.4.4.2 Algorithme SEM pour les chaines de Markov évidentielles

Comme les HEMC sont des HTMC particulieres, leur loi a posteriori est donnée par (2.34)
et (2.35).
L’algorithme SEM pour les HEMC se déroule comme il suit :
- On initialise I’algorithme avec 6 = 6°
- Pour chaque itération g, on utilise 89 pour simuler (x4, u?) selon (2.34). Ensuite
on calcule 7% de la maniére suivante :

N K
n=1Lk=1 1{x$lq)=wk.u§f’)=al}

N

(q+1) _

7 (2.57)
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N-1yvK  vK
parn _ =1 2=t L0 D2 20, = =1 (2.58)
Lkt YhoiZi=11 (D u®=1)
N
11 @

(q+1) _ 2= fr =i} o (2.59)

* Yh=1 1{x§f’)=wk}

SN 1@, ) O — )2

g2 = el o) (2.60)

Yh=i1 (D=i)
On s’assure par ailleurs, tout au long de 1’algorithme, que les p(x,, |u,,) restent fixés par (2.48).

2.5 Chaines de semi-Markov cachées a temps discret

Sous le terme de chaines de semi-Markov a temps discret se cachent en fait deux modeéles
légérement différents. Le premier modéle, que nous nommons chaines de semi-Markov cachées
classiques, a été développé pour modéliser un temps de séjour quelconque dans une classe
donnée, qui est forcément geométrique dans une chaine de Markov cachée [60] [61] [62]. Ce
modele propose un temps de séjour modélisé explicitement par une famille de lois choisie. Le
deuxieme modele désigne un triplet Markovien particulier, construit par 1’ajout d’un troisiéme
processus latent a la HMC, qui modélise le temps de séjour minimal restant dans une classe
[30] [27] avant la prochaine transition. Ces modélisations ne sont pas équivalentes. Les chaines
de semi-Markov cachées (HSMC), que ce soit par 1’'une des modélisations, ou 1’autre, ont
montré leur efficacité dans de nombreux domaines [63] tels que la télédétection [64] [65], la
reconnaissance d’écriture manuscrite [66] [67], la segmentation d’images [27] [68] [69], la
modélisation d’activités physiques [30] [70] [71] et I’analyse de I’ADN. Ainsi dans cette partie
nous présentons la chaine de semi-Markov par Markov triplet et ses différences avec I’approche
classique du semi-Markov.

2.5.1 Chaines de semi-Markov cacheées classiques

Soit X = (X4, ..., Xy ) un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un ensemble fini
de classes Q = {wy, ..., wg} et qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y =
(Y1, ..., Yy ) qui prend ses valeurs dans R. Soit un troisieme processus D = (D4, ..., D) avaleur
dans A = {1, ..., M}, ou M est le temps maximum passé dans un état donné et peut étre infini
dans certaines applications. On note X, .,,] = wy pour signifier que 1’état w, commence au
n,-ieme élément de la chaine et fini au n,-iéme, avec une durée de n, — n, + 1. On va définir
une nouvelle séquence aléatoire I = (I3, ..., I7) a valeur dans Q = {wy, ..., wg} telle que I; =

— — T — n
Xii:ay 2 = Xjaj+1:a 4] 0 It = X[Zzz_ll de+13T df] 0 € Y¢=1d:; = N. Une chaine de

semi-Markov classique est telle que (7, D) soit de Markov [72] :
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T-1

p(i,d) = p(iy, d1)P(Y[1:d1] |i1) np(it+1: dealindy) p (Y[th(:l dp+1:35EL dk]|it+1) (2.61)
t=1

De fagon equivalente, on peut aussi définir la séquence aléatoire suivante : S = (S, ..., Sy) telle
que S, = n — Y21 d;, t — 1 étant le nombre de changement d’états (de transition d’un état vers
un autre différent) ayant eu lieu jusqu’a t. Une chaine de semi-Markov classique est alors telle
que (X, S) soit de Markov [72].

Une chaine de semi-Markov classique homogeéne est totalement définie par : la probabilité
initiale  m g = p(iy = W, dy = g) = PX[1g) = wi) , les transitions  pgn)ag) =
pligs1 = Wy degr = hliy = W, de = g) = PKXnt1men) = OilX[n—g+1m) = wi) etlaloi des
observations by, (Yins1mnsn) = PYnsrmen)| Xne1men) = @) - Dans un  semi-Markov
classique, il faut que p n),x.qa) = 0. La loi de d représente ainsi la loi du temps exact passé
dans chaque état wy. Les algorithmes de calcul du MPM et I’estimation des paramétres avec
EM sont possibles dans les chaines de semi-Markov classiques [72].

On peut remarquer que cette définition se base sur des processus stochastiques a temps
discret. 1l existe aussi une définition plus générale des chaines de semi-Markov avec des
processus stochastiques a temps continu [73].

2.5.2 Chaines de semi-Markov par Markov triplet

Soit X = (X3, ..., Xy ) un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un ensemble fini
de classes Q = {wq, ..., wg} et qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y =
(Y3, ..., Yy ) qui prend ses valeurs dans R. Soit un troisiéme processus U = (U, ..., Uy) avaleur
dans A = {0, ..., M — 1}, tel que U,, = e # 0 implique que X,, va rester dans le méme état au
moins pour un temps e. Ainsi (X, U,) = (x,, e) implique que x,, = X411 = Xpyp = = =
Xn+q- POUr e = 0, ONn peut avoir x,; = x, ou non. Pour a, b, ¢, e posons &, ) (c,e) = 1 si
(a,b) = (c,e), et Sgp)(c,e) = 0si(a,b) # (c,e). Nous appelons chaines de semi-Markov
triplet cachées (HSMC) les HTMC T = (X, U,Y) Vérifiant :

6(xn+1run+1) (xTL' Up — 1) si Un >0

. . (2.62)
p (xn+1:un+1|xn'un =0) si u, =0

p(xn+1r Un+1 |xn' un) = {

ou p* est une loi quelconque sur Q x A

Les transitions (2.62) s’interprétent de la maniére suivante : pour u,, = 0, le prochain couple
(Xnt1, Uns1) €St généré selon p* (xp4q, Uyt lxn, u, = 0), alors que pour u,, # 0, (Xp41, Unt1)
est déterministe et x,,1 = X, Upy1 = U, — 1. A la différence des chaines de semi-Markov
classiques, u,, est le temps minimum restant dans 1’état x,,. Le graphe de probabilité de la
HSMC est le méme que celui de la HTMC, présenté a la figure 5.
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Les HSMC étant bien des HTMC particulieres, I’estimateur du MPM est obtenu par (2.22)
-(2.25) qui permettent de calculer les p(x,,|y). Pour I’estimation des paramétres non supervisée,
les algorithmes EM et SEM pour les HTMC, présentés en section 2.3.3 fonctionnent également
pour les HSMC. En particulier, si on initialise p(x,41, Uns1l|Xn uy) de sorte que cette
probabilité respecte (2.62), alors les équations (2.31) et (2.37) nous garantissent qu’a chaque
itération, le nouveau p(x;,41, Uns1lXn, Uy) calculé respecte (2.62).

2.5.3 Comparaison des lois de temps de séjour

Dans les HSMC classiques, on a acces directement a la loi du temps de séjour dans chaque
état w;, c’esten effetlaloi p(Xjni1:mea) = W1lX[n—n+1:n] = i), définie a partir du processus
aléatoire D et supposee invariante selon n, dans le cas d’une HSMC homogene. Elle dépend de
I’état précédent wy, et, en général, de la durée h passée dans ce dernier. Chaque D est a valeur
dans A = {1, ..., M}, ou M est le temps maximum passé dans un état donné et peut étre infini
dans certaines applications. On a donc totale liberté sur la loi et le support de D, ce qui est un
avantage guand on veut modéliser un temps de séjour quelconque. Cependant la complexité
algorithmique du calcul du MPM et d’une itération de I’algorithme d’estimation des paramétres
dépendent du support de D, ainsi considérer des temps de séjour maximum trés grand peut
provoquer des colts de calcul énormes [72]. Dans les HSMC par TMC, on définit U =
Uy, ...,Uy), sur A={0,..,M — 1}, ou U, est le temps minimum restant dans 1’état x,, .
Comme pour les HSMC classiques, la complexité algorithmique du calcul du MPM et d’une
itération de 1’estimation des paramétres dépend du support des U,,. Cependant, comme U,, est
le temps minimum restant dans un état, un support fini pour les U,, engendre une loi du temps
de séjour exact avec un support infini, ce qui permet de prendre en compte des temps de séjour
exact trés long, avec une complexité algorithmique raisonnable. Cependant le défaut de cette
modélisation est que 1’on ne spécifie pas la loi du temps de séjour exact, celle-ci est induite par
notre définition de la loi de U = (Uy, ..., Uy) et, contrairement a la HSMC classique, elle a une
forme particuliére.

Considérons une HSMC par TMC homogene, et introduisons les notations suivantes :
Pk = P(Xns1 = wi|xXn = g, up =0) Ak,im = P(Uns1 = M|Xpp1 = WXy = Wi, Uy =
0),et BM(j, k) I’ensemble des compositions rétreintes a M de k a j parts, c’est-a-dire que [74]:

b(j,k) € BM(j, k) &
{b(,k) = (b, ., b)), 2}y by = k,Vr €[1,...,jl b, €N et b, < M} (2.63)

On remarque en premier que dans le cas de la HSMC triplet présenté en section 2.5.2, on a :

p(X[n+1:n+g] = wllx[n—h+1:n] = wk») = p(X[n+1:n+g] = wllxn = wk) (2.64)
Soit le temps de séjour dans 1’état courant ne dépend pas du temps de séjour dans 1’état
précédent. On peut maintenant expliciter a;;(9) = p(Xpnt1mig) = @i|Xn = i) [75]:
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g j
a1 (9) = Pii(1 = Pick) z Pri’ Gk,1,(by-1) 1_[ Gk k,(bym—1) (2.65)
j=1 m=2

b(j,d)EBM(j,9)
En remarquant qu’il ne peut exister de composition restreintes B (1, g) pour g > M, BM(2, g)
pour g > 2M,..., B¥(n, g) pour d > nM, on peut ainsi montrer que :

Pour(n—1)M <g<nM, neN:

g J
a1 (9) = P ™ V(1 — ) z Prs’ " Z Ak,1,(b,-1) 1_[ Qi k,(by-1) (2.66)
j=n b(j,d)eBM(j,g) m=2

Ainsi la loi du temps de séjour dans une HSMC par TMC a une forme « pseudo-

géomeétrique », elle n’est pas quelconque comme dans les HSMC classiques et s’affaiblit par

paliers au fur et a mesure que 1’on s’éloigne du maximum de temps de sejour minimum M. De

plus elle ne dépend pas de la durée de 1’état précédent, ce qui fait que les HSMC par TMC sont

moins générales que les HSMC classique. Cependant le dernier point, a savoir 1’indépendance

du temps de séjour dans un état par rapport a la durée de 1’état précédent, est assez facile a

surmonter en introduisant un second U représentant le temps passé dans une classe dans les
HSMC par TMC.

2.5.4 Semi-Markov par Markov triplet et segmentation d’images

Nous présentons ici une étude rapide pour déterminer 1’intérét des HSMC par TMC dans la
segmentation d’images non supervisée. Celles-ci ont déja été utilisés dans ce cadre [27] [68]
[69], mais souvent d’autres modélisations ont été ajoutées, si bien qu’il est difficile de voir,
expérimentalement, leur apport dans ce domaine. Nous proposons ainsi une simple étude de
segmentation d’une image synthétique a deux classes, bruitée par trois jeux de bruits gaussiens
de plus en plus fort. Ces bruits sont construits en bruitant les pixels des images avec, a chaque
fois, deux gaussiennes indépendantes de méme variance, suivant la classe du pixel (noir ou
blanc). Pour augmenter la force du bruit entre chaque couple de gaussiennes, nous conservons
la méme variance et nous réduisons 1’écart entre les deux moyennes. Nous avons choisi pour
cette étude une image contenant de larges zones homogenes de méme classe. L’idée derricre
cela est que les HSMC permettent de mieux représenter des lois de séjour « longs » dans un état
car ils n’imposent pas une loi geométriqgue comme les HMC. Ainsi de trés grandes zones de
méme classe devraient favoriser un modéle de HSMC. Par ailleurs la HSMC étant plus général
que la HMC, on peut étre assuré, sous conditions que 1’estimation des paramétres est correcte,
que celui-ci fera aussi bien que la HMC. Nous pensons donc qu’il est plus intéressant de
regarder des cas ou le HSMC a de grandes chances d’améliorer la HMC. Les bruits considérés
dans cette étude sont trés forts ; en effet, les HMC sont déja tres performants dans le cas
d’images assez homogénes [15]. L’idée pour se placer dans un cas ou la HSMC serait plus
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intéressant que la HMC est donc de renforcer le bruit pour augmenter I’influence de la loi a
priori que nous pensons étre plus adaptée a I’image choisie dans 1a HSMC que dans la HMC.
Enfin nous avons aussi voulu regarder I’influence du choix de M, le maximum du temps
minimum de séjour dans un état. Pour cela nous segmentons I’image avec une HMC et quatre
HSMC avec M = 2,5, 10, 20. Elles seront notées respectivement HSMC-2, HSMC-5, HSMC-
10, HSMC-20. Les trois jeux de bruits choisis sont {N(0,1) — N(0.4,1)},{N(0,1) — N(0.3,1)},
et {N(0,1) — N(0.2,1)}. La segmentation est réalisée avec I’estimateur MPM. Les paramétres
sont estimés avec 1’algorithme EM. Nous estimons les valeurs initiales dep(x; = w;) et
p(x, = wi|x; = w;) a partir d’une segmentation a deux classes, réalisée avec 1’algorithme du
K-means utilisé sur les données bruitées. Celui-ci est initialisé avec la méthode « K-
moyennes++ » [76], dont le principe est de répartir les k points des moyennes initiales de la
maniere suivante : le point de moyenne initial du premier cluster est choisi aléatoirement parmi
les données, puis chague point de moyenne initiale est choisi parmi les points restants, avec une
probabilité proportionnelle au carré de la distance entre le point et le cluster le plus proche. Pour
les HSMC nous initialisons p(x, = wilx; = w;,uy = 0) = p(x, = wilxy = w;) , puis
p(ul, xy = w;) et p(uylx, = wg, x; = w;, u; =0) comme des lois uniformes sur
{0,1,...,M — 1} . Enfin pour transformer les images bidimensionnelles en signaux
unidimensionnels, on utilise le parcours de Peano [77] [78], qui sera présenté avec plus de détail
en section 4.1. Les résultats des différentes segmentations sont présentés dans les figures 7, 8,
9, avec les taux d’erreur pour chaque bruit et chaque modéle dans le tableau 1. Cette
segmentation rapide permet d’observer deux choses : d’une part la HSMC a bien un intérét en
segmentation d’images, elle permet d’améliorer la HMC dans des cas d’images avec de large
zones homogénes de méme classe et tres bruités. En effet comme nous ’avions supposé, dans
le cas d’un bruit trop faible comme {N(0,1) — N(0.4,1)}, la HSMC et la HMC sont équivalent,
car la loi a priori compte moins dans ce cas. Cependant quand le bruit devient tres fort
,{N(0,1) = N(0.3,1)} et {N(0,1) — N(0.2,1)}, la HSMC commence a avoir un intérét par
rapport au HMC. On peut par ailleurs remarquer que prendre un temps de séjour M plus long,
a tendance a améliorer les résultats de la HSMC. C’est attendu par la théorie car une HSMC
avec un M plus grand est plus général quune HSMC avec un M plus petit. Par ailleurs, ces
résultats montrent un trés bon comportement de EM, méme avec un M relativement éleve.
Enfin, notons que les bruits utilisés dans cette eétude sont tres forts, en particulier le dernier
{N(0,1) — N(0.2,1)}. Au vu du peu de différences entre les performances de la HSMC-10 et
la HSMC-20 (la HSMC-20 n’améliore la HSMC-10 que pour le dernier bruit), nous avons
choisi de nous limiter a prendre M = 10 dans la suite de nos travaux. En effet, nous comptons
ajouter aux HSMC d’autres modélisation par TMC dans des triplets plus généraux, et il convient
alors de limiter le nombre d’état de U pour que la complexité en temps et en espace n’augmente

pas trop.
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Tableau 1. Taux d’erreur (en %) de la segmentation d’image synthétique a deux classes pour

chaque modeéle et chaque bruit considerés

Bruit HMC | HSMC-2 [ HSMC-5 [ HSMC-10 | HSMC-20
N(0,1) — N(0.4,1) 45% | 45% 4.5% 4.5% 4.5%
N1 —N(031) |309% | 34.9% 28.0% 6.2% 6.2%
N(,1) —N(0.2,1) | 46.0% | 45.6% 44.7% 34.5% 22.3%

Image originale Image bruitée

HSMC-2

HSMC-5 HSMC-10 HSMC-20

Figure 7. Segmentation d’une image synthétique a deux classes (Image originale) bruitée par un bruit gaussien N(0, 1),
N(0.4,1) (Image bruitée). HMC, HSMC-2, HSMC-5, HSMC-10 et HSMC-20 : segmentation non supervisée avec les modéles
en question.
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Image originale

HSMC-2 HSMC-5 HSMC-10 HSMC-20

Figure 8. Segmentation d’une image synthétique a deux classes (Image originale) bruitée par un bruit gaussien N(0, 1),
N(0.3,1) (Image bruitée). HMC, HSMC-2, HSMC-5, HSMC-10 et HSMC-20 : segmentation non supervisée avec les modeles
en question.

Image originale HMC

HSMC-2 HSMC-5 HSMC-10 HSMC-20

Figure 9 Segmentation d’une image synthétique a deux classes (Image originale) bruitée par un bruit gaussien N(0,1),
N(0.2,1) (Image bruitée). HMC, HSMC-2, HSMC-5, HSMC-10 et HSMC-20 : segmentation non supervisée avec les modeles
en question.
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2.6 Conclusion

Dans cette partie nous avons exposé les modeéles de PMC qui généralisent les HMC puis les
modeles de TMC qui généralisent les PMC. Mais nous avons aussi exposé un probleme
d’identifiabilité dans les TMC générales qui diminuait leur intérét dans le cas de la segmentation
non-supervisée. Nous avons ensuite discuté de plusieurs TMC particulieres qui ne présentaient
pas cet inconvénient, et qui avaient déja fait leurs preuves en segmentation d’image : les HEMC
permettant de segmenter des données non stationnaires et les HSMC permettant de considérer
une loi de temps de s€jour dans un état différente d’une loi géométrique. Les HSMC par TMC
different des HSMC classiques car elles modélisent le temps de séjour minimal dans un état,
plutdt que le temps exact. Ainsi elles permettent de considérer des temps de séjour exact plus
long sans augmenter la complexité algorithmique des calculs, mais contrairement aux HSMC
classiques, la loi du temps de séjour exact dans une HSMC par TMC n’est pas quelconque. On
ne peut donc pas modéliser n’importe quelle loi de séjour exact avec une HSMC par TMC.
Notre contribution a ce stade se trouve dans la définition du modéle de HEMC par une loi
initiale et des transitions classiques, contrairement a ce qui avait été fait avant. Cette nouvelle
définition du HEMC facilite grandement 1’ajout de nouveaux processus au triplet evidentiel.
Enfin nous avons mis en lumiére un intérét des HSMC par TMC pour la segmentation d’images
homogeénes trés bruitées. On peut alors se demander si combiner les HEMC et les HSMC aurait
un intérét en segmentation d’images. C’est la question a laquelle nous allons tenter de répondre
dans le prochain chapitre.
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Chapitre 3. Chaines de semi-Markov évidentielles

Les chaines de Markov triplets offrent un contexte théorique tres large. En effet dans la
définition d’une telle chaine, aucune spécificité sur le processus U n’est mentionné. Ainsi on
peut prendre des processus U a nombre arbitraire de classes et avec une loi arbitraire elle aussi.
En particulier, il est possible de considérer un U = (U?, ..., UT), avec chaque Ut = (U}, ..., UL)
modélisant une propriété particuliére de (X,Y). On peut ainsi aisément combiner les modeles
vus précédemment dans un triplet plus général. Jusqu’a présent seuls deux TMC de la sorte ont
été étudiés. Dans [27] les auteurs considérent U = (U?, U?), avec U modélisant les sauts de la
chaine X et U2 modélisant la semi-Markovianité de X. Appliqué 4 la segmentation d’images, le
modéle proposé améliore simultanément les modeéles de Markov a sauts, (X,U,Y) et les
chaines de semi-Markov (X, U?,Y). Dans [42] les auteurs considérent U = (U1, U?), ou U?
modélise le fait que le bruit soit assimilé a un mélange gaussien, alors que U? modélise la semi-
markovianité de X. Ils appliquent le modé¢le a la reconnaissance d’activités physiques. Nous
nous intéressons ici a la combinaison entre le semi-Markov et la théorie de 1’évidence dans un
triplet markovien original U = (U,U?%), ou la premiére chaine U! modélise la nature
évidentielle du couple (X,Y), alors que la deuxiéme chaine U? modélise la nature semi-
markovienne de X. On va voir qu’il est possible de créer plusieurs triplets fusionnant la théorie
de Demspter-Shafer et la semi-markovianité. En effet on pourrait partir d’une chaine de semi-
Markov et rajouter un U modélisant la théorie de I’évidence. Cette approche a déja été théorisée
[79] sans que le modéle ne soit testé en pratique. On peut aussi partir d’une chaine évidentielle
et rajouter un U modélisant la semi-markovianité. C’est ce que nous avons choisi de faire ici.

Nous allons ainsi voir qu’il y a deux possibilités distinctes de faire cela.

Dans un premier temps nous présentons la premiére maniére de construire le modéle de ce
nouveau triplet, appelé chaines de semi-Markov évidentielle cachée (HESMC-Z), qui
généralise simultanément les HEMC [26], et les HSMC [60] [62] [72]. Nous montrons que le
calcul du MPM est possible et nous proposons une méthode d’estimation des parametres en non
supervisé de ce modéle, basée sur I’algorithme EM. Nous proposons ensuite une variante de la
HESMC avec une loi difféerente (HESMC-V) et nous montrons que le calcul du MPM et
I’estimation des parametres par EM sont aussi possibles dans ce cas. Dans un troisiéme temps,
nous validons nos modeles sur des segmentations non supervisées d’images synthétiques. Enfin
nous présentons 1’approche de chaines évidentielles de semi-Markov cachées (HSEMC) [79],
et les differences de ces derniéres avec les HESMC.
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3.1 Chaines de semi-Markov évidentielles HESMC-Z

La premiére maniere de fusionner les HEMC et les HSMC dans un triplet markovien plus
général est de considérer une HEMC (U1, X, Y), et ajouter un processus U? tel que la loi de U?
soit semi-markovienne. On va ainsi présenter la construction d’un tel triplet, et montrer que le

calcul du MPM et I’estimation des paramétres par EM restent possibles.

3.1.1 Définition du modele

Soit X = (Xy, ..., Xy ) un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un ensemble fini
de classes Q = {wy, ..., wg} : et qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y =
(Yy, ..., Yy ) qui prend ses valeurs dans R. Notons 2 I’ensemble puissance de . Introduisons
un troisiéme processus aléatoire, la séquence Ut = (U3, ..., UL) avec chaque U} a valeur dans
22 de telle sorte que (X, U L Y) forme une chaine de Markov évidentielle, dont la construction
est présentée dans la section 2.4.3. On sait alors qu’en posant Z = (X,Y), (U1, Z) est une HMC.
On peut ainsi appliquer les mémes transformations que dans la section 2.5.2 pour introduire la
semi-markovianité du couple (U?, Z). Afin d’obtenir une chaine de semi-Markov évidentielle,
nous construisons une séquence aléatoire U2 = (UZ, ..., U32) avec chaque U2 a valeur dans
A=1{01,..,M —1}, tel que (2.62) soit vérifié¢ avec (U',U?) a la place de (X,U). La
distribution du HESMC-Z (U?, U, Z)= (X,U*,U%,Y ) est celle d’'un HTMC définie par :

p(t)) = pQuf, u)p(x; lupp(yslx,)

P(tns1ltn) = p(Upsr, s [ug, uR)D (1 [ )P Wn [ X 1) G.D
avec :
S(ul, nes) Uno U — D siug >0
P(ubir, us fud 1) = {p*((u}:m:?lillu}uu% 0y sta = 0 (3.2)
et:
Vi € {1, .., N}, p(ralud) = 1{1‘;?]"11} (3.3)
n
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Le graphe de probabilité d’une HESMC-Z est présenté a la figure 10.

Figure 10. Graphe de probabilité d’un HESMC-Z pour N=3

La HESMC-Z proposée étend bien simultanément les HSMC et les HEMC. En effet si on
prend, pour construire la partie évidentielle d’un HESMC-Z, une masse de Dempster-Shafer m
nulle en dehors des singletons {w,}, ..., {wy} dans (2.43), alors la HESMC-Z se réduit a un
HSMC. De méme si on prend p(u2 # 0) = 0 pour toutn =1, ..., N, alors la HESMC-Z se
réduit & un HEMC.

3.1.2 Inférence et estimation des parametres

L’estimateur du MPM dans une HESMC-Z peut étre calculé si I’on remarque que les
HESMC sont une HTMC particuliere. Ainsi il suffit d’utiliser (2.22) -(2.25) et calculer les
p(x,,|y) en posant u,, = (u},u?2). Pour I’estimation des paramétres non supervisée on pourrait
dire la méme chose. Cependant les HESMC-Z ont, comme les HEMC, la particularité que les
p(x,|u,,) sont fixés par (3.3) et ne font donc pas partie des paramétres a estimer. Nous allons
présenter une version de I’algorithme EM adapté au HESMC-Z, que nous avons utilisé pour
nos expériences dans la suite. Soit une famille de HESMC-Z (X, U, U? Y) homogeénes a bruit
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gaussien, indexée par un vecteur de paramétres 8. Ce dernier est défini par 7, = p(u; =
Luf =p), Djipr = P(Up1 = Lugiyy = plus, = j,uf = r) etles moyennes et variances yy, oy

associées aux distributions p(y,|x,, = wg). Notons :

Pkipn = p(xn = wk'urll = l'urzl = pl)’) (3.4)
pl]klprnn+1 - p(xn+1 - (‘)krun+1 l un+1 =D Xn = (‘)i'urll =j’ urzl = rly) (35)
Pijitprn = P(Xnt1 = O, Uniq = LUy = X = Lup = wi,upy =1,y) (3.6)

Etposons € = [29| -1

L’algorithme EM pour les HESMC-Z peut étre déduit directement de celui pour les HTMC.
Il se déroule comme suit :
- On initialise I’algorithme avec 6 = 6°
- Pour chaque itération g on utilise 89 pour calculer Pz(j;),,n avec (2.24) et
Dijkiprnn+1'? avec (2.29), en posant u, = (uj, uZ). Ensuite on calcule 67** de la

maniére suivante :

N (@
(q+1) Z =1 Zk 1 pklp,n

(g+1) _ ZN ! Klzk 1pl]klprnn+1(Q) (3.8)
jlpr T '
N ZhaPidpn
@
(q+1) _ Yn-1 21 1219 Opklpnyn (3.9)
k (@) '
n-1 X5 1Zp opklpn
(@) (g+1)
n=12i=12p=0 Ptp,n | Yn—Hi
O-]? (q+1) p=0Fkipn ( n- ) (310)

(@)
12 121’ Opk(llpn

On s’assure par ailleurs, tout au long de I’algorithme, que pour tout n € [1, ..., N],
p(xn|uy) reste fixé par (3.3). De plus on peut remarquer que Si on initialise pj;,,, de sorte que

cette probabilité respecte (3.2), alors 1’équation (3.8) nous garantit qu’a chaque itération le
nouveau pj;,q calculé respecte (3.2).

Le calcul du MPM, ainsi qu’une itération de I’algorithme EM ont tous deux une complexité
de O(K?C?M?N) en temps, si on suppose une complexité en espace de O(KCMN).

3.2 Chaines de semi-Markov évidentielles HESMC-V

La deuxiéme maniére de fusionner les HEMC et les HSMC dans un triplet markovien plus
général est de considérer une HEMC (U?Y, X, Y), et ajouter un processus U? tel que la loi couple
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(U1, X) soit semi-Markovienne. Nous présentons dans cette partie la construction d’un tel
triplet, et montrons que comme dans la HESMC-Z, le calcul du MPM et I’estimation des
paramétres par EM restent possibles, avec la méme complexité en temps que le HESMC-Z.

3.2.1 Définition du modele

Soit X = (Xy, ..., Xy ) un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un ensemble fini
de classes Q = {w4, ..., wg} : et qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y =
(Y4, ..., Yy ) qui prend ses valeurs dans R. Notons 2 I’ensemble puissance de . Comme dans
la section précédente, introduisons un troisiéme processus aléatoire, la séquence U! =
(U1, ..., U}) avec chaque U} a valeur dans 22 de telle sorte que (X, U,Y) forme une chaine
de Markov évidentielle, dont la construction est présentée dans la section 2.4.3. Cette fois ci on
va s’appuyer sur le fait qu’en posant V = (X, U1), (V,Y) est une HMC. On peut alors appliquer
les mémes transformations que dans la section 2.5.2 pour introduire la semi-markovianité au
couple (V,Y). Afin d’obtenir notre chaine de semi-Markov évidentielles, nous construisons une
séquence aléatoire U2 = (UZ, ..., U2) avec chaque U2 a valeur dans A = {0,1, ..., M — 1}, tel
que (2.62) soit vérifié avec (V,U?) a la place de (X,U). La distribution du HESMC-V
(U2, V,Y)=(U?% UL, X,Y) est celle d’une HTMC définie par :

p(t) = p(ug, uf, x)p(y1lx;)
P(tni1ltn) = P(Unir, Uiir, g1 ltn, UR, )P Unat [Xn1), (3.11)
avec
Xp,u? —1) siu? >0

* 1 2 1 2 a2
p (un+1'un+1'xn+1|unrxn' Un = 0) si Up =

1
6(urll+1,'xn+1:u$1+1) (u"’

P (Uns 1, Uni1s X1 U, UR, X)) = { (3.12)

et
p*(urlz+1'u121+1»xn+1 urlvxn'urzz =0) = p*(urlz+1'u121+1 urlvxn'urzl = O)P(xn+1|u111+1) (3.13)
ou

1{xneu}1}

y=— 14
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Le graphe de probabilité d’une HESMC-V est présenté a la figure 11.

Figure 11 Graphe de probabilité d’une HESMC-V pour N=3

On peut remarquer que la HESMC-Z et la HESMC-V sont deux modeles différents, et
aucun n’est plus général que 1’autre. Leur différence principale est la suivante : dans un
HESMC-Z, si u2 > 0, alors ul,, est déterministe sachant u} et fixé par (3.2), soit u,, = ul,
mais x,,, est toujours aléatoire, a valeurs dans u? . ;, avec la loi (3.3). Dans une HESMC-V en
revanche, si u2 > 0, alors u? et x,,,; sont déterministes sachant (u}, x,,) et fixés par (3.12),
soit (uh,q, xp41) = (U, x,) . La méme remarque sur les HESMC-Z peut étre faite quant a la
généralité du modéle par rapport au HEMC et HSMC : si on prend, pour construire la partie
évidentielle d’un HESMC-V, une masse de Dempster-Shafer m nulle en dehors des singletons
{w1}, ..., {wy} dans (2.43), alors le HESMC-V se réduit a un HSMC. De méme si on prend
p(u? # 0) = 0 pour tout n, alors la HESMC-V se réduit a une HEMC.
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3.2.2 Inférence et Estimation des parametres

Comme dans les HESMC-Z, I’estimateur du MPM dans une HESMC-V peut étre calculé
car c’est une HTMC particuliére. Ainsi il suffit d’utiliser (2.22) -(2.25) pour calculer les
p(x,|y), en posant Vn,u,, = (ul,u?). Pour ’estimation des paramétres non supervisée, on
peut utiliser une version de 1’algorithme EM adapté au HESMC-V. Nous allons détailler cet
EM, que nous avons utilisé pour nos expériences dans la suite. Soit une famille de HESMC-V
(X,U%,U?Y) homogénes a bruit gaussien, indexée par un vecteur de parameétres 8. Ce dernier
est composé de myy, =p(x; = WU = Luf =p) , Dijrpr = P(Fne1 = O Unyq =
Lu2,, =p,x, = w,u} =j,u? =r) et les moyennes et variances uy, o7 associées aux
distributions p(y,|x,, = w). Notons :

Pkipn = p(xn = wk'urlz = l'urzl = pl}’) (3.15)
Dijkipran+1 = P(Xp41 = wk:un+1 L, un+1 b, Xn = wi'urlz = J, urzl =rly) (3.16)
Pijkiprn = P(Xps1 = wkiun+1 L, u721+1 = |x, = i'urll = wi'urzl =r1,y) (3.17)

et posons € = |29 —1
L’algorithme EM pour les HESMC-V peut étre déduit directement de celui pour les HTMC.
Il se déroule comme suit :
- On initialise I’algorithme avec 6 = 6°
- Pour chaque itération q on utilise 89 pour calculer p,(:ll;’n avec (2.24) et Pi(fk)zpr,n,n 1
avec (2.29), en posant u,, = (u}, u2). Ensuite on calcule 9% de la maniére

suivante :
(@)
(g+1) _ 2n=1 pklp,n
Ty = 7N (3.18)
(@
(q+1) Zn 1pl]klp1"1’ln+1
Dijeipr = o (3.19)
n 1pklpn
Siier 21 2528 Pity
(q+1) n=14l=14p= Opklpnyn (3 20)
k @ .
n=1Xi- 1219 opk(llpn
(@) (q+1)
Iz(q+1) 12[ 12}’) Opklpn(y‘l’l :uk ) (321)

n=12i=12p= opz(le;n

On peut remarquer que Si on initialise p; ;4 de sorte que cette probabilité respecte (3.12),

alors I’équation (3.19) nous garantit qu’a chaque itération le nouveau p;jxi,q Calculé respecte
(3.12).
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Le calcul du MPM ainsi qu’une itération de I’algorithme EM ont tous deux la méme
complexité en temps que pour le HESMC-Z, soit 0(K2C?M?N) en temps si on suppose une
complexité en espace de O(KCMN)

3.3 Reésultats expérimentaux

Dans cette partie, nous présentons des études expérimentales comparant la HESMC-Z et la
HESMC-V aux HSMC, HEMC et aux chaines de semi-Markov non-stationnaires (NSHSMC)
[68] ainsi qu’aux HMC pour avoir une référence. L’idée est de répondre a plusieurs questions
que nous nous posons sur les HESMC-Z et les HESMC-V. La premiere question est de savoir
si ces deux modéles peuvent améliorer simultanément la HEMC et la HSMC. En effet celles-ci
sont comme on 1’a vu, plus générales que ces dernieres. Cependant cela ne veut pas dire qu’en
pratique, les résultats de ces modeles seront forcement meilleurs. En effet la généralité entraine
aussi I’augmentation du nombre de parametres pour le modele et nous n’avons pas la garantie
que leur estimation se passe bien. La deuxieéme question est de voir si les HESMC-Z et
HESMC-V ont un intérét par rapport au NSHSMC, en particulier pour la segmentation
d’images. Enfin la derniére question est de voir comment HESMC-Z et HESMC-V se
comparent. Dans toutes les expériences présentées, on fait les hypothéses suivantes. Pour les
masses m de Dempster-Shafer intervenant dans les HEMC, HESMC-Z, HESMC-V, nous avons
choisi m comme nulle en dehors des singletons {w;},k = 1,...,K et de Q. Le maximum du
temps de séjour minimal M dans les HSMC, HESMC-Z, HESMC-V et NSHSMC est fixé a
M = 10, ce qui nous semble un bon compromis entre généralité et nombre de parameétres au vu
des expériences de la section 2.5.4. Pour la NSHSMC, nous avons choisi le nombre de sauts
égal a deux. Les parametres des différents modeles ont été estimés par I’algorithme EM avec
une initialisation que nous allons détailler pour les modéles HSMC, HEMC, HESMC-Z et
HESMC-V. Pour initialiser, nous segmentons d’abord les données observées en deux ou trois
classes (suivant le nombre de classe du signal ou de 1’image d’origine) par un algorithme k-
means pour calculer les valeurs initiales de p(x; = w;) et p(x, = wi|x; = w;). Celui-ci est
initialisé avec la méthode « K-moyennes++ » [76]. Puis nous procédons de maniére différente
pour chaque modeéle :

- Pour le HSMC, nous fixons p(x, = wy|x; = w;, u; = 0) = p(x, = wi|x; = w;). Puis
nous définissons p(uy|x; = w;) and p(uy|x, = k,x; = i,u; = 0) comme des lois
uniformes sur {0,1,...,M — 1}.

- Pour le HEMC, nous fixons p(u, = {wx}buy = {w}) = (1 —¢€) X plxy = wy, x1 =
w) et pu; ={we},uy =) =plu, = Quy ={w}) =plu =Qu, =) =¢/
(2 X card(Q)) + 1), avec € = 0.25.

- Pour le HESMC-Z, nous construisons d’abord p(ui,ul) de laméme maniére que nous
avons construit p(u,,u;) dans le HEMC. Ensuite nous construisons p(ul,u?) et
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p(ul,uslul,u? = 0) de la méme maniére que nous avons construit p(x;,u;) et
p (x5, uy|xq,u; = 0) dans le HSMC.

- Pour le HESMC-V, nous construisons d’abord p(ul,u}) de laméme maniére que nous
avons construit p(u,, u;) dans le HEMC. Ensuite nous construisons p(x,, ui,u?) et
p(xy, ul, us|x,, ul, u? = 0) de la méme maniére que nous avons construit p(x,, u,) et
p (x5, uy|xq,u; = 0) dans le HSMC.

3.3.1 Segmentation de signaux unidimensionnels synthétiques

Nous comparons ici les cing modeles sur cing signaux synthétiques unidimensionnels. Les
signaux cachés sont générés en utilisant différentes chaines de Markov non stationnaires et ils
sont bruités par un bruit gaussien. Chacun des signaux est segmenté de maniére non supervisée
par HSMC, HEMC, HESMC-Z, HESMC-V et NSHSMC, plus une HMC pour référence. Pour

la génération des signaux, nous avons tir¢ aléatoirement chacune des valeurs d’un signal selon

une chaine de Markov cachée a deux états, avec une probabilité initiale 7 = (1f%0) et une

) 1-6 - L e
n s ”) , en utilisant cinq séquences (8,,) différentes :
n n

matrice de transition A, = (1 _'s

Expérience 1 : 8, = > + =sin ()
4 4 5
Expérience 2: &, = % + %sin ©
1 n

Expérience 3 : 8, = %+ (12—”— [5"‘@ )

Expérience 4 : &, =\/1—4(L— F"‘L )2

10T 2 107

Expérience 5 : &, =\/1—4(%—E+% )2

Les différentes variations de &,, dans les expériences 1, 2, 3, 4, 5 peuvent étre observeées a
la figure 12. On remarquera que les signaux 1, 2, 3, 4, sont non-stationnaires de maniére
irréguliére, alors que le signal 5 est non stationnaire mais avec des non-stationnarités
périodiques. Nous bruitons chacun des signaux ainsi obtenus par un bruit gaussien indépendant
N(0,1) et N(2,1). Pour la taille des signaux, nous avons pris N = 10 000. L’erreur de
segmentation ainsi que les parametres du bruit estimes par chacun des modeles sont présentés

dans le tableau 2. Nous donnons aussi le pourcentage de réduction de 1’erreur de chacun des

(0.127-0.111)

= 0.126,
0.127

modeles par rapport au HMC. Par exemple pour I’expérience 1, comme
le HESMC-Z améliore le HMC de 13%.

A partir de ces résultats, on note les points suivants :
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- La conclusion principale est que les HESMC-Z et les HESMC-V améliorent toujours
simultanément les HSMC et les HEMC, et I’amélioration peut étre significative.

- Dans le cas de non stationnarité irréguliére des signaux 1, 3, 4, HESMC-Z semble avoir
I’avantage sur HESMC-V et NSHSMC. Pour NSHSMC, c’est consistant avec le fait
que celui-ci combine la semi-markovianité avec un modéle de Markov a sauts, plus
adapté pour des sauts de stationnarités finis, alors que les les HESMC combinent la
semi-markovianité avec une chaine de Markov évidentielle plus & méme de segmenter
des cas de sauts de stationnarités infinis, comme expliqueé a la section 2.4.1. Cependant
pour les différences de performance entre HESMC-Z et HESMC-V, nous n’avons pas
d’éléments d’explication précis. De plus pour le signal 2, NSHSMC est meilleur que
HESMC-Z et HESMC-V, alors que celui-ci est aussi non stationnaire de maniére
irréguliere. Enfin les différences de performances ne sont pas trés grandes.

- Dans le cas de stationnarité périodique, signal 5, NSHSMC est bien meilleur que
HESMC-Z et HESMC-V. C’est encore une fois consistant avec la section 2.4.1, mais
ce qui est surprenant ¢’est I’importance de la différence de performance.

- L’algorithme EM est d’une remarquable efficacité, si I’on se référe aux paramétres du
bruit qui sont estimés avec une excellente précision. Ce n’était pas str a I’avance au vu
du nombre de parametres a estimer pour certains modeles et de la non-stationnarité des
signaux cachés.

- HSMC ade bons résultats dans le cadre de la segmentation de signaux non stationnaires.
Ce dernier point est surprenant car celui-ci a €té construit pour modéliser un temps de
séjour dans un état non géométrique, et non pas pour gérer la non-stationnarité. Cela
mériterait une étude plus approfondie avec des situations plus complexes.
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Tableau 2. Paramétres estimés et ratio d’erreur. M : moyenne, V : Variance, ER : ratio d’erreur,

pour la segmentation des cing signaux (Exp. 1, Exp. 2, Exp. 3, Exp. 4, Exp. 5) par les six
modéles (HMC, HEMC, HESMC-Z, HESMC-V, NSHSMC)

HMC HSMC HEMC HESMC-Z HESMC-V NSHSMC
M vV M V| ™ vV | M vV M vV M v
w; | 009 | 117 | —0.01 | 099 | —0.01 | 098 | 001 | 1.00| —0.00 | 098 | 0.03 | 098
Expd w, | 188 | 121 | 202 |097 | 199 [098] 202 |099| 1.99 0.99 | 203 | 1.00
ER | 0.127 0.117 (8%) 0.117 (8%) 0.111 (13%) 0.114 (10%) | 0.114 (10%)

M vV M V| ™ vV | M vV M vV M v
w; | 010 | 1.06 | 002 |1.02| —012 | 092 | —0.03 | 097 | —0.01 | 0.99 | —0.07 | 0.93
Exp2 w, | 209 | 094 205 |1.00| 1.88 | 111]| 1.95 |1.03| 1.98 1.07 | 1.97 | 0.99
ER | 0.159 0.122 (23%) 0.145 (9%) 0.115 (28%) 0.113 (29%) | 0.098 (38%)

M vV M V| ™ vV | M vV M vV M v
w; | —0.05 | 098 | —0.01 | 1.03 | 0.03 | 1.05 | —0.01 | 098 | —0.04 | 096 | 0.04 | 0.96
Exp-3 w, | 193 | 111 199 | 1.00| 206 |092| 199 |1.01| 1.99 0.99 | 203 | 095
ER | 0.161 0.150 (7%) 0.152 (6%) 0.142 (12%) 0.145 (10%) 0.148 (8%)

M vV [ M V| M V | M vV M vV [ M v
Expa | 010 | 1.15| 003 | 092 | 004 | 1.06]| 001 |096| —0.01 | 099 | —0.03 | 093
w, | 189 | 119 | 2.04 | 1.04 | 200 | 1.04| 200 |1.01| 1.99 098 | 201 | 0.94

ER [ 0.121 0.102 (16%) 0.099(18%) 0.092 (24%) 0.096 (20%) | 0.093 (23%)

M vV [ M V| M vV | M vV M vV [ M v
Exps | 010 | 1.15| 002 | 1.04 | 0.04 | 1.06| 001 | 1.05]| 0.2 1.04 | 004 | 1.01
w, | 189 | 119 | 199 | 1.05| 200 | 1.04| 203 |1.03| 1.90 115 | 200 | 1.00

ER | 0.122 0.097 (20%) 0.113 (7%) 0.088 (28%) 0.091 (25%) | 0.063 (48%)
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Figure 12. Variations de &,, dans les expériences 1 (Exp. 1), 2 (Exp. 2), 3 (Exp. 3), 4 (Exp.4), 5 (Exp. 5).
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3.3.2 Segmentation d’images synthétiques

Dans ce paragraphe, nous exposons I’intérét des HESMC-Z et HESMC-V dans le cadre de
la segmentation d’images. Pour cela nous segmentons quatre images synthétiques par les cing
modeles HSMC, HEMC, HESMC-Z, HESMC-V, et NSHSMC, toujours avec une HMC pour
référence. Les images bidimensionnelles seront transformées en signaux unidimensionnels par
un balayage de Peano [77] [78] pour pouvoir utiliser les différents modeles. Les images
présentées ici ne sont pas choisies au hasard. La premiere image, dont les segmentations sont
présentées en figure 13, contient de grandes zones homogenes qui devraient favoriser la
segmentation par les HSMC, comme montré en section 2.5.4. Cependant comme les HMC sont
déja trés performantes sur ce genre d’images, nous avons décidé, pour augmenter 1’influence
de la loi a priori dans la segmentation, de la bruiter avec un bruit gaussien indépendant trés
élevé : N(0,1) et N(0.3,1). La seconde image, dont les segmentations sont présentées en figure
14, contient des détails tres fins, qui sont difficiles a segmenter avec des modeles tels que le
HMC. Mais nous savons que les HEMC peut améliorer les HMC de maniére significative dans
ce cas [28], a condition que le bruit ne soit pas trop fort. C’est pourquoi nous avons bruité cette
image avec un bruit gaussien indépendant relativement faible : N(0,1) et N(2,1). La troisieme
image, dont les segmentations sont présentées en figure 15, est une image a trois classes qui a
été concue pour contenir a la fois des détails fins et de larges zones homogenes. Elle est bruitée
par un bruit gaussien indépendant N(0,1), N(0.3,1) et N(3,1), de telle sorte que les détails fins
soient peu bruités alors que les grandes zones homogeénes le soient de facon importante. Comme
la troisieme, la quatriéme image, dont les segmentations sont présentées en figure 16, est une
image a trois classes, concue pour contenir a la fois des détails fins et de larges zones
homogenes. Nous ’avons bruitée avec un bruit original non-stationnaire obtenu de la facon
suivante. Pour chaque n = 1, ..., N, nous tirons en premier aléatoirement selon une loi uniforme
sur [a, b] de longueur 2, centrée sur une valeur différente pour chaque classe. Nous utilisons
les valeurs ainsi construites comme les moyennes de lois gaussiennes, avec une variance de 1,
pour bruiter le pixel en question. Nous allons noter ce type de bruit, qui n’est pas gaussien, avec
N(U[a, b],1). Ce bruit a été concu pour tester la robustesse de chacun des six modéles utilisés
pour la segmentation, car il n’est pas gaussien alors que ceux-ci supposent une loi du bruit
gaussienne. Les parameétres du bruit ainsi que le ratio d’erreur des segmentations dans les
figures 13, 14, 15 et 16, sont présentés dans les tableaux 3, 4, 5 et 6.

Les résultats obtenus permettent de présenter les conclusions suivantes :

- Les HSMC ont un intérét dans la segmentation d’images lorsqu’on a de grandes zones
homogénes et un bruit trés fort, comme dans la figure 13, ou ils améliorent
significativement les HMC. On peut I’expliquer car la loi a priori d’un HSMC est mieux
adaptée aux grandes zones homogenes que celle du HMC qui suppose un temps de
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séjour dans un état géométrique. On peut remarquer aussi que les HESMC-Z, et les
NSHSMC sont trés proches du HSMC en performance, alors que le HESMC-V
I’améliore.

- Les HEMC ont un intérét lorsque I’image n’est pas trés homogene et contient
simultanément des zones larges de méme classe et des détails trés fin, comme I’image
de la figure 14. C’est un fait connu [28], mais le point intéressant ici est que la HESMC-
Z fait aussi bien que la HEMC dans ce cas. On voit par ailleurs que la HESMC-V a plus
de mal a retrouver le résultat de la HEMC et le dégrade un peu, tandis que la NSHSMC,
qui est elle aussi congu pour gérer la non-stationnarité, n’est pas capable de restaurer les
détails fins. On peut alors supposer que les détails fins sont mieux gerés par un modele
qui est construit pour le second type de non-stationnarité (a variations infinies, continue)
présentée a la section 2.4.1, que les modeéles congus pour le premier type (sauts finis de
stationnarité).

- Dans nos expériences, la HESMC-Z peut améliorer simultanément les HSMC et les
HEMC jusqu’a 40%. La HESMC-V peut les améliorer simultanément jusqu’a 50%. On
le voit sur les segmentations des figures 15 et 16. Cela semble étre le cas sur des images
présentant a la fois de grandes zones homogeénes de méme classe et des détails fins. De
plus le bruit continu non-stationnaire semble renforcer cet effet.

- La HESMC-Z peut améliorer la NSHSMC de 10% au maximum et la HESMC-V peut
les améliorer de 20% au maximum. Cela semble étre le cas sur des images présentant a
la fois de grandes zones homogénes de méme classe et des détails fins, bruitées avec un
bruit continu non-stationnaire comme a la figure 16. Si le bruit est stationnaire en
revanche (figure 15), alors I’écart entre la NSHSMC et les deux HESMC est réduit et
la NSHSMC peut méme étre plus performant que ceux-ci. C’est consistant avec la
théorie car les NSHSMC combine la semi-markovianité avec un modéle de Markov a
sauts, plus adapté pour des sauts de stationnarités finis, alors que les HESMC combinent
la semi-markovianité avec une chaine de Markov évidentielle plus a méme de segmenter
des cas de non-stationnarité continue comme le bruit de la figure 16.

- Sion compare la HESMC-V et la HESMC-Z, on peut remarquer que la HESMC-V est
souvent meilleure en segmentation d’images (tableaux 3, 5, 6), cependant cette derniére
a plus de mal a segmenter les détails fins que la HESMC-Z (tableau 4).

- L’efficacité de I’estimation des parameétres par EM est remarquable. En effet pour
différencier les modeéles nous utilisons des bruits forts et complexes (figures 13, 15 et
16) et si on regarde les estimées du bruit (tableaux 3, 5, 6), on remarque que cette
estimation reste correcte. C’est encore plus surprenant si on considére que les données
ne suivent vraisemblablement aucun des six modeles. En effet la chaine obtenue aprés

le balayage de Peano d’une image a une structure trés complexe. De plus dans la
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segmentation de la figure 16, tous les modeles supposent un bruit gaussien, alors que
celui-ci ne ’est pas. Si on regarde 1’estimation de la HESMC-Z spécifiquement, on voit
que dans les situations ot seule la HSMC a un intérét, 1’estimation des paramétres réduit
laHESMC-Z a une HSMC, et de méme lorsque seule la HEMC a un intérét. Enfin quand
les deux ont un intérét, la HESMC-Z améliorent les deux modéles simultanément. Ces
résultats sont compatibles avec le fait que la HESMC-Z est plus générale que la HSMC
et la HEMC, ce qui confirme que I’algorithme EM est suffisamment efficace pour que
la plus grande généralité de la HESMC-Z joue son réle.

Tableau 3 Paramétres estimés et ratio d’erreur. M : moyenne, V : Variance, pour la
segmentation de I’image présentée a la figure 13 par les six modéles (HMC, HEMC, HESMC-
Z, HESMC-V, NSHSMC)

Parameétres estimés du bruit Taux d’erreur
(gain en % par
N w5 rapport au
HMC)
Vérité M, V 0,1 03,1
HMC M, V 0.17,0.95 0.35,0.98 0.42
HSMC M, V 0.03,0.99 0.28,1.01 0.20 (52%)
HEMC M, V 0.17,0.96 0.27,1.00 0.32 (24%)
HESMC-Z M, V 0.06, 0.98 0.26, 1.00 0.21 (50%0)
HESMC-V M, V 0.01, 1.04 0.33,1.01 0.17 (60%0)
NSHSMC M, V 0.03,1.01 0.28,1.01 0.21 (50%)
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Tableau 4. Paramétres estimés et ratio d’erreur. M : moyenne, V : Variance, pour la
segmentation de I’image présentée a la figure 14 par les six modéles (HMC, HEMC, HESMC-
Z, HESMC-V, NSHSMC)

Parametres estimés du bruit Taux d’erreur
(gain en % par
w1 W, rapport au
HMC)
Vérité M, V 0,1 2,1
HMC M, V 0.99, 2.02 1.99,1.01 0.23
HSMC M, V 0.99, 2.02 1.99, 1.02 0.23 (0%)
HEMC M, V -0.01,1.01 2.00, 1.00 0.08 (65%)
HESMC-Z M, V 0.09,1.14 2.00, 1.02 0.08 (65%0)
HESMC-V M, V 0.67,1.88 2.02,1.03 0.14 (39%)
NSHSMC M, V 0.99, 2.02 1.99, 1.02 0.23 (0%)

Tableau 5 Paramétres estimés et ratio d’erreur. M : moyenne, V : Variance, pour la
segmentation de I’image présentée a la figure 15 par les six modeéles (HMC, HEMC, HESMC-
Z, HESMC-V, NSHSMC)

Parameétres estimés du bruit Taux d’erreur
(gain en % par
w1 W, w3 rapport au
HMC)
Vérité M, V 0,1 03,1 3,1
HMC M, V 0.12,0.94 | 0.33,1.00 | 1.50, 3.03 0.42
HSMC M, V 0.02,1.00 | 0.27,1.01 | 1.50, 3.08 0.19 (54%)
HEMC M, V 0.10,0.95 | 0.37,0.97 | 3.01,1.02 0.35 (16%)
HESMC-Z M, V 0.03,1.00 | 0.28,1.00 | 3.02,1.01 0.16 (62%0)
HESMC-V M, V 0.02,1.00 | 0.27,1.00 | 2.91,1.21 0.16 (62%)
NSHSMC M, V 0.02,1.00 | 0.31,0.99 | 2.99, 1.00 0.15 (64%)
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Tableau 6. Paramétres estimés et ratio d’erreur. M : moyenne, V : Variance, pour la
segmentation de I’image présentée a la figure 16 par les six modéles (HMC, HEMC, HESMC-
Z, HESMC-V, NSHSMC)

Parameétres estimés du bruit Taux d’erreur
N W, W3 (gain en % par
rapport au
HMC)
Vérité M, V 0,1.33 2,1.33 4,1.33
HMC M, V -0.19,1.26 | 0.05,1.38 | 2.55, 2.65 0.29
HSMC M, V 0.01,1.38 | 1.92,1.48 | 2.73, 3.62 0.16 (45%)
HEMC M, V -0.52,1.11 | 0.20,1.30 | 2.59,2.54 0.17 (41%)
HESMC-Z M, V -0.02,1.34 | 2.02,1.58 | 4.12,1.21 0.09 (69%0)
HESMC-V M, V 0.03,1.37 | 1.97,1.40 | 4.00,1.42 0.08 (72%)
NSHSMC M, V -0.01,1.33 | 1.96,1.40 | 3.74,1.69 0.10 (66%)

:'_ :rj . ) '- o I %"&i
i i R ':7; é‘%
Image originale Image bruitée HMC (0.42) HESMC-V (0.17, 60%0)

HSMC (0.20, 52%) HEMC (0.32, 24%) HESMC-Z (0.21, 50%) NSHsMC (0.21, 50%b)

Figure 13. Segmentation d’une image a deux classes, bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(0.3,1). HMC, HSMC,
HEMC, HESMC-Z, HESMC-V et NSHSMC : résultat, avec taux d’erreur et amélioration par rapport a HMC entre parenthéses,
de la segmentation non supervisée avec le modele correspondant.
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Image originale HMC (0.23) HESMC-V (0.14, 39%)

HSMC (0.23, 0%) HEMC (0.08, 65%) HESMC-Z (0.08, 65%) NSHsMmC (0.23, 0%)

Figure 14. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(2,1) (Image
bruitée). HMC, HSMC, HEMC, HESMC-Z, HESMC-V et NSHSMC : résultat, avec taux d’erreur et amélioration par rapport
a HMC entre parenthéses, de la segmentation non supervisée avec le modéle en question

Class image 3 Image bruitée HMC (0.42)

HSMC (0.19, 54%) HESMC-Z (0.16, 62%) NSHsSMC (0.15, 64%0)

Figure 15. Segmentation d’une image a trois classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(0.3,1),
N(3,1) (Image bruitée). HMC, HSMC, HEMC, HESMC-Z, HESMC-V et NSHSMC : résultat, avec taux d’erreur et
amélioration par rapport 8 HMC entre parenthéses, de la segmentation non supervisée avec le modéle en question
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HSMC (0.16, 45%) HEMC (0.17, 41%) HESMC-Z (0.09, 69%) NSHsMC (0.10, 66%6)

Figure 16. Segmentation d’une image a trois classes (Image originale), bruitée par un bruit non stationnaire N(U([—1, 1)), 1),
N(U([1,3]),1), N(U([3,5]),1) (Image bruitée). HMC, HSMC, HEMC, HESMC-Z, HESMC-V et NSHSMC : résultat, avec
taux d’erreur et amélioration par rapport 8 HMC entre parenthéses, de la segmentation non supervisée avec le modele en
question

3.4 Comparaison avec les chaines évidentielles semi-Markov

Dans nos modeles de chaines de semi-Markov évidentielles, nous sommes partis d’une
HEMC, que nous avons ensuite étendue en rajoutant la semi-markovianité, que ce soit sur U?
ou sur (X, U1). L’auteur de [79] propose de faire I’inverse, ¢’est-a-dire de partir d’une HSMC,
puis de rajouter le processus U? pour modéliser la notion d’évidentialité sur (X, U1). Soit X =
(X1, ..., Xy ) un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un ensemble fini de classes
Q ={w,y, ..., wg} et qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y = (Y, ..., Yy ) qui
prend ses valeurs dans R. Introduisons un troisiéme processus aléatoire, la séquence Ul =
(U, ...,Uy) avec chaque U} avaleurdans A = (0,1, ..., M — 1) de tel sorte que (X, UL, Y) soit
une HSMC, respectant donc (2.62). Notons 2% 1’ensemble puissance de Q x A. Posons V =
(X,U?Y) et construisons une séquence aléatoire U? = (UZ, ..., U3) avec chaque U2 a valeur
dans 224 tel que (2.47) soit respecté, avec V a la place de X. Ainsi La distribution de la chaine
évidentielle de semi-Markov (HSEMC) (U?2,V,Y)= (U% U, X,Y ) est celle d'une HTMC
définie par :

p(t1) = p(udp(xy, uilu)p(ylx1)
p(tnsaltn) = P21 [U2)D (a1, Up 1 1UZ L DD Vnga [ Xns1) (3.22)
avec
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p(xn“,u,l”llu%ﬂ) = 1{(xn+1,u25,‘l+1)eu$l+1} (3.23)
luz 41
L’application du MPM ainsi que I’estimation des paramétres par EM sont alors possibles [79]
puisque la HSEMC est une HTMC particuliére. Cependant la complexité en temps de celle-ci
dépend du nombre d’états cachés, comme pour toute HTMC, et dans le cas de la HSEMC, le
nombre d’états cachés est de (2X¥M — 1) x K x M, contrairement aux HESMC-Z et HESMC-
V ou il est de (2% — 1) x K X M. Ainsi la HSEMC, bien qu’intéressante théoriquement, est
moins pratique expérimentalement car sa complexité croit extrémement vite lorsqu’on
considére un nombre assez conséquent de classes pour X et un maximum de temps de séjour

minimum M un peu long.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux nouveaux triplets markoviens, les HESMC-Z et
les HESMC-V. Ils ont été obtenus par I’introduction de deux chaines auxiliaires : la premiére
est basée sur la théorie de I’évidence pour gérer la non-stationnarité, alors que la seconde utilise
la semi-markovianité pour modéliser un temps de séjour dans un état plus flexible que dans les
HMC [60]. En ce qui concerne la segmentation d’images, les HESMC considérés peuvent avoir
de I’intérét dans des images contenant a la fois des grandes zones homogenes et des détails fins,
ainsi que du bruit non-stationnaire, ou elles peuvent améliorer significativement les HEMC,
HSMC et NSHSMC. Le HESMC-V semble un peu plus performant que le HESMC-Z dans la
segmentation d’images en général, mais il rencontre des difficultés a segmenter les détails fins.
En particulier il est moins performant que la HEMC sur ce point, alors que la HSEMC-Z y
arrive bien et fait aussi bien que la HEMC. En plus, comme vu dans les segmentations
présentées, HESMC-Z permet étre aussi performant que la HSMC quand celle-ci est
intéressante, et la méme chose peut étre dite pour les HEMC. En considérant que le temps
d’exécution du MPM et celui de I’estimation des paramétres pour le HESMC-Z sont compétitifs
avec ceux de HSMC et HEMC, si les opérations pour chaque état caché sont exécutées en
paralléles, ce modéle peut permettre de ne pas choisir entre la modélisation HEMC et la
modélisation HSMC en utilisant un modele qui inclut les deux. Enfin cette approche du triplet
fusionnant 1’évidentiel et le semi-Markov est plus prometteuse dans la pratique que celle
proposeée dans [79], car cette derniére implique un grand nombre d’état cachés, ce qui augmente
rapidement la complexité informatique des calculs du MPM et de I’estimation des parametres.
Cependant bien que I’efficacité de ces modeles en segmentation d’images soit avérée, leur
approche de la structure de I’image est insatisfaisante. En effet, les HESMC restent des chaines
de Markov et modélisent donc des processus unidimensionnels. Or une image est par définition
bidimensionnelle. Ainsi on pourrait se demander comment faire en sorte d’améliorer ce point,

tout en n’augmentant pas trop la complexité¢ informatique du MPM et de 1’estimation des
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parametres, qui peut déja étre relativement élevée dans un triplet avec de nombreux état caché.

Ce point est I’objet de 1’étude présentée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4. Chaines de Markov conditionnelles et
balayage de Peano contextuel

Les chaines de Markov présentent un désavantage certain lorsque 1’on traite des données
avec des dépendances en deux dimensions comme une image. En effet la chaine suppose
toujours des données avec une dépendance en une dimension. On peut cependant transformer
une image bidimensionnelle en chaine unidimensionnelle par un balayage des pixels dans un
certain ordre, tel que le balayage ligne par ligne, colonne par colonne ou encore le parcours de
Peano [77] [78]. Cela permet la segmentation d’images par des chaines de Markov, mais ces
techniques de balayage ne sont pas idéales. En effet aprés application d’une de celles-Ci, nous
perdons une partie des dépendances entre les données, résultat du passage d’un voisinage
bidimensionnel & un voisinage unidimensionnel. Par ailleurs d’autre modélisations
markoviennes n’ont pas cet inconvénient. C’est le cas des champs de Markov cachés (HMF)
qui prennent en compte un voisinage bi-dimensionnel, et sont plus adaptés a la segmentation
d’image [80] [81] [82]. Ceux-ci ont été par exemple appliques avec succes a la segmentation
d’IRM de cerveaux [83], a la reconstruction d’images [84] [85] et a la séparation spectrale dans
les images hyperspectrales [86] [87]. Cependant, les calculs directs de loi a posteriori et
d’estimation des parametres ne sont pas faisables, et on doit utiliser des méthodes itératives
telles que I’échantillonneur de Gibbs ou l'algorithme de Metropolis [88]. Cela augmente
significativement la complexité informatique en temps de ces modéles et les rend inadaptés
dans certaines situations. L’utilisation de HMC combinés au parcours de Peano peut étre une
alternative peu colteuse en temps de calcul aux HMF [89] et donne parfois des résultats de
qualité assez proche de ceux-ci [15] [90]. La combinaison HMC et parcours de Peano a été
utilisée pour segmenter des images de types tres variés [37] [91] [92] [93] [94] [95] [90]. Malgré
le fait que les données obtenues avec un balayage de Peano sur une image ont une structure
complexe et ne sont pas, apriori, markoviennes, les différentes méthodes mentionnées peuvent
donner des résultats intéressants, montrant ainsi la robustesse des HMC.

Nous présentons dans un premier temps une extension du parcours de Peano, pour prendre
en compte une partie du voisinage bi-dimensionnel dans une image. Elle consiste a associer a
chaque pixel de la HMC obtenue avec le balayage de Peano (PS), deux observations des pixels
qui sont voisines du pixel en question dans 1’image, mais pas dans la HMC. Ce parcours, que
nous appellerons balayage de Peano contextuel (CPS), induit un nouveau modele, que nous
appellons chaines de Markov conditionnelles avec un balayage de Peano contextuel (CMC-
CPS), avec une structure plus complexe que les HMC mais dont la loi a posteriori est toujours
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markovienne [96]. Nous présentons ainsi comment calculer I’estimateur du MPM et estimer les
paramétres en non supervisé avec une variante de 1’algorithme SEM, dans ce modé¢le. Enfin
nous réalisons une étude de segmentation d’images synthétiques pour comparer le CMC-CPS
aux HMC et aux HMF.

4.1 Parcours de Peano contextuel

Le parcours de Peano classique repose sur la courbe de Hilbert, qui est une courbe continue
remplissant un carré [77] [78]. Un exemple de construction de cette courbe est donné en figure
17, et le tableau 7 donne un exemple de 1’ordre dans lequel sont choisis les pixels dans un
balayage de Peano, pour une image 4 x 4. On remarque directement que deux des quatre
voisins d’un pixel dans I’image ne le sont plus dans le signal obtenu par le PS (figure 18). C’est
pour pallier ce probleme que nous introduisons le balayage de Peano contextuel, qui se construit
comme suit. Soit X = (X3, ..., Xy ) un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un
ensemble fini de classes Q = {w,, ..., wg} €t qui doit étre estimé a partir d’un processus
observable Y = (Y, ..., Yy ) qui prend ses valeurs dans R. On considére que la séquence
1, ..., N a été obtenue apreés le PS. Soit S ’ensemble des pixels de I’image en deux dimensions,
soit un ensemble de pixels carré de dimension N = 2R x 2R, Pour tout n =2,..., N — 1, on
note s le pixel correspondant a n dans S. Le point précédent n — 1 dans la séquence sera noté
r, et le suivant n + 1, sera appelé t. Pour construire le CPS, nous associons a chaque n =
2,..,N—1, un v, et un w,, tels que v, et w, soient des voisins de s dans I’image, mais
différent de r et ¢t (donc pas voisins dans la chaine). Ainsi chaque pixel (n, s) a quatre voisins
dans S, les deux (r,n — 1) et (t,n + 1), qui sont aussi voisins de (n,s) dans le balayage de
Peano, et les deux (v, 1,) et (w,w,) qui ne le sont pas. Nous construisons ainsi une nouvelle

séquence d’observation Y* = (((le, Yi, le), s Yoo Yo, YWN)) associée a (X4, ..., Xy ). Nous

proposons dans le tableau 8 un exemple de construction de la séquence Y* pour une image
4 x 4 dont la numérotation des pixels par le balayage de Peano est donnée dans le tableau 7.
Si on énumére les points de ce parcours comme (1,2, ..., N), le CPS associé est une séquence
de triplets (ce sont des couples pour les points du bord de ’'image et les coins de ’image
marquant respectivement le début et la fin du balayage, et des singletons sur les deux autres

coins de I’image).
([1l vl' Wl]) [2P UZFWZ]F ey [N; vN: WN]) (41)

On peut remarquer que la construction du CPS dépend de la définition du voisinage d’un
pixel. Nous avons en fait présenté ici un CPS correspondant au voisinage des quatre plus
proches voisins (4NN-CPS). 11 est tout a fait possible d’étendre cette notion de voisinage aux
huit plus proches voisins (8NN-CPS). Cela entrainerait un CPS qui associe a chaque pixel

76



Chaines de Markov conditionnelles et balayage de Peano contextuel

I’observation sur six des huit plus proches voisins de ce dernier (les deux voisins restants étant

les voisins dans la chaine et I’image).

Tableau 7. Ordre de parcours des pixels d’une image 4 X 4 d’un balayage de Peano

commencant dans le coin haut gauche

Tableau 8. Les observations associées aux pixels 1,2, 3, ..., 16 du tableau 7 par le balayage de
Peano contextuel, qui sont (¥1,¥4), (¥2,¥3), (¥14:¥3,Y8), (V1. ¥4), (V5. ¥8), Y6r (¥7,Y10),

1 15 16
4 14 13
5 9 12
6 10 11

V8 ¥3,Y5)s ---» V16 Y13)-

1 |2 3 4 5 6 7 8

Vi | V2| Y3 YVa | Ys | Yo | Y7 Vs

- - V14 - - - - V3

Ya | Yis | Vs Yi|Ys |- Yio | Y
9 10 11 12 13 14 15 16
Y9 Y10 Y11 Y12 Y13 Yia Vis Yie
Y12 - - - - Yo Y2 Y13
Y14 Y7 - Yo Y16 V3 - -
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Figure 17. Construction du balayage de Peano.

t w
v]is|lw| |[r]ls]t] |v]s|t
r v r
w t r
tlslv] [rls|w| |[v]s]|t
r v w

Figure 18. Les six configurations spatiales possibles pour les voisins de s (pour s hors bords et coins de I’image) ajoutés par
le Peano contextuel. En bleu les voisins de s, aussi voisins dans le balayage de Peano. En vert les voisins de s qui ne le sont

plus dans le balayage de Peano, et dont les observations sont associées a 1’observation y sur s.

4.2 Chaines de Markov conditionnelles

Le balayage de Peano contextuel permet d’ajouter, a une observation sur un pixel, les
observations associées aux pixels voisins dans 1’image, mais qui ne sont pas voisins dans le
parcours de Peano classique. Il faut maintenant voire comment prendre en compte ces nouvelles
observations d’un point de vue du modéle probabiliste. Nous proposons ici une modification
du modele classique de la HMC pour que celui-ci puisse prendre en compte ces observations.
Nous allons voir que dans le modéle proposé, la loi du couple (X, Y) n’est plus markovienne et
seule p(x|y) l’est, cependant nous allons montrer que 1’estimateur du MPM est toujours

calculable, et I’estimation des parametres par I’algorithme SEM est toujours possible.

4.2.1 Définition du modele

Soit S un ensemble de pixels carré de dimension N = 2% x 2R Soit (1,2, ..., N) un PS de
S, et soit ([1, vy, wq],[2, v, Wy, ..., [N, vy, wy]) le CPS associé au PS. Soit X = (Xq, ..., Xy)
un processus caché qui prend ses valeurs dans d’un ensemble fini de classes Q = {w,, ..., wg} €t
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qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y = (Y3, ..., Yy ) qui prend ses valeurs
dans R.

Soient s, t voisins dans S, sans étre voisins dans le PS. S’ils sont voisins horizontaux, posons :

AN ELCAPRPICAPS (4.2)

De la méme maniére, s’ils sont voisins verticaux, on pose :

PTGl = ) T Gl p Ol (43)

Ainsi pour s € S et v, w voisins de s dans S I’ensemble des pixels, mais pas voisins dans le PS,
ona:

P, Vs, Y xs) = D s x) D V) (3, |x) D M5 (3 | 2c5) (4.4)

ou a(v,s) = hor si v, s sont des voisins horizontaux, et a(v, s) = ver si v, s sont des voisins
verticaux. On définit a(w, s) de la méme maniere. Par exemple, en considérant (y,4, Vs, ¥s)
dans le tableau 8, on voit que 3, 14 sont des voisins horizontaux, alors que 3, 8 sont des voisins
verticaux. Ainsi nous obtenons :

P(V14, Y3, Yslx3) = p(y3 |x3)Phor(3’14 lx3)p7" (Vg lx3) (4.5)

Par analogie avec la distribution d’une HMC classique (1.15), nous définissons un nouveau
modele, appelé « chaines de Markov conditionnelles pour un balayage de Peano contextuel »
(CMC-CPS), de la maniére suivante :

N-1
q(x,y)=p(x1)p((y1,yv1,ywllx1)ﬂ 1p(xn+1lxn)p(yn+1,yvn+1,ywn+1|xn+1) (4.6)
n=

Il faut bien noter ici que q(x,y) n’est pas la densité de probabilité du couple (X,Y) par rapport
a la mesure usuelle (¢ x )" sur (Q x R)¥, avec ¢ la mesure de comptage et A la mesure de
Lebesgue. Cependant en considérant la constante de normalisation :

1
= S TaGydy *7)

Nous avons :
p(x,y) = kq(x,y) (4.8)

Le nom « chaines de Markov conditionnelles pour un balayage de Peano contextuel »
specifie que X est markovien conditionnellement & Y, soit p(x|y) est une loi markovienne.
Cela va permettre de calculer I’estimateur MPM et donc faire de la segmentation bayésienne,
comme nous allons le montrer dans la prochaine section. Cependant ni p(x), ni p(x,y), ni
p(y|x) ne sont markoviennes, ce qui rend k non immédiatement calculable dans la pratique.
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La définition du modeéle de CMC-CPS ne dépend en fait pas du type de balayage choisi.
Nous avons ici pris un parcours de Peano, mais 1’idée principale de la section (4.1), a savoir
qu’un balayage pour transformer une image bidimensionnelle en chaine unidimensionnelle va
toujours entrainer la perte de deux voisins sur quatre, est aussi vrai pour un parcours ligne par
ligne ou colonne par colonne. Ainsi on peut toujours faire la méme démarche que celle de la
section (4.1) dans d’autres parcours que celui de Peano, et ajouter a I’observation sur un pixel,
les observations sur les pixels voisins dans 1’image mais pas dans la chaine. On pourrait méme
se passer de la notion d’image et de bi dimensionnalité, et, dans un signal unidimensionnel,

décider d’associer a I’observation sur un site n, des observations sur des sites (k)k=n—1 qui ne
k+n+1

sont pas voisins de n.

4.2.2 Inférence

La loi du processus couple (X,Y) obtenue par (4.6) et (4.7) n’est pas une HMC classique et
p(y|x) a une structure trés complexe. Cependant, comme p(x|y) est markovien, la
segmentation bayésienne est faisable. En effet pour calculer I’estimateur MPM donné par
(1.18), il nous faut étre capable de calculer p(x,|y). Nous présentons tout d’abord un résultat
intermédiaire important pour ce calcul.

Lemme 4.1

Soit Z = (Z4, ..., Zy) une chaine stochastique prenant ses valeurs dans un ensemble fini Q.
Alors :

- Z est markovien si et seulement s’il existe N — 1 fonctions ¢, , ..., @y_, de Q% vers R*
telles que :

p() o | [ oo z0en) (49)

avec o exprimant la relation de proportionnalité.
- Si (4.9) est vérifiee, la probabilité initiale p(z,) et les transitions p(z,41l2,)
s’expriment en fonction des ¢, , ..., @y_; de la maniere suivante :

p(zy) = B1(z1)
VX, Bi(z)

¢n(Zn'Zn+1)Bn+1(Zn+1)

Pourn=1,..,N—1, p(z,41lz,) = (4.10)
PZn+1lZn ﬂn(zn)
ou B;(z,), ..., Bn(zy) sont calculées a partir des récursions rétrogrades (« backward »):
Bn(zy) =1
Bn(zn) = Z On+1(Zns Zns1) Brr1 (Znsr) (4.11)

Zn+1
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- Une fois p(z,) et p(z,4112z,) données, chaque p(z,) peut étre calculé a partir des
récursion progressive (« forward ») :

YR € (2, N p() = ) P(zaln-1)p(zn-) (4.12)

Pour résumer, une fois que les fonctions ¢, , ..., @y_; Vérifiant (4.9) sont données, il est
possible de calculer, avec une complexité proportionelle a N, les transitions p(z,,1|z,) et les
distributions marginales p(z,,) de la chaine de Markov Z = (Z4, ..., Zy). Il est donc suffisant,
pour une chaine de Markov, de définir les fonction ¢, , ..., @y_; Vérifiant (4.9), ce qui
simplifie I’introduction des différents modeles. La démonstration de ce lemme est présentée en
section B des annexes.

Si on retourne au calcul de p(x,|y) dans la CMC-CPS, on peut remarquer que p(x|y) «
q(x,y), avec q(x,y) définit par (4.6). On a alors :

N-1
p(xly) « H On(Xn, Xn41,Y) (4.13)
n=1

avec .
@1 (x1,%2,¥) = Py, x)P (Y1, Vor» Y, |%1)P (V2 Yo Yow, |%2)

Pourn=2,..,N -1, ¢,(Xps1, % y) = p(xn+1|xn)p(yn+lr Yonir ywn+1|xn+1) (4.14)

Finalement, les fonctions ¢, , ..., @y_ Vérifient (4.9), et sont de la forme :
©1(X1,X2,¥) = 401(x1»X2»J’1JJ’v1:3’w113’2' Yy sz)

Pourn = 21 'N - 1' (pn(xn+1'xn' Y) = (pn(xn+1'xn' yn+1'yvn+1' yWn+1) (415)

De plus elles sont faciles a calculer par (4.14). On peut donc appliquer le lemme 4.1 pour
calculer p(z,|y) et p(z,,+1125, y), et finalement on obtient p(x,,|y), toujours par le lemme 4.1.

4.2.3 Estimation des parameétres non supervisée

Supposons que p(x, y) est la distribution d’'une HMC & un bruit gaussien p(y|x), avec deux
transitions différentes p¥e” (x,,41|x,) €t ™" (x,41]%,,) suivant que les pixels n + 1 et n sont
respectivement des voisins verticaux ou horizontaux dans 1’image originale. Pour K classes

Q = {wy, ..., wg}, les paramétres de la HMC sont : K2 probabilités p”*" = (pf")1<i j<k. avec

pif = p(xXn41 = wj, X, = w;) pour n, n + lvoisins verticaux dans I’image, K2 probabilités

hor _— hor hor
p"" = (Pij 1sijsk, AVEC Pjj

dans ’image, K moyennes u = (i;)1<i<x €t K variances 2 = (6/)1<i<x associées aux K

= p(xn+1 = W}, X, = w;) pour n, n + 1 voisins horizontaux

distributions gaussiennes ( p(¥n|x, = w;))1<i<k- Si on s’intéresse maintenant au CMC-CPS,

en choisissant p"°"(x, |x,) et p”"(x,, |x,) intervenant dans p(vy., Yn, Y, |%n) comme
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hor
ij

égalesa p;’" et p}’jer respectivement, celui-ci posséde exactement les mémes parametres que le
HMC. Ainsi le probléme est d’estimer 8 = (p"°", p®", u, 6%) a partir de I’image observée Y =
y seulement. Cependant 1’algorithme EM n’est pas applicable ici. En effet, d’aprés (4.6) -(4.8),
on ne peut calculer la vraisemblance jointe qu’a une constante pres, constante qui n’est pas

calculable. On ne peut donc pas calculer argmax E[log(p(x, y|0)|Y, 6] a chaque itération q.
0

Cependant on peut remarquer que 1’on a acces a la loi a posteriori p(x|y) dont on sait qu’elle
est markovienne grace au Lemme 4.1, avec la loi initiale et les transitions calculables avec
(4.10). Ainsi on peut utiliser une variante de 1’algorithme SEM, ou I’on simule x9 & partir de
(4.10), puis on utilise les estimateurs empiriques classiques de la loi du couple (x;,41, x,,) et des
moyennes et variances pour mettre a jour nos parametres.

On pose H I’ensemble des couples (n,n + 1), avec n et n + 1 voisins horizontaux dans
I’image et V I’ensemble des couples (n,n+ 1), avec n et n+ 1 voisins verticaux dans
I’image. L algorithme SEM pour les CMC-CPS se déroule alors de la maniere suivante :

- On initialise I’algorithme avec 6 = 6°
- Pour chaque itération g on utilise 8¢ pour simuler (x?) selon (4.10). Ensuite on
calcule 89*1 de la maniére suivante :

X(nn+1)eH 1{x,<ﬁ)= @ )

Wi, Xp{1=W;j
szor,(Q+1) — i +1=@j (4.16)
1
ver,(q+1) _ Znnevey pel=wsri=w)) 4,17
T V] (#17)
N
11
s Yn=1 (<D=}
PiCAs— (4.18)
din=1 1{x7(1q)=wi}
(q+1)2
Yn=1lp @ O — 1)
G2+ {xP=w} 4.19)

Y1 1{x§f)=wi}

4.3 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous comparons le nouveau modele de CMC-CPS avec les HMC et le
parcours de Peano classique (HMC-PS), ainsi que les HMF, dans le cadre de la segmentation

d’images non-supervisée. L’idée est de répondre a trois questions :
(i) I’algorithme SEM proposé est-il efficace ?
(ii) Est-ce que la CMC-CPS améliore la HMC-PS en segmentation d’images ?
(iif) Comment la CMC-CPS se compare aux HMF ?
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Pour répondre a ces questions, nous avons fait trois études séparées. La premiére étude est
une comparaison entre une segmentation supervisée et non supervisée d’images synthétiques
bruitées par un bruit gaussien indépendant, pour vérifier la validité du SEM dans la CMC-CPS.
La deuxiéme est une segmentation non supervisée d’images synthétiques bruitées par un bruit
gaussien indépendant, avec pour but de comparer la CMC-CPS avec les HMC-PS et les HMF.
Enfin la troisiéme étude est une segmentation d’une image réelle en niveau de gris. L estimation
des parametres en non supervise a été faite par I’algorithme SEM pour la HMC-PS et la CMC-
CPS. Par ailleurs, spécifiguement pour les CMC-CPS, nous n’avons pas différencié les
transitions verticales et horizontales, soit p* = p¥. Pour les HMF nous avons estimé les
parametres par I’algorithme EM gibbsien [85]. L’initialisation pour tous les modéles a été faite
grace a une segmentation a deux classes, réalisée par un algorithme du k-means, celui-ci étant
initialisé avec la méthode « K-moyennes++ » [76].

4.3.1 Images synthétiques segmentées de maniere supervisée.

Nous présentons ici une étude de segmentations d’images synthétiques, toutes bruitées par
un bruit gaussien indépendant N(0,1) et N(1,1). Les parametres du modéle pour la
segmentation sont obtenus de maniére supervisée par maximum de vraisemblance pour la
HMC-PS, et a la fois de maniére supervisée par maximum de vraisemblance, et non supervisée
par SEM, pour la CMC-CPS. Cela nous permet de verifier si les CMC-CPS apportent quelque
chose a la segmentation d’images par rapport aux HMC-PS dans un cadre ou I’estimateur du
maximum de vraisemblance des parameétres se calcule de maniere exacte, en comparant les
deux segmentations supervisées. Ainsi que de vérifier que le SEM proposé est efficace en
comparant pour la CMC-CPS, le résultat de la segmentation supervisée et non supervisée. De
ce premier jeu de segmentations présenté a la figure 19, nous pouvons conclure deux choses.
La premiere est que les CMC-CPS améliorent toujours les HMC classiques. Le gain est
modeste, voir négligeable dans le cas d’image homogéne (I’image 1 de la figure 19), mais il
est plus conséquent dans les autres cas (les images 2, 3 et 4 de la figure 19). La deuxiéme
conclusion est que I’estimation des parametres non supervisée par SEM pour le CMC-CPS est
efficace. En effet si on compare les résultats de la segmentation supervisée (ligne d de la figure
19) et de la segmentation non supervisée (ligne e de la figure 19) pour ce modéle, on remarque

que les résultats sont proches voir parfois meilleurs en non supervisé qu’en supervisé.
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(d.1), T = 2.0%

L]

- W~ dad
(e.3), 7 =13.9% (ed),7=17.8%
Figure 19. Segmentations de plusieurs images (a.) bruitées par un bruit gaussien indépendant N(0,1), N(1,1) (b.), avec

HMC-PS de maniére supervisée (c.), CMC-CPS de maniére supervisée (d.), CMC-CPS de maniére non supervisée (e.). T est
le taux d’erreur.

1), 7= 1.8% €.2),7 = 3.6%

#
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4.3.2 Images synthetiques segmentees de maniére non supervisée

La deuxiéme etude de segmentations concerne a nouveau des images synthétiques, toutes
bruitées par un bruit gaussien indépendant N(0,1) et N(1,1). Cette fois cependant tous les
parametres des modeles sont estimés de maniere non supervisée, de plus un HMF a été inclus
dans la comparaison. Sur le choix des images, nous avons essayé de balayer un éventail
d’images différentes mais avec la particularité de ne pas étre trop homogene, car nous savons
que les CMC-CPS apportent peu aux HMC-PS dans ce cas, d’apres les expériences de la section
précédente. Selon ce deuxiéme jeu de segmentations, présenté dans les figures 20 -25, nous
pouvons conclure deux choses. La conclusion principale est que dans le cadre de la
segmentation non supervisée d’images, la CMC-CPS est systématiquement et significativement
plus efficace que la HMC-PS avec le parcours de Peano classique. Le gain moyen relatif est
d’environ 16%. Une autre conclusion importante est que dans certain cas, mais pas tous, la
CMC-CPS donne des résultats comparables au HMF. C’est le cas dans les figures 20, 23, 25,
ou les deux modeles sont tres proches, le HMF restant quand méme un peu meilleur sauf dans

la figure 23 ou c’est le contraire.

Tableau 9. Récapitulatifs des taux d’erreurs de segmentations des mod¢les de HMC-PS, CMC-
CPS et HMF pour les figures 20-25.

Image Bruit HMC-PS CMC-CPS HMF
figure20 | N(0,1), N(L1) 12.2% 9.1% 8.9%
figure21 | N(0,1), N(L1) 15.3% 13.9% 11.6%
figure22 | N(0,1), N(L1) 9.5% 7.4% 6.1%
figure23 | N(0,1), N(L1) 20.1% 17.8% 18.0%
figure24 | N(0,1), N(L1) 16.1% 14.1% 12.0%
figure25 | N(0,1), N(L1) 13.8% 11.7% 10.5%
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Image bruitée HMC-PS, Tt = 12.2%

CMC-CPS, t=9.1% HMF, T = 8.9%
Figure 20. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(1,1) (Image
bruitée). HMC-PS : résultat de la segmentation non supervisée avec la HMC-PS (taux d’erreur = = 12.2%), CMC-CPS :
résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 9.1%), HMF : résultat de la segmentation non

supervisée avec le HMF (taux d’erreur T = 8.9%).

L

Image bruitée

CMC-CPS, T = 13.9% HMF, 7 =11.6%
Figure 21. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0, 1), N(1,1) (Image

bruitée). HMC-PS : résultat de la segmentation non supervisée avec la HMC-PS (taux d’erreur T = 15.3%), CMC-CPS :
résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 13.9%), HMF : résultat de la segmentation

non supervisée avec le HMF (taux d’erreur T = 11.6%).
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Image originale Image bruitée HMC-PS, T =9.5%

CMC-CPS, 7 =7.4% HMF, T =6.1%
Figure 22. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(1,1) (Image

bruitée). HMC-PS : résultat de la segmentation non supervisée avec la HMC-PS (taux d’erreur = = 9.5%), CMC-CPS : résultat
de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 7.4%), HMF : résultat de la segmentation non

supervisée avec le HMF (taux d’erreur T = 6.1%).

bl
NI 13. ri}ﬁi

HMC-PS, t = 20.1%

TEr j.!'.n

*HF i

“1:,'

CMC-CPS, t = 17.8% HMF, T = 18.0%
Figure 23. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0, 1), N(1,1) (Image

RIS M 340

bruitée). HMC-PS : résultat de la segmentation non supervisée avec la HMC-PS (taux d’erreur T =20.1%), CMC-CPS :
résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 17.8%), HMF : résultat de la segmentation

non supervisée avec le HMF (taux d’erreur T = 18.0%).
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HMC-PS, t = 16.1%

CMC-CPS, T = 14.1% HMF, 7 = 12.0%
Figure 24. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(1,1) (Image
bruitée). HMC-PS : résultat de la segmentation non supervisée avec la HMC-PS (taux d’erreur = = 16.1%), CMC-CPS :
résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 14.1%), HMF : résultat de la segmentation

non supervisée avec le HMF (taux d’erreur = = 12.0%).

HMC-PS, T = 13.8%

CMC-CPS, t=11.7% HMF, T =10.5%
Figure 25. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0, 1), N(1,1) (Image

bruitée). HMC-PS : résultat de la segmentation non supervisée avec la HMC-PS (taux d’erreur T = 13.8%), CMC-CPS :
résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 11.7%), HMF : résultat de la segmentation

non supervisée avec le HMF (taux d’erreur T = 10.5%).
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4.3.3 Image réelle

Enfin dans cette derniére étude de segmentation, nous présentons la segmentation d’une
image réelle en niveaux de gris : une radiographie comportant un os fracturé (figure 26). On ne
peut pas calculer de taux d’erreur dans ce cas, car nous n’avons pas la vérité terrain. Cependant
on peut remarquer une chose : bien que la segmentation des os soit plus satisfaisante dans le
cas du HMF, ce dernier ne détecte pas la zone fracturée, alors que celle-ci apparait dans la
segmentation par la CMC-CPS. Le modele de HMC-PS quant a lui est de loin le modéle qui
donne le plus mauvais résultat, la segmentation des os par ce dernier n’est pas satisfaisante et

la zone de fracture n’apparait pas.

Image originale HMC-PS CMC-CPS HMF

Figure 26. Segmentation d’une image de fracture en niveau de gris (Image originale). HMC, CMC-CPS, HMF : résultat de la
segmentation non supervisée avec le modéle en question.

4.4 Conclusion

Nous avons construit, dans ce chapitre, une extension du balayage de Peano permettant de
prendre en compte les observations associées aux pixels voisins dans I’image, mais qui ne sont
pas voisin dans le parcours de Peano classique. Nous avons ensuite présenté le modéle de
chaines de Markov conditionnelle, permettant de prendre en compte les nouvelles observations
obtenues par ce balayage. Ces deux apports combinés améliorent la segmentation d’images non
supervisée par la HMC-PS avec un gain relatif de 16% en moyenne sur le taux d’erreur. De
plus, dans certaines situations, la qualité des segmentations obtenues par la CMC-CPS
s’approche de celle des HMF, tout en étant bien plus rapides. Par ailleurs les HMC étant
généralisable aux PMC et TMC, et le parcours de Peano pouvant également étre utilisé avec
ces modeles, il semble naturel de tenter de généraliser les CMC-CPS aux chaines de Markov
couples et triplets conditionnelles, avec un balayage de Peano contextuel. C’est 1’objet de

I’étude présentée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 5. Chaines de Markov couples et triplets
conditionnelles

De méme que les chaines, les HMF ont été étendus aux modeles couples (PMF) [97] [84]
et triplets (TMF) [98], [99]. Dans les TMF, on trouve en particulier les champs de Markov
évidentiels cachés (HEMF) [100], les champs de Markov non stationnaires [101] [102], ou
encore les champs de Markov a bruit en mélange de gaussiennes [103], les champs de Markov
flous [104] et les champs de Markov multi-résolutions [105]. Ces différents TMF ont été
appliqués avec succes dans des cas de segmentation d’images [106] [107] [108] [109]. Les TMF
sont des modeles tres puissants mais ils souffrent du méme probléeme que les HMF, a savoir
que les calculs directs de loi a posteriori et des estimateurs des paramétres ne sont pas faisables,
et on doit utiliser des méthodes itératives telles que 1’échantillonneur de Gibbs ou l'algorithme
de Metropolis. Le passage du HMF au TMF amplifie ce probleme car les complexités de
I’échantillonneur de Gibbs et de 1’algorithme de Metropolis dépendent du nombre d’états
cachés, qui est démultiplié. Par ailleurs, le balayage de Peano a aussi été utilisé dans des
modéles plus sophistiqués que les HMC, comme les chaines de Markov cachées floues [44]
[31] [90], ou les chaines de Markov couples [31], [24]. Ainsi notre idée est d’étendre les CMC-
CPS aux triplets conditionnels avec balayage de Peano contextuel (CTMC-CPS) en nous
inspirant de ’extension des HMC aux TMC. Cette extension pourrait permettre de proposer
une alternative aux TMF, en combinant une modélisation plus adaptée a I’image que les
chaines, et des calculs de loi a posteriori et d’estimation des paramétres relativement simples.

Nous présentons ici deux CTMC-CPS. En premier lieu, nous avons étendu les CMC-CPS
aux chaines de Markov évidentielles conditionnelles contextuelles (CEMC-CPS), proposant
ainsi une alternative aux HEMF. Puis nous avons construit les chaines de semi-Markov
conditionnelles contextuelles (CSMC-CPS). Enfin nous montrons qu’il est possible de
construire des chaines de Markov couples conditionnelles contextuelles (CPMC-CPS). Pour
chacun des mode¢les nous montrons que le calcul de I’estimateur MPM est possible, ainsi que
I’estimation des parametres par SEM, puis nous présentons des résultats de segmentations sur
des images syntheétiques.

5.1 Combiner le Peano contextuel et les chaines de Markov triplets cachées

Les HMC ayant été étendu aux CMC-CPS, on peut se demander comment transposer cette
extension aux chaines de Markov triplet. Nous allons nous intéresser plus particuliérement aux
HTMC, présentés a la section 2.3. En effet dans une HTMC (X, U,Y), si on pose V = (X, U),
alors (V,Y) est un HMC. Ainsi la transformation d’'une HTMC en chaine de Markov triplet
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conditionnelle avec balayage de Peano contextuelle (CTMC-CPS) se déduit facilement de celle
des HMC en CMC-CPS. En remarquant que dans un CTMC-CPS, malgré le fait que le triplet
(X,U,Y) n’est plus markovien, p(x, u|y) I’est toujours, on peut utiliser I’estimateur du MPM,

et ’estimation des parameétres par 1’algorithme SEM.
5.1.1 Définition du modeéle

Soit S un ensemble de pixels carré de dimension N = 2% x 2R, Soit (1,2, ..., N) un PS de
S, etsoit ([1, vy, wy],[2, v, o], ..., [N, vy, wy]) le CPS associé au PS. Soit X = (X3, ..., Xy )
un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un ensemble fini de classes 1 = {wq, ..., wg}
et qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y = (Y, ..., Yy ) qui prend ses valeurs
dans R. Soit un troisieme processus U = (Uy, ..., Uy) & valeurs dans A = {14, ..., 4,,}. Nous
limiterons ici notre présentation aux TMC veérifiant (2.21), donc les HTMC. Soit s, t voisins

dans S, mais pas dans le PS. S’ils sont voisins horizontaux, posons :
PR (el us) = ) phT (e, el u)p(vele) (5.1
Xt,Ut
De la méme manicre, s’ils sont voisins verticaux, on pose :
P Welxs, us) = Z pYe" (xe, uelxs, us)p(yelxe) (5.2)
Xt,Ut
Ainsi pour s € S et v, w voisins de s dans S I’ensemble des pixels, mais pas voisins dans le PS,
ona:
P Vs Ysr Vw1 %s, us) = p(ys Ixs)pa(v,s) (s, us)pa(w,s) O x5, us) (5.3)

Ou a(v,s) = hor si v, s sont des voisins horizontaux, et a(v,s) = ver si v, s sont des
voisins verticaux.

Par analogie avec la distribution d’'une HTMC classique (2.21), nous définissons un
nouveau modele, appelé « chaines de Markov triplet cachées conditionnelles avec un balayage
de Peano contextuel » (CTMC-CPS), de la maniere suivante. En notant Z = (X, U), nous
posons :

q(z,y) =

N-1
p(zl)p((yl,yvl,ywllzl)n 1p(zn+1lzn)p(yn+1,yvn+1.ywn+1lzn+1) (5.4)
n=

Comme pour les CMC-CPS, q(z,y) n’est pas la densité de probabilité du triplet (X, U,Y) par
rapport a la mesure usuelle (¢ x )" sur (Q x R)V, avec c la mesure de comptage et A la
mesure de Lebesgue. Cependant en considérant la constante de normalisation :
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1
C YeuSazy)dy’

K (5.5)

nous avons :

p(z,y) = xq(zy) (5.6)

De la méme fagon que pour les CMC-CPS, Z = (X, U) est markovien conditionnellement
aY, soit p(z|y) est une loi markovienne. Cela va permettre de calculer 1’estimateur MPM et
donc faire de la segmentation bayésienne, comme nous allons le montrer dans la prochaine
section. Cependant, p(x,u,y) n’est pas markovienne, ce qui rend k incalculable dans la
pratique.

5.1.2 Inférence

Le processus couple (X, U,Y) obtenu par (5.4) n’est pas une HTMC classique, en particulier
p(y|x,u) # p(y|x). Cependant, comme p(x,u|y) est markovien, la segmentation bayésienne
est faisable. En effet pour calculer I’estimateur MPM donné par (1.18), il nous suffit étre
capable de calculer p(x,|y). On peut remarquer que p(x, u|y) «< q(x,u,y), avec q(x,u,y)
définit par (5.4). En posant Z = (X, U) on a alors, en vertu du lemme 4.1 :

N-1
p(xly) « 1_[ Pn(Zn, Zn+1, ¥) (5.7)
n=1
avec :
01(21,22,¥) = p(21, 2)0(V1 Yo, Yo, |20)P (V2 Yoy Vi, |22)
vn € {Zr ] N}' (pn(zn+1'zn' Y) = p(Zn+1|Zn)p(yn+1' yvnﬂf ywn+1|Zn+1) (5-8)
Finalement, les fonctions ¢, , ..., @y_ Vérifient (4.9), et sont de la forme :

01(21,22,Y) = 91(21, 22, y1, Yo Ywir Y2, Yu,» sz)

Vn € {21 e N}' Pn (Zn+1: Zn, Y) = O¥n (Zn+lr Zn Yn+1o yvnH' ywn+1) (59)

De plus on peut les calculer facilement avec (5.8). On peut donc appliquer le lemme 4.1 pour
obtenir p(z,|y) et p(z,4+1125,y), et finalement on obtient p(z, |y) toujours par le lemme 4.1.
Enfin, on termine le calcul de p(x,|y) avec

PCaly) = D pGaly) = D Dl ualy) (5.10)

UnEA UnEA

ce qui permet d’utiliser I’estimateur MPM (1.18).
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5.1.3 Estimation des parametres non supervisee

Supposons que p(x, u, y) est la distribution d’une HTMC a un bruit gaussien p(y|x), avec
deux transitions différentes p¥e" (x4 1, Unt1 % Un) €6 PO Xyt 1, Uns1|Xn Uy) SUIVaNt que
les pixels n + 1 et n sont respectivement des voisins verticaux ou horizontaux dans I’image
originale. Pour K classes Q = {w1, ..., wg} pour X, et m classes A = (14, ..., 4,,) pour U, les

paramétres de la HTMC sont : K?A? probabilités p”*" = (p{jy) 1=ij<k » avec piiy =

1<k,lsm
p(an = W), Ups1 = A Xp = W Uy = /1k) pour n, n + 1voisins verticaux dans l’image,

K2A* probabilités p"°" = (p) 1sijsk . avec pian = p(Xni1 = @jUnsr = A Xy =
1<k,lsm

W, U, = Ak) pour n, n + 1 voisins horizontaux dans I’image, K moyennes y = (14;)1<i<x et K
variances 62 = (6/)1<i<x associées aux K distributions gaussiennes ( p(y,|xn = @;))1<i<k -
Si on s’intéresse a la CTMC-CPS, en choisissant p"°"(x,,,u, |%5,un) et
P " (X, s, | X, U ) intervenant dans p(vu,, Y Y, |%n, tin) comme égales a pli; et p/;
respectivement, celle-ci posseéde exactement les mémes paramétres que la HTMC. Ainsi le

P
Comme dans les CMC-CPS, on ne peut pas utiliser 1’algorithme EM. Cependant on peut

hor .,ver

probléme est d’estimer 8 = (p , 4, 0%) a partir de I’image observée Y = y seulement.
remarquer que 1’on a accés a la loi a posteriori p(x, u|y) dont on sait qu’elle est markovienne
gréce au Lemme 4.1, avec la loi initiale et les transitions calculables avec (4.10). Ainsi on peut
utiliser une variante de I’algorithme SEM, ot I’on simule x4 et u(® & partir de (4.10), puis on
utilise les estimateurs empiriques classiques de la loi du quadruplet (x,,, u,, Xp4+1, Un+1) €L dES
moyennes et variances pour mettre a jour les parametres.

On pose H I’ensemble des couples (n,n + 1), avec n et n + 1 voisins horizontaux dans
I’image et V I’ensemble des couples (n,n+ 1), avec n et n+ 1 voisins verticaux dans
I’image. L’algorithme SEM pour les CTMC-CPS se déroule alors de la maniére suivante :

- On initialise I’algorithme avec 6 = 6°

- Pour chaque itération g on utilise 89 pour simuler (x4, u(@ ) selon (4.10).
Ensuite on calcule 9% de la maniére suivante :

1
horsae1) 2(nn+1)eH (92,0 P =232 D, =, =2) .
ijkl = ] (5.11)
—— Y(nn+1)ev 1{x(q>_w 2P =22 D, =0y, =2)
Yh=ilf @_, 1 Vn
Xn =wj
(A = (il (5.13)

Yn=1 1{x;q)=wi}
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N 4 _ ,la+1)y2
g _ 2n=1 (D=0 On—w )
: =

>N 1 (D) (5.14)

5.2 Chaines de Markov évidentielles conditionnelles

Comme dans le cas des chaines de Markov, on peut aussi introduire la théorie de Dempster-
Shafer dans un contexte de champs Markovien [110]. Les HEMF sont des modéles proposant
une des maniéres de le faire. Ils ont I’avantage, par rapport aux HEMC, de proposer un modéle
probabiliste plus adapté a la structure d’une image, tout en gardant la capacité a segmenter des
données non stationnaires [111], [106]. Cependant, comme dans tous les modeles de champs
markoviens, les calculs associés a la loi a posteriori et a 1’estimation des paramétres sont
colteux. Nous proposons ici une alternative aux HEMF, en nous appuyant sur la théorie des
CTMC-CPS introduite précédemment et la construction des HEMC par TMC pour obtenir un
modele de chaines de Markov évidentielles conditionnelles avec balayage de Peano contextuel
(CEMC-CPS). Nous présentons rapidement comment calculer 1’estimateur du MPM et
comment estimer les paramétres en non-supervisé dans ce modeéle, puis nous réalisons une étude

de segmentations d’images synthétiques pour évaluer les performances de celui-Ci.

5.2.1 Définition du modele

Soit S un ensemble de pixel carré de dimension N = 2% x 2R, Soit (1,2, ..., N) un PS de
S, etsoit ([1, vy, wy],[2, v, Wy], ..., [N, vy, wy]) le CPS associé au PS. Soit X = (X3, ..., Xy )
un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un ensemble fini de classes Q = {wy, ..., Wk}
et qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y = (Y, ..., Yy ) qui prend ses valeurs
dans R. Soit un troisiéme processus U = (Uy, ..., Uy) ou chaque U,, prend ses valeurs dans 2.
Une CEMC-CPS est une CTMC-CPS vérifiant (5.4) avec :

p(zn+1lzn) = p(un+1|un)p(xn+1|un+1) (5-15)

PO, Vs, Y%, ) = (s |x) 079 (3, [ ) p ) (3, ) (5.16)

a(v,s) = hor si v, s sont des voisins horizontaux, et a(v,s) = ver si v, s sont des voisins
verticaux.

Avec pour s, t voisins horizontaux dans S, mais pas dans le PS:

PP (leg) = ) 0T lus)p Ceehup Gl (5.17)

XUt

et pour s, t voisins verticaux dans S, mais pas dans le PS :

P (Velus) = 2 p"" (uelus)p (e lu)p (el xe) (5.18)

Xt,Ut
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Enfin :

1
vne(l,..,N},  p(rlu,) = % (5.19)
n

5.2.2 Inférence et estimation des parametres

Par analogie avec les HEMC, I’estimateur du MPM dans une CEMC-CPS peut étre calculé
si I’on remarque que les celles-ci sont des CTMC-CPS particuliéres. Ainsi il suffit d’utiliser le
lemme 4.1 et (5.10) pour calculer les p(x,|y). Pour I’estimation des paramétres non supervisée,
on pourrait aussi se référer aux CTMC-CPS, cependant, comme les HEMC, les CEMC-CPS
ont la particularité que vn € [1, ..., N], p(x,,|u,,) est fixé par (5.19) et ne fait donc pas partie
des parametres a estimer. Nous allons présenter la version de 1’algorithme SEM pour les
CEMC-CPS ci-dessous.

Supposons que p(x, u, y) est la distribution d’une HEMC avec un bruit gaussien p(y|x), et
deux transitions différentes p¥e” (uy, 41| Uy) €t ™" (u,41| uy) Suivant que les pixels n + 1 et
n sont respectivement des voisins verticaux ou horizontaux dans 1’image originale. Pour K
classes Q = {wy, ..., wg} pour X,, les U, sont des processus & € = [2%| — 1 classes. Les
paramétres de la HEMC sont donc: C? probabilités p”®" = (pyi )iski<c » avec ppi" =
p(Ups1 = A5, U, = A;) pour n, n + 1voisins verticaux dans 1’image, C? probabilités p°" =
(P 1<k i<cr AVEC PR = p(unp1 = A, Uy = Ay) pour n, n + 1 voisins horizontaux dans
I’'image, K moyennes u = (u;)1<i<x €t K variances o2 = (67);<i<x assoCiés aux K
distributions gaussiennes ( p(y, 1%, = @;))1<i<k - Si on s’intéresse a la CEMC-CPS, en
choisissant p"°" (u,, |u,) et p¥*"(uy, |u,) intervenant dans p(vy, Y, Yw, | % un) comme

hor

egales a p;jy; et p;ji; respectivement, celle-ci posséde exactement les mémes paramétres que la
HEMC.

On pose H I’ensemble des couples (n,n + 1), avec n et n + 1 voisins horizontaux dans
I’image et V I’ensemble des couples (n,n+ 1), avec n et n+ 1 voisins verticaux dans
I’image. L’algorithme SEM pour les CEMC-CPS se déroule alors de la maniére suivante :

- Oninitialise I’algorithme avec 6 = 6°

- Pour chaque itération g on utilise 89 pour simuler (x(, u(@ ) selon (4.10).
Ensuite on calcule 9% de la maniére suivante :

K VK
hor,(q+1) Z(n,n+1)eH Zizt Zj:l 1{x£lq)=“’i'u$zq)=/1er1(fﬂr)1=“’j'u1(1q31=’1l}
Xl = (5.20)
|H|
K VK
entarny  2anr0ey T 10 09,02
Kkl = V] (5.21)
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Th=1 1{xfﬁ)=wi} Yn

(q+1)
L Yh=1 )
Yn=1 1{x<q>=w-} O — 172
g2ty — — (5.23)
L Yh=1 1{x,(f)=wi}

5.2.3 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous comparons la CEMC-CPS, avec les HEMC et le parcours de Peano
classique (HEMC-PS), les CMC-CPS, les HMF et les HEMF dans le cadre de la segmentation

d’images non-supervisée. L’idée est de répondre a deux questions :

(i) est-ce que la CEMC-CPS améliore simultanément la HEMC-PS et la CMC-CPS en

segmentation d’images ?
(it) comment la CEMC-CPS se compare aux HMF et HEMF ?

Pour y répondre, nous avons fait une étude de segmentations non supervisées d’images
synthétiques bruitées par un bruit gaussien indépendant. L’estimation des paramétres en non
supervisé a été faite par 1’algorithme SEM pour HEMC-PS, CMC-CPS et CEMC-CPS. Par
ailleurs, pour les CEMC-CPS et les CMC-CPS, nous n’avons pas différencié les transitions
verticales et horizontales, soit p™°" = p¥é". Pour les HMF nous avons estimé les paramétres
par un algorithme EM gibbsien [85]. L’initialisation pour tous les modéles a été faite grace a
une segmentation a deux classes, réalisée par un algorithme k-means, celui-ci étant initialisé
avec la méthode « K-moyennes++ » [76].

Le choix des images dans cette étude est lié avec ce que nous avons déja observeé sur les HEMC-
PS et les CMC-CPS. Les trois premieres images ont des détails trés fins, difficiles a segmenter
pour les HMC (figures 27, 28, 29), alors que les deux derniéres sont des images (figures 30,
31) peu homogénes mais sans détails fins, ou la CMC-CPS améliore la HMC-PS classique de
maniére significative. Ainsi on remarque que dans le cas de présence de détails fins (figures
27, 28, 29), la CEMC-CPS améliore les CMC-CPS et les HEMC-PS et peut méme, dans
certaines situations, améliorer les HMF (figures 28, 29) et les HEMF (figure 29). Par contre,
dans le cadre d’images peu homogeénes mais sans détails fins (figures 30, 31), on remarque que
la CEMC-CPS a tendance a dégrader la segmentation par rapport aux CMC-CPS, mais améliore
quand méme celle par les HEMC-PS.

On peut aussi remarquer que suivant ce que 1’on recherche dans la segmentation, le taux
d’erreur n’est pas toujours le critére le plus pertinent. En effet si on prend par exemple la figure
28, on peut argumenter que la segmentation par CEMC-CPS est plus intéressante que celle par
HMF. En effet si on compare les deux segmentations visuellement, les détails de I’empreinte
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digitale sont bien mieux restaurés et il y a moins de « points blancs parasites » sur le fond noir
dans le cas du modéle de CEMC-CPS, cependant les taux d’erreurs des deux mode¢les sont trés
proches.

En conclusion, on peut observer que les CEMC-CPS sont au moins équivalentes aux HEMC
et les améliorent souvent, avec un gain moyen relatif sur le taux d’erreur d’environ 16%. Leur
intérét par rapport aux HMF et CMC-CPS apparait lorsqu’une image contient des détails fins
que le modele segmente mieux ; cependant, quand il n’y a pas de détails fins, les CEMC-CPS
peuvent légérement dégrader les CMC-CPS. Enfin les CEMC-CPS semblent mieux segmenter
les détails fins que les HEMF, mais il conviendrait de faire une étude plus approfondie pour
clarifier ce point.

Tableau 10. Récapitulatifs des taux d’erreurs de segmentations des modéeles de HEMC-PS,
CMC-CPS, CEMC-CPS et HMF pour les figures 27-31 ainsi que HEMF pour la figure 29.

Image Bruit HEMC-| CMC- | CEMC- | HMF | HEMF
PS CPS CPS
figure27 | N(0,1), N(L,1) | 17.4% | 149% | 115% | 8.8% -
figure 28 | N(0,1), N(1,1) | 16.8% | 155% | 12.0% | 12.5% -
figure29 | N(0,1), N(2,1) | 55% | 158% | 54% | 12.8% | 6.7%
figure30 | N(0,1), N(L1) | 93% | 74% | 87% | 6.1% -
figure31 | N(0,1), N(1,1) | 20.3% | 17.8% | 18.7% | 18.0% -
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¥

HMF, z=8.8%

b EE R R

HEMC-PS, T = 17.4% CEMC-CPS, t = 11.5%
Figure 27. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(1,1) (Image
bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur 7 = 14.9%), HEMC-PS :
résultat de la segmentation non supervisée avec la HEMC-PS (taux d’erreur 7 =17.4%), CEMC-CPS : résultat de la
segmentation non supervisée avec la CEMC-CPS (taux d’erreur T = 11.5%), HMF : résultat de la segmentation non supervisée

avec le HMF (taux d’erreur = = 8.8%).

Image originale Image bruitée

HEMC-PS, 7 = 16.8% CEMC-CPS, T = 12.0% HMF, 7 =12.5%
Figure 28. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(1,1) (Image
bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 15.5%), HEMC-PS:
résultat de la segmentation non supervisée avec la HEMC-PS (taux d’erreur 7 = 16.8%), CEMC-CPS : résultat de la
segmentation non supervisée avec la CEMC-CPS (taux d’erreur = = 12.0%), HMF : résultat de la segmentation non supervisée

avec le HMF (taux d’erreur 7 = 12.5%).

98



Chaines de Markov couples et triplets conditionnelles

F Y A

CMC-CPS, T = 15.8%

e L
W IAE R
HEMC-PS, T = 5.5% CEMC-CPS, 7 = 5.4% HMF, 7 = 12.8% HEMF, 7 =6.7%
Figure 29. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(2,1) (Image
bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 15.8%), HEMC-PS :
résultat de la segmentation non supervisée avec la HEMC-PS (taux d’erreur T =5.5%), CEMC-CPS: résultat de la
segmentation non supervisée avec la CEMC-CPS (taux d’erreur T = 5.4%), HMF : résultat de la segmentation non supervisée
avec le HMF (taux d’erreur T = 12.8%), HEMF : résultat de la segmentation non supervisée avec le HEMF (taux d’erreur T =

6.7%).

Image originale

HEMC-PS, 7 = 9.3% CEMC-CPS, 7 = 8.7%

HMF, 7 = 6. 1%

Figure 30. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(1,1) (Image
bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 7.4%), HEMC-PS :
résultat de la segmentation non supervisée avec la HEMC-PS (taux d’erreur 7 =9.3%), CEMC-CPS : résultat de la
segmentation non supervisée avec la CEMC-CPS (taux d’erreur T = 8.7%), HMF : résultat de la segmentation non supervisée
avec le HMF (taux d’erreur ¢ = 6.1%).
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Ak

Image bruitée CMC-CPS, T =17.8%

4 IV al'¥ ; '\ ’gi.iz%-;;-h%{ ‘i TH

HEMC-PS, 7 = 20.3% CEMC-CPS, 7 = 18.7% HMF T=18.0%
Figure 31. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(1,1) (Image
bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur 7 = 17.8%), HEMC-PS :
résultat de la segmentation non supervisée avec la HEMC-PS (taux d’erreur 7 =20.3%), CEMC-CPS : résultat de la
segmentation non supervisée avec la CEMC-CPS (taux d’erreur T = 18.7%), HMF : résultat de la segmentation non supervisée
avec le HMF (taux d’erreur 7 = 18.0%).

5.3 Chaines de semi-Markov conditionnelles

Les HSMC considérées dans cette thése sont des TMC particuliers permettant de modéliser
une loi de séjour dans un état qui n’est pas géométrique [27], or nous avons construit les CTMC-
CPS, équivalent des TMC dans le contexte des chaines de Markov conditionnelles. Ainsi en
choisissant un CTMC-CPS particulier, il devient possible de considérer la semi-markovianité
avec le balayage de Peano contextuel. Nous proposons ainsi une alternative plus simple que la
modélisation de la semi-markovianité a deux dimensions, mais qui peut se révéler suffisamment
efficace pour de nombreuses applications. Nous présentons comment calculer 1’estimateur du
MPM et comment estimer les paramétres en non-supervisé dans ce modéle, puis nous
réaliserons une étude de segmentations d’images synthétiques pour évaluer les performances
de celui-ci.

5.3.1 Définition du modele

Soit S un ensemble de pixel carré de dimension N = 2% x 2%, Soit (1,2, ..., N) un PS de
S, etsoit ([1, v, w;],[2, v, W], ..., [N, vy, wy]) le CPS associé au PS. Soit X = (X3, ..., Xy )
un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un ensemble fini de classes Q = {w4, ..., Wk}
et qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y = (Y, ..., Yy ) qui prend ses valeurs
dans R. Soit un troisieme processus U = (U4, ..., Uy) & valeur dans A = {0,1, ..., M — 1} tel
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que U, = e # 0 implique que X,, va rester dans le méme état au moins pour un temps e. Ainsi
(X, Up) = (xp,e) implique que x,, = X401 = Xpg2 = - = Xp4q. POUr e = 0, ON peut avoir
Xn+1 = X OUNON. Pour a, b, ¢, e posons 8, p)(c,e) = 15si(a,b) = (c,e), et 5 p)(c,e) =0
si (a, b) # (c, e). Nous appelons chaines de semi-Markov triplet conditionnelles avec balayage
de Peano contextuel (CSMC-CPS) les CTMC-CPS vérifiant (5.4) avec :

0 X, U, —1)siu, >0
P (X1, Un 1] Xp, Up) ={ *(x"“’u"“)( e _) o (5.24)
p (xn+1:un+1|xn'un - 0) St un - 0
et:
P Vor Vs Y |5, us) = s 12D (v |25, us )P ) (Wi |%5, Us) (5.25)

ou a(v,s) = hor si v, s sont des voisins horizontaux, et a(v, s) = ver si v, s sont des voisins
verticaux.

Avec pour s, t voisins horizontaux dans S, mais pas dans le PS:

PR (el us) = ) prT (e, el u)p(vele) (5.26)

Xt, Ut

et pour s, t voisins verticaux dans S, mais pas dans le PS :

PP Ot ) = ) PP (e, s, us)p (el x) (5.27)
XUt
Pour finir :
o) X, Us— 1) siug >0
pOT (x, g X, ) = { *hg’;t'“t)( s _) s (5.28)
PO (xp, U | X, us = 0) siug =0
Oy Xssus — 1) siug >0
ver , , — tUt 529
P (e Uelxs ) {p*'”er(xt, U |xs,ug = 0) siug =0 (5.29)

5.3.2 Inférence et Estimation des parameétres

Par analogie avec les HSMC, on peut remarquer que les CSMC-CPS sont des CTMC-CPS
particuliers. Ainsi I’estimateur du MPM peut étre obtenu en utilisant le lemme 4.1 et (5.10)
pour calculer les p(x,|y). Pour I’estimation des paramétres non supervisée, 1’algorithme SEM
pour les CTMC-CPS, présenté en section 5.1.3 fonctionne pour les CSMC-CPS. En particulier,
si on initialise p(x,41, Un+1, Xn, Uy,) de sorte que cette probabilité respecte (5.24), alors les
équations (5.11) et (5.14) nous garantissent, a chaque itération, que le nouveau
P (Xp+1, Uns+1, Xn, Uy ) Calculé respecte (5.24).
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5.3.3 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous comparons la CSMC-CPS, avec les HSMC et le parcours de Peano
classiqgue (HSMC-PS), les CMC-CPS et les HMF dans le cadre de la segmentation non-

supervisée d’images. L’idée est de répondre a deux questions :

(i) Est-ce que la CSMC-CPS améliore simultanement la HSMC-PS et la CMC-CPS en

segmentation d’image ?
(i) Comment la CSMC-CPS se compare aux HMF ?

Pour y répondre, nous allons présenter une étude de segmentations non supervisées
d’images synthétiques bruitées par un bruit gaussien indépendant. L’estimation des parametres
en non supervisé a été faite par I’algorithme SEM pour les HSMC-PS, CMC-CPS et CSMC-
CPS. Par ailleurs, pour les CSMC-CPS et les CMC-CPS, nous n’avons pas différencié les
transitions verticales et horizontales, soit p™°” = p¥¢". Pour les HMF nous avons estimé les
parametres par un algorithme EM gibbsien [85]. L’initialisation pour tous les mod¢les a été
faite grace a une segmentation a deux classes, réalisée par un algorithme k-means, celui-ci étant
initialisé avec la méthode « K-moyennes++ » [76].

Nous avons choisi, comme pour 1’étude de segmentations sur la CMC-CPS, des images peu
homogeénes mais sans détails fins cette fois-ci, car nous savons que la semi-markovianité n’a
que peu d’intérét pour ces derniers. Les résultats des segmentations de chaque image par chacun
des modeéles sont présentés en figures 32, 33, 34 et 35. Ils nous permettent les conclusions
suivantes :

- Les CSMC-CPS améliorent systématiquement les HSMC-PS pour la segmentation
d’images, avec un gain relatif moyen de 23% sur le taux d’erreur.

- Les CSMC-CPS sont au moins aussi performantes que les CMC-CPS (figures 32,
33) et peuvent améliorer les CMC-CPS avec un gain allant jusqu’a 8% sur le taux
d’erreur (figures 34, 35). Enfin dans certains cas (figure 34), les CSMC-CPS
peuvent améliorer les résultats de la segmentation par HMF.

En conclusion on peut observer que la combinaison entre semi-markovianité et balayage de
Peano contextuel peut améliorer la segmentation d’images par HSMC-PS de maniére
significative et a un intérét par rapport aux CMC-CPS : elle fait au moins aussi bien que celle-
ci, et peut améliorer légérement les segmentations dans certains cas. Par rapport aux HMF, la
CSMC-CPS se rapproche encore plus du résultat de la segmentation par HMF que la CMC-
CPS, pouvant étre meilleure dans certains cas particuliers.
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Tableau 11. Récapitulatifs des taux d’erreurs de segmentations des modéles de HSMC-PS,
CMC-CPS, CSMC-CPS et HMF pour les figures 32-35.

Image Bruit HSMC- | CMC- | CSMC- | HMF
PS CPS CPS

figure 32 N(0,1), N(1,1) | 12.3% 9.1% 9.2% 8.9%

figure 33 N(O,1), N1 | 94% 7.4% 7.2% 6.1%

figure 34 N(O21), N@Q1) | 197% | 178% | 164% | 18.0%

figure 35 N(0,1), N(1,1) | 17.3% | 133% | 125% | 11.9%

HSMC-PS, T = 12.3%

Figure 32. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(1,1) (Image
bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 9.1%), HSMC-PS :
résultat de la segmentation non supervisée avec la HSMC-PS (taux d’erreur = =12.3%), CSMC-CPS : résultat de la
segmentation non supervisée avec la CSMC-CPS (taux d’erreur T = 9.2%), HMF : résultat de la segmentation non supervisée

avec le HMF (taux d’erreur T = 8.9%).

CSMC-CPS, 7 =9.2%

Image bruitée
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Image originale Image bruitée CMC-CPS, t=7.4%

HSMC-PS, T = 9.1% CSMC-CPS, T = 7.2% HMF, 7 =6.1%
Figure 33. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(1,1) (Image
bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 7.4%), HSMC-PS :
résultat de la segmentation non supervisée avec la HSMC-PS (taux d’erreur 7=9.1%), CSMC-CPS : résultat de la
segmentation non supervisée avec la CSMC-CPS (taux d’erreur T = 7.2%), HMF : résultat de la segmentation non supervisée
avec le HMF (taux d’erreur T = 6.1%).

FTT LY

Image bruitée CMC-CPS, T =17.8%

y

i

- :JL, fnendl ,
CSMC-CPS, T = 16.4% HMF, z = 18.0%

j

Figure 34. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(1,1) (Image
bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 17.8%), HSMC-PS :
résultat de la segmentation non supervisée avec la HSMC-PS (taux d’erreur T =19.7%), CSMC-CPS : résultat de la
segmentation non supervisée avec la CSMC-CPS (taux d’erreur 7 = 16.4%), HMF : résultat de la segmentation non supervisée
avec le HMF (taux d’erreur 7 = 18.0%).
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r

Image originale

HSMC-PS, T = 17.3% CSMC-CPS, 7 = 12.5% HMF, 7 =11.9%

Figure 35. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit gaussien N(0,1), N(1,1) (Image
bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 13.3%), HSMC-PS :
résultat de la segmentation non supervisée avec la HSMC-PS (taux d’erreur = =17.3%), CSMC-CPS : résultat de la
segmentation non supervisée avec la CSMC-CPS (taux d’erreur T = 12.5%), HMF : résultat de la segmentation non supervisée
avec le HMF (taux d’erreur T = 11.9%).

5.4 Chaines de Markov couples conditionnelles

De la méme fagon que les HMC, les HMF ont été étendus aux champs de Markov couples.
Cette extension est par ailleurs la base de la construction des champs de Markov triplet
généraux. On peut alors, pour proposer une alternative aux PMF ainsi que pour poser les bases
d’extensions futures, chercher a étendre les CMC-CPS aux chaines de Markov couples
conditionnelles avec balayage de Peano contextuel (CPMC-CPS). C’est ce que nous présentons
ici avec, comme dans les sections précédentes, le calcul de I’estimateur MPM ainsi que
I’estimation des parametres. Nous réalisons finalement une étude de segmentations d’images

synthétiques pour évaluer les performances du nouveau modele.
5.4.1 Définition du modele

Soit S un ensemble de pixel carré de dimension N = 2% x 2%, Soit (1, 2, ..., N) un PS de
S, etsoit ([1, v, w;],[2, v, W], ..., [N, vy, wy]) le CPS associé au PS. Soit X = (X3, ..., Xy )
un processus caché qui prend ses valeurs a partir d’un ensemble fini de classes Q = {wy, ..., Wk}
et qui doit étre estimé a partir d’un processus observable Y = (Y, ..., Yy ) qui prend ses valeurs
dans R.

Soit s, t voisins dans S, mais pas dans le PS. S’ils sont voisins horizontaux, on pose :
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PO (yelxs, ys) = Z P (e, x¢ %5, ¥s) (5.30)

Xt

De la méme maniére, s’ils sont voisins verticaux, on pose :

pver(ytlxs» ys) = z pver(yt'xtlxs' ys) (5-31)

Xt

Par analogie avec la distribution d’'une PMC classique (2.1), nous définissons un nouveau
modele, appelé « chaines de Markov couples conditionnelles avec un balayage de Peano
contextuel » (CPMC-CPS), de la maniere suivante :

N-1
q(x,y) = (%1, y1, Yo, Y, ) H 1p(yvn+1,ywn+1,xn+1,yn+1, EA (5.32)
n=
avec .

P (%1, Y1, Yo Y, ) = PCer, v1)P 0D (3, |%1, 1 )0 ™D (34, |21, 71)

p(yvm.lf Iwpi1 Xn+1r Yo+t |xn' yn) =

p(yn+1: Xn+1 |xn: yn)pa(vn+1,n+1) (yvn+1 |xn+1: yn+1)pa(wn+1,n+1) (ywn+1 |xn+1' yn+1) (5-33)

ou a(v,s) = hor si v, s sont des voisins horizontaux, et a(v, s) = ver si v, s sont des voisins
verticaux.

Comme précédemment, q(x,y) n’est pas la densité de probabilité du couple (X,Y) selon la
mesure usuelle, cependant en considérant la constante de normalisation :

1

S Taydy’ (>:34)
nous avons .

p(x,y) = kq(x,y), (5.35)

qui définit la loi de la CPMC-CPS.

5.4.2 Inférence

L’estimateur du MPM suppose d’étre capable de calculer les marginales a posteriori
p(xn|y) (1.18). Dans le cas de la CPMC-CPS, on peut remarquer que p(x|y) < q(x,y), avec
q(x,y) définit par (5.32). On a alors :

N-1
pCly) o | [ onCon nin ), (5.36)
n=1

avec .

P1 (xlerr y) = p(xlf Y yv1' ywl' X2, Y2, yvz' ywz)
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vn € {2' ey N— 1} (pn(xn+1'xn' Y) = p(yvn+1' ywn+1ﬂxn+1' Vn+1, |xn' yn) (537)

Finalement, les fonctions ¢, , ..., @y_ Vérifient (4.9), et sont de la forme :
(pl(xlﬂxb y) = (,01(x1;x2; V1, yvlﬂ ywlﬂ V2, yvz' ywz)

vn € {2' ] N - 1}! (pn(xn+1;xn; Y) = (pn(xn!xn+1! Y Yn+1 yvn+1’ ywn+1) (538)

et sont calculables par (4.14). On peut alors appliquer le lemme 4.1 pour obtenir p(z,|y) et
p(Zn41125,y), qui ménent aux p(x,|y), toujours par le lemme 4.1. On peut donc utiliser
I’estimateur MPM.

5.4.3 Estimation des parametres non supervisée

Supposons que p(x, y) est la distribution d’une PMC avec p(Vn, Vi1 |Xn Xne1) gaussien
pour tout n, et deux lois différentes p”®" (x,,.41, X,,) €t P 7 (x,41, X,,) Suivant que les pixels
n + 1 et n sont respectivement des voisins verticaux ou horizontaux dans I’image originale.
Pour K classes Q = {w;, ..., wg}, les paramétres de la PMC sont : K2 probabilités pv¢" =
(017 J1sijek » AVEC pifT = p(xper = wj, X, = w;) pour n, n+ 1voisins verticaux dans

hor

I'image, K probabilités p"°" = (p/*")1<; j<x, aveC p/*" = p(xns1 = wj, X, = w;) pour n,

1

n+ 1 voisins horizontaux dans I’image, K? vecteurs moyennes u = {(”;’)} et K
1y i/ )1sisk
* 1<j<K

matrices de covariances T = (I};)1<isk associés aux K? distributions gaussiennes
1<j<K

(p(yn+1,yn|xn = W, Xp41 = w]))iflii Si on s’intéresse a la CPMC-CPS, en choisissant
<js<

D" (Vs X % ¥n) €8 27" (M X[, ) intervenant dans p (v, Yw,,s Xns Yo [%n-1, Yn-1)
comme égales a p™°" (V1) X1 1% Vi) € DY Va1, Xn41l%n, V) respectivement, celle-ci
possede exactement les mémes parametres que la PMC. Ainsi le probleme est d’estimer 6 =
(p"°T, p"", u, ) a partir de I’image observée Y = y seulement. Comme dans les CMC-CPS,
on ne peut pas utiliser I’algorithme EM. Cependant, on a accés a la loi a posteriori p(x|y) dont
on sait qu’elle est markovienne grace au Lemme 4.1, avec la loi initiale et les transitions
calculables avec (4.10). Ainsi on peut utiliser une variante de 1’algorithme SEM, ou I’on simule
x4 a partir de (4.10), puis on utilise les estimateurs empiriques classiques de la loi du couple
(xn+1,Xn) €t des moyennes et variances pour mettre les parametres a jour.

On pose H I’ensemble des couples (n,n + 1), avec n et n + 1 voisins horizontaux dans
I’image et V I’ensemble des couples (n,n+ 1), avec n et n + 1 voisins verticaux dans
I’image. L algorithme SEM pour les CPMC-CPS se déroule alors de la maniére suivante :

- On initialise I’algorithme avec 6 = 6°
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- Pour chaque itération g on utilise 8¢ pour simuler (x?) selon (4.10). Ensuite on
calcule 69+ de la maniére suivante :

1
orasry _ 20D o0, 20 (5.39)
v - IH] .
1
ver,(q+1) _ 2nrnev [ =0, =)
& - V] (5.40)
N:l 1 ( Yn )
(q+1) Zn=1 xP =0l =)} \yne
By T RN (5.41)
n=1 P = =)
1@+ \* 1,(q+1)
- Yn—H;; Vn—Ml;
Zﬁ:ll 1{x£lq)=a)i,x$:§1=a)j} <y 1_:2.(‘74—1)) (y 1_:2'(q+1)>
n+ ij n+ e
iy = y y (5.42)

N-1 1
Zn=1 L@ 2@, =0 )

5.4.4 Resultats experimentaux

Nous comparons ici la CPMC-CPS avec les PMC et le parcours de Peano classique (PMC-
PS), ainsi que les CMC-CPS, dans le cadre de la segmentation d’images non-supervisée. L’idée
est de vérifier si les CPMC-CPS sont capables d’améliorer simultanément les PMC-PS et les
CMC-CPS. Pour cela, nous avons fait une étude de segmentations non supervisées d’images
synthétiques bruitées par un bruit corrélé. En effet, les PMC, par rapport aux HMC, permettent
de prendre en compte les liens entre les observations (conditionnellement aux classes) et sont
donc plus efficaces pour gérer le bruit corrélé. Nous avons donc choisi de se placer dans ce cas
précis pour mettre en lumiére I’intérét des CPMC-CPS. L’estimation des paramétres en non
supervisé a été faite par 1’algorithme SEM pour PMC-PS, CMC-CPS et CPMC-CPS. Par
ailleurs, pour les CPMC-CPS et les CMC-CPS, nous n’avons pas différencié par les transitions
verticales et horizontales, soit p°" = p¥®" L’initialisation pour tous les modéles a été faite
grace a une segmentation a deux classes, réalisée par un algorithme k-means, celui-ci étant
initialisé avec la méthode « K-moyennes++ » [76].

Le bruit corrélé a été obtenu de la maniere suivante : on bruite d’abord par un bruit gaussien
indépendant N (u;, 02) et N(u,, 02) pour obtenir (W,)cs. Puis on pose

4
1
VSES,YS=m<VVS+ aZVVSi>’ (5.43)

i=1
avec sq, ..., s, les quatre plus proches voisins de s. Dans les expériences qui suivent nous avons
choisia = 0.25, 4, =0,02 =2, u, = leto? =4
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Les résultats des segmentations de chaque image par chacun des modéles sont présentés en
figures 36, 37, 38, 39, 40 et 41. On peut remarquer que la CPMC-CPS peut améliorer les
segmentations par PMC-PS avec un gain de 5% en moyenne sur le taux d’erreur, ce qui est peu
par rapport aux améliorations observees précédemment. Cependant elle améliore la CMC-CPS
de 14% dans le cas de bruit corrélé. En conclusion il est difficile de mettre en lumiére un intérét
significatif des CPMC-CPS par rapport aux PMC-PS dans le cadre de la segmentation
d’images, méme si on remarque une certaine amélioration des résultats. Il faudrait des

expériences supplémentaires pour approfondir le sujet.

Tableau 12. Récapitulatifs des taux d’erreurs de segmentations des mod¢les de PMC-PS,
CMC-CPS et CPMC-CPS pour les figures 36-41.

Image Bruit PMC-PS | CMC-CPS | CPMC-CPS
figure 36 N(0,2), N(1,4) 14.6% 15.9% 13.9%
figure 37 N(0,2), N(1L,4) 18.4% 26.2% 17.7%
figure 38 N(02), N(14) 12.8% 16.4% 12.0%
figure 39 N(0,2), N(1,4) 25.7% 25.0% 25.7%
figure 40 N(0,2), N(1L,4) 20.9% 20.3% 19.5%
figure 41 N(0,2), N(1L,4) 17.0% 18.9% 15.6%

CMC-CPS, T = 15.6%

PMC-PS, T = 14.9% CPMC-CPS, Tt =13.9%

Figure 36. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit corrélé N(0,2), N(1,4) puis
(5.43) (Image bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 15. 6%),
PMC-PS : résultat de la segmentation non supervisée avec la PMC-PS (taux d’erreur T = 14.9%), CPMC-CPS : résultat de la
segmentation non supervisée avec la CPMC-CPS (taux d’erreur T = 13.9%)).
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CMC-CPS, T =

26.2%

PMC-PS, 7 = 18.4% CPMC-CPS, 7 =17.7%
Figure 37. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit corrélé N(0,2), N(1,4) puis
(5.43) (Image bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 26.2%),
PMC-PS : résultat de la segmentation non supervisée avec la PMC-PS (taux d’erreur T = 18.4%), CPMC-CPS : résultat de la
segmentation non supervisée avec la CPMC-CPS (taux d’erreur T = 17.7%).

. Yo :1! ST e Ay

CMC-CPS, T = 16.4%

Image originale

'-th--‘rlmn-lj

PMC-PS, T =12.8% CPMC-CPS, T = 12.0%
Figure 38. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit corrélé N(0,2), N(1,4) puis
(5.43) (Image bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 16.4%),

110



Chaines de Markov couples et triplets conditionnelles

PMC-PS : résultat de la segmentation non supervisée avec la PMC-PS (taux d’erreur = = 12.8%), CPMC-CPS : résultat de la
segmentation non supervisée avec la CPMC-CPS (taux d’erreur 7 = 12.0%).

| g

o
RN A,
PMC-PS, T = 25.7%
Figure 39. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit corrélé N(0,2), N(1,4) puis
(5.43) (Image bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur = = 25.0%),
PMC-PS : résultat de la segmentation non supervisée avec la PMC-PS (taux d’erreur T = 25.7%), CPMC-CPS : résultat de la

segmentation non supervisée avec la CPMC-CPS (taux d’erreur T = 25.7%).

S
el
Image bruitée

8
PMC-PS, T = 20.9% CPMC-CPS, T =19.5%

Figure 40. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit corrélé N(0,2), N(1,4) puis
(5.43) (Image bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur = = 20.3%),
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PMC-PS : résultat de la segmentation non supervisée avec la PMC-PS (taux d’erreur = = 20.9%), CPMC-CPS : résultat de la
segmentation non supervisée avec la CPMC-CPS (taux d’erreur 7 = 19.5%).

ke *"'!:ﬁ e
& ey

Image bruitée

PMC-PS, T = 17.0% CPMC-CPS, 7 = 15.6%
Figure 41. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit corrélé N(0,2), N(1,4) puis
(5.43) (Image bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non supervisée avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 18.9%),
PMC-PS : résultat de la segmentation non supervisée avec la PMC-PS (taux d’erreur T = 17.0%), CPMC-CPS : résultat de la
segmentation non supervisée avec la CPMC-CPS (taux d’erreur T = 15.6%).

5.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre trois extensions des CMC-CPS aux modeles
markoviens conditionnels couples et triplets : la CEMC-CPS, la CSMC-CPS et la CPMC-CPS.
Nous avons montré pour chacun que 1’on pouvait calculer I’estimateur du MPM et estimer les
paramétres en non supervisé de maniére efficace et rapide. Enfin nous avons présenté une étude
de segmentations d’images pour chacun des trois modé¢les. Ceux-ci améliorent tous leur
contrepartie non conditionnelle, & savoir respectivement les HEMC-PS, les HSMC-PS et les
PMC-PS, dans le cadre de la segmentation d’image, et posent les bases d’extensions futures des
CMC-CPS a des triplets plus généraux. Comparé aux HMF et TMF ces modeles peuvent
proposer une alternative, certes un peu moins performante en moyenne, mais bien moins
colteuse en temps de calcul, leurs résultats de segmentation étant plus proches des champs
markoviens que ne le sont les chaines markoviennes classiques.
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Conclusion et Perspectives

Le but principal de ces travaux était de proposer des modéles de chaines de Markov triplets
originales, généralisant les HMC, HSMC, et HEMC. Ainsi nous avons construit deux triplets
markoviens combinant la théorie de 1’évidence pour gérer la non-stationnarité des données et
la semi-markovianité pour modéliser un temps de séjour dans un état qui ne soit pas
géométrique. Ceux-ci genéralisent a la fois les HSMC et les HEMC, qui eux-mémes sont deux
extensions des HMC. Ces derniers admettant un trés grand nombre d’applications, Il en est donc
de méme des modéles proposes, qui plus est, en non-supervisé. Enfin nous avons montré
expérimentalement I’excellent comportement des méthodes d’estimations dans le cadre de nos
modeles. En effet dans les segmentations présentées, les deux triplets peuvent améliorer
simultanément les HSMC et les HEMC, ou bien « se réduire » a 1’'un ou I’autre dans le cas ou
une seule des deux modélisations a un intérét.

Dans le cadre de la segmentation non supervisée d’images, nous avons montré que ces deux
triplets peuvent avoir de I’intérét dans des images contenant a la fois des grandes zones
homogeénes et des détails fins, ainsi que du bruit non-stationnaire. Cependant, nous avions
toujours un probleme quant a la structure du modéle de chaine pour segmenter une image.
Intuitivement, on remarque que cette structure unidimensionnelle n’est pas adaptée a I’image,
qui elle est bidimensionnelle. Au contraire, les champs de Markov cachés sont des modéles
permettant de prendre en compte un voisinage bi-dimensionnel et ils ont aussi été étendus aux
champs de Markov couples et triplets. Cependant, les calculs requis pour approcher la loi a
posteriori et estimer les paramétres dans ces modeles sont trés colteux, le phénomene empirant
lors du passage du caché au triplet. Nous avons alors congu un modele de chaine de Markov
conditionnelle, et un parcours spécifique associé, le parcours de Peano contextuel. Ces deux
éléments rassemblés permettent de prendre en compte une partie du voisinage bidimensionnel,
a savoir les plus proches voisins d’un pixel dans I’image qui ne sont plus voisins dans la chaine.
Nous avons montré que cette modélisation améliorait de maniere significative les chaines de
Markov cachées dans le cadre de la segmentation d’image, et pouvait méme concurrencer les
champs de Markov cachés dans certains cas. Finalement nous avons étendu les chaines de
Markov conditionnelles aux mode¢les couples ainsi qu’aux modeles triplets cachés, permettant
d’introduire la semi-markovianité et la théorie de 1’évidence dans celles-ci. En combinant ces
modeéles avec le parcours de Peano contextuel, nous avons observé que ceux-ci peuvent
améliorer leur contrepartie non conditionnelle dans le cadre de la segmentation d’image, tout

en posant les bases d’extensions futures a des triplets conditionnels plus généraux. Comparés
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aux champs de Markov cachés, ils peuvent proposer une alternative, certes un peu moins
performante en moyenne, mais pouvant les améliorer dans certain cas, et surtout bien moins
colteuse en temps de calcul. Enfin par rapport aux champs de Markov triplets, les chaines
triplets conditionnelles proposées ici permettent de mieux utiliser la généralité du triplet
markovien dans le cadre de la segmentation d’image, en contournant les problémes de temps
de calcul considérables qui apparaissent lorsque 1’on passe des champs de Markov cachés aux

triplets.

Les modelisations proposées ouvrent la voie a d’autres extensions, d’une trés grande
richesse. Leur potentiel intérét étant démultipli¢ par 1’excellent comportement des méthodes
d’estimations des parameétres, permettant des traitements non supervisés. En premier lieu, la
généralité des modéles de Markov triplets ouvre de nombreuses perspectives pour des travaux
futurs. En effet, il est tout a fait possible d’étendre les chaines de semi-Markov évidentielles en
rajoutant d’autres séquences aléatoires de fagon a ce que le modéle reste une chaine de Markov
triplet et il peut €tre intéressant de le faire pour s’attaquer a divers problémes rencontrés en
segmentation d’images. Si on regarde du coté des chaines de Markov triplets conditionnelles,
celles-ci n’ont pas été explorées de fond en comble, et on voit qu’il est facile de construire de
nouveaux triplets conditionnels, qui pourraient avoir un intérét pour certains problémes
complexes de segmentation. De plus le parcours de Peano classique est, avec les chaines de
Markov cachées, couples et triplets, utilisé dans de nombreuses situations telles que les images
en trois dimensions, les séquences d’images ou encore les images multi-résolutions. Ces
situations, bien plus complexes que celles présentés dans ce document, ne sont pas adaptés aux
méthodes fondées sur les champs de Markov qui deviennent bien trop couteuses en temps. Ainsi
la combinaison du parcours de Peano contextuel et des chaines de Markov triplet
conditionnelles est trés susceptible d’avoir un intérét dans ce genre de situations. Enfin les
chaines de Markov cachées ne sont pas utilisées qu’en segmentation d’image, et les différentes
modélisations proposées ici pourraient ameliorer de nombreux traitements dans les domaines
ou les chaines de Markov cachées sont utilisees.
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Annexes

A. Normalisation de la loi de chaine de Markov évidentielle

Pour fixer les idées, nous allons regarder une simple chaine de Markov évidentielle (EMC),
sans, dans un premier temps, introduire de version bruitée de celle-ci. Soit X = (X3, ..., Xy ) un
processus aléatoire qui prend ses valeurs a partir d’'un ensemble fini de classes Q =
(wq, ..., wx). Notons 22 I’ensemble puissance de Q et 2@ ’ensemble puissance de (QV).
Introduisons un deuxiéme processus aléatoire La séquence aléatoire U = (Uj, ..., Uy) a valeur
dans 2. Définissons par ailleurs m comme une masse de Dempster-Shafer sur (2?)" de telle

sorte que :
N-1
MGt ooy ty) = M) | |Gt fitn) (4.1
i=1

Nous prendrons m nulle sur 2@% /(29N . Cela signifie que pour toutn =1,..,N —1 et
U, €22, Upy 1 = M(Upyq|u,) est une masse de Dempster-Shafer sur 22, La distribution d’une
EMC est une distribution de Markov obtenue par la normalisation de la fonction ¢ définie sur
QN x (2N telle que :

N-1
QD(X, u) = 1_[ Pn (xn' Up) Xn+1, un+1) (A 2)
n=1
Ou
©1(x1, U, X3, Up) = 1{(x1,x2)€u1Xuz}m(ul)m(uz luq) (A.3)

Vn € [2, N — 1]1 Pn (xn' Up) Xn+1s un+1)
= 1{xn+1€un+1}m(un+1 Iun) (A 4)

Pour simplifier, posons v, = (x,u,). Les probabilités p(v;) et les transitions p(Vy41|vn)

d’une EMC obtenue avec (4. 1) -( A.4) sont calculées avec les récursion « backward » [26].

En posant :
Bn(vy) =1
Brn) = ) 0n (s V2)Bies (V) (4.5)
Un+1
Nous avons :
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plr) = Bfﬁé(ggcl,ua (4.6)
P(Vns1|vy) = (p"(v”'vzg(lﬁ“(v"“) (A.7)
Ainsi :
P = g e 4
Et:
() = Mt TG ) () o)

Zvn+1 1{xn+1eun+1}m(un+1 |un)ﬁr’;+1 (Vn+1)

On peut remarquer que pour n = 2, ..., N, @, (v, v,4+1) ne dépend pas de x,, d’apres (A.4). Et
donc B, (v,) ne dépend pas non plus de x,, d’apres (A.5). (A.8) et (A.9) peuvent alors s’écrire

de la maniére suivante :

1{X1Eu1}m(u1) Zuz m(uz |u1)ﬁ; (vz) ZXZ 1{x2€u2}

p(v,) = . (4.10)
! Zul le 1{x1€u1} m(ul) ZU,Z m(uz |u1)ﬁ2 (UZ) ZX’Z 1{XZE'LL2}
1[xn+1eun+1]m(un+1|un)[))7*1+1(vn+1)
P(Wnyrlvn) = - (A.11)
Zun+1 m(un+1 |un)ﬁn+1(vn+1) an+1 1[xn+1eun+1]
La derniere remarque est la suivante :
Vi € [LN], ) T =l (4.12)
Xn
L’opérateur |. | dénotant le cardinal d’un ensemble.
Pour finir on va multiplier (A4.11) par % et (A.12) par %, uy; # {0}, upyq1 # {0}, pour
1 n+1
obtenir :
lug Im(uy) Zu2|u2 Im(uz|ug)p; (v2) 1oy ey
p(vy) = ; (A.13)
Zu1|u1|m(u1) 2u2|u2|m(u2 lu) B3 (v2) luq |
_ Iun+1|m(un+1|un)ﬁr*1+1(vn+1) 1{xn+1eun+1}
P(Wnialvn) = p (A.14)
Zunﬂ M(Uny1|tn) Brr1 (Vne1) [Unsal |t 41l
1 euq} [uqlm(uy) T, luzlm(Us [Ug) B3 (v2) L r1€untq}
L t 1=U1 2 n+1s¥n+1
s T il 0 T hualmun) Suplunm(Ua U B e :

[un+1lm(Uns1|Un)BrsiWni1)
Supsr MUn+1[Un)Brss Wnt )l

sont bien des lois de probabilités, en particulier, tous somment

a 1. On obtient donc a la fin :
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p(v1) = p(u)p(x1uy)
P(Wni1lvn) = p(unslun)p(nysiltng)
Ce qui conclut notre démonstration.
B. Démonstration du lemme 4.1
Lemme 4.1

Soit Z = (Z4, ..., Zy) une chaine stochastique prenant ses valeurs dans un ensemble fini Q.
Alors :

- Z est markovien si et seulement s’il existe N — 1 fonctions ¢, , ..., y_; de Q2 vers R*
telles que :

p(@) o | [ oz z0en) 3.1

avec o exprimant la relation de proportionnalité.
- Si (B.9) est vérifiée, la probabilité initiale p(z;) et les transitions p(z,4112,)
s’expriment en fonction des ¢4 , ..., @y_, de la maniere suivante :

p(zy) = B1(z1)
VX, Bi(z)

Pn (Zn' Zn+1)ﬁn+1 (Zn+1)

Bn(z2)

ou B1(z,), ..., By(zy) sont calculées a partir des récursions rétrogrades (« backward »)

Pourn=1,..,N—1, p(zy41lz,) = (B.2)

Bn(zy) =1
Bn(zn) = z On+1(Zns Zns1) Bry1 (Znsr) (B.3)

Zn+1

- Une fois p(z,) et p(z,4112z,) données, chaque p(z,) peut étre calculé a partir des
récursion progressive (« forward ») :

VR € 12, NLp() = ) p(znlzn Pz 1) (B.4)
Zn
Preuve
1. Soit Z=(Z,,..,Zy) une chaine de Markov : p(z,..,zy) =

p(z1)p(2;| z1)p(23] z3) ...p(zN| Zy—1) - Alors (B.1) est verifiée en posant ¢(z,2,) =
p(z)p(z2| 21), 92(22,23) = p(23]| 22), ..., Pn-1(Zn-1,2N) = P(Zn| ZN-1).
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2. Inversement, soit p(zy,..,zy) Vérifiant (B.1), alors p(zy,..,zy) =
K@,(z4,22) ... on_1(Zy_1,2Zy), K €tant une constante, ce qui implique que pour toutn = 1,
..., N —1nousavons:

(Z |Z P ) — p(Z1, ""ZnIZn+1)
P\Zn+1121, -y Zn p(zl, ---;Zn)
Z(zn+2,...,zN,) ©1(21,22) oo 90 (Zn, Zn 1) P1(Zns1s Zns2) - On-1(Zn-1,2ZN)

Z(zn+1,zn+2,...,zN,) ©1(21,22) oo 90 (Z, Zn 1) P11 (Zns1 Zns2) - On-1(Zn-1,2ZN)

Zn, Z Zni1, Z e On_1(Zn_1,2Z
_ ¢n(zy n+1)2(zn+2,...,zN,)(pn+1( nt1r Zn+2) - On-1(Zn-1,ZN) = p(z4uilz,)  (B.5)

Z(zn+1,zn+2,...,zN,) On(Zn, Zns1) Pnt1(Zns1 Zniz) - On-1(2Zn-1,2Zy)

ce qui montre que p(zy, ..., zy) est de Markov.

Par ailleurs, posons f,(z,) = Xz, 1.204028) Pn(Zns Zn1) - ©n-1(Zy-1, Zy) pour tout
n=1, .., N—1 . D’une part, nous pouvons remarquer que pf,(z,) =
Yznes Pn(Zns Zns1) Pns1(Zny1) - D’autre part, selon (B.5), nous avons p(zp.il|z,) =

Pn(ZnZn+1)Bn+1(Zn+1) B1(z1)

Bn(zn) Yzq B1(z1)’
preuve.

.Comme p(z,) = (B.2) et (B.3) sont vérifiées, ce qui termine la
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corréelé NO,2, N(1,4) puis (5.43) (Image bruitee). CMC-CPS : résultat de la segmentation non
supervisee avec la CMC-CPS (taux d’erreur T = 20.3% ), PMC-PS: résultat de la
segmentation non supervisee avec la PMC-PS (taux d’erreur T = 20.9%), CPMC-CPS :
résultat de la segmentation non supervisee avec la CPMC-CPS (taux d’erreur T = 19.5%).

Figure 41. Segmentation d’une image a deux classes (Image originale), bruitée par un bruit
corrélé N0,2, N(1,4) puis (5.43) (Image bruitée). CMC-CPS : résultat de la segmentation non
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Titre : Chaines de Markov triplets et segmentation non supervisée d’images.

Mots clés : chaines de Markov triplets, segmentation non supervisée d’images, balayage de Peano
contextuel, chaines de semi-Markov cachées, données non stationnaires, théorie de 1’évidence.

Résumé : Les chaines de Markov cachées
(HMC) sont trés utilisées pour la segmentation
bayésienne non supervisée de données discrétes.
Elles sont particuliérement robustes et, malgré
leur simplicité, elles sont suffisamment
efficaces dans de nombreuses situations. En
particulier pour la segmentation d’image,
malgré leur nature unidimensionnelle, elles sont
capables, grace a une transformation des images

bidimensionnelles en séguences
monodimensionnelles avec le balayage de
Peano (PS), de produire des résultats

satisfaisants. Cependant, dans certains cas, on
peut préférer des modeles plus complexes tels
que les champs de Markov cachées (HMF)
malgré leur plus grande complexité en temps,
pour leurs meilleurs résultats. De plus, les
modeles de Markov cachés (les chaines aussi
bien que les champs) ont été étendus aux
modéles de Markov couples et triplets, qui
peuvent étre intéressant dans des cas plus
complexes. Par exemple, lorsque le temps de
séjour n’est pas géométrique, les chaines de
semi-Markov cachées (HSMC) ont tendance a
étre plus performantes que les HMC, and on
peut dire de méme pour les chaines de Markov
évidentielles cachées (HEMC) dans le cas de
données non-stationnaires. Dans cette thése,
nous proposons dans un premier lieu une
nouvelle chaine de Markov triplet (TMC), qui
étend simultanément les HSMC et les HEMC.
Basée sur les chaines de Markov triplets
cachées (HTMC), la nouvelle chaine de semi-
Markov évidentielle cachée (HESMC) peut étre
utilisée de maniére non supervisée, les
parametres étant estimés avec 1’algorithme
Expectation-Maximization (EM). Nous validons
I’intérét d’un tel modéle grace a des expériences
sur des données synthétiques. Nous nous
intéressons  ensuite  au  probleme  de
I’unidimensionnalité des HMC avec PS dans le
cadre de la segmentation d’image, en
construisant le balayage de Peano contextuel
(CPS).

Il consiste & associer a chaque indexe dans le
HMC obtenu a partir du PS, deux observations
sur les pixels qui sont voisins du pixel en
question dans 1’image considérée, mais qui ne
sont pas voisins dans la HMC. On obtient donc
trois observations pour chagque point du
balayage de Peano, ce qui induit une nouvelle
chaine de Markov conditionnelle (CMC) avec
une structure plus complexe, mais dont la loi a
posteriori est toujours markovienne. Ainsi, nous
pouvons appliquer la méthode classique
d’estimation des paramétres ’algorithme
Stochastic Expectation-Maximization (SEM),
ainsi qu’étudier la segmentation non supervisée
obtenue avec [I’estimateur du mode des
marginales a  posteriori  (MPM). Les
segmentations supervisées et non supervisées
par MPM, basées sur la CMC avec CPS, sont
comparés aux HMC avec PS et aux HMF a
travers des expériences sur des images
synthétiques. Elles améliorent de maniere
significative les premiéres, et peuvent méme
étre compétitives avec ces derniers. Finalement,
nous étendons les CMC-CPS aux chaines de
Markov couples conditionnelles (CPMC) et a
deux chaines de Markov triplets particuliéres :
les chaines de Markov évidentielles
conditionnelles (CEMC) et les chaines de semi-
Markov conditionnelles (CSMC). Pour chacune
de ces extensions, nous montrons qu’elles
peuvent améliorer de maniére notable leur
contrepartie non conditionnelle, ainsi que les
CMC-CPS, et peuvent méme &tre compétitives
avec les HMF. Par ailleurs, elles permettent de
mieux utiliser la généralité du triplet markovien
dans le cadre de la segmentation d’image, en
contournant les problémes de temps de calcul
considérables qui apparaissent lorsque 1’on
passe des champs de Markov cachés aux
triplets.
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Title : Triplet Markov chains and unsupervised image segmentation.

Keywords : triplet Markov chain, unsupervised image segmentation, contextual Peano scan, hidden
semi-Markov chains, non-stationary data, theory of evidence.

Abstract : Hidden Markov chains (HMC) are
widely used in unsupervised Bayesian hidden
discrete data restoration. They are very robust
and, in spite of their simplicity, they are
sufficiently efficient in many situations. In
particular for image segmentation, despite their
mono-dimensional nature, they are able,
through a transformation of the bi-dimensional
images into mono-dimensional sequences with
Peano scan (PS), to give satisfying results.
However, sometimes, more complex models
such as hidden Markov fields (HMF) may be
preferred in spite of their increased time
complexity, for their better results. Moreover,
hidden Markov models (the chains as well as
the fields) have been extended to pairwise and
triplet Markov models, which can be of interest
in more complex situations. For example, when
sojourn time in hidden states is not geometrical,
hidden semi-Markov (HSMC) chains tend to
perform better than HMC, and such is also the
case for hidden evidential Markov chains
(HEMC) when data are non-stationary. In this
thesis, we first propose a new triplet Markov
chain (TMC), which simultaneously extends
HSMC and HEMC. Based on hidden triplet
Markov chains (HTMC), the new hidden
evidential semi-Markov chain (HESMC) model
can be wused in unsupervised framework,
parameters being estimated with Expectation-
Maximization (EM) algorithm. We validate its
interest through some experiments on synthetic
data. Then we address the problem of mono-
dimensionality of the HMC with PS model in
image segmentation by introducing the
“contextual” Peano scan (CPS).

It consists in associating to each index in the
HMC obtained from PS, two observations on
pixels which are neighbors of the pixel
considered in the image, but are not its
neighbors in the HMC. This gives three
observations on each point of the Peano scan,
which leads to a new conditional Markov chain
(CMC) with a more complex structure, but
whose posterior law is still Markovian.
Therefore, we can apply the usual parameter
estimation method: Stochastic Expectation-
Maximization (SEM), as well as study
unsupervised segmentation Marginal Posterior
Mode (MPM) so obtained. The CMC with CPS
based supervised and unsupervised MPM are
compared to the classic scan based HMC-PS
and the HMF through experiments on artificial
images. They improve notably the former, and
can even compete with the latter. Finally, we
extend the CMC-CPS to Pairwise Conditional
Markov (CPMC) chains and two particular
triplet conditional Markov chain: evidential
conditional Markov chains (CEMC) and
conditional semi-Markov chains (CSMC). For
each of these extensions, we show through
experiments on artificial images that these
models can improve notably their non
conditional counterpart, as well as the CMC-
CPS, and can even compete with the HMF.
Beside they allow the generality of Markovian
triplets to better play its part in image
segmentation, while avoiding the substantial
time complexity of triplet Markov fields.
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