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Titre : Théorie cinétique non linéaire des ondes plasma électroniques et application à la diffusion Raman

stimulée

Mots clés : Système Vlasov-Poisson, ondes plasma électroniques non linéaires, diffusion Raman sti-

mulée, fusion par confinement inertiel.

Les travaux présentés dans cette thèse s’ins-

crivent dans un effort à long terme sur la description

cinétique des ondes plasma électroniques (EPW),

croissant à un taux beaucoup plus petit que la fré-

quence plasma. C’est le cas des ondes créées par dif-

fusion Raman stimulée (SRS) dans les expériences

de fusion par confinement inertiel, l’étude de l’inter-

action laser-plasma dans de telles expériences étant

une des motivations premières de la thèse. Grâce aux

résultats que nous avons obtenus, couplés à ceux

de précédents travaux, nous pouvons désormais dé-

crire complètement, et de manière très précise, les

propriétés d’une onde plasma électronique créée par

SRS, depuis le moment où elle croît à partir du

bruit thermique jusqu’au moment où elle se brise.

Nous avons ainsi calculé de manière auto-cohérente

la fonction de distribution électronique, le décalage

non linéaire en fréquence de l’onde plasma, ainsi

que ses potentiel scalaire et vecteur. La connais-

sance de cette dernière quantité nous a permis de

déduire le champ magnétique créé par une onde

plasma non linéaire, qui n’est donc pas purement

électrostatique. De plus, en montrant que la relation

de dispersion non linéaire n’admettait pas de solu-

tion au-delà d’une certaine amplitude, nous avons

pu donner une borne supérieure à la limite de wave

breaking pour une onde plasma électronique. Les

résultats obtenus sur le décalage en fréquence non

linéaire et sur la limite de wave breaking ont été uti-

lisés pour simuler la SRS à l’aide d’un code basé sur

un tracé de rayons non linéaire. Cela nous a permis

de calculer très précisément, et environ 107 fois plus

vite qu’avec un code Particle In Cell, le spectre des

modes transverses de l’EPW, dans le cas où elle ré-

sultait de la SRS d’une onde laser focalisée dans le

plasma. Enfin, dans un dernier temps, nous avons

étudié la stabilité des ondes plasma que nous avons

décrites. Nous avons tout d’abord résolu, pour la

première fois, la théorie exacte de l’instabilité des

particules piégées. Nous avons montré que, dans le

cas d’une fonction de distribution lisse, le spectre

des modes instables calculé théoriquement était en

excellent accord avec celui déduit de simulations ci-

nétiques de type Vlasov. De plus, nous avons mis

en évidence la difficulté de traiter, à la fois théori-

quement et numériquement, le cas d’ondes croissant

très lentement, à cause de la variation abrupte de la

fonction de distribution électronique près de la sépa-

ratrice. Nous indiquons alors les pistes de recherche

à poursuivre pour surmonter cette difficulté.
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The results derived in this thesis are part of a

long-term research activity on the kinetic description

of nonlinear electron plasma waves (EPW) growing

at a rate much smaller than the plasma frequency.

EPW’s resulting from stimulated Raman scattering

(SRS) in laser fusion experiments are such slowly

growing waves, and laser-plasma interaction in such

experiments is one of the main motivations of the

work presented in this dissertation. Thanks to the

results derived in this thesis, the EPW’s nonlinear

properties may now be described from the moment

when these waves grow from thermal noise up to the

time when they break. Indeed, we provided a self-

consistent derivation of the nonlinear electron dis-

tribution function, the nonlinear frequency shift of

the wave, and its scalar and vector potentials. From

the knowledge of the latter quantity, we could derive

the magnetic field generated by the nonlinear EPW,

which is therefore not electrostatic. Moreover, we

showed that no solution to the nonlinear dispersion

relation could exist beyond a maximum amplitude,

which allowed us to derive an upper bound for the

wave breaking limit. This result, together with that

on the nonlinear frequency shift, was used in a code

based on nonlinear ray tracing to simulate SRS. This

allowed us to derive very accurately, and about 107

times faster than with a Particle In Cell code, the

EPW transverse spectrum, when this wave resul-

ted from the SRS of a laser wave focused inside

the plasma. Finally, we addressed the stability of

the wave we described theoretically. We first solved,

for the first time, the exact theory for the trapped

particles instability. For a smooth enough distribu-

tion function, we showed that the spectrum of uns-

table modes derived theoretically was in very good

agreement with that derived from kinetic simula-

tions using a Vlasov code. Moreover, we pointed

out the difficulty in addressing, both theoretically

and numerically, the stability of a very slowly gro-

wing wave, because of the abrupt variations of the

distribution function close to the separatrix. This let

conclude on the future research activity to pursue in

order to overcome this difficulty.
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1
Introduction

1.1 Motivations

Les travaux présentés dans ce manuscrit de thèse sont motivés par la volonté
d’obtenir, de la manière la plus efficace possible, des réactions de fusion thermo-
nucléaire par confinement inertiel à l’aide d’un laser. Ils s’inscrivent donc dans le
cadre des études menées à la Direction des Applications Militaires du Commissariat
à l’Énergie Atomique et aux Énergies Alternatives (CEA/DAM) autour des expé-
riences de fusion réalisées à l’aide du Laser Mégajoule (LMJ) [Ebrardt & Chaput
(2010)]. De manière très simplifiée on essaie, à l’aide d’un laser, de comprimer une
bille de Deuterium-Tritium (D-T) cryogénique de manière à obtenir un point central
suffisamment chaud pour initier les réactions de fusion,

D + T→4He(3.56MeV) + n(14.03MeV). (1.1)

Dans le schéma d’attaque indirecte, actuellement privilégié sur le LMJ mais aussi
aux États-Unis sur le National Ignition Facility (NIF) [Lindl et al. (2004)], les fais-
ceaux laser ne sont pas dirigés directement sur la cible mais sur les parois d’une
cavité dans laquelle on a placé la bille de D-T. L’énergie laser est alors convertie
en un bain de rayons X, ce qui permet une irradiation très uniforme du D-T, indis-
pensable à une compression efficace. La figure 1.1 illustre le principe de l’attaque
indirecte sur le NIF. Malheureusement, sous l’effet du rayonnement, les parois de
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12 1. Introduction

Figure 1.1 – Représentation schématique du NIF dans le cas d’une expérience
d’attaque indirecte. Les lignes ondulées illustrent le rayonnement X résultant de
l’interaction des faisceaux laser avec les parois de la cavité.

la cavité se détendent jusqu’à pouvoir atteindre les trous d’entrée laser. Pour que
cela n’arrive pas trop vite et n’empêche purement et simplement les faisceaux laser
d’entrer dans la cavité, on remplit cette dernière d’un gaz tampon. En conséquence,
avant même de pouvoir être utilisé pour la fusion, le rayonnement laser doit traver-
ser environ un centimètre du plasma résultant de l’ionisation quasi instantanée du
gaz tampon. Cela peut donner lieu à des phénomènes très pénalisants pour la fu-
sion, comme la rétrodiffusion d’une partie de l’énergie laser incidente qui n’est alors
plus disponible pour l’implosion de la cible, la perte de la symétrie d’irradiation, le
préchauffage de la cible de D-T, ou encore la filamentation des faisceaux laser. En
particulier, une forte réflectivité de l’ordre de plusieurs dizaines de pourcents et la
perte de la symétrie d’irradiation ont clairement été observées lors des premières ex-
périences sur le NIF [Moody et al. (2010); Meezan et al. (2010)]. L’éventualité de tels
effets a été comprise très tôt, ce qui a motivé l’étude de l’interaction laser-plasma,
a priori fort éloignée de l’étude de la fusion à proprement parler, et rendue néces-
saire par un mécanisme assez banal de détente de paroi. Néanmoins, l’interaction
laser-plasma donne lieu aux effets physiques les plus difficiles à comprendre dans le
cadre de la fusion inertielle, et ils sont à l’heure actuelle loin d’être correctement
modélisés. Ainsi, la récente expérience sur le NIF ayant permis d’atteindre pour la
première fois l’ignition [Abu-Shawareb et al. (2022)], a été conçue avec le souci de
limiter le plus possible l’interaction laser-plasma. En particulier, on a utilisé des plus
grandes cavités et des impulsions plus courtes que dans les premières expériences, de
manière à pouvoir utiliser une faible densité de gaz tampon (0.3 mg/cm3 d’Helium
au lieu d’environ 1 mg/cm3 lors des premières expériences). Néanmoins, il n’existe
actuellement pas de méthode permettant d’indiquer de manière fiable ce que serait
l’optimum en matière de remplissage de cavité pour éviter les problèmes posés par
l’interaction laser-plasma. Ainsi, sur le NIF, l’ignition a été obtenue de manière es-
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sentiellement empirique, au travers d’expériences dont la reproductibilité n’est pas
parfaite (l’expérience du 8 août 2021 [Abu-Shawareb et al. (2022)] ayant donné le
meilleur rendement n’a, à ce jour, pas été reproduite). Il serait donc extrêmement
utile de disposer d’un outil numérique permettant d’améliorer la prise en compte de
l’interaction laser-plasma, et ainsi d’aider au dimensionnement des expériences de
fusion. Cela peut d’ailleurs s’avérer encore plus crucial sur le LMJ que sur le NIF,
puisqu’on n’y disposera pas exactement de la même énergie. C’est ce qui a motivé
les travaux menés au CEA/DAM autour de l’interaction laser-plasma, dans lesquels
s’inscrit cette thèse.

Avant d’entrer dans le détail des résultats que nous avons obtenus, il nous semble
donc utile de décrire de manière succincte l’interaction laser-plasma, en essayant
tout d’abord de donner une définition d’un plasma et d’un laser. Commençons par
le plasma, que l’on définira comme le quatrième état de la matière, par opposition
aux états solide, liquide ou gazeux. Dans un solide, les atomes oscillent essentielle-
ment autour de positions fixes. Si on apporte de l’énergie à un solide, par exemple
sous forme de chaleur, il peut passer à l’état liquide, et les atomes ou molécules
peuvent en quelque sorte glisser les uns sur les autres. Avec encore plus d’énergie on
passe à l’état gazeux où les atomes ou molécules ont des trajectoires quasi libres et
totalement désordonnées. Si on apporte encore plus d’énergie à un gaz, on peut pas-
ser à l’état de plasma. La structure d’atome ou de molécule encore présente dans un
gaz disparaît, un plasma étant un milieu presque totalement ionisé (en tout cas pour
les plasmas créés dans les expériences de fusion). Ainsi, dans un plasma à l’équilibre
thermodynamique, les trajectoires des ions et des électrons sont essentiellement des
suites quasi erratiques de segments de droite, comme illustré sur la figure 1.2 (a). La
répartition des particules dans un plasma n’est cependant pas aléatoire, puisque cela
ne permettrait pas l’écrantage de Debye. Les électrons sont plus nombreux au voi-
sisnage des ions, sans pour autant être totalement liés à eux comme dans un atome.
En ce sens, le plasma apparaît comme un état de la matière plus désordonné que
l’état solide, liquide ou gazeux. A l’inverse, un laser est le système le plus ordonné
que l’on sache créer, à l’exception peut-être des condensats de Bose-Einstein. En
effet, un laser parfait serait composé d’une collection de photons oscillant comme
un seul homme à la même fréquence et se propageant tous dans la même direction 1.
Lorsque le laser interagit avec le plasma, il induit dans ce dernier une certaine ré-
gularité sous la forme d’oscillations, qui peuvent être transverses ou longitudinales
(par rapport à la direction de propagation du laser). Ces dernières ne se font pas à la
fréquence du laser, mais à une fréquence caractéristique du plasma, que l’on nomme

1. Dans le cas des expériences de fusion, cette régularité est en général trop importante, et l’on essaie de briser
la cohérence spatiale et temporelle du laser en jouant sur sa phase. Le but est de réduire certains des effets néfastes
liés à l’interaction laser-plasma. C’est tout l’enjeu du lissage spatial d’y arriver de la meilleure façon possible. Cela
constitue un champ d’étude important, que nous ne détaillerons cependant pas ici, parce qu’il est trop éloigné du
sujet de la thèse.
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14 1. Introduction

Figure 1.2 – (a) Trajectoires électroniques dans un plasma avant toute interaction
avec le laser. (b) Trajectoires après que le laser ait induit une onde plasma élec-
tronique de grande amplitude, tracées dans le référentiel de l’onde. En rouge sont
représentées les trajectoires des particules dites piégées.

tout naturellement la fréquence plasma, ωpe =
√
n0e2/mε0, n0 étant la densité élec-

tronique, −e la charge de l’électron, m la masse d’un électron, et ε0 la constante
diélectrique du vide. Plus précisément, les oscillations électroniques se font à une
fréquence proche de ωpe, et le calcul de cette fréquence, notamment dans un régime
non linéaire, constitue une partie importante du travail présenté dans cette thèse.
Les ions étant trop lourds pour osciller à ωpe, le mouvement électronique crée un
champ de séparation de charges, qui peut se propager dans le plasma. On obtient
alors ce qu’on appelle une onde plasma électronique (EPW), dont l’étude en régime
non linéaire constitue l’essentiel de cette thèse. Comme on peut le voir clairement
sur la figure 1.2 (b), les amplitudes des oscillations électroniques peuvent être très
différentes d’un électron à un autre. Par ailleurs, on peut aussi voir en rouge des
trajectoires ne variant que de manière limitée dans la direction de propagation du
laser. En une dimension, les électrons correspondants seraient piégés dans le poten-
tiel de l’onde et, par abus de langage, on désignera par la suite de tels électrons sous
le terme d’électrons piégés. La variété des trajectoires illustrées sur la figure 1.2 (b),
notamment la différence flagrante entre celles des électrons piégés et celles des non
piégés, montre clairement que, pour étudier une EPW en régime non linéaire, on ne
pourrait pas simplement caractériser le plasma par sa vitesse moyenne, comme on le
ferait dans une approche fluide. Il est donc nécessaire de s’intéresser à la distribution
des vitesses et d’adopter, au moins, ce qu’on appelle une approche cinétique. C’est
ce qui sera fait dans cette thèse.

Le laser incident peut être diffusé (et en particulier rétrodiffusé) par l’onde plasma
électronique, ce qui constitue la diffusion Raman stimulée (SRS), que l’on décrira
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plus précisément dans le paragraphe 1.2.1. La SRS peut se voir comme une instabilité
de décomposition, l’onde laser incidente se décomposant en une onde diffusée et en
une onde plasma. On pourrait aussi dire qu’un photon incident se décompose en
un photon diffusé et en un plasmon, c’est-à-dire une excitation élémentaire d’une
EPW, dont on donnera une définition plus précise dans le paragraphe 2.2. Nous
reviendrons en effet plusieurs fois sur la SRS dans ce manuscrit, puisque les travaux
effectués durant la thèse ont été fortement motivés par la volonté de contribuer
à la modélisation cinétique non linéaire de la diffusion Raman stimulée. Notons
néanmoins, dès à présent, que la SRS n’est efficace que si les conditions de résonance
Eqs. (1.2) et (1.3) sont vérifiées, comme expliqué au paragraphe 1.2.1.

Lorsque la densité électronique est telle que la fréquence plasma est égale à la
fréquence du laser incident (c’est-à-dire lorsque la densité électronique vaut ce qu’on
nomme la densité critique), un photon incident se décompose plutôt en deux plas-
mons, ce que l’on désigne tout naturellement par le terme d’instabilité à deux plas-
mons.

Il existe bien d’autres phénomènes associés à l’interaction laser-plasma. Il serait
vain, et hors du cadre de la thèse, d’essayer d’en dresser une liste exhaustive. Notons
néanmoins ceux qui sont généralement les plus cités.

En interagissant avec le plasma, le laser peut aussi induire des oscillations lon-
gitudinales quasi neutres, impliquant de manière conjointe les ions et les électrons.
Ces oscillations partagent donc une certaine similarité avec celles des atomes ou des
molécules produisant des ondes sonores dans les solides, les liquides ou les gaz. De
fait, les oscillations quasi neutres dans un plasma donnent lieu à des ondes acous-
tiques, de relation de dispersion ω ≈ kcs (sauf lorsque k ≈ 0), cs étant appelée la
vitesse du son pour le plasma considéré. Le laser incident peut aussi être diffusé
(et même généralement rétrodiffusé) par les ondes sonores, ce qui donne lieu à de
la diffusion Brillouin stimulée (SBS). De même que la SRS, la SBS n’est efficace
que si les conditions de résonance Eqs. (1.2) et (1.3) sont vérifiées, où ω et k sont
maintenant la fréquence et le nombre de l’onde sonore.

Clairement, les rétrodiffusions Brillouin et Raman diminuent l’énergie disponible
pour comprimer la bille de D-T, ce qui est pénalisant pour la fusion. De plus, comme
on peut le voir sur la figure 1.1, l’énergie laser est répartie selon des cônes, auxquels
on attribue une énergie bien déterminée de manière à obtenir une bonne symétrie
d’irradiation. Or, les rétrodiffusions n’étant pas les mêmes sur chaque cône, la SRS
et la SBS peuvent briser la symétrie d’irradiation. Cette dernière peut aussi être
dégradée de manière plus sévère par échange d’énergie entre faisceaux (CBET) près
du trou d’entrée laser. Le transfert d’énergie d’un faisceau à un autre est médié par
des ondes sonores, de sorte que le CBET peut être rapproché de la SBS. En consé-
quence, il n’est efficace que si les conditions de résonance Eqs. (1.2) et (1.3) sont
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vérifiées (dans le référentiel de l’onde sonore), où ωl et ωs correspondent mainte-
nant aux fréquences de deux ondes laser qui se croisent (de même pour les nombres
d’onde). On peut donc jouer sur les conditions de résonance en imposant un déca-
lage en fréquence, ∆λ, aux divers faisceaux laser, de manière à favoriser ou pénaliser
le CBET. Cela permet d’induire l’échange d’énergie entre faisceaux que l’on désire
pour, par exemple, compenser la perte de symétrie induite par SRS ou SBS. L’amé-
lioration de la symétrie d’implosion en modifiant la valeur de ∆λ a clairement été
observée sur le NIF [Kyrala et al. (2011)]. Actuellement, la valeur optimale de ∆λ
est obtenue de manière empirique, en enchaînant diverses expériences, et un ou-
til numérique permettant de faciliter l’obtention de cette valeur optimale serait, là
encore, bienvenu.

Par ailleurs, le champ laser exerce une pression de radiation qui crée un creu-
sement de densité, modifiant ainsi l’indice de réfraction du plasma en fonction de
l’intensité laser, ce qui peut mener à la filamentation des faisceaux.

Pour modéliser correctement l’interaction laser-plasma, il faudrait être capable de
prendre au moins en compte tous les effets qui viennent d’être mentionnés. Ce n’est
pas forcément difficile (voir paragraphe 3.4) à condition de considérer qu’un effet
n’influe sur un autre qu’au travers des altérations qu’il impose à l’éclairement laser.
Néanmoins, la SBS induit une modulation régulière à la densité de plasma, ce qui
confère à une EPW naissant dans un tel plasma un caractère d’onde de Bloch. Elle
peut alors être localisée par un effet semblable à la localisation d’Anderson [Escande
& Souillard (1984); Doveil et al. (1992)], et son amortissement Landau [L.D.Landau
(1946); Mouhot & Villani (2011); Elskens & Escande (2003)] peut être significative-
ment supérieur à celui associé à une onde progressive [Curtet & Bonnaud (1999)].
Dans cette thèse, nous n’étudierons pas de tels effets, et les ions seront considérés
comme un fond neutralisant, dont la densité peut néanmoins varier dans le temps
et l’espace.

Notons enfin que le champ d’application des résultats décrits dans ce manuscrit
va bien au-delà de l’interaction laser-plasma dans le cadre de la fusion inertielle. En
effet, le point central de la thèse est la description cinétique non linéaire des ondes
plasma électroniques, qui interviennent dans de nombreux domaines de la physique
des plasmas. Ainsi, même si nous ne les abordons pas explicitement dans cette thèse,
nous pouvons néanmoins mentionner divers champs d’application possibles. En par-
ticulier, nous calculons explicitement la deformation non linéaire de la fonction de
distribution électronique sous l’effet de l’EPW, ce qui est un point crucial pour
comprendre la production d’électrons suprathermiques dans les ceintures de Van
Allen [Artemyev et al. (2013)]. Nos résultats s’appliquent aussi à la description non
linéaire de l’instabilité faisceau-plasma, qui est omniprésente en physique des plas-
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mas, notamment en astrophysique (voir [Bret et al. (2008)] et les références qui y
sont citées). Enfin, un des résultats essentiels de la thèse est le calcul auto-cohérent
de la fonction de distribution et du potentiel électrostatique (ainsi que du potentiel
vectoriel, comme on le verra dans le chapitre 2). Or, le même type de problème
apparaît en cosmologie en ce qui concerne les propriétés de la matière noire [Rampf
(2021)], le potentiel électrostatique étant simplement remplacé par le potentiel gra-
vitationnel. Un des articles de référence sur le sujet [Zeldovich (1970)] est d’ailleurs
l’équivalent gravitationnel de l’article de Dawson [Dawson (1959)] que nous discute-
rons en détail au paragraphe 3.2.2. Les travaux présentés dans cette thèse dépassent
donc le cadre, déjà large, de la physique des plasmas.
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1.2 Diffusion Raman stimulée comme un miroir qui se déforme
et qui se brise

Bien que nos travaux pourraient être poursuivis dans bien des directions diffé-
rentes, nous nous sommes focalisés, durant cette thèse, sur les EPW dont les carac-
téristiques sont proches de celles produites par diffusion Raman stimulée, lors des
expériences de fusion par confinement inertiel. En effet, comme indiqué au para-
graphe 1.1, nos travaux sont fortement motivés par la modélisation cinétique non
linéaire de la SRS. Il nous semble donc utile d’expliquer, de manière très qualita-
tive, ce qu’est la diffusion Raman stimulée et, surtout, les résultats que nous avons
obtenus en ce qui concerne son développement en régime non linéaire. Nous em-
ployons ici un langage très imagé, dont l’équivalent mathématique sera donné au
paragraphe 1.3. Quant aux résultats que nous décrivons ici de manière très qualita-
tive, nous les quantifierons de manière très précise tout au long du manuscrit.

1.2.1 Mécanisme de la diffusion Raman stimulée
La diffusion Raman stimulée est un phénomène physique pouvant exister dans

n’importe quel milieu, dès qu’une onde laser s’y propage.
De manière générale, en se propageant, une onde laser de fréquence ωl et de

nombre d’onde ~kl peut se coupler de manière non linéaire au bruit électromagnétique
ambient, qui peut résulter des fluctuations thermiques dans le cas d’un plasma,
ou même des fluctuations du vide dans un milieu à basse température. Le bruit
électromagnétique peut être modélisé comme un large bain d’ondes, dont on notera
de manière générale les fréquences ωB, et les nombres d’onde ~kB. Une non linéarité
quadratique va alors produire toutes les fréquences ωl−ωB et leurs nombres d’onde
associés ~kl − ~kB. Il y a diffusion Raman stimulée lorsque, pour une paire de valeurs
de ωB et ~kB, que l’on notera ωs et ~ks, on va produire un signal correspondant à un
mode propre du milieu. Dans un plasma, cela arrive lorsque le densité est inférieure
au quart de la densité critique. Dans ce cas, ωl − ωs et ~kl − ~ks correspondent à la
fréquence ω et au nombre d’onde ~k d’une onde plasma électronique. Dans d’autres
milieux, par exemple dans les gaz, la condition serait que ~(ωl−ωs) corresponde à la
différence d’énergie entre deux niveaux atomiques ou moléculaires. Étant excité à une
fréquence de résonance, le milieu dans lequel se propage l’onde laser va répondre de
manière forte en émettant une onde de milieu, par exemple une onde électronique
dans le cas d’un plasma, qui peut elle-même se coupler à l’onde laser. Par non
linéarité quadratique, on va alors produire un signal de fréquence ωl − ω = ωs et
de nombre d’onde ~kl − ~k = ~ks, qui va renforcer le bruit initial, lui-même pouvant
exciter l’onde de milieu de manière plus intense, etc. On a donc la croissance d’une
instabilité, de nature spatio-temporelle, lorsque les conditions de résonance suivantes
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sont vérifiées,

ωl = ωs + ω, (1.2)
~kl = ~ks + ~k. (1.3)

Considérons maintenant de manière plus précise la SRS dans un plasma. Notre but
ici n’est pas de dériver les équations la modélisant, ce qui nous mènerait bien au-delà
du cadre de la thèse, mais simplement d’en décrire le mécanisme. La non linéarité
quadratique menant à l’excitation de l’onde électronique est le terme ~v × ~B de la
force de Lorentz (~v étant la vitesse d’un électron et ~B le champ magnétique total).
La composante longitudinale de cette force va induire les oscillations électroniques à
l’origine du champ de séparation de charges ou, de manière équivalente, à l’origine de
la fluctuation de densité, δρ, caractérisant l’EPW. Dans le cas de la SRS, on montre
assez facilement que la vitesse électronique transverse (à la direction de propagation
du laser) induite par le champ électromagnétique vaut

δ~v⊥ = e ~A/m, (1.4)

où ~A est le potentiel vecteur dont dérive le champ magnétique. Ainsi, la composante
longitudinale de la force de Lorentz est proportionnelle à A2. Ici, A contient la
contribution de l’onde laser, de fréquence ωl et de nombre d’onde ~kl, mais aussi la
contribution à la fréquence ωs et au nombre d’onde ~ks de l’onde diffusée. Ainsi, si
l’on écrit A sous la forme,

A = Ale
i(~kl.~x−ωlt) + A∗se

−i(~ks.~x−ωst) + c.c., (1.5)

on voit que A2 contient le terme AlA∗sei[(
~kl−~ks)~x−(ωl−ωs)t] qui peut exciter de manière

résonante l’EPW. La fluctuation de densité δρ de l’onde plasma électronique naît
donc d’un terme proportionnel à AlA∗s, que l’on désignera dans la suite de la thèse
sous le terme de “forçage laser”.

La fluctuation de densité δρ donne lieu à un courant transverse, δ~j⊥ = δρδ~v⊥,
qui est la non linéarité quadratique renforçant l’onde diffusée. Plus précisément, si
on écrit δρ sous la forme,

δρ = δρ∗0e
−i(~k.~x−ωt) + c.c., (1.6)

alors, en utilisant les équations (1.4) et (1.5), et lorsque les conditions de résonance
Eqs. (1.2) et (1.3) sont respectées, on voit que le courant δ~j⊥ = δρδ~v⊥ contient le
terme Alδρ∗0ei(

~ks.~x−ωst) pouvant faire croître l’onde diffusée.
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Le mécanisme de la diffusion Raman stimulée est résumé sur la figure 1.3 mon-
trant clairement que le transfert d’énergie de l’onde laser incidente vers l’onde dif-
fusée est médié par l’EPW.

Onde diffusée
As

EPW
δρ

Couplage avec laser
par force de Lorentz
∝ AlA

∗
se
i(~k.~x−ωt)

Courant δj
∝ δρ∗0Ale

i(~ks.~x−ωst)

Figure 1.3 – Schéma de la boucle instable donnant lieu à la diffusion Raman sti-
mulée dans un plasma.

Dans le cas d’une rétrodiffusion, on peut alors considérer que l’onde plasma élec-
tronique joue le rôle d’un miroir, et la qualité de la rétrodiffusion dépendra de la
qualité de ce miroir, c’est-à-dire des propriétés non linéaires de l’onde plasma. C’est
ce qui motive la description non linéaire d’une EPW, qui est au cœur du sujet de la
thèse.

1.2.2 Évolution non linéaire du miroir formé par l’EPW
Comme on vient de le voir, dans le cas d’une rétrodiffusion Raman, qui est en

général le mécanisme dominant lorsque l’onde plasma électronique est peu amortie,
cette dernière se comporte comme un miroir pour l’onde laser. Dans le régime linéaire
de la SRS, c’est-à-dire lorsque la réponse des électrons à l’EPW est essentiellement
linéaire, le miroir formé par l’onde plasma est presque plan, sa courbure étant celle
des fronts de phase de l’onde laser incidente. Au fur et à mesure que l’EPW croît
par SRS, et qu’une plus grande fraction de l’énergie laser est réfléchie, le miroir
formé par l’EPW se courbe, conformément à ce qui est illustré sur la figure 1.4 de
manière schématique, et qui sera expliqué plus en détail dans le paragraphe 1.3.
En conséquence, à cause de la condition de résonance Eq. (1.3), la rétrodiffusion ne
se fait plus à 180°, mais avec un angle effectif par rapport à la direction moyenne
de propagation du faisceau laser. Nous montrerons au paragraphe 3.4 comment
quantifier cet angle, qui peut induire des déviations d’une trentaine de degrés par
rapport à la rétrodiffusion pure. Lorsque l’amplitude de l’onde plasma continue
d’augmenter avec le développement de la SRS, elle finit par se briser, c’est-à-dire
qu’elle ne peut plus être considérée comme quasi-monochromatique parce que son
spectre en nombre d’onde s’est considérablement enrichi. En utilisant la condition
de résonance, Eq. (1.3), on voit que la réflexion de l’énergie laser peut alors se faire
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Figure 1.4 – Représentation schématique de la rétrodiffusion Raman, (a) en régime
linéaire et (b) en régime non linéaire. Le trait épais noir dans les figures (a) et (b)
représente le front de phase de l’EPW, qui matérialise le miroir formé par l’onde
plasma.

dans de nombreuses directions différentes. L’EPW se comporte exactement comme
un miroir brisé, formé d’une multitude de fragments, qui ne réfléchit plus la lumière
dans une seule direction mais la diffuse dans de nombreuses directions différentes.

L’analogie avec un miroir peut encore être poussée plus loin. S’il vole en éclats
lorsqu’il se brise, un miroir libère de l’énergie cinétique, portée par ses divers frag-
ments. De même, peu après qu’une EPW se soit brisée, une grande partie de son
énergie potentielle est convertie en énergie cinétique, portée par les électrons. Les
électrons suprathermiques ainsi formés peuvent préchauffer la cible de D-T, ce qui
est un des effets délétères de la SRS sur la fusion inertielle.

Le scénario du miroir qui se déforme et qui se brise, que nous venons de décrire
qualitativement, sera décrit de manière quantitative au paragraphe 3.4, en utilisant
les résultats sur les ondes plasma électroniques obtenus au chapitre 2. Ce sera fait,
au moins, jusqu’au moment où l’EPW se brise.

La brisure de l’EPW entraîne la fin de la SRS, puisque la lumière n’est plus
réfléchie de manière cohérente, et qu’une partie substantielle de l’énergie de l’onde
plasma va aux électrons, ce qui abaisse automatiquement l’amplitude de cette onde,
qui ne peut plus réfléchir de manière efficace la lumière laser incidente. On comprend
donc que, si on sait calculer une amplitude maximale au-delà de laquelle l’onde
plasma doit se briser, on sait trouver un critère de saturation pour la SRS. C’est
un exemple direct du lien existant entre les propriétés cinétiques non linéaires d’une
onde plasma et la modélisation de la SRS. Comme indiqué au paragraphe 1.2, c’est
une des motivations fortes pour l’étude cinétique non linéaire des EPW, dont nous
introduisons maintenant le principe.
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1.3 Introduction au calcul des propriétés cinétiques non linéaires
des ondes plasma électroniques

Dans ce paragraphe, nous entrons plus précisément dans le formalisme mathéma-
tique de la thèse. Tout d’abord, nous expliquons ce que signifie pour nous la descrip-
tion des propriétés non linéaires d’une onde plasma électronique. Cela passe d’abord
par le calcul de son champ électrique, que l’on écrit sous la forme E [ϕ(~x, t), ~x, t],
avec E (ϕ+ 2π, ~x, t) = E (ϕ, ~x, t). La variable ϕ est appelée l’eikonale, et c’est à par-
tir de cette variable que l’on définit le nombre et la fréquence de l’onde à l’aide des
relations,

~k = ~∇ϕ, (1.7)
ω = −∂tϕ, (1.8)

ce qui implique que,

∂t~k = −~∇ω. (1.9)

Lorsque les variations de E , ~k et ω en fonction de ~x et t, à ϕ fixée, sont beau-
coup plus lentes que les variations spatio-temporelles de ϕ, l’onde est dite quasi-
monochromatique. Dans tout le chapitre 2, nous nous limiterons à de telles ondes,
pour lesquelles cela a un sens de définir localement une amplitude, un nombre d’onde
et une fréquence. En particulier, l’amplitude de l’onde est assimilée à la valeur maxi-
male de E sur un intervalle d’amplitude 2π en ϕ, à ~x et t fixés.

Pour décrire les propriétés non linéaires d’une EPW, il faut être capable de déter-
miner la dépendance de E en fonction de ϕ, à ~x et t fixés, que l’on appellera le profil
ou la forme du champ. Lorsque cette dépendance est sinusoïdale, on dira tout sim-
plement qu’on a affaire à une onde sinusoïdale. Il faut aussi être capable de calculer
la variation de l’amplitude de l’onde en fonction de ~x et t, ce qui revient à calculer
la propagation de l’onde. Enfin, ω et ~k ne sont pas des variables indépendantes,
mais sont liées par ce qu’on appelle la relation de dispersion de l’onde. En régime
non linéaire, elle dépend de toute l’historique des variations spatio-temporelles de
l’amplitude de l’onde, ainsi que du profil du champ. Par ailleurs, la façon dont l’onde
se propage dépend des variations spatio-temporelles de ~k et ω, ainsi que du profil du
champ, qui dépend lui-même de l’amplitude de l’onde. On voit donc que tout doit
être calculé simultanément et de manière auto-cohérente.

Par ailleurs, le champ E s’obtient essentiellement en résolvant l’équation de Gauss,

~∇.E = −n0e

ε0

[∫
fd~v − 1

]
, (1.10)
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où f est la fonction de distribution électronique. La dynamique électronique étant
de nature Hamiltonienne, f vérifie l’équation de Vlasov que nous allons rapidement
introduire. Exprimons f en fonction de variables canoniquement conjuguées, a priori
arbitraires, que nous noterons ~q et ~p. Si on note H l’Hamiltonien dont découle
la dynamique, la variation temporelle de ~q et ~p est donnée par les équations de
Hamilton,

dt~q = ∂~pH, (1.11)
dt~p = −∂~qH. (1.12)

Pour une dynamique Hamiltonienne, nous savons que le volume dans l’espace des
phases, dV = d~qd~p, est conservé au cours du mouvement [V.I.Arnold (1986)].
Par ailleurs, s’il n’y a ni création ni destruction d’électrons, leur nombre fdV est
conservé. Ainsi dt(fdV ) = 0, où la dérivée est calculée le long du mouvement élec-
tronique,

dt ≡ ∂t + dt~q∂~q + dt~p∂~p. (1.13)

Etant donné que dt(dV ) = 0, on en déduit l’équation de Vlasov,

dtf = 0, (1.14)

qui, en utilisant l’équation (1.13), et les équations de Hamilton (1.11) et (1.15),
s’écrit plus traditionnellement de la manière suivante,

∂tf + ∂~pH∂~qf − ∂~qH∂~pf = 0. (1.15)

Or, le terme de force ∂~qH dépend du champ électrique, ce qui implique que E et
f doivent aussi être calculés simultanément et de manière auto-cohérente. Notons
d’ailleurs qu’on ne résout que l’équation de Vlasov, et qu’on reste dans le cadre de la
théorie cinétique parce qu’on ne tient compte que de la force due au champ de l’onde
plasma, qui est un champ collectif. Les variations de f restent alors assez lisses. Si
l’on tenait compte de toutes les fluctuations du champ résultant du mouvement par-
ticulier de chaque électron, on résoudrait plutôt le problème à N corps (voir [Elskens
& Escande (2003); Escande et al. (2018)] pour le traitement du plasma comme un
ensemble de N corps). Notons aussi que l’équation (1.14) se résout en,

f(~q, ~p, t) = f0 [~q0(~q, ~p, t), ~p0(~q, ~p, t)] , (1.16)

où f0 est la fonction de distribution initiale, et où ~q0 et ~p0 sont les valeurs initiales
des variables dynamiques canoniquement conjuguées, pour une orbite atteignant à
l’instant t les positions ~q et ~p dans l’espace des phases. En particulier, si ~p est une
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constante du mouvement, ~p(t) = ~p0, ce qui implique ~q(t) = ~q0 + ~p0t, l’équation de
Vlasov a pour solution,

f(~q, ~p, t) = f0(~q − ~p0t, ~p0). (1.17)

Dans cette thèse, nous utiliserons en grande partie l’équation (1.17) pour résoudre
l’équation de Vlasov.

En résumé, pour déterminer les propriétés cinétiques non linéaires d’une onde
plasma électronique, il faut calculer de manière auto-cohérente,
(i) La fonction de distribution électronique
(ii) La relation de dispersion non linéaire
(iii) Le profil du champ, c’est-à-dire sa dépendance en ϕ à ~x et t fixés
(iv) La propagation de l’onde, c’est-à-dire la variation spatio-temporelle de son

amplitude.
Dans cette thèse, nous nous restreignons au cas d’ondes lentement variables. Ce
sont celles dont le taux de variation typique de l’amplitude, Γ, tel que vu par un
électron au cours de son mouvement, est beaucoup plus petit que kvth, où vth est
la vitesse thermique électronique. Cette condition est très bien vérifiée pour une
onde plasma créée par diffusion Raman stimulée dans les expériences de fusion par
confinement inertiel. En effet, dans de telles conditions, le taux de croissance de
la SRS ne vaut que quelques pourcents de kvth. Or, d’après [Bénisti & Gremillet
(2007); Bénisti et al. (2008)], on sait que dès que Γ/kvth . 0.1, on peut utiliser
l’approximation adiabatique, ou plus précisément la théorie neo-adiabatique (voir
[Bazzani et al. (2014)] et les références citées dans cet article, en particulier [Cary
et al. (1986); Neishtadt (1986); Hannay (1986); Vasil’ev & Guzev (1986)]) pour
obtenir la relation de dispersion non linéaire de l’onde plasma. Nous reviendrons sur
cette approximation tout au long de ce manuscrit, mais elle porte essentiellement
sur la conservation de l’action,

I = 1
2π

∮
υ dϕ, (1.18)

où ϕ(t) ≡ ϕ[x(t), t] et υ sont les variables canoniquement conjuguées dans lesquelles
on exprime l’Hamiltonien dont dérive la dynamique électronique (voir chapitre 2).
De plus, dans l’équation (1.18), l’intégrale est calculée le long de ce qu’on appelle
une orbite gelée, qui est obtenue en remplaçant, dans la force s’appliquant sur un
électron, E(ϕ, ~x, t) par E(ϕ, ~x0, t0) où ~x0 et t0 sont constants. La conservation de I
devrait, a priori, nous permettre d’utiliser l’équation (1.17) pour résoudre l’équa-
tion de Vlasov. Néanmoins, I ne reste constante que dans des sous-domaines de
l’espace des phases, ce qui rend le calcul de la fonction de distribution en action
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Figure 1.5 – La densité électronique ne telle que calculée par le code PIC MAN-
DOR dans une simulation d’interaction laser-plasma, tirée de Masson-Laborde et
al. Physics of Plasmas 17, 092704 (2010). On observe la courbure du front de phase,
le laser étant plus intense au centre à Y = 10µm qu’aux bords, la vitesse de phase
de l’onde se retrouve diminuée au centre par rapport aux bords, conformément à la
discussion du paragraphe 1.3.

assez compliqué. Ce calcul constituera d’ailleurs une grande partie du chapitre 2.
L’approximation adiabatique permet de résoudre les points (i) à (iii) listés plus haut.
Cependant, dans le cas le plus général, il faudrait aussi résoudre le point (iv) pour
obtenir des résultats quantitatifs. La situation se simplifie néanmoins si l’on suppose
que l’onde ne fait que croître. Dans ce cas, on obtient une relation explicite entre
ω, k et l’amplitude de l’onde, qui est la relation de dispersion non linéaire. Elle va
souvent dans le sens d’une décroissance de ω en fonction de l’amplitude de l’onde,
à k fixé. Or, lorsqu’une onde plasma résulte de la diffusion Raman stimulée d’un
laser qui est focalisé en un point de l’espace, elle croît plus vite près de la région
focale que loin de cette région. Son amplitude y est donc plus grande, et sa fré-
quence plus faible. En conséquence, la vitesse de phase est plus grande loin de la
région focale qu’en son centre, ce qui entraîne naturellement la courbure des fronts
de phase, comme illustré schématiquement sur la figure 1.4, et comme cela a été ob-
servé numériquement dans [Masson-Laborde et al. (2010)] (voir la figure 1.5) ainsi
que dans [Rousseaux et al. (2009)] que l’on discutera en détail dans le paragraphe 3.4.

Si l’approximation adiabatique permet de résoudre les points (i) à (iii) listés plus
haut, elle ne permet pas, à elle seule, d’aborder le point (iv), c’est-à-dire d’obte-
nir l’équation de propagation des ondes plasma. En particulier, elle ne permet pas
de tenir compte de l’amortissement non collisionnel des EPW qui, en régime li-
néaire, n’est rien d’autre que l’amortissement Landau. Les équations de propagation
ont été obtenues de manière très générale, dans le cadre de l’optique géométrique,
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dans [Bénisti (2016); Bénisti et al. (2022)], et nous ne les détaillerons pas ici. Nous
les utiliserons uniquement au paragraphe 3.4 de manière simplifiée pour calculer la
courbure des front de phase d’une EPW créée par SRS.
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1.4 Résultats obtenus durant la thèse

Maintenant que le cadre de la thèse, les mécanismes physiques les plus importants,
ainsi que le formalisme mathématique ont été introduits, nous pouvons aborder de
manière plus détaillée les résultats que nous avons obtenus.

Nous nous sommes concentrés, durant cette thèse, sur des ondes résultant d’insta-
bilités, telles que la diffusion Raman stimulée. De telles ondes sont électrostatiques
et sinusoïdales dans le régime linéaire de l’instabilité. Ainsi, si l’on exprime le champ
électrique de l’onde en fonction de son potentiel vecteur ~A0, et de son potentiel sca-
laire, que nous noterons mφ/e, avec E = −∂t ~A0 − (m/e)~∇φ, nous sommes tout
naturellement menés à développer φ sous la forme d’une somme d’harmoniques,
φ = ∑

n≥1 φne
iϕn + c.c. De plus, dans la limite des petites amplitudes, nous sup-

posons que A0 ≈ 0 et que le potentiel scalaire est sinusoïdal, c’est-à-dire que seule
la première harmonique est non nulle. À l’aide de ces hypothèses, et de l’approxi-
mation adiabatique, nous montrons dans le chapitre 2 comment calculer de manière
auto-cohérente la fonction de distribution électronique, l’amplitude des harmoniques
du potentiel, ainsi que ~vφ = ω/~k − e ~A0/m. Dans le cas où le champ ne dépend pas
explicitement de ~x, ou dans le cas unidimensionnel (1-D), la fréquence ω de l’onde
est calculée en imposant la conservation de la quantité de mouvement électronique
totale, conformément à ce qui avait déjà été fait dans [Lindberg (2007)]. Cela nous
permet d’en déduire A0 = (m/e)(ω/k − vφ). En deux ou trois dimensions spatiales,
on ne calcule ω, et donc ~A0, qu’à l’ordre le plus bas dans les variations transverses de
l’amplitude l’onde. Cela nous permet d’estimer, à cet ordre-là, le champ magnétique
créé par une onde plasma de grande amplitude.

Outre la prise en compte du potentiel vecteur de l’onde et du caractère non
sinusoïdal de son potentiel scalaire, l’originalité de notre approche réside dans un
calcul rigoureux de la fonction de distribution électronique, f , dans le cadre de
l’approximation adiabatique. En particulier, nous tenons explicitement compte de
la non localité de f en fonction de ~vφ, qui est souvent négligée. Nous discutons aussi
l’impact sur f de la rotation du nombre d’onde, par exemple lorsque le front d’onde
se courbe comme illustré sur les figures 1.4 et 1.5.

Nous appliquons la théorie générale au cas d’une onde homogène qui ne fait que
croître. C’est le seul cas où un calcul peut être fait sans avoir à spécifier toute l’histo-
rique des variations spatio-temporelles du champ. En nous basant sur ce calcul, nous
discutons l’importance de la prise en compte du potentiel vecteur et d’un nombre
fini d’harmoniques pour estimer la fréquence non linéaire de l’onde plasma électro-
nique. La théorie générale étant assez lourde, même dans le cas le plus simple où
nous avons fait un calcul explicite, nous discutons aussi les situations où elle pourrait
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être simplifiée, notamment en supposant que le potentiel scalaire est sinusoïdal.

Cette discussion est poursuivie dans le chapitre 3, où nous comparons le profil de
la partie électrostatique du champ déduit de la théorie adiabatique, à celui obtenu
par Dawson [Dawson (1959)] et à un champ purement sinusoïdal. Nous montrons
en particulier que le champ de Dawson est assez proche du champ adiabatique pour
les petits nombres d’onde, alors que pour les grands nombres d’onde le champ est
plutôt sinusoïdal. Cela nous permet d’obtenir une expression explicite assez précise
du champ de l’onde plasma, valable quelle que soit son amplitude et son nombre
d’onde.

Le chapitre 3 est dédié aux applications de notre théorie non linéaire des EPW.
Ainsi la comparaison entre le champ adiabatique et celui de Dawson fait partie d’une
discussion plus générale sur la pertinence des ondes dites BGK [Bernstein et al.
(1957)], qui sont des solutions stationnaires du couple d’équations Vlasov-Poisson.

Nous revenons aussi dans le chapitre 3 sur la relation de dispersion non linéaire
ou, plus précisément, sur l’absence de solution à cette relation de dispersion au-
delà d’une certaine amplitude. Elle implique que l’hypothèse sur laquelle était basée
notre théorie, et selon laquelle l’onde plasma était quasi-monochromatique, ne peut
plus être vérifiée lorsque son amplitude est trop grande. En conséquence, au-delà
d’une certaine amplitude, que l’on désignera par la suite comme la limite de wave
breaking (ou de déferlement), l’onde doit forcément se briser. À l’aide des résultats
sur la relation de dispersion, nous obtenons dans le chapitre 3 une borne supérieure
rigoureuse pour la limite de wave breaking, qui varie de manière particulièrement
simple en fonction de l’amplitude de la première harmonique du potentiel scalaire.

En utilisant nos résultats sur la relation de dispersion non linéaire, sur la limite
de déferlement, ainsi qu’une méthode numérique originale que nous avons appelé
Ray In Cell (RIC), nous calculons au chapitre 3 la courbure du front d’onde non
linéaire d’une EPW résultant de la diffusion Raman stimulée d’un laser focalisé dans
un plasma. Cela nous permet de déduire le spectre en ~k de cette onde et, en parti-
culier, l’extension transverse (par rapport à la direction moyenne de propagation du
laser) de ce spectre. De cette information découle l’angle moyen entre la direction de
propagation de l’EPW et celle de l’onde laser. Nos résultats sont en très bon accord
avec ceux issus de simulations de type Particle In Cell (PIC), tout en nécessitant
des temps de calculs réduits d’un facteur de l’ordre 107 par rapport aux codes PIC.

Une fois calculées les caractéristiques d’une EPW adiabatique qui n’aurait fait
que croître, nous en étudions dans les chapitres 4 et 5 sa stabilité.
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Dans le chapitre 4, nous décrivons la théorie générale permettant d’étudier la
stabilité d’une EPW non linéaire, correspondant à une fonction de distribution élec-
tronique ne dépendant que de l’action. Cette théorie consiste en un traitement rigou-
reux de l’instabilité des particules piégées, introduite par Kruer, Dawson et Sudan
(KDS) en 1969 [Kruer et al. (1969)]. Notre théorie tient aussi compte de l’instabi-
lité de masse négative introduite plus récemment par Dodin [Dodin et al. (2013)]. À
l’aide du formalisme général, nous calculons explicitement le spectre instable pour la
fonction de distribution obtenue au chapitre 2. Nos résultats sont ensuite comparés
à ceux de KDS et Dodin.

Dans le chapitre 5, nous confrontons les spectres instables obtenus théoriquement
au chapitre 4 à ceux déduits de simulations Vlasov, tels qu’obtenus par Brunner et
al. [Brunner et al. (2014)], ainsi que par Friou et al. [Friou et al. (2013)]. Dans les si-
mulations de Brunner et al., on fait croître une onde de manière non auto-cohérente,
en imposant un forçage extérieur, que l’on coupe quand l’EPW a atteint l’ampli-
tude voulue. On résout ensuite numériquement les équations de Vlasov et de Poisson,
jusqu’au moment où l’on voit des modes satellites croître de manière instable, à un
taux que l’on évalue numériquement. Dans le cas des simulations de Friou et al., on
part d’une condition initiale où la fonction de distribution numérique résulte de la
discrétisation de la fonction adiabatique, telle que calculée au chapitre 2. Puis, de
même que dans les calculs de Brunner et al., on résout numériquement les équations
de Vlasov et de Poisson pour voir des modes satellites croître de manière instable
et mesurer leurs taux de croissance. Les taux de croissance maximum sont sensi-
blement les mêmes dans les deux types de simulation. Cependant, l’accord avec les
résultats théoriques peuvent être plus ou moins bons selon la fonction de distribu-
tion que l’on utilise, qui peut être la fonction de distribution adiabatique calculée
au chapitre 2, ou la fonction de distribution issue des simulations numériques, par
exemple celles effectuées dans l’esprit de Brunner et al., ou dans un esprit légèrement
différent. L’analyse de ces résultats nous amène, d’une part, à juger de la pertinence
de la fonction de distribution adiabatique calculée théoriquement et, d’autre part,
à discuter la capacité des simulations numériques à correctement décrire une onde
croissant lentement, de manière quasi adiabatique. Cela nous permet de conclure sur
la difficulté à déterminer précisément la stabilité d’une EPW de grande amplitude,
tant d’un point de vue numérique que théorique, difficulté que nous analysons en
détail à la fin du chapitre 5. Cette analyse nous mène à identifier très précisément
ce qu’il reste à faire pour résoudre complètement le problème de l’instabilité des
particules piégées, introduit pour la première fois il y a plus d’un demi siècle.
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Le présent manuscrit est organisé de la manière suivante. Le chapitre 2 est dédié
au calcul auto-cohérent du champ d’une onde plasma quasi-monochromatique, de
sa relation de dispersion, ainsi que de la fonction de distribution électronique. Le
chapitre 3 utilise les résultats du chapitre 2 pour obtenir une expression approchée,
mais assez précise, de la partie électrostatique du champ de l’onde, pour déterminer
une borne supérieure à la limite de wave breaking, et pour déterminer la courbure
non linéaire du front de phase pour une EPW résultant de la SRS d’un laser focalisé
dans un plasma. Le chapitre 4 décrit la théorie générale permettant de déterminer
la stabilité d’une EPW de grande amplitude. La théorie est ensuite appliquée au
cas de l’onde calculée au chapitre 2. Dans le chapitre 5, les résultats théoriques sont
comparés aux résultats de simulations Vlasov, et les différences observées entre ces
résultats sont analysées en détail. Enfin, le chapitre 6 conclut ce manuscrit et décrit
les axes de recherche à poursuivre pour continuer le travail.
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2
Théorie générale des ondes plasma adiabatiques

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux propriétés des ondes plasma non
linéaires dont l’amplitude a une variation spatiale et temporelle suffisamment lente
pour que l’hypothèse adiabatique énoncée au chapitre précédent puisse s’appli-
quer. Nous appelons de telles ondes, des ondes adiabatiques. Pour les ondes quasi-
monochromatiques vérifiant cette condition, nous construisons une théorie générale
permettant de décrire leur comportement quelle que soit la variation de leur ampli-
tude et ce même dans un plasma non homogène et non stationnaire.

Lorsque l’amplitude de l’onde est constante, on peut classer le mouvement des
électrons en deux catégories : celle du mouvement piégé et celle du mouvement non
piégé. En effet, dans une onde d’amplitude constante et dans le référentiel de l’onde,
un électron peut avoir soit un mouvement borné, on dit alors qu’il est piégé et il
oscille dans le puits de potentiel de l’onde, soit un mouvement non borné auquel cas
on dit qu’il est circulant. Dans l’espace des phases, où sont représentées les orbites
électroniques, les régions piégées et non piégées sont séparées par une courbe qu’on
appelle, tout naturellement, la séparatrice. Cette courbe, ainsi que des exemples
d’orbites piégées et non piégées, sont représentés sur la figure 2.1.

L’ensemble de ces courbes sont fermées, du moins modulo 2π, sur un cylindre.
Dans cette situation, pour une onde d’amplitude constante, l’action I = 1

2π
∮
v dϕ
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Figure 2.1 – Collection d’orbites piégées et non piégées pour un champ électrique
de la forme E(φ) = sin(ϕ) − 0.2 sin(2ϕ). On voit en noir la courbe séparatrice qui
délimite la région des piégés, dénommée région (γ), de la région des orbites non
piégées, dénommée (α) pour v > 0 et (β) lorsque v < 0.

définie au chapitre 1 comme une intégrale de la vitesse le long d’une orbite fermée, est
une constante du mouvement. Il est à noter que l’action se calcule le long de l’orbite,
c’est-à-dire que dϕ a le signe que prend dϕ/ dt sur l’orbite considérée. Comme nous
le verrons dans le paragraphe 2.2, l’expression de l’action est différente pour chaque
région de l’espace des phases (α), (β) ou (γ), ces régions étant représentées sur la
figure 2.1.

Si l’amplitude de l’onde varie, le portrait de phase acquiert une structure moins
claire, en particulier, les orbites ne restent plus confinées dans l’une des régions de
l’espace des phases, mais peuvent passer d’une région à une autre en traversant la
séparatrice [Cary et al. (1986)]. Dans ce cas, le champ électrique n’est plus stricte-
ment périodique, et les orbites ne sont plus fermées. Leur action ne peut donc pas
être définie. Pour surmonter cette difficulté, on introduit la notion d’orbite gelée.
Comme indiqué au paragraphe 1.3, une orbite gelée est une orbite correspondant
au champ électrique E(~x, t) = E(ϕ, ~x0, t0), où l’amplitude de l’onde a été supposée
constante, évaluée en une certaine position ~x0 et en un temps t0. Les orbites gelées
sont donc identiques à celles représentées sur la figure 2.1.

Chaque orbite gelée prise séparément est 2π-périodique en ϕ (puisqu’on sup-
pose E périodique en ϕ), donc fermée sur un cylindre. On peut localement y définir
une action, qui va dépendre de la position ~x0 et du temps t0 gelés. Les EPW que
nous étudions dans ce chapitre, et que nous nommons les ondes adiabatiques, sont
celles dont l’amplitude varie suffisamment lentement dans le temps et l’espace pour
qu’on puisse calculer les variations temporelles de l’action en utilisant l’approxi-
mation adiabatique [Neishtadt (1975); Cary et al. (1986); Dodin & Fisch (2012b);
Bénisti (2016)]. Elle consiste à considérer l’action I(γ) des orbites piégées comme
constante, alors que pour les orbites non piégées, la variation de l’action est donnée

Université Paris-Saclay 31 janvier 2023 Mikael Tacu



2. Théorie générale des ondes plasma adiabatiques 33

par, k dtI(α,β) ≈ ±∂xrH0|I , où k = ||~k||, xr est la coordonnée selon le vecteur d’onde
~k, et H0 est l’Hamiltonien dont découle la dynamique électronique sous la seule ac-
tion de l’EPW. Par ailleurs, le signe "+" correspond à la région (β) et le signe "−"
à la région (α).

Comme indiqué plus haut, la variation de l’amplitude et de la vitesse de phase
de l’onde entraînent des traversées de séparatrice, une orbite initialement dans un
sous-domaine de l’espace des phases, par exemple (α), peut alors se diviser en deux
sous-orbites, chacune étant dans l’un des deux autres sous-domaines, qui seraient
(β) et (γ) dans le cas de notre exemple. Les probabilités de transition d’une sous-
région à une autre sont connues et rappelées au paragraphe 2.4. Il faut clairement en
tenir compte pour calculer correctement la fonction de distribution électronique. Par
ailleurs, comme on le montrera au paragraphe 2.2, la traversée de séparatrice s’ac-
compagne d’un saut géométrique en action, qui est un multiple de v∗φ/k∗, où l’étoile
fait référence à la valeur de la variable au moment de la traversée de séparatrice, et
où vφ = ω/k−eA0/m, A0 étant le potentiel vecteur dont dérive une partie du champ
électrique de l’EPW (qui n’est donc pas purement électrostatique comme on le mon-
trera au paragraphe 2.3). Ces sauts d’action s’ajoutent aux variations lentes dues
à l’inhomogénéité de l’Hamiltonien. Dans le cadre de l’approximation adiabatique,
l’action n’est donc pas considérée comme une constante du mouvement, même dans
le cas homogène où elle n’est supposée constante que dans chaque sous-région de
l’espace des phases. Etant donné que les sauts en action dépendent de la valeur de
vφ/k au moment de la traversée de séparatrice, la fonction de distribution dépend
de toute l’historique de vφ/k. Elle dépend donc de manière non locale des propriétés
de l’onde.

Après avoir posé, au paragraphe 2.2, les bases de la théorie adiabatique dans
le cadre le plus général possible, nous l’appliquons au paragraphe 2.3 à une onde
plasma homogène et croissante. L’amplitude et la fréquence de l’onde ne dépendent
que du temps, ce qui implique d’après l’équation (1.9) que le nombre d’onde reste
constant. La limite homogène s’applique, par exemple, au cas où l’on simulerait la
croissance d’une EPW à l’aide d’un forçage extérieur homogène, comme dans les
simulations détaillées au chapitre 5. Pour une telle onde plasma, nous calculons
de manière auto-cohérente la fonction de distribution électronique, la forme du po-
tentiel, ainsi que vφ = ω/k − eA0/m, en fonction de l’amplitude de la première
harmonique du potentiel scalaire. Le schéma numérique utilisé est basé sur une mé-
thode de dichotomie combinée à une méthode de point fixe. Une des difficultés de
la résolution réside dans la nécessité de tenir compte de la non localité de la fonc-
tion de distribution de manière auto-cohérente. Une autre difficulté réside dans le
calcul de l’intégrale en action permettant d’estimer la densité de charges induite
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par les particules piégées. Les méthodes utilisées pour résoudre ces problèmes sont
détaillées dans le paragraphe 2.3. Enfin, nous calculons la fréquence non linéaire à
partir d’une condition portant sur la conservation de la quantité de mouvement élec-
tronique totale. Le calcul explicite de la variation de ω en fonction de l’amplitude
de la première harmonique du potentiel scalaire est effectué dans le cas d’une EPW
croissant dans un plasma initialement Maxwellien. Nos calculs théoriques sont, de
plus, validés à l’aide de simulations de type particules test. À partir du calcul non
linéaire de ω, nous pouvons discuter l’importance de tous les effets que nous venons
de citer, en particulier l’anharmonicité du potentiel scalaire et la valeur non nulle
du potentiel vecteur.

Après avoir traité le cas d’une onde homogène croissante, nous nous intéressons à
une onde homogène dont la variation d’amplitude n’est pas monotone. Dans ce cas,
la non localité de la fonction de distribution se fait sentir de manière plus aiguë, et
nous discutons les difficultés que cela peut poser.

En dernier lieu, nous discutons le cas inhomogène. Dans ce cas, et dans une
géométrie bidimensionnelle (2-D) ou tridimensionnelle (3-D), l’EPW crée un champ
magnétique, qui dérive du potentiel vecteur ~A0, et que nous estimons. De plus,
d’après l’équation (1.9), l’inhomogénéité de la fréquence entraîne une variation du
nombre d’onde et, en particulier, sa rotation dans une géométrie 2-D ou 3-D. Nous
estimons l’impact d’une telle variation sur la fonction de distribution électronique.

Ainsi, ce chapitre est organisé de la manière suivante. Le paragraphe 2.2 expose les
bases de la théorie adiabatique, dans un cadre général. Le paragraphe 2.3 se spécialise
au cas d’une EPW homogène et croissante, auquel cas le décalage en fréquence non
linéaire de l’onde est calculé de manière explicite. Le paragraphe 2.4 discute les effets
attendus lorsque l’amplitude de l’onde est homogène mais non monotone, alors que
le paragraphe 2.5 traite du cas le plus général d’une onde inhomogène. Dans le
paragraphe 2.6 nous discutons dans quelles conditions, et en particulier pour quelles
valeurs du nombre d’onde, la théorie générale peut être simplifiée.
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2.2 Théorie adiabatique appliquée aux ondes plasma

Par souci de simplicité, nous exposons la théorie des ondes plasma uniquement
dans le cas unidimensionnel (1-D). La généralisation au cas 3-D est immédiate,
sauf en ce qui concerne la prise en compte du changement de direction du nombre
d’onde, ~k. L’effet de la rotation de ~k sur la fonction de distribution électronique est
spécifiquement traité dans le sous-paragraphe 2.5.1. En dehors de ce sous-paragraphe,
~k, ainsi que les variations spatiales de toutes les grandeurs physiques, sont supposées
être selon x. Puisqu’il n’existe qu’une seule direction spatiale, nous ne noterons plus
systématiquement les champs sous forme de vecteur.

2.2.1 Hamiltonien de l’interaction onde-particules

Soient A0 et (m/e)φ, respectivement, les potentiels vecteur et scalaire dont dérive
le champ électrique de l’onde, E(x, t, ϕ), avec E(ϕ+ 2π) = E(ϕ). On a donc,

E = −∂tA0 − (m/e)∂xφ. (2.1)

Comme on le verra au sous-paragraphe 2.3.4, A0 résulte d’un effet non linéaire lié
à la conservation de la quantité de mouvement électronique. Ses variations spatio-
temporelles sont donc similaires à celles de l’amplitude de l’EPW et sont donc sup-
posées varier beaucoup plus lentement que ϕ. Par ailleurs, la périodicité du champ
électrique en ϕ incite à développer φ sous la forme suivante,

φ =
∑
n≥1

φn cos(nϕ+ δϕn), (2.2)

où les φn et les δϕn sont lentement variables. De plus, on suppose qu’au début de la
croissance de l’EPW, lorsque son amplitude est très faible, l’onde est sinusoïdale et
électrostatique. Ainsi, dans la limite où l’amplitude de l’onde tend vers 0, on sup-
pose que A0 → 0 et que φn/φ1 → 0 si n 6= 1. En toute rigueur, il faudrait rajouter
un terme φ0(x, t) à la somme Eq. (2.2). Cependant, ce terme donnerait une contri-
bution négligeable au champ électrique. D’ailleurs, dans l’esprit de l’approximation
adiabatique, on estime le champ de l’onde de la façon suivante,

E ≈ −∂tA0 + (m/e)
∑
n≥1

nφn sin(nϕ+ δϕn). (2.3)

Avec cette approximation, et l’hypothèse d’un champ sinusoïdal au début de la crois-
sance de l’onde, les termes d’ordre n > 1 dans l’expansion Eq. (2.2) sont forcément
des harmoniques du terme φ1 cos(ϕ+ δϕ1). On peut donc choisir tous les δϕn nuls,
ce que l’on fera dans la suite.
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Quant à l’Hamiltonien dont découle la dynamique de l’interaction onde-particules,
il vaut,

Hint = (p+ eA0)2

2m −mφ, (2.4)

où p = mdtx−eA0. On opère maintenant un changement de variables canoniques en
utilisant la fonction génératrice, F (x, p′, t) = p′ϕ(x, t), ce qui donne, p = ∂xF = kp′,
x′ = ∂p′F = ϕ et, pour le nouvel Hamiltonien,

H ′int = Hint + ∂tF (2.5)

= (kp′ + eA0)2

2m −mφ− ωp′ (2.6)

= (kp′ −mvφ)2

2m −mφ−
mv2

φ

2 + e2A2
0

2m , (2.7)

où

vφ = ω

k
− eA0

m
. (2.8)

Si on introduit maintenant υ = p′/m, on voit facilement que l’Hamiltonien pour le
couple de variables canoniquement conjuguées (ϕ, υ) est

H0 = H −
v2
φ

2 + e2A2
0/2m2, (2.9)

avec

H = (kυ − vφ)2

2 − φ(ϕ, t), (2.10)

et

φ(ϕ, t) =
∑
n≥1

φn(ϕ, t) cos(nϕ). (2.11)

2.2.2 Calcul de l’action

Comme indiqué dans l’introduction, l’action se définit de manière générale par,

I = 1
2π

∮
υ dϕ, (2.12)

où l’intégrale est calculée le long d’une orbite gelée, c’est-à-dire une orbite définie en
fixant la valeur des grandeurs lentement variables. Ainsi, le long d’une orbite gelée,
A0 et vφ sont constants. Cela implique que les actions de l’Hamiltonien total, H0,
sont les mêmes que celles de H. Par ailleurs, le long d’une orbite gelée, on remplace
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φ par

φg(ϕ, t) =
∑
n≥1

φn(ϕ0, t0) cos(nϕ). (2.13)

Néanmoins, dans la suite, par souci de simplicité, on oubliera systématiquement
l’indice g. Implicitement, le potentiel utilisé dans le calcul de l’action est le potentiel
gelé. Pour les orbites non piégées dans la région (α) de l’espace des phases, en
utilisant la périodicité en ϕ de ces orbites et leur symétrie par rapport à l’axe ϕ = 0,
on obtient l’expression suivante pour leur action,

I(α)(ϕ0, t0) = 1
πk

∫ π

0

√
2(H + φ)dϕ+ vφ/k. (2.14)

L’évolution de I(α) avec ϕ0 est lente, due à la faible inhomogénéité de l’onde, et
dans le reste du manuscrit I(α) sera implicitement remplacé par sa valeur moyenne
sur une longueur d’onde gelée de l’onde plasma. De plus, comme déjà indiqué au
sous-paragraphe 2.1, l’évolution temporelle de I(α) est aussi lente,

dtI
(α) ≈ −k−1∂xH0|I , (2.15)

oùH0(x, I) = H[ϕ(x, t), I, t]−v2
φ/2+e2A2

0/2m2, etH(ϕ, I, t) résout l’équation (2.14).
Pour être tout à fait précis, l’équation (2.15) traduit en fait la variation temporelle
de I(α) moyennée sur une longueur d’onde gelée de l’EPW (voir [Bénisti (2016)] pour
plus de détails).

Pour une orbite non piégée dans la région (β) de l’espace des phases on trouve,
de même,

I(β)(ϕ0, t0) = 1
πk

∫ π

0

√
2(H + φ)dϕ− vφ/k, (2.16)

dtI
(β) ≈ k−1∂xH0|I . (2.17)

En ce qui concerne les orbites piégées, de manière à éviter un saut d’un facteur
2 dans la valeur de l’action, on n’utilise pas la formule générale, mais plutôt,

I(γ) = 1
4πk

∮
υ dϕ

= 1
πk

∫ ϕmax

0

√
2(H + φ)dϕ, (2.18)

où ϕmax est telle que H +φ(ϕmax) = 0. De plus, par convention, le potentiel gelé est
estimé au point O de la zone piégée, c’est-à-dire que pour le potentiel gelé donné
par l’équation (2.13), on choisit ϕ0 = 2nπ, n ∈ Z. On a donc, en quelque sorte,
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un jeu d’actions par zone de piégeage. De plus, dans le cadre de l’approximation
adiabatique,

dtI
(γ) ≈ 0. (2.19)

A partir des équations (2.14), (2.16) et (2.18), on remarque que si une orbite
traverse la séparatrice et passe d’une région à une autre, son action subit un saut
géométrique, qui est un multiple de v∗φ/k∗, où v∗φ et k∗ sont, respectivement, les
valeurs de vφ et de k au moment où la traversée de séparatrice a lieu. Par exemple,
il est clair qu’une orbite passant de la région (α) à la région (γ) voit son action
varier de −v∗φ/k∗, alors qu’une orbite passant de la région (β) à une région (γ) voit
son action varier de +v∗φ/k∗.

2.2.3 La fonction de distribution électronique
Dans le cadre de la théorie adiabatique, il est naturel d’exprimer la fonction de

distribution électronique en fonction de I et de sa variable canoniquement conjuguée
θ, dont la définition est rappelée dans l’annexe A.1. Soit F (θ, I, t) cette fonction de
distribution. En utilisant les formules de cette annexe, on peut exprimer θ en fonction
de x, I et t, ce qui nous permet de normaliser F de la manière suivante,∫

F [θ(x, I, t), x, I, t]d(kI) = n0(x, t), (2.20)

où n0(x, t) est la densité électronique locale. Notons qu’il y a deux sources d’inhomo-
géité dans la fonction de distribution, F . La première est due à l’inhomogénéité du
plasma, qui entraîne une dépendance explicite de F en fonction de x. La deuxième
est due à l’inhomogénéité de l’onde, qui entraîne une lente variation temporelle de
l’action, et donc une faible dépendance en θ. Or, comme indiqué dans l’annexe A.1,
on peut exprimer θ en fonction de x et de I au travers du changement de variables
(ϕ[x, t], υ)→ (θ, I).

Etant donné que la dépendance de F en θ est faible, on peut négliger cette
dépendance explicite dans le cadre de l’approximation adiabatique pour calculer
la relation de dispersion non linéaire de l’EPW. Comme expliqué dans le sous-
paragraphe 2.3.2, cette approximation est cohérente avec celle consistant à supposer
δϕn = 0 dans l’équation (2.11). On utilise alors l’expression approchée suivante pour
la fonction de distribution électronique,

F [θ(x, I, t), I, t] ≈ n0(x, t)f(I, x, t), (2.21)

avec

f(I, x, t) = k

2πn0(x, t)

∫ x+2π/k

x−2π/k
F [θ(x′, I, t), I, t]dx′, (2.22)
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c’est-à-dire que l’on approche la fonction de distribution par sa moyenne sur une
longueur d’onde gelée, ce qui revient à négliger sa variation spatiale sur une longueur
d’onde. La fonction de distribution f(I, x, t) est donc telle que,∫

f(I, x, t)d(kI) = 1. (2.23)

Pour être tout à fait précis, on remarque d’après les formules (2.14), (2.16)
et (2.18), que, pour la même valeur de l’action, une orbite peut se trouver dans
différentes régions de l’espace des phases. En conséquence, on décompose la fonction
de distribution électronique f(I, x, t) en trois sous-fonctions, fα(I, x, t), fβ(I, x, t) et
fγ(I, x, t), qui sont indexées par la sous-région de l’espace des phases auxquelles elles
correspondent. En ce qui concerne la fonction de distribution des électrons piégés,
il existe en fait une fonction fγ par zone piégée, qui est indexée par la position de
son point O.

Dans la suite, nous commençons par calculer ces fonctions de distribution dans le
cas d’une onde homogène croissant dans un plasma homogène, puis nous explique-
rons comment les résultats obtenus dans ce cas particulier peuvent se généraliser,
d’abord à une onde homogène dont l’amplitude varie de manière non monotone, puis
à une onde inhomogène se propageant dans un plasma inhomogène.
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2.3 Onde homogène croissant dans un plasma homogène

Pour une onde homogène, les amplitudes φn de l’équation (2.11) ne dépendent
que du temps, si bien que l’expression (2.3) pour le champ électrique est exacte.
Par ailleurs, la fréquence de l’onde ne dépend aussi que du temps ce qui implique,
d’après la relation ∂tk = −∂xω, que le nombre d’onde est constant. On en déduit
que

ϕ(x, t) = kx−
∫ t

0
ω(t′) dt′. (2.24)

Par ailleurs, d’après les équations (2.14) à (2.18), l’action reste constante dans chaque
sous-domaine de l’espace des phases. Elle ne varie qu’au travers des sauts géomé-
triques induits par les traversées de séparatrice. En conséquence, les fonctions de
distribution fα, fβ et fγ ne sont que des fonctions de I et du temps.

2.3.1 Calcul de la fonction de distribution

Pour le calcul de la fonction de distribution, on suppose qu’à t = 0 l’onde croît
à partir d’une amplitude infinitésimale, dans un plasma dont la fonction de distri-
bution en vitesse initiale, normalisée à l’unité, est f0(v). Sur une orbite non piégée,
l’action vaut kI = (2π)−1 ∮ vdϕ avec dϕ > 0 dans la région (α) et dϕ < 0 dans
la région (β) or, dans la limite où φ → 0, la vitesse d’un électron reste constante
le long d’une orbite, v = v0. On en déduit que k0I

(α) = v0 et k0I
(β) = −v0, où k0

est la valeur initiale du nombre d’onde. Dans le cas homogène considéré, k reste
constant. Néanmoins, nous préférons garder la formulation la plus générale possible,
puisque nous y ferons référence dans les chapitres ultérieurs où l’on considère une
situation inhomogène. Tant qu’il n’y a pas de traversée de séparatrice, les actions
restent constantes, si bien qu’en tenant compte de la normalisation des fonctions de
distribution en action donnée par l’équation (2.23), on trouve, fα(I) = f0(k0I),

fβ(I) = f0(−k0I),
(2.25)

pour les électrons dont l’orbite n’a jamais traversé la séparatrice. Le calcul exact
de la fonction de distribution tenant compte des sauts induits par les traversées
de séparatrice peut être trouvé dans [Bénisti (2017a,b)], pour un champ sinusoidal.
Les résultats correspondants sont rappelés dans la partie 2.4 et généralisés au cas
d’un potentiel anharmonique. Ces résultats dépendent des probabilités de transition
d’une région de l’espace des phases à une autre, qui sont elles-mêmes fonction du
rapport entre la vitesse de variation de vφ et celle de kIs, où Is est la valeur maximale
de l’action dans la zone piégée. Cette action est aussi celle de la séparatrice (d’où
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la notation Is) et elle vaut l’aire de la séparatrice divisée par 4π. Dans le cas d’un
potentiel pair et ayant un seul minimum, ce qui sera supposé ici, Is peut être calculée
en prenant la limite ϕmax → π dans l’équation (2.18). Dans ce cas l’Hamiltonien vaut
H = −φ(π), et Is vaut,

Is = 1
kπ

∫ π

0

√
2[φ(u)− φ(π)]du. (2.26)

On voit d’après l’équation (2.26), que Is est uniquement fonction des amplitudes du
potentiel, et croît lorsque l’amplitude de l’onde croît. Cela provoque des traversées
de séparatrice, depuis la région (α) lorsque Is = I(α) − vφ/k et depuis la région (β)
lorsque Is = I(α) + vφ/k. De plus, tant que |σ| < 1, où

σ = v̇φ

kİs
= dvφ
d(kIs)

, (2.27)

la croissance de l’onde ne peut entraîner que des transitions (α)→ (γ) ou (β)→ (γ).
Ceci est illustré sur la figure 2.2, dans le cas où φ vaut, φ = a(t) cos[ϕ−ϕ0(t)], avec,
dϕ0/dt = vφ et,

a = a0 [exp(γ1t)− 1] , (2.28)
vφ = vφ1 − vφ0 [exp(γ2t)− 1] , (2.29)

avec,

a0 = 10−3, (2.30)
vφ0 = 10−3, (2.31)
vφ1 = 3.5, (2.32)
γ1 = 2× 10−3, (2.33)
γ2 = 10−3. (2.34)

On peut voir sur la figure 2.2 qu’une orbite initialement dans la région (β) de
l’espace des phases finit dans la région (γ) sous l’effet de la croissance de l’onde
et donc de l’augmentation de l’aire de la séparatrice. On peut remarquer sur cette
figure qu’il n’y a pas d’accumulation de particules près du point X, comme par
exemple discuté dans [Bulanov & Shasharina (1992)]. C’est dû au fait qu’il n’y a
pas de véritable point X puisque la vitesse de phase de l’onde varie au cours du
temps. La même remarque est valable pour la figure 2.4.

Dans le cas où |σ| < 1, on trouve alors,

f>γ (I(γ)) dI(γ) = f<α (I(α)) dI(α) + f<β (I(β)) dI(β), (2.35)

Université Paris-Saclay 31 janvier 2023 Mikael Tacu



42 2. Théorie générale des ondes plasma adiabatiques

ϕ/π
-1 -0.5 0 0.5 1

υ
1

2

3

4

5 (a)t =3000 (α)

(γ)

(β)

ϕ/π
-1 -0.5 0 0.5 1

υ

0

2

4

6

8

(b)t =4000 (α)

(γ)

(β)

Figure 2.2 – Positions dans l’espace des phases (modulo 2π en ϕ) de 8192 électrons
soumis au potentiel, mφ/e, où φ = a(t) cos[ϕ−ϕ0(t)] avec dtϕ0 = vφ et où les varia-
tions temporelles de a(t) et de vφ(t) sont données par les équations (2.28) à (2.34).
À t = 0, les particules sont uniformément réparties en ϕ et ont toutes la même
vitesse initiale, υ(0) = 2. (a) À t = 3000, tous les électrons sont dans la région (β)
de l’espace des phases. (b) À t = 4000, tous les électrons ont transité dans la région
(γ) sous l’effet de l’augmentation de l’amplitude de l’onde et donc de l’aire de la
séparatrice.

où le symbole > signifie “juste après la traversée de séparatrice” et le symbole <

“juste avant la traversée de séparatrice”. Dans le cas d’une onde qui ne fait que
croître, f<α et f<β sont connues et données par les relations (2.25), ce qui simplifie
considérablement le problème. Par ailleurs, I(α) = I(γ) +v∗φ/k

∗ et I(β) = I(γ)−v∗φ/k∗,
où v∗φ et k∗ sont les valeurs atteintes par ces variables au moment de la traversée de
séparatrice. On obtient donc,

fγ(I) =
[
1 +

d(v∗φ/k∗)
dI

]
f0(k0I + v∗φ) +

[
1−

d(v∗φ/k∗)
dI

]
f0(−k0I + v∗φ). (2.36)

L’équation (2.36) montre clairement que la fonction de distribution électronique
garde en mémoire toutes les valeurs prises par vφ. Cependant, dans le cas où l’onde
ne fait que croître, vφ ne dépend que de l’amplitude de l’onde ce qui, là encore,
simplifie considérablement le problème. Dans ce cas v∗φ est alors la valeur de vφ
correspondant à l’amplitude de l’onde au moment où la traversée de séparatrice a

Université Paris-Saclay 31 janvier 2023 Mikael Tacu



2. Théorie générale des ondes plasma adiabatiques 43

lieu. Quant à k, il reste constant dans le cas homogène, ce qui permet de simplifier
l’équation (2.36) en,

fγ(I) =
[
1 +

dv∗φ
d(kI)

]
f0(kI + v∗φ) +

[
1−

dv∗φ
d(kI)

]
f0(−kI + v∗φ). (2.37)

La fonction fγ(I) définie par l’équation (2.37) donne la fraction d’électrons piégés
dont l’action est comprise entre I et I + dI. Cependant, ce n’est pas la fonction de
distribution des électrons piégés qui, en toute rigueur, dépend fortement de l’angle
θ, ce qui semble invalider l’équation (2.21). En effet, avec la convention que nous
avons prise pour I(γ) (qui est deux fois plus petite que dans la définition générale
de l’action), θ doit varier sur un intervalle d’amplitude 4π pour totalement décrire
une orbite piégée. À l’inverse, il suffit à θ de varier sur un intervalle d’amplitude 2π
pour qu’une orbite non piégée soit totalement décrite. En conséquence, la fonction
de distribution des électrons piégés vaut,

F (I, θ, t) = χ [θ − θα(I, t)]
(

1 +
dv∗φ
d(kI)

)
f0(kI + v∗φ)

+χ [θ − θβ(I, t)]
(

1−
dv∗φ
d(kI)

)
f0(kI − v∗φ),

(2.38)

où χ(x) = 1 pour 0 < x < 2π, x étant calculé modulo 4π, et où χ(x) = 0 pour
2π < x < 4π. Quant à θα et θβ, ils vérifient θα,β(t) = θα,β(0) + (dIH)t. Néanmoins,
les valeurs de θα,β(0) varient assez vite avec I, tout comme la valeur de dIH près de
la séparatrice. En conséquence, si on moyenne F (I, θ, t) sur un intervalle en I assez
grand, on obtient,

〈F (I, θ, t)〉 ≈ fγ/2. (2.39)

Dans la limite adiabatique, la largeur en I sur laquelle on doit moyenner pour obtenir
l’équation (2.39) tend vers 0, de sorte qu’on obtient, pour les électrons piégés,

F (I, θ, t) ≈ fγ/2. (2.40)

En définitive, la fonction de distribution f(I) donnée par l’équation (2.21) vaut,
dans le cas croissant homogène,

f(I) =


f0(kI + vφ) dans la région (α)
f0(kI − vφ) dans la région (β)(

1 + dv∗φ
d(kI)

)
f0(kI+v∗φ)

2 +
(

1− dv∗φ
d(kI)

)
f0(kI−v∗φ)

2 dans la région (γ)
(2.41)

On peut en déduire la fonction de distribution en coordonnées (ϕ, υ, t), que l’on
note F(ϕ, v, t), en remarquant que, dans la région (α) la valeur de H résolvant
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l’équation (2.14) est telle que H > −φ(π), alors que kυ > vφ. De même, dans la
région (β), H > −φ(π) et kυ < vφ, alors que dans la région (γ) H ≤ −φ(π). Cela
permet d’obtenir, lorsque |σ| < 1,

F(ϕ, v, t) =


f0(kI) si H > −φ(π) et kv > vφ

f0(−kI) si H > −φ(π) et kv < vφ[
1 + dv∗φ

d(kI)

]
f0(kI+v∗φ)

2 +
[
1− dv∗φ

d(kI)

]
f0(kI−v∗φ)

2 si H ≤ −φ(π),

(2.42)

où H(ϕ, υ, t) est donné par l’équation (2.10), et où I ≡ I [H(ϕ, υ, t)], la fonction
I(H) étant donnée par les équations (2.14) (2.16) et (2.18).

La figure 2.3 représente la fonction de distribution adiabatique calculée de ma-
nière auto-cohérente pour une onde croissant dans un plasma initialement Maxwel-
lien, f0(v) = e−v

2/2v2
th/
√

2πvth, et dont le nombre d’onde est tel que kλD = 0.333 (où
λD est la longueur de Debye, λD = vth/ωpe). Le potentiel φ vaut φ ≈ (mT/e2) cos(ϕ),
où T = mv2

th est la température électronique. Pour cette valeur du potentiel,
vφ ≈ 3.5vth, et la figure 2.3 représente F(ϕ, v) en fonction de (v − vφ)/vth. Par
ailleurs, pendant toute la croissance de l’onde |σ| < 1.

Plusieurs points peuvent être remarqués en ce qui concerne F(ϕ, v). Tout d’abord,
elle ne diffère notablement d’une Maxwellienne que dans la zone de piégeage, autour
de v = vφ. Par ailleurs, sa valeur est beaucoup plus petite au centre de la zone de
piégeage qu’au bord de cette zone, ce qui la fait ressembler à un “electron hole”, no-
tamment étudié en physique spatiale [Hutchinson (2017)]. Enfin, on peut remarquer
que F(ϕ, v) est discontinue au niveau de la séparatrice, un point sur lequel nous
reviendrons en détail dans les chapitres 4 et 5.
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Figure 2.3 – Exemple de fonction de distribution adiabatique, F(ϕ, v), calculée
de manière auto-cohérente pour une onde croissant dans un plasma initialement
Maxwellien, dans le cas où |σ| reste toujours inférieur à l’unité. (a) Coupe de F(ϕ, v)
en ϕ = 0. (b) Agrandissement de la coupe en ϕ = 0 autour de v = vφ. (c) et (d)
Courbes de niveau de F(ϕ, v) dans l’espace des phases.
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Dans le cas où σ < −1, des électrons dont l’orbite est initialement dans la ré-
gion (β) de l’espace des phases se répartissent sur deux sous-orbites, dans les ré-
gions (α) et (γ) de l’espace des phases, après traversée de séparatrice, comme illus-
tré sur la figure 2.4 [et le phénomène équivalent se produit lorsque σ > 1 pour des
électrons dont l’orbite est initialement dans la région (α)]. La répartition se fait
selon des probabilités de transition, dont la formule générale est donnée par l’équa-
tion (A.30) de l’annexe A.4. Dans le cas où σ < −1, la transition (β)→ (α) se fait
avec probabilité p(β→α) = (σ + 1)/(σ − 1), alors que la transition (β) → (γ) se fait
avec la probabilité p(β→γ) = 2/(1− σ). On en déduit que, lorsque σ < −1,

f>α (I) = f<β (I − 2v∗φ/k∗) (2.43)
f>γ (I) = 2f<β (I − v∗φ/k∗), (2.44)

ce qui, dans le cas d’une onde homogène croissante donne, en utilisant les équa-
tions (2.25) et la constance de k,

f>α (I) = f0(−kI + 2v∗φ) (2.45)
f>γ (I) = 2f0(−kI + v∗φ). (2.46)

De nouveau, la fonction fγ donnée par l’équation (2.46) n’est pas la fonction de
distribution correspondant à l’équation (2.21) qui, elle, vaut f(I) = fγ(I)/2. Ainsi,
dans la zone piégée, lorsque σ < −1,

f(I) = f0(−kI + v∗φ). (2.47)

On obtient alors, lorsque σ < −1,

F(ϕ, v, t) =


f0(−kI + 2v∗φ) si H > −φ(π) et kv > vφ

f0(−kI) si H > −φ(π) et kv < vφ

f0(−kI + v∗φ) si H ≤ −φ(π).
(2.48)
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Figure 2.4 – Positions dans l’espace des phases (modulo 2π en ϕ) de 8192 électrons
soumis au potentiel, mφ/e, où φ = a(t) cos[ϕ−ϕ0(t)] avec dtϕ0 = vφ et où les varia-
tions temporelles de a(t) et de vφ(t) sont données par les équations (2.28) à (2.34),
sauf en ce qui concerne γ1 qui vaut maintenant γ1 = 10−3. À t = 0, les particules
sont uniformément réparties en ϕ et ont toutes la même vitesse initiale, υ(0) = 2.
(a) À t = 4000, tous les électrons sont dans la région (β) de l’espace des phases. (b)
À t = 5500, les électrons se sont répartis sur deux sous-orbites, l’une dans la région
(α) de l’espace des phases, l’autre dans la région (γ).
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2.3.2 Résolution numérique de la relation de dispersion

Dans la partie précédente, on avait calculé la fonction de distribution sans se
soucier de la rétro-action des particules sur l’onde. Elle dépend donc de quelques
paramètres libres comme les harmoniques du potentiel {φn}n≥1 et v∗φ(I). Il s’agit ici
de calculer ces paramètres en utilisant l’équation de Poisson. En considérant les ions
comme un fond neutralisant, l’équation de Poisson s’écrit,

k2

ω2
pe

∂φ

∂ϕ
=
∫
R
F(ϕ, v, t) d(kv)− 1. (2.49)

En notant,

Φ = k2

ω2
pe

φ (2.50)

≡
∑
n≥1

Φn cos(nϕ),

on trouve, en tenant compte du fait que les Φn ne dépendent que du temps, en
multipliant l’équation (2.49) par cos(nϕ) et en l’intégrant sur ϕ entre −π et π,

n2Φn = −2〈cos(nϕ)〉, (2.51)

où

〈cos(nϕ)〉 = k

2π

∫ π

−π
dϕ

∫
R

dvF(ϕ, v, t) cos(nϕ). (2.52)

Remarquons qu’en multipliant l’équation (2.49) par sin(nϕ) et en l’intégrant sur
ϕ entre −π et π, on trouve 〈sin(nϕ)〉 = 0. Ce résultat est cohérent avec l’approxi-
mation Eq. (2.21) consistant à négliger la dépendance explicite de la fonction de
distribution en fonction de θ. En effet, négliger cette dépendance en θ revient à sup-
poser que les orbites sont symétriques par rapport à l’axe ϕ = 0, comme illustré sur
la figure 2.1. Si l’on tient compte de la lente dépendance en θ, on obtient généra-
lement 〈sin(nϕ)〉 6= 0. Ainsi l’approximation Eq. (2.21) est cohérente avec la forme
Eq. (2.50) choisie pour le potentiel scalaire.

Le calcul général de 〈cos(nϕ)〉 en coordonnées action-angle est détaillé dans l’An-
nexe A.1. Ici, nous n’en donnons que l’expression pour une onde croissante se pro-
pageant dans un plasma homogène et telle que |σ| < 1 lors de sa croissance. Dans
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ce cas, l’équation (2.51) devient le système infini suivant,

∀n ∈ N∗, n
2Φn

2 −
∫ +∞

kIs


∫ π

0
cos(nϕ) dϕ√
H+φ(ϕ)∫ π

0
dϕ√

H+φ(ϕ)

 [f0(kI + vφ) + f0(−kI + vφ)] d(kI)

−
∫ kIs

0


∫ ϕmax

0
cos(nϕ) dϕ√
H+φ(ϕ)∫ ϕmax

0
dϕ√

H+φ(ϕ)

[f0(kI + v∗φ)
(

1 +
dv∗φ
d(kI)

)
+ f0(−kI + v∗φ)

(
1−

dv∗φ
d(kI)

)]
d(kI) = 0,

(2.53)

où nous rappelons que, dans la troisième intégrale du membre de gauche de (2.53),
ϕmax est telle que H + φ(ϕmax) = 0.

En pratique, nous devons résoudre le système (2.53) de manière auto-cohérente
pour les Φn et pour vφ. Le principe de la méthode utilisée est illustré sur la figure 2.5
ci-dessous.

Initialiser Φn pour n ≥ 2 ,

calculer kIs, H(I) et v∗φ

Calculer vφ par

dichotomie à partir de

(2.53) pour n = 1

Evaluer les Φn pour

n ≥ 2, directement

à partir de (2.53)

Recalculer v∗φ et sa dérivée

avec le nouveau vφ

par interpolation linéaire

Recalculer kIs et H(I) avec

les nouvelles harmoniques

et v∗φ avec le nouveau kIs

jusqu’à

convergence

Figure 2.5 – Le schéma numérique de la méthode du calcul auto-cohérent de la
vitesse de phase et des harmoniques. Ce schéma numérique est un mélange entre
une dichotomie pour le calcul de vφ et un point fixe pour le calcul des harmoniques.

Tout d’abord, nous sommes obligés de tronquer le système infini à un nombre fini,
nmax, d’harmoniques. Ensuite, nous supposons que, dans la limite Φ1 → 0, Φn = 0
pour n ≥ 2, et que vφ est égale à la vitesse de phase linéaire de l’onde.

Numériquement, nous voulons estimer l’amplitude des Φn ainsi que la valeur de
vφ en fonction de Φ1, que l’on fait croître par incréments ∆Φ1. Ainsi, supposons que
l’on connaisse les Φn ainsi que vφ pour toutes les valeurs Φ1 = i∆Φ1 avec 0 ≤ i ≤ N .
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Pour calculer ces quantités lorsque Φ1 = (N+1)∆Φ1, nous commençons par estimer
vφ en résolvant (2.53) pour n = 1 par dichotomie. Pour effectuer cette résolution,
nous devons connaître le potentiel φ, et donc la valeur de toutes les amplitudes Φn,
n ≥ 2. Comme elles ne sont pas connues, nous faisons une première estimation de
vφ en choisissant Φn[(N + 1)∆Φ1] = Φ1(N∆Φ1).

Une fois qu’une première estimation de vφ[(N + 1)∆Φ1] est ainsi obtenue, nous
l’utilisons dans (2.53) avec n ≥ 2, pour trouver la valeur correspondante de Φn[(N+
1)∆Φ1].

Une fois les valeurs de Φn actualisées, nous les utilisons dans (2.53) avec n = 1
pour actualiser la valeur de vφ[(N + 1)∆Φ1], et nous réitérons le processus jusqu’à
ce que l’erreur relative maximum sur un des Φn ou sur vφ soit inférieure à une valeur
ε donnée que l’on prend, en pratique, égale à 10−5.

Notons néanmoins une difficulté dans le calcul des intégrales qui réside dans
l’évaluation de v∗φ(I). Jusqu’à présent, nous avons considéré vφ comme une valeur de
Φ1 mais, pour calculer v∗φ(I), il faut tout d’abord savoir à quelle action correspond
la valeur de vφ calculée pour Φ1 = i∆Φ1. C’est en fait la valeur de l’action à laquelle
il y a traversée de séparatrice vers la région (γ) de l’espace des phases, lorsque
Φ1 = i∆Φ1. C’est donc Is(i∆Φ1), c’est-à-dire la plus grande action de la zone piégée
lorsque Φ1 = i∆Φ1. Notons simplement I is cette valeur de l’action et viφ la valeur de
vφ correspondante. Pour calculer v∗φ pour I is ≤ I ≤ I i+1

s nous utilisons simplement
une interpolation linéaire,

v∗φ(I) =
vi+1
φ − viφ
I i+1
s − I is

(I − I is) + viφ, (2.54)

illustrée sur la figure 2.6 ci-dessous

I

v∗φ(I)

I i+1
s

vi+1
φ

I is

viφ
•

•
•

•

Figure 2.6 – Interpolation linéaire utilisée pour le calcul de v∗φ(I).

Notons enfin qu’une fois connue la forme spatiale de φ ainsi que les valeurs de v∗φ(I),
le calcul numérique des intégrales du membre de gauche (2.53) comporte certaines
difficultés techniques, qui sont discutées dans l’annexe A.2.

Concrètement, nous n’avons discuté que le cas |σ| < 1. La situation où |σ| > 1
se traite exactement de la même façon, à condition d’utiliser la bonne fonction de
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distribution. On va, en particulier, traiter le cas σ < −1 à l’aide des équations (2.48).
Supposons que |σ| < 1 tant que l’action des piégés est inférieure une certaine valeur,
Iσ, alors que σ < −1 lorsque I(γ) ≥ Iσ. On doit donc utiliser les équations (2.42) pour
calculer la fonction de distribution des piégés tant que I < Iσ et les équations (2.48)
lorsque I ≥ Iσ. En ce qui concerne la fonction de distribution dans la région (α) de
l’espace des phases, nous devons utiliser les équations (2.42) pour calculer la fonction
de distribution tant que kI > kIσ + vφ(Iσ) et (2.48) lorsque kIs + vφ(Is) ≤ kI ≤
kIσ + vφ(Iσ). Le système (2.53) est alors remplacé par,

∫ +∞

kIs−vφ


∫ π

0
cos(nϕ) dϕ√
H+φ(ϕ)∫ π

0
dϕ√

H+φ(ϕ)

 f0(−kI) d(kI) +
∫ +∞

kIσ−vφ(Iσ)


∫ π

0
cos(nϕ) dϕ√
H+φ(ϕ)∫ π

0
dϕ√

H+φ(ϕ)

 f0(kI) d(kI)

+
∫ kIσ+vφ(Iσ)

kIs+vφ


∫ π

0
cos(nϕ) dϕ√
H+φ(ϕ)∫ π

0
dϕ√

H+φ(ϕ)

 f0(−kI + 2v∗φ) d(kI)

+
∫ kIσ

0


∫ ϕmax

0
cos(nϕ) dϕ√
H+φ(ϕ)∫ ϕmax

0
dϕ√

H+φ(ϕ)

[f0(kI + v∗φ)
(

1 +
dv∗φ
d(kI)

)
+ f0(−kI + v∗φ)

(
1−

dv∗φ
d(kI)

)]
d(kI)

+
∫ kIs

kIσ


∫ ϕmax

0
cos(nϕ) dϕ√
H+φ(ϕ)∫ ϕmax

0
dϕ√

H+φ(ϕ)

 f0(−kI + v∗φ) d(kI) = n2Φn/2.

(2.55)

Les figures 2.7 et 2.8 illustrent des exemples de résultats obtenus en résolvant de
manière auto-cohérente la relation de dispersion non linéaire dans le cas où f0 est une
Maxwellienne. Notons que, dans ce cas, l’onde ne peut pas croître sans un forçage
extérieur, dont on ne tient néanmoins pas compte dans la relation de dispersion.
Dans le cas où le forçage résulte de la diffusion Raman stimulée, son influence sur
la relation de dispersion a été discutée dans [Bénisti et al. (2008)] où il a été montré
qu’elle n’était sensible que lorsque kλD & 0.35. Cependant, comme on le montrera au
paragraphe 2.6, pour de telles valeurs du nombre d’onde, l’EPW est essentiellement
sinusoïdale et électrostatique. La théorie complète développée dans cette thèse ne
s’impose donc pas, et nous ne discuterons que très peu la situation correspondant
à kλD & 0.35. En particulier, on peut voir sur la figure 2.7 que l’amplitude des
harmoniques Φn, n ≥ 2, est petite devant l’amplitude de Φ1, et ce d’autant plus
que kλD augmente. Dans le même ordre d’idée, on montre sur la figure 2.8 les
valeurs trouvées pour vφ(Φ1) en fonction du nombre nmax d’harmoniques retenues
dans le développement du potentiel. On peut voir sur cette figure que, quelle que
soit la valeur de kλD supérieure à 0.1, le calcul a convergé avec nmax = 4. Par
ailleurs, on peut aussi remarquer sur la figure 2.8 (d) que, lorsque kλD = 0.4, on
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obtient une valeur très précise de vφ en supposant le potentiel sinusoïdal, ce qui
rejoint les résultats de la figure 2.7 (d) montrant que l’amplitude des Φn, n ≥ 2, est
négligeable devant celle de Φ1 lorsque kλD = 0.4. Enfin, quelle que soit la valeur de
kλD considérée, il existe une valeur de Φ1 au-delà de laquelle on ne trouve plus de
solution à la relation de dispersion non linéaire. Nous reviendrons en détail sur la
raison d’une telle absence de solution au chapitre 3, ainsi que sur l’interprétation
physique de ce résultat. On peut quand même noter que l’amplitude maximale pour
laquelle nous trouvons une solution à la relation de dispersion décroît avec kλD, ce
qui est la raison pour laquelle on a besoin de moins en moins d’harmoniques pour
correctement décrire le potentiel de l’onde lorsque kλD augmente.
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Figure 2.7 – Rapport entre l’amplitude des harmoniques Φn/Φ1, n ≥ 2, pour (a)
kλD = 0.1, (b) kλD = 0.2, (c) kλD = 0.3 et (d) kλD = 0.4. On peut clairement
voir que le contenu en harmoniques décroît avec kλD.
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Figure 2.8 – Variation de vφ en fonction de Φ1 pour différentes valeurs de kλD et
pour différentes valeurs de nmax. (a) Lorsque kλD = 0.1, on voit qu’il suffit de 4
harmoniques pour atteindre la convergence de la résolution. (b) Lorsque kλD = 0.2,
on remarque que la convergence est atteinte avec la 3ème harmonique. (c) Pour
kλD = 0.3, on ne voit plus de variation dans vφ à partir de la deuxième harmonique.
(d) Lorsque kλD = 0.4 on voit qu’il ne suffit quasiment que d’une seule harmonique
pour correctement calculer vφ.
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2.3.3 Validation avec un code particules test

De manière à vérifier numériquement la pertinence et la validité des nos résultats
théoriques, nous résolvons numériquement, pour un ensemble d’électrons, les équa-
tions de la dynamique déduites de l’Hamiltonien H, où la forme spatiale du potentiel
ainsi que les variations de vφ découlent du calcul présenté au sous-paragraphe 2.3.2.
Plus précisément, k2φ/ω2

pe est donné par l’équation (2.50) en imposant, pour n ≥ 2,
la relation Φn(Φ1) déduite de notre théorie et, de même, nous imposons la rela-
tion vφ(Φ1) résultant de notre calcul adiabatique. Nous vérifions ensuite l’auto-
cohérence de la résolution du couple d’équations Vlasov-Poisson en vérifiant que
−2〈cos(nϕ)〉/n2Φn est effectivement proche de l’unité.

En pratique, nous faisons croître Φ1 de la manière suivante,

Φ1(t) = Φ1(0)eΓt, (2.56)

et les résultats présentés sur la figure 2.10 correspondent à Φ1(0) = 10−5 et Γ = 10−4

(Γ étant implicitement normalisé à la fréquence plasma électronique). Par ailleurs,
sur cette figure, les relations Φn(Φ1) et vφ(Φ1) sont celles obtenues lorsque kλD = 0.1,
kλD = 0.2 et kλD = 0.3. Le rapport Γ/kλD est donc toujours inférieur à 10−3, ce qui
indique que l’approximation adiabatique devrait être très précise [Tacu & Bénisti
(2022)].

D’un point de vue numérique, les équations du mouvement sont résolues à l’aide
d’un schéma de type saute-mouton [Hairer et al. (2010)], pourNel = nϕ×nυ électrons
équidistribués sur une grille fixe, comme illustré sur la figure 2.9.

nϕ

nυ

•

•

•

•

•

π

−π

υmin υmax

[ϕ(0), υ(0)]

Figure 2.9 – Répartition initiale des particules test

En pratique, nous avons choisi nϕ = 16, nv = 105, kυmin/vth = −3/kλD et kυmax/vth =
3/kλD. Par ailleurs, nous avons utilisé le pas de temps ∆t = 10−2 pour l’intégration
numérique du mouvement. Quant à 〈cos(nϕ)〉, numériquement, nous l’estimons de
la manière suivante,

〈cos(nϕ(t))〉numérique =
Nel∑
i=1

f0(kυi) cos(nϕi)δυδϕ, (2.57)

où f0 est une Maxwellienne et où δυ = (υmax − υmin)/(nv − 1) et δϕ = 2π/nϕ.
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La figure 2.10 illustre les valeurs trouvées numériquement pour −2〈cos(ϕ)〉/Φ1

lorsque kλD vaut 0.1, 0.2 et 0.3. On peut voir que cette valeur est toujours très
proche de l’unité, ce qui valide notre calcul théorique. On illustre aussi sur cette
figure l’importance de tenir compte de la variation de v∗φ avec I dans le calcul
de 〈cos(nϕ)〉, ainsi que l’importance de tenir compte du fait que, lorsque l’onde
croît, les traversées de séparatrice n’impliquent pas uniquement du piégeage dès
que |dvφ/d(kIs)| > 1. Ainsi, sur la figure 2.10, les courbes rouges ont été obtenues
en utilisant les valeurs Φn(Φ1) et vφ(Φ1) calculées en remplaçant v∗φ par vφ dans
la troisième intégrale du membre de gauche de (2.53). On peut clairement voir un
écart à l’unité lorsque Φ1 augmente. Les courbes noires correspondent aux valeurs
Φn(Φ1) et vφ(Φ1) obtenues en résolvant toujours le système (2.53), même lorsque
dvφ/d(kIs) < −1, au lieu du système (2.55). On peut voir que cela a un impact
sur la valeur de −2〈cos(ϕ)〉/Φ1 pour les plus grandes valeurs de Φ1, pour lesquelles
vφ décroît rapidement en fonction de Φ1, comme on le verra plus précisément au
chapitre 3.

On ne représente que les valeurs numériques de −2〈cos(ϕ)〉/Φ1 parce que, les
amplitudes des Φn, n ≥ 2, étant beaucoup plus petites que celle de Φ1, le rapport
−2〈cos(nϕ)〉/n2Φn est beaucoup plus bruité, ce qui ne permet pas de discuter en
détail l’importance d’un calcul adiabatique exact, tenant compte de la variation de
v∗φ ainsi que des probabilités de transition après traversée de séparatrice.
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Figure 2.10 – Valeurs de −2〈cos(ϕ)〉/Φ1 calculées numériquement. Les courbes
bleues correspondent au calcul adiabatique exact. Les courbes noires correspondent
au calcul où l’on résout toujours le système (2.53), même lorsque dvφ/d(kIs) < −1.
Les courbes rouges correspondent au calcul où l’on remplace v∗φ par vφ dans la
troisième intégrale du membre de gauche de (2.53). Les calculs sont faits pour (a)
kλD = 0.1, (b) kλD = 0.2, (c) kλD = 0.3.
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2.3.4 Calcul du décalage en fréquence non linéaire

La théorie adiabatique, telle que résolue au sous-paragraphe 2.3.2, ne donne pas
accès à une quantité importante concernant l’onde plasma qui est sa fréquence non
linéaire. Pour la calculer, dans une géométrie unidimensionnelle, nous utilisons la
conservation de la quantité de mouvement totale des électrons, puisque le champ
magnétique, ~B = ~∇ × ~A0, est nul. En utilisant l’identité dtϕ = kdtx − ω, nous en
déduisons immédiatement que,

ω = −
〈
dϕ

dt

〉
, (2.58)

où 〈.〉 désigne la moyenne statistique, calculée en utilisant la fonction de distribution
adiabatique. Dans l’annexe A.3, nous montrons que,

〈
dϕ

dt

〉
=
∫ +∞

kIs
[fα(I + vφ/k)− fβ(I − vφ/k)] π∫ π

0
dϕ′√

2(H+φ(ϕ′))

d(kI). (2.59)

Dans la suite, nous nous intéresserons plus particulièrement au décalage en fré-
quence non linéaire,

δω = ω − ωlin = ω − kvlinφ , (2.60)

où vlinφ est la vitesse de phase calculée dans la limite linéaire adiabatique, et vérifiant
l’équation suivante [Bénisti (2015)]

1 +
ω2
pe

k2 P.P.

(∫
f′0(v)
v − vlinφ

)
dv = 0, (2.61)

où P.P. désigne la partie principale de l’intégrale.
En utilisant ω = −〈dϕ/dt〉, on trouve,

δω = −
〈
dϕ

dt

〉
− kvlinφ . (2.62)

Puisque l’on calcule vφ par la méthode décrite au paragraphe 2.3.2 on peut en déduire
le potentiel vecteur,

A0 = m

e
[ω/k − vφ] . (2.63)
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2.4 Onde non monotone dans le cas homogène

Lorsque l’amplitude de l’onde n’est plus monotone, une orbite peut subir une
suite de nombreux piégeages et dépiégeages, ce qui complique significativement le
calcul de la fonction de distribution, comme illustré sur la figure 2.11. Cette figure a
été obtenue en calculant le mouvement de 8192 électrons, tels que υ(0) = 2.5, dont
la valeur initiale de ϕ est uniformément répartie sur l’intervalle [−π, π], et soumis
au potentiel φ(ϕ, t) = a(t) sin[ϕ− ϕ0(t)], avec dtϕ0 = vφ, et

a(t) = a0 {exp [γ0| sin(γ1t)|]− 1} ,

vφ = vφ1 − vφ0t,

avec a0 = 10−2, γ0 = 10−2, γ1 = 10−3, vφ0 = 10−4 et vφ1 = 3.5. Les figures 2.11 (a),
(c) et (e), d’une part, et (b), (d) et (f), d’autre part, correspondent à la même valeur
de l’amplitude, a(t). Néanmoins, la distribution des électrons y est très différente.
Ainsi, pour une onde dont l’amplitude ne varie pas de manière monotone, la fonction
de distribution ne dépend pas que de l’amplitude. Cela rend la relation de dispersion
non linéaire de l’onde non locale, ce qui peut mener à des effets de type hystérésis,
mis en évidence dans [Bénisti (2017b)]. Par ailleurs, on peut clairement voir sur la fi-
gure 2.11 que la fonction de distribution se complexifie de manière significative après
chaque série de piégeage-dépiégeage. Cela rend le calcul de la fréquence non linéaire
de l’onde plus ardu, mais tout à fait faisable une fois la fonction de distribution
électronique calculée. De manière plus quantitative,

— Il y a une traversée de séparatrice depuis la région (α) à chaque fois que kI(α) =
kIs + vφ à condition que kİs + v̇φ > 0.

— Il y a une traversée de séparatrice depuis la région (β) à chaque fois que kI(β) =
kIs − vφ, avec kİs − v̇φ > 0.

— Il y a une traversée de séparatrice depuis la région (γ) à chaque fois que I(γ) = Is

avec İs < 0.

Lorsque l’orbite quitte une région de l’espace des phases par traversée de séparatrice,
elle a une certaine probabilité de transiter vers une des deux autres régions. Notons
p(ξ→ζ) la probabilité de transiter de la région (ξ) à la région (ζ) [où (ξ) et (ζ) sont
soit (α), soit (β) soit (γ)], probabilité dont le calcul est détaillé dans l’annexe A.4.
On trouve alors que la variation de la fonction de distribution par traversée de
séparatrice se calcule de la manière suivante,

f>(I(ζ)) dI(ζ) =
∑
ξ 6=ζ

p(ξ→ζ)f<(I(ξ)) dI(ξ). (2.64)
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Dans la Table 2.1, nous donnons des exemples explicites d’un tel calcul, qui généralise
à un potentiel non sinusoïdal celui déjà publié dans [Bénisti (2017a)]

Les fonctions de distribution pour les différentes transitions

(α) −→ (β) kI = kIs−vφ et kİs+v̇φ > 0
et v̇φ − kİs > 0

f>β (I) = f<α

(
I + 2vφ

k

)
σ+1
σ−1min

[
σ−1
σ+1 , 1

]
(α) −→ (γ) I = Is et kİs + v̇φ > 0 et

İs > 0
f>γ (I) = f<α

(
I + vφ

k

)
(1 + σ)min

[
2

σ+1 , 1
]

(β) −→ (α) kI = kIs+vφ et kİs−v̇φ > 0
et kİs + v̇φ < 0

f>α (I) = f<β

(
I − 2vφ

k

)
σ−1
σ+1min

[
σ+1
σ−1 , 1

]
(β) −→ (γ) I = Is et kİs − v̇φ > 0 et

İs > 0
f>γ (I) = f<β

(
I − vφ

k

)
(1− σ)min

[
2

1−σ , 1
]

(γ) −→ (α) kI = kIs + vφ et İs < 0 et
v̇φ + kİs < 0

f>α (I) = f<γ
(
I − vφ

k

)
1

1+σmin
[

1+σ
2 , 1

]
(γ) −→ (β) kI = kIs − vφ et İs < 0 et

v̇φ − kİs < 0
f>β (I) = f<γ

(
I + vφ

k

)
1

1−σmin[ 1−σ
2 , 1]

(α) −→ (γ)
et (β) −→ (γ)

I = Is et İs > 0
et kİs + v̇φ > 0 et
kİs − v̇φ > 0

f>γ (I) = f<α
(
I + vφ

k

)
(1 + σ)min

[
2

1+σ , 1
]

+
f<β
(
I + vφ

k

)
(1− σ)min

[
2

1−σ , 1
]

Table 2.1 – Calculs de la variation des fonctions de distribution par traversée de
séparatrice. Ici (α), (β) et (γ) dénotent les différentes régions de l’espace des phases,
le symbole f> désigne la fonction de distribution après la traversée, f< désigne la
fonction de distribution avant la traversée, et σ = dvφ/d(kIs).
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Figure 2.11 – Une série de piégeages et dépiégeages pour une onde d’amplitude
variable. Dans les figures (a) à (f) on voit des électrons initialement sur une orbite de
la région (β) au temps tωp = 154.71 passer par une série de traversées de séparatrice
et se répartir sur plusieurs sous-orbites qui, au temps tωp = 7854, se partagent entre
les régions (α) et (γ) de l’espace des phases.

Université Paris-Saclay 31 janvier 2023 Mikael Tacu



62 2. Théorie générale des ondes plasma adiabatiques

2.5 Cas général, multidimensionnel et inhomogène

L’un des premiers effets qui affecte une onde plasma non homogène est la varia-
tion spatiale de sa fréquence, ω. Pour cela il n’est pas nécessaire que le plasma dans
lequel se propage l’onde soit inhomogène, l’inhomogénéité pouvant par exemple ré-
sulter d’un décalage en fréquence non linéaire lorsque l’amplitude de l’onde est non
uniforme. L’inhomogénéité de ω induit, de par la relation de consistance ∂t~k = −~∇ω
introduite au chapitre 1, une dépendance temporelle au nombre d’onde ~k. En par-
ticulier sa direction peut changer, et l’impact que cela peut avoir sur la fonction
de distribution sera étudié au paragraphe 2.5.1. Dans le cas multidimensionnel et
inhomogène, il est plus adapté d’étudier l’EPW le long de ses rayons, comme cela
sera par exemple fait au paragraphe 3.4.1. Soit ω(~x, t) = ΩR[~k(~x, t), ~x, t], où ΩR est
tel qu’il résout la relation de dispersion non linéaire de l’onde. L’équation des rayons
~xR(t) s’écrit : dt~xR = ~∇~kΩR

dt~kR = −~∇ΩR|~k,
(2.65)

où ~kR = ~k[~xR(t), t]. Ces équations seront résolues au chapitre 3 par un code de
type Ray in Cell développé par [Bénisti et al. (2022)], pour décrire le changement
en direction du nombre d’onde dû à la variation de la fréquence de l’onde avec
l’amplitude.

Les variations de la fonction de distribution induites par les traversées de sépa-
ratrice doivent aussi se calculer le long de rayons. Elles s’obtiennent comme dans le
cas homogène, à condition d’utiliser la définition suivante pour σ,

σ =
dv∗φ/dt

d(k∗Is)/dt
, (2.66)

où v∗φ = v∗φ[~xR(t), t] et Is = Is[~xR(t), t] sont calculés le long des rayons. Ici k∗ est le
nombre d’onde pris au moment de la traversée de séparatrice. Dans le cas général,
vφ et k varient de manière non linéaire mais aussi à cause de l’inhomogénéité du
plasma, ce qui augmente la possibilité d’avoir |σ| > 1.

Comme on l’a mentionné au paragraphe 2.2, lorsque l’amplitude de l’onde n’est
pas uniforme, l’action des électrons non piégés n’est pas conservée, ce qui fait varier
leur fonction de distribution au cours du temps. Dans le cas unidimensionnel, la
variation de fα,β(x, I, t) découlant de l’inhomogénéité de l’amplitude de l’onde a été
obtenue dans [Bénisti (2016)], et nous nous contentons ici de reproduire ce résultat,
dont la démonstration dépasse le cadre de la thèse,

∂tfα,β + k−1∂IH0∂xfα,β − ηk−1∂xH0∂Ifα,β = 0, (2.67)
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où η = 1 pour fα et η = −1 pour fβ. Cette variation lente de fα,β(x, I, t) s’ajoute à
celle résultant des traversées de séparatrice. Quant à la variation de la fonction de
distribution due à la rotation du nombre d’onde, elle est discutée au paragraphe 2.5.1

Enfin, dans le cas multidimensionnel, un champ magnétique dérive généralement
du potentiel vecteur A0, et nous discutons cet effet au paragraphe 2.5.2

2.5.1 Effet de la rotation du nombre d’onde sur la fonction de distribution

Pour comprendre en quoi la rotation du nombre d’onde modifie la fonction de
distribution, commençons par considérer un problème beaucoup plus simple, où
l’amplitude de l’onde ainsi que vφ ne dépendent que du temps. Supposons que Is ne
fait que croître à partir d’une valeur quasi nulle, alors que vφ varie de manière à ce
que |σ| < 1. Sur un intervalle de temps donné, la croissance de l’onde aura entraîné
le piégeage des électrons dont la vitesse initiale était comprise entre max(vφ+kIs) et
min(vφ−kIs) (en supposant vφ > 0). C’est une plage en v0 supérieure à 2 max(kIs),
qui correspond au cas où vφ reste constant. Ainsi, la variation de vφ rend le piégeage
plus efficace parce que la condition de piégeage varie en fonction de vφ, et parce
qu’une fois piégé, un électron le reste tant que l’amplitude de l’onde augmente.
Lorsque vφ ne reste pas constante, l’onde a en quelque sorte plus d’occasions de
piéger un électron.

Dans le cas où le vecteur d’onde tourne, la condition de piégeage varie aussi
avec la direction du nombre d’onde puisque cette condition porte sur la vitesse
électronique le long de ~k. En conséquence, lorsque ~k tourne alors que l’amplitude
de l’onde augmente, l’onde peut piéger plus d’électrons que lorsque la direction du
nombre d’onde reste constante. Là encore, l’onde a en quelque sorte plus d’occasions
de piéger un électron.

Nous reportons à l’annexe A.5 les détails les plus techniques concernant l’impact
de la rotation du nombre d’onde sur la fonction de distribution électronique. Nous
montrons explicitement que cela augmente le piégeage, même lorsque la variation de
l’amplitude de l’onde n’est pas monotone. Nous montrons aussi dans cette annexe
que l’effet n’est significatif que si l’angle de rotation est supérieur à environ 30°.

Université Paris-Saclay 31 janvier 2023 Mikael Tacu



64 2. Théorie générale des ondes plasma adiabatiques

2.5.2 Champ magnétique créé par l’onde plasma

Un autre effet de l’inhomogénéité est la dépendance spatiale du vecteur d’onde.
Cet effet se manifeste en 2-D et 3-D par l’apparition d’un champ magnétique via
l’équation ~B = ~∇× ~A. Lorsque la rotation de ~k est négligeable, ~A vaut toujours,

~A = (m/e)(ω/k − vφ)~k/k, (2.68)

mais ω ne peut plus être déduit de l’équation (2.58) puisque la quantité de mouve-
ment électronique totale n’est en général pas présevée en présence d’un champ ma-
gnétique. Cependant ~A varie lentement en fonction du temps et de l’espace, ce qui
nous permet de calculer ~B comme un développement en ε, qui est de l’ordre de la va-
riation spatio-temporelle de ~A. Concrètement, cela veut dire que ε ∼ ||~∇· ~A||/|| ~A||
ou ε ∼ ||∂t ~A||/|| ~A||, supposés du même ordre de grandeur par souci de simplicité.
On développe alors ~A de la manière suivante,

~A = ~A0 + ε ~A1 + ε2 ~A2 + ..., (2.69)

où ~A0 est déduit de l’équation (2.68) avec ω donnée par l’équation (2.58). À l’ordre
le plus bas, le champ magnétique vaut donc ~B0 = ~∇ × ~A0. Par ailleurs, d’après
l’équation de Maxwell-Ampère,

~∇× (~∇× ~A)− ∂ ~E

∂t
= µ0~j, (2.70)

où ~j est la densité de courant dans le plasma. Si on néglige les variations transverses
de ~A, le champ magnétique est nul, la quantité de mouvement totale se conserve, et
le courant est nul (dans un plasma initialement Maxwellien sans dérive). On obtient
alors, ∂t ~E = 0. L’équation (2.70) montre donc qu’à l’ordre le plus bas, la densité
de courant vient uniquement des variations transverses de ~A0, et que la densité de
courant est forcément d’ordre 2 en ε,

µ0~j2 = ~∇× (~∇× ~A0). (2.71)

Un champ magnétique créé par une onde plasma de grande amplitude, et associé
à un courant d’électrons piégés a effectivement été observé, notamment numérique-
ment dans des simulations d’interaction laser-plasma [Masson-Laborde et al. (2010)],
avant la croissance d’une instabilité de type Weibel [Weibel (1959)].

Notons que la présence d’un champ magnétique peut très largement compliquer
la dynamique de particules piégées [Bénisti et al. (1997, 1998a,b); Ram et al. (1998)],
et qu’il est hors de question d’entrer, ici, dans le détail de tels phénomènes dont la
description dépasse très largement le cadre de cette thèse. Ainsi, nos résultats ne
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sont valables que sur des temps plus petits que la fréquence cyclotronique associée
à ~B0.
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2.6 Possibilités de simplification de la théorie

Maintenant que nous avons décrit la théorie adiabatique des ondes plasma non
linéaires dans sa plus grande généralité, regardons dans quel cas la théorie générale
peut être simplifiée. Nous basons essentiellement notre discussion sur le calcul de
δω effectué en supposant une onde croissant dans un plasma homogène, valeurs
représentées sur les figures 2.12 à 2.14. Puis nous discutons de quelle manière les
conclusions tirées à partir de ces valeurs peuvent être affectées par l’inhomogénéité
du plasma.

Commençons par discuter de la nécessité de prendre en compte, dans le champ
électrique, le terme E0 = −∂tA0 dérivant d’un potentiel vecteur pour calculer δω.
Sur la figure 2.12, nous avons représenté en bleu le résultat du calcul du décalage
en fréquence non linéaire, δω = ω − kvlinφ , alors que la courbe rouge correspond à
kvφ − kvlinφ . La différence entre ces deux quantités n’est rien d’autre que ekA0/m.
On voit que pour kλD ≤ 0.2, il y a une différence significative entre les deux courbes
surtout à grande amplitude. Si on ne tient pas compte de A0, et qu’on assimile δω à
kvφ−kvlinφ , on peut même se tromper sur son signe lorsque kλD = 0.1 et kλD = 0.2.
Lorsque kλD = 0.3, il n’y a plus de changement de signe mais une différence subsiste
à grande amplitude. Lorsque kλD = 0.4, les deux courbes se rapprochent, ce qui nous
permet de conclure que lorsque kλD & 0.4, il est moins important de tenir compte
du potentiel vecteur.

Le calcul de δω peut être aussi simplifié en limitant le nombre nmax d’harmo-
niques. La simplification est particulièrement importante dans le cas où nmax = 1,
puiqu’on n’a plus à calculer la forme du potentiel de manière auto-cohérente. De plus,
les orbites gelées des électrons sont connues, ce qui permet d’utiliser des expressions
analytiques pour résoudre la relation de dispersion non linéaire, comme dans [Bé-
nisti & Gremillet (2007)]. Sur la figure 2.13, on peut voir que, plus kλD augmente et
moins on a besoin d’harmoniques pour calculer correctement δω. L’approximation
sinusoïdale semble précise dès que kλD & 0.4. Cela rejoint les conclusions que l’on
avait déjà tirées à partir des figures 2.7 et 2.8.

Discutons maintenant l’importance de prendre en compte la variation de v∗φ en
fonction de I pour résoudre le système (2.53) et de ne pas simplement remplacer
v∗φ(I) par vφ, c’est-à-dire la valeur correspondant à I = Is. Sur la figure 2.14, on
représente en rouge le décalage en fréquence non linéaire calculé en utilisant l’ap-
proximation v∗φ(I) = vφ, qui a été très souvent utilisée auparavant [Dewar (1973);
Krapchev & Ram (1980); Rose & Russell (2001); Lindberg (2007)]. On observe
qu’avec cette approximation, les valeurs obtenues pour δω sont précises, quel que
soit kλD et même à grande amplitude. Cependant, la relation de dispersion cesse
d’avoir des solutions dès que Φ1 > Φmax

1 et la valeur trouvée pour Φmax
1 en supposant
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Figure 2.12 – La courbe bleue représente la valeur de δω alors que la courbe rouge
représente kvφ − kvlinφ , c’est-à-dire la valeur que l’on aurait trouvé pour le décalage
non linéaire en fréquence si on avait négligé le terme E0 = −∂tA0 dérivant d’un
potentiel vecteur dans le calcul du champ électrique. (a) Pour kλD = 0.1 on voit
une différence importante entre le cas où on tient compte de E0 et celui où on
le néglige. Un changement de signe intervient même à une amplitude relativement
faible. (b) Lorsque kλD = 0.2, on remarque de même un changement de signe entre
les deux quantités. (c) Pour kλD = 0.3, il n’y a pas de changement de signe mais une
différence significative à grande amplitude. (d) Pour kλD = 0.4 l’effet du potentiel
vecteur sur δω est moins visible, on en conclut qu’il diminue lorsque le nombre
d’onde augmente.

v∗φ(I) = vφ sous-estime systématiquement celle obtenue à partir du calcul exact, et
ce de manière d’autant plus significative que kλD est grand. Ainsi, l’approximation
v∗φ(I) = vφ ne permet pas de déterminer la limite de wave breaking qui sera discutée
dans le chapitre 3. De plus, dans le cas d’un plasma inhomogène, v∗φ(I) ne varie
pas uniquement à cause de la non linéarité, comme dans le cas de la figure 2.14,
mais aussi à cause de la variation spatiale du nombre d’onde. L’hypothèse v∗φ = vφ

aboutirait alors à des résultats bien plus faux que ceux illustrés sur la figure 2.14,
comme discuté dans [Bénisti (2017b)].

On observe numériquement que lorsqu’on dépasse une certaine amplitude variant
en fonction du nombre d’onde, le rapport σ devient supérieur à 1. Cela survient
généralement lorsque vφ(I) est décroissante, donc σ < −1. En conséquence, il est
toujours nécessaire de prendre en compte les probabilités de transition pour calculer
δω à grande amplitude et la valeur Φmax

1 au-delà de laquelle on ne trouve plus de
solution à la relation de dispersion non linéaire. De plus, comme déjà discuté dans
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le paragraphe 2.5, dans le cas d’un plasma inhomogène, σ qui doit maintenant être
calculé comme dtvφ/dt(kIs) le long d’un rayon, a beaucoup plus de chance de voir
sa valeur absolue dépasser l’unité que dans le cas d’un plasma homogène.

En conclusion, lorsque kλD & 0.4, l’EPW peut être supposée sinusoïdale et
électrostatique (l’hypothèse sinusoïdale n’étant d’ailleurs pas si mauvaise dès que
kλD & 0.2). La prise en compte de la dépendance en I de v∗φ ainsi que le calcul
correct des probabilités de transition sont importants à grande amplitude dans un
plasma homogène, et peuvent s’avérer importants quelle que soit l’amplitude de
l’onde dans un plasma inhomogène.
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Figure 2.13 – Le décalage en fréquence δω en fonction de l’amplitude de la première
harmonique Φ1 pour différents kλD et différentes valeurs de nmax. (a) Lorsque kλD =
0.1, on voit comme dans le cas de la vitesse de phase, que la convergence est atteinte
dès qu’on inclut la quatrième harmonique. (b) Lorsque kλD = 0.2, comme pour le
calcul de vφ on a besoin de moins d’harmoniques pour converger. (c) Ici kλD = 0.3
(d) Sur cette figure kλD = 0.4, on voit qu’on peut presque se limiter à une onde
sinusoïdale pour le calcul du décalage en fréquence.
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Figure 2.14 – Décalage en fréquence δω en fonction de Φ1, calculé de façon exacte
avec les probabilités de transition (cercles), en prenant en compte l’effet de v∗φ mais
en arrêtant le calcul lorsque |σ| = 1 (courbe bleue), en utilisant l’approximation
v∗φ = vφ (courbe rouge), lorsque, (a) kλD = 0.1, (b) kλD = 0.2, (c) kλD = 0.3.
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons résolu de manière auto-cohérente le système Vlasov-
Poisson en utilisant l’approximation adiabatique. Pour cela nous avons d’abord cal-
culé la fonction de distribution du plasma en prenant en compte les divers effets non
linéaires qui affectent le mouvement des électrons comme le changement continu de
la vitesse de phase de l’onde ou les traversées de séparatrice des orbites électroniques
avec leur probabilités de transition respectives. Nous avons ensuite utilisé l’équation
de Poisson pour calculer la forme du potentiel (ou plus précisément son contenu en
harmoniques) ainsi que vφ = ω/k−eA0/m en fonction de l’amplitude de la première
harmonique du potentiel.

La théorie générale a d’abord été appliquée au cas d’une onde homogène croissant
dans un plasma homogène, ce qui nous a permis de faire un calcul explicite, dont nous
avons vérifié numériquement l’exactitude. Cette vérification numérique a été une
première occasion de tester l’importance d’utiliser une théorie adiabatique rigoureuse
pour la résolution du système Vlasov-Poisson. Nous avons aussi calculé la fréquence
non linéaire de l’onde en utilisant la conservation de la quantité de mouvement
totale des électrons. Nous nous sommes ensuite attachés à décrire les effets attendus
lorsque l’on considère un cas plus général.

Lorsque l’amplitude de l’onde varie de manière non monotone, nous avons montré
le caractère non local de la fonction de distribution, ainsi que sa complexification
croissante lorsque les séquences de piégeage-dépiégeage s’enchaînent. Nous avons
néanmoins indiqué comment calculer cette fonction de distribution, en utilisant les
probabilités de transition d’une région de l’espace des phases à une autre lors des
traversées de séparatrice.

Nous avons ensuite traité le cas le plus général, en nous intéressant plus particu-
lièrement à l’effet de la rotation du nombre d’onde, qui induisait un accroissement
de la fraction d’électrons piégés qui était significatif dès que l’angle de rotation était
supérieur à 30°. Nous avons aussi calculé le champ magnétique et le courant induit
par les effets non linéaires, à l’ordre le plus bas dans les variations transverses de
l’amplitude de l’onde.

Enfin, nous avons discuté les simplifications que l’on pouvait apporter à la théorie
générale, nos résultats ayant montré que lorsque kλD & 0.4, l’EPW pouvait être
considérée électrostatique et sinusoïdale. L’approximation sinusoïdale est d’ailleurs
assez bonne dès que kλD & 0.2, comme on le verra de manière plus approfondie
dans le chapitre 3.
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3
Applications de la théorie générale des ondes

adiabatiques

3.1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons calculé de manière auto-cohérente le champ élec-
trique et la fonction de distribution électronique d’une EPW adiabatique, croissant
lentement dans un plasma. Or, dans la littérature scientifique, on trouve bien plus de
résultats sur les solutions stationnaires du système Vlasov-Poisson, dont l’existence
a été prouvée dans le célèbre article de Bernstein, Greene et Kruskal [Bernstein
et al. (1957)] (BGK), que sur les ondes adiabatiques. Il serait donc intéressant de
savoir s’il existe un lien entre ces deux types d’onde. La question se pose d’autant
plus que, pour une onde BGK, la fonction de distribution électronique ne dépend
que de l’action (puisque c’est une constante du mouvement), tout comme la solution
que nous avons obtenue au chapitre 2 dans le cas homogène. Lorsque cette fonction
de distribution possède une dépression au centre de la zone de piégeage (près de
ce qu’on appelle en dynamique Hamiltonienne le point O, au voisinage duquel les
orbites dans l’espace des phases sont des ellipses), on parle d’electron holes. C’est
une classe d’ondes BGK qui a été particulièrement étudiée, notamment dans le cadre
de la physique spatiale (voir [Hutchinson (2017)] et les références qui y sont citées).
Or, comme on peut le voir sur la figure 2.3, la fonction de distribution adiabatique
présente bien une dépression au centre de la région piégée. Si la stabilité des electron
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holes a été discutée depuis assez longtemps (voir par exemple [Ghizzo et al. (1988)]),
leur pertinence physique et surtout la façon dont ils pourraient être créés semble ne
pas avoir été abordée. Or, c’est un point fondamental, bien plus important que la
stabilité de l’onde. En effet, comme on le discutera dans le chapitre 5, les ondes adia-
batiques sont instables, mais leurs propriétés influent néanmoins directement sur le
développement de la SRS. Puisque ces ondes ressemblent fortement aux electron
holes, il semble important de discuter en quoi elles se rapprochent, ou diffèrent, des
ondes BGK. C’est ce que nous faisons dans le paragraphe 3.2.

Par ailleurs, lorsqu’on construit une onde BGK on obtient généralement une ex-
pression analytique de son champ électrique. Si nous étions capables d’obtenir une
telle expression pour les ondes adiabatiques, cela nous permettrait d’éviter de pas-
ser par la procédure décrite au chapitre 2, qui est assez lourde. Nous sommes ainsi
naturellement amenés à comparer le profil du champ électrique adiabatique à ceux
d’ondes BGK déjà publiés et, en particulier, nous nous intéressons dans le para-
graphe 3.3 au profil obtenu par Dawson [Dawson (1959)]. Nous déduisons de cette
comparaison une expression analytique du champ électrique valable pour une très
large gamme d’amplitudes et de nombres d’onde, ce qui nous permet de caractériser
de manière plus directe qu’au chapitre 2 les ondes adiabatiques.

Dans le paragraphe 3.4, nous revenons de manière plus précise sur l’absence de
solution à la relation de dispersion non linéaire des EPW, au-delà d’une amplitude
qui dépend du nombre d’onde. Comme déjà discuté au chapitre 1, cela nous permet
d’obtenir une borne supérieure pour la limite de wave breaking, que l’on exprimera
en fonction de l’amplitude de la première harmonique du potentiel normalisé, défini
par l’équation (2.50). La loi ainsi obtenue sera comparée au résultat déduit de la
théorie de Dawson [Dawson (1959)] ainsi qu’au résultat de Coffey [Coffey (1971)],
qui est sans doute le plus cité. Nous expliquons ensuite, tout au long du chapitre 3,
en quoi la connaissance de la limite de wave breaking peut permettre d’obtenir un
critère pour la saturation de la SRS.

Comme nous l’avons aussi vu au chapitre 1, dans une géométrie multidimension-
nelle, le décalage en fréquence non linéaire, δω, d’une EPW entraînait la courbure de
son front de phase, lorsque cette onde résultait de la SRS d’une onde laser focalisée
dans le plasma. A l’aide des valeurs de δω obtenues au chapitre 2, d’une modéli-
sation très simplifiée de la croissance d’une onde plasma électronique par diffusion
Raman stimulée, et d’une méthode numérique originale que nous introduisons au pa-
ragraphe 3.4, nous calculons explicitement dans ce paragraphe la courbure du front
de phase d’une EPW. De cette courbure résulte la croissance de nombres d’onde per-
pendiculaires à la direction moyenne de propagation de l’EPW, et donc l’extension
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transverse de son spectre de Fourier, que nous quantifions. De plus, nous comparons
nos résultats à ceux obtenus à partir de simulations de type Particle In Cell (PIC),
et nous expliquons aussi en quoi ces résultats sont importants pour la SRS.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Le paragraphe 3.2 est dédié aux
comparaisons entre les ondes adiabatiques et les ondes BGK. Le paragraphe 3.3
discute la limite de wave breaking obtenue à partir de la relation de dispersion non
linéaire des ondes adiabatiques. Dans le paragraphe 3.4 nous calculons la courbure
du front de phase et l’extension transverse du spectre de Fourier d’une EPW ré-
sultant de la SRS d’une onde laser focalisée dans un plasma, dans une géométrie
bi-dimensionnelle (2-D).
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3.2 Comparaison avec d’autres ondes non linéaires
3.2.1 Comparaison avec les modes BGK

Un mode BGK est une solution stationnaire du système d’équations Vlasov-
Poisson, écrit en gardant les notations du chapitre 2,

υ
∂F
∂ϕ

+ ∂φ

∂ϕ

∂F
∂υ

= 0

k2

ω2
pe

∂2φ

∂ϕ2 =
∫
R
F(ϕ, υ) dυ − 1. (3.1)

Par ailleurs, le potentiel φ(ϕ) est souvent supposé strictement périodique [il ne s’écrit
pas sous la forme φ(x, t, ϕ)], si bien que l’amplitude de l’onde BGK (au sens défini
au chapitre 1) est indépendante du temps et de l’espace. Dans de telles conditions,
l’action est une constante du mouvement, et la fonction électronique ne dépend que
de l’action, F(ϕ, υ) ≡ f [I(ϕ, υ)], tout comme dans le cas d’une onde adiabatique
homogène. Malgré cette similitude, il existe plusieurs différences entre les ondes
adiabatiques et les ondes BGK.

— L’amplitude des ondes adiabatiques peut varier dans le temps, même si cette
variation doit être lente. De plus, dans le chapitre 2, nous avons étendu la
théorie au cas d’ondes dont l’amplitude pouvait varier lentement en espace.

— A la différence des ondes BGK, les ondes adiabatiques ne sont pas purement
électrostatiques puisqu’une partie de leur champ électrique dérive d’un potentiel
vecteur.

— La pertinence physique des ondes BGK et la façon dont on pourrait les créer
n’est généralement pas discutée, alors que l’on construit littéralement une onde
adiabatique à partir du moment où son amplitude est proche de zéro. En par-
ticulier, les propriétés de cette onde à un instant donné dépendent de la façon
dont elle a évolué, ainsi que des variations de la densité et la température du
plasma, à tous les instants antérieurs. Une onde adiabatique possède donc une
histoire, dont est généralement dépourvue une onde BGK.

Cependant, lorsque le potentiel vecteur est négligeable, dans le cas d’une onde uni-
forme et à une valeur donnée de l’amplitude, une onde adiabatique est un mode
BGK. Or, pour de tels modes, on obtient une expression explicite du champ élec-
trique qui, s’il approchait correctement celui des ondes adiabatiques, permettrait
d’éviter les calculs présentés au chapitre 2. Dans cette optique, nous comparons au
paragraphe suivant le profil du champ adiabatique à celui calculé par Dawson [Daw-
son (1959)].
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3.2.2 Comparaison entre le champ électrique des ondes adiabatiques et celui
calculé par Dawson dans un plasma froid

En utilisant les résultats de Akhiezer et Lyubarskizs [Akhiezer & Lyubarskizs
(1951)], Dawson a construit [Dawson (1959)] une solution non linéaire pour des ondes
planes se propageant dans un plasma froid. Rappelons-en brièvement la construction.
Considérons un plasma infini, unidimensionnel, dans lequel les ions sont remplacés
par un fond continu de densité de charges n0e, où n0 est la densité électronique.
Il est facile de montrer que si les électrons sont équidistribués dans un tel plasma,
alors ils sont à l’équilibre. Notons x0 les positions d’équilibre correspondantes. Si
les électrons se déplacent d’une quantité ξ(x0) sans que cela ne modifie l’ordre dans
lequel ils étaient placés à l’équilibre, soit comme indiqué sur le schéma ci-dessous,

~ex
x0 x0 + ∆x0 x0 + ∆x0 + ξ(x0 + ∆x0)x0 + ξ(x0)

il est facile de montrer à partir de l’équation de Gauss que le champ électrique au
niveau de chaque électron, soit en x = x0 + ξ, vaut,

E = en0ξ

ε0
. (3.2)

L’équation de Newton, mξ̈ = −eE, s’écrit alors ξ̈ = −ωpeξ, où ωpe =
√
n0e2/mε0

est la fréquence plasma. La solution générale de cette équation peut s’écrire sous la
forme,

ξ(t) = A sin(kx0 − ωpet), (3.3)

où les constantes A et k sont obtenues à partir des conditions initiales, et dépendent
donc de l’électron considéré. Si ces valeurs sont les mêmes pour tous les électrons,
on obtient alors la solution suivante, que nous appellerons le champ de Dawson, ED,

ED[x(t)] = en0

ε0
A sin[kx0 − ωpet], (3.4)

x(t) = x0 + A sin(kx0 − ωpet). (3.5)

Par analogie avec les notations des chapitres 1 et 2, introduisons ϕ = kx − ωpet,
ϕ0 = kx0 − ωpet et ED = (ek/mω2

pe)ED. La solution de Dawson s’écrit alors,

ED(ϕ) = E sin(ϕ0), (3.6)
ϕ = ϕ0 + E sin(ϕ0), (3.7)
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où E = kA. Notons qu’on obtient un champ périodique, ED(ϕ + 2π) = ED(ϕ) uni-
quement si les positions d’équilibre, x0, sont distantes de 2π/k, ce que l’on suppose
vrai dans la suite.

On compare sur les figures 3.1 et 3.2 les profils du champ électrostatique des
ondes adiabatiques, du champ de Dawson, ainsi qu’un profil purement sinusoïdal,
respectivement pour kλD = 0.1 et pour kλD = 0.2. Lorsque kλD = 0.1, l’accord
entre les profils adiabatique et de Dawson est très bon. En effet, si on note δED la
différence entre les valeurs de ces deux champs, on trouve que

√
〈δE2

D〉/
√
〈E2〉 < 10%

tant que Emax . 0.64 (cette valeur est proche de 9% quand Emax = 0.6401 et proche
de 0.5% quand Emax = 0.1959). Lorsque Emax ≈ 0.7459, ce qui est très proche de la
plus grande amplitude pour laquelle on trouve une solution à la relation de dispersion
non linéaire, le champ de Dawson a un profil un peu plus raide que celui du champ
adiabatique. En effet, si l’on note δϕD (respectivement δϕA) la différence entre
les positions du minimum et du maximum du champ de Dawson (respectivement
du champ adiabatique), on trouve δϕD/π ≈ 0.53 alors que δϕA/π ≈ 0.64 lorsque
Emax ≈ 0.7549. Néanmoins, quelle que soit son amplitude, le champ adiabatique est
plus proche de celui de Dawson que d’un champ sinusoïdal.

Lorsque kλD = 0.2 et tant que Emax . 0.5169, le profil du champ de Dawson est
aussi très proche de celui du champ adiabatique. En effet,

√
〈δE2

D〉/
√
〈E2〉 < 10%

tant que Emax . 0.5169 (cette valeur est proche de 10% lorsque Emax ≈ 0.5169 et
proche de 2% lorsque Emax ≈ 0.1967). Néanmoins, lorsque Emax ≈ 0.6218, ce qui
est proche de l’amplitude maximale au-delà de laquelle la relation de dispersion
n’admet plus de solution, le profil du champ de Dawson est plus raide que celui
du champ adiabatique, δϕD/π ≈ 0.6 alors que δϕA/π ≈ 0.8. Le profil du champ
adiabatique est aussi assez bien approché par un profil sinusoïdal. En effet, tant
que Emax . 0.6218,

√
〈δE2

s 〉/
√
〈E2〉 < 20%, où δEs est la différence entre les valeurs

des champs adiabatique et sinusoïdal. Le profil sinusoïdal est même légèrement plus
précis que le profil de Dawson pour les plus grandes valeurs de l’amplitude. Par
exemple, lorsque Emax ≈ 0.6218,

√
〈δE2

D〉/
√
〈E2〉 ≈ 21% alors que

√
〈δE2

s 〉/
√
〈E2〉 ≈

17%. Ainsi, lorsque kλD = 0.2, l’intérêt d’utiliser le profil de Dawson au lieu d’un
simple profil sinusoïdal apparaît moins évident que lorsque kλD = 0.1, bien que le
profil de Dawson soit plus précis tant que Emax . 0.6.

Lorsque la valeur de kλD augmente, le profil sinusoïdal devient de plus en plus
proche de celui du champ adiabatique, qu’il approche mieux que celui de Dawson
dès que kλD & 0.3. Ainsi, le profil ED(ϕ) défini par les équations (3.6) et (3.7) ne
fournit une approximation précise du champ adiabatique que lorsque kλD . 0.2 et
tant que l’amplitude de l’onde n’est pas trop proche de sa valeur maximale, au-delà
de laquelle on ne trouve plus de solution à la relation de dispersion. Ce résultat
n’est pas vraiment surprenant puisque le calcul de Dawson n’est valable que pour
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Figure 3.1 – Comparaisons entre les profils des champs électriques d’une onde adia-
batique (en trait plein bleu), du champ de Dawson (en tirets rouges), et d’un champ
sinuosïdal (en trait-points noirs) ayant la même valeur maximale, Emax, lorsque
kλD = 0.1 ; (a) lorsque Emax = 0.1959 ; (b) lorsque Emax = 0.4059 ; (c) lorsque
Emax = 0.6401 ; (d) lorsque Emax = 0.7459.

un plasma froid, c’est-à-dire dans la limite ω/kvth →∞. Or, dans la limite linéaire,
ω/kvth ≈ 1/kλD. On comprend donc que le profil de Dawson soit plus précis pour
les plus petites valeurs de kλD. Par ailleurs, ω décroît avec l’amplitude de l’onde et,
comme on le verra au paragraphe 3.3, ω décroît même très vite lorsque l’amplitude
de l’onde s’approche de sa valeur maximale. On s’attend donc à ce que, pour de
telles amplitudes, le calcul de Dawson ne donne plus de résultat précis.

En conclusion on peut retenir que, tant que kλD . 0.2, le profil de Dawson donne
une très bonne approximation du profil du champ adiabatique, sauf près de l’am-
plitude maximale. Lorsque kλD & 0.2, un profil sinusoïdal suffit à bien représenter
le champ adiabatique (ce qui rejoint d’ailleurs les conclusions du chapitre 2 sur la
relativement faible amplitude des harmoniques).
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Figure 3.2 – Comparaisons entre les profils des champs électriques d’une onde adia-
batique (en trait plein bleu), du champ de Dawson (en tirets rouges), et d’un champ
sinuosïdal (en trait-points noirs) ayant la même valeur maximale, Emax, lorsque
kλD = 0.2 ; (a) lorsque Emax = 0.1967 ; (b) lorsque Emax = 0.4104 ; (c) lorsque
Emax = 0.5169 ; (d) lorsque Emax = 0.6218.
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3.3 Amplitude maximale d’une onde plasma et déferlement

Dans ce paragraphe, nous revenons de manière plus précise sur la raison pour
laquelle il n’existe pas de solution à la relation de dispersion non linéaire des ondes
adiabatiques au-delà d’une certaine amplitude. En particulier, nous remarquons que
la décroissance de ω en fonction de l’amplitude de la première harmonique du po-
tentiel normalisé, Φ1, devient de plus en plus rapide au fur et à mesure que Φ1

augmente. Comme cela est illustré sur la figure 3.3, il semble donc qu’il existe une
valeur de Φ1, que nous noterons Φmax

1 , telle que ω → −∞ lorsque Φ1 → Φmax
1 . Cela

n’est bien sûr pas physique, et cela montre aussi qu’il ne peut pas y avoir de solution
à la relation de dispersion si Φ1 > Φmax

1 .
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Figure 3.3 – (a) Fréquence de l’onde plasma adiabatique en fonction de Φ1, telle
que calculée à partir de la théorie générale du chapitre 2. (b) Valeur absolue de
la dérivée de la fréquence par rapport à Φ1. On voit l’apparition d’une tangente
verticale près de Φ1 = 0.4.

On pourrait vouloir expliquer ce comportement non physique en l’imputant à
l’approximation adiabatique, utilisée pour décrire la dynamique électronique. Néan-
moins, on sait que plus l’onde croît lentement et plus cette hypothèse est correcte.
Par ailleurs, comme cela sera montré dans le chapitre 5, l’écart à la fonction de
distribution adiabatique n’est sensible que sur une faible région autour de la sépara-
trice. Or, la relation de dispersion fait intervenir l’intégrale en action de la fonction
de distribution, et la valeur de cette intégrale est très peu sensible à de très faibles
variations autour de la séparatrice. On ne peut donc guère incriminer l’approxima-
tion adiabatique, du moins tant que l’amplitude de l’onde et sa fréquence varient
suffisamment lentement.
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Cependant, l’application de la théorie adiabatique aboutit au résultat selon lequel
ω → −∞ lorsque Φ1 → Φmax

1 , ce qui est en flagrante contradiction avec l’hypothèse
d’une variation lente de ω. Ainsi on peut se demander si, en utilisant une théorie non
adiabatique, on ne pourrait pas résoudre la relation de dispersion au-delà de Φmax

1 .
Si c’était le cas, cela impliquerait forcément une variation bornée de ω en fonction
de Φ1. Mais, comme dω/dt = (dω/dΦ1)dΦ1/dt, on pourrait toujours imaginer une
onde croissant suffisamment lentement pour que ω vérifie la relation de dispersion
adiabatique, ce qui implique qu’elle varierait infiniment rapidement autour de Φmax

1 .
On aboutit donc à une contradiction, qui nous mène à conclure, qu’effectivement, on
ne peut pas trouver de solution à la relation de dispersion adiabatique si Φ1 > Φmax

1 .
Autrement dit, au-delà de cette amplitude, il n’y a plus de solution auto-cohérente au
système Vlasov-Gauss, du moins tant qu’on suppose l’EPW quasi monochromatique.
Cela implique forcément que cette hypothèse ne peut plus être vérifiée lorsque Φ1 >

Φmax
1 . Au-delà de cette amplitude, l’onde se brise. A partir de la relation de dispersion

adiabatique obtenue au chapitre 2, on obtient donc de manière rigoureuse une borne
supérieure à la limite de wave breaking (ou de déferlement), au moins pour une onde
qui ne fait que croître.

Si la variation de l’amplitude de l’onde n’est pas monotone, alors, comme déjà
discuté au chapitre 2, la fonction de distribution électronique est une fonction non
locale du champ électrique. Néanmoins, si les variations de la vitesse de phase (ou
plus précisément de vφ = ω/k − eA0/m) sont suffisamment lentes devant celles de
l’amplitude, le dépiégeage des électrons lorsque l’amplitude décroît se fait de façon
quasi symétrique par rapport à vφ, comme l’indiquent les probabilités de transition
rappelées au chapitre 2 (en particulier dans la table 2.1). Or, un dépiégeage sy-
métrique ne change pas la relation de dispersion. Ainsi, les résultats obtenus pour
une onde croissante s’appliquent à une onde dont l’amplitude varie de manière non
monotone, à condition que vφ change beaucoup moins vite que son amplitude.

La figure 3.4 représente les variations de Φmax
1 en fonction de kλD et montre que

ces variations suivent de manière très précise la loi suivante très simple, linéaire par
morceaux,

Φmax
1 (kλD) =

 0.795− kλD si 0 < kλD < 0.6
0.39− 0.3kλD si 0.6 < kλD < 1.

(3.8)

Cependant, en général, on n’exprime pas la limite de wave breaking en fonc-
tion de l’amplitude de la première harmonique, mais plutôt en fonction de δne/n0,
où δne est la fluctuation de densité induite par l’EPW. A partir de l’équation de
Poisson on trouve, avec nos normalisations, δne/n0 = −∑j j

2Φj cos(jϕ). Pour les
plus grandes amplitudes, la variation de δne/n0 en fonction de ϕ est loin d’être
sinusoïdale. En particulier, la valeur minimale de δne, que l’on note δnmin

e , est signi-
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Figure 3.4 – Variations, en fonction de kλD, de la limite de wave breaking, exprimée
en terme de l’amplitude de la première harmonique du potentiel normalisé, Φ1. Les
étoiles bleues représentent les valeurs obtenues à partir de la théorie adiabatique. La
ligne en tirets rouges a pour équation Φmax

1 = 0.795 − kλD lorsque 0 < kλD < 0.6
et Φmax

1 = 0.39 − 0.3kλD lorsque 0.6 < kλD < 1. La courbe en magenta représente
les valeurs de Φmax

1 déduites de la théorie de Coffey, et la droite noire celle obtenue
à partir du potentiel de Dawson, Eq. (3.9).

ficativement plus petite (en valeur absolue) que sa valeur maximale. Par exemple,
lorsque kλD = 0.14, une situation que l’on examine en détail dans le paragraphe 3.4,
on trouve Φmax

1 ≈ 0.65, ce qui correspond à δnmax
e /n0 ≈ 1.04 et −δnmin

e /n0 ≈ 0.43.
Comme on le verra au paragraphe 3.4, cette estimation pour −δnmin

e /n0 est très
proche de celle obtenue à partir de simulations PIC, juste avant que l’onde ne se
brise.

Clairement, nous ne sommes pas les premiers à aborder le calcul de la limite de
wave breaking. La première référence que nous connaissons sur le sujet est justement
l’article de Dawson [Dawson (1959)]. Puisque Dawson ne traite que le cas du plasma
froid, il ne peut pas se baser sur la relation de dispersion de l’onde, qui n’existe pas,
ω = ωpe quel que soit k qui peut être choisi de manière arbitraire. L’argument de
Dawson est tout autre et se base sur le profil du champ déduit des équations (3.6)
et (3.7) et représenté sur la figure 3.5 pour diverses valeurs de E = kA. On peut
remarquer sur cette figure que le champ est multivalué dès que E = kA > 1, ce
qui est physiquement impossible. On voudrait donc en déduire qu’une onde telle
que E = kA > 1 ne pourrait pas exister, ce qui correspond à la limite de wave
breaking de Dawson. A partir des équations (3.6) et (3.7), on trouve facilement que
la condition Emax = 1, exprimée en terme de l’amplitude de la première harmonique
du potentiel normalisé, devient,

Φmax
1,Dawson = J0(1)− J2(1) + J1(1) + J3(1)

2 ≈ 0.88 (3.9)

Université Paris-Saclay 31 janvier 2023 Mikael Tacu



84 3. Applications de la théorie générale des ondes adiabatiques

ϕ/2π
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

E
D
/
E
m
a
x

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

kA = 0.1
kA = 1

kA = 1.5

Figure 3.5 – Représentation du profil du champ de Dawson (normalisé à l’unité)
lorsque E = kA = 0.1 (courbe bleue) auquel cas le champ est presque sinusoïdal,
lorsque E = kA = 1 (courbe rouge) auquel cas le champ admet une tangente verti-
cale, et lorsque E = kA = 1.5 (courbe noire) auquel cas le champ est multivalué.

Néanmoins, le calcul de Dawson n’est valable que lorsque les trajectoires électro-
niques ne se croisent pas. Ainsi, si l’on considère deux positions d’équilibre x0 et
x0 + ∆x0, où ∆x0 > 0 est un petit incrément en position, il faut que x0 + ξ(x0) <
x0 +∆x0 +ξ(x0 +∆x0). Cette condition est respectée si ξ(x0 +∆x0)−ξ(x0) > −∆x0,
soit, dans la limite ∆x0 → 0,

∂ξ

∂x0
> −1, (3.10)

(et on vérifie aisément que l’on retrouve cette condition si ∆x0 < 0). D’après l’équa-
tion 3.3, ∂ξ/∂x0 = kA cos(kx0−ωpet), si bien que la condition Eq. (3.10) est vérifiée
si et seulement si kA < 1. L’argument de Dawson n’est donc pas totalement rigou-
reux, puisqu’il se fonde sur un argument sur le profil du champ, mais qui est utilisé
pour des valeurs d’amplitude où le calcul de ce profil n’est plus valable. Le calcul
de Dawson reste néanmoins une référence importante à laquelle il faut se comparer,
et on remarque sur la figure 3.4 que la limite de Dawson est systématiquement su-
périeure à celle que l’on déduit de la théorie adiabatique. Il y a deux raisons à cela.
D’une part, la condition de Dawson, selon laquelle le champ ne doit pas être multi-
valué, est moins exigeante que celle que nous utilisons, et qui porte sur la relation
de dispersion. De fait, on peut voir sur les figures 3.1 et 3.2 que, pour les amplitudes
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proches de la limite de déferlement que nous calculons, le champ adiabatique n’est
pas multivalué. D’autre part, comme indiqué plus haut, dans la limite d’un plasma
froid, on ne peut pas invoquer de condition sur la relation de dispersion. D’ailleurs
nous n’avons vérifié l’équation (3.8) que pour kλD ≥ 0.05 et pour cette valeur, Φmax

1

était d’ailleurs légèrement supérieur à la valeur déduite de l’équation (3.8) (nous
trouvons Φmax

1 ≈ 0.76 lorsque kλD = 0.05 au lieu de 0.7495).
La référence la plus ancienne (et certainement la plus citée) que nous connaissons

sur la limite de wave breaking pour un plasma de température non nulle est l’article
de Coffey [Coffey (1971)]. Plus précisément, Coffey calcule l’amplitude maximale
que peut atteindre le champ électrique d’une onde, en supposant que la fonction de
distribution électronique non perturbée est de type waterbag. L’équation de Vlasov
se trouve alors réduite à une équation de propagation des bords de la région où la
fonction de distribution est non nulle. En résolvant cette équation et en la couplant
à l’équation de Poisson, Coffey obtient la valeur maximale suivante pour l’amplitude
du champ électrique,

Emax
Coffey =

√
1− β

3 −
8
3β

1/4 + 2
√
β (3.11)

où,

β = 3(kλD)2

1 + 3(kλD)2 . (3.12)

Pour traduire l’équation (3.11) en terme de l’amplitude de la première harmonique
du potentiel normalisé, nous utilisons la relation, Emax = max

[∑
j jΦj sin(jϕ)

]
. Nous

déduisons alors Φmax
1 de Emax en le mulitpliant par r ≡ Φ1/max

[∑
j jΦj sin(jϕ)

]
,

tel que dérivé par la théorie adiabatique. Néanmoins r reste proche de l’unité pour
toutes les valeurs de kλD que nous avons regardées (l’écart à l’unité reste toujours
inférieur à 6.5%).

Comme on peut le voir sur la figure 3.4, la limite de Coffey est partout inférieure
à la limite adiabatique, sauf peut-être pour les très petites valeurs du nombre d’onde
(et pour lesquelles nous n’utilisons qu’une extrapolation des résultats obtenus pour
des plus grands kλD). Il y a plusieurs différences entre le calcul de Coffey et le nôtre.
Tout d’abord, nous supposons que la fonction de distribution non perturbée est une
Maxwellienne, et non une waterbag. Par ailleurs, nous résolvons le système Vlasov-
Poisson en tenant compte de tout l’historique de la variation de la vitesse de phase,
ce que ne fait pas Coffey. De plus, notre calcul est limité aux ondes adiabatiques,
croissant suffisamment lentement. Même dans cette limite, nos résultats ne seraient
plus les mêmes si, à cause des variations du nombre d’onde liées à l’inhomogénéité du
plasma, les variations de vφ étaient trop rapides par rapport à celles de l’amplitude
de l’onde (c’est-à-dire, dans les notations du chapitre 2, |dtvφ| > |dt(kIs)|, pour des
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valeurs de l’amplitude significativement plus petites que la limite de déferlement).
En conséquence, il est important de remarquer qu’il est impossible de calculer une
limite de déferlement valable dans n’importe quelle situation.

Enfin, notons que le résultat que nous venons d’obtenir sur la limite de wave
breaking donne directement un critère de saturation pour la diffusion Raman stimu-
lée. En effet, comme nous l’avons discuté dans l’introduction, lorsque l’onde plasma
n’est plus quasi monochromatique, elle peut accélérer de manière très efficace des
électrons par transport chaotique, qui peut être de type diffusif [Bénisti & Escande
(1997)], ou même supradiffusif [Zaslavsky (2002)]. Puisqu’elle cède son énergie aux
électrons, l’amplitude de l’EPW s’effondre, comme on le verra sur les figures 3.8 (e)
et (f) du paragraphe 3.4, issues d’une simulation PIC de diffusion Raman stimulée.
L’onde laser ne peut donc plus diffuser efficacement sur l’EPW, ce qui implique que
la diffusion Raman stimulée sature au moment où l’EPW déferle. La limite de wave
breaking que nous avons calculée peut donc servir de critère de saturation de la SRS.
De fait, un tel critère est introduit dans un modèle cinétique non linéaire de la SRS
implémenté dans le code hydrodynamique du CEA/DAM, servant au design des
expériences de fusion (modèle non encore publié). C’est un exemple d’application
directe de nos études théoriques à la fusion par confinement inertiel.
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3.4 Spectre transverse d’une onde plasma créée par diffusion Ra-
man stimulée

Avant d’entrer dans les détails des résultats obtenus, notons que cette partie de
la thèse est celle qui résulte le plus d’un travail collectif. En particulier, les résultats
numériques utilisant la méthode Ray In Cell, ainsi que l’écriture du code qui a servi
à les obtenir, ont été le fruit du travail de Didier Bénisti dans le cadre du contrat
post-doctoral de Damien Minenna. Quant aux valeurs de décalage en fréquence non
linéaire utilisées pour calculer la courbure du front de phase de l’onde plasma, elles
ont été calculées par Mikael Tacu en utilisant la théorie générale du chapitre 2. C’est
donc au titre de l’application de cette théorie qu’apparaît le présent paragraphe.

Comme expliqué au chapitre 1, une EPW créée par la diffusion Raman stimulée
d’une onde laser focalisée dans un plasma verra son amplitude croître plus rapi-
dement près de la région focale. Comme la fréquence d’une telle onde, et donc sa
vitesse de phase, ont tendance à décroître avec son amplitude, les fronts de phase
vont se courber. Ils seront plus en avance loin de la région focale que près de cette
région, comme illustré sur les figure 1.5 et 3.8 et observé dans de nombreuses simu-
lations [Rousseaux et al. (2009); Masson-Laborde et al. (2010); Berger et al. (2015);
Silva et al. (2020); Yin et al. (2007, 2008, 2009); Banks et al. (2011); Yin et al. (2012,
2013)]. En conséquence, le nombre de l’onde plasma acquiert une composante trans-
verse à la direction moyenne de propagation de l’onde. Le spectre transverse de
l’EPW s’enrichit au fur et à mesure que cette onde croît et que son front de phase
se courbe.

Un tel enrichissement transverse a clairement été observé expérimentalement
[Rousseaux et al. (2009)] par diffusion Thomson. Néanmoins, la courbure du front de
phase n’en est pas forcément la seule cause. En effet, il pourrait aussi résulter de la
croissance instable de modes transverses, qui serait l’équivalent multidimensionnel
de l’instabilité traitée au chapitre 5 [Berger et al. (2015)], ou résulter d’une insta-
bilité plutôt de type électromagnétique [Masson-Laborde et al. (2010); Silva et al.
(2020)]. Dans une expérience, ou dans des simulations cinétiques avec des codes
PIC ou Vlasov, le développement des modes secondaires et la courbure du front
de phase existent de manière simultanée, si bien qu’il est impossible de savoir quel
effet domine. Dans ce paragraphe, nous calculons les modes transverses résultant
exclusivement de la courbure du front de phase. En comparant nos résultats à ceux
issus de simulations PIC, nous pouvons clairement déterminer l’origine des modes
transverses observés dans les simulations cinétiques, et trancher la question restée
en suspens dans [Rousseaux et al. (2009)].
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Pour décrire la courbure du front de phase d’une onde plasma électronique, nous
ne pouvons clairement pas faire appel aux techniques couramment utilisées comme
l’approximation paraxiale [Lax et al. (1975); Riazuelo & Bonnaud (2000)] ou quasi-
optique [Permitin (2001); Dodin et al. (2019)]. Pour aller plus loin que ces ap-
proximations nous devons résoudre très finement les variations du nombre d’onde
en fonction du temps. Cela implique de devoir résoudre de manière simultanée les
équations de tracé de rayons non linéaires et non stationnaires ainsi que l’équation
d’enveloppe de l’onde plasma. Pour ce faire, nous avons développé une nouvelle mé-
thode numérique que nous avons dénommée Ray in Cell (RIC) [Bénisti et al. (2022)].
Elle s’inspire de la méthode développée dans [Debayle et al. (2019)] utilisant une
grille régulière dans l’espace réel. Pour résoudre les équations de tracé de rayons on
a besoin de l’amplitude locale de l’onde. Cette amplitude est déterminée comme une
moyenne sur les rayons au sein d’une même maille de la grille. Plus précisément, en
utilisant la même méthode que celle utilisée dans un code PIC, l’amplitude de l’onde
plasma est d’abord estimée sur les noeuds d’une maille en utilisant un facteur de
forme. Ensuite, elle est projetée sur les rayons en utilisant le même facteur de forme.
Cela explique la dénomination “Ray in Cell” (RIC). En comparant les résultats des
simulations RIC avec celles issues d’un code PIC à deux dimensions modélisant la
diffusion Raman stimulée, on peut quantifier l’importance de la courbure du front
de phase sur le développement des modes transverses d’une onde plasma électro-
nique. C’est un problème important parce que l’ouverture angulaire de la lumière
laser réfléchie résulte directement des propriétés de l’onde plasma. Ainsi, les résul-
tats RIC peuvent être directement utilisés dans des modèles simples implémentés
dans des codes hydrodynamiques pour estimer la SRS dans les expériences de fusion
par confinement inertiel.

De plus, la méthode RIC est intéressante en soi et peut être même généralisée
pour décrire une interaction onde-onde dans diverses situations. En effet, l’ampli-
tude de toute onde peut être estimée sur la grille, puis projetée sur les rayons de
toute autre onde pour prendre en compte leur couplage. La méthode RIC peut donc
être généralisée de manière à prendre en compte simultanément tous les phénomènes
résultant de l’interaction laser-plasma que nous avons mentionnés dans l’Introduc-
tion.

Dans le sous-paragraphe 3.4.1, nous décrivons de manière détaillée la méthode
RIC puis, dans le sous-paragraphe 3.4.2 nous l’appliquons directement au calcul de
la courbure non linéaire du front de phase d’une EPW, en comparant les résultats
RIC à ceux de simulations PIC.
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3.4.1 Méthode numérique du code Ray in Cell

La méthode RIC repose sur plusieurs approximations. Premièrement, elle se situe
dans le cadre de l’optique géométrique, la variation des nombres d’onde découlant
des équations de tracé de rayons,

d~xR
dt

= ∂ΩR

∂~k

∣∣∣∣∣∣
~x,t

d~kR
dt

= −∂ΩR

∂~x

∣∣∣∣∣∣
~k,t

, (3.13)

où ~kR = ~k[~xR(t), t] et où ΩR[~x,~k(~x, t), t] = ω(~x, t) résout la relation de dispersion
adiabatique. Il est licite d’utiliser l’optique géométrique tant que la plupart de l’éner-
gie de l’onde n’est pas confinée dans un volume inférieur à k−3. Elle ne devrait donc
pas être pertinente pour décrire l’auto-focalisation de l’onde causée par la courbure
du front de phase. Cependant, la méthode RIC permet de lever cette difficulté. En
effet, l’amplitude de l’onde étant calculée comme une moyenne sur une cellule, elle
admet une borne supérieure qui dépend du volume de la cellule. On pourrait dire,
en quelque sorte, qu’avec la méthode RIC l’énergie de l’onde n’est jamais confinée
dans un volume plus petit que celui d’une cellule. En conséquence, même si une
onde a tendance à se focaliser de manière excessive, du fait de l’approximation de
type optique géométrique, son énergie ne peut pas diverger dans le code RIC.

Deuxièmement, pour calculer ΩR, nous utilisons les résultats du chapitre 2 et sup-
posons que la composante longitudinale du vecteur d’onde ~k ne change pas beaucoup
et qu’elle reste beaucoup plus grande que sa composante transverse. Nous nous re-
streignons de plus, dans ce chapitre, à des plasmas uniformes. La variation spatiale
de ΩR, dont résulte la variation de ~k, n’est due qu’à la variation de l’amplitude
de l’onde. Plus précisément, de manière à pouvoir directement utiliser le modèle
simplifié de SRS introduit dans [Bénisti et al. (2022)] et basé sur la formulation
variationnelle de la SRS obtenue dans [Bénisti (2016); Dodin & Fisch (2012a)], nous
calculerons les variations de ΩR en fonction de celles de ΦA, défini par,

Φ2
A =

∑
n≥1

n2Φ2
n, (3.14)

où les Φn sont les harmoniques de l’onde plasma. Ainsi,

d~kR
dt

= −dΩR

dΦA

~∇ΦA. (3.15)

Il est alors clair que les équations de rayons doivent être résolues en même temps que
l’équation d’enveloppe qui décrit les variations de ΦA, qui sont non stationnaires.
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C’est de là que découle la non stationnarité du tracé de rayons. Quant au modèle
simplifié de la SRS développé dans [Bénisti et al. (2022)], son exposé dépasse très
largement le cadre de cette thèse. Nous nous contentons donc ici de reproduire
l’équation d’évolution pour ΦA,

∂Λa

∂t
+ ~∇· (Λa~vg) = 2γ0Λa, (3.16)

où ~vg = ∂~kΩR, où Λa est défini par,

Λa = ε0k
2Φ2

A

4
∂χa
∂ω

, (3.17)

et χa(k, ω,ΦA) est telle que la relation de dispersion adiabatique est équivalente à
1 + χa = 0 (la définition plus précise de χa peut être trouvée dans [Bénisti et al.
(2022)]. Quant à γ0, il vaut,

γ0(~x, t) = ekElas(~x, t)
2mωlas

√
2ωs∂ωχa

, (3.18)

où ωlas et ωs sont respectivement la fréquence du laser et la fréquence de l’onde
diffusée ( ωs = ωlas − ω ) et où Elas est l’amplitude du champ électrique du laser.
Soit maintenant J tel que ∂tJ+~vg · ~∇J = J ~∇·~vg. D’après le théorème de Liouville,
J = |d~xR(t)/d~xR(0)|. En introduisant le nombre de plasmons, Np = JΛa[~xR(t), t],
l’équation (3.17) se met sous la forme,

dNp

dt
= 2γ0Np. (3.19)

Ainsi, notre modèle simplifié pour la SRS spécifie simplement que le nombre de
plasmons est amplifié au taux 2γ0, qui est le taux typique de croissance de la SRS,
lorsque le taux d’amortissement des ondes est négligeable devant γ0, ce qui est vrai
dans l’exemple étudié au sous-paragraphe 3.4.2.

Remarquons que l’équation (3.19) ne permet de calculer que le nombre de plas-
mons, Np = J∂ωχaΦ2

A, alors qu’il faut connaître le gradient de ΦA pour résoudre
l’équation de tracé de rayons. La méthode RIC permet, justement, de passer fa-
cilement de Np à ΦA. Pour cela, on commence par calculer Λa sur les nœuds, de
positions ~xj, de la grille que l’on utilise pour mailler l’espace,

Λa[~xj(t), t] =
∫

Λa[~x, t]δ (~xj − ~x) d~x, (3.20)

où δ est la distribution de Dirac. Si les variations de Λa sont suffisamment petites
et lisses à l’échelle d’une maille, on peut remplacer la distribution de Dirac par un
facteur de forme d’ordre n, S(n) tel que

∫
S(n)(~x) d~x/∆V = 1, ∆V étant le volume
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d’une maille. Ainsi,

Λa[~xj(t), t] ≈
∫

Λa[~x, t]S(n) (~xj − ~x) d~x
∆V . (3.21)

On effectue maintenant le changement de variables, ~x → ~x0, où ~x0 est la position
initiale d’un rayon se trouvant, à l’instant t, en ~x. On trouve alors, en utilisant les
identités, J = |d~x/d~x0|, Np = JΛa,

Λa[~xj(t), t] ≈
∫
Np[~xR(t)]S(n)[~xj − ~x] d~x0

∆V . (3.22)

Si, initialement, on place de manière uniforme N0 rayons par maille, alors | d~x0| =
∆V/N0. Par ailleurs, dans une simulation on ne calcule Np que sur un ensemble fini
de rayons. En remplaçant l’intégrale par une somme de Riemann sur l’ensemble des
rayons que l’on considère dans une simulation, on obtient,

Λa[~xj, t] ≈
∑
i

Np[~xRi(t)]
N0

S(n)[~xj − ~xRi(t)]. (3.23)

L’opération permettant de passer de Np à Λa est illustrée sur la figure 3.6 (a).
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Λa[~x1] Λa[~x2]

Λa[~x3] Λa[~x4]

ΦA[~x1] ΦA[~x2]

ΦA[~x3] ΦA[~x4] ~∇ΦA[~x′4]

~∇ΦA[~x′1]

~∇ΦA[~x′2] ~∇ΦA[~x′3]

Np Np Np

(a) (b) (c)

Figure 3.6 – Le schéma numérique de la méthode RIC. La figure (a) montre la
dérivation de Λa sur les noeuds de la maille à partir de la projection de Np calculée
sur les rayons. La figure (b) montre la dérivation de ΦA sur les noeuds de la maille
une fois Λa connu. La figure (c) montre la dérivation de ~∇ΦA au milieu des arêtes
de la maille et leur projection sur les rayons pour le calcul de la dynamique de ces
derniers.

Une fois Λa connu, on calcule la valeur de ΦA en résolvant l’équation,

k2Φ2
A

∂χa(ΦA)
∂ω

= 4Λa(~xj, t)
(kλD)4ε0

. (3.24)

La résolution de cette équation peut être visualisée sur la figure 3.6 (b) où ΦA est
calculé sur les noeuds de la maille à partir de Λa. Une fois ΦA connu, son gradient est
calculé par différences finies sur les milieus des arêtes et projeté sur les rayons avec le
même facteur de forme S(n). Cela permet de propager les rayons par l’équation (3.13).
Comme expliqué dans [Bénisti et al. (2022)], un facteur de forme d’ordre 1 est
suffisant.

L’équation d’enveloppe (3.16) utilisée dans le modèle RIC n’étant valable que
pour une onde quasi monochromatique, elle ne peut pas décrire l’évolution de l’EPW
après qu’elle se soit brisée. La figure 3.8, reproduisant le résultat de la simulation
PIC [Rousseaux et al. (2009)] nous montre qu’après le déferlement de l’onde, son
amplitude décroît fortement. Ceci peut être dû à l’accélération des électrons par
transport chaotique aux dépens de l’énergie de l’onde. Pour prendre en compte cette
décroissance en amplitude dans le code RIC, lorsque ΦA ≥ Φwb, où Φwb est proche de
la limite du déferlement dérivée au chapitre précédent, seule une fraction du nombre
de plasmons transporté par les rayons est projetée sur la grille. Plus précisément,
lorsque ΦA varie de Φwb à 1.1Φwb, une fraction linéairement décroissante de Np à 0
est projetée sur la grille. De plus, tous les rayons tels que ΦA > 1.1Φwb sont enlevés
de la simulation. Clairement 1.1Φwb doit être inférieur à la valeur Φmax

A calculée au
paragraphe 3.3. Cependant, on ne peut pas simplement choisir Φwb = Φmax

A /1.1. En
effet, à cause de l’auto-focalisation de l’EPW induite par la courbure des fronts de
phase, son amplitude projetée sur les noeuds d’une maille peut être plus grande que
la valeur maximale portée par les rayons. Dans le cas des simulations RIC présentées
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ici, qui correspondent à kλD = 0.14, on choisit Φwb = 0.5. Avec ce choix pour Φwb,
dans les simulations RIC, la valeur maximale atteinte par ΦA sur les nœuds de
la grille est proche de 0.58, ce qui est en très bon accord avec les résultats des
simulations PIC, reproduits au sous-paragraphe 3.4.2.

3.4.2 Résultats des simulations RIC et comparaison aux simulations PIC
Nos simulations RIC reproduisent les simulations PIC publiées dans [Rousseaux

et al. (2009)] pour interpréter l’expérience menée sur l’installation LULI2000 100
TW, détaillée dans la même publication. L’onde laser se propage dans la direction
x dans une géométrie plane (x, y), et la distribution en intensité vaut,

Ilas(x, y, t) = I0
w0

w(x) exp
(
− 2y2

w(x)2

)
× exp

(
− (t− tdel)2

τ 2/4 ln(2)

)

w(x) = w0

√√√√1 + (x− xf )2

l2R
, (3.25)

où τ est la largeur à mi-hauteur de l’impulsion et w0 la taille minimale du faisceau
laser. De plus, tdel = s/c, s étant la coordonnée curviligne le long du rayon laser et
c la vitesse de la lumière. Pour les simulations RIC, s = 0 lorsque xωlas/c = 500.
L’onde laser est focalisée en xf , et lR = πw2

0/λlaser est la longueur de Rayleigh, λlaser
étant la longueur d’onde du laser. Ici, pour coller aux paramètres de [Rousseaux
et al. (2009)], nous choisissons λlaser = 1060 nm, τ = 1.6 ps, I0 = 2.5× 1017 W/cm2

et w0 = 16λlaser/π pour une ouverture du faisceau de f/8. De plus, l’onde laser est
focalisée à xf = 1000 c/ωlaser. Quant au plasma, il est homogène, sa densité vaut
ne/nc = 0.08 (où nc = ε0mω

2
laser/e

2 est la densité critique) et sa température est
de 300 eV. Alors l’onde plasma créée par diffusion Raman stimulée est telle que
kλD = 0.14.

La simulation s’étend de y = −100c/ωlaser à y = 100c/ωlaser et de x = −500c/ωlaser

à x = 1000c/ωlaser (ce qui fait 253 µm de long et 33.7 µm de large). Pour éviter les
problèmes de bord, lorsque x ≤ 0, l’amplification de l’onde plasma électronique est
obtenue à partir de l’équation (3.18), en remplaçant γ0 par un taux de croissance
γ qui varie linéairement depuis 0, sur le bord gauche de la boîte de simulation,
jusqu’à atteindre la valeur γ0 en x = 0. Dans la région 400 ≤ xωlaser/c ≤ 600 et
20 ≤ |y|ωlaser/c ≤ 50 où la courbure du front de phase est la plus visible, la valeur
moyenne de γ0/kvth est proche de 0.25. C’est au-dessus de la condition d’adiabaticité
γ0/kvth < 0.1. Cependant, comme on le montre plus loin, l’accord avec la simulation
PIC est tout de même très bon. Cela tient sans doute au fait que, dans les simulations
PIC, le laser est érodé, ce qui diminue la valeur effective de γ0 et améliore de ce fait
la validité de l’approximation adiabatique.

Université Paris-Saclay 31 janvier 2023 Mikael Tacu



94 3. Applications de la théorie générale des ondes adiabatiques

Les rayons de l’onde plasma sont supposés initialement alignés avec les rayons
du laser. Par conséquent, les valeurs initiales de kx et de ky sont dérivées à partir
du gradient de la phase complexe du faisceau Gaussien. De plus, l’amplitude initiale
sur chaque faisceau correspond au niveau de bruit ΦA = 5 × 10−8. Ce niveau de
bruit a été choisi pour qu’à t = −1.54ps, dans la région 400 ≤ xωlaser/c ≤ 600, la
valeur maximale de ΦA sur les rayons soit proche de la limite de wave breaking que
nous avons imposée, Φwb = 0.5. A cause de l’auto-focalisation de l’onde, la valeur
maximale de ΦA sur les noeuds de la maille excède celle sur les rayons. Lorsque
t = −1.54ps, cette valeur maximale est proche de 0.58. Il est à noter que les variations
de ΦA =

√∑
j j2Φ2

j ne traduisent pas directement celles de la densité. En effet, δne
est tel que δne/n0 = −∑j j

2Φj cos(jϕ). Ainsi, la valeur minimale atteinte par δne
est telle que :

δnmin
e

n0
= −

∑
j

j2Φj. (3.26)

Ici, puisque δnmin
e /n0 converge moins vite que le potentiel, on utilise dix harmoniques

pour estimer sa valeur. Ainsi, lorsque ΦA atteint sa valeur maximale, ΦA = 0.58 à
t = −1.54ps, on estime δnmin

e /n0 ≈ 0.38. Ceci est en très bon accord avec le résultat
des simulations PIC. En effet, comme on peut le voir sur la figure 3.8 (d), juste avant
que l’onde plasma commence à déferler, la valeur minimale atteinte par la densité
électronique est proche de 0.05nc. Il s’ensuit que δnmin

e /n0 ≈ 35 − 40% (puisque
n0/nc = 0.08).

Pour résoudre les équations (3.13), (3.15) et (3.24) nous utilisons le pas de temps,
δt = 1fs, et la la simulation est initiée en t = −2.2ps (comme dans les simulations
PIC). La grille du code RIC est faite de mailles rectangulaires de longueur longitu-
dinale lx = 50c/ωlaser et de longueur transverse ly = 5c/ωlaser. Ainsi, il y a seulement
30 cellules dans la direction x et 40 dans la direction y. C’est une résolution très
basse comparée à celle d’un code PIC, mais suffisante pour que la simulation RIC
ait convergé (diminuer lx ou ly d’un facteur 5 n’apporte pas de changements signi-
ficatifs). Cela démontre l’efficacité de la méthode. Lorsqu’on utilise 64 rayons par
maille, les résultats présentés plus loin sont obtenus avec un temps de calcul de 2
minutes. Si on compare au code PIC, on obtient une accélération par un facteur de
l’ordre de 107.

Les figures 3.8 (a), (b) et (c) représentent les cartes de densité −δnmin
e /n0 estimées

par le code RIC sur les noeuds de la maille et déduites de ΦA grâce à l’équation (3.24).
Sur ces cartes, on représente aussi les courbes perpendiculaires au nombre d’onde
local, qui sont les fronts d’onde. Elles sont représentées avec la couleur marron cor-
respondant à δnmin

e = 0, donc elles n’apparaissent pas là où l’amplitude de l’onde est
petite. La couleur a été choisie pour correspondre à celle utilisée par les simulations
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PIC, comme dans les figures 3.8 (c), (d) et (f). Ces figures représentent la densité
du plasma qui a une périodicité spatiale correspondant au nombre d’onde local. On
peut donc voir le front d’onde directement sur ces figures.

Il est aussi intéressant de constater que dans les figures 3.8 (a), (b) et (c), une
très basse résolution spatiale a été suffisante pour obtenir un très bon accord avec
les simulations PIC. C’est l’un des principaux avantages du code RIC par rapport
au code PIC.

Pour rendre les comparaisons plus quantitatives, on calcule un équivalent du carré
de la transformée de Fourier de la densité électronique, en utilisant la formule,

〈ñ2
e(kx, ky)〉 =

∑
i

k4
i Φ2

Ai
, (3.27)

où la somme porte sur tous les rayons localisés dans la région 400 ≤ xωlaser/c ≤ 600
et dont les nombres d’onde ~ki sont tels que |kx,y − kxi,yi | < 10−2ωlaser/c.

Les figures 3.9 (a), (b) et (c) représentent les cartes de 〈ñ2
e(kx, ky)〉 normalisées à

leur valeur maximale aux temps t = −1.54ps, t = −1.44ps et à t = −1.37ps. Elles
sont comparées au carré de la transformée de Fourier de la densité obtenue dans
les simulations PIC et reproduite sur les figures 3.9 (d), (e) et (f). A t = −1.54ps,
l’étendue en ky est la même dans les simulations PIC et RIC. A cet instant, l’onde
plasma n’a pas encore déferlé, donc l’élargissement en ky est uniquement dû à la
courbure du front de phase. Cela nous permet de conclure que les simulations RIC
donnent une estimation très précise des modes transverses résultant uniquement de
la courbure du front de phase. Cependant, l’élargissement spectral en kx du RIC est
plus petit que celui calculé par le code PIC. Cela peut être dû à la prise en compte
par le code PIC des variations longitudinales de l’amplitude de l’onde, qui ne sont
pas découplées de celles dues à la variation spatiale de la fréquence, contrairement
à un calcul RIC qui ne tient compte que des variations du nombre d’onde calculées
par tracé de rayons.

A t = −1.44ps, l’élargissement en ky obtenu par le code RIC est très similaire à
celui déduit de la simulation PIC. Cela montre que cet élargissement est principa-
lement dû à la courbure du front de phase, même si l’onde plasma a commencé à
déferler dans la région 400 ≤ ωlaser/c ≤ 500. On peut néanmoins remarquer un maxi-
mum bien marqué dans le spectre de Fourier à ky = 0.25, et un minimum à ky = 0,
qui sont absents de la carte de 〈ñ2

e〉 calculé par RIC. Cela suggère qu’à t = −1.44ps,
le spectre de la densité est affecté par la croissance des modes secondaires, surtout
près de ky = 0.

A t = −1.37ps, le carré de la transformée de Fourier calculé par PIC n’a de
valeurs significatives que pour |yc/ωlaser| . 0.6, ce qui correspond à l’élargissement
en ky pour la carte de 〈ñ2

e〉 dans la figure 3.9 (c), calculée par RIC. Ainsi, même à
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t = −1.37ps, lorsque l’onde plasma a déferlé dans une grande région du domaine
spatial, les caractéristiques principales de la transformée de Fourier de la densité
résultent de la courbure du front de phase. On remarque cependant que le spectre
du PIC s’étend jusqu’à |kyωlaser/c| ≈ 1 contrairement à celui du RIC. On en conclut
que ces grandes valeurs de ky sont dues à la croissance de modes transverses instables.

A cause de la courbure du front de phase, l’onde plasma se propage à un angle
moyen θ non nul par rapport à la direction de propagation moyenne du faisceau
laser (qui est selon x). En ce qui concerne les résultats des simulations PIC, on
estime θ comme dans [Rousseaux et al. (2009)]. A t = −1.44ps et à t = −1.37ps
θPIC = tan−1(ky0/k), où ky0 correspond au maximum local du spectre de Fourier.
On estime, lorsque t = −1.44ps, ky0c/ωlaser ≈ ±(0.25−0.3) et θPIC ≈ ±10◦. Lorsque
t = −1.37ps on a ky0c/ωlaser ≈ ±(0.3− 0.35) et θPIC ≈ ±12◦. Lorsque t = −1.54ps,
on utilise pour ky0 la largeur à mi-hauteur du spectre de Fourier, ce qui donne
ky0cωlaser ≈ ±(0.15 − 0.2) avec θRIC ≈ ±6◦. Quant aux valeurs de θRIC, elles sont
calculées à l’aide de l’équation suivante,

θRIC =
∑
i θik

4
i Φ2

Ai∑
i k

4
i Φ2

Ai

, (3.28)

où pour chaque rayon θi = tan−1(kyi/kxi). De plus, la somme est limitée aux rayons
situés dans le plan supérieur y > 0 de façon à ce que θRIC < 0. Les valeurs pour
θRIC dérivées de l’équation précédente sont représentées dans la figure 3.7. Lorsque
t < −1.7 ps, elles sont non nulles à cause de l’angle d’ouverture non nul du faisceau
laser. La croissance de θRIC et les valeurs relativement faibles qu’il prend lorsque
−1.7 ≤ t ≤ −1.6 est la conséquence de la réduction de la largeur du spectre dû à
un gain Raman inhomogène. En effet, à ces temps, l’onde plasma est principalement
amplifiée sur les rayons qui se trouvent près de l’axe x, pour lesquels la courbure est
très faible. Lorsque −1.6 ≤ t ≤ −1.2, θRIC diminue à cause de la courbure du front
de phase. Comme on peut le voir sur la figure 3.7, on trouve un excellent accord
entre θRIC et θPIC à t = −1.54 ps, t = −1.44 ps et t = −1.37 ps, ce qui montre
à nouveau la pertinence de la méthode RIC pour calculer la courbure du front de
phase d’une onde plasma adiabatique.

Après t = −1 ps, on trouve que θRIC commence à croître. Cela est dû au fait que
l’onde plasma a déferlé sur une grande région du domaine et que seuls les rayons
loin de l’axe n’ont pas été enlevés selon la procédure expliquée plus haut. Loin de
l’axe l’intensité du laser est si faible que l’onde plasma est très peu amplifiée et donc
il n’y a pratiquement pas de courbure du front de phase. Par ailleurs, lorsque l’onde
plasma a déferlé presque partout, les résultats du RIC deviennent douteux, ils ne
sont donc pas montrés ici.
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Figure 3.7 – L’angle moyen de propagation de l’onde plasma électronique par
rapport à l’axe x dans le plan y > 0 tel que dérivé d’une simulation PIC représenté
par les croix et tel que dérivé d’une simulation RIC représenté par la courbe bleue.

La valeur maximale trouvée pour |θRIC| est proche de 14◦. C’est relativement
petit, ce qui justifie l’approximation consistant à négliger la rotation du vecteur
~k lors du calcul du décalage en fréquence non linéaire. Cependant, en utilisant la
relation ~ks = ~kl − ~k, où ~ks et ~kl sont respectivement les nombres d’onde diffusés
et laser, on trouve que l’onde diffusée se propagerait à un angle proche de 35◦

par rapport à l’axe x lorsque θ ≈ 14◦. C’est un angle significatif qui montre que
le décalage en fréquence non linéaire induit une diffusion transverse effective, non
négligeable. Cela doit être pris en compte lors des expériences laser-plasma et lors de
leur modélisation, de manière à prédire correctement la direction de rétrodiffusion,
ainsi que pour estimer précisément l’impact de la diffusion Raman stimulée sur
l’hydrodynamique du plasma.
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Figure 3.8 – Les figures (a), (b) et (c) représentent −δnmin
e /n0, calculées à l’aide

de l’équation (3.26) respectivement aux temps t = −1.54 ps, t = −1.44 ps et t =
−1.37ps. Sur ces figures sont aussi représentées les courbes perpendiculaires au front
de phase en utilisant la même couleur que celle pour δnmin

e = 0. Dans (d), (e) et (f),
on représente la densité électronique normalisée à la densité critique respectivement
aux temps t = −1.54ps, t = −1.44ps et t = −1.37ps, telle que qu’obtenue dans la
simulation PIC de [Rousseaux et al. (2009)].
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Figure 3.9 – Dans les figures (a), (b) et (c), on représente les valeurs de
〈ñ2

e(kx, ky)〉, définie par l’équation (3.27), et normalisée à sa valeur maximale. Ces
valeurs correspondent aux résultats de notre simulation RIC, respectivement aux
temps t = −1.54ps, t = −1.44ps et t = −1.37ps. Dans les figures (c), (d) et (e),
on représente le module au carré de la transformée de Fourier de la densité électro-
nique en unités arbitraires, respectivement aux temps t = −1.54ps, t = −1.44ps et
t = −1.37ps, telle qu’obtenue par une simulation PIC.
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3.5 Conclusion

A la fin du chapitre 2, nous avons discuté la façon dont la théorie générale pouvait
être simplifiée. Dans ce chapitre, nous sommes allés plus loin dans cette direction
en essayant de trouver une formule analytique pouvant approcher précisément la
forme spatiale du champ d’une onde adiabatique homogène et croissante. Nous avons
montré que, lorsque kλD . 0.2, le champ calculé par Dawson permettait d’obtenir
une telle approximation, sauf pour des amplitudes très proches de la limite de wave
breaking.

Quant à cette limite, nous en avons rigoureusement trouvé une borne supérieure,
tout au moins pour une onde croissant lentement. Par ailleurs, nous avons montré
que cette borne supérieure, exprimée en terme de l’amplitude de la première harmo-
nique du potentiel, suivait une loi très simple, linéaire par morceaux, en fonction de
kλD. Nous avons de plus montré qu’elle était toujours inférieure à la limite trouvée
par Dawson, mais toujours supérieure à celle obtenue par Coffey. Notre résultat sur
la limite de wave breaking est un exemple de résultat théorique pouvant servir direc-
tement à la fusion par confinement inertiel, puisqu’il permet de prédire la saturation
de la diffusion Raman stimulée.

Dans la dernière partie de ce chapitre, nous avons utilisé les résultats obtenus
au chapitre 2 sur le décalage en fréquence non linéaire pour prédire la courbure
du front de phase d’une onde plasma résultant de la SRS. Le modèle obtenu, qui
repose sur la résolution d’une équation d’enveloppe et sur un tracé de rayons non
linéaire et non stationnaire, est à la base du code Ray in Cell (RIC) que nous avons
introduit. Nous avons utilisé ce code dans les conditions de l’expérience de Rousseaux
et al. [Rousseaux et al. (2009)] et comparé les résultats RIC aux résultats PIC publiés
dans le même article. Nous avons trouvé un excellent accord entre les deux types
de simulation, en ce qui concerne l’extension transverse du spectre de Fourier de
l’EPW, tout au moins avant qu’elle ne déferle. Après déferlement, la comparaison
RIC/PIC a permis de discriminer les modes résultant de la courbure du front de
phase de ceux croissant de manière instable. En particulier, nous avons pu montrer
que l’extension transverse du spectre de Fourier de l’onde était principalement due
à la courbure du front de phase.

Par ailleurs, la borne supérieure que nous avons obtenue pour la limite de wave
breaking est très proche du niveau maximal de fluctuation de densité électronique
trouvée dans la simulation PIC, juste avant que l’onde ne déferle. Nous n’avons ce-
pendant obtenu qu’une borne supérieure pour la limite de wave breaking. Pour aller
plus loin dans la prédiction de cette limite, il nous faut maintenant nous intéres-
ser au mécanisme physique qui en est à l’origine, la croissance de modes satellites
instables. C’est ce que nous faisons dans les chapitres 4 et 5, où nous analysons la
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stabilité des ondes adiabatiques décrites au chapitre 2. En particulier, nous résolvons
dans le chapitre 4 les équations de la théorie rigoureuse correspondant à l’instabi-
lité des particules piégées, introduite par Kruer, Dawson et Sudan (KDS) [Kruer
et al. (1969)]. Dans le chapitre 5, nous comparons nos résultats théoriques à ceux
de simulations cinétiques.
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4
Stabilité d’une onde adiabatique. Approche théorique

4.1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons obtenu une solution au couple d’équations Vlasov-
Poisson en supposant que le potentiel scalaire était le potentiel d’une onde quasi-
monochromatique, ce qui nous a permis d’utiliser l’approximation adiabatique. Dans
ce chapitre, nous testons la pertinence de l’hypothèse d’onde quasi-monochromatique.
Plus précisément, nous établissons la théorie rigoureuse, dont nous résolvons les
équations numériquement, permettant de savoir si des modes satellites peuvent
croître de manière instable dans un plasma où se propage une onde adiabatique,
telle que définie au chapitre 2.

La croissance instable de modes satellites a été observée pour la première fois
dans un plasma par Wharton Malmberg et O’Neil [Wharton et al. (1968)]. On l’a
retrouvée par la suite dans des cavités radio-fréquence, dans les tubes à ondes pro-
gressives [Hartmann & Driscoll (2001)], en physique des plasmas lors de la propaga-
tion d’ondes quasi-monochromatiques dans la magnétosphère [Le Quéau (1987)] ou
dans les lasers à électrons libres [Riyopoulos & Tang (1988); Sharp & Yu (1990)].
Comme observé dans de nombreuses expériences [Franklin et al. (1972); van Wa-
keren & Hopman (1972); Van Hoven & Jahns (1975); Starke & Malmberg (1978)],
les modes satellites instables peuvent croître jusqu’à une amplitude comparable à
celle de l’onde principale. On dit alors qu’elle se brise, ou qu’elle déferle. En effet, le
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champ électrique total n’est plus quasi-monochromatique, si bien qu’il n’y a plus de
sens à définir localement une amplitude ou une fréquence comme on le ferait pour
une onde. En calculant de manière théorique la croissance de modes satellites, on
devrait donc aboutir à une estimation très précise de la limite de wave breaking,
dont on n’a trouvé qu’une borne supérieure au chapitre 3.

Dans toutes les situations évoquées plus haut, on a observé expérimentalement
que l’écart en fréquence entre les modes satellites et l’onde principale était de l’ordre
de la fréquence d’oscillation des particules piégées au fond du puits de potentiel de
l’onde. Dans le cas de l’expérience de Wharton et al, l’écart était même proportionnel
à cette fréquence, ωB =

√
eE1k/m, où on a noté E1 l’amplitude de l’onde principale,

supposée sinusoïdale. Ce comportement suggère que les particules piégées jouent un
rôle primordial dans la croissance de l’instabilité. Comme on va le voir dans le pa-
ragraphe 4.2, c’est effectivement le cas. Cela a d’ailleurs été compris très tôt, dès
l’article de Kruer Dawson et Sudan (KDS) [Kruer et al. (1969)], qui ont modélisé
très simplement ce qu’ils ont appelé “l’instabilité des particules piégées”. Les pré-
dictions du modèle KDS sont néanmoins restées semi-quantitatives, que ce soit par
rapport à l’expérience de Wharton et al. ou aux simulations numériques [Brunner
et al. (2014)]. Il y a principalement deux hypothèses simplificatrices dans le modèle
KDS. On suppose que les particules piégées peuvent être remplacées par une macro-
particule oscillant au fond du puits de potentiel de l’onde et que les particules non
piégées répondent linéairement à l’onde. Dodin a levé la première approximation
pour introduire l’instabilité dite de masse négative [Dodin et al. (2013)]. Un des
ingrédients essentiels de cette instabilité réside dans le fait que la période d’oscilla-
tion des particules piégées dépend de leur énergie. Cependant, dans son traitement
théorique, Dodin suppose que les particules piégées restent près du minimum du
champ électrique. Par ailleurs, Dodin suppose toujours une réponse linéaire de la
part des électrons non piégés, et la comparaison entre les taux de croissance prédits
par la théorie de Dodin et ceux mesurés numériquement n’est pas bonne. La théo-
rie rigoureuse de l’instabilité des particules piégées, levant les deux approximations
mentionnées plus haut, a pourtant été introduite peu de temps après le modèle KDS
par Goldman [Goldman (1970)]. Cependant, cette théorie n’a été résolue que dans
un cas simplifié d’une distribution discrétisée de type waterbag [Goldman & Berk
(1971)]. On ne peut donc pas dire qu’il existe d’outil théorique permettant de prédire
la croissance de modes satellites instables dans un cas réaliste. C’est ce qui a motivé
le travail présenté dans ce chapitre, où nous construisons la théorie rigoureuse de
l’instabilité des particules piégées pour une onde BGK. Cela veut dire, en particu-
lier, que nous tenons compte des orbites exactes des électrons soumis à l’onde. Nous
allons de plus considérer le cas où l’onde BGK résulte de la croissance d’une onde
adiabatique, dont nous avons montré la pertinence vis-à-vis de la diffusion Raman
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stimulée au chapitre 3. Nous résolvons ensuite numériquement les équations que
nous avons obtenues pour en déduire les taux de croissance des modes instables, que
nous comparons à ceux du modèle KDS et à ceux déduits de la théorie de Dodin.
Ces comparaisons fourniront l’occasion de discuter de manière approfondie le rôle
joué, dans le calcul des taux de croissance, par la discontinuité de la fonction de
distribution au niveau de la séparatrice, illustrée sur la figure 2.3.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans le paragraphe 4.2, nous exposons les
hypothèses utilisées pour analyser la stabilité d’une onde plasma de grande ampli-
tude, qui sera considérée comme une version simplifiée (BGK) de l’onde adiabatique
étudiée au chapitre 2. Nous illustrons ensuite la croissance instable de modes sa-
tellites à l’aide de simulations cinétiques de type Vlasov, ce qui nous permettra de
montrer précisément ce que l’on entend par une “onde brisée”. Le paragraphe 4.3
est dédié au modèle KDS. Nous exposons de manière succincte les hypothèses du
calcul, et nous en donnons une image physique simple. Nous indiquons ensuite ses
prédictions en ce qui concerne les taux de croissance des modes instables. Dans la
partie 4.4, nous présentons le mécanisme physique de l’instabilité de masse négative
introduite par Dodin, ainsi que les résultats découlant de cette théorie, que nous
comparons à ceux du modèle KDS. Dans la partie 4.5, nous dérivons la théorie
rigoureuse de l’instabilité des particules piégées, exprimée en coordonnées action-
angle. Cela nous mène à la relation de dispersion permettant de calculer les taux de
croissance des modes instables, relation de dispersion que nous résolvons numérique-
ment. Nous comparons aussi nos résultats à ceux du modèle KDS et de la théorie de
Dodin. Dans le paragraphe 4.6, nous insistons sur le rôle joué par la discontinuité
de la fonction de distribution, f(I), au niveau de la séparatrice, ainsi que par la sen-
sibilité des taux de croissance aux variations rapides que l’on peut imposer à f(I)
autour de la séparatrice. Nos conclusions en ce qui concerne cette étude théorique
sont résumées dans la partie 4.7.
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4.2 La croissance instable de modes satellites

Dans tout ce chapitre, ainsi que dans le chapitre 5, nous nous restreignons à une
géométrie unidimensionnelle. De plus, nous accordons une attention toute particu-
lière à la stabilité d’une version simplifiée, BGK, d’une onde adiabatique telle que
définie au chapitre 2. Plus précisément, nous supposons que le champ électrique de
l’onde est de la forme, E(x, t) = E [ϕ(x, t)], où E(ϕ+ 2π) = E(ϕ), le profil du champ
E , c’est-à-dire sa dépendance en fonction de ϕ, étant telle que calculée au chapitre 2.
En particulier, lorsque kλD & 0.2, on peut supposer E = E1 sin(ϕ). De plus, et sur-
tout, la fonction de distribution électronique, et la fréquence de l’onde, sont celles
calculées au chapitre 2, une fois le nombre et l’amplitude de l’onde fixés.

Le fait de considérer une onde BGK simplifie grandement le problème, puisqu’il
procure au système physique une invariance par translation d’un multiple de 2π en
ϕ. Ainsi, par le théorème de Floquet, si un mode satellite croît de manière instable,
on s’attend à ce que son champ électrique soit celui d’une onde de Bloch, c’est-à-dire
qu’il s’écrive sous la forme,

δE(x, t) = ei(κ1ϕ−ω1t)
+∞∑

n=−∞
Ẽn(t)einϕ + c.c., (4.1)

où ω1 est a priori un nombre complexe, et −1/2 ≤ κ1 < 1/2. De plus, dans le
régime linéaire de l’instabilité, les amplitudes Ẽn sont supposées constantes, le taux
de croissance du mode satellite étant alors donné par la partie imaginaire de ω1.

La forme Eq. (4.1) pour le champ électrique d’un mode satellite a été rigoureuse-
ment prouvée par Goldman dans [Goldman (1970)], lorsque ϕ(x, t) = kx− ωt, où k
et ω sont des constantes. Dans les chapitres 4 et 5 nous nous limitons à une telle va-
riation spatio-temporelle pour ϕ. Ainsi, nous supposons implicitement que, pour une
onde adiabatique, les taux de croissance des modes satellites peuvent être calculés
localement en assimilant l’onde adiabatique à une onde BGK, dont l’amplitude et
le nombre d’onde sont fixés à leurs valeurs locales. Néanmoins, nous ne discuterons
pas ici le régime de validité de cette hypothèse que nous admettons simplement.

La figure 4.1 illustre la variation du champ électrique sous l’effet de la croissance
instable de modes satellites, telle que calculée par un code Vlasov. Dans cette si-
mulation, on crée une onde électronique de grande amplitude à l’aide d’un forçage
extérieur. Plus précisément, on remplace dans l’équation de Vlasov le potentiel auto-
cohérent déduit de l’équation de Poisson, φac, par le potentiel φac + φf . Le champ
électrique correspondant au forçage vaut eEf/kT = cos[kx − ωt] × enveloppe, où
kλD = 0.333 et ω = 1.2ωpe, ce qui crée une EPW de même fréquence et même
longueur d’onde. L’enveloppe s’écrit
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Figure 4.1 – Champ électrique en x = 0 en fonction du temps pour une onde
longitudinale forcée pendant ωpetstop = 100, puis qu’on laissé se propager librement
jusqu’à ce qu’elle se brise lorsque ωpe(t − tstop) ≈ 1000 sous l’effet de la croissance
instable de modes secondaires. Après cet instant, le champ électrique total, somme
de celui de l’onde et de celui des modes satellites, n’est plus quasi-monochromatique.

7.5×10−3×[tanh[R(2t/tramp − 1)]− tanh{R[2(t− tstop)/tramp − 1]}], avec R = 4,
ωpetstop = 100 et ωpetramp = 10, ce qui correspond à une rampe pendant tramp après
quoi l’amplitude du forçage est essentiellement constante jusqu’à tstop, puis nulle
après un temps légèrement supérieur à tstop (voir la figure 5.3). L’amplitude du
champ électrique de l’EPW, juste après la coupure du forçage, vaut eE1/kT =
0.33. On peut observer sur la figure 4.1 que le champ électrique de l’onde oscille
de manière très régulière, à amplitude constante, jusqu’à ωpe(t − tstop) = 800. A
partir de ωpe(t − tstop) & 900, on peut clairement voir des modulations rapides
dans l’amplitude du champ électrique. Par ailleurs, bien que cela soit moins évident
sur la figure 4.1, la fréquence du champ est aussi modulée. On ne peut alors plus
associer au champ électrique une amplitude et une fréquence lentement variables,
caractéristiques d’une onde. On dit alors que l’onde plasma s’est brisée, ou qu’elle
a déferlé, par analogie (imparfaite) avec une vague qui déferle lorsqu’elle atteint
le rivage, c’est-à-dire pour laquelle on ne sait plus associer un mouvement fluide
cohérent.
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4.3 Modèle KDS

Dans ce paragraphe, nous ne décrivons que rapidement le modèle de Kruer, Daw-
son et Sudan (KDS) [Kruer et al. (1969)], que l’on retrouvera comme limite de notre
calcul général. Ce modèle a été introduit pour interpréter l’expérience de Wharton
et al. [Wharton et al. (1968)], et expliquer la croissance de modes satellites, telle
qu’illustrée sur la figure 4.1. Le modèle repose essentiellement sur l’échange d’énergie
entre les électrons piégés et le champ perturbatif δE du mode satellite, lors du mou-
vement d’oscillation de ces électrons dans le puits de potentiel de l’onde principale.
De plus, KDS font l’hypothèse forte que, à l’intérieur de chaque puits de poten-
tiel, l’ensemble des particules piégées peut être représenté par une macroparticule,
comme illustré sur la figure 4.2.

x x(a) (b)

Figure 4.2 – Interaction de la macroparticule, représentant l’ensemble des électrons
piégés, avec le potentiel de l’onde principale (parabole bleue) et avec le champ du
mode satellite (sinusoïde rouge). Dans le mouvement allant de (a) à (b), la macro-
particule bouge dans le même sens que l’onde et voit un champ δE quasi constant.
Dans le cas considéré, le courant des électrons piégés jT est tel que jT δE < 0. Donc,
les électrons piégés cèdent de l’énergie au champ. Lorsque la macroparticule oscille
dans l’autre sens, elle voit un champ δE dont la valeur change au cours du temps. En
conséquence, jT δE prend une valeur moyenne plus faible que dans le cas du trajet
(a) → (b). Il en résulte un gain net d’énergie pour le champ δE.

Supposons que, dans le référentiel de l’onde, le champ δE se déplace d’une lon-
gueur d’onde pendant une période d’oscillation, 2π/ωB, dans le puits de potentiel
de l’onde. Quand cette condition est satisfaite, lorsque la macroparticule se déplace
dans le sens de δE lors de son oscillation dans le puits de potentiel de l’onde, elle
voit un champ δE quasi constant. Supposons cette valeur du champ positive, comme
dans le cas de déplacement de (a) à (b) sur la figure 4.2. Dans ce cas, le courant des
électrons piégés, jT , est tel que jT δE < 0. Donc, le champ δE gagne de l’énergie.
Quand la macroparticule oscille dans l’autre sens, le signe du champ δE qu’elle voit
ne cesse de changer, si bien que la valeur moyenne de jT δE est plus petite que lors
du déplacement de (a) à (b). Il en résulte un gain net d’énergie pour le champ δE,
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qui va donc croître.

Maintenant que nous avons donné l’image physique, inspirée de [Tsunoda &
Malmberg (1989)], de l’instabilité telle que décrite par KDS, donnons une description
rapide du modèle théorique, que nous retrouverons dans le paragraphe 4.5 comme
cas limite de la théorie générale. Dans ce modèle, on considère la perturbation par
un champ δE(x, t) d’une onde BGK dont le champ électrique est,

E(x, t) = E1 sin(kx− ωt). (4.2)

Dans un premier temps, on montre que le champ perturbatif δE(x, t) s’écrit for-
cément comme la superposition d’ondes de Bloch, données par l’équation (4.1).
On note par ailleurs xn0(t) = 2nπ/k + (ω/k)t la position du nieme minimum du
champ électrique de l’onde BGK. Cela correspond à la position du point O au
centre de la nieme zone de piégeage dans l’espace des phases. C’est aussi la position
du nieme point d’équilibre stable pour le mouvement électronique, dans le référen-
tiel de l’onde. Comme déjà indiqué plus haut, autour de chaque minimum xn0 , on
assimile l’ensemble des particules piégées à une seule macro-particule, de position
xn(t) = xn0(t) + ξn(t), où ξn est supposé suffisamment petit pour que l’on assimile
sin(kξn) à kξn (voir la figure 4.3).

δE

xxn0(t)

ξn(t)

Figure 4.3 – Représentation schématique du champ électrique de l’onde BGK dans
le modèle KDS ainsi que la position de la macro-particule représentant l’ensemble
des électrons piégés dans un puits de potentiel donné.

Le mouvement de cette macro-particule est alors calculé de manière approchée en
résolvant l’équation de Newton suivante,

d2ξn
dt2

= −ω2
Bξn −

e

m
δE[xn0(t), t], (4.3)

où ωB =
√
ekE1/m est la fréquence d’oscillation d’une particule piégée au fond du

puits de potentiel de l’onde.
En utilisant le fait que δE est la superposition d’ondes de Bloch, Eq. (4.1), on

déduit alors facilement de la résolution de l’équation (4.3) que la transformée de
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Fourier de la densité de charges induite par les électrons piégés vaut,

ρ̂T (k′, ω′) = ikε0ω
2
T

ω′2 − ω2

+∞∑
n=−∞

Ê(k′ + nk, ω′ + nω), (4.4)

où ω2
T = nT e

2/ε0m, nT est la densité d’électrons piégés et ωT peut être vue comme la
fréquence plasma des électrons piégés. Quant à Ê(k′, ω′), il représente la transformée
de Fourier du champ électrique, k′ et ω′ étant calculés dans le référentiel du labora-
toire. Par rapport aux notations de l’équation (4.1), k′ = κ1 + k et ω′ = κ1ω + ω1.

Quant aux électrons non piégés, on suppose qu’ils répondent de manière linéaire
au champ, c’est-à-dire que la transformée de Fourier de la densité de charges qu’ils
induisent vaut,

ρ̂u(k′, ω′) = −ikε0χ(k′, ω′)Ê(k′, ω′), (4.5)

où χ est donnée par l’équation (2.61), vlin
φ étant remplacé par ω′/k′. De plus, on rem-

place χ par sa valeur approchée dans la limite fluide, ω′/k′ � vth, χ ≈ −ω2
pe/(ω′2 −

3k′2v2
th).

En incorporant les valeurs trouvées pour ρ̂T et ρ̂u dans l’équation de Gauss, on
obtient la relation de dispersion, det(M) = 0, où M est un déterminant infini dont
les éléments sont

Mnm = ω2
T

(ω2
1 − ω2

B)εL(k′ + nk, ω′ + nω) − δmn. (4.6)

Ici δmn est le symbole de Kronecker, valant 1 si n = m et 0 sinon, et εL = 1 −
ω2
pe/(ω′2 − 3k′2v2

th). De plus, KDS ne retiennent dans le déterminant que les termes
résonnants, n = 0 ou n = 2, si bien que leur relation de dispersion devient,∣∣∣∣∣∣∣

ω2
T

(ω2
1−ω

2
B)εL(k′,ω′) − 1 ω2

T

(ω2
1−ω

2
B)εL(k′,ω′)

ω2
T

(ω2
1−ω

2
B)εL(k−2k,ω′−2ω)

ω2
T

(ω2
1−ω

2
B)εL(k−2k,ω′−2ω) − 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (4.7)

ce qui s’écrit

1 = ω2
T

(ω2
1 − ω2

B)

[
1

εL(k′, ω′) + 1
εL(k − 2k, ω′ − 2ω)

]
. (4.8)

Pour résoudre la relation de dipersion Eq. (4.8), il nous faut estimer ωT , ce que
l’on fait à partir d’une version simplifiée de la fonction de distribution adiabatique
calculée au chapitre 2. Plus précisément, en utilisant les résultats du chapitre 2 dans
le cas d’un potentiel sinusoidal, en assimilant v∗φ à la vitesse de phase linéaire, vlin

φ ,
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on obtient pour un plasma initialement Maxwellien,

ω2
T

ω2
p

= 1√
2πvth

∫ kIs

0

[
e−(kI+vlin

φ )2/2v2
th + e−(kI−vlin

φ )2/2v2
th

]
d(kI), (4.9)

où, pour une onde sinusoïdale, kIs = (4/π)
√
eE1/mk [Bénisti & Gremillet (2007)].

Par cohérence avec l’approche KDS, on calcule vlin
φ en résolvant la relation de dis-

persion de Bohm et Gross [Bohm & Gross (1949)], vlin
φ /vth ≈

√
1 + 3(kλD)2/kλD.

La figure 4.4 illustre les résultats obtenus à partir de la valeur de ω2
T déduite de

l’équation (4.9) en résolvant numériquement la relation de dispersion Eq. (4.8) par
une méthode de Newton. On peut clairement voir que le taux de croissance maximum
est proportionnel à

√
φ1, c’est-à-dire à ωB. Par ailleurs, l’écart entre la fréquence d’un

mode satellite et celle de l’onde plasma principale vaut ∆ω = κ1ω + ω1. Lorsqu’il
est évalué pour la valeur de κ1 correspondant au taux de croissance maximum on
trouve, lorsque kλD = 0.333, ∆ω/ωB ≈ 0.9953 lorsque φ1 = 0.1, ∆ω/ωB ≈ 0.9933
lorsque φ1 = 0.33 et ∆ω ≈ 0.9964 lorsque φ1 = 0.5. ∆ω/ωB est donc très proche de
l’unité, en accord avec les résultats des expériences de Wharton el al. Cependant, des
comparaisons plus fines, en ce qui concerne les spectres des taux de croissance et les
valeurs des taux de croissance maximum, montrent des difficultés dans l’utilisation
du modèle KDS, qui seront discutées dans les paragraphes 4.6 et 5.3.
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Figure 4.4 – (a) Taux de croissance γ = =(ω1) de l’instabilité des particules
piégées, normalisé à ωpe

√
φ1, en fonction de κ1 lorsque kλD = 0.333, pour différentes

valeurs de l’amplitude normalisée, φ1 = eE1/kT . (b) Fréquence réelle ωr = <(ω1)
en fonction de κ1, lorsque kλD = 0.333, à différentes amplitudes. La relation de
dispersion s’interrompt brusquement car le taux de croissance atteint une tangente
horizontale et n’admet plus de solutions. (c) Variation de γ en fonction de κ1 lorsque
φ1 = 0.33, pour différents kλD. On remarque la croissance de γ avec kλD. (d)
Variation de ωr en fonction de κ1 lorsque φ1 = 0.33, pour différents kλD.
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4.4 Approche de Dodin et instabilité de masse négative

En 2013, Ilya Dodin revisite le modèle KDS en tenant compte de la variation,
en fonction de leur énergie, de la fréquence d’oscillation des électrons piégés dans
le puits de potentiel de l’onde [Dodin et al. (2013)]. Cette variation entraîne un
effet intéressant qu’il a appelé Négative Mass Instability ou NMI, que nous allons
maintenant décrire physiquement.

Dans le cas d’une onde sinusoïdale, la période d’une orbite piégée vaut T =
2π/Ω0(H) avec [Bénisti & Gremillet (2007)],

Ω0(H) = πωB
2K(m1) , (4.10)

où m1 = [H +φ1]/2φ1 et K(m1) est l’intégrale elliptique de deuxième espèce [Abra-
mowitz & Stegun (1972)]. Dans la limite où m1 → 0, c’est-à-dire pour une orbite en
fond de puits, telle que H ≈ −φ1, on trouve bien Ω0 ≈ ωB. La variation de Ω0/ωB

en fonction de m1 = (H + φ1)/2φ1 est illustrée sur la figure 4.5. On peut voir que
Ω0 est une fonction décroissante de H.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1
Figure 4.5 – La fréquence
de rotation, Ω0(H), norma-
lisée à ωB, en fonction de de
(H + φ1)/2φ1. On peut voir
la décroissance rapide vers 0
lorsque l’orbite de l’électron
s’approche de la séparatrice,
c’est-à-dire H → φ1.

Considérons maintenant une paire d’électrons tournant sur la même orbite dans
l’espace des phases, à la fréquence Ω0(H), mais qui sont déphasés, le premier étant
en avance sur le second. Cette situation est représentée sur la figure 4.6. Supposons
que l’onde principale soit perturbée par un potentiel ayant la même vitesse de phase
qu’elle. Dans la situation représentée sur la figure 4.6, le premier électron subit une
force allant dans le sens de son mouvement et gagne donc de l’énergie. Son énergie
passe de H à H+ > H. D’après les variations de Ω0(H) illustrés sur la figure 4.5,
Ω0(H+) < Ω0(H). La vitesse de rotation de l’électron piégé décroît, il va donc moins
vite. Ainsi, bien qu’ayant subi une force allant dans le sens de son mouvement,
l’électron se trouve ralenti. Tout se passe donc comme s’il avait une masse négative.
Le second électron subit une force allant dans le sens opposé à sa vitesse et voit
son énergie décroître. Il passe donc sur une orbite de plus basse énergie, et voit sa
vitesse de rotation croître. Il est accéléré et rattrape donc son retard par rapport au
premier électron. Les électrons ont donc tendance à se grouper, comme remarqué
sur les simulations PIC de [Dodin et al. (2013)].
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kv − vφ

ϕ

−π π

δφ(ϕ)

Figure 4.6 – Représentation schématique de la NMI. Deux électrons tournent sur la
même orbite et sont soumis à la perturbation de potentiel δφ(ϕ). Le premier électron,
en avance sur le deuxième, est sur la partie décroissante du potentiel δφ(ϕ). Il subit
une force allant dans le même sens que sa vitesse et voit donc son énergie croître.
Cela le fait passer sur une orbite d’énergie supérieure H+. Le second est sur la partie
croissante du potentiel, il perd de l’énergie et passe sur une orbite d’énergie inférieure
H−. La décroissance de la fréquence de rotation Ω0 avec l’énergie ralentit l’électron
qui était en avance et accélère celui qui était en retard, ce qui tend à les grouper.

L’instabilité de masse négative aboutit à la croissance d’une déformation du po-
tentiel de l’onde, mais pas à la croissance des modes satellites. Les deux effets se
développent généralement de manière simultanée, et une théorie générale de la sta-
bilité d’une onde BGK doit prendre en compte à la fois la NMI et la croissance
de modes satellites. Si, à partir d’une telle théorie, on trace les taux de croissance
en fonction de κ1, comme dans la figure 4.4, on voit qu’il y a une instabilité de
masse négative si le taux de croissance est non nul lorsque κ1 = 0. Pour n’obser-
ver que la NMI, il faut imposer des conditions périodiques, de période 2π/k. En
effet, avec une telle périodicité, seuls les nombres d’onde qui sont des multiples de k
peuvent exister, ce qui interdit l’existence d’un champ électrique de la forme donnée
par l’équation (4.1). Ainsi, on observe généralement la NMI dans des simulations
Vlasov où on impose une telle périodicité, par exemple pour une onde forcée par
laser [Afeyan et al. (2014)], ou lorsque la distribution initiale des électrons piégés
est une distribution de Dirac [Hara et al. (2015)].

Présentons maintenant le principe de la théorie proposée par Dodin, ainsi que les
hypothèses qu’il utilise. Une fois de plus, nous n’entrerons pas dans les détails des
calculs, puisqu’ils apparaîtront comme un cas limite de ceux de la théorie générale
présentée au paragraphe 4.5.

Pour calculer la densité de charge des particules piégées, Dodin résout une version
linéarisée de l’équation de Vlasov, exprimée en coordonnées action-angle. Il exprime
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donc la fonction électronique sous la forme, ftot(I, θ, t) = f(I)+ δf(I, θ, t), et résout
l’équation de Vlasov pour δf , en ne retenant que les termes linéaires en δf . Cette
méthode est exactement la même que celle que nous utilisons au paragraphe 4.5, et
que nous détaillerons dans quelques lignes. Néanmoins, pour le calcul de la densité de
charges induite par les électrons piégés, Dodin utilise l’approximation, exp(iκ1ϕ) ≈
1 + iκ1ϕ, qui simplifie grandement les calculs, mais que nous n’utiliserons pas dans
notre théorie.

En ce qui concerne les électrons non piégés, tout comme dans le modèle KDS,
Dodin suppose une réponse linéaire au champ. Il suppose donc que ρ̂u(k′, ω′) est
donnée par l’équation (4.5), où χ(k′, ω′) est donné par l’équation (2.61), vlin

φ étant
remplacée par ω′/k′. Cependant, contrairement au modèle KDS, il n’utilise pas l’ap-
proximation fluide pour χ. Le fait de ne pas utiliser cette approximation peut changer
significativement le taux de croissance comme on peut le voir sur la figure 4.7.

A l’aide des hypothèses que nous venons d’évoquer, Dodin aboutit à la relation
de dispersion suivante,

1 +
ω2
pe

εeff

∫ Is

0

If ′(I)
Ω2

0[H(I)]− ω′2 dI = 0, (4.11)

où

1/εeff =
∑
n

1/εL(k′ + nk, ω′ + nω). (4.12)

La relation de dispersion Eq. (4.11) a été résolue numériquement par divers au-
teurs [Dodin et al. (2013); Brunner et al. (2014); Hara et al. (2015)], pour des
fonctions de la forme f(I) = (nT/n0)δ(I − I0), où (nT/n0) est la fraction d’élec-
trons piégés. L’action I0 pouvait varier de I0 = 0 auquel cas les particules étaient
supposées au fond du puits de potentiel, ce qui permettait de retrouver la relation
de dispersion KDS, jusqu’à des valeurs proches de Is, où le développement d’une
instabilité de type NMI a été observé par Hara et al. [Hara et al. (2015)]. Dans ce
manuscrit, nous résolvons l’équation (4.11) en choisissant la fonction de distribution
des électrons piégés de manière similaire au choix fait pour le modèle KDS,

f(I) = e−(kI+vlin
φ )2/2v2

th + e−(kI−vlin
φ )2/2v2

th

√
2πvth

. (4.13)

Cependant, nous calculons vlin
φ soit à partir de la relation de Bohm et Gross (c’est-

à-dire en approchant εL par sa valeur fluide), soit en résolvant l’équation (2.61), ce
qui veut dire que l’on garde l’expression cinétique de εL (dans la limite adiabatique).
Sur les figures 4.7 et 4.8, on compare les résultats obtenus en choisissant εfluide

L ou
εcinetique
L . On constate que l’écart relatif entre les taux de croissance peut atteindre
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50%. C’est proche de l’écart entre les fractions d’électrons piégés calculées à partir
des valeurs de vlin

φ fluide ou cinétique. Par ailleurs, on peut voir sur la figure 4.7 (c)
et 4.8 (c) l’apparition de la NMI lorsque kλD = 0.333 et kλD = 0.38 si on utilise
εcinetique
L , alors que ne n’est pas le cas lorsqu’on calcule vlin

φ à partir de εfluide
L . Les

résultats présentés sur les figures 4.7 et 4.8 ont été obtenus en supposant que le
potentiel de l’onde est sinusoïdal, et en ne retenant que les termes n = −2, n = −1
et n = 0 dans le calcul de εeff Eq. (4.12).
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Figure 4.7 – (a) Taux de croissance γ = =(ω1) normalisé à ωpe, pour le modèle de
Dodin, en fonction de κ1 lorsque kλD = 0.333, pour différentes valeurs de l’amplitude
normalisée, φ1 = eE1/kT . (b) Fréquence réelle ωr = <(ω1) en fonction de κ1,
lorsque kλD = 0.333, à différentes amplitudes. La relation de dispersion s’interrompt
brusquement car le taux de croissance atteint une tangente horizontale et n’admet
plus de solutions. (c) Variation de γ en fonction de κ1 lorsque φ1 = 0.33, pour
différents kλD. On peut remarquer l’apparition de la NMI lorsque kλD = 0.333 et
kλD = 0.38. (d) Variation de γ en fonction de κ1 lorsque φ1 = 0.33, pour différents
kλD.
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Figure 4.8 – (a) Le taux de croissance de Dodin γ, normalisé à ωpe, en fonction
de κ1 pour kλD = 0.333, calculé à différentes amplitudes en utilisant εfluideL . On voit
que le taux de croissance maximal augmente avec l’amplitude, comme attendu. (b)
La fréquence réelle ωr en fonction de κ1 pour kλD = 0.333, à différentes amplitudes.
On voit un changement très faible avec l’amplitude comme dans KDS. (c) Le taux
de croissance en fonction du nombre d’onde pour φ1 = eE1/kT = 0.33, à différentes
valeurs de kλD en utilisant εcinétiqueL . On observe une différence qualitative avec le
cas fluide et l’apparition de la NMI . (d) La fréquence réelle en fonction du nombre
d’onde pour φ1 = 0.33, correspondant au cas (c).
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Montrons à présent comment on peut réduire la relation de dispersion de Dodin
à celle de KDS en faisant l’hypothèse que toutes les particules piégées sont au fond
du puits de potentiel. Dans ce cas, on remplace Ω0(H) par ωB et la distribution des
piégés par δ(I). La relation de dispersion de Dodin se réduit alors à,

1 + ω2
T

εeff(ω2
B − ω

′2) = 0, (4.14)

ce qui correspond à l’équation (4.8) à condition de ne retenir dans εeff que les termes
n = 0 et n = −2.

On compare, sur la figure 4.9, les résultats obtenus en résolvant la relation de
dispersion KDS à ceux obtenus à partir du modèle de Dodin (en utilisant εfluideL ). On
voit que le taux de croissance maximal est proche mais que la forme de γ(κ1) ainsi
que de la fréquence réelle ne sont pas similaires. Prendre en compte la variation de la
fréquence d’oscillation des électrons piégés en fonction de leur énergie n’influe guère
sur la valeur du taux de croissance maximal, comme déjà remarqué dans [Brunner
et al. (2014)]. Cependant, cela permet de mettre en évidence une nouvelle instabilité,
la NMI, et cela modifie de manière significative le spectre γ(κ1) des taux de croissance
instables.
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Figure 4.9 – Résultats obtenus avec la relation de dispersion KDS (en bleu) et
de Dodin avec εfluideL (en noir) pour une amplitude telle que φ1 = 0.33.(a) Taux de
croissance γ en fonction de κ1 pour kλD = 0.28. Le taux de croissance maximal
dépend peu de la modélisation contrairement à la forme de γ(κ1). (b) La fréquence
réelle ωr = <(ω1) en fonction κ1 pour kλD = 0.28. A la fois la pente et les valeurs de
la fréquence obtenues à partir des deux modélisations sont différentes. (c) Le taux
de croissance en fonction du nombre d’onde pour kλD = 0.38. Ici aussi le taux de
croissance maximal dépend peu de la modélisation, à l’inverse de la forme de γ(κ1).
(d) La fréquence réelle en fonction du nombre d’onde pour kλD = 0.38. On voit
comme dans (b) que les pentes des fréquences varient selon les modélisations.
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4.5 Théorie générale

Dans ce paragraphe, qui est le plus technique du manuscrit, nous exposons notre
approche théorique en ce qui concerne l’étude de la stabilité d’une onde BGK. Elle
tient compte de la croissance de modes satellites et de l’instabilité de masse né-
gative. A la différence des approches de KDS et de Dodin, nous ne faisons aucune
approximation. Par ailleurs, étant donné que la fonction de distribution électronique
d’une onde BGK ne dépend que de l’action, notre approche repose sur la résolution
de l’équation de Vlasov en coordonnées action-angle, comme l’a fait Dodin pour les
particules piégées.

Dans ce paragraphe, nous ne donnons que les grandes lignes de la théorie. Le
détail des calculs est reporté à l’annexe A.6 où l’on peut trouver l’intégralité de la
théorie.

4.5.1 Définition de l’Hamiltonien et changement de normalisation
Puisque nous nous restreignons au cas où le nombre d’onde, k, est constant, il

devient inutile de le faire apparaître explicitement dans l’Hamiltonien H Eq. (2.10).
Par ailleurs, nous ne considérons que des plasmas homogènes, pour lesquels la tem-
pérature et la densité électroniques sont constantes. Dans ces conditions, de manière
à alléger significativement les notations, nous allons renormaliser le temps de la ma-
nière suivante, t → kλDωpet. Avec cette normalisation, l’Hamiltonien dont dérive
l’interaction des électrons avec la seule onde BGK, est

H = (v − vφ)2

2 − φ(ϕ), (4.15)

où les vitesses, y compris vφ, sont maintenant normalisées à la vitesse thermique.
Ainsi, en reprenant les notations du chapitre 2, v = kυ/vth et vφ → vφ/vth. De
même, par rapport au chapitre 2, l’action est changée de la manière suivante I →
kI/vth. Alors, φ → φ/v2

th. Dans l’Hamiltonien H défini par l’équation (4.15), φ est
le potentiel normalisé de la seule onde BGK, il ne contient pas la contribution dont
dérive le champ du mode satellite, Eq. (4.1). De manière analogue au chapitre 2, on
développe φ de la manière suivante,

φ =
∑
n≥1

φn cos(nϕ), (4.16)

où, par rapport au chapitre 2, φn → φn/v
2
th. Nous avons déjà utilisé cette normali-

sation dans les figures 4.7 à 4.9, de manière à comparer plus facilement toutes les
figures des chapitres 4 et 5.

Les fréquences sont maintenant normalisées à kλDωpe mais, pour une comparaison
plus aisée avec ce qui a été déjà publié, nous présenterons dans nos résultats les
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valeurs de fréquence, ou de taux de croissance, normalisées à la fréquence plasma,
ωpe. En conséquence, pour plus de clarté, nous changeons de notation pour les valeurs
normalisées des fréquences (contrairement aux autres variables pour lesquelles nous
gardons les notations du chapitre 2). Ainsi, nous notons maintenant,

$ = ω/kλDωpe, (4.17)
$1 = ω1/kλDωpe, (4.18)

où ω est la fréquence de l’onde BGK et ω1 est définie par l’équation (4.1). Les
fréquences ω et ω1 sont toujours en unités s−1.

L’Hamiltonien tenant compte de la dynamique des électrons dans le potentiel de
l’onde BGK et du mode satellite est

H0 = H − δφ, (4.19)

où H est défini par l’équation (4.15) et où δφ est la perturbation de potentiel due
au mode satellite. En reprenant les notations de l’équation (4.1), on écrit δφ sous la
forme,

δφ = ei(κ1ϕ−$1t)
∞∑

n=−∞
δφne

inϕ + c.c. (4.20)

4.5.2 Passage en coordonnées action-angle
Comme indiqué plus haut, nous étudions la dynamique électronique dans les

coordonnées action-angle de l’Hamiltonien H. Les conventions prises pour l’angle
sont précisées dans l’annexe A.6, et plus particulièrement sur la figure A.3, que nous
reproduisons ici, figure 4.10. On peut voir en particulier que, puisque le système
physique n’est plus de période 2π en ϕ, nous devons considérer un nombre qui peut
être infini de zones de piégeage, que nous désignons par (γm).
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v − vφ

ϕ

θ(γ0) = 3π

θ(γ0) = −π θ(γ0) = π

θ(γ0) = π
θ(γ−1) = −3π

θ(γ−1) = −3π θ(γ1) = 3π

θ(γ1) = 7πθ(γ−2) = −7π

θ(γ−2) = −7π θ(γ2) = 7π

θ(γ2) = 11π
θ(γ−1) = −π

θ(γ−1) = −5π θ(γ1) = 5π

θ(γ1) = 5π

(γ2)(γ−2) (γ0) (γ1)(γ−1)

H0 > −φ(π)

H0 > −φ(π)

H0 < −φ(π)

Figure 4.10 – Représentation schématique des orbites piégées et non piégées ainsi
que de la convention choisie pour l’angle θ. Ainsi, θ(γ0) varie entre −π et 3π, θ(γ1)

varie de 3π à 7π et θ(γ−1) varie entre −5π et −π.

En coordonnées action-angle, l’HamiltonienH0 défini par l’équation (A.51) s’écrit

H0 = H(I)− ei[κ1ϕ(θ,I)−$1t]
∞∑

n=−∞
δφne

inϕ(θ,I) − c.c. (4.21)

Pour poursuivre, il nous faut donc maintenant expliciter la valeur de ei(κ1+n)ϕ(θ,I).
Dans la région (α), ϕ(θ+ 2π) = ϕ(θ) + 2π, si bien que ϕ(θ)− θ est 2π-périodique

en θ. On peut donc développer ei[(κ1+n)ϕ−κ1θ] en série de Fourier de la façon suivante,

ei(κ1+n)ϕ =
+∞∑
l=−∞

V
(α)
l,κ1+n(I)ei(κ1+l)θ. (4.22)

L’expression des V (α)
l,κ1+n est donnée par l’équation (A.55) de l’annexe A.6, où l’on

montre qu’ils décroissent rapidement avec l (voir la figure A.4), ce qui assure une
convergence satisfaisante de la série de Fourier dès qu’on prend |l| ≤ 10. Plus pré-
cisément, on n’observe pas de variation supérieure à 5% dans la norme L1 de la
somme quand on rajoute des termes au-delà de |l| = 10.

Dans la région (β), ϕ(θ + 2π) = ϕ(θ)− 2π, ce qui permet d’écrire,

ei(κ1+n)ϕ =
+∞∑
l=−∞

V
(β)
l,κ1+n(I)e−i(κ1+l)θ, (4.23)

et on montre dans l’annexe A.6 que V (α)
l,κ1+n(I − vφ) = V

(β)
l,κ1+n(I + vφ).

A l’intérieur de chaque zone de piégeage, on peut identifier (θ + 4π) à θ. Cela
permet de décomposer directement ei(κ1+n)ϕ en série de Fourier, mais les coefficients
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de Fourier vont dépendre de la sous-région considérée. En effet, si dans la région
(γ0) telle que −π ≤ ϕ ≤ π,

ei(κ1+n)ϕ =
+∞∑
l=−∞

V
(γ0)
l,κ1+ne

ilθ/2, (4.24)

dans la sous région (γm) telle que (2m− 1)π ≤ ϕ ≤ (2m+ 1)π,

ei(κ1+n)ϕ = e2imκ1π
+∞∑
l=−∞

V
(γ0)
l,κ1+ne

ilθ/2. (4.25)

L’expression des V (γ0)
l,κ1+n est donnée par l’équation (A.60) de l’annexe A.6, où l’on

montre qu’ils décroissent rapidement avec l (voir la figure A.5). Là encore, une bonne
convergence est atteinte en se limitant à |l| ≤ 10, avec comme avant, une variation
de la norme L1 de la somme inférieure à 5% lorsqu’on rajoute des termes au-delà de
|l| = 10.

4.5.3 Équation de Vlasov linéarisée
On écrit la fonction de distribution électronique sous la forme ftot = f(I) +

δf(I, θ, t). Ici f(I) peut être a priori n’importe quelle fonction de I correspondant
à l’onde BGK considérée. Cependant, on va accorder une attention particulière à la
fonction de distribution adiabatique, calculée dans le chapitre 2.

L’équation de Vlasov linéarisée en δf s’écrit,

∂δf

∂t
+ Ω(I)∂δf

∂θ
+ f ′(I)∂δφ

∂θ
= 0, (4.26)

où Ω(I) = dIH et où f ′(I) est la dérivée de la fonction de distribution non perturbée.
On résout l’équation (4.26) dans chaque sous-région (α), (β) et (γm) de l’espace des
phases. Par exemple, dans la région (α), on tire parti du développement de Fourier
trouvé pour δφ,

δφ = e−i$1t
+∞∑

n=−∞

+∞∑
l=−∞

δφnV
(α)
l,κ1+ne

i(κ1+l)θ + c.c., (4.27)

pour chercher δf (α) sous la forme

δf (α) = e−i$1t
+∞∑

n=−∞

+∞∑
l=−∞

δf
(α)
l,κ1+ne

i(κ1+l)θ + c.c. (4.28)

L’équation de Vlasov dans la région (α) s’écrit alors

[−i$1 + i(κ1 + l)Ω]δf (α)
l,κ1+n + i(κ1 + l)V (α)

l,κ1+nδφnf
′
α = 0, (4.29)
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ce qui nous donne pour les coefficients de δf

δf
(α)
l,κ1+n =

(κ1 + l)V (α)
l,κ1+nδφn

$1 − (κ1 + l)Ω f ′α. (4.30)

Ainsi, dans la région (α),

δf (α) = e−i$1tf ′α

+∞∑
n=−∞

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V (α)
l,κ1+nδφn

$1 − (κ1 + l)Ω ei[κ1+l]θ + c.c. (4.31)

En opérant de la même façon (voir annexe A.6), on trouve, dans la région (β),

δf (β) = e−i$1tf ′β

+∞∑
n=−∞

+∞∑
l=−∞

−(κ1 + l)V (β)
l,κ1+nδφn

$1 + (κ1 + l)Ω e−i[κ1+l]θ + c.c., (4.32)

et dans chaque région (γm),

δf (γm) = e−i$1te2imκ1π
f ′γ
2

+∞∑
n=−∞

+∞∑
l=−∞

lδφnV
(γ0)
l,κ1+n

2$1 − lΩ
eilθ/2 + c.c. (4.33)

Pour les piégés, par analogie avec le résultat correspondant à une onde adiabatique,
on a noté f(I) = fγ(I)/2. Dans le cas d’une onde adiabatique, fγ(I) dI est la fraction
d’électrons piégés dont l’action est comprise entre I et I + dI. Dans le cas général,
on peut toujours introduire fγ(I) = 2f(I).

4.5.4 Calcul de la densité de charges
On écrit la densité de charges électronique sous la forme, ρtot(ϕ0) = ρ(ϕ0) +

δρ(ϕ0, t), où ρ(ϕ0) est reliée à φ(ϕ0, t) par la relation de Poisson, alors que δρ(ϕ0, t)
est reliée à δφ. On trouve alors (voir Annexe A.6)

−δρ(ϕ0, t)
n0e

=
∫ +∞

Is+Vφ

∫ +∞

−∞
δf (α)(θ, I)δ[ϕ(θ, I)− ϕ0] dI dθ

+
∫ +∞

Is−Vφ

∫ +∞

−∞
δf (β)(θ, I)δ[ϕ(θ, I)− ϕ0] dI dθ

+
+∞∑

m=−∞

∫ Is

0

∫ 4m+3π

4m−π
δf (γm)(θ, I)δ[ϕ(θ, I)− ϕ0] dI dθ.

(4.34)

La forme de la perturbation de potentiel, δφ Eq. (4.20), impose δρ = δρc + c.c avec,

δρc(ϕ0) = e−i$1t
+∞∑

ν=−∞
δρνe

i(κ1+ν)ϕ0 , (4.35)
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et, si (2m0 − 1)π ≤ ϕ0 < (2m0 + 1)π,

δρν = 1
2π

∫ (2m0+1)π

(2m0−1)π
δρc(ϕ0)e−i[(κ1+ν)ϕ−$1t] dϕ0

≡ δρ(α)
ν + δρ(β)

ν + δρ(γ)
ν , (4.36)

les expressions de δρ(α)
ν , δρ(β)

ν et δρ(γ)
ν étant respectivement données par les équa-

tions (A.89), (A.93) et (A.97) de l’annexe A.6.

4.5.5 Équation de Poisson et relation de dispersion
L’équation de Poisson s’écrit

(kλD)2d
2δφ

dϕ2 = − δρ

n0e
. (4.37)

En utilisant le développement Eq. (A.52) pour δφ, ainsi que les expresssions Eqs. (A.84),
(A.85), pour δρ, l’équation de Poisson devient,

(kλD)2(κ+ ν)2δφν = δρ(α)
ν + δρ(β)

ν + δρ(γ)
ν

n0e
. (4.38)

En utilisant les expressions Eqs. (A.89), (A.93) et (A.97) respectivement pour δρ(α)
ν ,

δρ(β)
ν et δρ(γ)

ν , on obtient la relation de dispersion suivante,

Mnmδφm = 0, (4.39)

avec

Mnm =
∫ +∞

Is

f ′α(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

$1 − (κ1 + l)Ω dJ

−
∫ +∞

Is

f ′β(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

$1 + (κ1 + l)Ω dJ

+(κ1 + n)2δmn +
∫ Is

0

f ′γ(J)
2(kλD)2

+∞∑
l=−∞

lV
(γ0)
l,κ1+mV

(γ0)
l,κ1+n

2$1 − lΩ
dJ. (4.40)

où on a posé V u
l,κ1+n(J) = V

(α)
l,κ1+n(I − vφ) = V

(β)
l,κ1+n(I + vφ).

Dans le cas d’une onde adiabatique ayant crû dans un plasma Maxwellien,

fα(J) = fG+(J), (4.41)
fβ(J) = fG−(J), (4.42)
fγ(J)

2 = f ∗G−(J) + f ∗G+(J)
2 , (4.43)
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où

fG±(J) = exp [−(J ± vφ)2/2]√
2π

(4.44)

f ∗G±(J) =
exp

[
−(J ± v∗φ)2/2

]
√

2π

(
1±

dv∗φ
dJ

)
. (4.45)

Par souci de simplicité, et parce que cela n’apporte pas une grande différence
dans les résultats (puisqu’en général dJv∗φ � 1) on assimilera dans la suite f ∗G± à
fG± . Ainsi, quand J varie de Is−ε à Is+ε, en traversant la branche de la séparatrice
correspondant à la région (α) de l’espace des phases, f varie de (fG+ + fG−)/2 à
fG+ , alors que si la traversée de la séparatrice se fait vers la région (β) de l’espace
des phases, f varie de (fG+ + fG−)/2 à fG− . On en déduit que,

f ′α(J) = f ′G+(J) + fG+ − fG−
2 δ(J − Is), (4.46)

f ′β(J) = f ′G−(J)− fG+ − fG−
2 δ(J − Is). (4.47)

L’équation (A.110) devient alors,

Mnm =
∫ +∞

Is

f ′G+(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

$1 − (κ1 + l)Ω dJ

−
∫ +∞

Is

f ′G−(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

$1 + (κ1 + l)Ω dJ

+(κ1 + n)2δmn +
∫ Is

0

f ′γ(I)
2(kλD)2

+∞∑
l=−∞

lV
(γ0)
l,κ1+mV

(γ0)
l,κ1+n

2$1 − lΩ
dI

+fG+ − fG−
(kλD)2

∆
$1

, (4.48)

où, en utilisant l’équation (4.40) et le fait que Ω = 0 à la séparatrice,

∆ =
+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n, (4.49)

les V u
l,κ1+m étant censés être évalués à la séparatrice. C’est là que réside un problème

mathématique délicat, que nous résolvons en utilisant un argument physique qui va
révéler toute la difficulté de traiter la stabilité d’une onde adiabatique.

Puisque les V u
l,κ1+m sont définis dans les régions (α) et (β) de l’espace des phases,

on voudrait les calculer en utilisant les expressions trouvées pour J > Is. Or, pour
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de telles valeurs de J , on montre dans l’annexe A.6 que,

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+nV

u
l,κ1+n′ = (κ1 + n)δnn′ . (4.50)

Néanmoins, on aurait pu vouloir faire porter la contribution des Dirac à la dérivée
de la fonction de distribution des électrons piégés. Dans ce cas, on aurait trouvé (voir
Annexe A.6)

+∞∑
l=−∞

lV
(γ0)
l,κ1+nV

(γ0)
l,κ1+n′ = 0. (4.51)

On ne trouve donc pas le même résultat selon le choix de V u
l,κ1+m.

En fait, aucun des deux choix précédents n’est correct lorsque J = Is. Si on avait
voulu faire une évaluation en J = Is, on aurait encore trouvé un autre résultat, mais
qui n’aurait pas non plus été pertinent. Cela tient aux valeurs des coefficients de
Fourier à la séparatrice où ϕ(θ) est discontinu et vaut soit π, soit −π, selon le signe
de θ. Nous n’entrerons cependant pas dans ces détails mathématiques parce qu’on
ne s’attend pas à ce qu’une fonction de distribution physique soit discontinue. Dès
lors, nous allons plutôt supposer que f(I) varie de (fG+ + fG−)/2 à fG+ lorsque J
varie de Is à Is + δI vers la région (α) de l’espace des phases et de (fG+ + fG−)/2 à
fG− lorsque J varie de Is à Is + δI vers la région (β) de l’espace des phases. Nous
considérons de plus la limite δI → 0 et, dans cette limite, nous obtenons,

Mnm =
∫ +∞

Is

f ′G+(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

$1 − (κ1 + l)Ω dJ

−
∫ +∞

Is

f ′G−(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

$1 + (κ1 + l)Ω dJ

+(κ1 + n)2δmn +
∫ Is

0

f ′γ(I)
2(kλD)2

+∞∑
l=−∞

lV
(γ0)
l,κ1+mV

(γ0)
l,κ1+n

2$1 − lΩ
dI

+fG+ − fG−
(kλD)2

(κ1 + n)δnm
$1

. (4.52)

Nous aurions aussi pu choisir de supposer que f(I) varie de (fG+ + fG−)/2 à fG+

lorsque J varie de Is − δI à Is + δI, auquel cas la correction en rouge dans l’équa-
tion (4.52) aurait été divisée par 2. Si nous avions supposé que f(I) variait de
(fG+ + fG−)/2 à fG+ lorsque J variait de Is − δI à Is la correction aurait été nulle.
Notre choix pour aboutir à l’expression (4.52) a été guidé par les simulations numé-
riques qui montrent que l’écart à la fonction de distribution adiabatique est surtout
marqué pour J > Is.
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Cependant, la principale difficulté ne réside pas dans les choix que nous venons
d’évoquer, mais plutôt dans la limite δI → 0, qui nous a menés à calculer la correc-
tion, en rouge dans l’équation (4.52), en imposant Ω = 0. Or, Ω varie très rapidement
près de la séparatrice. Par exemple, Ω passe de 0 à 0.2

√
φ1 lorsque (J/Is−1) varie de

0 à 10−5. On sait que, plus une onde croît lentement, plus la fonction de distribution
électronique est proche de la fonction de distribution adiabatique. Néanmoins, on ne
s’attend tout de même pas à une variation si rapide de f(I) autour de la séparatrice
pour pouvoir supposer Ω = 0 sur tout l’intervalle correspondant à cette variation
rapide. La question de la pertinence de notre calcul de la correction, notée en rouge
dans l’équation (4.52), se pose donc. Une première réponse à cette question sera
donnée dans le chapitre 5 quand nous confronterons les résultats de notre théorie
à ceux de simulations numériques. A titre indicatif, nous calculerons aussi au pa-
ragraphe 4.7 les taux de croissance des modes instables obtenus en remplaçant la
variation infiniment rapide de f(I) par une variation sur un intervalle fini, δI. La
façon dont ces taux de croissance évoluent en fonction de δI nous donnera une idée
de la sensibilité des résultats au comportement de f(I) autour de la séparatrice.

4.5.6 Réduction aux modèles de Dodin et KDS
Les modèles de Dodin et KDS reposent sur l’hypothèse d’une réponse linéaire des

électrons non piégés à l’onde BGK, supposée sinusoïdale.
Dans nos notations, l’approximation linéaire pour les électrons non piégés revient

à l’approximation suivante,

−ρ
(α)
ν + ρ(β)

ν

n0e
≈ (k + ν)2(kλD)2

(
εκ1+ν

lin − 1
)
δφν , (4.53)

où

εk+ν
lin = P.P.

[∫ f ′0(v0) dv0

v0 − vφ −$1/(κ1 + ν)

]
, (4.54)

f0 étant la fonction de distribution non perturbée, exprimée en unités normalisées
pour la vitesse. Dans le cas où l’onde BGK a crû dans un plasma Maxwellien,
f0(v0) = e−v

2
0/2/
√

2π. En remplaçant vφ par ω/kvth et $1 par ω1/kvth, on trouve
que

εκ1+ν
lin = εL(k′ + νk, ω′ + νω), (4.55)

où k′ = κ1k et ω′ = κ1ω + ω1, comme dans les modèles KDS ou de Dodin.

En ce qui concerne les électrons piégés, pour une onde sinusoïdale et dans la
limite considérée par Dodin où les électrons sont localisés près du fond du puits de
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potentiel, on trouve dans l’annexe A.6

−δρ
(γ)
ν

n0e
= (κ1 + ν)

[ +∞∑
n=−∞

(κ1 + n)δφn
] ∫ Is

0

If ′γ
2($2

1 − Ω2
D) dI, (4.56)

où on a noté ΩD = Ω0/kλDωpe, Ω0 étant définie par l’équation (4.10).
En utilisant les équations (4.53) pour δρ(α)

ν et δρ(β)
ν , ainsi que l’équation (4.56)

pour δρ(γ)
ν , l’équation de Poisson Eq. (4.38) devient,

(κ1 + ν)εκ1+ν
lin δφν +

[ +∞∑
n=−∞

(κ1 + n)δφn
] ∫ Is

0

f ′γ
2(kλD)2

I

$2
1 − Ω2

D

dI = 0. (4.57)

En sommant sur ν, et en simplifiant par ∑+∞
ν=−∞(κ1 + ν)δφν , on obtient la relation

de dispersion de Dodin,

1 + 1
εeff

∫ Is

0

f ′γ(I)
2(kλD)2

I

$2
1 − Ω2

D

dI = 0, (4.58)

avec,

1
εeff

=
( +∞∑
ν=−∞

1
εκ1+ν

lin

)
. (4.59)

On peut facilement se convaincre que l’équation (A.135) est la même que l’équa-
tion (4.11) en notant que $1 = ω1/(kλDωpe), que ΩD = Ω0/(kλDωpe) et que
f(I) = fγ/2.

Une fois que l’on s’est ramené à la relation de dispersion de Dodin, on retrouve
celle de KDS, comme montré dans le paragraphe 4.4.
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4.6 Résolution numérique et comparaisons aux modèles précé-
dents

Dans cette partie, nous présentons les résultats de la résolution numérique de
l’équation det(M) = 0, avec M donnée par l’équation (4.52). Nous discutons la
convergence de la méthode numérique, ainsi que les approximations faites pour ré-
soudre la relation de dispersion, comme la troncation du déterminant infini et la
prise en compte d’une seule harmonique dans le potentiel de l’onde adiabatique
à de grands nombres d’onde. Nous discutons également l’impact, sur les taux de
croissance, du terme venant de la discontinuité de la fonction de distribution adia-
batique, et que nous avons estimé en supposant une variation infiniment rapide de
f(I) près de la séparatrice. Notons que ce terme n’avait pas été pris en compte dans
les modèles KDS et de Dodin.

La résolution se fait à l’aide d’un algorithme de Newton sur la variable complexe
$1. La méthode de Newton peut s’appliquer à une variable complexe puisque la
fonction $1 7→ det[M($1)] est analytique, comme somme et produit fini de fractions
rationnelles en $1, à condition de tronquer le déterminant infini. C’est effectivement
ce que nous faisons en restreignant les valeurs de n et m à (n,m) ∈ [−Nmax, Nmax]2,
et, en pratique, nous choisissons Nmax = 1 ou Nmax = 2. De plus, nous nous limitons
à |l| ≤ 10 dans les sommes sur l de l’équation (4.52). En choisissant $1 dans un
voisinage suffisamment proche de la solution, la convergence vers cette solution est
quadratique. Cependant, il se peut que pour une valeur donnée de κ1, l’équation
det[M($1)] = 0 admette plusieurs solutions. Dans ce cas, nous ne retenons que celle
qui a le plus grand taux de croissance.

La méthode numérique que nous utilisons pour résoudre la relation de dispersion
est résumée sur la figure 4.11. Nous nous donnons d’abord une amplitude φ1 et
un nombre d’onde kλD. Par la méthode expliquée au chapitre 2 nous calculons la
vitesse de phase non linéaire vφ ainsi que les amplitudes φn pour n ≤ nmax, nmax

étant le nombre d’harmoniques considérées. Les résultats présentés dans ce chapitre
correspondent généralement à nmax = 1. Nous calculons ensuite les orbites ϕu(I, θ)
correspondant aux électrons non piégés de la région (α) (celles de la région (β)
se déduisant de celles de la région (α) par symétrie), ainsi que les orbites ϕt(I, θ)
de la région (γ). Ces orbites sont calculées pour Nu valeurs de l’action en ce qui
concerne les électrons non piégés, et sur Nt valeurs pour les piégés. Par ailleurs, elles
sont discrétisées sur un nombre Nθ de points en θ. En pratique, nous avons choisi
Nu = 2000, Nt = 1000, Nθ = 40. Cela nous définit un pas ∆θ = 2π/Nθ pour l’angle,
∆It = Is/Nt pour les piégées et ∆Iu = (Imax − Is)/Nu pour les orbites non piégées,
où Imax est l’action maximale considérée. En pratique, nous avons choisi Imax = 15.
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Nous avons vérifié qu’une variation d’un facteur 2 sur les valeurs de Nu, Nt, Nθ et
Imax entraînait une variation inférieure à 1% sur les taux de croissance, assurant
ainsi la convergence de notre calcul.

En entrée kλD, vφ, φn, n ≤ nmax,

∆Iu, ∆It, ∆θ, Imax, Nu, Nt et Nθ.

Calcul des ϕu(i∆Iu, j∆θ) et des ϕt(i∆It, j∆θ)

avec parallélisation en OPENMP.

Calcul des Ω(i∆I) pour la partie piégée et non piégée.
Calcul des Mnm.

Initialisation de l’algorithme de Newton à κ1 = 0.2 et $test
1 en foction de kλD.

La valeur de $test
1 correspond à un minimum local de $1 7→ | det(M($1))|.

La relation de dispersion est résolue par morceaux par incréments et décréments

de κ1 d’une valeur de ∆κ1, en mettant à jour la valeur de $test
1 .

Inspection de |det(M($1))| dans le plan complexe pour s’assurer

que la solution trouvée a le plus grand taux de croissance

Figure 4.11 – Schéma numérique de la résolution de la relation de dispersion. En
pratique nous prenons ∆κ1 = 0.01, nmax = 1,Nmax = 1, Nu = 2000, Nt = 1000,
Nθ = 40, Imax = 15.

Les orbites étant calculées sur une grille fixe en θ, cela impose de devoir résoudre
les équations (A.7) et (A.9) pour calculer ϕt,u(θ, I), ce que nous faisons en utilisant
une méthode par dichotomie. A partir des valeurs de ϕt,u(θ, I), nous déduisons celles
des Vl,κ1+n, ce qui nous permet de calculer lesMnm. Une fois ces valeurs connues, nous
résolvons la relation de dispersion à l’aide de la méthode de Newton, en commençant
par κ1 = 0.2 pour être proche du milieu du spectre, où l’on suppose que le taux
de croissance ne sera pas très éloigné de son maximum. Nous procédons ensuite
par incréments de ±0.01 en κ1 pour calculer le spectre instable. Ce spectre étant
symétrique par rapport à κ1 (voir annexe A.7), nous nous restreignons à κ1 > 0. Pour
nous assurer que la relation de dispersion ne comporte pas d’autres branches avec
des taux de croissance supérieurs à ceux que nous avons trouvés, nous nous assurons
que le module du déterminant n’a pas de zéro autour de la solution trouvée. S’il
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en a, nous comparons les taux de croissance et retenons le plus grand. Néanmoins,
nous ne trouvons généralement qu’une solution pour chaque valeur donnée de κ1.

La matrice M est tronquée à (n,m) ∈ [−Nmax, Nmax]2, si bien que la relation de
dispersion s’écrit, lorsque Nmax = 1,

det


M−1,−1 M−1,0 M−1,1

M0,−1 M0,0 M0,1

M1,−1 M1,0 M1,1

 = 0. (4.60)

Sauf sur la figure 4.12 où nous étudions la convergence de la relation de dispersion
avec Nmax, les résultats que nous montrons correspondent à la résolution de la re-
lation de dispersion Eq. (4.60). En effet, comme on peut le voir sur la figure 4.12
lorsque kλD = 0.333 et φ1 = 0.33, passer de Nmax = 1 à Nmax = 2 ne change que
très peu les valeurs des taux de croissance des modes satellites instables.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.02

0.04

(a)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

-0.4

-0.3

-0.2

(b)

Figure 4.12 – Solu-
tions de la relation
de dispersion pour
kλD = 0.333 et
φ1 = 0.33, auquel cas
la valeur non linéaire
de vφ est vφ = 3.5285.
Les courbes en trait
plein bleu sont ob-
tenues en tronquant
le déterminant à
Nmax = 1 et celles en
tirets rouges en les
tronquant à Nmax = 2.

Sur la figure 4.13, nous montrons comment le spectre instable, pour une onde
adiabatique, varie en fonction du nombre d’harmoniques, nmax, pris en compte pour
calculer son potentiel scalaire. Lorsque kλD = 0.2, nous obtenons une variation de
l’ordre de 10% sur le taux de croissance maximal en passant de nmax = 1 à nmax = 2.
Lorsque kλD = 0.333, la différence entre les résultats obtenus avec nmax = 1 ou
nmax = 2 est presque imperceptible sur la figure 4.13. Cela conforte les conclusions
du chapitre 2, selon lesquelles une onde adiabatique peut être supposée sinusoïdale
dès que kλD & 0.2.

La figure 4.14 illustre quelques exemples de solutions de la relation de dispersion
pour kλD = 0.333 et diverses amplitudes, ainsi qu’à différents kλD pour une am-
plitude φ1 = 3. L’onde BGK est toujours supposée résulter de la croissance d’une
onde adiabatique. Comme on peut le voir sur la figure 4.14 (a), contrairement au
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Figure 4.13 – Spectre instable pour une onde adiabatique calculée avec un nombre
d’harmoniques valant soit nmax = 1 (courbes bleues) soit nmax = 2 (courbes rouges).
(a) Taux de croissance lorsque kλD = 0.2, φ1 = 7.5 et φ2 = 0 (en bleu) ou φ2 =
−0.62 (en rouge). (b) Fréquences réelles pour les mêmes paramètres que dans la
figure (a). (c) Taux de croissance lorsque kλD = 0.333, φ1 = 0.33 et φ2 = 0 (en
bleu) ou φ2 = −0.0004 (en rouge). (d) Fréquences réelles pour les mêmes paramètres
que dans la figure (c).

modèle KDS, le taux de croissance augmente plus vite avec l’amplitude de l’onde
que proportionnellement à

√
φ1. C’est en partie dû au fait que la fraction d’électrons

piégés n’augmente pas uniquement à cause de l’augmentation de l’aire de la zone de
piégeage, comme dans KDS, mais aussi à cause de la décroissance non linéaire de
vφ. On observe aussi que les taux de croissance augmentent avec kλD, comme dans
les modèles de Dodin et de KDS. C’est dû à la décroissance de la vitesse de phase
avec kλD, ce qui induit une plus grande fraction d’électrons piégés pour une même
amplitude de l’EPW.

Sur la figure 4.15, nous comparons explicitement les résultats de notre théorie
avec ceux issus des modèles de KDS et de Dodin, lorsque kλD = 0.333 et φ1 = 0.33,
et lorsque kλD = 0.2 et φ1 = 3. On peut constater que les formes des spectres γ(κ1)
sont très différentes selon le modèle utilisé. En particulier, le maximum du taux de
croissance n’est pas atteint pour la même valeur de κ1. L’écart est particulièrement
important entre le spectre issu du modèle de KDS et les deux autres. Par ailleurs,
notre théorie prédit la croissance de la NMI, contrairement aux modèles de KDS
et de Dodin. Lorsque kλD = 0.333, les valeurs des taux de croissance maximum
semblent similaires, cependant il y a un biais dans ces comparaisons qui est dû au
choix de vφ. Dans notre théorie, nous utilisons la valeur non linéaire vφ ≈ 3.5285.
Dans les modèles de Dodin et de KDS, nous utilisons la valeur fluide, vlin

φ ≈ 3.4667.
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Cela surestime la fraction d’électrons piégés, et donc les taux de croissance, par un
facteur proche de exp [(3.5822 − 3.44672)/2] ≈ 1.5. Ainsi, si on avait utilisé la bonne
valeur de vφ dans KDS, les taux de croissance auraient diminué d’environ 50%.
C’est tout le problème de l’utilisation des modèles de KDS ou de Dodin, comme
nous l’avons déjà mentionné au paragraphe 4.4 et comme cela a déjà été observé
dans [Brunner et al. (2014)]. Ils ne sont pas auto-cohérents, et ils peuvent donner
de meilleurs résultats en utilisant la valeur linéaire de la vitesse de phase plutôt que
la vraie valeur. Par ailleurs, lorsque kλD = 0.2 et φ1 = 3, notre théorie prévoit un
taux de croissance maximum environ 70% plus élevé que celui issu du modèle KDS,
et aussi sensiblement (20%) plus élevé que celui prédit par le modèle de Dodin.
Pourtant, là encore, la valeur de vφ non linéaire, adiabatique, est plus élevée que la
vitesse de phase linéaire fluide. Cela montre qu’il y a de réelles différences entre les
prédictions de notre théorie et celles des modèles précédents.

Intéressons-nous maintenant à l’importance de la correction que nous avons no-
tée en rouge dans l’équation (4.52), et que nous avons calculée en remplaçant la
discontinuité de la fonction de distribution adiabatique par une variation infiniment
rapide de f(I) dans la zone non piégée, au voisinage immédiat de la séparatrice. Sur
la figure 4.16 nous avons représenté les résultats obtenus avec ou sans cette correc-
tion, lorsque kλD = 0.333 et φ1 = 0.33. Comme on peut le voir, à la fois la forme
du spectre et le taux de croissance maximal sont modifiés. La prise en compte de la
correction fait également apparaître la NMI, puisque le taux de croissance est non
nul pour κ1 = 0. Ces résultats nous suggèrent d’étudier plus en détail la sensibilité
du calcul des taux de croissance en fonction du comportement de la fonction de
distribution autour de la séparatrice, ce que nous faisons au paragraphe 4.7.
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Figure 4.14 – Spectres instables obtenus en résolvant la relation de dispersion
Eq. (4.60) pour une onde adiabatique, et pour diverses valeurs de son amplitude
et de sa longueur d’onde. (a) Taux de croissance, γ, normalisé à

√
φ1ωpe, pour

kλD = 0.333. On peut voir que γ/
√
φ1ωpe croît avec φ1, contrairement au modèle

KDS. Pour φ1 = 0.3, vφ = 3.5282, pour φ1 = 0.6, vφ = 3.4952 et pour φ1 = 0.9,
vφ = 3.4616. (b) ωr ≡ <(ω1) pour les mêmes paramètres que dans (a). (c) Taux de
croissance, γ, normalisé à ωpe, nous lorsque φ1 = 3 et pour kλD = 0.2, vφ = 5.3560 ;
kλD = 0.25 , vφ = 4.4232 ; kλD = 0.3, vφ = 3.5689. (d) ωr ≡ <(ω1) pour les mêmes
paramètres que dans (c).

Université Paris-Saclay 31 janvier 2023 Mikael Tacu



4. Stabilité d’une onde adiabatique. Approche théorique 137

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.02

0.04
(a)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1
(b)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.02

0.04
(c)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1
(d)

Figure 4.15 – Comparaison entre les prédictions des modèles de KDS, de Do-
din, et de notre théorie, pour le taux de croissance, γ, et pour ωr ≡ <(ω1). Les
figures (a) et (b) sont pour kλD = 0.333 et φ1 = 0.33. A partir de notre théorie
adiabatique non linéaire nous calculons vφ = 3.5285, alors que pour KDS et Dodin
vφ = vfluideφ ≈ 3.4667. Les figures (c) et (d) sont pour kλD = 0.2 et φ1 = 3. Pour le
calcul adiabatique, nous utilisons la valeur non linéaire vφ ≈ 5.3561, alors que pour
KDS et Dodin nous utilisons vφ = vfluideφ ≈ 5.2915
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Figure 4.16 – Représentation du taux de croissance et de la fréquence réelle lorsque
kλD = 0.333 et φ1 = 0.33. Les courbes bleues ont été obtenues en tenant compte de
la correction notée en rouge dans l’équation (4.52), contrairement aux courbes noires
représentant les résultats obtenus sans en tenir compte. (a) Taux de croissance, γ,
normalisé à ωpe. On peut voir qu’il diminue lorsqu’on tient compte de la correction.
(b) ωr ≡ <(ω1) normalisée à ωpe. La prise en compte de la correction a tendance à
faire décroître ωr.
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4.7 Sensibilité à la variation de la fonction distribution autour la
séparatrice

Nous venons de voir, dans le paragraphe 4.6, que les solutions de la relation de
dispersion Eq. (4.60) étaient sensibles à la prise en compte de la correction, notée
en rouge dans l’expression des Mnm, Eq. (4.52). Cette correction a été calculée
en supposant que f(I) variait infiniment rapidement dans la zone non piégée au
voisinage immédiat de la séparatrice. Néanmoins, physiquement, on ne s’attend pas
à ce que la fonction de distribution électronique varie infiniment rapidement. De
plus, nous avons souligné au paragraphe 4.5.5 que la limite d’une variation infiniment
rapide pouvait s’avérer singulière. En effet, en utilisant cette limite, on fait un calcul
en supposant Ω = dIH = 0, or Ω varie trop vite autour de la séparatrice pour que
cette approximation soit précise.

Dans ce paragraphe, nous étudions comment les résultats du paragraphe 4.6
évoluent lorsqu’on suppose une variation de f(I) sur un intervalle fini en action, δI,
dans la zone non piégée proche de la séparatrice. Plus précisément, notons

Fα ≡ fα(Is + vφ + δI), (4.61)
Fβ ≡ fβ(Is − vφ + δI), (4.62)
Fγ ≡ fγ(Is)/2, (4.63)

où fα,β,γ(I) sont issus du calcul adiabatique du chapitre 2, sauf en ce qui concerne
fγ(I) qui est estimé de manière simplifiée en assimilant v∗φ(I) à vφ dans l’équa-
tion (2.36). Notons de plus,

F ′α ≡ f ′α(Is + vφ + δI), (4.64)
F ′β ≡ f ′β(Is − vφ + δI), (4.65)
F ′γ ≡ f ′γ(Is)/2. (4.66)

Nous définissions, sur la zone (α) de l’espace des phases, le polynôme du troisième
degré Pα(I) tel que,

Pα(Is + vφ) = Fγ, (4.67)
P ′α(Is + vφ) = F ′γ, (4.68)

Pα(Is + vφ + δI) = Fα, (4.69)
P ′α(Is + vφ + δI) = F ′α. (4.70)
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De même, dans la zone (β) de l’espace des phases, nous introduisons le polynôme
du troisième degré Pβ(I) tel que,

Pβ(Is − vφ) = Fγ, (4.71)
P ′β(Is − vφ) = F ′γ, (4.72)

Pβ(Is − vφ + δI) = Fβ, (4.73)
P ′β(Is − vφ + δI) = F ′β. (4.74)

Nous calculons alors les spectres instables à partir de la fonction de distribution,
fcub(I), qui est définie de la manière suivante.

Dans la région (α) de l’espace des phases,

fcub(I) =
 Pα(I) si vφ + Is ≤ I ≤ vφ + Is + δI

fα(I) si I ≥ vφ + Is + δI.
(4.75)

Dans la région (β) de l’espace des phases,

fcub(I) =
 Pβ(I) si −vφ + Is ≤ I ≤ −vφ + Is + δI

fβ(I) si I ≥ −vφ + Is + δI.
(4.76)

Dans la région (γ) de l’espace des phases,

fcub(I) = fγ(I)/2. (4.77)

La fonction de distribution fcub(I) est continûment dérivable et identique à la
fonction de distribution adiabatique hors de la zone de raccordement. La figure 4.17
illustre cette fonction de distribution en coordonnées (ϕ, v), ainsi que la fonction de
distribution adiabatique.

Sur la figure 4.18, nous comparons les taux de croissance obtenus à partir de
la fonction de distribution adiabatique à ceux obtenus à partir de fcub(I). Il est
important de noter que, pour les calculs effectués à partir de fcub(I), nous supposons
le potentiel sinusoïdal, sans avoir eu le temps de creuser l’auto-cohérence de cette
hypothèse, bien qu’à kλD = 0.333 on ne s’attend pas à ce que les harmoniques du
potentiel jouent un rôle dans le résultat conformément à la discussion de la partie 2.6.
Ainsi, les résultats que nous présentons dans ce paragraphe sont à prendre d’un
simple point de vue indicatif, et nous n’essaierons pas de les interpréter finement d’un
point de vue physique, d’autant plus qu’ils sont assez contre-intuitifs. En particulier,
on peut voir sur la figure 4.18 que l’accord sur les taux de croissance est meilleur
lorsque δI = 0.6Is que lorsque δI = 0.1Is. Par ailleurs, la figure 4.19 montre la
grande sensibilité du taux de croissance maximum en fonction de δI.
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Pour conclure, les résultats semblent indiquer que la théorie de la stabilité d’une
onde lentement variable est délicate, et nécessite un calcul précis de la fonction de
dsitribution, f(I), autour de la séparatrice. Ce point sera davantage creusé dans le
chapitre 5 où nous comparons les résultats théoriques à ceux issus de simulations de
type Vlasov.
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Figure 4.17 – Coupe F(ϕ = 0, v) de la fonction de distribution électronique,
calculée dans le référentiel de l’onde. La courbe bleue représente la fonction de
distribution adiabatique, simplifiée en assimilant v∗φ(I) à vφ dans le calcul de fγ(I).
Elle correspond à une onde sinusoïdale d’amplitude φ1 = 0.33 et de vitesse de phase
vφ = 3.5285. La courbe noire correspond à la fonction de distribution fcub(I), définie
par les équations (4.75) à (4.77), utilisant un raccord continûment dérivable dans la
zone non piégée près de la séparatrice. (a) On représente les fonctions de distribution
sur une large plage en v pour en visualiser l’ensemble. (b) On agrandit la figure (a)
de manière à mieux visualiser le raccordement.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0

0.01

0.02

0.03

0.04

Figure 4.18 – Compa-
raisons des spectres in-
stables γ(κ1) calculés pour
la fonction adiabatique re-
présentée sur la figure 4.17
(a) (courbe bleue) et pour
la fonction de distribution
fcub(I) avec δI = 0.1Is
(courbe noire) ou δI = 0.6Is
(courbe rouge).
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de croissance maximal γmax
en fonction de δI/Is pour
kλD = 0.333 et φ1 = 0.3.
On remarque une variation
de l’ordre d’un facteur deux
dans le taux de croissance
lorsque δI varie de Is/10 à
Is.

4.8 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons abordé de manière théorique la stabilité d’un mode

BGK, en donnant une importance toute particulière au cas où ce mode résultait de
la croissance d’une onde adiabatique.

Nous avons tout d’abord rappelé les modèles de KDS et de Dodin, que nous avons
discuté physiquement. De plus, nous avons noté une certaine difficulté à utiliser ces
modèles qui ne sont pas totalement auto-cohérents. En effet, ils assimilent vφ à la
valeur linéaire, fluide, de la vitesse de phase de l’onde. Or, les taux de croissance des
modes instables sont très sensibles à la valeur utilisée pour vφ, dont ces modèles ne
prédisent pas les variations non linéaires.

Nous avons ensuite exposé notre théorie générale, valable pour toute fonction
f(I), et qui est une théorie linéaire exacte. Nous avons comparé les résultats de
notre théorie à ceux issus des modèles de KDS et de Dodin, et nous avons trouvé
des différences significatives dans le spectre des taux de croissance γ(κ1).

Bien qu’exacte, notre théorie linéaire ne peut prédire de manière précise des taux
de croissance qu’à partir d’une fonction de distribution, f(I), calculée précisément.
Or, ce point s’avère non trivial dans le cas d’une onde croissant lentement. En
effet, bien que précise, la fonction de distribution adiabatique possède l’inconvénient
d’être discontinue à la séparatrice. Nous avons remplacé cette discontinuité par une
variation plus ou moins rapide, dans la zone non piégée au voisinage immédiat de la
séparatrice. La plupart de nos résultats ont été exposés dans le cas d’une variation
infiniment rapide. Cependant, cette limite semble singulière, et si l’on remplace la
variation infiniment rapide par une variation sur un intervalle fini en action, δI, les
taux de croissance semblent dépendre fortement de la valeur choisie pour δI. De
manière à avoir une meilleure idée de la validité de nos calculs théoriques, nous les
comparons maintenant aux résultats de simulations cinétiques de type Vlasov.
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Stabilité d’une onde adiabatique. Comparaisons entre

théorie et simulations numériques

5.1 Introduction
Comme déjà mentionné dans [Brunner et al. (2014)], et discuté à nouveau au

chapitre 4, l’emploi des modèles KDS et de Dodin pour calculer les taux de crois-
sance des modes instables pose deux problèmes essentiels. D’une part, ces taux de
croissance sont très sensibles à la valeur exacte de vφ, qui n’est pas précisée dans
ces modèles, puisqu’ils reposent sur l’hypothèse selon laquelle vφ peut être assimilée
à la valeur linéaire (et même fluide pour le modèle KDS) de la vitesse de phase de
l’onde. D’autre part, ces modèles font des approximations drastiques sur la réponse
des électrons à l’EPW, sans que l’impact de ces approximations sur l’estimation des
taux de croissance ne soit quantifié. Ces deux problèmes ont motivé le développe-
ment de la théorie linéaire du chapitre 4, dont nous avons montré que les prédictions
étaient différentes de celles des modèles KDS et de Dodin. Bien que notre théorie
linéaire soit exacte, son application à une onde adiabatique pose problème, à cause
de la discontinuité de la fonction de distribution à la séparatrice. Il ne semble donc
pas exister de résultat théorique pleinement satisfaisant, et nous aimerions pouvoir
quantifier la précision des diverses approches que nous venons de mentionner. Pour
ce faire, nous comparons dans ce chapitre les estimations théoriques des taux de
croissance, obtenues à partir des modèles KDS et de Dodin ou à partir de notre
théorie, à ceux déduits de simulations Vlasov.
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Nous considérons ici deux types de simulations, celles effectuées par Friou et
al. [Friou et al. (2013)] et celles de Brunner et al. [Brunner et al. (2014)]. Ce sont
les deux seules simulations étudiant la stabilité d’une EPW dont les propriétés sont
proches d’une onde créée par SRS, et dont nous avons connaissance. Les simulations
de Friou et al. [Friou et al. (2013)] ont été effectuées à l’aide du code VADOR [Filbet
et al. (2001)]. Dans ces simulations, la fonction de distribution analytique calculée
au chapitre 2 et donnée par l’équation (2.42) est discrétisée sur une grille fixe, puis
propagée sur la même grille par une méthode de type Vlasov à flux conservatif,
qui préserve la positivité de la fonction de distribution [Filbet et al. (2001)]. Dans
les simulations de Brunner et al. [Brunner et al. (2014)], effectuées en utilisant le
code SAPRISTI [Berger et al. (2013)], on fait croître une EPW à l’aide d’un forçage
extérieur. Le forçage est coupé à un temps tstop lorsque l’onde a atteint l’amplitude
voulue, après quoi la fonction de distribution est propagée sur une grille fixe comme
dans les simulations de Friou et al. Cependant, à la différence de VADOR, SAPRISTI
utilise un schéma de type semi-Lagrangien [Cheng & Knorr (1976)] ainsi qu’une
interpolation de la fonction de distribution par des splines cubiques [W.H.Press et al.
(1996)]. Pour des comparaisons plus précises avec les simulations numériques, nous
les avons refaites avec deux codes que nous avons écrits nous-mêmes. Ces codes
reproduisent les schémas numériques de VADOR et de SAPRISTI. Comme nous
avons obtenu des résultats similaires avec les deux codes, nous ne présentons ici que
ceux obtenus en utilisant un schéma semi-Lagrangien avec interpolation par splines
cubiques. Nous l’appelons CNVS (Cheng et Knorr Vlasov Solver). Ainsi, dans ce
chapitre, chaque fois que nous faisons référence aux simulations de Friou et al. ou
de Brunner et al. nous parlons des simulations que nous avons faites à l’aide du
code CNVS, dans le même esprit que celui des auteurs sus-cités, dont nous avons
été capables de reproduire les résultats.

Les premières comparaisons entre théorie et simulations ont été effectuées en nous
assurant que nous partions bien de la même fonction de distribution, f(I), que ce
soit pour les calculs théoriques ou numériques. Cette fonction est construite à partir
de simulations numériques effectuées dans un esprit proche de celui des simulations
de Brunner et al. Cela nous permet de tester directement la précision de notre
théorie, des modèles KDS et de Dodin, ainsi que des simulations numériques. Nous
poursuivons ensuite nos comparaisons en utilisant, dans notre théorie, la fonction de
distribution adiabatique, f(I), calculée dans les chapitres 2 ou 4. Cela nous permet
de discuter en détail la difficulté de faire des prédictions très précises sur la stabilité
d’une EPW adiabatique, que ce soit d’un point de vue théorique ou numérique.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Dans la partie 5.2 nous présentons
les résultats numériques des calculs des taux de croissance obtenus avec CNVS et
expliquons le schéma numérique du code. Nous expliquons aussi en détail le principe
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des simulations de Friou et al. et de Brunner et al. Dans la partie 5.3 nous comparons
les taux de croissance numériques à ceux calculés en utilisant la théorie du chapitre 4
ou à l’aide des modèles KDS ou de Dodin. Dans la partie 5.4 nous discutons de
manière plus détaillée qu’au paragraphe 5.2 les simulations de Friou et al., de manière
à expliquer pourquoi elles ne représentent pas exactement une EPW adiabatique.
Le paragraphe 5.5 conclut ce chapitre et résume les résultats obtenus.
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5.2 Calcul numérique du taux de croissance
5.2.1 Schémas numériques des codes Vlasov

Le choix de recourir aux simulations Vlasov pour mesurer les taux de croissance
des modes instables est motivé par le très faible niveau de bruit dans ces simulations,
ce qui permet une estimation très précise des taux de croissance. Nous avons pu
trouver divers schémas numériques dans la littérature scientifique [Cheng & Knorr
(1976); Filbet et al. (2001); Filbet & Sonnendrücker (2003); Crouseilles et al. (2010,
2015)], qui résolvent généralement le système Vlasov-Poisson dans les coordonnées
(x, v), où x est normalisé à la longueur de Debye et v à la vitesse thermique. Dans
ces coordonnées,

∂F

∂t
+ v

∂F

∂x
+ ∂xφ

∂F

∂v
= 0, (5.1)

− ∂2φ

∂x2 = 1−
∫
R
F(x, v, t) dv. (5.2)

Nous nous sommes essentiellement concentrés sur deux schémas particuliers,
qui ont été utilisés dans les simulations de Friou et al. [Friou et al. (2013)] et
de Brunner et al. [Brunner et al. (2014)]. Le premier est de type PFC (positive
flux conservative) [Filbet et al. (2001)] à grille fixe qui utilise un schéma à base
de flux. Comme l’explique l’auteur, il est possible de résoudre l’équation de Vla-
sov, en la séparant en deux demi-advections de la forme ∂tg + a∂qg = 0. Pour
résoudre cette advection, l’idée est de remplacer la dérivée spatiale de g au point
q par une dérivée discrète de pas ∆q/2 soit [g(q + ∆q/2, t) − g(q − ∆q/2, t)]/∆q.
En intégrant l’advection sur un pas de temps ∆t, on obtient l’expression suivante :
g(q, t + ∆t) = g(q, t) − a(∆t/∆q)

∫ t+∆t
t [g(q + ∆q/2, t′) − g(q − ∆q/2, t′)] dt′. Cette

intégrale peut être pensée comme le flux entrant ou sortant à l’une des frontières de
la maille, d’où le nom de la méthode. En utilisant la conservation de l’équation de
Vlasov sur les caractéristiques, qu’il est possible de calculer avec une bonne préci-
sion par une méthode de saute-mouton, l’auteur construit un schéma numérique qui
permet de propager la distribution en temps sur une grille fixe. La spécificité de sa
méthode comparée à d’autres comme celle de [Fijalkow (1999)] est telle qu’au lieu
de propager la fonction de distribution directement, il propage plutôt sa primitive
et retrouve ensuite la distribution par dérivation. L’utilisation de la primitive ainsi
que d’un correcteur de pente lui permet de conserver la positivité de la fonction de
distribution. Ce n’est pas le cas du deuxième schéma auquel nous nous sommes inté-
ressés, qui est de type semi-Lagrangien [Cheng & Knorr (1976)]. Dans ce schéma, on
utilise également la méthode de time splitting pour résoudre l’équation de Vlasov,
cependant les advections sont intégrées analytiquement. On obtient par exemple
g(q, t + ∆t) = g(q − a∆t, t). Le schéma est construit de sorte à vérifier la conser-
vation de l’équation de Vlasov sur les caractéristiques comme le schéma précédent.
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Cependant, à la différence du schéma PFC, la fonction de distribution est interpolée
par des splines cubiques pour l’évaluer aux points q − a∆t qui peuvent sortir de la
grille fixe. Cette interpolation ne permet pas de conserver la positivité de la distri-
bution, notamment en cas de forts gradients, cependant elle a l’avantage d’être très
peu dissipative permettant des simulations numériques sur des temps longs.

Nous avons réussi à reproduire les résultats numériques de Friou et al. en écri-
vant l’équivalent du code VADOR [Filbet et al. (2001)]. Nous avons aussi reproduit
les simulations de Brunner et al. en reprenant à l’identique la méthode numérique
expliquée dans [Berger et al. (2013)]. Nous avons donc écrit une première version de
CNVS en utilisant exactement le même schéma que dans SAPRISTI, ce qui nous a
permis de reproduire à l’identique les résultats publiés dans [Brunner et al. (2014)].
Nous avons ensuite fait évoluer cette version en modifiant le schéma de résolution
de l’équation de Poisson. Au lieu de résoudre cette équation par transformée de
Fourier, nous l’avons résolue grâce à un algorithme d’inversion de matrice tridiago-
nale que nous avons écrit. Cela nous a donné le même résultat mais nous a évité de
devoir recourir à des modules extérieurs, ce qui simplifie la procédure d’exécution
du code sur le supercalculateur TOPAZE du TGCC au CEA/DAM. Le code CNVS
a été écrit en FORTRAN90 et parallélisé en utilisant la librairie OPENMP. Il per-
met d’effectuer à la fois des simulations où la fonction de distribution est initialisée
sur une grille fixe et des simulations où l’onde résulte d’un forçage extérieur. Dans
ce dernier type de simulations on remplace, dans le dernier terme de l’équation de
Vlasov Eq. (5.1), φ par φ + φf , où φf est le potentiel du forçage dont on impose
les variations spatio-temporelles. Pour nous assurer du bon fonctionnement du code
nous avons vérifié la conservation de l’énergie, de l’entropie, ainsi que les prédictions
du taux d’amortissement Landau. Nous nous sommes également assurés que nous
obtenions les mêmes taux de croissance des modes satellites en utilisant la même
condition initiale pour la fonction de distribution dans VADOR et dans CNVS. Nous
avons également effectué des simulations avec le code ESVM [Touati (2021)] qui est
en accès libre, et qui est basé sur une méthode numérique de volumes finis, pour
obtenir les mêmes résultats qu’avec CNVS.

Décrivons à présent brièvement le schéma numérique de CNVS. La fonction de
distribution, F(x, v, t), est discrétisée sur une grille fixe [0, L]× [vmin, vmax] compor-
tant (1 + nx) × (1 + nv) points, avec des conditions aux bords périodiques en x

et supposée nulle pour v en dehors de [vmin, vmax]. On obtient alors une matrice
{F(i∆x, vmin + j∆v, t)}0≤i≤nx

0≤j≤nv
où ∆x = L/nx et ∆v = (vmax − vmin)/nv. Dans nos

simulations, nous avons choisi des valeurs de l’ordre de nx = 2000, nv = 1000,
L = 40/kλD, vmin = −10vth et vmax = 10vth.

Pour propager la fonction de distribution sur un pas de temps ∆t (choisi typique-
ment entre ∆t = 10−2 et ∆t = 10−1, en unités ω−1

pe ) nous résolvons d’abord l’équa-
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tion (5.1) par la méthode de séparation en deux demi-advections (time splitting).
Nous résolvons d’abord ∂tF+v∂xF = 0 sur un demi-pas de temps puis ∂tF+∂xφ∂vF =
0 sur un pas de temps entier. Pour finir, nous estimons φ à partir de l’équation (5.2)
puis nous résolvons à nouveau ∂tF+v∂xF = 0 sur un demi pas de temps. Cela permet
d’obtenir un schéma d’ordre deux en temps comme l’ont montré Cheng et Knorr.
Les advections sont résolues analytiquement. La résolution ∂tF + v∂xF = 0 sur un
demi pas de temps donne, F(x, v, t+ ∆t/2) = F(x− v∆t/2, v, t), et la résolution de
∂tF + ∂xφ∂vF = 0 sur un pas de temps donne, F(x, v, t+ ∆t) = F[x, v − (∂xφ)∆t, t].
Cependant, les points (x−v∆t/2, v) ou (x, v−∂xφ∆t) ne tombent généralement pas
sur un nœud de la grille et, pour évaluer la fonction de distribution en ces points,
il est nécessaire d’utiliser une interpolation de F. On le fait à l’aide de splines cu-
biques [W.H.Press et al. (1996)], de manière indépendante en x ou en v, ce qui assure
le caractère C1 de la fonction de distribution dans ces deux variables.

5.2.2 Simulations de type Friou et al.
Les simulations de type Friou et al. sont initialisées avec une fonction de distri-

bution correspondant à une onde BGK non linéaire. Cela peut être la fonction de
distribution adiabatique du chapitre 2, comme dans [Friou et al. (2013)], ou une
fonction calculée numériquement, comme expliqué au paragraphe 5.3. Dans ce sous-
paragraphe, nous nous contentons de discuter les résultats obtenus à partir de la
fonction de distribution adiabatique, pour une onde plasma d’amplitude φ1 = 0.33
et de nombre d’onde kλD = 0.333. Avec ces paramètres, le champ électrique (norma-
lisé à λDT/e), E = −∂xφ, est presque sinusoïdal. Cela peut se voir sur la figure 5.1
(a) représentant la transformée de Fourier du champ, Ê(k), à t = 0. Au temps
tωpe = 600, on peut voir sur la figure 5.1 (b) l’émergence de modes satellites à partir
du bruit numérique. L’amplitude de ces modes aux temps tωpe = 1200 et tωpe = 1500
est illustrée sur les figures 5.1 (c) et (d). On peut constater qu’à tωpe = 1500 cette
amplitude est comparable à celle de l’onde principale, qui est désormais brisée.

Sur la figure 5.2 (a) nous avons représenté l’évolution temporelle du mode de Fou-
rier du champ qui croît le plus rapidement. On peut constater que la croissance de
ce mode sature après tωpe = 1500, lorsqu’il a atteint la même amplitude que l’onde
principale. On peut aussi remarquer que la variation temporelle de ln |Ê(k, t)| est
presque linéaire entre tωpe = 500 et tωpe = 1500. On peut alors l’assimiler à une
droite, calculée par la méthode des moindres carrés, dont la pente fournit notre esti-
mation du taux de croissance de ce mode. En opérant d’une manière similaire pour
tous les modes instables, nous obtenons le spectre des taux de croissance, γ(κ1),
représenté sur la figure 5.2 (b), où κ1 est défini par l’équation (4.1). Les simulations
ayant été effectuées avec une longueur de plasma valant 40 fois la longueur d’onde
de l’EPW, la résolution en κ1 est de 1/40.
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Figure 5.1 – Valeurs de log(|Ê(k)|) en fonction de kλD issues d’une simulation
avec CNVS initialisée avec la fonction de distribution adiabatique correspondant à
φ1 = 0.33 et kλD = 0.333. Dans cette simulation effectuée sur 40 longueurs plasma
nous avons choisi ∆tωpe = 0.1, nx = 2000 et nv = 1000. On peut voir sur la figure
(a) le spectre initial d’un champ quasiment sinusoïdal. Sur la figure (b) on peut
observer le début de la croissance des modes secondaires à partir du bruit, qui sont
encore d’amplitude négligeable. Sur la figure (c), on est proche de la saturation de
la croissance des modes secondaires. Sur la figure (d), les modes secondaires ont une
amplitude comparable à celle de l’onde principale, qui est désormais brisée.

A ce niveau, il est important de noter que Friou et al. ont utilisé les taux de
croissance mesurés numériquement pour prédire la saturation de la SRS. Plus pré-
cisément, ils ont tout d’abord calculé le spectre des modes instables, γ(φ1, κ1), pour
plusieurs valeurs de φ1. Ils ont ensuite estimé l’amplitude du mode croissant le plus
rapidement de la manière suivante,

φSB(t) = φSB(0) exp
[∫ t

0
γ[φ1(t′)] dt′

]
,

où φSB(0) est estimé à partir de la valeur du bruit numérique dans les simulations
Vlasov. Ils ont alors montré que la SRS saturait lorsque φ1(t) ≈ φSB(t), après que
l’EPW se soit brisée, et que le niveau de saturation ainsi trouvé dépendait très peu
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Figure 5.2 – Résultats de la même simulation que sur la figure 5.1. (a) Logarithme
naturel de la transformée de Fourier du champ électrique, ln |Ê(kmax, t)|, en fonction
du temps. On a choisi k = kmax = 0.2747λ−1

D , correspondant au mode croissant le
plus rapidement, son taux de croissance étant estimé à γmax ≈ 0.239ωpe. (b) Spectre
des modes instables, γ(κ1).

de la valeur choisie pour φSB(0). Cela semblait donc montrer une grande cohérence
entre la mesure des taux de croissance des modes instables que nous venons de
présenter, l’amplitude à laquelle une EPW créée par SRS se brise, et la saturation
de la SRS.

5.2.3 Simulations de type Brunner et al.
Dans les simulations de type Brunner et al., on fait croître une onde plasma

électronique à l’aide d’un forçage extérieur, c’est-à-dire que l’on résout le système
suivant,

∂F

∂t
+ v

∂F

∂x
+ ∂x[φ+ φf ]

∂F

∂v
= 0, (5.3)

− ∂2φ

∂x2 = 1−
∫
R
F(x, v, t) dv, (5.4)

avec la condition initiale φ(x, 0) = 0, ∂xφ(x, 0) = 0, F(x, v, 0) Maxwellienne. Le
champ de forçage Ef = −∂kλDxφf est de la forme, Ef (x, t) = E0

f (t) cos(kx − ωt),
où l’enveloppe E0

f (t) croît pendant une durée tramp avant de se stabiliser et d’être
constante lorsque tramp . t . tstop. Après t = tstop, l’enveloppe décroît pendant
tramp et le forçage est coupé pour t > tstop + tramp en choisissant Ef = 0 (voir
figure 5.3). L’onde peut alors se propager librement puisqu’on ne résout plus que le
système (5.1)-(5.2). La forme de E0

f implémentée dans CNVS est celle choisie par
Brunner et al.,

E0
f (t)
Ein
f

= 1
2

{
tanh

[
R

(
2t
tramp

− 1
)]
− tanh

[
R

(
2(t− tstop)
tramp

− 1
)]}

. (5.5)
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Cette enveloppe dont l’avantage est d’être essentiellement constante pendant toute
la durée du forçage est représentée sur la figure 5.3. Puisque ces simulations ont été
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1
Figure 5.3 – L’en-
veloppe E0

f (t)/Ein
f du

champ de forçage avec
trampωpe = 10, tstopωpe =
100 et R = 4. En choisis-
sant ces paramètres ainsi
que Ein

f = 1.3 × 10−2,
on peut forcer une onde
d’amplitude φ1 = 0.33 à
t = tstop + tramp si kλD =
0.333 et ω/ωpe = 1.2.

entreprises dans le but de tester la théorie développée au chapitre 4 pour les ondes
adiabatiques, il est important de vérifier qu’un tel forçage fait croître le champ
électrique à un taux Γ tel que Γ/kvth < 0.1. Comme expliqué au chapitre 2, nous
définissons l’amplitude du champ comme son maximum local sur une période spa-
tiale, Emax(t) = maxx [E(x, t)], et, numériquement, nous estimons Γ comme le taux
de croissance de Emax(t).
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Figure 5.4 – (a) Evolution temporelle de Emax(t) défini comme le maximum sur
une longueur d’onde spatiale du champ électrique. La courbe noire correspond à
Ein
f = 1.4 × 10−2 et à trampωpe = 10, et la courbe bleue à Ein

f = 1.3 × 10−2 et
trampωpe = 50. (b) ln[Γ/(0.1kvth)] où Γ est le taux de croissance de Emax(t). Les
courbes noires et bleues correspondent aux mêmes scénarios que sur la figure (a).

L’évolution temporelle de Emax(t) et de son taux de croissance, lorsque trampωpe =
10, sont respectivement reportées sur les courbes noires des figures 5.4 (a) et (b).
Comme on peut le voir sur ces figures, ln[Γ/(0.1kvth)] devient négatif, et la condi-
tion d’adiabaticité est vérifiée, uniquement lorsque tωpe & 30. Nous sommes donc
amenés à conclure que le scénario de forçage choisi n’est pas totalement adiabatique.
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Pour essayer de nous rapprocher d’une situation adiabatique, nous avons augmenté
le temps de rampe pour le faire passer de trampωpe = 10 à trampωpe = 50. On constate
effectivement, sur la figure 5.4 (a), une croissance globalement plus lente de l’onde
plasma. Cependant, comme on peut le voir sur la figure 5.4 (b), Γ/kvth ne devient
inférieur à 1 qu’à partir de tωpe = 50, c’est-à-dire plus tard que lorsque trampωpe = 10.
Le caractère plus adiabatique de l’onde forcée, en utilisant une rampe plus longue,
n’est donc pas évident. Il est à noter qu’on ne peut pas rallonger la rampe à l’in-
fini sous peine de voir les modes satellites croître avant que l’EPW n’ait atteint
l’amplitude φ1 = 0.33.

Puisqu’on ne peut pas se rapprocher du cas adiabatique en augmentant tramp nous
avons envisagé d’augmenter la durée de forçage tstop tout en gardant trampωpe = 10.
Pour atteindre l’amplitude φ1 = 0.33 au bout d’un temps de forçage plus long, nous
avons besoin de réduire l’amplitude de forçage Ein

f . Cependant, en réduisant cette
amplitude de forçage nous réduisons l’amplitude maximale qu’on peut atteindre.
Comme on le voit sur la figure 5.5, en réduisant Ein

f d’un facteur 2 ou 4 il est
impossible d’atteindre l’amplitude φ1 = 0.33 avec un temps de forçage de (tstop +
tramp)ωpe = 510.

0 100 200 300 400 500 600

0

0.2

0.4

0.6 Figure 5.5 – Emax(t)
lorsque trampωpe = 10 et
tstopωpe = 500 pour dif-
férentes valeurs de Ein

f .
Pour la courbe bleue
Ein
f = 1.4× 10−2, pour la

courbe noire on a divisé
Ein
f par 2, et par 4 pour

la courbe rouge.

Ainsi, dans les simulations de type Bruner et al., nous n’avons pas réussi à
faire croître une EPW de manière totalement adiabatique. Néanmoins, les taux
de croissance des modes instables que nous obtenons pour cette onde sont proches
de ceux obtenus au paragraphe 5.2.2 à partir des simulations de Friou et al., ini-
tialisées avec la fonction de distribution adiabatique. En particulier, on trouve
γmax/ωpe ≈ 2.72× 10−2, comme dans [Brunner et al. (2014)], alors qu’avec les simu-
lations de Friou et al. on obtenait, γmax/ωpe ≈ 2.38× 10−2. De plus, entre les deux
types de simulations, la valeur de κ1 correspondant au taux de croissance maximum
ne varie que de δκ1 = 1/40, ce qui correspond à notre résolution en κ1. Enfin, comme
on peut le voir sur la figure 5.6, les spectres γ(κ1) sont similaires.

En conclusion, les résultats numériques semblent totalement cohérents entre eux.
On obtient les mêmes taux de croissance que l’on force une onde, même un peu trop

Université Paris-Saclay 31 janvier 2023 Mikael Tacu



5. Stabilité d’une onde adiabatique.
Comparaisons entre théorie et simulations numériques 153

fort pour qu’elle soit adiabatique, ou que l’on initialise la simulation avec la fonction
de distribution adiabatique comme on peut le voir notamment sur la figure 5.7.
De plus, comme on l’a déjà mentionné au paragraphe 5.1, les taux de croissance
calculés numériquement permettent de prédire le niveau de saturation de la SRS
observé dans les simulations Vlasov.
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Figure 5.6 – Taux de croissance issus de simulations de type Friou et al. avec
une distribution adiabatique initialisée à φ1 = 0.33 et kλD = 0.333 (courbe bleue)
et obtenus dans les simulations de type Brunner et al. avec une onde forcée à une
amplitude φ1 = 0.33 avec une rampe trampωpe = 10 et tstopωpe = 100 (courbe noire).
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Figure 5.7 – Comparaison entre le taux de croissance maximal γmax des simulations
de type Brunner et al. et des simulations de type Friou et al. effectuées avec CNVS
pour différentes amplitudes φ1. Dans les simulations où l’onde a été forcée, le scénario
du forçage est resté le même avec trampωpe = 10 et tstopωpe = 100, seule la valeur
de l’amplitude du forçage Ein

f a varié. Dans le cas où l’onde a été initialisée à l’aide
de la fonction de distribution adiabatique, les paramètres auto-cohérents comme les
amplitudes des harmoniques et la vitesse de phase ont été calculés avec la méthode
du chapitre 2.
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5.3 Comparaisons entre théorie et simulations
5.3.1 Comparaisons à partir des mêmes fonctions de distribution

Comme nous l’avons vu au paragraphe 5.2, dans les simulations de Brunner et
al. utilisant un forçage extérieur pour faire croître une onde plasma électronique,
la croissance de l’EPW est trop rapide pour que cette onde puisse être considérée
adiabatique. Il semble donc peu pertinent de vouloir comparer les taux de croissance
des modes satellites, obtenus dans ces simulations, avec ceux calculés théoriquement
à partir de la fonction de distribution adiabatique décrite aux chapitres 2 et 4.
De manière à faire des comparaisons plus maîtrisées entre théorie et simulations,
il faudrait être sûr de partir de la même fonction de distribution, f(I), que ce soit
dans les calculs analytiques ou dans les simulations numériques. Cela nécessite d’être
capable d’aboutir à une fonction de distribution qui ne dépende que de l’action, dans
des simulations numériques du type de celles de Brunner et al. Nous obtenons une
telle fonction de distribution de la manière suivante.

Nous reproduisons les simulations numériques décrites dans le paragraphe 5.2,
utilisant un forçage extérieur comme dans [Brunner et al. (2014)], pour faire croître
une EPW de vecteur d’onde kλD = 0.333 à une amplitude φ1 ≈ 0.33. Cependant,
à la différence des simulations de [Brunner et al. (2014)], nous imposons des condi-
tions périodiques sur une longueur d’onde plasma (au lieu de 40 longueurs d’onde),
ce qui empêche la croissance de modes satellites. Une fois que le forçage est coupé,
la fonction de distribution peut alors relaxer vers une fonction qui ne dépend que de
l’action. Cela peut être observé sur la figure 5.8 représentant la fonction de distribu-
tion obtenue dans ces simulations, en coordonnées action-angle. Plus précisément,
pour éviter des discontinuités dans la représentation, nous traçons sur la figure 5.8
les courbes de niveau de la fonction de distribution dans les coordonnées (θ′, I ′)
définies de la manière suivante. Pour les orbites piégées, θ′ = θ/2 et I ′ = I, alors
que pour les orbites non piégées, θ′ = θ et I ′ = η(I − ηvφ), où η = 1 dans la région
(α) de l’espace des phases et η = −1 dans la région (β). On peut clairement voir
sur les figures 5.8 (a) et (b) que la fonction de distribution dépend assez fortement
de l’angle lorsque ωpet = 100, au moment où le forçage est coupé, et en dépend en-
core beaucoup lorsque ωpet = 1000. Néanmoins, comme on peut le constater sur la
figure 5.8 (d), lorsque ωpet = 15 000, la fonction de distribution en dépend beaucoup
moins et ne dépend pratiquement que de l’action lorsque ωpet = 30 000.

Nous utilisons la fonction de distribution, obtenue à ωpet = 30 000 comme fonction
de distribution, f(I), utilisée dans l’équation (4.40) pour calculer les coefficients
Mnm. A partir de ces valeurs deMmn, nous calculons les taux de croissance des modes
instables de manière théorique en résolvant la relation de dispersion det(M) = 0.
La courbe bleue de la figure 5.9 représente la variation de ces taux de croissance en
fonction de κ1. Par ailleurs, nous utilisons la fonction de distribution, f(I), obtenue
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Figure 5.8 – Courbes de niveau de la fonction de distribution obtenue numérique-
ment en faisant croître une EPW à l’aide d’un forçage extérieur, dans un plasma
dont la période spatiale est égale à une longueur d’onde. L’amplitude de l’EPW est
φ1 ≈ 0.33 et son nombre d’onde est tel que kλD = 0.333. La fonction de distribution
est représentée dans les coordonnées (θ′, I ′) où I ′ = I pour les orbites piégées et
I ′ = η(I − ηvφ) pour les orbites non piégées, avec η = 1 lorsque I ′ > Is, dans la
région (α) de l’espace des phases, et η = −1 lorsque I ′ < 0, dans la région (β) de
l’espace des phases. Quant à θ′, il vaut θ/2 pour les orbites piégées alors qu’il vaut θ
pour les orbites non piégées. (a) Fonction de distribution à tωpe = 100, au moment
où l’on coupe de forçage. (b) Fonction de distribution à tωpe = 1 000. C’est l’instant
où, dans une simulation dont la période spatiale vaut 40 longueurs d’onde, la crois-
sance des modes instables sature. (c) Fonction de distribution à tωpe = 15 000. (d)
Fonction de distribution à ωpet = 30 000. A cet instant la fonction de distribution
ne dépend essentiellement que de l’action.
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à ωpe = 30 000 comme condition initiale d’une simulation Vlasov où l’on impose une
période spatiale de 40 longueurs d’onde plasma. Les taux de croissance numériques
sont alors calculés par la méthode exposée au paragraphe 5.2, et leurs valeurs sont
reportées sur la courbe noire, cerclée, de la figure 5.9. Nous représentons aussi sur
cette figure les taux de croissance obtenus à partir du modèle KDS et de Dodin.
Il est à noter que les résultats du modèle KDS sont insensibles à la forme de la
fonction de distribution, ils ne dépendent que de la fraction d’électrons piégés. C’est
un des défauts du modèle. Quant au modèle de Dodin, il est aussi très peu sensible
à la forme de la fonction de distribution. D’ailleurs, les calculs faits à partir de
ces deux modèles n’utilisent pas la valeur auto-cohérente de la vitesse de phase. Le
modèle KDS utilise la valeur linéaire issue de la relation de dispersion de Bohm et
Gross, alors que le modèle de Dodin utilise la valeur linéaire cinétique, solution de
l’équation (2.61).

On peut voir sur la figure 5.9 que l’accord entre les taux de croissance calculés
numériquement et ceux déduits de notre théorie est presque parfait. En revanche,
on peut nettement voir un désaccord entre les résultats numériques et ceux déduits
des modèles KDS ou de Dodin. Cela montre, d’une part, la précision de notre théo-
rie ainsi que de la méthode numérique, exposée au paragraphe 5.2, pour calculer
le spectre des modes instables (sauf peut-être pour les plus petits taux de crois-
sance pour lesquels la mesure numérique est plus délicate). D’autre part, cela met
en évidence les limites des modèles KDS et de Dodin. On peut néanmoins remar-
quer que les prédictions du modèle KDS ne semblent pas si mauvaises, et sont même
meilleures que celle du modèle de Dodin, qui décrit pourtant plus finement la réponse
des électrons piégés à l’onde plasma principale. Dans ce cas, c’est principalement dû
à l’utilisation de la vitesse de phase linéaire cinétique dans le modèle de Dodin, qui
est plus petite que la vitesse de phase issue de la relation de dispersion de Bohm
et Gross utilisée dans le modèle KDS. Si on utilisait la vitesse de phase fluide dans
le modèle de Dodin on s’approcherait de la valeur du taux de croissance maximal
prédite par KDS, comme nous pouvons le voir sur la figure 4.9.

L’excellent accord illustré sur la figure 5.9 est obtenu avec une fonction de dis-
tribution qui a relaxé pendant un temps assez long, ωpet = 30 000. On peut donc
penser qu’elle correspondrait à une EPW qui mettrait un temps équivalent à croître
à la même amplitude, φ1 ≈ 0.33. Ce temps dépasse de plus d’un ordre de grandeur
le temps de croissance d’une EPW créée par SRS, dans les conditions typiques des
expériences de fusion. De manière à nous rapprocher de telles conditions, il fau-
drait plutôt faire un calcul à partir de la fonction de distribution de la figure 5.8
(b), obtenue au temps ωpet = 1000. Cependant, cette fonction dépend encore assez
fortement de l’angle alors que notre théorie suppose une fonction de distribution
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Figure 5.9 – Spectre des modes instables pour une fonction de distribution initiale
correspondant à celle représentée sur la figure 5.8 (d). La courbe bleue correspond
au calcul théorique et la courbe noire cerclée aux mesures numériques utilisant la
méthode exposée au paragraphe 5.2. La courbe rouge en tirets représente les taux
de croissance calculés à l’aide du modèle KDS, et la courbe magenta en tirets-points
ceux déduits du modèle de Dodin.

initiale ne dépendant que de l’action. De manière à pouvoir tout de même faire des
prédictions théoriques sur la situation à ωpet = 1000, nous utilisons pour le calcul
des coefficients Mnm, Eq. (4.40), la fonction de distribution f(I) ≡ 〈f〉θ(I), c’est-à-
dire la moyenne sur θ de la fonction de distribution représentée sur la figure 5.8 (b).
Le spectre instable ainsi obtenu est reporté sur la courbe bleue de la figure 5.10.
Il est comparé aux résultats numériques obtenus avec une simulations Vlasov, dont
la période spatiale vaut 40 longueurs d’onde, et initialisée avec la fonction de dis-
tribution de la figure 5.8 (b). Les taux de croissance ainsi obtenus sont représentés
sur la courbe noire, cerclée, de la figure 5.10. Ils sont eux-mêmes comparés à ceux
obtenus numériquement à partir d’une simulation Vlasov de période 40 longueurs
d’onde mais initialisée avec 〈f〉θ(I) (courbe en tirets rouges sur la figure 5.10).

On peut clairement voir sur la figure 5.10 que les résultats numériques sont qua-
siment identiques, que l’on tienne compte de la dépendance angulaire de la fonction
de distribution obtenue à ωpet = 1000, ou que l’on parte de 〈f〉θ. Cela est probable-
ment dû au fait que les modes satellites croissent suffisamment lentement pour n’être
sensible qu’à la valeur moyenne, en θ, de la fonction de distribution. Par ailleurs,
comme on peut le voir sur la figure 5.11, cette fonction de distribution moyennée
évolue très peu sur un temps de l’ordre de 1000ω−1

pe , correspondant à l’intervalle de
temps nécessaire aux modes satellites pour atteindre un niveau non linéaire. Par
ailleurs, les résultats reportés sur la figure 5.10 montrent encore un très bon accord
entre les résultats de notre théorie et ceux des simulations numériques. Les désac-
cords visibles pour les plus petits taux de croissance résultent essentiellement de la
difficulté à les mesurer numériquement. On conclut donc des résultats reportés sur
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Figure 5.10 – Spectre des modes instables pour une situation correspondant à celle
représentée sur la figure 5.8 (b). La courbe bleue correspond au calcul théorique,
en utilisant f(I) = 〈f〉θ(I), c’est-à-dire la moyenne angulaire de la fonction de
distribution reportée sur la figure 5.8 (b). La courbe noire cerclée représente les
résultats numériques obtenus à partir d’une simulation Vlasov initialisée avec la
fonction de distribution de la figure 5.8 (b). La courbe rouge en tirets représente
les résultats numériques obtenus à partir d’une simulation Vlasov initialisée avec
〈f〉θ(I).

la figure 5.10 que notre théorie permet de calculer très précisément le spectre des
modes instables même lorsque la fonction de distribution dépend de l’angle. Cela
reste vrai tant que la dépendance angulaire de la fonction de distribution n’entraîne
pas une variation significative de sa distribution en action sur un intervalle de temps
plus petit que celui nécessaire à la saturation de l’instabilité.

Le fait que les taux de croissance soient peu sensibles à la dépendance angu-
laire de la fonction de distribution explique pourquoi on observe, numériquement,
une croissance exponentielle quasi parfaite des modes instables. On peut d’ailleurs
constater, sur la figure 5.11, qu’entre l’instant ωpet où l’on coupe le forçage, et l’ins-
tant ωpet = 1000 où l’instabilité a saturé, 〈f〉θ a très peu varié.

5.3.2 Pertinence de la fonction de distribution adiabatique
Nous venons de voir au paragraphe 5.3.1 qu’il y avait un très bon accord entre

théorie et simulations, à condition de partir de la même fonction de distribution,
f(I). Néanmoins, pour qu’une théorie soit réellement prédictive, elle doit aussi être
capable d’indiquer la fonction de distribution à utiliser pour calculer correctement
les taux de croissance des modes instables. En particulier, nous aimerions savoir si
l’équation (4.52), utilisée avec la fonction de distribution adiabatique des chapitres 2
et 4, donne des résultats comparables à ceux des simulations Vlasov.
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Figure 5.11 – Valeurs moyennées, 〈f〉θ, de la fonction de distribution calculées
à ωpet = 100 (courbe bleue) et à ωpet = 1000 (courbe noire). Dans (a) les dis-
tributions sont représentées en échelle log. Dans (b) on aggrandit la région piégée
correspondant à 0 ≤ I ′/Is ≤ 1.

Dans un premier temps, nous nous concentrons sur la situation physique corres-
pondant à une onde d’amplitude φ1 ≈ 0.33 et de nombre d’onde kλD = 0.333. Sur
la figure 5.12 (a), nous comparons les taux de croissance calculés théoriquement à
partir de l’équation (4.52) à ceux déduits des simulations Vlasov de Brunner et al.
et des simulations de Friou et al. Nous voyons que l’accord est loin d’être parfait.
En particulier, nous prédisons la NMI qui n’apparaît pas dans les simulations. De
plus, nous n’obtenons clairement pas un meilleur accord avec notre théorie qu’en
utilisant le modèle KDS comme on peut le voir sur la figure 5.12 (b) comparant
les résultats numériques à ceux des modèles KDS et de Dodin. Là encore, dans le
modèle KDS, nous utilisons pour vφ la vitesse de phase issue de la relation de Bohm
et Gross, et les résultats KDS surestimeraient significativement les résultats numé-
riques si on utilisait la vraie valeur de vφ. Quant aux taux de croissance déduits du
modèle de Dodin, ils ont été obtenus avec la valeur linéaire cinétique de vφ, solution
de l’équation (2.61).

Le relativement mauvais accord avec les résultats de Brunner et al. ne sont pas si
surprenants puisque, comme on l’a montré au paragraphe 5.3.1, l’EPW créée dans
ces simulations n’est pas adiabatique. Cependant, il est beaucoup plus décevant en
ce qui concerne les simulations de Friou et al., puisque ces simulations sont censées
être initialisées avec la fonction de distribution adiabatique. Nous discuterons de
manière plus approfondie, dans le paragraphe 5.4, les raisons de ce mauvais accord.

Dans un deuxième temps, nous nous concentrons sur la situation physique cor-
respondant à une onde d’amplitude φ1 ≈ 0.197 et de nombre d’onde kλD ≈ 0.425.
Sur la figure 5.13 (a), nous comparons les taux de croissance calculés théoriquement
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Figure 5.12 – Taux de croissance γ en fonction de κ1 lorsque φ1 = 0.33 et kλD =
0.333. (a) On compare les résultats de notre théorie (courbe rouge en tirets) à ceux
des simulations numériques de Brunner et al. (courbe noire cerclée) et de Friou et
al. (courbe bleue). (b) On compare les résultats des modèles de KDS (courbe rouge
en tirets) et de Dodin (courbe magenta en tirets-points) à ceux des simulations
numériques de Brunner et al. (courbe noire cerclée) et de Friou et al. (courbe bleue).
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Figure 5.13 – Taux de croissance γ en fonction de κ1 pour φ1 = 0.1927 et kλD =
0.425. (a) On compare les résultats de notre théorie (courbe rouge en tirets) à ceux
des simulations numériques de Brunner et al. (courbe noire cerclée) et de Friou et
al. (courbe bleue). (b) On compare les résultats des modèles de KDS (courbe rouge
en tirets) et de Dodin (courbe magenta en tirets-points) à ceux des simulations
numériques de Brunner et al. (courbe noire cerclée) et de Friou et al. (courbe bleue).

à partir de l’équation (4.52) à ceux déduits des simulations Vlasov de Brunner et
al. et des simulations de Friou et al. L’accord est pire que dans le cas précédent où
φ1 ≈ 0.33 et kλD = 0.333. On ne peut pas non plus dire qu’on s’approche plus des
résultats numériques que les modèle KDS ou de Dodin comme on peut le voir sur
la figure 5.13 (b).
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Comme déjà discuté au chapitre 4, l’utilisation de l’équation (4.52) pour calcu-
ler les coefficients Mnm peut poser problème. Par ailleurs, nous avons vu au para-
graphe 5.2.2 qu’on n’arrivait pas à faire croître une onde de manière suffisamment
lente, à l’aide des simulations de type Brunner et al., pour que cette onde puisse être
considérée comme adiabatique. Cela peut expliquer les différences entre les résultats
théoriques et ceux des simulations de Brunner et al. Néanmoins, les simulations de
Friou et al. étant initialisées avec la fonction de distribution adiabatique, on pou-
vait s’attendre à un meilleur accord avec les résultats théoriques. La comparaison
entre théorie et simulations numériques semble donc faire apparaître un problème
dans l’étude de la stabilité d’une onde adiabatique, que ne révélaient pas les compa-
raisons entre résultats purement numériques. Pour mieux approfondir ce problème,
nous étudions au paragraphe 5.4 les simulations de Friou et al. de manière plus dé-
taillée, afin de mieux comprendre pourquoi elles ne correspondent pas exactement à
la situation théorique qu’elles sont censées représenter.
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5.4 Discussion des simulations numériques de Friou et al.

Les simulations de Friou et al. sont initialisées avec l’équivalent numérique de
la fonction de distribution adiabatique. Cette fonction de distribution ne dépen-
dant que de l’action, elle est stationnaire. Donc, si on calcule dans un code Vlasov
l’équivalent numérique de ∂tF = −v∂xF − ∂xφ∂vF, on devrait trouver une valeur
très faible, de l’ordre du bruit numérique. Ce n’est cependant pas le cas, comme le
montre la figure 5.14 (a). La discontinuité de la fonction de distribution adiabatique
à la séparatrice entraîne une instationnarité effective dans les codes Vlasov. Ainsi,
contrairement à ce qu’on pourrait croire, dans les simulations de Friou et al., on
ne calcule pas les taux de croissance de modes instables correspondant à une onde
stationnaire.

Nous avons étudié l’évolution temporelle de la fonction de distribution adiaba-
tique, telle que calculée par notre code Vlasov. Pour qu’elle ne soit pas perturbée
par la croissance de modes satellites, nous avons décidé de la propager dans un
plasma de longueur 2π/k. Pour éviter aussi que la NMI ne se développe, nous avons
supprimé la rétroaction sur le potentiel via l’équation de Poisson. Nous ne résolvons
donc que l’équation de Vlasov, où φ est issu du calcul auto-cohérent du chapitre 2.
Comme on peut le voir sur la figure 5.14 (b), |∂tF| diminue significativement sur des
temps longs de l’ordre de tωpe = 30 000, essentiellement par mélange de phase. C’est
donc un effet de relaxation similaire à ce qu’on a pu observer sur la figure 5.8 dans
le cas des simulations de Brunner et al.

Nous avons utilisé la fonction de distribution obtenue après un temps de relaxa-
tion tr comme condition initiale d’une simulation Vlasov sur 40 longueurs d’onde.
Nous avons alors observé que, non seulement les taux de croissance des modes satel-
lites dépendaient de tr, mais que, pour une même valeur de tr, ils dépendaient aussi
du pas de temps choisi, ∆t. De plus, comme on peut le voir sur la figure 5.15, en aug-
mentant tr, on ne semble pas converger vers une valeur stationnaire, contrairement
au cas des simulations de Brunner et al.
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Figure 5.14 – Résultat d’une simulation ne résolvant que l’équation de Vla-
sov sur une longueur d’onde, et initialisée avec la fonction de distribution adia-
batique correspondant à φ1 = 0.33, vφ = 3.5285 et kλD = 0.333. Le poten-
tiel φ est le potentiel auto-cohérent associé à la fonction de distribution adiaba-
tique. On représente les valeurs de | − v∂xF − ∂xφ∂vF| issues d’une dérivation
numérique, où 2∆x∂xF ≡ F(x + ∆x, v) − F(x − ∆x, v) avec ∆x = L/500 et
2∆v∂vF ≡ F(x, v + ∆v) − F(x, v − ∆v) avec ∆v = 10−2. (a) Résultat avec la
fonction de distribution initiale. (b) Résultat à tωpe = 30.000.
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Nous interprétons ces résultats de la manière suivante. L’instationnarité effective
de la fonction de distribution adiabatique, ou plutôt de son équivalent discrétisé,
est un problème purement numérique. Il résulte de l’incapacité du code Vlasov à
traiter la discontinuité à la séparatrice. Cela entraîne une diffusion effective et lente
de l’action, qui n’est absolument pas physique, et qui explique pourquoi on n’arrive
pas à converger vers une valeur stationnaire des taux de croissance. Par ailleurs,
cette diffusion étant purement numérique, elle va dépendre, notamment, de ∆t,
ce qui explique la divergence entre les courbes bleue et noire sur la figure 5.15,
correspondant à deux valeurs différentes de ∆t.
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Figure 5.15 – Taux de
croissance γmax mesuré
en initialisant F(x, v, tr)
dans un plasma de lon-
gueur L = 40× 2π/k. La
fonction F a été propagée
pendant tr, uniquement
par l’équation de Vla-
sov avec ∆tωpe = 10−1

(courbe bleue) et avec
∆tωpe = 10−2 (courbe
noire) à partir de F .

En conclusion, nous n’avons pas réussi à faire converger correctement les simu-
lations de type Friou et al. Il semble effectivement très difficile à un code Vlasov
de traiter une variation rapide de la fonction de distribution à la séparatrice. De
manière effective, la fonction de distribution adiabatique apparaît non stationnaire
dans le code. Il est alors difficile de comprendre le problème physique exact que les
simulations de type Friou et al. simulent. Ces simulations sont, à l’évidence, mal
maîtrisées.
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5.5 Conclusion

Plusieurs conclusions importantes peuvent être tirées de l’étude présentée dans
ce chapitre. D’une part, pour une fonction f(I) donnée, il y a un excellent accord
entre les taux de croissance calculés théoriquement et ceux déduits des simulations
Vlasov. Cela prouve la validité des développements théoriques du chapitre 4 ainsi que
celle de la mesure numérique des taux de croissance décrite dans ce chapitre. Quant
aux modèles KDS ou de Dodin, nous avons montré qu’ils donnaient des résultats
beaucoup moins précis que notre théorie.

D’autre part, même pour une fonction de distribution dépendant assez fortement
de l’angle, notre théorie donne des résultats en très bon accord avec ceux issus des
simulations Vlasov, à condition d’utiliser f(I) ≡ 〈f〉θ(I), c’est-à-dire la moyenne en
angle de la fonction de distribution. C’est dû au fait que les modes satellites croissent
suffisamment lentement pour n’être sensibles qu’à la valeur moyenne, en angle, de
la fonction de distribution. Cela prouve aussi que notre théorie n’est pas limitée
aux ondes BGK, ou aux ondes strictement adiabatiques, induisant une fonction de
distribution électronique essentiellement indépendante de l’angle.

Enfin et surtout, nous avons montré l’incapacité des simulations numériques à re-
produire une situation purement adiabatique. Dans les cas des simulations de type
Brunner et al., où l’on fait croître une EPW à l’aide d’un forçage extérieur, on ne
peut pas rendre cette croissance assez lente pour être adiabatique. D’ailleurs, la fi-
gure 5.8 montre de manière flagrante qu’après que le forçage soit coupé, la fonction
de distribution ne correspond pas à celle d’une onde adiabatique puisqu’elle dépend
fortement de l’angle. L’accord assez bon que l’on trouvait entre les résultats des
simulations de Brunner et al. et de celles de Friou et al. auraient plutôt suggéré le
contraire, puisque ces dernières sont initialisées avec la fonction de distribution adia-
batique. Néanmoins cette fonction, une fois discrétisée, est vue par le code comme
dépendant de manière effective du temps. Un code Vlasov semble, en pratique, in-
capable de gérer correctement une fonction discontinue ou variant suffisamment vite
à la séparatrice pour reproduire les résultats adiabatiques. C’est un des mérites de
notre étude d’avoir mis en lumière ce problème. A partir de comparaisons faites
uniquement entre codes, on aurait pu croire que, numériquement, on avait réussi à
calculer les taux de croissance des modes satellites instables dans la limite où l’EPW
variait infiniment lentement. Cela aurait pourtant été très utile puisque les taux de
croissance ainsi calculés auraient été valables pour toute onde variant suffisamment
lentement. Quant à l’approche théorique, elle n’est pas non plus exempte de défaut
parce que l’expression Eq. (4.52) que nous avons obtenue pour les coefficients Mnm,
dans le cas où f(I) variait infiniment rapidement à la séparatrice, ne peut s’appliquer
qu’à une onde dont la croissance aurait été beaucoup trop lente pour être réaliste.
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Cela prouve, qu’en pratique, contrairement au calcul du décalage non linéaire en
fréquence d’une EPW, on ne peut pas utiliser une limite adiabatique pour estimer
des taux de croissance pour les modes satellites qui auraient été valables pour toute
EPW variant suffisamment lentement. Il est nécessaire de faire un calcul non adia-
batique, dépendant explicitement de la manière dont l’EPW croît. Une approche
théorique semble donc, a priori, plus adaptée qu’une approche numérique et, à cet
égard, les développements non adiabatiques décrits dans [Bénisti (2018)] peuvent
s’avérer très utiles.
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Les travaux présentés dans cette thèse s’inscrivent dans un effort de recherche à
long terme sur les ondes plasma électroniques, et permettent d’en obtenir une des-
cription complète et précise depuis l’instant où l’onde croît à partir du bruit ther-
mique, jusqu’au moment où elle se brise. Nos résultats sont cependant restreints aux
ondes qui croissent suffisamment lentement, c’est-à-dire telles que Γ/kλDωpe . 0.1,
où Γ est le taux de croissance typique de l’onde, tel que vu par un électron. Cette
condition est vérifiée dans le cas des ondes plasma électroniques créées par diffusion
Raman stimulée lors des expériences de fusion par confinement inertiel (FCI). De
fait, nos travaux ont été essentiellement motivés par leur application à la FCI, mais
c’est loin d’être la seule application possible. En effet, les ondes plasma électroniques
jouent un rôle important dans pratiquement tous les domaines de la physique des
plasmas. Quant à la résolution du couple d’équations Vlasov-Poisson, qui est au cœur
de la problématique abordée dans cette thèse, son champ d’application va au-delà
de la physique des plasmas, puisqu’il s’étend jusqu’aux problèmes gravitationnels,
notamment liés à la matière noire.

Dans [Bénisti & Gremillet (2007)], les auteurs ont montré qu’une EPW croissant
lentement dans un plasma Maxwellien pouvait être décrite de manière très précise en
connectant les résultats d’une théorie perturbative en amplitude à ceux d’une théo-
rie adiabatique. Les propriétés de l’onde plasma dans le régime perturbatif sont très
proches de ses propriétés linéaires, décrites en détail dans [Bénisti (2015)]. En parti-
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culier, son potentiel peut être considéré sinusoïdal, et son taux d’amortissement non
collisionnel est très proche du taux d’amortissement Landau [L.D.Landau (1946)].
La transition entre le régime perturbatif et le régime adiabatique est très abrupte, et
a lieu lorsque

∫
ωBdt ≈ 5. Dans le régime adiabatique, le taux d’amortissement non

collisionnel est nul, et la propagation de l’onde est décrite par les équations d’en-
veloppe publiées dans la Ref. [Bénisti et al. (2022)]. Elles sont valables quelle que
soit la forme du potentiel de l’onde, qui n’est cependant pas précisée. Les travaux
présentés dans ce manuscrit permettent de prédire la forme du potentiel de l’onde,
quelle que soit son amplitude et son nombre d’onde. En effet, dans le chapitre 2,
nous avons résolu le couple d’équations Vlasov-Poisson en utilisant l’approximation
adiabatique (ou, plus précisément, la théorie néo-adiabatique [Cary et al. (1986)]).
Cela nous a permis de calculer, de manière auto-cohérente, la fonction de distribu-
tion électronique, la forme du potentiel scalaire de l’onde, ainsi que son décalage
en fréquence non linéaire. De plus, nous avons montré qu’une EPW non linéaire
possédait un potentiel vecteur non nul. La prise en compte de ce potentiel vecteur
est primordiale pour estimer correctement le décalage en fréquence non linéaire de
l’onde. Le négliger peut aboutir à une mauvaise prédiction sur le signe même du
décalage en fréquence. Puisqu’une EPW possède un potentiel vecteur non nul, elle
crée un champ magnétique que nous estimons à l’ordre le plus bas dans les variations
transverses de son amplitude. Un tel champ magnétique a été observé numérique-
ment dans des simulations d’interaction laser-plasma [Masson-Laborde et al. (2010)]
ou lors de mesures de satellites dans la magnétopause [Andersson et al. (2009)].

La procédure que nous avons employée au chapitre 2 est très générale et précise,
mais aussi très lourde à mettre en œuvre. Dans le chapitre 3, nous montrons que le
potentiel anharmonique calculé au chapitre 2 peut être très précisément approché par
des expressions analytiques explicites. En particulier, lorsque kλD . 0.2, la forme
du potentiel calculée par Dawson [Dawson (1959)] pour un plasma froid est très
proche de celle déduite par la théorie adiabatique. Lorsque kλD & 0.2, le potentiel de
l’onde est presque sinusoïdal. Ainsi, nous savons calculer analytiquement la forme du
potentiel de l’onde, quel que soit son nombre d’onde, et quelle que soit son amplitude,
du moins tant qu’elle n’est pas trop proche de la limite de wave breaking. Quant à
cette limite, nous savons en prédire une borne supérieure en prouvant que la relation
non linéaire de l’EPW n’a pas de solution au-delà d’une certaine amplitude. Cette
amplitude maximale, exprimée en termes de l’amplitude de la première harmonique,
Φ1, du potentiel scalaire normalisé à T/e(kλD)2, suit une loi très simple, linéaire
par morceaux, en fonction de (kλD). Φmax

1 ≈ 0.795 − kλD lorsque kλD < 0.6 et
Φmax

1 ≈ 0.39 − 0.3kλD si kλD > 0.6. Nous avons vérifié que cette loi très simple
était très précise pour 0.05 ≤ kλD ≤ 1. Elle donne des valeurs systématiquement
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inférieures à la limite prédite par Dawson, Φmax
1 ≈ 0.88, et supérieures à la limite

prédite par Coffey [Coffey (1971)], sauf pour les très petites valeurs de kλD. Il est à
noter que la limite de wave breaking trouvée par Dawson est déduite d’une condition
portant sur le fait que le champ ne peut pas être multivalué en un même point de
l’espace. C’est donc une condition moins forte que celle que nous utilisons, et qui
porte sur l’existence d’une solution à la relation de dispersion. Néanmoins, pour un
plasma de température nulle, la notion de relation de dispersion n’existe pas. C’est
la raison pour laquelle notre résultat ne peut pas être prolongé jusqu’à kλD = 0. En
ce qui concerne la limite de Coffey, elle résulte d’une approche théorique simplifiée,
supposant que la fonction de distribution électronique est de type waterbag. On
s’attend donc à ce qu’elle soit moins précise que la nôtre, ce que nous avons vérifié
numériquement. En effet, les résultats de simulations PIC indiquent une limite de
wave breaking supérieure à celle prédite par Coffey, mais proche, et effectivement
inférieure, à la borne supérieure déduite de notre théorie. Il est à noter que, dans
le cas où l’EPW est créée par diffusion Raman stimulée, le fait de savoir à quelle
amplitude cette onde se brise permet aussi de savoir quand elle ne pourra plus
rétrodiffuser efficacement l’onde laser qui lui a donné naissance. Cela permet donc
de prédire le niveau de saturation de la SRS.

Les résultats que nous avons obtenus sur la limite de wavebreaking et sur le
décalage en fréquence non linéaire ont été utilisés dans un code bidimensionnel, mo-
délisant la SRS de manière simplifiée. Ce code utilise une méthode originale de tracé
de rayons non linéaire que nous avons nommée Ray In Cell (RIC). A l’aide de ce
code, nous avons pu simuler, environ 107 fois plus vite qu’avec un code PIC, la crois-
sance d’une EPW résultant de la SRS d’une onde laser focalisée dans un plasma.
L’inhomogénéité du décalage en fréquence non linéaire de l’EPW induit la courbure
de son front de phase et, par là même, le développement de modes transverses à la
direction moyenne de propagation de l’onde laser. A l’aide de la méthode RIC, nous
avons pu prédire très précisément le spectre des modes transverses, ainsi que l’angle
moyen de ces modes par rapport à la direction de l’onde laser. C’est une donnée
importante pour la SRS puisque la courbure de son front de phase fait se comporter
l’EPW comme un miroir qui se courbe au fur et à mesure qu’il renvoie de la lumière.
En conséquence, la rétrodiffusion Raman ne se fait pas à 180°, comme l’aurait prédit
une théorie linéaire. Dans le cas que nous avons étudié, il y aurait plutôt une ré-
flexion à 145°. Ainsi, les calculs théoriques du chapitre 2 ont trouvé une application
directe et importante à la modélisation cinétique non linéaire de la diffusion Raman
stimulée d’une onde laser, dans les conditions typiques des expériences de fusion par
confinement inertiel.
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Nous venons de souligner l’importance de connaître la limite de wave breaking
pour une onde plasma non linéaire. Cependant, au chapitre 3, nous n’avons prédit
qu’une borne supérieure, et non une valeur précise. Pour atteindre ce but, il faut
traiter précisément l’effet qui mène à la brisure de l’onde plasma, c’est-à-dire la
croissance instable de modes satellites. C’est ce que nous avons fait au chapitre 4 en
nous focalisant sur l’instabilité dite des particules piégées. Elle a été introduite par
Kruer, Dawson et Sudan (KDS) en 1969 [Kruer et al. (1969)] pour interpréter une
expérience de Wharton et al. [Wharton et al. (1968)]. Par ailleurs, Goldman a publié
en 1970 [Goldman (1970)] une version rigoureuse du modèle de KDS, qui n’a jamais
vraiment été exploitée. Seuls les modèles de KDS et, dans une moindre mesure celui
introduit par Dodin en 2013 [Dodin et al. (2013)], ont été utilisés en pratique pour
prédire les taux de croissance des modes instables. Le modèle de KDS repose sur
deux hypothèses simplificatrices. D’une part, les électrons piégés dans le puits de
potentiel de l’onde sont assimilés à une macroparticule, localisée en fond de puits.
D’autre part, les électrons non piégés sont supposés répondre de manière linéaire à
l’onde plasma. Quant au modèle de Dodin, il fait toujours l’hypothèse d’une réponse
linéaire des électrons non piégés, suppose aussi que les électrons piégés restent au
fonds de puits, mais tient compte du fait que leur fréquence d’oscillation dans le
puits de potentiel dépend de leur énergie. Dans le chapitre 4, nous ne faisons aucune
de ces hypothèses, et développons un calcul aussi rigoureux que celui de la théorie
de Goldman. La seule différence avec cette théorie réside dans le fait que nous ré-
solvons l’équation de Vlasov en coordonnées action-angle, en supposant donnée la
fonction de distribution non perturbée (par les modes satellites), f(I). Cela nous
permet, d’une part, de pousser le calcul jusqu’au bout et de résoudre la relation de
dispersion permettant de calculer le spectre instable des modes satellites. A notre
connaissance, c’est la seule fois qu’un tel calcul a été fait, plus de 50 ans après la
théorie originale. D’autre part, à une onde adiabatique variant lentement dans le
temps et l’espace, on peut associer une fonction de distribution, f(I), ne dépen-
dant que de l’action. Ainsi, notre calcul n’est pas restreint à un mode BGK, mais
peut s’appliquer à une onde adiabatique créée, par exemple, par diffusion Raman
stimulée. Nous avons calculé le spectre instable pour une telle onde, en utilisant
la fonction de distribution du chapitre 2, et nous avons montré qu’il pouvait diffé-
rer de manière significative des spectres déduits des modèles de KDS et de Dodin.
De plus, nous avons montré que, pour une telle fonction de distribution, le calcul
théorique présentait une difficulté majeure à cause de la discontinuité de f(I) à la
séparatrice. En pratique, nous avons remplacé cette discontinuité par une variation
infiniment rapide dans la zone non piégée au voisinage immédiat de la séparatrice.
Néanmoins, cette approximation n’est pas forcément précise parce que, comme nous
l’avons montré au paragraphe 4.7, le spectre instable est très sensible à la varia-
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tion de la fonction de distribution au voisinage de la séparatrice. Cela pose donc
un problème en ce qui concerne l’applicabilité de la théorie aux ondes adiabatiques,
problème que nous avons abordé de manière plus approfondie au chapitre 5.

Dans le chapitre 5, nous avons comparé les prédictions des modèles de KDS, de
Dodin et de notre théorie aux résultats de simulations numériques de type Vlasov.
Nous avons tiré plusieurs enseignements de ces comparaisons. Tout d’abord, dans
des situations bien maîtrisées, où l’on part de la même fonction de distribution lisse,
f(I), les spectres instables extraits des simulations numériques sont en excellent
accord avec ceux prédits par notre théorie. L’accord est en particulier bien meilleur
qu’avec le modèle de KDS. Cela valide à la fois nos développements théoriques du
chapitre 4 et la méthode de calcul des taux de croissance à partir des simulations
numériques. Toujours dans une situation maîtrisée où l’on part de la même fonction
de distribution, mais lorsque cette dernière dépend aussi de l’angle θ, on obtient
quand même un bon accord entre résultats théoriques et numériques, à condition
d’utiliser dans la théorie 〈f〉θ, c’est-à-dire la moyenne en angle de la fonction de dis-
tribution électronique. Ce résultat n’est pas du tout trivial, et montre tout l’intérêt
de la théorie développée au chapitre 4. Elle marche même lorsque la fonction de dis-
tribution ne dépend pas uniquement de l’action, et peut donc bien s’appliquer aux
ondes créées par diffusion Raman stimulée puisque, pour ces ondes, l’approximation
adiabatique reste une approximation. La fonction de distribution électronique, pour
ces ondes, dépend légèrement de l’angle. Cependant, un problème persiste, à la fois
d’un point de vue théorique et numérique, pour calculer de manière précise le spectre
instable des modes satellites pour les ondes adiabatiques. En effet, on s’attend à ce
que la fonction de distribution associée à une onde ayant crû très lentement varie
de manière abrupte autour de la séparatrice. Or, un code aura beaucoup de mal à
traiter une telle variation abrupte. En particulier, nous avons montré au chapitre 5
que, si l’on part de la fonction de distribution adiabatique calculée au chapitre 2, un
code Vlasov la fera évoluer de manière non maîtrisée. Il n’est alors pas du tout clair
de comprendre à quoi correspondrait le spectre instable que l’on obtiendrait ainsi.
Par ailleurs, nous avons aussi montré que si, numériquement, on essayait de faire
croître une EPW à l’aide d’un forçage non auto-cohérent, on se heurtait à une limite
en ce qui concerne la lenteur à laquelle on peut faire croître l’onde. On ne peut donc
pas se rapprocher à volonté d’une situation adiabatique. D’un point de vue théo-
rique, les calculs du chapitre 4 ont montré la limitation de l’hypothèse consistant
à supposer une variation infiniment rapide de la fonction de distribution à la sépa-
ratrice. Nous sommes donc obligés d’aller au-delà de l’approximation adiabatique
pour calculer la fonction de distribution, en utilisant par exemple les techniques
développées dans [Bénisti (2018)], mêlant théorie de perturbation en amplitude et
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théorie adiabatique.

En résumé, à l’aide des résultats obtenus pendant cette thèse et complétant des
travaux antérieurs, nous pouvons désormais décrire très précisément les propriétés
cinétiques non linéaires d’une onde plasma électronique, depuis le moment où elle
croît à partir du bruit thermique, jusqu’au moment où elle se brise. De plus, nous
avons, pour la première fois depuis le papier original de 1969, mis en œuvre un calcul
analytique rigoureux en ce qui concerne l’instabilité des particules piégées, quelle que
soit la fonction de distribution électronique associée à un mode BGK donné. Nous
avons, de plus, validé nos calculs théoriques en les comparant à ceux de simulations
numériques. Nous avons aussi montré que nos développements théoriques pouvaient
être appliqués à une fonction de distribution dépendant suffisamment faiblement de
l’angle. Enfin, alors que les résultats numériques publiés jusqu’à présent semblaient
cohérents entre eux, nous avons mis en évidence un problème de fond en ce qui
concerne le traitement de la stabilité d’une EPW adiabatique. Ce problème est dû à
la variation rapide de la fonction de distribution électronique au voisinage de la sé-
paratrice. Il pose d’ailleurs la question de la pertinence des niveaux de saturation de
la SRS déduits de simulations numériques. D’un point de vue théorique, nous savons
que pour traiter définitivement le problème, il nous faut être capable de calculer la
fonction de distribution électronique sans uniquement faire appel à l’approximation
adiabatique. Cela dégage clairement la voie de recherche à poursuivre dans le futur.
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Annexes

A.1 Calcul de la relation de dispersion

Dans cette annexe, nous partons des équations (2.51) et (2.52) donnant la relation
de dispersion de l’onde plasma,

n2Φn = −2〈cos(nϕ)〉, (A.1)

où

〈cos(nϕ)〉 = k

2π

∫ π

−π
dϕ

∫
R

dvF(ϕ, v, t) cos(nϕ), (A.2)

et nous exprimons l’intégrale du membre de droite de l’équation (A.2) en faisant
apparaître la fonction de distribution f(I) que l’on a calculée au paragraphe 2.3.1.
Pour cela, on commence par effectuer le changement de variables (ϕ, v) −→ (I, θ),
dont le Jacobien est égal à l’unité puisque ce changement de variables est canonique.

L’angle vaut la dérivée en fonction de I de la fonction génératrice G =
∫ ϕ
0 v dϕ′,

θ = ∂G

∂I
= ∂

∂(kI)

(∫ ϕ

0
±
√

2(H + φ(ϕ′)) dϕ′
)

= ∂H

∂(kI)

∫ ϕ

0

± dϕ′√
2(H + φ(ϕ′))

(A.3)

En utilisant maintenant les équations (2.14), (2.16) et (2.18) pour calculer ∂H/∂(kI),
on trouve,
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— Région α :

∂H

∂(kI) = 1
kdI(α)/dH

= π∫ π
0

dϕ′√
2(H+φ(ϕ′))

(A.4)

— Région β :

∂H

∂(kI) = 1
kdI(β)/dH

= π∫ π
0

dϕ′√
2(H+φ(ϕ′))

(A.5)

— Région γ :

∂H

∂(kI) = 1
kdI(γ)/dH

= π∫ ϕmax
0

dϕ′√
2(H+φ(ϕ′))

, (A.6)

où ϕmax est tel que H + φ(ϕmax) = 0. De ces expressions on tire la définition de θ
dans les trois régions de l’espace des phases :
— Région α :

θ =
π
∫ ϕ
0

dϕ′√
2(H+φ(ϕ′))∫ π

0
dϕ′√

2(H+φ(ϕ′))

. (A.7)

θ varie entre −π et π lorsque ϕ parcourt l’intervalle [−π, π].
— Région β :

θ = −
π
∫ ϕ

0
dϕ′√

2(H+φ(ϕ′))∫ π
0

dϕ′√
2(H+φ(ϕ′))

. (A.8)

θ varie entre −π et π lorsque ϕ varie de π à −π.
— Région γ :

Lorsque kv > vφ,

θ =
π
∫ ϕ

0
dϕ′√

2(H+φ(ϕ′))∫ ϕmax
0

dϕ′√
2(H+φ(ϕ′))

. (A.9)

θ varie entre −π et π lorsque ϕ varie de −ϕmax à ϕmax.
Lorsque kv < vφ,

θ = 2π −
π
∫ ϕ

0
dϕ′√

2(H+φ(ϕ′))∫ ϕmax
0

dϕ′√
2(H+φ(ϕ′))

. (A.10)

θ varie entre π et 3π lorsque ϕ varie de ϕmax à −ϕmax.
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L’angle θ étant défini à une constante près, on a choisi de rajouter 2π dans la région
des piégés telle que kv < vφ pour éviter un saut de l’angle lors de la description
d’une orbite piégée. Avec cette nouvelle définition θ est continu et varie de −π à 3π
lorsque ϕ varie d’abord de −ϕmax à ϕmax puis de ϕmax à −ϕmax. On a representé un
exemple de plusieurs orbites dans la figure suivante pour résumer la situation.

ϕ
kv > vφ

kv < vφ

θ = −π θ = π

θ = π θ = −π

θ = −π θ = π
θ = πθ = 3π

Figure A.1 – Représentation de la convention pour l’angle θ sur l’exemple de trois
orbites dans l’espace des phases (ϕ, kv). Comme prévu, l’angle varie entre −π et π
pour les orbites non piégées, avec des sens contraires. On remarquera la variation
angulaire de 4π pour l’orbite piégée contrairement aux deux autres.

Maintenant qu’on sait comment s’exprime l’angle et dans quelles limites il varie, on
utilise le fait que kI(α) ∈ [kIs+vφ,+∞[, kI(β) ∈ [kIs−vφ,+∞[ et que kI(γ) ∈ [0, kIs]
pour écrire, en utilisant l’expression (2.41) pour la fonction de distribution,

−πn2φn =
∫ +∞

kIs+vφ

[∫ π

−π
cos(nϕ(I, θ)) dθ

]
fα(I) d(kI)

+
∫ +∞

kIs−vφ

[∫ π

−π
cos(nϕ(I, θ)) dθ

]
fβ(I) d(kI)

+
∫ kIs

0

[∫ 3π

−π
cos(nϕ(I, θ)) dθ

]
fγ(I)

2 d(kI)

(A.11)

On effectue maintenant le changement de variable θ −→ ϕ pour obtenir,
∫

cos(nϕ(I, θ)) dθ =
∫

cos(nϕ) dθ
dϕ

(I, ϕ) dϕ. (A.12)

On obtient les valeurs de dθ/dϕ à partir des équations (A.7), (A.8) et (A.9), ce qui
permet de déduire les résultats suivants,

— Région α :

∫ π

−π
cos(nϕ(I, θ)) dθ =

∫ π

−π
cos(nϕ) dθ

dϕ
dϕ =

2π
∫ π

0
cos(nϕ′) dϕ′√

2(H+φ(ϕ′))∫ π
0

dϕ′√
2(H+φ(ϕ′))

(A.13)
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— Région β :

∫ π

−π
cos(nϕ(I, θ)) dθ = −

∫ π

−π
cos(nϕ) dθ

dϕ
dϕ =

2π
∫ π

0
cos(nϕ′) dϕ′√

2(H+φ(ϕ′))∫ π
0

dϕ′√
2(H+φ(ϕ′))

(A.14)

— Région γ :

∫ 3π

−π
cos(nϕ(I, θ)) dθ = 2

∫ ϕmax

−ϕmax
cos(nϕ) dθ

dϕ
dϕ =

4π
∫ ϕmax

0
cos(nϕ′) dϕ′√

2(H+φ(ϕ′))∫ ϕmax
0

dϕ′√
2(H+φ(ϕ′))

(A.15)

On trouve, en reportant ces expressions dans l’équation (A.11) et en effectuant une
translation de vφ dans l’intégrale correspondant à la région α et de −vφ dans celle
correspondant à la région β,

−n
2φn
2 =

∫ +∞

kIs


∫ π

0
cos(nϕ′) dϕ′√

2(H+φ(ϕ′))∫ π
0

dϕ′√
2(H+φ(ϕ′))

 [fα(I + vφ/k) + fβ(I − vφ/k)] d(kI)

+
∫ kIs

0


∫ ϕmax

0
cos(nϕ′) dϕ′√

2(H+φ(ϕ′))∫ ϕmax
0

dϕ′√
2(H+φ(ϕ′))

 fγ(I) d(kI).

(A.16)

Pour conclure, dans un plasma homogène, pour une onde qui n’a cessé de croître et
telle que |dvφ/d(kIs)| < 1 durant toute sa croissance, on utilise les expression (2.25)
pour fα,β et (2.37) pour fγ. Cela donne,

∀n ∈ N∗, n
2Φn

2 −
∫ +∞

kIs


∫ π

0
cos(nϕ) dϕ√
H+φ(ϕ)∫ π

0
dϕ√

H+φ(ϕ)

 [f0(kI + vφ) + f0(−kI + vφ)] d(kI)

−
∫ kIs

0


∫ ϕmax

0
cos(nϕ) dϕ√
H+φ(ϕ)∫ ϕmax

0
dϕ√

H+φ(ϕ)

[f0(kI + v∗φ)
(

1 +
dv∗φ
dI

)
+ f0(−kI + v∗φ)

(
1−

dv∗φ
dI

)]
d(kI) = 0,

(A.17)
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A.2 Calcul numérique des intégrales du membre de gauche du
système (2.53)

Ici, nous détaillons les techniques numériques utilisées pour calculer les intégrales
présentes dans le membre de gauche de l’équation (2.53).

Commençons par le plus simple, la valeur de ϕmax(H) telle que H+φ(ϕmax) = 0,
que nous trouvons par dichotomie.

Par ailleurs, pour que les intégrales en (kI) du membre de gauche de l’Eq. (2.53)
aient un sens, il faut nous assurer que la fonction H(I) est bien bijective, au moins
dans chaque sous-région de l’espace des phases. On s’en assure facilement en dérivant
les équations (2.14) à (2.18) par rapport à H pour montrer dI/dH > 0 dans chaque
sous-région. Par ailleurs, en pratique, pour calculer les intégrales en (kI), il nous
faut connaître la fonction H(I), que l’on calcule en résolvant les équations (2.14) à
(2.18) pour H par dichotomie.

Numériquement, le calcul direct des intégrales en ϕ se fait sans difficulté en
utilisant la méthode des trapèzes tant que I > Is. Cependant, pour I ≤ Is, la
fonction à intégrer diverge lorsque ϕ → ϕmax puisque H + φ(ϕmax) = 0. Pour
contourner ce problème on écrit,

∫ ϕmax

0

f(ϕ)√
H + φ(ϕ)

dϕ =

∫ ϕmax

0

 f(ϕ)√
H + φ(ϕ)

− f(ϕmax)√
−φ′(ϕmax)(ϕmax − ϕ)

√
1± η2(ϕmax − ϕ)

 dϕ

+
∫ ϕmax

0

f(ϕmax)√
−φ′(ϕmax)(ϕmax − ϕ)

√
1± η2(ϕmax − ϕ)

dϕ, (A.18)

où le terme qu’on soustrait correspond au développement limité à l’ordre deux deH+
φ(ϕ) = −φ′(ϕmax)(ϕmax−ϕ)+φ′′(ϕmax)(ϕmax−ϕ)2/2. Ici η2 = |φ′′(ϕmax)/φ′(ϕmax)|/2
et le signe ± correspond au signe de φ′′(ϕmax), puisque φ′(ϕmax) est supposé négatif.
Dans la première intégrale du membre de droite de l’équation (A.18), la fonction à
intégrer reste bornée, ce qui accélère considérablement la convergence de l’intégration
numérique. Quant à la deuxième intégrale du membre de droite de l’équation (A.18),
on en connaît une expression analytique,

∫ ϕmax

0

f(ϕmax)√
−φ′(ϕmax)(ϕmax − ϕ)

√
1± η2(ϕmax − ϕ)

dϕ

= f(ϕmax)
η
√
−φ′(ϕmax)

 Arcsin(ηϕmax) si φ′′(ϕmax) < 0
ln(η√ϕmax +

√
1 + η2ϕmax) si φ′′(ϕmax) > 0 .

(A.19)

Université Paris-Saclay 31 janvier 2023 Mikael Tacu



178 A. Annexes

En pratique, pour calculer les intégrales en ϕ du membre de gauche de l’équa-
tion (2.53), on utilisera f(ϕ) = 1 ou f(ϕ) = cos(nϕ). Apparemment, il reste encore
un problème lorsque φ′(ϕmax = 0). Cependant, à l’aide des équations (A.18) et
(A.19), on trouve que lorsque φ′(ϕmax)→ 0,

∫ ϕmax

0

f(ϕ) dϕ√
H + φ

∼ f(ϕmax)
η
√
−φ′(ϕmax)

Arcsin(ηϕmax), (A.20)

puisque φ′′(ϕmax) > 0. Or, φ′(ϕmax) = 0 lorsque ϕmax = π puisque, par hypothèse,
le potentiel admet son minimum en π. Cette hypothèse est vérifiée lors de notre
résolution auto-cohérente du système Vlasov-Maxwell. On obtient donc finalement,
dans la limite φ′(ϕmax)→ 0,

∫ π
0

cos(nϕ) dϕ√
H+φ(ϕ)∫ π

0
dϕ√

H+φ(ϕ)

= cos(nπ) = (−1)n.

Université Paris-Saclay 31 janvier 2023 Mikael Tacu



A. Annexes 179

A.3 Calcul de 〈dtϕ〉

À partir de l’expression de l’Hamiltonien Eq. (2.10), on trouve,

〈dtϕ〉 =
〈
±
√

2(H + φ(ϕ, t))
〉
.

Pour calculer la valeur moyenne 〈±
√

2(H + φ(ϕ, t))〉 on commence par remarquer
que seule la contribution de la fonction de distribution non piégée doit être prise en
compte. En effet, à cause du signe "+" dans la partie non piégée telle que kv > vφ

et du signe "−" dans la partie piégée telle que kv < vφ la contribution des piégés
s’annule, la fonction de distribution fγ étant symétrique par rapport à kv = vφ. En
passant en coordonneés action-angle, on obtient, comme dans l’annexe A.1,〈
±
√

2(H + φ(ϕ, t))
〉

= 1
2π

∫ π

−π

∫ +∞

kIs+vφ
fα(I)

√
2(H + φ[ϕ(I, θ), t]) d(kI) dθ

− 1
2π

∫ π

−π

∫ +∞

kIs−vφ
fβ(I)

√
2(H + φ[ϕ(I, θ), t]) d(kI) dθ.

(A.21)

On effectue maintenant un changement de variables θ −→ ϕ dans les deux intégrales
pour obtenir :〈

±
√

2(H + φ(ϕ, t))
〉

= 1
2π

∫ +∞

kIs+vφ
fα(I) d(kI)

∫ π

−π

√
2[H + φ(ϕ, t)] dθ

dϕ
dϕ

+ 1
2π

∫ +∞

kIs−vφ
fβ(I) d(kI)

∫ π

−π

√
2[H + φ(ϕ, t)] dθ

dϕ
dϕ.

(A.22)

On remplace maintenant dθ/dϕ par leurs expressions respectives dans les régions (α)
et (β) de l’espace des phases, Eqs. (A.7) et (A.8),

〈
±
√

2(H + φ(ϕ, t))
〉

= 1
2π

∫ +∞

kIs+vφ
fα(I) d(kI)

∫ π

−π

√
2(H + φ(ϕ))

π√
2(H+φ(ϕ))∫ π

0
dϕ′√

2(H+φ(ϕ′))

dϕ

− 1
2π

∫ +∞

kIs−vφ
fβ(I) d(kI)

∫ π

−π

√
2(H + φ(ϕ))

π√
2(H+φ(ϕ))∫ π

0
dϕ′√

2(H+φ(ϕ′))

dϕ.

(A.23)

En exploitant les simplifications et la symétrie du potentiel par rapport à ϕ = 0 et
en faisant une translation de ±vφ dans les intégrales on obtient finalement,

〈dϕ/dt〉 =
∫ +∞

kIs
[fα(I + vφ/k)− fβ(I − vφ/k)] π∫ π

0
dϕ′√

2(H+φ(ϕ′))

d(kI). (A.24)
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A.4 Calcul des probabilités de transition

On sait que lorsque kI = kIs + δξvφ, et que (2|δξ| − 1)kİs + δξv̇φ > 0 où δξ est tel
que δα = 1, δβ = −1 et δγ = 0, l’orbite quitte la région (ξ) de l’espace des phases pour
aller vers une autre région. Notons p(ξ→ζ) la probabilité qu’elle transite vers la région
(ζ), où (ξ) et (ζ) sont soit (α), soit (β) soit (γ). On obtient alors que la traversée de
séparatrice induit le changement suivant dans la fonction de distribution,

f>(I(ζ))| dI(ζ)| =
∑
ξ 6=ζ

p(ξ→ζ)f<(I(ξ))| dI(ξ)|. (A.25)

Or, on aimerait exprimer la distribution f> en fonction de f< en la variable d’arrivée,
donc I = I(ζ). Pour cela, on remarque que I(ξ) = I(ζ) + (I(ξ) − I(ζ)) = I(ζ) − (δζ −
δξ)vφ = I(ζ)−µξ→ζvφ. Le terme supplémentaire dans l’équation précédente est le saut
géométrique de l’action lors du passage de la séparatrice, où µξ→ζ ∈ {−2,−1, 1, 2}
et où vφ est prise au moment de la traversée de séparatrice. Calculons le rapport
dI(ξ)/ dI(ζ) à l’aide de l’expression précédente des actions

dI(ξ)

dI(ζ) = dkIs + δξ dvφ
dkIs + δζ dvφ

= 1 + σδξ
1 + σδζ

, (A.26)

où σ = dvφ/ dkIs = v̇φ/kİs, dont va dépendre la probabilité de transition p(ξ→ζ)

comme on va le voir par la suite. Maintenant on peut exprimer la distribution f>(I),
où I = I(ζ) comme

f>(I) =
∑
ξ 6=ζ

p(ξ→ζ)f< (I − µξ→ζvφ)
∣∣∣∣1 + σδξ
1 + σδζ

∣∣∣∣. (A.27)

Il ne nous reste plus qu’à calculer la probabilité de transition de (ξ) vers (ζ) pour finir
la discussion sur l’évolution de la fonction de distribution d’une onde non monotone.
Il est à noter que ces probabilités ont déjà été calculées par de nombreux auteurs
auparavant [Neishtadt (1975); Cary et al. (1986); Bénisti (2017a)] et on ne fera que
rappeler brièvement leur dérivation et comment on peut les exprimer dans notre cas
d’une onde non sinusoidale. Pour ce faire on commence par réécrire les équations de
Hamilton en prenant ϕ comme le nouveau temps et υ comme le nouvel Hamiltonien,


dt
dϕ

= ∂υ
∂H

dH
dϕ

= −∂υ
∂t
.

(A.28)

Soit maintenant h tel que :

h = H + φ(π). (A.29)
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Puisque φ(π) ne dépend que du temps, h est un Hamiltonien qui décrit le mouvement
tout comme H. De plus h > 0 sur les orbites non piégées et h < 0 pour les orbites
piégées. On va utiliser cette définition de h pour montrer que,

p(ξ→ζ) = min
[
max

(
21−|δξ|kİs + δξv̇φ

21−|δζ |kİs + δζ v̇φ
, 0
)
, 1
]
. (A.30)

Pour cela on se reporte aux résultats numériques de [Bénisti (2017a)] pour remarquer
qu’une orbite, avant de quitter la région (α), parcourt une orbite très proche de la
séparatrice de ϕ = −π à ϕ = π après quoi elle fait de même dans la région β en
allant de π à −π. Il s’ensuit par l’équation (A.28) que le changement en h durant la
première partie de sa trajectoire qu’on note δh1 vaut :

2πδh1 = h(π)− h(−π) = − ∂

∂t

(∫ π

−π
v dϕ

)
= −

(
kİs + v̇φ

)
(A.31)

De même pour δh2 de la région β :

2πδh2 = h(−π)− h(π) = − ∂

∂t

(∫ −π
π

v dϕ
)

= −
(
kİs − v̇φ

)
(A.32)

Pour le changement total δh on fait donc la somme 2πδh = 2πδh1 +2πδh2 = −2kİs.
Clairement, une orbite est dans la région (α) si 0 < h < −δh1, et elle transite vers la
région (β) si h > −(δh1 + δh2). Il s’ensuit donc pour une fraction d’orbites équidis-
tribuées en h que la probabilité de transition pour le passage de (α) à (β) est donnée
par le rapport δh2/δh1. En procédant de même pour les autres transitions on trouve
l’équation (A.30) pour les probabilités de transition. Ainsi, on peut maintenant cal-
culer le changement de la fonction de distribution lors d’une traversée arbitraire de
la séparatrice. Ce changement est donné par l’équation suivante,

f>(I) =
∑
ξ 6=ζ

f< [I − (δζ − δξ)vφ]
∣∣∣∣1 + σδξ
1 + σδζ

∣∣∣∣min
[
max

(
21−|δξ|kİs + δξv̇φ

21−|δζ |kİs + δζ v̇φ
, 0
)
, 1
]
.

(A.33)

On peut donc en déduire, numériquement, en implémentant cette fonction de distri-
bution générale dans un code, comment évolue une onde plasma adiabatique homo-
gène quelle que soit la variation de son amplitude. Des effets intéressants peuvent
alors être observés pour une onde croissante puis décroissante comme une hystérésis
dans le décalage en fréquence non linéaire [Bénisti (2017b)].
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A.5 Effet de la rotation du nombre d’onde

Dans cette annexe, nous étudions l’effet de la rotation du vecteur d’onde ~k sur
la fonction de distribution électronique, en nous limitant à une géométrie bidimen-
sionnelle. Nous nous donnons un système de coordonnées (~ex, ~ey, ~ez) fixe et un autre
(~exr , ~eyr , ~ezr) qui suit le vecteur ~k orienté selon ~exr dans le référentiel tournant autour
de l’axe ~ez. Dans cette configuration, l’axe ~ezr est confondu avec ~ez et l’angle polaire
θr varie sur l’intervalle [0, 2π] comme représenté sur le schéma suivant :

~k
θr

~ex

~ey

~exr~eyr

~ez = ~ezr •

Considérons un électron dont la position dans le référentiel tournant Rr est donnée
par ~x = xr~exr +yr~eyr . Le même électron s’il est regardé depuis le référentiel fixe R a
sa position décrite par ~x = x~ex+y~ey. Dans les variables (~x, ~p) tel que ~p = mdt~x−e ~A0,
l’Hamiltonien caractérisant le mouvement de l’électron s’écrit :

H2D = (~p+ e ~A0)2

2m − φ(~x, t)
m

. (A.34)

Commençons par effectuer le changement de variables suivant (x, y, px, py) −→
(xr, yr, pxr , pyr), où les coordonnées, (x, y) sont reliées à (xr, yr) par,

xr = x cos(θr) + y sin(θr)
yr = −x sin(θr) + y cos(θr), (A.35)

La fonction génératrice qui nous permet de faire un changement de variables cano-
nique s’écrit,

FG = xrpxr + yrpyr . (A.36)

Le problème se simplifie grandement si l’on considère θr comme une fonction du
temps pour chaque électron (et non une fonction des coordonnées). On obtient alors,
pour chaque électron, l’Hamiltonien suivant,

Hr =

(
~pr + e ~A0

)2

2m − φ

m
+ θ̇r(yrpxr − xrpyr), (A.37)
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où l’on a noté φ le potentiel exprimé dans les coordonnées du référentiel tournant.
Il nous reste cependant encore une étape avant de pouvoir exprimer l’évolution de
l’action. On effectue maintenant le changement de variables (xr, pxr) −→ (ϕ, p′), où
ϕ est l’eikonale qui ne dépend que de la variable xr et du temps et p′ sera défini
un peu plus loin. Soit G la fonction génératrice telle que G(xr, p′, t) = ϕp′. On peut
alors exprimer : pxr = ∂xrG|v,t = kp′, donc p′ = pxr/k. En développant ~A0 comme
~A0 = Axr0 ~exr + Ayr0 ~eyr et en prenant v = p′/m, notre nouvel Hamiltonien H0 s’écrit
dans les variables (ϕ, v) comme

H0 = H −
v2
φ

2 + eA2
0

2m + (vyr + eAyr0 /m)2

2 − θ̇rvyrxr,

H = (kv − vφ)2

2 − φ(ϕ, t), (A.38)

où

vφ = ω

k
− eA0

m
− θ̇ryr. (A.39)

Passons maintenant en variables action-angles. L’action est toujours définie par
(2π)−1 ∮ vdϕ, où l’intégrale est le long d’une orbite calculée en gelant toutes les va-
riables à l’exception de ϕ. C’est donc toujours l’action du seul Hamiltonien H, dont
l’expression est la même qu’en 1-D. En supposant que θr varie suffisamment lente-
ment pour appliquer les résultats adiabatiques, on trouve alors dtI(α,β) ≈ −η(∂xrH0)/k,
où η = 1 pour I(α) et η = −1 pour I(β). Si on se concentre maintenant sur la varia-
tion de I due à la seule rotation de ~k, en oubliant tous les autres effets, on trouve,

dI(α,β)

dt
= −η

k

∂H0

∂xr
= ηθ̇rvyr

k
. (A.40)

Les variations de l’action sont maintenant couplées à celles de vyr , qui sont données
par,

dvyr
dt

= −∂H
∂yr

= −θ̇rvφ + ∂vφ
∂yr

∂I

∂vφ

∂H

∂I
= −θ̇r

(
η

k

∂H

∂I
+ vφ

)
. (A.41)

En combinant les deux équations précédentes, ce qui nous amène à définir θr comme
le nouveau temps, ainsi qu’à poser J = kηI, on arrive à l’équation suivante :

d2J

dθ2
r

= −
(
∂H

∂J
+ vφ

)
, (A.42)
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qui s’intègre une fois comme :
(
dJ

dθr

)2

= (J2
0 − J2)χ2(J), où la fonction χ(J) est définie par :

χ(J) =

√√√√1− 2H(J)− (J − vφ)2

J2
0 − J2 avec J0 une constante telle que J0 > |J |.

(A.43)

L’équation (A.43) ne peut pas être résolue exactement sans connaître la façon dont
l’amplitude de l’onde varie en fonction de l’angle θr. Cependant, de manière générale,
on peut remarquer que χ(J) est toujours inférieur à 1. En effet, pour un potentiel
sinusoidal, 2H − (J − Vφ)2 varie de 0 pour une orbite gelée infiniment loin de la
séparatrice jusqu’à (2− π2/16)φ1 lorsque l’orbite gelée est sur la séparatrice. Alors,
θ′r =

∫ θr
0 χ[J(u)]du < θr. Ici, on considère la situation où l’amplitude de l’onde est

infiniment petite à l’instant initial. Ainsi, lorsque θr → 0, J → vx(0), dθrJ → vy(0)
et θ′r/θr → 1 (puisque toutes les orbites peuvent être considérées infiniment loin de
la séparatrice lorsque l’amplitude de l’onde est infinitésimale). Alors on peut tirer
de l’équation (A.43)

J = vx(0) cos[θ′r(J)] + vy(0) sin[θ′r(J)]. (A.44)

Pour continuer, il nous faut en dire un peu plus sur θ′r. Remarquons que pour la
plupart des orbites non piégées, θ′r(J) ≈ θr. En reprenant l’exemple d’une onde
sinusoidale, on a : 0.9 < dθrθ

′
r < 1 dès que ζ ≤ 0.8, où ζ = 2φ1/(H + φ1) ≤ 1. De

plus, pour la plupart des orbites non piégées J ≈ vxr , et l’équation (A.44) avec θ′r
remplacé par θr donne simplement l’expression de la composante longitudinale de
la vitesse dans le référentiel R : vxr = vx cos(θr) + vy sin(θr).

Supposons maintenant que les fonction de distribution de vx(0) et de vy(0) sont
des Maxwelliennes avec comme vitesses thermiques respectives : vthx et vthy . De
l’équation (A.44) on voit que lorsque cos(θr) 6= 0, la distribution en J des électrons
non piégés tels que θ′r ≈ θr, s’approche de

fu(J) = 1
2π| cos(θr)|vthxvthy

∫
exp

(
−

v2
y

2v2
thy

)
exp

{
− [J − sin(θr)vy]2

2v2
thx cos2(θr)

}
dvy. (A.45)

Lorsque cos(θr) = 0, fu(J) est obtenue de l’équation précédente en remplaçant
cos(θr) par 1, en échangeant vthx et vthy , ainsi qu’en remplaçant vx par vy. De plus,
en effectuant le changement de variable v −→ vy/vthy dans l’équation précédente on
trouve après quelques étapes de calcul

fu(J) = e−J
2/2v2

th

2π| cos θr|vthx

∫
e
−

v2
th

2 cos2 θrv2
thx

[
v−

Jvthy sin θr

v2
th

]2

dv, (A.46)
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où vth =
√
v2

thx cos2 θr + v2
thy sin2 θr. Si la température électronique initiale est ani-

sotrope, le nombre d’électrons non piégés peut changer avec θr sous l’effet d’un
changement de température effective. De plus, si l’onde plasma électronique croît
et si Ȧs > |v̇φ| (où, dans cette annexe, nous notons As = kIs), les électrons sont
piégés dès que |J − vφ| = As, et ils restent piégés à moins que As ne décroisse. Or,
comme J dépend de θ′r conformément à l’équation (A.44), la condition de piégeage
sur la vitesse initiale des électrons en dépend aussi. Par conséquent, si ~k tourne,
l’onde plasma continue de piéger de nouveaux électrons durant sa rotation, même
si l’augmentation de As n’est pas significative. Cela ne serait clairement pas le cas
à une dimension si θr n’aurait pas changé. On conclut que la rotation de ~k peut
conduire à une augmentation du piégeage des électrons puisque la rotation permet
à l’onde d’avoir accès à de nouvelles classes d’électrons à piéger. Plus précisément,
si l’onde plasma continue de croître, avec Ȧs > |v̇φ|, un électron n’est pas piégé à
un temps donné t∗ si, quel que soit t < t∗,∣∣∣∣∣vy(0) sin[θ′r(t)− θ′r(t∗)] + J cos θ′r(t)

cos θ′r(t∗)
− vφ

∣∣∣∣∣ > As[θ′r(t)], (A.47)

où dans l’équation (A.47) J ≡ J(t∗). Pour des électrons tels que θ′r ≈ θr, fu(J) est
donné par le terme de droite de l’équation (A.46), où l’intégrale porte seulement sur
les valeurs de v = vy(0)/vthy vérifiant l’équation (A.47). Pour ces électrons :

fu(J) ≤ e−J
2/2v2

th
√

2πvth
, (A.48)

l’égalité étant atteinte lorsque θ′r reste constant, i.e., lorsque la direction de ~k ne
change pas. Lorsque la température électronique initiale est isotrope, l’équation pré-
cédente montre clairement que la fraction d’électrons non piégés est plus petite que
dans le cas où la direction de ~k reste constante. Cet argument confirme l’augmen-
tation du piégeage induit par la rotation du nombre d’onde ~k. Si As décroît durant
[t0, t∗], les électrons qui sont dépiégés sont ceux pour lesquels l’équation (A.47) est
satisfaite ne serait-ce qu’une fois lorsque t varie de t0 jusqu’à t∗. A nouveau, l’équa-
tion (A.48) est retrouvée, l’égalité étant atteinte que si la direction du vecteur d’onde
~k reste constante ou si As[θ′r(t∗)] = 0.

L’écart de la distribution fu(J) à une distribution Maxwellienne dépend beau-
coup de la situation physique considérée. Dans cette section on veut tout d’abord
trouver les conditions pour lesquelles l’approximation unidimensionnelle reste va-
lable. Pour cela on estime l’augmentation de la fraction des particules piégées en
utilisant l’approximation θ′r = θr. En effet, puisque θ′r < θr, remplacer θ′r par θr dans
l’équation (A.44) surestime légèrement la variation de J et donc le changement en
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θr(
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vφ = 6vth

Amax
s = 3
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s = 6

θr(
◦)
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vφ = 3vth

Amax
s = 1

Amax
s = 2
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s = 3

Figure A.2 – (a) Valeurs de Aeff
s /As lorsque vφ/vth = 6. La courbe bleue est pour

Amax
s /vth = 3, la courbe rouge est pour Amax

s /vth = 4 et la courbe noire est pour
Amax
s /vth = 6. (b) Aeff

s /As en fonction de θr lorsque vφ/vth = 3. La courbe bleue
correspond à Amax

s /vth = 1, la courbe rouge est pour Amax
s /vth = 2 et la courbe noire

est pour Amax
s /vth = 3.

action de la fonction de distribution. De plus, par souci de simplification, on sup-
pose que la dépendance en θr de As est la même pour tous les électrons. Lorsque la
rotation de ~k est essentiellement due à la courbure du front de phase induite par le
décalage en fréquence non linéaire, As croît significativement, avant que le nombre
d’onde commence à changer de manière appréciable. Ici, on considère les variations
de As en fonction de θr qui correspondent à cette situation. Plus précisément, on
suppose que As croît systématiquement avec θr jusqu’à ce qu’il atteigne sa valeur
maximale, Amax

s , correspondant à la limite en amplitude φmax
1 au-delà de laquelle

il n’y a plus de solution à la relation de dispersion non linéaire (ce qui correspond
à la limite de déferlement). De plus, on suppose que As croît d’abord jusqu’à A0

s

(0 < A0
s < Amax

s ) lorsque θr ≈ 0, puis varie de manière lisse avec θr. On a vérifié
que nos résultats dépendaient peu de A0

s et de la manière dont As variait avec θr
pourvu que la variation soit lisse. La figure A.2 correspond à A0

s = Amax
s /2 et à une

variation linéaire de As avec θr lorsque 0 ≤ θr ≤ max(θr).
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Afin d’estimer l’effet de l’augmentation du nombre de particules piégées, on cal-
cule la fraction des électrons piégés nt = 1−

∫
|J−vφ|≥As fu(J)dJ en fonction de θr. A

chaque valeur de nt, on associe Aeff
s tel que

nt = 1√
2πvth

∫
|J−vφ|≤Aeff

s

e−J
2/2v2

th dJ. (A.49)

Aeff
s serait la valeur prise par As si la distribution en action avait été une Max-

wellienne i.e., si la direction du nombre d’onde était restée constante. Puisque la
variation de ~k accroît le piégeage Aeff

s ≥ As, comme on peut le voir sur les fi-
gures A.2 (a) et (b) respectivement lorsque vφ/vth = 6 et vφ/vth = 3. Ces figures
ont été tracées avec trois choix de Amax

s , qui varient d’une valeur où les effets non
linéaires sont négligeables, jusqu’à une valeur proche du déferlement. Comme on
peut le voir sur la figure A.2 (a), lorsque vφ/vth = 6, Aeff

s n’excède pas As de plus de
10% même pour des angles aussi grands que 90°. On conclut que lorsque vφ/vth = 6,
la rotation de ~k ne change pas beaucoup la physique de l’interaction onde-particules,
qui se trouve être bien décrite par l’approche à une dimension. La figure A.2 (b)
montre que la même conclusion peut être tirée lorsque vφ/vth = 3, mais seulement
si θr ≤ 30°. Pour des angles plus grands, la rotation de ~k doît être prise en compte,
conformément à la situation physique considérée.

Quant aux électrons piégés, leur action est conservée et H ne dépend pas de vφ,
donc l’équation de Hamilton pour vyr s’écrit

dvyr
dt

= −θ̇rvφ. (A.50)

Or, vφ ≈ ωlin/k, puisque le décalage en fréquence non linéaire reste toujours petit
comparé à la fréquence linéaire de l’onde. Donc, δvyr ≈ −θrvφ. La rotation du vecteur
d’onde fait donc apparaître une composante transverse dans la densité de courant,
d’où découle un champ magnétique par effet d’induction.
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A.6 Théorie générale pour la stabilité d’une onde BGK

Nous partons de l’Hamiltonien dont dérive la dynamique des électrons, écrit en
unités normalisées,

H0 = H − δφ, (A.51)

où H est défini par l’équation (4.15) et où δφ est la perturbation de potentiel due
au mode satellite. En reprenant les notations de l’équation (4.1), on écrit δφ sous la
forme,

δφ = ei(κ1ϕ−$1t)
∞∑

n=−∞
δφne

inϕ + c.c. (A.52)

A.6.1 Coordonnées action-angle
v − vφ

ϕ

θ(γ0) = 3π

θ(γ0) = −π θ(γ0) = π

θ(γ0) = π
θ(γ−1) = −3π

θ(γ−1) = −3π θ(γ1) = 3π

θ(γ1) = 7πθ(γ−2) = −7π

θ(γ−2) = −7π θ(γ2) = 7π

θ(γ2) = 11π
θ(γ−1) = −π

θ(γ−1) = −5π θ(γ1) = 5π

θ(γ1) = 5π

(γ2)(γ−2) (γ0) (γ1)(γ−1)

H0 > −φ(π)

H0 > −φ(π)

H0 < −φ(π)

Figure A.3 – Représentation schématique des orbites piégées et non piégées ainsi
que de la convention choisie pour l’angle θ. Ainsi, θ(γ0) varie entre −π et 3π, θ(γ1)

varie de 3π à 7π et θ(γ−1) varie entre −5π et −π.

Nous étudions la dynamique électronique dans les coordonnées action-angle de l’Ha-
miltonien H. Elles sont définies comme dans le chapitre 2 et dans l’annexe A.1 (au
changement de normalisation I → kI/vth près). Néanmoins, comme on le verra
dans le sous-paragraphe A.6.2, on ne peut plus se contenter de considérer l’angle
entre 0 et 2π pour les non piégés. De même, nous définissons un jeu de coordonnées
action-angle par région de piégeage, comme indiqué dans la figure A.3
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A.6.2 Développement en série de Fourier

En coordonnées action-angle, l’HamiltonienH0 défini par l’équation (A.51) s’écrit

H0 = H(I)− ei[κ1ϕ(θ,I)−$1t]
∞∑

n=−∞
δφne

inϕ(θ,I) − c.c. (A.53)

Pour poursuivre, il nous faut donc maintenant expliciter la valeur de ei(κ1+n)ϕ(θ,I).

→ Région (α) de l’espace des phases.

Dans la région (α), ϕ(θ+2π) = ϕ(θ)+2π, si bien que ϕ(θ)−θ est 2π-périodique en
θ. On peut donc développer ei[(κ1+n)ϕ−κ1θ] en série de Fourier ce qui permet d’écrire,

ei(κ1+n)ϕ =
+∞∑
l=−∞

V
(α)
l,κ1+n(I)ei(κ1+l)θ, (A.54)

et on montre assez facilement que

V
(α)
l,κ1+n = 1

π

∫ π

0
cos[(κ1 + n)ϕ− (κ1 + l)θ] dθ. (A.55)

En pratique, nous calculons numériquement les V (α)
l,κ1+n à l’aide d’une méthode

des trapèzes. Comme on peut le voir sur la figure A.4 pour n = 0 et κ1 = 0.2,
les coefficients V (α)

l,κ1+n décroissent rapidement avec l, ce qui assure une convergence
satisfaisante de la série de Fourier dès qu’on prend |l| ≤ 10. En particulier la norme
L1 de la différence est inférieure à 5%.

5 10 15 20

-10

-8

-6

-4

-2

0 Figure A.4 – Variations
de log10(V (α)

l,κ1 ), lorsque
κ1 = 0.2 et l = 1, 2, 3
en fonction de I/Is. On
considère ici un potentiel
sinusoïdal tel que φ1 =
0.33. On voit la décrois-
sance assez rapide des va-
leurs des Vl avec l.
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→ Région (β) de l’espace des phases.

Dans la région (β), ϕ(θ + 2π) = ϕ(θ) − 2π, si bien que ei[(κ1+n)ϕ+κ1θ] peut être
développé en série de Fourier, ce qui donne avec le changement l→ −l,

ei(κ1+n)ϕ =
+∞∑
l=−∞

V
(β)
l,κ1+n(I)e−i(κ1+l)θ, (A.56)

avec,

V
(β)
l,κ1+n = 1

π

∫ π

0
cos[(κ1 + n)ϕ+ (κ1 + l)θ] dθ. (A.57)

En remarquant que ϕ(θ(β)) = −ϕ(θ(α)), on se rend compte que les V (β)
l,κ1+n ont exac-

tement la même valeur que les V (α)
l,κ1+n ou, plus précisément, en tenant compte du

saut géométrique d’action à la séparatrice, V (α)
l,κ1+n(I − vφ) = V

(β)
l,κ1+n(I + vφ).

→ Région (γm) de l’espace des phases.

Dans chaque zone de piégeage, on peut indentifier (θ+ 4π) à θ, ce qui permet de
décomposer directement ei(κ1+n)ϕ en série de Fourier, mais les coefficients de Fourier
vont dépendre de la sous-région considérée. En effet, si dans la région (γ0) telle que
−π ≤ ϕ ≤ π,

ei(κ1+n)ϕ =
+∞∑
l=−∞

V
(γ0)
l,κ1+ne

ilθ/2, (A.58)

dans la sous région (γm) telle que (2m− 1)π ≤ ϕ ≤ (2m+ 1)π,

ei(κ1+n)ϕ = e2imκ1π
+∞∑
l=−∞

V
(γ0)
l,κ1+ne

ilθ/2. (A.59)

Par ailleurs, on montre assez facilement que

V
(γ0)
l,κ1+n = 1

2π

∫ π

0
cos[(κ1 +n)ϕ−lθ/2] dθ+ (−1)l

2π

∫ π

0
cos[(κ1 +n)ϕ+lθ/2] dθ. (A.60)

De même que les V (α)
l,κ1+n, les V (γ)

l,κ1+n décroissent rapidement avec l, comme le
montre la figure A.5. Cela assure une bonne convergence de la série de Fourier qui
permet de se limiter à |l| ≤ 10. En particulier la norme L1 de la différence est
inférieure à 5%.

A.6.3 Équation de Vlasov linéarisée
On écrit la fonction de distribution électronique sous la forme ftot = f(I) +

δf(I, θ, t). Ici f(I) peut être a priori n’importe quelle fonction de I correspondant
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Figure A.5 – Variations
de log10(V (γ)

l,κ1), lorsque
κ1 = 0.2 et l = 1, 2, 3
en fonction de I/Is. On
considère ici un potentiel
sinusoïdal tel que φ1 =
0.33. On voit la décrois-
sance assez rapide des va-
leurs des Vl avec l.

à l’onde BGK considérée. Cependant, on va accorder une attention particulière à la
fonction de distribution adiabatique, calculée dans le chapitre 2.

L’équation de Vlasov linéarisée en δf s’écrit,

∂δf

∂t
+ Ω(I)∂δf

∂θ
+ f ′(I)∂δφ

∂θ
= 0, (A.61)

où Ω(I) = dIH et où f ′(I) est la dérivée de la fonction de distribution non perturbée.
Dans le cas de la fonction de distribution calculée au chapitre 2, qui est discontinue
à la séparatrice comme illustré sur la figure 2.2, le calcul de f ′(I) fera apparaître
deux distribution de Dirac, en I(α) = Is + vφ et en I(β) = Is − vφ.

Nous considérons le cas où, comme pour la fonction de distribution adiabatique,
f(I) est définie par morceaux, sur chaque région, (α), (β) et (γm) de l’espace des
phases, et nous résolvons de manière séparée l’équation (A.61) sur chaque sous-
région.

→ Région (α) de l’espace des phases.

Dans la région (α) le potentiel perturbé s’écrit

δφ = e−i$1t
+∞∑

n=−∞

+∞∑
l=−∞

δφnV
(α)
l,κ1+ne

i(κ1+l)θ + c.c., (A.62)

ce qui mène à chercher δf (α) sous la forme

δf (α) = e−i$1t
+∞∑

n=−∞

+∞∑
l=−∞

δf
(α)
l,κ1+ne

i(κ1+l)θ + c.c. (A.63)

L’équation de Vlasov dans la région (α) s’écrit alors

[−i$1 + i(κ1 + l)Ω]δf (α)
l,κ1+n + i(κ1 + l)V (α)

l,κ1+nδφnf
′
α = 0, (A.64)
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ce qui nous donne pour les coefficients de δf

δf
(α)
l,κ1+n =

(κ1 + l)V (α)
l,κ1+nδφn

$1 − (κ1 + l)Ω f ′α. (A.65)

Ainsi, dans la région (α),

δf (α) = e−i$1tf ′α

+∞∑
n=−∞

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V (α)
l,κ1+nδφn

$1 − (κ1 + l)Ω ei[κ1+l]θ + c.c. (A.66)

Si on considère la fonction de distribution adiabatique pour une onde ayant crû dans
un plasma Maxwellien, alors, pour I > Is + vφ,

fα(I) = e−I
2/2

√
2π

. (A.67)

→ Région (β) de l’espace des phases.

Dans la région (β) le potentiel perturbé s’écrit

δφ = e−i$1t
+∞∑

n=−∞

+∞∑
l=−∞

δφnV
(β)
l,κ1+ne

−i(κ1+l)θ + c.c., (A.68)

on cherche donc δf (β) comme précédemment sous la forme

δf (β) = e−i$1t
+∞∑

n=−∞

+∞∑
l=−∞

δf
(β)
l,κ1+ne

−i(κ1+l)θ + c.c. (A.69)

L’équation de Vlasov dans la région (β) s’écrit alors

[−i$1 − i(κ1 + l)Ω]δf (β)
l,κ1+n − i(κ1 + l)V (β)

l,κ1+nδφnf
′
β = 0, (A.70)

ce qui donne

δf
(β)
l,κ1+n = −

(κ1 + l)V (β)
l,κ1+nδφn

$1 + (κ1 + l)Ω f ′β. (A.71)

Finalement, dans la région (β), δf vaut

δf (β) = e−i$1tf ′β

+∞∑
n=−∞

+∞∑
l=−∞

−(κ1 + l)V (β)
l,κ1+nδφn

$1 + (κ1 + l)Ω ei[κ1+l]θ + c.c., (A.72)
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Dans le cas où fβ est la fonction de distribution adiabatique pour une onde ayant
crû dans un plasma Maxwellien, alors, pour I > Is − vφ,

fβ(I) = e−I
2/2

√
2π

. (A.73)

→ Dans chaque sous-région (γm) de l’espace des phases.

Dans chaque sous-région (γm), on suppose que la fonction de distribution f(I)
s’écrit,

f(I) = fγ(I)/2. (A.74)

Dans le cas d’une onde adiabatique, fγ(I) dI est la fraction d’électrons piégés dont
l’action est comprise entre I et I+dI. Dans le cas général, on peut toujours introduire
une fonction fγ valant simplement 2f(I). De plus, dans le cas d’une onde adiabatique
croissant dans un plasma Maxwellien,

fγ(I) = e−(I+v∗φ)2/2
√

2π

[
1 +

dv∗φ
dI

]
+ e−(I−v∗φ)2/2

√
2π

[
1−

dv∗φ
dI

]
. (A.75)

Par ailleurs, dans chaque sous-région (γm)

δφ = e−i$1te2imκ1π
+∞∑

n=−∞
δφn

+∞∑
l=−∞

V
(γ0)
l,κ1+ne

ilθ/2 + c.c. (A.76)

On cherche donc δf (γm) sous la forme

δf (γm) = e−i$1t
+∞∑

n=−∞

+∞∑
l=−∞

δf
(γm)
l,κ1+ne

ilθ/2 + c.c., (A.77)

ce qui nous donne après injection dans l’équation de Vlasov

i[−$1 + lΩ/2]δf (γm)
l,κ1+n + i

l

2e
2imκ1πδφnV

(γ0)
l,κ1+n

f ′γ
2 = 0. (A.78)

L’équation précédente nous donne l’expression des coefficients de la distribution δf
dans la région (γm), qui valent

δf
(γm)
l,κ1+n =

lδφnV
(γ0)
l,κ1+n

2$1 − lΩ
e2imκ1π

f ′γ
2 . (A.79)

Université Paris-Saclay 31 janvier 2023 Mikael Tacu



194 A. Annexes

L’expression de la fonction de distribution perturbée dans la sous-région (γm) est
donc

δf (γm) = e−i$1te2imκ1π
f ′γ
2

+∞∑
n=−∞

+∞∑
l=−∞

lδφnV
(γ0)
l,κ1+n

2$1 − lΩ
eilθ/2 + c.c. (A.80)

A.6.4 Calcul de la densité de charges
Notons Ftot(ϕ, v, t) = F(ϕ, v, t) + δF(ϕ, v, t) la fonction de distribution électro-

nique dans les variables (ϕ, v), où F(ϕ, v, t) est induite par l’onde BGK et δF(ϕ, v, t)
par le mode satellite. La densité de charges électronique vaut alors ρtot(ϕ0) =
ρ(ϕ0) + δρ(ϕ0, t), où ρ(ϕ0) est reliée à φ(ϕ0, t) par la relation de Poisson, alors
que

−δρ(ϕ0, t)
n0e

=
∫ +∞

−∞
δF(ϕ0, v, t) dv

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δF(ϕ, v, t)δ(ϕ− ϕ0) dϕ dv. (A.81)

En passant en coordonnées action-angle, on trouve

−δρ(ϕ0, t)
n0e

=
∫ ∫

δf(θ, I)δ[ϕ(θ, I)− ϕ0] dI dθ

=
∫ +∞

Is+Vφ

∫ +∞

−∞
δf (α)(θ, I)δ[ϕ(θ, I)− ϕ0] dI dθ

+
∫ +∞

Is−Vφ

∫ +∞

−∞
δf (β)(θ, I)δ[ϕ(θ, I)− ϕ0] dI dθ

+
+∞∑

m=−∞

∫ Is

0

∫ 4m+3π

4m−π
δf (γm)(θ, I)δ[ϕ(θ, I)− ϕ0] dI dθ.

(A.82)

Notons néanmoins que, si (2m0 − 1)π ≤ ϕ0 < (2m0 + 1)π, seul le terme m = m0

est non nul dans la dernière somme du membre de droite de l’équation (A.83).
Quant à la première intégrale, pour la même raison, elle peut être réduite à une
intégrale sur l’intervalle [(2m0 − 1)π, (2m0 + 1)π], et la deuxième à une intégration
sur [−(2m0 + 1)π,−(2m0 − 1)π]. Donc, lorsque (2m0 − 1)π ≤ ϕ0 < (2m0 + 1)π,

−δρ(ϕ0, t)
n0e

=
∫ +∞

Is+Vφ

∫ (2m0+1)π

(2m0−1)π
δf (α)(θ, I)δ[ϕ(θ, I)− ϕ0] dI dθ

+
∫ +∞

Is−Vφ

∫ −(2m0−1)π

−(2m0+1)
δf (β)(θ, I)δ[ϕ(θ, I)− ϕ0] dI dθ

+
∫ Is

0

∫ 4m0+3π

4m0−π
δf (γm0 )(θ, I)δ[ϕ(θ, I)− ϕ0] dI dθ. (A.83)
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Par ailleurs, étant donnée la forme de la perturbation de potentiel, on doit for-
cément avoir δρ = δρc + c.c où

δρc(ϕ0) = e−i$1t
+∞∑

ν=−∞
δρνe

i(κ1+ν)ϕ0 , (A.84)

et, si (2m0 − 1)π ≤ ϕ0 < (2m0 + 1)π,

δρν = 1
2π

∫ (2m0+1)π

(2m0−1)π
δρc(ϕ0)e−i[(κ1+ν)ϕ−$1t] dϕ0

≡ δρ(α)
ν + δρ(β)

ν + δρ(γ)
ν . (A.85)

→ Contribution de la région (α)

En notant δf (α)(θ, I) = δf (α)
c (θ, I) + c.c., on trouve,

−δρ
(α)
ν

n0e
= 1

2π

∫ (2m0+1)π

(2m0−1)π

∫ +∞

Is+Vφ

∫ (2m0+1)π

(2m0−1)π
δf (α)

c δ[ϕ− ϕ0] dI dθe−i[(κ1+ν)ϕ0−$1t] dϕ0

= 1
2π

∫ +∞

Is+Vφ

∫ (2m0+1)π

(2m0−1)π
δf (α)

c (θ, I)e−i[(κ1+ν)ϕ(θ,I)−$1t] dI dθ. (A.86)

En remarquant que δf (α)
c (θ−2mπ, I) = e−i2mκ1πδf (α)

c (θ, I) et que e−i[(κ1+ν)ϕ(θ−2mπ,I)] =
ei2mκ1πe−i[(κ1+ν)ϕ(θ,I)], on trouve que

−δρ
(α)
ν

n0e
= 1

2π

∫ +∞

Is+Vφ

∫ π

−π
δf (α)

c (θ, I)e−i[(κ1+ν)ϕ(θ,I)−$1t] dI dθ. (A.87)

Par ailleurs, en utilisant le fait que les V (α)
l,κ1+n sont réels,

e−i[(κ1+ν)ϕ(θ,I)] =
+∞∑

l′=−∞
V

(α)
l′,κ1+νe

−i(κ1+l′)θ, (A.88)

et en utilisant l’expression de δf (α) donnée par l’équation (A.66), on trouve que
l’intégrande dans l’équation (A.87) vaut

f ′α

+∞∑
l′=−∞

+∞∑
n=−∞

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V (α)
l,κ1+nδφn

$1 − (κ1 + l)Ω ei[κ1+l]θV
(α)
l′,κ1+νe

−i(κ1+l′)θ

et n’apporte de contribution dans l’intégrale que si l = l′. On trouve donc finalement,

−δρ
(α)
ν

n0e
=
∫ +∞

Is+Vφ
f ′α(I)

+∞∑
n=−∞

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V (α)
l,κ1+nV

(α)
l,κ1+νδφn

$1 − (κ1 + l)Ω dI. (A.89)
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→ Contribution de la région (β)

En notant δf (β)(θ, I) = δf (β)
c (θ, I) + c.c., on trouve,

−δρ
(β)
ν

n0e
= 1

2π

∫ (2m0+1)π

(2m0−1)π

∫ +∞

Is−Vφ

∫ −(2m0−1)π

−(2m0+1)π
δf (β)

c δ[ϕ− ϕ0] dI dθe−i[(κ1+ν)ϕ0−$1t] dϕ0

= 1
2π

∫ +∞

Is−Vφ

∫ −(2m0−1)π

−(2m0+1)π
δf (β)

c (θ, I)e−i[(κ1+ν)ϕ(θ,I)−$1t] dI dθ. (A.90)

En remarquant que δf (β)
c (θ+2m0π, I) = e−i2m0κ1πδf (β)

c (θ, I) et que e−i[(κ1+ν)ϕ(θ+2m0π,I)] =
ei2m0κ1πe−i[(κ1+ν)ϕ(θ,I)], on trouve que

−δρ
(β)
ν

n0e
= 1

2π

∫ +∞

Is−Vφ

∫ π

−π
δf (β)

c (θ, I)e−i[(κ1+ν)ϕ(θ,I)−$1t] dI dθ. (A.91)

Par ailleurs, en utilisant le fait que les V (β)
l,κ1+n sont réels, on trouve

e−i[(κ1+ν)ϕ(θ,I)] =
+∞∑

l′=−∞
V

(β)
l′,κ1+νe

i(κ1+l′)θ. (A.92)

En utilisant l’expression de δf (β) donnée par l’équation (A.72), on trouve que l’in-
tégrande dans l’équation (A.91) vaut

f ′β

+∞∑
l′=−∞

+∞∑
n=−∞

+∞∑
l=−∞

−
(κ1 + l)V (β)

l,κ1+nδφn

$1 + (κ1 + l)Ω e−i[κ1+l]θV
(β)
l′,κ1+νe

i(κ1+l′)θ

et n’apporte de contribution dans l’intégrale que si l = l′. On trouve donc finalement,

−δρ
(β)
ν

n0e
=
∫ +∞

Is−Vφ
f ′β(I)

+∞∑
n=−∞

+∞∑
l=−∞

−
(κ1 + l)V (β)

l,κ1+nV
(β)
l,κ1+νδφn

$1 + (κ1 + l)Ω dI. (A.93)

A.6.5 Contribution de la région (γ)
En notant δf (γm0 )(θ, I) = δf

(γm0 )
c (θ, I) + c.c., on trouve,

−δρ
(γ)
ν

n0e
= 1

2π

∫ (2m0+1)π

(2m0−1)π

∫ Is

0

∫ 4m0+3π

4m0−π
δf (γm0 )

c δ[ϕ− ϕ0] dI dθe−i[(κ1+ν)ϕ0−$1t] dϕ0

= 1
2π

∫ Is

0

∫ 4m0+3π

4m0−π
δf (γm0 )

c (θ, I)e−i[(κ1+ν)ϕ(θ,I)−$1t] dI dθ. (A.94)

En remarquant qu’avec notre convention sur θ, δf (γm0 )
c (θ+4mπ, I) = ei2m0κ1πδf (γ0)

c (θ, I)
et que ϕ(γm0 )(θ + 4m0π, I) = ϕ(γ0)(θ, I) + 2m0π, on trouve,

−δρ
(γ)
ν

n0e
= 1

2π

∫ Is

0

∫ 3π

−π
δf (γ0)

c (θ, I)e−i[(κ1+ν)ϕ(θ,I)−$1t] dI dθ. (A.95)
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Par ailleurs, en utilisant le fait que les V (γ0)
l,κ1+n sont réels, on trouve

e−i[(κ1+ν)ϕ(θ,I)] =
+∞∑

l′=−∞
V

(γ0)
l′,κ1+νe

−il′θ/2 (A.96)

En utilisant l’expression de δf (γ0) donnée par l’équation (A.80), on trouve que l’in-
tégrande dans l’équation (A.95) vaut

f ′γ
2

+∞∑
l′=−∞

+∞∑
n=−∞

+∞∑
l=−∞

lV
(γ0)
l,κ1+nδφn

2$1 − lΩ
eilθ/2V

(γ0)
l′,κ1+νe

−l′θ/2

et n’apporte de contribution dans l’intégrale que si l = l′.
On trouve donc finalement,

−δρ
(γ)
ν

n0e
=
∫ Is

0
f ′γ(I)

+∞∑
n=−∞

+∞∑
l=−∞

lV
(γ0)
l,κ1+nV

(γ0)
l,κ1+νδφn

2$1 − lΩ
dI. (A.97)

A.6.6 Équation de Poisson et relation de dispersion
L’équation de Poisson s’écrit

(kλD)2d
2δφ

dϕ2 = − δρ

n0e
. (A.98)

En utilisant le développement Eq. (A.52) pour δφ, ainsi que les expresssions Eqs. (A.84),
(A.85), pour δρ, l’équation de Poisson devient,

(kλD)2(κ+ ν)2δφν = δρ(α)
ν + δρ(β)

ν + δρ(γ)
ν

n0e
. (A.99)

En utilisant les expressions Eqs. (A.89), (A.93) et (A.97) respectivement pour δρ(α)
ν ,

δρ(β)
ν et δρ(γ)

ν , on obtient la relation de dispersion suivante,

Mnmδφm = 0, (A.100)

avec

Mnm = (κ1 + n)2δmn +
∫ +∞

Is+vφ

f ′α(I)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V (α)
l,κ1+mV

(α)
l,κ1+n

$1 − (κ1 + l)Ω dI

+
∫ +∞

Is−vφ

f ′β(I)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

−
(κ1 + l)V (β)

l,κ1+mV
(β)
l,κ1+n

$1 + (κ1 + l)Ω dI

+
∫ Is

0

f ′γ(I)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

lV
(γ0)
l,κ1+mV

(γ0)
l,κ1+n

2$1 − lΩ
dI. (A.101)
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Si, maintenant, on pose J = I − vφ dans la première intégrale et J = I + vφ dans
la deuxième intégrale, compte tenu du fait que V (α)

l,κ1+n(I − vφ) = V
(β)
l,κ1+n(I + vφ) ≡

V u
l,κ1+n(J), on obtient,

Mnm =
∫ +∞

Is

f ′α(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

$1 − (κ1 + l)Ω dJ

−
∫ +∞

Is

f ′β(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

$1 + (κ1 + l)Ω dJ

+(κ1 + n)2δmn +
∫ Is

0

f ′γ(J)
2(kλD)2

+∞∑
l=−∞

lV
(γ0)
l,κ1+mV

(γ0)
l,κ1+n

2$1 − lΩ
dJ. (A.102)

Dans le cas d’une onde adiabatique ayant crû dans un plasma Maxwellien,

fα(J) = fG+(J), (A.103)
fβ(J) = fG−(J), (A.104)
fγ(J)

2 = f ∗G−(J) + f ∗G+(J)
2 , (A.105)

où

fG±(J) = exp [−(J ± vφ)2/2]√
2π

(A.106)

f ∗G±(J) =
exp

[
−(J ± v∗φ)2/2

]
√

2π

(
1±

dv∗φ
dJ

)
. (A.107)

Par souci de simplicité, et parce que cela n’apporte pas une grande différence
dans les résultats (puisqu’en général dJv∗φ � 1) on assimilera dans la suite f ∗G± à
fG± . Lorsque J varie de Is − ε à Is + ε, en traversant la branche de la séparatrice
correspondant à la région (α) de l’espace des phases, f varie de (fG+ + fG−)/2 à
fG+ , alors que si la traversée de la séparatrice se fait vers la région (β) de l’espace
des phases, f varie de (fG+ + fG−)/2 à fG− . On en déduit que,

f ′α(J) = f ′G+(J) + fG+ − fG−
2 δ(J − Is), (A.108)

f ′β(J) = f ′G−(J)− fG+ − fG−
2 δ(J − Is). (A.109)
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L’équation (A.110) devient alors,

Mnm =
∫ +∞

Is

f ′G+(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

$1 − (κ1 + l)Ω dJ

−
∫ +∞

Is

f ′G−(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

$1 + (κ1 + l)Ω dJ

+(κ1 + n)2δmn +
∫ Is

0

f ′γ(I)
2(kλD)2

+∞∑
l=−∞

lV
(γ0)
l,κ1+mV

(γ0)
l,κ1+n

2$1 − lΩ
dI

+fG+ − fG−
(kλD)2

∆
$1

, (A.110)

où, en utilisant l’équation (A.110) et le fait que Ω = 0 à la séparatrice,

∆ =
+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n, (A.111)

les V u
l,κ1+m étant censés être évalués à la séparatrice. C’est là que réside un problème

mathématique délicat, que nous résolvons en utilisant un argument physique qui va
révéler toute la difficulté de traiter la stabilité d’une onde adiabatique.

Puisque les V u
l,κ1+m sont définis dans les régions (α) et (β) de l’espace des phases,

on voudrait les calculer en utilisant les expressions trouvées pour J > Is. Or, pour
de telles valeurs de J ,

[
dθe

iσ(κ1+n)ϕ
]
e−iσ(κ1+m)ϕ = i

+∞∑
l=−∞

+∞∑
l′=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+ne

i(κ1+l)θV u
l′,κ1+me

−i(κ1+l′)θ,

(A.112)

où σ = 1 dans la région (α) de l’espace des phases et σ = −1 dans la région (β).
Donc,

− i

2π

∫ π

−π

[
dθe

iσ(κ1+n)ϕ
]
e−iσ(κ1+m)ϕ dθ =

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+nV

u
l,κ1+m. (A.113)

Lorsque θ varie de −π à π, ϕ varie de −π à π dans la région (α) de l’espace des
phases, et de π à −π dans la région (β). Donc, en effectuant le changement de
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variables, ϕ→ σϕ, on obtient,

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+nV

u
l,κ1+n′ = − i

2π

∫ π

−π

[
dθe

i(κ1+n)ϕ
]
e−i(κ1+n′)ϕ dθ

dϕ
dϕ

= − i

2π

∫ π

−π

[
dϕe

i(κ1+n)ϕdϕ

dθ

]
e−i(κ1+n′)ϕ dθ

dϕ
dϕ

= − i

2π

∫ π

−π
i(κ1 + n)ei(κ1+n)ϕe−i(κ1+n′)ϕ dϕ

= (κ1 + n)δnn′ . (A.114)

Néanmoins, on aurait pu vouloir faire porter la contribution des Dirac à la dé-
rivée de la fonction de distribution des électrons piégés, ce qui aurait impliqué de
remplacer V u

l,κ1+m par V (γ0)
l,κ1+m. Dans ce cas, on aurait dû calculer,

[
dθe

i(κ1+n)ϕ
]
e−i(κ1+n′)ϕ = i

+∞∑
l=−∞

+∞∑
l′=−∞

(l/2)V (γ0)
l,κ1+ne

ilθ/2V
(γ0)
l′,κ1+n′e

−il′θ/2. (A.115)

Donc,

− i

2π

∫ 3π

−π

[
dθe

i(κ1+n)ϕ
]
e−i(κ1+n′)ϕ dθ =

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V (γ0)
l,κ1+nV

(γ0)
l,κ1+n′ . (A.116)

Lorsque θ varie de −π à π, ϕ varie de −ϕmax à ϕmax, et lorsque θ varie de π à 3π,
ϕ varie de ϕmax à −ϕmax. Donc,

+∞∑
l=−∞

lV
(γ0)
l,κ1+nV

(γ0)
l,κ1+n′ = − i

2π

{∫ ϕmax

−ϕmax
+
∫ −ϕmax

ϕmax

} [
dϕe

i(κ1+n)ϕ
]
e−i(κ1+n′)ϕ dϕ

= 0. (A.117)

On ne trouve donc pas le même résultat selon le choix fait sur l’endroit où reporter
les Dirac dans le calcul de la dérivée de f(I), ainsi que selon le choix des V u

l,κ1+m.

En fait, aucun des deux choix précédents n’est correct lorsque J = Is. Si on avait
voulu faire une évaluation en J = Is, on aurait encore trouvé un autre résultat, mais
qui n’aurait pas non plus été pertinent. Cela tient aux valeurs des coefficients de
Fourier à la séparatrice où ϕ(θ) est discontinu et vaut soit π, soit −π, selon le signe
de θ. Nous n’entrerons cependant pas dans ces détails mathématiques parce qu’on
ne s’attend pas à ce qu’une fonction de distribution physique soit discontinue. Dès
lors, nous allons plutôt supposer que f(I) varie de (fG+ + fG−)/2 à fG+ lorsque J
varie de Is à Is + δI vers la région (α) de l’espace des phases et de (fG+ + fG−)/2 à
fG− lorsque J varie de Is à Is + δI vers la région (β) de l’espace des phases, et nous
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considérons la limite δI → 0. Dans cette limite, nous obtenons,

Mnm =
∫ +∞

Is

f ′G+(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

$1 − (κ1 + l)Ω dJ

−
∫ +∞

Is

f ′G−(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

$1 + (κ1 + l)Ω dJ

+(κ1 + n)2δmn +
∫ Is

0

f ′γ(I)
2(kλD)2

+∞∑
l=−∞

lV
(γ0)
l,κ1+mV

(γ0)
l,κ1+n

2$1 − lΩ
dI

+fG+ − fG−
(kλD)2

(κ1 + n)δnm
$1

. (A.118)

A.6.7 Réduction aux modèles de Dodin et KDS
Les modèles de Dodin et KDS reposent sur l’hypothèse d’une réponse linéaire des

électrons non piégés à l’onde BGK, supposée sinusoïdale.
Dans nos notations, l’approximation linéaire pour les électrons non piégés revient

à l’approximation suivante,

−ρ
(α)
ν + ρ(β)

ν

n0e
≈ (k + ν)2(kλD)2

(
εκ1+ν

lin − 1
)
δφν , (A.119)

où

εk+ν
lin = P.P.

[∫ f ′0(v0) dv0

v0 − vφ −$1/(κ1 + ν)

]
, (A.120)

f0 étant la fonction de distribution non perturbée, exprimée en unités normalisées
pour la vitesse. Dans le cas où l’onde BGK a crû dans un plasma Maxwellien,
f0(v0) = e−v

2
0/2/
√

2π. En remplaçant vφ par ω/kvth et $1 par ω1/kvth, on trouve
que

εκ1+ν
lin = εL(k′ + νk, ω′ + νω), (A.121)

où k′ = κ1k et ω′ = κ1ω + ω1, comme dans les modèles KDS ou de Dodin.

En ce qui concerne les électrons piégés, pour une onde sinusoïdale [Bénisti &
Gremillet (2007)],

sin(ϕ/2) = √m1sn
[
K(m1)θ

π
,m

]
, (A.122)
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où m1 = (H + φ1)/2φ1, K est l’intégrale elliptique de deuxième espèce et sn(θ) est
la fonction jacobienne elliptique [Abramowitz & Stegun (1972)].

Dans la limite considérée par Dodin, où les électrons sont localisés près du fond
du puits de potentiel, ce qui implique ϕ ≈ 0 et sin(ϕ) ≈ ϕ, on obtient,

sin(ϕ) ≈ √m1 sin(θ/2). (A.123)

Or, l’approximation ϕ ≈ 0 revient à supposer m1 ≈ 0, ce qui fournit les approxima-
tions suivantes,

Ω(I) ≡ dH

dI
= π
√
φ1

K
≈ 2

√
φ1, (A.124)

et

I = 4
√
φ1

π
[E + (m1 − 1)K] ≈ m1

√
φ1, (A.125)

soit,

m1 ≈
2I
Ω . (A.126)

L’équation (A.123) devient alors

sin(ϕ) ≈ 2
√

2I
Ω sin(θ/2). (A.127)

On en déduit que, si l 6= 0,

V
(γ0)
l,κ1+n = 1

4π

∫ 3π

−π
ei[(κ1+n)ϕ−lθ/2] dθ

≈ 1
4π

∫ 3π

−π
2(κ1 + n)

√
2I
Ω sin(θ/2) sin(lθ/2) dθ

= (κ1 + n)
√

2I
Ω

1
4π

∫ 3π

−π
[cos(l − 1)θ/2− cos(l + 1)θ/2 ] dθ

= (κ1 + n)
√

2I
Ω si l = 1, (A.128)

= −(κ1 + n)
√

2I
Ω si l = −1, (A.129)

= 0 sinon. (A.130)

En notant que Ω = 2ΩD, où ΩD = Ω0/kvth, Ω0 étant défini par l’équation (4.10), on
trouve,

V
(γ0)

1,κ1+nV
(γ0)

1,κ1+ν = V
(γ0)
−1,κ1+nV

(γ0)
−1,κ1+ν = (κ1 + n)(κ1 + ν)I

ΩD

, (A.131)
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et, l’équation (A.97) pour δρ(γ)
ν devient,

−δρ
(γ)
ν

n0e
= 1

ΩD

∫ Is

0
f ′γ

+∞∑
n=−∞

[
(κ1 + n)(κ1 + ν)

2($1 − ΩD) − (κ1 + n)(κ1 + ν)
2($1 + ΩD)

]
δφnI dI

= (κ1 + ν)
[ +∞∑
n=−∞

(κ1 + n)δφn
] ∫ Is

0

If ′γ
2($2

1 − Ω2
D) dI. (A.132)

En utilisant les équations (A.119) pour δρ(α)
ν et δρ(β)

ν , ainsi que l’équation (A.132)
pour δρ(γ)

ν , l’équation de Poisson Eq. (A.99) devient,

(κ1 + ν)εκ1+ν
lin δφν +

[ +∞∑
n=−∞

(κ1 + n)δφn
] ∫ Is

0

f ′γ
2(kλD)2

I

$2
1 − Ω2

D

dI = 0, (A.133)

soit encore,

(κ1 + ν)δφν = − 1
εκ1+ν

lin

[ +∞∑
n=−∞

(κ1 + n)δφn
] ∫ Is

0

f ′γ
2(kλD)2

I

$2
1 − Ω2

D

dI = 0. (A.134)

En sommant sur ν, et en simplifiant l’équation par ∑+∞
ν=−∞(κ1 + ν)δφν , on obtient

la relation de dispersion de Dodin,

1 + 1
εeff

∫ Is

0

f ′γ(I)
2(kλD)2

I

$2
1 − Ω2

D

dI = 0, (A.135)

avec,

1
εeff

=
( +∞∑
ν=−∞

1
εκ1+ν

lin

)
. (A.136)

On peut facilement se convaincre que l’équation (A.135) est la même que l’équa-
tion (4.11) en notant que $1 = ω1/(kλDωpe), que ΩD = Ω0/(kλDωpe) et que
f(I) = fγ/2.

Une fois que l’on s’est ramené à la relation de dispersion de Dodin, on retrouve
immédiatement celle de KDS, comme montré dans le paragraphe 4.4.
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A.7 Symétrie du calcul par rapport au nombre d’onde

Pour tester la symétrie de notre relation de dispersion par rapport à κ1 → −κ1,
nous considérons l’équation suivante

detM [$1(−κ1)] = 0. (A.137)

Les élements de matrice Mnm donnés par l’équation (A.118) deviennent alors après
changement κ1 → −κ1 ainsi que l→ −l

Mnm =
∫ +∞

Is

f ′G+(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
−l,−κ1+mV

u
−l,−κ1+n

−$1 + (κ1 + l)Ω dJ

−
∫ +∞

Is

f ′G−(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
−l,−κ1+mV

u
−l,−κ1+n

−$1 + (κ1 + l)Ω dJ

+(κ1 − n)2δmn +
∫ Is

0

f ′γ(I)
2(kλD)2

+∞∑
l=−∞

lV
(γ0)
−l,−κ1+mV

(γ0)
−l,−κ1+n

−2$1 − lΩ
dI

+fG+ − fG−
(kλD)2

(−κ1 + n)δnm
$1

. (A.138)

L’équation det(M) = 0 étant invariante par le changement n,m→ −n,−m, on peut
considérer M−n,−m au lieu de Mnm. On vérifie de plus que V u

−l,−κ1−n = V u
l,κ1+n ainsi

que V (γ0)
−l,−κ1−n = V

(γ0)
l,κ1+n en utilisant les équations (A.55) et (A.60). En prenant le

complexe conjugué après avoir effectué le changement n,m → −n,−m on obtient
l’expression suivante des éléments de matrice

M∗
−n,−m =

∫ +∞

Is

f ′G+(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

−$∗1 + (κ1 + l)Ω dJ

−
∫ +∞

Is

f ′G−(J)
(kλD)2

+∞∑
l=−∞

(κ1 + l)V u
l,κ1+mV

u
l,κ1+n

−$∗1 + (κ1 + l)Ω dJ

+(κ1 + n)2δmn +
∫ Is

0

f ′γ(I)
2(kλD)2

+∞∑
l=−∞

lV
(γ0)
l,κ1+mV

(γ0)
l,κ1+n

−2$∗1 − lΩ
dI

+fG+ − fG−
(kλD)2

(κ1 + n)δnm
−$∗1

. (A.139)

Puisque det(M) = 0 est également invariant par passage au complexe conjugué, on
obtient en utilisant l’équation (A.137)

detM [−$∗1(κ1)] = 0. (A.140)
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En cas d’unicité de la solution, ce qu’on obsèrve numériquement, on en tire

ωr(−κ1) = −ωr(κ1)
γ(−κ1) = γ(κ1). (A.141)

Le spectre est donc bien symétrique par rapport à κ1 → −κ1, on peut l’étudier sur
0 ≤ κ1 ≤ 0.5.
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