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M. Jacques Tilouine PU Université Sorbonne Paris Nord Rapporteur
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Résumé

En vue des conjectures de Beilinson, nous relions l’image d’un élément par le régulateur de
Beilinson dans la cohomologie de Deligne de SK × Y L, où SK et Y L sont une variété de Siegel
et une courbe modulaire respectivement, à la valeur spéciale en 1 de la fonction L de degré huit
de GSp(4) × GL(2) associée à un produit de représentations automorphes admissibles cuspidales
génériques de GSp(4,A) et GL(2,A) respectivement, dans le cas où celle-ci est entière.

Après avoir rappelé les définitions des objets que nous utiliserons dans cette thèse, notamment
la cohomologie motivique, le régulateur de Beilinson et les variétés de Shimura, nous construisons
dans le chapitre 3 une forme différentielle à partir de certaines représentations automorphes dont
nous préciserons les propriétés. Cette forme différentielle sera au coeur de la construction dans le
chapitre 5 d’une forme linéaire définie sur un certain espace de cohomologie de Deligne, laquelle
nous permettra dans le chapitre 6 d’accoupler le régulateur de Beilinson avec la forme différentielle
précédemment construite. Enfin, notre travail trouvera sa conclusion dans le chapitre 7 où nous
mettrons en évidence le lien entre le régulateur de Beilinson et la fonction L sus-mentionnée.

Mots-clés : Fonctions L, valeurs spéciales, régulateurs, conjectures de Beilinson, cohomologie mo-
tivique, cohomologie de Deligne, fonctorialité, formes automorphes, représentations automorphes,
variétés de Shimura.
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Abstract

In order to prove Beilinson conjectures, we link the image of an element through the Beilinson
regulator in the Deligne cohomology of SK × Y L, where SK and Y L are a Siegel variety and a
modular curve respectively, to the special value in 1 of the degree-eight L−function of GSp(4) ×
GL(2) associated to a product of automorphic generic admissible cuspidal representations of GSp(4)
and GL(2) respectively, in the case where this function is entire.

After defining the objects we will use in this thesis, namely motivic cohomology, Beilinson
regulator and Shimura varieties, we construct in chapter 3 a differential form based on certain
automorphic representations, whose proprieties will be precised. This differential form will have a
key role in constructing in chapter 5 a linear form defined on the Deligne cohomology, which will be
useful in chapter 6 in order to pairing the Beilinson regulator with the differential form previously
introduced. Finally, our work will conclude in chapter 7 where we will enlighten the link between
the Beilinson regulator and our L−function.

Keywords : L-functions, special values, regulators, Beilinson conjectures, motivic cohomology, De-
ligne cohomology, functoriality, automorphic forms, automorphic representations, Shimura varieties.

4



Remerciements

Le temps est maintenant venu de remercier tous ceux qui, par leur aide mathématique, leur
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de grandement améliorer ce texte par leurs remarques. Merci également à François Brunault. Un
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avec des professeurs du secondaire ont grandement contribué à mon envie de poursuivre dans cette
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du lycée, le bien-nommé groupe «Twerkage» : Maëva (merci du fond du coeur d’être aussi présente
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Break the code, find the formula.
Lose control, in euphoria.

1985 - Haken (Affinity, 2016).
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3.1 Rappels de Théorie de Lie classique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2 Fonctions de Whittaker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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3.4 Décompositions de Hodge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Fonctions L

L’objet au centre de ce travail est la fonction L de degré huit de GSp(4)×GL(2). Les fonctions
L sont au coeur de la théorie des nombres, puisqu’elles relient des objets différents tels que les ca-
ractères de Dirichlet, les représentations automorphes, les formes modulaires, les courbes elliptiques
ou encore les motifs.

Concrètement, les fonctions L sont obtenues comme prolongements méromorphes de séries de
Dirichlet, c’est à dire des fonctions de la variable complexe s de la forme

f(s) =

+∞∑
n=1

an
ns

où (an)n∈N∗ désigne une suite de nombres complexes.

1.1.1 Fonction zêta de Riemann

La plus ”simple” fonction L à laquelle on peut penser (en dehors de la fonction nulle) est la
fonction L associée à la suite (an)n∈N∗ constante égale à 1. On obtient ainsi la célèbre fonction zêta
de Riemann :

ζ(s) =

+∞∑
n=1

1

ns
.

Cette série converge si Re(s) > 1 et il est clair qu’elle admet un pôle en s = 1. De plus, pour
Re(s) > 1, elle admet le produit eulérien suivant :

ζ(s) =
∏
p∈P

(
1

1− p−s

)
où P désigne l’ensemble des nombres premiers. Riemann a démontré en 1859 qu’elle vérifiait l’équa-
tion fonctionnelle suivante, valable pour tout nombre complexe s différent de 0 et de 1 :

ζ(s) = 2sπs−1sin
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s)
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où Γ désigne la fonction définie pour tout nombre complexe s tel que Re(s) > 0 par Γ(s) =∫ +∞

0

e−tts−1dt et prolongée analytiquement en une fonction méromorphe sur l’ensemble du plan

complexe excepté en les entiers négatifs qui sont des pôles simples. Ces deux propriétés, l’existence
d’un produit eulérien et d’une équation fonctionnelle, sont fondamentales et se retrouvent dans
chacune des fonctions L sus-mentionnées.

Les valeurs de la fonction ζ font l’objet d’un intérêt particulier chez les mathématiciens : citons

notamment la formule bien connue ζ(2) =
π2

6
ou encore le théorème d’Apéry qui a démontré en 1978

que le nombre ζ(3) est irrationnel. Mais plus que quelques valeurs particulières, ce sont les zéros de
la fonction ζ qui fascinent les mathématiciens. Si l’équation fonctionnelle fournit aisément les zéros

triviaux que sont les entiers pairs strictement négatifs (grâce au facteur sin
(πs

2

)
), l’hypothèse de

Riemann qui formule que les autres zéros (dont on sait qu’ils sont en nombre infini) se situent tous

sur la droite Re(s) =
1

2
reste à l’heure actuelle à l’état de conjecture.

En fait, la fonction ζ de Riemann appartient à une classe plus large de fonctions L : les fonctions
L attachées à des corps de nombres. En effet, soit K un corps de nombres. Dedekind a défini pour
tout nombre complexe s tel que Re(s) > 1 la fonction

ζK(s) =
∑
I 6=0

1

N(I)s

où la somme porte sur tous les idéaux non nuls de l’anneau des entiers OK et où N(I) = |OK/I|.
Dans le cas où K = Q, puisque OQ = Z, on retrouve ζQ = ζ.

Enfin, pour tout caractère de Dirichlet χ, on associe la fonction L(s, χ) définie pour tout nombre
complexe s tel que Re(s) > 1 par

L(s, χ) =

+∞∑
n=1

χ(n)

ns

et qui admet le produit eulérien

L(s, χ) =
∏
p∈P

(
1

1− χ(p)p−s

)
.

1.1.2 Formes modulaires et courbes elliptiques

On appelle forme modulaire pour SL(2,Z) de poids k ∈ Z pair toute fonction holomorphe définie
sur le demi-plan de Poincaré H et vérifiant l’équation

f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)kf(z)

pour toute matrice

(
a b
c d

)
∈ SL(2,Z). Toute forme modulaire f admet alors un développement

de Fourier de la forme

f(z) =

+∞∑
n=0

an(f)e2πinz =

+∞∑
n=0

an(f)qn
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où les an(f) sont des nombres complexes et q = e2πiz. On dit que f est cuspidale si a0(f) = 0.
On lui associe naturellement la fonction L

L(s, f) =

+∞∑
n=0

an(f)

ns
.

Si on pose Λ(s, f) = (2π)−sΓ(s)L(s, f), alors Λ(s, f) se prolonge en une fonction analytique si f est
cuspidale ; sinon elle a des pôles simples en s = 0 et s = k. Dans tous les cas, elle vérifie l’équation
fonctionnelle ([Bum], Proposition 1.3.6)

Λ(s, f) = (−1)k/2Λ(k − s, f).

Historiquement, l’idée d’un produit eulérien pour une fonction L associée à une forme modulaire
est due à Ramanujan, avec la forme modulaire cuspidale de poids 12

∆(z) = q

+∞∏
n=1

(1− qn)24 =

+∞∑
n=1

τ(n)qn

où τ est appelée la fonction de Ramanujan. Ce dernier a conjecturé en 1916 que

+∞∑
n=1

τ(n)qn =
∏
p∈P

(1− τ(p)p−s + p11−2s)−1.

Cette formule a ensuite été prouvée par Mordell en 1917.
Soit E une courbe elliptique sur Q de conducteur N . Alors E a bonne réduction modulo p pour

tous les entiers premiers p ne divisant pas N , et dans ce cas, on pose ap(E) = p + 1 − |Ẽ(Fp)| où

Ẽ(Fp) est la courbe elliptique obtenue sur Fp à partir de E après réduction modulo p. Si p divise
N mais que p2 ne divise pas N , on pose ap(E) = ±1 selon que E a une réduction modulo p scindée
ou non. Si p2 divise N , on pose simplement ap(E) = 1.

On définit alors la fonction L associée à E par le produit eulérien

L(s, E) =
∏
p∈P

Lp(s, E)−1

où

Lp(s, E) =

 (1− ap(E)p−s + p1−2s) si p ne divise pas N,
(1− ap(E)p−s) si p divise N et p2 ne divise pas N,
ap(E) si p2 divise N.

Le théorème de modularité, prouvé dans le cas des courbes elliptiques semi-stables par Wiles
([Wiles]), puis prouvé dans les cas restants par Breuil, Conrad, Diamond et Taylor ([BCDT]),
nous fournit alors les premiers exemples d’objets mathématiques a priori différents reliés via leurs
fonctions L.

Théorème 1.1.1. Soit E une courbe elliptique sur Q de conducteur N . Alors il existe une forme
modulaire f de poids 2 pour le sous-groupe de congruence Γ0(N) telle que pour tout nombre premier
p, on ait ap(E) = ap(f). En particulier, on a

L(s, f) = L(s, E).
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1.1.3 Formes automorphes et motifs

La fonction L étudiée dans ce travail est construite à partir de représentations automorphes
cuspidales π et σ de GSp(4,A) et GL(2,A) respectivement. La construction de la fonction L en
question sera détaillée au chapitre 7.

En général, on part d’un groupe algébrique réductif connexe sur Q, et on appelle LG le groupe
dual de Langlands de G ([Lan70]). (Rappelons que d’après [ASha], le dual de Langlands de GSp(4)
est GSp(4,C).)

On considère une repésentation automorphe π = ⊗′vπv de G(A) et une représentation ρ : LG→
GL(C, n). On note V l’ensemble fini des places où π est ramifiée. On définit alors le produit eulérien

LV (s, π, ρ) =
∏
v/∈V

L(s, πv, ρ)

où les facteurs locaux L(s, πv, ρ) seront définis en section 7.1 ci-dessous. Ce produit est absolument
convergent pour Re(s) suffisamment grande.

Un des points clés de ce travail sera d’utiliser le transfert fonctoriel de GSp(4) à GL(4) démon-
tré par [ASha] (Section 7.3 ci-dessous). Une fois encore, il s’agira de trouver une représentation
automorphe Π de GL(4,A) ayant même fonction L qu’une représentation automorphe cuspidale de
GSp(4,A) donnée.

La fonction L qui nous intéresse ici peut également être construite de façon motivique, à partir
du motif M = H4

! (SK × Y L,R(3))p,q de poids -2 qui sera défini en section 4.2 où SK et Y L sont
respectivement une variété de Shimura associée à GSp(4,A) et une courbe modulaire associée à
GL(2,A). Rappelons la construction de la fonction L associée à un motif ([Nek], section 1.4).

Soit M un motif pur sur Q. Soit Q une clôture algébrique de Q, soit l un nombre premier
et soit Ml la réalisation l-adique de M . C’est une représentation continue du groupe de Galois
Gal(Q/Q) dans un Ql-espace vectoriel de dimension finie. Pour tout nombre premier p, soit Qp une

clôture algébrique de Qp et fixons un plongement ip : Q→ Qp, d’où une inclusion Gal(Qp/Qp)→
Gal(Q/Q). Soit Ip ⊂ Gal(Qp/Qp) le groupe d’inertie et soit ϕp ∈ Gal(Qp/Qp)/Ip le Frobenius
géométrique. Comme précédemment, on note V l’ensemble fini des places non-archimédiennes p 6= l
de Q pour lesquelles M a mauvaise réduction. Pour tout v /∈ V , le groupe Iv agit trivialement sur
Ml, ce qui permet de définir le polynôme Pv(X,M) = det(1 − ϕvX|Ml). Ce polynôme ne dépend
pas du choix du plongement iv. De plus, Deligne a démontré que Pv(X,M) est un polynôme à
coefficients entiers indépendants de l ([Del74]). On définit alors les facteurs locaux de la fonction L
associée à M par

Lv(s,M) = Pv(p
−s,M)

puis

LV (s,M) =
∏
v/∈V

Lv(s,M).

D’après la conjecture de monodromie ([Nek], 1.4), pour toute place v /∈ S, les pôles de Lv(M, s) se

trouvent sur la droite Re(s) =
w

2
où w est le poids du motif M . D’après [Del74], le produit eulérien

est absolument convergent pour Re(s) > 1 +
w

2
.

Par ailleurs, on conjecture qu’on peut définir des facteurs locaux Lv(s,M) pour toute place

non-archimédienne v ∈ S dont les pôles ont partie réelle Re(s) =
w − k

2
pour k ∈ N ([Jan87]).
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Enfin, on définit le facteur local archimédien L∞(s,M) par un produit de facteurs gamma
du type ΓR(s) = π−s/2Γ(s/2), et ΓC(s) = ΓR(s)ΓR(s + 1) dépendant uniquement de la struc-
ture de Hodge de la réalisation de Betti de M ([Nek], Section 1.4). On notera alors L(s,M) =
L∞(s,M)

∏
v∈V Lv(s,M)LV (s,M).

Lorsque π est une représentation automorphe cuspidale de GSp(4,A) dont la composante archi-
médienne est une série discrète, il existe des représentations galoisiennes l-adiques de dimension 4
dont la fonction L cöıncide avec la fonction L(s, π, ρ) associée à la représentation ρ : GSp(4,C) →
GL(4,C). Ceci est une conséquence de [Lau], [Tay] et [Wei05].

1.2 Régulateurs

Nous définirons en section 2.2 le régulateur de Beilinson

rD : H5
M(X,Q(3))→ H5

D(X/R,R(3))

où X est une variété quasi-projective lisse sur Q. Le but de ce travail est de construire un élément
non nul EisM,2(ϕf ) ∈ H5

M(X,Q(3))p,q tel que

ΨΩ(rD(EisM,2(ϕf ))) ∼ cLV (1, π̂ × σ̂)

où ΨΩ sera une forme linéaire sur H5
D(X/R,R(3))p,q définie en section 5.2 ; le symbole ∼ désigne une

égalité à un nombre algébrique non nul près et c sera une constante complexe non-nulle explicitée
dans le Théorème 7.2.7.

Ce type de relation doit nous faire penser à une situation plus classique.
Soit K un corps de nombres. On note r1 le nombre de plongements réels de K, r2 la moitié des

plongements complexes non réels de K et O×K les unités de K. Rappelons le théorème des unités de
Dirichlet : on a un isomorphisme

O×K ' Zr1+r2−1×µ(K)

où µ(K) est le groupe fini des racines de l’unité de K. L’image du régulateur de Dirichlet

rK : O×K ⊕ Z→ Rr1+r2

est un réseau dans l’espace euclidien Rr1+r2 , dont on note r(K) le volume d’un domaine fondamental.
On a alors l’égalité

lim
s→0

s−(r1+r2−1)ζK(s) = −h(K)r(K)

w(K)

où h(K) est le nombre de classes de K et w(K) le nombre de racines de l’unités dans K. Cette
formule, intimement liée au théorème des unités de Dirichlet, dit que le prolongement méromorphe
de la fonction ζK admet en s = 0 un zéro d’ordre r1 + r2 − 1, autrement dit le rang du groupe des
unités O×K , et la valeur spéciale de ζK en 0, i.e. son premier terme non nul dans son développement
de Taylor, est égal à

ζ∗K(0) = −h(K)r(K)

w(K)
,

ou encore avec les notations précédentes

r(K) ∼ ζ∗K(0).
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Nous serons amenés à démontrer que la fonction s 7→ LV (1, π̂× σ̂) ne s’annule pas en s = 1 de telle
sorte que la valeur spéciale L∗V (1, π̂ × σ̂) soit LV (1, π̂ × σ̂). Ainsi, de façon similaire au régulateur
de Dirichlet, nous relierons la valeur spéciale d’une fonction L à un certain régulateur. Ce lien est
encore mieux précisé par les conjectures de Beilinson ([Bei]).

1.3 Conjectures de Beilinson

Précisons qu’il existe des conjectures de Beilinson pour tout motif de poids w ≤ −1 exposées
dans [Nek]. Puisque le motif que nous considérerons ici, à savoir M = H4

! (SK × Y L,R(3))p,q,
est de poids -2, nous nous contenterons de les présenter dans ce seul cas. De plus, via l’équation
fonctionnelle des fonctions L motiviques ([Nek],1.5), les valeurs L(0,M) et L(1, M̂), où M̂ est le
motif dual de M , sont liées. Nous énoncerons donc les conjectures de Beilinson en 0.

Soit M un motif pur sur Q de poids w = −2. On considère sa fonction L définie en section 1 de

la présente introduction. On sait que cette fonction est convergente pour Re(s) > 1 +
w

2
= 0. Ainsi,

0 se situe au bord du demi-plan de convergence. Dans ce cas, la fonction L peut avoir un pôle en 0
dont l’ordre est prédit par la conjecture de Tate ([Tat]).

Conjecture. (Tate) On a

− ords=0 L(s,M) = dimQ(HomMMQ(Q(0),M(−1)))

où MMQ désigne la catégorie abélienne Q-linéaire conjecturale des motifs mixtes sur Q à coefficients
dans Q ([Jan94], Conjecture 4.1).

Soit MdR et MB les réalisations de de Rham et de Betti de M respectivement. La réalisation
de de Rham MdR est un Q-espace vectoriel de dimension finie muni de la filtration de Hodge Fn.
Notons M+

B le sous-espace de MB constitué des vecteurs invariants par l’application induite par la
conjugaison complexe. On montrera (Lemme 4.2.9 ci-dessous) que le morphisme I∞,M : M+

B ⊗Q
R → (MdR/F

0) ⊗Q R induit par l’isomorphisme de comparaison MB ⊗ C ' MdR ⊗ C est injectif.
D’après ([Nek], Section 2.5), on a coker(I∞,M ) ' Ext1

MHS+
R

(R(0),MB) où MHS+
R désigne la catégorie

abélienne des R-structures de Hodge mixtes réelles. Les Q-structures M+
B et MdR/F

0 de la source
et du but de I∞,M induisent naturellement une Q-structure D(M) sur detR(Ext1

MHS+
R

(R(0),MB))

(où det(V ) désigne la puissance extérieure non-nulle maximale de V ). Soit Ext1
MMZ

(Q(0),M) ⊂
Ext1

MMQ
(Q(0),M) les classes d’extensions définies sur Z ([Nek], Section 4.5). La réalisation de Betti

induit un morphisme ([Nek], Section 4.2)

Ext1
MMZ

(Q(0),M)
rb−→ Ext1

MHS+
R

(R(0),MB).

De même, on a un isomorphisme canonique

HomMHS+
R

(R(0),MB(−1)) ' ker(I∞,M(−1))

où MB(−1) = MB ⊗Q Q(−1).
Par ailleurs, la réalisation de Betti induit un morphisme

HomMMQ(Q(0),M(−1)) −→ HomMHS+
R

(R(0),MB(−1))

18



et en composant avec le morphsime ker(I∞,M(−1))→ coker(I∞,M ), on en déduit un morphisme

HomMMQ(Q(0),M(−1))
cb−→ Ext1

MHS+
R

(R(0),MB).

Nous pouvons désormais énoncer les conjectures de Beilinson dans le cas où w = −2.

Conjecture. (Beilinson)
i) On a (Im rb ⊕ Im cb)⊗Q R = Ext1

MHS+
R

(R(0),MB).

ii) On a dimQ Ext1
MMZ

(Q(0),M) = ords=−1 L(s,M).
iii) On a detQ(Im rb ⊕ Im cb) = L∗(0,M)D(M) où L∗(0,M) désigne la valeur spéciale de la

fonction L en 0.

Définition 1.3.1. On dit que 0 est une valeur critique pour M si Ext1
MHS+

R
(R(0),MB) est nul.

Dans notre travail, 0 ne sera pas une valeur critique du motif M (Proposition 5.1.4 ci-dessous)
et Ext1

MHS+
R

(R(0),MB) sera isomorphe à H5
D(X/R,R(3))p,q.

Dans le cas où la fonction L a un pôle en 0, le premier alinéa des conjectures de Beilinson devient
Im cb ⊗Q R = Ext1

MHS+
R

(R(0),MB). Francesco Lemma ayant traité le cas où la fonction L admet

un pôle en s = 0 ([Lem20]), nous nous intéresserons ici au cas où la fonction L n’a pas de pôle en
s = 0.

Dans ce cas, on a conjecturalement

Im rb ⊗Q R = Ext1
MHS+

R
(R(0),MB).

Notre motif MB étant un motif de Chow, i.e. que la relation d’équivalence sur les cycles utilisée pour
le définir est l’équivalence rationnelle, on a toujours d’après ([Nek], conjecture 4.1) un isomorphisme
conjectural entre la cohomologie motivique H1

M(M) de M et Ext1
MMQ

(Q(0),M). D’autre part, le
régulateur de Beilinson définit un morphisme

H1
M(M)

rb−→ Ext1
MHS+

R
(R(0),MB)

qui, une fois restreint à la partie entière H1
M(M)Z ⊂ H1

M(M) de la cohomologie motivique, se
substitue au morphisme rb du premier alinéa de la conjecture de Beilinson.

Après twist dans les bons degrés, on retrouve le régulateur de Beilinson rD défini en Section 2.2
ci-dessous :

rD : H5
M(X,Q(3))→ H5

D(X/R,R(3))

où X = SK × Y L est une variété projective et lisse définie sur Q.
D’après la formule annoncée en début de section 1.2, le lien avait déjà été établi entre la valeur

spéciale L∗(0,M) et le régulateur rD. Un futur objectif pourra alors être de comparer l’image
du régulateur de Beilinson rD avec la Q-structure D(M) conformément au troisième alinéa des
conjectures de Beilinson.

1.4 Liens avec d’autres travaux

Comme expliqué ci-dessus, nous nous intéressons ici à la fonction L de degré huit de GSp(4)×
GL(2) dans le cas où celle-ci n’a pas de pôle en s = 0. Le cas où la fonction L admet un pôle en
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s = 0 a été étudié par Francesco Lemma dans [Lem20]. La stratégie que nous suivons ici pour relier
la classe de cohomologie motivique à la valeur spéciale de la fonction L en 1 est similaire à celle
employée par Lemma dans cet article, qui s’appuyait elle-même sur des calculs faits précédemment
dans [Lem17]. Plus précisément, supposons l’existence d’un motif M(πf×σf ), on a conjecturalement
un isomorphisme

(H5
M(M(πf × σf ),Q(3))Z ⊕N2(M(πf × σf )))⊗Q R ' H5

D(M(πf × σf )/R,R(3)),

donné par le régulateur de Deligne-Beilinson rD, oùN2(M(πf×σf )) désigne le Q-espace vectoriel des
cycles de codimension 2 définis sur M(πf×σf ) à équivalence homologique près. Dans notre cas, on a
dimR(H5

D(M(πf×σf )/R,R(3))) = 1. D’après la conjecture de Tate, on a dimQ(N2(M(πf×σf ))) =
1 si et seulement si la fonction L(s,H4(M(πf × σf ))) a un pôle simple en s = 3, ce qui est
précisément le cas étudié par Lemma. Ici, on s’attachera à étudier l’autre cas, i.e. celui où la
fonction L automorphe n’a pas de pôle en s = 0. Précisons que cette fonction L a un pôle en s = 0
dans le cas suivant : π est endoscopique (cf. Théorème 7.3.2), i.e. π = π1 � π2 est la somme isobare
de deux représentations cuspidales de GL(2,A), et π1 ' σ̂ (ou π2 ' σ̂).

Dans le cas où cette fonction L n’a pas de pôle en s = 0, cela donne lieu à un isomorphisme
conjectural

H5
M(M(πf × σf ),Q(3))Z ⊗Q R ' H5

D(M(πf × σf )/R,R(3)).

Dans notre théorème principal (Théorème 7.4.1) que nous énonçons ci-dessous, on démontrera
l’existence d’une classe de cohomologie motivique non nulle dans H5

M(X,Q(3)). Plus précisément :

Théorème Principal . Soient π une représentation automorphe cuspidale cohomologique (au sens de
la Définition 3.1.8) unitaire de GSp(4,A) pour laquelle il existe π′ une représentation automorphe
cuspidale générique de GSp(4,A) telle que π′f ' πf . Soit σ une représentation automorphe cuspidale
cohomologique unitaire de GL(2,A). Soient K et L deux sous-groupes nets compacts ouverts de
GSp(4,Af ) et GL(2,Af ) respectivement tels que πKf et σLf les espaces des formes automorphes de

πf et σf fixées par K et L soient non nuls. On note X = SK × Y L le produit des variétés de
Shimura SK et Y L définies en Section 2.4.3. On note p et q les noyaux des caractères de Hecke
définis en Section 4.1.2. On suppose que :

- pour toute place ramifiée non archimédienne p ∈ V , πp s’obtient comme relèvement de Weil
de représentations de GL(2,Qp)×GL(2,Qp);

- la fonction L(s, π × σ) n’admet pas de pôle en s = 0 ;
- pour toute place non archimédienne ramifiée p ∈ V , la fonction Lp(s, π × σ) n’admet pas de

pôle en s = 0.
Alors il existe une classe de cohomologie motivique non nulle z ∈ H5

M(X,Q(3))p,q.

Remarque 1.4.1. Le fait que les facteurs locaux ramifiés de la fonction L n’admettent pas de pôle
en 0 est prédit par la conjecture de monodromie énoncée en Section 1.1.3.

Enfin, signalons également que Hsu, Jin et Sakamoto ont récemment et indépendamment construit
un système d’Euler pour la représentation de Galois associée à une représentation automorphe co-
homologique cuspidale non endoscopique de GSp(4)×GL(2) ([HJS]). Pour cela, ils étudient la même
classe de cohomologie motivique que nous construisons ici et étudient son image via le régulateur
étale.
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Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Cohomologie motivique

2.1.1 Groupes de Chow

Soit X un schéma quasi-projectif sur un corps K. On appelle z∗(X) le groupe des cycles al-
gébriques sur X, c’est à dire le groupe abélien libre (gradué par la codimension) engendré par les
sous-variétés fermées irréductibles de X. Un cycle sur X s’écrit ainsi comme une somme formelle
finie à coefficients entiers

∑
nv[V ] de sous-variétés fermées irréductibles de X. On dira que ce cycle

est un k-cycle si toutes les sous-variétés qui interviennent dans la somme finie sont de codimension
k et on note zk(X) le sous-groupe des cycles de codimension k.

On désigne par K(X) le corps des fonctions rationnelles de X et par K(X)∗ son groupe multi-
plicatif.

2.1.2 Push-forward de cycles

Soient X et Y deux schémas quasi-projectifs.
Soit f : X → Y un morphisme propre. Pour toute sous-variété V de X, W = f(V ) est une

sous-variété fermée de Y .
Il existe alors un plongement de K(W ) dans K(V ) qui est une extension finie de corps si

dim(W ) = dim(V ) ([Ful], Appendice B.2.2).
Soit

deg(V/W ) =

{
[K(V ) : K(W )] si dim(W ) = dim(V )
0 si dim(W ) < dim(V )

où [K(V ) : K(W )] désigne le degré de l’extension finie K(V )/K(W ).
On définit ainsi

f∗[V ] = deg(V/W )[W ].

Cette définition s’étend linéairement en un morphisme

f∗ : zk(X)→ zk(Y ).

Remarque 2.1.1. Ces morphismes sont fonctoriels : soit Z un schéma quasi-projectif et g : Y → Z.
Alors, par multiplicativité des degrés des extensions de corps, on a (gf)∗ = g∗f∗.
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2.1.3 Pull-back de cycles

Soient X et Y deux schémas quasi-projectifs. Soit f : X → Y un morphisme plat de dimension
relative n.

Pour toute sous-variété V de Y , on pose

f∗[V ] = [f−1(V )],

où f−1(V ) désigne l’image inverse de V par f et est un sous-schéma de X de dimension dim(V )+n
([Ful],1.7).

On étend cette définition par linéarité pour obtenir les morphismes pull-back

f∗ : zk(Y )→ zk−n(X).

Remarque 2.1.2. Soit g : Y → Z un morphisme plat. Alors g ◦ f est un morphisme plat et (gf)∗ =
f∗g∗. En effet,

(gf)∗[V ] = [(gf)−1(V )] = [f−1g−1(V )] = f∗[g−1(V )] = f∗g∗[V ].

Définition 2.1.3. ([Blo3],p. 65) On dit que deux sous-variétés X1 et X2 de X de codimensions
respectives r1 et r2 se rencontrent proprement si toute composante irréductible de X1 ∩ X2 a une
codimension supérieure ou égale à r1 + r2 dans X.

Si i : W → X est une sous-variété fermée qui est une intersection complète locale, il existe
([Blo2],p. 267) :

i∗ : z∗(X)′ → z∗(W ),

où z∗(X)′ ⊂ z∗(X) est le sous-groupe engendré par les sous-variétés qui rencontrent W proprement,
c’est à dire dans la bonne dimension.

Soit K un corps. Soit X un schéma quasi-projectif sur K. Soient n et m deux entiers.
On considère une application ρ : {1, ...,m} → {1, ..., n} strictement croissante. Pour tout i

n’appartenant pas à l’image de ρ, on choisit εi ∈ {0,∞}. On définit alors l’application ρ̃ε : (P1
K −

{1})m → (P1
K − {1})n par :

(ρ̃ε)∗ti =

{
tj si i = ρ(j)
εi si i /∈ ρ{1, ...,m}.

Par ailleurs, observons qu’on a un isomorphisme

AnK ' (P1
K − {1})n

(x1, ..., xn) → (1− 1

x1
, ..., 1− 1

xn
).

D’autre part, on appelle ∆m l’hyperplan de AmK défini par l’équation
∑m
i=0 ti = 1. Via l’isomorphisme

ci-dessus, on a une injection de ∆m dans (P1
K − {1})m.

On dit alors que ρ̃ε(∆m) ⊂ ∆n est une face.
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Ainsi, on définit c∗(X,n) ⊂ z∗(X×(P1
K−{1})n) comme le sous-groupe engendré par les variétés

rencontrant toutes les faces du cube dans la bonne dimension.
Pour i ∈ {1, ..., n}, et εi ∈ {0,∞}, on appelle ∂εii : c∗(X,n) → c∗(X,n − 1) le pullback le long

de l’application
(t1, ..., tn−1)→ (t1, ..., ti−1, εi, ti, ..., tn).

On a ainsi ([Tot],p.180) un complexe de groupes abéliens gradués

c∗(X,n)→ ...→ c∗(X, 1)→ c∗(X, 0)→ 0

où les applications dn : c∗(X,n)→ c∗(X,n− 1) sont définies par

dn =

n∑
i=1

(−1)i(∂∞i − ∂0
i ).

Enfin, on appelle di(X,n) le sous-groupe de ci(X,n) engendré par les cycles sur X×(P1
K−{1})n)

qui sont des pullbacks de cycles sur X × (P1
K − {1})n−1) obtenus via une projection linéaire de la

forme
(x1, ..., xn) 7→ (x1, ..., x̂k, ..., xn)

où 1 ≤ k ≤ n, le symboleˆau-dessus d’un argument signifiant que celui-ci doit être omis.

Définition 2.1.4. On définit les groupes de Chow supérieurs CHi(X,n) comme les groupes d’homo-
logie du complexe ci(X, .)/di(X, .).

Si X et Y sont des K-schémas quasi-projectifs, l’isomorphisme

(X × (P1
K − {1})q)× (Y × (P1

K − {1})s) ' (X × Y )× (P1
K − {1})q+s

permet d’obtenir le produit extérieur

CHp(X, q)⊗ CHr(Y, s)→ CHp+r(X × Y, q + s).

Définition 2.1.5. ([Blo1], 0.1.8.2) On définit la cohomologie motivique par l’égalité suivante :

H2i−n
M (X,Q(i)) = CHi(X,n)⊗Q.

Remarque 2.1.6. Ainsi, on a H1
M(X,Q(1)) = CH1(X, 1)⊗Q.

Par définition, on a
CH1(X, 1) = ker(d1)/ Im(d2)

où d1 : c1(X, 1)/d1(X, 1)→ c1(X, 0)/d1(X, 0) et d2 : c1(X, 2)/d1(X, 2)→ c1(X, 1)/d1(X, 1).
Soit u ∈ O(X)× une unité sur X, vue comme un morphisme de X vers P1

K .
On considère V = {(x, u(x)) ∈ X × P1

K} son graphe, puis V ′ = V ∩ (X × (P1
K − {1})).

[V ′] définit alors un cycle dans c1(X, 1).
Par définition, on a

d1([V ′]) = (∂0
1 − ∂∞1 )([V ′]).
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Or, u étant une unité, elle ne prend jamais les valeurs 0 et ∞ donc d1([V ′]) = 0.
Ainsi, la classe de [V ′] modulo d1(X, 1) définit un élément de CH1(X, 1).
D’après la définition 2.1.5, on a donc une application

O(X)× ⊗Q → H1
M(X,Q(1))

u⊗ 1 7→ [V ′]⊗ 1

2.2 Définition du régulateur de Beilinson

Soient X une variété algébrique réelle lisse et X(C) sa variété algébrique complexifiée de di-
mension d. On rappelle en outre qu’on note R(p) = (2πi)pR ⊂ C. On choisit X(C) une compacti-
fication de X(C) telle que D = X(C)\X(C) soit un diviseur à croisements normaux. On appelle
j : X(C)→ X(C) l’inclusion naturelle.

On note Ω∗X(C) le faisceau des formes différentielles holomorphes sur X(C), et Ω∗
X(C)

(logD) le

faisceau des formes différentielles holomorphes sur X(C) à pôles logarithmiques selon D.

Définition 2.2.1. On appelle F la filtration de Hodge de Ω∗
X(C)

(logD) définie de la façon suivante :

F pΩ∗
X(C)

(logD) =
⊕
p′≥p

Ωp
′

X(C)
(logD).

Définition 2.2.2. Le complexe de Deligne-Beilinson du couple (X(C), X(C)) est défini par le com-
plexe de faisceaux pour la topologie analytique

R(p)D = cone(Rj∗R(p)⊕ F pΩ∗
X(C)

(logD)
u→ j∗Ω

∗
X(C))[−1],

où u(a, f) = −a+ f et pour tout p ∈ Z, R(p) désigne le sous-groupe (2πi)pR de C.

Définition 2.2.3. Les groupes de cohomologie de Deligne-Beilinson sont les groupes d’hypercohomo-
logie du faisceau R(p)D, i.e.

H∗D(X,R(p)) = H∗(X(C),R(p)D).

Remarque 2.2.4. Ces groupes sont indépendants de la compactification choisie pour X(C) ([BKK],
5.1).

La définition des groupes de cohomologie de Deligne-Beilinson implique l’existence d’une suite
exacte reliant celle-ci à la cohomologie usuelle. Cette suite exacte est donnée par ([BKK], égalité
5.4) :

...→ Hn−1(X(C),C)/F pHn−1(X(C),C)→ Hn
D(X,R(p))→ Hn(X(C),R(p))→ ....

Définition 2.2.5. La conjugaison complexe F∞ est une involution antiholomorphe sur X(C) et on
définit la cohomologie de Deligne-Beilinson réelle par

H∗D(X,R(p)) = H∗D(X(C),R(p))F
∗
∞=1,

où F
∗
∞ désigne la composition du morphisme induit par F∞ et de la conjugaison complexe sur les

coefficients.
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On appelle Sm(X/R,R(n)) l’espace vectoriel des formes différentielles C∞ de degré m sur X, à

valeurs dans R(n) et qui sont fixées par le morphisme F
∗
∞.

Proposition 2.2.6. ([Nek],7.3.1) Il existe un isomorphisme canonique

Hn
D(X/R,R(n)) ' {(ϕ, ω) ∈ Sn−1(X/R,R(n− 1))⊕H0(X,ΩnX(logD))|dϕ = πn−1(ω)}

dSn−2(X/R,R(n− 1))
,

où πn−1 : C→ R(n− 1) est la projection naturelle définie par πn−1(z) =
z + (−1)n−1z

2
.

Remarque 2.2.7. Soit r1,1 : H1
M(X,Q(1)) → H1

D(X,R(1)) le régulateur de Beilinson défini en
Définition 2.2.12 ci-dessous.

Vu l’application
O(X)× ⊗Q→ H1

M(X,Q(1))

définie en Remarque 2.1.6 ci-dessus, alors pour tout u ∈ O(X)×, la classe de cohomologie de Deligne
r1,1(u⊗ 1) est représentée par ϕ = log |u| ∈ S0(X/R,R(0)) et par ω = d log u ∈ H0(X,Ω1

X(logD)).

On appelle T∗(X/R,R(m)) le complexe des courants R(m)-valués fixés par l’involution F
∗
∞.

De même, on note T∗log(X/R,C) le complexe des courants sur X à pôles logarithmiques le long

de D qui sont fixés par l’involution F
∗
∞ équipé de sa filtration de Hodge ([Jan88], définition 1.4).

Proposition 2.2.8. ([Kin], Lemme 6.3.9)
Soient i et j deux entiers. Il existe un isomorphisme canonique

HD
i (X/R,R(j)) =

{(S, T ) ∈ T−i−1(X/R,R(j − 1))⊕ F jT−ilog (X/R,C)|dS = πj−1(T )}
{d(S̃, T̃ )|(S̃, T̃ ) ∈ T−i−2(X/R,R(j − 1))⊕ F jT−i−1

log (X/R,C}
.

Les courants étant covariants pour les applications propres, la proposition ci-dessous donne une
description explicite du morphisme de Gysin dans la cohomologie de Deligne-Beilinson.

Proposition 2.2.9. i) ([Jan88], Théorème 1.15) Il existe un isomorphisme canonique entre l’homo-
logie et la cohomologie de Deligne-Beilinson :

HD
i (X/R,R(j)) ' H2d−i

D (X/R,R(d− j)).

ii)([Kin], Lemme 6.3.10)
Soit i : Y ↪→ X une immersion fermée de codimension c. Alors, via l’isomorphisme précédent

et la description explicite des classes d’homologie de Deligne-Beilinson, le morphisme de Gysin

i∗ : Hm
D (Y/R,R(n))→ Hm+2c

D (X/R,R(n+ c))

est induit par l’application (S, T ) 7→ (i∗S, i∗T ).
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Définition 2.2.10. Soit Sic(X,R(j)) ⊂ Si(X,R(j)) le sous-espace des formes différentielles à support
compact.

Soit ϕ ∈ Si(X/R,R(j)).
On appelle Tϕ ∈ Ti−2d(X/R,R(j − d)) le courant défini par

η ∈ S2d−i
c (X,R(d− j)) 7→ Tϕ(η) =

1

(2πi)d

∫
X

η ∧ ϕ.

De même, pour ω ∈ H0(X,ωX(logD)), on appelle Tω le courant d’intégration le long de ω.

Soit X une variété lisse et quasi-projective définie sur Q. D’après [Blo3], paragraphe 4, on peut
définir un régulateur

CHi(X,n)→ H2i−n
D (X ×Q C, i)F

∗
∞=1.

Remarque 2.2.11. Si X = Spec(K), où K est un corps de nombres et i = n = 1, on obtient le
régulateur standard

K∗ −→ (Q⊗R)∗
log|.|−→ Rr1+r2 ,

où r1 et r2 désignent respectivement le nombre de plongements de K dans R et le nombre de
plongements de K dans C divisé par 2.

On considère maintenant que X est une variété complexe. En factorisant, on obtient une nouvelle
application

CHi(X,n)→ H2i−n−1
D (X,R(i− 1))F

∗
∞=1/F iH2i−n−1

dR (X/R).

Le fait que F iH2i−n−1
dR (X/R) soit un sous-espace de H2i−n−1

D (X,R(i − 1))F
∗
∞=1 est justifié par la

suite exacte définie dans la sous-section précédente et par la section 2.1 de [Nek]. Or, le membre de
droite est isomorphe par définition à H2i−n

D (X/R,R(i)).
D’autre part, d’après la définition 2.1.5, on a

CHi(X,n)⊗Q = H2i−n
M (X,Q(i)).

Définition 2.2.12. On appelle régulateur de Beilinson et on note rD l’application suivante ainsi
obtenue pour tous entiers n et i :

rD : H2i−n
M (X,Q(i))→ H2i−n

D (X/R,R(i)).

2.3 Groupe symplectique et demi-plan de Siegel

Soit I2 la matrice identité de taille 2 et soit J la matrice représentative de la forme symplectique
sur Z4 dans la base canonique définie par

J =

(
I2

−I2

)
.

J est une matrice antisymétrique vérifiant J2 = −I4, d’où J−1 = −J.
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On définit alors le groupe symplectique GSp(4) de la façon suivante :

GSp(4) = {g ∈ GL(4)| tgJg = ν(g)J, ν(g) ∈ Gm}.

Ainsi définie, l’application ν : GSp(4)→ Gm est un caractère.
On note Sp(4) le noyau de ν,i.e.

Sp(4) = {g ∈ GL(4)| tgJg = J},

ainsi que
GSp(4,R)+ = {g ∈ GL(4)| tgJg = ν(g)J, ν(g) > 0}.

D’autre part, le groupe GSp(4) contient le sous-groupe

GL(2)×Gm GL(2) = {(g, h) ∈ GL(2)×GL(2)|det(g) = det(h)}

via le morphisme de groupes
i : GL(2)×Gm GL(2)→ GSp(4)

défini par

i

((
a b
c d

)
,

(
a′ b′

c′ d′

))
=


a b

a′ b′

c d
c′ d′

 .

En effet, on vérifie aisément que pour tout couple (g, h) avec det(g) = det(h), on a l’identité

ti(g, h)Ji(g, h) = det(g)J = det(h)J.

Définition 2.3.1. On appelle demi-plan supérieur de Siegel et on note H l’ensemble

H = {Z ∈M2(C)| tZ = Z, Im(Z) > 0},

où Im(Z) > 0 signifie que la partie imaginaire de Z est définie positive.

Nous allons décrire l’action de GSp(4,R)+ sur H. Pour cela, nous aurons besoin du lemme
suivant.

Lemme 2.3.2. a) Le groupe GSp(4,R) est stable par transposition.

b) Soit g =

(
α β
γ δ

)
où α, β, γ et δ sont des matrices de taille 2. Alors les conditions suivantes

sont équivalentes :
i) g ∈ GSp(4,R) ;
ii) tαγ et tβδ sont symétriques et tαδ −t γβ = ν(g)I2 ;
iii) αtβ et γtδ sont symétriques et αtδ − βtγ = ν(g)I2.

Démonstration. a) Soit g ∈ GSp(4,R). Alors, par définition,

tgJg = ν(g)J.

Ainsi, g−1 vérifie
tg−1Jg−1 = ν(g)−1J,
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d’où en prenant l’inverse à gauche et à droite,

gJ tg = ν(g)J.

Cette dernière égalité dit exactement que tg ∈ GSp(4,R).
b) L’équivalence entre i) et ii) provient de la définition et du calcul suivant :

tgJg =

(
tαγ −t γα tαδ −t γβ
tβγ −t δα tβδ −t δβ

)
.

L’équivalence entre ii) et iii) provient du point a) et du fait que

tg =

(
tα tγ
tβ tδ

)
.

Proposition 2.3.3. ([BL], Proposition 8.2.2).
Le groupe GSp(4,R)+ agit de façon biholomorphe à gauche sur H par

g.Z = (αZ + β)(γZ + δ)−1

pour tout g =

(
α β
γ δ

)
∈ GSp(4,R)+.

Démonstration. Dans un premier temps, il s’agit de montrer que (γZ + δ) est inversible. En appli-
quant le lemme précédent, on trouve :

t(γZ + δ)(αZ + β)− t(αZ + β)(γZ + δ) = (tγα− tαγ)ZZ + (tδα− tβγ)Z + (tγβ − tαδ)Z + tδβ − tβδ

= ν(g)(Z − Z)

= 2iν(g)Im(Z).

Soit v ∈ C2 tel que (γZ + δ)v = 0. Alors, d’après l’égalité ci-dessus, on obtient :

2iν(g)tvIm(Z)v = tv(t(γZ + δ)(αZ + β)− t(αZ + β)(γZ + δ))v

= t(γZ + δ)v(αZ + β)v − t(αZ + β)v(γZ + δ)v

= 0

par hypothèse sur v. Or, par définition, ν(g) 6= 0. A fortiori, on a tvIm(Z)v = 0. La partie imaginaire
de Z étant définie positive par définition de H, ceci implique nécessairement que v = 0. Ainsi,
(γZ + δ) est bien inversible, et l’action de GSp(4,R)+ sur H est bien définie.

De même, on a

t(γZ + δ)(g.Z − t(g.Z))(γZ + δ) = t(γZ + δ)((αZ + β)(γZ + δ)−1 − t(γZ + δ)−1 t(αZ + β))(γZ + δ)

= t(γZ + δ)(αZ + β)− t(αZ + β)(γZ + δ)

= (tγα− tαγ)tZZ + (tδα− tβγ)Z + (tγβ − tαδ)tZ + tδβ − tβδ

= ν(g)(Z − tZ)

= 0
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car Z est symétrique par définition de H. Or, γZ + δ est inversible, donc g.Z − t(g.Z) = 0, ce qui
implique que g.Z est symétrique.

Enfin, en utilisant que g.Z est symétrique :

t(γZ + δ)Im(g.Z)(γZ + δ) =
1

2i
t(γZ + δ)(g.Z − g.Z)(γZ + δ)

=
1

2i
t(γZ + δ)(g.Z − tg.Z)(γZ + δ)

=
1

2i
t(γZ + δ)((αZ + β)(γZ + δ)−1 − t(γZ + δ)−1 t(αZ + β))(γZ + δ)

=
1

2i
( t(γZ + δ)(αZ + β)− t(αZ + β)(γZ + δ))

= ν(g)Im(Z)

d’après le calcul fait en début de preuve.
On a donc l’égalité

Im(g.Z) = ν(g) t(γZ + δ)−1Im(Z)(γZ + δ)−1.

Pour tout v ∈ C2\{0}, on trouve

tvIm(g.Z)v = ν(g) t(γZ + δ)−1vIm(Z)(γZ + δ)−1v.

Or, on a d’une part t(γZ + δ)−1vIm(Z)(γZ + δ)−1v > 0 car Im(Z) > 0, et d’autre part ν(g) > 0
par hypothèse.

Ainsi, pour tout v ∈ C2\{0},
tvIm(g.Z)v > 0,

donc Im(g.Z) > 0.
Ainsi, pour tout g ∈ GSp(4,R)+, pour tout z ∈H, g.Z ∈H.
Il nous reste à vérifier que l’application (g, Z) 7→ g.Z est bien une action.
Tout d’abord, il est clair que pour tout Z ∈H, I4.Z = Z.

Soit g =

(
α β
γ δ

)
et g′ =

(
α′ β′

γ′ δ′

)
, deux matrices de GSp(4,R)+. Montrons que pour tout

Z ∈H, g.(g′.Z) = (gg′).Z

Tout d’abord, gg′ =

(
αα′ + βγ′ αβ′ + βδ′

γα′ + δγ′ γβ′ + δδ′

)
. Ainsi,

(gg′).Z = ((αα′ + βγ′)Z + αβ′ + βδ′)((γα′ + δγ′)Z + γβ′ + δδ′)−1.

D’autre part,

g.(g′.Z) = (αg′.Z + β)(γg′.Z + δ)−1

= (α(α′Z + β′)(γ′Z + δ′)−1 + β)(γ(α′Z + β′)(γ′Z + δ′)−1 + δ)−1

= (α(α′Z + β′)(γ′Z + δ′)−1 + β)(γ′Z + δ′)(γ′Z + δ′)−1(γ(α′Z + β′)(γ′Z + δ′)−1 + δ)−1

= (α(α′Z + β′) + β(γ′Z + δ′))((γ(α′Z + β′)(γ′Z + δ′)−1 + δ)(γ′Z + δ′))−1

= ((αα′ + βγ′)Z + αβ′ + βδ′)(γ(α′Z + β′) + δ(γ′Z + δ′))−1

= ((αα′ + βγ′)Z + αβ′ + βδ′)((γα′ + δγ′)Z + γβ′ + δδ′)−1

= (gg′).Z.
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La proposition est donc prouvée.

Remarque 2.3.4. La preuve est inchangée si on restreint l’action à GSp(4,Q)+.

Proposition 2.3.5. a) L’action de GSp(4,R)+ sur H est transitive.
b) Le stabilisateur de iI2 ∈H est le groupe

K =

{
g =

(
α β
−β α

)
∈ GL(4,R)|α tβ = β tα;α tα+ β tβ = ν(g)I2

}
.

Démonstration. a) Soit Z = X + iY ∈ H. Puisque Y est symétrique, définie et positive, alors il
existe P ∈ GL(4,R) telle que Y = P tP.

Soit h =

(
P X tP−1

0 tP−1

)
. On vérifie aisément, en utilisant que X est symétrique, que thJh = J :

thJh =

(
tP 0

P−1 tX P−1

)(
0 I2
−I2 0

)(
P X tP−1

0 tP−1

)
=

(
0 tP

−P−1 P−1 tX

)(
P X tP−1

0 tP−1

)
= J.

D’autre part, on considère la matrice iI2 ∈H. Alors

h.iI2 = (iP +X tP−1) tP

= X + iP tP

= X + iY

= Z.

Ainsi, toute matrice de H est dans l’orbite de iI2, l’action est donc bien transitive.
b) On a l’équivalence

g.iI2 = iI2 ⇔ (iα+ β)(iγ + δ)−1 = iI2,

i.e

g.iI2 = iI2 ⇔ iα+ β = −γ + iδ,

d’où {
α = δ
β = −γ.

Ainsi, g =

(
α β
−β α

)
, et d’après le Lemme 2.3.2, ceci équivaut aux faits que α tβ soit symétrique

et que α tα+ β tβ = ν(g)I2.

Remarque 2.3.6. i) Cette fois, la preuve ne fonctionne plus dans le cas de GSp(4,Q)+ (puisque
GSp(4,Q)+ est dénombrable) et l’action n’est pas transitive dans ce cas.
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ii) Si on restreint l’action à Sp(4,R), tous les résultats précédents restent valables. De plus, le
stabilisateur de iI2 est cette fois le groupe compact

K∞ = Sp(4,R) ∩O(4,R) =

{
g =

(
A B
−B A

)
∈ GL(4,R)|A tB = B tA;A tA+B tB = I2

}
.

Dans ce cas, via l’application

h : Sp(4,R) −→ H

g 7−→ g.iI2,

on a une bijection
H ' Sp(4,R)/K∞.

De plus, l’application h est propre ([BL], Proposition 8.2.4), i.e. pour tout compact K ⊂H, h−1(K)
est un sous-ensemble compact de Sp(4,R).

2.4 Variétés de Shimura

2.4.1 Adèles

On note P l’ensemble des nombres premiers.

Définition 2.4.1. On note A l’anneau des adèles de Q défini par

A = R× Af

où Af est l’anneau des adèles finies de Q et est défini par

Af = {(ap)p∈P ∈
∏
p∈P

Qp, pour presque tout p, ap ∈ Zp},

où ”pour presque tout” signifie ”sauf pour un nombre fini”.
Pour tout x ∈ A, on note

|x| =
∏

v∈P∪∞

|xv|v.

Une base de la topologie de A est donnée par les ensembles de la forme

U ×
∏
p∈S

Vp ×
∏
p/∈S

Zp

où U est un ouvert de R, S un ensemble fini de nombres premiers et Vp un ouvert de Qp .
On note A× le groupe des unités de A, appelé groupe des idèles de Q, par

A× = R× × A×f

où
A×f = {(ap)p∈P ∈ Af ,∀p ∈ P, ap ∈ Q×p , pour presque tout p, ap ∈ Z×p }.
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On rappelle les faits bien connus suivants : via l’inclusion diagonale, Q est un sous-groupe discret
de A et le quotient A/Q est compact. Dans toute la suite, on munira A/Q de l’unique mesure de
Haar pour laquelle A/Q a volume 1.

Proposition 2.4.2. ([Bum], Proposition 3.1.1) Soit χ un caractère de A×. Alors il existe un ensemble
fini S de places de Q, contenant la place archimédienne, tel que si p /∈ S, alors χp est trivial sur
Z×p . Les places incluses dans S sont dites ramifiées, les autres non ramifiées.

Remarque 2.4.3. Si χp est non ramifié pour un certain nombre premier p, alors χp est entièrement
défini par la valeur χp(p). En effet, soit x ∈ Q×p :

- Si x ∈ Z×p , on sait que χ(x) = 1.
- Si |x|p < 1, alors il existe n ∈ N∗ tel que x ∈ pnZ×p , donc χ(x) = χ(p)n.
- Si |x|p > 1, alors il existe n ∈ N∗ tel que x−1 ∈ pnZ×p , donc χ(x) = χ(p)−n.

Définition 2.4.4. Soit N un entier naturel non nul. On appelle caractère de Dirichlet modulo N
toute fonction χ : Z → C N -périodique obtenue en prolongeant par 0 sur les entiers non premiers
avec N un caractère du groupe (Z/NZ)×.

Si N1|N , tout caractère de Dirichlet modulo N1 induit un caractère de Dirichlet modulo N en le
composant avec l’application naturelle (Z/NZ)× → (Z/N1Z)×. Un caractère de Dirichlet modulo N
obtenu de cette façon est dit non primitif. Sinon, on dit que χ est primitif et on appelle conducteur
de χ l’entier naturel N .

Soit χ : A×/Q× → C×. On dit que χ est d’ordre fini si il existe n ∈ N∗ tel que χ(x)n = 1 pour
tout x ∈ A×.

Proposition 2.4.5. ([Bum], Proposition 3.1.2)
i) Soit χ un caractère de A×/Q×. Alors il existe un unique caractère χ1 d’ordre fini de A×/Q×

et un unique nombre imaginaire pur λ tel que

χ(x) = χ1(x)|x|λ.

ii) Soit χ un caractère d’ordre fini de A×/Q×. Alors il existe un entier N dont les diviseurs
premiers sont les nombres premiers p tels que χp soit ramifiée, et un caractère de Dirichlet primitif
χ0 modulo N tel que pour toute place non ramifiée p de χ, χ(p) = χ0(p).

Remarque 2.4.6. Cette correspondance χ 7→ χ0 établit une bijection entre les caractères d’ordre fini
de A×/Q× et les caractères de Dirichlet primitifs.

2.4.2 Formes automorphes et représentations automorphes

Le but de cette section est de définir les formes automorphes sur GL(n,A). Nous donnerons
donc les définitions pour ce seul groupe, mais celles-ci s’adaptent de façon similaire pour définir les
formes automorphes sur GSp(4,A).

Soit n un entier naturel non nul. D’après ([Bum], Section 3.3), le groupe GL(n,A) est unimo-
dulaire, i.e. les mesures de Haar invariantes à gauche et à droites définies sur GL(n,A) cöıncident.
Dans toute la suite, on considèrera toujours une telle mesure de Haar.

Puisque Q est discret dans A, GL(n,Q) est un sous-groupe discret de GL(n,A). Dans toute la
suite, on notera Z(A) les points adéliques du centre algébrique de GL(n,A) constitué des matrices
scalaires.
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Proposition 2.4.7. ([Bum], Proposition 3.3.2) L’espace quotient GL(n,Q)Z(A)\GL(n,A) est de
mesure finie.

Soit ω un caractère de Hecke unitaire, i.e. un caractère unitaire de A×/Q×.
On considère L2(GL(n,Q)\GL(n,A), ω) l’espace des fonctions mesurables φ sur GL(n,A) et qui

satisfont
∀z ∈ A×, φ(zg) = ω(z)φ(g),

∀γ ∈ GL(n,Q), φ(γg) = φ(g)

et qui sont de carré intégrable modulo le centre, i.e. :∫
GL(n,Q)Z(A)\GL(n,A)

|φ(g)|2dg <∞.

En plus des propriétés précédentes, on dira que φ ∈ L2(GL(n,Q)\GL(n,A), ω) est cuspidale si elle
vérifie la propriété supplémentaire suivante : pour toute décomposition n = r+s où 1 ≤ r, s ≤ n−1,
on note Mr,s le groupe algébrique additif des matrices de taille r × s. La condition de cuspidalité
est alors ∫

Mr,s(Q)\Mr,s(A)

φ

((
Ir X

Is

)
g

)
dX = 0

pour presque tout g ∈ GL(n,A).
On appelle L2

0(GL(n,Q)\GL(n,A), ω) le sous-espace fermé des fonctions cuspidales de l’espace
de Hilbert L2(GL(n,Q)\GL(n,A), ω).

On définit l’action de GL(n,A) sur L2(GL(n,Q)\GL(n,A), ω) par translation à droite, i.e.
∀g, x ∈ GL(n,A),∀φ ∈ L2(GL(n,Q)\GL(n,A), ω),

(g.φ)(x) = φ(xg).

Le lemme suivant se vérifie sans difficulté.

Lemme 2.4.8. Le sous-espace cuspidal L2
0(GL(n,Q)\GL(n,A), ω) ⊂ L2(GL(n,Q)\GL(n,A), ω) est

invariant sous l’action de GL(n,A).

Le théorème suivant montre l’utilité et la force des fonctions cuspidales.

Théorème 2.4.9. ([Bum], Théorème 3.3.2) L’espace L2
0(GL(n,Q)\GL(n,A), ω) se décompose en une

somme directe d’espaces invariants irréductibles.

Nous allons maintenant lister les propriétés que doivent vérifier les formes automorphes sur
GL(n,A).

Définition 2.4.10. Une fonction f sur GL(n,A) est dite lisse si pour tout g ∈ GL(n,A), il existe un
voisinage N de g et une fonction lisse fg sur GL(n,R) tels que pour tout h ∈ N, f(h) = fg(h∞) où
on a factorisé h = h∞hf avec h∞ ∈ GL(n,R) et hf ∈ GL(n,Af ). On note C∞(GL(n,A)) (resp.
C∞0 (GL(n,A))) l’espace des fonctions lisses (resp. lisses cuspidales) sur GL(n,A).

Soit K le sous-groupe compact maximal de GL(n,A) suivant :

K = O(n)
∏
p∈P

GL(n,Zp)

où O(n) = {M ∈ GL(n,R)| tMM = In} désigne le sous-groupe orthogonal de GL(n,R).
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Définition 2.4.11. Une fonction f sur GL(n,A) est dite K−finie si ses translatés à droite par des
éléments de K engendrent un espace vectoriel de dimension finie.

On définit une action de gl(n,R) sur l’espace des vecteurs K−finis par

(Xf)(g) =
d

dt
f(gexp(tX))|t=0.

On peut montrer que si f est K−finie, alors Xf est aussi K−finie ([Bum], Exercice 3.3.2). On étend
cette action de gl(n,R) à l’algèbre enveloppante universelle U(gl(n,R)).

Définition 2.4.12. Soit Z le centre de l’algèbre enveloppante universelle U(gl(n,R)). Une focntion
f sur GL(n,A) est dite Z−finie si f est dans un espace vectoriel de dimension finie invariant par
Z.

On plonge le groupe algébrique GL(n) dans An2+1 l’espace affine de dimension n2 + 1 via

g 7→ (g,det(g)−1).

Pour toute place v de Q, on définit une hauteur locale ||gv||v sur GL(n,Qv) en restreignant la
fonction

(x1, ..., xn2+1) 7→ max
i
|xi|v

sur An2+1(Qv). On remarque que ||gv||v ≥ 1 pour toute place v et pour toute place p non archimé-
dienne, ||gp||p = 1 si gp ∈ GL(n,Zp). On définit alors la hauteur globale ||g|| comme le produit des
hauteurs locales.

Définition 2.4.13. Soit f une fonction sur GL(n,A). On dit que f est de croissance modérée si il
existe des constantes C et N telles que

∀g ∈ GL(n,A), f(g) < C||g||N .

Nous pouvons maintenant définir les formes automorphes sur GL(n,A).

Définition 2.4.14. Soit f une fonction sur GL(n,A). On dit que f est une forme automorphe de
caractère central ω si f ∈ L2(GL(n,Q)\GL(n,A), ω) et si f est lisse, K−finie, Z−finie et de crois-
sance modérée. De plus, f est une forme automorphe cuspidale si f ∈ L2

0(GL(n,Q)\GL(n,A), ω).
On note A(GL(n,Q)\GL(n,A), ω) l’espace des formes automorphes de caractère central ω, et

A0(GL(n,Q)\GL(n,A), ω) l’espace des formes automorphes cuspidales.

Définition 2.4.15. Soit G un groupe réductif, K un sous-groupe compact maximal de G, g l’algèbre
de Lie ou complexe de G. On note également U(g) l’algèbre enveloppante universelle complexe de
g.

Un (g;K)-module est un g-module (V, π) qui est localement fini (i.e. tout vecteur de V est
contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension finie de V stable par g), qui est un K-module
semi-simple et telle que les actions de g et K satisfassent les conditions suivantes :

i) π(k).(π(X)).v = π(Adk(X)).π(k).v, k ∈ K;X ∈ U(g); v ∈ V.
ii) Si F est un sous-espace de V de dimension finie et K-stable, alors la représentation de K

sur F est différentiable et admet π|k comme différentielle.
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Remarque 2.4.16. Le groupe GL(n,A) n’agit pas sur A(GL(n,Q)\GL(n,A), ω). En effet, la pro-
priété de K−finitude n’est pas préservée par translation à droite par des éléments de GL(n,R). En
revanche, A(GL(n,Q)\GL(n,A), ω) est stable sous l’action par translation à droite de GL(n,Af )
et est un (gl(n,R), O(n))−module. Ainsi, on dira que A(GL(n,Q)\GL(n,A), ω) admet une repré-
sentation de GL(n,A) dans le sens suivant : A(GL(n,Q)\GL(n,A), ω) admet une représentation
de GL(n,Af ) et une structure de (gl(n,R), O(n))−module commutatif.

Définition 2.4.17. On appelle représentation automorphe de GL(n,A) toute représentation (π, V )
irréductible de GL(n,A) qui peut être réalisée comme quotient de A(GL(n,Q)\GL(n,A), ω). On
appelle ω le caractère central de π.

Si V ⊂ A0(GL(n,Q)\GL(n,A), ω), on dit que π est une représentation automorphe cuspidale
de GL(n,A).

Définition 2.4.18. Soit (π, V ) une représentation de K, soit (ρ, Vρ) une représentation irréductible
de dimension finie de K. On désigne par V (ρ) la somme de tous les K−sous-modules de V qui sont
isomorphes à Vρ. On appelle V (ρ) la partie ρ-isotypique de (V, π).

Nous allons maintenant définir la notion de représentation admissible de GL(n,A).

Définition 2.4.19. Soit (π, V ) une représentation automorphe de GL(n,A), i.e. V est un espace
vectoriel complexe muni d’une structure de (gl(n,R), O(n))−module et d’une action de GL(n,Af )
qui commutent. On combine ces deux actions pour obtenir une représentation π de K.

On dit alors que (π, V ) est une représentation admissible de GL(n,A) si tout vecteur dans V est
K−fini, et si pour toute représentation ρ irréductible de dimension finie de K, la partie ρ−isotypique
V (ρ) de V est de dimension finie.

Théorème 2.4.20. ([Bum], Théorème 3.3.3) Soit (π, V ) une représentation automorphe admissible
irréductible de GL(n,A). Alors il existe un (gl(n,R), O(n))-module admissible irréductible (π∞, V∞)
et pour toute place non archimédienne p, il existe une représentation admissible irréductible (πp, Vp)
de GL(n,Qp) tels que pour presque toute place p, Vp contient un vecteur non nul ξ0

p fixé par
GL(n,Zp). De plus, on a

π ' ⊗′vπv.

Dans toute la suite, on supposera toujours les représentations admissibles de telle sorte qu’on
ait la propriété suivante : pour toute représentation automorphe admissible π = ⊗′vπv de GL(n,A),
il existe un ensemble fini S de places de Q contenant la place archimédienne tel que pour toute
place p /∈ S, πp contient un vecteur non nul fixé par GL(n,Zp). On dit qu’une telle représentation
πp est sphérique. D’après le Théorème 4.6.2 de [Bum], le vecteur sphérique, si il existe, est unique
à multiplication par un scalaire près. Enfin, on appellera ramifiées les places non-archimédiennes
contenues dans S, non-ramifiées les autres. Au regard du théorème suivant, les places non-ramifiées
contiennent l’essentiel de l’information de la représentation dans le cas où elle est cuspidale.

Théorème 2.4.21. ([Bum], Théorème 3.3.6, [Lan80], Lemme 3.1)

Soit (π, V ) et (π′, V ′) deux sous-représentations admissibles de A0(GL(n,Q)\GL(n,A), ω).

On suppose que πp ' π′p pour presque toute place non archimédienne. Alors les représentations
π et π′ sont isomorphes.
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2.4.3 Variétés de Shimura

Nous allons maintenant définir les variétés de Shimura.

Définition 2.4.22. Soit gf = (gp)p∈P ∈ GLn(Af ). Pour tout p, soit Γp le sous-groupe de Q×p engendré

par les valeurs propres de gp. On considère un plongement Q ↪→ Qp ainsi que le sous-groupe de

torsion (Q× ∩ Γp)tor (qui ne dépend pas du choix du plongement). On dit alors que gf est net si⋂
p

(Q× ∩ Γp)tor = 1.

Si G est un groupe algébrique linéaire, on dit qu’un élément gf ∈ G(Af ) est net si son image par
une représentation fidèle de G est nette (et si c’est le cas, cela le sera pour toute représentation
fidèle).

On dit alors qu’un sous-groupe de G(Af ) est net si tous ses éléments sont nets.

Définition 2.4.23. Pour tout sous-groupe K net compact ouvert de GSp(4,Af ), on appelle SK la
variété de Shimura de niveau K associée à (GSp(4,Af ),H) définie en tant que variété analytique
complexe par :

SK(C) = GSp(4,Q)+\(H ×GSp(4,Af )/K)

où H désigne le demi-plan supérieur de Siegel introduit en Définition 2.3.1.

Exemple 2.4.24. Par exemple, si K = Γ(N) ⊂ GSp(4, Ẑ) est le sous-groupe de congruence de niveau
N ≥ 3 (i.e le groupe constitué des matrices dont la réduction des coefficients modulo N est égale à
l’identité), on a une application

GSp(4,Q)+\GSp(4,Af )/Γ(N)→ (Z/NZ)∗

induite par l’égalité Q×+ \A
×
f /(1 + N Ẑ) = (Z /N Z)×. Si on fixe pour chaque i ∈ (Z/NZ)∗ un

représentant xi ∈ GSp(4,Af ) de la double classe inverse de i par l’application ci-dessus, on a la
décomposition

SΓ(N)(C) = GSp(4,Q)+\(H ×GSp(4,Af )/Γ(N)) '
⊔

i∈(Z/NZ)∗

Γi(N)\H

où Γi(N) = GSp(4,Q)+

⋃
i∈(Z/NZ)∗

xiΓ(N)x−1
i .

Soit g ∈ GSp(4,Af ) et K,K ′ deux sous-groupes nets compacts ouverts de GSp(4,Af ) tels que

g−1K ′g ⊂ K.

Soit hK ′ ∈ GSp(4,Af )/K ′. On a alors

(hK ′)g ⊂ (hg)K.

Ainsi, la multiplication à droite par g envoie la classe hK ′ de GSp(4,Af )/K ′ sur la classe (hg)K
de GSp(4,Af )/K.

36



Cela nous permet de définir un morphisme

[g] : SK
′
−→ SK

(Z, hK ′) 7−→ (Z, (hg)K)

où la barre désigne la classe à droite modulo GSp(4,Q), duquel découle une action de GSp(4,Af )
sur le système projectif de variétés de Shimura (SK)K indexé par les sous-groupes nets compacts
ouverts de GSp(4,Af ).

Rappelons l’action de GL(2,Q)+, le groupe des matrices de taille (2, 2) à déterminant strictement

positif, sur le demi-plan de Poincaré H = {z ∈ C|Im(z) > 0} : pour tout g =

(
a b
c d

)
∈ GL(2,Q)+,

pour tout z ∈ H, on pose

g.z =
az + b

cz + d
.

Pour tout sous-groupe L net compact ouvert de GL(2,Af ), on note Y L la courbe modulaire
définie en tant que variété analytique complexe par

Y L(C) = GL(2,Q)+\(H×GL(2,Af )/L).

On obtient de la même manière une action de GL(2,Af ) sur le système projectif de courbes modu-
laires (Y L)L indexé par les sous-groupes L nets compacts ouverts de GL(2,Af ).

D’après ce qui précède, (GSp(4)×GL(2))(Af ) agit donc sur le système projectif (SK×Y L)(K,L)

indexé par les paires (K,L) de sous-groupes nets compacts ouverts de GSp(4,Af ) et de GL(2,Af )
respectivement.

Enfin, soitK un sous-groupe net compact ouvert de GSp(4,Af ), et L un sous-groupe net compact
ouvert de GL(2,Af ) tel que i(L × L) = K où i est l’homomorphisme de groupes i : GL(2) ×Gm
GL(2)→ GSp(4) défini en section 2.3. Le groupe M = det(L) est un sous-groupe de (Af )× auquel
correspond, via la théorie du corps de classe, une extension abélienne de Q notée FM .

On note alors
ι : Y L(C)×FM Y L(C)→ SK(C)

l’immersion fermée induite ([Pin], 3.8).

2.4.4 Cohomologie de De Rham

Soit H∗dR,c(S
K) et H∗dR(SK) la cohomologie de De Rham avec support compact et sans support

respectivement, à coefficients complexes. Soit

H∗dR,!(S
K) = Im(H∗dR,c(S

K)→ H∗dR(SK)).

On définit H∗dR,!(Y
L) et H∗dR,!(S

K × Y L) de la même manière.

Lemme 2.4.25. ([Lem20], Lemme 2.1) On a Hi
dR,!(Y

L) = 0 si i 6= 1

Démonstration. Puisque les composantes connexes de Y L sont non compactes,

H0
dR,c(Y

L) = 0.
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Comme Y est de dimension 2, d’après la dualité de Poincaré, on a l’isomorphisme suivant :

H0
dR,c(Y

L) ' H2
dR(Y L).

Ainsi,
H2
dR(Y L) = 0,

ce qui implique le lemme.

Notons
H5
dR,!(S × Y ) = lim

−→K
lim
−→L

H5
dR,!(S

K × Y L)

où les limites sont indexées par les sous-groupes compacts ouvertsK et L de GSp(4,Af ) et GL(2,Af )
respectivement. On montre dans l’Annexe en section 8 que H5

dR,!(S
K × Y L) = H5

dR,!(S × Y )K×L.

On définit H4
dR,!(S) et H1

dR,!(Y ) de la même manière. Ainsi, d’après la formule de Künneth et
le lemme précédent, on obtient l’isomorphisme canonique suivant :

H5
dR,!(S × Y ) ' H4

dR,!(S)⊗H1
dR,!(Y ).
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Chapitre 3

Construction de la forme différentielle

3.1 Rappels de Théorie de Lie classique

La présentation de cette section est empruntée à [CLR].

On rappelle que Sp(4,R) = {g ∈ GL(4,R)|tgJg = J} où J désigne la matrice

J =

(
0 I2
−I2 0

)
.

On appelle K∞ le sous-groupe compact maximal de Sp(4,R) défini par

K∞ =

{(
A B
−B A

)
|AtA+BtB = I2, A

tB = BtA

}
.

Enfin, on note U(2) = {M ∈ GL(2,C)|tMM = I2}.
Alors on a un isomorphisme

K∞ ' U(2)(
A B
−B A

)
7−→ A+ iB.

On désigne par k l’algèbre de Lie de K∞. Concrètement,

k =

{(
A B
−B A

)
|A = −tA,B = tB

}
.

Si on note sp4,C l’algèbre de Lie complexe de GSp(4), on a la décomposition de Cartan

sp4,C = kC ⊕ p+
C ⊕ p−C ,

où p±C =

{(
A ±iA
±iA −A

)
∈M(4,C)|A = tA

}
.
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Introduisons maintenant les matrices

D1 =

(
1 0
0 0

)
et

D2 =

(
0 0
0 1

)
.

On considère alors

T1 = −i
(

0 D1

−D1 0

)
et

T2 = −i
(

0 D2

−D2 0

)
.

On définit h = RT1 ⊕ RT2. h est une sous-algèbre de Cartan compacte de sp4,C.

Proposition 3.1.1. Soit (e1, e2) la base de h∗C duale de (T1, T2).
On a alors le système de racines positives pour (gsp4,C, hC) donné par

{2e1, 2e2, e1 + e2, e1 − e2}.

Les racines simples sont e1 − e2 et 2e2.

On remarque que p+
C est engendré par les espaces de racines correspondant aux racines positives

2e1, 2e2 et e1 + e2.
On appelle ∆ = {±2e1,±2e2,±(e1 ± e2)} l’ensemble de toutes les racines, ∆c = {±(e1 − e2)}

l’ensemble des racines compactes et ∆nc = ∆−∆c l’ensemble des racines non compactes.
On note de même ∆+,∆+

c et ∆+
nc l’ensemble des racines positives, compactes positives et non

compactes positives respectivement.
Les espaces de racines sont les suivants :

- Pour j = 1 ou 2, X±2ej =

(
Dj ±iDj

±iDj −Dj

)
engendre l’espace de racines de ±2ej .

- Soit E1,2 =

(
0 1
1 0

)
.

Alors, les éléments X±(e1+e2) =

(
E1,2 ±iE1,2

±iE1,2 −E1,2

)
engendrent l’espace de racines de e1 + e2.

-Soit F1,2 =

(
0 1
−1 0

)
.

Alors, les éléments X±(e1−e2) =

(
±F1,2 −iE1,2

iE1,2 ±F1,2

)
engendrent l’espace de racines de ±(e1− e2).

Avec ces notations, on définit

p±C =
⊕
α∈∆+

nc

CX±α.

Puisque ∆+
nc = ∆+ −∆+

c , il s’ensuit que

p±C = CX2e1 ⊕ CX2e2 ⊕ CXe1+e2 .
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Définition 3.1.2. On note (k1, k2) = k1e1 + k2e2 les poids intégraux, où les ki sont des entiers
relatifs.

On dit qu’un poids intégral est dominant si k1 ≥ k2.

On rappelle l’existence d’une bijection entre les classes d’isomorphisme des représentatons com-
plexes irréductibles de dimension finie de K∞ et les poids intégraux dominants, définie en associant
la représentation τ(k1,k2) à son plus haut poids (k1, k2) ([CLR], 3.1.4).

Rappelons quelques définitions.

Définition 3.1.3. Soit G un groupe. On appelle représentation unitaire de G toute représentation
(π, V ) telle que V est un espace de Hilbert et si pour tout élément g de G, π(g) est un opérateur
unitaire, i.e.

π∗(g)π(g) = Id

où π∗(g) désigne l’opérateur adjoint de g.

Définition 3.1.4. On appelle série discrète toute représentation unitaire irréductible d’un groupe
topologique localement compact G, muni d’une mesure de Haar µ, qui soit une sous-représentation
de la représentation régulière de G sur (L2(G), µ).

Soit G un groupe réductif et g son algèbre de Lie complexe. Soit K un sous-groupe compact
maximal de G et on note k son algèbre de Lie complexe. Enfin, on considère V un C-espace vectoriel
muni d’une structure de g-module via le morphisme π : g → gl(V ). Rappelons la définition des
groupes de cohomologie Hq(g, k;π) comme présentée par [BW], Section I.1.2.

Pour tout q ∈ N, on note Cq = Cq(g, π) = HomC(Λqg, V ), et d : Cq → Cq+1 définie par

df(x0, ..., xq) =
∑
i

(−1)ixif(x0, ..., x̂i, ..., xq) +
∑
i<j

(−1)i+jf([xi, xj ], x0, ..., x̂i, ..., x̂j , ...xq)

où le symboleˆau-dessus d’un argument signifie que celui-ci doit être omis.
Avec ces notations, on a d2 = 0 et H∗(g, π) désigne la cohomologie du complexe Cq.
On définit maintenant pour tout x ∈ g l’endomorphisme θx de Cq et le produit intérieur ix :

Cq → Cq−1 définis par

(θxf)(x1, ..., xq) =
∑
i

f(x1, ..., [xi, x], ..., xq) + xf(x1, ..., xq)

et
(ixf)(x1, ..., xq−1) = f(x, x1, ..., xq−1).

Définition 3.1.5. On note Cq(g, k, π) le sous-espace de Cq(g, π) constitué des éléments annulés par
les applications θx et ix pour tout x ∈ g.

Alors le complexe Cq(g, k, π) est stable par d et ses groupes de cohomologie sont notés Hq(g, k;π).

Remarque 3.1.6. Avec ces notations, on a Cq(g/k, π) = Homk(Λ
q(g/k), π) où l’action de k sur

Λq(g/k) est induite par la représentation adjointe.

Remarque 3.1.7. Ces groupes de cohomologie respectent la règle de Künneth, i.e. si g = g1 ⊕ g2,
k = k1 ⊕ k2 et π = π1 ⊗ π2, alors on a pour tout entier q :

Hq(g, k, π) =
⊕
a+b=q

Hq(g1, k1, π1)⊗Hq(g2, k2, π2).
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L’inclusion sp4,C ⊂ gsp4,C induit un isomorphisme

sp4,C/k ' gsp4,C/(Lie(K ′∞))C

où K ′∞ = R∗+K∞.

Définition 3.1.8. Soit π = π∞ ⊗ πf une représentation automorphe de GSp(4,A).
La représentation π est dite cohomologique si H3(gsp4,C,K

′
∞;π∞) 6= 0.

Proposition 3.1.9. ([BW], II. Proposition 3.1) Si π est cohomologique, alors

H3(gsp4,C,K
′
∞;π∞) = HomK′∞

(

3∧
sp4,C/k;π∞).

Proposition 3.1.10. Soit π une représentation automorphe de GSp(4,A).
Si π est cohomologique, alors π∞ est une série discrète.

Démonstration. Voir la preuve de [MT], Proposition 1.

En utilisant la décomposition de Cartan, on obtient :

3∧
sp4,C/k =

⊕
p+q=3

p∧
p+
C ⊗C

q∧
p−C .

3.2 Fonctions de Whittaker

On désigne par ψ : Q\A→ C∗ le caractère additif non trivial caractérisé par ψ(x) = e2iπx pour
x ∈ R.

Considérons N(Q) ⊂ Sp(4,Q) le sous-groupe unipotent maximal défini par

N(Q) =

n(x0, x1, x2, x3) =


1 x0

1
1
−x0 1




1 x1 x2

1 x2 x3

1
1

 , x0, x1, x2, x3 ∈ Q

 .

On considère alors le caractère ψN : N(Q)\N(A)→ C défini par

ψN (n(x0, x1, x2, x3)) = ψ(−x0 − x3).

Définition 3.2.1. Soit π =
⊗′

v πv une représentation automorphe cuspidale irréductible de GSp(4,A).
La fonction globale de Whittaker WΨ sur GSp(4,A) attachée à une forme cuspidale Ψ ∈ π est

WΨ(g) =

∫
N(Q)\N(A)

Ψ(ng)ψN (n−1) dn.

On dira que π est générique si il existe une forme Ψ ∈ π telle que WΨ n’est pas identiquement nulle.
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Définissons maintenant les fonctions locales de Whittaker ([Mor04], section 2.1).
Pour toute place v de Q, on note ψN,v la restriction de ψN à N(Qv).

Définition 3.2.2. On appelle C∞ψN,v (N(Qv)\GSp(4,Qv)) l’espace

{W : GSp(4,Qv)→ C|W lisse,W (ng) = ψN,v(n)W (g),∀(n, g) ∈ N(Qv)×GSp(4,Qv)}.

C’est une représentation de GSp(4,Qv) sur laquelle GSp(4,Qv) agit par translation à droite.

Supposons que v = p est une place non archimédienne de Q.

Théorème 3.2.3. ([Rod], Théorème 3) Soit πp une représentation admissible irréductible de GSp(4,Qp).
Alors l’espace d’entrelacement

HomGSp(4,Qp)(πp,C
∞
ψN,p(N(Qp)\GSp(4,Qp)))

est de dimension au plus 1.

Définition 3.2.4. On reprend les notations du théorème ci-dessus.
Si il existe un opérateur d’entrelacement non nul

Ψp ∈ HomGSp(4,Qp)(πp,C
∞
ψN,p(N(Qp)\GSp(4,Qp))),

on dit que πp est générique.
Pour tout u ∈ πp, on appelle Wu = Ψp(u) la fonction locale de Whittaker associée à u.
Enfin, on désigne par

W (πp, ψN,p) = {Wu|u ∈ πp}
le modèle de Whittaker de πp attaché à ψN,p.

Supposons maintenant que v =∞ est la place archimédienne de Q.

Définition 3.2.5. Pour tout g ∈ GSp(4,R), on appelle norme de g la quantité définie par

||g|| = max{|gi,j |, |(g−1)i,j ||1 ≤ i, j ≤ 4}.

Une fonction W : GSp(4,R) → C est dite de croissance modérée si il existe C > 0 et M > 0 tels
que pour tout g ∈ GSp(4,R), on ait

|W (g)| ≤ C||g||M .
On appelle AψN,∞(N(R)\GSp(4,R)) l’espace des fonctions W ∈ C∞ψN,∞(N(R)\GSp(4,R)) qui sont
de croissance modérée.

Théorème 3.2.6. ([Wa],Théorème 8.8)
Soit π∞ un (gsp4,C,K

′
∞)-module.

Alors l’espace d’entrelacement Hom(gsp4,C,K
′
∞)(π∞,AψN,∞(N(R)\GSp(4,R))) est de dimension

au plus 1.
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Définition 3.2.7. On reprend les notations du théorème ci-dessus.
Si il existe un opérateur d’entrelacement non nul

Ψ∞ ∈ Hom(gsp4,C,K
′
∞)(π∞,AψN,∞(N(R)\GSp(4,R)))

on dit que π∞ est générique.
Pour tout u ∈ π∞, on appelle Wu = Ψ∞(u) la fonction locale de Whittaker associée à u.
Enfin, on désigne par

W (π∞, ψN,∞) = {Wu|u ∈ π∞}

le modèle de Whittaker de π∞ attaché à ψN,∞.

Théorème 3.2.8. ([Bum], Théorème 3.5.5) Soit σ une représentation automorphe cuspidale de
GL(2,A). Soit Φ ∈ σ une forme cuspidale.

La fonction globale de Whittaker sur GL(2,A) associée à Φ est

WΦ(g) =

∫
Q\A

Φ

((
1 x

1

)
g

)
ψ(−x) dx.

On a le développement de Fourier

Φ(g) =
∑
α∈Q∗

WΦ

((
α

1

)
g

)
.

Ceci implique que pour toute forme cuspidale Φ non nulle, WΦ n’est pas identiquement nulle.

Démonstration. Rappelons quelques éléments de la preuve. On considère la fonction F définie sur
A par

F (x) = Φ

((
1 x

1

)
g

)
.

Pour tout a ∈ Q, on a

F (x+ a) = Φ

((
1 a

1

)(
1 x

1

)
g

)
= F (x)

car Φ est automorphe et

(
1 a

1

)
∈ GL(2,Q). Ainsi, F est une fonction continue sur le groupe

compact Q \A donc F admet un développement de Fourier selon les caracètres de Q \A. D’après
([Bum], Exercice 3.1.3), un tel caractère est de la forme x 7−→ ψ(αx) pour α ∈ Q. On a donc
l’égalité

Φ

((
1 x

1

)
g

)
=
∑
α∈Q

C(α)ψ(αx),
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où le coefficient de Fourier C(α) vérifie

C(α) =

∫
Q \A

Φ

((
1 x

1

)
g

)
ψ(−αx)dx.

Remarquons que pour obtenir cette égalité, il est crucial que dx soit la mesure de Haar qui donne
volume 1 à Q \A.

Si α = 0, alors C(α) = 0 car Φ est cuspidale.
Si α 6= 0, on a en utilisant le fait que Φ soit automorphe

C(α) =

∫
Q \A

Φ

((
α

1

)(
1 x

1

)
g

)
ψ(−αx)dx

=

∫
Q \A

Φ

((
1 αx

1

)(
α

1

)
g

)
ψ(−αx)dx.

On effectue le changement de variables x 7→ α−1x, qui est unimodulaire car α ∈ Q∗. On obtient
alors

C(α) = WΦ

((
α

1

)
g

)
.

En injectant ce résultat dans le développement de Fourier de la fonction F , et en l’appliquant en
x = 0, on obtient la formule voulue.

Ainsi, dans le cas de GL(2,A), toutes les formes automorphes cuspidales sont génériques. On
note W l’espace des fonctions de Whittaker WΦ. On dit que W est un modèle de Whittaker pour
σ.

On vérifie aisément que pour tout Φ, WΦ satisfait l’équation

WΦ

((
1 x

1

)
g

)
= ψ(x)W (g).

On définit alors le modèle local de Whittaker W (σv, ψN,v) de manière similaire à ci-dessus.

3.3 Séries discrètes

D’après [Lem17] Proposition 3.1, la classification d’Harish-Chandra établit que l’ensemble des
classes d’isomorphismes des séries discrètes de GSp(4,R)+ = ν−1(R∗+) avec les mêmes caractères
central et infinitésimal que la représentation triviale possède 4 éléments et on le note

P4 = {π3,0
∞ , π2,1

∞ , π1,2
∞ , π0,3

∞ }.

Avec ces notations, π3,0
∞ est holomorphe,π2,1

∞ et π1,2
∞ sont génériques, c’est à dire qu’elles admettent

un modèle de Whittaker non nul et sont déterminées par leurs types de Hodge que nous verrons
ultérieurement en section 3.4, et π0,3

∞ est antiholomorphe.
Dans toute la suite, nous considérerons uniquement des représentations automorphes cohomo-

logiques π de GSp(4,A) telles que π∞|GSp(4,R)+
soit une somme de deux éléments conjugués de

P4.
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Définition 3.3.1. Soit G un groupe, H un sous-groupe de G et (π, V ) une représentation de H.
Soit V G l’espace vectoriel des fonctions f : G → V telles que f(hg) = π(h)f(g), pour tout

h ∈ H, pour tout g ∈ G.
On définit la représentation induite IndGHπ de G par :

(IndGHπ(g)f)(x) = f(xg),

pour tout (g, x) ∈ G2, pour tout f ∈ V G.

Définition 3.3.2. On note πH∞ et πW∞ les séries discrètes de GSp(4,R) définies par

πH∞ = Ind
GSp(4,R)
GSp(4,R)+

π3,0
∞ = Ind

GSp(4,R)
GSp(4,R)+

π0,3
∞

et
πW∞ = Ind

GSp(4,R)
GSp(4,R)+

π2,1
∞ = Ind

GSp(4,R)
GSp(4,R)+

π1,2
∞ .

Ainsi, on a notamment :
πH∞|GSp(4,R)+

= π3,0
∞ ⊕ π0,3

∞

et
πW∞ |GSp(4,R)+

= π2,1
∞ ⊕ π1,2

∞ .

De la même manière, on désigne par P2 = {σ1,0
∞ , σ0,1

∞ } l’ensemble des classes d’isomorphismes des
séries discrètes de GL(2,R)+ = det−1(R∗+) avec les mêmes caractères central et infinitésimal. Avec
ces notations, σ1,0

∞ est holomorphe et σ0,1
∞ est antiholomorphe.

Définition 3.3.3. On appelle σ∞ la représentation induite

σ∞ = Ind
GL(2,R)
GL(2,R)+

σ1,0
∞ = Ind

GL(2,R)
GL(2,R)+

σ0,1
∞ .

Ainsi,
σ∞|GL(2,R)+

= σ1,0
∞ ⊕ σ0,1

∞ .

On note gl2,C l’algèbre de Lie complexe de GL(2). On désigne par L∞ le groupe SO(2,R) vu
comme un sous-groupe compact maximal de GL(2,R) modulo son centre. Comme précédemment,
on note L′∞ = R∗+L∞.
Proposition 3.3.4. On a un isomorphisme GSp(4)×GL(2)(Af )-équivariant :

H4
dR,!(S × Y ) '

⊕
π,σ

H3(gsp4,C,K
′
∞, π∞)m(π) ⊗H1(gl2,C, L

′
∞, σ∞)m(σ) ⊗ (πf × σf ),

où la somme est indexée par les classes d’équivalence de repésentations automorphes cuspidales π =
π∞⊗πf de GSp(4,A) et σ = σ∞⊗σf de GL(2,A) telles que π∞|GSp(4,R)+

∈ P4 et σ∞|GL(2,R)+
∈ P2

et où m(π) et m(σ) désignent les multiplicités cuspidales de π et σ respectivement.

Démonstration. Cela provient de l’isomorphisme

H4
dR,!(S × Y ) ' H3

dR,!(S)⊗H1
dR,!(Y ),

de [Lem17], Lemme 3.6 et [Sch] Lemme 12.3.

Soit l l’algèbre de Lie complexe de L′∞.

Proposition 3.3.5. Pour tout πp,q∞ ∈ P4, pour tout σr,s∞ ∈ P2, H3(gsp4,C,K
′
∞;πp,q∞ ) = HomK′∞

(
∧3

sp4,C/k;π
p,q
∞ )

et H1(gl2,C, L
′
∞;σr,s∞ ) = HomL′∞

(gl2,C/l;σ
r,s
∞ ) sont des C-espaces vectoriels de dimension 1.

Démonstration. Cela découle de la Proposition 3.1.9 et de [BW] Proposition 3.1 et Théorème 5.3
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3.4 Décompositions de Hodge

Soit G un groupe réductif sur Q et soit π une représentation automorphe cuspidale de G(A).
On considère P un sous-groupe parabolique de G. Alors, d’après [Wei09], section 1.3, pour pour
presque toute place v, il existe une représentation irréductible τv, de caractère central ωv, du groupe
de Levi de Pv telle que πv soit un sous-quotient de IndGvPv (τv).

Définition 3.4.1. Une représentation automorphe cuspidale π est dite CAP si il existe un sous-groupe
net parabolique P de G et un ensemble fini T de places tel que la représentation ⊗v/∈T τv du groupe
de Levi de P est automorphe.

Remarque 3.4.2. D’après [PSS], Théorème 1.1, si π est globalement générique, alors π n’est pas
CAP.

Fixons π = π∞⊗πf une représentation automorphe unitaire irréductible cuspidale de GSp(4,A),
et σ = σ∞ ⊗ σf une représentation automorphe unitaire cuspidale de GL(2,A). Soit E un corps de
nombres sur lequel πf et σf sont définis (voir chapitre 4).

On note

MB(πf × σf ) = HomE[GSp(4)×GL(2)(Af )](πf × σf , H4
B,!(S × Y,Q)⊗Q E).

Proposition 3.4.3. Supposons que π soit globalement générique, i.e. qu’il existe Ψ ∈ π telle que la
fonction WΨ : GSp(4,A)→ C définie précédemment n’est pas identiquement nulle.

Alors l’inclusion naturelle H4
B,!(S × Y,Q) ⊂ H4

B(S × Y,Q) induit un isomorphisme

MB(πf × σf ) = HomE[GSp(4)×GL(2)(Af )](πf × σf , H4
B(S × Y,Q)⊗Q E).

Démonstration. π étant globalement générique, π n’est pas CAP. On peut donc appliquer [Wei09]
Théorème 1.1 :

HomE[GSp(4)(Af )](πf , H
3
B(S,Q)⊗Q E) = HomE[GSp(4)(Af )](πf , H

3
B,!(S,Q)⊗Q E)

et
HomE[GSp(4)(Af )](πf , H

4
B(S,Q)⊗Q E) = 0.

De même, puisqu’il n’y a pas de représentations CAP pour GL(2), on a :

HomE[GL(2)(Af )](σf , H
1
B(Y,Q)⊗Q E) = HomE[GL(2)(Af )](σf , H

1
B,!(Y,Q)⊗Q E).

Ainsi, d’après la formule de Künneth, on obtient le résultat voulu :

HomE[GSp(4)×GL(2)(Af )](πf×σf , H4
B,!(S×Y,Q)⊗QE) = HomE[GSp(4)×GL(2)(Af )](πf×σf , H4

B(S×Y,Q)⊗QE).

On définit de manière analogue

MB(πf ) = HomE[GSp(4)(Af )](πf , H
3
B,!(S,Q)⊗Q E)

et
MB(σf ) = HomE[GL(2)(Af )](σf , H

1
B,!(Y,Q)⊗Q E).
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La formule de Künneth permet alors d’établir naturellement que

MB(πf × σf ) = MB(πf )⊗E MB(σf ).

D’après les propositions 3.3.4, 3.3.5 et l’isomorphisme de comparaison entre les cohomologies de
De Rham et de Betti, ce sont des Q-espaces vectoriels de dimension finie équipés d’une action de
E Q-linéaire.

De plus, après avoir étendu les scalaires de Q à C, on a les décompositions de Hodge suivantes :

MB(πf )C = M(πf )3,0 ⊕M(πf )2,1 ⊕M(πf )1,2 ⊕M(πf )0,3

et
MB(σf )C = M(σf )1,0 ⊕M(σf )0,1

où
M(πf )3,0 =

⊕
σ:E→C

H3(gsp4,C,K
′
∞, π

3,0
∞ )m(πH∞⊗πf ),

M(πf )2,1 =
⊕

σ:E→C
H3(gsp4,C,K

′
∞, π

2,1
∞ )m(πW∞⊗πf ),

M(πf )1,2 =
⊕

σ:E→C
H3(gsp4,C,K

′
∞, π

1,2
∞ )m(πW∞⊗πf ),

M(πf )0,3 =
⊕

σ:E→C
H3(gsp4,C,K

′
∞, π

0,3
∞ )m(πH∞⊗πf ),

M(σf )1,0 =
⊕

σ:E→C
H1(gl2,C, L

′
∞, σ

1,0
∞ )m(σ∞⊗σf )

et
M(σf )0,1 =

⊕
σ:E→C

H1(gl2,C, L
′
∞, σ

0,1
∞ )m(σ∞⊗σf )

où les sommes sont indexées par les plongements complexes du corps de nombres E.
Enfin, puisque

MB(πf × σf ) = MB(πf )⊗E MB(σf ),

MB(πf × σf )C admet la structure de Hodge produit suivante :

MB(πf × σf )C = M4,0 ⊕M3,1 ⊕M2,2 ⊕M1,3 ⊕M0,4,

où
M4,0 = M(πf )3,0 ⊗M(σf )1,0,

M3,1 = (M(πf )3,0 ⊗M(σf )0,1)⊕ (M(πf )2,1 ⊗M(σf )1,0),

M2,2 = (M(πf )2,1 ⊗M(σf )0,1)⊕ (M(πf )1,2 ⊗M(σf )1,0),

M1,3 = (M(πf )1,2 ⊗M(σf )0,1)⊕ (M(πf )0,3 ⊗M(σf )1,0)

et
M0,4 = M(πf )0,3 ⊗M(σf )0,1.
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3.5 Construction de la forme différentielle

Rappelons qu’on a fixé deux représentations automorphes unitaires cuspidales irréductibles π =
π∞⊗πf et σ = σ∞⊗σf de GSp(4,Af ) et GL(2,Af ) respectivement. On suppose que π∞|GSp(4,R)+

∈
P4 et σ∞|GL(2,R)+

∈ P2.

On suppose en outre que π est globalement générique, ce qui implique que π∞ ' πW∞ .

Proposition 3.5.1. ([JS]) On a

m(πW∞ ⊗ πf ) = 1.

Ainsi, puisque

M(πf )2,1 =
⊕

σ:E→C
H3(gsp4,C,K

′
∞, π

2,1
∞ )m(πW∞⊗πf ),

et puisque dimCH
3(gsp4,C,K

′
∞, π

2,1
∞ ) = 1 d’après la Proposition 3.3.5, on peut affirmer que le

C⊗ E-module M(πf )2,1 est de rang 1. On va désormais montrer comment attacher un générateur
de ce module à certaines formes cuspidales dans π.

D’après [Lem17], Proposition 3.1, π2,1
∞ contient τ(3,−1) avec multiplicité 1 pourK ′∞-type minimal.

Rappelons que

H3(gsp4,C,K
′
∞, π

2,1
∞ ) = HomK′∞

(

3∧
sp4,C/k;π

2,1
∞ ).

Lemme 3.5.2. Soit Ψ∞ ∈ π2,1
∞ un vecteur de plus haut poids du K ′∞-type minimal.

Alors, il existe un unique élément ΩΨ∞ ∈ H3(gsp4,C,K
′
∞, π

2,1
∞ ) tel que

ΩΨ∞(X(2,0) ∧X(1,1) ⊗X(0,−2)) = Ψ∞.

Démonstration. On rappelle qu’on a

3∧
sp4,C/k =

⊕
p+q=3

p∧
p+
C ⊗C

q∧
p−C .

Or, d’après [Lem17], section 3.2,

2∧
p+
C ⊗C p−C = τ(3,−1) ⊕ τ(2,0) ⊕ τ(1,1).

Ainsi, l’existence de ΩΨ∞ est assurée par le fait que X(2,0)∧X(1,1)⊗X(0,−2) et Ψ∞ sont tous les deux
des vecteurs de plus haut poids (3,−1). L’unicité, elle, découle du fait que H3(gsp4,C,K

′
∞, π

2,1
∞ ) est

un C-espace vectoriel de dimension 1.

Rappelons qu’on dispose de l’isomorphisme πW∞ |GSp(4,R)+
' π2,1

∞ ⊕ π1,2
∞ .

Soit Ψ = Ψ∞⊗Ψf une forme cuspidale dans l’espace π = πW∞ ⊗ πf . On suppose que Ψ∞ est un
vecteur de plus haut poids du K ′∞-type minimal de π2,1

∞ et que Ψf est invariant par un sous-groupe
net compact ouvert de GSp(4,Af ), noté K.
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On définit alors

ΩΨ = (ΩΨ∞)σ:E→C ⊗Ψf ∈ H3
B,!(S

K ,C)⊗Q E.

Soit ωΨ ∈MB(πf )C = HomE[GSp(4,Af )](πf , H
3
B,!(S,C)⊗Q E) l’unique élément tel que

ωΨ(Ψf ) = ΩΨ

où H3
B,!(S,C) = lim

−→K
H3
B,!(S

K ,C), la limite portant sur tous les sous-groupes K compacts ouverts

de GSp(4,Af ). Ainsi, par construction,

ωΨ ∈M(πf )2,1.

Soit A =


−1

−1
1

1

.

Puisque ν(A) = −1, A normalise GSp(4,R)+. D’après [Lem17], Remarque 3.2, la représentation
de GSp(4,R)+ obtenue en conjuguant π2,1

∞ par A est isomorphe à π1,2
∞ .

On appelle alors Ψ∞ ∈ π1,2
∞ l’image de Ψ∞ ∈ π2,1

∞ via cet isomorphisme.
On définit de manière analogue

ΩΨ∞
∈ H3(gsp4,C,K

′
∞, π

1,2
∞ ) = HomK′∞

(

3∧
sp4,C/k;π

1,2
∞ )

l’unique élément tel que

ΩΨ∞
(X(0,2) ∧X(−1,−1) ⊗X(2,0)) = Ψ∞.

Enfin, on construit ωΨ ∈M(πf )1,2 exactement de la même manière que ωΨ.
On notera Ψ = Ψ∞ ⊗Ψf ∈ πW∞ ⊗ πf .

On a la décomposition de Cartan

gl2,C = l⊕ p′
+ ⊕ p′

−
,

où

p′
±

=

{(
z ±iz
±iz −z

)
, z ∈ gl1,C

}
.

Soit

v± =

(
1 ±i
±i −1

)
∈ p′

±
.

Soit Φ = Φ∞⊗Φf une forme cuspidale dans l’espace de σ = σ∞⊗σf telle que Φ∞ est un générateur
du L′∞-type minimal de σ∞ et telle que Φf soit invariante par un sous-groupe net compact ouvert
de GL(2,Af ), noté L.
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Comme précédemment, on définit ΩΦ∞ ∈ H1(gl2,C, L
′
∞, σ∞) = HomL′∞

(gl2,C/l, σ∞) tel que

ΩΦ∞(v+) = Φ∞.

De même, on note ensuite

ΩΦ = (ΩΦ∞)σ:E→C ⊗ Φf ∈ H1
B,!(Y

L,C)⊗Q E,

puis on désigne par ηΦ ∈ M(σf )1,0 l’unique élément de HomE[GL(2,Af )](σf , H
1
B,!(Y

,C) ⊗Q E), où

H1
B,!(Y,C) = lim

−→L
H1
B,!(Y

L,C), la limite portant sur tous les sous-groupes L compacts ouverts de

GL(2,Af ), tel que
ηΦ(Φf ) = ΩΦ.

Or, m(σ∞ ⊗ σf ) = 1 d’après [Shal] Théorème 5.5.
Ainsi, ηΦ est un générateur de M(σf )1,0.

On a construit un élément ωΨ ∈M(πf )1,2 et un élément ηΦ ∈M(σf )1,0.
Il en résulte que ωΨ ⊗ ηΦ ∈MB(πf × σf ), et plus particulièrement :

ωΨ ⊗ ηΦ ∈M2,2.

Pour la suite, il sera utile de considérer

MB(πf × σf , 3) = MB(πf × σf )⊗Q Q(3).

Le motif MB(πf×σf )C admettant une structure de Hodge pure de poids 4, le motif MB(πf×σf , 3)C
est pur de poids 4− 2× 3 = −2 et admet une structure de Hodge de type suivant :

MB(πf × σf , 3)C = M1,−3 ⊕M0,−2 ⊕M−1,−1 ⊕M−2,0 ⊕M−3,1.

Par abus de notation, on peut considérer que ωΨ ⊗ ηΦ ∈M−1,−1.
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Chapitre 4

Obtention de la suite exacte

4.1 Algèbres de Hecke

4.1.1 Algèbres de Hecke locales sphériques

Soit G un groupe réductif localement compact, unimodulaire et totalement discontinu muni
d’une mesure de Haar. Soit K un sous-groupe compact ouvert de G.

On appelle alors HK
Q (G) l’espace des fonctions localement constantes, à support compact et à

valeurs rationnelles définies sur K\G/K.

Définition 4.1.1. On définit un produit de convolution sur HK
Q (G) de la façon suivante :

pour tout couple (ϕ1, ϕ2) ∈ (HK
Q (G))2, pour tout g ∈ G,

(ϕ1 ∗ ϕ2)(g) =

∫
G

ϕ1(gh−1)ϕ2(h)dh

où dh désigne la mesure de Haar fixée préalablement sur G. Ce produit de convolution munit HK
Q (G)

d’une structure d’algèbre appelée algèbre de Hecke de G de niveau K.

Soit p un nombre premier.

Soit (πp, Vπp) une représentation lisse admissible de G(Qp) non ramifiée, c’est à dire que l’espace

V
G(Zp)
πp des formes automorphes fixées par l’action à droite de G(Zp) n’est pas nul.

Soit dxp la mesure de Haar définie sur G(Qp) telle que la mesure du sous-groupe compact
maximal G(Zp) soit égale à 1.

Lemme 4.1.2. i) L’algèbre de Hecke H
G(Zp)
Q (G(Qp)) agit en tant que groupe sur V

G(Zp)
πp de la façon

suivante :

pour tout ϕ ∈H
G(Zp)
Q (G(Qp)), pour tout χ ∈ V G(Zp)

πp , pour tout g ∈ G(Qp),

(ϕ.χ)(g) =

∫
G(Qp)

ϕ(x)χ(gx)dxp.
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ii) De plus, c’est une action d’algèbre : pour tout couple (ϕ1, ϕ2) ∈ (H
G(Zp)
Q (G(Qp)))2, pour tout

χ ∈ V G(Zp)
πp , pour tout g ∈ G(Qp), on a

((ϕ1 ∗ ϕ2).χ)(g) = ϕ1.(ϕ2.χ)(g).

Démonstration. i) Soit ϕ ∈H
G(Zp)
Q (G(Qp)), soit χ ∈ V G(Zp)

πp . Vérifions que ϕ.χ soit bien fixée par
G(Zp).

Soit g ∈ G(Zp). Montrons que πp(g)(ϕ.χ) = ϕ.χ.
Soit y ∈ G(Qp).

πp(g)(ϕ.χ)(y) = ϕ.χ(yg)

=

∫
G(Qp)

χ(ygx)ϕ(x)dxp

=

∫
G(Qp)

χ(ygx)ϕ(gxg−1)dxp

par invariance de ϕ par conjugaison.
On effectue maintenant le changement de variables suivant : on pose

h = gxg−1,

de sorte que gx = hg. Par unimodularité de G, on obtient alors :

πp(g)(ϕ.χ)(y) =

∫
G(Qp)

χ(yhg)ϕ(h)dhp

=

∫
G(Qp)

χ(yh)ϕ(h)dhp (car χ est fixé par l’action à droite de G(Zp))

= (ϕ.χ)(y),

ce qui prouve bien que

πp(g)(ϕ.χ) = ϕ.χ.

Il reste à vérifier que ceci définit bien une action.
Il est clair que si ϕ est la fonction nulle, ϕ.χ est nulle également. Enfin, par linéarité de l’intégrale,

il est clair que pour tout couple (ϕ1, ϕ2) de fonctions dans l’algèbre de Hecke, on a

(ϕ1 + ϕ2).χ(g) = (ϕ1.χ)(g) + (ϕ2.χ)(g).

Le lemme est donc prouvé.
ii) Calculons les deux termes séparément. Tout d’abord, avec les notations de l’énoncé, on a

φ1.(φ2.χ)(g) =

∫
G(Qp)

(φ2.χ)(gy)φ1(y)dyp

=

∫
G(Qp)

(∫
G(Qp)

χ(gyh)φ2(h)dhp

)
φ1(y)dyp.
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D’autre part,

((φ1 ∗ φ2).χ)(g) =

∫
G(Qp)

χ(gx)(φ1 ∗ φ2)(x)dxp

=

∫
G(Qp)

χ(gx)

(∫
G(Qp)

φ1(xh−1)φ2(h)dhp

)
dxp

=

∫
G(Qp)

∫
G(Qp)

χ(gx)φ1(xh−1)φ2(h)dhpdxp.

En utilisant le changement de variable y = xh−1, on obtient

((φ1 ∗ φ2).χ)(g) =

∫
G(Qp)

∫
G(Qp)

χ(gyh)φ1(y)φ2(h)dhpdyp.

On a donc bien prouvé l’égalité voulue.

4.1.2 Algèbres de Hecke globales sphériques

Généralisons maintenant au niveau global ce que nous venons de faire localement.
Dans toute la suite, G et H désigneront respectivement GSp(4) et GL(2).
Soit π = ⊗vπv (resp. σ = ⊗vσv) une représentation automorphe admissible irréductible cuspi-

dale générique de G(A) (resp.de H(A)).
Soit S l’ensemble fini des places ramifiées pour π, i.e.

∀p /∈ S, πG(Zp)
p 6= 0.

On appelle S′ l’ensemble des places ramifiées pour σ.
On note alors respectivement πS =

⊗
p/∈S

πp et ASf =
∏
p/∈S

Zp
∏
p∈S

Qp.

Le groupe KS =
∏
p/∈S

G(Zp) (resp. LS
′

=
∏
p/∈S′

H(Zp)) est un sous-groupe compact ouvert de

G(Af ) (resp. de H(Af )).
Soit S le groupe des automorphismes du corps C.
Soit E un C-espace vectoriel, α un élément de S et t un isomorphisme α-linéaire de π sur E, i.e.

t(λϕ) = α(λ)t(ϕ),∀ϕ ∈ π,∀λ ∈ C.

Pour g ∈ G(A), on définit πα(g) ∈ GL(E) par la formule

πα(g) = t ◦ π(g) ◦ t−1.

Alors πα est une représentation de G(A) dans E dont la classe d’isomorphie est indépendante du
couple (t, E) ([Wal], section 1.1).

Définition 4.1.3. Soient S(π) = {α ∈ S;πα ' π} et Q(π) le sous-corps des éléments de C fixés par
les éléments de S(π). Q(π) est appelé le corps de rationalité de π.

On note de même Q(σ) le corps de rationalité de σ.
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Définition 4.1.4. On définit l’algèbre de Hecke sphérique de G de niveau KS de la façon suivante :

H(G)K
S

Q(π) =
{
f : KS\G(ASf )/KS −→ Q(π)

}
,

où les fonctions f considérées sont localement constantes et à support compact.

On définit de même l’algèbre de Hecke sphérique de H de niveau LS
′
, notée H(H)L

S′

Q(σ).
On munit ces algèbres du même produit de convolution que celui défini en Définition 4.1.1.

Remarque 4.1.5. On définit l’action de H(G)K
S

Q(π) sur (πS)K
S

(resp. de H(H)L
S′

Q(σ) sur(σS
′
)L

S′

) de
façon analogue à l’action vue précédemment dans le Lemme 4.1.2. Les calculs faits dans le Lemme
4.1.2 au niveau local restent valables au niveau global. Nous les avons effectués localement plutôt
que globalement afin d’alléger les calculs.

Proposition 4.1.6. L’espace vectoriel (πS)K
S

est de dimension 1 sur C.

Démonstration. Cf. [Bum], proposition 4.2.3

Proposition 4.1.7. Il existe un sous Q(π)-espace vectoriel F de (πS)K
S

tel que :

i) (πS)K
S

= F ⊗Q(π) C
ii) F est stable par l’action de H(G)K

S

Q .
Le sous-espace F est unique à homothétie près et dimQ(π)(F ) = 1.

Démonstration. Puisque (πS)K
S

est un espace vectoriel de dimension 1 sur C, on peut appliquer le
lemme 1.2.2 dans [Wal].

Ainsi, si f ∈H(G)K
S

Q(π) et χ ∈ F , alors il existe un nombre θπ(f) ∈ Q(π) tel que

f.χ = θπ(f)χ.

Définition 4.1.8. L’application θπ : H(G)K
S

Q(π) −→ Q(π) ainsi définie est un morphisme d’anneaux.

On l’appelle caractère de Hecke. On appelle p = ker(θπ) son noyau.
On note q = ker(θσ) le noyau du caractère

θσ : H(H)L
S′

Q(σ) −→ Q(σ)

obtenu de façon analogue.

Remarque 4.1.9. L’application θπ est un morphisme de groupes en vertu du Lemme 4.1.2, alinéa
i). Le fait que ce soit de plus un morphisme d’anneaux est assuré par le Lemme 4.1.2, alinéa ii).

Lemme 4.1.10. Les noyaux p et q sont des idéaux maximaux de H(G)K
S

Q(π) et H(H)L
S′

Q(σ) respective-
ment.

Démonstration. Montrons-le pour p.
Le morphisme θπ est surjectif : en effet, soit z ∈ Q(π).

Considérons alors la fonction f ∈H(G)K
S

Q(π) constante égale à z.

Puisque dimQ(π)(F ) = 1, il est clair que

∀χ ∈ F, f.χ = zχ,

56



et ainsi
θπ(f) = z.

Donc Im(θπ) = Q(π).
On en déduit l’isomorphisme suivant :

H(G)K
S

Q(π)/p ' Q(π).

Q(π) étant un corps, la maximalité de p en découle.

Définition 4.1.11. On note H(G)p (resp. H(H)q) l’algèbre de Hecke H(G)K
S

Q(π) (resp. H(H)L
S′

Q(σ))

localisée en p (resp. en q).

4.2 Cohomologies des variétés de Shimura

On fixe K et L des sous-groupes nets compacts ouverts de GSp(4,Af ) et de GL(2,Af ) respec-
tivement. Notons X = SK × Y L le produit des variétés de Shimura SK et Y L définies en section
2.4.3.

On a une suite exacte longue de la forme suivante ([BKK], Section 5.1) :

... −→ Hn−1
B (X,C)/F 3Hn−1

B (X,C) −→ Hn
D(X,R(3))) −→ Hn

B(X,R(3)) −→ ...

Intéressons-nous à la partie suivante de cette suite exacte :

...→ H4
B(X,R(3))→ H4

B(X,C)/F 3H4
B(X,C)→ H5

D(X,R(3)))→ H5
B(X,R(3))→ ...

On considère l’isomorphisme suivant ([Nek], section 2) entre les cohomologies de Betti et de de
Rham pour tout entier naturel i :

Hi
B(X(C),C)

I∞' Hi
dR(X)⊗Q C.

Soit F∞ l’involution de X(C) induite par la conjugaison complexe. On note F ∗∞ l’involution de
Hi
B(X(C),C) induite en cohomologie.

En utilisant que Hi
B(X(C),C) ' Hi

B(X,C)⊗Q C, on définit une application

c : Hi
B(X(C),C) −→ Hi

B(X(C),C)

v ⊗ z 7−→ v ⊗ z

On définit de la même manière l’application

λ : Hi
dR(X)⊗Q C −→ Hi

dR(X)⊗Q C.

Proposition 4.2.1. Soit F ∗∞ = c ◦ F∞. Alors

λ = I∞ ◦ F ∗∞ ◦ I−1
∞

Démonstration. Cf [Del79], 0.3.
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On construit de façon analogue une involution λD sur Hi
D(X,R(3)).

En se restreignant aux sous-espaces stables par ces involutions, on obtient une nouvelle suite
exacte :

...→ (H4
B(X,R(3)))F

∗
∞ → (H4

B(X,C)/F 3H4
B(X,C))F

∗
∞ → (H5

D(X,R(3)))λD → (H5
B(X,R(3)))F

∗
∞ → ...

D’après [Nek] section 2.1, sous l’isomorphisme I∞, H4
B(X,C)F

∗
∞ est isomorphe à H4

dR(X,R).
On sait que

Hi
dR(X,R(3)) = Hi

B(X,R(3))− ⊕Hi
B(X,R(2))+

oùHi
B(X,R(3))− etHi

B(X,R(2))+ désignent les sous-espaces propres de F ∗∞ pour les valeurs propres
-1 et 1 respectivement.

On a de plus (H5
D(X,R(3)))λD = H5

D(X/R,R(3)).
La suite exacte devient alors :

...→ H4
B(X,R(3))− → H4

dR(X,R)/F 3H4
dR(X,R)→ H5

D(X/R,R(3))→ H5
B(X,R(3))− → ...

On désigne toujours par E un corps de nombres contenant Q(π) et Q(σ). En tensorisant par E,
on obtient la suite exacte :

...→ H4
B(X,R(3))−⊗QE → H4

dR(X,R)⊗QE/F
3H4

dR(X,R)⊗QE → H5
D(X/R,R(3))⊗QE → H5

B(X,R(3))−⊗QE → ...

Dans toute la suite, on notera ces espaces avec un indice E pour ne pas alourdir les notations. On
a donc

...→ H4
B(X,R(3))−E → H4

dR(X,R)E/F
3H4

dR(X,R)E → H5
D(X/R,R(3))E → H5

B(X,R(3))−E → ...

Tous les espaces de cohomologie considérés ici sont des H(G)K
S

Q(π)-modules et des H(H)L
S′

Q(σ)-
modules.

En effet, comme vu précédemment en section 2.4.3, pour tout g ∈ GSp(4,Af ), la multiplication
à droite par g définit une application

mg : SK∩gKg
−1

−→ SK .

L’application mg est un homéomorphisme local et l’image réciproque de chaque point est finie (cf.
[Lan73], p.31). En effet, si un point de SK est représenté par (H,h), alors son image inverse est
représentée par l’ensemble

A(h) = {(H,h′)|h′g = hk, k ∈ B}
où B désigne un système de représentants de K/(K ∩ g−1Kg).

Or, ν étant une application ouverte et K étant un sous-groupe ouvert de GSp4(Af ), ν(K) est
ouvert dans A∗f , donc est d’indice fini dans A∗f , ce qui implique la finitude de K/(K ∩ g−1Kg).

Par abus de notation, on peut donc noter de la même manière l’application induite

mg : SK∩gKg
−1

× Y L −→ SK × Y L.

Puique mg est un revêtement de degré fini, on a une application (définie dans [Lan73], p.31 et
en chapitre 8 de ce texte)

mg∗ : H∗(SK∩gKg
−1

× Y L)E −→ H∗(SK × Y L)E ,
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où H désigne ici n’importe laquelle des cohomologies considérées ci-dessus. Par ailleurs, l’application
identité

id : SK∩gKg
−1

× Y L −→ SK × Y L

donne naturellement une application

id∗ : H∗(SK × Y L)E −→ H∗(SK∩gKg
−1

× Y L)E .

Soit Tg = mg∗ ◦ id∗.
Alors Tg est un élément de End(H(SK × Y L)E).

Lemme 4.2.2. Les fonctions du type 1KgK , où 1KgK désigne l’indicatrice de KgK, engendrent

H(G)K
S

Q(π).

Démonstration. Soit f ∈H(G)K
S

Q(π). Notons U le support compact de f .
Puisque f est bi-invariante par K, en particulier, f est invariante par translation à gauche par

K.
Ainsi, pour tout g ∈ U , f est constante sur (K ∩U)g. K étant ouvert, (K ∩U)g est un voisinage

ouvert de g dans U .
On peut donc écrire U comme la réunion

U =
⋃
g∈U

(K ∩ U)g.

Or, par compacité de U , on peut extraire de ce recouvrement un sous-recouvrement fini :

U =

n⋃
i=1

(K ∩ U)gi.

De plus, f est également invariante par translation à droite par K ; il s’ensuit que f s’écrit de la
manière suivante :

f =

n∑
i=1

f(gi)1KgiK .

Les fonctions du type 1KgK engendrent donc bien H(G)K
S

Q(π).

On définit l’application

H(G)K
S

Q(π) −→ End(H(SK × Y L)E)

1KgK 7−→ Tg

étendue par linéarité à H(G)K
S

Q(π) tout entier, de telle sorte que ce soit un morphisme de groupes.

Cela définit alors une action de H(G)K
S

Q(π) sur H(SK × Y L)E .

D’autre part, l’algèbre engendrée sur C par les opérateurs Tg est composée des opérateurs ϕ(f)
où f parcourt l’algèbre de Hecke de G de niveau K.

On obtient de la même manière une action de H(H)L
S′

Q(σ) sur H(SK × Y L).
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Remarque 4.2.3. D’après [Lan73]p.33, via l’isomorphisme énoncé sous le lemme 5.2.1, l’action
décrite ci-dessus est compatible avec la suivante :

A0(G) −→ A0(G)

ϕ 7−→ ϕ′

où ϕ′ est définie par

ϕ′(h) =
∑

K/(K∩gKg−1)

ϕ(hkg).

De plus, si on note fg la fonction 1KgK divisée par la mesure de K, alors Tg correspond à l’opérateur

ϕ(fg) =

∫
G(Af )

fg(h)ϕ(h) dh.

Lemme 4.2.4. La suite

...→ H4
B(X,R(3))−E ⊗

H(G)K
S

Q(π)

H(G)p → H4
dR(X,R)E/F

3H4
dR(X,R)E ⊗

H(G)K
S

Q(π)

H(G)p

→ H5
D(X/R,R(3))E ⊗

H(G)K
S

Q(π)

H(G)p → H5
B(X,R(3))−E ⊗

H(G)K
S

Q(π)

H(G)p → ...

reste exacte.

Démonstration. Cela découle du fait que le foncteur de localisation est exact.

On procède de la même manière avec H(H)q, ce qui nous fournit la suite exacte suivante :

...→ H4
B(X,R(3))−E ⊗

H(G)K
S

Q(π)

H(G)p ⊗
H(H)L

S′
Q(σ)

H(H)q → H4
dR(X,R)E/F

3H4
dR(X,R)E ⊗

H(G)K
S

Q(π)

H(G)p ⊗
H(H)L

S′
Q(σ)

H(H)q

→ H5
D(X/R,R(3))E ⊗

H(G)K
S

Q(π)

H(G)p ⊗
H(H)L

S′
Q(σ)

H(H)q → H5
B(X,R(3))−E ⊗

H(G)K
S

Q(π)

H(G)p ⊗
H(H)L

S′
Q(σ)

H(H)q → ...

Rappelons la formule de Künneth :

Théorème 4.2.5. (Künneth) Pour tout entier naturel k,

Hk
B(SK × Y L,R(3))E =

⊕
i+j=k

Hi
B(SK ,R(3))E ⊗

R
Hj
B(Y L,R)E

et

Hk
dR(SK × Y L,R(3))E =

⊕
i+j=k

Hi
dR(SK ,R(3))E ⊗

R
Hj
dR(Y L,R)E .

Remarque 4.2.6. Ce théorème n’est plus vrai lorsqu’on considère la cohomologie de Deligne.
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Appliquons ce théorème à notre suite exacte :

...→

 ⊕
i+j=4

Hi
B(SK ,R(3))E ⊗

R
Hj
B(Y L,R)E

− ⊗
H(G)K

S

Q(π)

H(G)p ⊗
H(H)L

S′
Q(σ)

H(H)q

→

 ⊕
i+j=4

Hi
dR(SK ,R(3))E ⊗

R
Hj
dR(Y L,R)E

 /F 3H4
dR(X,R)E ⊗

H(G)K
S

Q(π)

H(G)p ⊗
H(H)L

S′
Q(σ)

H(H)q

→ H5
D(X/R,R(3))E ⊗

H(G)K
S

Q(π)

H(G)p ⊗
H(H)L

S′
Q(σ)

H(H)q

→

 ⊕
i+j=5

Hi
B(SK ,R(3))E ⊗

R
Hj
B(Y L,R)E

− ⊗
H(G)K

S

Q(π)

H(G)p ⊗
H(H)L

S′
Q(σ)

H(H)q → ...

Pour alléger les notations, on note

Hi
B(SK ,R(3))p = Hi

B(SK ,R(3))E ⊗
H(G)K

S

Q(π)

H(G)p

et
Hi
dR(SK ,R(3))p = Hi

dR(SK ,R(3))E ⊗
H(G)K

S

Q(π)

H(G)p.

On note de même
Hj
B(Y L,R)q = Hj

B(Y L,R)E ⊗
H(H)L

S′
Q(σ)

H(H)q

et
Hj
dR(Y L,R)q = Hj

dR(Y L,R)E ⊗
H(H)L

S′
Q(σ)

H(H)q.

Enfin, notons

F 3H4
dR(X,R)p,q = F 3H4

dR(X,R)E ⊗
H(G)K

S

Q(π)

H(G)p ⊗
H(H)L

S′
Q(σ)

H(H)q,

et
H5

D(X/R,R(3))p,q = H5
D(X/R,R(3))E ⊗

H(G)K
S

Q(π)

H(G)p ⊗
H(H)L

S′
Q(σ)

H(H)q.

La suite exacte s’écrit maintenant :

...→

 ⊕
i+j=4

Hi
B(SK ,R(3))p ⊗

R
Hj
B(Y L,R)q

− →
 ⊕
i+j=4

Hi
dR(SK ,R(3))p ⊗

R
Hj
dR(Y L,R)q

 /F 3H4
dR(X,R)p,q

→ H5
D(X/R,R(3))p,q →

 ⊕
i+j=5

Hi
B(SK ,R(3))p ⊗

R
Hj
B(Y L,R)q

− → ...
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Proposition 4.2.7. Pour les cohomologies de Betti et de Rham, on a les égalités suivantes :

Hi
B(SK ,R(3))p = Hi

B,!(S
K ,R(3))p

et
Hj
dR(Y L,R)q = Hj

dR,!(Y
L,R)q.

De plus, on a Hi
B,!(S

K ,R(3))p = 0 si i 6= 3.

Démonstration. Soit Π une représentation automorphe de GSp(4,A). Notons S l’ensemble fini des
places où Π est ramifiée. Soit p /∈ S. On note alors

A = R×AS ×Qp×Af ,

où f désigne les places non-ramifiées distinctes de p et K = K∞KSKpKf . En particulier, on a la
décomposition

Π = Π∞ ⊗ΠS ⊗Πp ⊗Πf .

La représentation sphérique Πf est entièrement déterminée par les valeurs propres de l’action de
l’algèbre de Hecke sur son vecteur sphérique. D’après la fin de la section 1.2 de [Wei09], on a une
décomposition du type

Hi(SK ,C) =
⊕
Πf

Hi(SK ,C(Πf ))

où Πf parcourt les parties finies des représentations automorphes de GSp(4,A) et Hi(SK ,C(Πf ))

désigne le sous-espace propre généralisé sur lequel l’algèbre de Hecke H(G)
Kf
Q(Πf ) agit par un carac-

tère θΠf .
D’après [Wei09], Théorème 1.1, on a pour toute représentation Π qui n’est pas CAP :(

H3(SK ,C)/H3
! (SK ,C)

)
(Πf ) = 0

ce qui implique que H3(SK ,C(Πf )) = H3
! (SK ,C(Πf )).

Avec les notations précédentes, soit π la représentation automorphe de GSp(4,A) fixée au début
de la section 4.1.2 (qui n’est pas CAP puisqu’elle est générique, d’après la remarque 3.4.2), et soit
p = ker(θπ) le noyau du caractère de Hecke qui lui est associé. Ainsi, on a

H3(SK ,C)p =
⊕
Πf

H3(SK ,C(Πf ))p =
⊕
Πf

H3
! (SK ,C(Πf ))p.

Or, pour toute représentation Π telle que ker(θΠf ) 6= p, on a H3(SK ,C(Πf ))p = 0.
En effet,

H3(SK ,C(Πf ))p = (H(G)
Kf
Q(Πf )/ ker(θΠ))p

= H(G)
Kf
Q(Πf )p/ ker(θΠ)p.

Puisque ker(θΠf ) 6= p, il existe f ∈ ker(θΠf ) tel que f /∈ p. Ainsi, f est inversible dans ker(θΠ)p, ce

qui prouve que ker(θΠ)p = H(G)
Kf
Q(Πf )p.
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Il en découle que H3(SK ,C(Πf ))p = 0 si ker(θΠf ) 6= p. On en déduit donc que⊕
ker(θΠf )=p

H3(SK ,C(Πf ))p =
⊕

ker(θΠf )=p

H3
! (SK ,C(Πf ))p

où la somme porte sur les représentations Π telles que ker(θΠf ) = p, d’où

H3(SK ,C)p = H3
! (SK ,C)p.

D’après [Wei09], Théorème 1.1, on a également si i 6= 3,

Hi(SK ,C(Πf )) = 0.

On montre alors de la même façon que si i 6= 3, alors

Hi
! (SK ,C)p = 0.

Puisque toute représentation automorphe de GL(2,A) n’est pas CAP (puisque générique), on
déduit aisément de la preuve du Théorème 1.1. de [Wei09] l’assertion

Hj
dR(Y L,C)q = Hj

dR,!(Y
L,C)q.

Puisque Hi(SK ,R(3)) ⊗R C = Hi(SK ,C) et Hj
dR(Y L,R) ⊗R C = Hj

dR(Y L,C), on obtient la pro-
position voulue.

En couplant cette dernière proposition avec le Lemme 2.4.25, on obtient la suite exacte :

...→
(
H3
B,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
B,!(Y

L,R)q

)−
→
(
H3
dR,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
dR,!(Y

L,R)q

)
/F 3H4

dR(X,R)p,q

→ H5
D(X/R,R(3))p,q → 0

Remarque 4.2.8. F 3H4
dR(X,R) = F 0H4

dR(X,R(3)) d’après la définition donnée par [Nek], section
1.1.

Lemme 4.2.9. La flèche(
H3
B,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
B,!(Y

L,R)q

)−
→
(
H3
dR,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
dR,!(Y

L,R)q

)
/F 3H4

dR(X,R)p,q

est une injection.

Démonstration. On reprend les notations de la section 1 de [Nek].
Soit MB = H4

B,!(X,R(3))p,q = H3
B,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
B,!(Y

L,R)q et

M−B =

(
H3
B,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
B,!(Y

L,R)q

)−
.

MB est un motif pur de poids w = 4− 2× 3 = −2.
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Alors MB ⊗ C = H4
B,!(X,C)p,q admet une structure de Hodge du type

H4
B,!(X,C)p,q =

⊕
p+q=−2

Hp,q.

Sous l’isomorphisme I∞, F 0H4
dR(X,C)p,q correspond à F 0(MB ⊗ C) =

⊕
p≥0

Hp,q.

On considère l’application

I∞,M : M−B →
(
H3
dR,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
dR,!(Y

L,R)q

)
/F 0H4

dR(X,R(3))p,q.

Soit F 0(MB ⊗ C) =
⊕
q≥0

Hp,q.

Tout d’abord, on remarque que ker(I∞,M ) ⊂ (F 0 ∩ F 0)(MB ⊗ C).
En effet, soit v ∈ ker(I∞,M ). Il est clair que v ∈ F 0(MB ⊗ C). De plus, par définition de M−B ,

v = −v.
Donc v ∈ F 0(MB ⊗ C).
Donc ker(I∞,M ) ⊂ (F 0 ∩ F 0)(MB ⊗ C).

D’autre part, (F 0 ∩ F 0)(MB ⊗ C) = 0.
En effet, soit v ∈ (F 0 ∩ F 0)(MB ⊗ C). Si v 6= 0, alors toutes les composantes de v sont du type

vp,q avec avec p ≥ 0, q ≥ 0 et p+ q = −2, ce qui est absurde.

Donc (F 0 ∩ F 0)(MB ⊗ C) = 0, ce qui implique que ker(I∞,M ) = 0.

On en déduit que la suite exacte peut s’écrire finalement :

0→
(
H3
B,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
B,!(Y

L,R)q

)−
→
(
H3
dR,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
dR,!(Y

L,R)q

)
/F 0H4

dR(X,R(3))p,q

→ H5
D(X/R,R(3))p,q → 0

Lemme 4.2.10. La suite suivante reste exacte :

0→
(
H3
B,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
B,!(Y

L,R)q

)−⊕
F 0H4

dR(X,R(3))p,q → H3
dR,!(S

K ,R(3))p⊗
R
H1
dR,!(Y

L,R)q

→ H5
D(X/R,R(3))p,q → 0,

Démonstration. Notons

A =

(
H3
B,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
B,!(Y

L,R)q

)−
,

B = H3
dR,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
dR,!(Y

L,R)q,

C = F 0H4
dR(X,R(3))p,q

64



et
D = H5

D(X/R,R(3))p,q.

A et C sont tous deux des sous-espaces vectoriels de B. On sait qu’on a une suite exacte :

0 −→ A
ϕ1
↪→ B/C

ϕ2

� D −→ 0

où ϕ1 est injective, ϕ2 surjective et ker(ϕ2) = Im(ϕ1).
L’injectivité de ϕ1 assure que A ∩ C = 0.
Soit ϕ′1 : A −→ B tel que ϕ1 = p ◦ ϕ′1, où p est la projection p : B −→ B/C. On définit alors

ϕ̃1 : A
⊕
C −→ B

(a, c) 7−→ ϕ′1(a)− c

et

ϕ̃2 : B −→ D

b 7−→ ϕ2(b mod C)

ϕ̃2 est clairement surjectif car ϕ2 l’est.
ϕ̃1 est injectif : en effet, soit (a, c) ∈ ker(ϕ̃1).
Alors ϕ′1(a) = c. A fortiori, ϕ′1(a) ∈ C, donc ϕ1(a) = 0.
Or, ϕ1 est injectif, donc a = 0, puis c = 0.
Enfin, ker(ϕ̃2) = Im(ϕ1).
En effet,

ker(ϕ̃2) = {b ∈ B|b mod C ∈ ker(ϕ2)}
= {b ∈ B|b mod C ∈ Im(ϕ1)}
= {b ∈ B|∃a ∈ A, b = ϕ1(a)}
= {b ∈ B|∃a ∈ A,ϕ′1(a)− b ∈ C}
= {b ∈ B|∃(a, c) ∈ A× C, b = ϕ′1(a)− c}
= Im(ϕ̃1).

La suite :

0 −→ A
⊕

C
ϕ̃1
↪→ B

ϕ̃2

� D −→ 0

reste donc exacte.

puis

Lemme 4.2.11. La suite

0→ F 0H4
dR(X,R(3))p,q →

(
H3
dR,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
dR,!(Y

L,R)q

)
/

(
H3
B,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
B,!(Y

L,R)q

)−
→ H5

D(X/R,R(3))p,q → 0.

est exacte.
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Démonstration. Gardons les notations de la preuve précédente. Soit

ϕ̂1 : C −→ B/A

c 7−→ c mod A

et

ϕ̂2 : B/A −→ D

b mod A 7−→ ϕ̃2(b) = ϕ2(b mod C)

ϕ̂2 est bien défini : en effet, si b− b′ ∈ A, alors (b− b′) mod C ∈ Im(ϕ1) = ker(ϕ2).
Comme précédemment, ϕ̂2 est surjectif car ϕ̃2 l’est.
De même, ϕ̂1 est injectif : en effet, soit c ∈ ker(ϕ̂1).
Alors c mod A = 0, donc c ∈ A ∩ C = 0.
Enfin,

ker(ϕ̂2) = {b mod A|b ∈ ker(ϕ̃2)}
= {b mod A|b ∈ Im(ϕ̃1)}
= {b mod A|∃(a, c) ∈ A× C, b = ϕ′1(a)− c}
= {b mod A|∃c ∈ C, b mod A = c mod A}
= Im(ϕ̂1).

La suite

0 −→ C
ϕ̂1
↪→ B/A

ϕ̂2

� D −→ 0

est donc exacte.

Or H4
dR(X,R(3)) = H4

B(X,R(3))− ⊕H4
B(X,R(2))+, donc(

H3
dR,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
dR,!(Y

L,R)q

)
/

(
H3
B,!(S

K ,R(3))p ⊗
R
H1
B,!(Y

L,R)q

)−
' H4

B,!(X,R(2))+
p,q.

Donc finalement, on a la suite exacte :

0 −→ F 0H4
dR(X,R(3))p,q −→ H4

B,!(X,R(2))+
p,q −→ H5

D(X/R,R(3))p,q −→ 0.

L’existence de cette suite exacte va nous être utile afin de construire une forme linéaire sur
H5

D(X/R,R(3))p,q. Attachons-nous d’abord à montrer la non nullité de H5
D(X/R,R(3))p,q.
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Chapitre 5

Construction de la forme linéaire

5.1 Non criticité du motif

On considère toujours K et L des sous-groupes nets compacts ouverts de GSp(4,Af ) et de
GL(2,Af ) respectivement. On rappelle qu’on note M le motif M = H4

! (SK × Y L,Q(3))p,q et MB

sa réalisation de Betti.

Définition 5.1.1. Le motif M est dit critique si Ext1
MHS+

R
(R(0),MB) est nul.

D’après la formule de Künneth, on a déjà vu que

H4
B,!(S

K × Y L,R(3))p,q = H3
B,!(S

K ,R(3))p ⊗H1
B,!(Y

L,R)q,

où les deux membres de l’égalité de droite sont des motifs de poids -3 et 1 respectivement.
En effet, de manière analogue à la décomposition de Hodge de MB(πf )C vue en section 3.4, on

a une décomposition du type

H3
B,!(S

K ,R)p ⊗ C = V 3,0 ⊕ V 2,1 ⊕ V 1,2 ⊕ V 0,3.

Il en découle que

H3
B,!(S

K ,R(3))p ⊗ C = V 3−3,0−3 ⊕ V 2−3,1−3 ⊕ V 1−3,2−3 ⊕ V 0−3,3−3.

On a donc les décompositions de Hodge suivantes :

H3
B,!(S

K ,R(3))p ⊗ C = V 0,−3 ⊕ V −1,−2 ⊕ V −2,−1 ⊕ V −3,0

et
H1
B,!(Y

L,R)q ⊗ C = W 1,0 ⊕W 0,1.

Grâce à la formule de Künneth, on obtient une décomposition de Hodge de MB⊗C de la manière
suivante :

MB ⊗ C =
⊕

r+s=−2

Hr,s,
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où, par définition,

Hr,s =
⊕

p+p′=r
q+q′=s

V p,q ⊗W p′,q′ .

Concrètement, MB a la décomposition suivante :

MB ⊗ C = H−3,1 ⊕H−2,0 ⊕H−1,−1 ⊕H0,−2 ⊕H1,−3

où

H−3,1 = V −3,0 ⊗W 0,1,

H−2,0 = (V −2,−1 ⊗W 0,1)⊕ (V −3,0 ⊗W 1,0),

H−1,−1 = (V −1,−2 ⊗W 0,1)⊕ (V −2,−1 ⊗W 1,0),

H0,−2 = (V 0,−3 ⊗W 0,1)⊕ (V −1,−2 ⊗W 1,0),

et
H1,−3 = V 0,−3 ⊗W 1,0.

Définition 5.1.2. Pour tout couple d’entiers (r, s), on note hr,s le nombre

hr,s = dimCH
r,s.

Proposition 5.1.3. ([Del79],1.3.1) Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i) M est critique
ii) hp,q = 0 si p 6= q sauf éventuellement si p et q sont de signes opposés avec p ≤ −1 ou q ≤ −1

et F ∗∞ agit sur Hp,p par l’identité si p < 0, par -1 si p ≥ 0.

On a donc la proprosition suivante :

Proposition 5.1.4. Le motif M n’est pas critique.

Démonstration. Dans notre cas, M est critique si et seulement si F ∗∞ agit sur H−1,−1 par l’identité
d’après la proposition précédente.

Or, si on considère un élément x 6= 0 ∈ V −1,−2 ⊗W 0,1, alors x ∈ V −2,−1 ⊗W 1,0.

Posons v =
1

2
(x− x).

Alors F ∗∞(v) = −v.
D’après la proposition précédente, on en conclut que le motif M n’est pas critique.

Proposition 5.1.5. L’espace H5
D(X/R,R(3))p,q n’est pas nul.

Démonstration. Par définition, puisque le motif M n’est pas critique, a fortiori,

Ext1
MHS+

R
(R(0),MB) 6= 0.

Or, d’après [Nek 3.4.1],

Ext1
MHS+

R
(R(0),MB) ' H5

D(X/R,R(3))p,q.

Finalement, la non-criticité du motif M entrâıne la non-nullité de H5
D(X/R,R(3))p,q.
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5.2 Construction de la forme linéaire

5.2.1 Produit scalaire de Petersson

Rappelons la suite exacte obtenue à la fin du chapitre 4 :

0 −→ F 0H4
dR(X,R(3))p,q ↪→ H4

B,!(X,R(2))+
p,q � H5

D(X/R,R(3))p,q −→ 0.

Via la dualité de Poincaré, on a un accouplement

H4
dR,!(X,R(3))⊗C H

4
dR,!(X,R(3)) −→ C

(ω, η) 7−→ < ω, η >=
1

16π4

∫
X

ω ∧ η

où le membre de droite ne dépend que de la classe de ω.
Rappelons qu’à la fin du chapitre 3, nous avions construit l’élément ωΨ ⊗ ηΦ ∈ M−1,−1. Ainsi,

on a
Ω = ΩΨ ⊗ ΩΦ ∈ H4

B,!(X,R(3))

et plus particulièrement
Ω ∈ H−1,−1

puisque (ωΨ ⊗ ηΦ)(Ψf ⊗ Φf ) = Ω.
Via l’isomorphisme entre la cohomologie de Betti et la cohomologie de de Rham, on déduit de

l’accouplement ci-dessus une forme linéaire :

H4
B,!(X,R(3))E

ϕΩ−→ C⊗Q E

η 7−→ < Ω, η > .

Il nous faut désormais prolonger cette forme linéaire àH4
B,!(X,R(3))p,q. Faisons-le pourH4

B,!(X,R(3))p
dans un premier temps.

On rappelle que G et H désignent toujours GSp(4) et GL(2) respectivement. On munit C⊗Q E

de la structure de H(G)K
S

Q(π)-module suivante :

∀f ∈H(G)K
S

Q(π),∀z ⊗ x ∈ C⊗Q E, f.(z ⊗ x) = (θπ(f)z)⊗ x.

Si f /∈ p, alors θπ(f) 6= 0 donc la multiplication par θπ(f) 6= 0 définit un automorphisme de
C⊗Q E.

Par propriété universelle de la localisation, pour que la forme linéaire ϕΩ se prolonge àH4
B,!(X,R(3))p,

au vu de l’action de l’algèbre de Hecke H(G)K
S

Q(π) sur H4
B,!(X,R(3)), il suffit de vérifier que :

∀f ∈H(G)K
S

Q(π),∀η ∈ H
4
B,!(X,R(3))E , < f.η, ω >= θπ(f) < η, ω > .
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D’après le Lemme 4.2.2, puisque les fonctions 1KgK engendrent H(G)K
S

Q(π), il suffit de montrer
le lemme suivant :

Lemme 5.2.1. ∀g ∈ G,∀η ∈ H4
B,!(X,R(3))E , < Tg(η), ω >= θπ(1KgK) < η, ω > .

Pour montrer le lemme ci-dessus, rappelons qu’on dispose de l’isomorphisme suivant :

H∗dR(SK ,C) ' H∗ (g,K ′∞,C
∞(G(Q)\G(A)/K))

où g désigne l’algèbre de Lie complexe de G.
Par restriction, on a un isomorphisme ([MT], proposition 1) :

H∗dR,!(S
K ,C) ' H∗ (g,K,C∞0 (G(Q)\G(A)/K)) .

Comme précédemment, via la dualité de Poincaré, on a un accouplement :

H3
dR,!(S

K ,C)E ⊗C H
3
dR,!(S

K ,C)E
ψ1−→ C⊗Q E.

Or, via l’isomorphisme précédent, on en déduit que :

H3
dR,!(S

K ,C)E⊗CH
3
dR,!(S

K ,C)E ' H3 (g,K ′∞,C
∞
0 (G(Q)\G(A)/K))E⊗CH

3 (g,K ′∞,C
∞
0 (G(Q)\G(A)/K))E .

D’autre part, on a la décomposition

H3 (g,K ′∞,C
∞
0 (G(Q)\G(A)/K)) =

⊕
π∞
série

discrète

H3(g,K ′∞, π∞ ⊗ πf )m(π)

où π = π∞ ⊗ πf parcourt les représentations automorphes cuspidales irréductibles de G(A) et
m(π) ∈ N.

Or, on a un autre isomorphisme :

H3(g,K ′∞, π∞ ⊗ πf ) ' HomK′∞
(Λ3(g/k), π∞ ⊗ πf )

où k désigne l’algèbre de Lie complexe de K∞.
Ainsi, en combinant les précédents isomorphismes et la dualité de Poincaré, on a une application :


⊕
π1
∞

série
discrète

HomK′∞
(Λ3(g/k), π1

∞ ⊗ π1
f )m(π1)


⊗
C


⊕
π2
∞

série
discrète

HomK′∞
(Λ3(g/k), π2

∞ ⊗ π2
f )m(π2)

⊗QE
ψ1−→ C⊗QE.

Soit f1 ∈ HomK′∞
(Λ3(g/k), π1

∞⊗π1
f ) pour une certaine représentation π1 et f2 ∈ HomK′∞

(Λ3(g/k), π2
∞⊗

π2
f ) pour une certaine représentation π2.

Alors f1 ∧ f2 ∈ HomK′∞
(Λ6(g/k), π1 ⊗ π2).

Lemme 5.2.2. On a dimR(g/k) = 6.
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Démonstration. On a une décomposition

SK =
⊔
i

Γi\GSp(4,R)+/U(2).

Or GSp(4,R)+/U(2) 'H.
Ainsi, pour u(2), l’algèbre de Lie complexe de U(2),

g/k ' g/Lie(U(2))

' TiI2H

' C3,

ce qui prouve le lemme.

Il s’ensuit que dimR(Λ6(g/k)) = 1.
Soit 1 un générateur de Λ6(g/k).
Ainsi, f1 ∧ f2 ne dépend que de f1 ∧ f2(1) ∈ π1 ⊗ π2.
De même, l’évaluation en 1 donne lieu à une application surjective :

HomU(2)(Λ
6(g/R∗+u(2)),C∞(G(R))

ev1
� C∞(G(R))/U(2)).

Définition 5.2.3. On note dx∞,1 la mesure définie sur G(R) par∫
G(R)

f dx∞,1 =

∫
G(R)/U(2)

ωf ,

où ωf est définie par ωf (1) = f .

Définition 5.2.4. Pour toute place non-archimédienne p, soit dxp la mesure de Haar sur G(Qp) telle
que la mesure de G(Zp) soit égale à 1. On considère dx =

∏
p dxp × dx∞,1.

Pour tout couple (ϕ1, ϕ2) de formes automorphes cuspidales sur G(A) à caractère central trivial,
on définit le produit scalaire de Petersson par

< ϕ1, ϕ2 >=

∫
Z(A)G(Q)\G(A)

ϕ1(x)ϕ2(x) dx.

Théorème 5.2.5. ([LO], proposition 2.6).
Soit p une place non ramifiée de π Supposons que ϕ1 et ϕ2 ont un caractère central trivial et

sont invariantes par translation à droite par G(Zp). Soit g ∈ G(Qp).
Alors

< 1KgKϕ1, ϕ2 >=< ϕ1,1KgKϕ2 > .

Ainsi, via le produit scalaire de Petersson, on obtient la forme bilinéaire

HomK′∞
(Λ3(g/k), π1

∞ ⊗ π1
f )
⊗
C

HomK′∞
(Λ3(g/k), π2

∞ ⊗ π2
f ) → C

(f1, f2) 7→ < ϕ1, ϕ2 >
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où (ϕ1, ϕ2) = f1 ∧ f2(1).
En étendant cette nouvelle forme bilinéaire, on en déduit une application
⊕
π1
∞

série
discrète

HomK′∞
(Λ3g/k), π1

∞ ⊗ π1
f )m(π1)


⊗
C


⊕
π2
∞

série
discrète

HomK′∞
(Λ3g/k), π2

∞ ⊗ π2
f )m(π2)

⊗QE
ψ2−→ C⊗QE.

Théorème 5.2.6. ([Bor74]) Le diagramme

H3
dR,!(S

K ,C)E ⊗C H
3
dR,!(S

K ,C)E

��

ψ1 // C⊗Q E

H3 (g,K ′∞,C
∞
0 (G(Q)\G(A)/K))E ⊗C H

3 (g,K ′∞,C
∞
0 (G(Q\G(A)/K))E

ψ2 // C⊗Q E

OO

est commutatif.

5.2.2 Preuve du Lemme 5.2.1

Démonstration. La commutativité de ce diagramme et le théorème 5.2.5 impliquent donc que :

∀g ∈ G,∀η ∈ H4
B,!(X,R(3))E , < Tg(η), ω >=< η, Tg(ω) > .

Or, par définition de l’action de H(G)K
S

Q(π) sur H(SK × Y L)E vue au chapitre 4, on sait que

< η, Tg(Ω) >=< η,1KgK .Ω > .

Mais par hypothèse sur Ω et par définition du caractère de Hecke vue en Définition 4.1.8, on
obtient finalement que

∀g ∈ G,∀η ∈ H4
B,!(X,R(3))E , < Tg(η),Ω >= θπ(1KgK) < η,Ω >,

ce qui prouve bien le Lemme 5.2.1.

La forme linéaire ϕΩ se prolonge donc bien à H4
B,!(X,R(3))p dans un premier temps, puis à

H4
B,!(X,R(3))p,q de façon similaire, et enfin à H4

B,!(X,R(2))+
p,q par restriction.

On a vu précédemment que sous l’isomorphisme I∞, F 0H4
dR(X,R(3))p,q s’envoie sur

⊕
p≥0

Hp,q =

H0,−2 ⊕H1,−3 .
Ainsi, sous l’injection F 0H4

dR(X,R(3))p,q ↪→ H4
B,!(X,R(2))+

p,q, F 0H4
dR(X,R(3))p,q s’envoie sur⊕

p≥0

Hp,q = (H0,−2 ⊕H1,−3) ∩H4
B,!(X,R(2))+

p,q .

Donc ϕΩ s’annule sur l’image de F 0H4
dR(X,R(3))p,q par hypothèse sur Ω.

La forme linéaire ϕΩ passe donc au quotient et on note

H4
B,!(X,R(2))+

p,q/(H
0,−2 ⊕H1,−3) ∩H4

B,!(X,R(2))+
p,q

ϕΩ−→ C.
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Or, d’après la suite exacte obtenue en fin de chapitre 4, on a un isomorphisme

H5
D(X/R,R(3))p,q ' H4

B,!(X,R(2))+
p,q/(H

0,−2 ⊕H1,−3) ∩H4
B,!(X,R(2))+

p,q.

Via cet isomorphisme, il en résulte la forme linéaire attendue :

H5
D(X/R,R(3))p,q

ψΩ−→ C.

73



74



Chapitre 6

Accouplement du régulateur avec la
forme différentielle

La présentation de cette section est empruntée à [CLR].

6.1 Fonctions de Schwartz-Bruhat et séries d’Eisenstein

On appelle T2 le tore diagonal maximal de GL2 et B2 son Borel standard, le sous-groupe de
GL2 constitué des matrices triangulaires supérieures.

Nous allons maintenant définir l’espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur A2, où A désigne
toujours l’anneau des adèles de Q. Tout d’abord rappelons les définitions suivantes.

Définition 6.1.1. Une fonction f définie sur R2 est dite lisse si elle possède des dérivées de tout
ordre.

Définition 6.1.2. Soit p un nombre premier. Une fonction f définie sur Q2
p est dite lisse si elle est

localement constante.

Nous allons maintenant définir les espaces de Schwartz localement.

Définition 6.1.3. On appelle espace de Schwartz sur R2 et on note S(R2) l’espace des fonctions
f : R2 → C qui sont lisses et telles que la quantité

|f |α,β = supx∈R2 |xα1
1 xα2

2 |
∂β1+β2f

∂xβ1

1 ∂xβ2

2

est bornée pour tous entiers positifs αi et βi. On munit S(R2) de la plus petite topologie pour laquelle
les semi-normes |.|α,β sont continues.

Définition 6.1.4. Pour tout corps local F non archimédien, on définit l’espace de Schwartz S(F 2)
comme l’espace des fonctions lisses sur F 2 et à support compact. On munit S(F 2) de la topologie
la plus faible dans laquelle toutes les fonctions linéaires sont continues.
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Définition 6.1.5. On désigne par S(A2) l’espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur A2 défini
comme l’espace constitué de toutes les combinaisons linéaires de fonctions de la forme

ϕ(x) =
∏
v

ϕv(xv), x = (xv) ∈ A2

où pour toute place v de Q, ϕv ∈ S(Q2
v) et ϕp est la fonction indicatrice de Z2

p pour presque toute
place non-archimédienne p.

Définition 6.1.6. Soit v une place non archimédienne de Q, soit ϕv ∈ S(Q2
v). On définit la trans-

formée de Fourier locale de ϕv par :

ϕ̂v(x, y) =

∫
Q2
v

ϕv(s, t)ψv(−tx+ sy)dsdt

où ψv est la restriction à Qv du caractère ψ défini au début de la section 3.2 et où la mesure sur
Qv est choisie de telle sorte que le volume de Zv soit égal à 1.

Lemme 6.1.7. Soit p un nombre premier, soit ϕp,0 la fonction indicatrice de Z2
p. Alors la transformée

de Fourier de ϕp,0 vérifie
ϕ̂p,0 = ϕp,0.

Démonstration. Par définition, on a

ϕ̂p,0(x, y) =

∫
Q2
p

ϕp,0(s, t)ψp(−tx+ sy)dsdt

=

∫
Z2
p

ψp(−tx+ sy)dsdt

=

∫
Zp
ψp(−tx)dt

∫
Zp
ψp(sy)ds.

Intéressons-nous à la première intégrale. Rappelons que ψp est constant égal à 1 sur Zp. Ainsi, si

x ∈ Zp, puisque le volume de Zp est égal à 1 par choix de la mesure, on a

∫
Zp
ψp(−tx)dt = 1.

Si x /∈ Zp, il existe alors t0 ∈ Zp tel que ψp(−t0x) 6= 1. On a alors∫
Zp
ψp(−tx)dt =

∫
Zp
ψp(−(t+ t0)x)dt

= ψp(−t0x)

∫
Zp
ψp(−tx)dt.

Puisque ψp(−t0x) 6= 1, il en découle que

∫
Zp
ψp(−tx)dt = 0.

Ainsi, on en déduit que

∫
Zp
ψp(−tx)dt est égale à 1 si x ∈ Zp, et est nulle sinon. On raisonne de

la même manière pour

∫
Zp
ψp(sy)ds et on en déduit le résultat voulu.
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Définition 6.1.8. Soit ϕ ∈ S(A2). On définit la transformée de Fourier globale de ϕ par

ϕ̂(y) =

∫
A
ϕ(x)ψ(xy)dx

où ψ est toujours le caractère défini en début de section 3.2.

Définition 6.1.9. Pour ϕ ∈ S(A2), g ∈ GL2(A), s ∈ C, on note

fϕ(g, s) = |det(g)|s
∫
A×

ϕ((0, t)g)|t|2s d×t.

Avec ces notations, on définit alors la série d’Eisenstein associée

E(g, ϕ, s) =
∑

γ∈B2(Q)\GL2(Q)

fϕ(γg, s)

qui converge absolument et uniformément sur tout sous-ensemble compact de {s ∈ C|Re(s) > 1}
à l’exception des pôles de fϕ(γg, s) et se prolonge en une fonction méromorphe sur tout le plan
complexe.

Proposition 6.1.10. ([Jac], Proposition 19.3)

Soit ϕ ∈ S(A2)et g ∈ GL2(A). Alors la série d’Eisenstein E(g, ϕ, s) vérifie l’équation fonction-
nelle suivante :

E(g, ϕ, s) = E(g, ϕ̂, 1− s)

où ϕ̂ désigne la transformée de Fourier de ϕ.

Dans toute la suite, ϕ∞ désignera la fonction de Schwartz-Bruhat définie sur R2 par

ϕ∞(x, y) = e−π(x2+y2).

Pour toute fonction ϕf ∈ S(A2
f ,Q), on appelle Nϕf le plus petit entier positif tel que ϕf soit

constante modulo Nϕf Ẑ2.

Enfin, on appelle S0(A2
f ,Q) ⊂ S(A2

f ,Q) l’espace des fonctions ϕf telles que ϕf (0, 0) = 0.

La proposition qui suit présente une version adélique de formule limite de Kronecker.

Proposition 6.1.11. Soit ϕf ∈ S0(A2
f ,Q) telle que Nϕf ≥ 3.

Alors il existe u(ϕf ) ∈ O
(
Y L(Nϕf )

)×
⊗Q tel qu’on ait pour tout g ∈ GL2(A),

E(g, ϕ, s) = log|u(ϕf )(g)|+O(s),

où ϕ = ϕ∞ ⊗ ϕf .

Démonstration. Voir [PS], corollaire 5.6
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6.2 Accouplement du régulateur avec la forme différentielle

Dorénavant, avec les notations de la section précédente et du chapitre 3, on note X = SK ×
Y L(Nϕf ). Quitte à réduire le groupe K, on suppose que l’immersion fermée ι : Y L(Nϕf )(C) ×FM
Y L(Nϕf )(C)→ SK(C) construite en fin de section 2.4.3 est bien définie.

Soit

EisM : S0(A2
f ,Q)→ O(Y L(Nϕf ))× ⊗Z Q→ H1

M(Y L(Nϕf ),Q(1))

la composée de deux applications où la première flèche est l’application GL2(Af )-équivariante définie
par

ϕf 7−→ u(ϕf )

et où la deuxième flèche est l’application construite en Remarque 2.1.6.

Définition 6.2.1. On définit l’application EisM,2 : S0(A2
f ,Q)L(Nϕf ) → H5

D(X/R,R(3))Q, où H5
D(X/R,R(3))Q =

H5
D(X/R,R(3))⊗Q Q, comme la composée des applications suivantes :

S0(A2
f ,Q)

EisM−→ H1
M(Y L(Nϕf ),Q(1))

p∗→ H1
M(Y L(Nϕf )×Y L(Nϕf ),Q(1))

ι∗→ H5
M(SK×Y L(Nϕf ),Q(3))

rD→
H5

D(X/R,R(3))Q,
où rD désigne le régulateur supérieur de Beilinson et ι est l’application définie en fin de section

2.4.3.

Lemme 6.2.2. Soit ϕf ∈ S0(A2
f ,Q).

Alors, via les isomorphismes 2.2.6, 2.2.8, 2.2.9 vus précédemment, la classe de cohomologie
rD(EisM,2(ϕf )) est représentée par la paire de courants (ι∗Tξ, ι∗Tξ′), où ξ = p∗log|u(ϕf )| et ξ′ =
p∗d log u(ϕf ).

Démonstration. D’après ([Jan88], section 3.7), on a le diagramme commutatif suivant :

H1
M(Y L(Nϕf ),Q(1))

rD

��

p∗M // H1
M(Y L(Nϕf ) × Y L(Nϕf ),Q(1))

rD

��

ι∗,M // H5
M(X,Q(3))

rD

��
H1

D(Y L(Nϕf )/R,R(1))Q
p∗D // H1

D((Y L(Nϕf ) × Y L(Nϕf ))/R,R(1))Q
ι∗,D // H5

D(X/R,R(3))Q

Via l’isomorphisme de la proposition 2.2.6, le morphisme p∗D est obtenu par pullback de formes
différentielles.

D’autre part, ι∗,D est défini comme la composition

H1
D((Y L(Nϕf ) × Y L(Nϕf ))/R,R(1))Q ' HD

3 ((Y L(Nϕf ) × Y L(Nϕf ))/R,R(1))Q
ι∗,D−→ HD

3 (X/R,R(1))Q

' H5
D(X/R,R(3))Q,

où le premier isomorphisme est induit par (ϕ, ω) 7→ (Tϕ, Tω) et où ι∗,D est induit par (S, T ) 7→
(ι∗S, ι∗T ).

L’énoncé découle alors immédiatement de la remarque 2.2.7.
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Lemme 6.2.3. Il existe une suite (Kn)n≥0 de sous-ensembles compacts de X et des fonctions σn ∈
C∞(X,R) tels que Kn ⊂

◦
Kn+1,

⋃
nKn = X, σn = 1 sur un voisinage de Kn, et que le support de

σn est un sous-ensemble de
◦
Kn+1.

De plus, on a 0 ≤ σn ≤ 1 et pour tout x ∈ X, on a |dσn,x| ≤ 2−n, où |.| est la norme sur l’espace
cotangent induit par la métrique hermitienne GSp(4,R)×GL(2,R) invariante sur X.

Démonstration. Cela découle de ([Mil], proposition 1.11) et ([Dem], VII Lemme 2.4).

Lemme 6.2.4. Soit θ une forme différentielle à décroissance rapide sur Y L(Nϕf ) × Y L(Nϕf ).
Alors la fonction x 7→ |θx| est à décroissance rapide, a fortiori intégrable, sur Y L(Nϕf )×Y L(Nϕf ).

Démonstration. Cf. ([Bor74], Proposition 5.5).

Théorème 6.2.5. Soit ϕf ∈ S0(A2
f ,Q), soit ξ = p∗ log |u(ϕf )|. On reprend la forme linéaire ΨΩ sur

H5
D(X/R,R(3))p,q construite au chapitre 5.

Alors, il existe un opérateur de Hecke T ∈H(G)p ⊗E H(H)q tel que

ΨΩ(rD(EisM,2(ϕf ))) = (θπ ⊗E θσ)(T )

∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ ∧ ι∗Ω,

avec (θπ ⊗E θσ)(T ) 6= 0.

Démonstration. Grâce à la suite exacte obtenue en fin de chapitre 4, on peut relever l’image de
rD(EisM,2(ϕf )) dans la localisation H5

D(X/R,R(3))p,q à H4
B,!(X,R(2))+

p,q. La cohomologie étant

calculée à partir de courants, cela signifie qu’il existe un courant fermé T ∈ T−4(X/R,C) sur X
et un opérateur de Hecke T ′ = T ′G ⊗ T ′H avec T ′G /∈ p et T ′H /∈ q tels que l’image de la clase de
cohomologie (T ′)−1[T] ∈ H5

D(X/R,R(3))p,q cöıncide avec rD(EisM,2(ϕf )).
Par définition de la forme linéaire ΨΩ : H5

D(X/R,R(3)p,q → C⊗Q E, on a

ΨΩ(rD(EisM,2(ϕf ))) =< (T )′−1[T], [Ω] >= θπ(T ′G)−1θσ(T ′H)−1 < [T], [Ω] > .

Par définition de la dualité de Poincaré sur la cohomologie intérieure, on a

< [T], [Ω] >=< [T], [Ωc] >

où Ωc est n’importe quelle forme différentielle à support compact représentant la classe de cohomo-
logie de Ω.

On déduit des propositions 2.2.8 et 2.2.9 que H5
D(X/R,R(3)) ' HD

3 (X/R,R(1)) et que

HD
3 (X/R,R(1)) =

{(S, T ) ∈ T−4(X/R,R(0))⊕ F 1T−3
log (X/R,C)|dS = π(T )}

d(S̃, T̃ )
.

Via ces isomorphismes, le morphisme canonique

H4
B(X,R(2))+ → H5

D(X/R,R(3))

est obtenu en envoyant [T] sur [(T, 0)] où [(T, 0)] désigne la classe de (T, 0) dans HD
3 (X/R,R(1)).
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D’après le Lemme 6.2.2, il existe un opérateur de Hecke T ′′ = T ′′G ⊗ T ′′H avec T ′′G /∈ p et T ′′H /∈ q
tel que

T ′′([(T, 0)]− T ′[(ι∗Tξ, ι∗Tξ′)]) = 0 ∈ H5
D(X/R,R(3)).

Désormais, on note T′ = T ′′T et T = T ′T ′′.
D’après ce qui précède, on en déduit donc l’existence d’un courant τ ∈ T−5(X/R,R(0)) tel que

T′ = Tι∗Tξ + dτ.

De plus, puisque la dualité de Poincaré est induite par l’accouplement entre courants et formes
différentielles à support compact, on a

< [T′], [Ωc] >= T′(Ωc) = ι∗Tξ(TΩc) + dτ(Ωc).

On a dτ(Ωc) = ±τ(dΩc) = 0 puisque Ωc est une forme différentielle fermée.
Il s’ensuit que

ΨΩ(rD(EisM,2(ϕf )) = ι∗Tξ(TΩc) = Tξ(ι∗TΩc) =

∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ ∧ ι∗TΩc.

Il nous reste donc à prouver le lemme suivant :

Lemme 6.2.6. On a∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ ∧ ι∗TΩc = (θπ ⊗E θσ)(T )

∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ ∧ ι∗Ω.

Démonstration. Dans un premier temps, observons que l’intégrale de droite est convergente. En
effet, la forme différentielle Ω est à décroissance rapide car cuspidale, la forme différentielle ξ est à
croissance modérée car les séries d’Eisenstein sont à croissance modérée et le résultat d’un produit
de deux formes différentilles à décroissance rapide et à croissance modérée resepctivement est une
forme différentielle à décroissance rapide.

D’après ([Bor80], Corollaire 5.5), on peut choisir Ωc tel que Ω−Ωc = dε′ pour une forme ε′ qui
est à décroissance rapide et ainsi

TΩc = (θπ ⊗E θσ)(T )Ω− dε,

où ε = Tε′.
Pour prouver le lemme, on est donc ramené à prouver que∫

Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ ∧ ι∗dε = 0.

Observons d’abord que pour toute forme différentielle η sur X à support compact et à valeurs
réelles, on a ∫

Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ ∧ ι∗(Tdη) = T′(dη)− (dτ)(dη) = 0,

puisque T′ est un courant fermé.
Soit (σk)k≥0 la suite de fonctions donnée par le Lemme 6.2.3.
Pour tout k ≥ 0, la forme différentielle σkε est à support compact. Ainsi,
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∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ ∧ ι∗dε =

∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ ∧ ι∗d(ε− σkε).

Attachons-nous maintenant à montrer que lim
k→+∞

∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ ∧ ι∗d(ε− σkε) = 0.

On a d(σkε) = dσk ∧ ε+ σkdε.
Ainsi∫

Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ∧ι∗d(ε−σkε) =

∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ∧ι∗d(ε−σkdε)+

∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ∧ι∗(dσk∧ε).

D’autre part, il existe une fonction f à décroissance rapide telle qu’on a ι∗dε = fvol, où vol est la
forme volume sur Y L(Nϕf ) ×E Y L(Nϕf ). Il en découle que

ξ ∧ ι∗(dε− σkdε) = ξ ∧ (f − σkf)vol.

La forme ξ∧(f−σkf) est bornée par la fonction à décroissance rapide 2|ξf | sur Y L(Nϕf )×EY L(Nϕf )

et s’annule sur Kk ∩ (Y L(Nϕf ) × Y L(Nϕf )).

Or, par construction,
⋃
k≥0Kk ∩ (Y L(Nϕf ) × Y L(Nϕf )) = Y L(Nϕf ) × Y L(Nϕf ).

On en déduit que

lim
k→+∞

∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ ∧ ι∗(dε− σkdε) = 0.

De plus, la forme différentielle ξ ∧ ι∗ est à décroissance rapide, donc la fonction x 7→ |(ξ ∧ ι∗ε)x| est

intégrable sur Y L(Nϕf ) × Y L(Nϕf ) d’après le Lemme 6.2.4.
De façon analogue à la preuve de ([Bor74], Proposition 2.2), il en découle que∣∣∣∣∫

Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ι∗dσk ∧ ξ ∧ ι∗ε

∣∣∣∣ ≤ ∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
c|ι∗dσk||ξ ∧ ι∗ε|vol

≤ 2−kc

∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
|ξ ∧ ι∗ε|vol

pour une constance c ∈ R.

Ainsi, lim
k→+∞

∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ι∗dσk ∧ ξ ∧ ι∗ε = 0.

Finalement, on a donc bien lim
k→+∞

∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ ∧ ι∗d(ε − σkε) = 0 et le lemme est

prouvé.

Le théorème est donc prouvé.

6.3 Lien avec l’intégrale adélique

Dans cette section et dorénavant, on appelle P le groupe

P = GL(2)×Gm GL(2) = {(h1, h2) ∈ GL(2)×GL(2)|det(h1) = det(h2)}
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vu comme sous-groupe de GSp(4) via l’injection i définie en section 2.3.

On définit une mesure de Haar sur P (A)/R×+ de la manière suivante : pour tout nombre premier
p, on munit P (Qp) de l’unique mesure de Haar dhp pour laquelle P (Zp) a un volume égal à 1.

D’autre part, soit

U∞ = (R×+SO(2,R)× R×+SO(2,R)) ∩ P (R),

où SO(2,R) = {M ∈ GL(2,R)| tMM = I2,det(M) = 1.}. C’est un sous-groupe compact maximal
(modulo le centre) de P (R)+ = {(h1, h2) ∈ P (R)|det(h1) = det(h2) > 0}.

On désigne par P et u les algèbres de Lie complexes respectives de P (R) et U∞ respectivement.

Alors

1 = (v+, 0) ∧ (0, v+) ∧ (v−, 0) ∧ (0, v−)

est un générateur de la plus haute puissance extérieure
∧4

(h/u) et détermine une mesure invariante
à gauche dx sur P (R)/U∞. En notant dk la mesure de Haar sur SO(2,R)× SO(2,R) dont la masse
totale est égale à 1, on définit une mesure dh∞ = dxdk sur P (R)/R×+.

Définition 6.3.1. On appelle dh la mesure définie sur P (A)/R×+ par le produit

dh = dh∞
∏
p

dhp.

Définition 6.3.2. Pour deux éléments x et y de C ⊗Q E, on écrit x ∼ y si x et y sont égaux à
multiplication près par un élément de E×.

Dans toute la suite, un nombre complexe sera toujours considéré comme un élément de C⊗QE =∏
σ:E→C C via le plongement diagonal C ↪→

∏
σ:E→C C.

Proposition 6.3.3. On a

ΨΩ(rD(EisM,2(ϕf ))) ∼
∫
Z(A)P (Q)\P (A)

E(h1, ϕ, 0)(X(−1,1)Ψ)(h1, h2)Φ(h2)dh,

avec ϕ = ϕ∞ ⊗ ϕf .

Démonstration. D’après le théorème 6.2.5, on a

ΨΩ(rD(EisM,2(ϕf ))) = (θπ ⊗E θσ)(T )

∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ ∧ ι∗Ω,

avec ξ(h) = p∗ log |u(ϕf )|(h1, h2) = E(h1, ϕ, 0), où ϕ = ϕ∞ ⊗ ϕf d’après la proposition 6.1.11.

On a un isomorphisme de variétés complexes

Y L(Nϕf ) ×E Y L(Nϕf ) ' P (Q)\P (A)/U∞U(Nϕf )

où U(Nϕf ) est le sous-groupe principal de congruence de niveau Nϕf de P (Af ).
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Notons θ = (θπ ⊗E θσ)(T ). Rappelons que par définition, θ ∈ E×. On note également pN le
cardinal du groupe fini Z(Q)\Z(Af )/(U ∩ Z(Af )). Ainsi, on a

ΨΩ(rD(EisM,2(ϕf ))) = θ

∫
Y
L(Nϕf

)×EY
L(Nϕf

)
ξ ∧ ι∗Ω

= θ

∫
P (Q)\P (A)/U∞U

E(h1, ϕ, 0)(ΩΨ ⊗ ΩΦ)(1)dh

= θ

∫
P (Q)\P (A)/U∞U(Nϕf )

E(h1, ϕ, 0)ΩΨ((v−, 0) ∧ (0, v−)⊗ (v+, 0))ΩΦ(v+)dh

= θ

∫
R×+P (Q)\P (A)/U(Nϕf )

E(h1, ϕ, 0)ΩΨ((v−, 0) ∧ (0, v−)⊗ (v+, 0))ΩΦ(v+)dh

= 4pNθ

∫
Z(A)P (Q)\P (A)/U(Nϕf )

E(h1, ϕ, 0)ΩΨ((v−, 0) ∧ (0, v−)⊗ (v+, 0))ΩΦ(v+)dh

=
4pNθ

vol(U(Nϕf ))

∫
Z(A)P (Q)\P (A)

E(h1, ϕ, 0)ΩΨ((v−, 0) ∧ (0, v−)⊗ (v+, 0))ΩΦ(v+)dh.

Notons que le volume de U(Nϕf ) est un nombre rationnel non nul d’après notre choix de mesure.
D’autre part, on vérifie par un calcul ([Lem17], Lemme 4.27) que

(v−, 0) ∧ (0, v−)⊗ (v+, 0) =
1

4
adX(−1,1)

(X(0,−2) ∧X(−1,−1) ⊗X(2,0)).

Or, par définition de ΩΨ et ΩΦ au chapitre 3, on a

ΩΨ(X(0,−2) ∧X(−1,−1) ⊗X(2,0)) = Ψ

et
ΩΦ(v+) = Φ.

Ainsi

ΨΩ(rD(EisM,2(ϕf ))) ∼
∫
Z(A)P (Q)\P (A)

E(h1, ϕ, 0)(X(−1,1)Ψ)(h1, h2)Φ(h2)dh.
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Chapitre 7

Lien entre le régulateur de Beilinson et
la fonction L

7.1 Définition de la fonction L

7.1.1 Définition

Soit π = π∞
⊗′

p πp et σ = σ∞
⊗′

p σp des représentations automorphes admissibles unitaires
cuspidales irréductibles de GSp(4,A) et GL(2,A) respectivement. Soit V l’ensemble fini constitué
de la place archimédienne de Q et des places où π ou σ est ramifiée.

On sait que le dual de Langlands de GSp(4)×GL(2) est GSp(4,C)×GL(2,C) ([ASha]).
Soit r : GSp(4,C) × GL(2,C) → GL(8,C) la représentation de dimension huit obtenue par

produit tensoriel entre les représentations standard de degré quatre et de degré deux de GSp(4,C)
et GL(2,C) respectivement.

Pour toute place p /∈ V , alors ([Bum], section 3.9) πp × σp est paramétrée par une classe de
conjugaison semisimple de GSp(4,C)×GL(2,C) qu’on note αp.

Définition 7.1.1. ([Bum], section 3.9) On définit la fonction L de degré huit de GSp(4)×GL(2) en
les places non ramifiées de π × σ par

LV (s, π × σ) =
∏
p/∈V

L(s, πp × σp)

où pour tout p /∈ V ,

L(s, πp × σp) = Det(I8 − p−sr(αp))−1.

Donnons maintenant une définition plus pratique de la fonction L.
Le centre Z de GSp(4) est constitué des matrices scalaires, et le tore maximal standard est

T = {diag(u1, u2, v1, v2)|u1v1 = u2v2 6= 0}.
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On écrira un élément t ∈ T sous la forme

t = diag(u1, u2, u
−1
1 u0, u

−1
2 u0),

où pour tout 0 ≤ i ≤ 2, ui 6= 0 et u0 = ν(t).
Toutes les représentations non ramifiées de GSp(4) s’obtiennent de la façon suivante ([ASch],

3.2) : soit p un nombre premier, soit χ0, χ1, χ2 des caractères non ramifiés de Q∗p, i.e. des morphismes
Q∗p → C∗ qui sont triviaux sur Z∗p.

Soit B = TN le sous-groupe de Borel, où N est le sous-groupe unipotent maximal défini en
section 3.2. On définit un caractère non ramifié de B trivial sur N et qui est donné sur T par

t 7−→ χ0(u0)χ1(u1)χ2(u2).

On obtient alors par induction une représentation sur GSp(4,Qp), notée π(χ0, χ1, χ2), qui a un
unique constituant sphérique. La classe d’isomorphisme de cette représentation dépend uniquement
du caractère non ramifié modulo l’action du groupe de Weyl. Puisque toutes les représentations non
ramifiées s’obtiennent de cette façon, il y a donc une bijection entre les caractères non ramifiés de
T modulo l’action du groupe de Weyl d’une part, et les classes d’isomorphisme des représentations
non ramifiées de GSp(4,Qp) d’autre part.

De plus, tout caractère non ramifié de Q∗p est déterminé par sa valeur en p. Ceci justifie la
définition suivante.

Définition 7.1.2. On appelle paramètres de Satake de la représentation π(χ0, χ1, χ2) les trois nombres
complexes non nuls

∀0 ≤ i ≤ 2, bi := χi(p).

Définition 7.1.3. Si πp est une représentation non ramifiée de GSp(4,Qp) admettant b0, b1 et b2
comme paramètres de Satake, on définit L(s, πp) par la formule suivante :

L(s, πp)
−1 :=

2∏
k=0

∏
1≤i1<...<ik≤2

(1− b0bi1 ...bikp−s).

Remarque 7.1.4. On remarque que L(s, πp)
−1 définit un polynôme de degré 4 en p−s.

On définit de même les paramètres de Satake b′1 et b′2 pour toute représentation σp non ramifiée
de GL(2,Qp) ainsi que le facteur local

L(s, σp)
−1 :=

2∏
i=1

(1− b′ip−s).

Définition 7.1.5. Pour toute place p telle que πp et σp sont non ramifiées, on définit le facteur local
de la fonction L de Rankin-Selberg par

L(s, πp × σp)−1 =

2∏
k=0

∏
1≤i1<...<ik≤2

2∏
j=1

(1− b0bi1 ...bikb′jp−s).

Remarque 7.1.6. On remarque que L(s, πp × σp)−1 définit un polynôme de degré 8 en p−s.
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7.1.2 Calcul de la fonction L

On reprend les notations du début du chapitre. π et σ désignent toujours des représentations
automorphes cuspidales irréductibles admissibles globalement génériques de GSp(4,A) et GL(2,A)
respectivement.

Par ailleurs, on rappelle que P désigne le groupe

P = GL(2)×Gm GL(2) = {(h1, h2) ∈ GL(2)×GL(2)|det(h1) = det(h2)}

vu comme sous-groupe de GSp(4) via l’injection i définie en section 2.3.

Définition 7.1.7. Soit Ψ ∈ π,Φ ∈ σ et ϕ ∈ S(A2). On définit l’intégrale zêta globale suivante :

Z(s,Ψ,Φ, fϕ) =

∫
Z(A)P (Q)\P (A)

Ψ(h)Φ(h2)E(h1, ϕ, s)dh.

Cette intégrale converge absolument excepté en les pôles de la série d’Eisenstein et définit une
fonction méromorphe pour s ∈ C.

Remarque 7.1.8. D’après la proposition 6.1.10, l’intégrale zêta vérifie l’équation fonctionnelle :

Z(s,Ψ,Φ, fϕ) = Z(1− s,Ψ,Φ, fϕ̂).

Proposition 7.1.9. La fonction s 7→ Z(s,Ψ,Φ, fϕ) est holomorphe à l’exception possible de pôles
simples en s = 1 ou s = 0. De plus, on a

Ress=1Z(s,Ψ,Φ, fϕ) =
ϕ̂(0)

2

∫
Z(A)P (Q)\P (A)

Ψ(h)Φ(h2)dh

où

ϕ̂(0) =

∫
A2

ϕ(s, t)dsdt.

Démonstration. C’est un cas particulier de [Mor09], proposition 3.1.

On suppose désormais que les formes cuspidales Ψ =
⊗′

v Ψv et Φ =
⊗′

v Φv sont factorisables.
Le théorème local de multiplicité un implique alors que les fonctions globales de Whittaker WΨ et
WΦ se décomposent en produits de fonctions de Whittaker locales :

WΨ(g) =
∏
v

WΨv (gv), g ∈ GSp(4,A)

et

WΦ(h2) =
∏
v

WΦv (h2,v), h2 ∈ GL(2,A).
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On suppose de plus que la fonction ϕ de Schwartz-Bruhat est factorisable sous la forme ϕ =∏
v ϕv. Dans ce cas, la section globale de Jacquet fϕ se factorise de la façon suivante :

fϕ(s, h1) =
∏
v

fϕv (s, h1,v)

où

fϕv (s, h1,v) = |deth1,v|sv
∫
Q×v

ϕv((0, tv)h1,v)|tv|2sv d×tv.

Définition 7.1.10. Pour toute place v de Q, on définit l’intégrale zêta locale Zv(s,WΨv ,WΦv , fϕv )
par

Zv(s,WΨv ,WΦv , fϕv ) =

∫
Z(Qv)NP (Qv)\P (Qv)

WΨv (hv)WΦv (h2,v)fϕv (s, h1,v)dhv

où NP désigne le sous-groupe maximal unipotent de P défini par NP = N ∩ P .

Proposition 7.1.11. ([Mor04], proposition 3.2) On suppose que Z∞(s,WΨ∞ ,WΦ∞ , fϕ∞) converge
absolument pour Re(s) > e∞. Alors, l’intégrale∫

Z(A)NP (A)\P (A)

WΨ(h)WΦ(h2)fϕ(s, h1)dh

converge absolument pour Re(s) > max {3, e∞} et est égale à Z(s,Ψ,Φ, fϕ).

Corollaire 7.1.12. Pour tout nombre complexe s tel que Re(s) > max {3, e∞}, on a

Z(s,Ψ,Φ, fϕ) =
∏
v

Zv(s,WΨv ,WΦv , fϕv ).

7.1.3 Composantes non archimédiennes

Soit V un ensemble fini de places satisfaisant les conditions suivantes : si v /∈ V , alors v est une
place finie telle que Ψv est non ramifiée, les représentations πv et σv admettent des vecteurs fixés
par GSp(4,Zv) et GL(2,Zv) respectivement, et ϕv ∈ S(Q2

v) est la fonction indicatrice ϕv,0 de Z2
v.

Fixons une place v /∈ V . Soit W0 ∈ W (πv,Ψv) la fonction de Whittaker locale fixée par
GSp(4,Zv) normalisée de telle sorte que W0(I4) = 1 et W ′0 ∈ W (σv,Ψv) la fonction de Whittaker
locale fixée par GL(2,Zv) et normalisée de telle sorte que W ′0(I2) = 1.

Proposition 7.1.13. ([Mor04], section 3.4) On a Zv(s,W0,W
′
0, fϕv,0) = L(s, πv × σv).

Ainsi, pour tout nombre complexe s tel que Re(s) > max {3, e∞} , on a

Z(s,Ψ,Φ, fϕ) =
∏
v∈V

Zv(s,WΨv ,WΦv , fϕv )LV (s, π × σ).

On appelle S(Q2
v) l’espace des fonctions localement constantes à support compact définies sur

Q2
v et à valeurs dans C.

Proposition 7.1.14. ([Sou], section 2). Soit v une place non archimédienne. Alors il existe un
unique polynôme Pv(X) ∈ C[X] tel que Pv(0) = 1 et que le C-espace vectoriel engendré par
Zv(s,WΨv ,WΦv , fϕv ) pour WΨv ∈W (πv,Ψv), WΦv ∈W (σv,Ψv) et ϕv ∈ S(Q2

v) est Pv(p
−s)−1C[p−s, ps].

Définition 7.1.15. Pour toute place non-archimédienne v ∈ V , on pose pour presque tout s ∈ C

Lv(s, π × σ) = Pv(p
−s)−1.
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7.1.4 Composante archimédienne

Rappelons les notations du chapitre 3.
On appelle σ1,0

∞ (resp. σ0,1
∞ ) la série discrète holomorphe (resp. antiholomorphe) de GL(2,R)+

avec même caractères central et infinitésimal que la représentation triviale. De même, on note
π2,1
∞ ∈ GSp(4,R)+ (resp.π1,2

∞ ) la série discrète avec caractère central trivial qui contient comme
K ′∞-type minimal le C[K ′∞]-module τ(3,−1) (resp. τ(1,−3)) avec multiplicité un.

Soit Ψ∞ un vecteur de plus haut poids du K ′∞-type minimal de π2,1
∞ . Alors Ψ∞ est un vecteur

de plus haut poids du K ′∞-type minimal de π1,2
∞ .

Soit Φ∞ un générateur du L′∞-type minimal de σ∞.
Fixons un isomorphisme πW∞ ' W (πW∞ ,Ψ∞) et soit WX(−1,−1)Ψ∞

l’image de X(−1,−1)Ψ∞
sous cet isomorphisme. De même, on désigne par WΦ∞ l’image de Φ∞ sous un isomorphisme fixé
σ∞ 'W (σ∞,Ψ∞).

Proposition 7.1.16. ([Mor04],5.11) Soit ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s), où Γ(s) =

∫ +∞

0

ts−1e−tdt. Soit

ϕ∞ ∈ S(R2) la fonction de Schwartz-Bruhat définie par ϕ∞(x, y) = e−π(x2+y2).
Alors il existe une constante complexe C non nulle telle que pour tout nombre complexe s vérifiant

Re(s) > e∞, on a

Z∞(s,WX(−1,1)Ψ∞
,WΦ∞ , fϕ∞) = CΓC(s+ 2)ΓC(s+ 1)2ΓC(s).

Définition 7.1.17. On pose pour presque tout s ∈ C,

L∞(s, π × σ) = CΓC(s+ 2)ΓC(s+ 1)2ΓC(s).

7.2 Lien entre le régulateur de Beilinson et la fonction L

D’après la proposition 6.3.3 et la définition 7.1.7, on a la relation suivante :

ΨΩ(rD(EisM,2(ϕf ))) ∼Z(0, X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ).

D’après la proposition 7.1.9 , l’intégrale zêta définit une fonction s 7→ Z(s,X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ) holo-
morphe, à l’exception possible de pôles simples en s = 1 ou s = 0.

Dans un premier temps, attachons nous à montrer l’holomorphie en s = 0 de cette fonction.

Proposition 7.2.1. La fonction s 7→Z(s,X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ) est holomorphe en s = 0.

Démonstration. Soit ω = ωπ × ωσ le caractère central de π× σ, produit des caractères centraux de
π et σ. D’après [Mor09], proposition 3.1, de deux choses l’une :

- si ω 6= |.|λ pour tout λ ∈ iR, alors la fonction s 7→Z(s,X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ) est entière sur C.

- si il existe λ ∈ iR tel que ω = |.|λ alors la fonction s 7→Z(s,X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ) est holomorphe,

à l’exception de possibles pôles simples en s = 1− λ

2
et s = −λ

2
.

Dans le cas où λ 6= 0, il est clair que s 7→Z(s,X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ) est holomorphe en 0.
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Dans le cas où λ = 0, le résidu en 0 de l’intégrale zêta est donné par

Ress=0(Z(s,Ψ, X(−1,1)Ψ, fϕ)) = −1

2
× ϕ(0)×

∫
Z(A)P (Q)\P (A)

X(−1,1)Ψ(h)Φ(h2)dh.

Or, par construction, ϕ = ϕf ⊗ ϕ∞, avec ϕf (0) = 0. Donc ϕ(0) = 0, ce qui assure que

Ress=0(Z(s,X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ)) = 0.

Ainsi, dans tous les cas, la fonction s 7→Z(s,X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ) est holomorphe en s = 0.

Remarque 7.2.2. Dans le cas où le caractère central ω est trivial (cas où λ = 0), le résidu en
s = 1 est donné par la proposition 7.1.9. La fonction s 7→ Z(s,X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ) n’est donc pas
nécessairement holomorphe en s = 1.

D’après la proposition 7.1.13, pour tout nombre complexe s tel que Re(s) est assez grand, on a
le produit

Z(s,X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ) =
∏
v∈V

Zv(s,WX(−1,1)Ψv
,WΦv , fϕv )LV (s, π × σ).

Remarque 7.2.3. Pour les places ramifiées non archimédiennes, d’après la proposition 7.1.14, il
existe des choix de fonctions de Whittaker et de Schwartz-Bruhat pour lesquelles Zv(s,WX(−1,1)Ψv

,WΦv , fϕv ) =

Pv(p
−s)−1.

Le membre de droite possédant un prolongement méromorphe à C tout entier, on peut également
prolonger la définition de Zv(s,WX(−1,1)Ψv

,WΦv , fϕv ) à presque tout s ∈ C par

Zv(s,WX(−1,1)Ψv
,WΦv , fϕv ) = Pv(p

−s)−1.

Au regard de la définition 7.1.15, on a donc dans ce cas pour toute place ramifiée non archimédienne
et pour presque tout s ∈ C,

Zv(s,WX(−1,1)Ψv
,WΦv , fϕv ) = Lv(s, π × σ).

D’autre part, on a vu en proposition 7.1.16 que pour tout nombre complexe s avec Re(s) assez
grand, on a

Z∞(s,WX(−1,1)Ψ∞
,WΦ∞ , fϕ∞) = CΓC(s+ 2)ΓC(s+ 1)2ΓC(s).

La fonction Γ admettant un prolongement méromorphe à C tout entier, on étend la définition de
Z∞ pour presque tout s ∈ C par

Z∞(s,WX(−1,1)Ψ∞
,WΦ∞ , fϕ∞) = CΓC(s+ 2)ΓC(s+ 1)2ΓC(s).
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Définition 7.2.4. On définit la représentation contragrédiente de (π, V ), notée (π̂, V̂ ) où V̂ est l’es-
pace dual de V , par :

∀g ∈ GSp(4,A),∀f ∈ V̂ , ∀v ∈ V,

π̂(g)(f)(v) = f(π(g−1)(v)).

On définit de même la représentation contragrédiente de σ, notée σ̂.
Concrètement, si on note ωπ et ωσ les caractères centraux respectifs de π et de σ, on a π̂ =

{Ψ̂|Ψ ∈ π} où pour tout g ∈ GSp(4,A), Ψ̂(g) = ω−1
π (ν(g))Ψ(g) et σ̂ = {Φ̂|Φ ∈ σ} où pour tout

g ∈ GL(2,A), Φ̂(g) = ω−1
σ (det(g))Φ(g). ([Mor09], Section 1.3)

Remarque 7.2.5. D’après ([Bum], Section 4.2), si π est admissible, alors pour toute place v, ˆ̂πv ' πv.

On suppose désormais que pour toute place ramifiée non archimédienne p ∈ V , πp et π̂p s’ob-
tiennent comme relèvements de Weil de représentations de GL(2,Qp) × GL(2,Qp). On suppose

également que pour toute place non ramifiée p /∈ V , ϕ̂p est l’indicatrice de Z2
p (possible d’après

le lemme 6.1.7) et que pour toute place ramifiée non archimédienne p ∈ V , on a ϕp(x, y) =
1pn Zp×(1+pn Zp)(x, y) pour un entier naturel n assez grand (cf.[Sou], équation 5.7).

Dans ces conditions, on sait d’après [Sou], équation 5.7, qu’il existe alors un choix de fonctions
de Whittaker tel que le facteur Zp(s,WX(−1,1)Ψp

,WΦp , fϕp) soit une puissance de p constante. On

pose alors

α =
∏
p∈V

Zp(0,WX(−1,1)Ψp
,WΦp , fϕp).

α est donc une constante complexe non nulle.

Lemme 7.2.6. On rappelle qu’on suppose que la fonction s 7→ L(s, π × σ) n’a pas de pôle en s = 0.
Alors la fonction L partielle s 7→ LV (s, π̂× σ̂) n’a pas de pôle en s = 1 et peut donc s’y prolonger

en une fonction holomorphe en s = 1.

Démonstration. D’après ([Mor09], Théorème 1.1), on a l’équation fonctionnelle suivante :

L(s, π × σ) = ε(s, π × σ)L(1− s, π̂ × σ̂)

où ε(s, π × σ) est de la forme ε(s, π × σ) = ab−s, avec a ∈ C×, b ∈ Z, b 6= 0. Puisque le facteur
L(s, π×σ) n’a pas de pôle en 0 et que le facteur epsilon est holomorphe, on en déduit que la fonction
s 7→ L(s, π̂ × σ̂) est holomorphe en 1. Or, on a le produit

L(s, π̂ × σ̂) =
∏
p∈V

Lp(s, π̂ × σ̂)LV (s, π̂ × σ̂)L∞(s, π̂ × σ̂),

donc
LV (s, π̂ × σ̂) = L(s, π̂ × σ̂)

∏
p∈V

Lp(s, π̂ × σ̂)−1L∞(s, π̂ × σ̂)−1.

On vient de voir que le facteur L(s, π̂ × σ̂) n’admet pas de pôle en s = 1. Ensuite, pour p ∈ V ,
d’après la définition 7.1.15, il existe un polynôme P̂p tel que Lp(s, π̂× σ̂)−1 = P̂p(p

−s) qui n’admet
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donc pas de pôle en s = 1. Enfin, de la même manière que dans la définition 7.1.17, il existe une
constante complexe non nulle Ĉ telle que pour presque tout s ∈ C, on a

L∞(s, π̂ × σ̂) = ĈΓC(s+ 2)ΓC(s+ 1)2ΓC(s).

Ainsi,

L∞(1, π̂ × σ̂) = ĈΓC(3)ΓC(2)2ΓC(1)

= Ĉ2(2π)−3Γ(3)4(2π)−4Γ(2)22(2π)−1Γ(1)

= Ĉ
π−8

8
.

On en conclut que la fonction s 7→ L(s, π̂ × σ̂) n’admet pas de pôle en s = 1.

Théorème 7.2.7. Soit π une représentation automorphe cuspidale générique de GSp(4,A) et σ une
représentation automorphe cuspidale GL(2,A). On suppose que la fonction s 7→ L(s, π× σ) n’a pas
de pôle en s = 0. On suppose également que pour tout p ∈ V,Lp(s, π × σ) n’admet pas de pôle en
s = 0. Comme expliqué précédemment, les choix des fonctions de Whittaker et des fonctions de
Schwartz ϕp pour p ∈ V sont tels que les facteurs Zp(s,WX(−1,1)Ψp

,WΦp , fϕp) soient des puissances

de p constantes.
On a l’égalité suivante :

Z(0, X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ) = cLV (1, π̂ × σ̂)

où c = Ĉ
π−8

8
α
∏
p∈V apLp(1, π̂ × σ̂)Lp(0, π × σ)−1 est une constante complexe non nulle.

Démonstration. Rappelons l’équation fonctionnelle :
pour presque tout s ∈ C,

Z(s,X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ) = Z(1− s,X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ̂).

Ainsi, Z(0, X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ) = Z(1, X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ̂). Etudions maintenant le membre de droite.
De même qu’en proposition 7.1.13, on a

Z(1, X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ̂) =
∏
p∈V

Zp(1,WX(−1,1)Ψ
,WΦ, fϕ̂)L∞(1, π̂ × σ̂)LV (1, π̂ × σ̂).

On a vu dans le lemme précédent que L∞(1, π̂ × σ̂) = Ĉ
π−8

8
.

D’autre part, d’après ([Mor09], Proposition 3.3), on a pour tout p ∈ V ,

Zp(1− s,WX(−1,1)Ψ
,WΦ, fϕ̂) = app

−bpsZp(s,WX(−1,1)Ψ
,WΦ, fϕ)Lp(1− s, π̂ × σ̂)Lp(s, π × σ)−1,

où ap ∈ C×, bp ∈ Z . Pour s = 0, on obtient :

Zp(1,WX(−1,1)Ψ
,WΦ, fϕ̂) = apZp(0,WX(−1,1)Ψ

,WΦ, fϕ)Lp(1, π̂ × σ̂)Lp(0, π × σ)−1.

On rappelle que le facteur Zp(0,WX(−1,1)Ψ
,WΦ, fϕ) est une puissance de p donc le produit α =∏

p∈V Zp(0,WX(−1,1)Ψ
,WΦ, fϕ) est un nombre rationnel. Par définition, les facteurs Lp(1, π̂× σ̂) ne
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peuvent pas s’annuler (cf. Définition 7.1.15) et on a fait l’hypothèse que les facteurs Lp(s, π × σ)
n’avaient pas de pôle en s = 0, donc les facteurs Lp(0, π × σ)−1 ne s’annulent pas.

On a donc l’égalité

Z(1, X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ̂) = Ĉ
π−8

8
α
∏
p∈V

apLp(1, π̂ × σ̂)Lp(0, π × σ)−1LV (1, π̂ × σ̂).

On en déduit que

Z(0, X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ) = cLV (1, π̂ × σ̂),

où c = Ĉ
π−8

8
α
∏
p∈V apLp(1, π̂ × σ̂)Lp(0, π × σ)−1 est une constante complexe non nulle, ce qui

prouve le théorème.

Corollaire 7.2.8. On a la relation

ΨΩ(rD(EisM,2(ϕf ))) ∼ cLV (1, π̂ × σ̂)

où c est la constante complexe non nulle explicitée dans le théorème précédent.
En particulier, ΨΩ(rD(EisM,2(ϕf ))) est non nulle si et seulement si LV (1, π̂× σ̂) est non nulle.

Démonstration. D’après la proposition 6.3.3 et la définition 7.1.7, on a la relation suivante :

ΨΩ(rD(EisM,2(ϕf ))) ∼Z(0, X(−1,1)Ψ,Φ, fϕ).

Le résultat découle donc du théorème précédent.

Afin de prouver que rD(EisM,2(ϕf )) 6= 0, il nous reste donc à montrer que LV (1, π̂ × σ̂) 6= 0.
Pour cela, il nous faudra utiliser l’existence du transfert fonctoriel de GSp(4) à GL(4).

7.3 Transfert fonctoriel de GSp(4) à GL(4)

Rappelons l’énoncé de la conjecture de fonctoralité, telle que formulée par Langlands dans
[Lan97].

Conjecture. Soient G et G′ deux groupes réductifs, LG et LG′ leurs groupes duaux de Langlands.
Soit π une représentation automorphe de G(A), à laquelle on associe pour presque tout nombre
premier p une classe de conjugaison Ap(π) dans LG.

Soit

φ : LG −→ LG′.

Alors il existe une représentation automorphe π′ de G′ telle que Ap(π
′) et φ(Ap(π)) sont conjugués

pour presque tout p.

Remarque 7.3.1. En particulier, pour G = GSp(4) et G′ = GL(4),LG = GSp(4,C) et LG′ =
GL(4,C), considérons φ l’inclusion naturelle

φ : GSp(4,C) ↪→ GL(4,C).
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Alors la conjecture de fonctorialité prédit que pour toute représentation automorphe π de GSp(4,A),
il existe une représentation automorphe Π de GL(4,A) telle que

L(s, π) = L(s,Π).

Sous certaines conditions, cette fonctorialité a été démontrée par [ASha]. Plus précisément :

Théorème 7.3.2. ([ASha], Théorème 2.4)
Soit π une représentation automorphe cuspidale unitaire globalement générique de GSp(4,A) de

caractère central ωπ.
Alors π possède un unique transfert Π à GL(4,A), qui vérifie Π ' Π̂⊗ ωπ, de caractère central

ωΠ = ω2
π et qui est globalement générique. De plus, on a les deux cas suivants :

i) Π est cupisdale si et seulement si π ne s’obtient pas comme relèvement de Weil de GSO(4,A).
ii) Si Π n’est pas cuspidale (on dit dans que ce cas que π est endoscopique), alors Π est la somme

isobare de deux représentations non isomorphes entre elles Π1 et Π2, i.e. Π = Π1 � Π2, où chaque
Πi est une représentation automorphe unitaire cuspidale de GL(2,A) satisfaisant Πi ' Π̂i ⊗ ωπ.

Reprenons notre représentation π de GSp(4,A). Puisque π est cuspidale unitaire , il en va de
même de sa contragrédiente π̂ ([Bum], Proposition 3.3.4).

Pour appliquer le théorème 7.3.2 à π̂, nous allons avoir besoin également du lemme suivant.

Lemme 7.3.3. π̂ est globalement générique.

Démonstration. Par hypothèse, π est globalement générique, c’est à dire qu’il existe Ψ0 ∈ π telle
que la fonction de Whittaker WΨ0 n’est pas identiquement nulle, où WΨ0 est définie par :

∀g ∈ GSp(4,A),WΨ0(g) =

∫
N(Q)\N(A)

Ψ0(ng)ΨN (n−1)dn.

D’après ([Bum], section 4.2), puisque π est irréductible, alors π̂ est isomorphe à la représentation
π′ définie par

∀g ∈ GSp(4,A), π′(g) = π(tg−1).

Or, d’après ([Bum], proposition 3.3.4), toutes les fonctions Ψ′ ∈ π′ sont de la forme

Ψ′(g) = Ψ(tg−1),

où Ψ ∈ Π.
On a alors pour tout g ∈ GSp(4,A),

WΨ′0
(g) =

∫
N(Q)\N(A)

Ψ′0(ng)ΨN (n−1)dn

=

∫
N(Q)\N(A)

Ψ0(t(ng)−1)ΨN (n−1)dn

=

∫
N(Q)\N(A)

Ψ0(tn−1 tg−1)ΨN (n−1)dn

= WΨ0
(n−1 tn−1 tg−1).

Puisque WΨ0
n’est pas identiquement nulle, il en va de même de WΨ′0

.
Ainsi, π′ est globalement générique, et a fortiori π̂ également.
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π̂ est donc cuspidale et globalement générique. On applique alors le théorème 7.3.2 qui nous
permet d’établir l’existence de Π, représentation automorphe de GL(4,A) obtenue comme transfert
fonctoriel de π̂.

7.3.1 Cas cuspidal

Dans cette section, on suppose que Π est cuspidale. D’après la proposition 2.2 de [ASha], ceci
implique que la fonction s 7−→ LV (s,Π× σ̂) est entière. D’autre part, par construction, on a pour
tout s ∈ C,

LV (s, π̂ × σ̂) = LV (s,Π× σ̂).

Théorème 7.3.4. On a
∀t ∈ R, LV (1, π̂ × σ̂) 6= 0.

Démonstration. Par définition de Π, on a pour tout réel t,

LV (1 + it, π̂ × σ̂) = LV (1 + it,Π× σ̂).

Or, d’après [Shah], puisque Π et σ̂ sont des représentations automorphes cuspidales de GL(4,A) et
GL(2,A) respectivement, on a pour tout réel t, LV (1 + it,Π× σ̂) 6= 0. On a donc pour tout réel t

LV (1 + it, π × σ̂) 6= 0.

En posant t = 0, on obtient le résultat voulu.

7.3.2 Cas non cuspidal

Supposons désormais que Π n’est pas cuspidale. D’après le théorème 7.3.2, il existe donc deux
représentations automorphes cuspidales unitaires non isomorphes Π1 et Π2 de GL(2,A) telles que
Π soit la somme isobare Π = Π1 � Π2. Par définition de Π, on a donc l’égalité suivante pour tout
s ∈ C :

LV (s, π̂ × σ̂) = LV (s,Π× σ̂),

c’est à dire ici
LV (s, π̂ × σ̂) = LV (s, (Π1 � Π2)× σ̂).

Théorème 7.3.5. On a l’égalité suivante pour tout s ∈ C :

LV (s, (Π1 � Π2)× σ̂) = LV (s,Π1 × σ̂)LV (s,Π2 × σ̂).

Démonstration. Puisque Π1 et Π2 sont cuspidales, on peut appliquer le résultat du Théorème 9.5
dans [PSS]. Ainsi, pour toute place v /∈ S, on a

Lv(s, (Π1 � Π2)× σ̂) = Lv(s,Π1 × σ̂)LV (s,Π2 × σ̂).

En faisant le produit de tous les facteurs locaux en les places non ramifiées, on obtient le résultat
voulu.

Théorème 7.3.6. On a
∀t ∈ R, LV (1, π̂ × σ̂) 6= 0.
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Démonstration. Par construction, on a :

LV (1, π̂ × σ̂) = LV (1, (Π1 � Π2)× σ̂).

D’après le théorème précédent, on a donc

LV (1, π̂ × σ̂) = LV (1,Π1 × σ̂)LV (1,Π2 × σ̂).

Comme pour la preuve du théorème 7.3.4, nous allons appliquer le résultat de [Shah] : Π1, Π2 et σ̂
étant des représentations automorphes cuspidales de GL(2,A), on a pour tout réel t, LV (1+it,Π1×
σ̂) 6= 0 et LV (1 + it,Π2 × σ̂) 6= 0. En posant t = 0, on a LV (1,Π1 × σ̂) 6= 0 et LV (1,Π2 × σ̂) 6= 0.
Donc finalement, par produit, on obtient

LV (1, π̂ × σ̂) 6= 0.

7.4 Non nullité du régulateur

On peut finalement énoncer et démontrer notre théorème principal. On rappelle qu’on considère
π une représentation automorphe cuspidale cohomologique (au sens de la Définition 3.1.8) uni-
taire de GSp(4,A) pour laquelle il existe π′ une représentation automorphe cuspidale générique de
GSp(4,A) telle que π′f ' πf . On considère σ une représentation automorphe cuspidale cohomolo-
gique unitaire de GL(2,A). Soient K et L deux sous-groupes nets compacts ouverts de GSp(4,Af )
et GL(2,Af ) respectivement tels que πKf et σLf les espaces des formes automorphes de πf et σf
fixées par K et L soient non nuls. On note X = SK × Y L le produit des variétés de Shimura SK et
Y L définies en Section 2.4.3. On note p et q les noyaux des caractères de Hecke définis en Section
4.1.2.

Théorème 7.4.1. Soient π et σ comme ci-dessus. On suppose que :
- pour toute place ramifiée non archimédienne p ∈ V , πp s’obtient comme relèvement de Weil

de représentations de GL(2,Qp)×GL(2,Qp);
- la fonction L(s, π × σ) n’admet pas de pôle en s = 0 ;
- pour toute place non archimédienne ramifiée p ∈ V , la fonction Lp(s, π × σ) n’admet pas de

pôle en s = 0.
Alors il existe une classe de cohomologie motivique non nulle z ∈ H5

M(X,Q(3))p,q.

Démonstration. D’après les théorèmes 7.3.4 et 7.3.6, on a démontré que dans tous les cas, LV (1, π̂×
σ̂) 6= 0.

D’après le corollaire 7.2.8, on a donc bien

ΨΩ(rD(EisM,2(ϕf ))) 6= 0,

ce qui assure, vu la linéarité de ΨΩ que

rD(EisM,2(ϕf )) 6= 0.

On a donc bien prouvé que le régulateur de Beilinson

rD : H5
M(X,Q(3))→ H5

D(X/R,R(3))
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est non nul et ainsi construit des classes de cohomologie non nulles dansH5
M(X,Q(3))p,q etH5

D(X/R,R(3))p,q
respectivement, EisM,2(ϕf ) et rD(EisM,2(ϕf )).
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Chapitre 8

Annexe

Soient X et Y deux variétés différentielles. Soit p : Y → X un revêtement. On note G =
Aut(Y/X) le groupe des automorphismes g de Y dans lui-même tels que p ◦ g = p.

Définition 8.0.1. On dit que le revêtement p : Y → X est galoisien si Y est connexe et si p induit
un difféomorphisme

p : G\Y ' X.

Proposition 8.0.2. ([Sza], prop.2.2.7) Le revêtement p est galoisien si et seulement si Y est connexe
et G agit transitivement sur toutes les fibres.

On suppose maintenant que le revêtement p est galoisien de groupe de Galois G fini de cardinal
n.

On a naturellement une application p∗ : Ω∗(X)→ Ω∗(Y ) définie par la formule suivante :

∀ω ∈ Ω∗(X),∀x ∈ X, (p∗ω)x = t(Txp).ωp(x).

De même, pour tout élément g ∈ G, on considère g∗ : Ω∗(Y )→ Ω∗(Y ).

On note Ω∗(Y )G la sous-algèbre des formes différentielles fixées par tous les éléments de G.

Lemme 8.0.3. p∗ est à valeurs dans Ω∗(Y )G.

Démonstration. Soit ω ∈ Ω∗(X).

Il faut montrer que ∀g ∈ G, g∗(p∗(ω)) = p∗(ω), autrement dit que g∗ ◦ p∗ = p∗.

Or, par hypothèse, ∀g ∈ G, p ◦ g = p, d’où

g∗ ◦ p∗ = (p ◦ g)∗ = p∗.

En réalité, on a même un isomorphisme donné par le théorème suivant :

Théorème 8.0.4. p∗ : Ω∗(X) ' Ω∗(Y )G.
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Démonstration. Il s’agit de construire la réciproque de l’application p∗.
Pour cela, nous allons utiliser des trivialisations locales du revêtement p. (Sans perte de géné-

ralité, on supposera X connexe quitte à travailler composante connexe par composante connexe).
Pour tout point x de X, il existe un voisinage ouvert V de x tel que la restriction de p à U =

p−1(V ) soit difféomorphe en tant que revêtement à un revêtement trivial de la forme V × I −→ V ,
où I est un espace topologique discret non vide.

Le caractère galoisien de p implique l’existence d’une action libre et transitive sur toutes les
fibres, donc G agit librement et transitivement sur I. Ainsi, on dispose d’une bijection entre I et
G, et on notera abusivement p−1(V ) ' V ×G.

On a donc l’isomorphisme suivant :

Ω∗(p−1(V )) '
n⊕
i=1

Ω∗(V ).

On définit alors une application :

n⊕
i=1

Ω∗(V ) −→ Ω∗(V )

(ωi)1≤i≤n 7−→
n∑
i=1

ωi,

ce qui via l’isomorphisme précédent nous fournit une application à valeurs dans Ω∗(V ) définie sur
Ω∗(p−1(V )), puis par restriction, définie sur Ω∗(p−1(V ))G.

On appelle p∗ l’application ainsi définie p∗ : Ω∗(p−1(V ))G −→ Ω∗(V ). Localement, p∗ vérifie :

∀ω ∈ Ω∗(V ), p∗(ω) = (ω, ..., ω) ∈

(
n⊕
i=1

Ω∗(V )

)G
.

Un calcul immédiat montre alors que p∗ ◦ p∗ = n id sur Ω∗(V ).
Réciproquement, si (ωi)1≤i≤n ∈ Ω∗(p−1(V ))G, alors on a nécessairement

∀(i, j) ∈ J1, nK2, ωi = ωj .

En effet, puisque X =
⋃
j∈J

Vj , on a Y =
⋃
j∈J

p−1(Vj) d’où Y '
⋃
j∈J

Vj ×G.

De plus, si on choisit deux ouverts V1 et V2, on a deux isomorphismes

(V1 ∩ V2)×G ' p−1(V1 ∩ V2)

et
(V2 ∩ V1)×G ' p−1(V1 ∩ V2)

qui donnent lieu à un nouvel isomorphisme de la forme

(V1 ∩ V2)×G ' (V2 ∩ V1)×G
(u, g) 7−→ (u, σ(g))
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où σ est une permutation de G. Dans ces conditions, l’isomorphisme entre Ω∗(p−1(V1 ∩ V2)) et
lui-même est donné par

(ωi)1≤i≤n 7−→ (ωσ(i))1≤i≤n.

On peut donc étendre la défintion locale de p∗ donnée plus haut en une application

p∗ : Ω∗(Y )G −→ Ω∗(X)

telle que p∗ et
1

n
p∗ sont des bijections réciproques l’une de l’autre.

L’inclusion Ω∗(Y )G ⊂ Ω∗(Y ) induit une application

ι : H∗(Ω∗(Y )G)→ H∗(Y )G.

Proposition 8.0.5. ι est un isomorphisme.

Démonstration. Posons

∀ω ∈ H∗(Y ), πG(ω) =
1

n

∑
g∈G

g∗(ω).

Montrons l’injectivité de ι.
Soit [ω] ∈ H∗(Ω∗(Y )G) tel que ι([ω]) = 0.
Alors, il existe η ∈ Ω∗(Y ) tel que ω = dη.
Ainsi,

ω = πG(ω) = πG(dη) = d(πG(η)).

Or, πG(η) ∈ Ω∗(Y )G donc [ω] = 0 ∈ H∗(Ω∗(Y )G), ce qui assure l’injectivité de ι.
Montrons maintenant la surjectivité de ι.
Soit [ω] ∈ H∗(Y )G. On note G = {g1, ..., gn} les éléments de G.
Alors il existe des formes différentielles (ηi)1≤i≤n telles que

∀i ∈ J1, nK, g∗i (ω) = ω + dηi.

Il s’ensuit que

πG(ω) =
1

n

n∑
i=1

g∗i (ω)

= ω +
1

n

n∑
i=1

dηi

= ω + d

(
1

n

n∑
i=1

ηi

)

donc [ω] = ι[πG(ω)] avec πG(ω) ∈ H∗(Ω∗(Y )G), ce qui prouve la surjectivité de ι.
Donc ι est bien un isomorphisme.
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En couplant les deux propositions précédentes, on obtient immédiatement le résultat suivant :

Proposition 8.0.6. On a un isomorphisme

H∗(X) ' H∗(Y )G.
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