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Résumé

En vue des conjectures de Beilinson, nous relions I'image d’un élément par le régulateur de
Beilinson dans la cohomologie de Deligne de S% x YZ ott SK et Y sont une variété de Siegel
et une courbe modulaire respectivement, a la valeur spéciale en 1 de la fonction L de degré huit
de GSp(4) x GL(2) associée & un produit de représentations automorphes admissibles cuspidales
génériques de GSp(4, A) et GL(2, A) respectivement, dans le cas ou celle-ci est entiere.

Apres avoir rappelé les définitions des objets que nous utiliserons dans cette these, notamment
la cohomologie motivique, le régulateur de Beilinson et les variétés de Shimura, nous construisons
dans le chapitre [3| une forme différentielle a partir de certaines représentations automorphes dont
nous préciserons les propriétés. Cette forme différentielle sera au coeur de la construction dans le
chapitre 5| d’'une forme linéaire définie sur un certain espace de cohomologie de Deligne, laquelle
nous permettra dans le chapitre [6 d’accoupler le régulateur de Beilinson avec la forme différentielle
précédemment construite. Enfin, notre travail trouvera sa conclusion dans le chapitre [7] ot nous
mettrons en évidence le lien entre le régulateur de Beilinson et la fonction L sus-mentionnée.

Mots-clés : Fonctions L, valeurs spéciales, régulateurs, conjectures de Beilinson, cohomologie mo-
tivique, cohomologie de Deligne, fonctorialité, formes automorphes, représentations automorphes,
variétés de Shimura.



Abstract

In order to prove Beilinson conjectures, we link the image of an element through the Beilinson
regulator in the Deligne cohomology of S¥ x Y, where S¥ and Y are a Siegel variety and a
modular curve respectively, to the special value in 1 of the degree-eight L—function of GSp(4) x
GL(2) associated to a product of automorphic generic admissible cuspidal representations of GSp(4)
and GL(2) respectively, in the case where this function is entire.

After defining the objects we will use in this thesis, namely motivic cohomology, Beilinson
regulator and Shimura varieties, we construct in chapter [3| a differential form based on certain
automorphic representations, whose proprieties will be precised. This differential form will have a
key role in constructing in chapter [f]a linear form defined on the Deligne cohomology, which will be
useful in chapter [6] in order to pairing the Beilinson regulator with the differential form previously
introduced. Finally, our work will conclude in chapter [7| where we will enlighten the link between
the Beilinson regulator and our L—function.

Keywords : L-functions, special values, regulators, Beilinson conjectures, motivic cohomology, De-
ligne cohomology, functoriality, automorphic forms, automorphic representations, Shimura varieties.
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Break the code, find the formula.
Lose control, in euphoria.
1985 - Haken (Affinity, 2016).
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Fonctions L

L’objet au centre de ce travail est la fonction L de degré huit de GSp(4) x GL(2). Les fonctions
L sont au coeur de la théorie des nombres, puisqu’elles relient des objets différents tels que les ca-
racteres de Dirichlet, les représentations automorphes, les formes modulaires, les courbes elliptiques
ou encore les motifs.

Concretement, les fonctions L sont obtenues comme prolongements méromorphes de séries de
Dirichlet, c’est a dire des fonctions de la variable complexe s de la forme

=X an
f(s) = s

n=1

ol (an)nen+ désigne une suite de nombres complexes.

1.1.1 Fonction zéta de Riemann

La plus ”simple” fonction L & laquelle on peut penser (en dehors de la fonction nulle) est la
fonction L associée a la suite (ay,)nen+ constante égale a 1. On obtient ainsi la célebre fonction zéta

de Riemann :
+oo 1
(s) = Z ns

n=1
Cette série converge si Re(s) > 1 et il est clair qu’elle admet un pole en s = 1. De plus, pour
Re(s) > 1, elle admet le produit eulérien suivant :

- T()

pEP

ou P désigne I'ensemble des nombres premiers. Riemann a démontré en 1859 qu’elle vérifiait 1’équa-
tion fonctionnelle suivante, valable pour tout nombre complexe s différent de 0 et de 1 :

¢(s) = 2°7° " lsin (%) I'(1—s)¢(1—3s)
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ou I' désigne la fonction définie pour tout nombre complexe s tel que Re(s) > 0 par I'(s) =

“+oo
/ e~ 't*71dt et prolongée analytiquement en une fonction méromorphe sur I’ensemble du plan
0

complexe excepté en les entiers négatifs qui sont des poles simples. Ces deux propriétés, I'existence
d’un produit eulérien et d’'une équation fonctionnelle, sont fondamentales et se retrouvent dans
chacune des fonctions L sus-mentionnées.

Les valeurs de la fonction ¢ font 'objet d’un intérét particulier chez les mathématiciens : citons

77
notamment la formule bien connue ¢(2) = g Ouencore le théoreme d’Apéry qui a démontré en 1978

que le nombre ((3) est irrationnel. Mais plus que quelques valeurs particulieres, ce sont les zéros de
la fonction ¢ qui fascinent les mathématiciens. Si ’équation fonctionnelle fournit aisément les zéros

. . . . s A . S s N
triviaur que sont les entiers pairs strictement négatifs (grace au facteur sin (?)), I’hypothese de

Riemann qui formule que les autres zéros (dont on sait qu’ils sont en nombre infini) se situent tous

1
sur la droite Re(s) = - reste a I'heure actuelle a ’état de conjecture.

En fait, la fonction ¢ de Riemann appartient a une classe plus large de fonctions L : les fonctions
L attachées a des corps de nombres. En effet, soit K un corps de nombres. Dedekind a défini pour
tout nombre complexe s tel que Re(s) > 1 la fonction

1
Cr(s) =Y N)

F40

ol la somme porte sur tous les idéaux non nuls de 'anneau des entiers O et ou N(5) = |0k /.7 |.
Dans le cas ot K = Q, puisque Oy = Z, on retrouve (g = (.

Enfin, pour tout caractere de Dirichlet , on associe la fonction L(s, x) définie pour tout nombre
complexe s tel que Re(s) > 1 par

<« x(n)
L<S7X) = Z ns
n=1
et qui admet le produit eulérien
I _ 1
0= =)

pEP

1.1.2 Formes modulaires et courbes elliptiques

On appelle forme modulaire pour SL(2,Z) de poids k € Z pair toute fonction holomorphe définie
sur le demi-plan de Poincaré H et vérifiant I’équation

H(25) = @+t

pour toute matrice € SL(2,Z). Toute forme modulaire f admet alors un développement

b
d
de Fourier de la forme

+oo +oo
f(z) = Z an(f)‘f%mz = Z an(f)q"
n=0 n=0
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ott les a,,(f) sont des nombres complexes et ¢ = €>™*. On dit que f est cuspidale si ag(f) = 0.
On lui associe naturellement la fonction L

Sion pose A(s, f) = (2m)~*I'(s)L(s, f), alors A(s, f) se prolonge en une fonction analytique si f est
cuspidale ; sinon elle a des poles simples en s = 0 et s = k. Dans tous les cas, elle vérifie I’équation
fonctionnelle ([Bum], Proposition 1.3.6)

A(s, f) = (=1)*2A(k — s, f).

Historiquement, 1'idée d’'un produit eulérien pour une fonction L associée & une forme modulaire
est due a Ramanujan, avec la forme modulaire cuspidale de poids 12

—+o0 —+o0
Al)=q [ -g)** =D ()"
n=1 n=1
ou 7 est appelée la fonction de Ramanujan. Ce dernier a conjecturé en 1916 que
+oo
d o)t = [ —-rp— +p" )"
n=1 pEP

Cette formule a ensuite été prouvée par Mordell en 1917.

Soit F une courbe elliptique sur Q de conducteur N. Alors E a bonne réduction modulo p pour
tous les entiers premiers p ne divisant pas N, et dans ce cas, on pose a,(E) = p + 1 — |E(F,)| ot
E(Fp) est la courbe elliptique obtenue sur F,, a partir de E apres réduction modulo p. Si p divise
N mais que p? ne divise pas N, on pose ap(E) = £1 selon que E a une réduction modulo p scindée
ou non. Si p? divise N, on pose simplement a,(E) = 1.

On définit alors la fonction L associée a E par le produit eulérien

L(s,E) = [] Lu(s.E)""

PEP
ol
(1—a,(E)p~® +p'=2%) sipne divise pas N,
L,(s,E)=14 (1—ay,(E)p~®) si p divise N et p? ne divise pas N,
ap(E) si p? divise N.

Le théoreme de modularité, prouvé dans le cas des courbes elliptiques semi-stables par Wiles
([Wiles]), puis prouvé dans les cas restants par Breuil, Conrad, Diamond et Taylor ([BCDT]),
nous fournit alors les premiers exemples d’objets mathématiques a priori différents reliés via leurs
fonctions L.

Théoreéme 1.1.1. Soit E une courbe elliptique sur Q de conducteur N. Alors il existe une forme
modulaire f de poids 2 pour le sous-groupe de congruence L'o(N) telle que pour tout nombre premier
p, on ait ap(E) = a,(f). En particulier, on a

L(s,f) = L(s,E).
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1.1.3 Formes automorphes et motifs

La fonction L étudiée dans ce travail est construite a partir de représentations automorphes
cuspidales 7 et ¢ de GSp(4,A) et GL(2,A) respectivement. La construction de la fonction L en
question sera détaillée au chapitre [7}

En général, on part d’un groupe algébrique réductif connexe sur Q, et on appelle “G le groupe
dual de Langlands de G ([Lan70]). (Rappelons que d’aprés [AShal, le dual de Langlands de GSp(4)
est GSp(4,C).)

On considére une repésentation automorphe 7 = ®/ m, de G(A) et une représentation p : LG —
GL(C,n). On note V ’ensemble fini des places ol 7 est ramifiée. On définit alors le produit eulérien

LV(S77T7P) = H L(S77TU7p)
vgV

ot les facteurs locaux L(s, ,, p) seront définis en section ci-dessous. Ce produit est absolument
convergent pour Re(s) suffisamment grande.

Un des points clés de ce travail sera d’utiliser le transfert fonctoriel de GSp(4) & GL(4) démon-
tré par [ASha] (Section ci-dessous). Une fois encore, il s’agira de trouver une représentation
automorphe IT de GL(4, A) ayant méme fonction L qu’une représentation automorphe cuspidale de
GSp(4, A) donnée.

La fonction L qui nous intéresse ici peut également étre construite de fagcon motivique, a partir
du motif M = H} (S x YE R(3))p,q de poids -2 qui sera défini en section ot SK et Y sont
respectivement une variété de Shimura associée & GSp(4,A) et une courbe modulaire associée &
GL(2,A). Rappelons la construction de la fonction L associée & un motif ([Nek], section 1.4).

Soit M un motif pur sur Q. Soit Q une cléture algébrique de Q, soit I un nombre premier
et soit M; la réalisation l-adique de M. C’est une représentation continue du groupe de Galois
Gal(Q/ Q) dans un Q;-espace vectoriel de dimension finie. Pour tout nombre premier p, soit @p une
cloture algébrique de Q,, et fixons un plongement iy, : Q— @p, d’olt une inclusion Gal(@p /Q,) —
Gal(Q/ Q). Soit I, C Gal(Q,/Q,) le groupe d’inertie et soit ¢, € Gal(Q,/Q,)/I, le Frobenius
géométrique. Comme précédemment, on note V' I’ensemble fini des places non-archimédiennes p # [
de Q pour lesquelles M a mauvaise réduction. Pour tout v ¢ V', le groupe I, agit trivialement sur
M;, ce qui permet de définir le polynéme P, (X, M) = det(1 — ¢, X|M;). Ce polynéme ne dépend
pas du choix du plongement ,. De plus, Deligne a démontré que P,(X, M) est un polynéme &
coefficients entiers indépendants de ! ([Del74]). On définit alors les facteurs locaux de la fonction L
associée a M par

Ly(s,M) = P,(p~*, M)

puis

Ly (s, M) =[] Lu(s, M).
vgV

D’apres la conjecture de monodromie ([Nek], 1.4), pour toute place v ¢ S, les poles de L, (M, s) se

trouvent sur la droite Re(s) = % ol w est le poids du motif M. D’apres [Del74], le produit eulérien

est absolument convergent pour Re(s) > 1+ %

Par ailleurs, on conjecture qu’on peut définir des facteurs locaux L, (s, M) pour toute place

-k
non-archimédienne v € S dont les poles ont partie réelle Re(s) = wT pour k € N ([Jan87]).
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Enfin, on définit le facteur local archimédien Lo (s, M) par un produit de facteurs gamma
du type Tr(s) = 7 */?T'(s/2), et Tc(s) = I'r(s)[r(s + 1) dépendant uniquement de la struc-
ture de Hodge de la réalisation de Betti de M ([Nek], Section 1.4). On notera alors L(s, M) =
Loo(s, M) [[,cy Lo(s, M)Ly (s, M).

Lorsque 7 est une représentation automorphe cuspidale de GSp(4, A) dont la composante archi-
médienne est une série discrete, il existe des représentations galoisiennes [-adiques de dimension 4
dont la fonction L coincide avec la fonction L(s, 7, p) associée & la représentation p : GSp(4,C) —
GL(4,C). Ceci est une conséquence de [Lau], [Tay] et [Wei05].

1.2 Régulateurs

Nous définirons en section le régulateur de Beilinson
ro : HYy(X,Q(3)) — HE (X/RR(3))

ou X est une variété quasi-projective lisse sur Q. Le but de ce travail est de construire un élément
non nul Eis 4 2(¢f) € H(X,Q(3))y,q tel que

WQ(T@(EiS/ﬂ72(S@f))) ~ CLv(l,ﬁ' X (‘3’)

ot Ug, sera une forme linéaire sur H3 (X/R,R(3)),,q définie en section; le symbole ~ désigne une
égalité a un nombre algébrique non nul pres et ¢ sera une constante complexe non-nulle explicitée
dans le Théoréme [T.2.7

Ce type de relation doit nous faire penser a une situation plus classique.

Soit K un corps de nombres. On note r; le nombre de plongements réels de K, ro la moitié des
plongements complexes non réels de K et 0y les unités de K. Rappelons le théoréme des unités de
Dirichlet : on a un isomorphisme

07 ~ 7" u(K)

ou u(K) est le groupe fini des racines de I'unité de K. L’image du régulateur de Dirichlet
T OF OT — R

est un réseau dans I'espace euclidien R™ 172, dont on note (K) le volume d’un domaine fondamental.
On a alors 1’égalité
lims— (r172—1) ) = ——
550 Cic(5) w(K)
ot h(K) est le nombre de classes de K et w(K) le nombre de racines de 'unités dans K. Cette
formule, intimement liée au théoréme des unités de Dirichlet, dit que le prolongement méromorphe
de la fonction (i admet en s = 0 un zéro d’ordre r; + ro — 1, autrement dit le rang du groupe des
unités 05, et la valeur spéciale de (i en 0, i.e. son premier terme non nul dans son développement
de Taylor, est égal a

Ge(0) = -

ou encore avec les notations précédentes



Nous serons amenés a démontrer que la fonction s — Ly (1,7 x &) ne s’annule pas en s = 1 de telle
sorte que la valeur spéciale L3 (1,7 x &) soit Ly (1,7 x &). Ainsi, de fagon similaire au régulateur
de Dirichlet, nous relierons la valeur spéciale d’une fonction L & un certain régulateur. Ce lien est
encore mieux précisé par les conjectures de Beilinson ([Beil).

1.3 Conjectures de Beilinson

Précisons qu’il existe des conjectures de Beilinson pour tout motif de poids w < —1 exposées
dans [Nek]. Puisque le motif que nous considérerons ici, a savoir M = H{(SK x YL R(3)),.q.
est de poids -2, nous nous contenterons de les présenter dans ce seul cas. De plus, via ’équation
fonctionnelle des fonctions L motiviques ([Nek],1.5), les valeurs L(0, M) et L(1, M), ot M est le
motif dual de M, sont liées. Nous énoncerons donc les conjectures de Beilinson en 0.

Soit M un motif pur sur Q de poids w = —2. On considere sa fonction L définie en section 1 de
la présente introduction. On sait que cette fonction est convergente pour Re(s) > 1+ Yo, Ainsi,

0 se situe au bord du demi-plan de convergence. Dans ce cas, la fonction L peut avoir un pole en 0
dont l'ordre est prédit par la conjecture de Tate ([Tat]).

Conjecture. (Tate) On a
—ords—g L(s, M) = dimg(Homnn, (Q(0), M(—1)))

ot MMq désigne la catégorie abélienne Q-linéaire conjecturale des motifs miztes sur Q a coefficients
dans Q ([Jan94], Conjecture 4.1).

Soit Myr et Mp les réalisations de de Rham et de Betti de M respectivement. La réalisation
de de Rham Mg est un Q-espace vectoriel de dimension finie muni de la filtration de Hodge F™™.
Notons Mg le sous-espace de Mp constitué des vecteurs invariants par ’application induite par la
conjugaison complexe. On montrera (Lemme ci-dessous) que le morphisme I ps : Mg ®Q
R — (Myr/F°) ®g R induit par I'isomorphisme de comparaison Mp ® C ~ Myr ® C est injectif.

D’apres ([Nek], Section 2.5), on a coker(loo ar) Extll\/[HSJr (R(0), Mp) on MHS}, désigne la catégorie
R

abélienne des R-structures de Hodge mixtes réelles. Les Q-structures Mg et Myp/F 0 de la source
et du but de I p induisent naturellement une Q-structure (M) sur detR(Ethl\/[HS;{ (R(0), Mg))

(ot det(V') désigne la puissance extérieure non-nulle maximale de V). Soit Extypy (Q(0), M) C
Extll\/[MQ(Q(O), M) les classes d’extensions définies sur Z ([Nek], Section 4.5). La réalisation de Betti
induit un morphisme ([Nek], Section 4.2)

Ethl\/[MZ (Q(0), M) = Ethl\/[HS;g (R(0), Mp).
De méme, on a un isomorphisme canonique

Homy g+ (R(0), Mp(—1)) =~ ker(Joo,ar(~1))

ou MB(—l) = Mp RqQ Q(—l)
Par ailleurs, la réalisation de Betti induit un morphisme

Homn, (Q(0), M(—1)) — HomMHSﬁ{ (R(0), Mp(-1))
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et en composant avec le morphsime ker (/oo a7(—1)) — coker(Iso ar), on en déduit un morphisme

HOIDMMQ (Q(O), M(—l)) i) Ethl\/IHS;T (R(O)7 MB)~

Nous pouvons désormais énoncer les conjectures de Beilinson dans le cas ot w = —2.

Conjecture. (Beilinson)
i) On a (Imr, ® Im ) ®g R = Exty o+ (R(0), Mp).
R
ii) On a dimg Extyp, (Q(0), M) = ords—_1 L(s, M).
iti) On o detg(Imry, @ Imep) = L*(0, M)D(M) ou L*(0, M) désigne la valeur spéciale de la
fonction L en 0.

Définition 1.3.1. On dit que 0 est une valeur critique pour M si Extll\/[HSJr(R(O), Mpg) est nul.
R

Dans notre travail, 0 ne sera pas une valeur critique du motif M (Proposition ci-dessous)
et Ethl\/IHSE (R(0), Mp) sera isomorphe & H5 (X/R,R(3))p,q-
Dans le cas ot la fonction L a un poéle en 0, le premier alinéa des conjectures de Beilinson devient

Ime, ® R = Extll\/[HS+ (R(0), Mp). Francesco Lemma ayant traité le cas ou la fonction L admet
R

un péle en s = 0 ([Lem20]), nous nous intéresserons ici au cas ou la fonction L n’a pas de pdle en
s=0.
Dans ce cas, on a conjecturalement
1
Imr, ®g R = EXtMHSS{ (R(O), MB).
Notre motif Mg étant un motif de Chow, i.e. que la relation d’équivalence sur les cycles utilisée pour
le définir est ’équivalence rationnelle, on a toujours d’apres ([Nek], conjecture 4.1) un isomorphisme
conjectural entre la cohomologie motivique HY, (M) de M et ExtlleQ(Q(O), M). D’autre part, le
régulateur de Beilinson définit un morphisme
1 r 1
HY (M) = ExtMHS% (R(0), Mp)
qui, une fois restreint & la partie entiere HY(M)z C HL, (M) de la cohomologie motivique, se
substitue au morphisme 7, du premier alinéa de la conjecture de Beilinson.
Apres twist dans les bons degrés, on retrouve le régulateur de Beilinson rg défini en Section 2.2]

ci-dessous :
ro : Hy(X,Q(3)) — H(X/R,R(3))

ou X = SK x YT est une variété projective et lisse définie sur Q.

D’apres la formule annoncée en début de section le lien avait déja été établi entre la valeur
spéciale L*(0, M) et le régulateur rg. Un futur objectif pourra alors étre de comparer l'image
du régulateur de Beilinson rg avec la Q-structure P(M) conformément au troisieme alinéa des
conjectures de Beilinson.

1.4 Liens avec d’autres travaux

Comme expliqué ci-dessus, nous nous intéressons ici & la fonction L de degré huit de GSp(4) x
GL(2) dans le cas ou celle-ci n’a pas de pole en s = 0. Le cas ou la fonction L admet un pole en
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s =0 a été étudié par Francesco Lemma dans [Lem20]. La stratégie que nous suivons ici pour relier
la classe de cohomologie motivique a la valeur spéciale de la fonction L en 1 est similaire a celle
employée par Lemma dans cet article, qui s’appuyait elle-méme sur des calculs faits précédemment
dans [Lem17]. Plus précisément, supposons I’existence d’un motif M (7 x o), on a conjecturalement
un isomorphisme

(Hy(M(my > 0p),Q(3))z & N*(M(my x 0p))) ®g R = H5(M(my x o)/ R,R(3)),

donné par le régulateur de Deligne-Beilinson rg, ot N%(M (75 x0f)) désigne le Q-espace vectoriel des
cycles de codimension 2 définis sur M (7y X o) & équivalence homologique pres. Dans notre cas, on a
dimg (HS (M (7y x 07)/R,R(3))) = 1. D’apres la conjecture de Tate, on a dimg(N?(M (7 x 0))) =
1 si et seulement si la fonction L(s, H*(M(m; x of))) a un pole simple en s = 3, ce qui est
précisément le cas étudié par Lemma. Ici, on s’attachera a étudier 'autre cas, i.e. celui ou la
fonction L automorphe n’a pas de pole en s = 0. Précisons que cette fonction L a un podle en s = 0
dans le cas suivant : 7 est endoscopique (cf. Théoréme , i.e. m = m; Hmg est la somme isobare
de deux représentations cuspidales de GL(2,A), et m ~ & (ou w2 ~ §).

Dans le cas ou cette fonction L n’a pas de pole en s = 0, cela donne lieu a un isomorphisme
conjectural

H%(M(my x 07),Q(3))z @ R ~ HS(M(ry x o7)/ R, R(3)).

Dans notre théoréeme principal (Théoréme [7.4.1) que nous énongons ci-dessous, on démontrera
existence d'une classe de cohomologie motivique non nulle dans H5,(X,Q(3)). Plus précisément :

Théoréme Principal . Soient m une représentation automorphe cuspidale cohomologique (au sens de
la Déﬁnition unitaire de GSp(4, A) pour laquelle il existe ' une représentation automorphe
cuspidale générique de GSp(4, A) telle que 71'} ~ my. Soit o une représentation automorphe cuspidale
cohomologique unitaire de GL(2,A). Soient K et L deux sous-groupes nets compacts ouverts de
GSp(4,Ay) et GL(2,Ay) respectivement tels que 71']{( et crj% les espaces des formes automorphes de
w5 et oy fizées par K et L soient non nuls. On note X = SE x YT le produit des variétés de
Shimura S& et YL définies en Section . On note p et q les noyauzr des caractéres de Hecke
définis en Section[{.1.3 On suppose que :

- pour toute place ramifiée non archimédienne p € V, m, s’obtient comme relévement de Weil
de représentations de GL(2,Q,) x GL(2,Q,);

- la fonction L(s, 7™ x o) n’admet pas de péle en s =0;

- pour toute place non archimédienne ramifiée p € V, la fonction L,(s,m X o) n'admet pas de
péle en s = 0.

Alors il existe une classe de cohomologie motivique non nulle z € H% (X, Q(3))p.q-

Remarque 1.4.1. Le fait que les facteurs locaux ramifiés de la fonction L n’admettent pas de pole
en 0 est prédit par la conjecture de monodromie énoncée en Section 1.1.3.

Enfin, signalons également que Hsu, Jin et Sakamoto ont récemment et indépendamment construit
un systeme d’Euler pour la représentation de Galois associée a une représentation automorphe co-
homologique cuspidale non endoscopique de GSp(4) x GL(2) ([HJS]). Pour cela, ils étudient la méme
classe de cohomologie motivique que nous construisons ici et étudient son image via le régulateur
étale.
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Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Cohomologie motivique

2.1.1 Groupes de Chow

Soit X un schéma quasi-projectif sur un corps K. On appelle z*(X) le groupe des cycles al-
gébriques sur X, c’est a dire le groupe abélien libre (gradué par la codimension) engendré par les
sous-variétés fermées irréductibles de X. Un cycle sur X s’écrit ainsi comme une somme formelle
finie & coefficients entiers > n,[V] de sous-variétés fermées irréductibles de X. On dira que ce cycle
est un k-cycle si toutes les sous-variétés qui interviennent dans la somme finie sont de codimension
k et on note 2*(X) le sous-groupe des cycles de codimension k.

On désigne par K(X) le corps des fonctions rationnelles de X et par K(X)* son groupe multi-
plicatif.

2.1.2 Push-forward de cycles

Soient X et Y deux schémas quasi-projectifs.
Soit f : X — Y un morphisme propre. Pour toute sous-variété V de X, W = f(V) est une
sous-variété fermée de Y.
Il existe alors un plongement de K (W) dans K (V) qui est une extension finie de corps si
dim(W) = dim(V') ([Ful], Appendice B.2.2).
Soit
[ [K(WV): K(W)] sidim(W) = dim(V)
deg(V/W) = { 0 si dim(W) < dim(V/)
ou [K(V) : K(W)] désigne le degré de l'extension finie K (V)/K(W).
On définit ainsi
fu[V] = deg(V/W)[W].
Cette définition s’étend linéairement en un morphisme
fo s 2M(X) = 28 (V).

Remarque 2.1.1. Ces morphismes sont fonctoriels : soit Z un schéma quasi-projectif et g: Y — Z.
Alors, par multiplicativité des degrés des extensions de corps, on a (gf)x = g« [«
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2.1.3 Pull-back de cycles

Soient X et Y deux schémas quasi-projectifs. Soit f : X — Y un morphisme plat de dimension
relative n.
Pour toute sous-variété V de Y, on pose

Fvi=vl,

ott f~1(V) désigne I'image inverse de V par f et est un sous-schéma de X de dimension dim(V) +n
([Ful],1.7).
On étend cette définition par linéarité pour obtenir les morphismes pull-back

fr2PY) = (X)),

Remarque 2.1.2. Soit g : Y — Z un morphisme plat. Alors go f est un morphisme plat et (gf)* =
f*g*. En effet,

@) WVI=UaH WMl =197 W= flg ' (V)] = frg"[V].

Définition 2.1.3. ([Blo3],p. 65) On dit que deux sous-variétés X; et Xo de X de codimensions
respectives r1 et ry se rencontrent proprement st toute composante irréductible de X1 N X2 a une
codimension supérieure ou égale a 11 + ro dans X.

Sii: W — X est une sous-variété fermée qui est une intersection complete locale, il existe
([Blo2],p. 267) :
it 25(X) = 2 (W),

ot z*(X)" C z*(X) est le sous-groupe engendré par les sous-variétés qui rencontrent W proprement,
c’est a dire dans la bonne dimension.

Soit K un corps. Soit X un schéma quasi-projectif sur K. Soient n et m deux entiers.

On considére une application p : {1,...,m} — {1,...,n} strictement croissante. Pour tout 4
n’appartenant pas a I'image de p, on choisit €; € {0,00}. On définit alors I’application p° : (P}, —
{1h™ = Pk — {1})" par :

vk tj Sl@:p(])
(P°)"ts —{ g sii¢p{l,..,m}.

Par ailleurs, observons qu’on a un isomorphisme

A~ (Px-{1)"
(o1, o) = (L= 2= )
T,y Ty -, ., 1=—).
1y T T
D’autre part, on appelle A™ 'hyperplan de A7 défini par 'équation Y ;-
ci-dessus, on a une injection de A™ dans (P}, — {1})™.

On dit alors que p°(A™) C A™ est une face.

o ti = 1. Vial'isomorphisme
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Ainsi, on définit ¢*(X,n) C 2*(X x (PL —{1})") comme le sous-groupe engendré par les variétés
rencontrant toutes les faces du cube dans la bonne dimension.
Pour i € {1,...,n}, et &; € {0,000}, on appelle 95 : ¢*(X,n) — ¢*(X,n — 1) le pullback le long
de ’application
(t17 vy tnfl) — (t17 ves i 1,€5,Liy eeny tn)

On a ainsi ([Tot],p.180) un complexe de groupes abéliens gradués
c(X,n) = .. = c"(X,1) = "(X,0) =0

ou les applications d,, : ¢*(X,n) — ¢*(X,n — 1) sont définies par

n

dy =3 (~1)(07° — 7).

i=1

Enfin, on appelle d*(X, n) le sous-groupe de c!(X, n) engendré par les cycles sur X x (P —{1})")
qui sont des pullbacks de cycles sur X x (P — {1})"~!) obtenus via une projection linéaire de la
forme

(1, ey @) ¥ (T1y ey Tl ey Ty

ou 1 < k < mn, le symbole "au-dessus d’un argument signifiant que celui-ci doit étre omis.

Définition 2.1.4. On définit les groupes de Chow supérieurs CH' (X,n) comme les groupes d’homo-
logie du complexe c¢'(X,.)/d (X,.).

Si X et Y sont des K-schémas quasi-projectifs, 'isomorphisme
(X x (P — {117 x (Y x (Pk —{1})*) = (X x V) x (P} — {1})7**
permet d’obtenir le produit extérieur

CHP(X,q) ® CH"(Y, s) — CHP™" (X x Y, q + s).

Définition 2.1.5. (/Blo1], 0.1.8.2) On définit la cohomologie motivique par ’égalité suivante :
H7"(X,Q(i)) = CH'(X,n) © Q.

Remarque 2.1.6. Ainsi, on a H,(X,Q(1)) = CH (X,1) ® Q.
Par définition, on a
CH'(X,1) = ker(d; )/ Im(dy)
ot dy : cH(X,1)/d (X,1) — ¢ (X,0)/d (X,0) et da : ¢*(X,2)/d*(X,2) — (X, 1)/d (X, 1).
Soit u € O(X)* une unité sur X, vue comme un morphisme de X vers Pk
On considére V = {(z,u(z)) € X x PL} son graphe, puis V' =V N (X x (PL — {1})).
[V'] définit alors un cycle dans c'(X,1).
Par définition, on a

di([V']) = (& = 97°)(IV').
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Or, u étant une unité, elle ne prend jamais les valeurs 0 et oo donc dy([V']) = 0.
Ainsi, la classe de [V'] modulo d*(X,1) définit un élément de CH'(X,1).
D’aprés la définition[2.1.5, on a donc une application

O0(X)*@Q — Hy(X,Q(1))
u®l = [V]®l

2.2 Définition du régulateur de Beilinson

Soient X une variété algébrique réelle lisse et X (C) sa variété algébrique complexifiée de di-
mension d. On rappelle en outre qu’on note R(p) = (271)PR C C. On choisit X (C) une compacti-
fication de X (C) telle que D = X(C)\X(C) soit un diviseur & croisements normaux. On appelle
j : X(C) —» X(C) rinclusion naturelle.

On note Q% ) le faisceau des formes différentielles holomorphes sur X (C), et 0%

X© (log D) le

faisceau des formes différentielles holomorphes sur X (C) a poles logarithmiques selon D.

Définition 2.2.1. On appelle F la filtration de Hodge de Q} (log D) définie de la fagon suivante :

(©
D *
F QX(C) log D) = @QX(C) log D).

p'>p

Définition 2.2.2. Le complexe de Deligne-Beilinson du couple (X (C), X (C)) est défini par le com-
plexe de faisceaux pour la topologie analytique

R(p)o = cone(Rj.R(p) & F*Qm X@ )(log D) % 5% @)1l
ot u(a, f) = —a+ f et pour tout p € Z, R(p) désigne le sous-groupe (2mi)PR de C.

Définition 2.2.3. Les groupes de cohomologie de Deligne-Beilinson sont les groupes d’hypercohomo-
logie du faisceau R(p)g, i.e.

H3(X,R(p)) = H*(X(C),R(p)2).

Remarque 2.2.4. Ces groupes sont indépendants de la compactification choisie pour X(C) ([BKK],
5.1).

La définition des groupes de cohomologie de Deligne-Beilinson implique 'existence d’une suite
exacte reliant celle-ci & la cohomologie usuelle. Cette suite exacte est donnée par ([BKK], égalité
5.4) :

— H"Y(X(C),C)/FPH" (X (C),C) — HZ(X,R(p)) = H"(X(C),R(p)) — ....

Définition 2.2.5. La conjugaison complexe Fo, est une involution antiholomorphe sur X (C) et on
définit la cohomologie de Deligne-Beilinson réelle par

H2 (X, R(p)) = H(X(C),R(p)F==1,

ot F; désigne la composition du morphisme induit par Fo, et de la conjugaison complexe sur les
coefficients.
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On appelle S™(X/R,R(n)) Pespace vectoriel des formes différentielles €°° de degré m sur X, a
valeurs dans R(n) et qui sont fixées par le morphisme F;

Proposition 2.2.6. (/Nek],7.5.1) Il existe un isomorphisme canonique

w n—1 n— 0 7 (lo — e (w
H(X/R,R(n)) ~ {(p,w) € " HX/R, R;§n21();(e/9RI?R((f7Qf)§l g D))|dp n—1( )}’

2+ (=1)""1z
—

Remarque 2.2.7. Soit r1, : HY(X,Q(1)) — H3(X,R(1)) le régulateur de Beilinson défini en

Définition ci-dessous.
Vu Uapplication

ot 1 : C — R(n — 1) est la projection naturelle définie par mp_1(z) =

O(X)* ®Q — Hy(X,Q(1))

définie en Remarque ci-dessus, alors pour tout u € 6(X)*, la classe de cohomologie de Deligne
r11(u®1) est représentée par p = log |u| € S°(X/R,R(0)) et par w = dlogu € H°(X, Q% (log D)).

On appelle 7*(X/R,R(m)) le complexe des courants R(m)-valués fixés par I'involution F..
De méme, on note Z;g(X /R, C) le complexe des courants sur X & pdles logarithmiques le long

de D qui sont fixés par I'involution F._ équipé de sa filtration de Hodge ([Jan88], définition 1.4).

Proposition 2.2.8. (/Kin/, Lemme 6.3.9)
Soient i et j deux entiers. Il existe un isomorphisme canonique

{(9,7) e T77HX/R,R(j — 1)) & F/F,. [} (X/R,C)|dS = m;_1(T)}

D 7)) —
IR R = {d(S,1)|(5,T) € T-2(X/R,R(j — 1)) ® FI ./~ (X/R,C}

Les courants étant covariants pour les applications propres, la proposition ci-dessous donne une
description explicite du morphisme de Gysin dans la cohomologie de Deligne-Beilinson.

Proposition 2.2.9. i) ([Jan88], Théoréme 1.15) Il existe un isomorphisme canonique entre I’homo-
logie et la cohomologie de Deligne-Beilinson :

HY (X/R,R(j)) ~ HZ'(X/R,R(d — j)).

it)([KinJ, Lemme 6.3.10)
Soit i 1 Y — X une immersion fermée de codimension c. Alors, via l’'isomorphisme précédent
et la description explicite des classes d’homologie de Deligne-Beilinson, le morphisme de Gysin

it HY'(Y/R,R(n)) — HZ(X/R,R(n + c))

est induit par Uapplication (S, T) — (45,4 T).
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Définition 2.2.10. Soit (X, R(j)) C S*(X,R(j)) le sous-espace des formes différentielles a support
compact.

Soit ¢ € SYX/R,R(j)).

On appelle T, € T4 X/R,R(j — d)) le courant défini par

0 e SHXR( — ) — Tp(n) = ﬁ /X nAg.

De méme, pour w € H(X,wx (log D)), on appelle T, le courant d’intégration le long de w.

Soit X une variété lisse et quasi-projective définie sur Q. D’apres [Blo3], paragraphe 4, on peut
définir un régulateur

CH'(X,n) — HZ™"(X x¢ C,i)F==".

Remarque 2.2.11. Si X = Spec(K), ou K est un corps de nombres et i = n = 1, on obtient le
régulateur standard

K* — (Q@R)* 8 Rritrz

o 1 et ro désignent respectivement le mombre de plongements de K dans R et le nombre de
plongements de K dans C divisé par 2.

On considere maintenant que X est une variété complexe. En factorisant, on obtient une nouvelle
application B
CH'(X,n) — HZ " NX,R(i — 1))"~='/F' HI- "1 (X/R).

Le fait que F'H5% "~ (X/R) soit un sous-espace de Ha " (X, R(i — 1))F=1 est justifié par la
suite exacte définie dans la sous-section précédente et par la section 2.1 de [Nek]. Or, le membre de
droite est isomorphe par définition & HZ' ™™ (X/R,R(7)).

D’autre part, d’apres la définition [2.1.5] on a

CH(X,n)®Q = H% "(X,Q(i)).

Définition 2.2.12. On appelle régulateur de Beilinson et on note rg ['application suwivante ainsi
obtenue pour tous entiers n et i :

ro  H2 7 "(X,Q()) — HZ7 " (X/R,R(4)).

2.3 Groupe symplectique et demi-plan de Siegel

Soit I la matrice identité de taille 2 et soit J la matrice représentative de la forme symplectique
sur Z* dans la base canonique définie par

(")

J est une matrice antisymétrique vérifiant J2 = —I, d’on J ! = —J.
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On définit alors le groupe symplectique GSp(4) de la fagon suivante :
GSp(4) = {g € GL(4)|'gJg = v(9)J,v(g) € G}

Ainsi définie, lapplication v : GSp(4) — G, est un caractére.
On note Sp(4) le noyau de v,i.e.

Sp(4) = {g € GL(4)|'gJg = J},
ainsi que
GSp(4,R)+ = {g € GL(4)|"9.Jg = v(g)J,v(g) > O}.
D’autre part, le groupe GSp(4) contient le sous-groupe
GL(2) xg,, GL(2) = {(g,h) € GL(2) x GL(2)|det(g) = det(h)}

via le morphisme de groupes
1 : GL(2) xg,, GL(2) — GSp(4)

défini par
a b

({a b a v _ a v
\\e a)\¢ @ e d
c d

En effet, on vérifie aisément que pour tout couple (g, h) avec det(g) = det(h), on a l'identité
Yi(g,h)Ji(g, h) = det(g)J = det(h)J.
Définition 2.3.1. On appelle demi-plan supérieur de Siegel et on note # [’ensemble
H ={7Z € M>(C)|"Z = Z,Tm(Z) > 0},
ot Im(Z) > 0 signifie que la partie imaginaire de Z est définie positive.

Nous allons décrire l'action de GSp(4,R); sur #. Pour cela, nous aurons besoin du lemme
suivant.

Lemme 2.3.2. a) Le groupe GSp(4,R) est stable par transposition.

b) Soit g = <: 6) ot «, B, et § sont des matrices de taille 2. Alors les conditions suivantes

6
sont équivalentes :
i) g € GSp(4,R) ;
ii) tary et {36 sont symétriques et tad —t yB = v(g)ls ;
iii) o B et 46 sont symétriques et atd — By = v(g)ls.

Démonstration. a) Soit g € GSp(4,R). Alors, par définition,

tgJg =v(g)J.

Ainsi, g—! vérifie

tg~ g =v(g) Y,

27



d’ou en prenant l'inverse a gauche et a droite,

gJtg =v(g)J.

Cette derniere égalité dit exactement que g € GSp(4, R).
b) L’équivalence entre i) et ii) provient de la définition et du calcul suivant :

t t t t
t 1 (lay="ya fad="qpB
gJg = (tﬂfytda tﬂ(gtaﬂ)-

L’équivalence entre ii) et iii) provient du point a) et du fait que
t. ot
a Ty
tg = (tﬁ t5> .

Proposition 2.3.3. (/BL], Proposition 8.2.2).
Le groupe GSp(4,R) . agit de fagon biholomorphe & gauche sur I par

9.7 = (aZ +B)(vZ + )~ !

pour tout g = (: g) € GSp(4,R) ..

Démonstration. Dans un premier temps, il s’agit de montrer que (vZ + §) est inversible. En appli-
quant le lemme précédent, on trouve :

"(VZ+0)(aZ+8) - (aZ+B)(vZ+6) = (ya—T'a)ZZ+ ("6a— "7+ ("B — 'ad)Z + '8 - 'B6
= v(9)(Z-2)
= 2iv(g)Im(Z).

Soit v € C2 tel que (vZ + d)v = 0. Alors, d’aprés 1'égalité ci-dessus, on obtient :

By Z +6)(aZ + B) — H(aZ + B)(vZ +0))v
"(vZ +d)v(aZ + B)v — (aZ + B)u(yZ + )
0

2iv(g)"vIm(Z)v

par hypothése sur v. Or, par définition, v(g) # 0. A fortiori, on a 'oIm(Z)v = 0. La partie imaginaire
de Z étant définie positive par définition de #, ceci implique nécessairement que v = 0. Ainsi,
(YZ + 9) est bien inversible, et Paction de GSp(4,R) 4 sur # est bien définie.

De méme, on a

"WZ+0)(9.Z - "(9.2)VZ+08) = '(vZ+0)(aZ+B)(vZ+ ) = (vZ +8)  H(aZ + B))(vZ + 9)
YvZ +6)(aZ + B) — HaZ + B)(vZ + 6)

= ("ya—"tay)'ZZ + ("6 — 'BY)Z + ("B — 'ad)' Z + 165 — 16
v(g)(Z ~ '2)

0
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car Z est symétrique par définition de #. Or, vZ + ¢ est inversible, donc g.Z — *(g9.Z) = 0, ce qui
implique que g.Z est symétrique.
Enfin, en utilisant que ¢g.Z est symétrique :

Y(vZ + 8)Im(g.2)(yZ + 6)

5 CZF 002~ 57) (07 +9)

_ 2l CZ+0) (9.2~ "9.2)(vZ +9)

_ %tm((aZ—kﬂ)(W’Z‘f"s)_l —tyZ+0) 1 aZ + B))(vZ + 90)

— L(GZT0 0z +8) ~ LT AZ+9))

= v(g)m(Z)

d’apres le calcul fait en début de preuve.
On a donc 1’égalité

m(g.Z) = v(9)'(vZ +8)""m(Z)(vZ + )~
Pour tout v € C?\{0}, on trouve
TIm(g.Z)v = v(g) "(vZ + 6) " wIm(Z)(vZ + §) "t

Or, on a d'une part !(vZ + &)~ 1vIm(Z)(vZ + §)~tv > 0 car Im(Z) > 0, et d’autre part v(g) > 0
par hypothese.

Ainsi, pour tout v € C*\{0},

BIm(g.Z)v > 0,

donc Im(g.2) > 0.

Ainsi, pour tout g € GSp(4,R) ., pour tout z € #,9.Z € ¥ .

I nous reste a vérifier que l'application (g, Z) — ¢g.Z est bien une action.

Tout d’abord, il est clair que pour tout Z € #,1,.Z = Z.

!/ /

Soit g = : ? et g = (:, §’>’ deux matrices de GSp(4,R),. Montrons que pour tout

ze#.glg2)=9g)2
, ao’ + ap’ + o -
Tout d’abord, gg' = <'yo/ +§:yy, ’Yg/ —|—§5’> . Ainsi,
(99")-Z = (e + BY)Z + ap’ + ") (e + 67)Z + 8"+ 88") !

D’autre part,

9.(9.Z2) = (ag Z+P) (g Z+0)""

A Z+BVANZ+8) T+ BV Z+ BV Z+ ) +6)7!

A Z+BVNZ+8) T+ BV Z+ VA Z+8) T WA Z+ BNV Z+ )T+
)

(
(
(
(' Z+B)V+ B Z+ N Z+B)YZ+6)" + 6)(7’2 +46)7"
(
(
(99

(ad +BYVZ +af + B )Yy Z +B) +6(+Z + & )
(ad + BY)Z + aff + B8 (v +67)Z +~B + 66') 1
".Z
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La proposition est donc prouvée. O

Remarque 2.3.4. La preuve est inchangée si on restreint Uaction a GSp(4,Q).

Proposition 2.3.5. a) L’action de GSp(4,R). sur F est transitive.
b) Le stabilisateur de ilo € I est le groupe

«

k={a=(2 J)ecrumia’s=paata+ sy =siot).

Démonstration. a) Soit Z = X +iY € . Puisque Y est symétrique, définie et positive, alors il
existe P € GL(4,R) telle que Y = P'P.

t p—1
Soit h = <P Xp ) On vérifie aisément, en utilisant que X est symétrique, que thJh = J :

0o tp!
tp 0 0 L\ /P XxXtp!
pPltx pPl)\-I, 0 0o tpt

0 tp P xtp-!
—P71 P*l tX 0 tpfl

= J

*hJh

D’autre part, on considere la matrice ils € #. Alors

hil, = (iP+X'PY)tp
= X+iP'P
= X+iY
= Zz

Ainsi, toute matrice de # est dans 'orbite de il5, 'action est donc bien transitive.
b) On a I’équivalence

gily = ily & (ia + B)(iy +0) ! = ils,

ie
gZIQ = ’LIQ & jo+ ﬂ = = —+ 257
d’ou
{ a =9
g =
Ainsi, g = _aﬁ g), et d’aprés le Lemme [2.3.2] ceci équivaut aux faits que a3 soit symétrique

et que ala+ B8 =v(g)ls.
O

Remarque 2.3.6. i) Cette fois, la preuve ne fonctionne plus dans le cas de GSp(4,Q)+ (puisque
GSp(4, Q)+ est dénombrable) et l’action n’est pas transitive dans ce cas.
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ii) Si on restreint l'action & Sp(4,R), tous les résultats précédents restent valables. De plus, le
stabilisateur de ily est cette fois le groupe compact

Koo =Sp(4,R)NO(4,R) = {gz (_AB f;) € GL(4,R)|AtB:BtA;AtA+BtB:IQ}.

Dans ce cas, via Uapplication
h:Sp(4,R) — X
— g.iIQ,

on a une bijection
H ~ Sp(4,R)/Kw.

De plus, Uapplication h est propre ([BL], Proposition 8.2.4), i.e. pour tout compact K C %, h=!(K)
est un sous-ensemble compact de Sp(4,R).

2.4 Variétés de Shimura

2.4.1 Adéles

On note & l'ensemble des nombres premiers.

Définition 2.4.1. On note A l'anneau des adéles de Q défini par
A=R X.Af

ot Ay est l'anneau des adéles finies de Q et est défini par

Ay ={(ap)pea € H Qp, pour presque tout p,a, € Ly},
pEP

ot "pour presque tout” signifie "sauf pour un nombre fini”.
Pour tout x € A, on note
|| = H |2 o

vEPUoo

Une base de la topologie de A est donnée par les ensembles de la forme
Ux [[Vex ]2
peS p¢S

ou U est un ouvert de R, S un ensemble fini de nombres premiers et V, un ouvert de Q,, .
On note A* le groupe des unités de A, appelé groupe des idéles de Q, par

AX:RXXA;

ou
A? = {(ap)per € Ay,Yp € P,a, € Q,, pour presque tout p,a, € Z, }.
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On rappelle les faits bien connus suivants : via I’inclusion diagonale, Q est un sous-groupe discret
de A et le quotient A/Q est compact. Dans toute la suite, on munira A/Q de I'unique mesure de
Haar pour laquelle A/Q a volume 1.

Proposition 2.4.2. ([Bum/, Proposition 3.1.1) Soit x un caractére de A*. Alors il existe un ensemble
fini S de places de Q, contenant la place archimédienne, tel que si p ¢ S, alors x, est trivial sur
Zy . Les places incluses dans S sont dites ramifiées, les autres non ramifiées.

Remarque 2.4.3. Si x,, est non ramifié pour un certain nombre premier p, alors x, est entiérement
défini par la valeur x,(p). En effet, soit x € Q) :
- Six € Zy, on sait que x(v) = 1.
- Si|z[, < 1, alors il existe n € N* tel que x € p"Z,5, donc x(x) = x(p)"-
- Si|z|, > 1, alors il existe n € N* tel que x71 € p"Z,, donc x(x) = x(p)~".

Définition 2.4.4. Soit N un entier naturel non nul. On appelle caractére de Dirichlet modulo N
toute fonction x : Z — C N-périodique obtenue en prolongeant par 0 sur les entiers non premiers
avec N un caractére du groupe (Z/NZ)*.

Si N1|N, tout caractére de Dirichlet modulo Ny induit un caractére de Dirichlet modulo N en le
composant avec lapplication naturelle (Z/NZ)* — (Z/N1Z)*. Un caractére de Dirichlet modulo N
obtenu de cette facon est dit non primitif. Sinon, on dit que x est primitif et on appelle conducteur
de x Uentier naturel N.

Soit x : A*/Q* — C*. On dit que x est d’ordre fini si il existe n € N* tel que x(z)™ = 1 pour
tout x € A*.

Proposition 2.4.5. (/Bum/, Proposition 3.1.2)
i) Soit x un caractére de A* /Q*. Alors il existe un unique caractére x1 d’ordre fini de A* /Q*
et un unique nombre imaginaire pur A\ tel que

x(@) = x1(2)|z*.

it) Soit x un caractére d’ordre fini de A*/Q*. Alors il existe un entier N dont les diviseurs
premiers sont les nombres premiers p tels que x, soit ramifiée, et un caractére de Dirichlet primitif
Xo modulo N tel que pour toute place non ramifiée p de x, x(p) = xo(p).

Remarque 2.4.6. Cette correspondance x — xo €tablit une bijection entre les caractéres d’ordre fini
de A* /Q* et les caractéres de Dirichlet primitifs.

2.4.2 Formes automorphes et représentations automorphes

Le but de cette section est de définir les formes automorphes sur GL(n,A). Nous donnerons
donc les définitions pour ce seul groupe, mais celles-ci s’adaptent de fagon similaire pour définir les
formes automorphes sur GSp(4, A).

Soit m un entier naturel non nul. D’apres ([Bum], Section 3.3), le groupe GL(n, A) est unimo-
dulaire, i.e. les mesures de Haar invariantes a gauche et a droites définies sur GL(n, A) coincident.
Dans toute la suite, on considérera toujours une telle mesure de Haar.

Puisque Q est discret dans A, GL(n, Q) est un sous-groupe discret de GL(n, A). Dans toute la
suite, on notera Z(A) les points adéliques du centre algébrique de GL(n, A) constitué des matrices
scalaires.
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Proposition 2.4.7. ([Bum/, Proposition 3.3.2) L’espace quotient GL(n,Q)Z(A)\GL(n,A) est de
mesure finie.

Soit w un caractere de Hecke unitaire, i.e. un caracteére unitaire de A* /Q*.
On consideére L?(GL(n, Q)\GL(n, A),w) I'espace des fonctions mesurables ¢ sur GL(n, A) et qui
satisfont
Vz € A™, ¢(29) = w(2)9(9),
Vy € GL(n,Q), ¢(vg) = ¢(9)

et qui sont de carré intégrable modulo le centre, i.e. :
/ 6(0) dg < ox.
GL(n,Q)Z(A)\GL(n,A)

En plus des propriétés précédentes, on dira que ¢ € L?(GL(n,Q)\GL(n,A),w) est cuspidale si elle
vérifie la propriété supplémentaire suivante : pour toute décompositionn =r+soul <r,s <n—1,
on note ., s le groupe algébrique additif des matrices de taille r x s. La condition de cuspidalité

est alors
/ A (( ' 1 ) )
My s (Q)\ My, s (A) S

pour presque tout g € GL(n, A).

On appelle L3(GL(n,Q)\GL(n,A),w) le sous-espace fermé des fonctions cuspidales de I'espace
de Hilbert L?(GL(n,Q)\GL(n,A),w).

On définit 'action de GL(n,A) sur L*(GL(n,Q)\GL(n,A),w) par translation a droite, i.e.
Vg,z € GL(n,A),V¢ € L*(GL(n,Q)\GL(n, A),w),

(9-0)(x) = ¢(xg).
Le lemme suivant se vérifie sans difficulté.

Lemme 2.4.8. Le sous-espace cuspidal L3(GL(n,Q)\GL(n,A),w) C L?(GL(n,Q)\GL(n,A),w) est
invariant sous laction de GL(n, A).

Le théoréme suivant montre 1'utilité et la force des fonctions cuspidales.

Théoréme 2.4.9. (/Bum/, Théoréme 3.5.2) L’espace L3(GL(n, Q)\GL(n, A),w) se décompose en une
somme directe d’espaces invariants irréductibles.

Nous allons maintenant lister les propriétés que doivent vérifier les formes automorphes sur
GL(n,A).

Définition 2.4.10. Une fonction f sur GL(n,A) est dite lisse si pour tout g € GL(n, A), il existe un
voisinage N de g et une fonction lisse fy sur GL(n,R) tels que pour tout h € N, f(h) = fy(hoo) 00
on a factorisé h = hoohy avec hoo € GL(n,R) et hy € GL(n,Ay). On note €°(GL(n,A)) (resp.
€5°(GL(n, A))) Uespace des fonctions lisses (resp. lisses cuspidales) sur GL(n, A).

Soit K le sous-groupe compact maximal de GL(n, A) suivant :

K =0(n) [ GL(n, Zy)

pEP

ot O(n) = {M € GL(n,R)|*!M M = I,,} désigne le sous-groupe orthogonal de GL(n,R).
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Définition 2.4.11. Une fonction f sur GL(n,A) est dite K—finie si ses translatés a droite par des
éléments de K engendrent un espace vectoriel de dimension finie.

On définit une action de gl(n,R) sur 'espace des vecteurs K —finis par

(X1)(0) = 5 Fgexp(tX) =0

On peut montrer que si f est K —finie, alors X f est aussi K —finie ([Bum]|, Exercice 3.3.2). On étend
cette action de gl(n,R) & lalgébre enveloppante universelle U(gl(n,R)).

Définition 2.4.12. Soit Z le centre de l’algébre enveloppante universelle U(gl(n,R)). Une focntion
f sur GL(n, A) est dite Z—finie si [ est dans un espace vectoriel de dimension finie invariant par

Z.

On plonge le groupe algébrique GL(n) dans APHL I'espace affine de dimension n? + 1 via

g+ (g, det(g)™").

Pour toute place v de Q, on définit une hauteur locale ||gy||, sur GL(n,Q,) en restreignant la
fonction
(T1, ey Tp2aq) mlax|mi|v

sur A”ZH(QU). On remarque que ||g,||, > 1 pour toute place v et pour toute place p non archimé-
dienne, ||gp||p =1 si g, € GL(n,Zy). On définit alors la hauteur globale ||g|| comme le produit des
hauteurs locales.

Définition 2.4.13. Soit [ une fonction sur GL(n,A). On dit que f est de croissance modérée si il
existe des constantes C' et N telles que

Vg € GL(n, A), f(9) < Cl|gI".
Nous pouvons maintenant définir les formes automorphes sur GL(n, A).

Définition 2.4.14. Soit f une fonction sur GL(n,A). On dit que f est une forme automorphe de
caractére central w si f € L?(GL(n,Q)\GL(n,A),w) et si f est lisse, K —finie, Z —finie et de crois-
sance modérée. De plus, f est une forme automorphe cuspidale si f € L3(GL(n,Q)\GL(n, A),w).

On note o (GL(n, Q)\GL(n,A),w) l’espace des formes automorphes de caractére central w, et
o(GL(n,Q)\GL(n,A),w) l'espace des formes automorphes cuspidales.

Définition 2.4.15. Soit G un groupe réductif, K un sous-groupe compact mazximal de G, g [’algébre
de Lie ou complexe de G. On note également U(g) 'algébre enveloppante universelle complexe de
g.

Un (g; K)-module est un g-module (V, ) qui est localement fini (i.e. tout vecteur de V est
contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension finie de V' stable par g), qui est un K-module
semi-simple et telle que les actions de g et K satisfassent les conditions suivantes :

i) m(k).(m(X)).v = n(Adk(X)).7m(k)v,k € K; X € U(g);v e V.

it) Si F est un sous-espace de V' de dimension finie et K-stable, alors la représentation de K
sur F' est différentiable et admet w|e comme différentielle.
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Remarque 2.4.16. Le groupe GL(n,A) n’agit pas sur & (GL(n,Q)\GL(n,A),w). En effet, la pro-
priété de K—finitude n’est pas préservée par translation & droite par des éléments de GL(n,R). En
revanche, 9 (GL(n, Q)\GL(n,A),w) est stable sous laction par translation & droite de GL(n, Ay)
et est un (gl(n,R), O(n))—module. Ainsi, on dira que d(GL(n, Q)\GL(n,A),w) admet une repré-
sentation de GL(n,A) dans le sens suivant : o (GL(n, Q)\GL(n, A),w) admet une représentation
de GL(n,Ay) et une structure de (gl(n,R), O(n))—module commutatif.

Définition 2.4.17. On appelle représentation automorphe de GL(n,A) toute représentation (w,V)
irréductible de GL(n,A) qui peut étre réalisée comme quotient de o/ (GL(n,Q)\GL(n,A),w). On
appelle w le caractére central de 7.

Si V. C dy(GL(n,Q)\GL(n,A),w), on dit que 7 est une représentation automorphe cuspidale
de GL(n, A).

Définition 2.4.18. Soit (m, V') une représentation de K, soit (p,V,) une représentation irréductible
de dimension finie de K. On désigne par V(p) la somme de tous les K —sous-modules de V' qui sont
isomorphes a V,. On appelle V(p) la partie p-isotypique de (V, ).

Nous allons maintenant définir la notion de représentation admissible de GL(n, A).

Définition 2.4.19. Soit (m, V) une représentation automorphe de GL(n,A), i.e. V est un espace
vectoriel compleze muni d’une structure de (gl(n,R), O(n))—module et d’une action de GL(n,Ay)
qui commutent. On combine ces deuz actions pour obtenir une représentation w de K.

On dit alors que (w, V') est une représentation admissible de GL(n, A) si tout vecteur dans V' est
K —fini, et si pour toute représentation p irréductible de dimension finie de K, la partie p—isotypique
V(p) de V est de dimension finie.

Théoréme 2.4.20. ([Bum/, Théoréme 3.3.3) Soit (m,V) une représentation automorphe admissible
irréductible de GL(n, A). Alors il existe un (gl(n,R), O(n))-module admissible irréductible (oo, Vo)
et pour toute place non archimédienne p, il existe une représentation admissible irréductible (mp, Vp)
de GL(n,Q,) tels que pour presque toute place p, V), contient un vecteur non nul fg fixé par
GL(n,Z,). De plus, on a

/
T~ Q,Ty.

Dans toute la suite, on supposera toujours les représentations admissibles de telle sorte qu’on
ait la propriété suivante : pour toute représentation automorphe admissible 7 = ®/ m, de GL(n, A),
il existe un ensemble fini S de places de Q contenant la place archimédienne tel que pour toute
place p ¢ S, m, contient un vecteur non nul fixé par GL(n,Z,). On dit qu’une telle représentation
mp est sphérique. D’apres le Théoreme 4.6.2 de [Bum], le vecteur sphérique, si il existe, est unique
a multiplication par un scalaire pres. Enfin, on appellera ramifiées les places non-archimédiennes
contenues dans S, non-ramifiées les autres. Au regard du théoréme suivant, les places non-ramifiées
contiennent I'essentiel de I'information de la représentation dans le cas ou elle est cuspidale.

Théoréme 2.4.21. ([Bum/], Théoréme 3.3.6, [Lan80], Lemme 3.1)

Soit (m,V) et (7', V') deux sous-représentations admissibles de ofo(GL(n,Q)\ GL(n, A),w).

On suppose que Ty = 71'1’, pour presque toute place non archimédienne. Alors les représentations
w et ' sont isomorphes.
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2.4.3 Variétés de Shimura

Nous allons maintenant définir les variétés de Shimura.

Définition 2.4.22. Soit g5 = (gp)per € GLy(Af). Pour tout p, ioz't FILle sous-groupe de @: engendré
par les valeurs propres de g,. On considere un plongement Q — Q,, ainsi que le sous-groupe de

torsion (@X NTp)tor (qui ne dépend pas du choiz du plongement). On dit alors que gy est net si
—X
m(@ ﬂ Fp)tor — 1
P

Si G est un groupe algébrique linéaire, on dit qu’un élément gy € G(Ay) est net si son image par
une représentation fidéle de G est nette (et si c’est le cas, cela le sera pour toute représentation

fidéle).

On dit alors qu’un sous-groupe de G(Ay) est net si tous ses éléments sont nets.

Définition 2.4.23. Pour tout sous-groupe K net compact ouvert de GSp(4,Ay), on appelle SK la
variété de Shimura de niveau K associée a (GSp(4,Ay), F') définie en tant que variété analytique
complexe par :

S*(C) = GSp(4, Q)+ \(# x GSp(4,A;)/K)

ou I désigne le demi-plan supérieur de Siegel introduit en Définition[2.3.1]

Exemple 2.4.24. Par exzemple, si K = I'(N) C GSp(4,7Z) est le sous-groupe de congruence de niveau
N >3 (i.e le groupe constitué des matrices dont la réduction des coefficients modulo N est égale a
lidentité), on a une application

GSp(4,Q)4+\GSp(4, Ay)/T(N) = (Z/NZ)*

induite par Uégalité QL \ A7 /(1 + NZ) = (Z/NZ)*. Si on fize pour chaque i € (Z/NZ)* un
représentant x; € GSp(4,Ay¢) de la double classe inverse de i par Uapplication ci-dessus, on o la
décomposition

S'MN(C) = GSp(4,Q) 1 \(# x GSp(4,Af)/T(N))~ | | TuN)\#Z
i€(Z/NZ)*

o T;(N)=GSp(4,Q). U aT(N)x;t
i€(Z/NZ)*

Soit g € GSp(4,Ay) et K, K’ deux sous-groupes nets compacts ouverts de GSp(4, Ay) tels que
g 'K'gC K.
Soit hK’ € GSp(4,Ar)/K’. On a alors

(hK")g C (hg)K.

Ainsi, la multiplication & droite par g envoie la classe hK’ de GSp(4,A)/K’ sur la classe (hg)K
de GSp(4, A ) /K.
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Cela nous permet de définir un morphisme

] : 8% — oK

(Z,hK") — (Z,(hg)K)

ou la barre désigne la classe & droite modulo GSp(4,Q), duquel découle une action de GSp(4, A )
sur le systéme projectif de variétés de Shimura (S¥)g indexé par les sous-groupes nets compacts
ouverts de GSp(4,Ay).

Rappelons l'action de GL(2, Q)+, le groupe des matrices de taille (2, 2) & déterminant strictement
positif, sur le demi-plan de Poincaré H = {z € C|Im(z) > 0} : pour tout g = (Z Z) € GL(2,Q)4,

pour tout z € H, on pose
az+b

cz+d

g.z =

Pour tout sous-groupe L net compact ouvert de GL(2,Af), on note Y% la courbe modulaire
définie en tant que variété analytique complexe par

¥Y(C) = GL(2, Q)+ \(H x GL(2, 47)/L).

On obtient de la méme maniere une action de GL(2, Ay) sur le systéme projectif de courbes modu-
laires (Y1), indexé par les sous-groupes L nets compacts ouverts de GL(2,Ay).

D’apres ce qui précede, (GSp(4) x GL(2))(A ) agit donc sur le systéme projectif (S% x YL)(K,L)
indexé par les paires (K, L) de sous-groupes nets compacts ouverts de GSp(4, As) et de GL(2,Ay)
respectivement.

Enfin, soit K un sous-groupe net compact ouvert de GSp(4, Af), et L un sous-groupe net compact
ouvert de GL(2,Ay) tel que i(L x L) = K ou % est ’homomorphisme de groupes i : GL(2) xg,,
GL(2) — GSp(4) défini en section Le groupe M = det(L) est un sous-groupe de (Af)* auquel
correspond, via la théorie du corps de classe, une extension abélienne de Q notée Fy;.

On note alors

L YE(C) xp,, YE(C) — SK(C)

Iimmersion fermée induite ([Pin], 3.8).

2.4.4 Cohomologie de De Rham

Soit H} R, (S Kyet H ir(S &) la cohomologie de De Rham avec support compact et sans support
respectivement, a coefficients complexes. Soit

Hjp (8%) = Im(Hjp (S") — Hjp(S™)).
On définit H;R’!(YL) et H;‘R’!(SK x Y') de la méme maniere.
Lemme 2.4.25. ([Lem20], Lemme 2.1) On a Hip (Y1) =0 sii # 1
Démonstration. Puisque les composantes connexes de Y% sont non compactes,
Hgp (Y") =0.
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Comme Y est de dimension 2, d’apres la dualité de Poincaré, on a l'isomorphisme suivant :
0 L 2 L
Hap (Y") = Hgp(Y™).
Ainsi,
Hd2R(YL) = Oa

ce qui implique le lemme.

Notons
5 . . 5 K L
Hip (S xY) = @K@LHdR,!(S xY")
ot les limites sont indexées par les sous-groupes compacts ouverts K et L de GSp(4, A ) et GL(2,Ay)
respectivement. On montre dans I’ Annexe en section |8 que Hjp ((S* x Y1) = Hjp (S x Y)xE,
On définit H(%R’!(S) et HéR,I(Y) de la méme maniere. Ainsi, d’apres la formule de Kiinneth et
le lemme précédent, on obtient 'isomorphisme canonique suivant :

HdSR.,I(S xY) o~ H;LR,I(S) ® HéR,I(Y)'

38



Chapitre 3

Construction de la forme différentielle

3.1 Rappels de Théorie de Lie classique

La présentation de cette section est empruntée & [CLR].

On rappelle que Sp(4,R) = {g € GL(4,R)|lgJg = J} ou J désigne la matrice

(0 I
J_<_12 O).

On appelle K, le sous-groupe compact maximal de Sp(4,R) défini par

A B
K. = {(_B A) |A'A+ B'B = I,, A'B = BfA}.

Enfin, on note U(2) = {M € GL(2,C)|!MM = I5}.

Alors on a un isomorphisme

A B .
(B A) — A+iB.

On désigne par € I'algebre de Lie de K. Concrétement,

— A B _ _t _t
e_{(B A) |A_—A,B_B}.

Si on note sp, ¢ I'algébre de Lie complexe de GSp(4), on a la décomposition de Cartan

spyc = tc ®pd @ g,

N A +iA o
OupC_{(:l:iA 4 e M(4,C)|A="4}.
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Introduisons maintenant les matrices

et

On considere alors

(0 D
Tl’L<_D1 O)

(0 Dy
TQZ(_D2 O>

On définit h = RT; @ RT3. h est une sous-algebre de Cartan compacte de spy .

et

Proposition 3.1.1. Soit (e1,e2) la base de b duale de (T1,T5).
On a alors le systéeme de racines positives pour (gsp4,<c, be) donné par

{2e1,2€2,e1 + €2,€1 — ea}.

Les racines simples sont e — eg et 2eq.

On remarque que pg: est engendré par les espaces de racines correspondant aux racines positives
2e1,2es et e1 + es.

On appelle A = {£2e1,4+2es,+(e; £ e2)} 'ensemble de toutes les racines, A, = {£(e; — e2)}
I’ensemble des racines compactes et A,. = A — A, 'ensemble des racines non compactes.

On note de méme A1, AT et A}, I'ensemble des racines positives, compactes positives et non
compactes positives respectivement.

Les espaces de racines sont les suivants :

-Pour j=1ou2 Xio, = (:tll)i]) illl))j) engendre I'espace de racines de +2e;.
]

- Soit ELQ = <(1) (1)> .

Alors, les éléments X (¢, 4e,)

-Soit FLQ = (_01 (1)) .
+Fi, —iEi»

Alors, les éléments X (¢, ¢,y = (zE L ) > engendrent ’espace de racines de +(e; —es).
1,2 1,2

+iF, —FE 2) engendrent ’espace de racines de e; + es.

)

B ( Eis +iEi»

Avec ces notations, on définit

Puisque A}, = AT — A} il s’ensuit que
pE = CX2e, © CXae, @ CXoypey-
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Définition 3.1.2. On note (k1,ks) = kier + kaea les poids intégraux, ot les k; sont des entiers
relatifs.
On dit qu’un poids intégral est dominant si k1 > ko.

On rappelle I'existence d’une bijection entre les classes d’isomorphisme des représentatons com-
plexes irréductibles de dimension finie de K, et les poids intégraux dominants, définie en associant
la représentation 7z, r,) & son plus haut poids (ki, k2) ([CLR], 3.1.4).

Rappelons quelques définitions.

Définition 3.1.3. Soit G un groupe. On appelle représentation unitaire de G toute représentation
(m,V) telle que V' est un espace de Hilbert et si pour tout élément g de G, w(g) est un opérateur
unitaire, t.e.

T (g)m(g) = Id
ot 7 (g) désigne l'opérateur adjoint de g.
Définition 3.1.4. On appelle série discrete toute représentation unitaire irréductible d’un groupe
topologique localement compact G, muni d’une mesure de Haar i, qui soit une sous-représentation
de la représentation réguliére de G sur (L*(G), p).

Soit G un groupe réductif et g son algebre de Lie complexe. Soit K un sous-groupe compact
maximal de G et on note ¢ son algebre de Lie complexe. Enfin, on considere V' un C-espace vectoriel
muni d’une structure de g-module via le morphisme 7 : g — gl(V). Rappelons la définition des
groupes de cohomologie HY(g, ¢;7) comme présentée par [BW], Section 1.1.2.

Pour tout ¢ € N, on note C'? = Cq(g, 7) = Homc(Alg, V), et d : C7 — C97! définie par

df (0, s 2q) = D (1) '@if (@0, ooer Bty ooy 0g) + D (= 1) (24, 25], %0, oons By o B )
% i<j
ou le symbole “au-dessus d'un argument signifie que celui-ci doit étre omis.
Avec ces notations, on a d? = 0 et H*(g, ) désigne la cohomologie du complexe CY.

On définit maintenant pour tout z € g 'endomorphisme 6, de C? et le produit intérieur i, :
C9 — C9~1 définis par

O f)(x1,...rx Zf 1,y [Ti5 2], ooy 2g) + 2 f (21, .0y 24)

et
(txf)(@1,...sxq—1) = flx, 21, ..., Tg—1)-
Définition 3.1.5. On note C(g, &, 7) le sous-espace de C4(g, ) constitué des éléments annulés par

les applications 0, et i, pour tout x € g.
Alors le compleze C(g, €, ) est stable par d et ses groupes de cohomologie sont notés Hi(g, t; 7).

Remarque 3.1.6. Avec ces notations, on a C%(g/t,m) = Home(A%(g/¢), ) ot Uaction de ¢ sur
Ai(g/t) est induite par la représentation adjointe.

Remarque 3.1.7. Ces groupes de cohomologie respectent la régle de Kiinneth, i.e. si g = g1 @ g2,
E=t Dt et m=m ®mo, alors on a pour tout entier q :

Hq(g,E77T): @ Hq(ghklvﬂl)®Hq(927e277r2)'
a+b=q
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L’inclusion sp, ¢ C gsp, ¢ induit un isomorphisme

spac/t~ g5p, ¢/ (Lie(KL))c
ot Ky = R% K.

Définition 3.1.8. Soit m = mo, ® m§ une représentation automorphe de GSp(4,A).
La représentation 7 est dite cohomologique si H3(gsp47c, K ;7o) #0.

Proposition 3.1.9. (/[BW], II. Proposition 3.1) Si  est cohomologique, alors

3
H3(95P4,<c’ foﬁ Too) = Homp: (/\5134,«:/?; Too)-

Proposition 3.1.10. Soit ™ une représentation automorphe de GSp(4,A).
Si 7 est cohomologique, alors T est une série discréte.

Démonstration. Voir la preuve de [MT], Proposition 1. O
En utilisant la décomposition de Cartan, on obtient :

3 » q
/\5P4,C/E: @ /\P:cr Q¢ /\pE-

p+q=3

3.2 Fonctions de Whittaker

n désigne par 9 : — e caractere additif non trivial caractérisé par ¥ (z) = e*™ pour
On désigne par 1 : Q\A — C* 1 tere additif trivial térisé par 1 (z) = 2™ p
z eR.

Considérons N(Q) C Sp(4, Q) le sous-groupe unipotent maximal défini par

1 Zo 1 xrT X2
1 1 zo =z

N(Q) = § n(xo, 1,72, 23) = 1 12 81 xo, 21, 20,73 €Q
—X0 1 1

On consideére alors le caractere ¢y : N(Q)\N(A) — C défini par
VYN (n(zo, 21, 22, 23)) = (—z0 — 23).

Définition 3.2.1. Soitm = ®; Ty une représentation automorphe cuspidale irréductible de GSp(4, A).
La fonction globale de Whittaker Wy sur GSp(4, A) attachée d une forme cuspidale ¥ € 7 est

Wol)= [ g dn.
N(@Q\N(4)
On dira que T est générique si il existe une forme W € 7 telle que Wy n’est pas identiquement nulle.
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Définissons maintenant les fonctions locales de Whittaker ([Mor04], section 2.1).
Pour toute place v de Q, on note ¥y, la restriction de ¥ & N(Q,).

Définition 3.2.2. On appelle € (N(Q,)\GSp(4,Q,)) l'espace

{W : GSp(4,Q,) — C|Wlisse, W (ng) = ¢n,,(n)W(g),V(n,g) € N(Q,) x GSp(4,Qy)}.

C’est une représentation de GSp(4,Q,,) sur laquelle GSp(4,Q,) agit par translation a droite.

Supposons que v = p est une place non archimédienne de Q.

Théoréme 3.2.3. ([Rod], Théoréme 3) Soit m, une représentation admissible irréductible de GSp(4, Qp).
Alors ’espace d’entrelacement

HomGSp(4,Qp) (Tps ngﬁv,p (N(Q@p)\GSp(4,Qy)))

est de dimension au plus 1.

Définition 3.2.4. On reprend les notations du théoréme ci-dessus.
Si il existe un opérateur d’entrelacement non nul

W, € Homasp(a,0,) (T, €15, (N (Qp)\GSp(4, Qy))),

on dit que m, est générique.
Pour tout u € mp,, on appelle W, = ¥, (u) la fonction locale de Whittaker associée a u.
Enfin, on désigne par
W(mp, onp) = {Wulu € mp}

le modéle de Whittaker de 7, attaché a Yy p.

Supposons maintenant que v = oo est la place archimédienne de Q.

Définition 3.2.5. Pour tout g € GSp(4,R), on appelle norme de g la quantité définie par

llgll = max{|gi |, (g7 )isllL <i.5 < 4}

Une fonction W : GSp(4,R) — C est dite de croissance modérée si il existe C > 0 et M > 0 tels
que pour tout g € GSp(4,R), on ait
W(g)l < Cllgl[™

On appelle oy . (N(R)\GSp(4,R)) Uespace des fonctions W € €75 (N(R)\GSp(4,R)) qui sont

de croissance modérée.

Théoréme 3.2.6. (/Wa/, Théoréme 8.8)

Soit Too un (gspy c, K7, )-module.

Alors Uespace d’entrelacement Homgsp, - 1 ) (Moo, Dy y . (N(R)\GSp(4,R))) est de dimension
au plus 1.
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Définition 3.2.7. On reprend les notations du théoréme ci-dessus.
Si il existe un opérateur d’entrelacement non nul

Voo € Homgep, o icr_) (Moo, Ay, (N(R)\GSp(4,R)))

on dit que T est générique.
Pour tout u € T, on appelle W,, = U (u) la fonction locale de Whittaker associée a u.
Enfin, on désigne par
W (Too, UN,00) = {Wulu € Too }

le modéle de Whittaker de T attaché ¢ Py o

Théoréme 3.2.8. (/Bum/], Théoréme 3.5.5) Soit o une représentation automorphe cuspidale de
GL(2,A). Soit ® € o une forme cuspidale.
La fonction globale de Whittaker sur GL(2,A) associée a D est

v o {(* )5

On a le développement de Fourier
«
Bg)= 3 W(( 1)g).
acQ*
Ceci implique que pour toute forme cuspidale ® non nulle, Wg n’est pas identiquement nulle.

Démonstration. Rappelons quelques éléments de la preuve. On considere la fonction F' définie sur

-s(( )
rera) = o((* 9)(* 1))

a
1
compact Q\ A donc F admet un développement de Fourier selon les caracetres de Q\ A. D’apres
([Bum], Exercice 3.1.3), un tel caractére est de la forme x —— ¥ (ax) pour a € Q. On a donc

Pégalité
o ((* 7)) = X cawian

a€cQ

Pour tout a € Q, on a

car ¢ est automorphe et € GL(2,Q). Ainsi, F est une fonction continue sur le groupe
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ou le coefficient de Fourier C(«) vérifie

Cla) = /Q\Acb ((1 "”1”> g) P(—az)da.

Remarquons que pour obtenir cette égalité, il est crucial que dx soit la mesure de Haar qui donne
volume 1 & Q\A.

Si @ =0, alors C'(«) = 0 car ® est cuspidale.

Si a # 0, on a en utilisant le fait que ® soit automorphe

Lo ()0 D)a)st-onms
/@\Aq) ((1 alx) <a 1) 9) ¥(—az)dz.

On effectue le changement de variables z — a~ 'z, qui est unimodulaire car o € Q*. On obtient

o= ((*):)

En injectant ce résultat dans le développement de Fourier de la fonction F, et en 'appliquant en
r = 0, on obtient la formule voulue. O

C(a)

Ainsi, dans le cas de GL(2,A), toutes les formes automorphes cuspidales sont génériques. On
note % 'espace des fonctions de Whittaker Wg. On dit que # est un modele de Whittaker pour
o.

On vérifie aisément que pour tout ®, Wy satisfait ’équation

w (7)) = vt

On définit alors le modele local de Whittaker W (o, ¥ n ) de maniere similaire & ci-dessus.

3.3 Séries discretes

D’apres [Lem17] Proposition 3.1, la classification d’Harish-Chandra établit que 1’ensemble des
classes d’isomorphismes des séries discrétes de GSp(4,R)4 = v~ }(R%) avec les mémes caractéres
central et infinitésimal que la représentation triviale posséde 4 éléments et on le note

Py ={nll nl) m it ml
Avec ces notations, 730 est holomorphe,m%! et 71:2 sont génériques, c’est a dire qu’elles admettent
un modele de Whittaker non nul et sont déterminées par leurs types de Hodge que nous verrons
ultérieurement en section et 723 est antiholomorphe.

Dans toute la suite, nous considérerons uniquement des représentations automorphes cohomo-

logiques 7 de GSp(4,A) telles que 7o |Gsp(a,r), Soit une somme de deux éléments conjugués de
Py.
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Définition 3.3.1. Soit G un groupe, H un sous-groupe de G et (w, V') une représentation de H.
Soit V& l'espace vectoriel des fonctions f : G — V telles que f(hg) = m(h)f(g), pour tout
h € H, pour tout g € G.
On définit la représentation induite Indgﬂ de G par :

(Indgm(9)f)(x) = f(zg),
pour tout (g,z) € G?, pour tout f € VC.

Définition 3.3.2. On note i et ¥V les séries discrétes de GSp(4,R) définies par

7Tob<[> _ IndGSp(4,]R) 3,0 _ IndGSp(4’R) 0,3

GSp(4,R) 4 oo GSp(4,R) 4 oo
et
mie = Indgghie, ™' = ndGgiae), mad
Ainsi, on a notamment :
| aspar), =12 BT
et

T laspar), =T © L.
De la méme maniere, on désigne par P, = {oL.%, 00!} I'ensemble des classes d’isomorphismes des
séries discretes de GL(2,R); = det ™ (R* ) avec les mémes caractéres central et infinitésimal. Avec
ces notations, o0 est holomorphe et 02! est antiholomorphe.

Définition 3.3.3. On appelle o, la représentation induite

Oco = Indéi&%iaé&o = Indgigﬁhogg}.
Ainsi,
Ooclarier), =0 ® ol
On note gly ¢ I'algebre de Lie complexe de GL(2). On désigne par Lo, le groupe SO(2,R) vu
comme un sous-groupe compact maximal de GL(2,R) modulo son centre. Comme précédemment,
on note L, =R L.

Proposition 3.3.4. On a un isomorphisme GSp(4) x GL(2)(Ay)-équivariant :
H§R7!(S xXY)~ @H3(95p4,C7K</>077r00)m(ﬂ) ® Hl(g[z,CaLgoano)m(g) ® (T X 0f),

ot la somme est indexée par les classes d’équivalence de repésentations automorphes cuspidales m =
Too®@7s de GSp(4,A) et 0 = 0oo @0y de GL(2,A) telles que Too|aspar), € Pa €l 0colarier), € P2
et ot m(m) et m(o) désignent les multiplicités cuspidales de w et o respectivement.

Démonstration. Cela provient de I'isomorphisme
HfiR,!(S xY) e~ H(:;’R,!(S) ® HéR,I(Y)v
de [Lem17], Lemme 3.6 et [Sch] Lemme 12.3. O
Soit [ Palgebre de Lie complexe de L._.

Proposition 3.3.5. Pour tout 727 € Py, pour tout o%;* € Py, H*(gspy ¢, Kl ; 72:7) = Homps_ (A® spy /8 mRT)
et H'(gly ¢, Ll;05%) = Homyp,_(gly ¢/l o) sont des C-espaces vectoriels de dimension 1.

Démonstration. Cela découle de la Proposition et de [BW] Proposition 3.1 et Théoréme 5.3 O
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3.4 Décompositions de Hodge

Soit G un groupe réductif sur Q et soit 7 une représentation automorphe cuspidale de G(A).
On considére P un sous-groupe parabolique de G. Alors, d’aprés [Wei09], section 1.3, pour pour
presque toute place v, il existe une représentation irréductible 7,, de caractere central w,, du groupe
de Levi de P, telle que 7, soit un sous-quotient de Indgj (1)

Définition 3.4.1. Une représentation automorphe cuspidale w est dite CAP si il existe un sous-groupe
net parabolique P de G et un ensemble fini T' de places tel que la représentation ®,¢7T, du groupe
de Levi de P est automorphe.

Remarque 3.4.2. D’aprés [PSS], Théoréme 1.1, si w est globalement générique, alors m n’est pas
CAP.

Fixons m = 7 @7y une représentation automorphe unitaire irréductible cuspidale de GSp(4, A),
et 0 = 0o ® 0y une représentation automorphe unitaire cuspidale de GL(2, A). Soit E un corps de
nombres sur lequel ¢ et oy sont définis (voir chapitre [4]).

On note

Mp(ms x 0f) = Hompgaspayxcre)ya) (s X o5, Hp (S x Y,Q) @g E).

Proposition 3.4.3. Supposons que 7 soit globalement générique, i.e. qu’il existe ¥ € 7 telle que la
fonction Wy : GSp(4,A) — C définie précédemment n’est pas identiquement nulle.
Alors Uinclusion naturelle Héy!(S xY,Q) C H5(S x Y,Q) induit un isomorphisme

Mp(mp x o) = Hompgasp)xaLe)a)) (T X 05, HE(S X Y, Q) ®q E).

Démonstration. w étant globalement générique, ™ n’est pas CAP. On peut donc appliquer [Wei09]
Théoreme 1.1 :

Hom gasp(a)(a,)) (75, Hp (S, Q) ®g E) = Hompasp)a,) (75, Hp (S, Q) ®q E)

et
Hom giaspa)(a,)) (77, Hp (S, Q) @g E) = 0.

De méme, puisqu’il n’y a pas de représentations CAP pour GL(2), on a :
Homgiar)ya,) (07, Hp (Y, Q) @g E) = Hompicre) s, (os, Hp, (Y, Q) ®q E).
Ainsi, d’apres la formule de Kiinneth, on obtient le résultat voulu :
Hom giasp(ayxan@) s, (mrxos, Hp (SxY,Q)®qE) = Hompgasp)xare) ) (Tr <o, H5(SxY,Q)@qE).
O
On définit de maniere analogue
Mp(my) = Hompg(asp(a)a,)) (Wf,H%,!(Sa Q) ®q E)

et
Mg(os) = Hompggreya,) (o, Hp (Y,Q) @q E).
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La formule de Kiinneth permet alors d’établir naturellement que
Mp(my x of) = Mp(ns) @p Mp(oy).

D’apres les propositions [3.3.4] [3:3.5] et I'isomorphisme de comparaison entre les cohomologies de
De Rham et de Betti, ce sont des Q-espaces vectoriels de dimension finie équipés d’une action de
E Q-linéaire.

De plus, apres avoir étendu les scalaires de Q a C, on a les décompositions de Hodge suivantes :

Mp(ms)c = M(mp)*0 & M(mp)>" & M(mp)? & M(mp)*?

et
Mp(of)c = M(o5)"" @ M(op)*"!
ou .
M(mp)™* = @ H (gspy,c. Klo, nd)m 7m0,
g:E—C
w
M(rp)>' = @ H(gopy e, Klo w2070,
o:E—C
w
Min'e = @ Hlospye, KL i etom)
o:E—C
P H
M(mp) = @ H(gspsc, Klo, o) (770,
o:E—C
M(O—f)l,o = @ Hl(g[2,C7L:>oaaé<’>0)m(Uw®gf)
o:E—C
et

Mo = @ H (g, L, 0% =7
o:E—C

ou les sommes sont indexées par les plongements complexes du corps de nombres F.
Enfin, puisque
Mp(mp x o) = Mp(7s) @5 Mp(oy),

Mp(my x 0f)c admet la structure de Hodge produit suivante :

MB(,/Tf % Uf)C _ M4,0 D M3,1 o) M2,2 D M1,3 o) M0’47

M*0 = M(mp)*0 @ M(op)",
Mt = (M(my)*% @ M(0y)Y) @ (M (75)*" @ M(op)"°),
M*? = (M(mp)*t @ M(oy)Y) @ (M (75)" @ M(0p)"),
MY = (M(mp)t? @ M(op)) @ (M (75)*° @ M(05)")
et

M0’4 _ M(ﬂf)O,B ® M(Jf)o’l.
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3.5 Construction de la forme différentielle

Rappelons qu’on a fixé deux représentations automorphes unitaires cuspidales irréductibles m =
Too @7y €t 0 = 0o @0y de GSp(4, Ay) et GL(2, Ay) respectivement. On suppose que oo |Gsp(a,r), €
Py et ouclaLier), € Po.

On suppose en outre que 7 est globalement générique, ce qui implique que 7o, =~ w7V

Proposition 3.5.1. (/JS]) On a
m(r @) =1.

Ainsi, puisque
M(m)*' = @ H(gspsc. Klo, w2y =1,
o:E—C

et puisque dime H3(gspy ¢, K., m2') = 1 d’apres la Proposition on peut affirmer que le

C ® F-module M (mf)*! est de rang 1. On va désormais montrer comment attacher un générateur
de ce module & certaines formes cuspidales dans .
D’aprés [Lem17], Proposition 3.1, 72" contient 7(3,_1) avec multiplicité 1 pour K’ -type minimal.
Rappelons que

3
H3 (95p4_’(j7 K</>o7 Wgénl) = HomKéc (/\5}34’@/?; 77351)'

Lemme 3.5.2. Soit U, € %! un vecteur de plus haut poids du K!_-type minimal.
Alors, il existe un unique élément Qy_ € H3(gsp, ¢, KL, w2') tel que

Q\poo (X(270) N X(l,l) (24 X(O,—2)) =V,.

Démonstration. On rappelle qu’on a

3 p q
/\5134,@/?: @ /\pg ®c /\IJE-

p+q=3

Or, d’apres [Lem17], section 3.2,

2
A\ PE ®c bz =T.-1) © T20) © T(11)-

Ainsi, I'existence de Qg est assurée par le fait que X3 0y AX(1,1)®X(g,—2) et Uo, sont tous les deux
des vecteurs de plus haut poids (3, —1). L’unicité, elle, découle du fait que Hg(gsp4’c, K/, 7%l est

o0
un C-espace vectoriel de dimension 1. O

1,2
e

Soit ¥ = ¥, ® ¥ une forme cuspidale dans ’espace m = ¥ ® m¢. On suppose que ¥, est un
vecteur de plus haut poids du K’ _-type minimal de 72! et que ¥ est invariant par un sous-groupe
net compact ouvert de GSp(4, Ay), noté K.

Rappelons qu’on dispose de I’isomorphisme 7TOV0V|GSp(4,R) - nilor

49



On définit alors
Qu = (. )o:p—c ® Vs € Hp (S¥,C) &g E.

Soit wy € Mp(7f)c = Hompasp(a,a,))(7f, H%’,(S, C) ®q E) lunique élément tel que
wq/(\llf) = Q\I,

ol H%J(S, C)= li_r}nKH%J(SK, C), la limite portant sur tous les sous-groupes K compacts ouverts

de GSp(4, Ay). Ainsi, par construction,

wy € M(T(f)Q’l.

-1

Soit A = 1

1
Puisque v(A4) = —1, A normalise GSp(4,R) . D’apres [Lem17], Remarque 3.2, la représentation
de GSp(4,R), obtenue en conjuguant 72! par A est isomorphe & 712
On appelle alors U, € 712 I'image de W, € %! via cet isomorphisme.
On définit de maniere analogue

3
Og € H(gspy ¢ Kby, i) = Homp,_(/\ spyc/t i)

I'unique élément tel que
Qg (X2 N X(1,-1) @ X(2.0) = Voo

Enfin, on construit Wy € M(r¢)"? exactement de la méme manitre que wy.

On notera ¥ =V, @ Uy € ¥ @ ;.

On a la décomposition de Cartan

gloc = (eop ™ ep,

+ z iz
pl :{<i22 _2:)"269[1,@}'

1 =+ +
+ /
v _(i 1)ep .

Soit ® = &, ® P ¢ une forme cuspidale dans 'espace de 0 = 0 ® 0 telle que @ est un générateur
du L’ _-type minimal de 0 et telle que @ soit invariante par un sous-groupe net compact ouvert
de GL(2,Ay), noté L.

ou

Soit
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Comme précédemment, on définit Q¢ € H'(gly ¢, L, 000) = Homp,_(gly ¢/, 0o0) tel que

De méme, on note ensuite
Qo = (Qém)a:Ea(C ® cI)f S Hé)!(YL, (C) g E,

puis on désigne par ne € M(os)"? Punique élément de Hompgigr(2,a,)] (of,Hé,y!(Y’(C) ®q E), ou
H: \(Y,C) =lim H} (YL, C), la limite portant sur tous les sous-groupes L compacts ouverts de
g S B
GL(2,Ay), tel que
77<p<(I)f) = Qq;..

Or, m(0oo ® 07) = 1 d’apres [Shal] Théoreme 5.5.
Ainsi, ne est un générateur de M (o ;)"0.

On a construit un élément Wy € M (ms)"? et un élément ne € M(os)H0.

Il en résulte que Wy ® Ny € Mp(my X o), et plus particulierement :
wy @Ne € M?2,
Pour la suite, il sera utile de considérer
Mp(ny x0y,3) = Mp(ny x 05) ®g Q(3).

Le motif Mp(7f x0f)c admettant une structure de Hodge pure de poids 4, le motif Mp(7 xo¢,3)c
est pur de poids 4 — 2 X 3 = —2 et admet une structure de Hodge de type suivant :

Mp(ry x0p,3)c=M"PaM*2oM oMM~

Par abus de notation, on peut considérer que Wy ® ne € M L1,

o1
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Chapitre 4

Obtention de la suite exacte

4.1 Algebres de Hecke

4.1.1 Algebres de Hecke locales sphériques

Soit G un groupe réductif localement compact, unimodulaire et totalement discontinu muni
d’une mesure de Haar. Soit K un sous-groupe compact ouvert de G.

On appelle alors %Qf{ (G) Tespace des fonctions localement constantes, & support compact et &
valeurs rationnelles définies sur K\G/K.

Définition 4.1.1. On définit un produit de convolution sur %Q{((G) de la fagon suivante :
pour tout couple (¢1,p2) € (%&(G))Q, pour tout g € G,

(1 % ¢2)(g) = /G o1(gh™)pa(h)dh

ot dh désigne la mesure de Haar fixée préalablement sur G. Ce produit de convolution munit %’Qf((G)
d’une structure d’algébre appelée algebre de Hecke de G de niveau K.

Soit p un nombre premier.
Soit (mp, Vx,) une représentation lisse admissible de G(Q,) non ramifiée, c’est a dire que I’espace

VWGP(Z”) des formes automorphes fixées par 'action & droite de G(Z,) n’est pas nul.
Soit dx, la mesure de Haar définie sur G(Q,) telle que la mesure du sous-groupe compact
maximal G(Z,) soit égale & 1.

Lemme 4.1.2. i) L’algébre de Hecke %g(Zp)(G(Qp)) agit en tant que groupe sur VﬂGp(Z’”) de la fagon
suwivante :
pour tout ¢ € %(5(21’)(G(Qp)), pour tout x € VWC:(Z’)), pour tout g € G(Qp),

(e0)(9) = /G o, PNz,
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it) De plus, c’est une action d’algébre : pour tout couple (p1,p2) € (%g(ZP)(G(Qp)))Q, pour tout
X € VWGP(Z”), pour tout g € G(Q,), on a

((p1 % 2).X)(9) = ¢1-(p2.x)(9)-

Démonstration. i) Soit ¢ € %’(S(Z”)(G(Qp)), soit x € VWGP(Z”). Vérifions que .y soit bien fixée par
G(Zp).

Soit g € G(Z,). Montrons que m,(g)(¢.x) = @.X-

Soit y € G(Qp).

(@) (e X)(y) = ¢.x(y9)
= / x(ygz)p(x)dz,
G(Qy)

= / x(ygz)p(grg™")dz,
c(@y)

par invariance de ¢ par conjugaison.
On effectue maintenant le changement de variables suivant : on pose
h=grg™',

de sorte que gx = hg. Par unimodularité de G, on obtient alors :

(9 ex)(y) = /G (@ )x(yhg)cp(h)dhp
= / X(yh)p(h)dh, (car x est fixé par Paction & droite de G(Z,))
G(Qp)

= (px)(¥),

ce qui prouve bien que
mp(9)(p-x) = @-x-

Il reste a vérifier que ceci définit bien une action.
Il est clair que si ¢ est la fonction nulle, @.x est nulle également. Enfin, par linéarité de I'intégrale,
il est clair que pour tout couple (¢1,p2) de fonctions dans I'algebre de Hecke, on a

(14 2).x(9) = (L1:x)(9) + (2.X)(9)-

Le lemme est donc prouvé.
ii) Calculons les deux termes séparément. Tout d’abord, avec les notations de 1’énoncé, on a

61.(622)(g) = /G (62%)(99) 1 (v) g

Q

- / (/ X(gyh)¢2(h)dhp> é1(y)dy,.
G(Q,) G(Qy)
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D’autre part,

(61 %62)0(0) = / X(g2) (61 * o) (@)da,

G(Qp)

= / x(gz) (/ ¢1($h_1)¢2<h)dhp> dp
G(Q,) G(Q,)

= [ [ Mg)or(ah)a(h)dnyda,
G(Q,) YG(Qy,)
En utilisant le changement de variable y = zh~!, on obtient
(61 ¢2).x)(9) = / / X(g9yh)1(y) b2 (h)dhpdy,.
G(Q,) /G(Qy)

On a donc bien prouvé 1’égalité voulue. O

4.1.2 Algebres de Hecke globales sphériques

Généralisons maintenant au niveau global ce que nous venons de faire localement.

Dans toute la suite, G et H désigneront respectivement GSp(4) et GL(2).

Soit ™ = ®,m, (resp. 0 = ®,0,) une représentation automorphe admissible irréductible cuspi-
dale générique de G(A) (resp.de H(A)).

Soit S I’ensemble fini des places ramifiées pour , i.e.

Vp ¢ S, n5@) £ 0.

On appelle S’ ’ensemble des places ramifiées pour o.
On note alors respectivement 7% = @ 7, et A7 = [[Z, [] Q.
p¢S p¢S peS
Le groupe K5 = [] G(Z,) (vesp. L% = [] H(Z,)) est un sous-groupe compact ouvert de
pEs p¢S’
G(Ay) (resp. de H(Ay)).

Soit & le groupe des automorphismes du corps C.
Soit E un C-espace vectoriel, o un élément de & et ¢ un isomorphisme a-linéaire de w sur F, i.e.

t(Ap) = a(Nt(p),Ve € m,VA € C.
Pour g € G(A), on définit 7*(g) € GL(F) par la formule
m(g) =tom(g) ot

Alors 7@ est une représentation de G(A) dans E dont la classe d’isomorphie est indépendante du
couple (¢, E) ([Wal], section 1.1).

Définition 4.1.3. Soient $(7) = {a € ;7% ~ x} et Q(7) le sous-corps des éléments de C fizés par
les éléments de S(m). Q(m) est appelé le corps de rationalité de .
On note de méme Q(o) le corps de rationalité de o.

95



Définition 4.1.4. On définit Ualgébre de Hecke sphérique de G de niveau K*° de la facon suivante :
S
(G = {f  K\G(AF)/K® — Q(n)},

ot les fonctions f considérées sont localement constantes et a support compact.

On définit de méme l’algébre de Hecke sphérique de H de niveau LS,, notée %’(]-I)QL]E(S(7 .
On munit ces algébres du méme produit de convolution que celui défini en Définition h

Remarque 4.1.5. On définit l’action de %(G)g(i) sur (FS)KS (resp. de %(H)é(st;) sur(US/)LS/) de

fagon analogue a laction vue précédemment dans le Lemme[].1.3 Les calculs faits dans le Lemme
[4-19 au niveau local restent valables au niveau global. Nous les avons effectués localement plutot
que globalement afin d’alléger les calculs.

Proposition 4.1.6. L’espace vectoriel (ﬂ'S)KS est de dimension 1 sur C.

Démonstration. Cf. [Bum)], proposition 4.2.3 O

Proposition 4.1.7. Il existe un sous Q(m)-espace vectoriel F' de (WS)KS tel que :
i) (1) = F @) C
it) F est stable par Uaction de ?/(G)gs,
Le sous-espace F' est unique a homothétie pres et dimgqy (F) = 1.
Démonstration. Puisque (75)% * est un espace vectoriel de dimension 1 sur C, on peut appliquer le

lemme 1.2.2 dans [Wall. O
Ainsi, si f € %(G)&i) et x € F, alors il existe un nombre 6, (f) € Q(w) tel que

fx =0-(f)x

Définition 4.1.8. L’application 0 : Z”(G)&i) — Q(m) ainsi définie est un morphisme d’anneauz.
On Uappelle caractére de Hecke. On appelle p = ker(6;) son noyau.
On note q = ker(0,) le noyau du caractére

S/
05 : 7 (H)G () — Q(0)
obtenu de fagon analogue.

Remarque 4.1.9. L’application 0, est un morphisme de groupes en vertu du Lemme alinéa
i). Le fait que ce soit de plus un morphisme d’anneauz est assuré par le Lemme alinéa ii).

Lemme 4.1.10. Les noyauz p et q sont des idéauxr mazimauz de %(G)g;) et %’(H)é(s;) respective-
ment.

Démonstration. Montrons-le pour p.
Le morphisme 60, est surjectif : en effet, soit z € Q(m).
Considérons alors la fonction f € # (G)&i) constante égale a z.
Puisque dimg) (F) = 1, il est clair que

Vx € F, f.x =zx,
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et ainsi

Donc Im(6,) = Q().
On en déduit 'isomorphisme suivant :

S
%(G)&w)/p ~ Q(m).
Q(7) étant un corps, la maximalité de p en découle. O
Définition 4.1.11. On note # (G), (resp. # (H)q) l'algébre de Hecke %(G)g(i) (resp. %(H)é(s;))

localisée en p (resp. en q).

4.2 Cohomologies des variétés de Shimura

On fixe K et L des sous-groupes nets compacts ouverts de GSp(4,A¢) et de GL(2,Af) respec-
tivement. Notons X = S% x Y le produit des variétés de Shimura S¥ et Y définies en section
273

On a une suite exacte longue de la forme suivante ([BKK], Section 5.1) :
e — Hy 7 N(X,C)/FPHE (X, C) — HL(X,R(3))) — HE(X,R(3)) — ...

Intéressons-nous a la partie suivante de cette suite exacte :

oo — HY(X,R(3)) = HE(X,C)/F?HE(X,C) — H5(X,R(3))) — H(X,R(3)) — ...

On considere I'isomorphisme suivant ([Nek], section 2) entre les cohomologies de Betti et de de
Rham pour tout entier naturel i :

) Io s
HE(X(C),C) = Hyp(X) ®q C.

Soit Fu l'involution de X (C) induite par la conjugaison complexe. On note FZ l'involution de
HE(X(C),C) induite en cohomologie.
En utilisant que H5(X(C),C) ~ H5(X,C) ®g C, on définit une application

c: HL(X(C),C) — Hi(X(C),C)
VR z — Uz

On définit de la méme manieére ’application
N Hip(X)®9C — Hig(X) ®C.
Proposition 4.2.1. Soit F* = co F,,. Alors
A=I o0F%f oI}

Démonstration. Cf [Del79], 0.3. O
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On construit de fagon analogue une involution Ay sur HE (X, R(3)).
En se restreignant aux sous-espaces stables par ces involutions, on obtient une nouvelle suite
exacte :

oo (HE(X,R(3))F> = (HL(X,C)/FPHE(X,C) > — (H3(X,R(3)))* — (HL(X,R(3))> — ...

D’aprés [Nek] section 2.1, sous l'isomorphisme I, Hg (X, (C)K est isomorphe & His(X,R).
On sait que 4 . .
Hyp(X,R(3)) = Hp(X,R(3))” © Hp(X,R(2))*

ot H5(X,R(3))™ et HL(X,R(2))T désignent les sous-espaces propres de F%, pour les valeurs propres
-1 et 1 respectivement.

On a de plus (H3(X,R(3)))*? = H(X/R,R(3)).

La suite exacte devient alors :

o= HE(X,R(3))™ = Hig(X,R)/F3Hiz(X,R) — H5(X/R,R(3)) — HE(X,R(3))™ — ...

On désigne toujours par E un corps de nombres contenant Q(7) et Q(o). En tensorisant par E,
on obtient la suite exacte :

o= HE(X,R(3))"®F — Hjp(X,R)@oE/F*Hip(X,R)@oE — H5(X/R,R(3))20E — HE(X,R(3))"@0E — ...

Dans toute la suite, on notera ces espaces avec un indice F pour ne pas alourdir les notations. On
a donc

o= HE(X,R(3)), — Hig(X,R)p/FPHp(X,R)p — H5(X/R,R(3))r — HE(X,R(3))5 — ...
Tous les espaces de cohomologie considérés ici sont des # (G)g(i)—modules et des #(H )éf;)—
modules.
En effet, comme vu précédemment en section m pour tout g € GSp(4, A), la multiplication
a droite par g définit une application

My : SENaKg™ __ oK

L’application m, est un homéomorphisme local et I'image réciproque de chaque point est finie (cf.
[Lan73], p.31). En effet, si un point de S est représenté par (H,h), alors son image inverse est
représentée par ’ensemble

A(h) = {(H,I)|h'g = hk,k € B}

olt B désigne un systéme de représentants de K/(K Ng~'Kg).
Or, v étant une application ouverte et K étant un sous-groupe ouvert de GSp,(Ay), v(K) est
ouvert dans A%, donc est d’indice fini dans A%, ce qui implique la finitude de K/(K Ng~'Kg).
Par abus de notation, on peut donc noter de la méme maniere ’application induite

—1
my : SENIKT syl 9K v,

Puique m est un revétement de degré fini, on a une application (définie dans [Lan73], p.31 et
en chapitre |8 de ce texte)

mg, : H*(SKN9K9 5 yE) s H*(SK x Y1),
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ou H désigne ici n’importe laquelle des cohomologies considérées ci-dessus. Par ailleurs, ’application
identité
id : SKNIKT syl g vk

donne naturellement une application
id* s H*(SX x VI g — H*(SKM9K9™" x yLyp,

Soit Ty = myg, oid”.
Alors T, est un élément de End(H (S* x Y)g).

Lemme 4.2.2. Les fonctions du type lggx, ot liggx désigne l'indicatrice de KgK, engendrent

%(G)g;),

Démonstration. Soit f € %(G)g(i). Notons U le support compact de f.

Puisque f est bi-invariante par K, en particulier, f est invariante par translation & gauche par
K.

Alinsi, pour tout g € U, f est constante sur (K NU)g. K étant ouvert, (K NU)g est un voisinage
ouvert de g dans U.

On peut donc écrire U comme la réunion

U= |J(ENU)g.
geU

Or, par compacité de U, on peut extraire de ce recouvrement un sous-recouvrement fini :

n

U=|J(EnU)g.

i=1

De plus, f est également invariante par translation a droite par K ; il s’ensuit que f s’écrit de la

maniere suivante :
n

f = Zf(gi)]]-KgiK-

i=1

Les fonctions du type 14k engendrent donc bien # (G)g(i)-

On définit Iapplication

(G — End(H(S® x v%)p)

]lKgK )—>Tg

étendue par linéarité a # (G)g(i) tout entier, de telle sorte que ce soit un morphisme de groupes.

Cela définit alors une action de Z/(G)g(i) sur H(SE x Y1)g.

D’autre part, I'algebre engendrée sur C par les opérateurs Ty est composée des opérateurs ¢( f)
ou f parcourt I'algebre de Hecke de G de niveau K.

On obtient de la méme maniere une action de %’(H)é(s;) sur H(SE x Y1).
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Remarque 4.2.3. D’aprés [Lan73]p.33, via lisomorphisme énoncé sous le lemme laction
décrite ci-dessus est compatible avec la suivante :

e ¢

ot ¢ est définie par

Phy= > olhkg).

K/(KngKg~1)

De plus, si on note fy la fonction Lk yi divisée par la mesure de K, alors Ty, correspond a l'opérateur

o) = [ fmedn.
G(Ay)
Lemme 4.2.4. La suite

L= HEX,RB); © (G — Hip(X,Re/FPHj(X,Rr © Z(Q),

# (@) # (G
- H5(X/RRB)p ® H(G),— HRHX.RB)p ©  Z(G)—
7 (@5, # (@5,
reste exacte.
Démonstration. Cela découle du fait que le foncteur de localisation est exact. O

On procede de la méme maniere avec # (H )4, ce qui nous fournit la suite exacte suivante :

.= HE(X,R(3))y © %(G)p ® %(H)q - Hip(X,R)p/F°Hip(X,R)p ® #(G), ® %(H)q

7 (@K w(H)LD # (@) 7 (G
— H5(X/RRB)e ® #(G)y ® H(H)g—HyX.REB)y ® #H(G)y © H(H)g—
x(G)E a(H)ES # (@55, 7 ()

Rappelons la formule de Kiinneth :

Théoréme 4.2.5. (Kiinneth) Pour tout entier naturel k,
HE(S* x Y R@3))e = @ He(S*,R(3)e @ HL(Y" R)g
R
i+j=k

et
Hip(S" x Y R(3)p = D Hip(S"R(3)p @ Hip(Y",R)p.
i+j=k

Remarque 4.2.6. Ce théoréme n’est plus vrai lorsqu’on considére la cohomologie de Deligne.
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Appliquons ce théoreme a notre suite exacte :

= | B HR(S"RB)E @ HL(Y" R)g ® H(G)y © H(H),
i+j=4 R %(G)Qm) % (H)ES

o | B Hin(S* RE)E© Hip(VER)s | [FPHI(X R @ 7@, @  %(H),

e (G (LS
- Hy(X/RRB))r ® F(G)y © H(H)
# (G 7 (1)L,
— | B He(S"RB)r @ H(Y",R)g © H(G)y © H(H)q— ..
i+j=5 ® 7(@ES) H(HEC,

Pour alléger les notations, on note

Hp(S™,R(3))y = Hp(S",RB)r © _ #(G),
7G5S,
et . '
Hjp(S™,R(3))p = Hip(S*,R(3))e (c% Z(G)y.
L

On note de méme . ‘
HJJB(YL7R)q = HJB(YLaR)E ® %(H)q
7 (G

et
H)(YER)y = H,(YE R ® H(H),

Enfin, notons

FPHip(X,R)pq = FPHyp(X.R)p  ® Z(G)y, ©®  F(H),

7(@ES 7 ()0
et
HE(X/R,R(3))pq = H5(X/RRB))r © H(G)y, ®@ H(H),
7@ 7 (L)

La suite exacte s’écrit maintenant :

- @ H%(SK,R(3));, %} H?B(YL’R)Q - @ HjiR(SKﬂR('?’))P % HgR(YLvR)q /F3H§R(X7 R)P,q
i+j=4 i+j=4

— H5(X/R,R(3))p.q = | €D H(S®,R(3)), %Hﬁg(yamq — ...
i+j=5

61



Proposition 4.2.7. Pour les cohomologies de Betti et de Rham, on a les égalités suivantes :
Hp (8™, R(3))p = Hp 1 (S, R(3))y

et
H)p(YE,R)q = Hjp (Y",R),.

De plus, on a HE,I(SK,R(Z%)),O =0 sii#3.

Démonstration. Soit I une représentation automorphe de GSp(4, A). Notons S I'ensemble fini des
places ou II est ramifiée. Soit p ¢ S. On note alors

A=RxAsxQ, xAy,

ou f désigne les places non-ramifiées distinctes de p et K = K KsK,K;. En particulier, on a la
décomposition

HZHOO®H5®HP®Hf.
La représentation sphérique II; est entierement déterminée par les valeurs propres de ’action de
lalgebre de Hecke sur son vecteur sphérique. D’apres la fin de la section 1.2 de [Wei09], on a une
décomposition du type

H(S¥,C) =P H'(S¥,C(11y))

ot IT; parcourt les parties finies des représentations automorphes de GSp(4,A) et H*(S*, C(Ily))
désigne le sous-espace propre généralisé sur lequel 1'algebre de Hecke & (G)g(fnf) agit par un carac-
tere Orp e

D’aprés [Wei09], Théoréme 1.1, on a pour toute représentation II qui n’est pas CAP :

(H?(S™,C)/HP(S,C)) (1Iy) =0

ce qui implique que H3(SX C(Il;)) = HZ(SK,C(11y)).

Avec les notations précédentes, soit 7 la représentation automorphe de GSp(4, A) fixée au début
de la section (qui n’est pas CAP puisqu’elle est générique, d’apres la remarque , et soit
p = ker(6,) le noyau du caractere de Hecke qui lui est associé. Ainsi, on a

H*(SX,C), = @ H(S™,C(11)), = D H (S, C1Ly))y.
Iy I,

Or, pour toute représentation II telle que ker(fr, ) # p, on a H3(S¥,C(1ly)), = 0.
En effet,

H3(SM,C(Ty))y = (Z(G)gln,/ ker(fm))p

= X (g, yp/ ker(6m)y.

Puisque ker(0ri,) # p, il existe f € ker(0n,) tel que f ¢ p. Ainsi, f est inversible dans ker(6r),, ce
. Kf
qui prouve que ker(6r), = %(G)@(Hf)p'

62



Il en découle que H3(S*,C(Ily)), = 0 si ker(fr;,) # p. On en déduit donc que

P HiISK.cmy)),= P HISK C)),

ker (0, )=p ker (0, )=p
olt la somme porte sur les représentations II telles que ker(f,) = p, d’ott
HS(SKv(C)p = H!S(SK:(C)p-
D’apres [Wei09], Théoréme 1.1, on a également si ¢ # 3,
HY(S¥,C(1)) = 0.
On montre alors de la méme fagon que si i # 3, alors
H{(S¥,C), =0.

Puisque toute représentation automorphe de GL(2,A) n’est pas CAP (puisque générique), on
déduit aisément de la preuve du Théoréme 1.1. de [Wei09] l'assertion

HgR(YLaC)q = HiR,!(YLaC)q-

Puisque H(SK R(3)) @g C = H{(SK,C) et HgR(YL,R) ®rC = H[jiAR(YL,(C)7 on obtient la pro-
position voulue. O

En couplant cette derniere proposition avec le Lemme [2.4.25] on obtient la suite exacte :

o (HS Ry @ HEAVER), ) (Hiny (S Ry @ Hin (YRl ) /P Hin(X, Rl
S HE (X/RR(3))pq - 0

Remarque 4.2.8. F3H},(X,R) = FOH,(X,R(3)) d’aprés la définition donnée par [Nek], section
1.1.

Lemme 4.2.9. La fléche

(255 ROy & b (5 R)) > (Hina( 5 ROy & Hin (VER)y ) /P Hbnl X Ry

est une injection.

Démonstration. On reprend les notations de la section 1 de [Nek].
Soit Mp = Hp ((X,R(3))p,q = HE (5™, R(3)), %’ Hp (YE,R)q et

My = (123,(5% ROy & 3, (v R),
Mp est un motif pur de poids w =4 —2 x 3 = —2.
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Alors Mp @ C = Hj437!(X, C)p,q admet une structure de Hodge du type

Hé,!(X7C)p,q: @ HP1.
pHq=—2

Sous Iisomorphisme I, FOH}5(X,C), 4 correspond & F°(Mp ® C) = @ HP.
p=0
On considere 'application

Foar s My = (Hiny (¥ Ry © Hin sV Rl ) /P Hin (X R

Soit FO(Mp ® C) = @ HP1.

920

Tout d’abord, on remarque que ker(I »/) C (FO N F9) (Mg ® C).

En effet, soit v € ker(I ar). 1l est clair que v € FO(Mp ® C). De plus, par définition de My,
T = —v.

Donc v € FO(Mp ® C).

Donc ker(Ioo as) € (FO N FO)(Mp ® C).

D’autre part, (FO N F9)(Mp ® C) = 0.

En effet, soit v € (FO N F9)(Mp ® C). Si v # 0, alors toutes les composantes de v sont du type
Vp,q avec avec p > 0, ¢ > 0 et p+ g = —2, ce qui est absurde.

Donc (FO N F9) (Mg ® C) = 0, ce qui implique que ker(Ioo ) = 0.

On en déduit que la suite exacte peut s’écrire finalement :

0> (HbASS ROy @ b, ER)a ) > ((Hins (S5 ROy  Hlny (V. R)y) /P Hi(X RO
— H5(X/R,R(3))p,q — 0

Lemme 4.2.10. La suite suivante reste exacte :

0— (H%,!(SK,R@)% % H%;,!(YLJRi)q> @FOHI%R(X’R(:}))P,CI — H{%R,I(SKvR(g))P%Hc}R,!(YLvR)q
— Hé(X/]R,R(?)))M — 0,

Démonstration. Notons

A= (bS5 Gy 9 Hh (5 R) )
B = HZ;’R,!(SKvR@))p % HéR,!(YLaR)qa
C= FOHéR(XvR(?’))p,q
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et
D = H5(X/R,R(3))p.q-

A et C sont tous deux des sous-espaces vectoriels de B. On sait qu’on a une suite exacte :

0—ABB/CE D0

ol 1 est injective, o surjective et ker(yz) = Im(¢q).
L’injectivité de ¢ assure que ANC = 0.

Soit ¢} : A — B tel que p; = po ], ou p est la projection p : B — B/C. On définit alors

Qﬁll A@C — B
(a,¢) —¢i(a)—c

et

po: B — D
b +—— (b mod C)

Yo est clairement surjectif car @9 'est.

1 est injectif : en effet, soit (a,c) € ker(4y).

Alors ¢ (a) = ¢. A fortiori, ¢} (a) € C, donc ¢1(a) = 0.
Or, ¢ est injectif, donc a = 0, puis ¢ = 0.

Enfin, ker(¢2) = Im(¢1).

En effet,

ker(gz) = {be€ Blb mod C € ker(p2)}

= {be BJb mod C € Im(p)}
{be BlFa e A,b= p1(a)}

La suite : ) )
0—>A@C&BﬁD—>O

reste donc exacte.

puis

Lemme 4.2.11. La suite

0= FOHp(X,R(3))pq = | Hini(S™,R(3))p @ Hip (Y",R)q ) / ( Hp,(S™,R(3))p © Hp, (V" R)q
R R

est exacte.
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Démonstration. Gardons les notations de la preuve précédente. Soit

(,OAlZ C —)B/A
¢ ——c¢ modA

et

Do : B/A — D
b mod A +—— pa(b) = pa(b mod C)

P2 est bien défini : en effet, si b — b € A, alors (b —b') mod C € Im(¢1) = ker(p2).
Comme précédemment, @y est surjectif car @y est.
De méme, @7 est injectif : en effet, soit ¢ € ker(¢1).
Alors ¢ mod A=0,doncce ANC =0.

Enfin,
ker(g2) = {b mod A|b € ker(pz2)}
= {b mod Alb € Im(¥1)}
= {b mod A4|F(a,c) € Ax C,b=¢)(a)—c}
= {b mod A|F3ce C,b mod A=c mod A}
La suite

0—c8BAZD 0

est donc exacte.

Or Hjp(X,R(3)) = H5(X,R(3))” & H5(X,R(2))", donc

(#ns (5™ Ry  Finy (V5,03 ) / (15,55 RO @ HE,(YB), ) H /(X R

Donc finalement, on a la suite exacte :
0 — FHip(X,RB)pe — Hp(X,R2)), — HIX/RREB))pq — 0

L’existence de cette suite exacte va nous étre utile afin de construire une forme linéaire sur
H5(X/R,R(3))p,q. Attachons-nous d’abord & montrer la non nullité de H5 (X/R,R(3))y q.
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Chapitre 5

Construction de la forme linéaire

5.1 Non criticité du motif

On considere toujours K et L des sous-groupes nets compacts ouverts de GSp(4,Ay) et de
GL(2, A¢) respectivement. On rappelle qu'on note M le motif M = H}(S® x YL, ,Q(3))p.4 et Mp
sa réalisation de Betti.

Définition 5.1.1. Le motif M est dit critique si ExtlleHS+ (R(0), Mp) est nul.
R

D’apres la formule de Kiinneth, on a déja vu que
Hp (8% x Y, R(3))p,q = Hp (S*,R(3))p ® Hp ,(Y",R),,

ou les deux membres de 1’égalité de droite sont des motifs de poids -3 et 1 respectivement.
En effet, de maniere analogue & la décomposition de Hodge de Mp(7s)c vue en section on
a une décomposition du type

H%,!(SK,R),J @C=V30 oyl gyl gyos,
Il en découle que
H%,!(SK7 R(3)), ® C = V3303  y2-3.1-8 g /1-8.2-3 g /0333
On a donc les décompositions de Hodge suivantes :
H (ST, R@)p@C=V*P v t2gy 2ty 20

et
Hp, (Y R)g@C =W e W

Grace a la formule de Kiinneth, on obtient une décomposition de Hodge de Mp®C de la maniere
suivante :

MpeC= @ H",

r4+s=—2
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o, par définition,
H™S — @ VP4 ® WP,#I/.

ptp'=r
q+q'=s

Concretement, Mp a la décomposition suivante :

MB ® (C — H—3,1 o) H—2,0 D H_L_l o) HO,—Q D Hl,—3

ol
H—3,1 _ V—3,0 ® Wo’l,
H—Q,O _ (V—Z,—l ® WO,l) o (V—B,O ® W1’0)7
H*L*l — (V71,72 ® WO,I) @ (V72,71 ® Wl,O)’
HO’72 _ (VO,73 ® WO,I) o (V71,72 ® Wl,O)’
et

Hl,—3 — VO,—3 ® Wl,O.
Définition 5.1.2. Pour tout couple d’entiers (r,s), on note h™* le nombre
h"™® = dim¢c H™®.

Proposition 5.1.3. ([Del79],1.3.1) Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) M est critique

it) h?1 =0 si p # q sauf éventuellement si p et q sont de signes opposés avec p < —1 ouq < —1
et FZ agit sur HPP par l’identité si p <0, par -1 si p > 0.

On a donc la proprosition suivante :
Proposition 5.1.4. Le motif M n’est pas critique.

Démonstration. Dans notre cas, M est critique si et seulement si F* agit sur H~ 11 par Iidentité
d’apres la proposition précédente.
Or, si on considere un élément x #0 € V12 WO alors T € V=271 @ W0,

1
Posons v = —(x — ).
Alors FZX (v) = —v.
D’apres la proposition précédente, on en conclut que le motif M n’est pas critique. O

Proposition 5.1.5. L’espace H5(X/R,R(3))p 4 n'est pas nul.
Démonstration. Par définition, puisque le motif M n’est pas critique, a fortiori,
ExtllleS;: (R(0), Mp) # 0.
Or, d’apres [Nek 3.4.1],

Extl s (R(O0), Mg) = HE (X/R,R(3))p 0.

1
MHS;
Finalement, la non-criticité du motif M entraine la non-nullité de H5 (X/R,R(3)) q- O
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5.2 Construction de la forme linéaire

5.2.1 Produit scalaire de Petersson

Rappelons la suite exacte obtenue & la fin du chapitre [] :

0 — FHR(X,R(3))pq < Hp(X,RQ2)S, — HYX/RR(3))p, — 0.

Via la dualité de Poincaré, on a un accouplement

HQLR,!(X; R(3)) ®c HleR,!(XaR(?’)) — C
1
(w,m) — <w,n>:@/xw/\n

ou le membre de droite ne dépend que de la classe de w.
Rappelons qu’a la fin du chapitre [3| nous avions construit 'élément Wy ® ne € M ~5~1. Ainsi,
on a
Q=05 ®Q € Hy (X,R(3))

et plus particulierement
Qegt!

puisque (Wy ®1e)(V; @ @) = Q.
Via l'isomorphisme entre la cohomologie de Betti et la cohomologie de de Rham, on déduit de
I’accouplement ci-dessus une forme linéaire :

Hy (X,R@)r % CeqFE
n o — <Qn>.

Il nous faut désormais prolonger cette forme linéaire & Hé’! (X,R(3))p,q- Faisons-le pour Hjé’, (X,R(3))y
dans un premier temps.

On rappelle que G et H désignent toujours GSp(4) et GL(2) respectivement. On munit C ®g £
de la structure de # (G)(g(i)-module suivante :

Vi e X (G V20 eCag B, f.(201) = (0:(f)2) @ x.

Si f ¢ p, alors 0,(f) # 0 donc la multiplication par 6,(f) # 0 définit un automorphisme de
C®q E.
Par propriété universelle de la localisation, pour que la forme linéaire g se prolonge & H j“g’, (X,R(3))p,

au vu de laction de 1'algébre de Hecke %(G)g(i) sur Hp (X, R(3)), il suffit de vérifier que :
vf € %(G)g(ir)avn € H%,‘(X7R(3))Ea < f'”?w >= 971'(]0) <nw>.
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D’apres le Lemme puisque les fonctions 1x gk engendrent # (G)g(i), il suffit de montrer

le lemme suivant :
Lemme 5.2.1. Vg € G,Vn € H%’!(X,R(S))E, <Ty(n),w>=01ggr) < nyw > .

Pour montrer le lemme ci-dessus, rappelons qu’on dispose de I'isomorphisme suivant :

Hip(S™,C) = H (3, K., €= (G(Q\G(A)/K))
ou g désigne 'algebre de Lie complexe de G.
Par restriction, on a un isomorphisme ([MT], proposition 1) :
Hp (S%,C) = H* (9, K, 6°(G(Q)\G(A)/K)) .

Comme précédemment, via la dualité de Poincaré, on a un accouplement :

Hip (S5,C)p @c Hip, (S,C)p 25 Cag E.

Or, via I'isomorphisme précédent, on en déduit que :

Hip, (8%, C)p®cHip, (S, C)p =~ H (3, KL, 65°(G(Q\G(A)/K)) y@cH (8, Ko, 657 (GQ\G(A) [ K)) -

D’autre part, on a la décomposition

H® (g, K4, G5° (GQ\G(A)/K)) = (P H (9. Kbo,moe @ )™
sTélc"?e
discrete
ol T = T ® my parcourt les représentations automorphes cuspidales irréductibles de G(A) et
m(m) € N.

Or, on a un autre isomorphisme :

H3(g, Kl Moo @ Tf) = Homp/_ (A3(g/E), Too @ Ty)

ou ¢ désigne 'algebre de Lie complexe de K.
Ainsi, en combinant les précédents isomorphismes et la dualité de Poincaré, on a une application :

7\'1 772 'Ll)
@ Hompg/_(A%(g/t),mh ® W})m( ) ® @ Hompg/ (A%(g/t), 72 ® W?)m( ) |®oF 25 Cagk.
C

1 2

s s

Py Py
série série
discrete discrete

Soit f1 € Hompg;_(A%(g/¥), i, @7 }) pour une certaine représentation 7y et f2 € Homy_ (A*(g/t), 73,®
77?) pour une certaine représentation ms.
Alors f1 A fo € Homg (AS(g/€), m1 @ m2).

Lemme 5.2.2. On a dimg(g/t) = 6.
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Démonstration. On a une décomposition

S = | r\GSp(4, R) /U(2).

Or GSp(4,R),/U(2) =~ .
Ainsi, pour u(2), 'algebre de Lie complexe de U(2),

g/t ~ g/Lie(U(2))

~ rfﬂz,%
~ 3

ce qui prouve le lemme. O

Il s’ensuit que dimg(A®(g/€)) = 1.

Soit 1 un générateur de A®(g/t).

Ainsi, f1 A fo ne dépend que de f1 A fo(1) € 71 @ 7.

De méme, I’évaluation en 1 donne lieu a une application surjective :

Homy(s) (A%(g/R%u(2)), 7 (G(R)) = €=(G(R))/U(2)).

Définition 5.2.3. On note dxoo 1 la mesure définie sur G(R) par

fdre1 = / wy,
G(R) G(R)/U(2)

ot wy est définie par wy(1l) = f.

Définition 5.2.4. Pour toute place non-archimédienne p, soit dx, la mesure de Haar sur G(Q,) telle
que la mesure de G(Z,) soit égale a 1. On considére de =[] dzp X dzeo,1.

Pour tout couple (p1,p2) de formes automorphes cuspidales sur G(A) a caractére central trivial,
on définit le produit scalaire de Petersson par

< o1y >= / o1 (2) 2 (@) da.
Z(A)G(Q\G(A)

Théoréme 5.2.5. ([LO], proposition 2.6).

Soit p une place non ramifiée de m Supposons que @1 et ws ont un caractére central trivial et
sont invariantes par translation & droite par G(Z,). Soit g € G(Qp).

Alors

< lggrp1, 02 >=< @1, Lggrpa > .

Ainsi, via le produit scalaire de Petersson, on obtient la forme bilinéaire

Homy, (A (g/t), 7l @ 7}) Q) Homg, (A*(g/t), 7% @7F) — C
C
(fi,fa) = <ep1,02>
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ol (¢1,p2) = fi A f2(1).

En étendant cette nouvelle forme bilinéaire, on en déduit une application

1 2
oo oo

série série
discrete discrete

@ HomK/ (A g/E) 7T ®7T m(ﬂ— ) ® @ HOHlKéC (ASQ/E),TF; ®ﬂ_]2()m(7r2) ®QE ﬂ) (C®QE
C

Théoréme 5.2.6. (/Bor74]) Le diagramme

Hip (S%,C)p ®@c Hig,(S*,C)p C®E

| |

H? (g, K2, B3 (G(Q\G(A)/K))  ®c H? (9, KLy B (G(Q\G(A)/K)) ; 2> C 0o E

est commutatif.

5.2.2 Preuve du Lemme m

Démonstration. La commutativité de ce diagramme et le théoreme [5.2.5| impliquent donc que :

Vg € G,V € Hg ((X,R(3)) g, < Ty(n),w >=<n,Ty(w) > .

Or, par définition de l'action de %(G)Q(S) sur H(SE x YI) g vue au chapltre on sait que

< U,Tg(Q) >=1, ]lKgKQ > .

Mais par hypothese sur €2 et par définition du caracteére de Hecke vue en Définition 4.1.8] on
obtient finalement que

Vg € G,Vn € Hg |(X,R(3)) g, < Ty(n), 2 >= 0 (Lxgx) < n,Q >,
ce qui prouve bien le Lemme [5.2.1 O

La forme linéaire ¢q se prolonge donc bien & H }f-),’,(X ,R(3))y dans un premier temps, puis &
H%y!(X,R(?)))p’q de fagon similaire, et enfin & H;!(X,R(Z));“_’q par restriction.

On a vu précédemment que sous l'isomorphisme I, FOH3,(X,R(3))p 4 s’envoie sur @ HP4 =
P20

H% 2@ HL73 .

Ainsi, sous Iinjection FOH},(X,R(3))p.q < Hp (X, R(2));.q, FOH7z(X,R(3))pq s'envoie sur
@ HP = (H* o H ) N HE (X, R(2))54 -
p>0 ’

Donc pq s’annule sur I'image de FOHJ,(X,R(3)),,q par hypothese sur Q.

La forme linéaire pq passe donc au quotient et on note

H (X, R@))i/(HO 2 @ HY =) 0 HE (X R(2)f, =% C.
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Or, d’apres la suite exacte obtenue en fin de chapitre [4 on a un isomorphisme

HE(X/R,R(3))p,q = Hp (X, R(2))54/(H* ™ @ HV72) N HE (X, R(2))] .

Via cet isomorphisme, il en résulte la forme linéaire attendue :

HE(X/R,R(3))p.q 25 C.

)
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Chapitre 6

Accouplement du régulateur avec la
forme différentielle

La présentation de cette section est empruntée & [CLR].

6.1 Fonctions de Schwartz-Bruhat et séries d’Eisenstein

On appelle T le tore diagonal maximal de GLy et Bs son Borel standard, le sous-groupe de
GLy constitué des matrices triangulaires supérieures.

Nous allons maintenant définir Pespace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur A, ott A désigne
toujours 'anneau des adeles de Q. Tout d’abord rappelons les définitions suivantes.

Définition 6.1.1. Une fonction f définie sur R? est dite lisse si elle posséde des dérivées de tout
ordre.

Définition 6.1.2. Soit p un nombre premier. Une fonction [ définie sur (@12, est dite lisse si elle est
localement constante.

Nous allons maintenant définir les espaces de Schwartz localement.

Définition 6.1.3. On appelle espace de Schwartz sur R? et on note S(RZ) l’espace des fonctions
f:R? = C qui sont lisses et telles que la quantité

§P1+B2 f
o1 0z

[flap = supgepe a7y 25

est bornée pour tous entiers positifs a; et ;. On munit cS’(RQ) de la plus petite topologie pour laquelle
les semi-normes |.|qa,3 sont continues.

Définition 6.1.4. Pour tout corps local F non archimédien, on définit ’espace de Schwartz S(F?)
comme l’espace des fonctions lisses sur F? et a support compact. On munit S(F?) de la topologie
la plus faible dans laquelle toutes les fonctions linéaires sont continues.
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Définition 6.1.5. On désigne par S(A2) lespace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur A% défini
comme l’espace constitué de toutes les combinaisons linéaires de fonctions de la forme

p(x) = H%(%),x = (z,) € A?

2

) et @, est la fonction indicatrice de Z; pour presque toute

ot pour toute place v de Q, ¢, € S(Q
place non-archimédienne p.

Définition 6.1.6. Soit v une place non archimédienne de Q, soit p, € 8(Q2). On définit la trans-
formée de Fourier locale de v, par :

fula) = [ gl t0n(—to -+ s

v

ot P, est la restriction a Q, du caractére 1 défini au début de la section et ot la mesure sur
Q, est choisie de telle sorte que le volume de Z, soit égal a 1.

Lemme 6.1.7. Soit p un nombre premier, soit @p o la fonction indicatrice de ZZ. Alors la transformée
de Fourier de @p o vérifie
@p,O = ¥p,0-

Démonstration. Par définition, on a

Graes) = [ onalsOv(—ta + sy)dsi

P

= Yp(—tz + sy)dsdt

-/ (i / o

Intéressons-nous a la premiere intégrale. Rappelons que 1, est constant égal & 1 sur Z,. Ainsi, si

x € Z,, puisque le volume de Z, est égal a 1 par choix de la mesure, on a / Yp(—tx)dt = 1.
ZP

Six ¢ Zp, il existe alors ty € Zj, tel que ,(—toz) # 1. On a alors

/ (-t = / (et

Y —tox) /Z oy (—ta)dL.

Puisque 9, (—toz) # 1, il en découle que / Yp(—tx)dt = 0.
ZT)
Ainsi, on en déduit que / Yp(—tx)dt est égale & 1 si x € Zy, et est nulle sinon. On raisonne de
Zp

la méme maniére pour Yp(sy)ds et on en déduit le résultat voulu. O

Zp
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Définition 6.1.8. Soit v € &(AQ). On définit la transformée de Fourier globale de ¢ par

By) = / (@) de

ou 1 est toujours le caractére défini en début de section [3.3

Définition 6.1.9. Pour p € S(A?), g € GLy(A), s € C, on note

Folg.s) = det(o)l* [ ol(0.09) 1t "t
AX
Avec ces notations, on définit alors la série d’Fisenstein associée

E(g,¢,5) = > fe(v9,5)
¥EB2(Q)\GL2(Q)

qui converge absolument et uniformément sur tout sous-ensemble compact de {s € C|Re(s) > 1}
a Uexception des poles de f,(vg,s) et se prolonge en une fonction méromorphe sur tout le plan
complezxe.

Proposition 6.1.10. ([Jac/, Proposition 19.5)
Soit p € S(A?)et g € GLo(A). Alors la série d’Eisenstein E(g, p, s) vérifie I’équation fonction-
nelle suivante :

E(gv@vs) = E(Q»@al - S)
ou ¢ désigne la transformée de Fourier de .

Dans toute la suite, ¢, désignera la fonction de Schwartz-Bruhat définie sur R? par

oo (@,y) = e TV,

Pour toute fonction P € S(Afc,@), on appelle N, le plus petit entier positif tel que ¢y soit
constante modulo N, 72,

Enfin, on appelle SO(A?,@) C oS’(Afu@) I’espace des fonctions ¢ telles que ¢#(0,0) = 0.

La proposition qui suit présente une version adélique de formule limite de Kronecker.

Proposition 6.1.11. Soit ¢y € SO(A?“@) telle que Ny, > 3.
x
Alors il existe u(pyf) € O (YL(N*"f)) ® Q tel qu’on ait pour tout g € GLy(A),
E(g, ¢, s) =loglu(ey)(9)] + O(s),
0l p = Poo @ Py
Démonstration. Voir [PS], corollaire 5.6 O
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6.2 Accouplement du régulateur avec la forme différentielle

Dorénavant, avec les notations de la section précédente et du chapitre [3] on note X = S% x
yEWep), Quitte a réduire le groupe K, on suppose que I'immersion fermée ¢ : YL(N“"f)((C) X Py
yEWer)(€) = SK(C) construite en fin de section est bien définie.

Soit

Eisg : $o(A2,Q) — 0(Y"Ner )X @, Q — HL (Y Ner) Q1))

la composée de deux applications ot la premiere fleche est I'application GLa (A f)-équivariante définie
par
o5 — ulpy)

et ou la deuxieme fleche est 'application construite en Remarque [2.1.6

Définition 6.2.1. On définit lapplication Eis.q.2 : So (A2, Q)" Ner) — HE(X/R,R(3))g, ot HS(X/R,R(3))g =
H5(X/R,R(3)) ®g Q, comme la composée des applications suivantes :

So(A%,Q) ¢ 1Y, (Y WNer) Q1)) B HY (Y Ner) xy P WNes) Q1)) & B, (5K <Y Ner) Q(3)) 4
H3(X/R,R(3))g,

ou rg désigne le régulateur supérieur de Beilinson et v est Uapplication définie en fin de section

2-£.3

Lemme 6.2.2. Soit pf € So(A},Q).

Alors, via les isomorphismes [2.2.0, [2.2.8, 12.2.9 vus précédemment, la classe de cohomologie
ro(Bisz2(pr)) est représentée par la paire de courants (1.T¢,1.T¢), ot & = p*loglu(pys)| et & =
p*dlogu(py).

Démonstration. D’apres ([Jan88], section 3.7), on a le diagramme commutatif suivant :

L,

1Y (VENer) (1)) 2 1 (YE o) yEYe) (1)) HY(X,Q(3))

\Lm J{m \Lr@
"

HY(YENer) /R R(1)) g —2> HY (YENVor) x YEWVer)) /R R(1))g —> HE(X/R,R(3))g

Via lisomorphisme de la proposition le morphisme pf, est obtenu par pullback de formes
différentielles.
D’autre part, ¢, o est défini comme la composition
H(YFNer) x Yo ) R R())g = HY (V) x YE20) R R(1))g
=3 HP(X/R,R(1))g
~  H5(X/R,R(3))g,
ol le premier isomorphisme est induit par (¢,w) — (T,,T,) et ol 14 o est induit par (S,7T) —

(¢S, 1. T).
L’énoncé découle alors immédiatement de la remarque 2:2.7] O
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Lemme 6.2.3. Il existe une suite (K, )n>0 de sous-ensembles compacts de X et des fonctions oy, €
(o)
E°(X,R) tels que K, C Kpy1, U, Kn = X, 05, = 1 sur un voisinage de K, et que le support de
(o)

oy est un sous-ensemble de K, 4.
De plus, on a 0 < o, <1 et pour tout z € X, on a |doy, | <277, ot |.| est la norme sur U'espace
cotangent induit par la métrique hermitienne GSp(4,R) x GL(2,R) invariante sur X.

Démonstration. Cela découle de ([Mil], proposition 1.11) et ([Dem], VII Lemme 2.4). O

Lemme 6.2.4. Soit 0 une forme différentielle a décroissance rapide sur yEWep) o yLWNey),
Alors la fonction x — |0, est a décroissance rapide, a fortiori intégrable, sur yIWep) y y LWeyp),

Démonstration. Cf. ([Bor74], Proposition 5.5). O

Théoréme 6.2.5. Soit p5 € &O(A?,@), soit & = p*log [u(pys)|. On reprend la forme linéaire Yo sur
H5(X/R,R(3))p,q construite au chapitre @
Alors, il existe un opérateur de Hecke T € H (G), @p # (H)q tel que

Vo (ro(Eisa 2(21)) = (0= ©p 0,)(T) / EA0,

YL(Nng) XEYL(Ncpf)
avec (0 @p 0,)(T) # 0.

Démonstration. Grace a la suite exacte obtenue en fin de chapitre @] on peut relever I'image de
ro(Eisg2(¢y)) dans la localisation HS(X/R,R(3))p,q & Hp (X, R(2))§ 4. La cohomologie étant
calculée & partir de courants, cela signifie qu’il existe un courant fermé 7 € 7 ~4(X/R,C) sur X
et un opérateur de Hecke T" = T{, ® Ty; avec T/, ¢ p et Ty ¢ q tels que I'image de la clase de
cohomologie (T")7[T] € H5(X/R,R(3));,q4 coincide avec 7o (Eis.z 2(¢f))-

Par définition de la forme linéaire Wq : H3 (X/R,R(3)y,q = C®q E, on a

Va(rg(Eis2(py))) =< (1) 7T [Q] >= 0<(T6) " 0,(Tp) ™" < [7,[9] >
Par définition de la dualité de Poincaré sur la cohomologie intérieure, on a
< [57]3 [Q} >=< [57]7 [Qc] >

ou (. est n’importe quelle forme différentielle & support compact représentant la classe de cohomo-
logie de .

On déduit des propositions et que H5(X/R,R(3)) ~ HY (X/R,R(1)) et que
[(S,T) € T (X/R,R(0) & FL77(X/R, C)|dS = n(T)}
d(S,T) '

HY (X/R,R(1)) =

Via ces isomorphismes, le morphisme canonique

Hp(X,R(2))" — H5(X/R,R(3))

est obtenu en envoyant [7] sur [(7,0)] ou [(T,0)] désigne la classe de (77,0) dans Hy (X/R,R(1)).
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D’apres le Lemme il existe un opérateur de Hecke T" = T/ @ Ty; avec T ¢ pet Th ¢ q
tel que
T"((F,0)] = T'[(1+Te, 1:Te)]) = 0 € HG(X/R,R(3)).

Désormais, on note ' =T"F et T =T'T".
D’aprés ce qui précede, on en déduit donc I'existence d'un courant 7 € 7 ~%(X/R,R(0)) tel que

' = TuT + dr.

De plus, puisque la dualité de Poincaré est induite par I'accouplement entre courants et formes
différentielles & support compact, on a

< [T, [Q] >= T () = 1.Te(TQ) + dr ().

On a dr(Q.) = £7(dQ.) = 0 puisque Q. est une forme différentielle fermée.
Il s’ensuit que

Vo(ro(Bis 2(py)) = 1 Te(TQ) = TE("TQ) = / ENUTQ,.
s YL(Nggf)XEYL(NWf)
Il nous reste donc a prouver le lemme suivant :
Lemme 6.2.6. On a
/;L(wa)XEYL(wa) g AL TQC = (97\' RF 90’)(T) LL(Nvf)XEYL(wa) f AL Q.

Démonstration. Dans un premier temps, observons que l'intégrale de droite est convergente. En
effet, la forme différentielle ) est a décroissance rapide car cuspidale, la forme différentielle £ est a
croissance modérée car les séries d’Eisenstein sont a croissance modérée et le résultat d’un produit
de deux formes différentilles & décroissance rapide et a croissance modérée resepctivement est une
forme différentielle & décroissance rapide.

D’apres ([Bor80], Corollaire 5.5), on peut choisir Q. tel que @ — Q. = de’ pour une forme ¢’ qui
est a décroissance rapide et ainsi

TQ, = (0, ®5 0,)(T)Q — de,

ote =T¢'.
Pour prouver le lemme, on est donc ramené a prouver que

/ ENde = 0.
YL Wep) oy LWNep)
Observons d’abord que pour toute forme différentielle  sur X a support compact et a valeurs
réelles, on a
* _ ! _ _
[ einsy) €07 ) = () — () =

puisque I est un courant fermé.

Soit (ok)k>0 la suite de fonctions donnée par le Lemme

Pour tout k& > 0, la forme différentielle oxe est a support compact. Ainsi,
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/ §/\L*d6:/ ENd(e — ope).
YENep) BN ) YENep) | BN )

Attachons-nous maintenant a montrer que lim ENd(e — ore) = 0.
koo JyLWep) 3 LNep)

On a d(oke) = dop N e + opde.
Ainsi

ENCd(e—oge) = /

YEONep) y  y b Wep)

f/\L*d(sfakds)+/ EN (dogAe).

/YL(N“’f)xEYL(N“’f) YLONep) oy L Wep)

D’autre part, il existe une fonction f a décroissance rapide telle qu’on a t*de = fvol, ou vol est la
forme volume sur YXWVer) x E YEWer) 11 en découle que

ENL(de — opde) = EN(f — or f)vol.

La forme EA(f — ok f) est bornée par la fonction & décroissance rapide 2|€ f| sur YEWes) oy LWNey)
et s’annule sur K N (YL(N“’f) X YL(N“’f)).

Or, par construction, UkZO KN (YL(N*”f) X YL(N*”f)) = YEWep) o yEWey)

On en déduit que

lim ENV(de — opde) = 0.
koo Jy BN ) BN )
De plus, la forme différentielle £ A t* est & décroissance rapide, donc la fonction z — |(§ A t*e),| est
intégrable sur Yy EWes) oy EWNey) d’apres le Lemme
De fagon analogue & la preuve de ([Bor74], Proposition 2.2), il en découle que

< / clc*dog||€ N Felvol
YE®Ne )y N )

< 2_7’“6/ |€ A t*e|vol
YL(Napf)XEYL(Ng:f)

/ 'dop NENLTe
YL(wa) ><EYL(N‘;,J‘,)

pour une constance ¢ € R.

Ainsi, lim dop NEN e = 0.
k~>+OO YL(N<Pf) XEYL(wa)
Finalement, on a donc bien lim ENVd(e — oke) = 0 et le lemme est
k—+o00 YL(NLPf)XEYL(wa)
prouvé. [
Le théoreme est donc prouvé. O

6.3 Lien avec l’intégrale adélique

Dans cette section et dorénavant, on appelle P le groupe

P = GL(2) xg,, GL(2) = {(h1, hs) € GL(2) x GL(2)| det(h1) = det(hs)}
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vu comme sous-groupe de GSp(4) via I'injection ¢ définie en section
On définit une mesure de Haar sur P(A)/R7 de la maniére suivante : pour tout nombre premier
p, on munit P(Q,) de 'unique mesure de Haar dh, pour laquelle P(Z,) a un volume égal & 1.
D’autre part, soit

Uso = (RXSO(2,R) x RXSO(2,R)) N P(R),

ol SO(2,R) = {M € GL(2,R)|!MM = I,det(M) = 1.}. C’est un sous-groupe compact maximal
(modulo le centre) de P(R)y = {(h1, h2) € P(R)|det(hy) = det(h2) > 0}.
On désigne par P et u les algebres de Lie complexes respectives de P(R) et Uy, respectivement.
Alors

1= (v",0)A(0,v7)A(v7,0) A (0,07)
est un générateur de la plus haute puissance extérieure /\4(b /u) et détermine une mesure invariante
a gauche dx sur P(R)/Us. En notant dk la mesure de Haar sur SO(2,R) x SO(2,R) dont la masse
totale est égale & 1, on définit une mesure dho, = dxdk sur P(R)/R7.

Définition 6.3.1. On appelle dh la mesure définie sur P(A)/RZ par le produit

dh = dheo [ | dhy.

p

Définition 6.3.2. Pour deuz éléments x et y de C ®q E, on écrit x ~ y si x et y sont égaur a
multiplication prés par un élément de E.

Dans toute la suite, un nombre complexe sera toujours considéré comme un élément de C®g E =
I1,.5_c C via le plongement diagonal C — [] .5 C.

Proposition 6.3.3. On a

\I/Q(T'g (Eis/%g(cpf))) ~ / E(hl, @, 0)(X(_171)§)(h1, hg)‘b(hg)dh,
Z(A)P(Q\P(A)

AVEC P = Yoo Q Pf.

Démonstration. D’apres le théoreme [6.2.5] on a

Vo (ro(Eisa 2(21))) = (0= ©5 0,)(T) / EAQ,

YL(N"’f) XEYL(Ncpf)

avec £(h) = p*log|u(py)|(h1, he) = E(h1,¢,0), oll ¢ = Yo @ @ d’apres la proposition [6.1.11
On a un isomorphisme de variétés complexes

YN s YENe) = P(Q)\P(A) /Ul (V)
ot U(N,,) est le sous-groupe principal de congruence de niveau N, de P(Ay).

82



Notons 8 = (6, ®g 0,)(T). Rappelons que par définition, § € E*. On note également py le
cardinal du groupe fini Z(Q)\Z(A;)/(UNZ(Ay)). Ainsi, on a

Vo (ro(Bisq 2(pr)) = 9/ ENQ
yEWNep) S L(Ne )
= 0 E(h1,¢,0)(Qv @ Qs)(1)dh
P(Q\P(A)/UssU
= 0 E(h1,9,0)Qg((v™,0) A (0,07) @ (v, 0))Qae(v)dh

P@\P(A)/UscU(Ny ()

Ji
R P(Q\P(A)/U(N, )

= 4pN9 E(hl,@,O)ﬁ\p((U_,O) A (071}_) ® (’U+,O))Qq>(1}+)dh
Z(A)P(@\P(A)/U(N, )
4pN9

— Qg ((v™ v vt v1)dh.
T Lo g, F 2 0R(07,0) 1 (0.07) & (4, 0) 20 )

Notons que le volume de U(N,,,) est un nombre rationnel non nul d’aprés notre choix de mesure.
D’autre part, on vérifie par un calcul ([Lem17], Lemme 4.27) que

_ _ 1
(’U 70) A (0,’1} ) [ (’UJ’_’ 0) = Zadx(fl,l)(X(Ov_Q) A X(—l,—l) ® X(Q,O))'
Or, par définition de Qg et Q¢ au chapitre|3] on a

Qg(X- N K(-1,-1) @ X20) = ¥

et
Q(b (U+) = o.

Ainsi

\IIQ(T@ (Eis%72(@f))) ~ / E(hl, @, O)(X(—l,l)@)(hla hg)(ﬁ(hg)dh
Z(A)P(Q\P(A)
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Chapitre 7

Lien entre le régulateur de Beilinson et
la fonction L

7.1 Définition de la fonction L

7.1.1 Définition

Soit ™ = 7 ®; Tp €t 0 = 0 ®; op des représentations automorphes admissibles unitaires
cuspidales irréductibles de GSp(4, A) et GL(2, A) respectivement. Soit V' ’ensemble fini constitué
de la place archimédienne de Q et des places ou m ou o est ramifiée.

On sait que le dual de Langlands de GSp(4) x GL(2) est GSp(4,C) x GL(2,C) ([ASha]).

Soit r : GSp(4,C) x GL(2,C) — GL(8,C) la représentation de dimension huit obtenue par
produit tensoriel entre les représentations standard de degré quatre et de degré deux de GSp(4,C)
et GL(2,C) respectivement.

Pour toute place p ¢ V, alors ([Bum)], section 3.9) m, x o, est paramétrée par une classe de
conjugaison semisimple de GSp(4,C) x GL(2,C) qu’on note a,.

Définition 7.1.1. ([Bum/, section 3.9) On définit la fonction L de degré huit de GSp(4) x GL(2) en
les places non ramifiées de w X o par

Ly(s,mx o) = H L(s,m, X 0p)
p¢V

ot pour tout p & V,
L(s,mp x 0,) = Det(Is — p~*r(a,)) "

Donnons maintenant une définition plus pratique de la fonction L.
Le centre Z de GSp(4) est constitué des matrices scalaires, et le tore maximal standard est

T = {diag(ul, Uz, U1, 1)2)|U11}1 = U2V2 7é 0}

85



On écrira un élément t € T sous la forme
t = diag( ot )
= dlag(ui, U2, Uy Ug, Uy UQ),

ot pour tout 0 <14 < 2, u; # 0 et ug = v(t).

Toutes les représentations non ramifiées de GSp(4) s’obtiennent de la fagon suivante ([ASch],
3.2) : soit p un nombre premier, soit xo, x1, X2 des caractéres non ramifiés de Qj,, i.e. des morphismes
Q;, — C* qui sont triviaux sur Zj.

Soit B = T'N le sous-groupe de Borel, ou N est le sous-groupe unipotent maximal défini en
section On définit un caractere non ramifié de B trivial sur N et qui est donné sur T par

t +— xo(uo)x1(u1)xa(uz2).

On obtient alors par induction une représentation sur GSp(4,Q,), notée m(xo0, X1, X2), qui a un
unique constituant sphérique. La classe d’isomorphisme de cette représentation dépend uniquement
du caractére non ramifié modulo I'action du groupe de Weyl. Puisque toutes les représentations non
ramifiées s’obtiennent de cette facgon, il y a donc une bijection entre les caractéres non ramifiés de
T modulo I'action du groupe de Weyl d’une part, et les classes d’isomorphisme des représentations
non ramifiées de GSp(4, Q,,) d’autre part.

De plus, tout caractere non ramifi¢ de Qp est déterminé par sa valeur en p. Ceci justifie la
définition suivante.

Définition 7.1.2. On appelle parameétres de Satake de la représentation w(xo, X1, X2) les trois nombres
complezes non nuls
Y0 < i <2,b; = xi(p)-

Définition 7.1.3. Si m, est une représentation non ramifiée de GSp(4,Q,) admettant by,b1 et by
comme paramétres de Satake, on définit L(s,m,) par la formule suivante :

L(s,m,)~ H IT  —bobi..bi,p™).

k=0 1<i1 <...<ip <2

Remarque 7.1.4. On remarque que L(s,m,)™" définit un polynéme de degré 4 en p=*.

On définit de méme les parametres de Satake b} et b5 pour toute représentation o, non ramifiée
de GL(2,Q,) ainsi que le facteur local

2

L(s,0p) " =[]0 = tip™).

=1

Définition 7.1.5. Pour toute place p telle que m, et o, sont non ramifiées, on définit le facteur local
de la fonction L de Rankin-Selberg par

L(s,m, X 0p)~ H H H bzkb; ).

k=01<i1<... <, <2 j=1

Remarque 7.1.6. On remarque que L(s,m, X 0,)" " définit un polynéme de degré 8 en p=*.
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7.1.2 Calcul de la fonction L

On reprend les notations du début du chapitre. m et o désignent toujours des représentations
automorphes cuspidales irréductibles admissibles globalement génériques de GSp(4, A) et GL(2,A)
respectivement.

Par ailleurs, on rappelle que P désigne le groupe

P = GL(2) xg,, GL(2) = {(h1, h2) € GL(2) x GL(2)| det(hy) = det(hz2)}
vu comme sous-groupe de GSp(4) via I'injection ¢ définie en section

Définition 7.1.7. Soit U € 7, ® € 0 et ¢ € S(A?2). On définit lintégrale zéta globale suivante :

F(s, 0,9, f,) = / U(1)®(he) E(hy, @, )dh.
Z(A)P(Q)\P(A)

Cette intégrale converge absolument excepté en les poles de la série d’Fisenstein et définit une
fonction méromorphe pour s € C.

Remarque 7.1.8. D’aprés la proposition [0.1.10, 'intégrale zéta vérifie I’équation fonctionnelle :
Z(5,0,0,f,) =Z(1—5,9,9, f).

Proposition 7.1.9. La fonction s — Z(s,¥,®, f,) est holomorphe & 'exception possible de péles
stmples en s =1 ou s = 0. De plus, on a

¢(0)

Ress=1 Z (s, 0, @, f,) = —/ U (h)®(he)dh
2 Jzw)P@\P4)
ot
$(0) = / (s, t)dsdt.
A2
Démonstration. C’est un cas particulier de [Mor09], proposition 3.1. O

On suppose désormais que les formes cuspidales ¥ = ®; v, et & = ®; ®,, sont factorisables.
Le théoreme local de multiplicité un implique alors que les fonctions globales de Whittaker Wy et
Wg se décomposent en produits de fonctions de Whittaker locales :

Wa(g) = [[Wu,(9.), 9 € GSp(4, A)

et
Wa(ha) = [[ Wa, (h2,). ha € GL(2, A).
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On suppose de plus que la fonction ¢ de Schwartz-Bruhat est factorisable sous la forme ¢ =
[I, ¢v- Dans ce cas, la section globale de Jacquet f, se factorise de la fagon suivante :

f@(&hl) = Hfs% (87h1,v)

ol
fsov (S, hlﬂ,) = ‘ det hlﬂ,

Z/ <pv((07tv)h17v)|tu‘?}sdxtv.
Q

Définition 7.1.10. Pour toute place v de Q, on définit l'intégrale zéta locale Z,(s, Ww,, Wa,, fo,)
par

F (s, W, W fo) = / W, (ho)We, (ho.o) o (5. h1.0)dhs
Z(Qv)NP(Qv)\P(Qv)

ot Np désigne le sous-groupe mazimal unipotent de P défini par Np = N N P.

Proposition 7.1.11. ([Mor04], proposition 3.2) On suppose que Zo (s, Ww_,Wa_,, fo..) converge
absolument pour Re(s) > eo. Alors, l'intégrale

/ Wa ()W (1) s, I
Z(A)Np(A)\P(A)
converge absolument pour Re(s) > max {3, e} et est égale a Z (s, ¥, ®, f,).

Corollaire 7.1.12. Pour tout nombre complexe s tel que Re(s) > max {3,ex}, on a

Z(s,0,9, f,) = [[ Zo(s, Wa,, Wa,, f,,)-

7.1.3 Composantes non archimédiennes

Soit V' un ensemble fini de places satisfaisant les conditions suivantes : si v ¢ V, alors v est une
place finie telle que ¥, est non ramifiée, les représentations m, et o, admettent des vecteurs fixés
par GSp(4,Z,) et GL(2,Z,) respectivement, et ¢, € (Q?) est la fonction indicatrice ¢, o de Z2.

Fixons une place v ¢ V. Soit Wy € W(m,, ¥,) la fonction de Whittaker locale fixée par
GSp(4,Z,) normalisée de telle sorte que Wy(Iy) = 1 et W € W(oy, ¥,) la fonction de Whittaker
locale fixée par GL(2,Z,) et normalisée de telle sorte que W/ (1) = 1.

Proposition 7.1.13. ([Mor04], section 3.4) On a Z,(s, Wo, Wy, fo, o) = L(s,my X 0y).
Ainsi, pour tout nombre compleze s tel que Re(s) > max {3,ex}, on a
z(sa \Ilv (I)a ftp) = H Zv(sa W\I/Ua W<I>U7ftp1;)LV(Sv7T X J)'
veV

On appelle &(Q?) l'espace des fonctions localement constantes & support compact définies sur
v
Q2 et & valeurs dans C.

Proposition 7.1.14. ([Sou/, section 2). Soit v une place non archimédienne. Alors il existe un
unique polynome P,(X) € C[X] tel que P,(0) = 1 et que le C-espace vectoriel engendré par
Zo($, Wy, ,Wa,, f5,) pour Wy, € W(m,, ¥,), W, € W(0,,¥,) et o, € S(Q?) est P,(p~*)"'Clp~*,p°].

Définition 7.1.15. Pour toute place non-archimédienne v € V', on pose pour presque tout s € C

L,(s,m X 0) = Pv(pfs)fl.
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7.1.4 Composante archimédienne

Rappelons les notations du chapitre

On appelle 010 (resp. o%!) la série discréte holomorphe (resp. antiholomorphe) de GL(2,R)
avec méme caracteres central et infinitésimal que la représentation triviale. De méme, on note
7%l € GSp(4,R) (resp.ml?) la série discrete avec caractere central trivial qui contient comme
K _-type minimal le C[K_]-module 7(3 _1) (resp. 7(1,_3)) avec multiplicité un.

Soit W, un vecteur de plus haut poids du K’_-type minimal de 72:'. Alors ¥, est un vecteur
de plus haut poids du K/ -type minimal de 71;2.

Soit @, un générateur du L. _-type minimal de 0.

Fixons un isomorphisme 7% ~ W (z!¥ W) et soit Wx . _, 5. limage de X(-1,-1)¥
sous cet isomorphisme. De méme, on désigne par Wg__ l'image de @, sous un isomorphisme fixé
Ooo >~ W (000, ¥oo)-

+oo
Proposition 7.1.16. ([Mor04],5.11) Soit T'c(s) = 2(2m)"*T'(s), ou I'(s) = / ts~te~tdt. Soit

0
Voo € S(R?) la fonction de Schwartz-Bruhat définie par ooo(z,y) = e~ @4y,
Alors il existe une constante complexe C non nulle telle que pour tout nombre complexe s vérifiant
Re(s) > exs, 0N a

Zoo(s, WX(—1,1)WOO’ Wq)acvﬁpac) =CTc(s+2)lc(s + 1)2FC(5)'
Définition 7.1.17. On pose pour presque tout s € C,

Loo(s,m x 0) = CTc(s + 2)Tc(s + 1)°Te(s).

7.2 Lien entre le régulateur de Beilinson et la fonction L

D’apres la proposition [6.9.9] et la définition on a la relation suivante :
Vo(ro(Eisa2(vr))) ~ Z(0,X(11) 7, D, f,).

D’aprés la proposition , Uintégrale zéta définit une fonction s — SZ’(S,X(_M)@, ®, f,) holo-
morphe, a I'exception possible de pdles simples en s =1 ou s = 0.
Dans un premier temps, attachons nous a montrer I’holomorphie en s = 0 de cette fonction.

Proposition 7.2.1. La fonction s — Z (s, X(,Ll)@, ®, f,,) est holomorphe en s = 0.

Démonstration. Soit w = w, X w, le caractere central de m x o, produit des caracteres centraux de
m et 0. D’apres [Mor09], proposition 3.1, de deux choses 'une :
- si w # |.|* pour tout A € iR, alors la fonction s Z(S,X(_Ll)@, D, f,,) est entiere sur C.
- si il existe A € iR tel que w = |.|* alors la fonction s +— Z (s, X(_l’l)@, ®, f,) est holomorphe,
A

a I’exception de possibles poles simples en s = 1 — 5 et s = —5

Dans le cas ou A # 0, il est clair que s +— Z(S,X(_Ll)@, ®, f,) est holomorphe en 0.
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Dans le cas ou A = 0, le résidu en 0 de 'intégrale zéta est donné par
Ress—o(Z (5,0, X1, f,)) = —% % (0) x /Z X0y B () (ha)dh.
(A)P(@\P(4)
Or, par construction, ¢ = ¢ ® @Yoo, avec 5(0) = 0. Donc ¢(0) = 0, ce qui assure que
ResSZO(Z’(&X(_Ll)@,@,fw)) =0.
Ainsi, dans tous les cas, la fonction s — Z (s, X(_Ll)@, ®, f,) est holomorphe en s = 0.

Remarque 7.2.2. Dans le cas ou le _caractére central w est trivial (cas ou A = 0), le résidu en
s = 1 est donné par la proposition , La fonction s — Z (s, X(_1,1)¥,®, f,) nest donc pas
nécessairement holomorphe en s = 1.

O

D’apres la proposition [7.1.13], pour tout nombre complexe s tel que Re(s) est assez grand, on a
le produit

Z(s, X1V, 2, f,) =[] Zo(: Wy, 5, W o, )Ly (s,m % 0).
veV

Remarque 7.2.3. Pour les places ramifiées non archimédiennes, d’apreés la proposition il
existe des choix de fonctions de Whittaker et de Schwartz-Bruhat pour lesquelles Z, (s, WX(i1 VT, Wa,, fo,) =

P, (pis)il'
Le membre de droite possédant un prolongement méromorphe a C tout entier, on peut également
prolonger la définition de Z,(s, I/VX(i1 DT Wa,, fo,) @ presque tout s € C par

2611(57 WX(71,1)EU’ WCPUa f«pv) = Pv(p_s)_l'

Au regard de la définition on a donc dans ce cas pour toute place ramifiée non archimédienne
et pour presque tout s € C,

Zu(s, WX(—m)@v’ Wa,, fo,) = Ly(s,m x o).

D’autre part, on a vu en proposition [7.1.16[ que pour tout nombre complexe s avec Re(s) assez
grand, on a

Zoo(5, W, 5. Wa, for) = CTe(s +2)Tc(s +1)°Te(s).

La fonction I' admettant un prolongement méromorphe a C tout entier, on étend la définition de
F~o pour presque tout s € C par

Zoo(5, W, 5. Wa, for) = CTe(s +2)Tc(s +1)°Te(s).
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Définition 7.2.4. On définit la représentation contragrédiente de (w, V), notée (#,V) ot V est Ues-
pace dual de V', par : R
Vg € GSp(4,A),Vf eV Vv eV,

#(9)(f)(v) = f(m(g~")(v)).
On définit de méme la représentation contragrédiente de o, notée &.
_ Concretement, si on note wr et wy les caractéres centrauz respectifs de w et de o, on a ™ =
{U|¥ € 7} od pour tout g € GSp(4,A),¥(g) = w; ' (1(9))¥(g) et 6 = {®|® € o} ou pour tout
g € GL(2,A), ®(g) = w; ! (det(g))®(g). ([Mor09], Section 1.3)

Remarque 7.2.5. D’apres ([Bum], Section 4.2), siw est admissible, alors pour toute place v, Ty ™ .

On suppose désormais que pour toute place ramifiée non archimédienne p € V, m, et &, s’ob-
tiennent comme relevements de Weil de représentations de GL(2,Q,) x GL(2,Q,). On suppose

également que pour toute place non ramifiée p ¢ V, ¢, est l'indicatrice de Z?} (possible d’apres
le lemme et que pour toute place ramifiée non archimédienne p € V, on a py(z,y) =
Lyn 2, x(14p7 z,) (2, y) pour un entier naturel n assez grand (cf.[Sou], équation 5.7).

Dans ces conditions, on sait d’apres [Sou], équation 5.7, qu’il existe alors un choix de fonctions
de Whittaker tel que le facteur Z,(s, WX(_M)@), We,, fo,) soit une puissance de p constante. On

pose alors

a=1]] Zp (0. Wy 5, Wa, fs,):
peV

« est donc une constante complexe non nulle.
Lemme 7.2.6. On rappelle qu’on suppose que la fonction s — L(s,m X o) n’a pas de pdle en s = 0.

Alors la fonction L partielle s — Ly (s, 7 X&) n'a pas de pdle en s = 1 et peut donc s’y prolonger
en une fonction holomorphe en s = 1.

Démonstration. D’apres ([Mor09], Théoreme 1.1), on a I’équation fonctionnelle suivante :
L(s,mx o) =¢(s,m X 0)L(1 — s, X &)

oll €(s,m x o) est de la forme €(s,m X o) = ab™*%, avec a € C*,b € Z,b # 0. Puisque le facteur
L(s,mx0) n’a pas de pole en 0 et que le facteur epsilon est holomorphe, on en déduit que la fonction
s+ L(s,7 x &) est holomorphe en 1. Or, on a le produit

L(s, & x 6) = [[ Lyp(s,% x 6)Ly (s, % X 6)Log(s, 7 x &),

donc
Ly(s, 7 x 6) = L(s, 7 x &) [ [ Lyp(s,% x 6) " Loo(s, 7 x 6)7".
peV

On vient de voir que le facteur L(s,7 x 6) n’admet pas de pole en s = 1. Ensuite, pour p € V,
d’apres la définition |7.1.15] il existe un polynome P, tel que L, (s, 7 x ¢) 7! = P,(p~*) qui n’admet
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donc pas de pole en s = 1. Enfin, de la méme maniere que dans la définition [7.T.17] il existe une
constante complexe non nulle C' telle que pour presque tout s € C, on a

Loo(s, 7 x 6) = CT¢(s + 2)Tc(s 4+ 1)2Te(s).

Ainsi,
Loo(1,7 x6) = CTe(3)Ic(2)*Tc(1)
= C2(2m) 730 (3)4(2m) *T(2)%2(27) 1T (1)
8
= C’?.
On en conclut que la fonction s — L(s,7 X ¢) n’admet pas de pdle en s = 1. O

Théoréme 7.2.7. Soit m une représentation automorphe cuspidale générique de GSp(4, A) et o une
représentation automorphe cuspidale GL(2,A). On suppose que la fonction s — L(s,m x o) n’a pas
de pole en s = 0. On suppose également que pour tout p € V, L,(s,m x o) n‘admet pas de péle en
s = 0. Comme expliqué précédemment, les choix des fonctions de Whittaker et des fonctions de
Schwartz @, pour p € V sont tels que les facteurs Z,(s, WX(—l,l@p’ Wa,, fo,) soient des puissances
de p constantes.

On a légalité suivante :

Z(0, X1V, D, f,) = cLy (1,7 x )
8

ot ¢ = C?a [Lev apLp(Ll, 7 x 6)Lp(0, 7 x o)~ est une constante compleze non nulle.

Démonstration. Rappelons ’équation fonctionnelle :
pour presque tout s € C,

z(sa X(—l,l)ﬁa (pa f«p) = z(l - S, X(—l,l)ﬁa CI), f@)

Ainsi, Z(0, X170, D, f,) = Z(1,X(_1,1)7, P, f;). Etudions maintenant le membre de droite.
De méme qu’en proposition on a

Z(L X102, f) =[] Zy(L Wy, 5 Wa, fo)Loo(1, 7 X 6) Ly (1,7 X 6).
peEV

On a vu dans le lemme précédent que Lo (1,7 X 6) = C‘i
D’autre part, d’apres ([Mor09], Proposition 3.3), on a pour tout p € V,
Fp(1 =5, Wy 5 Wa, fs) = app” P Z, (s, W o5 Wa fo)Lp(1 = 5,7 x ) Lp(s,m x o)7L,
olt a, € C*,b, € Z. Pour s =0, on obtient :
Zy LWy 5 Wa, fo) = apZp(0, Wy | 5 Wa, fo)Lp(1,7 x 6)Ly(0,7 x o).
On rappelle que le facteur Z,(0, WX(,LI)E»W%fw) est une puissance de p donc le produit a =

[Lev Zo(0, Wx o We, f,) est un nombre rationnel. Par définition, les facteurs L,(1,7 x &) ne
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peuvent pas s’annuler (cf. Définition [7.1.15)) et on a fait I’hypothese que les facteurs Ly(s, 7 X o)
n’avaient pas de pole en s = 0, donc les facteurs L,(0,7 X 0)~! ne s’annulent pas.
On a donc I'égalité

-8
Z(1L, X 11y, ®, f5) = C%a [T arLy(1,7 x 8)L, (0,7 % 0) 'Ly (1,7 x 6).
peV

On en déduit que
Z(O, X(_Ll)@, q), f<p) = CLv(]., T X 5’),

-8
AT
ol ¢ = C?a [Loev apLp(l, 7 x 6)Ly(0,m % o)~1 est une constante complexe non nulle, ce qui

prouve le théoreme. O

Corollaire 7.2.8. On a la relation
Vo (re(Eisg2(pr))) ~ cLy (1,7 x &)

ot ¢ est la constante complexe non nulle explicitée dans le théoréme précédent.
En particulier, ¥ (re(Eis.z2(¢y))) est non nulle si et seulement si Ly (1,7 X &) est non nulle.

Démonstration. D’apres la proposition [6.3.3] et la définition on a la relation suivante :
Vo(ro(Eisw2(pf)) ~ Z(0, X(1,1)T, @, f,).
Le résultat découle donc du théoreme précédent. O

Afin de prouver que 74 (Eis.z2(¢f)) # 0, il nous reste donc & montrer que Ly (1,7 x &) # 0.
Pour cela, il nous faudra utiliser I’existence du transfert fonctoriel de GSp(4) a GL(4).

7.3 Transfert fonctoriel de GSp(4) a GL(4)

Rappelons 1’énoncé de la conjecture de fonctoralité, telle que formulée par Langlands dans
[Lan97].

Conjecture. Soient G et G’ deuz groupes réductifs, “G et “G' leurs groupes duauzx de Langlands.
Soit m une représentation automorphe de G(A), a laquelle on associe pour presque tout nombre
premier p une classe de conjugaison Ay(m) dans La.
Soit
6: g — L@
Alors il existe une représentation automorphe ' de G’ telle que A,(7') et ¢(A,(m)) sont conjugués
pour presque tout p.

Remarque 7.3.1. En particulier, pour G = GSp(4) et G' = GL(4),*G = GSp(4,C) et L'G" =
GL(4,C), considérons ¢ linclusion naturelle

¢ : GSp(4,C) — GL(4,C).
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Alors la conjecture de fonctorialité prédit que pour toute représentation automorphe w de GSp(4,A),
il existe une représentation automorphe Il de GL(4, A) telle que

L(s,m) = L(s,1I).
Sous certaines conditions, cette fonctorialité a été démontrée par [ASha]. Plus précisément :

Théoréme 7.3.2. ([ASha], Théoréme 2.4)

Soit m une représentation automorphe cuspidale unitaire globalement générique de GSp(4,A) de
caractere central wy.

Alors 7 posséde un unique transfert Il a GL(4,A), qui vérifie IT ~ ~ I @ wy, de caractére central

w = w2 et qui est globalement générique. De plus, on a les deux cas suivants :

i) H est cupisdale si et seulement si m ne s’obtient pas comme relévement de Weil de GSO(4, A).

it) Si 11 n'est pas cuspidale (on dit dans que ce cas que 7 est endoscopique), alors I1 est la somme
isobare de deux représentations non isomorphes entre elles 111 et Ilo, i.e. Il = II; B Ils, ot chaque
I1; est une représentation automorphe unitaire cuspidale de GL(2,A) satisfaisant I1; ~ II; @ w.

Reprenons notre représentation m de GSp(4, A). Puisque 7 est cuspidale unitaire , il en va de
méme de sa contragrédiente 7 ([Bum], Proposition 3.3.4).
Pour appliquer le théoreme [7.3.2] & 7, nous allons avoir besoin également du lemme suivant.

Lemme 7.3.3. 7 est globalement générique.

Démonstration. Par hypothese, 7 est globalement générique, c’est a dire qu’il existe ¥y € 7 telle
que la fonction de Whittaker Wy, n’est pas identiquement nulle, ot Wy, est définie par :

Vg € GSp(4,A), Wy, (g9) = / Uo(ng)¥x(n~"dn.
N(Q)\N(A)

D’aprés ([Bum], section 4.2), puisque 7 est irréductible, alors 7 est isomorphe & la représentation
7’ définie par
Vg € GSp(4,A),7'(9) = ("9 ).

Or, d’apres ([Bum], proposition 3.3.4), toutes les fonctions ¥’ € 7’ sont de la forme

U(g) =¥('g"),

ou ¥ eIl
On a alors pour tout g € GSp(4,4A),
Wy, (9) = / Wy (ng)n(n~")dn

N(Q\N(4)

-/ ot (ng) 1)U (™" )dn
N(Q)\N(A)

_ / Uo(tn " g )Wy (n~)dn
N(@\N(4)

— Wy (n it tg L),

Puisque Wy, n’est pas identiquement nulle, il en va de méme de Wy, .
Ainsi, 7 est globalement générique, et a fortiori & également. O
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7 est donc cuspidale et globalement générique. On applique alors le théoreme qui nous
permet d’établir I'existence de II, représentation automorphe de GL(4, A) obtenue comme transfert
fonctoriel de 7.

7.3.1 Cas cuspidal

Dans cette section, on suppose que II est cuspidale. D’aprés la proposition 2.2 de [ASha], ceci
implique que la fonction s — Ly (s,II x &) est entiere. D’autre part, par construction, on a pour
tout s € C,

Ly(s,mx &)= Ly(s,II x5).

Théoréme 7.3.4. On a
VteR, Ly (1,7 x &) #0.

Démonstration. Par définition de II, on a pour tout réel ¢,
Ly(1+it, 7 x 6) = Ly (1 +1it, I x 6).

Or, d’apreés [Shah], puisque II et & sont des représentations automorphes cuspidales de GL(4, A) et
GL(2, A) respectivement, on a pour tout réel t, Ly (1 +it,II X &) # 0. On a donc pour tout réel ¢

Ly(1+it,m x 6) #0.

En posant ¢ = 0, on obtient le résultat voulu. O

7.3.2 Cas non cuspidal

Supposons désormais que IT n’est pas cuspidale. D’apres le théoreme [7.3:2] il existe donc deux
représentations automorphes cuspidales unitaires non isomorphes IT; et IIs de GL(2,A) telles que
IT soit la somme isobare II = II; B II,. Par définition de II, on a donc ’égalité suivante pour tout
seC:

Ly (s, x &) = Ly(s,1I x §),

c’est a dire ici
Lv(S,ﬁ' X 5’) = Lv(S, (H1 H H2) X 5’)

Théoréme 7.3.5. On a [’égalité suivante pour tout s € C :
Lv(s, (Hl H HQ) X (3') = Lv<S7H1 X &)Lv<S,H2 X 6’)

Démonstration. Puisque Il et Il sont cuspidales, on peut appliquer le résultat du Théoreme 9.5
dans [PSS]. Ainsi, pour toute place v ¢ S, on a

Lv(S, (H1 EEIHQ) X (}) = Lv(S,Hl X &)LV(S,HQ X E)’)

En faisant le produit de tous les facteurs locaux en les places non ramifiées, on obtient le résultat
voulu. O

Théoréme 7.3.6. On a
VteR, Ly (1,7 x &) #0.
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Démonstration. Par construction, on a :
Ly(1,7 x &) = Ly(1,(II; BIl,) x 5).
D’apres le théoreme précédent, on a donc
Ly(1,7# x &)= Ly(1,1Iy x &)Ly (1,13 x &).

Comme pour la preuve du théoréme nous allons appliquer le résultat de [Shah] : IIy, TI5 et &
étant des représentations automorphes cuspidales de GL(2, A), on a pour tout réel ¢, Ly (1+it, IT; X
) #0et Ly(1+4it,IIo x 6) # 0. En posant ¢t = 0, on a Ly (1,113 X ) # 0 et Ly (1,1Ia x 6) # 0.
Donc finalement, par produit, on obtient

Ly (1,7 x &) #0.

7.4 Non nullité du régulateur

On peut finalement énoncer et démontrer notre théoreme principal. On rappelle qu’on considere
7 une représentation automorphe cuspidale cohomologique (au sens de la Définition uni-
taire de GSp(4, A) pour laquelle il existe 7’ une représentation automorphe cuspidale générique de
GSp(4, A) telle que 7r} ~ m¢. On considere o une représentation automorphe cuspidale cohomolo-
gique unitaire de GL(2, A). Soient K et L deux sous-groupes nets compacts ouverts de GSp(4, Ay)
et GL(2,Af) respectivement tels que wfc{ et JJ% les espaces des formes automorphes de 7y et oy
fixées par K et L soient non nuls. On note X = S¥ x Y le produit des variétés de Shimura S& et
YL définies en Section On note p et q les noyaux des caracteres de Hecke définis en Section

4.1.2)

Théoréme 7.4.1. Soient w et o comme ci-dessus. On suppose que :

- pour toute place ramifiée non archimédienne p € V, m, s’obtient comme relévement de Weil
de représentations de GL(2,Q,) x GL(2,Q,);

- la fonction L(s,m X o) n‘admet pas de pdle en s =0 ;

- pour toute place non archimédienne ramifiée p € V, la fonction L,(s,m x o) n'admet pas de
pole en s = 0.

Alors il existe une classe de cohomologie motivique non nulle z € H%(X,Q(3))p.q-

Démonstration. D’apres les théoremes et on a démontré que dans tous les cas, Ly (1,7 X
a) # 0.

D’apres le corollaire |7.2.8] on a donc bien

Va(rg(Eisa2(¢r))) # 0,

ce qui assure, vu la linéarité de Vg que

79 (Bisx2(¢yr)) # 0.

On a donc bien prouvé que le régulateur de Beilinson

rg  Hy(X,Q(3)) — H5(X/R,R(3))
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est non nul et ainsi construit des classes de cohomologie non nulles dans H% (X, Q(3))y,q et H5 (X/R,R(3))pq
respectivement, Eisz 2(¢y) et 7o (Eisz2(¢f)). O
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Chapitre 8

Annexe

Soient X et Y deux variétés différentielles. Soit p : ¥ — X un revétement. On note G =
Aut(Y/X) le groupe des automorphismes g de Y dans lui-méme tels que po g = p.

Définition 8.0.1. On dit que le revétement p : Y — X est galoisien si Y est connexe et si p induit
un difféomorphisme
p:G\Y ~ X.

Proposition 8.0.2. (/Sza/, prop.2.2.7) Le revétement p est galoisien si et seulement si'Y est connexe
et G agit transitivement sur toutes les fibres.

On suppose maintenant que le revétement p est galoisien de groupe de Galois G fini de cardinal

On a naturellement une application p* : Q*(X) — Q*(Y") définie par la formule suivante :

Vw € QF (X),VJ? € X, (p*(.d),; = t(Txp)'wp(w)-

De méme, pour tout élément g € G, on considere g* : Q*(Y) — Q*(Y).
On note Q*(Y)% la sous-algebre des formes différentielles fixées par tous les éléments de G.

Lemme 8.0.3. p* est a valeurs dans Q*(Y)C.

Démonstration. Soit w € Q*(X).
Il faut montrer que Vg € G, g*(p*(w)) = p*(w), autrement dit que ¢g* o p* = p*.
Or, par hypothese, Vg € G,po g = p, d’ou
*

g-op"=(pog)t =p".

En réalité, on a méme un isomorphisme donné par le théoréeme suivant :
Théoréme 8.0.4. p* : Q*(X) ~ Q*(Y)C.

99



Démonstration. 1l s’agit de construire la réciproque de ’application p*.

Pour cela, nous allons utiliser des trivialisations locales du revétement p. (Sans perte de géné-
ralité, on supposera X connexe quitte a travailler composante connexe par composante connexe).

Pour tout point x de X, il existe un voisinage ouvert V de z tel que la restriction de p a U =
p~ (V) soit difféomorphe en tant que revétement & un revétement trivial de la forme V x I — V|
ou I est un espace topologique discret non vide.

Le caractere galoisien de p implique I'existence d’une action libre et transitive sur toutes les
fibres, donc G agit librement et transitivement sur I. Ainsi, on dispose d’une bijection entre I et
G, et on notera abusivement p~ (V) ~ V x G.

On a donc l'isomorphisme suivant :

On définit alors une application :

n

daov) — a(v)

(Wh<isn — > wi,

i=1

ce qui via 'isomorphisme précédent nous fournit une application a valeurs dans Q*(V') définie sur
Q*(p~1(V)), puis par restriction, définie sur Q*(p~*(V))%.
On appelle p, I'application ainsi définie p, : Q*(p~1(V))¢ — Q*(V). Localement, p* vérifie :

G
n
Yw e Q*(V),p*(w) = (w,...,w) € (@Q*(V)) .
i=1
Un calcul immédiat montre alors que p, o p* = nid sur Q*(V).
Réciproquement, si (w;)1<i<n € Q*(p~1(V))Y, alors on a nécessairement
V(Za]) € Hlvnﬂzawi = wj.
En effet, puisque X = (JVj,onaY = (Jp ' (V;)dou Y ~ UV, x G.
JjeJ jedJ jeJ
De plus, si on choisit deux ouverts V; et V5, on a deux isomorphismes

(VinVa) x G~p (V1N Va)

et
(VanVi) x G~p (VAN Va)

qui donnent lieu & un nouvel isomorphisme de la forme

WMnNW)xG =~ (VanW)xG
(u,9) — (u,0(9))
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olt ¢ est une permutation de G. Dans ces conditions, "isomorphisme entre Q*(p~1(V; N V3)) et
lui-méme est donné par
(wi)1<i<n = (Wo(s))1<i<n-

On peut donc étendre la défintion locale de p, donnée plus haut en une application

pe QU(Y)E — Q% (X)

1
telle que p* et —p, sont des bijections réciproques 'une de 'autre.
n

L’inclusion Q*(Y)¢ C Q*(Y) induit une application
L HY(QY(Y)Y) — H*(Y)C.
Proposition 8.0.5. ¢ est un isomorphisme.

Démonstration. Posons

Ywe H(Y),mg(w) = %Zg*(w)
geG

Montrons l'injectivité de ¢.
Soit [w] € H*(Q2*(Y)Y) tel que ¢([w]) = 0.
Alors, il existe n € Q*(Y) tel que w = dn.
Ainsi,
w = mg(w) = ma(dn) = d(ra(n)).
Or, ng(n) € * (Y)Y donc [w] = 0 € H*(Q*(Y)%), ce qui assure l'injectivité de ¢.
Montrons maintenant la surjectivité de ¢.
Soit [w] € H*(Y)Y. On note G = {g1, ..., gn } les éléments de G.
Alors il existe des formes différentielles (1;)1<i<n telles que

Vi € [1,n], 9] (w) = w + dn;.

Il s’ensuit que

mo(w) = ~) g (W)

donc [w] = [rg(w)] avec Tg(w) € H*(Q*(Y)Y), ce qui prouve la surjectivité de ¢.
Donc ¢ est bien un isomorphisme.
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En couplant les deux propositions précédentes, on obtient immédiatement le résultat suivant :

Proposition 8.0.6. On a un isomorphisme

H*(X) ~ H*(Y)®.
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