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INTRODUCTION

Depuis l'avènement de l'informatique au milieu du vingtième siècle, son usage dans

nos sociétés n'a cessé de grandir. Elle occupe aujourd'hui une place importante dans

notre quotidien : ordinateur de bureau, ordinateur personnel, smartphone, smart TV, etc.

Il devient de plus en plus indispensable pour les individus d'avoir accès à un système

informatique et à un réseau de communications, que ce soit pour le travail, pour les

déplacements, pour les achats de premières nécessités ou pour les loisirs. L'accès aux

systèmes informatiques est alors un facteur d'intégration sociale, entre autres, de par

la transition des réseaux sociaux vers le numérique. Cette augmentation massive des

systèmes informatiques est, de plus, généralisée dans tous les pays du globe.

L'utilisation grandissante de l'informatique se traduit notamment par de nombreux

systèmes embarqués. Bien qu'invisibles pour la plupart des utilisateurs, ils occupent une

large partie de cas d'usage de l'informatique au quotidien : ABS ou régulateur pour

l'automobile, capteurs optiques pour la maintenance de réseaux ferroviaires, routeurs pour

les réseaux de téléphonie, moniteurs de glucose ou de tension pour les suivis médicaux,

etc. L'émergence de l'Internet des Objets (IoT), dont la plupart des n÷uds du réseau sont

des systèmes embarqués, a grandement renforcé leur utilisation.

La conception du système est spéci�que à chaque application, elle nécessite une optimi-

sation qui lui est propre. De nombreux travaux s'intéressent à la conception de � petits �

systèmes, consommant un minimum de ressources matérielles et énergétiques. On pour-

rait penser que l'objectif est de réduire la consommation liée aux utilisations existantes

(sobriété technologique). Mais il s'agit en fait, d'une volonté des industries de création

de nouvelles utilisations de systèmes embarqués. Comme le montre ces travaux [KRP16],

la vente de systèmes électroniques n'a cessé d'augmenter depuis les 30 dernières années

(dans cette étude l'échelle d'un pays, la Suède). Par exemple, dans le domaine de l'au-

tomobile, depuis les années 70 les constructeurs ont peu à peu remplacé des systèmes de

contrôle mécaniques par des systèmes électroniques [Lar14]. Ainsi, en 1977 les composants

électroniques constituaient 5% du prix du véhicule, dans les années 2010 ils constituent

40% du prix. Récemment, ces � petits � systèmes trouvent toute leur utilité dans le Edge

Computing, consistant à traiter les données au plus proche du point d'acquisition, qui
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s'inscrit dans la démarche de l'Internet des Objets. En e�et, une application typique de

Edge Computing n'a pas besoin d'une grande rapidité de traitement, mais nécessite une

faible consommation énergétique.

Généralement, ces systèmes embarqués contiennent un microcontrôleur, c'est-à-dire

un système qui intègre dans un seul composant tous les éléments essentiels d'un ordina-

teur. Ce dernier pourra être programmé et associé à des composants périphériques (de la

mémoire supplémentaire par exemple) pour répondre au besoin d'utilisation. De plus, il

existe une grande variété d'architectures possédant des propriétés di�érentes (fréquence,

jeu d'instructions, nombre de c÷urs, périphériques, etc) qui permettent de répondre plus

�nement aux spéci�cités de chaque application. Toutefois, dans certains cas, l'adapta-

bilité des microcontrôleurs n'est pas su�sante. Les concepteurs doivent alors descendre

d'un niveau d'abstraction, pour se tourner vers les circuits logiques. Ces derniers per-

mettent, entre autre, de réaliser autant de calcul en parallèle que l'on souhaite, ce qui

peut permettre de répondre à des besoins de rapidité de calcul. Les circuits logiques

peuvent être implémentés sous forme de Application-Speci�c Integrated Circuit (ASIC),

c'est-à-dire fondu dé�nitivement, ou bien sur un circuit logique � programmable � comme

un Field-Programmable Gate Array (FPGA), c'est-à-dire sur un composant qui peut-être

recon�guré a posteriori.

En�n, pour chacun de ces systèmes, le concepteur doit s'assurer de son bon fonction-

nement. Suivant le niveau de criticité de l'application, les méthodes mises en ÷uvre sont

di�érentes. Par exemple, un piège photo pour recenser la biodiversité animale ne requiert

pas les mêmes certi�cations de fonctionnement qu'un système médical, comme un pace-

maker. La méthode la plus fréquemment utilisée est le test. Elle consiste à générer des

jeux de données d'entrées pour une grande quantité de cas d'usage, puis à constater le

bon fonctionnement du système sur ces derniers. La principale faiblesse de cette approche

est sa non-exhaustivité. D'autre part, il existe les méthodes formelles. Elles reposent sur

une modélisation rigoureuse des systèmes et permettent de véri�er des propriétés pour

un ensemble possiblement in�ni de cas d'usage. Elles sont cependant peu utilisées (par

rapport aux tests) du fait de leur di�culté de mise en ÷uvre.

Cas d'étude

Notre travail s'inscrit dans le cadre d'une chaire industrielle avec l'entreprise automo-

bile Renault.
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Une équipe de recherche travaille sur un nouveau véhicule électrique et en particulier

sur la gestion de son énergie. Elle développe un nouveau modèle de chargeur de batte-

rie réversible, embarqué sur le véhicule. Un chargeur réversible permet de brancher son

véhicule à une station de recharge, puis au choix de prendre de l'énergie du réseau ou

d'envoyer un surplus d'électricité sur le réseau,Vehicule to Grid (V2G). Il peut égale-

ment permettre d'envoyer le surplus d'électricité vers un appareil électrique,Vehicule to

Load (V2L).

Pour contrôler ce chargeur, l'équipe de Renault a conçu une commande de systèmes

dynamiques spéci�que. Cette dernière a été développée sur Matlab/Simulink, qui est un

outil de conception et simulation de systèmes dynamiques. Cela facilite le développement,

car l'équipe possède déjà une grande expertise sur cet outil.

Sur leurs précédents projets, cette équipe implémentait les commandes développées

dans Simulink sur un microcontrôleur. Cependant, la commande de ce chargeur néces-

site une fréquence d'échantillonnage trop élevée pour un microcontrôleur. Le calcul doit

être e�ectué sur une fenêtre de3:6�s , ce qui correspond à une fréquence d'échantillon-

nage d'environ 280kHz. Comme un microcontrôleur opère de manière séquentielle, une

implémentation sur ce dernier dépasserait la fenêtre de calcul. Il serait en fait possible

d'utiliser un microcontrôleur, mais cela nécessiterait un composant plus puissant et donc

plus coûteux, ce qui serait un mauvais compromis avec leur contrainte de grande série.

L'équipe s'est donc tournée vers la conception de circuit logique. Souhaitant garder la

possibilité de modi�er l'implémentation (pour une mise à jour future), ils ont opté pour

une cible FPGA, c'est-à-dire un circuit recon�gurable.

Toutefois, ils ne possédaient pas d'expertise pour la conception de circuit en interne. Ils

souhaitaient alors avoir un outil automatisant le passage d'une modélisation Simulink à un

circuit logique, décrit à l'aide du langage VHDL. L'objectif de cet outil n'est pas d'e�ectuer

simplement une compilation (Simulink vers VHDL), mais de réaliser des optimisations sur

le circuit généré pour qu'il réponde à un besoin spéci�que. Les spéci�cations peuvent se

résumer à une cible FPGA qui possède des ressources matérielles limitées, à une fréquence

d'échantillonnage et à des précisions de calcul.

Synthèse de circuits logiques

La synthèse automatique de circuits logiques à partir d'une description plus haut

niveau est une approche qui s'appelle High Level Synthesis (HLS). Généralement, elle
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part d'une description sous forme de langage de programmation itératif comme le C.

Dans notre cas, la description est sous forme d'un graphe de �ot de données ce qui facilite

largement le travail. En e�et, chaque bloc Simulink peut être considéré comme un sous-

circuit dont il est relativement facile d'écrire une implémentation générique. Ensuite, il

su�t de suivre la structure du modèle Simulink pour déterminer les branchements entre

les sous-circuits.

Toutefois, si l'on s'en tient à cette approche naïve le circuit généré pourra ne pas tenir

les restrictions de ressources disponibles et de temps de calcul. Des optimisations doivent

en général être réalisées pour satisfaire les exigences.

La première optimisation concerne le choix des formats de données internes au calcul.

En e�et, s'il est possible de spéci�er des formats de données dans Simulink, par défaut

ce dernier utilise des nombres à virgule �ottante. Il n'est pas nécessaire, dans la plupart

des cas, pour un circuit d'e�ectuer ses calculs sur des �ottants. On préfèrera utiliser une

représentation en virgule �xe, ce qui permet de limiter les ressources consommées et de

réduire le temps de calcul. Cependant, les formats de données d'entrée et de sorties étant

�xés, une précision sur les données de sortie est implicitement dé�nie. Les formats de

données internes au calcul doivent donc être choisis avec précaution. Il ne faut pas faire

d'erreurs d'arrondi trop grandes qui auraient des répercussions sur la précision des sorties.

Il existe alors une con�guration optimale des formats de données interne au circuit, qui

minimise les ressources consommées tout en garantissant une erreur maximale de sortie.

Une deuxième optimisation concerne l'implémentation générique de chaque bloc de la

représentation Simulink. Il existe en général plusieurs circuits permettant de réaliser le

calcul d'un bloc Simulink. Par exemple, il existe plusieurs circuits réalisant une multipli-

cation par une constantek. Il peut être implémenté par un multiplieur simple prenant

la constantek sur une de ses deux entrées. Mais suivant la valeur de la constantek, il

peut être avantageux d'utiliser plutôt des décalages et des additioneurs (Shift&Add). Il est

également possible de l'implémenter à partir de sa table de vérité (KCM [Cha94]), ce qui

peut-être particulièrement avantageux pour une application sur FPGA. Généralement le

choix d'implémentation est un compromis entre latence (temps de calcul) et consommation

de ressources matérielles. Il existe donc un (ou plusieurs) choix optimal(ux) d'implémen-

tation de chaque bloc permettant de ne pas dépasser les limites de ressources et de temps

de calcul.

Un troisième optimisation est le choix de l'ordre d'exécution des calculs dans le cir-

cuit. Initialement, dans la représentation Simulink toutes les opérations sont exécutées
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en parallèle (virtuellement). Une implémentation directe du �ot de données produirait

un circuit dans lequel toutes les opérations seraient exécutées en parallèle. Mais il peut

parfois être avantageux d'exécuter des opérations en séquence. C'est le cas lorsque des

opérations sont redondantes dans le modèle, il est alors possible de lespartager. Plutôt

que d'implémenter plusieurs fois ces opérations, à chaque endroit du modèle où elles sont

utilisées, elles peuvent être instanciées une seule fois, puis l'accès à l'instance est séquencé.

Cette approche s'appelle lemultiplexage temporel. Il permet de réduire la consommation

de ressources au prix d'une latence plus élevée. Là encore, il existe une (ou plusieurs)

con�guration(s) de multiplexage temporel optimale(s) vis-à-vis des spéci�cations.

Méthodes Formelles

Les méthodes formelles sont des techniques permettant de raisonner rigoureusement

sur des systèmes. Elles reposent sur la construction d'un modèle mathématique du sys-

tème étudié et sur une formalisation de propriétés attendues. Elles se déclinent en deux

approches : la véri�cation et la synthèse.

La véri�cation consiste à utiliser un algorithme d'exploration des états du modèle,

puis à véri�er que l'ensemble des états valident la propriété attendue.

La synthèse pose le problème inverse. Elle consiste à utiliser un algorithme d'explora-

tion de modèles, puis à sélectionner le modèle dont les états véri�ent la propriété attendue.

La principale di�culté des méthodes formelles est de déterminer un modèle su�sam-

ment proche du système réel, pour qu'il soit capable de représenter un grand nombre de

caractéristiques du système. Néanmoins, il est également important de choisir un modèle

su�samment simple, en termes de complexité algorithmique pour la véri�cation, pour

pouvoir e�ectuer cette dernière avec des ressources de calcul raisonnable.

Notre contribution

Les travaux de cette thèse se concentre sur une étape d'optimisation de la synthèse

de circuit logique : le multiplexage temporel. Nous proposons une approche formelle per-

mettant d'accomplir cette tâche.

En se basant sur le modèle Réseau de Petri Temporisé (TPN) introduit par Ram-

chandani [Ram74], nous construisons un nouveau modèle pour les circuits synchrones,

appelé Réseau de Petri Temporisé avec reset et transitions retardables (RTPN). Ce der-
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nier permet de capturer les propriétés de précédence des opérations du circuit ainsi que

leur temps de calcul. Une action appeléeresetpermet de modéliser le placement de re-

gistres et ses conséquences sur le comportement temporel du circuit.

Ce modèle a été créé pour répondre au problème de synthèse de pipeline, c'est-à-dire

un placement de registres permettant de paralléliser des portions du circuit. En nous

basant sur ce dernier, nous proposons une nouvelle solution au problème de synthèse de

pipeline minimisant les bascules (registres de 1 bit) consommées. Puis à partir du même

procédé nous sommes capable de faire du multiplexage temporel. Nous montrons en e�et,

que le problème du multiplexage temporel peut être réduit à la conception d'un pipeline

particulier. Nous synthétisons alors le pipeline à partir du modèle et d'une spéci�cation

de logique temporelle linéaire (LTL) qui formalise la propriété de multiplexage temporel.

Nous souhaitons également étudier les propriétés de ce modèle RTPN. Nous comparons

son expressivité à celle d'autres modèles formels avec du temps explicite (à intervalle

ou singleton). Nous étudions également la complexité des problèmes d'accessibilité et

de véri�cation des propriétés TCTL. Notre objectif est de fournir une implémentation

fonctionnelle de l'exploration de l'espace d'états du modèle. Nous proposons alors une

sémantique symbolique du modèle, ainsi qu'un algorithme d'exploration de l'espace d'états

symboliques.

En�n, pour répondre aux besoins de Renault, nous construisons un outil HLS. Ce

dernier est un compilateur de Simulink vers du VHDL. Il implémente entre autres notre

solution au problème de multiplexage temporel.

Organisation du manuscrit

Le manuscrit est constitué de 5 chapitres dont un chapitre de dé�nitions préliminaires.

Le Chapitre 1 présente un prérequis des dé�nitions utiles tout au long du manuscrit.

L'idée est de s'y référer, si besoin, au cours de la lecture du reste du manuscrit.

Le Chapitre 2 introduit le modèle RTPN. Nous commençons par décrire les choix qui

nous ont amené à construire ce modèle. Puis, nous dé�nissons sa syntaxe et sa sémantique.

En�n, nous proposons un modèle plus expressif et plus simple (avec moins d'attribut).

Dans le Chapitre 3, nous étudions les propriétés du modèle. Nous nous intéressons

à son expressivité et nous la comparons à celle d'autres modèles avec du temps. Nous

proposons une sémantique symbolique ainsi qu'un algorithme d'exploration de l'espace

d'états symboliques. En�n, nous étudions la complexité de plusieurs problèmes classiques
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de la littérature sur notre modèle.

Le Chapitre 4 dé�nit les problèmes de synthèse de circuit que nous souhaitons résoudre.

Il décrit comment nous modélisons un circuit synchrone avec un RTPN. Puis, il présente

notre solution au problème de synthèse de pipeline et la compare à d'autres solutions

existantes. Le même procédé est ensuite utilisé pour résoudre le problème de multiplexage

temporel.

En�n, dans le Chapitre 5, nous présentons l'outil qui a été intégralement développé

dans le cadre de cette thèse. Nous proposons alors une partie expérimentale dans laquelle

notre outil est utilisé pour synthétiser un circuit sur une cible FPGA.
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Chapitre 1

PRÉREQUIS

Ce chapitre présente des notions qui seront utilisées dans le reste du manuscrit. Il se

divise en deux parties.

La première se concentre sur les méthodes formelles. Elle dé�nit les notations ma-

thématiques ainsi que quelques objets mathématiques qui seront utiles par la suite : les

Systèmes de Transition, les bisimulations temporelles ainsi que certaines logiques tempo-

relles.

La seconde introduit des notions de conception de circuits. Elle dé�nit les représen-

tations usuelles des nombres réels en arithmétique des ordinateurs, ainsi que des notions

sur les circuits logiques programmables.

Il peut être intéressant de se réferer à ce chapitre lors de la lecture du manuscrit pour

obtenir des dé�nitions ou du vocabulaire.

1.1 Méthodes formelles

1.1.1 Ensembles

N et N� sont respectivement les ensembles des entiers naturels et des entiers naturels

non nuls. R+ et R+ � sont respectivement les ensembles des réels positifs ou nuls et réels

strictement positifs. B = f? ; >g est le domaine booléen.

Les opérateurs usuels+ ; � ; <; � ; >; � et = sont appliqués sur les vecteurs de dimension

n dans Nn , Rn
+ et Rn

+ � , et sont les extensions point par point de leurs homologues dans

N, N� , R+ et R+ � . Les opérateurs logiques usuelŝ, _ et : sont appliqués aux éléments

de B.
�0 est le vecteur nul de dimensionn.

Pour tout ensemble dénombrableE, le cardinal de cet ensemble est notéjE j.

L'union disjointe de deux ensemblesE1 et E2 tels queE1 \ E2 = ; est notéE1 ] E2.
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1.1.2 Système de Transition

Pour dé�nir la sémantique des modèles formels que nous utiliserons par la suite, nous

nous appuyons sur les Systèmes de Transition.

Dé�nition 1 (TS). Un Système de Transition sur un ensemble d'actionsA est un n-uplet

S = ( Q; q0; A ; ! ) où :

� Q est l'ensemble des états,

� q0 2 Q est l'état initial,

� A est l'ensemble d'actions,

� !� Q � A � Q est l'ensemble des transitions.

Si (q; a; q0) 2! , on note alors égalementq a�! q0.

Un Système de Transition Temporisé (TTS) peut-être vu comme un TS dans lequel

deux transitions sont possibles : les transitionsd'actions et les transitionstemporelles.

Dé�nition 2 (TTS) . Un Système de Transition Temporisé sur un ensemble d'actionsA

est un n-upletS = ( Q; q0; A ; ! ) où :

� Q est l'ensemble des états,

� q0 2 Q est l'état initial,

� A est l'ensemble d'actions disjoint deR+ � ,

� !� Q � (A [ R+ � ) � Q est l'ensemble des transitions composé :

� de transitions d'actions a2A��!� Q � A � Q et

� de transitions temporelles
d2 R+ �����!� Q � R+ � � Q.

Si (q; e; q0) 2! , on note alorsq e�! q0.

On parle de sémantiqueen temps discretlorsque les transitions temporelles prennent

leurs valeurs dansN� .

Une exécution d'un TTS (ou d'un TS) S = ( Q; q0; A ; ! ) est une suite possiblement

in�nie � = q1
� 1�! q2

� 2�! : : : , telle que pour tout i , qi
� i�! qi +1 . Soit une exécution

� = q1
� 1�! q2

� 2�! : : : � n�! qn+1 , on note également� = q1
� 1 � 2 :::� n�����! qn+1 .

Un mot temporisé d'un TTS est une suite possiblement in�niew = ( d1; a1)(d1 +

d2; a2) : : : (
P

i =1 :::n di ; ai ) tel que � = q0
d1�! qd1

a1�! qa1 : : : dn�! qdn

an�! qan est une exécution

du TTS. Le langage temporisé reconnu par un TTS est l'ensemble des mots temporisés

qu'il reconnaît.

Un graphe d'états d'un TTS (ou d'un TS) S = ( Q; q0; A ; ! ) est un graphe dirigé

SG(S) = ( V; E) dans lequel les n÷uds sontV = Q et les arêtes sontE = f (q; �; q 0) j q ��!

q0g.
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Les TTS et TS permettent de décrire les sémantiques de modèles plus abstrait. Par

abus de langage, on parlera d'une exécution (resp. mot, langage, graphe d'état) d'un

modèle pour désigner une exécution (resp. mot, langage, graphe d'état) de sa sémantique.

1.1.3 Bisimulation

On se réfère à la Bisimulation Temporelle Forte dé�nie dans [B�+05] :

Dé�nition 3 (Simulation (temporelle) Forte). Soit deux TTSsS1 = ( Q1; q1
0; A ; ! 1) et

S2 = ( Q2; q2
0; A ; ! 2) et - une relation sur Q1 � Q2. On note s - s0 lorsque(s; s0) 2- . -

est une simulation (temporelle) forte deS1 par S2 ssi :

� 8s1 2 Q1, 9s2 2 Q2 tel ques1 - s2,

� Si s1
d�! 1 s0

1 avecd 2 R+ � alors s2
d�! 2 s0

2 et s0
1 - s0

2,

� Si s1
a�! 1 s0

1 aveca 2 A alors s2
a�! 2 s0

2 et s0
1 - s0

2,

Un TTS S2 simule fortement S1 s'il existe une simulation (temporelle) forte deS1 par

S2. On note S1 - S2.

Dé�nition 4 (Bisimulation (temporelle) Forte). Soit deux TTSsS1 = ( Q1; q1
0; A ; ! 1) et

S2 = ( Q2; q2
0; A ; ! 2) et - une relation sur Q1 � Q2. On note % la relation sur Q2 � Q1

telle ques1 - s2 () s2 % s1. - est une bisimulation (temporelle) forte deS1 par S2

ssi :

� - est une simulation (temporelle) forte deS1 par S2,

� % est une simulation (temporelle) forte deS2 par S1.

On utilisera alors une relation symétrique� plutôt que- et %. S1 et S2 sont fortement

bisimilairess'il existe une bisimulation (temporelle) forte entreS1 et S2. On note S1 � S 2.

Soit A un ensemble d'action (ou alphabet). On dénoteA " = A [ f "g avec" 62 A, où

" est une actioninvisible (mot vide).

Soit un TTS S = ( Q; q0; A " ; ! ). On dé�nit le TTS "-abstrait S" = ( Q; q0; A ; ! " ) par :

� q d�! " q0 avec d 2 R+ � ssi il existe une exécution� = q ��! q0 de duréed avec

uniquement des actions",

� q a�! " q0 aveca 2 A ssi il existe une exécution� = q ��! q0 de durée nulle avec une

unique action visiblea.

Dé�nition 5 (Bisimulation (temporelle) Faible). Soit deux TTSsS1 = ( Q1; q1
0; A " ; ! 1)

et S2 = ( Q2; q2
0; A " ; ! 2). S1 et S2 sont faiblement bisimilaire ssi il existe une bisimulation

(temporelle) forte entre leur"-abstraction respectiveS"
1 et S"

2. On note S1 � " S2.
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Les dé�nitions précédentes s'appliquent également pour des sémantiques en temps

discret.

1.1.4 Logiques temporelles

Des logiques temporelles ont été introduites pour décrire des comportements temporels

des modèles formels. Les logiques Linear Temporal Logic (LTL) et Computation Tree

Logic (CTL) permettent de décrire des propriétés sur le temps logique.

LTL décrit des propriétés sur les exécutions. Elle a été introduite dans [Pnu77], nous

rappelons ici uniquement sa syntaxe :

Dé�nition 6 (Syntaxe LTL) . Soit un ensemble de variables propositionnellesAP . L'en-

semble des formules LTL surAP est dé�ni de manière inductive :

� si p 2 AP alors p est une formule LTL ;

� si ' et  sont des formules LTL alors: ' , ' _  , X  et ' U  sont des formules

LTL.

X et U se lisent respectivement � Next � et � Until �.

Des opérateurs additionels peuvent être construit à partir de ces opérateurs fonda-

mentaux. Sans être exhaustif, nous utiliserons deux opérateurs logiques additionnels^

(conjonction) et ) (implication), ainsi qu'un opérateur temporel additionnelG qui se lit

� Globally � (toujours).

La logique CTL introduite par [CES86], décrit des propriétés sur les arbres d'exécu-

tions. En�n, une extension de la logique CTL a été proposé par [AD94], la logique Timed

Computation Tree Logic (TCTL), qui permet de décrire des propriétés sur le temps dense.

Nous ne rappelons pas leurs dé�nitions ici.

1.2 Conception de circuits

1.2.1 Formats de données

En arithmétique des ordinateurs, il existe deux représentations principales des nombres

réels : la représentation en virgule �xe et la représentation en virgule �ottante.

La représentation en virgule �xe attribue un nombre de bits à la partie entière et un

nombre de bits à la partie décimale.
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Dé�nition 7 (Représentation en virgule �xe). La représentation en virgule �xe est en

fait une représentation entière avec un facteur de mise à l'échelle �xe. En base 2, une

représentation par le nombre entierk, avec un facteur de mise à l'échelles, encode le

nombrek � 2� s.

On nomme la puissance du bit de poids fort Most-Signi�cant Bit (MSB) et celle du

bit de poids faible Least-Signi�cant Bit (LSB). Une représentation en virgule �xe surn

bits, avec un facteur de mise à l'échelles, a un MSB den � s � 1 et un LSB de� s.

Pour encoder un réel négatif, on utilisera une représentation signée comme pour la

représentation d'entier relatif (généralement le complément à deux).

La représentation en virgule �ottante n'a pas un nombre de bits �xes pour la partie

entière et la partie décimale.

Dé�nition 8 (Représentation en virgule �ottante). La représentation en virgule �ottante

est composée de trois valeurs : le signes (égal à � 1 ou 1), la mantissem et l'exposante.

En base 2, cette représentation encode le nombres � m � 2e.

Deux formats, �xés par la norme IEEE 754, sont généralement utilisés :

� simple précision : sur 32 bits, avec 1 bit pour le signe, 23 bits pour la mantisse et

8 bits pour l'exposant.

� double précision : sur 64 bits, avec 1 bit pour le signe, 52 bits pour la mantisse et

11 bits pour l'exposant.

1.2.2 Circuit logique programmable

Les circuits logiques sont des composants électroniques permettant de réaliser des

fonctions logiques. Il existe plusieurs langages permettant de décrire ces circuits, les plus

connus sont VHDL et Verilog. Une description dans un de ces langages nécessite ensuite un

outil de synthèse pour obtenir un véritable circuit logique (un ensemble de portes logiques,

placées et routées). Un tel outil est appelé Electronic Design Automation (EDA).

Une fois la conception d'un circuit logique terminée, ce dernier est généralement fondu,

c'est-à-dire qu'il est implémenté dans un circuit dé�nitif. Un tel circuit s'appelle ASIC.

Toutefois, il existe des circuits logiques appelés (par abus) � programmables �. Ce sont

des composants permettant d'implémenter des circuits logiques de manière non dé�nitive.

Parmi ces composants se trouve la famille des FPGAs.

Pour parvenir à construire un circuit logique recon�gurable, les FPGA utilisent majo-

ritairement deux éléments :
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� Look-Up Table (LUT) : des tables de vérités implémentées par de la mémoire

(souvent de la SRAM ou de la �ash) ;

� Flip-Flop (FF) : des bascules D.

D'autres éléments sont également nécessaires pour e�ectuer le routage et d'autres éléments

sont ajoutés pour améliorer l'e�cacité des FPGAs (par exemple les blocs DSP), mais nous

ne rentrerons pas dans ces détails.

Pour programmer un FPGA, on utilise également VHDL ou Verilog. L'outil de synthèse

(EDA) approprié synthétise alors les valeurs des LUTs et le routage.
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Chapitre 2

UN MODÈLE FORMEL POUR LES

CIRCUITS PIPELINÉS

Ce chapitre présente les modèles formels sur lesquels nous avons travaillé dans cette

thèse.

Une première section explique les choix qui nous ont amenés à utiliser un modèle basé

sur les Réseaux de Petri Temporisés (TPNs). La Section 2.2 donne une dé�nition formelle

des Réseaux de Petri (PNs) avec deux sémantiques de tir di�érentes : la sémantique d'en-

trelacement et la sémantique de pas maximaux. La Section 2.3 dé�nie formellement les

TPNs avec la sémantique de tir en trois phases de Ramchandani et Popova, et la compare

avec une nouvelle sémantique que nous introduisons. La Section 2.4 présente notre exten-

sion des TPNs permettant de modéliser un circuit synchrone avec pipeline. Cette nouvelle

classe s'appelle Réseau de Petri Temporisé avec reset et transitions retardables (RTPN).

Le R de l'acronyme fait référence à l'actionresetqui est ajoutée. En�n la Section 2.5 décrit

une classe de modèle plus expressive que les RTPNs, appelée Réseau de Petri Temporisé

avec transitions retardables (DTPN). Le D de l'acronyme fait référence aux transitions

delayables(retardablesen français) qui sont ajoutées.

2.1 Modéliser un circuit synchrone

Un circuit synchrone peut être perçu comme un ensemble d'opérations, qui sont réa-

liséesen parallèle ou bien en séquence. Chaque opération possède une certainedurée

d'exécution dépendant de sa complexité. Il est possible de construire plusieurs con�gu-

rations de circuits ayant le mêmecomportement fonctionnel, c'est-à-dire fournissant les

mêmes sorties pour une même séquence d'entrées. Ces con�gurations sont obtenues en

jouant sur l'exécution parallèle ou séquentielle des opérations, nous y reviendrons dans le

Chapitre 4. Deux propriétés vont imposer les possibilités de parallélisation et séquentia-

lisation : la précédence des opérations, c'est-à-dire le fait qu'une opération a besoin des
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Chapitre 2 � Un modèle formel pour les circuits pipelinés

résultats d'une autre opération, et les durées d'exécution des opérations. La modélisation

des di�érentes con�gurations d'un circuit synchrone nécessite donc un modèle capturant

ces deux propriétés. La première propriété peut-être modélisée par ce qu'on appelle le

temps logique, une abstraction du temps conservant uniquement les successions d'évène-

ments. La deuxième propriété nous force à avoir recours aux modèlestemporisés, dans

lesquels le temps est explicite.

2.1.1 Automates temporisés

Un automate est un modèle mathématique constitué d'un ensemble d'états et de tran-

sitions permettant de passer d'un état à autre.

En 1994, Alur et Dill proposent un modèle d'automate temporisé [AD94], qui étend les

automates �nis avec des horloges explicites. Des contraintes sur les horloges conditionnent

la possibilité de prendre les transitions (gardes) ainsi que la possibilité de rester dans un

état (invariants). De plus, les transitions peuvent remettre à zéro un ensemble d'horloges.

2.1.2 Extension des Réseaux de Petri avec du temps

Un Réseau de Petri (PN) est un modèle mathématique constitué d'un ensemble de

places et de transitions liées par des arcs. Les places peuvent contenir des jetons qui

seront consommésou produits par le tir d'une transition, en suivant la direction des arcs.

Ce modèle a été étendu avec du temps à deux reprises, dans les travaux de thèse

de Ramchandani [Ram74] et de Merlin [Mer74]. Ramchandani, dans son modèle appelé

Réseau de Petri Temporisé (TPN), adjoint à chaque transition unedate déterministe,

à laquelle la transition est tirée. Tandis que Merlin, dans son modèle appelé Réseau de

Petri Temporel (TPN), associe chaque transition avec unintervalle, au cours duquel la

transition peut-être tirée.

D'autre part, Sifakis a proposé un modèle dans lequel la date de tir est liée aux places

(syntaxe) et l'écoulement du temps aux jetons (sémantique) plutôt qu'aux transitions.

Ce dernier s'est avéré être équivalent au TPN en termes d'expressivité [Sif77]. En�n, on

peut également citer les extensions avec du temps stochastique, dans lesquels les dates

des évènements sont modélisées par des variables aléatoires [Mol82].
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2.2. Réseau de Petri

2.1.3 Notre choix

Pour la modélisation de circuits synchrones, nous nous sommes basé sur les TPNs de

Ramchandani. Ce dernier a d'ailleurs introduit ce modèle dans l'objectif d'étudier des

circuits logiques.

Premièrement, les Réseaux de Petri permettent de représenter aisément les systèmes

concurrents (les systèmes qui réalisent des opérations en parallèle), ainsi que les �ux

circulant dans le système (les �ux de données dans le cas des circuits synchrones).

Deuxièmement, les études de circuits synchrones dans la littérature s'appuient géné-

ralement sur des durées d'exécution �xes pour les opérations. Les modèles à intervalles

ou à temps stochastique pourraient permettre d'introduire des incertitudes sur ces durées

d'exécution, mais au prix d'une augmentation drastique de la complexité. Nous avons donc

considéré dans un premier temps, un modèle plus simple avec des durées déterministes.

2.2 Réseau de Petri

2.2.1 Dé�nition

Un Réseau de Petri est un ensemble de places et de transitions liées par des arcs. Les

places contiennent des jetons qui sont consommés ou produits par le tir des transitions,

en respectant le poids des arcs entrant et sortant.

Dé�nition 9 (PN). Un Réseau de Petri est un n-uplet(P; T;� (:); (:)� ; M0) dé�ni par :

� P = f p1; p2; : : : ; pmg est un ensemble non-vide de places,

� T = f t1; t2; : : : ; tng est un ensemble non-vide de transitions,

� �(:) : T ! NP est la fonction d'incidence arrière,

� (:)� : T ! NP est la fonction d'incidence avant,

� M 0 2 NP est le marquageinitial.

Un marquageM est un élément deNP tel que 8p 2 P, M (p) est le nombre de jetons

dans la placep. Un marquageM sensibiliseune transition t 2 T si M � � t. L'ensemble

des transitions sensibilisées par un marquageM est enab(M ) = f t 2 T j M � � tg. On

dit que deux transitions t1 et t2 sont en con�it si elles sont sensibilisées une même place,

c'est-à-dire qu'il existep tel que �t1(p) 6= 0 et �t2(p) 6= 0. À partir d'un marquage M , le

tir d'une transition t 2 T conduit à un marquageM 0 = M + t � � � t.
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Chapitre 2 � Un modèle formel pour les circuits pipelinés

Représentation graphique Un PN est représenté par un graphe biparti orienté, dont

les sommets sont les places et les transitions, et les arcs sont les fonctions d'incidences.

Habituellement, les places sont représentées par des ronds, et les transitions par des rec-

tangles, et les jetons par des points à l'intérieur des places.

Un exemple de Réseau de PetriN1 = ( P; T;� (:); (:)� ; M0) est représenté dans la

Figure 2.1. Dans ce dernier, on aP = f p0; p1; p2; p3; p4; p5; p6g, T = f t0; t1; t2; t3g et

M 0 = (1 ; 0; 0; 1; 0; 0; 0). Pour simpli�er la lecture, dans toute la suite du manuscrit, les

marquages seront notés par la collection des places marquées (contenant un jeton), avec

plusieurs occurrences si la place contient plusieurs jetons. Pour ce qui est du PNN1, son

marquage initial est donc notéM 0 = f p0; p3g.

t0

t1

t2

t3

p0

p1

p2

p3

p4

p5

p6

Figure 2.1 � Exemple de Réseau de PetriN1

2.2.2 Sémantique d'entrelacement

La sémantique classique des Réseaux de Petri est la sémantique d'entrelacement, dans

laquelle les transitions sont tirées l'une après l'autre. Elle est dé�nie formellement par un

Système de Transition :

Dé�nition 10 (Sémantique d'entrelacement d'un PN). La sémantique d'entrelacement

d'un PN (P; T;� (:); (:)� ; M0) est dé�nie par le Système de TransitionS = ( Q; q0; T; ! ) tel

queQ = NP est l'ensemble des états,q0 = M 0 est l'état initial, et !2 Q � T � Q est la

relation de transition dé�ni par :

8t 2 enab(M ); M t�! M 0 ssi M 0 = M + t � � � t

Le graphe d'états du PNN1 obtenu à partir de la sémantique d'entrelacement est

présenté dans la Figure 2.2. On observe les entrelacements créés par la sémantique : par
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2.2. Réseau de Petri

exemple depuis l'étatq0 on peut tirer t0 puis t3, ou bien t3 puis t0, ce qui nous amène

dans le même étatq5.

f p0; p3g

f p1; p2; p3g

f p0; p6g

f p2; p3; p4g

f p1; p5g

f p1; p2; p6g
f p2; p4; p6g

f p4; p5g

t 0

t3

t 2

t1

t3

t0

t1

t2

t3

t1q0

q1

q2

q3

q4

q5

q6

q7

Figure 2.2 � Graphe d'états de N1 avec la sémantique d'entrelacement

2.2.3 Sémantique à pas maximaux

La sémantique à pas maximaux permet de supprimer les entrelacements (les � dia-

mants �) des transitions qui peuvent être tirées en même temps. Dans cette dernière des

ensembles maximaux de transitions, appeléspas maximaux, sont tirés simultanément.

Dé�nition 11 (Pas maximal d'un PN). Soit M un marquage du PN(P; T;� (:); (:)� ; M0),

� � T est un pas maximalà partir de M ssi :

1.
P

t2 �
�t � M

2. 8t0 2 T; (�t0 � M et t0 62� ) )
P

t2 �
�t + � t0 6� M

L'ensemble des pas maximaux à partir deM est notémaxstep(M ).

La première condition garantit que toutes les transitions dans le pas sont tirables, c'est-

à-dire qu'elles sont sensibilisées, et qu'elles ne sont pas en con�it. La deuxième condition

assure lamaximalité du pas, elle inhibe l'existence d'un sur-ensemble de� qui satisferait

la condition précédente.

La sémantique à pas maximaux est dé�nie formellement par un Système de Transition :

Dé�nition 12 (Sémantique à pas maximaux d'un PN). La sémantique à pas maximaux

d'un PN (P; T;� (:); (:)� ; M0) est dé�nie par le Système de TransitionSmax = ( Q; q0; 2T ; ! )

tel queQ = NP est l'ensemble des états,q0 = M 0 est l'état initial, et !2 Q � 2T � Q est

la relation de transition dé�nie par :

8� 2 maxstep(M ); M ��! M 0 ssi M 0 = M + � t2 � (t � � � t)
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Chapitre 2 � Un modèle formel pour les circuits pipelinés

Le graphe d'états du PNN1 obtenu à partir de la sémantique à pas maximaux est

présenté dans la Figure 2.3. On observe que l'entrelacement entret0 et t3 n'est plus présent

et est remplacé par un pas maximalf t0; t3g. On perd donc des états intermédiaires. On

remarque également qu'il n'y a plus qu'un état �nal possible, dans cet exemple.

f p0; p3g f p1; p2; p6g f p2; p4; p6g
f t0; t3g f t1gq0 q1 q2

Figure 2.3 � Graphe d'états de N1 avec la sémantique à pas maximaux

2.2.4 Expressivité

Dans le cas des graphes d'évènements (marked graphen anglais), c'est-à-dire les PNs

où chaque place à un arc entrant et un arc sortant, les deux sémantiques sont équivalentes

(mis à part les états intermédiaires), car il n'y a pas de con�it.

Dans le cas général, la sémantique à pas maximaux augmente l'expressivité des Ré-

seaux de Petri. Popova a démontré que les PNs, avec la sémantique à pas maximaux

étaient équivalents à une machine de Turing [Pop13]. Elle montre en fait l'équivalence

avec les machines à compteurs.

En particulier, elle construit un Réseau de Petri permettant de simuler le fameuxtest

à zéro. Ce dernier est dessiné dans la Figure 2.4a. La place testée estp, et pour démarrer

l'exécution du test à zéro, il faut mettre un jeton enpenab. Après le tir de la transition

start , les tirs des transitionstest et cancel sont simultanés si et seulement si la placep

est marquée. Le pas suivant inclura la transitionis_ zero si et seulement sip n'était pas

marquée conduisant à un jeton danspzero. Dans la suite du manuscrit, nous utiliserons le

raccourci graphique de la �gure 2.4b.

2.3 Réseau de Petri Temporisé

On doit l'introduction de temps déterministe dans les Réseaux de Petri à Ramchan-

dani [Ram74]. Il assigne à chaque transition une étiquette de temps représentant la durée

que prend une action avant de s'achever. Le modèle ainsi créé s'appelle Réseau de Petri

Temporisé (TPN).
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start

test

cancel

is_ not_ zero

is_ zero

penab

ptest

pcancel

ptested

pcancelled

p

pzero

pzero

(a) Motif de test à zéro

E

(= 0)?

6= 0

= 0

penab

p

pzero

pzero

(b) Notation

Figure 2.4 � PN réalisant un test à zéro (avec la sémantique à pas maximaux)

2.3.1 Tir en trois phases

Ramchandani propose une sémantique de tir en trois phases :

1. les jetons d'entrée de la transition sont supprimés (initialisation ) ;

2. un délai est écoulé jusqu'à la date de tir de la transition (exécution) ;

3. les jetons de sortie de la transition sont créés (terminaison).

Un tir ne peut être interrompu une fois commencé, ainsi la phase d'initialisation peut être

assimilée à uneréservation (en particulier lorsqu'il y a un con�it).

Dans son modèle, il utilise une sémantique d'entrelacement, c'est-à-dire que les tran-

sitions sont initialisées et terminées une par une. Les phases d'exécution des transitions

sont synchronisées à une horloge globale (un axe temporel). La cohérence dynamique du

réseau est assurée par uneéquation d'équilibre des jetonsliant, à un instant � , dans une

place p, les jetons présents dans la place, les jetons initialement présents dans la place,
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Chapitre 2 � Un modèle formel pour les circuits pipelinés

les jetons qui vont être produits par la terminaison de transitions en amont et les je-

tons qui vont être consommés par l'initialisation de transitions en aval. En�n, pour éviter

qu'une transition en con�it soit tirée à plusieurs reprises, les durées d'exécution nulles

sont interdites.

Plus récemment, Popova a proposé une sémantique basée sur le même tir en trois

phases, mais utilisant des pas maximaux [Pop13]. Un pas maximal est sélectionné, puis

toutes les transitions contenues sont initialisées en une seule action. Puis les deux phases

suivantes se déroulent de la même manière que dans le modèle de Ramchandani. Un des

avantages d'utiliser des pas maximaux, est que l'on peut autoriser les transitions avec une

durée d'exécution nulle.

2.3.2 Dé�nition

Nous avons proposé une nouvelle sémantique des Réseaux de Petri Temporisés [PBR21c],

sans réservation : l'attente est faite en amont en laissant les jetons à leur place, puis lorsque

au moins une transition a écoulé son délai, elle devient tirable. Le tir d'une transition est

atomique, c'est-à-dire que la consommation et la production des jetons sont réalisées en

une seule action. De plus, nous utilisons une sémantique à pas maximaux, sélectionnés

après l'attente. Dans notre cas les pas maximaux contiennent des transitions qui ont été

sensibilisées pendant un temps égal à leur délai.

Dé�nition 13 (TPN) . Un Réseau de Petri Temporisé est un n-uplet(P; T;� (:); (:)� ; �; M 0)

dé�ni par :

� (P; T;� (:); (:)� ; M0) est un PN appelésquelette,

� � : T ! N est la fonction qui assigne undélai aux transitions.

Une transition sensibilisée doit attendre son délai avant d'êtretirable. Puis lorsqu'elle

est tirée, si elle est encore sensibilisée, elle doit attendre de nouveau son délai avant de

pouvoir tirer une fois de plus. On introduit pour cela la notion de transitionsnouvellement

sensibilisées. Une transition t0 est dite nouvellement sensibiliséedepuis un marquageM

par le tir d'un ensemble de transitions� si M +� t2 � (t � � � t) sensibiliset0, maisM � � t2 �
�t

ne sensibiliset0. Si t0 reste sensibilisée après son tir, alorst0 est nouvellement sensibilisée.

L'ensemble des transitions nouvellement sensibilisées par un ensemble de transitions�

depuis un marquageM est noté" enab(M; � ).

Un état d'un Réseau de Petri Temporisé est une paire(M; v) où M est un marquage

et v 2 RT
+ est fonction donnant une valeur d'horloge aux transitions, appeléevaluation.
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2.3. Réseau de Petri Temporisé

Dans nos explications, on aura tendance à remplacerla valeur d'horloge d'une transition

par l'horloge de cette transitionlorsque la valuation est implicite (métonymie).v(t) est le

temps écoulé depuis quet 2 T est nouvellement sensibilisée.�0 est la valuation qui assigne

une valeur nulle à toutes les transitions.

Un pas maximal est maintenant dé�ni sur les transitions tirables.

Dé�nition 14 (Pas maximal d'un TPN). Soit q = ( M; v) un état du TPN

(P; T;� (:); (:)� ; �; M 0), � � T est un pas maximalà partir de q ssi :

1.
P

t2 �
�t � M

2. 8t0 2 T; (v(t0) = � (t0) et �t0 � M et t0 62� ) )
P

t2 �
�t + � t0 6� M

3. 8t 2 �; v (t) = � (t)

L'ensemble des pas maximaux à partir deq est notémaxstep(q)

La nouvelle condition assure que la transition a écoulé un temps égal à son délai depuis

qu'elle est nouvellement sensibilisée.

La sémantique d'un TPN est un Système de Transition Temporisé, dans lequel l'at-

tente dans un marquage est une transition temporelle et le tir d'un pas maximal est une

transition discrète.

Dé�nition 15 (Sémantique d'un TPN). La sémantique d'un TPN(P; T;� (:); (:)� ; �; M 0)

est dé�nie par le Système de Transition TemporiséS = ( Q; q0; 2T ; ! ) tel queQ = NP � RT
+

est l'ensemble des états,q0 = ( M 0; �0) est l'état initial, et !2 Q � (R+ � [ 2T ) � Q est la

relation incluant une transition temporelle et une transition discrète :

� La transition temporelle est dé�nie 8d 2 R+ � par :

(M; v) d�! (M; v 0) ssi 8t 2 enab(M );

8
><

>:

v0(t) = v(t) + d

v0(t) � � (t)

� La transition discrète est dé�nie 8� 2 maxstep((M; v)) par :

(M; v) ��! (M 0; v0) ssi

8
>>>><

>>>>:

M 0 = M +
P

t2 � (t � � � t)

v0(t) =

8
><

>:

0 si t 2" enab(M; � )

v(t) sinon
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Un exemple de Réseau de Petri Temporisé dont le squelette est le PNN1 (Figure 2.1)

est présenté dans la Figure 2.5. Les délais des transitions sont notés en dessous des tran-

sitions (en rouge).

t0

t1

t2

t3

3

2

2

5

p0

p1

p2

p3

p4

p5

p6

Figure 2.5 � Exemple de Réseau de Petri TemporiséN2

Une partie du graphe d'état deN2 est représentée dans la Figure 2.6. Il s'agit seulement

d'une partie, car les transitions temporelles peuvent prendre leur délai dansR+ � , il y en

a donc une in�nité. Pour plus de lisibilité, seulement les valeurs d'horloge des transitions

sensibilisées sont représentées dans chaque état.

On remarque quet3 conserve sa valeur dans l'étatq2, car elle n'est pas désensibilisée

par le tir de t0. Également, on peut voir que dans l'étatq3 les trois transitions t1, t2 et t3

sont tirables. Les con�its sont gérés par la construction des pas maximaux.

f p0; p3g
v(t0) = 0
v(t3) = 0

f p0; p3g
v(t0) = 3
v(t3) = 3

f p1; p2; p3g
v(t1) = 0
v(t2) = 0
v(t3) = 3

f p1; p2; p3g
v(t1) = 2
v(t2) = 2
v(t3) = 5

f p2; p4; p6g

f p4; p5g

3 f t0g 2

f t 1; t 3g

f t1 ; t2g

q0 q1
q2 q3

q4

q5

Figure 2.6 � Partie du graphe d'états de N2

2.3.3 Comparaison tir atomique / tir en trois phases

En l'absence de con�it notre sémantique atomique est identique à la sémantique de

tir en trois phases avec pas maximaux : il n'y a pas d'indéterminisme.
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Dans le cas général, il est possible de simuler le tir à trois phases dans notre séman-

tique : il su�t d'ajouter une transition avec un délai nul avant chaque transition, qui va

simuler l'action de réservation.

Un exemple de Réseau de Petri TemporiséN3 est dessiné dans la Figure 2.7a. Une

exécution obtenue avec la sémantique à trois phases est dessinée dans la Figure 2.7b, et

une obtenue avec la sémantique atomique est dessinée dans la Figure 2.7c. Dans le cas de

la sémantique à trois phases une transition discrète correspond à la phase d'initialisation

des transitions (consommation des jetons), et les jetons sont produits lorsque l'horloge de

la transition atteint son délai, après une transition temporelle. Dans le cas de notre séman-

tique, une transition discrète correspond à la fois à la consommation et à la production

des jetons, et une transition temporelle fait seulement évoluer les valeurs d'horloge.

Dans cet exemple la sémantique à trois phases en pas maximaux ne permet pas de

tirer la transition t2, car elle ne sera sensibilisée qu'après la terminaison det0. Le seul pas

maximal possible pour la phase de réservation est doncf t0; t1g.

À l'opposé, notre sémantique ne permet pas de tirer la transitiont1, car elle n'atteindra

pas son délai avant quet0 et t2 soient tirées.

Le TPN N4 dessiné dans la Figure 2.8, permet de simuler avec notre sémantique

atomique, le comportement du TPNN3 avec la sémantique à trois phases.

Ainsi notre sémantique est au moins aussi expressive que la sémantique à trois phases.

2.4 Réseau de Petri Temporisé avec reset et transi-

tions retardables

Comme expliqué dans l'introduction notre objectif est d'explorer les di�érentes con�-

gurations d'un circuit synchrone, en jouant sur la parallélisation et la séquentialisation des

opérations. Pour construire ces di�érentes con�gurations, on construit ce qu'on appelle

un pipeline. Ce dernier consiste en un découpage du circuit enétagesqui vont pouvoir

être exécutés en parallèle. Pour construire un étage, on place dans le circuit desregistres

qui vont sauvegarder les valeurs des signaux pendant un cycle d'horloge. Nous souhaitons

donc modéliser le placement dans le circuit de ces registres.

Nous avons étendu les TPNs avec une action particulièreresetqui modélise le place-

ment d'un étage de pipeline et des transitionsretardablesqui permettent de relaxer les

contraintes sur le pipeline généré [PBR21c].
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t0

t1

t2

1

3

1
p0

p1

p2

p3

p4

(a) Exemple de TPN N3

f p0; p1g

fg
v(t0) = 0
v(t1) = 0

f p2g
v(t1) = 1

f p2; p3g

f t0 ; t 1g

1

2

(b) Exécution de N3

avec le tir à 3 phases

f p0; p1g
v(t0) = 0
v(t1) = 0

f p0; p1g
v(t0) = 1
v(t1) = 1

f p1; p2g
v(t1) = 1
v(t2) = 0

f p1; p2g
v(t1) = 2
v(t2) = 1

f p4g

1

f t0g

1

f t2g

(c) Exécution de
N3 avec le tir ato-
mique

Figure 2.7 � Comparaison des sémantiques des TPN

2.4.1 Dé�nition

Notre extension s'appelle Réseau de Petri Temporisé avec reset et transitions retar-

dables (RTPN). Les transitions peuvent maintenant être de deux types : soit elles sont

tirées dès que possible (comme classiquement dans les TPNs), soit elles sontretardables,

c'est-à-dire qu'elles peuvent tirer après que leur délai soit dépassé. Pour limiter les com-

portements in�nis, on autorise les transitions retardables à tirer après leur délai, seulement

si elles sont associées à une transition qui tire à son délai. De plus, les horloges peuvent

être réinitialisées (l'action correspondante est appeléereset), et le délai entre deux réini-

tilisations est donné par un intervalleI reset.

Dé�nition 16 (RTPN) . Un Réseau de Petri Temporisé avec reset et transitions retar-

dablesN est un n-uplet(P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; I reset; M0) dé�ni par :

� (P; T;� (:); (:)� ; �; M 0) est un TPN,

� TD � T est l'ensemble des transitions retardables,
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t0
0 t0

t0
1 t1

t0
2 t2

1

3

1

0

0

0
p0

p1

p2

p3

p4

lock(t0)

lock(t1)

lock(t2)

Figure 2.8 � TPN N4 simule N3 avec le tir à trois phases.

� I reset est l'intervalle dereset, dont les bornes inférieure (I reset) et supérieure (I reset)

sont dansN.

Depuis un marquageM et une valuation v, une transition est tirable si elle est sensi-

bilisée et son horloge est supérieure ou égale à son délai.

Comme pour les TPN, l'horloge des transitions non-retardablest 62TD ne peut dépas-

ser leur délai� (t). Donc v(t) � � (t), et t doit tirer lorsque v(t) = � (t).

Une transition retardablet 2 TD peut tirer soit lorsquev(t) = � (t) (non retardée dans

ce cas), soit lorsquev(t) > � (t), mais dans ce cas, elle doit être associée à (au moins) une

transition t0 telle quev(t0) = � (t0).

Un état est maintenant un n-uplet (M; v; � ) telle que v 2 RT [f resetg
+ est étendue avec

une valeur d'horloge pourreset, mesurant le temps écoulé depuis le dernierreset, et

� : TD ! B est la fonction d'activation qui attribue une valeur booléenne à toutes les

transitions retardables.

L'action resetremet à zéro toutes les horloges du réseau. Elle est possible lorsque son

horloge est dans l'intervalle de reset,v(reset) 2 I reset.

Les pas maximaux sont dorénavant maximaux du point de vue des transitions non-

retardables uniquement.

Dé�nition 17 (Pas maximal d'un RTPN). Soit q = ( M; v; � ) un état du RTPN

(P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; I reset; M0), � � T est un pas maximalà partir de q ssi :

1.
P

t2 �
�t � M

2. 8t0 2 T n TD ; (v(t0) = � (t0) et �t0 � M et t0 62� ) )
P

t2 �
�t + � t0 6� M

3. 8t 2 �; v (t) � � (t)

4. 9t 2 � t.q. v(t) = � (t)

5. 8t 2 � \ TD ; � (t) = >
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Chapitre 2 � Un modèle formel pour les circuits pipelinés

L'ensemble des pas maximaux à partir deq est notémaxstep(q)

La quatrième condition s'assure qu'il y a au moins une transition dans le pas qui tire

à son délai. La dernière condition s'assure que toutes les transitions retardables dans le

pas sont activées.

Initialement, toutes les transitions retardables sont activées. On note� 0 la fonction

d'activation initiale qui attribue à toutes les transitions dans TD la valeur > . Le tir

d'un pas maximaldésactiveune transition retardable, si cette dernière ne fait pas partie

du pas, alors qu'elle était tirable. Elle ne sera alors réactivée qu'à partir du prochain

écoulement de temps (non nul), du prochainresetou après une nouvelle sensibilisation.

Ceci permet d'éviter certains entrelacements : lorsqu'une transition retardable est tirée

directement après un pas maximal dans lequel elle aurait pu être tirée. Soit un état

(M; v; � ), et soit � un pas maximal depuis cet état. On notedisab((M; v; � ); � ) l'ensemble

des transitions désactivées par le tir de� , dé�ni par : disab((M; v; � ); � ) = f t 2 TD j � [

f tg 2 maxstep((M; v; � )) ; t 62� et t 62"enab(M; � )g.

La sémantique d'un RTPN est un Système de Transition Temporisé.

Dé�nition 18 (Sémantique d'un RTPN). La sémantique d'un RTPN

(P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; I reset; M0) est dé�nie par le Système de Transition TemporiséS =

(Q; q0; 2T [f resetg; ! ) tel queQ = NP � RT
+ � BTD est l'ensemble des états,q0 = ( M 0; �0; � 0)

est l'état initial, et !2 Q� (R+ � [ 2T [ f resetg) � Q est la relation incluant une transition

temporelle et une transition discrète :

� La transition temporelle est dé�nie 8d 2 R+ � par :

(M; v; � ) d�! (M; v 0; � 0) ssi

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

8x 2 enab(M ) [ f resetg; v0(x) = v(x) + d

8t 2 enab(M ) n TD ; v0(t) � � (t)

v0(reset) � I reset

� 0 = � 0

� La transition discrète est dé�nie par :

� 8� 2 maxstep((M; v; � )) par :
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2.5. Réseau de Petri Temporisé avec transitions retardables

(M; v; � ) ��! (M 0; v0; � 0) ssi

8
>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>:

M 0 = M +
P

t2 � (t � � � t)

v0(t) =

8
><

>:

0 si t 2" enab(M; � )

v(t) sinon

8t 2 TD ; � 0(t) =

8
>>>><

>>>>:

> si t 2" enab(M; � )

? si t 2 disab((M; v; � ); � )

� (t) sinon

� (M; v; � ) reset��! (M; v 0; � 0) ssi

8
>>>><

>>>>:

v(reset) 2 I reset

v0 = �0

� 0 = � 0

2.4.2 Exemple

Un exemple de RTPN est dessiné dans la Figure 2.9 et une partie de son graphe d'états

est dessinée dans la Figure 2.10, limité aux occurrences des premiersresets.

Les états après unreset sont encadrés en cyan. Leresetest tirable dès lors que sa

valuation est dans l'intervalle dereset, v(reset) 2 I reset

La transition t0 étant retardable, elle peut être tirée à son délai (transition entreq1

et q2), ou bien en même temps quet3 (transition entre q8 et q9). Remarquons que dans

cet exemple, sit0 n'est pas tirée est que son délai est dépassé (dans l'étatq12) elle ne sera

plus tirable, jusqu'au prochainresetet après avoir atteint de nouveau son délai (depuis

l'état q13).

La fonction d'activation � est représentée une valeur de valuation barrée lorsque la

transition est désactivée. L'étatq17 illustre l'exemple de la désactivation de la transition

t4, car elle n'a pas été tirée depuisq5 alors qu'elle était tirable. Dans cet exemple, la

fonction � permet d'éviter l'ajout d'un arc supplémentaire menant à l'étatq6 (tir du pas

maximal f t4g depuisq17), qui est déjà existant.

2.5 Réseau de Petri Temporisé avec transitions re-

tardables

Dans cette section, nous allons voir qu'il est possible de dé�nir une sur-classe des

RTPNs sans l'actionreset. Cette dernière s'appelle Réseau de Petri Temporisé avec tran-

41



Chapitre 2 � Un modèle formel pour les circuits pipelinés

t0

t1

t2

t3

t4

5

4

2

9

2

p0

p1

p2

p3

p4

p5

p6

p7

I reset = [6; 10]

Figure 2.9 � Exemple de RTPN N3

f p0; p3g
v(t0) = 0
v(t3) = 0
v(reset) = 0

f p0; p3g
v(t0) = 5
v(t3) = 5
v(reset) = 5

f p1; p2; p3g
v(t1) = 0
v(t2) = 0
v(t3) = 5
v(reset) = 5

f p1; p2; p3g
v(t1) = 2
v(t2) = 2
v(t3) = 7
v(reset) = 7

f p1; p5g
v(t1) = 2
v(t4) = 0
v(reset) = 7

f p1; p5g
v(t1) = 4
v(t4) = 2
v(reset) = 9

f p4; p7g
v(reset) = 9

f p4; p7g
v(reset) = 0

f p0; p3g
v(t0) = 9
v(t3) = 9
v(reset) = 9

f p1; p2; p6g
v(t1) = 0
v(reset) = 9

f p1; p2; p6g
v(t1) = 0
v(reset) = 0

f p0; p3g
v(t0) = 6
v(t3) = 6
v(reset) = 6

f p0g
v(t0) = 9
v(reset) = 9

f p0g
v(t0) = 0
v(reset) = 0

f p1; p2; p3g
v(t1) = 1
v(t2) = 1
v(t3) = 6
v(reset) = 6

f p1; p2; p3g
v(t1) = 0
v(t2) = 0
v(t3) = 0
v(reset) = 0

f p1; p5g
v(t1) = 0
v(reset) = 0

f p4; p5g
v(t4) = 4
v(reset) = 9

f p4; p5g
v(t4) = 0
v(reset) = 0

5 f t0g 2 f t2g

2

f t1; t4g

f resetg

9

f t0; t3g

f resetg

6

f resetg

f t3g

f resetg

1

f resetg

f resetg

f t1g

f resetg

q0 q1
q2 q3 q4

q5

q6

q7
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q10

q11

q12

q13

q14

q15

q16

q17
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Figure 2.10 � Partie du graphe d'états de N3 (jusqu'aux premiersresets)

sitions retardables (DTPN).

2.5.1 Reset explicite

En raison de la densité du temps lereset peut être tiré depuis une in�nité d'états

ayant le même marquage, mais l'état successeur sera toujours le même. Ainsi, les seuls

temps pertinents de tir du resetsont soit sur les bornes de son intervalle (I reset et I reset),

soit en même temps qu'un tir de transitions (dans la sémantique juste après le tir de
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2.5. Réseau de Petri Temporisé avec transitions retardables

transitions). C'est pourquoi leresetpeut-être considéré comme une transition retardable

possédant une borne supérieure temporelle, et cela préserve les exécutions discrètes. Ainsi

pour tout RTPN nous pouvons construire un Réseau de Petri Temporisé avec transitions

retardables (sansreset) qui le simule.

En e�et, il est possible d'exprimer explicitement une transitionreset avec le motif

présenté dans la Figure 2.11. La placepreset contient un jeton depuis le dernierresettiré.

L'intervalle de reset est assuré par la transition retardable avec pour délaiI reset et la

transition non-retardable avec pour délaiI reset. Pour chaque placepi du réseau, le motif

encadré en pointillé est ajouté et lié aux transitionsreset et end_ reset. Ce motif réalise

le resetdes transitions sensibilisées par la placepi . Il fonctionne en deux étapes : tout

d'abord la place est vidée de ses jetons, ces derniers sont temporairement placés enpstock
i ,

puis lorsque la vidange est terminée tous les jetons sont remis dans la place. Les deux

étapes sont basées sur un test à zéro bouclé qui simule uneboucle tant que. Autrement dit,

les jetons sont retirés depi (resp. pstock
i ) tant qu'il y en reste. Notons qu'avec un réseau

sauf (au plus un jeton par place), le motif peut être largement simpli�é : il su�t en fait

d'un seul test à zéro qui enlève puis remet le jeton enpi .

reset

reset

E

(= 0)?

6= 0

= 0 E

(= 0)?

6= 0

= 0 end_ reset
I reset

I reset

0

preset

pdrain
i

pi

pstock
i

pf ill
i

pend
i

pobs
i

Figure 2.11 � Motif permettant d'exprimer le reset

Sur le motif présenté dans la Figure 2.11, la placepobs
i compte le nombre total de jetons

ayant subi un reseten pi depuis l'état initial. Autrement dit, il est possible de construire

un observateur qui compte le nombre de jetons ayant subi unresetpar place. Ce résultat
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Chapitre 2 � Un modèle formel pour les circuits pipelinés

nous sera utile par la suite.

2.5.2 Dé�nition

Un Réseau de Petri Temporisé avec transitions retardables est donc un RTPN sans

tous les objets permettant de dé�nir lereset.

Dé�nition 19 (DTPN) . Un Réseau de Petri Temporisé avec transitions retardablesN

est un n-uplet(P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; M 0) dé�ni par :

� (P; T;� (:); (:)� ; �; M 0) est un TPN,

� TD � T est l'ensemble des transitions retardables.

Les états d'un DTPN sont également des n-uplets(M; v; � ). Les pas maximaux d'un

DTPN sont dé�nis de la même manière que ceux d'un RTPN (voir Dé�nition 17).

La sémantique d'un DTPN est un Système de Transition Temporisé.

Dé�nition 20 (Sémantique d'un DTPN). La sémantique d'un DTPN

(P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; M 0) est dé�nie par le Système de Transition Temporisé

S = ( Q; q0; 2T ; ! ) tel queQ = NP � RT
+ � BTD est l'ensemble des états,q0 = ( M 0; �0; � 0) est

l'état initial, et !2 Q � (R+ � [ 2T ) � Q est la relation incluant une transition temporelle

et une transition discrète :

� La transition temporelle est dé�nie 8d 2 R+ � par :

(M; v; � ) d�! (M; v 0; � 0) ssi

8
>>>><

>>>>:

8t 2 enab(M ); v0(t) = v(t) + d

8t 2 enab(M ) n TD ; v0(t) � � (t)

� 0 = � 0

� La transition discrète est dé�nie 8� 2 maxstep((M; v; � )) par :

(M; v; � ) ��! (M 0; v0; � 0) ssi

8
>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>:

M 0 = M +
P

t2 � (t � � � t)

v0(t) =

8
><

>:

0 si t 2" enab(M; � )

v(t) sinon

8t 2 TD ; � 0(t) =

8
>>>><

>>>>:

> si t 2" enab(M; � )

? si t 2 disab((M; v; � ); � )

� (t) sinon
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Chapitre 3

PROPRIÉTÉS DES DTPNS

Ce chapitre se concentre sur l'études des propriétés des modèles RTPN et DTPN.

Pour commencer, nous souhaitons comparer l'expressivité de notre modèle DTPN avec

celle des Réseaux de Petri Temporels (TPNs) de Merlin. C'est ce que nous faisons dans

la Section 3.1. Puis, dans l'objectif de produire un algorithme d'exploration des états des

DTPNs, nous proposons une sémantique symbolique dans la Section 3.2. En appliquant

cette sémantique symbolique à la sous-classe RTPN, nous montrons une traduction en

automate temporisé à une seule horloge dans la Section 3.3. Dans la Section 3.4, nous

étudions la complexité théorique de problèmes classiques pour les DTPNs (problèmes

d'accessibilité et de véri�cation TCTL) ainsi que la complexité pratique du calcul du suc-

cesseur avec notre sémantique symbolique. En�n, la Section 3.5 rassemble les algorithmes

d'exploration de l'espace d'états symboliques que nous avons implémenté dans un outil

dont nous montrons l'application dans la suite du manuscrit.

3.1 Expressivité des DTPNs par rapport aux classes

à intervalles

Dans cette section nous allons comparer la classe DTPN avec di�érentes classes de

Réseau de Petri avec du temps :

� La classe Réseau de Petri Temporel (TPN) de Merlin dans laquelle un intervalle de

temps dense est associé à chaque transition. Une transition sensibilisée peut tirer

dès lors qu'elle a attendu une durée incluse dans son intervalle associé et elle doit

tirer avant d'avoir atteint la borne supérieure. La sémantique formelle est donnée

dans [BD91].

� La classe TPN avec une sémantique à pas maximaux (TPNms ) dans laquelle en

une étape toutes les transitions tirables, pas en con�it, sont tirées simultanément.

� La classe TPN avec une sémantique en temps discret (TPNdt ), comme étudié
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Chapitre 3 � Propriétés des DTPNs

dans [Pop91]. Une transition est associée à un intervalle comme dans le modèle

TPN, mais le temps s'écoule par pas discrets (entiers).

� La classe TPN avec une sémantique en temps discret et à pas maximaux (TPNdt
ms ).

On nomme de plus la classe DTPNdt la classe DTPN avec une sémantique en temps

discret.

3.1.1 Dé�nitions des di�érentes classes

Soit IR+ et IN les ensembles des intervalles surR+ dont les bornes sont respectivement

dansR+ et N (IN � IR+ ). Soit I 2 IR+ , I dénote sa borne inférieure etI dénote sa borne

supérieure si elle existe ou+ 1 si I n'est pas borné. Soitd 2 R+ , on noteI � d l'intervalle

dé�ni par I � d = f x � d j x 2 I et x � dg.

Dé�nition 21 (TPN). Un Réseau de Petri Temporel est un n-uplet(P; T;� (:); (:)� ; I S; m0)

dé�ni par :

� (P; T;� (:); (:)� ; m0) est un PN appelésquelette,

� I S : T ! IN est la fonction qui assigne unintervalle statique aux transitions.

Pour la sémantique desTPNs, on s'appuie sur la dé�nition donnée par [BV03] avec

un intervalle dynamique décroissant.

Un état d'un TPN est une paire(m; I ) où m est un marquage etI : T 7! IR+ est

une fonction d'attribution d' intervalle dynamique. Notons que pour les classes en temps

discret, I prend ses valeurs dansIN.

Une transition sensibiliséet 2 enab(m) devient tirable lorsque la borne inférieure de

son intervalle est nulleI (t) = 0. Une transition doit tirer lorsque la borne supérieure de

son intervalle (si elle existe) est nulleI (t) = 0 .

Les sémantiques d'entrelacements en temps dense et en temps discret sont des TTSs.

Dé�nition 22 (Sémantique des classesTPN et TPNdt ). La sémantique d'unTPN (resp.

TPNdt ) (P; T;� (:); (:)� ; I S; m0) est dé�nie par le Système de Transition TemporiséS =

(Q; q0; T; ! ) tel queQ = NP � IT
R+

est l'ensemble des états,q0 = ( m0; I S) est l'état initial,

et !2 Q� (R+ [ T) � Q est la relation incluant une transition temporelle et une transition

discrète :

� La transition temporelle est dé�nie 8d 2 R+ pour la classeTPN (resp. 8d 2 N
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3.1. Expressivité des DTPNs par rapport aux classes à intervalles

pour la classeTPNdt ) par :

(m; I ) d�! (m; I 0) ssi 8t 2 enab(m);

8
><

>:

I 0(t) = I (t) � d

I 0(t) 6= ;

� La transition discrète est dé�nie 8t 2 enab(m) tel queI (t) = 0 par :

(m; I ) t�! (m0; I 0) ssi

8
>>>><

>>>>:

m0 = m + t � � � t

I 0(t) =

8
><

>:

I S(t) si t 2" enab(m; f tg)

I (t) sinon

Le pas maximal pour unTPN est similaire à celui pour un TPN, il su�t d'adapter la

dé�nition de transitions tirables.

Dé�nition 23 (Pas maximal d'un TPN). Soit q = ( m; I ) un état du TPN

(P; T;� (:); (:)� ; I S; m0), � � T est un pas maximalà partir de q ssi :

1.
P

t2 �
�t � M

2. 8t0 2 T; (I (t0) = 0 et �t0 � m et t0 62� ) )
P

t2 �
�t + � t0 6� m

3. 8t 2 �; I (t) = 0

L'ensemble des pas maximaux à partir deq est notémaxstep(q)

Les sémantiques à pas maximaux en temps dense et en temps discret sont également

des TTSs.

Dé�nition 24 (Sémantique des classesTPNms et TPNdt
ms ). La sémantique d'unTPNms

(resp. TPNdt
ms ) (P; T;� (:); (:)� ; I S; m0) est dé�nie par le Système de Transition Temporisé

S = ( Q; q0; 2T ; ! ) tel queQ = NP � IT
R+

est l'ensemble des états,q0 = ( m0; I S) est l'état

initial, et !2 Q � (R+ [ 2T ) � Q est la relation incluant une transition temporelle et une

transition discrète :

� La transition temporelle est dé�nie 8d 2 R+ pour la classeTPNms (resp. 8d 2 N

pour la classeTPNdt
ms ) par :

(m; I ) d�! (m; I 0) ssi 8t 2 enab(m);

8
><

>:

I 0(t) = I (t) � d

I 0(t) 6= ;
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t
1

p

Figure 3.1 � Un DTPN (ou DTPN dt ) N1

� La transition discrète est dé�nie 8� 2 maxstep((m; I )) par :

(m; I ) ��! (m0; I 0) ssi

8
>>>><

>>>>:

m0 = m +
P

t2 � (t � � � t)

I 0(t) =

8
><

>:

0 si t 2" enab(m; � )

I (t) sinon

3.1.2 Expressivité des classes DTPN et DTPN dt

Pour commencer nous montrons que les classesTPN, TPNdt , TPNms et TPNdt
ms bor-

nées ne sont pas plus expressives que la classe DTPN borné, en regard de la simulation

temporelle faible.

Nous rappelons le lemme énoncé par [B�+05] qui stipule que attendre ne désensibilise

pas de transition dans lesTPNs, et ce résultat s'applique également aux classesTPNdt ,

TPNms et TPNdt
ms .

Lemme 1. Soit (m; I ) un état d'un TPN. S'il existe (m0; I 0) tel que (m; I ) t1 t2 :::t k����!

(m0; I 0) avec t1t2 : : : tk une séquence de tirs instantanée (sans attente entre les tirs) et

s'il existe (md; I d) tel que(m; I ) d�! (md; I d) avecd 2 R+ , alors il existe (m0
d; I 0

d) tel que

(md; I d) t1 t2 :::t k����! (m0
d; I 0

d).

Théorème 3.1.1. Il n'existe pas deTPN et TPNms (resp. TPNdtet TPNdt
ms ) faiblement

bisimilaire avec le DTPN (resp. DTPNdt ) N1 de la Figure 3.1.

Démonstration. Supposons qu'il existe unTPN N faiblement bisimilaire avecN1 et soit

� la bisimulation entre leurs sémantiques respectivesSN et SN 1 . Soit (m0; I 0) l'état initial

de SN et (M 0; 0) l'état initial de SN 1 . On a (M 0; 0) 1�! (M 0; 1) et (m0; I 0) 1�! " (m1; I 1) avec

(M 0; 0) � (m0; I 0) et (M 0; 1) � (m1; I 1). Comme t peut tirer depuis (M 0; 1) alors tous

les états(m0
1; I 0

1), accessible depuis(m1; I 1) en un temps nul (transitions"), peuvent tirer

une séquence instantanée ne contenant que l'actiont. t étant une transition retardable il

doit exister un état (m0
1; I 0

1) tel qu'on peut attendre d 2 R+ � depuis (m0
1; I 0

1) ce qui nous

48
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amène en(m00; I 00) faiblement bisimilaire avec l'état(M 0; 1 + d). Dans cet état(M 0; 1 + d)

il n'est plus possible de tirert. Or d'après le Lemme 1 il existe une séquence instantanée

contenant l'action t depuis (m00; I 00) ce qui est une contradiction. Le raisonnement est

similaire pour les classesTPNdt , TPNms et TPNdt
ms .

On étudie ensuite la relation dans l'autre sens.

3.1.3 Les classes en temps dense

Dans la sémantique d'un DTPN, une transition discrète ne peut avoir lieu que lors-

qu'une transition a été sensibilisée pendant un temps� 2 N. Les transitions discrètes

n'ont donc lieu qu'à des temps entiers, et nous avons le lemme suivant :

Lemme 2. Soit un DTPN N = ( P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; M 0) et � = q1
� 1�! q2

d�! q3
� 2�! q4 une

exécution de sa sémantiqueSN , avec� 1 � T, � 2 � T et d 2 R+ � . Alors d 2 N� .

On peut ainsi établir le théorème suivant :

Théorème 3.1.2. Les classes DTPN etTPN sont incomparables au regard de la simula-

tion faible, et de même pour les classes DTPN etTPNms .

Démonstration. Dans les sémantiques desTPN et TPNms une transition peut être tirée à

n'importe quelle date de l'intervalle de temps dense. Or d'après le Lemme 2 ceci ne peut

pas arriver dans un DTPN. Le Théorème 3.1.1 termine la preuve.

3.1.4 Les classes en temps discret

On s'intéresse maintenant aux classesTPNdt et TPNdt
ms qui ont une sémantique dis-

crète.

Le graphe temporisé d'états d'unTPNdt ou d'un TPNdt
ms peut s'écrire sous la forme

d'une Structure de Kripke Temporisée (DKS) stricte (en anglaistight DKS) [AD94 ;

LMS02] dans lequel l'ensemble des actions estT pour un TPNdt ou une partie de2T

pour un TPNdt
ms . Cette DKS peut être traduit en DTPNdt (avec un jeton unique) faible-

ment bisimilaire au réseau de départ. Nous faisons la démonstration de cette construction

pour la classeTPNdt (mais une démonstration similaire s'applique à la classeTPNdt
ms ).

Soit un TPNdt borné N = ( P ; T; pre; post; IS; m0). Le graphe temporisé d'états deN

est dé�ni comme le graphe dont les n÷udsVN sont des états et dont les arêtesEN corres-

pondent aux exécutionsq
d;t
�! q0 avecd 2 N une transition temporelle (possiblement nulle)
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et t 2 T une transition d'action de la sémantique. Autrement dit, les états atteignables

par simple délai, sans tir de transition, sont ignorés. Le graphe temporisé d'états deN est

noté SGT(N) = ( VN ; EN ). Ce graphe converge par égalité des états (quotient de l'arbre

d'états par la relation égalité).

Notons qu'au vu de la sémantique avec intervalles dynamiques décroissants dé�nie

précédemment, l'ensemble des états deVN est �ni. Cependant, s'il existe des intervalles

ouverts dansI S, alors il peut exister une in�nité d'arêtes dansEN . Dans un premier temps,

nous supposons que tous les intervalles deI S sont bornés, ainsiSGT(N) est �ni.

Nous construisons le DTPN à jeton uniqueNN = ( P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; M 0) à partir

de SGT(N) = ( VN ; EN ). On lui ajoute une fonction de label� qui associe à chaque

transition t un label � (t) (dans l'objectif d'avoir plusieurs transitions avec le même label

dans le réseau).

� � : VN 7! P est une application injective

� P � f � (s) j s 2 VNg, on note p0 = � ((m0; I S))

� 8p 2 P, M 0(p) = 0 si p 6= p0, et M 0(p0) = 1

� � : T 7! T est la fonction de label

� Pour chaque arête (s1; (d1; t1); s2) de EN , il existe une transition t dans T, telle

que :

� �t(� (s1)) = t � (� (s2)) = 1

� � (t) = d1

� Si d1 < max
(s1 ;(d;t);s0

2 )2 EN

(d) alors t 2 TD

� � (t) = t1

Dans le cas où les intervalles deI S ne sont pas bornés, il existe des paires d'états

(s; s0) 2 VN � VN qui ont une in�nité d'arêtes les liant (toutes les dates de tirs possibles

des transitions qui ont un intervalle ouvert). On noteT1 l'ensemble des transitions qui

ont un intervalle ouvert.

Soit une paire(s; s0) 2 VN � VN telle qu'il existe une in�nité d'arêtes (s; (d; t); s0) 2 EN .

On note s = ( m; I ). Remarquons qu'une telle paire n'existe que sienab(m) � T1 : toutes

les transitions sensibilisées ont un intervalle ouvert. Pour chaquet i 2 enab(m) \ T1 , on

note (s; t i ; s0) = f (s; (d; t); s0) 2 EN j t = t i g et ci = min
(s;(dij ;t i );s0)2 (s;t i ;s0)

(dij ). Pour chaque

transition t i , il existe une placep(s;t i ;s0) dansP et trois transitions td, t et t1 dansT, telles

que :

� �td(� (s)) = t �
d(p(s;t i ;s0)) = 1 , � (td) = ci et � (td) = "

� Si ci < max
tk 2 enab(m)\ T1

(ck) alors td 2 TD
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(a) Exemple de TPNdt N2
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� (s4)
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p(s1 ;t 0 ;s6 )

p(s2 ;t 0 ;s6 )

� (s6)

(b) Traduction en un DTPN dt N3

Figure 3.2 � Exemple de traduction faiblement bisimilaire deTPNdt en un DTPNdt

� t 2 TD , �t(p(s;t i ;s0)) = t � (� (s0)) = 1 , � (t) = 0 et � (t) = t i

� �t1(p(s;t i ;s0)) = t �
1(p(s;t i ;s0)) = 1 , � (t1) = 1 et � (t1) = "

Autrement dit, on ajoute une placep(s;t i ;s0) depuis laquelle on pourra attendre indé�niment,

et on pourra tirer à tout moment la transition t i .

Une illustration de cette traduction est donnée sur l'exemple duTPNdt N2 traduit en

DTPN dt N3, dans la Figure 3.2. Les transitionst sont directement représentées avec leur

label associé� (t). Dans cet exemple, deux cas de �gure même à un état d'attente. Soitt1

est tirée après une unité de temps, auquel cas il faut encore attendre au moins une unité

de temps pour pouvoir tirert0, ce qui nous amène dans l'état d'attente représenté par la

place p(s1 ;t 0 ;s6 ) . Soit t1 est tirée après (au moins) 2 unités de temps, auquel cast0 peut

être tirée directement, ce qui correspond à l'état d'attente modélisé par la placep(s2 ;t 0 ;s6 ) .

Théorème 3.1.3. La classe DTPNdt est strictement plus expressive que les classesTPNdt

et TPNdt
ms au regard de la simulation faible.

Démonstration. La traduction précédente montre que toutTPNdt et tout TPNdt
ms peut être

traduit par un DTPN dt faiblement bisimilaire. Le Théorème 3.1.1 termine la preuve.

51



Chapitre 3 � Propriétés des DTPNs

3.2 Une sémantique symbolique pour les DTPNs

Dans cette section, on cherche à regrouper les états d'un DTPN en classe d'états,

appelésétat symbolique. En e�et, la sémantique étant en temps dense, il existe (la plupart

du temps) une in�nité d'états. Une abstraction symbolique permettant de se ramener

à un ensemble �ni d'états, tout en conservant su�samment d'informations pour notre

application, est proposée.

Soit l'opération 	 dé�nie sur les éléments deR+ et prenant ses valeurs dansR+ [

f�1g , telle que :

8a; b2 R+ ; a 	 b=

8
><

>:

a � b si a � b

�1 sinon

3.2.1 Le délai dynamique

Dans cette sous-section, on dé�nit une nouvelle sémantique équivalente pour les DTPNs

basée sur des valeurs d'horloge décroissantes. Cette dernière nous permettra de simpli�er

l'écriture de la sémantique symbolique, et de réduire la complexité de l'exploration des

états.

Soit un DTPN N = ( P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; M 0) et soit (M; v; � ) un état de N . La fonc-

tion de valuation des transitionsv est remplacée par une fonction dedélai dynamique� .

Le nouvel état correspondant à l'état(M; v; � ) est donc un n-uplet(M; � ; � ) tel que pour

toutes transitions sensibiliséest 2 enab(M ), �( t) = � (t) 	 v(t). La valeur �( t) correspond

au délai restant avant que la transitiont soit tirable.

L'état initial est (M 0; � 0; � 0) tel que 8t 2 T, � 0(t) = � (t).

Une attente d 2 R+ � est possible depuis un état(M; � ; � ) si 8t 2 enab(M ) n TD ,

�( t) � d. La transition temporelle (M; � ; � ) d�! (M; � 0; � 0) produit la fonction de délai

dynamique :

8t 2 T; � 0(t) =

8
><

>:

�( t) 	 d si t 2 enab(M )

�( t) sinon

Une transition sensibilisée non-retardable (resp. retardable)t est tirable lorsque�( t) =

0 (resp. �( t) = 0 ou �1 ). La transition discrète (M; � ; � ) ��! (M 0; � 0; � 0) produit la
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3.2. Une sémantique symbolique pour les DTPNs

fonction de délai dynamique :

8t 2 T; � 0(t) =

8
><

>:

� (t) si t 2" enab(M; � )

�( t) sinon

Un exemple de DTPN et une partie de son graphe d'états, obtenu avec les délais

dynamiques, sont donnés dans la Figure 3.3. Comme lorsqu'on représente les états avec

des valuations, on ne représente que les délais dynamiques des transitions sensibilisées et

ils sont barrés lorsque la transition est désactivée (� (t) = ? ).

En utilisant les délais dynamiques, seule l'information du délai restant ou du délai

terminé est retenue. On ne retient pas la valeur d'horloge des transitions lorsqu'elles ont

déjà dépassé leur délai. Ainsi, dès lors quet1 a atteint son délai enq1, tous les états qui

suivront seront tels que�( t1) = �1 , jusqu'à ce quet1 soit tirée. C'est le cas, par exemple

de tous les états � entre � q1 et q2.

Ceci permet de fusionner des états qui ont un comportement similaire. Par exemple,

depuis l'état q11 peu importe l'attente qu'on e�ectue, on restera dans le même état.

3.2.2 Les états symboliques

Dans cette sous-section nous proposons une abstraction symbolique dans l'objectif de

regrouper des états. Tous les états accessibles depuis un même état par progression du

temps sont regroupés ensemble.

Soit q = ( M; � ; � ) et q0 = ( M 0; � 0; � 0) deux états tels queq0 est accessible depuis

q en écoulantd unités de temps. Il y a une relation de bisimulation (non-temporelle)

entre q et q0, c'est-à-dire que toute exécution discrète faisable depuisq est également

faisable depuisq0 (et inversement). On peut donc représenter un état symbolique par

l'état � originel � contenu, c'est-à-dire l'état depuis lequel tous les états contenus sont

accessibles par progression du temps. En d'autres termes, on peut représenter un état

symbolique par l'état qu'il contient qui a les plus grandes valeurs de délai dynamique.

Dé�nition 25 (État symbolique). Un état symbolique est un n-uplet(M; b� ; � ) dans

lequelM est un marquage,� une fonction d'activation et b� est un ensemble de délais
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(a) Exemple de DTPN N4
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(b) Partie du graphe d'états de N4

Figure 3.3 � États d'un DTPN avec le délai dynamique

dynamiques dé�ni par :

(M; b� ; � ) = f (M; � ; � )g [ f (M; � 0; � 0) j 8t 2 enab(M ); � 0(t) = �( t) 	 d;

avecd 2 R+ � et d � min
t2 enab(M )nTD

(�( t))g

avec pour convention sienab(M ) n TD = ; alors d n'est pas borné.

L'état symbolique(M; b� ; � ) contient tous les états accessibles depuis l'état(M; � ; � )

par progression du temps.

Remarque. Dans le cas oùd n'est pas borné (s'il n'y a que des transitions retardables

sensibilisées), les valeurs de� 0 restent bornées. En e�et, par dé�nition l'opération 	

sature à zéro, et lorsqu'elle dépasse zéro (en négatif) elle assigne le symbole�1 .
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3.2.3 La sémantique symbolique

Le successeur d'un état symbolique se calcule naturellement : on sélectionne un état

dans lequel un pas maximal est tirable, on calcule le successeur par ce tir, puis on en

déduit le nouvel état symbolique (par écoulement du temps).

Dé�nition 26 (Successeur symbolique). Soit (M; b� ; � ) un état symbolique et� un pas

maximal de (M; b� ; � ). Le successeur symbolique de(M; b� ; � ) par � est l'état symbo-

lique (M 0; c� 0; � 0) tel qu'il existe d 2 R+ � et (M; � d; � d), et (M; � ; � ) d�! (M; � d; � d) ��!

(M 0; � 0; � 0).

Ce successeur symbolique est notéSucc((M; b� ; � ); � ).

Lemme 3. Dans la Dé�nition 26, si le successeur de(M; b� ; � ) par � existe alors la

transition temporelle (M; � ; � ) d�! (M; � d; � d) est dé�nie par d = max
t2 �

(�( t)) .

Démonstration. Le pas maximal� est tirable si toutes les transitions qu'il contient ont

atteint leur délai, c'est-à-dire8t 2 � , � d(t) � 0.

La sémantique symbolique d'un DTPNN = ( P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; M 0) est donc dé�nie

par un Système de TransitionS N = ( S; s0; 2T ; ,! ), avecS l'ensemble des états symbo-

liques, s0 = ( M 0; d� 0; � 0) et (M; b� ; � )
�

,�! (M 0; c� 0; � 0) si et seulement si(M 0; c� 0; � 0) =

Succ((M; b� ; � ); � ). On note Reach(N ) l'ensemble des états symboliques accessibles à par-

tir de cette sémantique.

Théorème 3.2.1. Soit N un DTPN borné. Reach(N ) est un ensemble �ni.

Démonstration. Premièrement, le nombre de marquages accessibles est borné. Deuxième-

ment, à partir du Lemme 2, on déduit qu'il existe, dans un état symbolique donné, un

nombre �ni d'états depuis lesquels un pas maximal est tirable. En�n, il existe un nombre

�ni de transitions, et donc un nombre �ni de pas maximal tirables depuis un état.

Reprenons l'exemple du DTPNN4 de la Figure 3.3a. La construction de son graphe

d'états symboliques produit le résultat dessiné dans la Figure 3.4. Un état symbolique

(M; b� ; � ) est représenté par son état � originel � contenu(M; � ; � ).

3.3 Expressivité des RTPNs

Dans cette section nous nous intéressons à l'expressivité de la classe Réseau de Petri

Temporisé avec reset et transitions retardables, et nous montrons qu'il existe un Automate

Temporisé à une seule horloge fortement bisimilaire.
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f p0; p1g
�( t0) = 2
�( t1) = 1

f p0; p3g
�( t0) = 1

f p1; p2g
�( t1) = �1
�( t2) = 3
�( t3) = 3

f p2; p3g
�( t2) = 3
�( t3) = 3

f p1; p4g
�( t1) = �1

f p3; p4g

f t1g

f t0g

f t0 ; t1 g

f t0g

f t1; t2g

f t3g

f t2g

f t1 ; t3 g

f t3g

f t2g

s0

s1

s2

s3

s4

s5

Figure 3.4 � Graphe d'états symboliques complets deN4

3.3.1 Sémantique symbolique pour les RTPNs

La sémantique symbolique présentée dans la Section 3.2 s'applique également aux

RTPNs (qui sont une sous-classe des DTPNs).

Le délai dynamique� est étendue avec une valeur pour l'actionreset : � 2 (R+ [

f�1g )T [f resetg. Il est initialisé à la borne supérieure de l'intervalle dereset: � 0(reset) =

I reset. Une transition temporelled 2 R+ � fait décroître le délai dynamique duresetde même

que celui de toutes les transitions sensibilisées. L'actionresetest tirable lorsque�( reset) 2

[0; I reset� I reset]. Son tir (M; � ; � ) reset��! (M; � 0; � ) réinitialise le délai dynamique :� 0 = � 0.

Un état symbolique(M; b� ; � ) est maintenant dé�ni par :

(M; b� ; � ) = f (M; � ; � )g [ f (M; � 0; � 0) j 8x 2 enab(M ) [ f resetg; � 0(x) = �( x) 	 d;

avecd 2 R+ � et d � min
x2 (enab(M )nTD )[f resetg

(�( x))g

Le successeur d'un état symbolique est étendu naturellement avec l'actionreset :

(M; c� 0; � 0) = Succ((M; b� ; � ); reset) ssi il existed 2 R+ � et (M; � d; � d) tels que

(M; � ; � ) d�! (M; � d; � d) reset��! (M; � 0; � 0).

Un exemple de RTPNN5 et son graphe d'états symboliques sont donnés Figure 3.5.

Comme pour les DTPNs, un état symbolique(M; b� ; � ) est représenté par l'état(M; � ; � ).

De plus, les états symboliques obtenus après unresetsont encadrés en cyan.

Remarquons que dans un état symbolique(M; b� ; � ) de RTPN, les transitions sensi-

biliséest véri�ent la contrainte diagonale (�( reset) 	 �( t) = c) avecc 2 N [ f�1g , et

les transitions non-sensibiliséest0 véri�ent �( t0) = � (t0). En e�et, dès lors qu'une transi-
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(b) Graphe d'états symboliques deN5

Figure 3.5 � Sémantique symbolique pour un RTPN

tion est sensibilisée, la di�érence (au regard de l'opérateur	 ) entre son délai dynamique

et le délai dynamique duresetest �xée, et ce jusqu'au prochain tir dereset. Si on note

�( reset) 	 �( t) = ( I reset � c0) 	 � (t), cela signi�e que la transition t a été sensibilisée

c0 unité de temps après le dernier tir dereset. Autrement dit, il est possible de décrire

l'ensemble des délais dynamiques en connaissant uniquement le délai dynamique dureset.

3.3.2 Dé�nition d'un Automate Temporisé

Une contrainte atomique est une formule de la formex ./ c avec x 2 X , c 2 N et

./ 2 f <; � ; � ; >; = g. L'ensemble descontraintes sur un ensembleX de variables est noté
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� (X ) et contient les conjonctions de contraintes atomiques.

Les automates temporisés, introduit par Alur et Dill [AD94] étendent les automates

�nis, avec un ensemble �ni d'horloges :

Dé�nition 27. Automate Temporisé Un Automate Temporisé (TA)A est un n-uplet

(L; l 0; X; � ; E; Inv) dans lequel :

� L est un ensemble delocalités,

� l0 2 L est la localité initiale,

� X est un ensemble �ni d'horloges,

� � est un ensemble �ni d'actions,

� E � L � � (X ) � � � 2X � L un ensemble �ni d'arcs où e = ( l; 
; a; R; l 0) 2 E

représente un arc allant del vers l0 avec la garde 
 2 � (X ), l'action a 2 � et

l'ensemble de réinitialisationR � X ,

� Inv 2 � (X )L associe uninvariant à chaque localité.

Les invariants sont restreints aux conjonctions de termes de la formex � k pour x 2 X

et k 2 N.

Une valuation d'horloge est une fonction� : X ! R+ . Soit R � X , alors v[R 7! 0]

dénote la valuation telle que8x 2 X nR, � [R 7! 0](x) = � (x) et 8x 2 R, � [R 7! 0](x) = 0 .

La relation de satisfaction� j= c pour c 2 � (X ) est dé�nie de manière naturelle.

Dé�nition 28 (Sémantique d'un TA). La sémantique d'un TA (L; l 0; X; � ; E; Inv) est

dé�nie par le Système de Transition TemporiséS = ( Q; q0; ! ) tel que Q = f (l; � ) 2

L � (R+ )X j � j= Inv(l)g, q0 = ( l0; �0) est l'état initial, et !2 Q � � [ R+ � � Q est la

relation de transition dé�ni par :

� une transition d'action : (l; � ) a�! (l0; � 0) ssi 9(l; 
; a; R; l 0) 2 E t.q. � j= 
 , � 0 =

� [R 7! 0] et � 0 j= Inv(l0) ;

� une transition temporelle : (l; � ) d�! (l0; � 0) ssi l = l0, � 0 = � + d et � 0 j= Inv(l).

3.3.3 Traduction vers un automate temporisé à une horloge

Comme vu précédemment, pour décrire l'état exact d'un RTPN dans un état symbo-

lique (un point dans la zone), il su�t de connaître la valeur de�( reset). En se basant sur

ce principe, on peut construire un automate temporisé bisimilaire, dont les localités cor-

respondent aux états symboliques et dont l'unique horloge permet de mesurer l'évolution

de �( reset).
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Soit un RTPN N = ( P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; I reset; M0) et soit

S N = ( Reach(N ); (M 0; d� 0; � 0); 2T [ f resetg; ,! ) sa sémantique symbolique.

Nous dé�nissons un Automate Temporisé associéA N dont l'unique horlogex prendra

les valeurs de(I reset � �( reset)) . Le TA A N = ( L; l 0; X; � ; E; Inv) est construit à partir du

graphe d'états symbolique deN , SG(S N ) :

� � : Reach(N ) 7! L est une bijection

� L = f � (s) j s 2 Reach(N )g

� X = f xg

� La localité initiale est l0 = � ((M 0; d� 0; � 0))

� Chaque localité l 2 L possède l'invariant(x � I reset)

� Pour chaque arête s
reset

,��! s0 de SG(S N ), il existe une arête

(� (s); x � I reset; f resetg; f xg; � (s0))) dansE

� Pour chaque arête (M; b� ; � )
�

,�! (M 0; c� 0; � 0) de SG(S N ) on a :

� il existe une arête (� ((M; b� ; � )) ; x = ( I reset � � 0(reset)) ; �; ; ; � ((M 0; c� 0; � 0)))

dansE,

� pour toute transition t 2 � non retardable t 62TD la contrainte suivante est

ajoutée (par conjonction)(x � I reset � � 0(reset)) à l'invariant Inv(� ((M; b� ; � )))

L'Automate TemporiséA N 5 construit à partir du graphe d'états symboliques du RTPN

N5 de la Figure 3.5 est dessiné dans la Figure 3.6. Les invariants sont représentés en orange,

les gardes et les réinitialisations (x  0) en magenta, et les actions en noir. Les localités

accessibles par une actionresetsont représentées en cyan. Les conjonctions de contraintes

sur les invariants sont simpli�ées (contrainte minimale) pour éviter de surcharger la �gure.

Remarquons que siN est borné, alors l'automateA N est nécessairement �ni, car il

possède autant de localités qu'il y a d'états symboliques dansReach(N ), et ce dernier est

un ensemble �ni d'après le Théorème 3.2.1.

Théorème 3.3.1. Le RTPN N et l'Automate Temporisé à une horlogeA N sont fortement

bisimilaire.

Démonstration. Soit (M; � ; � ) un état de N , et � ((M 0; c� 0; � 0); � ) un état de A N . On

dé�nit la relation � par (M; � ; � ) � � ((M 0; c� 0; � 0); � ) ssi (M; � ; � ) 2 (M 0; c� 0; � 0) et

� (x) = I reset � �( reset). Cette relation est, par construction, une bisimulation.
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Figure 3.6 � Automate Temporisé correspondant au graphe d'états symboliques deN5

3.3.4 Corollaires sur le langage

Grâce à la traduction d'un RTPN et à la bisimulation démontrée précédemment, on

hérite de résultats de décidabilité établis sur les TAs à une horloge.

Étant donné deux modèles temporisés A et B, le problème d'inclusion des langages

consiste à se demander si tous les mots temporisés reconnus par B le sont aussi par A.

Ce problème est démontré indécidable pour la classe Automate Temporisé. Cependant, il

devient décidable pour la sous-classe des Automates Temporisés à une seule horloge, sur

des mots �nis [OW04].

Corollaire. Le problème d'inclusion des langages sur des mots �nis est décidable pour la

classe RTPN.

Étant donné un modèle temporisé A, le problème d'universalité consiste à se deman-

der si A reconnaît tous les mots temporisés. Alur et Dill ont démontré que ce problème

était indécidable pour un Automate Temporisé à deux horloges. Cependant pour un Au-

tomate Temporisé à une horloge, le problème d'universalité sur des mots �nis devient

décidable [Abd+08].

Corollaire. Le problème d'universalité sur des mots �nis est décidable pour la classe

RTPN.
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3.4 Complexité théorique et pratique

Dans cette section, nous nous intéressons à la complexité théorique du problème d'ac-

cessibilité pour la classe DTPN. La complexité en pratique du calcul du successeur sym-

bolique dé�ni dans la Section 3.2 est également établie.

3.4.1 Problèmes d'accessibilité

Le problème d'accessibilité consiste à se demander pour un état donné, s'il existe une

exécution du modèle qui se termine dans cet état.

Théorème 3.4.1. Le problème d'accessibilité pour les classes RTPN et DTPN est indé-

cidable.

Démonstration. La classe Réseau de Petri (sans temps) avec la sémantique à pas maxi-

maux est une sous-classe de RTPN (qui est elle-même une sous-classe de DTPN). En e�et,

un PN (sans temps) avec la sémantique à pas maximauxN1 peut être simulé par un RTPN

N2 = ( P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; I reset; M0) avec le même squelette(P; T;� (:); (:)� ; M0) = N1 et

tel que TD = ; , 8t 2 T, � (t) = 0 et I reset > 0. De plus, la classe Réseau de Petri (sans

temps) avec la sémantique à pas maximaux est Turing-complète [Pop13].

Pour la suite, nous considérons uniquement des réseaux bornés, c'est-à-dire que le

nombre de jetons pour chaque place du réseau est borné. Tout d'abord, nous nous inté-

ressons aux réseaux saufs, c'est-à-dire que chaque place contient au plus 1 jeton.

Lemme 4. Le problème d'accessibilité pour un PN sauf (sans temps) avec sémantique à

pas maximaux, un TPN sauf, un RTPN sauf et un DTPN sauf est PSPACE-di�cile.

Démonstration. Considérons tout d'abord un Réseau de Petri sauf. On se ramène à

un problème d'accessibilité pour un Réseau de Petri avec sémantique d'entrelacement.

Soit N = ( P; T;� (:); (:)� ; M0) un PN sauf avec sémantique d'entrelacement. SoitN 0 =

(P; T0; pre; post; M0) un PN avec sémantique à pas maximaux tel queT � T0, 8t 2 T,

pre(t) = � t et post(t) = t � . De plus, T0 = T [ Tp avec Tp un ensemble de transitions

dé�ni par Tp \ T = ; et 8p 2 P il existe une transition tp 2 Tp telle que pre(tp)(p) =

post(tp)(p) = 1 . De façon plus informelle, on ajoute une transition qui boucle sur chaque

place deP.
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Ainsi, on crée un con�it entre toutes les transitions deN 0 avec une transition deTp.

Étant donné que le tir d'une transition tp de Tp préserve le marquage dep, ce nouveau

PN N 0 simule la sémantique d'entrelacement deN .

L'accessibilité pour un PN sauf avec sémantique d'entrelacement est un problème

PSPACE-complet [CEP95]. Il suit donc que l'accessibilité pour un PN sauf avec séman-

tique à pas maximaux est PSPACE-di�cile.

Ce résultat s'étend ensuite aux classes TPN, RTPN et DTPN qui sont des sur-classes

de PN à pas maximaux.

On s'intéresse au problème de véri�cation de propriétés TCTL, dont le problème d'ac-

cessibilité est un cas particulier.

Pour utiliser les méthodes de véri�cation discrètes usuelles, il faut construire une struc-

ture �nie. Nous nous basons sur la relation d'équivalence de région' sur les valuations

d'horloges, initialement dé�nie sur les TAs [ACD93 ; AD94]. La relation d'équivalence de

région ' peut-être facilement appliquée aux DTPNs comme cela a été fait pour lesTPNs

dans [BGR09]. Pour construire le graphe de région, on adapte simplement le calcul des

transitions d'action (en utilisant la sémantique à pas maximaux). Le graphe des régions

est exponentiel par rapport à la taille du réseaujTj + jPj. Pour véri�er une propriété

TCTL, nous pourrions construire le graphe des régions complet, et étiqueter ses n÷uds

avec les sous-formules de la propriété TCTL. L'algorithme nécessiterait alors un espace

exponentiel par rapport à la taille du réseau.

Cependant en procédant comme dans [ACD93 ; BGR09] on peut construire un algo-

rithme polynomial en espace pour véri�er une propriété TCTL.

Théorème 3.4.2. L'accessibilité et la véri�cation TCTL pour un DTPN borné sont

PSPACE-complets.

Démonstration. Tout d'abord, les marquages d'un DTPN k-borné sont dans([0::k])P .

Avec un encodage binaire, un marquage peut être représenté enjPj � log2(k + 1) bits,

c'est-à-dire enO(jPj). De même, une région est dé�nie parjTj valeurs bornées dansN,

et peut donc être représentée enO(jTj).

Comme dans [ACD93 ; BGR09], on véri�e une propriété TCTL par une procédure

récursive label(v; ' ) appelée pour chaque sous-formule de la propriété. Cette dernière

renvoievrai si le n÷ud v doit être étiqueté par' , et faux sinon. Elle explore des chemins

du graphe des régions de manière non-déterministe, et n'a besoin de garder en mémoire que

le n÷ud actuel et le n÷ud précédent. Ainsi, comme chaque n÷ud peut-être représenté en
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espace polynomial, cet algorithme est non-déterministe et en espace polynomial. D'après

le théorème de Savitch, il existe un algorithme déterministe en espace polynomial qui

résout le même problème.

En�n, le Lemme 4 permet de conclure.

3.4.2 Calcul du successeur symbolique

Bien que la complexité théorique du problème d'accessibilité pour les TPNs, RTPNs

et DTPNs est polynomiale (en mémoire), en pratique il n'existe pas d'algorithme permet-

tant d'atteindre cette complexité. En e�et, leur espace d'états (même symboliques) est

exponentiel par rapport à la taille du réseau (nombre de transitions ou nombre de places).

Cependant, il reste intéressant de chercher à réduire la complexité du calcul du successeur

symbolique.

Habituellement, la construction de l'espace d'états symboliques d'un modèle temporisé

se base sur la structure de Di�erence Bound Matrix (DBM). Les c÷�cients de cette

matrice D sont les bornes supérieures des di�érences de valeur d'horloge de chaque couple

de transitions du réseau :v(t i ) � v(t j ) � D ij (la relation peut être stricte). Elle a donc

n2 c÷�cients, où n est le nombre de transition du réseau (en fait(n + 1) 2 car il y a une

horloge supplémentaire qui vaut toujours0).

Pour calculer le successeur symbolique, il faut trouver une forme canonique de cette

matrice. Pour ce faire on a recours à un algorithme du plus court chemin, par exemple

l'algorithme de Floyd-Warshall, qui est en complexitéO(n3) par rapport au nombre de

transitions n du réseau. Cette complexité a été cependant réduite àO(n2) par les auteurs

de [BR07].

Dans le cas des DTPNs, les DBMs ne sont pas nécessaires car comme on l'a vu dans

la Section 3.2 il n'y a besoin que d'une valeur (ou symbole) par transition pour décrire un

état symbolique. Ainsi la structure de données du délai dynamique� simpli�e grandement

le calcul du successeur symbolique.

Théorème 3.4.3 (Complexité successeur symbolique). Soit N = ( P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; M 0)

un DTPN. Soit (M; b� ; � ) un état symbolique deN et soit � un pas maximal depuis

(M; b� ; � ). Le successeur symbolique de(M; b� ; � ) par � , Succ((M; b� ; � ); � ), peut-être cal-

culé enO(n) avecn = jTj le nombre de transition deN .

Démonstration. Dans la Dé�nition 26 du successeur symbolique, le successeur(M 0; c� 0; � 0)

est dé�ni à partir des transitions (M; � ; � ) d�! (M; � d; � d) ��! (M 0; � 0; � 0).
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� le délai d peut-être calculé enj� j étapes, car d'après le Lemme 3 il s'agit du calcul

d'un maximum,

� le successeur de la transition temporelle(M; � d; � d) peut-être calculé enjenab(M )j+

jTD j étapes, car il su�t de calculer les nouvelles valeurs de� pour les transitions

sensibilisées, et de� pour les transitions retardables,

� le successeur de la transition d'action (M 0; � 0; � 0) peut-être calculé en au plus

jPj � j � j étapes, pour calculer le nouveau marquage.

Le calcul des pas maximaux tirables depuis un état symbolique(M; b� ; � ) est en fait

plus compliqué qu'il n'y parait. Dans la pratique, nous calculons d'abord les délais faisables

depuis(M; � ; � ) qui nous emmènent dans des états(M; � d; � d) où des pas maximaux sont

tirables. Puis nous calculons l'ensemble des pas maximaux tirables depuis(M; � d; � d). La

complexité reste cependant enO(n) avecn le nombre de transitions du réseau.

Les algorithmes d'exploration de l'espace d'états symboliques sont présentés dans la

Section 3.5.

3.5 Algorithmes d'exploration de l'espace d'états sym-

boliques

Dans cette section, nous présentons les algorithmes permettant de construire le graphe

d'états symboliques d'un DTPN. Tous ces algorithmes sont implémentés dans un outil

dont nous montrons une application dans un autre chapitre du manuscrit.

Nous considérons le DTPNN = ( P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; M 0) et son état symbolique initial

(M 0; d� 0; � 0).

3.5.1 Successeur d'un état

Ensemble des transitions sensibilisées Pour commencer, nous nous intéressons au

calcul de l'ensemble des transitions sensibilisées par un marquageM . Nous avons en fait

simplement besoin de savoir pour une transitiont donnée, si elle est sensibilisée parM .

C'est ce que fait l'Algorithme 1.

Algorithme 1. Véri�e si une transition est sensibilisée

1: function is_enabled (M, t)
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2: return M � � t

3: end function

L'Algorithme 1 est de complexitéO(jPj).

Transition de la sémantique Nous souhaitons maintenant depuis un état(M; � ; � )

calculer le successeur d'une transition temporelle, et d'une transition d'action.

L'Algorithme 2 calcule le successeur d'une transition temporelle de duréed depuis un

état (M; � ; � ). Il calcule les nouvelles valeurs de� pour les transitions sensibilisées et

réinitialise les valeurs de� .

Algorithme 2. Transition temporelle de délaid

1: function delay ((M, � , � ), d)

2: (M r ; � r ; � r )  (M; � ; � 0)

3: for al l t 2 T do

4: if is_enabled (M r ; t) then

5: if � r (t) � d then

6: � r (t)  � r (t) � d

7: else

8: � r (t)  �1

9: end if

10: end if

11: end for

12: return (M r ; � r ; � r )

13: end function

L'Algorithme 2 est de complexitéO(jTj � j Pj). Cette complexité peut-être réduite à

O(jTj) en sauvegardant dans l'état courant l'ensemble des transitions sensibilisées, ce qui

évite un appel àis_enabled .

L'Algorithme 3 calcule le successeur d'une transition d'action de pas maximal� de-

puis une état (M; � ; � ). Il calcule le nouveau marquage, les nouvelles valeurs de délais

dynamiques pour les transitions nouvellement sensibilisées, et les transitions désactivées

ou réactivées. Nous supposons qu'il reçoit en paramètre l'ensemble des pas maximaux

tirables ms depuis(M; � ; � ).

Algorithme 3. Transition discrète de pas maximal�
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1: function fire ((M, � , � ), � , ms)

2: (M r ; � r ; � r )  (M; � ; � )

3: M 0
r  M r

4: for al l t 2 � do

5: M r  M r � � t + t �

6: M 0
r  M 0

r � � t

7: end for

8: for al l t 2 T do

9: if is_enabled (M r ; t) ^ : is_enabled (M 0
r ; t) then

10: �( t)  � (t)

11: end if

12: end for

13: for al l t 2 TD do

14: if is_enabled (M r ; t) ^ : is_enabled (M 0
r ; t) then

15: � r (t)  >

16: else if t 62� ^ � [ f tg 2 ms then

17: � r (t)  ?

18: end if

19: end for

20: return (M r ; � r ; � r )

21: end function

L'Algorithme 3 est de complexitéO(jTj � j Pj).

3.5.2 Successeurs d'un état symbolique

Pour calculer les successeurs d'un état symbolique(M; b� ; � ), nous calculons tout

d'abord les délais qui depuis l'état(M; � ; � ) nous mène à un état(M d; � d; � d) depuis

lequel des transitions sont tirables. Puis depuis(M d; � d; � d) nous calculons les pas maxi-

maux tirables.

Délais minimaux L'Algorithme 4 calcule l'ensemble des délais qui depuis un état

(M; � ; � ) nous mène à un état(M d; � d; � d) depuis lequel des transitions sont tirables.

Pour ce faire, il calcule le minimum des valeurs de� parmi les transitions non-retardables

sensibilisées, notédmin . Le délai des transitions non-retardables ne peut ainsi jamais être
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dépassé. Puis, il ajoute toutes les valeurs de� inférieures àdmin parmi les transitions

retardables sensibilisées.

Algorithme 4. Délais minimaux menant à un état où des tirs sont possibles

1: function min_delays ((M, � , � ))

2: dmin  + 1

3: for al l t 2 T n TD do

4: if is_enabled (M; t ) ^ (�( t) < d min ) then

5: dmin  �( t)

6: end if

7: end for

8: if dmin 6= + 1 then

9: result  f dmin g

10: end if

11: for al l t 2 TD do

12: if is_enabled (M; t ) ^ (�( t) < d min ) ^ (�( t) 6= �1 ) then

13: result  result [ f �( t)g

14: end if

15: end for

16: return result

17: end function

L'Algorithme 4 est de complexitéO(jTj � j Pj). Comme que pour l'Algorithme 2, cette

complexité peut-être réduite àO(jTj) en sauvegardant dans l'état courant l'ensemble des

transitions sensibilisées.

Pas maximaux Pour construire les pas maximaux tirables depuis un état(M; � ; � ),

l'idée est de se ramener à une exploration d'un Réseau de Petri sans temps avec une

sémantique d'entrelacement. L'ensemble des transitions tirables depuis l'état(M; � ; � )

est sélectionné, il est notéTf . Puis le PN N f est construit à partir du squelette du DTPN

N avec pour marquage initialM , en ne conservant que les transitions dansTf et en

supprimant les arcs sortants de toutes les transitions :N f = ( P; Tf ; pref ; postf ; M ), avec

pref = � (:) et postf = �0.

Il su�t maintenant d'explorer le graphe d'état de N f . À tout état du graphe dans

lequel on ne peut plus tirer de transition non-retardable, correspond un pas maximal de
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N depuis l'état (M; � ; � ). Le pas maximal contient toutes les transitions qui ont été tirées

dans l'exécution menant à cet état. Notons que les exécutions dans lesquelles une même

transition est tirée plusieurs fois sont ignorées.

Cette approche est utilisée dans l'Algorithme 5. L'exploration des états deN f est

réalisée par l'algorithme classique avec une liste d'attente et une liste d'états passés.

Les états sont composés d'un marquageM 0, d'un ensemble de transitions tiréesTstep

(historique de l'exécution menant à l'état) et d'un ensemble de transitions restantes à

tirer Tremain . Les ensemblesTstep et Tremain empêchent le tir d'une même transition à

plusieurs reprises. En�n avant d'ajouter un pasTstep au résultat �nal, on s'assure qu'il

contient au moins une transitiont qui tire à sa date pour laquelle�( t) = 0 .

Algorithme 5. Pas maximaux tirables depuis(M; � ; � )

1: function maxstep((M, � , � ))

2: Tf  ;

3: for al l t 2 T do

4: if is_enabled (M; t ) ^ � (t) ^ ((�( t) = 0) _ (�( t) = �1 )) then

5: Tf  Tf [ f tg

6: end if

7: end for

8: waiting  f (M; ; ; Tf )g, passed ; , result  ;

9: while waiting 6= ; do

10: select and remove(M 0; Tstep; Tremain ) from waiting

11: if (M 0; Tstep; Tremain ) 62passedthen

12: passed passed[ f (M 0; Tstep; Tremain )g

13: f max  >

14: for al l t0 2 Tremain do

15: if M 0 � � t0 then

16: waiting  waiting [ f (M 0 � � t0; Tstep [ f t0g; Tremain n f t0g)g

17: if t0 62TD then

18: f max  ?

19: end if

20: end if

21: end for

22: if f max ^ (9t 2 Tstep j �( t) = 0) then

23: result  result [ f Tstepg
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24: end if

25: end if

26: end while

27: return result

28: end function

Théorème 3.5.1. L'Algorithme 5 a une complexité au pire cas deO( jT j�j T j!�jP j
2j T j ).

Démonstration. Pour calculer la complexité de l'Algorithme 5, on suppose qu'il explore les

états en largeur (Breadth-�rst search). On note n = jTf j. On se place à l'étape où il sélec-

tionne un état (M 0; Tstep; Tremain ) tel que jTstepj = k. Autrement dit, il a déjà fallu tirer k

transitions pour atteindre cet état, et il reste encore(n� k) = jTremain j transitions tirables.

Dans le pire des cas, toutes les transitions deTremain peuvent être tirées (pas de con�it) et

ne permettent pas de construire un pas maximal. L'état(M 0; Tstep; Tremain ) a donc(n � k)

successeurs, et c'est également le cas pour tous les états au mêmeniveau d'exploration

que lui (tous les états obtenus après avoir tirék transitions). Cependant, les successeurs

de tous les états duniveau k se rejoignent deux à deux, car l'ordre de tir des transitions

n'a pas d'importance. On ajoute doncn� k
2 successeurs pour chaque état du niveauk. Au

niveau 0, on a 1 état qui a n successeurs. On ajoute donc
Q

0� i � k
(n� i )

2k = n!
2k �(n� k� 1)! suc-

cesseurs au total au niveauk, avec0 � k � n � 2. En�n au dernier niveau (n � 1), il n'y

a qu'un seul successeur. L'algorithme explore donc au plus1 +
P

0� k� n� 2( n!
2k �(n� k� 1)! ) + 1

états.

À chaque étape de la boucle, il faut parcourir les transitions restantes à tirer, et véri�er

la condition M 0 � � t0. Pour un état du niveauk, il resten� k transitions dansTremain , ce qui

fait (n � k) � jPj étapes. La boucle d'exploration contient donc(n+
P

0� k� n� 2( (n� k)�n!
2k �(n� k� 1)! )+

1) � jPj étapes.

Pour n � 3 et pour tout k tel que 0 � k � n � 2, on a : (n � k � 1)! =
Q

1� i � n� k� 1(i ) =

(n � k � 1) �
Q

1� i � n� k� 2(i ) � (n � k � 1) � 2n� k� 3. On en déduit (n� k)�n!
2k �(n� k� 1)! � n� k

n� k� 1 � n!
2n � 3 �

2 � n!
2n � 3 . Ainsi

P
0� k� n� 2( (n� k)�n!

2k �(n� k� 1)! ) � 2(n � 1) n!
2n � 3 .

En�n dans le pire des cas, on aTf = T et donc n = jTj.

Successeurs symboliques L'Algorithme 6 calcule tous les successeurs d'un état sym-

bolique (M; b� ; � ). Comme décris plus haut, il calcule tout d'abord les délais qui depuis

l'état (M; � ; � ) mènent à un état(M d; � d; � d) depuis lequel des transitions sont tirables.

Puis depuis(M d; � d; � d) il calcule les pas maximaux tirables.
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Algorithme 6. Calcule tous les successeurs symboliques de(M; b� ; � )

1: function succ((M, b� ,� ))

2: for al l d 2 min_delays ((M; � ; � )) do

3: (M d; � d; � d)  delay ((M; � ; � ); d)

4: ms  maxstep((M d; � d; � d))

5: for al l � 2 ms do

6: (M 0; � 0; � 0)  fire ((M d; � d; � d); �; ms )

7: result  result [ f (M 0; c� 0; � 0)g

8: end for

9: end for

10: return result

11: end function

3.5.3 Graphe d'états symboliques

L'Algorithme 7 explore les états symboliques deN par une approche classique avec

une liste d'attente et une liste d'états explorés.

Algorithme 7. Construction du graphe d'états symboliques

1: function reach

2: � 0  (� (t0) : : : � (tn ))

3: � 0  (> : : : > )

4: waiting  f (M 0; d� 0; � 0)g

5: passed ;

6: while waiting 6= ; do

7: select and remove(M; b� ; � ) from waiting

8: if (M; b� ; � ) 62passedthen

9: passed passed[ f (M; b� ; � )g

10: for al l (M 0; c� 0; � 0) 2 succ((M; b� ; � )) do

11: waiting  waiting [ f (M 0; c� 0; � 0)g

12: end for

13: end if

14: end while

15: end function
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Chapitre 4

SYNTHÈSE DE PIPELINE

Ce chapitre s'intéresse à la synthèse de pipeline pour des circuits synchrones.

La Section 4.1 dé�nit les problèmes que nous tentons de résoudre dans ce travail, à

savoir la synthèse de pipeline optimal et la synthèse de pipeline pliant. Le premier s'inté-

resse à la synthèse d'un pipeline qui minimise les bascules consommées tout en assurant

une fréquence minimale de fonctionnement. Le deuxième consiste à � plier � le circuit,

c'est-à-dire à partager dans le temps des portions de circuits qui sont utiles à plusieurs

reprises. La Section 4.2 présente des solutions existantes aux problèmes de synthèse de

pipeline et d'optimisation du nombres de bascules consommées par ce dernier. Puis, notre

solution au problème de synthèse de pipeline minimisant les ressources consommées est

décrit dans la Section 4.3. Elle se base sur une modélisation du circuit par un Réseau

de Petri Temporisé avec reset et transitions retardables (RTPN). En�n, en appliquant la

même approche et en ra�nant les pipelines produits, nous montrons dans la Section 4.4

que nous sommes capables de résoudre le problème de pipeline pliant.

4.1 Dé�nition du problème

Dans cette section, nous dé�nissons les problèmes de conception de circuits sur lesquels

portent notre travail, à savoir la synthèse de pipeline de circuit synchrone et le pliage de

circuit synchrone.

4.1.1 Qu'est-ce qu'un circuit synchrone ?

La conception de circuit logique se décline sous deux paradigmes : lescircuits syn-

chroneset lescircuits asynchrones.

Pour comprendre ces deux approches, prenons les dé�nitions fournies par Wikipédia :

� Un circuit synchrone est un circuit logique dans lequel les changements d'états

sont synchronisés par unsignal d'horloge[Wik21]. Ce dernier est un signal carré
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périodique, dont les fronts montants, appeléstick, déclenchent la progression des

données dans le circuit.

� Par opposition, un circuit asynchrone est un circuit logique qui n'utilise pas de

signal d'horloge pour synchroniser ces composants [Wik22].

La progression des données dans un circuit synchrone à chaque tick d'horloge est

obtenue à l'aide debascules(en anglais�ip-�op ). La plus commune est la bascule D. Une

version simpli�ée (avec une seule sortie) et sa table de vérité sont représentées dans la

Figure 4.1.

d

clk

DFF q

clk d qnext

0 0 Reset

1 1 Set

, 0 ou 1 x q Mémoire

Figure 4.1 � Bascule D

Elle a une entrée de donnéed, une sortie de donnéeq et reçoit en entrée la valeur

du signal d'horlogeclk. Le symbole de triangle est une notation usuelle pour représenter

une entrée sensible à un front. À un front montant, c'est-à-dire lorsqueclk passe de0

à 1, q prend la valeur courante ded. Tant que le signal d'horlogeclk n'a pas de front

montant, la sortie q conserve sa valeur, quelle que soit la valeur x de l'entréed, c'est un

accès mémoire.

Ces bascules D sont ainsi placées entre les opérateurs logiques pour assurer une pro-

gression périodique des données dans le circuit.

Il faut en fait nuancer les dé�nitions de circuit synchrone et asynchrone. Prenons les

exemples de circuits synchrone et asynchrone dessinés dans la Figure 4.2. Pour simpli�er

l'exemple tous les signaux sont sur un bit. Le rythme d'exécution des opérateursop1 et

op2, c'est-à-dire la vitesse de progression des données dans l'opérateur, est dicté par le

signal envoyé sur leur entrée triangulaire. Dans la Figure 4.2a, la synchronisation des

opérateurs est contrôlée par le signal d'horloge global. Alors que dans la Figure 4.2b,

l'exécution de l'opérateurop2 progresse lorsque l'opérateurop1 lui fournit un signal qui

passe à1 (front montant). La synchronisation deop2 dépend du résultat deop1, c'est donc

un circuit asynchrone.

Considérons maintenant le circuit représenté dans la Figure 4.3. Supposons que lala-

tence du circuit, c'est-à-dire le temps de propagation des données depuis l'entrée jusqu'à
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clk

i op1 op2 o

(a) Circuit synchrone

clk

i

i 0

op1 op2 o

(b) Circuit asynchrone

Figure 4.2 � Circuit synchrone vs asynchrone

la sortie, est inférieure à la période du signal d'horlogeclk. Ce dernier est alors un cir-

cuit synchrone, contenant un circuit asynchrone. Autrement dit, les dé�nitions de circuit

synchrone et asynchrone dépendent de la granularité avec laquelle on décrit le circuit.

clk

i

i 0

op1 op2 oop0

Figure 4.3 � Circuit synchrone contenant un circuit asynchrone

Hypothèses de travail Dans ce travail, nous ne nous intéressons qu'aux circuits syn-

chrones. Nous considérons que tous les opérateurs sont synchronisés avec une horloge

globale et donc � s'exécutent tous au même rythme �.

De plus, nous supposons que lalatencede chaque opérateur est �xe et connue. Cette

dernière sera également appelée temps de propagation, d'exécution ou de calcul, ou délai

de l'opérateur. Elle est exprimée sous la forme d'un entier correspondant au nombre

d'unité de temps nécessaires pour propager les données depuis les entrées jusqu'aux sorties

de l'opérateur. Une unité de temps correspond à la période du signal d'horloge, autrement

dit le temps écoulé entre deux ticks d'horloge.

Représentation Un exemple de circuit dans notre cas d'étude est dessiné dans la Fi-

gure 4.4. Il est constitué d'opérateuropi et de signauxsj . Les opérateurs ont un certain

délai noté en rouge en dessous (par exempleop1 a un délai de6). Les signaux ont une

certaines tailles (nombre de bits), notée en vert (par exemple le signals3 est sur 8 bits).

Nous supposerons par la suite que tous les signaux d'entrées sont synchronisés (ici il n'y

en a qu'un :s0).

73



Chapitre 4 � Synthèse de pipeline d'un circuit synchrone

s0 op0
s1 op1

op2

op3

s2

s3

s4

op4

op5

s5

s6

s7

5 6

1

6

3

7

8 8 4

8

1

16

1

8

Figure 4.4 � Exemple de circuit C1

La propagation des données dans le circuit peut être représentée à l'aide d'un dia-

gramme de Gantt. Celui du circuitC1 est dessiné dans la Figure 4.5. Les opérateursop1,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

op0 op1 op4

op2 op5

op3

Figure 4.5 � Diagramme de Gantt du circuit C1

op2 et op3 doivent attendre la �n de l'exécution deop0 avant de pouvoir s'exécuter. C'est-

à-dire qu'avant que les données se soient propagées dans l'opérateurop0, ces opérateurs

ne traitaient pas de donnéesvalides. On observe que la latence du circuitC1 est de14

unités de temps.

Dans cet exemple, si l'on veut s'assurer que le circuit produit des données valides, une

première approche consisterait à ne fournir de nouvelles entrées que toutes les14 unités

de temps. Le circuit pourrait alors produire un nouveau résultat valide, au mieux toutes

les 14 unités de temps. On dit qu'il a unefréquence de fonctionnementde 1
14.

4.1.2 Le pipeline

Le pipeline est une construction permettant d'améliorer la fréquence de fonctionne-

ment d'un circuit synchrone et donc le débit, au prix d'une latence plus élevée. Si l'on

s'intéresse à une seule entrée, le temps d'exécution total du circuit pipeliné sera plus

élevé. Cependant, pour une succession d'entrées le circuit fournira plus fréquemment des

résultats.
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Le pipeline consiste à découper le circuit en plusieurs étapes de calcul appeléesétages.

Puis ces étages peuvent être � exécutés � en parallèle avec des jeux d'entrées di�érents.

Pour réaliser ce découpage, il faut pouvoir mémoriser les valeurs entre chaque étage.

Ceci est matérialisé par desregistresqui sont tout simplement des collections de bascules :

un registre den bits contient n bascules.

Un exemple de pipeline du circuitC1 est dessiné dans la Figure 4.6. Les registres

sont représentés par des rectangles bleus que traversent les signaux. Dans cet exemple, le

premier étage est l'ensemble des opérateursf op0; op2g, le deuxième estf op1; op5; op3g et

le troisièmef op4g.

s0 op0
s1 op1

op2

op3

s2

s3

s4

op4

op5

s5

s6

s7

5 6

1

6

3

7

8 8 4
8

1

16

1

8

Figure 4.6 � Circuit C1 avec pipelineP1

Considérons que le pipelineP1 a une fréquence de18 , c'est-à-dire que les registres du

pipeline sont synchronisés à un signal carré de fréquence1
8 . Le diagramme de Gantt du

circuit devient donc celui dessiné dans la Figure 4.7. Le registre en entrée impose une

nouvelle entrée toutes les8 unités de temps, ce qui correspond aux nouvelles lignes du

diagramme de Gantt (à partir du temps9 et à partir du temps 17). Entre les temps9

et 16, le deuxième étage s'exécute sur la première entrée, en même temps que le premier

étage s'exécute sur la deuxième entrée, etc.

L'intérêt du pipeline commence dès lors que tous les étages contiennent des données

valides à traiter. Dans cet exemple, à partir de la date17 le système est initialisé et peut

fonctionner à son débit nominal : un nouveau résultat est produit toutes les8 unités de

temps. Cependant, la latence du circuit est dégradée, il faut maintenant24 unités de

temps avant qu'une entrée soit traitée complètement par le circuit, contre14 unités de

temps dans le circuit sans pipeline.

Optimisation du pipeline Dans l'exemple du pipelineP1 de la Figure 4.6, on dé-

nombre (8) + (8 + 8 + 8 + 1) + (4 + 8 + 1 + 8) + (16 + 1 + 8) = 79 bascules. Il est en fait
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

op0 op2 op1 op4

op3

op5

op0 op2 op1

op3

op5

op0 op2

Figure 4.7 � Diagramme de Gantt du circuit C1 avec pipelineP1

possible de construire d'autres pipelines assurant la même fréquence de fonctionnement,

mais nécessitant moins de bascules. Un tel pipeline est donné dans la Figure 4.8. En e�et,

le pipeline P2 contient pour sa part (8) + (8) + (4 + 8) + (16 + 1 + 8) = 53 bascules. De

plus, comme le montre son diagramme de Gantt dessiné dans la Figure 4.9, il possède la

même fréquence de fonctionnement de18 .

s0 op0
s1 op1

op2

op3

s2

s3

s4

op4

op5

s5

s6

s7

5 6

1

6

3

7

8 8 4
8

1

16

1

8

Figure 4.8 � Circuit C1 avec pipelineP2

Il existe deux manières de réduire le nombre de bascules consommées par un pipeline :

� La première s'appelle le retiming et consiste à déplacer un opérateur d'un étage de

pipeline au précédent ou au suivant. En faisant cela, les registres séparant les étages

sont déplacés et peuvent ainsi être placés sur des signaux nécessitant moins de bits.

Par exemple, un registre en amont de l'opérateurop2 consommera8 bascules, alors

que des registres en aval consommeront8 + 1 = 9 bascules.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

op0 op1 op2 op4

op5

op3

op0 op1

op0

Figure 4.9 � Diagramme de Gantt du circuit C1 avec pipelineP2

� La deuxième est le partage de registres. Par exemple, plutôt que de placer un

registre en amont de l'opérateurop2 et un registre en amont de l'opérateurop3, il

vaut mieux partager un seul registre entre les deux opérateurs.

Le problème de la synthèse de pipeline optimal s'énonce de la manière suivante :

Problème 1 (Synthèse de pipeline optimal). Étant donné un circuit synchrone, construire

un pipeline assurant une fréquence de fonctionnement minimalef et minimisant les bas-

cules consommées.

4.1.3 Le pliage

Le pliage ou multiplexage temporelest une méthode permettant de réduire le nombre

d'opérateurs implémentés dans un circuit. Cette méthode est particulièrement intéressante

pour les applications qui nécessitent un faible débit par rapport à la fréquence de l'horloge.

C'est notamment le cas des applications de traitement du signal qui ont vocation à être

implémentées sur un FPGA, et qui nécessitent un taux d'échantillonnage très faible par

rapport à la fréquence du FPGA. Dans ce contexte, il peut être intéressant de fusionner

des portions de circuits similaires, c'est-à-dire de n'implémenter qu'une seule fois des

portions du circuit qui sont utilisées plusieurs fois et de séquencer leur accès en utilisant

un pipeline.

La Figure 4.10 présente un circuit dont une portion est � pliable �. Les opérateurs

opi et op0
i sont deux instances d'un même opérateur. Pour alléger la �gure, les tailles des
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signaux ne sont pas représentées ici.

s0 op0

op1

s1

s2

s4

s5 op2
s6

op3

op0
1

s3

s7

s8

op4

op0
2

s9

s10

op0
3

s11

4

1 2

4 1

1 2

4

Figure 4.10 � Circuit C2 pliable

Les portions de circuit encadrées en pointillés orange sont donc strictement similaires.

Il est alors possible de les fusionner, c'est-à-dire d'instancier une seule fois la portion dans

le circuit �nal.

Pour ce faire, il faut s'assurer que les portions de circuit fusionnées ne sont jamais

utilisées au même moment dans les deux parties du circuit. Cette opération est réalisée

grâce à un pipeline particulier. Un exemple de pipeline permettant le pliage du circuit est

présenté dans la Figure 4.11.

s0 op0

op1

s1

s2

s4

s5 op2
s6

op3

op0
1

s3

s7

s8

op4

op0
2

s9

s10

op0
3

s11

4

1 2

4 1

1 2

4

Figure 4.11 � Circuit C2 avec pipeline

Pour véri�er que ce pipeline permet e�ectivement le pliage du circuit, il su�t de

regarder son diagramme de Gantt. Ce dernier est dessiné dans la Figure 4.12.

Le pipeline a une fréquence de fonctionnement de1
5 . On observe dans ce diagramme

que les opérateurs deux à deux similaires (op1 et op0
1, etc) ne sont jamais exécutés en

même temps. Le pipeline permet donc de séquencer leur accès et le pliage est possible.

Il faut noter que dans le cas du pliage, la fréquence de fonctionnement du circuit est

l'inverse de la latence. Autrement dit, on attend que toutes les données soient traitées
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

op0 op3 op4 op0
3

op1 op2 op0
1 op0

2

Figure 4.12 � Diagramme de Gantt du circuit C2 avec pipeline

avant d'envoyer de nouvelles entrées. Dans notre cas d'étude, cette hypothèse de travail

découle du fait que la fréquence d'échantillonnage est très faible par rapport à la fréquence

d'horloge d'un FPGA. La majorité des travaux sur le pliage que l'on trouve dans la litté-

rature ne considère pas cette hypothèse de travail, car ils cherchent à optimiser le débit

du circuit (quantité de résultats produits par unité de temps). Dans notre cas, nous cher-

chons à ne pas dépasser une latence maximale, mais le débit n'est pas important. Il existe

tout de même d'autres travaux qui s'intéressent à ce cas particulier de pliage [Mö+15].

En�n, à partir de ce pipeline il est possible de construire un pliage, à l'aide de multi-

plexeurs, comme le montre la Figure 4.13. Chaque (dé)multiplexeur prend en entrée un

signal de sélectionsel qui évolue en fonction du signal d'horloge du pipeline. Dans notre

exemple, il vaut 0 dans les intervalles de temps[1; 5] et [11; 15], et il vaut 1 dans l'inter-

valle [6; 10]. Lorsque le signalsel vaut 0 le multiplexeur sélectionne la première entrée.

Par exemple, MUX1 sélectionne le signals1 sur les intervalles[1; 5] et [11; 15], et le signal

s6 sur l'intervalle [6; 10].

s0 op0

MUX1

sel

s1

MUX2

sel

s2

s3

s4

s1;6

s2;3

op1

s5;8

MUX3

sel

op2

s9;4

s6;10

op3
s11;7 s11

s7 op4

s9

4

1 2

4

1

Figure 4.13 � Circuit C2 plié

Comme précédemment, pour un certain motif de pliage, il est possible de construire

plusieurs pipelines permettant le pliage. Nous souhaitons obtenir celui qui minimise le

nombre de bascules consommées. Le problème de la synthèse de pipeline pliant optimal
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s'énonce donc de la manière suivante :

Problème 2 (Synthèse de pipeline pliant optimal). Étant donné un circuit synchrone et

un motif de pliage, construire un pipeline permettant le pliage et minimisant les bascules

consommées.

4.2 Synthèse de pipeline

Dans cette section, nous présentons des approches classiques de la littérature pour

résoudre le problème de pipeline optimal, c'est-à-dire le problème de la synthèse de pi-

peline minimisant les bascules consommées et assurant une fréquence de fonctionnement

minimale.

4.2.1 Bibliographie

Le problème de pipeline optimal a été initialement formalisé par Leiserson et Saxe

dans [LS91]. Leur approche part d'un circuit préalablement pipeliné (avec l'algorithme

glouton présenté dans la Section 4.2.2 par exemple) et le modélise par un graphe (dou-

blement) pondéré. Ils introduisent l'opération deretiming, qui permet de déplacer des

registres dans le circuit sans altérer son comportement fonctionnel. En se basant sur cette

opération, ils reformulent le problème de pipeline optimal en un problème de �ot à coût

minimum et propose donc une solution. Ce résultat est amélioré plus tard par les auteurs

de [HMB07] qui reformulent en un problème de �ot maximum itératif. Cette solution

s'avère bien plus e�cace pour des circuits de grandes tailles. Elle est implémentée au

niveau de la synthèse logique ou synthèse Register Transfer Level (RTL), dans l'outil

ABC [Ber], qui est à notre connaissance l'état de l'art actuel.

Ces algorithmes basés sur le retiming sont principalement mis en ÷uvre au niveau de

la synthèse logique dans les outils des fournisseurs de FPGA (par exempleXilinx Vivado ).

L'inconvénient de cette approche est qu'elle ne modélise pas la propagation des données

dans le circuit. Le problème de pliage, c'est-à-dire le problème de synthèse d'un pipeline

permettant le pliage, devient alors complexe à résoudre. De plus, cette approche nécessite

la construction d'un pipeline au préalable. Ceci n'est pas une forte contrainte, comme

nous allons le voir par la suite.

80



4.2. Synthèse de pipeline

4.2.2 Algorithme glouton

Dans cette section, nous nous intéressons à la construction d'un pipeline assurant une

fréquence de fonctionnement minimalef = 1
T pour un circuit synchrone. L'algorithme

présenté est un algorithme glouton � dès que possible � qui ne vise pas l'optimal en terme

de minimisation des bascules consommées par le pipeline. On trouve cependant des cas

concrets d'utilisation dans des outils, comme FloPoCo [ID17], du fait de sa simplicité

d'implémentation et de sa faible complexité algorithmique.

FloPoCo [DP11] est un outil de synthèse d'opérateurs arithmétiques (en particulier)

sur des �ottants avec une précision arbitraire. Il génère des circuits pipelinés (décrits

en VHDL) à partir d'informations sur la cible FPGA et d'une demande de fréquence

minimale de fonctionnement.

Pour expliquer le fonctionnement de l'algorithme glouton, les auteurs de [ID17] s'ap-

puient sur un graphe des dépendances des signaux du circuit. Ici, nous nous baserons sur

le modèle de graphe pondéré tel qu'introduit par Leiserson et Saxe. L'algorithme présenté

ici est donc légèrement di�érent, mais le principe général reste le même.

Le circuit synchrone est modélisé par un graphe dirigé doublement pondéréG =

(V; E; d; w). Dans lequel, les n÷udsV et les arêtesE représentent respectivement les

opérateurs et les signaux du circuit. À chaque n÷udv 2 V est attribué un poids �xe

d(v) qui représente le temps de propagation dans l'opérateur et à chaque arêtee 2 E

est attribué un poids w(e) qui représente le nombre de registres que traverse le signal.

Initialement, toutes les arêtese 2 E ont un poids nulw(e) = 0 , l'objectif est de déterminer

les valeurs de ces poids. De plus, est ajouté un n÷ud supplémentairevh 2 V depuis lequel

partent tous les signaux d'entrée et arrivent tous les signaux de sortie du circuit.

Reprenons l'exemple de circuitC1 dessiné dans la Figure 4.14. Ce dernier est modélisé

par le grapheG1 = ( V; E; d; w) dessiné dans la Figure 4.15, dans lequel les n÷udsvi

et les arêtesej représentent respectivement les opérateursopi et les signauxsj . À noter

que le signals1 est représenté par trois arêtese11, e12 et e13 qui correspondent aux trois

branchements dans le circuit. En�n, les poidsd et w sont représentés respectivement en

rouge et en bleu.

L'idée de l'algorithme glouton est d'évoluer dans le graphe depuis les entrées jusqu'aux

sorties, de cumuler les délais des opérateurs, et dès que le délai cumulé dépasse la période

de fonctionnement objectifT de placer un registre. Pour ce faire, untiming (c; � ) est

associé à chaque arêtee 2 E du graphe. Le nombre de cyclesc correspond au nombre de

registres sur le chemin le plus long depuis un signal d'entrée jusqu'au signal représenté par
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s0 op0
s1 op1

op2

op3

s2

s3

s4

op4

op5

s5

s6

s7

5 6

1

6

3

7

8 8 4

8

1

16

1

8

Figure 4.14 � Exemple de circuit C1
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Figure 4.15 � Graphe G1 = ( V; E; d; w) modélisant le circuit C1 avant construction du
pipeline

e. � est le chemin critique, c'est-à-dire les délais des opérateurs cumulés sur le chemin,

depuis le dernier registre (ou signal d'entrée) jusqu'àe. Lorsqu'un nouveau délai� est

ajouté, la formule suivante est appliquée au timing :

(c; � ) + � =

 

c +

$
� + �

T

%

; � �

 

1 �

$
� + �

T

%!

+ �

!

Notons que cette formule ne fonctionne que si
j

� + �
T

k
2 f 0; 1g. Sinon, dans le cas où

j
� + �

T

k
> 1, cela signi�e que le délai ajouté� est plus grand que la période objectifT et le

pipeline n'est pas faisable.

L'Algorithme 8 présente une version de l'algorithme glouton. Les timings de toutes les

arêtes sont initialisés à(+ 1 ; + 1 ), sauf pour les arêtes succédantvh qui sont initialisées

à (0; 0). Une liste d'attente waiting contient toutes les arêtes en attente de traitement. À

chaque tour de boucle, une arête(v; v0) est sélectionnée et le maximum des timings (ordre
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4.2. Synthèse de pipeline

lexicographique) de ses prédécesseurs(vp; v) est calculé. S'il est di�érent de(+ 1 ; + 1 ),

c'est-à-dire que tous les prédécesseurs ont un timing attribué, alors le timing de(v; v0) est

calculé et ses successeurs(v0; vs) sont ajoutés à la liste d'attente. Sinon l'arête retourne

dans la liste d'attente. Les successeurs du n÷udvh ne sont jamais ajoutés dans la liste

d'attente, pour éviter une boucle in�nie.

Algorithme 8. Algorithme de construction de pipeline glouton

1: 8e 2 E, timing [e]  (+ 1 ; + 1 )

2: waiting  fg

3: for al l (vh; v) 2 E do

4: timing [(vh; v)]  (0; 0)

5: for al l (v; v0) 2 E do

6: waiting  waiting [ f (v; v0)g

7: end for

8: end for

9: while waiting 6= ; do

10: select and remove(v; v0) from waiting

11: (c; � )  max
(vp ;v)2 E

(timing [(vp; v)])

12: if (c; � ) 6= (+ 1 ; + 1 ) then

13: (c0; � 0)  (c; � ) + d(v)

14: if v0 6= vh then

15: for al l (v0; vs) 2 E do

16: waiting  waiting [ f (v0; vs)g

17: end for

18: end if

19: else

20: waiting  waiting [ f (v; v0)g

21: end if

22: end while

La Figure 4.16 représente l'algorithme glouton en cours d'exécution sur le graphe

G1. La période objectif pour le pipeline est 8. Les valeurs de la liste des timings sont

représentées en violet sous les arêtes. Un timing a déjà été attribué à toutes les arêtes,

exceptéese6 et e7. Pour le calcul du timing de e7, il su�t d'ajouter le délai de v5 au

timing de e4 : (0; 6) + 7. Or, on dépasse la période objectif de 8, donc on passe au cycle
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Chapitre 4 � Synthèse de pipeline d'un circuit synchrone

suivant, on obtient le timing (1; 7). En�n, pour calculer le timing de e6, il faut prendre le

maximum (lexicographique) entre les timings dee2 et e3. Puis, on ajoute le délai dev4,

ce qui nous donne poure6 le timing (1; 6) + 3 = (2 ; 3).
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v55
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(1; 6)e3

(0; 6)
e4

(0; 6)

e6

(+ 1 ; + 1 )

e7
(+ 1 ; + 1 )

e5
(1; 6)

Figure 4.16 � Construction du pipeline de période 8 sur le grapheG1 avec l'algorithme
glouton

Notons que si la sélection de l'arête dans la liste d'attente n'est pas déterministe,

l'algorithme peut boucler indé�niment sur une même arête. Pour résoudre ce problème,

les arêtes peuvent être triées et sélectionnées par ordre lexicographique de leur timing,

comme le propose les auteurs de [ID17].

En�n, notons que si le circuit possède une boucle, l'algorithme ne fonctionne pas. En

fait, il est impossible de construire un pipeline sur un circuit possédant une boucle si

cette dernière a un chemin critique supérieure à la période de fonctionnement objectif

T. Il est impossible d'ajouter un registre dans une boucle sans altérer le comportement

fonctionnel du circuit. Par contre, si la boucle a un chemin critique inférieur à la période

de fonctionnement objectif, elle peut être considérée comme un seul opérateur dont le

délai est le chemin critique de la boucle.

Dans la pratique, on peut souvent considérer les circuits synchrones comme sans

boucle. Lorsqu'ils en ont, elles contiennent desregistres fonctionnels, c'est-à-dire des re-

gistres cadencés à une fréquence di�érente de celle du pipeline, typiquement des registres à

la fréquence d'échantillonnage pour une application de traitement de signal. Or, dans nos

cas d'étude la fréquence d'échantillonnage est largement inférieure à celle du pipeline. Ces

registres fonctionnels peuvent alors être considérés comme des entrées/sorties du système.

Ceci sera expliqué plus en détail dans les expériences du Chapitre 5.
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4.2. Synthèse de pipeline

4.2.3 Leiserson & Saxe

Leiserson et Saxe proposent une solution au problème de pipeline optimal dans [LS91].

Ils se basent sur un pipeline déjà existant qui assure la fréquence de fonctionnement

minimale. Ce dernier peut par exemple être synthétisé à partir d'un algorithme glouton

comme vu précédemment.

Ils modélisent le circuit par un graphe doublement pondéréG = ( V; E; d; w), de la

même manière que nous l'avons fait pour présenter l'algorithme glouton. Cependant,

cette fois ci, les valeurs dew sont initialisées en fonction du pipeline initial.

Reprenons l'exemple de circuitC1 avec un pipelineP1 généré à partir d'un algo-

rithme glouton dessiné dans la Figure 4.17. Ce dernier est modélisé par le grapheG0
1 =

(V; E; d; w0) dessiné dans la Figure 4.18.
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Figure 4.17 � Exemple de circuit C1 avec pipelineP1
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Figure 4.18 � Graphe G0
1 = ( V; E; d; w0) modélisant le circuit C1 avec pipelineP1

Remarquons que, dans un premier temps, les tailles des signaux ne sont pas modélisées.
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Ils introduisent ensuite la notion deretiming, qui consiste à déplacer les registres dans

le circuit sans altérer son comportement fonctionnel. Unretiming r associe à chaque n÷ud

du graphe un retardr (v) 2 Z, qui correspond au nombre de cycles ajoutés (ou supprimés

si r (v) < 0) avant l'exécution de l'opérateur. Le graphe obtenu à partir deG auquel

est appliqué le retimingr est le grapheGr = ( V; E; d; wr ), tel que 8e = ( u; v) 2 E,

wr (e) = w(e) + r (v) � r (u). Cette équation assure le maintien de la synchronisation dans

le circuit. Un retiming est légal s'il véri�e 8e = ( u; v) 2 E, w(e) � r (u) � r (v), c'est-à-dire

s'il n'engendre pas un nombre négatif de registres (wr (e) � 0).

Considérons dans un premier temps que l'ensemble des signaux du circuit sont sur 1

bit. Le nombre total de bascules du pipeline est doncS(G) =
P

e2 E w(e). Après application

du retiming, le nombre total de bascules devient :

S(Gr ) =
X

(u;v )2 E

wr ((u; v))

=
X

(u;v )2 E

(w((u; v)) + r (v) � r (u))

= S(G) +
X

(:;v)2 E

r (v) �
X

(u;:)2 E

r (u)

= S(G) +
X

v2 V

r (v)(F I (v) � FO(v))

où F I (v) (resp. FO(v)) est le nombre d'arêtes entrantes (resp. sortantes) dev (Fan-In et

Fan-Out).

Minimiser S(Gr ) revient alors à minimiser la quantité
P

v2 V r (v)(F I (v) � FO(v)) qui

est une combinaison linéaire desr (v), car F I (v) � FO(v) est constant pour chaque n÷ud

v. S'ajoute à cela l'ensemble des contraintes8e = ( u; v) 2 E, w(e) � r (u) � r (v). On

obtient alors un problème d'optimisation linéaire.

Dans l'objectif d'ajouter la contrainte de fréquence minimale de fonctionnement du

pipeline, Leiserson et Saxe introduisent deux objets (dé�nis pour deux n÷uds quelconques

du grapheu et v) :

� W(u; v) le nombre de registres minimal sur tous les chemins du graphe allant deu

à v, et

� D(u; v) la latence maximale parmi tous les chemins du graphe allant deu à v et

possédant un nombre de registres égal àW(u; v).

Ils démontrent que pour assurer une fréquence minimale de fonctionnementf = 1
T dans
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le circuit retimé Gr , il su�t de véri�er que pour tous n÷uds u; v 2 V, si D(u; v) > T

alors r (u) � r (v) � W(u; v) � 1. Les quantitésW(u; v) et D(u; v) étant �xes (elles sont

propres au graphe initialG), cela ajoute simplement de nouvelles contraintes linéaires au

problème.

D'autre part, ils démontrent que la taille des signaux peut être simplement prise en

compte en appliquant un coût� (e) à chaque arête du graphee proportionnel à la taille

du signal qu'il représente. L'objectif du problème d'optimisation n'est plus de minimiser
P

v2 V r (v)(F I (v) � FO(v)), mais devient alors minimiser la quantité
P

v2 V r (v)(
P

e=( :;v)2 E � (e) �
P

e=( v;:)2 E � (e)) .

En�n, ils sont capables de modéliser le partage du registre entre les opérateurs utilisant

le même signal. Pour ce faire, il ajoute au graphe des n÷uds et des arêtes factices. Nous

ne rentrerons pas dans les détails de cette modélisation ici.

Comme annoncé précédemment, Leiserson et Saxe indiquent que ce problème est en

fait équivalent à un problème de �ot à coût minimum. Mais nous ne rentrerons pas dans

les détails de cette équivalence, car dans l'implémentation que nous avons réalisé de leur

approche nous nous sommes contenté de résoudre le problème d'optimisation linéaire.

4.3 Synthèse de pipeline à partir d'un modèle RTPN

Dans cette section, nous présentons notre approche pour résoudre le problème du

pipeline optimal, c'est-à-dire la synthèse d'un pipeline assurant une fréquence de fonc-

tionnement minimale et minimisant les bascules consommées. Elle s'appuie sur une mo-

délisation du circuit synchrone par un Réseau de Petri Temporisé avec reset et transitions

retardables (RTPN) et déduit le pipeline à partir de l'application de sa sémantique.

4.3.1 Bibliographie

Comme l'ont introduit Leiserson et Saxe, un circuit synchrone peut-être modélisé par

un graphe dirigé pondéré. L'intuition est en fait un Graphe de Marquage (aussi appelé

Graphe d'Événement) qui est une sous-classe des Réseaux de Petri dans laquelle chaque

place possède un seul arc entrant et un seul arc sortant. En raison de leur nature concur-

rente, les Réseaux de Petri ont été largement utilisés pour analyser et optimiser des

propriétés temporelles de circuits synchrones et asynchrones : [Buf+07 ; Cam+92 ; NB13 ;

SB06].

87



Chapitre 4 � Synthèse de pipeline d'un circuit synchrone

Ils se sont avérés particulièrement e�caces dans les systèmes insensibles à la latence,

c'est-à-dire les systèmes dont le comportement fonctionnel ne dépend pas de la latence

de chacun des sous-systèmes. Bu�stov et al. [Buf+07] étendent les travaux de Leiserson

et Saxe sur les systèmes insensibles à la latence, en combinant leretiming et le recy-

cling, c'est-à-dire l'insertion de bulles (registres sans valeur informative), a�n de réduire

le nombre total de registres tout en garantissant un débit minimum. Plus récemment, Jo-

sipovic et al. [Jos+20] proposent une optimisation temporelle des circuits générés à partir

d'une description High Level Synthesis (HLS) avec des structures de�ot de contrôle.

Ils extraient des sous-circuitschoice-free(sans structure de contrôle) et leur appliquent

l'approche de Bu�stov et al. [Buf+07].

Des progrès ont également été réalisés sur les circuits asynchrones, par le biais du

slack matchingqui consiste à insérer un registre tampon pour éviter les attentes. Najibi et

al. [NB13] concentrent leur travail sur les circuits asynchrones conditionnels avec plusieurs

modes de fonctionnement et une probabilité d'utiliser chaque mode. Ils décomposent le

problème duslack matching de tels systèmes en Chaînes de Markov pour le changement

de mode et en Réseaux de Petri pour le placement des tampons.

Tous ces travaux partagent la même approche de résolution : déduire les contraintes

temporelles de la structure du Réseau de Petri, et se ramener à un problème d'optimi-

sation linéaire. Notre approche consiste au contraire à utiliser la sémantique des PNs et

synthétiser le pipeline directement à partir de ses états. L'exploration explicite des états

o�re ainsi la possibilité de véri�er des propriétés logiques ou temporelles sur le circuit

pipeliné produit.

4.3.2 Modélisation d'un circuit synchrone par un RTPN

Le circuit est modélisé par un RTPN dont les transitions représentent les opérateurs

et les places représentent les signaux. Le marquage du réseau représente les positions des

registres de l'étage courant du pipeline, l'actionreset �xe les positions d'un étage. Un

pipeline complet du circuit est construit à partir d'une exécution du RTPN. Parmi toutes

les exécutions du modèle, nous pourrons choisir celle qui engendre un pipeline optimal.

Pour la construction du pipeline, nous visons la minimisation du nombre total de bas-

cules (registre 1 bit), et nous étendons donc notre modèle avec des coûts qui représentent

le nombre de bascules d'un pipeline donné. Rappelons que les circuits considérés sont

�nis avec des boucles dépliées, nous nous concentrons alors uniquement sur les exécutions

�nies des RTPNs : l'ajout d'un coût uniquement croissant n'a�ectera pas la terminaison.
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RTPN à coût La classe RTPN est étendue avec un coût associé à chaque place et une

fonction de coût pour un marquage du réseau.

Dé�nition 29 (CRTPN) . Un RTPN à coût (CRTPN) est un tuple (N ; C; ! ) où N =

(P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; I reset; M0) est un RTPN et

� C: P ! N représente le coût associé à chaque place ;

� ! : NP ! N est la fonction de coût de marquage (un marquageM 2 NP ).

Une fonction classique de marquage est! (M ) =
P

p2 P M (p) �C(p) qui est la somme des

marquages pondérés par les coûts. Mais cette fonction n'est pas nécessairement linéaire,

comme nous le verrons dans la modélisation des branchements (lorsqu'un signal du circuit

est utilisé par plusieurs opérateurs).

Nous dé�nissons de plus le coût d'une exécution, comme étant le coût cumulé des

marquages à la suite d'unreset.

Dé�nition 30 (Coût d'une exécution). Le coût 
( � ) d'une exécution� est le coût de

marquage cumulé des états immédiatement après chaque transitionreset, en commençant

par le coût du marquage initial.

Elle est dé�nie inductivement sur une exécution� n = � n� 1
� n�! qn , avec � n 2 R+ � [

2T [ f resetg et qn = ( M n ; vn ; � n ) 2 Q par :

� 
( q0) = ! (M 0)

� 
( � n ) =

8
><

>:


( � n� 1) + ! (M n ) si � n = f resetg


( � n� 1) sinon

Du circuit vers le modèle Pour modéliser un circuit synchrone avec un RTPN à coût,

nous nous appuyons sur un ensemble derègles.

Intéressons-nous encore une fois à l'exemple de circuitC1 dessiné dans la Figure 4.19a.

Dans la suite, un circuit est considéré comme étant un graphe dirigé pondéré

(V; E; d; � ), dans lequelV = Op ] B est l'ensemble des opérateursOp joint à l'ensemble

des points de branchementsB , et E est l'ensemble des signaux. À la suite d'un point

de branchement, des signaux supplémentaires sont dé�nis pour représenter les arêtes du

graphe (sur l'exemple de la Figure 4.19a le signals1 donne trois signauxs11, s12 et s13

après le branchement). En�n, les poidsd et � représentent respectivement les temps de

propagation des opérateursd(op) et les tailles des signaux� (s) (nombre de bits).
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(b) Modèle CRTPN N1 du circuit C1

Figure 4.19 � Modélisation d'un circuit avec un CRTPN

Le CRTPN ((P; T; TD ;� (:); (:)� ; �; I reset; M0); C; ! ) produit à partir du circuit de la Fi-

gure 4.19a est représenté sur la Figure 4.19b et est obtenuvia 7 règles. Les quatre pre-

mières règles permettent d'assurer la préservation des éléments du circuit, ainsi que les

interconnexions :

règle 1 : 9� e : E 7! P une bijection, avec8s 2 E, C(� e(s)) = � (s) ;

règle 2 : 9� v : V 7! T une bijection, avec8op 2 Op, � (� v(op)) = d(op) et 8b 2 B , � (� v(b)) =

0;

On notera T = TOp ] TB avecTOp = � v(Op) et TB = � v(B ).

règle 3 : Si s 2 E est un signal entrant dev 2 V , alors � t(p) = 1 avect = � v(v) et p = � e(s) ;

règle 4 : Si s 2 E est un signal sortant de v 2 V , alors t � (p) = 1 avec t = � v(v) et

p = � e(s) ;

Un signal et sa taille sont respectivement modélisés par une place et le coût associé.

Dans la Figure 4.19b, les coûts sont représentés en vert en dessous des places. Un opérateur

et son délai de propagation sont modélisés par une transition et le délai de tir de celle-ci.
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De plus, à chaque point de branchement est associé une transition avec un délai de tir nul

(b1 dans cet exemple). Son objectif est de permettre le placement d'un étage de pipeline

soit avant le branchement (s1), soit sur une branche particulière de sortie (s11, s12 ou s13).

Les règles 3 et 4 dé�nissent les fonctions d'incidence qui préservent la structure du réseau.

Tous les signaux d'entrée sont considérés synchrones, ce qui équivaut à les avoir tous

sur le premier étage du pipeline. Dans le modèle, ceci s'exprime par le marquage initial

M 0 et est lié à la règle 5 :

règle 5 : Si s est un signal d'entrée (ne sortant d'aucun opérateur), alorsM 0(p) = 1 sinon

M 0(p) = 0 , avecp = � e(s) ;

L'opération resetcorrespond au passage d'un étage de pipeline au suivant et réinitialise

ainsi les horloges du CRTPN pour l'étage suivant. La règle 6 dé�nit la limite maximale

de l'intervalle de réinitialisation :

règle 6 : I reset = 1
f ;

Le temps écoulé depuis la dernière réinitialisation est stocké dansv(reset). La séman-

tique impose qu'une réinitialisation ne peut se produire que siv(reset) 2 I reset, et donc si

la borne maximale est �xée à1
f , alors le pipeline produit peut fonctionner au moins à la

fréquencef . Ici 1
f , et dans la suite 1

2f , sont supposés être dansN, mais ils peuvent être

rationnels sans changer les résultats (il su�t d'appliquer un facteur à tous les délais du

modèle pour se ramener à des valeurs entières).

La fonction de coût donne le nombre total de bascules nécessaires dans l'étage courant

du pipeline :

règle 7 : On dé�nit POp = f p 2 P j 9t 2 TOp; t � (p) = 1 g et PB (p) = f p0 2 P j 9t 2

TB ;� t(p) = 1 et t � (p0) = 1 g.

Alors 8M 2 f 0; 1gP , ! (M ) =
P

p2 POp
C(p) � max(M (p); maxp02 PB (p) (M (p0))) .

En e�et, le coe�cient de coût d'une place correspond à la taille du signal, et par

conséquent indique le nombre de bascules nécessaires. Le calcul du coût prend en compte

le cas particulier des points de branchement et la mutualisation éventuelle des registres en

sortie d'un point de branchement. C'est pourquoi le coût des places après une transitiont

modélisant un branchement à la suite de la placep est C(p) � maxp02 PB (p)(M (p0)) . Le coût

partagé entre les places� e(s11), � e(s12) et � e(s13) est représenté dans la Figure 4.19b par

un rectangle vert en pointillé dont le coût est dé�ni en dessous.

En�n, dans un premier temps toutes les transitions du réseau sont dé�nies comme

étant retardables :T = TD .
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Ces règles de traduction sont su�santes pour dé�nir le modèle du circuit. Celui-ci va

permettre de déterminer l'ensemble des pipelines possibles, et par conséquent trouver le

pipeline optimal, c'est-à-dire celui qui minimise les ressources tout en assurant une fré-

quence minimale de fonctionnement. Cependant, en pratique, nous sommes rapidement

confrontés à une explosion combinatoire lors de l'évaluation de l'espace d'état. Des heu-

ristiques sont proposées dans la suite pour limiter le nombre de transitions retardables et

pour dé�nir une borne inférieure de l'intervalle dereset. Ceci explique pourquoi dans la

Figure 4.19b, les opérateursop0 et op5 ne sont pas associés à des transitions retardables

et l'intervalle de reseta une borne inférieure non nulle.

4.3.3 Construction du pipeline

Notre approche se base sur la sémantique des CRTPNs pour synthétiser le pipeline du

circuit. Nous montrons ici comment le pipeline est généré à partir d'exécutions du modèle.

Synthèse du pipeline Remarquons dans un premier temps que la sémantique des

CRTPNs assure le maintien de la synchronisation des signaux dans le circuit. En e�et, un

opérateur du circuit décompte son temps de calcul dès lors que tous les signaux en amont

sont disponibles, ce qui se traduit dans le modèle par la sensibilisation des transitions à

partir du moment où les places en amont ont un jeton.

Le marquage, c'est-à-dire la position des jetons dans le réseau, représente le placement

des registres dans le circuit. Chaque état atteignable du modèle représente un étage de

pipeline possible du circuit réel. La valeur d'horloge duresetreprésente le temps écoulé

dans l'étage de pipeline courant. L'actionresetdé�nit le passage d'un étage de pipeline

au suivant, c'est-à-dire le placement d'un ensemble de registres �xant les limites d'un

étage. Le pipeline complet est construit en parcourant une branche du graphe d'état et

en accumulant les opérations dereset.

L'exécution optimale (avec le coût minimal)� 1 du CRTPN N1 est dessinée dans la

Figure 4.20a. Elle est enrichie de l'évolution de son coût cumulé, en vert.

Le pipeline synthétisé à partir de cette exécution est dessiné dans la Figure 4.20b. Les

registres délimitant les étages de ce pipeline correspondent aux marquages de l'exécution

qui succèdent chaquereset. Dans la Figure 4.20a les états succédant unresetsont encadrés

en cyan.

Notons M i le marquage de chaque étatqi . Le coût de l'exécution� 1 se calcule de la
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f s0g
v(op0) = 0
v(reset) = 0

! (M 0) = 8

f s0g
v(op0) = 5
v(reset) = 5

f s1g
v(b1) = 0
v(reset) = 5

f s11; s12; s13g
v(op1) = 0
v(op2) = 0
v(op3) = 0
v(reset) = 5

f s11; s12; s13g
v(op1) = 0
v(op2) = 0
v(op3) = 0
v(reset) = 0

f s11; s12; s13g
v(op1) = 6
v(op2) = 6
v(op3) = 6
v(reset) = 6

f s2; s12; s13g
v(op2) = 6
v(op3) = 6
v(reset) = 6

f s2; s12; s13g
v(op2) = 0
v(op3) = 0
v(reset) = 0

f s2; s12; s13g
v(op2) = 1
v(op3) = 1
v(reset) = 1

f s2; s3; s4; s13g
v(op3) = 1
v(op4) = 0
v(op5) = 0
v(reset) = 1

f s2; s3; s4; s13g
v(op3) = 8
v(op4) = 7
v(op5) = 7
v(reset) = 8

f s5; s6; s7g
v(reset) = 8

f s5; s6; s7g
v(reset) = 0

5

f op0g

f b1g

f resetg +8

6

f op1g

f resetg +12

1

f op2g

7

f op3; op4; op5g

f resetg +25

q0

q1

q2

q3

q4 q5

q6 q7
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q12

(a) Exécution optimale � 1 du CRTPN N1
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(b) Pipeline correspondant du circuit C1

Figure 4.20 � Synthèse d'un pipeline avec un CRTPN

manière suivante :


( � 1) = ! (M 0) + ! (M 4) + ! (M 7) + ! (M 12)

= ( C(s0)) + ( C(s1)) + ( C(s1) + C(s2)) + ( C(s5) + C(s6) + C(s7))

= (8) + (8) + (8 + 4) + (8 + 16 + 1) = 53

Le coût du marquageM 4 est obtenu par

! (M 4) = C(s1) � max(M 4(s1); M4(s11); M4(s12); M4(s13)) = C(s1), et de même pour le

marquageM 7.

Heuristiques Le modèle CRTPN produit par les règles dé�nis précédemment, dans

lequel toutes les transitions sont retardables, permet de synthétiser le pipeline optimal,
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c'est-à-dire celui qui minimise les bascules tout en assurant une fréquence de fonctionne-

ment minimale f . Cependant en pratique, cette construction conduit à une explosion de

l'espace d'états. Nous proposons donc des heuristiques de construction qui se concentrent

sur des points essentiels pour économiser des ressources, tout en réduisant considérable-

ment la taille de l'espace d'états.

Les transitions retardables permettent de relaxer les contraintes du modèle et ainsi

d'explorer plus d'états (et donc plus de placement de registres). Nous proposons deux

utilisations de ces transitions retardables.

heuristique 1 : 8t 2 TOp, si
P

p2 P C(p) �� t(p) <
P

p2 P C(p) � t � (p), alors t 2 TD .

Lorsqu'un opérateur a un bus d'entrée plus large que son bus de sortie, il peut être avan-

tageux de placer les registres sur son bus d'entrée plutôt que son bus de sortie. Traduire

cet opérateur par une transition retardable permet d'explorer cette possibilité. En e�et,

au cours d'une exécution les jetons peuvent être conservés en amont d'une transition re-

tardable, jusqu'au prochainreset. Dans l'exemple de la Figure 4.19b, les opérateursop2

et op4 sont modélisés par des transitions retardables en suivant cette heuristique.

heuristique 2 : 8t 2 TOp, si 9tB 2 TB ; p 2 P tel que

t �
B (p) = � t(p) = 1 , alors t 2 TD .

Les opérateurs qui succédent un point de branchement peuvent mutualiser leurs registres

(ils utilisent le même signal) dans l'objectif d'économiser des bascules. Ainsi traduire ces

opérateurs par des transitions retardables permet d'explorer des pipelines dans lesquel

les registres sont maintenus en amont, et donc o�re la possibilité de les mutualiser. Dans

l'exemple de la Figure 4.19b, les opérateursop1, op2 et op3 sont modélisés par des transi-

tions retardables en suivant cette heuristique.

L'intervalle de reset o�re plus de �exibilité qu'un singleton. Il permet d'explorer

d'autres con�gurations de pipeline avec des étages plus court (en termes de chemin cri-

tique) que la période de fonctionnement. Cependant, si les étages sont trop courts, cela a

pour e�et d'augmenter le nombre d'étages et par conséquent le nombre de registres. La

borne inférieure de l'intervalle deresetpeut être �xée à 1
2f , ce qui donne :

heuristique 3 : I reset =
h

1
2f ; 1

f

i

Pour comprendre l'intuition derrière cette heuristique, on peut faire une analogie avec

le théorème d'échantillonage de Shannon où lereset correspond à l'échantillonage : si

l'on fait un resetavant 1
2f il va y avoir un chevauchement d'états, c'est-à-dire que nous

visiterons le même état (avec unresetsupplémentaire) deux fois.
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En�n, lorsque nous explorons le graphe d'états d'un CRTPN, nous élagons à la volée

les branches pour lesquelles le coût est moins bon. Autrement dit, si nous atteignons un

état déjà visité avec un coût moins bon, nous n'explorons pas ses successeurs.

4.3.4 Résultats expérimentaux

Notre approche est évaluée par une phase expérimentale sur des circuits générés par

l'outil FloPoCo [DP11]. Nous comparons les résultats obtenus par un algorithme glouton,

la méthode de Leiserson et Saxe et notre approche basée sur les CRTPNs.

FloPoCo est un générateur de circuits performant des opérations arithmétiques sur

nombre à virgules �ottantes (entre autres). Il génère des circuits décomposés en de nom-

breux opérateurs élémentaires dont les délais sont estimés par des heuristiques internes.

Pour les expériences, nous nous basons sur FloPoCo version 5 (version non stable sur git

au moment des expériences) pour générer un circuit avec un pipeline de base assurant

une fréquence de fonctionnement minimale.

Le pipeline est synthétisé par une approche � dès que possible � (ou gloutonne). Avec

notre approche basée sur le modèle CRTPN, nous partons d'un circuit nu, nous n'avons

pas besoin d'un pipeline préalablement synthétisé.Un pipeline initial est par contre utilisé

dans l'approche de Leiserson et Saxe.

Notre échantillon est composé de quatre opérateurs sur des �ottants en précision simple

(8 bits pour l'exposant et 23 bits pour la mantisse) : un additionneur, un multiplieur, un

diviseur et une racine carrée. Les résultats sont présentés dans le Tableau 4.1. Les opé-

rateurs arithmétiques contiennent un grand nombre d'opérateurs (de 108 à 189) et de

signaux internes (de 165 à 316) ce qui dé�ni la granularité et la scalabilité des approches.

Les fréquences objectifs sont choisies pour être proches des fréquences maximales faisables

par le circuit, avec les estimations des délais fournies par FloPoCo sur une cible Xilinx Vir-

tex 6. L'objectif est de montrer l'intérêt d'optimiser le pipeline sur des circuits fortement

contraints, avec un grand nombre d'étages.

Toutes les approches produisent le même nombre d'étages de pipeline dans chaque

exemple de circuit. Le pourcentage d'amélioration est évalué par rapport aux résultats

fournis par l'approche gloutonne. L'approche basée sur un CRTPN réduit le nombre de

bascules (notés FF pour�ip-�op ) de 12% jusqu'à 34%, et ne donne jamais un résultat

pire que celui de l'approche gloutonne. C'était attendu, car l'approche gloutonne est en

fait une exécution possible du CRTPN.

L'heuristique 1 ajoute des transitions retardables pour les opérateurs qui ont un bus

95



Chapitre 4 � Synthèse de pipeline d'un circuit synchrone

Table 4.1 � Synthèse de pipelines des opérateurs arithmétiques sur des �ottants générés
par FloPoCo. Résultats obtenus par les trois approches : algorithme glouton, CRTPNs
et Leiserson & Saxe. Les paramètres des opérateurs sont les tailles des signaux d'entrée
(exposant, mantisse).(s,del) donne le nombre d'états analysés et le nombre de transitions
retardables. Lorsque les heuristiques 1 et 2 sont utilisées, le nombre de transitions retar-
dables est limité manuellement.
Le nombre de bascules est mesuré sur les modèles de circuits, et non pas sur les cir-
cuits synthétisés. Les optimisations réalisées par un outil EDA ne sont donc pas prises en
compte ici.

FPAdd(8,23) FPMult(8,23) FPDiv(8,23) FPSqrt(8,23)
500 MHz 500 MHz 500 MHz 500 MHz

taille circuit (ops, sigs) (108,165) (151,237) (116,197) (189,316)
Étages de pipeline 16 7 30 25

Glouton Time (s) 0.01 0.01 0.01 0.01
Nb FF 2080 671 3480 2085

CRTPN Time (s) 0.06 0.02 0.10 0.06
(sans states analysed 418 110 1711 215
retardable) Nb FF 1999 671 3182 2082

Amélioration (%) 3.9% 0.0% 8.6% 0.1%

CRTPN Time (s) 1.35 0.47 0.44 4.12
(avec s - del 8368 - 8 2001 - 7 4711 - 13 15946 - 51
heuristique 1) Nb FF 1852 437 3158 1595

Amélioration (%) 11.0% 34.9% 9.3% 23.5%

CRTPN Time (s) 270.8 170.48 325.5 238.76
(avec s - del 410513 - 25 223741 - 23 489423 - 55 362375 - 70
heuristiques 1+2) Nb FF 1815 437 2816 1590

Amélioration (%) 12.7% 34.9% 19.1% 23.7%

Leiserson Time (s) 0.83 1.90 0.76 1.49
et Saxe Nb FF 1703 437 2599 1306

Amélioration (%) 18.1% 34.9% 25.3% 37.4%

96



4.3. Synthèse de pipeline à partir d'un modèle RTPN

d'entrée plus large que leur bus de sortie. Elle donne de très bons résultats, elle permet

une grande réduction des bascules avec peu de transitions retardables ajoutées (à part

dans le cas de l'opérateurFPSqrt). Ceci permet d'obtenir un pipeline rapidement avec

une réduction des bascules considérable (entre9:3%et 34:9%). L'opérateur FPSqrt se voit

attribuer plus de transitions retardables, mais cela ne dégrade pas pour autant le temps

de calcul. Ceci est dû à sa structure très séquentielle (les opérations sont réalisées les une

à la suite des autres).

L'heuristique 2 permet de mutualiser les registres au niveau d'un point de branche-

ment. Avec cette heuristique beaucoup de transitions deviennent retardables, et cela mène

à une explosion du temps de calcul. Les meilleurs résultats sont obtenus en combinant

l'heuristique 2 avec l'heuristique 1. Le nombre total de transitions retardables est limité à

la main, ce dans l'objectif de trouver un compromis qui permet d'ajouter su�samment de

transitions retardables tout en limitant le temps de calcul à quelques minutes. Les résul-

tats sont toujours améliorés en ajoutant l'heuristique 2, mais de manière très hétérogène.

L'opérateur FPDiv semble bien adapté pour la mutualisation des registres et présente une

réduction signi�cative du nombre de bascules (de 3158 à 2816). Le nombre total de tran-

sitions retardables est limité en choisissant de manière arbitraire les transitions éliminées

dans l'heuristique 2, ce qui peut également expliqué les écarts d'amélioration entre les

exemples.

L'heuristique 3 dé�ni la borne inférieure de l'intervalle deresetà 1
2f . Elle est appliquée

dans toutes les expériences, car une borne inférieure nulle (ou plus petite) augmente le

temps de calcul, sans aucune amélioration.

Les trois approches basées sur un CRTPN sont à mettre en perspective avec les ré-

sultats produits par la méthode de Leiserson et Saxe. Cette dernière a été implémentée

par une modélisation ILP dont la solution est donnée par le solveur Gurobi [Gur22] (en

utilisant le wrapper ScaLP [Sit+18]). Comme attendu, les approches basées sur CRTPN

ne donnent pas de solution optimale, sauf pour l'exemple de l'opérateurFPMult. En e�et,

les heuristiques limitent l'espace d'exploration de solutions et mènent donc (dans le cas

général) à une solution sous-optimale. Cependant, malgré le fait que l'implémentation de

l'approche CRTPN soit un prototype non optimisé (thread unique, structures de don-

nées naïves, ..), on constate qu'en un temps de calcul raisonnable (quelques minutes au

maximum), les solutions obtenues sont proches de l'optimale (au plus13:7 points d'écart).

Notre approche permet donc de synthétiser un pipeline en optimisant sa consomma-

tion de ressources, en un temps raisonnable. Mais le plus grand intérêt de cette nouvelle
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approche est qu'elle se base sur une modélisation formelle sur laquelle de nombreux résul-

tats existent déjà. Nous allons d'ailleurs mettre à pro�t cette avantage dans la Section 4.4

pour s'attaquer au problème de pliage.

4.4 Synthèse de pliage

Dans cette section, nous nous intéressons au problème de pipeline pliant optimal, c'est-

à-dire le problème de synthèse de pipeline permettant le pliage et minimisant les bascules

consommées. Le problème du pliage est présent dans la littérature et des avancées ont

déjà été réalisés. Nous présentons ici notre approche basée sur le modèle RTPN.

4.4.1 Bibliographie

Le pliage ou multiplexage temporel consiste à fusionner des portions de circuits qui

sont présentes à plusieurs reprises, puis à séquencer l'accès à la portion e�ectivement

implémentée. Il existe en fait plusieurs variantes du pliage.

Pour commencer, le pliage peut être e�ectué sur des opérateurs, plutôt que des groupes

d'opérateurs. Les ressources (unités logiques) économisées sont en général moins impor-

tantes qu'avec le pliage de groupes d'opérateurs, car le ratio nombre de (dé)multiplexeurs

par rapport au nombre d'opérateurs pliés est plus grand. Cependant, le problème est plus

facile à résoudre, car dans le cas du pliage d'un groupe d'opérateurs, il peut y avoir des

signaux internes au groupe qui sont utilisés à l'extérieur du groupe, ce qui complique le

placement des registres.

Un deuxième axe d'étude est le pliage dek opérateurs (ou portions de circuit) parmi

n. Supposons un circuit avecn répétitions du même opérateur (ou groupe d'opérateurs),

le problème consiste à n'en implémenter quek (avec k < n ) et à répartir l'accès dans le

temps à sesk implémentations entre les portions de circuits qui en ont besoin. L'intérêt

de cette approche est qu'elle permet de réduire les ressources consommées, sans trop

augmenter la latence du circuit. Cela peut être un bon compromis dans certains cas.

En�n, il est possible dans le cas de pliage de portions de circuit, de plier des portions

elles-mêmes déjà pliées. Autrement dit, il est possible d'avoir des motifs de pliage im-

briqués. Ceci permet de réduire grandement les ressources consommées, mais complexi�e

considérablement le problème.

Plusieurs travaux ont été réalisés sur le multiplexage temporel, notamment sous la
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forme d'un problème appelé modulo ordonnancement (modulo scheduling). Ce problème

vise à établir une latence minimale du circuit multiplexé dans le temps, étant donné

un nombre limité de ressources (opérateurs arithmétiques ou logiques) disponibles. Les

auteurs de [Sit+18] proposent une formulation ILP (Integer Linear Programming) qui

combine des contraintes d'ordonnancement, des limites sur les ressources disponibles,

la minimisation du nombre de registres consommés par le pipeline, et la mutualisation

des registres lorsque cela est possible. Plus récemment, une stratégie en deux étapes est

démontrée par [Sit+19] : ils détectent d'abord les con�gurations mutualisables, puis ils

ordonnancent chaque con�guration de partage sélectionnée. Cette approche permet de

partager des portions de circuit contrairement aux précédentes qui ne partageaient que

les opérateurs un par un. Les approches de [Sit+18 ; Sit+19] ont été implémentées dans

un outil appelé Origami dont nous reparlerons dans la Section 5.1.

Nous proposons une approche permettant le pliage de portions de circuit en minimisant

le nombre de bascules consommées par le pipeline. Cette approche peut aisément être

étendue pour le pliage dek portions de circuit parmi n, ainsi que pour les motifs de pliage

imbriqués.

Notons que nous ne nous intéressons pas à la sélection de motifs de pliage, ce qui

constitue un problème en soit qui a déjà été abordée dans la littérature sous le nom

de problème d'identi�cation automatique de sous-graphes isomorphes [Sit+17b]. Nous

considérons dans notre approche que le motif de pliage a déjà été déterminé par une

méthode existante. Dans notre cas d'étude, nous béné�cions du haut niveau d'abstraction

de Matlab/Simulink et certaines parties des modèles évalués présentent des redondances

relativement évidentes à déterminer. D'autre part, l'utilisation de bibliothèques facilite

l'identi�cation des parties partageables.

4.4.2 Synthèse de pliage avec RTPN

En se basant sur la synthèse de pipeline avec CRTPN, il est possible de résoudre le

problème de pliage de circuit. Plus précisément, il est possible de construire un pipeline

qui assure que le pliage est faisable, tout en assurant une fréquence cible et en minimisant

le nombre de bascules. Pour ce faire, l'exploration des états du modèle est soumise à des

contraintes supplémentaires qui garantissent que le pipeline produit permet le pliage. Ces

contraintes sont exprimées via la logique LTL. Cependant, il ne s'agit pas de faire de la

véri�cation sur le modèle, mais uniquement de sélectionner la partie de son graphe d'états

véri�ant certaines propriétés. Ces propriétés concernent une exécution du modèle à la fois,
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et non pas tous les branchements possibles à partir d'un état. La logique LTL semble donc

plus appropriée que la logique CTL.

Sans la formaliser, nous appliquons cette solution à l'exemple de circuit dessiné dans

la Figure 4.21a. Pour simpli�er cette démonstration, nous ignorons les tailles des signaux

et donc les coûts associés dans le modèle, mais ces derniers peuvent être intégrés comme

cela a été fait dans la Section 4.3.

s0 op0

op1

s1

s2

s4

s5 op2
s6

op3

op0
1

s3

s7

s8

op4

op0
2

s9

s10

op0
3

s11

4

1 2

4 1

1 2

4

(a) Circuit C2 pliable
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(b) Modèle RTPN N2 du circuit C2

Figure 4.21 � Modélisation d'un circuit pliable avec un RTPN

Pour rappel l'objectif est de construire un pipeline tel que lors de l'exécution du circuit

pipeliné les portions de circuit à fusionner (encadré en pointillés oranges) ne s'exécutent

pas en même temps. Autrement dit, il faut que lesopérateurs jumelés(les opérateurs qui

seront fusionnés) ne soient pas dans le même cycle du pipeline. Ce pipeline doit en fait

répondre à deux contraintes :

1. La première est une propriété d'exclusion mutuelle. Elle assure que les ressources

ne peuvent pas être accessibles au même moment par plusieurs demandeurs.

2. La deuxième concerne le placement des registres. Elle assure que les portions de

circuits à plier possèdent des registres aux mêmes endroits.
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Le modèle RTPN du circuit C2 est dessiné dans la Figure 4.21b, il est construit en

utilisant les règles de modélisation données dans la Section 4.3. Notons que les transi-

tions représentant les opérateurs partagés sont retardables pour relaxer l'exploration et

permettre de satisfaire les contraintes de pliage. Les places et les transitions dessinées en

orange sont celles qui seront soumises à des contraintes.

Exclusion mutuelle Pour commencer, il faut comprendre que dans la modélisation

proposée dans la Section 4.3, le comportement temporel du RTPN correspond à celui du

circuit pipeliné. En e�et, l'ordre de tir (temps logique) et la date de tir (temps dense)

des transitions correspondent à l'ordre et la date d'exécutions des opérateurs dans le

circuit pipeliné. Pour modéliser l'exclusion mutuelle des opérateurs à partager, il su�t

donc d'appliquer une exclusion mutuelle sur les transitions du réseau.

Une première approche consiste à contraindre le marquage des places qui sont alimen-

tées par une transition modélisant un opérateur à partager. Sur l'exemple du RTPNN2,

cette propriété s'écrit : e� mutex = ( M (s5)+ M (s8) � 1)^ (M (s6)+ M (s10) � 1)^ (M (s6a)+ M (s10) �

1) ^ (M (s7) + M (s11) � 1). Elle consiste à interdire la présence de jetons simultanément dans

les placesjumelées(les places alimentées par deux transitions modélisant deux opérateurs

à partager). La présence de jeton dans ces places modélise la présence d'une donnée pro-

duite dans le circuit. La propriété e� mutex véri�e donc que les signauxs5, s6, s6a et s7

respectivement jumelés às8, s10, s10 et s11 ne contiendront jamais des données en même

temps que leur signal jumelé. Cette propriété est su�sante pour assurer l'exclusion mu-

tuelle de l'accès aux opérateurs, c'est-à-dire pour assurer que les opérateurs partagés ne

seront pas exécutés sur le même cycle.

Cependant, la propriétée� mutex impose en fait trop de contrainte et empêche de trouver

des solutions dans certains cas particuliers. C'est notamment le cas de l'exemple du circuit

C3 dessiné dans la Figure 4.22. Dans cet exemple les opérateurs à partager sontop0 et op0
0,

la propriété d'exclusion mutuelle s'écrit alorse� mutex = ( M (s2)+ M (s3) � 1). L'exploration

des états du modèle qui valident cette propriété ne permet pas de trouver d'exécutions

�nales, car la transition op1 ne sera jamais tirable. Alors qu'il existe en e�et un pipeline

permettant le pliage : il su�t de placer un registre de plus en amont deop0 qu'en amont

de op0
0 (ou l'inverse).

Il faut donc contraindre le tir des transitions et non pas le marquage des places du

réseau. Il est possible de construire un observateur qui indique si une transition vient d'être

tirée en ajoutant une place observatricepobs(t ) en aval de chaque transitiont du réseau
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(b) Modèle RTPN N3 du circuit C3

Figure 4.22 � Contre-exemple propriété e� mutex

et une transition tdrain (t ) non-retardable qui consomme les jetons depobs(t ) en temps nul.

Formellement, cela s'écritt � (pobs(t )) = 1 , �tdrain (t )(pobs(t )) = 1 , tdrain (t ) 62TD et � (tdrain (t )) =

0. Le marquage de la placepobs(t ) indique que la transition t vient d'être tirée dans le

pas maximal précédent et le pas maximal suivant contiendra obligatoirement la transition

tdrain (t ) ce qui videra la placepobs(t ) . Notons que même dans le cas oùt est tirée deux fois

de suite en temps nul, commetdrain (t ) n'est pas retardable et a un délai nul, le deuxième tir

de t se fera en même temps (dans le même pas maximal) quetdrain (t ) , et pobs(t ) contiendra

encore un seul jeton indiquant quet vient d'être tirée. Pour simpli�er dans la suite, on

notera f ire (t) la propriété correspondant à la propriété de marquageM (pobs( t ) ) = 1 . Cet

observateur peut également être appliqué au tir dureset, car comme démontré dans la

Section 2.5, leresetpeut être modélisé explicitement par une transition du réseau.

L'exclusion mutuelle se traduit dans le pipeline par le placement des deux opérateurs
partagés dans deux cycles di�érents. Dans le modèle RTPN cela s'exprime par l'obligation
de tirer le reset entre les tirs des transitions modélisant les opérateurs partagés. Sur
l'exemple du RTPN N2 pour les opérateursop1 et op0

1, cela s'écrit :
�
f ire (op1) 6= f ire (op0

1)
�

^
�
(f ire (op1) ) : (f ire (op0

1))U f ire (reset)) _ (f ire (op0
1) ) : (f ire (op1))U f ire (reset))

�
. De manière

informelle, il n'y a jamais de tir de pas maximal contenant à la foisop1 et op0
1 et s'il y a

un tir de op1 alors il n'y a pas de tir deop0
1 avant qu'il y ait eut un tir du reset ou bien

s'il y a un tir de op0
1 alors il n'y a pas de tir deop1 avant qu'il y ait eut un tir du reset.

La propriété d'exclusion mutuelle sur l'exemple du modèleN2 s'écrit alors comme une
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conjonction de telle contrainte :

� mutex =
�
f ire (op1) 6= f ire (op0

1)
�
^

�
(f ire (op1) ) : (f ire (op0

1))U f ire (reset)) _ (f ire (op0
1) ) : (f ire (op1))U f ire (reset))

�
^

�
f ire (op2) 6= f ire (op0

2)
�
^

�
(f ire (op2) ) : (f ire (op0

2))U f ire (reset)) _ (f ire (op0
2) ) : (f ire (op2))U f ire (reset))

�
^

�
f ire (op3) 6= f ire (op0

3)
�
^

�
(f ire (op3) ) : (f ire (op0

3))U f ire (reset)) _ (f ire (op0
3) ) : (f ire (op3))U f ire (reset))

�

Cohérence La seconde propriété à véri�er est une propriété de cohérence du placement

des registres sur les portions de circuits à partager. Il s'agit simplement de véri�er que les

registres sont placés � aux mêmes endroits � dans les portions à partager. Autrement dit,

il faut s'assurer que les signaux jumelés, qui vont être fusionnés lors du pliage, traversent

le même nombre de registres.

Dans la Section 2.5, un motif permettant de modéliser explicitement leresetest donné.

Ce dernier possède une place observatricepobs
i associée à chaque placepi du réseau, qui

compte le nombre de jetons ayant subi unresetdans la place. Autrement dit, cette place

observatrice accumule les jetons présents danspi à chaque actionreset. Pour simpli�er

dans la suite, on notera le nombre de jetons présents dans cette place observatrice :

reset(pi ) = M (pobs
i ).

La propriété de cohérence du placement des registres entre les places jumelées s'écrit

donc : � consist = ( M (s11) = 1) ^ (reset(s5) = reset(s8)) ^ (reset(s6) + reset(s6a) = reset(s10)) . Elle

véri�e en e�et que dans l'état �nal (M (s11) = 1) , les places jumelées auront reçu le même

nombre de reset. Elle ne concerne que les places modélisant les signaux internes aux

portions à partagées, car ce seront les signaux qui vont être fusionnés.

Propriété de pliage La propriété �nale assure que� mutex soit maintenue jusqu'à ce

qu'elle soit véri�ée en même temps que� consist (lorsque l'état �nal est atteint) : � fold =

G(� mutex U (� mutex ^ � consist )) .

Pour résoudre le problème de pliage, notre approche consiste à explorer tous les états

du réseau qui véri�e la propriété� fold . L'exploration est la même que celle proposée à la

Section 4.3, mais lorsqu'un état invalidant la propriété est atteint la branche d'exploration

est élaguée. Il ne s'agit donc pas de véri�cation à proprement parler, mais d'une synthèse

de pipeline guidée par une propriété LTL.

Une exécution dont tous les états véri�ent la propriété� fold est présentée sur la Fi-
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gure 4.23a. Le pipeline synthétisé à partir de cette exécution correspond à celui de la

Figure 4.23b. C'est le même qui a été présenté dans la Section 4.1, nous ne réexpliquons

donc pas ici pourquoi ce pipeline permet e�ectivement le pliage.

f s0; s1; s2; s3g
v(op0) = 0
v(op1) = 0
v(reset) = 0

f s0; s3; s5g
v(op0) = 1
v(op2) = 0
v(reset) = 1

f s3; s4; s6g
v(b6) = 0
v(reset) = 4

f s3; s4; s6g
v(b6) = 0
v(reset) = 0

f s3; s4; s6a ; s6bg
v(op3) = 0
v(op0

1) = 0
v(reset) = 0

f s4; s6a ; s8g
v(op3) = 1
v(op0

2) = 0
v(reset) = 1

f s7; s10g
v(op4) = 0
v(reset) = 4

f s9; s10g
v(op0

3) = 0
v(reset) = 5

f s9; s10g
v(op0

3) = 0
v(reset) = 0

f s11g
v(reset) = 4

f s11g
v(reset) = 0

1; f op1g 3; f op0; op2g f resetg 0; f b6g

1; f op0
1g

3; f op0
2; op3g1; f op4gf resetg4; f op0

3gf resetg
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(a) Exécution de N2 permettant le pliage
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(b) Circuit C2 avec pipeline pliant

Figure 4.23 � Multiplexage temporel basé sur un modèle RTPN

4.4.3 En pratique

Comme précisé précédemment, nous ne nous occupons pas du problème d'identi�-

cation des portions de circuits pliables, nous les sélectionnons dans un premier temps

manuellement. Une fois que les portions à partager ont été choisies, une limite minimale

de la fréquence du pipelinef p peut être déduite de la fréquence d'échantillonnage mini-

male souhaitéef s. Soit n le nombre maximal de fois qu'une portion de circuit est partagée,

alors la fréquence du pipeline doit satisfairef p � n � f s, ce qui nous donne une borne supé-

rieure pour l'intervalle de reset. Si le motif de pliage contient plusieurs portions de circuit

partagées di�érentes, il faut prendre le maximum du nombre d'occurrences de chaque
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portion. Cette limite se généralise également au cas du partage de parties imbriquées,

en multipliant le nombre maximal d'occurrences entre les niveaux imbriqués. Cependant,

cette limite ne garantit pas que le circuit plié résultant aura la fréquence d'échantillonnage

minimale f s. Une sélection a posteriori des pipelines produits, basée sur leur latence (qui

correspond à la période d'échantillonnage), est donc nécessaire. En d'autres termes, la

limite inférieure de la fréquence du pipelinef p n'est utilisée que pour réduire l'exploration

à quelques solutions potentielles. Cependant, un traitement en amont permet d'éliminer

certains cas où il n'y aurait pas de solution : il su�t de mesurer le chemin critique (latence)

maximal parmi toutes les portions de circuits à partagerlmax et le nombre de fois que

cette portion est partagéen, la fréquence d'échantillonnage doit alors véri�er1f s
� n � lmax ,

sinon il n'y a pas de pliage possible.

Notre approche de synthèse de pipeline pour le pliage a été implémentée dans un outil

prototype. Les premiers tests sont encourageants, et sur l'exemple du circuitC2 présenté,

l'outil produit le pipeline attendu en quelques millisecondes : 24 ms sur un processeur

Intel Core i7-6700HQ.

En pratique pour véri�er la propriété � fold , les di�érentes places observatrices ne sont

pas réellement implémentées dans le RTPN. Les états du réseau sont simplement enri-

chis avec le nombre deresetsubis pour les places concernées par une propriété de cohé-

rence� consist et un marqueur indiquant si une transition a été tirée pour les transitions

concernées par une propriété d'exclusion mutuelle� mutex . Ceci pose un nouveau problème

d'explosion de l'espace d'états, car il devient plus di�cile de fusionner les états par éga-

lité (cela arrive moins souvent). L'intuition est qu'une partie des informations décrivant

l'exécution menant à un état est maintenant enregistrée dans l'état.

L'exploration des solutions est donc particulièrement longue, même pour un exemple

simple comme celui du circuitC2. On s'appuie donc sur une méthode donnant des solutions

sous-optimales qui ne cessent de s'améliorer tant qu'on ne l'arrête pas. Dans cet exemple,

on fait une première exploration des pipelines possibles en ignorant les contraintes de

pliage, on obtient ainsi une approximation du nombre de bascules optimal pour le pipe-

line de ce circuit. Cette approximation est inférieure (ou égale) au nombre de bascules

nécessaires pour le pipeline pliant. Puis, on explore les pipelines permettant le pliage et on

s'arrête dès qu'on a obtenu un pipeline avec un nombre de bascules su�samment proche

de l'approximation précédemment calculée (moins den% de bascules supplémentaires).

Dans notre exemple, le meilleur pipeline possible possède 10 bascules, et c'est également

le cas du pipeline pliant trouvé.
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Chapitre 5

COMPILATION SIMULINK VERS VHDL

Ce chapitre s'intéresse aux outils de synthèse de VHDL à partir d'un modèle Simulink.

La Section 5.1 fait un état de l'art des outils pouvant faire partie d'une chaîne de High

Level Synthesis (HLS) allant d'un modèle Matlab/Simulink vers une description d'un

circuit en VHDL. Dans la Section 5.2, nous présentons l'outil que nous avons conçu et

qui intègre l'approche de pliage basée sur les RTPNs, présentée dans le Chapitre 4. Nous

décomposons chacunes des parties de l'outil qui ont été développées. En�n, la Section 5.3

propose une utilisation de bout en bout de notre outil, jusqu'à l'implémentation sur un

FPGA. Nous comparerons notre approche avec un outil de Matlab appelé HDL Coder,

en termes de ressources consommées par les circuits engendrés.

5.1 État de l'art

Dans cette section, nous nous intéressons aux outils de HLS existant au moment de

l'écriture de ce manuscrit. En particulier, nous nous concentrons sur les outils de synthèse

de VHDL à partir d'un modèle Matlab/Simulink.

Un modèle Matlab/Simulink est déjà relativement proche d'un circuit : il y a des si-

gnaux transportant des données et des blocs opérant sur les signaux. Il est alors possible

d'implémenter directement un circuit réalisant la commande décrite par le modèle Simu-

link. Les signaux se voient attribuer des tailles de données �xées par défaut (des �ottants

simple ou double précision) et chaque bloc est traduit par un circuit générique. Cette so-

lution est simple, mais elle engendre un circuit peu optimisé en termes de consommation

d'unités logiques et de latence. De plus, elle ne garantit aucune spéci�cation supplémen-

taire : débit minimal, ressources limitées, etc.

Quelques étapes d'optimisation sont souvent nécessaires pour accomplir la traduction.

La première étape est le choix des formats de données transportées par les signaux. En

e�et, Simulink est un outil de simulation de systèmes dynamiques et il e�ectue par défaut

ses simulations sur des données en virgule �ottante. Cependant, concevoir un circuit en
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virgule �ottante est très couteux en ressources (unité logique) et souvent non nécessaire

pour obtenir les précisions attendues. Le choix des formats de données est donc primordial,

car il aura une in�uence sur les ressources consommées et sur les temps de calcul de tous

les opérateurs du circuit.

Ensuite, si un certain débit de fonctionnement du circuit est spéci�é, la deuxième

étape est l'ajout d'un pipeline. Elle nécessite néanmoins d'avoir obtenu au préalable une

estimation des délais des opérations dans le circuit.

Pour �nir, d'autres étapes d'optimisation permettent d'atteindre la limite de ressources

spéci�ée.

Il est possible d'optimiser l'implémentation des blocs dans le circuit, suivant les spéci�-

cations. Par exemple, un additionneur peut-être implémenté simplement par un ensemble

d'additionneurs un bit avec propagation de retenue (Ripple Carry Adder), ou bien, pour

réduire le temps de propagation, il est possible d'anticiper les retenues (Carry Lookahead

Adder) mais cela au détriment d'une plus grande consommation de ressources. Un autre

exemple est le gain (multiplication par une constante) qui peut être implémenté par un

multiplieur classique avec une entrée constante, ou bien par un ensemble de décalages et

additions (Shift&Add), ou bien par une table de vérité (KCM [Cha94]). Les di�érentes

implémentations sont des choix de conception dépendant généralement des spéci�cations,

par exemple un gain KCM est adapté à l'implémentation du circuit sur un FPGA car ce

dernier est constitué de tables de vérité.

Une autre optimisation permettant la réduction des ressources consommées est le

multiplexage temporel (pliage). Il est particulièrement adapté à la granularité d'un modèle

Simulink : le partage d'un ensemble d'opérateurs devient le partage d'un ensemble de blocs

(qui peut être représenté par un sous-système dans Simulink).

5.1.1 Choix des formats de données

Un format de données est dé�ni par un intervalle de variation et une précision. Le

problème du choix des formats de données consiste à déterminer les formats internes du

circuit étant donné des formats d'entrées et de sorties et une erreur maximale autorisée.

L'erreur maximale est généralement corrélée aux formats de sorties spéci�és.

De même que pour la conception de systèmes informatiques en général, il existe deux

approches pour déterminer les formats des données internes au circuit : la première s'ap-

puie sur une série de tests réalisés à di�érentes étapes de la conception, la deuxième

consiste en une véri�cation formelle réalisée en amont de la conception. La première,
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largement plus démocratisée dans l'industrie, a l'avantage d'être plus facile à mettre en

÷uvre, cependant elle ne permet de tester qu'un nombre �ni de cas. La deuxième présente

l'avantage d'apporter une certi�cation mathématique et un domaine de validité possible-

ment in�ni.

Fixed-Point Designer [Mat] est un outil d'aide au choix des formats de données, basé

sur une série de tests réalisés en simulation.FiXiF [Vol18], pour sa part, implémente une

approche formelle de choix des formats de données pour les �ltres linéaires.

Fixed-Point Designer Dans Matlab/Simulink un système de propagation des formats

de données existe nativement. Il est basé sur de l'arithmétique d'intervalle. Cependant,

dès lors que le modèle possède une boucle, la propagation des formats de données en avant

peut boucler indé�niment. Le choix des développeurs de Matlab/Simulink a été de stopper

la propagation à partir d'un tour de boucle. Or, cela produit généralement des formats

avec une grande précision qui pourrait être réduite pour économiser des ressources, sans

pour autant perdre la précision attendue en sortie.

C'est dans cet objectif que l'outil Fixed-Point Designer est venu compléter Simulink.

Ce dernier permet au concepteur de modi�er manuellement les formats internes au modèle.

Puis, il simule le modèle avec ces nouveaux formats avec des entrées correspondant aux

cas d'usage. En�n, des outils de mesure (visuels et numériques) permettent de déduire

l'erreur par rapport à la simulation en virgule �ottante. Généralement, des jeux de test

sont conçus pour une grande quantité de cas d'usage et les formats peuvent être éprouvés

sur chacun d'eux.

FiXiF [Vol18] FiXiF s'intéresse aux commandes linéaires, c'est-à-dire composées de

gains (multiplications par une constante), d'additions et de retards (registres à la fré-

quence d'échantillonnage). Pour ce type de commande, il est possible de représenter l'al-

gorithme matriciellement via le modèle Specialized Implicit Framework (SIF). Les auteurs

de [VHL20] montrent que sur cette représentation matricielle, il est possible de calculer

l'intervalle de variation et la précision des signaux internes en fonction d'une précision

attendue en sortie. Pour ce faire, ils basent leur approche sur la mesure du Worst-Case

Peak Gain (WCPG) qui fournit une borne sur la sortie d'un �ltre (stable).

L'intérêt de cet outil est qu'il fournit une certi�cation formelle sur la précision obtenue

en sortie, car il considère le pire cas. De plus, il optimise les ressources consommées en

choisissant les formats internes � minimaux � permettant d'obtenir la précision voulue.
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En�n, d'un point de vue pratique FiXiF est capable de construire un modèle SIF

à partir d'un modèle Simulink. Il est de plus couplé avec l'outil FloPoCo (dont nous

reparlons plus loin) ce qui lui permet de générer un circuit en VHDL. Toutefois, le circuit

engendré est propre à la forme SIF, c'est donc un produit matriciel et non plus le �ot de

données du modèle de départ.

5.1.2 Synthèse de VHDL

Dans cette sous-section nous nous concentrons sur les outils capables d'engendrer du

VHDL à partir d'un modèle Simulink.

HDL Coder HDL Coder est une boîte à outils intégrée dans Matlab/Simulink. Il fait

suite à Simulink Coder qui permet de générer une implémentation en C/C++ d'un modèle

Simulink, pour des cibles de type microcontrôleur. HDL Coder génère au choix du VHDL

ou du Verilog.

L'outil est plutôt orienté vers une implémentation sur FPGA. En e�et, il est possible

de spéci�er une cible FPGA et d'appeler un outil de synthèse de circuit propre à la cible

(par exemple Xilinx Vivado) à la suite de la génération de code VHDL. Mais il peut tout

à fait être utilisé uniquement pour la génération de VHDL (c'est ce que nous ferons dans

la partie expérimentale).

En�n l'outil permet également de spéci�er la fréquence d'échantillonnage, ainsi qu'une

fréquence de fonctionnement. Il engendre alors un pipeline permettant d'atteindre la fré-

quence de fonctionnement attendue.

Origami Origami [Sit+17a] est un outil de synthèse de VHDL à partir de modèle Simu-

link. Il peut également prendre en entrée un modèle Ptolemy [BL10] qui est une alternative

open-source à Simulink.

Après avoir lu le modèle d'entrée, Origami peut e�ectuer des transformations sur le

modèle : pipeline, pliage et optimisation d'opérateurs. Il possède notamment un algo-

rithme de sélection de motif pliable, c'est-à-dire une solution au problème de détection

de sous-graphes isomorphes. Puis, il peut soit générer directement du VHDL grâce à un

moteur interne (et avec l'aide de FloPoCo pour des opérateurs spéci�ques), soit générer

un nouveau modèle Simulink qui pourra engendrer ensuite du VHDL via HDL Coder.

La force de cet outil est sa capacité à sélectionner automatiquement les motifs pliables.

Les travaux de recherche qui ont guidé la conception de cet outil s'intéressent en particulier
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à la sélection de portions de circuits pliables, plutôt qu'au pliage d'opérateurs un par

un [Mö+15]. En se basant sur un algorithme de sélection de clique maximale, les auteurs

de [Sit+17b] sont capables d'évaluer des combinaisons de motifs de pliage (possiblement

imbriqués), dans l'objectif de minimiser la consommation de ressources. Cette solution

est implémentée dans Origami.

Les concepteurs de Origami ont également travaillé sur le problème de modulo sche-

duling, comme expliqué dans la Section 4.4. Dans [Sit+18], ils proposent une formulation

ILP (Integer Linear Programming) pour la synthèse d'un pipeline permettant le pliage

d'opérateur un par un. Cette dernière combine des contraintes d'ordonnancement, des

limites sur les ressources disponibles, la minimisation du nombre de registres consommés

par le pipeline, et la mutualisation des registres lorsque cela est possible. Dans [Sit+19], ils

proposent une stratégie en deux étapes : ils détectent d'abord les motifs pliables pouvant

contenir plusieurs opérateurs, puis ils ordonnancent chaque motif de pliage sélectionné

par une formulation ILP. Cette seconde approche ne propose toutefois aucune garantie

sur le nombre de registres consommés.

FloPoCo FloPoCo [DP11] est un générateur de circuits réalisant des opérations arith-

métiques. Il se concentre principalement sur les opérations en virgule �ottante, mais em-

barque aussi des opérations sur des données en virgule �xe. Ses cibles principales sont les

FPGAs, les opérateurs sont donc en grande partie optimisés pour ces architectures spéci-

�ques. Mais il possède également des opérateurs non spéci�ques au FPGA, qui peuvent

être implémentés sous forme d'ASIC.

Le principal intérêt de FloPoCo est qu'il travaille sur des formats de données arbi-

traires. Il est capable d'optimiser les ressources consommées et/ou la latence d'opérations

arithmétiques avec des valeurs de mantisses et exposants (en virgule �ottante) ou MSB

et LSB (en virgule �xe) arbitraires.

Il permet de plus de spéci�er une cible FPGA dans l'objectif de réaliser des optimisa-

tions propres à la cible, notamment en fonction de la taille de ses LUTs.

En�n, il est capable de construire un pipeline garantissant un certain débit de fonc-

tionnement. Pour ce faire, il possède des fonctions d'estimations des délais d'opérateurs

élémentaires pour chaque cible.

Notons que FloPoCo n'est pas capable de récupérer un �ot de données d'un modèle

Simulink. Mais il peut être considéré comme une étape pour aller d'un modèle Simulink

vers un circuit en VHDL.
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5.2 Notre outil de compilation

Dans le cadre du travail avec l'entreprise automobile Renault, nous cherchons à opti-

miser la synthèse de VHDL pour une cible FPGA, à partir d'un projet Matlab/Simulink.

Plus précisément, l'objectif est d'implémenter un circuit synchrone avec un minimum de

ressources, à la fois pour les unités logiques et les bascules, tout en garantissant que l'en-

semble du calcul est e�ectué dans un laps de temps limité (la période d'échantillonnage).

Un outil a été développé, a�n de proposer une chaîne complète pour l'implémentation

matérielle des lois de commande sur FPGA. Cette section présente les di�érentes parties

de cet outil.

Le compilateur est classiquement organisé autour d'une représentation interne, indé-

pendante des représentations d'entrée (Simulink) et de sortie (VHDL). Ce modèle interne

sert de pivot à tous les outils d'optimisations. L'architecture générale de l'outil est repré-

sentée sur la Figure 5.1.

Modèle
Interne

Front-end
(Parseur
Simulink)

Back-end
(Générateur

VHDL)

entrées
(.slx)

sorties
(.vhd)

Évaluation
Formats
Données

Évaluation
Délais

Opérateurs

Synthèse
pliage

Figure 5.1 � Compilateur Simulink vers VHDL

Le front-end parse les �chiers d'entrée pour les transformer en ce modèle interne. Au

cours de cette phase, quelques simpli�cations sont réalisées sur le modèle. À l'opposé, le

back-end permet de générer la description du circuit (uniquement en VHDL à ce jour).

Ces �chiers de sortie peuvent ensuite être synthétisés par outil EDA comme Xilinx Vivado.

Plusieurs étapes de ra�nage sont alors exécutées sur le modèle interne. Sur le schéma

dessiné dans la Figure 5.1, seules les 3 étapes principales sont indiquées.

La première passe concerne l'évaluation de la taille des signaux et de l'encodage as-

socié (virgule �xe). Elle est actuellement majoritairement manuelle et est basée sur un

étiquetage des signaux. Cette passe peut être remplacée par les outils internes de Matlab

comme l'outil Fixed-Point Designer.
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La passe suivante est l'évaluation des délais des opérateurs, elle est nécessaire pour la

modélisation avec le CRTPN.

La dernière passe est la synthèse du pliage via une modélisation CRTPN présentée

dans la Section 4.4.

5.2.1 Parseur Simulink

Le fonctionnement du parseur est décrit dans la Figure 5.2.

main.slx lib-i.slx

Décompression

bddefault.xmlblockdiagram.xml

Construction
Modèle

Modèle
par défaut

Construction Modèle

Modèle principal

Décompression

bddefault.xmlblockdiagram.xml

Construction
Modèle

Modèle
par défaut

Construction Modèle

Modèles bibliothèques

Instanciation bibliothèques

Branchements à destination unique

Branchement Goto et From

Aplatissement

Modèle �nal

Figure 5.2 � Parseur Simulink

Un modèle Simulink est une structure imbriquée composée de blocs élémentaires et de

sous-systèmes, reliés par des branchements portant les données. Certains sous-systèmes
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sont parfois dé�nis dans des �chiers séparés, appelés bibliothèques, dans l'objectif de

permettre une réutilisation. Sur la Figure 5.2 les bibliothèques correspondent aux �chiers

lib-i.slx .

Un �chier .slx est une archive, qui contient deux �chiers au format XML :

bddefault.xml et blockdiagram.xml . Le premier �chier bddefault.xml contient les

valeurs par défaut de tous les opérateurs utilisés dans le modèle. Par exemple, il contient la

valeur d'un gain dans le cas où elle n'est pas spéci�é. Le second �chierblockdiagram.xml

contient le modèle avec tous les blocs, les sous-systèmes et les branchements. Il nous faut

donc commencer par construire un modèle avec les valeurs par défaut. Puis utiliser ces

valeurs, lorsqu'elles ne sont pas spéci�ées, pour construire le modèle à partir du �chier

blockdiagram.xml .

Ces opérations sont e�ectuées pour le �chier principalmain.slx et également pour

chacune des bibliothèqueslib-i.slx . Le résultat est un modèle principal et un modèle

par bibliothèque parsée. L'opération suivante est alors l'instantiation des blocs faisant

référence à une bibliothèque dans le modèle principal.

Plusieurs opérations de simpli�cation du modèle sont ensuite réalisées :

� Chaque branchement ayant plusieurs destinations est remplacé par un ensemble de

branchement avec une destination unique.

� Les blocs Goto et Fromsont des simpli�cations visuelles pour brancher des blocs

distants dans la représentation de Simulink. Ils sont donc supprimés et remplacés

par un simple branchement.

� Un modèle Simulink est une structure imbriquée avec des sous-systèmes composés

eux-mêmes d'un ensemble de blocs et de branchements. La structure est aplatie en

ramenant le contenu des sous-systèmes au premier niveau d'imbrication.

Le modèle obtenu en sortie du parseur est celui que l'on nommera par la suite � modèle

interne �.

5.2.2 Évaluation des formats de données

La Figure 5.3 présente une description de l'évaluation des formats de données.

Les formats de données des entrées/sorties et des constantes sont fournis au compila-

teur à l'aide d'un �chier appelé dico.csv . Il est parsé et les valeurs obtenues servent à

initialiser les formats de données dans le modèle. Les formats manquants sont déduit par

une propagation en avant, basée sur l'arithmétique des intervalles. Si le modèle possède

des boucles, comme dans Simulink, la propagation s'arrête à partir d'un tour de boucle.
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Modèle
Entrée

dico.csv

Initialisation
Formats

de données

Parseur CSV

Propagation
Formats

de données

Modèle
Sortie

Figure 5.3 � Évaluation des formats de données

Les formats ainsi calculés sont sous-optimaux (ils peuvent consommer plus de res-

sources que nécessaires), mais ils garantissent la précision maximale atteignable.

Il est cependant possible de spéci�er des formats de données internes dans le �chier

dico.csv . Ceci peut permettre de limiter l'explosion de la taille des formats de données

obtenue par une propagation en avant.

À terme, il serait intéressant de détecter les parties linéaires du modèle et de cal-

culer les formats internes de ces dernières à l'aide de FiXiF. Il pourrait également être

intéressant d'étudier analytiquement les sous-systèmes les plus fréquemment utilisés dans

les bibliothèques, pour construire une méthode de choix des formats de données qui leur

serait spéci�que.

5.2.3 Évaluation des délais des opérateurs

La Figure 5.4 présente une description de l'évaluation des délais des opérateurs.

Le niveau d'abstraction des opérateurs dans Simulink ne permet pas de calculer préci-

sément ces délais. L'approche utilisée est de synthétiser chaque opérateur pour déterminer

son chemin critique. Le délai de chaque opérateur évalué est ensuite enregistré dans une

base de données, car cette synthèse est gourmande en temps de calcul. FloPoCo im-

plémente une approche similaire [ID17] sur des opérateurs élémentaires, puis ra�ne en

construisant des modèles de temps de calcul pour les opérateurs plus complexes.

Le délai des opérateurs va nécessairement varier au cours de la synthèse du projet

�nal (optimisations internes, routage, . . .). Ce n'est qu'après la synthèse �nale qu'il est

possible de valider que tous les délais sont respectés. Les délais que nous stockons sont

donc une approximation, mais il n'existe pas à notre connaissance de meilleure solution

dans la littérature.

115



Chapitre 5 � Application : compilation Simulink vers VHDL

Modèle
Entrée

Opérateurs Requête

delays.db

Valeur
stockée ?

Génération
VHDL
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operator.vhdl

Délai stocké
oui

Synthèse
Vivado

Délai calculé

Stockage

Insertion
Délais

Modèle
Sortie

Figure 5.4 � Évaluation des délais des opérateurs

5.2.4 Synthèse de pliage

La Figure 5.5 présente une description de la synthèse de pliage.

Les parties des circuits partageables sont actuellement sélectionnées à la main, elles

sont spéci�ées dans un �chier au format XML appeléfolding.xml . À terme, il serait in-

téressant d'automatiser cette sélection avec des méthodes d'identi�cation de sous-graphes

isomorphes. Dans notre étude de cas, nous béné�cions de l'abstraction de haut niveau de

Simulink et certaines parties des modèles évalués ont des redondances assez évidentes à

déterminer. D'autre part, l'utilisation de bibliothèques facilite l'identi�cation des parties

partageables.

Le modèle CRTPN est synthétisé à partir du modèle interne comme présenté dans la

Section 4.3. Les contraintes de pliage sont obtenues à partir du motif de pliage spéci�é

comme expliqué dans la Section 4.4. L'exploration des états du modèle est e�ectuée par les

algorithmes fournis dans la Section 3.5, adaptés pour prendre en compte les contraintes de

pliage. D'une part les états explorés qui ne satisfont pas la contrainte d'exclusion mutuelle

sont éliminés (élagage). D'autre part les états sont enrichis d'informations permettant de

compter le nombre de jetons ayant subit unresetdans chaque place, ce qui permet de

véri�er que la contrainte de cohérence est satisfaite dans l'état �nal. Puis, pour obtenir

les meilleures exécutions du CRTPN (en termes de coût), nous utilisons un algorithme de

type Dijkstra. Autrement dit, les états restants à explorer sont triés en fonction de leur
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Figure 5.5 � Synthèse de pliage

coût et lorsqu'on atteint un état déjà visité, on ne conserve que celui qui a le coût minimal

(l'autre branche d'exploration est élaguée).

En�n, à partir du pipeline pliant obtenu, sont déduit les registres et les multiplexeurs

permettant le pliage du modèle.

5.2.5 Génération du VHDL

La synthèse du VHDL à partir du modèle interne se base sur la composition. Chaque

opérateur produit un composant VHDL dans un �chier séparé. Puis un composant prin-

cipal implémente chacun des composants et des signaux internes, et e�ectue les branche-

ments.

Un diviseur d'horloge permet d'obtenir une première horloge à la fréquence d'échan-

tillonnage qui servira pour les registres fonctionnels (ceux présents dans le modèle Simu-

link). Un deuxième diviseur d'horloge génère l'horloge du pipeline qui servira à la fois

pour les registres du pipeline et pour le signal de sélection des multiplexeurs.

Cette approche par composant simpli�e grandement le débogage, car à chaque bloc

Simulink correspond un composant VHDL (excepté ceux qui ont été fusionnés lors du

pliage). Elle a cependant le défaut de générer une grande quantité de �chier.
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5.3 Expérimentations

L'objectif de cette section est de montrer l'utilisation de notre outil sur un exemple

concret, en faisant le traitement de bout en bout : depuis un modèle Simulink jusqu'à

un circuit implémenté sur FPGA. Nous souhaitons nous concentrer sur une compilation

complète et fonctionnelle, plutôt que sur une étude exhaustive à partir d'une grande

quantité de modèles Simulink.

L'implémentation est e�ectuée sur une carte de développement qui possède un nombre

limité de périphériques. Nous choisissons donc une application simple avec un seul signal

d'entrée et un seul signal de sortie : un �ltre numérique.

5.3.1 Application cible : un �ltre numérique

Le �ltre numérique que nous implémentons est un �ltre passe-bas à Réponse Impul-

sionnelle In�nie (IIR). Son gabarit est dessiné dans la Figure 5.6 et ses spéci�cations sont

les suivantes :

� fréquence d'échantillonnage : 10 kHz ;

� fréquence de coupure : f p = 1 kHz ;

� gain minimum en bande passante : � p = � 1 dB ;

� fréquence de frontière : f a = 3 kHz ;

� gain maximum en bande coupée : � a = � 50 dB.

f af p

� a

� p

Bande
passante

Bande
coupée

fréquencegain

Figure 5.6 � Gabarit du �ltre H

La fréquence d'échantillonnage est choisie en fonction des capacités des composants de

conversions analogique/numérique et numérique/analogique. Les fréquences de coupure

et de frontière sont ensuite choisies en fonction de cette fréquence d'échantillonnage.
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Pour répondre à ses spéci�cations, nous concevons un �ltre de Butterworth avec l'outil

Filter Designer de Matlab. Nous obtenons un �ltre d'ordre 5, dont la fonction de transfert

est la suivante :

H (z) = 10 � 2 0:217 + 1:08z� 1 + 2:17z� 2 + 2:17z� 3 + 1:08z� 4 + 0:217z� 5

1 � 2:708z� 1 + 3:251z� 2 � 2:063z� 3 + 0:6839z� 4 � 0:09378z� 5

Le modèle Simulink correspondant à ce �ltre est dessiné dans la Figure 5.7.

Figure 5.7 � Modèle Simulink du �ltre H

On remarque qu'au numérateur de la fonction de transfert, il y a des paires de gains

égaux. Ce sont ces derniers que nous allons partager.

5.3.2 Matériel

Nous implémentons ce �ltre sur une carte de développement Basys 3 qui embarque

un FPGA de la famille Artix-7 conçu par Xilinx. Le signal d'entrée est converti à l'aide

d'un convertisseur analogique/numérique MCP3002 et le signal de sortie est converti

à l'aide d'un convertisseur numérique/analogique MCP4902. Nous utilisons deux cartes

d'extension embarquant ces convertisseurs qui se connectent à la carte de développe-

ment par les ports PMOD. On peut voir le système branché en fonctionnement dans la

Figure 5.8. La carte d'extension branchée sur la droite contient le convertisseur analo-

gique/numérique (signal d'entrée) et celle branchée sur la gauche contient le convertisseur
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Figure 5.8 � Carte Basys 3 et ses deux cartes d'extension

numérique/analogique (signal de sortie).

Un générateur de basses fréquences nous permet de générer un signal d'entrée à la

fréquence de notre choix. Le signal d'entrée et le signal en sortie sont a�chés sur un

oscilloscope. Nous faisons varier la fréquence du signal d'entrée pour véri�er le bon fonc-

tionnement du �ltre. Nous observons la diminution de l'amplitude du signal de sortie avec

l'augmentation de la fréquence du signal d'entrée, jusqu'à la fréquence de coupure.

5.3.3 Con�guration expérimentale

Pour notre expérience, nous souhaitons comparer les ressources consommées par un

circuit généré avec notre outil (avec et sans pliage) et un circuit généré par HDL Coder.

Étant donné que notre outil n'implémente pas de solution d'optimisation des formats

de données internes, nous utilisons les mêmes formats de données dans HDL Coder et dans

notre outil. Les formats de données d'entrée et de sortie sont calculés à partir des capacités

des convertisseurs. Les convertisseurs utilisent tous les deux des valeurs numériques sur 10

bits qui encode une tension allant de 0 à 3.3V. Nous �xons donc les formats d'entrée/sortie

sur un format non-signé sur 10 bits, avec 2 bits pour la partie entière et 8 pour la partie

fractionnaire.

Nous synthétisons les �chiers VHDL implémentant le �ltre avec chacune des ap-

proches : HDL Coder, notre outil sans pliage et notre outil avec pliage. Puis les �chiers

obtenus sont importés dans un projet Vivado.

Les deux composants MCP3002 et MCP4902 communiquent via un protocole SPI.
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Leurs pilotes respectifs ont donc été développés en dehors des outils de synthèse de VHDL.

De plus, un composant principal permet de brancher et de synchroniser les pilotes des

convertisseurs et le �ltre. Ces �chiers VHDL supplémentaires sont donc importés dans

chaque projet Vivado.

Les communications avec les convertisseurs ont une durée qu'il faut prendre en compte.

Le convertisseur MCP3002 a une trame de communication sur16 cycles à une fréquence

de 100
64 MHz, et donc une durée de10:24�s . Le convertisseur MCP4902 a une trame de

communication sur32 cycles à une fréquence de100
32 MHz, et donc également une durée

de 10:24�s . Notre �ltre est échantillonné à une fréquence de 10 kHz, il doit donc recevoir

une nouvelle valeur toutes les100�s . Le cycle de100�s est alors découpé en 8 portions

de 12:5�s ce qui laisse le temps aux convertisseurs d'e�ectuer leur communication en une

portion de cycle.

Le diagramme de Gantt dessiné dans la Figure 5.9 représente deux cycles de fonction-

nement de notre système. La communication avec le convertisseur analogique/numérique

0 100 200

CAN �ltre H CNA CAN �ltre H CNA (�s )

Figure 5.9 � Deux cycles de fonctionnement de l'implémentation du �ltre numériqueH

(CAN) est e�ectuée juste avant l'exécution du �ltre, et celle avec le convertisseur numé-

rique/analogique (CNA) est e�ectuée juste après. Ainsi le �ltre reçoit bien une nouvelle

mesure en entrée toutes les100�s .

Nous nous plaçons dans deux con�gurations pour permettre deux pliages di�érents :

1. Les 3 paires de gains du numérateur deH sont pliées, ce qui produit une instance

pour chaque valeur de gain (donc 3gainsde0:217, 1:08et 2:17). Cette con�guration

de pliage est dessinée dans la Figure 5.10, avec les trois pliages en rouge, orange et

bleu.

2. Chaque gain du numérateur est remplacé par un blocconstanteet un bloc mul-

tiplieur , puis les 6 blocsmultiplieurs sont pliés en une seule instance (donc 6

constanteset 1 multiplieur ). Cette con�guration de pliage est dessinée dans la

Figure 5.11, avec un seul pliage en rouge pour les 6 multiplieurs.

Pour chaque con�guration, nous synthétiserons trois circuits : le premier avec HDL Coder,

le deuxième avec notre outil sans pliage et le troisième avec notre outil avec pliage.
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Figure 5.10 � Modèle Simulink du �ltre H avec con�guration de pliage 1

Figure 5.11 � Modèle Simulink du �ltre H avec con�guration de pliage 2

Chaque projet est ensuite synthétisé et placé sur la carte pour véri�er son comporte-

ment. La Figure 5.12 présente une des implémentations en fonctionnement. Le générateur

basses fréquences, en haut de la photo, produit un signal à la fréquence 1.2kHz. L'oscillo-

scope a�che, de haut en bas, le signal d'entrée et le signal de sortie. Nous pouvons voir la

fréquence d'échantillonnage par le crénelage du signal de sortie. Nous pouvons également
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Figure 5.12 � Filtre numérique H en fonctionnement

observer l'atténuation de l'amplitude sur le signal de sortie.

5.3.4 Résultats

Pour comparer les ressources consommées par chaque approche, nous nous �ons aux

mesures fournies par Vivado. Le Tableau 5.1 présente ces mesures dans la première con�-

guration, c'est-à-dire lorsque les gains du numérateur sont implémentés par des blocs

gainssur Matlab/Simulink et sont pliés deux à deux. Le Tableau 5.2 présente les mesures

LUT FF IO BUFG temps (s)

HDL Coder 1519 950 20 1 � 20

Notre outil sans pliage 802 256 20 1 0.03
avec pliage 726 478 20 1 14.53

Table 5.1 � Ressources consommées par les circuits implémentant le �ltre numériqueH
avec des blocsgains (con�guration 1)
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dans la deuxième con�guration, c'est-à-dire lorsque les gains du numérateur sont implé-

mentés par des couples composés d'un blocconstanteet d'un bloc multiplieur. Dans cette

deuxième con�guration, le pliage est e�ectué sur les 6 multiplieurs dans l'objectif de n'en

implémenter qu'un seul.

LUT FF IO BUFG temps (s)

HDL Coder 1365 486 20 1 � 20

Notre outil sans pliage 801 256 20 1 0.04
avec pliage 630 1202 20 1 286.74

Table 5.2 � Ressources consommées par les circuits implémentant le �ltre numériqueH
avec des blocs {constante+ multiplieur } (con�guration 2)

Les tableaux comparatifs a�chent la consommation des unités logiques (LUT), des

bascules (FF) et des entrées/sorties (IO). La colonne BUFG correspond à des tampons

intermédiaires permettant de limiter les signaux avec un fan-out trop élevé, c'est-à-dire

les signaux utilisés par de nombreux opérateurs (typiquement un signal d'horloge).

Une partie du circuit est commune à tous les exemples, car les pilotes des convertisseurs

ainsi que le composant principal sont utilisés dans chaque projet. Comme attendu, nous

obtenons donc le même nombre d'entrées/sorties dans chaque circuit synthétisé.

Sous Xilinx Vivado nous désactivons les optimisations permettant de réduire la consom-

mation de ressources qui sont spéci�ques à certaines implémentations. D'une part, la cible

FPGA que nous utilisons embarque des blocs DSP48 qui sont tout simplement des unités

logiques et arithmétiques et qui permettent donc de réduire la consommation de LUTs.

D'autre part, Xilinx Vivado permet d'utiliser les LUTs comme de la RAM distribuée ou

des registres à décalage. Il appelle cela LUTRAM. Un LUTRAM est notamment utilisé

lorsque beaucoup de registres sont placés en série, ce qui permet de réduire la consomma-

tion de FFs. Dans l'objectif de faire une comparaison équitable de la consommation de

LUTs et de FFs, nous désactivons l'utilisation de blocs DSP48 et de LUTRAM.

La première chose que nous pouvons noter est que les temps de synthèse avec les

trois outils sont raisonnables, au plus de l'ordre de quelques minutes. À noter que pour

HDL Coder, le temps mesuré est approximatif et il semble qu'un système de cache peut

permettre d'accélérer la synthèse, car une deuxième exécution prend quelques secondes

(� 7s).

D'autre part, on remarque que le circuit généré par HDL Coder consomme beau-

coup plus de LUTs et de FFs que notre outil (dans les deux con�gurations). Ce résultat
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5.3. Expérimentations

s'explique notamment par l'implémentation de fonctionnalités supplémentaires non spé-

ci�ées : une entréeenable qui permet d'activer ou désactiver le �ltre et une entréereset

qui réinitialise les registres du �ltre.

En�n, nous constatons que notre outil avec le pliage permet de réduire les unités

logiques consommées, de l'ordre de9:5% dans la première con�guration et de21:3% dans

la deuxième, par rapport à notre outil sans pliage. En revanche, le pliage nécessite un plus

grand nombre de bascules, une augmentation de86:7% dans la première con�guration et

369:5% dans la deuxième con�guration.

Pour rappel, dans la première con�guration, nous plions les 6 gains au numérateur

deux à deux. Ce pliage ne semble donc pas permettre une grande réduction de ressources

consommées, car seulement 3 gains sont économisés et 3 multiplexeurs sont ajoutés en

contrepartie. D'un autre côté, dans la deuxième con�guration, nous plions les 6 multi-

plieurs au numérateur en une seule instance. Cette con�guration de pliage permet alors

une plus grande réduction de ressources consommées, car 5 multiplieurs sont économi-

sés. Cependant, le nombre de registres nécessaires explosent, car une seule instance du

multiplieur est partagée 6 fois.

Il faut noter que les ressources consommées par chaque gain sont dépendantes du choix

des formats des constantes et du type d'implémentation (multiplieur classique, Shift&Add,

KCM, . . .). Il est donc possible d'altérer grandement la réduction obtenue par ces pliages.

Pour obtenir une comparaison équitable, les formats des constantes au numérateur sont

tous les mêmes (dans les deux con�gurations) et les gains sont implémentés par des

multiplieurs classiques.

Il est intéressant de noter que HDL Coder engendre un circuit di�érent si les gains

sont représentés par un couple {constante + multiplieur}, comme représenté dans la Fi-

gure 5.11. Ceci est dû au mécanisme implémentant l'activation/désactivation du circuit

(avec l'entréeenable). Ce dernier est di�érent pour un blocconstanteet pour la constante

d'un bloc gain (la fréquence de rafraîchissement n'est pas la même). Ceci explique pour-

quoi les ressources consommées par HDL Coder dans les deux con�gurations sont très

di�érentes.

La Figure 5.13 montre le modèle interne généré par notre outil avant et après le pliage,

dans le cas de la con�guration de pliage 1. Le code couleur pour les blocs de ce graphe de

�ot de données est le suivant :

� en cyan les entrées/sorties ;

� en vert pomme les gains ;
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Chapitre 5 � Application : compilation Simulink vers VHDL

� en violet les sommateurs (ou additionneurs) ;

� en vert foncé les blocs de redimensionnement des données (changement de format) ;

� en rouge brique les registres ;

� en beige les diviseurs d'horloge et les compteurs ;

� en orange les multiplexeurs.

Sur le modèle de gauche, avant pliage, nous pouvons observer les 6 gains avec les trois

pliages encadrés en rouge, orange et bleu. Notons que les registres déjà présents avant

le pliage sont les registres fonctionnels. Ils sont cadencés par l'horloge d'échantillonnage

générée par le diviseur d'horloge en haut du modèle (en beige).

Sur le modèle de droite, après pliage, il n'y a plus qu'une seule instance de chaque

gain, encadrés en rouge, orange et bleu. Ont été ajoutés trois multiplexeurs (en orange)

ainsi que des registres de pipeline (en rouge brique) nommésPipeline_Reg i . Les registres

de pipeline sont cadencés par une deuxième horloge, l'horloge de pipeline. En�n, les mul-

tiplexeurs reçoivent un signal de sélection généré par un compteur, appelé sélecteur (en

beige). Ce dernier est également cadencé par l'horloge de pipeline.
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Figure 5.13 � Modèles internes du �ltre H avant et après pliage (con�guration 1)





CONCLUSION

Bilan

Les systèmes embarqués trouvent tous les jours de nouvelles applications. Chaque uti-

lisation nécessite une conception particulière, leur étude est alors un enjeu majeur de

l'industrie. Pour répondre à des fortes contraintes de vitesse de calcul, les industriels se

tournent de plus en plus vers les FPGAs. L'atout de ces derniers est leur capacité à

e�ectuer les traitements naturellement en parallèle. Cependant leur utilisation nécessite

d'utiliser un niveau d'abstraction su�samment bas proche des circuits logiques avec des

langages de description dédiés comme VHDL ou Verilog. Des outils de High Level Synthe-

sis (HLS) ont ainsi été introduits dans l'objectif de con�gurer les FPGAs à partir d'une

spéci�cation plus haut niveau.

Pour répondre aux attentes de notre partenaire industriel Renault, nous avons conçu

un outil de HLS permettant de générer un circuit décrit en VHDL à partir d'une spé-

ci�cation sous Matlab/Simulink. Le cas d'étude proposé par Renault, nous imposait des

contraintes strictes sur le circuit généré. Ce dernier ne doit pas dépasser une latence maxi-

male, c'est-à-dire qu'il doit exécuter son calcul dans une certaine fenêtre de temps. De

plus, des contraintes économiques imposent des cibles FPGA les plus petites possibles

possible, il faut alors minimiser les ressources consommés par le circuit généré.

Pour répondre à ces contraintes, nous nous sommes intéressés au multiplexage temporel

(ou pliage). Cette technique consiste à fusionner des portions de circuits présentes à

plusieurs reprises et à séquencer leur accès. Pour e�ectuer ce multiplexage temporel, nous

avons montré qu'il su�t de générer un pipeline particulier sur le circuit. Un pipeline est

un placement de mémoires temporaires dans le circuit appelées registres. Dans le cas du

multiplexage temporel, les registres permettent de sauvegarder l'état des données entre

plusieurs accès à la ressource partagée.

Pour assurer le bon fonctionnement du circuit généré, nous avons basé notre tra-

vail sur une modélisation formelle. Cette modélisation permet de s'assurer de certaines

propriétés sur le circuit généré, comme par exemple l'utilisation exclusive des portions

partagées temporellement. Nous avons proposé une nouvelle classe de modèle pour les cir-
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cuits synchrones pipelinés. Cette dernière s'appelle Réseau de Petri Temporisé avec reset

et transitions retardables (RTPN). Elle étend les Réseaux de Petri Temporisés (TPNs) de

Ramchandani avec des transitionsretardablespouvant rater leur date de tir et une action

resetqui réinitialise les horloges de toutes les transitions sensibilisées.

Nous avons étudié les propriétés de cette nouvelle classe de modèle. Elle a été dé-

montrée équivalente à un automate temporisé à une horloge et hérite donc de tous les

résultats de décidabilité et de complexité de cette classe. De plus, nous avons montré que

l'extension des TPNs avec seulement les transitionsretardablespermettait de modéliser

l'action reset. La surclasse correspondante s'appelle Réseau de Petri Temporisé avec tran-

sitions retardables (DTPN). Nous avons comparé l'expressivité de ce modèle par rapport

au modèle de Réseau de Petri Temporel (TPN) de Merlin. Dans le cas de réseau borné,

nous avons montré que les DTPNs sont incomparables avec lesTPNs en temps dense

et strictement plus expressifs en temps discret, au regard de la bisimulation temporelle

faible. Nous avons proposé une abstraction symbolique des états du modèle pour laquelle

le calcul du successeur peut-être e�ectué en temps linéaire par rapport au nombre de tran-

sitions du réseau. Nous avons proposé un ensemble d'algorithmes pour la construction de

l'espace symbolique et avons montré une implémentation de ces derniers.

En nous basant sur une modélisation des circuits synchrones en RTPN, nous avons

conçu une nouvelle méthode de synthèse de pipeline. Cette dernière permet de résoudre

le problème de pipeline optimal, c'est-à-dire le placement des registres permettant de

minimiser le nombre de bascules consommées. À partir de cette approche, il est possible

de caractériser le pipeline souhaité. Ainsi, nous avons proposé une solution au problème

de multiplexage temporel en spéci�ant les propriétés du pipeline souhaité via la logique

LTL.

Nous avons jeté les bases théoriques permettant de synthétiser un circuit qui assure une

latence maximale tout en o�rant une optimisation des ressources consommées à travers

le pliage (le multiplexage temporel) de portions de circuits. Tous ces travaux sont basés

sur des modèles formels qui assurent par construction le respect des propriétés du circuit.

De plus, un outil a été développé qui permet de synthétiser un circuit décrit en VHDL

à partir d'un modèle Matlab/Simulink. Ce premier prototype est prometteur et valide

l'utilisation de bout en bout de notre approche basée sur les RTPNs.
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Perspectives

Les travaux réalisés dans cette thèse donnent de premiers résultats encourageants et

posent des bases pour des recherches futures.

Exploration des états des modèles Les classes de modèle RTPN et DTPN s'avèrent

intéressantes pour notre cas d'étude, mais pourraient également être utiles à d'autres ap-

plications. Cependant, notre implémentation de l'exploration de l'espace d'états proposés

est limitée et ne passe pas à l'échelle sur de gros exemples. Nous pensons donc qu'il reste

encore du travail à e�ectuer. Pour commencer, l'exploration vise à trouver une exécution

optimale en termes de coût, nous avons alors opté pour un algorithme Dijkstra. Mais il

pourrait d'être intéressant de passer à un algorithmeA � , en déterminant des heuristiques

qui sous-estiment le coût restant. Ensuite, nous pensons que l'algorithme de calcul des

pas maximaux peut encore être amélioré. En e�et, celui que nous avons proposé dans ce

manuscrit se contente d'explorer les états d'un Réseau de Petri sans temps. Nous pensons

qu'il est possible d'améliorer la complexité en se ramenant à un problème de clique maxi-

male. En�n, dans notre prototype, l'implémentation des structures de données est naïve

et mériterait un plus grand travail de ré�exion. Ceci pourrait drastiquement améliorer les

performances de cet outil.

Cas particuliers de multiplexage temporel Nous avons montré dans ce manuscrit

l'utilisation de notre approche basée sur les RTPNs pour le multiplexage temporel. Ce-

pendant, nous nous sommes placé dans un cas particulier pour lequel la fréquence du

pipeline n'a pas d'importance, c'est la latence du circuit qui compte. Nous pensons donc

que les recherches futures doivent porter sur le guidage de la recherche de solutions par

la latence du circuit pipeliné. Dans ce contexte, il serait intéressant d'observer les e�ets

de notre approche dans le cas de partage à la fois de portions de circuits avec un petit

temps de propagation et de portions de circuits avec un grand temps de propagation.

Ceci forcerait le découpage des grandes portions à partager, c'est-à-dire ceci entrainerait

le placement de registres dans les grandes portions à partager. En e�et, la fréquence du

pipeline est �xée par la taille maximale des étages. Il faut donc trouver un compromis

entre taille des étages et nombre d'étages, pour minimiser la latence. Nous pensons que

nous pouvons également appliquer cette approche dans le cas où la fréquence du pipeline

est capitale, c'est-à-dire lorsque nous souhaitons partager des portions de circuits tout

en garantissant un débit de fonctionnement minimal. Ceci nous ramène au problème de
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modulo scheduling [SWN07]. La di�culté dans notre approche serait d'être capable de

modéliser l'insertion de � bulles �, c'est-à-dire des temps où le pipeline reçoit en entrée

une donnée vide.

Outil HLS L'outil de synthèse de VHDL à partir de spéci�cation Matlab/Simulink que

nous avons développé est une preuve de faisabilité de notre approche, mais il pourrait

être largement amélioré. Pour commencer, nous n'avons pas eu le temps de nous attarder

sur d'autres axes de recherche qui pourraient être impactants sur la taille du circuit

synthétisé. Le choix des formats de données en est un. En e�et, notre outil e�ectue une

propagation naïve des formats de données en avant. Il pourrait être intéressant d'étudier

les formats de données optimaux dans des sous-circuit particuliers. Par exemple, il serait

intéressant d'utiliser l'approche de FiXiF [Vol18] pour tous les sous-circuits linéaires qui

ont une boucle de rétroaction. Ensuite, dans notre approche du multiplexage temporel,

nous n'avons pas pris en compte la sélection des portions de circuits à partager. Nous

pensons que cette dernière pourrait être automatisée, soit par une méthode propre à notre

cas d'étude en se basant sur la structure imbriquée de Simulink, soit par des méthodes de

sélection de sous-graphes isomorphes.

Autres applications L'approche que nous avons développée est capable de synthétiser

des pipelines qui répondent à des contraintes particulières. Nous pensons que cette mé-

thode o�re beaucoup de possibilités du fait de la �exibilité du modèle et de l'expressivité

des logiques que l'on peut lui appliquer. Ainsi, nous pensons qu'elle peut résoudre d'autres

problèmes de synthèse de pipeline en spéci�ant simplement les propriétés attendues.
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Titre : Réseaux de Petri temporisés pour la synthèse de circuits pipelinés

Mot clés : Réseau de Petri Temporisé, synthèse de pipeline, pliage de circuit

Résumé : Dans cette thèse, nous nous
intéressons à l'optimisation des ressources
consommées par un circuit implémentant une
loi de commande pour la charge de véhicules
électriques sur FPGA.

Tout d'abord, nous proposons une nou-
velle solution au problème de la synthèse
de pipeline minimisant les bascules et garan-
tissant une fréquence minimale de fonction-
nement. En se basant sur cette même ap-
proche, nous sommes capable de construire
un pipeline permettant le pliage (ou multi-
plexage temporel) du circuit, c'est-à-dire qui
permet la fusion de portions du circuit iden-
tiques en séquençant leur accès. Ainsi, les
ressources consommées sont réduites à la
fois en nombre de bascule et en nombre d'uni-

tés logiques.
Notre approche est basée sur un modèle

de Réseau de Petri Temporisé avec des tran-
sitions retardables, pouvant rater leur date de
tir, et une action spéci�que appelée reset qui
réinitialise les horloges de toutes les transi-
tions. Ce modèle s'avère équivalent à un auto-
mate à une horloge. Une surclasse de ce mo-
dèle, les Réseaux de Petri Temporisés avec
transitions retardables (sans reset), s'avère
être incomparable, en terme d'expressivité en
sémantique faible, avec les classes de Ré-
seaux de Petri Temporels ou Temporisés en
temps dense ou discret. En�n, une exploration
symbolique de ce modèle ainsi que des résul-
tats de complexité théorique et pratique sont
étudiés.

Title: Timed Petri nets for the synthesis of pipelined circuits

Keywords: Timed Petri Net, pipeline synthesis, circuit folding

Abstract: In this thesis, we are interested
in the optimization of the resources consumed
by a circuit implementing a control law for the
charging of electric vehicles on FPGA.

First, we propose a new solution to the
pipeline synthesis problem that minimizes the
number of �ip-�ops and guarantees a min-
imum operating frequency. Based on this
same approach, we are able to build a pipeline
that allows the folding (or time multiplexing) of
the circuit, i.e., that allows the merging of iden-
tical circuit portions by sequencing their ac-
cess. Thus, the consumed resources are re-
duced both in number of �ip-�ops and in num-
ber of logical units.

Our approach is based on a Timed Petri
Net model with delayable transitions that can
miss their �ring date, and a speci�c action
called reset that resets the clocks of all tran-
sitions. This model is shown to be equiva-
lent to a one-clock automaton. An overclass
of this model, the Timed Petri Nets with de-
layable transitions (without reset), turns out to
be incomparable, in terms of expressivity in
weak semantics, with the classes of Temporal
or Timed Petri nets in dense or discrete time.
Finally, a symbolic exploration of this model
and results on theoretical and practical com-
plexity are studied.
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