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Chapitre 1
Introduction

Dans cette thése, on s’intéresse aux propriétés dimensionnelles de certains ensembles frac-
tals déterministes ou aléatoires de R*. Nous nous sommes intéressés dans un premier temps
a certaines éponges déterministes invariantes sous 'action du semigroupe (N*, x) et portés
a notre attention par [29]. Ce travail s’est révélé fructueux et plus complexe que nous ne
I’imaginions, et nous a permis de développer une théorie dimensionnelle assez fournie pour
cette classe d’ensembles, que nous présentons ici dans le chapitre 3 de ce mémoire. Dans un
second temps, nous nous sommes intéressés a certains tapis aléatoires en dimension 2, dits
de Baranski. Nous avons la aussi obtenu des résultats sur les différentes dimensions de ces
tapis, qui permettent de compléter le cas déterministe déja connu, ainsi que le cas des tapis de
Sierpinski aléatoires qui est moins général. En parallele, nous nous sommes intéressés au cas
de la dimension supérieure dans le cas déterministe (éponges de Baranski), qui est plus délicat
comme montré récemment par Das et Simmons dans [11]. Tous ces résultats font 'objet du
chapitre 2.

Dans cette premiere section de notre introduction, nous allons rappeler quelques définitions
et théoremes tres classiques de la géométrie fractale (on se référera & [15] pour les bases
completes de la théorie), puis nous présenterons plusieurs résultats anciens et plus récents

concernant ’études des tapis et éponges déterministes.

1.1 Définitions et contexte

Soit K un sous-ensemble borné non vide d’un espace métrique séparable X. Pour s > 0 et

0 > 0 on pose

Hi(K) = inf {Z \Ui|*, K C U Ui et |U;| < 6 pour tout z}
i=1 i=1



et H¥(K) = %in% H3(K). La dimension de Hausdorff de K est alors définie par
—
dimpy (K) =inf{s >0, H*(K) =0} =sup{s >0, H*(K) = +o0}.
On définit aussi la dimension inférieure de Minkowski de K par

. .o log (Ns(K))
dim, (K) = h%g%lf T log(d)

ot Ns(K) est le nombre minimal de boules fermées de rayon ¢ dont on a besoin pour recouvrir
K, ainsi que sa dimension supérieure de Minkowski dim;(K) de maniére similaire. Enfin, on
écrira classiquement dim p(K) pour désigner la dimension de Packing de K. Pour x une mesure
Borélienne finie sur X, on définit les dimension inférieures et supérieures de Hausdorff de u

ainsi que les dimensions inférieures et supérieures de Packing de u par
dim () = inf {dimg (A), A borélien tel que u(A) > 0},

dimy (p) = inf {dimg (A), A borélien tel que pu(X \ A) =0},
dimp(p) = inf {dimp(A), A borélien tel que u(A) > 0},
dimp(p) = inf {dimp(A), A borélien tel que u(X \ A) = 0}.

Pour x € X on définit les dimensions locales inférieures et supérieures en x par

. o Jlog(u(B(a, ) —— o log(u(B(z,7))
it 2) =T gy el = ERP T gy

Le lemme classique dit lemme de Billingsley s’énonce alors comme suit.
Lemme 1.1.1. Soit A C X tel que u(A) > 0.
e sidimy,.(pu,x) > D pour p-presque tout x € X, alors dimpy(p) > D.
o si dimy,.(pu, ) < D pour pu-presque tout x € X, alors dimy(u) < D.
o sidimy,.(u,z) < D pour tout x € A, alors dimpg(A) < D.
On a aussi le résultat suivant tout aussi classique.

Lemme 1.1.2 ([17]). Soit pi une mesure Borélienne finie sur R%. On a alors

dl7HIH(:U) = egsr’:SiBf di7Inloc(ua $), dl7H1H (,LL) = €esssup @100(#7 J})
~ zo

et

dim (1) = essinf Ao (1, ), T (1) = esssup T 1, 0).
2 s



Lorsqu’il existe a tel que lim log(u(B(z,r))) _ pour p-presque tout € R%, on dit que

log(r)
r—0+
est exactement dimensionnelle, et on note alors dim(u) = dimy (1) = dimp(p) (dans tout ce

qui suit, noter dim(u) impliquera implicitement que p est exactement dimensionnelle).
Soit (fi)icp1,n] un ensemble fini de contractions de R?, que 'on appelle systéme de fonctions

itérées. Il existe alors un unique compact K non vide vérifiant

appelé Pattracteur du systéme de fonctions itérées (voir de nouveau [15]). Lorsque les f; sont
des similitudes de rapports respectifs ¢; < 1, on parle d’attracteur auto-similaire. Un théoreme

tres classique concernant ce cas est le suivant.

Théoréme 1.1.3 ([15, Théoreme 9.3]). Supposons qu’il existe V' un ouvert non vide et borné

N
de R? tel que | fi(V)) C V, cette union étant aussi supposée disjointe. Posons s ['unique réel
i=1

N
strictement positif tel que Y- ¢ = 1. Alors
i=1

dimy (K) = dimy, (K) = dimpy (K) = s.

Le cadre auto-similaire est aujourd’hui tres bien compris, en en particulier grace aux tra-
vaux de Hochman : on se référera a [24] pour une liste récente de résultats profonds dans ce
cadre. On s’intéresse dans cette these & des cas de fractales non auto-similaires, dits auto-
affines. Un théoreme classique de Falconer (voir [14]) nous dit qu’étant donné une famille
(M;)ieq, Ny d’automorphismes linéaires de R? de normes euclidiennes subordonnées stricte-
ment inférieures a %, pour presque tout choix de vecteurs vy,...,vy € R? (au sens de la
mesure de Lebesgues de RV?), les dimensions de Hausdorff et de Minkowski de I’attracteur
K du systeme de fonctions itérées (f; : @ — Mz + v;);epy np sont égales a min(d, dimy (K)),
ou dimy(K) est la dimension d’affinité de K définie a partir des valeurs singuliéres des
M;. Ces deux dimensions sont de plus égales au maximum des dimensions de Hausdorff
des projections naturelles sur K des mesures invariantes ergodiques sur l’espace symbo-
lique [1, NJ¥" muni de 'application shift (voir [26]). Lorsque d = 2, si les v; € R? sont
aussi fixés au préalable, il a été prouvé récemment par Bérdny, Hochman et Rapaport dans
[2, 25] le résultat plus fort suivant : si les M; satisfont une hypothese de forte irréductibi-
lité, si le systéme de fonctions itérées ( fi)ie[[L N est exponentiellement séparé et si la famille
(M;/+/] det(M;)]);eqi,n] engendre un sous-groupe non compact de GLy(R), alors on a de
nouveau dimyg(K) = dimp/(K) = min(2,dima(K)), et toutes ces quantités sont égales au
supremum des dimensions de mesures auto-affines sur K. Ont aussi été obtenus des résultats

similaires dans le cas ou il n’y a pas de forte irréductibilité mais ou les M; ne peuvent pas



étre simultanément diagonalisées (voir [2, 3, 25]).

Les tapis de Sierpinski constituent des attracteurs auto-affines simples, naturels et non
triviaux, qui sortent en général du cadre des conclusions du théoréme de Falconer et qui ont
fourni un des premiers exemples d’ensembles non triviaux dont les dimensions de Hausdorff
et de Minkowski sont différentes. Ces derniers ont été étudiés a 'origine simultanément par
Bedford et McMullen dans [33] et [9]. Soient > s > 2 des entiers et A un sous-ensemble
de [0,7 — 1] x [0,s — 1] de cardinal au moins 2. Un tapis de Sierpiniski K sera défini comme
I’attracteur du systeémes de fonctions itérées

fag) : (@,y) € R? — <$+Z yﬂ) . (i,§) € A

r S

De maniére équivalente, il s’agit aussi de 'image de I’espace symbolique AN par la projection

o0 (e%e]
* Lk Yk
T ()i € AV (Yo Sp Y | €T
=1 =1 S

s—1
Théoréme 1.1.4. Soient N; = NJB =#{ie[0,r—1], (i,j) € A} etyp:60 >0+ log (Z Nf).
=0

Alors » (iog(S))
dimy (K) = ﬁfg
et
dim ) (K) = dimyy (K) = f;(glﬁ + <log1(s) - log1<r)> v

De plus les deux dimensions sont égales si et seulement si les N; strictement positifs sont tous

égauzx.

Le calcul de la dimension de Hausdorff de ces tapis s’obtient grace a un principe variation-
nel, en montrant que celle-ci est égale au maximum des dimensions de produits de Bernoulli
portés par le tapis. Plus précisément, on calcule d’abord les dimensions des éléments de
cette classe de mesures, ce qui donne une minoration de la dimension du tapis par lemme
de Billingsley. L’approche pour la majoration est différente dans les deux travaux : [33] cal-
cule de maniere explicite le maximum des dimensions de produits de Bernoulli, puis utilise
un lemme combinatoire afin de majorer la dimension du tapis par cette quantité a ’aide de
I'unique mesure de Bernoulli de dimension maximale et du point 3 du lemme 1.1.1. Dans [9],
on exhibe plutét une famille de recouvrements adéquats du tapis.

Il a ensuite été prouvé par Kenyon et Peres dans [28] que la dimension de Hausdorff de K
(vu comme sous-ensemble du tore T2) est en fait égale au maximum des dimensions de mesures
boréliennes invariantes par f : (z,y) € T? — (rz, sy) € T?, ergodiques et supportées par K,

et que ce maximum est atteint de maniere unique. De plus, une telle mesure p est exactement



dimensionnelle et sa dimension est donnée par la formule dite de Ledrappier-Young

_ hu(f) 1 1
__log(r)_+ (log(S) log(r

dlm(,u) )) h(7r2)*u(y = Sy)v

ou m : (x,y) — y. Dans [28], Kenyon et Peres étendent aussi tous ces résultats au cas
R? avec d quelconque supérieur ou égal & 2, et établissent ainsi des formules similaires de
dimensions pour les éponges de Sierpinski, généralisation naturelle en toute dimension des
tapis de Sierpinski. Ils utilisent pour la majoration de la dimension une approche similaire a
celle de McMullen dand [33], et s’appuient sur un lemme combinatoire plus général.

Les tapis de Baranski constituent une généralisation des tapis de Sierpinski. Soient r, s > 2
etai,...,ap,b1,...,bs € (0,1) telsque 351y a; = 3771 b; = 1. Pour (4,5) € [0,7—1]x[0,s-1]

on définit les applications

a; 0\ (x Sl ay
gi,‘:($ay)6R2’_>< ><)+< =0 )
( ]) O b] Yy Zj/:lo b]/

Soit D = {(i1,41),- -, (i4,Jq)} un ensemble de d > 2 couples distincts de [0, — 1] x [0, s — 1].
On définit de nouveau les quantités N; comme dans le cas des tapis de Sierpinski, ainsi que
les quantités NiA définies de maniere similaire. On définira un tapis de Baranski K comme

I’attracteur du systeéme de fonctions itérées (g(m))(i’j)e p- Baranski a prouvé le

Théoréme 1.1.5 ([1, Théoréme A]). La dimension de Hausdorff d’un tapis de Barariski est

égale au mazrimum des dimensions de produits de Bernoulli portés par K.

On peut par ailleurs construire des tapis de Baraniski pour lesquels ce maximum n’est pas

uniquement atteint (voir [26]). On a de plus le

Théoréme 1.1.6 ([1, Théoreme BJ). Si S4 et Sp sont les uniques réels positifs tels que

> aZ-SA =let > be =1, et si on pose Ty et Ty les uniques réels positifs tels que
i,NA>0 J-NF>0

Sa S
i T bi\"?
2 <b> o1 B (2) et
(i,j)eD \™J (i,j)eD N

alors dim; (K) = dimy;(K) = max (T4, TB).

Notre premiere contribution dans cette theése sera de revisiter la preuve de ce théoréme
dans la section 2.1, en présentant en particulier une approche différente de la majoration que
celle utilisée dans [1]. On cherche en effet ici & adapter 'approche de Bedford pour les tapis
de Sierpinski, a savoir exhiber des recouvrements adéquats. En toute dimension, la situation

est plus délicate et est différente du cas Sierpinski. Dans [11], Das et Simmons montrent qu’en

10



dimension au moins 3 on peut trouver des exemples d’éponges de Baranski pour lesquelles le
supremum des dimensions de mesures invariantes portées par K est strictement inférieure a
la dimension de Hausdorff du tapis.

Une autre généralisation des tapis de Sierpinsi est constituée de la classe des tapis de
Lalley-Gatzouras. Soit m > 1 et n; > 1 pour chaque j € [1,m]. Soit aussi 0 < a(; ;) < b; <1
pour chaque j € [1,m] et i € [1,n;], tels que 377", b; < 1 et S a(,j) < 1 pour tout j. Soit
0<d <dy <...<dp <1tels quedj;1 —d; >bjpour j€[l,m—1] et 1 —dy, > by, et
pour chaque j soit 0 < ¢(1 j) < ) < -.. < €y 5) < 1 tels que ¢i11),5) — ¢j) = a,j) pour

touti € [1,n; —1] et 1 —c¢ . On pose alors

(nj.j) 2 nj.5)

C=A{(i,7), jel,m] et i € [1,n;]}

0 o
hlJ . (x, y) E RQ — a(7'7]) x + 6(7’7]) .
0 b)) \y d;

On définira un tapis de Lalley-Gatzouras K comme I'attracteur du systeéme de fonctions itérées

et pour (i,j) € C

(h(ij))i,jyec- Lalley et Gatzouras ont prouvé le

Théoréme 1.1.7 ([22, Théoreme 5.3]|). La dimension de Hausdorff d’un tapis de Lalley-
Gatzouras est égale au maximum des dimensions de Hausdorff de produits de Bernoulli portés

par K.

La encore, il est prouvé que I’on peut construire des tapis de Lalley-Gatzouras pour lesquels

ce maximum n’est pas uniquement atteint (voir [5]).

1.2 Résultats et plan de these

Nous allons présenter ici de maniére synthétique les résultats obtenus au cours de cette
these et figurant dans ce mémoire. On s’intéresse dans la section 2.2 aux tapis de Baranski
et de Lalley-Gatzouras aléatoires, généralisation des tapis de Sierpinski aléatoires dont nous
esquissons ici brievement la construction. Celle-ci consiste en un processus de percolation.
On considére un sous-ensemble aléatoire (possiblement vide) A(w) de [0,r — 1] x [0,s — 1],
et on suppose que E[#A] > 1. On construit aussi sur le méme espace de probabilité un
compact aléatoire K (w) C [0,1)% et 7 x s compacts aléatoires K ((4,),w), (i,5) € [0,7 —1] x
[0, s — 1] qui sont des copies indépendantes de K et indépendantes de A, et tels que K(w) =
Uij)eaw) Fa) (K ((4,7),w)) (les f; 5y étant toujours les fonctions définies précédemment).
K est alors non-vide avec une probabilité strictement positive. Ces ensembles aléatoires se

généralisent en toute dimension de manieére directe, et sont alors appelés des éponges de

11



Sierpinski. On définira aussi les mesures de Mandelbrot, pendants aléatoires des mesures de
Bernoulli. Celles-ci, lorsqu’elles sont non dégénérées (c’est-a-dire lorsque P(u # 0) > 0), sont

construites sur [0,1]? et sont caractérisées par E {M([O, 1]2)} =1et

i\ -1
=3 Wagn™ o fi
(4,9)
presque stirement, ou les W(; ;) sont des variables aléatoires positives vérifiant les relations
>y Wig) = 1 et E [— > Wiig) log(W(ivj))} > 0, et ou les u(7) sont des copies indé-
pendantes de u, qui sont aussi indépendantes des W(; ;. De plus, on peut les construire de
maniere a ce que leur support soit presque stirement inclus dans le tapis aléatoire considéré.
Ces mesures aléatoires ont d’abord été introduites et étudiées par Mandelbrot (voir [32], [31]
et [27]). Il a été établi entre autres dans ces travaux une condition nécessaire et suffisante
de non dégénérescence de ces mesures, ainsi qu’une formule pour leur dimension entropique,

définie dans ce contexte par

ou F, est la famille des rectangles basiques de n® génération dans [0, 1]2 associés aux f; ;-
Dans [12] et [14], Dekking-Grimmett et Falconer ont calculé les dimensions de Minkowski
et de Hausdorff de la projection de K sur un des axes principaux. Ces derniers ont prouvé
que ces dimensions sont égales, et que leur valeur commune differe en général de la formule
min(1, dimg(K)) donnée par le théoréme classique de Marstrand (voir [15]) lorsque 1'on pro-
jette sur presque toute droite vectorielle de R?. Plus tard, Lalley et Gatzouras ont établi

le

Théoréme 1.2.1 (|23, Théoremes 4.1 et 5.1]). Soient
s—1
Nj(w) =#{i € [0,r = 1], (i,j) € A(w)}, ¢¥:0>0log | E[N;)’
7=0

et P(t) = mingejo, 1) ¥(0). On suppose que # {j, E[N;] >0} > 2 et 35, P(N; > 1) > 0. Alors

presque stirement conditionnellement a K # & on a

dimH(K) _ ¥ (max (t’ Eigig))

et

- _ log (E[#A]) < 1 1

iy (1) =T 8) = 25, 052+ (1 ~ ) ¥

De plus les deux dimensions sont égales si et seulement sit =1 ou les E[N;] non nuls sont

12



tous égau.

Plus récemment, Barral et Feng ont étudié les projections des mesures de Mandelbrot sur

les axes principaux, et ont en particulier prouvé le

Théoréme 1.2.2 ([6, Théoreme 3.3]). Soit u une mesure de Mandelbrot non dégénérée. S’il
existe ¢ > 1 tel que E {W(qz j)} < +o0 pour tout (i,j), alors presque surement conditionnelle-

ment d p # 0 la mesure p est exactement dimensionnelle et

min (dime (M)? h]E[(wE)M} (y = Sy))
log(s)

dim((m2).p) =

Ces derniers ont aussi obtenu une nouvelle preuve du théoreme de Dekking-Grimmett et
Falconer. Ensuite, ces mémes auteurs ont établi dans [7] une formule de Ledrappier-Young
pour la dimension de Hausdorff de ces mesures lorsque celles-ci sont a support dans un tapis
de Sierpinski (de nouveau en supposant qu’il existe ¢ > 1 tel que E [W(ql j)} < 400 pour tout
(4,7)), a savoir

) = Gt

(o] ~ o) M0 ey (0 )
puis ont généralisé cette formule en toute dimension (mesure de Mandelbrot a support dans
une éponge de Sierpinski). Est aussi établi un principe variationnel qui permet de calculer
les dimensions de Hausdorff des éponges de Sierpinski comme le maximum des dimensions de
mesures de Mandelbrot non dégénérées a support dans 1’éponge considérée (on a 'unicité de
la mesure de Mandelbrot optimale). On établira ici des résultats en dimension 2 pour les tapis

de Baranski et de Lalley-Gatzouras aléatoires, en prouvant le

Théoreme 1.2.3. Soit K un tapis de Baranski ou de Lalley-Gatzouras aléatoire. On a presque

surement, conditionnellement o K # &
dimpg (K) = sup {dim(u), u mesure de Mandelbrot non dégénérée sur K} .

On commencera donc par donner une formule pour la dimension de Hausdorff des mesures
de Mandelbrot sur ces tapis, puis on prouvera une résultat de majoration - de nouveau a
I’aide de recouvrements adéquats - afin d’obtenir les résultats souhaités. On calculera aussi
les dimensions de Hausdorff et de Minkowski de la projection de ces tapis sur un des axes via
un principe variationnel portant sur la dimension de Hausdorff des projections de mesures de
Mandelbrot. Rappelons que dans le cas déterministe, la situation est claire puisque la pro-
jection de ’ensemble K est un ensemble auto-similaire satisfaisant la condition de I’ensemble

ouvert. On prouvera ainsi le

13



Théoréme 1.2.4. Pour 6 € R, soit S(6) l'unique réel tel que Z;;(%E[Nj]ebf(a) =1 (on
rappelle que Nj = NJB = Z;-:& L, jyea)- Soit aussi Op € [0,1] tel que S(0p) = minge(g 17 S(0).

On a presque strement, conditionnellement a K # @&

dimpg (72 (K)) = sup {dim((72)«p), © mesure de Mandelbrot non dégénérée sur K}
— dimy (ma(K)) = Tmag (m3 (K)) = S(0).

De plus la mesure de Mandelbrot non dégénérée en laquelle dimp (mo(K)) est atteint est unique

si et seulement si S’(0) < 0.

Enfin, on établit une formule pour la dimension de Minkowski d’un tapis de Baranski aléatoire,

qui généralisera donc a la fois les résultats de [23] et le théoreme 1.1.6.

0
Théoréme 1.2.5. Pour 0 € R, soit R(6) l'unique réel tel que ZZ:_[}]E {NZA} af(e) =1 (on
pose Nt = Zj;(l) 1 j)ea), et 04 un point de [0,1] en lequel R admet son minimum sur cet

intervalle. On définit le réel positif Tp = T'(S(0B)) par ’équation

5(0B)
ZP =1 (b> GO

a;

et le réel positif Ta = T(S(04)) par Uéquation

ai\ " i)
() !
Alors presque stirement conditionnellement a K #+ @ on a
dim,;(K) = dimps (K) = max(Ta, TB).

Les cas d’égalité entre dimension de Minkowski et de Hausdorff restent a élucider. De plus,
une étude préliminaire indique que nos résultats s’étendent au cas ou les a; et les b; sont
eux-mémes aléatoires, ce qu’encourage a croire le résultat obtenu par Peyriere dans un cas
spécial de mesures aléatoires associées & certains découpages aléatoires de I’hypercube [0, 1]%
(voir [37]). Ces derniéres constituent des cas particuliers des situations plus générales que nous
envisageons. Ceci devrait faire I’'objet d’une étude approfondie.

Dans la section 2.3, on étudie les mesures de Mandelbrot inhomogenes, généralisation des
mesures de Mandelbrot usuelles (on s’autorise maintenant a ce que les lois utilisées pour
définir la mesure puissent varier a chaque étape de sa construction) et pendant aléatoire des
mesures de Bernoulli inhomogenes. Les dimensions entropiques inférieure et supérieures de
telles mesures ont été étudiées par Barral dans [4]. On établira ici des résultats de grandes

déviations inspirés de [6] afin de minorer la dimension de Hausdorff d’une telle mesure lorsque
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celle-ci est définie sur un tapis de Baranski. Dans la section 2.4, on propose une discussion
du cas des éponges de Baranski auto-affines en loi en dimension supérieure ou égale a 3. Le
temps imparti pour ce travail de these n’a pas permis d’inclure dans ce mémoire la rédaction
de la démonstration d’un principe variationnel donnant leur dimension de Hausdorff, que nous
nous contenterons ici d’énoncer.

Dans la section 3, on s’intéresse a une certaine classe d’ensembles fractals définis grace
aux fonctions f; ;) intervenant dans la construction de tapis de Sierpiniski et non invariants
par f : (z,y) € T? — (rx,sy) € T?, mais obtenus comme projections de certains ensembles
symboliques invariants sous 'action d’un semi-groupe d’entiers. Dans [18], Fan, Liao et Ma

ont effectué le calcul de la dimension de Minkowski de ’ensemble

{w—zgllz:xke{O,l} et xkak—Opourtoutk21} c [0,1].
k=1

Ceci a incité Kenyon, Peres et Solomyak a étudier dans [29] les ensembles de la forme
XQ = {(xkayk)zil € ([[O7T - 1]] X [[O?S - 1]])N*7 (‘,Eiqevyiqe) € pour tout ia Q’fl} ;

oll ¢ > 2 un entier fixé et  est un fermé quelconque de ([0,7 — 1] x [0, s — 1])N". L’ensemble
obtenu est alors invariant sous l'action du semigroupe (N*, x). Ces derniers ont établi des
formules pour les dimensions de Hausdorff et de Minkowski des ensembles du type 7(Xq), en
se limitant au cas ou r = s = m. Pour cela, il est établi un principe variationnel sur une classe
particuliere de mesures, a savoir les mesures de la forme P, définies sur les cylindres de AN

par

Pu(l(z,y)la]) = T 1 ([ 9)l2]) -

i<n
qti

ol i est une mesure de probabilité fixée au préalable sur ) et ou

(x,9)sr = (i, i) (Tgis Ygi) - -+ (Tgri> Ygri)
siq"i <n < ¢ Th. On a alors le

Théoréme 1.2.6 ([29, Théoréme 2.3]). Soit
ak:{Qﬁ[u]: u e AF, Qﬂ[u]#@}

et Hj (o) = = % p(C)log (1(C)). On.a



On établit ici dans le chapitre 3 une formule pour la dimension de Hausdorff de 7(Xg)

lorsque r > s. On prouve ainsi le

Théoréme 1.2.7. On a
dimpy (7(Xq)) = max {dim(P,), pu mesure de probabilité sur 2} .

De plus, la mesure p sur €1 telle que P, soit optimale est unique.

On étudie donc d’abord la dimension de Hausdorff de ces mesures dans notre cas (voir le
théoreme 3.2.2), ainsi que d’autres propriétés telles que 'existence ou non d’une formule de
Ledrappier-Young associée a la formule de dimension que I'on établit. On optimise ensuite la
dimension de ces mesures afin d’obtenir la mesure optimale recherchée ainsi qu'un candidat
pour la valeur de la dimension de Hausdorff du tapis (donnés dans le théoréeme 3.2.7), puis
on prouve de nouveau un résultat de majoration (cette fois-ci en se servant du lemme de
Billingsley et du lemme combinatoire de Kenyon et Peres).

On établit aussi une formule pour la dimension de Minkowski de 7(Xq) (voir le théoréme
3.2.11). On généralise enfin nos résultats au cas de la dimension quelconque, ot la combinatoire
du probleme se complique nettement comparée a celle qui intervient dans le cas des éponges
de Baranski. Ce travail a donné lieu a la publication [10], que I’on reproduit ici.

Etendre les résultats de la section 3 aux ensembles plus généraux considérés par Peres,
Seuret, Solomyak et Schmeling en dimension 1 dans [36] constituerait une piste intéressante
pour des recherches futures. De plus, on pourrait aussi s’intéresser aux ensembles aléatoires
obtenus en percolant sur des ensembles de type 7(Xq), en particulier dans le but d’obtenir
leur dimension de Hausdorff. Enfin, une question naturelle non abordée dans cette theése serait

I’étude de I'analyse multifractale des mesures mises en jeu dans tous les cas.
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Chapitre 2

Etude de quelques tapis

déterministes et aléatoires

Dans cette section, on étudie les dimensions de Hausdorff et de Minkowski de certains
attracteurs déterministes et aléatoires non auto-similaires. Dans un premier temps, dans la
section 2.1, on rappelle la théorie dimensionnelle connue associée aux tapis de Baranski dé-
terministes, et on présente une preuve alternative en ce qui concerne la majoration de leur di-
mension de Hausdorff. Ensuite, dans la section 2.2 on étudiera les tapis de Baranski aléatoires,
dans le but d’établir des formules pour leurs dimensions de Hausdorff et de Minkowski. Pour
cela, on introduit les bien connues mesures de Mandelbrot dont on étudiera les projections sur
ces tapis. Enfin, en 2.3 on étudie les mesures de Mandelbrot inhomogénes, généralisation des
mesures de Mandelbrot. Cela prépare une discussion du cas des éponges de Baranski aléatoires

en toute dimension dans la section 2.4.

2.1 Tapis de Baranski déterministes

On va calculer ici la dimension de Hausdorff de certaines structures fractales que l'on
nomme tapis de Baranski. Rappelons que I’étude de ces ensembles a été effectuée dans [1].
Baranski y a calculé entre autres leur dimension de Hausdorff. Nous allons ici présenter le
calcul de cette dimension, mais par une autre méthode lorsqu’il s’agira de la majorer, inspirée
des travaux de Bedford dans le cas des tapis de Sierpinski. Ceci nous sera précieux pour
I’étude du cas aléatoire. Le principe sous-jacent restera néanmoins le méme, a savoir obtenir la
dimension recherchée comme une borne supérieure de dimensions de Hausdorff d’une certaines
classes de mesures sur nos tapis, c’est-a-dire en écrivant un principe variationnel. Définissons
tout d’abord ces tapis de Baranski. |.| dénotera dorénavant la norme infinie classique sur les
espaces R¥. Soient 7,5 > 2 et a1,...,a,,b1,...,bs € (0,1) tels que >_;a; = >5=1b; =1L
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Soit X = [0, — 1] x [0, s — 1]. Pour (i,7) € X on définit les applications
Fiig) : ( )€R2+—><ai 0) <x>+< LlOa’”)
i) -\ Y i
@:9) 0 bj Yy E;/ZIO bj/

m(@y) = (@1, 0) (@2, 02) - € XN = () Flangn) © - © Sy (10, 1)%) € [0, 1)
n>1

ainsi que

7 est surjective, mais n’est pas injective en général. Si (z1,y1) - (Tn,yn) € X™, on appellera

un ensemble de la forme f -0 flanym ([0, 1]2) un rectangle basique de génération n.

z1y1) ©
On définit aussi de maniere classique le cylindre symbolique de génération n associé comme

étant
(1) -+ (wnsya)]l = { (@ y) € X, (@ wh) = (o) Yk € [1,m] |-

Soit D = {(i1,1),--.,(ia,Ja)} un ensemble de d couples distincts de X. Soit aussi K =
7(DN"). On appellera K un tapis de Baranski. Pour (z,y) € XN soit
1 n—1 .
9.5 ((2,y),n) = — > Ty (@ (2, 9)))

k=0

la fréquence du digit (i,7) € X a la génération n, g;(z,n) = ‘;;(1) 9.5 (2, y),n) et ¢;(y,n) =

;:& q(m)((m,y),n). Soit aussi

S = {q = (q.4) i jex € Ry)X tels que Y qujy =1 et quj) = 0si (4,5) ¢ D}

(i,)eX
et
r—1 s—1
Sa (resp. Sp) =4 q €S, ZQi log(a;) > qu log(b;) p (resp. <), (2.1)
i=0 §=0
si de nouveau on pose ¢; = Z‘;;[l) gijetq = ZT:_& q:,j- Remarquons que si (¢(; j)((w,y),n)) € S
alors

(q(iyj)((x,y),n)) €SB Ay, .. .0z, by ...by,.

Ceci signifie que le rectangle basique f(;, 4,)0...0 f(xmyn)([O, 1]2) a une largeur supérieure ou
égale a sa longueur. Dans ce cas on posera M B ((z,y),n) = min {m > n, by, ... by, < az, ...az, }
Lemme 2.1.1. On a les propriétés suivantes :

1. n < MB((z,y),n) < Cin, ou Oy = (M] e N*

log(max(by,...,bs

2. Y(x,y), Yn, MB((z,y),n) < MB((z,y),n+1) < MB((z,y),n) + C;.
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3. 1< —Smlen <0y = .1j 5 e qui implique

v1 "'byMB«a:’y),n)

r—1 B s—1
M”((x,y),n log(Cs
0< Y gilesn)log(ar) — T UBIYS 0 MB (0, ), m)) o) < 2B
i=0 n =0 n
Démonstration. 1. Onaby, - by, , < max(bi,... b)) < min(ay, ..., a.)" < ag, - ag,, -
2. De maniere similaire by, - - -byMB«zyy)Yanl < g, -Gz, max(by,. .., 65)01 < gy gy

3. La troisiéme propriété est claire et découle de la définition de MZ((z,y),n).

Si (qqj)((z,y),n)) € Sa on définit aussi
MA((z,y),n) = min {m >n,az, ...az, <by ...b,}.

avec des propriétés similaires.

Soit 14 la mesure de Bernoulli sur X N* associée aux poids ¢ = (gij) € S. Celle-ci vérifie

ve(l(z1,91) -+ (0, yn)]) = Q(z1,91) " Q(@n,yn)

pour tout cylindre symbolique [(z1,y1) -+ (Zn,yn)]. Soit aussi puy = vy 0 771, qui est une
mesure de probabilité a support inclus dans K. On cherche & calculer dimp (y,). La loi forte

des grands nombres nous donne que pour v,-presque tout (z,y) € X N"on a

V(’L,]) GX’ ql,j((xay)vn) — qi,j-

n—-+o0o

Supposons maintenant ¢ € Sp et notons

LB:TIGN*'—)

—Zi i log (a%) TJ >n
Sigleg (L) |

on définit le cylindre symbolique généralisé

Pour (z1,y1)(z2,y2) - € XN

CE((xl,yl)($27y2) ) = [($1,y1) Ty Yn)Ynt1 - ~yLB(n):|
={(2,y) € Q, z}, =z Vk € [1,n] et y;, = yx Yk € [1, Lp(n)]}.

L’image par m d’un tel cylindre généralisé sera appelée un quasi-carré. Notons

K={@y e’ = {@yh|=1}
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et Y = 7~ 1(K). Remarquons que

Yensuppy, C (J U AT,
k20 Ac{(i). 40.5)>0}
AA{ (@), 40,5>0}

d’olt p1q(K) = v4(Y') = 1. En particulier on a

vg(CF((x1,51) (@2, 92) -+ ) = pg(m(CF (1, 91) (w2, 52) - +)))

pour tous n et (z1,y1)(z2,y2)--- € XN Pour (z,y) € K, on notera encore
(z,y) = (z1,y1)(x2,y2) - - - son unique antécédent par 7 (avec un léger abus de langage), et

on peut donc définir 'unique suite décroissante de quasi-carrés

<7T ([(:El, Y1) - (T Yn)Yny1 - - - yLB(”)D>n

de cotés an((x,y)) = g, - .. Az, €t bp((z,y)) = by, ... by, , (»y qui le contiennent. Pour simplifier

les notations on notera encore (C2(x,y)), cette suite de quasi-carrés. On notera aussi
¢y ={CPl(@.y)), (x.y) € K} C P(R?),

ainsi que

G (1, () = T inf log(11q(CF (2, 9))))
n=oo log(an((,y)))
pour (z,y) € K. On énonce le lemme qui suit dans le cadre le plus général possible : celui-ci
s’applique en particulier a notre mesure p, qui vérifie 'hypothese avec v1 = Y, ¢;log(a;). Ce
lemme, dont la conclusion est classique dans le cadre de I’étude des attracteurs auto-affines,
est semblable a [37, Théoreme 2.1].

Lemme 2.1.2. Soit y une mesure Borélienne non nulle et finie sur K telle que pour un
certain y1 < 0 on ait pour p-presque tout (x,y) € K
log (an((7,y))) log (bn((x,y)))

— .
n ’ n notoo 11

Alors pour p-presque tout (z,y) € K ona

i, (0.)) — lim i 2EB(.0). 1))

by log(r) = dim(y, (7,3)

Démonstration. Si pour tout n assez grand on a a,((x,y)) > by((z,y)), alors pour ces n on a
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CnB((xvy)) C Ban((z,y))(($ay))7 donc

g B (O @) o (1 (Bayea (@) L g B( ), 1)

" log (an((2,9))) n log (an((,y))) r—0 log(r)

On obtient le méme résultat si a,((x,y)) < b,((x,y)) pour tout n assez grand. SIN =X UY

avec | X| = |Y| = 400 alors on conclut en utilisant le fait que

lim inf u#,, = min ( lim inf u,,, lim inf u,, | .
n neX ney

On a donc l'inégalité d?r?l(u, (x,y)) > dim(u, (z,y)) pour u-presque tout (z,y) € K. Suppo-

sons maintenant
u({@y) € K, dim(u, (x,9)) > dim(u, (x,4))})

=u<u U {@c,y)eficﬁﬁlw,<x,y>>>a+¢a<e>+2e

a€Q%, c€QNJ0,—i

et dim(u, (z,y)) < a+e}> >0,

ol Py (€) = % +€> 0. Ainsi il existe o > 0 et 0 < € < —7; tels que

A= {(x,y) € K, dim(p, (,y)) > o+ ¢a(e) + 2¢, dim(p, (z,y)) < a+e et

9

log(an((z,9))) log(ba((z,9)) 71}

soit de mesure strictement positive. En utilisant le théoreme d’Egoroff on obtient ng € N
et B C A tels que d’abord p(B) > 0, ensuite pour tout n > ng, pour tout (z,y) € B,
wCE((2,y))) < an((z,y))* (I et enfin

log(an((@,9)) _ | [loglbal(@:y)) | _

)

Soit maintenant 7 = p|p : grace au fait que 7 < p, au théoreme de Radon-Nikodym et au théo-
reme de différentiation de Lebesgue, on déduit facilement que dim(7, (z,y)) = dim(u, (z,y)) <

a + € pour T-presque tout (z,y) € B. Fixons donc un tel (z,y) € B. Si r > 0 est tel que

log(7(B((x,y),7)))
log(r

< a+eetnest tel que anti((z,y)) <7 < an((z,y)), alors

log(7(B((z,y), ant1((2,9))))) <log(r(B((z,y),7))) < log(T(B((x,y), an((2,9)))))

22



et log(an+1((z,y))) < log(r) < log(an((x,y))). Ainsi, il existe des n arbitrairement grands tels
que 7(B((z,y),an((z,v)))) > ant1((z,y))*T¢. On en déduit que pour des n arbitrairement

grands on a

An+1 ((337 y))OH_E

< 7(B((z,y), an((z,v))))
< > 7(C)

CeCB tq 7(C)>0
et CNB((z,y),an((z,y)))#2

< emMetm)(atdal(e)te) y {c € CP tq 7(C) >0 et CNB((z,y), an((z,y))) # @}
< e”(€+71)(°‘+¢“(6)+6)#{0 carrés d’intérieurs disjoints de cotés ™=t
tq €N B((z,y),e" M) # o

< en(e+'y1)(a+¢a(e)+e) (6277,5 T 2)27
le passage de la troisitme & la quatriéme inégalité se justifiant par le fait que si C' € CP est
tel que 7(C) > 0, alors la longueur et la largeur du rectangle basique C' sont minorées par

e™(—tM) ot majorées par e™t71). Ainsi pour des n arbitrairement grands on a

(a + €)log(ant1((2,y))) L2 log(e®"* +2)

< (e+m)(@+ dale) +¢)

n n
En passant & la limite sur n on obtient ¢, (€) < E(_i‘%ﬂi_%, ce qui est absurde. On en déduit
finalement le résultat voulu. O

On prouverait de maniére similaire le méme résultat pour la dimension supérieure de u.

De plus si g € S4, on obtient des résultats identiques avec

—Zj kel tog <%> nw >n
Sigilog () |

LA:TLGN*l—)

et la suite de cylindres généralisés

CM (@) = [@191) - (@ns Yn)Tas1 - 2Ly -

Théoréme 2.1.3. Si q € S, alors p, est evactement dimensionnelle et

i) = M@ | bl(@)

)
T artos (1) 5 arlox ()

)
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et si g € Sy alors

M(ap)l@) | h((a)

dim (pq) = 51 :
qulog( ) i;)QiIOg(a%>

Démonstration. Supposons que ¢ € Sp. En utilisant le lemme de Billingsley et le lemme 2.1.2,

il suffit de prouver que pour v -presque tout (z,y) € DY on a

log(vy(Ci/(2,9))) _, Mlaig)lla)) ()
log(ag, ... ag,) n—too rl o) S log (A .
Zqzlg( ) j;oqylg(bj)

Il s’agit d’un calcul direct, en utilisant le fait que
Vq(Cf(x,y))) — H nq”( H q_j Y, LB ))_an(y7n)
(i,5)eX

pour (z,y) € supp(vy). On obtient de la méme facon la formule voulue pour g € S4.

Tout ceci nous permet d’affirmer avec le lemme de Billingsley que

dimy (K) > sup dim(pg).
q€eSs

On cherche maintenant a majorer dimy (K). Soit
Kp={(z,y) € K, (¢;j((x,y),n)) € Sp pour une infinité de n}.

Par cette définition on signifie que (z,y) € Kp si et seulement si il existe au moins un élément
de DY (noté de nouveau (z,y) = (x1,y1)(x2,y2)---) dans Pensemble 7~ ({(z,%)}), tel que
(¢ij((z,y),n)) € Sp pour une infinité de n.

Théoréme 2.1.4. On a

dimpg (Kp) < sup r}ig(Qi’j)|(Qj)) n s—1h((qj))
(i,5)€SB og (L oo (L
P g(a) EO% g(bj)

Démonstration. Pour montrer ce résultat, on va utiliser une méthode similaire a celle de

Bedford dans [9] pour majorer la dimension de Hausdorff des tapis de Sierpinski. Pour € > 0
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assez petit on peut trouver QP un sous-ensemble fini de Sp et np € N* tels que

. . 6
V(Ql,j) € QEBv V(’L,j) € D7 q4i,j =
np

et
V(q);) €5, Iay) € QF, (aiy) — (ai)| <e.

Soit (z,y) € Kp. On appellera aussi Sp 'ensemble des n tels que ¢; ;((z,y),n) € Sp. Pour
simplifier les notations, on notera M(n) & la place de M(n, (z,y)). Soit (¢; ;) € Sp tel que

(¢; ;) soit une valeur d’adhérence de (gi ;((x,y),n))nesy et tel que

(g ((2,9),n)|(gi(y, 1)) _  h((4i;)(4}))

lim sup — = —
nesy  — Yo di(x,n)log(a;) — Y150 4 log(ai)

En utilisant le point 2 du lemme 2.1.1 et le fait que ¢; ;((z,y),n +1) — ¢ ;j((x,y),n) — 0,

n—-+o00
qui implique
kenﬂlfgl]](qld((x, y)? n+ k;) - q’ly]((‘r? y)’ TL)) n—>—+>oo 07

on sait qu’il existe des n € Sp arbritrairement grands tels que

(g (y, M(n))) = ()| < re.
En utilisant la définition de la lim sup, on voit que ’on peut choisir ces n pour qu’ils vérifient

(4,3 ((z, y),n))[(g;(y: ) _ h((gi;)1(g5))
=5 qi(z,n)log(ai) = YoiZ) gl log(as)

+ €.

Soit w un module de continuité positif et croissant de la fonction uniformément continue
z € [0,1] = —zlog(x). Soit (¢; ;) € QF (dépendant de (z,y)) tel que |(g; ;) — (¢i ;)| < e Pour
ces n € Sp on obtient donc |(¢;(y, M (n))) — (g;)| < 2re et

h((4i,4)I(g})) h((gi)1(45))

— Sy dilog(a;)  —Y0=) gilog(a;)

h((gi,5((z,9),n))|(q;(y,n)))
— Y12 ¢i(w, n) log(a;)

h((gi5)[(45))

"~ gilog(a;)

< +€

De plus on a
’ hlgig(gg)  hl(gi)l(g5))
— Yo gjlogla;) = YiZg gilog(ai)
1 1 |

+e€

<MD ) Tl
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1
" S ailog ()

1P((;,)1(d5)) = 7l(gi.3)](a))] + €

r—1
< elog(d)C; 2s Z log (;) + C (dw(e) + sw(re)) + e
i=0 L

= ¢1(e),

ou C, = mingeg Zf;& q; log (a%) > 0. On sait aussi que pour un n € Sp fixé on a (g; ;) € QB
(dépendant de (z,y) et de n) tel que |(g;;((x,y),n) — (g,;)| < e. Ainsi on obtient

el U N U U U revn,

>0 (¢i5)eQ? pzl N2p M=N (q; ;)eQB

ol
I'(e, N,M) = {N x M quasi-carrés C =7 ([(z1,91) -~ (@N, yN)YN+1 - Yu])

s—1 s—1
1
de diametre < C exp <M Z q;log(b;) + 2rM Z log (b) e)
J

j=0 Jj=0
tels que [(q;(y, M) — (q;)| < 2re, [(q:,5((z,y), N)) — (@) <€
h((gi3((z,9), N))I(gi(y, N)) _  ((gi,)I(g5))

: Yio ¢i(z, N) log (%) Tyl gilog (ai) ¢1(6)}.

Soit
Y1, yml € A= {lyr, .-, yml, [(g5(y, M)) — (g;)| < 2re}.

On a

ap(ns-ooni)) =TT = TLa™ ™ = e ( - Mh((q) + 2TMEZIOg<qj>>'

J J J

Donc

V) (s ar) = exp (~Mh((a) + 2rMselog ().

Ainsi #A < exp (Mh((qj)) — 2rM selog (%)) Fixons maintenant 1, ...yps tels que

[y1,...,ym] € A et soit

B ={ltwrmn) - o)l @i 9)m) — @) < ¢

Mg () )@ wm))  h(@)l(a)
o) S Ty s + (0

et

26



On a pour tout [(z1,y1) ... (Tn,yn)] € B

b [@1 1) - (@ yn)l [ Y1, - - yn]) = exp (n (Z ¢i.i((z,y),n)log < q]>)) :

7 j
De plus
un ,y), log<;j ) =
;(qz',j((x,y)an) — Gi,j) log %) = h((gi,i (2, ), ) (g (y, n)))
J; h((gi5 (2, y), 7)) (4 (v 1)) — h((@.5)1(T5))-
ot

S (gi5 (0 9),m) — i) log (q)

< —edlog <€> .
i 4 "B

On définit ¢o(e) = —de log( ) + dw(€) + sw(re). On a

o (@ y) - (@, yn)l | Tyss - - yn])

> exp(=nh((gi;((z,y),n))|(g;(y;n))) + nedlog <n;

) — ndw(€) — nsw(re)).
Ainsi

M(a,j)([(xlayl) s (xnv yn)] | [ylv s 7yn])

1\ [ 2oy (), )] (5 (5,m))
> exp (—nzzjqz x,n)log a) _ Z]:qz(x ) log (L) } —quz(e))

(_nzwbg(;) 'gg;og ( )] @5 es(L) - M@@)

( MZQJ log <blj> {Z (jjljog ))] MCT’EZIOg <b1j>
— Moy (e Zlog< ) M¢2(e)) ,

<.
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ou C' = max lais)l(9))_ > 0. Finalement on obtient

q€s Zz qi lOg(

h((gi4)l(g)))
> QZlog( )

+ ¢())

ou ¢3(€) — 0 lorsque € — 0. Rappelons que dimpy (Kp) < sup dimp (X, j)), avec
(9i,;)€QE ’

#T'(e, M,N) < exp (Mh((q] —I—Mqulog <b1> {

C1N

Xep= U U U Henm.

p>1 N>p M=N (/(ZJ)EQB

Cy

N
4r Z]. log<b—j)

Soit Cp = minges >_; gj log (%) > 0. On suppose maintenant de plus que € <
J

Pour 0<t<2o0mna

H! Cyp (X(Qi,j))

Coe 2P
C
= inf { 514" Xiqy) © UAr and | 4¢] < Coe™ %7
k k

Ci1N

2(#QP) Z Z exp(tMqulog +2rtMeZlog<b1)+Mh(( i)

N>p M=N

(1) ] p@pl@))
+MZqJ1g<b>[Z qzlog( )
C1N

QP S 3 exp (M aptogtey)] (¢ - 180 Mle)l)

Nopai=w 554510 (1) qulog( )

@)

+Mos(6))

Cette derniere quantité tend vers 0 lorsque p — +oo si

M) M@)le) e
Sialog (L) Tiglog (L) Co

t>—

Ainsi pour tout € > 0

dimpg(Kp) < sup
(qz 3 GSB

h((g;)) h((gi)|(g) #3(€)
(Z qjlog( )+Z qzlog( )) et o Gy’

ce qui nous permet de conclure en faisant tendre e vers 0.
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On peut prouver de la méme maniére que si
Ka={(z,y) € K, (gi;((x,y),n)) € Sa pour une infinité de n},

alors

. h((gi.4)|(4:)) h((4i))
dimpg(K4) <
TS | Sapton (1) T Sartos (1)
J

7

Finalement on en déduit

dimpy (K) = dimy (K U K) < supdim(pg).
qes

Cette borne supérieure étant clairement atteinte par compacité de S et continuité, on en
déduit le

Théoréeme 2.1.5. La dimension de Hausdorff d’un tapis de Baranski K est égale au maxi-

mum des dimensions de mesures de Bernoulli a support dans K.

2.2 Mesures de Mandelbrot et tapis de Baranski aléatoires

Dans cette section, on cherche a calculer la dimension des tapis de Baranski aléatoires.
Pour cela, on cherche comme dans le cas déterministe a établir un principe variationnel, en
utilisant la classe des mesures de Mandelbrot, généralisation aléatoire des produits de
Bernoulli. On rappellera dans un premier temps le procédé de ces tapis et de ces mesures, et
on donnera une liste de propriétés classiques concernant ces dernieres. On calculera ensuite les
dimensions recherchées dans la sous-section 2.2.1. Nos stratégies de preuves se rapprochent du
cas déterministe (étude de la dimensions des mesures de Mandelbrot via lemme de Billingsley
puis majoration a l’aide de recouvrements bien choisis) mais impliquent des subtilités propres
au cas aléatoire. Dans la sous-section 2.2.2, on étudiera la dimension de Hausdorff et de Min-
kowski du projeté sur un axe d’un tapis de Baranski. Enfin, dans la sous-section 2.2.3, on
calculera la dimension de Minkowski des tapis de Baranski, en s’inspirant du cas déterministe

étudié dans [1] et en exploitant de maniere fine une idée introduite dans [8].

On posera de nouveau X = [0,7 — 1] x [0,5s — 1], et A = | X", X" étant uniquement
n>0
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constitué du mot vide @. Soit C' = (¢;;)(; j)ex une variable aléatoire a valeurs dans {0, 1*

vérifiant les propriétés E [Z(m) c(iyj)} >1et

# {], ZE [C(i,j)} > O} > 2.

Soit aussi W = (W;;)(ij)ex une variable aléatoire & valeurs dans (R )%, définie simultané-

ment avec C' et vérifiant les propriétés > ; nex E[Wi ] =1,

P ( Z W(i,j)W(z",j’) = O) <1
(

i.5)#(,5")
et

{Wagy >0} < {eay =1}
pour tout (i,7) € X. Soit (C(a), W(a))se4 une famille de copies indépendante de (C, ). On
fait de méme ’hypothese que pour tout a € A et (i,j) € X on a

{Wij(a) > 0} C {cij(a) =1}
On pose pour tout n > 1
Ty = {(@y) € XV, e, y(@,9)li1) = 1 pour tout i € [1,n] },

ainsi que I' = () I',,. En utilisant les propriétés classiques des processus de Galton-Watson on
n>1
obtient facilement grace a nos hypotheses sur C' que P(I" # @) > 0. Notons K,, = n(I',) pour

tout n, et K = 7(["). K sera appelé un tapis de Baranski aléatoire (voir les figures ci-dessous

pour une illustration). Pour ¢ € X* un mot donné de longueur k, on posera aussi
o = {(a:,y) € X", ¢z (alz,y)li-1) = 1 pour tout i € [[l,n]]} ,

ainsi que I'* = N T'¢ et K* = 7(I'*). Posons maintenant
n>1

T:qZO»—>—10g(IE

2 W(qz',j)] ) :

(1,5)eX

T est finie, continue et concave sur [0, 1]. De plus, T(1) = 0 et

T(0) = —log (E [# {(3,j) € X, W5 >0}]).
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1y

FIGURE 2.1 : Approximations de ’ensemble K lorsque tous les a; sont égaux et tous les b;
sont égaux (tapis de Sierpinski aléatoire)

_

FIGURE 2.2 : Approximations de I’ensemble K dans le cas général (tapis de Baraniski aléatoire)

Par ailleurs, en utilisant le théoréme de convergence dominée on obtient

T(17)=— Y E|[W,log(W,)|-
(4,5)eX

Soit pour a € A et n > 1 la variable aléatoire

}/TL(G) - Z W(xlfyl)(a’) . .~W($n7yn)(a($17y1) (xn_17yn_1)).
(xlvyl)"'(mn»yn)EX"

La suite (Yy(a),o0(W; j(ad’) : (i,j) € X, a’ € X" 1))n>1 est une martingale positive, de
limite presque siire notée Y (a). Ceci nous permet de définir presque siirement 1’application

vilwn,y) - (@n,yn)] € X = Wi ) (@) - Wiay gy (@1, 91) -+ (20, yn)) Y (21, 91) -+ - (%0, yn)),

définie sur I’ensemble des cylindres symboliques de toutes générations. Celle-ci s’étend en une
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unique mesure sur (X N*,B(X N*)), encore notée v. Cette mesure est aussi presque siirement
la limite faible de la suite (vy,)n>1 définie en distribuant uniformément (par rapport a la me-

x1,y1)(®) e W(xn,yn)(($1> yl) e ({L‘n,L ynfl)) sur Chaque
cylindre [(x1,y1) - (Tn,yn)] € X™. On posera aussi pour I un mot de taille quelconque la

. *
sure uniforme sur X' ) la masse W

mesure v/ définie par

VI : [(ajl,yl) T (fnvyn)] e X"
= W(ml,yl)(I) T W(zn,yn)(l(ila Y1) (@, yn))Y (L1, 91) - (T, Un)),

ainsi que la suite (/),>1 définie en distribuant uniformément (par rapport & la mesure uni-
forme sur X™') la masse Wiy (D) Wign y) L (T1,91) -+ (Tn-1,Yn—1)) sur chaque cylindre
[(z1,11) - (%, yn)] € X™. Le support de v est presque siirement égal & 1'ensemble des points
(z1,y1)(x2,12) - - de XN tels que Wignw) ((X1,91) -+ (Tn—1,Yn—1)) > 0 pour tout n > 1 (voir
[6]), et est donc presque stirement inclus dans I'. On a de plus suppr = T si et seulement
si P(ci ) = 1) = P(Wi
P(v # 0) > 0. Ainsi, en notant Y,, = Y,,(&) et Y = Y (2), v est non dégénérée si et seulement
siE[Y] > 0.

> 0) pour tout (i,5) € X. On dira que v est non dégénérée si

Théoréme 2.2.1 ([13, 27]). Les conditions suivantes sont équivalentes :
e v est non dégénérée
e E[Y]=1
e La martingale (Yy,) est uniformément intégrable
e TV(17) >0
Dans ce cas on a en particulier nécessairement 7'(0) < 0.

Théoreme 2.2.2 ([13, 27]). Soit ¢ > 1. Supposons W(; jy € LY pour tout (i,j) € X. Les

conditions suivantes sont équivalentes :
e 0<E[YY < +00
e La martingale (Yy,) est bornée dans L%
e T(q) >0
Si ces conditions sont réalisées, v est en particulier non dégénérée.

En particulier, si W(; ;) € L? pour tout (i,j) € X pour un q > 1 et si v est non dégénérée,

alors il existe ¢’ > 1 tel que T'(¢') > 0.
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Théoréme 2.2.3 ([30]). Supposons que pour un q > 0 on ait E {]lw(m.poW(;?)} < 400 pour
tout (i,7) € X. Alors il existe ¢ > 0 tel que E []ly>0Y_q/} < +00.
Rappelons que 'on définit la dimension entropique de v (si elle existe) par
dim(v) = lim —— > v({(@1, y1) - (@n, yn)]) log (v([(21, 91) - - (@0, yn)]))-
(x1,91) (Tn,yn)EX™
(2.2)
Théoréme 2.2.4 ([27]). Siv est non dégénérée, alors presque strement, conditionnellement

av#0 on a pour v-presque tout (x,y) € XN

o 1080 ([(@1,3) - (n, 50))

n—oo n

=T'(17).

En particulier dim.(v) existe et vaut T'(17).

[6] a étudié la projection (7). de v sur 'espace symbolique a une coordonnée, et a entre
autres prouvé l'inégalité suivante qui nous servira par la suite a calculer la dimension de

Hausdorff d’une mesure de Mandelbrot sur un tapis de Baranski.

Théoréme 2.2.5 ([6, Corollaire 5.2]). Supposons v non dégénérée et W; ;) € LY pour tout
(i,7) € X pour un ¢ > 1. Soit 7 : ¢ > 0 — —log (Zj;éE { ;;01 W(m)}q). Alors pour tout
q € ]1,2] tel que T(q) > 0, il existe un polynome de degré un f, (dont les coefficients sont

positifs et continus en q) tel que pour tout n on ait

E > (m2)uv ([y1 - ya))?| < fy(n)e mmin(T@7(@),
(y17---7yn)6|1075—1]]n

De plus, la méme inégalité est vraie pour tout n lorsque l’on remplace v par vy,.

Remarque 2.2.6. La construction présentée dans cette section s’adapte directement au cas des
tapis de Lalley-Gatzouras et permet de construire la version aléatoire de ces tapis (en utilisant
la fonction de projection 7 correcte). On définit de méme les mesures de Mandelbrot sur ces

derniers.

2.2.1 Dimension de Hausdorff des tapis de Baranski aléatoires

On pose maintenant u = ., et on cherche a calculer sa dimension de Hausdorff. On
suppose dorénavant que 7'(q) > —oo pour un g > 1 (ce qui est équivalent a dire que W(; ;) € L4

pour tout (i,j) € X) et que v est non dégénérée. On définit

S=1{(aay) € 0,7, 3 quy=1
(i,7)eX
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ainsi que S4 et Sp comme en 2.1. On suppose maintenant que (E [(W;;)]) € Sp. On note Q

LB * .7 \ ’ .
la mesure de Peyriére sur Q x XV associée & p définie par

Q) =E [ 1alw. (.9) dv(z.0)

pour A dans la tribu produit. Il s’agit d’une mesure de probabilité telle que Q(A) = 1 si et
seulement si presque stirement, pour v-presque tout (z,y) on a (w, (x,y)) € A. Remarquons

que pour (7,j) € X on a
Eq [(w. (2,9)) € @ x X o 1 y(a9)] = E o vu((6 )] = E Wiy,
donc par loi forte des grands nombres on a presque siirement pour v-presque tout (z,y) € XN

i) ((,9),m) —— E[Wij].

n—-+4o0o

En particulier, si on pose

Lg:neN'—

on a

log (ag, . ..az,) 108 (byl o byLB(n)>
o), . o SV og(a) =7 <0

presque stirement, pour v-presque tout (z,y) € X N* Soit @ la mesure de Peyriére sur 2x [0, 1]2
associée a u et définie de la méme fagon que @ ; c’est aussi I'image de ) par I'application
(w, (z,1)) —~ (w,7((z,y))). On définit de nouveau K = {(:U,y) € [0,1, |7 '{(z,»)})| = 1},
de méme que Y = 7~ 1(K). On a similairement Q(2 x K) = Q(2 x Y) = 1 car en posant E [1]

pour désigner la mesure de Bernoulli égale a I’espérance de v on a
QIxY) =E[v(Y°NnsuppE[v]) =0.

On peut encore définir pour (z,y) € K son unique antécédent par 7 (toujours noté (z,y) =
(z1,y1)(w2,y2) - - - ) ainsi que 1'unique suite décroissante de quasi-carrés (m(CF((z,v)))) asso-
ciés a la fonction L qui le contiennent, en reprenant les notations du préambule au lemme
2.1.2. Ce lemme permet alors d’affirmer que presque stirement conditionnellement a p # 0,

pour p-presque tout (z,y) € K on a

dim(p, ((2,9))) = dim(u, (2, 9))-
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Théoréme 2.2.7. Presque stirement conditionnellement ¢ u # 0 on a
dimy (p) = dimp(p)

_ T'(1) 1 . . . .
> E[Wi]log (i) " (Z]E [W;] log (%) S E[W;]log (;)) (T7(1), h (B [W;])))

Démonstration. En utilisant les résultats précédents et le lemme de Billingsley, il suffit pour

conclure de prouver que presque stirement, pour v-presque tout (z,y) € X N*

log (l/ ({(:Bh Y1) - (Tn, Yn)Yngt - - - yLB(n)D)

log (ay, ...az,)

converge vers la quantité souhaitée. Montrons que presque strement, pour v-presque tout

(z,y) € XN la suite

log (1/ ({(331, Y1) - (T Y)Yyt - - - yLB(”)]))
ny; E[Willog(a;)

Un(xa y) =

converge vers cette quantité, ce qui permettra de conclure. Pour cela, on adapte la preuve du
théoreme 2.2 de [7] (alors utilisée dans le cadre du calcul de la dimension de Hausdorff des
tapis de Sierpinski aléatoires). Notons S, la famille des rectangles symboliques de la forme
{(xl,yl) e (T Yn)Ynt1 - ..yLB(n)}, ainsi que la fonction d’énergie libre associée a v et aux

partitions S,

p:qE]R»—Himinfilog ( Z V(C)q) .

Il est bien connu (voir par exemple [34]) que pour v-presque tout (x,y) on a

(1) < liminf u, (z,y) < limsup u,(z,y) < p/(17).
n—oo n—o00
Il suffit donc pour conclure de montrer que p est dérivable en 1, de dérivée la quantité sou-
haitée. Soit ¢" > 1 tel que pour tout 1 < ¢ < ¢ on ait T(¢’) > 0. Fixons un tel ¢. On a

alors

— Y Em(U)IE > @)L () wy

CeSn UeXn velo,s—1]LB(m)—n

E [ S w(C)

= Y E[m(U)YE > (m2), v(V)?

Uexn vel0,s—1] LB -n
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On peut alors majorer cette derniére quantité en utilisant le lemme 2.2.5 (on reprend les

notations introduites dans ce lemme), ce qui permet d’obtenir

E < f,(n)e"T@~ (Lo n)—n) min(T(@) (), (2.3)

> V()

CceSn

Si0 < ¢g <1, on a de plus par sous-additivité, indépendance et inégalité de Jensen

2 > (m2), v(V)?

velo,s—1]FB M-

> >. E {VLB(n)fn(U/)q} E[Y(U")9]
velo,s—1]LBMm-n y/exLp(nm)-n
ma(U)=V

IN

< o~ Lnm)-n)T(Q)

et par inégalité de Jensen

q

E > (m2), (V)| < > >, E[pU)]
ve[o,s—1]tB(m)—n velo,s—1]tBm-n | yrexlp(m-n
ma(U)=V

_ o (Lnm)—n)r(a)

Tout ceci nous permet d’affirmer qu’il existe C' > 0 tel qu’on a au voisinage de 1 pour tout n

o E[Yceg, v(C)1] < fo(n)e EeMT(@ i T'(1) < 7/(1). Dans ce cas, on obtient en utilisant
le lemme A.1.5 et la convexité de p que presque siirement, pour tout ¢ dans un voisinage

de1lon a

T(q)
plg) = e
S E[Wyllog (£)
Les deux termes de cette inégalité sont convexes et coincident en ¢ = 1, donc p est bien

7'(1) ) , ce que l'on souhaitait démontrer.

dérivable en 1 de dérivée ————~+———~
E]‘ E[WJ] log (%

o E[Yceg, v(C)1] < fy(n)e T @=EsMm)=m7(@) gi T/(1) > /(1). Dans ce cas, on obtient

comme précédemment que p est dérivable en 1 de dérivée

) + ( ! — ! ) 7'(1)
SiEWlog (L) \S;EWjllog (&)  SiE[Wilog (L) '
o E[Xces, v(O)] < fq(”)eLB(n)[C(q_l)LT(q)] si T'(1) = 7/(1) (on utilise ici le fait que T
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et 7 sont toutes deux de classe C? au voisinage de 1). Dans ce cas, on obtient comme
T'(1)

précédemment que p est dérivable en 1 de dérivée .
Zj E[W;]log (%)

O]

Remarque 2.2.8. Si v est simplement non dégénérée (sans hypothese d’existence de moments
d’ordre > 1), le raisonnement ci-dessus nous permet d’affimer que presque siirement condi-

tionnellement a p # 0 on a

- T'(17)
dimp () < S E[Wilog (L)

1
: (zj EWllog (&) 5 [Willog (£

) ) min (T"(17), h ((E[W}]))) .

Si (E[(W;;)]) € Sa, alors on prouve de méme que presque sirement, conditionnellement &

uw#0ona
dimp (1) = dimp(p)
T

S EWlog (£)

1 1
* - min (77(17), h ((E [W;]))) .
(ZiE[Wﬂlog(i) m[wjuog(;j)) (T (0), B (E W)

On prouverait aussi de la méme maniere le

Théoréme 2.2.9. Pour une mesure de Mandelbrot u = m,v sur un tapis de Lalley-Gatzouras
aléatoire (voir les notations dans la section 1.1), avec les mémes hypothéses que précédemment
sur v (non dégénéréscence et existence de moments d’ordre > 1) on a presque surement

conditionnellement ¢ i # 0
T'(17)
i) E Wi log (a@-l,j))
1 1
> E[Wj]log (%) . 2 E [W(i,j)} log ( . )

a(i,9)

dimyy (1) = dimp (1) =

. min (T'(17), b ((E [W5]))

On va maintenant considérer une classe de mesures de Mandelbrot faciles a manipuler afin
de majorer la dimension de Hausdorff de ces tapis. On se place toujours dans les conditions
des théoremes précédents et on va associer & v une nouvelle mesure de Mandelbrot. On

définit le vecteur de probabilité (q(; ;) = (]E {W(i’j)D' Posons aussi pour chaque (i,7) €
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[0,7 — 1] x [0, s — 1] tel que q(; ;) > 0 la variable aléatoire

W(w)

Vi,
(4,9) = 4i)

ainsi que la fonction

Les fonctions 7{; ;) sont concaves, valent 0 en 1 et

T 5) (0) = —1log (P (W(l}j) > O)) .

On a par ailleurs

ZE{W(U} “Tenta),

(4,5)

ce qui nous permet apres dérivation en 1 d’obtenir la formule

dime(v) = h((q¢,5)) + Z .. T = h((a6.5)) + D 4G6.) (—E {V(i,j) log(v(i,j))D ;

(4,9) (4,9)

presque sirement, conditionnellement & v # 0. En particulier, si on pose pour les (i,j) tels

que P(c;; = 1) > 0 (ce qu'implique q(; ;) > 0 par hypothese)

A7 4G, ) {ei =1}
W = Pleij=1) "

et I//Iv/(i,j) = 0 sinon, on peut définir la mesure de Mandelbrot notée © associée aux poids W(i’j),

ainsi que les fonctions T et T{; ;) associées a 7. On a alors

T'(1) = h((qu ) + Y qGi.j) log (IP’ (c(m) = 1)) .
(4,9)

Remarquons maintenant que pour chaque (i, j) tel que Pj) > 0ona

T{i.5)(0) > T(i,j) (0) = —log (P (C(z’,j) = 1)) )

donc par concavité on a pour tout ¢ € [0, 1]
T(i,j)(Q) =(q—1)log (P (C(i,j) = 1)) <Tij(a)-

En particulier on obtient T(’ . })( ) < f(’ A .)( ). On en déduit que o est non dégénérée et que
dim.(v) < dim.(7) presque strement, conditionnellement a v,7 # 0. On a 'égalité si et

seulement si 7T ( T ;) pour tout (1,7) : ceci nous dit en particulier que T/,

() = = 0, puis

4,J) —
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en utilisant le cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la définition de T{; ;) on en

déduit que la condition est équivalente a W; ;) = W(i,j) presque strement pour tout (7, 7).
Remarque 2.2.10. Si on pose plutot (on change dans cette remarque uniquement les notations)

W,
Vi=Weg) = <( ’”)

95

les vecteurs

pour j tel que q; = >, q(; ;) > 0, les fonctions

Tj:q=0r— —log (E [Z (V(m))qD

7

~ , . . Irr qilc i.)=1 N A~
et v définie par les poids W(; j) = J]Efijﬁ, ou N; =3 L, =1, alors on prouve de la méme
B j - i,
K3

maniere que

dime(v) = h((q5)) + 3 5T5(1)

J
presque stirement conditionnellement a v # 0, que Tj(1) < fj’(l) = log(E[Nj]) et que
dim,(v) < dime(7) avec égalité si et seulement si W, ;) = W(i,j) presque slirement pour
tout (i,7).

Posons donc

h((q(ivj)”(qj)) + Z(i,j) q(i.j) log(IP)(cm =1))
>i gilog (i)

(4;)
Siarles (1)

djlg((Q(i,j))) = +

_ X(ig) 9.9 108 (Bleiy = 1)) + hl(4q,5))
‘ 1 '
2,595 108 (bj)

d3 ((46:.5)))

On remarque que si une mesure de Mandelbrot est définie grace aux poids (V[N/(i,j)) ci-dessus,

pour un vecteur de probabilité (q(; j)) € Sp initialement fixé, alors si

Z 4(i,5) log(P(c;; = 1)) + h((‘](i,j)) >0, (2.4)
(4.3)

notre mesure est non dégénérée et vérifie min(df ((¢(.5))), % ((q(,)))) > 0 (cest en fait une

équivalence). Posons aussi

h((qe,5) (@) + > i.j) 9G.,5) log(P(ci; = 1)) h((g))
+
5, 0log (1) Siailog ()

dit((a6.5))) =

)
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(i) 96i.5) 108(P(ci; = 1)) + h((g(i 1))
Seeey

On en déduit immédiatemment le résultat suivant en utilisant le lemme de Billingsley et les

d?((‘](i,j))) -

observations précédentes.

Proposition 2.2.11. Presque sirement, conditionnellement a K # &, on a

dimpg (K) > sup {dim(u), u mesure de Mandelbrot non dégénérée sur K}

:max<sup{min<d?<<q(i,j)>>,dQB((q(i,j)))), (4.)) € Sp vérifiant (2.4)},
sup {min(df((Q(i,j))%d?((Q(i,j))))a (4¢i,)) € Sa vérifiant (2-4)}>-

On cherche donc maintenant a majorer presque stirement dimg (K).

Théoréme 2.2.12. On a presque stirement, conditionnellement 4 K # @&
dimpy (K) = sup {dim(u), u mesure de Mandelbrot non dégénérée sur K} .

Démonstration. Notre preuve est une combinaison de ’approche précédemment utilisée pour
le cas déterministe et de 'approche de Gatzouras et Lalley dans le cas des tapis de Sierpinski
aléatoires. On définit de nouveau, similairement au cas déterministe I’ensemble K5 des points
de [0, 1]2 qui ont au moins un antécédent par m appartenant a I' et tel que ses vecteurs de
fréquences appartiennent & Sp pour une infinité de générations. En reprenant les premieres
idées de la preuve du théoréme 2.1.4, on obtient que conditionnellement & Kp # &, pour tout

€ > 0 assez petit on a

KB C U X(Q(i,j))
(9i,5)€QB

ou

X(gis) :{(w,y) € [0,1]? tel quil existe (z1,y1)(x2,y2)--- € 7 ({(z,y)}) NT avec

1(q(i,5)((z, ), 1)) — (q6,5))| < 2¢ pour une infinité de n € Sp et
o M0 W00 V) + K (N (Pl = 1)
n-yo0 S0 i, N)log (1)
h((¢i5)|(25)) + i) 9i.) log(Plezy = 1))
< J/1\4) T_(l,J) (1,9) : (4,9) + i (e)
i=0 i log (a)
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et ¥1(€) — 0. Remarquons maintenant que
Cin

XapcN U U U Alenm),

P21 e mn (G

ou
A(e,n,m) :{n x m quasi-carrés C' =7 ([(z1,y1) - (Tns Yn)Yn+1 - - Ym]) de diametre
s—1 s—1 1
< Cyexp mz_: q; log(b;) + 2rmzlog <bj> € | tels que
7=0 7=0
(g;(y,m)) = (a;) < 2re, |(ai;((z,y),n)) — (Gy)] <€,
"2 ¢i(z,n)log (a%)
h((4i,5)1(a5)) + 2G.5) 40.5) 1og(Plci j) = 1
((2:,5)1(q5)) %(1,]) (id) 1g( (¢t =1)) (O 4 e
i=0 i log (aj.)
et [(‘Tl?yl) T (xnvyn)] N I‘n 7é Q}-
On a alors

Z P([(z1,91) - (2, yn)] N T # @),

E [#A(e,n,m)] =
mT([(#1,91) - (Tn Yn)Yn+1-Ym])

la somme s’effectuant sur les quasi-carrés qui vérifient les trois premieres conditions dans la
définition de A(e,n,m). En utilisant le méme type de raisonnement que dans la preuve du

théoreme 2.1.4, on obtient que le nombre de ces quasi-carrés est majoré par
1 h((4:3)1(a))) + i) 4.5 l0g (Pleigy = 1))
exp (m Z gjlog | — | | max
. b; a:log (L
015 3, S atos (1)

. h“‘b))) 0) (€)=Y o los (Plegyy = 1) ) 7

(4.4)

avec 99(€) — 0. De plus

P([(z1,91) - - (@n, yu)] N T # 2)

= exp (n Z Q(i,j)((ﬂ% y),n)log (P(C(i,j) = 1)))

(4,9
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< exp (n Z q(ij) log (P(c(iyj) = 1)) + me Z ‘log (IP’(c(m-) = 1)) ‘) :

(4,9) (4,9)

On en déduit

E [#A(e,n,m)] < exp (mij log (;) [m&x (d? ((a65)) 70>

avec 93(€) — 0. Par inégalité de Markov on obtient

Cin
;P (mU {#A(e n,m) > exp ( (Z q;log ( )) max(d{g((q(iyj))),O) + Qmwg(e)})>

Cin

< Z Z 6—77“113(6)

n>1m=n

< Z ne—n¢3(f) < 400.
n>1

+ mwg (6))

Ainsi en utilisant le lemme de Borel-Cantelli
Cin
< U ﬂ ﬂ {#A e,n,m) < exp( Zq] log< > max(dlB((q(i,j))),O)

p>1 n>p m=n
+ 2mw3(6)> }) =1.

Sie< Ch() (Cyp étant défini de nouveau par min g )es >_; 45 108 (é) ), un quasi-carré de

4 Zj log ,%
A(e,n,m) est de diametre inférieur a Coe™ 2 P. Donc en choissant € de cette maniere, presque
stirement on a pour tout ¢ € [0, 2], pour tout p assez grand

H o, (X

Coe” 2P ‘I(i,j)))

Cin

2 (#0P) Z Z exp (thq] log(b; +2t7“m6210g <b1 )) #A(e,n,m)
]

n>p m=n J
Cin

#QP)Y . D exp (m (Z qj 10g(bj)) <t — max(df ((¢4,7))),0) — 4re — wé:e)))

nzp m=n

qui tend vers 0 lorsque p — +o00 si t > max(df ((¢; ;))),0) + 4re + %ﬁe), d’ou

21)3(€)
-

dimp (X (g, ;) < max(d{g((Q(m))), 0) + 4re + A
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Remarquons maintenant qu’on a aussi

X(Q(i,j)) - ﬂ U A’(e,n),

p>1 n>p

ou

A(e,n) :{Rectangles C=mn(z1,y1) " (zn,yn)]) de diametres

s—1 s—1
1
< exp (mg q]logb)+2rmg log (b >e) tels que
j

7=0
‘(q(i,j)((x7y)7n)) - (Q(i,j))| < 2e et [(-Tl,yl) e (xmyn)] N Fn 7é Q}'
On a de méme

E [#A/(e,n)] < exp <nzj:qj log (;) [max (ng ((qa,j))) 70>

ce qui nous permet de nouveau d’affirmer en utilisant le lemme de Borel-Cantelli que

(U N {#A €,n) < exp (” (qu log <b1]>) max(dy ((¢j)), 0) +2m/)é(6)) }) =
p>1 n>p

Avec le méme raisonnement que précédemment on obtient alors

+ mpg,(e)>,

2¢3(e)
Cy

dimp (X (g, ,)) < max(ds ((g,)), 0) + 4re +

avec 14(e) — 0. Combinant ces deux résultats on obtient presque stirement

2
i min<maX(d§((q(i’j)))’0)+4T€+ wcg(e)’max(df ((q0,5))), 0) + 4re + wcg( ))
(q(i,j))ESB A b
i 2ma P
= max <0’ Supb mln(dlB((q(i,j)))’dQB((Q(i,j))))) +dre + X(‘Di’ée) ¥3(6))
(9(i,5))€SB A

On majore de la méme fagon dimy (K 4), ce qui permet d’obtenir

dimpy (K) < max (maX (07 sup min(d?((Q(i,j)))v dg((Q(i,j)))))a
(9i,5))€5B
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max <07 sup min(dlB((Q(i,j)))’d2B((Q(i,j))))>> + 1a(e)

(9¢i,5))€SB

avec 4(€) — 0. Il suffit maintenant pour conclure d’identifier une mesure de Mandelbrot
non dégénérée. Pour cela on considere la mesure branchante définie grace aux poids q; j) =

Zp(cpii’{jl_)_l) : on a dans ce cas h((quy)) + >(i.5) 9Gi.5) log (P(C(i’j) = 1)) > 0 car on a fait
i,J LIV

I'hypothese 37, i P(¢;; = 1) > 1. O
On obtient de maniére similaire le

Théoreme 2.2.13. Soit K un tapis de Lalley-Gatzouras aléatoire. On a presque strement,

conditionnellement a K # &

dimpy (K) = sup {dim(u), p mesure de Mandelbrot non dégénérée sur K} .

2.2.2 Etude du projeté d’un tapis de Baranski aléatoire

Soit 7y : (z,y) € R? — y. On s’intéresse dans cette section a ’ensemble mo(K) et aux

mesures projetées de mesures de Mandelbrot (m2). .

Théoréme 2.2.14. Presque sirement, conditionnellement & p # 0, la mesure (7). p est

exactement dimensionnelle et

min(7"(17), h((E [W;]))

dim((7g).pt) = > E[W;]log (%)

Démonstration. La démonstration est trés semblable a celle du théoréme 2.2.7, le contexte
étant ici plus simple. En remarquant que presque siirement conditionnellement a v # 0, pour

v-presque tout (z,7) € X on a

log (by, ... by,)

n o %:E [W;]log(b)) := 72 <0,

et en définissant le Li-spectre de (m2), v par

p:qgeER— liminfilog ( Z (72), V(C)q) ,

n—oo
T2n Cel0,s—1]™

log((m2),¥([y1-yn))

Y2n

on montre de méme qu’il suffit de prouver que la suite ( ) converge presque
n

stirement pour (), v-presque tout y € [0,s— 1] vers la quantité souhaitée, puis qu’il suffit
de montrer que p est dérivable en 1, de dérivée la quantité souhaité. La encore, ceci découle

des lemmes 2.2.5 et A.1.5 et de la convexité des fonctions p, T et 7. O
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Pour # € R, on pose S(0) 'unique réel tel que ZjE[Nj]e b}g(@) = 1 (on rappelle que
N; = NJB =5 ]lc(w.)zl). La fonction S est alors convexe et de classe C! sur R, & valeurs
strictement positives sur [0,1]. De plus, on a pas unicité du point en lequel S atteint son
minimum sur [0, 1] si et seulement si E[N;] = 1 pour tout j tel que E [N;] > 0 (dans ce cas S
est constante).

Pour 6 > 0 on note Es l’ensemble des rectangles de la forme mo(m([y1---yn])) tels que
by, -+ - by, < < by ---by,, ainsi que Nj(m2(K)) le nombre minimal de segments de Es dont

a besoin pour recouvrir mo(K). Rappelons que de I'inégalité

N_s (m(K)) < Ns(ma(K)) < Ny(ma(K))
on déduit facilement que

. o Log(Ng(ma(K))
dimy, (m2(K)) = hgl—:élflogéj

ainsi qu’un résultat similaire pour la dimension supérieure de Minkowski.

Théoreme 2.2.15. On a presque surement, conditionnellement o K # &

dim gy (ma(K)) = sup {dim((72)«p), © mesure de Mandelbrot non dégénérée sur K}

min (h((g; > 45 10g(E [Nj]), h((g;
. { (n((a) + 554 g(1 N;]) <<qj>>)7 )t h((qj)Hqulog(E[Nij}
%4510 () -

J
= dim; (m2(K)) = dimpy (ma(K)) = g, 5(0).

Démonstration. La deuxiéme égalité se prouve en utilisant un raisonnement similaire au cas
des dimensions de mesures de Mandelbrot sur K (discussion précédent la proposition 2.2.11),

en utilisant la remarque 2.2.10. Prouvons les autres égalités. On a

Nj(me(K)) = 1 .
[y1-yn]€Es #{(7»‘1,---7%)7 1 e ((@W)li-1) = 1} >1
=1

Par inégalité de Markov et de Jensen, pour # € [0,1] on a

n 0
E[Nim(E)] < Y El#{m,...,xn),H%i,w)((m,y)u1> - 1H

[y1-yn]€Es i=1

-y ]E[Nyl]e‘”E[Nyn]abS(e)._.bS(e)
= SO .50 n Un
byl o 'by

n

[y1--yn]€Es
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< 1

= §50)°
En utilisant le lemme A.1.5, on obtient dim,,(m2(K)) < mingejgq S(¢) presque stirement.
Notons fp un point de [0, 1] en lequel S atteint son minimum. On définit aussi us la mesure

de Mandelbrot sur le tapis associée aux poids

E[N;]%% 071
E[NV;]

_ (i) =1
W) =

si E[Nj] > 0, et 0 ailleurs. Remarquons que dans ce cas T}, est bien définie sur R et que

B((E N, 6]0%))) = (5(05) — 055" (05)) S EIN;]7 67 log (5) |
i J

05 350 05 150 1

S BN 57 1og(BN]) = 5'(85) Y E [N’ 57 log (1)]) '
! j

Donc sous I'hypothese S(0p) — (6 —1)5’(05) > 0 on a facilement que la mesure aléatoire y

est non dégénérée et on a
dimg ((2)sps) = min(S(0p) — 05S’(05),S(0) — (6 — 1)S'(0B)).

On a alors plusieurs cas. Si g = 1, alors S’(0p) < 0 et dimpg((m2)«us) = S(0p) > 0. Si
0 < 0p <1, alors S'(0g) = 0 et dimpy((m2)«pus) = S(fg) > 0. Si g = 0, alors S’(6g) > 0
et dimpy ((m2)«pus) = S(0p) > 0. Dans tous les cas la mesure est bien non dégénérée, et on a

dimpg (m2(K)) > S(0p). On en déduit le résultat voulu par encadrement. O]

0
Si pour 6 € [0,1] on pose aussi R(#) 'unique réel positif tel que Y, E [NZ-A} af(e) =1 (on
pose N = > ]lc(i,].)zl), et 64 un point de [0, 1] en lequel R atteint son minimum, on prouve-
E[NA] 4q; 41
E[N]
que les dimensions de 71 (K) coincident et valent R(64). On va maintenant completer le théo-

()=t

rait de méme a ’aide de la mesure de Mandelbrot pu, associée aux poids

reme précédent afin d’inclure un résultat d’unicité.

Théoréme 2.2.16. Si S'(0) < 0, alors presque strement conditionnellement ¢ K # & il

existe une unique mesure de Mandelbrot non dégénéré (a savoir us) telle que

dim g (mo(K)) = max {dim((m2)«u, p mesure de Mandelbrot non dégénérée sur K}

min (A ' j le E Nj ,h i
- { (hlta) + ;4 A(E1). 4 ) tqh((qj)HqulOg(E[Nm>0}_
225 4jlog (g) i
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Si S’(0) > 0, on a pas unicité d’une telle mesure (il y en a en fait une infinité).

Démonstration. Soit J = {j, E[N;] > 0} (de cardinal supérieur ou égal & 2). Supposons qu’il
existe j € J tel que E[N;] # 1. On suppose aussi que S’(0) < 0 et qu'il existe un unique
0p € [0,1] tel que S'(Ap) = 0. Par ce qui précede, si on pose qJB =E [Nj]HB bf(eB), la mesure

de Mandelbrot non dégénérée us associée aux q]B est de dimension
dimH((ﬂz)*us) = S(@B) = dimH(Trg(K)).

On souhaite donc prouver que c’est la seule. Soit p une mesure de Mandelbrot quelconque
non dégénérée associée a des poids W(; ;) dont la dimension de la projection est aussi égale
a S(f0p). On pose ¢; = E[W;]. Supposons tout d’abord qu’il existe un j € J tel que ¢; = 0.
Dans ce cas, soit K le tapis de Baranski obtenu en annulant les poids ¢; ; de la ligne j et en
conservant les mémes que ceux intervenant dans la construction de K pour les autres lignes,

ainsi que S et O les mémes quantités que S et A5 associées 4 K. Alors on a
dimH((m)*u) = S(QB) S dimH(Wg(K)).

Ceci est impossible, car soit K est presque siirement vide, soit s’il est non vide avec probabilité
strictement positive alors sur {f( # Q} on a dimy (m(K)) = S(6p) < S(p) (en effet S > S
sur tout R). Donc g; > 0 pour tout j € J.

Supposons maintenant que 3 ; ¢; log(E [N;]) > 0 (ce qui est en fait équivalent & 3, ¢;T;(17) >
0 en vertu de I'inégalité -, g; log(IE [N;]) > 37, ¢;T;(17)). On définit une nouvelle mesure de

~ . S~ git+gP
Mandelbrot fi associée aux poids §; = = 5. On a alors

3 G 10s(EIN) = 5 34 lo(E[N;]) > 0,
J J

et par stricte convexité on a donc

. B
a0 o (1) =y > MDD g5 (1)

2

ce qui est une contradiction. On prouve de la méme maniere par 'absurde que 3 ; g; log(E [N;])

ne peut pas étre strictement négatif. Ainsi on a forcément

> g log(B[N))) = > ¢, Tj(17) = 0.

jed jedJ

Ceci nous donne en particulier 7}(17) = log(E[N;]) pour tout j € J, car on a toujours
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T;(17) < log(E [Nj]). Ceci nous dit (voir la remarque 2.2.10) que p a des poids de la forme

Leg =1

e =B )

Il reste donc a voir quels vecteurs (g;)je; maximisent ’ensemble

h(a:
{ ((qj)) 1\’ (Qj)jeJ tel que Z 4 = 1,
> jerdjlog (E) e

gj > 0 pour tout j € J et

2 jes 4 log(E[Nj]) 0}
=0/
> jes 45 log (b?)

Soit (g;)jes un tel vecteur. On peut appliquer le théoreme des extrema liés, qui nous fournit

A, i € R tels que pour tout j € J on ait

Alog(E [N;]) + h((qx)) log (%)
>k Qx log (i)

—log(g;) — 1+

1
—i—quklog (b> =0.
k k

-1
En multipliant pas ¢; et en sommant sur j € J, on obtient facilement y = (Zk qi log (i)) .
Ceci nous permet alors d’avoir
g =E [Nj]A“ b?((Qk)).“.

De >, q; = 1 et 35, gjlog(E[N;]) = 0, on déduit finalement que nécessairement Ay = 0p
et h((qr))p = S(0p). Ceci permet finalement de conclure sur I'unicité souhaitée : on a bien
H= Hs-

Si maintenant S’ < 0 sur [0, 1], alors §5 = 1. Dans ce cas, on prouve de maniére similaire

qu’une mesure optimale p vérifie nécessairement

> qilog(E[N;]) =Y ¢;Tj(17) <0.

jed jedJ

Ensuite, on cherche quels vecteurs (g;);je; maximisent I’ensemble

{h((qj)) LRV long [Nj]), (4)jes telque » g =1,
2 jes 45108 (b7- jes

< ilog(E [N;
gj > 0 pour tout j € J et ZJGJQJ g(E [N;) <0}.

Y jes 4ilog ()

On obtient alors de la méme fagon en utilisant le théoréme des extremas liés que p = ps.

Si E[N;] = 1 pour tout j € J, alors S est constante, et notre probléeme revient a savoir
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quels vecteurs (g;);cs maximisent I’ensemble

h .
{ ((QJ)) Y (qj)]EJ tel que qu =1 et q‘7 >0 pour tout ] € J}
> jes;log (b—j> jeJ

Ceci nous donne comme précédemment que ugs est la seule mesure optimale.

Supposons maintenant que S’(0) > 0. Alors O = 0 et
dim g ((m2)«ps) = min(S(0), S(0) + S’(0)) = S(0).

Soit A > 1 et Uy une variable aléatoire indépendante de C' = (c(; ;)) valant A avec probabilité

% et 0 avec probabilité 1 — % Soit aussi u* la mesure de Mandelbrot définie grace aux poids

B
wr =L e jy=1Un
(1.4) — E[N;]

Alors un simple calcul prouve que pour A assez proche de 1 la mesure p* est non dégénérée,

de dimension entropique S(0)+5’(0) — 1;g(A)< - ) et donc de dimension de Hausdorff S(0).
;45 log b;
Ceci permet de conclure au caractére non unique de le mesure optimale. ]

2.2.3 Dimension de Minkowski d’un tapis de Baranski aléatoire

Intéressons nous maintenant au calcul de la dimension de Minkowski de K. On suppose
dans un premier temps que l'on a a; < b; pour tout (7,7). De maniere similaire au cas
unidimensionnel ci-dessus, on posera pour (z,y) € [0,1]? (quitte & de nouveau exclure les
points ayant plusieurs antécédents par 7) et § > 0 les uniques entiers ng = ng(z,y) et Ms =

M;s(z,y) tels que

Ay Oy SO0 < gy g,y €6 by by, <6 <by ---b

y]\45 ZJM(;fl'

On pose aussi Fs 'ensemble des quasi-carrés de la forme w([(z1, 1) - -+ (Zng, Yng)Yng+1 - - YM;))s
ainsi que N5(K ) le nombre minimal de quasi-carrés de Fs dont a besoin pour recouvrir K. On
peut alors calculer la dimension de Minkowski de K en utilisant Ns(K) (voir [1, Théoréme
B]). Par ailleurs, de ces définitions on tire facilement

1

3C >0, V6 > 0, Y(z,y), e

1 1
log <5> <ns(x,y), Ms(x,y) < Clog (5> + 1.
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On définit aussi le réel positif Tp = T'(S(f0p)) par I’équation

a;

N S(0B)
> Plegy =1) <b”> a; W0 =1, (2.5)
(i:9)

Théoréeme 2.2.17. On a presque surement, conditionnellement o K # &
dim, (K) = dimy (K) = T(S(0p)).

On va s’inspirer de la preuve de [1, Théoreme B] (cas déterministe). Dans ce cas la, il existe
un sous-ensemble fixé au préalable A C [0,7 — 1] x [0,s — 1] tel que c(; ;) = 1(; jyea pour
tout (i,7), et mo(K) est un ensemble auto-similaire. Une simple propriété de conservation de

la masse nous donne alors pour tout é > 0

5(0s) T(5(08))—5(0B)
Z 1H21 C(ayuy) (@Y)li-1)=1 (byl o by"5) ’ (axl o a$"5) ’ U= L

[(@1,91)(Tng yng)

(2.6)
Par ailleurs, de 3¢, bf(aB) =1 (ici J ={j| 34, (i,j) € A}) on tire que pour

[(z1,y1) - - - (g, Yns )] d’intersection non vide avec K on a

(b, -+ byné)s(eB) = > (b byMg)S(GB), (2.7)

[Yng+15 sy
Yng+1rYMgEJ

et donc

3 (byl - ‘byMé)st) (am . .azné)T(SwB))—S(oB) .

CeFs
CNK+#o

Ceci nous permet directement d’encadrer N(;(K ) assez finement pour calculer la dimension
de Minkowski du tapis (les 2 produits intervenant dans chaque terme de la somme étant a
des constantes prés égaux a d). On peut aussi interpréter ces calculs d’une autre maniere :
pour un rectangle [(x1,y1) -+ (Tns, Yn,)] d’intersection non vide avec K, de (2.7) on déduit
que le nombre de quasi-carrés contenus dans ce rectangle et d’intersections non vides avec K

est inclus dans l'intervalle

S(6 S ~5(s)
l(;s(eg) (byr - by, ) O 5-s0m) (b by ) ) (minbj) ] (2.8)
J

—S(0B)

la constante (min; b;) apparaissant dans cet intervalle ne dépendant pas de la localisa-

tion du rectangle. Ainsi a des constantes multiplicatives prés le nombre de quasi-carrés de Fj
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qui intersectent K est égal a

> 5-505) (by1~--by )st)
ng
[(xl,yl)“'(l‘né,yné)]ﬁK;ﬁQ
—t— S(0s)
~ §1=5005) 3 (byl"'byn(s) . (aml'--azné)t

[(mluyl)"'(‘rntg yYng )] mK7£®

pour n’importe quel ¢ > 0. En choisissant donc ¢ comme étant 'unique réel positif tel que
cette derniere somme vaille 1 (c’est-a-dire vérifiant I'équation }(; jjca at bf(eB ) = 1, soit t =
T(S(6p)) —S(0p)), on obtient bien de nouveau que la dimension de Minkowski de I’ensemble
est égale at+ S(0p) =T(S(0B))).

Dans le cas aléatoire, on a seulement en espérance (et non pas - par exemple - presque
stirement) la relation (2.6) grace a (2.5), ce qui ne permet pas de conclure directement (de
plus, il serait impossible d’obtenir un contréle uniforme du type (2.8) ne dépendant pas de la
localisation du rectangle considéré, ayant maintenant affaire & un ensemble 72 (K) qui n’est
méme pas auto-affine en loi, mais seulement le projeté d’un tel objet). On peut cependant
tout de méme utiliser cette propriété pour obtenir une majoration, grace au lemme A.1.5. On

a de maniere similaire au cas du projeté de K

Né(K) = Z (111_[?61 C(agy) (@Y)]i-1)=1

[($17y1)"'($n5 )yn(;)]

> o1

‘yn5+1~~yM§ #{(1n5+1,~--,1M§), Hil\iibé_*_lc(zi,yi)((xvy)ifl) = 1} > 1)
et donc
E |Ns(K))|

D>

[($1,y1)“‘(50n5 "Yng )]

P(C(mlvyl) - 1) B 'P(C(‘T”gvy%) — 1) b b S(6B)
(a$1 ...azn§)s(93)—T(S(93)) ( y1 T yné)

(a$1 o .. axn(;

0
DY Gl L L (B b)) )

5(0B)
Yng+1YMj (by1 ‘e bng)

Ceci nous permet d’affirmer grace a (2.5) que E {N(g (K )] < (gg%’ d’ol1 on tire de nouveau
notre majoration presque siire grace au lemme A.1.5.

La minoration de la dimension de Minkowski de K est plus délicate. On posera pour tout
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(z,y)|; Vensemble K@l — f($17y1) 0---0 f(xﬁyj) (K(I’y)‘ﬂ'). On a

Ns(K)= > Ly N )11%(@(12-@@)”5)).
Y)li—1)=

I:(xl’yl)...(a;ng Yng )] 11;11 Cla; ) (@

Il s’agit donc de trouver presque stirement conditionnellement & K # & un sous-ensemble
Kp de K qui soit "assez gros" (au sens de la masse pour une certaine mesure de Mandelbrot)
sur lequel on puisse estimer (et en particulier minorer) pour é > 0 arbitrairement petit et
pour tout (z,y) € Kp le nombre de quasi-carrés dont on a besoin pour recouvrir K@)lns.
Pour cela, on va adapter & notre probléme une idée introduite dans [8] pour controler presque
stirement pour p-presque tout (x,y) la vitesse de renouvellement des propriétés multifractales
des copies p@¥li d'une mesure de Mandelbrot u lorsque j — +o0. On utilise de nouveau

la mesure de Mandelbrot ps définie lors de la preuve du théoreme 2.2.15 et on définit aussi
A\ S(0
b—J) ©=) a;TF(S(eB))]l Cette

la mesure de Mandelbrot up associée aux poids W; ;) = (ai

=1
derniere est supportée par K et non dégénérée, en effet on a

= Pleggy =1) (b )S(GB) ol 508D 150 ((bﬂ')s(%) a,T<S<eB))>
¢ a; K3 )
('LJ (2

et on sait que T(S(0p)) > dimy(K) > dimy(K) > dimpg(me(K)) = S(0p). On pose pour

j=>28;= Logj(j)J et pour tout n € N on pose €, = lo\g/%l) On pose aussi

1
)\B—ZE N2 57 10g <b>
J

On va prouver le

Lemme 2.2.18. Soit

Eg‘z’y) _ {Z tq Vn > Sj, (7T2)* (Mg:p,yﬂj) ([z‘n]) < e—n(S(GB))\B—&L) et b21 . bzn > e—n()\B-l-En)} )

Presque stirement conditionnellement a up # 0, pour pup-presque tout (x,y) € K, il existe
N € N tel que pour tout j > N on ait

7o), (b9l
(ro)- (u) (EL, ) > [r=) (‘2‘ )’

Démonstration. Soit 1 < ¢ < 2 tel que E[|ug||?] < +o0o. On définit d’abord les variables

aléatoires

07 ) = [r2)e (1)
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On note @ la mesure de Peyriére sur Q x [0, 1]2 associée & pp. On a conditionnellement a
up # 0 (ou de maniére équivalente, conditionnellement & K # & ou a ug # 0), pour tout
j > 1, en utilisant I'inégalité de Holder, I'inégalité de Markov et le théoréme 2.2.3 (on pose

¢’ > 0 comme dans 1’énoncé de ce théoréme)

N3

Qo<vi< e1°g<f>2) —E [nuBHn

3
0<ljis|| <o 102 ]
q—1

3\ 5 '(g— .3
<E (Il (0.< ful) < o600 ) T =0y (T O
. .3
Donc ;51 Q (0 <U’ < elog(])2> < 400. On définit aussi les variables aléatoires
VT{(W, (x7y)) _ e’rL(S(GB))\B*En)En Z(ﬂ-z)* (Mg%y)b‘) ([Z’n])lJren — Vn(x’y)lj (w)

[z]n]

ainsi que V,2(w, (z,y)) = e"S@A=en)en S~ (m9), (us) ([2]n])' . Par sous-additivité on a
[2]n]

q—1

a a=1

Eq (Z Vg) < > Eq lM) ]
TLZSj TLZSJ'

et par indépendance et inégalité de Holder on a aussi

g=1

Eq l(vr{)qql] =B [ > (Vn(x’y)u)qq Wiar ) (2) -+ Wiay ) (@ 9)]51) [ ]
()5

q—

1
© Efluplle

Q=

—£[(v9)'7 sl <E[12)

Or, en utilisant le théoreme 2.2.5, on obtient Iexistence d’un polynéme F' de degré 1 tel que
pour tout n assez grand on ait
E [Vnz] _ en(S(OB))\Bfen)enE < F(n)efnegﬂr@(e%).

> () (") ([elal) e

[z]n]

On en déduit

g—1

_ 3 !
Ze%log(])QEQ (Z Vrf) < +o0.

i>1 n>S;
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On pose enfin

(m2)+ (8" ([2ln))

Wi, (@) = e Omrenten 57 == S
z1 Zn

[2]n]

ainsi que W2(w, (z,y)) = e "Os+en)en 3 W On a
2] (P ben

bHer )

E [Wn@] _ e—n()\B+en)en (Z E [W]]) _ efn()\+en)en+nlog(lJren)\BJrO(e%)) _ ne—ne%—&—@(l)
J J

d’ou on déduit de méme

qg—1

_ N ANKE
Ze%bg(])QEQ (Z W,{) < +o0.

i>1 n>5;

On peut maintenant prouver le lemme grace a ces trois propriétés. Pour cela, on remarque

que

(2) 4 (Iugw’y)\j) ( U {z tq (m2)« (Mgr,yﬂj) ([2]n]) < o (SOB)AE—cn)

et bz1 T bZn > e_n()\B+6n)} >

< Z Vi(w, (z,y)) + Z Wi (w, (z,y)).

n>S; n>S;

Par lemme de Borel-Cantelli, presque stirement pour pp-presque tout (x,y) il existe un entier

Nj tel que pour tout 7 > Nj on a
H(m)* (ng,y)lj)“*l < elog(j)%

si cette quantité est non nulle. De méme on a aussi, en utilisant I'inégalité de Markov et le

lemme de Borel-cantelli que presque stirement pour pp-presque tout (x,y)

N )
Ny, V) > N, st Sy < L
4
n>S;
et . )
. 1 1\ 2 y
3N37 v] > N27 eog(j)2 Z W,,jl < Z

n>S;
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Donc en combinant ces trois propriétés on obtient pour j assez grand

Sz, Vi + Xnss, Wil
|2 (™)

d’ou on déduit le résultat souhaité. O

1
<77
-2

On va maintenant a l’aide de ce lemme prouver la minoration recherchée. On posera pour
tout (z,y)|; la mesure redimensionnée ﬂgw’y)lj, image de ug‘r’y)lj Par fig, ) © 0 fla; 4 ON
déduit facilement du lemme précédent que presque siirement conditionnellement & pp # 0, il
existe Kp C K tel que up(Kpg) > @ et dp > 0 tel que pour tout (z,y) € Kp, pour tout

6 < dp on ait

(ma), (") ({ e ma KW ) v vk > | s | (), (71 ) ()

M£z7y)|n5

—k(Ap+ H
g1 "'bzn5+k > e (AB €k)}> > s

< e kSB)AB=€k) ot p

Notons X ®¥)ns Pensemble ci-dessus dont on vient de minorer la masse. Presque stirement

conditionnellement a K # & on a alors

Ny(K) > > e )ﬁ@(ﬁ(fﬂw'w))
z,Y)|i-1)=

[(Ilayl)"'(xn(; 7yn5)]ﬂKB7é® Zl;ll C(zi’yi)(

Posons aussi

§

et Xéx’y”” = X@Y)lns \ Xl(x’y”"‘s. Fixons un cylindre [(z1,y1) - - - (Tny, Yn,; )] dont U'intersection

avec Kp est non vide. On a alors

(@,9)lns
s

e ) () P

ou

(Ivy)‘ng
S

(ra). (A1) (x ) > ‘ —
Dans le premier cas, de

o (9 (e
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. Z (m2). (ﬂgx,yﬂna) ([Z’MJ(Z)D

(z,9)In
[Z‘M(S(Z)] n X, ! S#o

< Z eMs(2)ensy(z) (bz b

eMs(Z)€M5<z))S(BB)
ng ZMgs(2)

[Hlary(] 0 X, 20

S(0B)
< Z eMs(2)en (=) (S(0B)+1) <b(5b>
[#lasy (] 0 X0 e o

on tire facilement que

(,Y)Ins
N - (T N, Z:Y)In - ‘ ° S(0p) o(log( %
Ns (m(K( ’y)|”5)> > Ns (Xf )l 6) > §—90s) 1 (byl "'byné) B o(log(5)).
Dans le deuxiéme cas, on remarque que pour z € Xém’y”"‘s on a
ng ns 1
- M < — M, < < I - .
"o o(z) <0< ms o(2) + LOg(na)J - LOg(na)J = ( o8 <5>)

On en déduit que

Ny (ma( Koo )) 28, (e solon(d))
n&"r\‘wJ

Maintenant, un calcul similaire au précédent nous permet d’obtenir

(@,9)lns
s

N

.y (Xl(x:y”ng) > 5—5(93)
net Logmg(x,y))

S08)  ,(10e(L
(byr -+ byy ) elloB(3),

On en déduit finalement que dans tous les cas on a

Ns(K)
(@y)Ins
~T(S(0p)) ,o(log(3)) "
> e 5 Z UB ([(l’l,yl)"'(l‘ngayna)]) (@) ||
[(fﬁlyyl)"'(mné(Z,y)vyné)]QKB#Q 4 ‘ #B 6

Rappelons que Kp C K = supp up, donc en particulier les dénominateurs intervenant dans
les termes de la somme sont non nuls. Pour conclure, il nous faut maintenant utiliser deux

lemmes classiques.

Lemme 2.2.19 ([27]). On a presque stirement conditionnellement a up # 0, pour up-presque
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tout (x,y) € supp pup

Lemme 2.2.20. On a presque stirement conditionnellement a pup # 0, pour ug-presque tout

(x,y) € supp up

(TY)In
D

Ceci reste vrai si on remplace [1g par [y ou pa.

Démonstration. Soit € > 0. On a

g—1

—e e 1 _ a1
Eq [Lyms0 (U™ ] = E [Ljuys0 litsl ™ lusl] S E(usl97 E[Ljps0 sl 5] < +oo

si € > 0 est assez petit, en utilisant de nouveau le théoreme 2.2.3. Ceci nous permet de dire
que

> Tynso (U™)€

E
Q n2

< 400,

n>1

et donc que presque stirement pour pp-presque tout (z,y) € supp pup, pour tout n assez grand

on a

fog (™) 2108(m)

n ne
log<Hu§“”’”'" )
@)

n
est négative, on applique un raisonnement similaire en montrant que Eg [En21 7} < 40

Ceci permet de conclure que lim sup > 0. Pour prouver que la limite inférieure

n—-+00

pour € > 0 assez petit. ]

En utilisant ces deux lemmes, on obtient donc qu’en fixant € > 0, alors presque siirement
conditionnellement & K # @ il existe Kp C Kg C K tel que I B(:f(/ B) > w et tel que pour

tout § > 0 assez petit on ait

Ny (K) > 5-T(508)) yo(10g(2)) LBEB) _2C10g()e & 5-T(505)) yo(log(2)) 1B ~20105(2)e.
- 4 = 8

On a donc bien la minoration voulue. On revient maintenant au cas général. On définit le réel

positif T4 = T'(S(04)) par I'équation

ai\" " 1)
> Pleijy=1) <bl> b T =1,
(4,5) J
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a;

R(6
ainsi que p4 la mesure de Mandelbrot associée aux poids (b—) (04) pl ()
J

J C(6,5)=

1- Soit

a;

A=Y E [Nf‘r“‘ a; " log ( ! ) .
i
Théoréme 2.2.21. Presque sirement conditionnellement a K # & on a
dim,;(K) = dimg = max (T4, Tg)
Démonstration. Fs désigne maintenant I’ensemble des quasi-carrés de la forme

7T([(.T}1, yl) T (xn(gyyn(s)yn(s—i-l T yM,s])

ou de la forme

T([(z1,y1) - (TMy> YUMs ) YMs+1 " Yns))

(selon que ag, - ag,, < by, ---by, ou pas), et Nj(K) désigne ensemble des quasi-carrés de

Yng
Fs qui intersectent K. L’inégalité dimy (K) < max(T'4,Tp) se prouve de fagon directe comme
dans le cas précédent, en utilisant le lemme A.1.5. On cherche donc & prouver maintenant la
minoration. Rappellons que la mesure de Mandelbrot pu, est définie dans le dernier paragraphe
de la section 2.2.2. On prouve de la méme fagon que précédemment que presque slirement
conditionnellement & pp # 0, il existe K3 C K tel que pup(Kpg) > % et tel que pour tout

(z,y) € Kz et 6 > 0 assez petit on ait

(m), (ﬂi”’y)'M“) ({z em (f(@vy)Ma) tq Yk > {bgjg\%J , (m1). (g?’y"“%) )

(‘Z,7y)‘M6
T

—k 7] - —k
<e (R(0a)Aa—er) ot gy ™ Gy > e (>\A+6k)}> > 5

On choisit de méme K p comme précédemment, de mesure pug(Kp) > 3”‘:“13 L. On en déduit que

presque stirement conditionnellement & up # 0, il existe un sous-ensemble de K (donné par
KpNKp) de pup-masse supérieure a w et tel que pour tout (z,y) € KgNK} et 6 > 0 assez
petit on ait les deux propriétés. On obtient donc en effectuant des raisonnements similaires
au cas précédent que presque stirement conditionnellement & K # & on a pour § > 0 assez

petit

Ns(K)
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M,’(nw)y) ‘n(g

> 5_TAeo(lOg(%)) Z MA([($17y1)"'(xn57yn5)]) ‘

(z,y)|n
[(xlzyl)"'(l'n(;ayn(g)]mKBmK/B?é@ 4 ’ ,Ufoy ‘ J
byl'“byn5 < Agy Az g

‘ o

s

5~ Tn¢o(lo8(3))

- € > i ([(z1,91) -+ (Tngs Yn,)]) .
[(Il,yl)---(mné,yné)]ﬁKBﬂKJ/B#Q 4 ’ ,UIB7 )

by by > Gy o

Soit € > 0. Quitte & réduire un peu Kp N K (sans réduire sa pp-masse) ou ¢ > 0, on peut

supposer sans perte de généralité a ’aide des lemmes 2.2.19 et du lemme 2.2.20 que

(@)l (@)ln
pr 0 s

s M(x7y)|n6

(z,9)[n
A H °

; 5 c [e—eClog(%)—e’eeClog(%)—&-e} )

) )

On va maintenant avoir besoin du

Lemme 2.2.22. On a T4 < S(04) + R(0p) et Tp < S(04) + R(0B).

Démonstration. On prouve la deuxiéme inégalité, la premiere se prouvant de maniere similaire.
Montrons donc que

> P (g =1) 8 e <1,

(4,5)

ce qui suffira pour conclure. Pour cela il suffit de montrer que pour chaque j on a
R(6 0
> P (e =1) o <E[N;).
i
On a alors deux cas. Si E[N;] < 1, on a de maniere directe

STP (e =1) ol <E[N] <E[N;).

Si maintenant E [N;] > 1, soient p, ¢ > 1 tels que %—l—% = 1. On a alors grace a notre hypothese

et a I'inégalité de Holder

1 R(04) R(04)

P (e = 1) ) = P (o = 1) B (e = 1)

0, R4 RO

<E[N;** S E[N;]? a; ” a; °
%

)

1
q
)

<E[N,) (Z af ) )
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A

0
car P(c(; 5y = 1)% <1 <E[Nj] et P(c; ;) = 1)% <P(cuy=1)»r <E [Ni]TA. 11 suffit alors de

faire tendre g vers 400 pour obtenir I'inégalité souhaitée. O

On a maintenant plusieurs cas. Supposons dans un premier temps que Tp > T4. Dans ce

cas, si (z,y) € K et by, ---by, < ag - Qz,,, alors en utilisant le lemme ci-dessus

Yngs

(xvy)|"5

S Tg—S
o (r ) @)D 1577 | (58,) (a0, ) 2.9
(@W)lns || Sa Ta—Sa :
pa ((@1,y1) - (Tns, 9n)]) \ iyl () (b by,
Sa+Sp—Ta
(bw by
- Sa+Sp—Tg
(e,
Tg—Tx
S (azl .. 'aCEn(S) B
< §TB—Ta
D’ou
‘ ng7y)‘”5
Z uB ([(xl,yl)"'(l:n(;ayn(;)])w
[(xl,yl)---(xné,yné)]ﬂKBﬁKJ’B;AQ ‘MB 5
byl"'byn5 S a:cl"'azn(s
‘ng,ynné
< e > i ((@1,91) (g ) o
[(xlvyl)'“(xn57yn5)]QKBHK,B¢@ ’ N g
byl"'byn5 < Azy Az g
< 6TB_TA H,U’AH eZeClog(%)JrQe.
On en déduit donc
Ns(K)
(@,9)|ns
=T, 0(10 (l)) s
> 67 P eVO8s Z uB ([(xlvyl)"'(qﬁn(;ayn,;)])w
[(xlvyl)"‘(xna7yn5)]mKBmKlB?é® 4 HILLB’ g
byy = byng > Qay - Gapg
T log( L ‘ ng,y)\né
>0 Beo( og(a))< Z B ([(wl,yl)"‘($n57yné)]) o
[(-Tlayl)"'(xn(;7yn5)]mKBmK;37£® 4 ‘ ,LLB’ g

o 6TB—TA HMAH 626010g(§)+25>
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> 6—T36726010g(%)eo(log(%)) <’:u’8BH o 5TB—TAHMA||e4eClog((15)+4e)

ce qui nous donne (quitte & réduire un peu e au préalable)
dim,,;(K) > T — 2Ce.

On peut donc conclure. Le cas T4 > T'p se traite de maniere similaire. Enfin, si Ty =1 =T,
les inégalités 2.9 sont encore vraies mais nous permettent seulement de majorer le rapport en

question par 1. On peut donc en déduire

N5 (K)

UB ([(1'13 yl) T (xng(m,y)u yn&)})

> 6—T€—EC’log(%)eo(log(%)) Z

(@y)ln
[(@1,91)-+(Tngyns ) |NKBNK ; #2 4 ' ,U«g Ying

> §-T —2Clog(}) o(los(4)) ”NgBH.

ce qui permet de nouveau de conclure. ]

2.3 Etude en dimension 2 des mesures de Mandelbrot inho-
mogenes, des mesures pseudo-Mandelbrot et de leurs pro-

jections

On cherche dans cette section a étudier les propriétés de généralisations des mesures de
Mandelbrot appelées mesures de Mandelbrot inhomogénes. Ces mesures ont été por-
tées & notre intérét en étudiant l'approche de [11] du probleme du calcul de la dimension
de Hausdorff d’'une éponge de Baranski déterministe en toute dimension. Das et Simmons y
prouvent en effet qu’a partir de la dimension 3, la dimension de Hausdorff d’une éponge de
Baranski déterministe peut étre strictement supérieure au supremum des dimensions de pro-
duits de Bernoulli homogenes sur cette éponge, en exhibant un contre-exemple. Ces derniers
énoncent aussi un résultat selon lequel on peut calculer cette dimension a 1’aide d’un principe
variationnel sur une autre classe de mesures plus générale, a savoir les produits de Bernoulli
exponentiellement A-périodiques (sous-ensemble de la classe des produits de Bernoulli inho-
mogenes). Cependant, la preuve de ce résultat, trés technique et complexe, ne nous a pas
completement convaincus. Etants intéressés par le cas aléatoire, nous nous sommes en pre-
mier lieu attachés a obtenir des résultats concernant les mesures de Mandelbrot inhomogenes
et leurs projections sur un tapis de Baranski aléatoire. Cette étude prépare le terrain pour le

cas de la dimension 3 qui sera discuté dans la section 2.4.
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Dans un premier temps, on se limitera au cas symbolique afin de poursuivre le travail
entrepris dans [4] (étude de la dimension de Hausdorff des mesures de Mandelbrot inhomo-
genes) et dans [6] (étude des projections sur un axe de mesures de Mandelbrot classiques).
On étudiera ensuite les projections de ces mesures sur un tapis de Baranski aléatoire et
on prouvera en particulier une minoration pour la dimension de Hausdorff inférieure de ces
projections. Ceci permettra grace au lemme de Billingsley d’obtenir un minoration de la di-
mensions de Hausdorff du tapis. En parallele de ces résultats, on introduira aussi la classe des
mesures pseudo-Mandelbrot, un sous-ensemble des mesures de Mandelbrot inhomogenes dont
la définition est inspirée de celle des mesures pseudo-Bernoulli introduites dans [11], puis on
introduira plusieurs résultats sur ces mesures et leurs projections.

On pose de nouveau X = [0,7—1] x[0,s—1] et A= |J X™. On munit X~ de la distance
n>0
usuelle ultramétrique

d((z.y). (o', y)) = e~ "= v}, (2.10)

pour tout (i,5) € X. Soit (W(a))aea une famille de copies indépendantes de W. On pose

)(i,j)ex une variable aléatoire a valeurs dans (R,)X vérifiant E {W(i,j)} =1

aussi

P = (Paj))jex :t> 0= (paj(t)aHex €S

une application continue de R dans S. Soit A > 1. Si p vérifie p(A\t) = p(t) pour tout ¢ > 0,
on dira, suivant [11], que p est exponentiellement A-périodique. Pour tout a € A et (i,5) € X

on pose W(; j)(a) = p'&lj)lf/lv/(i,j)(a), et pour tout n > 1 on pose

Yala)= > Wy(a)-- Wp,(aby - by_1),
b1,....bn€X

ce qui définit une martingale d’espérance 1, qui converge donc presque slirement vers une
variable aléatoire Y (a) d’espérance < 1. Remarquons que Y;,(a) est de méme loi que Y,,(a’) si
la| = |d’| (et de méme pour Y (a) et Y(a’)) : on pourra donc noter ||V, (|al)||zs la norme L9
de ces variables de méme loi. Remarquons aussi que Y (a) est de méme loi que

> (i.jex W) (@)Y (a(i, j)) pour tout a € A. Cette derniere relation nous permet de définir

presque siirement la mesure de Mandelbrot inhomogene

v: [(gjl,yl) T (fnyyn)] e X"
= W) (D) Wiy (@1,91) - (@0, 90))Y ((21,91) -+ (T, Yn))

sur ’ensemble des cylindres symboliques, que 1’on étend ensuite de maniére unique a
(XN B(XY")). On se demande d’abord de nouveau dans quels cas on a E[Y (a)] = 1, afin
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d’obtenir une mesure non dégénérée. Soit ¢ € |1,2]. On va s’intéresser a la convergence dans
L9 de la martingale (Y, (a)). On supposera dorénavant que W( j) € L9 pour tout (i,5) € X.

On pose aussi
¢q:t>0r—>E[ > (vl W) ] > 0.
(i,5)eX

Le théoréme suivant est un corollaire des résultats obtenus dans [4].

-

n
Théoréme 2.3.1. Supposons que la série de terme général (H oq(lal + k) q> converge.
k=1

Alors (Y, (a)) converge vers (Y (a)) en norme L, et en particulier E[Y (a)] = 1.

Démonstration. On sait, suivant [4, Théoréme 6], qu'il existe C; > 0 tel que pour tout n

[[Y1(a) = Ya(a)llzs < Cq T] d(lal + ks
k=1

Ainsi, sous I'hypothése du théoréme, la suite (Y, (a)) est bornée dans L7, ce qui permet de
conclure. 0
Théoréme 2.3.2. Supposons

1

supZ(H \a]+l<:>q<+oo.

[al>0 p—1 k=1

Alors (Yyp(a)) converge vers (Y (a)) en norme L1 pour tout a € A et sup,ec 4 ||Y (a)||re < +00.
Démonstration. 1l s’agit de nouveau de [4, Théoreme 6]. O
On va énoncer des criteres plus maniables dans le cas exponentiellement périodique.
Lemme 2.3.3. Supposons p exponentiellement \-périodique. On pose
n+|al

fin>1lesp S /: | og (¢ () — log(y (1)) dt.

\a|>0k | H_l

Alors f(n) = o(n).

Démonstration. Soit

C = max_|log(¢e(x)) —log(oe(y))|

z,y€[1,A]

et € > 0. Le caractere exponentiellement A-périodique nous permet de choisir N € N tel que

Jax | log(¢q()) — log(¢q(y))| < €.
r—y|<1

z,y>N+1
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Soit aussi n € N tel que % <eet|al € N. Si|a|] > N, alors

n+|al
Ly / | og (4 (k) — log((d(t) ]t < e.
" k=lal+1
Et si |a] < N, alors
fus C(N —lal)  e(n+la| - N)
LN [ toa(6,(00) ~ tos((ay(epjar < CE D nEIIZN) o
™ p=jal+1
Ainsi @ < 2e. Ceci permet de conclure.

Théoréme 2.3.4. Supposons p exponentiellement \-périodique et

= — |
Sq :vrél[?);] :c/ 0g(¢q(t))dt < 0.

Alors pour tout a € A la martingale (Y, (a)) converge dans L? vers Y (a).

Démonstration. Remarquons d’abord que

1 x
x>0%%xAl%@AMﬁ

est exponentiellement A\-périodique. Soit M = m[alu)f\] |log(¢g(x))]. On a
xe|l,

[T ¢q(lal + k)

1 otlel f(n)
< exp (q/l log(¢q(t))dt + q)

al

= exp ( [ / log(og(t))dt — — /olal log(q(t))dt + % /nn+a| log(@q(t)) + fSﬁLn)])
< exp ( [S +— 2M]a\ ()}) :
q

n n

Cette derniere quantité tendant vers 0 lorsque n — +0o0, on peut donc conclure.

Théoreme 2.3.5. Supposons p exponentiellement \-périodique et Sq; > 0. Alors pour tout

a € A il existe une suite d’entiers naturels (ng)e>1 telle que ng —— 400 et ||Yy,(a)||ps ——
- {—r00 ) £—r00

+00.

Démonstration. Pour n > 1 notons k(n) I'unique entier tel que A¥™ < n < X(M+1 Sojt

z € [1, ] tel que 2 [ log(eg(t))dt > 0. Il est facile de voir qu’il existe une suite (n,), telle que
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Ny Z—> 400 et ) —> x. Alors par inégalité de Jensen
l—o00

)\k(ne

-Q\H

lal+7, ne+lal
Yo (@llee = I da(k)s e p(;/ ' log(aﬁq(t))dt—M)

k=|a|+1 al q
n 1 N 2M|a n
> exp (f [ [ vogo e - 20l Te) ”D
q (W@)) 0 ny ny
Cette derniere quantité tendant vers 4+oo lorsque ¢ — +o00, on peut donc conclure. ]

Sous I'hypothese S; < 0 la mesure v est donc non dégénérée, ce qui signifie que E {V(X N* )} =
1.

Théoréme 2.3.6. Supposons p exponentiellement A-périodique, Sq < 0 et ¢pq(t) < 1 pour tout
€ [1,A]. Alors ||Y (|a])||re = O(la]) lorsque |a] — +oo.

Démonstration. Posons Na| = {%Asq On a % < —qu Soit aussi N € N tel que Vn > N,
fn) ~
o S

—%. Soit |a| suffisamment grand pour que nj, > N. Alors de nouveau il existe Cy > 0

tel que

> Wasi(lal) = Ya(lal)l| o

n>1
Na| n+lal n+lal n
<y Z exp (1 Z log(¢q(k))> +C, Z exp (1 / + loa(b (1))t + f())
n=1 q k:|a|+1 n=n|q|+1 |a| q
o f(n)>>)
< Cq | njg + ex log(¢g(t))dt — — log(¢g(t))dt + —=
a nz@l p ( ( / g /0 g ;

Sy
<y Na| + Z exp <T;q ))

n|q+1
S, 3M]a\—‘ )) 1
p2 (| =2 |+1]]- .
<3q <{ —5 1—6%

3M]|al
=y { s, —‘ +ex
3M|a S, 3M|a 1 —~
Wallal)lza < €, { . '} Fexp (; ([sﬂ +1>)- <)+ X Wl
e’ q e’ 1—e3d (i,j)eX

D’ou pour tout n > 1
En passant a la limite sur n on obtient le résultat voulu. O

Remarquons que si 1 < ¢/ < ¢ <2etsiS; <0etpy(t) <1 pourtout ¢t € [1,A], alors par
convexité on a Sy < 0 et ¢y (t) < 1 pour tout ¢ € [1,A].
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Théoréme 2.3.7. Supposons p exponentiellement A-périodique. Si Sq; > 0 et s’il existe
x € [1,)] tel que ¢q(x) > 1, alors il existe une suite d’entier naturels (Ja|(€))s>1 telle que
la|({) —— +o0 et

{—+o00

1Y (lal ()]s ,
al(6)  totoo

—+00.

Démonstration. Par continuité il existe un segment [c,d] C [1,A] tel que d —c:= A > 0 et
og( L

€0 > 0 tel que log(¢q(z)) > € pour tout = € [c,d]. Soit £ € N* et k() = Flfg((ﬁ))-‘. On a

AOA > £ et N0 < MO < \RO g < \ROFL St

la|(¢) = min {n >1, ne [)\k(@c, )\k(z)d]} — 1.

Pour ¢ assez grand on a |a|(¢) > 0. Par propriété de sous-martingale on a alors

l+|al(6)
E [Y(la[(£))?] > E[Ye(la[(£))?] > exp ( > 10%(%(@)) > e,
n=|a|(£)+1
De plus |a|(£) < MO < 2oy
el
1Y (al(O)l]za o Ae’s
lal(e) T A
ce qui permet de conclure. ]

Théoréme 2.3.8. Supposons Sq < 0 et ¢q(t) < 1 pour toutt € [1,\]. Alors presque sirement,

conditionnellement a v # 0, on a (pour la métrique d définie en 2.10)

. I T N 1 ; ¢ W
i) = Fmn) = int - [E [0 (0 Tie0) e )
et

_ I W
di _ T _ /[E{h< b Wi ﬂdt
dimp(v) = dimp(v) le[lll?ﬂ z Jo (p (é.4) (Z’J)>(m’)€X

De plus, presque siirement conditionnellement a v # 0, pour v presque tout (x,y) € XN

log(v([(z1,y1) (T ,yn)]))

l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (

dim;(v), dimp(v)].

) est le segment
n

Démonstration. On peut facilement adapter la preuve de [4, Théoréme 8| au cas ou
1Y (laD)l[ze = Ojajs+oo(lal). On obtient alors que presque stirement, conditionnellement a

v # 0, pour v presque tout (z,y) € XV I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite

( log(v([(z1,y1) - (%n,yn)]))

—n

) est égal a ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
n
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Lsa E|h((p~, NWi N . Ce dernier est un intervalle en utilisant les propriétés
n k=1 (’L ]) ( 7.7) ( )EX
7 2y n

usuelles. On obtient donc

. J— DR k W
dimp (v) = dimp (v) = lim inf n Z L [ (( (273>W(ivj))(i,j)eX)] '

On peut alors conclure en utilisant la propriété d’exponentielle périodicité. La formule pour

les dimensions de Packing inférieure et supérieure s’obtient de la méme maniére. O

On pose maintenant 7 : (z,y) € XN +— y € [0,s — 1] et on cherche & calculer les
dimensions de 7 := (m2).v. On va pour cela mettre en oeuvre un principe de grande déviations.

Posons pour tout k > 1

r—1 s—1
7o (q) = —log (Z(pf)q> , Th(q) = —log (Z(pﬁ?)q)

et
Ti(q) = —log (E[ > ( PG, )Ww)) D :
(1,5)eX
Théoréme 2.3.9. Supposons qu’il existe ¢ € |1,2] tel que log (E[Y(|a])]) = 0jq)—+oc(|al)
(ceci est donc plus général que Uhypothése sup|q>o E [Y (|a])?] < +o0). Alors il existe fq une

fonction a valeurs positives telle que log(fq(n)) = o(n) et telle que pour tout n > 1 on ait

E > ((Wz)w([yl---yn]))q] < fo(n eXP( me 7(9), Te(q )))-

Y1,e-Yn €[0,5—1]"

Démonstration. Remarquons qu’il suffit de considérer dans ’espérance ci-dessus la somme sur
les y1,...,yn tels que pzl/1 > 0,...,p, > 0. Pour ces n-uplets on définit pour k € [1,n] les

variables aléatoires

k
(Trsyr) — pk (T1,y1)>
Yk

ainsi que les quantités

T, (q) = —log (E lz (V(xk,yk)y]) .

Tk
On a pour k € [[1,n]

e—Tk(Q) — Z <p1;k)q e Ty, (Q)

Yk, P, >0

Posons aussi

X1, (1o Un)
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1 n
P 1) oo p Tnyn) 75
= 3 mwdyy o g (@) - @t Yae))Y (@1, 50) - (0 90)
L1,y.0yTn py1 pyn

- Z ‘/(;‘1,y1)X27---7n((x1’ y1)7 Yo, ... 7yn)
1

e ey s q
Par sous-additivité de z — x2 on a

. )]

IN
&
1
™

~ .
= :
&

&
Nl

M)

—

a

3

—~

—

8

ok

Neg

—

N

<

g

e

q
=E Z (‘/(lwl 7/1)) (XQ ..... n((x17y1)ay27 7yn))q]
1
3 q 3 q
+2]E Z (‘/(ifl yl)) (X2 77777 n((zlayl)7y2a"'7yn))§ (‘/(}c’l,yl)) (X2 ----- n((xl17y1)ay27"'7yn))2
1 #x]

ou

Dy,=r(r—1) Z E [(W(ivj»q} .

(i.5)eX
On peut alors réitérer ce procédé par récurrence sur les espérances

E X2, n((z1,91),Y2,--.,Yn)9, puis sur celles qui en découlent, et ainsi de suite. On obtient

alors

E [Xl,...,n(yla s 7yn)q]
< Dq (1 i e*Tyl (q) + enyl (9)—Ty,(q) 4ot enyl (Q)f.unyn_1(<1)> + D/q(n)enyl(Q)f-..nyn(QL

ot Dy(n) =E[Y(n)I] = ™. On en déduit

E > ((m2)sv([y1 - -yn]))q]

Y1,e-,Yyn€[0,5—1]7
(s 6y (5 ) ) )
(Z (py1> ) <§ (pyn> ) yl,Z-;yn S, (pzlﬂ)q >, (p2n>

< e @ .. T {6712 (@=T1(a) ... 72 (9)=Tn(a) Dl (n)

qE [X17...,n(y17 R yn)q]

D, (14O 1y DT L 0-Tan @) ]
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Avant de conclure, énongons un lemme qui nous sera utile.

Lemme 2.3.10. Soit p une mesure finie non nulle sur [0,s—1]~" et (u,) € RY une suite bor-

née. Supposons que pour tout € > 0 il existe ¢ > 1 tel que 3°, > e(g—1)(un—e) D jul=n P([u])? <
log(p([yln])

+00. Alors liminf, . ( —n

— un) > 0 pour p-presque tout y. De méme si pour tout
€>0 il existe 0 < q < 1 tel que 3,5 ea—1)(unte) D juj=n P([u])? < +oo. Alors

lim sup,, (% - un) < 0 pour p-presque tout y.

Démonstration. On a
o ({yemos-ape, Bk 1)
=p({vel0,s = 10", p(lyla)" 2 e D)
< D=9 3™ o).

lul=n

Sous ’hypothese du lemme on a donc par théoreme de Borel-Cantelli que pour p-presque tout

log(p([ylx]))
—k

1y, il existe n tel que pour tout k > n on ait — ug > —e. Donc

lim inf <log(p([y!n])) 3 un) > _e

n—00 -n

pour p-presque tout y, ce qui permet de conclure. L’autre inégalité se prouve de maniere
similaire.

O]

Théoréeme 2.3.11. On se place sous les hypothéses du théoréeme 2.3.9. Alors presque stre-
ment, conditionnellement ¢ v # 0, on a
. 1 . k k117
dim((m2)+») = lim inf - > min (h ((pj)je[[07s_l]]> E [h ((p(i,j)w(i,j))(i7j)ex>:|> :

k=1

Démonstration. Soit 0 < a < 8 <1 tel que supjq ¢ ||Y (la])||ze < 400 pour tout 1 — 3 < ¢q <
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1+ 3. On a pour tout k£ > 1

s—1 s—1 s—1 2
Eo(p?)qlogQ(p?)) (Jgo(pﬁ)q) — (E (p,)qlog(pj)>

s—1 2
(Z (pé?)q>
7=0

On en déduit par continuité sur un compact qu’il existe M7 > 0 tel que

V(k,q) e N* x [1 —a,1+a], ()" (¢)] < M.
De la méme fagon on prouve qu’il existe My > 0 tel que

V(k,q) € N x [l —a,1+a], [(7)"(q)] < Ma.

Remarquons ensuite que pour ¢ € [1 —«a,1+aj et (i,j) € X on a

. Tliaq = 1+«
P(Wiig) > 1) +E \ Wi ]lw<u><1} <E[WE,) <1+E[WE5]
et
=1_ 1171+ W
‘ (i.4) log(1V, ))‘ < W) ‘log W(U))’ W<t T Wi IOg(W(i’j))]lVT’(le

< C(a) + C'() + Wi

avec C(«),C’(a) > 0 deux constantes qui dépendent de a.. En effet pour € > 0 on a toujours
dM > 1, Vx> M, log(z) < z€.

avec des constantes éven-

Le méme raisonnement s’applique a la quantité ‘W log? (W( )) ,
tuellement différentes. On en déduit facilement lex1stence de Ms > 0 tel que pour tout
(k,q) e N* x [1 —a,1+ a] on ait

Ty (q)
2
k 17 k oy 2/ k oy k
= E[ > (P(m)qw&j)] (E[ Y W) W log (pu,j)W(w))] ]E[ > (p@,J))qW(qm)]
( (

hj)eX h,j)eX (i,5)eX

(1,7)eX

—E { Y W)W log(p](czyj)Ww))] )
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et |1} (¢)| < M3. Soit maintenant € > 0. Pour 1 < ¢ < 1+ « assez proche de 1 on a

E

> ((m)v(ly - -yn]))q]

Y1,e-,yYn €[0,5—1]"

< fq(n)exp< (¢—1) [ me 72)'(1), T (1)) —maX(Mz,Mg)(q—l)D

< fq(n)exp ( n(qg—1) [ me 72 (1), T)(1)) — ;1) .

En utilisant le lemme A.1.5 on en déduit que presque stirement conditionnellement a v # 0

on a pour n assez grand
2¢

> ((m2)wr([y1---yn]))? < fy(n)exp (—n q—1) l Z min((77) (1), T4 (1)) — 3D :
Y1,e-,yn €[0,8—1]7
d’ou

n(g-1) [,{ > min((nz)'(l),T,;(l))—e]

> e k=1 > ((m2)«v([y1 - yn]))? | < +oo.

n>1 Y15 yn €[0,5—1]"
On conclut en utilisant le lemme 2.3.10. O

Si on suppose p exponentiellement A-périodique et que I'on se place sous les hypotheses

du théoreme 2.3.6, alors on obtient de la méme fagon presque stirement conditionnellement a

v#0

. . 1 z . + 13 A7
dim; ((m2).v) > inf 5/0 min (h ((pj)je[[o,s—l]]> = {h <<p“’j)W(i’”)(z’,j)eX)]> .

Gardons dorénavant nos hypotheses du théoreme 2.3.9 et supposons de plus maintenant que
pour chaque (i,7) € X, s'il existe z > 0 tel que pfi’j) > 0, alors il existe 7 ;) > 0 tel que
pg(ﬁi i) > 1i,;) pour tout z > 0. Pour a > 0 on définit les uniques entiers positifs non nuls
B; = Bi(a) > 1 et By = Ba(a) > 1 tels que

o (L )(zpf)mibg(l)(&i )
Zlog( )(Zp])>a>21og<1><32(zaj p]>.

On note de nouveau 7 ’application de projection sur un tapis de Baranski définie dans la
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premiere section, et on pose p = m,v. On définit aussi de nouveau les mesures de Peyriere @
et @ sur XN et [0, 1}2 respectivement a ’aide de v et u. Par loi forte des grands nombres on

a presque siirement pour v presque tout (z,y) € X N

SRS

(0900 = 1 3+ o).
k=1

On en déduit que presque siirement pour v presque tout (x,y) € X N

log(ag, - 'axsl(n)) log(by, - - bﬂCBQ(n)) .
n ’ n

lorsque n — +00. On définira pour (z,y) € XV le cylindre généralisé

(@1,91) + (TBy(n)> YBL(n))YBiL(n)+1 " " UBa(ny| 81 Bi(n) < Ba(n)

(1‘1, yl) o (ng(n)vyBg(n))$Bg(n)+1 o xBl(n) SiHOH,

Cn((2,y)) = {

ainsi que C,, = {Cn((x,y)), (x,y) € XN*} . On définit de nouveau

K ={(y) € 0,17, I~ ({(z,9)}) =1},

de méme que Y = 7~ (K). On a similairement Q(Q x K) = Q(Q x Y) = 1 car en utilisant

notre hypothese sur p on obtient facilement
QIxY) =E[v(Y°NnsuppE[v]) =0.

On peut encore définir pour (z,y) € K son unique antécédent par 7 (toujours noté (z,y) =
(x1,y1)(w2,y2) - -+ ) ainsi que 'unique suite décroissante de quasi-carrés (w(Cy((x,y)))), qui
le contiennent, que I'on notera encore plus simplement (Cy((x,y)))n. On peut une nouvelle
fois utiliser le lemme 2.1.2 pour obtenir que presque stirement conditionnellement a p # 0,

pour p-presque tout (z,y) € K on a

dim(u, (3, y))) = lim inf 28WHCn((@:))))

n—+00 log(an(z, y) = dim(y, (z,y)).

Théoréme 2.3.12. Soit q € |1,2] tel que log (E[Y(|a|)]) = 0jaj»to0(lal). Alors il existe f,

une fonction a valeurs positives telle que log(fq(n)) = o(n) et telle que pour tout n > 1 on ait
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ou

Bi(n) Ba(n)
fq(n) exp <— Ti(g) = X min(ﬂ((l)ﬁf(f;))) si By(n) < Ba(n)
=1 i=Bi(n)+1
¢(n) =
Ba(n) Bi(n)
fa( )GXP< Ti(q) — > min(7, (Q)vﬂl(q})> stnon
=1 i=Bs(n)+1

_ ) (E v ([@ )]

(z1,91),--5(T By (n)YB1 (n))
q

S E S @) 5, () ([(ﬂfél(nnuyﬁ(n)ﬂ) ... (mle(nyyBg(n))D )7

YBy(n)+1s - YBgy(n) mlBl(n)+1 ,,,,, ‘/LJBQ(n)

ou

ool

P(ml,yl)W(xl,yl)(Q) - 'p(m31<n>7y51<n))W(IB1<n)vyBl<n>)((xl’ 1) @By (n)-1, By (m)-1))-

et

Ve ([ (@l 41Uy 01) - @y YBa)])
Bl(n)—i-l 7
(xlB1(n)+1vyBl (n)+1)W(I35’1(”)+1’yBl(")H) ((CU; y) ‘Bl (n))

. Ba(n)
(1‘/32 (n) "YBgy (n))

W(Z‘/BQ(H)7yB2(n))((x7 y)‘Bl (n) ('rlBl(n)+17 YB, (n)+1) e (x/BQ(n)—lv sz(n)fl))'

On peut alors appliquer le méme raisonnement que dans la preuve du théoreme 2.3.9. Le cas

Bi(n) > Ba(n) se démontre de la méme maniére. O

Théoreme 2.3.13. Toujours sous les hypothéses du théoreme 2.3.9 on pose

| Bi)
Z E[ ((pm W ,j>)(i7j)ex)]
1 BQ( ) . k & —
+ kgl%)ﬂmm (h ((m) je[[ms_lﬂ) E [h ((p(,-,j)w@j)) (M)EX)D

si B1(n) < Ba(n), et
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1 _
= > E [h <<p@,j>W<m>)<i,j>eX>}

k=1
+l 12(7:1) min <h((pk) ) E[h<<pk‘ W ) >})
" k=Ba(n)+1 Viepor-11) W) ex

sinon. Alors presque surement, conditionnellement a p # 0, on a

A4 2 i nf

Démonstration. Soit € > 0. Supposons Bi(n) < Ba(n). Pour 1 < ¢ <1+ « assez proche de 1

on a

E [ S w(C)

ceCn

Bs(n)

n

< fq(n) exp (—n(q -1) {un - ;D :

< fytmyexp (~nla — 1) [ — 22 max(h, M, M) g - 1)

On traite le cas Bi(n) > Ba2(n) de la méme fagon. On peut alors conclure de nouveau en

utilisant les lemmes 2.3.10 et A.1.5. O

2.4 Discussion du cas de la dimension supérieure ou égale a 3

Les résultats de la section précédente permettent d’obtenir en parallele de nouvelles mino-
rations pour la dimension de Hausdorff d’'un tapis de Baranski aléatoire. Ceci n’est pas tres
utile, car on sait déja calculer cette derniere grace aux mesures de Mandelbrot classiques. En
revanche, ceci nous permet comme nous allons le voir d’obtenir un bon candidat pour une
classe de mesures sur laquelle on pourrait fonder un principe variationnel en dimension quel-
conque. Soit d,my, ..., mg > 2 des entiers. Soient pour k € [1,d] des réels a¥, ..., a,’ﬁ% €(0,1)
tels que >_7"% af = 1. Une éponge de Baranski se définit de la méme fagon que pour les tapis,

en utilisant dans ce cas l'alphabet & d lettres X = [0, m; —1] x - - - x [0, mg— 1] et la projection

* d d
[ (xllm S x%)ioﬂ € XN m f(a;%yﬂj‘f) 0---0 f(%l”@%)([(), 1] ) € [07 1] )
n>1

74



i1—1 1

azll 2! Z Oaz,l

2 2 Z2 1 2

(] dy ¢ g4 iy r ZZZ—O a
fiia) t (@, 2%) €RY = _ s

d d ld 1 d

aid x Z —O z

De nouveau on peut définir de la méme fagon qu’en dimension 2 la mesure de Mandelbrot

inhomogene p a 'aide d’une application continue

b= (p(il,“.,id))(il,...,id)EX ot > O = (p(i1,...,id)(t))(il,...,id)EX S S

(ou S est toujours ’ensemble des vecteurs de probabilité a #X coordonnées) et d’une famille
(W(ih_yid))(,-17.“,”)6)( de variables aléatoires positives d’espérances 1. Pour a > 0 et k € [1,d]

on définit les uniques entiers positifs non nuls By = By(a) tels que

Zlog( z,) (Z Pir ( ) Za>%:log <a1§l> (Bk 3 1pzk )

Pour n > 1, soit aussi o, € &([1,d]) tel que

Ban(l)(n) <---< Ban(d)(n)v

et
1 Bgn(n(ﬂ.) N
we =) =5 3 E [ (2o Wi o))
k=1
Bo,, (2)(n)

1 k k 774
+ - Z min (h ((pll """ i"n(l)*l’i“n(l)+1"'"’id)) ’E |:h ((p(“ """ id)W(“ ld)))j|)

k=B, (1)(n)+1

B, (ay(n)

(o) B (i W)
k=B, (a—1)(n)+1
On suppose de nouveau que E[Y (n)] = ¢°™ (on rappelle que ceci englobe la situation ot
sup,,>o E[Y(n)9] < +4o00) et que pour chaque (i,...,iq) € X, sl existe x > 0 tel que
Dlin,....iq) (@) > 0, alors il existe 1, ;) > 0 tel que pg, . ;.)(T) = 1, 4, pour tout x > 0.
On dira lorsque ces deux hypothéses sont vérifiées que u est de type A. On peut alors prouver

en utilisant les techniques de la preuve de [7, Proposition 3.2] le

Théoréme 2.4.1. Soit p une mesure de Mandelbrot inhomogéne de type A. Alors presque
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strement conditionnellement a p # 0 on a

. o it
dimyy (p) 2 lim inf uy,

On peut donc minorer presque stirement la dimension d’une éponge de Baranski aléatoire
K par le supremum de I’ensemble de ces quantités sur les mesure de Mandelbrot inhomogenes
de type A sur K. Lors des derniers jours de cette theése, Julien Barral m’a expliqué avec

précision comment construire des familles de recouvrements conduisant a 1’énoncé suivant :

Théoréme 2.4.2. Presque stirement conditionnellement ¢ K # @ on a
dimpy(K) = sup {lirginf un (1), p mesure de Mandelbrot inhomogéne de type A sur K} .
n—oo

Plus spécifiquement soit £ = (£(n))n>1 une suite strictement croissante d’entiers strictement
positifs telle que £(n) = o(L(n)), ot L(n) = > 1_,l(k). Soit B({) l’'ensemble des produits
de Bernoulli inhomogénes de type A tels que la suite (p(k))rx>1 des poids qui les définissent
soit constante sur chaque intervalle de la forme [L(n — 1) + 1, L(n)]. Alors presque sirement

conditionnellement a K # & on a
dimpy (K) = sup {lanl)icgfun(u), e B(E)} .

Ceci constitue une alternative au principe variationnel énoncé par Das et Simmons dans le
cas déterministe, ou ces derniers utilisent des applications de poids p exponentiellement \-
périodiques. La démonstration, élaborée, de cet énoncé ne sera pas incluse dans ce mémoire

car je ne dispose plus du temps nécessaire pour la maitriser complétement.
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Chapitre 3

Dimensions of "self-affine sponges"
invariant under the action of

multiplicative integers

ABSTRACT. Let m; > mo > 2 be integers. We consider subsets of the product sym-
bolic sequence space ({0,...,m; —1} x{0,...,ma—1})Y" that are invariant under the action
of the semigroup of multiplicative integers. These sets are defined following Kenyon, Peres
and Solomyak and using a fixed integer ¢ > 2. We compute the Hausdorff and Minkowski
dimensions of the projection of these sets onto an affine grid of the unit square. The proof
of our Hausdorff dimension formula proceeds via a variational principle over some class of
Borel probability measures on the studied sets. This extends well-known results on self-affine

Sierpinski carpets. However, the combinatoric arguments we use in our proofs are more elab-

orate than in the self-similar case and involve a new parameter, namely j = {logq Gggg%;g”
We then generalize our results to the same subsets defined in dimension d > 2. There, the

situation is even more delicate and our formulas involve a collection of 2d — 3 parameters.

Key words : Hausdorff dimension, Minkowski dimension, symbolic dynamics, self-affine car-

pets, self-affine sponges.
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For the reader’s convenience we summarize a list of commonly used symbols below :

A; Alphabet {0,...,m; — 1}
oy ma Symbolic space (A1 x Ag)N
q Integer > 2
Q Closed subset of ¥, m,
Xa Closed subset of ¥,,,, ,n, invariant under the action of multiplicative integers
o Standard shift map on X, m,

. log(ma)
v = log(m1)
@)l (@)l = (e, Ygei)) 0

* n

L Map n € N* — [ﬂ
I Borel probability measure on €2
P, Borel probability measure on Xq, see Section 3.2.1
7 Projection map of ¥,,, ;n, on the second coordinate
€y Qy=ana'({y})
[u] Generalized cylinder on X, ., see Section 3.2.1
Pref, ,(2)  (p x ¢)-sized prefixes of €, see Section 3.2.1
ol at = {QN[u] : u € Prefy £ (Q)}
oz a2 :={QN[u]:u € Prefyo(Q)}
HY,, p-entropy of a finite partition with the base-mso logarithm
j The unique non-negative integer such that ¢/ <y~ < ¢/+!
Qu For u = (z1,91) - (@k, Y )Ykt1 - - - Yt; € Prefy ;(2), Qy is the follower set of

(x1,y1) - (T, yg) in Q with ygy1, ..., Yk, being fixed
ey The normalized measure induced by u on £,
dim,
(9
I'y,; () Tree of followers of u in I';(§2), see Section 3.2.3
t=t(u) The unique vector defined on the set of vertices of I'y, ;(£2) satisfying equation (3.3)
to See Section 3.2.3

v) Entropy dimension of the measure v

4§ tree of prefixes of ), see Section 3.2.3

3.1 Introduction

Let mq > mo > 2 and g > 2 be integers. Let €2 be a closed subset of

Zml,mz = (-’41 X A2)N*>
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where A; = {0,...,m; —1} and Ay = {0,...,mg — 1}. We can associate to Q a closed subset

of the torus T? by considering 1(£2), where 1 is the coding map defined as

[e.e]

o0
Lk Yk
w : (:Bk?yk)zozl S Eml,mg — (Z ko Z k) S TQ‘
k=11 =1 "2
Let o be the standard shift map on X,,, ;», and 7 be the projection on the second coordinate.
Closed subsets of X, m, that are o-invariant are sent through 1 to closed subsets of T? that

are invariant under the diagonal endomorphism of T? ;
(z,y) € T? — (myz, mox).
Classical examples of such subsets are Sierpinski carpets. Given
0#£AcC{0,...,m —1} x{0,...,mg — 1},
consider

Q= {(I’y) = (‘Tkvyk)zozl € Eml,mg : Vk > 17 (xkuyk) € A}

Then () is a Sierpinski carpet. In this case, ¥(2) is the attractor of the iterated function
system made of the contractions f; ;) : (z,y) € T? — (%,%) with (i,7) € A. When
mq = meo = m, we obtain a self-similar fractal and it is well-known that

dimy (1(2)) = dimas (()) = 11%2@;4))

where dimpy and dimy; stand for the Hausdorff and Minkowski (also called box-counting)
dimensions respectively. See for example Chapter 2 of [16]. More generally, as proved in [21],

if ) is a closed shift-invariant subset of 3, ,,, then we have

_ h(olo)
log(m)

dimyr ($(2)) = dim (4(2)) ,
where h stands for the topological entropy. McMullen [33] and Bedford [9] independently com-
puted the Hausdorff and Minkowski dimensions of general Sierpinski carpets when mq > meo,
which we will assume from now on. Furthermore, the Hausdorff and Minkowski dimensions
of Sierpinski sponges - defined as the generalization of Sierpinski carpets in all dimensions -
were later computed in [28].

Let
log(ms)

7 log(ma)
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and

L:neN*H[”w.
Y

We will need the following metric on X, m, : for (z,y) and (u,v) in Xy, m, let

d((zr, Yk )1 s (U, Vk)oe1)

= min{k20:(zk 11, : —~ min{k>0:
— max (ml min{k>0:(Tp41,Yp+1)7(Uk41 Uk-&-l)}’ m; ~min{k> yk+17évk+1}) '

This metric allows us to consider “quasi-squares” as defined by McMullen when computing the
dimensions of Sierpiniski carpets. It is easy to see that for (z,y) € ¥,,, m, the balls centered

at (z,y) are
B, (x,y) = Bml_n(:v,y) ={(u,v) € Xy my tup =2, V1 <k <mnand v, =y V1 < k < L(n)}.

Using this metric on ¥,,, m, the Hausdorff and Minkowski dimensions of {2 are then equal to
those of ¢(€2). Thus from now on we will only work on the symbolic space. In this paper, our
goal is to compute the Hausdorff and Minkowski dimensions of more general carpets that are

not shift invariant. More precisely, given an arbitrary closed subset €2 of X,,, ,,, we consider
Xo = {(Tk: Yk )he1 € Bmy,my ¢ (Tige, Yige) 720 € Q for all i, g i}

Such sets were studied in [29], where the authors restricted their work to the one dimensional

case : they computed the Hausdorff and Minkowski dimensions of sets defined by
{(:ck)iozl e{0,...,m—1}"": (2;40) 720 € 2 for all 4, qM} ,

where Q) is an arbitrary closed subset of {0,...,m — 1}N*. It is easily seen that this case
covers the situation where m; = mo in our setting. Their interest in these sets was prompted

by the computation of the Minkowski dimension of the "multiplicative golden mean shift"

(o.)
{xzzglzz:wke{&l} andl‘kwgk:Oforallk‘Zl}
k=1

done in [18]. We aim to give formulas for dimpy(Xq) and dimps(Xgq) in the two-dimensional
case, and then in all dimensions. Note that if  is shift-invariant, then X¢ is invariant under

the action of any integer r € N*

(Trs Y ) o1 = (Trks Yrk ) et -

For example, as in the case of dimension one we can consider subshifts of finite type on
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Ymi,me- Todoso, let D = {(0,0),(0,1),...,(0,mg2—1),(1,0),(1,1),...,(1,mg—1),...,(m1—
1,0),(m1 —1,1),...,(m1 — 1,mg — 1)} and let A be an myms - sized square matrix indexed
by D x D with entries in {0,1}. Then define

EA - {(iﬁkayk)?:l € Eml,mQ : A((l‘k,yk), ($k+1a?/k+1)) = ]-7 k Z 1})

and
Xa=Xs, ={(@r )izt € Bmime : A((@k, Uk)s (Tgr, Ygr)) = 1, k> 1}

"
"y

Figure 3.1: Approximation of order 4 of the set X4 for m; = 3, mg =2, ¢ =2 and A a
circulant matrix whose first row is (1,0,0,1,0,0).
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Figure 3.2: Approximation of order 6 of the set X4 for m; = 3, ms = 2, ¢ =2 and A a
circulant matrix whose first row is (1,0,0,1,0,0).

Note that further generalizations of the sets considered in [29] were studied in [36], in the

one-dimensional case as well.

The paper is organized as follows. In Section 3.2, we focus on the two-dimensional sit-
uation. We first introduce in Subsection 3.2.1 a particular class of measures on Xq. We
show that these measures are exact dimensional and we compute their Hausdorff dimensions.
This class of measures is the same as that considered in [29], but in our case the parameter
J = [logq (1°g(m1))J comes into play when studying their local dimension. Indeed, this pa-

log(ma2)
rameter plays a crucial role in the definition of generalized cylinders whose masses are used

to study the mass of balls under the metric d. In Subsection 3.2.2, out of curiosity, we study
under which condition the Ledrappier—Young formula (where the entropies of invariant mea-
sures are replaced by their entropy dimensions) can hold for these measures, which are not

shift-invariant in general.

In Subsections 3.2.3, 3.2.4 and 3.2.5, we compute the Hausdorff and Minkowski dimensions
of Xq, using a variational principle over the class of measures we studied earlier. We show
that there exists a unique Borel probability measure which allows us to bound dimg(Xgq)

both from below and from above.
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Then, in Section 3.3, we extend our results to the general multidimensional case. The
combinatorics involved there become significantly more complex, as the study of the local
dimension of the measures of interest invokes some generalized cylinders which depend in a

subtle way on a collection of 2d — 3 parameters.

3.2 The two-dimensional case

3.2.1 The measures P, and their dimensions

Throughout the paper we will use the notation [m,n] = {m,...,n} if m < n are integers.

To compute dimpy(Xgq), we will use the classical strategy of stating a variational principle
over a certain class of Borel probability measures P, on Xq defined below, i.e we will show
that

dimy(Xq) = max dim(P,).
"

To do so, we will use the following classical facts (for a proof, see [16, Proposition 2.3]) :

Theorem 3.2.1. Let p be a finite Borel measure on Xy, m, and let A C Xy, m, such that
pu(A) > 0.

log,,,, (1(Bn(2)))

e Ifliminf, .o — > D for p-almost all x, then dimgy(u) > D.

e Ifliminf, .o — < D for p-almost all x, then dimpy(u) < D.

log,,,, (1(Bn(2)))

e Ifliminf,, .o — < D forall x € A, then dimpg(A) < D.

For p,f € Nand u € ({0,...,m; — 1} x {0,...,mg — 1})P x {0,...,mg — 1}*, define the

generalized cylinder
[u] = {(,y) € Zmymy (@, 9)|p, (0 ((2,9))]e)) = u},
where (2,9)[p = (z1,91) -+ (2p, yp) and 7((z,y)[p) = ylp, and set
Pref, ((Q) = {u € ({0,...,m1 — 1} x {0,...,mg — 1})P x {0,...,mg — 1}* : QN [u] # @}.
For (z,y) € ¥, ,mq, > 1 and 7 an integer such that ¢ {4, we define

(.I, y)|JZ" = (xia yi)(xqiv yqz) e (xq”ia yqri)
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if ¢"i < n < ¢"Tli. Let u be a Borel probability measure on 2. Following [29] we define P,

on the semi-algebra of cylinder sets of ,,, m, by

et = T (]
i<n
afi
This is a well defined pre-measure. Indeed it is easy to see that P,([(k,1)]) = p([(k,1)]) for
(k,1) € Ay X A, and for n + 1 = ¢"i with ¢ 11,

Pu([(-rh yl) t (xna yn)(xn+17 yn—l—l)]) o M([('xlv yl)(xq% yqi) to (:Utf'iv yQ"i)])
Pu(l(@1,m1) - (#n, yn)]) ([ i, Y1) (Zgis Ygi) -+ (.'L'qrfli,yqrfli):l)

)

whence

Pu(((zry) - (@nyn)) = D0 Pulll@n,gn) - (@n, yn) (6, 9))-

(4,5) €A1 x Az

Denote also by P, the extension of P, to a Borel probability measure on (X, mo, B (Zm; ms))-

By construction, P, is supported on Xgq, since € is a closed subset of X,,, n, and hence

k=1 uePrefy, c(2)

Let us now introduce some more notations. For all £ > 1 we consider the finite partitions
of ) defined by
ar = {QN[u] : u € Prefy 1(Q)}

and
af = {QN[u] : u € Prefy,o(2)}.

For a Borel probability measure p on €2 and a finite measurable partition P on €2, denote by

H}Y. (P) the p-entropy of the partition, with the base-msy logarithm :

Z /’L 10gm2 C) :
ceP

Let j be the unique non-negative integer such that

_ log(my)

1 )
_ < q]"l‘l‘
7 ~ log(ma)
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Note that for all n > 1 large enough we have
¢n < L(n) < ¢,

Theorem 3.2.2. Let j be a Borel probability measure on Q. Then P, is exact dimensional

and we have

_ I HE (al) . < HE (a2_.Val)
dim(P,) = (q = 1 Y. 22 4 (g - (@M —1) Y g
p=1 1 p=j+1 4

00 “w 2 1
+(g-D1-g") X HmQ(%_Z,_l v
p=i+1 q

Proof. Our method is inspired by the calculation of dim(P,) in [29]. The strategy of the proof
is the same, nevertheless the computations will be more involved, due to the fact that the
P,-mass of a ball for the metric d is a product of pu-masses of generalized cylinders rather

than standard ones as in [29].

Let £ > j + 1. We will first show that for P,-almost all (x,y) € Xq we have

tint 1 Em BuBa ) (0 - Hiia()

n—00 n

_ q
p_]_

Flg-D(@y—1) Y - q’;fl £

and

| £OHE (62 val)
+g=D(dTy—1) > —= q§+]1 £
p=j+1
‘. HE (2 Vay)

+lg-DA—gly) > —

p=j+1
(¢ +1)log,,,(m1im2)
+ q[ .

Letting ¢ — oo will yield the desired equality (cf. Theorem 3.2.1). To check these, we can
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restrict ourselves to n = ¢, r € N. Indeed if ¢‘r < n < ¢*(r + 1) then

_1ogm1 (PM(Bn($ay))) > _lOgml (EDM(BqZ'r(l‘ay))) > T _10gm1 (PMEqur(xvy)))
n - ¢ (r+1) —r+1 qtr

which gives

-1 P, (Bn(z, -1 m P.(B %Yy
g~ 198 CuBa(e ) | 1og, (BB (2,1)

n—00 n r—00 qf,r .

The lim sup is dealt with similarly.

As proved in [29] we have

- —log,,, (P ([(, y)In])) 2 o~ Hiy (07)
nh—%o 1 - =(qg-1) Zl ﬁ for P, — almost all (z,y) € Xq.
p:
Note that
Pu(Ba(r,y) = > Pu([@rm) @) @y i) (@ i)
x’TL+1,...,x’L(n)
the sum being taken over all a,_ ... ’le(n) such that

(@190 @ Y) @ty Y1) - (@ Ui | 0 X # 0.

Let ,
L L L
] ] - ] 0
q 1l P
such that ¢ 1 i. Note that if ¢ € } Lg}), ;@H then the word (z,y)| 1 is of length p. Recall
that j is defined by ¢/ < % < ¢/t Suppose 7 > 1. If 1 < p < j then Lq(,?) > n, so
L L
}(71)7 (_nl)} C |n, L(n)].
qr g

If j+1<p</and/is large enough, then

2 e, Ly

qP— qP ) qr—1

}L(n) L(n)} :]L(n) n ]'_I} n L(n)}

qp 7(1197_1 qp ’ qp—j_l qp_j_l’ qp_l

}, thus we can partition

_Q
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In the case where i € ]%, Lin)

p e } we have

Pl <n< N <Pl < L(n) < ¢,

and if i € } L(n) L} then

qP ) qr—i—1

7N <n < ¢?Ii < ¢P7Yi < L(n) < ¢Pi.

If j = 0 then
. n L(n) . . _
Ze]qp—l’qp—l}ﬁqp i<n<¢"hi< Ln) < g
L(n) n b1 »
ze} " ,qp_l]:>q i<n<L(n)<dq

Thus for any j we have

PM<Bn<x,y>>=[ﬁ I o ved]))
pzlie} %,;p@”
qfi

' { H ( H H ([(%yi)“'(%r’j2iqupj2i)yqu”'”yq”_li])>

H o ([(%, yi) - (l”qpfjfli, yqpfjflz‘)yqpfji c yqp—liD >} * Dp(z,y),
| Ln) n
16} qP ’qP—J—1:|

qfi

with Dy, (z,y) being the product of the remaining quotients (words beginning with (z;,y;)

with ¢ < %) Here we used the notion of generalized cylinders we defined earlier :

i (v vgri]) = / Z i (@) @i v )

30" qpfli

i (@) - @iz Ygp-s2)grs-15 -+ Y] )

= Z H ({(xla yl) e (xqpfj*%h qu*j*Qi)<x;p—j—1i’ qu*jfli) T (xgpflia yql’_li)}) )
x;P*jfli""’x;P*%

p ([(wz Yi) - (Tgpmi—vis Ygo-i—1;)Ygo—ii - - -yqpqu

= Z 1% <[(‘T7,7 yl) T (xqp*jfli) yqp*jfli)(x:ﬂ?*jia qu*ji) e (1";?*17;7 yqpfli)}) )

qP—3i T gp—1;

N*

the sums being taken over the cylinders that intersect Q. If (uy,), (v,) € (R*)" , we say that
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unwvniqu}—”%lasn%oo. Here we have
n

#{i € ] Lé;l), sp@ :QM} ~ (quj]p?fn,
oo ] 2=
el ] =t

Note that for 7 € } qpfz,l , %}, q 11 the random variables

Ying : (2,9) € Xo — —logy, (1 ([(@i, 1) (@gmi=2i Ygrs—20)ygo-s=1: - Y1) ) )

are i.i.d and uniformly bounded, with expectation being H}, (0412)—3’—1\/@;17>' Fixing j+1 <p <1

and letting n = ¢‘r,r — 0o, we can use Lemma A.1.7 to get that for P -almost all (z,y) € Xq

vq° 2 1
n(q _ 1)(1 . qjv) Z Y;,n,p(SU, y) rjo Hﬁu (ap—j—l N ap)‘
qfi
Thus
Z .
> (q—1)(1 —¢7) > YPYimp(2,y)
e ol T e DA —e7)
ze} =TT uzp—l]

y4 2 1
. HE (a5 . 1V ay)
— (- 1)(1—gny) Y i P

r—00 - qp
p=j+1

Similarly if we define

Zinp  (2,y) — —log,,, (u ([yz x 'qu—lz})> ;

whose expectation is H (a}), for Py-almost all (z,y) € Xq we have

wa1p L 2 Gual(ey) o2 Hi(ep),

hence
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57 : (q - 1)2 z : fyqp+1Zi,n,p(x7y) ( o 1) 2 : H#LQ (azl))
n(q — 1)2 r—00 q ’
L) L(n):| p=1

qP qufl

qp+1

qti
The third term is treated in similar manner. We have thus proved the first inequality. Now
it remains to prove the second inequality using D, (z,y). It is easily seen that there exists
C > 0 such that for all b >a >0

#{i e NNa,b] :qu}—‘—’;l(b—a) <c

Thus the number of letters in A; X Ay appearing in the words of the developed D, (x,y) is

dy ::L(n)—Z#{ieNﬂ}L(n),L(n)} :qh‘}p

g P!

< L(n + C

p=1 qp+1 2 (3 1)
L(n) { Y4 LL+1)
=——=\|l+1)——| 4+ o
< (L+1)L(n) L4+ 1)C.
On the other hand

L 2

1)°L(n)p K(f—l—l) /¢ 0(+1)
dy > L(n Z: — . CZT{(E—I—l)—q}— e

so >0, 2%t < 400, Define
Sn={(2,y) € Xa : Du(w,y) < (2mima)~"}.

Clearly P, (S,) <279, s0 P, (ﬂNzl U v Sqer) = 0, using Borel-Cantelli lemma. Hence for
P,-almost all (z,y) € Xgq there exists N(x,y) such that (z,y) & Sy, for all n = ¢‘r > N(z,y).
For such (z,y) and n > N(z,y), using (3.1), we have

—log,,, (Dn(z,y))  dnlogy, (2myms)

n n
- (€ +1)L(n)log,,, (2mimsz) N +1) logml(lemg).
- nqt 2n

So
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(¢ + 1) log,,, (2m1mz)

—lo D . (z,
oy~ 0B (D 09)) : |

00 q‘r - q

Finally for such (x,y) we get the second desired inequality.

3.2.2 Study of the validity of the Ledrappier-Young formula

Here we will discuss the validity of the Ledrappier-Young formula in our context. Recall
that for a shift-invariant ergodic measure p on 3, 1n,, the Ledrappier-Young formula is (see

[28, Lemma 3.1] for a proof)

1 1 1 -
- log(ml)h”“(a) + <log(m2) B log(ml)) (),

dim(p)
where & is the standard shift map on ¥,,,, 7 is the projection on the second coordinate and
hu(o) is the entropy of p with respect to o. This rewrites as

1 _ 1
log(mz)  log(m)

b Gima(u) + ( ) dim, (. 1), (3.2)
where for any Borel probability measure v on ¥,,, m,, dim.(v) denotes, whenever it exists,

its entropy dimension defined by

. . 1
dime(v) = lim — Y ul(u])log (v (),
ue(Ar X Az)™
and where dim, (7,v) is defined similarly. We will show that this fails to hold for P, in general.
This is expected since [P, is not shift-invariant in general. However, we will give a sufficient

condition on p for P, to satisfy (3.2).

Let (Vy)yeﬂ_(z ) be the m,v-almost everywhere uniquely determined disintegration of
my,ma
the Borel probability measure v on ¥,,, », with respect to . Each v¥ is a Borel probability

measure on Y, m, supported on 7~ 1({y}), which can be computed using the formula

v ([(xlayl) e (xnv yn)yn—i-l e yp])
mev ([y1 -+ ypl)

V(x| x {y}) = pli_)rgo for m,v-almost all y € 7(Zy,, mo)-

For some basics on the notion of disintegrated measure we advise [35] to the reader.

Theorem 3.2.3. Let p1 be a Borel probability measure on Q. Then m.(P,) is exact dimen-

91



sional. Moreover P¥, is exact dimensional for m.(IP,)-almost all y € m(Xq), and we have

essinf dim.(PY) = esssup dim.(PY).
y~ma (Py) 6( H) Yy~ (Pp) e( #)

Finally
dime (7 (Py)) + essinf dim.(PY) < dim.(P,),

YT (Pu)

2

with equality if and only if for all p > 1, for all I € o, the map y € n(I) — pY(I) is

s h-almost surely constant.

Proof. First note that for (z,y) € X, ms,

m®)(y-val) = X [Te([@ole]) =TT X #([@w)lr]) = Prdly--va).

L1, Tn 1<n 1< TijyeesTgTy
qti afi

Thus 7.(P,) is a Borel probability measure supported on 7(Xq) = Xr(q), which is equal to
Pr, . Thus, using the one-dimensional case studied in [29] we easily get that 7. (P,) is exact
dimensional with ( 1)
) > HH*(«
dime (m (Py)) = (¢ — 1)° Zl ey

p:

Now we study P¥. First observe that for ¢ such that ¢ 11, the map
¢i 1y € m(Xa) = ylu, = (Yge) 20 € T(Q)
is measure-preserving, i.e. (¢;)«(Pr,u) = mp. Let p >n > 1. For (z,y) € Xq we have

P# ([(1‘1, yl) ce ($n7 yn)yn+1 e yp])
P ([y1 -+ yp))

I > w ({(ﬂfi,yi) o (qu—li’qu—1i> (m;kiaqui) e ($;Zi7yq€¢)])

g T
o> » ([ (@ 0e)])
qfi qti
11 I ([(aﬁi,yi) o (qu_u,qu_li) Yghi - '?JqffiD
i<n Ty b ({yl e yq%’]) )

qfi

where ¢* 1 < n < ¢*i < ¢% < p < ¢"TYi. Using the remark above and letting p — oo we
deduce that for m,(IP,)-almost all y
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(B)Y ([alu] x {y}) = TL e ([alor] x fla}) -
qfi

We will use the P,-almost everywhere defined i.i.d. random variables

Xip : (2,y) € Xo > —log(u!s ([alyn] x {yls,}) for gt

whose expectation is

_ /ﬂ(xg) (/rl(@) log (Mﬂm ([azllﬂ X {;&|Ji})) d(Pﬁ)(m,y))d(w*(Pu))(g)
il

N m(Xq) a i (Ap (ngi)) d(ﬂ*(Pu))(g)

Lo HY (A () d(maps) (),

where Q, = 77 ({y}) N Q and A, is the partition of €2, into cylinders of length p on the first
coordinate z, if x| Jr is of length p. Using again the same reasoning as in the one dimensional
case when computing dim(P,) (see [29]), we get that for m.(P,)-almost all y, P¥, is exact
dimensional and
o0 y
aime () = (g -1y [ D g )
p=177(Q) q

Now we have
[ (8, (@) i) )
()

= [ T ) os 1) d(ms) )

) 1eby@,)
= —1%:;/ YT ({yh) log(u!(I Nt ({y}))d(maep) (y)

_ _%;2 / p¢ (1) log(? (1)) d(m.pz) (y)

< _%% W*M(W(I))( /7r . %d(w)(y)) log ( /7r . %d(w)@))
_ _%2 (1) log (%)

= H"(aj|ay),
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using Jensen’s inequality. The function x € [0, 1] — —x log(x) being strictly concave, this is a
strict inequality unless for all p > 1, for all I € afm the map y € w(I) — p¥(I) is mp-almost

surely constant. O

Using Lemma A.1.9 we get

Corollary 3.2.4. If for allp > 1, for all I € ag, the map y € w(I) — pY(I) is almost surely

constant, then P, satisfies the Ledrappier-Young formula :

B 1
log(m)

1 1

dim(P,,) log(ms)  log(m1)

dim,(P,) + ( ) dim, (7, (P,)) -

This sufficient condition is equivalent to saying that for allp > 1, forall I = [(x1,y1) - - - (2p, Yp)] €

oz%, for m,p-almost all y € w(I) we have

oD (@) @)
D) = i (D) W)

For instance, this is clearly satisfied when p is an inhomogeneous Bernoulli product on 2. In
this case P, is not shift-invariant in general. However, we can easily build examples where

the equality in Corollary 3.2.4 does not hold.

Ezample 3.2.5. Suppose that j = 0. Then there exists {2 and p a Borel probability measure
on {2 such that

1

1 1
< —di
log(m)

dim(P,) log(ms)  log(m1)

mo(B,) + ) dime (. (B,).

Indeed, using the property H“(ag_l v a})) = H“(azl,|oz227_1) + H“(ag_l) we have

© HE (o2 0o alla?

dim(P,,) = (q—1)2ZW+(q—1)(1—7)ZW
p=1 p=1

and
1 1 .

gty P+ (gt ~ gy (P

_ _wa 2 11 > H'(ayp)

=(g—1) le S (g—1) (log(mg) log(m1)>pzl S

It is then enough to choose (2 and p such that
« H"(aj) =0,
« H'(aploZ 1) =0 for all p > 2,

« H'(a}) >0 for p>2.
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Such Q and g yield the desired example.

3.2.3 Lower bound for dimy(Xg)

We are now interested in maximizing dim(IP,) over all Borel probability measures p on
Q. We define first the j*® tree of prefixes of 2, which is a directed graph T';(€2) whose set of
vertices is Jr—( Pref; ;(2), where Prefy ;(Q) = {@}. There is a directed edge from a prefix

u=(21,91) - (Ths Y )Ykt1 "~ Yhtj

to another one v if

v=(21,91)  (Th, Yk ) (Tht 15 Ykt 1) Ykt 2 * * - Ykt j Ykt g1

for some w41 € {0,...,m1 — 1} and yi1j41 € {0,...,ma — 1}. Moreover there is an edge
from @ to every u € Pref; ;(2). I';(Q2) is then a tree with its outdegree being bounded by
mimsg (except the first edges from &, which can be more numerous). The following result is

an analog of [29, Lemma 2.1].

Lemma 3.2.6. Let u € Pref;;(Q) and I', ;(Q) be the tree of followers of u in I';j(2). Let

2 71 Va,i(Q)
Vu,j () be its set of vertices. Then there exists a unique vector t = t(u) € [l,m;(ql)]
such that for all (z1,y1) -+ (Tk, Yr)Yk+1 "+ Yot € Vaj(R2)
7y
A — 3.3
(xl,yl)---(xk,yk)yk+1---yk+j - Z Z t(xl7y1)"'(wkzyk)(x;€+17yk+1)yk+2"'yk+jy;c+j+1 ’ ( ' )
y;c+j+1 Ty

the sums being taken over the followers of (x1,y1) - (Tk, Yk)Uk41 - Yktj i Do j().

2 7V, (Q)
Proof. Let Z = [1,m;(q_l)] and F': Z — Z be given by
. 1
v\ Ity
F(z(m,y1)“‘(~’0k7yk)yk+1'“yk+j) - Z Z F(@1,y1) - (@ryk) (T g Yk 4 1) Yk27 Ykt Y51

y;chjJrl $;c+1
We can see that F' is monotone for the pointwise partial order <, defined as

2 <2 &V eV,;(Q), z <z,
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for z,2' € Z. Indeed since ¢’7, ﬁ > 0 we have
2 <7 = F(z) < F(¢).

Denote by 1 the constant function equal to 1 over Z. Then 1 < F(1) < F?(1) < ---, so by
compactness (F™(1)),>1 has a pointwise limit ¢, which is a fixed point of F'. Let us now verify
the uniqueness. Suppose that t and ¢’ are two fixed points of F' and that ¢ is not smaller than

t' for < (without loss of generality). Let

w=inf{& > 1, t < &'}

2

Clearly w < m;(“l), and by continuity we have t < wt’, so w > 1. Now

t=F(t) < F(wt') = w%F(t’) = wit,

contradicting the definition of w.

Furthermore we define

=S (S (2 (Stnas) ) ) )

! ! !
Y1 2 Yit1

Theorem 3.2.7. For u = (x1,y1) - (Tk, Yk )Yk+1 - Yrtj € Prefy j(Q) define

¢y-1
B Ear )01 (Zx'l t(ﬂf'pyﬂy?“yjﬂ)

p(lul) =

te
j— VIV 1.1 1-g
J ! Ee q q q q
L0 2 (2 (2 (Xt v
— / / / !
P=0 Wiy Ui Yipn %1

. giv—1
H b1 1)+ (@ yp)p 1 Vp (zﬂv; t(xl7y1)"'(x;;7yp)yp+1"'yp+j)
: )

gitly
p=2 (@1,91) - (Tp—1,Yp—1)Up* Yp—1+j
where there are p 4+ 2 sums and p exponents % in each term of the first product. This defines
a Borel probability measure on € such that P, is the unique optimal measure, i.e. such
that dim(P,) is mazimal over all Borel probability measures p on Q. Moreover we have
dimy(P,) = %long (tz). Using Theorem 3.2.1 we deduce that

dimy(Xq) > 2

logm2 (tg) .
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Proof. Let

I HE (o)) & HE (a2 Val)
S@p)=(q—1)7Y 2P+ (g =D —dy) Y ;
p=1 1 p=j+1 4
. ©  HE (a2_.Val)
+(g—1)(¢y -1 m2\"p—j p
(q— 1)( >Z+ e

We try to optimize S(£2, 1) over all Borel probability measures p on . Let
S(2) = max, S(£2, ). Recall that for some measurable partitions P,Q of {2 we have

ot (P1Q) =Y (— > wPlQ) 10gm2(u(P!Q))> 1(Q).

QeQ pPcpP

Let p > j 4+ 2. We have

HY(an oy Vo) = Hy (ap_j yVaglaf Vagy) + HE, (el Vaj,)

and
H&Q(af,fj\/ ) HE ( _iVa, \a1Von+1)+H#L2(a%\/aJ1-H).
Moreover
Hpy (0551 Veglai Vaj,y)
= Z O @11 )ye- y]+1}1“(gc1 R (O‘g—j—2 N O‘;I)—l (Q(x1,y1)y2~~~yj+1>)
T1,Y1,Y2,--Yj+1
and
H#w(a%_j v 04]13]04% v 04]1-+1)
= O(@ry1)v2-yjn g (0@20*]'*1 v azlofl (Q(Il,yl)yz'"yjﬂ)) )
T1,Y1,Y2;--Yj+1
where

e(wlvyl)yQ'"yjﬁ»l = /L([((l}l, yl)yQ e yj+1]);

Mz s Sy . L.
and Hyo Vv it <a2 Vo, (Q(xl,y1)y2---yj+1)) is the entropy of the partition of

P—j—2
Q21,1 y2--y;410 the follower set of (z1,y1) in Q with yo - - - y;41 being fixed, with respect to

(a1 1 )y2--y 41 Which is the normalized measure induced by p on Q(x1,y1)yz---yj+1- Then

LOHE, () (g 1)(1 - ¢'y) v(g—1)
S(Qa :u) = (q - 1)2 Z:I q;+1p + qj+1 H“ ( j+1) + q H#Lg (a% N Ol}+1)
p:

1
+ - Z 6(x17y1)y2-"yj+15 (Q(Zl’yl)y2“'yj+l’M(xhyl)y?“yj«rl) :

q T1,Y1,Y25--5Yj5+1
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Observe that the measure is completely determined by the knowledge of 6y, 4)yy..y;,, and

[(a1,y1)ya-y; 41 O all (z1,y1)y2 - - - Yj+1. The optimization problems on Qa1 y1)yay; 0 PEING

independent we get

LOHE (o) (g—1)(1—¢)
S(Q) = ,  mmax (q—1)2 Z m;+1p T HE (ozjl-H)
(z1,91)v2 - Yj41 p=1 q q
Y(g—1)
+ p HE, (af v 0‘}+1)

1
+ - Z O@ry)ya-yie1 (Q(l‘lvyl)y?“‘yﬁl) '

q Z1,Y1,Y2,5--Yj5+1

After factorizing, we have

qg—1 1 0 6
S(92) = max (Hffm (61) +— Zeyl ( _ Z zlyz log,,, < glyz
q Y1 Y2 Y1 Y1
1 0 ) )
+ = Y1y2 ( . Y1Y2Y3 log < yly2y3>
q°y Oy, %; Oq1y- "2\ Oy
+ EZ (9y1y2y3 ( et qu Z 9y1~.~yj+1 ( . Z 9(1’17y1)y2'-'yj+1 logm2 <9(I17y1)y2~-~y]-+1>
q 5 Oy, vt Yy o1 Oy, -y 1 Oy 1
1 0(901 Y1)Y2:Yj+1
S ) )
v(g—1) aczl eyl"‘yj+1 ( (e )uz yJH)
We can now recursively optimize these quantities. First fix y1,...,y;4+1. To optimize the last
part of the above expression of S(€2), we use Lemma A.1.6 and we obtain
S(Q(zl,yﬁyzmy]’ﬂ)
e(wlvyl)y?“yﬁl _ My Ty
0y1..~yj+1 S(Q(:Cll,yl)yT"yj-‘rl)
lel M ~v(g—1)
and
Oar n)vo-vian (9@: o2y, 1 Oar wn vy,
_ , log LYY yie | LYY it g () .
; 0y1~~~yj+1 " 0y1-~~yj+1 ’Y(Q - 1) ; 0y1-~~yj+1 ( (e )z ijrl)

3(0(11,y1)y2“‘yj+1>

= log,,, ZmQ =t
1

) . Oy ooy i1 o )
Using again Lemma A.1.6, we get T"jyj’ and so on. This gives us the weights 0(11,y1)y2---yj+17
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which are equal to

aly—1
A(x1,y1)y2 Y41 (Zx’l Z(x/lyyl)y?"yj+1)

2%
i g L 1.1 1=
J 1 @y q q q q
) H Z Z o Z Z A& y) 2 Yi—pY) 1 p Y T ;
—| / / / /
P=0 Wity Yike—p Yirn T
S<Q(z1,y1)y2‘“yj+1> 4S(9)
where Z(z, y1)ypoyjpn = M2 I and zg = my?" . In particular we get

o= (S (S (S ) ) ) )

! ! ! !
Y1 Ya Yi+1 T

Now let us consider €, for fixed u = (21, y1)y2 - - - yj+1 € Prefy j(©2). The optimization problem

is now analogous on this tree, but simpler : we now have to optimize the quantity

(¢g—1)(1— qj’y) H(zy,y1)y2-vj 1
i Hypy 700200 (O‘J'+1 (Q(mayl)yzmyﬂl))

V(g = 1) iy wwsu; 2 1

+ THWLQ 1>Y1)Y2 Y541 (041 V aj—i-l (9(21,y1)y2~"yj+1))
1 0

A

q T2,Yj+2 0(11791)92“'317'“

x1,y1)(T2,Y2)Y3°Yj+2 S

(Q(l‘l7y1)(5027y2)y3"'yj+2) )

which is after factorization

g—1 0
@It <_Z

T1,Y1)Y2-Yj+2 log <0(a;1,y1)y2-~~yj+2>
m2
Yjta 0(11,y1)y2"-yj+1 0

(m1>yl)y2"'yj+l
NP Z O (@191 )va-yjs2 (_ Z

Yir2 (TLY1)Y2 Y41 T2 O (@1 91)y2-vj42

1 0@191) (@2,92)y53;
+ ’y(q — 1) Z 1,91)(T2,Y2) Y3 Yj+2 S (Q(m,y1)(ﬂc2,y2)y3--~yj+2) >> .

z2 9(w1,y1)y2“~yj+2

O

z1,y1)(T2,Y2)Y3 Y42 10gm2 (e(xle,y1)(x2,y2)y3'“yj+2)
(

T1,Y1)Y2-Yj+2

This gives the weights

@Iv=1
e(xl,y1)(x2,y2)y3~~yj+2 . Z(w1,y1)(2,y2) Y3 Yj+2 (Zm’g Z(Il7y1)(z/27y2)y3"'yj+2>
- J+1
9( LT
(®1,y1)y2-Yj+1

b
T1,Y1)Y2Yj+1
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S (9(11«y1)(12»y2)y3‘“yj+2> o (9(11 7y1)yz'“y]’+1)

v(g—1) _ v(g—1)
» A1) Y2 Y41 T2 and

with Z(m1,y1)(z2,y2)y3 - Yjp2 — 142

@
¢ty _ } : } :
Z(x1,y1)y2--~yj+1 - Z($17y1)($/2,y2)y3--~y9+2 :

! !
Yito Ty

This is exactly equation (3.3) at the root of the graph I', ;(€2). The problem being the same
at each vertex for Iy, ;(€2), for all u € Pref; (), we can repeat the argument for the entire
graphs. We also get the given formula for the optimal measure from the form of all optimal

probability vectors that we found. The solutions z = z(u) of the systems (3.3) which we get
2V, (Q)
this way are in [1, moy , thus we have z(u) = t(u) for all u (indeed for all & > 1, for

all v € Pref, ;(Q2), for all 1 on ©, we have dim(P,) < 2, so S(€,) < 2).

3.2.4 Upper bound for dimg(Xg)

Theorem 3.2.8. Let pu be the Borel probability measure on £ defined in the last theorem, and
let P, be the corresponding Borel probability measure on Xq. Let (x,y) € Xq. Then
—log,, (Pu(Bn(2,9))) _ q

. -1
lim inf L) < p l0g,,, (t2),

from which we deduce that dimp(Xq) = q;ql log,,, (tz).

Proof. Recall that

1080, (Pu(Bu(2,)) = = >~ 108y (10 ([(@19) (Bis i) -+ (@grm1is Ygrr)Wgi -+ U] ) )
-
i<L(n)
where k and ¢ are determined by i < ¢i < --- < ¢* Vi <n < ¢k < - < ¢'i < L(n) < ¢
in each term of the sum.

Suppose first that j = 1 for the sake of simplicity. We have

1—¢q

b )we (ng t(m@m)m)w (Zyg (Zwa t<w’17y1>y’z)w) q

ty

w([(1,91) - (T, Y)Ykt 1]) =

q2'y I

qy—1
ﬁ t(x17y1)“'(wpvyp)yp+1 (ZI; t(w1,y1)~“(%7yp)yp+1)
p=2 (xlvyl)"'($p717yp71)yp
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1—gq

gy—1 qv\ 4
L y1)ye (Zx’l t(ﬂﬁivyl)m) (Zy; (Zx’l t(%vl/lﬁlé) )

122

p(l(x,y1) - (=1, Yr—1)YrYr+1]) =

qy—1
H Lt ) (@p,Yp)Up+1 (Z¢’p t($17y1)“‘(7€§,,yp)yp+1)

a2y
= (Z1,91)(Tp—1,Yp—1)Yp

qy

(Zx;C t(ﬂfl 791)"'(x;€79k)yk+1)
7>y
(z1,91)(Th—1,Yk—1) Yk

for k > 2,

(S i) (St (Bt tnt) ) ™

to

w([y1ye]) =

and

(Zyé (Za:’l t(x/17y1)yé)q’y)% ‘

to

p([y1]) =

For each positive integer k < L(n), we can write k = ¢"i with ¢ { i for some unique (r,1).
Now, developing the product P,(By(x,y)), we pick up

. é for each i < L(n) such that ¢ 11,
t(mi,yi)"'(mq""myq?"i)yq”rli for each x = ¢"i <,

1

[ )
a2
(zi’yi>“'(quiquri)yqr+1i

q"*t?%i < L(n), and for x > {L(I(;L)J we have ¢’k > ¢? {ng)J +q¢*> > L(n),

for each k < {%J : that is because for these xk we have qgm =

i) @ ;”,yq,ﬂi)quHi) for each kK < n,

)qv for each n < k < VJTR)J’

* ( (%,yz "(I;ri:yq’“i)yqr+1i

( 2 Uat o)y, )qy)lq;q for each i < {LTn)J such that ¢ 11,

(Z (Z Hatm )qv)% for each {#J < 1 < L(n) such that ¢ 1 i.

Thus if we define

R(r) = log,n, (tm,yz-)(xqz-,yq»--~(:eqn,yqn)yqr+1i)
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for k = ¢"i with ¢ 11,

R(’KG) = logmz Z t(zivyi)(zqi7yqi)"'($;ri7yqri)yqr+li

Tor;
fOI‘ K = qT‘Z Wlth C] 'f i? a‘nd
g s 1=
Uy = 7ZR("€)> u”:7ZR(H)’
n i "=
i ) qy
82 5 e (5 (Stec) )
i<n, qfi Yoi %

|~ #{i € [1,L(n)], qfi}log,,(ts).

q

1
+ = L(n)u ) — {qJ “Tun)

Getting back to the general case, let us define j 4+ 2 sequences as follows. At first, set

S° R(w)

k=1

3=

1
1 2
= — R =

where
R(H) = logm2 (t(x'i7yi)(xq'i7yqi)'"(xqriquri)qu—O—li"'yq’r“rji)

if kK = ¢"i with ¢ 14, and

R(k) = 10gm2 Z t(xi7yi)(xqi7yqi)"‘(x;ri7yq7“i)yqr+li'“yqr+ji
!

T

if kK =¢"i with ¢14. Then, for 3 <k <j+2let

u’;:% 3 10gm2< > ( T (...(Z(§t($g7yi)yqi,,.y;ji>qu>tlz,,)3)3)7

/ ! y

1< ) ) ) .
i<n, qfi yqj+3—ki yqj+4—ki qJi

where there are exactly k¥ — 1 sums and k — 3 exponents % in each log,,, term. It is easy to
see that all these sequences are nonnegative, bounded, with

V1<k<j+2, nlgngoufl+1—u220.
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Let € > 0. Using the definition of p we can get the following expression for n large enough,

which will be justified when studying the case d > 2

—log,,, (Pu(Bn(z,9) _ ¢ | L(n) n n ¢ | L(n)
L(n) ~ L) {qj“J ul{;&‘ij  L(n) 2 { J

+ L(ln)jzjl (EJ(Z)J “]F?Zn)J a ; {QJL_(’?LJ UT?)W) J)

k=0 -k

#{i € [1, L(n)], ¢ti}
+ L(n) 10gm2 (t@)

< (“T;%J ) " ( ‘“M)

-1
e (“’EM ) “’E?:w)

q—1

+

log,,, (tz) + €.

To conclude we now use Lemma A.1.8 and then let € — 0.
O

Ezample 3.2.9. If Q is a Sierpinski carpet, then clearly Xq = 2. Using uniqueness in Theorem
3.2.6 we deduce that the values t(;, ) do not depend on z; and y;. We call them

t

Y2...Yj+1

y2-y;41- Bquation (3.3) now reduces to

= N(yg)? 3 447

Y2 Yj41 Y3:Yj+27
Yj+2

where N(y2) = #{z2, (v2,y2) € A}. Thus

1
7’y - 7y 7y !
ty2"'yj+1 - N(yz) Z tyli"'yj+2 ’
Yj+1 Yj+1 N Yj+2
and so on. After having summed on the different coordinates we get

Z(Z(“'(Z(thﬁ.yﬁl)é)é...)if _ <§N(y2)w>q%'

Y2 Y3 Yj Yj+1

_4q
So finally ty = (Zyz N(yQ)“Y) = and dimpy (Xo) = log,, (Ew N(yg)v), which is as expected
in the McMullen formula. Also, we check that the maximizing measure is the Bernoulli prod-

uct measure used by McMullen.
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Ezample 3.2.10. Let ¢ =2, m; =3, ma =2 and D = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1)}.
We have j = 0. Let

= O = O O O
e = = T = T
e S S = =

e
O R O = =
O = O =

be a 0 — 1 matrix indexed by D x D. Let

Xa={("r, yr)iz1 € B32, A((Tr, Y), (T2r,922)) = 1, k> 1},

We look for the solutions ¢ of the systems of equations described in Lemma 3.2.6. Using

uniqueness we know that

L0,00 = t0,1) = ta0 =20 a1 =t

Moreover

Y Y il
fdo) = (tao +teo) + (fon +tan +ten) =20 + (foo +2tay)

Y
t’(yﬁl) = (t(o’o) + t(l,(]) + t(270)> + t’(yO,l) = (37 + 1)t’(y0,0)’

1N\7
thus ¢4 = = 2775?0’0) + <t(070) +2(37 + 1)71‘1 t8070)> . Finally we have

(0,0)

_ v T avpy ol Lo 7
o = (t(1,0)+t(1,0)+t<2vo>) +(t<071>+t<1,1)+t<271>) =30t too 23+ 1) tG | -

Using Scilab we get t(g o) =~ 7.1446, thus dimpy(Xa) = %logg(t@) ~ 1.878.

3.2.5 The Minkowski dimension of X

Theorem 3.2.11. We have

7 log,,. (|Prefo (2 < log,, (|Pref,_;_1,4+1(Q
dlmM(XQ) — (q_l)QZ WLQ(| p+10,;0( )|) +(q_1)(1_q]'7) Z 2(| pp] 1,_]-1—1( )D
p=1 1 p=i+1 g
— log,,, (|Pref,_; ;(2)[)

+g- D@y -1) Y

1
p=i+1 ar
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Proof. Recall that, by definition

logrm (Prefn,L(n)fn (XQ ) )
n

dim ;(Xq) = lim inf

We can again fix £ > j + 1 and take n = ¢‘r with » — oo in this liminf. Now using the

computations used in the proof of Theorem 3.2.2 we get

8, (P sy (Xa)) 2 3 {i € |22 2] ik og,, (Prefo, ()

p=1 ¢
‘ : n (n) .
+ 3 #ie] S D8 st og, (Prety 10 (@))
p=j+1
L
. L(n n .
+ 3 #{ie] B ] atif g, (ret,o s ).
p=j+1

On the other hand

log,,,, (Pref, L(n )_n(XQ < Z # {z c } L(n) Lpill)} 1q1 z} log,,,, (|Prefo ,(€2)])

= @ q
¢
n  L(n) .
+ 2 { ]qp T qpl] :q“}1Ogm1(|Prefp—j—1,j+1(9)\)
p=j+1
¢
. _1L(n) n .
+ i {Z 6] qP ) qul] : quZ} 10gm1(|Prefp—j7j(Q)|)
p=j+1

+ logml (m1 mao ) dn

by putting arbitrary digits in the remaining places (d, being defined in (3.1)). Remember
that d,, < (qu)f(”) + CW;U. By letting  — oo we obtain

| Prefy (0 N Pref. 1. i(Q
@M(XQ) > (q_l)QZ Ogm2(| ;‘fl(),p( )|) +(q—1)(1—q]'y) Z Ogm2(| reppj 1,]+1( )D
p=1 ! p=j+1 4
)
. logm2(|Pref _ii (D
+(g-D(@y-1) Y T
p=j+1
and
_ I Prefy () N Pref, i1 41(Q
dim (Xq) < (q_l)zz 08, (| ;"flo,p( ) 4 (g—1D)(1 - ¢/y) Z 08, (| reppj 1,5+1()])
p=1 ! p=i+1 4
‘ logmz |PI‘€ JJ(Q)D

+lg-D(@My—1) Y

p=j+1

qp"rl
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£+1
+log,,, (mims) £

Since /£ is arbitrary we can conclude.
O

Theorem 3.2.12. We have dimp;(Xq) = dimg(Xq) if and only if the following four condi-

tions are satisfied

the tree I';(Q) is spherically symmetric,
o #{z1:(x1,y1)y2---yjt+1 € Prefy j(Q)} does not depend on yi ---yj+1 € Prefy j11(Q),

e for 1 < p < j, #{ypt1 Y1 Yp+1 € Prefo,11(2)} does not depend on yi---y, €
Pl"efoyp(Q),

o forp>2, #{zp: (x1,y1) - (Zp, Yp)Yp+1 - Yp+j € Pref, ;(Q)} does not depend on
(@1, 91) - (Tp—1, Yp—1)Yp -+ Yptj € Prefp1,;(Q).

Proof. Compare the formulas in Theorems 3.2.2 and 3.2.11. We have

2
Hﬁw (ap_-

iV ap) <log,,, (|Pref,_;;(Q)]),

with equality if and only if every [u] for u € Pref,_; ;(Q2) has equal measure y, and similar
results for Hf, (o) and H}, (o2 ;| V ;). Now, the expression of p in Theorem 3.2.7 and

uniqueness in Lemma 3.2.6 give the conditions we stated.

3.3 Generalization to the higher dimensional cases

We are now trying to compute dimg(P,) in any dimension d > 2. € is now a closed subset
of
Eml,..‘,md = (Al X X Ad>N*a

where my > -+ > my > 2 and A; = {0,...,m; — 1}. We define

_ log(my)
log(m;—1)

i
and

LGeN%’Vn—‘
i
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for 2 < i < d (Ly being the identity on N). We can again define the Borel probability
measures PP, on X as in the two-dimensional case. For (xt,..., xd) € Xq we need to compute
Pu(Byn(at,...,2%)), where

(2 (2

Bp(xt,. .. xh) ={(u',...,u?) € Sy my V1 <k <d, V1 <i< (Lgo---oLy)(n), uf =z}

3.3.1 Computation of dim(IP,) for 3-dimensional sponges

First suppose that d = 3, as the computation of dimg(P,) in this case helps to better

understand the general one. Let jo,j3 be the unique non-negative integers such that ¢/2 <

%2 < ¢t and ¢%3 < % < ¢3! Now we get two cases : either ¢/2173 < 72—1% < @2t op
g2 tistl < ﬁ < ¢72173+2 Suppose we are in the first one. In this case for all n large enough

we have ¢2n < La(n) < ¢/27in, ¢%*n < L3(n) < ¢*Tln and ¢/273n < L3(La(n)) < ¢/273+1n,
In order to compute dim(P,,) we now use the same method as in Proposition 3.2.2. For n = q‘r

with ¢ fixed we can write

}L?’(Lqi(n)),Lg(Lﬂn))} _ LH L3(€;(n))’ L3(qii(ln))

We now have for all r large enough

c 1<p<js— } L3(L2(n))’ Ls(Lz(n))] C |Lo(n), L(La(n))]

qP qr1

c Js 1< p < sty = |Lellal) LeUa] gy 14(L(n))]. We have 20U ¢

qP qP— gP—I3—1
} L3(€1§(n)), L3((I£E(1n))} and

i e } L3(La(n)) La2(n)

; p—jz—1; pP—J3; p—1; . D
p ’qu31:| = n<i<g i < La(n) < ¢’ < ¢P7"i < L3(La(n)) < ¢4,

z’e] La(n)  L3(La(n))

P R ] —=n<i<¢"PT? < Ly(n) < ¢ < ¢l < Ly(La(n)) < i

e For js+jot+1 < p < £ we have 20 n E}Ls(Lz(n))’Ls(Lz(ln))} and

qP—I3=1 gp—d2-7

La(n)  thus if € } La(La(n) L } then

gP—I3—1> qP ) gPp—J2—J3-1

PRI <y < PRI < T < Ly(n) < PR <gPli< L3(Lay(n)) < ¢Pi,

ifs € L L(n) } then
q

p—j2—j3—1> qp*j:),*l

qp—jz—j3—QZ‘ <n< qp—jQ—Jé—lZ‘ < qp—j:s—lz' < Lg(n) < qp—jsz' < qp_li < Lg(Lg(n)) < ¢,
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and if i € | L2 LSEJL 2(M) | then

qpfjd 1y
PRI < < PR < g2 < Ly(n) < P < Pl < L3(Lay(n)) < ¢Pi.
Denote by 04;’,, 0412) and a}, the partitions of 2 into cylinders of length p along all three coordi-

nates, the second and the third ones, and the third one respectively. Using the same approach

as in the two dimensional case we can get

J3 HH (al) ' Jo2+Js HF ( \/Ozl)
dim(B,) = (g~ 17 T (g )t ) Y s T
=1 4 p=j3+1 q

J2+73 Hu ( PJ3 1\/a)

+(g—1)(L—s¢) >

p=j3+1 "
.y < HY (a3 VaZ . Val)
—_ Je+jz+1l _ Yp—jo—js P—Js3 P
+ (g = 1)(7273¢ VDS e
p=j2+j3+1
00 o ) 1
+ (g = 1)(13¢” — vy ™) Y- Hha (O a1V 0y ¥ )
p=jatis+l P
» > HY (o3 Vaz_ i Vag)
+ (q _ 1)(1 _,yquB) Z Yp—jo—js— - P—j3— )
p=j2+js+1 q
If we suppose now that g2+l < _L_ 72% < ¢72133%2 e have quQ](:)l < &= =z for n large
enough and we get
J3 H* (Ozl) ' J2+ys+1 Hp, ( 2 V. al)
dim(Py) = (¢ —1)* ) g+ (¢~ 1)(d ™ —1) Y ’;ﬁf £
— q iy q
p=1 p=j3+1
J2tJs+1 H ( ) V. 041)
_ _ J3 Ap—jz—1 P
+(@— D —3¢®) > pr
p=j3+1
00 o 3 1
+ (g —1D)(1g®*™ = 1) Z Mg (@ e e ap ~is Y %) (3.4)
+1
p=j2+j3+2 @
Jo+ijs+1 = Hﬂ(l)h —J3— 1vap Ja— 1\/a)

_73qj3) Z -
p=j2+73+2 q
- < HY (o Va2 V)
_ _ o J2tis+1 Xp—jo—jz—2 p—j3—1
+ (g —1)(1 — y273¢ ) > pr .
p=jo+j3+2

+ (¢ — 1)(7273¢

In the next subsection we will adopt a more general point of view to avoid this dichotomy

case.
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3.3.2 Results in any dimension

We get back to the general case, by first introducing some notations and making a few
observations before stating the theorems. Let I € N* and K C [1,d] be finite sets. If

x € Q and (zF) ;s is a finite set of coordinates of = (the upper index corresponding to the
keK
“geometric” coordinate and the lower one being the digit) we define the generalized cylinder

{(xf)iel] ={yeQ:yf=ul viel, vke K}.
keK
For some arbitrary coordinate functions x1,...,xny € {{x € Q> 2F} : k € [1,d], i > 1} we

also define
Prefy,.n (@) = {0 (@), ..., xx(@) s @ € Q).

For all ¢t € [2,d], let j; € N such that
A 1 -
th << th .
Tt

There is a unique sequence of integers (n¢)a<¢<q such that

vt e [1,d—1], qjd+jd71+'“+]'t+1+nt+1 < 1

e qjd+jd71+"‘+]‘t+l+nt+1+1.
YdYd—1 " V41

Let
Dt = Jd + Jd—1+ -+ Jer1 T ngga.

The sequence (n;) takes its values in [0,d — 2] and is non-decreasing; moreover ng = 0 and
ng € {nyy1, 41+ 1} for 2 <t < d—1. The integers ji, t € [2,d] and ny, t € [2,d — 1] are the
2d — 3 parameters mentioned in the introduction. Thus we get that for all n large enough,
for s € [1,d — 1]

o---0Lj(n) c Lgjo---oLj(n) Lgo---0Li(n)

L
Vt € [[S, d— 1]], vp S [[ps + 17p8—1]]7 ! qp—pt—l qp ) qp_l

and
LdO---OLl(TL)

qp
with pp = ¢ and Lo(n) = 0. If p € [1, pg—1] then

>Ls q0---0Li(n),

Lgo---0Li(n)

7 >Lgq10---0Li(n).
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For s € [1,d — 1] let 05 € &([[s,d — 1]) be the unique permutation such that the sequence

(L%) O"'°Ll(n)>
—Poa)—1
g7 Pee® te[s,d—1]

is non-decreasing for all n large enough and all p. We define

Is,sfl o Ld ©---0 Ll(n) Las(s) ©---0 Ll(n)
p o qp ’ qp_pas(s)_l ’

5t — ] Las(t) o---0Li(n) Los(t+1) 0---0 Ll(n)]
o=

— 1 ’ — 1
qp Pos(t) qp Pog(t+1)

for t € [s,d — 2] and

it _ | Pasamy 00 Li(n) Lyo--0 Li(n)
p ’ qp,l .

Do (a1 —1
¢ Pos(d-1)

We will use the partitions

Ldo---oLl(n) Ldo-.-oLl(n) =1
g ’ gt L

Lgo---oLi(n) Lgo--oLi(n)
qv ot

for all p € [ps + 1, ps—1]. Observe that for i € } } such that ¢ ¢ we have
P2 < Lyo--oLi(n) < ¢? P
for all k € [1,d — 1]. Hence for k € [1,d — 1] either
PP 2 < Lpo---o0 Li(n) < gP Pl

or
PP < Lpo-- o0 Li(n) < ¢? 7P
Moreover if 7 € I}f’t then

L ol L oL
os(s) © © 1(n) < o< os(t) 2 ° 1(’1’L) <1<

Logeno-olin) - Loa-po---oli(n)

qp—Pas(t+1)—1 qp_pas(d—l)_l

For s € [1,d — 1] and ¢t € [s — 1,d — 1] let (pi’t)ke[[sjd_l]] be defined by pZ’t =prp+1if
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k € o4([[s,t]), and p* = py otherwise. Then we have

i€l =Vkels,d—1], ¢ P i< Lo

Thus the P,-mass of an arbitrary “quasi-cube” is

Po(Bu(,....2%) _< ﬁ 11 u([wd%’?}))

p=1 ’i€:| Lgo---0Lq(n) Ldo~-~oL1(n):|

qP ’ qpfl
qfi

d—1 1
T(T T I o) 5)
p=ps+1 t=s—1 ZGI;t

qti

¢ d-1 )

(I I I #CH @) Dateo ),
p=p1+1 t=0 ie[g,t
ati

s+1 d s+1 d
<$ st s 7 _ 5,t}> ((13 st 1 ,...,.’L‘ p—ps’t 1 ):| m
. q s+17 75

qP—Ps’

—1
[ CmE T I Cu W I o PR
qp Pd 2; p— Pd 17 qp Pd 1 i qp pd 14

ppd 2; q

and Dy (x',...,2%) is the residual term. Note that C’;:f(:p) can also be compactly written as

s+1(x) ot ...7r8+1() ot 11}“

qPPs & P~

@ @) | 7
ﬂ [Wd(a;)qp ot ...ﬂd(x)qpli:| ,

using the projections 7% : x + (2F,... %) for k € [1,d].

Now, for all p > 1 we define

#{i e [P Bt ati) -y

d,d—1 ar
5 nhanolo Lgjo---0oLi(n) N qgrtl
. 0. .
5551 — lim # {l € I; - 4q + Z} i (qpas(s)+1 H?:as(s)—i-l Yi — 1)((] - 1)
p _n_)oo LdooLl(n) - qp+1 9
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#{ie Iyt qti}

n—co Lgo---0Li(n)

qus(t‘l’l) C.lzo_ P qpcrs(t) d:g' (g — 1
_ ( 1T s(t+1)+1 Vi k I s(B)+1 ¥i)( ) for t € [s,d — 2]
q

and

51 _ i T {iehy atif _ =g Ty @ W@ — 1)

P n=oo Lgo0---0Lj(n) qr '
Moreover denote by o/; the partition of 2 into cylinders of length p along the last k£ coordinates
for k € [1,d]. Finally let

d—1
T syt rrp 1 2 3 . d—s+1
Hy, = t E 1 oy HY, (ap \Y% O, _pot \Y% O, _pst VeV e
—s—

for s € [1,d].

Theorem 3.3.1. The Borel probability measure IP,, is exact dimensional and its dimension is

Jd _ d—1 Ps—1 _ %) _
S8, p) = Z HZP + Z Z Hg,p + Z pr'
p=1 s=2 p=ps+1 p=p1+1
Proof. We use exactly the same method as in the proof of Theorem 3.2.2, using the compu-
tation of P, (By(z?,...,2%)) above, the different families of i.i.d random variables

(Yol o€ Xa = —log(u(C}i (@)}

ey’

whose expectations are H}, y (oz]l) Va? oot V ai ot VeV a;l_;ﬂ) respectively, and Theo-
“FPg—1 TPd—2 s

rem 3.2.1 and Lemma A.1.7 repeatedly. We then show again that the residual term D, (2!, ..., z?),
which is larger than or equal to the IP,-mass of those points in X which share the same sym-
bolic coordinates as x for those indices j which do not appear in the cylinders of the forme
C;f (x) with p < ¢, is P,-almost always negligible. To this end, we use like in the proof of
Theorem 3.2.2 Borel-Cantelli lemma and the set

Sn = {(:Blv- . 'axd) S XQ : Dn(l’l,. . .,xd) < (2m1m2 .. 'md)_d"},
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where the exponent

l
dn:LdO OL1 Z {ZENQ] d° qpo 1(”)7 d° qpfl 1(n):| q)fl}p

can likewise easily be controlled. ]

We can again optimize this quantity following the method we used in the two-dimensional
case, by conditioning all the entropy terms appearing in the third part of this expression for
p > p1 + 2 by the finest partition appearing in the term H {‘ pi+1- We know that for all s we
have

t <t —sVk, pit <pit,

. (3.6)
t <t = Jk, pk’ <pk’ ,

so this partition is the one appearing in the t = 0 term, i.e.

ol 3 d
o = vV a? V V-V .
Apr+1 ¥V X 11 pt0 Y X p1-pl0, p1+1-p;°

_ 1 d
=ap 4V ap1+1—pd—1 v ap1+1—pd—2 Ve Vaog.
If C is a cylinder of this partition in €2, denote by Q¢, 6c and puc the associate rooted set

at C € « in QQ, its p-mass and the normalized measure induced on it respectively. Since for
p>p1+2andt e [0,d— 1] we can write

H#z Oé117\/a2 1,t \/a3 1,t \/"'\/Old 1,t
d p_pd,1 p— pd 2 pP—p;

= Hf, (a) + HE, (a}?\/az_pl,t vald o, \/--'\/az 1,t|a>

d—1 P=Py o —P1
u pe [ AL 3 . d
=l Z Qchd <ap_1 V Oép_p;zl 1 V Oép_pcllf2_1 V V Oép pht I(Qc)),
ceC
we get
— Ps—1
“w
Z Hjfy + Z > HE,
s=2 p=ps+1
d
+Z51+1 ( ap Vel i 1v...\/apl+1p1,t) (3.7)
00 d—1
S+ > Doyt | Hi( Z 0cS(Qc, pe).
p=p1+2 t=0 q cec

Now we can obtain the unique optimal measure as in the proof of Theorem 3.2.7 by getting
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the go with a recursive reasoning and repeating the argument for the entire suitable graphs.
To make things clearer and to highlight the fact that the structure of the optimal measure
is similar to the one appearing in the two-dimensional case, we introduce now the unique
sequence of coordinate functions (;)i>1 such that if we reorder the partitions of {2 appearing
in the expression of dim(P,) above as an increasing sequence ;1 < B2 < --- (the symbol <

corresponding there to the “finer than” partial order) we have

- /Q log,,, (1 (xa (@) -~ xi(@)]) dpa(x)

for all 4 > 1. Here we used a slight generalization of the notion of cylinders we defined at the
beginning of Section 3.3.2, allowing ourselves to use any family A C N* x [1, d] of coordinates

of  and not necessarily a product. This order is exactly the following (using again facts

(3.6)):

1 1 1 2

< ... < < < <

1 < Sop, S0, g Va a 1+1_pg }d 1 Oépd 1.|_1\/ o 1+1—Pd_}d 2

1 2

< <... <« <

Qp, 42 Va pa_s2—p L O‘pd 42 Va pd_1+2_pgj,d—z < Pd 9 \/Oépd p—pd= =t

1 2 1 d—1
« Vo _ < - <« vV a? 4 V- Va <. <L
Pd—2 Pd—2 pd }d 2 - P2+1 pg—‘rl—pifll pz-‘rl—pgd b= -

1 d—1 1 2 d—1

Va 21 Vo Va o1 S <ay Va 24-1 V-V 4 <<

Xpa+1 p +1 Py p2+1—p2‘ P1 P1—Py 4 p1— Pgd !

1 2 d—1 d
a, Va 21 V-V« <« V « 1d-1 V- -V« 1d-1 <000 <
P p 2t p1-py" 7’1“ p1 +1 —py p1+1-py’

1+1\/ 10 V- SVl 1,0 Oé<04 +2 Va a1 Vo Va d 1,d—1 - <
Y Xpi+1 —Py p1+1-py’ p1 P1 +2 -y p1+2—py’ - -
1 2 d
« vV« V- Va <.
p1+2 p1+2— p; 01 p1+2 pi 0=

For example, when d = 3 and dim(P,,) is given by (3.4), this sequence is given by

— 3 3 3 2,3 2 3 1 .2
(XZ)”LZI == (.%'1,.. . ,.’E%,{L‘js_i_l,.rl,xjd_i_%xg, . ,$]2+]5+2,w1,x]2+2,) .

We also denote by (0;);e1,n] the sequence of real factors giving weights to the N entropies in
S(€2, 1) (see (3.7)) when being reordered that way. Let

d—1

N=p+1+> (p1+1-pp)
k=1

be the number of coordinates x; appearing in the partition « distinguished above. Finally for
(X1,..., XN) € Prefy, () let T'(x, . x,)(€2) be the directed graph whose set of vertices
is (X1,..., Xn)UUgZq Prefy, . ni0a(§2), and where for all £ > 0 there is a directed edge from
u = Xy XNt to another one v if and only if v = Xi -+ - XN 0aXNtea+1 - Xy (e41)q for
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some X;, i € [N +4d+ 1, N + (£ + 1)d].

N
Theorem 3.3.2. Let wi = Zi]\il 0;, W = ZN";’“&& for2 < k< N and wny1 =
i=k—1%%
all (X1,...,XN) € Prefy, .,y (Q) there is a unique vector t € {1
that for all £ > 0 and (X1,..., Xnyea) € Uix,,.. xy) () we have

wWN WN—d+3\ WN—d+2
N—d wN =
(x5 = V(8 (o X ) ) )

’
N+£d+1 XN+Ed+2 XN+(1{+1)d

1
QN °

where ON_gy1 = wiwy -+ - WN—_g+1. Moreover if we define

o= (Z((E (Sren) ) ) )

Xi X X1

the unique Borel probability measure mazimizing S(, p) is defined for all £ > 0 by

p([ X1 XNtea))

Xwn(z(z( (z(ztxl ) )Y

X!, Xy

P S

d wN WN—dipt1\ WN—d4p—1
n T ON—d+19N+1 n
X1 XNtk X1 XN (k—1)d X N+kd
X

p— ’
p=2 N+4(k—1)d+p N+kd

(3.8)
and its Hausdorff dimension is equal to wy log,, (tz).

Proof. The existence and uniqueness of ¢ are checked using a fixed point theorem as in Lemma
3.2.6. We get with these notations that

N
1
S(Q,,u) :Z(siH#ld(ﬁi)—l-g Z 9X1~-~XNS(QX1~-XN,,UleXN)
=1

X1, XN
o (g0 e o (- 0 5 o ()
g ()
+w4§g9§;f;?< oy (L e (e )
Z<>>)>>)
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Optimizing this expression as before, we get that 0x,..x, equals

2 (22 (- Z (Sownewn) ) )7 )T

/ X/ X/

S()
wWN S QX X . . . oy s
where zx,..x, = my #15(2xxv) and zg = m,; ' . It remains to optimize the conditional

measures on the subtrees Qx,...x, by maximizing the expression S (Qx,...xy, /X, X, ) Which

is equal to

N HX1.4.XN 1 0X1"'XN+d

Z 5iHmd (61 (QX1~-XN)) + - Z 978 (Qxl"'XN+d7MX1“'XN+d>
—N—d+1 XNt Xnpa X1 XN

~ 9X1 VX1 XNy1 9X1-"XN 1
= WN—d 1( log <+ )

* Zl 0x,-xn 0x,-xx
Ox,..x
XN

XN+1

N Z 9X1“‘XN+d1<_ Z 9X1"‘XN+<1 logmd< 9X1“'XN+d )

XN+d L 9X1"'XN+d—2 XN 4 HXl"'XN+d—1 0X1~..XN+d_1

Ox,..x
+ WwNt1 Z 91&5 (QXI XNtar HX1- XN+d))"'>>

Xntd X1 XNtd-1

and repeating the argument for the entire graphs. This yields the desired results.
O

Theorem 3.3.3. Let i be the Borel probability measure on €2 defined in the last theorem, and
let P, be the corresponding probability measure on Xq. Let v € Xq. Then

—1 P,(B,
o, (Bu(Ba)
n—00 Lgjo---0Li(n)

< wilog,,, (tz)-
Using Theorem 3.2.1 we deduce that

. —1
dimy (Xq) = w1 log,, (tz) = qT log,,, (tz).

d
Proof. Let A(n) = U {L’“O+TLI(”) S N}. We can reorder the elements of A(n) as the

following increasing sequence :

Ljo---0Li(n) s Lgjo---0Li(n)

q - qu,1

Ldo...oLl(n)Z ZLd_lo---oLl(n)Z
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Ldo---oLl(n) >Ld,1o---oL1(n) >“.>Ld,10~--OL1(')”L) >Ldo---oL1(n) >

qu71+1 - q - - qufz—pdﬂ—l - qPd—2 -
Loy sa-1y0 -0 La(n) _ Loy y@-2 0 0Li(n) _ Lyo---0Li(n)
qu72—170d_2(d—1) qu72—Pad_2(d—2) - qufz-&-l ==
Loy pa—1y 0~ 0 Li(n) > Loy y(d-2) 0~ Li(n) > Ljo---0Ly(n) >0 >
qu—S_pod72(d—l)_1 = qu—3_pad72(d72)_1 = qPd—3 = =
Lio---oLi(n) Lgy@-1)0--0Li(n) . s Lyyyo---oLi(n) o Lao---oLi(n)
qP - qp1 —Poy(d—1) - - qplfpol(l) - qp1+1 -
Lol(d—l)o"'oLl(n) N LUl(l)O”'OLl(n) S Ldo--~oL1(n) > ..
qpl_pal(d—l)""l = = qpl—palu)-i-l = qp1t2 =
We denote by
¢po(n) = Lgo---oLi(n) > ¢1(n) > ¢a(n) >
Lgo---oL1(n)

this sequence, which is valid for all n. Observe that ¢x(n) = . We now fix n > 1.

qp1+1
Let S > 0 be the unique integer such that we have

ps(n) <1< gg-1(n) < - < go(n).

We can write S = N + Md + R, with M > 0 and R € [0,d — 1]. Recall formula (3.5). With

these notations we get that

S
=11 1T m(xa (@) - xe (@]5)]) - (3.9)
k=1 ¢ (n)<i<éir—1(n)
qti
Now, for all 1 <k < N — 1, we have
w(xa (@) - xe (2))])
1 k Z Z wWN wp—l
—— .. " , , .
t ( ( x1(zls;)xp—1 (215, ) xp (25;) X (2] ;) > >
T2 ) (el ' ’ (3.10)
WN W1
( 1(@lg;)xk(z |Ji)Xk+1(x|Ji)/"'XN(xJi)/) a ) :
Xk+1 $|Jz XN(‘T‘J
If R =0 then

i (xa (xls) - Xvma (2]5)])

1
ON—d+1¥N+1

M
= IU/ ([Xl (m‘Jz) : x‘Jz H |: X1 I‘J XNJer(aS‘Ji) tXl (x‘(fi)"'XNJr(rfl)d($|Ji)

r=1
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I S (S ) )7

p=2 XN+(T—1)d+p(x|Ji) XN+rd(I|J,-

and if R € [[1,d — 1] then

w([xs (zls) - xN+masr (2]2,)])
M 3
= albvn ol D - T s oo e et
d wN WN—dipt+1\ WN—dtp—1
U2< 2 (al,)’ ( ( z(:l )’tXl(ﬁlJi)mX”*’"d(”Ji),> ) ) ]
p= XN+(r—1)d+p\Z|J; XN+rd|T|J;

. —(ON—at1wN+1) "t
x1(@ls; ) xnaa(els;)

ﬁ < 2 (( > taa(wm)~~><N+<M+1>d(m|h)')WN "')wNMH)wNHP_l

g— ’ !
p=2 XN+M(1+p(ﬂC\J7¢) XN+(M+1)¢L(I|J,;)
WN WN—d+R+1
§ : T ( § : t)u(ﬂvJ,i)'"XN+(M+1>d(I|Ji)’> o ) .
XN+Md+R+1(2];) XN+(M+1)a(T]s;)

(3.11)

Observe that for k € [0,d] and r € N we have ¢y _g1rq(n) = ¢N;,’?("). Thus for k € [0,d — 1]
and r € N

ON—ktrd(n) <1 < ON_prrda—1(n) == dN_k(n) < ¢"i < on_k—1(n). (3.12)

Now we can develop the expression (3.9) of P,,(B,(x)) and group together the terms with the
same number of sums. We get t;! for all 1 < i < ¢o(n) such that ¢ { i; using property (3.12)

we get
M
H H tXl(-T‘Ji)"'XN+rd(x‘Ji) = H tXl(x|Ji)"‘XN+r(i(l'|.]i)’
r=0 1<i<¢nird—1(n) k=q"i<¢pn_1(n)
qfi qfi
and
M
H H t*(a}Nfd+1wN+l)_1 _ H 75*(17J1\77d+1u11\1+1)_1 .
x1(zl,) - XN+ra(zly) — x1(zlg,) - XN+ra(zls;)’
r=0 1<i<¢N yra(n) k=q"1<¢n(n)
qti qti

we gather the product of terms coming from (3.10) with k£ € [1, N — d] to get

N—d wWN Wr+1
H H ( Z Y ( Z tXl($|Ji)"'Xk($|Ji)Xk+1(zJ,L)/"'XN(lei),> T >
k=1 ¢p(n)<i<ép—1(n) ~xr+1(zls) xn(z]7,)
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N

wN WN —p+2

p=d+1l ¢Nn_p+1(M)<i<PN-_p(n) " XN-pt2(z]s;)’ (@)
qti

and similarly

1l wN Wh41
H H ( - ( Z tXl(zJi)mX”’(x‘7i)X’“+1(I|Ji)""XN(rlJi)/) - )
) Xk

k=N—d+1 ¢y (n)<i<dr_1(n (), x (@10,)!
d wN WN —p+2
M0 (8 (8 ) )
P=2 ¢n-pt1(n)<i<N-p(n) " xN-pr2(z]s;) xn(z]5;)
qfi
that we combine with
M d—1 B o
o I (Y (% ) )
k=0 R=1¢ntratr(n)<i<PNtratr-1(n) * XNtkdtr+1(e]s;) Xx (@l
qi1t
M+1 d N o
T 1 (2 (% ) )
r=1 p=2¢Ntrd—p+1(N)<i<PNtrd—p(n) XNtrd—pt2(z|s;) Xnvara(@ls,)!
qti
to get
d wN WN —p+2
11 11 (2 (T o) )
p=2 ¢N—p+1(71)<l€?q7‘i§¢N—P(n) XN+rd—p+2(@]s;) XN 4ra(@]s;)
qfi

finally we combine in a similar way all the remaining terms from the products (3.11) and
(3.10) and obtain

d wN WN—pt2—1
H H ( Z o ( tX1($|Ji)"'XN+rd($|Ji)'> o )
P=2 rk=q"i<¢N_p+1(n) " XN+4ra—p+2(zls;) XN+ra(xlr;)

qfi
N wN WN—pt2—1
I O (Z (2 tweweweny) )
p=d+1 igd)N*}[p‘Jrl(n) XN —pt2(z|;) xn (zl5)'
qfi
Thus
Pu(Bn(z))

—#{i€[1,¢0(n)], afi} —(ON—dp1wn 1)t

=ty or < H tXl(ilJ,y)"'XN+rd($|J7;)>( H tXl(-TNJi()iT'XIfIV::d(ﬂJi))
k=q"i<¢N_1(n) rk=q"i<¢pn(n)
qti qfi
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d “N WN-—pt2—1
T 0 (S % te) )
P=2 k=q"i<dN_pt1(n) XN+rd—pta(z]s;)’ Xxsra(als,)
qti
d wN WN —p+2
11 11 (S T ) )
p=2 ¢N—P+1(n)<1€?q7‘i§¢N—P(n) XN4ra—piz(z]s;) N
qti
i wN WN—p+2—1
H H ( Z ( Z tXl(I‘]i)'“XN(mJi)/> )
p=d+1 iS(f’N—)[;ﬂ—l(’n) XN—p+2(x]s;) xn (@),
qti

“N WN—p+2
Z tXl(in)"'XN(in)/) ) )

] <
p=d+1 ¢N—p+1(n)??S¢N—p(N) XN—pt2(z];) xn (zls,)
qfi

For k = ¢"i with ¢ 11, let
Ri(k) = 10850, (b (el xnsratals,))

Ra(k) = IOgmd < Z tXl(fE|Ji)"'XN+rd(93|Ji),>’

XN+rd(z]1,)

and for p € [3,d], let

WN WN —p+3
Ry(k) = logy, ( Z ( . ( Z tXl(in)”'XNJrrd(mJi)’) . ) )

XN+rd—p+2(@|1;) XN+ra(z]s;)’

For p € [1,d] and n > 1 let

and for p € [d+ 1, N] let

1 WN WN—p+3
uh=— ) 10gmd< > << > tm(m)---xmxm)') ) )

i<n, gfi XN—pt+2(z]1;) xn (].5;)

This gives us N bounded sequences. We can now write
—108,3,,(Pu(Bu())) = (@n—ar1wn1) " Lon (0) [ul gy — LON—1(n) Julgy om)]
N—2
+ 3 (el oy —wrelotmlulty)

+ 71 € [1, go(n)]} log,, ().
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Furthermore some basic recursive computations give us the values of the exponents

d—1 DPs—1 — [e%]
d,d—1 )t 1t _
25 +> > Z5S+ZZ5
s=2 p=ps+1t=s—1 p=p1+1t=0
— lim #{i < Lgo---oLi(n):qfi}
n—o0 Ldo--‘oLl(n) ’
Lgo---oL
w1 (51 #{ZS 4 q 1(n) quZ} 1 51—52
pu— —_— = - w = -
2 w1 n—>oo#{Z<LdO"‘OL1(n) qTZ} q7 ’ 01
1 Pd—1
Wy = Wpy_1+42 67 Wpy_1+3 = Vd4 )
kild
wi — j ‘
PP S~ B . o UL S (L AL
a1 SaqPa it ; o kiz& n—00 #{i < dpp_o(n) : qfi}’
=1 ’
d ,.y pl_pol(l)
WN = qul(l)_pol(Q)%’ Nil = q
Hi:ol(2)+1 i (¢—1) Ha‘l(l)+l %
This yields
d
(ON-dgr1wnt1) " = gPnot! H Vi
i=01(1)+1

and the asymptotic equivalences
[on-1(n)] ~ @y —as1won1) " [on ()],

|Prt1(n)] ~ wit2|dr(n)]

for all k € [0, N — 2], when n — +o00. We conclude by using again lemma A.1.8.

Theorem 3.3.4. Forny,...,nqg € N let

Pref,, . n,(Q) = {u € ﬁ([[o,m,-— 1] x -+ x [0,mg — 1])™ : QN [u] # @}.

=1
We have
Jd
dimy (Xq) = Z §d 1]Prefo 0p(0)]
p=1
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—1 Ps—1

d d—1
(55’t Pref t t t t t Q
+ Z Z D | 0,...,0,p—ps" P’ —pz;l,---vpfl’,g—ngppj’fl( )|
s=2 p=ps+1 t=s—1

00 d—1
+ E E 511)’t|P1"ef 1,6 1,6 1.t 1,t 1t 1.t (Q)|
pP—pPy Py —Py sPg_o " Pg_1Pg_1
p=p1+1 t=0

Proof. The proof follows the same path as in the two-dimensional case. We leave it to the

reader, along with the characterization of the equality case with the Hausdorff dimension. [J
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Appendice

Lemma A.1.5. Let (Z,) be a sequence of non-negative random variables on a probability

space (2, P). Then almost surely

lim sup log(Zn) < limsup M.

n—+o00 n n—+o00 n

Proof. See [6, Lemme C.1].

Lemma A.1.6. Let p1,...,pm >0 with > ;2 p1 =1, and let q1, . ..

ipi(— log(pi) + ¢i) < log <§: eq") ;

i=1 i=1

with equality if and only if p; = ﬁ for all 1.
j

e
-1 €

Proof. See [16, Corollary 1.5].

,qm € R. Then

O]

Lemma A.1.7. Let (0, F,P) be a probability space, (m,) € (N*)N" be a strictly increas-

1

ing sequence such that 3 071 —5 < +oo and for all n > 1 let (Xin)ic[i,m,] be a family of

independent centered random variables on (2, F,P). Assume that there exists K > 0 such

that
¥n € N*, Vi € [1,m,], E[X},] < K.

1 mn ) a.s
Then m7n Zi:l th —)n_)oo 0

Proof. Fix n > 1. We have




4
by using independence and Jensen’s inequality. Now > >° (n% o Xi,n) is a well-defined

random variable taking values in RTU{+o00}. Moreover by the monotone convergence theorem

[E(En)

n=1

o Mp 4
:Z%E (ZXM> <3KZ—<+oo
n=1""n i=1

n=1

4
Thus > >, (%n Pt Xi,n> < 400 a.s and - Z L Xin n—> 0.

Lemma A.1.8. Let p € N* and for 1 < j <p let (ul) € RN be p bounded sequences with

; I =
A e = = 0

For j € [1,p] let ¢;,v; : N = N be such that
dej,m; >0, 3A;, Bj €N, Vn, |¢j(n) — [rjn]| < A; and |¢;(n) — [¢jn]] < B;.

Then we have )
o j j
hnn—l>lo%fzzl <u¢j(n) — uwj(n)) <0.
j:
Proof. Observe that for all j and n we have [rjn] € {¢;(n) + k, |k| < A;} and [¢jn] €
{¢j(n) + k, |k| < B;}. Thus

— 0

J J
max [ =l ool =2

_.J
’uqﬁj(n) u[’"j”ﬂ T |k|I<A;
using the hypothesis on u/ above. Similarly |ufp (n) u[C M| ——d 0. Now conclude with [20
J
Lemma 5.4] or [28, Lemma 4.1].
]

Lemma A.1.9. Let p be a Borel probability measure on Xy, m,. Suppose that p is exact

dimenstonal with respect to the metric
d((z, yr) 3y, (ugs v1)2) = e~ min{k21, (@ k) #(ur,ok)}

with dimension §. Denote by do the lower Hausdorff dimension of m.u with respect to the

metric induced by d, and let 01 and 01 be the essential infimum and the essential supremum

of the lower Hausdorff dimensions of the conditional measures p¥ with respect to d again,

where i, is obtained from the disintegration of p with respect to myu. Then, with respect to

1I



the metric d, for p-almost every point z we have

o1 52 . — ) ( 1 1 >
+ < dimy,e(p, 2) < dimyee(p, 2) < - — 01.
log(my) = log(ms) toc(11: 2) toc(11: 2) log(ms) log(mg)  log(mq) !

So, if 01 = 61 and § = 01 + 02 then p is exact dimensional with respect to d.

Proof. The first inequality follows from the proof of a result of Marstrand (see [16, Theorem
5.8]), while the second one can be deduced from the proof of [19, Theorem 2.11]. O
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