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Résumé

Avec l’avènement des véhicules électriques et les progrès réalisés par les construc-
teurs automobiles pour réduire le bruit d’origine aérodynamique, le bruit de roule-
ment devient la première source de nuisance sonore du trafic routier. Ce bruit est
généré par des mécanismes complexes influencés par les propriétés du pneumatique,
la rugosité de la chaussée et les conditions de roulage. Cette pollution sonore est
engendrée partiellement par le rayonnement acoustique induit par les vibrations du
pneumatique.

La modélisation et la simulation de la réponse dynamique du pneumatique pré-
sentent une multitude de difficulté. Plusieurs non-linéarités doivent être prises en
compte (non-linéarité géométrique, loi de comportement, phénomènes de contact
et de frottement avec la chaussée) afin d’intégrer les caractéristiques inhérentes au
roulage des pneumatiques. En outre, la réponse dynamique du pneumatique est
multi-échelles puisque celle-ci est la résultante d’une dynamique macroscopique de
roulage qui opère autour de la fréquence de rotation avec des amplitudes ayant un
ordre de grandeur similaire aux dimensions du pneu d’une part, et d’une réponse
vibratoire induite par la rugosité de la chaussée et la résonance de la sculpture de
la bande de roulement d’autre part. Ce travail de thèse propose une méthodologie
numérique de simulation de l’intégralité de la réponse dynamique des pneumatiques
avec une approche multi-étapes.

La formulation mathématique de la méthode proposée est détaillée en justifiant
les hypothèses effectuées. Deux applications numériques sont ensuite réalisées afin
de déterminer les limites de validité en comparant avec la méthode d’intégration
temporelle classique. Enfin, la méthode numérique est employée pour étudier la sen-
sibilité du comportement vibratoire des pneumatiques par rapport aux conditions
de roulage et aux paramètres de conception des sculptures de la bande de roule-
ment. Les tendances obtenues sont comparées qualitativement avec celles observées
expérimentalement.

Mots clés : Bruit de roulement, Dynamique non-linéaire, Contact mécanique,
Frottement, Modélisation multi-échelles.





Abstract

Tire/road noise is becoming a major source of vehicle noise as the transition
towards electrical vehicles is underway. This has resulted in tire manufacturers refi-
ning their tire design to help reduce traffic noise. The tire/road noise is generated by
various mechanisms that are influenced by the tire’s proprieties, the road’s texture
and the rolling conditions. This noise is partially caused by the acoustic radiation
induced by the tire vibrations.

Simulating the full dynamic response of a rolling sculpted tyre requires not only
taking into account various non-linearities (geometric nonlinearity, constitutive law,
frictional contact with the road surface) but also considering the multi-scale na-
ture of the dynamic response itself. On one hand, there is the macroscopic rolling
dynamic behavior that operates around the rotating frequency with relatively high
amplitudes. On the other hand, the vibratory response operates in a larger frequency
window with relatively low amplitudes. In fact, the road roughness and the tyre’s
groove represent the mechanisms that generate the vibratory response. In contrast
to a straightforward strategy that consists of using an energy-conserving stable time
integrator to predict the multi-scale dynamic response, the proposed strategy is ba-
sed on a two-steps approach to separate the dynamics operating at different scales.

The mathematical formulation of the proposed method is exposed alongside the
several hypothesis that are made and justified. Afterwards, two numerical studies
are realized in order to find the validity domain of the methodology by comparing
it with the classical time integration method. Finally, the numerical method is used
to study the vibrations response sensitivity with the respect to the rolling condi-
tions and to the tread pattern parameters. The tendencies given by the numerical
simulation are qualitatively compared with those observed experimentally.

Keywords : Rolling noise, Nonlinear dynamics, Contact mechanics, Friction,
Multi-scale modelling
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Introduction

Le bruit urbain est un facteur de stress dont les effets sur la santé publique
suscitent l’attention. La circulation routière compte parmi les principales sources
de cette nuisance. Les progrès réalisés par les constructeurs de véhicules ont per-
mis une baisse significative du bruit moteur et l’avènement du véhicule électrique
s’accompagne d’une véritable rupture dans le domaine. En parallèle, l’amélioration
de l’aérodynamique des véhicules et la tendance à la baisse des limitations de vi-
tesse en milieu péri-urbain contribuent à réduire le bruit d’origine aérodynamique.
Les regards se tournent alors de plus en plus vers le bruit de roulement produit
par le pneumatique dont la contribution relative s’est trouvée accrue jusqu’à deve-
nir majoritaire. Par conséquent, les normes imposées par les pouvoirs publics et les
spécifications des constructeurs automobiles portant sur le bruit émis par les pneu-
matiques se font de plus en plus exigeantes.

La conception d’un pneumatique s’avère complexe puisque ses performances
(adhérence, usure, résistance au roulement, bruit...) sont antagonistes et supposent
un compromis. La simulation apporte une aide précieuse à la conception de nou-
veaux pneumatiques et à la compréhension des différents phénomènes physiques
inhérents à la mécanique du pneumatique. En effet, la simulation de la dynamique
du roulage des pneumatiques permet de prédire les niveaux d’adhérence de la bande
de roulement et d’obtenir la distribution des contraintes dans les matériaux qui est
inaccessible avec les mesures expérimentales. D’autre part, la simulation numérique
permet de réduire le nombre de tests de certification destinés à valider la fiabilité et
les performances des structures pneumatiques.

La simulation de la réponse dynamique des pneumatiques présente une multitude
de difficultés. Le cadre des grandes déformations nécessite le traitement d’une pre-
mière non-linéarité dite géométrique. La simulation de la réponse dynamique ne peut
plus être effectuée avec la méthode de la superposition modale comme dans le cadre
de l’élastodynamique linéaire. De plus, le mélange des caoutchoucs du pneumatique
est caractérisé en pratique par une loi de comportement visco-hyperélastique non-
linéaire. Par ailleurs, les renforts métalliques ou textiles incrustés dans les nappes
de l’architecture du pneumatique ont une rigidité très supérieure à celle du caou-
tchouc. Ceci peut induire une complexité supplémentaire lors de la modélisation de
tels systèmes. La sollicitation du pneumatique résulte de son contact avec le revête-
ment de la chaussée. Les phénomènes de contact et de frottement sont caractérisés
par des lois non-linéaires multi-valuées et nécessitent par conséquent un traitement
numérique spécifique. Le caractère à deux échelles de la géométrie du pneumatique
représente une source de difficulté supplémentaire. En effet, la dimension caracté-
ristique du pneumatique correspond à son diamètre (50 centimètres) et pilote le
roulage macroscopique dont la fréquence coïncide avec la fréquence de rotation. Par
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ailleurs, la réponse vibratoire des pneumatiques est excitée en partie par la forme de
la sculpture dont la taille est de l’ordre de quelques millimètres. Cette réponse vi-
bratoire opère autour des moyennes et hautes fréquences avec de faibles amplitudes.
Le rapport entre l’énergie de roulage et l’énergie vibratoire est de l’ordre de 104.

La simulation du bruit de roulement rayonné par les vibrations solidiennes du
pneumatique nécessite la prise en compte de toutes les complexités citées aupara-
vant. Une approche directe de simulation consiste à résoudre le problème dynamique
par une intégration temporelle avec un schéma numérique conservatif, stable et ca-
pable de donner l’intégralité de la réponse dynamique. Cependant, le coût de calcul
considérable inhérent à cette approche rend celle-ci inadaptée actuellement pour les
applications industrielles. Une autre approche consiste à développer des méthodes
numériques plus adaptées qui se basent sur la compréhension de la physique. Il s’agit
notamment de construire une configuration à perturber et de bien modéliser l’ex-
citation représentant les phénomènes physiques de génération de bruit. C’est le cas
par exemple de la formulation arbitrairement lagrangienne-eulérienne (ALE) utilisée
dans la simulation du bruit intérieur qui est représentatif du confort des passagers
et est généré principalement par la rugosité de la chaussée. Cette approche n’est
adaptée que pour les pneus axisymétriques. Par conséquent, elle ne peut pas être
utilisée dans la simulation du bruit extérieur étant donné l’importance de la géomé-
trie de la sculpture.

L’objectif principal de ces travaux de thèse est le développement d’une stratégie
de simulation numérique de la réponse vibratoire des pneumatiques. L’excitation
engendrée par l’impact de la sculpture de la bande de roulement est particulière-
ment étudiée. Le bruit généré par cette excitation est calculé avec la résolution du
problème de rayonnement acoustique dont la condition aux limites correspond à la
vitesse des vibrations. La simulation numérique du problème acoustique n’est pas
abordée dans ce mémoire. La modélisation de l’impact de la sculpture est importante
étant donné que le bruit de roulement est souvent étudié à un stade où beaucoup de
paramètres sont déjà fixés et l’optimisation de cette performance est généralement
effectuée en modifiant la distribution des motifs de la sculpture.

Plan du mémoire

Ce mémoire de thèse est divisé en cinq chapitres :

• Le premier chapitre sera consacré à une étude bibliographique sur le bruit
de roulement. Les mécanismes de génération, d’amplification et d’atténuation du
bruit de roulement seront détaillés. Ensuite, l’influence des conditions de roulage,
du pneumatique et du revêtement de la chaussée sur ce bruit sera exposée. La der-
nière partie de ce chapitre se focalisera sur les différentes approches de modélisation
et sur les techniques numériques utilisées dans la simulation du bruit de roulement.
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• Le second chapitre sera dédié à une introduction succincte des concepts de
la mécanique des milieux continus avec les formulations mathématiques associées.
Le cadre de l’hyperélasticité sera détaillé et complété avec la mise en équation du
modèle viscoélastique. Les principes de conservation seront abordés et manipulés
afin de mettre en place les équations de mouvement. Un formalisme lagrangien sera
adopté afin de traiter la non-linéarité géométrique. Enfin, la méthode des éléments
finis et l’intégration temporelle utilisées dans la résolution numérique des problèmes
de dynamique non-linéaire seront présentées.

• Le cadre de la modélisation de la réponse dynamique des pneumatiques sera
complété dans le troisième chapitre en introduisant des éléments de la mécanique
du contact. Dans un premier temps, la formulation mathématique des conditions de
contact unilatéral entre un solide déformable et une fondation rigide sera introduite.
La loi de frottement de Coulomb sera choisie comme modèle de frottement sec ma-
croscopique. Enfin, les différentes techniques numériques utilisées dans la résolution
du problème de contact frottant seront exposées en précisant leurs avantages et in-
convénients.

• Le quatrième chapitre concernera la modélisation et la simulation de la réponse
vibratoire proposées dans ces travaux de thèse. La formulation mathématique de la
stratégie numérique développée sera détaillée avec les différentes hypothèses effec-
tuées. Deux études numériques seront mises en place afin de statuer sur la validité et
la stabilité de la méthodologie. Dans un premier temps, la méthode numérique sera
appliquée pour simuler la réponse dynamique d’un système masses/ressorts non-
linéaire. La solution obtenue sera comparée avec la réponse calculée par la méthode
d’intégration temporelle. Cette comparaison permettra de statuer sur la validité de
la méthode en fonction de la non-linéarité représentée par une raideur cubique. La
deuxième application portera sur la simulation de la réponse vibratoire d’un cy-
lindre rainuré en roulage sur un sol rigide. La solution calculée sera comparée avec
une solution de référence obtenue grâce à la géométrie et la loi de comportement
relativement simples du prototype. La comparaison va servir à cerner les limites de
validité de la méthodologie.

• La simulation de la réponse vibratoire d’une structure ayant la géométrie ty-
pique des pneumatiques sera proposée dans le cinquième chapitre. Une première
étude portera sur l’influence des conditions de roulage sur les niveaux vibratoires.
La sensibilité des vibrations par rapport aux paramètres de conception des sculp-
tures de la bande de roulement sera ensuite examinée. Les tendances obtenues avec
la simulation seront comparées qualitativement avec les tendances observées expéri-
mentalement. La dernière partie de ce chapitre s’articulera autour de la modélisation
du roulage en charge imposée avec les équations supplémentaires. La formulation
mathématique de cette modélisation sera introduite. Enfin, la réponse vibratoire des
pneumatiques obtenue avec ce nouveau mode de pilotage sera présentée et analysée.
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1.1 Introduction

Le bruit de roulement résulte de l’interaction complexe entre le pneumatique
et le revêtement de la chaussée. La bande fréquentielle de ce bruit est large et est
comprise entre 50 et 5000 Hz avec des pics entre 700 et 2000 Hz. L’oreille humaine
est particulièrement sensible à ces pics sonores. Par conséquent, les manufactures
de pneumatiques doivent développer des produits permettant de trouver le meilleur
compromis entre la sécurité, le confort, la résistance au roulement et une faible émis-
sion sonore. De même, les fabricants des revêtements routiers doivent aussi trouver
un compromis entre la qualité d’usage, la durabilité et la performance acoustique.
L’étude du bruit de roulement nécessité la compréhension de divers mécanismes mé-
caniques et aérodynamiques. Plusieurs laboratoires de recherche se sont intéressés
à cette problématique étant donné les enjeux économiques, sanitaires et environne-
mentaux.

Une étude bibliographique sur le bruit de roulement est proposée dans ce cha-
pitre. Dans un premier temps, les fonctions principales d’un pneumatique et la
composition de son architecture sont rappelées. Ensuite, les mécanismes de géné-
ration, d’amplification et d’atténuation de ce bruit sont introduits. L’influence des
conditions de roulage, du pneumatique et de la chaussée sur le bruit de roulement
est discutée. Enfin, les différents modèles de simulation de ce phénomène avec les
techniques numériques associées sont présentés.



1.2. Bruit de roulement 7

1.2 Bruit de roulement

Le bruit de roulement est défini comme le bruit généré par le contact entre le
pneumatique et le revêtement de la chaussée. Ce bruit est considéré comme la source
principale du bruit émis par le véhicule (figure 1.1). Deux catégories de bruit de
roulement sont distinguées. Le bruit extérieur qui se propage dans l’environnement
autour du véhicule et gêne notamment les personnes à proximité des axes routiers
et le bruit intérieur qui est transmis vers l’habitacle et perçu par le conducteur et
les passagers.

Figure 1.1 – Contribution du bruit de roulement au bruit global émis par le véhicule
[Donavan 2007].

Les normes étatiques et spécifications des constructeurs de véhicules portant sur
le bruit émis par les pneumatiques se font de plus en plus exigeantes [EU 2001].
Ajouté à cela, le système obligatoire d’étiquetage (grading) offre au consommateur
un critère objectif et normatif de comparaison de performances au moment de son
achat. Ce système inclut aujourd’hui une note sur le niveau de nuisance sonore (figure
1.2). Par conséquent, la conception des pneumatiques à faible émission de bruit sans
sacrifier les autres performances s’avère un enjeu sociétal et business majeur.

1.2.1 Le pneumatique

Le pneumatique voit le jour en 1889 avec son invention par John Boyd Dunlop.
Ce dernier fonde sa première manufacture de pneumatiques en 1889 qui fabrique
des boudins de caoutchouc gonflés d’air destinés aux vélos. Edouard Michelin et son
frère André mettent en place un nouveau système de pneu avec chambre à air qui
est breveté en 1891. Ce concept fait ses preuves en permettant à Charles Terront
de gagner la première course cycliste Paris-Brest-Paris. Le pneumatique est ensuite
adapté à l’automobile. Il connaît plusieurs évolutions surtout avec l’introduction de
la carcasse radiale qui est considérée comme une innovation de rupture et est bre-
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Figure 1.2 – Étiquetage des pneumatiques dans l’union européenne.

vetée le 4 juin 1946 par Michelin. Aujourd’hui, le pneumatique devient un produit
de haute technologie qui doit répondre à des exigences fortes et diverses en termes
de performances et de sécurité. Il doit notamment remplir 3 fonctions principales :
porter, guider et transmettre des charges sur une très petite surface ayant le même
ordre de grandeur que celle d’une carte postale [Michelin 2001].
→ Porter la charge résultante de la masse du véhicule et de toutes les surcharges

liées aux mouvements dynamiques du véhicule ainsi que les surcharges aérodyna-
miques éventuelles à haute vitesse tout en absorbant les irrégularités de la route.
→ Guider le véhicule sur les trajectoires décidées par le conducteur ou par des

intelligences artificielles avec le développement des voitures autonomes.
→ Transmettre au sol les efforts de freinage ou d’accélération pilotés par le

conducteur ou des IA.

L’architecture moderne d’un pneumatique tourisme, schématisée sur la figure
1.3, est constituée d’un assemblage successif de différentes composantes. Cet as-
semblage est fabriqué à partir de caoutchouc naturel et synthétique, d’adjuvants
chimiques comme le soufre, les huiles et d’autres, ainsi que des renforts textiles et
métalliques.
• La bande de roulement est constituée de caoutchouc synthétique et naturel. Son

rôle est de garantir un kilométrage important, une bonne adhérence sur la route ainsi
qu’une bonne évacuation de l’eau grâce à la sculpture afin d’assurer une conduite
sûre quelles que soient les conditions. La forme et la répartition des sculptures sont
choisies de façon à réduire le rayonnement acoustique du pneumatique. Ce dernier
point sera abordé en détails dans la suite de ce chapitre.
• La nappe ceinture permet de rouler à vitesse élevée. Cette nappe est faite

d’une corde solide de nylon incrustée dans du caoutchouc. Cette corde s’enroule sur
la circonférence du pneu, d’un côté à l’autre, sans se chevaucher.
• Les nappes sommet confèrent au pneu sa rigidité afin d’améliorer le maintien

de la forme et de la stabilité directionnelle, de réduire la résistance au roulement et
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Figure 1.3 – Architecture d’un pneumatique tourisme.

d’augmenter la performance kilométrique du pneu.
• La nappe carcasse est composée de rayonne caoutchoutée ou de polyester et

contrôle la pression interne du pneu afin de maintenir sa forme.
• Le flanc représente la partie latérale du pneu qui est reliée à la bande de roule-

ment par l’épaule. Il est constitué de caoutchouc naturel et son rôle est de protéger
la carcasse des dommages externes et des conditions atmosphériques.
• La tringle est constituée de fils d’acier incrustés dans du caoutchouc. Sa fonc-

tion est de garantir une attache sécurisée au bord de la jante.

1.2.2 Mécanismes de génération du bruit de roulement

Les mécanismes de génération englobent les phénomènes physiques responsables
de la formation du bruit de roulement. Il existe deux catégories de mécanismes
de génération. La première correspond aux mécanismes d’origine solidienne et ré-
sultent de l’interaction mécanique engendrée par le contact entre le pneumatique et
la chaussée. La deuxième catégorie désigne les mécanismes d’origine aérodynamique
induit par le mouvement de l’air au voisinage de la zone de contact.

1.2.2.1 Impact de la bande de roulement

Le bruit d’impact correspond aux vibrations générées par le choc entre la bande
de roulement et la chaussée comme illustré sur la figure 1.4. Ces vibrations sont
propagées dans le pneumatique dont la surface rayonne des ondes acoustiques. Ce
mécanisme est semblable à une excitation par un marteau de choc qui vient taper
sur la gomme de la bande de roulement. À l’entrée de l’aire de contact, le mécanisme
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Figure 1.4 – Schématisation de l’impact de la bande de roulement sur la chaussée
[Azizi 2020].

d’impact induit la déformation de la sculpture vers le centre du pneu. D’autre part,
le relâchement des pains de gomme observé à la sortie de l’aire de contact est assimilé
à un impact inverse.

Les facteurs principaux qui influencent le mécanisme d’impact sont la vitesse
de roulage, la forme de la sculpture de la bande de roulement et la rugosité de la
chaussée. Dans ce sens, le bruit d’impact d’un pneu slick roulant sur un sol lisse est
considéré négligeable. Le bruit d’impact est une composante principale du bruit de
roulement [Sandberg 2002] et sa fréquence est donnée par :

fi =
v

λi
i = {1, 2} (1.1)

f1 (respectivement f2)(Hz) est la fréquence de l’impact de la bande de roulement
(respectivement de la chaussée), v(m/s) est la vitesse du pneu, et λ1 (respectivement
λ2)(m) est la longueur caractéristique des rainures de la sculpture de la bande de
roulement (respectivement de la texture de la chaussée). La fréquence des méca-
nismes d’impact reste dans le domaine des basses fréquences (< 1500 Hz) pour les
vitesses inférieures à 100 km/h [Azizi 2020]. Les vibrations générées par le méca-
nisme d’impact sont localisées aux alentours de l’entrée et de la sortie de l’aire de
contact étant donné les propriétés d’amortissement visqueux des caoutchoucs de la
bande de roulement.

1.2.2.2 Stick-Slip

Le mécanisme de stick-slip génère un bruit de crissement. Ce dernier est gé-
néralement observé quand le pneumatique roule sur des chaussée ayant une faible
macro-texture et une forte micro-texture [Li 2019]. Ce mécanisme de rupture d’adhé-
rence est associé aux forces de frottement dans la zone de contact (figure 1.5). La
bande de roulement est collée sur la chaussée à l’entrée de l’aire de contact à cause
de l’appui de la charge portée par le pneu et commence à glisser dès que les forces
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Figure 1.5 – Schématisation du mécanisme du stick-slip [Sandberg 2002].

tangentielles atteignent la limite d’adhérence pour basculer sur le régime glissant
puis adhère à nouveau à la chaussée. À la sortie de l’aire de contact, les vibrations
tangentielles génèrent du bruit en hautes fréquences (1000-2500 Hz) [Kröger 2010]
induit par les forces de frottement. Le stick-slip est dû à la différence entre le co-
efficient de frottement statique et dynamique sur l’interface de contact. Le bruit
généré par le stick-slip est important dans des situations dans lesquelles des forces
tangentielles importantes sont appliquées sur le pneu telles que l’accélération, le frei-
nage ou le braquage [Sandberg 2002]. D’ailleurs, le bruit de crissement est considéré
négligeable dans le cas du roulage libre ou avec une vitesse constante.

1.2.2.3 Stick-Snap

Le mécanisme de stick-snap apparaît quand le pneumatique devient collant sur
une chaussée propre. C’est le cas des pneus hiver en hautes températures où la bande
de roulement est collante et la chaussée est propre [Sandberg 2002]. La bande de
roulement est collée sur la chaussée et une force est nécessaire pour casser l’adhésion
entre les deux. Les pains de gomme se détachent de la zone de contact avec une
certaine déformation comme illustré sur la figure 1.6. Le retour à l’état d’équilibre
va générer des vibrations engendrant une onde acoustique en hautes fréquences (>
1000 Hz). Le bruit généré ressemble à celui du détachement d’une ventouse d’une
surface propre. Le bruit généré par le stick-snap ne représente pas une composante
essentielle du bruit de roulement puisqu’une couche de saleté est souvent présente sur
la chaussée. Cependant, la prise en compte du stick-snap peut s’avérer importante
dans le cas des mesures expérimentales effectuées sur des tambours propres.

1.2.2.4 Pompage d’air

Le pompage d’air est considéré comme le mécanisme aérodynamique principal
de génération de bruit de roulement [Conte 2008]. Ce mécanisme résulte des fluc-
tuations d’air entrant et sortant de la zone de contact. En effet, l’air emprisonné
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Figure 1.6 – Schématisation du mécanisme du stick-snap [Sandberg 2002].

Figure 1.7 – Schématisation du mécanisme du pompage d’air [Conte 2008].

à l’entrée de l’aire de contact est comprimé dans les cavités de la sculpture de la
bande de roulement et de la texture de la chaussée. Ces petits volumes d’air sont
ensuite relâchés brusquement à la sortie de la zone de contact (figure 1.7). Ce mou-
vement d’air va générer des ondes de pression acoustique principalement en hautes
fréquences (>1 kHz). Le bruit produit par ce phénomène de compression-détente
est appelé chuintement.

Les phénomènes de turbulence favorisés par l’avancement et la rotation de la
roue peuvent générer du bruit. Ces mécanismes de turbulence d’air sont considérés
négligeables par rapport au mécanisme de pompage d’air [Hayden 1971] et sont
plutôt associés au bruit aérodynamique du véhicule.

1.2.3 Mécanismes d’amplification du bruit de roulement

Les mécanismes d’amplification désignent les phénomènes physiques de réso-
nance qui émergent par l’excitation des mécanismes de génération évoqués précé-
demment. Par conséquent, la réduction du bruit de roulement nécessite non seule-
ment le traitement des mécanismes de génération mais aussi la prise en compte de
la fréquence d’apparition des mécanismes d’amplification qui seront détaillés dans
cette partie.
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Figure 1.8 – Schématisation de la résonance de la ceinture et des flancs
[Sandberg 2002].

1.2.3.1 Résonance du pneu

Le pneumatique est un assemblage complexe de plusieurs composantes. Chacune
de celles-ci peut entrer en résonance quand elle est excitée à certaines fréquences. Les
composantes qui contribuent principalement à l’amplification du bruit de roulement
sont la ceinture, les flancs et la cavité de l’air de gonflage [Li 2019].

La majorité des spectres des pressions acoustiques obtenus avec les mesures expé-
rimentales du bruit de roulement contient un pic entre 700 et 1300 Hz. Une analyse
simpliste consisterait à relier ce pic aux différents mécanismes de générations de
bruit exposés auparavant (impact, stick-slip) étant donné que leur fréquence peut
être incluse dans cet intervalle fréquentiel. Cependant, ce pic persiste même pour
les pneus slick roulant sur des chaussées lisses et reste indépendant de la vitesse de
roulage. Il est alors probable que ce pic soit une conséquence de la résonance de
la ceinture (figure 1.8) étant donné que celle-ci dépend uniquement de sa structure
[Sandberg 2002]. D’autre part, les mesures expérimentales montrent que le chan-
gement de la rigidité et de la masse de la ceinture influence le bruit émis et plus
particulièrement le pic observé entre 500 et 1000 Hz [Kropp 1998].

Les vibrations générées par les mécanismes d’interaction avec la chaussée se pro-
pagent vers les flancs déformés du pneumatique (figure 1.8). Ces derniers peuvent
agir comme une caisse de résonance amplifiant les vibrations de la bande de rou-
lement pour des fréquences allant jusqu’à 800 Hz [Sandberg 2002]. D’autre part,
les mesures expérimentales montrent que les niveaux vibratoires de la bande de
roulement sont supérieurs à ceux des flancs mais l’intensité du bruit émis par ces
derniers est similaire à celle de la bande de roulement. Ceci s’explique par le fait que
le rayonnement acoustique des flancs est supérieur à celui de la bande de roulement
[Ruhala 1999].

Le couplage fluide-structure entre l’architecture du pneumatique et sa cavité en-
gendre un transfert des vibrations dues aux impacts sur la chaussée. La cavité est
généralement remplie d’air ou d’autres gaz tels que l’azote ou l’hélium par exemple.
Le transfert vibratoire peut être considéré comme une source d’excitation du fluide
de la cavité. La résonance de la cavité engendre une pression acoustique qui am-
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plifie le bruit de roulement du pneumatique. Les modes de résonance de la cavité
dépendent de sa géométrie et des conditions de roulage. Par exemple, la fréquence
de résonance de la cavité d’air d’un pneu non écrasé est donnée par [Azizi 2020] :

f =
c

2πR
(1.2)

c est la vitesse du son dans la cavité et R le rayon moyen de celle-ci. La première
fréquence de résonance se situe entre 180 et 250 Hz pour les pneus tourisme. D’autre
part, la rotation de la cavité induit une séparation des modes de résonance. Chaque
mode donne naissance à un mode direct et un mode inverse. La fréquence propre de
ces deux modes est donnée par :

f =
c± ω
2πR

(1.3)

ω est la vitesse de rotation de la cavité. La résonance acoustique de la cavité peut
engendrer une amplification du bruit de roulement étant donné qu’un phénomène de
couplage de modes avec l’architecture du pneu peut avoir lieu. Plusieurs solutions
sont développées afin d’atténuer ce mécanisme d’amplification comme l’insertion des
matériaux absorbant les ondes acoustiques sur la gomme intérieure ou sur la jante
[Torra i Fernàndez 2006, Mohamed 2013].

1.2.3.2 Résonance des sillons

Les sillons de la sculpture de la bande de roulement forment des tuyaux d’air
qui peuvent entrer en résonance comme illustré sur la figure 1.9. C’est le même
mécanisme d’amplification observé sur les tuyaux des orgues. Cette résonance génère
une sonorité pure ayant une fréquence qui dépend de la longueur, du diamètre et
des ouvertures du sillon. Si le sillon a deux ouvertures, sa fréquence de résonance fn
est donnée par :

fn =
nc

2(L+ 0.8d)
n ∈ N (1.4)

D’autre part, si le sillon n’a qu’une seule ouverture, sa fréquence de résonance
fn est donnée par :

fn =
(n− 1/2)c

2(L+ 0.8d)
n ∈ N (1.5)

n est un entier naturel indiquant l’ordre de résonance, c est la vitesse de son, L est
la longueur du sillon et d est le diamètre du sillon. La résonance des sillons amplifie
les vibrations aérodynamiques induites par le mécanisme de pompage d’air. Cette ré-
sonance en hautes fréquences (800-3000 Hz) est davantage observée sur les chaussées
lisses et sur les tambours utilisés dans les essais expérimentaux [Jennewein 1985].

1.2.3.3 Résonance de Helmholtz

La résonance de Helmholtz est un phénomène de résonance de l’air dans une
cavité qui peut être assimilé à un oscillateur de type masse-ressort [Helmholtz 1885].
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Figure 1.9 – Schématisation de la résonance des sillons [Sandberg 2002].

Figure 1.10 – Schématisation de la résonance de Helmholtz [Sandberg 2002].

Le volume de la cavité qui se forme vers la sortie de la zone de contact est assimilé à
un ressort et l’air présent entre la bande de roulement et la chaussée agit comme une
masse comme illustré sur la figure 1.10. Un système masse-ressort est alors formé dès
que la cavité est ouverte à la sortie de l’aire de contact. La fréquence de résonance
varie en fonction du volume de la cavité et se situe entre 1000 et 2500 Hz. Dans ce
sens, l’avancement du pneumatique engendre l’accroissement de cette fréquence qui
s’accompagne d’une baisse de l’amplitude de résonance [Li 2019].

1.2.3.4 Effet dièdre

Le pneumatique et la chaussée forment un coin à l’entrée et à la sortie de l’aire
de contact comme illustré sur la figure 1.11. Un phénomène de rayonnement sonore
par effet dièdre (Horn effect en anglais) se produit dans ces coins. En effet, des
phénomènes de réflexion acoustique successifs apparaissent dans le coin formé entre
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Figure 1.11 – Schématisation de l’effet dièdre [Sandberg 2002].

le pneu et le revêtement routier. Ce processus amplifie par conséquent le bruit généré
par les autres mécanismes pour les fréquences supérieures à 800 Hz [Heckl 1986]. Le
même principe est utilisé dans le fonctionnement d’un mégaphone. L’amplification
induite par ce mécanisme dépend de la taille et de la forme du coin. Elle est estimée
expérimentalement entre 10 et 20 dB [Graf 2002].

1.2.4 Mécanismes d’atténuation du bruit de roulement

La propagation du bruit de roulement intervient après la génération et l’amplifi-
cation de celui-ci. Avant la réception de ce bruit par les piétons ou le conducteur, le
revêtement de la chaussée absorbe une partie de ce bruit d’une part et le transfert
vibratoire entre le pneumatique et la chaussée atténue une partie de ce bruit d’autre
part.

1.2.4.1 Absorption de la chaussée

Les revêtements routiers ont une capacité à absorber le bruit émis par le pneu-
matique. Cette absorption dépend en grande partie de la porosité de la chaussée
et sa tortuosité qui représente le chemin emprunté par l’onde acoustique au sein
de la structure poreuse. Les vides reliés contenus dans le revêtement absorbent non
seulement le bruit de contact pneu-chaussée mais également le bruit de moteur (ce
qui est particulièrement intéressant en zone urbaine pour des vitesses faibles où les
bruits de moteur sont importants) ainsi que les autres bruits environnants. L’impé-
dance acoustique permet de caractériser les niveaux d’atténuation du bruit par le
mécanisme d’absorption. Elle définit le niveau de pression acoustique généré par la
vibration de l’air à une fréquence donnée. La porosité de la chaussée permet dans
ce cas de baisser l’impédance acoustique de celle-ci.
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Figure 1.12 – Schématisation des mécanismes d’atténuation du bruit de roulement
[Li 2019].

1.2.4.2 Transfert vibratoire

L’impédance mécanique est une mesure de la résistance opposée au mouvement
par une structure soumise à une force périodique donnée. Celle-ci caractérise le
transfert des vibrations entre le pneumatique et la chaussée. Si l’impédance méca-
nique de la chaussée est largement supérieure à celle du pneumatique, les vibrations
restent emmagasinées dans le pneu et vont générer par conséquent du bruit. Par
contre, si l’impédance mécanique de la chaussée est comparable à celle du pneu-
matique, un transfert de l’énergie vibratoire vers la chaussée se fait. Ce transfert
permet qu’une partie des vibrations soit absorbée par la chaussée, atténuant ainsi
le bruit de roulement.
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1.3 Paramètres influant sur le bruit de roulement

Le bruit de roulement résulte de l’interaction entre le pneumatique et la chaussée.
Les propriétés de ces deux derniers ont naturellement une influence importante sur
les mécanismes associés au bruit de roulement. Cependant, les conditions de roulage,
plutôt liées à la conduite du pilote, et les conditions météorologiques (température,
pluie, vent...) impactent significativement le bruit de roulement. Une présentation
non-exhaustive des paramètres ayant une influence sur le bruit de roulement est
effectuée dans cette partie. Le lecteur pourra se référer à [Sandberg 2002, Li 2018b]
afin d’avoir une description plus complète.

1.3.1 Les conditions de roulage

Les conditions de roulage correspondent aux paramètres du régime du roulage
des pneumatiques. Elles concernent principalement la vitesse, les couples moteur et
de freinage, la charge et la pression de gonflage. Ces paramètres ont une influence
significative sur les mécanismes du bruit de roulement.

• La vitesse de roulage

La vitesse de roulage est considérée comme le paramètre opérationnel ayant la
plus grande incidence sur le bruit de roulement étant donné son impact sur la quasi-
totalité des mécanismes de génération et d’amplification. La relation entre la vitesse
et les niveaux de bruit est estimée expérimentalement par [Dare 2013] :

L = 10n log V + b (1.6)

L est le niveau de pression acoustique [dB], V est la vitesse d’avancement [km/h],
b est un coefficient qui dépend du pneumatique et n est l’exposant de la vitesse qui
dépend du mécanisme de génération du bruit de roulement. Une estimation des
valeurs de n est donnée dans le tableau 1.1.

Mécanisme Exposant de la vitesse n
Impact de la sculpture 2.0-3.0
Impact de la chaussée 3.0-3.5

Stick-Slip 3.0-5.0
Stick-Snap 3.0-5.0

Pompage d’air 4.0-5.0

Table 1.1 – Estimation des exposants de vitesse n pour les mécanismes de généra-
tion de bruit [Kuijpers 2001].

L’impact de la vitesse sera étudié en détails dans le chapitre 4 dédié à la simu-
lation de la réponse vibratoire des pneumatiques.
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Figure 1.13 – Évolution du bruit de roulement en fonction du couple moteur et de
la pression de gonflage [Iwao 1996].

• La charge

La charge portée par le pneumatique a une influence non négligeable sur le
bruit de roulement étant donné qu’elle détermine en grande partie la taille de la
zone de contact. Cette dernière s’élargit avec l’augmentation de la charge et induit
généralement une croissance du bruit de roulement. Par exemple, un doublement
de la charge des pneus tourisme peut augmenter les niveaux sonores de 1-2 dB si la
pression de gonflage est ajustée et de 0.7-1.5 dB si elle ne l’est pas [Sandberg 2002].
L’impact de la charge sera revu en détails dans le chapitre 4.

• La pression de gonflage

La pression de gonflage impacte le bruit de roulement de la même façon que la
charge étant donné que celle-ci influence la forme et la taille de la zone du contact.
De plus, l’augmentation de la pression de gonflage rigidifie la nappe carcasse et
modifie par conséquent les fréquences de résonance du pneumatique. D’autre part,
la variation de la fréquence de résonance acoustique de la cavité par rapport à la
pression de gonflage est marginale [Li 2018b].

L’influence de la pression de gonflage est surtout accentuée en phase d’accéléra-
tion comme illustré sur la figure 1.13 contrairement en roulage à vitesse constante
où elle devient plus ou moins négligeable.

1.3.2 Le pneumatique

Les différentes propriétés mécaniques du pneumatique ont une influence signi-
ficative sur le bruit de roulement étant donné qu’elles déterminent sa réponse à
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Figure 1.14 – Influence de la largeur du pneumatique sur le bruit de roulement sur
un sol lisse (a) et sur un sol rugueux (b) [Sandberg 2002].

l’interaction avec le revêtement de la chaussée. L’effet des dimensions géométriques
(largeur, diamètre) et de la sculpture est particulièrement important et est discuté
dans cette partie. Les propriétés matériaux de la bande de roulement et des flancs,
l’usure, et la structure de la ceinture et de la carcasse peuvent aussi avoir un impact
plus ou moins important sur le bruit de roulement [Sandberg 2002].

• Les dimensions géométriques

Les mesures expérimentales montrent que la croissance de la largeur de la bande
de roulement engendre une augmentation des niveaux de bruit de roulement comme
illustré sur la figure 1.14. En effet, la quantité d’air comprimé dans la zone de contact
(pompage d’air) et la taille des coins d’air (effet dièdre) situés aux frontières de l’aire
de contact augmentent avec la largeur du pneumatique. D’autre part, la quantité de
matière qui impacte la chaussée s’accroît aussi avec la largeur. Le bruit de roulement
d’origine solidienne est par conséquent amplifié.

Il est un peu plus difficile d’établir une tendance claire entre le bruit de roulement
et le diamètre du pneumatique comme exposé sur les mesures expérimentales de
la figure 1.15. L’accroissement du diamètre augmente les bruit du roulement sur
un sol lisse et l’effet inverse est observé sur un sol rugueux. L’angle d’attaque du
pneumatique schématisé sur la figure 1.16 qui est inversement proportionnel au
diamètre du pneumatique peut expliquer cette tendance.

L’augmentation des niveaux de bruit sur un sol lisse peut s’expliquer par une
amplification de l’effet de dièdre puisque la diminution de l’angle d’attaque induit
une ouverture plus progressive des coins d’air à l’entrée et à la sortie de la zone de
contact. D’autre part, les sols rugueux favorisent généralement les mécanismes d’im-
pact de la sculpture. Un grand angle d’attaque engendre un impact abrupt contrai-
rement aux faibles angles d’attaque où la déformation se fait d’une façon graduelle.
Ceci explique l’atténuation du bruit de roulement engendrée par l’élargissement du
diamètre.
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Figure 1.15 – Influence du diamètre du pneumatique sur le bruit de roulement sur
un sol lisse (a) et sur un sol rugueux (b) [Sandberg 2002].

Figure 1.16 – Les angles d’attaque des pneumatiques ayant des rayons géométriques
différents (R1 < R2 , α2 < α1).

• La sculpture

Le rôle principal de la sculpture de la bande de roulement est d’assurer un
niveau d’adhérence acceptable en temps pluvieux. Cependant, les mécanismes de
génération et d’amplification du bruit de roulement montrent que la sculpture a
un impact significatif sur celui-ci. D’ailleurs, la randomisation et la ventilation de
la sculpture sont considérées comme des solutions efficaces et faciles à mettre en
oeuvre permettant la réduction du bruit de roulement.

La randomisation consiste à jouer sur la distribution et la taille des motifs de la
sculpture. Le motif est défini comme l’élément de base d’une sculpture qui est consti-
tuée en le dupliquant dans la direction circonférentielle. Une sculpture construite à
partir d’une distribution uniforme de motifs identiques va générer un pic de bruit
concentré autour d’une seule fréquence définie par la taille du motif. Ce bruit tonal
est considéré comme une nuisance sonore. La randomisation s’effectue en variant
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Figure 1.17 – Illustrations des exemples de randomisation [Sandberg 2002].

Figure 1.18 – Illustrations des exemples de ventilation [Sandberg 2002].

la distribution, la taille des motifs, le décalage entre les composantes du motif (rib
shifting) ou l’inclinaison des rainures de la sculpture (figure 1.17). Ces opérations
engendrent une baisse du pic sonore en élargissant la gamme fréquentielle du bruit.

La ventilation de l’air dans la zone de contact permet d’atténuer le pompage
d’air et la résonance des sillons puisque ces deux mécanismes nécessitent que l’air
reste piégé dans des poches fermées et formées par la sculpture. Le concepteur des
pneumatiques peut alors dessiner des ouvertures d’échappement dans la sculpture
avec l’air ambiant d’autant plus que cela permet d’assurer un drainage efficace du
sol mouillé qui reste la fonction principale de la sculpture.

La figure 1.18 illustre quelques exemples de ventilation de sculptures de bande
de roulement. Elle s’effectue principalement en rajoutant des rainures dans les di-
rections circonférentielle ou latérale ou en insérant des lamelles sur les pains de
gommes.

1.3.3 La chaussée

La chaussée est une structure complexe composée de plusieurs couches. Chacune
de ces couches est réalisée à l’aide de différents matériaux hétérogènes (souvent
des mélanges de granulats et de bitume assurant la cohésion). Les caractéristiques
des revêtements de chaussée jouent un rôle primordial dans la génération du bruit
de roulement. La texture, la porosité et la rigidité du revêtement sont considérées
comme les paramètres les plus influents sur ce bruit [Anfosso Ledee 2019]. Leur
impact sur celui-ci est étudié dans cette partie.
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• La texture

La texture d’une chaussée caractérise la répartition, la taille et les profondeurs
des irrégularités présentes sur la surface. Cette rugosité est évaluée par des mesures
profilométriques grâce à des capteurs sans contact (généralement avec un profilo-
mètre laser). Dans ce sens, l’amplitude z du profil est définie comme l’altitude par
rapport à une surface moyenne et est caractérisée par une fonction stationnaire et
aléatoire qui dépend de la position longitudinale x dans la direction de roulement :

z = z(x) (1.7)

La transformée de Fourier Z de z par rapport à la position x permet de définir
une fréquence spatiale ν et une longueur d’onde λ = 1/ν. Le contenu spectral de
cette dernière sert alors à caractériser les différentes échelles de texture ainsi que
leur influence sur le bruit de roulement, l’adhérence et la résistance de roulement
comme exposé sur la figure 1.19.

Z(ν) =

∫ +∞

−∞
z(x)ei2πνxdx (1.8)

• La microtexture (λ < 0, 5mm) a une incidence significative sur les mécanismes
d’impact et de stick-slip et conditionne principalement le bruit à hautes fréquences.
• La macrotexture (0.5mm < λ < 50mm) correspond à une échelle du même

ordre de grandeur que celui des rainures de la sculpture de la bande de roulement.
Cette échelle de rugosité a principalement une influence sur le bruit généré par le
mécanisme d’impact.
• La mégatexture (50mm < λ < 5000mm) sollicite les vibrations du pneuma-

tique en basses fréquence et atténue les mécanismes aérodynamiques puisque celle-
ci favorise la formation de cavités permettant l’évacuation de l’air dans la zone de
contact.

• La porosité

La porosité de la chaussée est définie comme la proportion du volume d’air sur
le volume total du matériau. Celle-ci est considérée comme un paramètre impor-
tant de réduction de bruit généré par les différents mécanismes cités auparavant
[Donavan 2014]. Le bruit généré par le pompage d’air est fortement réduit étant
donné que les pores du revêtement permettent une évacuation de l’air comprimé
dans l’aire de contact. La résonance des sillons et de Helmholtz et l’effet dièdre sont
aussi atténués grâce aux connectivités entre les pores. D’autre part, la réduction de
la zone de contact engendrée par la porosité permet aussi d’atténuer les vibrations
générées par le stick-slip et le stick-snap.

• La rigidité de la chaussée

L’influence de la rigidité de la chaussée sur le bruit de roulement est notable
puisque le transfert vibratoire entre le pneumatique et la chaussée est principalement
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Figure 1.19 – Les différentes échelles de texture [Cesbron 2007].

déterminé par le rapport entre l’impédance mécanique de ces deux derniers comme
exposé précédemment. Par exemple, les chaussées en béton de ciment sont beau-
coup plus bruyantes que les chaussées en béton bitumineux à iso-texture. D’autre
part, les mesures expérimentales montrent que l’addition dans le mélange bitumi-
neux d’une proportion plus ou moins grande de copeaux de gomme ou de pou-
drette de caoutchouc réduit significativement le bruit de roulement (jusqu’à 12 dB)
[Świeczko 2018]. Ce mélange peut être mis en place avec les caoutchoucs récupérés
des pneus usés et présente alors un énorme potentiel de recyclage des pneumatiques.
Par ailleurs, les particules générées par l’usure des pneumatiques est aussi réduite
étant donné la faible abrasivité des revêtements poroélastiques [Piotr 2019].
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1.4 Simulation du bruit de roulement

La simulation du bruit de roulement a fait l’objet de plusieurs travaux dont
le nombre a connu une grande augmentation au début des années 2000 [Li 2018c].
La modélisation de la réponse vibratoire du pneumatique demeure cruciale dans ce
sens. Deux classes de modèles de pneumatiques peuvent être distinguées et seront
présentées dans un premier temps. Ensuite, les phénomènes non-linéaires inhérents
à la dynamique des pneumatiques sont détaillés. La formulation ALE est introduite
étant donné son adaptabilité dans le calcul de la réponse vibratoire. Enfin, le pro-
blème de rayonnement acoustique est succinctement présenté afin de compléter le
cadre de la simulation du bruit de roulement extérieur d’origine solidienne.

1.4.1 Modèles du pneumatique

La première classe des modèles de pneumatique correspond aux modèles phé-
noménologiques dont le majeur avantage est la possibilité de calculer des solutions
analytiques. Le modèle d’anneau circulaire développé par Böhm [Böhm 1966] est
l’un des modèles les plus étudiés dans la littérature. Il consiste à représenter le
pneumatique par une poutre circulaire d’Euler-Bernoulli [Pahlevani 2018] ou de Ti-
moshenko [Vu 2014] et de modéliser les flancs par des ressorts et des amortisseurs
dans la direction radiale et orthoradiale (figure 1.20.a). Les résultats obtenus avec
ce modèle sont pertinents en basses fréquences (< 400 Hz) et permettent notam-
ment d’étudier l’effet de la rotation et de la pression de gonflage sur la réponse
vibratoire [Meftah 2011]. Un deuxième modèle analytique consiste à représenter la
ceinture et les flancs du pneumatique par des plaques orthotropes ayant des lois
de comportement différentes [Kropp 1999] (figure 1.20.b). La solution du modèle de
la plaque orthotrope est calculée analytiquement avec les fonctions de Green. Ce
modèle donne des tendances plus ou moins similaires à celles observées expérimen-
talement en basses fréquences (<1500 Hz). La plus grande difficulté réside dans le
choix des paramètres matériaux des plaques. Les modèles phénoménologiques sont
adaptés à des études rapides de pré-dimensionnement ou des analyses de sensibilité
étant donné leur faible coût en terme de temps de calcul.

Les modèles analytiques restent incapables de décrire l’intégralité de la réponse
vibratoire des pneumatiques étant donné la complexité de la géométrie et les maté-
riaux de ceux-ci. Les modèles numérique permettent d’intégrer plus de complexité
dans la modélisation. Ils sont davantage utilisés dans les applications industrielles
grâce à la montée en puissance des machines de calcul. Dans ce sens, la méthode des
éléments finis permet notamment de résoudre les équations de mouvement sur des
géométries complexes (figure 1.20.c) en prenant en considération les phénomènes
non-linéaires inhérents à la mécanique du pneumatique. D’ailleurs, la formulation
ALE appliquée dans le cadre de la méthode des éléments finis permet de développer
un formalisme adapté à la simulation du bruit de roulement qui sera présenté par
la suite.
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Figure 1.20 – Schématisation des modèles des pneumatiques - (a) Anneau circulaire
- (b) Plaque orthotrope de Kropp - (c) Modèle éléments finis.

1.4.2 Types de non-linéarités

Le pneumatique est une structure industrielle de haute technicité régie par une
physique complexe. De par sa structure composite et la nature des matériaux dont
il est fait, il relève d’une mécanique fortement non-linéaire, hétérogène et aniso-
trope. Cette mécanique opère dans un cadre de grandes déformations sous l’effet de
sollicitations multiples. La simulation de la réponse dynamique du pneumatique né-
cessite alors la prise en compte de plusieurs non-linéarités. Chacune de ces dernières
demande un traitement numérique spécifique.

• Non-linéarité géométrique

La non-linéarité géométrique apparaît dans le cadre des grands déplacements /
rotations et des grandes déformations. En effet, la configuration initiale et défor-
mée ne peuvent plus être confondues comme dans le cadre de l’élasticité linéaire.
Par exemple, un pneu qui s’aplatit au contact de la route subit une déformation
significative par rapport à sa forme circulaire initiale et l’évolution du domaine en
fonction de la charge imposée ne peut plus être négligée. Le traitement de cette
non-linéarité nécessite l’utilisation d’une formulation lagrangienne totale. Celle-ci
consiste à écrire les équations de mouvement sur la configuration initiale. Cette
formulation sera détaillée dans le chapitre 2.

• Non-linéarité matérielle

La non-linéarité matérielle correspond aux phénomènes non-linéaires inhérents à
loi de comportement reliant les contraintes aux déformations. Les nappes du pneu-
matique et la bande de roulement sont composés de mélanges de caoutchoucs na-
turels et synthétiques. Ce mélange a une loi de comportement visco-hyperélastique
non linéaire. La formulation mathématique de ce type de lois de comportement est
abordée dans le chapitre 2 en mentionnant des modèles utilisés dans la simulation
du comportement des caoutchoucs des pneumatiques.
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Figure 1.21 – La décomposition ALE [Nackenhorst 2004].

• Non-linéarité de conditions aux limites

La non-linéarité de conditions aux limites correspond aux problèmes de contact
mécanique et aux phénomènes de frottement. L’interaction entre le pneumatique et
la chaussée joue un rôle déterminant dans l’estimation des performances du pneu-
matique (adhérence, résistance au roulement, usure, bruit...). La simulation de la
réponse dynamique du pneumatique nécessite par conséquent une bonne modélisa-
tion du contact avec la chaussée. Le chapitre 3 est consacré à l’introduction à la
mécanique du contact et les techniques numériques utilisées dans la résolution des
problèmes de contact.

1.4.3 Formulation ALE

La formulation arbitrairement lagrangienne-eulérienne (ALE) consiste à décom-
poser la cinématique du solide en une rotation rigide et sa déformation. Les équations
de mouvement sont alors écrites sur une configuration de référence définie comme
l’image de la configuration initiale donnée par la rotation rigide comme illustré sur
la figure 1.21. La description de la rotation est effectuée avec une approche eulé-
rienne tandis que la description de la déformation est réalisée avec une approche
lagrangienne. La formulation ALE est introduite dans [Hughes 1981] comme une
approche de description des problèmes de couplage fluide-structure.

L’observateur ALE est attaché à l’axe de rotation du pneumatique et visualise
la déformation des points spatiaux de la configuration de référence contrairement
à l’observateur lagrangien qui suit le mouvement des particules matérielles de la
configuration initiale. Cette formulation permet de calculer facilement la configura-
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Figure 1.22 – Maillage ALE et une déformée modale [Gregoriisab 2019].

tion du roulage stationnaire des pneus axisymétriques en transformant les dérivées
temporelles par des opérateurs gradient. Un autre avantage majeur de cette formu-
lation est de mailler finement le voisinage de la zone de contact (à priori connu)
et de conserver un maillage grossier sur le reste de la structure (figure 1.22.a). Ce
maillage permet de gagner en temps de calcul sans perdre en précision par rapport
à une approche lagrangienne classique.

La formulation mathématique et les techniques numériques associées au roulage
stationnaire peuvent être trouvées dans [Nackenhorst 2004, Rahier 1991]. La réponse
vibratoire générée par l’excitation de la rugosité de la chaussée peut être calculée avec
la superposition modale (figure 1.22.b) en perturbant la configuration stationnaire.
Cette stratégie numérique est par exemple utilisée pour simuler l’influence de la
chaussée sur le bruit de roulement [Diaz 2016, Gregoriisab 2019]. Cette formulation
reste valable que pour les pneus axisymétriques et s’avère par conséquent inappli-
cables sur les pneus sculptés. L’homogénéisation de la sculpture de la bande de rou-
lement et des nappes de l’architecture du pneumatique [Beyer 2016, Krmela 2016]
apparaît comme une solution pour utiliser la formulation ALE sur des pneus sculp-
tés. Cependant, la mise en place d’un opérateur d’homogénéisation adapté aux pro-
blèmes de simulation de bruit extérieur n’est pas évidente.

1.4.4 Rayonnement acoustique

Le bruit de roulement généré par les vibrations solidiennes du pneumatique est
calculé en résolvant le problème de rayonnement acoustique schématisé sur la figure
1.23. En ce sens, la vitesse des vibrations sur la frontière représente la condition aux
limites du problème acoustique [Brinkmeier 2007]. Soit B un solide vibrant sur le
plan SR. La surface du solide est notée SN .
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Figure 1.23 – Problème de rayonnement acoustique [Brinkmeier 2007].

La composante harmonique de la pression acoustique p associée à la fréquence
ω dans les domaines Ωi et Ωe est la solution du problème de Helmholtz suivant :

∆p+ k2p = 0 (1.9)

k = ω/c est le nombre d’onde et c est la vitesse de propagation de l’onde. Soit n

la normale des surfaces SR et SN . Les conditions aux limites harmoniques imposées
sont données par :

∂p

∂n
= −iωρvn sur SN

∂p

∂n
= −iαkp sur SR

(1.10)

vn est la vitesse normale définie sur la frontière du solide vibrant, ρ est la densité
du fluide et α est le coefficient d’absorption du plan SR. Une condition de Sommer-
feld peut être appliquée sur la frontière ΓX ou une couche PML [Johnson 2021]
peut être ajoutée afin d’éviter les phénomènes de réflexion d’ondes et simuler la
propagation dans un domaine infini. Une stratégie de discrétisation adaptée pour
le problème de rayonnement acoustique consiste à utiliser la méthode des éléments
finis dans le domaine Ωi et d’utiliser la méthode des éléments infinis dans le domaine
Ωe [Autrique 2006].

Le problème de rayonnement acoustique présenté permet de simuler le bruit
de roulement généré par les mécanismes d’origine solidienne. La prise en compte
des mécanismes aérodynamiques de génération et d’amplification du bruit de rou-
lement exige l’utilisation des techniques de simulation associées à la mécanique des
fluides. Le lecteur intéressé par ces aspects de simulation peut consulter les ouvrages
[Conte 2008, Wang 2018] pour plus de détails.
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Figure 1.24 – Résultat de la simulation du rayonnement acoustique
[Brinkmeier 2007].



1.5. Conclusion 31

1.5 Conclusion

L’étude bibliographique du bruit de roulement proposée dans ce chapitre dé-
montre la complexité de la modélisation complète de celui-ci. En effet, elle nécessite
l’intégration des différents phénomènes physiques exposés auparavant et schématisés
sur la figure 1.25. L’impact mécanique de la bande de roulement sur la chaussée et
le pompage d’air sont considérés comme les principaux mécanismes de génération
du bruit de roulement. Ce dernier est amplifié par les phénomènes de résonance
dûs aux effets géométriques du roulage (coins d’air, sillons). Les conditions de rou-
lage et les propriétés des pneumatiques et du revêtement de la chaussée ont un
impact significatif sur le bruit de roulement. Les différentes approches de simulation
de la réponse dynamique du pneumatique ont été exposées et complétées avec la
présentation succincte du problème de rayonnement acoustique. Ce projet de thèse
s’intéresse à la modélisation par éléments finis d’une partie du bruit de roulement.
Celle-ci correspond à la réponse vibratoire induite par l’excitation de la sculpture
de la bande de roulement (brique rouge de la figure 1.25).

Figure 1.25 – Schématisation des différents aspects du bruit roulement.
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2.1 Introduction

Le concept de milieu continu est une modélisation physique macroscopique issue
de l’expérience courante. Sa validité est déterminée suivant la nature des problèmes
abordés et en fonction de l’échelle des phénomènes étudiés. La formulation mathé-
matique de ce concept consiste à représenter un système mécanique par un volume
composé de particules. L’état géométrique de ces particules est caractérisé par la
seule connaissance de leur position comme dans le cas de la mécanique du point.
La perception intuitive de la continuité du milieu se réfère à l’évolution du système
dans lequel des particules initialement voisines restent voisines.

Ce chapitre est consacré à une introduction succincte des concepts de la méca-
nique des milieux continus avec les formulations mathématiques associées. Le cadre
de l’hyperélasticité est détaillé et complété avec la mise en équation du modèle vis-
coélastique. Les principes de conservation sont abordés et manipulés pour mettre en
place les équations de mouvement. Ensuite, la méthode des éléments finis permet-
tant la discrétisation spatiale du problème continu est exposée. Enfin, la méthode de
l’intégration temporelle utilisée dans la recherche de solutions temporelles est pré-
sentée. Les différents concepts et techniques numériques introduits dans ce chapitre
seront employés dans la mise en place de la méthodologie proposée dans ce travail
de thèse.
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2.2 Notions de la théorie de la MMC

Cette première partie sert à poser les premières notions utiles à la description de
la dynamique d’un milieu continu. Dans un premier temps, le concept de référentiel
permettant de suivre l’évolution d’un système est introduit. Ensuite, la notion de
configuration du système est définie et s’avère utile dans le cadre des grandes trans-
formations. Enfin, les descriptions lagrangienne et eulérienne utilisées pour suivre
l’évolution d’un milieu continu sont présentées.

2.2.1 Référentiel

La formulation mathématique des concepts de la mécanique des milieux continus
nécessite la description et le repérage du système étudié tout au long de son évolu-
tion temporelle. La notion de référentiel permet justement à mettre en place cette
description en introduisant le concept d’observateur. Une chronologie est d’abord
fixée comme l’échelle du temps valable pour tous les observateurs. Le référentiel est
alors défini comme l’ensemble des points de l’espace euclidien animés du mouvement
de corps rigide de l’observateur. Le référentiel, noté R, est dit lié à l’observateur.
Afin de repérer les positions spatiales des particules du système dans un référentiel
R, un repère R d’origine O est utilisé. Ce repère, animé du mouvement de corps
rigide du référentiel R, peut être considéré comme matérialisant R. Dans un référen-
tiel R, changer le repère R pour le repère R′ consiste à effectuer une transformation
de coordonnées sur les composantes des grandeurs (vecteurs ou tenseurs) utilisées
dans la description du mouvement du système.

2.2.2 Configurations du système

L’état du système S à l’instant t dans un référentiel R est appelé configuration
de ce système. Cette configuration est désignée de façon générique par la configura-
tion actuelle. Cette dernière est décrite par l’ensemble des positions repérées dans
le référentiel R de ses particules. Le volume occupé par cette configuration est noté
Ωt de frontière ∂Ωt. Les coordonnées des particules de cette configuration sont dé-
signées par x.

La configuration du système mécanique à un instant t0 fixé est appelée configu-
ration de référence. L’instant t0 est souvent choisi comme l’instant initial t0 = 0.
Dans ce cas, la configuration de référence pourra aussi être appelée configuration
initiale. Cette configuration occupe un volume Ω de frontière ∂Ω. Les coordonnées
des particules de cette configuration sont désignées par X.

2.2.3 Description lagrangienne

La description lagrangienne ou matérielle consiste à identifier les particules
constitutives du système par leur position géométrique dans la configuration de
référence. La valeur de toute grandeur physique dans la configuration actuelle est
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alors exprimée en fonction de la position de la particule dans la configuration de
référence et de l’instant actuel. Ainsi, le vecteur position x de la particule située
initialement en X est donné par

x = ϕ(X, t) (2.1)

Cette description est adaptée à la mécanique des solides en grandes déformations
puisque la configuration de référence ne plus être confondue avec la configuration dé-
formée comme dans le cadre de l’élastodynamique linéaire. Elle sera par conséquent
retenue pour la suite.

2.2.4 Description eulérienne

La description eulérienne ou spatiale consiste à étudier le mouvement d’un milieu
continu à l’intérieur d’un volume géométrique donné. En effet, cette description se
place sur la configuration actuelle et les variables spatiales qui y apparaissent ont
une signification purement géométrique. Un point géométrique occupant la position
x à l’instant t a pour vitesse v(x, t). La détermination du champ des vitesses dans
le volume considéré aux différents instants est le problème à résoudre. Le champ de
vitesse n’est pas la seule inconnue à déterminer puisque la masse volumique et la
contrainte peuvent aussi varier à l’intérieur du volume étudié. Cette description est
plus souvent utilisée dans les problèmes de mécanique des fluides car elle permet de
calculer facilement la variation spatiale d’une propriété du fluide au temps t. Les
descriptions lagrangienne et eulérienne sont équivalentes.
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2.3 Cinématique

Cette section est consacrée à la description mathématique de la déformation d’un
solide dans l’intervalle [0, T ] dont l’intérieur de sa configuration de référence est noté
Ω. L’adhérence Ω coïncide avec le domaine occupé par la structure au temps t = 0.
Une description lagrangienne est utilisée afin de traiter la non linéarité géométrique.
Les grandeurs cinématiques sont alors décrites par rapport aux points matériels de
la configuration de référence. La position d’un point matériel X est une variable
indépendante et la résolution des équations de mouvement consiste alors à trouver
la position ϕ(X, t) = x du point matériel dans la configuration déformée ou bien le
déplacement u(X, t).

ϕ :

{
Ω× [0, T ]→ Ωt

(X, t) 7→ ϕ(X, t) = x
(2.2)

À chaque instant t ∈ [0, T ], l’application X 7→ ϕ(X, t) est injective sur Ω pour
une raison de non-interpénétration du matériau dans lui-même. Cependant, cette
application n’est pas forcément injective sur Ω afin de permettre des phénomènes
d’auto-contact.

Figure 2.1 – Déformation de la configuration de référence Ω.

Le déplacement d’un point matériel est défini par (figure 2.1) :

u(X, t) = x−X (2.3)

Un tenseur essentiel permettant la description de la déformation du solide dans
le contexte de la MMC est le tenseur de gradient de déformation F. Celui-ci est
défini comme la dérivée de la position d’un point de la configuration déformée par
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rapport à son antécédent dans la configuration de référence. Le gradient par rapport
aux coordonnées de la configuration de référence (respectivement actuelle) est noté
∇X (respectivement ∇x).

F =
∂x

∂X
(X, t)

= I +
∂u

∂X
(X, t)

= I +∇Xu(X, t)

(2.4)

I est le tenseur d’unité d’ordre 2. Ce tenseur permet de suivre la transforma-
tion géométrique d’un élément de longueur dX de la configuration de référence. Sa
longueur dans la configuration actuelle est notée dx.

dx = F(X, t)dX (2.5)

En plus, la fonction de déformation respecte l’orientation des champs de vecteurs
afin d’interdire un retournement du domaine sur lui-même. Ceci permet d’avoir
det F > 0. Cette quantité représente aussi la transformation volumique entre les
deux configurations.

dΩt = det FdΩ

= J(X, t)dΩ
(2.6)

L’incompressibilité du matériau peut alors être formulée comme une contrainte
cinématique de la façon suivante :

det F = 1 (2.7)

D’autre part, le tenseur de déformation permet aussi de suivre la transformation
d’un élément surfacique entre les deux configurations selon la formule de Nanson.

dΓt = JF−ᵀdΓ : (2.8)

dΓ = dΓN (respectivement dΓt = dΓtn) est un élément surfacique de la confi-
guration de référence (respectivement actuelle) défini par la normale extérieure N

(respectivement n).

Le théorème de la décomposition polaire permet de séparer la transformation en
une rotation rigide et une déformation pure.

F = RU = VR (2.9)

R est une matrice orthogonale de rotation et U est un tenseur symétrique défini
positif représentant la déformation. Les tenseurs d’allongement à gauche U ou à
droite V sont déjà deux mesures possibles des grandes déformations qui sont définies
directement par la factorisation polaire. Cependant, il est plus pratique d’utiliser
d’autres mesures de déformation n’exigeant pas le passage par la décomposition
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polaire et le calcul de la matrice de rotation. Dans ce sens, l’orthogonalité du tenseur
de rotation permet de construire le tenseur des dilatations de Cauchy noté C et défini
par :

C = FᵀF

= UᵀRᵀRU

= UᵀU

= U2

(2.10)

Le tenseur des dilatations représente une mesure objective des déformations. En
effet, il reste invariant par rapport aux mouvements des corps rigides contrairement
au tenseur du gradient de transformation. Le tenseur de dilatation recèle toutes les
informations concernant la différence de métrique entre la configuration de référence
et la configuration actuelle.

dx · dx = dX ·CdX (2.11)

Afin de s’assurer que la mesure de la déformation est nulle pour des transforma-
tions rigidifiantes (C = I), la différence entre le tenseur de dilatation et le tenseur
identité est choisie comme mesure de déformation. Ceci permet d’introduire le ten-
seur de Green-Lagrange noté E et défini par :

E =
1

2
(FᵀF− I) =

1

2
(C− I) (2.12)

Le tenseur de Green-Lagrange est souvent utilisé en grandes transformations
pour mesurer les déformations. Il existe d’autres tenseurs pour décrire les déforma-
tions comme le tenseur d’Euler-Almansi qui représente l’équivalent du tenseur de
Green-Lagrange en description spatiale. Le tenseur logarithmique est par exemple
utilisé dans le cadre des déformations inélastiques.

La vitesse, dans le référentiel R, de la particule identifiée par sa position X dans
la configuration de référence est calculée à travers la dérivée particulaire. Cette
dernière est égale à la dérivée partielle par rapport au temps en description lagran-
gienne.

u̇(X, t) =
du

dt
(X, t)

=
∂u

∂t
(X, t)

(2.13)

De la même manière, l’accélération de la particule est définie par :

ü(X, t) =
d2u

dt2
(X, t)

=
∂2u

∂t2
(X, t)

(2.14)
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Le calcul de la dérivée particulaire en description eulérienne n’est pas aussi simple
que celui en description lagrangienne puisque les grandeurs mécaniques sont défi-
nies en fonction des positions géométriques de la configuration actuelle. La dérivée
particulaire d’une grandeur b(x, t) défini en description eulérienne est donnée par :

ḃ(x, t) =
db

dt

=
∂b

∂t
(x, t) +∇xb(x, t)v(x, t)

(2.15)

La formule 2.15 montre que la dérivée particulaire en description eulérienne est
la somme de deux contributions. Le premier terme correspond à la variation de
la grandeur b(x, t) au point géométrique x en fonction du temps. Il représente la
seule cause de variation de la grandeur si la particule est immobile à l’instant t. Le
second terme correspond à la variation de la grandeur b(x, t) due au mouvement de
la particule dans le référentiel, c’est-à-dire à son transport convectif. Il constitue la
seule cause de variation de la grandeur si le champ est stationnaire à l’instant t. Ce
second terme est appelé terme de convection. L’accélération a(x, t) en description
eulérienne peut alors être calculée en utilisant la formule 2.15 comme suit :

a(x, t) =
dv

dt
(x, t)

=
∂v

∂t
(x, t) +∇xv(x, t)v(x, t)

(2.16)
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2.4 Contraintes

Le champ des contraintes traduit les efforts de cohésion interne s’exerçant à
travers un élément de surface interne et virtuel. Autrement dit, une contrainte ac-
tuelle en une particule P ayant x comme coordonnées sur une facette matérielle
dΓt de normale actuelle n est définie comme la force surfacique actuelle t(n,x, t)

qui s’exerce en x sur la frontière de tout sous-domaine passant par P et de normale
unitaire extérieure n. La force élémentaire df qui s’exerce sur la surface élémentaire
dΓt de normale n est définie par :

df = t(n,x, t)dΓt (2.17)

Le théorème de Cauchy, qui consiste à appliquer le théorème de la résultante
dynamique à un domaine matériel tétraédrique que l’on fait tendre d’une certaine
manière vers un volume nul, prouve l’existence d’un tenseur d’ordre 2 noté σ désigné
par le tenseur de contraintes de Cauchy et défini par :

t = σn (2.18)

Le tenseur de Cauchy représente bien les contraintes à l’intérieur de la structure
dans la configuration déformée. Les termes diagonaux sont les contraintes normales
et les termes hors diagonale représentent les contraintes de cisaillement. La formu-
lation lagrangienne impose la définition des grandeurs mécaniques dans la configu-
ration de référence. La force élémentaire peut être transposée dans la configuration
de référence en utilisant la formule de Nanson exposée auparavant.

df = σndΓt

= JσF−ᵀNdΓ
(2.19)

Ce changement de configuration permet de définir le premier tenseur de Piola-
Kirchhoff comme suit :

P = JσF−ᵀ (2.20)

Ce tenseur mixte, mi-lagrangien mi-eulérien, permet ainsi d’associer les efforts de
cohésion de la configuration actuelle avec les éléments de surface de la configuration
de référence. Cette contrainte est aussi appelée contrainte de l’ingénieur puisque
celle-ci est simple d’accès par la mesure. Il est aussi possible de construire un tenseur
de contraintes défini purement sur la configuration de référence. En transformant le
vecteur d’effort df ,

df0 = F−1df

= JF−1σF−ᵀNdΓ
(2.21)

Le deuxième tenseur de Piola-Kirchhoff S est alors défini de la façon suivante :

S = F−1P

= JF−1σF−ᵀ
(2.22)

Contrairement au tenseur de Cauchy, les termes des deux tenseurs de Piola
n’ont pas de sens physique étant donné que ceux-ci sont reliés à la configuration de
référence.
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2.5 Loi de comportement

Les tenseurs utilisés pour caractériser les déformations et les contraintes ont été
présentés précédemment. La loi de comportement relie les contraintes avec les dé-
formations. La bande de roulement des pneumatiques est composée d’un mélange
de caoutchoucs. Ce type de matériau a un comportement hyperélastique. Sa loi de
comportement est définie dans cette partie. Ensuite, la loi de comportement est
complétée en introduisant le cadre viscoélastique afin de fournir le cadre complet de
la modélisation des lois de comportement des mélanges de caoutchoucs des pneu-
matiques. Les ouvrages [Le Tallec 1994, Fortin 2020] sont utilisés dans la rédaction
de cette section.

2.5.1 Hyperélasticité

Un matériau est dit élastique si et seulement si le tenseur des contraintes P au
point X ne dépend que de X et du tenseur de gradient de transformation F. Il existe
alors une fonctionnelle T tel que :

T : (X,F) ∈ Ω×M+ 7→ P = T (X,F) ∈ R3×3 (2.23)

Avec M+ =
{
F ∈ R3×3, det F > 0

}
. La relation P = T (X,F) est appelée loi de

comportement. Cette loi doit être définie pour chaque point X ∈ Ω et pour chaque
tenseur de gradient de transformation conservant l’orientation des vecteurs F ∈M+.
Le matériau est dit homogène si T ne dépend pas de la position X.

Un matériau est dit hyperélastique si et seulement si pour toute déformation de
la forme :

ϕ(X, t) = F(t)X + c(t) ∀(t,X) ∈ [0, τ ]× Ω

et τ -périodique :

ϕ(0,X) = ϕ(τ,X) ∀X ∈ Ω

le travail fourni par le matériau compressible au cours d’une période est nul :∫ τ

0

∫
Ω
T (X, F ) : Ḟ dΩ dt = 0

Pour un matériau hyperélastique, il existe une fonctionnelle d’énergie emma-
gasinée Ψ : Ω×M+ 7→ R continûment différentiable par rapport à son deuxième
argument, tel que :

T (X,F) =
∂Ψ

∂F
(X,F)

La démonstration peut être trouvée dans [Le Tallec 1994].
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2.5.1.1 Forme indépendante du référentiel

L’énergie élastique doit être indépendante du choix de référentiel. En effet, Ψ

ne doit pas dépendre du repère où la déformation est observée. Pour toute rotation
Q ∈ SO+

3 , le changement de variable de ϕ vers Qϕ ne doit pas altérer la valeur de
Ψ.

Ψ(X,QF) = Ψ(X,F)

En prenant Q = C1/2 · F−1

Ψ(X,F) = Ψ(X,FᵀF) = Ψ(X,C) (2.24)

L’indépendance par rapport au référentiel permet d’exprimer l’énergie comme
une fonction du tenseur de dilatation C. La loi de comportement est alors donnée
par :

P =
∂Ψ

∂F
= 2F

∂W

∂C
(2.25)

Le deuxième tenseur de Piola-Kirchhoff est alors donné par :

S = 2
∂W

∂C
(2.26)

2.5.1.2 Isotropie

Un matériau hyperélastique est dit isotrope si pour toute rotation Q ∈ SO+
3 ,

l’énergie emmagasinée vérifie

Ψ(X,FQ) = Ψ(x,F) ∀F ∈M+

Cette définition permet de démontrer que Ψ peut être défini à partir des inva-
riants de C

Ψ(X,F) = W (X, I1(C), I2(C), I3(C)) (2.27)

Avec

I1(C) = tr(C), I2(C) =
1

2
(tr(C)2 − tr

(
C2
)
), I3(C) = det(C)

La relation entre le tenseur de déformations et celui des contraintes est non
linéaire. Par conséquent, il est nécessaire d’établir le tenseur d’élasticité d’ordre 4
qui va servir dans la résolution des équations de mouvement.

C =
∂S

∂E
=

∂2W

∂E∂E
(2.28)

Ce tenseur est nécessaire dans la résolution du problème variationnel non-linéaire
issu des équations d’équilibre local avec la méthode de Newton.
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2.5.1.3 Exemples

Après avoir introduit le cadre théorique de la loi de comportement des matériaux
hyperélastiques, des exemples de ces lois sont donnés ci-après.

Le modèle de Saint-Venant Kirchhoff est la généralisation aux grandes défor-
mations de la loi de Hooke utilisée dans le cadre de l’élasticité linéaire. L’énergie de
déformation WSVK est définie par :

WSVK =
λ

2
(tr E)2 + µE : E (2.29)

λ et µ sont les coefficients de Lamé et peuvent être exprimés en fonction du
module de Young E et du coefficient de Poisson ν comme suit :

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
µ =

E

2(1 + ν)
(2.30)

Le deuxième tenseur de Piola-Kirchhoff s’exprime en fonction du tenseur de
déformations de Green-Lagrange de la façon suivante :

S = λ tr(E)I + 2µE (2.31)

Le tenseur d’élasticité C d’ordre 4 est alors donné par :

C = λI⊗ I + 2µI (2.32)

I est le tenseur d’identité d’ordre 4.

Un autre modèle de matériau hyperélastique est le modèle Néo-Hookéen pour
lequel l’énergie de déformation WNH est donnée par :

WNH =
µ

2
(tr C− 3)− µ ln J +

λ

2
(ln J)2

=
µ

2
(I1 − 3) +

λ

8
(ln I3)2 − µ

2
ln I3

(2.33)

de sorte que :

S = µ(I−C−1) +
λ

2
(ln I3)C−1 (2.34)

Le tenseur d’élasticité C d’ordre 4 est alors calculé comme suit :

C = (λ ln I3 − 2µ)J + λC−1 ⊗C−1 (2.35)

J est le tenseur d’ordre 4 défini par :

Jijkl = −1

2
(C−1

ik C−1
jl + C−1

il C−1
jk ) (2.36)

Il existe d’autres modèles de matériaux hyperélastiques et leur utilisation dépend
de l’application recherchée. Le modèle de Mooney-Rivlin est souvent utilisé pour
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ke, le

A B

Figure 2.2 – Modèle rhéologique de Zener d’un matériau viscoélastique.

décrire la déformation des mélanges de caoutchoucs qui composent la structure des
pneumatiques. Son énergie de déformation WMR est définie par :

WMR = C1(I1 − 3) + C2(I2 − 3) (2.37)

C1 et C2 sont les modules d’élasticité du matériau et sont déterminés expéri-
mentalement. La loi de comportement de Mooney-Rivlin est alors donnée par :

S = 2(C1 + C2I1)I− 2C2C (2.38)

Le tenseur d’élasticité d’ordre est donnée par :

C = 4C2(I⊗ I− I) (2.39)

2.5.2 Viscoélasticité

L’hypothèse d’hyperélasticité ne permet pas de prendre en compte l’historique
de déformations des matériaux. La loi de comportement est alors complétée en intro-
duisant le cadre viscoélastique [Le Tallec 1993]. La modélisation de la viscoélasticité
est basée sur le modèle rhéologique de Zener illustré sur la figure 2.2. L’expression
du tenseur des contraintes en fonction du tenseur des dilatations de Cauchy s’inspire
de la relation entre la force f appliquée en A et B et l’élongation du système l.

Ce système est composé de deux branches parallèles. La première est purement
élastique et composée d’un ressort de raideur k0 d’élongation l. La deuxième branche
est partiellement visqueuse. Celle-ci se compose d’un ressort de raideur ke d’élon-
gation le et d’un vérin de coefficient de viscosité ν d’élongation lv. L’évolution de
la force exercée entre les extrémités A et B du système est décrite par le système
d’équations : 

f = k0l + kele

νl̇ν = kele

l = le + lν

(2.40)
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Dans le cadre des grandes déformations, une décomposition multiplicative des
déformations est utilisée pour généraliser en trois dimensions le modèle rhéologique
de Zener. Le tenseur des déformations F se décompose par analogie en une partie
visqueuse Fv et une partie élastique Fe.

F = FeFv (2.41)

La décomposition polaire de la partie élastique du tenseur des déformations
donne :

Fe = R(Fᵀ
eFe)

1/2

= RC1/2
e

(2.42)

R est la matrice de rotation et Ce désigne le tenseur de dilatation de Cauchy de
la partie élastique des déformations. La même décomposition polaire est appliquée
sur la partie visqueuse en supposant que la rotation associée à la décomposition de
Fv a été reportée dans Fe.

Fv = C1/2
v (2.43)

Cv désigne le tenseur de dilatation de Cauchy de la partie visqueuse des défor-
mations. Le tenseur de dilatation de Cauchy peut être exprimé de la façon suivante :

C = Fᵀ
vF

ᵀ
eFeFv

= C1/2
v CeC

1/2
v

(2.44)

Ainsi, toute déformation du matériau est associée à deux champs de tenseurs
de Cauchy-Green C et Cv. Ces deux tenseurs permettent de définir le tenseur de
Cauchy-Green de la déformation élastique de la branche visqueuse par :

Ce = C−1/2
v CC−1/2

v (2.45)

L’énergie de déformation du matériau caractérisée par C et Cv est définie par
analogie avec le modèle de Zener.

W (C,Cv) = W0(C) +We(C
−1/2
v CC−1/2

v ) (2.46)

W0 est l’énergie de déformation de la branche élastique et We désigne l’énergie
de déformation de la branche visqueuse.

Afin de compléter la généralisation du modèle de Zener aux grandes déforma-
tions, la formulation mathématique de la dissipation due à la branche visqueuse est
introduite. Une variation δCv de Cv induit une énergie de dissipation sous la forme
φ(Ċv) : δCv où φ(Ċv) désigne le potentiel de dissipation. Le second principe de la
thermodynamique impose :

φ(Ċv) : Ċv ≥ 0 ∀Ċv (2.47)
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Un choix classique de la forme du potentiel de dissipation est donné par
[Lubliner 1985] :

φ(Ċv) = −ν ∂
∂t

(C−1
v ) (2.48)

Ce choix est intéressant puisque le paramètre ν est facilement identifiable grâce
aux mesures expérimentales. Afin de vérifier que le choix du potentiel respecte le
second principe de la thermodynamique, la quantité φ(Ċv) : Ċv est explicitée en
dérivant par rapport au temps la relation CvC

−1
v = I comme suit :

∂

∂t
(Cv)C

−1
v + Cv

∂

∂t
(C−1

v ) = 0 (2.49)

Ainsi,
∂

∂t
(C−1

v ) = −C−1
v

∂

∂t
(Cv)C

−1
v (2.50)

Le potentiel de dissipation est alors donné par :

φ(Ċv) = νC−1
v ĊvC

−1
v (2.51)

Le second principe de la thermodynamique est respecté puisque :

φ(Ċv) : Ċv = νDv : Dv ≥ 0 (2.52)

Dv est le tenseur de déformations visqueuses donné par :

Dv = C−1/2
v ĊvC

−1/2
v (2.53)

La loi de comportement viscoélastique est alors obtenue en supposant que la
dissipation correspond exactement à la diminution de l’énergie élastique du système :

− ν ∂
∂t

(C−1
v ) = − ∂W

∂Cv
(2.54)

La variable interne A = C−1
v caractérisant la déformation visqueuse est intro-

duite et le bilan d’énergie est réécrit de la façon suivante :

νC−1
v ĊvC

−1
v = C−1

v

∂W

∂A
(C,A)C−1

v (2.55)

En multipliant l’équation 2.55 à gauche et à droite par Cv :

ν
∂

∂t
(A−1) =

∂W

∂A
(C,A) (2.56)

L’équation 2.56 est une équation différentielle de premier ordre en temps et
permet alors d’ajouter une dépendance temporelle à la loi de comportement.
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2.6 Équations d’équilibre en grandes transformations

Dans le cadre de la mécanique non linéaire, où les déplacements ne sont plus
suffisamment petit pour confondre la configuration de référence et la configuration
actuelle, la forme des équations d’équilibre dépend de la description choisie. La
formulation mathématique des principes de conservation de la masse, du moment
linéaire et du moment angulaire permet d’obtenir les équations de mouvement. Ces
équations, jointes à la loi de comportement et aux conditions initiales, définissent le
problème à résoudre pour prédire l’évolution temporelle du système étudié.

2.6.1 Conservation de la masse

La conservation de la masse de tout système matériel au cours des transforma-
tions qu’il subit est un principe fondamental de la mécanique classique. La notion
de milieu continu implique que la masse m d’un système matériel occupant un vo-
lume Ωt dans la configuration actuelle s’obtienne comme l’intégrale d’une densité
volumique finie, appelée masse volumique et désignée par ρ(x, t).

m =

∫
Ωt
ρ(x, t)dΩt (2.57)

Le principe de conservation de la masse implique que pour tout système matériel,

∀Ωt dm
dt

=

∫
Ωt

(
∂ρ

∂t
+ ρ divu̇)dΩt

= 0

(2.58)

Ainsi,
∂ρ

∂t
+ ρ divu̇ = 0 (2.59)

L’équation 2.59 traduit la conservation de la masse et est aussi appelée équation
de continuité. Le principe de la conservation de la masse peut aussi être exprimé sur
la configuration de référence avec un changement de variables.

m =

∫
Ωt
ρ(x, t)dΩt

=

∫
Ω
Jρ(ϕ(X, t), t)dΩ

=

∫
Ω
ρ0dΩ

(2.60)

Le principe de conservation de la masse en description matérielle est alors donné
par :

∀Ω dm
dt

=

∫
Ω
ρ̇0dΩ

= 0

(2.61)
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La formulation locale du principe de conservation de la masse en description
matérielle est donnée par :

ρ̇0 = 0 (2.62)

2.6.2 Conservation du moment linéaire

La conservation du moment linéaire en description spatiale stipule que la dérivée
particulaire temporelle du moment linéaire est égale à la somme des efforts extérieurs
agissant sur le système mécanique.

∀Ωt d
dt

∫
Ωt
ρu̇dΩt =

∫
Ωt

gdΩt +

∫
∂Ωt

fdΓt (2.63)

f désigne la pression surfacique appliquée sur la frontière ∂Ωt dans la configura-
tion actuelle et g représente la force volumique extérieure agissant sur le système.
En appliquant le théorème de transport de Reynolds et l’équation de la conservation
de la masse sur le terme à gauche et le théorème de la divergence de Gauss sur le
terme à droite de l’équation 2.63, l’équation de la conservation du moment linéaire
en description spatiale est exprimée de la façon suivante :

∀Ωt

∫
Ωt
ρüdΩt =

∫
Ωt

(∇x · σ + g)dΩt (2.64)

La conservation du moment linéaire peut s’écrire sur la configuration de référence
avec le même changement de variables utilisé précédemment pour la conservation
de la masse :

∀Ω d
dt

∫
Ω
ρ0u̇dΩ =

∫
Ω

g0dΩ +

∫
∂Ω

f0dΓ (2.65)

f0 et g0 représentent respectivement la force surfacique et la force volumique
appliquées sur la configuration de référence et sont définies à partir de f et g comme
suit :

g0 = Jg

f0 = J ||F−1N||f
(2.66)

Le même raisonnement utilisé en description spatiale permet d’obtenir l’équation
de conservation du moment linéaire suivante :

∀Ω
∫

Ω
ρüdΩ =

∫
Ω

(∇X ·P + g0)dΩ (2.67)

L’équation de conservation 2.64 (respectivement 2.67) est valide pour tout do-
maine spatial (respectivement matériel). Ainsi, les formulations locales du principe
de conservation du moment linéaire en description spatiale et matérielle sont données
par :

ρü =∇x · σ + g

ρ0ü =∇X ·P + g0

(2.68)

Ces deux équations représentent la formulation forte des équations d’équilibre
local du système étudié.
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2.6.3 Conservation du moment angulaire

Le principe de conservation du moment angulaire stipule que la dérivée tempo-
relle du moment angulaire calculé par rapport à un point fixe est égale à la somme
des moments appliqués sur le système mécanique. La formulation intégrale de ce
principe en description spatiale est donnée par :

∀Ωt d
dt

∫
Ωt

(ρx× u̇)dΩt =

∫
Ωt

(x× g)dΩt +

∫
∂Ωt

(x× f)dΓt (2.69)

Le changement de variables utilisé auparavant permet d’écrire le principe de
conservation du moment angulaire sur la configuration de référence.

∀Ω d
dt

∫
Ω

(ρ0x× u̇)dΩ =

∫
Ω

(x× g0)dΩ +

∫
∂Ω

(x× f0)dΓ (2.70)

Les deux équations 2.69 et 2.70 imposent la symétrie du tenseur de Cauchy σ
et du deuxième tenseur de Piola-Kirchhoff S.

σᵀ = σ

Sᵀ = S
(2.71)

2.6.4 Formulation forte des équations d’équilibre

Les équations de mouvement en mécanique non linéaire d’un solide déformable
est la synthèse des concepts présentés auparavant. La conservation du moment li-
néaire permet de relier la variation des grandeurs cinématiques avec les contraintes.
La conservation du moment angulaire impose la symétrie du tenseur des contraintes.
Ces principes de conservation sont complétés par une loi de comportement qui per-
met de fermer le problème mécanique. Ces équations sont complétées par les condi-
tions aux limites que la solution doit respecter sur le bord. Le bord ∂Ω est composé
de Γu où un déplacement ud est imposé, de Γσ où une force surfacique f0 est imposée
et Γp où une pression suiveuse (σ · n = pn) est imposée. Cette dernière suit la di-
rection de la normale de la configuration actuelle (contrairement à une condition de
Neumann classique) et sera utilisée par la suite dans la modélisation de la pression
de gonflage du pneumatique. Les différentes partitions de ∂Ω sont disjointes.

Γu ∪ Γσ ∪ Γp = ∂Ω, Γu ∩ Γσ = ∅, Γu ∩ Γp = ∅, Γp ∩ Γσ = ∅ (2.72)

Les équations d’équilibre local écrites sur la configuration de référence sont don-
nées par : 

∇X ·P + g0 = ρ0ü dans Ω × [0, T ]

u = ud sur Γu× [0, T ]

PN = f0 sur Γσ × [0, T ]

PN = pJ(F−ᵀN) sur Γp× [0, T ]

(2.73)
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g0 représente le vecteur des forces volumiques. Une dépendance temporelle du
problème mécanique est constatée étant donné que l’accélération ü est présente
dans les équations de mouvement, il est alors nécessaire de compléter le problème
en considérant un déplacement initial u0 et une vitesse initiale v0.

u(X, 0) = u0(X) dans Ω

u̇(X, 0) = v0(X) dans Ω
(2.74)

Le problème défini ci-dessus constitue la formulation forte du problème de la
mécanique non linéaire. Le calcul de solutions analytiques n’est possible que pour
des rares cas où la géométrie est assez simple et avec des hypothèses très restrictives.
Cependant, il existe des méthodes numériques capables d’approximer la solution
dans un cadre plus général. C’est le cas de la méthode des éléments finis qui est
présentée dans la partie suivante.
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2.7 Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une méthode employée dans la résolution nu-
mérique des équations aux dérivées partielles modélisant les différents phénomènes
physiques. Elle permet notamment d’intégrer la complexité géométrique des sys-
tèmes étudiés contrairement à la méthode des différences finies. D’ailleurs, la mé-
thode des éléments finis peut être utilisée dans la résolution de plusieurs problèmes
physiques (mécanique, thermique, électromagnétisme...). Cependant, la méthode des
volumes finis reste plus adaptée pour la résolution des équations traduisant des lois
de conservation hyperboliques (mécanique des fluides). L’idée fondamentale de la
méthode des éléments finis consiste à construire une approximation simple des in-
connues pour transformer les équations continues en un système d’équations de
dimension finie. Cette approximation permet également de construire des opéra-
teurs discrets représentés par des matrices creuses optimisant le temps de calcul et
la mémoire de stockage à l’instar des autres schémas en espace dont les stencils sont
souvent compacts.

Dans un premier temps, les équations aux dérivées partielles (ou formulation
forte du problème) sont transformées en une formulation variationnelle (ou formu-
lation faible). La solution approchée est ensuite cherchée comme une combinaison
linéaire de fonctions données. Les fonctions considérées correspondent à des poly-
nômes d’interpolation qui génèrent un espace de dimension finie proche de l’espace
des fonctions dans lequel se trouve la solution. Cette combinaison permet de trans-
former la formulation faible continue en un système d’équations non linéaires de
dimension finie. La méthode de Newton, utilisée dans la résolution par un processus
itératif des équations obtenues, est par la suite présentée.

2.7.1 Formulation faible des équations d’équilibre

La première étape de la méthode des éléments finis consiste à trouver la formu-
lation faible des équations d’équilibre local. L’équation de mouvement est multipliée
par une fonction test w et une intégration sur Ω est ensuite effectuée :

∫
Ω

(∇X ·P + g0) ·wdΩ =

∫
Ω
ρ0ü ·wdΩ (2.75)

Une intégration par parties est effectuée sur l’intégrale du tenseur de contraintes
de Piola :∫

Ω
∇X ·P ·wdΩ =

∫
∂Ω

PN ·wdΓ−
∫

Ω
P :∇XwdΩ

=

∫
Γσ

f0 ·wdΓ +

∫
Γp

pJ(F−ᵀN) ·wdΓ−
∫

Ω
P :∇XwdΩ

(2.76)
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Le gradient de la fonction test apparaît après le développement de l’intégration
par parties. Les espaces fonctionnels, auxquels la solution u et les fonctions test w

appartiennent, sont introduits afin que les intégrales soient bien définies.

U =
{
u ∈ H1(Ω)| u = ud sur Γu

}
V =

{
u ∈ H1(Ω)| u = 0 sur Γu

} (2.77)

H1(Ω) est l’espace de Sobolev des fonctions dont la première dérivée faible ap-
partient à l’espace des fonctions d’énergie finie (L2(Ω)). U désigne l’espace des dépla-
cements cinématiquement admissibles et dépend du temps puisque le déplacement
imposé ud peut évoluer dans le temps. La formulation faible du problème mécanique
est donnée par :

Trouver u ∈ U∫
Ω
ρ0ü ·wdΩ +

∫
Ω

P :∇Xw dΩ =

∫
Ω

g0 ·w dΩ

+

∫
Γσ

f0 ·w dΓ +

∫
Γp

pJ(F−ᵀN) ·wdΓ ∀w ∈ V

(2.78)

Une solution de la formulation forte est naturellement une solution de la formu-
lation faible. Sous certaines hypothèses de régularité, la solution de la formulation
faible est aussi une solution de la formulation forte.
Il est possible de chercher la solution du problème variationnel dans le même es-
pace des fonctions test V avec le relèvement des conditions aux limites essentielles
[Fortin 2020]. Cette opération consiste à décomposer la fonction u comme la somme
d’une fonction u1 ∈ V et d’une fonction ug égale à ud sur Γu. L’opérateur trace
assure l’existence de la fonction ug. La formulation faible peut alors s’écrire sous la
forme suivante :

Trouver u ∈ V∫
Ω
ρ0ü ·wdΩ +

∫
Ω

P :∇Xw dΩ =

∫
Ω

g0 ·w dΩ

+

∫
Γσ

f0 ·w dΓ +

∫
Γp

pJ(F−ᵀN) ·wdΓ ∀w ∈ V

(2.79)

Le remplacement de la fonction test w par un déplacement virtuel δu ∈ V permet
de retrouver le principe des travaux virtuels.

2.7.2 Discrétisation spatiale

La première étape de la méthode des éléments finis consiste à découper le do-
maine Ω en sous domaines Ωe. Le domaine Ω est alors approché par un maillage
noté Ωh et constitué des éléments Ωe.

Ω ≈ Ωh =

Ne⋃
e=1

Ωe (2.80)
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Ne est le nombre total des éléments du maillage Ωh. ∂Ωh représente la frontière
du maillage et Γh est aussi une discrétisation de la frontière du domaine de la
configuration de référence ∂Ω. Toutes les grandeurs indexées par h correspondent
aux approximations des grandeurs continues sur le maillage.

La méthode des éléments finis consiste à approximer le déplacement ue défini
sur chaque élément Ωe avec des fonctions d’interpolation Ni(X) comme suit :

ue(X, t) ≈ ueh(X, t)

=

ne∑
i=1

Ni(X)qi(t)
(2.81)

ne est le nombre de noeuds de l’élément Ωe. Le vecteur qi =
[
uix uiy uiz

]ᵀ
regroupe les composantes du déplacement nodal. Les fonctions d’interpolation Ni

sont généralement appelées des fonctions de forme et correspondent souvent à des
polynômes d’interpolation. Si Xj correspond au vecteur des coordonnées du jème

noeud de l’élément Ωe, les fonctions de forme doivent vérifier la condition suivante :

Ni(Xj) = δij (2.82)

δij est le symbole de Kronecker. Les fonctions de forme dépendent de la géométrie
de l’élément réel Ωe et sont donc différentes d’un élément à l’autre. Il est alors plus
simple de les exprimer sur un élément de référence Ω̂. Ce qui donne des fonctions
d’interpolation Ni(ξ) indépendantes de la géométrie de l’élément réel. Afin de relier
la géométrie de l’élément de référence avec celle de l’élément réel, les mêmes fonctions
d’interpolation sont utilisées. On parle alors de transformation isoparamétrique.

ueh(ξ, t) =

ne∑
i=1

Ni(ξ)qi(t)

Xe
h =

ne∑
i=1

Ni(ξ)Xi

(2.83)

La transformation isoparamétrique est caractérisée par la matrice jacobienne qui
servira à calculer les intégrales de la formulation faible sur l’élément de référence.

Je =
∂Xe

∂ξ

=

ne∑
i=1

Xi ⊗∇ξNi

(2.84)

La fonction test wh est aussi décomposée dans la même base que le déplacement
uh (méthode dite de Bubnov-Galerkin). Ce choix n’a rien d’obligatoire étant donné
qu’un choix différent des fonctions d’interpolation est possible comme la méthode
de Petrov-Galerkin [Griffiths 1978].

we
h(X, t) =

ne∑
i=1

Ni(X)δqi (2.85)
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En examinant l’approximation du déplacement, la méthode des éléments finis
peut être vue comme une méthode qui induit une restriction sur l’espace des solu-
tions et l’espace des fonctions tests. La solution est alors cherchée dans un espace
Vh ⊂ V de dimension finie dont la base est constituée des fonctions de forme. La
formulation faible discrétisée s’écrit sous la forme suivante :

Trouver uh ∈ Vh∫
Ωh

ρ0üh ·whdΩ +

∫
Ωh

Ph :∇Xwh dΩh =

∫
Ωh

g0 ·wh dΩh

+

∫
Γσ,h

f0 ·wh dΓh +

∫
Γp,h

pJ(F−ᵀh Nh) ·whdΓh ∀wh ∈ Vh(t)

(2.86)

Chaque intégrale de la formulation faible discrétisée est calculée élément par élé-
ment avec la méthode de quadrature de Gauss. Ensuite, les grandeurs élémentaires
sont assemblées afin de trouver le système global des équations de mouvement dis-
crétisées. L’opérateur d’assemblage est noté

⋃Ne
e=1 et le processus de construction du

système global est donné par :

∫
Ωh

(...)dΩh =

Ne⋃
e=1

∫
Ωe

(...)dΩe =

Ne⋃
e=1

∫
Ω̂e

(...) det JedΩ̂e (2.87)

La prochaine étape de la méthode des éléments finis est d’utiliser l’approximation
du déplacement avec les fonctions de forme afin d’exprimer chaque terme intégrale
de la formulation faible discrétisée en fonction du vecteur du déplacement nodal et
de ses dérivées.

Le terme variationnel associé à l’inertie est approximé comme suit :

∫
Ωh

ρ0üh ·whdΩ =

Ne⋃
e=1

ne∑
i,j=1

δqj

∫
Ω̂e

ρ0Ni(ξ)Nj(ξ) det JedΩ̂eq̈i

= δqᵀMq̈

(2.88)

M est la matrice de masse. Avant de discrétiser le terme de la formulation faible
relatif aux efforts intérieurs, celui-ci est reformulé de la façon suivante :

∫
Ωh

Ph :∇Xwh dΩh =

∫
Ωh

FhSh :∇Xwh dΩh

=

∫
Ωh

Sh : δEh dΩh

(2.89)

δEh est donné par :

δEh =
1

2

ne∑
i=1

(Feᵀ
h (δqi ⊗∇XNi) + (∇XNi ⊗ δqi)Fe

h) (2.90)
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La symétrie du tenseur δEh permet de le représenter sous la forme vectorielle
suivante :

δEh =
[
δEh,11 δEh,22 δEh,33 2δEh,12 2δEh,23 2δEh,13

]ᵀ
=

ne∑
i=1

Biδqi
(2.91)

Cette représentation permet d’exprimer le tenseur δEh comme un produit ma-
triciel de δqi avec les matrices Bi définies par :

Bi =



F11Ni,1 F21Ni,1 F31Ni,1

F12Ni,2 F22Ni,2 F32Ni,2

F13Ni,3 F23Ni,3 F33Ni,3

F11Ni,2 + F12Ni,1 F21Ni,2 + F22Ni,1 F31Ni,2 + F32Ni,1

F12Ni,3 + F13Ni,2 F22Ni,3 + F23Ni,2 F32Ni,3 + F33Ni,2

F11Ni,3 + F13Ni,1 F21Ni,3 + F23Ni,1 F31Ni,3 + F33Ni,1


(2.92)

Fij sont les composantes du tenseur de gradient de déformation Fe
h défini sur

l’élément Ωe et Ni,j désigne la dérivée partielle de Ni par rapport à la jème variable.
La symétrie du deuxième tenseur de Piola-Kirchhoff permet aussi de le représenter
sous la forme vectorielle suivante :

Sh =
[
Sh,11 Sh,22 Sh,33 2Sh,12 2Sh,23 2Sh,13

]ᵀ (2.93)

Le terme de la formulation faible relatif aux efforts intérieurs est alors discrétisé
de la façon suivante :∫

Ωh

Ph :∇Xwh dΩh =

∫
Ωh

δEᵀ
hSh dΩh

=

Ne⋃
e=1

ne∑
i=1

δqᵀ
i

∫
Ωe

Bᵀi ShdΩe

=

Ne⋃
e=1

ne∑
i=1

δqᵀ
i

∫
Ω̂e

Bᵀi Sh det JedΩ̂e

= δqᵀFint(q)

(2.94)

Les termes de la formulation faible relatifs aux efforts extérieurs sont discrétisés
de la façon suivante :∫

Ωh

g0 ·wh dΩh =

Ne⋃
e=1

ne∑
i=1

δqi ·
∫

Ω̂e

Ni(ξ)g0 det JedΩ̂e (2.95)

∫
Γσ,h

f0 ·wh dΩh =

Nr⋃
e=1

me∑
i=1

δqi ·
∫

Γ̂σ,h

Ni(ξ)f0dΓ̂e (2.96)



2.7. Méthode des éléments finis 57

Nr est le nombre d’éléments de la frontière Γσ,h et me désigne le nombre noeuds
sur chaque frontière Γσ,h. Ainsi, les termes de la formulation faible associés aux
efforts extérieurs sont regroupés comme suit :∫

Ωh

g0 ·wh dΩ +

∫
Γσ,h

f0 ·wh dΩ = δqᵀfext (2.97)

fext désigne le vecteur global des efforts extérieurs. Le terme de la formulation
faible associé à la pression suiveuse est discrétisé de la façon suivante :

∫
Γp,h

pJ(F−ᵀh N) ·whdΓ =

Np⋃
e=1

pe∑
i=1

δqi ·
∫

Γp,h

pJ(F−ᵀh Nh)Ni(ξ)dΓ

= δqᵀFp(q)

(2.98)

Fp représente le vecteur global de la pression suiveuse et dépend du vecteur des
déplacements nodaux q.

L’assemblage des grandeurs élémentaires permet alors d’écrire la formulation
faible discrétisée sous la forme suivante :

δqᵀ(Mq̈ + Fint(q)− Fp(q)− fext) = 0 ∀δq (2.99)

L’équation 2.99 est valable pour tout δq. Ainsi,

Mq̈ + Fint(q)− Fp(q)− fext = 0 (2.100)

Les équations de mouvement obtenues sont des équations non linéaires différen-
tielles ordinaires en temps. Le vecteur des déplacements q0 et vitesses q̇0 nodaux
initiaux sont calculés en exprimant le déplacement et la vitesse initiaux dans la base
des fonctions de forme Ni.

2.7.3 Résolution des équations de mouvement

Les équations de mouvement semi-discrétisées obtenues avec la méthode des
éléments finis sont non-linéaires. Le terme d’inertie est négligé dans cette partie
(M = 0) étant donné que la résolution du problème dynamique sera abordée dans la
partie suivante avec la méthode de l’intégration temporelle. Dans ce cas, le problème
est dit quasi-statique puisque les efforts extérieurs peuvent toujours dépendre du
temps. La méthode de Newton est un algorithme utilisé dans la recherche du zéro
d’une fonction. Les étapes principales de l’algorithme sont exposées dans cette partie.
La solution du problème quasi-statique est le zéro du résidu r défini par :

r(q) = Fint(q)− Fp(q)− fext (2.101)

L’algorithme consiste à linéariser le résidu autour d’un point considéré comme
une approximation du zéro recherché. En ce sens, si qi est une première approxi-
mation du zéro de r, la linéarisation s’effectue autour qi + ∆q afin de chercher
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l’incrément ∆q permettant de trouver le zéro recherché.

r(qi + ∆q) = r(qi) +
∂r

∂q
(qi)∆q

= 0

(2.102)

La linéarisation fait apparaître la dérivée du résidu par rapport au vecteur des
déplacements nodaux. Cette dérivée est dénommée la matrice tangente du système
des équations. Cette dernière est définie par :

K(qi) =
∂r

∂q
(qi)

=
∂Fint

∂q
(qi)− ∂Fp

∂q
(qi)

= KT(qi)−Kp(qi)

(2.103)

KT est la matrice tangente de raideur associée au vecteur des efforts intérieurs et
Kp est la matrice tangente associée au vecteur de la pression suiveuse. L’incrément
est solution du système linéaire suivant :

K(qi)∆q = −r(qi) (2.104)

Le vecteur des déplacements nodaux q est mis à jour comme suit :

qi+1 = qi + ∆q (2.105)

La procédure présentée est réitérée jusqu’à ce que le critère de convergence soit
atteint. La résolution des équations de mouvement non linéaires est ramenée à la
résolution successive de systèmes linéaires avec la méthode de Newton. Dans les
cas favorables, les approximations successives obtenues convergent avec une vitesse
quadratique. Le calcul et l’assemblage de la matrice tangente à chaque itération
peut s’avérer coûteux dans le cas des matrices de grande dimension ou des lois
de comportement complexes. Une approximation de la matrice tangente peut être
effectuée afin de palier à cette contrainte à l’instar de la méthode de la sécante.
Cela réduit par contre la vitesse de convergence [Phillips 1996, Petković 2013]. La
résolution du système linéaire 2.104 peut également devenir coûteuse si la matrice
K(qi) est mal conditionnée. Ceci est notamment observé au niveau de la matrice
de rigidité de raideur des pneumatiques étant donné le grand écart entre la rigi-
dité des renforts textiles ou métalliques des nappes et celle des caoutchoucs. Les
méthodes itératives (gradient conjugué, Jacobi, Gauss-Seidel...) combinées avec un
préconditionnement judicieux peuvent être employées dans le traitement de cette
problématique [Ye 2020]. D’autre part, il existe des techniques numériques permet-
tant de robustifier la convergence de la méthode de Newton comme l’algorithme de
recherche linéaire [Dennis 1996].
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2.8 Intégration temporelle

Le produit final de la procédure de semi-discrétisation par la méthode des élé-
ments finis en dynamique non linéaire est un système d’équations non linéaires
différentielles ordinaires en temps. La méthode traditionnelle de la superposition
modale, qui est de grande utilité pour réduire le coût de la résolution d’un pro-
blème en dynamique linéaire, n’est plus valide en dynamique non linéaire, puisque
les modes propres de vibrations libres changent après chaque modification itérative
de la matrice tangente de raideur. Ainsi, la stratégie d’intégration temporelle figure
parmi les méthodes permettant d’intégrer le problème de dynamique non linéaire.

Les étapes principales de la résolution d’un problème de dynamique non linéaire
par un schéma d’intégration temporelle sont présentées. Ceci implique que l’inter-
valle de temps [0, T ] soit divisé en un nombre choisi d’incréments ou de pas. Le
schéma d’intégration temporelle est utilisé pour calculer la solution du problème de
dynamique non linéaire aux instants choisis.

0 < t1 < t2 < ... < tn < tn+1 < ... < T (2.106)

Le pas de temps est défini comme la différence entre deux instants fixés :

∆tn = tn+1 − tn ∀n (2.107)

Le pas de temps est supposé constant par la suite et est noté ∆t afin d’alléger
les notations. Les équations de mouvement obtenues après une discrétisation par
éléments finis sont données par :{

Mq̈ + Fint(q)− Fp(q)− fext = 0

q(0) = q0, q̇(0) = q̇0

(2.108)

Les équations différentielles de second ordre de la dynamique non linéaire peuvent
être écrites sous forme d’un système de premier ordre avec le changement de variable
suivant :

Ż = G(t,Z), Z =

[
q

q̇

]
, G(t,Z) =

[
q̇

M−1(Fp(q) + fext − Fint(q))

]
(2.109)

L’idée principale de l’intégration temporelle consiste à appliquer le théorème
fondamental de l’analyse sur la fonctionnelle G entre deux instants tn et tn+1.

Z(tn+1) = Z(tn) +

∫ tn+1

tn

G(t,Z)dt (2.110)

La manière avec laquelle est approximée l’intégrale de l’équation 2.110 détermine
le type du schéma utilisé. L’approximation de Z(tn+1) (respectivement Z(tn)) est
notée Zn+1 (respectivement Zn). Une suite (Zn) de premier terme Z0 = Z(0) est
construite à partir de la relation suivante :
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Figure 2.3 – Domaines d’utilisation des schémas implicite et explicite [Manet 2013]

Zn+1 = Zn + H(tn+1,Zn+1, tn,Zn) (2.111)

Le schéma d’intégration est dit explicite dans le cas où la fonction H ne dé-
pend pas de Zn+1. La suite (Zn) peut être déterminée au moyen d’une relation de
récurrence. Dans l’autre cas, le schéma d’intégration est dit implicite. Il est alors
nécessaire d’effectuer une inversion du système d’équations non linéaires afin de cal-
culer Zn+1. La méthode de Newton peut alors être utilisée pour résoudre le système
d’équations non linéaires. Les schémas implicites sont souvent utilisés dans le cadre
de la dynamique lente contrairement aux schémas explicites qui sont généralement
utilisés dans le cadre de la dynamique rapide (figure 2.3). Les deux familles de sché-
mas sont parfois adaptées à la même application (simulation de l’endommagement
par exemple). Dans ce cas, le choix peut être effectué en fonction de la facilité d’im-
plémentation, de l’ordre de consistance et de la stabilité du schéma numérique.

La transformation des équations différentielles de la dynamique non linéaire en
un système d’équations différentiels de premier ordre permet de poser le cadre théo-
rique des schémas d’intégration temporelle. Cependant, le changement de variables
induit le dédoublement de la taille du système à résoudre. Cette approche ne va pas
forcément mener à l’implémentation la plus efficace. L’efficacité peut être amélio-
rée d’une manière significative par un schéma écrit directement sur le système des
équations de second ordre. Des exemples de schémas explicites et implicites sont
présentés par la suite.
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2.8.1 Méthode d’Euler

La méthode d’Euler est la méthode la plus simple utilisée dans la résolution
numérique des équations différentielles du premier d’ordre. L’intégrale de l’équation
2.110 est approximée avec la méthode des rectangles. Le schéma d’Euler explicite
est donné par :

Zn+1 = Zn + ∆tG(tn,Zn) (2.112)

En fixant un déplacement initial q0 et une vitesse initiale q̇0, la solution est
construite selon le schéma suivant :

qn+1 = qn + ∆tq̇n

q̇n+1 = q̇n + ∆tM−1(Fp(qn) + fext(tn)− Fint(qn))
(2.113)

Le schéma d’Euler implicite est donné par :

Zn+1 = Zn + ∆tG(tn+1,Zn+1) (2.114)

La solution des équations de dynamique non linéaire est alors calculée comme
suit :

qn+1 = qn + ∆tq̇n+1

q̇n+1 = q̇n + ∆tM−1(Fp(qn+1) + fext(tn+1)− Fint(qn+1))
(2.115)

Le déplacement est calculé en résolvant le système d’équations non linéaires
suivant :

qn+1 = qn + ∆tq̇n + ∆t2M−1(Fp(qn+1) + fext(tn+1)− Fint(qn+1)) (2.116)

La θ-méthode est une combinaison pondérée des schémas d’Euler explicite et
implicite.

Zn+1 = Zn + θ∆tG(tn,Zn) + (1− θ)∆tG(tn+1,Zn+1) (2.117)

θ ∈ [0, 1] est le paramètre de pondération de la méthode. Le cas où θ = 1/2

correspond à l’utilisation de la méthode des trapèzes pour l’approximation de l’inté-
grale de l’équation 2.110. Le schéma est dit de Crank-Nicolson. Ce schéma implicite
est inconditionnellement stable et permet de conserver l’énergie mécanique dans le
cadre de la dynamique linéaire.

2.8.2 Méthode de Newmark

La méthode de Newmark consiste à approximer la vitesse et l’accélération avec
les développements de Taylor. Le déplacement et la vitesse à l’instant tn+1 sont
approximés de la façon suivante :

q̇n+1 = q̇n + (1− γ)∆tq̈n + γ∆tq̈n+1

qn+1 = qn + ∆tq̇n + ∆t2(
1

2
− β)q̈n + ∆t2βq̈n+1

(2.118)
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γ et β sont deux paramètres du schéma qui déterminent les différents schémas
de Newmark. Quelques exemples de schémas obtenus avec la méthode de Newmark
sont maintenant présentés.

2.8.2.1 Schéma explicite de différences centrées

Le schéma est dit de différences centrées dans le cas où β = 0 et γ = 1/2. Le
déplacement et la vitesse sont donnés par :

q̇n+1 = q̇n +
1

2
∆tq̈n +

1

2
∆tq̈n+1

qn+1 = qn + ∆tq̇n + ∆t2
1

2
q̈n

(2.119)

L’accélération q̈n est calculée à partir des équations de mouvement. Ensuite,
le déplacement qn+1 est calculé directement avec l’approximation donnée par le
schéma. Enfin, la vitesse q̇n+1 est calculée avec la formule 2.119 après avoir ré-
cupérer l’accélération q̈n+1 des équations de mouvement. Par exemple, pour un
comportement hyperélastique avec une énergie de déformation W et une approxi-
mation éléments finis avec un maillage de taille maximale h, la stabilité impose une
restriction sur le pas de temps ∆t donnée par [Oden 1973] :

∆t ≤ h√
6cm

, cm = max
λ>0

√
1

ρ0

d2W

dλ2
(2.120)

La restriction placée par la stabilité conditionnelle du schéma peut exiger un pas
de temps beaucoup plus petit que celui qui est suffisant pour assurer la précision
du calcul. Par conséquent, le schéma d’intégration explicite de différences centrées
reste surtout utilisé pour les problèmes en dynamique rapide tels que l’impact ou la
propagation des ondes en hautes fréquences. Dans le cas échéant, le pas de temps
est déjà restreint sur la base de la précision afin d’intégrer les phénomènes opérants
en hautes fréquences.

2.8.2.2 Schéma implicite de l’accélération moyenne

Le schéma implicite de l’accélération moyenne est obtenu avec β = 1/4 et γ =

1/2. Ce schéma peut être aussi obtenu en appliquant la règle des trapèzes pour
approximer l’intégrale de l’équation 2.110. Ce schéma correspond alors au schéma
de Crank-Nicolson appliqué pour la résolution des systèmes différentiels d’ordre 2.
Le déplacement et la vitesse sont approximés comme suit :

q̇n+1 = q̇n +
1

2
∆tq̈n +

1

2
∆tq̈n+1

qn+1 = qn + ∆tq̇n +
1

4
∆t2q̈n +

1

4
∆t2q̈n+1

(2.121)
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Ces deux approximations sont implicites puisqu’elles sont dépendantes des va-
leurs du déplacement à l’instant tn+1. Ceci nécessite la résolution des équations
algébriques non linéaires avec la méthode de Newton. Le résidu peut s’écrire sous la
forme :

r(qn+1) =
4

∆t2
M(qn+1 − qn −∆tq̇n −

1

4
∆t2q̈n)

− Fp(qn+1)− fext(tn+1) + Fint(qn+1)
(2.122)

La correction à calculer pour incrémenter le déplacement est solution du système
linéaire suivant :

(
4

∆t2
M + K(qin+1))∆qi = −r(qin+1) (2.123)

Le déplacement est alors actualisé suivant le schéma itératif :

qi+1
n+1 = qin+1 + ∆qi (2.124)

Les itérations sont poursuivies jusqu’à ce que le critère de convergence soit
atteint. Le schéma de l’accélération moyenne est non seulement inconditionnelle-
ment stable mais aussi capable d’assurer la conservation d’énergie pour des pro-
blèmes linéaires. Cependant, la stabilité inconditionnelle du schéma de l’accélération
moyenne s’applique aux problèmes de dynamique non linéaire si l’approximation dis-
crète de l’énergie de déformation W vérifie la condition suivante [Belytschko 1975,
Hughes 1977] :

Wn+1 = Wn + (qn+1 − qn) · (Fint(qn+1) + Fint(qn)) ≥ 0 (2.125)

D’autre part, ce schéma n’est plus capable d’assurer la conservation d’énergie
pour un problème non linéaire. Le schéma du point milieu permet de retrouver cette
propriété dans le cadre non-linéaire. La différence entre le schéma de l’accélération
moyenne et le schéma du point milieu réside dans la façon avec laquelle le vecteur des
efforts intérieurs et le vecteur de la pression suiveuse sont évalués. L’approximation
du déplacement donnée par le schéma de l’accélération moyenne est reprise :

qn+1 = qn + ∆tq̇n +
∆t2

2

q̈n + q̈n+1

2

= qn + ∆tq̇n +
∆t2

2
q̈n+1/2

(2.126)

Le schéma du point milieu consiste à approximer la dérivée q̈n+1/2 de la façon
suivante :

q̈n+1/2 = M−1(
fext(tn+1) + fext(tn)

2
+ Fp(

qn+1 + qn
2

)− Fint(
qn+1 + qn

2
))

(2.127)
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La modification apportée permet de vérifier les équations de mouvement à l’ins-
tant tn+1/2 qui est le milieu de l’intervalle [tn, tn+1]. Le schéma est non seulement
inconditionnellement stable mais aussi conservatif pour tout problème de dynamique
non linéaire où la loi de comportement dérive d’un potentiel comme dans le cadre de
l’hyperélasticité non linéaire [Simo 1991]. D’autre part, il est possible de construire
des intégrateurs dits symplectiques capables de conserver simultanément l’énergie
et les moments linéaire et angulaire dans le cadre de l’hyperélasticité non linéaire.
Le lecteur peut se référer aux [Gonzalez 2000a, Simo 1992a, Simo 1992b] pour avoir
plus de détails sur ce type de schémas.
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2.9 Conclusion

Les concepts théoriques et les outils mathématiques de la mécanique des mi-
lieux continus nécessaires à la modélisation du comportement d’un solide défor-
mable viennent d’être présentés. Une description lagrangienne a été privilégiée dans
le cadre des grandes déformations. La loi de comportement des matériaux hyperélas-
tiques a été introduite et complétée avec la définition du cadre viscoélastique. Les
principes de conservation de la masse, du moment linéaire et du moment angulaire
permettent de retrouver les équations de mouvement. La formulation mathéma-
tique des méthodes numériques (éléments finis, intégration temporelle) utilisées par
la suite dans la résolution des équations de mouvement a été détaillée. Le prochain
chapitre est consacré à la description des phénomènes de contact et de frottement
appliqués aux solides ainsi que leur formulation mathématique afin de fournir le
cadre complet de modélisation de la réponse dynamique des pneumatiques.
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3.1 Introduction

La prise en compte des phénomènes de contact et de frottement dans la mo-
délisation des systèmes mécaniques est d’une importance capitale étant donné que
ces phénomènes sont présents dans de nombreux secteurs industriels tels que l’au-
tomobile, l’aéronautique ou la biomécanique. Par exemple, la compréhension des
phénomènes de contact entre le pneumatique et la chaussée reste essentielle dans
la conception de nouveaux pneumatiques puisque plusieurs performances de ceux-
ci (usure, adhérence, bruit...) sont intrinsèquement liées à leur interaction avec la
chaussée. D’ailleurs, la simulation numérique des phénomènes de contact mécanique
nécessite une bonne modélisation de la physique de l’interface, une formulation ma-
thématique rigoureuse et une maîtrise des techniques d’optimisation numérique afin
de bien quantifier l’influence du comportement des interfaces de contact sur le fonc-
tionnement du système global.

Ce chapitre est consacré à l’introduction des éléments de la mécanique du contact
qui seront utilisés par la suite dans la simulation de la réponse vibratoire des pneu-
matiques. Dans un premier temps, la formulation mathématique des conditions
de contact unilatéral entre un solide déformable et une fondation rigide est intro-
duite. Ensuite, les techniques numériques utilisées dans la résolution du problème
de contact sont exposées. Enfin, la loi de frottement de Coulomb choisie comme mo-
dèle de frottement sec macroscopique est détaillée ainsi que la régularisation adoptée
dans les travaux présentés ultérieurement.
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3.2 Cinématique

Cette section est consacrée à la formulation mathématique du contact unilatéral
entre un solide déformable ayant Ω comme configuration initiale et une fondation
rigide Γo comme illustré sur la figure 3.1. Le grand écart entre la rigidité de la
chaussée et celle de la bande de roulement du pneumatique justifie la considération
d’une fondation rigide.

Figure 3.1 – Déformation du solide Ω en contact unilatéral avec la fondation rigide
Γo.

La partie de la frontière ∂Ω qui peut entrer en contact avec la fondation est notée
Γc. Cette zone potentielle de contact est disjointe avec les autres zones où les autres
types de conditions aux limites sont appliquées. Afin de bien définir la condition
de non-interpénétration entre le solide déformable et la surface Γo, la projection
euclidienne du point x = ϕ(X, t) sur la surface Γo est définie de la façon suivante :

Ȳ(X, t) = arg min
Y∈Γo

‖ϕ(X, t)−Y‖ (3.1)

La surface Γo est supposée suffisamment régulière pour garantir l’unicité de la
projection Ȳ. Il existe d’autres méthodes pour mesurer la distance entre les points
de la zone de contact et la fondation rigide comme la méthode du ray-tracing. Cette
dernière est plus stable que la méthode de la projection dans le cas des surfaces
non régulières [Poulios 2015]. La fonction gap normal mesurant la distance normale
entre la position x et son projeté Ȳ est définie par :

gn(X, t) = nc · (ϕ(X, t)− Ȳ(X, t)) (3.2)

La condition de non-interpénétration est formulée mathématiquement comme
suit :

gn(X, t) ≥ 0 (3.3)
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Afin de définir le plan tangent sur chaque point en contact avec la fondation
rigide, la surface Γo est paramétrée avec les coordonnées curvilignes ξ1 et ξ2 de la
façon suivante :

Y = Y(ξ1, ξ2) (3.4)

Les vecteurs définissant la base du plan tangentiel au point Y sont alors donnés
par :

τ i =
∂Y

∂ξi
, i = {1, 2} (3.5)

Le gap tangentiel gt peut alors être défini comme suit (n = −nc sur la zone de
contact) :

gt = gt1τ 1 + gt2τ 2

= (I− nc ⊗ nc)(ϕ(X, t)− Ȳ(X, t))
(3.6)

La dérivée temporelle du gap tangentiel ġt représente naturellement la vitesse
de glissement puisque la fondation rigide est immobile. La vitesse de glissement sera
utilisée par la suite dans la formulation des lois de frottement.

Les phénomènes de contact mécanique imposent une relation entre les grandeurs
cinématiques et les contraintes sur la zone de contact. Par conséquent, le vecteur
contrainte est exprimé à partir du premier tenseur de Piola-Kirchhoff puisque les
équations de mouvement sont écrites sur la configuration de référence dans le cadre
des grandes déformations.

T(X, t) = P(X, t)N(X) (3.7)

La formulation complète des conditions de contact nécessite aussi la décomposi-
tion du vecteur contrainte dans la base définie aux points de contact.

T(X, t) = Πnn + Πt (3.8)

Πn est la pression normale. En suivant la même décomposition de la fonction
gap, la pression tangentielle est définie par :

Πt = (I− nc ⊗ nc)T(X, t) (3.9)

Les grandeurs mécaniques présentées dans cette partie seront utilisées par la
suite pour formuler les conditions de contact unilatéral et les lois de frottement
dans le cadre de la mécanique non linéaire.
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3.3 Contact normal

Après avoir défini les grandeurs mécaniques permettant de formuler cinématique-
ment la condition de non-interpénétration, la formulation du contact unilatéral non
frottant est complétée dans cette partie. Les méthodes numériques issues de la théo-
rie de l’optimisation sous contraintes sont utilisées dans la résolution du problème
de contact et sont exposées par la suite.

3.3.1 Conditions de Signorini

La condition sur la fonction de gap normal définie dans l’équation 3.3 permet de
formuler cinématiquement la condition de non-interpénétration. Afin d’empêcher la
pénétration du solide déformable dans la fondation rigide Γo, la pression normale
Πn définie sur la zone de contact Γc doit être compressive.

Πn ≤ 0 (3.10)

Si un point est en contact avec la fondation rigide, alors gn = 0. Par contre, si
le point n’est pas en contact, alors Πn = 0. Ceci permet de définir la condition de
complémentarité suivante :

gnΠn = 0 (3.11)

Les conditions 3.3, 3.10 et 3.11 définissent les contraintes de contact normal
à respecter sur Γc. Ces conditions sont appelées les conditions de Hertz-Signorini-
Morea (HSM) ou de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [Signorini 1959].

gn ≥ 0, Πn ≤ 0, gnΠn = 0 sur Γc (3.12)

La loi de contact normal est illustrée sur la figure 3.2. Les conditions de Si-
gnorini définissent non seulement une loi de contact non linéaire mais aussi une
loi multi-valuée pour gn = 0. La forme des conditions ressemblent aux conditions
d’optimalité de KKT présentes dans les problèmes d’optimisation sous contraintes
[Nocedal 1999]. Ainsi, les techniques utilisées dans la résolution de ce type de pro-
blèmes sont adoptées dans le traitement des conditions de contact.

3.3.2 Équations de mouvement

Les équations de mouvement d’un solide déformable en contact unilatéral avec
la fondation Γo sont obtenues en ajoutant les conditions de Signorini exposées pré-
cédemment aux équations de mouvement détaillées au chapitre précédent.

∇X ·P + g0 = ρ0ü dans Ω × [0, T ]

u = ud sur Γu× [0, T ]

PN = f0 sur Γσ × [0, T ]

PN = pJ(F−ᵀN) sur Γp× [0, T ]

gn ≥ 0, Πn ≤ 0, gnΠn = 0 sur Γc× [0, T ]

(3.13)
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Figure 3.2 – Schématisation des conditions de Signorini.

g0 représente le vecteur des forces volumiques qui est distinct des fonctions
gap normal gn et tangentiel gt. La formulation faible est obtenue en multipliant
l’équation issue de l’équilibre du moment linéaire par une fonction test w ∈ V et en
effectuant une intégration par parties comme suit :

∫
Ω
∇X ·P ·wdΩ =

∫
∂Ω

PN ·wdΓ−
∫

Ω
P :∇XwdΩ

=

∫
Γσ

f0 ·wdΓ +

∫
Γp

pJ(F−ᵀN) ·wdΓ

+

∫
Γc

PN ·wdΓ−
∫

Ω
P :∇XwdΩ

(3.14)

Une intégrale sur la zone potentielle de contact Γc représentant le travail virtuel
des forces de contact apparaît et peut s’écrire sous la forme suivante :

∫
Γc

PN ·wdΓ =

∫
Γc

(Πnwn + Πt ·wt)dΓ

=

∫
Γc

ΠnwndΓ

(3.15)

La pression tangentielle Πt est nulle dans le cadre du contact non frottant.
Les formulations relatives au contact tangentiel seront traitées par la suite dans ce
chapitre. La formulation faible peut s’écrire ainsi de la façon suivante :

{
Trouver u ∈ V
G(u,w) = Gc(u,w) ∀w ∈ V

(3.16)



3.3. Contact normal 73

Avec,

G(u,w) =

∫
Ω
ρ0ü ·wdΩ +

∫
Ω

P :∇XwdΩ−
∫

Ω
g0 ·wdΩ

−
∫

Γσ

f0 ·wdΓ−
∫

Γp

pJ(F−ᵀN) ·wdΓ

Gc(u,w) =

∫
Γc

ΠnwndΓ

(3.17)

Les méthodes numériques présentées dans la partie suivante vont permettre d’ap-
proximer le travail virtuel des forces de contact Gc.

3.3.3 Méthodes numériques

Les conditions de Signorini 3.12 sont identiques aux conditions de KKT issues
du problème d’optimisation sous contraintes. Le problème de mécanique non linéaire
est réécrit sous forme de problème d’optimisation sous contraintes afin de montrer
la pertinence des méthodes exposées ultérieurement. Pour des raisons de simplicité,
le cadre quasi-statique est privilégié et la pression suiveuse est négligée afin que le
système mécanique soit conservatif. Cependant, les méthodes présentées pour traiter
les conditions de Signorini restent applicables dans un cadre plus général.

La solution du problème mécanique est le résultat de la minimisation de l’énergie
potentielle définie par [Laursen 2003] :

W(u) =

∫
Ω
W (E)dΩ−

∫
Ω

g0 · udΩ−
∫

Γσ

f0 · udΓ (3.18)

W est la densité de l’énergie de déformation définie dans le chapitre précédent.
Le déplacement doit être recherché dans un espace K dans lequel la condition de
non-interpénétration est respectée.

K = {u ∈ V | gn(u) ≥ 0 sur Γc} (3.19)

La solution du problème de contact unilatéral est alors donnée par :

u = arg min
u∈K
W(u) (3.20)

Les méthodes utilisées dans la résolution des problèmes d’optimisation sous
contraintes sont maintenant présentées.

3.3.3.1 Multiplicateurs de Lagrange

La méthode des multiplicateurs de Lagrange consiste à ajouter une inconnue
supplémentaire λn afin d’imposer la condition de contact normal. La fonctionnelle
à minimiser est alors définie par :

WL(u, λn) =W +

∫
Γc

λngndΓ (3.21)
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Le problème d’optimisation sous contrainte d’inégalité 3.20 est équivalent au
problème du point de selle suivant :

inf
u∈V

sup
λn≥0

WL(u, λn) (3.22)

L’existence et l’unicité de la solution du problème du point de selle 3.22 sont
prouvées dans [Kikuchi 1988] et cette solution correspond à la solution du problème
3.20. De plus, cette dernière doit vérifier les conditions d’optimalité de premier ordre
suivantes [Nocedal 1999] :

δW =
d
dα
W(u + αw, λn)

∣∣∣∣
α=0

= G(u,w) +

∫
Γc

λnwndΓ

= 0

(3.23)

gn ≥ 0, λn ≥ 0, gnλn = 0 (3.24)

La formulation faible des équations de mouvement et les conditions de contact
de Signorini sont retrouvées. Ceci justifie l’utilisation des techniques d’optimisation
sous contraintes d’inégalité. Le multiplicateur de Lagrange λn n’est que l’opposé de
la pression normale de contact.

Πn = −λn (3.25)

L’avantage de la méthode des multiplicateurs de Lagrange est que la condition
de contact normal est exactement respectée et que le multiplicateur de Lagrange
calculé représente bien la pression normale de contact. Cependant, une inconnue
supplémentaire est ajoutée au problème.

Une autre difficulté du problème de contact réside dans le fait que la zone active
du contact est une inconnue du problème. La stratégie de contraintes actives est
associée avec la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour traiter cette pro-
blématique [Nocedal 1999, Luenberger 2008]. Les points de la zone potentielle de
contact sont répartis en deux ensembles. Le premier ensemble A désigne l’ensemble
des contraintes actives et le deuxième ensemble I désigne l’ensemble des contraintes
inactives.

A = {X ∈ Γc | gn(X, t) = 0}
I = {X ∈ Γc | gn(X, t) > 0}

(3.26)

La stratégie des contraintes actives consiste à chercher itérativement la zone
active de contact. En se donnant un choix initial de l’ensemble A0, la résolution
du problème 3.20 se ramène à un problème d’optimisation sous contrainte d’égalité
suivant :



3.3. Contact normal 75

uk = arg min
u∈Ak

W(u) (3.27)

À la fin de chaque itération, la contrainte de non-interpénétration est vérifiée
pour tous les points appartenant à la zone potentielle de contact. En effet, un point
X de l’ensemble des contraintes inactives est inclus dans l’ensemble des contraintes
actives Ak+1 si gn(X, t) ≤ 0 et inversement, un point est transmis à l’ensemble
des contraintes inactives Ik+1 si gn(X, t) > 0. Cette procédure est réitérée jusqu’à
la convergence de l’ensemble des contraintes actives (Ak+1 = Ak). Cette approche
simple est facile à implémenter mais très coûteuse dans le cadre de la mécanique
non linéaire puisque la résolution du problème nécessite le passage par deux boucles
imbriquées. Une première boucle de Newton servant à la résolution des équations
de mouvement et une deuxième boucle pour chercher la zone active de contact.

Une autre difficulté de la méthode des multiplicateurs de Lagrange est le choix
des espaces d’approximation du déplacement et du multiplicateur de Lagrange étant
donné que ceux-ci doivent vérifier la condition inf -sup afin d’assurer la stabilité de
la résolution numérique [Barbosa 1991, Brezzi 1974].

Un autre inconvénient majeur de la méthode des multiplicateurs de Lagrange
appliquée au problème de contact est le changement significatif de la structure creuse
de la matrice tangente du problème global engendrant un coût de calcul plus élevé.
D’autre part, le changement induit par la variation de l’ensemble des contraintes
actives peut conduire à des difficultés de convergence de la procédure itérative de
Newton. Deux méthodes alternatives peuvent palier à cette difficulté. C’est le cas de
la méthode de pénalisation et celle du Lagrangien augmenté qui seront présentées
par la suite.

3.3.3.2 Méthode de pénalisation

Afin d’éviter d’introduire des multiplicateurs de Lagrange comme variable sup-
plémentaire et de conserver ainsi le format standard des équations de mouvement,
la méthode de pénalisation peut servir comme alternative. Celle-ci consiste à ap-
proximer le travail virtuel des efforts de contact par [Laursen 2003, Wriggers 2003] :∫

Γc

ΠnwndΓ =

∫
Γc

εng
−
nwndΓ (3.28)

εn est le paramètre de pénalisation normale et g−n = min(0, gn) est la fonction de
pénétration. La définition de la fonction pénétration permet de pénaliser seulement
les points appartenant à la zone active du contact et de s’affranchir par conséquent
de la stratégie des contraintes actives. D’ailleurs, la solution obtenue avec une pé-
nalisation εn = ∞ est égale à la solution exacte obtenue avec les multiplicateurs
de Lagrange [Kikuchi 1981]. Cependant, des grandes valeurs de εn engendrent un
mauvais conditionnement de la matrice tangente.
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Figure 3.3 – Schématisation de l’approximation de loi de contact normal avec la
méthode de pénalisation.

La figure 3.3 montre que la méthode de pénalisation autorise une pénétration
dans la zone active de contact mais son implémentation numérique reste assez simple.
Cette pénétration est contrôlée naturellement avec le coefficient de pénalisation εn.
D’autre part, la méthode de pénalisation peut être interprétée comme l’insertion
d’un ressort de rigidité εn agissant sur les points en contact avec la fondation rigide
Γo.

3.3.3.3 Lagrangien augmenté

La méthode du Lagrangien augmenté représente une combinaison judicieuse
des méthodes de pénalisation et des multiplicateurs de Lagrange [J.C.Simo 1992,
Mijar 2004]. Cette méthode consiste à utiliser un terme de pénalisation avec un co-
efficient εn suffisamment faible pour éviter le mauvais conditionnement de la matrice
tangente tout en gardant un multiplicateur de Lagrange qui représente physique-
ment la pression normale de contact. Cette méthode consiste à approximer le travail
virtuel des forces de contact de la façon suivante :∫

Γc

ΠnwndΓ =

∫
Γc

(λn + εngn)−wndΓ (3.29)

Il existe deux façons de résoudre le problème avec la méthode du Lagrangien
augmenté. La première consiste à considérer le multiplicateur de Lagrange comme
une inconnue du problème. Dans ce cas, le rôle de la pénalisation est de robustifier
la convergence de la boucle de Newton comparé à la méthode des multiplicateurs de
Lagrange. La deuxième façon consiste à utiliser l’algorithme d’Uzawa qui consiste
à considérer les multiplicateurs comme étant fixes et de les mettre à jour suivant
une procédure itérative. En se donnant un choix initial de multiplicateur λ0

n = 0, le
multiplicateur de Lagrange est mis à jour selon le schéma itératif suivant après la
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Figure 3.4 – Schématisation de la méthode du Lagrangien augmenté avec l’algo-
rithme d’Uzawa [Popp 2012].

boucle de Newton du système mécanique.

λk+1
n = λkn + εngn(uk) (3.30)

Le schéma itératif 3.30 est réitéré jusqu’à ce qu’un critère de convergence soit
respecté. Ce critère porte souvent sur la condition gn(uk) = 0. Les propriétés
de convergence de l’algorithme d’Uzawa peuvent être trouvées dans [Bacuta 2006,
Langer 1986]. L’inconvénient de la méthode du Lagrangien augmenté est la boucle
itérative de mise à jour du multiplicateur de Lagrange qui engendre un temps de
calcul plus élevé que celui de la méthode de pénalisation.
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3.4 Contact tangentiel

Les phénomènes physiques de frottement qui se produisent sur l’interface de
contact s’avèrent très importants dans l’étude de l’interaction entre le pneumatique
et la chaussée. La science qui s’occupe de l’étude de tels phénomènes est la tribo-
logie. Celle-ci englobe les domaines de frottement, de l’usure, de l’adhésion et de la
lubrification. Malgré la désignation relativement récente du domaine de la tribologie,
des études scientifiques sur les frictions peuvent être datées dès 1493 avec les travaux
de Léonard de Vinci, ou ceux de Guillaume Amontons en 1699 [Hutchings 2021] et
de Coulomb en 1821 [Coulomb 1821] qui ont formalisé de façon simple et précise
les phénomènes de frottement. La loi de frottement de Coulomb est adaptée pour
la description macroscopique des phénomènes de frottement sec. Les lois d’interface
qui prennent en compte des phénomènes physiques tels que l’usure, la lubrification
ou l’adhésion peuvent être trouvées dans [Wriggers 2003].

Cette partie est consacrée à la formulation mathématique du contact adhérent
et du contact frottant de Coulomb qui sera pris en compte par la suite dans la
modélisation de la réponse vibratoire. Ensuite, la méthode de régularisation de la
loi Coulomb est détaillée avec l’approximation du travail virtuel des efforts de frot-
tement associée et choisie par la suite dans la résolution du problème de contact
frottant.

3.4.1 Contact adhérent

Le contact est dit adhérent ou collant quand aucun mouvement relatif n’est
autorisé sur l’interface de contact. La condition du contact adhérent peut alors être
formulée cinématiquement à travers la vitesse de glissement ou le gap tangentiel
comme suit [Wriggers 2003] :

ġt = 0⇔ gt = 0 (3.31)

Cette contrainte cinématique sur l’interface de contact peut être traitée numé-
riquement en introduisant un multiplicateur de Lagrange tangentielle λt qui repré-
sente la pression tangentielle de contact qui bloque le mouvement sur l’interface de
contact. Le travail virtuel des forces tangentielles de contact est approximé par :∫

Γc

Πt ·wt dΓ =

∫
Γc

λt ·wt dΓ (3.32)

Les méthodes utilisées dans le traitement des conditions de contact normal res-
tent valables puisque le problème du contact adhérent peut toujours se mettre sous
forme de problème de minimisation sous contraintes. Par exemple, la méthode de pé-
nalisation consiste à approximer le travail virtuel des forces tangentielles de contact
par : ∫

Γc

Πt ·wt dΓ =

∫
Γc

εt gt ·wt dΓ (3.33)
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εt est la pénalisation tangentielle et peut être perçue comme la rigidité d’un
ressort empêchant le mouvement tangentiel des points appartenant à la zone active
du contact.

3.4.2 Frottement de Coulomb

La loi de frottement sur l’interface de contact peut être introduite sous la forme
générale suivante [Yastrebov 2011] :

Πt = Πt(Πn, Π̇n, ġt, t, ...) (3.34)

Π̇n est la dérivée temporelle de la pression normale de contact, ġt est la vitesse
de glissement et t représente le temps. Les travaux de Coulomb sur le frottement
stipulent que la pression tangentielle de contact ne dépend que de la pression normale
et de la direction de glissement.

Πt = Πt(Πn, s) (3.35)

s est un vecteur unitaire déterminant la direction de glissement et défini par :

s =


ġt

‖ġt‖
si ‖ġt‖ > 0

0 si ‖ġt‖ = 0

(3.36)

Le mouvement d’un point dans la zone active du contact est déterminé par la
valeur de la norme de la pression tangentielle. Celle-ci doit être toujours inférieure à
une valeur critique proportionnelle à la pression normale dans le cadre du frottement
de Coulomb.

‖Πt‖ ≤ µ|Πn| (3.37)

µ est le coefficient de frottement. Dans le régime glissant, la pression tangentielle
est donnée par :

Πt = −µ|Πn|s (3.38)

Cette condition peut être généralisée au régime adhérent en la multipliant par
la norme de la vitesse de glissement ‖ġt‖. La figure 3.5 illustre la différence entre le
régime glissant et adhérent.

‖ġt‖Πt = −µ|Πn|ġt (3.39)

La condition de complémentarité permettant de distinguer le régime glissant et
adhérent est donnée par :

‖s‖ ‖Πt + µ|Πn|s‖ = 0 (3.40)

Les équations 3.37, 3.39 et 3.40 forment les conditions de loi de frottement de
Coulomb.

‖Πt‖ ≤ µ|Πn|, ‖ġt‖Πt = −µ|Πn|ġt, ‖s‖ ‖Πt + µ|Πn|s‖ = 0 sur Γc (3.41)
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Figure 3.5 – Schématisation du régime adhérent et du régime glissant.

Figure 3.6 – Schématisation du frottement de Coulomb.

La loi de frottement de Coulomb est schématisée sur la figure 3.6 dans le cas 2D.
Le coefficient de frottement est souvent choisi en fonction du type des matériaux qui
composent l’interface de contact. Cependant, ce coefficient peut dépendre d’autres
paramètres tels que la rugosité de la zone de contact, la vitesse de glissement ġt, la
pression normale de contact ou de la température. Un exemple de dépendance de µ
vis-à-vis de la vitesse de glissement est donné par :

µ(ġt) = µd + (µs − µd)e−c‖ġt‖ (3.42)

µd est le coefficient de frottement dynamique et µs est le coefficient de frottement
statique qui est supérieur à µd. La relation 3.42 montre que µ ≈ µd pour les grandes
valeurs de vitesse de glissement et µ = µs pour le régime adhérent. Le paramètre
c > 0 définit l’écart entre µd et µs. Dans le cas où la rugosité de l’interface ou la
vitesse de glissement ne varient pas énormément, le coefficient de frottement peut
être supposé constant.



3.4. Contact tangentiel 81

Figure 3.7 – Schématisation de la régularisation de la loi frottement de Coulomb.

3.4.3 Régularisation de la loi de Coulomb

La loi de frottement de Coulomb, illustrée sur la figure 3.6, est une loi non
linéaire multi-valuée et non différentiable. Le problème de contact frottant engendre
une dissipation rendant le système non conservatif. Les techniques numériques issues
de la théorie de l’optimisation ne sont plus utilisables puisque le problème ne peut
plus se mettre sous forme de problème de minimisation. Pour ces différentes raisons,
la loi est régularisée en introduisant un paramètre εr permettant de séparer le régime
adhérent du régime glissant. Une régularisation linéaire continue est illustrée sur la
figure 3.7 et sera utilisée par la suite.

La régularisation permet de relier la pression tangentielle Πt de contact avec la
vitesse de glissement gt comme suit :

Πt = −µ|Πn|


1

εr

(
2− ‖ġt‖

εr

)
ġt si ‖ġt‖ < εr

1

‖ġt‖
ġt si ‖ġt‖ ≥ εr

(3.43)

Le loi classique de Coulomb est retrouvée quand εr → 0. Cependant, le choix de
faibles valeurs de εr peut induire un mal-conditionnement de la matrice tangente.
D’autres lois de régularisation continues et dérivables (quadratique, tangente hyper-
bolique) peuvent être trouvées dans [Wriggers 2003].

Le travail virtuel des forces de frottement est alors approximé de la façon sui-
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vante :

∫
Γc

Πt ·wt dΓ =

∫
Γc

−µ|Πn|


1

εr

(
2− ‖ġt‖

εr

)
ġt ·wt dΓ si ‖ġt‖ < εr

1

‖ġt‖
ġt ·wt dΓ si ‖ġt‖ ≥ εr

(3.44)

Dans le cadre quasi-statique, la vitesse de glissement peut être approximée avec
un schéma de différences finies afin de conserver une formulation en déplacement.

ġt ≈
∆gt

∆t

≈ gt − gt
p

∆t

(3.45)

∆t est le pas de temps "quasi-statique" et gt
p est le gap tangentiel à l’instant

précédent t −∆t. Le pas de temps ∆t n’a pas d’incidence sur la loi de frottement
de Coulomb 3.41. L’approximation du travail des forces de frottement peut alors
s’écrire en fonction de la variation du gap tangentiel ∆gt comme suit :

∫
Γc

Πt ·wt dΓ =

∫
Γc

−µ|Πn|


1

εr

(
2− ‖∆gt‖

εr

)
∆gt ·wt dΓ si ‖∆gt‖ < εr

1

‖∆gt‖
∆gt·wt dΓ si ‖∆gt‖ ≥ εr

(3.46)
La contribution du travail virtuel des forces de frottement à la matrice tangente

globale du système peut être trouvée dans [Fortin 2020].
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3.5 Conclusion

La formulation mathématique du problème de contact unilatéral d’un solide
déformable avec une fondation rigide a été présentée dans ce chapitre. Les tech-
niques numériques d’optimisation sous contraintes d’inégalité sont utilisées dans le
traitement des conditions normales étant donné que celles-ci sont identiques aux
conditions d’optimalité du premier ordre (KKT). Le frottement de Coulomb a été
introduit et sera utilisé par la suite puisqu’il représente un modèle pertinent du
frottement macroscopique sec. Une régularisation linéaire par morceaux est aussi
choisie par la suite pour le traitement numérique du frottement de Coulomb. La
discrétisation par éléments finis et l’intégration temporelle du problème de contact
frottant n’ont pas été abordées dans ce chapitre. Le lecteur intéressé par ces as-
pects peut consulter les ouvrages [Wriggers 2003, Laursen 2003]. Les chapitres 2 et
3 fournissent le cadre complet de la modélisation de la dynamique non linéaire des
pneumatiques avec les méthodes numériques utilisées dans la simulation numérique.
Ce cadre servira pour présenter la méthodologie numérique de la simulation de la
réponse vibratoire des pneumatiques dans le chapitre suivant.
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4.1 Introduction

La modélisation de la réponse dynamique du pneumatique nécessite non seule-
ment le traitement de plusieurs non-linéarités (non-linéarité géométrique, loi de com-
portement, contact entre le pneu et la chaussée) mais aussi la prise en compte du
caractère à deux échelles de celle-ci. En effet, la réponse dynamique du pneumatique
est la résultante d’une dynamique macroscopique de roulage qui opère autour de la
fréquence de rotation avec des amplitudes ayant un ordre de grandeur similaire aux
dimensions du pneu d’une part, et d’une réponse vibratoire induite par la rugosité
de la chaussée et la résonance de la sculpture de la bande de roulement d’autre part
[Ling 2021, Sandberg 2002].

Une approche directe de simulation consiste à résoudre le problème dynamique
par une intégration temporelle avec un schéma numérique conservatif, stable et ca-
pable de donner l’intégralité de la réponse dynamique [Gonzalez 2000b, Hauret 2004].
Cependant, le coût de calcul considérable inhérent à cette approche rend celle-ci in-
adaptée pour les applications industrielles. Une autre stratégie consiste à perturber
une configuration de référence pour calculer la réponse vibratoire. La méthode pro-
posée et mise en place dans le cadre de ces travaux de thèse consiste alors à effectuer
une première simulation quasi-statique non-linéaire afin d’éviter le passage par un
schéma d’intégration temporelle. Ensuite, le problème dynamique est linéarisé en
prenant la configuration quasi-statique comme point de fonctionnement. La résolu-
tion d’un problème linéaire avec un schéma d’intégration temporelle permet ensuite
de calculer la réponse vibratoire.

La formulation mathématique de la méthodologie développée est détaillée dans
un premier temps. Les hypothèses effectuées sont introduites et justifiées. Ensuite,
deux études numériques sont réalisées. La première concerne la simulation de la ré-
ponse dynamique d’un système masses/ressorts non-linéaire. Un ressort de raideur
cubique compose ce système et représente la non-linéarité considérée. La solution
donnée par une intégration temporelle est comparée avec la solution de la méthode
développée afin de statuer sur sa validité par rapport à cette raideur cubique. La
deuxième application concerne la simulation de la réponse vibratoire d’un prototype
en roulage sur un sol rigide. La géométrie et la loi de comportement relativement
simples du prototype permettent de calculer une solution de référence avec une in-
tégration temporelle classique. Celle-ci va servir à donner des éléments de validation
de la méthodologie et de déterminer les limites de la modélisation.
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4.2 Méthode de linéarisation

L’idée principale de la méthodologie proposée est de linéariser le problème dyna-
mique en utilisant la configuration quasi-statique comme point de fonctionnement.
La formulation mathématique de la méthode est détaillée dans cette section. Les hy-
pothèses effectuées sont explicitées et justifiées. Toutes les grandeurs mathématiques
présentées seront indexées par 1 (respectivement 2) pour le problème quasi-statique
(respectivement dynamique). Un contact unilatéral est considéré entre le domaine
ayant Ω comme configuration de référence et un plan rigide de normale nc. Les nota-
tions introduites dans les chapitres précédents sont reprises dans les développements
qui suivent. L’opérateur gradient par rapport aux coordonnées de la configuration
de référence ∇X est désormais noté ∇ afin d’alléger les notations.

Le problème variationnel à résoudre pour calculer la réponse quasi-statique est
donné par : 

Trouver u1 ∈ U∫
Ω

P1 :∇w dΩ = Re + Rc
1 ∀w ∈ V

(4.1)

Re représente le terme variationnel des efforts extérieurs et Rc
1 est le terme va-

riationnel des efforts de contact.

Le problème variationnel à résoudre pour calculer la réponse dynamique est
donné par : 

Trouver u2 ∈ U∫
Ω
ρü2 ·w dΩ +

∫
Ω

P2 :∇w dΩ = Re + Rc
2 ∀w ∈ V

(4.2)

ρ est la masse volumique. Re représente le terme variationnel des efforts exté-
rieurs qui est identique à celui du problème quasi-statique. Rc

2 est le terme varia-
tionnel des efforts de contact.

L’expression mathématique de Rc
1 et de Rc

2 dépend du type de contact considéré
(glissant, adhérent, frottant) et de la méthode numérique utilisée pour la gestion des
conditions de contact (pénalisation, Lagrangien augmenté...) [Wriggers 2003].

L’hypothèse principale de la méthode est que le déplacement dynamique u2 est
la résultante du déplacement quasi-statique u1 et de la réponse vibratoire uv. Les
termes d’ordre supérieur sont négligés (‖uv‖ << 1).

u2(X, t) = u1(X, t) + uv(X, t) + o(uv) (4.3)

L’effet de l’inertie est pris en compte uniquement dans le calcul des vibrations
et un processus quasi-statique est supposé suffisant pour décrire le roulage macro-
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scopique de la structure. En effet, le temps caractéristique des effets de l’inertie est
supposé inférieur à celui de l’excitation de la réponse vibratoire et supérieur à celui
du roulage macroscopique.

tvibration < tinertie =

√
me

ke
< troulage (4.4)

me (respectivement ke) est une grandeur caractérisant la masse (respectivement
la rigidité) globale de la structure comme la norme de la matrice de masse (respec-
tivement de raideur) par exemple.

La condition aux limites de Dirichlet est la même pour les deux problèmes. Ainsi,
un déplacement vibratoire nul est imposé sur Γu :

uv = 0 sur Γu

La zone active du contact et les termes variationnels des efforts de contact sont
supposés invariants entre les deux problèmes.

Γtc,1 ≈ Γtc,2 ≈ Γtc, Rc
2 ≈ Rc

1

En réalité, la zone active de contact n’est pas vraiment identique entre les deux
problèmes étant donné que l’inertie change la rigidité de contact et modifie par
conséquent la forme de celle-ci [Winroth 2014]. Le changement induit par la varia-
tion de la rigidité est supposé négligeable. Une autre différence notable entre les
termes variationnels des efforts de contact est le calcul de la vitesse de glissement
dans le cas du contact frottant. Celle-ci est approximée par un schéma de différences
finies dans le calcul quasi-statique alors qu’elle est égale à la vitesse tangentielle dans
le calcul dynamique. Cependant, la loi de frottement de Coulomb est principalement
formulée à partir de la direction de glissement (équation 3.41).

La composante normale du déplacement dans la zone active du contact est dé-
terminée par la position du sol rigide pour les deux problèmes. Ainsi, les vibrations
normales sont nulles sur la zone active du contact Γtc donnée par la résolution du
problème quasi-statique.

uv · nc = 0 sur Γtc (4.5)

nc est la normale du sol rigide. Cette condition aux limites est une interprétation
de conditions de contact comme une condition aux limites de Dirichlet. Celle-ci est
problématique d’un point du vue mathématique étant donné que la zone active de
contact Γtc n’est pas attachée à un domaine matériel fixe. En effet, l’aire de contact
est spatialement incluse dans la déformée de la zone potentielle ϕ(Γc, t). Cependant,
son implémentation numérique ne pose pas de difficulté particulière après une dis-
crétisation par éléments finis.
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Les grandeurs mécaniques du problème dynamique sont exprimées en fonction
des grandeurs du problème quasi-statique tout en négligeant les termes d’ordre su-
périeur. La linéarisation des tenseurs de déformation s’effectue comme suit :

F2 = F1 +∇uv

E2 = E1 +
1

2
(F1

ᵀ∇uv +∇ᵀuvF1 +∇ᵀuv∇uv︸ ︷︷ ︸
≈0

)

= E1 +
1

2
(∇uv +∇ᵀuv +∇ᵀu1∇uv +∇ᵀuv∇u1)

= E1 + Euv,u1

(4.6)

La loi de comportement se linéarise de la façon suivante :

S2 =
∂W

∂E
(E2)

=
∂W

∂E
(E1 + Euv,u1)

=
∂W

∂E
(E1) +

∂2W

∂E∂E
(E1) : Euv,u1

= S1 + C1 : Euv,u1

(4.7)

Avec les expressions obtenues dans (4.6) et (4.7), la linéarisation du terme va-
riationnel de déformation est effectuée de la façon suivante :

P2 :∇w = S2 :(Fᵀ
2∇w)

= (S1 + C : Euv,u1) : (Fᵀ
1∇w +∇ᵀuv∇w)

= P1 :∇w + S1 :∇ᵀuv∇w + (C : Euv,u1) : (Fᵀ
1∇w)

(4.8)

En remplaçant l’équation (4.3) dans le problème variationnel dynamique (4.2)
et en négligeant les termes d’ordre supérieur, le problème variationnel à résoudre
pour calculer la réponse vibratoire est donné par :

Trouver uv ∈ V∫
Ω
ρüv ·wdΩ +

∫
Ω

S1 :∇ᵀuv∇w + (C1 : Euv,u1) : (Fᵀ
1∇w)dΩ = −

∫
Ω
ρü1 ·wdΩ

∀w ∈ V
(4.9)

avec
Euv,u1 =

1

2
(∇uv +∇ᵀuv +∇ᵀu1∇uv +∇ᵀuv∇u1)

Le problème à résoudre pour obtenir la réponse vibratoire est par conséquent
linéaire par rapport à uv. Le terme variationnel de déformation représente natu-
rellement la matrice tangente de rigidité du problème quasi-statique [Fortin 2020].
La force d’excitation du problème vibratoire dépend de l’accélération quasi-statique
ü1. Un schéma de différences finies est utilisé pour approximer cette accélération.
L’erreur d’approximation induite par la dérivation numérique est la résultante d’une
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erreur d’arrondi déterminée par le nombre de chiffres significatifs et d’une erreur de
troncature déterminée par le pas de discrétisation. D’ailleurs, la dérivation numé-
rique amplifie le bruit numérique en hautes fréquences. Plusieurs solutions existe
pour traites ces différentes problématiques. Un filtre passe-bas peut être utilisé pour
filtrer ce bruit. Sa fréquence de coupure est choisie selon la limite du domaine fré-
quentiel étudié. Une autre technique consiste à interpoler le déplacement avec des
fonctions dérivables (polynômes d’interpolation, splines) avant d’effectuer la dériva-
tion numérique [Knowles 2012].

Les conditions initiales du problème vibratoire sont extraites à partir des résul-
tats du calcul quasi-statique et les conditions initiales du problème dynamique :

uv(X, 0) = u2(X, 0)− u1(X, 0)

u̇v(X, 0) = u̇2(X, 0)− u̇1(X, 0)
(4.10)

La vitesse quasi-statique initiale est aussi approximée avec un schéma de diffé-
rences finies. Le problème vibratoire linéaire peut être résolu, après une discrétisation
par éléments finis, avec une intégration temporelle. Il dépend des résultats du pro-
blème quasi-statique. La discrétisation temporelle du problème vibratoire est alors
identique à celle utilisée dans la résolution du problème quasi-statique.
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4.3 Système masses - ressorts

Cette section est consacrée à l’application de la méthode de linéarisation au
système mécanique illustré sur la figure 4.1. Ce système est composé de deux masses
m1 etm2. Un ressort de raideur k2 relie les deux masses. La massem1 est attachée au
bâti avec un ressort de raideur k1 monté parallèlement avec un ressort non-linéaire de
raideur cubique kNL. Cette non-linéarité polynomiale est choisie pour deux raisons.
Elle permet d’une part le calcul analytique de la matrice jacobienne et d’utiliser par
conséquent la méthode de Newton dans des conditions optimales pour la résolution
des équations de mouvement. D’autre part, la raideur cubique est parfois utilisée
dans la modélisation des forces de contact [Sinou 2017] qui sont essentielles dans
l’étude de la réponse dynamique des pneumatiques. Une force extérieure f(t) est
appliquée sur la masse m2. L’objectif de cette section est d’étudier la validité de la
linéarisation pour différentes valeurs de la raideur non-linéaire kNL.

kNL

m1

k1

k2

m2
f(t)

x1 x2

Figure 4.1 – Le système masses - ressorts étudié.

4.3.1 Mise en équation

Le principe fondamental de la dynamique est appliqué sur chaque masse afin
d’obtenir les équations de mouvement de la façon suivante :

m1ẍ1 = −k1x1 − kNLx
3
1 + k2(x2 − x1)

m2ẍ2 = −k2(x2 − x1) + f(t)
(4.11)

Les équations de mouvement peuvent alors être mises sous la forme matricielle
suivante :

MẌ + KX = F(t) + FNL(X) (4.12)
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Avec

M =

[
m1 0

0 m2

]
, K =

[
k1 + k2 −k2

−k2 k2

]
, X =

[
x1

x2

]
F(t) =

[
0

F0 +A cos(ωet)

]
, FNL(X) =

[
−kNLx

3
1

0

] (4.13)

La force extérieure f(t) est composée d’une force statique F0 et d’une force sinu-
soïdale ayant A comme amplitude et ωe comme fréquence d’excitation. Les condi-
tions initiales sont formulées de la façon suivante :

X(0) = X0

Ẋ(0) = Ẋ0

(4.14)

Le déplacement X est décomposé en une réponse quasi-statique XQS et une
réponse vibratoire W.

X(t) = XQS(t) + W(t) (4.15)

Le déplacement quasi-statique est défini comme la solution du problème 4.12 en
négligeant le terme d’inertie.

KXQS(t) = F(t) + FNL(XQS) (4.16)

Le déplacement quasi-statique est calculé avec la méthode de Newton. La décom-
position du déplacement 4.15 est injectée dans les équations de mouvement comme
suit :

M(ẌQS + Ẅ) + K(XQS + W) = F(t) + FNL(XQS + W) (4.17)

La force non linéaire est linéarisée autour du déplacement quasi-statique :

FNL(XQS + W) ≈ FNL(XQS) + F′NL(XQS)W (4.18)

F′(XQS) est la matrice jacobienne relative à la force non linéaire définie par :

F′NL(X) =

[
−3kNLx

2
1 0

0 0

]
(4.19)

Finalement, le déplacement W est obtenu en résolvant le système matriciel sui-
vant :

MẄ + (K− F′NL(XQS))W = −MẌQS (4.20)

Le problème 4.20 est linéaire par rapport à W. L’accélération quasi-statique
apparaît comme la force d’excitation et est approximée numériquement avec un
schéma de différences finies. La matrice de raideur dépend du déplacement quasi-
statique XQS. Les conditions initiales du problème 4.20 sont obtenues à partir des
conditions initiales du problème 4.12.

W(0) = X0 −XQS(0)

Ẇ(0) = Ẋ0 − ẊQS(0)
(4.21)

La vitesse quasi-statique initiale ẊQS(0) est approximée numériquement avec
un schéma de différences finies au même titre que l’approximation de l’accélération
quasi-statique ẌQS.
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4.3.2 Résultats numériques

Une intégration temporelle avec un schéma de Crank-Nicolson est utilisée pour
résoudre les problèmes 4.12 et 4.20 puisque celui-ci est inconditionnellement stable
et est d’ordre 2 en précision dans la cadre de la dynamique linéaire. Ceci permettra
de comparer la solution obtenue par l’intégration temporelle avec la solution obte-
nue par la linéarisation pour différentes valeurs de kNL. Les résultats numériques
présentés sont calculés avec les valeurs numériques regroupées dans le tableau 4.1 et
avec les conditions initiales

{
X0 = XQS(0), Ẋ0 = ẊQS(0)

}
. Les conditions initiales

du problème vibratoire sont alors homogènes et compatibles avec l’hypothèse de
linéarisation (‖W‖ << 1). Le pas de temps utilisé dans la simulation correspond
au résultat d’une étude de convergence par rapport à celui-ci.

Un écart relatif entre les deux solutions est utilisé afin de quantifier la différence
entre les deux méthodes. Cet écart est défini par :

Err =
‖X−XQS −W‖∞

‖X‖∞
(4.22)

Les figures 4.2, 4.4, 4.6, 4.8, 4.10, 4.12 et le tableau 4.2 montrent que l’écart relatif

m1(kg) m2(kg) k1(N.m−1) k2(N.m−1) F0(N) A(N) ωe(rad.s−1) ∆t(s)
8 17 5.106 7.106 105 103 2π102 10−7

Table 4.1 – Paramètres numériques de la simulation.
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Figure 4.2 – Évolution temporelle des composantes du déplacement X calculé avec
l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL = 0 N.m−3.
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Figure 4.3 – Spectre fréquentiel des composantes de la vitesse Ẋ calculée avec
l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL = 0 N.m−3.

kNL (N.m−3) 0 108 1010 1011 1012 1014

Err (%) 3.10−8 6.10−4 0.01 0.1 1.3 58.6

Table 4.2 – Écart relatif entre la solution obtenue par l’intégration temporelle et
la solution obtenue par la linéarisation pour différentes valeurs de kNL.

entre les deux méthodes s’accroît en augmentant la valeur de la raideur cubique kNL
mais celui-ci reste à peu près négligeable à l’exception du cas où kNL = 1014 N.m−3.

Dans le cas linéaire (kNL = 0), le faible écart relatif est dû à l’approximation par
différences finies de l’accélération quasi-statique. Le spectre fréquentiel des vitesses,
illustré sur la figure 4.3, est composé de deux harmoniques localisées autour des deux
fréquences propres f1,2 = {61, 212} Hz qui correspondent à la signature fréquentielle
de la réponse libre induite par les conditions initiales et l’absence de l’amortissement.
La troisième harmonique correspond naturellement à la fréquence de la réponse
forcée induite par l’excitation (fe = 100 Hz).

La figure 4.4 montre que la réponse dynamique calculée avec kNL = 108 N.m−3

est plus ou moins identique à celle obtenue dans le cadre linéaire. Le spectre des
vitesses (figure 4.5) montre une légère distorsion harmonique qui se traduit par
l’apparition d’une harmonique autour de 2fe. Cependant, l’amplitude autour de
cette fréquence reste très faible.

L’augmentation de la raideur cubique (kNL ≥ 1010 N.m−3) engendre une altéra-
tion de la réponse dynamique par rapport au cas linéaire. Des phénomènes de distor-
sion harmonique des oscillations sont identifiés sur les spectres des figures 4.7, 4.9 et
4.11. En effet, la non-linéarité cubique induit une variation des fréquences de réso-
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Figure 4.4 – Évolution temporelle des composantes du déplacement X calculée avec
l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL = 108 N.m−3.

nance puisque celles-ci dépend de l’amplitude de vibration. En outre, des résonances
secondaires sont observées avec l’apparition d’une sous-harmonique localisée autour
de f = fe − f1 et de super-harmoniques localisées autour de f = {2f1, f1 + fe, 2fe}
[Bergeot 2021, Thomas 2011].

Les figures 4.12 et 4.13 montrent que le système devient instable pour kNL = 1014

N.m−3. Cette instabilité n’est pas reproduite par la méthode de linéarisation puisque
l’amplification de l’amplitude des composantes de X au cours du temps n’est plus
compatible avec l’hypothèse de linéarisation (‖W‖ << 1).

Cette première étude numérique montre que la méthode de linéarisation proposée
permet de retrouver la solution calculée avec une intégration temporelle classique à
condition que l’hypothèse de linéarisation soit respectée. Cette première validation
est encourageante et ouvre la porte vers des applications prenant en compte les non-
linéarités intégrées dans la modélisation de la réponse dynamique des pneumatiques.
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Figure 4.5 – Spectre fréquentiel des composantes de la vitesse Ẋ calculée avec
l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL = 108 N.m−3.
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Figure 4.6 – Évolution temporelle des composantes du déplacement X calculé avec
l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL = 1010 N.m−3.
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Figure 4.7 – Spectre fréquentiel des composantes de la vitesse Ẋ calculée avec
l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL = 1010 N.m−3.
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Figure 4.8 – Évolution temporelle des composantes du déplacement X calculé avec
l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL = 1011 N.m−3.
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Figure 4.9 – Spectre fréquentiel des composantes de la vitesse Ẋ calculée avec
l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL = 1011 N.m−3.
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Figure 4.10 – Évolution temporelle des composantes du déplacement X calculé avec
l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL = 1012 N.m−3.
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Figure 4.11 – Spectre fréquentiel des composantes de la vitesse Ẋ calculée avec
l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL = 1012 N.m−3.
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Figure 4.12 – Évolution temporelle des composantes du déplacement X calculé avec
l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL = 1014 N.m−3.
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Figure 4.13 – Spectre fréquentiel des composantes de la vitesse Ẋ calculée avec
l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL = 1014 N.m−3.
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4.4 Prototype

La méthode de linéarisation présentée précédemment est utilisée pour simuler
la réponse vibratoire d’un prototype en roulage sur un sol rigide. Celui-ci a une
géométrie plus simple que celle d’un vrai pneumatique. Dans un premier temps,
la géométrie et la loi de comportement du matériau du prototype sont présentées.
Ensuite, les résultats du roulage quasi-statique sont analysés afin de valider la mo-
délisation. Enfin, la réponse vibratoire est calculée avec la méthode de linéarisation
et est comparée avec une solution de référence calculée avec une intégration tem-
porelle classique. Un contact non frottant est considéré en premier dans le but de
valider la méthodologie. La loi de Coulomb est ensuite utilisée dans la modélisation
du frottement. L’impact du coefficient du frottement sur le roulage quasi-statique
et sur la réponse vibratoire est examiné.

4.4.1 Présentation de la structure

Le prototype étudié est présenté sur la figure (4.14). Il s’agit d’un cylindre rainuré
dont la bande de roulement (en rouge) est composée de 10 rainures dans la direction
latérale. Le maillage choisi est le résultat d’une étude de convergence par rapport
au déplacement quasi-statique et aux efforts de contact. Le maillage est composé de
35640 nœuds et de 29440 éléments hexaédriques linéaires.

Figure 4.14 – Maillage du prototype.

La bande de roulement (en rouge) représente naturellement la surface potentielle
de contact Γc et la zone bleue représente la zone jante Γu. Cette entité est utilisée
pour piloter le roulage de la structure en appliquant la condition aux limites de
Dirichlet suivante :

u(X, t) =
[
V t 0 −d

]T
+ R(ωt)X−X sur Γu (4.23)
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Figure 4.15 – Illustration du chargement cinématique du prototype - d = 0.01 m.

La structure est chargée cinématiquement en appliquant une flèche d dans la
direction verticale. Il s’agit d’imposer un déplacement vertical sur tous les noeuds
de la zone jante comme illustré sur la figure 4.15. La charge portée par le prototype
peut être calculée en intégrant les efforts de contact dans l’aire de contact. V est la
vitesse de translation et R est la matrice de rotation associée à la vitesse de rotation
ω. La direction latérale est choisie comme axe de rotation de la structure.

R(ωt) =

 cosωt 0 sinωt

0 1 0

− sinωt 0 cosωt

 (4.24)

La vitesse de translation est reliée à la vitesse de rotation via le rayon de roulage
rω = V/ω. Le rayon de roulage est défini comme le rayon de la structure indéformable
et ayant la même vitesse de translation que celle de la structure déformable. Une
approximation du rayon de roulage est donnée en fonction du rayon géométrique Re
et de la flèche d ([Jazar 2014]) comme suit :

rω ≈ Re −
d

3
(4.25)

Le matériau du prototype est homogène, isotrope et suit une loi de Saint Venant-
Kirchhoff présentée dans la section 2.5.1. Les résultats numériques présentés ultérieu-
rement sont obtenus en utilisant les paramètres numériques donnés dans le tableau
4.3.

Les valeurs numériques du module de Young et de la masse volumique corres-
pondent à celles du caoutchouc. Les conditions de roulage et les paramètres numé-
riques de simulation sont donnés dans le tableau 4.4.
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Rayon géométrique Re = 0.1 m
Rayon de la jante Ri = 0.02 m

Largeur w = 0.1 m
Module de Young E = 2.108 Pa

Coefficient de Poisson ν = 0.3

Masse volumique ρ = 900 kg/m3

Table 4.3 – Propriétés mécaniques du prototype.

Flèche d = 0.01 m
Vitesse de rotation ω = 150 rad/s
Pénalisation normale εn = 1012

Coefficient de régularisation εr = 10−6

Pas de temps ∆t = 10−4 s

Table 4.4 – Paramètres de simulation.

Les paramètres choisis correspondent aux résultats d’une étude de convergence.
En effet, le déplacement quasi-statique obtenu est invariant par rapport à des va-
leurs plus grandes de εn et des valeurs plus petites de εr et de ∆t.

La simulation du roulage quasi-statique est réalisée avec le solveur éléments finis
MEF++ [Fortin 2020]. Ce solveur générique est développé conjointement par le
Groupe Interdisciplinaire de Recherche en Éléments Finis (GIREF) de l’Université
Laval et Michelin.

4.4.2 Roulage quasi-statique

Les résultats du roulage quasi-statique sont maintenant présentés. Pour étudier
la déformation de la structure, le déplacement quasi-statique est tracé pour les dif-
férents points sélectionnés sur la figure 4.16.

La première sélection (figure 4.16.a) permet de visualiser la variation du dépla-
cement suivant la direction radiale et la deuxième sélection (figure 4.16.b) permet de
visualiser la variation du déplacement suivant la direction latérale. Dans un premier
temps, un contact non frottant est considéré. La distribution des grandeurs cinéma-
tiques et des efforts de contact est analysée pour valider la modélisation. Ensuite, la
loi de frottement de Coulomb est intégrée au modèle dans le but d’étudier l’impact
du coefficient de frottement sur le roulage quasi-statique et sur la distribution des
efforts de contact.
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Figure 4.16 – Points d’évaluation : (a) r = Re (•), r = (Re +Ri)/2 (•), r = Ri (•)
- (b) y = w/2 (•), y = w/4 (•), y = 0 (•).
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Figure 4.17 – Évolution temporelle du déplacement quasi-statique pour r = Re
( ), r = (Re +Ri)/2 ( ) et r = Ri ( ) avec y = w/2.

4.4.2.1 Contact non frottant

L’analyse du roulage quasi-statique est entamée en visualisant l’évolution tem-
porelle du déplacement quasi-statique illustrée sur les figures 4.17 et 4.18.

La figure 4.17 montre l’évolution temporelle des composantes du déplacement
quasi-statique qui est périodique. L’évolution du déplacement longitudinal ux montre
que le passage dans l’aire de contact engendre le ralentissement de l’avancement du
prototype dans la direction longitudinale (0.045s ≤ t ≤ 0.057s). En effet, cette ciné-
matique est expliquée par la variation de la distance entre la bande de roulement et
l’axe de rotation. Cette distance est minimale au centre de l’aire de contact (AdC)
et maximale à l’opposé de l’AdC. La vitesse locale d’avancement suit la même va-
riation puisqu’elle est définie comme le produit de cette distance par la vitesse de
rotation [Jazar 2014]. La variation du déplacement longitudinal décroît en s’éloi-
gnant de l’AdC.
L’amplitude du déplacement latéral uy décroît en s’éloignant de l’AdC à cause de
l’effet de Poisson. Le maximum du déplacement latéral est localisé au centre de
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Figure 4.18 – Évolution temporelle du déplacement quasi-statique pour y = w/2

( ), y = w/4 ( ) et y = 0 ( ) avec r = Re.

l’AdC et s’annule à l’opposé de l’AdC (t ≈ 0.07s). D’ailleurs, l’évolution du déplace-
ment latéral est symétrique ; la déformation à l’entrée de l’AdC est similaire à celle
de la sortie et le maximum est localisé au centre de l’AdC (t ≈ 0.052s). Le sens
de rotation n’a pas d’impact sur la cinématique du roulage. En effet, le problème
étudié est conservatif puisque le contact considéré est non frottant [Wriggers 2003].
Le déplacement vertical uz montre que la condition de non-interpénétration est bien
respectée dans l’AdC (0.05s ≤ t ≤ 0.055s). Le déplacement des nœuds de la zone
jante montre que la condition de Dirichlet imposée est bien respectée.

La variation du déplacement quasi-statique suivant la position latérale y est
illustrée sur La figure 4.18. Les déplacements longitudinal ux et vertical uz ne sont
pas impactés par la position latérale. L’amplitude du déplacement latéral uy décroît
vers 0 en se dirigeant vers le centre de l’AdC. Ce constat est cohérent puisque le
plan (y = 0) est un plan de symétrie de la structure.

L’équation 4.9 montre que l’accélération quasi-statique apparaît comme la force
d’excitation du problème vibratoire. L’évolution temporelle de cette accélération
dans la direction circonférentielle et son spectre fréquentiel sont étudiés pour ana-
lyser les mécanismes d’excitation de la réponse vibratoire.

La figure 4.19 illustre l’évolution temporelle de l’accélération quasi-statique dans
le repère mobile. L’angle θ = 0 deg désigne le centre de l’AdC et les angles négatifs
désignent sa sortie. L’observation de l’évolution temporelle montre que le maximum
des composantes de l’accélération est atteint quand un bloc entre ou quitte l’AdC
(t ≈ 0.052s). Le maximum des accélérations verticale az et latérale ay est localisé
aux frontières de l’AdC et leurs évolutions ne varient pas entre l’entrée (θ ≈ 20 deg)
et la sortie de l’AdC (θ ≈ −17 deg). L’accélération verticale az est nulle dans l’AdC
étant donné que le déplacement vertical est constant dans cette zone. L’accélération
latérale ay s’annule en s’éloignant des alentours de l’AdC (−45 deg ≤ θ ≤ 45 deg).
Une distribution de cisaillement est observée pour l’accélération longitudinale ax

dans l’AdC. En effet, une accélération à l’entrée et une décélération à la sortie de
l’AdC sont constatées. L’accélération (respectivement la décélération) des points à
l’entrée (respectivement la sortie) de l’AdC s’explique par le retard (respectivement
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l’avance) de ceux-ci par rapport à la zone jante qui pilote l’avancement de la struc-
ture. L’équilibre entre l’accélération et la décélération varie en fonction de la position
longitudinale des blocs dans l’AdC.

La figure 4.20 est composée du spectre fréquentiel de l’amplitude des compo-
santes de l’accélération quasi-statique. Le spectre est tracé en fonction de l’ordre
qui est égal à la fréquence divisée par la fréquence de rotation. L’utilisation de
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Figure 4.19 – Évolution temporelle de l’accélération quasi-statique dans la direction
circonférentielle (y = w/2 et r = Re).
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Figure 4.20 – Spectre de l’accélération quasi-statique pour r = Re ( ), r = (Re +

Ri)/2 ( ) et r = Ri ( ) avec y = w/2.

l’ordre dans l’analyse des spectres permet de s’affranchir de l’effet de la vitesse de
rotation. La fréquence fondamentale est égale à la fréquence de rotation (Ordre =
1). Deux familles d’harmoniques peuvent être distinguées et leur émergence est due
aux différentes non linéarités prises en compte. La première famille d’harmoniques
est localisée autour des multiples de la fréquence de rotation (Ordre = k ∈ N). La
deuxième famille d’harmoniques est localisée autour de 10 fois la fréquence de rota-
tion (Ordre = 10k, k ∈ N) avec un effet de modulation. Il s’agit de la fréquence des
efforts de contact puisque la bande de roulement est composée de 10 rainures. La
modulation est expliquée par la rotation de la structure [Chipato 2021, Zhou 2019].
En effet, les grandeurs cinématiques sont calculées dans le repère fixe alors que les
efforts de contact sont portés par le repère tournant. Ce phénomène de modulation
n’est pas observé sur le spectre de l’accélération latérale puisque la direction latérale
représente l’axe de rotation. Les accélérations longitudinale et verticale ont le même
ordre de grandeur au niveau de l’amplitude qui est supérieure à celle de l’accéléra-
tion latérale. Finalement, l’amplitude de l’accélération décroît en s’éloignant de la
bande de roulement dans la direction radiale.

La figure 4.22.a montre l’évolution de la pression normale de contact suivant la
position du bloc dans l’AdC. Quand un bloc entre dans l’AdC, la pression normale
est concentrée à l’entrée du bloc. Dès que le bloc avance dans l’AdC, la pression
de contact devient similaire à la pression de contact cylindrique décrite dans la
théorie de Hertz [Hertz 1881]. Quand le bloc quitte l’AdC, la pression de contact se
concentre sur le bord du bloc avec la même distribution observée à l’entrée de l’AdC.
Une variation de la charge verticale Fz portée par la structure est observée sur la
figure 4.22.b étant donné que la flèche est constante et la forme de l’AdC varie. Le
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Figure 4.21 – Nœuds sélectionnés pour l’analyse de la pression normale de contact :
entrée du bloc θe( ), centre du bloc θc( ), sortie du bloc θs( ).

spectre de la variation de la charge δFz qui est égale à la différence entre la charge
et sa moyenne est tracée sur la figure 4.22.c. Les harmoniques de ce spectre sont
localisées autour des multiples de la fréquence de passage des rainures dans l’AdC.

Les résultats du roulage quasi-statique avec un contact non frottant sont cohé-
rents. En effet, l’analyse de la cinématique et de la répartition des forces de contact
valide la modélisation des effets de la rotation et de l’impact de la bande de roule-
ment sur le plan rigide.

4.4.2.2 Contact frottant

Le frottement de Coulomb est maintenant pris en compte dans la modélisation.
La méthode de régularisation présentée précédemment est utilisée dans la résolution
numérique. L’impact du coefficient de frottement sur le roulage quasi-statique est
étudié. La valeur du coefficient de frottement µ dépend des conditions d’adhérence.
Elle appartient généralement à l’intervalle [0.1, 1] étant donné que µ ≈ 1.0 corres-
pond au roulage des pneus sur un revêtement sec et µ ≈ 0.1 correspond au roulage
sur un revêtement mouillé [Ghandour 2010].

La figure 4.23 montre l’évolution temporelle du déplacement quasi-statique dans
la zone de contact pour différentes valeurs de µ. Les grandes valeurs de µ favorisent
le régime adhérent. Le déplacement longitudinal ux reste constant pour µ ≥ 0.3 et
l’amplitude du déplacement latéral uy diminue en augmentant la valeur de µ. En
effet, la valeur de pression tangentielle nécessaire pour basculer sur le régime glis-
sant augmente avec µ à iso-pression normale. Le maximum du déplacement latéral
uy est localisé vers la sortie de l’AdC quand le frottement est pris en compte. Le
déplacement vertical uz reste plus ou moins identique puisque le frottement agit sur
les composantes tangentielles. Les petites différences sont dues à la variation de la
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Figure 4.22 – (a) Évolution temporelle de la pression normale de contact,(b) de la
charge verticale et (c) le spectre fréquentiel de la variation de la charge verticale.

taille de l’AdC.
La prise en compte de la loi de frottement altère l’évolution de la pression normale

de contact comme illustré sur la figure 4.24. Contrairement au contact non frottant,
l’évolution de la pression normale à l’entrée du bloc n’est plus similaire à celle à la
sortie du bloc. Ceci s’explique par la dépendance temporelle de la loi de frottement
et le caractère non conservatif du système mécanique. L’augmentation des valeurs
de µ engendre une saturation de la pression normale. Aussi, la pression normale
s’annule plus rapidement pour des faibles valeurs de µ. Ceci s’explique par le fait
que les nœuds restent plus longtemps collés dans l’AdC pour les grandes valeurs de
µ.

La figure 4.25 montre que la norme de la pression tangentielle s’accroît en aug-
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Figure 4.23 – Évolution temporelle du déplacement quasi-statique dans l’aire de
contact (y = w/2 et r = Re) pour le contact non frottant ( ), µ = 0.1 ( ), µ = 0.3

( ), µ = 0.5 ( ) and µ = 1.0 ( ).
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Figure 4.24 – Evolution temporelle de la pression normale de contact (y = w/2,
r = Re) pour le contact non frottant ( ), µ = 0.1 ( ), µ = 0.3 ( ), µ = 0.5 ( )
and µ = 1.0 ( ) – θ = θe (a) – θ = θc (b) – θ = θs (c).

0.09 0.095 0.1
t (s)

0

2

4

6

8

10

||
&

t||(
N

/m
2

)

#10 7 (a)

0.09 0.095 0.1
t (s)

0

2

4

6

8

10

||
&

t||(
N

/m
2

)

#10 7 (b)

0.09 0.095 0.1
t (s)

0

2

4

6

8

10

||
&

t||(
N

/m
2

)

#10 7 (c)

Figure 4.25 – Évolution temporelle de la norme de la pression tangentielle dans
l’aire de contact (y = w/2 et r = Re) pour le contact non frottant ( ), µ = 0.1 ( ),
µ = 0.3 ( ), µ = 0.5 ( ) et µ = 1.0 ( ) – θ = θe (a) – θ = θc (b) – θ = θs (c).

mentant la valeur de µ contrairement à la pression normale où un effet de saturation
est observé. La norme de la pression tangentielle de contact suit la même évolution
que la pression normale de contact au niveau des points d’évaluation. Les différences
constatées au niveau des pressions tangentielles de contact pour différentes valeurs
de µ s’expliquent par la variation de la pente dans le régime adhérent et la variation
de la valeur limite dans le régime glissant pour chaque valeur de µ.

L’intégration des pressions de contact sur l’AdC permet de calculer les forces
totales de contact et de voir l’impact de µ sur leur évolution comme illustré sur la
figure 4.26. La force latéral Fy est nulle pour les différentes valeurs de µ au regard
de la symétrie de la géométrie du prototype dans la direction latérale. La variation
de la force verticale Fz s’accroît légèrement en augmentant la valeur de µ avant
d’avoir une évolution invariante pour µ ≥ 0.3. Ceci est cohérent avec la saturation
de la pression normale de contact observée sur la figure 4.24. Une décroissance de la
valeur de la force longitudinale Fx est observée avec une apparition d’oscillations en
hautes fréquences pour les valeurs de µ ≥ 0.3. Ces oscillations sont une conséquence
de la variation de la pression tangente observée sur la figure 4.25.
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Figure 4.26 – Évolution temporelle de la somme des efforts de contact pour le
contact non frottant ( ), µ = 0.1 ( ), µ = 0.3 ( ), µ = 0.5 ( ) and µ = 1.0 ( )

L’analyse du roulage quasi-statique avec un contact frottant sont cohérents avec
la loi de Coulomb utilisée. En ce sens, l’augmentation de la valeur du coefficient
de frottement réduit le glissement dans l’aire de contact et induit naturellement un
meilleur niveau d’adhérence.

4.4.3 Réponse vibratoire

La méthode de linéarisation, présentée au début de ce chapitre, est utilisée pour
calculer la réponse vibratoire de la structure. Le problème vibratoire 4.9 est résolu
par une intégration temporelle avec un schéma d’Euler implicite. Ce dernier est
choisi étant donné sa stabilité inconditionnelle contrairement aux schémas de New-
mark qui ne sont pas adaptés aux problèmes dynamiques de contact à cause des
oscillations artificielles générées dans la zone de contact. Il est possible de stabiliser
ces oscillations avec des opérateurs de projections ou en introduisant de la dissipation
numérique [Deuflhard 2008]. La géométrie et la loi de comportement du prototype
sont relativement simples. Ainsi, l’intégralité de la réponse dynamique peut aussi
être calculée par une intégration temporelle avec le même schéma numérique. Par
conséquent, la validation de la linéarisation et des hypothèses formulées peuvent
être réalisées en comparant la solution linéarisée avec une solution de référence dé-
finie comme la différence entre la réponse dynamique et la réponse quasi-statique
(uv,référence = u2 − u1).
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Figure 4.27 – Évolution temporelle de la réponse vibratoire pour (y = w/2, r = Re)
de la solution calculée avec la méthode de linéarisation ( ) et de la solution de
référence ( ) – La totalité de la simulation (haut) et un zoom sur une période
(bas).

4.4.3.1 Contact non frottant

Dans un premier temps, un contact non frottant est considéré comme dans l’ana-
lyse du roulage quasi-statique. La solution obtenue avec la méthode de linéarisation
est comparée avec la solution de référence. Ensuite, le spectre de la vitesse des vibra-
tions est analysé. L’étude des vitesses des vibrations est importante puisque celle-ci
représente la condition aux limites du problème acoustique. Enfin, l’évolution des vi-
brations dans la direction circonférentielle est tracée pour analyser le comportement
vibratoire global de la structure.

La figure 4.27 illustre la comparaison des réponses vibratoires de la solution de la
méthode de la linéarisation avec la solution de référence. Les deux réponses oscillent
avec la même fréquence avec une légère différence au niveau des amplitudes. Les
vibrations verticales uz sont nulles sur l’AdC. Ainsi, le traitement de la condition
normale de contact comme une condition aux limites de Dirichlet semble être un
choix judicieux. Le maximum de l’amplitude des vibrations longitudinales ux est
atteint dans l’AdC et a le même ordre de grandeur que celui des vibrations verticales
qui est localisé en dehors de l’AdC. L’essentiel des vibrations latérales uy est observé
dans l’AdC et leur amplitude s’annule en s’éloignant de cette dernière.

La figure 4.28 montre que les spectres des vitesses de vibrations longitudinale vx
et verticale vz sont plus ou moins similaires entre les deux solutions. La plus grande
différence entre les deux solutions est observée au niveau de la vitesse latérale vy
. Une famille d’harmoniques autour des multiples de la fréquence de passage des
rainures dans l’AdC (Ordre = 10k, k ∈ N) est observée avec le même phénomène
de modulation constaté dans l’analyse de l’accélération quasi-statique pour les vi-
brations longitudinale et verticale. Le spectre de la vitesse latérale est un peigne de
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Figure 4.28 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations pour (y = w/2,
r = Re) de la solution calculée avec la méthode de linéarisation ( ) et de la solution
de référence ( ).

fréquence. Ceci est cohérent avec l’évolution temporelle du déplacement vibratoire
latéral. Les harmoniques autour des multiples de la fréquence de rotation ont dis-
paru. Ainsi, la méthode de linéarisation permet de séparer la dynamique de roulage
de la réponse vibratoire de la bande de roulement. Ces deux dynamiques opèrent
dans deux échelles différentes puisque le rapport des amplitudes entre le déplacement
quasi-statique et la réponse vibratoire est de l’ordre de 200.

L’amplitude de la réponse vibratoire décroît en s’éloignant de la bande de rou-
lement dans la direction radiale comme illustré sur la figure 4.29. Les vibrations
latérales s’annulent dans le centre de l’AdC étant donné la symétrie de la géométrie
du prototype. Cependant, les vibrations longitudinales et verticales ne dépendent
pas de la position latérale (figure 4.30). Le même constat était observé précédem-
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Figure 4.29 – Évolution temporelle de la réponse vibratoire de la solution calculée
avec la méthode de linéarisation pour r = Re ( ), r = (Re + Ri)/2 ( ) et r = Ri
( ) avec y = w/2.
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Figure 4.30 – Évolution temporelle de la réponse vibratoire de la solution calculée
avec la méthode de linéarisation pour y = w/2 ( ), y = w/4 ( ) et y = 0 ( ) avec
r = Re.

ment pour le déplacement quasi-statique.
Contrairement à l’accélération quasi-statique, la réponse vibratoire varie entre

l’entrée et la sortie de l’AdC comme illustré sur la figure 4.31. La vitesse des vi-
brations verticales vz est naturellement nulle dans l’AdC et à l’opposé de l’AdC
(θ = 180 deg). L’essentiel des vibrations latérales vy est situé aux frontières de
l’AdC et le maximum est localisé vers l’entrée de l’AdC (θ ≈ 45 deg). La vitesse
des vibrations longitudinales vx est caractérisée par une distribution symétrique par
rapport au plan (z = 0). Les mesures expérimentales montre que l’essentiel des
vibrations est localisé à l’entrée et à la sortie de l’AdC étant donné les propriétés
d’amortissement visqueux du mélange des caoutchoucs du pneumatique. Ce constat
n’est pas observé sur la figure 4.31 puisque l’amortissement n’a pas été intégré à la
modélisation.

4.4.3.2 Contact frottant

Le frottement de Coulomb est maintenant pris en compte dans la modélisation
du roulage quasi-statique. Cette section est consacrée à l’analyse de l’impact du
coefficient de frottement sur la réponse vibratoire. La solution obtenue avec la mé-
thode de linéarisation est comparée avec la solution de référence pour différentes
valeurs de µ. La question qui se pose est de savoir si la condition 4.5 utilisée pour le
traitement de la contrainte de contact reste valide dans le cas du contact frottant.
Cette condition consiste à imposer des vibrations nulles dans la direction normale
sur l’aire de contact.

Contrairement au contact non frottant, une grande différence entre la solution
calculée avec la méthode de linéarisation et la solution de référence est observée sur
la figure 4.32. Cette différence est particulièrement marquée dans l’AdC au niveau
des vibrations longitudinales ux et latérales uy. Ces dernières vibrations obtenues
avec la solution de référence sont constantes pour µ ≥ 0.3 sur la zone de contact.
En effet, les résultats du roulage quasi-statique montrent que le régime adhérent est
favorisé pour les grandes valeurs de µ. Ainsi, le déplacement vibratoire reste constant
dans l’AdC pour ces valeurs de µ. La valeur constante du déplacement dans l’AdC
n’est pas nulle puisque l’inertie altère la rigidité de contact [Winroth 2014]. Par
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Figure 4.31 – Évolution temporelle de la vitesse des vibrations dans la direction
circonférentielle de la solution calculée avec la méthode de linéarisation (r = Re,
y = w/2).

conséquent, la position longitudinale et latérale varie légèrement entre le problème
dynamique et le problème quasi-statique. La condition aux limites utilisée pour
traiter la condition de contact n’est alors plus valide.

Un changement simple de condition aux limites consiste à imposer un déplace-
ment vibratoire nul dans la zone active de contact.

uv = 0 sur Γtc (4.26)

Les résultats du changement de la condition aux limites sont donnés sur la figure
4.34.

Le changement de la condition aux limites améliore la solution calculée avec la
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Figure 4.32 – Évolution temporelle de la réponse vibratoire de la solution calcu-
lée avec la méthode de linéarisation ( ) et de la solution de référence ( ) pour
différentes valeurs de µ – (y = w/2, r = Re).

méthode de linéarisation par rapport à la solution de référence. Cette amélioration
est constatée à la fois dans l’AdC et hors l’AdC surtout pour les grandes valeurs
de µ. La plus grande différence entre les deux solutions est observée pour µ = 0.1.
En effet, le roulage quasi-statique montre que pour cette valeur de µ, la vitesse de
glissement est non nulle. Ceci est clairement incompatible avec la nouvelle condition
aux limites et est confirmé par la comparaison des déformées quasi-statique et dy-
namique illustrées sur la figure 4.33. Par contre, cette nouvelle condition améliore
la solution linéarisée en dehors de l’AdC pour toutes les valeurs de µ. Une meilleure
condition pour traiter la contrainte de contact dans le problème vibratoire devrait
dépendre probablement du régime de frottement. En ce sens, il faut imposer des
vibrations nulles dans l’AdC si le contact est adhérent et imposer une force, qui
reste à définir, si le contact est glissant. L’impact du coefficient de frottement sur
les niveaux de vibrations est illustré sur la figure 4.35.

La même sensibilité de la réponse vibratoire par rapport à µ est observée pour
les deux solutions sauf dans le cas de µ = 0.1. Ceci est expliqué par l’incompatibilité
de la condition aux limites avec le régime de frottement. Les plus grands niveaux
de vibrations sont observés pour le contact non frottant. Augmenter la valeur de µ
engendre une baisse des niveaux de vibrations jusqu’à une valeur de saturation pour
µ > 0.3. Cet effet n’est que la résultante de la saturation observée dans l’analyse
du roulage quasi-statique. Cette baisse des niveaux vibratoires est compatible avec
les mesures expérimentales dans le sens où le roulage sur un revêtement mouillé
engendre une augmentation du bruit de roulement allant jusqu’à 6 dB par rapport
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au roulage sur un revêtement sec [Sandberg 2002]. Cependant, cette conclusion en-
courageante doit être considérée avec précaution puisque la géométrie et les lois de
comportement d’un vrai pneumatique sont plus complexes que celles du prototype.
D’ailleurs, les mécanismes aérodynamiques ne sont pas pris en compte dans la mo-
délisation.

Le spectre des vitesses de vibrations est maintenant examiné pour analyser l’im-
pact du frottement sur la réponse vibratoire dans le domaine fréquentiel.

La prise en compte du frottement fait apparaître des harmoniques autour des
multiples de la fréquence de passage des rainures dans l’AdC (Ordre = 10k, k ∈ N)
pour les deux solutions en plus des harmoniques modulées (Ordre = 10k±1, k ∈ N).
L’émergence de ces harmoniques est expliquée par la composante latérale des efforts
tangentiels de frottement. Cette composante a la même direction que celle de l’axe
de rotation et une fréquence égale au nombre de passage des rainures dans l’AdC
multipliée par la fréquence de rotation.

Figure 4.33 – Comparaison de l’aire de contact du roulage quasi-statique ( ) et
du roulage dynamique ( ) pour les différentes valeurs de µ.
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Figure 4.34 – Évolution temporelle de la réponse vibratoire de la solution calculée
avec la méthode de linéarisation ( ) avec la nouvelle condition aux limites ( ) et
de la solution de référence ( ) pour différentes valeurs de µ – (y = w/2, r = Re).

4.4.4 Conclusion

La simulation de la réponse vibratoire d’un cylindre rainuré en roulage sur un
plan rigide a été réalisée dans cette partie. La méthode proposée est plus stable que
l’intégration temporelle classique puisque les non-linéarités sont intégrées dans la
configuration quasi-statique. Les résultats du roulage quasi-statique sont cohérents
et reflètent les effets des phénomènes de rotation et de frottement pris en compte
dans la modélisation. Les réponses vibratoires dans le cas du contact non frottant
sont similaires à celles de la solution de référence. Cependant, une correction de la
condition de contact utilisée dans le cadre du contact frottant devrait être apportée
quand le régime de frottement est glissant. La sensibilité de la réponse vibratoire
par rapport au coefficient de frottement, obtenue avec la méthode de linéarisation,
est cohérente avec la sensibilité du bruit de roulement par rapport aux conditions
d’adhérence. L’intégration de l’amortissement reste cruciale afin obtenir un compor-
tement vibratoire similaire à celui observé expérimentalement.



4.4. Prototype 119

0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11
t (s)

-1

-0.5

0

0.5

1

u
x
(m

)

#10 -3 Solution de référence

0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11
t (s)

-5

0

5

10

u
x
(m

)

#10 -4 Méthode de linéarisation

0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11
t (s)

-1

0

1

u
y
(m

)

#10 -4

0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11
t (s)

-4

-2

0

2

u
y
(m

)

#10 -5

0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11
t (s)

-1

-0.5

0

0.5

1

u
z
(m

)

#10 -3

0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11
t (s)

-5

0

5

10

u
z
(m

)

#10 -4

Figure 4.35 – Évolution temporelle de la réponse vibratoire de la solution calculée
avec la méthode de linéarisation avec la nouvelle condition aux limites (à droite) et
de la solution de référence (à gauche) pour le contact non frottant ( ), µ = 0.1 ( ),
µ = 0.3 ( ), µ = 0.5 ( ) et µ = 1.0 ( ) – (y = w/2, r = Re).
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Figure 4.36 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations pour (y = w/2,
r = Re) de la solution calculée avec la méthode de linéarisation ( ) et de la solution
de référence ( ) pour µ = 0.1.
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Figure 4.37 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations pour (y = w/2,
r = Re) de la solution calculée avec la méthode de linéarisation ( ) et de la solution
de référence ( ) pour µ = 0.3.
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Figure 4.38 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations pour (y = w/2,
r = Re) de la solution calculée avec la méthode de linéarisation ( ) et de la solution
de référence ( ) pour µ = 0.5.
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Figure 4.39 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations pour (y = w/2,
r = Re) de la solution calculée avec la méthode de linéarisation ( ) et de la solution
de référence ( ) pour µ = 1.0.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une stratégie numérique de simulation de la réponse vibratoire
des structures hyperélastiques en roulage sur un plan rigide a été présentée. L’idée
fondamentale de la méthode a été de modéliser le roulage macroscopique par un
processus quasi-statique non-linéaire et d’intégrer les effets de l’inertie seulement
dans le calcul de la réponse vibratoire. Le rapport entre les amplitudes et les temps
caractéristiques de ces deux dynamiques justifie cette hypothèse.

Une première application de la méthode a été réalisée en travaillant sur un sys-
tème masses-ressorts non-linéaire. Cette étude a montré que la méthode donne une
réponse plus ou moins identique à celle obtenue avec une intégration temporelle
classique pour toutes les valeurs considérées de la raideur cubique.

Par la suite, la méthode a été utilisée pour simuler la réponse vibratoire d’un
cylindre rainuré en roulage sur un plan rigide. La simplicité de la géométrie et de la
loi de comportement permettent de calculer une solution de référence. Ceci a permis
de statuer sur la validité de la modélisation. La solution calculée avec la linéarisation
a été similaire à la solution de référence dans le cas du contact non frottant. Ce-
pendant, l’introduction du frottement de Coulomb dans la modélisation a engendré
une augmentation de l’écart entre la solution obtenue avec la méthode proposée et
la solution de référence. Une correction de la condition cinématique utilisée dans
la zone de contact a réduit les écarts entre les deux solutions. La sensibilité de la
réponse vibratoire par rapport au coefficient de frottement, obtenue avec la méthode
de linéarisation, est cohérente avec la sensibilité du bruit de roulement par rapport
aux conditions d’adhérence.

Les résultats de la simulation de la réponse vibratoire sont globalement encou-
rageants pour les deux cas test. Par conséquent, le prochain chapitre sera dédié à
la simulation de la réponse vibratoire des structures hyperélastiques intégrant la
complexité géométrique des pneumatiques.
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5.1 Introduction

La méthode développée au début du chapitre 4 est appliquée pour simuler la
réponse vibratoire d’une structure pneumatique sculptée en roulage sur un plan
rigide. Dans un premier temps, la géométrie, les propriétés mécaniques de la struc-
ture et les paramètres de la simulation sont introduits. Des études numériques sont
ensuite réalisées afin de statuer sur la précision et la validité de la méthodologie
proposée. La première étude portera sur l’influence des conditions de roulage sur le
comportement vibratoire des pneumatiques. La sensibilité des vibrations par rap-
port aux paramètres de conception des sculptures de la bande de roulement est par
la suite examinée. Les tendances obtenues sont comparées qualitativement avec les
tendances observées expérimentalement. La dernière partie de ce chapitre s’articule
autour de la modélisation du roulage en charge imposée avec les équations supplé-
mentaires. La formulation mathématique de cette modélisation est introduite. Enfin,
la réponse vibratoire des pneumatiques obtenue avec ce nouveau mode de pilotage
est présentée et analysée.
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5.2 Structure pneumatique

La coupe méridienne du pneumatique étudié est illustrée sur la figure 5.1. Celle-
ci permet de générer le maillage 3D du pneu en dupliquant un motif de base dans
la direction circonférentielle avec une sculpture donnée. La bande de roulement est
composée d’un rib centre et de deux ribs épaule. Les noeuds utilisés comme points de
mesure de la réponse vibratoire sont localisés sur la gomme intérieure (GI) comme
exposé sur la figure 5.1. Le premier point (en rouge) est localisé en dessous du milieu
du rib centre et le second point (en bleu) est localisé en dessous du rib épaule. Ces
deux points sont pris au niveau de la gomme intérieure puisque le maillage de celle-ci
est identique pour les pneus ayant des sculptures différentes et qui seront étudiés
ultérieurement. Ceci permet aussi d’examiner l’effet de la largeur sur la réponse
vibratoire des pneumatiques.

Figure 5.1 – Coupe méridienne du pneumatique avec les points de mesure sur la
gomme intérieure (GI) - Centre (•) et Épaule (•).

Un exemple de génération du maillage 3D de pneumatique est affiché sur la
figure 5.2. Ce maillage est composé de 15660 noeuds, de 10944 éléments hexaédriques
linéaires et de 216 éléments prismatiques linéaires. La bande de roulement (en rouge)
du pneu illustré sur la figure 5.2 est composée de 36 rainures latérales d’épaisseur
10 mm. Celle-ci représente naturellement la zone potentielle de contact. L’entité
jaune représente la zone de gonflage où une pression suiveuse statique est appliquée
pour prendre en compte le gonflage du pneu. L’entité en bleu englobe les nœuds
qui entrent en contact avec la jante et sert à piloter cinématiquement le roulage du
pneumatique avec la condition aux limites 4.23.

Les propriétés géométriques et mécaniques du pneumatique sont données dans le
tableau 5.1. Un modèle de matériau homogène et isotrope de Saint Venant-Kirchhoff
est utilisé comme loi de comportement du pneumatique. Un contact non frottant
avec un plan rigide est considéré et celui-ci est géré avec la méthode de pénalisation.
Ainsi, l’impact de la sculpture est le seul mécanisme de génération de vibrations qui
est pris en compte. Les mécanismes aérodynamiques et les lois de comportement ainsi
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Figure 5.2 – Maillage 3D du pneumatique.

que l’orthotropie des nappes de l’architecture ne sont pas intégrés à la modélisation
sachant leur influence significative sur le bruit de roulement. L’objectif de l’étude
présentée est alors d’examiner seulement l’influence de la géométrie des sculptures
des pneumatiques sur la réponse vibratoire générée par l’impact de la sculpture en
utilisant la méthodologie détaillée dans la partie 4.2.

La simulation du roulage quasi-statique est effectuée en trois étapes principales.
La première étape consiste à simuler le gonflage en appliquant une pression suiveuse
statique. Le résultat du premier calcul est utilisé comme initialisation de la simu-
lation de l’écrasement. Cette simulation consiste à imposer un déplacement vertical
sur la zone jante. Finalement, le roulage quasi-statique est simulé en imposant la
condition cinématique 4.23 sur la zone jante en utilisant le résultat de l’écrasement
comme initialisation.

Une intégration temporelle avec un schéma d’Euler implicite est utilisée pour ré-
soudre le problème vibratoire 4.9. Dans un premier temps, l’influence des conditions
de roulage (vitesse de rotation, flèche) sur les niveaux vibratoires du pneumatique

Rayon géométrique Re = 268 mm
Rayon de la jante Ri = 180 mm

Largeur w = 77 mm
Module de Young E = 2.108 Pa

Coefficient de Poisson ν = 0.3

Masse volumique ρ = 900 kg/m3

Table 5.1 – Propriétés mécaniques du pneumatique.
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Pression de gonflage p = 1.5 bar
Pénalisation normale εn = 106

Pas de temps ∆t = 3.10−5 s

Table 5.2 – Paramètres numériques de la simulation.

Figure 5.3 – (a) Pneumatique utilisé dans les mesures - (b) Montage expérimental
CPX.

illustré sur la figure 5.2 est étudiée. Ensuite, la sensibilité de la réponse vibratoire
par rapport aux paramètres de conception des sculptures est examinée.

L’objectif est de comparer qualitativement les tendances données par les résul-
tats de la simulation numérique avec les tendances expérimentales retrouvées dans
la littérature [Li 2018b, Sandberg 2002] ou réalisées par Michelin [Saito 2016]. Ces
dernières mesures ont été effectuées dans la chambre sourde de Michelin sur le proto-
type pneumatique illustré sur la figure 5.3.a. Le montage expérimental de la méthode
CPX, utilisé dans les essais, est schématisé sur la figrue 5.3.b. Les résultats expéri-
mentaux permettent d’observer l’évolution du bruit de roulement en fonction de la
vitesse et sont illustrés sur les figures 5.15, 5.21 et 5.27.

5.2.1 Influence de la vitesse de rotation

La vitesse de roulage est considérée comme le facteur le plus influent sur les
niveaux de bruit extérieur [Li 2018a]. L’accroissement de la vitesse engendre une
augmentation de la fréquence de l’impact entre le pneumatique et la chaussée. A par-
tir des mesures expérimentales, une relation entre le niveau de pression acoustique
(SPL) et la vitesse d’avancement peut être formulée comme suit [Sandberg 2002] :
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L = A+B log(V ) (5.1)

L est le niveau de pression acoustique [dB], A et B sont des coefficients constants
qui dépendent du type de pneumatique et de la méthode de mesure utilisée. V est
la vitesse de translation [km/h]. Des exemples de valeurs de A et B peuvent être
trouvés dans [Sandberg 2002].
L’influence de la vitesse de rotation sur la réponse vibratoire est maintenant simulée
avec la méthode de calcul des vibrations développée auparavant. Trois simulations
de roulage quasi-statique avec trois vitesses de rotations ω = {50, 100, 150} rad/s
sont exécutées avec une flèche de d = 10 mm. Ces trois vitesses de rotation corres-
pondent aux vitesses de translation V = {48, 96, 144} km/h calculées en utilisant
l’approximation du rayon de roulage 4.25.

Les figures 5.4 et 5.5 illustrent la comparaison des spectres fréquentiels des com-
posantes des vitesses de vibrations calculées avec les 3 vitesses de rotations considé-
rées. Les spectres fréquentiels contiennent essentiellement des harmoniques situées
autour du nombre de rainures latérales multiplié par la fréquence de rotation (Ordre
= 36). La méthodologie permet ainsi de séparer les deux échelles de la réponse dy-
namique du pneumatique et les vibrations calculées résultent de l’impact entre la
sculpture de la bande de roulement et le plan rigide. Les niveaux de vibrations sont
très faibles pour ω = 50 rad/s comparés aux roulages avec ω = {100, 150} rad/s.
Les harmoniques apparaissant autour de la fréquence de passage des rainures dans
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Figure 5.4 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations du nœud centre de la
GI pour ω = 50 rad/s ( ), ω = 100 rad/s ( ) et ω = 150 rad/s ( ).
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Figure 5.5 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations du nœud épaule de la
GI pour ω = 50 rad/s ( ), ω = 100 rad/s ( ) et ω = 150 rad/s ( ).

l’AdC sont plus nombreux pour ω = 150 rad/s par rapport à ω = {50, 100} rad/s.
Les niveaux vibratoires sont plus ou moins identiques pour ω = {100, 150} rad/s.
Les mesures expérimentales montrent que les niveaux du bruit de roulement sont
également stabilisés en hautes vitesses avec un pic aux alentours de 90 km/h (figures
5.15, 5.21 et 5.27). Les vitesses de vibrations latérales vy calculées au centre de la
GI sont nulles étant donné la symétrie latérale de la structure étudiée. Par contre,
les niveaux des vibrations latérales vy calculées sur l’épaule sur la GI s’accroissent
en augmentant la vitesse de rotation. L’augmentation de la vitesse de rotation dé-
cale les niveaux de vibrations vers les hautes fréquences puisque que la fréquence
de l’impact entre la sculpture et le sol dépend de la vitesse de rotation. Les ré-
sultats de la simulation et les mesures expérimentales montrent que la vitesse de
roulage a une influence prépondérante sur la réponse vibratoire. Cependant, ce pa-
ramètre reste externe à la conception du pneumatique et dépend du comportement
du conducteur.

5.2.2 Influence de la flèche

Le deuxième paramètre important du roulage des pneumatiques est la charge
portée par ceux-ci. La charge portée détermine principalement la forme de l’aire de
contact. Les mécanismes de génération du bruit extérieur sont localisés autour de
l’AdC. Les mesures expérimentales montrent que généralement un élargissement de
l’AdC augmente les niveaux de bruit [Li 2018b]. Tong et al. [Tong 2013] a montré
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Figure 5.6 – Évolution du bruit extérieur du pneu en fonction de la charge pour
différentes vitesses [Iwao 1996].
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Figure 5.7 – Évolution temporelle du déplacement vibratoire du nœud épaule de
la GI pour d = 5 mm ( ), d = 10 mm ( ) et d = 15 mm ( ).

que cette augmentation reste marginale comparée à d’autres facteurs. D’autres me-
sures expérimentales [Iwao 1996] ont montré que la pression acoustique générée par
le roulement des pneumatiques atteint un pic pour une certaine valeur de la charge
quand la vitesse de rotation augmente comme illustré sur la figure 5.6.

L’objectif de l’étude présentée dans cette partie est d’examiner l’influence de
la flèche sur la réponse vibratoire. La simulation de la réponse vibratoire du pneu
présenté sur la figure 5.2 avec trois flèches différentes d = {5, 10, 15}mm est effectuée
avec une vitesse de rotation ω = 100 rad/s. Il faut noter que l’écrasement est simulé
cinématiquement à travers la flèche. La question de la modélisation du roulage quasi-
statique avec une charge imposée sera abordée à la fin de ce chapitre.

Les signaux temporels de l’évolution de la réponse vibratoire du nœud localisé sur
l’épaule de la GI des trois cas étudiés sont illustrés sur la figure 5.7. Les amplitudes
des vibrations sont plus faibles avec la plus grande flèche d = 15 mm. Une légère
atténuation des niveaux vibratoires est constatée avec un roulage avec une flèche de
d = 10 mm par rapport au roulage avec une flèche de d = 5 mm.

Les spectres fréquentiels des vitesses de vibrations de la figure 5.8 confirment les
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Figure 5.8 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations du nœud épaule de la
GI pour d = 5 mm ( ), d = 10 mm ( ) et d = 15 mm ( ).

tendances constatées dans l’analyse de la réponse vibratoire. L’augmentation de la
flèche engendre l’atténuation des niveaux vibratoires. D’autre part, l’amplitude des
harmoniques autour du double de la fréquence de passage des rainures dans l’AdC
(Ordre = 72) devient comparable à celle des harmoniques qui apparaissent autour
de Ordre = 36 pour d = 5 mm. Ceci n’est pas observé pour les deux autres cas.
La tendance donnée par la simulation n’est pas compatible avec les observations
expérimentales. Afin d’essayer de comprendre cette tendance, la forme des aires de
contact obtenue pour chaque flèche est examinée.

La figure 5.9 montre la distribution de la pression normale de contact calculée
avec les trois chargements étudiés. Dans le cas de d = 5 mm, le rib centre rainuré est
le seul à entrer en contact avec le plan. L’AdC calculée avec une flèche d = 10 mm
montre que les trois ribs portent la charge. Cependant, la charge verticale est portée
essentiellement par les ribs épaules avec un cloquage au niveau du rib centre dans le
cas de d = 15 mm. Autrement dit, les flancs portent l’essentiel de la charge verticale.
Les spectres fréquentiels montrent que les rainures latérales du rib centre génèrent
l’essentiel des vibrations. Ainsi, les tendances données par le modèle peuvent être
expliquées par le fait que l’appui ajouté par les ribs épaules non rainurés amortit les
niveaux vibratoires générés par les rainures latérales. L’apparition du cloquage dans
le cas de d = 15 mm résulte de l’omission de la loi de comportement des nappes
sommet. En effet, la rigidité de ces nappes composites est supérieure à celle des
flancs et pilotent principalement la forme de l’AdC. Ceci explique alors la différence
entre les résultats numériques et les tendances expérimentales.
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Figure 5.9 – Pression normale de contact calculée avec une flèche d = {5, 10, 15}
mm.

5.2.3 Sensibilité par rapport à l’épaisseur des rainures

Cette partie est consacrée à l’étude de l’influence de l’épaisseur des rainures sur
la réponse vibratoire du pneumatique. Les sculptures étudiées sont illustrées dans
la figure 5.10. Une flèche d = 10 mm et une vitesse de rotation de ω = 100 rad/s
(V = 96 km/h) correspondent aux conditions de roulage.

Figure 5.10 – Sculptures utilisées dans l’étude de la sensibilité de la réponse vibra-
toire par rapport à l’épaisseur des rainures latérales.
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Figure 5.11 – Évolution temporelle du déplacement vibratoire du nœud centre de
la GI pour e = 5 mm ( ), e = 10 mm ( ), e = 15 mm ( ) et e = 20 mm ( ).
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Figure 5.12 – Évolution temporelle du déplacement vibratoire du nœud épaule de
la GI pour e = 5 mm ( ), e = 10 mm ( ), e = 15 mm ( ) et e = 20 mm ( ).

Les nœuds de la gomme intérieure (GI), illustrés dans la figure 5.1, sont sé-
lectionnés comme points de mesures puisque cette partie reste invariante dans les
maillages des pneus utilisés dans l’étude de sensibilité. Le déplacement vibratoire
et le spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations sont tracés afin de comparer
l’évolution des niveaux de vibrations en fonction de l’épaisseur des rainures.

Les figures 5.11 et 5.12 montrent une atténuation des niveaux vibratoires avec
l’augmentation de l’épaisseur des rainures. Les vibrations latérales uy calculées au
centre de la GI sont nulles étant donné la symétrie latérale des structures pneuma-
tiques. Cependant, les vibrations latérales uy calculées sur l’épaule de la GI sont non
nulles à cause de l’effet Poisson et suivent les mêmes tendances que les vibrations
longitudinales ux et verticales uz calculées au centre de la GI.

Les spectres fréquentiels des vitesses de vibrations, affichés sur les figures 5.13 et
5.14 donnent les mêmes tendances relevées dans l’analyse du déplacement vibratoire.
Le spectre des vitesses de vibrations longitudinales vy est composé d’harmoniques
autour du nombre des rainures de la roue avec un effet de modulation. Les mêmes
harmoniques apparaissent dans les spectres fréquentiels des vitesses latérales vy et
verticales vz en plus d’une harmonique autour de la fréquence de passage des rai-
nures dans l’AdC. Cette atténuation des niveaux vibratoires est expliquée par la
diminution de la surface d’impact sur le plan rigide engendrée par l’augmentation
de l’épaisseur des rainures. Les résultats expérimentaux, illustrés sur la figure 5.15,
affichent plutôt la tendance inverse. Cette dernière s’explique par le mécanisme de
pompage d’air qui est enclin à s’amplifier avec des rainures plus larges puisque la
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Figure 5.13 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations du nœud centre de la
GI pour e = 5 mm ( ), e = 10 mm ( ), e = 15 mm ( ) et e = 20 mm ( ).
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Figure 5.14 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations du nœud épaule de
la GI pour e = 5 mm ( ), e = 10 mm ( ), e = 15 mm ( ) et e = 20 mm ( ).
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Figure 5.15 – Évolution de la pression acoustique mesurée avec la méthode CPX
en fonction de la vitesse pour différentes valeurs de l’épaisseur des rainures - (a)
Microphone situé à l’entrée de l’AdC - (b) Microphone situé à la sortie de l’AdC -
(c) Microphone situé en face du pneumatique [Saito 2016].

quantité d’air emprisonnée dans l’AdC s’accroît avec la taille des rainures. D’ailleurs,
les mesures expérimentales retrouvées dans la littérature ne donnent pas une ten-
dance claire sur l’évolution du bruit extérieur par rapport à l’épaisseur des rainures
latérales [Sandberg 2002, Li 2018b] puisque les mécanismes d’impact et de pompage
d’air entrent en compétition. D’autre part, il est délicat de comparer ces tendances
avec les mesures expérimentales puisque la variation de la charge portée par le pneu
induite par la variation de l’épaisseur est non négligeable. Le pilotage avec une
charge imposée pour cette étude serait plus adapté.

5.2.4 Sensibilité par rapport au ψ2

Un autre paramètre utilisé dans la conception des sculptures est l’angle ψ2.
Cet angle représente l’angle de l’inclinaison des rainures latérales par rapport à la
direction latérale. L’influence de ce paramètre sur le comportement vibratoire est
examinée en calculant la réponse vibratoire des pneus ayant les sculptures illustrées
sur la figure 5.16.

Les conditions de roulage de la partie précédente (ω = 100 rad/s, d = 10 mm)

Figure 5.16 – Sculptures utilisées dans l’étude de la sensibilité de la réponse vibra-
toire par rapport à l’angle d’inclinaison ψ2.
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Figure 5.17 – Évolution temporelle du déplacement vibratoire du nœud centre de
la GI pour ψ2 = 0 deg ( ), ψ2 = 22 deg ( ), ψ2 = 35 deg ( ) et ψ2 = 45 deg ( ).
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Figure 5.18 – Évolution temporelle du déplacement vibratoire du nœud épaule de
la GI pour ψ2 = 0 deg ( ), ψ2 = 22 deg ( ), ψ2 = 35 deg ( ) et ψ2 = 45 deg ( ).

sont utilisées dans l’étude de sensibilité présentée dans cette partie. Les réponses
vibratoires calculées sont comparées au niveau des points de mesure de la gomme
intérieure (GI).

Les figures 5.17 et 5.18 montrent l’évolution temporelle des composantes de la
réponse vibratoire des nœuds de la GI localisés sur le centre et sur l’épaule pour
différentes valeurs de ψ2. Une atténuation globale des amplitudes des vibrations
longitudinale et verticale est observée en augmentant les valeurs de ψ2. Cependant,
les vibrations latérales uy calculées au centre ou à l’épaule de la GI sont plus faibles
pour ψ2 = 0. Ceci est dû au fait que les sculptures avec des ψ2 > 0 cassent la
symétrie latérale du pneumatique. L’amplitude des vibrations latérales uy est plus
faible que celle des vibrations longitudinales ux et verticales uz.

Les spectres fréquentiels des vitesses de vibrations affichés sur les figures 5.19 et
5.20 donnent les mêmes tendances observées dans l’analyse de la réponse vibratoire.
L’amplitude des vitesses de vibrations diminue en augmentant la valeur de l’angle
d’inclinaison ψ2. Les fréquences des harmoniques des spectres sont identiques à
celles des spectres examinés précédemment. L’atténuation des niveaux vibratoires
par rapport au ψ2 est expliquée par l’entrée et la sortie progressives des rainures
dans l’aire de contact contrairement aux rainures latérales (ψ2 = 0) où l’entrée et la
sortie se font d’une manière instantanée.

Les mesures expérimentales illustrées sur la figure 5.21 ainsi que celles retrouvées
dans la littérature [Sandberg 2002, Li 2018b] montrent que le bruit extérieur suit la
même tendance par rapport à l’angle d’inclinaison des rainures ψ2.
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Figure 5.19 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations du nœud centre de la
GI pour ψ2 = 0 deg ( ), ψ2 = 22 deg ( ), ψ2 = 35 deg ( ) et ψ2 = 45 deg ( ).
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Figure 5.20 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations du nœud épaule de
la GI pour ψ2 = 0 deg ( ), ψ2 = 22 deg ( ), ψ2 = 35 deg ( ) et ψ2 = 45 deg ( ).
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Figure 5.21 – Évolution de la pression acoustique mesurée avec la méthode CPX
en fonction de la vitesse pour différentes valeurs de ψ2 - (a) Microphone situé à
l’entrée de l’AdC - (b) Microphone situé à la sortie de l’AdC - (c) Microphone situé
en face du pneumatique [Saito 2016].

5.2.5 Sensibilité par rapport au rib shifting

Un autre paramètre utilisé dans la conception des sculptures est le rib shifting.
Ceci est utile dans le cas où les ribs épaules sont aussi rainurés. Le rib shifting
consiste à choisir l’alignement des rainures des ribs épaule par rapport à celles du
rib centre. Dans cette partie, 3 configurations sont étudiées. Les ribs épaules sont
composés de 36 rainures latérales. Les sculptures étudiées sont illustrées sur la figure
5.22. Les rainures des trois ribs sont alignés dans la première configuration. Un shift
de 25% est appliqué à un des ribs épaule dans la deuxième configuration. La troisième
configuration consiste à garder le même shift de 25% de la deuxième configuration
tout en appliquant un shift de 50% sur l’autre rib épaule.

La simulation de la réponse vibratoire est effectuée avec les mêmes conditions
de roulage des études antérieures (ω = 100 rad/s, d = 10 mm). Le comportement
vibratoire est analysé en observant le déplacement et la vitesse vibratoires au niveau
des points de mesure localisés sur la gomme intérieure (GI).

Les figures 5.23, 5.24, 5.25 et 5.26 montrent que le rib shifting choisi dans les
configurations 2 et 3 atténue légèrement les niveaux des vibrations longitudinales et

Figure 5.22 – Sculptures utilisées dans l’étude de la sensibilité de la réponse vibra-
toire par rapport au rib shifting.
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Figure 5.23 – Évolution temporelle du déplacement vibratoire du nœud centre de
la GI de la config 1 ( ), de la config 2 ( ) et de la config 3 ( ).
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Figure 5.24 – Évolution temporelle du déplacement vibratoire du nœud épaule de
la GI de la config 1 ( ), de la config 2 ( ) et de la config 3 ( ).

verticales par rapport à la configuration 1. Cette atténuation peut s’expliquer par
le décalage créé par le rib shifting au niveau de l’entrée et la sortie des rainures
dans l’AdC. En effet, le but du rib shifting est de casser la synchronie de l’impact
des rainures des trois ribs sur la chaussée. Par contre, le rib shifting génère des
vibrations latérales uy au centre de la roue puisque celui-ci casse la symétrie latérale
du pneumatique. Ces vibrations latérales uy calculées sur l’épaule avec le rib shifting
restent aussi supérieures à celles calculées avec la sculpture dans laquelle les rainures
latérales sont alignées (configuration 1).

Les mesures expérimentales montrent que le rib shifting atténue généralement
les niveaux de bruit de roulement comme illustré sur la figure 5.27. Ce degré d’atté-
nuation dépend des conditions de roulage et des autres paramètres de la sculpture
de la bande de roulement [Sandberg 2002, Li 2018b].
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Figure 5.25 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations du nœud centre de la
GI de la config 1 ( ), de la config 2 ( ) et de la config 3 ( ).
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Figure 5.26 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations du nœud épaule de
la GI de la config 1 ( ), de la config 2 ( ) et de la config 3 ( ).
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Figure 5.27 – Évolution de la pression acoustique mesurée avec la méthode CPX
en fonction de la vitesse pour différentes valeurs de rib shifting - (a) Microphone
situé à l’entrée de l’AdC - (b) Microphone situé à la sortie de l’AdC - (c) Microphone
situé en face du pneumatique [Saito 2016].

5.2.6 Synthèse des études de sensibilité

La synthèse des différentes études de sensibilité réalisées dans cette partie est
donnée dans le tableau 5.3. Le symbole ↗ (respectivement ↘) signifie que le pa-
ramètre engendre une augmentation (respectivement réduction) des niveaux vibra-
toires ou acoustiques. Le symbole • signifie que le paramètre n’a pas d’impact si-
gnificatif. L’étude de sensibilité concerne les réponses vibratoires dans le cas de la
simulation numérique alors que c’est la pression acoustique qui est mesurée expéri-
mentalement.

La méthode de linéarisation donne des tendances similaires à celles des mesures
expérimentales par rapport à la vitesse et à l’angle d’inclinaison des rainures ψ2.
L’évolution des niveaux vibratoires par rapport à la flèche est antagonique à celle
des résultats expérimentaux. L’impact du rib shifting sur les niveaux vibratoire est
négligeable contrairement à ce qui est observé expérimentalement. Les écarts de ten-
dances entre les résultats numériques et les mesures expérimentales sont expliqués
par le choix du mode de pilotage et l’absence du mécanisme de pompage d’air et des
lois de comportement de l’architecture du pneumatique dans la modélisation. Par
conséquent, la géométrie de la sculpture n’est pas suffisante pour simuler correcte-
ment la sensibilité du bruit de roulement par rapport aux conditions de roulage et
aux paramètres de conception de la sculpture.

Méthode de linéarisation Mesures expérimentales
Vitesse ↗ ↗
Flèche ↘ ↗

Épaisseur des rainures ↗ ↗↘
ψ2 ↘ ↘

Rib shifting • ↘

Table 5.3 – Synthèse des études de sensibilité.
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5.3 Pilotage du roulage en charge imposée

La simulation de l’écrasement du pneumatique est effectuée jusqu’à maintenant
en imposant un déplacement vertical sur la zone jante. Ce pilotage du roulage quasi-
statique avec la flèche ne correspond pas à la réalité puisque les pneus roulent en
portant la charge du véhicule. Cependant, imposer une force verticale sur la zone
jante rend le problème mécanique mal posé. Par conséquent, il faut ajouter une
équation supplémentaire qui permet de calculer la flèche assurant que la charge
portée par le pneu est égale à la charge cible à chaque instant. Dans un premier
temps, le caractère mal posé du problème mécanique est démontré quand une force
verticale est appliquée sur la zone jante. Dans un second temps, l’équation de la
charge va être détaillée avec la changement à effectuer pour piloter le roulage avec
une charge imposée. Ensuite, la méthode est appliquée pour simuler un roulage
quasi-statique du pneumatique illustré sur la figure 5.2. Enfin, la réponse vibratoire
est calculée avec ce nouveau mode de pilotage en utilisant la méthode développée
au début du chapitre 4.

5.3.1 Problème mal posé

La notion de problème bien posé a été introduite par Hadamard [Hadamard 1923]
dès 1923. Il s’agit d’un problème dont :

• la solution existe (existence)
• la solution est unique (unicité)
• la solution dépend continûment des données (stabilité)

Une force verticale Fz est appliquée sur la zone jante à la place de la flèche.
Les déplacements longitudinal ux et latéral uy sont supposés nuls sur la zone jante
Γu comme illustré sur la figure 5.28. La solution u est recherchée dans l’espace
fonctionnel V1 défini par :

V1 =
{
u ∈ H1(Ω) | ux = uy = 0 sur Γu

}
(5.2)

La condition de contact peut être interprétée comme une condition de Neumann
où les forces de contact sont appliquées sur la zone de contact [Yastrebov 2011].
En ce sens, la formulation variationnelle des équations de mouvement modélisant
l’écrasement statique du pneumatique sur un plan rigide sous l’effet de la force Fz
est donnée par :

Trouver u ∈ V1∫
Ω

P :∇w dΩ =

∫
Γp

pJ(F−ᵀN) ·wdΓ +

∫
Γu

Fzwz dΓ +

∫
Γc

Πnwn dΓ ∀w ∈ V1

(5.3)
Si u est une solution, alors le champ ue = u + cez (c est une constante non

nulle et ez est le vecteur unitaire de la direction verticale) est aussi une solution du
problème :
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Figure 5.28 – Schématisation de l’écrasement avec une charge Fz.

• Les conditions aux limites cinématiques imposées sur Γu sont vérifiées par ue
puisque ses composantes longitudinale et latérale sont identiques à celles de u.

• Les conditions aux limites sur la pression suiveuse p et sur les les forces de
contact sont vérifiées par ue puisque son gradient est identique à celui de u.

Ainsi, la solution du problème 5.3 n’est pas unique. Par conséquent, celui-ci est
mal posé. Ce résultat est classique dans la mécanique des solides. En effet, la solution
d’un problème mécanique est déterminée à un corps rigide près quand une condition
aux limites en déplacement n’est pas imposé sur toutes les directions de l’espace.
Cette difficulté peut être contournée en gardant le pilotage de l’écrasement avec la
flèche imposée et en ajoutant une équation supplémentaire au problème mécanique.
Cette technique sera détaillée dans la partie suivante.

5.3.2 Équation de la charge

La charge verticale portée par la structure est calculée en intégrant la pression
normale dans l’aire de contact. Afin d’exprimer analytiquement la fonction gap gn
en fonction de la flèche d, les noeuds de la jante sont encastrés et la position du sol
zp est variable et égale à la valeur de la flèche comme illustré sur la figure 5.29.

La charge Fz se calcule de la façon suivante quand la méthode de pénalisation
est choisie pour gérer la condition de non-interpénétration :
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Figure 5.29 – Paramétrage de la position du sol.

Fz(u, d) =

∫
Γtc(d)

pndΓ

=

∫
Γtc(d)

εngndΓ

=

∫
Γtc(d)

εn(g0 + un − d)dΓ

(5.4)

Le roulage est piloté avec la même condition aux limites 4.23 mais avec une
flèche variable qui dépend du temps. Celle-ci est le zéro de l’équation supplémentaire
suivante :

Eq(d) = (Fz(d)− Cz)2 (5.5)

Cz représente la charge imposée. La méthode de Newton est utilisée pour trouver
le zéro de l’équation 5.5. Après avoir choisi une valeur initiale de la flèche d0, celle-ci
est mise à jour avec le schéma itératif suivant :

di+1 = di + ∆di

= di −
Eq′(di)

Eq(di)

(5.6)

Le calcul de la dérivée de l’équation supplémentaire s’avère nécessaire dans la
mise en place du schéma itératif donné par la méthode de Newton. Une approxima-
tion de cette dérivée est obtenue grâce à l’expression analytique de la fonction gap
gn.

Eq′(d) = 2(Fz(d)− Cz)
∂Fz
∂d

≈ −2εn|Γtc(d)|(Fz(d)− Cz)
(5.7)
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1 - Initialisation
Initialisation du déplacement et de la flèche à partir du calcul d’écrasement (u, d)

Choix des seuils de convergence (ε1, ε2) et le nombre maximal d’itérations N
2 - Boucle temporelle à l’instant tk
Boucle itérative i
Calculer uk solution du problème quasi-statique à l’instant tk avec la flèche di
Calculer la charge Fz(di)
Test de convergence
Si (|Fz(di)− Cz| < ε1) ou (|∆di| < ε2) ou (i = N)
Sortir de la boucle
Sinon
di+1 = di + ∆di
Répéter (i = i+ 1).

Passer à l’instant tk+1

Table 5.4 – Algorithme de simulation du roulage quasi-statique en charge imposée

|Γtc(d)| représente la surface de l’aire de contact. Le calcul de la dérivée de l’ex-
pression du gap par rapport à la flèche est direct. Cependant, la dérivation du
domaine d’intégration Γc(d) par rapport à la flèche est plus compliquée à effectuer
et cette partie de la dérivée n’est pas prise en compte en espérant qu’elle soit né-
gligeable au voisinage de la solution. La résolution de l’équation de la charge est
réalisée avec une méthode de quasi-Newton. Sa convergence, avec une vitesse plus
faible que celle de la méthode de Newton, reste conditionnée par l’initialisation de la
flèche. L’algorithme permettant de simuler le roulage quasi-statique avec une charge
imposée est donné dans le tableau 5.4.

La structure de l’algorithme 5.4 montre bien que le temps de calcul de la simu-
lation du roulage quasi statique avec une charge imposée est supérieur à celui avec
une flèche imposée puisque plusieurs résolutions du problème quasi statique sont
effectuées à chaque pas de temps puisque sa boucle de Newton est imbriquée dans la
boucle de quasi-Newton de la flèche. Un couplage faible entre le déplacement u et la
flèche d est alors considéré. La convergence de la boucle itérative peut être accélérée
en multipliant la correction ∆di par un coefficient α > 1.

5.3.3 Application numérique

La méthode présentée précédemment est utilisée pour simuler le roulage quasi-
statique en charge imposée du pneu illustré sur la figure 5.2. Les propriétés méca-
niques et les paramètres numériques de la simulation sont identiques à ceux de la
section précédente. Une charge de 500 daN et une vitesse de rotation de ω = 100

rad/s sont imposées.
La charge portée par le pneumatique est bien égale à la charge imposée comme
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Figure 5.30 – (a) - Évolution temporelle de la charge portée par le pneumatique.
(b) - Évolution temporelle de la flèche. (c) - Spectre fréquentiel de la variation de la
flèche.

illustré sur la figure 5.30.(a). La figure 5.30.(b) montre l’évolution de la flèche per-
mettant d’avoir une charge verticale égale à la charge cible. Cette variation est
expliquée par la variation de la forme de l’AdC due aux rainures latérales qui com-
posent la sculpture de la bande de roulement. Le spectre fréquentiel de la variation
de la flèche δd définie comme étant la différence entre la flèche d et sa valeur moyenne
d̄ est composé d’harmoniques autour des multiples de la fréquence de passage des
rainures dans l’AdC (Ordre = 36k, k ∈ N).

Les figures 5.31 et 5.32 montrent l’évolution de la réponse vibratoire du pneu-
matique dont le roulage quasi-statique est effectué avec une charge imposée. Une
amplification au cours du temps est constatée au niveau des vibrations longitudinales
et des vibrations latérales calculées sur le rib épaule de la GI. Cette amplification
numérique est liée à la modélisation du roulage quasi-statique. Afin d’investiguer la
source de cette amplification, l’accélération quasi-statique qui représente le signal
d’excitation du problème vibratoire est examinée au niveau des points de mesure.

Les figures 5.33 et 5.34 montrent bien une amplification de l’accélération quasi-
statique longitudinale au niveau des deux points de mesures de la GI. Cet effet
d’amplification n’est pas observé sur les accélérations latérales. Ainsi, l’amplifica-
tion des vibrations latérales est une conséquence de l’effet de Poisson. Cette am-
plification numérique s’explique par la condition utilisée pour piloter l’avancement
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Figure 5.31 – Évolution temporelle du déplacement vibratoire du nœud centre de
la GI avec une charge imposée de Cz = 500 daN.
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Figure 5.32 – Évolution temporelle du déplacement vibratoire du nœud épaule de
la GI avec une charge imposée de Cz = 500 daN.

du pneumatique avec une charge imposée. Afin de démontrer cela, le déplacement
longitudinal ux imposé sur la zone jante et ses dérivés sont examinés.

ux(x, y, z, t) = (Re −
d(t)

3
)ωt+ x cos(ωt) + z sin(ωt)− x

u̇x(x, y, z, t) = (Re −
d(t)

3
)ω − ḋ(t)

3
ωt− ωx sin(ωt) + zω cos(ωt)

üx(x, y, z, t) = −2ḋ(t)

3
ω − d̈(t)

3
ωt− ω2x cos(ωt)− zω2 sin(ωt)

(5.8)

x, y et z représentent les coordonnées du vecteur position X d’un point de
la configuration de référence. L’équation 5.8 montre bien que la variation de la
flèche amplifie l’accélération longitudinale quasi-statique imposée dans le pilotage du
roulage quasi-statique. Ceci va impacter l’accélération quasi-statique de l’ensemble
de la structure. Une méthode simple pour corriger cette amplification consiste à
remplacer la flèche par sa valeur moyenne d̄. Le nouveau déplacement longitudinal
imposé sur la zone jante est donné par :

ux(x, y, z, t) = (Re −
d̄

3
)ωt+ x cos(ωt) + z sin(ωt)− x (5.9)
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Figure 5.33 – Évolution temporelle de l’accélération quasi-statique du nœud centre
de la GI avec une charge imposée de Cz = 500 daN.
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Figure 5.34 – Évolution temporelle de l’accélération quasi-statique du nœud épaule
de la GI avec une charge imposée de Cz = 500 daN.

Les résultats de la correction apportée à la condition cinématique imposée pour
piloter le roulage quasi-statique sont donnés sur la figure 5.35. La charge portée par
le pneumatique est égale à la charge imposée. L’évolution de la flèche d et le spectre
fréquentiel de la variation de la flèche δd sont identiques à ceux obtenus avec l’an-
cienne condition de roulage. Par conséquent, la correction permet de conserver la
même zone de contact tout en éliminant l’amplification numérique de l’accélération
quasi-statique induite par la variation de la flèche. La réponse vibratoire est main-
tenant calculée avec la méthode développée en début de ce chapitre en utilisant la
réponse quasi-statique obtenue avec la nouvelle condition de pilotage du roulage.

La comparaison entre les réponses vibratoires est donnée sur les figures 5.36
et 5.37. La nouvelle condition de roulage permet d’éliminer l’amplification numé-
rique observée au niveau des vibrations longitudinales et au niveau des vibrations
latérales calculées sur l’épaule de la GI. Elle induit une légère atténuation de l’am-
plitude des vibrations verticales. La fréquence des vibrations ne varie pas avec la
correction apportée à la condition de roulage. Ainsi, la correction de la condition de
roulage permet de retrouver un comportement vibratoire périodique cohérent avec
les phénomènes physiques intégrés dans la modélisation (rotation, contact).

Les spectres fréquentiels des vitesses de vibrations calculées avec une charge im-
posée sont donnés dans les figures 5.38 et 5.39. La plus grande différence avec les
calculs avec une flèche imposée est observée au niveau des vitesses de vibrations
verticales. En effet, le spectre des vitesses verticales est composé d’harmoniques si-
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Figure 5.35 – (a) - Évolution temporelle de la charge portée par le pneumatique.
(b) - Évolution temporelle de la flèche. (c) - Spectre fréquentiel de la variation de la
flèche - ( ) avec l’ancienne condition de roulage ( ) avec la nouvelle condition de
roulage.

tuées autour des multiples de fréquence de passages des rainures dans l’AdC (Ordre
= 36k, k ∈ N). Ce changement s’explique par la variation du déplacement quasi-
statique vertical induit par la variation de la flèche. Les vitesses longitudinales de
vibrations ne varient pas énormément comparé aux calculs avec une flèche imposée.
Les spectres de ces vitesses sont composés essentiellement d’harmoniques localisés
autour de la fréquence de passage des rainures dans l’AdC. L’amplitude des vitesses
verticales est largement supérieure à celle des vitesses longitudinales dans le cas du
roulage avec une charge imposée contrairement au roulage avec une flèche imposée
dans lequel les vitesses verticales et longitudinales avaient le même ordre de gran-
deur. Le rapport d’amplitudes entre la vitesse verticale et la vitesse longitudinale
est approximativement égale à 3. Ce coefficient correspond à l’impact de la flèche
sur le rayon de roulage défini dans l’équation 4.25. La vitesse latérale s’annule au
centre de la GI étant donné la symétrie mentionnée auparavant. Cependant, des
harmoniques autour des multiples des efforts de contact apparaissent avec un effet
de modulation dans le spectre des vitesses de vibrations latérales.
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Figure 5.36 – Évolution temporelle du déplacement vibratoire du nœud centre de la
GI avec l’ancienne condition de roulage ( ) et avec la nouvelle condition de roulage
( ).
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Figure 5.37 – Évolution temporelle du déplacement vibratoire du nœud épaule
de la GI avec l’ancienne condition de roulage ( ) et avec la nouvelle condition de
roulage ( ).

5.3.4 Conclusion

Cette partie a été consacrée au pilotage du roulage quasi-statique avec une charge
imposée en passant par une équation supplémentaire. Cette méthode a permis de
contourner le caractère mal posé du problème mécanique induit par l’application de
la force verticale sur la zone jante. L’amplification de l’accélération quasi-statique
engendrée par les dérivées temporelles de la flèche a été corrigée en considérant sa
valeur moyenne dans le pilotage du roulage quasi-statique. La réponse vibratoire a
été ensuite calculée avec la méthode de linéarisation 4.2. Les résultats obtenus avec
ce nouveau mode de pilotage montre que celui-ci induit un changement notable au
niveau des vibrations verticales. Ce changement est cohérent avec la variation de la
forme de l’AdC. Ce nouveau mode de pilotage correspond au chargement réaliste des
pneumatiques et doit être utilisé par la suite dans la simulation du comportement
vibratoire.
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Figure 5.38 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations du nœud centre de la
GI avec une charge imposée Cz = 500 daN.
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Figure 5.39 – Spectre fréquentiel de la vitesse des vibrations du nœud épaule de
la GI avec une charge imposée Cz = 500 daN.



152 Chapitre 5. Application aux structures pneumatiques

5.4 Conclusion

La méthodologie est appliquée pour simuler le comportement vibratoire d’une
structure ayant une géométrie représentative du pneumatique. Une première étude
portait sur l’influence des conditions de roulage sur les niveaux vibratoires. Ensuite,
la sensibilité des vibrations par rapport à quelques paramètres de conception des
sculptures de la bande de roulement a été examinée. La comparaison qualitative
des tendances obtenues avec celles observées expérimentalement montre que la géo-
métrie de la sculpture n’est pas suffisante pour simuler correctement la sensibilité
du bruit de roulement par rapport aux conditions de roulage et aux paramètres de
conception de la sculpture. Le mécanisme de pompage d’air et les lois de comporte-
ment orthotropes des nappes doivent être intégrés afin de simuler complètement le
bruit de roulement.

La dernière partie de ce chapitre a été consacrée au pilotage du roulage quasi-
statique avec une charge imposée en passant par une équation supplémentaire. La
formulation mathématique du nouveau pilotage a été introduite. La réponse vibra-
toire a été ensuite calculée avec la méthode développée au début du chapitre. Les
résultats obtenus avec ce nouveau mode de pilotage montre que celui-ci engendre
une augmentation des amplitudes des vibrations verticales par rapport aux vibra-
tions longitudinales. Ceci est cohérent avec la déformation verticale du pneumatique
induite par la variation de l’aire de contact.
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Conclusions

L’objectif principal de ce travail de thèse était de proposer une stratégie nu-
mérique pour simuler la réponse vibratoire des pneumatiques dont l’excitation est
pilotée par la sculpture. Le mécanisme d’impact de la bande de roulement est par-
ticulièrement étudié. Ce phénomène est considéré comme le mécanisme principal de
génération du bruit d’origine solidienne.

Le cadre mathématique nécessaire au développement de la méthodologie propo-
sée dans ces travaux de thèse a été détaillé. Une attention particulière a été portée
sur les différentes techniques numériques choisies dans la simulation de la réponse
dynamique. Ce cadre a permis de mettre en place la formulation mathématique de
la méthode numérique en précisant les différentes hypothèses effectuées.

Plusieurs études numériques ont été réalisées afin d’étudier la stabilité et de cer-
ner le domaine de validité de la méthode numérique. La première application sur le
système masses/ressorts non-linéaire a montré que la méthode donnait des résultats
identiques à ceux obtenus avec une intégration temporelle classique pour toutes les
valeurs considérées de la raideur cubique. La deuxième application portait sur la
simulation de la réponse vibratoire d’un cylindre rainuré en roulage sur un sol lisse.
L’analyse des résultats a montré que la méthode numérique proposée donnait des
résultats satisfaisants dans le cas du contact non frottant. La correction de la condi-
tion cinématique dans la zone de contact a permis d’améliorer la précision de la
méthode surtout pour les grandes valeurs du coefficient de frottement. Par ailleurs,
la sensibilité de la réponse vibratoire par rapport au coefficient de frottement, ob-
tenue avec la méthode de linéarisation, est cohérente avec la sensibilité du bruit de
roulement par rapport aux conditions d’adhérence.

Les deux premières applications académiques ont donné des résultats encoura-
geants. Par conséquent, la méthodologie a été appliquée pour simuler le compor-
tement vibratoire d’un pneumatique en conservant la loi matériau du prototype. Il
s’agissait principalement de tester la fiabilité de la méthode vis à vis de la complexité
géométrique des pneumatiques. L’analyse des spectres des vitesses de vibrations,
composés principalement par des harmoniques autour de la fréquence d’impact des
rainures, a montré que la méthodologie permet de séparer la dynamique de rou-
lage macroscopique et la réponse vibratoire induite par l’excitation de la sculpture.
La comparaison qualitative des tendances obtenues avec la méthode numérique par
rapport aux tendances observées expérimentalement a montré que les niveaux vi-
bratoires et le bruit de roulement ont la même sensibilité par rapport à la vitesse
et à l’angle d’inclinaison des rainures. Par contre, ce n’est plus le cas par rapport
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à la flèche, l’épaisseur des rainures et le rib shifting. Ceci est expliqué par le choix
du mode de pilotage et l’absence du mécanisme de pompage d’air et des lois de
comportement de l’architecture du pneumatique dans la modélisation. Par consé-
quent, la géométrie de la sculpture n’est pas suffisante pour simuler complètement
la sensibilité du bruit de roulement par rapport aux conditions de roulage et aux
paramètres de conception de la sculpture.

La dernière partie des travaux de thèse a été consacrée au pilotage du roulage
quasi-statique en charge imposée. L’idée fondamentale de ce pilotage était de faire
varier la flèche à chaque pas de temps afin que la charge portée par la structure
soit égale à la charge cible. Les résultats obtenus avec ce nouveau mode de pilotage
ont montré que celui-ci engendre une augmentation des amplitudes des vibrations
verticales par rapport aux vibrations longitudinales contrairement au roulage avec
une flèche imposée. Ceci est cohérent avec la déformation verticale du pneumatique
induite par la variation de l’aire de contact.

Perspectives

Les résultats des différentes études numériques ouvrent des nouvelles perspec-
tives académiques et industrielles sur l’intégration de nouveaux phénomènes phy-
siques dans la modélisation de la réponse dynamique des pneumatiques.

Perspectives académiques

Le traitement de la condition du contact frottant dans le problème vibratoire
nécessiterait la prise en compte du régime de frottement (glissant/adhérant). Une
fois cette correction mise en place, l’intégration de lois de frottement plus complexe
serait envisageable. Par exemple, il serait intéressant de considérer un coefficient
de frottement discontinu séparant les phases "collées" et "glissées" ou bien un co-
efficient de frottement qui dépend de la vitesse de glissement. Cette modélisation
permettrait d’intégrer les phénomènes de stick-slip et de stick-snap dans la mo-
délisation et de couvrir tous les mécanismes structurels de génération de bruit de
roulement.

Le pilotage du roulage quasi-statique en charge imposée a été effectué en sup-
posant un couplage faible entre la flèche et le déplacement. Cette formulation est
facile à implémenter mais pénalise la vitesse de convergence. Par conséquent, une
formulation en couplage fort, où la dérivée de l’équation supplémentaire par rapport
au déplacement serait intégrée à la matrice tangente, permettrait de calculer simul-
tanément le déplacement et la flèche dans une seule boucle de Newton. Le couplage
fort permettrait de retrouver le même ordre de grandeur du temps de calcul du
pilotage en flèche imposée. La sensibilité de la réponse vibratoire par rapport aux
conditions de roulage et aux paramètres de conception de la sculpture pourrait être
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étudiée avec un temps de calcul optimisé.

L’essentiel des vibrations des pneumatiques est localisé au voisinage de l’entrée et
de la sortie de l’aire de contact étant donné les propriétés d’amortissement visqueux
du caoutchouc du pneumatique. L’intégration d’un modèle d’amortissement dans la
modélisation est cruciale afin d’obtenir une distribution circonférentielle réaliste de
la réponse vibratoire. La loi de dissipation visqueuse du modèle rhéologique de Zener
présentée dans le deuxième chapitre pourrait être intégrée au problème vibratoire.

Le pilotage du roulage du pneumatique a été exécuté en imposant simultanément
la vitesse de rotation et la vitesse de translation. Ces deux dernières ont été reliées
par une approximation du premier ordre du rayon de roulage. Ce pilotage purement
cinématique est stable et facile à implémenter. Le roulage pourrait aussi être piloté
en couple imposé avec une équation supplémentaire reliant la vitesse de rotation
imposée sur la zone jante et le couple appliqué sur la roue. Par ailleurs, la repro-
duction réaliste du pilotage du roulage consisterait à imposer seulement la rotation
(respectivement translation) en laissant les forces tangentielles de contact piloter
l’avancement (respectivement la rotation) du pneumatique. Ce pilotage pourrait
être implémenté en imposant la cinématique sur un point fictif défini géométrique-
ment comme le centre de la roue et relié rigidement avec la zone jante.

Le mécanisme d’impact de la rugosité de la chaussée pourrait être pris en compte
dans la modélisation en intégrant le profil de la texture dans le calcul de la fonction
gap normal. La question qui pourrait se poser est de savoir si la texture devrait
être intégrée dans le roulage quasi-statique ou dans le problème vibratoire. La pre-
mière option nécessiterait un maillage fin capable de capter les micro-textures de la
chaussée afin de capter l’intégralité de la signature fréquentielle de l’excitation du
problème vibratoire. La deuxième option nécessiterait un raffinement de maillage
uniquement pour le problème vibratoire linéaire dont la résolution est moins coû-
teuse que celle du problème quasi-statique non-linéaire. Dans ce cas, le profil de la
chaussée serait imposé cinématiquement sur la zone de contact donnée par le roulage
quasi-statique qui serait effectué sur un sol lisse.

Perspectives industrielles

L’industrialisation de la méthodologie proposée nécessiterait l’introduction des
lois de comportement complexes intégrant l’orthotropie des nappes et l’amortisse-
ment visqueux des mélanges de caoutchoucs. Ces lois matériaux sont déjà dévelop-
pées et leur intégration dans la modélisation ne poserait, a priori, pas de difficulté
particulière. En outre, l’assemblage de la matrice de rigidité du problème vibratoire
n’est pas nécessaire puisque celle-ci correspond à la matrice tangente de rigidité du
problème quasi-statique non-linéaire.
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Le maillage de la bande de roulement devrait aussi être capable de capter les
échelles de la sculpture et de la micro-texture de la chaussée. La prise en compte
de ces différentes complexités entraînerait un coût de calcul important. Les mé-
thodes de réduction de modèles non-linéaires permettraient de répondre à cette
problématique. Une première approche consisterait à tester les méthodes de sous-
structuration (Craig-Bampton par exemple). En ce sens, le vecteur réduit des degrés
de liberté concernerait la bande de roulement puisqu’elle représente la zone poten-
tielle de contact avec la chaussée. Une autre approche envisagée se baserait sur les
techniques de l’apprentissage statistique pour la réduction de modèle non-linéaire
(ROM) couplées avec la décomposition de domaine [Heinlein 2021].
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l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL =

108 N.m−3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.6 Évolution temporelle des composantes du déplacement X calculé avec

l’intégration temporelle ( ) et avec la linéarisation ( ) pour kNL =

1010 N.m−3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.7 Spectre fréquentiel des composantes de la vitesse Ẋ calculée avec
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dΩt Élément volumique de la configuration actuelle
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dΓt Élément surfacique de la configuration actuelle
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ρ Masse volumique
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Γtu Zone de Dirichlet dans la configuration actuelle

Γσ Zone de Neumann dans la configuration de référence

Γtσ Zone de Neumann dans la configuration de actuelle

Γp Zone de la pression suiveuse dans la configuration de référence

ud Déplacement imposé sur Γu

f0 Force surfacique imposée sur Γf

g0 Force volumique

p Pression suiveuse imposée sur Γp

u0 Vecteur déplacement initial

v0 Vecteur vitesse initiale

H1(Ω) Espace de Sobolev

U Espace des déplacements cinématiquement admissibles

V Espace tangent de U

q Vecteur des déplacements nodaux

M Matrice de masse

K Matrice tangente

∆t Pas de temps

Mécanique du contact

Γc Zone potentielle de contact

Γtc Zone active de contact

Γo Fondation rigide

nc Vecteur normal de la fondation rigide Γo

gn Gap normal

gt Gap tangentiel

Πn Pression normale

Πt Pression tangentielle

K Espace des déplacements respectant la condition de non-interpénétration
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A Espace des contraintes actives

I Espace des contraintes inactives

g−n Fonction de pénétration

εn Paramètre de pénalisation normale

ġt Vitesse de glissement

λt Pression tangentielle de contact

s Direction de glissement

µ Coefficient de frottement

µs Coefficient de frottement statique

µd Coefficient de frottement dynamique

εr Coefficient de régularisation de la loi de Coulomb

Autres notations

V Vitesse de translation

ω Vitesse de rotation

rω Rayon de roulage

d Flèche

Re Rayon géométrique

Ri Rayon de la jante

w Largeur de la bande de roulement

ux Déplacement longitudinal

uy Déplacement latéral

uz Déplacement vertical

vx Vitesse longitudinale

vy Vitesse latérale

vz Vitesse verticale

ax Accélération longitudinale

ay Accélération latérale

az Accélération verticale

Fz Charge verticale

δFz Variation de la charge verticale

Fx Force longitudinale de contact
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Fy Force latérale de contact

e Épaisseur des rainures

ψ2 Angle d’inclinaison des rainures

Cz Charge cible
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