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Résumé

Le flottement est une instabilité de couplage aéroélastique entre un fluide et une structure
élastique. Cette interaction libre conduit à une amplification exponentielle de l’amplitude de
vibration des structures qui y sont sujettes, pouvant les mener à la rupture mécanique. Dans
le cadre des soufflantes de turboréacteur et des architectures de nouvelle génération, prédire
efficacement ce phénomène lors des phases de conception est un enjeu permanent pour assurer
l’opérabilité de l’appareil en vol. Le but de cette thèse est d’améliorer les méthodes numériques
de prédiction du flottement par rapport aux approches classiquement employées. Elle propose en
particulier de prendre en compte les non-linéarités de frottement en pied d’aube dans l’analyse de
stabilité aéroélastique. Ces non-linéarités sont en effet susceptibles de dissiper de l’énergie au-delà
d’une certaine amplitude de vibration de la structure, pouvant donner naissance à de nouvelles
solutions périodiques stables non prédites dans le cadre classique d’une structure linéaire.

Afin de prendre en compte les non-linéarités de frottement dans l’analyse de stabilité aé-
roélastique, une approche par mode complexe non-linéaire a été privilégiée. Initialement défini
pour caractériser la dynamique des structures en frottement en absence de fluide, le concept de
mode complexe non-linéaire a été étendu afin de tenir compte d’un terme externe d’interaction
libre d’origine aérodynamique. Par la suite, deux méthodes de couplage ont été proposées se-
lon une approche partitionnée afin de résoudre cette nouvelle définition des modes complexes
non-linéaires dans un cadre aéroélastique.

Les méthodes de couplage proposées dans le cadre de ces travaux de thèse ont permis de
déterminer la présence de solutions périodiques stables, aussi appelées cycles limites, à l’intérieur
des zones de fonctionnement instables prédites par les méthodes classiques. L’amplitude de ces
solutions périodiques est par ailleurs bien corrélée aux mesures expérimentales à disposition sur
la configuration industrielle étudiée. Enfin, les interactions entre la dynamique non-linéaire de
la structure et la dynamique du fluide sont analysées pour différents niveaux de non-linéarités.
Un impact important de la fréquence libre de vibration est noté sur la stabilité aéroélastique en
cas de flottement d’origine acoustique (flutter-bite).

Mots-clés Flottement, interaction fluide-structure, flutter-bite, frottement sec, dynamique
libre non-linéaire, cycle limite, mode complexe non-linéaire
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Abstract

Flutter is an aeroelastic instability resulting from a coupling between a fluid and an elastic
structure. This instability leads to an exponential increase of the structure vibration amplitude,
eventually resulting in structural critical failure. For the next generation of jet engines, it is
mandatory to predict properly fan blade flutter to ensure a safe flight of the aircraft as they are
more prone to aeroelastic phenomenon. This work aims at improving existing methodologies to
predict fan blade flutter. To do so, a methodology which takes into account nonlinear friction at
blade roots is proposed. Dry friction forces are expected to lead to energy dissipation in the form
of heat at blade roots, which contributes to the stabilization of the row by dissipating energy
added from the fluid. Hence, stable periodic vibrations of the structure may arise beyond the
stability limits classically predicted in the scope of a linear structure.

To take friction nonlinearities into account in the aeroelastic stability analyses, an approach
using nonlinear complex mode has been chosen. Firstly defined to describe the nonlinear dyna-
mics of structures in vacuum with friction interfaces, the nonlinear complex mode concept has
been extended to take into account aerodynamic forces coming from the free interaction between
the fluid and the nonlinear dynamics of the structure. Then, two partitionned coupling stategies
have been proposed to solve the aeroelastic nonlinear complex mode.

Both coupling strategies proposed in the scope of this work successfully predicted flutter
induced limit cycle of oscillations beyond the stability limits computed when considering only
a linear structure. Furthermore, the computed limit cycle of oscillations amplitudes are well
correlated to experimental data available for the studied state of the art fan. Finally, interactions
between the structure nonlinear dynamics and the fluid dynamics are analyzed depending on
the level of nonlinearities in the system. A strong impact of the free frequency of movement on
the aeroelastic stability has been noticed in the case of inlet fan acoustic interactions (flutter
bite).

Keywords Flutter, fluid structure interaction, flutter bite, dry friction, free nonlinear dyna-
mics, limit cycle of oscillations, nonlinear complex mode
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Nomenclature

Symboles

β Dissipation modale généralisée

γ Raideur modale généralisée

Φ Base modale, matrice de monodromie

C Matrice d’amortissement

J. Matrice jacobienne

K Matrice de rigidité

M Matrice de masse

q Coordonnée généralisée

X Composantes de Fourier du déplacement

x Déplacement de la structure

Z Matrice de rigidité multi-harmonique

R ; r Vecteur résidu

µ Masse modale généralisée, coefficient de frottement, ordre radial de mode acous-
tique de conduit

ω Pulsation

ωc Pulsation de coupure

ρ Densité

ξ Amortissement modal généralisé

krm,µ Nombre d’onde radial

m Ordre azimutal de mode acoustique de conduit

Mx Nombre de Mach axial

N Nombre d’aubes

n Nombre à diamètres
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Nh Nombre d’harmoniques
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Introduction

Contexte

Dans ses rapports spéciaux à l’intention des décideurs de 2018 [4] et de 2019 [5], le Groupe
d’experts Intergouvernemental sur l’Évolution du Climat (GIEC) indique les conséquences qu’au-
rait un réchauffement planétaire au-delà de 1.5◦C par rapport aux niveaux pré-industriels. Parmi
ces conséquences, ces rapports mentionnent entre autres l’apparition d’épisodes de chaleur in-
tense dans les régions habitées, ainsi que des phénomènes climatiques variés et localisés selon
les régions. Sont mentionnés sécheresses et déficits de précipitations pour les unes, ou épisodes
de pluie intense pour les autres. Les risques liés au climat sur les populations y sont également
décrits. Ceux-ci peuvent être directs comme les risques sur la sécurité alimentaire, ou indirects
comme l’impact du réchauffement des eaux sur la faune et la flore marine, et par extension sur
les bienfaits que l’on peut tirer de ces environnements.

14.0 %

Transports

21.0 %

Industrie

24.0 %

Agriculture 25.0 %

Énergie

6.4 %
Construction

9.6 %

Autres

Figure 1 – Répartition des émissions d’origine humaine en équivalent CO2 selon les secteurs
économiques en 2010 (adaptée de [1])

Si ces rapports mentionnent qu’un réchauffement planétaire d’1.5◦C est probable entre 2030
et 2052 au rythme actuel, ils soulignent également l’importance de limiter ce réchauffement à
des valeurs inférieures à 2◦C pour en limiter les effets néfastes. Les trajectoires proposées pour
limiter l’accroissement de température à 1.5◦C sont orientées vers la réduction majeure des émis-
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sions de CO2 et des autres gaz à effets de serre (comme le méthane CH4 ou les oxydes d’azote
NOx). En revanche, les délais fixés pour atteindre ces objectifs imposent de repenser radicale-
ment les rapports publics à la fois à l’énergie, à l’industrie, aux transports, à l’aménagement du
territoire et à l’urbanisme, comme le montre la Figure 1. Cette figure illustre la participation
des différents secteurs économiques aux émissions de gaz à effet de serre en équivalent CO2 en
2010. On voit que tous les secteurs ont une part relativement similaire sur l’émission des gaz à
effet de serre, et donc que leur fonctionnement respectif doit être repensé dans une perspective
de réduction des émissions globales.

En ce qui concerne le secteur des transports en particulier, l’aviation possède un pourcentage
non négligeable des émissions de CO2 relativement à l’ensemble des activités humaines. La Fi-
gure 2 illustre ce constat. En tenant compte de l’utilisation des terres (LUC pour Land Use
Change), l’aviation atteint une fraction de 2.5% des émissions mondiales de CO2 en 2018. La
contribution de l’aviation au réchauffement climatique devient d’autant plus importante si on
considère l’ensemble des effets hors CO2 sur le réchauffement climatique. Lee et al. [90] indiquent
dans leur travaux la part importante qu’ont en particulier les cirrus produits par les trainées
de condensation en sortie de moteur sur l’effet de serre (malgré des incertitudes quant à leur
contribution réelle). Ils mentionnent notamment que la réduction conjuguée des émissions de
CO2 et des effets hors CO2 est indispensable pour réduire le bilan de l’aviation sur le réchauf-
fement global.

Figure 2 – Contribution de l’aviation aux émissions mondiales de CO2 d’origine humaine
(d’après [90])

Les approches envisagées pour annuler l’impact de l’aviation sur le réchauffement climatique
sont articulées autour de deux axes. Le premier axe est d’ordre politique. Les accords de Paris
pour le climat en 2015 ont été suivis d’engagement de la part des pays signataires pour réduire
leurs émissions globales de gaz à effet de serre, notamment pour le secteur de l’aviation. Ce-
pendant, ces dernières mesures n’engagent que les pays qui les prennent et ne sont donc pas
globales. Or, 60% des vols sont internationaux : il est nécessaire que des règles internationales
soient appliquées pour suivre les trajectoires d’émissions préconisées par le GIEC, les mesures
locales ne pouvant compenser les émissions des pays ne régulant pas leur aviation.
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Dans ce cadre, l’Union Européenne a mis en place en 2005 le European Union Emission Trading
Scheme, un programme proposant l’établissement de quotas d’émission pour les entreprises et
d’un marché du carbone au sein de l’Union Européenne. L’aviation civile a été incluse dans ce
plan en 2012, obligeant les compagnies exploitant des routes aériennes avec l’Europe à y prendre
part : 26 états extérieurs à l’Union Européenne ont contesté ce programme devant l’Organisa-
tion de l’Aviation Civile Internationale (OACI), faisant reculer l’Union Européenne qui finit par
n’imposer ses mesures qu’aux vols internes à l’Union.
L’OACI propose alternativement en 2016 le programme international Carbon Offsetting and
Reduction Scheme for International Aviation (CORSIA) [6] : il s’agit d’un programme de com-
pensation d’émissions moins contraignant que le précédent, basé sur l’achat de crédit carbone
de la part des exploitants du secteur aérien émettant plus d’une certaine de quantité de CO2
auprès de ceux qui en émettent le moins. Bien que ce plan soit un point de départ de régu-
lation mondiale de l’aviation, il est toutefois critiqué pour son manque d’efficacité quant aux
objectifs fixés par le GIEC. De nouvelles propositions alternatives continuent d’émerger en vue
d’atteindre plus efficacement les objectifs du GIEC dans les délais impartis [20].

Le deuxième axe de travail pour annuler l’impact de l’aviation sur le réchauffement climatique
est d’ordre technique et technologique. Il s’agit ici de mettre en place de nouvelles méthodes et
pratiques pour réaliser des économies substantielles en termes de production de gaz à effet de
serre. Cet axe d’amélioration concerne essentiellement les constructeurs du milieu aéronautique,
ainsi que les entités de gestion de la flotte aérienne. Le rapport 2021 du Shift Project [20] établit
une liste non exhaustive des différentes approches en ce sens. Parmi ces approches, l’amélioration
des moteurs et des avions demeure l’un des axes de travail majeurs chez les constructeurs. Les
systèmes de motorisation électriques, hybrides ou à carburants alternatifs sont à l’étude chez
les grands acteurs du secteur aérien, ainsi que les architectures en rupture dans le domaine de
l’aviation civile (comme le concept d’aile volante). Des gains en consommation sont également à
envisager en termes de commandement de la flotte aérienne : gestion des avions au sol et en vol
pour minimiser le temps de fonctionnement des moteurs, électrification de certaines opérations
(roulage) sont des pistes envisageables. Toutefois, les innovations technologiques à elles seules ne
peuvent suffire à réduire les émissions de CO2 dont l’aviation est responsable. Comme le montre
la Figure 3, malgré la très forte réduction des émissions de CO2 par passager par kilomètre
depuis les années 1950, l’accroissement du trafic aérien est tel que les innovations technologiques
ne suffisent plus à réduire ces émissions à l’échelle globale.

La Figure 3 montre que malgré les gains colossaux déjà obtenus en termes de réduction des
émissions de CO2, le progrès technique ne peut à lui seul résoudre le problème de la réduction
des émissions de gaz à effet de serre dans le secteur de l’aviation : il est nécessaire de trouver un
équilibre entre les deux aspects, politiques et technologiques, pour trouver une solution durable
qui contribuera efficacement aux efforts menés pour atteindre les objectifs posés par le GIEC et
qui assurera la pérennité du secteur aéronautique. Si le premier axe et la mise en place d’une
politique internationale de régulation des émissions de gaz à effet de serre relèvent d’un débat
public à mener, l’amélioration technologique est recherchée par les constructeurs aériens depuis
la naissance de l’aéronautique.

Les innovations au cours des 20 dernières années sont nombreuses, et ont permis des réductions
majeures de consommation de carburant. Parmi ces innovations, l’emploi de matériaux compo-
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Figure 3 – Évolution des émissions en CO2 produits par l’aviation, du traffic aérien ramené en
passager-kilomètre (RPK) et de l’efficacité de transport des passagers (d’après [90])

sites a grandement réduit la masse sèche embarquée, ce qui a notamment permis une réduction
de masse d’un facteur 2 pour les aubes de souffantes par rapport à des structures usuelles en
titane [110]. Moins répandu, l’emploi de technologie d’étages monoblocs pour les turbomachines
permet des réductions de masse non négligeables tout en améliorant les performances aérodyna-
miques des étages en question. Également, il est possible de concevoir des turboréacteurs avec
un diamètre plus important afin d’augmenter le taux de dilution pour les moteurs double flux :
un gain en rendement propulsif est ainsi observé. Cependant, augmenter le diamètre des moteurs
augmente la masse de l’ensemble par l’utilisation de pièces plus grandes, de sorte que le gain
en rendement propulsif finit par être compensé par les effets de la masse ajoutée augmentant la
consommation en carburant. Une approche est alors de limiter cette augmentation de masse en
concevant des entrées de moteur plus courte, mais cela a pour conséquence d’amplifier les effets
des interactions entre la soufflante et son environnement sur la dynamique vibratoire des aubes.
En particulier, des phénomènes d’interaction acoustique peuvent se produire entre l’entrée d’air
du moteur et la soufflante, avec un impact au premier ordre sur la stabilité aéroélastique de la
roue aubagée.

La conception d’un moteur relève d’un compromis entre un ensemble important de paramètres,
parfois interdépendants et dont les lois d’évolution peuvent être peu prédictibles. La recherche
de l’amélioration des performances des moteurs et de la réduction de la consommation nécessite
une connaissance avancée de l’ensemble des phénomènes se déroulant au sein du moteur. Cette
connaissance devient d’autant plus importante lorsqu’un objectif de conception est de réduire la
masse globale du système, amenant certaines pièces à fonctionner jusqu’aux limites de leur état
nominal. Dans le cadre des soufflantes, les phénomènes aéroélastiques résultant d’un couplage
entre le fluide en écoulement (l’air) et une structure flexible (les aubes) ont une part importante
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dans la sollicitation vibratoire des aubes. Ces phénomènes sont nombreux et souvent catégorisés
selon qu’ils relèvent de la réponse forcée ou de la réponse libre de la structure. Parmi les phé-
nomènes de réponse libre, le flottement est une instabilité aéroélastique pouvant conduire à un
accroissement exponentiel de l’amplitude vibratoire des structures qui y sont soumises, jusqu’à
la ruine de celles-ci. Ce phénomène apparaît généralement dans des régimes de fonctionnement
non nominaux du moteur, mais qui peuvent néanmoins être rencontrés sur un système en fonc-
tionnement. Il est associé à un ensemble de phénomènes multiphysiques complexes qui varient
selon la zone de fonctionnement du moteur. Bien qu’étudié depuis de nombreuses décennies, les
activités de recherche sur le sujet sont toujours en cours afin de comprendre les mécanismes qui
peuvent déclencher cette instabilité : on souhaite être en mesure de mieux prédire son apparition,
sa dynamique et ses limites dès les phases de conception des soufflantes.

Dans cette optique, des pistes ont été explorées dans la littérature scientifique afin de prendre
en compte les effets que peuvent avoir des non-linéarités de structure sur le flottement. Dans
un premier temps sur des modèles analytiques, puis sur des configurations industrielles, il a
été observé que dans le cadre de non-linéarités de type frottement sec (en pied d’aube pour
les soufflantes ou en tête de pales pour les turbines), la dissipation énergétique produite par le
frottement pouvait stabiliser le système. Ainsi, des régimes stables de vibration sont atteints au
delà des limites de stabilité prédites dans un cadre de mécanique linéaire.

Objectifs

Les travaux de thèse décrits dans ce mémoire s’inscrivent dans le cadre d’une convention
CIFRE avec Safran Aircraft Engines, en partenariat avec l’Office National d’Études et de Re-
cherches Aérospatiales (ONERA) et le Laboratoire de Tribologie et de Dynamique des Systèmes
(LTDS) de l’École Centrale de Lyon. La problématique scientifique exprimée par Safran Aircraft
Engines concerne la prédiction du phénomène de flottement de soufflante. Afin d’obtenir une
meilleure corrélation entre les résultats observés en essai et ceux obtenus numériquement, le
constructeur propose de développer une méthodologie intégrant les effets des non-linéarités de
frottement en pied d’aube dans l’analyse de stabilité aéroélastique des soufflantes. La volonté
principale derrière ces travaux de thèse est donc l’amélioration de la compréhension des phéno-
mènes aéroélastiques dans le cadre des soufflantes de turboréacteur.

Ainsi, les objectifs de la thèse sont multiples :

• proposer des méthodes de prise en compte des non-linéarités de frottement en pied d’aube
dans l’analyse de stabilité aéroélastique des soufflantes, dans un cadre d’interaction acous-
tique entre la soufflante et l’entrée d’air ;

• analyser les effets des non-linéarités de frottement sur le comportement aéroélastique de
la soufflante ;

• identifier les paramètres physiques ou géométriques ayant un impact sur les non-linéarités
en pied d’aube et la stabilité aéroélastique de la soufflante.

Outre la problématique scientifique à laquelle doivent répondre ces travaux de thèse, les méthodes
proposées doivent tenir compte de certaines contraintes industrielles. Notamment, les travaux
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doivent être applicables et fonctionnels sur des configurations de soufflantes typiques de ce que
l’on peut trouver dans l’état de l’art, et permettre d’obtenir des résultats avec des temps de
calcul acceptables pour une utilisation en bureau d’étude. En outre, ils doivent être adaptés à
l’environnement logiciel du constructeur afin de pouvoir y exploiter au mieux les outils déjà en
place.

Organisation du mémoire

Le mémoire est organisé de la manière suivante :

• le premier chapitre propose d’aborder la problématique de stabilité aéroélastique de
soufflante dans un cadre général. Après avoir expliqué le fonctionnement d’un turboréac-
teur et d’une machine de compression (dont les soufflantes sont un sous ensemble), les
interactions entre le fluide et la structure sont abordés. Le flottement de soufflante est
décrit, ainsi que les sources d’amortissement dans les roues aubagées. Une attention parti-
culière est portée sur l’effet des non-linéarités de frottement sur la stabilité aéroélastique,
et une revue de quelques modèles de frottement est proposée ;

• le deuxième chapitre met en place les équations relatives à la description du problème
aéroélastique traité dans ces travaux de thèse. Ainsi, les équations de la mécanique des
fluides sont dans un premier temps décrites, avec une attention portée sur des considéra-
tions d’ordre numérique. La propagation d’ondes acoustiques dans une conduite cylindrique
est mise en équation, et le cas particulier des entrées d’air de turboréacteur est abordé.
La dynamique des structures élastiques est ensuite mise en équation dans le cadre d’une
structure linéaire, en tenant compte d’une hypothèse sur la symétrie cyclique de la struc-
ture. Le couplage aéroélastique est alors abordé en présentant les enjeux de ce type de
simulation multiphysique. Une application industrielle de calcul de stabilité aéroélastique
est finalement proposée, dans un cadre où la structure est considérée comme linéaire et où
des effets d’interaction acoustique entre la soufflante et l’entrée d’air sont attendus ;

• le troisième chapitre a pour but de présenter un ensemble d’outils pour permettre la
recherche de solutions périodiques d’un système mécanique non-linéaire en régime libre.
Cette partie commence par la description de quelques définitions et propriétés concernant
la stabilité des systèmes non-linéaires. Une liste non exhaustive de méthodes pour le calcul
des solutions périodiques d’un système non-linéaire est ensuite proposée. Une attention
est alors portée sur les systèmes présentant des non-linéarités de type frottement sec.
Un ensemble de notions pour décrire la dynamique en régime libre de tels systèmes est
finalement abordé, en particulier la notion de mode complexe non-linéaire qui a été retenue
dans la suite des travaux de thèse ;

• le quatrième chapitre propose les méthodologies choisies dans le cadre des travaux de
thèse pour prendre en compte les non-linéarités de frottement en pied d’aube dans l’analyse
de stabilité aéroélastique. Les objectifs visés sont dans un premier temps décrits, puis deux
méthodes sont proposées pour prendre en compte les non-linéarités de frottement dans
l’analyse de stabilité. La première méthode est issue de travaux déjà existant dans le cadre
de la réponse forcée de soufflante sous ingestion de vortex, mais réadaptée pour fonctionner
dans le cadre de l’étude de stabilité aéroélastique de soufflante en régime libre. La deuxième
méthode développée est en revanche inédite et permet d’obtenir un couplage plus fort entre
le fluide non-linéaire et la structure non-linéaire. Un modèle phénoménologique d’aube en
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frottement avec un disque est alors proposé pour vérifier la faisabilité de la première
méthode de couplage ;

• le cinquième chapitre est un cas d’application industriel des deux méthodes proposées
au quatrième chapitre. Le modèle non-linéaire industriel employé est dans un premier
temps détaillé. Les deux méthodes de couplages entre le fluide et la structure non-linéaire
sont testées et comparées entre elles, puis par rapport aux données expérimentales obtenues
auprès du constructeur.





Chapitre I

Stabilité aéroélastique des soufflantes
dans un cadre non conservatif

Ce chapitre a pour vocation de décrire la problématique des instabilités aéroélastiques de
soufflantes. Pour cela, les éléments constitutifs et le fonctionnement des turboréacteurs sont tout
d’abord rappelés. Une attention particulière est portée sur les compresseurs dont les soufflantes
font partie. Les phénomènes vibratoires qui apparaissent sur les soufflantes sont ensuite abordés,
notamment les phénomènes d’ordre aéroélastique qui sont ceux qui nous intéressent dans le cadre
de ces travaux de thèse. La problématique des instabilités aéroélastiques de soufflantes est alors
exposée, dans le contexte où des interactions acoustiques peuvent apparaître entre la soufflante
et son environnement et avoir un impact sur la stabilité. Enfin, les sources d’amortissement dans
les soufflantes sont abordées ainsi que le rôle qu’elles peuvent jouer sur la stabilité aéroélastique.
Une attention particulière est portée sur le cas du frottement aube disque qui est celui qui nous
intéresse dans le cadre de ce mémoire.
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1 Fonctionnement d’un turboréacteur

1.1 Architecture et cycle thermodynamique

Le turboréacteur est aujourd’hui le système de motorisation le plus répandu dans l’aviation
civile. Son principe de fonctionnement repose sur la troisième loi de Newton : tout corps exerçant
une force sur un autre corps reçoit en réaction une force de même intensité dirigée en sens inverse
de la part de cet autre corps. Il s’agit du principe d’action-réaction. Un turboréacteur applique
ce principe en aspirant une masse d’air ayant une vitesse initiale donnée et en l’éjectant à une
vitesse plus importante. Une poussée résulte de la variation de quantité de mouvement entre le
flux d’air entrant et le flux sortant.

(a) Vue du moteur dans la nacelle (b) Vue en coupe

Figure I.1 – Vue d’un turboréacteur LEAP-1A

Un turboréacteur est formé de plusieurs modules ayant chacun une fonction précise. L’assem-
blage de ces modules permet la réalisation de la fonction principale du moteur, qui est de créer
une poussée. Selon le cahier des charges des constructeurs, on peut retrouver des variations
dans l’architecture des turboréacteurs comme les turboréacteurs multi-corps et/ou multi-flux ou
encore les turboréacteurs à soufflantes contra-rotatives [139]. Cependant, on retrouve toujours
un ensemble de besoins auxquels les différents modules répondent pour faire fonctionner le mo-
teur. Ces fonctions sont au nombre de trois, et sont décrites par le cycle thermodynamique de
Brayton qui caractérise le fonctionnement des turbines à gaz [64]. La Figure I.2 illustre ce cycle
thermodynamique.

Dans le cadre des turboréacteurs, le cycle de Brayton se caractérise par trois étapes successives :

• une phase de compression isentropique, au cours de laquelle le fluide passe de l’état 1
(température T1, pression p1) à l’état 2 (température T2, pression p2) ;

• une phase de combustion isobare, au cours de laquelle la combustion du mélange carbu-
rant/comburant apporte une quantité de chaleur au fluide qui passe de l’état 2 (tempéra-
ture T2) à l’état 3 (température T3) ;

• une phase de détente isentropique, au cours de laquelle le fluide passe de l’état 3 (tempé-
rature T3, pression p2) à l’état 4 (température T4, pression p1).
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Figure I.2 – Cycle thermodynamique de Brayton (en noir : cycle fermé idéal ; en bleu : cycle
ouvert réel)

Pour un cycle idéal (courbe fermée noire sur la Figure I.2), les différentes étapes sont effectuées
sans perte énergétique. Pour un cycle réel en revanche (courbe ouverte bleue sur la Figure I.2),
chaque étape s’accompagne de pertes énergétiques, caractérisant l’irréversibilité des différents
processus. On définit alors un rendement pour chacune d’entre elles, qui se traduit par des rap-
ports entre les énergies réelles transférées et les énergies théoriques nécessaires à la réalisation de
chaque étape. Ces étapes sont communes à l’ensemble des turboréacteurs. Elles sont réalisées par
différents modules qui, comme mentionné précédemment, peuvent avoir des formes différentes
selon l’architecture du moteur. La Figure I.3 illustre les différents modules utilisés sur le moteur
LEAP-1A, un turboréacteur double corps double flux typique de l’état de l’art.

Figure I.3 – Vue éclatée d’un turboréacteur LEAP-1A

Ce turboréacteur se caractérise par la présence de deux axes de rotation concentriques décou-
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plés pouvant tourner à des vitesses différentes. Cela permet la mise en place de deux étages,
respectivement nommés Basse Pression (BP) et Haute Pression (HP), pour améliorer les per-
formances globales des modules de compression et de détente. Ainsi, le module de compression
est constitué de la soufflante et des compresseurs BP et HP, le module de combustion est formé
de la chambre de combustion et le module de détente des gaz est composé des turbines HP et BP.

L’air entrant dans le moteur passe par la soufflante. Une fraction de cet air passe à l’intérieur
du moteur par le flux primaire, tandis que le reste est évacué à l’extérieur par le flux secondaire
qui assure 70% de la poussée du moteur. L’air du flux primaire passe par les compresseurs BP
puis HP, avant d’être mélangé à du carburant et de passer dans la chambre de combustion.
Une fois la combustion faite, les gaz passent par les turbines HP puis BP, qui récupèrent une
partie de l’énergie contenue dans les gaz pour faire tourner les compresseurs et la soufflante.
Une autre fraction de l’énergie contenue dans les gaz est employée pour faire tourner l’Accessory
Drive Train (ADT), une boite d’accessoire montée sur le moteur et utilisée pour faire fonctionner
notamment les pompes à huile et à carburant, le démarreur du moteur et le générateur électrique.

Bien que n’ayant pas le même objectif que les compresseurs BP et HP, les soufflantes font partie
de la famille des machines de compression. Nous allons maintenant décrire le fonctionnement de
ce type de machine.

1.2 Fonctionnement d’un étage de compression

Nous nous plaçons dorénavant dans le cadre des machines à fluide compressible et consi-
dérons qu’il s’agit d’air. D’après Mérigoux [100], ces machines peuvent être classées selon leur
objectif d’utilisation ou leur architecture. La première catégorie compare leurs caractéristiques
de fonctionnement comme la vitesse des fluides ou les taux de compression recherchés, tandis que
la seconde compare leurs géométries comme les compresseurs axiaux ou centrifuges. Toutefois,
les performances d’un compresseur peuvent être tracées indépendamment de ces classifications
sur le diagramme caractéristique. La Figure I.4 illustre la forme générale de ce diagramme pour
les compresseurs.

Pour un débit d’air et une vitesse de rotation donnée, le diagramme caractéristique permet
d’obtenir le taux de compression de la machine ainsi que le rendement isentropique de compres-
sion. Par ailleurs, la Figure I.4 met en évidence qu’une machine de compression fonctionne entre
deux cas limites définis respectivement par les lignes de pompage et de blocage sonique.

La ligne de pompage est composé de l’ensemble des points de fonctionnement du compres-
seur au-delà desquels le phénomène de pompage apparaît. Le pompage se caractérise par le
décrochage du fluide du profil suite à un angle d’incidence trop important ou trop faible. Dans
des conditions de fonctionnement où le décrochage du profil est établi et pour des taux de com-
pression importants, le flux d’air peut se stopper dans le moteur à cause du compresseur et
parfois même s’inverser. Cette situation peut conduire à une ruine prématurée du moteur.

La ligne de blocage sonique caractérise un sous ensemble de points de fonctionnement de l’étage
de compression. Pour ces points, le vitesse du fluide devient égale à la vitesse du son sur l’en-
semble des sections composant les canaux interaubes. Ces canaux formant localement des struc-
tures convergentes puis divergentes, la vitesse du son atteinte au "col" et synonyme de blocage
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du débit : il s’agit du blocage sonique.

Figure I.4 – Exemple de diagramme caractéristique de compresseur

Le diagramme de fonctionnement d’un compresseur est un outil permettant de déterminer les
performances de ce type de machine. Cependant, les indications qu’il fournit sont d’ordre aéro-
dynamique ou énergétique et il ne s’agit que de données intégrées qui ne tiennent pas compte
des phénomènes instationnaires pouvant intervenir, qu’ils soient d’ordre mécanique ou aérody-
namique. La dynamique des structures demeure toutefois un sujet d’étude critique car les aubes
doivent être conçues de sorte à avoir la plus grande durée de vie possible face aux différentes
sollicitations dont elles peuvent être le siège, en plus de fournir les performances aérodynamiques
recherchées. Dans ce cadre, nous allons maintenant aborder les différentes sources d’excitation
vibratoire au sein des compresseurs de turboréacteur ainsi que des notions utiles à la conception
des étages de compression d’un point de vue mécanique.

2 Phénomènes vibratoires sur les roues aubagées

Les phénomènes vibratoires qui animent le mouvement des aubes peuvent être distingués
en deux catégories selon leur origine. Certains phénomènes n’ont pour cause qu’un ensemble
de facteurs mécaniques, tandis que la majorité relèvent d’interactions entre la structure et un
élément extérieur. Dans le cadre des compresseurs, cette deuxième catégorie est principalement
attribuée à un couplage aéroélastique entre la structure et le fluide qui s’écoule autour. Nous
proposons dans ce qui suit une liste non exhaustive de ces sources de vibrations.

2.1 Excitations d’origine mécanique

Les phénomènes vibratoires induits par des causes d’ordre purement structurel ne sont qu’une
fraction de l’ensemble des phénomènes à l’origine des vibrations d’une roue aubagée. Cependant,
certains de ces phénomènes font l’objet d’une attention particulière en phase de conception.

Les vibrations de rotor dues aux balourds figurent parmis les sources de vibration les plus
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récurrentes. Sur un rotor, un balourd est associé à un écart entre la position du centre de gravité
d’une section et son axe local de rotation. Cet axe de rotation peut être localement différent de
celui global de la machine [107, 126]. Les causes du balourd peuvent être multiples : hétérogé-
néité des matériaux utilisés, méthodes d’assemblage et d’usinage (excentricité ou non symétrie
des pièces). Ils peuvent notamment apparaître en cours de fonctionnement de la machine suite
à une usure lente et progressive de certaines pièces, ou à des phénomènes relevant de la dy-
namique rapide (perte d’aube ou ingestion d’oiseau). Dans ce dernier cas, le balourd généré
est de grande ampleur mais doit cependant rester suffisamment faible pour permettre au mo-
teur de continuer à fonctionner correctement jusqu’à son arrêt. Le balourd a un impact sur le
mouvement d’ensemble du rotor, pouvant le déformer statiquement et dynamiquement. Lors
des phases de conception, on calcule le balourd fournissant la déformée maximale admissible
de l’arbre du rotor, et on s’assure que la valeur obtenue est largement prépondérante face aux
tolérances d’équilibrage. Le constructeur est ainsi assuré d’avoir une déformée liée au balourd
acceptable, même en cas d’évènements imprévus comme la perte d’une aube. Il est par ailleurs
intéressant d’avoir de faibles balourds pour des raisons de maintenance, ceux-ci pouvant causer
des problèmes d’étanchéité notamment au niveau des paliers.

Une autre source d’excitation mécanique est associée au contact entre les parties rotoriques
et statoriques, notamment au niveau des têtes d’aubes. Plusieurs phénomènes peuvent en être
la cause. Pour des questions de performances énergétiques des étages de roues mobiles, les
constructeurs souhaitent réduire au maximum le jeu entre les aubes et le carter en tête de pale.
Cependant, avec la mise en rotation des roues mobiles, des contraintes centrifuges s’appliquent
en permanence sur les aubes qui finissent par se déformer irréversiblement : il s’agit du phéno-
mène de fluage. Au cours de la durée de vie de la roue mobile, le jeu entre l’aube et le carter va se
réduire progressivement, jusqu’à devenir nul et que le contact se produise. D’autres phénomènes
faisant intervenir la dynamique de la structure peuvent également provoquer le contact, comme
la réponse vibratoire de la roue à des sollicitations externes (d’origine aérodynamique notam-
ment)ou encore les interactions modales entre le rotor et le stator. Pour éviter d’endommager
irrémédiablement le carter et les aubes et de nuire à la durée de vie de celles-ci, il est aujourd’hui
courant d’observer sur les carter des matériaux abradables, qui sont progressivement usés par le
passage des aubes mais qui n’endommagent pas celles-ci en cas de contact [157].

2.2 Excitations d’origine aérodynamique

Les phénomènes d’ordre aéroélastique figurent parmi les plus nombreux à solliciter les aubes
de compresseur et provoquer leurs vibrations. L’aéroélasticité est une branche de la physique
dans laquelle on étudie les intéractions entre une structure élastique et un fluide en contact avec
celle-ci. Le fluide et la structure sont reliés par trois types d’efforts qui définissent le triangle de
Collar [41] (voir Figure I.5) : les efforts élastiques au sein de la structure, les efforts aérodyna-
miques et les efforts inertiels. Le couplage de ces trois efforts forme l’aéroélasticité dynamique
qui caractérise la dynamique du système couplé fluide structure.

Les phénomènes relevant de l’aéroélasticité dynamique peuvent être classés selon qu’ils relèvent
de la réponse forcée ou de la réponse libre, mais également selon les valeurs des fréquences qui les
caractérisent. En particulier, si ces fréquences sont des multiples de la fréquence de rotation de la
roue mobile, on parle de phénomènes synchrones. Dans le cas contraire, on parle de phénomène
asynchrone.
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Figure I.5 – Triangle de Collar (adaptée de [41])

Interactions de sillage

L’interaction de sillage est un phénomène de réponse forcée synchrone intervenant entre des
étages successifs de roues aubagées ayant un différentiel de vitesse de rotation (typiquement une
roue rotorique suivie d’une roue statorique). Une aube d’une roue "verra" le sillage laissé par
le passage des aubes de la roue en amont. Ce sillage peut être une source de vibration pour
l’ensemble des aubes d’une roue située en aval d’une autre roue aubagée.

(a) Contours d’entropie (b) Contour de vitesse axiale

Figure I.6 – Illustration du sillage généré par une roue aubagée (d’après [144])

Effets potentiels

Les effets potentiels résultent de la déformation du flux due à la présence d’un solide dans
l’écoulement [115]. Dans le cas où des roues aubagées adjacentes sont proches, la modification
des lignes de courant engendrée par la présence des aubes peut propager des perturbations entre
les roues, de l’amont vers l’aval ou de l’aval vers l’amont. Il s’agit encore d’un phénomène de
réponse forcée synchrone.
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Distorsions en entrée de moteur

Cette sous partie porte en particulier sur les soufflantes de turboréacteur. Une distorsion est
une perturbation très localisée apparaissant sur une section d’entrée de la soufflante. Elle est
responsable d’une excitation périodique des aubes de soufflantes à la fréquence de rotation du
moteur. Il s’agit encore une fois d’un phénomène de réponse forcée synchrone. Les distorsions
peuvent être causées par de nombreux phénomènes.

L’ingestion de vortex est un exemple de distorsion en entrée de moteur [17, 104]. Le fonc-
tionnement de la soufflante d’un turboréacteur aspire une masse d’air délimitée par un tube de
courant. Lorsque ce tube de courant a un diamètre important (dû à un débit massique d’air
important), il peut intersecter le sol créant un point d’arrêt du fluide. En présence de vorticité,
un vortex apparaît et traverse la soufflante (voir Figure I.7).

Figure I.7 – Ingestion de vortex sur le moteur Rolls-Royce RB211-524G (©Peter Thomas
Octobre 2005)

Les distorsions peuvent aussi être causée par l’environnement de la soufflante. Un premier
exemple est celui du décollement de couche limite sur l’entrée de la nacelle produit par une
ingestion de vent de travers [40, 168]. Un gradient de pression adverse dans la couche limite de
la nacelle peut apparaître à faible débit, causant un décollement de la couche limite qui sera
ingéré par la soufflante. Pour des débits plus importants, l’écoulement peut localement devenir
sonique et causer l’apparition d’une onde de choc : l’interaction du choc avec la couche limite
peut causer son décollement qui sera également ingéré par la soufflante. Dans les deux cas, une
chute de pression totale sur une fraction de la section d’entrée de la soufflante est observé, d’où
une sollicitation synchrone des aubes.
Un second exemple montre toutefois que les distorsions peuvent parfois être recherchées : il s’agit
du cas d’ingestion de couche limite aussi appelé Boundary Layer Ingestion (BLI) (voir Figure
I.8). Pour ce type d’architecture de moteur, celui-ci est partiellement "enterré" dans la nacelle de
l’avion. La couche limite de l’avion ayant une vitesse axiale plus faible que l’écoulement externe,
le différentiel de vitesse entre la couche limite et le fluide en sortie de moteur est plus impor-
tant que pour une configuration classique : on améliore de cette manière le rendement propulsif
comme montré par Plas et al. [124]. Ce type d’architecture de moteur est à l’étude pour équiper
de nouveaux concepts d’appareils aéronautiques [93, 125].
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(a) Concept d’avion avec BLI (b) Entrée d’air du moteur

(c) Chute de pression totale en entrée de soufflante due
à la couche limite

Figure I.8 – Illustration de la BLI (d’après [93])

Décollements tournants

Le décollement tournant est un phénomène asynchrone d’origine purement aérodynamique
dans le sens où il peut apparaître en considérant une structure rigide. Ce phénomène est carac-
térisé par l’apparition d’une ou plusieurs cellules réparties symétriquement sur la circonférence
de la roue dans lesquelles les vitesses axiales du fluide s’inversent. Ces cellules peuvent occu-
per toute la veine dans la direction radiale, ou seulement une fraction de celle-ci. Par ailleurs,
la présence de ces cellules induit des déviations des lignes de courant aux périphéries des cel-
lules. Ainsi, les aubes adjacentes à la cellule se trouvent en sur-incidence pour les unes et en
sous-incidence pour les autres. Ce changement d’incidence est responsable respectivement du
décollement de la couche limite pour les premières et de recollement pour les secondes, amenant
la cellule à tourner dans le même sens que la roue à une vitesse moindre dans le repère absolu.
Une description plus détaillée de ce phénomène peut être trouvée dans les mémoires de thèse de
Gourdain [66] et de Fiquet [59]. Bien que d’origine aérodynamique, ce phénomène peut solliciter
les aubes et les mettre en vibration.

Vibrations non-synchrones et "lock-in"

Le terme de vibrations non-synchrones, aussi appelé Non Synchronous Vibrations (NSV),
désigne une interaction asynchrone entre une instabilité fluide et la dynamique de la structure.
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Figure I.9 – Cellules d’un décollement tournant issu d’une simulation URANS (d’après [66])

Cette interaction peut avoir pour origine plusieurs phénomènes (décollement tournant, lâchers
tourbillonnaires ou instabilités en tête de pale) et être difficile à prédire car dépend de nom-
breux paramètres [38, 39]. Ce phénomène asynchrone peut conduire à de grandes amplitudes
de vibration des aubes de turbomachine, notamment à cause du "lock-in". Le "lock-in" est une
dénomination pouvant couvrir différents phénomènes. De manière générale, on emploie ce terme
lorsqu’un phénomène physique périodique voit sa fréquence se verrouiller sur celle d’un autre
phénomène physique. Un premier exemple de "lock-in" est le verrouillage de la fréquence du
phénomène de buffet d’un profil 2D sur la fréquence propre du mouvement en pompage du profil
[130]. Un autre exemple dans le cadre des turbomachines est le verrouillage de la fréquence des
lâchers tourbillonnaires se produisant en tête de pale sur la fréquence de mouvement des aubes
[152].

Flottement

Le flottement est une instabilité de couplage aéroélastique en réponse libre entre une structure
déformable et un fluide dans lequel elle est immergée. Ce phénomène est qualifié d’auto-entretenu
car il est caractérisé par un échange d’énergie positif entre le fluide et la structure, amenant cette
dernière à se déformer naturellement à des amplitudes de plus en plus importantes jusqu’à sa
rupture. Apparaissant dans des domaines critiques comme le génie civil avec le tablier des ponts
ou l’aéronautique pour les voilures fixes et les turboréacteurs, le flottement doit être prédit dès
les phases de conception de tels systèmes.

Il existe de nombreuses formes de couplage aéroélastique instable. Pour les turbomachines, le
flottement a historiquement été étudié pour la stabilité des mouvements de pompage puis de
tangage d’une cascade de profils [172, 173]. Le couplage de ces deux mouvements par les efforts
aérodynamiques a par la suite fait l’objet de nouveaux travaux [16, 32] pour caractériser de nou-
veaux mécanismes de flottement. À partir d’une certaine vitesse de l’écoulement axial appelée
vitesse critique, les fréquences propres associées à ces modes coïncident et le système devient
instable : il s’agit du flottement de décrochage classique à deux degrés de liberté. Des formes de
flottement plus complexes existent cependant, en particulier dans le cas des compresseurs et des
soufflantes illustré en Figure I.10. On observe sur le diagramme caractéristique de nombreuses
zones en périphérie de la zone de fonctionnement nominale dans lesquelles un régime de flotte-
ment est établi. Les frontières de ces zones définissent les limites des zones de stabilité.

Chaque poche de flottement sur la Figure I.10 est associée à un ensemble de phénomènes com-
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plexes qui dépendent des conditions de fonctionnement aérodynamiques du compresseur. Ces
phénomènes permettent de classer différentes formes du flottement de compresseur, dont nous
allons maintenant voir les caractéristiques [94, 153].

Figure I.10 – Poches de flottement pour un compresseur (adaptée de [96])

Pour un compresseur, six familles de flottement sont identifiées sur la Figure I.10 :

• Zone 1 : le flottement de décrochage subsonique. Dans ces conditions de fonctionnement
de la roue mobile, l’écoulement est intégralement subsonique. On se place dans une confi-
guration où l’angle d’incidence des aubes est important et conduit à un décollement de la
couche limite sur l’extrados à partir du bord d’attaque ;

• Zone 2 : le flottement de décrochage transsonique. On se place dans des conditions
où un choc en tête de pale apparaît. Une interaction entre le choc et la couche limite
peut se produire et provoquer le décollement de cette dernière. Cette interaction peut
être à l’origine d’un transfert d’énergie du fluide vers la structure et créer une situation
d’instabilité ;

• Zone 3 : le flottement de décrochage supersonique. Ce régime de fonctionnement est situé
autour des 100% de vitesse de rotation nominale, et est caractérisé par la présence d’un
choc proche du bord d’attaque côté extrados. Ce choc peut passer devant l’aube adjacente
tandis qu’un décollement de couche limite est possible à la base du choc [7] ;

• Zone 4 : le flottement supersonique à forte incidence. Ce régime est caractérisé par un
écoulement relatif supersonique, avec une onde de choc bloquant le canal inter-aube [63]
ainsi qu’un décollement partiel ou total de la couche limite ;

• Zone 5 : le flottement supersonique à faible incidence. Ce régime est caractérisé par un
écoulement relatif supersonique et un faible angle d’incidence qui empêche le décollement
de la couche limite [149] ;

• Zone 6 : le flottement de blocage. L’écoulement est caractérisé par la présence d’une onde
de choc sur tout le canal inter-aubes, provoquant un blocage du débit. L’interaction entre
l’onde de choc reliant deux aubes successives et leur couche limite provoque un transfert
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d’énergie du fluide vers la structure, d’où une instabilité. Ce transfert est plus important
sur l’extrados que sur l’intrados [127].

Les mécanismes physiques à l’origine du départ en flottement sont variés et font encore aujour-
d’hui l’objet de nombreuses recherches malgré des décennies d’études sur le sujet. L’augmentation
de la puissance de calcul permet d’intégrer de nouveaux éléments dans les calculs de stabilité
aéroélastique, et ainsi de révéler de nouveaux mécanismes d’échange d’énergie entre le fluide et
la structure. Nous aborderons un exemple dans la sous-section I.3.

Nous venons de voir dans cette sous section un ensemble de phénomènes d’origine mécanique, aé-
rodynamique et aéroélastique pouvant mettre en vibration les aubes de soufflante. Ces vibrations
étant inévitables sur un système réel, il est primordial dans le cadre d’une conception de savoir
quantifier les niveaux de vibration qui seront atteints par les aubes. Ceci est particulièrement
important sur les points de fonctionnement où sont attendus les phénomènes que nous venons
de voir. Pour cela, des outils sont utilisés en phase de conception pour anticiper ces niveaux de
vibration. Nous allons maintenant voir quelques uns de ces outils.

2.3 Outils de conception des roues aubagées

Lors de la conception des roues aubagées, un compromis est recherché entre la performance
fournie par l’aérodynamique et la résistance de la structure aux différentes sollicitations qu’elle
rencontre. La résistance de la structure ne comprend pas seulement la résistance aux charge-
ments statiques et dynamiques, mais également sa tenue thermomécanique. Nous n’aborderons
pas ce dernier aspect dans le cadre de ce mémoire.

La résistance des matériaux peut revêtir deux aspects. Le premier aspect consiste à vérifier
que les contraintes statiques qui s’appliquent sur la structure sont suffisamment faibles pour
permettre à celle-ci de remplir sa fonction principale. Généralement, cela consiste à vérifier dans
un cadre statique que lors de son utilisation, la pièce soit placée dans sa zone d’élasticité pour
laquelle les contraintes dépendent linéairement de la déformation. Au-delà de cette zone com-
mence la zone de plasticité qui est critique car précédant la rupture. Il peut cependant être
parfois trop restrictif de ne se placer que dans un cadre statique. On peut alors considérer un
second aspect qui est celui du comportement dynamique de la structure.

L’analyse des contraintes dynamiques d’une structure permet de vérifier sa résistance à la fatigue.
La fatigue vibratoire correspond à l’endommagement irréversible d’un matériau par application
d’une contrainte instationnaire. Celle-ci peut être périodique, aléatoire ou transitoire. Elle se
manifeste initialement par l’apparition d’une zone de déformation plastique microscopique due
à une accumulation localisée de contraintes dynamiques. Ces contraintes peuvent avoir une am-
plitude faible devant les contraintes statiques. La zone microscopique de déformation plastique
peut alors être le point de départ pour la propagation de nouvelles zones de plasticité dans son
voisinage. Cette propagation est lente et est le fruit d’une sollicitation dynamique permanente.
Elle peut conduire à la propagation de fissures et ainsi la ruine de la pièce.

Diagramme de Wöhler

Des outils existent pour avoir une mesure quantitative de la résistance d’une pièce aux
sollicitations auxquelles elle est soumise. Un premier outil est la courbe de Wöhler [82]. Cette
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courbe présente la durée de vie N en nombre de cycles pour une contrainte dynamique d’une
valeur de σ (voir Figure I.11). On suppose par ailleurs que la contrainte moyenne (contrainte
statique) est nulle. Cette courbe montre en particulier que pour des contraintes inférieures à
une valeur limite appelée limite de contrainte en fatigue, la durée de vie de la pièce à la fatigue
est infinie. Cette courbe est obtenue expérimentalement pour un matériau ou une pièce donnée.
La procédure consiste à imposer une contrainte alternée au matériau (ou la pièce) et de voir
au bout de combien de cycles une fissure conduit à la ruine de la pièce. Cela peut prendre
plusieurs dizaines d’heures selon la fréquence de la vibration (exemple : pour une vibration de
80Hz, il faudra 34.7 heures pour réaliser 107 cycles ; pour une vibration à 130Hz, cela prendra
21.3 heures). Cela permet d’obtenir un point de la courbe : il faut réitérer le processus avec une
contrainte différente pour obtenir d’autres points.

Figure I.11 – Courbe de Wöhler (adaptée de [82])

Diagramme de Haigh

La courbe de Wöhler est généralement obtenue en supposant une contrainte moyenne nulle.
Cette dernière peut toutefois avoir un impact important sur la durée de vie en fatigue [82]. Dans
le cas des aubes de turbomachines, l’hypothèse de contrainte moyenne nulle est trop forte car
elles sont soumises aux efforts centrifuges ainsi qu’aux efforts aérostatiques dus à la pression et
à la viscosité : il est préférable d’utiliser lors de la conception des outils prenant en compte la
contrainte statique. Le diagramme de Haigh propose de l’intégrer directement dans l’analyse de
durée de vie de la pièce (voir Figure I.12). Il est utilisé pour tracer des courbes de contrainte dy-
namique σd en fonction de la contrainte statique σs pour différentes configurations. Par exemple,
la droite de Goodman relie la limite de contrainte en fatigue pour une contrainte moyenne nulle
à la contrainte de rupture statique σr ; la courbe de Söderberg relie la limite de contrainte en
fatigue pour une contrainte moyenne nulle à la contrainte de limite élastique σe. Ces courbes ne
sont pas les seules à pouvoir figurer sur le diagramme de Haigh, le lecteur est invité à se référer à
[82] pour plus d’informations. La zone la plus sécuritaire du diagramme de Haigh est la surface
située sous la courbe de Söderberg.
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Figure I.12 – Diagramme de Haigh (adaptée de [82])

Remarque : les courbes sur le diagramme de Haigh sont généralement tracées pour un nombre
de 107 cycles de vie.

Les outils que nous venons de voir concernent essentiellement les contraintes dans la structure.
Cependant, dans un cadre de déformations élastiques, les contraintes sont reliées linéairement
aux déformations selon la loi de Hooke. Ainsi, il peut être intéressant dans les phases de concep-
tion de privilégier des designs et des points de fonctionnement où les amplitudes vibratoires sont
limitées afin de réduire les contraintes dynamiques. Dans ce cadre, le diagramme de Campbell est
un outil fournissant des indications sur les régimes de fonctionnement où de grandes amplitudes
de vibration sont attendues.

Diagramme de Campbell

Nous avons vu précédemment que les sollicitations de la structure relevaient de la réponse
forcée ou de la réponse libre. Dans le cadre de la réponse forcée et pour des phénomènes syn-
chrones, il arrive que les fréquences des modes de déformation linéaires des aubes coïncident
avec des multiples de la fréquence de rotation de la roue aubagée. Ces multiples sont appelés
ordre moteur, ou encore Engine Order (EO) et sont présents naturellement pour les différents
phénomènes mentionnés en sous-section I.2.2. Lorsqu’une coïncidence se produit entre un mode
et un ordre moteur, on se place sur un point de résonance (ou proche résonance pour un système
dissipatif [150]) : dans les deux cas, un haut niveau vibratoire est attendu pour une excitation
donnée. Ces points de coïncidence sont inévitables sur un système réel, il est donc capital dès les
phases de conception de les placer sur des points de fonctionnement éloignés du fonctionnement
nominal ou de concevoir des pièces pouvant résister aux amplitudes de vibration atteintes sur
les coïncidences. Le diagramme de Campbell, illustré en Figure I.13, permet de visualiser les
points de coïncidence entre les ordres moteur représentés en bleu et les fréquences de vibration
des modes représentées en rouge.

Nous venons de voir un ensemble d’outils utiles à la conception des roues aubagées de compres-
seur. Si ces outils sont particulièrement employés pour l’étude de phénomènes de réponse forcée,
ils ne donnent en revanche pas beaucoup de critères de dimensionnement pour les phénomènes
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Figure I.13 – Diagramme de Campbell

d’instabilité aéroélastiques. Dans le cas du flottement, le critère de fréquence réduite a été utilisé
pour prédire des conditions propices à l’apparition d’instabilités.

Fréquence réduite

La fréquence réduite est un rapport de durée entre la période T d’un mouvement de structure
oscillante et la durée que mettra une particule fluide à parcourir une distance de l’ordre de la
dimension caractéristique d de la structure. Supposons un écoulement unidirectionnel à la vitesse
u. La fréquence réduite s’écrit, d’après [177] :

fr = 2π d
2T u = 2π f d

2u = ω d

2u (I.1)

Ce rapport peut aussi être vu comme un rapport entre la dimension caractéristique de la struc-
ture d et la longueur de la perturbation u × T générée par son mouvement dans le fluide (voir
Figure I.14).

Figure I.14 – Interprétation de la fréquence réduite (adaptée de [153])

La fréquence réduite permet de caractériser trois régimes de couplage aéroélastique :

• fr ≪ 1 : le fluide n’est pas influencé par le mouvement de la structure. On se place dans
une situation quasi-statique dans le sens où la structure est considérée comme immobile
et où le fluide conserve ses caractéristiques au cours du temps. C’est le domaine de la
mécanique du vol ;
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• fr ∼ 1 : la structure et le fluide ont des temps caractéristiques d’évolution du même
ordre de grandeur. On obtient un couplage fort entre les deux systèmes et des phénomènes
instables sont susceptibles d’apparaître (flottement, "lock-in") ;

• fr ≫ 1 : l’écoulement fluide est très instationnaire. Une cellule fluide s’écoulant autour de
la structure verra plusieurs fois la période de la structure.

Il est indiqué dans Srinivasan [153] que l’apparition du flottement a été corrélée dans plusieurs
études expérimentales à des valeurs de fréquence réduite comprises entre 0.4 et 0.7.

Une instabilité se caractérise par l’amplification spontanée de toute perturbation apparaissant
dans le système en question. Cette amplification est à priori non bornée, bien que des phéno-
mènes non-linéaires puissent conduire à des situations de vibrations stabilisées. Nous aborderons
cette dernière situation dans le sous-section I.4.3. Nous allons maintenant nous concentrer sur
le phénomène de flottement de soufflante.

3 Instabilités aéroélastiques des étages de compresseur

Comme abordé précédemment, le flottement de soufflante est une instabilité de couplage
aéroélastique entre la roue aubagée et l’air qui l’entoure. Nous allons nous intéresser aux mé-
canismes physiques rendant le système fluide structure instable, dans le cas du flottement de
décrochage transsonique (Zone 2 sur la Figure I.10).

Contribution de l’aérodynamique sur la stabilité aéroélastique

Une étude expérimentale réalisée par Stargardter en 1979 [154] sur une soufflante de 32
aubes a dégagé de premières tendances sur les mécanismes provoquant le flottement. Certains
phénomènes ont été clairement mis en évidence au cours de l’étude. Notamment, les plus grandes
amplitudes de pression instationnaire ont été observées en tête de pale, jusqu’à 25% de corde à
partir du bord d’attaque. De plus, le flottement n’est apparu que pour des configurations où un
choc apparaissait (aucun flottement n’a été observé avec un écoulement subsonique). À partir
de là, d’autres hypothèses allant dans le sens des observations ont été formulées sur les méca-
nismes à l’origine du flottement. Cependant, les données présentées sont insuffisantes pour les
confirmer ou les infirmer. Parmi ces hypothèses figurent le rôle que peuvent avoir respectivement
un décollement de couche limite et une onde de choc dans un contexte où ils peuvent osciller
sur la peau de l’aube. Leur oscillation pour un mouvement de l’aube pourrait en effet fournir de
l’énergie au mouvement et être une source d’instabilité.

Une étude numérique réalisée par Isomura et Giles en 1998 [73] sur une soufflante transso-
nique à 22 aubes indique que le choc a un rôle prépondérant sur le départ en flottement. En
particulier, le comportement oscillatoire du choc qui alterne entre détachement et rattachement
à la paroi est propice à un échange énergétique déstabilisant du fluide vers l’aube. Les auteurs
indiquent que ce mécanisme est à l’origine du flottement, tandis que le décrochage se produisant
en aval du choc a en revanche tendance à stabiliser le système. Cette étude fournit de premiers
éléments d’analyse quant aux suppositions formulées dans l’étude de Stargardter [154]. En outre,
cette étude indique que le bord d’attaque de l’intrados de l’aube est la zone déstabilisée par le
couplage.
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Une autre étude numérique réalisée par Aotsuka et al. en 2008 [11] sur une soufflante trans-
sonique de 18 aubes montre qu’une forte interaction entre le choc présent sur l’extrados et la
couche limite se produit au fur et à mesure que l’on augmente le taux de compression. Cette
interaction est à l’origine d’un décollement de la couche limite à partir du pied du choc. De plus,
ils montrent que le flottement est fortement conditionné par cette interaction. En particulier,
ils observent que l’onde de choc est déstabilisante, tandis que la zone décollée en aval est sta-
bilisante. Une étude ultérieure réalisée par Aotsuka et Murooka en 2014 [10] fournit les mêmes
tendances. Ces résultats sont donc en accord avec ceux d’Isomura et Giles [73], à l’exception que
l’extrados est ici la zone déstabilisée.

La littérature s’accorde sur le fait qu’une interaction entre le choc et la couche limite est un
mécanisme menant à des échanges énergétiques entre le fluide et la structure. Cependant, les
conclusions ne sont pas toujours les mêmes. Dans l’étude de Vahdati et al. de 2011 [163], le rôle
du choc et celui de la couche limite sont inversés par rapport aux conclusions de Aotsuka et
al. [11] et de Aotsuka et Murooka [10] : le choc est stabilisant, tandis que le décollement induit
par l’interaction est déstabilisant. Ce constat est notamment formulé par Dong et al. [54], qui
émettent l’hypothèse que cet écart sur les deux interprétations résulte de la considération de
deux modes tournants en sens inverses. Pour de tels modes, ils montrent que les effets du choc
et de la couche limite décollée sur la stabilité sont inversés. Nous reviendrons sur la notion de
mode tournant dans la section II.4.

Bien que les conclusions ne soient pas exactement les mêmes entre les différentes sources, toutes
mettent en évidence que l’interaction entre le choc et la couche limite en tête de pale est un
mécanisme physique au sein duquel des échanges d’énergie apparaissent entre le fluide et la struc-
ture. Ces échanges d’énergie peuvent déstabiliser le système et placer la soufflante en régime de
flottement.

Couplage acoustique entre la soufflante et son environnement

Des études récentes ont mis en évidence que des zones d’instabilité pouvaient apparaître sur
des conditions de fonctionnement très localisées sur le diagramme caractéristique d’une souf-
flante. Ce phénomène porte le nom de flutter bite et est illustré en Figure I.15.

Une étude publiée par Vahdati et al. [162] montre qu’une interaction entre la soufflante et la
nacelle peut causer le phénomène de flutter bite. En particulier, cette étude met en évidence que
les vibrations de la soufflante peuvent dans certaines conditions de fonctionnement être la source
d’ondes acoustiques remontant l’entrée d’air du moteur. Selon la fréquence de ces ondes, celles-ci
peuvent soit être atténuées dans l’entrée d’air et prendre ainsi la forme d’ondes évanescentes,
soit s’y propager librement. L’étude montre la corrélation entre l’apparition du phénomène de
flutter bite et la présence d’ondes acoustiques dans l’entrée d’air.

Il est indiqué dans Vahdati et al. [163] puis Vahdati et al. [164] que les effets de l’acoustique sur
la stabilité aéroélastique sont indépendants des effets aérodynamiques évoqués en sous partie I.3.
Les phénomènes peuvent se combiner et déstabiliser le système. Par ailleurs, le mécanisme d’in-
teraction acoustique entre la soufflante et la nacelle est expliqué plus en détails dans Vahdati et
al. [164]. Pour des perturbations générées au delà d’une fréquence appelée fréquence de coupure
de conduite, la propagation d’ondes acoustiques est possible dans l’entrée d’air. Une fraction
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Figure I.15 – Illustration de la poche d’instabilité de flutter bite

de celles-ci se réfléchissent sur l’entrée d’air et retournent sur la soufflante. Il est montré que le
déphasage entre l’onde émise par la soufflante et l’onde réfléchie revenant sur la soufflante est
le paramètre clé indiquant le caractère déstabilisant de l’acoustique sur le système aéroélastique.

Sur la base de ces travaux, un critère simple proposé par Zhao et al. [180] permet d’identi-
fier les conditions défavorables dans lesquelles l’acoustique a un impact négatif sur la stabilité.
Ce critère est nommé le flutter index, et se définit comme :

F = |R| × sin(∆Φ) (I.2)

où R et ∆Φ sont respectivement le rapport d’amplitude complexe et le déphasage entre l’onde
émise et l’onde réfléchie évalué au bord d’attaque de la soufflante. Ce déphasage s’écrit comme :

∆Φ = ∆Φémis + arg(Rentrée) + ∆Φréfléchi (I.3)

avec ∆Φémis et ∆Φréfléchi les déphasages respectifs induits par les parcours des ondes émises et
réfléchies, et arg(Rentrée) la phase du coefficient complexe de réflexion de l’entrée d’air.

Les conditions de propagation acoustique étant indépendantes des effets aérodynamiques dé-
stabilisant la soufflante (interaction choc/couche limite), il est possible d’étudier la propagation
acoustique et ses conséquences sur la stabilité aéroélastique de manière indépendante. Un sol-
veur acoustique peut par exemple être employé pour caractériser plusieurs formes de nacelle ou
d’entrée d’air et avoir ainsi une mesure de l’impact de l’acoustique sur la stabilité.

L’instabilité de flottement peut être vue comme un transfert d’énergie positif du fluide vers
les aubes de soufflante. Sur un système réel cependant, de nombreux phénomènes sont à l’ori-
gine de dissipation énergétique. La question est alors de savoir si la présence de ces phénomènes
et des dissipations énergétiques qui les accompagnent peut avoir un effet sur la stabilité aéroé-
lastique en dissipant l’énergie fournie par le fluide. Nous allons maintenant voir les sources de
dissipation dans les roues aubagées.
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4 Sources d’amortissement dans les roues aubagées

Il est possible de considérer différentes classifications de sources d’amortissement dans le
cadre des turbomachines. Dans la littérature, une classification récurrente distingue les sources
d’amortissement passives d’une part et les sources actives d’autre part. La première catégorie
consiste à mettre en place un dispositif de dissipation spontanée sur le système. Par dissipation
spontanée, il est entendu que la dissipation se produira d’elle même lors de la mise en marche
du système sans intervention externe. La deuxième catégorie consiste à mettre en place un dis-
positif de contrôle actif qui produira de la dissipation. Ce genre de dispositif tient compte du
fonctionnement de la machine et s’adapte en conséquence pour réaliser la dissipation : un apport
énergétique est donc nécessaire. Si les dispositifs de contrôle actifs ont l’avantage de pouvoir opé-
rer sur une plage de fonctionnement étendue du système, ils peuvent induire des contraintes de
dimensionnement supplémentaires rendant leur déploiement difficile (ajout de masse, nécessiter
d’installer des systèmes électriques sur des parties tournantes). De plus, la possibilité de panne
d’un tel système pose la question de sa certification : il est nécessaire de savoir si un défaut
de fonctionnement peut mettre en danger les utilisateurs ou le produit lui même. Les disposi-
tifs passifs ont quant à eux l’avantage d’être souvent plus simples à mettre en place et de ne
pas être sujets aux pannes. Ils doivent toutefois être conçus pour un point de fonctionnement
précis. Les systèmes semi-actifs permettent d’atteindre un compromis en proposant des niveaux
de performance approchants à ceux d’un système actifs pour une fraction de la consommation
énergétique d’un tel système.

Une autre classification envisageable est de distinguer les sources d’amortissement naturelles
de celles apportées intentionnellement lors des phases de conception. Cette classification se dis-
tingue de la précédente, puisque une source d’amortissement passive peut correspondre à de
l’amortissement naturel tandis qu’une autre à de l’amortissement intentionnel. Nous considère-
rons dans les sous sections suivantes la classification selon sources passives ou sources actives.

4.1 Amortissement par dispositifs passifs

Une première source de dissipation passive est celle due aux assemblages mécaniques des
roues aubagées. Bien que ces assemblages puissent prendre différentes formes (voir Figure I.16),
le phénomène responsable de la dissipation énergétique est le frottement mécanique entre les
pièces.

(a) (b) (c) (d) (e)

Figure I.16 – Zones de dissipation dans les assemblages mécaniques de roues aubagées : (a)
contact aube disque, (b) contact entre les talons, (c) amortisseurs sous plateforme, (d) cables
amortisseurs, (e) tiges rigides amortissantes (illustration d’après [80])



28 Chapitre I. Stabilité aéroélastique des soufflantes dans un cadre non conservatif

Dans le cas où les aubes sont apportées sur le disque par assemblage (en opposition aux struc-
tures monoblocs), les interfaces de contact entre les aubes et le disque forment une zone de
dissipation énergétique naturelle. La mise en vibration des aubes peut être à l’origine de micro-
glissements au niveau de ces interfaces qui vont provoquer la dissipation énergétique. Des études
numériques et expérimentales (Nacivet [105], Petrov et Ewins [121], Charleux et al. [34], Zucca
et al. [181]) s’intéressent aux effets de ce frottement sur la dynamique des aubes de compresseur.
Notamment, il est montré que l’amortissement apporté par le frottement mécanique évolue en
fonction de l’amplitude des sollicitations appliquées aux aubages (et donc en fonction de leur
amplitude de vibration). Il est également montré que l’amortissement apporté par frottement
est bien supérieur à l’amortissement naturel intrinsèque aux structures étudiées. Dans le même
esprit, on peut retrouver des interfaces de contact susceptibles d’être des sources de dissipation
entre les talons ou encore les nageoires des aubes de turbine [98].

Pour ces différents exemples, les interfaces de contact sont naturelles dans le sens où elles ré-
sultent des choix de conception du système mécanique considéré. Ces interfaces ne répondent pas
nécessairement à un besoin direct formulé dans le cahier des charges concernant la présence de
technologies amortissantes. Ainsi, elles peuvent ne pas apporter suffisamment d’amortissement
par rapport à un tel besoin. Il est alors courant pour les constructeurs de créer intentionnellement
de nouvelles interfaces de contact pour générer de la dissipation énergétique. Ces technologies
amortissantes peuvent prendre différentes formes : on retient notamment l’usage des joncs de
friction [88, 155], d’amortisseurs sous plateforme [178], de câbles amortisseurs [71] ou encore de
tiges rigides amortissantes [158].

Une autre approche passive pour apporter de l’amortissement à la structure consiste à employer
des matériaux aux propriétés dissipatives. Dans cette optique, de nombreux brevets exploitant
les propriétés des matériaux viscoélastiques ont vu le jour. Les matériaux en question peuvent
être employés de différentes manières : les brevets US Pat. 3, 357, 850 [13] et US Pat. 9, 541, 061
B2 [145] proposent l’emploi de ces matériaux comme une couche appliquée sur l’aube ; le brevet
US Pat. 4, 594, 761 [103] propose d’implémenter le long d’aubes creuses une ou plusieurs co-
lonnes composées de fluoroélastomère ; le brevet US Pat. 6, 102, 664 [109] propose un revêtement
de surface en matériau viscoélastique pour les interfaces de frottement entre les aubes et le disque.

Certaines approches font également appel à des fluides pour réaliser de la dissipation éner-
gétique de manière passive. Mathies et al. [97] ont employé un amortisseur à film d’air pour
réduire les niveaux vibratoires d’une structure creuse représentant une aube. Un autre exemple
de ce genre de technologie amortissante est fourni par Zhang et al. [179] dans un contexte éolien,
où un réservoir partiellement rempli de fluide est placé en tête des pales d’une éolienne. La
présence de ce fluide et le ballottement qui résulte de son interaction avec le mouvement de la
pale permettent de dissiper l’énergie de vibration, si bien qu’une éolienne en régime de flotte-
ment peut être stabilisée par ce dispositif. Ce dernier exemple peut être placé dans la catégorie
des Tuned Mass Damper (TMD), qui désignent une masse additionnelle reliée à la structure à
l’aide d’un dispositif raidissant et amortissant. La mise en mouvement de la masse permet alors
d’atténuer la réponse de la structure sur un ou plusieurs modes d’intérêts selon le réglage des
raideurs. Si les TMD permettent d’atténuer la réponse de la structure selon quelques modes pré-
définis, on peut leur préférer leur version non-linéaire, nommés Nonlinear Energy Sink (NES).
Ces dispositifs ont l’avantage de pouvoir fonctionner pour tous les modes de la structure grâce
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aux non-linéarités du dispositif qui couplent ces modes. Celles-ci sont introduites généralement
grâce à des raideurs non-linéaires [174].

Une dernière famille de solutions passives regroupe les amortisseurs à impacts. Le principe de ce
genre de dispositif consiste à mettre en place des cavités dans une structure en vibration, par-
tiellement remplies de particules libres (des billes par exemple). Lorsque la structure vibre, les
particules s’entrechoquent et il en résulte une diminution des niveaux vibratoires par dissipation
énergétique [35, 57, 77]. Les études sur ce type de système dans un contexte de turbomachine
ne sont toutefois pas nombreuses.

4.2 Amortissement par dispositifs actifs

Les dispositifs de contrôle actif de l’amortissement peuvent impliquer des contraintes de
conception importantes. Elles permettent en revanche d’obtenir des réductions majeures d’am-
plitudes de vibration. Un premier exemple de dispositif de contrôle actif consiste à employer des
actionneurs piézoélectriques pouvant se déformer sous l’effet d’un champ électrique. Choi et al.
[37] montrent expérimentalement qu’en utilisant une paire capteur/actionneur piézoélectrique
sur une poutre, une réduction de l’amplitude de vibration de 83% a été observée sur le troisième
mode de flexion. Un système de contrôle électrique coûteux en énergie est toutefois nécessaire, et
il devient encore plus compliqué de considérer une telle installation sur une machine tournante
de par la gestion de l’interface rotor stator.

Une autre approche repose sur l’utilisation de matériaux aux propriétés rhéologiques variables
selon le champ éléctromagnétique dans lequel ils se placent. Ainsi, une étude réalisée par Hashe-
minejad et al. [72] propose d’employer des structures creuses remplies de fluide électrorhéologique
pour contrôler activement le niveau de vibration de la structure. Un tel fluide a en effet la par-
ticularité de pouvoir se rigidifier sous l’action d’un champ électrique. Ils montrent notamment
qu’il est possible de stabiliser un système aéroélastique en régime de flottement en utilisant
une loi de commande du champ électrique par mode glissant. Une étude plus récente proposée
par Bornassi et al. [22] emploie un fluide magnétorhéologique (dont les propriétés rhéologiques
changent selon le champ magnétique ambiant) pour stabiliser un système sujet au flottement.

L’ensemble des processus d’amortissement, qu’ils soient passifs, semi-actifs ou actifs, permettent
de réduire substantiellement le niveau vibratoire. Une autre source de dissipation, très présente
dans les machines tournantes, est celle engendrée par le frottement entre les pieds d’aube et le
disque. C’est cet aspect que nous allons développer et en particulier son impact sur la stabilité
aéroélastique des roues aubagées.

4.3 Effets du frottement aube disque sur la stabilité aéroélastique

Comme nous avons pu le voir en sous-section I.4.1, les interfaces de contact entre les aubes et
le disque sur lequel elles sont montées forment une interface naturelle de dissipation énergétique.
Dès lors, il est possible que ce frottement puisse avoir un impact sur la stabilité aéroélastique
du système étudié. Les premières études traitant des effets du frottement aube disque sur la
stabilité aéroélastique d’une roue aubagée semblent remonter aux travaux de Sinha et Griffin
[146, 147]. Leur travaux se reposent sur l’analyse mathématique de modèles phénoménologiques
pour établir de premiers résultats. La Figure I.17 illustre ce genre de modèle.
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(a) Modèle phénoménologique étudié (b) Traduction mathématique du mo-
dèle

Figure I.17 – Illustration d’une aube avec frotteur en configuration blade-to-ground (d’après
[146])

Figure I.18 – Illustration de la courbe de cycles limites pour le modèle phénoménologique
(d’après [146])
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Un résultat majeur fourni par Sinha et Griffin [146] est que les efforts non-linéaires générés par
la présence du frotteur peuvent stabiliser un système en régime de flottement sans forçage ex-
terne. Il est en effet possible d’atteindre un régime d’oscillations périodiques appelé cycle limite
d’oscillations (ou LCO pour Limit Cycle Oscillations) grâce aux non-linéarités de friction. Ces
non-linéarités étant déclenchées pour des amplitudes de vibrations de plus en plus importantes,
on passe d’un état instable à faible amplitude à un état stabilisé à grande amplitude.

La Figure I.18 illustre la courbe de cycles limites pour différentes conditions d’instabilité aé-
roélastique en absence de chargement externe. Cette instabilité est indiquée en abscisse par un
scalaire appelé amortissement aérodynamique. Plus la valeur de ce scalaire est importante, plus
le système est instable. Une définition plus approfondie de l’amortissement aérodynamique sera
fournie en section II.5.

L’existence de cette courbe traduit l’équilibre entre l’énergie apporté au système par le fluide et
l’énergie dissipée par le frottement non-linéaire pour un amortissement aérodynamique donné.
Si on se place à gauche de la courbe, on est dans une situation où l’amplitude de vibration
est importante et où on dissipe plus d’énergie par frottement qu’on n’en reçoit par le fluide :
le système est stable et les amplitudes de vibration diminueront jusqu’à atteindre l’équilibre
donné par la courbe. Si on se place à droite de la courbe (partie hachurée de la Figure I.18), on
n’est plus sur l’équilibre énergétique et on reçoit plus d’énergie du fluide qu’on en dissipe par
frottement : le système est instable et les amplitudes de vibration augmenteront.

Un résultat important fourni par la Figure I.18 est que les frottements non-linéaires ne peuvent
pas toujours rendre le système aéroélastique stable. Il existe en effet une certaine valeur critique
de l’amortissement aérodynamique au delà de laquelle le système aéroélastique est toujours in-
stable, malgré la présence des non-linéarités de friction. Pour une valeur d’amortissement aéro-
dynamique inférieure à cette valeur critique, on observe alors qu’il existe toujours deux solutions
périodiques car la courbe d’équilibre énergétique est coupée deux fois. L’une de ces solutions est
stable et systématiquement à faible amplitude, tandis que l’autre est instable et à une amplitude
plus importante.

La présence de ces deux solutions peut être expliquée par des considérations énergétiques :
en considérant que les efforts aérodynamiques exercés sur les aubes sont linéaires par rapport au
mouvement qui les engendre, le travail associé évolue avec le carré de l’amplitude de vibration.
D’autre part, l’énergie dissipée par un frotteur simple selon une loi de Coulomb (voir paragraphe
4.4.2) évolue de manière linéaire avec l’amplitude de glissement. Ainsi, à très faible amplitude,
le fluide apporte de l’énergie qui n’est pas dissipée car le frotteur est bloqué. Quand l’amplitude
augmente, la dissipation apparait et devient plus importante que l’énergie fournie par le fluide :
un premier LCO est atteint à l’équilibre des deux énergies. Au delà d’une certaine amplitude,
l’accroissement quadratique du travail des efforts aérodynamiques redevient prépondérant de-
vant le travail dissipé par friction : un second LCO est atteint sur l’équilibre à plus grande
amplitude. La Figure I.19 illustre cette représentation des cycles limites : les courbes d’évolu-
tion du travail des forces aérodynamiques Waero en pointillés et des forces de frottement Wmicro

(micro-glissement) et Wmacro (macro-glissement) en trait plein se coupent aux cycles limites. La
notion de micro-glissement est abordée plus en détail dans le paragraphe 4.4.2.
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Figure I.19 – Représentation énergétique des cycles limites. En trait plein : énergie dissipé par
frottement sec en fonction de l’amplitude d’oscillation périodique d’un frotteur ; en pointillés :
travail des efforts aérodynamiques en fonction de l’amplitude d’oscillation périodique d’une aube
(d’après [42])

Figure I.20 – Technologies d’accroches classiques aube disque pour les compresseurs : accroche
queue d’arronde à gauche, accroche marteau à droite (d’après [139])

Figure I.21 – Technologies d’accroches classiques aube disque pour les turbines (d’après [139])
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Un dernier résultat notable montré par Sinha et Griffin [146] concerne la stabilité du système
aéroélastique présenté en Figure I.17 lorsqu’un chargement extérieur est pris en compte. Sous
l’hypothèse que ce forçage est appliqué à la fréquence naturelle de la structure, ils montrent
que pour une amplitude d’excitation supérieure à une valeur critique, la zone stable en Figure
I.18 disparait totalement. Dans cette situation, malgré la dissipation énergétique en pied d’aube,
l’énergie fournie par le fluide est trop importante et un état stable d’oscillations n’est plus at-
teignable. Ainsi, dans une situation concrète où un LCO est attendu pour une configuration
donnée, la présence d’une perturbation telle qu’une ingestion de vortex pourrait rendre le sys-
tème instable. Dans la suite du mémoire, nous ne considèrerons aucun forçage externe sur les
systèmes étudiés.

Ces résultats préliminaires mettent en évidence des phénoménologies quant aux effets du frot-
tement sec sur la stabilité aéroélastique d’une roue aubagée, mais utilisent une représentation
très simplifiée du système aube disque. En pratique, il existe cependant de nombreuses techno-
logies d’accroches pour assembler un système aube disque selon la fonction de la roue aubagée.
Les Figures I.20 et I.21 illustrent les quelques technologies d’accroches classiquement utilisées
respectivement pour les compresseurs et les turbines. Pour ce type d’accroche, des études plus
récentes ont étudié le rôle du frottement aube disque sur la dynamique non-linéaire du système
aéroélastique pour des géométries représentatives de l’état de l’art.

Dans un cadre de réponse forcée, Tokar et al. [159] et Charleux et al. [34] ont par exemple mon-
tré expérimentalement et numériquement les effets du frottement non-linéaire sur la dynamique
du système aube disque. Ces études réalisées en absence d’aérodynamique mettent notamment
en évidence les saturations en amplitude de vibration dues aux frottements non-linéaires : là
où pour un système linéaire, l’amplitude des oscillations normée par l’amplitude de forçage ne
change pas selon l’amplitude de chargement, une décroissance est observée à la résonance pour
la réponse non-linéaire (voir Figure I.22). En d’autres termes, une partie de l’énergie fournie au
système mécanique par forçage est dissipée par le frottement non-linéaire.

Figure I.22 – Évolution de la réponse non-linéaire normée par l’amplitude de forçage d’un
système frottant aube disque pour différentes amplitudes de forçage (d’après [34])
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Ces études montrent que de la dissipation énergétique par frottement a lieu sur un système aube
disque typique de l’état de l’art. Cette dissipation est donc susceptible d’avoir un impact sur la
stabilité aéroélastique. Les effets de la dissipation énergétique par frottement sec sur la stabilité
aéroélastique d’une roue aubagée industrielle a été étudiée dans de nombreuses configurations.
Toutefois, le cas du frottement aube disque n’est pas majoritaire dans la littérature. En effet,
des études telles que celles de Berthold et al. [18, 19] proposent par exemple d’étudier l’effet du
frottement sur le talon des aubes de turbine, tandis que Petrov [118] étudie le frottement entre
les nageoires des aubes d’une roue aubagée. Les seules études trouvées traitant d’une configu-
ration industrielle avec frottement en pied d’aube sont une étude de Lassalle et Firrone [84]
sur turbine BP et le mémoire de thèse de Lassalle [83]. Les méthodes et résultats obtenus sont
cependant transposables d’une configuration à l’autre.
Dans l’étude de Lassalle et Firrone [84], une méthode numérique a été développée pour prédire
l’amplitude d’un LCO pour une turbine basse pression instable en présence de non-linéarités
de frottement en pied d’aube. Cette méthode a été confrontée et validée à l’aide de résultats
expérimentaux. La Figure I.23 illustre ces résultats.

Figure I.23 – Comparaison des résultats numériques de calcul de LCO aux mesures expéri-
mentales (d’après [84])

Nous venons de voir dans cette sous-section que le frottement non-linéaire, notamment en pied
d’aube, pouvait permettre à un système aéroélastique instable d’atteindre un régime d’oscilla-
tions stable appelé cycle limite d’oscillations. Dans l’optique de développer une méthode numé-
rique pour prendre en compte ces non-linéarités de friction dans l’analyse de stabilité aéroélas-
tique des soufflantes dans un contexte d’interaction acoustique avec l’entrée d’air, il est nécessaire
de modéliser les lois de frottement et de contact. Nous allons dans la prochaine sous-section nous
intéresser à la question de cette modélisation.

4.4 Non-linéarités aube-disque : modélisation du contact frottant

Pour que le frottement soit possible entre l’aube et le disque, il est nécessaire que ces deux
corps soient en contact. Ainsi, une modélisation du contact en plus de la modélisation du frotte-
ment est nécessaire pour caractériser la dynamique non-linéaire du système aube disque. Nous
allons nous intéresser dans cette sous-section à la modélisation de ces deux aspects. Nous y
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employons les notations δ et F pour décrire respectivement les déplacements relatifs entre struc-
tures et les efforts de contacts, ainsi que les indices .N et .T pour désigner les composantes
normales et tangentielles aux parois.

4.4.1 Lois de contact

La modélisation du contact entre solides peut se faire à différentes échelles. En considérant
une échelle macroscopique, le contact entre deux solides peut être modélisé selon une loi unilaté-
rale dure traduisant l’impénétrabilité des solides entre eux. L’implémentation d’une telle loi dans
un calcul numérique peut toutefois poser des problèmes en raison de son caractère hautement
irrégulier. La Figure I.24a illustre cette loi.
D’un point de vue microscopique cependant, la topologie de la surface d’un solide n’est jamais
parfaitement plane, indépendamment du traitement de surface qui y est appliqué. En pratique,
ces surfaces sont composées de micro-aspérités dont les caractéristiques géométriques ne sont pas
maîtrisées. Des études se sont basées sur cette représentation des surfaces pour établir des mo-
dèles de contact, notamment en considérant le contact entre micro-aspérités comme un contact
entre sphères ou ellipses selon la théorie de Hertz [68, 111].

(a) Loi unilatérale dure (b) Loi de contact avec raideur de péna-
lité

Figure I.24 – Illustration de lois de contact macroscopiques

Face aux difficultés numériques qu’imposent la loi de contact dure et compte tenu de la topologie
microscopique des surfaces de contact, certaines études emploient une loi de contact mettant
en avant une raideur de pénalité autorisant une interpénétration des structures [36, 120]. Cette
loi, illustrée en Figure I.24b, permet de donner une valeur explicite de la force normale en fonc-
tion du déplacement relatif des structures. Les problèmes numériques engendrés par la loi de
contact dure sont de cette manière réduits. Un argument supplémentaire fourni par certains
auteurs employant cette loi [120] concerne l’interprétation physique de l’interpénétration, qui
caractériserait en réalité les déformations élastiques et plastiques des micro-aspérités.

4.4.2 Modèles de frottement

Les lois dictant l’évolution des efforts tangentiels de frottement entre deux solides en contact
dépendent de nombreux paramètres. Notamment, la vitesse relative des structures en question,
leur état de surface ainsi que le chargement normal ont un impact sur ces lois.
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Il a été montré expérimentalement par Parker et Hatch [114] puis Courtney-Pratt et Eisner
[43] qu’il existait deux régimes de glissement pour deux solides en contact. Le premier régime
prend place lorsqu’une partie seulement de l’interface de contact entre en glissement sous l’effet
d’un effort tangentiel. Cela se traduit physiquement par un ensemble de déformations élastiques
et plastiques des aspérités des surfaces en contact. On parle de régime de micro-glissement. Au
delà d’une certaine valeur de l’effort tangentiel, l’intégralité de la surface de contact entre en
régime de glissement. On parle alors de glissement total.

Pour un chargement normal donné entre deux surfaces, la force tangentielle nécessaire pour
qu’un glissement total soit observé entre les deux structures est appelée force de libération. Elle
dépend du taux d’accroissement temporel de l’effort tangentiel appliqué, selon les résultats ex-
périmentaux de Richardson et Nolle [131]. Les travaux expérimentaux de Rabinowicz [128] ont
montré que la force de libération était plus importante que l’effort tangentiel nécessaire pour
maintenir le glissement. Ce constat n’est toutefois pas retrouvé par les travaux expérimentaux
de Parker et Hatch [114] ou de Courtney-Pratt et Eisner [43]. Il semble que le type de surface,
de la lubrification ou encore des matériaux employés y jouent un rôle. Les résultats obtenus par
Bristow [25] montrent que l’état de lubrification a notamment un impact.

Différents modèles de friction ont été établis sur la base des résultats expérimentaux obtenus.
Les travaux de Olsson et al. [112] ainsi que de Pennestri et al. [116] proposent des revues non
exhaustives de ces différents modèles. Nous aborderons dans les deux prochains paragraphes les
modèles de Coulomb et de Dahl qui figurent parmi les plus connus.

Modèle de Coulomb

Ce modèle est le plus classique, et consiste à dire que l’effort tangentiel s’oppose toujours à
la vitesse relative de glissement. Il se formule mathématiquement :{

|FT | ≤ µs|FN | ; pour δ̇T = 0
|FT | = µd|FN | ; pour δ̇T ̸= 0

(I.4)

où µs et µd sont les coefficients de frottement statique et dynamique.
Ce modèle revient à définir un cône de frottement, pour lequel le système est bloqué si l’effort
tangentiel bidimensionnel est dans le cône, et en limite de glissement s’il est sur le cône. Le cône
de frottement ainsi que le modèle sont représentés en Figures I.25a et I.25b. La gestion de la
transition entre interfaces collées et glissantes pouvant poser des problèmes numériques, il arrive
que des fonctions trigonométriques régulières soient employées pour adoucir la non-linéarité du
modèle [75, 169]. Ce genre de modèle est représenté en Figure I.25c.

Modèle de Dahl

Le modèle de Dahl [45, 46] est un modèle dynamique décrit par une équation différentielle
liant l’effort tangentiel à la vitesse relative de glissement :

dFT

dδ = kT

(
1 − FT

µdFN
× sgn

(
δ̇
))i

(I.5)
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(a) Cône de frottement (b) Loi de Coulomb classique (c) Loi de Coulomb régularisée

Figure I.25 – Modèle de Coulomb

où kT est la raideur à l’origine telle que dFT
dδ (δ = 0) = kT et où i est un paramètre décrivant la

forme de la fonction de frottement. Différentes valeurs peuvent être employées selon le cas étudié,
plusieurs exemples sont fournis dans l’étude de Dahl [46]. Ce terme est basé sur l’observation
expérimentale de l’évolution de l’effort tangentiel pour un micro-déplacement. L’intérêt de ce
modèle est donc de permettre la modélisation du micro-glissement par rapport au modèle de
Coulomb classique.

5 Bilan

Nous venons de voir dans ce chapitre des généralités sur le fonctionnement des turboréacteurs.
Nous nous sommes ensuite concentrés sur la soufflante et ses interactions avec l’air traversant
le moteur. Une attention particulière a été portée sur le phénomène de flottement de soufflante
et sur les mécanismes propices aux échanges énergétiques entre le fluide et la structure. Nous
avons finalement abordé les sources d’amortissement présentes sur les roues aubagées, celles-ci
étant susceptibles de dissiper l’énergie fournie par le fluide à la structure. Une attention a été
portée sur les sources passives d’amortissement présentes naturellement sur les soufflantes, en
particulier sur les zones de frottement entre les aubes et le disque dans le cas d’aubes rapportées.
Il apparaît que ces zones de frottement sont susceptibles de stabiliser un système placé sur un
point de fonctionnement aéroélastiquement instable. Dans une optique de réduction de la masse
sèche du moteur, il est prioritaire pour les motoristes de connaître précisément les sollicitations
appliquées à ses différents composants. La prédiction d’un régime d’oscillations stables des aubes
de soufflante dans les poches de flottement, leur amplitude et les contraintes mécaniques asso-
ciées, entre dans ce cadre. Ainsi, un premier objectif visé par ce travail de thèse est de mettre en
place une méthodologie d’analyse de stabilité aéroélastique des soufflantes intégrant les effets des
non-linéarités de frottement aube disque. L’idée est de pouvoir prédire un LCO à l’intérieur des
poches d’instabilité prédites dans un cadre où les interfaces aube disque sont collées. Un second
objectif visé par ce travail de thèse est d’améliorer la compréhension des mécanismes physiques
propres aux phénomènes aéroélastiques de turbomachines. Pour finir, les méthodes développées
devront tenir compte des contraintes industrielles et être exploitables en bureau d’étude afin
d’être intégrées aux pratiques de conception pour la conception des moteurs à venir.
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Le prochain chapitre s’intéresse à la formulation mathématique du problème aéroélastique de
soufflante, dans un cadre d’interaction acoustique entre celle-ci et l’entrée d’air.



Chapitre II

Formulation du problème
aéroélastique

Ce chapitre présente la mise en équation du problème aéroélastique avec une représentation
linéaire de la structure. Dans ce cadre, la mise en équation du problème fluide est dans un
premier temps abordée, avec une attention particulière sur la propagation d’ondes acoustiques
en conduite circulaire et la réflexion de celles-ci sur une ouverture de conduite. Par la suite, la
dynamique du système mécanique est mis en équation en adoptant une approche par formulation
faible. Le cas particulier des structures à symétrie cyclique est décrit. Le couplage fluide structure
et les problématiques liées à ce type de modélisation sont finalement présentés, avec un cas
d’application sur une soufflante typique de l’état de l’art.
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1 Formulation du problème fluide

Pour décrire le mouvement des particules dans un milieu continu, deux approches sont gé-
néralement utilisées. La première consiste à suivre une particule dans son mouvement au cours
du temps : on parle d’approche lagrangienne du mouvement, qui est décrit au sein du milieu
continu par les coordonnées des particules (ou coordonnées matérielles) qui le composent. Une
seconde approche consiste à ne plus décrire le mouvement selon la position des particules, mais
selon une position géométrique du milieu dans le référentiel absolu : on parle alors d’approche
eulérienne. Ces deux approches sont complètement équivalentes, puisque la vitesse d’une par-
ticule à un instant donné est égale à la vitesse du milieu aux coordonnées géométriques où se
trouve la particule. L’approche lagrangienne est plus classiquement utilisée en mécanique des
structures, tandis que l’approche eulérienne est préférée en mécanique des fluides.

1.1 Les équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes sont un ensemble d’équations permettant de décrire les fluides
et leur état. Elles lient les grandeurs conservatives de l’écoulement : la densité ρ, la quantité de
mouvement ρu et la densité énergétique ρE. Nous considérons ici une formulation eulérienne
du mouvement, qui est caractérisé par les coordonnées géométriques du milieu, et non par les
coordonnées des particules qui le composent. Ces équations s’écrivent (d’après [171]) :

Équation de continuité - Forme conservative :
∂ρ

∂t
+ −→

∇ . (ρu) = 0 (II.1)

Équation de la quantité de mouvement - Forme conservative :
∂(ρu)
∂t

+ −→
∇ . (ρuu) = −∂p

∂x
+ ∂τxx

∂x
+ ∂τyx

∂y
+ ∂τzx

∂z
+ ρfx

∂(ρv)
∂t

+ −→
∇ . (ρvu) = −∂p

∂y
+ ∂τxy

∂x
+ ∂τyy

∂y
+ ∂τzy

∂z
+ ρfy

∂(ρw)
∂t

+ −→
∇ . (ρwu) = −∂p

∂z
+ ∂τxz

∂x
+ ∂τyz

∂y
+ ∂τzz

∂z
+ ρfz

(II.2)

Équation de l’énergie - Forme conservative :
∂(ρE)
∂t

+ −→
∇ . (ρEu) = ρq̇ − ∂jth,x

∂x
− ∂jth,y

∂y
− ∂jth,z

∂z

− ∂up

∂x
− ∂vp

∂y
− ∂wp

∂z

+ ∂uτxx

∂x
+ ∂uτyx

∂y
+ ∂uτzx

∂z

+ ∂vτxy

∂x
+ ∂vτyy

∂y
+ ∂vτzy

∂z

+ ∂wτxz

∂x
+ ∂wτyz

∂y
+ ∂wτzz

∂z
+ ρ f .u

(II.3)

où −→
∇• est l’opérateur gradient définit en repère cartésien par :

−→
∇• = ∂•

∂x
ex + ∂•

∂y
ey + ∂•

∂z
ez (II.4)
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Dans ces équations, on désigne par :

• ρ et u respectivement la densité et le vecteur vitesse du fluide aux coordonnées géomé-
triques considérées. Les composantes de u dans le repère cartésien sont u, v et w ;

• ρE la densité d’énergie totale contenue dans un élément fluide ;

• ρ f et les τij respectivement les forces volumiques et les composantes du tenseur des
contraintes visqueuses appliquées aux frontières d’un élément fluide ;

• q̇ la production massique de chaleur par unité de temps au sein d’un élément fluide, et
jth,i la i-ème composante du vecteur densité de flux thermique à travers les frontières d’un
élément fluide (égal à −λ .

−→
∇T d’après la loi de Fourier, avec λ la conductivité thermique

du milieu et −→
∇T le gradient de température).

1.2 Considérations numériques en mécanique des fluides

Selon ce que l’on cherche à observer à l’aide d’un calcul CFD (Computational Fluid Dyna-
mics), différents niveaux de représentation des grandeurs de l’écoulement peuvent être utilisés.
Il est en effet souvent pratique de seulement modéliser certaines grandeurs de l’écoulement plu-
tôt que de chercher à les résoudre, permettant ainsi de réduire le coût des calculs en question.
En pratique, ce choix est souvent conditionné par la représentation souhaitée de la turbulence
au sein de l’écoulement étudié [24, 144]. Une liste non-exhaustive de différentes méthodes de
simulation d’un écoulement fluide est rappelée ci-dessous.

Direct Numerical Simulation

La DNS, pour Direct Numerical Simulation, consiste à résoudre l’écoulement dans son inté-
gralité grâce aux équations de Navier-Stokes discrétisées. La turbulence est ainsi calculée, quelle
que soit l’échelle des cellules turbulentes. Cette méthode implique une discrétisation très fine du
domaine fluide étudié, en particulier dans les zones proches de la paroi pour capter la topologie
turbulente de la couche limite. Un pas de temps adapté à la stabilité du schéma d’intégration
temporel et au suivi de l’évolution des petites échelles de la turbulence est également nécessaire.
Ces contraintes sont trop fortes pour permettre l’étude de configurations industrielles compte
tenu des puissances de calcul actuelles.

Large Eddy Simulation

La LES, pour Large Eddy Simulation, est une méthode intermédiaire entre modélisation et
simulation de la turbulence dans un calcul CFD. Celle-ci consiste à résoudre les grandes échelles
de la turbulence, tandis que les plus petites sont modélisées. Un filtre spatial passe-bas est
appliqué aux équations de Navier-Stokes, qui ne comportent plus que les plus faibles fréquences
spatiales de l’écoulement, c’est-à-dire les grandes échelles de la turbulence. Les petites échelles
sont quant à elles modélisées grâce à un modèle de sous-mailles. Une description plus approfondie
de la théorie propre à la LES peut être trouvée dans Piomelli [122].

(Unsteady -) Reynolds Averaged Navier-Stokes

Une dernière méthode consiste à décomposer les quantités conservatives en contributions
stationnaires et fluctuantes. Pour cela, les moyennes de Reynolds et de Favre sont usuellement
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utilisées, et s’écrivent pour une quantité conservative ψ de l’écoulement comme :

ψ = ψ + ψ′ , avec ψ = 1
T

∫ t0+T

t0
ψ(x, t)dt la moyenne de Reynolds, (II.5)

ψ = ψ̃ + ψ′′ , avec ψ̃ = ρψ

ρ
la moyenne de Favre. (II.6)

où le temps T de la moyenne de Reynolds est grand en ordre de grandeur par rapport à la
durée caractéristique des phénomènes fluctuants. Ces moyennes sont donc des filtres temporels
passe-bas appliqués aux grandeurs conservatives de l’écoulement. On a de plus :

ψ = ψ , ψ′ = 0 , ψϕ = ψ ϕ+ ψ′ϕ′ , ψϕ′ = ψ′ϕ = ψψ′ = ϕϕ′ = 0 (II.7)

L’application directe de la moyenne de Reynolds aux équations de Navier-Stokes donne :

Équation de continuité :
∂ρ

∂t
+ −→

∇ . (ρũ) = 0 (II.8)

Équation de la quantité de mouvement :

∂(ρũ)
∂t

+ ∂(ρũũ+ ρu′′u′′)
∂x

+ ∂(ρũṽ + ρu′′v′′)
∂y

+ ∂(ρũw̃ + ρu′′w′′)
∂z

= −∂p

∂x
+ ∂τxx

∂x
+ ∂τyx

∂y
+ ∂τzx

∂z
+ ρf̃x

∂(ρṽ)
∂t

+ ∂(ρṽũ+ ρv′′u′′)
∂x

+ ∂(ρṽṽ + ρv′′v′′)
∂y

+ ∂(ρṽw̃ + ρv′′w′′)
∂z

= −∂p

∂y
+ ∂τxy

∂x
+ ∂τyy

∂y
+ ∂τzy

∂z
+ ρf̃y

∂(ρw̃)
∂t

+ ∂(ρw̃ũ+ ρw′′u′′)
∂x

+ ∂(ρw̃ṽ + ρw′′v′′)
∂y

+ ∂(ρw̃w̃ + ρw′′w′′)
∂z

= −∂p

∂z
+ ∂τxz

∂x
+ ∂τyz

∂y
+ ∂τzz

∂z
+ ρf̃z

(II.9)

Équation de l’énergie :

∂(ρẼ)
∂t

+ ∂(ρẼũ+ ρE′′u′′)
∂x

+ ∂(ρẼṽ + ρE′′v′′)
∂y

+ ∂(ρẼw̃ + ρE′′w′′)
∂z

= ρ˜̇q − ∂jth,x

∂x
− ∂jth,y

∂y
− ∂jth,z

∂z

− ∂up

∂x
− ∂vp

∂y
− ∂wp

∂z

+ ∂uτxx

∂x
+ ∂uτyx

∂y
+ ∂uτzx

∂z

+ ∂vτxy

∂x
+ ∂vτyy

∂y
+ ∂vτzy

∂z

+ ∂wτxz

∂x
+ ∂wτyz

∂y
+ ∂wτzz

∂z
+ ρ f̃ .u

(II.10)
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Cette nouvelle formulation des équations de Navier-Stokes grâce aux moyennes de Reynolds et
de Favre est nommée (U)RANS pour (Unsteady -) Reynolds Averaged Navier Stokes. Elle fait
apparaître de nouvelles inconnues :

• l’énergie cinétique turbulente k = 1
2 ũ

′′
i u

′′
i , issue de ρẼ = ρẽ+ 1

2(ρũiũi +ρũ′′
i u

′′
i ), en utilisant

la convention de sommation d’Einstein. Ici, e est l’énergie interne massique de l’élément
fluide considéré ;

• les termes en ρu′′
i u

′′
j , avec i, j ∈ {1, 2, 3} et u1 = u, u2 = v, u3 = w. L’opposé de ces termes

sont les composantes d’un tenseur symétrique appelé tenseur de Reynolds. Ces termes
traduisent un couplage entre une grandeur moyenne du flux (la densité) et les grandeurs
de fluctuations de petite échelle (la turbulence) ;

• les termes en ρE′′u′′
i , avec i ∈ {1, 2, 3} et u1 = u, u2 = v, u3 = w, qui sont des termes de

diffusion d’énergie turbulente dans le flux.

Nous aboutissons de cette manière à un système avec plus d’inconnues que d’équations, que l’on
va chercher à résoudre en y apportant des équations supplémentaires par une modélisation.

1.3 Modélisation de la turbulence

La procédure consistant à fermer le système d’équations (U)RANS passe par la mise en
place d’une modélisation de la turbulence. Ces modèles peuvent lier entre elles les inconnues
déjà existantes, ou bien introduire de nouvelles équations et inconnues au système [3, 176].

1.3.1 L’hypothèse de Boussinesq

L’hypothèse de Boussinesq est à la base de nombreux modèles pour représenter la turbulence
au sein d’un écoulement. Elle introduit deux nouveaux scalaires dans les équations (U)RANS
afin de modéliser le tenseur de Reynolds et les termes de diffusion d’énergie turbulente :

−ρu′′
i u

′′
j = −2

3 δij (ρk + µt
−→
∇ . ũ) + 2µt

(
∂ũi

∂xj
+ ∂ũj

∂xi

)
(II.11)

ρE′′u′′
i = −µtcp

Prt

∂T̃

∂xi
(II.12)

où i ∈ {1, 2, 3}, x1 = x, x2 = y, x3 = z, u1 = u, u2 = v, u3 = w et δij est le symbole de Kronecker.

L’hypothèse de Boussinesq consiste donc à supposer que le tenseur de Reynolds est de la même
forme que le tenseur des contraintes pour une particule fluide, et que le terme de diffusion d’éner-
gie turbulente a une forme similaire à la loi de Fourier de la conduction thermique.

Les deux scalaires introduits, µt et Prt, sont respectivement la viscosité turbulente et le nombre
de Prandtl turbulent. Finalement, on modélise la turbulence via les trois scalaires que sont k, µt

et Prt. Ceux-ci sont liés grâce aux modèles de turbulence, qui définissent un ensemble d’équa-
tions permettant de fermer le système d’équations (U)RANS. De nombreux modèles existent,
dont nous allons donner une brève description dans les paragraphes suivants.
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1.3.2 Modélisation algébrique de la turbulence

Les modèles algébriques consistent à lier directement les grandeurs turbulentes entre elles
via des équations algébriques. Parmi ces modèles, nous pouvons par exemple citer les modèles
de Baldwin-Lomax [14] et de Michel-Quemard-Durant [3] qui sont des modèles fournissant des
valeurs de viscosité turbulente selon la distance à la paroi (on parle de modèles à longueur de
mélange). L’énergie cinétique turbulente y est négligée.

Ces modèles sont faciles à implémenter et les coûts de calcul sont limités, mais leur capacité à
modéliser correctement la turbulence est très sensible au cas d’étude. Notamment, ces modèles
lient les valeurs turbulentes de manière instantanée, de telle sorte que celles-ci ne peuvent qu’évo-
luer en phase. En réalité, il peut exister des retards dans l’évolution des variables turbulentes les
unes par rapport aux autres. Les modèles de transport permettent de représenter ce phénomène
de retard.

1.3.3 Modélisation de la turbulence par équations de transport

Les modèles à équations de transport décrivent l’évolution de la turbulence au sein d’un
fluide en tenant compte de la dynamique de l’écoulement. Ces équations lient la turbulence
convectée par l’écoulement, le transfert d’énergie du champ moyen vers le champ turbulent,
l’énergie turbulente dissipée en chaleur par viscosité et la diffusion spatiale de la turbulence au
sein de l’écoulement. De nombreux modèles de turbulence avec équations de transport existent,
généralement à une ou deux équations. Nous pouvons par exemple citer les modèles de Spalart-
Allmaras [151], k− ϵ [85], k− ω avec ses variantes (k− ω de Wilcox [175], de Menter [99], etc.),
k − l de Smith [148] où pour ces modèles, k est l’énergie cinétique turbulente, ϵ est le taux de
dissipation isotrope de la turbulence, ω est le taux de dissipation spécifique de la turbulence
(égal à ϵ

C.k avec C une constante) et l est la longueur caractéristique de la turbulence dans
l’écoulement. Il n’existe cependant pas encore de modèle suffisamment robuste pour modéliser
de manière réaliste la turbulence dans tous les cas d’étude, et le choix du modèle à employer
dépendra fortement de l’étude que l’on cherche à réaliser. Plus d’informations sur les modèles
de turbulence peuvent être trouvées dans le livre de Wilcox [176].

Dans le cadre de ce travail de thèse, le modèle de turbulence k − l de Smith a été choisi pour
les calculs CFD, notamment dans le cadre turbomachine pour sa robustesse au vannage le long
de l’isovitesse étudiée. Par ailleurs, moins de points sont nécessaires pour décrire la sous-couche
visqueuse qu’avec un modèle k− ϵ, tandis que les effets de compressibilité dans la couche limite
turbulente sont mieux représentés [148]. Ce modèle est décrit par les équations suivantes, en
utilisant la convention de sommation d’Einstein :

Équation sur k :

∂(2ρk)
∂t

+ ∂(2ρkũi)
∂xi

= −2ρu′′
i u

′′
j

ũi

∂xj
− 2ρ(2k) 3

2

B1l
− 2µ∂(2k) 1

2

∂xi

∂(2k) 1
2

∂xi
+ ...

+ ∂(µ+ Sqµt)
∂xi

∂2k
∂xi

(II.13)
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Équation sur l :

∂(ρl)
∂t

+ ∂(ρlũi)
∂xi

= (2 − E2)ρ(2k) 1
2

B1

(
1 −

(
l

KL

)2)
− µtSq

l

∂l

∂xi

∂l

∂xi

(
l

KL

)2
+ ...

+ 2Sqµt

k

∂l

∂xi

∂k

∂xi
+ ∂(µ+ Sqµt)

∂xi

∂l

∂xi

(II.14)

Dans les équations II.13 et II.14, un ensemble de paramètres sont définis. La distance L est
la distance à la paroi. Pour les autres paramètres, on a :

µt = µχfµ

χ = ρ(2k) 1
2 l

µB
1
3
1

fµ =
(
c1

4f1 + c2
2χ2 + χ4

c14 + c22χ2 + χ4

) 1
4

f1 = exp
[
−50

(
l

KL

)2]
(II.15)

Les constantes du modèles sont définies empiriquement et résumées dans le Tableau II.1

c1 c2 B1 E2 K Sq

25.5 2.0 18 1.2 0.41 0.7

Tableau II.1 – Paramètres empiriques du modèle k − l de Smith (d’après [3, 148])

La modélisation (U)RANS vient d’être explicitée et a été retenue dans le cadre des calculs CFD
menés au cours des travaux de thèse. Elle permet d’obtenir notamment un bon compromis entre
précision des résultats et temps de calcul. Dans le contexte du flottement de soufflante, des
phénomènes d’interaction acoustique entre la soufflante et l’entrée d’air sont à envisager. Nous
allons aborder la question de la propagation d’ondes acoustiques en conduite cylindrique dans
la prochaine section.

2 Propagation acoustique en conduite

Des études récentes [21, 163, 164, 180] ont mis en évidence la dépendance des limites de
stabilité aéroélastique de soufflante aux phénomènes de propagation d’ondes acoustiques dans
l’entrée d’air du moteur. Nous allons dans cette section aborder les notions fondamentales à la
propagation des ondes acoustiques en conduite.

2.1 Notion de mode de conduit

2.1.1 Équation de Helmholtz convectée

Dans le cadre de la propagation acoustique, certaines hypothèses doivent être effectuées à la
fois sur le milieu fluide et sur le domaine de propagation. On considère d’une part une conduite
annulaire infinie, pouvant éventuellement posséder un moyeu lui aussi infini, tous deux selon
l’axe ex. Le rayon du carter est noté Rc et celui du moyeu est noté Rm. On introduit la notion
de rapport de moyeu σ, qui s’écrit σ = Rm

Rc
et qui est compris entre 0 et 1. Par ailleurs, on
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considère le fluide assimilable à un gaz parfait, compressible, non visqueux et non conducteur de
chaleur. L’écoulement est ainsi considéré comme isentropique. De plus, on suppose l’écoulement
irrotationnel, avec une vitesse uniforme dans la conduite selon l’axe ex, subsonique et telle que
u = Mx c0 ex [56].

En faisant l’hypothèse de petites perturbations et en linéarisant les équations d’Euler au premier
ordre en temps, on fait apparaître l’équation de d’Alembert vérifiée par la pression instationnaire.
Cette équation caractérise la propagation d’ondes acoustiques au sein du fluide et s’écrit :

∆p− 1
c2

0

D2p

Dt2
= 0 (II.16)

où la dérivée particulaire s’écrit :

D•
Dt

= ∂•
∂t

+
(
u.−→∇

)
• = ∂•

∂t
+Mx c0

(
ex.

−→
∇
)

• (II.17)

Puisque l’on considère une conduite cylindrique dans le cadre des entrée d’air de soufflante, il
est naturel dès lors de considérer un repère en coordonnées cylindriques (er, eθ, ex). On écrit
alors les opérateurs en coordonnées cylindriques :

−→
∇• = ∂•

∂r
er + 1

r

∂•
∂θ

eθ + ∂•
∂x

ex (II.18a)

∆• = −→
∇ . (−→∇•) = ∂2•

∂r2 + 1
r

∂•
∂r

+ 1
r2
∂2•
∂θ2 + ∂2•

∂x2 (II.18b)

En supposant une évolution harmonique en temps de la pression à la pulsation ω, on réécrit
l’équation de d’Alembert dans le repère cylindrique [23, 135]. On obtient de cette manière
l’équation de Helmholtz convectée :

∂2p

∂r2 + 1
r2
∂2p

∂θ2 +
(
1 −Mx

2
) ∂2p

∂x2 + 1
r

∂p

∂r
− 2jkMx

∂p

∂x
+ k2p = 0 , k = ω

c0
(II.19)

Le nombre k est nommé nombre d’onde.

2.1.2 Solutions de l’équation de propagation acoustique

L’équation de Helmholtz II.19 se résout en procédant par séparation des variables. On cherche
ainsi une solution de la forme :

p(x, r, θ, t) = Re
(
f(x)g(r)h(θ)ejwt

)
(II.20)

En injectant l’équation II.20 dans l’équation II.19, on obtient :

1
f(x)

((
1 −M2

x

) ∂2f(x)
∂x2 − 2jkMx

∂f(x)
∂x

)
+ 1
g(r)

(
∂2g(r)
∂r2 + 1

r

∂g(r)
∂r

)
+ 1
r2 h(θ)

∂2h(θ)
∂θ2 +k2 = 0

(II.21)
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Les variables ayant été séparées et étant indépendantes, les sous-équations de II.21 relatives à
chaque variable sont constantes et de la forme :

1
h(θ)

∂2h(θ)
∂θ2 = −m2 (II.22a)

1
g(r)

(
∂2g(r)
∂r2 + 1

r

∂g(r)
∂r

)
= m2

r2 − kr
2 (II.22b)

1
f(x)

((
1 −M2

x

) ∂2f(x)
∂x2 − 2jkMx

∂f(x)
∂x

)
= kr

2 − k2 (II.22c)

Remarque : on notera que les deux constantes m et kr sont suffisantes pour établir les relations
II.22a, II.22b et II.22c.

L’équation différentielle II.22a vérifiée par h admet pour solution :

h(θ) = e−jmθ , m = 0, ±1, ±2, . . . ,∞ (II.23)

Cette solution vérifie en outre la périodicité azimuthale de la solution.

L’équation différentielle II.22b vérifiée par g est une équation différentielle de Bessel. Les so-
lutions de ces équations différentielles s’écrivent pour l’entier m, dans le cas général :

g(r) = Nm.Jm(krr) +Mm.Ym(krr) (II.24)

où les fonctions Jm et Ym sont respectivement les fonctions de Bessel d’ordre m de première et
seconde espèce.

Dans notre cas, les conditions limites de pression dans le sens radial doivent être vérifiées.
Ces conditions sont, dans le cas où les parois de carter et de moyeu (si il y a un moyeu) sont
rigides :

∂p

∂r
(r) = 0 ⇒ ∂g

∂r
(r) = 0 , pour r ∈ {Rm;Rc} (II.25)

En implémentant ces conditions limites dans II.24, on a :

Mm

Nm
= −J ′

m(krRm)
Y ′

m(krRm) = −J ′
m(krRc)
Y ′

m(krRc)
(II.26)

On aboutit alors à la relation :

J ′
m(krRm)Y ′

m(krRc) − J ′
m(krRc)Y ′

m(krRm) = 0 (II.27)

Ainsi, on définit gm la fonction de kr telle que :

gm(kr) = J ′
m(krRm)Y ′

m(krRc) − J ′
m(krRc)Y ′

m(krRm) (II.28)
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et on note krm,µ la µ-ième valeur strictement positive telle que gm(krm,µ) s’annule (µ commence
à 0). Le terme krm,µ est appelé dans la littérature nombre d’onde radial.

Remarque : le nombre d’onde radial ne caractérise pas une onde se propageant selon le vec-
teur radial er. Il s’agit d’un abus de langage. En réalité, ce nombre est la projection du vecteur
d’onde total k, dont la norme est le nombre d’onde k et dont la direction est celle de la propaga-
tion locale de l’onde acoustique, sur la section normale à l’axe de la conduite (voir mémoire de
thèse de Bouley [23]). Nous conserverons tout de même cette dénomination du nombre d’onde
radial dans la suite.

On renomme respectivement Nm et Mm en Nm,µ et Mm,µ car ces nombres changent en fonction
de l’ordre radial µ.

Le nombre d’onde radial ayant été déterminé, il convient de fixer la norme de la fonction
g pour déterminer les termes d’amplitude Nm,µ et Mm,µ. Pour cela, on propose d’utiliser la
norme associée à un produit scalaire défini sur l’espace des fonctions de carré intégrable de
(r, θ) ∈ [Rm, Rc] × [0, 2π] à valeur dans C. On choisit le produit scalaire suivant :

⟨u|v⟩ = 1
2πR2

c

∫ Rc

Rm

∫ 2π

0
u(r, θ)v(r, θ) r dr dθ (II.29)

La norme associée à ce produit scalaire s’écrit, pour une fonction u de [Rm, Rc] × [0, 2π] à valeur
dans C :

∥u∥ =
√

⟨u|u⟩ =
√

1
2πR2

c

∫ Rc

Rm

∫ 2π

0
|u(r, θ)|2 r dr dθ (II.30)

On va faire le choix d’une norme unitaire pour g. On choisit également de redéfinir la fonction
g sous la forme :

g(r) = gm,µ(r) = Nm,µ
(
cos (τm,µ) .Jm,µ(krm,µr) − sin (τm,µ) .Ym,µ(krm,µr)

)
(II.31)

avec :
τm,µ = arctan

(
J ′

m(krm,µRc)
Y ′

m(krm,µRc)

)
(II.32)

On vérifie aisément que cette nouvelle définition de la fonction g vérifie bien les conditions limites
acoustiques définies à l’équation II.25. La normalisation de cette nouvelle fonction à 1 donne,
d’après Rienstra [132] :

Nm,µ =
√

2
2 πkrm,µRc√√√√ 1−

(
m

krm,µ Rc

)2

J ′
m(krm,µ Rc)2+Y ′

m(krm,µ Rc)2 −
1−
(

m
krm,µ Rm

)2

J ′
m(krm,µ Rm)2+Y ′

m(krm,µ Rm)2

(II.33)

Remarque : la solution g de II.22b qui vient d’être détaillée n’est valable que s’il y a un moyeu
dans la représentation de la conduite. En effet, les fonctions de Bessel de seconde espèce ont
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un taux d’accroissement tendant vers l’infini en 0. Dans le cas où il n’y a pas de moyeu, une
solution dégénérée à II.22b existe tout de même (d’après Rienstra [134]). La fonction g s’écrit
dans ce cas-là :

gm,µ(r) = Nm,µJm,µ(krm,µr) (II.34)

avec :
Nm,µ =

√
2

Jm
(
krm,µRc

)√
1 −

(
m

krm,µ Rc

)2
(II.35)

Pour finir, l’équation différentielle II.22c vérifiée par f admet pour solution :

f(x) = e−jk±
xm,µ x , avec k±

xm,µ
=

−kMx ±
√
k2 − (1 −M2

x) k2
rm,µ

1 −M2
x

(II.36)

Le terme k±
xm,µ

est appelé dans la littérature nombre d’onde axial. On constate que pour chaque
couple (m,µ), une composante de l’onde se propage de l’amont vers l’aval (de l’entrée d’air vers
la soufflante par exemple), tandis qu’une autre se propage dans la direction inverse.

En conclusion, les ondes acoustiques dans la conduite s’écrivent comme une superposition de
modes acoustiques (car les opérateurs traités sont linéaires), aussi appelés modes de conduit :

p(x, r, θ, t) =
∞∑

m=−∞

∞∑
µ=0

p±
m,µ(x, r, θ, t) (II.37)

où chaque mode est de la forme :

p±
m,µ(x, r, θ, t) = Re

(
A±

m,µ gm,µ(r) ej(wt−k±
xm,µ x−mθ)) (II.38)

avec :

• A±
m,µ un terme d’amplitude complexe ;

• gm,µ(r) l’évolution radiale du mode. Celle-ci s’écrit comme une somme de fonctions de
Bessel d’ordre m de première et de seconde espèce ;

• k±
xm,µ

la propagation de l’onde selon l’axe de la conduite. Ce terme peut être complexe.
La partie imaginaire est alors responsable d’une décroissance exponentielle du mode selon
l’axe de la conduite. On parle pour ce cas de mode évanescent ;

• ω la pulsation du mode ;

• m le nombre de diamètres nodaux pour une section de conduite donnée ;

• µ est le nombre de cercles nodaux pour une section de conduite donnée.

Les diamètres et cercles nodaux sont les lignes et/ou les courbes de l’espace à 3 dimensions sur
lesquelles, à un instant donné, la pression instationnaire linéarisée est nulle. Les variations de
pression sont alternativement positives et négatives de chaque côté d’une de ces courbes (voir
figure II.1).
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Figure II.1 – Répartitions radiales et azimuthales de deux modes acoustiques sur une section :
(m,µ) = (2, 0) à gauche, (m,µ) = (4, 2) à droite (d’après Bontemps [21])

2.1.3 Fréquence de coupure et relation de dispersion

Dans le cadre de la propagation acoustique en conduite cylindrique ou annulaire, la relation
II.36 montre que plusieurs scénarios sont envisageables selon la fréquence d’excitation des ondes
acoustiques. Reprenons ici l’expression du nombre d’onde axial :

k±
xm,µ

=
kMx ±

√
k2 − (1 −M2

x) k2
rm,µ

1 −M2
x

, avec k = ω

c0

On voit que selon la valeur de la pulsation d’excitation ω, le signe de la partie sous la racine
carré peut changer. Le cas limite est celui pour lequel la pulsation d’excitation est égale à ωc,
où :

ωc = c0

√
1 −M2

xkrm,µ (II.39)

La pulsation ωc est appelée fréquence de coupure du mode p±
m,µ. Cette fréquence est fonction

de krm,µ et est donc complètement dépendante des conditions limites de la conduite, autrement
dit de sa géométrie. En revanche, celle-ci ne dépend pas du sens de propagation de l’onde selon
l’axe de la conduite. On observe deux cas de figure :

• ω < ωc : le nombre d’onde axial est complexe. La partie réelle du nombre d’onde axial
caractérise la propagation de l’onde selon l’axe ex, tandis que la partie imaginaire est
associée à une décroissance exponentielle en amplitude du mode acoustique. Il s’agit du
mode évanescent, que nous avons évoqué plus haut. On dit dans ce cas de figure que le
mode est coupé ;

• ωc < ω : le nombre d’onde axial est réel. La propagation s’effectue selon l’axe ex, avec
deux nombres d’onde différents selon que l’onde se propage en sens inverse à l’écoulement
(on parle de mode amont) ou dans le même sens que celui-ci (on parle de mode aval). On
dit dans ce cas de figure que le mode est passant.
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Dans le cas des turbomachines, les sources d’excitation ont des fréquences finies, si bien que seul
un certain nombre de modes acoustiques ne seront pas coupés par la conduite.

L’expression du nombre d’onde axial révèle une dépendance entre ce nombre et la pulsation
d’excitation. Ce genre d’expression porte le nom de relation de dispersion. En reprenant le carré
de l’équation II.36, on a la relation :

(
1 −M2

x

)
k2 + 2Mx

(
1 −M2

x

)
kk±

xm,µ
−
(
1 −M2

x

)2
k± 2

xm,µ
−
(
1 −M2

x

)
k2

rm,µ
= 0 (II.40)

Cette relation définit une hyperbole dans le plan
(
k, k±

xm,µ

)
, dont le centre est le point (0, 0) et

dont les asymptotes sont les droites d’équation :

k±
xm,µ

= k

Mx − 1 (II.41a)

k±
xm,µ

= k

Mx + 1 (II.41b)

Une illustration de la relation de dispersion se trouve en figure II.2.

Figure II.2 – Illustration de la relation de dispersion pour un nombre de Mach non nul

Sur la figure II.2, les étoiles bleues indiquent respectivement les pulsations de coupure de chaque
mode. Pour un nombre d’onde inférieur à celui associé à la fréquence de coupure du mode, l’onde
sera coupée par la conduite. La zone grisée représente la zone de coupure du mode (1, 0).
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2.2 Réflexion d’un mode acoustique sur l’entrée d’air

Nous venons de voir dans la sous-section précédente que les ondes acoustiques pouvaient
être décomposées selon une superposition de modes de conduite se propageant dans les deux
sens selon l’axe de la conduite. Une soufflante de turboréacteur se comporte comme une source
acoustique : si la fréquence de cette source est supérieure à la fréquence de coupure d’au moins
un mode, des ondes acoustiques se propagent dans l’entrée d’air. L’ouverture de l’entrée d’air
sur l’environnement externe constitue quant à elle une condition limite réflexive du point de
vue de l’acoustique : une fraction de l’onde incidente émise par la soufflante est diffusée vers cet
environnement, tandis que la partie restante est réfléchie et renvoyée vers l’intérieur du moteur.
Cette onde réfléchie peut perturber la stabilité aéroélastique de la soufflante et doit être modé-
lisée.

Figure II.3 – Illustration de la réflexion acoustique en entrée d’air

De nombreux travaux se sont intéressés à la réflexion et la diffusion des ondes acoustiques sur
l’ouverture d’une conduite circulaire, dont une revue non-exhaustive peut être trouvée dans l’ar-
ticle de Peters et al. [117]. Ces résultats ont tout d’abord été établis pour des ondes planes en
absence d’écoulement (i.e m = Mx = 0). Dans ces conditions, Levine et Schwinger [92] sont les
premiers à avoir fourni une expression analytique du taux de réflexion en termes d’amplitude
et de déphasage. Ce résultat a montré de bonnes corrélations avec des mesures expérimentales
réalisées pour des écoulements axiaux de faible vitesse, notamment dans les travaux de Alfred-
son et Davies [8]. Par la suite, Carrier [31] a proposé une formulation du coefficient de réflexion
basé sur les travaux de Levine et Schwinger en tenant compte d’un écoulement axial uniforme à
l’intérieur et à l’extérieur de la conduite. Munt [101, 102] a proposé une nouvelle formulation du
coefficient de réflexion en présence d’un écoulement de jet, en prenant en compte les travaux de
Weinstein [170] qui généralisent de la propagation acoustique à plusieurs modes. Rienstra [132]
propose également une formulation analytique du coefficient de réflexion en tenant compte d’un
écoulement de conduite uniforme et de la participation de plusieurs modes. Les équations pré-
sentées dans la sous-section II.2.1 reprenant le formalisme de Rienstra, nous allons maintenant
expliciter le modèle de réflexion en entrée d’air qu’il propose.

On considère une conduite semi infinie pouvant posséder un moyeu lui aussi semi infini. Nous
reprenons les notations de la sous-section II.2.1 : on note respectivement Rc, Rm et σ les rayons
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de carter, de moyeu et le rapport de moyeu qui leur est associé. La conduite d’axe ex est définie
pour x > 0. La conduite s’ouvre sur l’espace extérieur en x = 0. Les parois extérieures sur
le rayon Rc sont infiniment fines et une condition de continuité en pression et en vitesse est
imposée au niveau de la singularité en x = 0. On ne traite ici que le cas de la réflexion d’un
mode d’amplitude unitaire d’ordre (m,µ) sur l’entrée d’air. On suppose que celui-ci se propage
de x = +∞ vers x = 0. En se réfléchissant sur l’entrée d’air, celui-ci active l’ensemble des modes
d’ordre (m, ν), pour ν ∈ N. Le champ acoustique dans la conduite est alors de la forme :

p(x, r, θ, t) =
(
gm,µ(r) ej(−k−

xm,µ x) +
∞∑

ν=0
Rm,µ,νgm,ν(r) ej(−k+

xm,ν x)
)
ej(ωt−mθ) (II.42)

où Rm,µ,ν est le coefficient de réflexion complexe du mode d’ordre (m,µ) sur le mode d’ordre
(m, ν). D’après Rienstra [132], ce coefficient s’écrit :

Rm,µ,ν = −1
4gm,µ(Rc)gm,ν(Rc)

(1 + Ωm,µ)(1 + Ωm,ν)
Ωm,ν(Ωm,µ + Ωm,ν)

1 −MxΩm,ν

1 +MxΩm,µ
K̃−(Ωm,µ)K̃−(Ωm,ν) (II.43)

où :

Ωm,ν =



√
1 −

(
βkrm,ν

k

)2
si k ≥ βkrm,ν

− j

√(
βkrm,ν

k

)2
− 1 sinon

(II.44a)

K̃−(Ωm,µ) = exp
(

− 1
2πj

∫ +∞

−∞

ln K̃(τ)
τ − Ωm,µ

dτ
)

(II.44b)

K̃(τ) = L

(
k
√

1 − τ2

β

)
(II.44c)

L(zRc) = π
H

(2)
m

′
(zRc)

H
(2)
m

′
(zRm)

(
J ′

m(zRm)Y ′
m(zRc) − Y ′

m(zRm)J ′
m(zRc)

)
(II.44d)

H(2)
m = Jm + jYm (II.44e)

β = 1 −M2
x (II.44f)

Une propriété remarquable de ce modèle est que la réflexion d’un mode d’ordre (m,µ) sur lui
même est totale à sa fréquence de coupure ωc : Rm,µ,µ = −1. Elle y est en revanche nulle pour
les autres mode d’ordre (m, ν) avec ν ̸= µ [132].

Cette section a permis de caractériser la propagation des ondes acoustiques en conduite cy-
lindrique selon un ensemble de modes de conduite. La réflexion de ces ondes en bout de conduite
a été modélisée en exploitant cette formulation de mode de conduite.

Cette section ainsi que la précédente ont permis de mettre en place les équations qui carac-
térisent le comportement aérodynamique et acoustique du système que nous souhaitons étudier.
Dans un cadre d’interaction entre un fluide et une structure, une description de la dynamique
de cette dernière est nécessaire pour avoir une vision complète du problème aéroélastique. Nous
allons dans la prochaine section décrire la mise en équations du problème mécanique.
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3 Formulation du problème mécanique

Dans cette section, nous allons mettre en place les équations qui régissent la dynamique
des solides déformables. Le développement des paragraphes suivants est basé sur le travail de
Gmür [62] et de Joannin [75]. On considère une approche lagrangienne du mouvement : les
particules sont donc suivies dans l’espace au cours du temps à partir de leur position initiale.
Pour rester cohérent avec les notations usuelles en mécanique des structures, une partie des
notations introduites précédemment en section II.1.1 va être redéfinie dans ce qui suit.

3.1 Cinématique d’une particule en représentation lagrangienne

On écrit (O, ex, ey, ez) le repère du référentiel absolu supposé galiléen. On considère dans
cette section un solide déformable, occupant dans l’espace un domaine noté Ω délimité par sa
surface externe ∂Ω. La position d’un point P dans le repère absolu est fournie par le vecteur de
coordonnées y.

À l’instant initial, une particule P est repérée par sa position P0, de coordonnées x0 = (x0 y0 z0)T

dans le repère orthonormé lié, ou corotationnel (O1, ex,1, ey,1, ez,1) du référentiel attaché au so-
lide. On suppose en outre que ce repère coïncide avec le repère du référentiel absolu à l’instant
initial.

À un instant t1 > t0, le solide est déformé et la position de la particule P est identifiée dans le
repère orthonormé lié par x, de sorte que :

x = x0 + u(x0, t1) = (x0 + ux y0 + uy z0 + uz)T (II.45)

Le vecteur u(x0, t) est le vecteur déplacement associé à la particule P dans le référentiel ortho-
normé lié. Celui-ci n’est pas forcément nul car le solide est supposé déformable.

On admet que le référentiel orthonormé lié est en mouvement par rapport au référentiel absolu.
Ce mouvement se décompose comme une translation de l’origine O1 du référentiel orthonormé
lié, notée s(t) = (s1 s2 s3)T , et une rotation autour d’un axe quelconque passant par O1 notée
ω(t) = (ω1 ω2 ω3)T , dont les composantes sont exprimées dans le repère orthonormé lié.

Dans le repère absolu, la position du point P à un instant t1 quelconque est donné par :

y(x0, t1) = s(t1) + R(t1)x = s(t1) + R(t1) (x0 + u(x0, t1)) (II.46)

où la matrice R(t1) est la matrice de passage du repère absolu au repère orthonormé lié qui
s’écrit comme :

R(t1) =

ex.ex,1 ex.ey,1 ex.ez,1
ey.ex,1 ey.ey,1 ey.ez,1
ez.ex,1 ez.ey,1 ez.ez,1

 =
(
ex,1

′ ey,1
′ ez,1

′
)

(II.47)

La Figure II.4 reprend la configuration ainsi définie. Le produit R(t1)x permet d’exprimer le
vecteur x dans le référentiel absolu. De plus, la matrice R(t1) est orthogonale.
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Figure II.4 – Cinématique d’une structure continue déformable

À partir de l’équation II.46, on écrit les dérivées temporelles première et seconde de y. En
ce qui concerne la dérivée première tout d’abord, on a à partir de la loi de composition des
vitesses :

ẏ = Ru̇ + ṡ + RΩ (x0 + u) (II.48)

où Ω est définie comme :

Ω =

 0 −ω3 ω2
ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 (II.49)

La loi de composition des accélérations permet d’écrire la dérivée seconde de y projetée dans le
repère du référentiel absolu :

ÿ = Rü + s̈ + RΩ̇ (x0 + u) + RΩ2 (x0 + u) + 2RΩu̇ (II.50)

où :

Ω̇ =

 0 −ω̇3 ω̇2
ω̇3 0 −ω̇1

−ω̇2 ω̇1 0

 (II.51)

On réécrit alors l’équation II.50 dans le repère orthonormé lié :

RT ÿ = ü + RT s̈ + Ω̇ (x0 + u) + Ω2 (x0 + u) + 2Ωu̇ (II.52)

3.2 Équations d’équilibre et lois de comportement

L’écriture de la conservation de la quantité de mouvement permet d’écrire l’équation de la
dynamique locale d’une structure :

−→
div σ + fv = ρRT ÿ + ξau̇ (II.53)
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Dans cette équation, on observe :

•
−→
div est l’opérateur différentiel de divergence d’un tenseur. −→

div σ, représente les forces in-
ternes à l’élément considéré. σ est le tenseur symétrique des contraintes de Cauchy ;

• fv sont les efforts volumiques au sein de l’élément ;

• ρRT ÿ sont les efforts inertiels appliqués à l’élément considéré dans le repère orthonormé
lié. ρ et ÿ représentent respectivement la masse volumique et l’accélération locale du solide
dans le référentiel absolu ;

• ξau̇ sont les efforts de dissipation de type effort visqueux. Ces efforts sont proportionnels à
la vitesse du point considéré dans le référentiel orthonormé lié. ξa est un coefficient d’amor-
tissement visqueux.

Remarque : on retrouve l’équation d’équilibre statique en considérant une accélération ÿ et un
vitesse u̇ nulle.

Les contraintes au sein de la structure dépendent des déformations de cette dernière. Pour
écrire le tenseur des contraintes, on exprime au préalable le tenseur d’ordre 2 F nommé gradient
de déformation tel que :

F(x0, t1) = ∂x
∂x0

(II.54)

Ce tenseur peut être interprété comme étant la mesure à l’instant t1 de la transformation d’un
élément ∂x de la structure par rapport à sa configuration initiale ∂x0. Il permet alors de définir
le tenseur de déformation de Green-Lagrange tel que :

E = 1
2

(
F

T
F − I

)
(II.55)

Ce tenseur se réécrit, en considérant que x = x0 + u :

E = 1
2

(
∂u
∂x0

+
(
∂u
∂x0

)T

︸ ︷︷ ︸
linéaire en u

+
(
∂u
∂x0

)T

.
∂u
∂x0︸ ︷︷ ︸

ordre 2 en u

)
(II.56)

Dans l’hypothèse de petites perturbations, on peut négliger les termes d’ordre 2 du tenseur de
déformation de Green-Lagrange, de sorte que le tenseur des déformations soit de la forme :

ϵ = 1
2

(
∂u
∂x0

+
(
∂u
∂x0

)T
)

(II.57)

On fait de plus l’hypothèse d’une loi de viscoélasticité linéaire entre le tenseur des contraintes
et celui des déformations. Cette loi s’écrit :

σ = H :
(
ϵ+ ξbϵ̇

)
(II.58)

Dans l’équation II.58, le tenseur H est le tenseur d’elasticité de la loi de Hooke (tenseur d’ordre
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4) et ξb est un terme d’amortissement visqueux interne.

Le tenseur de Hooke contient 81 termes. Cependant, des hypothèses simples permettent de ré-
duire le nombre de coefficients à 21. En particulier, en supposant que le tenseur des contraintes
dérive d’une énergie potentielle et par symétrie des tenseurs de contrainte σ et de déformation
ϵ, il est possible de réduire le nombre de termes indépendants à 21. La notation de Voigt permet
d’écrire la loi de Hooke en exploitant ces propriétés pour exprimer H sous la forme d’un tenseur
d’ordre 2 à 36 coefficients. Ce tenseur étant symétrique, les 21 coefficients du triangle supérieur
forment les coefficients indépendants du tenseur de Hooke. La notation de Voigt permet de
mettre σ et ϵ sous la forme :{

σ ∼ σ =
(
σxx σyy σzz σyz σzx σxy

)T
ϵ ∼ ϵ =

(
ϵxx ϵyy ϵzz 2ϵyz 2ϵzx 2ϵxy

)T (II.59)

On peut reformuler la loi de viscoélasticité sous la forme :

σ = H
(
ϵ+ ξbϵ̇

)
, H ∼ H (II.60)

où H est le tenseur élastique de la loi de Hooke d’ordre 2 selon la notation de Voigt.

On finit de définir le problème en prenant en compte les éventuelles conditions limites à appliquer
sur les limites du domaine ∂Ω. On sépare ce domaine en deux sous-domaines supplémentaires :

∂Ω = ∂Ωu ∪ ∂Ωσ (II.61a)

∅ = ∂Ωu ∩ ∂Ωσ (II.61b)

Le sous domaine ∂Ωu désigne la partie de la surface externe sur laquelle on applique des condi-
tions cinématiques de la forme :

u(x0, t1) = ud(x0, t1) , ∀x0 ∈ ∂Ωu (II.62)

Le sous domaine ∂Ωσ désigne la partie de la surface externe sur laquelle on applique des
contraintes de la forme :

σ(x0, t1) .n(x0, t1) = t(x0, t1) , ∀x0 ∈ ∂Ωσ (II.63)

où n est la normale sortante sur l’élément de surface ∂Ωσ considéré.

3.3 Formulation forte de la dynamique linéaire des structures

En reprenant les équations de l’accélération dans le repère absolu II.52, d’équilibre II.53,
de loi de comportement II.57 et II.58, et de conditions limites II.62 et II.63, on aboutit à la
formulation forte du problème de dynamique des structures, dont nous cherchons à déterminer
la solution en déplacement u dans le repère orthonormé lié. Cette formulation du problème
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s’écrit :

−→
div

(
H :

(
ϵ+ ξbϵ̇

))
+ fv = ρ

(
ü + RT s̈ + Ω̇ (x0 + u) + Ω2 (x0 + u) + 2Ωu̇

)
+ ξau̇

ϵ = 1
2

(
∂u
∂x0

+
(
∂u
∂x0

)T )

u = ud , ∀x0 ∈ ∂Ωu

H :
(
ϵ+ξbϵ̇

)
.n = t , ∀x0 ∈ ∂Ωσ

u = u0 , u̇ = u̇0 à t = 0

(II.64)

Le problème en formulation forte ne peut être résolu directement que pour des configurations
académiques, comme pour caractériser les vibrations longitudinales d’une barre ou celles trans-
versales d’une corde vibrante. Cependant, il peut être remplacé par une autre formulation du
problème permettant de traiter les géométries les plus complexes. Nous allons voir en particulier
le cas de la formulation faible, point de départ de la méthode des éléments finis.

3.4 Formulation faible de la dynamique linéaire des structures

La solution du problème défini par II.64 n’étant pas facilement calculable dans la plupart des
cas, on préfère substituer à la formulation forte une forme dite faible. Cela signifie que l’on va
chercher une solution dans un espace fonctionnel plus régulier, plus simple que l’espace initial.
Pour cela, on pondère par des fonctions tests l’équation différentielle à résoudre, et on procède
à des intégrations par partie sur le domaine Ω afin qu’il y ait autant de termes de dérivée de la
solution que de termes de dérivée des fonctions tests. On suppose ainsi une certaine régularité
des fonctions tests employées, de même qu’une différentiabilité de ces fonctions. En outre, on
peut choisir le même espace fonctionnel entre les fonctions tests et la solution [95].

Dans notre cas, les fonctions tests vont être des champs de déplacement δu dits virtuels, appar-
tenant à l’espace des solutions cinématiquement admissibles. Ces déplacements virtuels sont de
la forme δu = (δu1 δu2 δu3)T . De plus, puisque nous supposons qu’ils font partie de l’espace
des solutions cinématiquement admissibles, les déplacements virtuels vérifient :

δu(x0) = ud , ∀x0 ∈ ∂Ωu (II.65)

Nous allons maintenant pondérer l’équation d’équilibre dynamique II.53 par un déplacement
virtuel δu et intégrer sur le domaine Ω :∫

Ω
δuT (−→div σ+fv−ρRT ÿ−ξau̇

)
dΩ = 0 , ∀ δu ∈ {espace cinématiquement admissible} (II.66)

avec ÿ donné par l’équation II.52 et σ donné par la loi de comportement viscoélastique II.58.
On réalise une intégration par partie du terme relatif aux efforts internes.
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En utilisant le fait que div(σδu) = σ : ∂(δu)
∂x0

+ δuT −→
div σ (obtenu par identité vectorielle [61]

et propriété de symétrie du tenseur des contraintes), on obtient :

∫
Ω
δuT −→

div σ dΩ =
∫

∂Ω
δuT (σ .n) d(∂Ω) −

∫
Ω

(
∂(δu)
∂x0

)T

: σ dΩ (II.67)

Le premier terme du membre à droite du signe = résulte de l’application du théorème de Green-
Ostrogradski. Le vecteur n est le vecteur de normale extérieure à ∂Ω. Le deuxième terme est
bien un scalaire du fait du produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 2. De plus,
le tenseur ∂(δu)

∂x0
est le tenseur de gradient de déplacement virtuel.

En considérant que les contraintes externes ne sont appliquées que sur ∂Ωσ, on aboutit fi-
nalement à la forme faible de l’équation d’équilibre dynamique :

∫
Ω
ρRT δuT ÿ dΩ +

∫
Ω
ξaδuT u̇ dΩ +

∫
Ω

(
∂(δu)
∂x0

)T

: H :
(
ϵ+ ξbϵ̇

)
dΩ =

∫
Ω
δuT fv dΩ +

∫
∂Ωσ

δuT t d(∂Ω) ,

∀ δu ∈ {espace des déplacements cinématiquement admissible}
(II.68)

On obtient la même expression que si nous avions employé le principe des travaux virtuels
[113]. L’espace des fonctions admissibles pour les composantes de u et de δu est le sous-espace
fonctionnel de Sobolev H1(Ω) [62] pour lequel sont vérifiées les conditions limites sur ∂Ωu et ∂Ωσ.

Il est possible d’alléger l’expression II.68 en profitant de la notation de Voigt. Nous allons pour
cela repartir de l’équation II.66.∫

Ω
δuT (−→div σ + fv − ρRT ÿ − ξau̇

)
dΩ = 0

La notation de Voigt permet de reformuler l’opérateur de divergence sous la forme :

−→
div• ∼ ∇T • =



∂ • /∂x0 0 0
0 ∂ • /∂y0 0
0 0 ∂ • /∂z0
0 ∂ • /∂z0 ∂ • /∂y0

∂ • /∂z0 0 ∂ • /∂x0
∂ • /∂y0 ∂ • /∂x0 0



T

(II.69)

Avec cet opérateur de divergence, on note également que l’hypothèse des petits déplacements
conduits à :

ϵ = ∇u (II.70)

De plus, il convient de réécrire le vecteur de normale extérieure à ∂Ω compte tenu de la nouvelle
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forme du tenseur des contraintes dans la notation de Voigt. Cette normale s’écrit :

n ∼ N =



n1 0 0
0 n2 0
0 0 n3
0 n3 n2
n3 0 n1
n2 n1 0


(II.71)

où les ni sont les composantes du vecteur n dans le référentiel orthonormé lié.

Ces considérations permettent de réécrire l’équation II.66 sous la forme :∫
Ω
ρRT δuT ÿ dΩ +

∫
Ω
ξaδuT u̇ dΩ +

∫
Ω

(
∇δu

)T H
(
ϵ+ ξbϵ̇

)
dΩ =

∫
Ω
δuT fv dΩ +

∫
∂Ωσ

δuT t d(∂Ω) ,

∀ δu ∈ {espace des déplacements cinématiquement admissible}, avec ϵ = ∇u
(II.72)

3.5 Discrétisation du problème en formulation faible

La dynamique de la structure exprimée en formulation faible n’est à ce stade pas plus simple
à résoudre que lorsqu’elle est exprimée en formulation forte. On a alors recours à des méthodes
d’approximation de la solution : celle-ci est projetée sur des sous-espaces de l’espace fonctionnel
où elle est initialement recherchée.

Notons U l’espace fonctionnel auquel doivent appartenir respectivement le déplacement recher-
ché u et le déplacement virtuel δu. Les méthodes d’approximations consistent à rechercher
respectivement u et δu dans W ⊂ U et δW ⊂ U de dimensions finies tel que :{

u(x0, t) = W(x0)q(t)
δu(x0, t) = δW(x0) δq(t)

(II.73)

où W(x0) et δW(x0) sont des fonctions de base représentées par des matrices de taille 3 ×w et
3 × δw, avec w et δw les dimensions de W et δW.

Si de plus, on choisit les mêmes fonctions de base pour la solution et la fonction test, alors
on parle de procédure de Galerkine (nous reviendrons sur cette procédure dans un chapitre
ultérieur). On se place dans ce cas de figure pour faciliter la mise en équations. On injecte les
déplacements de II.73, ainsi que l’accélération du point matériel P de l’équation II.52 dans II.72.
On obtient :∫

Ω
ρ
(
W δq

)T (Wq̈ + RT s̈ + Ω̇ (x0 + Wq) + Ω2 (x0 + Wq) + 2ΩWq̇
)

+ ...

+
∫

Ω
ξa
(
W δq

)T Wq̇ dΩ +
∫

Ω

(
∇W δq

)T H
(
∇Wq + ξb∇Wq̇

)
dΩ − ...

−
∫

Ω

(
W δq

)T fv dΩ −
∫

∂Ωσ

(
W δq

)T t d(∂Ω) = 0
(II.74)
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D’où, en sortant δq de l’intégrale car uniquement dépendant du temps :

δqT
(∫

Ω
ρWT (Wq̈ + RT s̈ + Ω̇ (x0 + Wq) + Ω2 (x0 + Wq) + 2ΩWq̇

)
+ ...

+
∫

Ω
ξaWT Wq̇ dΩ +

∫
Ω

(
∇W

)T H
(
∇Wq + ξb∇Wq̇

)
dΩ − ...

−
∫

Ω
WT fv dΩ −

∫
∂Ωσ

WT t d(∂Ω)
)

= 0

(II.75)

L’équation II.75 étant valable pour tout déplacement virtuel δq, le problème de viscoélastody-
namique en formulation faible discrétisée revient à chercher le vecteur q vérifiant l’équation :

Mq̈ +
(
C + G

)
q̇ +

(
K + P + N

)
q = f + r (II.76)

ainsi que les conditions initiales :
q(0) = q0 (II.77a)

q̇(0) = q̇0 (II.77b)

Dans l’équation II.76, on note les différents termes :

M =
∫

Ω
ρWT W dΩ (II.78a)

C =
∫

Ω
ξaWT W dΩ +

∫
Ω
ξb

(
∇W

)T H
(
∇W

)
dΩ (II.78b)

G =
∫

Ω
2ρWT ΩW dΩ (II.78c)

K =
∫

Ω

(
∇W

)T H
(
∇W

)
dΩ (II.78d)

P =
∫

Ω
ρWT Ω̇W dΩ (II.78e)

N =
∫

Ω
ρWT Ω2W dΩ (II.78f)

f =
∫

Ω
WT fv dΩ +

∫
∂Ωσ

WT t d(∂Ω) (II.78g)

r = −
∫

Ω
ρWT

(
RT s̈ + Ω̇x0 + Ω2x0

)
dΩ (II.78h)

q0 = M−1
∫

Ω
ρWT u0 dΩ (II.78i)

q̇0 = M−1
∫

Ω
ρWT u̇0 dΩ (II.78j)
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Les matrices M, C, K et N sont nommées respectivement matrice de masse, matrice d’amor-
tissement, matrice de rigidité et matrice d’assouplissement centrifuge. Elles sont symétriques de
dimension w×w. Les matrices G et P sont nommées matrice de Coriolis et matrice d’accéléra-
tion angulaire. Elles sont également de dimension w × w, mais antisymétriques.

Il est courant lorsque l’on étudie la dynamique d’un solide de se placer dans l’état d’équi-
libre atteint après application des contraintes statiques. Dans le cas où de grandes déformations
statiques sont attendues, l’hypothèse consistant à négliger les termes d’ordre 2 dans l’équation
II.56 du tenseur de déformation de Green-Lagrange n’est plus valide. La prise en compte de ces
termes non-linéaires dans la loi de viscoélasticité linéaire fait apparaître une raideur géométrique
non-linéaire supplémentaire notée KG [33, 74] dans l’équation de la dynamique II.76. La valeur
de cette raideur géométrique dépend de la précontrainte et donc de l’équilibre statique atteint.
La résolution de l’équation II.79 à l’aide d’un algorithme de type Newton-Raphson permet de
calculer simultanément le déplacement statique qstat et la raideur géométrique associée.

(
K + P + N + KG(qstat)

)
qstat = f + r (II.79)

Les équations d’équilibre autour de la position statique qstat peuvent alors se mettre sous la
forme :

Mq̈ +
(
C + G

)
q̇ +

(
K + P + N + KG(qstat)

)
q = f + r (II.80)

Pour alléger l’écriture, nous négligeons les effets de Coriolis (G = 0) et effectuons le changement
de notation suivant :

K ∼ K + P + N + KG(qstat) (II.81a)

x ∼ q (II.81b)

f ∼ f + r (II.81c)

La nouvelle équation de la dynamique de la structure se note donc :

Mẍ + Cẋ + Kx = f (II.82)

Les matrices intervenant dans l’équation II.82 peuvent être de taille importante. En particulier, il
est courant d’observer des configurations industrielles contenant plusieurs centaines de milliers de
degrés de liberté. Il peut être intéressant d’avoir recours à des méthodes de réduction pour réduire
la taille d’un modèle numérique. Nous allons rappeler le principe des méthodes de réduction dans
la prochaine sous-section et en particulier la méthode de Craig-Bampton, utilisée dans le cadre
de ce travail de thèse.
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3.6 Réduction de modèle

Le principe des méthodes de réduction est de rechercher la solution au problème dans un es-
pace de dimension plus petit. Plus formellement et dans le cadre de la dynamique des structures,
il s’agit de projeter le vecteur des déplacements sur une base dont la dimension est inférieure à
celle de l’espace initial des solutions. Cela s’écrit :

x = Tq (II.83)

où T est la matrice de passage de la base complète à la base réduite. On peut alors exprimer
l’équation de la dynamique en base réduite selon :

Mrq̈ + Crq̇ + Krq = fr (II.84)

où : 
Mr = TT MT
Cr = TT CT
Kr = TT KT
fr = TT f

(II.85)

Les méthodes de réduction permettent de réaliser des calculs sur des configurations industrielles
qui ne seraient pas possibles autrement en raison des temps de calcul et des ressources infor-
matiques disponibles aujourd’hui. Une description détaillée des méthodes de réduction usuelles
peut être trouvée dans le mémoire d’habilitation à diriger des recherches de Tran [161].

Dans le cadre de ce travail de thèse, la méthode de réduction de Craig-Bampton [44] a été
employée pour traiter la structure avec non-linéarités de frottement. Nous reviendrons sur ce
point au cours du chapitre V.

Cette méthode propose de réduire la dynamique de la structure étudiée en la caractérisant
seulement par un ensemble de degrés de liberté physiques et en réduisant tous les autres. Les
degrés de liberté physiques sont décrits par les relevés statiques ΨC, obtenus en imposant suc-
cessivement un déplacement unitaire à chacun de ces degrés de liberté. Les degrés de liberté
réduits sont quant à eux décrits par un ensemble de modes normaux à interface fixe Φ, obtenus
en bloquant les degrés de liberté physiques précédemment retenus et en calculant les modes
propres Φ de la structure dans cette configuration. La Figure II.5 illustre ces deux familles de
modes.
En notant xf les degrés de liberté physiques retenus, aussi appelés degrés de liberté frontières,
et qi les degrés de liberté généralisés des modes normaux Φ, alors on peut écrire la réduction :

x =
(
ΨC Φ

)(xf
qi

)

La réduction intervient dans le choix du nombre de modes normaux conservés : plus on en
conserve et plus le modèle est précis, mais plus il est grand. La réduction est exacte si on
conserve tous les modes possibles, soit si :

dim(x) = dim(xf ) + dim(qi) (II.86)
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Figure II.5 – Illustration de la base de projection dans la réduction de Craig-Bampton (adapté
de Tran [160])

Il existe de nombreuses méthodes de réduction dans le cadre de la mécanique des structures. Le
choix de la méthode dépend majoritairement du problème traité. Le phénomène physique étudié,
la géométrie employée ainsi que les conditions limites appliquées au système sont des critères
pouvant permettre de choisir la méthode de réduction la plus adaptée au problème à résoudre.
Dans le cas de la méthode de Craig-Bampton, l’intérêt est de pouvoir conserver des nœuds
physiques sur lesquels on pourra observer ou appliquer de façon directe des efforts particuliers
en base physique. Notons qu’il est également possible d’imposer des efforts en base réduite en
passant par la matrice de projection T.

Les méthodes de réduction permettent de réduire la taille du problème en le projetant sur
un espace de plus petite dimension. Il est également possible de réduire cette taille en exploitant
les propriétés du système étudié, sans passer par l’emploi de méthode de réduction. Dans le
cadre des turbomachines, la propriété de symétrie cyclique permet d’exprimer le mouvement de
la roue aubagée complète en résolvant la dynamique d’un seul de ces secteurs. Cette propriété
va être décrite dans la prochaine section.

4 Modélisation des structures en symétrie cyclique

4.1 Relation de propagation

Une structure à symétrie cyclique est une structure se fermant sur elle même dont la géo-
métrie peut être construite entièrement par rotations successives d’un secteur de référence. À
ce titre, les turbomachines peuvent être considérées comme des structures à symétrie cyclique :
on peut construire une roue aubagée contenant N aubes grâce à N − 1 rotations du secteur de
référence autour de l’axe de rotation de la roue. L’angle entre deux secteurs est noté β = 2π

N .

Nous allons utiliser la propriété de symétrie cyclique pour décrire la dynamique de ce type de
structure. On considère une structure S possédant cette propriété. La structure est formée de
N secteurs notés Sk pour k ∈ {0 , . . . , N − 1} et tels que S = ⋃

k
Sk. Le déplacement de la
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Figure II.6 – Structure à symétrie cyclique construite à partir du secteur de référence (rouge)

structure S est décrit par le vecteur x tel que :

x =



x0
...

xk
...

xN−1


, avec xk =

xk,g
xk,i
xk,d

 et xk+1,d = xk,g (II.87)

+

frontière droitefrontière gauche

Figure II.7 – Représentation des frontières entre secteurs consécutifs

Dans l’équation II.87, les xk contiennent respectivement les degrés de liberté du secteur Sk cor-
respondant. Les secteurs sont indexés dans l’ordre croissant dans le sens trigonométrique par
rapport à l’axe de rotation de la structure. Les vecteurs xk,g et xk,d contiennent quant à eux
les degrés de liberté sur les frontières inter-secteurs gauche et droite du secteur Sk. xk,i sont
les degrés de liberté internes au secteur Sk. On passe de la frontière droite d’un secteur à sa
frontière gauche en effectuant un rotation d’un angle β dans le sens trigonométrique. La Figure
II.7 illustre la structure ainsi considérée.
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Compte tenu de l’équation II.87, on s’aperçoit que certains nœuds sont redondants dans la
formulation de x. Il est possible d’exprimer les déplacements sur un vecteur x définit tel que :

x =



x0
...

xk
...

xN−1


, avec xk =

(
xk,i
xk,d

)
(II.88)

L’équation de la dynamique de S peut ainsi être écrite selon :

Mẍ + Cẋ + Kx = f (II.89)

où f est un éventuel effort extérieur appliqué sur S. Cette structure étant périodique en azimuth,
on peut écrire :

xk+N = xk ; ∀k ∈ {0 , . . . , N − 1} (II.90)

Par ailleurs, la périodicité spatiale de la structure permet de décomposer le mouvement de celle-
ci selon une somme d’harmoniques spatiales. Cela revient à dire que le mouvement sur un secteur
k quelconque peut être construit à partir du mouvement d’un secteur de référence. En notation
complexe pour une harmonique α donné, cette relation de propagation du mouvement s’écrit :

xk = x̃αe
jαk , où x̃α ∈ CNS0 etα ∈ R (II.91)

où NS0 est le nombre de degré de liberté du secteur de référence.

Compte tenu de l’équation II.90, on peut réécrire l’équation II.91 comme :

ejαN = 1 (II.92)

On obtient donc :
α ≡ 0 mod

(2π
N

)
≡ 0 mod (β) (II.93)

En renotant x̃n ∼ x̃α le déplacement complexe du secteur de référence, on réécrit l’équation
II.91 comme :

xk = x̃ne
jnkβ ; ∀n ∈ {0 , . . . , N − 1} (II.94)

Le nombre n porte le nom de nombre à diamètres.

4.2 Transformée de Fourier et analyse modale en symétrie cyclique

La solution xk s’écrit à partir de la relation II.94 comme la résultante des harmoniques
spatiales x̃n :

xk =
N−1∑
n=0

x̃ne
jnkβ (II.95)
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où :

x̃n = 1
N

N−1∑
k=0

xke
−jnkβ (II.96)

La décomposition du mouvement de la structure selon l’équation II.95 permet de mettre en
évidence l’apparition de motifs à diamètres. Par ailleurs, il est possible de montrer que x̃N−n =
x̃−n = x̃n et ainsi que :

xk =

 x̃0 +∑N
2 −1

n=1

(
x̃ne

jnkβ + x̃−ne
−jnkβ

)
+ (−1)k x̃ N

2
siN pair

x̃0 +∑N−1
2

n=1

(
x̃ne

jnkβ + x̃−ne
−jnkβ

)
siN impair

(II.97)

L’analyse de la dynamique du secteur de référence seul permet d’obtenir la dynamique de la roue
complète. Nous allons donc chercher les modes propres du secteur de référence, en supposant un
motif à n diamètres sur la structure. Pour cela, on se place en régime libre (f = 0) conservatif
(C = 0). L’équation du mouvement s’écrit dans ce cas :Mgg Mgi Mgd

Mig Mii Mid
Mdg Mdi Mdd


¨̃xn,g

¨̃xn,i
¨̃xn,d

+

Kgg Kgi Kgd
Kig Kii Kid
Kdg Kdi Kdd


x̃n,g

x̃n,i
x̃n,d

 =

f̃n,g
0

f̃n,d

 (II.98)

où f̃n,g et f̃n,d sont les efforts de liaison produits par les secteurs adjacents sur le secteur de
référence. Compte tenu de la relation de propagation II.91, nous avons de plus les relations
suivantes : {

x̃n,g = x̃n,de
jnβ

f̃n,g = −f̃n,de
jnβ (II.99)

On peut réécrire l’équation de la dynamique II.98 en tenant compte des conditions limites
cycliques II.99 :(

Mii Mid + Mige
jnβ

Mdi + Mgie
−jnβ Mdd + Mgg + Mdge

jnβ + Mgde
−jnβ

)( ¨̃xn,i
¨̃xn,d

)
+ ...

+
(

Kii Kid + Kige
jnβ

Kdi + Kgie
−jnβ Kdd + Kgg + Kdge

jnβ + Kgde
−jnβ

)(
x̃n,i
x̃n,d

)
=
(

0
0

) (II.100)

que l’on peut réécrire plus simplement :

Mnẍn + Knxn = 0 (II.101)

Le problème aux valeurs propres associé est :(
Kn − ωn

2Mn
)

xn = 0 (II.102)

La résolution du problème aux valeurs propres défini par l’équation II.102 permet de déterminer
les NS0 modes complexes (Φn,ωn) sur le secteur de référence pour un nombre à diamètre n.
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Les problèmes aux valeurs propres associés aux nombres à diamètre 0 et N
2 (dans le cas où N est

pair pour ce dernier) sont définis à l’aide de matrices réelles symétriques. Celles-ci sont diagona-
lisables, et les valeurs propres et vecteurs propres sont réels. On parle de modes non-dégénérés.
Pour les autres nombres à diamètre, les matrices de masse et de raideur sont hermitiennes, d’où
des valeurs propres réelles associées à des sous-espaces propres deux à deux orthogonaux. On
parle dans ce cas là de modes dégénérés.

Puisque x̃−n = x̃n d’après l’équation II.96, le problème aux valeurs propres II.102 pour un
nombre à diamètre −n fournit les modes suivants :{

Φ−n = Φn

ω−n = ωn

(II.103)

Une fois les modes obtenus sur le secteur de référence, on peut reconstruire les déplacements sur
la structure S. Nous allons aborder ce point dans la prochaine sous-section.

4.3 Dynamique de la structure complète en symétrie cyclique

Description de la dynamique en base complexe

À partir des équations II.88 et II.97, on peut exprimer l’équation II.89 de la dynamique sur
S dans la base cyclique en effectuant le changement de base suivant (on suppose N pair pour
alléger l’écriture) :

x =



Φ0 Φ1 Φ−1 . . . Φ N
2

Φ0 Φ1e
jβ Φ−1e

−jβ . . . −Φ N
2

Φ0 Φ1e
j2β Φ−1e

−j2β . . . Φ N
2...

...
...

...
Φ0 Φ1e

j(N−1)β Φ−1e
−j(N−1)β . . . −Φ N

2





q0
q1

q−1
...

q N
2


= Φq , Φ ∈ CN×NS0 ,N×NS0

(II.104)

En raison de l’hypothèse de symétrie cyclique, les matrices de masse et de raideur de l’équation
II.89 sont circulantes par bloc. Or, les matrices circulantes sont diagonalisées par les matrices
de Fourier définies par :

G =



1 1 1 . . . 1
1 ejβ e−jβ . . . −1
1 ej2β e−j2β . . . 1
...

...
...

...
1 ej(N−1)β e−j(N−1)β . . . −1


(II.105)

Ainsi, les matrices de masse et de raideur sont diagonalisées par bloc par G
⊗

I où ⊗ désigne
le produit de Kronecker et I la matrice identité. Chaque diamètre peut donc être étudié indé-
pendamment.

Malgré l’usage de modes complexes pour décrire la dynamique de S, le mouvement de la struc-
ture est réel. Considérons une structure se déformant selon un mode Φn avec une phase initiale
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nulle, le mouvement s’obtient par :

x = Re
(
qnΦne

jωnt
)

= qn
(
ΦR

n cos (ωnt) − ΦI
n sin (ωnt)

)
(II.106)

en utilisant la décomposition suivante :

Φn = ΦR
n + jΦI

n (II.107)

D’après II.106, l’utilisation de modes complexes revient à déplacer la structure selon un motif
d’onde tournante à n diamètres dans le référentiel de la roue. Dans le cas d’un rotor, on parlera
d’onde directe si l’onde tourne dans le même sens de rotation que celui de la roue dans le
référentiel absolu. Dans le cas contraire, on parlera d’onde rétrograde. Les modes complexes à
diamètres n et −n désignent des ondes tournantes en sens opposés.

Description de la dynamique en base réelle

Dans les sous-sections précédentes, nous avons décrit la dynamique de S selon une base
d’ondes tournantes définie par des modes complexes. Il est toutefois possible de décrire le mou-
vement de la structure selon une base constituée de modes réels. En effet, à l’aide de l’équation
II.97 dans le cas où N est pair (la démarche pour le cas impair est identique) et des relations
II.103 - II.107, on montre que :

xk = Φ0q0 +
N
2 −1∑
n=1

((
ΦR

n cos (nkβ) − ΦI
n sin (nkβ)

)
(qn + q−n) + ...

+
(
ΦI

n cos (nkβ) + ΦR
n sin (nkβ)

)
j (qn − q−n)

)
+ (−1)k Φ N

2
q N

2

(II.108)

Compte tenu du fait que x̃n = Φnqn, on utilise le fait que x̃−n = x̃n et que Φ−n = Φn pour
montrer que q−n = q−n. On peut donc réécrire l’équation II.108 sous la forme :

xk = Φ′
0q′

0 +
N
2 −1∑
n=1

(
Φ′

nq′
n + Φ′′

nq′′
n
)

+ (−1)k Φ′
N
2

q′
N
2

(II.109)

où : 
Φ′

0,k = Φ0 et q′
0 = q0

Φ′
n,k = ΦR

n cos (nkβ) − ΦI
n sin (nkβ) et q′

n = qn + q−n

Φ′′
n,k = ΦI

n cos (nkβ) + ΦR
n sin (nkβ) et q′′

n = j (qn − q−n)
Φ′

N
2 ,k = Φ N

2
et q′

N
2

= q N
2

(II.110)

Les équations II.109 et II.110 caractérisent le mouvement de la structure selon des modes à
diamètres définis en base réelle. Considérons un mode réel Φ′

n,k. La déformée de la structure
selon ce mode réel s’écrit alors :

x = Re
(
q′

nΦ′
n,ke

jωnt
)

= q′
nΦ′

n,k cos (ωnt) (II.111)

D’après II.111, l’utilisation de modes réels revient à déplacer la structure selon un motif d’ondes
stationnaires à n diamètres dans le référentiel de la roue. Pour un mode réel, tous les secteurs
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vibrent en phase, contrairement aux modes complexes décrits au paragraphe précédent où les
secteurs sont déphasés en raison du caractère tournant de l’onde. Les représentations réelles
et complexes des modes à diamètres sont totalement équivalentes. En effet, la résultante d’un
mode direct à n diamètres avec le mode rétrograde correspondant à −n diamètres de même
amplitude est une onde stationnaire à n diamètres dans le référentiel de la roue. À l’inverse, la
combinaison des deux modes stationnaires correspondants avec le bon déphasage temporel crée
une onde tournante dans un sens ou dans l’autre.

Passage de la base réelle à la base complexe

Les bases modales complexes et réelles sont équivalentes. On peut passer d’une base à l’autre
par l’emploi de la matrice de passage adaptée. La matrice de passage est définie par R telle que :(

q′
n

q′′
n

)
=
(

I I
jI −jI

)(
qn

q−n

)
= R

(
qn

q−n

)
(II.112)

(a) Mode réel à 1 diamètre (b) Mode réel à 2 diamètre

Figure II.8 – Illustration des amplitudes de déformation de deux modes réels de flexion

4.4 Correspondance harmonique spatiale/temporelle

Dans le cadre des phénomènes d’interaction fluide structure en turbomachine, des efforts
d’origine aérodynamique sont attendus sur la roue aubagée. Les phénomènes d’interaction re-
levant de la réponse libre (dont le flottement fait partie) sont caractérisés par des fréquences
naturelles identiques pour les dynamiques respectives du fluide et de la structure. Considérons
un effort externe périodique en temps f à m diamètres appliqué sur la roue aubagée. Celui-ci
s’écrit :

f =


f0
f1
...

fN−1

 (II.113)

avec fk l’effort appliqué sur le secteur k. Les efforts étant périodiques, celui appliqué sur le
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secteur de référence se décompose en série de Fourier dans le domaine temporel selon :

f0 =
+∞∑

h=−∞
f̃he

jhωt (II.114)

où f̃h sont les coefficients complexes de la décomposition en série de Fourier de f0. Pour le secteur
k, on supposera que les efforts aérodynamiques sont les mêmes que pour le secteur 0, avec un
retard de phase dépendant du numéro du secteur. Ainsi, on a pour le secteur k :

fk =
+∞∑

h=−∞
f̃he

jh(ωt−kmβ) (II.115)

On peut réécrire f comme :

f =


∑+∞

h=−∞ f̃he
jhωt∑+∞

h=−∞ f̃he
jh(ωt−mβ)

...∑+∞
h=−∞ f̃he

jh(ωt−(N−1)mβ)

 (II.116)

Considérons une déformée de la structure complète S selon un mode Φ ∈ CN×NS0 à n diamètres.
La déformée s’écrit pour tous les secteurs à partir de l’équation II.104 :

Φ =


Φn

Φne
jnβ

...
Φne

j(N−1)nβ

 (II.117)

La projection des efforts aérodynamiques f sur le mode Φ donne les forces aérodynamiques
généralisées associées à ce mode :

fag,n = ΦHf =
N−1∑
k=0

Φn
He−jknβfk (II.118)

avec la définition du vecteur transconjugué •H = •T .

À partir de II.118, on obtient :

fag,n =
+∞∑

h=−∞
Φn

H f̃he
jhωt

N−1∑
k=0

e−jkβ(n+hm) (II.119)

L’équation II.119 fait apparaître la somme d’une suite géométrique. Deux solutions sont alors
possibles :

N−1∑
k=0

e−jkβ(n+hm) =
{
N si n+ hm ≡ 0 mod (N)
0 sinon (II.120)

L’équation II.120 met en évidence une condition entre l’harmonique spatiale n du mode et
l’harmonique temporelle h de l’effort externe à m diamètres pour que l’harmonique temporelle
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de l’effort en question excite le mode à n diamètres. Cette condition est souvent mise en équation
comme :

hm = pN − n , ∀p ∈ Z (II.121)

La même démarche peut être appliquée avec une onde −n, menant à l’expression :

hm = pN + n , ∀p ∈ Z (II.122)

On la représente graphiquement selon le diagramme Zig-Zag illustré en Figure II.9.

Figure II.9 – Illustration du diagramme Zig-Zag

Nous venons de voir dans les sections précédentes les mises en équation des problèmes fluides,
acoustiques et mécaniques séparément. Dans le cadre de l’étude des comportement aéroélastique
de soufflante, il convient de décrire le couplage fluide structure, liant entre elles les différentes
physiques que nous venons d’aborder. Nous allons décrire la mise en oeuvre du couplage fluide
structure dans la prochaine section.

5 Mise en œuvre du couplage fluide structure

La résolution numérique d’un problème multi-physique peut généralement être abordée de
deux manières différentes. La première approche consiste à résoudre simultanément l’ensemble
des équations caractérisant les physiques étudiées en n’utilisant qu’un seul solveur. Cette ap-
proche est nommée méthode monolithique. Une seconde approche consiste à employer des solveurs
différents conçus respectivement pour l’étude d’une physique donnée, puis à les faire communi-
quer entre eux pour réaliser le couplage. Cette seconde approche est nommée approche parti-
tionnée.

Les approches partitionnées ont l’avantage de n’utiliser que des solveurs déjà existants. Ces
solveurs font généralement appel à des méthodes numériques avancées pour optimiser les diffé-
rentes étapes de résolution des physiques qu’ils traitent. Une question à considérer reste toutefois
la gestion du transfert d’informations d’un solveur à l’autre. En particulier, l’énergie du système
doit être conservée au cours du transfert. Dans le cadre de ces travaux de thèse, une approche
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partitionnée a été employée afin d’utiliser au mieux les outils numériques déjà existants au sein
des laboratoires ainsi que chez le partenaire industriel.

Dans un contexte de simulation fluide structure, les informations à transférer entre le fluide
et la structure sont les efforts produits par le fluide sur la structure et le déplacement de cette
dernière au sein du fluide au cours du temps. Il y a donc deux aspects à considérer dans ce
type de problème : le transfert spatial de l’information et son évolution temporelle. Nous allons
aborder ces deux aspects dans les sous-sections suivantes.

5.1 Représentation spatiale du couplage

5.1.1 Formulation Arbitrary Lagrangian Eulerian

La formulation Arbitrary Lagrangian Eulerian (ALE) [53] est une méthode permettant de
prendre en compte une déformation de la structure étudiée dans les calculs aérodynamiques. La
formulation ALE est mise en œuvre dans cette thèse dans le cadre de la méthode des volumes
finis utilisée par le solveur fluide elsA. Pour rappel, la méthode des volumes finis travaille sur une
discrétisation de la géométrie complexe du domaine fluide selon un ensemble discret de volumes
simples, comme des tétraèdres ou des hexaèdres. L’ensemble de ces volumes finis forment le
maillage du domaine fluide. La méthode des volumes finis consiste alors à intégrer les équations
de Navier-Stokes sur chacun de ces domaines élémentaires.

La méthode ALE permet de prendre en compte dans la méthode des volumes finis une vitesse
de grille s du maillage aérodynamique qui est amené à se déformer en suivant les déformations
de la structure. Reprenons les équations RANS en supposant l’absence de termes volumiques.
Elles peuvent être écrites sous la forme alternative suivante :

∂W
∂t

+ R (W) = 0 (II.123)

avec :

W =

 ρ

ρũ
ρẼ

 , R (W) = −→
∇ .F(W) = −→

∇ .

 ρũ
ρũT ⊗ ũ + pI − (τ + τr)
ρẼũ + jth + pu − τu

 (II.124)

où τ est le tenseur des forces visqueuses appliquées sur les surfaces externes du volume, τr le
tenseur de Reynolds et jth le vecteur densité de flux thermique décrit en sous-section II.1.1.
L’équation II.123 est intégrée sur un volume de noté Ωc. Par application du théorème de Green-
Ostrogradski, on a : ∫

Ωc

∂W
∂t

dΩ +
∫

∂Ωc

F(W) d ∂Ω = 0 (II.125)

où ∂Ωc est la surface externe du volume de contrôle. En tenant compte d’une vitesse de grille s
du maillage aérodynamique, l’équation II.125 peut être réécrite en tenant compte du théorème
de transport de Reynolds. Ce dernier s’écrit :

d

dt

∫
Ωc

WdΩ =
∫

Ωc

∂W
∂t

dΩ +
∫

∂Ωc

W (s · ne) d ∂Ω (II.126)
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où ne est la normale sortante à l’élément de surface d ∂Ω. En utilisant l’équation II.126, on peut
réécrire les équations RANS selon la méthode des volumes finis en formulation ALE :

d

dt

∫
Ωc

WdΩ +
∫

∂Ωc

 ρ (ũ − s)
ρũT ⊗ (ũ − s) + pI − (τ + τr)
ρẼ (ũ − s) + jth + pu − τu

 d ∂Ω = 0 (II.127)

L’équation II.127 permet de déterminer l’évolution temporelle des variables conservatives moyen-
nées de l’écoulement en tenant compte d’une vitesse de déformation du maillage aérodynamique.
La déformation du maillage est généralement provoquée par la déformation d’une condition li-
mite. Dans le cadre de ces travaux de thèse, nous nous intéressons à la déformation des aubes
de soufflante lorsque celles-ci sont en rotation. Il y a donc deux aspects à prendre en compte :
la déformation de la condition limite, et la propagation de la déformation dans tout le maillage
aérodynamique. Nous allons aborder ces deux notions dans les prochains paragraphes.

5.1.2 Transfert des déplacements entre maillages incompatibles

Pour une approche de couplage partitionnée, les déplacements des interfaces aéroélastiques
sont calculés sur un modèle mécanique. Ces interfaces ne sont pas nécessairement coïncidentes
entre le modèle mécanique et le modèle aérodynamique (comme illustré en Figure II.10). Un
traitement de l’information doit être effectué pour avoir une représentation du déplacement sur
le modèle aérodynamique cohérente avec le déplacement obtenu sur le modèle mécanique.

(a) Grille mécanique (b) Grille aérodynamique

Figure II.10 – Illustration des interfaces aéroélastiques incompatibles

On considère dans ce paragraphe un système de coordonnées eulériennes. L’approche utilisée
pour transférer les déplacements du maillage mécanique vers la grille aérodynamique est une
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approche par Radial Basis Functions (RBF) [47]. Cette approche permet d’interpoler sur un
espace un champ connu seulement sur une grille de référence xr de cet espace. Notons d un
tel champ et x un point quelconque de l’espace. L’interpolation par RBF consiste à définir les
valeurs de d en x tel que : d (x) = ∑nr

i=1 αiϕ
(
||x − xi

r||
)

+ p (x)
d
(
xi

r

)
= di

r
(II.128)

où nr est le nombre de points sur lequel le champ d est supposé connu, di
r sont les valeurs connues

de d sur le point de référence xi
r =

(
xi

r yi
r zi

r

)T
appartenant à la grille de référence xr, αi

sont des scalaires, ϕ une RBF par rapport à une distance euclidienne ||.|| et p un polynôme. On
ajoute au système II.128 la condition suivante :

nr∑
i=1

αiq
(
xi

r

)
= 0 (II.129)

valable pour tout polynôme q de degré inférieur ou égal au degré du polynôme p. Il est indiqué
dans Beckert et Wendland [15] que choisir des RBF conditionnellement définies positives d’ordre
2 permet de choisir un polynôme p linéaire de la forme :

p(xi
r) = β0 + β1.x

i
r + β2.y

i
r + β3.z

i
r (II.130)

Les valeurs des coefficients αi et βi sont déterminées en résolvant le système linéaire suivant :(
Mr Pr
Pr

T 0

)(
α

β

)
=
(

di
r

0

)
(II.131)

où Mr est la matrice de taille nr × nr contenant les termes ϕij = ϕ
(
||xi

r − xj
r||
)
, Pr est la

matrice de taille nr × 4 dont la i-ème ligne est
(
1 xi

r yi
r zi

r

)
, α est le vecteur des coefficients

αi et β le vecteur des coefficients βi du polynôme p.

On a ainsi une évaluation de la déformée sur la nouvelle grille. De nombreuses fonctions peuvent
être utilisées pour les RBF [47]. Dans le cadre de ce travail de thèse, des RBF de type Thin
Plate Spline ont été utilisées : ϕ (x) = x2 log

(
x2).

5.1.3 Déformation de maillage

Afin de déformer le maillage aérodynamique utilisé au cours des simulations aéroélastiques,
une analogie avec la déformation d’un matériau élastique a été utilisée. Cette analogie emploie
le maillage aérodynamique en tant que modèle élément fini [58]. Chaque maille représente un
élément, possédant un module d’Young E et un coefficient de Poisson ν. La déformation du
maillage consiste à résoudre le problème statique du domaine élastique pour une déformation
connue des limites du domaine. Dans la suite de ce manuscrit, on considère un maillage aérody-
namique structuré.

On introduit pour chaque élément la base N des fonctions d’interpolation Ni et les coordonnées
isoparamétriques (r, s, t). Le domaine associé à chaque élément est alors défini par :

(r, s, t) ∈ [−1, 1] × [−1, 1] × [−1, 1] (II.132)
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Figure II.11 – Élément hexaédrique du maillage aérodynamique structuré

Le maillage étant structuré, les éléments sont hexaédriques. Les composantes d’un champ sont
ses valeurs aux sommets de l’hexaèdre. Les coordonnées de ces sommets sont indépendantes de
l’élément considéré en coordonnées isoparamétriques. On définit les fonctions d’interpolation Ni

comme : 

N1 = 1/8 (1 − r) (1 − s) (1 − t)
N2 = 1/8 (1 + r) (1 − s) (1 − t)
N3 = 1/8 (1 + r) (1 + s) (1 − t)
N4 = 1/8 (1 − r) (1 + s) (1 − t)
N5 = 1/8 (1 − r) (1 − s) (1 + t)
N6 = 1/8 (1 + r) (1 − s) (1 + t)
N7 = 1/8 (1 + r) (1 + s) (1 + t)
N8 = 1/8 (1 − r) (1 + s) (1 + t)

(II.133)

La matrice de raideur de cet élément s’obtient par intégration sur le volume de l’élément :

Ke =
∫

Ωe

BT CBdΩ (II.134)

où :

C = E

(1 + ν) (1 − ν)



1 − ν ν ν 0 0 0
ν 1 − ν ν 0 0 0
ν ν 1 − ν 0 0 0
0 0 0 1−2ν

2 0 0
0 0 0 0 1−2ν

2 0
0 0 0 0 0 1−2ν

2


(II.135)

Dans l’équation II.134, la matrice B donne la relation linéaire entre le champ de déplacement et
le champ de déformation du volume. Dans la méthode utilisée, l’intégrale est calculée avec une
méthode d’intégration par nG points de Gauss :

Ke = Ωe

nG∑
i=1

ωiBi
T CBi (II.136)
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Dans l’équation II.136, Ωe est le volume de l’élément considéré. Les matrices Bi sont évaluées
aux points de Gauss affectés des poids ωi et donnent la relation linéaire entre les composantes du
champ de déplacement qi sur la base des fonctions d’interpolationNi et le champ de déformation :

ϵ =
(
B1 B2 . . . B8

)


q1
q2
...

q8

 et Bi =



∂Ni
∂x 0 0
0 ∂Ni

∂y 0
0 0 ∂Ni

∂z
∂Ni
∂y

∂Ni
∂x 0

0 ∂Ni
∂z

∂Ni
∂y

∂Ni
∂z 0 ∂Ni

∂x


(II.137)

Une fois obtenu l’ensemble des matrices de raideur élémentaires, on peut assembler les élements
pour obtenir la matrice de raideur globale du maillage. On calcule alors la déformation du
maillage pour un déplacement d’une condition limite en résolvant le problème d’équilibre statique
linéaire associé au maillage élément fini :

Kx = f (II.138)

On partitionne les degrés de liberté de x en xf (déplacements connus à la frontière) et xi
(déplacements inconnus à déterminer). L’équation II.138 se réécrit :(

Kii Kif
Kfi Kff

)(
xi
xf

)
=
(

fi
ff

)
(II.139)

Il n’y a pas d’effort externe sur les degrés de liberté xi, on a donc la relation suivante, permettant
de déterminer le déplacement des degrés de liberté xf :

Kiixi = −Kif xf (II.140)

La résolution de II.140 permet de calculer la déformation de maillage associée à un déplacement
prédéterminé d’une ou plusieurs conditions limites. Dans la méthode utilisée, le module d’Young
de chaque élément est une fonction de son volume : la raideur de l’élément augmente lorsque
le volume de la cellule diminue. Cela permet d’éviter des problèmes numériques au cours de la
déformation de maillage comme l’apparition de cellules négatives. Différentes fonctions peuvent
être utilisées pour lier le module d’Young au volume de la cellule, pouvant améliorer la qualité
de la déformation selon les cas d’étude. De manière non exhaustive, on utilise par exemple des
relations du type : E ∼ 1

Ωe
∼
√

1
Ωe

.

5.2 Représentation temporelle du couplage

L’enjeu de la représentation temporelle du couplage dans une approche partitionnée est
de transmettre correctement les informations d’un solveur à l’autre au cours des simulations
sans introduire de retard entre les physiques. Deux approches peuvent alors être envisagées. La
première est une approche One-Way, où un des solveurs effectue une unique analyse avant de
diffuser l’information à l’autre solveur sans rétroaction du second sur le premier. La seconde est
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une approche de couplage dynamique, ou Two-Way, où les solveurs s’échangent les informations
à chaque étape de calcul.

La première approche constitue une approche de couplage faible, où la première physique résolue
est supposée être peu impactée par la seconde. La seconde approche constitue une approche de
couplage plus forte, où des précautions doivent être prises dans le transfert des informations
entre solveurs. Nous allons voir ces deux aspects dans les deux prochains paragraphes.

5.2.1 Hypothèse de couplage faible

La première approche suppose que la dynamique de la structure est peu impactée par les
efforts fluides qui s’appliquent sur celle-ci : les déformées, fréquences propres et raideurs générali-
sées des modes ne dépendent pas du fluide. Ainsi, on peut étudier le comportement aéroélastique
du système en utilisant le principe de superposition de la structure linéaire : on étudie séparé-
ment les effets du fluide sur chacun des modes de structure.

En pratique, cela revient à imposer dans un calcul fluide un mouvement harmonique aux in-
terfaces aéroélastiques selon un mode de structure à la fréquence propre de ce mode. Dans le
cas de l’étude du comportement aéroélastique de soufflante, un mouvement harmonique d’une
certaine amplitude est imposé aux aubes de la soufflante, et on étudie le comportement du fluide
sur une période de vibration. Cette démarche suppose que les modes de la structure linéaire ont
été déterminés à l’avance pour un modèle mécanique, avant d’être transmis au fluide, d’où la
dénomination de couplage One-Way.

5.2.2 Calcul en couplage dynamique

Le couplage dynamique ne fait pas d’hypothèse sur les effets d’une physique sur l’autre.
Celles-ci doivent être résolues conjointement en échangeant des informations entre les solveurs à
chaque étape de calcul, d’où la dénomination de couplage Two-Way. À ce stade encore, différents
niveaux de couplage existent, offrant des compromis entre complexité algorithmique et précision
du couplage.

La Conventionnal Serial Staggered Procedure constitue la méthode de couplage dynamique
la plus simple entre deux physiques. Elle consiste à résoudre alternativement et successivement
chacune des physiques en utilisant les résultats de la dernière itération de chacune d’entre elles.

Figure II.12 – Illustration de la Conventionnal Serial Staggered Procedure

La Figure II.12 illustre cette procédure : la position de la structure à un instant n est fournie
au solveur fluide, qui évalue le nouveau champ à l’instant n + 1 compte tenu de la position de
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la structure à l’instant n. Les efforts du fluide à l’instant n + 1 sont transmis à la structure à
l’instant n pour évaluer le nouveau déplacement à l’instant n+1. Ce type d’algorithme introduit
donc un décalage temporel entre les physiques du fluide et de la structure, pouvant se traduire
par un apport d’énergie au système d’origine purement numérique [123]. Dans le cadre de l’étude
de la stabilité aéroélastique des soufflantes, cela signifie que la limite de stabilité de flottement
pourrait être mal prédite avec ce type d’algorithme.

Afin de s’affranchir des problèmes de conservation de l’énergie induits par l’algorithme tem-
porel de couplage, d’autres algorithmes plus coûteux ou complexes ont été développés. Parmi
ces nouvelles méthodes de couplage plus fortes, la méthode de couplage par point fixe demeure
la plus simple à mettre en œuvre. Celle-ci consiste à faire converger à chaque étape de calcul
les deux physiques résolues en chaînant les calculs selon une méthode de point fixe. De cette
manière, on s’assure qu’à convergence des deux physiques dans la boucle de point fixe, l’énergie
est conservée (dans la mesure où les procédures de transfert des déplacements et des efforts
n’introduisent pas de biais). La Figure II.13 illustre la procédure en question.

Figure II.13 – Illustration du couplage par point fixe

Pour les calculs aéroélastiques réalisés en couplage dynamique dans le cadre de ces travaux de
thèse, ce dernier algorithme a été choisi afin de s’affranchir des problèmes de conservation de
l’énergie.

Maintenant que les physiques définissant le problème aéroélastique des soufflantes ont été dé-
crites, nous allons dans la prochaine section déterminer la stabilité de flottement d’une soufflante
typique de ce que l’on peut trouver dans l’état de l’art.

6 Stabilité aéroélastique d’un modèle industriel de soufflante
dans un cadre de mécanique linéaire

Nous allons dans cette section déterminer la stabilité aéroélastique d’une soufflante indus-
trielle. Nous nous plaçons pour le moment dans un cadre de mécanique linéaire, où l’on considère
les interfaces aube disque comme collées. Le modèle numérique va tout d’abord être décrit. Nous
aborderons ensuite les résultats obtenus pour des calculs stationnaires, avant de passer aux cal-
culs aéroélastiques instationnaires. Nous décrirons les méthodes de simulation en couplage faible
et en couplage dynamique, et analyserons des écarts sur les résultats obtenus en termes de
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stabilité aéroélastique.

6.1 Modèle numérique et solveur fluide

La configuration étudiée est une soufflante industrielle de 18 aubes représentée en roue com-
plète, avec une entrée d’air de type "Bellmouth" : il s’agit d’une entrée d’air axi-symétrique
permettant d’assurer une homogénéité de l’écoulement amont, utilisée pour caractériser les per-
formances d’un moteur. Il a été choisi d’étudier cette configuration afin de pouvoir comparer
les résultats numériques obtenus avec des données expérimentales fournies par Safran Aircraft
Engines. Cette configuration reprend celle utilisée dans les travaux de Bontemps [21]. La Figure
II.14 illustre la soufflante placée dans son entrée d’air.

Figure II.14 – Modèle utilisé pour les calculs CFD

Paramètres du solveur fluide

Le solveur utilisé pour réaliser les calculs de mécanique des fluides est elsA, développé par
l’ONERA [27, 28]. Il s’agit d’un code volume fini résolvant les équations 3D URANS en écoule-
ment compressible. Le modèle de turbulence k− l de Smith (voir paragraphe 1.3.3) a été choisi,
notamment pour sa robustesse au vannage le long de l’isovitesse étudiée. Le schéma spatial per-
mettant d’estimer les flux convectifs à chaque cellule est le schéma de Roe [136] avec correcteur
de van Albada [165] (schéma décentré d’ordre 2).

Les calculs stationnaires aérodynamiques sont résolus en employant une méthode par pseudo-pas
de temps local à chaque cellule [144]. L’algorithme d’intégration temporelle pour résoudre les pas
de temps fluide lors des calculs aéroélastiques instationnaires est le Dual Time Stepping (DTS)
[12]. Le pas de temps des calculs aéroélastiques a été choisi de sorte à réaliser 384 itérations
par période de vibration du mode propre étudié, tandis que 40 sous-itérations duales ont été
conservés entre deux pas de temps physiques. Le maillage aérodynamique est déformé selon la
méthode par analogie avec la déformation d’un matériau élastique définie en sous-section 5.1.3.
Les déformées étudiées sont des déformées selon des modes de structure linéaire, que ce soit
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pour la méthode de couplage faible définie en sous-section 5.2.1 ou celle en couplage dynamique
définie en sous-section 5.2.2. Pour le couplage dynamique, un schéma de point fixe est réalisé
entre la structure et le fluide. Les équations mécaniques résolues sont des équations modales :
les efforts aérodynamiques calculés par elsA sont projetés sur la base des modes considérés, et
l’avance en temps de la structure est réalisée avec un schéma de Newmark (ce schéma est détaillé
dans la sous-section III.2.1).

Maillage

On maille le domaine fluide entourant une structure 360◦ de soufflante avec son entrée d’air.
Le maillage complet a été obtenu en fusionnant deux maillages générés sur deux logiciels diffé-
rents : le premier est le maillage de la soufflante dont la limite amont se situe juste avant le bout
du moyeu pour éviter des singularités, le second est le maillage de l’entrée d’air et du domaine
externe au moteur. Le maillage de la soufflante a été réalisée sous Autogrid, celui de l’entrée
d’air sous ICEM. Le maillage final contient 11 millions de cellules, dont environ 3 millions pour
l’entrée d’air et 410000 par secteur de la soufflante. Une étude de convergence en maillage réali-
sée sur le même modèle dans une autre étude [21] a montré que celui utilisé dans le cadre de ces
travaux de thèse était suffisant pour représenter les phénomènes que l’on cherche à caractériser.
En particulier, les topologies et niveaux d’énergie échangée entre le fluide et la structure sont
correctement représentés pour le maillage à 11 millions de cellules.

Figure II.15 – Vue en coupe du domaine maillé pour les calculs CFD (adapté de Bontemps
[21])

Les flux primaires et secondaires en aval de la soufflante ont été extrudés par rapport à la confi-
guration réelle, en imposant un facteur de dilatation des cellules de l’ordre de 1.2 selon l’axe du
moteur entre deux cellules consécutives. Ce choix a été fait pour des considérations acoustiques :
les conditions limites en sortie de domaine peuvent conduire à des effets de réflexion acoustique
parasite d’origine purement numérique. On évite ces effets non physiques en utilisant les pro-
priétés dissipatives du schéma de Roe ainsi que l’expansion des cellules dans l’axe du moteur qui
atténuent d’autant plus les éventuelles ondes qui pourraient se réfléchir sur la condition limite.

Les mêmes considérations ont été prises pour le maillage du domaine extérieur au moteur, où
un déraffinement des cellules a également été appliqué dans les directions s’éloignant du moteur
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avec un facteur 1.2 entre deux cellules consécutives. Les limites du domaine constituent un cube,
dont le côté est un multiple du diamètre de la soufflante (D/d ∼ 30). La Figure II.15 illustre
le domaine maillé (la partie grise est le domaine maillé avec ICEM, celles en bleu forment celui
obtenu avec Autogrid).

Conditions limites

Les conditions limites externes du domaine sont les conditions dénommées nref dans elsA. Il
s’agit de conditions de non-réflexion utilisant l’ensemble des grandeurs conservatives en champ
lointain pour fonctionner par application des relations caractéristiques. On se place dans les
conditions atmosphériques standards suivantes en champ lointain :

p∞
t = 101325 Pa
T∞

t = 288.15 K
M∞

x = 0.1
(II.141)

Les conditions limites aux parois sont des conditions d’adhérence de type walladia, pour les-
quelles la vitesse à la paroi de l’écoulement est égale à la vitesse de la paroi en question, et où
aucun échange de chaleur n’est observé avec celle-ci. De plus, on étudie l’iso-vitesse à 75% de
la vitesse de rotation nominale, pour laquelle des interactions acoustiques entre la soufflante et
l’entrée d’air sont attendues.

Des conditions d’équilibre radial sont appliquées en sortie des flux primaire et de secondaire,
imposant une évolution radiale de la pression statique : les équations de quantité de mouvement
sont projetées selon la direction radiale en repère cylindrique en supposant un flux axi-symétrique
et une vitesse radiale nulle, menant à la loi d’évolution radiale de la pression :

∂p

∂r
= ρu2

θ

r
(II.142)

où uθ est la vitesse orthoradiale du fluide telle que uθ = uθeθ.

Remarque : en pratique, le flux n’est pas axisymétrique, et une valeur moyennée en azimuth
de uθ est utilisée.

Enfin, le raccord des maillages entre l’entrée d’air et la soufflante est effectué à l’aide d’un
plan de mélange pour les calculs stationnaires, et avec une interface RNA (pour Réduction du
Nombre d’Aubes) pour les calculs instationnaires (voir Annexe A de Bontemps [21]). Le plan de
mélange réalise une moyenne azimuthale du champ en amont de l’interface par rapport au sens
de l’écoulement, et transmet les valeurs obtenues directement au champ en aval de l’interface
rotor stator. On perd ainsi la topologie de l’écoulement lors de la transmission de l’information,
ce qui est problématique dans un cas instationnaire en présence d’ondes acoustiques dans l’en-
trée d’air. Ainsi, on préfère employer dans un cas instationnaire une interface de type RNA pour
interpoler le champ d’une grille à l’autre de part et d’autre de l’interface.

6.2 Calculs stationnaires

Cette sous-section décrit le comportement stationnaire de la soufflante à 75% de la vitesse de
rotation nominale. La Figure II.16 illustre le diagramme caractéristique de la soufflante consi-
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dérée. Le taux de compression Π affiché est le rapport de pression totale entre deux sections
situées respectivement à l’aval et à l’amont de la soufflante. Il a été calculé pour la soufflante
seule, la section avale étant placée avant le bec séparant les flux primaire et secondaire. Le débit
en abscisse est adimensionné par rapport à un des points calculés. Sur cette Figure sont tracées
l’iso-vitesse à 75% de régime nominal calculée avec elsA ainsi que des iso-vitesses déterminées
expérimentalement. Plus particulièrement, on y retrouve les iso-vitesses à 70% et 80%, ainsi que
deux iso-vitesses obtenues dans un voisinage de 75% du régime nominal.

Figure II.16 – Diagramme caractéristique de la soufflante considérée

On constate que pour de faibles débits à 75% de régime nominal, les résultats numériques sont
bien corrélés avec les mesures expérimentales. Pour des débits plus importants, il semble en
revanche que les iso-vitesses expérimentales tendent vers le blocage sonique plus rapidement
que ce qu’indiquent les résultats numériques. Cet écart s’explique de plusieurs manières. Tout
d’abord, les calculs stationnaires ont été réalisés avec la même géométrie d’aube en fonctionne-
ment. Cette géométrie est toutefois susceptible d’évoluer le long de l’iso-vitesse étudiée selon le
point de fonctionnement considéré. Un impact est donc à prévoir sur les performances de la roue
aubagée obtenues par calculs. De plus, l’iso-vitesse calculée à 75% de régime nominale carac-
térise la soufflante seule, tandis que les mesures expérimentales tiennent compte de la présence
d’un Outlet Guide Vane (OGV). Les résultats expérimentaux affichés décrivent donc l’ensemble
soufflante-OGV. La présence du stator est susceptible d’induire des pertes de performance de
l’étage complet soufflante-OGV, d’où un taux de compression expérimental diminuant plus ra-
pidement à l’approche du blocage. Enfin, les conditions limites imposées en champ lointain,
constantes sur toute l’iso-vitesse calculée numériquement, ne permettent pas de maintenir jus-
qu’à l’entrée du moteur un champ strictement conforme à ce qui est observé en essai, notamment
du point de vue des grandeurs turbulentes.

Pour les points 1, 2 et 3 représentés sur la Figure II.16, les topologies de l’écoulement ont
été tracées en Figure II.17. Les Figures II.17a, II.17b et II.17c sont des coupes à 90% de la hau-
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teur de veine. En passant du point 3 au point 1 le long de l’iso-vitesse, on observe des topologies
déjà abordées en sous-section I.2.2. En particulier, le canal inter-aube est bloqué en tête d’aube
par une onde de choc en sortie de soufflante dans le cas 3 (Figures II.17e et II.17f), tandis qu’un
choc se développe en tête d’aube en extrados en passant du point 2 au point 1 (Figures II.17a à
II.17d). Le choc en tête d’aube devient de plus en plus fort comme le montre la Figure II.17b,
entraînant une déviation de l’écoulement.

Dans la suite de ce mémoire, il sera fait référence à plusieurs points précis de l’iso-vitesse à
75% de régime nominal. Ces points, nommés dpXX, sont identifiés par un débit précis qui est
indiqué dans le Tableau II.2.

dp00 dp10 dp18 dp19 dp20 dp21 dp22
ṁadim 1. 0.943 0.900 0.894 0.889 0.884 0.878

Tableau II.2 – Points de fonctionnement de l’iso-vitesse à 75% de régime nominal étudiés pour
les analyses de stabilité aéroélastique

Dans le cadre de ces travaux de thèse, nous sommes intéressés par les points de fonctionnement
proches de la ligne de pompage à 75% de régime nominal (zone 2 sur la Figure I.10). Les
résultats des calculs stationnaires étant bien corrélées aux mesures expérimentales, nous vali-
dons ainsi le modèle utilisé sur cette plage de fonctionnement. Nous allons déterminer dans la
sous-section suivante la stabilité aéroélastique de la soufflante sur l’iso-vitesse à 75% de la vi-
tesse de rotation nominale. Nous allons en particulier considérer les deux méthodes de couplage
détaillées en sous-sections 5.2.1 et 5.2.2.

6.3 Calcul de la stabilité aéroélastique

6.3.1 Simulation en mouvement harmonique imposé

Nous nous intéressons ici au calcul de la stabilité aéroélastique d’une soufflante dans un
cadre de couplage faible. Par couplage faible, il est entendu que les modes de la structure sont
supposés n’être ni couplés entre eux par le fluide, ni impactés par celui-ci. Il est ainsi possible
d’étudier la stabilité de chacun des modes de la structure séparément, en prescrivant à cette
dernière la dynamique d’un mode de vibration donné au cours d’une simulation aéroélastique
instationnaire : un bilan énergétique incluant les efforts aérodynamiques associés au mouvement
prescrit permet à posteriori de statuer sur la stabilité du système couplé.

Méthode de calcul de la stabilité

Considérons l’équation de la dynamique de la structure, dans laquelle une force externe
d’origine aérodynamique faero est appliquée. Cette force n’est pas un terme de forçage, mais
un terme d’interaction libre entre le fluide et la structure : il s’agit d’une force répondant au
mouvement de la structure. L’équation de la dynamique s’écrit :

Mẍ + Cẋ + Kx = faero (x, ẋ) (II.143)

On projette le mouvement de la structure sur un mode complexe tournant Φ. On peut alors
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(a) Mach relatif : point 1 (b) Mach isentropique et lignes de courant : point 1

(c) Mach relatif : point 2 (d) Mach isentropique et lignes de courant : point 2

(e) Mach relatif : point 3 (f) Mach isentropique et lignes de courant : point 3

Figure II.17 – Topologie de l’écoulement à 90% de hauteur de veine. Courbes noires épaisses :
nombres de Mach ou Mach isentropique sur aubage égaux à 1. Courbes noires fines : lignes de
courant.
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décrire le mouvement de la structure à l’aide d’un unique scalaire nommé coordonnée généralisée,
associé au mode Φ. On considère dorénavant un mode à n diamètres Φn :

x = Φnq (II.144)

En injectant l’équation II.144 dans l’équation III.4, on obtient l’équation dynamique de la struc-
ture sur le mode Φn :

µq̈ + βq̇ + γq = gaero (q, q̇) (II.145)

où 
µ = Φn

HMΦn est la masse généralisée du mode Φn
β = Φn

HCΦn est la dissipation généralisée du mode Φn
γ = Φn

HKΦn est la raideur généralisée du mode Φn
gaero = Φn

Hfaero (x, ẋ) est la force aérodynamique généralisée

On fait de plus l’hypothèse que le mouvement de la structure est de suffisamment faible amplitude
pour que les efforts aérodynamiques de perturbation par rapport à l’état stationnaire dépendent
linéairement du mouvement et de la vitesse de la structure. Cette hypothèse permet d’écrire :

gaero (q, q̇) = Aq +B q̇ ; A,B ∈ C (II.146)

d’où :
µq̈ + βq̇ + γq = Aq +B q̇ (II.147)

Pour déterminer la stabilité aéroélastique de la soufflante, on va alors considérer un mouvement
purement harmonique de la structure et calculer le travail des efforts aérodynamiques selon la
méthode proposée par Carta [32]. Le mouvement de la structure est écrit sous la forme :

q(t) = q0e
jω0t (II.148)

où ω0 est la pulsation propre du mode linéaire étudié. En l’injectant dans l’équation II.146, on
obtient :

gaero = (A+ jω0B) q

=
((

AR − ω0B
I

)
+ jω0

(
AI

ω0
+BR

))
q

= (γaero + jω0βaero) q

(II.149)

Dans l’équation II.149, γaero et βaero sont respectivement les termes de raideur et de dissipation
aérodynamique. Le premier terme caractérise la composante des forces aérodynamiques en phase
avec le mouvement de la structure, tandis que le second caractérise la composante des forces
aérodynamiques en phase avec sa vitesse. La dissipation généralisée de la structure β peut être
difficile à évaluer précisément : celle-ci est en pratique souvent négligée dans les calculs de
stabilité aéroélastique. On reste ainsi conservatif sur la prédiction de la limite de stabilité qui
sera prédite plus tôt que sur un système présentant à sec un amortissement. Dans cette sous-
section, nous négligerons donc ce terme. Le travail des efforts aérodynamiques sur une période
de mouvement s’écrit :

W = 1
2Re

(∫ 2π
ω0

0 gaero q̇ dt
)

= 1
2Re

(∫ 2π
ω0

0 (A+ jω0B) q0e
jω0t

(
−jω0q0e

−jω0t
)

dt
)

= πω0βaero | q0 |2

(II.150)



88 Chapitre II. Formulation du problème aéroélastique

D’après les équations II.147 et II.150, on peut exprimer la dissipation d’origine aérodynamique
βaero sous la forme d’un amortissement aérodynamique ξaero :

ξaero = −βaero

2µω0
= − W

2πµω2
0 | q0 |2

(II.151)

Le signe de l’amortissement aérodynamique ξaero permet de déterminer la stabilité du mode
étudié. Avec la convention adoptée ici, un travail W positif des efforts aérodynamiques est sy-
nonyme d’un apport d’énergie du fluide vers la structure au cours d’une période de vibration.
Le système dynamique fluide structure est ainsi instable : on se place dans un régime de flot-
tement. Le flottement est donc atteint dès lors que l’amortissement aérodynamique ξaero est
négatif (d’après l’équation II.151).

Résultats numériques

La méthode proposée dans ce paragraphe a été utilisée pour déterminer la stabilité aéroélas-
tique de la soufflante décrite en sous-section II.6.1 selon les modes 1F2D et 1F3D. Ces derniers
ont été choisis à la lumière des mesures expérimentales. Le phénomène de flottement a en effet
été observé pour le mode 1F2D sur la plage de fonctionnement étudiée, pour laquelle la pro-
pagation d’ondes acoustiques dans l’entrée d’air est attendue. Dans le cas du mode 1F3D, ces
ondes sont toutefois évanescentes pour la même plage de fonctionnement. Les résultats de ces
calculs de stabilité sont illustrés en Figure II.18.

Figure II.18 – Résultats des calculs de stabilité en mouvement harmonique imposé à 75% de
régime nominal

Les résultats affichés en Figure II.18 montrent que le mode 1F2D est instable lorsque l’on se
rapproche de la ligne de pompage à 75% de régime nominal. En particulier, le mode 1F2D est
instable sur les points de fonctionnement allant de dp18 à dp22. Le mode 1F3D est quant à lui
stable sur l’iso-vitesse étudiée.
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De plus, on remarque que le flottement du mode 1F2D est détecté numériquement pour de
plus grandes valeurs de débit massique que ce qui a été observé expérimentalement. Ce constat
est cohérent du fait que dans cette première approche numérique, aucun amortissement lié à
la structure n’a été considéré. Sur un système réel, des sources d’amortissement sont toutefois
présentes, ce qui explique que l’on peut aller plus loin sur l’iso-vitesse sans pour autant être
instable. On dit que l’approche numérique est conservative, dans le sens où si le système réel est
instable, alors la méthode numérique a déjà prédit l’instabilité pour de plus grandes valeurs de
débit.

(a) Amplitude (mode 1F2D) (b) Phase (mode 1F2D)

(c) Amplitude (mode 1F3D) (d) Phase (mode 1F3D)

Figure II.19 – Amplitude et phase du fondamental de pression statique dans l’entrée d’air à
90% de hauteur de veine sur le point de fonctionnement dp20

Pour les deux modes étudiés, une transformée de Fourier a été réalisée dans le domaine de calcul
au cours de la dernière période de vibration sur le point de fonctionnement dp20 de l’iso-vitesse.
Les résultats de cette transformée dans l’entrée d’air du moteur sont visibles sur la Figure II.19.
L’amplitude du fondamental de pression statique est affichée pour les modes 1F2D et 1F3D sur
les Figures II.19a et II.19c, tandis que la phase est affichée sur les Figures II.19b et II.19d. On
constate que pour les deux modes, une onde acoustique est présente dans l’entrée d’air, com-
prenant respectivement 2 et 3 diamètres. Les Figures II.19b et II.19d illustrent ces topologies à
diamètres en montrant des motifs de phase hélicoïdaux. Toutefois, le comportement de l’onde
acoustique est très différent dans les deux cas. La Figure II.19a montre que l’amplitude de l’onde
acoustique se maintient dans l’ensemble de l’entrée d’air jusqu’à l’ouverture sur l’extérieur. La
Figure II.19c en revanche montre que l’onde a une amplitude maximale au niveau de la source
acoustique (la soufflante), qui décroit rapidement au fur et à mesure que l’on se rapproche de
l’ouverture sur l’extérieur : il s’agit d’une onde évanescente.
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(a) Mode 1F2D – dp20
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(b) Mode 1F2D – dp10
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(c) Mode 1F2D – dp00
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(d) Mode 1F3D – dp20
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(e) Mode 1F3D – dp10
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(f) Mode 1F3D – dp00

Figure II.20 – Évolution de l’amplitude de l’harmonique spatiale de pression pm dans l’entrée
d’air à 90% de hauteur de veine : m = 2 en ; m = 3 en

Afin d’illustrer ce dernier constat, une transformée de Fourier spatiale a été réalisée sur un
instant du champ convergé, de sorte à visualiser la projection du champ de pression statique
sur des structures à diamètres pour différents modes structuraux. En particulier, pour une hau-
teur de veine h donnée, le champ de pression statique instantané a été projeté sur les modes
azimutaux à 2 et 3 diamètres selon la relation :

pm (x, h, t) = 1
2π

∫ 2π

0
p (x, h, θ, t) eimθdθ (II.152)

Les résultats de cette projection sont visibles en Figure II.20. En particulier, lorsque la structure
se déplace selon le mode 1F2D, on constate qu’une structure acoustique à deux diamètres est
présente dans toute l’entrée d’air. Cette structure évolue selon le vannage étudié sur l’iso-vitesse
en raison du changement du nombre de Mach moyen selon le point de fonctionnement étudié.
Lorsque la structure se déforme selon le mode 1F3D en revanche, on observe les mêmes tendances
que celles présentées en Figure II.19c, à savoir une atténuation de l’onde selon la direction axiale
et ce, dès sa source d’émission. Ces résultats sont en accord avec la théorie de propagation
acoustique développée en section II.2. Le Tableau II.3 indique les rapports entre les fréquences
de coupure des modes acoustiques d’ordre (m,µ) et les fréquences des sources acoustiques dans
le repère lié à la nacelle. En particulier, en notant fabs

mode la fréquence de la source acoustique
dans le repère lié la nacelle, les fréquences de coupure fc des modes acoustiques d’ordre (2, 0) et
(3, 0) sont respectivement inférieures et supérieures aux fréquences des sources acoustiques liées
aux modes de vibration 1F2D et 1F3D. Cela revient à dire que l’onde acoustique d’ordre (2, 0)
est passante, tandis que celle d’ordre (3, 0) est évanescente. Pour finir, on remarque sur la Figure
II.20 que les modes structuraux 1F2D et 1F3D génèrent respectivement des composantes acous-
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tiques à 3 et 2 diamètres dans le voisinage des aubes. Ces composantes tendent très rapidement
vers 0 en direction de l’entrée d’air. On attribue ces termes non nuls aux effets potentiels qui
apparaissent au voisinage des 18 aubes.

Mode (2, 0) Mode (3, 0)
fc 0.973 × fabs

1F2D 1.036 × fabs
1F3D

Tableau II.3 – Fréquences de coupure des modes acoustiques d’ordre azimutaux 2 et 3 et
d’ordre radial 0 par rapport à la fréquence de la source acoustique dans le repère de la nacelle

Pour les points de fonctionnement dp00, dp10 et dp20 de l’iso-vitesse à 75% de régime nominal,
les cartographies de travail adimensionné des efforts aérodynamiques ont été calculées pour une
déformation harmonique de la structure selon les modes 1F2D et 1F3D. Celles-ci sont affichées
sur la Figure II.21.

On remarque que le voisinage du choc côté extrados est une zone où les échanges d’énergie sont
les plus importants. Pour le mode 1F2D, un transfert d’énergie s’opère du fluide vers la structure
en aval du choc : ce transfert est déstabilisant, en opposition au transfert d’énergie stabilisant
s’opérant de la structure vers le fluide en amont du choc. Pour le mode 1F3D en revanche, le choc
est stabilisant pour tous les points de fonctionnement étudiés. En dehors du voisinage du choc,
les gradients de travail des efforts aérodynamiques sont faibles. On observe de faibles variations
du travail ainsi que des échanges énergétiques moins intenses.

Ces répartitions de travail peuvent être analysées plus finement à l’aide des Figures II.22a,
II.22b et II.22c.
La Figure II.22a indique la répartition de travail surfacique le long de l’abscisse curviligne de
l’aube à 91% de hauteur de veine. La valeur 0 de cette abscisse désigne le bord d’attaque, tan-
dis que les valeurs ±1 désignent le bord de fuite à la hauteur de veine considérée. Les valeurs
positives d’abscisse désignent l’extrados, tandis que les valeurs négatives désignent l’intrados.
Pour finir, les étoiles permettent de situer l’abscisse curviligne où le Mach isentropique moyen
est égal à 1.
Comme mentionné précédemment, le voisinage du choc sur l’extrados est la zone où les échanges
énergétiques sont les plus importants, quel que soit le point de fonctionnement étudié. Le fait de
passer du point de fonctionnement dp00 au dp20 favorise les échanges énergétiques déstabilisants
du fluide vers la structure : le pic de travail des efforts aérodynamiques en amont du choc tend
vers des valeurs croissantes au fur et à mesure que l’on se rapproche de la ligne de pompage. En
passant du point de fonctionnement dp00 au dp20, on observe un changement de comportement
du choc qui passe de stabilisant à déstabilisant. On retrouve ainsi pour le point dp20 un com-
portement décrit par Isomura et Giles [73] et Aotsuka et Murooka [10], selon lesquels le choc
est déstabilisant. Notons toutefois que contrairement à ces études, aucun décollement de couche
limite n’a été observé au voisinage du choc.

Les Figures II.22b et II.22c illustrent respectivement les répartitions de travail linéique selon
la hauteur de veine pour les modes 1F2D et 1F3D sur chacun des vannages dp00, dp10 et dp20 :
les travaux surfaciques ont été intégrés pour chaque hauteur de veine le long de l’abscisse cur-
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(a) Mode 1F2D – dp00 (b) Mode 1F3D – dp00

(c) Mode 1F2D – dp10 (d) Mode 1F3D – dp10

(e) Mode 1F2D – dp20 (f) Mode 1F3D – dp20

Figure II.21 – Travail surfacique adimensionné pour trois points de fonctionnement sur l’iso-
vitesse à 75% de régime nominal
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Figure II.22 – Répartition des travaux des forces aérodynamiques pour une période de vibration
des modes 1F2D et 1F3D sur les points de fonctionnement dp00, dp10 et dp20, le long de l’iso-
vitesse à 75% de régime nominal
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viligne avant d’être tracés en fonction de la hauteur de veine. Pour le mode 1F2D, les effets du
vannage sont particulièrement visibles sur l’extrados qui est initialement stable sur le point dp00
et devient totalement instable sur le point dp20. L’intrados reste en revanche stable quel que
soit le point de fonctionnement mais ne permet pas de dissiper l’énergie reçue sur l’extrados,
rendant l’ensemble instable sur le point dp20. Pour le mode 1F3D, le vannage a un impact plus
limité sur les répartitions de travail. L’intrados est cette fois-ci déstabilisant contrairement au
cas précédent, mais l’énergie qui y est transférée du fluide à la structure reste faible par rapport
à celle dissipée sur l’extrados. De légères variations de travail sont observées en tête de d’aube
côté extrados, mais celles-ci n’ont pas beaucoup d’impact sur la stabilité du mode 1F3D car
l’énergie moyenne qui y est dissipée demeure plus importante que ces variations.

Il apparaît que la présence du choc permet d’importants échanges énergétiques entre le fluide
et la structure, qui peuvent être stabilisants ou non. Conformément à ce qui été observé dans
l’état de l’art, ces échanges peuvent être à l’origine d’une instabilité aéroélastique, comme pour
le mode 1F2D sur le point de fonctionnement dp20. Toutefois, l’interaction du choc avec la
couche limite n’est pas suffisamment important pour que cette dernière décolle : le mécanisme
physique à l’origine du flottement pour le mode 1F2D à 75% de régime nominal ne relève pas de
l’interaction entre le choc et la couche limite, comme cela peut être couramment observé dans
l’état de l’art. D’autres phénomènes sont en jeu et contribuent à l’instabilité de flottement, telle
que la propagation acoustique dans l’entrée d’air.

Afin de vérifier l’impact de l’acoustique sur la stabilité aéroélastique, le flutter index [180] a
été calculé dans le domaine d’opérabilité de la soufflante exploré lors des calculs aéroélastiques.
Reprenons la définition de cette grandeur d’après l’équation I.2 :

F = |R| × sin(∆Φ) (II.153)

où R et ∆Φ sont respectivement le rapport d’amplitude complexe et le déphasage entre l’onde
émise et l’onde réfléchie évalué au bord d’attaque de la soufflante.

Nous allons expliciter plus en détails les termes de l’équation II.153. Le module du rapport
d’amplitude complexe R entre l’onde émise et l’onde réfléchie permet de quantifier dans quelle
mesure l’onde acoustique revient sur la soufflante après réflexion sur l’entrée d’air. Si ce rapport
est égal à 1, l’onde acoustique émise par la soufflante a été réfléchie en totalité et est revenue sur
la soufflante sans aucune forme de dissipation. Dans cette situation, la propagation acoustique
dans l’entrée d’air est susceptible d’avoir le plus grand impact sur la stabilité aéroélastique de
la soufflante. On mesure |R| en tenant compte de la propagation de l’onde depuis sa source
d’émission en x = xF AN jusqu’à l’entrée d’air en x = xentrée, de sa réflexion selon le taux de
réflexion complexe que l’on note Rentrée, et de la propagation de l’onde réfléchie jusqu’à la souf-
flante. En notant respectivement p+ et p− les ondes acoustiques émises (montantes) et réfléchies
(descendantes), on écrit :

|R| = |p+ (xentrée) |
|p+ (xF AN ) |

× Rentrée × |p− (xF AN ) |
|p− (xentrée) |

(II.154)

Le déphasage ∆Φ entre l’onde émise et l’onde réfléchie est la résultante du déphasage généré par
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le parcours de l’onde émise, de la réflexion sur l’entrée d’air et de celui induit par le parcours de
l’onde réfléchie jusqu’à la soufflante. Lorsque ∆Φ est égal à −90◦, l’onde réfléchie est en phase
avec la vitesse de l’aube, l’aidant ainsi à se déplacer : on se retrouve dans le cas le plus défavorable,
où l’onde acoustique est susceptible de déstabiliser la soufflante. Lorsque le déphasage est égal à
+90◦ en revanche, l’onde réfléchie est en opposition de phase avec la vitesse de l’aube, d’où un
gain en stabilité. Comme évoqué au cours du Chapitre I, le déphasage s’écrit :

∆Φ = ∆Φp+ + arg(Rentrée) + ∆Φp− (II.155)

Le calcul du flutter index dans notre cas d’application exploite deux modèles analytiques :
• le modèle de propagation acoustique en conduite. Nous avons abordé au cours de la sous-

section II.2.1 la propagation acoustique en conduite selon un ensemble de modes acous-
tiques d’ordre (m,µ). Pour notre application, ce modèle de propagation a été utilisé en
supposant un terme source d’ordre (2, 0) et en tenant compte d’une géométrie cylindrique
à rayon lentement variable selon l’axe moteur. Il en résulte une mise à jour des équations
présentées dans la sous-section II.2.1 pour tenir compte d’une dépendance en x, selon la
méthode proposée par Rienstra [133] ;

• le modèle de réflexion acoustique sur l’entrée d’air. Le modèle analytique employé est le
modèle de Rienstra présenté en sous-section II.2.2. Comme nous l’avons vu, une onde
d’ordre (m,µ) se réfléchit sur toutes les ondes d’ordre (m, ν) avec ν ∈ N. Puisque nous
sommes proches de la fréquence de coupure du mode d’ordre (2, 0) d’après le Tableau II.3,
le coefficient de réflexion des modes d’ordre (2, ν) pour ν ∈ N∗ a une amplitude proche de
0 d’après les équations II.43. Nous ne considèrerons que la réflexion du mode d’ordre (2, 0)
sur lui même : on a ainsi Rentrée = R2,0,0.

La Figure II.23 illustre la cartographie de flutter index dans le diagramme caractéristique de la
soufflante étudiée en employant les modèles analytiques. De plus, les points de fonctionnement
dp00, dp10 et dp20 sont affichés pour visualiser l’impact de l’acoustique sur la stabilité de ces
points. On remarque sur cette Figure l’apparition de franges de flutter index représentées par
les bandes de couleur. Ces franges désignent les domaines sur lesquels la réflexion acoustique
modifie la stabilité de flottement. Elles sont alternativement stabilisantes (franges bleues) et
déstabilisantes (franges rouges). Comme cela a déjà pu être observé dans l’état de l’art [21, 180],
le rôle de l’acoustique n’est pas systématiquement déstabilisant : l’utilisation de cette propriété
dans les phases de conception de l’entrée d’air pourrait permettre de stabiliser des points de
fonctionnement qui serait instables en absence d’acoustique.

En ce qui concerne notre cas d’étude, on remarque que lorsque l’on réduit le débit sur la ligne
de fonctionnement à 75% de régime nominal, on passe d’un état où l’acoustique a tendance à
stabiliser le système vers un état où elle le déstabilise. Ce résultat montre que l’acoustique est
un des mécanismes à l’origine de l’instabilité de flottement détectée pour le mode 1F2D.

Remarque : les modèles analytiques employés permettent de fournir des tendances intéressantes
sur le rôle de l’acoustique dans l’analyse de stabilité. Toutefois, ils sont sujets à une certaine
incertitude compte tenu des fortes hypothèses qu’ils nécessitent. Le lecteur est invité à se référer
au mémoire de thèse de Bontemps [21], où une comparaison des résultats fournis par les modèles
analytiques et un solveur acoustique haute fidélité est proposée.
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Figure II.23 – Cartographie du flutter index dans le diagramme caractéristique de la soufflante

6.3.2 Simulation en couplage dynamique

Cette partie s’intéresse au calcul de la stabilité aéroélastique d’une soufflante dans un cadre
de couplage dynamique. La dynamique de la structure et celle du fluide sont résolues simul-
tanément selon la méthode d’avance en temps par point fixe décrite dans le paragraphe 5.2.2.
Une étude de convergence en nombre d’itérations de point fixe a montré que 3 itérations de la
boucle suffisaient pour obtenir à chaque pas de temps la convergence simultanée du fluide et de
la structure. Ce paramètre a donc été conservé dans les calculs réalisés en couplage dynamique.
Les modes de la structure qui ont été étudiés sont les modes 1F2D et 1F3D afin de comparer
les résultats de stabilité obtenus à ceux du paragraphe 6.3.1.
La Figure II.24 illustre l’évolution de la partie réelle de la coordonnée généralisée des modes
tournants 1F2D et 1F3D sur le point dp20. Les modes ont été initialisés respectivement sur une
onde tournante directe, ce qui signifie que les informations d’amplitude et de vitesse initiale sont
celles d’une onde tournant dans le même sens de rotation que celui de la soufflante. On observe
en particulier que le mode 1F3D est stable (1F2D est instable) car l’amplitude de la coordonnée
généralisée tend vers 0 (s’accroit).

Le flottement du mode 1F2D est le résultat d’un transfert d’énergie du fluide vers la struc-
ture, qui provoque un accroissement de l’amplitude de vibration du mode. Toutefois, on observe
d’après la Figure II.24 que le régime de flottement de ce mode n’est pas immédiatement installé
dans la simulation. Cette tendance est similaire à celle déjà observée par Vahdati et al. [163],
où la décroissance observée correspond à la vibration de la soufflante avant que la réflexion
acoustique en entrée d’air n’ait atteint son régime permanent et ne déstabilise le système. Le
flottement du mode 1F2D semble donc ici d’origine acoustique.
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Figure II.24 – Évolution des coordonnées généralisées en couplage dynamique sur le point dp20
à 75% de régime nominal

Méthode de calcul de la stabilité

La méthode pour analyser la stabilité aéroélastique de la soufflante consiste à mesurer le
décrément logarithmique de l’amplitude du mode étudié. Prenons l’équation générale d’une
structure libre normée par la masse :

q̈ + 2ξω0q̇ + ω0
2q = 0 (II.156)

où :
ω0 =

√
γ

µ
(II.157)

La solution de l’équation différentielle II.156 s’obtient en déterminant les racines du polynôme
caractéristique. Elle s’écrit :

q(t) = Q1e
−ξω0t ejω0

√
1−ξ2t +Q2e

−ξω0t e−jω0
√

1−ξ2t (II.158)

où les Qi sont des paramètres dépendant des conditions initiales du mouvement. Notons T la
pseudo-période du mouvement q. Au cours d’une pseudo-période T , l’amplitude a évoluée selon
le rapport :

q(t+ T )
q(t) = e−ξω0(t+T )

e−ξω0t
= e−ξω0T (II.159)

Le décrément logarithmique est défini par :

δ = ln
(

q(t)
q(t+ T )

)
= ln

(
e+ξω0T

)
= 2πξ√

1 − ξ2 (II.160)
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D’où :

ξ =
√

δ2

4π2 + δ2 (II.161)

Résultats numériques

La mesure du décrément logarithmique permet de déterminer la valeur de ξ et ainsi la sta-
bilité du système étudié. Cette méthode a été employée dans le cadre des calculs en couplage
dynamique réalisés en tenant compte d’une structure linéaire. Les résultats des calculs de stabi-
lité sont illustrés en Figure II.25, où les résultats de calculs en mouvement harmonique imposé
ont été retenus pour les mêmes points de fonctionnement.
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Figure II.25 – Stabilité de modes 1F2D et 1F3D en couplage dynamique sur l’iso-vitesse à
75% de régime nominal

Les tendances observées entre les calculs en mouvement harmonique imposé et en couplage dy-
namique sont très similaires. En particulier, l’amortissement du mode 1F3D peut être considéré
comme identique pour les deux méthodes de simulation, les faibles écarts visibles étant de l’ordre
de l’incertitude numérique des méthodes. De plus, la limite de flottement pour le mode 1F2D est
obtenue pour le même débit (à l’incertitude numérique près) pour les deux méthodes de calcul.

Pour le mode 1F2D toutefois, des écarts plus marqués sont présents, notamment pour les points
dp00 et dp10. Ces écarts sont trop importants pour être uniquement lié à l’incertitude numé-
rique des méthodes de post-traitement : un phénomène d’ordre physique doit donc en être la
cause. Dans la prochaine sous-section, nous allons voir que le phénomène physique déterminant
permettant d’expliquer ces écarts est la réflexion acoustique en entrée d’air.
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6.4 Procédure de correction des caractéristiques modales du mode à sec

Positionnement du problème

Les résultats obtenus dans les deux sous-sections précédentes montrent des écarts sur les
résultats de calcul de stabilité aéroélastique de la soufflante considérée. Ces écarts semblent en-
core plus marqués lorsque des effets d’interaction acoustique se produisent entre la soufflante et
l’entrée d’air. Dans ces conditions de fonctionnement, l’hypothèse de couplage faible consistant
à supposer que l’impact du fluide est suffisamment faible pour permettre d’étudier directement
les modes de la structure à sec n’est probablement plus valable. C’est l’approche que nous allons
étudier dans la suite.

Dans l’hypothèse de linéarité des efforts fluides par rapport au mouvement de la structure,
la raideur aérodynamique générée par la composante des efforts aérodynamiques en phase avec
le déplacement induit un décalage fréquentiel du mode étudié. Dans un contexte où des ondes
acoustiques sont attendues, un changement de la fréquence de vibration peut avoir un impact au
premier ordre sur le calcul de l’amortissement aérodynamique par modification du coefficient de
réflexion acoustique. D’après le modèle de réflexion de Rienstra [21, 132], la valeur de ce coeffi-
cient est conditionnée par le rapport entre la fréquence de la source acoustique et la fréquence de
coupure du mode de conduite étudié. Or, la fréquence de coupure d’un mode acoustique d’ordre
(m,µ) dans une conduite de section légèrement variable dépend de la position axiale considé-
rée, comme le montre la Figure II.26a. On y observe l’évolution de la fréquence de coupure du
mode d’ordre (2, 0) dans le repère fixe de référence à travers la conduite étudiée depuis sa source
d’émission. La courbe est normée par la valeur de fréquence propre du mode 1F2D dans le re-
père fixe de référence. On note la possibilité qu’une onde acoustique soit réfléchie en milieu de
conduite si la fréquence de coupure du mode étudié dépasse la fréquence de la source acoustique
associée pour une position axiale donnée. À ce titre, la zone hachurée illustrée en Figure II.26a
représente l’intervalle de fréquences pour lequel un mode émit par une source acoustique d’ordre
(2, 0) se réfléchira dans la conduite. En tenant compte de cette sensibilité de la fréquence de
coupure à la géométrie de la conduite, le coefficient de réflexion acoustique sur la soufflante pour
une source acoustique d’ordre (2, 0) de fréquence fabs dans le repère fixe de référence évolue
selon les Figures II.26b et II.26c.

Sur ces Figures sont représentées respectivement le module du rapport complexe d’amplitude
R et le déphasage ∆Φ = arg(R) entre l’onde émise et l’onde réfléchie au bord d’attaque de la
soufflante en fonction de la fréquence de la source acoustique d’ordre (2, 0). Cette fréquence,
exprimée dans le repère fixe de la nacelle, a été adimensionnée par rapport à la fréquence du
mode propre 1F2D dans le même repère. Les zones hachurée sont les mêmes intervalles de fré-
quence de coupure que ceux représentés en Figure II.26a. L’existence de ces zones signifie qu’une
onde acoustique peut être réfléchie dans l’entrée d’air avant d’avoir atteint la sortie, en passant
d’un état cut-on à un état cut-off à cause du changement de section de la nacelle. On constate
que dans un voisinage de fabs/fabs

1F 2D au-delà de 1, de fortes variations de |R| et de ∆Φ sont
observées : une modification de la fréquence de vibration par apport de raideur aérodynamique
est susceptible de modifier rapidement les effets de la réflexion acoustique sur la stabilité aéroé-
lastique en changeant la valeur du déphasage ∆Φ.

Remarque : comme évoqué précédemment, les résultats obtenus avec les modèles analytiques
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Figure II.26 – Caractérisation de la réflexion acoustique sur le point de fonctionnement dp20
avec les modèles analytiques de propagation et de réflexion de Rienstra en fonction de la fré-
quence de la source acoustique. Zone hachurée : intervalle fréquentiel pour lequel il existe une
réflexion acoustique en conduite.

utilisés ici sont présentés pour fournir uniquement des tendances sur le comportement de l’acous-
tique en fonction de la fréquence source. Il a été montré dans le mémoire de thèse de Bontemps
[21] que pour une géométrie de type "Bellmouth", les tendances obtenues avec un solveur acous-
tique haute fidélité étaient les mêmes, malgré un écart important sur la prédiction de la valeur
de |R| avec les modèles analytiques.

Compte tenu des tendances fournies par les modèles analytiques, une étude d’influence de la
fréquence de vibration du mode tournant 1F2D sur l’amortissement aérodynamique a été effec-
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tuée avec elsA selon l’hypothèse de couplage faible. Pour un point de fonctionnement stable de
l’iso-vitesse à 75% de régime nominal, différents calculs aéroélastiques ont été menés en imposant
un mouvement harmonique à la structure pour différentes valeurs de fréquence de mouvement.
Le calcul de l’amortissement aérodynamique se fait alors selon une hypothèse de fluide léger :
on suppose que l’écart entre la fréquence de mouvement employée dans le calcul et la fréquence
propre du mode 1F2D est intégralement attribué à un changement de raideur généralisée du
mode. De cette manière, on recrée artificiellement le décalage fréquentiel que produirait une
valeur donnée de raideur aérodynamique.

On calcule l’amortissement aérodynamique à l’aide de la relation II.151 :

ξaero = − W

4πγ (ω) | q0 |2
(II.162)

où la valeur de γ tient compte du décalage en fréquence par rapport à la fréquence propre du
mode étudié. En notant respectivement ωs et γs la pulsation propre et la raideur généralisée du
mode propre de la structure à sec, on a :

γ (ω) = γs ×
(
ω

ωs

)2
(II.163)
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Figure II.27 – Évolution de l’amortissement aérodynamique en fonction de la fréquence de
vibration du mode 1F2D

Les résultats de cette étude sont visibles en Figure II.27. On observe de grandes variations
d’amortissement aérodynamique sur la plage fréquentielle parcourue. Ces résultats sont en ac-
cord avec les tendances fournies par les modèles analytiques exploités en Figures II.26b et II.26c :
l’amortissement aérodynamique oscille de la même manière que le flutter index selon la variation
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de ∆Φ en fonction de la fréquence de vibration. Les oscillations sont de plus en plus importantes
lorsque l’on se rapproche de la zone de coupure du mode acoustique d’ordre (2, 0), pour laquelle
le module du rapport complexe d’amplitude R est maximal. On observe que dans un cas d’in-
teraction acoustique entre la soufflante et l’entrée d’air, la fréquence de vibration a un impact
au premier ordre sur la stabilité aéroélastique de la soufflante. Une forte sensibilité de l’amor-
tissement à la fréquence de vibration est en particulier observée au voisinage de la fréquence de
coupure du mode acoustique d’ordre correspondant. Il apparaît ainsi que l’hypothèse de couplage
faible permettant d’étudier la stabilité de la soufflante selon les modes propres de la structure à
sec n’est plus valable dans un tel contexte acoustique. La raideur aérodynamique pouvant provo-
quer des glissements fréquentiels sur le mouvement libre du système fluide structure, il convient
de définir une procédure permettant la prise en compte dans l’analyse de stabilité. Nous allons
proposer une telle procédure dans le prochain paragraphe.

Présentation de la procédure de correction

La procédure pour tenir compte de la raideur aérodynamique dans les calculs de stabilité aé-
roélastique selon l’approche par couplage faible s’appuie sur une correction des caractéristiques
modales du mode propre de la structure à sec. Celle-ci est illustrée en Figure II.28.

Figure II.28 – Procédure de correction du mode propre aéroélastique

Il s’agit d’une procédure itérative visant à faire converger le décalage en fréquence du mouve-
ment libre induit par le fluide. En partant des données modales initiales ωs et γs du mode de
structure à sec, on réalise successivement une suite de calcul en mouvement harmonique imposé
selon la déformée du mode considéré. À la fin d’un calcul aéroélastique, une analyse harmonique
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des grandeurs aérodynamiques permet de déterminer l’amortissement aérodynamique ξaero et
la raideur aérodynamique γaero. La raideur aérodynamique est utilisée pour corriger la raideur
généralisée γs du mode de structure à sec selon la formulation des équations II.147 et II.149, et
ainsi permettre d’obtenir la raideur généralisée du mode dit aéroélastique γAEL. Cette nouvelle
raideur est utilisée pour calculer le décalage en fréquence correspondant selon l’hypothèse de
fluide léger grâce à l’équation II.163. Un nouveau calcul en mouvement harmonique imposé est
alors effectué en employant la fréquence ωAEL corrigée grâce à la raideur généralisée du mode
aéroélastique γAEL.

La procédure de correction du mode à sec a été utilisée pour les modes 1F2D et 1F3D. On
a ainsi une mesure de l’impact d’un décalage en fréquence sur la stabilité aéroélastique dans les
cas avec et sans acoustique. Les résultats obtenus sont présentés dans le prochain paragraphe et
comparés aux résultats précédemment établis dans le cadre du couplage dynamique.

Résultats numériques

La Figure II.29 indique les décalages en fréquence provoqués par l’aérodynamique par rapport
aux modes propres de la structure à sec pour les points dp00, dp10 et dp20. Le décalage en
fréquence est calculé selon l’équation :

∆fabs = fabs − fabs
0

fabs
0

(II.164)

où fabs
0 est la fréquence propre du mode considéré en absence d’aérodynamique. Les courbes en

traits pleins et en pointillés indiquent respectivement le décalage en fréquence qui résulte d’un
calcul en couplage dynamique et celui obtenu à partir de la raideur aérodynamique après calcul
en mouvement harmonique imposé selon la fréquence du mode propre à sec.
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Figure II.29 – Décalage fréquentiel dans le repère fixe causé par l’aérodynamique par rapport
à la fréquence propre du mode propre associé

On remarque qu’en un calcul en mouvement harmonique imposé, la fréquence du mode corrigé
est cohérente avec la fréquence observée lors des calculs en couplage dynamique pour les modes
1F2D et 1F3D.
À partir des résultats affichés en Figure II.29, de nouveaux calculs en mouvement harmonique
imposé ont été lancés à la fréquence ωAEL selon la procédure de correction du mode à sec détaillé
dans le paragraphe précédent. L’analyse de stabilité aéroélastique de ces calculs est superposée
aux précédents sur la Figure II.30.
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Figure II.30 – Amortissement aérodynamique après application de la procédure de correction
du mode à sec

Pour le mode 1F2D, on constate que la procédure de correction à permis de réduire l’écart
observé entre les résultats de calcul en mouvement harmonique imposé à la fréquence de mode
à sec et ceux en couplage dynamique. Ceci est particulièrement visible pour les points dp00
et dp10, où l’écart observé entre les deux méthodes se retrouve dans l’erreur numérique après
application de la procédure de correction. En ce qui concerne le point dp20, la stabilité n’est pas
impactée par la raideur aérodynamique car le décalage fréquentiel en ce point est nul d’après la
Figure II.29.

Pour le mode 1F3D, la procédure ne semble pas améliorer la prédiction de l’amortissement
aérodynamique. Pour les points dp00 et dp10, elle semble même nous éloigner de la courbe de
couplage dynamique. Toutefois, il doit être mentionné que les trois courbes restent très proches
pour ce mode malgré des post-traitements d’amortissement aérodynamique différents. Les ré-
sultats de la Figure II.30 montrent de plus que la stabilité du mode 1F3D est peu impactée par
le décalage en fréquence induit par le fluide, pourtant plus important pour ce mode que pour
le mode 1F2D d’après la Figure II.29. Ces tendances suggèrent que la propagation acoustique
en entrée d’air conditionne la nécessité de prendre en compte la raideur aérodynamique dans
l’analyse de stabilité aéroélastique. On aura en particulier intérêt à appliquer la procédure de
correction abordée dans cette sous-section dans un contexte de propagation acoustique. Nous
allons maintenant analyser plus précisément les changements induits par la procédure de cor-
rection sur la répartition des travaux des forces aérodynamiques. Nous allons pour cela nous
appuyer sur les Figures II.31 et II.32.

L’application de la procédure a eu un impact notable sur la répartition de travail des efforts
aérodynamiques dans le cas du mode 1F2D. La Figure II.31a montre que l’application de la
procédure n’a pas changé la topologie des zones d’échange énergétique à 91% de hauteur de
veine, mais qu’elle a modifié les niveaux d’énergie échangée. Le choc, indiqué par les étoiles,
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se situe toujours au même endroit sur l’abscisse curviligne, et on n’observe pas l’apparition
de nouvelles zones d’échange. En revanche, l’application de la procédure a favorisé un échange
d’énergie déstabilisant sur le choc comme indiqué par les valeurs de travail plus élevées pour les
points dp00 et dp10 après application de la procédure. Pour le point dp20, on n’observe pas de
changement sur les niveaux d’énergie échangée, ce qui était attendu compte tenu du fait que le
décalage fréquentiel en ce point est nul.

À 65% de hauteur de veine (Figure II.31b), l’application de la procédure a eu un impact simi-
laire. Un voisinage plus étendu autour du choc semble toutefois être sensible à la procédure de
correction contrairement au cas précédent. On note en particulier que seulement le voisinage
aval du choc est impacté par la procédure pour le point dp00, tandis que ce sont les voisinages
amont et aval qui le sont pour le point dp10. De plus, l’application de la procédure a eu pour
effet d’étendre la zone d’échange instable vers le bord d’attaque sur l’extrados. La position du
choc reste toutefois le même quel que soit le point de fonctionnement.

Sur les Figures II.31c, II.31d et II.31e sont affichées les répartitions de travail linéique le long
de la hauteur de veine. Comme pour les Figures précédentes, on n’observe aucun changement
pour le point dp20 car le décalage en fréquence fourni par la procédure est nul. Pour les points
dp00 et dp10 en revanche, des écarts apparaissent avant et après correction principalement sur
l’extrados, en accord avec les résultats des Figures II.31a et II.31b.

Pour le mode 1F3D, l’application de la procédure ne produit pas les changements observés
dans le cas du mode 1F2D. Quel que soit le point de fonctionnement, les Figures II.32a et II.32b
montrent que les répartitions de travail à 91% et 65% de hauteur de veine sont identiques avant
et après correction de la fréquence de mouvement. Ce constat est également vérifié sur les Fi-
gures II.32c, II.32d et II.32e, où les répartitions de travail linéique le long de la hauteur de veine
restent les mêmes après application de la procédure de correction du mode à sec.

Les résultats obtenus en Figure II.30 sont particulièrement importants car ils montrent que l’hy-
pothèse de couplage faible n’est plus valable dans des conditions d’interaction acoustique entre
la soufflante et l’entrée d’air. Afin d’estimer les bons niveaux d’amortissement aérodynamique,
c’est à dire pour retrouver les niveaux d’amortissement d’un couplage fort fluide structure, une
correction des données modales est nécessaire : la procédure de correction détaillée dans le pa-
ragraphe précédent et illustrée en Figure II.28 permet d’obtenir en deux calculs seulement en
mouvement harmonique imposé les niveaux d’amortissement d’un calcul en couplage dynamique.
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Figure II.31 – Application de la procédure de correction des caractéristiques modales pour le
mode 1F2D



6. Stabilité aéroélastique d’un modèle industriel de soufflante dans un cadre de mécanique linéaire 107

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

Abscisse curviligne adimensionńee
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Figure II.32 – Application de la procédure de correction des caractéristiques modales pour le
mode 1F3D
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7 Bilan

Au cours de ce chapitre, les physiques qui caractérisent le système fluide structure étudié
dans ces travaux de thèse ont été mises en équations. Dans ce cadre, les équations décrivant la
mécanique des fluides ont d’abord été abordées. Une attention particulière a été portée sur la
propagation des ondes acoustiques dans une conduite cylindrique. La dynamique de la structure
a ensuite été mise en équations selon une approche par formulation faible. Le cas particulier des
structures possédant des propriétés de symétrie cyclique (telles que les soufflantes) a été traité,
ces dernières se caractérisant par l’apparition de motifs de déformée spatiale harmoniques en
azimuth, aussi appelés modes à diamètres. Les problématiques liées à la notion de couplage
fluide structure ont alors pu être abordées. La mise en place de tous ces éléments a permis
l’étude de la stabilité aéroélastique d’une soufflante industrielle, dans un cas où des interactions
acoustiques entre celle-ci et une entrée d’air sont présentes et impactent la stabilité. Des écarts
entre deux méthodes de simulation ont permis de révéler que, dans un cas de propagation
acoustique dans l’entrée d’air et compte tenu de la forte sensibilité du taux de réflexion à la
fréquence, les effets de raideur aérodynamique pouvaient avoir un impact au premier ordre
sur la stabilité aéroélastique de la soufflante. Une procédure de correction des caractéristiques
modales des modes structuraux a alors été proposée et a permis de prendre en compte ces effets
de raideur aérodynamique dans l’analyse de stabilité aéroélastique, permettant de retrouver des
résultats cohérents entre les méthodes de calcul. Dans le prochain chapitre, nous allons aborder
les méthodes pour déterminer les solutions périodiques d’un système présentant cette fois des
non-linéarités de type frottement.



Chapitre III

Recherche des solutions périodiques
d’une structure avec non-linéarités

de frottement

Ce chapitre s’intéresse à la recherche de solutions périodiques stables d’un système présentant
des non-linéarités de frottement. La notion de stabilité d’un système va être abordée dans le cas
des systèmes non-linéaires. Nous nous intéresserons par la suite aux méthodes pour déterminer
les solutions périodiques d’un tel système. Dans ce cadre, un premier axe proposera d’étudier les
approches temporelles, tandis que les approches fréquentielles seront abordées dans un second
temps. Nous nous intéresserons pour finir au cas des systèmes en régime libre, qui sont ceux
étudiés dans le cadre de ces travaux de thèse.
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1 Stabilité des systèmes non-linéaires autour d’une solution pé-
riodique

1.1 Notions de stabilité

La dynamique d’un système non-linéaire ne peut plus être décrite grâce au principe de su-
perposition, ce dernier caractérisant les systèmes linéaires : pour des conditions limites données,
différentes solutions peuvent caractériser la dynamique d’un tel système. Celui-ci évolue alors
vers la solution stable la plus attractive selon l’état dans lequel il se trouve initialement. Dans
cette sous-section, nous allons aborder la notion de stabilité mathématique d’une solution d’un
système non-linéaire. Le lecteur est par ailleurs invité à se référer au livre de Nayfeh et Bala-
chandran [108] pour plus d’informations sur le sujet.

Système non-linéaire autonome

On considère un système non-linéaire évoluant au cours du temps. La dynamique d’un tel
système peut être décrite de manière générale par une équation de la forme :

ẏ = f(y, t) (III.1)

où y est le vecteur d’état du système considéré de dimension finie, et f un champ vectoriel
pouvant dépendre du temps et décrivant la dynamique du système. Lorsque f ne dépend pas
du temps (i.e f(y, t) = f(y)), on parle de système autonome. Dans le cas contraire, on parle de
système non autonome. Nous nous intéressons dans le cadre de ce travail de thèse aux cas des
systèmes autonomes.

Stabilité globale

La définition de la stabilité n’est pas unique. La plus répandue est la stabilité au sens de
Lyapunov. Considérons une solution y0 de l’équation dynamique III.1. Cette solution est dite
stable au sens de Lyapunov si :

∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 | ∀ y solution du système différentiel,
∥y(t0) − y0(t0)∥ < δ ⇒ ∥y(t) − y0(t)∥ < ϵ, ∀ t > t0

(III.2)

Graphiquement, l’équation III.2 signifie que la solution y reste dans un tube centré sur y0 de
rayon ϵ pour tout t > t0.

Figure III.1 – Représentation géométrique de la stabilité au sens de Lyapunov (adapté de
Nayfeh et Balachandran [108])
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La solution y0 est globalement asymtotiquement stable au sens de Lyapunov si y0 est stable au
sens de Lyapunov, et qu’en plus :

∀ y solution du système différentiel, lim
t→∞

∥y(t) − y0(t)∥ = 0 (III.3)

La stabilité au sens de Lyapunov peut être restrictive dans le sens où les solutions y doivent
être proches de y0 à chaque instant t. Pour l’étude de solutions périodiques, il peut être difficile
de vérifier cette condition si les périodes ne sont pas les mêmes. On préfère alors comparer les
trajectoires dans l’espace d’état pour définir la stabilité. Cette notion de stabilité orbitale est
nommée stabilité de Poincaré. Comme indiqué au début de ce paragraphe, il existe de nom-
breuses autres définitions de la stabilité (stabilité au sens de Poisson, de Lagrange, etc.) que
nous n’allons pas détailler.

La notion de stabilité asymptotique est globale : aucune hypothèse n’est effectuée sur l’écart
entre y et y0 à t0, qui peut donc à priori être aussi grand que l’on souhaite. En pratique ce-
pendant, les propriétés de stabilité des systèmes peuvent dépendre de l’écart initial entre y et
y0. On définit un bassin d’attraction de la solution y0, qui constitue le sous espace de l’espace
d’état sur lequel y0 est localement asymptotiquement stable.

Stabilité locale

Reprenons l’équation du mouvement de la structure S, en prenant en compte un terme de
forçage non-linéaire fnl et un terme linéaire fl :

Mẍ + Cẋ + Kx − fnl = fl (III.4)

On pose le vecteur y =
(

x
ẋ

)
de taille 2 × n. Ce vecteur d’état partagé en deux entre degrés

de liberté de déplacements et de vitesses est également nommé vecteur de phase. Il permet de
décrire l’espace des phases. L’équation du mouvement se ré-écrit dans l’espace des phases sous
la forme très générale III.1 :

ẏ =
(

0 1
−M−1K −M−1C

)
y +

(
0

M−1fnl + M−1fl

)
= f(y) (III.5)

L’étude de la stabilité locale de cette équation peut se faire de plusieurs manières, selon que l’on
cherche à étudier un point d’équilibre (i.e un point tel que f(y) = 0), ou une solution périodique.

Lorsque l’on cherche à déterminer la stabilité d’un point d’équilibre, une première approche
consiste à linéariser le système non-linéaire autour de celui-ci. On analyse alors les valeurs
propres de la matrice jacobienne de f évaluée au point d’équilibre pour conclure sur la stabilité
locale de la solution.

En particulier, on distingue deux cas de figure :

• toutes les valeurs propres de la jacobienne ont une partie réelle non nulle : on parle de
point fixe hyperbolique. Le point fixe est instable s’il existe au moins une valeur propre à
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partie réelle strictement positive. Dans le cas contraire, le système non-linéaire est locale-
ment asymptotiquement stable au sens de Lyapunov sur le point fixe par le théorème de
Hartman-Grobman : le portrait de phase du système non-linéaire au voisinage du point
est topologiquement équivalent à celui du système linéarisé ;

• il existe au moins une valeur propre à partie réelle nulle. Dans ce cas, l’étude du système
linéarisé ne permet pas de conclure. Il devient nécessaire d’employer d’autres outils, tels
que les fonctions de Lyapunov, pour déterminer la stabilité asymptotique locale autour du
point étudié.

Ces méthodes sont adaptées pour l’étude de stabilité des points d’équilibre. Dans le cadre de
ces travaux de thèse cependant, nous sommes intéressés par les solutions périodiques décrivant
des cycles limites. Nous allons nous concentrer sur des méthodes permettant de déterminer la
stabilité de ce type de solution dans les prochains paragraphes.

Théorie de Floquet

La théorie de Floquet, résumée dans Nayfeh et Balachandran [108] s’applique sur les équa-
tions différentielles à coefficients périodiques. Reprenons l’équation générale du système non
linéaire :

ẏ = f(y) (III.6)

On suppose que l’on connait une solution T-périodique y0 du système. Nous allons introduire
une perturbation p sur la solution T-périodique y0 :

y(t) = y0(t) + p(t) (III.7)

En substituant cette solution perturbée dans le système non-linéaire, et en utilisant pour les
efforts non-linéaires la formule de Taylor-Young à l’ordre 2 (en supposant donc la perturbation
de classe C2), on obtient :

ṗ = Jf (t) p + O( ||p||2) ≈ Jf (t) p (III.8)

où Jf (t) est la matrice jacobienne de f évaluée sur y0(t). Dans le cas de notre équation du
mouvement, on obtient au premier ordre :

ṗ = Jf (t) p (III.9)

Du fait de la linéarisation autour de la solution périodique, l’analyse de stabilité sera bien lo-
cale. Par ailleurs, la jacobienne Jf est T-périodique, car la solution sur laquelle a été linéarisé le
système possède cette propriété de périodicité par hypothèse.

En supposant la continuité temporelle de l’application Jf , le système différentiel de 2 × n équa-
tions traduisant le comportement de la perturbation p admet, par le théorème de Cauchy-
Lipschitz, 2 × n solutions linéairement indépendantes. La base formée par ces solutions porte le
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nom de système fondamental de solutions. Cette base peut être représentée sous forme matricielle
P(t) comme la concaténation des 2 × n solutions :

P(t) = [p1(t) ... p2×n(t)] (III.10)

La matrice P est également solution du système différentiel traduisant le comportement de la
perturbation :

dP
dt = Jf (t) P (III.11)

On pose le changement de variable t′ = t+ T . D’après l’équation précédente, on peut écrire :

dP
dt′ (t′) = dP

dt (t′) = Jf (t′) P(t′)

= Jf (t+ T ) P(t′)
(III.12)

Or, puisque Jf est T-périodique, on a :

Jf (t′) = Jf (t+ T ) = Jf (t) (III.13)

Cela signifie que la matrice :

P(t+ T ) = [p1(t+ T ) ... p2×n(t+ T )] (III.14)

est aussi un système fondamental de solutions du système différentiel linéarisé.

Cependant, le théorème de Cauchy-Lipschitz assure exactement 2 × n solutions linéairement
indépendantes au système différentiel traduisant le comportement de la perturbation p. Ainsi,
P(t+ T ) est combinaison linéaire de P(t), ce qui s’écrit :

P(t+ T ) = P(t)Φ (III.15)

La matrice Φ, non unique, dépend du système fondamental de solutions P choisi. Une manière
pour déterminer cette matrice est d’imposer l’ensemble de conditions initiales suivant :

P(0) = I (III.16)

De cette manière, en utilisant la propriété P(t+ T ) = P(t)Φ, on en déduit :

Φ = P(T ) (III.17)

La matrice Φ est appelée matrice de monodromie. L’analyse de ses valeurs propres, appelées
multiplicateurs de Floquet, permet de statuer sur la stabilité de la solution périodique y0.

De plus, le théorème de Floquet [51] affirme que le système fondamental de solutions P s’écrit :

P(t) = Q(t)eBt (III.18)



1. Stabilité des systèmes non-linéaires autour d’une solution périodique 115

avec Φ = eBT , et Q une matrice T-périodique de taille (2 × n)2.

La solution du système linéarisé est donc une solution périodique associée à un terme expo-
nentiel. Les valeurs propres de B permettent de statuer sur la stabilité de la solution périodique.
En effet, puisque Φ = eBT , les valeurs propres de Φ et de eBT sont identiques, et Φ et B ont
les mêmes vecteurs propres :

Sp (Φ) = Sp
(
eBT

)
, Vp (Φ) = Vp (B) (III.19)

où les ensembles Sp (·) et les matrices Vp (·) sont respectivement les spectres et les matrices
constituées des vecteurs propres du terme entre parenthèses.

Notons λΦi et λBi les valeurs propres des matrices Φ et de B. On a, d’après la relation précé-
dente :

λBi = 1
T

lnλΦi (III.20)

Cette relation signifie que les valeurs propres de B, nommés exposants de Floquet ou encore
exposants de Lyapunov, permettent de traduire la stabilité de la solution périodique de la même
manière que les multiplicateurs de Floquet.

Pour conclure sur la stabilité de la solution périodique du système non-linéaire, on peut uti-
liser au choix les exposants ou les multiplicateurs de Floquet :

• les exposants de Floquet indiquent que la solution est stable si toutes les valeurs propres
λBi ont leur partie réelle négative ;

• les multiplicateurs de Floquet indiquent que la solution est stable si toutes les valeurs
propres λΦi sont incluses dans le cercle unité du plan complexe.

Reste à calculer la matrice de monodromie pour la solution périodique trouvée. Bien qu’il existe
des méthodes pour déterminer cette matrice en cours de calcul (d’après Von Groll [167]), cette
matrice est généralement déterminée après avoir trouvé la solution en question. Reprenons le
système linéarisé régissant le comportement de la perturbation :

dP
dt = Jf (t) P (III.21)

où Jf est la jacobienne de la fonction f évaluée sur la solution périodique y0 et P le système
fondamental de solutions du problème linéarisé. Puisque nous connaissons la valeur de la solu-
tion périodique au cours d’une période, nous pouvons en particulier calculer numériquement la
valeur de Jf à chaque instant de la période. Discrétisons cette période en nt pas de temps. On
a t0 = 0, et tnt = T . Le pas de temps entre deux instants vaut ∆t = T

nt
.

En appliquant un schéma des différences centrées [51] sur ẋ(ti), sachant que x(t−1) = x(tnt) :

ẋ(ti) = x(ti+1) − x(ti−1)
2∆t (III.22)
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On obtient :
y0(ti) =

(
x(ti)

x(ti+1)−x(ti−1)
2∆t

)
, ∀i ∈ {0 ... nt} (III.23)

On calcule Jf i = Jf (ti) pour tout i ∈ {0 ... nt}. On peut alors résoudre dP
dt = Jf (t) P aux

mêmes instants en utilisant le schéma aux différences centrées. Sachant que l’on n’a que la valeur
initiale P0 = I (condition initiale imposée pour avoir Φ = P(T )), il est nécessaire d’initialiser la
procédure incrémentale en utilisant une méthode d’Euler :

P1 = P0 + ∆tJf 0P0 = I + ∆tJf 0 (III.24)

On peut alors poursuivre la procédure par schéma aux différences centrées :

Pi+1 = Pi−1 + 2∆tJf iPi (III.25)

La matrice de monodromie est donnée par Φ = P(T ) = Pnt .

Section de Poincaré

Les sections de Poincaré fournissent des informations permettant de décrire la dynamique de
différents types de solutions. Elles peuvent en outre permettre de décrire la stabilité des solutions
périodiques d’un système non-linéaire. Le principe est de définir (au moins) une hypersurface
de l’espace vectoriel dans lequel évolue la solution y0. Cette hypersurface doit être construite
de manière à intersecter la solution y0. On note Σ cette hypersurface et χ son intersection avec
y0.

Considérons un point ζ dans le voisinage de y0 appartenant à Σ. On choisit de définir à t0 une
trajectoire à partir de ce point et suivant la dynamique non-linéaire du système selon l’équation
III.1. Après un temps fini réel τ unique, la trajectoire issue de ζ traversera une nouvelle fois
Σ en ζ̃. En répétant cette opération, on obtient une suite de points d’intersection ζi entre la
trajectoire issue de ζ0 = ζ et Σ.

Figure III.2 – Représentation d’une section de Poincaré

On définit l’application de Poincaré P qui pour un point ζi de Σ fournit l’intersection ζi+1 entre
la trajectoire non-linéaire III.1 issue de ζi et Σ :

ζi+1 = P (ζi) , ∀ζi ∈ Σ (III.26)
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Le point χ est un point d’équilibre de l’application de Poincaré : déterminer la stabilité de la
solution périodique y0 revient à déterminer la stabilité du point d’équilibre χ de l’application de
Poincaré. Les solutions évoquées plus haut, à savoir la linéarisation autour du point d’équilibre
ou encore l’emploi des fonctions de Lyapunov s’appliquent à ce cas d’étude. Les valeurs propres
de la linéarisation de l’application de Poincaré autour du point fixe ∂P(χ)

∂ζ sont égales aux valeurs
propres de la matrice de monodromie de la théorie de Floquet [142], dont on déduit la stabilité
de la solution périodique y0.

Méthode de Hill

La méthode de Hill permet de déterminer la stabilité d’une solution périodique d’un système
non linéaire en calculant les exposants de Floquet par une approche fréquentielle. Le point de
départ de cette méthode est l’équation générale régissant la dynamique non-linéaire du système :

ẏ = f(y) (III.27)

Une perturbation p est de nouveau appliquée sur une solution T-périodique y0 de l’équation
III.27 :

y(t) = y0(t) + p(t) (III.28)

D’après le paragraphe sur la théorie de Floquet, p est solution d’un système différentiel linéaire
à coefficients périodiques de dimension 2 ×n, dont le système fondamental de solutions est noté
P. D’après le théorème de Floquet, on a de plus :

P(t) = Q(t)eBt (III.29)

avec Q une fonction T-périodique.

On considère P′ la projection de P sur la base des vecteurs propres de B. Nous utilisons ici
l’indice ′ pour exprimer le système dans cette nouvelle base. Le système fondamental de solu-
tions se réécrit sous la forme de Floquet, d’après Lazarus et Thomas [89] :

P′(t) = Q′(t)eλBt (III.30)

où λB est la matrice des valeurs propres de B.

L’équation différentielle que vérifie P′ est :

dP′

dt = J′
f (t) P′ (III.31)

La matrice Q′ est T-périodique par construction. On exprime alors cette matrice sous la forme
d’une série de Fourier, de pulsation fondamentale ω :

Q′(t) =
+∞∑

k=−∞
Q′

ke
jkωt (III.32)
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La base de projection dans l’espace de Fourier est ainsi de dimension infinie (∀k ∈ N∗) :

F = { . . . e−jkωt . . . e−jωt 1 ejωt . . . ejkωt . . . } (III.33)

On injecte l’équation III.32 dans III.30 :

P′(t) =
+∞∑

k=−∞
Q′

ke
λBtejkωt (III.34)

De même, on développe la matrice J′
f , qui est la matrice Jf (t) exprimée dans la base des vecteurs

propres de B, en série de Fourier :

J′
f (t) =

+∞∑
k=−∞

J′
ke

jkωt (III.35)

On considère les produits scalaires suivants, définis pour chaque valeur propre λBi de B sur
l’ensemble des fonctions continues sur

[
0; 2π

ω

]
à valeur dans C :

∀f ,g ∈ CC
(

0; 2π
ω

)2
, ⟨f |g⟩i = ω

π

∫ 2π
ω

0
f(t)g(t)e−λBitdt (III.36)

On va alors projeter l’équation différentielle vérifiée par P′ sur chaque fonction φ de la base de
Fourier F . En particulier, cette équation différentielle est vérifiée pour chaque vecteur p′

i, égal
à la i-ième colonne de P′ (∀i ∈ {1; 2 × n}). L’équation que nous allons projeter sur les fonctions
de F est :

dp′
i

dt = J′
f (t) p′

i (III.37)

avec : 

dp′
i

dt (t) = ∑+∞
k=−∞ (λBi + jkω) q′

i,ke
(λBi+jkω)t

p′
i(t) = ∑+∞

k=−∞ q′
i,ke

(λBi+jkω)t

J′
f (t) = ∑+∞

k=−∞ J′
ke

jkωt

(III.38)

où λBi est le i-ième valeur propre de B.

Ce procédé, qui porte le nom d’équilibrage harmonique, sera abordé plus en détails dans la
section III.3. Les vecteurs de base étant orthogonaux pour le produit scalaire choisi, on obtient
l’équation algébrique suivante :

(H − λBiI) q′
i = 0 (III.39)

où la matrice H est la matrice de Hill de dimension infinie de la forme :

H =



. . . ...
...

...
. . . J′

0 + jωI J′
−1 J′

−2 . . .

. . . J′
1 J′

0 J′
−1 . . .

. . . J′
2 J′

1 J′
0 − jωI . . .

...
...

... . . .


(III.40)
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avec q′
i de la forme :

q′
i =

(
. . . q′

i,−k . . . q′
i,−1 q′

i,0 q′
i,1 . . . q′

i,k . . .
)T

(III.41)

Les valeurs propres de la matrice de Hill sont les multiplicateurs de Floquet λBi, associées aux
vecteurs propres q′

i. Le calcul de la matrice de Hill puis de son spectre permet de déterminer la
stabilité du système non-linéaire selon la théorie de Floquet. En pratique, la matrice de Hill est
calculée en dimension finie en tronquant le développement en série de Fourier en Nh harmoniques
avant de réaliser l’équilibrage harmonique.

1.2 Bifurcations

Définitions

La dynamique des systèmes non-linéaires peut dépendre de nombreux paramètres. Pour cer-
tains systèmes, la variation de ces paramètres a un impact important sur la présence de points
d’équilibres ou de solutions périodiques ainsi que sur la stabilité de ces solutions : on parle de
phénomène de bifurcation.

Les bifurcations ont été introduites par Poincaré en dynamique non linéaire pour décrire un
changement qualitatif du comportement des systèmes non-linéaires suite à la modification d’un
ou plusieurs paramètres du système. Ces changements peuvent se présenter sous plusieurs formes
selon le système étudié : passage d’un point d’équilibre à une orbite périodique, perte ou gain de
stabilité, apparition ou suppression d’une dynamique chaotique... L’état du système pour lequel
la bifurcation apparaît est nommé point de bifurcation.

On distingue les bifurcations continues et discontinues. Elles caractérisent respectivement une
modification continue et discontinue de la dynamique du système pour une variation continue
de ses paramètres. En pratique, une bifurcation discontinue s’observe par un changement brutal
du comportement du système : dans le cas du contact rotor stator par exemple [167], une bifur-
cation discontinue des amplitudes de réponse du rotor est observée pour un changement continu
de sa vitesse de rotation. Le système saute d’une amplitude à l’autre au passage du point de
bifurcation.

Cas des solutions périodiques

Les bifurcations sont liées à la notion de stabilité locale des solutions du système non-linéaire.
Il est possible de décrire la perte de stabilité d’une solution périodique en suivant le module des
multiplicateurs de Floquet : un multiplicateur sortant du cercle unité traduit l’apparition d’un
point de bifurcation. Pour les solutions périodiques, on observe différentes formes de bifurcation
selon les trajectoires de sortie des multiplicateurs de Floquet du cercle unité. On distingue trois
trajectoires de sortie, illustrées en Figure III.3 :

• un multiplicateur de Floquet réel sort du cercle unité en passant par le point +1. Plusieurs
types de bifurcation peuvent apparaître. La forme la plus connue est le point de retour-
nement. Le passage du point de bifurcation rend la solution étudiée localement instable.
Un saut est alors opéré par le système afin d’aller accrocher la dynamique stable la plus
attractive si celle-ci existe. L’oscillateur de Duffing est un exemple classique pour ce cas ;
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Figure III.3 – Représentation des trois manières pour un multiplicateur de Floquet de sortir
du cercle unité

Figure III.4 – Bifurcation de type point de retournement : oscillateur de Duffing (solution
instable en pointillés)

(a) Orbite périodique avant
bifurcation

(b) Orbite périodique après bifur-
cation

Figure III.5 – Bifurcation de type dédoublement de période

Figure III.6 – Bifurcation de Hopf de type 2
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• un multiplicateur de Floquet réel sort du cercle unité en passant par le point −1. On
parle de bifurcation sub-harmonique, ou encore de dédoublement de période. Le passage
du point de bifurcation rend la solution étudiée instable et fait apparaître de nouvelles
solutions. Ces dernières peuvent être stables ou instables. Un dédoublement de la période
de la solution périodique initiale est observé au passage du point de bifurcation. Ce type de
bifurcation est souvent considéré comme le point de départ d’une transition vers le chaos.
La suite logistique en est un exemple académique ;

• une paire de multiplicateurs de Floquet conjugués sortent simultanément du cercle unité
complexe. La bifurcation qui en résulte porte le nom de bifurcation de Hopf de type 2, ou
encore bifurcation de Neimark-Sacker. Le passage du point de bifurcation rend la solution
étudiée instable et de nouvelles solutions quasi-périodiques apparaissent. Ces dernières
peuvent être stables ou instables. L’ensemble de ces solutions forme un tore centré sur la
solution périodique initiale. On parle de bifurcation en tore.

Le lecteur est invité à se référer au livre de Nayfeh et Balachandran [108] pour plus d’informa-
tions sur les bifurcations.

Dans cette section, nous avons passé en revue les notions de stabilité des solutions des systèmes
dynamiques non-linéaires. En particulier, nous nous sommes intéressés aux solutions périodiques
de ces systèmes, aussi appelés cycles limites, afin de nous rapprocher des problématiques de la
thèse. Nous allons voir dans les prochaines sections les méthodes pour calculer numériquement
ces solutions périodiques.

2 Solutions périodiques par approche temporelle

2.1 Différences finies et développement de Taylor

Trouver analytiquement les solutions périodiques d’un système non-linéaire est souvent im-
possible sauf pour quelques cas académiques. Une méthode numérique simple pour trouver ces
solutions consiste à employer des schémas d’intégration temporelle afin d’évaluer le comporte-
ment du système pour des conditions initiales données. Reprenons le système différentiel étudié :

ẏ = f(y, t) (III.42)

On va compléter le système par une condition initiale pour mettre en place le schéma d’intégra-
tion temporelle : {

ẏ = f(y, t)
y(t0) = yinit

(III.43)

Par le théorème de Cauchy-Lipschitz, il existe une solution unique au problème III.43. Une re-
présentation discrète du temps est utilisée pour évaluer le futur état du système à partir d’un
état connu. Différents schémas d’intégration temporelle existent pour évaluer le terme de dérivée
en temps. Nous allons voir quelques-uns de ces schémas dans les paragraphes qui suivent.



122
Chapitre III. Recherche des solutions périodiques d’une structure avec non-linéarités

de frottement

Les θ-méthodes

Les θ-méthodes sont un ensemble de schémas d’intégration temporelle basés sur un déve-
loppement de Taylor-Young au premier ordre de y. De cette manière, on peut obtenir une
approximation du terme de dérivée temporelle ẏ à chaque instant :

ẏ = 1
∆t (yi+1 − yi) (III.44)

où yi = y(ti) est l’évaluation de y à l’instant ti.

De plus, on évalue la fonction f en y(tθ) par une approximation affine de f entre deux ins-
tants ti et ti+1 : 

θ ∈ [0; 1]
tθ = (1 − θ)ti + θti+1

y(tθ) = (1 − θ)yi + θyi+1
1

∆t (yi+1 − yi) = f(y(tθ), tθ)

(III.45)

Selon la valeur de θ, on retrouve trois schémas d’intégration classiques :

• θ = 0 : schéma d’Euler explicite, aussi nommé Forward Euler Method ;

• θ = 1
2 : schéma de Crank-Nicolson ;

• θ = 1 : schéma d’Euler implicite, aussi nommé Backward Euler Method.

Les principales différences entre ces méthodes concernent la stabilité du schéma numérique et
la précision des résultats obtenus : la méthode d’Euler explicite est stable à condition que le
pas de temps soit inférieur à un pas de temps critique ∆tc, et est moins précise que le schéma
d’Euler implicite qui lui est inconditionnellement stable. Les méthodes de Runge-Kutta sont des
méthodes d’ordre supérieur qui, bien que plus couteuses, sont plus précises que les méthodes
d’Euler, grâce à plusieurs évaluations de la fonctions f pour le calcul de y à chaque pas de temps
[55].

Schéma de Runge-Kutta

Les méthodes de Runge-Kutta [129] [55] constituent une autre famille de méthodes pour
résoudre les équations différentielles d’ordre 1 où s évaluations de la fonction f sont réalisées.
Ces méthodes sont de la forme :

yi+1 = yi + ∆t
∫ ti+1

ti

f(t,y) dt = yi + ∆t
s∑

j=1
bjkj (III.46)

où :
kj = f(ti + cj∆t,yi + ∆t

s∑
k=1

ajk kk) (III.47)

Si ajk = 0 pour j ≥ k, la méthode est explicite. Si ajk = 0 pour j > k et qu’au moins un des
ajj ̸= 0, la méthode est dite diagonalement implicite. Si tous les ajj sont égaux à un terme non
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nul, on parle de "singly diagonal implicit method". Dans les autres cas, on parle de méthode de
Runge Kutta implicite. Les coefficients bj , cj et ajk dépendent de la méthode de Runge Kutta
employée (ordre 2 ou ordre 4 par exemple). D’après Dit Sandretto [52], l’ordre de méthode de
Runge-Kutta est p si et seulement si l’erreur locale, c’est-a-dire l’écart entre la solution exacte et
la solution calculée numériquement est un O(∆tp+1). La stabilité des méthodes de Runge-Kutta
dépend de l’ordre de la méthode utilisée, ainsi que du caractère explicite ou implicite de celle-
ci. Il existe des résultats mathématiques qui lient s et p, selon que la méthode soit implicite ou
explicite. La méthode de Runge-Kutta classique d’ordre 4 (explicite) a la particularité de n’avoir
que 4 évaluations de f .

Schéma de Newmark

Dans le cas d’équations différentielles d’ordre 2, les méthodes ci-dessus peuvent s’appliquer
en passant en représentation d’état du système. Cependant, ce faisant, on double la taille du
système à résoudre.

Il est possible, pour ne pas augmenter la taille du problème, de calculer la solution à chaque
instant en utilisant la méthode de Newmark. Celle-ci se définit de la manière suivante :

ẏi+1 = ẏi + (1 − γ) ∆t ÿi + γ∆t ÿi+1

yi+1 = yi + ∆t ẏi + ∆t2 (1
2 − β) ÿi + ∆t2 βÿi+1

(III.48)

avec γ et β les paramètres du schéma. En injectant ces approximations des expressions de la
vitesse et de la position en ti+1 dans l’équation du système du second ordre, on obtient une
formule de récurrence sur ÿi+1. Dans le cas des systèmes non linéaires, en raison de l’expression
du système en ti+1, le calcul de ÿi+1 n’est pas forcément trivial, et des méthodes particulières
doivent être employées (méthode de point fixe, Newton-Raphson). Nous reviendrons plus tard
sur les méthodes de résolutions des équations algébriques non-linéaires.

Selon les valeurs des paramètres γ et β, pour les problèmes linéaires conservatifs, le schéma
de Newmark a les propriétés différentes :

• γ < 1
2 : le schéma est instable ;

• γ ⩾ 1
2 et β ⩾ 1

4(γ + 1
2)2 : le schéma est inconditionnellement stable ;

• γ ⩾ 1
2 et β < 1

4(γ + 1
2)2 : le schéma est stable si ∆t ⩽ 4

ω2
max((γ+ 1

2 )2−4β) (ωmax est la plus
grande pulsation propre du système linéaire).

Pour des valeurs particulières de γ et β, on retrouve des schémas d’intégration plus classiques :

• γ = 1
2 et β = 0 : schéma aux différences centrées ;

• γ = 1
2 et β = 1

6 : schéma d’accélération constante ;

• γ = 1
2 et β = 1

4 : schéma d’accélération moyenne.

Les méthodes vues ci-dessus sont très simples à mettre en place pour calculer l’évolution de y à
chaque instant ti et ainsi trouver le régime permanent du système autonome non-linéaire. Cepen-
dant, l’inconvénient majeur de ces méthodes est le temps de calcul nécessaire pour obtenir cette
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solution. Ces méthodes temporelles induisent une étape transitoire avant d’arriver au régime
permanent. Selon le système simulé, ce transitoire peut être trop long pour un contexte d’étude
industrielle. Ainsi, on préfère appliquer des méthodes permettant de s’affranchir du calcul du
transitoire. Nous allons voir quelques-unes de ces méthodes dans les sous-sections suivantes.

2.2 Méthode de tir

La méthode de tir est une approche temporelle pour déterminer une solution périodique d’un
système sans passer par le calcul d’un régime transitoire. On considère encore une fois le système
non linéaire libre sous sa forme d’état :{

ẏ = f(y, t)
y(t0) = yinit

(III.49)

La méthode de tir est une méthode itérative consistant à chercher une condition initiale yinit
telle que l’intégration du problème III.49 sur une durée T fournisse la même solution.

La Figure III.7 représente le principe de la méthode de tir. A gauche se trouve les résultats
obtenus par intégration temporelle d’une simulation d’un système à 1 degré de liberté dans l’es-
pace des phases. On observe en particulier la convergence vers un cycle limite du système. On
retrouve sur la figure de droite les points d’intérêt particuliers CI1 et CI2 :

• Le point CI1 représente la situation initiale de la courbe de gauche obtenue par intégration
temporelle, et les pointillés bleus l’évolution du système après intégration sur une période
du cycle limite à partir de CI1 ;

• Le point CI2 représente un résultat issu de la méthode de tir, et la courbe pleine rouge
l’évolution du système après intégration sur une période du cycle limite à partir du point
CI2.

Figure III.7 – Comparaison entre intégration temporelle et méthode de tir (d’après Demailly
[48])
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Le dernier point CI3 concerne un cas de réponse forcée, où une incohérence entre la phase du
déplacement et celle de la source d’excitation éloigne la solution initiale de son orbite périodique.
La phase du déplacement est en effet imposée par la phase de l’excitation externe, une initia-
lisation quelconque sur l’orbite périodique introduira une nouvelle phase transitoire à la solution.

La méthode de Newton-Fox [156] permet de déterminer la condition initiale yinit recherchée.
On cherche la condition initiale yinit et la période T de la solution périodique :

s(yinit, T ) = y(yinit, T ) − yinit (III.50)

On suppose que l’on connaît un premier couple de valeur (yinit, T ) proche de la solution recher-
chée. On cherche la correction (∆yinit,∆T ) à appliquer sur ce couple de valeur pour résoudre
le problème de tir.

Le développement de Taylor au premier ordre de la fonction s en (yinit +∆yinit, T+∆T ) donne :

s(yinit + ∆yinit, T + ∆T ) = s(yinit, T ) + ∂s
∂T

(yinit, T )∆T + ∂s
∂yinit

(yinit, T )∆yinit

= 0
(III.51)

On a donc :
s(yinit, T ) +

(
∂s
∂T (yinit, T ) ∂s

∂yinit
(yinit, T )

)
︸ ︷︷ ︸

Js

(
∆T

∆yinit

)
= 0 (III.52)

avec Js la matrice jacobienne de s.

La résolution de l’équation III.52 n’est pas directe car on ne connait pas à priori le contenu
de la jacobienne Js. Toutefois, on a les relations directes suivantes d’après III.50 :

∂s
∂T (yinit, T ) = ∂y

∂T (yinit, T ) = f(yinit, T )

∂s
∂yinit

(yinit, T ) = ∂y
∂yinit

(yinit, T ) − I
(III.53)

La première équation de III.53 est connue. De plus, la différentiation de la seconde équation par
rapport au temps donne :

∂

∂t

∂y
∂yinit

= ∂

∂yinit

∂y
∂t

= ∂f(y)
∂yinit

= ∂f(y)
∂y

∂y
∂yinit

= Jf (t) ∂y
∂yinit

(III.54)

D’après cette équation et compte tenu de la relation y(yinit, t0) = yinit, il apparaît que ∂y
∂yinit

est solution du système différentiel :{
P(t0) = I
dP
dt = Jf (t) P

(III.55)

La matrice ∂y
∂yinit

est donc égale à la matrice de monodromie. On connaît donc les termes de la
jacobienne Js, et on peut résoudre l’équation III.52 à l’aide d’une méthode de Newton-Raphson
par exemple. Si la période T n’est pas connue, il est possible de fermer le problème en ajoutant
une équation de phase.
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2.3 Collocation orthogonale

Une dernière méthode pour déterminer des solutions périodiques sans passer par le calcul
d’une phase transitoire est la méthode de collocation orthogonale.

On discrétise la période [0;T ] en nt intervalles, de la forme :

0 = t0 < t1 < ... < tnt = T, (III.56)

On réalise une approximation polynomiale de la solution y du système non-linéaire, exacte en
p points de chaque sous intervalle [ti; ti+1] nommés points de collocation. Les polynômes sont
maximums de degré p. Pour reprendre la notation de Kuznetsov [81], ces points sont organisés
de la manière suivante :

ti = ζi,1 < ζi,2 < ... < ζi,p = ti+1 (III.57)

On définit par yi la solution y du système non-linéaire sur l’intervalle [ti; ti+1] ,∀i ∈ {0;nt − 1}.
On recherche donc à obtenir comme solution :

d

dt
yi(ζi,j) = f(yi(ζi,j)) (III.58)

L’approximation polynomiale qui prend la forme :

yi(t) =
p∑

j=0
yi,jPi,j(t) (III.59)

On impose finalement la condition de périodicité par :

ynt,p = y0,0 (III.60)

Le problème différentiel initial est remplacé par un problème algébrique dont les inconnues sont
les yi,j . Ce problème s’obtient en injectant III.59 dans III.58 et en évaluant aux différents ins-
tants ζi,j . Dans le cas d’un système en régime libre, la période de la solution n’est pas connue
à priori, et il convient encore une fois de fixer une condition de phase pour fermer le système
(d’après Govaerts et Kuznetsov [67]).

Kuznetsov [81] indique que le plus simple est de considérer une approximation selon les poly-
nômes de Lagrange, et de choisir une répartition uniforme des points de collocation. Cependant,
il précise qu’il est possible de minimiser l’erreur de l’approximation polynomiale en choisissant
une approximation selon les polynômes de Legendre, et de choisir comme points de collocation
les points de Gauss, qui sont les racines des polynômes de Legendre.

Nous avons vu dans cette section un ensemble de méthodes temporelles permettant de trou-
ver des solutions périodiques à des systèmes non-linéaires. En particulier, nous avons vu que
certaines permettaient de s’affranchir du calcul des régimes transitoires propres aux approches
par intégration temporelle. La liste des méthodes vues dans cette section étant loin d’être ex-
haustive, le lecteur est invité à se référer à Demailly [48] et Sarrouy [140] pour une vision plus
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étendue de ce type d’approche (différences finies, éléments finis en temps). Les méthodes tem-
porelles ne sont toutefois pas les seules permettant de trouver des solutions périodiques. Le
problème différentiel dans le domaine temporel peut en effet être remplacé par un problème
algébrique en procédant par approche fréquentielle. Nous allons voir ce type d’approche dans la
prochaine section.

3 Approches fréquentielles non-linéaires

En préambule, nous allons introduire la procédure de Galerkine qui est au cœur des méthodes
fréquentielles qui seront abordées par la suite.

3.1 Procédure de Galerkine

La procédure de Galerkine est un cas particulier de la méthode des résidus pondérés [113].
Reprenons notre problème non-linéaire général, définit dans un espace vectoriel D. Celui-ci
s’écrit :

ẏ = f(y, t) (III.61)

La première étape de la méthode des résidus pondérés est de réaliser une approximation y∗ de
la solution exacte y0 de notre problème. L’équation différentielle du système non-linéaire n’est
pas exactement vérifiée pour y∗, et un terme d’erreur apparaît. Ce terme d’erreur est nommé
résidu, et est noté R(y∗). On a donc :

R(y∗) = ẏ∗ − f(y∗, t) (III.62)

On suppose que l’approximation de y0 est exprimée sur un sous-espace vectoriel W de dimension
w de D (i.e de l’espace des solutions cinématiquement admissibles du système non-linéaire). On
peut donc construire une base sur ce sous espace, dont les vecteurs de base seront rangés dans
la matrice W, sur laquelle on exprimera l’approximation y∗. Les vecteurs de cette base sont
nommés fonctions de forme. On a :

y∗ = Wq (III.63)

où q est le vecteur des coordonnées de y∗ dans la base constituée par les colonnes de W.

La deuxième étape de la méthode des résidus pondérés est de choisir, dans un autre sous es-
pace U de D, u fonctions quelconques appelées fonctions de pondération. Une fois ces fonctions
choisies, on souhaite déterminer le vecteur des coordonnées q qui annule l’erreur commise sur le
résidu pondéré par les fonctions ui pour un produit scalaire ⟨.|.⟩ sur D adapté :

∀i, ⟨ui|R(y∗)⟩ = 0 (III.64)

Lorsque les fonctions de pondération ui choisies sont égales aux fonctions de forme (et donc
W = U), on parle alors de procédure de Galerkine. Sinon, on parle de procédure de Petrov-
Galerkine.
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Usuellement, on considère pour D l’ensemble des fonctions de carré intégrable sur un intervalle
I, muni du produit scalaire :

⟨f |g⟩ =
∫

I
f(x)g(x)dx (III.65)

Maintenant que nous avons vu la procédure de Galerkine, nous allons l’appliquer directement
pour expliciter la méthode de balance harmonique.

3.2 Méthode de la balance harmonique

La méthode de balance harmonique consiste à utiliser la procédure de Galerkine pour pro-
jeter l’équation différentielle exprimée dans le domaine temporel vers un domaine harmonique.
De cette manière, une équation algébrique est obtenue et peut être résolue avec des algorithmes
de type Newton-Raphson pour trouver des solutions périodiques au problème différentiel initial.

Il convient de choisir un espace d’approximation/projection, ainsi qu’un produit scalaire pour
appliquer la procédure de Galerkine. Notons qu’il est intéressant de choisir un espace vectoriel
d’approximation et un produit scalaire adaptés, de sorte que les vecteurs de base soient ortho-
gonaux. On choisit comme espace la base de Fourier tronquée à Nh harmoniques, de pulsation
fondamentale ω :

F = {e−jkωt . . . e−jωt 1 ejωt . . . ejkωt}, ∀k ∈ {−Nh; . . . ;Nh} (III.66)

La décomposition en série de Fourier de l’équation III.61 s’écrit :

Nh∑
k=−Nh

(jkωYk − Fk(Y)) ejkωt = 0 (III.67)

où Y = (Y−Nh ... Y0 ... YNh)T et Fk sont les coefficients de Fourier de y et f (équation
III.62) pour l’harmonique k. En utilisant le produit scalaire définit sur l’espace CC des fonctions
de carré intégrable à valeurs dans C sur l’intervalle

[
0; 2π

ω

]
par :

∀f ,g ∈ CC
(

0; 2π
ω

)2
, ⟨f |g⟩ = ω

π

∫ 2π
ω

0
f(t)g(t)dt (III.68)

avec les vecteurs de la base F , on obtient dim (y) × (2 ×Nh + 1) équations algébriques dont les
inconnues sont les coefficients de Fourier Yk :

jkωYk − Fk(Y) = 0, ∀k ∈ {−Nh; . . . ;Nh} (III.69)

Cette procédure d’estimation harmonique de la solution et de projection sur la base F porte le
nom d’équilibrage harmonique (HBM pour Harmonic Balance Method). On réécrit l’équation
III.69 sous forme matricielle :

HY − F(Y) = 0 (III.70)
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où :

H =



−jNhω 0 . . . 0

0 . . .
−jω

... 0
...

jω
. . . 0

0 . . . 0 jNhω


, Y =



Y−Nh
...

Y−1
Y0
Y1
...

YNh


et F =



F−Nh
...

F−1
F0
F1
...

FNh


(III.71)

L’évaluation des Fk peut poser des difficultés selon les non-linéarités considérées dans le système.
Nous reviendrons sur le calcul de ces termes dans la sous-section III.3.8.

La méthode de la balance harmonique est très utilisée dans le cadre de la mécanique des struc-
ture en présence de non-linéarités. Une variante de cette méthode est toutefois plus répandue
dans le cadre de la mécanique des fluides. Cette variante va être abordée dans la prochaine
sous-section.

3.3 Time Spectral Method

En mécanique des fluides numérique, il est courant que les codes soient écrits en formulation
temporelle. La méthode de balance harmonique telle que développée dans la sous-section III.3.2
n’est pas applicable telle quelle dans ce cas car elle suppose une formulation harmonique des
grandeurs d’intérêt et non pas temporelle.

La Time Spectral Method (TSM) propose une résolution dans le domaine temporel des équations
obtenues par balance harmonique. Cette méthode consiste à utiliser la Transformée de Fourier
Discrète (TFD) sur le système III.70.Il n’y a donc pas de différence fondamentale entre la HBM
et la TSM. On définit la matrice de transformée de Fourier discrète complexe E permettant de
passer du domaine temporel au domaine fréquentiel :

yt0

yt1

...

yt2Nh


= E



Y−Nh
...

Y−1
Y0
Y1
...

YNh


(III.72)

où yti = y(ti), et :

E =


e−jNhωt0 e−j(Nh−1)ωt0 . . . 1 . . . ej(Nh−1)ωt0 ejNhωt0

e−jNhωt1 e−j(Nh−1)ωt1 . . . 1 . . . ej(Nh−1)ωt1 ejNhωt1

...
e−jNhωt2Nh e−j(Nh−1)ωt2Nh . . . 1 . . . ej(Nh−1)ωt2Nh ejNhωt2Nh

⊗ I (III.73)
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On applique la transformée discrète au système III.70, permettant d’obtenir l’équation algébrique
temporelle :

H∗y∗ − f∗(y∗) = 0 (III.74)

où :

y∗ =



yt0

yt1

...

yt2Nh


, f∗ =



ft0

ft1

...

ft2Nh


(III.75)

et d’après Gopinath et Jameson [65] :

H∗ = 2π
T



H∗
0 H∗

1 . . . H∗
2Nh−1 H∗

2Nh

H∗
2Nh

H∗
0 H∗

1 H∗
2Nh−1

H∗
2Nh

H∗
0

... . . . ...

H∗
2 H∗

0 H∗
1

H∗
1 H∗

2 . . . H∗
2Nh

H∗
0


(III.76)

où :

H∗
m =

{
1
2 (−1)m+1 cot

(
πm

2×Nh+1

)
si m ̸= 0

0 si m = 0
(III.77)

La résolution du système algébrique temporel III.74 permet d’obtenir simultanément tous les
instants de la période étudiée. Un schéma de type Dual Time Stepping permet de résoudre le
système III.74, en résolvant simultanément 2 ×Nh + 1 calculs stationnaires.

3.4 Application de la balance harmonique au problème de structure

Reprenons une formulation éléments finis de la structure, en y incluant un vecteur représen-
tatif des efforts non-linéaires de friction :

M ẍ + C ẋ + K x + fnl(x, ẋ) = fl (III.78)

où M, C et K sont les matrices de masse, d’amortissement structural et de raideur de la
structure, tandis que fnl(x, ẋ) est l’opposé du vecteur des efforts non-linéaires appliqués sur la
structure et fl est un vecteur d’efforts linéaires extérieurs appliqués sur la structure.

On note r le vecteur résidu associé à l’équation III.78 :

r = M ẍ + C ẋ + K x + fnl(x, ẋ) − fl (III.79)

Nous allons appliquer la procédure de Galerkine en utilisant la base de Fourier en représentation
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réelle à Nh harmoniques, de pulsation fondamentale ω. On écrit :

F = {1 cos(ωt) sin(ωt) . . . cos(Nhωt) sin(Nhωt)} (III.80)

On cherche une solution sous la forme :

x(t) = a0 +
Nh∑
k=1

(akcos(kωt) + bksin(kωt)) (III.81)

Les fonctions de la base de Fourier sont à la fois les fonctions de forme et les fonctions de pon-
dération de la méthode des résidus pondérés dans le cas particulier de la procédure de Galerkine.

En ce qui concerne le produit scalaire, nous choisissons cette fois-ci celui défini sur l’espace
CR des fonctions de carré intégrable à valeurs dans R sur l’intervalle

[
0; 2π

ω

]
:

∀f ,g ∈ CR
(

0; 2π
ω

)2
, ⟨f |g⟩ = ω

π

∫ 2π
ω

0
f(t)g(t)dt (III.82)

Les éléments de F sont bien orthogonaux pour le produit scalaire choisi.

On réalise l’équilibrage harmonique en projetant le résidu sur chaque fonction de F . En uti-
lisant les mêmes notations que Joannin [75], c’est à dire c0 = 1, ck = cos(kωt) et sk = sin(kωt),
et en projetant le résidu r sur chaque fonction φ de la base de Fourier F , on obtient :

⟨r|φ⟩ = M
Nh∑
k=1

− (kω)2 (ak ⟨ck|φ⟩ + bk ⟨sk|φ⟩)

+ C
Nh∑
k=1

− (kω) (ak ⟨sk|φ⟩ − bk ⟨ck|φ⟩)

+ K
Nh∑
k=1

(ak ⟨ck|φ⟩ + bk ⟨sk|φ⟩)

+ Ka0 ⟨c0|φ⟩ + ⟨fnl|φ⟩ − ⟨fl|φ⟩
= 0

(III.83)

Les fonctions de base ayant été choisies de cette manière pour être orthogonales, on aboutit au
système algébrique suivant, en prenant pour valeur de φ chaque vecteur de F :

⟨r|c0⟩ = 2K a0 + ⟨fnl|c0⟩ − ⟨fl|c0⟩ = 0

⟨r|ck⟩ =
(
K − (kω)2M

)
ak + (kω)C bk + ⟨fnl|ck⟩ − ⟨fl|ck⟩ = 0

⟨r|sk⟩ =
(
K − (kω)2M

)
bk − (kω)C ak + ⟨fnl|sk⟩ − ⟨fl|sk⟩ = 0

(III.84)

Ce système algébrique peut être réécrit sous forme matricielle. On note X le vecteur des com-
posantes harmoniques de x. On a :

X = (a0 a1 b1 ... aNh bNh)T (III.85)
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Le système algébrique traduisant le comportement du problème dans le domaine fréquentiel
s’écrit alors :

Z(ω)X + Fnl(X, ω) − Fl = 0 (III.86)

où la matrice Z est la matrice de rigidité multi-harmonique du système algébrique non-linéaire.
Cette matrice est diagonale par blocs, et on a :

Z =



2K
Z1

. . .
Zk

. . .
ZNh


(III.87)

où :

Zk =
(

K − (kω)2M (kω)C
−(kω)C K − (kω)2M

)
(III.88)

En notant n la dimension de x, on a changé le problème différentiel initial de dimension n contre
un problème algébrique de dimension n× (2Nh + 1). Dans le cas de la structure en présence de
frottement non-linéaire, il est possible de réaliser des réductions exactes de la taille du problème.
Nous allons voir ces réductions dans la sous-section suivante.

3.5 Condensation du système non-linéaire

Condensation sur les degrés de liberté non-linéaires

Les efforts non-linéaires de frottement ne sont exprimés que sur un nombre restreint de degrés
de liberté. On les note nnl, tel que nnl < n. Ainsi, dans le domaine harmonique, Fnl(X, ω) n’est
non nul qu’en nnl × (2Nh + 1) points. À l’aide de permutations matricielles élémentaires, le
problème algébrique peut être écrit sous la forme :(

Znl,nl Znl,l
Zl,nl Zl,l

)(
Xnl
Xl

)
+
(

Fnl(X, ω)
0

)
−
(

Flnl

Fll

)
= 0 (III.89)

où la première ligne regroupe les termes relatifs aux degrés de liberté sur lesquels s’appliquent
les efforts de frottement, tandis que la deuxième regroupe tous les autres termes.

La seconde ligne de III.89 permet de réaliser une condensation exacte du problème sur les
degrés de liberté non-linéaires :

Xl = Zl,l
−1 (Fll − Zl,nlXnl

)
(III.90)

On peut donc reformuler le problème uniquement sur la première ligne de III.89 sous la forme :

Zred(ω)Xnl + Fnl(Xnl, ω) − Flred = 0 (III.91)
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où : {
Zred(ω) = Znl,nl − Znl,lZl,l

−1Zl,nl

Flred = Flnl − Znl,lZl,l
−1Fll

(III.92)

On a donc un nouveau système algébrique à résoudre, de dimension nnl ×(2Nh +1). Il est encore
possible de réduire la taille du problème de manière exacte en réalisant une condensation du
problème sur les déplacements relatifs.

Condensation sur les déplacements relatifs

On considère que le frottement se produit entre deux sous-structures distinctes. En supposant
que les nœuds des interfaces de frottement sont coïncidents, il est possible de diviser par 2 la taille
du problème en les appairant pour raisonner en déplacements relatifs. On considère l’équation
algébrique réduite III.91 pour les sous-structures, qui sont numérotées respectivement 1 et 2. Le
système algébrique peut être écrit sous la forme :{

Zred
1(ω)Xnl

1 + F1
nl(Xnl

1, ω) − F1
lred

= 0
Zred

2(ω)Xnl
2 + F2

nl(Xnl
2, ω) − F2

lred
= 0

(III.93)

Sur les nœuds coïncidents, le principe d’action-réaction donne la relation :

F1
nl + F2

nl = 0 (III.94)

On écrit le problème sur les déplacement relatifs, en utilisant les notations :{
Xr = Xnl

1 − Xnl
2

Fnlr = F1
nl

(III.95)

On aboutit alors au système algébrique final :

Zr(ω)Xr + Fnlr(Xr, ω) − Flr = 0 (III.96)

avec :  Zr =
(
Zred

1−1 + Zred
2−1)−1

Flr = Zr
(
Zred

1−1F1
lred

− Zred
2−1F2

lred

) (III.97)

Une fois ce système résolu, on peut remonter au reste des grandeurs harmoniques en remontant
ces processus de réduction.

Remarque : il peut arriver dans certains cas que la fréquence soit une inconnue supplémentaire.
Le système n’étant alors plus carré, il est d’usage d’imposer une condition de phase supplémen-
taire pour fermer le système.

Dans la prochaine sous-section, nous allons voir comment résoudre les équations algébriques
obtenues par méthode de balance harmonique.
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3.6 Algorithmes de résolution

Nous nous intéressons ici à la résolution à proprement parler de systèmes algébriques non-
linéaires mis sous forme résiduelle. On suppose en particulier que le problème est carré, c’est à
dire qu’il y a autant d’équations que d’inconnues. Pour finir, on suppose que les inconnues du
problème à résoudre sont contenues dans le vecteur X. Le problème a donc la forme suivante :

Trouver X tel que R(X) = 0

Algorithme du point fixe

L’algorithme du point fixe est la méthode la plus simple à mettre en place. Celui-ci découle
du théorème suivant [49] : soit E l’espace vectoriel sur lequel est défini une fonction H. Si E est
un espace métrique complet, et que H est contractante, c’est-à-dire k-lipschitzienne avec k < 1,
alors H admet un unique point fixe X0 ∈ E. De plus, pour tout point initial Xinit de E, la suite
(Xn)n∈N∗ définie par Xn+1 = H (Xn) converge vers le point fixe X0.

Il reste dans notre cas à définir la fonction H. On pose :

H(X) = R(X) + X (III.98)

Si cette fonction est contractante et continue, alors le théorème précédemment énoncé assure
que la suite (Xn)n∈N∗ définie par Xn+1 = H (Xn) converge vers son point fixe, et donc que R
converge vers 0. Cependant, dans notre cas, rien ne nous dit que l’application H est contractante.
L’utilisation de méthodes de relaxation permet de contourner ce problème.

Algorithme de Newton-Raphson

L’algorithme de Newton-Raphson est un algorithme très utilisé pour résoudre des équations
non-linéaires de type R(X) = 0 en raison de sa simplicité de mise en place et de son efficacité.
L’idée est la suivante : on part d’une certaine valeur X0 que l’on suppose peu éloignée de la
solution réelle du problème. On réalise alors un développement de Taylor au premier ordre de
la valeur du résidu pour un faible écart ∆X de X0 :

R(X0 + ∆X) ≈ R(X0) + JR(X0)∆X (III.99)

où JR est la matrice jacobienne du résidu exprimée en X0. On cherche ∆X tel que X0 + ∆X
soit solution du problème sous forme résiduelle :

R(X0 + ∆X) = 0 (III.100)

d’où la valeur de l’incrément :
∆X ≈ −J−1

R (X0)R(X0) (III.101)

On peut alors poser X1 = X0 + ∆X. De cette manière, on obtient une procédure itérative de la
forme :

∆X = −J−1
R (Xi)R(Xi) et Xi+1 = Xi + ∆X (III.102)
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À la convergence, on a R(Xifinal) et ∆X qui sont nuls.

Les critères de convergence sont souvent définis sur la norme de l’incrément, sur le rapport
des normes de l’incrément et de la solution courante, et sur la norme du résidu :

||∆X|| < ϵ1
||∆X||
||Xi|| < ϵ2

||R(Xi)|| < ϵ3

(III.103)

Si la fonction sur laquelle on souhaite utiliser l’algorithme de Newton-Raphson est de classe C2,
et qu’elle est bien définie sur le voisinage d’un point annulant cette fonction et pour lequel la
dérivée est non nulle, alors il existe un voisinage de ce point sur lequel une convergence quadra-
tique est assurée.

Le bon fonctionnement de cet algorithme est fortement conditionné par l’hypothèse initiale qui
suppose que l’initialisation est suffisamment proche de la solution réelle. En effet, en cas d’initia-
lisation ne vérifiant pas cette hypothèse, l’algorithme aura beaucoup de difficultés à converger.
Dans le cadre des résidus non-linéaires, une manière de procéder pour contourner ce problème
est de partir d’un point où les non-linéarités sont suffisamment faibles pour considérer le pro-
blème comme linéaire et ainsi partir d’une solution connue.

Par ailleurs, l’obtention de la matrice jacobienne, ainsi que son inversion, n’est pas toujours
évidente. Ceci est particulièrement vrai lorsque l’on ne dispose pas de formulation analytique
simple des non-linéarités. Certaines méthodes permettent de s’affranchir du calcul et du sto-
ckage de la matrice jacobienne en fournissant une estimation de celle-ci, comme les méthodes
Newton-Krylov [79]. Les méthodes de type quasi-Newton proposent quant à elles d’obtenir une
estimation de son inverse [50, 141]. Les méthodes de Broyden [26] et Fletcher-Powell [60] sont
des références parmi les méthodes de type quasi-Newton.

Dans la suite de ce chapitre, nous considèrerons que l’algorithme utilisé est l’algorithme de
Newton-Raphson. Si cet algorithme permet de calculer une dynamique non-linéaire pour une
paramétrisation donnée du système, il est souvent souhaité de suivre l’évolution de cette dyna-
mique en fonction de l’évolution d’un paramètre de contrôle. Ce paramètre peut par exemple
être une amplitude, une fréquence d’excitation ou une fréquence de rotation. Nous allons abor-
der dans la prochaine section comment réaliser la continuation de la solution en fonction d’un
paramètre de contrôle.

3.7 Méthodes de continuation

Dans la première section de ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la stabilité des cycles
limites de systèmes non-linéaires, et à la notion de bifurcation des solutions pour une évolution
des paramètres du système. En particulier, nous avons vu que pour un système non-linéaire, des
solutions périodiques stables et instables pouvaient coexister pour une paramétrisation donnée.

La méthode de balance harmonique couplée à un algorithme de résolution adapté a la particu-
larité de pouvoir fournir à la fois les solutions stables et instables, contrairement à une méthode
classique d’intégration temporelle. Cette dernière ne fournit qu’une solution périodique stable si
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celle-ci existe pour le jeu de paramètres de contrôle choisi.

Pour obtenir le comportement dynamique complet du système non-linéaire via une méthode
fréquentielle telle que la balance harmonique, on réalise classiquement plusieurs calculs en fai-
sant évoluer les variables de contrôle. Les méthodes de continuation permettent de passer d’un
point de calcul à l’autre et de capturer dans certains cas les branches stables et instables de
solution. Gruin [69] indique que l’on peut ranger les techniques de continuation en deux catégo-
ries : la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) et les méthodes de prédiction-correction.

Le principe de la MAN est détaillé dans Guillot et al. [70]. On peut trouver un premier exemple
d’application de cette méthode avec la balance harmonique, couplée à une méthode de Hill pour
déterminer simultanément la solution périodique et sa stabilité dans l’article de Lazarus et Tho-
mas [89]. Un second cas d’application pour une non-linéarité régularisée de type frotteur sec se
trouve dans Vigué et al. [166].

Cette méthode, qui suppose un développement en série entière de la solution ainsi qu’une
forme quadratique des non-linéarités, n’est toutefois pas particulièrement adaptée pour les non-
linéarités discontinues de type frottement sec. Elle n’a donc pas été utilisée dans le cadre de ces
travaux de thèse. Les méthodes de continuation basées sur le principe de prédiction/correction
ont l’avantage de ne faire aucune supposition sur la forme des non-linéarités, et ont ainsi été
choisies pour la suite. Nous allons aborder à présent les différents prédicteurs classiquement uti-
lisés, puis nous verrons quelques méthodes de continuation basées sur le principe de prédiction-
correction. Le lecteur est invité à se référer à Allgower et Georg [9] pour plus d’informations sur
les méthodes de continuation. Dans cette sous-section, nous considérons un système algébrique
général de n × (2 × Nh + 1) équations, obtenu via la méthode d’équilibrage harmonique. Ce
système dépend d’un paramètre de contrôle λ.

Le vecteur résiduel est de la forme :

R(X, ω, λ) = Z(ω, λ)X(λ) + Fnl(X, ω, λ) − Fl(λ) = 0 (III.104)

Prédiction de la solution

Les méthodes de prédiction permettent d’obtenir une estimation de l’emplacement d’une
solution sur la branche des solutions périodiques, compte tenu d’une ou de plusieurs solutions
déjà connues. L’objectif est d’initialiser le calcul du point suivant proche de la solution réelle,
afin de faciliter la convergence de l’algorithme de résolution.

On distingue ici quatre prédicteurs :

• l’extrapolation d’ordre 0 : on initialise le calcul du prochain point de la branche en utilisant
le résultat du précédent calcul comme condition initiale. Cela suppose que la dynamique
du système non-linéaire n’évolue pas trop brusquement par rapport au décalage selon la
variable de contrôle λ ;

• le prédicteur sécant : une interpolation linéaire est réalisée entre les deux dernières solu-
tions calculées pour prédire le prochain point. L’écart entre ces deux dernières solutions
(∆X,∆ω) donne un coefficient directeur, que l’on multiplie par un facteur d’éloignement
et que l’on ajoute à la dernière solution calculée ;



3. Approches fréquentielles non-linéaires 137

• le prédicteur tangent : on initialise le calcul du prochain point de la branche en prenant un
point sur la tangente de la branche de solutions au niveau de la dernière solution calculée.
Cela suppose donc une linéarisation de la dynamique du système non-linéaire sur le dernier
point calculé et donc un calcul de matrice jacobienne ;

• le prédicteur par interpolation d’ordre supérieur : on utilise p+ 1 points déjà obtenus sur
la branche de solutions pour mettre en place une interpolation polynomiale de Lagrange
d’ordre p entre ces points.

Maintenant que les méthodes de prédiction ont été abordées, nous allons voir quelques unes des
principales méthodes de continuation de type prédiction-correction.

Continuation séquentielle

La continuation séquentielle consiste à fixer la valeur du paramètre de contrôle et de résoudre
le système non-linéaire pour cette valeur du paramètre. Une fois convergé, on passe au calcul du
point suivant en imposant directement une nouvelle valeur du paramètre de contrôle. La Figure
III.8a illustre cette continuation.

Cette continuation est simple à mettre en place car elle ne nécessite aucun traitement sup-
plémentaire : la valeur du paramètre est simplement fixée. Toutefois, certaines bifurcations de
type point de retournement ne sont pas capturées avec cette continuation. Il est alors nécessaire
de choisir une autre méthode de continuation, telle que la continuation par longueur d’arc ou
encore pseudo longueur d’arc.

Continuation par longueur d’arc

La méthode par longueur d’arc consiste à ajouter une équation de contrainte au système
algébrique non-linéaire afin d’obliger le solveur à évoluer dans un sous-espace de l’espace initial.
Cette équation impose la recherche d’une solution sur une sphère de rayon choisi et centrée sur la
dernière solution calculée. Le paramètre de contrôle devient une nouvelle inconnue du problème.
On parle également de méthode arc-length. La Figure III.8b illustre cette continuation.

La contrainte à ajouter au problème peut être formulée ainsi : à partir d’une solution calcu-
lée (X0, ω0, λ0), on choisit un rayon ∆s pour la sphère centrée sur (X0, ω0, λ0)). L’équation de
contrainte, que l’on note Rarc, prend alors la forme :

Rarc (X, ω, λ) = ||X − X0||2 + ||ω − ω0||2 + ||λ− λ0||2 − ∆s2 = 0 (III.105)

Il y a toujours au moins deux intersections entre la sphère et la branche des solutions du système
non-linéaire. Les bifurcations de type point de retournement ne posent donc pas de problème.
Cependant, si la prédiction est de mauvaise qualité, il est possible de repartir en sens inverse sur
la branche des solutions. La méthode par pseudo longueur d’arc apporte une solution à cette
problématique.
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Continuation pseudo arc-length

Cette dernière méthode de continuation propose de chercher les solutions sur un hyperplan
perpendiculaire à la tangente de la branche des solutions en une solution (X0, ω0, λ0), à une
distance ∆s de ce point. L’équation de contrainte à ajouter diffère de Rarc et peut être trouvée
dans Kuznetsov [81].

(a) Continuation séquentielle (b) Continuation arc-length (c) Continuation pseudo arc-
length

Figure III.8 – Illustrations des méthodes de continuation. (→ : prédiction du prochain point
de la branche, - - - - : lieu de la correction, ◦ : itération du solveur jusqu’à la nouvelle solution)

Pour mener à bien la résolution des calculs algébriques avec une méthode de Newton-Raphson,
il reste à déterminer la valeur des efforts non-linéaires dans le domaine fréquentiel, ainsi que celle
de la jacobienne JR du résidu. Nous allons aborder ces points dans les prochaines sous-sections.

3.8 Calcul des composantes fréquentielles des termes non-linéaires

Le calcul des composantes harmoniques des forces non-linéaires au cours d’une période est
loin d’être évident. Dans le cas de non-linéarités "simples" (quadratiques, voire cubiques), il
est possible de calculer à la main l’expression de ces termes lors de la procédure de Galerkine
menant à la formulation harmonique du problème. Cependant, dans le cas de non-linéarités
non-régulières, on ne connaît que l’expression de ces termes dans le domaine temporel.

Ainsi, Cameron et Griffin [29] ont proposé une méthode pour calculer ces termes. Le principe
est de réaliser des aller-retours entre les domaines fréquentiels et temporels à la fin de chaque
itération du solveur de Newton (i.e à chaque fois que l’on a une nouvelle solution périodique). On
peut de cette façon évaluer l’évolution temporelle des efforts non-linéaires sur une période puis
les rebasculer dans le domaine fréquentiel. Cette méthode porte le nom de procédure Alternate
Frequency-Time (AFT).
Compte tenu de la procédure de Galerkine ayant mené à la formulation harmonique du pro-
blème, on va chercher à décomposer les forces non-linéaires en série de Fourier tronquée à Nh

harmoniques. Cela s’écrit en formulation réelle :

fnl(t) = c0 +
Nh∑
k=1

(ckcos(kωt) + dksin(kωt)) (III.106)
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Ainsi, le vecteur des composantes harmoniques des termes non-linéaires s’écrit :

Fnl = (c0 c1 d1 ... cNh dNh)T (III.107)

En appliquant la transformée de Fourier discrète sur les efforts non-linéaires, en formulation
réelle cette fois-ci, on a : 

fnl(t0)
...

fnl(ti)
...

fnl(t2Nh
)


= E



c0
c1
d1
...

cNh

dNh


(III.108)

avec :

E =


1 cos (ωt0) sin (ωt0) . . . cos (Nhωt0) sin (Nhωt0)
1 cos (ωt1) sin (ωt1) . . . cos (Nhωt1) sin (Nhωt1)

...
1 cos (ωt2Nh

) sin (ωt2Nh
) . . . cos (Nhωt2Nh

) sin (Nhωt2Nh
)

⊗ I (III.109)

La matrice E est la matrice de passage du domaine temporel au domaine fréquentiel.
L’inverse de la matrice E est la matrice de passage du domaine fréquentiel au domaine temporel.
Elle est donnée par :

E = E−1 = 1
nt



1 1
2cos (ωt0) 2cos (ωt2Nh

)
2sin (ωt0) 2sin (ωt2Nh

)
... . . .

...
2cos (Nhωt0) 2cos (Nhωt2Nh

)
2sin (Nhωt0) 2sin (Nhωt2Nh

)


⊗ I (III.110)

Il est important de noter que les matrices E et E ne dépendent pas de ω car ωti = 2iπ
2×Nh+1 pour

i ∈ {0; 2Nh}. On applique de même la transformée de Fourier discrète sur le déplacement x de
la structure.

xt =



xt0

xt1

...

xt2Nh


= EX (III.111)
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Par ailleurs : 

x(t) = a0 +
Nh∑
k=1

(akcos(kωt) + bksin(kωt))

ẋ(t) =
Nh∑
k=1

(−kω aksin(kωt) + kω bkcos(kωt))

ẍ(t) =
Nh∑
k=1

(
− (kω)2 akcos(kωt) − (kω)2 bksin(kωt)

)
(III.112)

Ainsi, on peut écrire de la même manière que pour xt :

ẋt = E∇X
ẍt = E∇2X

(III.113)

en définissant l’opérateur différentiel ∇ comme :

∇ =



0
∇1

∇2
. . .

∇Nh


(III.114)

où les blocs intermédiaires ∇k sont définis par :

∇k =
(

0 kω

−kω 0

)
⊗ I (III.115)

La procédure AFT est ainsi réalisée selon la formule suivante :

Fnl = E



fnl(t0)
...

fnl(ti)
...

fnl(t2Nh
)


= E fnl (xt, ẋt) = E fnl (EX,E∇X) (III.116)

Il reste maintenant à déterminer l’expression de la matrice jacobienne du système algébrique
sous forme résiduelle.

3.9 Calcul de la matrice jacobienne

Reprenons l’équation algébrique qui caractérise notre système en formulation harmonique.
On suppose que l’on n’impose pas la pulsation d’excitation ω (qui devient donc une inconnue),
et que l’on impose une équation de contrainte par longueur d’arc. On a le système :{

R (X, ω) = Z(ω)X + Fnl(X, ω) − Fl = 0
Rarc (X, ω) = ||X − X0||2 + ||ω − ω0||2 − ∆s2 = 0 (III.117)
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Dans le cadre de la méthode de Newton-Raphson, on écrit alors la jacobienne analytique :

J (X, ω) =
(

JR(X, ω)
JRarc(X, ω)

)
=


∂R
∂X

∂R
∂ω

∂Rarc
∂X

∂Rarc
∂ω

 (III.118)

où on a : 
∂R
∂X = Z + ∂Fnl

∂X
∂R
∂ω = ∂Z

∂ω X + ∂Fnl
∂ω

∂Rarc
∂X = 2 (X − X0)T

∂Rarc
∂ω = 2 (ω − ω0)

(III.119)

De plus, on a :

∂Z
∂ω

=



0
∂Z1

∂ω
. . .

∂Zk

∂ω
. . .

∂ZNh

∂ω


(III.120)

avec :
∂Zk

∂ω
=
(

−2k2ωM kC
−kC −2k2ωM

)
(III.121)

L’un des points les plus problématiques dans l’expression de la matrice jacobienne est le calcul
des dérivées des termes non linéaires. C’est ce que nous allons maintenant aborder.

Expression analytique de la jacobienne

Compte tenu du lien qui existe entre les composantes fréquentielles des efforts non-linéaires
et les valeurs de ces efforts au cours d’une période, on peut écrire les relations suivantes :

∂Fnl
∂X = ∂E fnl (EX,E∇X)

∂X

= E∂fnl (EX,E∇X)
∂X

= E
(
∂fnl (EX,E∇X)

∂ (EX)
∂ (EX)
∂X + ∂fnl (EX,E∇X)

∂ (E∇X)
∂ (E∇X)
∂X

) (III.122)

d’où :
∂Fnl
∂X = E∂fnl

∂xt
E + E∂fnl

∂ẋt
E∇ (III.123)

D’une façon similaire, puisque E et E ne dépendent pas de ω, on a :

∂Fnl
∂ω

= E∂fnl
∂ẋt

E∂∇
∂ω

X (III.124)
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où :

∂∇
∂ω

=



0n
∂∇1
∂ω

∂∇2
∂ω

. . .
∂∇Nh

∂ω


(III.125)

avec les blocs intermédiaires ∂∇k
∂ω définis par :

∂∇k

∂ω
=
(

0 k

−k 0

)
⊗ I (III.126)

Il n’est pas toujours possible d’avoir une expression analytique pour les termes non-linéaires
∂Fnl
∂X et∂Fnl

∂ω de la jacobienne. Dans ce genre de situation, d’autres méthodes, comme celle des
différences finies, permet d’obtenir une évaluation de la jacobienne.

Calcul de la jacobienne par différences finies

L’idée de cette méthode est de calculer chaque terme de la jacobienne par différences fi-
nies, puis de reconstituer la matrice jacobienne complète. Reprenons l’expression de la matrice
jacobienne :

J (X, ω) =
(

JR(X, ω)
JRarc(X, ω)

)
=


∂R
∂X

∂R
∂ω

∂Rarc
∂X

∂Rarc
∂ω

 (III.127)

On évalue chaque terme selon le schéma aux différences finies suivant (d’après Kiusalaas [78]) :

(
∂R
∂X

)
ij

≈
Ri(X + ejh, ω) − Ri(X, ω)

h(
∂R
∂ω

)
i

≈ Ri(X, ω + h) − Ri(X, ω)
h(

∂Rarc

∂X

)
ij

≈
Rarc,i(X + ejh, ω) − Rarc,i(X, ω)

h(
∂Rarc

∂ω

)
i

≈ Rarc,i(X, ω + h) − Rarc,i(X, ω)
h

(III.128)

Les valeurs de X et ω sont les valeurs à l’itération courante. Les vecteurs ej sont des vecteurs uni-
taire dans la direction du j-ième vecteur de base sur laquelle les problème algébrique est formulé.

On voit ici que dans le cadre de la méthode de Newton-Raphson, la jacobienne est réévaluée
à chaque itération de l’algorithme. On doit donc, à chaque itération, évaluer autant de fois le
résidu complet qu’il y a de variables dans le système algébrique. Kiusalaas [78] indique qu’il est
possible de s’affranchir de recalculer la jacobienne à chaque itération du solveur, en supposant
que la jacobienne ne bouge pas beaucoup au cours des itérations. Cela revient à supposer que
l’on est déjà proche de la solution réelle. On a alors qu’une seule évaluation de la jacobienne à
réaliser en début d’algorithme.

Il peut être difficile de calculer directement une solution périodique sans une bonne condition
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initiale avec la méthode de Newton-Raphson. Dans un contexte de flottement de soufflante avec
frottement en pied d’aube, il n’y a pas de terme de forçage externe et on ne sait à priori pas si
un cycle limite existe. Les méthodes harmoniques abordées sont donc difficilement applicables
telles quelles. Les notions de modes non-linéaires, qui décrivent la dynamique de la structure en
régime libre sont appropriées dans cette situation, comme nous allons le voir dans la prochaine
section.

4 Synthèse modale non-linéaire

Dans la littérature, la notion de mode non-linéaire témoigne de la volonté de la communauté
scientifique d’étendre la notion de mode linéaire à un cadre non-linéaire. Les modes linéaires sont
obtenus par la résolution d’un problème aux valeurs propres d’un système linéaire, permettant
de décrire sa dynamique selon une décomposition unique de contributions modales. Les modes
linéaires traduisent la dynamique libre du système considéré.

Ce problème aux valeurs propres n’étant pas défini dans un cadre non-linéaire, il n’existe pas de
notion arrêtée des modes non-linéaires. Les travaux autour de la notion de modes non-linéaires
ont donc consisté à mettre en place des outils pour décrire la dynamique libre d’un système
non-linéaire.

Nous allons ici voir quelques exemples de notions de mode non-linéaire, et verrons qu’il est
possible de prédire l’apparition de cycle limites de systèmes non-linéaires libres dissipatifs.

4.1 Notion de mode normal non-linéaire

Approche de Rosenberg

La notion de mode normal non-linéaire a été abordée pour la première fois en ces termes
par Rosenberg [137, 138]. Il se base sur l’observation de certaines propriétés des modes normaux
linéaires (ou modes propres linéaires) pour mettre au point une notion d’équivalent non-linéaire.
On considère dans cette première approche du mode normal non-linéaire des systèmes non-
linéaires conservatifs à n degrés de liberté. Rosenberg donne la définition suivante :

Un mode normal non-linéaire d’un système conservatif non-linéaire caractérise un mouvement
du système où toutes les masses ont un mouvement périodique de même période, passent par
leur position d’équilibre au même instant, et où à chaque instant, la connaissance de la position
d’une seule masse suffit à connaître les positions de toutes les autres.

Défini ainsi, un mode normal non-linéaire voit ses degrés de liberté atteindre leurs extremums
aux mêmes instants, où ils ont une vitesse nulle. En considérant que la vitesse initiale du système
est nulle (le système est donc relâché à son amplitude maximale) et puisque celui-ci est conser-
vatif, il est caractérisé par un niveau d’énergie potentielle U0. Il existe une infinité de conditions
initiales à vitesse nulle pour lesquels l’énergie potentielle du système est U0. Ces conditions ini-
tiales forment une surface ovaloïde d’iso-énergie potentielle dans l’espace d’état. Ainsi, la courbe
représentant un mode normal non-linéaire intersecte cette surface perpendiculairement, d’où la
dénomination de mode normal non-linéaire. Si les variables d’état évoluent sur une droite, on
parle de mode similaire. Si c’est une courbe, on parle de mode non-similaire.
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Figure III.9 – Représentation de deux modes normaux non-linéaires dans un espace de confi-
guration bidimensionnel selon la définition de Rosenberg (adaptée de Laxalde [86])

Le calcul des modes normaux non-linéaires selon l’approche de Rosenberg s’effectue en choisis-
sant arbitrairement une variable maître parmi toutes les variables d’état, qui sert à paramétrer
l’évolution de tous les autres paramètres de cet espace.

Approche de Shaw et Pierre

Shaw et Pierre [143] proposent une formulation étendue des modes normaux non-linéaires
applicable sur des systèmes non-linéaires de dimension finie conservatifs et non conservatifs.
Cette approche utilise la notion de variété invariante, dont on peut trouver une définition dans
Carr [30]. Reprenons cette définition. On considère une équation différentielle non-linéaire sous
forme d’état :

ẏ = f(y)

avec y le vecteur d’état.

On dit que S ⊂ R2n est une variété localement invariante du système différentiel si pour y∗ ∈ S,
la solution y du système différentiel telle que y(t0) = y∗ reste dans S pour t < tmax avec
tmax > t0. Si de plus, tmax = +∞, alors on dit que S est une variété invariante.

Les variétés invariantes ainsi définies, Shaw et Pierre définissent les modes normaux non-linéaires
de systèmes autonomes comme étant des variétés invariantes bidimensionnelles de l’espace des
phases du système : deux variables de l’espace des phases permettent de paramétrer la variété
invariante.

Une dynamique du système existant à un instant donné sur la variété y restera. La variété
passe de plus par un point d’équilibre stable du système, où elle est tangente au plan défini par
l’espace vectoriel engendré par les vecteurs propres du système linéarisé autour de cette position
d’équilibre (voir Figure III.10).
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Figure III.10 – Représentation de deux modes normaux non linéaires dans un espace de confi-
guration bidimensionnel selon la définition de Shaw et Pierre (issue de Kerschen et al. [76])

Cette représentation suppose que l’on peut paramétrer l’ensemble des variables de l’espace des
phases comme des fonctions de deux paramètres de cet espace :



y1
ẏ1
y2
ẏ2
...
yn

ẏn


=



u

v

G2(u, v)
H2(u, v)

...
Gn(u, v)
Hn(u, v)


(III.129)

On peut alors calculer le mode non linéaire en injectant cette représentation des paramètres de
l’espace des phases dans l’équation différentielle du système. Cela permet de faire disparaître les
termes de dérivée temporelle et on obtient ainsi un système de 2n− 2 équations à résoudre, les
inconnues étant les Gi, Hi en fonction de u et v. Le problème étant aussi compliqué que lorsque
l’on avait des dérivées temporelles, les Gi et Hi sont alors développées en séries entières de u
et v, dont on cherchera à déterminer les coefficients. Une fois ces coefficients trouvés, on aura
complètement accès à la variété invariante définissant le mode non-linéaire en remontant au yi, ẏi.

Ces approches des modes normaux non-linéaires ont beaucoup été étudiées dans la littérature,
pour des non linéarités géométriques, avec éventuellement des termes visqueux dissipatifs li-
néaires dans le cas des modes de Shaw et Pierre. En revanche, il semble être difficile d’utiliser
de telles formulations pour traiter des systèmes avec non-linéarités de type force de frottement
de Coulomb. Les forts développements analytiques qu’impliquent ces approches du mode non-
linéaire semble être prohibitifs dans le cadre de systèmes de taille importante.

Ainsi, une autre approche des modes non-linéaires va maintenant être abordée. Celle-ci a la
particularité d’être bien adaptée à notre situation, dans le sens où elle permet de caractériser
des systèmes non-linéaires en régime libre, avec des non-linéarités dissipatives de type frottement.
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4.2 Notion de mode complexe non-linéaire

La notion de Mode Complexe Non-Linéaire (MCNL) a été développée par Laxalde [86, 87]
pour étudier les branches de solutions de systèmes autonomes dissipatifs. Il emploie une formu-
lation alternative de la procédure de Galerkine, basée sur une analogie avec les modes linéaires
de systèmes amortis.

Reprenons l’équation différentielle non-linéaire de la structure en régime libre :

M ẍ + C ẋ + K x + fnl(x, ẋ) = 0 (III.130)

Nous allons chercher un vecteur solution sous la forme de MCNL suivante :

x(t) = a0 +
Nh∑
k=1

e−kβt (akcos(kωt) + bksin(kωt)) (III.131)

où le terme β est l’atténuation du MCNL. On observe donc ici deux échelles de temps : une
échelle de temps rapide, associée à ω, et une échelle de temps lente, associée à l’atténuation
β qui est la même pour toutes les harmoniques. On suppose que l’échelle de temps rapide est
beaucoup plus rapide que l’échelle de temps lente : ω ≫ β. On peut alors réécrire les vitesses et
accélérations sous la forme :

ẋ(t) =
Nh∑
k=1

e−kβt ((kω bk − kβak) cos(kωt) − (kβbk + kω ak) sin(kωt))

ẍ(t) =
Nh∑
k=1

e−kβt (−kβ(kωbk − jβak) − kω(kβbk + kωak) cos(kωt) + . . .

. . .+ (kβ(kβbk + kωak) − kω(kωbk − kβak)) sin(kωt))

(III.132)

On remarque que cette nouvelle base d’approximation n’est pas orthogonale pour le produit
scalaire usuel. L’hypothèse ω ≫ β nous permet de supposer que sur l’intervalle

[
t; t+ 2π

ω

]
, la

décroissance exponentielle du terme e−kβt est négligeable. On suppose donc que x est périodique
sur l’intervalle

[
t; t+ 2π

ω

]
,∀t. On peut de cette manière continuer à travailler sur une base F

orthogonale pour le produit scalaire usuel.

La procédure d’équilibrage harmonique est de nouveau appliquée, en supposant une orthogo-
nalité des fonctions de base, mais en prenant toutefois en compte le terme β apparaissant lors
des dérivations de x. On projette le résidu r sur chaque fonction φ de la base de fonctions
orthogonales.

⟨r|φ⟩ = M
Nh∑
k=1

(
(kβ)2 − (kω)2

)
(ak ⟨ck|φ⟩ + bk ⟨sk|φ⟩) + (2k2βω) (ak ⟨sk|φ⟩ − bk ⟨ck|φ⟩)

+ C
Nh∑
k=1

−kβ (ak ⟨ck|φ⟩ + bk ⟨sk|φ⟩) − kω (ak ⟨sk|φ⟩ − bk ⟨ck|φ⟩)

+ K
Nh∑
k=1

(ak ⟨ck|φ⟩ + bk ⟨sk|φ⟩)

+ Ka0 ⟨c0|φ⟩ + ⟨fnl|φ⟩
= 0

(III.133)
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On ré-utilise les fonctions c0, ck et sk introduits précédemment pour remplacer φ ci-dessus :
⟨r|c0⟩ = 2K a0 + ⟨fnl|c0⟩ = 0

⟨r|ck⟩ =
(
K +

(
(kβ)2 − (kω)2

)
M − kβC

)
ak +

(
kωC − 2k2βωM

)
bk + ⟨fnl|ck⟩ = 0

⟨r|sk⟩ =
(
K +

(
(kβ)2 − (kω)2

)
M − kβC

)
bk −

(
kωC − 2k2βωM

)
ak + ⟨fnl|sk⟩ = 0

(III.134)

On aboutit à un nouveau système algébrique non linéaire en régime libre, représentant le pro-
blème de synthèse modale complexe non-linéaire :

Z(ω, β)X + Fnl(X, ω, β) = 0 (III.135)

où la nouvelle matrice de rigidité multi-harmonique Z s’écrit :

Z =



2K
Z1

. . .
Zk

. . .
ZNh


(III.136)

où :

Zk =
(

K +
(
(kβ)2 − (kω)2)M − kβC kωC − 2k2βωM
−
(
kωC − 2k2βωM

)
K +

(
(kβ)2 − (kω)2)M − kβC

)
(III.137)

On remarque la similarité entre l’équation algébrique III.86 obtenue par la méthode de balance
harmonique et l’équation algébrique III.135 obtenue par la démarche du mode complexe non-
linéaire. Ainsi, on va traiter le calcul du mode complexe non-linéaire comme nous l’avons fait
pour la balance harmonique. Les paragraphes suivants reprennent la mise en forme de la section
III.3, basée sur Joannin [75].

Méthode de continuation

Puisque nous sommes en régime libre, ω et β sont des inconnues. Nous avons donc n× (2 ×
Nh + 1) + 2 inconnues, que l’on peut mettre dans le vecteur (X ω β)T , alors qu’il n’y a que
n×(2×Nh +1) équations. Le problème étant rectangulaire, on peut choisir d’ajouter au système
des équations de contrainte afin de rendre le système carré. Typiquement, la première équation
de contrainte peut être une équation de type continuation par longueur d’arc. Cette contrainte
ne modifie en rien le système modélisé, il s’agit juste d’une équation traduisant la manière d’at-
teindre la branche des solutions. La seconde équation est quant à elle une condition de phase : on
choisit une phase à l’origine nulle pour une harmonique arbitraire d’un degré de liberté arbitraire.

Mathématiquement, choisir une continuation par longueur d’arc et une phase à l’origine nulle
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pour le q-ième degré de liberté de la k-ième harmonique revient à ajouter au système algébrique
les équations suivantes :

{
Rarc (X, ω, β) = ||X − X0||2 + ||ω − ω0||2 + ||β − β0||2 − ∆s2 = 0
Rphase (X, ω, β) = bk,q = 0

(III.138)

Calcul des composantes fréquentielles des termes non-linéaires

Nous nous plaçons dans le cadre d’une méthode de résolution de Newton-Raphson. Compte
tenu de l’hypothèse initiale ω ≫ β, on suppose que les efforts non-linéaires sont à l’image du
mouvement périodiques sur un intervalle

[
t; t+ 2π

ω

]
, ∀t. On peut donc ré-utiliser la procédure

AFT déjà développée, avec une légère modification sur l’opérateur différentiel ∇ pour tenir
compte de l’atténuation β.

∇ =



0n

∇1
∇2

. . .
∇Nh


(III.139)

où les blocs intermédiaires ∇k sont définis par :

∇k =
(

−kβ kω

−kω −kβ

)
⊗ I (III.140)

Calcul de la matrice jacobienne analytique

Comme dans la partie développée plus haut où l’on a cherché des solutions périodiques de
systèmes non-linéaires via balance harmonique, nous allons écrire le résidu complet à annuler
dans le cadre d’un calcul de MCNL, en considérant une continuation par longueur d’arc et une
phase à l’origine nulle pour le q-ième degré de liberté de la k-ième harmonique :


R (X, ω) = Z(ω)X + Fnl(X, ω) = 0
Rarc (X, ω, β) = ||X − X0||2 + ||ω − ω0||2 + ||β − β0||2 − ∆s2 = 0
Rphase (X, ω, β) = bk,q = 0

(III.141)

La matrice jacobienne analytique nécessaire au déroulement de la méthode de Newton-Raphson
prend alors la forme :

J (X, ω, β) =

 JR(X, ω, β)
JRarc(X, ω, β)

JRphase(X, ω, β)

 =



∂R
∂X

∂R
∂ω

∂R
∂β

∂Rarc
∂X

∂Rarc
∂ω

∂Rarc
∂β

∂Rphase
∂X

∂Rphase
∂ω

∂Rphase
∂β


(III.142)

Nous allons maintenant détailler le calcul de chaque terme de la jacobienne, en procédant ligne
par ligne. La première ligne concerne la jacobienne du système algébrique à proprement parler.
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Les différents termes s’écrivent :

∂R
∂X = Z + ∂Fnl

∂X (III.143)
∂R
∂ω

= ∂Z
∂ω

X + ∂Fnl
∂ω

(III.144)
∂R
∂β

= ∂Z
∂β

X + ∂Fnl
∂β

(III.145)

Il convient ici d’expliciter les différentes matrices. Commençons par ∂Z
∂ω et ∂Z

∂β . Celles-ci s’ex-
priment sous la forme :

∂Z
∂ω

=



0
∂Z1

∂ω
. . .

∂Zk

∂ω
. . .

∂ZNh

∂ω


(III.146)

∂Z
∂β

=



0
∂Z1

∂β
. . .

∂Zk

∂β
. . .

∂ZNh

∂β


(III.147)

avec :
∂Zk

∂ω
=
(

−2k2ωM kC − 2k2βM
−kC + 2k2βM −2k2ωM

)
(III.148)

∂Zk

∂β
=
(

2k2βM − kC −2k2ωM
2k2ωM 2k2βM − kC

)
(III.149)

En ce qui concerne les dérivées partielles des termes de forces non-linéaires harmoniques, celle-ci
s’écrivent comme précédemment sous la forme :

∂Fnl
∂X = E∂fnl

∂xt
E + E∂fnl

∂ẋt
E∇ (III.150)

∂Fnl
∂ω

= E∂fnl
∂ẋt

E∂∇
∂ω

X (III.151)

∂Fnl
∂β

= E∂fnl
∂ẋt

E∂∇
∂β

X (III.152)
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Ici, les termes de dérivée partielle de l’opérateur différentiel ∇ s’écrivent sous la forme :

∂∇
∂ω

=



0n
∂∇1
∂ω

∂∇2
∂ω

. . .
∂∇Nh

∂ω


(III.153)

∂∇
∂β

=



0n
∂∇1
∂β

∂∇2
∂β

. . .
∂∇Nh

∂β


(III.154)

avec les blocs intermédiaires ∂∇k
∂ω et ∂∇k

∂β définis par :

∂∇k

∂ω
=
(

0 k

−k 0

)
⊗ I (III.155)

∂∇k

∂β
=
(

−k 0
0 −k

)
⊗ I (III.156)

La deuxième ligne de la jacobienne, qui représente la jacobienne de la contrainte de continuation
par longueur d’arc, s’écrit :

∂Rarc
∂X = 2 (X − X0)T (III.157)
∂Rarc
∂ω

= 2 (ω − ω0) (III.158)
∂Rarc
∂β

= 2 (β − β0) (III.159)

Pour finir, la dernière ligne de la jacobienne, représentant la jacobienne de la contrainte de phase,
s’écrit :

∂Rphase
∂X = (0 . . . 0

Indice 2kn+q
↓
1 0 . . . 0) (III.160)

∂Rphase
∂ω

= 0 (III.161)
∂Rphase
∂β

= 0 (III.162)

La méthode de calcul de MCNL ayant été exposée, celle-ci a été programmée et validée à partir
d’un cas académique issu des mémoires de thèse de Laxalde [86] et Joannin [75]. Les résultats
obtenus sur ce cas vont être décrits dans le prochain paragraphe.
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Calcul de cycle limite par MCNL sur un cas académique

Le modèle utilisé est un système masse-ressort unidimensionnel à deux degrés de liberté avec
un frotteur non-linéaire sur une des deux masses. Celui est représenté par la figure III.11.

Figure III.11 – Modèle académique masse-ressort avec frotteur

La dynamique de ce modèle est régie par le système d’équations suivant :{
m1ẍ1 + c1ẋ1 + c2(ẋ1 − ẋ2) + k1x1 + k2(x1 − x2) = Ax1 +B ẋ1

m2ẍ2 + c2(ẋ2 − ẋ1) + k2(x2 − x1) − fnl(x2, ẋ2) = 0
(III.163)

Pour modéliser la loi de frottement, une loi régulière en vitesse a été choisie afin de pouvoir
écrire la jacobienne analytique. Cela permet de représenter efficacement la phénoménologie étu-
diée tout en conservant la simplicité de la formulation analytique : on s’affranchit du calcul de
la jacobienne par différences finies ou d’autres méthodes coûteuses.

Un nombre fini de paramètres ainsi qu’une loi en tangente hyperbolique permettent d’approcher
asymptotiquement ce modèle de force de frottement d’une loi discontinue de Coulomb :

−fnl(x2, ẋ2) = µN tanh
(
p ẋ2
µN

)
(III.164)

On a ainsi une loi se comportant selon la Figure III.12.

Figure III.12 – Loi de frottement régularisée en tangente hyperbolique
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m1 m2 c1 c2 k1 k2 µN p A B

1. 0.02 0.1 0.1 600. 40. 5. 100. 0. 1.

Tableau III.1 – Paramètres du modèle académique masse-ressort

Les paramètres utilisés pour les calculs sont indiqués dans le Tableau III.1. Pour montrer que ce
modèle présente au moins un cycle limite, une intégration temporelle du système a été réalisée
avec un schéma de Newmark pour différentes conditions initiales, en plus du calcul du MCNL.
Les conditions initiales choisies pour l’intégration temporelle sont :

x1(t0) = 0
x2(t0) = 0
ẋ1(t0) = v

ẋ2(t0) = 0

(III.165)

où v est une vitesse initiale imposée. Comme le montrent les Figures III.13a et III.13b, un cycle
limite est atteint pour des conditions initiales en vitesse de suffisament faible amplitude. Au-
delà d’une certaine valeur de vitesse initiale, le cycle limite n’est plus atteint et le système est
instable, comme le montre la Figure III.13c.
D’après la Figure III.13a, un nombre important de pseudo-périodes a été réalisé avant d’atteindre
le cycle limite. Sur un système industriel tel qu’une soufflante, un nombre aussi important de
périodes de calcul serait prohibitif dans un contexte de bureau d’étude. Il est donc intéressant
d’employer des méthodes telles que les MCNL qui s’affranchissent du calcul du régime transitoire.

Un calcul de MCNL a été réalisé sur le même système en conservant 20 harmoniques du mou-
vement. Pour initialiser le calcul, on part d’une dynamique à faible niveau d’énergie (i.e à faible
niveau d’amplitude). De cette manière, les oscillations du système sont suffisamment faibles
pour ne pas déclencher des non-linéarités de frottement, si bien que l’on se place dans le cas
asymptotique avec frotteur collé. La dynamique de départ est donc celle du système linéaire
équivalent à 1 degré de liberté.

Une méthode de continuation par longueur d’arc a été choisie pour le calcul de la branche
non-linéaire. Les résultats sont illustrés en Figure III.14.

Plusieurs commentaires peuvent être fait. Premièrement, les résultats obtenus sont très similaires
à ceux présentés dans les travaux de thèse de Laxalde page 64 [86], malgré un paramétrage légè-
rement différent du modèle mécanique entre les deux cas. Analysons plus en détails le contenu
des courbes en Figure III.14a et III.14b.

L’abscisse des courbes en Figure III.14a est le module de la première harmonique de x1. D’après
la courbe supérieure de la Figure III.14a, un glissement fréquentiel est observé vers des valeurs
inférieures pour un accroissement de l’amplitude de vibration. À faibles niveaux d’énergie, la
fréquence libre du système est celle du système linéaire obtenu en bloquant le frotteur sur la
masse m2. Au-delà d’une certaine amplitude, les efforts de liaison sont suffisamment importants
pour déclencher le frottement. La libération de ce degré de liberté assouplit le système, d’où une
diminution de la fréquence libre. Pour de grandes amplitudes, la fréquence tend vers un nouvel
état asymptotique correspondant au cas limite où il n’y a pas de frotteur fnl(x2, ẋ2) = 0. En
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Figure III.13 – Intégration temporelle du modèle académique masse-ressort
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(a) Visualisation du MCNL
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(b) Dynamique du système sur les points de la Figure III.14a

Figure III.14 – Calcul du MCNL sur modèle académique masse-ressort
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effet, les efforts de liaison sont prépondérants à grande amplitude devant l’effort non-linéaire
saturé, qui devient négligeable.

La courbe inférieure de la Figure III.14a représente l’évolution de l’amortissement non-linéaire.
À faible amplitude, l’amortissement non-linéaire est égal à l’amortissement du système asympto-
tique avec frotteur bloqué. L’augmentation de l’amplitude de mouvement produit le glissement
du frotteur, d’où un accroissement rapide de l’amortissement. Ce dernier décroît à grande am-
plitude vers l’état où l’amortissement amené par le frotteur sur l’amortissement global devient
de plus en plus faible.
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Figure III.15 – Superposition du LCO obtenu par MCNL avec l’intégration temporelle de
Newmark
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Il est important de bien différencier la notion d’amortissement non-linéaire et de dissipation
énergétique. En effet, le point du MCNL d’amortissement maximal n’est pas celui où le plus
d’énergie est dissipée : la dissipation énergétique pour une loi de Coulomb est en effet propor-
tionnelle à l’amplitude de vibration. À grande amplitude de mouvement du frotteur, l’énergie
dissipée continue donc à augmenter alors que l’amortissement non-linéaire diminue.

Avec l’apparition du frottement non-linéaire apparaît une boucle d’hystérésis dans l’espace
d’état. On visualise cette boucle grâce aux enveloppes des pseudo-périodes du MCNL tracées
en Figure III.14b. Les différentes enveloppes sont associées aux points de même couleur sur le
MCNL en Figure III.14a. On retrouve bien qu’à faible amplitude, la masse m2 est immobile et
le mouvement de la masse m1 est linéaire. À mesure que l’amplitude augmente, le frotteur est
libéré et la boucle d’hystérésis apparaît. L’ouverture de ces courbes est typique des phénomènes
avec non-linéarités de frottement.

Pour les paramètres choisis, deux cycles limites visibles en Figure III.14a ont été trouvés grâce
au MCNL sur les points où l’amortissement non-linéaire est nul. Le premier cycle limite à faible
amplitude est un cycle stable tandis que celui à grande amplitude est instable. Une dynamique
à une amplitude plus faible que celle du LCO instable converge toujours vers le LCO stable.
Dans le cas contraire, la dynamique diverge. Ce constat est retrouvé sur les résultats d’inté-
gration temporelle en Figure III.13. La Figure III.13a part d’une amplitude plus faible que le
LCO stable, la Figure III.13b part d’une amplitude à la limite inférieure du LCO instable et la
Figure III.13c part d’une amplitude à la limite supérieure du LCO instable : les deux premiers
cas convergent vers le LCO stable tandis que le dernier diverge.

Pour finir, le cycle limite stable obtenu par MCNL a été superposé à l’évolution de l’état du
système dans l’espace des phases, ce qui est illustré en Figure III.15. On voit que le MCNL a
prédit correctement le cycle limite sur lequel le système évolue naturellement en régime libre,
prouvant l’efficacité de cet outil pour déterminer la présence de solutions périodiques sur des
systèmes potentiellement instables.

5 Bilan

Nous venons de voir dans ce chapitre un ensemble de propriétés pour décrire la dynamique
des systèmes non-linéaires autonomes. Des méthodes ont été proposées afin de déterminer des so-
lutions périodiques à ces systèmes, en s’appuyant sur des approches temporelles et fréquentielles.
Il a été vu que les approches temporelles sont particulièrement simples mais peuvent conduire
à des processus de calcul très longs, ce qui peut être rédhibitoire dans un contexte industriel.
Les approches qui permettent de déterminer directement les solutions périodiques sont en ce
sens une bonne alternative. Notamment, les approches fréquentielles sont intéressantes car elles
permettent de s’affranchir du calcul d’un régime transitoire. Dans le cas particulier des systèmes
avec non-linéarités de type frottement, les modes complexes non-linéaires sont un outil particu-
lièrement adapté pour trouver des solutions périodiques sur des systèmes non-linéaires tels les
systèmes aube disque. Dans le prochain chapitre, nous allons nous intéresser à des méthodes
de prédiction de cycles limites à l’aide des modes complexes non-linéaires en tenant compte de
l’interaction fluide structure.



Chapitre IV

Méthodologie et modélisation des
non-linéarités dans l’analyse de

stabilité aéroélastique

Ce chapitre s’intéresse à la prise en compte des non-linéarités de frottement dans l’analyse de
stabilité aéroélastique. Des méthodes vont être proposées pour intégrer le frottement aube disque
à cette analyse et permettre la prédiction de solutions périodiques sur des systèmes aéroélastiques
classiquement instables dans un cadre de mécanique linéaire. À ce titre, les notions vues aux
chapitres précédents vont être mises à profit, en particulier celle concernant les MCNL. Dans
un premier temps, les objectifs du couplage du fluide avec la structure non-linéaire vont être
rappelés. Par la suite, deux stratégies de couplage entre le fluide et la structure non-linéaire seront
présentées. Une de ces deux stratégies sera pour finir appliquée sur un modèle phénoménologique.
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1 Objectifs du couplage avec la structure non-linéaire

En raison de sa capacité à prédire des cycles limites, nous souhaitons exploiter la notion de
MCNL vue au chapitre précédent dans un cadre de couplage fluide structure. Il convient donc
de pouvoir prendre en compte les effets du fluide sur la dynamique non-linéaire du système aube
disque, et donc d’intégrer un terme d’origine aérodynamique à l’équation algébrique des MCNL :

Z(ω, β)X + Fnl(X, ω, β) = Fag(X, ω, β) (IV.1)

L’équation IV.1 diffère de l’équation III.135 par l’ajout d’un terme aérodynamique Fag à droite
de l’équation. Ce terme n’est pas un terme de forçage de type réponse forcée, comme dans le cas
d’une interaction de sillage ou encore d’une ingestion de vortex. Il s’agit d’un terme de couplage
aéroélastique traduisant les effets du fluide sur la dynamique de la structure. Il est donc fonction
de la déformée non-linéaire X de la structure, de sa pulsation libre ω et potentiellement de
l’atténuation β du MCNL.

Pour résoudre l’équation IV.1, une approche partitionnée a été employée entre elsA et Har-
monie, un code développé et optimisé par le LTDS permettant le calcul de la dynamique de
structures en frottement. Harmonie permet en outre le calcul de MCNL sur des configurations
complexes telles que celles utilisées en industrie. L’approche partitionnée permet d’exploiter au
mieux les fonctionnalités propres à chacun de ces solveurs et éviter de concevoir un code mono-
lithique multiphysique pour mener la résolution complète fluide structure. elsA est utilisé pour
avoir une évaluation des efforts aérodynamiques appliqués à la structure, tandis qu’Harmonie
permet le calcul des MCNL.

La question qui demeure est le transfert des informations d’un solveur à un autre. Ce trans-
fert n’est pas direct car une formulation temporelle des équations de Navier-Stokes est employée
dans elsA, tandis que les MCNL supposent une formulation harmonique de la dynamique de la
structure. Afin de réaliser le couplage, on souhaite :

• transférer l’information de la dynamique non-linéaire des aubes calculées par Harmonie
vers elsA d’une part ;

• transférer d’autre part les efforts aérodynamiques générés par l’écoulement résolu avec
elsA vers Harmonie.

Bien que l’on se place dans notre étude dans un cadre où des interactions acoustiques sont atten-
dues entre la soufflante et l’entrée d’air, aucune hypothèse n’est toutefois faite sur le phénomène
physique à l’origine de la déstabilisation. Nous souhaitons ainsi proposer une méthode générale
permettant l’étude des effets du frottement sec sur toute forme de flottement.

La Figure IV.1 illustre le couplage et l’échange d’informations entre les deux solveurs. Afin
de réaliser ce couplage, deux approches ont été explorées. La première est une approche par
couplage faible, où un unique transfert d’information d’elsA vers la structure est effectué. La
deuxième est une approche de couplage fort, où un processus itératif est mis en place entre les
deux solveurs afin de faire converger simultanément la structure non-linéaire et l’écoulement
fluide. Nous allons maintenant détailler ces deux approches et les moyens mis en œuvre pour les
réaliser.
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Figure IV.1 – Échange d’informations entre la structure non-linéaire et elsA dans la procédure
de couplage

2 Stratégie de couplage faible du fluide avec la structure non-
linéaire

2.1 Présentation de la stratégie

La première stratégie de couplage est adaptée des travaux de Berthelon [17]. Elle suppose que
la base modale du modèle éléments finis complet utilisé pour récupérer classiquement les modes
linéaires de la structure est équivalente à celle obtenue après assemblage des deux sous-structures
formant le modèle non-linéaire sur leur interface de contact. Une nuance existe entre ces deux
modèles dans la mesure où les sous-structures formant le modèle non-linéaire peuvent être issues
d’une méthode de réduction comme celle de Craig-Bampton. Dans la suite, nous nommerons
ΦC les modes linéaires obtenus à partir du modèle complet de la structure en base physique,
et ΦS les modes obtenus après assemblage des sous-structures sur leur interface de contact. Les
modes ΦS peuvent être exprimés en base réduite assemblée si une méthode de réduction a été
employée pour décrire les deux sous-structures.

Supposons que les modèles employés pour résoudre la dynamique non-linéaire des sous-structures
en frottement soient issus d’une méthode de réduction. Afin de calculer un MCNL à partir de
ces sous-structures en tenant compte d’un terme de couplage aéroélastique (équation IV.1), il
est nécessaire de pouvoir représenter l’aérodynamique dans la base réduite des sous-structures
en frottement. Dans une hypothèse de linéarité des efforts aérodynamiques par rapport au mou-
vement de l’aube, il serait nécessaire de réaliser un calcul aéroélastique par vecteur de la base
réduite afin d’obtenir une représentation complète des ces efforts dans la base réduite. L’hy-
pothèse d’équivalence des bases modales permet de réduire le nombre de calculs à réaliser en
privilégiant un calcul aéroélastique sur une base de mouvement plus adaptée. En particulier,
elle nous permet d’exploiter directement la base ΦC des modes propres de la structure complète
dans le vide dans une hypothèse de couplage faible.
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Figure IV.2 – Équivalence des bases modales entre le modèle éléments finis complet (gauche)
et les modèles pour calculs non-linéaires assemblés (droite)

Figure IV.3 – Transfert des matrices d’efforts aérodynamiques dans la procédure de couplage
faible
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Supposons que l’on effectue un calcul aéroélastique en mouvement harmonique imposé selon
un mode linéaire de la base ΦC obtenue sur le modèle éléments finis complet. Nous avons vu au
cours du Chapitre II que la projection des efforts aérodynamiques générés par ce mode sur la
base ΦC dont il est issu pouvait s’écrire, dans une hypothèse de linéarité des efforts fluides par
rapport au mouvement de la structure :

gaero = Aq + Bq̇ (IV.2)

où A et B sont respectivement les matrices de raideur et d’amortissement aérodynamique as-
sociées aux modes ΦC. En exploitant l’hypothèse d’équivalence des bases modales ΦC et ΦS,
on suppose que les efforts aérodynamiques généralisés associés aux modes ΦS sont identiques à
ceux obtenus pour les modes ΦC.

De cette manière, les matrices de raideur et d’amortissement aérodynamiques A et B obte-
nues s’appliquent directement sur le système modal réduit assemblé aube disque. Par exemple,
la raideur et l’amortissement aérodynamiques obtenus pour l’étude d’un mode de flexion à deux
diamètres du modèle éléments finis complet peuvent directement être transférés au modèle aube
disque assemblé. On peut alors passer dans la base physique du système assemblé aube disque
à l’aide de la matrice des vecteurs propres ΦS.

Exprimées dans la base physique assemblée, les matrices aérodynamiques peuvent être à priori
pleines. Le passage de la base modale assemblée à la base physique assemblée génère en effet
des termes non nuls sur l’ensemble des matrices aérodynamiques à cause de la réduction. Une
dernière hypothèse consiste alors à ne conserver que les termes s’appliquant sur l’aube. Cette
hypothèse trouve une justification dans le fait que seule l’aube est en interaction avec le fluide
sur un système réel. On peut de cette manière conserver uniquement les termes aérodynamiques
appliqués sur l’aube, et ainsi séparer sur chaque élément les matrices aérodynamiques du sys-
tème aube disque assemblé. En particulier, les matrices aérodynamiques du disque sont nulles,
contrairement à celles de l’aube que nous avons gardées. Le modèle d’aube seule voit ainsi ses
matrices de raideur K et d’amortissement C initiales être modifiées par des termes de raideur
Ka et d’amortissement Ca d’origine aérodynamique. La Figure IV.3 illustre tel qu’il vient d’être
décrit le transfert des efforts aérodynamiques du modèle complet vers les modèles d’aube et de
disque utilisés pour les calculs de dynamique non-linéaire.

Une fois le transfert des termes aérodynamiques effectué, on peut réaliser un calcul de MCNL en
présence des composantes aérodynamiques associées aux modes linéaires du système. L’équation
IV.1 est remplacée par :

Za(ω, β)X + Fnl(X, ω, β) = 0 (IV.3)

où Za est la nouvelle matrice de rigidité multi-harmonique tenant compte des efforts aérodyna-
miques liés au mouvement de la structure. En pratique, la déformée non-linéaire de la structure
en présence des frottements est très proche de la déformée linéaire comme nous le verrons au
cours du Chapitre V. L’estimation des matrices Ka et Ca ayant été faite en supposant un mou-
vement basé sur l’harmonique fondamental, seul le bloc Z1

a qui correspond à cet harmonique
sera modifié par la présence du fluide.
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La matrice Za s’écrit ainsi :

Za =



2K
Z1

a
. . .

Zk

. . .
ZNh


(IV.4)

où :

Z1
a =

(
K − Ka +

(
β2 − ω2)M − β (C − Ca) ω (C − Ca) − 2βωM

− (ω (C − Ca) − 2βωM) K − Ka +
(
β2 − ω2)M − β (C − Ca)

)
(IV.5)

et :

Zk
a = Zk =

(
K +

(
(kβ)2 − (kω)2)M − kβC kωC − 2k2βωM
−
(
kωC − 2k2βωM

)
K +

(
(kβ)2 − (kω)2)M − kβC

)
(IV.6)

En l’état, l’évaluation des efforts aérodynamiques (en particulier l’évaluation des termes des
matrices A et B) se fait à l’aide d’une analyse harmonique des efforts aérodynamiques générés
par un mode propre linéaire issu de la base ΦC et projetés sur lui même. Ce mode ne tient
toutefois pas compte des effets de raideur aérodynamique ajoutée et des décalages fréquentiels
qui en résultent. Or, nous avons vu dans la section II.6.4 que le décalage en fréquence avait un
impact au premier ordre sur la stabilité aéroélastique en cas de propagation d’ondes acoustiques
dans l’entrée d’air. Il convient donc d’inclure dans le couplage les effets de ce décalage en cas de
propagation acoustique.

2.2 Prise en compte du décalage fréquentiel sur l’évaluation des composantes
aérodynamiques

Il a été vu au cours du chapitre II que la fréquence de mouvement est un paramètre clé en ce
qui concerne la propagation des ondes acoustiques dans une conduite cylindrique, ainsi que sur
la réflexion de ces ondes sur une ouverture vers un environnement infini. Dans un contexte de
stabilité aéroélastique, si l’amortissement aérodynamique est conditionné par les ondes acous-
tiques, il est dès lors naturel que la fréquence du mouvement étudié ait un impact important sur
la stabilité. On a pu vérifier ce dernier point au cours de la section II.6.4.

Plus généralement, les efforts aérodynamiques générés par le mouvement des aubes dépendent de
leur fréquence de vibration. Dans la mesure où des décalages fréquentiels sont attendus compte
tenu de la raideur aérodynamique et des non-linéarités de la structure, il parait judicieux de
pouvoir intégrer cette dépendance dans la stratégie de couplage avec la structure non-linéaire
exposée dans cette section. Nous souhaitons en ce sens intégrer une influence des matrices aéro-
dynamiques A et B à la fréquence du mouvement. Cette dépendance à la fréquence permettra
notamment de prendre en compte dans notre cas les effets de la propagation acoustique en entrée
d’air sur la présence d’un cycle limite. Au cours de la résolution, on souhaite donc que la matrice
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Z1
a prenne la forme :

Z1
a =

(
K − Ka(ω) +

(
β2 − ω2)M − β (C − Ca(ω)) ω (C − Ca(ω)) − 2βωM

− (ω (C − Ca(ω)) − 2βωM) K − Ka(ω) +
(
β2 − ω2)M − β (C − Ca(ω))

)
(IV.7)

où les matrices Ka et Ca dépendent uniquement de la pulsation ω du MCNL.

Pour le calcul du MCNL, la dérivée partielle de Z1
a par rapport à ω, que l’on trouve dans

l’évaluation de la jacobienne, se réécrit :

∂Z1
a

∂ω
=
(

−∂Ka
∂ω (ω) − 2ωM + β ∂Ca

∂ω (ω) (C − Ca(ω)) − ω ∂Ca
∂ω (ω) − 2βM

− (C − Ca(ω)) + ω ∂Ca
∂ω (ω) + 2βM −∂Ka

∂ω (ω) − 2ωM + β ∂Ca
∂ω (ω)

)
(IV.8)

où ∂Ka
∂ω et ∂Ca

∂ω dépendent de l’évolution des matrices de raideur et d’amortissement aérodyna-
mique en fonction de la fréquence de mouvement.

En pratique, la sensibilité de ces matrices à la fréquence de mouvement a été prise en compte en
les tabulant pour plusieurs valeurs de fréquence de vibration. Pour cela, un calcul en mouvement
harmonique imposé a été réalisé pour plusieurs valeurs de fréquence comprises dans un inter-
valle fini. Une interpolation (linéaire ou spline) des matrices a ensuite été réalisée entre chaque
fréquence.

Cette section a permis de présenter le principe du couplage faible utilisé dans le cadre de ces
travaux de thèse. On parle de couplage faible car l’aérodynamique ne tient pas compte de la dy-
namique non-linéaire de la structure. Seule la fréquence du mouvement libre est éventuellement
prise en compte dans l’évaluation des efforts aérodynamiques si une sensibilité à ce paramètre
est souhaitée pour représenter les ondes acoustiques. Ainsi, un unique transfert d’informations
entre solveurs est réalisé : les matrices aérodynamiques sont calculées une seule fois puis données
au solveur calculant les MCNL. On ne revient pas sur ces calculs par la suite.

Toutefois, dans le cas où des harmoniques supérieures du mouvement sont attendues en raison
des non-linéarités, celles-ci peuvent avoir un impact sur l’évaluation des efforts aérodynamiques.
Il est donc intéressant d’avoir une approche permettant de prendre en compte ce contenu spectral
dans l’évaluation des efforts aérodynamiques. Dans la prochaine section, nous allons présenter
la stratégie de couplage fort, qui permet d’atteindre cet objectif.

3 Stratégie de couplage fort du fluide avec la structure non-
linéaire

3.1 Présentation de la stratégie

La stratégie de couplage fort proposée dans ce mémoire est une procédure itérative d’échange
d’informations entre les solveurs de MCNL et de CFD. Le comportement du fluide est évalué
en tenant compte de la dynamique non-linéaire fournie par le MCNL, tandis ce dernier est mis
à jour à partir des efforts aérodynamiques générés par le mouvement de l’aube. La question du
transfert des informations d’un solveur à l’autre est traitée dans les prochaines sous-sections.
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Figure IV.4 – Illustration de la procédure de point fixe de couplage fort entre les solveurs

L’initialisation de la procédure de couplage fort est un calcul de MCNL classique sans prise en
compte d’aérodynamique. Il doit être compris ici que l’aérodynamique stationnaire a bien été
prise en compte dans la mise en fonctionnement de la structure, mais qu’il n’y a pas de termes
aérodynamiques gaero d’interaction libre entre le fluide et la structure pour cette étape d’ini-
tialisation. On ne considère que la structure préchargée au cours de cette première étape. Une
fois le MCNL calculé, on dispose de la dynamique non-linéaire libre du système aube disque en
absence de fluide. En particulier, on dispose du vecteur X et des scalaires ω et β pour différents
niveaux d’amplitude de mouvement du système.

On poursuit la procédure en réalisant un échantillonnage de la dynamique non-linéaire du sys-
tème aube disque, ce qui conduit à l’obtention d’une suite finie (Xi, ωi, βi)1≤i≤imax

de points du
MCNL calculé sans aérodynamique. Ici, imax est un entier ne pouvant dépasser le nombre de
points total calculé en résolvant le MCNL en absence de fluide. On ne garde de cette manière
qu’un sous-ensemble des solutions qui ont été calculées par le solveur de dynamique non-linéaire.

Pour chacune des solutions de cet échantillonnage, un calcul aéroélastique est réalisé en dé-
formant la structure selon la forme multi-harmonique Xi à la pulsation fondamentale ωi. Cette
déformée s’écrit temporellement :

x(t) = a0i +
Nh∑
k=1

(akicos(kωit) + bkisin(kωit)) (IV.9)

On souhaite alors connaître la réponse du fluide à ce mouvement périodique multi-harmonique :
on réalise une TFD des efforts aérodynamiques appliqués à l’aube à la pulsation ωi afin de
construire le vecteur des efforts aérodynamiques généralisés Fagi(Xi, ωi). Un nouveau MCNL
est alors calculé selon IV.1 en interpolant les différents Fagi sur les amplitudes correspondantes.

On notera que les efforts aérodynamiques calculés pour le MCNL ont été obtenus à partir
d’un mouvement périodique multi-harmonique. On ne tient pas compte du terme d’atténuation
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β dans l’évaluation de ces efforts. Cela se justifie de la même manière que pour l’évaluation des
efforts non-linéaires de frottement : on suppose que sur une pseudo-période T de mouvement, la
décroissance due à l’atténuation β est négligeable du fait de l’hypothèse β ≪ ω.

On obtient un nouveau MCNL, caractérisant la dynamique libre du système non-linéaire fluide
structure aube disque. On peut alors réitérer les différentes étapes déjà détaillées précédemment
jusqu’à la convergence globale du système fluide structure, à savoir :

• l’échantillonnage du dernier MCNL calculé sur différents niveaux d’amplitude ;

• l’évaluation des efforts aérodynamiques correspondants ;

• le calcul du MCNL avec ces nouveaux efforts aérodynamiques.

La Figure IV.4 résume la stratégie de couplage qui vient d’être détaillée. Sur les courbes de
MCNL représentées dans la première boite décrivant la structure non-linéaire, les étoiles rouges
représentent les points d’échantillonnage sur lesquelles la dynamique non-linéaire de l’aube a été
récupérée. Un calcul aéroélastique est effectué pour chacun de ces points. Une fois les efforts
aérodynamiques calculés à partir de la boite décrivant les calculs aéroélastiques avec elsA, un
nouveau MCNL est calculé et est représenté en rouge dans la boite suivante. Ce MCNL est
utilisé pour le prochain échantillonnage, jusqu’à la convergence de l’algorithme.

Cette sous-section vient de décrire le principe de la stratégie de couplage fort employée dans le
cadre de ces travaux de thèse. Cette méthode est à ce stade encore très générale : on ne fait
pas d’hypothèse sur la forme du fluide ou de la structure. Seule l’hypothèse des deux échelles
de temps β et ω a été utilisée pour l’évaluation des efforts aérodynamiques. Dans les sous-
sections qui suivent, nous allons décrire comment cette stratégie a été appliquée en pratique et
les contraintes qui découlent de cette application.

3.2 Réduction de Craig-Bampton

Dans le cadre des travaux effectués sur la stratégie de couplage fort, une modélisation ré-
duite de la structure a été choisie afin de réaliser les calculs plus rapidement. Compte tenu de
la phénoménologie que nous souhaitons observer, à savoir les non-linéarités de frottement, il est
intéressant de choisir une méthode de réduction de Craig-Bampton (voir sous-section II.3.6).

Cette méthode présente plusieurs avantages : le premier est la qualité de la réduction. En ne
conservant que quelques dizaines de modes normaux à interface fixe, on obtient une bonne ap-
proximation de la dynamique de la structure sur les premiers modes linéaires par rapport au
modèle complet qui peut contenir plusieurs dizaines de milliers de degré de liberté. La taille du
problème est fortement réduite, tout en étant prédictif sur la dynamique des premiers modes
d’étude qui nous intéressent.

Le deuxième intérêt réside dans la conservation des nœuds physiques. Ces nœuds ont l’avantage
de pouvoir fournir une dimension physique au modèle réduit : les déplacements obtenus sur ces
nœuds ou les efforts que l’on applique dessus sont directement en base physique, contrairement
aux modes internes qui nécessitent de repasser par la base de réduction. Dans notre cas, nous
conservons des nœuds au niveau de la zone de contact en pied d’aube entre l’aube et le disque qui
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serviront pour l’application des efforts non-linéaires de frottement sur le système aube disque.
De plus, nous conservons des nœuds physiques sur l’extrados de l’aube afin d’obtenir une re-
présentation du déplacement non-linéaire de l’aube. Cette représentation du déplacement sera
par la suite utilisée avec les RBF pour recréer le mouvement à imposer à la structure dans le
cadre des calculs aéroélastiques. Le profil de l’aube considérée étant très mince, le déplacement
de l’extrados est topologiquement identique à celui de l’intrados avec des niveaux d’amplitude
équivalents, si bien que le choix de conserver uniquement des nœuds d’intrados, d’extrados, ou
un combinaison des deux est arbitraire. Une illustration de ces nœuds physiques retenus peut
être trouvée en Figure IV.5.

L’emploi d’une réduction de Craig-Bampton impose certaines contraintes dans le cadre de la
procédure de couplage fort décrite en sous-section IV.3.1. En particulier, il faut transférer l’in-
formation du fluide du modèle aérodynamique complet vers le modèle de structure réduit, et le
déplacement calculé sur ce modèle réduit vers le modèle aérodynamique complet. Nous allons
aborder ces deux aspects dans les deux prochaines sous-sections.

(a) Nœuds retenus en pied d’aube en rouge

(b) Nœuds retenus sur l’aube en bleu

Figure IV.5 – Illustration des nœuds physiques retenus dans le modèle réduit de Craig-
Bampton pour la procédure de couplage fort

3.3 Transfert des efforts aérodynamiques du modèle complet vers le modèle
réduit

Les calculs aéroélastiques sont menés sur un maillage aérodynamique contenant l’intégralité
de la peau de l’aube. Le modèle réduit quant à lui ne contient qu’un sous-ensemble des nœuds
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du modèle mécanique qui lui même ne coïncide pas avec le modèle aérodynamique. L’enjeu est
donc ici de pouvoir transférer les efforts aérodynamiques exprimés sur la peau de l’aube de la
grille aérodynamique vers le modèle réduit.

Une première approche envisageable repose sur l’hypothèse de linéarité du fluide par rapport au
mouvement. Sous cette hypothèse, on peut construire la réponse du fluide à chacun des modes
de la base de Craig-Bampton jusqu’à obtenir la matrice des coefficients d’influence [2, 18, 118].
On réalise pour cela un calcul aéroélastique en mouvement harmonique imposé selon chacun
des modes de la base de réduction de Craig-Bampton, et on projette les efforts aérodynamiques
obtenus sur cette même base.

Un nombre important de modes peut être nécessaire pour obtenir une bonne représentation
du fluide dans le cas où des harmoniques supérieures du mouvement sont attendues. Bien que
cette matrice n’ait à être construite qu’une seule fois en pré-traitement à partir de la base de
réduction de Craig-Bampton, un nombre important de calculs aéroélastiques peut être nécessaire
selon le nombre de modes retenus.

L’approche qui a été privilégiée consiste plutôt à tirer profit de la forme du modèle réduit
d’aube employé. Sans faire d’hypothèse sur la linéarité du fluide, on cherche à exprimer les ef-
forts aérodynamiques directement sur les nœuds d’aube retenus pour la base de Craig-Bampton
(voir Figure IV.5b) et uniquement sur ces nœuds. On réalise ce transfert en deux étapes : une
étape d’identification des nœuds d’aube et une étape de réduction des efforts aérodynamiques.

3.3.1 Identification des nœuds du modèle par plus proches voisins

L’identification des nœuds consiste à déterminer quel nœud du modèle réduit est le plus
proche d’une cellule de la grille aérodynamique. On réalise de cette manière une identification par
plus proches voisins. Pour chaque cellule de la grille aérodynamique de coordonnées (xi, yi, zi),
on cherche les coordonnées (x, y, z) du nœud physique retenu dans le modèle réduit d’aube qui
minimise la distance d :

min
∀x,y,z∈GCB

d = min
∀x,y,z∈GCB

√
(x− xi)2 + (y − yi)2 + (z − zi)2 (IV.10)

où on note GCB l’ensemble des nœuds physiques retenus sur la peau de l’aube.

Cette identification est illustrée en Figure IV.6. On y voit sur la gauche les cellules de la grille
aérodynamique en noir sur lesquels sont superposés les nœuds retenus du modèle réduit en bleu.
Les résultats de l’identification par plus proches voisins sont illustrés à droite : les nœuds du
modèle réduit (en noir) sont entourés par des groupements de nœuds de la grille aérodynamique.
Chaque groupe de couleur est associé par plus proche voisin à un nœud du modèle réduit.
Cette association n’est à effectuer qu’une seule fois et peut donc être faite en étape de pré-
traitement à la procédure de couplage fort. Cette identification nous permet par la suite de
réaliser la réduction des efforts du modèle complet vers le modèle réduit.



3. Stratégie de couplage fort du fluide avec la structure non-linéaire 169

Figure IV.6 – Illustration de l’identification de chaque cellule de la grille aérodynamique à son
nœud plus proche voisin du modèle réduit

3.3.2 Réduction des efforts aérodynamiques dans la base de Craig-Bampton

Il a été évoqué précédemment que les physiques résolues par les deux solveurs ne sont pas
dans le même domaine. Les simulations menées avec elsA sont en effet dans le domaine temporel,
tandis que le MCNL suppose une formulation fréquentielle du problème mécanique. Une certaine
incohérence se trouve donc à l’interface des solveurs, dans le sens où on a :

• d’une part, l’évolution temporelle des efforts aérodynamiques appliqués sur chaque cellule
de peau de l’aube ;

• d’autre part, un effort harmonique à fournir à une structure réduite.

Le transfert des efforts aérodynamiques suppose donc le passage du domaine temporel au do-
maine fréquentiel, et le passage de la grille aérodynamique à la grille du modèle réduit.

Figure IV.7 – Condensation des efforts aérodynamiques de la grille aérodynamique (rouge)
vers le modèle réduit (gris)

La TFD permet de passer les efforts du domaine temporel au domaine fréquentiel : en imposant
un mouvement multi-harmonique à la structure selon la dynamique du MCNL, le fluide atteint
un régime périodique permanent dont la dernière période peut être utilisée pour calculer la TFD
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des efforts aérodynamiques.

La condensation des efforts de la grille aérodynamique vers le modèle réduit exploite quant
à elle l’identification par plus proches voisins effectuée précédemment : l’effort aérodynamique
appliqué sur chaque nœud du modèle réduit est la somme des efforts aérodynamiques appliqués
sur le groupe de nœuds plus proches voisins du modèle complet. La Figure IV.7 illustre cette
condensation.

Réaliser ces étapes de TFD et de condensation permet de passer de l’expression des efforts
aérodynamiques sur grille aérodynamique du domaine temporel à une formulation harmonique
de ces efforts sur le modèle réduit. Les efforts Fag(X, ω) ainsi obtenus peuvent être transférés
au solveur non-linéaire pour le calcul du MCNL. Par ailleurs, pour chacune de ces opérations,
les opérateurs utilisés sont linéaires, ce qui signifie que l’ordre des opérations n’importe pas.
En d’autres termes, on peut réaliser la TFD puis la condensation, ou bien la condensation puis
la TFD : le résultat obtenu est le même. Toutefois, il peut être plus intéressant pour des rai-
sons de gain de temps de faire d’abord la TFD avant de réaliser la condensation en cas de
sur-échantillonnage de la période d’étude.

Le principe de cette procédure de transfert des efforts aérodynamiques est illustré en Figure
IV.8, dans le cas où la TFD est réalisée avant la condensation des efforts aérodynamiques.

Figure IV.8 – Illustration de la procédure de transfert des efforts aérodynamiques d’elsA vers
le solveur non-linéaire

L’intérêt de cette procédure de transfert des efforts aérodynamiques est qu’elle ne fait pas d’hy-
pothèse sur la linéarité du fluide. De plus, l’impact de la déformée non-linéaire ainsi que d’un
décalage fréquentiel de la réponse libre du mouvement sont pris en compte par construction de
la réponse du fluide au mouvement. Les effets de la dynamique non-linéaire sur la propagation
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d’ondes acoustiques dans l’entrée d’air sont donc de la même manière naturellement intégrés à
la procédure de couplage.

Une hypothèse est toutefois faite sur le fait que les efforts aérodynamiques ne se projettent
pas sur les modes normaux à interface fixe du modèle réduit d’aube. Cela se justifie dans le
sens où pour un grand nombre de nœuds physiques retenus sur l’aube, les modes normaux à
interface fixe du modèle de Craig-Bampton auront des formes très irrégulières, éloignées des
déformées qui nous intéressent. La projection des efforts aérodynamiques sur ces modes est ainsi
supposée négligeable devant l’application des efforts physiques sur les composantes statiques du
modèle réduit. Nous allons à présent voir comment transférer les informations issues d’un calcul
mécanique vers le solveur fluide.

3.4 Transfert des déplacements du modèle réduit vers le modèle complet

Les harmoniques du mouvement obtenues à partir du MCNL sont exprimées sur les nœuds
physiques retenus dans le modèle d’aube de Craig-Bampton. Comme dans le paragraphe 5.1.2
sur le transfert des déplacement entre maillages incompatibles, des RBF de type Thin Plate
Spline ont été utilisées pour transférer l’information de la grille réduite vers la grille complète.

3.5 Conservation de la condition de phase fluide structure

Pour mener à bien la procédure de couplage fort, il est nécessaire de conserver une cohérence
temporelle entre les efforts aérodynamiques et le mouvement qui les génère : tous deux sont
déphasés temporellement. Si ce déphasage n’est pas conservé au moment d’ajouter les efforts
aérodynamiques au système de résolution du MCNL, un impact est à prévoir sur la raideur et
l’amortissement aérodynamique, d’où un calcul erroné de MCNL en présence de fluide.

En pratique, la conservation de phase a été assurée à l’aide d’une continuation séquentielle.
Sur une aube prédéfinie que l’on nomme dorénavant aube de référence, l’amplitude et la phase à
l’origine d’un nœud physique retenu sur l’aube ont été imposées pendant la résolution du MCNL.
Lorsque la dynamique non-linéaire est extraite pour réaliser les calculs aéroélastiques, cette aube
de référence contient toujours cette origine de phase : l’analyse des efforts aérodynamiques est
réalisée uniquement sur l’aube de référence pour mettre à jour le MCNL à la prochaine itération
de couplage fort. À la convergence de l’algorithme de couplage, on est ainsi assuré d’avoir une
cohérence de phase entre la structure et le fluide.

Les deux sections que nous venons de voir ont présenté les principes de fonctionnement des
méthodes de couplage entre le fluide et la structure non-linéaire. Dans la prochaine section, la
méthode de couplage faible sera appliquée sur un modèle phénoménologique pour démontrer sa
capacité à prédire des LCO. La méthode de couplage fort sera quant à elle appliquée au cours
du chapitre V sur une configuration industrielle typique de l’état de l’art.
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4 Application du couplage faible sur modèle phénoménologique

4.1 Présentation du modèle

Un modèle phénoménologique a été créé pour représenter le système frottant libre aube
disque. Celui-ci est illustré en Figure IV.9. Ce modèle est constitué de trois éléments distincts :
l’aube, son pied et le disque. Les non-linéarités de frottement interviennent seulement entre le
pied de l’aube et le disque. Les mouvements autorisés pour chaque corps sont des mouvements
relatifs de rotation.

Remarque : le pied a une forme à base carrée pour des considérations visuelles seulement.

On considère que l’on se place dans le repère relatif. Nous définissons les vecteurs X, Y et
Z de ce repère selon l’illustration IV.9. On suppose qu’il n’y a aucun mouvement relatif entre
les éléments du modèle selon l’axe Y . Ainsi, nous définissons les angles suivants :

• θ1,x est l’angle de rotation du disque autour de X ;
• θ1,z est l’angle de rotation du disque autour de Z ;
• θ2,x est l’angle entre Zroot (axe attaché au repère local du pied) et Z ;
• θ2,z est l’angle de rotation du pied d’aube autour de Zroot ;
• θ3,x est l’angle de flexion entre Zroot et Zblade (axe attaché au repère local de l’aube) ;
• θ3,z est l’angle de torsion de l’aube autour de Zblade.

Figure IV.9 – Illustration du modèle phénoménologique d’aube en flexion/torsion avec du
frottement entre le pied et le disque

Par ailleurs, on note HG la hauteur de la section d’aube contenant son centre de gravité à partir
du pied. On considère que la dimension caractéristique e d’épaisseur du pied est négligeable
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devant la hauteur du centre de gravité : HG ≫ e. Les mouvements de l’aube dans le repère
relatif sont des mouvements de flexion et de torsion. On suppose que deux raideurs distinctes
(représentées par le ressort et la spirale) caractérisent chacun de ces deux mouvements. Enfin,
nous considérons que le centre de gravité de l’aube n’est pas aligné avec son axe de torsion,
mais qu’il est à une distance a de celui-ci. Ainsi, lorsque nous parlerons des modes linéaires de
la structure en considérant une interface collée entre l’aube et le disque, nous n’aurons pas des
modes purs de flexion et de torsion, mais des modes composés de ces deux mouvements purs de
flexion et de torsion. Nous allons maintenant écrire les équations du mouvement caractérisant
le modèle phénoménologique en utilisant le formalisme de Lagrange.

4.2 Mise en équation du modèle

Quelques hypothèses sur le mouvement du système doivent être effectuées avant d’en écrire
les équations. Pour commencer, on considère que le disque est immobile dans le repère relatif.
Cela revient à considérer que le disque est indéformable, ce que l’on peut supposer en raison
de sa raideur plus importante que celles du pied et de l’aube. De plus, on considère que le
pied ne peut bouger que selon un mouvement de rotation autour de l’axe X (liaison pivot
avec le disque). Avec ces hypothèses, on a alors : θ1,x = θ1,z = θ2,z = 0. Le système est ainsi
décrit par les trois variables restantes : θ2,x, θ3,x et θ3,z. Par la suite, on note q le vecteur des
coordonnées généralisées du système q = (θ3,x, θ3,z, θ2,x)T . Enfin, nous nous plaçons dans le
cadre de l’hypothèse de petite perturbations (i.e θ ≪ 1). En absence de fluide, les équations de
Lagrange s’écrivent :

d
dt
∂L
∂q̇ − ∂L

∂q = Q (IV.11)

où Q est un moment généralisé non-conservatif dû au frottement en pied d’aube, et :

L = T − V (IV.12)

Dans l’équation IV.12, T est l’énergie cinétique du système et V son énergie potentielle. On
utilisera dorénavant les notations (1), (2) et (3) pour désigner respectivement le disque, le pied
et l’aube. Ainsi, nous avons :

T = T2 + T3

avec :
T2 = 1

2J2x θ̇
2
2,x

T3 = 1
2
(
m3 v

2
G + Ω3.

(
IG,3.Ω3

)) (IV.13)

J2x, m3, vG, Ω3 et IG,3 sont respectivement le moment d’inertie du pied d’aube autour de l’axe
X, la masse de l’aube, la vitesse du centre de gravité G de l’aube dans le repère galiléen du
laboratoire, le vecteur de vitesse angulaire et le tenseur de moment d’inertie de l’aube exprimé
en son centre de gravité G.

Après calcul, on a :

v2
G = a2 θ̇2

3,z − 2 aHG θ̇3,z

(
θ̇2,x + θ̇3,x

)
cos (θ3,z) +H2

G

(
θ̇2,x + θ̇3,x

)2
+ a2

(
θ̇2,x + θ̇3,x

)2
sin2 (θ3,z)

(IV.14)
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Dans le cadre de l’hypothèse des petites perturbations (θ ≪ 1), il paraît raisonnable de négliger
le dernier terme de cette équation qui est d’ordre plus élevé :

v2
G = a2 θ̇2

3,z − 2 aHG θ̇3,z

(
θ̇2,x + θ̇3,x

)
+H2

G

(
θ̇2,x + θ̇3,x

)2
(IV.15)

Par ailleurs, en considérant que l’aube a des propriétés de symétrie autour de son centre de
torsion sur la section contenant G, le tenseur de moment d’inertie de l’aube peut s’écrire :

IG,3 =

J2x 0 0
0 J3y 0
0 0 J3z

 (IV.16)

La vitesse angulaire de l’aube s’écrit :

Ω3 =

θ̇2,x + θ̇3,x

0
θ̇3,z

 (IV.17)

Finalement, nous avons :

T = 1
2 J2xθ̇

2
2,x + 1

2m3 a
2 θ̇2

3,z −m3 aHG θ̇3,z

(
θ̇2,x + θ̇3,x

)2
+ 1

2m3H
2
G

(
θ̇2,x + θ̇3,x

)2

+ 1
2J3x

(
θ̇2,x + θ̇3,x

)2
+ 1

2J3z θ̇
2
3,z

(IV.18)

En ce qui concerne l’énergie potentielle du système, on considère des raideurs de rotation entre
chaque élément. L’énergie potentielle prend alors la forme :

V = 1
2C23z θ

2
3,z + 1

2C23x θ
2
3,x + 1

2C12x θ
2
2,x (IV.19)

En utilisant (IV.18) et (IV.19) dans (IV.11), on aboutit à l’équation régissant la dynamique du
système à trois degrés de liberté :

I q̈ + C q = Q (IV.20)

avec I la matrice d’inertie :

I =

m3HG
2 + J3x −am3HG m3HG

2 + J3x

−am3HG m3 a
2 + J3z −am3HG

m3HG
2 + J3x −am3HG m3HG

2 + J2x + J3x

 (IV.21)

et C la matrice de couple :

C =

C23x 0 0
0 C23z 0
0 0 C12x

 (IV.22)

Remarque : la matrice d’inertie I ne dépend que de grandeurs physiques telles que la position du
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centre de gravité, la masse de l’aube ou encore les moments d’inertie selon les différents axes. Un
modèle éléments finis d’aube quelconque peut être utilisé pour récupérer ces grandeurs et ainsi
obtenir une représentation mécanique simplifiée à 3 degrés de liberté du système aube disque.

Q est un moment non-linéaire dû à la friction entre le pied d’aube et le disque. Dans la suite de
ce travail sur le modèle phénoménologique, on considère qu’il peut s’écrire à l’aide d’une loi de
Coulomb régularisée. Cette écriture sera pratique pour le calcul de la jacobienne qui est effectué
dans la résolution du mode complexe non-linéaire à l’aide de la méthode de Newton-Raphson.
La loi de Coulomb régularisée s’écrit :

Q =


0
0

−e µN tanh
(
p

θ̇2,x

eµN

)
 (IV.23)

On retrouve une loi non-linéaire régulière comme celle utilisée en sous-section III.4.2.

4.3 Calcul de mode complexe non-linéaire sur la structure à sec

Identification des paramètres du modèle

Pour calculer un MCNL sur le modèle mécanique qui vient d’être mis en équation, il convient
de donner des valeurs aux différents paramètres des matrices d’inertie I et de couple C. On
souhaite par ailleurs que la dynamique qui découle du choix de ces paramètres décrive qualita-
tivement la dynamique d’un système réel aube disque. Les paramètres ont donc été choisis de
sorte à ce qu’ils correspondent à un système aube disque réel.
Pour déterminer les paramètres de la matrice d’inertie I, un modèle éléments finis d’aube typique
de l’état de l’art a été utilisé de sorte à fournir des ordres de grandeurs cohérents pour l’ensemble
des termes. Par ailleurs, on souhaite que les états asymptotiques du modèle phénoménologique
soient cohérents de ceux du modèle éléments finis à 75% de régime nominal. S’il est difficile de
juger cette cohérence sur la forme du mode, il est néanmoins possible de régler les raideurs de
rotation de sorte à obtenir les mêmes fréquences de modes propres entre ces deux modèles.

Les raideurs de rotation C23x et C23z de la matrice C ont d’abord été choisies pour que le
mode de flexion à interfaces collées du modèle phénoménologique ait la même fréquence propre
que le mode de flexion à 2 diamètres du modèle éléments finis à interfaces collées. La dernière
raideur C12x a été réglée pour que le mode de flexion du modèle phénoménologique sans frot-
teur non-linéaire soit cohérent avec le mode de flexion du modèle éléments finis sans force de
frottement aux interfaces.

Bien que les effets centrifuges n’aient pas été pris en compte dans la mise en équation du modèle
phénoménologique, le fait d’avoir calibré la matrice de couple sur un système soumis à ces effets
permet de travailler sur un système précontraint équivalent.

Il ne reste plus qu’à définir les paramètres de la loi de frottement non-linéaire. La charge nor-
male N a été choisie de manière à correspondre à l’accélération centrifuge appliquée au centre
de gravité de l’aube pour un régime de rotation de 75% du régime nominal. La valeur du coeffi-
cient de frottement µ a été imposée à 0.1, qui est une valeur classique pour un contact acier-acier.
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Le Tableau IV.1 reprend les paramètres choisis pour le modèle phénoménologique.

Paramètres Valeurs (SI)
m3 4.3
HG 0.27

a/corde −0.15
J3x(×10−6) 159114
J3z(×10−6) 28120
J2x(×10−6) 217

C23x 119500
C23z 40000
C12x 110000
e 0.02
µ 0.1
N 200000
p 123077
Nh 15

Tableau IV.1 – Valeurs numériques des paramètres du modèle phénoménologique

Cas asympt. f θ3,x θ3,z θ2,x

Collée f1F 2D −0.919 −0.395 0.
Glissante 0.7 × f1F 2D 0.655 0.252 0.712

Tableau IV.2 – Fréquences propres adimensionnées et vecteurs propres des états asymptotiques
collés et glissants du modèle phénoménologique après calibration pour le mode de flexion

Le Tableau IV.2 indique les caractéristiques des modes propres de flexion obtenus pour les cas
asymptotiques collés et sans frotteur. En particulier, on observe que pour le cas où l’interface est
collée, la déformée de flexion est composée d’un mouvement de flexion pure (θ3,x) et d’un mou-
vement de torsion pure (θ3,z), la torsion étant due au terme a non nul. De plus, les fréquences
des modes à interfaces collées et glissantes, adimensionnées par soucis de confidentialité, corres-
pondent exactement aux fréquences du modèle éléments finis dans les mêmes configurations.

La calibration du modèle phénoménologique est ainsi validée. Nous allons dans le prochain
paragraphe utiliser ce modèle pour en déterminer la dynamique non-linéaire à l’aide des MCNL
en absence de fluide.

Résultats numériques

Un MCNL a été calculé pour le modèle phénoménologique avec les paramètres du Tableau
IV.1. L’algorithme de Newton-Raphson a été employé avec une méthode de continuation par
longueur d’arc en utilisant un prédicteur sécant. La phase à l’origine de θ3,x est nulle. La procé-
dure AFT a été utilisée pour calculer les efforts non-linéaires dans le domaine harmonique. Le
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calcul du MCNL a été initialisé à très faible amplitude, où il est attendu que l’interface aube
disque soit complètement bloquée et où le mode est donc équivalent au cas asymptotique linéaire
à interfaces collées (voir Tableau IV.2).

Figure IV.10 – Mode complexe non-linéaire du modèle phénoménologique dans le vide

Les résultats de calcul du MCNL sont présentés sur les Figures IV.10 et IV.11. Sur la première,
on retrouve le comportement typique d’un système mécanique présentant des non-linéarités de
frottement en ce qui concerne la fréquence libre et l’amortissement de MCNL par rapport à
l’amplitude de vibration. Les tendances observées sont très similaires à celles déjà rencontrées
sur le modèle académique en Figure III.14a.

On retrouve le fait que la dynamique du système non-linéaire évolue entre deux états asymp-
totiques, le premier correspondant au cas à faible amplitude avec frotteur bloqué, le second
correspondant au cas à grande amplitude sans frotteur. En particulier, les fréquences de ses
états asymptotiques (contenues dans le Tableau IV.2) sont bien visibles sur la courbe de fré-
quence libre.

La Figure IV.11 illustre les enveloppes des pseudo-périodes du MCNL dans l’espace d’état.
Encore une fois, le comportement observé correspond à ce à quoi on s’attend : à faible ampli-
tude, le frotteur est bloqué, d’où un état linéaire et une évolution de la dynamique du système
sur une droite de l’espace d’état. En augmentant l’amplitude, la trajectoire dans l’espace d’état
s’ouvre et une boucle d’hystérésis typique des non-linéarités de frottement apparaît.

Nous allons maintenant implémenter une représentation de l’aérodynamique sur le modèle phé-
noménologique selon la première stratégie de couplage décrite en sous-section IV.2.1.
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Figure IV.11 – Dynamique du système non-linéaire dans l’espace des configurations
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4.4 Implémentation du couplage faible sur le modèle phénoménologique

Dans cette sous-section, nous allons prendre le modèle phénoménologique et y implémenter
une représentation de l’aérodynamique selon la stratégie de couplage faible décrite en sous-
section IV.2.1.
On considère l’interface entre le pied d’aube et le disque comme collée. Cela revient à supprimer
le degré de liberté propre au frottement, on a alors :

Icollé

( ¨θ3,x

¨θ3,z

)
+ Ccollé

(
θ3,x

θ3,z

)
=
(

0
0

)
(IV.24)

avec :

Icollé =
(
m3HG

2 + J3x −am3HG

−am3HG m3 a
2 + J3z

)
(IV.25)

et :

Ccollé =
(
C23x 0

0 C23z

)
(IV.26)

On projette le système assemblé défini par l’équation IV.24 dans sa base modale associée Φ,
constituée d’un mode de flexion et d’un mode de torsion. On a :(

θ3,x

θ3,z

)
= Φ

(
qflexion

qtorsion

)

Icollé

( ¨θ3,x

¨θ3,z

)
+ Ccollé

(
θ3,x

θ3,z

)
=
(

0
0

)
ΦT ×.=⇒ µ

(
q̈flexion

q̈torsion

)
+ γ

(
qflexion

qtorsion

)
= 0 (IV.27)

où :

µ = ΦT IcolléΦ =
(
µflexion 0

0 µtorsion

)
(IV.28)

et :

γ = ΦT CcolléΦ =
(
γflexion 0

0 γtorsion

)
(IV.29)

sont les matrices de masse et de raideur généralisées.

L’hypothèse des bases modales équivalentes permet de transférer directement les données mo-
dales issues d’un calcul aéroélastique sur modèle complet vers le modèle réduit. Ici, on suppose
que l’on ne transfère que l’information de l’amortissement aérodynamique ξaero(ω) pour alléger
les écritures. On ne prend donc pas en compte la raideur aérodynamique pour ce cas d’applica-
tion du couplage faible. Cet amortissement tient compte des effets acoustiques via sa dépendance
à la pulsation ω du mouvement de la structure. Les équations se réécrivent :

µ

(
q̈flexion

q̈torsion

)
+
(

2√
µflexionγflexion ξaero(ω) 0

0 0

)(
q̇flexion

q̇torsion

)
+ γ

(
qflexion

qtorsion

)
= 0 (IV.30)
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On retourne alors dans la base physique du modèle réduit assemblé. On constate l’apparition
du terme physique d’amortissement aérodynamique Dcollé par rapport à l’équation IV.24 :

Icollé

(
θ̈3,x

θ̈3,z

)
+ Dcollé(ω)

(
θ̇3,x

θ̇3,z

)
+ Ccollé

(
θ3,x

θ3,z

)
= 0 (IV.31)

avec :
Dcollé(ω) = Φ−T

(
2√

µflexionγflexion ξaero(ω) 0
0 0

)
Φ−1 (IV.32)

Pour finir, on considère que les termes aérodynamiques n’impactent que l’aube et pas le pied.
On étend ainsi le modèle aérodynamique au modèle non-linéaire complet :

I

θ̈3,x

θ̈3,z

θ̈2,x

+ D(ω)

θ̇3,x

θ̇3,z

θ̇2,x

+ C

θ3,x

θ3,z

θ2,x

 = Q (IV.33)

avec :

D(ω) =

Dcollé(ω) 0
0

0 0 0

 (IV.34)

Dans la prochaine sous-section, un MCNL va être calculé sur le modèle phénoménologique re-
présenté par l’équation IV.33. L’objectif est de pouvoir prédire un cycle limite à l’aide de cette
méthode de calcul.

4.5 Résultats numériques

Pour calculer le MCNL, il reste à définir une fonction permettant de décrire l’évolution de
l’amortissement aérodynamique en fonction de la pulsation du mouvement. Dans notre cas d’ap-
plication, les résultats obtenus dans la sous-section II.6.4 vont être exploités. En particulier, nous
allons définir une loi d’évolution de l’amortissement aérodynamique en fonction de la fréquence
de vibration en cohérence avec les résultats présentés en Figure II.27.

D’après la Figure II.27, on remarque toutefois que l’on n’est jamais instable car le point de
fonctionnement étudié n’est pas suffisamment vanné. Dans une perspective de démonstration de
la méthode, on rend le système artificiellement instable en décalant les résultats de la Figure
II.27 vers des valeurs négatives pour des fréquences avoisinant celle du mode 1F2D. Les points
de mesure sont interpolés en utilisant une spline dérivable. La Figure IV.9 illustre la courbe de
sensibilité de l’amortissement à la fréquence libre de mouvement ainsi obtenue. En particulier,
les valeurs en bleu sont celles fournies par les calculs elsA, tandis que la courbe rouge pleine est
la spline créée à partir de ces valeurs.
Les résultats de calcul de MCNL en présence d’aérodynamique sont affichés en Figure IV.13
avec ceux de la structure seule résolue dans la sous-section IV.4.3. On y observe les courbes
maintenant classiques d’évolution de la fréquence libre et de l’amortissement du MCNL. De
plus, l’évolution de l’amortissement aérodynamique au cours du calcul est également tracée.
L’amortissement aérodynamique évolue selon la loi d’interpolation fournie en Figure IV.12 : en
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Figure IV.12 – Courbe de dépendance de l’amortissement aérodynamique à la fréquence pour
l’application du couplage faible sur le modèle phénoménologique

raison des non-linéarités, un décalage fréquentiel s’opère vers des valeurs inférieures, d’où une
évolution de ξaero dans le sens des fréquences décroissantes pour un accroissement de l’amplitude.

La fréquence de mouvement ne semble pas beaucoup perturbée par la présence du fluide. Cela
s’explique par l’absence de raideur aérodynamique dans cette application de la stratégie de cou-
plage faible. Bien que l’amortissement aérodynamique ait aussi un rôle sur la fréquence libre de
mouvement, celui-ci est toutefois limité.

Les effets du fluide sur l’amortissement du MCNL sont en revanche bien plus marqués. Pre-
mièrement, on constate qu’à faible amplitude de vibration, c’est-à-dire dans des conditions d’in-
terface aube disque collée, l’amortissement du MCNL est égal à l’amortissement aérodynamique
fourni à la fréquence f1F2D en Figure IV.12. On part donc d’un système instable dans le cas
asymptotique avec interface collée, ce qui signifie que l’on se place dans le cas de figure où on
vient tout juste de franchir les limites de la poche de flottement prédite dans un cadre de méca-
nique linéaire. Dès lors, l’amplitude de vibration de l’aube ne peut qu’augmenter. Cependant,
avec l’augmentation de l’amplitude de vibration apparaissent les effets non-linéaires du frotte-
ment : l’énergie est dissipée par le frottement en pied d’aube, menant à une augmentation de
l’amortissement du MCNL. Celui-ci devient positif, ce qui signifie que l’on passe un stade où la
dissipation en pied d’aube contrebalance parfaitement l’énergie fournie par le fluide à l’aube : on
aboutit à un cycle limite. Celui ci est reconstruit en temporel à partir des données harmoniques
calculées et représenté en Figure IV.14. On remarque que le degré de liberté sur lequel s’applique
le frottement sec ne forme pas une ellipse parfaite, témoignant de la présence des non-linéarités
dans le système.
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Figure IV.13 – Mode complexe non-linéaire calculé sur le modèle phénoménologique avec la
stratégie 1
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En observant la courbe d’amortissement aérodynamique en Figure IV.13, on remarque une forte
évolution de cette grandeur au delà de l’amplitude de cycle limite, tandis qu’elle reste constante
pour des valeurs inférieures. Cette évolution est régie par la loi de dépendance à la fréquence
de mouvement mentionnée précédemment. Il semble donc que l’effet acoustique modélisé grâce
à cette loi ne joue pas de rôle important sur la prédiction du cycle limite. Cela s’explique par le
fait que nous venons juste de franchir les limites de stabilité dans le cas considéré, de sorte que
l’amortissement aérodynamique à faible amplitude (cas asymptotique linéaire à interface collée)
est proche de 0. Dès la manifestation des non-linéarités dans le système, l’énergie dissipée par
frottement en fonction de l’amplitude de vibration augmente rapidement, contrebalançant l’ap-
port d’énergie par le fluide. Le rôle de l’acoustique sur la présence du cycle limite aurait été plus
marqué pour un point de fonctionnement plus instable à l’intérieur de la poche de flottement.
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Figure IV.14 – Reconstruction de l’évolution temporelle du cycle limite calculé avec le modèle
phénoménologique selon la stratégie de couplage faible

La stratégie de couplage faible a été appliquée avec succès sur le modèle phénoménologique et
a permis de montrer la présence d’un cycle limite dans un contexte où des effets d’interaction
acoustique entre la soufflante et l’entrée d’air sont attendus. Bien que l’acoustique n’ait pas eu
beaucoup d’effet sur la présence du cycle limite, l’approche permettant de prendre en compte
la sensibilité des termes aérodynamiques à la fréquence est en place. On rappelle que cette ap-
proche est générale et que son application ne nécessite pas la présence d’ondes acoustiques. La
prise en compte des termes aérodynamiques à la fréquence de vibration permet d’obtenir un ni-
veau de couplage plus fort entre le fluide et la structure. Dans le chapitre qui suit, les stratégies
de couplage vues au cours de ce chapitre seront appliquées sur un modèle industriel afin d’en
prédire les cycles limites.
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Nous venons de décrire dans ce chapitre les approches qui ont été envisagées pour prendre en
compte les non-linéarités de frottement dans l’analyse de stabilité aéroélastique. En particulier,
une approche de modélisation de la structure par mode complexe non-linéaire a été conservée
pour sa capacité à prédire des cycles limites. Par la suite, deux stratégies de couplage ont été
proposées pour intégrer une représentation du fluide dans la résolution de la dynamique non-
linéaire de la structure. La première approche repose sur l’idée que la dynamique non-linéaire
de l’aube est proche de son état linéaire (par exemple, un MCNL de flexion ressemble à un
mode linéaire de flexion). Il est alors possible de transférer les termes aérodynamiques issus
d’un calcul aéroélastique en structure linéaire vers le solveur de MCNL. La deuxième approche
est une approche de couplage fort où le fluide et la structure sont résolus de manière itérative.
Sur le principe, le couplage est ainsi complètement non-linéaire et est plus général que dans la
première stratégie. Dans le prochain chapitre, nous allons appliquer ces stratégies de couplage
sur une configuration industrielle typique de l’état de l’art et comparer les résultats obtenus aux
données expérimentales.



Chapitre V

Application industrielle du couplage
fluide structure avec prise en compte

des non-linéarités en pied d’aube

Ce chapitre s’intéresse à l’application des méthodes de couplage proposées au chapitre pré-
cédent sur une configuration industrielle fournie par Safran Aircraft Engines. Le modèle va tout
d’abord être présenté avec un certain nombre d’hypothèses pour permettre une résolution plus
rapide de la structure non-linéaire. Chacune des stratégies de couplage sera ensuite appliquée,
et les résultats obtenus seront comparés aux mesures expérimentales disponibles. Pour finir, une
comparaison des méthodes sera proposée avant de conclure sur les travaux de thèse.
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1 Présentation du modèle industriel pour les calculs de dyna-
mique non-linéaire

Le modèle mécanique utilisé pour réaliser les calculs de MCNL est identique à celui employé
pour les calculs aéroélastiques présentés en sous-section II.6.1. Il s’agit d’un secteur aube disque
de soufflante représentatif de ce qui est utilisé dans les turboréacteurs actuels. La géométrie de
ce modèle mécanique est dite à froid, dans le sens où sa forme est celle observée en absence de
chargement.

Un modèle éléments finis du secteur aube disque a été réalisé, illustré en Figure V.1. Le maillage
est coïncident au niveau des interfaces de contact aube disque afin de pouvoir appliquer ultérieu-
rement les méthodes de condensation vues en sous-section III.3.5. En considérant une hypothèse
de symétrie cyclique de la roue aubagée, un calcul statique a été réalisé avec SAMCEF afin de
récupérer les matrices de masse et de raideur du système aube disque. Ce calcul statique sup-
pose un chargement statique du système aube disque : un chargement centrifuge correspondant
à un régime de 75% du régime nominal a été appliqué, ainsi que des efforts de pression statique
correspondants au fonctionnement à ce régime. Pour finir, les lois de contact unilatéral et de
frottement de Coulomb ont été appliquées dans le calcul statique aux interfaces de contact entre
l’aube et le disque.

Figure V.1 – Modèle industriel utilisé pour les études dynamiques non-linéaires

Une fois les matrices de masse et de raideur du système préchargé obtenues, plusieurs modèles
réduits de Craig-Bampton ont été générés pour le système aube disque. Ces modèles diffèrent
uniquement sur le nombre et la répartition des nœuds physiques retenus sur les portées et sur
l’extrados de l’aube. On souhaite de cette manière déterminer si une configuration est optimale
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pour obtenir le meilleur compromis entre temps de calcul et restitution de la physique qui nous
intéresse. Pour rappel, les nœuds retenus en pied d’aube vont servir à appliquer les efforts non-
linéaires de frottement, tandis que ceux retenus sur l’extrados de l’aube serviront dans le cadre
de la procédure de couplage fort pour récupérer les déplacements non-linéaires et appliquer les
efforts aérodynamiques.

La Figure V.2 illustre les deux configurations de nœuds de portées qui ont été choisies pour
la création des super-éléments de Craig-Bampton. La Figure V.3 illustre quant à elle les nœuds
d’extrados retenus pour l’application de la procédure de couplage fort. Nous aborderons cette
application plus en détails dans la section V.6.

(a) Configuration NL1 (b) Configuration NL2

Figure V.2 – Nœuds physiques retenus sur les interfaces de contact pour le modèle réduit de
Craig-Bampton

(a) Configuration EXT1 (b) Configuration EXT2 (c) Configuration EXT3

Figure V.3 – Nœuds physiques retenus sur l’aube pour le modèle réduit de Craig-Bampton

Le nombre de nœuds physiques conservés pour chacune des configurations présentées en Figures
V.2 et V.3 est inscrit dans le Tableau V.1. Par ailleurs, quelle que soit la configuration étudiée,
un nœud physique supplémentaire a été ajouté en guise de nœud de contrôle. Celui-ci est utilisé
pour appliquer les conditions d’amplitude et de phase propres à la méthode de continuation
séquentielle (voir sous-section IV.3.5). On considère que l’on conserve 30 modes normaux à in-
terface fixe pour l’aube et 15 pour le disque.
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Aube Disque
NL1 72 72
NL2 180 180

EXT1 60 0
EXT2 125 0
EXT3 223 0

Nœud de contrôle 1 0
Modes internes 30 15

Tableau V.1 – Nombre de nœuds retenus sur les configurations de Craig-Bampton

Configuration Aube Disque

Modèle CB

NL1 − EXT2 624 216
NL2 − EXT1 753 555
NL2 − EXT2 948 555
NL2 − EXT3 1242 555

Modèle EF Complet 90858 111960

Tableau V.2 – Nombre de degrés de liberté des modèles de Craig-Bampton (CB) et du modèle
éléments finis (EF)

Au total, cinq modèles réduits ont été générés à partir des répartitions de nœuds physiques
retenus. Le nombre de degrés de liberté de ces modèles est affiché dans le Tableau V.2, ainsi
que le nombre de degrés de liberté du modèle éléments finis complet utilisé pour réaliser les
réductions. Une diminution importante de ce nombre est observée, de l’ordre d’un facteur 100
pour l’aube et 1000 pour le disque.

D’un point de vue fréquentiel, la mise en place de la réduction induit une erreur sur les
fréquences propres des modes par rapport à celles du modèle complet. Le Tableau V.3 indique
les erreurs fréquentielles réalisées sur les 5 premiers modes de chaque configuration de modèle
réduit par rapport au modèle complet. Les erreurs fréquentielles affichées sont celles après as-
semblage des sous-structures, c’est à dire en considérant que les nœuds appairés de chaque

Modes NL1 − EXT2 NL2 − EXT1 NL2 − EXT2 NL2 − EXT3
1 −3.02% −0.31% −0.31% −0.31%
2 −1.17% 1.65% 1.66% 1.65%
3 −2.93% −0.79% −0.79% −0.79%
4 1.58% 5.81% 5.87% 5.84%
5 −1.23% 0.63% 0.65% 0.64%

Tableau V.3 – Erreurs relatives sur les fréquences propres des 5 premiers modes des modèles
de Craig-Bampton par rapport au modèle complet après assemblage du système aube disque
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sous-structure sont les mêmes. Le premier mode, qui est celui qui nous intéresse, affiche une
erreur plus faible pour les configurations (NL2 − EXTi)i∈{1,2,3} (de l’ordre de 0.3%) que pour la
configuration NL1 − EXT2 (de l’ordre de 3%). L’acoustique sera donc représentée de manière
plus fidèle sur ce mode pour les configurations (NL2 − EXTi)i∈{1,2,3}, compte tenu de l’impor-
tance de la fréquence sur la propagation des ondes dans l’entrée d’air.

Nous allons dans la prochaine section détailler les paramètres utilisés pour les calculs aéroé-
lastiques dans le cadre des stratégies de couplage avec la structure non-linéaire.

2 Paramètres de simulation aéroélastique

La configuration employée pour les calculs aéroélastiques est la même que celle en section
II.6.1, illustrée en Figures II.14 et II.15. Plus précisément, le maillage ainsi que les conditions
limites sont les mêmes. On conserve le modèle de turbulence k− l de Smith et le schéma spatial
de Roe avec correcteur de van Albada. L’algorithme temporel est le DTS, avec 384 itérations par
période fondamentale de vibration et 40 sous-itérations duales. Le mode d’intérêt est le mode
1F2D.

Pour les calculs aéroélastiques réalisés selon la procédure de couplage faible, un mouvement
harmonique est prescrit à la structure avec la déformée du mode propre linéaire étudié. Les
modes propres de la structure sont obtenus avec SAMCEF d’après une analyse modale du sys-
tème préchargé aube disque à 75% de régime nominal. La projection des efforts aérodynamiques
générés par ce mode sur lui même permet d’obtenir les termes de raideur et d’amortissement
aérodynamique à transférer vers la structure non-linéaire assemblée.

On rappelle que les calculs aéroélastiques réalisés selon la procédure de couplage fort impliquent
l’ensemble des harmoniques associés à la déformée de l’aube. Les mouvements imposés sont
périodiques, conformément à la remarque faite en section IV.3.1. Une analyse harmonique des
efforts aérodynamiques est faite sur la dernière période de calcul en vue du transfert vers la
structure.

3 Considérations numériques pour la résolution de la dyna-
mique non-linéaire sur configuration industrielle

3.1 Hypothèse d’onde tournante dans un cadre non-linéaire

Il a été montré dans Petrov [119] qu’il était possible de réaliser un calcul de réponse sur
secteur seul sous l’hypothèse que les propriétés linéaires et non-linéaires de la soufflante soient à
symétrie cyclique. On peut alors exprimer le mouvement non-linéaire comme une résultante de
mouvements à diamètres.

Dans le cadre de l’interaction fluide structure, le comportement du fluide peut consécutivement
être considéré comme fonction de la déformation de la structure et comme une source d’exci-
tation multi-harmonique de cette dernière. Dès lors, les conditions d’excitabilité d’un motif à
diamètre doivent être vérifiées. On retrouve ainsi les conditions de cohérence spatio-temporelles
décrites en sous-section II.4.4.
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3.2 Estimation des efforts non-linéaires par méthode DLFT

Pour le calcul de MCNL sur configuration industrielle, on souhaite s’affranchir d’hypothèses
sur la régularité des efforts non-linéaires au niveau des interfaces de contact. Ainsi, la méthode
d’évaluation des efforts non-linéaires par Dynamic Lagrangian Frequency Time (DLFT) [105,
106] a été privilégiée. Cette méthode, dont le principe est rappelé en Annexe A, permet d’évaluer
les efforts de frottement selon la loi non-linéaire discontinue de Coulomb, ainsi que les éventuelles
pertes de contact.

4 Calcul de mode complexe non-linéaire sur la structure à sec

Le modèle industriel précédemment décrit a été utilisé pour calculer des MCNL en absence
de représentation du fluide dans un premier temps. Nous allons présenter dans cette section
les résultats obtenus dans ce cadre. L’hypothèse d’onde tournante est exploitée, permettant
une étude sur secteur seul. On considère qu’un amortissement modal ξs de 0.05% est présent
sur tous les modes propres linéaires des sous-structures séparées. Le système non-linéaire est
réduit sur les degrés de liberté relatifs non-linéaires, comme décrit en sous-section III.3.5. On
considère dans cette section un coefficient de frottement µ = 0.1. Une continuation séquentielle
est appliquée sur le nœud de contrôle, tandis que le nœud nobs (voir Figure V.3) est utilisé
pour tracer les courbes de MCNL. La valeur du coefficient de pénalité ϵ de la méthode DLFT
(voir Annexe A) est égale au rayon spectral de la matrice de rigidité multi-harmonique afin
d’obtenir le meilleur compromis précision temps de calcul du MCNL [33]. Les résultats sont
présentés en termes d’amplitude adimensionnée de nobs, où le facteur d’adimensionnement est
égal à l’amplitude maximale de LCO mesurée expérimentalement pour l’iso-vitesse étudiée. Les
valeurs de fréquence libre sont adimensionnées par la fréquence du mode propre de la structure
à sec.

Influence du nombre d’harmoniques retenues

La Figure V.4 illustre l’influence du nombre d’harmoniques retenues sur le calcul du MCNL
en considérant 48 instants dans la période. On constate qu’à partir de 3 harmoniques retenues,
la dynamique globale du MCNL est bien convergée. Une seule harmonique ne permet pas de
capturer correctement l’effet de saturation des efforts de Coulomb, qui est mieux représenté à
partir de 3 harmoniques. En particulier, on observe une forte déviation de la dynamique globale
du MCNL calculé en ne considérant qu’une seule harmonique par rapport à ceux calculés avec
des valeurs de Nh supérieures ou égales à 3. Dans notre application où l’amortissement du MCNL
est la grandeur qui nous intéresse le plus, il est naturel de considérer au moins 3 harmoniques
dans les prochains calculs de MCNL. Bien qu’un nombre important d’harmoniques puisse per-
mettre de mieux représenter les efforts non-linéaires, le compromis entre précision des résultats
et temps de calcul (non proportionnel au nombre d’harmoniques) nous amène à conserver dans
la suite des travaux 3 harmoniques dans les calculs non-linéaires.

Influence du nombre d’instants retenus dans la période

La Figure V.5 illustre l’influence du nombre d’instants retenus dans l’évaluation des efforts
non-linéaires par DLFT en comptant à chaque fois 3 harmoniques du déplacement. L’applica-
tion des lois temporelles de contact unilatérales et des efforts de Coulomb engendre l’apparition
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Figure V.4 – Influence du nombre d’harmoniques retenues dans le calcul de MCNL
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Figure V.5 – Influence du nombre d’instants retenus dans la période d’évaluation des efforts
non-linéaires
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d’harmoniques d’ordre supérieur dans les efforts non-linéaires, si bien que l’application stricte
des conditions de Nyquist-Shannon (au moins 7 instants nécessaires pour 3 harmoniques rete-
nues) n’est plus suffisante pour avoir une bonne représentation des non-linéarités.

Ainsi, il est intéressant de retenir un nombre d’instants temporels suffisamment élevé afin de bien
faire converger les harmoniques du déplacement. On remarque d’après les courbes de la Figure
V.5 que 12 instants semblent suffire pour avoir une bonne représentation de l’amortissement de
MCNL. Toutefois, il a été choisi de conserver 48 instants dans l’ensemble des travaux afin de
pouvoir évaluer plus précisément l’énergie dissipée en pied d’aube sur les futurs cycles limites.
Aucun impact notable n’a été mesuré sur les temps de calculs.

Influence du nombre de nœuds physiques retenus

La Figure V.6 illustre les MCNL calculés sur les différentes configurations décrites en sec-
tion V.1. En particulier, les configurations conservées sont celles rapportées dans le tableau V.2.
L’une d’entre elles semble se distinguer des autres : il s’agit de celle où le nombre de points
retenus en pied d’aube correspond à la configuration NL1.
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Figure V.6 – Influence du nombre de nœuds physiques retenus sur le calcul de MCNL

Pour cette dernière, les portées sont moins finement discrétisées, ce qui autorise une certaine
flexibilité des portées entre chacun des nœuds retenus. Une conséquence directe de cet assouplis-
sement est une diminution de la fréquence libre de la configuration NL1 pour le cas asymptotique
linéaire à faible amplitude par rapport à celles des autres configurations NL2. Cette tendance
est visible sur la courbe de fréquence libre du MCNL en Figure V.6. La courbe fréquentielle de
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la configuration NL1 y évolue sur des valeurs plus basses que les courbes en configuration NL2
du fait de la plus grande souplesse du système aube disque au niveau des portées.

En ce qui concerne l’amortissement de MCNL, les tendances observées sont relativement si-
milaires entre chacune des courbes, bien que la configuration NL1 semble encore une fois se
démarquer. Les nœuds de portée de cette configuration étant en nombre moins importants, ils
sont plus chargés que ceux en configuration NL2. Les efforts non-linéaires y sont condensés,
ce qui a un impact immédiat sur le calcul de l’amortissement de MCNL. En particulier, des
problèmes de convergence de l’algorithme de résolution peuvent être rencontrés dans la confi-
guration NL1, où des non-linéarités plus importantes apparaissent que dans la configuration NL2.

Du point de vue de la dynamique globale des MCNL, il semble que toutes les configurations
(NL2 − EXTi)i∈{1,2,3} se superposent. Ainsi, le nombre de nœuds physiques retenus sur la peau
de l’aube n’influe pas sur le calcul de MCNL pour une structure dans le vide. Ce résultat était at-
tendu, dans la mesure où ces nœuds n’interviennent pas dans l’évaluation des effets non-linéaires
qui sont appliqués uniquement en pied d’aube. On peut cependant s’attendre à un impact du
nombre de nœds physique d’aube dans le cadre de la procédure de couplage fluide structure.

D’un point de vue local, il est plus intéressant d’avoir un nombre important de nœuds non-
linéaires afin d’avoir une estimation plus précise des efforts non-linéaires et des déplacements
relatifs aux interfaces de contact. La Figure V.7 illustre ce constat pour une amplitude du nœud
d’observation de 1.3. L’amplitude des déplacements relatifs aux portées sur une pseudo-période
y est représentée sur une échelle de couleur, où les zones rouges sont les zones de glissement les
plus importantes.

(a) Intrados NL1 − EXT2 (b) Extrados NL1 − EXT2

(c) Intrados NL2 − EXT2 (d) Extrados NL2 − EXT2

Figure V.7 – Amplitude de glissement aux portées aube disque dans les configurations NL1 et
NL2 pour une amplitude adimensionnée de nobs de 1.3

Quelle que soit la configuration étudiée, on observe que le glissement n’est pas uniforme sur les
portées. Les glissements ne sont de plus pas les mêmes selon que l’on considère la portée intrados
ou extrados, ce qui s’explique par la répartition massique du système qui ne présente pas de pro-
priétés de symétrie particulière. De telles propriétés auraient en effet pu permettre d’observer des
déplacements identiques sur les deux portées, comme montré sur une configuration académique
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dans le mémoire de thèse de Lemoine [91]. Dans notre cas, la portée sur l’extrados de l’aube
semble être celle où les effets non-linéaires sont les plus importants. Pour finir, on observe une
topologie de déplacement aux portées plus précise pour la configuration NL2 que pour la confi-
guration NL1, d’où une représentation plus fine des non-linéarités de frottement. Afin d’avoir
une meilleure représentation des non-linéarités en pied d’aube ainsi qu’une meilleure robustesse
de l’algorithme de résolution, il a été choisi pour tous les futurs calculs de ne conserver que les
configurations NL2, où les portées sont plus finement discrétisées que pour les configurations NL1.

En ce qui concerne le mouvement de l’aube, les déplacements des nœuds physiques retenus
sur l’extrados ont été récupérés pour les trois configurations (NL2 − EXTi)i∈{1,2,3} pour une
amplitude adimensionnée du nœud d’observation nobs de 1.66. L’amplitude de ces déplacements
est affichée pour chaque harmonique en Figure V.8. L’échelle de couleur utilisée pour afficher les
déplacements est la même par harmonique.

On constate qu’à l’instar de la dynamique globale du MCNL, la répartition des nœuds phy-
siques retenus sur l’aube n’influe pas sur les résultats locaux : par harmonique, les nœuds com-
muns à chaque configuration affichent la même déformée. Ce constat rejoint le commentaire
fait plus haut dans ce paragraphe, où il a été mentionné que les nœuds retenus sur la peau
de l’aube n’interviennent pas dans la résolution du problème non-linéaire. Dès lors, il est natu-
rel d’observer la même topologie de déformée pour les trois configurations (NL2 − EXTi)i∈{1,2,3}.

Dans les deux prochaines sections, les méthodes de couplage décrites au cours du Chapitre IV
vont être appliquées sur le modèle industriel. Pour la méthode de couplage faible, seule la confi-
guration NL2 − EXT2 est étudiée. En effet, les efforts aérodynamiques étant transférés dans la
base modale du système aube disque à interface collée, la répartition des nœuds physiques d’ex-
trados n’a aucune influence sur le transfert. Une seule configuration suffit donc pour appliquer
la méthode de couplage faible. En revanche, les trois configurations (NL2 − EXTi)i∈{1,2,3} seront
étudiées dans le cadre de la méthode de couplage fort, où les efforts aérodynamiques s’appliquent
uniquement sur les nœuds physiques retenus sur l’aube dans le modèle de Craig-Bampton.

5 Application du couplage faible sur le modèle industriel

Nous étudions dans cette section la configuration NL2 − EXT2. Pour l’ensemble des points
de fonctionnement décrits comme instables pour le mode 1F2D en section II.6, les matrices de
raideur et d’amortissement aérodynamiques ont été extraites selon la méthode décrite dans la
section IV.2, et intégrées au modèle réduit d’aube. Ainsi, un ensemble de MCNL a été cal-
culé en intégrant dans les calculs une représentation de l’aérodynamique adaptée aux points de
fonctionnement étudiés.

5.1 Influence de l’acoustique sur le calcul de MCNL dans la procédure de
couplage faible

La Figure V.9 illustre les MCNL calculés sur le point de fonctionnement dp20 dans le cadre
de la procédure de couplage faible. On y retrouve les résultats des calculs de MCNL en couplage
faible, avec et sans prise en compte de l’acoustique, en plus des résultats du calcul de MCNL
dans le vide. Dans le cas "avec acoustique", il doit être compris que la dépendance des termes
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(a) EXT1 - Harmonique 1 (b) EXT1 - Harmonique 2 (c) EXT1 - Harmonique 3

(d) EXT2 - Harmonique 1 (e) EXT2 - Harmonique 2 (f) EXT2 - Harmonique 3

(g) EXT3 - Harmonique 1 (h) EXT3 - Harmonique 2 (i) EXT3 - Harmonique 3

Figure V.8 – Amplitude de mouvement des nœuds d’aube selon la configuration NL2 − EXTi

pour les harmoniques 1, 2 et 3 pour une amplitude adimensionnée de nobs de 1.66
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aérodynamiques à la fréquence de mouvement a été prise en compte en réalisant des calculs
aéroélastiques pour plusieurs fréquences de vibration, puis en réalisant une interpolation de ces
termes. En d’autres termes, les matrices aérodynamiques Ka et Ca dépendent de la pulsation
libre ω du MCNL. Dans le cas dit "sans acoustique", un unique calcul aéroélastique a été réa-
lisé à la fréquence propre du mode étudié pour calculer les termes aérodynamiques. Pour ce
cas de figure, l’effet des ondes acoustiques sur la stabilité est donc pris en compte uniquement
pour la fréquence propre du mode étudié, sans prendre en compte l’impact d’un changement
de fréquence sur les termes aérodynamiques. Les matrices aérodynamiques Ka et Ca sont ainsi
constantes et ont été calculées uniquement à la fréquence du mode propre de la structure à sec.
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Figure V.9 – Résultats de l’application du couplage faible pour le point de fonctionnement
dp20

On observe sur la Figure V.9 l’effet de l’implémentation de l’aérodynamique sur le calcul du
MCNL par rapport au cas à vide. En particulier, les effets de la raideur aérodynamiques sont
visibles sur la fréquence de mouvement libre, et ce dès de faibles amplitudes de mouvement.
Le décalage en fréquence à faible amplitude entre le MCNL à vide et les MCNL avec aérody-
namique correspond exactement à celui induit par la raideur aérodynamique sur le point de
fonctionnement considéré. De même pour l’amortissement de mode non-linéaire, la valeur obser-
vée à faible amplitude correspond à la résultante de l’amortissement aérodynamique sur le point
de fonctionnement dp20 et de l’amortissement linéaire modal de structure ξs décrit en début
de section V.4. En d’autres termes, le cas asymptotique à faible amplitude des MCNL calculé
avec représentation de l’aérodynamique est cohérent des valeurs de raideur et d’amortissement
aérodynamique calculées avec elsA. L’implémentation de ces termes dans le calcul de MCNL est
donc validée.
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Le comportement global des MCNL avec aérodynamique se comporte à grande amplitude comme
celui du MCNL à vide. En ce sens, on observe une diminution de la fréquence de mouvement
libre à mesure que l’amplitude augmente, correspondant à l’assouplissement du système aube
disque par libération de certains degrés de liberté de frottement. L’amortissement non-linéaire
augmente à mesure que le frottement se met en place avec l’accroissement de l’amplitude. Pour
les MCNL avec représentation de l’aérodynamique, le changement de signe de l’amortissement
non-linéaire met en évidence l’existence d’un LCO aux amplitudes correspondantes.

La prise en compte de l’acoustique dans les calculs selon la méthode décrite dans la sous-section
IV.2.2 a un impact sur le calcul de MCNL par rapport au calcul sans acoustique. Ces effets
ne sont pas visibles pour de faibles amplitudes de vibration, où il n’y a pas suffisamment de
frottement en pied d’aube pour induire un décalage en fréquence. L’acoustique ne dépendant
que de la fréquence dans la stratégie de couplage faible, le MCNL à faible amplitude est donc le
même pour les cas avec et sans acoustique. Lorsque l’amplitude augmente et que le frottement
apparaît en pied d’aube, un décalage en fréquence apparaît en raison de la libération de degrés
de liberté en pied d’aube. Dans le cas où la sensibilité acoustique à la fréquence est prise en
compte, ce décalage a pour effet de changer la raideur et l’amortissement aérodynamiques selon
la loi d’interpolation définie précédemment pour le point de fonctionnement étudié. Ainsi, dès
que les non-linéarités de frottement se manifestent et induisent un décalage en fréquence sur la
solution, les MCNL avec et sans acoustique ne suivent plus les mêmes trajectoires.

Malgré des dynamiques différentes pour les MCNL avec et sans acoustique, l’énergie dissipée en
pied d’aube ne dépend de rien d’autre que de l’amplitude de mouvement de l’aube, comme le
montre la Figure V.10. Ce résultat était attendu, car pour les deux cas avec et sans acoustique, la
représentation du fluide a été ajoutée en base modale sous la forme de matrices généralisées, qui
ne changent pas les vecteurs propres des sous-structures réduites assemblées par rapport au cas
à vide. Même si les modes ont changé en termes de raideur généralisée et d’amortissement, les
déformées propres de la structure restent les mêmes, et donc les déplacements restent les mêmes.
Puisque la dissipation ne dépend que du déplacement, on obtient la même énergie dissipée par
frottement pour l’ensemble des cas. En termes de dissipation par frottement sec donc, l’apport
de l’aérodynamique n’est pas visible dans cette approche par couplage faible (voir Figure V.10,)
bien que ces effets apparaissent sur la dynamique globale du système fluide structure caractérisée
par le MCNL (voir Figure V.9).

Pour le MCNL sans représentation de l’acoustique, les énergies linéaire (liée à la dissipation
naturelle ξs de la structure) et non-linéaire (liée au frottement sec) dissipées par la structure
en fonction de l’amplitude du mouvement ont été comparées à l’énergie fournie par le fluide
dans l’approche de couplage faible. Pour rappel, le fluide a été intégré au modèle de structure
selon une représentation linéarisée par rapport au mouvement, en calculant au préalable les
raideur et amortissement aérodynamiques associés au mode linéaire instable 1F2D. Cette com-
paraison, visible en Figure V.11, montre que la dissipation structurelle équilibre le travail des
efforts aérodynamiques à la même amplitude que le LCO prédit en Figure V.9 pour les cas avec
représentation du fluide. De plus, on constate que la dissipation non-linéaire augmente beau-
coup plus rapidement que l’énergie apportée par le fluide une fois que le glissement se met en
place : en cas de légères variations d’amortissement aérodynamique lié à un changement de point
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0.05

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

T
ra

v
a
il

( J
)
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Figure V.10 – Comparaison des énergies dissipées par frottement sec en pied d’aube dans
les cas à vide, avec et sans acoustique en fonction de l’amplitude de nobs pour le point de
fonctionnement dp20 dans le cadre de la procédure de couplage faible
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Figure V.11 – Comparaison des énergies dissipées par la structure avec l’énergie fournie par
le fluide pour un mouvement harmonique à la fréquence f1F 2D dans une hypothèse de fluide
linéaire par rapport au mouvement pour le point de fonctionnement dp20 dans le cadre de la
procédure de couplage faible
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de fonctionnement, on anticipe donc de faibles variations d’amplitude pour le cycle limite associé.

Bien que peu marqué sur la Figure V.9, l’acoustique a un effet sur la prédiction de l’ampli-
tude du LCO. En particulier, on observe que l’amortissement non-linéaire s’annule pour une
amplitude légèrement plus faible dans le cas avec acoustique que dans le cas sans acoustique. Ce
constat est corrélé aux calculs de dépendance de l’amortissement aérodynamique à la fréquence
de mouvement du mode 1F2D : le Tableau V.4 indique les valeurs d’amortissement aérodyna-
mique obtenues pour ce mode avec elsA pour deux valeurs de fréquence de vibration sur le point
dp20. On note qu’une diminution de 2% de la fréquence de vibration par rapport à la fréquence
propre induit une augmentation de l’amortissement aérodynamique d’environ 0.6%, ce dernier
devenant positif pour le point de fonctionnement étudié. La diminution de fréquence causée par
les non-linéarités de frottement rend donc le système moins instable, ce qui implique qu’il faut
dissiper moins d’énergie pour compenser celle apportée par le fluide. Il est ainsi cohérent d’ob-
server pour ce point de fonctionnement une amplitude de LCO légèrement plus faible lorsque
l’acoustique est prise en compte que dans le cas sans acoustique.

f/f1F 2D 0.98 1
ξaero(%) 0.384 −0.215

Tableau V.4 – Valeurs d’amortissement aérodynamique en fonction de la fréquence de mou-
vement du mode 1F2D sur le point dp20

L’acoustique joue pour ce point de fonctionnement un rôle intéressant : en considérant tout
d’abord que la structure est linéaire (i.e qu’il n’y a pas de frottement aube disque), le mode
1F2D est instable à 75% de régime nominal en raison de l’interaction acoustique entre la souf-
flante et l’entrée d’air. Cette instabilité conduit en pratique à une augmentation des amplitudes
de vibration sur le mode considéré, au point de déclencher des zones locales de glissement relatif
entre les portées d’aube et de disque. Les non-linéarités de frottement qui en résultent, en plus
de dissiper une fraction de l’énergie fournie par le fluide, induisent un changement de fréquence
de vibration vers des valeurs inférieures par l’assouplissement des portées en glissement. Ce
décalage fréquentiel modifie au premier ordre le rôle déstabilisant de l’acoustique sur le point
dp20, si bien que pour un décalage en fréquence de 2% par rapport à sa valeur nominale, les
ondes acoustiques permettent de stabiliser le mode 1F2D indépendamment de l’énergie dissipée
en pied d’aube. Dans le cas présent, il se trouve que la dissipation générée par le frottement
atteint rapidement des niveaux importants (voir Figure V.11) pour stabiliser le système avant
que l’effet stabilisant de l’acoustique ne rentre en jeu : avec un décalage en fréquence de l’ordre
de 0.1% sur le cycle limite (voir Figure V.9), l’acoustique est encore très défavorable à la stabilité
aéroélastique de la soufflante.

Pour le point de fonctionnement dp20 finalement, l’acoustique qui était la cause de la déstabi-
lisation dans un cadre de mécanique linéaire se révèle être un mécanisme stabilisant lorsque les
non-linéarités de frottement sont prises en compte. Précisons que le point de fonctionnement
a une grande importance dans ce rôle joué par l’acoustique qui dépend notamment du champ
moyen dans lequel fonctionne la soufflante, comme indiqué par la Figure II.23. Rappelons éga-
lement que la Figure II.27 montre que pour un point proche de la ligne de fonctionnement,
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une diminution de la fréquence de mouvement par rapport à la fréquence propre du mode en-
traîne une diminution de l’amortissement aérodynamique, donc nuit à la stabilité aéroélastique
de la soufflante. Ainsi, selon le point de fonctionnement considéré, l’acoustique peut à elle seule
améliorer ou détériorer la stabilité aéroélastique par rapport au cas d’une structure linéaire en
raison des glissements fréquentiels induits par les non-linéarités de frottement. Si le décalage
fréquentiel induit par l’aérodynamique et les frottements en pied d’aube peut être estimé, il
est possible de prédire le caractère stabilisant ou non de l’acoustique sur le point de fonctionne-
ment considéré à partir uniquement d’un calcul aéroélastique en mouvement harmonique imposé.

L’impact de l’acoustique sur l’amplitude du LCO est également visible sur les interfaces de
contact aube disque. Sur la Figure V.12 sont représentées les portées mises à plat, sur lesquelles
sont affichés les déplacements relatifs maximaux atteints au cours de la période de vibration du
LCO pour les cas avec et sans acoustique, sur le point de fonctionnement dp20. Pour les cas
avec et sans acoustique, on observe des topologies similaires au niveau des déplacements relatifs
sur les portées : les zones de glissement sont essentiellement observées en haut des portées, avec
pour l’extrados une localisation des déplacements entre le bord d’attaque (BA) et le milieu de la
portée selon l’axe moteur, et pour l’intrados un déplacement relatif maximal atteint proche du
bord de fuite (BF). Les amplitudes de déplacement relatif au niveau des portées sont du même
ordre de grandeur, de l’ordre de quelques microns, ce qui est cohérent avec les résultats déjà
présentés dans l’état de l’art [33]. De plus, on observe des niveaux d’amplitude moins importants
sur l’extrados dans le cas avec acoustique que dans le cas sans acoustique, en accord avec les
commentaires effectués précédemment : il faut dissiper moins d’énergie lorsque la dépendance à
l’acoustique est prise en compte que dans le cas sans acoustique, ce qui implique des amplitudes
de glissement moins importantes.
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Figure V.12 – Amplitudes maximales de glissement relatif en millimètres des portées mises à
plat pour le LCO du point dp20 (axe horizontal : axe moteur)

Pour finir, l’énergie localement dissipée par frottement aux portées a été calculée pour les cas
avec et sans acoustique au cours d’une période de vibration du cycle limite. Les résultats peuvent
être observés en Figure V.13. Les échelles employées sont les mêmes entre chaque Figure. Les
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Figure V.13 – Énergie dissipée (J) aux portées par frottement sec sur une période du LCO
calculé par procédure de couplage faible pour le point de fonctionnement dp20. Portées mises à
plat avec représentation de l’intrados (Int.) et de l’extrados (Ext.).

zones de dissipation énergétique sont cohérentes avec les déplacements relatifs affichés en Figure
V.12. On note toutefois que l’extrados est plus dissipatif que l’intrados, malgré des déplacements
relatifs plus important sur ce dernier proche BF : les efforts normaux sont plus importants sur
les parties dissipatives de l’extrados que sur le reste des surfaces en frottement. Moins d’énergie
est dissipée par frottement dans le cas avec acoustique que dans le cas sans, en accord avec les
remarques faites précédemment à partir du Tableau V.4.

5.2 Influence du coefficient de frottement sur le calcul du cycle limite

Les résultats présentés dans la sous-section précédente supposent un coefficient de frotte-
ment de 0.1. Toutefois, la valeur du coefficient de frottement dépend en pratique aussi bien de
l’état des surfaces en contact que des matériaux utilisés. Bien qu’une valeur expérimentale de
coefficient de frottement ait été identifiée sur la soufflante industrielle, il existe une certaine
incertitude sur cette mesure car elle peut évoluer selon l’historique d’utilisation des pièces étu-
diées. Par exemple, un système aube disque sortant de l’usinage n’aura pas le même coefficient
de frottement qu’un système aube disque ayant plusieurs milliers d’heures de vol.

Ainsi, il est intéressant d’avoir une mesure de l’évolution des MCNL en fonction de la valeur du
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Figure V.14 – Influence du coefficient de frottement sur le calcul de MCNL pour le point de
fonctionnement dp20 avec prise en compte de l’acoustique.

coefficient de frottement utilisé dans le calcul. La Figure V.14 illustre l’évolution des MCNL en
fonction de la valeur utilisée pour µ en tenant compte de la sensibilité acoustique. On remarque
qu’augmenter le coefficient de frottement a pour effet de repousser le seuil de déclenchement
du frottement vers des valeurs plus grandes d’amplitudes de vibration du degré de liberté d’ob-
servation nobs, comme cela a déjà pu être observé [86]. En particulier, cette Figure montre que
l’amplitude à laquelle le cycle limite apparaît dépend au premier ordre du coefficient de frotte-
ment. Sur la Figure V.15 est tracée l’évolution de l’amplitude adimensionnée du degré de liberté
d’observation à laquelle apparaît le LCO sur le point de fonctionnement dp20 pour les MCNL
affichés en Figure V.14.

On observe une relation linéaire entre le coefficient de frottement et l’amplitude du nœud nobs

sur le LCO pour le point de fonctionnement dp20, comme en témoigne la régression linéaire
fournissant un très bon modèle liant ces deux grandeurs. Sur cette Figure, le coefficient de
détermination R2 est défini comme

(
1 −

∑
i
(yi−ŷi)2∑

i
(yi−y)2

)
, où yi, ŷi et y sont respectivement les don-

nées réelles, les données grandeurs prédites par le modèle et la moyenne des données réelles. Il
caractérise la qualité de la régression obtenue. Plus cette grandeur se rapproche de 1, plus le
modèle obtenu par régression linéaire représente les données à disposition. Cette relation est
intéressante dans la mesure où elle peut fournir des indications sur l’amplitude du cycle limite
dans l’éventualité où un nouveau traitement de surface des portées serait appliqué et conduirait
à un changement du coefficient de frottement.
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Figure V.15 – Influence du coefficient de frottement sur l’amplitude du LCO sur le point de
fonctionnement dp20 avec prise en compte de l’acoustique. (- - - : régression linéaire)

5.3 Influence de l’amortissement modal sur le calcul du cycle limite

L’amortissement modal ξs utilisé dans les calculs de MCNL est également une grandeur sur
laquelle il existe une certaine incertitude. Il convient ainsi d’avoir une mesure de l’impact de
cette grandeur sur l’amplitude du cycle limite calculé. La Figure V.16 illustre l’influence de ce
paramètre sur l’amplitude du LCO pour le point dp20, en tenant compte de l’influence de la
fréquence de mouvement sur la propagation des ondes acoustiques.

Une nouvelle relation linéaire est observée entre ce paramètre et l’amplitude du LCO. Sur la
plage de valeur étudiée, on mesure un écart inférieur à 5% de l’amplitude de prédiction du LCO.
Cette incertitude numérique est plus faible que celle induite par le coefficient de frottement étu-
dié précédemment. Nous allons dans le prochain paragraphe comparer les résultats numériques
obtenus dans le cadre de la procédure de couplage faible aux mesures expérimentales réalisées
sur la soufflante.

5.4 Comparaison entre les résultats numériques et les mesures expérimen-
tales

Nous souhaitons comparer dans ce paragraphe les résultats numériques obtenus dans le cadre
de la méthode de couplage faible avec les mesures expérimentales réalisées sur la soufflante. Lors
des essais, une iso-vitesse est parcourue dans le sens des débits décroissants de sorte à atteindre
les limites du fonctionnement nominal de la soufflante. À mesure que l’on s’approche de la ligne
de pompage, l’iso-vitesse est parcourue de plus en plus lentement afin de mettre immédiatement
fin aux essais dès lors qu’un phénomène critique est détecté, comme le pompage ou le flotte-
ment. Des jauges de déformation sont utilisées pour déterminer les contraintes appliquées aux
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Figure V.16 – Influence de l’amortissement modal linéaire de structure sur l’amplitude du
LCO sur le point de fonctionnement dp20 avec prise en compte de l’acoustique. (- - - : régression
linéaire)

aubes sur les premiers modes de déformation, en reliant les variations de résistance électrique
des jauges à la déformation élastique des aubes et aux contraintes par la loi de Hooke.

La Figure V.17 illustre le diagramme caractéristique de la soufflante sur lequel a été placé
l’iso-vitesse étudiée lors des campagnes d’essai. On remarque que cette iso-vitesse est en réalité
plus proche du 74% de régime nominal que celle à 75% étudiée numériquement. Ces deux iso-
vitesses sont toutefois suffisamment proches pour que les mécanismes à l’origine des instabilités
aéroélastiques expérimentale et numérique puissent être considérés comme les mêmes (voir Fi-
gure II.23). La courbe expérimentale des essais de flottement a donc été recalée sur l’iso-vitesse
numérique à 75% de régime nominal. Nous comparerons donc les mesures expérimentales sur
l’iso-vitesse recalées (en orange) avec les calculs numériques réalisés dans le cadre de la thèse
(en bleu).

La Figure V.18 illustre les amplitudes adimensionnées de LCO calculés à l’aide des MCNL selon
la procédure de couplage faible le long de l’iso-vitesse à 75% de régime nominal. On étudie les
points de fonctionnement dp18 à dp22 (voir Tableau II.2) : on considère donc que la poche de
flottement a été franchie et que nous explorons les effets des non-linéarités de frottement sur la
stabilité aéroélastique de la soufflante.

Pour chacun de ces points de fonctionnement, l’amplitude de LCO a été calculée en fonction de
la valeur du coefficient de frottement employée. De plus, les calculs de MCNL ont été réalisés
dans les cas avec et sans prise en compte de la sensibilité de la propagation acoustique à la
fréquence de mouvement. Pour finir, les amplitudes des LCO mesurées expérimentalement ont
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été tracées le long de l’iso-vitesse en plus des résultats numériques obtenus avec la procédure de
couplage faible.

En ce qui concerne les résultats numériques tout d’abord, on constate que pour les cas avec
et sans prise en compte de l’acoustique, les amplitudes de LCO changent relativement peu le
long de l’iso-vitesse pour une valeur fixée de µ. Les variations d’amplitudes les plus importantes
sur l’iso-vitesse sont obtenues pour une valeur de µ de 0.25. Dans le cas sans acoustique, on
note pour cette valeur de coefficient de frottement une variation d’amplitude du LCO le long
de l’iso-vitesse de 16% par rapport à celle mesurée expérimentalement. Pour un coefficient de
frottement de 0.1, cet écart d’amplitude entre les valeurs extrémales est ramené à 6% de l’am-
plitude expérimentale du LCO. Ces tendances sont corrélées avec les résultats numériques de
calcul d’amortissement aérodynamique présentés en Figure II.18 et ceux de la Figure V.11. La
stabilité aéroélastique de ces points de fonctionnement changeant faiblement (ξaero varie peu),
il était attendu d’observer de faibles variations d’amplitude du cycle limite à l’intérieur de la
poche de flottement compte tenu du fort accroissement de la dissipation énergétique en pied
d’aube.

La prise en compte de la sensibilité acoustique n’impacte qu’au second ordre la prédiction nu-
mérique du LCO pour le régime et le mode considéré. Cet impact modéré de l’acoustique sur la
prédiction du cycle limite peut être relié aux Figures V.9 et V.11. Le glissement en pied d’aube
pour cette amplitude du nœud d’observation provoque un fort accroissement de la dissipation
énergétique, si bien qu’un équilibre est atteint alors que la fréquence n’a que faiblement évolué
en raison des non-linéarités. La représentation de l’aérodynamique sur le LCO est ainsi proche
de celle à faible amplitude de mouvement. Si les points de fonctionnement étudiés avaient été
plus instables, il aurait été nécessaire d’avoir de plus grandes amplitudes de glissement, ce qui
aurait induit de plus grand décalages fréquentiels et donc à de plus grands effets de l’acoustique
sur la prédiction du cycle limite.

Pour finir, l’amplitude expérimentale du nœud d’observation le long de l’iso-vitesse recalée est
tracée sur la Figure V.18 en pointillés bleus. Elle a été obtenue à partir des contraintes mesurées
grâce aux jauges de déformation et à l’aide d’un calcul mécanique statique réalisé sur le système
aube disque pour relier la contrainte au déplacement en tête d’aube. On constate que les me-
sures expérimentales sont cohérentes avec les résultats numériques obtenus pour une valeur de
µ de 0.07. De plus, on observe le même plateau en débit de l’amplitude de cycle limite entre les
mesures expérimentales et les calculs de MCNL.

Les résultats numériques obtenus dans cette section et au Chapitre II, en particulier les faibles
variations d’amortissement aérodynamique sur la plage de fonctionnement considérée (Figure
II.18) et le fort accroissement de la dissipation énergétique en pied d’aube (V.11), expliquent la
présence de ce plateau pour le mode 1F2D. La méthode de couplage faible fournit de bonnes
prédictions de LCO par rapport aux essais. Toutefois, la représentation de l’aérodynamique
dans cette méthode est limitée, puisque celle-ci est représentée sous forme modale uniquement
pour le fondamental, et qu’elle ne tient pas compte d’un éventuel effet des harmoniques supé-
rieures du mouvement sur le comportement du fluide. La méthode de couplage fort, que nous
allons voir dans la prochaine section, permet d’atteindre un plus haut niveau de fidélité dans la
représentation des efforts aérodynamiques.
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6 Application du couplage fort sur le modèle industriel

Cette section s’intéresse à la mise en application de la procédure de couplage fort sur la
configuration industrielle. Contrairement à la section précédente, nous allons ici nous intéresser
aux trois configurations (NL2 − EXTi)i∈{1,2,3} présentées en section V.1.

6.1 Considérations numériques pour l’application de la procédure de cou-
plage fort

Sur le principe, la procédure de couplage fort telle que décrite dans la sous-section IV.3.1 ne
fait aucune hypothèse sur la linéarité du fluide. Dans le cadre de l’application industrielle étudiée
au cours de ces travaux de thèse, il a toutefois été nécessaire de réaliser des hypothèses supplé-
mentaires afin de contourner certains problèmes numériques. Une difficulté majeure rencontrée
dans l’application de la méthodologie de couplage fort concerne la déformation des maillages
aérodynamiques pour de grandes amplitudes de vibrations. Pour rappel, une des étapes de la
méthodologie consiste à extraire la dynamique non-linéaire de l’aube fournie par le MCNL pour
plusieurs niveaux d’amplitude de vibration, et à évaluer pour chacune de ces amplitudes les
efforts aérodynamiques générés par le mouvement non-linéaire de la structure. Cela suppose de
pouvoir déformer le maillage aérodynamique selon le mouvement non-linéaire de l’aube à l’am-
plitude correspondante. Cependant, pour de grandes amplitudes de mouvement de la structure,
l’algorithme de déformation de maillage ne permet pas d’obtenir de résultat permettant de réali-
ser les calculs aéroélastiques. Les espaces très restreints où de forts déplacements sont attendus,
tels que le jeu en tête d’aube, sont les zones les plus critiques dans lesquels des mailles retour-
nées apparaissent systématiquement lors de la déformation de la grille aérodynamique. Dans le
cadre de la procédure de couplage fort, il n’a pas été possible de dépasser des amplitudes de
déformation de l’ordre de 60% de l’amplitude expérimentale maximale du cycle limite.

L’hypothèse de linéarité des efforts fluides par rapport au mouvement a donc une nouvelle
fois été invoquée, afin de réaliser les calculs avec déformation multi-harmonique à une amplitude
inférieure à l’amplitude critique de déformation de maillage. Une fois les efforts aérodynamiques
calculés, un facteur d’amplitude a été appliqué à chaque harmonique pour retrouver des niveaux
d’efforts cohérents de l’amplitude réelle de déplacement de l’aube. L’hypothèse de linéarité des ef-
forts fluides a uniquement été employée pour contourner les difficultés de déformation de maillage
de ce cas d’étude en particulier. Comme indiqué précédemment, la procédure de couplage fort
n’a en principe pas besoin de cette hypothèse pour être mise en place.

6.2 Influence de la configuration étudiée sur le calcul du cycle limite

Cette sous-section s’intéresse à l’influence du nombre de nœuds retenus sur l’extrados pour
l’application des efforts aérodynamiques sur la dynamique non-linéaire de l’aube. La dynamique
non-linéaire de l’aube a été extraite pour chacune des configurations (NL2 − EXTi)i∈{1,2,3} pour
cinq valeurs d’amplitudes réparties sur le MCNL de la structure dans le vide. Pour le point de
fonctionnement dp20, une itération de couplage fort a été mise en œuvre pour les configurations
(NL2 − EXTi)i∈{1,2,3} : les résultats des calculs de MCNL sont affichés en Figure V.19. Sur cette
Figure, les points bleus du MCNL calculé sur la structure dans le vide représentent les
points d’extraction de la dynamique non-linéaire de l’aube pour l’évaluation des efforts aéro-
dynamiques. Ainsi, pour chacun de ces points, le mouvement multi-harmonique et la fréquence
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libre de l’aube ont été récupérés pour réaliser un calcul aéroélastique et obtenir une évaluation
des efforts aérodynamiques engendrés par la dynamique non-linéaire de l’aubage à l’amplitude
correspondante.
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Figure V.19 – Impact de la configuration étudiée sur le calcul de MCNL dans le cadre de la
procédure de couplage fort pour le point de fonctionnement dp20. : points d’extraction de
la dynamique non-linéaire de l’aube pour l’évaluation des efforts aérodynamiques générés par le
mouvement de la structure

Pour les calculs de MCNL avec modélisation du fluide selon la procédure de couplage fort, on
observe de rapides changements sur la dynamique de l’aube à mesure que l’amplitude augmente
en partant d’une amplitude nulle. On explique ce phénomène numérique par construction de
l’interpolation des efforts aérodynamiques : on ne dispose pas d’évaluation de ces efforts à une
amplitude nulle. La première évaluation des efforts fluides se trouve en effet autour d’une
amplitude adimensionnée de l’ordre de 0.6 d’après la Figure V.19. Ainsi, la dynamique de l’aube
pour une amplitude dans un voisinage de zéro est celle de la structure à vide : on retrouve la
fréquence et l’amortissement modal ξs de la structure à vide. En augmentant l’amplitude, on
observe un établissement de la raideur et de l’amortissement aérodynamique dans le système
selon l’application de la loi d’interpolation des efforts aérodynamiques. Entre l’amplitude nulle
et le premier point d’évaluation des efforts fluides, l’allure des courbes n’a donc pas de réel sens
physique car nous devrions observer immédiatement l’état linéarisé du système fluide structure,
en particulier le décalage fréquentiel et l’amortissement de mode non-linéaire engendrés par la
raideur et l’amortissement aérodynamique. Si le premier point d’évaluation avait été à une am-
plitude plus proche de 0, cet état linéarisé du système fluide structure aurait été observé dès
cette amplitude.
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Figure V.20 – Énergie dissipée (J) aux portées par frottement sec sur une période du LCO
calculé par procédure de couplage fort pour le point de fonctionnement dp20. Portées mises à
plat avec représentation de l’intrados (Int.) et de l’extrados (Ext.).
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On retrouve du sens physique sur les MCNL avec fluide au-delà du premier point d’interpolation.
À partir de ce point, on observe en ce qui concerne la fréquence de mouvement une convergence
des effets de raideur aérodynamique, l’écart fréquentiel entre les configurations NL2 − EXT2 et
NL2 − EXT3 étant plus faible que celui entre le configurations NL2 − EXT1 et NL2 − EXT2.
De plus, le décalage fréquentiel observé est cohérent avec les valeurs de raideur aérodynamique
calculées précédemment sur le point dp20. Un constat similaire peut être réalisé en considérant
l’amortissement de MCNL, qui semble converger bien plus rapidement que la fréquence. On note
en particulier dès la configuration NL2 − EXT2 que prendre d’avantage de points sur l’extrados
de l’aube n’améliore plus la prédiction de l’amortissement de MCNL, les courbes des configu-
rations NL2 − EXT2 et NL2 − EXT3 étant superposées. Le LCO est donc bien prédit pour un
configuration intermédiaire de nœuds retenus sur l’aube. Nous retiendrons dans les futurs cas de
calcul de MCNL la configuration NL2 − EXT2, qui permet d’obtenir une estimation convergée
de l’amplitude de cycle limite.

La Figure V.19 permet de mesurer l’impact de la réduction sur le calcul de MCNL et sur
la prédiction du LCO. Retenir un nombre important de nœuds sur l’aube permet d’une part
d’appliquer une charge aérodynamique moins importante sur l’ensemble des nœuds et d’éviter
des problèmes de convergence de l’algorithme de résolution, et d’autre part de mieux représenter
les topologies du chargement aérodynamique. Des structures telles que le choc en tête d’aube
seront mieux décrites avec un grand nombre de nœuds, en termes de localisation sur la peau de
l’aube mais aussi d’intensité. Les effets de raideur aérodynamique et d’amortissement sont alors
mieux transférés à la structure non-linéaire.

La Figure V.20 permet d’observer les topologies de dissipation énergétique en pied d’aube pour
le cycle limite atteint sur le point de fonctionnement dp20, pour chacune des configurations
(NL2 − EXTi)i∈{1,2,3}. Les topologies observées sont les mêmes que dans le cadre de la procé-
dure de couplage faible pour le même point de fonctionnement, quelle que soit la configuration
étudiée (voir Figure V.13). Le fait d’avoir conservé un nombre plus important de nœuds d’ex-
trados pour la représentation des efforts aérodynamiques dans les configurations NL2 − EXT2
et NL2 − EXT3 a permis de mieux converger sur les niveaux de dissipation en pied d’aube. La
dissipation énergétique dans la configuration NL2 −EXT1 est la plus importante, conformément
aux résultats de la Figure V.19 qui prévoient pour ce cas un LCO à une plus grande amplitude
de vibration de l’aube. La dissipation en pied d’aube s’affine lorsque d’avantages de nœuds sont
conservés sur l’extrados, permettant de mieux représenter les efforts aérodynamiques et ainsi le
système fluide structure.

6.3 Convergence de l’algorithme de couplage fort

Nous nous intéressons dans cette sous-section à la convergence de l’algorithme de couplage
fort dans notre cas d’application. En particulier, nous souhaitons estimer combien d’itérations
de couplage fluide structure sont nécessaires pour obtenir la dynamique non-linéaire convergée
de l’aube en présence de fluide. La Figure V.21 fournit de premiers éléments de réponse sur la
convergence de l’algorithme.
Sur cette Figure, le numéro d’itération correspond au nombre de fois où une évaluation des ef-
forts aérodynamiques a été effectuée dans elsA après extraction des dynamiques non-linéaires de
l’aube (i.e le nombre de fois où l’on passe dans la boite elsA en Figure IV.4). On constate qu’une
seule itération permet d’obtenir la dynamique globale du MCNL : les trajectoires de fréquence
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Figure V.21 – Évolution du MCNL en fonction de l’itération de couplage fort pour le point de
fonctionnement dp20

et d’amortissement non-linéaire sont identiques d’une itération de couplage à la suivante. En
particulier, l’amplitude du nœud d’observation à laquelle apparaît le cycle limite est convergée
dès la première itération de couplage, ainsi que sa fréquence fondamentale de vibration. Une
comparaison des déplacements non-linéaires sur le LCO par critère de MAC (Modal Assurance
Criterion) est proposée en Figure V.22. Il s’agit d’un critère permettant d’attester de la co-
linéarité de vecteurs quelconques. Appliqué sur une base de modes de déformation, il permet
de vérifier si les modes ont la même topologie. Nous nous servons ici du critère de MAC pour
comparer entre elles les harmoniques du déplacement des nœuds physiques du MCNL à chaque
itération de couplage (voir Figures V.22a, V.22b et V.22c), et d’une itération à l’autre (voir
Figures V.22d, V.22e et V.22f). Pour des modes complexes, c’est-à-dire des modes présentant
des déphasages entre les degrés de liberté, le critère de MAC s’écrit :

MAC (Φ1,Φ2) =

(
ΦH

1 Φ2
)2(

ΦH
1 Φ1

) (
ΦH

2 Φ2
) (V.1)

Les Figures V.22a, V.22b et V.22c montrent que sur le LCO, l’harmonique 2 est corrélée avec les
harmoniques 1 (MAC de 0.5 − 0.6) et 3 (MAC de 0.4). Les harmoniques 1 et 3 sont en revanche
faiblement corrélées (MAC de l’ordre de 0.1). Les Figures V.22d, V.22e et V.22f nous permettent
d’observer les écarts de topologie par harmonique d’une itération à l’autre. On note qu’elles ont
très peu évolué après plusieurs itérations de couplage, puisque le critère de MAC appliqué sur
une harmonique k entre deux itérations différentes affiche une corrélation à plus de 99%. La
déformée de la structure n’évolue donc pas d’une itération de couplage à la suivante.
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Figure V.22 – Application du critère de MAC sur les harmoniques de déplacement des degrés
de liberté physique du LCO selon l’itération de couplage

Ces résultats ne permettent pas à eux seuls de valider définitivement la convergence de la procé-
dure de couplage fort selon le nombre d’itérations. Il peut être intéressant d’analyser les résultats
de calcul sur les degrés de liberté de frottement ainsi que sur ceux où sont appliqués les efforts
aérodynamiques, ce que nous proposons avec les Figures V.23 et V.24. La première permet de
comparer l’évolution des travaux des efforts aérodynamiques générés par la dynamique du MCNL
associé en Figure V.21. La deuxième Figure propose quant à elle une analyse sur l’évolution de
la dissipation énergétique en pied d’aube pour chaque MCNL de la Figure V.21.

La Figure V.23 montre que malgré de faibles écarts entre les itérations, les niveaux d’éner-
gie fournie par le fluide à la structure sont sensiblement identiques entre chaque itération de
couplage (l’allure des courbes sera commentée plus en détails dans la prochaine sous-section).
Ces efforts aérodynamiques sont engendrés par un déplacement multi-harmonique de l’aube,
dont la topologie évolue de manière continue selon l’amplitude de nobs comme illustré par le
Tableau V.5. On remarque en particulier que si la topologie de l’harmonique 1 évolue peu par
rapport à nobs, d’importantes variations sont observées pour les harmoniques 2 et 3 à grande
amplitude. L’évolution des rapports des maximums d’amplitude entre harmoniques dhi

dhj
montre

notamment que l’harmonique 3 apporte une contribution croissante à la dynamique de l’aube. La
réalisation d’une nouvelle itération de couplage fort ne change qu’au second ordre ces topologies,
qui d’après l’annexe B restent colinéaires à plus de 99% pour les harmoniques qui répondent le
plus. Les déplacements de l’aube sont donc les mêmes, et vont déclencher les mêmes glissements,
ce qui est en accord avec les résultats de dissipation énergétique présentés en Figure V.24.
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Figure V.24 – Énergie dissipée en pied d’aube en fonction du nombre d’itérations de couplage
fort réalisées
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Ampl. nobs Harmonique 1 Harmonique 2 Harmonique 3

1.66 dh1
dh1

= 1 dh2
dh1

= 6.5e−4 dh3
dh1

= 1.7e−2

1.51 dh1
dh1

= 1 dh2
dh1

= 7.2e−4 dh3
dh1

= 1.2e−2

1.20 dh1
dh1

= 1 dh2
dh1

= 8.3e−4 dh3
dh1

= 2.8e−3

0.90 dh1
dh1

= 1 dh2
dh1

= 6.4e−4 dh3
dh1

= 1.8e−3

0.58 dh1
dh1

= 1 dh2
dh1

= 6.0e−4 dh3
dh1

= 1.5e−3

Tableau V.5 – Évolution des déplacements totaux par harmonique en fonction de l’amplitude
de nobs pour le point de fonctionnement dp20 après une itération de couplage fort et rapports
d’amplitude par rapport au fondamental h1
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Tous ces résultats suggèrent qu’une seule itération de couplage permet d’avoir une très bonne
estimation de la dynamique non-linéaire du système fluide structure, en particulier de la dyna-
mique sur le LCO. Compte tenu de la complexité de mise en œuvre de la procédure de couplage
fort, nous supposons dans la suite de ces travaux que le système est convergé en une itération.

La convergence du MCNL ayant été étudiée selon différents critères (configuration retenue,
nombre d’itérations de couplage fort réalisé), nous proposons dans la sous-section suivante d’étu-
dier plus finement les caractéristiques du couplage fluide structure dans le cadre de la procédure
de couplage fort.

6.4 Influence de la dynamique non-linéaire de la structure sur l’évaluation
des efforts aérodynamiques pour le couplage fort

Cette sous-section propose d’analyser de quelle manière les non-linéarités se manifestent et
influent sur la stabilité aéroélastique de la soufflante. Dans notre approche par mode complexe
non-linéaire, le frottement modifie la dynamique du système aube disque par rapport au cas
linéaire selon deux quantités : la déformée de la structure et sa fréquence libre. La déformée
non-linéaire se caractérise par un contenu harmonique plus riche que son pendant linéaire, tan-
dis que la fréquence libre glisse vers des valeurs inférieures en raison de l’assouplissement des
portées. L’approche par couplage fort proposée dans ces travaux de thèse permet d’analyser
séparément les contributions de chacune de ces quantités sur l’évaluation des efforts aérodyna-
miques, et sur le calcul du MCNL qui suit. On peut par exemple réaliser pour chaque point
d’extraction de la Figure V.19 un calcul aéroélastique à la fréquence libre non-linéaire cor-
respondante, mais en imposant à la structure une déformée selon son mode linéaire : on observe
de cette manière l’impact de la déformée non-linéaire seule sur l’évaluation des efforts aérodyna-
miques. Ainsi, quatre cas de figure ont été étudiés pour chaque point point d’extraction de
la Figure V.19, selon que l’on considère les déformées Φ• et fréquences libres f• linéaires •L ou
non-linéaires •NL. Chaque combinaison de ces éléments a été étudiée dans le cadre de la pro-
cédure de couplage fort, en n’effectuant pour chacune d’entre elles qu’une seule série de calculs
aéroélastiques afin d’évaluer les efforts aérodynamiques sur les points , conformément aux
résultats de la sous-section V.6.3. Les MCNL qui en résultent sont affichés en Figure V.25.

Pour chacune des combinaisons Φ• − f• ayant permis de calculer les MCNL de la Figure V.25,
les dynamiques à faible amplitude sont identiques car on se place dans le cas asymptotique li-
néaire. Pour ce cas asymptotique, l’amplitude de mouvement est trop faible pour déclencher les
non-linéarités de frottement, de sorte que les valeurs de fréquence libre et d’amortissement non-
linéaire sont pilotés par la dynamique fluide structure linéarisée sur le point de fonctionnement
correspondant. Il existe par la suite une amplitude propre à chacune des combinaisons au-delà de
laquelle les efforts aérodynamiques évoluent selon la dynamique du mouvement employée dans
les calculs aéroélastiques. Dans le cas ΦNL − fL par exemple, les efforts aérodynamiques ont été
obtenus grâce à la déformée non-linéaire multiharmonique de la structure seule , en imposant
une fréquence fondamentale de mouvement égale à la fréquence du mode propre linéaire 1F2D.

Sur la Figure V.25, les combinaisons Φ• − f• semblent faire apparaître deux groupes de MCNL,
mieux visibles pour les plus grandes amplitudes : ces deux groupes se caractérisent respecti-
vement par l’emploi de la fréquence linéaire et non-linéaire dans les calculs aéroélastiques. Le
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aéroélastiques pour le point de fonctionnement dp20. Φ• : déformée. f• : fréquence libre. •L :
linéaire. •NL : non-linéaire.

fait de prendre en compte le glissement fréquentiel à grande amplitude dans l’évaluation des
efforts aérodynamiques induit un écart dans l’évaluation de la dynamique non-linéaire du sys-
tème fluide structure, que nous pouvons déjà relier aux résultats de calculs en couplage faible
présentés dans la section précédente. En effet, nous avons déjà vu qu’un écart en fréquence de
mouvement dans un cadre d’interaction acoustique entre la soufflante et son entrée d’air avait
un impact au premier ordre sur la dynamique du système fluide structure. Pour la configuration
NL2 − EXT2, on retrouve bien cette influence de la fréquence sur la dynamique du système, que
l’on attribue donc à la présence d’ondes acoustiques dans l’entrée d’air. En ce qui concerne la
déformée non-linéaire, celle-ci semble avoir un impact plus limité sur le calcul du MCNL dans
la gamme d’amplitude et sur le point de fonctionnement étudiés.

Pour compléter les analyses de la Figure V.25, nous proposons ici d’étudier les échanges énergé-
tiques qui se produisent sur le système fluide structure pour chacune des combinaisons Φ• − f•.
Nous allons nous intéresser d’une part à la dissipation énergétique en pied d’aube et d’autre part
aux échanges énergétiques entre le fluide et la structure. La Figure V.26 illustre la dissipation
par frottement pour chacune des combinaisons Φ• − f•, superposée à la dissipation énergétique
obtenue dans le cadre de la procédure de couplage faible pour le point de fonctionnement dp20.
La Figure V.27 propose quant à elle de comparer les travaux des efforts aérodynamiques calculés
avec elsA et générés par les dynamiques Φ• − f• à chacune des amplitudes d’extraction de
la dynamique de la structure seule. Ces travaux sont comparés au travail des efforts aérodyna-
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Figure V.26 – Énergie dissipée en pied d’aube selon la dynamique de l’aube employée dans les
calculs aéroélastiques pour le point de fonctionnement dp20. Φ• : déformée. f• : fréquence libre
fondamentale. •L : contenu linéaire. •NL : contenu non-linéaire.

Figure V.27 – Travail des efforts aérodynamiques selon la dynamique de l’aube employée dans
les calculs aéroélastiques pour le point de fonctionnement dp20. Φ• : déformée. f• : fréquence
libre fondamentale. •L : contenu linéaire. •NL : contenu non-linéaire.
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miques obtenus pour le mode linéaire 1F2D dans une hypothèse de linéarité des efforts fluides
(voir sous-section II.6.3) et à l’énergie dissipée en pied d’aube par frottement sec. Ces deux Fi-
gures doivent être analysées simultanément pour mieux comprendre l’influence de la dynamique
non-linéaire de l’aube sur la procédure de couplage fort.

À faible amplitude, les courbes d’énergie dissipée en pied d’aube et de travail des efforts aé-
rodynamiques sont superposées : comme pour la Figure V.25, on se retrouve sur l’état linéarisé
fluide structure du point de fonctionnement correspondant. L’apparition des non-linéarités de
frottement à une amplitude de l’ordre de 0.75 pour chaque combinaison se traduit par de la
dissipation énergétique en pied d’aube (voir Figure V.26) ainsi que par un décalage fréquentiel
et une déformée plus riche en harmoniques (voir Figure V.25). L’évolution de la fréquence et
de la déformée non-linéaire est toutefois négligeable sur la plage d’amplitude comprise entre
0.75 et 1.2 d’après la Figure V.25, de sorte que le comportement du fluide pour chacune des
combinaisons Φ• − f• reste le même d’un point de vue énergétique. La Figure V.27 indique en
ce sens que le travail des efforts aérodynamiques de chaque combinaison est identique jusqu’à
une amplitude de l’ordre de 1.2. Au-delà de cette amplitude de vibration de l’aube, les non-
linéarités de frottement induisent des décalages en fréquence de plus en plus importants ainsi
qu’une déformée plus riche en harmoniques, qui impactent les efforts aérodynamiques selon les
combinaisons Φ• − f• retenues.

Pour des amplitudes supérieures à 1.2, la Figure V.27 montre que dès lors qu’une composante
non-linéaire •NL est prise en compte, le travail des efforts aérodynamiques générés par les com-
binaisons Φ• − f• ne suit plus la trajectoire quadratique du travail des efforts aérodynamiques
linéarisés par rapport au mouvement du mode 1F2D. Les grandes amplitudes mettent une
nouvelle fois en évidence deux groupes de MCNL qui se distinguent par l’emploi de la fréquence
linéaire Φ• − fL ( ) ou non-linéaire Φ• − fNL ( ) dans les calculs aéroélastiques. Si
dans le cas où la fréquence linéaire est employée, on observe des niveaux de travail fluide proches
du travail théorique des efforts aérodynamiques linéarisés par rapport au mouvement , l’em-
ploi de la fréquence non-linéaire change totalement la stabilité aéroélastique du système fluide
structure, indépendamment de la dissipation en pied d’aube. On observe en particulier que le
travail des efforts aérodynamiques change de signe pour des amplitudes légèrement supérieures
à 1.5. L’augmentation de l’amplitude de mouvement permet de sortir de la poche de flottement
grâce au glissement fréquentiel généré par les non-linéarités, par comparaison des combinaisons
ΦL − fL et ΦL − fNL .

Cet effet de la fréquence est le même que celui observé dans le cadre du couplage faible pour le
même point de fonctionnement, mis en évidence par le Tableau V.4. Le glissement fréquentiel
généré par les non-linéarités de frottement a changé les conditions de propagation acoustique
dans l’entrée d’air, si bien qu’indépendamment de la dissipation en pied d’aube, l’interaction
acoustique entre la soufflante et l’entrée d’air qui rendait initialement le système instable à faible
amplitude le stabilise à très grande amplitude. En pratique toutefois, le LCO est atteint à de
plus faibles amplitudes par l’effet conjoint de la dissipation en pied d’aube et du changement
des conditions de propagation acoustique dans l’entrée d’air.

En ce qui concerne l’effet des harmoniques supérieures du mouvement, la comparaison des tra-
vaux des forces aérodynamiques obtenus par l’emploi des déformées linéaires ΦL −f• ( ) et
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non-linéaires ΦNL −f• ( ) montre que celles-ci ont un impact plus modéré que la fréquence
sur la stabilité aéroélastique du système fluide structure, mais toutefois bien visibles pour des
amplitudes supérieures à 1.2. Les tendances fournies par ces résultats sont opposées à celles pré-
sentées par Berthold et al. [18], qui ont montré un impact important de la déformée non-linéaire
et relativement faible de la fréquence de mouvement sur la stabilité aéroélastique d’une turbine
avec frottements sur les talons des aubes. Quelques pistes peuvent permettre d’expliquer ces
écarts de résultats, comme le type de roue aubagée considérée ainsi que les non-linéarités qui y
sont associées. Par exmple, pour les turbines où des non-linéarités de frottement apparaîssent
sur les talons en tête d’aube, le changement de déformée de la structure aura un impact direct
sur l’état de contact des talons et ainsi sur la dynamique de la turbine. Un impact plus fort
de la déformée sur le travail des forces aérodynamiques est donc attendu pour une turbine en
raison de l’emplacement des interfaces de contact. Par ailleurs, la propagation acoustique est
dans notre cas le facteur déterminant quant à la stabilité aéroélastique de notre roue aubagée
au travers de l’évolution de la fréquence libre de la structure.

Pour finir, la Figure V.26 montre que pour de grandes amplitudes, l’énergie dissipée en pied
d’aube n’est pas exactement la même entre les combinaisons Φ• −f•, ce qui signifie que l’aérody-
namique a une influence sur la dissipation énergétique en fonction de l’amplitude de mouvement.
Ce constat implique que le chargement aérodynamique n’a pas seulement modifié la fréquence
libre du système à cause des termes de raideur aérodynamique, mais a également eu un impact
sur la déformée de la structure et donc sur la dissipation par frottement. Ce constat est différent
de celui observé dans le cadre du couplage faible, pour lequel la Figure V.10 suggérait que la
dissipation énergétique ne dépendait de rien d’autre que de l’amplitude de mouvement. Nous
reviendrons sur ce point au cours de la section V.7.

L’état de dissipation aux portées sur les cycles limites atteints pour chacune des combinai-
sons Φ• − f• est affiché en Figure V.28. Les topologies observées sont les mêmes et les écarts
négligeables, de sorte que pour l’amplitude de LCO, les paramètres non-linéaires de la structure
(fréquence et forme) ne changent pas l’état de frottement aux portées. Cette observation est
cohérente avec la Figure V.25, qui montrent que les cycles limites sont atteints pour la même
amplitude du nœud d’observation à laquelle l’aérodynamique n’est pas beaucoup impactée par
les différentes combinaisons Φ• − f•.

L’ensemble des résultats présentés dans cette sous-section permettent d’analyser les contribu-
tions de la dynamique non-linéaire de l’aube à la stabilité aéroélastique du système fluide struc-
ture. Ils ont notamment mis en évidence le fort impact des décalages fréquentiels générés par
le frottement aube disque sur l’analyse de stabilité. Les résultats présentés en Figure V.27 ont
permis de renforcer l’idée selon laquelle la propagation acoustique joue un rôle majeur dans la
stabilité aéroélastique du système fluide structure, même en présence de non-linéarités de type
frottement. Les glissements fréquentiels s’opérant sur le système modifient au premier ordre les
caractéristiques acoustiques de la conduite, de sorte que le système peut atteindre un état de
stabilité grâce à l’interaction acoustique entre la soufflante et l’entrée d’air indépendamment
de la dissipation générée en pied d’aube. Les harmoniques supérieures du mouvement semblent
quant à elles avoir un impact plus modéré sur l’ensemble de la procédure de couplage fort.

Dans la prochaine sous-section, nous allons comparer les résultats obtenus à l’aide de la mé-
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Figure V.28 – Énergie dissipée (J) aux portées par frottement sec sur une période du LCO
calculé par procédure de couplage fort pour les combinaisons Φ• − f• sur le point de fonctionne-
ment dp20. Portées mises à plat avec représentation de l’intrados (Int.) et de l’extrados (Ext.).

thode de couplage fort aux mesures expérimentales réalisées sur la soufflante.

6.5 Comparaison entre les résultats numériques et les mesures expérimen-
tales

La procédure de couplage fort a été appliquée sur les points de fonctionnement dp19, dp20 et
dp21, en employant un coefficient de frottement µ de 0.1. Les LCO obtenus ont été superposés
à ceux déjà présentés dans la procédure de couplage faible, et sont visibles en Figure V.29. La
procédure de couplage fort proposée dans le cadre de ces travaux fournit des résultats cohérents
avec la méthode de couplage faible et des mesures expérimentales. On retrouve en particulier le
plateau de saturation en amplitude aux mêmes niveaux pour les débits correspondants.

Nous proposons dans la prochaine section de comparer les résultats fournis par les deux méthodes
de couplage appliquées à la configuration industrielle au cours de ce Chapitre.
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Figure V.29 – Amplitude de nobs sur les cycles limites atteints dans la poche de flottement à
75% de régime nominal

7 Synthèse et comparaison entre les deux approches de couplage

Nous allons commencer par analyser la capacité des méthodes à prédire des LCO : les ré-
sultats présentés en Figure V.29 montrent que celles-ci permettent de déterminer la présence
d’un cycle limite dans une poche de flottement. De plus, l’amplitude de ce cycle limite est
sensiblement la même pour les deux méthodes de couplage, et est cohérente avec les mesures
expérimentales à disposition pour la soufflante considérée. Par ailleurs, les Figures V.13 et V.28
nous montrent que la dissipation générée en pied d’aube sur le LCO pour les deux méthodes
de couplage est équivalente, à la fois en termes de topologie mais aussi en niveaux d’énergie
dissipée. Les déplacements obtenus sur l’ensemble des degrés de liberté physiques présentent
également des formes similaires, comme en atteste la Figure V.30 qui compare la colinéarité des
harmoniques du LCO par méthode de couplage. Pour les harmoniques 1 et 3, les méthodes de
couplage sont colinéaires à plus de 99%. On observe en revanche une moins bonne colinéarité
entre les méthodes pour l’harmonique 2, qui affiche un critère de MAC de l’ordre de 0, 35. En
termes de topologie donc, les déplacements générés par l’harmonique 2 ne sont pas les mêmes
d’une méthode à l’autre. L’impact sur le déplacement temporel de la structure est toutefois mi-
nime, car l’harmonique 2 n’y contribue que très peu. Les harmoniques impaires représentent en
effet bien mieux la saturation des efforts non-linéaires tangentiels de part la nature même de la
loi de Coulomb qui également impaire. Cette propriété se retrouve donc dans les déplacements
associés de la structure.

Analysons maintenant le comportement des MCNL sur la plage d’amplitude parcourue par le
nœud nobs. La Figure V.26 montre que l’énergie dissipée en pied d’aube en fonction de l’ampli-
tude de nobs ne dépend qu’au second ordre de la méthode de couplage employée, ce qui signifie
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Figure V.30 – Application du critère de MAC sur les harmoniques de déplacement des degrés
de liberté physique du LCO selon la méthode de couplage employée pour la configuration NL2 −
EXT2. M1 : couplage faible sans acoustique ; M2 : couplage faible avec acoustique ; M3 : couplage
fort.

que la représentation de l’aérodynamique n’a également un impact qu’au second ordre sur la
dissipation. Cette observation était attendue, car le glissement en pied d’aube dépend surtout de
l’amplitude de déplacement de la structure. La Figure V.31 permet quant à elle de comparer les
niveaux d’énergie échangée entre le fluide et la structure en fonction de l’amplitude de nobs pour
les différentes méthodes de couplage. Dans le cas des méthodes de couplage faible, le travail
des efforts aérodynamiques a été calculé à partir des calculs d’amortissement aérodynamique
réalisés dans ce cadre. Pour rappel, on obtient le travail des efforts aérodynamiques à partir de
l’équation II.151 :

W = −2π µω2 ξaero (ω) q2 (V.2)

où ξaero peut évoluer en fonction de la pulsation libre ω selon l’interpolation des termes aéro-
dynamiques dans le cadre de la méthode de couplage faible avec prise en compte de l’acoustique.

On observe sur la Figure V.31 que du point de vue de l’aérodynamique, les méthodes de couplage
faible sans et avec acoustique s’apparentent respectivement à la méthode de couplage fort en em-
ployant les combinaisons ΦL −fL et ΦL −fNL. Dans l’hypothèse de fluide linéaire qui a été faite
pour ce cas d’application, choisir entre les méthodes de couplage revient donc à choisir le niveau
de physique que l’on cherche à atteindre dans la représentation des efforts aérodynamiques :

• la méthode de couplage faible sans prise en compte de l’acoustique permet d’obtenir une
représentation des efforts aérodynamiques équivalentes à la méthode de couplage fort avec
la combinaison ΦL − fL. La représentation de l’aérodynamique est linéarisée par rapport
au mouvement de la structure selon le mode propre linéaire (déformée et fréquence) étudié
sur le point de fonctionnement correspondant ;

• la méthode de couplage faible avec prise en compte de l’acoustique permet d’obtenir une
représentation des efforts aérodynamiques équivalentes à la méthode de couplage fort avec
la combinaison ΦL −fNL. Elle permet ainsi de prendre en compte l’impact de la fréquence
de mouvement de la déformée du mode linéaire sur la propagation acoustique dans l’entrée
d’air, et donc sur la stabilité aéroélastique ;
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• la méthode de couplage fort permet d’obtenir une représentation des efforts aérodyna-
miques tenant compte des changements de fréquence de mouvement ainsi que des défor-
mées compte tenu des non-linéarités de frottement. Il s’agit du plus haut niveau de fidélité
proposé entre les trois méthodes. De plus, il est possible avec cette méthode de s’affranchir
de l’hypothèse de fluide linéaire si l’algorithme de déformation de maillage le permet, la
rendant plus générale que les précédentes.

Figure V.31 – Travail des efforts aérodynamiques selon la méthode de couplage employée pour
le point de fonctionnement dp20.

D’un point de vue plus pratique, l’application de la méthode de couplage faible sans prise
en compte de l’acoustique est la plus rapide à mettre en œuvre. Elle ne nécessite qu’un seul
calcul aéroélastique utilisant le mode propre linéaire de la structure pour ensuite alimenter
un calcul de MCNL. La prise en compte de l’acoustique demande de réaliser au moins deux
calculs aéroélastiques pour réaliser une interpolation des termes aérodynamiques en fonction
de la fréquence de vibration. Dans le cadre de ces travaux de thèse, une interpolation entre
trois valeurs de fréquence a été utilisée pour tenir compte de la forte sensibilité des termes
aérodynamiques à la fréquence. Enfin, la méthode de couplage fort nécessite autant de calculs
aéroélastiques que d’échantillons retenus selon l’amplitude de mouvement de la structure, et
éventuellement plusieurs itérations de processus de couplage fort. Le choix final de la méthode
à appliquer dépendra donc du rapport fidélité physique/temps de calcul exigé par l’application
demandée.
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8 Bilan

Au cours de ce dernier Chapitre, une application des méthodes de couplage fluide structure
proposées au Chapitre IV a été réalisée sur une configuration industrielle. Une soufflante repré-
sentative de l’état de l’art a été modélisée pour tenir compte des non-linéarités de frottement
entre l’aube et le disque. Les résultats obtenus avec les méthodes proposées sont cohérents entre
eux. Il sont de plus bien corrélés aux mesures expérimentales à disposition, des cycles limites
ayant pu être prédits numériquement aux amplitudes observées expérimentalement. Les deux
méthodes de couplage ont mis en évidence le rôle majeur de l’acoustique sur la stabilité aéroé-
lastique en présence d’une structure avec non-linéarités de frottement. En particulier, il a été
montré que l’acoustique à l’origine d’une instabilité de flottement pouvait théoriquement stabi-
liser le système fluide structure à cause des décalages fréquentiels générés par le frottement aube
disque, indépendamment de la dissipation par frottement sec en pied d’aube. Si les stratégies
de couplage proposées fournissent des résultats similaires, la méthode de couplage fort est plus
complexe à mettre en œuvre que les méthodes de couplage faible sans et avec prise en compte
de l’acoustique. Toutefois, la méthode de couplage fort est en théorie plus générale, ne faisant
pas d’hypothèses sur la linéarité du fluide par rapport au mouvement de la structure. Elle pro-
pose donc une meilleure représentation des physiques en jeu et une plus grande adaptabilité aux
différents cas d’étude envisagés.
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Conclusion

Ces travaux de thèse ont eu pour objectif de mettre en place une méthodologie permettant
de prendre en compte des non-linéarités de frottement en pied d’aube dans l’analyse de stabilité
aéroélastique des soufflantes. En outre, cette méthodologie doit tenir compte des interactions
acoustiques entre la soufflante et l’entrée d’air, et de leur impact sur la stabilité du système
fluide structure.

Dans un premier temps, la stabilité aéroélastique d’un modèle industriel de soufflante a été
étudiée en supposant la structure parfaitement linéaire. Un ensemble de calculs aéroélastiques
a été réalisé selon deux méthodes de couplage sur une iso-vitesse de fonctionnement où une
instabilité de flottement a été détectée expérimentalement. Ces calculs aéroélastiques s’appuient
notamment sur les équations URANS pour représenter le fluide, et sur une représentation modale
de la structure qui est réduite à ses modes d’intérêt. Les premiers résultats obtenus ont montré
que les méthodes numériques mises en place permettaient de prédire les limites de stabilité du
modèle de soufflante employé dans un cadre de mécanique linéaire, tout en tenant compte des
ondes acoustiques se propageant dans l’entrée d’air et impactant la stabilité du système fluide
structure. Toutefois, des écarts de résultats importants ont été obtenus entre les deux méthodes
de couplage dans un contexte avéré d’interactions acoustiques entre la soufflante et l’entrée d’air.
Une analyse des effets de raideur aérodynamique a mis en lumière l’influence majeures des déca-
lages fréquentiels sur la stabilité aéroélastique de la soufflante par modification de l’interaction
acoustique entre la soufflante et l’entrée d’air. Ainsi, une procédure de correction des caracté-
ristiques modales des modes linéaires de la structure à sec a été proposée pour tenir compte du
couplage existant entre la réponse libre de la structure et le fluide. Il a été montré que cette
procédure permettait d’obtenir une meilleure cohérence entre les résultats fournis par les deux
méthodes en cas de propagation acoustique dans l’entrée d’air.

Nous nous sommes ensuite intéressés aux méthodes permettant de décrire la dynamique libre
d’un système mécanique présentant des non-linéarités de frottement. Une approche fréquen-
tielle par mode complexe non-linéaire a été retenue, pour sa représentation simple basée sur
une analogie avec la dynamique libre des structures linéaires. Cet outil permet de déterminer
la dynamique non-linéaire des structures sujettes à des non-linéarités de type frottement sans
passer par le calcul d’un régime transitoire typique des méthodes de simulation par intégration
temporelle. Il a été montré sur un modèle académique que les modes complexes non-linéaires
permettaient en outre de calculer des solutions périodiques stables sur des systèmes à priori
instables en absence de non-linéarités.
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L’outil pour décrire la dynamique de la structure avec frottements ayant été choisi, la mise
en place d’une méthode de couplage aéroélastique partitionnée exploitant les modes complexes
non-linéaires a été étudiée. Dans la mesure où ces derniers permettent de suivre l’apparition
des cycles limites, un apport de ces travaux de thèse a consisté à étendre leur définition en y
incluant un terme d’interaction libre d’origine aérodynamique afin de représenter le couplage.
Dès lors, différents niveaux de fidélité ont été proposés pour représenter les efforts aérodyna-
miques au sein du mode complexe non-linéaire. La première approche, désignée dans ce mémoire
comme approche par couplage faible, repose sur une hypothèse de linéarité des efforts aérody-
namiques. Après avoir réalisé un calcul aéroélastique en imposant un mouvement harmonique à
la structure selon le mode linéaire dont on souhaite étudier la stabilité, les matrices de raideur
et d’amortissement aérodynamique associées à ce mode sont récupérées et soustraites aux ma-
trices de raideur et d’amortissement de la structure. On intègre ainsi dans le mode complexe
non-linéaire une représentation linéarisée de l’aérodynamique par rapport au mouvement de la
structure basée sur des calculs aéroélastiques haute fidélité pour le mode étudié. Cette méthode
est dite sans prise en compte de la sensibilité acoustique, car la représentation matricielle des
efforts aérodynamiques a été obtenue pour un mode sur sa fréquence propre à sec. Compte tenu
des résultats déjà obtenus relatifs aux effets de la raideur aérodynamique sur la stabilité aéroé-
lastique de la soufflante dans un contexte de propagation acoustique, un second apport de ces
travaux de thèse a été la proposition d’une variante de la méthode de couplage faible pour tenir
compte de la sensibilité acoustique aux variations de fréquence de mouvement. Les matrices de
raideur et d’amortissement aérodynamique sont calculées en amont pour plusieurs fréquences
de vibration, puis interpolées selon la valeur prise par la fréquence au cours de la résolution du
mode complexe non-linéaire.
La seconde approche, désignée comme approche par couplage fort, ne fait quant à elle pas d’hy-
pothèse sur la linéarité du fluide et est par conséquent plus générale. Apport majeur de ces
travaux de thèse, elle consiste en une procédure itérative où, à partir d’une première estimation
de la dynamique de la structure par mode complexe non-linéaire à sec, les caractéristiques du
mouvement (déformée multi-harmonique et fréquence libre) sont extraites pour différents ni-
veaux d’amplitude de vibration et utilisées pour réaliser des calculs aéroélastiques. Les efforts
aérodynamiques générés par ces mouvements sont par la suite récupérés et ajoutés à l’équa-
tion de mode complexe non-linéaire aux amplitudes correspondantes, en les interpolant entre
celles-ci. En réitérant cette procédure, on atteint la convergence du mode complexe non-linéaire
décrivant la dynamique libre du système fluide structure avec prise en compte des frottements en
pied d’aube. En particulier, la représentation de l’aérodynamique tient compte des changements
de déformée et de fréquence induits par les non-linéarités, ainsi que des effets qu’ils provoquent
sur la propagation acoustique dans l’entrée d’air.

Ces méthodes de couplage ont finalement été appliquées sur une configuration industrielle pour
laquelle des données d’essais sont à disposition. Il a été montré que les résultats fournis par
chacune de ces méthodes sont tous cohérents entre eux, et très bien corrélées aux mesures ex-
périmentales. Les méthodes proposées sont en mesure de prédire l’apparition des cycles limites
induits par les non-linéarités de frottement en pied d’aube, tout en tenant compte des effets
de la propagation acoustique dans l’entrée d’air sur la stabilité aéroélastique du système fluide
structure. Ces méthodes ont en outre révélé que si l’acoustique pouvait être à l’origine du flotte-
ment pour le système considéré, les changements de fréquence induits par les non-linéarités de
frottement sont potentiellement en mesure de rendre le système stable par le seul changement
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du comportement acoustique dans l’entrée d’air.

Discussion et perspectives

Les méthodes développées dans ces travaux de thèse pour intégrer les non-linéarités de frotte-
ment dans l’analyse de stabilité aéroélastique proposent des perspectives intéressantes. En terme
d’utilisation directe tout d’abord, ces méthodologies peuvent être employées pour l’étude de la
réponse libre de n’importe quel système présentant des non-linéarités de frottement : l’étude de
la stabilité aéroélastique des aubes de turbine présentant des zones de frottement sur les talons
peut par exemple être traitée. De plus, il est tout à fait envisageable de générer plusieurs géo-
métries des zones de contact selon certains paramètres de conception et d’en observer les effets
sur la stabilité aéroélastique du système. Dans le cas du contact en pied d’aube, on peut par
exemple penser à la dimension des portées (longueur, largeur), l’angle formé entre celles-ci, ainsi
que le type d’accroche employé pour jouer sur le nombre d’interfaces de contact (accroche en
queue d’arronde, accroche sapin). À terme, un méta-modèle pourrait être créé sur l’espace des
paramètres étudié permettant de privilégier certaines pratiques de conception favorisant l’appa-
rition de cycles limites pour des niveaux d’amplitude plus faibles.
Également, il serait possible d’ajouter au modèle aérodynamique un étage d’OGV derrière la
soufflante plutôt que de passer par l’utilisation de la zone déraffinée telle que présentée en Fi-
gure II.15. Ainsi, on pourrait capter les éventuelles interactions acoustiques entre la soufflante
et l’entrée d’air, et les effets induits sur la stabilité aéroélastique de la soufflante.
Une autre application envisageable des méthodes proposées au cours de ces travaux de thèse
se base sur les résultats présentés par Sinha et Griffin [146]. Cette étude présentant des situa-
tions où un terme de forçage externe pourrait déstabiliser le système fluide structure, il serait
par exemple très intéressant d’étudier la stabilité aéroélastique d’une soufflante sujette à une
ingestion de vortex sur une coïncidence entre un mode linéaire et un ordre moteur à l’aide des
stratégies de couplage proposées au cours du Chapitre IV.

Des pistes d’amélioration des méthodes proposées sont également envisageables, selon que l’on
cherche à prendre en compte des phénomènes supplémentaires ou bien à mettre en œuvre les
stratégies différemment. À ce titre, il serait intéressant de réaliser une analyse plus fine sur le
cycle limite prédit par l’une des stratégies de couplage en y intégrant une notion d’usure. Ce
type d’analyse, déjà effectué dans un cadre de réponse forcée [91], n’a jamais été réalisé pour
une analyse de cycle limite généré par une instabilité de flottement. Pourtant, les déformations
géométriques des portées induites par leur usure est amené à faire évoluer l’état de contact et
de frottement entre les aubes et le disque, ce qui est susceptible d’impacter l’existence même
du cycle limite à l’intérieur de la poche de flottement. Il est alors envisageable de perdre la
stabilité fournie par le frottement en pied d’aube à cause de l’usure des portées. Dans la même
idée, il serait également intéressant d’employer dans les stratégies proposées d’autres modèles
de frottement, ou bien de changer le coefficient de frottement de la loi de Coulomb selon l’état
de surface des portées (et donc de leur usure).
Dans le cadre de la stratégie de couplage fort, différentes améliorations ou variantes pourraient
être apportées. Dans notre cas d’application, l’algorithme de déformation de maillage a été le
facteur ayant conduit à l’emploi de l’hypothèse de linéarité du fluide, qui n’est pourtant en prin-
cipe pas nécessaire dans ce cadre. La mise au point de méthodes de déformation de maillage plus
robustes permettant d’atteindre de plus grandes amplitudes de déformation est capitale pour
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s’affranchir d’hypothèses sur la linéarité du fluide et permettre d’atteindre un couplage total
entre physiques non-linéaires.
Également, il est possible d’envisager une nouvelle méthode de couplage fort, où l’aérodyna-
mique ne serait plus traitée par intégration temporelle comme dans ces travaux de thèse, mais
par une approche fréquentielle. La méthode de couplage qui en résulterait serait ainsi totalement
fréquentielle et convergerait à priori plus rapidement que celle décrite au Chapitre IV selon le
nombre d’harmoniques retenues pour les calculs aéroélastiques.
La méthode de couplage fort présentée dans le cadre de ces travaux de thèse a été développée
pour décrire la dynamique libre du système fluide structure par mode complexe non-linéaire. Il
est toutefois possible de transposer cette méthode au calcul de la réponse forcée d’une soufflante
à une excitation de type ingestion de vortex ou vent de travers. Les efforts aérodynamiques
générés par ce type d’excitation dépendants de la fréquence de rotation de la soufflante, on
peut envisager d’itérer entre un calcul de réponse forcée non-linéaire en balance harmonique et
différents calculs aéroélastiques sur une plage de vitesse de rotation proche d’une coïncidence en
employant la dynamique non-linéaire de l’aube.
La convergence des calculs aéroélastiques réalisés dans le cadre de ces travaux de thèse a été
longue à atteindre, notamment à cause de la taille du modèle utilisé. En particulier, le domaine
externe à l’entrée d’air, qui n’est pas exploité pour analyser les résultats mais qui est nécessaire
pour permettre la représentation des ondes acoustiques sans réflexion d’ordre numérique, pour-
rait être supprimé s’il était remplacé par une condition limite adaptée. Une telle condition limite
supposerait un contrôle des ondes acoustiques entrantes et sortantes, de sorte à ne renvoyer vers
la soufflante que les ondes acoustiques représentatives de la réflexion sur l’entrée d’air. Elle per-
mettrait ainsi de réduire la taille du modèle utilisé et de réaliser les calculs plus rapidement.
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Annexe A

Estimation des efforts non-linéaires
de contact et de frottement par

méthode DLFT

Reprenons l’équation de MCNL avec éventuellement un second membre d’interaction libre avec
le fluide :

ZX + Fnl = Fag (A.1)

La méthode DLFT propose de reformuler l’expression de Fnl comme :

Fnl = Fag − ZX + ϵ (X − Y) (A.2)

où ϵ est un coefficient de pénalité. Dans l’équation A.2, le vecteur Y est une nouvelle inconnue
homogène à un déplacement relatif introduite spécialement dans le cadre de la méthode DLFT.
On souhaite en particulier qu’à la convergence de l’algorithme de résolution, on obtienne :

X = Y (A.3)

Le vecteur Y a une signification différente de celle du vecteur X. Le vecteur X est en effet
le résultat direct d’une itération de la méthode de résolution de l’équation A.1. Le vecteur Y
contient quant à lui les composantes fréquentielles d’un mouvement qui vérifie exactement les
lois de contact unilatérale et les efforts de frottement de Coulomb dans le domaine temporel. Il
est construit en pratique à partir de l’évaluation courante de X.

On souhaite que les équations A.2 et A.3 soient vérifiées à la convergence, assurant ainsi que
l’équation A.1 est également vérifiée. Pour cela, un processus de prédiction correction est mis
en place.

Prédiction des efforts non-linéaires

On note respectivement FX
nl et FY

nl les efforts non-linéaires d’optimisation et de correction tels
que :

Fnl = FX
nl − FY

nl (A.4)
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Annexe A. Estimation des efforts non-linéaires de contact et de frottement par

méthode DLFT

avec : 
FX

nl = Fag − ZX + ϵX

FY
nl = ϵY

(A.5)

Le solveur fournit une évaluation de FX
nl. L’utilisation de la matrice E (voir équation III.109)

permet de passer les efforts non-linéaires du domaine fréquentiel FX
nl au domaine temporel fX

nl
où, en notant chaque instant de la période tk :

fX
nl =


fX
nl,t0

fX
nl,t1...

fX
nl,t2Nh

 (A.6)

La prédiction consiste alors à supposer que le système est adhérent. Cela signifie que les interfaces
sont en contact, et que le déplacement relatif ne change pas au cours du temps. En notant •T

et •N les composantes tangentielles et normales, la prédiction prend la forme :
yT

tk
= yT

tk−1

yN
tk

= 0
(A.7)

Les efforts non-linéaires prédits s’écrivent ainsi :
fpred,T
nl,tk

= fX,T
nl,tk

− fY,T
nl,tk−1

fpred,N
nl,tk

= fX,N
nl,tk

(A.8)

Correction des efforts non-linéaires

La procédure de correction consiste à corriger à chaque instant tk les efforts prédits en équation
A.8 en tenant compte des lois de contact unilatérale et de frottement de Coulomb. Ainsi, on
distingue trois cas de figure :

• Cas de décollement : fpred,N
nl,tk

< 0

On se place dans le cas où l’effort normal prédit est une force de traction. Cela signifie qu’un
décollement des interfaces est observé en cet instant, ce qui implique qu’il n’y a plus d’effort :

fY
nl,tk

= fX
nl,tk

(A.9)

• Cas de contact adhérent : fpred,N
nl,tk

⩾ 0 et fpred,T
nl,tk

< µfpred,N
nl,tk
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On se place dans le cas où les interfaces sont en contact (présence d’un effort normal de réaction)
mais où les forces de contact restent à l’intérieur du cône de Coulomb. Les interfaces observées
sont donc adhérentes. On a : 

fY,T
nl,tk

= fY,T
nl,tk−1

fY,N
nl,tk

= 0
(A.10)

• Cas de contact glissant : fpred,N
nl,tk

⩾ 0 et fpred,T
nl,tk

⩾ µfpred,N
nl,tk

On se place dans le cas où les interfaces sont en contact (présence d’un effort normal de réaction)
et où les forces de contact sont sur le cône de Coulomb. L’effort normal fN

nl,tk
est égal à l’effort

prédit fpred,N
nl,tk

et le glissement est possible entre les interfaces en contact. La valeur de l’effort
tangentiel est :

fT
nl,tk

= µ ||fpred,N
nl,tk

||
vT

tk

||vT
tk

||
(A.11)

où vT
tk

est la vitesse relative de glissement définie par :

vT
tk

=
xT

tk
− xT

tk−1

tk − tk−1
(A.12)

À la convergence, on a, d’après l’équation A.3 :

vT
tk

=
yT

tk
− yT

tk−1

tk − tk−1
(A.13)

Compte tenu des équations A.4 et A.8, on a :

fpred,T
nl,tk

− fT
nl,tk

= fY,T
nl,tk

− fY,T
nl,tk−1

= ϵ (tk − tk−1) vT
tk

(A.14)

D’après les équations A.11 et A.14, les vecteurs fpred,T
nl,tk

et vT
tk

sont colinéaires. On peut donc
écrire :

fT
nl,tk

= µ ||fpred,N
nl,tk

||
fpred,T
nl,tk

||fpred,T
nl,tk

||
(A.15)

En reportant l’équation A.15 dans A.14, on trouve :

fY,T
nl,tk

= fY,T
nl,tk−1

+ fpred,T
nl,tk

1 − µ
||fpred,N

nl,tk
||

||fpred,T
nl,tk

||

 (A.16)

Finalement, on a : 
fY,T
nl,tk

= fY,T
nl,tk−1

+ fpred,T
nl,tk

(
1 − µ

||fpred,N
nl,tk

||

||fpred,T
nl,tk

||

)

fY,N
nl,tk

= 0

(A.17)
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Critères de MAC entre harmoniques
par amplitude du nœud nobs selon

l’itération de couplage fort
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Figure B.1 – Application du critère de MAC sur les harmoniques de déplacement des degrés
de liberté physique selon l’itération de couplage fort pour nobs = 0.58
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Figure B.2 – Application du critère de MAC sur les harmoniques de déplacement des degrés
de liberté physique selon l’itération de couplage fort pour nobs = 0.90
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Annexe B. Critères de MAC entre harmoniques par amplitude du nœud nobs selon

l’itération de couplage fort
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Figure B.3 – Application du critère de MAC sur les harmoniques de déplacement des degrés
de liberté physique selon l’itération de couplage fort pour nobs = 1.20
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Figure B.4 – Application du critère de MAC sur les harmoniques de déplacement des degrés
de liberté physique selon l’itération de couplage fort pour nobs = 1.51
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Figure B.5 – Application du critère de MAC sur les harmoniques de déplacement des degrés
de liberté physique selon l’itération de couplage fort pour nobs = 1.66
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