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Titre : Nouveaux états topologiques issus d’un couplage spin-orbite inhomogène
Mots clés : Matière condensée, Graphène, Topologie, Spin-orbite, Parois de domaine, Désordre

Résumé : Alors que les techniques de synthèse de matériaux à
couches atomiques s’améliorent, nous nous intéressons particu-
lièrement à ceux basés sur le graphène. L’un des objectifs est de
parvenir à induire un couplage spin-orbite conséquent dans des
matériaux tels que le graphène, qui en est nativement dépourvu,
afin d’exploiter les propriétés de l’effet de Hall quantique de spin.
Même si l’induction d’un couplage spin-orbite dans le graphène
au sein d’une hétérostructure lamellaire est désormais réalisable
expérimentalement, les propriétés de ces nouveaux matériaux ne
sont pas encore complètement déterminées. En particulier, l’exis-
tence de défauts cristallins dans le substrat pose la question de
l’homogénéité du couplage spin-orbite induit. Cette thèse vise à
mettre en lumière les effets fondamentaux de certaines inhomo-
généités de spin-orbite dans le graphène. Pour ce faire, nous étu-
dions deux types fondamentaux d’inhomogénéité : les parois de
domaine et le désordre. L’existence de domaines dans le couplage
spin-orbite nous incite à nous appuyer sur l’approche standard
de la topologie des structures de bandes électroniques pour pré-
dire de nouveaux types d’états électroniques robustes se propa-
geant le long des parois de domaines. Cependant, nous montrons
que l’approche standard ne s’applique pas complètement à notre

système, et plus encore, nous démontrons que bien que les élec-
trons de basse énergie du graphène puissent être décrits par une
équation de Dirac, les théorèmes d’indice habituels ne sont pas
explicites. Nous étudions donc un théorème de flux spectral plus
général définissant des nombres de Chern d’interface et étayant
des modes propagatifs robustes. En ce qui concerne le désordre,
nous nous concentrons sur le problème bien connu de l’équation
de Dirac désordonnée unidimensionnelle, avec deux points de Di-
rac qui correspondent à deux vallées dans la structure de bande.
Contrairement au modèle standard de désordre local non corrélé
(dans le potentiel alterné ou les auts entre les sites) dans un
système de Dirac à plusieurs canaux, les deux vallées sont ici po-
sitionnées à des moments différents et le caractère local du terme
désordonné implique des corrélations entre les vallées. L’analyse
révèle que dans la limite d’un bruit blanc de masse de Semenoff
sur le réseau, les corrélations du bruit sont nécessaires pour expli-
quer le comportement du système dans cette limite. Enfin, nous
mettons en évidence la résilience à la localisation due au désordre
dans le couplage spin-orbite Kane-Mele en étudiant l’évolution
des valeurs propres de transmission.

Title : New topological states from inhomogeneous spin-orbit coupling
Keywords : Condensed matter, Graphene, Topology, Spin-orbit, Domain-wall, Disorder

Abstract : As techniques for the synthesis of atomically layered
materials are improving, we are particularly interested in those
based on graphene. One of the objectives is to succeed in indu-
cing a substantial spin-orbit coupling in materials such as gra-
phene, which is natively devoid of it, in order to exploit the
properties of the quantum spin-Hall effect. Even though the in-
duction of spin-orbit coupling in graphene within a layered hete-
rostructure is now experimentally feasible, the properties of such
new materials are not yet fully determined. In particular, the exis-
tence of crystalline defects in the substrate leads to the question
of the homogeneity of the induced spin-orbit coupling. This the-
sis aims at shedding light on the fundamental effects of certain
spin-orbit inhomogeneities in graphene. To do so, we study two
fundamental types of inhomogeneity : domain walls and disor-
der. The existence of domains in spin-orbit coupling motivates
us to rely on the standard approach in electronic bandstructure
topology to predict new types of robust electronic states propa-
gating along domain walls. However, we show that the standard
approach does not fully apply to our system, and even more, we

demonstrate that although the low energy electrons of graphene
can be described by a Dirac equation, the usual index theorems
are not practical. Hence we study a more general spectral flow
theorem defining interface Chern numbers, and underpinning the
robust propagating electron modes. As for disorder, we focus on
the well-known one-dimensional disordered Dirac equation, with
two Dirac points corresponding to two valleys in the bandstruc-
ture. In contrast to the standard model of uncorrelated local
disorder (in on-site potentials or in inter-site hoppings) in mul-
tichannel Dirac systems, here the two valleys are positioned at
different momenta and hence the local disorder has built-in inter-
valley correlations. The correlated disorder renders the standard
analytical approaches impractical, hence we numerically diago-
nalize tight-binding models. The analysis reveals that in the limit
of a Semenoff mass white noise on lattice the noise correlations
are necessary to explain the regime. Finally, we highlight the re-
silience to localization due to disorder in Kane-Mele spin-orbit
coupling by studying the evolution of transmission eigenvalues.
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Chapitre 1

Le graphène, un matériau aux pro-
messes multiples

1.1 | De la physique relativiste en matière conden-
sée : le cas du graphène

La physique des particules et la physique de la matière condensée partagent les
mêmes outils pour décrire au niveau fondamental leurs objets d’études respectifs.
Cette similarité peut alors être exploitée comme dans le cas célèbre du graphène
pour transférer des résultats entre les deux disciplines ou bien coupler des phé-
nomènes relevant de physiques a priori sans liens. Même si la première synthèse
de graphène isolé, comprendre sans substrat, date de 2004 par Andre Geim et
Konstantin Novoselov [1], sa structure de bande est connue depuis au moins 75
ans [2]. Cette structure de bande est particulière car la dispersion aux coins de
sa zone de Brillouin hexagonale est conique (voir figure 1.1). Ainsi, la vitesse de
groupe d’un électron autour de ces points est indépendante de son énergie, il se
comporte comme une particule sans masse. Plus précisément encore, les équations
du mouvements à basse énergie s’écrivent comme l’équation de Dirac à deux di-
mensions, la seule différence étant la valeur de la vitesse de Fermi vF qui joue le
rôle de la vitesse de la lumière dans l’équation de Dirac et qui lui est environ 300
fois inférieure.

vFp.σΨ = EΨ (1.1)

où Ψ est la fonction d’onde d’un électron proche d’un des points de Dirac, vF est
la vitesse de Fermi du système, p est le moment de l’électron et σ = (σx σy)

T est
le vecteur des matrices de Pauli qui représentent dans le cas du graphène le degré
de liberté de sous-réseau également appelé isospin.

Pour une particule relativiste, Oskar Klein a prédit un phénomène suffisam-
ment contre-intuitif pour qu’on lui attribue le nom de paradoxe de Klein. Alors
que la densité de probabilité d’une particule massive confinée dans un puits de
potentiel décroît exponentiellement en dehors du puits, une particule de Dirac tra-
verse avec une probabilité 1 une barrière de potentiel infinie. L’échelle d’énergie
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Figure 1.1 – Structure de bande du graphène montrant la dispersion conique aux
coins de la première zone de Brillouin. Le plan bleu représente le niveau de Fermi
au demi-remplissage, c’est à dire quand le niveau de Fermi passe exactement par
les points de Dirac.

caractéristique pour le potentiel à partir de laquelle ce comportement apparaît est
la masse de la particule et les parois du puits doivent avoir une largeur inférieure
à la longueur d’onde Compton associée h/mc. Ceci contraint fortement la capacité
à observer le phénomène avec des particules élémentaires car les champs élec-
triques nécessaires pour l’observer sur l’électron serait supérieurs à 1016Vcm−1. En
revanche, l’ équation du mouvement de l’électron dans le graphène est une équa-
tion de Dirac sans masse, la valeur seuil de champ électrique est donc nulle ! Ce
phénomène devient alors observable dans les conditions de laboratoire [3, 4]. La
résolution du paradoxe se fait par le passage d’un formalisme à une particule à
une théorie de champ dans laquelle la barrière de potentiel peut créer des paires
particule/antiparticule ou électron/trou en matière condensée. La conversion d’un
électron en un trou à une interface peut également être observée dans la réflexion
d’Andreev [5]. La réflexion d’Andreev s’observe dans un métal normal où il s’agit
d’une rétro-réflexion (le trou se propage selon la même direction que l’électron
incident en sens opposé), mais dans le cas du graphène elle peut devenir spéculaire
(seule la composante de la vitesse perpendiculaire à l’interface change de signe)
[6]. Une revue des deux phénomènes et le lien entre les deux est donnée dans la
référence [7]. Un dernier exemple de l’impact de cette physique relativiste est que
l’opacité du graphène dépend uniquement de la constante de structure fine qui est
une constante fondamentale [8].
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1.2 | Induire du spin-orbite dans le graphène

La richesse de la physique du graphène a naturellement mené à l’investigation
d’autres matériaux 2D comme le nitrure de bore hexagonal (hBN) ou le disulfure
de molybdène (MoS2) pour citer deux des plus célèbres. La plupart de ces nou-
veaux candidats sont des dichalcogénures de métaux de transition plus souvent
désignés par leur acronyme anglais TMD (Transition Metal Dichalcogenide). Ces
matériaux sont de la forme MX2 où M est un métal de transition (typiquement du
molybdène ou du tungstène) et X est un chalcogène (comme le soufre, le sélénium
ou le tellure). Cette recherche est partiellement motivée par des visées applicatives,
en effet le graphène a initialement été envisagé comme un nouveau matériau pour
révolutionner l’électronique. Néanmoins, cette volonté se heurte à des obstacles
dont le plus fondamental est l’absence de gap dans la structure de bande du gra-
phène, rendant très difficile l’adaptation des technologies actuelles basées sur les
semi-conducteurs. Dans ce cadre de nombreux matériaux 2D sont scrutés afin de
trouver un remplaçant possédant toutes les bonnes propriétés.

Une autre approche est de combiner différents matériaux entre eux afin de
construire un nouveau métamatériau aux propriétés sur mesure appelé hétéro-
structure de van der Waals en raison des interactions de van der Waals qui lient
les différentes couches entre elles. Une application élémentaire de ces techniques
est de superposer le graphène sur un substrat, typiquement un TMD. Ce montage
a pour but d’induire un couplage spin-orbite dans le graphène qui est alors sus-
ceptible de devenir un isolant topologique démontrant un effet Hall quantique de
spin (QSH).

Boost de Lorentz

s sE E

B
v

On rappelle à toutes fins utiles que le couplage spin-
orbite est un effet relativiste causé par le mouvement d’une
particule dans un champ électrique. En effet, le passage dans
le référentiel au repos de la particule induit l’apparition d’un
champ magnétique qui est alors couplé au spin de la par-
ticule par effet Zeeman. En supposant un mouvement uni-
forme à la vitesse v, le champ magnétique dans le référentiel de l’électron au repos
B et le décalage Zeeman résultant ∆E s’écrivent

B = −v ×E

c2
(1.2)

∆E = −µ.B (1.3)

où E est le champ électrique dans le référentiel initial, c la vitesse de la lumière et µ
le moment magnétique de l’électron. Celui-ci étant proportionnel au spin µ = gγS
où g et γ sont respectivement le facteur de Landé et le rapport gyromagnétique
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de l’électron, le décalage Zeeman s’écrit finalement

∆E = gγ
E.(S × p)

mc2
. (1.4)

Le couplage spin-orbite cristallin est proportionnel au couplage spin-orbite ato-
mique qui augmente avec le numéro atomique. Par conséquent, pour induire du
spin-orbite dans le graphène, il est nécessaire d’avoir un substrat comprenant des
atomes lourds, d’où le choix des TMDs qui contiennent des métaux de transition.

Les différents termes de spin-orbite pouvant être induits dans le graphène dé-
pendent des symétries finales du système. De manière générale, moins le système
possède de symétries, plus le nombre de termes de spin-orbite autorisés est im-
portant. Cette démarche est faite en détails dans la référence [9]. Dans le cas du
graphène sur un substrat possédant aussi une structure en nid d’abeille comme le
nitrure de bore, on s’attend à ce que le groupe de symétrie du graphène (D6h) se
réduise à C3v. Les approches théoriques [10, 11, 12] et expérimentales [13, 14, 15,
16] s’accordent pour considérer au moins trois des quatre termes autorisés.

Le premier est le spin orbite dit intrinsèque ou Kane-Mele [17]. Ce terme ouvre
un gap dans la structure de bande dont le signe est opposé entre les deux vallées.
Ce terme respecte toutes les symétries du graphène libre D6h et on le représente sur
réseau dans la figure 1.2(a). Le gap ouvert est topologique et induit un effet Hall
quantique de spin. Malheureusement, son amplitude extrêmement faible, estimée
à 12 µeV dans [18] par une méthode ab initio, rend impossible une détection de cet
effet. L’un des objectifs initiaux de l’ajout d’un substrat au graphène est d’amplifier
ce terme qui engendre des propriétés topologiques. Ce faisant, d’autres termes sont
également induits.

Briser la symétrie miroir par rapport au plan du graphène (en ajoutant un
substrat ou un champ électrique perpendiculaire) permet l’apparition de spin-
orbite Rashba (voir figure 1.2(b)). Celui-ci vient lever la dégénérescence en spin
des bandes et tend à fermer le gap Kane-Mele. L’effet Hall quantique de spin
persiste toutefois tant que le gap est ouvert.

Enfin, briser l’équivalence entre les deux sous-réseaux du réseau en nid d’abeille
permet l’apparition d’une asymétrie dans le spin-orbite Kane-Mele que l’on appelle
spin-orbite vallée-Zeeman ou Ising (figure 1.2 (c)). Cette asymétrie entre les deux
sous-réseaux se traduit par un terme Zeeman ayant un signe différent dans les deux
vallées.

La brisure de symétrie entre les deux sous-réseaux engendre également l’appari-
tion d’un terme de masse alternée. Cette masse ouvre un gap trivial en compétition
avec le gap Kane-Mele. De manière générale on utilisera le mot masse pour tout
terme ouvrant un gap et on utilisera alors la désignation de masse Semenoff pour
nommer cette masse alternée.
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Figure 1.2 – Représentation des termes de spin-orbite dans le graphène avec le
groupe de symétrie associé. (a) Spin-orbite Kane-Mele représenté sur réseau par
un saut second voisin imaginaire pur dépendant du spin. L’orientation des sauts
est identique sur les deux sous-réseaux de telle sorte que le groupe de symétrie du
graphène simple D6h est préservé. (b) L’ajout d’un champ électrique perpendicu-
laire au plan du graphène brise la symétrie miroir par rapport à ce plan. Le terme
de saut premier voisin acquiert alors une phase dépendante des composantes du
spin dans le plan. (c) La brisure de symétrie de sous-réseau rend les deux sites
d’une maille élémentaire non équivalents, les amplitudes des sauts seconds voisins
peuvent donc désormais dépendre du sous-réseau. Cette brisure de symétrie auto-
rise aussi l’apparition d’un potentiel alterné. (d) La brisure de la symétrie dans le
plan du graphène (C6v) avec la brisure de la symétrie de rotation (D3h) réduit le
groupe de symétrie total à C3v.
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Chapitre 2

À la recherche de propriétés robustes

2.1 | Le spin-orbite pour la topologie

On a mentionné dans la section précédente qu’un des objectifs des hétérostruc-
tures à base de graphène est d’induire un couplage spin-orbite dans le graphène afin
de créer une phase topologique dite effet Hall quantique de spin (ou son acronyme
anglais QSH). La réponse du système à un champ électrique est alors un courant de
spin (mais pas de charge) quantifié circulant sur les bords du système. De manière
générale, le spin-orbite est souvent nécessaire à l’apparition de phase topologique
comme dans le séléniure de bismuth qui présente des états de surface formant un
cône de Dirac [19]. Ces deux exemples respectent la symétrie par renversement
du temps, et donc en particulier ne nécessitent pas de champ magnétique. Cette
symétrie particulière est importante car sa présence ou son absence permet avec
la conjugaison de charge et la symétrie chirale de déterminer un invariant topolo-
gique caractérisant le volume du matériau. Aux débuts des travaux sur les isolants
topologiques il a d’abord été considéré comme nécessaire de briser l’invariance par
renversement du temps pour induire des phases topologiques. Cette brisure de sy-
métrie a d’abord été réalisée grâce à un champ magnétique externe permettant la
mise en évidence de l’effet Hall quantique entier [20, 21, 22] puis Haldane a proposé
un modèle de réseau en nid d’abeille avec un flux magnétique net nul pour chaque
hexagone mais avec des valeurs non nulles au travers de chaque triangle des deux
sous-réseaux hexagonaux et des valeurs opposées sur les deux sous-réseaux [23]. Le
modèle plus sophistiqué de Kane-Mele [24, 17] qui est apparu plus tard est alors
la combinaison de deux modèles de Haldane mais avec des flux opposées pour les
deux spins de telle sorte que le renversement du temps soit conservé.

Les matériaux lamellaires qui promettent la création de matériaux sur mesure
sont alors une plateforme de choix pour développer ces nouveaux états électro-
niques. En intégrant les effets de toutes les couches, on peut alors modéliser ces
matériaux par des matériaux effectifs 2D. La quantité topologique qui apparaît
naturellement en deux dimensions est le nombre de Chern. Il s’écrit comme l’inté-
grale de la courbure de Berry sur la zone de Brillouin. La courbure de Berry définit
la manière dont les vecteurs propres d’une bande donnée sont transportés dans la
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zone de Brillouin.

C =
i

2π

∫
ZB

F (2.1)

où C est le premier nombre de Chern, F la courbure de Berry et l’intégrale se fait
sur toute la première zone de Brillouin (ZB). Cette quantité est nécessairement
un entier et la somme des nombres de Chern des bandes occupées d’un isolant 2D
donne le nombre de Thouless-Kohmoto-Nightingale-den Nijs (TKNN) qui carac-
térise la conductance de l’effet Hall quantique entier [22]. Ce nombre de Chern
vaut nécessairement 0 lorsqu’on impose la symétrie par renversement du temps
car la courbure est alors une fonction impaire du moment. On pourrait alors croire
(comme ce le fût initialement) que briser le renversement du temps est essentiel
pour obtenir des phases topologiques, mais comme dit précédemment, ce n’est pas
le cas. La quantité topologique associée aux système invariants par renversement
du temps peut être vue comme la différence de nombres de Chern entre les deux
projections possibles du spin lorsque l’une d’elles est préservée.

FK =
C↑ − C↓

2
[2] (2.2)

où FK désigne l’invariant de Fu-Kane des système invariants par renversement
du temps [25]. Si les nombres de Chern de spin ne sont plus définis lorsqu’aucune
composante du spin n’est préservée, le nombre de Fu-Kane l’est toujours.

Un ingrédient essentiel au nombre de Chern est que l’espace de base sur lequel
on intègre soit compact. La zone de Brillouin remplit alors parfaitement ce critère
grâce à l’invariance par translation discrète des cristaux. Mais cela impose égale-
ment a priori de connaître la structure de bande dans son intégralité. Dans les
faits, la courbure de Berry est le plus souvent très piqué autour de points particu-
liers dans la zone de Brillouin et la connaissance de la structure de bande dans les
environs de ces points suffit à déduire la valeur du nombre de Chern. Dans le cas
où plusieurs points de la zone de Brillouin contribuent fortement, comme dans le
cas du graphène qui possède deux vallées à basse énergie sources de la courbure,
on peut alors se demander si la connaissance de la structure de bande dans le voi-
sinage de ces points ne suffit pas à prédire les propriétés topologiques du matériau.
Nous verrons en section 2.4 qu’une caractérisation locale est en effet possible et le
nombre définit ainsi peut être vue comme la caractéristique d’un défaut au sein
d’un matériau et non plus simplement d’un matériau.
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(a) (b)

Figure 2.1 – (a) Vortex dans un film de 200 nm d’épaisseur de YBCO imagés par
microscopie SQUID à balayage sous un champ de 6.93 µT à 4 K. Figure extraite
de [33] (b) Domaines magnétiques dans un film de GdCo imagés par microscopie
à effet Kerr magnéto-optique (MOKE) par le groupe IDMAG du LPS d’Orsay.

2.2 | Défauts topologiques

L’étude des défauts dans les matériaux est une considération aussi bien prag-
matique sur les limites des techniques de synthèse que fondamentale. Dès le début
du XXème siècle, Vito Volterra développe une théorie des dislocations dans les cris-
taux [26] qui sera réutilisée par Egon Orowan, Michel Polanyi et Geoffrey Ingram
Taylor par la suite pour expliquer le comportement des matériaux ductiles. Les
défauts magnétiques ont suivi avec les parois de domaines magnétiques étudiées
entre autres par Felix Bloch et Louis Néel (voir Figure 2.1(b)) et les réseaux de
vortex dans les supraconducteurs mis en évidence par Alexeï Abrikossov [27] (voir
Figure2.1(a)). En 1958, Jacques Friedel publie ses travaux sur une version quan-
tique de l’écrantage des charges dans un métal qui donne lieu à des oscillations au
lieu d’une simple décroissance exponentielle dans le cas classique de la densité de
charge [28]. Enfin on peut citer les théories topologiques des défauts écrites pour la
matière condensée par David Mermin [29] et Maurice Kléman [30] et pour l’hélium
superfluide par Grigory Volovik et Vladimir Mineev [31, 32] à la fin des années
1970.

Cette approche topologique continue d’imprégner la physique de la matière
condensée avec la théorie des bandes topologiques. Cette approche permet alors
l’utilisation d’un puissant résultat de géométrie différentielle : le théorème d’indice
d’Atiyah-Singer. Démontré en 1963 par Michael Atiyah et Isadore Singer [34], son
application à la matière condensée relie la topologie d’un défaut à la topologie
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du système. Dans ses applications usuelles, on définit des invariants topologiques
caractérisant des domaines aux frontières desquels apparaissent des états d’énergie
nulle ainsi qu’au niveau des défauts topologiques, un bord n’étant qu’un type de
défaut particulier (voir Figure 2.2). Toutefois, la question principale se posant en
matière condensée est sur l’existence de modes robustes aux niveaux des défauts,
la topologie n’étant qu’une méthode de détermination de l’existence de ces modes.
Dans les faits, ce sont des cas particuliers du théorème d’Atiyah-Singer qui sont
utilisés en physique. Nous verrons alors dans la première partie de cette thèse un
autre théorème d’indice caractérisant des parois de domaine que nous utiliserons
pour l’exemple sur des systèmes obéissant à l’équation de Dirac. Si ce théorème
qu’on appellera théorème de flot spectral ne permet pas d’obtenir d’information
sur la physique du bord du système, il englobe et étend les résultats connus sur
les défauts.
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Figure 2.2 – (En haut) Lorsqu’un invariant topologique de volume est non trivial,
des modes protégés apparaissent au bord. Pour un isolant de bande conventionnel,
cela a pour conséquence de fermer le gap, d’où la description usuelle des isolants
topologiques comme des matériaux isolants en volume mais conducteur sur ses
bords. Il est également possible que les états protégés d’un système en dimension
d se développent sur des bords de dimension plus petite que d− 1, on parle dans
ces cas de topologie d’ordre supérieur comme dans le bismuth [35] où des modes
protégés apparaissent sur les arêtes du système. (En bas) Si plusieurs domaines
avec des topologies différentes coexistent dans un système, des modes protégés
apparaissent à l’interface entre les domaines. Les parois de domaine sont les défauts
les plus simples à imaginer mais un défaut peut a priori avoir une dimension
arbitraire. Il faut alors prendre en compte à la fois la charge topologique du défaut
et du volume pour obtenir la bonne correspondance volume/défaut.
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2.3 | Parois de domaine dans le graphène

Le graphène étant bidimensionnel, les défauts peuvent être ponctuels (de di-
mension 0) ou linéaires (de dimension 1). Les couplages spin-orbite et la masse
Semenoff décrits dans la section 1.2 peuvent tous être décrits par des paramètres
réels dont les amplitudes respectives définissent l’ouverture ou non d’un gap dans
la structure de bandes. Pour un défaut ponctuel, le cercle de rayon infini entou-
rant le défaut est alors connexe et il est donc impossible de définir un défaut local
qui ne provoque pas de fermeture du gap sur le cercle lorsqu’on le contracte en un
point. Pour un défaut linéaire la « sphère » unidimensionnelle entourante le défaut
est doublement connexe. Le défaut sépare alors le système en deux sous système,
deux domaines, et l’interface, la paroi de domaine, peut héberger des modes topo-
logiques. Seule les parois de domaine sont donc topologiquement pertinentes dans
notre système.

Un type d’états électroniques conçus pour la spin- et valléetronique implique
la création de canaux unidimensionnels qui peuvent être interprétés comme des
parois de domaine dans un paramètre de couplage. Une des premières propositions
de canaux topologiques est issue d’une paroi de domaine dans le potentiel de
grille d’un bicouche de graphène [36] qui a été plus tard reliée à une paroi de
domaine d’empilement [37], menant à l’observation de modes unidimensionnels
[38]. D’autres parois de domaine dans la masse Semenoff ont mis en évidence des
modes polarisés en vallée [39, 40]. Des parois alternatives dans des champs de
contrainte ont été proposés [41, 42] tandis que les systèmes lamellaires permettent
toujours plus de paramètres de couplage [43, 44, 45, 46]. Une vision unificatrice
des modes topologiques unidimensionnels en tant que modes de paroi est illustrée
par la compréhension à l’aide d’une paroi entre un domaine effet Hall quantique
de spin (QSH) et un domaine effet Hall de la robustesse inattendue à un champ
magnétique des états de bord hélicoïdaux de l’effet Hall quantique de spin [47]. La
découverte récente que les modes de bord de l’effet Hall quantique de spin peuvent
être transformés ou suppléés par des modes polarisés en spin ou en vallée lorsque
le couplage spin-orbite dominant change montre clairement que la compréhension
des parois de domaine en présence de multiples paramètres est cruciale.

Nous nous concentrerons dans un premier temps sur les parois de domaine
vallée-Zeeman et Rashba dans le graphène, et nous les comparerons aux parois de
domaine en une masse Semenoff et un spin-orbite Kane-Mele qui sont déjà connues.
L’élément principal est l’existence de deux paires de Kramers se propageant le long
d’une paroi de domaine vallée-Zeeman en présence d’un couplage Rashba homo-
gène d’amplitude quelconque. Une différence notable est que ces modes ne sont
protégés ni par un indice topologique de volume appartenant à la table périodique
des invariants topologiques [48, 49, 50] ni par un indice dérivé d’une symétrie du
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réseau (C3v), mais pas un nombre de Chern d’interface. En substance, le nombre
de Chern de vallée en volume Cτ

bulk, c’est-à-dire le nombre de Chern calculé avec le
modèle continu du graphène avec un indice de vallée τ = ±1 fixé, a des valeurs op-
posées dans les deux domaines avec des signes opposées du couplage vallée-Zeeman,
mais cet indice dérivé du continu est mal défini et ne confère pas de protection
topologique des modes même en l’absence de diffusion intervallée, de brisure de
symétrie ou de fermeture de gap en volume [51]. Il a également été proposé que
la différence de deux nombres de Chern de vallée δCτ

bulk = Cτ
bulk,R − Cτ

bulk,L qui
apparaît à une paroi entre deux domaines définit un invariant topologique [51].
Nous montrons cependant explicitement que δCτ

bulk prédit en général les modes
de manière incorrecte et n’a donc pas de correspondance volume-bord associée.
Nous mettons en évidence un nombre de Chern d’interface calculé à l’aide d’un
théorème de flot spectral dû à un déplacement dans l’espace des paramètres pour
des monopoles de Berry-Chern [52]. À l’inverse des précédents, ce nombre prédit
correctement les modes de paroi vallée-Zeeman |Cτ

interface| = 2. Le théorème est
un énoncé exact sur l’existence de modes de parois chiraux à l’aide d’un indice
topologique associé à un point de dégénérescence des bandes d’un hamiltonien ho-
mogène auxiliaire. Ce point de dégénérescence correspond au point de l’espace réel
où le couplage spin-orbite vallée-Zeeman change de signe. Il est donc pleinement
déterminé par la paroi de domaine et non par la topologie des domaines.

Le travail présenté dans la partie sur les parois de domaine démontre l’uti-
lité du théorème de flot spectral pour des modes topologiques dans des problèmes
quantiques inhomogènes pour lesquels le nombre de méthodes disponibles est li-
mité. Une première méthode est de traiter les coordonnées spatiales classiquement
à longue distance d’un défaut topologique et d’étudier la topologie de bande ré-
sultante causée par les symétries [53, 50]. Il est également possible d’utiliser des
expressions en espace réel qui donne une indication locale de topologie non triviale
[54]. Une correspondance volume-défaut précise reste cependant abstraite et fait
appel à des invariants topologiques de volume généralisés [55, 56] à l’origine de
modes de paroi [51, 57, 58]. À l’inverse, le théorème de flot spectral [59, 60, 52]
définit des invariants topologiques sur la base d’informations locales dans l’espace
des paramètres [61, 36]. Dans notre cas, la paroi de domaine vallée-Zeeman est
une interface au travers de laquelle les paramètres d’une équation de Dirac varie
dans l’espace réel. Le théorème y est alors utile à la fois conceptuellement mais
également d’un point de vue pratique puisque nous n’avons pas d’autre théorème
d’indice pour notre opérateur de Dirac et que la résolution directe du spectre des
modes dans le gap est fastidieuse et opaque.

Les modes de paroi vallée-Zeeman révélés diffèrent des modes de bord du gra-
phène causés par le spin-orbite vallée-Zeeman déjà identifiés puisque ces derniers
sont sensibles à l’amplitude du couplage Rashba [62] et aux conditions au bord de
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l’échantillon, même en l’absence de diffusion intervallée [51] car les modes ne sont
connectés qu’au nombre de Chern de vallée de volume |Cτ

bulk| = 1 [62, 13, 63]. Nous
exhibons plutôt une relation de similarité entre nos modes de paroi vallée-Zeeman
et les modes liés d’une paroi de potentiel de grille dans le bicouche de graphène [36,
64] qui ont été expérimentalement détectés [38, 37] mais dont nous montrons que
la protection δCτ

bulk [51] est en réalité due à Cτ
interface. Étant donné que les expé-

riences indiquent que les effets de proximité dans le graphène induisent des termes
de spin-orbite de trois types, parmi lesquels vallée-Zeeman est considérable [13,
15, 16], nous nous attendons à ce que nos modes de paroi vallée-Zeeman puissent
contribuer aux propriétés spectroscopiques et de transport.

2.4 | Théorème de flot spectral

Dans un système 2D, les propriétés topologiques sont données par le premier
nombre de Chern. Or, le premier nombre de Chern n’est calculable que sur des
espaces compacts, limitant a priori son applicabilité aux cristaux pour lesquels la
zone de Brillouin 2D est un tore. Le théorème de flot spectral (que l’on abrégera
parfois en TFS) est alors une solution permettant d’étendre l’analyse topologique
à des systèmes où l’espace des moments n’est pas compact comme en optique, en
géophysique ou en mécanique et mécanique des fluides. Dans le cadre de la théorie
des bandes, ce théorème permet de se passer de la structure de bande complète et
ne requiert que sa forme à basse énergie.

Le théorème de flot spectral est présenté en détails dans les références [59,
60, 52]. Nous nous contentons ici de l’appliquer dans le cadre d’un système bidi-
mensionnel avec un paramètre variant spatialement. Nous considérons d’abord le
cas d’une paroi de domaine en le paramètre Kane-Mele λKM(x) en présence d’un
terme de masse homogène m. L’implémentation sur réseau de ces termes est illus-

(a) (b)

Figure 2.3 – Théorème de flot spectral pour une paroi de domaine dans le
continu. (a) Profil générique d’une paroi de domaine dans le continu avec des
valeurs asymptotiques arbitraires ∆l,∆R définissant les deux domaines. (b) Un
point de dégénérescence dans l’espace des paramètres est entouré d’une sphère
S2(θ, ϕ) sur laquelle est calculé le nombre de Chern des projecteurs sur les états
en dessous du gap.
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trée dans les Figure 1.2(a) et (c). Le Hamiltonien à basse énergie d’un tel système
est alors

H = −i∂xτzσx + kyσy +mσz + λKM(x)τzσzsz (2.3)

où τi, σi et si sont des matrices de Pauli agissant respectivement dans l’espace
des vallées, du sous-réseau et du spin. Pour un système homogène, l’invariant de
Fu-Kane vaut 1 lorsque |λKM | > |m| et 0 sinon. La correspondance volume-bord
permet alors d’établir l’existence d’une paire de Kramers reliant les bandes de
conduction et de valence et localisée entre deux domaines pour lesquels l’invariant
de Fu-Kane est différent. Dans le cas d’un système préservant sz, on peut alors
scinder le système en deux copies du modèle de Haldane avec des valeurs opposés
du terme de saut second voisin. Le nombre de Chern associé à chaque copie vaut
alors sgn(λKM)sz si |λKM | > |m| et 0 sinon. Donc si de part et d’autres d’une paroi
|λKM | > |m| et que λKM change de signe alors un état par vallée et par spin se
développera au bord. Nous pouvons alors appliquer le théorème de flot spectral et
vérifier que les résultats concordent. L’application du théorème se fait en plusieurs
étapes :

1. On remplace le hamiltonien de l’équation 2.3 H(x,−i∂x, ky) par une fonc-
tion à valeur matricielle H̃(x, kx, ky) = kxτzσx+kyσy+mσz+λKM(x)τzσzsz
où kx est un paramètre et commute donc avec x et λKM(x).

2. Nous considérons des opérateurs H̃ possédant un gap qui se ferme en des
points isolés (xi, ki

x, k
i
y) indexés par l’entier i. Physiquement cela revient

à imposer que le hamiltonien initial H possède un gap loin de la paroi
de domaine. En notant τ, s les valeurs propres des opérateurs τz et sz, le
spectre de H̃ est alors Eτs± = ±

√
k2
x + k2

y + (τsλKM(x) +m)2. Nous nous
intéressons au gap ouvert aux points de Dirac, c’est à dire celui obtenu à
demi-remplissage. Il y a alors 4 bandes remplies Eτs−.

3. Il n’existe au maximum que deux points de dégénérescence fermant le gap
entre les bandes de valence et de conduction. En ces points, ki

x = ki
y = 0 et

λi
KM = −τsm ∈ {+m,−m} . (2.4)

En supposant une paroi de domaine monotone, cette équation peut :
(a) n’avoir aucune solution si |λKM,L|, |λKM,R| < |m| (les deux domaines

ont un gap trivial),
(b) avoir une unique solution si |λKM,L| < |m| < |λKM,R| ou |λKM,L| >

|m| > |λKM,R| (bord entre un isolant topologique et un isolant trivial),
(c) ou avoir deux solution si |λKM,L|, |λKM,R| > |m| et sgn(λKM,LλKM,R) <

0 (paroi de domaine entre deux isolants topologiques ayant des signes
opposés du paramètre Kane-Mele λKM).
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4. On entoure chaque point de dégénérescence avec une surface fermée, ty-
piquement une sphère Si(θ, ϕ), et on considère le projecteur P i

− sur les
bandes occupées de H̃. Le théorème de flot spectral garantit que le nombre
d’états chiraux N i

chiraux quittant la bande de valence est donné par le pre-
mier nombre de Chern Ci

− des états occupés sur la sphère Si(θ, ϕ).

N i
chiraux = Ci

− (2.5)

Ci
− = − 1

2πi

2π∫
0

dϕ
π∫

0

dθTrP i
−(∂θP

i
−∂ϕP

i
− − ∂ϕP

i
−∂θP

i
−) . (2.6)

En utilisant la monotonicité de la paroi de domaine, on peut faire un
changement de variable x → τsλKM(x) + m = ∆τs. On peut alors pa-
ramétrer la sphère de rayon 1 centrée sur un point de dégénérescence par
(∆, kx, ky) = (cos(θ), sin(θ) cos(ϕ), sin(θ) sin(ϕ)). Le projecteur sur la bande
remplie à τ et s fixés est donc

P i
τs,− =

1

2
(1− d̂iτ,s · σ) (2.7)

d̂iτ,s = (τ sin(θ) cos(ϕ), sin(θ) sin(ϕ), τsDRL cos(θ)) (2.8)

où DRL = (sgn(∆+(x
i+)) − sgn(∆+(x

i−)))/2. On obtient alors Cτs,− =
sDRL. Chaque bande contribue donc pour un mode à chaque point de dé-
générescence. En particulier, lorsque le paramètre λKM traverse la valeur
m, deux modes chiraux (une paire de Kramers) ayant pour nombres quan-
tiques τ = −s se développent, tandis que lorsqu’il traverse la valeur −m,
deux autres modes avec τ = s se développent.

Comme attendu nous retrouvons la paire de Kramers se développant au bord
d’un isolant topologique ainsi que les quatre modes se développant sur une paroi
de domaine séparant deux isolants topologiques ayant des valeurs opposées du
paramètre λKM . En utilisant la même approche on retrouve également les modes
à l’interface entre deux isolants triviaux où le signe de la masse triviale change [40,
59]. Dans la figure 2.4 on représente les états de parois et le diagramme de phase
du graphène avec une masse et un spin-orbite Kane-Mele.
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Figure 2.4 – Théorème de flot spectral pour des parois de domaine dans le spin-
orbite Kane-Mele λKM et la masse m dans le continu. (a) Représentation schéma-
tique des modes de paroi KM dans l’espace des moments (en haut) et en espace
réel (en bas). La couleur représente le spin, rouge (bleu) pour spin sz up (down), les
flèches indiquent le sens de la vitesse de groupe tandis que ± indique la vallée. Si
la paroi est un bord de domaine QSH, alors une paire de Kramers apparaît (poin-
tillés ou traits plein) et si la paroi est entre deux domaines QSH avec une valeur
opposée du paramètre λKM , les deux paires apparaissent. Les modes de bord d’un
domaine QSH sont protégées par l’invariant en volume de Fu-Kane tandis que les
modes de parois λKM → −λKM sont également protégés par un nombre de Chern
de spin et acquièrent un gap si la conservation de sz est brisée. (b) Comme pour
(a) mais pour une paroi de masse. Le terme de masse induisant un gap trivial, la
paroi de changement de signe de m n’héberge aucun mode protégé par un invariant
en volume. On pourrait les justifier par des nombres de Chern de vallée mais on
expliquera en section 3.3 que ces nombres de Chern sont mal définis même si on
peut les relier au TFS dans certains cas. (c) Diagramme de phase du graphène avec
m et λKM . Un profil de paroi est représenté par un chemin dans le diagramme.
Les extrémités ±∞ des chemins indiquent les valeurs limites et donc la phase des
domaines à gauche (−∞) et à droite (+∞) de la paroi. À chaque fois que la paroi
croise une des lignes diagonales, une paire de Kramers apparaît à cet endroit. Trois
chemins (choisis rectilignes) illustrent les cas (a) et (b) : un changement de signe
de λKM (ligne 1 ; les 4 modes de (a) sont présents), un bord de domaine QSH
(ligne 2 ; une seule des paires de Kramers de (a)) et un changement de signe de la
masse (ligne 3 ; modes représentés en (b)).
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Deuxième partie

Parois de domaine dans le graphène
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Chapitre 3

États de parois vallée-Zeeman proté-
gés par le théorème de flot spectral

En introduction nous avons décrit tous les termes qui peuvent être induits
dans le graphène par un substrat. L’existence ou l’absence de modes à des parois
de domaines pour les termes Kane-Mele et Semenoff sont parfaitement comprises
grâce aux indices topologiques standards. En ce qui concerne les termes Rashba
et vallée-Zeeman, ceux-ci n’ouvrent pas de gap dans le spectre à eux-seuls et sont
en compétition pour fermer les gaps ouverts par les termes de masse Semenoff et
spin-orbite Kane-Mele. Cependant, les deux ensembles ouvrent leur propre gap. Ce
gap possède un invariant de Fu-Kane trivial, pourtant les simulations numériques
suggèrent qu’il héberge des modes d’interface robustes. L’application du théorème
de flot spectral confirme cette intuition.

En section 2.4 nous avons présenté le théorème de flot spectral en l’appliquant
à des parois de domaine dans le couplage Kane-Mele et la masse Semenoff dont les
propriétés sont déjà connues et qui permettent de tester le théorème. Nous com-
mençons ce chapitre en définissant des parois de domaine dans le modèle continu
du graphène en section 3.1 puis nous appliquons le théorème de flot spectral aux
parois de domaine dans le couplage vallée-Zeeman avec un couplage Rashba ho-
mogène en section 3.2. Nous discutons ensuite des avantages et des connections du
théorème de flot spectral avec une différence de nombres de Chern en volume dans
la section 3.3. Nous montrons ensuite en section 3.4 la similarité de notre modèle
continu avec un modèle de bicouche de graphène sans spin. Nous introduisons en-
fin dans la section 3.6 des parois de domaine dans un modèle de liaisons fortes du
graphène et discutons de la robustesse des modes de paroi vallée-Zeeman.

3.1 | Modèle général dans la limite continue

On commence par considérer le modèle continu à basse énergie du graphène
avec une paroi de domaine lisse :
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Figure 3.1 – Modes de paroi vallée-Zeeman (VZ) et robustesse sur le réseau. (a)
Profil de paroi générique changeant le signe du couplage VZ λV Z avec une valeur
arbitrare non nulle du couplage Rashba λR. (b) Schéma des modes dans l’espace
réciproque prédit par le théorème de flot spectral pour (a). Les deux vallées K,K ′

sont projetées sur ky = 0 mais elles sont séparés ici par souci de visibilité.

H =τzσx(−i∂x) + kyσy (3.1)
+m(x)σz + λKM(x)τzσzsz

+ λV Z(x)τzsz + λR(x)(τzσxsy − σysx),

où on impose une invariance par translation le long de la paroi de domaine
dans la direction y (toutes les directions sont équivalentes dans le modèle à basse
énergie), m,λKM , λV Z et λR sont respectivement les amplitudes de la masse Se-
menoff, du spin-orbite Kane-Mele (KM), du spin-orbite vallée-Zeeman (VZ) et du
spin-orbite Rashba (R) et les matrices de Pauli τi, σi, si, i = x, y, z agissent respec-
tivement dans les sous espaces de vallée, sous-réseau et spin tandis que nous fixons
ℏvF ≡ 1 pour la vitesse de Fermi. Tout au long de ce chapitre nous ne considére-
rons des parois de domaine que sur un seul terme à la fois, les autres termes étant
homogènes. Nous imposons également que les deux domaines aient un gap loin
de la paroi, de telle sorte que tout mode de paroi se démarque à l’intérieur d’un
gap de volume. Évidemment, si plusieurs parois nettement séparées apparaissent
dans le système, elles se comporteront indépendamment et chacune portera ses
modes. Dans cette section nous nous concentrerons sur le nouveau type de paroi
dans le terme λV Z(x) avec λR constant. On démontre en section 4.4 qu’une paroi
de domaine dans le terme Rashba λR(x) avec λV Z constant ne porte pas de modes
topologiques , tandis que nous retrouvons les modes déjà connus pour les parois
dans λKM(x) et m(x).

Le profil d’une paroi dans n’importe quel paramètre ∆ ∈ {m,λKM , λV Z , λR}
est défini par :
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∆(x) ≡ ∆L +∆R

2
+

∆R −∆L

2
η(x), (3.2)

caractérisé par les valeurs limites ∆L ≡ ∆(x → −∞),∆R ≡ ∆(x → ∞) qui
définissent les domaines à gauche et à droite de la paroi et par une fonction lisse
arbitraire η(x) qui satisfait η(x → ±∞) = ±1 (voir figure 3.1a). Pour une paroi
unique, le profil η(x) peut être considéré comme monotone et sa forme exacte
n’impacte pas les résultats de cette section : on peut imaginer des profils typiques
tels que η(x) ∈ { 2

π
arctan(x/l), tanh(x/l) . . .} avec une taille caractéristique l. On

ne considère des modes paroi que dans les cas où L et R possèdent tous les deux
un gap loin de la paroi de domaine.

3.2 | Parois de domaine vallée-Zeeman dans le
continu et nombre de Chern d’interface

Nous utilisons le théorème de flot spectral pour montrer qu’une paroi de do-
maine dans le terme vallée-Zeeman en présence d’un spin-orbit Rashba induit des
modes se propageant le long de l’interface n’ayant pas déjà été identifiés. Tout
d’abord, un domaine avec λV Z , λR ̸= 0 a un gap 2|λRλV Z |√

λ2
R+λ2

V Z

au demi-remplissage

bien qu’aucun des deux termes n’ouvre de gap dans le graphène à lui seul. Nous
considérons donc une paroi dans λV Z(x). Le théorème de flot spectral, présenté en
détails en section 2.4, s’intéresse à un hamiltonien auxiliaire H̃ dans lequel −i∂x
est remplacé par un paramètre kx, donnant le spectre

Eτ,αβ = α

√
k2 + λV Z(x)2 + 2λ2

R + 2β
√

λ4
R + (λ2

R + λV Z(x)2)k2, (3.3)

où α, β = ±, k2 = k2
x + k2

y avec une dégénérescence en vallée (τ = ±1) de
chaque bande. Si λV ZλR ̸= 0, ce spectre possède un gap comme précédemment
mentionné. Nous nous intéressons maintenant aux points de dégénérescence de
fermeture du gap au demi-remplissage, c’est-à-dire aux points où les deux bandes
intérieures qui sont associées à α = ±1 et β = −1 se touchent. À λR ̸= 0 constant
le gap se ferme uniquement aux points (x, kx, ky) = (xc, 0, 0) tels que λV Z(xc) = 0.
Nous construisons alors les projecteurs 4 × 4 (dans l’espace de Hilbert σ, s) sur
les deux bandes occupées de H̃, Pτ = Pα=−,β=+

τ + Pα=−,β=−
τ et nous calculons les

projecteurs sur la n-ième bande à l’aide de : P (n) =
∏
m ̸=n

H̃−Em

En−Em
. Enfin, en évaluant

le nombre de Chern associé à la sphère englobant le point (xc, kx = 0, ky = 0) nous
obtenons
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Cτ = τ(sgn(λV Z,R)− sgn(λV Z,L)) . (3.4)

Le théorème de flot spectral garantit donc l’existence de deux modes se pro-
pageant dans chaque vallée à l’interface entre deux domaines où le paramètre λV Z

change de signe tandis que la paramètre λR reste non nul et constant comme mon-
tré en figure 3.1a. Le sens de propagation en y est donné par le signe de Cτ (voir
figure 3.1b).

3.3 | Liens avec les indices topologiques de volume

Nous partons des indices topologiques de volume. Pour une paroi de domaine
lisse, les effets de la diffusion intervallée peuvent être négligés et le modèle pertinent
est donc celui à basse énergie du graphène dans lequel l’indice de vallée τ est
conservé. La faiblesse fondamentale d’une topologie en volume résolue en vallée a
été exposé dans la référence [51] qui traite d’un modèle de bicouche de graphène
soumis à un potentiel de grille présentant une paroi de domaine. Nous montrons
en section 3.4 l’équivalence de ce modèle de bicouche de graphène sans spin avec
notre modèle de graphène avec un spin-orbite Rashba homogène et une paroi
de domaine dans le spin-orbite vallée-Zeeman. En résumé, ils montrent que le «
nombre de Chern de vallée » Cτ

bulk, c’est-a-dire le nombre de Chern calculé dans
le modèle continu avec l’indice de vallée τ fixé, ne protège pas de mode de bord.
L’argument clé est qu’un nombre de Chern calculé dans le plan infini (kx, ky) n’est
pas un invariant topologique [52]. Par conséquent, les modes de bord peuvent
disparaître en fonction de détails microscopiques du bord, même en l’absence de
diffusion intervallée, de brisure de symétrie ou de fermeture du gap.

Cτ
bulk ne peut donc prédire des modes de paroi, mais l’article [51] avance que

la différence de deux valeurs non nulles δCτ
bulk = Cτ

bulk,R − Cτ
bulk,L qui apparaît

à l’interface entre deux domaines à droite (R) et à gauche (L) est un invariant
topologique. Les modes de paroi du potentiel de grille sont alors stabilisés par
cette quantité. Cet argument est illustré dans les figures 3.2(a) et (b). L’élément
clé mis en avant dans cette figure est que la structure de bande des domaines R et L
deviennent égales loin du point (kx, ky) = (0, 0), il est alors possible de compactifier
les deux plans en une sphère pour calculer δCτ

bulk. Étant donné l’équivalence entre
le bicouche de graphène soumis à une paroi de potentiel de grille et notre paroi de
domaine vallée-Zeeman, il semblerait que δCτ

bulk protège également nos modes de
paroi.

Nous souhaitons mettre en évidence que δCτ
bulk est en réalité fragile en général

tandis que le nombre de Chern d’interface Cτ
interface et le théorème de flot spectral

sont biens définis et plus performants pour les problème d’interface comme les
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(c) (d)

(a) (b)

Figure 3.2 – (a) Deux intégrales planaires dans le continuum donnant le nombre
de Chern de volume associé aux domaines de gauche (L) et de droite (R). Ces
nombres de Chern sont instables et la correspondance volume-bord n’est universelle
pour aucun des deux domaines. (b) Quand la différence de deux nombres de Chern
δCbulk est considérée, comme il est naturel de le faire pour une paroi de domaine,
il est possible de compactifier les plans en (a) et d’obtenir un indice de volume
stable mais qui n’est pas formellement connecté aux modes de paroi. (c) Intégrale
sphérique définissant le nombre de Chern d’interface Cinterface. (d) Déformation
de la sphère en un cylindre. On a alors Cinterface = δCbulk + ∆c où ∆c peut être
une fonction du rapport d’aspect h/r.

29



parois de domaines. Ces avantages se traduisent dans notre contexte par (1) l’exis-
tence de Cinterface sans avoir à se référer à des quantités topologiques de volume où
à un espace de paramètres compact qui n’existent pas dans le cadre d’une étude
résolue en vallée, et (2) le théorème de flot spectral est un théorème exact sur les
modes de parois à l’inverse de la correspondance volume-bord qui n’est pas claire-
ment définie ou est justifiée a posteriori par de laborieux calculs explicites. Si des
preuves rigoureuses existent pour certains invariants (voir [65, 66]), ces approches
ne sont pas aisément généralisables à l’intégralité des invariants topologiques. Nous
considérons maintenant plus précisément les relations entre Cτ

interface et δCτ
bulk.

On rappelle ici brièvement la définition de Cτ
interface. Soit un hamiltonien dé-

pendant d’un paramètre λ (comme le spin-orbite) qui varie lentement le long de
l’axe x (comme pour un profil de paroi de domaine λ(x)). Le théorème de flot spec-
tral (voir section 2.4 et la référence [52] pour les détails) s’intéresse aux points de
dégénérescence d’un hamiltonien auxiliaire dans lequel l’opérateur −i∂x est rem-
placé par un paramètre réel kx en fonction de λ(x), kx, ky. Si le profil crée une
dégénérescence en un point isolé (x, kx, ky) = (xc, k

c
x, k

c
y) ≡ pc, il est alors néces-

saire de calculer le nombre de Chern d’interface Cτ
interface des bandes pleines de

H̃ sur une sphère englobant le point pc. Le fait que seule l’information dans un
voisinage du point pc et non l’intégralité de la zone de Brillouin soit utilisée est à
l’origine du qualificatif « d’interface ».

Ayant défini Cτ
interface, nous déformons continûment la surface d’intégration

en un cylindre, comme illustrée dans les figures 3.2(c) et (d), afin d’obtenir la
décomposition

Cτ
interface = δCτ

bulk +∆cτ , (3.5)

où ∆cτ est défini en prenant la limite d’un cylindre de rayon r → ∞ ; la différence
∆cτ ≡ limh/r→0∆cτ (h/r) est donnée par l’intégrale de Chern sur la face latérale
du cylindre en conservant une hauteur h finie. h peut être arbitrairement petite
tant que le cylindre englobe pc. Pour notre modèle continu de paroi en VZ, nous
trouvons explicitement ∆cτ = 0. Dans notre modèle, Cτ

interface et δCτ
bulk coïncident

donc. Cependant, seul Cτ
interface garantit l’existence des modes de paroi au travers

du TFS, alors que la correspondance entre δCτ
bulk et les modes de paroi n’est pas

garantie et n’est trouvée qu’a posteriori (voir par exemple la référence [51] dans
laquelle une solution explicite est nécessaire). Pour concrétiser cette affirmation,
nous présentons un modèle simple à une vallée dans lequel Cinterface = 1 protège
un mode de paroi chiral alors que Cbulk = 0 et donc δCbulk = 0. Le nombre de
Chern dérivé du volume prédit donc une absence de modes. Dans cet exemple, la
face latérale du cylindre représenté en figure 3.2d est la contribution exclusive du
nombre de Chern d’interface, donc ∆c = 1. Ce modèle est basé sur la restriction
à une composante du spin du modèle de Bernevig-Hughes-Zhang où on ouvre un

30



gap dans le cône de Dirac au point Γ :

Hbulk = kxσx + kyσy + λ(M − k2
x − k2

y)σz , (3.6)

où le paramètre λ varie spatialement selon x, allant de λL ≡ λ(x = −∞) = +1 à
λR ≡ λ(x = +∞) = −1 tout en gardant M < 0 constant. Pour toute valeur non
nulle de λ et M < 0, la structure de bande est triviale. Donc Cbulk(λ = ±1) = 0
et par conséquent δCbulk = 0. À l’inverse, pour tout M < 0, Cinterface = 1 à cause
du point de dégénérescence (kx, ky, λ(x)) = (0, 0, 0). Il y a donc un mode de paroi
chiral à l’endroit où λ(x) change de signe.

Nous discuterons de la robustesse des modes protégés par Cinterface dans la
section 3.6 après avoir introduit le modèle sur réseau et la diffusion intervallée.

3.4 | Équivalence avec le bicouche de graphène sans
spin

Il s’avère que le modèle basse énergie du graphène avec les spin-orbite Rashba
et vallée-Zeeman est équivalent au modèle basse énergie d’un bicouche de graphène
en superposition AB soumis à un potentiel de grille. Il a déjà été démontré dans la
référence [36] qu’une variation spatiale du potentiel de grille liait des états sur la
ligne de changement de signe du potentiel. Le hamiltonien étudié est le suivant :

HBLG = kxσx + kyτzσy +
t⊥
2
(σxηx + σyηy)− V ηz, (3.7)

où les matrices de Pauli ηi agissent dans l’espace des couches tandis que t⊥ est
le terme de saut permettant de passer de l’atome A d’une couche à l’atome B
de l’autre couche. On divise la relation de similitude en deux étapes. Dans un
premier temps, nous cherchons à récupérer la bonne forme du terme cinétique en
appliquant U †

1 = 1+τz
2

+ 1−τz
2

σz qui multiplie le secteur τ = −1 par σz, de telle
sorte que

H
(1)
BLG = kxτzσx + kyσy +

t⊥
2
τz(σxηx + σyηy)− V ηz . (3.8)

Ensuite nous cherchons à transformer le terme d’échange de couches en spin-
orbite Rashba et le potentiel de grille en spin-orbite vallée-Zeeman. Pour ce faire
nous effectuons une rotations autour de ηz pour échanger x et y, puis nous multi-
plions le secteur τ = −1 du résultat par ηy. Au total U †

2 = 1−iηz√
2
(1+τz

2
+ 1−τz

2
ηy), ce

qui donne

H
(2)
BLG = kxτzσx + kyσy +

t⊥
2
(τzσxηy − σyηx)− V τzηz. (3.9)
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En réinterprétant le degré de liberté de couche du bicouche de graphène comme
un degré de liberté de spin, nous obtenons bien le hamiltonien du graphène soumis
aux spin-orbite Rashba et vallée-Zeeman avec la correspondance λV Z = −V et
λR = t⊥

2
.

La référence [36] qui étudie la limite V ≪ t⊥ ⇒ λV Z ≪ λR calcule la dispersion
des 4 états liés à une paroi de domaine V (x) = κV0sgn(x) avec t⊥ > 0, V0 > 0 et
κ = ±1 :

Eτ± = ±

vFkyτκ

2
√
t⊥

∓
√

v2Fk
2
y

4t⊥
+

V0√
2

2

∓
√
2V0. (3.10)

La dispersion passe E = 0 aux moments ky = ∓ κ
vF

√
t⊥V0

2
√
2

et le signe de la

vélocité est donné par −κτ . Étant donné l’identification λV Z(x) = −V (x), une
paroi de domaine avec des valeurs négatives de λV Z à gauche et positives à droite
donne naissance à des états se déplaçant vers les y croissants dans la vallée τ = +1
et vers les y décroissants dans l’autre vallée, ce qui est conforme au théorème de
flot spectral.

3.5 | Modèle sur réseau

Jusqu’à présent, nous avons considéré que l’indice de vallée τ était un bon
nombre quantique, il nous faut donc vérifier la robustesse de nos résultats avec
un modèle sur réseau qui peut générer des couplages inter-vallée. Nous utiliserons
donc des méthodes de diagonalisation exactes sur un modèle de liaisons fortes afin
d’accomplir deux objectifs :

— Le premier est de confirmer nos prédictions théoriques lorsque la paroi de
domaine varie lentement à l’échelle du réseau.

— Le deuxième est d’estimer la robustesse des modes à la diffusion inter-vallée
induite par une paroi abrupte à l’échelle atomique.

Le modèle de liaisons fortes considéré est le suivant :

H =− t
∑
<i,j>

c†icj (3.11)

+ i
∑

<<i,j>>,α,β

λV Z
ij (−1)liνijc

†
iαs

αβ
z cjβ +H.c.

+ i
∑

<ij>,α,β

λR
ij ẑ · (d⃗ij × s⃗αβ) c†iαcjβ +H.c.,
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Figure 3.3 – Termes de saut du spin-orbite vallée-Zeeman (second voisin) et
Rashba (premier voisin).

où c†iα crée un électron au site i dont le spin Sz vaut α = ±, (−1)li = +(−)

pour un site du sous-réseau A(B), νij = sgn[ẑ ·
(
d⃗
(1)
ij × d⃗

(2)
ij

)
] et d⃗

(1)
ij , d⃗

(2)
ij sont les

deux liaisons de plus proche voisin formant le chemin j → k → i où k est le
site intermédiaire entre les seconds voisins j, i utilisant la normalisation |d⃗ij| =
1. Lorsque les couplages sont constants, c’est à dire indépendants des sites i, j,
on trouve les relations suivantes avec les paramètres du modèle continu λV Z =
−3

√
3λV Z

ij et λR = −3λR
ij/2. On représente les termes de sauts Rashba et vallée-

Zeeman dans la Figure 3.3.
Avant de poursuivre, on rappelle que le spin orbite vallée-Zeeman brise les

symétries échangeant les sous réseaux du graphène, comme l’inversion et C6, mais
pas la symétrie miroir z → −z, préservant ainsi le groupe D3h, alors que le spin
orbite Rashba brise cette symétrie miroir et l’inversion mais préserve C6v.

Nous considérons désormais un modèle de graphène sur réseau avec deux do-
maines. Imposer des conditions périodiques force l’existence de deux parois de
domaine, voir 3.6(c). Deux types de parois respectent les symétries cristallogra-
phiques du graphène : les parois dites zigzag et « armchair ». Dans la suite, la
direction x sera la direction zigzag et y la direction armchair. En préservant l’in-
variance par translation le long de la paroi de domaine, les deux points de Dirac
sont alors projetés sur des moments kx distincts dans le cas d’une paroi zigzag et
ils sont confondus en ky = 0 dans le cas d’une paroi armchair comme illustré dans
la figure 3.4. Les effets d’intervallée sont dès lors masqués par une paroi zigzag et
nous trouvons les modes prédits dans la limite continue. Nous considérerons donc
à partir de maintenant uniquement des parois armchair exposant pleinement les
effets de diffusion intervallée sur le réseau. La taille typique l de la paroi permet de

33



Figure 3.4 – Dispersion du graphène dans la première zone de Brillouin. Lorsque
l’invariance par translation selon la direction zigzag (ici la direction x) est préser-
vée, deux états de basse énergie de deux vallées distinctes ne peuvent interagir car
ils sont projetés sur des moments kx distincts.

faire varier la douceur de la paroi et donc de contrôler l’amplitude de la diffusion
intervallée. On appelle une paroi abrupte lorsque l → 0 et η (équation 3.2) devient
un échelon (voir figure 3.6(a)). Pour une paroi abrupte nous vérifions que la valeur
précise des couplages sur les sauts deuxième voisin traversant la paroi n’influent
pas sur les caractéristiques principales des modes dans le gap.

Pour satisfaire les conditions aux bords présentées en figure 3.6(c), nous super-
posons un deuxième profil de paroi (« l’anti-paroi ») éloignée de la première :

ηPBC(R⃗i) ≡ η(R⃗i) · η(R⃗0 − R⃗i), (3.12)

∆i ≡
∆L +∆R

2
+

∆R −∆L

2
ηPBC(R⃗i). (3.13)

η est le profil pour une paroi tandis que ηPBC est le profil avec deux parois res-
pectant les conditions périodiques aux bords et R⃗0 est un vecteur reliant les deux
parois. On appellera paroi celle pour qui ∆i vaut ∆L à sa gauche et ∆R à sa droite
et anti-paroi l’autre. Puisque le gap en volume est donné par le plus petit des gaps
de domaine, on choisit par simplicité −∆L = ∆R ≡ ∆.

Les modes d’une paroi sont alors dégénérés avec les modes de l’autre paroi.
Pour lever cette dégénérescence nous introduisons un faible potentiel chimique∑

α µαc
†
iαciα sur les sites le long d’une paroi de domaine. L’indice de vallée τ est

déterminé par la transformée de Fourier des modes, chaque mode étant localisé
autour de ±K. Ce procédé est détaillé dans la Figure 3.5.
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Espace réel Espace réciproque

(a) (b) (c)

(d) (e)

Figure 3.5 – (a) Spectre basse énergie d’un système de taille Nx = 801 et Ny =
1000 avec des conditions aux bords périodiques, un spin-orbite Rashba homogène
et un spin-orbite vallée-Zeeman avec deux parois de domaine abruptes au travers
desquelles le spin-orbite change de signe. L’amplitude des paramètres de spin-
orbite dans chaque domaine vaut λV Z = ±0, 1t et λR = 0, 1t. Un léger potentiel
chimique local µ = 0, 005t est ajouté dans une région de 400 sites autour de la paroi
ayant une valeur négative de λV Z à sa gauche et positive à sa droite. L’objectif de
ce potentiel local est de lever la dégénérescence entre les modes des deux parois.
Nous avons coloré les modes de plus basse énergie en fonction de la vallée autour
de laquelle ils sont localisés dans l’espace réciproque, le rose représentant la vallée
+K et le violet −K. Les encarts sont les profils (b) et (d) en espace réel qui
correspondent aux deux points encadrés en rouge. L’axe ky est en unité de 2π/a
(b) Densité de probabilité dans l’espace réel de l’état encadré rose de (a) de la
composante de spin sz = +1 et de sous-réseau σz = 1. L’axe x est en unités de
site, c’est à dire que

√
3a = 1. (c) Densité de probabilité de la même composante

du même état qu’en (b) dans l’espace réciproque. Le changement d’unité replie la
zone de Brillouin de telle sorte que K = 4π/3

√
3a est projeté en kx = −1/3 et −K

en kx = +1/3. La fonction d’onde est donc bien localisée en espace k et on peut lui
associer la vallée +K. (d) Densité de probabilité en espace réel de la composante
sz = 1 et σz = 1 de l’état encadré violet de (a). (e) Densité de probabilité dans
l’espace réciproque de l’état (d). On vérifie bien que cet état se développe dans la
vallée −K.
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3.6 | Robustesse des états de paroi vallée-Zeeman

Dans la section précédente nous obtenons dans un modèle sur réseau les deux
modes de paroi par vallée se propageant dans le même sens au sein d’une même
vallée en accord avec la prédiction faite à partir du modèle continu et du TFS.
Nous discutons à présent la robustesse de ces modes de paroi en considérant trois
manières de les rendre massifs.

Dans un premier temps nous considérons une fermeture du gap. Nous ajoutons
un couplage Kane-Mele homogène, qui est un choix naturel étant donné que les
trois types de spin-orbite peuvent apparaître dans le graphène sur TMD [13, 15,
16, 11, 12]. Les modes de paroi restent sans gap en présence de λKM jusqu’à ce
que le gap ouvert par λV Z et λR se ferme. La disparition des modes de bord
après la fermeture et réouverture du gap s’explique par la disparition du point
de dégénérescence. Ce simple effet de compétition entre les gaps (sans paroi de
domaine) entre Kane-Mele, vallée-Zeeman et Rashba a déjà été identifié dans les
références [62, 9]. Il est important de noter que le TFS ne requiert pas un volume
isolant pour stabiliser les modes de paroi puisqu’il ne requiert que l’information
comprise au voisinage du point de dégénérescence. En d’autres termes, le gap de
volume peut se fermer en un point éloigné de la zone de Brillouin sans affecter
les modes de paroi. À l’inverse, les invariants topologiques de volume ne sont plus
définis en cas de fermeture du gap. Cette particularité est spécifiquement mise en
valeur dans un système de Floquet avec une zone de Brillouin synthétique [67].

Ensuite, nous considérons l’impact de la diffusion intervallée. Nous n’observons
aucun gap supérieur à la résolution en énergie de notre modèle de liaisons fortes
même pour une paroi de domaine abrupte (voir figure 3.6(b) et comparer au ré-
sultat de la limite continue en figure 3.1(b). Il s’agit cependant d’une conséquence
de la faible diffusion intervallée induite par le spin-orbite qui sera détaillée dans la
prochaine partie dans la section 7.2. Ainsi, bien qu’une paroi de domaine abrupte à
l’échelle atomique possède de larges coefficients de Fourier intervallées, ceux-ci sont
atténués par un préfacteur géométrique du couplage spin-orbite. Nous confirmons
que les modes de parois peuvent être rendus massifs en ajoutant des impuretés
atomiques suffisamment fortes. Cette robustesse est donc purement paramétrique.

Enfin, nous brisons la symétrie par translation le long de la paroi de domaine,
c’est-à-dire nous détruisons la conservation de ky dans le cas de la paroi armchair.
Nous ajoutons à notre modèle une composante aléatoire au profil de paroi dans
des régions finies centrées sur chaque paroi de domaine. Nous observons que même
pour un écart-type du désordre de même amplitude que le terme de masse dans
chaque domaine, la densité d’états à l’intérieur du gap de volume reste la même
que pour une paroi propre (voir Figure 3.7). Les modes ne sont donc pas sensibles
à la brisure de symétrie par translation le long de la paroi.
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Figure 3.6 – Modes de paroi vallée-Zeeman (VZ) et robustesse sur le réseau. (a)
Un profil de paroi armchair abrupt à l’échelle atomique. (b) Spectre du modèle
de liaisons fortes pour le système esquissé en (c) avec pour paramètres Nx =
801, Ny = 2000, λV Z(±∞) = ±0, 01t et λR = 0, 1t. Nous ne colorons que les modes
intragap localisés autour de xDW (voir (c)) et la couleur violette/rose représente
l’indice de vallée K/K ′ (les deux vallées sont projetées sur ky = 0 sur le réseau). La
dispersion des modes coïncide avec le spectre d’une paroi dans le potentiel de grille
du bicouche de graphène (lignes pleines ; voir texte). (c) Schéma du réseau avec
des conditions aux bords périodiques. Les deux bords en tirets sont identifiés et
de même pour les bords en pointillés. Par conséquent, une paroi en xDW nécessite
une « anti-paroi » d’orientation opposée en xanti DW .
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Figure 3.7 – Á gauche : Densité d’états à basse énergie d’un système pleinement
2D avec des parois de domaine VZ armchair avec des conditions aux bords pério-
diques. La séparation entre les deux parois et de 100 sites et le gap en volume est
de ∆SOC = 0, 14t. De plus on superpose une bande de désordre gaussien dans le
spin-orbite VZ à chaque paroi dont la déviation standard vaut 0, 15t. La densité
d’états à basse énergie est identique à celle du système sans désordre présenté à
droite.

Nous terminons cette section par une comparaison détaillée de nos modes de
paroi VZ et les modes de bord zigzag du graphène précédemment associés à λV Z

dans l’effet Hall quantique de spin et vallée (QVSHS) et étudiés par Frank et al.
dans la référence [62]. Le modèle en volume homogène utilisé est identique au notre
lorsque les spin-orbite étudiés sont vallée-Zeeman et Rashba.

Il est important de noter que deux types de modes sont révélés dans la référence
[62], voir panneau de droite de la Figure 3.8 : (1) Des modes « pseudohélicoïdaux »
connectant les deux vallées et qui sont au cœur des préoccupations de l’article mais
qui ne nous concernent pas, et (2) des modes locaux en vallée que nous détaillons
plus avant. Nous considérons des bords et parois zigzag pour éliminer la diffusion
intervallée et nous concentrer sur la protection topologique à indice de vallée τ
fixé. Le TFS prédit 2 modes par paroi de domaine dans chaque vallée grâce à
|Cτ

interface| = 2, tandis que le QVSHS a un mode intravallée par bord dans chaque
vallée à cause du (topologiquement mal défini) nombre de Chern de vallée |Cv| = 1
[62, 13, 63]. Pour montrer les différents degrés de protection, nous ajoutons une
dépendance paramétrique aux termes de saut traversant une paroi de domaine de
telle sorte que nous puissions interpoler continûment entre un système avec deux
parois de domaine zigzag (séparant deux domaines dans un réseau périodique)
et un système avec quatre bords zigzag (lorsque les deux domaines deviennent
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déconnectés) en Figure 3.8. L’étude de Frank et al. [62] correspond donc au cas
p = 0. Nous trouvons que les quatre modes intravallée de bord QVSHS évoluent
en les quatre modes de paroi. Les modes de bords pseudohélicaux du QVSHS
connectent les deux vallées et ne peuvent donc être comparés à nos modes de
paroi, et en effet ces modes rejoignent les modes de volume lorsque les bords
sont connectés. Surprenamment, un gap s’ouvre dans les modes QVSHS lorsque le
rapport λR/λV Z devient trop important (en accord avec la référence [62]), bien que
cela ne change pas la topologie des bandes comme on peut le voir dans la Figure
3.9. Au contraire, les modes de paroi persistent sans gap, comme prédit par le TFS
et Cτ

interface, pour toute valeur λR ̸= 0. Étant donné l’équivalence avec le bicouche
de graphène démontrée en 3.4, les travaux de Li et al. dans [51] avait déjà révélé
la fragilité de ces modes de bord en considérant des bords zigzag ou zigzag barbus
différents pour chaque couche, trouvant alors 0,1 ou 2 modes locaux en vallée par
bord par vallée. Cependant, nous identifions leur degré de liberté de couche à
notre indice de spin. Ainsi, les bords naturels de notre modèle sont nécessairement
identiques pour les deux secteurs de spin. Dans ces deux cas, chaque bord héberge
1 mode par vallée, d’où notre choix de montrer la fragilité de ces modes en faisant
varier l’amplitude du spin-orbite Rashba.
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Figure 3.8 – (En haut) Modèle de liaisons fortes avec deux domaines de spin-
orbite vallée-Zeeman et un spin-orbite Rashba homogène et des conditions aux
bords périodiques (lignes pointillées). Les domaines sont en contact le long de
chaînes zigzag (pas de diffusion intervallée). Tous les sauts (premier ou deuxième
voisin)qui traversent les lignes noires sont pondérés par p. (En bas) Spectre pour
des systèmes de grande taille construits comme le modèle montré en haut. La
valeur de p décroît de gauche à droite de telle sorte que le panneau de droite
représente deux domaines séparés ayant chacun deux bords zigzag. La couleur
représente la valeur moyenne du spin sz. Les modes pseudohélicoïdaux (intervallée)
mis en évidence par Frank et al. disparaissent sur les parois de domaine. Les modes
« locaux en vallée » évoluent continûment mais alors que les modes de parois sont
protégés par Cinterface, les modes de bord ne le sont pas.
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Zigzag DWs Zigzag edges

Figure 3.9 – Spectres d’un modèle de liaisons fortes avec deux domaines VZ
comme dans la Figure 3.8 avec pour seul différence que l’amplitude du spin-orbite
Rashba est augmentée. La couleur représente toujours la valeur moyenne du spin.
(À gauche) Parois de domaine zigzag, c’est à dire le système le plus à gauche de la
Figure 3.8 (p = 1). (À droite) Bords zigzag, c’est à dire système le plus à droite de
la figure 3.8 (p = 0). Les modes localisés en vallée des parois persistent, protégés
par Cτ

interface tandis que ceux de bords disparaissent. Les seuls modes de bord
restants relient les deux vallées et ne nous intéressent pas car ils n’apparaissent
pas sur les parois de domaine.
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Chapitre 4

Parois de domaine dans les autres
termes

Dans ce chapitre on s’intéresse aux propriétés non topologiques des parois de
domaine. Dans un premier temps, étant donné que nous nous intéressons à tous
les modes qui apparaissent à l’intérieur du gap de volume de notre système, en
plus des états métalliques topologiquement protégés, nous observons également
des états excités massifs si la paroi de domaine devient suffisamment lisse [68, 69].
Bien que non topologiques, ces modes sont une conséquence du caractère lisse de
la paroi et on peut s’attendre à ce qu’ils apparaissent de manière générique.

Ensuite, ayant identifié la diffusion intervallée comme brisant les propriétés
topologiques, on cherche à quantifier son effet en calculant le gap des états de
paroi d’une paroi de domaine de masse abrupte.

Les modes de paroi du spin-orbit Kane-Mele étant protégés par un nombre de
Chern de spin de volume nécessitant la conservation de sz dans le cas où la paroi
sépare deux domaines QSH, on cherche à confectionner une paroi changeant le
signe du paramètre Kane-Mele brisant la conservation de sz. Une possibilité est
alors de faire tourner l’axe de spin privilégié du spin-orbite Kane-Mele autour de la
direction perpendiculaire à la paroi. On verra alors que seuls des effets standards
de diffusion sont à prendre en compte et que l’effet de la spirale de spin-orbite est
de fermer le gap.

Enfin on montrera à l’aide du théorème de flot spectral qu’au vu des termes de
spin-orbite considérés, seuls les parois de domaine mentionnées dans les chapitres
précédents donnent lieu à des états de bord topologiques au sein d’un gap de
volume.

Pour traiter les inhomogénéités nous utilisons le modèle continu à basse éner-
gie du graphène (sauf pour calculer le gap de la paroi dans la masse Semenoff).
Comme dans le chapitre précédent, nous comparons alors nos résultats à un mo-
dèle de liaisons fortes diagonalisé numériquement. Le hamiltonien de liaisons fortes
contenant tous les termes présentés en introduction est alors le suivant :
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H =− t
∑
<i,j>

c†icj +
∑
i,α

(−1)limic
†
iαciα (4.1)

+ i
∑

<<i,j>>,α,β

λKM
ij νijc

†
iαs

αβ
z cjβ +H.c.

+ i
∑

<<i,j>>,α,β

λV Z
ij (−1)liνijc

†
iαs

αβ
z cjβ +H.c.

+ i
∑

<ij>,α,β

λR
ij ẑ · (d⃗ij × s⃗αβ) c†iαcjβ +H.c.

où c†iα crée un électron au site i dont le spin Sz vaut α = ±, Sα,β
z sont les éléments

de la matrice de Pauli Sz agissant dans l’espace des spin, (−1)li = +(−) pour
un site du sous-réseau A(B), νij = sgn[ẑ ·

(
d⃗
(1)
ij × d⃗

(2)
ij

)
] et d⃗

(1)
ij , d⃗

(2)
ij sont les deux

liaisons de plus proche voisin formant le chemin j → k → i entre les second
voisins j, i passant par le site intermédiaire k, avec la normalisation |d⃗ij| = 1. La
correspondance entre les termes de saut et les paramètres du modèle continu 3.1
lorsque tous les termes sont homogènes est la suivante mi = m, λKM = −3

√
3λKM

ij ,
λV Z = −3

√
3λV Z

ij et λR = −3λR
ij/2.

4.1 | États excités de paroi de domaine Kane-Mele

La physique des parois de domaine dans le spin-orbite Kane-Mele peut être
intégralement comprise à l’aide de la correspondance bord-volume présentée en
introduction. Nous avons cependant également vu dans la section 2.4, que le for-
malisme du théorème de flot spectral saisit également la physique à l’œuvre. On
peut noter que cette capacité prédictive n’est pas évidente à première vue car l’in-
variant de volume Z2 prédit une paire d’états hélicoïdaux alors que le théorème de
flot spectral prédit des états chiraux. Pour le spin-orbite Kane-Mele dans la limite
de cônes découplés, la préservation du spin Sz permet de décomposer les paires
hélicoïdales en états chiraux de secteurs de spin et de vallée bien définis.

Dans cette section, partant du principe que les termes intervallées n’affectent
pas la physique des états de bord, nous cherchons à obtenir des résultats plus précis
sur la dispersion des états excités non protégés par la topologie qui apparaissent si
la paroi a un profil suffisamment lisse. Dans ce cas on peut approximer linéairement
autour du zéro le profil de spin-orbite. On rappelle le hamiltonien dans la limite
continue du graphène avec un couplage Kane-Mele et une masse Semenoff :

H = −ivF∂xτzσx + vFkyσy + λ(x)τzszσz +m(x)σz . (4.2)
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Figure 4.1 – États excités d’une paroi de domaine changeant le signe du
spin-orbite Kane-Mele, λKM(+∞) ≡ −λKM(−∞), comparés sur réseau et dans
le continu. Le modèle de liaisons fortes (points rouges) a pour paramètre
|λKM(+∞)| = 0, 5t et une largeur de paroi l = 20 sites et concorde avec la solution
analytique du modèle continu (lignes rouges). La solution analytique du spectre
à ky = 0 correspond aux niveaux de Landau dans le graphène sans spin avec un
champ magnétique effectif Beff ∝ 1

vF

dλKM

dx

∣∣
x0

donné par la pente du profil de la
paroi à λKM(x0) = 0.
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Comme pour le calcul du TFS, sz et τz sont préservés. On définit ∆ξ,s(x) =
m(x) + ξszλ(x) où ξ et sz sont les valeurs propres respectives de τz et sz. Ainsi, le
hamiltonien se réécrit dans chaque secteur :

H = −ivF∂xτzσx + vFkyσy +∆(x)σz . (4.3)

On linéarise ∆

∆ =
d∆(x)

dx

∣∣∣∣
x0

(x− x0) =
∆0

l
(x− x0) , (4.4)

où x0 est la position où ∆ s’annule. La pente de ∆ est scindée pour plus de clarté
en une énergie typique ∆0 qui caractérise la différence entre les deux domaines et
une longueur caractéristiques l de la paroi de domaine. Concentrons nous d’abord
sur le cas ky = 0. En prenant le carré de cet opérateur, on obtient le hamiltonien
d’un oscillateur harmonique et un terme homogène :

H2 = −v2F∂
2
x +

∆2
0

l2
(x− x0)

2 − vF
ξ∆0

l
σy . (4.5)

Les énergies propres de la partie oscillateur harmonique sont alors
2vF |∆0/l|(n + 1/2) avec n un entier positif. Le dernier terme de l’équation 4.5
déplace alors précisément ces énergies à 2vF |∆0/l|n et 2vF |∆0/l|(n + 1). En par-
ticulier, le sous-espace d’énergie nulle n’est pas dégénéré au contraire des autres
énergies qui sont deux fois dégénérées et qui contiennent des vecteurs propres pour
les deux valeurs propres de σy. Par conséquent, l’état d’énergie nulle est aussi état
propre de σy et a pour valeur propre ξsgn(∆0). Bien évidemment, si m + ξszλ
change de signe, alors m+ (−ξ)(−sz)λ change également de signe.

De plus, étant donné que H2 = H2(ky = 0) + v2Fk
2
y, l’état d’énergie nulle de

H(ky = 0) est état propre de H et a pour valeur propre σyvFky où σy est identifié
à sa valeur propre. On récapitule les chiralités des différents modes dans le tableau
suivant :

m+ λ m− λ
∆0 > 0 ∆0 < 0 ∆0 > 0 ∆0 < 0
+ ↑ RM − ↓ RM + ↓ RM − ↑ RM
− ↓ LM + ↑ LM − ↑ LM + ↓ LM

La première ligne indique quel terme change de signe tandis que ± est la valeur
de ξ, ↑↓ la valeur de sz et RM (LM) est l’acronyme de « Right Mover » (« Left Mo-
ver ») qui indique que l’état se propage dans le sens des y croissants (décroissants).
Les différentes transitions sont résumées dans le diagramme de classification des
parois de domaine 2.4. Pour une paroi entre un domaine trivial et un domaine
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QSH, seule une des deux quantités m+ λ ou m− λ change de signe. Nous retrou-
vons alors les modes de bord standards pour lesquels le sens du mouvement, le spin
et la vallée sont corrélés. Si les deux termes changent de signe, alors la paroi sépare
deux domaines triviaux ou QSH. Si elle sépare deux domaines triviaux, alors m+λ
et m−λ ont le même signe. Chaque spin est alors présent dans chaque vallée mais
vallée et sens du mouvement sont toujours corrélés. Si elle sépare deux domaines
QSH, alors m+λ et m−λ ont des signes opposés. Le sens du mouvement est alors
uniquement corrélé avec le spin.

La solution explicite est donc bien en accord avec les résultats de topologie
standards et le TFS.

Revenons aux modes excités. Ils sont visibles si leur énergie est comprise dans
le gap d’énergie des deux domaines. Pour une paroi de domaine symétrique, par
exemple lorsque m ou λ est nul, on aura usuellement ∆0 = ∆(+∞) −∆(−∞) =
2∆(+∞). On peut donc estimer le nombre d’états à l’intérieur du gap à nmax ∼
|∆(±∞)|

t
l
a
.

Pour interpréter ces modes excités, il est intéressant de noter qu’à ky = 0
leur spectre est identique aux niveaux de Landau du graphène sans spin avec
un champ magnétique effectif vF∆0/l. Cela reflète le fait que dans notre modèle
linéarisé ∆(x)σz ∝ xσz (on omet sz et τz qui sont conservés) tandis que pour
le graphène soumis à un champ magnétique, nous avons dans la jauge de Landau
Ay(x)σy ∝ xσy. Le terme cinétique est −i∂xσx dans les deux modèles et les relations
d’anticommutation étant les mêmes, le spectre obtenu est identique. Cependant,
les niveaux de Landau restent plats dans toute la zone de Brillouin à l’inverse
de nos modes de parois qui dispersent sous la forme ∝

√
const + q2y et sont donc

similaires aux états de Volkov-Pankratov qui sont des des états de bords excités
massifs dérivés d’une équation de Dirac et possédant une relation de dispersion de
la forme ∝

√
const + k⃗2. [68]

4.2 | Paroi de domaine de masse Semenoff

Les modèles continus prédisent 4 modes dans le gap avec chaque spin présent
dans chaque vallée. Nous considérons ici une paroi de domaine de type armchair et
nous calculons perturbativement les effets d’intervallée. Notre espace-propre initial
est l’espace de dimension 4 (8 avec le spin) des états d’énergie nulle du graphène
et nous considérons la paroi de domaine comme une perturbation.
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(a) (b) (c)

Figure 4.2 – Diffusion intervallée dans un modèle de liasions fortes avec une paroi
de domaine armchair changeant le signe de la masse Semenoff. Les paramètres
utilisés sont Nx = 204, Ny = 500 et m(±∞) = ±0, 1t. (a), (b) L’amplitude du
gap à ky = 0 ouvert dans les modes de parois polarisés en vallée dû à la diffusion
intervallée sur une paroi abrupte à l’échelle atomique. Les points représentent la
valeur mesurée dans le modèle sur réseau et les traits pleins la valeur dérivée
perturbativement en fonction de M ≡ |m(x → ±∞)/t| en échelle log-log en (a) et
lin-lin en (b). (c) Décroissance exponentielle du gap des modes de paroi (en unité
de t) en fonction de l’épaisseur de la paroi (en unité du paramètre de maille).

HSemenoff =

Ny
2

−1∑
β=0

Nx−1∑
α=0

mα(c
†
αβ,A1cαβ,A1 + c†αβ,A2cαβ,A2 (4.6)

− c†αβ,B1cαβ,B1 − c†αβ,B2cαβ,B2)

où mα =

{
+m si α < Nx

2

−m sinon
(4.7)

Nous utilisons ici une cellule-unité élargie comprenant 4 atomes qui appar-
tiennent à deux cellules-unité élémentaires voisines pour obtenir un réseau ortho-
rhombique. Nous utilisons les nombres {1, 2} pour étiqueter ce degré de liberté
interne. Cela replie la zone de Brillouin hexagonale en un rectangle où ±K sont
envoyés sur ∓2π/(3

√
3a). La première étape est de calculer les éléments de matrice

du terme de masse dans l’espace de Fourier.
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Figure 4.3 – Représentation schématique du hamiltonien de l’équation 4.6. Il
s’agit d’une masse Semenoff changeant de signe au travers d’une paroi armchair.
Pour avoir une cellule-unité rectangulaire, on utilise une cellule-unité élargie asso-
ciant deux cellule-unité élémentaires contiguës.

HSemenoff =

Ny
2

−1∑
ky=0

Nx−1∑
k1=0
k2=0

k1−k2≡1[2]

m

Nx

4

1− e2iπ
(k1−k2)

Nx

(c†k1ky ,A1ck2ky ,A1 + c†k1ky ,A2ck2ky ,A2

−c†k1ky ,B1ck2ky ,B1 − c†k1ky ,B2ck2ky ,B2)

(4.8)

Les détails de la dérivation sont donné en annexe. Étant donné que nous consi-
dérons une paroi de domaine abrupte et des domaines symétriques, seuls les états
ayant une différence de moments impaire sont couplés. Par conséquent, il n’y a
aucune contribution au premier ordre de la masse sur les points de Dirac, nous
poussons donc le calcul au deuxième ordre. Nous utilisons l’approximation linéaire
pour les états basse énergie du graphène.
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On obtient alors le hamiltonien effectif suivant dans la base {|A,K⟩ , |B,K⟩ ,
|A,−K⟩ , |B,−K⟩} :

H(2) =


0 0 0 κ∗

0 0 κ∗ 0
0 κ 0 0
κ 0 0 0

 = (ℜ(κ)τx + ℑ(κ)τy)σx, (4.9)

où

κ =
16m2

N2
x

∑
p∈Z

1

(1− e2iπ
2p+1
Nx )(j − e−2iπ 2p+1

Nx )

1

vx(2p+ 1)
, (4.10)

vx =

√
3π

Nx

(4.11)

j = exp(2iπ/3) . (4.12)

Les énergies propres de ce hamiltonien sont donc ±|κ|. Pour calculer κ, nous
supposons que la série est dominée par ses premiers termes dans la limite Nx → ∞
et nous développons les exponentielles en puissance de p/Nx.

κ ≈ 16m2

N2
x

∑
p∈Z

1

2iπ 2p+1
Nx

(1− j − 2iπ 2p+1
Nx

)

1

vx(2p+ 1)
. (4.13)

Le terme de la série croît asymptotiquement comme N2
x , donc le seul terme per-

tinent qui survivra au préfacteur 1
N2

x
est uniquement le terme en N2

x de la série.
Donc seul le premier ordre de l’expansion en p

Nx
est nécessaire pour la limite ther-

modynamique. On obtient alors

κ ≈ 16m2

(1− j)N2
x

∑
p∈Z

N2
x

2
√
3iπ2(2p+ 1)2

(4.14)

=
8m2

i(1− j)
√
3π2

∑
p∈Z

1

(2p+ 1)2
=

8m2

i(1− j)
√
3π2

2
π2

8

= − 2m2

√
3(1− j)

i . (4.15)

On obtient donc finalement

|κ| = 2m2

3
. (4.16)
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On compare alors la valeur 2|κ| au gap obtenu par diagonalisation exacte du
modèle de liaison fortes dans les figures 4.2(a) et (b).

Enfin, si au lieu de considérer une paroi de domaine abrupte, on considère
une paroi lisse, le gap est drastiquement réduit comme on peut le voir en figure
4.2(c). Dans cette figure, la paroi lisse est obtenue par convolution d’une paroi
abrupte (fonction échelon) avec une gaussienne de largeur ξ. La chute de la va-
leur du gap est cohérente avec notre analyse du gap en tant que conséquence des
couplages intervallée. En effet, plus la paroi est lisse, c’est à dire plus sa longueur
caractéristique augmente, plus sa transformée de Fourier est étroite dans l’espace
réciproque.

4.3 | Paroi de domaine spirale dans le spin-orbite
Kane-Mele

Une paroi de domaine Kane-Mele peut induire des modes robustes (sur le bord
d’un isolant topologique, par exemple entre un domaine où le couplage Kane-Mele
domine et un autre où la masse Semenoff domine) ou bien des modes protégés
par la conservation de la composante privilégiée du spin du spin-orbite Kane-
Mele (par exemple un changement de signe du paramètre Kane-Mele). Il est alors
naturel de se demander s’il est possible d’avoir une paroi de domaine qui brise
la conservation de sz à dessein mais dont les modes ne sont pas équivalents aux
modes de bord d’un isolant topologique. Une idée naturelle serait une paroi au
travers de laquelle la direction privilégiée du spin-orbite Kane-Mele tourne. Par
ailleurs, la correspondance entre un champ magnétique en spirale et un spin-orbite
homogène a été fructueuse pour la conception de modes topologiques [70, 71], il
est donc naturel de se demander quels sont les modes associés à une spirale de
spin-orbite.

Le modèle de liaisons fortes présenté en figure 4.4(a) se divise en deux do-
maines avec une direction du spin Kane-Mele bien définie, c’est-à-dire HKM,rot(x →
±∞) = λτzσz êz.R̂(θR/L)s⃗, où R̂(θ) est une matrice de rotation agissant sur le vec-
teur de spin. La paroi de domaine entre les deux a une largeur ξ au travers de
laquelle l’axe du spin tourne d’un angle linéaire en x. Le hamiltonien de spin-
orbite s’écrit alors
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Figure 4.4 – Paroi de domaine en spirale pour le spin-orbite Kane-Mele. (a) Les
flèches indiquent la rotation de l’axe du spin à l’intérieur de la paroi de domaine de
largeur ξ = 20 sites (voir texte). Il y a deux domaines dans un système périodique
de taille Nx = 204 sites. (b) États de faible énergie à ky = 0 pour une paroi de
domaine en spirale de Kane-Mele d’amplitude |λ⃗| = 0, 5t. La prédiction du point
de fermeture du gap est w0 (voir texte). (c, d) Comme (a, b) mais pour une spirale
s’étendant dans l’intégralité du volume du système.
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Hspir,L/R = λτzσz

 0
sin(θL/R)
cos(θL/R)

 .s⃗ = λ exp(iθL/Rsx)τzσzsz (4.17)

Hspir,DW = λτzσz

 0
sin(2πwx/ξ + θL)
cos(2πwx/ξ + θL)

 .s⃗

= λ exp((2iπwx/ξ + θL)sx)τzσzsz,

(4.18)

où Hspir,L est utilisé si x < 0, Hspir,R est utilisé si x > ξ et Hspir,DW est
utilisé si 0 < x < ξ. Le nombre d’enroulement w de la paroi compte le nombre de
révolutions de l’axe du spin autour de l’axe x au travers de la paroi de telle sorte
que 2πw ≡ θR−θL[2π]. Il est toujours possible d’opérer une rotation globale autour
de sx afin d’envoyer θL à 0. Dans la figure 4.4(a) chaque flèche montre la direction
locale de l’axe du spin R̂(θ(x))s⃗ en fonction de la coordonnée x. Nous utilisons
des conditions aux bords périodiques nécessitant la présence d’une anti-paroi de
domaine ayant un nombre d’enroulement opposé (voir figures 4.4(a) et 3.6(c)).

Comme le montre la figure 4.4(b), nous ne trouvons pas de modes de paroi
mais une fermeture linéaire en le moment de la spirale du gap. Étant donné que le
spectre dépend uniquement des paramètres de la paroi et pas de ceux des domaines,
il s’agit très probablement d’un simple effet de diffusion. Nous nous concentrons
maintenant sur la spirale en elle même en considérant un hamiltonien spiralé dans
tout le volume (voir figure 4.4(c)) :

HKM,bulk = λτzσz

 0
sin(k0x)
cos(k0x)

 .s⃗ = λ exp(ik0xsx)τzσzsz . (4.19)

Nous défaisons la rotation de la spirale avec la transformation unitaire suivante :
U = exp(−ik0

2
xsx). HKM,bulk est donc envoyé sur un spin-orbite Kane-Mele constant

d’amplitude λ. Le terme cinétique du graphène est alors décalé d’un potentiel de
jauge SU(2) dirigé selon x :

UHtot,bulkU
† = −vF

(
τzσx

(
qx + sx

k0
2

)
+ σyqy

)
+ λτzσzsz . (4.20)

On constate que la spirale de Kane-Mele induit un potentiel magnétique con-
stant dépendant du spin. Étant donné que le hamiltonien possède toujours une
symétrie chirale (σzsx), on peut aisément obtenir le spectre en élevant le hamilto-
nien au carré.
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Sp(H2
tot,bulk) =

{(
vF

k0
2

±
√

λ2 + v2F q
2
x

)2

+ v2F q
2
y

}
. (4.21)

Le gap est donc réduit car la bande de valence et la bande de conduction
bougent dans des directions opposées linéairement avec le moment de la spirale
k0. Il y a alors deux phases selon la valeur de k0. Si |k0| < 2|λ|

vF
, le système a

un gap à (qx, qy) = (0, 0) et celui-ci vaut 2|λ| − vF |k0|. Sinon le système n’a pas
de gap. Nous retrouvons bien la fermeture linéaire du gap et sa fermeture exacte
à k0 = 2|λ|

vF
. Pour le système représenté en figure 4.4(c), k0 = 2πw√

3Nxa
où w est le

nombre d’enroulement. Nous prédisons donc une fermeture du gap à w0 =
√
3Nxa|λ|
πvF

,
ce qui donne, combiné à |λ| = 0.5t, w0 =

Nx√
3π

∼ 37, 5. Le modèle de liaisons fortes
de la figure 4.4(d) voit son gap se fermer à wTB

0 = 34. Pour la paroi de domaine
spiralée de la figure 4.4(b), l’utilisation de la formule donne w0 ≈ 3, 7 tandis que
le modèle liaisons fortes donne wTB

0 = 3, 4.
Le système peut donc être décrit par trois domaines : deux domaines avec un

spin-orbite Kane-Mele bien défini et un domaine spiralé. C’est ce domaine spiralé
qui explique les états dans le gap des domaines Kane-Mele. Ainsi les phénomènes
d’interface éventuels ne sont pas ceux entre deux domaines Kane-Mele mais entre
des domaines Kane-Mele et des domaines spiralés. L’analyse numérique montre
que dans les cas ou le domaine en spirale ne ferme pas le gap, il n’y a pas de
caractérisation spectrale de ce genre d’interface. Ce modèle ne permet donc pas
d’étudier la physique d’interface entre domaines Kane-Mele et ne révèle pas non
plus de nouveaux types d’états de bord.

4.4 | Absence de modes pour les autres parois pos-
sibles

On commence par considérer une paroi dans un des termes λV Z ou λR en
présence d’une masse m constante et nous ne trouvons aucun mode de bord to-
pologique. Dans le premier cas le spectre de H̃ est Eτs = τsλV Z ±

√
k2 +m2 qui

est soit sans gap ou n’admet pas de point de dégénérescence, tandis que dans le

deuxième cas Eαβ = α
√
k2 +m2 + 2λ2

R + 2β|λR|
√
k2 + λ2

R, où α, β = ±, n’a pas
de dégénérescence quel que soit le profil λR(x).

Une paroi qui semble plus prometteuse est une paroi sur le terme λR(x) en
présence de λV Z ̸= 0 constant. Lorsque λR et λV Z sont constant, on rappelle que
le gap est de 2|λRλV Z |√

λ2
R+λ2

V Z

qui est symétrique par interversion de λV Z et λR. Cependant,

les parois de domaines se comportent très différemment : la paroi dans λV Z avec
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λR constant héberge les modes robustes discutés dans le chapitre 3 alors que nous
allons montrer que la paroi dans λR avec λV Z constant n’héberge aucun mode.
Une telle paroi implique une dégénérescence sur un cercle

(xϕ, kϕ
x , k

ϕ
y ) = (xc, |λV Z | cos(ϕ), |λV Z | sin(ϕ)), (4.22)

où λR(xc) = 0. Des modes se propageant ne sont donc a priori possible que si le
couplage Rashba change de signe au travers de la paroi. On entoure alors le cercle
par un tore de rayon ϵ :λR

kx
ky

 =

 ϵ cos(θ)
(|λV Z |+ ϵ sin(θ)) cos(ϕ)
(|λV Z |+ ϵ sin(θ)) sin(ϕ)

 . (4.23)

L’expression du nombre de Chern est la même que dans l’équation 2.5 à la
différence que l’intégrale sur θ est désormais sur l’intervalle [0, 2π]. On peut se
convaincre de manière générale que l’expression du nombre de Chern a toujours la
même forme quelle que soit la surface d’intégration en admettant que le nombre
de Chern calculé sur une surface fermée plongée dans un espace 3d est égal au
nombre de Chern calculé sur l’espace compact des paramètres de la surface. Ici,
ce nombre de Chern vaut 0, il n’y a donc pas de modes sans masse sur la paroi de
domaine Rashba. Nous confirmons sur le réseau l’absence de modes topologiques
traversant le gap pour des parois abruptes et lisses en figure 4.5.
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Figure 4.5 – Spectre basse énergie pour un système similaire à celui de la figure
3.6 mais avec une paroi de domaine dans le terme Rashba cette fois qui vaut
λR = ±0.1t avec un spin-orbite vallée-Zeeman homogène λV Z = 0.01t. Si le gap
en volume est identique, aucun état de bord n’apparaît dans le gap.
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Chapitre 5

Conclusion sur les défauts unidimen-
sionnels

À l’aide du théorème de flot spectral nous avons dérivé les modes de paroi
protégés et leur chiralité dans le graphène avec une masse Semenoff et les spin-
orbite Kane-Mele, vallée-Zeeman et Rashba. Cependant, cette méthode ne permet
pas de connaître la résilience à des brisures de symétrie ou aux effets de réseau,
des considérations pour lesquelles nous avons fait usage d’un modèle de liaisons
fortes.

Ces travaux ont principalement mis en évidence l’existence de paires de Kra-
mers robustes sur une paroi de domaine vallée-Zeeman en présence d’un spin-orbite
Rashba homogène. Étant donné que l’amplitude du spin-orbite vallée-Zeeman rele-
vée dans des échantillons de graphène sur dichalcogénure de métaux de transition
est élevée et que le spin-orbite Rashba est également présent, même si son am-
plitude est faible, il est possible que ces nouveaux modes jouent un rôle dans les
efforts pour induire des phases topologiques dans ces systèmes. À cause de l’incom-
mensurabilité du graphène et de son substrat des domaines peuvent apparaître à
l’échelle du moiré dans lesquels le spin-orbite peut fortement varier voire changer
de signe. Le couplage Rashba peut éventuellement être rendu homogène sur des
domaines plus grands à l’aide de champs extérieurs perpendiculaires au graphène.
Les parois de domaine vallée-Zeeman d’une telle réalisation pourraient créer un
réseau de propagation ajustable [43, 44, 63, 72, 73, 74]. Le moiré pour du gra-
phène non « twisté » sur substrat de TMD est à l’échelle du nanomètre, ce qui
peut permettre aux états propagatifs de rester bien définis mais peut aussi mener
à des effets collectifs dus à leur recouvrement dans l’espace réel. Des mesures spec-
troscopiques à l’échelle nanométrique pourraient permettre de chasser ces modes
tandis qu’il serait intéressant d’étendre cette étude avec les effets de contraintes
locales dues à l’incommensurabilité.

La connexion entre une paroi de domaine vallée-Zeeman et une paroi de do-
maine dans le potentiel de grille d’un bicouche de graphène sans spin suggère des
possibilités d’exploitation en valléetronique. Les modes de parois vallée-Zeeman
ne sont pas doublés contrairement à ceux du bicouche de graphène et ils ne pré-
sentent aucune symétrie de spin, ils devraient donc être plus résistants à la brisure
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de la symétrie par renversement du temps. La configuration avec le bicouche de
graphène sous potentiel de grille ayant été utilisée dans l’article [64] pour créer des
modes hélicoïdaux à l’aide d’un champ magnétique, il serait intéressant d’étudier
la possibilité de manipuler les modes de paroi vallée-Zeeman à l’aide de champs
extérieurs.

Puisque nous nous intéressons aux modes à l’intérieur du gap en volume, nous
notons qu’une paroi lisse à l’échelle nanométrique devrait également héberger des
modes excités en plus des modes topologiquement protégés [68, 69]. Pour une am-
plitude du spin-orbite typique de l’ordre de 10meV, on s’attend à pouvoir observer
ces modes massifs si la paroi s’étend sur une largeur supérieure à 70nm. Il est donc
possible que cette phénoménologie soit observée dans des hétérostructures « twis-
tées » incommensurables avec une grande période du moiré. Une paroi de domaine
VZ pourrait donc héberger une tour d’états propagatifs intragap qui peuvent être
contrôlés en changeant la distance typique des variations spatiales et/ou l’ampli-
tude du spin-orbite Rashba. Cette tour d’états apparaît également dans le cas du
spin-orbite Kane-Mele.

Dans la perspective plus large des modes topologiques créés par des parois
de domaine de spin-orbite dans le graphène, le spin-orbite Kane-Mele induit une
topologie en volume protégée par la symétrie par renversement du temps pour
l’invariant Z2 ou par la symétrie de rotation de spin sz pour le nombre de Chern
de spin. Nous avons alors testé une paroi spirale qui brise la conservation de sz
par construction sans être équivalente à un bord d’isolant topologique. La corres-
pondance entre un champ magnétique spiralé et un couplage spin-orbite homogène
[75] ayant été fructueuse dans la conception de mode topologiques, un tel système
semble d’intérêt. Malheureusement ces parois ne présentent pas de modes isolés
car ceux-ci sont confondus avec des modes de volume.

Plus généralement, notre travail devrait motiver de plus amples recherches théo-
riques dans les défauts topologiques de spin-orbite puisqu’une paroi de domaine est
l’exemple unidimensionnel le plus simple tandis que les défauts ponctuels de spin-
orbite se sont révélés expérimentalement porteurs d’états liés [76, 77]. Du point de
vue de la méthode, le théorème de flot spectral s’est révélé utile et informatif à la
fois dans les systèmes à une vallée mais également dans les systèmes à deux vallées
avec un défaut unidimensionnel dans un espace 2d puisque l’espace des paramètres
tridimensionnel résultant possède des dégénérescences ponctuelles et curvilignes.
Il nous semble donc pertinent d’appliquer cette approche aux nombreux modèles
de matière condensée quantique présentant les mêmes caractéristiques.
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Troisième partie

Particules de Dirac désordonnées en
dimension 1

59





Chapitre 6

L’équation de Dirac désordonnée

Un autre type fondamental d’inhomogénéité est le désordre. Dans la majo-
rité des systèmes unidimensionnels, le désordre, aussi infinitésimal soit-il, implique
systématiquement la localisation des fonctions d’ondes. Toutefois, des exceptions
existent, comme les chaînes chirales étudiées par Brouwer [78]. Les auteurs de l’ar-
ticle considèrent un hamiltonien de liaisons fortes couplant plusieurs chaînes de
telle sorte qu’une symétrie chirale persiste. Ils mettent alors en évidence un effet
de la parité du nombre de chaînes sur le comportement des fonctions d’onde. Dans
le cas d’un nombre de chaînes paire, les fonctions d’ondes sont localisées comme
attendu mais dans le cas d’un nombre impair, un des modes propres reste un état
critique de la transition vers la localisation. Dans le cas d’une chaîne, le hamil-
tonien à basse énergie est un hamiltonien de Dirac avec une masse aléatoire sur
lequel des travaux précédents se sont déjà penchés. Ainsi, en 1977, Ovchinnikov
et Érikhman publient un article [79] calculant la densité d’état d’une particule de
Dirac 1D dont le champ de masse est un bruit blanc gaussien. Plus récemment,
Bartosch et Kopietz ont publié en 2000 [80, 81] des résultats numériques sur le
même système mais où la masse est cette fois un bruit coloré au lieu d’un simple
bruit blanc. Les auteurs identifient un unique paramètre adimensionné pertinent.
Leur modèle interpole alors deux cas limites traitables analytiquement que sont le
modèle de Ovchinnikov et un modèle champ moyen qui correspond à un système
composé de domaines ayant une valeur aléatoire de la masse choisie selon une
densité de probabilité gaussienne. Cependant, le graphène possède deux vallées et
un désordre sur réseau est alors susceptible d’induire des transitions intervallées.
Si des travaux sur des systèmes de Dirac à plusieurs canaux désordonnés existent
déjà, comme ceux de Aurélien Grabsch et Christophe Texier en 2016 [82, 83], ils ne
considèrent aucune corrélation dans les éléments de la matrice de masse désordon-
née. Or, des corrélations doivent apparaître car les deux vallées appartiennent en
réalité à la même zone de Brillouin. Nous adoptons alors une approche numérique
sur des modèles de liaisons fortes désordonnés en introduisant une longueur de
corrélation du désordre permettant de contrôler la diffusion intervallée.

Dans cette partie on présentera d’abord dans le détail la solution de Ovchin-
nikov et Érikhman en section 6.1. On présentera ensuite succintement ceux de
Bartosch en section 6.2.1 et ceux de Grabsch en section 6.2.2. Enfin nous présen-
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terons notre propre analyse numérique en section 7.1.
On remarquera alors un fait déjà présent dans les chapitres précédent, le spin-

orbite Kane-Mele semble insensible à la diffusion intervallée, à l’inverse de la masse
Semenoff. En section 7.2 on montrera qu’une possible explication de cette robus-
tesse est le caractère imaginaire pur du spin-orbite.

Pour terminer on reproduira le calcul de Brouwer en section 7.3 mais en consi-
dérant des corrélations adaptées à notre système. On montrera ainsi qu’un terme
de masse désordonnée provoque une suppression de la conductance exponentielle
en la taille du système alors qu’un terme Kane-Mele désordonné ne vois que l’am-
plitude de ses fluctuations de conductance augmenter.

6.1 | Particule de Dirac soumise à un champ de
masse désordonnée

On retrace ici le raisonnement suivi par Ovchinnikov et Érikhman dans [79].
On considère l’équation de Dirac pour le spineur à deux composantes Ψ

(−i∂xσz +∆σx)Ψ = EΨ (6.1)

où ∆ est un champ de masse désordonnée tel que ⟨∆⟩ = ∆0 et
⟨(∆(x)−∆0)(∆(y)−∆0)⟩ = 2Dδ(x − y). Ce hamiltonien est bien équivalent à
chaque vallée individuelle du graphène avec un terme de masse. Si le champ de
masse varie sur des distances grandes devant la distance interatomique, on peut
s’attendre à ce que les deux vallées soient découplées et utiliser cette équation.
Pour faciliter le suivi des calculs, nous gardons pour le moment les conventions
de l’article d’Ovchinnikov. Étant donné la symétrie particule-trou σxK et la non
dégénérescence des états propres, on peut écrire les solutions sous la forme Ψ2 = Ψ∗

1

où Ψ1,2 sont les composantes du spineur Ψ. En notant f1 la partie réelle et f2 la
partie imaginaire de Ψ, on a

Ĥ

(
f1
f2

)
=

(
∆(x) ∂x
−∂x −∆(x)

)(
f1
f2

)
= E

(
f1
f2

)
. (6.2)

On veut maintenant calculer la densité d’états moyenne du système. On impose
f1(0) = f1(L) = 0 comme conditions aux bords. Le nombre d’états dont l’énergie
est comprise entre 0 et E est alors égale au nombre de nœuds N(E) de f1 sur
l’intervalle ]0, L[. Pour obtenir N(E), on va s’intéresser à la dynamique de la
variable de Riccati z(x) = f2/f1. Ainsi, lorsque f1 s’annule, z diverge car f2 ne
peut s’annuler au même point (sinon Ψ s’annulerait partout). z obéit à l’équation :

dz

dx
= E −∆(x) + (E +∆(x))z2 . (6.3)
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Cette forme est valable lorsque ∆ est une fonction continue mais on peut la garder
lorsque z suit un mouvement stochastique en utilisant la convention de Strato-
novich. Pour calculer le nombre moyen de zéros, on introduit la distribution de
probabilité P (z, x) = ⟨δ(z(x)− z)⟩. On peut alors écrire l’équation de Fokker-
Planck satisfaite par P .

∂P

∂x
+

∂

∂z

[(
E −∆0 + (E +∆0)z

2 + 2Dz(z2 − 1)
)
P
]
−D

∂2

∂z2
[
(z2 − 1)2P

]
= 0

(6.4)
La vitesse de dérive de z étant constante et la dérive de z à l’infini étant égale

à la densité moyenne de zéros de z qui vaut N(E)/L, on obtient la distribution à
l’équilibre en résolvant le problème



+∞∫
−∞

P (z)dz = 1

E −∆0 + (E +∆0)z
2 −D(z2 − 1)

∂

∂z

[
(z2 − 1)P (z)

]
=

N(E)

L

(6.5a)

(6.5b)

Résoudre le système permet alors de trouver N (E) = lim
L→∞

N(E)
L

. On effectue dans
un premier temps le changement de variable

t =
z − 1

z + 1
. (6.6)

L’équation 6.5b devient alors

2EP ′(t) + (E +∆0)
4t

(1− t)2
P ′(t)− 2Dt

∂

∂t

4t

(1− t)2
P ′(t) = N (E) (6.7)

où P ′(t) = P ((1+ t)/(1− t)). On définit ensuite U = P ′/(1− t)2 de telle sorte que

2Et2U(t) + 2EU(t) + 4∆0tU(t)− 8Dt
∂

∂t
tU(t) = N (E) . (6.8)

Enfin, on passe dans l’espace de Fourier de la variable t.(
−2E∂2

ω + 2E + 4i∆0∂ω + 8iD∂ωω∂ω
)
Ũ =

√
2πN (E)δω (6.9)

où l’opérateur ∂ω agit sur tout les éléments à sa droite.
Pour résoudre 6.9, il est nécessaire de connaître les propriétés de continuité de

Ũ . Or, étant donné que P est intégrable, U est intégrable :
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∫
P (z)dz = 1 =

∫
P ′
(
z − 1

z + 1

)
dz =

∫
2

P ′(t)

(1− t)2
dt . (6.10)

Donc sa transformée de Fourier Ũ est continue. De plus, U étant une fonction réelle,
Ũ est hermitienne. Donc en intégrant 6.9 entre deux bornes infinitésimalement
proches de ω = 0 on a la première relation

−4Eℜ(∂ωŨ
∣∣∣
0
) =

√
2πN (E) . (6.11)

On poursuit la résolution en développant complètement 6.9. On va dans un pre-
mier temps se concentrer sur l’équation homogène et réutiliser la condition de
raccordement à la fin du calcul.[

(8iDω − 2E)∂2
ω + (4i∆0 + 8iD)∂ω + 2E

]
Ũ = 0 . (6.12)

On effectue le changement de variable ω̃ = ω + iE
4D[

8iDω̃∂2
ω̃ + 4i(∆0 + 2D)∂ω̃ + 2E

]
Ũ(ω̃) = 0 . (6.13)

Pour éviter la multiplication des notations, on a directement redéfini Ũ(ω) = Ũ(ω̃)

comme précédemment entre P et P ′. On pose Ũ(ω̃) = ω̃−∆0
4D Ṽ (ω̃) et on suppose

∆0/(4D) ̸= 1. En injectant et simplifiant l’équation on a[
8iDω̃2∂2

ω + 8iDω̃∂ω̃ − ∆2
0

2D
i+ 2Eω̃

]
Ṽ (ω̃) = 0 . (6.14)

Pour finir de faire apparaître l’équation de Bessel, il suffit de poser ω̂ =

e−iπ
4

√
Eω̃
D

pour enfin obtenir[
ω̂2∂2

ω̂ + ω̂∂ω̂ + ω̂2 −
(
∆0

2D

)2
]
Ṽ (ω̂) = 0 . (6.15)

Ṽ est donc une combinaison linéaire de fonctions de Hankel de premier et
deuxième type d’ordre ν = ∆0/2D. La bonne combinaison linéaire est alors ob-
tenue grâce à la condition de normalisation de P . On a déjà déjà montré que
l’intégrabilité de P équivalait à celle de U et donc que Ũ était continue. L’intégra-
bilité de U garantit également le caractère borné de Ũ . On vérifie la continuité en
écrivant ω̂ en fonction de ω :

ω̂ = e−iπ
4

√
E

D

(
ω + i

E

4D

)
. (6.16)
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ω ∈ R

iR

ω̂

(1
+
i)
R

ω
→
−∞

(1−
i)R

ω →
+∞

Figure 6.1 – Représentation schématique du changement de variable dans le
plan complexe. L’axe horizontal représente l’axe réel que parcourt ω tandis que
l’hyperbole bleue représente la trajectoire dans le plan complexe de ω̂ (voir texte)
lorsque ω parcourt R. Les deux lignes pointillées grises représentent les asymptotes
de la ligne bleue lorsque ω → ±∞.
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Lorsque ω parcourt R, ω̂ parcourt l’hyperbole représentée dans la figure 6.1.
Cette trajectoire ne coupe pas l’axe de coupure ]−∞, 0] des déterminations prin-
cipales des fonctions de Bessel et du logarithme, donc la continuité et le caractère
localement borné des solutions est assuré. Lorsque ω → ±∞, ω̂ → e∓iπ

4∞. Le
développement asymptotique des fonctions de Hankel est alors de la forme

H(1)
ν (ω̂) ∼

√
2

πω̂
eiΩ (6.17)

H(2)
ν (ω̂) ∼

√
2

πω̂
e−iΩ (6.18)

où H
(1)
ν et H(2)

ν sont les fonctions de Hankel respectivement de premier et deuxième
type et Ω = ω̂− νπ/2− π/4. Si ℑ(ω̂) < 0, alors H(1)

ν diverge tandis que H
(2)
ν tend

vers 0 et inversement si ℑ(ω̂) > 0. Ces deux tendances étant exponentielles, le
préfacteur en puissance de ω̂ dans la définition de Ṽ n’altère pas ces comportements
asymptotiques. Le caractère borné de Ũ impose alors que la composante divergente
de Ṽ s’annule.

Ṽ (ω̂) =

{
AH

(2)
ν (ω̂) = A(Jν(ω̂)− iYν(ω̂)) si ω > 0

A′H
(1)
ν (ω̂) = A′(Jν(ω̂) + iYν(ω̂)) si ω < 0

(6.19)

avec A et A′ deux constantes. Donc l’expression finale de Ũ pour ω > 0, qui est
suffisante pour conclure, est

Ũ(ω > 0) = A

(
ω + i

E

4D

)−∆0
4D

H(2)
ν (ω̂) . (6.20)

On a montré dans l’équation 6.10 que
∫
U(t)dt = 1/2, donc Ũ(0) = 1/(2

√
2π).

Nous connaissons donc maintenant la valeur de la constante A que nous injectons
dans Ũ :

Ũ(ω > 0) =

(
ω + i

E

4D

)−∆0
4D H

(2)
ν (ω̂)

2
√
2πH

(2)
ν

(
E
2D

) (
i E
4D

)−∆0
4D

. (6.21)

Pour finir le calcul et trouver N (E) il ne reste plus qu’à calculer la dérivée de
Ũ en 0.

∂ωŨ
∣∣∣
ω=0

= i
∆0

2E
√
2π

− i
H

(2)′
ν

(
E
2D

)
2
√
2πH

(2)
ν

(
E
2D

) (6.22)

On prend la partie réelle
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ℜ(∂ωŨ
∣∣∣
ω=0

) =
−1

2
√
2π

W (Jν , Yν)
(

E
2D

)
J2
ν

(
E
2D

)
+ Y 2

ν

(
E
2D

) (6.23)

où W (Jν , Yν) = JνY
′
ν − J ′

νYν est le wronskien de Jν et Yν . Or le wronskien des
fonctions des Bessel vaut

W (Jν , Yν)(ω) =
2

πω
. (6.24)

Donc

ℜ
(
∂ωŨ

∣∣∣
ω=0

)
=

−2D√
2ππE

1

J2
ν

(
E
2D

)
+ Y 2

ν

(
E
2D

) = −
√
2πN (E)

4E
. (6.25)

On obtient alors enfin le résultat de Ovchinnikov et Érikhman

N (E) =
4D

π2

1

J2
ν

(
E
2D

)
+ Y 2

ν

(
E
2D

) (6.26)

où ν = ∆0/(2D). La densité d’états est obtenue en dérivant cette densité intégrée.
Deux régimes ressortent alors, ν < 1/2 et ν > 1/2. Le deuxième cas est le plus
intuitif. Il s’agit du régime où les fluctuations du terme de masse deviennent plus
petite que sa valeur moyenne. Les fluctuations vont alors lisser la densité d’état du
système en l’absence de désordre. Le premier cas, qui nous intéresse, correspond
au régime où les fluctuations dominent la physique. Dans ce cas, la densité d’états
à énergie nulle diverge et lorsque ν = 0, la singularité est similaire à celle trouvée
par Dyson en 1953 [84] dans le cadre de masses et ressorts désordonnés.

6.2 | Diffusion intervallée et corrélations

Toutefois, la densité d’états 6.26 ne peut être directement appliquée aux mo-
dèles de graphène sur réseau que nous souhaitons étudier car la présence du réseau
rend incompatibles un désordre non corrélé et l’absence de diffusion intervallée.
En effet, pour se débarrasser de la diffusion intervallée, il est nécessaire d’ajouter
des corrélations sur des distances grandes devant la distance interatomique.

6.2.1 | Corrélations

Au début du siècle, Bartosch publie sa thèse [80] sur un modèle similaire à
celui d’Ovchinnikov mais avec une distance de corrélation non nulle. Le deuxième
moment du terme de masse a alors la forme suivante

⟨(∆(x)−∆0)(∆(y)−∆0)⟩ = ∆2
σe

− |x−y|
ξ (6.27)
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où ξ est la distance caractéristique de corrélation. Étant donné qu’on s’intéresse
aux cas où le désordre est dominant, on considère ∆0 = 0 par la suite. Les cas
limites ξ → 0 et ξ → ∞ peuvent être traités pleinement analytiquement. ξ → 0
est simplement le cas de figure de Ovchinnikov. Celui où la distance de corrélation
tend vers l’infini correspond à un système constitué de domaines indépendants
dans lesquels la valeur de la masse est fixée. La densité d’états totale du système
va donc être la moyenne des densités d’états des domaines. Or chaque domaine a
une masse aléatoire donnée par une loi de probabilité gaussienne. On obtient alors
pour la densité d’états quand ξ tend vers l’infini :

ρ∞(ω) = ρ0

ω∫
−ω

d∆e−∆2/(2∆2
σ)√

2π∆2
σ

ω√
ω2 −∆2

(6.28)

où ρ0 = 2/π est la densité d’états d’une particule de Dirac sans masse. Le résultat
final est alors donné par l’équation (3.79) de [80]

ρ∞(ω) = ρ0

√
π

2

ω

∆σ

e−ω2/(4∆2
σ)I0

(
ω2

4∆2
σ

)
(6.29)

où I0 est la fonction de Bessel modifiée de première espèce d’ordre 0.
La distance de corrélation doit donc permettre d’interpoler cette densité d’états

et celle de Ovchinnikov qui sont illustrées en Figure 6.2. Dans sa thèse Bartosch
montre des résultats numériques indiquant que le minimum de densité d’états
ainsi que sa position tendent tout les deux vers 0 quand ξ tends vers +∞ tandis
qu’un excès de densité d’états apparaît avant de rejoindre la valeur limite ρ0. De
ses résultats numériques il déduit que le paramètre adimensionné pertinent pour
l’analyse du système est ∆σξ. Dans la section 7.1 on montrera que notre modèle
sur réseau exhibe qualitativement les même effets dans la limite où le désordre est
corrélé sur des distances larges devant le pas du réseau.

6.2.2 | Diffusion intervallée

Pour décrire le régime du bruit blanc sur réseau, il s’avère nécessaire de prendre
en compte les effets de la diffusion intervallée. Un article de 2016 de Grabsch et
Texier [82] étudie le cas de plusieurs canaux de Dirac couplés entre eux par une
matrice de masse aléatoire avec des corrélations purement locales. Plus de détails
sont donnés dans la thèse de Grabsch [83]. Le hamiltonien étudié est le suivant :

H = iσy ⊗ 1N∂x + σx ⊗M(x) (6.30)

où M(x) est une matrice hermitienne aléatoire. La méthode suivie généralise celle
de Ovchinnikov en définissant une variable de Riccati (matricielle cette fois) dont
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Figure 6.2 – Densités d’états pour le modèle de Ovchinnikov [79] (en bleu) et
le modèle de Bartosch [80] lorsque ξ → ∞ (en orange) normalisées par la densité
d’états d’une particule de Dirac unidimensionnelle. Pour pouvoir comparer les
deux modèles, il est nécessaire d’introduire une taille caractéristique au modèle de
Ovchinnikov qui n’en contient pas initialement. On pose donc 2D = m2

0ξ où m0

serait la dispersion en énergie d’un modèle sur réseau et ξ la distance de corrélation
sur ce réseau. Pour le tracé on a choisi m0ξ = 1 (la vitesse de Fermi étant prise
comme égale à 1 dans les deux modèles). Les lignes verticales marquent la position
du minimum de la densité d’états d’Ovchinnikov et du maximum de la densité
d’état de Bartosch. Lorsque m0ξ ≪ 1, la densité d’états de Bartosch suit celle
de Ovchinnikov. Lorsque m0ξ augmente, la position du minimum se rapproche de
0 tout en se creusant. Nous repérons alors l’amplitude de ce minimum dans nos
simulations numériques pour vérifier la loi d’échelle proposée par Bartosch.
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Figure 6.3 – Densités d’états typiques à large distance de corrélation sur le
réseau avec une distance de corrélation croissante de gauche à droite. La ligne
verte représente la densité d’états constante d’une particule de Dirac en dimension
1. On retrouve le comportement découvert par Bartosch [80] qui consiste en une
suppression progressivement plus importante de la densité d’état après le pic à
énergie nulle. On représente en orange la densité d’état de la limite ξ → ∞ sur la
figure de droite.

la densité de probabilité à l’équilibre est calculée, ce qui permet de déduire, entre
autres, la densité d’états. Le hamiltonien 6.30 dans le cas N = 2 ressemble forte-
ment au cas de figure qui nous intéresse mais il diffère par deux points. Le premier
point est qu’il n’est pas possible de transformer σxτz en σx tout en préservant la
structure σx ⊗ M(x). Le deuxième point est lié au caractère local du terme de
masse. Dans le modèle de Grabsch et Texier, aucune contrainte de symétrie n’est
imposée à la matrice M , or dans notre cas, les deux canaux sont en réalité deux
parties de la même zone de Brillouin. Le caractère local du terme mi dans le mo-
dèle liaisons fortes se traduisant par une invariance par translation en espace k,
chaque vallée doit alors voir la même masse désordonnée. On constate cependant
de manière surprenante une correspondance entre les résultats de [82] et le notre
dans la limite du bruit blanc dans la figure 6.4.
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Figure 6.4 – Densité d’états moyennée sur 500 réalisations du désordre pour un
système de 32 000 sites dans la limite du bruit blanc sur réseau comparée au modèle
de Grabsch et Texier avec deux canaux. Lorsque la distance de corrélation devient
suffisamment faible, la densité d’états à énergie nulle s’annule progressivement,
faisant apparaître deux maxima de densité de part et d’autres de E = 0. On
représente en trait plein la densité d’états du modèle à deux canaux de [82, 83].
Étonnamment, bien que ce modèle soit distinct du notre comme expliqué dans
le texte principal, la densité d’états trouvée semble correspondre à celle du bruit
blanc de masse sur réseau.
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Chapitre 7

L’équation de Dirac sur réseau : la
nécessaire prise en compte de la dif-
fusion intervallée

7.1 | Méthodes numériques

Dans cette section on présente les résultats de notre propre analyse numérique
d’un modèle de masse désordonnée sur réseau. On réécrit ici le hamiltonien de
liaisons fortes avec les termes Kane-Mele et la masse Semenoff.

HTB =− t
∑

<i,j>,a

c†iacja +
∑
R,a

m(R)(c†RAacRAa − c†RBacRBa) (7.1)

− i

3
√
3

∑
R,α,a

λα
1 (R)c†Rαas

ab
z cR+(1,0),αb +H.c.

− i

3
√
3

∑
R,α,a

λα
2 (R)c†Rαas

ab
z cR+(−1,1),α b +H.c.,

− i

3
√
3

∑
R,α,a

λα
3 (R)c†Rαas

ab
z cR+(0,−1),α b +H.c.,

où c†Rαa crée un électron dans la cellule unité R sur le sous réseau α = A,B de
spin a =↑, ↓, si sont les matrices de Pauli agissant dans l’espace du spin, < i, j >
indique que i et j sont premiers voisins et R + (m,n) désigne la cellule unité
translatée de ma⃗1 +na⃗2 par rapport à R en appliquant des conditions périodiques
aux bords (voir 7.1(a)). On rajoute une condition très importante, le ratio entre
tous les termes de saut associés à une même cellule unité est fixé :
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(a) (b)

Figure 7.1 – Réseau quasi unidimensionnel avec un spin-orbite désordonné. (a)
Les sites numérotés et les lignes pointillées illustrent les conditions aux bords pé-
riodiques le long de l’axe y. Les trois liaisons deuxième voisin orientées λA

J émanant
du site A (flèches rouges) produisent un couplage spin-orbite au travers d’un saut
imaginaire pur. Les laiaisons λB

J sont obtenues par translation du site A au site B
(bleu) au dessus. Il faut noter que λ2 et λ3 contribuent au terme de saut mais nous
les distinguons pour faciliter le parallèle avec un système pleinement 2D. (b) Les
moments correspondant au système représenté en (a) sont sur les segments bleus
et roses pointillés de la première zone de Brillouin du graphène infini. Une descrip-
tion équivalente fixe ky = 0 et étend l’intervalle kx par les lignes roses pleines.

λα
1 (R) ≡ λα

1u(R), (7.2)
λα
2 (R) ≡ λα

2u(R),

λα
3 (R) ≡ λα

3u(R),

(7.3)

où u(R) est une fonction réelle aléatoire. Si u(R) ≡ 1 et m(R) est homogène, le
modèle basse énergie au premier ordre est alors de la forme

Hhom = τzσxkx +mσz + λKMτzσzsz + λV Zτzsz (7.4)

+
1

2
êx ·

(
3∑

j=1

a⃗jλ
α
j

)
szkx,

où a⃗3 ≡ −a⃗1 − a⃗2. Nous gardons explicite la dépendance dans le sous réseau
α = A,B dans le dernier terme qui produira une combinaison de σz et de l’identité
1 et qui agit comme un terme cinétique anisotropique dépendant du spin. Les
termes Kane-Mele et vallée-Zeeman sont alors
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Figure 7.2 – Représentation schématique du diagramme de phase et des
contraintes numériques. Dans un premier temps, toutes les situations où la dis-
tance de corrélation du bruit est inférieure au pas du réseau sont équivalentes,
d’où la zone hachurée qui représente la limite du bruit blanc sur réseau. Ensuite,
on s’attend à une transition vers un régime où la diffusion intervallée devient négli-
geable au fur et à mesure qu’on augmente ξ. Cette transition est représentée par la
ligne bleue. On classifie ensuite le système dans ses différentes phases en fonction
de ses symétries. Par construction le système possède une symétrie chirale exacte
C = σy. Dans le cas où la diffusion intervallée est négligeable, on peut alors définir
l’opérateur de renversement du temps à basse énergie T = σzK tel que T = +1.
Le système est alors dans une phase BDI. Dans le cas où les deux vallées sont
couplées, le seul renversement du temps possible est l’opération de conjugaison
qui s’exprime à basse énergie sous la forme T = τxK et dont le carré est négatif
T 2 = −1. Le système est alors dans une phase CI. Dans le régime sans intervallée
on s’attend à retrouver les résultats de Bartosch [80] tandis que dans la limite du
bruit blanc sur réseau on retrouve la densité d’états de Grabsch et Texier [82, 83].
Les deux lignes diagonales représentent nos deux contraintes numériques, le terme
désordonné doit être suffisamment fort pour mélanger plusieurs niveaux d’énergies
mais également suffisamment faible pour pouvoir négliger la diffusion vers des états
de haute énergie. Nos simulations se situent donc toutes dans la zone délimitée par
en dessous par la zone hachurée et par les côtés par les lignes diagonales noires.
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λKM =
1

6

∑
j

λA
j − λB

j (7.5)

λV Z =
1

6

∑
j,α

λα
j . (7.6)

Le terme désordonné u(R) est créé par convolution d’un bruit blanc gaussien
avec une gaussienne. Les corrélations de u sont alors de forme gaussienne et non
exponentielle comme dans [80] mais on ne s’attend pas à observer de différences
qualitatives puisqu’il s’agit toujours de corrélations à courte portée. Nous choisis-
sons de repérer l’amplitude du minimum de densité d’états pour le régime ξ ≫ a
et le maximum de densité d’états pour ξ ∼ a. La distinction entre les deux régimes
est faite lorsque les deux pics du régime ξ ≪ a fusionnent au vu de la résolution
des simulations.

Numériquement nous avons plusieurs contraintes. Tout d’abord, lorsque la dis-
tance de corrélation devient inférieure à la distance interatomique, nous sommes
effectivement dans un modèle de bruit blanc sur réseau. Ensuite, les modèles conti-
nus considérés jusqu’à présent nécessitent que le terme ouvrant un gap soit une
perturbation du terme cinétique pour éviter le mélange avec des états de haute
énergie cinétique, ce qui impose une limite à l’amplitude du désordre pour laquelle
les résultats décrits précédemment peuvent s’appliquer ∆σ ≪ t. Enfin le désordre
doit être suffisamment fort pour pouvoir mélanger des états d’énergies voisines.
Pour un système avec N cellule unité, l’espacement des niveaux cinétiques est de
l’ordre de t/N , donc on doit avoir ∆s ≫ t/N . Ces contraintes sont illustrées dans
la figure 7.2.
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Figure 7.3 – Diagramme de phase numérique du système de la figure 7.1 avec
une masse désordonnée sur réseau. Pour chaque point, on détermine si la densité
d’état à énergie nulle (à la précision numérique prêt) est amoindrie ou maximale.
En effet, si le système se trouve dans la phase CI, la figure 6.4 montre que la
densité d’état à énergie nulle est réduite. Dans la phase BDI, pour toute distance
de corrélation finie, la divergence de la densité d’état à énergie nulle persiste ce qui
se traduit sur réseau par un maximum de densité à énergie nulle. On détermine
donc la phase par le comportement de la densité d’états moyenne.
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Figure 7.4 – (a) La nuance de gris représente l’amplitude du pic de densité
d’états lorsque la densité d’états est supprimée à énergie nulle. Les points sur la
ligne épaisse à ξ = 0.5a sont tous dans le bruit blanc sur réseau. Dans ce régime,
les deux paramètres agissent indépendamment.(b) La nuance de couleur du bleu
au vert représente l’amplitude du minimum de densité d’états. L’amplitude du
minimum semble bien ne dépendre que de m0ξ comme prédit par Bartosch. [80]
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Figure 7.5 – Diagramme de phase numérique pour un terme de spin-orbite
Kane-Mele désordonné. La couleur représente l’amplitude du minimum de densité
d’états. À l’inverse de la masse, on ne décèle aucune suppression de la densité
d’états à énergie nulle dans la limite du bruit blanc sur réseau dans la limite de
résolution de nos simulations. Cette différence de comportement est en accord avec
la suppression de la diffusion intervallée par le spin-orbite. Si on trouve analytique-
ment une configuration spéciale l’atténuant encore plus, sa suppression générique
est suffisamment importante pour qu’aucun de ses effets ne soient décelables dans
la limite du bruit blanc.
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7.2 | Suppression de la diffusion intervallée par les
termes Kane-Mele et vallée-Zeeman

Les diagrammes de phase désordonnée pour le spin-orbite (figure 7.5) et la
masse (figures 7.3 et 7.4) diffèrent par l’existence d’un régime de fort intervallée
pour la masse alors qu’il est absent pour le spin-orbite. Dans cette section nous
mettons en valeur l’impact du type de terme désordonné sur les termes d’inter-
vallée induits. On trouve qu’à cause du caractère imaginaire pur du spin orbite,
un désordre sur ce terme induit nécessairement moins d’intervallée qu’une masse
désordonnée. On mettra également en évidence une configuration spéciale rédui-
sant encore plus l’amplitude de la diffusion inter-vallée, même si nous ne distin-
guons pas numériquement de différence entre une configuration arbitraire et cette
configuration spéciale.

Nous commençons par réécrire dans l’espace de Fourier le hamiltonien 7.1 :

H =− t
∑
k⃗,a

c†
k⃗Aa

γ(k⃗)ck⃗Ba +H.c. (7.7)

+
∑
k⃗1 ,⃗k2
α,β,a,b

c†
k⃗2αa

[
m̃(k⃗2 − k⃗1)σ

αβ
z δab +

1

3
√
3
ũ(k⃗2 − k⃗1)Γ

α
λ(k⃗1, k⃗2)δ

αβsabz

]
ck⃗1βb,

où m̃ et ũ sont les transformées de Fourier des termes inhomogènes m(R) et u(R)
et les facteurs intra-cellule-unité sont

γ(k⃗) =
3∑

j=1

exp(−i⃗k · d⃗j) (7.8a)

Γα
λ(k⃗1, k⃗2) = i

3∑
j=1

λα
j

[
exp(i⃗k1 .⃗aj)− exp(−i⃗k2 .⃗aj)

]
(7.8b)

Γα
λ(k⃗1, k⃗2) = −2

3∑
j=1

λα
j sin(k⃗+ .⃗aj) exp(i⃗k− · a⃗j),

avec d⃗j les trois vecteurs pointant sur les premiers voisins et les moments auxiliaires
k⃗± ≡ (k⃗1 ± k⃗2)/2. Le calcul explicite de Γ met en évidence l’interdiction de la ré-
trodiffusion pour le spin-orbite, Γ(k⃗,−k⃗) = 0. Cette propriété peut néanmoins être
déduite des symétries de HKM . En effet, KHKMK = −HKM où K est l’opérateur
antiunitaire définit tel que Kαcx,aK = α∗cx,a. En conséquence K |k, a⟩ = |−k, a⟩.
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De plus HKM ne mélange pas les sous-espace de spin et de pseudo-spin, on obtient
alors

⟨−k|HKM |k⟩ = ⟨k|K†KHKM | − k⟩∗ (7.9)
= −⟨k|HKM | − k⟩∗

= −⟨−k|HKM |k⟩ .

On en conclut que ⟨−k|HKM |k⟩ = 0. Les propriétés de HV Z sont exactement
les mêmes, ce qui explique la robustesse des états de parois vallée-Zeeman même
lorsque la paroi devient abrupte dans une configuration armchair. Γ étant une
fonction lisse de k⃗1 et k⃗2, on en déduit que le spin-orbite est un plus mauvais
diffuseur intervallée que la masse Semenoff qui possède un facteur intra-cellule-
unité trivial. En notant ±K⃗ les points de Dirac et en prenant k⃗1 = τK⃗ − q⃗0 et
k⃗2 = −τK⃗ + q⃗0 + q⃗ dans des vallées opposées, on obtient au premier ordre en q⃗

Γα,τ
λ (k⃗1, k⃗2) = izτ

3∑
j=1

λα
j [exp(−iq⃗0 .⃗aj)− exp(−i(q⃗0 + q⃗).⃗aj)]

≈ −zτ
3∑

j=1

(
a⃗jλ

α
j

)
· q⃗ +O(q2, q20, q0q), (7.10)

où z ≡ exp(−i2π/3). On remarque alors que le premier ordre peut être annulé éga-
lement si

∑3
j=1 a⃗jλ

α
j = 0. De manière surprenante, seule la configuration respectant

la symétrie C3 centrée sur un site permet cette suppression lorsque λ1 ≡ λ2 ≡ λ3

7.3 | Conductance du système

On détermine dans cette section la conductance de notre modèle en suivant
l’article de Brouwer [78] traitant de chaînes chirales désordonnées dont le cas avec
une chaîne correspond au modèle de Ovchinnikov. De manière similaire à Grabsch
et Texier, le modèle à plusieurs chaînes de Brouwer ne considère aucune corrélation
dans les éléments de la matrice de masse au delà de celles imposées par l’hermi-
ticité des opérateurs. On reproduit donc le calcul en considérant les corrélations
pertinentes. On considère dans un premier temps le modèle de la masse Semenoff
avec des termes intervallées quelconques.

H = ivF∂xσxτz +m1(x)σz +m2(x)τxσz +m3(x)τyσz (7.11)
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Ce hamiltonien possède la symétrie chirale σy. Par simplicité, nous effectuons
une rotation pour nous placer dans une base propre de la symétrie chirale (σy →
σz → −σy et σx est inchangée). Par conséquent, la matrice de transfert s’écrit

T = Tx exp

(
1

vF

∫ δL

0

m1(x)τzσz + im2(x)τyσz − im3(x)τxσz dx

)
(7.12)

Les symétries de T sont alors

σzTσz = T (7.13)
τzσyTτzσyT

†(= τzσxTτzσxT
†) = 1 (7.14)

L’expression entre parenthèse est déduite de la symétrie chirale et du premier
courant, elle n’apporte donc aucune nouvelle information. Par conséquent, dans la
base {|1, 1⟩ , |1,−1⟩ , |−1, 1⟩ , |−1,−1⟩} où le premier nombre est la valeur propre
de σz et le second de τz, la matrice T peut s’écrire

T =

(
M

τzM
†−1τz

)
(7.15)

où M est une matrice complexe inversible 2× 2. On peut alors écrire la décompo-
sition en valeur singulière de M sous la forme

M = U exp(X)V (7.16)

où X est une matrice diagonale 2×2 réelle et U et V sont des matrices unitaires. On
note x1,2 les éléments diagonaux de X. On relie alors ces valeurs à la conductance
grâce à la formule de Landauer-Büttiker

g =
2∑

j=1

1

cosh(xj)2
. (7.17)

Les xj suivent un mouvement stochastique le long du système. En calculant les
moments des incréments de ces valeurs, on peut alors déterminer les coefficients
de l’équation de Fokker-Planck respectée par la distribution des xj comme détaillé
dans la revue de Beenakker [85]. Pour un incrément δL, on a alors au premier
ordre en δL
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< δxi > =
2σ2δL

3v2F
coth(xi − xj) (7.18)

< δx2
i > =

σ2δL

3v2F
(7.19)

< δxiδxj > = −σ2δL

2v2F
(7.20)

où σ est l’écart-type de m1 et
√
m2

2 +m2
3 et j ̸= i. La différence avec la référence

[78] sur les chaînes chirales est la présence d’une corrélation entre les δxj.
La première équation représente l’interaction répulsive entre les xj similaire à

celle de Brouwer [78] qui est accentuée par les corrélations négatives entre les xj

de la troisième équation. L’équation de Fokker-Planck suivie est alors

∂P

∂L
= −2σ2

3v2F

2∑
j=1,i ̸=j

∂

∂xj

coth(xj − xi)P +
σ2

6v2F

2∑
j=1

∂2

∂x2
j

P − σ2

2v2F

∂2

∂x1∂x2

P (7.21)

où P est la densité de probabilité jointe de (x1, x2) pour un système de taille L.
On peut réécrire l’équation de Fokker-Planck sous la forme

∂LP = ∇⃗x⃗.µ⃗P + ∇⃗T
x⃗D∇⃗P (7.22)

où µ est la vitesse de dérive et D la matrice de diffusion. D étant constante,
réelle et symétrique, on peut diagonaliser D avec un changement de base global
x′ = Ox avec O orthogonale. Ici

D =
σ2

2v2F

(
1/3 −1/2
−1/2 1/3

)
(7.23)

dont le spectre vaut (σ2/(2v2F ))(1/3 ∓ 1/2) = {−σ2/(12v2F ), 5σ
2/(12v2F )} et les

vecteurs propres sont respectivement (1 ± 1)T . En faisant le changement de
variable x′

1 = x1 + x2 et x′
2 = x1 − x2, l’équation s’écrit

∂LP = −∇⃗x⃗′ .Oµ⃗P + ∇⃗T
x⃗′ODOT ∇⃗x⃗′P , (7.24)

ce qui donne après substitution

∂LP = −2σ2

3v2F
∇⃗x⃗′ .

(
0

2 coth(x′
2)

)
P +

σ2

v2F

(
−1

6
∂2
x′
1
+

5

6
∂2
x′
2

)
P . (7.25)

La variable x′
2 = x1 − x2 suit donc un processus diffusif standard tandis que

x′
1 = x1 + x2 suit un processus de concentration. La vitesse de dérive de x1 + x2
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est nulle tandis que celle de x1 − x2 vaut 4σ2 coth(x1 − x2)/(3v
2
F ). Le processus de

diffusion maintient donc la condition initiale x1 = −x2 car ⟨x′
1⟩ = 0 et se concentre

autour de cette valeur moyenne tandis que x′
2 = 2x1 voit sa valeur moyenne dériver

vers +∞. Une fois x1 suffisamment large, sa vitesse de dérive devient constante.
On trouve donc que la conductance du système décroît exponentiellement avec la
taille du système et l’effet des corrélations dans la matrice de masse est de garantir
x1 = −x2.

La reproduction de ce calcul de telle sorte que le terme de masse intravallée soit
de la forme Kane-Mele λ(x)σzτz au lieu de m(x)σz donne un résultat très différent,
puisque la vitesse de dérive des xj s’annule. Le système est alors loin d’être un bon
conducteur mais la valeur moyenne des xj reste 0 tout au long du processus de
diffusion et seul leur variance augmente.

La décroissance exponentielle de la conduction d’un système avec une masse
Semenoff désordonnée est donc un indicateur de localisation forte en accord avec
les attentes usuelles du désordre en dimension 1. Cette absence de divergence pour
le spin-orbite Kane-Mele laisse donc supposer un comportement de localisation
différent. Une première étape éventuelle dans la vérification de cette hypothèse
serait la reproduction du calcul de conductivité avec une amplitude du désordre
intervallée différente du désordre intravallée afin de vérifier que l’annulation de la
vitesse de dérive n’est pas accidentelle. Si elle ne l’est pas, alors notre système serait
un système unidimensionnel résistant à la localisation forte. Si cette annulation
est accidentelle, notre modèle serait alors un modèle critique séparant deux phases
potentiellement différentes qu’il serait alors intéressant de caractériser.
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Chapitre 8

Conclusion

Usuellement, une approche continue basse énergie de modèle sur réseau désor-
donné amène à considérer toute distance de corrélation finie comme nulle dans
la limite continue, celle-ci se contentant de renormaliser la constante de diffusion
du bruit stochastique. Néanmoins, nous avons montré que lorsque la distance de
corrélation devient grande devant le pas du réseau, le système garde la mémoire
du réseau même à basse énergie nécessitant une distance de corrélation non nulle
dans le modèle continu. Lorsque cette distance de corrélation devient comparable
à la distance interatomique, la nature du terme désordonné va grandement influer
sur l’amplitude de la diffusion intervallée qui en résultera. Dans le cas où le terme
désordonné est de type Kane-Mele, la suppression de la diffusion intervallée est
suffisamment forte pour qu’on en observe pas les effets, même dans la limite ξ ∼ a.
Lorsque la diffusion intervallée est trop forte, au lieu d’un pic de densité à éner-
gie nulle, on observe une suppression. La similarité de cette suppression avec des
modèles désordonnés a priori différents laisse supposer un lien entre le modèle de
[82, 83] et le notre.

Le spin-orbite Kane-Mele se révèle robuste à la diffusion intervallée induite par
ses propres inhomogénéités grâce à deux phénomènes. Tout d’abord la géométrie
du spin-orbite empêche la rétrodiffusion et atténue donc les transitions interval-
lée. Ensuite, la diffusion des valeurs propres de transmission possède une vitesse
de dérive nulle en fonction de la taille de l’échantillon même lorsqu’on rajoute
artificiellement un terme d’intervallée de même amplitude dans le modèle.

Dans cette thèse, nous nous sommes attelés à la description d’inhomogénéités
de spin-orbite unidimensionnelles dans le graphène. Pour ce faire nous avons étudié
deux modèles fondamentaux : les parois de domaine et le désordre. Dans ces deux
cas nous nous sommes efforcés de tenir compte de la présence de multiples vallées
dans le graphène. Les arguments topologiques usuels sont en effet suffisants mais
pas nécessaires au développement de modes robustes. En particulier, les propriétés
universelles des matériaux se basent sur une connaissance locale dans l’espace
réciproque du matériau tandis que les états de bord ne dépendent que de leur
environnement en espace réel. Le théorème de flot spectral utilisé dans la première
partie satisfait alors l’intuition qu’un état de bord, localisé dans l’espace et de basse
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énergie, puisse être décrit par des propriétés topologiques locales dans l’espace
réciproque. On peut donc étudier la robustesse à l’intervallée en rajoutant un
terme de diffusion arbitraire au hamiltonien basse énergie, le prix à payer étant le
doublement de la dimension de l’espace de Hilbert. On peut ainsi imaginer qu’il soit
possible de construire une classification systématique des défauts avec cet outil.

L’étude du spin-orbite Kane-Mele par le théorème de flot spectral révèle éga-
lement une possible voie d’amélioration de ce théorème. En effet, comme précisé
dans le paragraphe d’introduction de la section 4.1, les états d’interface du spin-
orbite Kane-Mele sont des états hélicoïdaux, or le théorème de flot spectral prédit
des états chiraux. Ce sont les symétries du système étudié dans cette thèse qui
permettent de décomposer les paires en états chiraux de différents secteurs. Ainsi,
dans le cas des états de parois vallée-Zeeman, la perte de la symétrie de spin Sz

aurait pu condamner la prédiction de ces états si les deux états d’une même vallée
possédaient des directions du mouvement opposées. Nous pensons donc qu’il serait
intéressant de développer une version hélicoïdale du théorème de flot spectral de
la même manière que l’invariant Z2 fait suite au nombre de Chern.

Entre temps, le théorème prédisant des modes non considérés jusqu’à présent
pour la variante du modèle BHZ présentée à la fin de la section 3.3, son étude
plus approfondie nous semble pertinente. De plus, cette section montre également
que le nombre de Chern d’interface n’est pas simplement la différence de nombres
de Chern de vallée mais qu’une correction est nécessaire. Si dans cette thèse la
correction apportée était toujours positive, le théorème de flot spectral prédisant
alors toujours plus d’états que les invariants ou pseudo-invariants de volume, il
serait intéressant de vérifier si cette propriété est toujours vrai ou bien s’il existe
des systèmes où le théorème prédit moins d’états de bord que les invariants de
volume.

Enfin, une analyse numérique du modèle basse énergie de masse Semenoff désor-
donnée avec deux vallée couplées dans un système unidimensionnel permettrait de
déterminer si la correspondance avec la densité d’états de Grabsch et Texier mon-
trée en figure 6.4 est purement accidentelle ou non.
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Annexe : paroi Semenoff abrupte dans
l’espace réciproque sur réseau

Nous souhaitons exprimer dans l’espace réciproque le hamiltonien du graphène
avec le terme de masse Semenoff suivant

HSemenoff =

Ny
2

−1∑
β=0

Nx−1∑
α=0

mα(c
†
αβ,A1cαβ,A1 + c†αβ,A2cαβ,A2 (8.1)

− c†αβ,B1cαβ,B1 − c†αβ,B2cαβ,B2)

où mα =

{
+m if α < Nx

2

−m otherwise
(8.2)

La masse étant locale et n’étant pas un terme de saut, l’homogénéité en y
a pour conséquence que le terme de masse a la même expression dans l’espace
réciproque ky. Il ne reste alors que la transformation de Fourier en x à calculer.
Étant donné que les quantités {A1, B1, A2, B2} sont conservées, on se concentre
sur le terme A1, le terme A2 ayant la même forme et B1 et B2 ont simplement le
signe opposé.

HSemenoff,A1 =

Ny
2

−1∑
ky=0

Nx−1∑
α,k1,k2

mα

Nx

e2iπα
k1−k2
Nx c†k1,ky ,A1ck2,ky ,A1 (8.3)

On décompose la somme sur α en deux α < Nx/2 et α ≥ Nx/2 qu’on réunit
ensuite.

HSemenoff,A1 =

Ny
2

−1∑
ky=0

Nx
2

−1∑
α,k1,k2

m

Nx

e2iπα
k1−k2
Nx (1− eiπ(k1−k2))c†k1,ky ,A1ck2,ky ,A1 (8.4)

Donc si k1 − k2 ≡ 0[2], alors le terme de la somme est nulle et sinon la somme
sur α est alors une simple somme géométrique de terme e2iπ

k1−k2
Nx de telle sorte

qu’on obtient l’expression finale
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HSemenoff,A1 =

Ny
2

−1∑
ky=0

Nx
2

−1∑
k1−k2≡1[2]

m

Nx

4

1− e2iπ
k1−k2
Nx

c†k1,ky ,A1ck2,ky ,A1 (8.5)
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