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Chapitre 1

Introduction

1.1 Cadre de I'étude

1.1.1 Contexte

L’étude présentée dans ce manuscrit a pour objectif d’améliorer la conception et la caractéri-
sation des matériaux céramiques poreux qui pourraient étre de bons candidats comme boucliers

thermiques en condition de rentrée atmosphérique.

Pendant cette phase de rentrée, le véhicule est confronté a d’importantes contraintes (forte cha-
leur, flux d’ions et de molécules réactifs, ...) qui vont dégrader sa surface. Pour protéger la charge
utile, on place un bouclier thermique permettant d’absorber ces contraintes. Les matériaux le com-
posant se doivent d’avoir des caractéristiques optimales [I] pour remplir leur role sans apporter
une masse trop importante a ’objet en question. La plupart du temps sont utilisés des matériaux
en céramique poreuse [2], ou des matériaux composites a base de carbone [3] pour remplir cette

fonction. Ces matériaux ont 'avantage d’étre légers et d’avoir d’excellentes propriétés thermiques.

La température sur le front du bouclier thermique s’éléve jusqu’a plusieurs milliers de Kel-
vin pendant son utilisation. A cette température, le matériau en question émet de la chaleur par
rayonnement en plus de la transmission par conduction [4]. De plus, pour des matériaux poreux ou
composites, on observe des phénoménes de convection thermique & 'intérieur des porosités. Ainsi,
pour simuler au mieux le transfert de chaleur pour ces applications, il est primordial de prendre
en compte ces 3 modes de transfert : conduction, rayonnement et convection. Nous attacherons
une importance particuliére a la conduction et au rayonnement, qui sont les sources majeures de

transfert de chaleur dans les applications considérées.

Les différents matériaux utilisables nous confrontent a des types de milieux et donc des modes

de transfert de chaleur différents. On peut rencontrer dans ceux-ci une alternance de phases ab-



sorbantes (opaques ou semi-transparentes) ou purement transparentes, qui joueront un role dans
le mode de transfert prépondérant et la distribution finale des flux de chaleur. Les matériaux

typiquement utilisés pour nos applications sont détaillés dans la partie [I.3.1]

1.1.2 Motivations de la thése

Les travaux ici présentés sont motivés par le besoin de caractériser les nouveaux matériaux
de rentrée utilisés ou envisagés par le CEA. Ces derniers sont des matériaux poreux qui vont
se dégrader par le phénoméne de pyrolyse. Cette dégradation endothermique va consommer le
flux de chaleur qui arrive a la paroi du véhicule, protégeant ainsi thermiquement la charge utile.
C’est le principe des protections thermiques consommables. Si ce genre de matériaux posséde des
avantages certains pour la rentrée atmosphérique, sa composition complexe pendant la phase de
pyrolyse rend ’étude de son évolution d’autant plus ardue. Son étude est pourtant nécessaire pour
gérer au mieux le dimensionnement des piéces, comprendre les mécanismes de sa dégradation et

s’assurer du fonctionnement de protection thermique du matériau.

L’approche envisagée par le CEA pour améliorer la connaissance de ces matériaux et faire
des choix entre plusieurs compositions de matériaux consiste & dégrader en laboratoire les piéces
considérées dans des conditions proches de la rentrée atmosphérique (principalement par torche
plasma [5], [6, [7], c.f. figure . Les matériaux envisagés peuvent ensuite étre caractérisés et ana-
lysés a différents stades d’endommagement. La caractérisation de tels matériaux peut cependant
étre complexe ou cotiteuse a mettre en place, c¢’est pourquoi 'utilisation de I'outil numérique est

envisagée pour en retrouver les caractéristiques thermiques.

Ainsi, l'objectif de notre étude consiste & mettre au point un outil numérique permettant

d’obtenir les caractéristiques effectives du matériau a plusieurs étapes de sa dégradation a l'aide

FIGURE 1.1 — Essai d’ablation par torche plasma [8]
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d’informations obtenues par tomographie. Cet outil devra aussi permettre d’analyser ’évolution
du transfert de chaleur a l'intérieur des piéces étudiées. Or la capacité a modéliser le transfert
de chaleur dans un domaine permet d’obtenir directement des informations sur les propriétés
thermiques de ce dernier, comme décrit dans la partie[3.2.9] Un outil de modélisation thermique sera
donc nécessaire et suffisant pour obtenir les résultats souhaités dans cette étude. Ces observations

nous permettent de dresser un cahier des charges de 1'outil a mettre au point :

— 11 doit permettre de modéliser le transfert de chaleur, en prenant en compte les modes
de transfert conductif et radiatif. Une attention toute particuliére devra donc étre portée
au couplage entre ces deux modes, pour assurer que le résultat reste conforme a la réalité
physique.

— L’outil doit étre en mesure de fournir les caractéristiques thermiques effectives du matériau

considéré, et plus particuliérement sa conduction thermique homogénéisée équivalente .

— Il doit permettre de fournir des résultats sur des matériaux tels que des mousses céramiques ou
des matériaux composites. Son utilisation sur des géométries complexes est donc obligatoire,
I'objectif étant de fournir un calcul basé image, permettant d’appliquer des simulations de

transferts sur des géométries réelles obtenues par tomographie.

— Les calculs doivent étre capables de s’adapter a tous types de milieux, qu’ils soient opaques,

transparents ou semi-transparents.

— Comme tout code de calcul, on attend de celui-ci la précision la plus élevée possible pour
un colt en calcul raisonnable. Le ratio entre précision et temps de calcul est déterminant en

calcul numérique pour établir la qualité d’un code.

1.2 Etat de Dart

1.2.1 Modélisation du transfert de chaleur conducto-radiatif

La littérature est assez vaste concernant la modélisation du transfert de chaleur couplé : on
peut citer un grand nombre d’approches permettant son étude. Le traitement du couplage entre les
différents modes de transfert de chaleur a quant a lui évolué au cours des derniéres années. Jusqu’a
la derniére décennie, les transferts originaires de modes différents étaient traités séparément, en
utilisant souvent deux méthodes de calcul distinctes. Cette séparation est naturelle, du fait que les
équations régissant les deux transferts sont de nature différente. On parle alors de couplage faible

entre les différents modes.

Les solveurs commerciaux suivent un schéma assez récurrent pour traiter le transfert conducto-
radiatif. Les calculs sont menés séparément et alternativement pour les différents modes de trans-

fert, & chaque fois de la facon la plus naturelle. Ainsi, on retrouve en général une résolution de la
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loi de conservation de la chaleur utilisant une méthode par éléments ou volumes finis pour la partie
conduction, tandis que la partie rayonnement est le plus souvent modélisée par une résolution de
’'Equation du Transfert Radiatif (RTE) a l'aide d’'une méthode de Monte-Carlo ou d’Ordonnées
Discrétes. Un travail d’homogénéisation est ensuite nécessaire pour coupler les modes de transfert

entre eux.

Si ce schéma peut rester le méme dans différentes études, les utilisations divergent, que ce soit
au niveau des méthodes numériques ou encore de I’homogénéisation entre les modes. La premiére
différence apparait dés la définition méme du couplage entre les deux modes de transfert de chaleur.
Dans certaines méthodes comme [9] 10, [I1], on choisit de considérer, quoi qu’il arrive, I'existence
des deux physiques dans chaque partie du domaine. Dans ce cas, la méthode peut employer soit
des paramétres physiques homogénéisés, soit utiliser des parameétres avec une dépendance spatiale
pour délimiter les différentes phases présentes dans le domaine. De cette fagon, on considére chaque
matériau comme semi-transparent, et ce sont les caractéristiques thermiques qui définissent la
prépondérance d’'un mode de transfert par rapport a 'autre. L’autre alternative, qu’on retrouve
par exemple dans [12] 13| [14], consiste a différencier nettement les zones comportant des propriétés
de transfert qui leur sont propres. Cette logique impose donc deés le départ une séparation entre
des milieux opaques et/ou transparents (ou semi-transparents), dans lesquels n’aura donc de role

que le mode de transfert d’intérét.

Les méthodes jusqu’ici développées dans les laboratoires frangais

Nous allons & présent dresser un apercu rapide et non exhaustif des méthodes de modélisation
du transfert conducto-radiatif récentes, en utilisation ou en cours de développement dans les la-
boratoires frangais. Le tableau[6.2] présenté dans I'annexe [6.2] récapitule certains points communs
présents entre celles-ci. Cette restriction géographique est motivée non seulement par une volonté
de collaboration avec les acteurs de la modélisation thermique en France, mais aussi par 'activité
marquée de la communauté frangaise thermicienne. En effet, c’est en France que I'on remarque les
développements les plus importants en terme de modélisation du transfert de chaleur ces derniéres
années, méme si 'on constate parfois une inspiration venant de 1’école russe des années 1980 (e.g.
Dombrowsky) ou américaine (e.g. Modest). Les applications considérées étant variées, ces méthodes
sont toutes plus ou moins adaptées aux cas qui leur sont propres. Pour obtenir une vue d’ensemble
des capacités actuelles communes, les acteurs de ce milieu se sont derniérement rapprochés dans
le cadre du GDR TAMARYS pour dresser un benchmark comparatif de leurs codes de calcul, en

cours de production au moment de la rédaction de cette thése.

e Dans des travaux réalisés au laboratoire LEMTA [9], le transfert conducto-radiatif a pu
étre modeélisé par une Méthode Eléments Finis, pour une application sur des milieux semi-

transparents, monodimensionnels et anisotropes. L’objectif est de mettre au point une mo-
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délisation thermique stationnaire et instationnaire pour étudier des milieux isolants fibreux
a base de silice. Le principe est de résoudre dans un premier temps l’équation du trans-
fert radiatif (ETR) appliquée a l'intensité radiative, et dans un second temps I’équation de
conservation de I’énergie, en utilisant un flux de chaleur conducto-radiatif. Ce couplage faible
nécessite une résolution alternée des deux équations & chaque pas de temps, ce qui n’est pas

optimal.

Dans la méme structure, des travaux ont aussi été menés par N. Berour sur la modélisation
du transfert par rayonnement, conduction et convection par une Méthode Volumes Finis
(MVF), pour une application sur des fours verriers [I5]. Le milieu étudié présente donc des
phases opaques et semi-transparentes, dont la conductivité dépend en plus de la température.
Une fois de plus, la méthode repose sur la résolution successive des équations de conservation
de I’énergie et de 'ETR pour le transfert conducto-radiatif. Les deux modes de transfert sont
comparés a l'intérieur de ’équation de conservation par le nombre sans dimension de Stark,
rapport des flux conductif et radiatif, qui définit le mode de transfert dominant. On retrouve
dans ces mémes travaux la modélisation du couplage convecto-radiatif, réalisé¢ a 1’aide de
I’ajout d’une équation de transport au systéme. Un autre point important relevé dans ces
travaux est la recherche de la méthode et du schéma numérique adapté aux calculs. L’au-
teur expérimente sur la convergence et la précision de plusieurs méthodes en fonction du cas
étudié. Il utilise successivement un Modéle de Rosseland modifié, la Méthode des Ordonnées
Discrétes (MOD) et la Méthode des Volumes Finis (MVF), ainsi que des relations de ferme-
ture et schémas d’ordres variés. On notera qu’il parvient a obtenir un ordre 4 en espace grace
a un schéma CDS, couplé & une technique de correction reportée pour en assurer la conver-

gence et la stabilité. Ces résultats sont cependant obtenus pour des maillages cartésiens.

Dans des travaux réalisés au CETHIL [I6], une analogie entre photons et phonons a été utili-
sée pour obtenir une méthode de transfert conductif a partir du transfert radiatif, en suivant
une approche ondulatoire du phénoméne. Aprés l'essai de plusieurs méthodes, une méthode
MOD a été utilisée pour résoudre 'ETR, tandis qu'une méthode Monte-Carlo a été utilisée
pour décrire le comportement des phonons afin d’étudier le transfert conductif. Ces travaux
ont été réalisés pour des milieux considérés comme absorbants et semi-transparents. L’intérét
est d’étudier des matériaux micro- et nanoporeux caractérisés par une forte absorption aux
longueurs d’ondes infrarouges, e.g. du quartz fondu contenant une faible fraction volumique
de micro-bulles. Ce genre d’approche peut étre particuliérement intéressant car il ouvre la
possibilité vers des méthodes multimodales, utilisant la méme méthode pour plusieurs modes
de transfert de chaleur, ce qui pourrait étre contre-intuitif au premier abord au vu des diffé-

rentes natures des équations a résoudre.
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e Précisément, & 'EM2C et en collaboration avec le CEA /Ripault, Y. Dauvois introduit dans
ses travaux [10] une méthode de modélisation statistique du transfert conducto-radiatif, dans
le but de quantifier le flux auquel un systéme est soumis pour permettre de dimension-
ner un matériau le plus isolant et le plus léger possible. L’objectif est de travailler sur des
échantillons numériques fibreux pour des applications a trés hautes températures comme les
crayons de combustible dans un réacteur nucléaire ou les revétements de corps de rentrée.
Comme précédemment, une méthode Monte-Carlo est utilisée pour résoudre ’équation du
transfert radiatif, ou encore 1’équation généralisée du transfert radiatif (GRTE). Par contre,
c’est aussi une méthode stochastique qui est utilisée pour décrire le transfert conductif, qui
s’apparente alors a un mouvement Brownien mais aussi & une méthode de Gaz sur Réseau.
Celle-ci permet de résoudre 1’équation de conservation de ’énergie. Cependant, pour mettre
le rayonnement et la conduction bout & bout, il faut & nouveau résoudre successivement les
parties radiative et conductive. Il est donc nécessaire de calculer itérativement le champ de

température, puis le champ d’énergie radiative, jusqu’a convergence.

e Plus récemment, et toujours dans l'optique de travailler sur des environnements soumis a de
trés hautes températures, M. Ghattassi [11] a développé a 'université de Lorraine (LEMTA)
une stratégie dans laquelle ’équation du transfert radiatif est résolue par une méthode de Ga-
lerkin Discontinue d’ordre élevé, particulierement efficace pour des systémes hyperboliques,
afin d’assurer une bonne précision pour un cotit minimal. [.’équation de la chaleur est quant a
elle résolue a I'aide d’'une Méthode Eléments Finis d’ordre élevé, et le couplage s’effectue sur
les champs d’intensité radiative incidente et de température. Si les résultats obtenus ainsi
sont prometteurs, son extension au cas tri-dimensionnel est complexe, et pour le moment
non-réalisée.

e On peut encore citer des travaux réalisés au Laboratoire de Thermique et Energie de Nantes
(LTEN), ot une Méthode Eléments Finis couplée a une Méthode des Ordonnées Discrétes
a été développée et testée [14]. Le couplage entre les deux modes de transfert de chaleur se
situe sur les conditions aux limites d’un motif élémentaire du matériau. L’algorithme utilisé

est de la forme suivante :

— Résolution du systéme de conduction d’énergie, en utilisant des conditions aux limites

adaptées au transfert radiatif;

— A P’aide du nouveau champ de température, résolution de I’équation du transfert radiatif

pour obtenir les flux radiatifs ;
— Obtenir les nouvelles conditions aux limites radiatives

Le code développé a permis d’observer le transfert de chaleur conducto-radiatif sur des cé-

ramiques poreuses de constitutions diverses, générées sur un maillage 3D de facon artificielle
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ou a partir d’'une tomographie. Si 'apport de la partie convective et de la résolution sur
matériau semi-transparent est envisagé, il n’a pas encore été développé. Cependant, les ré-
sultats obtenus jusqu’ici sont prometteurs et ont permis d’observer les différences quant a la

distribution de la températures selon la topographie du matériau considéré.

Toutes ces méthodes font lieu d’un couplage faible entre les différents modes de transfert. Si 'on
arrive a obtenir des résultats assez satisfaisants dans la plupart des situations, elles sont toutefois
plutot artificielles et entrainent des difficultés au moment de leur implémentation. Le couplage
peut de plus étre une source importante d’allongement du temps de calcul pour des cas de grande
taille.

Vers un couplage fort entre les modes de transfert de chaleur

Ces derniéres années, on a observé ’émergence d'un couplage plus étroit, pour lesquelles on
utilise la méme méthode pour les différents modes de transfert. Si ces méthodes multimodales
sont avantageuses sur le plan de la facilité d’implémentation, leur principal intérét réside dans le
gain en temps et en précision apporté par 'unicité des calculs réalisés. On ne traite plus comme
précédemment les modes indépendamment et de fagon itérative, mais en méme temps. On trouve

dans la littérature des méthodes multimodales basées sur plusieurs approches :

e Une des plus anciennes méthodes multimodales repose sur le traitement du rayonnement
a laide des facteurs de vue, et a notamment été mis en application au LTEN [I7], pour
modéliser le transfert bi-modal sur des géométries tridimensionnelles complexes. Ce principe
repose sur un pré-calcul de ces derniéres en début de simulation, permettant d’obtenir le
rayonnement percu par chaque face pour celui émis par toutes les autres, en fonction de leur
orientation relative et de la géométrie des milieux. Une fois ces facteurs de vue obtenus, le
probléme peut étre résolu comme un probléme de conduction, avec une Méthode Volumes
Finis, en considérant en plus le rayonnement comme une condition aux limites appliquée sur
les faces attenantes au milieu transparent. Cette méthode permet donc un couplage radiato-
conductif trés simple, avec un unique systéme a résoudre, mais un inconvénient de cette
méthode réside cependant dans le pré-calcul des fonctions de vue qui représente un coft
de calcul trés important. On remarquera de plus que cette méthode n’est pas adaptée aux

fluides semi-transparents.

e Les méthodes de type Monte-Carlo sont souvent employées pour modéliser le transfert ra-

diatif, car elles simulent naturellement la propagation des rayons infra-rouges. Elle peuvent
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cependant aussi étre employées pour le transfert conductif et convectif, comme dans la mé-
thode développée au laboratoire Laplace [12], 13 [I8], en utilisant cette fois une méthode de
Monte-Carlo Symbolique. L’objectif de cette approche n’est pas tant d’obtenir une modéli-
sation directe du transport de chaleur, mais plutot d’identifier les coefficients d’absorption
et d’émission de matériaux poreux de géométrie complexe. Cette méthode permet de plus
d’identifier une fonction de transfert permettant d’expliciter la température comme une fonc-
tion des sources de chaleur et des paramétres thermo-physiques du domaine. Cette investi-
gation est menée pour des applications d’ingénierie dans des contextes a faible température
mais ol 'apport du rayonnement est significatif, comme par exemple pour le contréle ther-

mique des batiments, ou le refroidissement des moteurs électriques.

La méthode des marcheurs aléatoires hybrides, développée par G. Vignoles [19, 20], consiste
en la représentation assez naturelle des photons et phonons par des marcheurs transportant
un quantum d’énergie. Ces marcheurs suivent un mouvement aléatoire de type Brownien
dans le milieu opaque, et se déplacent en ligne droite a l'intérieur des milieux transparents.
A Tinstar de la méthode mise au point par Y. Dauvois [10], une méthode stochastique est
utilisée pour les deux modes de transfert. Cependant, le couplage s’effectue cette fois-ci
individuellement sur chaque marcheur. Ainsi, un marcheur purement radiatif se déplacant
par lancer de rayons dans le vide peut se faire absorber par un milieu opaque, et voir son libre
parcours diminuer pour devenir un marcheur Brownien. Le couplage est alors modélisé par
une probabilité de passage d’'un mode a 'autre. Cette méthode permet d’étudier le transfert
de chaleur conducto-radiatif dans des milieux opaques/transparents, mais aussi depuis peu
opaques/semi-transparents. Elle peut étre utilisée sur des géométries complexes sans avoir a
passer par la création d’un maillage non structuré. Elle peut aussi prendre en compte le mode
convectif en principe, mais cela n’a pas été réalisé pour le moment. Si cette méthode s’est
montrée efficace pour obtenir les propriétés thermiques homogénes des matériaux étudiés, elle

ne permet cependant pas de résoudre de fagon aisée des problémes thermiques instationnaires.

Nous avons donc pu voir qu’il existe un éventail de méthodes développées a ce jour pour

modéliser le transfert de chaleur multimodal. Les méthodes numériques pouvant étre utilisées

sont multiples, et les couplages entre les modes tout aussi variés. Néanmoins, parmi toutes les

méthodes présentées ci-dessus, aucune ne remplit totalement le cahier des charges dressé dans la

partie précédente. Il semble donc nécessaire de mettre au point une nouvelle approche revenant

sur ces points. Une ébauche de réponse a dé¢ja été formulée au LCTS, que nous allons chercher &

développer. Celle-ci se présente sous la forme d’'un code Volumes Finis sur un maillage cartésien

en trois dimensions. Elle permet de modéliser le transfert conducto-radiatif sur tous types de

milieu (opaque/semi-transparent /transparent), a I’aide d’une réduction aux moments des équations

cinétiques sur les particules porteuses d’énergie, de la méme facon que celle présentée dans le
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chapitre 2. Outre le type de maillage, cette étude parallele a la notre utilise un schéma numérique
différent, présenté dans [21]. La suite de ce manuscrit démontre combien le choix du schéma est

crucial et rend les résultats entre nos deux études indépendants.

1.2.2 Meéthode des volumes finis

Les mathématiques appliquées fournissent plusieurs méthodes permettant de retranscrire les
lois physiques pour prévoir et comprendre les phénoménes qui en découlent par le calcul. La
méthode la plus adaptée pour travailler sur des équations de lois de conservations est la méthode
des Volumes Finis [22] et c’est celle qui sera utilisée au long de cette étude. Nous introduisons ici
les notations qui seront rencontrées dans la suite de ce manuscrit. Le principe de cette méthode
réside dans l'intégration du systéme de lois physiques observées, menant a une discrétisation du
domaine de calcul sur un maillage, pour travailler sur des petites quantités d’espace, notés "pas
d’espace” Az (constants sur un maillage homogeéne), et du temps de calcul (physique) sur des
petites quantités de temps, appelés "pas de temps" At. On subdivise ainsi I’espace en un grand
nombres de volumes finis (ici des simplexes). Sur un domaine unidimensionnel, on discrétise donc
I'espace en découpant celui-ci sur un nombre N de segments (de longueur Az constants sur un
maillage homogeéne), appelés mailles. On considére ensuite les grandeurs physiques d’intérét telles
que la température T" ou I'énergie F sous forme de leur moyenne par maille au centre de celles-ci

(on note U; le vecteur des variables conservatives moyennées sur la maille i), tel que sur la figure

1.2:
1Url Ui—l Ui UHI UN
| ----—| | | -} |
0 X, X X, X Xy Lx
+—p
Ax

FIGURE 1.2 — Discrétisation 1D d’un domaine de taille L, par un maillage homogéne.

En deux dimensions, on peut considérer plusieurs facons de discrétiser un domaine de calcul, en
choisissant différentes formes de mailles élémentaires, et une organisation plus ou moins réguliére de
celles-ci. Pour cette étude, on utilisera des maillages triangulaires non-structurés tels que présentés
sur la figure L’organisation et la forme des mailles n’a ainsi que peu de limitations, ce qui
permet de travailler plus précisément sur des domaines de forme complexe.

Dans ce genre de disposition, on définit le pas d’espace global Ax par :

Ao = max (1) (1)

Ke[l,N] \ Pk

avec pg le périmétre de la maille K, et |K| son aire. Les maillages utilisés dans notre étude sont

précisés plus en détail dans la partie [3.5.2] En trois dimensions, on conserve le principe établi
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FIGURE 1.3 — Discrétisation 2D d'un domaine rectangulaire de taille L, x L, par un maillage
triangulaire non-structuré.

précédemment, en utilisant des volumes pour discrétiser ’espace au lieu de mailles surfaciques.
Dans ce qui suit, on utilisera seulement des tétraédres pour discrétiser 1’espace 3D, bien que

d’autres formes soient bien entendu utilisables. On utilisera alors le pas d’espace global suivant :

Ao = max (51 (12)

Ke[1,N] \ Sk

Avec Sk la surface du bord de la maille K, et | K| son volume.

Une fois le domaine discrétisé et le vecteur des variables conservatives U™ établi sur ’ensemble
des mailles & un temps ", on peut calculer ce méme vecteur au pas de temps suivant t" ! = " + At
avec le schéma ([1.3]), pour un systéme de lois de conservation (et donc sans termes sources).

At

U = U = T

Z |€|f§ "NEKe (13)

ecOK

Nk ¢tant la normale sortant & K par 'interface e, |e| la longueur de e, et F? le flux numérique
a linterface e défini au temps t". Le choix de ce dernier est libre et dépend des besoins de la
modélisation. On étudiera par exemple un schéma complété par un flux de Rusanov [23], défini tel

que :
e = 5 (@) + PO - e — botdy — ) (1.4)

Avec F(U) le flux obtenu a partir du vecteur U, dont I’expression dépend du modéle utilisé, et b,

une vitesse supérieure a toutes les vitesses d’ondes a travers 'interface e.
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1.2.3 Préservation des comportements asymptotiques
Cadre général

L’objectif premier d’un schéma numérique est de reconstruire fidélement le systéme d’équations
sur lequel il est basé, quel que soit le jeu de parameétres utilisé. Or, la forme du systéme peut changer
lorsqu’un des paramétres devient si petit qu’il rend un ou plusieurs termes négligeables. Ce scénario
arrive fréquemment dans de nombreux contextes d’applications : on parle alors de comportement
asymptotique du systéme dont il est question. Le chapitre 2 détaille par exemple que le modéle
My, un systéme d’équations hyperbolique, admet une limite asymptotique de forme parabolique :

U +divF(U) = —AS(U) ——  u = div (BVu) (1.5)

cot—o0

Or, rien ne certifie qu'un schéma numérique qui décrit correctement un systéme d’équations
convienne aussi a sa forme asymptotique. Cette caractéristique n’a d’ailleurs aucune raison d’étre

vraie en général.

Une des difficultés pour ce type d’applications consiste donc & mettre au point un schéma
numérique permettant de retranscrire correctement le régime asymptotique du modeéle. De tels
schémas sont qualifiés d’asymptotic preserving (AP) [24] et ont donc pour but de rester consistants
avec le modéle ciblé quel que soit le régime. Comme on peut le voir sur la figure pour le cas ,
le schéma limite obtenu a 'asymptote cot — oo n’est donc consistant avec le forme asymptotique

du modéle seulement si le schéma est AP.

8,U + divF(U) = —AS(U) 222, ,u = div (BVu)
At,Az—0 At,Az—0 < Schéma AP
Schéma numérique cotzre Schéma limite

FIGURE 1.4 — Schéma explicatif de l'intérét d’un schéma AP (pour les équations (1.5))

Les schémas AP pour les modéles hyperboliques dans la littérature

De tels schémas ont été largement étudiés et répertoriés depuis les années 1990, quels que soient
le modeéle hyperbolique et les applications considérées. Le tableau [6.3] visible dans I’annexe [6.3]
dresse une liste non exhaustive de travaux portant sur ces schémas. Historiquement, ces travaux ont
a la base été développés sur des applications 1D, puis par extension sur des maillages cartésiens

structurés. L’établissement de tels schémas est plus complexe sur des maillages non structurés,
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mais des exemples d’applications ont été récemment présentés [25], 26] 211, 27], 28, 29].

Un schéma AP est avant tout construit pour préserver le régime asymptotique d’un modeéle,
ce qui se fait parfois au détriment des caractéristiques que 1’on recherche habituellement dans un
schéma numeérique, telles que sa stabilité ou la simplicité de son expression. En outre, il n’est pas
rare que la montée en ordre d’un tel schéma soit loin d’étre triviale, voire impossible, et tout par-
ticuliérement pour une application sur un maillage non-structuré. Certains travaux ont déja été
menés pour tenter d’élaborer un schéma AP d’ordre élevé sur des maillages complexes. L’approche
utilisée dans [21] en est un exemple et a permis d’obtenir de bons résultats en montant jusqu’a
I’ordre 4 en espace, tout en faisant preuve d’une grande stabilité. Cependant, la formulation d’ordre
élevé s’est avérée complexe, et il n’est pour le moment pas envisagé d’étendre cette méthode au

cas tridimensionnel non-structuré.

Actuellement, les solutions proposées dans la littérature ne sont pas entiérement adaptées pour
notre utilisation. Dans notre cas, un schéma AP agile (en terme de montée en ordre et taille
des pas de temps) pour le modele M, permettant d’obtenir des résultats consistants & la limite
asymptotique sur des maillages 3D non-structurés, est souhaité. La solution considérée est d’utiliser
un schéma original, adapté a la montée en ordre et a l'utilisation de trés grands pas de temps,

introduit dans [30], BI]. Ce schéma sera détaillé dans le chapitre 3.

1.3 Thermique

1.3.1 Matériaux considérés

Les matériaux utilisés pour les protections thermiques de rentrée sont choisis avant tout pour
leurs capacités réfractaires et leur légéreté. Par conséquent, on retrouve en général des matériaux
fibreux ou des feutres, composés de matériaux isolants [1, B2]. Ce sont des matériaux présentant
plusieurs phases, chacune pouvant favoriser un ou plusieurs modes de transports. Dans le cas des
matériaux poreux (figure , trés présents dans nos applications, on rencontre principalement une
phase absorbante (opaque ou semi-transparente), correspondant au solide, et une phase transpa-
rente, liée au fluide (ou au vide) présent a l'intérieur des pores. A haute température, le transfert de
chaleur a I'intérieur du solide sera principalement d’origine conductive, tandis que les pores seront
le principal lieu des transferts par rayonnement [33]. A l'inverse, les matériaux composites fibreux
(figure [1.6)) ne présentent pas de pores pour héberger le transfert radiatif (si ce n’est les défauts qui
peuvent apparaitre entre les phases). Le transfert de chaleur par rayonnement peut toutefois jouer
un role non-négligeable, en particulier en présence de matrices ou de fibres semi-transparentes.
Certains matériaux de ce type peuvent par exemple chercher & maximiser la diffusion radiative

pour améliorer les performances thermiques de la protection [34].
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FIGURE 1.5 — Structure microscopique d'un matériau de rentrée en carbone poreux : Three-
dimensionally Networked Porous Carbon (TNPC) [35]

FIGURE 1.6 — Structure microscopique d’un matériau composite C;/C aprés ablation par torche
plasma [6]

Ainsi, on peut rencontrer un grand nombre de matériaux différents dans les protections de ren-
trée atmosphérique. Dans de tels assemblages hétérogénes, il n’est pas rare d’observer de grandes
discontinuités sur les propriétés thermiques entre les différentes phases d’'un méme matériau. En
particulier, 'opacité radiative o est une grandeur d’intérét pour cette étude (voir partie [1.3.2)).
On retrouve plusieurs ordres de grandeur d’écart entre ces parameétres sur des matériaux comme
des mousses de zircone (o4, >~ 107° — 1072 m™! [36]; 07,0, =~ 10* — 10° m~! [37]) ou des mateé-
riaux & base de silice nanoporeuse ( g;0, ~ 10 —10% m~![38]). Ces discontinuités importantes sont

a prendre en considération lors de la création du modéle physique et du choix du schéma numérique.

Pour visualiser les discontinuités entre les différents milieux a 1’échelle microscopique, il est
d’usage d’utiliser I'imagerie 3D. Dans notre cas, les images obtenues par tomographie aux rayons
X ou par FIB-SEM (suite de clichés au microscope électronique aprés décapages successifs au fais-

ceau d’ions focalisé) peuvent étre utilisées pour recréer numériquement des domaines de calculs
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réalistes, que ce soit sur un matériau vierge ou en cours de dégradation. C’est le principe des calculs
dits "orientés images" [39, 40, 4], qui permettent de pousser la compréhension des phénomeénes en
jeu, de prévoir les contraintes sur un matériau de maniére non destructrice, ou encore de participer

a la caractérisation d’assemblages hétérogénes complexes.

Dans les faits, I'intérét est avant tout d’obtenir des informations sur le comportement de ces
matériaux a l’échelle macroscopique. Si la structure microscopique a son importance dans les
phénomeénes mis en jeu, il est inconcevable avec les moyens de calculs actuels de créer des outils de
simulation multi-échelles permettant d’obtenir des résultats macroscopiques a partir de la structure
microscopique exacte des matériaux. Pour obtenir le modéle le plus précis, il est d’usage de chercher

a obtenir les caractéristiques physiques homogénes équivalentes des matériaux étudiés [42] [43].

1.3.2 Opacité

Compte tenu de la nature hétérogéne des milieux considérés, une des problématiques de notre
approche réside dans la recherche de la valeur effective de certains parameétres physiques. Si cette
étude est principalement motivée par 'obtention d’une conductivité thermique homogeéne équi-
valente A pour un matériau complexe, ce parameétre n’apparait pas tel quel dans les équations
que nous manipulons. Les principales grandeurs thermiques d’intérét seront les valeurs d’opacités
o(x,T,,(t,x),v), qui correspondent a I'inverse du libre parcours moyen des particules porteuses
d’énergies (et donc homogenes a I'inverse d'une distance, en m™*) [44]. Ce role est rempli par les
photons pour le transfert par rayonnement, et par les phonons pour le transfert par conduction.
On notera donc l'opacité radiative o (resp. matiére o,,) ce paramétre influengant le parcours des

particules d’intérét.

En outre, on observe qu’en régime de diffusion (ce qui sera presque toujours le cas pour la
partie conduction), on peut obtenir ’expression de I'opacité matiére en fonction de sa conductivité

Am. On notera donc : .
CmPLy
m )Tm ty — ]_
(e Tult,2) = 5 (1.6)

Cette relation constitue notre principal lien entre les valeurs d’opacité et de conductivité ther-
mique. Elle sera établie dans la partie [2.3.4] car cela nécessite que les notations et le modéle soient

introduits.

En plus d’étre liées aux propriétés thermiques des matériaux qui composent le milieu, pouvant
fluctuer selon la plage de température (d’ou la dépendance en x et T,, (¢, x)), ces grandeurs sont
intimement liées & la fréquence des particules porteuses d’énergie. Or la méthode utilisée dans

cette étude donne lieu & un modéle intégré sur tout le spectre de fréquences (et donc un modéle
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"gris"). Cette approximation, qui pourrait étre préjudiciable pour la qualité des résultats, peut étre
considérée comme raisonnable sur les cas qui nous intéressent, méme si une extension comprenant
une dépendance fréquentielle est envisageable. Il devient alors nécessaire d’utiliser une moyenne
des opacités afin de supprimer leur dépendance en fréquence. Ces approximations sont présentés

dans la partie [2.3.2]

23



Chapitre 2

Modéles mathématiques

2.1 Introduction

Dans ce chapitre seront présentés les différents modéles utilisés dans notre étude pour simuler
le transfert de chaleur couplé conducto-radiatif.
Notre méthode est avant tout basée sur un modele cinétique. Le principe en est de capturer le
transport des particules porteuses d’énergie afin d’obtenir une information sur les échanges de
chaleur. On partira ainsi de deux équations de Boltzmann, associées respectivement aux photons
pour le transfert radiatif et aux phonons pour le transfert par conduction.
Afin de réduire le cotit de calcul de la résolution de ce modéle, on applique une méthode de réduction
aux moments, en suivant le principe employé dans [45] afin de nous concentrer uniquement sur les
grandeurs qui nous intéressent. Dans la partie [2.3] nous établirons le systéme d’équations qui sera
étudié tout au long de ce mémoire. Nous détaillerons aussi des versions découplées et simplifiées
de ce modele, les modeéles découplés M; et P, dont I'analyse numérique sera abordée dans les
chapitres suivants.
La limite asymptotique du modeéle M est de plus décrite dans la partie [2.3.4] Son étude est d'une
grande importance car elle représente a la fois le principal intérét du modéle, mais aussi le principal
écueil de sa retranscription numérique. Cette facette sera abordée dans le chapitre [3.5.3
Comme précisé dans la partie précédente, le choix de ce modéle est avant tout guidé par la volonté
de développer un code optimisé pour nos applications, représentant un couplage fort entre les
différents modes de transferts. L utilisation d’un modéle & deux équations cinétiques associé a une
réduction aux moments est une approche tout & fait innovante dans le contexte de la modélisation
du transfert de chaleur conducto-radiatif. Les bons résultats obtenus par ce méme genre de méthode
pour d’autres applications comme 1’écoulement de plasmas [46] ou le transfert radiatif couplé a

I’hydrodynamique [47] sont encourageants quant aux performances potentielles de cette approche.
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2.2 Modéle cinétique

Les équations cinétiques de Boltzmann ont été établies pour décrire ’évolution macroscopique
d’un gaz en état de déséquilibre, via ’étude de la densité de distribution des particules qui consti-
tuent ce gaz au niveau microscopique [48] [49]. Elles ont de plus été considérées pour ’étude de
phénomeénes différents, comme en radiologie pour modéliser le transfert radiatif par le biais de
I'étude du transport de la densité de distribution des photons [50, 5], et ce procédé peut étre

utilisé de la méme fagon pour le transfert de chaleur par rayonnement [52 [53].

Pour tenter de rassembler les deux modes de transfert étudiés ici, on peut approcher le transfert
conductif par une autre équation de Boltzmann, en considérant cette fois les phonons comme
porteurs d’énergie [54]. Les échanges de chaleur entre les deux modes seront alors décrits comme

des absorptions et émissions de particules d'une équation a l'autre.

2.2.1 Equation du Transfert Radiatif

Pour décrire la partie radiative de notre modéle, nous allons utiliser I'Equation du Transfert
Radiatif (ETR), qui décrit I’évolution de l'intensité radiative I :

IR = fpht(t,m,Q,u)Ephtc (21)

avec fpne la fonction de distribution des photons, E,;; = hv le quantum d’énergie transporté par
les photons, ¢ la vitesse de la lumiére dans le milieu, h la constante de Planck, t le temps, x € R"
le vecteur position, n étant la dimension du probléme, et v et €2 la fréquence et la direction des

quasi-particules.

Olp(t,x, Q) + cdivQig(t,x, Q,v) = c(o(x, T (t,x),v)Br(Ty(t,x),v) —o(x, T,,(t,x),v)Ig(t, x, Q,v))

Vv ~
Emission Absorption

+ c/ or,(t,x, QQ)Ip(t,x, Q' v)dQY — cop,,(t,x)I(t,x,Q, V)
So

>

~
Scattering

(2.2)

On suppose que le milieu est a 1’équilibre thermodynamique local (ETL). Le terme d’émission est
donc isotrope et régit par la fonction de distribution de Planck Bp :
2hv3 1

kT (t,x

T, étant la température de la matiére et k la constante Boltzmann. On note de plus o, et op, les

opacités d’émission et de diffusion, et op, , = 27 f_l or.du, avec p le cosinus de ’angle d’incidence.
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En plus de 'ETL, cette expression est soumise & plusieurs hypothéses. On notera notamment que
le scattering doit lui aussi étre isotrope et indépendant de la fréquence v pour que ’on puisse écrire
le dernier terme sous sa forme actuelle. L’effet de la polarisation est de plus négligé et on supposera

pour cela que l'indice optique des milieux est de 1.

2.2.2 Equation du Transfert Thermique

Pour décrire la partie conductive du modéle couplé, nous allons de la méme fagon utiliser
une équation cinétique pour représenter le transfert des particules porteuses d’énergie. Pour la
conduction, on considére les phonons, porteurs de 1’énergie de vibration, comme remplissant cette
fonction. L’analogie entre ces particules et les photons va nous permettre de compléter notre
modeéle, car ils obéissent de la méme facon a la statistique de Bose-Einstein, et on peut alors
utiliser une équation de la méme forme que précédemment pour modéliser leur évolution. De
cette fagon, on utilise une équation similaire & I'ETR ({2.5) pour décrire ’évolution de l'intensité

"matiére" I,,, dont le second membre a été pensé pour respecter une condition d’équilibre avec

I'ETR (22) :

Ly = forn(t, 2, Q) Eppncn, (2.4)

avec fpny, la fonction de distribution des phonons, E,, le quantum d’énergie transporté par un

phonon et ¢, la vitesse du son dans le milieu, soit la vitesse des phonons.

Ol (t,x, S, v) + ¢y, div QUL (2, Q) = o (t, @, T (t, @), v) (B (em(t, ), v)

(2.5)
— I (t, 2, Q,v)) + o (t, T (t, ), v)(Br(Tr(t, ), v) — ri(t, @) [ (t, 2, Q,v))

Une fois de plus, en faisant 'hypothése d’équilibre thermodynamique local, on écrit le terme

d’émission sous la forme d’une Planckienne :

2hv3 1
m CTP\%g, o

em(t,) = [ (t.) PmCy,, (n)dn étant 1’énergie thermique fournie par les phonons, o, 'opacité aux

eq
phonons dans le milieu, 6,,(t, ) = (@)% avec a,, = 1857;1;3]2:, et re(t,x) = CLSR((;’:)).

On note Eg l'énergie radiative donnée par l'intégrale de l'intensité radiative [24, B5] et Ey
I'énergie radiative a 1’équilibre ([2.8]), donnée par la loi de Stefan-Boltzmann. On définit de plus
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par analogie la température radiative Ty :

/ /S I Sy (2.7)

Ey = agT), (2.8)

1
ER(t 4
Tr(t,x) = (M) (2.9)
ar
avec ap = —fgif; (~ 7.56 - 10716 J.m—3.K~* avec ¢ la vitesse de la lumiére).

2.2.3 Modéle cinétique couplé

On obtient ainsi le modéle cinétique ([2.10)) couplé, modélisant les deux formes de transfert de

chaleur, par conduction et par rayonnement.

Oplp + cdivQlg = co(Br(T,) — Ir) + ¢ [, or IrdQY — cor,,Ir

(2.10)
Ol + ¢y div QL = €0 (B — I;m) + cmoe(Br(Tr) — 1741,)

On retrouve en rouge sur le systéme les termes de couplage entre les deux modes. Ceux-
ci sont établis de fagcon & ce que ce systéme soit conservatif en énergie une fois appliquée la
réduction aux moments décrite dans la partie suivante. En effet, il peut étre envisagé de chercher
a résoudre ce systéme pour obtenir les informations souhaitées sur le transfert de chaleur, mais
une telle résolution ne serait pas rentable (en terme de calcul numérique) au vu de la dimension
du probléme (I, et Ir dépendent de ¢, x,Q et v). Il nous faut simplifier ce systéme par le biais

d’une réduction aux moments, afin d’obtenir une méthode compétitive.

2.3 Réduction aux moments

2.3.1 Principe de la méthode de réduction aux moments

Les méthodes de réduction aux moments, introduites par Grad [56] et développées par Lever-
more [57], permettent de décrire la déviation par rapport a un état d’équilibre (comme c’est le
cas pour le transfert de chaleur), a partir de I'expression d’une équation cinétique. L’intérét est de
réduire le nombre de degrés de liberté par rapport a ’équation de base, permettant ainsi d’avoir

une méthode plus compétitive, tout en concédant des approximations raisonnables.
Pour obtenir un modéle aux moments a partir des équations (2.2)) et (2.5)), on commence par

choisir un sous-espace vectoriel M de dimension finie M des fonctions de 2 € Ss. On note m(€2)

un vecteur de taille M contenant la base des éléments de M. En notant (e) la mesure [2.11] aussi
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appelée opérateur moment, on peut obtenir & partir des équations cinétiques (22.2) ou (2.5)) le

systéme aux moments ([2.12)).
1 oo
(o) = —/ / o dQdv (2.11)
c 0 So

Oy(mI) + cdiv(QmIl) = (mC(1)) (2.12)

C(I) étant le second membre de I'équation, aussi appelé terme collisionnel. Le modéle ainsi créé
nécessite une fermeture pour étre complet. Le principe est d’exprimer la densité (ml) et le flux
(- mI) (qui sont les moments d’ordre 0 et 1) ainsi que le terme collisionnel (mC([/)) sous la
forme de fonctions & M variables. Cette fonction de fermeture est au choix pour chaque modéle et

permet d’introduire des caractéristiques nécessaires a chaque application.

De tels systémes d’équations aux moments présentent un certain nombre d’écueils qui sont
a prendre en compte pour modéliser des régimes de transition, notamment la multiplication du
nombre d’équations dans le systéme, ou encore la possible perte d’admissibilité des moments obte-
nus. Cependant, le gain généré par la réduction du nombre de degrés de liberté rend cette méthode

attractive dans bien des applications.

2.3.2 Application au modéle cinétique

Une hiérarchie de réductions aux moments, suivant le principe explicité dans la partie préceé-
dente, est introduite dans [55, [45] pour créer un modeéle de transfert radiatif & partir de I’équation
cinétique . Cette hiérarchie est basée sur le principe de minimisation de I’entropie totale
[53, 58], et chaque modéle issu de celle-ci partage des caractéristiques de limitation des flux et de
positivité d’énergie, qui s’avérent particuliérement importantes pour mettre au point un modele
réaliste.

Pour cette étude, nous nous intéressons uniquement au premier modéle de cette hiérarchie, le
modele M. Celui-ci est obtenu en considérant les moments d’ordre 0 et 1 : I’énergie £ € RT et
le flux F' € R”, la fermeture du modéle aux moments étant assurée par I’expression du moment

d’ordre 2, a savoir la pression P € R" x R"™.
E={I) , F={(IQ) , P=(I2®Q) (2.13)

Le systéme est ensuite obtenu par intégration des équations cinétiques par 1'opérateur moment
(2.11). Nous ne sommes en effet pas intéressés par le détail des distributions en fréquence et
en direction. L’opacité o étant aussi variable en fréquence, il nous faut introduire de nouveaux

parameétres d’opacités moyennés : I'opacité d’émission o., l'opacité d’absorption o, et I'opacité de
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flux . Ces derniers sont obtenus a partir des relations suivantes :

(o1R) (cQUp) %= 00
O1R o R _
=0, , — = 2.14
(Ir) g (Qp) 0 oy O f ( )
0 0 O'f’z

En pratique, on ne peut calculer exactement ces parameétres a cause de la méconnaissance de Ig,
mais il est possible d’en obtenir une approximation [59) [60]. Dans la partie "émission" de I'ETR,
I'opacité n’étant pas associée a l'intensité radiative Ig, on peut obtenir 'opacité d’émission o, en

utilisant une moyenne au sens de Planck :
<O'BR>

a RT#L

(2.15)

O =

Remarque : Si dans le systéme observé les opacités n’ont pas de dépendance fréquentielle, on peut

prendre o, = 0,, ce qu'on supposera dans ce qui suit [59].

Utilisons & présent 'opérateur moment sur 'ETR (2.2)) :

(B2)) < 0, Ep + div Fr = c((0Br) — (01x)) + (¢ / on Ind) —on E (2.16)
—— = Sa
O'eE;q UEER ~ ~~
oRs,OE
< O ER + div Fg = co.(ER — Eg) (2.17)

Une deuxiéme équation est obtenue en intégrant la direction de propagation €2 a la mesure de

2.
1
(Q(2.2)) EatFR + cdiv Pg = c({(cQ2Bgr) — (cQR)) + (cﬂ/ or, [rdY) —
Sa

O-RS,O

Fr
—_——— —
0 UfFR ~"~

URSJFR/C

& 0, Fp(t,x) +  div Pr(t,x) = —c(os + Lyo,) Fr

I; étant la matrice identité et o, = o, , — or,,. Des calculs similaires peuvent étre réalisés pour

la partie conductive, aboutissant au systéme ([2.18+2.21}).

;

2.18
2.19
2.20
2.21

O Er(t,x) + div Fr(t,x) = co.(t,z)(ER (t,x) — Er(t,x))
coe(t,x)(Er(t,x) — EF(t,x))
—cor,(t, @) Fr(t, x)

(t, )
Orem(t, ) + div ¢ (t, x)
O Fgr(t, ) + *div Pg(t, x)
| Orgm (L, @) + c2 div P,,(t, )

(2.18)
(2.19)
= (2.20)
= =m0, (1, ) (1, ) (2.21)

Avec les opacités des flux oy, = oy + 140, et 0, = 0, +10.. La fermeture du modéle est obtenue
par la définition des termes de pression P, choisis comme fonctions des moments d’ordre inférieur

pour minimiser U'entropie [45], [61], calculés analytiquement [55] comme étant :
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Fr(t,x) Fr(t,x) Egr(t,x)

ot © o) T 2 L XU @)l (222)

Palt, @) = 220D () 1

t,x)

P, (t,x) = % Gm(t, ) n(t,z)  en(t,x)

Bx(am(t, 2)) —1] [1 = x(am(t, 2))]lq (2.23)

g (t, )| lgm(t, )] 2
avec les flux réduits fr(t, ) = (g—i, am(t, @) = 22—, I, la matrice identité et x le facteur d’Ed-
dington :
3+ 422
x(2) (2.24)

T 5+2V/d- 322
Le systéme se compose d'un couple d’équations sur les énergies radiatives Er et de
conduction &,,, et d'un autre sur les flux radiatif F et de conduction g,, . On peut
noter que ces équations sont trés semblables entre les deux modes de transfert, et que seuls les
parameétres permettent de les différencier. Cette caractéristique est exactement celle recherchée, et

nous permettra d’utiliser le méme solveur pour chaque mode de transfert.

Pour les cas d’application considérés, on remarque dans les équations des flux un terme de

transport conduit par une vitesse différente selon les modes :
— La vitesse de la lumiére ¢ dans le milieu pour la partie rayonnement,
— La vitesse du son ¢, dans le milieu pour la partie conduction.

Prenons 'exemple du transfert couplé conducto-radiatif sur un matériau en carbone poreux [62]. La
vitesse du son dans le carbone étant de ¢, = 18500m.s~ %, le rapport des conditions de Courant-
Friedrichs-Levy (CFL) nécessaires a la résolution par un schéma explicite serait de 'ordre de
=~ 10%. Des dispositions seront & prendre dans le choix du schéma numeérique, présentées dans

m

la partie pour éviter que la résolution du phénomeéne le plus "rapide" ne soit limitée, ce qui

.....

2.3.3 Modéle M;

Plutot que d’étudier le probléme conducto-radiatif couplé, on commence par regarder un unique
modele My, sans émission ni absorption, qui sera aussi employé pour certaines applications pré-
sentées dans le chapitre [l La généralisation au multi-M; couplé sur le terme source sera directe
une fois la résolution de ce modéle maitrisée. Pour écrire ce systéme non-couplé, on utilise une
notation standardisée convenant aux usages conductif comme radiatif, les inconnus du systéme
étant Pénergie E(t,x) € R et le flux F(t,x) € R™ L’obtention de ce systéme est semblable &
celle présentée dans le paragraphe précédent, mais les termes de couplage disparaissant, on obtient

alors le systéme suivant :

O E(t,x) + div F(t, ) =0

(2.25)
O F(t,x) + Adiv P(t,z) = —co(t,z)F(t,x)
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avec o(t,x) 'opacité, c la vitesse de propagation, et P(¢,x) le tenseur de pression, obtenu tel

que dans (2.222.23).

Definition : Soit A [’ensemble des états admissibles pour le systéme aux moments ((2.25))). On

a alors :
AZ{M=<g) / E>0, ]F|§0E} (2.26)

Cet ensemble de définition assure 'intégrité physique des solutions, car il impose la positivité de
I’énergie et une limitation du flux, qui garantie que le flux ne se propage pas plus vite que la vitesse
de transport ¢ [58|. La limitation du flux est garantie par le choix d’une fermeture qui assure une
minimisation de Ientropie mathématique globale, et par le facteur d’Eddington [63]. Pour ce qui
est de la positivité de I’énergie, elle est obtenue tant que l'intensité sous-jacente Iy, est positive,

ce qui est toujours le cas pour le modéle My, vu que :

V3 v =
i = 225 (ot g 1) (2.27)

avec [§ = o

2-V4-312 p  |IE]]

— 7 f=
On peut se rassurer rapidement sur la qualité de 'approximation réalisée par la réduction au

modeéle M, sur les équations cinétiques de base en réalisant un cas test représentatif des applications

désirées. On regarde un cas radiatif stationnaire 1D :

oI =coo(B—1)+0s(ls — 1) (2.28)
— CI:1=8B
— CL :
— I(0, ) = £ sinon
— Parameétres :
Paramétre Valeur Unité
c 1 m.s !
L, 1 m
N, 500 mailles
B 40 W.m2.sr!
x<0.25 | x>0.25
Oc = 0y 0 10 m~!

avec o4l = %fil or. Ir du représentant la partie scattering de 1’'équation (12.2)).
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FIGURE 2.1 — Comparaison entre les solutions obtenues par le modéle cinétique et le modeéle Mj.

La comparaison entre la solution numérique de I’équation (2.28)) et celle de la réduction M;
de cette méme équation est donnée sur la figure 2.1} La proximité entre les deux solutions sur ce
cas suggere que le modéle M est en effet une bonne approximation des modéles cinétiques. Des

expérimentations numériques complémentaires sont menées dans le chapitre [4

2.3.4 Limite asymptotique du modéle M,

Dans le cas du transport dans un matériau transparent, le terme source dans 1’équation (|2.25|)
devient nul, et le modéle devient alors un systéme de lois de conservation hyperbolique qui décrit
correctement un transfert d’énergie en régime de transport. A contrario, lorsque le produit des
valeurs de la vitesse de particules ¢, de l'opacité o et du temps ¢t devient grand [64], le modele

précédent dégénére vers ’équation de diffusion & ’équilibre :
(12.25)) — O F = div(DVE) (2.29)
cot—ro0

avec D = 3> le coefficient de diffusion. Ce résultat peut étre obtenu a I'aide d’une étude de la vi-
tesse de convergence des termes du systéme, ou encore par un développement de Chapman-Enskog.
Ces deux méthodes, qui sont aussi utiles pour étudier les schémas numériques qui cherchent a re-
présenter cette méme dégénérescence, sont développées dans les paragraphes suivants. La méthode
utilisant les valeurs des vitesses de convergence sera souvent préférée dans le reste de cette étude,

car elle permet d’obtenir des informations complémentaires, et notamment la vitesse de convergence
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de chaque terme, ce qui peut s’avérer utile pour tirer des conclusions sur les différents schémas

étudiés.

Méthode des vitesses de convergence

Le modéle M; appartient a la classe des modéles étudiés dans [65], qui détermine les vitesses de
convergence des variables vers leur limite asymptotique. En supposant que les conditions initiales et

aux limites sont correctement posées, les vitesses de convergence suivantes peuvent étre obtenues :

102E]|,,, = O ((1+cot) 3079)73) (2.30)
|070B||, = O (1 +cony 30075 (2:31)
|02F ), = 0 (14 o) 3097578 (2.32)
0%, F|,, =0 ((1 +cot)"30- >‘*) (2.33)

n étant la dimension du probléme, et § l'ordre de dérivation spatiale de I'inconnue étudiée. Ces
expressions permettent de connaitre le comportement asymptotique des différents termes du sys-
téeme . Pour les besoins de la démonstration, on les explicite un par un, en se plagant sur un
probléme 2D et en utilisant une norme L, sans perte de généralité par rapport aux calculs ou a
un cas tridimensionnel (les vitesses de convergence seront différentes mais les résultats équivalents

avec une autre norme). Toujours selon [65], la pression P ([2.22)) tend vers la limite suivante :

£
lim P={3_ (2.34)
cot—o0 0 5

Ainsi, les termes de la seconde équation de ([2.25) ont le comportement asymptotique suivant :

OF =0 ((1 + cat)’%> (2.35)
dWP:O(me % (2.36)
o F =0 ((1 +cot)” ) (2.37)

Ces expressions révélent que les termes dominants de la seconde équation sont ([2.36)—(2.37)), étant

en O ((1 + cat)’%>, ce qui conduit a I’expression de la seconde équation :

C
F=__—_VE 2.
SOV (2.38)
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De la méme fagon, on peut voir pour la premiére équation que les deux termes sont en O ((1 + cot)™2),
et en remplagant 'expression de F' par celle obtenue en ((2.38]) on obtient :

./ c
0,E = div (ng) (2.39)
ce qui correspond bien a ’équation de diffusion a I’équilibre ([2.29)).

Développement de Chapman-Enskog

Ce résultat peut aussi étre simplement obtenu a l'aide d’un développement de Chapman-

Enskog, se présentant comme suit :

— Premiérement, le temps t et 'opacité o sont mis a ’échelle par le méme facteur € > 0, qui
tend vers zéro pour simuler la limite asymptotique.
o t

o= -, t—- (2.40)
3 £

Le systéme ([2.25)) devient alors :

eOE+divEF =0

(2.41)
e F+AdivP =—ZF
€
— Deuxiémement, on développe les variables en utilisant les notations suivantes :
w=w? +cw® 4+ 2w® + . (2.42)

— On identifie ensuite les termes selon leur puissance de €. Le terme dominant est facteur de

€72, soit :
FO =9 (2.43)
Viennent ensuite les termes en 7! :
divF©® =0
AdivPO = —coF®M = FU = —3£VE(O) (2.44)
o
_ EO©
PO = =

et finalement les termes multiples de €° qui donnent ’équation limite :
E® +divFV =0 = 9,E© = div (BLVE“’)) (2.45)
o

Une fois de plus, on retrouve I’équation de diffusion & 1’équilibre (2.29) comme équation limite.

On notera tout de méme que si la méthode du développement de Chapman-Enskog est simple
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d’utilisation et permet d’obtenir 'expression de 1’équation limite sans avoir a passer par les ré-
sultats 7, elle ne permet pas d’obtenir les vitesses de convergence de chaque terme.
Cette particularité s’avérera utile dans les parties [3.2.1] et [3.2.2] Par ailleurs, le développement de
Chapman-Enskog donne faussement I'impression que ¢ et o doivent tous les deux étre grands, alors

que c’est la valeur de leur produit qui importe.

Relation avec la conductivité thermique & asymptote

Une fois la limite de diffusion atteinte, le systéme est équivalent a 1’équation parabolique ([2.29)).
Dans ces conditions la loi de Fourier s’applique, et en posant 'hypothese pC, = cte pour pouvoir
poser E = pC\,T, on obtient alors
c pCly

2.29 OFE = —div(—
(2.29) < 0 1V(30 h\

)F) (2.46)

Ce qui est équivalent avec la premiére équation de (2.25)), et donne donc

c pC,
_ =1 2.4
30 A (2.47)

On obtient donc une relation directe entre o et A en limite de diffusion, en se plagant dans un

domaine homogéne.

Il est important de rappeler que les valeurs de o obtenues a la suite de cette approche repré-
sentent une moyenne fréquentielle. Dans les faits, 'opacité retrouvée a la limite diffusive de 'ETR
correspond & une moyenne au sens de Rosseland (2.48]) [60, [66] :

ﬁ N /OOO ﬁg_i(”)d”/ /OOO Z—ﬁwv (2.48)

2.3.5 Modéle P,

Si le modéle M; est le principal sujet d’étude de cette thése, plusieurs références sont faites au
modéle P, dans cette étude. Appartenant a la hiérarchie P,, elle aussi décrite dans [24, 55]. Le

modele P se présente dans les faits comme une linéarisation du modele M :

QU +V - F(U) =8(U) (2.49)
E F, F, F 0
F, CE 0 0 —coF,
U= RO =37 R (250)
F, 0 SE 0 —coF,
F, 0 0 <E —coF,
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Du fait de sa linéarité, 'obtention d’une solution analytique continue est bien plus aisée avec le
modéle P que le M;. Etant donné qu’il est de plus équivalent & ce dernier avec y = %, on préférera
I'utiliser pour certains cas tests de validations, présentés dans la section [l Le détail de I'obtention

d’une solution analytique continue du modéle P; est présenté dans le paragraphe suivant.

Obtention d’une solution analytique continue - P;
Nous tirons la solution analytique continue du modele P; présentée ici des travaux présentés

dans [67]. Posons-nous dans un premier temps dans un cas 1D. Le systéme a résoudre est

, (2.51)
O Fy + S0, B = —coF,

Ce systéme est linéaire, on peut donc le transformer en un systéme du télégraphe avec un change-

ment de variable. Il est de cette facon équivalent a

Ou+ adyu = o'(v — u)

(2.52)
O — ad,v = o' (u — v)
u=FE—¥F a=—-"%
avec ° et V3
v=FE+ \/TgF =9
On peut alors construire des solutions continues de u et v.
alt, ) = F(0.2) + 0.5 (1,2) — 550, (1,7) -
v(t,z) = f(t, @) + 5500 f (t,2) + 550:f (¢, @)
ou f(t,x) est solution de
20'0, f(t,x) + 02 f(t,x) — a®02f(t,x) =0 (2.54)

Cette méthode étant détaillée dans [67], seul les résultats sont ici présentés. Par une méthode de

séparation de variables, on peut prendre f de la forme f(¢,x) = oz(t)cos(?—:), avec L, la longueur
du domaine dans la direction z. a est alors solution de

47T2 2 N "

7z @ a(t) +20'd(t) +a"(t) =0 (2.55)

On a alors trois solutions de « différentes en fonction de la valeur de o.
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4

— Si0<o’ < 2a|,ie. 0< o<

LoV3
cot 48 2
alt)=e 2 (cos(zt) + sin(zt)) ,avec  z = ¢ L72T — 902 (2.56)
: _ 4 .
- Sl g = Lx_\/g .
2me
alt) =exp | — t](1+t¢ 2.57
(0 = eop (= 2t) (141 (257
: 4T .
— Sio> m :

a(t) = exp <— (% — z) t> + exp (— (% + z> t) ,avec  z = %1 [902 — 4?/7;2 (2.58)

Au final, ces résultats nous permettent de retrouver les solutions exactes de E et F, pour toute
valeur de o, pour un probléme dans la direction x. Nous avons eu besoin d’un cas avec ¢ = 1 au

cours de notre étude, ce qui nous donne alors :

E =e2 cos(2E) (cos(wyt) (3 + 42) + sin(w,t)(5 — ) 2.50)
F, = Si%e*czct sz'n(QL’rf)(cos(th) + sin(w,t))

2
avec W, = ¢ 42—75 — 902
xT

Passage au cas multidimensionnel

Afin d’obtenir une solution analytique dans le cas multidimensionnel, nous cherchons tout
d’abord la solution dans le cas 2D. Pour cela, notons E® et FY les solutions exactes
obtenues dans la direction x. On peut étoffer ces solutions en ajoutant Fy(l) = 0 le flux en y pour
le probléme défini dans la méme direction x. Ce systéme est bien solution de ([2.49)).

De la méme facon, on peut obtenir les solutions du systéme dans la direction y. A titre d’exemple,

dans le cas 0 = 1, on obtient alors :

E® = 75 cos(22) (cos (wyt) (4 + 22) + sin(w,t)(5 — L))
£ g (2.60)
Fy(z) = %67? sin(%)(COS(wyt) + sin(wyt))

avec Wy = g 42—752 — 902
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E) E®)
Lemme 1. Pour toute paire de solutions Fél) ; FI(2) des systemes (2.51]) et son com-
Fy(l) Fy(2)
EL 1+ p@®)

plémentaire dans la direction vy, Y 4+ P | est solution de 2.49
Y+ EY

Démonstration. On peut définir les solutions 1D de la fagon suivante :

ED(t, ) E®(t,y)
Pt | et | FP =0 (2.61)
Fy) =0 P (ty)
Ainsi,
H(EW + E®) 4+ 0,(F) + &) + 0,(FV + FV) = 0,E" + 9,F") + 9,E®0,F?)
=0
et

2
@wm+ﬂm+%@@m+mm:_w@p+@m

x x

2
o 9FW + S5 EM = _coFM

x x

EL 1+ p@)
et de méme pour la derniére équation en y. Fggl) + Ff’ vérifie donc bien les 3 équations de
Y+ EY
(12.49)). m
(3)

De la méme facon, soit (F(3)> la solution du probléme 1D dans la direction z, on peut obtenir

EV 4+ B2 4 BB
EY
Ry
Y

la solution analytique en trois dimensions

2.3.6 Limitations du modéle M;

Malgré les capacités du modéle M a représenter le transfert de chaleur conducto-radiatif, il pré-

sente comme tout modéle ses limitations. Ainsi, on notera que la méthode présentée ici ne convient
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pas a I’étude des matériaux anisotropes ayant une opacité dépendant de la direction de propagation
des quasi-particules. Toute information de cet ordre est perdue lors de I'intégration sur la direction
de ces particules nécessaire a 'obtention du M;. Nous sommes ainsi limités a la modélisation des
problémes dans une seule direction de propagation des particules porteuses d’énergie. On notera
en particulier que 1’étude des matériaux réfléchissants est exclue des applications possibles de ce
modéle.

Une difficulté supplémentaire associée aux applications considérées est la dépendance fréquentielle
du transfert de chaleur. Certains termes du modéle, et notamment les opacités, peuvent présenter
un spectre trés complexe, avec de nombreuses raies d’émissions pour certains matériaux. Dans ces
conditions, la réduction opérée par le modeéle M; n’est plus une approximation suffisante du modéle
cinétique. Cependant, on peut considérer les opacités et autres termes constants sur chacune de ces
raies, menant a des fonctions constantes par morceaux. Ce modéle M;-multigroupe est présenté

plus en profondeur dans [6§].
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Chapitre 3

Résolution numérique

3.1 Introduction

Nous avons établi dans la partie précédente les modéles que nous allons employer pour décrire
la physique sous-jacente au transfert de chaleur conducto-radiatif. Nous avons choisi le modéle M,
(et méme un couplage entre plusieurs M;) pour approximer les équations cinétiques des particules
porteuses d’énergie, que nous allons résoudre a 1’aide d’une méthode déterministe. Nous envisa-
geons pour cela une Méthode Volumes Finis, comme décrite dans la partie [1.2.2] Cette partie
présente a présent les choix et solutions numériques qui ont été employées pour mettre au point

un code de calcul permettant d’obtenir les résultats souhaités.

Dans un premier temps, nous nous intéressons au schéma numérique qui sera employé dans
notre méthode volume finis. Le choix du schéma est souvent crucial pour obtenir le code de calcul
le plus performant, en cherchant a trouver, selon le modéle et les applications recherchées, le bon
équilibre entre stabilité, performance et précision. Dans notre cas, une attention particuliére est
portée a la bonne restitution de la limite asymptotique du modéle par le schéma. Comme précisé
dans la partie [1.2.3] cette caractéristique est une réelle difficulté, et le choix d’un schéma adapté,
dit asymptotic-preserving (AP), est primordial. Des éléments numériques plus standards tels que

la montée a ’ordre élevé ou la stabilité de tels schémas sont aussi abordés.

Au vu de la non-linéarité du systéme que nous cherchons a résoudre, il nous faut de plus sé-
lectionner une méthode de résolution, dit solveur, adéquate pour converger le plus rapidement
possible vers la bonne solution. Les options et choix retenus sont détaillés dans la partie Celle-
ci est suivie par le détail des options d’optimisations sélectionnées dans notre étude pour une fois

de plus réduire le cotit en temps de calcul de la méthode.

Enfin, nous nous intéressons a la discrétisation spatiale des domaines de calcul prévus dans le
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cadre de cette étude. Comme toute méthode numérique, nos choix (et particuliérement celui du
schéma) imposent des limitations au niveau du maillage a employer. Ceux-ci sont détaillés, et les
maillages utilisés au cours de notre étude sont exposés. Notre méthode se voulant de plus "orientée-
image", donc fonctionnelle & partir d’images numériques de matériaux réels, les problématiques

alors engendrées sont présentées en fin de partie.

3.2 Schéma numérique

3.2.1 Propriétés nécessaires pour le schéma numérique

Pour les applications considérées et détaillées dans le paragraphe [1.1.2] nous nous devons de
sélectionner un schéma numérique robuste et efficace pour approcher la solution du modéle M;.

En outre, cette étude propose plusieurs défis d’'un point de vue numérique :

— larésolution doit permettre d’obtenir des résultats convenables sur des maillages non-structurés

afin de minimiser le nombre de mailles tout en capturant les discontinuités du domaine;

— parmi les applications considérées, on prévoit '’emploi de matériaux hétérogénes avec des
variations importantes de propriétés thermiques entre les différentes phases. Le schéma nu-
mérique se devra donc d’étre particuliérement stable et capable de gérer les potentiels phé-

nomeénes de couches limites ;

— au vu des variations considérées, des propriétés des matériaux et des modes de transfert, le
temps caractéristique du schéma peut de la méme fagon varier drastiquement d’une région
a 'autre du domaine. Pour que les calculs ne soient pas limités par le phénomeéne le plus
rapide, on devra considérer un schéma implicite capable d’utiliser des pas de temps variables

et de grandes conditions CFL;

— la conception du modéle M; permet de modéliser correctement le transport des particules
dans les deux régimes limites diffusif et de transport. Ceux-ci seront tous deux rencontrés
lors des mémes calculs, au gré des paramétres et conditions utilisés. Le schéma choisit doit
donc pouvoir retranscrire correctement ces deux régimes limites, mais aussi dégénérer a la
bonne vitesse vers la limite diffusive. Nous nous orientons donc vers un schéma préservant la

limite asymptotique du modéle (dit AP).

Echec de la préservation du caractére asymptotique pour un schéma non adapté

Nous détaillons sur un exemple simple, dans ce paragraphe, la raison pour laquelle une mo-
dification des schémas standards est souvent nécessaire pour obtenir la préservation du régime
asymptotique de la part du schéma. Pour mettre en lumiére l'idée derriére la modification du

schéma proposé dans [30], nous réalisons ci-dessous une étude de la vitesse de convergence des
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termes du schéma de Rusanov [23] pour un unique modéle M; (2.25). Tout d’abord, on écrit pour

toutes mailles K d’un maillage T le schéma Volumes Finis implicite aux flux de Rusanov :

Ut —ug 1

TR > el Fett mge = o SURH) (3.1)
e€OK
0
1 —cF},
Feone = 5 (IFQ@) + FUE) - mice — oy = UR)) |, avee SU) = 62
"y
—cF,

avec At le pas de temps, ng . la normale sortante par le coté e de la maille K, et L la maille
voisine de K par le coté e. Sans perte de généralité et par souci de simplicité, les calculs suivants
sont exprimés en deux dimensions. Sur un maillage 2D non-structuré, on peut donc détailler le

schéma sur trois équations :

Ep' =B 1 el (FK + F) Lo el it
— Lol 2 e+ = S e (B (3.3)
TR 2 2 ) TR 20
Fn—i[—(l _ FnK 1 | | Pn+1 4 Pn+1 1 |6|
T, T, 2 zx, K xx,L n+1 n+1 n+1
—_— Y = — = —C ! ’ -nK,e—i—— —C Fx —Fx —CUKFI
ST S N ) TR 2w (R R e
(3.4)
—_—— = — —c ’ T Nge + —c — — COK
At K Pl + P Kl G2 w0 ot o

(3.5)

Pour éprouver la préservation de 'asymptotique de ce schéma, on utilise a nouveau les valeurs des

vitesses de convergences ([2.30)—(2.33)).

Décrivons les termes un par un, en commengant par I’équation (3.4]), et en considérant que nous

utilisons une norme L*° et que la solution est assez réguliére :

Frid — Fr
Lo el s (P’”}( + P"*é) | ( ) (P"*é))
— g —c & e i, ~div | ¢ o (3.7)
n+1 n+1 ’ n
|K| e€OK 2 sz,K + sz,L P:vyJrl

Une fois de plus, la valeur limite de la pression est prise en utilisant la formule (2.34]) obtenue dans

[65]. En utilisant cette fois un développement de Taylor du premier ordre pour obtenir les valeurs
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des variables au temps t" :

: 2 ng—’:ll( ~ C_ n+1 7%
div ([ =k )~ Co, (B ~ (a B+ Atd,EL) = O ((1 + cot) ) (3.8)
Pk 3
1 |6‘ n n . n . n n _35
S ;;{ 5 ¢ (Ff! = P == div (Vi FiE) = div (Vi (F7, + At FL ) = O ((1 + cot) 2)
(3.9)

8}(/; . . KL - 1
avec Vg, = 9 I'opérateur de dérivation sur la base KLL ,et KL-KL =0

KL"
Frl = Flg + MO F o+ = Fo(t7, ) = O ((1 + cat)—%) (3.10)

3
2

Ces expressions révélent les termes dominants de ’équation (3.4)), en O ((1 + cot)” ), qui devient

alors :
c
F,=——0,F 3.11
2 (3.11)
De la méme facon, on peut conclure que :
F,=—"0F (3.12)
Yo 30" '

On peut noter que les équations (3.11)—(3.12]) correspondent a la loi de Fourier, ce qui montre
que notre calcul est pour le moment sur la bonne voie, car c’est typiquement le résultat que 1’'on

retrouve sur le systéme continu. On peut réaliser le méme traitement pour (3.3)) :

Bt — B
KT >~ @ (tn, Z'K) = O ((]. + CO't)_Q) (313)
6 Fn—i];l +Fn—£—1 Fn—};»l L
— el n ngp ~div| " =0 ((1+cat)™) (3.14)
K ‘2 <ij3 + Fyf Fri
1
] Z By — EpY) ~ div (cdg Vi E) = O (1 + cot) %) (3.15)
€K

avec dij = Hﬁ” Les termes dominants de ’équation (3.3 donnent :

Fy
8tE = —div ((F ) - CdKLVKLE> (316)
Y

Ce qui, en remplagant les flux avec leurs valeurs obtenues dans (3.11))—(3.12)), donne finalement :

0,E = div (3%VE + chLVKLE> (3.17)
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qui ne correspond pas a la limite diffusive du modele M; (2.29). Le terme div(cdg V1 E), introduit
par le terme de diffusion numérique dans la premiére équation de (3.15]), n’est pas attendu dans
I’équation limite. Il est par ailleurs tout a fait inapproprié car il introduit une diffusion anisotrope
dans des directions qui dépendent du maillage. On peut de plus noter qu’il n’est pas prépondérant,
et donc que le modéle est une approximation convenable de la limite, seulement dans le cas ou
cdgr, < 1, ce qui en général est une condition totalement déraisonnable. Cela prouve qu'un schéma
bien spécifique ayant la caractéristique de conserver le comportement asymptotique doit étre utilisé
pour mitiger cet effet. On peut de plus rappeler que I’équation du flux renvoie bien la loi de Fourier,
ce qui peut indiquer que la bonne équation serait obtenue si la diffusion numérique sur I’énergie
était controlée. On peut aussi souligner que le terme problématique peut uniquement étre démasqué

par I'étude des vitesses de convergence.

Nécessité d’un schéma implicite

Pour appuyer 'usage d’un schéma implicite dans notre étude, on peut évaluer le pas de temps
explicite nécessaire a la résolution, en utilisant les propriétés d’un matériau hétérogéne composé
d’air et de carbone, ce qui peut typiquement étre utilisé pour la protection thermique en rentrée
atmosphérique. Notre modéle étant composé de 2 modéles My, un pour le rayonnement et un pour

la conduction, le pas de temps At est ainsi limité par le plus faible des deux :
At < min (Atg, At,,) (3.18)

Pour le schéma de Rusanov (3.143.2)) (qui est proche de notre choix final de schéma), on doit

respecter pour chaque mode la condition CFL suivante :

VK €T, At; < , J €{R,m} (3.19)

clo+ ﬁ)

Avec Az le pas d’espace sur la maille K. On peut ainsi répertorier les pas de temps maximums

utilisables pour chaque modes et chaque matériaux dans le tableau [3.1] Dans ces conditions, on

Matériau Air Carbone
Aty 3Ax x 1079 | 5 x 10716
Aty 3AT x 1079 | 8 x 10713

TABLE 3.1 — Pas de temps explicites radiatifs Aty et conductifs At,, maximums du schéma (3.1
, en considérant les pas d’espace Az tels que 1077 << Az << 1072

remarque dans un premier temps que les pas de temps explicites sont extrémement faibles, puisque
que 'on cherche a observer 1'état stationnaire de phénomeénes qui pourraient étre de l'ordre de
la seconde. De plus, on remarque que le transfert par rayonnement dans le carbone est bien trop

restrictif par rapport aux autres transports de chaleur, et imposerait ainsi un pas de temps 10?
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a 107 fois plus faible que celui nécessaire a la bonne convergence des autres modes, ce qui est
catastrophique du point de vue de la pertinence en temps de calcul de notre approche. Pour rester
compétitif, il nous faut donc un schéma implicite assez robuste pour venir a bout d’une résolution

avec un pas de temps trés important.

3.2.2 Schéma de Rusanov avec correction asymptotique

Présentons a présent le schéma numérique qui fait 'objet de cette étude, et qui est donc adapté
aux besoins de notre contexte. Outre les propriétés discutées dans la section précédente, il faut
noter que les paramétres matériaux obtenus sur les échantillons réels sont donnés pour chaque
cellule du maillage. Un schéma Volumes Finis sur maillage non structuré est donc considéré. A
I'ordre 1 en temps et en espace, il est basé sur une modification du schéma de Runanov
[69]. Ces modifications ont bien entendu pour objectif de faire correspondre le profil asymptotique
du schéma a celui du modeéle M;. Elles sont basées sur le schéma introduit dans [30] et [31], a
la différence qu’une version implicite est cette fois utilisée, étant donné les grands pas de temps
qui seront nécessaires a la résolution, comme mentionné dans la partie précédente. Le principe de
cette modification est de controler le terme de diffusion présent dans ’équation sur 1’énergie dans
le régime de diffusion , et qui prive le schéma de la bonne limite de diffusion. Le schéma

considéré est le suivant, pour toute maille K (sur un maillage 3D non-structuré) :

( n+1 n
U™ —Ur

1 +1 _ n+1
~ 7] el Frtt nge = ok SURH) (3.20)
ecOK
1
(1+ceoeqt)® 000
1 n " n " 0 100
F oo = 5 ([FQG) + PO - moce — cbup —t)) 6= | | (321)
0 0 01
0
—cF,
suy=|"° (3.22)
—cky
—cF),
\
avec U = t( E F, F, ) le vecteur des variables conservatives composé de 1’énergie et des

composantes du flux, ox 'opacité dans la maille K, L la maille voisine de K par l'interface e de
normale sortante Ny ., c. et 0.4 la célérité et 'opacité a U'interface e (c.f. respectivement, et
a = 1 un parameétre dont le choix sera argumenté dans la partie |3.2.4
L’utilisation d’un schéma de Rusanov de vitesse d’onde c¢ est raisonnable au vu des valeurs
c

propres du modeéle M, incluses en module dans [75, c] [55]. On introduit ensuite le terme 6, (eq.

(3-21))) pour amortir les effets de la diffusion numérique quand le terme source devient dominant,
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pour assurer la convergence vers la bonne limite de diffusion. L’obtention de cette propriété est
détaillée dans la section suivante. Ce schéma a été choisi pour sa simplicité, sa capacité a obtenir
sans efforts la préservation du régime asymptotique sur des maillages non-structurés, mais aussi
sa disposition & s’étendre naturellement vers un schéma d’ordre supérieur. Le pas de temps corres-
pondant a la version explicite de ce schéma est Atey, = Irpelg <%> (avec Axy = ﬁk‘, i étant
le périmétre de la maille K'), ce qui est bien trop restrictif dans notre contexte pour un couplage
entre plusieurs modes de transfert de chaleur. On peut notamment estimer que pour un transfert
de chaleur dans I’air, on aurait besoin, au vu des valeurs des paramétres thermiques, d’un pas de

(cond) rad) o Az x 1035, Ces

oxpl ~ 107" et d'un pas de temps radiatif At )" ~

1011 A1
deux pas de temps, en plus d’étre potentiellement trés différents selon la valeur du pas d’espace

temps conductif At

Ax, sont extrémement restreints, et inutilisables pour une méthode visant & atteindre le régime
stationnaire (nécessitant t,,,, > 1s) . En raison de cette large gamme d’applications, et pour étre
en mesure d’obtenir une réponse rapide aux problémes stationnaires lorsque cela est nécessaire,
I’emploi d’une version implicite de ce schéma est impératif. L'un des défis de cette étude réside
dans le fait que le schéma présenté a été développé dans une version explicite, avec une condition
CFL quelque peu restrictive. Il n’était donc pas certain que la version implicite répondrait conve-

nablement a l'utilisation de grands pas de temps avant cette étude.

3.2.3 Précédentes utilisations

Le schéma numérique a été choisi pour résoudre notre probléme car il a permis d’ob-
tenir des résultats concluant dans de précédentes études. Il a été théorisé et présenté une premiere
fois pour des applications sur des équations de Goldstein-Taylor dans [30], dans une version 1D
explicite et semi-explicite jusqu’a 'ordre 4 en espace. La volonté était d’appliquer une correction
simple au schéma HLL afin d’obtenir une préservation du régime asymptotique tout en obtenant
une méthode permettant une montée simple vers l'ordre élevée. Les résultats obtenus étaient alors

assez encourageants pour envisager une utilisation sur des modéles plus complets.

Des travaux ont ensuite été menés pour une extension multi-dimensionnelle dans le but d’ob-
tenir la conservation asymptotique d’un modeéle M; électronique [70]. Les résultats présentés se
limitent & un schéma explicite, structuré et d’ordre 1, mais ont permis d’affirmer la possibilité

d’extension du schéma vers des problémes 2D.

Une derniére approche a permis d’étudier une extension non-structurée de (3.20({3.22)) et d’éta-
blir sa capacité a gérer des problémes raides en deux dimensions [31]. Plusieurs applications & des
systémes de lois de conservations différents ont été menés sur une version d’ordre élevée (couplée

a une méthode MOOD [71]). Elles ont une fois de plus affirmé la capacité du schéma a obtenir des
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résultats cohérents en régime asymptotique, en utilisant des méthodes simples de montée en ordre.
Le schéma n’était cependant une fois de plus pas utilisé dans sa forme implicite, et c¢’est d’ailleurs
une des spécificités de cette étude que de vérifier la stabilité de cette option, avec des pas de temps

importants.

3.2.4 Vérification de la limite asymptotique

Reproduisons a présent ’étude de comportement asymptotique menée dans le paragraphe [3.2.1]
en utilisant cette fois la valeur prévue pour 6., et en revenant une fois de plus en 2D. La procédure
décrite dans les équations est donc reproduite, en ajoutant la correction asymptotique
6. dans I’équation de I’énergie :

BB 1oyl (Fg}? +F£zl> | Z (B )
At K] G 2\ + B G2 (0 g
(3.23)
La limite du terme de diffusion numérique , mitigée par le facteur 8, devient alors :

1 le] 1 ) Vil o
= e = (B Erth ~div [ —2 ) = 1 t @ 24
K e;{ 9 C(]_ + CO'edt)a( L K ) v ((1 + Co_edt)oz) o (( +co ) ) (3 )

Tant que a > 0, ce terme, qui était précédemment source de problémes, n’est pas prépondérant.

Les termes dominants de (3.3)) donnent alors :

F,
O,E = — div ( ) (3.25)
Fy

0,E = div (3%VE) (3.26)

ce qui finit par donner :

Grace a 'emploi de la correction asymptotique 6., le terme (3.24)) est controlé, et n’'intervient plus
dans la forme asymptotique du systéme. Ce développement prouve donc la capacité de ce schéma
a préserver la limite asymptotique du modeéle. On peut de plus détailler le schéma limite obtenu a

I’asymptote :

M_ Z (VkEg)"™™ + (VL EL)"™) - nk,. (3.27)
At ]K! S 2 3Ued
VuEy" = 1M]| Z lsl (Ex +ERY) nag , YMNeT telque MAN =g (3.28)
gGBM

On peut noter que le schéma limite (3.27) nous est imposé mais qu’il décrit néanmoins correcte-

ment I’équation désirée (3.26]). On remarque toutefois qu’il ne correspond pas vraiment a ce que
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I'on aurait pu prévoir. En effet, le voisinage nécessaire a ce schéma comprend les voisins d’ordre
2. Cette construction pourrait étre problématique, voir difficile & gérer numériquement et encore
davantage pour passer a l’ordre supérieur en espace. Cela ne nous impacte cependant pas directe-
ment, le schéma que nous utilisons (3.20H3.22)) ayant un stencil compact a l'ordre 1. Ainsi, nous

ne nous intéresserons jamais au schéma (3.27)), si ce n’est pour valider notre méthode.

Concernant a présent le choix du paramétre «, il a été précisé dans que a > 0 est
une condition nécessaire a la préservation du régime asymptotique. De plus, pour s’assurer que le
schéma converge a la bonne vitesse vers sa limite asymptotique, le développement de Taylor utilisé
dans les équations et doit étre prolongé pour pouvoir certifier que le terme décrit dans

I’équation (3.24]) n’est pas prédominant devant les termes suivants du développement limité :

En+1 —_ Em At _ -2
KTtK ~ O (1", 2K ) + 7@2E (t", 2x) = O ((1 + cot) 2) +0 (<1 + cot) 3) (3.29)
1 Fn+l Fn+l Fn+1 A Fn-i-l
Ly (ER ) () S (o (E5))
e€OK Fy,K + Fy,L Fva Fy,K
=0((1+ cat)_z) +0 ((1 + cat)_%> (3.31)

Ainsi le choix a €]0, %[ rendrait le terme non négligeable devant les termes attendus, et
pourrait interférer avec le régime asymptotique du schéma. Il nous faut donc imposer o > % (ici
en 2D) pour nous en prémunir. La valeur minimale de « selon les dimensions est résumée dans
le tableau [3.2] On notera que cette information est uniquement accessible via la méthode de la
vitesse de convergence, alors qu’'un développement de Chapman-Enskog ne permettrait d’obtenir

que la forme du schéma limite.

Dimension 1 2 3
Olrnin 1/2(1/2]1

TABLE 3.2 — Valeur minimale du parameétre a pour obtenir la bonne limite asymptotique selon la
dimension du probléme

3.2.5 Préservation de ’ensemble des états admissibles

Pour assurer l'intégrité physique des résultats renvoyés par le schéma (3.20H3.22)), il nous faut
vérifier qu’il permet de préserver I’ensemble des états admissibles A. Pour des raisons de simplicité
de la démonstration, on considére dans un premier temps le schéma 2D (3.32H3.34)), dans lequel la

1
(14coeqt)® ]d'

De plus, on suppose que la résolution est faite a ’aide d’'une méthode de Newton exacte.

réduction de diffusion numérique s’applique également au terme de flux, donc avec 0, =
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u?’b+1 'n,

~ Z| |FrH mge e = o S(UPTY) (3.32)

e€8K

1
Flmge = 5 <[F(LII”<) + F(UD)] ke — cb. (U} — L[}é)) , with 0, = (1 + ceoeqt)” (3.33)

S(U) = | —cF, (3.34)

\

On rappelle dans un premier temps les propriétés suivantes :
— L’ensemble A est un cone convexe, i.e. Vo, 8 € R, Uy, U, € A= oldy + Uy € A
— Le schéma 2D - est une combinaison convexe de schémas 1D.
La premiére propriété est directe, tandis que les calculs nécessaires a la démonstration de la
seconde sont similaires & ceux présentés dans [67]. De la méme fagon, on arrive a la conclusion

que le schéma 2D (3.32[{3.34]) est bien une combinaison convexe de schéma 1D, et donc conserve

I’ensemble des états admissibles tant que c’est le cas du schéma 1D (3.35)) :

At

Upt = Uk = 5

——(Frt! ke — FRi - nie) (3.35)

Vu que les équations sont invariantes par rotation, on peut admettre sans perte de généralité que

NKe = . On s’intéresse a présent au schéma 1D suivant, en utilisant la notation § = ~—1—— :
; 0 (1+Caedt)
n+1l __ n At
Ul =y — (F(UM) —F(U) — O(Usyy — Ui)> (3.36)
2A.CEK

De la méme facon que dans [30], ce schéma peut étre per¢gu comme un schéma de type Godunov

associé a un solveur approché de Riemann. Pour compléter le solveur, on a besoin d’introduire

les états intermédiaires U; and Up qui apparaissent entre les pentes caractéristiques ¥ = —cf

et ¥ = cf. En supposant que les propriétés du domaine sont homogenes, on obtient alors les

expressions suivantes :

. 1 1
B = E Z(E + EZ+1) 5 9( zi+l Fx,i) (3'37)
. . 1 1 c?
Fr.,=Fg, = 1T oAt (Fw + i) — Q—CG(Pm,iH = Pui) | vE{z,9} (3.38)
Le solveur conserve les états admissibles si les états intermédiaires % = —cf et % = ¢ le font aussi.
C’est le cas si 0 > £d |, ce qui peut étre obtenu en posant a < % Ainsi tant que le solveur de

Newton converge, on a la certitude que le schéma utilisant 6, —1; conserve ’ensemble

- (1+ca at)™
des états admissibles.
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Pour rappel, d’aprés les paragraphes précédents, le choix du paramétre o > % est suffisant pour
que notre schéma préserve ’asymptotique, au vu des valeurs asymptotiques de E et F' données dans
(2.30) and (2.32)). On peut cependant souligner qu’en pratique le solveur JENK (c.f. [3.3.2)) utilisé

dans notre code ne garantit pas la préservation des états admissibles dans ses boucles internes.

Ainsi, 'idée pour le schéma ([3.20H3.22)) est de conserver I'intégralité de la diffusion numérique sur
les équations de flux radiatifs (sans impacter la propriété AP du schéma) afin de rendre le schéma
plus stable, et donc continuer d’obtenir des résultats convenables sur des grands pas de temps.
Les arguments avancés ne garantissent donc pas rigoureusement que l'intégralité du calcul
préserve bien ’ensemble des états admissibles, mais montrent que le schéma est construit sur un
base saine dans cette optique. Ce raisonnement est confirmé par les résultats numériques présentés
dans le dernier chapitre, en considérant 1'utilisation d’une stratégie d’adaptation du pas de temps

et d'un controle de 6, pour améliorer la convergence dans des cas particuliérement raides.

3.2.6 Stabilité

Pour renforcer le raisonnement précédent, nous avons cherché a prouver par le calcul que notre

schéma est numériquement stable. Nous avons pour cela recherché les valeurs propres du systéme
(12.25)).

Notre schéma est stable si les valeurs propres du systéme sont contenues dans la zone de stabi-
lité absolue {z € C, 1 < |1 — z|}, soit & 'extérieur du cercle de rayon 1 et de centre (1;0) sur le
domaine complexe [72]. Ce calcul est différent selon les maillages et les conditions de bord utilisées,

et il est donc a refaire en cas de doute sur la stabilité.

Pour prendre la mesure de la stabilité du schéma sur un cas simple, nous cherchons ici a éprouver
sa stabilité sur un cas raide de Riemann en deux dimensions, avec une discontinuité initiale sur un
domaine hétérogeéne, présentés sur la figure et le tableau [3.3]

Le probléme étudié est le suivant :

— CI:

Parameétre Valeur Unité

L,=1L, 1 m

tmax 1.17 x 1074 S

m, ms

c 18500 18500 m.s

o 1.2 x 10* | 4.1 x 10* m~!
Ey 1.42 x 10° | 4.26 x 108 | J.m™3

TABLE 3.3 — Parameétres utilisés dans le cas test pour trouver les valeurs propres du systéme
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m, I
E(t=0)=E,
y 1 v
ml
E(t=0)=E,
II
X
(a) Domaine utilisé pour le cas du tableau (b) Maillage utilisé pour le calcul analytique des

valeurs propres

FIGURE 3.1 — Cas utilisé pour le calcul des valeurs propres

BE(t=0,z,y)=FE six+y<3
— Probleéme de Riemann 2D ¢ E(t = 0,2,y) = E, sinon
F,(t=0,z,y)=F,(t=0,z,y) =0
— CL :
— En x,y : Neumann homogeéne
— Domaine : Figure[3.1a]
— Paramétres : Tableau [3.3]
dUu
pr AU (3.39)

Vérifions une premiére fois par le calcul analytique la stabilité sur un domaine & quatre mailles,

présenté sur la figure [3.1b] La matrice de déplacement A, obtenue en mettant le systéme sous la

forme ([3.39)), est alors ((3.40)) :
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—cAt2

—cfpAty2  —CAL At 0 0 0
—At —cAV2 0 0 0 0
—At 0 —cAtV?2 0 0 0

0 0 0 —chpAty2  —CAL _SAt
0 0 0 —At — cAV?2 0
0 0 0 —At 0 —cAtV?2

HipAty2 AL 0 —cthAty2 AL s

2At cALf, 0 At —cAtV2 0
0 0 cAtSy —At 0 —cAt\2

—chhAty2  —CA CAL i AtY/20  2EAL

—At —cAtV2 0 0 cAtB, 0
At 0 —cAtV2 2At 0 cAtB,

, 015 étant la valeur de 0 a l'interface entre les deux matériaux, obtenue

A= T+
pAtV2 0 —EAL L _h A2 CA
0 At 0 At —cAtV2
—2At 0 cAtS, At —cAtV2
—ch1AtV2 —% % 119 AtV2 —%
—At —cAtV2 0 —2At cAtBy
At 0 —cAtV2 0 0
—chpAty2 €A At 0 0
At —cAtV?2 0 0 0
At 0 —cAt2 0 0
0 0 —chpAty2  CA
0 0 At —cAtV?2
0 0 At 0
(
Oiie =01+ 012
thoe = o+ 0,
avec
B =2V2+0
By =224 0y

tel qu’\indiqué dans le paragraphe [3.2.8] et 15 la matrice identité de taille 12. Les valeurs propres

obtenues a partir de A apparaissent comme indiqués sur la figure 3.2l Dans ce cas, la partie réelle

des valeurs propres est strictement négative, ce qui indique que le schéma est A-stable.

x  Valeurs propres

—— Zone d’instabilité

—2

—-1.5

—1

-0.5

0 2.5

Re(\)

FIGURE 3.2 — Valeurs propres du systéme dans le cas obtenues par le calcul sur le maillage
(d’autres valeurs propres de l'ordre de A = —108 4 0i ne sont pas affichées car évidemment hors de la zone
d’instabilité)
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Dans un second temps, on cherche a confirmer ce résultat sur un maillage plus raffiné, en
obtenant la matrice de déplacement ainsi que les valeurs propres du systéme numériquement, a
'aide de notre code de calcul. On utilise un maillage non structuré de 1.6 x 10® mailles, celles-ci
épousant la discontinuité axiale du domaine. Une fois de plus, les parties réelles des valeurs propres
(présentées dans la figure sont strictement négatives, ce qui finit d’attester de la stabilité du

schéma numeérique et de notre code de calcul dans ce cas.

2 T

15l x  Valeurs propres |
: —— Zone d’instabilité

1, -

0.5 |

OF x X X X X -

Im(\)

0.5} 8

-1+ -

—1.5} 8

—14 —12 —10 —8 —6 —4 -2 0 2
Re(\)

FIGURE 3.3 — Valeurs propres du systéme dans le cas obtenues numériquement sur un domaine de
1.6 x 10% mailles (d’autres valeurs propres telles que Re();) > —20 ne sont pas affichées car évidemment
hors de la zone d’instabilité)

3.2.7 Ordre supérieur

Un des principaux avantages de ce schéma émerge lors du passage aux ordres supérieurs. Cette
étape est généralement complexe pour les schémas conservant l’asymptotique, comme cela a pu
étre souligné dans d’autres études [67]. Cependant, le systéme est naturellement com-
patible avec ’accroissement de l'ordre du schéma sans plus de complications et sans affecter le
caractére AP du schéma [30]. Ces caractéristiques sont excellentes au vu de la discontinuité des
parameétres thermiques envisagés pour cette étude. Dans ce qui suit, seul 'ordre 2 est présenté,

mais des ordres élevés peuvent étre obtenus sans pertes des propriétés du schéma [31].

Pour des raisons de simplicité, un schéma de Barth-Jespersen [73] a été choisi pour la montée &

l'ordre 2, méme si un schéma de WENO [74] est envisagé pour les ordres supérieurs, avec la méme
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FIGURE 3.4 — Schéma des notations utilisé pour le schéma de Barth-Jespersen

modification que ce qui suit. Le principe est d’utiliser le flux numérique (3.41)) a la place du terme
Fe(UE, U}) - ng . dans I'équation (3.20)) :

1 *,1 *,M *,M *,m
Foonuce = 5 ([FUE" + U - mie = 807" = Ui) (3.41)

avec

G; et M; étant respectivement le centre de masse de la maille ¢ et le centre de I'interface entre les
deux mailles d’intérét, comme détaillé sur la figure . Le gradient VU, est quand a lui calculé &
I’aide d’une formule de Gauss-Green sur les mailles duales dont les sommets sont pris comme les

centres de la maille 7 et ses voisins :
1 _
Wi = minj H Z ]ej|n_%>.Uj (343)
J

J étant l'indice des mailles duales créées a partir de ¢ et ses voisins, 772 la normale sortante de j

sur l'interface e;, et U; la valeur moyenne de U sur les sommets de j.

Enfin, pour obtenir également un ordre 2 en temps, on choisit d’utiliser un schéma de Crank-

Nicolson :
"t =" — AtH (u") (3.44)
"t =" — AtH (u"t) (3.45)
~n+1 ~n+1
ut = % (3.46)

3.2.8 Gestion des discontinuités

Le schéma ([3.20H3.22) dénote la nécessité d’obtenir les valeurs de différents parameétres phy-

siques aux interfaces entre les mailles. Cette propriété est une difficulté a l'interface entre deux
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milieux d’un domaine hétérogéne, et tout particuliérement en cas de discontinuité importante entre
les propriétés physiques des deux phases. Deux parameétres sont en cause : la célérité c. et 'opacité

0eq & linterface e.

Discontinuité de célérité

On remarque que dans les équations (2.2)) et (2.5, la célérité est considérée comme constante
sur ’ensemble du domaine. Plagons-nous en 1D, avec un terme source nul. En toute cohérence,

I’équation de Boltzmann aurait da s’écrire :

Ol (t,x, p,v) + pdivy(c(x)I(t, z, p,v)) =0 (3.47)
< Ol (t,x, p,v) + c(x)pdivy(I(t, x, u,v)) = = (2)I(t, v, pu, v) (3.48)

/////

Ainsi, avant de considérer une valeur de célérité a l'interface c., il nous faut introduire un terme
supplémentaire dans le terme source du modéle. Ce terme étant discontinu, il faut de plus le lisser
dans 'espace pour pouvoir résoudre le systéme. Cet ajout engendre de nouveaux problémes. Il aug-
mente notamment la raideur du systéme, et complexifie les démonstrations liées & la préservation
de I'asymptotique présentées dans les parties et [3.2.4 Pour ces raisons et devant la durée
finie de cette étude, nous avons restreint le modeéle et les applications et supposé les vitesses c et
¢y, constantes sur I’ensemble du domaine. L’extension du modéle & des discontinuités de vitesse
des particules est laissée ouverte a une future étude. On notera toutefois que si I'approximation
¢ = cste est convenable dans nos applications, 'approximation ¢,, = cste peut quand & elle étre
acceptable si 'on considére les autres parameétres A, p et C, constants et donc que les variations
d’opacités o, sont uniquement liés aux variations de vitesse c,,. En effet, tant que I'on se place en
régime parabolique (ce qui sera le cas dans nos applications pour le modéle sur les phonons), le

modeéle est équivalent a
OF = div(-" E) (3.49)

Om
~—~—

A
pCy

Discontinuité d’opacité

Pour connaitre le comportement des différentes opacités a l'interface entre deux milieux, on
peut remonter & une version simplifiée des équations cinétiques a la base du modeéle. En
se placant en 1D, en régime stationnaire et en considérant uniquement le terme d’absorption, on
obtient 1’équation suivante :

c,u&,cf(,u,x) = _CO-I<:U’7I)7 (350)
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dont on peut obtenir une solution analytique simple :

1 x

I(p,x) = Iyexp (——/ U(x)dx) (3.51)
HJo

avec Iy une constante. Ainsi, cette relation nous informe que 'opacité provenant du terme d’ab-

sorption, que l'on retrouve dans le second membre du modéle M; (2.25)), est obtenue en cas de

discontinuité spatiale par
Oed = / o(z)dx (3.52)
0

ce qui correspond entre deux mailles & une moyenne arithmétique des valeurs de part et d’autre
de l'interface.
Gy = TKE L (3.53)
2
On peut remarquer que cette relation est consistante avec ’expression de l'opacité matiére o,,
définie comme proportionelle & la conductivité thermique A. En cas de discontinuité, la valeur
a l'interface A, est obtenue par moyenne harmonique des conductivités des milieux voisins (d’aprés

la loi de Fourier) :

2
Ae= ——

T T (3.54)

T
Cette propriété suggere bien 'emploi d’une moyenne arithmétique pour 'opacité matiére a I'in-
terface. Ces relations seront confirmées par les cas d’applications présentés dans les paragraphes

AT4dalEThl

3.2.9 Conditions aux limites
Besoins en conditions limites

Nous avons établi dans la partie [I.1.2] que la principale utilisation souhaitée pour le code de
calcul ici créé consiste a produire des calculs d’homogénéisation sur des géométries obtenues a
partir de matériaux réels. En particulier, on cherche a obtenir la valeur homogéne de la conduc-
tivité thermique A. Dans cette optique, on peut recréer numériquement 1’approche expérimentale

utilisée pour ces applications. La méthode flash [75] permet notamment d’obtenir une mesure de
2
pep’

en mesurant I’évolution de la température sur la face opposée. Ainsi, on peut recréer numérique-

la diffusivité thermique k = en éclairant momentanément une face du matériau d’intérét, puis
ment ce cas, pour obtenir des résultats lorsque cette méthode expérimentale est difficile & mettre
en place, trop cotiteuse, ou tout simplement pour valider notre approche. Pour reproduire cette
expérience, il nous faut introduire des conditions aux limites adaptées. Ici, il nous faut imposer
une impulsion de Dirac en flux sur une des faces, et une condition de sortie. Des conditions de

Marshak et de Neumann homogéne sont donc nécessaires pour recréer ce genre de cas.
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On peut toutefois simplifier cette approche car ’outil numérique nous permet de mettre en place
des méthodes irréalisables expérimentalement. Ainsi, pour obtenir une mesure de la conductivité

thermique sur un matériau hétérogéne, on peut réaliser, en régime stationnaire, le cas suivant :

Cl:V,E’=cte, F'=0

CL:E, =cte, B, =cte, E; > E, (3.55)
FOO
VoF =0 = A= LipCogigr

Ainsi, on peut récupérer la valeur de la conduction thermique homogénéisée A\ une fois que I’état
stationnaire est atteint et que le flux est constant sur I’ensemble du domaine. Cette approche né-

cessite donc d’apporter une condition limite de Dirichlet constante au code.

Pour couvrir d’autres possibilités d’utilisation de notre méthode, ou simplement pour des cas
de validation purement numériques, nous considérons de plus des conditions périodiques et de

Dirichlet non-constantes.

Conditions aux limites de Marshak

(>
bord

F .
Maille 0 Maille 1

| 3 |
[ - —» I - — |
E, ,F,” E,",F,* E, ,F,~ E,",F*

FIGURE 3.5 — Obtention du flux au bord du domaine avec une condition de Marshak 1D

Pour les applications considérées dans cette étude, les domaines et donc les maillages, générés
a partir d’imageries numériques de matériaux réels, sont des polyedres a bords normaux, essentiel-
lement des cubes ou des parallélépipédes. De plus, les applications concernées par des conditions
aux limites de Marshak sont des jets de rayons normaux a la surface du domaine (laser ou source
de chaleur assez lointaine). On pourrait donc a priori considérer que le probléme aux bords du
domaine est unidimensionnel. Cependant, il n’y a a priori aucune raison que le flux sortant du
domaine soit normal & la surface. L’apport du flux tangentiel étant pourtant négligeable devant sa
composante normale, nous conservons I’hypothése du probléme 1D. Les valeurs F'* et P* sont alors

retrouvées a partir de la valeur de 'intensité 1D I. Avec les modéles P; et My, on a respectivement :

(

14
1 S
Ip, = E(CE +3F-Q) , Q= | ucosd (3.56)
[LSTNQ
2hv3 hv !
Iy = =3 (efcp(ﬁ(l — b)) - 1) (3.57)

\
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v4 3+ L f= HFH

On peut alors définir l’energie E; le flux F et la pression P :

avec [§ =

E:l/fwaz (3.58)
C Sa
ﬁz/]ﬂ@ﬂz (3.59)
Sa
_ 1
P:-/Iﬂ®mmm (3.60)
C So

On rappelle que I'on souhaite résoudre le systéme suivant :

OE +div.F =0

L, B} (3.61)
OF + 5 divP = —coF

Le flux a l'interface Fy,.q que 'on recherche pour la condition limite, s’écrit donc, d’aprés la

figure sous la forme :

F,

Ey+FE

~F.bord =F —? * —’1 M= Pnn (362>
Fy+ Fy

nrt

avec n et 7 représentant les directions normale et tangentielle. On peut donc retrouver par le calcul

les valeurs qui nous intéressent.

p f f f

2
Fi+_4_7rc /CE peoso | +3F | peoso | +3EF; ypucosd | peoso | +3F; .pusing | pcos ¢
[ sin ¢ 4 sin ¢ 4 sin ¢ [ sin ¢
(3.63)
F' = o / / cEp + 3,1 4+ 3F,1? cos ¢ + 3F. ;% sin pdpudep (3.64)
’ wc Jo
ck; F;
Fr=+— 422 3.65
Heetly (3.65)
1
Pi,m:—/ 19,Q,dvdS) (3.66)
C Ss
1
:—/ I dvdQ (3.67)
C Ss

o8
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1
4&@y:-—/QIQA%dwﬁ] (3.68)
C So
1
= —/ I 12 cospdvdQ (3.69)
C So

Au final, on notera

+ _ | cE; Fi
Fi,n_i4l+ 12

+ _ B, 4 3F-@

P, = & £ 341 (3.70)
+ _ L 3F-7F

‘F)ivnT - :t 1éC

En M, on retrouvera les valeurs suivantes :

A, BTF3

Ft— 4+ : 71

i h3157 1 6(8 F 1) (371)
51.4

L ATE 1 (3.72)

b 3h315 T 3(BF1)3
3.3 Solveur implicite

3.3.1 Généralités

Le schéma présenté dans la partie trahit la nécessité d’'un solveur numérique adapté a nos
besoins. Nous cherchons a résoudre un systéme implicite et non-linéaire, pour des problémes de
grande taille et creux. Lorsque 1'on cherche a résoudre des systémes présentant un schéma im-
plicite, il est d’usage d’éviter d’'utiliser une méthode directe qui nécessiterait potentiellement de
résoudre de grands systémes creux. Pour construire des codes de calculs compétitifs, des méthodes
itératives préconditionnées sont souvent préférées pour ce genre d’applications. Elles permettent
d’obtenir de meilleures performances et sont plus simples & mettre en place dans une optique de

calcul haute performance que les méthodes directes |70}, [77].

Plusieurs choix de solveurs itératifs conviennent a notre probléme, et des versions déja optimi-
sées sont disponibles dans des bibliothéques telles que Trilinos [78, [79] ou PETSc [80], dont il a été
question de I’emploi pour cette étude. Cependant, il est nécessaire pour ces méthodes de stocker

la matrice du probléme, ce qui potentiellement fastidieux dans notre cas.

3.3.2 Choix

On considére pour notre solveur I'utilisation d’'une méthode itérative de type Newton-Krylov.
Celle-ci nous permet de ne stocker & aucun moment la matrice du probléme. En contrepartie, nous

devons pouvoir calculer un produit matrice/vecteur entre la Jacobienne du probléme et un vecteur
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présenté dans (3.74)). Le calcul de cette Jacobienne étant potentiellement cotiiteux pour notre mo-
dele, nous nous préviendrons de son expression en utilisant un algorithme Jacobian-Free (JENK)

[81]. Le principe est le suivant :

Le systeéme ([2.25]) peut étre réécrit en plagant tous les termes sur le coté gauche, ce qui revient

a chercher la solution annulant une nouvelle fonction G : R™** — R™*! (dans le cas découplé) :
B2) < GU) =0 (3.73)

On peut alors utiliser une méthode itérative de Newton pour approcher la solution U qui vérifie
(13.73) :

G (U U — Uk = —GUu") (3.74)

k étant 'indice d’itération de la méthode de Newton. On doit alors résoudre le systéme Ad = b
a chaque itération, a l'aide d’'une méthode de Krylov optimisée telle que GMRes [76] [77] (c.f.
algorithme . Dans toutes ces méthodes, la matrice du systéme n’intervient que par le biais de
produits matrice/vecteur. On peut tirer profit de cette caractéristique en introduisant 1’approxi-
mation pour éviter le calcul de la matrice Jacobienne :

GU +ev) —GU)

G' Uy ~ - : (3.75)

avec €; un parametre assez petit pour assurer une bonne approximation mais assez grand pour

éviter l'intervention d’erreurs d’arrondis importantes.
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Algorithm 1 GMRes
. Initialisation : CI : d,
ro = b— Ado, = [|roll2, v1 =10/
: while 1 < j do
w = Av;
while i < 5 do
hij = (w,v;)
w = w — h; ;v
end while
hjvrg = [|wll2
Vjr1 = w/hji
: end while
: Vi =01, o, U]
L Ym = argming||Be; — Hyyll2, avec e = [1,0, ..., 0]7
s dpy = do + Viym
T, = b— Adm
. if |rp,| < e then > avec ¢ le seuil d’erreur acceptable, défini par 1'utilisateur
Stop Solution : d,,
. else
dy =d,,
Goto 2
. end if

I R e T e T T v T Y S SO St
S © 0 N D U A W N~ O

3.4 Optimisation

3.4.1 Préconditionnement

Dans les applications considérées, et notamment pour des résolutions sur des domaines forte-
ment hétérogeénes, la matrice du probléme est forcément mal conditionnée. Le solveur peut alors
parfois nécessiter un grand nombre d’itérations avant de converger, et c¢’est d’ailleurs sur ce point
précis que se joue l'efficacité en temps de calcul de ce genre de méthode. Pour améliorer la conver-
gence et donc la performance du code, on cherche & améliorer le conditionnement de la matrice du

probléme & 1’aide d’un préconditionneur.

De la nécessité du préconditionnement

L’emploi d’un préconditionneur nécessite la résolution d’un systéme parfois non-linéaire, et
présente donc potentiellement un cotit important. Pour attester de la nécessité d’un précondi-
tionnement, nous avons étudié 1’évolution du conditionnement de la matrice du probléme pour
plusieurs jeux de parameétres. Ceux qui apparaissent dans la Jacobienne et donc sont susceptibles
de modifier le conditionnement du probléme sont le pas de temps At, le pas d’espace Ax et les

valeurs d’opacité o. Le conditionnement x4 de la matrice a été étudié sur le cas unidimensionnel
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suivant :

— CI:
T0<x> =Ty + (Tl — TO)LLZ — %GXP(—%)
E°(z) =100 T°(z) (3.76)
FO(z) =0

— CL :

— En x : Dirichlet, £(0) = E; ; E(L,) = E,
— En y, z : Périodique

— Paramétres :
Paramétre Valeur Unité || Paramétre Valeur Unité
L. 0.5 m L,=1L, 0.1 m
Ty 1000 K Ty 990 K
Elest 10° Jm™3 Eright 9.9 x 10* Jm™3
Fleft = Flight 0 m Neells 5.1 x 10> = 1.6 x 10° | mailles
c 1 m.s Om 1 — 107 m~!
CFL 1071 — 10° —

TABLE 3.4 — Paramétres utilisés pour le test de conditionnement

<N
2 5.1 x 102 mailles [
1.6 x 10° mailles

FIGURE 3.6 — Variation du conditionnement x4 de la matrice du probléme, pour un systéme mono-M1

Ce test a été soumis a deux limitations :
— En nombre de mailles : La plage de nombre de mailles utilisée est trés réduite pour ce test.
Cette modélisation étant tri-dimensionnelle, elle nécessite une taille de maillage minimale
pour obtenir des résultats cohérents et donc exploitables. A contrario, I’obtention du condi-

tionnement nécessite le calcul des valeurs singuliéres de la matrice du probléme, qui devient
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rapidement excessivement cotiteux en 3 dimensions. Pour cette raison, le taille du maillage
a di étre limitée.

— En valeur de condition CFL : Ce cas ne permet pas d’atteindre des pas de temps trop
importants car le schéma n’est pas assez stable pour que le solveur converge avec un pas de

temps initial trop grand, au vu des conditions choisies (ce probléme est traité plus tard avec
une CFL adaptative, décrite dans la partie [3.4.2)).

Le cas présenté n’est donc pas trés adapté au calcul du conditionnement de la matrice du probléme,
mais il suffit tout de méme a donner une idée de sa valeur, et mettre en lumiére son évolution,

présentée sur la figure [3.6]

Cette étude a été menée sur un systéme mono-M1, utilisant les paramétres o,, et ¢, du tableau
3.4 sur quelques itérations. Si la dépendance du conditionnement de la matrice au pas d’espace
n’a pu étre établie, on peut mettre en cause la restriction en nombre de mailles qui ne nous a
pas permis de mener cette étude a son terme. Cependant, la forte dépendance en o et At ne fait
aucun doute, avec un conditionnement allant de k4 = 1.2 pour le couple (o, At) = (1, Ateyp), €t
ka =5.7x 107 pour (o, At) = (107, 10° Ateypr).

Les résultats présentés sur la figure témoignent bien de 1’augmentation exponentielle du
conditionnement du systéme avec I’évolution des variables o et At. Un mauvais conditionnement
étant synonyme de difficulté de convergence pour le solveur, il devient évident qu'un précondition-

nement de la matrice est nécessaire au bon fonctionnement du code.

Flexible GMRes

Pour améliorer le conditionnement du probléme, une solution a la fois élégante et commode
consiste a utiliser un algorithme de Flexible-GMRes [82, [76] (c.f. algorithme . Le principe
est d’utiliser une seconde méthode de relaxation (et donc potentiellement un second algorithme
GMRes) pour approcher la solution du probléme Ad = b sur quelques itérations, résultant ainsi en
un préconditionneur implicite & droite. De cette facon, un préconditionneur conventionnel n’a pas
besoin d’étre implémenté, ce qui est efficace tant en terme de calcul que de programmation. Le seul
inconvénient de cette méthode est qu’elle nécessite davantage d’espace mémoire pour fonctionner,
car elle requiert de garder en mémoire un certain nombre de vecteurs supplémentaires (les z; dans
I’algorithme . Si 'on peut se permettre ce surplus d’espace mémoire, il est montré dans [82] que
cette méthode peut étre plus efficace qu’un préconditionneur direct selon les cas. D’autre part,

cette solution a prouvé son efficacité dans notre cas, comme le montre les résultats [3.6]
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Algorithm 2 Flexible GMRes
1: Initialisation : CI : d

2: 7o =b— Ady, B =||ro||2, vi =10/8

3: while i < j do

4 Résoudre z; = A~ 1o, > Avec l'algorithme de préconditionnement (ici GMRes)
5: w = Az;
6
7
8
9

while i < j do

hi,j = (U),’Ui)
w = w — h; ;v
: end while
10: hjt1,; = [lw]]2
1 v =w/hjny

12: end while

130 Zpp = [21, ey Zm)

14: Hm = (h)@j

15: ym = argming||Ber — Hpyll2, avec e; = [1,0, ..., 0]7
16: dyy = o + ZmYm

17: r,, = b— Ad,,

18: if |r,,| < € then > avec ¢ le seuil d’erreur acceptable, défini par 1'utilisateur
19: Stop Solution : d,,

20: else

21: dy = d,,

22: Goto 2

23: end if
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Préconditionneur linéaire

Une seconde solution consiste a résoudre efficacement le systéeme Ad = b par une méthode
directe. Or le modeéle M, utilisé ici étant non-linéaire, nous essayons alors d’utiliser en substitution
la Jacobienne d’un systéme P, cette fois linéaire. Etant donné la proximité des deux modéles (et
leur équivalence en régime de transport), on peut espérer que P; sera une approximation suffisante

pour approcher la solution, avant la résolution principale.

Pour accélérer d’avantage le processus, on décompose la matrice A en deux parties P; et P,
contenant respectivement la partie diffusive et le terme source. On doit alors résoudre le systéme
P P,d = b, P, et P, étant des matrices tri-diagonales et diagonales par bloc. L’opération de

résolution n’est donc pas trés cotiteuse en utilisant les bibliothéques adaptées.

) [—7 —a] ltag 0 ~3% ] At
= —% —20\‘/% 0 1—|—oz\/i§+caAt & _2?/% 7@:A—$
(0)
(3.77)

Comparaison des solutions

Nous avons comparé 'efficacité des méthodes précédemment présentées sur un cas unidimen-

sionnel, sur un domaine 2D, avec les paramétres suivants :
— CI:

o

EY. = e (cos(zt) (3 +Z) +sin(zt) (3 — £)) cos (QLW_I)
2

0 ore  —cot . . T c L ¢ 487 2
Fox =372 (cos(zt) +sin(zt)) sin < i ) avec z = o Iz -0

FZ?iK - O

(3.78)
— CL : Conditions périodiques

— Parameétres :
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Variable | Valeur | Unité
c 1 m.s~ !
o 1 m~!
tmax 1 S
L,=1, 1 m
CFL 1 -

TABLE 3.5 — Paramétres utilisés pour le test des préconditionneurs

Ordre en espace du schéma | Non-préconditionné | Préconditionnement linéaire | Flexible-GMRes

1 224777 7542 2306

2 29150 11677 4228

TABLE 3.6 — Nombre d’itérations du solveur de Krylov nécessaires pour mener & bien le calcul, pour
différentes méthodes de préconditionnement, en utilisant un schéma d’ordre 1 ou 2 implicite et un pas de
temps maximum de Atz = 50AL gy,

Les résultats présentés dans le tableau indiquent la vitesse de convergence de chaque mé-
thode par le biais du nombre de boucles de Krylov nécessaires au calcul. Ceux-ci soulignent que
I’emploi du préconditionneur Flexible-GMRes a permis de réduire significativement le nombre de
boucles de Krylov nécessaires au calcul, et donc d’améliorer I'efficacité du solveur. On notera de
plus que si le préconditionneur linéaire permet d’améliorer la convergence, cette méthode est bien
inférieure a la deuxiéme en terme d’accélération. On peut conjecturer que les résultats approchés
par le modeéle P; ne sont pas suffisamment proches de la solution du M; pour obtenir des résultats
satisfaisants lorsque 1’on est trop loin du régime de diffusion. Dans la suite, on pourrait imaginer
de se rapprocher du M; pour assurer des bons résultats quel que soit le régime. Pour cela, il est en-

visagé de linéariser le M; a chaque pas de temps en fixant la valeur de x dans la Jacobienne G'(U™).

On notera toutefois que les améliorations décrites ici sont suffisantes pour réaliser des calculs
sur des domaines 2D non-structurés composés de plus de 10° mailles avec des moyens de calcul
modestes. D’autres résultats sur des domaines plus importants seront présentés dans le chapitre

suivant.

Adimensionnement

En plus du mauvais conditionnement potentiel du systéme, la convergence du solveur est de
plus rendue plus difficile (voir impossible) par I'approche multi-modale du transfert de chaleur. On
cherche en effet a traiter dans la méme matrice des valeurs d’un ordre de grandeur trés différent,
ce qui nuit indéniablement a la convergence et introduit le risque d’éclipser un des phénomeénes
devant I'autre. Pour mettre les valeurs des deux modes au méme ordre de grandeur afin de pouvoir
traiter sereinement le probléme, on doit avant toute chose adimensionner le probléme. Plutot que
de résoudre le probléeme Ad = b ([3.74), on introduit une matrice diagonale D € M,y ,n(R) sans
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termes diagonaux nuls (et donc inversible) dans ’équation [76], n étant la dimension du probléme

et N le nombre de mailles. On note d, la diagonale de D, qui en 2D est choisie comme étant :

dy=|cE, | ,ie[1,N] (3.79)
CEZ‘

De cette facon on va plutét chercher a résoudre AD~!'Dd = b, soit les deux problémes AD 1y =0
et Dd = y, ce qui est peu cotiteux vu que D est diagonal. Cette opération permet de gérer efficace-
ment les problémes engendrés par les différences d’ordres de grandeur entre les modes de transfert

de chaleur.

Remarque : Avec la présence d’'un des préconditionneurs décrits dans les parties précédentes,
la forme du systéme est modifiée. Une attention particuliére est requise pour que ces opérations
n’intéragissent pas négativement entre elles. Ainsi dans 'algorithme 2] la matrice AD~! est utilisée
a la place de A, pour obtenir la solution d,,. La solution d est ensuite obtenue par la résolution de
Dd = d,,.

3.4.2 Gestion du pas de temps

Comme signalé dans[3.2.1] les besoins de nos calculs impliquent I’emploi d’un schéma implicite
avec des pas de temps importants, ce qui peut rendre le probléme potentiellement instable. Pour
faire face a ce phénomene, un algorithme de controle de la CFL est ajouté au solveur. En partant
de At = CFL At.,, avec CFL = 1, le principe est de doubler la valeur de la condition CFL si
la convergence est atteinte sans plus de difficultés tous les quelques pas de temps, ou au contraire
de la réduire si le solveur peine & converger. Cette astuce garantit une progression réguliére avec
des pas de temps trés petits au début du calcul, avant d’augmenter progressivement. Les calculs
engendrés par cette étude ont attesté de la stabilité apportée par cette méthode, bien que 'on a
pu remarquer que le pas de temps finissait toujours par stagner autour d’une valeur, dépendant
bien entendu du cas (dans le chapitre 4, les valeurs de CFL finales obtenues pour chaque cas sont

explicitées).

3.4.3 Parallélisme - Accélération

Pour minimiser le temps de calcul sur des maillages fins, une stratégie de parallélisation a été
mise en place. Le code étant construit manuellement, sans utiliser de bibliothéque de calcul op-

timisée, la parallélisation a aussi di se faire manuellement. De plus, bien que ce projet prévoyait
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initialement de diviser le calcul pour traiter différentes parties du domaine sur plusieurs nceuds
de calcul a la fois, le temps imparti & cette étude n’a pas permis de se focaliser sur 'optimisation
du code. Ainsi, seule une parallélisation OpenMP a été mise en place, dans le but de répartir les
points stratégiques du calcul (le produit matrice/vecteur et 'orthogonalisation de Gram-Schmidt)
sur plusieurs processeurs d’un méme noeud. Au vu des applications considérées, un tel choix ne
devrait pas étre une limitation pour le moment, les maillages envisagés étant de ’ordre du million

de mailles. L’accélération résultante est calculée pour le cas suivant :

On considére un calcul conducto-radiatif uni-dimensionnel (mais sur un maillage 3D) sur un
milieu homogéne, dont les parameétres de vitesse et d’opacité sont les mémes pour les deux modes
de transports. Une perturbation est installée dans la solution stationnaire, et I’'on regarde a quelle
vitesse sont traités les calculs pour 600 pas de temps (avec une CFL adaptative), en fonction du

nombre de processeurs utilisés. Les résultats sont présentés dans la figure [3.7]

— CI:
(10(x) = Ty + (T, — To) & — Baexp(— et
E° (z) = pC,T°(x) (3.80)
EX(x) = agT°(x)
\Fo(m) =0
— CL:

— En x : Dirichlet, £(0) = E; ; E(L,) = E,
— En y, z : Périodique
— Maillage : Version plus raffinée de

— Paramétres :

Paramétre Valeur Unité || Paramétre Valeur Unité
L, 0.5 m L,=1L, 0.1 m
Ty 1000 K T 990 K
E, 6.79 x 1010 m K, 6.72 x 1010 m

F=F, 0 m tmax 0.87 S

c 1.85 x 10* | m.s7! Cm 1.85 x 10* m.s !
P) 2000 kg.m—3 C, 710 J kg K2
O 6.85 x 107 m! O 0 m!
Om 6.85 x 107 m~!

TABLE 3.7 — Paramétres utilisés pour le test d’accélération

Si I'on peut voir sur la figure que la parallélisation nous a permis de diviser grandement

le temps de calcul, la méthode n’est pas optimalement optimisée, et on obtient le temps de calcul
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& F T T T T =

—— Nes = 1.2 x 108 mailles
—— Nees = 2.8 x 10% mailles

Temps de calcul (s)

0 5 10 15 20 25 30 35
Nombre de processeurs

FIGURE 3.7 — Accélération obtenue pour une parallélisation avec OpenMP sur le cas présenté ci-dessus.

minimal pour N, = 8. Cela témoigne d'une grande partie séquentielle présente dans notre calcul
et d’un trop grand nombre de communications entre les processus, et il sera primordial d’améliorer
Ioptimisation dans le futur. Par manque de temps, ce travail n’a pas été plus poussé au cours de

cette thése.

3.5 Maillages

3.5.1 Objectifs : des maillages basés images

On rappelle que 'objectif de cette étude est de pouvoir analyser des matériaux réels grace a
des maillages reconstitués a partir des différentes méthodes d’acquisitions disponibles au LCTS.
Les images microscopiques sont dans un premier temps acquises par exemple par tomographie et
numérisées (ex : [3.8al), pour ensuite étre traitées. Cette étape permet de différencier les phases
présentes dans le matériaux, avant de créer un maillage non-structuré adapté autour des disconti-
nuités de phases du milieu. A titre d’exemple, cette procédure a été utilisée par le passé dans [83]
et a permis d’obtenir un maillage de l'intérieur des pores d’une électrode poreuse a partir

d’images du matériau |3.8a
Les méthodes d’imagerie numérique permettent d’obtenir des images cubiques de 512 voxels
de coté, ce qui permet & priori de générer un maillage naif d’environ 10® mailles, en faisant cor-

respondre une maille & chaque voxel. Pour gagner quelques ordres de grandeurs en nombres de
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(a) Image obtenue par analyse FIB-SEM, Baux (b) Maillage créé sur un volume élémentaire du

et al. [83] : Pores d’une électrode poreuse en or matériaux poreux, & partir de I'image numé-
obtenue a partir d’un milieu opalescent rique @

FIGURE 3.8 — Création d'un maillage a partir d'une image 3D en niveaux de gris

—
E—
I —
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FIGURE 3.9 — Schéma illustrant le gain en nombre de mailles obtenu par un maillage non-structuré
adapté pour discrétiser une surface

mailles, un maillage non-structuré et adapté aux discontinuités de phases est généré sans pour
autant dégrader I’acquisition de la surface par rapport au maillage voxelisé, tel qu’on peut le voir

sur la figure 3.9

3.5.2 Maillages utilisés

Nous présentons ici les différents maillages utilisés pendant notre étude, et dont des références
seront faites dans la partie [4 On notera que notre méthode ne nécessite pas ’emploi d’un maillage

admissible, ce qui nous apporte une grande latitude dans la génération de nos maillages.
Ceux qui sont présentés ici n’ont été construits que dans un cadre purement académique, afin

de tester et valider notre code de calcul. Ils ont été principalement générés a 1’aide de ’outil gmsh

[84] sur des domaines simples.
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En deux dimensions

Pour travailler sur des cas bidimensionnels, nous avons principalement utilisé des maillage car-
rés de différentes tailles. Celui présenté en partie sur la figure présente 50 mailles triangulaires
de coté, pour une discrétisation totale de 6.6 x 10® mailles. Pour pouvoir utiliser simplement des
conditions aux limites périodiques, utiles pour certains cas tests, les cellules en bord de domaine
sont périodiques, c’est a dire qu’elles sont les réflexions de celles présentent sur le bord opposé. Des
versions successives de plus en plus raffinées de ce maillage ont été créées, allant jusqu’a 1.0 x 10°

mailles, pour mener des expériences de calcul d’ordre du schéma numérique.

Nous avons aussi travaillé avec des maillages rectangulaires pour fournir des cas de validation
uni-dimensionnels sur un maillage 2D, dont la solution analytique est plus simple a obtenir, ou
pour comparer les résultats & un code 1D validé. Des cas présentant des discontinuités de propriétés
thermiques ont aussi été observés, et pour ceux-ci, nous avons maillé des domaines hétérogénes
(figure [3.11]), présentant un milieu ambiant (en rouge) et un second matériau (en bleu) arrangé

selon des plaques planes paralléles.

En trois dimensions

Nous avons étendu notre code de calcul au cas tridimensionnel, et il a donc fallu générer des
maillages permettant des validations sur ce genre de domaines. Dans un premier temps, nous
avons cherché a retrouver les résultats obtenus en 2D, et nous avons donc généré une extension
des domaines précédents en trois dimensions, avec les maillages et Nous avons ensuite
travaillé sur un domaine purement 3D pour réaliser des calculs "orienté image" tel qu’il était prévu
pour cette étude. Par manque de temps, nous avons uniquement travaillé sur un matériau généré
numériquement (figure 7 mais le maillage correspondant a été généré de la méme fagon

qu’il aurait été pour une image réelle.
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FIGURE 3.10 — Maillage carré non-structuré et périodique de 6.6 x 10% mailles au total. On représente

ici un quart du maillage le plus grossier utilisé dans le cas[4.1.1

FIGURE 3.11 — Maillage rectangulaire non-structuré et périodique établi sur un domaine hétérogéne

un total de 8.4 x 103 mailles.

d7

Y

composé d'un milieu ambiant et de plaques planes paralléles
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X

FIGURE 3.12 — Maillage 3D utilisé pour les cas unidimensionnels homogenes (4.3 x 10* mailles).

Ly

FIGURE 3.13 — Maillage 3D (équivalent au [3.11)) utilisé pour les cas unidimensionnels hétérogénes
(1.6 x 10° mailles).
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(a) Matériau poreux gyroidal généré numérique- (b) Maillage 3D non structuré (1.5 x 105 mailles)
ment. généré a partir de 'image [3.14a]a I’aide de I'outil
de maillage MMG [85].

FIGURE 3.14 — Maillage généré a partir d’'une image numérique.

3.5.3 Limitations sur les maillages

Bien que le schéma supporte 'emploi de maillages non-admissibles, il n’est pas pour autant
stable au point de fournir des résultats cohérents sur n’importe quel maillage. Nous avons fait face
a un certain nombre de dysfonctionnements au cours de notre étude, qui nous ont permis d’établir

des limitations a respecter quant au choix d’un maillage. On notera que doivent étre exclus :

— Les maillages dont une ou plusieurs mailles partagent plus d’une face avec le bord du domaine.
Cette limitation est classique pour 'utilisation de schémas volumes finis. On impose donc

pour un domaine €2 de dimension n maillé sur N mailles Tk :

14n
VK € [1, N] Zé{eK,jmaﬂ}zeK,j <1 avec ex ; le j-iéme coté de Ty (3.81)
j=1

— Les maillages dont les irrégularités entre les éléments sont trop importantes (angles trop

aigus, volumes quasi-nuls...) [86].

— Les maillages favorisant clairement une ou plusieurs directions devant les autres, ce qui nuirait

a la qualité des calculs.
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Chapitre 4
Résultats numériques

Les outils numériques présentés dans la partie précédente ont été utilisés pour mettre au point
plusieurs codes de calcul ayant pour objectif de modéliser le transfert de chaleur conducto-radiatif.
Les deux codes principaux sur lesquels cette thése s’appuie sont des codes utilisant la Méthode des
Volumes Finis fonctionnant sur des maillages de simplexes non-structurés, pour résoudre principa-
lement des modéles P, M, et multi-M;. Le premier est une version utilisant la méthode développée
dans les chapitres précédents en 2 dimensions d’espace. Il a été construit pendant les 2 premiéres
années de cette thése dans le but de comprendre les mécanismes en jeu et de développer les outils
numériques nécessaires au code final. Une fois que cette base saine a été développée et amplement
validée, un code tridimensionnel a été construit par extension du premier. La majeure partie des
cas tests ont ensuite été a nouveau réalisés sur cette version, afin d’assurer sa validité, celui-ci étant
considéré comme le "livrable" de cette étude. On notera toutefois que faute de temps, certaines
améliorations optionnelles n’ont pas pu étre intégrées a la version 3D. C’est notamment le cas du

schéma d’ordre 2 en espace et en temps, ainsi que le préconditionnement par méthode Flexible-

GMRes.

Dans cette partie sont présentés un certain nombre de cas tests utilisés pour valider et analyser
le fonctionnement de ces 2 codes. Dans un premier temps, avant de considérer le modeéle couplé
décrit dans la partie 2.3.2] la validité de notre démarche pour résoudre un unique systéme M,
est éprouvée. On s’attachera donc dans la partie a vérifier que 'erreur numérique occasionnée
par notre méthode est conforme & l’ordre du schéma utilisé. Il sera ensuite vérifié que le schéma
utilisé permet d’approcher convenablement la transition du modéle M, vers sa limite asymptotique.
Enfin, un premier cas d’homogénéisation purement conductif sera réalisé pour s’assurer que notre
méthode est fonctionnelle avant de passer au transfert conducto-radiatif. Dans un second temps,

la capacité de nos codes & modéliser ce dernier sera ensuite éprouvée dans la partie [4.2]
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4.1 Transfert de chaleur non-couplé - Validation numérique

de la méthode

4.1.1 Solution exacte - Calcul d’ordre

Pour obtenir une premiére validation du code mis au point, un premier cas test est mis au
point pour vérifier I'ordre du schéma numérique. Pour cela, les résultats numériques sont comparés
a une solution analytique du modéle Py, plus aisément obtenue que pour le modeéle M. Ce
systéme (egs. ) peut étre vu comme la linéarisation d'un M; proche de 1’équilibre. En
dehors de la définition de la pression radiative, la structure du code n’est pas affectée; c’est donc

un cas approprié pour vérifier la consistance des résultats obtenus.

Le test sera mené en deux et trois dimensions, pour attester de la validité de ces deux versions

du code. Le cas utilisé est bidimensionnel, avec les caractéristiques suivantes :

— Solution analytique :

( —cot 1 1 2 2
Eoxact(t, @) = Ege 2 (cos (zt) (5 + é) + sin (2t) (5 — é)) (cos < ZZ) + cos (Liyy

2 —COo 2
P exact(t, @) = Fy e (cos(zt) + sin(zt)) sin ik

SO'Lx Lx
2 —cot 2
Fyexact(t, @) = Fy 307]-[26 2 (cos(zt) + sin(zt)) sin Liyy>

\Fz,exact(ta w) =0
(4.1)

avec z = £,/ 8 _ 52 BT, 67), By =1 Jm > et Fy =1 Wm3s.

— CI: .1)at=0
— CL :Périodiques
— Maillage : et raffinements successifs

— Parameétres :
Variable Value | unit
L,=L,=1L, 1 m
c 1 m.s~!
o 1 m!
tmax 1 S
CFL 1 -

TABLE 4.1 — Paramétres utilisés pour le cas test m

L’erreur L? est calculée entre la solution numérique obtenue au temps tma et la formulation

analytique de la solution, pour des raffinements de maillage différents. La pente de 'erreur ainsi
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Energie (J.m™3) Erreur absolue sur ’énergie |E — E.,q|

28 gl Sk s .| oods3
226 : : . 5% 0.0434
193 v : ’ | f™0.0405
1.59 ; ; < |1 {0.0376
1.25 & - '.‘ : s o 0.0347
0.906 : o ¥ et S 0.0318
0.566 , P e R A 0.0289
0.227 D o ar o AR : 0.0261
-0.113 e PEC 0.0232
-0.453 T g | { (0.0203
-0.793 : 3 ig e 00174
-1.13 o . g e | 100145
147 RO e A 3 A 00116
181 s Sk . 11000868
215 } - T = 0.00579
-2.49 ; : ; > 0.00289
283 : : e .| Ila.46e-08

FIGURE 4.1 — Solution analytique continue de FIGURE 4.2 — Erreur sur I’énergie obtenue entre la
I’énergie sur un maillage 2D non-structuré de 1.05- solution analytique et la solution numérique, pour
10° mailles, & t = 0 s. un schéma d’ordre 1, & t = tyax.

obtenue en fonction du pas d’espace devrait alors correspondre & l'ordre en espace du schéma
utilisé. De tels calculs ont été menés pour les schémas d’ordre 1 et 2 ((3.20|+3.21)) et (3.41))). Les
résultats présentés sur les figures [£.3a] et [£.3b] en 2D, et [£.4a] en 3D, confirment que la solution

analytique est approchée correctement, I’erreur avec la solution numérique dépendant uniquement

de l'ordre du schéma utilisé. L’étude 3D avec un schéma spatial d’ordre 2 n’a cependant pas pu étre

menée a bien, car le code présentait encore des erreurs au moment de la rédaction de ce manuscrit.
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Erreur || E||;2/Emax

Erreur || El|;2/Emax

1071.6 = T T T R
Pente 0,991 T

X

10—3.6 10—3.4 10—3.2 10—3 10—2,8 10—2.6
min(Azg)

(a) Schéma d’ordre 1 en espace.

[ T T M

S R Pente 2,021 .
2 -

m& 1074 8 x o
5| f
= F x |
=
& *
5 10

X
R R R

10—3.8 10—3.6 10—3.4 10—3.2 10—3
min(Azg)

—
2

(b) Schéma d’ordre 2 en espace.

FIGURE 4.3 — Erreur L? entre la solution analytique (4.1]) et la solution obtenue numériquement,
adimensionnée par F,., la valeur maximum de ’énergie & t = 0 s, en 2 dimensions.

Pente 1,001 e

10—1.8 [ |

10—2.2 e .

X

| | | | | |
10—2.4 10—2.3 10—2.2 10—2.1 10—2 10—1.9
min(Azg)
(a) Erreur L? entre la solution analytique
et la solution obtenue numériquement avec un

schéma d’ordre 1, adimensionnée par FE.x la
valeur maximum de 1’énergie a t = 0 s, en 3D.

8.2e+00
I ’

0

[ )
-8.2e+00

(b) Solution analytique bidimensionnelle de la
distribution d’énergie & t = 0 s, sur un maillage
3D de 4.5 - 10° mailles.

FIGURE 4.4 — Résultats obtenus en 3 dimensions.
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4.1.2 Vitesse de convergence

Avant de chercher & obtenir des résultats sur un modeéle couplé, nous devons obtenir la certitude
du bon comportement asymptotic perserving du schéma numérique. Pour attester de la validité de
notre approche et des résultats engendrés, il est indispensable de vérifier que la solution converge
a la bonne vitesse vers le régime asymptotique. De cette fagon, il sera assuré que le schéma
permet non seulement de décrire correctement les comportements limites, mais aussi le régime
transitoire entre ceux-ci. Pour cela, il doit étre montré que l'erreur avec le comportement limite
réduit & une vitesse définie analytiquement a mesure que les différents paramétres deviennent

grands. Ces vitesses de convergence sont établies dans [65]. En particulier, on note :

1

HafEHL =0 ((1 + cat)fg(lfﬁfg) = O ((1 4 cot)™*?) sip =2

(4.2)
O((1+cot)™) sip=o0

n 1 1 1 -1 i =2
02F|,, =0 ((1+ cotyB0-p-i4) Z J O e ) ot (13)
O((1+cot)™5) sip=oo

Dans ce qui suit, 'évolution des erreurs ||[E — Ejipn 1, €t ||[F' — Flim||;» est donc examinée, Ej;y,

et Fl;m 6tant respectivement les valeurs limites de E et ' quand cot devient grand, et p € {2, 00}.

Pour atteindre le régime asymptotique, le test choisi consiste a rechercher 1’évolution de la
solution sur un temps trés long, & ¢ et o fixé, pour un modéle mono-M;. Pour s’assurer que ce
comportement est conservé sur une large gamme de parameétres, les calculs seront menés pour deux
valeurs d’opacité o = 10 m~! et ¢ = 1000 m~! avec un temps de simulation allant respectivement

JUSQU'A tmax = 103 s et tnax = 10° s. Cette étude est menée comme suit :

— CI:

— CL : Neumann homogéne

— Parameétres :

La taille du domaine est choisie suffisamment grande pour assurer que les conditions aux limites

n’interférent pas avec la perturbation intégrée dans la solution lors de sa diffusion, comme en té-

moignent les figures [4.6]

Les évolutions des erreurs avec la solution limite sont présentées dans les figures [4.7) a [£.10]
Comme on pouvait s’y attendre, les erreurs ||E — Ejp, ||, €t ||[F — Flinl|;, finissent par décroitre

a allure fixe avec 1 + cot. De plus, les pentes correspondantes sont bien équivalentes aux vitesses

79



Variable | Valeur (cas 1) | Valeur (cas 2) | Unité
L,=L,=L. 100 100 m
Neells 3.6 x 10° 3.6 x 10° mailles
c 1 1 m.s~ !
o 10 1000 m~!
Tmax 10° 10° s

TABLE 4.2 — Paramétres utilisés pour le cas test m

Energie (J.m™3)

>

1.9e+00
— 1.6

— 14

I )
1.0e+00

Energie (J.m™?)

I

1.0e+00
1.0005

1.0004

1.0003

1.0002

1.0001

1.0e+00

FIGURE 4.5 — Solution de I’énergie 4 t = 0s, sur un FIGURE 4.6 — Solution de I’énergie a t = 103s, sur
maillage 3D non-structuré de 3.6 - 10%, pour le cas un maillage 3D non-structuré de 3.6 - 105, pour le

o =10 m~! (vue en coupe).

cas 0 = 10 m~! (vue en coupe).

analytiques prévues dans les équations (4.2144.3)). Les résultats pour les différents cas de figures sont
condensés dans le tableau [4.3] Les vitesses de convergences qui y sont renseignées correspondent

bien aux valeurs théoriques, ce qui atteste du bon comportement asymptotique observé par le

schéma (3.203.22)).
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Erreur [|-||;-

Erreur ||-|;-

101 T T T T T T T T T T T T T T T T E 101 ?m\ T T T T T T T T T T T T T T T T T \E
| I | 100%*§1:II:+ é
100 5, z |
B XXXy X B 1| |
: XXXXX : :?5 ].0 E %
10°1} g 107 —
N 7 <] = ]
i 1 E 5| |
- 1 M 1077 ¢ E
w2l | 1Bl e/ B | | Bl e/ Enax ]
| e/ Finax | | e/ Finas ]
- |— pente -0.739 ] 10~ - |— pente -1.487 E
| |— pente -1.233 i I |— pente -1.911 .
10—3 Ll Lol Lol Ll 10—5 Ll Lol Lol L

10° 10* 102 103 104 10° 10* 102 103 104

1+ cot 1+ot

FIGURE 4.7 — Erreur L? adimensionnée entre les FIGURE 4.8 — Erreur L™ adimensionnée entre les
solutions numeériques et leur valeur limite, en utili- solutions numériques et leur valeur limite, en utili-

sant le schéma 3D d’ordre 1, avec 0 = 10 m™". sant le schéma 3D d’ordre 1, avec 0 = 10 m™!.

101 E L L L U e e e | ; 101 E L L L L L L L e e e | E
| | 100 ; * % ****x**xxxp‘ﬂ&X *;
10 % xx B B, - RSN
[ 4 | —1 L _
: | A0
—1 | B i [ i
N | w7
L 4 [<B) n ]
| | L%: 10—3 : :
102 | 1Bl e/ B : | B e/ B
| IF N2/ Faax ] ot | |7 IE e/ Fanas i
I |— pente -0.748 A - |— pente -1.500 e
1073} |—pente -1.247 | | R .| | pente -1.973 | | D

L Ll LUl L1 LI L L LIl 1 107 L LLLILl] L L LIl L LI

10?2 10* 10* 10° 10° 107 10® 102 10* 10* 10° 10° 107 10®
1+ cot 1+ot

FIGURE 4.9 — Erreur L? adimensionnée entre les FIGURE 4.10 — Erreur L> adimensionnée entre les
solutions numériques et leur valeur limite, en utili- solutions numériques et leur valeur limite, en utili-
sant le schéma 3D d’ordre 1, avec o = 1000 m™!. sant le schéma 3D d’ordre 1, avec o = 1000 m~!.
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o | Norme Err. | Diff. entre | Vitesse de convergence | Vit. de conv. théorique

Ly E/Ejn -0.739 -0.75
10 F/Fin -1.233 -1.25
Lo E/Elim -1.487 -1.5

F/EFim -1.911 -2
Lo E/Ejim -0.748 -0.75
1000 F/EFim -1.247 -1.25
Lo E/FElin -1.500 -1.5

F/Fin -1.973 -2

TABLE 4.3 — Vitesses de convergence vers la valeur limite obtenues par le schéma 1 D a l'ordre 1
par rapport a la vitesse théorique. [65]

4.1.3 Une illustration de la nécessitée d’un schéma préservant le régime
asymptotique
Le cas test suivant est effectué pour illustrer 'importance de I'emploi d’un schéma AP dans le

cas du modele M;. Les solutions obtenues a 'aide du schéma ([3.20H3.22)) et de sa version naive

(i.e. 8, = 1) sont comparées a la limite diffusive. Le cas unidimensionnel observé est le suivant :

— CI:
E°(x) = cste
FO(x)=0
— CL :
— en x : Dirichlet
— en y,z : Périodiques
— Parameétres :
Variable | Valeur | Unité || Variable | Valeur | Unité
c 18500 m.s ! L, 0.3 m
o 6.89 - 107 m~! L,=1L, 0.03 m
tmax 1 S N, 200 mailles
Eiest 1.42-10° | Jm™ Neels 5.4 x 10* | mailles
Eight 4.26-10% | Jom™3 E° 4.26-10% | Jom™3
Flest 0 W.m ™2 FY 0 W.m ™2

TABLE 4.4 — Paramétres utilisés pour le cas|4.1.3

Ainsi en imposant une énergie Fj sur le bord du domaine plus grande que le champ d’énergie
initial £°, on va chercher & observer la "diffusion" de la chaleur, tout en analysant la réponse du

programme a une forte discontinuité sur la condition au bord. En effet dans une telle configuration,
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le probléme peut étre considéré comme ayant atteint sa limite asymptotique. La solution de I'équa-
tion de diffusion (2.29)) peut donc étre considérée comme solution de référence au temps tp,a. Le
probléme considéré étant unidimensionnel, on peut obtenir la solution de référence numériquement
en résolvant sur un maillage 1D suffisamment fin. Cette solution est comparée avec celles
obtenues avec le schéma AP ([3.20H3.22)) et sa version naive sur la figure m

-10°
T T T
14} —— Solution éq. de diffusion
X My - Schéma AP
+ M, - Schéma non-AP
1.2 ]
P
= ]
]
B0
g 08 |
=
0.6 i
0.4+ i
0 5.1072 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Position (m)

FIGURE 4.11 — Comparaison des solutions numériques obtenues pour ’équation de diffusion et le
modeéle M, avec le schéma AP proposé dans cette étude, et sa version non-AP. Ces valeurs sont
récupérées a partir d’'une coupe suivant les axes y = 0.015 m et z = 0.015 m.

La figure [£.11) montre que malgré le fait que la solution de référence est encore en régime tran-
sitoire & t = t,,,42, la solution obtenue avec le schéma non-AP a déja atteint son état stationnaire.
En effet dans ce cas, il est déraisonnable d’imposer max(cdg ) < 1, comme décrit dans la partie
3.2.1], et le schéma limite ne représente donc pas ’équation de diffusion souhaitée. Au contraire,
la solution obtenue & 'aide du schéma décrit correctement le correctement limite, ce
qui confirme que la préservation de I'asymptotique est primordiale pour décrire les comportements
qui ont lieu en régime parabolique. De plus, on peut souligner que malgré la forte discontinuité
initiale imposée sur la condition au bord, on parvient & obtenir un bon résultat avec un pas de
temps final de At = 2.1 x 10°At,,,;, ce qui témoigne de la stabilité de la méthode pour décrire le

comportement asymptotique du modéle M.
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4.1.4 Calcul d’homogénéisation sur des plaques planes en conduction

pure

Pour mettre un premier pas dans le calcul des propriétés effectives d’'un matériau hétérogeéne,
nous pouvons envisager de rester sur un systéme mono-M;, sur un cas de conduction pure. Cette
étape fait office de cas de validation, une solution analytique étant aisément obtenable. En effet,
sur un cas unidimensionnel, il est possible de retrouver la conductivité équivalente d’un milieu

hétérogene a partir de la loi de Fourier :

Ly,
)\eff theor. — ;zz (44>

i Xi
Lo étant la longueur totale du domaine, L; et \; la longueur et la conductivité thermique de

chaque tranche homogéne du matériau. Le cas étudié est le suivant :
— CI:
x

Lx)pov (4.5)

F'=0 (4.6)

B, = (T + (T, - )

— CL :
— En x : Dirichlet
— En y,z : Périodique
— Maillage : Version plus fine de la figure |3.13] pour environ 200 mailles sur la longueur.

— Domaine : Figure 4.12

0 0.085 0185 0.285 0.385
0.015 0.115 0.215 0.315

0.415 0.485

FIGURE 4.12 — Répartition des matériaux dans le domaine de calcul

— Paramétres : Tableau [4.5]

Comme indiqué dans la partie [3.2.9] le calcul est mené jusqu’a ce que le régime stationnaire
soit atteint, c’est & dire jusqu’a ce que le flux de chaleur soit constant sur I’ensemble du domaine.
Cette valeur de flux F° peut alors étre utilisée pour obtenir une valeur de conductivité effective
Aef Via la formule .

La solution stationnaire obtenue sur I’énergie est présentée sur la figure[d.13] Comme on pouvait
s’y attendre, on constate une discontinuité de pente a chaque changement de milieu, et I'énergie
semble constante & 'intérieur des plaques msy. Cela est dii au fait que la conductivité thermique est

100 fois plus importante dans le matériau mso que dans le mq, et la pente de I'énergie est ainsi autant
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Paramétre | Valeur Unité
L, 0.5 m
L,=1L, 0.05 m
N, 200 mailles
T, 1000 K
T, 990 K
m; | mso
Cm 1 1 m.s— '
Om 100 1 m~!
A 001 1 | Wm'K!
) 3 kg.m~!
C, 1 Jkg 1 K1

TABLE 4.5 — Paramétres utilisés sur le cas .

3,000 s
,
\_‘-
"-\ my mo m mo my
2,995 |
.,
“'-
N
A~ 27990 [ ..‘\‘
(el L
| S
g ~
1 .,
- .
= 2,985 | .
. p— \\Q
20 "~
: T
\ -
= 2,980 | .
._\
\.-\.‘
- .
2,975 | .
~
. ma mo ma mo ."".\
-
.,
2’970 \ \ \ \ \ \ \ -

| |
0 5.1072 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
Position (m)

FIGURE 4.13 — Solution stationnaire obtenue sur ’énergie. Les valeurs sont récupérées a partir
d’une coupe suivant les axes y = 0.024 m et z = 0.024 m.

de fois plus importante que dans le milieu ambiant m;. Ces résultats semblent donc satisfaisants,
d’autant qu’ils ont été obtenus a ’aide d’'un pas de temps allant jusqu’a At,,.. = 211Atexpl.

Un fois le régime stationnaire atteint, on récupére la valeur moyenne F'*°. La valeur du flux
présente quelques variations, malgré le fait que la solution n’évolue plus avec le temps, comme on
peut le voir sur la figure [4.14] En dépit d’un seuil d’erreur minimal € (c.f. algorithme [1)) allant de

1077 & 107'2, la solveur considére la solution comme convergée. Ce phénoméne est possiblement
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T

— 0 = 0.2858

moy

0.3| S ] N A

oy P J . . H - .
- ::,.'y-c- LI . oy ppst| L . ':',‘"""I e o :':‘.QJUQ.‘-‘. L .

Flux (W.m™?)

1M my meo "y my [ sy mo |- my mo my Mo

0 5.1072 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Position (m)

FIGURE 4.14 — Solution stationnaire obtenue sur le flux. Les valeurs sont récupérées a partir d’une
coupe suivant les axes y = 0.024 m et z = 0.024 m.

di & un mauvais conditionnement du probléme, mais apparait aussi parce que le maillage est

non-structuré. On récupére malgré tout la valeur moyenne du flux sur ’ensemble du domaine

FOO _ ZKETF‘L,K|K|

mmoy = S~ » bour obtenir la conductivité effective :
’ KeT

Foo Ltot
Mot = —21% 2 ~ 1429 x 107 2°W.m LK™ ! 4.7
L X m (4.7)

Cette valeur peut étre comparée a la valeur théorique :

L tot

Aeff theor, = -~ 1.422 x 107 2°W.m L K! (4.8)

La valeur ainsi obtenue numériquement est donc convenable et présente une erreur de 0.49%.
Ce probléme d’éparpillement de la valeur du flux est cependant inquiétant, et risque de devenir
d’autant plus handicapant sur des milieux plus complexes, ainsi qu’en présence de rayonnement.
Bien que la valeur moyenne du flux soit toujours proche de la valeur théorique, on retrouve un
écart-type sur la valeur du flux croissant avec l'opacité o,,, pour des cas similaires a [4.5 mais
sur des milieux homogeénes (figure . La valeur de ¢,, n’a quant a elle aucune influence sur la
dispersion du flux final.

Cette tendance montre que les résultats seront potentiellement bien moins précis lorsque des
grandes opacités seront considérées. Une amélioration du code est sans doute nécessaire avant
de réaliser des cas d’homogénéisation conducto-radiatifs sur des milieux réalistes. Celle-ci passera

slirement par une amélioration du conditionnement de la matrice du systeme.
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FIGURE 4.15 — Evolution du l’écart-type adimensionné du flux a Fov,, en fonction des valeurs de

Om, SUr un cas similaire au tableau , mais sur un milieu homogéne.

4.1.5 Calcul basé image sur un matériau hétérogéne complexe en conduc-
tion pure

La méthode ici développée se voulant basée image, il est primordial de pouvoir I’éprouver sur
des domaines et maillages plus complexes, comme par exemple ceux présentés sur la figure |3.14]
Le maillage associé n’étant pas préparé pour étre périodique, un calcul d’homogénéisation n’a pas
pu étre mené de facon similaire & celui présenté dans la partie précédente. Une adaptation du code
est nécessaire a un calcul de conductivité effective sur ce maillage, et celle-ci n’a pas été faite a
ce jour. En guise de premiére validation, un premier calcul d’évolution d’'une perturbation initiale
est analysée sur le domaine [3.14al On considére un milieu ambiant cent fois plus isolant que la
partie solide, et donc l'interaction de la perturbation avec le matériau conducteur. Les paramétres

utilisés sont les suivants :

— CI:

4-10-1
F°=0 (4.10)

_ 2
EY = EY% = B, {990 +1000 exp (_M)l (4.9)

avec Fyp =1 Jm3.
— CL : Dirichlet
— Maillage :
— Domaine : Figure [3.14al On nomme m; le milieu ambiant et my la partie solide

— Parameétres :

87



Parameétre Valeur Unité
L,=L,=1L, 1 m
Neells 1.4 x 108 mailles
m, mso
Cm, 100 | 100 m.s !
Om, 100 | 1 m~!
A 1 |100 | Wm 'K
p 3 kg.m™?
C, 1 Jkg 1K1

TABLE 4.6 — Paramétres utilisés sur le cas .

La perturbation initiale décrite sur la figure 4.16| évolue de maniére non-isotrope au cours du
temps. La solution présentée dans la figure au bout de 50 itérations confirme le réle isolant
du matériau poreux, la progression de la perturbation étant bien inférieure en son sein. Un pas de
temps de At = 4096At,,,, est atteint au cours de ce calcul, ce qui confirme la possibilité du code
de fonctionner sur des images complexes. Des améliorations sont cependant encore nécessaire pour

procéder a des calculs d’homogénéisation, et conclure sur la précision de cette méthode.

88



3.0e+03

2995

— 2900

— 2985

2980

2975

3.0e+03

FIGURE 4.16 — Condition initiale sur I’énergie, et en blanc I'intersection du matériau avec le plan
de coupe. Les valeurs sont récupérées a partir d’'une coupe suivant le plan x = 0.5 m.

3.0e+03

2982
— 2980
— 2978
— 2976
2074
2972

3.0e+03

FIGURE 4.17 — Solution finale obtenue sur 1’énergie & t = 2 x 1073 s, et en blanc I'intersection du

matériau avec le plan de coupe. Les valeurs sont récupérées a partir d’'une coupe suivant le plan
xr = 0.5 m.
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4.2 Couplage conducto-radiatif - Validation et résultats

Une fois que le code de calcul a passé toutes les étapes de validation pour résoudre un systéme
My, il est envisageable de le confronter au systéme qui fait l'intérét de cette étude : le modele
bi-M; couplé (2.18H2.21). Malheureusement, la programmation de cette partie n’a commencé que
quelques semaines avant le depodt de ce manuscrit, et le code qui en découle manque donc de
maturité. Si des premiers résultats encourageants ont pu étre obtenus, une attention est encore

nécessaire au programme, avant de pouvoir émettre un jugement sur ses capacités.

On s’attachera a valider les résultats a ’aide d’approches analytiques dans des milieux homo-
génes, comportant des écarts de propriétés plus ou moins importants entre les modes. Nous nous
pencherons ensuite sur des milieux hétérogenes présentant des discontinuités de propriétés pour

évaluer la capacité de notre approche a gérer de tels problémes.

4.2.1 Un cas théorique

Pour analyser la premiére réponse du code de calcul a un systéme couplé de deux M, le premier
cas de validation consiste a observer les différents phénomeénes ayant lieu pour un cas présentant
peu de raideurs potentielles. Ainsi, on cherche & évaluer la réponse au couplage, et la capacité du

solveur a converger dans cette situation. Le cas considéré est le suivant :

— CI:

4104
F'=0 (4.12)

EY = E} = Ej {1+ exp (—Mﬂ (4.11)

— CL :
— En x : Neumann homogéne
— En y,z : Périodique

— Maillage : Figure [3.12

— Paramétres : Tableau [4.7]

Au vu des paramétres utilisés, ’objectif n’est pas d’assister & un couplage "conducto-radiatif"
au sens physique, car les deux systémes M; sont soumis & un régime proche du transport. De plus,
les vitesses ¢ et ¢, ont été choisies de sorte que I'on observe successivement le transport des deux
gaussiennes utilisées comme conditions initiales. Enfin, on s’attend a ce que la partie "rayonnement"

soit absorbée et réémise dans la partie "conduction", car le terme d’échange présent dans la partie

énergie du systéme (2.18+2.21)) est négatif & l'instant initial :

E(t,z) — Er(t,x) = ar(E,/pCy)* — Eg (4.13)
~25x12x1072-1~-0.97 (4.14)
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Paramétre | Valeur | Unité
L, 0.5 m
L,=1L, 0.05 m
Neelis 1.9 x 10* | mailles
N, ~ 150 mailles
c 2000 m.s— !
Cm 1000 m.s~ !
O 1 m~!
O 0 m~!
Om 1 m~!

TABLE 4.7 — Paramétres utilisés pour le cas

Ce transfert d’énergie entre les deux modes devrait prendre fin lorsque 1’énergie "radiative" a
atteint la valeur d’énergie a I’'équilibre. Il est ainsi possible de connaitre les valeurs stationnaires des
énergies 7 et EF. Celles-ci apparaitront une fois que la perturbation engendrée par la condition
initiale a été transportée en dehors du domaine (vu les conditions limites de sortie). En enlevant
cette gaussienne, on a E°, + E% = cste = 2. Etant donné que notre systéme est censé conserver

I’équilibre, on devrait donc avoir Y 4+ E = cste = 2. Ainsi, on attend a ’équilibre :

Ep(t — 00) = B(t, x) (4.15)
2 — ER 4
= ag( el ) (4.16)

E% ~0.277 Jm™®

(4.17)
E>® ~1.723 J.m™®

Les solutions sont présentées sur les figures Comme il a été attendu, on peut observer
que les deux modes sont en régime proche du transport. La gaussienne initiale est séparée, et une
onde progresse ensuite dans toutes les directions (2 fronts sur un cas 1D) en transportant cette
énergie initiale. Celle-ci progresse a la vitesse ¢ ou ¢, selon le mode, et c’est pourquoi on observe
une onde deux fois plus rapide pour la partie radiative que la partie conductive. Comme précisé
plus tot, on peut aussi observer le couplage sous la forme de I’absorption de I’énergie radiative, et

sa réémission sous la forme d’énergie de conduction. En lisant les valeurs finales des énergies sur

la figure [4.18d] on constate que :

E% ~0.297 Jm™®

(4.18)
E%® ~1.753 J.m™®

Ces valeurs sont proches de celles décrites dans (4.17)). Méme si I'on constate des erreurs de 1% et

6% (dues aux erreurs numériques), on peut étre globalement satisfait du comportement obtenu.
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De plus, sur les 14 (resp. 90) itérations qui ont mené a la figure (resp. [£.18d)), le pas de
temps implicite a déja pu progresser jusqu'a At = 128At.,, (resp. At = 2048At,,,,). La stabilité
ainsi montrée n’est pas étonnante, car les valeurs étant du méme ordre de grandeur pour les deux
modes de transport, le conditionnement du systéme est proche de celui d’'un mono-M;, simplement

deux fois plus grand.
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FIGURE 4.18 — Champs d’énergies matiére E,, et radiative F, obtenus pour le cas a différents
temps t. Vue en coupe selon les axes y = 0.014 m z = 0.014 m.
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4.2.2 Conductivité effective sur un matériau semi-transparent homo-
géne

Nous allons maintenant chercher & obtenir la conductivité effective d’un matériau "semi-
transparent", c’est-a-dire dont les propriétés thermiques sont régies a la fois par la conduction
et le rayonnement. Pour réaliser cette mesure, nous allons procéder de maniére analogue a la mé-
thode employée dans la partie 4.1.4] en considérant 'apport d’'une partie radiative. Celle-ci est
initialisée telle que ’énergie radiative est considérée a 1’équilibre. L’objectif est une fois de plus
d’obtenir une solution stationnaire au probléme (et donc aussi un équilibre radiatif), et des flux

constants F5° et F>° pour ainsi obtenir :

(F + F3) L
Ty — T

Aot = (4.19)

La définition de la conductivité effective radiative qui méne a cette formule est présentée dans

'annexe [6.4] Ainsi, on considére le cas suivant :

— CI: )
T'(2) = T+ (T, — 1)) (4.20)
By (z) = T°(x)pC, (4.21)
E%(x) = agT°(z)* (4.22)
(F'=0 (4.23)
— CL :

— En x : Dirichlet
— En y, z : Périodique
— Maillage : Figure [3.12

— Paramétres :
Paramétre | Valeur | Unité
L, 0.5 m
L,=1L, 0.05 m
Ncells 1.9 x 104 mailles
N, ~ 150 mailles
O 0 m!

TABLE 4.8 — Paramétres utilisés pour le cas m

Nous avons dans un premier temps pu remarquer la difficulté de notre solveur & converger.
Dans beaucoup de cas, la résolution impose une réduction de CFL bien inférieure & la condition

explicite pour permettre au solveur de trouver une solution. Cette difficulté semble étre due a un
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mauvais adimensionnement du probléme, ce défaut apparaissant lorsque le rapport entre les flux
‘Il,—”; devient important.

Pour tenter d’obtenir tout de méme un résultat, les paramétres du probléme sont spécialement
choisis pour obtenir des flux de chaleur du méme ordre de grandeur pour les deux modes de

transfert. On cherche donc une solution sur le cas décrit dans le tableau [4.9]

Paramétre | Valeur | Unité
T, 1000 K
T, 990 K
c 3.e8 m.s~ !
Com, 18500 m.s—!
O 10000 m~!
Om 44x10% | m!
tmaz 1 S

TABLE 4.9 — Parameétres utilisés pour obtenir des flux matiére et radiatif du méme ordre de
grandeur

Les flux de chaleur stationnaires ainsi obtenus, présentés sur la figure rencontrent la méme
dispersion que celle obtenue dans la partie et I’écart-type adimensionné est du méme ordre de
grandeur. Ce phénoméne n’a donc pas pris plus d’ampleur avec le couplage. On peut alors calculer
la conductivité équivalente obtenue grace a la formule :

Aef = 2.964 x 1072 W.m "K' (4.24)

Le transfert de chaleur est principalement issu du transfert radiatif sur ce calcul (comme en té-
moigne la figure . On peut comparer cette valeur a la conductivité effective conducto-radiative
théorique Ag,, (6.11) :

Apm =~ 2.985 x 1072 Wom LK™ (4.25)

On constate donc une erreur de 0.7% sur la valeur obtenue numériquement. Celle-ci est donc
cohérente mais on peut espérer une plus grande précision une fois la dispersion du flux corrigée.
En outre, la différence d’ordre de grandeur entre les valeurs des deux modes n’ayant pas été une
source de difficulté, le solveur a pu aisément converger, et le pas de temps At = 1.7 X 10" Ateypy a

été atteint.
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96



4.2.3 Résolution instationnaire sur un matériau hétérogéne

Comme précisé précédemment, il ne nous a pas été possible de travailler sur des grands écarts
de valeurs d’énergie et de flux entre les deux modes, I’adimensionnement faisant encore défaut.
Pour obtenir des résultats, nous nous focalisons donc sur des cas purement théoriques, comprenant

des énergies radiatives et conductives du méme ordre de grandeur, tel que le suivant :

— CI:
0 0 1000 si x < 0.25
E, =FEp = (4.26)
300 sinon
F'=0 (4.27)
— CL :
— En x : Neumann
— En y,z : Périodique
— Maillage :|3.13]
— Domaine : Figure [4.12]
— Paramétres :
Paramétre | Valeur Unité
L, 0.5 m
L,=1L, 0.05 m
Ncells 2.7 X 104 mailles
N, 150 mailles
mq ‘ ms
c 1000 m.s
Com 2000 m.s~!
o 0 m!
Oe 10 1 m~!
Om 10 1 m~!
A 01 1 [WmtK!
p 3 kg.m™3
C, 1 Jkg 1 K1

TABLE 4.10 — Paramétres utilisés sur le cas m

Ainsi, on va chercher a observer un probléme de Riemann sur un domaine hétérogéne composé
de plaques planes plus propices au transfert de chaleur que le milieu ambiant. Le calcul est mené
en considérant les deux modes : conduction et rayonnement. Nous allons ainsi chercher a éprouver
la robustesse du schéma en observant sa réponse & une solution initiale discontinue, ainsi qu’a une

discontinuité de propriétés thermiques. Les résultats sont présentés sur les figures [£.20]
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On observe dés la premiére itération (fig. des discontinuités apparaitre sur les deux
profils d’énergie, en plus de la discontinuité initiale. Le mécanisme en cause est l’absorption de la
partie rayonnement qui est dix fois plus importante sur le milieu ambiant m; que sur les plaques
planes paralléles. Malgré cela, la solution finit par étre lissée et les échanges entre les deux modes
de transfert deviennent marginaux lorsque 1'équilibre radiatif est localement atteint (fig. .
En temps long, on retrouve enfin un comportement caractéristique de diffusion sur un domaine
hétérogeéne (fig. . On retrouve ainsi une solution linéaire par morceaux, dont les segments
ont une pente proportionnelle a la "conductivité" du milieu (conductivité effective radiative pour
le rayonnement).

Ainsi, bien que le code de calcul dans son état actuel permette seulement de travailler sur

des cas limités, ce test en particulier permet d’établir la robustesse du schéma en présence de

At
Atezpl

mettre en péril la convergence du solveur. Il permet aussi de montrer la capacité a obtenir des

= 128 sans

discontinuités. On notera d’ailleurs qu’il est possible d’utiliser un pas de temps

résultats conducto-radiatifs cohérents en régime instationnaire. Une enquéte plus approfondie sera

cependant nécessaire pour attester de la validité des solutions obtenues au cours du temps.
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4.3 Limitations actuelles

Au vu des résultats obtenus dans la partie précédente, il semble que nous ne pouvons a I’heure
actuelle conclure sur 'efficacité de notre méthode. En effet, bien que de nombreux cas de figures
soient solubles dans la version actuelle de nos codes de calculs, beaucoup d’autres situations d’'un
grand intérét pour notre application ne trouvent actuellement pas de réponse pour le systéme

bi- M. Pour résumer, nous rencontrons des difficultés :

— Pour travailler sur des cas mettant en scéne des flux et énergies radiatifs et conductifs d’un
ordre de grandeur trés différent. Aucun résultat convainquant n’a pour le moment pu étre

obtenu sur ce genre de probléme, pourtant central dans nos applications.

— Pour obtenir une valeur stationnaire constante du flux de chaleur. Cette information néces-

saire & 'obtention d’une conductivité thermique effective manque de précision, comme il a
été montré dans les parties et [4.2.2

Ces points doivent étre traités avant de mener I’étude plus loin, et de tenter d’évaluer les capacités
de la méthode et du code de calcul. Ces problémes semblent tous étre liés & un mauvais condi-
tionnement de la matrice du systéme, et son amélioration serait grandement bénéfique. Pour le
premier point, on peut aussi songer a améliorer I’adimensionnement du probléme, ou essayer d’en

obtenir une meilleure initialisation dans des cas présentant des raideurs.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

5.1 Conclusion

Au cours de cette étude, la construction et I'application d’'une méthode innovante de modéli-
sation du transfert de chaleur conducto-radiatif a été présentée. Le principe repose sur I’étude du
transfert des particules porteuses d’énergie dans le milieu, a savoir les phonons et les photons, via
un couple d’équations cinétiques. Il a été montré comment ces dernieres ont été réduites a l'aide
d’une méthode aux moments, afin d’en faciliter la résolution. Le probléme se résume alors a une

superposition de deux systémes M; couplés, dont les caractéristiques ont pu étre détaillées.

Il a été montré que la principale difficulté pour résoudre numériquement le systéme M; dans
nos applications était la prise en compte de son régime asymptotique. Pour répondre a cette pro-
blématique, un schéma AP développé pour ce type de systéme est utilisé. Sa capacité a obtenir
une bonne approximation de la solution du modéle M; tout en conservant ’ensemble des états
admissibles a pu étre éprouvée dans sa version implicite et non-structurée, qui n’avait pour le

moment pas encore fait 'objet d’une étude.

Plusieurs codes de calculs ont été construits sur cette base, afin d’obtenir des modélisations
du transfert de chaleur couplés, I'objectif étant d’effectuer des calculs d’homogénéisation sur des
images numériques de matériaux complexes. Le développement et la mise a 1’épreuve de ces codes
représentent la majeur partie du travail de cette thése. Ces codes ont passé plusieurs étapes de
validation, sur des maillages 2D et 3D non-structurés, afin de confirmer leur conformité face a
différentes raideurs, différentes conditions initiales et aux limites, en régime asymptotique ou non,
a chaque fois avec le plus grand pas de temps possible. Les expériences impliquant un unique
mode de transport de chaleur ont données des résultats encourageants sur la performance de
cette méthode. Toutefois, des améliorations sont encore nécessaires pour accélérer la résolution des

calculs, ou permettre celle-ci sur des domaines plus importants et complexes. Les résultats obtenus
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dans des cas couplés sont quant & eux plus mitigés du fait de leur immaturité, et bien que des
premiéres résolutions ont été effectuées, les objectifs fixés au début de la thése ne sont pas encore

atteints.

5.2 Perspectives

Il a été précisé plusieurs fois dans ces travaux que certains objectifs n’ont pas pu étre atteints
faute de temps. On peut donc soulever plusieurs perspectives qui peuvent étre envisagés a la suite
de cette thése.

Le premier point reléve de la poursuite des travaux menés. Il a été établi dans le chapitre 4
plusieurs limitations du code de calcul actuel, et des améliorations supplémentaires doivent étre
effectuées pour les surmonter. Les premiéres pistes constituent notamment a corriger la méthode
d’adimensionnement, et améliorer le conditionnement de la matrice du systéme. Cette derniére
problématique peut étre abordée simplement en important le Flexible-GMRes sur la version tridi-
mensionnelle du code, mais ce travail retourne d’avantage de la vérification que du développement

a proprement parler.

Le second point est la montée en ordre qui a été mise de coté dans la fin de ces travaux. Le
choix du schéma a en grande partie été motivé par sa faculté a pouvoir étre couplée a des méthodes
d’ordre élevé, et pourtant il n’en est que trés peu question dans ce rapport. De plus, un certain
temps a été consacré a la poursuite de cet objectif -ordre trés élevé & 1'aide d’un schéma WENO,
ou au moins l'ordre 2 en 3D-, mais il a été jugé préférable de favoriser la réalisation du code 3D
pour un systéme bi- ;. Une amélioration significative de ces codes consisterait donc a intégrer des

méthodes d’ordre élevé, pour tirer profit des capacités du schéma numérique.

Un autre point d’importance méritant d’étre exploré dans de futurs travaux concerne 1’optimi-
sation de code de calcul. Il est précisé dans le cahier des charge de cette étude que cette méthode
se doit d’étre compétitive en terme de temps de calcul, mais le figure prouve que cet objectif
peut étre mené plus loin. La stratégie d’optimisation de ces différents codes se doit d’étre repensée
et 'utilisation de l'outil MPI serait bénéfique, tout en permettant de pouvoir travailler sur des

maillages de taille plus importante.

Une fois cette méthode mirie et optimisée, il serait de plus intéressant de comparer plus ample-
ment les résultats obtenus avec ceux d’autres codes existants et en utilisation. Les codes SHTRAC
et Termivox sont notamment disponibles au LCTS et au CEA pour réaliser des calcul d’homo-
généisation stationnaire ou résoudre des problémes thermiques instationnaires. Il serait de plus

intéressant de rejoindre l'initiative portée par le GDR Tamarys de la réalisation d'un benchmark
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commun pour les codes de calculs thermiques. Enfin, pour finaliser la validation de cette mé-
thode, et avant de proposer cette méthode en utilisation au CEA, il sera nécessaire de réaliser des
tests d’homogénéisation en condition réelle, et chercher a retrouver la conductivité effective d’'un

matériau connu a partir d’'une image tomographique présentant sa composition.
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Chapitre 6

Annexe

6.1 Notations

Symbole | Nom Unité
A Ensemble de définition -
B Fonction de distribution de Plank W.m 2sr 1 Hz ™!
c Célérité de la lumieére m.s!
Cm, Vitesse du second son m.s~!
C, Capacité thermique spécifique Jkg 1K™t
CFL Valeur de la condition de Courant-Friedrichs-Lewy -
E Energie Jm™3
E° Condition initiale sur 1’énergie Jm™3
Eox Valeur maximale de 1’énergie Jm™3
Elegt Valeur de la condition limite sur I’énergie & gauche du domaine Jm™3
Eight Valeur de la condition limite sur I’énergie a droite du domaine Jm™3
F Flux numérique -
F Flux W.m 2
FO° Condition initiale sur le flux W.m—?
Foax Valeur de flux maximale W.m™2
h Constante de Plank J.s
1 Matrice identité -
I, Intensité matiére (spectrale) W.m 2sr 1. Hz ™!
I Intensité radiative (spectrale) W.m2.sr7 1. Hz ™!
k Constante de Boltzman J K1
L,/L,/L, | Dimensions du domaine dans les directions z/y/z m
n Dimension du probléme -
n Vecteur normal -
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Neells Nombre total de mailles -
N, /Ny/N, | Nombre de mailles sur les axes z/y/z -
P Pression
S Terme source -
T Maillage -
T Température K
T" Condition initiale sur la température K
T Température matiére K
Tr Température radiative K
tmax Temps final de la simulation S
U Vecteur des variables -
v Vitesse de transport m.s!
T Vecteur position m
0K Bord de la maille K -
0N Bord du domaine de calcul -
At Taille d'un pas de temps S
Alexpi Pas de temps du schéma explicite équivalent S
Atinit Pas de temps initial S
Atend Pas de temps en fin de simulation S
Ax Taille du pas d’espace global m
Axg Taille du pas d’espace local sur la maille K m
K Diffusivité thermique m?.s~1
KA Conditionnement de la matrice du probléme -
A Conductivité thermique W.m 1 K!
0 Direction m
v Fréquence m~!
p Masse volumique kg.m™3
o Opacité m~!
Oe Opacité d’émission m~!
Om Opacité matiére aux phonons m~!
OR, Opacité de diffusion radiative m~!
OR,, ™ moment réduit de Popacité de diffusion m~!
T Tenseur de 'opacité de flux m~!
X Facteur d’Eddington -
Q Domaine de calcul -
Q Vecteur direction -
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6.2 La modélisation du transfert de chaleur conducto-radiatif

en France

Nous répertorions dans le tableau les travaux récemment publiés dans les laboratoires fran-
cais concernant des méthodes de modélisation du transfert conducto-radiatif de chaleur. On précise
pour chacun certaines caractéristiques d’intérét pour notre étude, a savoir les types de milieux pris
en compte, de maillages utilisés, et si la méthode emploie un couplage "fort" entre conduction
et rayonnement. Ces caractéristiques varient en fonction des besoins de chaque travaux en termes
d’applications visées et de méthodes numériques employées. Pour améliorer la visibilité du tableau,

on définit les abréviations suivantes :

Méthodes : Type de milieux pris en compte :
— MC : Monte-Carlo — O : Opaque
— MCS : Monte-Carlo Symbolique

— T : Transparent

— MEF : Méthode Eléments Finis :
— ST : Semi-transparent
— MVF : Méthode Volumes Finis
— MDF : Méthode Différences Finies
— MOD : Méthode des Ordonnés Discrétes

— MR : Méthode de Rosseland
— GD : Galerkin Discontinue
— MA : Marches Aléatoires

— FV : Facteurs de Vue

Publication | Laboratoire Méthode Maillage Milieux
[9] LEMTA MEF 1D non-struc. ST
5] LEMTA | MVF/MOD/MR 9D struc. 0/ST
[16] CETHIL MOD-+MC 3D struc. ST/T
I88] CEA/DAM MDF 3D Voxels O/T
I10] EM2C MC 3D Voxels O/ST/T
[11] LEMTA GD 2D non-struc. O/ST/T
[14] LTEN MEF+MOD 3D non-struc. O/T
[12, 13, 18] Laplace MCS 3D non-struc. surfacique | O/ST/T
[17] IUSTI+LTEN MVF+FV 3D voxels O/T
[19, 20] LCTS MC/MA 3D voxels O/ST/T

TABLE 6.2 — Liste et détail des derniers codes de modélisation du transfert de chaleur conducto-

radiatif disponible dans les laboratoires francais. (En rouge les couplages dits "forts").
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6.3 Les schémas AP pour systémes hyperboliques

Systéme d’équations

1D /multi-D structuré

2D non-structuré

3D non-structuré

Transport [89, 90} ©1], 27, 92] 126, 21] [29]
Télégraphe 24, 93, 30, 92] 126, 21] 129
Equations de Boltzmann [94, O5] — -
M, 03, 96, 07, 92] 21 0] =

P - 125, 2] -

Systeéme de Friedrichs - [26] -
Equations d’Euler [93, 92] [211, 131] -
Convection/Diffusion [93] - -
Shallow Water [27] - [28]
Radiative Hydrodynamic sys. [99] [21], O8] -

TABLE 6.3 — Une liste non exhaustive de travaux sur les schémas AP pour systéme hyperbolique,
en fonction du modéle recherché et du type de maillage considéré.

6.4 Conductivité effective radiative \p

Plagons-nous sur un cas 1D en rayonnement pur. On réalise une étude asymptotique du mono-

M. Soit € — 0 le terme asymptotique tel qu’on a a 'asymptote ¢ — ﬁ et o — Z:

€8tE + axF =0

€atF+ 3x02P = —cZF

£

(6.1)

On définie comme précédement le développement F' = F(O) 4 cF(D 4 Les termes prépondérants

sont ordonnés selon les puissances de €. On a donc :

— Pour e :

— Pour &Y :

FO =9

FO=_S%p p
g

= —i(?zE en 1D et vu F©O =0
3o

= —3£8x(aRT4) a l’équilibre radiatif
o

= ——aRT3(91T
o
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D’ou la définition

Ap(T) = B—JaRT?’ (6.7)

De la méme fagon, on peut calculer en conducto-radiatif, sur un cas 1D, la conductivité effec-

cmpCh c ULRTI%

tive conductive A, o5 = 50, AVeC 0f, = O, + Ocor otuln La conductivité radiative reste elle
m Y m vim

inchangée : Apep = AR

6.5 Conductivité effective conducto-radiative \p,,

De la méme fagon que dans la partie précédente, on suppose que les deux systémes M; com-
posant le probléme sont en limite diffusive. L’objectif est cette fois-ci d’obtenir une valeur de
conductivité effective Ag,, & partir du probléme décrit dans la partie [£.2.2] On observe donc une
distribution de température linéaire sur le domaine suivant la direction z, et des flux limites
conductifs et radiatifs dont la somme F° + F5° est constante. La loi de Fourier s’applique, et on

a alnsi :

EX + Fp = — (A0, T(2) + A0, T () (6.8)
— —()\mﬁxT(x) + aRﬁxT(:p)4) , avec ap = 3 ¢
o

fr

ar vu (|6.7)) (6.9)

En intégrant sur le domaine [0, L,], et en posant 7'(0) = 1; et T'(L,) = T}, on obtient :
—(FxX + FR) Lo = (T = Th) + ag (T = T}') (6.10)

En considérant que 7'(z) est linéaire, on peut ainsi obtenir une valeur globale de la conductivité

effective : Foo L oo\ p

4 _
Tr_T} Tr_T‘l
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Etude et validation d’une approche cinétique couplée pour la modélisation du transfert
multimodal et multi-échelle de chaleur en milieu hétérogéne

Résumé : Cette thése a permis de mettre en application une approche innovante pour modéliser le
transfert thermique conducto-radiatif dans un milieu hétérogéne. L’idée est de traiter les deux modes de
transfert en utilisant un seul solveur numérique basé sur des moments réduits des équations cinétiques.
En particulier, le modéle M; doit étre résolu, et il est impératif d’utiliser un schéma numérique adapté.
Plusieurs défis doivent étre relevés : (i) le solveur doit pouvoir étre utilisé sur des maillages non-structurés
pour limiter le nombre de mailles dans la reconstruction du domaine; (ii) les applications comprennent
des milieux hétérogénes, de sorte que les valeurs d’interface et les couches limites potentielles doivent
étre prises en compte et traitées efficacement ; (iii) le domaine pouvant inclure des matériaux contrastés
avec des temps caractéristiques trés différents, un tel schéma doit également fonctionner sous une forme
implicite, capable de gérer des pas de temps trés variables; (iv) le modéle M; modélise correctement le
transfert des particules porteuses d’énergie dans les limites de transport et de diffusion, ce qui implique
que le schéma numeérique utilisé dans le solveur doit préserver non seulement la limite asymptotique mais
aussi la transition entre les deux régimes. Pour atteindre ces objectifs, une partie importante de cette
étude est basée sur le choix du schéma numérique, dont la principale caractéristique est de préserver la
limite asymptotique du modéle M;. Cette étude comprend la construction d’'un code de calcul Volumes
Finis permettant d’obtenir des résultats cohérents et de facon compétitive, selon les critéres précédents.
Mots-clés : transfert de chaleur, schémas volumes finis, schémas asymptotic preserving, schémas implicites
a grand pas de temps

Study and validation of a coupled kinetic approach for the modeling of multimodal and
multiscale heat transfer in heterogeneous media

Abstract: During this thesis, I have been able to develop an innovative method to model radiative /conductive
heat transfer in heterogenous media. The idea is to handle both transfer modes using a single numerical
solver based on reduced moments of the kinetic equations. In particular, the M; model is needed to be
solved, and it is mandatory to use a robust numerical scheme. Several challenges have to be addressed : (i)
the solver must be suitable for unstructured grids to restrain the number of cells; (ii) applications include
heterogeneous media, so that interface values and poten- tial boundary layers need to be efficiently han-
dled; (iii) as the domain may include contrasting materials with very different characteristic times, such a
scheme must also operate in an implicit form, able to handle vastly varying time steps; (iv) transport of
energy particles in both free-streaming and diffusive limits are correctly modelled by the M; model, and
this entails that the numerical scheme used in the solver must preserve not only the asymptotic limit to
cope with both regimes. To meet these goals, a major part of this study is based on the choice of the
numerical scheme, whose principal characteristic is to be asymptotic-preserving. This study includes the
construction of a finite volume code that provides consistent and competitive results, in accordance with
the previously specified criteria.

Keywords: heat transfers, finite volumes schemes, asymptotic-preserving schemes, large time-step im-
plicit schemes
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