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Résumé

La solution exacte des équations aux dérivées partielles est en général difficile & cal-
culer. Pour cela, des méthodes numériques ont été développées, qui nous permettent de
trouver des solutions approchées. Dans cette thése, nous nous intéressons aux équations de
Navier-Stokes incompressibles instationnaires qui décrivent le comportement d’un fluide.
Nous choisissons un cas ot la force appliquée au fluide ainsi que la viscosité du fluide
dépendent d’une autre variable, par exemple sa température ou la concentration d’une
certaine matiére dans ce fluide. Alors nous avons besoin de coupler les équations de Navier-
Stokes avec I’équation de convection-diffusion-réaction qui décrit le transport de la variable
supplémentaire a la vitesse du fluide. Notre étude s’est développée a trois niveaux.

Le probléme est tout d’abord discrétisé en utilisant le schéma d’FEuler pour la discré-
tisation en temps et les éléments finis " Pl-bulle/ P1/ P1" pour la discrétisation en
espace. Dans un premier temps, nous étudions ’estimation d’erreur a posterior: de notre
probléme de couplage en supposant que le coefficient de diffusion dans I’équation de trans-
port est une constante. Cette estimation fait apparaitre deux types d’indicateurs d’erreur,
le premier lié & la discrétisation en temps et le second lié & discrétisation en espace.

Dans un second temps, nous reprenons 1’étude du probléme couplé en supposant cette
fois que le coefficient de diffusion dépend aussi de la variable transportée. Nous com-
mencons par montrer 'existence et 'unicité conditionnelle de la solution de ce nouveau
probléme. Puis nous établissons 'estimation d’erreur a posterior: de ce dernier en suivant
des étapes identiques a celles effectuées lors de notre premiére étude.

Finalement, des simulations numériques sont élaborées a l'aide du logiciel FreeFem-++-
pour valider les résultats théoriques. Les simulations adaptatives en temps et en espace
démontrent 'utilité de la démarche.

Mots clés : Estimation d’erreur a posteriori, équations de Navier-Stokes, équation de
convection-diffusion-réaction, éléments finis, méthode adaptative.



Abstract

The exact solution of partial differential equations is generally difficult to calculate.
For this reason, numerical methods have been developed, which allow to find approximate
solutions. In this thesis, we are interested in the unsteady incompressible Navier-Stokes
equations which describe the behaviour of a fluid. We choose a case where the force applied
to the fluid as well as its viscosity depend on another variable, for example its tempe-
rature or the concentration of a certain material in the fluid. So we need to couple the
Navier-Stokes equations with the convection-diffusion-reaction equation which describes
the transport of the additional variable with the fluid velocity. Our study was developed
along three lines.

The problem is discretized using the Euler scheme for the time discretization and the
"P1-bubble/P1/P1" finite elements for the space discretization. In a first step, we study
the error estimate of the coupled problem assuming that the diffusion coefficient in the
transport equation is a constant. This estimate involves two types of error indicators, the
first related to the discretization in time and the second to the discretization in space.

In a second step, we take up the study of the coupled problem, assuming this time that
the diffusion coefficient also depends on the transported variable. We start by showing
the existence and the conditional uniqueness of the solution of this new problem. Then
we establish the error estimate of the latter by following the same steps as those carried
out in our first study.

Finally, numerical simulations are elaborated using FreeFem++ software to validate the
theoretical results. The time and space adaptive simulations demonstrate the usefulness
of the approach.

Keywords : A posteriori error estimation, Navier-Stokes equations, convection-diffusion-
reaction equation, finite element method, adaptive methods.
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Introduction

Notre compréhension des phénomeénes physique du monde qui nous entoure et notre
technologie sont aujourd’hui en grande partie basées sur des modéles décrits par des équa-
tions aux dérivées partielles. Nous pouvons citer I'exemple auquel nous nous intéressons
dans cette thése, a savoir les équations de Navier-Stokes, des équations aux dérivées par-
tielles en temps et en espaces associées a la mécanique des fluides.

Les équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes sont I’ensemble des équations les plus utilisées dans le do-
maine de la modélisation des écoulements des fluides visqueux newtoniens. Ces équations
décrivent ’évolution du mouvement d’un tel fluide soumis a des contraintes extérieures.
Ces équations sont constituées de plusieurs lois de conservation. La premiére loi qui est
appelée loi de conservation de la masse, impose la relation

Ip
“F . =0 1
LV (o) =0, 1)
la seconde loi de conservation de la quantité de mouvement donne
0
ai:+v-<pu®u)+vp—v-(2M1D>+A(v.u)1d):F, 2)

ol p est la masse volumique et u est la vitesse du fluide, p est la viscosité dynamique du
fluide, A le coefficient de Lamé, P est la pression, F' est une force extérieure donnée et

1
D(u) = §(Vu + (Vu)?).
Dans le cas d’un fluide trés faiblement compressible, la masse volumique est (presque)

constante. Alors d’aprés (1), nous pouvons faire 'approximation que le champ de vitesse
est a divergence nulle. Par suite les équations (1) et (2) se résument a

p<g—?+(u~V)u>—V-(2uDu)+VP = F
V-u = 0.

Nous supposons de plus que la viscosité p ainsi que la force extérieure F' dépendent
toutes les deux d’une autre variable, notée C' dans la suite, qui peut étre par exemple la
concentration d’une certaine matiére dans le fluide ou la température de celui-ci. Dans ce
dernier cas, la force extérieure permet de prendre en compte la dilatation du fluide, tout
en conservant sa nature incompressible (approximation de Boussinesq).
Alors le systéme des équations de Navier-Stokes sera donné dans un domaine @ C R?
(d = 2,3) et pour un intervalle de temps [0, T] par :
ou
{ S+ (W V)u— V- (2(C)Dw) + Vp = £(C) 3
V.ou = 0.

En notant py la masse volumique supposée constante du fluide, les inconnues sont la vi-

tesse u, la pression cinématique p = — et la concentration (ou la température) C. Les
Po
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. ) F . . : iz
contraintes extérieures sont notées f = — et la viscosité cinématique v = —.

Puisque nous nous intéressons a l’étudepé)’un cas ou la force appliquée au ﬂl(l)ide ainsi que
la viscosité du fluide dépendent d’une nouvelle inconnue, nous avons besoin de donner un
modeéle décrivant 1’évolution de celle-ci. Nous choisissons ici de coupler les équations de
Navier-Stokes avec ’équation de convection-diffusion-réaction décrivant le transport de
cette nouvelle inconnue par le fluide.

L’équation de convection-diffusion-réaction

L’équation de convection—diffusion-réaction décrit les variations en espace et en temps
d’une certaine quantité (concentration d’une certaine substance dans un fluide par exemple,
énergie thermique) sous l'influence de trois processus, a savoir, la convection, la diffusion
et la réaction.

L’équation de convection—diffusion-réaction instationnaire dont 'inconnue est la concen-
tration C', est donnée par :

oC
E-V(O&VC)‘F(UV)C‘FTQCZQ

otl «v est la constante de diffusion, ry est un réel positif et g est une fonction donnée. A no-
ter que dans la premiére partie de notre étude nous supposons « constante alors que dans
le chapitre trois le coefficient de diffusion dépendra de la concentration (soit a = «(C)).

Nous nous amenons donc au probléme de Navier-Stokes instationnaire couplé avec 1’équa-
tion de convection-diffusion-réaction.

Notre probléme de couplage

Soient € un ouvert borné de RY, d = 2,3, de frontiére 9 continue lipschitzienne et
[0, 7] un intervalle de R.

Nous supposons pour la simplicité que la vitesse et la concentration du fluide satisfont les
conditions de Dirichlet homogénes.

Le probléme & résoudre se modélise alors comme suit,

( %—?(x, £) — div(2v(C(z, £))D(u)(z, )
+(u(z,t) - V)u(z,t) + Vp(z,t) = f(z,C(xz,1)) dans Qx]0, 77,
%(m,t) + (u(z,t) - V)C(x,1)

—div(a(C(z,t))VC(z,t)) + 10C(2,t) = g(z,1t) dans 2x]0, 77,
div u(z, t) =0 dans Qx]0, 77,
u(z,t) =0 sur 020,17 ,
C(z,t) =0 sur 002x10,T7,

u(zx,0) = ug sur ),

. C(z,0) = () sur €2 .

(4)
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Malheureusement, comme pour la plupart des équations aux dérivées partielles, il est im-
possible d’obtenir explicitement la solution exacte de notre probléme. Néanmoins, il existe
des méthodes numériques qui nous permettent d’obtenir des solutions approchées pour
ces équations. A titre d’exemple, nous pouvons citer la méthode des éléments finis, que
I’on utilise dans notre étude.

Méthode des éléments finis

Les éléments finis sont une technique de discrétisation qui permet de transformer une
théorie continue conduisant & des problémes dont on ne sait pas trouver de solution
exacte, en une théorie discréte conduisant a de simples systémes d’équations algébriques
que 'on sait résoudre. En général, la discrétisation consiste & découper le domaine en des
sous-domaines polygonaux ou polyédriques par morceaux (pour avoir une approximation
de la géométrie). Ce pavage du domaine se nomme "maillage" et les pavés sont les élé-
ments du maillage. Une fois le maillage défini, il faut choisir un espace d’approximation
de la solution du probléme. Dans la méthode des éléments finis, cet espace est déterminé
par des fonctions polynomiales définies sur les éléments du maillage du domaine.

Une simulation réalisée par une méthode numérique peut prendre beaucoup de temps.
Une élément déterminant dans ce processus est la finesse du maillage. En effet, si le
maillage est grossier uniformément dans le domaine, la durée des calculs sera courte, mais
le résultat ne sera pas forcément satisfaisant en terme de précision de ’approximation
obtenue. Par contre, si le maillage est trés fin de fagcon uniforme, le temps de calcul peut
se réveler prohibitif, alors que dans certaines régions du domaine ou la solution recher-
chée ne présente pas de variations importantes, on aurait pu se contenter d’'un maillage
grossier. Il faut donc trouver un bon compromis de maniére & ce que le maillage soit fin
uniquement la ot cela est nécessaire. Dans le but de développer une méthode a maillage
adaptatif nous allons avoir recours a des estimations d’erreur a posteriori.

L’estimation d’erreur a posterior:

L’intérét de ces estimations est de fournir des bornes sur l'erreur qui peuvent étre éva-
luées dés que la solution approchée a été calculée. L’erreur entre la solution exacte (notée

u, C, p)) et la solution approchée (notée (uy, C7', p}')) est majorée par la somme de quan-
hs “ho Ph

T
tités locales en espace et en temps. Notons 7,, le maillage & l'instant ¢, et N = —
-

le nombre d’intervalles [t,_1,t,] de temps utilisés, estimation d’erreur a posteriori sera
exprimée de la maniére suivante :

1w, C.p) = (ui, G i) IP < e(D ) D ((hy,)* + (?72,5”)2)» (5)

n=1 kn€Tpn

ott nh .. et my . sont respectivement les indicateurs en espace et en temps qui dépendent
uniquement de la solution approchée (uy, Cy', p}). La constante c est en général indépen-
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dante de la solution exacte dans les problémes linéaires mais dans le cas des systémes
d’équations non-linéaires (comme est notre cas), elle dépend en général de (u, p, C'). Dans
ce cas on ne peut pas la calculer, mais ceci ne nous empéche pas d’appliquer la technique
d’adaptation de maillage, qui se base uniquement sur les indicateurs n. En fait, la majora-
tion (5) nous permettra de réadapter (raffiner ou déraffiner) certaines régions du maillage
et aussi de réadapter a chaque itération le pas de temps utilisé. Un premier objectif est
toujours de faire diminuer les 7 les plus élevés par raffinement local, et de déraffiner 1a o
les 17 sont faibles. Un second objectif est d’équilibrer les estimateurs en temps et en espace.

L’objectif est donc d’établir une analyse d’erreur a posteriori pour les équations insta-
tionaire de Navier-Stokes couplées avec I’équation de convection diffusion réaction.

L’analyse d’erreur a posteriori a commencé avec Babuska et Rheinboldt [8, 7] ; on peut éga-
lement citer les références importantes suivantes : Verfiirth [34] ou Ainsworth et Oden [4].
Cette analyse d’erreur contéle I'erreur globale de la discrétisation en fournissant des in-
dicateurs d’erreur faciles & calculer. Une fois que ces indicateurs sont construits, leur
efficacité peut étre prouvée en bornant chaque indicateur par l'erreur locale, une pro-
priété également appelée optimalité. De nombreuses études ont été faites concernant les
erreurs a posteriori. Sans prétendre a l’exhaustivité, on peut citer par exemple Lade-
veze 28| pour les estimateurs d’erreur basées sur les relations constitutives pour ’analyse
par éléments finis de problémes non linéaires et instationnaires, Verfiirth [35] pour 1’équa-
tion de la chaleur, Bernardi et Verfiirth [15] pour les équations de Stokes instationnaires,
Bernardi et Siili [14] pour I'adaptabilité temporelle et spatiale pour I’équation d’onde du
second ordre, Bergam, Bernardi et Mghazli [9] pour quelques équations paraboliques, Ern
et Vohralik [23] pour des estimations basées sur le potentiel et reconstruction du flux
pour I’équation de la chaleur. Une perspective chronologique de l’estimation d’erreur a
posteriori dans diverses normes pour les problémes paraboliques est présentée dans [22].

En ce qui concerne les problémes d’écoulements incompressibles, divers travaux traitent
des estimateurs d’erreur a posterior: pour les discrétisations par éléments finis mixtes des
équations de Navier-Stokes. Nous pouvons citer Luo et Zhu [29], El Akkad, El Khalfi et
Guessous [21], Bernardi et al. [10], Durango et Novo [20]. Bernardi et Sayah ont établi une
estimation d’erreur a posteriori pour 1’équation de Stokes instationnaire [13] et puis celle
du systéme de Navier-Stokes [12] avec des conditions mixtes aux bords; enfin, Nassred-
dine et Sayah ont proposé des estimations améliorées dans [31]. Dans le cas stationnaire,
Dakroub, Faddoul et Sayah [18] ont presenté une analyse a posteriori de la méthode de
Newton appliquée au probléme de Navier-Stokes, tandis que I'estimation d’erreur a pos-
teriort de la méthodologie de simulation des grandes échelles appliquée au probléme de
Navier-Stokes est présentée par Nassreddine, Omnes et Sayah [30].

Pour ce qui concerne le couplage de I’équation de convection-diffusion avec d’autres mo-
deéles, nous pouvons citer Chalhoub et al. [16] qui ont établi I'estimation d’erreur a pos-
teriori du probléme instationnaire de I’équation de convection-diffusion-reaction couplée
avec I’équation de Darcy; de méme nous pouvons citer Agroum [1] pour une analyse
d’erreur a posteriori pour résoudre le probléme de Navier-Stokes stationnaire couplé a
I’équation de convection-diffusion.
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Dans cette thése, nous traitons le probléme instationnaire de 1’équation de Navier-Stokes
couplé avec I'équation de convection-diffusion-reaction. Nous utilisons une formulation
discrétisée a ’aide du schéma d’Euler pour la discrétisation en temps et des éléments finis
pour la discrétisation en espace, pour laquelle Aldbaissy et al. [5] ont établi une estima-
tion d’erreur a priori. Le couplage de ces deux équations est dii au fait que le coefficient
de viscosité ainsi que la force extérieure appliquée au fluide présents dans I’équation de
Navier-Stokes dépendent de la concentration, et au fait que la vitesse de convection dans
I’équation de transport est la vitesse impliquée dans le systéeme de Navier-Stokes. Ici,
nous établissons une estimation d’erreur a posteriori basée sur deux types d’indicateurs
d’erreur calculables, le premier étant lié & la discrétisation temporelle et le second a la
discrétisation spatiale. Nous montrons également les investigations numériques correspon-
dantes.

Le plan de la thése

1. Dans le premier chapitre, nous introduisons quelques notations et rappelons quelques
théorémes et propositions utiles pour notre étude. Nous considérons que le coeffi-
cient de diffusion de I’équation de convection diffusion réaction est une constante.
Puis, nous introduisons la formulation variationnelle de notre probléme de couplage.
Par la suite, nous le discrétisons en utilisant le schéma d’Euler pour la discrétisation
en temps et les éléments finis "P1-bulle/ P1 / P1" pour la discrétisation en espace
pour obtenir notre probléme variationnel discret. La derniére partie de ce chapitre
est consacrée a l'existence et 'unicité de la solution du probléme discret.

2. Dans le second chapitre, nous établissons ’estimation d’erreur a posteriori de notre
probléme de couplage. Nous commengons par établir les indicateurs d’erreur en
temps et en espace de la vitesse et de la concentration. Dans la premiére étape nous
majorons l'erreur entre la solution exacte et la solution approchée par ces indica-
teurs d’erreur qui sont des quantités locales. Dans une seconde étape, notre but sera
de montrer l'efficacité. En d’autres termes, nous majorons les indicateurs d’erreur
par l'erreur entre la solution exacte et la solution approchée.

3. Nous voulons dans le chapitre 3 généraliser notre probléme de couplage en prenant
le coefficient de diffusion dépendant de la concentration. Pour établir ’étude a poste-
riori de notre nouveau probléme de couplage nous allons reprendre toutes les étapes
de I'étude a posterriori. Mais avant il nous est indispensable d’étudier 1’existence et
I'unicité de la solution du nouveau probléme continu.

4. Le dernier chapitre est consacré a des simulations numériques afin de valider nos
résultats théoriques.
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Chapitre 1

Probléme de couplage continu et discret

Pour commencer notre premier chapitre, nous présentons notre probléme de Navier-
Stokes instationnaire couplé avec 1’équation convection-diffusion-réaction, puis nous in-
troduisons quelques notations, propositions et propriétés. Dans la suite, nous présentons
la, formulation variationnelle (E) ainsi que son étude d’existence et d’unicité. La derniére
partie de ce chapitre est consacré a la discretisation du probléme variationnel en temps
et en espace et a montrer I’existence et 1'unicité de sa solution.

Soient © un ouvert borné de R? d = 2,3, de frontiére 0 continue lipschitzienne et
[0, 7] un intervalle de R.

Nous supposons que v et f dépendent de la concentration et que, pour la simplicité, la
vitesse et la concentration du fluide satisfont les conditions de Dirichlet homogénes.

Le probléme a résoudre se modélise alors comme suit,

' %—‘;(x,t) — div(2v(C(w, ))D(u)(x, 1))
+(u(z,t) - V)u(z,t) + Vp(z,t) = f(z,C(x,t)) dans 2x]0, 77,
%—f(x, t) + (u(z,t) - V)C(x,t)

—aAC(z,t) + roC(x,t) = g(x,t) dans Qx]0, 77,
div u(z, t) =0 dans Q2x]0, 77,
u(z,t) =0 sur 02x]0, 17 ,
C(x,t) = 0 sur 900Qx10, T,

u(z,0) = U sur €,

( C(z,0) = () sur €2 .

(1.1)
ou « est la constante de diffusion, ry est une constante positive et g est une fonction
donnée.

Les inconnues sont la vitesse u, la pression p et la concentration C' de la substance chi-
mique diluée dans le fluide.

1
Nous avons posé d’'une fagon classique D(u) = i(Vu + (Vu)?).

Dans ces équations, (u-V)u et(u-V)C représentent des termes de convection, div(v(C)Vu)
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1.1. RAPPELS ET DEFINITIONS

et AC représentent des termes de diffusion et rqC/(x,t) représente le terme de réaction.

1.1 Rappels et définitions

Dans cette partie, nous introduisons les notations et les espaces fonctionnels que nous
utiliserons par la suite.

Remarque 1.1.1. En coordonnées cartésiennes dans un espace euclidien de dimension
d, nous avons pour u = (u;)1<i<d,

0 0 . ou
V= (a_xl’“"a_m)’ (u(z,t).V)u(z,t) = Zui%(x,t),

i=1 v

d 92
Au(z,t) = Z ;—;(x,t) et divu(z,t) = Z
i=1 ‘

i=1

Nous définissons, pour tout entier p > 1, 'espace
LP(Q)* = {f : Q — R% f est mesurable et/ If(2)|Pdx < oo},
Q

muni de la norme
1/p
1€ s (i) ax)

Nous définissons de méme, pour tout entier m positif et tout réel r > 1, I'espace de
Sobolev
W™ (Q) = {v € L"(Q); 0" € L"(Q),V|k| <m},

ou k = (ki, ..., kq) est un d-uplet d’entiers positifs tel que |k| = k; + ... + kq et

Ilkly

v = —— .
Oxy*...0z )"

L’espace W7 () est muni de la semi-norme

1/r

Vra= | 3 /|8kv|rdx
Q

|[k|=m

et de la norme

m 1/r
[V 0= (Z \Vl’é,r,ndx> -

=0



1.1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Si r = 2, 'espace W™?(Q) est noté
H™(Q)* = {v € L*(Q)%, 0" € L*(Q)4,V k| < m}.

De plus, H™(f2) est un espace de Hilbert.
Nous considérons en particulier ’espace

H&(Q)d = {V S HI(Q>d7V\aQ = 0}7

muni de la norme |.| 1, Nous notons () son dual.
L’espace L%(Q)? est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(v,w) = /Qv(x) -w(r)dx, VYv,we L*(Q)%

Nous utilisons cette méme notation quand l'intégrale du membre de droite a une sens,
méme si v et w ne sont pas dans espace L?(Q2)?%. Nous I'utilisons aussi pour les fonctions
scalaires au lieu des fonctions vectorielles.

Lemme 1.1.2. Pour tout réelp > 1, en dimensiond = 1 ou 2, ou pour tout 1 < p < )

en dimension d > 3, linjection de Sobolev nous donne lexistence d’une constante S, et
SS tel que,

Vv e Hy(Q)4, ||V [lr@a< Splviie, (1.2)
et
we B | i (13)
Lemme 1.1.3. En dimension d = 2, pour tout v € Hé(Q) , NOUS aVONS
|V llzgp< 24 v gy IVl (14)

Pour traiter la variable de temps ¢, nous définissons 1’espace des fonctions définies sur un
intervalle de temps ]a, b[ a valeurs dans un espace fonctionnel séparable W muni d’une
norme || . ||y . Alors, pour tout réel » > 1, nous introduisons 'espace

b
L"(a,b; W) = {f est mesurable sur |a, b| et / | £(¢) |l dt < oo},

2
1 F loroonr) = (/ I ) ||Wdt) |

L>®(a,b; W) = {f est mesurable sur |a,b[ et sup || £(t) ||w< oo},

t€la,b]

muni de la norme

Pour r = o0, nous avons

muni de la norme
I f llzo@pwny= sup || f(t) lw -

t€[a,b]

9



1.1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Remarque 1.1.4. L’espace L"(a,b; W) est un espace de Banach si W est un espace de
Banach.

Par la suite, nous définissons 1’espace C7 (0, T; W) comme étant des fonctions de classe CV
en temps a valeurs dans W.

Afin de formuler le probléme variationnel, nous adaptons les notations suivantes :

X =Hi ()4 M =L3Q) et Y = Hy(Q).
Les duals de X et Y sont respectivement notés X’ = H-1(Q)? et Y’ = H~(Q), De plus,
nous définissons I’espace suivant

V:{VEX; diVV:OdansQ}.

Remarque 1.1.5. L’espace V' est un espace de Hilbert pour la norme |.|1.q étant donné
qu’il est fermé dans un complet X.

Nous introduisons, 1’espace polaire

Ve = {feX’;VVE V, (£, v) :O}
et 'espace orthogonal
Vi = {V € X;Vw € X,/ Vv(z) - Vw(z)dx = O}.
Q

Nous énoncgons dans la suite, un résultat indispensable a ’établissement de 'existence et
I'unicité de la solution du probléme continu ([25]) :

Théoréme 1.1.6. Si () est connexe alors il existe 5 > 0 telle que

a) Dopérateur V est un isomorphisme de M dans V°. De plus, pour tout p € M,

I Vo lla-1@e> B Pz (1.5)
b) Uopérateur div est un isomorphisme de V* dans M. De plus, pour tout v € V=,
| div v |2 > B|v]a,0)- (1.6)
De plus, pour tout p € M,
vezgfﬂ)d%d;‘j\,) > B p ez - (1.7)

1 1 1
Proposition 1.1.7. Pour tout w € LP(Q)?, g € L1(Q)? etV h € L™()? tel que —+—+- =
p q r

1, nous avons
[ wot ax <l w ol o oo 1 - (1.9
Dans la plupart des démonstrations des théorémes, nous utiliserons les relations évidentes

suivantes :
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1.2. PROBLEME VARIATIONNEL CONTINU

Propriété 1.1.8. Pour tous a,b € R, nous avons

1 1 1

2 2 2
a(a — b) 50 2b +2(a b) (1.9)
et é’ 1
ab 50 + 2€b , (1.10)

ou & est un réel strictement positif quelconque.

1.2 Probléme variationnel continu

Pour I’étude théorique d’existence et d’unicité de la solution du probléme (1.1), nous nous
référons a [2] et [5]. En fait, dans [5], le probléme de couplage instationnaire de I’équation
de Navier-Stokes avec la chaleur a été étudié. Ils ont démontré I'existence et I'unicité de
la solution. Dans cette section, nous introduisons la formulation variationnelle correspon-
dante a notre probléme et nous rappelons les résultats théoriques correspondantes.

Nous introduisons désormais les hypothéses suivantes :

Hypothése 1.2.1. Nous supposons que les données f, g et v vérifient :

i) £ peut s’écrire sous la forme
f(z,t,C(x,t)) =fo(x,t) + £1(z, C(x, 1)),

ot fy € C°0,T; L2(Q)?) et f, est cg, — lipschitzienne par rapport a la concentration
de R & valeurs dans R®. De plus, nous supposons qu’il existe une constante positive

cr, telle que
V€ Q, V¢ €R, ’fl(l’,é)l < cf1’£|7 (1'11)

i) g € C°(0,T; L*(2)),
ii1) la viscosité cinématique v = vy + vo ot vy > 0 est une constante positive et 0 < vo €
L>®(R) et est c,-lipschitzienne. De plus, elle vérifie pour tout 0 € R,

0 < ve(6) < vy (1.12)

ou Uy est une constante positive.
w) ug € L)%, div ug =0, ug - ngq =0 et Cy € L*(Q).
Comme conséquence de ces hypothéses, comme 1 est une constante et D(u) est symé-
trique, pour toute fonction (u,v) € [H}(Q)4]? avec div u = 0, nous avons

(2vD(u), Vv) = 1p(Vu, Vv) + (2veD(u), D(v)).

De plus, pour toute fonction u € [H{(£2)? nous avons

1/0|u|12qé(9)d < 1p(Vu,Vu) + 2veD(u),D(u)) < (v + 2ﬁ2)|u|§qé(md.

11



1.2. PROBLEME VARIATIONNEL CONTINU

Remarque 1.2.2. S0 f; dépend de x,t et C, nous obtenons les mémes résultats mais en
supposant que fy vérifie l'inégalité suivante

of
| 5 (.6 |< €] Ve € .Vt € [0,T), % € R.

Par la suite, nous introduisons les notations suivantes :
u(t) =u(.,t), C(t) = C(,t) et p(t) = p(., ).
De plus nous introduisons les formes trilinéaires suivantes :
cu(u,v,w) = /(u(a:)V) -v(z)w(z)dx, Yu,v,w € X
Q
et
co(u,Cyr) = /(u(x)V) -C(x)r(x)dx, Vu e X,VC,r €Y.
Q
Les résultats du lemme suivant sont évidents.
Lemme 1.2.3. Pour tous u,v € H}(Q)? et C € H}(Q) tels que div u = 0, nous avons
cu(u,v,v) =0

et
Cc(u, C, C) =0.

La formulation variationnelle équivalente a (1.1) au sens des distributions dans |0, 7| est :

(2 (1), v) + (2ve(C(0)Bu(1), D(v))
+15(Vu(t), Vv) — (p(t),div v) + cu(u(t),u(t),v) = f(t,C(t)),v) Vve X,
%(C(t), r)+ co(u(t),C(t),r) + a(VC(t), Vr)
(E) _
—|—7’0(O(t), T) = <g<t>’r) Vrey,
(div u(t), q) =0 Vg e M,
u(0) = Uy dans €,
L C(0) = Cy dans €.
(1.13)

Dans le prochain théoréme, nous énongons le résultat d’existence d’une solution d’un
probléme similaire au Probléme (E) (légérement modifié) qui a été démontré dans [5, 2.

Théoréme 1.2.4. (Existence) Si les Hypotheses (1.2.1) sont vérifiées, alors le probléeme
variationnel (E) admet au moins une solution (u,p,C) dans ['espace

L2(0,T; HE ()M NL>®(0, T; L*(Q)%) x L*(0, T; L*(Q)) x L*(0, T; H} (Q))NL>(0,T; L*(Q)).

Hypothése 1.2.5. Tout au long de ce travail, nous supposons que la vitesse est dans
C°0,T; L2()?) et la concentration dans C°(0,T; L*(Q)).

12



1.2. PROBLEME VARIATIONNEL CONTINU

Théoréme 1.2.6. Sous les Hypothéses 1.2.1 et 1.2.5, toute solution de (E) vérifie l'in-
égalité suivante :

| a [l omc2@ey + | ll20mmi @) + | C lleeomrz@) + | C 2001 )
) (1.14)
< 0( 19 lzozazon + 1| f llezozazar + Il 0o ez + 1| Co llzen )

ot C' est une constante positive qui dépend de S5, vy, a, Ty et cy, .

Preuve. Nous remplagons v par u dans (E). D’aprés le Lemme (1.2.3) nous obtenons
que le terme cy(u(t), u(t), v) est nul, alors

/szg_lztl(x,t)u(x,t) dx+/QVo(Vu(x,t))deJr/”C(C(xat))(Du(xat))2dx

9 (1.15)
:/f(a:,t,C(a:,t))u(x,t) dx.
Q
L’inégalité de Cauchy-Schwarz, L’Hypothése 1.2.1 et le Lemme 1.1.2 pour p = 2 donnent :
1d 5 5
@ () 720 +rolu(t) [z ) (1.16)
< 83 [ fo(t) 2y [a()mye + 55 | £1(, C1)) 2@y [0ty 0)e-
o 2(53)° .
Nous commengons par utiliser (1.11) et (1.10) avec { = . Nous nous référons au
Yo
Lemme 1.1.2 (p = 2) pour obtenir
1d Vo (50)2 (SO)4C%1
2di | u(?) Hi?(ﬂ)d +5‘u(t)|§{3(ﬂ)d < ]/20 | o(¢) “%Q(Q)d + 2V0 |C(t)|§{3(n)‘ (1.17)

En premier lieu, I’équation (1.17) nous donne

d
7 [ a(t) 172y <

2 SO 2 2 SO 4C2
D | £y (0) e + 2220 0

” " (i) (1.18)

Nous intégrons entre 0 et ¢ pour avoir

2(53)> 2(53) et
| u(t) H%Q(Q)d < flug ||2L2(Q)d + j | fo ”2L2(o,t;L2(Q)d) 7 - ’C|%2(O,t;H3(Q))
2(S9)? 2(83)"¢t
< g 172y + 2— || fo 17201 22(000) Tl‘C’iQ(O,T;Hé(Q))‘
(1.19)
Ce qui nous conduit & la majoration suivante :
2(53)* 2(89)"ct
I 12 sz I 0 I Z2@ye +=—2 11 o 2202220090 +V—01|C L2072 ()
(1.20)
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1.2. PROBLEME VARIATIONNEL CONTINU

En second lieu, nous reprenons 1'équation (1.17)

1d 2 Yo 2 (59)° 2 (Sg>45%1 2
53 11800 Py +5 0 e < 2 160 Bxaye +-22 OOy, (121
en intégrant entre 0 et T', nous obtenons,
2(59)? 2(89)Ac2
2 2 2 2) O 2 2
I noragom 5w I o Waoaoam += oy IO Wsoangian + 180 laays

(1.22)
Nous déduisons de (1.20) et (1.22) la majoration suivante,

| u ”%OO(O,T;L?(Q)d) + [ u H%Q(O,T;H(%(Q)d)
(259)? N 1

2
< 1/—0(1 V_o) | o 1720070202 +

2(S9)4c? 1
=L+ V_o) | C H%Q(O,T;Hol(ﬂ)) +2 || uo HiQ(Q)d :

(1.23)
D’autre part, en remplagant r par C' dans la seconde équation de (E), nous obtenons

(80 (), C(t)) +co(u(t), C), C1) + (aVC(R), VO(@) +1o(C(t), C(1) = (9(1), C(2)).

ot
(1.24)
Or, d’aprés le Lemme 1.2.3, le terme cc(u, C, C) est nul. L’'inégalité de Cauchy-Schwarz
nous permet d’obtenir :

1d
5 1€@) 72 +a I VO@) lIZ2) +70 | C#) 122y <I 9(t) 2@l C@) llz2e) -
2 SO 2
Nous appliquons 'inégalité (1.10) pour & = (52) et le Lemme 1.1.2 au second membre,
!
pour avoir
d 2 « 2 2 (83)? 2
2 1€ N2 +51CW 30) + 70 | CO) 22 = = 11 9(8) 72y - (1.25)
D’une part, d’aprés (1.25) nous avons
1d 2 (53)° 2
— 2 1€ Bay= 5 11 90) o - (1.26)
En intégrant entre 0 et ¢, nous obtenons
1 (S92 1
> | C(t) H%?(Q) < ;2 + > g ||%2(0,t;L2(Q)) + 1| Co ||2L2(Q)
e (1.27)
< -+~ gl +1 Co |7
S (2 Ta L2(0,7;12(2) 0 llz2@) |-
Par suite,
1 (SH? 1
S I C 1200 0,202 (52)) < (a—Zg +- 19 1122002200 + I Co 72 )- (1.28)
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1.3. PROBLEME DISCRET STABILISE

D’autre part, (1.25) nous donne
(52)°

a2

d @
p 1 C®) 1720 +§|C(t)|%{§(ﬂ) +ro || C@) 72 <

I9(t) 720,
en intégrant entre 0 et T', nous obtenons
2(89)?% 1
1€ Braraans (22245 ) (19 Wsorasan + 1 6o B

(1.29)
Finalement, les inégalités (1.23), (1.28) et (1.29) nous permettent de déduire la suivante :

27“0

H ¢ Hi2(o,T;H3(Q)) F

| u HLOO(O,T;LQ(Q)d) + |l u ||L2(0,T;H3(Q)d) +| C ||L°°(0,T;L2(Q)) +C |’L2(07T;H3(9))

A (1.30)
< C( I 9 lz20.m:2200)) + || o ll20m:22(0)2) + || o || 2(0ya + || Co [|r2(0) )

ott C' ne dépend que de S, vy, a, 1y et cg,. ]

De plus, un résultat d’unicité conditionnelle de la solution (u,p,C') du probléme va-
riationnel (E) peut étre obtenu par une preuve analogue a celle effectuée dans [3] et [5].

Théoréme 1.2.7. (Unicité en dimension d = 2) Supposons que la viscosité vo est lip-
schitzienne de constante de Lipschitz c,. Si le probléme (E) admet une solution (u,p,C')
telle que pour p > 4 et r > 4,

u e LP(0, T; Wh(Q)%),

alors cette solution est unique.

1.3 Probléme discret stabilisé

Cette section est consacrée a la discrétisation du probléme variationnel en temps et en
espace. Pour approcher les dérivées en temps de la vitesse et de la concentration, nous
utilisons le schéma d’Euler semi-implicite d’ordre un. D’autre part, pour la discrétisation
en espace, nous nous intéressons a la méthode des éléments finis.

1.3.1 Discrétisaton en temps

La méthode de discrétisation utilisée est la méthode d’Euler semi-implicite (cf. [26]).
Nous introduisons une partition de I'intervalle [0, 7] de N intervalles de la forme [¢,,, t,41],
1S?’LSN,Oﬂ0:t0<t2<t3<...<tN:T.

Désignons par 7, la longueur de lintervalle [t,,_1,%,] et Tmae (respectivement 7,,,) le
maximum (respectivement le minimum) des 7,, pour 1 < n < N. Nous supposons que
To = 71 et nous notons par o, le paramétre de régularité

Tn Tn—1
O, — IMaxX mmax s .
2<n<N Too1 Tn
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1.3. PROBLEME DISCRET STABILISE

Dans ce qui suit, nous travaillons avec des familles de partition réguliére o1 nous suppo-
sons que o, est borné indépendament de 7.

Nous définissons 'opérateur w, (resp. m ) : pour tout espace de Banach Y et toute
fonction g continue de ]0,77 (resp. [0,7]) dans Y, nous notons par m,g (resp.m 4) la
fonction escalier qui est constante et égale a ¢(t,) (resp. g(t,_1)) sur chaque intervalle
]tn—latn]y 1 S n S N.

De la méme maniére, pour toute suite (¢, )o<n<ny dans Y nous associons la fonction escalier
¢, (resp. m . ¢,) qui est constante et égale & ¢, (resp. ¢,_1) sur chaque intervalle
Jtn1,tn], 1 <n < N.

De plus avec toute famille (v*)g<,<n dans YVT! on associe la fonction v, sur [0,7] qui
est affine sur chaque intervalle [t,_1,t,], 1 <n < N, et égale 4 v,, en t,,, pour 1 <n < N.
Plus précisement, cette fonction est égale dans [t,,—1,%,] & :

t— 1,
v, = 1(Vn _ Vn—l) + Vn—l =v, =

Tn Tn
De méme pour la concentration, avec toute famille (C™)g<,<n dans Y1 nous associons
la fonction C sur [0, T] qui est affine sur chaque intervalle [t,_1,t,], 1 < n < N, et égale
aC,ent, pourl <n<N.
Plus précisement, cette fonction est égale dans [t,,—1,%,] & :
t—1,_ t, —1
C,=—"2 -y 40 =0 =

Tn Tn

(Cn - C«n—l) + C«n

Remarque 1.3.1. Dans la suite, en raison de simplification, nous notons par u”, p", et
C™ les quantités respectives u(z,t,,), p(x,t,) et C(x,t,).

Remarque 1.3.2. Dans le cas ot le pas de temps est constant, que nous notons par T,
nous aurons
. =T,Vi=1,...,n.

1.3.2 Discrétisation en espace

Dans cette partie, nous nous intéressons a la discrétisation en espace du probléme (E)
par la méthode des éléments finis. Désormais, nous supposons que notre domaine () est
polygonal (d = 2) ou polyédrique (d = 3), de maniére a le recouvrir entiérement. Alors,
pour tout 1 < n < N, notons (7,,), une famille de triangulations en triangles (d = 2) ou
de tétraédres (d = 3) du domaine €2 telle que 'intersection de deux élements différents
est soit un sommet, soit une aréte (ou soit une face pour d = 3).

De plus nous avons :

Pour tout élément K de T, soit hx son diamétre et pg le diamétre de la sphére inscrite
dans K. Pour chaque n € {1, ..., N}, h,, désigne le diamétre maximal des éléments de Ty,.
Nous définissons par h le maximum des h,, pour n € {1, ..., N}.

Supposons que la famille X,,;,, M, et Y, tel que X,,;, C X, M,, C M et Y,, C Y. Nous
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1.3. PROBLEME DISCRET STABILISE

approchons la vitesse u par des éléments de Lagrange Py, la pression p et la concentration
C' par des éléments finis P;. Nous rappelons que, pour tout entier k, Py (K') désigne I'espace
des fonctions dont leur restriction sur K est un polynéome a d variables de degré k et
P (K) = Pi(K) + vect(vk), ot ¥k est le produit des coordonnées barycentriques de
I’éléments K. Nous introduisons ’espace des éléments finis suivant

Znh = {qh c CO<Q) VK € 7;1]1, Qh|K c Pl}
D’ow, pour tout n € {1,..., N},

Xoh = {Vh € C'(V)?;VK € Ton, Vi € P1b7Vh|6Q:0}7

Yon = {Th € Znh; Th|890}7 (1.31)

My = {Qh € Znh; / qndx = 0}~
Q

Nous introduisons les espaces discrets suivants :

Vo = {Vh € Xon ;Vqn € My, / qn(z)div vi(z) = 0},
Q
Vi = {fh € X, Vv € Vo, (B, vi) = 0}, (1.32)

aniz = {Vh € th ,\V/CU}L € th, /VVh(.Z‘)vwh([L‘) = 0}’
Q

ot X, est le dual de X,,.

Remarque 1.3.3. (cf. [6]) Les espaces Xpp, et My, considérés vérifient la condition inf-
sup discrete avec une constante > 0 indépendante de h :

/ V()P () dx
inf sup 2%

PReManveXo, [Valm | P} 2@ —

Pour effectuer I’analyse numérique, il sera plus facile d’ajouter un terme de stabilisation
. n—1 n n n . .

aux termes de convections ((u; "V) - up,vy) et ((upV) - Cp, ). Nous introduisons les

formes trilinéaires suivantes :

L. n— n
duug g vi) = (- V)ug,vi) + 5 (div(ug g, vi)

et
e, O ) = ((af - V)R, ) + 5 (div(u)CF 7).
Proposition 1.3.4. Pour tous uy, vy, € X, et r, € Y,n, nous avons
du(up, vi,vy) =0
et

dc(uh, Th, Th) = 0

17



1.3. PROBLEME DISCRET STABILISE

Preuve. Il suffit d’appliquer I'inégalité de Green-Riemann aux deux termes de chaque
égalité. O
Le probléme variationnel discret associé a la formation variationnelle continue (E) est,
pour tout n € {1,---, N}, ayant u} ' € Xm-1)n €t ot Y(n—1)n, trouver (uy,pj) €
Xon X My, CFF € Yy, tel que,

(1
—(ujp — wy ™, va) + vo(Vug, Vve) + (2ve(Ch ) D(uy), D(vi))

T’rb
—l—du(uzfl, u’[{,vh) — (p}},div Vh) = (fn(C}?il),Vh) Vv, € th,
1
(dsD) —(C} = Cp ™) + de(wy, G )
+a(VCP, Nry) + ro(Cryrn) = (g™, rn) Vry, € Yo,
(qn,divup) =0 Van € My,

\

ot u) et CP sont des approximations de ug et Cj.
g" et " sont données par

et
fn(c«n—l) — fgL + fl(Cn—l)

avec

Alors, pour tout v, € Vj,p,, nous avons, pour n € {1,.., N} :

Trouver (uf, py) € Xon X Mpup, CF € Yo tel que

(1
T—(UZ —uphvy) + v(Vup, Vvy) + (2ue(CF D (ug), D(vy))
+du(up = up, vy) = (E(CF), i) Vv, € Vg,
1
(Eds2) —(C3 = i rw) + de(wg, G mi)
+a(VC}, Vry) +1ro(Cfyrn) = (97 71) Vry, € Yon,
(qn,div uy) =0 Yaqy, € My,

\

1.3.3 Existence et unicité de la solution du probléme discret
Nous avons recours au théoréme qui suit :

Théoréme 1.3.5. (Eristence et unicité) A chaque pas du temps, pour )" € X(n—1)h; crle
Yin—1)n et sous Uhypothése (1.2.1), le probleme (Eds1) admet une unique solution (uy, pj, C}')
dans th X Mnh X Ynh~
Preuve. Nous prenons uy € V,,;, nous supposons que uzfl € V., par récurrence. Nous
cherchons uj € V,,;, tel que pour tout v dans V,,;,
1
i (uy,v) = (£"(C71),v) + — (a7 v) (1.33)

Tn
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1.3. PROBLEME DISCRET STABILISE

avec

a(uy,v) = l(uZ, V) + (YU}, Vv) + ue(CrHD(u}), D(v)) + (up~! - Vuy,v).
n
Le terme de droite de (1.33) est continu d’aprés 'Hypothése 1.2.1 et puisque uZ’l €
Xn-1)n €t C,Tfl € Y(n—1)n- Nous commencons par démontrer que la forme a; est continue
et coercive. La continuité est évidente compte tenu du fait que uZ‘l € Xtn-1)h-
Pour la coercivité, pour tout uj € V,,;, ayant (u2_1~VuZ, u}) = 0 parce que div uZ_l =0,
nous avons

~ n n 1 n n n n n— n n
ay(uy, uy) = 7__(uh7 uy) + w(Vug, Vug) + (2ve(C D (uy), D(uy)).
L’inégalité (1.12) nous donne la majoration suivante

N 1
ar (uy,, uy) > y | uy ||%2(9)d +V0|UZ|§{3(Q)d'
n

D’on,

&1(1127112) > min ( 7V0) ” UZ H%Il(Q)d :

max
Nous déduisons, en appliquant le théoréme de Lax-Miligram, 1’existence et ['unicité de la
solution u} € V,,;, de la premiére équation du probléme variationnel discret (Eds2).
Comme pour tout v € V,,;, nous avons

n __ 4,n—1
(£ (Cp) -
Tn

— Auy, — V- 2(VC(C,TL"1)ID>(uZ)) — uZ’l -Vuy,v) =0,

alors d’apres le théoréme 1.1.6, il existe p; € M,;, tel que pour tout v € X,
n o ; n(m—1 uﬁ — uzil n
—(pp,divv) = ((C)7),v)— | ——,v | —1p(Vup, Vv)

—2(ve(Ch)D(ug), D(v)) — (uy™" - Vg, v).

(1.34)

De méme pour démontrer 'existence et I'unicité de la concentration C' du probléme va-
riationnel (Edsl), nous considérons, pour tous C,r € Yy, la forme bilinéaire suivante :

1

Tn

az(Cyr) = —(C,r) + (VC,Vr) + (upVC,r) + (roC, ).

Comme la forme as est continue et coercive nous déduisons d’aprés Lax-Milgram, 1’exis-
tence et l'unicité de la solution C}' € Yy,,. O

Proposition 1.3.6. A chaque itération n, sous les Hypothéses 1.2.1, la solution (u}, C}') €
Xon X Youp du probléme variationnel discret (Eds1) vérifie, pour tout m € {1,...,N}, les
inégalités suivantes :

Lo Yo n
B Iy 720y Ty ZTn’uh‘%{&(Q)d

. = (1.35)
< Ca S 10" B + 2 155 ey + 1 CF Iy + 118 e )

n=0 n=0
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1.3. PROBLEME DISCRET STABILISE

et
1 m O — n i T, n
5 I C 11720 +§Z7—n‘ch‘§{01(9) +TOZE I Ch 720
n=0 n=0

(70" e + 1 €8 ey )

n=0
- (1.36)
ou Cy et CY, sont deux constantes positives indépendantes de h et m.

Preuve. Dans une premiére étape, nous montrons 'inégalité vérifiée par la concentration
(1.36). En effet, en suivant la méme démarche de la preuve du Théoréme 1.2.6, nous
obtenons, en remplacant 7} par C}' dans la deuxiéme équation du probléeme variationnel
(Edsl), I'inégalité suivante

(58)2771
2a

TO Tn

1 n 1 . ATp | o,
5 | Ch H%Q(Q) ) (e H%Q(Q) +7|Ch|§{3(n) | Cy ||L2

| g" ”%Q(Q)

Nous appliquons la somme sur n de 1 jusqu’a m < N pour avoir I’estimation suivante :
m To
H CH i2) +5 ZTn|C ‘Hl(Q) +5 ZTn I G 1720

(Zm 14" oy + 11 €2 1By )

D’autre part, nous montrons que u} vérifie estimation (1.35). Il suffit de remplager vy,
par u} dans la premiére équation du probléme variationnel (Eds2). Nous obtenons alors,
d’aprés Proposition (1.3.4), I’équation :

(1.37)

Tn

u _un 1
(MM )+ O V) + (2re(C D, D) = (6w + (B0 ), u),

qui par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la relation (1.9) donne

2 1 1 1
h 720y — 2 | uy HL2(Q a +2 [ HE [ Q) +V0|uh‘H1(Q)d

o | (1.38)
< Sg | fl(C;Z’ 1) HL2(Q)d |uh|Hg(Q)d + Sg | £ ||L2(Q)d |uh\Hg(Q)d

2
Comme v est bornée, alors (1.38) implique en utilisant (1.12) et (1.10) pour £ = — |

W
1 n n— VoTn
3 | ay, H2L2(Q)d 3 | upt 172 + 5 |uh|H1(Q)d
(52) Cfl Cnfl SZ 2 £ 2
== a4 1 Ch Nlz2@) +(50)° T | £ (1720
(1.39)
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1.3. PROBLEME DISCRET STABILISE

Nous insérons (1.37) dans (1.39). Nous obtenons alors, en sommant sur n entre 1 et
m € {1, ..., N}, I'estimation de la vitesse suivante :

1 m Lo < n ~ < n - n
5 | up ”%Q(Q)d +5 E :Tn|uh|§15(sz)d < Cd< E o ll g ||%2(Q) +7n E 15 (122
n=0 n=0 n=0 (1 40)

+ 1 Ch 2y + 1k (1720
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Chapitre 2

Estimation d’erreur a posterior:

Le but de cette partie est d’établir une estimation d’erreur a posterior: entre la solution
exacte (u, p) du probléme (1.1) et la solution numérique du probléme (Eds1). Nous suppo-
sons que la solution du probléme (1.1) est unique et suffisamment réguliére en particulier
u e CY%0,T; L*(Q)?%) et C € C°0,T;L*(f)). Dans ce chapitre, nous nous limitons a la
dimension d = 2 pour des raisons techniques que nous allons présenter par la suite. Nous
commencgons par construire les indicateurs, puis nous établissons I'estimation d’erreur a
posteriort.

2.1 Construction des indicateurs d’erreurs
Nous définissons l'espace :
Zt = {gn € L*(Q):;Ykn € Ton, Ghle, € Py(n)},

ou [ est plus petit que le degré des polynémes dans X,;. Pour 1 < n < N, nous fixons
une approximation f7* de f™ dans Z!, et nous prenons [ = 1.

Nous notons par :
e I\ T’ensemble des arétes du maillage qui ne sont pas contenues dans 952,
o [’ 'ensemble des arétes du maillage qui sont contenues dans ).

Pour tout élément k,, dans 7,;, nous notons par :

e ¢, l'ensemble des arétes de k, qui ne sont pas inclues dans 0f2,

e A, T'union des éléments de T, qui ont un sommet commun avec k,,

e A, l'union des éléments de T, qui ont e, comme aréte,

o h,,,, le diametre de K, et h,, le diameétre de ’aréte e,,

e[|, le saut sur chaque aréte e, dans ., (ce n’est pas nécessaire de préciser son signe),
e n, le vecteur unitaire normal sortant de x,, sur Jk,,.

Pour la démonstration des théorémes suivants, nous définissons pour un élément x,, de 7,

la fonction bulle ¢, ( resp. v, ) qui est égale au produit des coordonnées barycentriques
associées de k, ( resp. des deux coordonnées barycentriques associées aux sommets de
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2.1. CONSTRUCTION DES INDICATEURS D’ERREURS

€n)-

De plus, nous considérons L., 1'opérateur de relévement défini sur les polyndmes sur
e, s’annulant sur Oe, en des polynomes sur les deux éléments k, et k] contenant e,
s’annulant sur d(k, U k) e,. Cet opérateur est réalisé par transformation affine & partir
d’un opérateur fixé sur I’élément de référence.

Nous rappelons les propriétés suivantes du ([34], lemme 3.3) :

Propriété 2.1.1. Notons par P,(k,) l'espace des polynémes de degré plus petit ou égal a
T SUr K,, nous avons donc :

1/2

||0,f€n§ &

2.1
A v 21)

Yo € Pu(ky), { |

Propriété 2.1.2. Notons par P,(e,) Uespace des polynomes de degré plus petit ou égal a
r sur e,. Par suite, nous avons donc :

Vo € Prlen)s ¢l v lloen< I v9e” lloen< € 110 loens (2.2)

et pour tout polynome v dans P.(e,) s’annulant sur d(e,), si k, est un élément qui contient

€n, Nous avons,
|| 'Cenv ||07"€n + hen|£envll7ﬁzn S Ch/(lay/lQ || v ||07en ¢ (23)

De plus, nous introduisons l'opérateur de régularisation de Clément Cp, [17] qui se ca-
ractérise par les propriétés suivantes : (voir [11]| section IX.3 BMR) pour tout w dans
H'Y(Q)? C.nw appartient a I'espace des éléments finis affines et continus, vérifiant pour
tout k,, dans T, et e, dans &, les relations :

(2.4)

W|1,Amn et || W = Cnhw ||0 6n< Ch /2

|| w = Cnhw ||07’fn§ Ch"@n

n

De plus, nous aurons les mémes inégalités (2.4) pour w dans X = H}(Q)? (voir [17] et
[11]), section IX.3).
Pour I’étude de 'erreur a posteriori, nous considérons les fonctions discrétes en temps et

affines par morceaux uy, et Cj, qui prennent dans l'intervalle [t,_1,t,] , les valeurs :
t— tn—l n n tn —t n n— n
uh<t):7_—(uh_uh )+uh1__ - (up —ujy l)+uh
ot t—1 t t
Cult) = ——=(Ch =G+ Gl = =2 —(Ch =) + G (25)

Nous avons alors
duh (t) 1

pTa T—n(uZ u, )
et i ( )

h n—1

dt T (Ch Ch )
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Nous définissons la fonction p;, constante par morceaux prenant la valeur pj sur chaque
intervalle |t,,_1,t,[.
Nous démontrons une estimation d’erreur a posteriori, en utilisant les normes suivantes :

= ) = () = wn(00) [
s e ([ 1ot0) < w)o  [ hwte) = mon ) e )

(2.6)

1/2

et

(€ = Callt) = (1 C(tw) = Caltn)
v max ([T ¢ - 0o Hydtz [ 1ew-mcu )

(2.7)
Dans la suite, nous allons établir les équations aux résidus correspondantes aux problémes
(1.1) et (Edsl).

Lemme 2.1.3. En combinant (1.1) et (Edsl), nous déduisons que

(u—1u)(0) =0,
(C'—Cy)(0) = 0.

De plus, pour 1 <n < N, pourt dans |t,_1,t,], pour tous v dans X, r dans Y et q dans
M nous avons

[ (2 (= w)(0), ) + w(Vut) ~ V() O)
+2(ve(C(t))Du(t) — ve(mCr)Drrug(t), Dv)
+(u(t) - Vu(t)) — =(div (mup(t))mun(t), v) — mus(t) - Vroug(t), v)

—(div v(t), p(t) — pa(t))
= (£(t,C(t)) — £(Cy 1), v) + (Ru(w)(1), V),

I\DH

(%(C’ —Cp)(t),r) + a(V(C = Cp)(t),Vr) + (u(t) - VO(t) — mrup(t) - Va,Ch(t), )

)
F10(C(1) — Cult), ) — 5(div (woun(6)m, (1), 7)
= (9(t) = g(tn), 1) + (Re(Ch) (1), 7)),

\ /q(t,x)div(u(t,:v) —uy(t,z)) = —/Qq(t,x)div(uh(t,a:)).
N (2.8)

(RAw).¥) = () = (= w7 ), v) = (T, 9)
2o HDuj, Dv) — (wp ! - Vg, v) (2.9)
— 5 (v (g () (8), v) + (div(v), )
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et
(Re(Ch)(t),m) = (RU(CR)(t), ) + (RE(CR),m — ra) pour tout 13, € Yo

o

(RE(C)(t),r) = —a(V(Cw(t) = m(Ch)(1)), V) + 10(Ca(t) — 7-Chi(t), 1),

1 — n
(Re(CR).r) = (9" — —(Ch = C371),r) — a(VCy, V)
—(uy - VCP, 1) — §(d1V (mrup(8)) 7, Cr(t), r) — ro(C, 7).
De plus, si (up,pp, Ch) est solution du probleme (Edsl1), alors nous avons

(Ru(up),v) = (Ry(up), v — vi) for all vy € X,

et
(RE(C),r) = (RMHCR), r — 1) for all ry, € Yoy,

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Preuve. Nous partons du probléme (E) pour ¢ €]t,_1,%,] et nous intercalons uy(t),
v(Vrru(t), Vv), vo(mCh)Druy(t), Dv), mus(t) - Vrus(t), pr(t) dans le premier,
second, troisiéme, quatriéme et dernier terme respectivement de la premiére équation. De

1
plus, nous intercalons le terme = (div 7 up(t) 7 un(t), v).

Dans la deuxiéme équation nous intercalons Cj,(t) dans le premier, le second et le dernier

terme. Nous intercalons aussi 7w, uy(t) - Vi Cy(t) et —§(div (mrup ()7 Cr(t), 7).

C’est ainsi que nous obtenons :
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(%(u —uy)(t),v) + vo(Vu(t) — Vru,(t), Vv)
+2(ve(C(t))Du(t) — ve(m,Cr)Drrug(t), Dv)
+(u(t) - Vu(t)) — =(div (m rup(t))moup(t), v) — mup(t) - Vrug(t), v)
(div (1), p(tf)) — pi(1))
= (£(t,C (1), v) = (5, ((?)), v) = o(V(mrun(t)), V)
—ZVC(ql,TC'h)(V(WTuh(t)) v) — (m L up(t) - Vrrug(t), v)
—§(div (mirup(t))mrup(t), v) + (div v, pu(t)),

| NI —=Q

(50 = C) (1)) + a(V(C — (1), 9r) + () - V(D) — mow(r) - T, Cilt). 7)

F(C0) = Calt). 1) = 5y (my (1)) Ca(0), 7

= (9(t),r) = (;(Ch( t),r) = a(VCi(1)), Vr) — (mrup(t) - Vi Cu(t), 7)

—i(div (mrun ()7, C(8), 7) = 1o (Ci (D), 7),

/Q ot 2)div (u(t,z) — wy(t, ) = /Q o(t, 2)div up(t, 7).

(2.14)
En ajoutant et retranchant f*(C}'~!) dans I'équation de la vitesse et g(¢,) dans I’équation
de la concentration, en utilisant le probléme (FEdsl) et les définitions des résidus (2.9),

(2.10) et (2.11), nous obtenons le résultats souhaité. O
Lemme 2.1.4. Pourt €lt,_1,t,], ’égalité (2.10) peut s’écrire sous la forme suivante :
T th — 1 n—1
(RL(CW)(E),r) = V (Ch = G )(x) - Vr(z) dx
”nETnh (2.15)

—I—To/ (Cp — O Y (x)r(z) dx}.
Preuve. Rappelons que 7.C = C} et m .C), = C}L‘_l.

Nous remarquons que pour t €]t,_1,t,]

mCh — Cu(t) = C} — ?h(?
= Cp — Tn_l(c;’f L
tp—t,
- (Ch =Gy H.

Tn

(2.16)
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En remplagant les égalités ci-dessus dans (2.10), nous obtenons

() = o Pt - v ) (Bt - o)
_ ;{a / n tnT;tV(Cﬁ—Cﬁ_l)(x)r(x)dx o)

+79 L b — t(c;; — O Y (2)r(z) dx}.

Tn

Lemme 2.1.5. L’égalité (2.9) peut étre écrite sous la forme ci-dessous :

1
(Ru(wi),v —va) = (E"(Cp) = —(uf — i) + wpAuy
' Hng;nh { /"“" " n "
P20 (ve(C D)) — w - Vag — Sdiv wg g - Vph)(e), vix) — va(r) dx
_% Z /en[(VOVuZ + 2vc(CPHDu} — pil)(o)n] - (v(o) — Vh(a))da},

En€Ekn

(2.18)
et l’égalité (2.11) peut étre écrite comme suit :
h n n 1 n n—1 1 : n n
(Re(CR),r—1n) = Z (9" — 7__<Ch -Gy - §(d1V (up) Cy
kn€Tnh fin "
+aACY —up - VO —roCP)(r(x) — rp(x)) dx (2.19)
1
—3 Z a | [VCP (o) -n](r(o) — Th(O'))dO'}.
en€ern €n

Preuve. Commengons par montrer 1’égalité (2.18). Nous intégrons par parties le second
et le dernier termes du membre de droite de 1'égalité (2.9), pour avoir :
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(Rh(ul), v — vy,)

|
X
2
=
I
S
s
3
=2
S
<
|
<
=
Q.
)

Ok
_%/K (div wy ™ up) (2) - (v(z) — vi(z)) dx — / (wp ™" Vug) - (v(@) — vi(z)) dx

n Kn

- [ i) (o) =i dxr [ ono) - (vio) —va(o)de

Okn

= Z {/ £ (cph ——( —u} ) + yAu} + div (ve(CrhDu})

kn€Tnh

—uy -1 -Vup — %dlv uy up — Vpp)(x), v(z) — vi(z)) dx
_ - Z / (o Vuf + v (CPHDup — pi)(o)n] - (V(O’)—Vh(o')>d0-}.

6n E€kn

(2.20)
Passons maintenant a la seconde égalité (2.19), nous intégrons par parties le second terme
du membre de droite de 1'égalité (2.11), nous obtenons :

(Re(CR).r = Th)

1
= {/ (9" - — (G~ Ch™) + aACy —uy - VCy
n€Tn fon "

(dlv( MO — roCy ) (r(z) —rp(x))dx

—= Z / aVCh( ()—T’h(O'))dJ}.

en EE€xn

(2.21)

Le travail ci-dessus aboutit a la définition des indicateurs d’erreurs suivante :
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2.1. CONSTRUCTION DES INDICATEURS D’ERREURS

Définition 2.1.6. Pour chaque k,, dans T,

(771:771,5”)2 = Tn ” UZ - uz_l ”ill(nn)?

(2.22)
(n;n,mn)2 = Tn || C'h Cm ! HHl(Hn
(2.23)
1 . n— n
Mr,)® = hi, | £2(CR7) — T—(UZ —up ™) + voAuy + 2div(ve(Ch)D(up))
’I'VUZ le( “Hugy = Vo) (@) (15,
+ > e, | (VoVuh+2Vc(C" D(uy) = prD)(0)]e,n 5,
enEE,m
+ [ div uf [[5 .,
(2.24)
— n n n 1 : n n n
(ngn,mn)Q = || g" — _(Ch Cy 1) + aACy —uy, - VO — §d1V (up)Cy — oGy Hg,m
+ Z hen avc}”:<o->:|5n 'n ||(2),€n ‘
eneafcn
(2.25)

Remarque 2.1.7. Méme si ces indicateurs semblent étre un peu compliqués, chaque terme
est calculé facilement puisqu’il dépend uniquement de la solution discréte.

Lemme 2.1.8. Nous avons les majorations suivantes pour tout 1 < n < N,

1. Pour toutv € X et vy, =C,,V :

1/2
(R ), v = va)] g( 3 <nz,m>2) Ivie. (226

kn€Tnh

2. Pour toutr €'Y et ry, =Cupr:

1/2
(RMCE)r = )] < ( > <n2n,nn>2) 17 e (2.27)

kn€Tnn

Preuve.

1. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a (2.20), nous obtenons :
1
Rhn _ < fncvnl__ n__ ..n—1
[(RE(uR), v —vi)| <) I ) = —(u —u)

kn€Tnh "

+ 1o Au} +div (ve(CF ) Vul) — uf~ ' Vul
1

i V0 o v~ Vi o,
1 — n T
by 1000+ re(Cr)Va = gn o = o, |

en€Exrn
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2.1. CONSTRUCTION DES INDICATEURS D’ERREURS

Nous choisissons v, = C,,v et nous utilisons (2.4), pour avoir la majoration qui
suit :

mn n— 1 n n—
ARSI DR § LI BT
kn€Tnh "
+rpAul +div (v(C;HVup) —u) ! - Vuy
1

_Ediv w g = Vph flos, [Vhas,

+ 30 b2 | (Vg + v(Cp )V — pin [lo.., |v|o,Aen}.

en€Exn
En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte, et en utilisant la relation

(ab+ cd) < (a+¢)(b+ d) et (2.24), nous obtenons :

1/2 1/2
(R ), v—vs)| s( 3 m’z,ﬁn)?) ( TR S o Mim) .

nnE'ﬁlh linETnh ﬁnenh HneTnh
Par suite
1/2
(RAW)), v = va)| < com ( 3 <n:;,ﬁn>2) 1 e -
En€Tnh

D’ou le résultat.

. Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz a (2.21), nous obtenons :

1
e -l < 3 {16 - 2 -G +adGp - up- v

kn€Tnh 1
—5divug G =70 Gy lloe, | 7= 7 o,

1 n
+5 2 10VCE ] lucal =1 o |-

en€Ern

(2.28)
Nous choisissons 7, = C,;,7 et nous utilisons (2.4), pour trouver :

1
(RUCD =l < % ahd 14"~ (G - i)+ aACE - - VCY

Hneﬁlh
—5div ug; G =70 Gi! losn [l1m,

+ % e, | 0VCE ] o e |

en€Ern

(2.29)
L’inégalité de Cauchy-Schwarz discréte, la relation (ab + cd) < (a + ¢)(b + d) et
(2.25), nous donnent :

1/2 1/2
(RMCE), r—r)] s( 3 <n2,n,nn>2) ( S elrfant 3 e 3 |r\%,Aen) .

En€Tnh En€Tnn En€Tnh En€Tnn
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2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

Finalement, nous obtenons :

1/2
(RMCD)r — )] < ( 3 <nf:,n,nn>2) s

kn€Tnh

2.2 Les majorations d’erreur a posterior:

Dans cette partie, notre but est d’introduire les théorémes qui fournissent les majora-
tions d’erreur a posterior: de la vitesse et de la concentration. Pour cela, nous présentons
les deux lemmes suivants de Gronwall.

Lemme 2.2.1. (Lemme de Gronwall) [36] (p 292) [19] (p 252) Soient :
1. f,g et k, des fonctions intégrables et définies de RT — R,
2.g>0,k>0,

3. g€ L,
4. §.k une fonction intégrable sur RY.

Siy: RY — R satisfait

y(t) < f(t)+ g(¢) /Ot k(T)y(r)dr,Vt € RT (2.30)
alors nous avons :
y(t) < f(t) +§(75)/0 k() f(T)exp (/ k(s)g(s)ds)dr. (2.31)

Lemme 2.2.2. (Lemme de Gronwall discret) [30] (chapitre 4) Soient (Yn)n, (fo)n €t (Gn)n
trois suites positives telles que :

n—1
Vn Z 0, Yn S fn + ngyk
k=0
Alors nous avons . 1 1
V>0, g < fut d fod [ 0+3)
k=0 j=k+1
et
n—1 n—1
V>0, yo < fot Y fednexp (> 3).

k=0 j

I
ol

Théoréme 2.2.3. Nous supposons que u appartient a L>(0,T; L3(2)?), C appartient a
L>(0,T; L3(R2)), et VC appartient a L°°(0,T; L*(Q2)?). Pour tout 1 < m < N, il existe
une constante c indépendante de h et de T telle qu’on ait la majoration d’erreur a posteriori
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2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

suivante entre la concentration C' du probléme (1.1) et la solution C), associée a la solution
(CMo<n<n du probléme (Edsl) tel que :

tm tm
| Cltm) = Caltn) 22y +o / | C(s) = Culs) |12 ds +2ro / | C(s) = Ci(s) [Py ds

<c(2\|g 0 oo oo+ Co— €2 oy + 1 — wn [aonn

+ Z Z ncn Kn nu,n,nn)2 + Tn(n?’nﬁn)Q)) s

n=1 KnEThhn

(2.32)

Preuve. Commengons par intercaler (u(t) - VC7',r) dans la deuxiéme équation du pro-
bléme (2.8) considérée pour ¢ €]t,_1,,], nous obtenons

0

(54(C = Ch)(t),r) + a(V(C = Cp)(#), Vir) +10(C(E) = Cilt), 7)

= (9() —glt).7) + (R(CL)0). 1)
~(u(t) - V(C(t) - CF), 1) + ((uf — ut)) - VC}). ) (2:33)

1
+§(d1V u,Cp,r).

De plus, comme div u = 0, nous aurons :

0

(54(C = Cu)(#),r) + a(V(C = Cp)(#), Vir) +10(C(E) = Cilt), 7)

= (9(t) — g(tn), ) (R(Cy)(t),7)
—(u(t) - V(C(t) — Cp),7) + ((u} — u(t)) - VCF), 7) (2.34)

1(dlv (u, —u)Cy,r).

Nous choisissons r = C' — C}, pour avoir :

577 I 7@ gy el r(0) Iz +ro | 7(0) Ize @

)
= (9(t) = g(tn), (1)) + (RT(Ch),M» (RE(CR),r(t) — ) (2.35)
—(u(t)-v(C() - ) Cp)sr() + ((uy = u(t)) - VC), (1))
+5(div (uy —u())Cy, r(t)).

Nous cherchons a majorer le coté droit de I’équation (2.35). Pour cela, nous commengons

1
par majorer (g(t) — g(t,),r(t))) en utilisant 'inégalité ab < —a® + %62 de la maniére

(9(t) =g, r(t)) I 9(@) = g™ Iy Il r(2) Iy

1 «
- H—qg" |2 +— ARIEAR
— [l g() = g" I} +5 I v®) 1}

suivante :

IN A
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2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

Avant de majorer les trois derniers termes, nous intercalons Cj(t) et C'(t) puis nous utili-
sons la proposition 1.3.4, pour trouver :

= (u@)-V(C() = CF),r(t) + ((up —u(t) - VCR), (1)) + %(div (uy —u(t))Cy, (1))
= —(u(®)-V(C(t) = Cp), () + ((uy —u(?) - V(C} = Cu(1)), (1))

(v (uf —u()(Ch — CulH), (1)
HW%%W»VKMw—ﬂme);MNW%ﬂWM@w—C@%WD
(g u(e)) - V), (1) + 5 (div (]~ u(6) C(0), (1)

= (u(t)-V(Cy = C@),r(t) + ((u; —u(t) - V(C — Ci(t)), (1))
div (uy, —u(t))(Cy = Cu(t)), (1)) + ((uf, —u(t)) - VCO(?)), 7(t))
div (uy —u(t)) C(t),r(t)).

Passons a effectuer une intégration par partie qui nous permet d’écrire :

(U(t)l- V(G = C(1), (1)) + ((ug —u(t)) - V(CF = Ci(t)), (1))
—g(iﬁv (w —u(®)(Cy = Cu(1)),r(t) + (0 —u(t)) - VC(1)), (1))
+5(div (uy —u(t)) C(), r(t))
= (u(t) - V(Cy = (1), (1)) + ((uy —u(t)) - V(C} = Ci(1)), (1))

5 (Cak = () - Tr(0), (CF ~ Cu(1)) + (i — u(t)) - VO(8), (1)
(= (1)) - V), r(1)) — S(uf — u(t)) - V(CF ~ Cu0), (1)
1

5 ((u} —u(t) - Vr(t),C(1))

= (u(t) - V(Cy = C(),r(1) + %((UZL —u(t)) - V(Cy = Cu(1)),r(t))

(= (1)) - VO, r(1) — 5((uf — u(t)) - Tr(t), (CGf — Car)

_%((u;; —u(t) - Vr(t), C(1))

=T +To+T5+ T, +Ts.

Commencgons par la majoration de T}, nous intércalons par Cj(t) ayant (u, Vr(t),r(t))
nul nous obtenons :

Ty = (u(t) - V(G = C@)),r(t)) = (u(t) - V(Cy = Cu(t)),r(t)).

En prenant en considération que u € L>(0, T, L3(2)?), nous utilisons le fait que C7'—C}, =
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2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

(Cp — C1) et nous multiplions et divisons par /%, pour obtenir :
Tn
th —1 n n—1
T, = . (u-V(C = Cr ), () (z) dx
n Q
tn—t|”
< 5 v llzsell CF = R vl r(®) s (2.36)
€1 n n—1 112 1 2
< allu ||2L00(0,T;L3(Q)2) 5 I Cr=Cy Iy +2—51 | (&) (I3 -

Passons a la majoration de T5, nous intercalons uy(f) comme suit :

S ((uf —u(0) - VI~ Gi0), (1) = ()~ w(0)) - V(C} — Cult), (1)
F((unt) — u(t)) - V(G — Co), (1),
.- . ln —1 -1 1 2
Nous utilisons le fait que C}' — Cj(t) = (Cp — Cph) et que ab < 24 + §b pour
T = %\((UZL — (1)) - V(CR = Cu(t)),7(1) + ((un(t) —u(t)) - V(Cy = Ca), (1))
< % () sl 3 =GR~ iy (1luh = an(®) lrawe + [ un(t) — () a2 )
< (7@ Mzl wi = wa®) 2oz + 17 [l wn() —al®) Iz )

1 n n—
+Z | Cr—Crt Iy

D’aprés (1.4) nous avons || v ||%4(Q)2§ V2 || v ||z |v]x et d’aprés la proposition (1.3.6)
et le théoréeme (1.2.6) nous avons que la solution exacte et numérique de la vitesse ainsi

: N : 3 1
que celle de la concentration sont bornées dans L?*(€2). Ainsi la relation ab < §a2 + 2—b2,
€
t, —1
et 'expression uj — uy(t) = nT (u} —u}™ '), nous donnent
n

n 1 n n—
ol < (@) Ivllug =) llx + 1) Iyl ua®) —u(@) 1x ) + 3 16 =G iy

1 1 €2 n n— €3
(55 + 50 ) PO I+ (Z Dut— w1 +2 w0 ) 1)

1 ~1 2
rrlcr—cpt g
(2.37)
Pour pouvoir majorer T3, nous intercalons uy(t). Puis nous utilisons la relation uj —
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2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

tn —t — .
u(t) = (uf —u}™!) et le fait que VC € L>=(0,T; L*(©2)?). Nous obtenons donc
Tn
1 n
il = 5] (o = et 9O0.7) + ((0) ~ () - VOO, r0)
< S (g = oo + I wal®) = u®) les@pe ) | VE@) ezl 1) llesio
€ n e € 1 1
< (S lo - B+ 2 ) - o) 13 ) + (50 + 50 ) 17001

(2.38)
En suivant les mémes étapes que la majoration de 75, nous obtenons la majoration suivante

de T4
1 n n
1T = 31w = u(0) - 9r (0, (¢ - Cu)
1 1 €6 n n— €7
< (g 0 ) o) I e (5 ok = I+ () = w) 13 )
1 -
T ICr =Gt I -
(2.39)

Le terme T5 est majoré de la méme fagon que le terme 73, nous obtenons donc en utilisant
C e L>0,T; L3())

! +i) (@) 1 . (2.40)

€8 n n— €9
|T5| < C5<§ | up — ™[5 +§ Fa(®) —un(®) 1% ) + (2_68 2¢9

Par ailleurs, il nous reste a majorer le troisiéme et le quatriéme termes de (2.35). D’aprés
(2.15), nous avons

(RT(1), ) = t"; t (a /Q V(Cr — Y (z) - Vi) dx + o /Q (€ — O Y (@)r(a) dx).

(2.41)
Nous obtenons donc facilement
r €10 | ~m _ ;e 1
[(RE@®), r(@)] < o 1 O =GR I +5— @) 5 -
2 2510
1
Pour finir, majorons (R"(C7),r — ry,). En utilisant la relation ab < %aQ + —b? dans
€11
(2.27), nous avons
n €11 1
(R =l < (B S P+ IO ). (242

Finalement, en regroupant toutes les majorations pécédentes et en prenant €;,7 = {1, ..., 11}
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2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

11
Q@
tel que — — soit égale a —, nous obtenons

d n
() Wagay o ) 1 +2r0 1 7(2) ey < e 1 0) = 97 I

Hlal) = w@) B+ 1 G = G+ u = e+ Y ().
kn€Tnh
(2.43)
Nous intégrons cette derniére équation (2.43) entre ¢, ; et t,, puis nous sommons sur
n =1,...m pour avoir

tm

tm
| () 220y +o / | r(s) |12 ds +2ro / | 7(8) (220 ds

<cl 19=9" 200 + 1 Co=CR o) + lu—un 20,0 (2.44)

+Z D () + (Me,)? +Tn(77?,n,nn)2))'

n=1 KnE€Tpn

Nous obtenons donc le résultat souhaité. O]

Pour calculer la borne supérieure de la vitesse, nous nous inspirons de Bernardi et Verfiirth
[15] ou Bernardi et Sayah [13] afin de découper les erreurs de temps et d’espace. Nous
utilisons la discrétisation en temps pour la vitesse comme probléme auxiliaire et nous
calculons une majoration d’erreur entre la solution du probléme auxiliaire et la solution
exacte de la vitesse, puis une majoration entre la solution du probléme auxiliaire et la
solution discréte. Finalement, en combinant les erreurs obtenues, nous obtiendrons la
majoration d’erreur a posteriori désirée. Nous introduisons le probléme auxiliaire semi-
discret en temps suivant :

( Soit C™! la composante de concentration de la solution par élément finie
du probléme (Edsl), ayant u"~!, trouver(u”,p") € X x M et C" € Y tel que,

(Prus) l(un —u" ! v) + 1p(Vu", Vv) + (21/0(0}?_1) (u”),D(v))

! - vur, v) — (div v, pt) = (E7(CPY), v) Vv € X,
L (divu,q) =0 Vq € M,
tel que u® = ug et f2(C; ) = £ + £,(C]") avec £ = £o(t,,).

Proposition 2.2.4. Sous les hypothéses 1.2.1, a chaque itération n, la solution (U™, p") €
X XM et C" €Y du probleme Py, vérifie, pour tout m =1, ..., N, linégalité qui suit :

1 m IZ0) o n
5 [ u™ (1220 +§Z%|u |%13(n)d
n=0
< (jd(ZTn | g" ||%2(Q) +ZTn | £5' H%Q(Q) +| Cy ||2L2(Q) + [l uo ||2LQ(Q)d )a
n=0 n=0
(2.45)
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2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

ou Cy est une constante positive indépendante de m.

Preuve. 1l suffit de suivre la méme démarche que la preuve de la proposition 1.3.6 en
remplagant uj par u” . 0]

Nous rappelons les définitions des fonctions discrétes en temps et affines par morceaux u,

et C; qui prennent dans l'intervalle [¢,_1,%,] , les termes :
u,(t) = L' —u" ) 4 = — (u" —u" ) 4+ u" (2.46)
TTL Tn
et t—1t t t
C(t) = —2Lcr — Yy + ot L (e oL (2.47)
Tn Tn
Nous avons alors du (1) .
ur T [y __ 4401
dt 7, (u” —u™)
. ac,(t) 1
L= —(C" =",
dt Tn( )

Nous définissons la fonction p, constante par morceaux prenant la valeur p™ sur chaque
intervalle |t,,_1,t,][.

Lemme 2.2.5. En combinant (E) et (P,.), nous déduisons que

(1_1 - uT)(O) = 07 (C - CT)(O) = 07 (p - pr)(o) =0.

De plus, pour 1 < n < N, pourt dans |t,_1,t,], pour tous v dans X et q dans M nous
( (aat(u —u)(t),v) +ro(V(u(t) —u.(t)), Vv) + (2vc(C(t))D(u(t))
—2vc(m,,Cn)D(u- (1)), D(v)) + (u(t) - Vu(t) —ur(t) - Vu(t),v)
—(div v(t), p(t) — mp-(t)) (2.48)
(

= (£(t,C(1)) — £(Cy 1) v) + (R*(1), V),

\ (le (11 - uT)? Q) = Oa
avec RT* défini comme suit :

(RL2(t),v) =

t”TZ ! /Q V" —u" Y () 1 Vv(z) + 2ve(CP D" — u" ) (z) : D(v(z)) dx
= /Q (" V(" — uY)(2) - v(r) dx
S (=) Y (0)a) - via) dx

(2.49)
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Théoréme 2.2.6. Soit u la vitesse du probléme (1.1) et u, la vitesse associée a (0")o<pn<n
solution du probleme auziliaire (Ppyy). Supposons que Vu € L>(0,T; L*(2)?*?) et u €
L>(0,T; L3(2)?). Nous avons donc, l'estimation d’erreur a posteriori suivante :

u(t) = w (1) o+ / | u(r) - (r) | dr

( 1 £y — 7k o onniars) + | C = i ooy + | 7o = 7t oo ) .
(2.50)

ou ¢ est une constante positive indépendante de t et de n.

Preuve. Nous commencons par intercaler (vo(C; 1 )D(u(t)),D(v)) et (u (t) - Vu(t),v)
dans ’équation de (2.48) ou ¢ €]t,,—1,t,], nous obtenons :

(%(u(t) — (1)), v) + (2(ve(C(t) — ve(Cy1))D(u(t)), D(v))

(
+2(ve(CyHD(u(t) — ur (1)), D(v)) + (1 V(u(t) — ur(t), Vv)
+H((u(t) —u-(t) - Vu(t),v) = (ur(t) - V(u-(t) = u(t)),v)
—(div v(t), p(t) — mep- () = (£(t, C(t)) — £2(C7 ), v) + (RE* (1), v).

Soit v = u — u,. En utilisant le fait que div u, = 0 et que (u.(t) - Vv(¢),v(t)) = 0, nous
obtenons :

5 11 V() By 0 | v 5 200 (C)D(v(E), BV (1)) =
(£(t, C(1)) — £1(CpY), v (1) + (R72(1), v (1)) (2.51)
—(v(£) - Vu(t), v(t)) + (2(ve(CP7Y) = vo(CE)D(u(t)), D(v (D).

Pour majorer le terme de doite de (2.51). Nous commencons par le troisiéme terme. Nous
utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz généraliséeL? — L* — L* et (1.4) pour avoir :

— =

(v(t) - Va(t),v®)] < [[u(@) x]| v(E) [[7aq)
< V2 u) xll vE) lzaeell v(2) lx (2.52)
< e flu@) X1 v [22@p oo V(D) I% -

En suivant la méme démarche, nous majorons le premier terme de la partie droite de (2.51)
de la fagon suivante :

(£(.C(1) — (1) v(®)] < |

<

| fQ(t C(t)) = £(C; 1) ezl v(t) 22

O ) 16, 000) 201 W 50 1)

Nous utilisons la définition de la fonction f et le fait que f; est cg -lipschitz, pour obtenir :

(E(t.C1) — (7)) < (531)262( I o(t) = £ 22 +ei, | C(E) = Gy lIZ2ge) )
b (D) I

(2.53)
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Pour le quatriéme terme de la partie droite de (2.51), nous utilisons I’ Hypotheése 1.2.1 et
le fait que Vu € L>*(0,T; L*(€2)**?) pour avoir

2(vo(Ch ™) = ve(C(1))D(u(t)), D(v))
<2 | ve(Cy™) = ve(C1) ol D)) (L@ | DV(E) [|r2@)p2<
€ 1

3 n—
<cag | G =00 Il oz, V() I% -

(2.54)
Pour le second terme de la partie droite de (2.51) qui est donné par (2.49), nous le notons
T, =:T1 +T5 + T3. Nous allons majorer séparément T}, 15 et T5.
T1 est majoré par

t, —1 _ _ _
Ty = - / Vu" —u" 1)(95) : Vv(z) 4+ 2ve(CF 1)D(u" —u” 1)(:c) :D(v(z))dx
n Q
< (v +202) |u" —u" ! x| v(t) Ix
N & n n—
< (v +2V2)2§4 [ u” —u" % to I v(t) 1% -

T5 est majoré u(t) comme suit :

t, — 1
Tn

Ty =

/(u”_1 V(" —u" ) (z) - v(r)dx
Q

—u(t) [lapell v() llzs@ell 0" —u™

+ ) szl v(E) lzs@pell v ="t lx .

n—1

IA

[ u

Puisque u € L*(0,T; L*(2)?) nous avons :

€s

n n— n n— 1
lat) Nzs@e | V() lzsell 0 —u™ s erg o — w7k 45 v(e) Ik

Nous intércalons u, et nous utilisons sa définition donné par (2.46); en utilisant le fait
que v = u — u,, nous obtenons

= —u(t) lLs@pe | v [[za@pell v —u™ lx

<ol urt —u" [paop |l v el 0t = w0 )+ |V [Fagpell wt —ut x
< o w = Bl v agaye + I =0+ [V el w0 = w ).

n nfl)

En appliquant la relation (1.4) & v et & (u” — u et le fait que la solution exacte et
semi-discréte de la vitesse soient bornées dans L?(2)? (d’aprés Théoréme 1.2.6 et Propo-
sition 2.2.4), nous avons

n— n n— €6 n n— 1
o = u(t) flapel v ool w = wt e sl ) [Jwt =t R o v I

Par suite, T5 est majoré comme suit :

€6 n _ 1
) T = -+ o) v

€5
Tl < cy(1+ = + =
| 2| - 04( + 265 256

2
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Passons a la majoration du terme Ts. Puisque u, = u—v et que ((u"—u"!)-Vv,v) =0
en prenant Vu € L>(0,T; L*(©)**?) nous obtenons :

t—1,—
T3] = = 1/((u”—u"1)~VuT~v)(x)dx
Tn o)
t_tnfl

(0" —w) - Vu - v) () dx
o |

Q
| Vu HL‘*(Q)“QH v HLQ(Q)H u” — u”_l HL4(Q)2

IA

Er _ 1
S 6y [u"—u" % +2—€7 v II% -

1 1 1 1

+o—to -t ) vk

RA®),v)] < cs(I++ 4+ ) [[u"—u" % +(5—
(@, v < oI+ 4545 +5) -y + (G + 5+ +o

“ 2 2 2 2
(2.55)
Ensuite, nous regroupons (2.51), (2.52)—(2.53)—(2.54)—(2.55) et nous choisissons ¢;,7 =
7
1
1,...7 tel que Z % | v ||% soit plus petit % | v ||% et nous intégrons entre 0 et t pour
i
i=1

obtenir :

t

19(0) B 40 [ 1 v(s) [ s

< r(( 0= 1o P smarsy + 1€ = G Py + 1 7 = 1w oo )

t
w110 Il V() e

Nous appliquons le Lemme Gronwall 2.2.1 avec les fonctions suivantes :
y@:wwwam+wAHW@ﬁw,

(1)

0=
(t) = c; [[u(t) |Ix,
et nous obtenons

() = 6) e 0 [ 1 0ts) = o) [ s

( | fo—m-fo ||%2(0,t;L2(Q)2) + || C—mCh H%?(O,t;L‘*(Q)) + [ Tru—mu H%Q(O,t;X) )7

>

| fo — m-fo ||%2(0,t;L2(Q)2) + | C - m,Ch ||L2(0,t;L4(Q)) + || mru = mru H%Q(O,t;X) )

7
+C'7/0 (f(T) Fa(r) [[% x exp 0’7/0 Fuls) 1% dS)dT-

Puisque 7 < ¢, nous avons f ( ) < f(t), alors
(s) =

() = 6) e 0 [ 1 0ts) = o) [ s
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< cg| || fo— oy H%?(O,t;LQ(Q)Q) + || € = mCh H%Q(O,t;L‘l(Q)) + || mu —mu ”%Z(O,t;X) )

van ) [ (10 1% e [ a6 13 s

t

En nous basant sur (1.14), I'intégrale de type / | u(s) ||% ds est borné par une constante
0

et nous obtenons (2.50). O

Pour établir I'estimation d’erreur a posteriori entre la solution u, du Probléme (P,,,) et
la solution discréte uy,, nous introduisons les trois lemmes suivants.

Lemme 2.2.7. Pour tout n € {1,..., N}, les solutions des Probléemes (Pyy,) et (Eds1)
vérifient pour tous v € X et vy, € X, -

(=) = (0 = i), v)+ (T = ), V) + 2(ue(C D~ up). D)

1
+(u™ . Vu" - uz_l -Vup,v) — §(div (uZ_l)uZ, v) — (div v,p" — pj) = (RZ, vV —vy),

(¢, div(u” —uz)) = —(g, div(uy)),

(2.56)
ot R est défini dans (2.18) et vérifi I’égalité suivante
1
(RU(0), v = va) = (E2(C77) = —(uf —wi ™), v = vi) = (0 Vuf, V(v = va))
—Z(Vlc(C’,?’l)D(uZ), D(v —vy)) — (u}™ - Vul, v — vy) (2.57)
——(div (u}"Hup, v — ) + (div(v — vi), p}).

2

Preuve. Nous commengons par soustraire la premiére équation du probléme (Edsl) de
la premiére équation du probléme (P,,;) et nous obtenons

(f”(Cﬁ_??W — (£*(CR 1) va) = (E2(CR71), v) = (E(CR 1) v — v + V)
= ("= u" ) = (up —wp ™), v) = (div v, p" = pi) + (e V(u” —up), Vv)
+2(ve(Cr DU — u}),Dv) + (U1 Vu" —up ! - Vug, v)

1 3 n— n n n— n

§(d1V (up ™y, v) + <T_(uh — v = i) + (Vg V(v = vi)
e D), B(v — Vi) + (0 Vv — v

1
+§(diV (upHup, v — vy) — (div(v — vp), pj).

(2.58)

En utilisant (2.57) et (2.58), nous obtenons la premiére égalité de (2.56). Pour la seconde
égalité de (2.56), nous avons juste a intércaler la derniére équation du probléme (Pp.)

par uy. O

Avant de passer au second lemme, nous allons introduire I'opérateur de Stokes II défini
de X dans X de la fagon suivante : Pour tout v dans X, nous notons par IIv la vitesse

41



2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

w de la solution unique (w,r) dans X x M du probléme de Stokes suivant :

(2.59)

VteX,(Vw,Vt) — (div t,r) =0,
Vqe M, (divw,q) = (div v, q).

Le lemme suivant cite quelques propriétés de 'opérateur IT ([13], [15] ou [30]).

Lemme 2.2.8. ['opérateur Il a les propriétés suivantes :
1. VveV Ilv=0.

2. Vv € X, on a les estimations suivantes :
1 .
v =TV [[g@e<]l v |[x et [ 1Iv || x< P | div v [|z2(q) -

S Vvy,eVy,etl<n<N :
|| HVh ||L2(Q)2§ Ch}/Q || diV Vp ||L2(Q) .

Maintenant, nous introduisons le second et le troisiéme lemmes qui nous permettront
de prouver l'estimation d’erreur a posteriori entre la solution u, du probléme (P,,;) et
la solution uy, du probléme (Edsl).

Lemme 2.2.9. Soient u™ et u}’ les solutions respectives de (Pyy,) et (Eds1). Nous notons
e"=u" —u} et v=e"—1Ile". Nous obtenons l’égalité :

Lo L Lo
S e ae =5 1l e Bae 5 [l e — e Ry

o7 || € |5 +270(ve(mCr)D(e™), D(e™))
= (e" —e" 1 Ile") + v7,(Ve™, V(IIe™)) + 27, (vo(m . Cr)D(e™), D(I1e™))

g—”(e”_1 -Vu",v) + %n(e”_1 -Vv,u")

—7, (W)™t Ve, e”) — T—Zn(div (upHIle", e").

(R v —vy,) —

(2.60)
Preuve. Avant tout, pour tout n € {1,..., N}, nous notons " = u™ — u}’. Nous avons
donc
1 n |12 1 n—1 1|12 n n—1 1|12 n |2
5 | €" (|72 5 | €" [|72q) +§ | e — e |72 trom |l e I
27, (vo(m,-C)D(e"), D(e")) (2:61)

= (e" —e" ! e") + 11 (Ver, Ve) + 27, (vo(m ,Cr)D(e"), D(e™)).

Soit v = €™ —Ile™ dans la premiére égalité du Lemme 2.2.7. Ainsi, Sachant que div (e” —
[Te™) = 0, le terme de la pression s’annule (c¢’est pour cette raison que nous avons introduit
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[Te™) et nous obtenons pour tout vj, € X,

(e" —e" ' e") + 17, (Ve", Ver) + 27, (vo(m .Cr)D(e™), D(e™)) =
(e" — e" ! Tle™) + o7, (Ve™, V(Ile™)) + 27, (vo(m -Cr)D(e™), D(ITe™))
+7 (R v —vp) — 7, (0 YV —up - Val v) + §Tn(diV (uyHup, v).
(2.62)

Dans les deux dernier termes de (2.62), nous intércalons 7, (u}~'-Vu", v), §Tn<diV (upHu", v)

1
et nous ajoutons le terme nul —éTn(diV (u""Hu",v), pour obtenir :

—7 ("t Vut —u) T Vap, v) + %n(div (up "y, v) =

—T (et Vut,v) — 1, (up ! - Ve, v) — T—2n(div (up e, v) — %(div (e Hu",v).

Tn /4. _ . . .
Nous intércalons 7, (u} ' - VIle®,v) et 5<le (up~!)Ie™, v), puis nous utilisons le fait

que v = e" — [le"™ pour ensuite appliquer la Proposition 1.3.4; pour avoir

—7 ("t Vut —u) T Vap, v) + %n(div (up My, v) =

Tn

5 (div (" 1)u",v) (2.63)

—T,(e" 1. Vu", v)
—7,(u)p~t - Ve, e”) — %"(div (upHIle", e™).

Nous intégrons par partie le second terme du c6té droit de (2.63), puis en utilisant (2.62)
et (2.61), nous obtenons le résultat désiré. O

Maintenant, nous passons a la majoration de la derniére ligne de (2.60).

Lemme 2.2.10. Nous supposons que h, < cs7,,¥n € {1,..., N}, ot cs est une constante
positive indépendante de n. Nous supposons aussi que u™ et uj’ sont respectivement les
solutions de (Pyy,) et de (Eds1). Nous notons € = u" —u} et v.= e" — Ile". Nous

obtenons les majorations suivantes :
Tn, n-1 n Tn n—1 n n—1 n .n Tn : n—1 n n
5(6 -Vu ,v)—i—;(e -Vv,u") +7,(u; " - VIle", e )—l—;(dlv (up")Ie", e")|
< CTn( | div u} H%Q(Q) + || div up ! ||%2(Q)

F( R A+ g 5+ T %) [T e" ™ (1720 )
V _ 3
Tl e 1% +%¢H e %+ Ile

Yo
20

n

+ - en_l H%Q(Q)%

(2.64)

ou ¢ est une constante positive indépendante de h et de n.
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Preuve. Nous notons :

A= STV Y) 4 G Vv ) = A Ay
B = m(w - VI ") + 2 (div (w))lle", e") = B + By

Dans cette premiére partie, notre objectif est de majorer A. Pour cela nous commencons
par la majoration de A;. En utilisant I'ingalité de Cauchy-Schwarz généralisée L2 —L*—L*,
puis Uinégalité (1.4) sur e” !, e” et ITe", le Lemme 2.2.8 et le fait que ITe™ = —ITu}, nous

obtenons :

T _
A < —n € Nra@pell u™ x|l v a2

1/2 - 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
S%nwenlu/2uwlu/uwwu(naw/ el e 157+ | e [[}5{g. | Tle™ 1)

1/2 1/2 1/2 1/2
< csa( [l e I lapll e 121 [l e [l gyl e 1Y
_ 1/2 _ 1/2 12 . 1/2
+ 1 e [t ll €7 121 a Il (ha | div g [[20) 2 Il e 1Y)

(2.65)
Nous notons par A;; et Ajo les termes du coté droit de (2.65). Puis, en prenant en
considération que h, < c¢,7,, nous avons :

5 _ _ 1
A < e | U |x (51 e " 2l € |lx to | e" |2z € llx )
1

g1, 1 n— n &2 n—
< 657n5(2_62 | e Hi2(m2|’ u” % +§ e %)
st (o || € eyl w13 +2 € I3 )
5 "6 ‘22 L2(Q)2 X5 x )
et
€4 1/2 n—1 n—1 n |12 1 : n n
Ay < 05Tn(§hn e llzepell € lIxll u™ [[x ton | div up, |2l € [Ix )
€4 55 n— n 1 n— n
< osTagy (2 e X ul 1% tos e 122l u™ 1% )
ey | div u |22l €" ||x
€4E5 e n €4 n— n
< an2 e IR I 4 e el u” I
1 1 . n €6 n
+067—n2_€4(2_66 | div uj, ”%Q(Q) "‘5 | e [Ix )

Passons a la majoration de As,

Ay = Z(e"! - Vel ) = (e VIIe" u") = Agy + Asy.
Nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée L? — L* — L* | puis (1.4) sur
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u” et e~ ! pour avoir :

Az1 < orma || €7 [zl € lxll u flpaop
T, _ —
< (e Ik Fmer [l e gl € il w [z w [lx )
7
T, 9 _ _
< Cg(g—: le™ 1% +Tn€—; le™ " L2l 0™ % +raeres 1" I 0™ L2 )-

Nous utilisons Lemme 2.2.8, puis nous suivons les mémes étapes que As 1, pour obtenir :

Az < ciomn || €7 i | div ufl [z )| u™ || Lo
Tn o . _ _
< Cn(g—n | div uy 72y +7mo | €7 [lL22ll €7 x|l u” 2l u” |Ix )
9
o
< 012(8—n | div uy H%?(Q)

A1 22 [l e [ Taqpe ll 0™ 5 +7ugoeno || € (R 0™ (722 )-
Finalement, les résultats obtenus et la Proposition 2.2.4, nous donne :

1

1 1 . n 3 6 n
Al < o Tn(<— Ly div g e 122 Ly e 2
€1 4 Er

E4€¢ €9

_ 1 _
+ (e162 +eussmn | U™ [[% +eres +eoe10) [ €7 % ‘|‘_€ - | e —e" H%Q(Q)?H u” %
1€3

€9 n |2 n—1 (|2
— Y — 4+ =4+ =4+ )| u e )
+ (= + + =+ - + 510) | a™ [IXl 72002 )

(2.66)
N
En utilisant la relation 7,, || u” |3 < Z’Tn | u™ ||5% et Proposition 2.2.4, nous pouvons
n=1
déduire que R
7o || U [[5< C, (2.67)
ot (' est une constante positive donnée.
100¢,V C -
Donc, en choisissant ¢; = C;\/_, €9 = L, e3=VCuy,e4=1,e5 = LA,
V% 100c 610, 100¢,Co,
€ 7o € 100¢, € ! et eg =¢ 7o e obtai
e — = —0'7_ = = P W 111,
7100, T oy T 2 PRI 100c,0,
3 ny2 Yo n—1 |2 1 n -1 2
Al < Too™ | e" [[x o5 T | e" " [I% 100 | e" —e" |72
(2.68)

o ( I div g oy + 0 120 € o )

Dans cette seconde partie, nous passons a la majoration de B.
Commencons par le terme Bj, nous utilisons l'inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée
L? — L* — L* puis Lemme 2.2.8, la condition d’incompressibilité div u™ = 0 et Lemme
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1.1.3, pour avoir :

1Bil < cwsma | up 7 [ pagopell div ud [zl € [| i)

1 €11
< Clﬂn(g | div uj; |72 all Y PRIV R “Hlxll e lzzpll e lx ).

Comme || u}} ||z2(q)2 est borné d’aprés (1.35), nous avons :

1 . €11 €12 n 1 n— n
Bl < crsmlg | div uf B + 2 e [+ ! ] [2aa)
1 . n €11 ,€12 n 1 n— n—
< cuwma g v Iy + R e I+ 0™ Il € )

€11 - -
P e - e [ ).

Puis nous suivons les mémes étapes, remarquant que ITu” = 0 et en utilisant Lemme
2.2.8, nous obtenons :

T, 1
1Bo| < 25— |l divup ™ |72 +

€13 |
- 2 2613

| My, HL4(Q)2” e” HL4 (Q)2 )

1 . _ .
< (5—13 I div uj; ™ (|72 +he/%ers || div uf (2l g flx]] € [z e ||x)

1
< (— | div " 22
€13 L
tes(Sh e I3 + a1l [ 3 € ))
< e = || div ! [Zag ers (22 [l e 3+ || uf 4] e e )
= €13 Q) 2 2e14 ()

Tn€13
2814

Iuh [l e” — e |72y

Donc, B est majoré comme suit :

1
Bl < ¢ (e_ | div ujy HL2 +_ | div up™ H%Q(Q) +(511512 +€13€14) | e” H?X
11
€11 €13 _
+——luy” e T ey FT— - a0 e 17202

€1 €13 _
P B+ 22, ) e = e o )

(2.69)
N
En utilisant la relation 7, || uf [|%< Zrn | up ||% et le Théoréme 1.3.6, nous pouvons
n=1
déduire que )
7o | uj IX< C, (2.70)
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ou C' est une constante positive. Par suite, nous avons :

1 1
|B| < CooTh, (6_ || div uh ||L2 +— H div uh -1 ||L2(Q +(€11€12 +€13€14) H e” ||§(
11 €13

€11 n n €13 n—
FE Bl e e +C 2 Il € [ )
€ €
+020 (Ci CQE) H e" — e"il H%Q(QP
€12 €14
(2.71)
7 ~ 7 .
Nous choisissons ;1 = LA, €10 = VCuy, €13 = L et 14 = C'\/1, et nous
100c50V/C 100c50C
obtenons
V n 1 n n—
+Cg7’n( H div uﬁ ”%Q(Q) + H div uzfl H%Q(Q) (272)
I IR & B + 1 31 &7 e ).
Finallement, (2.68) et (2.72) nous donnent le résultat recherché. O
Théoréme 2.2.11. Soit h, < cs7,,%¥n € {1,...,N}, avec ¢s une constante positive

indépendante de n. Nous avons l’erreur a posteriori entre u™ et u;’ suivante :

m
| — i ey + D Il 0 — I éc(”%‘uﬂmmp+mﬂw—u%&
n=1

(2.73)
ou C' est une constante positive indépendante de h et de n.
Preuve. Premiérement, nous majorons la partie droite (2.60); nous allons utiliser sou-

. € 1 -
vent la relation ab < —a? + —b* pour tout € > 0, en particulier pour € = 3 Sachant que

[le"” = —ITu} (comme ITu™ = 0, voir Lemme 2.2.8) et h,, < ¢,7,, partant du Lemme 2.2.8,
le premier et le second termes seront majorés de la fagon suivante :

Lo o n
(e e Tlen) < g e — e g + || Te” g
X 1 (2.74)
< e — e g e | div ug R
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et
Vo1, (Ve™, V(Ile™)) + 27, (ve(m - Cr)D(e™), D(I1e™))

T,
< M0 e [ +avom | T %
VT, 22 x 4 x (ﬁg)z
e e B+ | T [
T, .
< 08n | e™ 1% +eom || div uy |72 -

(2.75)
Pour le troisiéme terme de la partie droite (2.60), nous posons v, = C,,;,v et nous utilisons
la définition de R" et Lemme 2.1.8. Puis, comme v = e" — Ile" et d’aprés Lemme 2.2.8
nous obtenons :

1/2
(BN V) < ( 3 <nﬁ,n,ﬁn>2) Iv I

Ca "fn€7fnh N ) Vo’Tn -
< V_ Z Tn(nu,n,nn> + T || € ||X :
0 kn€Tnh

(2.76)

Pour majorer le dernier terme de (2.60), nous utilisons Lemme 2.2.10. En regroupant
(2.64), (2.74), (2.75) et (2.76) puis en sommant sur n de 1 & m et en utilisant 7, < 0,7,-1
1HOUS avons :

m m
le™ IZ2@pe + ) Il €" %< Cs( e 120 +70 1€ 15 +D D Taltlinw,)
=1

n=1 kn€Tpn

3

E T (g % 12) 1 e ey )

n—

[en]

Nous appliquons le Lemme de Gronwall 2.2.2 avec les fonctions suivantes :

m
Ym =l €™ [Fa@e + D7 ll € II3,

n=1

P (u O Pao +r0 | B+ T m(nz,n,m) |

n=1 kn e77n,h
et

gn = s (0™ 1% + [ up 1% + [ up™ % ).
Nous obtenons

le™ IZaye + D7 ll e [5< CG( e IZae +mo e IR+ D mllinn)

n—=1 n=1 kn€Tpp
m—1 N

A mafa (5 + g 5+ 1w %) %
n=0

—

m—

exp( S 751w I + [ + [ H%a)).

=n

<

48



2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

Sachant que pour tout n < m, f, < f,, nous avons :

| e™ ||Lz(g)z+ZTn le™ X< 06<||e Z2) +70 | € I% +Z > T, )

n= 1Hn€7Tn,h
m—1

+fmz7'n( a5 + [y 1% + [ up %) x
n=0

m—1
exp( Dl w5 + w5 + ) H?)))-
J:

Nous utilisons Théoréme 1.3.6, Proposition 2.2.4 et la définitione de ¢, nous obtenons :

M\mz+ZmWHW®“eM2H%MNHE:ZTMMM>

n=1 H'nEﬁLh

Nous terminons ainsi la preuve du Théoréme 2.2.11, qui nous donne ’estimation d’erreur
a postertori entre u™ et uy’. [

Afin de relier la partie gauche de (2.73) avec la norme augmentée définie par (2.6), nous
introduisons les deux résultats suivants. 7 ?

Lemme 2.2.12. Soient u™ et u} les solutions respectives de (Puu.) et (Edsl). Nous
avons

1 m m tn 1+ o m
Sl B Y [ ) - wls) R < S5 g R
n=1 n=1"tn-1 n=0

(2.77)

Preuve. Puisque u, — uy, est affine sur [t,,_1;t,], son carré est un polynéme d’ordre deux
en temps et la formule de Simpson nous permet d’écrire I'intégrale suivante :

Tn

/tn lur(s) —wn(s) I ds = g( Far(tn) = wn(tn) % + 11 wr(tn1) — un(ta-n) %

+ H uT(t ) uh( ) “XH uT( n— 1) _uh(tn 1) HX )7
(2.78)

dans laquelle nous utilisons le fait que || u, — uy, ||x est affine, pour remplacer sa valeur

tn—l + tn

dans par la moitié de la somme de sa valeur dans t,_; et t,. Nous obtenons

ainsi immeédiatement

T )~ (e I [ ) wa(e) I s (2.79)

1
D’autre part, en utilisant ab < 2(a +b%) et 7, < 0,7, dans la partie droite de (2.78),

nous obtenons :

[”Hu4$—umwu§@ < 2 (I urltn) = walta) e + s (tms) = walta) 1% )
< 2 lult) = ualt) 1% (2.80)
o s (tr) = wn(tan) [ - (280)
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En sommant (2.79) et (2.81) sur n, nous obtenons le résultats désiré (2.77). O

Corollaire 2.2.13. Soit t €]t,,_1,tn,]. Soit h, < c¢;7,,Vn € {1,...,N}, ou ¢y est une
constante positive indépendante de n. L’erreur a posteriori établie entre u,(t) et uy(t) est
la suivante :

t
I (e — W) () 2o + / I = w % (s)ds
( o = [age 470 00— 0 1% +3° S )’

n=1 kn e77n,h

) (2.82)

ol ¢ est une constante positive indépendante de h et de n.

Preuve. Soit t €]t,,_1,t,]. Puisque ¢t —|| (u; —up)(t) ||2()2 est une fonction affine par
morceaux en temps sur [t,,_1, t,], alors

-1

(e = an)(#) 720 < sup(ll w™ ™ = ™ e, || 0™ = Wi [[720p2)-

Les deux termes de la partie droite juste au dessus sont majorés par la partie droite
de (2.73), pusique c’est une fonction croissante de m. Donc

I (= un)(t) H%Q(mzs(:(u w0~ [Py 470 w0~ [+ 3 3 Tn<nfz,m>2).

n=1 kn€Tnn
(2.83)
Puis, nous avons d’aprés (2.77) que

t bm 1+0, 0 n
/ | u, —uy ||% (s)ds < / | u, —uy, % (s)ds < 5 ZTn | u" —up [% .
0 0

n=0

avec (2.73) nous obtenons

[ 10— 1 s < e = B 40 w0 13 +Y 5 )

n=1 Hnenh
(2.84)
Les inégalités (2.83) et (2.84) nous donnent le résultat (2.82). O

Corollaire 2.2.14. Soit h, < c,7,,Vn € {1,..., N}, ou c¢s est une constante positive
indépendante de n. Sous les hypothéses du Theorem 2.2.6, pour t €|ty _1,tn], nous avons
Pestimation d’erreur a posteriorisuivante entre la vitesse u solution du probléme (1.1) et

uy, qui correspond a ujy solution du probléeme (Eds1) :
t
()= (8 [ 40 [ o) = wn(s) I ds < e 1o = mefo Bsgeasns
10— B 0 00— [ 4 1 C =70, [ ey

= ot g + 300 Y o)),

n=1 Hn€7fn,h
(2.85)
ol ¢ est une constante positive.
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2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

Preuve. La preuve est une conséquence directe du Théoréeme 2.2.6 et du Corollaire 2.2.13.
Nous commencons par appliquer 'inégalité triangulaire

INU—MMQﬁ%/Hu )~ wn(s) 1% ds

S 2 H u(t) ( ) HLZ )2 +2V0/ ” u - u'r( ) ||X ds

t
<+2uuxw-—uaw|u%mz+aw14 I ur(s) — un(s) 1% ds.

En utilisant Théoréme 2.2.6 et Corollaire 2.2.13 Nous obtenons (2.85). [

Jusqu’a present, la majoration d’erreur de la concentration (2.32) dépend de l'erreur
de la vitesse et la majoration (2.85) dépend de 'erreur de la concentration. Pour cela, nous
avons besoin de combiner ces deux inégalités, puis utiliser Corollaire 2.2.14 et Théoréeme
2.2.3 pour obtenir la majoration désirée.

Théoréme 2.2.15. Sous les hypothéses du Théoreme 2.2.3 et du Corollaire 2.2.14, nous
avons la majoration suivante pour chaque m € {1,... N} :

tm tm
HC@J—%@dﬁmﬁﬂA Hﬂ@—@$H@%+mA | C(s) = Cu(s) [Py ds
t?n
1 () — un(tn) 22 P+mé lu(s) — un(s) 1% ds
C<M—mﬂﬁ%wﬁW% O oy + 1l 00 — ) ooy

+7o || u0 w, 1% + [ fo — 7 fo H%z(o,tm;m(ﬂ)?)

+ Z Z nC n Hn (T]:;,n,nn)2 + Tn(nZn,nn)Z + Tn(ﬁﬁ,n}nn)2)> ’

n=1 knETpn

o ¢ est une constante positive.

1 €
Preuve. D’aprés relation (1.4) et 'inégalité ab < 2—(12 + §b2 Nnous avons
€

H ¢ - 7TlTCh HL2 0tL4(Q) (_ || C— 7TZ,TCh H%2(0,t;L2(Q)) +§ || C— 7Tl,TCh H%?(O,t;Y) )
(2.86)
Dans un premier lieu, pour ¢ €|t,, 1, t,,] nous considérons Inégalités (2.85) et (2.86) pour
avoir la majoration suivante :

HM&HM&%@HwAHM$HM@ﬁ%

m
<:q(z:§:7M%WMV+Hmu_mﬂﬂﬁ%mm+Hum—ﬁ“ﬁmp+mHm—u%&

n=1 kn€Tnn
1 3
+ || fo — 7-fo ||%2(o,t;L2(Q)2) +% | € —m:Ch ||%2(07t;L2(Q)) +§ | € —m:Ch ||%2(07t;Y)
(2.87)

ol



2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

Dans un second lieu, pour chaque n € [1, N], et pour chaque s €]t,,_1, t,], nous avons :

| C(s) = mCuls) B < (1 Cs) = Culs) lly + 11 Culs) = Gt Iy )’ 2
< (1ew-a@ Iy 1= 1 - cply )

n

< 2( | Cls) = Cals) 12 + | G — €3 |12 )

Soit t € [ty_1,tm]; afin d'intégrer I'inégalité ci-dessus entre 0 et ¢, nous commengons par
intégrer entre t,_; et t,, puis nous sommons sur n de 1 & m — 1 et finalement nous
ajoutons l'intégration entre t,,_1 et t. Ansi, nous obtenons

[ e -macu 1t dtsd( [rco-cae i ey ¥ <n;n,ﬁn>2), (2.88)

n=1 kn€Tpn

ol ¢ est une constante positive indépendante de h et de n. De méme, nous avons :

1 C = 11, Ch oo < (Hc Cn Pooszoay -3 Zmz,wf). (2.89)

n=1 kn €7~nh

En suivant le méme raisonnement, nous intégrons (2.43) entre 0 et ¢, nous obtenons :

t t
I C() = Cu(t) lIZ2(q) +a/0 I C(s) = Culs) Iy d8+27”o/0 I C(s) = Culs) lI12(q) ds

| g—mrg ||%2 oty T I Co —C "%2(9) +u—u ||%2(0,t;X)

+ Z Z 77cn /{n (n;,n,ﬁn)2 + Tn(ngn,nn)2>) :

n=1 KnEThhn

(2.90)
Pour traiter le terme || m,u — m,u ||% dans (2.87) nous utilisons I'inégalité triangulaire
pour chaque n < m, alors nous obtenons

n n—1

T —u R <3 u" — a5 + [uy =+ o —wp ).

Nous multiplions par 7,,, nous utilisons la définition de I'indicateur (2.22) et la propriété
Tn < 07Tp_1, POUr avoir

1

Tn H u’—u"! H§(§ S(Tn H u" —uy H%( + Z (ﬁﬂ,n,nnf + 0 Tn—1 ” u" — uh ! HX )

Kn€Tnh

Comme t € [t;,_1,1t,], nous avons :

[ e s Yo e < (Yo o B+ Y Y G )

n=1 KnEThhn
(2.91)
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En sommant (2.87) et (2.90) et en utilisant (2.88), (2.89), (2.91) et (2.73) nous obte-
nons :

€)= Cult) e +a [ 11015 cm>mw+m/no — Cu(8) gy ds
+ 1) —un(t) 720 2+V0/ I u(s) — w(s) [I%
< C2< I 9 =79 20,y + Il Co = Ch 20y + [ 00 — 0 [[72g)e +70 [ 1o — w1

1 €
+ H fo — m-fo ”%2 (0,L2(Q)2) T o ” C =0y Hi2(0,t;L2(Q)) +§ ” C—=Cy H%Q(O,t;Y)

+ Z Z nc ,n Hn (n;,n,/@n)Q + Tn (ngn,nn)z) + Tn (UZ,n,nn)Q)) :

n=1 KnE€Typ

«Q
Nous considérons ¢ = — pour avoir :

| C(t) — Calt) 22 (/|u7 cz>nyw+2m/"nc — Co(3) (2o ds
+Hm>—ua>mzz+m/“w1 ) w(s) [% ds
19 =79 7204y + | Co = O 2y + I 1o — 1 [[720)2 +70 [ o — ujy [I%

1 = 7ok (a0 pn2@p2) + 11 € = On lzaozeon

+ Z Z 770 n I"in (n;,n,mn)Q + Tn(nZn,nn)Q) + Tn(ng,n,nn)z)) ¢

n=1 knE€ETnh

Puis nous appliquons le Théoreme de Gronwall’s 2.2.1 en considérant :

FO) = g =mg 20y + I Co= Gy 72y + I o — uj 1720y

+70 || up — 112 1% + I fo — 7 fo [|72 (0,6:12(2)2)

+ Z Z nc n nn (n;n,mn) + Tn (nc,n,nn) ) + Tn (nﬁ,n,nn)2)7

n=1 knE€Tph

t
y(t) :ucm—aﬁw;@+¢/na@—awﬂﬁm
+m/|u7 () 22y dst [ (t) — u B

+w/nu )~ wi(s) [ ds.
g(t) =1et k(1) = cs.
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2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

Comme k et g sont constants, nous avons

t t
| C(t) = Cult) [agey +a / | C(s) — Chls) 12 ds + o / | C(s) — Cu(s) 2oy ds
t
) = unlt) o+ / u(s) — wn(s) % ds

19 =g Iz2vmy + I Co = Ci lzaq) + I o — Wi 722

+70 || wo — U?L 1% + 1 fo — mofo (1220042202

+ Z Z nC n Nn nu,n,nn)Q + Tn(nZn,ﬁn)Q) + Tn(nz,n,nn)2)> .

n=1 KnEThh
Pour t = t,, nous obtenons le résultat du Theorem 2.2.15. O

Théoréme 2.2.16. Sous les hypothéses du Théoréeme 2.2.3, la solution exacte C' du Pro-
bleme (1.1) et la solution Cj, du Probleme (Eds1), pour 1 <n <m avecm € {1,--- , N},
vérifient l’estimation suivante :

I —(C Cy)+u-VC —muy, - Vr,Cp, — = le (mrup) 7 Ch | 22004077

< (fj S (i, +<nz,n,ﬂn>2+<nz,n,nn>2>

n=1 kn€Tpnp 9 0 2 v
+ 19— 79 L2045 + I Co =Gy IZ2 2y T 0= Zao,x) ’

(2.92)
ol ¢ est une constante positive indépendante de h et de n.

Preuve. Nous considérons la seconde égalité du systéme (2.8) du Lemme 2.1.3, avec (2.15), (2.19) :

0

(5(C = C(0). 1) + (@) VO) = mpun(t) - Ve Cae), ) = 5 (div (mw () o), )
= —a(V(C(t) = 7Ch), V) = 1o(C() = :Ch, 1) + (RE(D), 7 = 1)
H(RI(), 1) + (9(8) — g(ta), 7).
Toutefois,

I —(C Cp)(t) +u(t) - VC(t) — moup(t) - Vi Ch(t) — %div (mrup ()7 Cr(t) ||y

~sup (<a<o Cn)(),7) + (u(t) - VO() — mun(t) - Vi Calt), 1)

rev || [y \ "0t
—§(div (mrup(t))moup(t), r))
( — a(V(C(t) = m.Ch), V1) = 1o(C(t) — 7,Ch, 1) + (RI(E), 7 — 1)

HRI(),7) + (9(t) — g(ta), 7).

1
= sup
rev [ 7 [ly
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Tous les termes de la partie droite, a I’exception du troisiéme et du quatriéme peuvent étre
traiter en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour le troisiéme terme, nous prenons
rn, = Cppr et nous utilisons (2.27) pour obtenir :

1/2
|u%@»w—mMSc4:§j<¢@MV) Il

kn€Tnn

Pour le quatriéme terme, un simple calcul nous permet d’écrire :

1/2
[(RE(), )] < e ( > ocp-cpt II?ql(m) 7 ly -
En€Tnh

D’ou
0

| (€ = Ca)(e) +u(t) - V(D) ~ moun() - Y Car) — div (moun(6)m-Ci(t)

S%GWC@—M%@Wﬁ%HaﬂﬂMMﬂ%@+HW%ﬂ%N?

1/2
b NG G B+ S ()

En€Tnh En€Tnh

Nous obtenons le résultat désiré (2.92) en intégrant entre t,,_; et t,,, en sommant sur n de
0 & m et en utilisant I'inégalité (2.88) et (2.89) appliquées a (C' —7.C},) et puis (2.32). O

Pour obtenir la forme finale de la majoration a posteriori, il nous faut encore majorer
ce dernier terme :

1
—(u—uw,) +u-Vu—m,u,-Vru, — 5 div (m-up)m-up + V(p — pr).

ot
Théoréme 2.2.17. Soit (u,p,C) la solution du Probleme (1.1) et (up, pn, Ch) la solution
du Probléme (Eds1). Pour 1 < n < m avec m € {1,---, N}, nous avons les inégalités
sutvantes :
0

1 .
(u—uy)+u-Vu—m,u,- Vru, — 5 div (m-up)mrun 4+ V(0 — pu) [[220,4m:x7)

< C(Z Z (Tn<n3,n,nn)2 + (nZ,n,ﬁn)Q)vL | fo — 1o ||2L2(o,tm;L2(ﬂ)2)

n=1 kn€Tnn

I

1/2
+ 11 C = Ch 20y T 10 = T [Z20,.x) ) '
(2.93)

Preuve. La premiére égalité du systéme (2.8) du Lemme 2.1.3 nous donne :

(55 (0 = wa) (1), v) + (u(t) - Vu(t) = m unt) - Verw(£),v) - %(div (mun () mrun(t), v)
—(div v, p(t) — pal(t))
= —p(Vu(t) — Varu(t), Vv) — 2(ve(C(1)D(u(t)) — ve(m,Cy)D(mus(t)), D(v))

+H(RL(1), v) + (£, C(1) — £2(C7 1), v).
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Toutefois,

I —(u —u,)(t) +u(t) - Vu(t) — mrup(t) - Vrrug(t)

—%div (mirup(t))mrun(t) + Ve — pr)(t) || xr

= sup ! ((g(u —uy)(t),v) + (u(t) - Vu(t) — mun(t) - Vrug(t), v)

vex|| v |lx \" 0t
(A (m o (0) (1), v) — (div v, p(t) — ph(t)))
~ sup ﬁ( — w(Vu(t) — Vrrua(t), Vv)
—2(ve(C()D(u(t)) — v (m-Chn)D(mrun(t), D(v))

RM).Y) + (B, C1) — £(Cp ), v>)
(2.94)

Nous commengons par majorer les deux premiers termes de (2.94). Tout d’abord, nous
insérons 2(ve(m,-Ch)D(u(t)),D(v)) ; nous utilisons (1.12) pour le second terme de (2.95)
ci-dessous. Pour le troisiéme terme, nous utilisons le fait que v¢ est lipschitzienne, puis I'in-
égalité de Cauchy-Schwarz généralisée L — L* — L2, le fait que V(u) € L>(0, T; L*(£2)?*?)
et (1.3) avec p = 4; nous obtenons

| — vo(Vu(t) — Va,uy(t), Vv) — 2(ve(m.,Co)D(u(t) — moun(t)), D(v))

—2((ve(C(t) — vo(m-Ch))D(u(t)), D(v))| (2.95)
< (o +20) [ u(t) — mrun(t) x| v llx +eo | C8) = Cit Iyl v llx -
(2

Pour les autres termes de (2.94), en utilisant (2.12) et
[{E(t, C(1) — £(Ch ™) + Ru(t), v)

.26) nous obtenons :

1/2
< 3 e £ C) — £ ezl ¥ 1o +c2( T <nf:,n,ﬁn>2) I llx

En€Tnh kn€Tnh

D’ot, en utilisant la définition et les propriétés de f nous avons,

| —(u —u)(t) +u(t) - Vu(t) — mup(t) - Vrug(t)
iV (o () (1) + 9~ ) 1)

sCs(n u(t) — o) 1%+ S o) — £ s

KTLEEI’L 1/2
LY o -ty Y <nz,m>2) .
kn€Tnh Kn€Tnh

Nous insérons C,(t) dans le troisiéme terme de la partie droite de I'inégalité précédente,
puis nous utilisons (2.47) (la définition de C}(t)), ensuite nous intégrons sur ¢ entre ¢, _;
et t,, et enfin nous sommons sur n de 0 & m pour avoir le résultat recherché. O
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Afin d’obtenir I'estimation d’erreur a posteriori, il nous faut encore majorer ce terme :

m tn
So [ ) - ma | dr
n=1Ytn-1

Pour cela, nous suivons les mémes étapes suivies dans (2.88) et nous obtenons :

Z/ | ult)— ot \|th<c(2/ I uls)—w(s des+;ﬁezmnuw ')
(2.96)

Corollaire 2.2.18. Soit h, < c¢7,,Vn € {1,...,N}, ot ¢, est une constante positive
indépendante de n. Sous les hypothéses du Théoréme 2.2.3 et du Corollaire 2.2.14, pour
chaque m € {1,--- | N}, les solutions (u,p,C) de (1.1) et (up,pp, Cr) de (Edsl) satisfont
l’estimation a posteriori suivante :

[0 — )] (tm)
0 1
+ || —(11 — llh) +u-Vu-— T+ Up * Vﬂ'Tuh - = le (7Tl Tuh)muh + V(p — ph) ||L2(0,tm;X’)
+H[C - Ch“ (tm)

1
+ H —(C Ch) +u-VC — TTrUp - V?T.,-Ch — §d1V (7T7-uh>7TTCh HL2(07tm;Y/)

0< 19 =729 720000 + 1| Co = Cil 72 + | 0o = Wi [0y +70 [ wo — i 1%

+ || fo WTfO ||L2(0 tm;L2(02)2) + Z Z ncn nn (n;,n,nn)2 + Tn(nZn,nn)Q + Tn(nz,n,nn)Q)) .

n=1 knE€Tph

(2.97)

Preuve. Le résultat est une conséquence directe de la définition de [[u — uy]]*(¢,n) et
[[C — CL]]?(tm), Théoréme 2.2.15 et Inégalités (2.92), (2.93) et (2.96). O

2.2.1 Majoration des indicateurs

Dans cette section, nous allons monter 'efficacité de I'estimation d’erreur a posteriori,
. . N . . . T h T h
cette derniere consiste a majorer chacun des indicateurs ny,, . M. s Mo, €6 Nons,
localement avec ’erreur entre la solution exacte et la solution numeérique.

Pour établir la preuve de 'efficacité, nous introduisons f;' une approximation de ", v,
une approximation de v¢ et g une approximation de ¢g" de la forme suivante : Pour toute
fonction ¢ € LP(k,) et pour chaque élément k,, € T,; nous posons

£(6)], = ﬁ / £(¢(x)) dx. (2.98)

(2.99)

Vh |I€n - |
n
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et

1
GRlen = 7 / g"(z) dx. (2.100)

Une conséquence directe des propriétés de £ et de v est que v}, est majoré et que {7} et
v, sont Lipschitziennes par rapport a &.

Remarque 2.2.19. Nous introduisons fj}, v, et g;', qui sont constants sur chaque k,,, ainst
nous pourrons appliquer Propriété 2.1.1 qui s’applique seulement sur des polyndomes.

Théoréme 2.2.20. Pour tout n € {1,--- , N}, nous avons l’estimation suivante :

(n;n,ﬁn>2 S c ( ” C - Ch ‘|%2(tn,1,tn;H1(nn)) + H C - 7T7'Ch H%Q(tn,htn;Hl(nn)) ) )
ou ¢ est une constante indépendante du pas de temps et du pas de maillage.

Preuve. En nous basant sur la définition de C} et de C7', nous avons pour tout n €
{1,--+- N} et pour tout t € [t,,_1,tn],

t—1

Ch(t) - 7T7—Ch(t) = n(C;Z - C;;_l).

n

Alors, en intercalant par C(t) dans I'inégalité prédédente, nous obtenons :

A o
( ) 1 G = O 1B 201 ) — Cult) 1By + | (€0 — 7Calt) g

Tn
Nous intégrons sur ¢ entre t,,_; et ¢, pour obtenir le résultat recherché. O
Passons a la majoration de l'indicateur 0, .
b 9 n

Théoréme 2.2.21. Pour tout n € {1,--- , N}, nous avons

T (D)

(|| —(C’ Cr)(t) +u- VC—uh vey

——le (uh)oh + TO(O Oh) ”L2 (tn—1,tn;H 1 (AKn)) ) (2 101)

+1C - WTCh ||L2(tn,1,tn;H1(Ann))
+hz” || g B 7TT'g ||%2(tn711tn§L2(A’{n)) +Tn || 'g B gh HL2 A"‘Cn >7
ol ¢ est une constante indépendante de n et de m.

Preuve. Nous considérons la seconde égalité du systéme (2.8) du Lemme 2.1.3 dans lequel
nous simplifions la partie droite et la partie gauche par (R (t),r), et nous utilisons (2.19)

o8
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ainsi nous obtenons pour chaque t =lt,,_1,t,] :

/Q%(C_Oh)(t)rdx—i—a/ﬂv(c(t)_Og)‘VTdX—F/Qu(t)-VC'(t)rdx

—/uZ~VC}?rdx+ro/(C(t)—C’,’})rdx—%/div (up)Cyrdx
Q 0

Q

= {/(g(t)—g”)TdXJr/ (9" = gp)rdx

En€Tnh Fn Fin

1 1
—i—/ (95 — T—(C,’L1 — C’,’Z*l) + aACY —uy - VC} — §div (u)Cp —roCH) rdx

e > [ 1¥6E(@) nlr(o)an},

en€Ery

(2.102)

Nous prenons r = 7y, , ou
n 1 n n—1 n n n 1 : n n n
0 on Q\ky,.

Rappelons que 1, est une fonction bulle qui est égale au produit des coordonnées bary-
centriques associées avec les sommets de k,,.
Alors, nous obtenons

1 1
[ (6= (O =€) + €y - g VO = Sdiv ()R - roCR b, dx

Tn

= / %(C— Ch)(t) 7, dx+oz/MV(C(t) —C) -V, dx+/ u(t) - VO(t) ry, dx

Rn

_/ uy - VO, dx + 7“0/ ci)—-cp)r,, dx — % / div (up)Cy 1y, dx

Kn Rn Kn

—/ (9(t) — g") 7, dx—/ (g" — g}) 1w, dx.

Kn Kn

Puisque r,, € H}(k,), nous appliquons la définition de la norme de H'(k,). Nous
appliquons 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour avoir :

1 — n n n 1 3 n n n
| (g — —(C = Cy 1) + aACy —uy, - VO — §d1V (up)Cy — TOCh)Q/’l/Q ||g,nn

Tn Fn
0 1.
< cl< I a(C’ —Cy)(t)+u-VC(t) —uj - VC — §d1v (up)Cp
+1ro(C(t) = OF) la-1(em) | T 3 ey F [l VIC@) = CF) Nlossn | i 1121

+ H g(t) - gn HH_l(Hn)” T."in Hoyﬁn + H gn - g;IL HOV‘@nH r'in HO,K»,L )
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Nous multiplions par h,, , nous utilisons Propriété 2.1.1 et le fait que 0 < v, < 1; puis
nous simplifions et nous obtenons :

1 n n— n n n 1 : n n n
P, |l (g1 — T_(Ch —Cp ) 4+ aACE —up - VC} — id“’ (up)Cy = 10C%) ok,

n

a 1 . n n n
< c2< I §<C —Cy)(t)+u-VC(t) —up - VC) — §d1v (u)Cy +1o(C(t) = CF) 1)

+IVCE) = CF) lloswn +hn, | 9() = 9" llon +h || 9" = g5 Mo, )

(2.103)

Nous commeng¢pns par intercaler g et utiliser I'inégalité triangulaire. Puis en élevant au
carré I'inégalité précédente et en intégrant sur ¢ entre ¢,,_; et t,,, nous pouvons majorer le
premier terme de U'indicateur 7/, . comme suit :

1 — n n n 1 : n n n
mhi | 9" — T—(C’,? —Cr ) 4+ aACE —up - VC} — §d1V (up)Cp = 1C Hg,mn

a n n 1 : n n n
| &(C = Cp)(t) +u-VC —uy - VO — §d1V (up)Cy +ro(C = CF) ”%2(757171,75”;17*1(5"))
1 C = C ey sty Hk 19 = 9" oo, sz tbi, 19" = 9 16,6, )-
(2.104)

Pour obtenir la majoration du second terme de 7/, .., nous considérons un élément k,, €
Ton €t €, € 0Ky, O‘Fﬁl; nous nottons par «,, I'autre cellule du maillage qui contient e, et
nous considérons Equation (2.102) avec r = 1, ou :

< es(

S L., (a[VC] -1l e,) on Kk, Uk,
o 0 on Q\(k, UK.).

Nous obtenons :
/ [V - n? i, ds =

1 1
/ (" — —(Cp = CP N + aAC) —u}} - VO — §div (up)Cy +1oCp)re,, dx
KnUK!,

n

- / » (%(C G +ult) - VO~ w -V~ Ldiv ()R + (1) — C)) e, dx

+/ (g(t) — g")re, dx + a/ v(C(t)—Cp)Vr,., dx.
KnUK!, KnUK],

Comme ., € H}(K,UK!), nous pouvons appliquer la définition de la norme H~ (K, U K);
nous appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous utilisons Propriété 2.1.1 et Proppriété
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2.1.2, Nous multiplions par h/* et simplifions par | a[VC} - nle, |0, pour avoir
he’ || o[V Ch -l floc,
<ai(he, 9"~ 2 (Ch - i) +ancy iV Sdiv (0)OF + 1007 o
(C = Cp)(t) +u-VC —uy - VO — diV (up)Cy +710(C = CF) [l m=1(enums)
160~ 5" Dy + 1 G0~ G Dy )

(2.105)

Nous pouvons majorer le premier terme de la partie droite de (2.105), en utilisant (2.103)

h h
et le fait que hﬁ et he" sont bornés par 1. En élevant au carré I'inégalité précédente, puis
Kn K!

n
en intégrant sur t entre ¢,,_1 et t,,, nous pouvons majorer le second terme de l'indicateur

Nen.r, COMMe suit :

h nTn || OC[VC/? : n]en ||(2),en

( I —(C Cp)(t) +u- VC—uh VCy
——le (up)Cy +1o(C = Cy) HL2 tn—15tn; H 1 (knUk,))

+h3n lg—g" ’|i2(tn_1,tn;L2(nnuﬁ;1)) +7nh en 19" —gn Ho,nnu%

11 C = CR oty st (st )) )

(2.106)
En regroupant (2.104) et (2.106), nous obtenons la majoration de n/, . . O
Il nous reste a majorer les indicateurs de la vitesse n,, , . et nﬁmﬁn.
Théoréme 2.2.22. Pour tout n € {1,--- , N}, nous avons les estimations suivantes :

(Ug,n,ﬁn)Q <c ( [a—w, ”%Q(tn,l,tn;Hl(nn)Q) + || u—mu, ||%2(t,L,1,tn;H1(mn)2) ) )

ol ¢ est une constante positive indépendante de n et de h.
Pour la preuve, nous avons juste a suivre la preuve du Théoreme 2.2.20.

Théoréme 2.2.23. Soit Vu € L>(0,T; L>°(Q)**?), nous avons pour toutn € {1,--- [N} :
Tn (nffmn)2 <
nf n 1 : n— n
| —(u —w) +u- Va—wp - Vg = odiv (W) + V0 =) (72,0 a2
+ |l C Cn |22t twstara)) + T |l C" Cr ™ oy + T = 2, om(ana)

+ || up —u ||%2(tn,1,tn;H1(Ann)) + || vn(C) = ve(C) ||L2(tn,1,tn;L2(AHn))

B2 1 o= by 2o o ncaenyy HiE 1 E2(C) = £2(C) 2o o roomny )

(2.107)
ol ¢ est une constante positive indépendante de n et de h.
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Preuve. En nous basant sur la premiére inégalité du systéme (2.8) dans Lemme 2.1.3,
nous utilisons 2.18 et nous intercalons les termes (f7(C7 1), v), 2(v,(C(¢))D(u), D(v)), et
2(vp(C~HD(u), D(v)) pour avoir :

8 1 . n—1 n n—1 n
/Q (a(u —uy,)(t) + u(t) - Vu(t) — §d1V (up Hup —up ' - Vup) - vdx

—/Qdiv v(t)(p(t) — pu(t)) dx + 1y /Q V(u(t) —up): Vvdx

+2 /Q vp(Cr D (u(t) — u}) : D(v) dx + 2/9(VC(C(75)) —vp(C(t))D(u) : D(v)dx

+2 [ (1(C) = (G )D(w) : Dlv) dx

- / (£(t, C(1)) — £1(C1)) v dx — / (E(Cp ) — £1(Cp ) - vdx

Q

Q
1
= > @ - - s+ V- @0 D) - ug - Vag
kn€Tnn Fon "

—§div (up M} — Vp})) - vdx

_% 3 / oV + 20 (CP D)D) — p)(o)m) .V(U)dg}'

en€Exn

(2.108)

Nous prenons v = v, tel que

1
((61(C ) = —(ui = wi™) + voduf + V- (20 (C})D(u)
- " 1
Ven —up Vg - odiv () g = Vi) (@), on
0 on Q\ky,.
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Ainsi nous obtenons :

1
|G = i) v+ V- @G D()

Tn 1
—uj ! Vg — odiv (u) g - Vi), dx
0
= / (g(u —w,)(t) +u(t) - Vu(t) —uy.vuy)

v (g V() — pa(0) ) v, dx

+1/0/ V(u(t) —u}) : Vv, dx +/ 2u,(CR~HD(u(t) — u}) : D(v,,)dx

Rn

+/ 2(ve(C(t) — vn(C(t)))D(u) : D(v,,) dx

+/ 2 (C(1)) — vn(C1))D(u) : D(v,,) dx

- [ e em) - £t v dx [ ECT S 5E) v, dx

(2.109)
Puisque v, € H}(K,)? nous pouvons appliquer la définition de la norme H (k)%
Nous notons par I;,i = 0,...,6 les termes de la partie droite de I’égalité (2.109). Les
trois premiers termes peuvent étre majorés facilement en utilisant les propriétés de vy, et
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi nous obtenons :

0 1.
[lo+ L+ L <l 5 (@ w)(t) +u(t) - Vu(t) - u vl - 5 div (ur My
V() = () a1 + |0 =05 Narigenyz ) Vo [l geny?

Passons a la majoration de 3. Nous appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz en consi-
dérant Vu € L>(0,T; L>(2)?*?). alors nous avons :

[s| < 2 [l vo(C#) = vn(C) |2 | D(a(t)) ||z mizoe@2x) | Van ot e
< e [[ve(C#) = va(CW) l2mmll Vin a2 -

Comme vy, est Lipschitzienne, et Vu € L*°(0,T; L>°(2)?*?), nous appliquons l'inégalité
de Cauchy-Schwarz et nous intercalons par Cj,(t) pour avoir :

1Ll < o5 || C(8) = C7 ! Hlnagen | D(u) lz=@.rizes @2 | Vi
< (1 C@) = Cu(®) ey + 1 O = Ci 7 Nliaeny ) |

Hl(ﬁln)2
Vﬁn HHI(Nn)Q *

Pour le terme [y, nous intercalons par f(Cj(t)), nous utilisons la définition et les
propriétés de f (hypothése 1.2.1) et nous appliquons 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour
obtenir :

15| < 07( I fo(t) = fotn) 20z + | C(8) = Cult) [l 2(sn)

1O = O e ) T
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Il nous reste a majorer le terme Is. Nous intercalons par f"(C(t)) et f"(C(t)) puis nous
utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour avoir :

[Is| < Cs( H£7(CR) = £1(C1)) llz2genz + [ (C (1) — £2(C (1)) N2

+ [ £1(C1) = £(Cy ) Nz ) I Vien ll22(s02

En utilisant les propriétés de £ et £ et puis en intercalant par Cj(t) dans le premier et
le troisiéme terme dans la partie droite de la majoration pécédente, nous obtenons :

[Is| < 09( I Ch = CR lzagen + I E1(C () = £1(C()) llz2gen2

1) = Cult) ey ) TR

Ainsi, nous considérons 1'Equation (2.109), nous combinons les majorations correspon-
dantes de I;,7 = 0,...,6, puis nous utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwarz et les proprié-
tés 2.1.1 et 2.1.2, ensuite nous multiplions par hin et nous intégrons entre ¢,,_jet t, pour
avoir 'inégalité qui suit :

1
Ty, (7GR = —(uf = ui™) + voAug + V- (2 (G )D(up))

n 1
T g 0 T
9 : n— n
< can Il gy )+ (0 VP Saiv (0 V0~ ) By
+ || C - Ch ||%2(tn71,tn;H1(Hn)) _I_TTL || Cn Cn 1 ||H1

K n

+ [} —u ||%2(tn717tn;H1(Hn)) + || va(C) = ve(O) ||L2 tno1,tn: L2 (Kn))

B2 1 o — by 2o pnieyy HH2 [ EE(C) = £°(C) oo sy )

(2.110)
Cette derniére inégalité représente la majoration du premier terme de Pindicateur 7, . .
Passons a la majoration du second terme.
Nous considérons 1'élément ,, € T, et e, C dk, N T%; nous notons par «, les autres
cellules du maillage qui contiennent e,, et nous con51derons I’'Equation (2.108) avec v = v,
tel que

v = Le [V +20,(CR D (ag) = pi) e, e,) o ky UK,
o 0 on Q\(k, UKL).

n

n
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Nous obtenons,

= [ 0V + 20(C7 D) ~ g,

€n

_ / y (%(u —w)(®) + ult) - Vu)
o —%div (W Yy —up -V 4+ V(p — pi)(t)) - ve, dx

-I—/ » Vu(t) —uyp) : Vv, dx—i—/ 2w (CrHD(u(t) — u})) : D(v,,)dx

’
nUKy,

T /  2welC(0) = m(CO)Dw) : D(v.,) dx

+ 2(vn(Ci(t) — va(Cy~1))D(u) : D(ve,) dx

/
KnUK,,

[ ECm) =) v dx = [ (G =G v, dx

KnUK!,

— 1 n n— n
[ e - - v
KnUK!, n

1
+V - up(CpHD(u})) —up ! - Vup — S div (up "} — Vp)) - v, dx.
(2.111)
Nous suivons les mémes étapes que nous avons suivi pour majorer le premier terme de

he (&
(nl..,)’- En utilisant (2.110) et le fait que - =~ et - .

sont bornés par 1, nous avons :

Tahe, || [(voVuf: + 20, (C1)D(w) — pj)nle, I3,
9 - n L. n— n
< ( || a(u — llh) +u-Vu-— uz L. Vuh — §d1V (uh l)uh + V(p - ph) ||%2(tn—1,tn§H_l(ﬂnUKz{n))
+  11C = Cu 2y tmstrt ey T I CF = O s (e

+ [up—u H%Q(tn_htn;Hl(nnufi;l)) + [ va(C) = ve(0O) ”2L2(tn_1,tn;L2(nnuf<;l))

+ hgn || fO - fO(tn) ||%2(tn717tn;L2(K/nUH{n)) + hgn || fn(C) - ff;(C’) ||%2(tn,17tn;L2(,{nu,{;L)) )

(2.112)

Nous terminons la preuve en majorant le dernier terme de (1}, . ).
Nous utilisons la condition d’incompressibilité du fluide div (u) = 0 pour avoir

I div up(t) |2 < || div (u(t) = wn(®)) [lL2(x) -

Nous intégrons entre t,,_; et t,,, et nous utilisons la relation (2.79) avec le terme (div (up(¢,)))
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au lieu du terme (u,(t,) — ux(t,)) pour avoir :

Tn

3

| div uf ||, | div wp {228, 1 t0;22(50)

| div (W —up) (| z2(t,_1 0522 (k0))
| u—u, ||L2(tn71,tn;H1(nn)) :

(2.113)

VAIVANRVAN

En combinant (2.110), (2.112) et (2.113), et le fait que h, < h,,, , nous obtenons le résultat
désiré.
[
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Chapitre 3

Probléme de couplage avec coefficient
de diffusion dépendant de la
concentration

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons traiter le probléme de couplage étudié dans les cha-
pitres précédents mais cette fois-ci en supposant que le coefficient diffusion o dépend de
la concentration. Nous commencons par montrer I'existence et 1'unicité de la solution du
probléme correspondant. Ensuite nous discrétisons le probléme comme dans le chapitre 1
et nous démontrons I’existence, 'unicité et la continuité de la solution discréte. Nous ter-
minons en établissant les estimations d’erreur a posteriori correspondantes.

Soit € un ouvert borné de R, d = 2,3, de frontiére dQ continue lipschitzienne et [0, 7]
un intervalle de R.

Nous supposons que v, a et f dépendent de la concentration et que, pour la simplicité, la
vitesse et la concentration du fluide satisfont les conditions de Dirichlet homogénes.

Le probléeme considéré est le suivant :

' g—‘t‘(x,t) — div(v(C(x, £)D(u)(, 1))
+(u(z,t) - Viu(z,t) + Vp(z,t) = f(z,C(z,t)) dans Qx]0, 77,
%(x, t) — div(a(C(z,t))VC(z,t))
+(u(z, t) - V)C(x,t) + roClx,t) = g(x,t) dans Qx]0, 77,
div u(z, t) =0 dans Q2x]0,77 ,
u(z,t) =0 sur 020,717,
C(x,t) =0 sur 092x10,T7,
u(z,0) = up sur  ,
[ C(z,0) = Cy sur €2 .
(3.1)
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1
ol 1y est une constante positive, g est une fonction donnée et D(u) = ~(Vu + (Vu)?).

La viscosité v est la somme d'une viscosité constante vy et d'une viscosité vo(C) qui
dépend de la concentration. Les inconnues sont la vitesse u, la pression p et la concentra-
tion C de la substance chimique diluée dans le fluide.

Le fait que le coefficient de diffusion o dépend de la concentration nous incite a reprendre
I’étude de 'existence et de I'unicité de la solution exacte du probleme de couplage, ainsi
que I’étude du schéma discret correspondant.

3.2 Probléme variationnel continu

Pour I'étude théorique de l'existence et de I'unicité de la solution du probléme (3.1), nous
nous basons sur les travaux effectués dans [2], [24] et [33].

Dans cette section, nous introduisons la formulation variationnelle correspondant a notre
probléme et nous étudions les résultats théoriques correspondants.

Nous reprenons les mémes définitions des espaces X, Y,V et M, et les hypothéses 1.2.1
introduites dans le premier chapitre et nous ajoutons I'hypothése suivante :

Hypothése 3.2.1. Nous supposons que le coefficient de diffusion o € L>®(R) est cq,-
lipschitzienne, et vérifie pour tout 6 € R,

dr < a(f) < (3.2)

ol Qp, (g sont deux constantes strictement positives.

La formulation variationnelle associée a (3.1) au sens des distributions dans |0, 7] est :
Vv e X,Vr € Y et Vg € M nous avons

p

%(u(t), v) + 1vo(Vu(t), Vv) + (2vc(C(t))D(u(t)), D(v))
—(p(t),div v) + cu(u(t),u(t),v) = (£(t,C(t)),v) Vv e X,

0. 7) + (a(C) VD), )
(E1) (3.3)
Fee(u(t), C(8).) + ro(C(0).7) = (9(0).) Ve,
(divu(t),q) =0 Vq € M,
u(0) = ug dans €,
[ C(0) = Co dans 2.

Dans ce qui suit, nous démontrons 'existence et l'unicité de la solution (u,p, C') du pro-
bléme variationnel (E1). Nous commengons par rappeler que Z(2) est ’ensemble des
fonctions C'*°(2) a support compact et nous introduisons les définitions suivantes :

Définition 3.2.2. Nous introduisons les espaces fonctionnels suivants :

¥ = {v e (2(Q) div v = o},

68
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La fermeture de ¥ dans HE(Q)? = {V € HY Q) : divv = O} =V
et
H = La fermeture de ¥ dans L*(Q)? = {V € L?(Q)4 : div v =0,y,v = 0}, ol "y, est

obtenu par extension continue de l"opérateur de trace normale défini sur 2(Q) par densité
de 2(Q) dans H(div ;).

Afin de pouvoir démontrer 'existence d’au moins une solution du probléme (3.1), nous
allons introduire un nouvel espace fonctionnel. Pour tout v € L*(0,T), on note par o
I'extension de v par 0 en dehors de [0,7] :

- | v sur 0,77,
= { 0 ]—o0,0[U]T,+ool, (3-4)

Définition 3.2.3. Nous notons par D]v la dérivé en temps d’ordre v de v qui est la
transformée de Fourier inverse de (2imT)70 avec D] v(T) = (2in7)70(T).

Sotent Xo, X et X; trois espaces de Hilbert tels que Xqg C X C X; et l'injection de Xy
dans X soit compacte. Nous introduisons les espaces fonctionnels suivants :

HY(R; Xo, X1) = {v € L2(R; X,); D) v € L*(R, Xl)}.

H(R; X, X1) = {u € H'(R; X, Xy); support de u C K}

Théoréme 3.2.4. (Théoreme 2.2 p 274 [33]) L’injection H}(R; H3(Q), L*(Q)) dans
L*(0,T; L*(Q)) est compacte. De méme, Uinjection H,(R; V, H) dans L*(0,T; H) est com-

pacte.

Pour montrer 'existence de la solution du probléme (3.1), nous allons suivre une démons-
tration classique ([33], [24]). Nous choisissons des solutions discrétes u,,(t) et Cy,(t) par
la méthode de Galerkin puis nous allons montrer la convergence de ces solutions vers la
solution du probléme (3.1). Comme V' est un espace séparable et ¥ est dense dans V,
il existe donc une base (w,,),, de ¥ et une base (w;,), de Y. Nous notons V,, et Y,
des sous espaces respectifs de V' et Y, engendrés respectivement par {wy,..., w,,} et
{wq, ..., wn,}. Nous considérons,

() = Zujm(t)wj ; (3.5)

et
Cn(t) = Z Cim(t)w; . (3.6)

Pour m € N fixé, nous introduisons le systéme d’équations différentielles suivant,
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Trouver les fonctions wj,, Cjn, de RY dans R, telles que, pour tout ¢ € [0, 7]

m

Z dz;m (t)(wj, w;) + g Z Wi (1) (VW;, Vw;)

Jj=1

+2 Z Wim () (Ve (D~ Cln()w)DW, DW:) + > >t ()t () cu (W, Wi, w;)

=1 j=1 I=1

> L 4) ) + 7 Con (@D Con(t)0) Vi, V)
j=1 j=1 1=1
+ Z Z ij(t)ulm(t)CC(Wj> wi, wi) + 7o Z ij(t) (wj> wi) = (g(t), wi)
e - Vi<i<m,
(3.7)

ot ul, et C? sont respectivement les projections orthogonales de ug et Cy sur H et L*(Q)
dans la base {Wi}lgigm et {wi}lgigm.

Théoréme 3.2.5. (Existence d’une solution de (3.7)) Sous les Hypothéses 1.2.1 et 3.2.1,
le systéme (3.7) admet au moins une solution et le couple (W,,,Cp,) construit par (3.5)

et (3.6) est dans un sous-ensemble borné uniformément en m de l'espace L*(0,T;V) N
L>(0,T; H) x L*(0,T; H} (2)) N L*°(0,T; L*(Q)).

Preuve. Comme {w; }1<i<m et {w; }1<i<m sont deux familles libres alors les deux matrices
de coefficients respectifs (w;, w;) et (w;, w;) sont inversibles. Le systéme équivalent a (3.7)
sera de la forme suivante :

(ZI/Z%) = i (t; U (£), U2 (£), +.os U (), Cin (), Com(8), ooy Cran (8)), V1 <0 <,

ou les fonctions ¢;,7 = 1,...,m sont localement lipschitziennes par rapport aux va-
riables wu;y, (t) et Ciy,(t) du fait que ve, a et f sont lipschitziennes. D’aprés le théoréme
de Cauchy-Lipschiz local (cf. [32]), le probléme (3.7) admet une unique solution maxi-
male (uin(t), Cim(t)) € C°(0, Trn; Vi) X C°(0,T,; Y,y,) pour un certain réel positif Ty,. Si
T,, < T, alors nécessairement u,, et C,, ne sont pas bornés quand ¢t — T,, par valeur
inférieures. Donc, si nous montrons que u,, et C,, sont bornés indépendament de m et
de t dans L?(0,T;V) N L>(0,T; H) x L*(0,T; H}(Q)) N L>(0,T; L*()), alors on peut
déduire que T, =T

Nous cherchons donc & présent des bornes sur u,, et C,,. Soit ¢t € [0, T,,[. Nous multiplions
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la seconde équation du probléme (3.7) par Cj,,,(t) et nous sommons par rapport a i. Nous

utilisons le fait que « soit borné (Hypothése 3.2.1) et comme u,, est a divergence nulle
alors la forme trilinéaire s’annule (Lemme 1.2.3) et nous obtenons

d

(_

dt

Nous intégrons entre 0 et ¢, et nous obtenons :

Cin(t), Cn(t)) + a1 |Con(t) 313 0y < (9(1), Cn(1)).

1 . t t
31 Conlt) sy = 11 Con(0) [0 + 1 [ (Gl < [ (a5). Cols)is

Passons a la majoration du second membre, nous utilisons le Lemme 1.1.2 pour p = 2 et

(1.10) avec & = a = S9|Crn(8) 1), b =l 9 |20y pour avoir

a1
(59)%

t 0)2 t
[ 0. Catos < - [ 1 igats + G2 [ 10 1 i
0 1 0

Par suite, nous obtenons la majorations suivante :

(53)°
d—21 ” g H%Q((LT;LQ(Q)) ) (38)

t
I Co®) sy +0 [ 1CnloMiga < (1ol +
Du fait que le membre de droite de la précédente inégalité est indépendant de t et de

m, nous déduisons que C,, est une solution globale sur [0,T] et d’autre part que C,, est
uniformément borné dans L>(0,T; L?(2)) et dans L*(0,T; Hy(Q2)).

Nous allons suivre le méme raisonnement pour u,,. Nous commenc¢ons par multiplier
la premiére équation du probléme (3.7) par w;,(f) et nous sommons par rapport a i.
Comme u,, est a divergence nulle, nous utilisons alors le fait que la forme trilinéaire
s’annule (Lemme 1.2.3) et nous obtenons

d
(dt

Nous intégrons entre 0 et ¢, et nous obtenons :

W (£), Wi (8)) + v (8) [ @y < (Fo(t) + £1(Con(8)), 0 (8)).

30 (0) Bags = 110 0) Igne) + 20 i (5) s
< [ 05)+ 6(C(s)) w9

Passons a la majoration du second membre. Nous utilisons Lemme 1.1.2 pour p = 2 et
Yo
50 ¢ T S ()3 yes 0 = fo llz20) la

premiére fois et b = cg, || Cp, || 22() la seconde fois, pour avoir

nous utilisons deux fois (1.10) avec & =

”L2(Q) ds

[ 69+ 6Co) w515 < 22 [ 5y s

I/[) 0

t 0)\2 .2
Lo (53)
+Z/0 W (8) 72 (el + :




3.2. PROBLEME VARIATIONNEL CONTINU

Par suite,

t
2
It (®) 22y 0 / ()23

2(53)°

<o 172 +—+

2(SY) (3.9)

2.2
Cr
| £o H%Q(O,T;LQ(Q)) Yo =G ’|%2(0,T;L2(Q)) ds.

Le fait que les deux premiers termes du second membre de ’estimation précédente sont
indépendants de ¢ et de m et que || C,, ||%2(07T;L2(Q)) est borné d’aprés (3.8), implique que
u,, est uniformément borné dans L>(0,7T; H) et dans L*(0,T;V).

Ainsi, u,, et C,, sont des solutions globales uniformément bornées par rapport & m dans

L*(0,T; V)N L®(0,T; H) x L*(0,T; Hy () N L®(0,T; L*()).
O

1 N
Théoréme 3.2.6. Pour v €]0, Z[, les fonctions W, et Cy,, construites a partir de (3.4)

avec u,, et C,, solutions du systéeme (3.7), appartiennent respectivement a des sous-
ensembles bornés uniformément en m des espaces HY(R; V, H) et H7(R; H}(Q), L*(2)).

Preuve. Commencons par noter C., la transformé de Fourier de C,,.

Notre but est de montrer que C,, € H"(R; H}(Q), L*(Q)). Ayant C,, € L*(0,T; H}(Q))
d’aprés le Théoréme 3.2.5, nous avons donc que C,, € L*(R; HL()), il nous reste a
montrer que : il existe v > 0

|1 Gl eyt < (3.10)
avec ¢ une constante positive indépendante de m.
D’aprés la deuxiéme équation du probléme (3.7), nous avons pour tout j € {1,--- ,m}
d , ~ .
E(Cym wj) =< gm;Ww; > +(Com, wj)ao — (Cm(T), U)j)O'T, (311)

avec 0g et o sont les distributions de Dirac en 0 et T',

gm = g+ div (a(C,,)VCy) —uy, - VO, — 10Chp, (3.12)
et [ ]
- | gm sur 0,77,

Ym = { 0 ailleurs. (3.13)

Appliquons la transformée de Fourier a (3.11), nous avons donc
277 (Coy W) =< Gy Wy > +(Comy w;) — (Con(T)), w;)exp(—2inTT), (3.14)

ol §,, est la transformée de Fourier de g,,.
Nous multiplions par C},,,(7) et nous sommons sur j € {1,--- ,m}

2in7 || Con(7) 17209 =< Gm(7), Cn(7) > +(Com, Coa (7)) = (Con(T), Con(7))exp(—2iwT 7).
(3.15)

72



3.2. PROBLEME VARIATIONNEL CONTINU

Or, d’apres (3.12)

T T
L 100 i e < ﬁ/(HWWmmWMM%@
0 0
+WmmMmﬂCmmMm+ﬁbHC%Hmm))ﬁ-

D’aprés le Théoréme 3.2.5, nous avons que (u,,,C,,) € L*(0,T;V) N L>(0,T;H) x
T

L0, T; HY(Q))NL>(0,T; L*(52)), ce qui nous permet de déduire que / | G (€) || -1 dt
0

est borné. Alors sup || Gm(7) ||z-1 est aussi borné. De plus, comme C,,(0) et C,,(T') sont

TER
bornés, la relation (3.15) nous donne :

7] || Cra(7) ||%2(Q) C2|Cm|H5(Q) +es || Cn ||L2(Q)

= (3.16)
< C4|ém|Hg(Q)- '
1
Notons d’abord que pour v < 3 nous avons
1+ |7|
2y .
|77 < 21 n ‘7—’1*2“7’VT e R.
Alors, nous obtenons la majoration suivante :
A * 14|
B Gt ey a7 <2 [ T 1 Cle) [
o - (3.17)

0 || ém(T) ||2 > °
< 2/ LQ(Q)dTnLQ/ S | Con(7) H%?(Q) dr.

o LTI o LA T2

Le premier terme du membre de droite de I'inégalité (3.17) est borné. En effet nous avons

00 ém T 2 > >
/ I ()HLzm)dTS/ | Con(7) 720y d-

e o0

Or, d’apres D'égalité de Parseval et la définition de C,,, nous avons :

0 o0 T
| 0G0 iy am = |1 Conlt) By de = [ 1 Colt) i

—00 —00

Par suite,

|| Cou(7) 1720 T 5
| T < [ Cute) o o

et cette quantité est bornée indépendamment de m, d’aprés le Théoréme 3.2.5.
Pour le second terme du membre de droite de (3.17), nous déduisons d’aprés (3.16) :

o9 R 00 C’m
/ I | Conl(7) |22y dr < 04/ HﬂdT

e et oo LT

o0
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3.2. PROBLEME VARIATIONNEL CONTINU

En utilisant l'inégalité de Schwarz et 1'inégalité de Parseval, nous obtenons :

m’;'né (7) |22y d7T < € c__ At v T|c ()%, dt "
oo L [rtmy T RE@ T =1 )2 o S ’

qui est fini pour v < : et borné indépendamment de m d’apres le Théoréeme 3.2.5.

1
4

o0
Finalement, le terme / 17127 || Con(7) H%Q(Q) dr est alors borné indépendemment de m
[ee)

pour v < }1. Ainsi nous avons vérifié (3.10) et nous déduisons alors que

. 1

Cyn € HY(R; Hy (), L*(£2)), pour v < 1 (3.18)
Il nous reste a montrer que

ﬁm:{ u, sur [0,7], (3.19)

0 ailleurs

est tel que
u, € H'(R;V, H).

La preuve est similaire a la démonstration faite pour C,, et se trouve également dans |33,
p. 285|, en tenant compte du fait que vo(C') est par hypothése bornée indépendamment
de C. ]

Afin de pouvoir démontrer la convergence de la solution discréte, nous allons rappeler les
lemmes suivants :

Lemme 3.2.7. (Lemme 1.1 p.250 [33]) Soient X un espace de Banach et X' son dual,
et soient v et g deuz fonctions qui appartiennent o L'(a,b; X). Alors, les trois conditions
swvantes sont équivalentes :

(i) t
v(t) =& +/ g(s)ds, & € X, presque partout pour t € [a, b]
0

(it) Pour toute fonction ¢ € P(|a,b|), nous avons :

| oo =~ [ gwota

(1ii) Pour tout € X', v vérifie

d

a(v,mx = (9, 1)x dans Z'(la,b]).

Si v satisfait (i) — (44i), v est presque partout égale a une fonction de C°([a, b]; X).

Lemme 3.2.8. (Lemme 1.4 p.263 [33]) Soient X etY, deux espaces de Banach tels que
X C Y avec une injection continue. Si ¢ est une fonction dans L>(0,T; X) et faiblement
continue en temps a valeur dans 'Y, alors ¢ est faiblement continue a valeur dans X .
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3.2. PROBLEME VARIATIONNEL CONTINU

Théoréme 3.2.9. (Existence) Si les Hypothéses 1.2.1 et 3.2.1 sont vérifiées, alors le
probléme (3.1) admet au moins une solution (u,p,C) dans l’espace

L2(0,T; V) N L0, T H) x W=12(0,T; L2(Q)) x L2(0, T; HY(Q)) N L=(0, T; L().

Preuve. Dans la preuve du Théoréme 3.2.5, nous avons montré que (u,,, Cy,) sont bornés
dans

L*(0,T; V)N L>®(0,T; H) x L*(0,T; Hy(Q)) N L>®(0,T; L*(Q)).

Nous en déduisons qu'il existe une sous-suite que nous noterons a nouveau (u,,, C,) pour
la simplification et un couple de fonctions (u, C) telles que :

lim u,, = u faible dans L*(0,T; V), lim C,, = C faible dans L*(0,T; H,(Q2)),
(3.20)
lim wu,, = u faible x dans L*>(0,7T; H), lim C,, = C faible x dans L>(0,T; L*(Q)).

m—r0o0 m—ro0

) (321

D’aprés le Théoréme 3.2.6, (W, C,,) appartient & HY(R;V, H) x HY(R; H}(Q2), L*(Q))
1 _

pour v €0, 1[ donc (U, Cy,) appartient aussi a Hy(R;V, H) x H}(R; H} (), L*(Q)

1
toujours pour v €]0, Z[ Alors, le Théoréme 3.2.4 entraine que :

WP_r)nooum = u forte dans L*(0,T; H), n%l_rgoC’m = C forte dans L*(0, T; L*(f2)).
(3.22)
Montrons & présent que (u, C') est solution du probléme (E1). Soit i € N* et m € N
tel que m > i. Nous considérons le probléme (3.7), multiplions par une fonction test ¥ (t)
telle que ¢ € C*([0,T7]) et ¥(T) = 0, intégrons sur ¢ entre 0 et T et appliquons la formule
d’intégration par partie sur [0, 7] pour obtenir

- /0 (W (), wi)d' (£)dt — (wn(0), wi)y(0) + /0 vo (Vi (1), Vwi) o (t)dt
+ /0 (206(Con (1)) D (W (), D (W) (t)dt + /O Cu (W (£), W (£), Wi )0 (2)dt

- / (E(Con(t))., wo) (1),

(3.23)

Passons a la limite lorsque m tend vers +o00. La convergence de la majorité des termes a
été étudiée dans les Théoréme 2.3 de [2] et 1.4 p. 165 de [24] et dans le Lemme 3.2 p. 289
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3.2. PROBLEME VARIATIONNEL CONTINU

de [33] avec quelques différences provenant du fait que la force extérieure et le coefficient

de diffusion dépendent de la concentration C,,.
T T
Le terme / (f(Cn(t)), w;)(t)dt converge vers / (f(C(t)), wy)¥(t)dt du fait que f est
0

0
lipschitz (Hypothése 1.2.1). En effet,

/O(f<CWL(t>>_f(C(t»?Wi)w(t)dt‘: /0 (£1(C(t)) = £1(C(1)), wi) o (£)dt

T 3.24
< / e | Conlt) = CO) Nzl Wi lzpll © ooy dt (3.24)

0 1
<cpTz || Cn = C l20m2)l Wi ll2@ll ¥z o) -

De plus, C,, converge fortement vers C' dans L*(0,T; L*(Q2)) d’aprés (3.22). Etudions
maintenant la convergence du terme

/0 (@(Co () Vo (1), Vo (£}t = / (@(Con(£)) Vs, VO (8)) (1) .

Tout d’abord la convergence forte de C,, vers C' dans L?(0,T; L*(2)) (voir (3.22)) im-
plique la convergence de C,, vers C presque partout. Avec '’hypothése 3.2.1 sur le carac-
tére Lipschitz de «, ceci implique la convergence presque partout de «(C,,) vers a(C).
De plus, I'hypothése 3.2.1 assurant que « est borné, le théoréme de la convergence do-
minée de Lebesgue nous permet de déduire que «(C,,)Vw; converge vers a(C)Vw; dans
L%(0,T; L*(Q2)%). Ceci nous permettera de déduire la convergence de

/0 (@(Con (1)) Vg, VO (1)) 00(t)dt vers /0 (a(C(t)Vw;, VO ())(t)dt.

T
La convergence du terme / ((w(t) - V)uy(t), w)(t)dt a été démontrée dans le Théo-
0

T
réme 1.4 p. 165 de [24]. L’étude de la convergence du terme / (um()- V)i (t), w; ) (t)dt
0

se démontre d’une facon similaire.

Ainsi, avec 7 fixé quelconque, nous obtenons que les deux premiéres équations du systéme
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(3.23) convergent vers
—/0 (u(t),wi)w'(t)dt—(uo,wi)w(())—i-/o vo(Vu(t), Vw, ) (t)dt
+ [ o)D), D)t + [ cut),ue). wia

- / (B(C(2)), wa)(t)dr,

. (3.25)

—/0 (C (), wi)y'(t)dt — (Co, wi)h(0) + i ((C(1))VO(R), Vi) (t)dt

+/0 co(u(t), Ct), w)p®)dt + [ ro(C(t),w,)(t)dt

0

- / (9(¢), wi)(t)dt.

Soient n € N fixé, nous considérons v,, € V, et r, € Y, quelconques. Ils s’écrivent

n
dans les bases respectives de ces deux espaces de la fagon suivante : v,, = E VinW; et
i=1

n
Tn = Zrmwi. En multipliant dans le systéme précédent la premiere équation par v;,

i=1
et la deuxiéme par r;, , et en sommant sur ¢ de 1 jusqu’a n, nous obtenons le systéme

(3.25) avec v,, a la place de w; et r, a la place de w;. Comme 'indice n est arbitraire et

U V, X Y, est dense dans V' x Y, on peut remplacer (v,,,r,) par un élément arbitraire
neN

dans (v,r) € V xY :
- / (u(t), V) (E)dt — (uo, V) (0) + / vo(Vu(t), V) (t)dt
n / (206(C(£))D(u(t)), D(v))(t)dt + / ca(a(t), u(t), v)u(t)dt

- / (E(C (), V) (t)dt,
" (3.26)

- / (C(t), ) (£)dt — (Cor)ip(0) + / (@(C(H)VC(t), Vr)b(t)dt
—l—/o cc(u(t),C(t),r)w(t)dt+/O ro(C(t),r)(t)dt
- / (9(t), ryo(t)dt.
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On obtient ainsi dans 2'(]0,T))? x 2'(]0,T[) : V(v,r) € V x Y,

d
2 (u(t), v) + 1(Vu(t), Vv) + 2ue(C())D(u(t)), D(v)) + cu(ult), u(t), v) = (£(C(1)), v),
d
2 (C), 1)+ (a(C[))VC(R), Vi) + cc(ult), Ct),r) +ro(C(t), 1) = (9(2), 7).

(3.27)
Il reste maintenant & démontrer les conditions initiales u(0) = ugy et C'(0) = Cy. Pour
cela, nous avons besoin de démontrer la continuité en temps de u et de C'. L’Hypothése

1.2.1, le fait que u € L?(0,T;V) N L*>(0,T; H) et la premiére équation de (3.27) nous
d
permettent de déduire que d—ltl € L'(0,T;V"). En effet, d’aprés (3.27) nous avons :

%(U(t%V) = —1o(Vu(t), Vv) — (2vc(C(1))D(u(t)), D(v)) — cu(u(t), ult),v) + (£(C(1)), v).

Pour montrer que Ccll_ltl € L'(0,T;V’) intégrons le terme de droite entre 0 et T'; nous

obtenons :

/0 (—I/O(Vu(t),VV)—(2VC(C(t))D(u(t)),D(V))—cu(u(t),u(t),v))dt—{—/o (f(C(t)), v)dt.
(3.28)

Nous commengons par majorer le premier terme de (3.28) ou nous appliquons l'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz, le fait de v¢ soit borné (1.12) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz
généralisée L* — L2 — L* et le lemme 1.1.2. Nous obtenons

/0 (= w(Vu(t), Vv) — 2uc(C(t))D(u(t)), D(v)) — cu(u(t), u(t),v))dt'

/OT(]DU(t),]D)v)dt‘ + /OT(u(t) . vu(t),vw'

SwlIM@dehﬁ+éA|m@WNvMﬁ+éA 1) il ue) lixll v l1x de

T T T
<o [ Nl Fedesen [ e [ ut) B de
0 0 0

T
< / uo(Vu(t),Vv)dt‘—{—Qﬁg
0

Puisque u € L?(0,T; V), alors ce premier terme est borné. Nous passons a la majoration
du second terme de (3.28)

T T T
/(Wﬂ+ﬂ@ﬁ»vwﬁ‘S‘/ﬁHwﬂwwﬂxﬁbif<%HC@Hm@HVMdt
0 0 0
T
S%AH%ﬁﬁmﬁ%AHC@Mth

Puisque C' € L>(0,T;L*(Q)) et fy € L*(0,T; L*(Q2)), alors le second terme de (3.28)
est aussi borné, alors nous déduisons que d—ltl € LY0,T;V’). Par suite, ayant u €

L*(0,T;V) C L'(0,T,V") nous appliquons le lemme 3.2.7 pour X = V" ;ainsi nous dédui-
sons que u est égale a une fonction continue de [0, 7] & valeur dans V. De plus, comme
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u € L>*(0,T;H) (dapres (3.21)), le lemme 3.2.8, nous permet de déduire en prenant
X =HetY =V" que u est faiblement continue a valeur dans H. En tenant compte
que « est bornée (Hypothése 3.2.1) et en suivant les mémes démarches nous montrons
que C est faiblement continue sur [0,7] dans L?*(Q2). A présent, nous reprenons (3.27)

u
au sens des fonctions L*(0,T) (puisque nous avons montré que o € L'(0,T;V")). Nous

pouvons alors multiplier chacune des équations de (3.27) par une fonction 1) comme avant
(v € CH0,T),9(T) = 0 et (0) # 0); en effectuant des intégrations par parties, et en
comparant avec (3.26) on aura pour tout (v,r) € V x Y,

(ug,v) = (u(0),v) et (Co,7) = (C(0),r).
On déduit alors que u(0) = ug et C(0) = Cy.

Comme V C X et H C L*(Q)¢, alors on peut déduire que le probléme (3.1) admet une
solution dans

L*(0,T; X) N L0, T; L*(Q)%) x L*(0,T; Hy(2)) N L>=(0,T; L*(Q)).

Pour montrer I'existence de la pression, nous définissons, pour tout ¢ € [0, 7], la fonction
Ly € X', qui a tout v € H}(Q)? associe

Ly(v) =/O (E(C1)), v) = wo(Vu(t), Vv) = 2(vc(C(#))Du(t), Dv)

d

2 fu(t), V).

D’aprés (3.27), nous avons que pour tout v € V', L,(v) = 0, c’est-a-dire que L; € V.
Ainsi, pour tout ¢ € [0, T], le Théoréme 1.1.6 nous permet de déduire qu'il existe P(t) € M
tel que

—(u(t) - Vu(t), v)

Li(v) = —(div (v), P(t)),V v € X, (3.29)

et que

| Le(v)]

| P(t) || z2()< sup .
vex || v HH@(Q)d

En dérivant (3.29) au sens des distributions par rapport a ¢, nous déduisons que p(t) =

—t(t) vérifie la premiére équation du probléme variationnel (3.3).

D’ou l'existence de la pression. ]

Remarque 3.2.10. Le Théoréeme 3.2.9 nous permet de déduire que le probléme (E1)
admet au moins une solution (u,p,C) dans

L2(0,T; X)NL>=(0,T; L*(Q)%) x W=1(0,T; L*(Q)) x L*(0, T; Hy ()N L>(0,T; L*(Q)).
Théoréme 3.2.11. Pour d = 2, nous avons
du

dC
— e L20.T: V" et — e L?(0,T: H'(Q)).
- € (0,7:V") e o € (0,7, H(Q))

De plus, nous avons que u est presque partout égale a une fonction continue de [0,T] dans
H et que C est presque partout égale & une fonction continue de [0,T] dans L?(Q2).
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Preuve. Pour la démonstration de la vitesse, nous commencons par considérer la premiére
équation de (3.27). Nous nous référons au [33| (Lemme 3.4, page 292) pour démontrer que
u-Vu € L?(0,T;V"). De plus, I'hypothése 1.2.1, nous permet de montrer que le terme de
diffusion et le membre de droite de la premiére équation de (3.27) appartiennent a ’espace
L*(0,T; V"), ce qui nous permet de déduire que le—ltl € L*(0,T;V’). Pour la démonstration
de la concentration, nous poursuivons la méme démarche en commencant par considérer
la deuxiéme équation de (3.27). En se reférant & 33| (Lemme 3.4, page 292) pour le terme

dC
u- VC et en utilisant Hypothese 3.2.1, nous déduisons que o € L*(0,T; H Q). O

Théoréme 3.2.12. Sous les Hypothéses 1.2.1 et 3.2.1, toute solution (u,p,C) du pro-
bleme (E1) telle que u € C°(0,T; H) et C € C°(0,T; L*(Q)) vérifie l'inégalité suivante :

| || oo o,mn2e0yey + Il w22 0,73 HE (Q)) T | C llzo,riz2@) + I C HL2(0,T;H3(Q))

. (3.30)
SC(HQHL?(O,T;L?( b+ 1 6o lesrszaens + 1l o oz + | Co me)

ou C' est une constante positive qui dépend de Sy, vy, &y, 1g €t ¢y, .

Preuve. Soit (u,p,C') une solution du probléme variationnel (3.1).
La premiére équation du probléme (E1) étant la méme que la premiére équation de (E),
la majoration (1.23) reste vraie. Nous avons donc :

| u |7 oreos + H%?(O,T;H(}(Q)d)

(53)° 1 2(59)"ct 1
< ” —=(1+ ) 1 €0 20,7 2(00) +1/—0(1 + ) | C ||i2(0,T;H(}(Q)) + [l g 720

(3.31)

D’autre part, en remplacant r par C' dans la deuxiéme équation de (3.3) (E1), nous
obtenons

(aa_f(t)7 C(t)) + co(u(t),C(t),C(t) + (a(C(t))VC(t), VC(1))
+7o(C(1), C(t)) = (9(t),C(t)).

Or, d’aprés le Lemme 1.2.3, le terme co(u, C, C) est nul. L’'Hypothése 3.2.1 et I'inégalité
de Cauchy-Schwarz nous permettent d’obtenir :

(3.32)

th H C(t) 220y +61 | VC@) IZ2) +70 | C#) T2 <l 9(t) N2l 1) llz2ey

2(55)*

aq

Nous appliquons l'inégalité (1.10) pour £ = et le Lemme 1.1.2 au second membre,

pour avoir

d & (59)2
SN CW @ + SO By + 70 1| CO) [ 2

I9(t) 220 - (3.33)
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D’une part, d’aprés (3.33) nous avons

1 d S59)2
L2 CO Ba= 1) 1220 (334
Qg

En intégrant entre 0 et ¢, nous obtenons

12 < (L DY (g1 LG
L2Q) = a2 Y 9 Iz2(0,t;L2(2)) 0 llL2(Q)
1 1

3.35)
(s9? 1 : : (
< (B4 ) (19 Barasan + 1o e ):
Par suite,
1 2 (53)? 1 2 2
& HL2O)S (d—% + & 19 720,220 + Il Co 720y |- (3.36)
D’autre part, nous reprenons (3.33)
1 d mo 2(S9)?
a1 172 O @) (&) 120 < =237 I19(®) [IZ2)
1
en intégrant entre 0 et 7', nous obtenons
27’0 2(50)2 1
1€ oo + 10 1€ Brorarar= (25247 ) (19 Worasan + 1 Co Iy
1
(3.37)

Finalement, les inégalités (3.31), (3.36) et (3.37) nous permettent de déduire la suivante :

| u HL‘X’(O,T;L?(Q)d) + |l u HL?(O,T;H&(Q)d) + | C ||L°°(0,T;L2(Q)) +C |’L2(07T;H5(Q))
) (3.38)
< 0( 9 llezozzsn + 1| f o zmzar + Il o e + 1| Co llsen )

ot C' ne dépend que de SY, vy, a1, o et cg,. O
Théoréme 3.2.13. (Unicité en dimension d = 2) Si le probleme (E) admet une solution
(u,p,C) telle que pour p >4 et r > 4,

uc LP0,T;WH ()4 et C € LP(0,T; W (2)),
alors cette solution est unique.

Preuve. Nous supposons que (uy, p1,Ch) et (ug, pe, Cy) sont deux solutions du probléme
(E1). 11 faut montrer que (uy, p1,Cy) = (ug, pa2, Cy). Pour cela nous posons u = u; — ug,
p =p; —ps et C = C1 — Cy. Nous remplagons dans la premiére équation du probléme
variationnel (E1), v par u et nous déduisons :

< (1), u(0) + w(Tu(t), u(t)) + (2(Co(1)) D (1), Bu(r)
| FamOw@.e) = GO0 s BT
S (ua(t), u(t)) + o(Tua(t), Vu(t)) + (2ve(Colt) Dua(t), Du()

Fealw(t) w() u(t) = (£ Co(D),u(D)  dans [0:T].
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3.2. PROBLEME VARIATIONNEL CONTINU

En effectuant la différence des deux équations du systéme précédent nous obtenons :

%(U(t), u(t)) + cu(ui(t), wi(t), u(t)) — cu(uz(t), us(t), u(t))

F1o(V(w () = ug(t), Vu(t)) + (v(Co (1)) Duy (1), Du(t)) — (v(Ca(t))Duy(t), Du(t))
= (£(t, C1(1)) — £(2, Co(1)), u(?)).

Nous ajoutons et nous retranchons les termes ¢, (us (), uy (), u(t)) et (v(Cs(t))Vuy (t), Vu(t)),
et nous utilisons le lemme 1.2.3 pour obtenir :

%(u(t), u(t)) + (nVu(t), Vu(t)) + (vo(Cy(t))Du(t), Du(t)) = —cu(u, ui(t), u(t))

+((ve(Ca(t) — ve(Cr(t)))Vuu(t), Vu(t)) + (fi(2, Ci(t)) — £i(t, Ca(t)), u(?)).

Commengons par noter A = ((vo(Ca(t)) — ve(Ci(t)))Vuy(t), Vu(t)). Puisque f; est ¢y, -
lipschitzienne d’aprés 'hypothése 1.2.1 et ve est borné (1.12), 'inégalité de Holder et

Sobolev fournissent
1d
S I u(t) (172 +Vo|u(t>|§{3(g)d

<l ut) I qye Ta®)ay@ye + 1Al + e [ C@) 2@l alt) iz -
En utilisant les inégalités de Sobolev, les relations (1.1.3), (1.8) et (1.10), nous obtenons

1d
> & I a(t) (1720 +V0|u(t)|§—l(}(ﬂ)d

Cr
< \/5 H u(t) HLQ(Q)d ’u(t)ng(Q)d‘ul(t) iIS(Q)d + ‘A’ + 71( H C(t) H%ﬂ(ﬂ) + H ll(t) H%z(g)d )
1
< 51\u(t)ﬁ{3(9)d + %, | u(t) 1720y yul(t)ﬁi&(ﬂ)d

c
HAL+ (1 OO Tz + 1 0t) [ )-
Pour la majoration de |A|, comme u € LP(0,T; W17 (Q)4) pour r > 4, nous avons :

Al < el w®) @l € e 1)y

Cu€2

) | ui(t) [[wrr@yall C(F) ||ir*(ﬂ) +

<
- 2

|u(t)|?{3(9)d | wi () [lwer e,

avec r* = p— < 4. Nous obtenons alors :
r

& 1 £3

A < - t - - Ot 2 C " 2
Al < 5 () e (\/553 160 1720 +5 ()|H01(Q))
Cy€o

M

|u(t>’§{é(ﬂ)d | ar(t) [lwrrqye -
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3.2. PROBLEME VARIATIONNEL CONTINU

Nous avons donc
S ha(®) (122 +V0|u(t)|fqg(n)d

1
< erfu(®) Fy o + 5 — u® 12 (ye 101 ()73 00

O

%( I C(#) 117200 + [l a(t) 720y ) (3.40)
c 1 €3

—f——y u 1,7(0)d C(t 22 +—=|C(¢t 2 1 )
5es | w () [lwire o | C() 220y \/§| Qe

Cu€2
2

D’autre part, en remplagant dans la seconde équation du probléme variationnel (E1)

|u(t)|§qg(g)d | w1 () [[wrroya -

+

par C', nous déduisons :

S0, C0) + (a(CuB) VO 1), VO) + colm(r), Co(r), C(1)
) H(CO.C0) = (60, dens 0T] g
d
9 (00(1), 01)) + (2(Cat) VOo(1), D) + ec(malt), Calt), (1)
Fo(Co(1).O) = (9(0).Co(1))  dans 077,

\

Nous effectuons la différence et nous intercalons les termes

co(us(t), C1 (1), C(1) et (a(Ca(t))VCi(t), VO (1))

En utilisant Lemme 1.2.3 et en suivant la méme démarche que précédemment nous obte-

nons :

d (C(1), C(1) + (a(Co(t)VO(t), VO(1) + ro(C(2), C(t)) = —ce(u(t), Ci(t), C(t))

d
t +((a(Co(1) — a(C1(1)))VCL(1), V(1))

Comme C € LP(0,T; W(Q), nous prenons r > 4 et r* = 5 < 4 comme pécédem-
/r‘ J—

ment. Puisque « est borné (voir (3.2)), les inégalités de Holder et Sobolev (1.1.3), (1.8)

et (1.10) nous donnent :

2dt H C(t) ||%2(Q) +d1’C(t)‘iIS(Q) + 7o || C(t) H%Z(Q)
<[l u(®) llza@all C@) ey 1C1 (D))
+ca | C@) =@l C1(8) lwrr@)ll VO@) ||220)
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3.2. PROBLEME VARIATIONNEL CONTINU

En utilisant les inégalités (1.1.3) et (1.10), on obtient

S 100 Iy +@r1C0 By + 70 ) P

Cri(8)| a1 (0)
S&(H u(t) [y + 1 C#) a0 )

Ca€y

+2_54|Cl(t)|W1”"(Q) 1CW) L@ +—5—

2
|Cl(t)|H3(Q) 1 )
= V2 <ﬂ55 I ) 122y +\/—|“( iy (3.42)

C )y 0O (1) e

1
+ 1€ By +51C0 0 )

+2C—; | C(t) lwira) (ﬁ - I C(t) 11720 f|0( oo )

Cat4

T‘C(t)‘fqg(g) | C1(t) llwrr o) -

En additionnant les deux équations (3.40) et (3.42) et en choisissant £ = %,

- 2vg B 200169

? 7 30 Tw®) lwr e 2T Vae [w®) e
_ ay _ 21y

T 2 G0 Ty RO
_ a1 _ Q€4

T Ol T Ve [CL(0) lhwieien

Nous obtenons :

1d
3 (1000 Baye + 1 €O o ) <

(1 wa(®) Wy + 1 GO Ty
ui (1) d+wm><)+nwuwm%w+nawmmn-

Soit u(t) = u(t) 17:q + H C(t) I72(q) et
k(t) = C( i (t) i@y + I Ci(t) 5. 0 +|u1(t)|§{5(n)d + |Cl(t)|§{3(9) + 1)7
Nous intégrons entre 0 et ¢ I'inégalité précédente et nous obtenons

u(t) §/0 k(s)u(s)ds.

Nous appliquons le lemme de Gronwall avec 2.2.1 avec §(t) = 1 et f(¢) = 0 pour obtenir
u =0, ainsi C7 = Cs et u; = uy.
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3.3. PROBLEME DISCRET STABILISE

En ce qui concerne 'unicité de la pression p = p; — ps, nous considérons ’équation (E1)
vérifiée par u; et par us et nous effectuons la différence et nous intégrons engtre 0 et ¢
pour obtenir :

pour tout v € H}(Q)?, /Qdiv (V(:E))(/O p(z,s)ds)dz = 0.

t
En conclusion, d’aprés le théoréeme 1.1.6, nous avons / p(., s)ds pour tout t € [0,T], et
0

ensuite p = 0.
D’ou 'unicité de la solution. O]

3.3 Probléme discret stabilisé

Cette section est consacrée a la discrétisation du probléme variationnel (E1) en temps
et en espace en utilisant la méme approche que celle utilisée dans le chapitre 1 : Le
schéma d’Euler semi-implicite d’ordre 1 pour la discrétisation en temps et la méthode des
éléments finis pour la discrétisation en espace. Le probléme variationnel discret associé a
la formation variationnelle continue (E1) est le suivant :

pour tout n € {1,---, N}, ayant u’g_l € Xn—nn et C}Z‘l € Y(n_1)n, trouver (uj,py) €
Xnh X My, C} € Yy, tel que,

T—(UZ =}t vy) + v(Vuap, Vivy) + (2ue(CFHD(ag), D(vy))
—l—du(uﬁfl, uZ,vh) — (pz, div Vh) = (fn(c;;il), Vh) Vv, € Xon,
* 1
(BT Zop — optmn) + do(uf, G )

Tn
+((Cy NV CE, V) 4 10(CRrw) = (g7 a) Vry € Yon,
(qh, div 112) =0 ‘v’qh - Mnh,

\

ot u} et C} sont des approximations de ug et C.
g" et " sont données par

et
fn(cm—l) — f(q]z + fl(cm—l)

avec

£y = fo(tn).

La différence entre le probléme variationnel (Eds1*) et (Edsl) est au niveau du terme
de diffusion qui désormais depend de la concentration : a(VC}, Vry,) est remplacé par
(a(CL VR, V).
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3.3. PROBLEME DISCRET STABILISE

3.3.1 Existence et unicité de la solution du probléme discret
Nous commengons par établir I'existence et 1'unicité du probléme (Eds1*).

Théoréme 3.3.1. (Ezistence et unicité) A chaque pas de temps, pour uZ_l € Xn—1)n
Cr~' € Y1y et sous les Hypotheses (3.2.1), le probléme (Eds1*) admet une unique
solution (uy, py, Cp) dans Xup X Mup X Yon.

Preuve. L'existence et 'unicité de la solution (uj,pp) € X,n x My, de la premiére
équation du probléme variationnel discret (Eds1*) sont déja démontrées dans le Théoréme
1.3.5. Nous suivons les mémes démarches de la preuve du Theoréme 1.3.5 pour démontrer
I'existence et l'unicité de la concentration C}' du probléme variationnel (Eds1*). Nous
considérons, pour tous C,r € Y,,;, la forme bilinéaire suivante :

. 1
a2 (Cyr) = —(C,r) + (a(CPHVC, Vr) + (ufVC, 1) + 19(C, 7).
Tn
Le fait que « soit bornée nous donne immédiatement la continuité de as. Il nous reste a
démontrer qu’elle est coercive.
En effet, pour tout C), € Y,,;,, nous avons

~ 1 n—1
- ) h ’ ) .
a2(Ch7 Ch) - (Ch Ch) + (Oé(C )VCh VC}L> + To(Ch Ch)

L’inégalité (3.2) nous donne la majoration suivante :

~ 1 v
as(Ch, Ch) > (7_— +70) || Ch H%%Q) +O‘1‘Ch|§13(9)'

D’ou,

~ : 1 A
a2 (Ch, Cp) > min (T— + 10, c1) || Ch, ||§{3(Q) :

n
Nous déduisons, en appliquant le théoréeme de Lax-Milgram, I'existence et 'unicité de la
solution C}' € Yy, de la deuxiéme équation du probléme variationnel discret (Eds1*). O

Proposition 3.3.2. A chaque itération n, sous les hypothéses 1.2.1 et 3.2.1, la solution
(up,Cp) € Xpp X Yon du probleme variationnel discret (Eds1*) vérifie, pour tout m =
1,..., N, les inégalités suivantes :

1 N UTn |
5 | ui (1220 +Z 5 |uhlilé(ﬂ)d

m n=0 m (3.43)
< Od(ZTn | g" ||%2(Q) +ZTn 165 |2 + || O ||%2(Q) + | up ||i2(9)d )7

n=0

n=0
1 - " G, " U n
2 | Ch H%Q(Q) "‘Z T|Oh|?{&(9) + Zm? | Ch H%Q(Q)
n=0 n=0

<G S 19" oy + 1 O o )
n=0
L (3.44)
ou Cy et CY, sont deux constantes positives indépendantes de h et m.
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3.4. ESTIMATION D’ERREUR A POSTERIORI

preuve. Pour la preuve, nous suivons les mémes étapes que la preuve de la proposition
1.3.6. L’inégalité (3.43) est déja démontrée dans la Proposition 1.3.6. En ce qui concerne
I'inégalité (3.44), elle s’obtient d’une fagon similaire & celle obtenue dans la Proposition
1.3.6 avec la seule différence au niveau du terme de diffusion o qui dépend cette fois-ci
de la concentration. Le fait qu’il soit borné nous permet d’obtenir & partir de (1.36),
I'équation (3.44) en remplacant « par &;. ]

3.4 Estimation d’erreur a posterior:

Le but de cette partie est d’établir une estimation d’erreur a posterior: entre la solution
exacte (u,p) du probléme (3.1) et la solution numérique du probléme (Edsl*). Nous
supposons que la solution du probléme (3.1) est unique et suffisamment réguliére en
particulier u € C°(0,7T; L*(Q)?) et C € C°(0,T; L*(Q)). Dans cette section, nous nous
limitons & la dimension d = 2 pour des raisons techniques que nous allons présenter par la
suite. Nous commengons par construire les indicateurs, puis nous établissons I'estimation
d’erreur a posteriori.

3.5 Construction des indicateurs d’erreurs

Nous démontrons une estimation d’erreur a posteriori, en utilisant les normes (2.6) et
(2.7) mais avec &; a la place de « :

[0 —w]](tn) = ( Fa(tn) = un(tm) 172

tm m tn 1/2
b max ([ a0 - w0 Boan Y [ 1 - mwo [ ) )
A (3.45)
et
€ = Cull(t) = ( | Ct) = Crltn) oo

rar max ([T 100 - o ar, fj / I C0) i) I ) )

(3.46)
Dans la suite, nous allons établir les équations aux résidus correspondant aux problémes
(3.1) et (Edslx) d'une fagon similaire au chapitre 2.

1/2

Lemme 3.5.1. En combinant (3.1) et (Edslx), nous déduisons que
(u—u,)(0)=0 et (C —Ch)(0) =0.

De plus, pour 1 <n < N, pourt dans |t,_1,t,], pour tous v dans X, r dans Y et q dans
M nous avons
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3.5. CONSTRUCTION DES INDICATEURS D’ERREURS

( (%(u —uy)(t),v) + vp(Vu(t) — Vrru(t), Vv)
+2(Vc(0(t))Du(t) - Vc(ﬂ'lﬂ—Ch)Dﬂ'Tuh(t), ]D)V)

+(u(t) - Vu(t) — %(div (i () mrun(t), v) — (moua(t) - Vi, u(t), v)

—(div v(£), p(t) — pa(t))
= (£, C(1)) — £(Cy 1), v) + (R (w) (), V),

0 ) (3.47)
(5;(C = Cu)(t),7) + (A C))VC(?), Vi) = (a(Cr)VCu(t), Vr)
+(u(t) - VC(t) — mrup(t) - Vi, Cy(t), r)
+ro(C(t) — Cp(t),r) — %(div (mrup(t))m-Cr(t), r)
= <g<t) - g(tn>,7') + <Rc*(ch>(t)7 T)?
/Qq(t,w)div(u(t,:v) —uy(t,x)) = —/Qq(t,x)div(uh(t,x)).
(Ri(up),v) = (f*(Cy71) - %(UZ —up ), v) = v(Vuj, Vv)
—2(ve(Cp DUy, Dv) — (u}~' - Vg, v) (3.48)
ey (™ () uh(2),v) + (div(v), ).
et
(Ren(C)(1),7) = (RL(CR)(t),7) + (RE(CR), 7 — r0) pour tout 13, € Yo,
(RL(Cw)(t),1) = —(a(CR)V(Ch(t) — m-(Ch)(1)), V) + 10(Ch(t) — m-Ch(t), 1),
(3.49)
(BL(CR)r) = (5" = (G = G )or) = (alG} )V G V)
(g VCRr) = 5(div (s (0)m:Ca(0), 7) (3.50)
—7"0(0,?, 7”).
De plus, si (up,pp, Ch) est solution du probléeme (Eds1*), alors nous avons
(RM(u}),v) = (Rt (u}), v — vy,) for all vi, € X, (3.51)
et
(R (C7), 7y = (RM(C),r — 1) for all 7, € Yoy (3.52)
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3.5. CONSTRUCTION DES INDICATEURS D’ERREURS

Preuve. En remplacant dans Théoréme 2.1.3 le coefficient de diffusion o par o(C;™)
nous obtenons le résultat du Théoréme 3.5.1. O

Lemme 3.5.2. L’égalité (3.48) peut étre écrite sous la forme ci-dessous :

By —v) = 3 { [ @@= S - + g

-
En€Tnn n

1 : n— n 7
+2V - (ve(CFHD(up)) —uf ™! - Vup — §d1V ) ay — V) (), v(z) — vi(z)) dx

_% ) / (VU] + 2u6(Co~YDuy — piT)(o)n] - (v(o) — Vh(a))d”}’

en€Exrn
(3.53)
et l’égalité (3.50) peut étre écrite comme suit :
n 1 n n— 1 : n n
wepr-my = LA [0 G- g - jv @ G
"i’n€77nh Fin "

+div(a(CPHCR) —ull - VOP — roCP)(r(x) — rp(z)) dx (3.54)

_% > /[a(Cgﬂ)vc;(g).n](r(a)_rh((,»dg}

en€Exn

Preuve. L’égalité (3.53) est exactement la méme que (2.18) .
Pour obtenir I’égalité (3.54), nous intégrons par parties le second terme du membre de
droite de I’égalité (3.50) pour obtenir :

<R£Z* (0}7)7 r—= Th> .
= (gh — =(Ch = CyY) - (r(x) — ra()) dx
ﬁ;h{/nn ap - h h
+/ div (a(C';:_l)VC,TL‘) (r(z) —rp(z)) dx

Kn

— [ el VG n)(@) - (o) = (o)
" 1
— [ u,VC)(r(x) —rp(x))dx — —(div (up)C}) - (r(z) — rp(z)) dx
| WG ~ ru)ax— [ Sy @R - (@) ~ rafo) -
—/ roCy(r(x) — rp(x)) dx

Kn

1 — : n— n n n
- Z {/ (g — 7__(0}7 — O 4 div (a(CF1)VC — upV Ty

kn€Tnn Fn

L @RICE 0 CR) - ) — )
1 n—1 n
-5 Z /en la(CEHVCH(0o) -nl(r(o) — Th(o'))do'}‘

en€Exn
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3.5. CONSTRUCTION DES INDICATEURS D’ERREURS

Définition 3.5.3. Pour chaque k, dans Ty, nous rappellons la définition de (ny,, . )?,

(n;nﬁn)Q, (7737717,%)2 et nous introduisons celle de (77?*7717,{")2

(Me,)” = o 0 =™ )
(n;n,nn>2 = Tn || O;Ll - C}?_l ||%‘Il(/$n)’

— 1 n n— n 3 n— n
M) = P, HE(CRT) = —(u = wi™) + oA + 2div(ve (7 )D(uy))

n

1 : n— n n
—uh - -Vuy — 2d1V (uh 1)uh — Vpp)(x) Hg,nn
+§ > he, || (V) + 200(CrD(ap) — ppI) (0)]e,n I3 .,

erfeann
+ [ div uf [[5 .,

n— : n— n n mn 1 : n n
() = 2 = _(Ch Cyh) + div(e(Cp Y VER) =y - VO — §d1V (up)Cy
—10C} [[5 5, + Z he, I l(CRHVCR(0)]e, -1 |3, -
8n65mn
(3.56)

Lemme 3.5.4. Nous avons les majorations suivantes pour tout 1 < n < N,

1. Pour toutve X etvy, =C,pV:

1/2
(R ), v = va)] s( 3 <nfz,n,nn>2) Ivie. (357

En€Tnh

2. Pour toutr € Y etr, =Cppr :

1/2
RO r— )] < e 3 <n£:,n,,€n>2) Irlhe. (359

kn€Tnh

Preuve.

1. Le résultat (3.57) est le méme que (2.26) du Lemme 2.1.8.

2. Pour obtenir (3.58), nous commengons par appliquer 'inégalité de Cauchy-Schwarz
a (3.55) et nous obtenons :

1
(L=l < X {1e - 2@ -G +alGrHAcE - vy v

"’inelrnh
—édiv uy CF =19 C3 o | 7= 7 o,
#3301V 1 ol 7= o }

en E€kn

(3.59)
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3.6. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

Nous choisissons 7, = Cy,;7 et nous utilisons (2.4), pour trouver :

(RLCD =l < 3 ah{ g = (G- G+ V- (e R

K/n€7fnh 1
—up - VCR v O 1 G o, [,
b X et | alCEIVER 1] o I |-

en€Exrn

(3.60)
L’inégalité de Cauchy-Schwarz discréte, la relation (ab + c¢d) < (a4 ¢)(b+ d) et
(3.56), nous donnent :

1/2 1/2
r<Rﬁ*<c;:>,r—m>|s( 3 <niz,n,%>2) ( S elfant Y e ¥ |fr|iAen) .

En€Tnh En€Tnh En€Tnh kn€Tnh

Finalement, nous obtenons :

1/2
(RE(CI),r = )| < ( 3 <ns*,n,ﬁn>2) 17 e

kn€Tnn

3.6 Les majorations d’erreur a posteriori

Dans cette partie, notre but est d’introduire les théorémes qui fournissent les majora-
tions d’erreur a posteriori de la vitesse et de la concentration.

Théoréme 3.6.1. Nous supposons que u appartient o L>(0,T; L3(Q)?), C' appartient
a L>=(0,T;L3()), et VC appartient a L>(0,T; L=(Q)?). Pour tout 1 < m < N, il
existe une constante c indépendante de h et de T telle qu’on ait la majoration d’erreur a
posteriori suivante entre la concentration C' du probléeme (3.1) et la solution C}, associée
a la solution (C})o<n<n du probléme (Edslx) :

tm tm
| Cltm) = Ciltm) [2aiqy +n / | C(s) — Cls) |12 ds + 20 / | C(s) — Ca(s) 2oy ds

< C(Z 19 = 9" 2t s tuvry + I Co = Ci 2y + 1 0= [[Z2(0,,.x)

+ Z Z ch Nn (ng,n,nn)2 + Tn(ng*,n,nn)2)> )

n=1 kKnETpn

(3.61)

Preuve. Commencons par intercaler (a(C; 1 )VC(t), Vr) et (u(t)-VCp',r) dans la deuxiéme
équation du probléme (3.47) considérée pour ¢ €]t,_1,t,]. Nous obtenons en utilisant le
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3.6. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

fait que div (u) = 0 la relation suivante :

(%(C = Ch)(8),7) + (a(CRHV(C = Cp)(t), Vr) +19(C(t) = Cu(t),7)

= (9(t) = g(tn),7) + (Reu(CP)(1), 7) + (a(CF 1) — a(C(1))VC(L), V) (3.62)
—(u(?) - 1(C() Cr)r) + (up —u(?)) - VCOR),7) '

2(dlv (u, —u)Cy,r).

Nous choisissons r = C' — C}, et nous utilisons la relation (3.2) pour avoir :

5= () L2 +an [ r(@) 5 +ro I m(#) 720

< |(9(t) = g(t), 7(1))) + (RL(CL). 7(1)) + (RE(CR), (1) — 1) 3.63)
HolC) — a(C(0) V(). Tr) — (u(t) - V(C(t) — Cf).7)

1
+((u} —u(t)) - VCP),r) + (dlv (up —u)Cy, 7).
Nous cherchons a majorer le coté droit de I’équation (3.63). Pour cela, nous commengons

1

par majorer (g(t) — g(t,),7(t))) en utilisant I'inégalité ab < —a* + %62 de la maniére
aq

suivante :

(9(t) = g",r(®) < [ g(®) = g" llvll r(t) |}y
< () =g I3+ 17 @) 17

La majoration des trois derniers termes de (3.63) s’effectue exactement de la méme fa-
gons que les trois derniers termes de (2.35). Il nous reste donc a majorer les termes
(RE(Ch)r(1), (Re(CR),r(t) = ma) et ((C7T) — a(C())VC(E), V).

L’équation (2.5) nous donne les relations suivantes : Pour t €]t,,_1,t,]

tp — 1, .
. Cp — Ch(t) = (Ch - Oy 1)7

-
Iy (3.64)
Ch(t) — m.Cp = Lep — o,

n

Pour la majoration de (a(C}'") — a(C(t)))VC(t), Vr) nous utilisons I'Hypothése 3.2.1,
le fait que VC € L>(0,T; L*°()?) pour avoir

(a(Cy™) —a(C(H)V(C(H), V(1))
<[l (G = a(CH) 2@l VICW®) =@l V(r(®)) lz2@)

<Co—||C” F= O e +—||7“()||?/-

(3.65)

Or, pour chaque n € [1, N], et pour chaque s €]t,_1,t,], nous avons en utilisant (3.64) :
- 2
I C(s) = msCi(s) 2y < (N C(5) = Ci(s) lzay + 1l Culs) = Ci ™" llraqey ) )
5§ =ty n— n
< (110669~ Culs) sy + (=22 1671 = O i )

2( | C(5) — Culs) Iagey +(S22 | G — C2 I )
(3.66)

IN
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Alors,
(@(Cy71) = a(CH)V(C()), V(1))

. 3.67
< ( 1 7(t) By + 1| G — C3 2 ) o et g 307

Passons a la majoration de (R7, (Cy)(t),r). En utilisant (3.64) dans (3.49), nous obtenons

tn

@O = (e -6 ) e

Tn

‘- )

n

= > { / n b=l (CpVIC - Y (@) - V() dx

T
kn€Tnh "

—H‘o/ tnT; t(O;; — P Y (2)r(z) dx}.
(3.68)

n

Puisque « est borné (voir (3.2)) et que

< 1, nous avons :
Tn

[(Re.(Ch)(2), 7)

< al/gwcg—cg—l)(a;)-vm) dx‘+ro‘/Q(C,?—C}j_l)(x)r(x) dx|.

(3.69)
Nous obtenons donc facilement
- €10 n— 1
(RL(CW®),r())] < es7- | CF = i Iy too ) I5 -
1
Pour finir, majorons (R" (C?),r — ry,). En utilisant la relation ab < fugz .y 2—62 dans
€11
(2.27), nous avons
n €11 1
R =l < er( Y O+ 0 ). (370)

En€Tnh

Finalement, en regroupant toutes les majorations précédentes avec (2.36), (2.37), (2.38),
11 .

1 Q
(2.39), (2.40) et en prenant €;,7 = {0, ..., 11} tel que 5 Z — soit égal a Zl et nous notons
i=0 ¢
Co€o = Co1, nOUs obtenons

% Fr(8) Zeqgy +6a () 5 +2r0 [ 7(2) 220 ( Fg(t) = g™ I3 + [l u(t) —un(®) 1%

=it Iy + lwp =y X+ > (ﬁf,n,nn)2> +cor || 7(t) 1720
kn€Tnh

(3.71)
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Soit t € [tym_1,tm]; afin d'intégrer I'inégalité ci-dessus entre 0 et ¢, nous commengons par
intégrer entre t,_; et t,, puis nous sommons sur n de 1 & m — 1 et finalement nous
ajoutons l'intégration entre ¢,,_; et t. Ansi, nous obtenons

t t
() ey +0n / | v(s) I3 ds + 2rg / I 7(5) By ds
0 0

| g—mrg Hiz 0,6;Y") + || Co — Cg H%Q(O,t;LQ(Q)) +u—u, H?ﬂ(O,t;X)

+ Z Z ncnﬁn (n;,n,nn)Q + Tn(n?*,n,nTL)Z)) + Co1 H r H%Q(O,t;LQ(Q)) :

n=1 knE€Tph
(3.72)
Nous appliquons le Lemme Gronwall 2.2.1 avec les fonctions suivantes :

t t
y(t) =1 7(1) 220y +n / | v(s) I3 ds + 2rg / I 7(5) ey ds,

f(t) = (Hg mrg ||L20tY' + | Co—C ||L20tL2 —i—Hu up HLZOtX +Z Z (M) +

n=1 KnETph

(ng,n,mn )2 + Tn (n?*,n,ffn )2) ) )

g9(t) =1,
k(t) = (o1,

et nous obtenons

t t
() 720 +@1/ Ir(s) 15 d8+2ro/ I7(s) 1720y ds

| g—mg ||L2 oy T | Co—Cy ||L2 0502(0) T [u—w, H%Q(O,t;X)

+ Z Z T]c n nn (nz—t,n,nn>2 + Tn(n?*,n,nn)2))

n=1 KnE€Tprh

+co1 /Ot (f(T) X exp /Ot Co1 ds) dr.
(3.73)

Puisque 7 < ¢, nous avons f(1) < f(t), alors le dernier terme de (3.73) peut étre majoré
par une constante fois f(t).
Pour t = t,, nous obtenons donc le résultat souhaité. O

Rappelons maintenant le Corollaire 2.2.14

Corollaire 3.6.2. Soit h, < ¢s7,,Yn € {1,...,N}, ot ¢ est une constante positive
indépendante de n. Supposons que Vu € L>®(0,T; L*(2)?*?) et u € L>(0,T; L3(22)?),
pour t €lt,_1,tm], nous avons l’estimation d’erreur a posteriori suivante entre la vitesse
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u solution du probléeme (3.1) et uy, qui correspond a u}} solution du probleme (Eds1*) :

I 0(0) = () B +0 [ u(s) = ua(s) [ s

< C( | fo — 760 |20, 202y + Il 0o — W 720y +70 | wo — uj |5

+ H C - Wl,TOh H%Q(O,t,L‘*(Q)) + H Tu — T A H%Q(O,t;X) +ZTn Z (nz’n’ﬂ"y)’

n=1 ’fn€77nh
(3.74)
ou ¢ est une constante positive.

Ainsi nous avons que la majoration d’erreur de la concentration (3.61) dépend de l'erreur
sur la vitesse et la majoration (3.74) dépend de 'erreur sur la concentration. Pour cette
raison, nous avons besoin de combiner ces deux inégalités dans un premier lieu, puis dans
un second lieu nous allons utiliser le Théoréme 3.6.1 et le Corollaire 3.6.2 pour obtenir la
majoration désirée.

Théoréme 3.6.3. Sous les hypothéses du Corollaire 3.6.2 et du Théoreme 3.6.1 , nous
avons la majoration suivante pour chaque m € {1,... N} :

tm tm
I Ctw) = Cult) Iy +n |1 C) = Culs) I ds 70 [ Cs) = €l [
t’"L
1 ) = ) [+ [ () = (o) [ s

0( 19 =79 204,y + I Co = Ch 2y + 1o = w0 1722 +70 [ wo — wj [I%

+ H fO 7T.,-f0 ”L2 0,tm;L2(Q)2) + Z Z ncn nn (n;,n,nn>2 + Tn(nZn,f{TL)Q + Tn(ng,n,nn)2)> )
n=1 Kn€Tnh

ol ¢ est une constante positive.

Preuve. La preuve de ce théoréme est exactement la méme que celle du théoréme 2.2.15
avec une toute petite différrence. Nous aurons a remplacer le terme a par &;. ]

Rappelons a présent le Théoréeme 2.2.17 que nous allons a nouveau utiliser :

Théoréme 3.6.4. Soit (u,p,C) la solution du Probleme (3.1) et (up,pp, Ch) la solution
du Probléeme (Eds1*). Pour 1 <n < m avec m € {1,---, N}, nous avons les inégalités
sutvantes :

1
|| —(u - uh) +u-Vu-— T ap - Vﬂ'TIIh - 5 div (7'('1 Tuh)muh + V(p — ph) ||L2(O,tm;X’)

< C(Z Z (Tn(nz,n,mn)2 + (T]Z,n,nn)2)+ || fo — m-fo H%z(o,tm;Lz(Q)Q)

n=1 kn €7;1,h

1/2
£ 1C=Ch Paory +Wkwmﬂmmwm) .
(3.75)
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Théoréme 3.6.5. Sous les hypothéses du Théoréme 3.6.1, la solution exacte C' du Pro-

bleme (3.1) et la solution C), du Probleme (Eds1*), pour1 <n < m avecm € {1,--- N},
vérifient ’estimation suivante :
0 1.
|| a(C - Ch> +u-VC - TUp - VTI'TO}L - 5 div (WTuh)WTC’h HLQ(O,tm;Y’)
S C( Z Z (Tn(n?*,n,nn)Q + (WZ*,n,nn>2 + (n;*,n,nn)Q)
n=1 kn€Tnn 9 0 12 5 1/2
+lg—mrg HLQ(O,tm;Y/) + | Co =Gy HLQ(Q) +lu—u HLQ(o,tm;X) )

(3.76)
ol ¢ est une constante positive indépendante de h et de n.

Preuve. Nous considérons la seconde égalité du systéme (3.47) du Lemme 3.5.1 :

(%(C —Cy)(t),r)+ (u(t) - VC(t) — mrup(t) - Vi Ch(t),r) — %(div (mrup ()7 Cr(t), 1)
= —(a(C(t))VC(t),Vr) + (a(mr 1 Cr(t))VCL(E), V) — ro(C(t) — Ci(t), )
H(RE(8), 7 = ) + (RL(L),7) + (9(t) — g(tn). 7).
Toutefois,

I %(C = Cy)(t) +u(t) - VO(t) — moup(t) - Vi, Cp(t) — %div (mrun (£))m-Cu(t) [y

= sup ! ((%(C —Cp)(t),r)+ (u(t) - VO(t) — mrup(t) - Vr, Cr(t), 1)

rev || 7 Iy

1, ..
—§(d1V (M ran(t))mran(t), r))

—sup ¢ :HY (= (@(CE)VC(1), Vr) + (almraCh () VCa(t), V)
—ro(C(t) — Cu(t), ) + (RE(t),r — 1) + (RL(£),7) + (g(t) — g(tn),7)).

(3.77)
Nous commengons par majorer les deux premiers termes de (3.77). Tout d’abord, nous
insérons (a(m; ,Cp,)V(C(t)), V(r)); nous obtenons :

((mr i Ch () V(Cu(t) = C 1)), Vr) = ((C(t)) = a(mr1Cu(t))) VO (L), V).

Pour le premier terme de 1’équation ci-dessus, nous utilisons le fait que « soit borné
(voir (3.2)). Pour le second nous utilisons le fait que « soit lipschitzienne (Hypothése
(3.2.1)), puis, nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée L* — L* — L2, le
fait que V(C) € L>(0,T; L*(Q)?) et (1.3) avec p = 4; nous obtenons :

(71 Cr() V(Ca(t) = C(1)), V) + ((a(C(1) = alm, Cr(1)) VO(R), V) (3.78)
< ay || Cu(t) = C @) vl v lly +eo | C) = Ci Vvl DIy |

Le troisiéme et dernier terme de la partie droite de (3.77), peuvent étre traités en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour le quatriéme terme, nous prenons r, = Cy,,7 et nous
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utilisons (3.58) pour obtenir :

1/2
(RE(8),r = )] < ( 3 <n£;,n,ﬁn>2) I 1y

Rn 67’nh

Pour le cinquiéme terme, un simple calcul nous permet d’écrire :

1/2
[(RE(E), )| < 2 ( >, lcr-at Hiflw)) I fly -

kn€Tnh

D’ou
| —(C Ch)(t) +u(t) - VO(t) — moup(t) - Vi, Cp(t) — %div (mup ()T Cr(t) ||y
<3 (@1 | C(t) = Cu(®) I3 +ro | C@) = Cu(t) 20y + I 9(8) — 9(ta) 113

1/2
b NG B+ S 0han?)

En€Tnh En€Tnh

Pour obtenir le résultat désiré (3.76), nous intégrons entre ¢, et ¢,, et nous sommons
sur n de 0 & m.
Sachant que

t t
[1et-mcu g a<e( [1e0-c6 B a3 007 69
0 0 n=1 kn€Tnhn
nous utilisons (3.61) et nous obtenons le résultat recherché. ]

Afin d’obtenir I'estimation d’erreur a posteriori, il nous faut encore majorer ce terme :

Z[ | u(t) - mow(t) % dt.

Pour cela, nous suivons les mémes étapes suivies dans (3.79) et nous obtenons :

Z/ I u(t)—mrun) ||th<c<z/m||u () B st S S ) ')

n=1 kn€Tnn
(3.80)
Finalement, nous sommes en mesure d’établir le résultat final de I'estimation d’erreur a
posteriori correspondante aux problémes (3.1) et (Eds1*).

Corollaire 3.6.6. Soit h, < cs7,,Yn € {1,...,N}, ot cs5 est une constante positive
indépendante de n. Sous les hypothéses du théorémes 3.6.1 et du corollaire 3.6.2, pour
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chaquem € {1,--- N}, les solutions (u, p, C') de (3.1) et (up, pp, Cp) de (Eds1*) satisfont
l’estimation a posteriori suivante :

(o —un]J?( )+HC Cull*(tm)

+ || —(u — uh) +u- Vll — T Tuh Vmuh — 5 le (7Tl Tuh)muh + V(p — ph) HLQ(O,tm;X’)

0
+ || —(C Cy)+u-VC —muy, -V, Cp, — —d1V (mrup) 7 Ch | 22(0,8m:v7)

< C< 19 =79 (12200 + 1| Co = C}l 7200 + I o — 03 (1720
+70 | wo —uj [|3 + || fo — 7. £y ||L2 (0,tm;L2(€2)2)

+ Z Z nc ,n Hn (7717,;,717/in) _I— Tn (nc,n,nn) + Tn (nz,nﬁn)2)) .

n=1 kn€Tnn

(3.81)

Preuve. Le résultat est une conséquence directe de la définition de [[u — uy]]?(t,,) et

[[C — CL])*(tm), du Théoréme 3.6.3 et des Inégalités (3.76), (3.75) et (3.80). O

3.6.1 Majoration des indicateurs

Dans cette section, nous allons monter l'efficacité de l'estimation d’erreur a poste-
riori (3.81). Cette derniére consiste a majorer chacun des indicateurs 07, ,, .. 1%, 1 s s Mo
et n% .. localement avec I'erreur entre la solution exacte et la solution numérique.

Pour établir la preuve de l'efficacité, nous rappelons ', v, et g; qui sont respectivement
des approximations de f", v¢ et g™ données par les formules (2.98), (2.99) et (2.100). De
plus, pour toute fonction £ € LP(k,,) et pour chaque élément k,, € Ty, nous posons

1
@mzﬁgﬁg@wa (3.82)

Une conséquence directe des propriétés de o est que «, est bornée et Lipschitzienne par
rapport a &.

La majoration de I'indicateur n, ,, .~ est identique a celle de 7, .~ établie dans le Théo-
réeme 2.2.20 que nous rappelons par la suite.

Théoréme 3.6.7. Pour tout n € {1,---, N}, nous avons ['estimation suivante :

(ng*,n,nn)Q S c ( || C— Ch |’%2(tn,17tn;H1(Hn)) + ” C - 7T7'Ch H%%tn,l,tn;Hl(fcn)) ) )
ou ¢ est une constante indépendante du pas de temps et du pas de maillage.

t—1

Cn(t) — 7 Calt) = ——(Cft — O3 ).

Tn

t—t,\" o
( >H%—%I%Mﬁ%MM%CNWhW+HW@—m%M%%J

Tn

Passons & la majoration de l'indicateur 7/, ,, . .
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Théoréme 3.6.8. Soit VC' € L>(0,T; L>°(Q)?), nous avons pour tout n € {1,--- | N}
Tn(n?*,n,nn)Q S

a n n 1 : n n n 2
cf |l 5(0 —Cp)(t) +u-VC —uy - VO — §d1V (W)} +710(C = CF) T2ty tnim-1(Amn) )
+ || an(C) — ac(C) ||%2(tn,1,tn;L2(Ann)) +[|C=Ch ||L2(tn71,tn;H1(Ann)) +7a || Cf — C}?fl nyl(mn)

the 9= 720 (Lo, s tr2anay) Tl 19" = 9k [T2(ax,) >

(3.83)
ol ¢ est une constante indépendante de n et de m.

Preuve. Nous considérons la seconde égalité du systéme (3.47) du Lemme 3.5.1 dans
lequel nous simplifions la partie droite et la partie gauche par (R, (t),r). Nous utili-
sons (3.54), nous intercalons g7, (ax(C;)VCO(t), Vr) et (an(C(t))VC(t), Vr), et nous
obtenons pour chaque t =|t,,_1,t,] :

/Q%(C_Ch)(t)rdx“‘/gzu(t)‘Vc(t)rdx+/ah(Cﬁ_l)V(C(t)—C’,’Z):V(r) dx

Q

+/(&(C(t)) —ap(C(1)V(C) - V(r) dX+/(ah(C(t)) —an(Cy)V(C) 1 V(r) dx
Q Q

—/uz.vcgrdx+r0/(0(t)—c;;>rdx—%/dw ()P 7 dx
Q Q

Q

= {/(g(t)—g")TdXJr/ (9" — gp) rdx

En€Tnh fin Fn

1 1. 2\ 1 n
+/ (gn — T—(C}j — O+ V- ((CHVOR) —ul - VO — 5ohv (U O — reC) r dx

=53 /en[a(C',?_l)VC’,’Z(a) -n]r(a)da}.

en€eky,
(3.84)
Nous choisissons tout d’abord r» =, ou

( n 1 n n—1 n—1 n n n

(gr — —(Cp = Cy7) + V- (a(Cy)VCY) —uy - VO

" 1
. = —§div (up)Cp —1oCP )Yy, On Ky,

\ 0 on Q\ kK.

Rappelons que 1, est une fonction bulle qui est égale au produit des coordonnées bary-
centriques associées avec les sommets de k,,.
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Alors, nous obtenons

1 Lo v m n
/ (gh — —(Cr = CF )+ V- (a(CF V) — - VO — §dlv (u)Cp — 1oC)* 9y, dx

Tn

= / %(C — Cy)(t) s, dx +/ u(t) - VO(t) ry, dx — / u' - VO r,, dx

Kn Rn

_%/ div (u})CF 7y, dx—H"o/ (Ct) = Cy)ry, dx

Rn Kn

+/Q(a(0(t)) —ap(C())V(C) : Vr,, dx + /Q(ah(C’(t)) — ap(CP)V(C) : V1, dx
+/ an(CPHV(C(t) — CF) : Vr,, dx
Q

[ o)~ dx = [ (6 gy, ax

Rn Kn

(3.85)
Puisque r,, € H}(k,), nous appliquons la définition de la norme de H!(k,,). Nous notons
par I;;1 = 0,...,9 les termes de la partie droite de ’égalité (3.85). Nous appliquons
I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour avoir :

)
It D I+ I+ L < e (|| 55(C = Ca)(t) + - VO(1) = wj;- VC:

1 : n n n
—§d1V (up)Cy +ro(C(t) — C) HH—l(nn)H Tkn HH&(ﬁn) )

Passons & la majoration de I5. Nous appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz et nous
remarquons que VC € L>(0,T; L>°()?). Alors nous avons :

[Is| < 2] a(C(t) = an(C®)) (|20 | VIC@) [l 0mizoe@) | o0 a1 ()
< e[ a(C1) = an(C®) 2l T [l (s -

Comme ay, est Lipschitzienne, et VC' € L>(0,T; L>°(€2)?), nous appliquons I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, nous intercalons par Cj(t) et nous utilisons (3.64) pour avoir :

Isl < e[| Ct) = O iz | VIC(1)) =iz @) || 7o [l o)
< (1 CW) = Cu®) 2oy + 1 CF = CR™ Nirrgeny ) | T i1 -

Pour le terme I7, nous utilisons le fait que a soit bornée, puis nous appliquons 'inégalité
de Cauchy-Schwarz, nous intercalons par Cj,(t) et nous utilisons (3.64) pour obtenir :

1I7] < e (1 C(t) = Cul®) Nl + 1 O = CR7 ey ) 17 M2y -

Il nous reste & majorer les deux derniers termes. Il nous suffit d’utiliser l'inégalité de
Cauchy-Schwarz pour avoir :

[Is + Il < es( 11 9(t) = 9" =10l 7 Nowma + 11 9" = i ol 7, ok )-
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Ainsi, nous considérons I’équation (3.85), nous combinons les majorations correspondantes
de I;,2 =0,...,9, puis nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les propriétés 2.1.1
et 2.1.2, ensuite nous multiplions par hin et nous intégrons entre t,_; et t, pour avoir
I'inégalité qui suit :

]. n n— n— n n n 1 : n n n
Tnhin | g" — T_(Ch -y 1) +V- (@(Ch 1)V0h) —u, - VO — ile (uy,)Cy — oYy Hg,nn

8 n mn 1 : n n n
< Cg( ” @(C — Ch)<t) +u- VO — u, - VC’h — §le (uh)C'h + 7’0(0 — Ch) ”%2(%71’%;]{71(,&"))
+ || an(C) — ac(C) H%Q(tn_l,tn;LQ(nn)) + [ C—=Ch HLQ(tn_Ltn;Hl(nn)) +7, || C} — Cﬁfl Hip(NH)

+hin lg—9g" H%Q(tn_l,tn;LQ(nn)) _'_Tnhin I 9" —gn H%,nn )
(3.86)
Cette derniére inégalité représente la majoration du premier terme de 'indicateur nfj*’nﬁn.
Passons a la majoration du second terme.
Pour obtenir la majoration du second terme de nf,, ., nous considérons un élément
Kn € Ton €t e, € 0Kk, N Fﬁb; nous notons par x,, 'autre cellule du maillage qui contient e,
et nous considérons 1’'Equation (2.61) avec r = r,, ofl :

n

_ [ Lo ([(CTHVC] - nle,e,)  on Ky Uk,
Ten = 0 on Q\(k, UK.).

Nous obtenons :

[ (€ VEs - ul2 s -

€En

1 Lo m n
(g — —(Cr = CP Y+ V- (a(CHYVOE) —uf - VO — 5dw (UM CP + 1oC)re, dx

KnUK!, Tn

—/ » (%(C’ —Cp)(t) +u(t) - VC(t) —up - VO — %div (up)Cp +ro(C(t) — CF)) e, dx
+/ » (a(C(t)) — an(C(t))V(C) : Vr,, dx +/ » (an(C(t) — an(C 1V (O) : Vr,, dx

+/ an(CP IV (C(t) — CF) : Vr,, dx
KnUK],

—/ (g(t) —g")re, dx—/ (9" — gp) Te, dx.
KnUK],

KnUK],

Nous suivons les mémes étapes que nous avons suivi pour majorer le premier terme de
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3.6. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

e 2
~ sont bornés par 1, nous avons :

h
(%, n.x,)’- En utilisant (3.86) et le fait que = ;

€.
et
e

n

he, T || [2(C7HVCE - ne, 5, <

co( | 5(C = Cu)() +u- VO —ujp - VO = odiv (wi)Cf +1o(C = Cf) |12

(tn—1,tn;H= (10 UK7,))
1 0n(€) = 06(C) sy + € — Co Tt sy
+Tn || Cf? o Ci?il H%ﬂ(nnUn’n) +hzn H 9 - gn H2L2(tn_1,tn;L2(nnUn/n)) +Tnh(2£n || gn - gi? H?),nnUngl )

(3.87)
En regroupant (3.86) et (3.87), nous obtenons la majoration de n?, . O

Il nous reste a majorer les indicateurs de la vitesse ny, , . et nﬁ*mﬁn, qui sont exactement
les mémes que 7, . et 7]3’"7,{”. Nous rapellons ci-dessous, les deux théorémes correspon-
dants.

Théoréme 3.6.9. Pour tout n € {1,--- , N}, nous avons les estimations suivantes :

(n;*,n,nn)2 S c ( H u—up H%2(tn,1,tn;H1(nn)2) + H u — 7mr-up |’%2(tn,1,tn;H1(ﬁn)2) ) )

ol ¢ est une constante positive indépendante de n et de h.

Théoréme 3.6.10. Soit Vu € L>(0,T; L>°(Q)**?), nous avons pour toutn € {1,--- N} :

Tn (T’Z* n nn)Q S

< | —(u —w,) +u-Vu—u} ! Vuy - div (uy Y} + V(p — pn) ||%2(tn_1,tn;H—1(Ann)2)
+ H C Oh ”L2 tn 17tn7H1(AHH)) _I_Tn ” O - Cn ' H A’ﬁn) _I_ || u- uh’ H%2(tn—l7tn;H1(Al‘€n))

+ [ uj —u ||L2(tn,17tn;H1(Ann)) + [| vn(C) — ve(C) ||L2 (tn—1,tn:L2(Akn))

2 o= by [y a2, [ E(C) — () [Eag pono Mm).

(3.88)

ol ¢ est une constante positive indépendante de n et de h.
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Chapitre 4

Simulations numériques

Dans ce chapitre, I'objectif est de vérifier numériquement les résultats théoriques des
estimations d’erreur obtenus dans les chapitres précédents. Nous nous intéressons alors au
probléme de Navier-Stokes instationnnaire couplé avec I’équation de convection-diffusion-
réaction (1.1) en dimension 2. Nous utilisons le logiciel Freefem-++- [27].

4.1 Simulation numérique sur maillage uniforme

En premier lieu, nous illustrons et vérifions I’analyse a priori du schéma proposé ici et dont
I'estimation d’erreur a priori a deja été établie dans [5]. Nous considérons une géométrie
simple de Q, le carré [0, 1)%, ou chaque coté est décomposé en N segments (voir figure
4.1). Nous considérons la constante de diffusion o = 1, la constante rq = 1 et la viscosité
de la forme vy = 0.5 et vo(C) = 0.2sin(C) + 0.5.

FIGURE 4.1 — Domaine {2

Nous posons comme solution théorique (Uey, Per, Cer) = (r0t), Pes, Cer ), telle que pour
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4.1. SIMULATION NUMERIQUE SUR MAILLAGE UNIFORME

tout (z,y) € Q,
U(z,y) = 2*(x — 1)*y*(y — 1)* sin(?),
pew(x7y7 t) = (t + ]') COS(?TIL’) COS(?Ty),
C., = —t 6—100((x—0.3—0.3t)2+(y—0.3)2)_

Notre but est de tester les résultats numériques obtenus et de les comparer aux solutions
exactes. Les figures 4.2 et 4.3 comparent les solutions numérique et exacte de la pression.
De méme, les figures 4.4 et 4.5 illustrent une comparaison entre les vitesses numérique et
exacte. Finalement, les solutions numérique et exacte de la concentration sont présentées
dans les figures 4.6 et 4.7. On remarque que la solution numérique calculée représente
une bonne approximation de la solution exacte pour les problémes de Navier-Stokes et
I’équation de convection-diffusion-réaction instationnaire.

FIGURE 4.2 — Pression numérique a t = 1. FIGURE 4.3 — Pression théorique a t = 1.

F1 E 4.4 - Vi eTi At =1. : .
GUR Vitesse numérique a ¢ FIGURE 4.5 — Vitesse théorique a t = 1.
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4.1. SIMULATION NUMERIQUE SUR MAILLAGE UNIFORME

m-0423313

o
i
o
8
tf
&

o
m-0.0247078

FIGURE 4.6 — Concentration numérique FIGURE 4.7 — Concentration théorique a
at=1. t=1.

Pour 'estimation d’erreur a priori nous définissons 'erreur relative totale suivante :

N n n N n n N n n
o (an Tol W — WG 2 + 2o my TallPh — P72y + 2onmy TlCR = C %{1(Q)>1/2

N n Y22 n
2 T (0 G 2 + 111720y +1C™ 2 )

La figure 4.8 représente, en échelle logarithmique, la courbe de l'erreur relative totale
correspondant au schéma discret (Edsl), en fonction du pas de maillage h. On teste

1
I’algorithme pour N allant de 20 a 50, par pas de 10 avec T' =1, h = — et 7 = h.

La pente de la courbe d’erreur en échelle logarithmique est d’odre 0.9838, les résultats
numeériques sont alors d’ordre un en temps et en espace.

0.08

0.06 1 1 1 1 1
0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

Pas du maillage

FI1GURE 4.8 — Courbe d’erreur en fonction du pas de maillage.
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4.2. SIMULATION NUMERIQUE ADAPTATIVE (CAS ACADEMIQUE)

4.2 Simulation numérique adaptative (cas académique)

Nous effectuons maintenant la vérification de 'analyse a posteriori de notre algorithme.
Nous considérons le méme exemple que dans la section précédente.
La solution théorique est (Uez, Pex, Cez) = (r0t1), Pes, Cey), telle que pour tout (x,y) € Q,

Yz, y) = 2*(x — 1)*y*(y — 1) sin(t),
Pex(,y,t) = (t+ 1) cos(mzx) cos(my),
C,, = —t e~ 100((z—0.3-0.3t)*+(y—0.3)?)

Nous considérons Q = [0,1]%, 1o = 1, v(C) = 0.2sin(C) + 1 et T =1 . Nous commengons

I’algorithme adaptatif avec un maillage initial correspondant a N = 20 et le pas de temps
1

T=—.

N

4.2.1 Terme de diffusion constant

Dans cette section, nous supposons que le terme de diffusion est constant (o = 1).

Pour montrer les résultats numériques de I'estimation d’erreur a posteriori entre la solution
exacte et la solution approchée étudiée dans le chapitre précédent, nous introduisons les
indicateurs d’erreur temporels suivants :

N T \2\ 1/2 N T o\2\ 1/2
Eru _ (Zn:()(nu,n> ) ot E’TC _ <Zn:01()nc,n> ) :

D
ou
2 2
)= > <nl,n,ﬁn) L)t = > (ngn,nn>,
kn€Tnh kn€Tnh
et

N
D = ZTn(|uZ|?ql(Q)2 +IphllZ2) + 1Ch I (@)

n=1

Nous introduisons aussi les indicateurs d’erreur spatiaux :

N h 2\ 1/2 N h \2\ 1/2
Ehu _ (Zn:(énu,n) ) ot Ehc _ (Zn:()(nc,n) ) ’

ou

2 2
)?= > (nﬁ,n,nn) et (nh)= > <n2n,nn)-

En€Tnhn

Notons Eipy = E,, + Er + Ep, + Ep,.
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4.2. SIMULATION NUMERIQUE ADAPTATIVE (CAS ACADEMIQUE)

Les figures 4.9 jusqu’a 4.12, nous montrent 1’adaptation du maillage.

FIGURE 4.9 — Maillage initial

FIGURE 4.11 — Maillage a t = 0.496
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4.2. SIMULATION NUMERIQUE ADAPTATIVE (CAS ACADEMIQUE)

Sur les figures 4.13 et 4.14 nous illustrons la performance de l'algorithme adaptatif. En
effet, nous comparons ’erreur totale et les indicateurs d’erreur en fonction du nombre de
degrés de liberté pour 'algorithme adaptatif et pour I'algorithme uniforme. Ce nombre
est obtenu comme la somme sur tous les pas de temps du nombre de degrés de liberté
sur le maillage utilis¢é a chaque pas de temps. Nous pouvons constater 'avantage de
la méthode adaptative puisque l'erreur est toujours inférieure a ’erreur obtenue par la
méthode uniforme.

0.3 T T T T T T

0.23 uniforme |
adaptatif

0.15 b

A1 T
.09 - b

=

Erreur totale
o o O

07 T

0.05 - 4

0.03
le+04 2e+04 3e+04 4e+04 7e+04 1.2e+05 2e+05 3e+05

Nombre de degrés de liberté

F1GURE 4.13 — Courbe d’erreur totale en échelle logarithmique du cas étudié.

14 F T T T T T T B
1_25_ uniforme _
r adaptatif | 1
- 1F ]
= [
o L
_5 08 T
kel L
2
E 0.6 r T
@
Q i
o L
=S
0.4 r b
1 1 1 1 1 1
le+04 2e+04 4e+04 7e+04 1.1e+05 1.7e+05 2.5e+05

Nombre de degrés de liberté

FIGURE 4.14 — Courbe des indicateurs d’erreur en échelle logarithmique du cas étudié.
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4.2. SIMULATION NUMERIQUE ADAPTATIVE (CAS ACADEMIQUE)

Nous définissons d’autre part l'indice d’efficacité de la fagon suivante :

Erllvzl Z (Tn<n5,n,nn)2 + Tn(n;n,nn)2 + Tn(nz,n,nn)Q + Tn(ngn,nn)Q

Il? o Hn€7%h 1/2
= ~ .

> m(lup = By + 1ph — 232 + 1CF = C o)

n=1

Dans ce tableau, nous montrons la valeur de 'indice d’efficacité pour différents nombres
de degrés de liberté (DDL). C’est le rapport entre 'estimateur d’erreur et I’erreur exacte.
Nous pouvons remarquer que 'indice d’efficacité varie aux alentours de 8.

DDL || 10 324 | 18 965 | 23 913 | 54 948 | 241 276
IE 8.80 7.67 9.09 8.74 7.60

TABLE 4.1 — Répartition de I'indice d’efficacité en fonction du nombre de degrés de liberté.

4.2.2 Terme de diffusion qui dépend de la concentration

Dans cette section, nous supposons que le terme de diffusion dépend de la concentration
(a(C) =2+ sin(C)).

Pour montrer les résultats numériques de I'estimation d’erreur a posteriori entre la solution
exacte et la solution approchée étudiée dans le cas ou le coefficient de diffusion dépend
de la concentration, nous introduisons les indicateurs d’erreur temporels suivants :

N T 2 1/2 N T 2\ 1/2
ETM — (ano(%*,n) ) ot E‘;—c* _ (Zn:0<nc*,n) ) ,

D D
ou
2 2
Ul = X (one) 0P = T ()
Nn€7%h 5n€7%h
et

N
D = ZTn(’un‘%p(Qy + Han%Q(Q) + ’Cmﬁrp(ﬂ)).

n=1

Nous introduisons aussi les indicateurs d’erreur spatiaux :

E _ ETJLO (771}2*,71>2 1/2 et E — 27]27:0 (n?*,n)Q 1/2
hu* _D hc* D Y

ou

2 2
(en)® = > <nﬁ*,n,nn) et (nh,)?= > (nhn>

En€Tnh En€Tnh

Notons Eippe = B, + E;.. + Ep,, + Ep,,.
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4.2. SIMULATION NUMERIQUE ADAPTATIVE (CAS ACADEMIQUE)

Les figures 4.15 jusqu’a 4.18 nous montrent ’adaptation du maillage.

b

R

SN

<5

SR

/15

/

FIGURE 4.15 — Maillage initial

SEREERALERES
VAVAYAVAUS
AVAYAD S

SYAVAS
AV
7

A VAN
A‘uwg;tﬂ
% 1

KR

FIGURE 4.17 — Maillage a t = 0.475 FIGURE 4.18 — Maillage a t = 0.857
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4.2. SIMULATION NUMERIQUE ADAPTATIVE (CAS ACADEMIQUE)

Sur les figures 4.19 et 4.20, nous illustrons la performance de 'algorithme adaptatif. En
effet, nous comparons ’erreur totale et les indicateurs d’erreur en fonction du nombre de
degrés de liberté pour I'algorithme adaptatif et pour ’algorithme uniforme. Nous pouvons
constater 'avantage de la méthode adaptative puisque l'erreur est toujours inférieure a
I’erreur obtenue par la méthode uniforme.

o

N

N
T
I

uniforme |
adaptatif | _|

o

Ny

w
T

0.03 1 1 1 1 1 1 1
1.5e+04 3e+04 5e+04  8e+04 1.5e+05 2.5e+05 4e+05 6e+05

Nombre de degrés de liberté

FIGURE 4.19 — Courbe d’erreur totale en échelle logarithmique du cas étudié.

3 F T T T T T T T

uniforme
adaptatif

Indicateurs d'erreur

0.4 1 1 1 1 1 1 1
1.3e+04 2.0e+04 3.1e+04 4.5e+04 8e+04 1.15e+05 2.41e+05

Nombre de degrés de liberté

FI1GURE 4.20 — Courbe des indicateurs d’erreur en échelle logarithmique du cas étudié.

Nous définissons I'indice d’efficacité de la fagon suivante :

ZnNzl Z (Tn (771:*,77,,571)2 + Tn (n;,n,mn)2 + Tn(nZ*,n,nn)2 + Tn(n?*,n,nn)2

IE — kn€Tnh 12
= ~ .

S malug = 0B + 19E = 2"l Rao) + 1CF — CBpnge))

n=1
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4.3. SIMULATION NUMERIQUE ADAPTATIVE (CAS PLUS REALISTE)

Dans ce tableau, nous montrons la valeur de I'indice d’efficacité pour différents nombres
de degrés de liberté (DDL). Nous pouvons remarquer que l'indice d’efficacité varie aux
alentours de 8.

DDL | 14 670 | 30 643 | 58 409 | 147 168 | 568 467
IE 8.73 8.89 8.87 8.69 7.92

TABLE 4.2 — Répartition de 'indice d’efficacité en fonction du nombre de degrés de liberté.

4.3 Simulation numérique adaptative (cas plus réaliste)

Passons maintenant & un cas test plus réaliste. Dans ce nouveau cas l'inconnue C'(t)
représente la variation de la température a un temps ¢t dans un domaine supposé étre ici
la section verticale d'une piéce avec deux hauteurs de toit différentes. Nous supposons
que la température initiale est uniformément égale a Cy = 290K (aux alentours de 16°C).
Nous supposons aussi que cette piéce est muni d’un radiateur (BDEF') placé en bas du
domaine comme le montre la Figure 4.21 ou AB =1.6, BD = 0.4, BF =0.8, FG = 1.6,
GH=25 HI=21J=1, JK=2¢et KA=3.5.

A B F G

FIGURE 4.21 — Le domaine

Par conséquent, la simulation décrit ’évolution de la variation de la température et de la
vitesse de 'air dans la piéce en fonction du temps. Les paramétres physiques sont choisis
pour représenter les valeurs typiques de I'air et sont tous exprimés en unités SI : T" = 1200,
ro =0, =2x10"°, et v = 107°. De plus, le terme source dans ’équation de quantité de
mouvement est donnée par la force de la flottabilité £f(C') = (0, gravx C/Cy) ou grav = 10.
En outre, le terme source de chaleur est choisi suffisamment petit pour que ’écoulement
reste en dessous d’'un régime turbulent ; il est donné par

_ [ 107®  au niveau du radiateur BDEF),
10 ailleurs

Pour finir, sur la frontiére 0€2, nous utilisons les conditions de Robin avec un coefficient
de Robin égal a 107°, et ceci afin de modéliser de faibles pertes de chaleur.
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4.3. SIMULATION NUMERIQUE ADAPTATIVE (CAS PLUS REALISTE)

Nous commengons la simulation avec un maillage uniforme. Le processus adaptatif géneére
des maillages qui suivent bien la vitesse et la variation de température au cours du temps.
Les figures 4.22, 4.23, 4.24 affichent les maillages, les variations de température et les
normes de vitesse aux différents instants ¢t = 50, t = 150, t = 200. Dans les figures 4.25 et
4.26 pour t = 600 and ¢t = 1200 nous n’affichons pas les maillages car ils sont trop denses
pour étre correctement présentés.

Variation de la température Vitesse
00e+00 002 004 54502 0.0e+00 0005 001 1.96.02
- | T

FIGURE 4.22 — le maillage (a gauche), la température numérique (au centre) et la vitesse
numérique (& droite) a t = 50.

Variation de la température Vitesse
0.0e+00 005 8902 00e+00 002 004 74802
— o — | —

FIGURE 4.23 — le maillage (a gauche), la température numérique (au centre) et la vitesse
numérique (& droite) a ¢ = 150.

Dans la figure 4.27, nous comparons les valeurs des indicateurs d’erreur totaux en fonc-
tion du nombre de degrés de liberté en utilisant 1’échelle logarithmique, et ceci pour les

deux algorithmes, uniforme et adaptatif. La figure nous montre clairement ’avantage de
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4.3. SIMULATION NUMERIQUE ADAPTATIVE (CAS PLUS REALISTE)

Variation de la température Vitesse
0.0e+00 0.05 9.1e-02 0.0e+00 0.05 9.5e02
D — _—

FIGURE 4.24 — le maillage (a gauche), la température numérique (au centre) et la vitesse
numérique (& droite) a t = 200.

Variation de la température Vitesse
38004 0.05 9902 00e+00 002 004 65002
— | — -_— |

FIGURE 4.25 — La température numérique (a gauche) et la vitesse numérique (a droite)
a t = 600.

la méthode adaptative par rapport a la méthode uniforme, puisque les indicateurs corres-
pondant a la méthode adaptative sont plus petits que ceux de la méthode uniforme. La
méthode adaptative demande a peu prées 2 a 3 fois moins d’inconnues spatio-temporelles
que la méthode uniforme pour atteindre un indicateur donné, ce qui se traduit par une
accélération significative des simulations.
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4.3. SIMULATION NUMERIQUE ADAPTATIVE (CAS PLUS REALISTE)

Variation de la température Vitesse
18202 005 10e01 00et00 002 004 68002
- o o

FIGURE 4.26 — La température numérique (a gauche) et la vitesse numérique (& droite)
a t = 1200.

0.55

uniforme _
adaptatif | _|

o
ul
T

0.45 b

I

~
T
I

035 b

Indicateurs d'erreur

03 _

1 1 1 1 1 1 1 ]
1e+07 15e+7  2e+7 3.5e+7 5.5e+7 7.5e+7 1.25e+8 1.8e+8
Nombre de degrés de liberté

FIGURE 4.27 — Indicateurs d’erreur totaux Eje.
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Conclusion

Le couplage des équations de Navier-Stokes incompressibles instationnaires avec I’équa-
tion de convection-diffusion-réaction, qui décrit le comportement d’un fluide avec des va-
riations soit de la température du milieu considéré soit de la concentration d’un élément
chimique dans le fluide, a été notre sujet d’étude. Dans une premiére partie, nous avons
cherché a établir 'estimation d’erreur a posteriori de notre probléme de couplage en sup-
posant que « le coefficient de diffusion est une constante. Dans une autre partie, nous
avons repris notre étude a posteriori de notre probléme de couplage mais en supposant
cette fois que le coefficient de diffusion aussi dépend de la concentration comme c’était
déja le cas de la viscosité et de la force extérieure appliquée au fluide. La derniére partie
fut consacrée a des simulations numériques afin de valider nos résultats théoriques.

Nous avons donc commencé par introduire la formulation variationnelle (E) de notre
probléme de couplage. Ensuite, nous I’avons discrétisé en utilisant le schéma d’Euler pour
la discrétisation en temps et les éléments finis " P1-bulle/ P1/ P1" pour la discrétisation
en espace. Ainsi nous avons obtenu notre probléme variationel discret (Edsl). Puis nous
avons avancé pour établir notre étude a posteriori, dont le but est de controler globale-
ment 'erreur par le biais de bornes calculables et de fournir des indicateurs permettant
le raffinement adaptatif en espace et en temps. Nous avons commencé par établir la ma-
joration de l'erreur par les indicateurs d’erreur qui sont des quantités locales. Et c’est a
ce niveau, plus précisément dans la majoration de 'erreur de la vitesse que nous avons
eu recours a un probléme intermédiaire discrétisé seulement en temps. Puis nous avons
terminé notre étude a posteriori en établissant 'efficacité.

Pour passer a la deuxiéme partie de notre étude, ou la seule différence était que « le
coefficient de diffusion désormais dépend de la concentration, il a fallu non seulement
introduire la formulation variationnelle (E1) mais nous avons dii aussi montrer 1’existence
et I'unicité de la solution de notre nouveau probléme de couplage. Ensuite, en suivant la
méme méthode de discrétisation et les mémes étapes pour la majoration de l'erreur et
la majoration des indicateurs, nous avons pu établir ’estimation d’erreur a posterior: de
notre nouveau probléme de couplage.

La validation numérique des résultats théoriques est effectuée sur deux cas-tests pour
lesquels on connait les solutions exactes et nous avons proposé un algorithme adaptatif
basé sur les estimations a posteriori et présenté des essais numériques qui montrent 1’effi-
cacité de la stratégie adaptative. D’autre part, nous avons proposé un cas test plus réaliste
lié¢ au chauffage d'une piéce avec deux hauteurs de toit différentes.
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Conclusion

Une perspective naturelle de ce travail de recherche serait d’étendre notre étude a pos-
teriori en dimension 3, pour s’approcher plus de la réalité. Une autre perspective peut
étre envisagée, celle de reprendre ce probléme de couplage pour la simulation des grandes
échelles, ce qui est pertinent lorsque I’écoulement devient turbulent.
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