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Résumé

La solution exacte des équations aux dérivées partielles est en général difficile à cal-
culer. Pour cela, des méthodes numériques ont été développées, qui nous permettent de
trouver des solutions approchées. Dans cette thèse, nous nous intéressons aux équations de
Navier-Stokes incompressibles instationnaires qui décrivent le comportement d’un fluide.
Nous choisissons un cas où la force appliquée au fluide ainsi que la viscosité du fluide
dépendent d’une autre variable, par exemple sa température ou la concentration d’une
certaine matière dans ce fluide. Alors nous avons besoin de coupler les équations de Navier-
Stokes avec l’équation de convection-diffusion-réaction qui décrit le transport de la variable
supplémentaire à la vitesse du fluide. Notre étude s’est développée à trois niveaux.

Le problème est tout d’abord discrétisé en utilisant le schéma d’Euler pour la discré-
tisation en temps et les éléments finis " P1-bulle/ P1/ P1" pour la discrétisation en
espace. Dans un premier temps, nous étudions l’estimation d’erreur a posteriori de notre
problème de couplage en supposant que le coefficient de diffusion dans l’équation de trans-
port est une constante. Cette estimation fait apparaître deux types d’indicateurs d’erreur,
le premier lié à la discrétisation en temps et le second lié à discrétisation en espace.

Dans un second temps, nous reprenons l’étude du problème couplé en supposant cette
fois que le coefficient de diffusion dépend aussi de la variable transportée. Nous com-
mençons par montrer l’existence et l’unicité conditionnelle de la solution de ce nouveau
problème. Puis nous établissons l’estimation d’erreur a posteriori de ce dernier en suivant
des étapes identiques à celles effectuées lors de notre première étude.

Finalement, des simulations numériques sont élaborées à l’aide du logiciel FreeFem++
pour valider les résultats théoriques. Les simulations adaptatives en temps et en espace
démontrent l’utilité de la démarche.

Mots clés : Estimation d’erreur a posteriori, équations de Navier-Stokes, équation de
convection-diffusion-réaction, éléments finis, méthode adaptative.



Abstract

The exact solution of partial differential equations is generally difficult to calculate.
For this reason, numerical methods have been developed, which allow to find approximate
solutions. In this thesis, we are interested in the unsteady incompressible Navier-Stokes
equations which describe the behaviour of a fluid. We choose a case where the force applied
to the fluid as well as its viscosity depend on another variable, for example its tempe-
rature or the concentration of a certain material in the fluid. So we need to couple the
Navier-Stokes equations with the convection-diffusion-reaction equation which describes
the transport of the additional variable with the fluid velocity. Our study was developed
along three lines.

The problem is discretized using the Euler scheme for the time discretization and the
"P1-bubble/P1/P1" finite elements for the space discretization. In a first step, we study
the error estimate of the coupled problem assuming that the diffusion coefficient in the
transport equation is a constant. This estimate involves two types of error indicators, the
first related to the discretization in time and the second to the discretization in space.

In a second step, we take up the study of the coupled problem, assuming this time that
the diffusion coefficient also depends on the transported variable. We start by showing
the existence and the conditional uniqueness of the solution of this new problem. Then
we establish the error estimate of the latter by following the same steps as those carried
out in our first study.

Finally, numerical simulations are elaborated using FreeFem++ software to validate the
theoretical results. The time and space adaptive simulations demonstrate the usefulness
of the approach.

Keywords : A posteriori error estimation, Navier-Stokes equations, convection-diffusion-
reaction equation, finite element method, adaptive methods.
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Introduction
Notre compréhension des phénomènes physique du monde qui nous entoure et notre

technologie sont aujourd’hui en grande partie basées sur des modèles décrits par des équa-
tions aux dérivées partielles. Nous pouvons citer l’exemple auquel nous nous intéressons
dans cette thèse, à savoir les équations de Navier-Stokes, des équations aux dérivées par-
tielles en temps et en espaces associées à la mécanique des fluides.

Les équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes sont l’ensemble des équations les plus utilisées dans le do-
maine de la modélisation des écoulements des fluides visqueux newtoniens. Ces équations
décrivent l’évolution du mouvement d’un tel fluide soumis à des contraintes extérieures.
Ces équations sont constituées de plusieurs lois de conservation. La première loi qui est
appelée loi de conservation de la masse, impose la relation

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (1)

la seconde loi de conservation de la quantité de mouvement donne

∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u) +∇P −∇ · (2µD+ λ(∇ · u)Id) = F, (2)

où ρ est la masse volumique et u est la vitesse du fluide, µ est la viscosité dynamique du
fluide, λ le coefficient de Lamé, P est la pression, F est une force extérieure donnée et

D(u) =
1

2
(∇u+ (∇u)T ).

Dans le cas d’un fluide très faiblement compressible, la masse volumique est (presque)
constante. Alors d’après (1), nous pouvons faire l’approximation que le champ de vitesse
est à divergence nulle. Par suite les équations (1) et (2) se résument à ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
−∇ · (2µDu) +∇P = F

∇ · u = 0.

Nous supposons de plus que la viscosité µ ainsi que la force extérieure F dépendent
toutes les deux d’une autre variable, notée C dans la suite, qui peut être par exemple la
concentration d’une certaine matière dans le fluide ou la température de celui-ci. Dans ce
dernier cas, la force extérieure permet de prendre en compte la dilatation du fluide, tout
en conservant sa nature incompressible (approximation de Boussinesq).
Alors le système des équations de Navier-Stokes sera donné dans un domaine Ω ⊂ Rd

(d = 2, 3) et pour un intervalle de temps [0, T ] par :{
∂u
∂t

+ (u · ∇)u−∇ · (2ν(C)Du) +∇p = f(C)

∇ · u = 0.
(3)

En notant ρ0 la masse volumique supposée constante du fluide, les inconnues sont la vi-

tesse u, la pression cinématique p =
P

ρ0
et la concentration (ou la température) C. Les

1
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contraintes extérieures sont notées f =
F

ρ0
et la viscosité cinématique ν =

µ

ρ0
.

Puisque nous nous intéressons à l’étude d’un cas où la force appliquée au fluide ainsi que
la viscosité du fluide dépendent d’une nouvelle inconnue, nous avons besoin de donner un
modèle décrivant l’évolution de celle-ci. Nous choisissons ici de coupler les équations de
Navier-Stokes avec l’équation de convection-diffusion-réaction décrivant le transport de
cette nouvelle inconnue par le fluide.

L’équation de convection-diffusion-réaction

L’équation de convection–diffusion–réaction décrit les variations en espace et en temps
d’une certaine quantité (concentration d’une certaine substance dans un fluide par exemple,
énergie thermique) sous l’influence de trois processus, à savoir, la convection, la diffusion
et la réaction.
L’équation de convection–diffusion–réaction instationnaire dont l’inconnue est la concen-
tration C, est donnée par :

∂C

∂t
−∇ · (α∇C) + (u · ∇)C + r0C = g

où α est la constante de diffusion, r0 est un réel positif et g est une fonction donnée. À no-
ter que dans la première partie de notre étude nous supposons α constante alors que dans
le chapitre trois le coefficient de diffusion dépendra de la concentration (soit α = α(C)).

Nous nous amenons donc au problème de Navier-Stokes instationnaire couplé avec l’équa-
tion de convection-diffusion-réaction.

Notre problème de couplage

Soient Ω un ouvert borné de Rd, d = 2, 3, de frontière ∂Ω continue lipschitzienne et
[0, T ] un intervalle de R.
Nous supposons pour la simplicité que la vitesse et la concentration du fluide satisfont les
conditions de Dirichlet homogènes.
Le problème à résoudre se modélise alors comme suit,

∂u

∂t
(x, t)− div(2ν(C(x, t))D(u)(x, t))

+(u(x, t) · ∇)u(x, t) +∇p(x, t) = f(x,C(x, t)) dans Ω×]0, T [ ,

∂C

∂t
(x, t) + (u(x, t) · ∇)C(x, t)

−div(α(C(x, t))∇C(x, t)) + r0C(x, t) = g(x, t) dans Ω×]0, T [ ,

div u(x, t) = 0 dans Ω×]0, T [ ,
u(x, t) = 0 sur ∂Ω×]0, T [ ,
C(x, t) = 0 sur ∂Ω×]0, T [ ,
u(x, 0) = u0 sur Ω ,
C(x, 0) = C0 sur Ω .

(4)

2



LISTE DES TABLEAUX

Malheureusement, comme pour la plupart des équations aux dérivées partielles, il est im-
possible d’obtenir explicitement la solution exacte de notre problème. Néanmoins, il existe
des méthodes numériques qui nous permettent d’obtenir des solutions approchées pour
ces équations. À titre d’exemple, nous pouvons citer la méthode des éléments finis, que
l’on utilise dans notre étude.

Méthode des éléments finis

Les éléments finis sont une technique de discrétisation qui permet de transformer une
théorie continue conduisant à des problèmes dont on ne sait pas trouver de solution
exacte, en une théorie discrète conduisant à de simples systèmes d’équations algébriques
que l’on sait résoudre. En général, la discrétisation consiste à découper le domaine en des
sous-domaines polygonaux ou polyédriques par morceaux (pour avoir une approximation
de la géométrie). Ce pavage du domaine se nomme "maillage" et les pavés sont les élé-
ments du maillage. Une fois le maillage défini, il faut choisir un espace d’approximation
de la solution du problème. Dans la méthode des éléments finis, cet espace est déterminé
par des fonctions polynomiales définies sur les éléments du maillage du domaine.

Une simulation réalisée par une méthode numérique peut prendre beaucoup de temps.
Une élément déterminant dans ce processus est la finesse du maillage. En effet, si le
maillage est grossier uniformément dans le domaine, la durée des calculs sera courte, mais
le résultat ne sera pas forcément satisfaisant en terme de précision de l’approximation
obtenue. Par contre, si le maillage est très fin de façon uniforme, le temps de calcul peut
se révèler prohibitif, alors que dans certaines régions du domaine où la solution recher-
chée ne présente pas de variations importantes, on aurait pu se contenter d’un maillage
grossier. Il faut donc trouver un bon compromis de manière à ce que le maillage soit fin
uniquement là où cela est nécessaire. Dans le but de développer une méthode à maillage
adaptatif nous allons avoir recours à des estimations d’erreur a posteriori.

L’estimation d’erreur a posteriori

L’intérêt de ces estimations est de fournir des bornes sur l’erreur qui peuvent être éva-
luées dès que la solution approchée a été calculée. L’erreur entre la solution exacte (notée
(u, C, p)) et la solution approchée (notée (un

h, C
n
h , p

n
h)) est majorée par la somme de quan-

tités locales en espace et en temps. Notons Tnh le maillage à l’instant tn et N =
T

τ
le nombre d’intervalles [tn−1, tn] de temps utilisés, l’estimation d’erreur a posteriori sera
exprimée de la manière suivante :

||(u, C, p)− (un
h, C

n
h , p

n
h)||2 ≤ c

( N∑
n=1

∑
κn∈Tnh

((ηhn,κn
)2 + (ητn,κn

)2)
)
, (5)

où ηhn,κn
et ητn,κn

sont respectivement les indicateurs en espace et en temps qui dépendent
uniquement de la solution approchée (un

h, C
n
h , p

n
h). La constante c est en général indépen-
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dante de la solution exacte dans les problèmes linéaires mais dans le cas des systèmes
d’équations non-linéaires (comme est notre cas), elle dépend en général de (u, p, C). Dans
ce cas on ne peut pas la calculer, mais ceci ne nous empêche pas d’appliquer la technique
d’adaptation de maillage, qui se base uniquement sur les indicateurs η. En fait, la majora-
tion (5) nous permettra de réadapter (raffiner ou déraffiner) certaines régions du maillage
et aussi de réadapter à chaque itération le pas de temps utilisé. Un premier objectif est
toujours de faire diminuer les η les plus élevés par raffinement local, et de déraffiner là où
les η sont faibles. Un second objectif est d’équilibrer les estimateurs en temps et en espace.

L’objectif est donc d’établir une analyse d’erreur a posteriori pour les équations insta-
tionaire de Navier-Stokes couplées avec l’équation de convection diffusion réaction.
L’analyse d’erreur a posteriori a commencé avec Babuška et Rheinboldt [8, 7] ; on peut éga-
lement citer les références importantes suivantes : Verfürth [34] ou Ainsworth et Oden [4].
Cette analyse d’erreur contôle l’erreur globale de la discrétisation en fournissant des in-
dicateurs d’erreur faciles à calculer. Une fois que ces indicateurs sont construits, leur
efficacité peut être prouvée en bornant chaque indicateur par l’erreur locale, une pro-
priété également appelée optimalité. De nombreuses études ont été faites concernant les
erreurs a posteriori. Sans prétendre à l’exhaustivité, on peut citer par exemple Lade-
vèze [28] pour les estimateurs d’erreur basées sur les relations constitutives pour l’analyse
par éléments finis de problèmes non linéaires et instationnaires, Verfürth [35] pour l’équa-
tion de la chaleur, Bernardi et Verfürth [15] pour les équations de Stokes instationnaires,
Bernardi et Süli [14] pour l’adaptabilité temporelle et spatiale pour l’équation d’onde du
second ordre, Bergam, Bernardi et Mghazli [9] pour quelques équations paraboliques, Ern
et Vohralík [23] pour des estimations basées sur le potentiel et reconstruction du flux
pour l’équation de la chaleur. Une perspective chronologique de l’estimation d’erreur a
posteriori dans diverses normes pour les problèmes paraboliques est présentée dans [22].

En ce qui concerne les problèmes d’écoulements incompressibles, divers travaux traitent
des estimateurs d’erreur a posteriori pour les discrétisations par éléments finis mixtes des
équations de Navier-Stokes. Nous pouvons citer Luo et Zhu [29], El Akkad, El Khalfi et
Guessous [21], Bernardi et al. [10], Durango et Novo [20]. Bernardi et Sayah ont établi une
estimation d’erreur a posteriori pour l’équation de Stokes instationnaire [13] et puis celle
du système de Navier-Stokes [12] avec des conditions mixtes aux bords ; enfin, Nassred-
dine et Sayah ont proposé des estimations améliorées dans [31]. Dans le cas stationnaire,
Dakroub, Faddoul et Sayah [18] ont presenté une analyse a posteriori de la méthode de
Newton appliquée au problème de Navier-Stokes, tandis que l’estimation d’erreur a pos-
teriori de la méthodologie de simulation des grandes échelles appliquée au problème de
Navier-Stokes est présentée par Nassreddine, Omnes et Sayah [30].

Pour ce qui concerne le couplage de l’équation de convection-diffusion avec d’autres mo-
dèles, nous pouvons citer Chalhoub et al. [16] qui ont établi l’estimation d’erreur a pos-
teriori du problème instationnaire de l’équation de convection-diffusion-reaction couplée
avec l’équation de Darcy ; de même nous pouvons citer Agroum [1] pour une analyse
d’erreur a posteriori pour résoudre le problème de Navier-Stokes stationnaire couplé à
l’équation de convection-diffusion.
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Dans cette thèse, nous traitons le problème instationnaire de l’équation de Navier-Stokes
couplé avec l’équation de convection-diffusion-reaction. Nous utilisons une formulation
discrétisée à l’aide du schéma d’Euler pour la discrétisation en temps et des éléments finis
pour la discrétisation en espace, pour laquelle Aldbaissy et al. [5] ont établi une estima-
tion d’erreur a priori. Le couplage de ces deux équations est dû au fait que le coefficient
de viscosité ainsi que la force extérieure appliquée au fluide présents dans l’équation de
Navier-Stokes dépendent de la concentration, et au fait que la vitesse de convection dans
l’équation de transport est la vitesse impliquée dans le système de Navier-Stokes. Ici,
nous établissons une estimation d’erreur a posteriori basée sur deux types d’indicateurs
d’erreur calculables, le premier étant lié à la discrétisation temporelle et le second à la
discrétisation spatiale. Nous montrons également les investigations numériques correspon-
dantes.

Le plan de la thèse

1. Dans le premier chapitre, nous introduisons quelques notations et rappelons quelques
théorèmes et propositions utiles pour notre étude. Nous considérons que le coeffi-
cient de diffusion de l’équation de convection diffusion réaction est une constante.
Puis, nous introduisons la formulation variationnelle de notre problème de couplage.
Par la suite, nous le discrétisons en utilisant le schéma d’Euler pour la discrétisation
en temps et les éléments finis "P1-bulle/ P1 / P1" pour la discrétisation en espace
pour obtenir notre problème variationnel discret. La dernière partie de ce chapitre
est consacrée à l’existence et l’unicité de la solution du problème discret.

2. Dans le second chapitre, nous établissons l’estimation d’erreur a posteriori de notre
problème de couplage. Nous commençons par établir les indicateurs d’erreur en
temps et en espace de la vitesse et de la concentration. Dans la première étape nous
majorons l’erreur entre la solution exacte et la solution approchée par ces indica-
teurs d’erreur qui sont des quantités locales. Dans une seconde étape, notre but sera
de montrer l’efficacité. En d’autres termes, nous majorons les indicateurs d’erreur
par l’erreur entre la solution exacte et la solution approchée.

3. Nous voulons dans le chapitre 3 généraliser notre problème de couplage en prenant
le coefficient de diffusion dépendant de la concentration. Pour établir l’étude a poste-
riori de notre nouveau problème de couplage nous allons reprendre toutes les étapes
de l’étude a posterriori. Mais avant il nous est indispensable d’étudier l’existence et
l’unicité de la solution du nouveau problème continu.

4. Le dernier chapitre est consacré à des simulations numériques afin de valider nos
résultats théoriques.
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Chapitre 1

Problème de couplage continu et discret

Pour commencer notre premier chapitre, nous présentons notre problème de Navier-
Stokes instationnaire couplé avec l’équation convection-diffusion-réaction, puis nous in-
troduisons quelques notations, propositions et propriétés. Dans la suite, nous présentons
la formulation variationnelle (E) ainsi que son étude d’existence et d’unicité. La dernière
partie de ce chapitre est consacré à la discretisation du problème variationnel en temps
et en espace et à montrer l’existence et l’unicité de sa solution.

Soient Ω un ouvert borné de Rd, d = 2, 3, de frontière ∂Ω continue lipschitzienne et
[0, T ] un intervalle de R.
Nous supposons que ν et f dépendent de la concentration et que, pour la simplicité, la
vitesse et la concentration du fluide satisfont les conditions de Dirichlet homogènes.
Le problème à résoudre se modélise alors comme suit,



∂u

∂t
(x, t)− div(2ν(C(x, t))D(u)(x, t))

+(u(x, t) · ∇)u(x, t) +∇p(x, t) = f(x,C(x, t)) dans Ω×]0, T [ ,

∂C

∂t
(x, t) + (u(x, t) · ∇)C(x, t)

−α∆C(x, t) + r0C(x, t) = g(x, t) dans Ω×]0, T [ ,

div u(x, t) = 0 dans Ω×]0, T [ ,
u(x, t) = 0 sur ∂Ω×]0, T [ ,
C(x, t) = 0 sur ∂Ω×]0, T [ ,
u(x, 0) = u0 sur Ω ,
C(x, 0) = C0 sur Ω .

(1.1)
où α est la constante de diffusion, r0 est une constante positive et g est une fonction
donnée.
Les inconnues sont la vitesse u, la pression p et la concentration C de la substance chi-
mique diluée dans le fluide.

Nous avons posé d’une façon classique D(u) =
1

2
(∇u+ (∇u)T ).

Dans ces équations, (u·∇)u et(u·∇)C représentent des termes de convection, div(ν(C)∇u)
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1.1. RAPPELS ET DÉFINITIONS

et ∆C représentent des termes de diffusion et r0C(x, t) représente le terme de réaction.

1.1 Rappels et définitions
Dans cette partie, nous introduisons les notations et les espaces fonctionnels que nous
utiliserons par la suite.

Remarque 1.1.1. En coordonnées cartésiennes dans un espace euclidien de dimension
d, nous avons pour u = (ui)1≤i≤d,

∇ =
( ∂

∂x1
, ...,

∂

∂xd

)
, (u(x, t).∇)u(x, t) =

d∑
i=1

ui
∂u

∂xi
(x, t),

∆u(x, t) =
d∑

i=1

∂2u

∂2xi
(x, t) et div u(x, t) =

d∑
i=1

∂ui
∂xi

(x, t).

Nous définissons, pour tout entier p ≥ 1, l’espace

Lp(Ω)d =

{
f : Ω → Rd; f est mesurable et

∫
Ω

|f(x)|p dx <∞
}
,

muni de la norme

∥ f ∥Lp(Ω)d=

(
|f(x)|p dx

)1/p

.

Nous définissons de même, pour tout entier m positif et tout réel r ≥ 1, l’espace de
Sobolev

Wm,r(Ω) =
{
v ∈ Lr(Ω); ∂kv ∈ Lr(Ω),∀|k| ≤ m

}
,

où k = (k1, ..., kd) est un d-uplet d’entiers positifs tel que |k| = k1 + ...+ kd et

∂kv =
∂|k|v

∂xk11 ...∂x
kd
d

.

L’espace Wm,r(Ω) est muni de la semi-norme

|v|m,r,Ω =

∑
|k|=m

∫
Ω

|∂kv|rdx

1/r

et de la norme

∥ v ∥m,r,Ω=

(
m∑
ℓ=0

|v|rℓ,r,Ωdx

)1/r

.
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1.1. RAPPELS ET DÉFINITIONS

Si r = 2, l’espace Wm,2(Ω) est noté

Hm(Ω)d =

{
v ∈ L2(Ω)d, ∂kv ∈ L2(Ω)d,∀ |k| ≤ m

}
.

De plus, Hm(Ω) est un espace de Hilbert.
Nous considérons en particulier l’espace

H1
0 (Ω)

d = {v ∈ H1(Ω)d,v|∂Ω = 0},

muni de la norme |.|H1
0 (ω)

d . Nous notons H−1(Ω) son dual.
L’espace L2(Ω)d est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(v,w) =

∫
Ω

v(x) ·w(x)dx, ∀v,w ∈ L2(Ω)d.

Nous utilisons cette même notation quand l’intégrale du membre de droite a une sens,
même si v et w ne sont pas dans l’espace L2(Ω)d. Nous l’utilisons aussi pour les fonctions
scalaires au lieu des fonctions vectorielles.

Lemme 1.1.2. Pour tout réel p ≥ 1, en dimension d = 1 ou 2, ou pour tout 1 ≤ p ≤ 2d

d− 2
en dimension d ≥ 3 , l’injection de Sobolev nous donne l’existence d’une constante Sp et
S0
p tel que,

∀v ∈ H1
0 (Ω)

d, ∥ v ∥Lp(Ω)d≤ S0
p |v|1,Ω, (1.2)

et
∀v ∈ H1(Ω)d, ∥ v ∥Lp(Ω)d≤ Sp ∥ v ∥1,Ω . (1.3)

Lemme 1.1.3. En dimension d = 2, pour tout v ∈ H1
0 (Ω)

d , nous avons

∥ v ∥L4(Ω)2≤ 21/4 ∥ v ∥1/2L2(Ω)2 |v|1/21,Ω. (1.4)

Pour traiter la variable de temps t, nous définissons l’espace des fonctions définies sur un
intervalle de temps ]a, b[ à valeurs dans un espace fonctionnel séparable W muni d’une
norme ∥ . ∥W . Alors, pour tout réel r ≥ 1, nous introduisons l’espace

Lr(a, b;W ) =

{
f est mesurable sur ]a, b[ et

∫ b

a

∥ f(t) ∥rW dt <∞
}
,

muni de la norme

∥ f ∥Lr(a,b;W ) =

(∫ b

a

∥ f(t) ∥rW dt

)1/2

.

Pour r = ∞, nous avons

L∞(a, b;W ) =

{
f est mesurable sur ]a, b[ et sup

t∈[a,b]
∥ f(t) ∥W<∞

}
,

muni de la norme
∥ f ∥L∞(a,b;W )= sup

t∈[a,b]
∥ f(t) ∥W .

9



1.1. RAPPELS ET DÉFINITIONS

Remarque 1.1.4. L’espace Lr(a, b;W ) est un espace de Banach si W est un espace de
Banach.

Par la suite, nous définissons l’espace Cj(0, T̂;W ) comme étant des fonctions de classe Cj

en temps à valeurs dans W .

Afin de formuler le problème variationnel, nous adaptons les notations suivantes :

X = H1
0 (Ω)

d,M = L2
0(Ω) et Y = H1

0 (Ω).

Les duals de X et Y sont respectivement notés X ′ = H−1(Ω)d et Y ′ = H−1(Ω), De plus,
nous définissons l’espace suivant

V =

{
v ∈ X; div v = 0 dans Ω

}
.

Remarque 1.1.5. L’espace V est un espace de Hilbert pour la norme |.|1.Ω étant donné
qu’il est fermé dans un complet X.

Nous introduisons, l’espace polaire

V o =

{
f ∈ X ′;∀ v ∈ V, ⟨f ,v⟩ = 0

}
et l’espace orthogonal

V ⊥ =

{
v ∈ X;∀ω ∈ X,

∫
Ω

∇v(x) · ∇ω(x)dx = 0

}
.

Nous énonçons dans la suite, un résultat indispensable à l’établissement de l’existence et
l’unicité de la solution du problème continu ([25]) :

Théorème 1.1.6. Si Ω est connexe alors il existe β > 0 telle que
a) l’opérateur ∇ est un isomorphisme de M dans V o. De plus, pour tout p ∈M ,

∥ ∇p ∥H−1(Ω)d≥ β ∥ p ∥L2(Ω), (1.5)

b) l’opérateur div est un isomorphisme de V ⊥ dans M. De plus, pour tout v ∈ V ⊥,

∥ div v ∥L2(Ω)≥ β|v|(1,Ω). (1.6)

De plus, pour tout p ∈M ,

sup
v∈H1

0 (Ω)d

(p, div v)

|v|1,Ω
≥ β ∥ p ∥L2(Ω) . (1.7)

Proposition 1.1.7. Pour tout w ∈ Lp(Ω)2, g ∈ Lq(Ω)2 et ∀h ∈ Lr(Ω)2 tel que
1

p
+
1

q
+
1

r
=

1, nous avons ∫
Ω

wgf dx ≤∥ w ∥Lp(Ω)∥ g ∥Lq(Ω)∥ h ∥Lr(Ω) . (1.8)

Dans la plupart des démonstrations des théorèmes, nous utiliserons les relations évidentes
suivantes :
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1.2. PROBLÈME VARIATIONNEL CONTINU

Propriété 1.1.8. Pour tous a, b ∈ R, nous avons

a(a− b) =
1

2
a2 − 1

2
b2 +

1

2
(a− b)2 (1.9)

et
ab ≤ ξ

2
a2 +

1

2ξ
b2, (1.10)

où ξ est un réel strictement positif quelconque.

1.2 Problème variationnel continu
Pour l’étude théorique d’existence et d’unicité de la solution du problème (1.1), nous nous
référons à [2] et [5]. En fait, dans [5], le problème de couplage instationnaire de l’équation
de Navier-Stokes avec la chaleur a été étudié. Ils ont démontré l’existence et l’unicité de
la solution. Dans cette section, nous introduisons la formulation variationnelle correspon-
dante à notre problème et nous rappelons les résultats théoriques correspondantes.

Nous introduisons désormais les hypothèses suivantes :

Hypothèse 1.2.1. Nous supposons que les données f , g et ν vérifient :
i) f peut s’écrire sous la forme

f(x, t, C(x, t)) = f0(x, t) + f1(x,C(x, t)),

où f0 ∈ C0(0, T ;L2(Ω)d) et f1 est c∗f1 − lipschitzienne par rapport à la concentration
de R à valeurs dans Rd. De plus, nous supposons qu’il existe une constante positive
cf1 telle que

∀x ∈ Ω,∀ξ ∈ R, |f1(x, ξ)| ≤ cf1|ξ|, (1.11)

ii) g ∈ C0(0, T ;L2(Ω)),
iii) la viscosité cinématique ν = ν0+ νC où ν0 > 0 est une constante positive et 0 ≤ νC ∈

L∞(R) et est cν-lipschitzienne. De plus, elle vérifie pour tout θ ∈ R,

0 ≤ νC(θ) ≤ ν̂2 (1.12)

où ν̂2 est une constante positive.
iv) u0 ∈ L2(Ω)d, div u0 = 0, u0 · n∂Ω = 0 et C0 ∈ L2(Ω).
Comme conséquence de ces hypothèses, comme ν0 est une constante et D(u) est symé-
trique, pour toute fonction (u,v) ∈ [H1

0 (Ω)
d]2 avec div u = 0, nous avons

(2νD(u),∇v) = ν0(∇u,∇v) + (2νCD(u),D(v)).

De plus, pour toute fonction u ∈ [H1
0 (Ω)

d] nous avons

ν0|u|2H1
0 (Ω)d ≤ ν0(∇u,∇u) + (2νCD(u),D(u)) ≤ (ν0 + 2ν̂2)|u|2H1

0 (Ω)d .
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1.2. PROBLÈME VARIATIONNEL CONTINU

Remarque 1.2.2. Si f1 dépend de x, t et C, nous obtenons les mêmes résultats mais en
supposant que f1 vérifie l’inégalité suivante

| ∂f1
∂t

(x, ξ) |≤ c′f1 |ξ|,∀x ∈ Ω,∀t ∈ [0, T ],∀ξ ∈ R.

Par la suite, nous introduisons les notations suivantes :

u(t) = u(., t), C(t) = C(., t) et p(t) = p(., t).

De plus nous introduisons les formes trilinéaires suivantes :

cu(u,v,w) =

∫
Ω

(u(x)∇) · v(x)w(x)dx, ∀u,v,w ∈ X

et
cC(u, C, r) =

∫
Ω

(u(x)∇) · C(x)r(x)dx, ∀u ∈ X, ∀C, r ∈ Y.

Les résultats du lemme suivant sont évidents.

Lemme 1.2.3. Pour tous u,v ∈ H1
0 (Ω)

d et C ∈ H1
0 (Ω) tels que div u = 0, nous avons

cu(u,v,v) = 0

et
cC(u, C, C) = 0.

La formulation variationnelle équivalente à (1.1) au sens des distributions dans ]0, T [ est :

(E)



d

dt
(u(t),v) + (2νC(C(t))D(u(t)),D(v))
+ν0(∇u(t),∇v)− (p(t), div v) + cu(u(t),u(t),v) = (f(t, C(t)),v) ∀v ∈ X,

d

dt
(C(t), r) + cC(u(t), C(t), r) + α(∇C(t),∇r)

+r0(C(t), r) = (g(t), r) ∀r ∈ Y,

(div u(t), q) = 0 ∀q ∈M,
u(0) = u0 dans Ω,
C(0) = C0 dans Ω.

(1.13)
Dans le prochain théorème, nous énonçons le résultat d’existence d’une solution d’un
problème similaire au Problème (E) (légèrement modifié) qui a été démontré dans [5, 2].

Théorème 1.2.4. (Existence) Si les Hypothèses (1.2.1) sont vérifiées, alors le problème
variationnel (E) admet au moins une solution (u, p, C) dans l’espace

L2(0, T ;H1
0 (Ω)

d)∩L∞(0, T ;L2(Ω)d)×L2(0, T ;L2(Ω))×L2(0, T ;H1
0 (Ω))∩L∞(0, T ;L2(Ω)).

Hypothèse 1.2.5. Tout au long de ce travail, nous supposons que la vitesse est dans
C0(0, T ;L2(Ω)d) et la concentration dans C0(0, T ;L2(Ω)).

12



1.2. PROBLÈME VARIATIONNEL CONTINU

Théorème 1.2.6. Sous les Hypothèses 1.2.1 et 1.2.5, toute solution de (E) vérifie l’in-
égalité suivante :

∥ u ∥L∞(0,T ;L2(Ω)d) + ∥ u ∥L2(0,T ;H1
0 (Ω)d) + ∥ C ∥L∞(0,T ;L2(Ω)) + ∥ C ∥L2(0,T ;H1

0 (Ω))

≤ Ĉ

(
∥ g ∥L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥ f0 ∥L2(0,T ;L2(Ω)d) + ∥ u0 ∥L2(Ω)d + ∥ C0 ∥L2(Ω)

) (1.14)

où Ĉ est une constante positive qui dépend de S0
2 , ν0, α, r0 et cf1.

Preuve. Nous remplaçons v par u dans (E). D’après le Lemme (1.2.3) nous obtenons
que le terme cu(u(t),u(t),v) est nul, alors∫

Ω

∂u

∂t
(x, t)u(x, t)dx+

∫
Ω

ν0(∇u(x, t))2dx+

∫
Ω

νC(C(x, t))(Du(x, t))2dx

=

∫
Ω

f(x, t, C(x, t))u(x, t)dx.
(1.15)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz, L’Hypothèse 1.2.1 et le Lemme 1.1.2 pour p = 2 donnent :

1

2

d

dt
∥ u(t) ∥2L2(Ω)d +ν0|u(t)|

2
H1

0 (Ω)d

≤ S0
2 ∥ f0(t) ∥L2(Ω)d |u(t)|H1

0 (Ω)d + S0
2 ∥ f1(t, C(t)) ∥L2(Ω)d |u(t)|H1

0 (Ω)d .
(1.16)

Nous commençons par utiliser (1.11) et (1.10) avec ξ =
2(S0

2)
2

ν0
. Nous nous référons au

Lemme 1.1.2 (p = 2) pour obtenir

1

2

d

dt
∥ u(t) ∥2L2(Ω)d +

ν0
2
|u(t)|2H1

0 (Ω)d ≤
(S0

2)
2

ν0
∥ f0(t) ∥2L2(Ω)d +

(S0
2)

4c2f1
ν0

|C(t)|2H1
0 (Ω). (1.17)

En premier lieu, l’équation (1.17) nous donne

d

dt
∥ u(t) ∥2L2(Ω)d≤

2(S0
2)

2

ν0
∥ f0(t) ∥2L2(Ω)d +

2(S0
2)

4c2f1
ν0

|C(t)|2H1
0 (Ω). (1.18)

Nous intégrons entre 0 et t pour avoir

∥ u(t) ∥2L2(Ω)d ≤ ∥ u0 ∥2L2(Ω)d +
2(S0

2)
2

ν0
∥ f0 ∥2L2(0,t;L2(Ω)d) +

2(S0
2)

4c2f1
ν0

|C|2L2(0,t;H1
0 (Ω))

≤ ∥ u0 ∥2L2(Ω)d +
2(S0

2)
2

ν0
∥ f0 ∥2L2(0,T ;L2(Ω)d) +

2(S0
2)

4c2f1
ν0

|C|2L2(0,T ;H1
0 (Ω)).

(1.19)
Ce qui nous conduit à la majoration suivante :

∥ u ∥2L∞(0,T ;L2(Ω)d)≤∥ u0 ∥2L2(Ω)d +
2(S0

2)
2

ν0
∥ f0 ∥2L2(0,T ;L2(Ω)d) +

2(S0
2)

4c2f1
ν0

|C|2L2(0,T ;H1
0 (Ω)).

(1.20)

13



1.2. PROBLÈME VARIATIONNEL CONTINU

En second lieu, nous reprenons l’équation (1.17)

1

2

d

dt
∥ u(t) ∥2L2(Ω)d +

ν0
2
|u(t)|2H1

0 (Ω)d ≤
(S0

2)
2

ν0
∥ f0(t) ∥2L2(Ω)d +

(S0
2)

4c2f1
ν0

|C(t)|2H1
0 (Ω), (1.21)

en intégrant entre 0 et T , nous obtenons,

∥ u ∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)d)≤

2(S0
2)

2

(ν0)2
∥ f0 ∥2L2(0,T ;L2(Ω)d) +

2(S0
2)

4c2f1
(ν0)2

∥ C ∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ∥ u0 ∥2L2(Ω)d .

(1.22)
Nous déduisons de (1.20) et (1.22) la majoration suivante,

∥ u ∥2L∞(0,T ;L2(Ω)d) + ∥ u ∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)d)

≤ (2S0
2)

2

ν0
(1 +

1

ν0
) ∥ f0 ∥2L2(0,T ;L2(Ω)d) +

2(S0
2)

4c2f
ν0

(1 +
1

ν0
) ∥ C ∥2L2(0,T ;H1

0 (Ω)) +2 ∥ u0 ∥2L2(Ω)d .

(1.23)
D’autre part, en remplaçant r par C dans la seconde équation de (E), nous obtenons(
∂C

∂t
(t), C(t)

)
+ cC(u(t), C(t), C(t)) + (α∇C(t),∇C(t)) + r0(C(t), C(t)) = (g(t), C(t)).

(1.24)
Or, d’après le Lemme 1.2.3, le terme cC(u, C, C) est nul. L’inégalité de Cauchy-Schwarz
nous permet d’obtenir :

1

2

d

dt
∥ C(t) ∥2L2(Ω) +α ∥ ∇C(t) ∥2L2(Ω) +r0 ∥ C(t) ∥2L2(Ω)≤∥ g(t) ∥L2(Ω)∥ C(t) ∥L2(Ω) .

Nous appliquons l’inégalité (1.10) pour ξ =
2(S0

2)
2

α
et le Lemme 1.1.2 au second membre,

pour avoir

d

dt
∥ C(t) ∥2L2(Ω) +

α

2
|C(t)|2H1

0 (Ω) + r0 ∥ C(t) ∥2L2(Ω)≤
(S0

2)
2

α
∥ g(t) ∥2L2(Ω) . (1.25)

D’une part, d’après (1.25) nous avons

1

α

d

dt
∥ C(t) ∥2L2(Ω)≤

(S0
2)

2

α2
∥ g(t) ∥2L2(Ω) . (1.26)

En intégrant entre 0 et t, nous obtenons

1

α
∥ C(t) ∥2L2(Ω) ≤

(
(S0

2)
2

α2
+

1

α

)(
∥ g ∥2L2(0,t;L2(Ω)) + ∥ C0 ∥2L2(Ω)

)
≤

(
(S0

2)
2

α2
+

1

α

)(
∥ g ∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥ C0 ∥2L2(Ω)

)
.

(1.27)

Par suite,

1

α
∥ C ∥2L∞(0,t;L2(Ω))≤

(
(S0

2)
2

α2
+

1

α

)(
∥ g ∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥ C0 ∥2L2(Ω)

)
. (1.28)
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1.3. PROBLÈME DISCRET STABILISÉ

D’autre part, (1.25) nous donne

d

dt
∥ C(t) ∥2L2(Ω) +

α

2
|C(t)|2H1

0 (Ω) + r0 ∥ C(t) ∥2L2(Ω)≤
(S0

2)
2

α2
∥ g(t) ∥2L2(Ω),

en intégrant entre 0 et T , nous obtenons

∥ C ∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) +

2r0
α

∥ C ∥2L2(0,T ;L2(Ω)≤
(
2(S0

2)
2

α2
+
1

α

)(
∥ g ∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥ C0 ∥2L2(Ω)

)
.

(1.29)
Finalement, les inégalités (1.23), (1.28) et (1.29) nous permettent de déduire la suivante :

∥ u ∥L∞(0,T ;L2(Ω)d) + ∥ u ∥L2(0,T ;H1
0 (Ω)d) + ∥ C ∥L∞(0,T ;L2(Ω)) + ∥ C ∥L2(0,T ;H1

0 (Ω))

≤ Ĉ

(
∥ g ∥L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥ f0 ∥L2(0,T ;L2(Ω)d) + ∥ u0 ∥L2(Ω)d + ∥ C0 ∥L2(Ω)

) (1.30)

où Ĉ ne dépend que de S0
2 , ν0, α, r0 et cf1 .

De plus, un résultat d’unicité conditionnelle de la solution (u, p, C) du problème va-
riationnel (E) peut être obtenu par une preuve analogue à celle effectuée dans [3] et [5].

Théorème 1.2.7. (Unicité en dimension d = 2) Supposons que la viscosité νC est lip-
schitzienne de constante de Lipschitz cν. Si le problème (E) admet une solution (u, p, C)
telle que pour p ≥ 4 et r ≥ 4,

u ∈ Lp(0, T ;W 1,r(Ω)d),

alors cette solution est unique.

1.3 Problème discret stabilisé
Cette section est consacrée à la discrétisation du problème variationnel en temps et en
espace. Pour approcher les dérivées en temps de la vitesse et de la concentration, nous
utilisons le schéma d’Euler semi-implicite d’ordre un. D’autre part, pour la discrétisation
en espace, nous nous intéressons à la méthode des éléments finis.

1.3.1 Discrétisaton en temps

La méthode de discrétisation utilisée est la méthode d’Euler semi-implicite (cf. [26]).
Nous introduisons une partition de l’intervalle [0, T ] de N intervalles de la forme [tn, tn+1],
1 ≤ n ≤ N , où 0 = t0 < t2 < t3 < ... < tN = T .
Désignons par τn la longueur de l’intervalle [tn−1, tn] et τmax (respectivement τmin) le
maximum (respectivement le minimum) des τn, pour 1 ≤ n ≤ N . Nous supposons que
τ0 = τ1 et nous notons par στ le paramètre de régularité

στ = max
2≤n≤N

max
(

τn
τn−1

,
τn−1

τn

)
.
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1.3. PROBLÈME DISCRET STABILISÉ

Dans ce qui suit, nous travaillons avec des familles de partition régulière où nous suppo-
sons que στ est borné indépendament de τ .

Nous définissons l’opérateur πτ (resp. πl,τ ) : pour tout espace de Banach Y et toute
fonction g continue de ]0, T ] (resp. [0, T [) dans Y , nous notons par πτg (resp.πl,τg) la
fonction escalier qui est constante et égale à g(tn) (resp. g(tn−1)) sur chaque intervalle
]tn−1, tn], 1 ≤ n ≤ N.
De la même manière, pour toute suite (ϕn)0≤n≤N dans Y nous associons la fonction escalier
πτϕτ (resp. πl,τϕτ ) qui est constante et égale à ϕn (resp. ϕn−1) sur chaque intervalle
]tn−1, tn], 1 ≤ n ≤ N .
De plus avec toute famille (vn)0≤n≤N dans Y N+1, on associe la fonction vτ sur [0, T ] qui
est affine sur chaque intervalle [tn−1, tn], 1 ≤ n ≤ N , et égale à vn en tn, pour 1 ≤ n ≤ N.
Plus précisement, cette fonction est égale dans [tn−1, tn] à :

vτ =
t− tn−1

τn
(vn − vn−1) + vn−1 = vτ =

tn − t

τn
(vn − vn−1) + vn.

De même pour la concentration, avec toute famille (Cn)0≤n≤N dans Y N+1, nous associons
la fonction Cτ sur [0, T ] qui est affine sur chaque intervalle [tn−1, tn], 1 ≤ n ≤ N , et égale
à Cn en tn, pour 1 ≤ n ≤ N.
Plus précisement, cette fonction est égale dans [tn−1, tn] à :

Cτ =
t− tn−1

τn
(Cn − Cn−1) + Cn−1 = Cτ =

tn − t

τn
(Cn − Cn−1) + Cn.

Remarque 1.3.1. Dans la suite, en raison de simplification, nous notons par un, pn, et
Cn les quantités respectives u(x, tn), p(x, tn) et C(x, tn).

Remarque 1.3.2. Dans le cas où le pas de temps est constant, que nous notons par τ ,
nous aurons

τi = τ, ∀i = 1, ..., n.

1.3.2 Discrétisation en espace

Dans cette partie, nous nous intéressons à la discrétisation en espace du problème (E)
par la méthode des éléments finis. Désormais, nous supposons que notre domaine Ω est
polygonal (d = 2) ou polyédrique (d = 3), de manière à le recouvrir entièrement. Alors,
pour tout 1 ≤ n ≤ N , notons (Tnh)h une famille de triangulations en triangles (d = 2) ou
de tétraèdres (d = 3) du domaine Ω telle que l’intersection de deux élements différents
est soit un sommet, soit une arête (ou soit une face pour d = 3).
De plus nous avons :

Ω =
⋃

k∈Tnh

K.

Pour tout élément K de Tnh, soit hK son diamètre et ρK le diamètre de la sphère inscrite
dans K. Pour chaque n ∈ {1, ..., N}, hn désigne le diamètre maximal des éléments de Tnh.
Nous définissons par h le maximum des hn, pour n ∈ {1, ..., N}.
Supposons que la famille Xnh,Mnh et Ynh tel que Xnh ⊂ X,Mnh ⊂ M et Ynh ⊂ Y. Nous

16



1.3. PROBLÈME DISCRET STABILISÉ

approchons la vitesse u par des éléments de Lagrange P1b, la pression p et la concentration
C par des éléments finis P1. Nous rappelons que, pour tout entier k, Pk(K) désigne l’espace
des fonctions dont leur restriction sur K est un polynôme à d variables de degré k et
P1b(K) = P1(K) + vect(ψK), où ψK est le produit des coordonnées barycentriques de
l’éléments K. Nous introduisons l’espace des éléments finis suivant

Znh = {qh ∈ C0(Ω̄) ∀K ∈ Tnh, qh|K ∈ P1}.

D’où, pour tout n ∈ {1, ..., N},

Xnh =

{
vh ∈ C0(Ω̄)d ;∀K ∈ Tnh, vh|K ∈ P1b,vh|∂Ω=0

}
,

Ynh =

{
rh ∈ Znh; rh|∂Ω=0

}
,

Mnh =

{
qh ∈ Znh;

∫
Ω

qh dx = 0

}
.

(1.31)

Nous introduisons les espaces discrets suivants :

Vnh =

{
vh ∈ Xnh ;∀qh ∈Mnh,

∫
Ω

qh(x)div vh(x) = 0

}
,

V o
nh =

{
fh ∈ X ′

nh ; ∀vh ∈ Vnh, ⟨fh,vh⟩ = 0

}
,

V ⊥
nh =

{
vh ∈ Xnh ;∀ωh ∈ Xnh,

∫
Ω

∇vh(x)∇ωh(x) = 0

}
,

(1.32)

où X ′
nh est le dual de Xnh.

Remarque 1.3.3. (cf. [6]) Les espaces Xnh et Mnh considérés vérifient la condition inf-
sup discrète avec une constante β > 0 indépendante de h :

inf
pnh∈Mnh

sup
v∈Xnh

∫
Ω

vh(x)p
n
h(x)dx

|vh|H1
0
∥ pnh ∥L2(Ω

≥ β.

Pour effectuer l’analyse numérique, il sera plus facile d’ajouter un terme de stabilisation
aux termes de convections ((un−1

h ∇) · un
h,vh) et ((un

h∇) · Cn
h , rh). Nous introduisons les

formes trilinéaires suivantes :

du(u
n−1
h ,un

h,vh) = ((un−1
h · ∇)un

h,vh) +
1

2
(div(un−1

h )un
h,vh)

et
dC(u

n
h, C

n
h , rh) = ((un

h · ∇)Cn
h , rh) +

1

2
(div(un

h)C
n
h , rh).

Proposition 1.3.4. Pour tous uh,vh ∈ Xnh et rh ∈ Ynh, nous avons

du(uh,vh,vh) = 0

et
dC(uh, rh, rh) = 0.
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1.3. PROBLÈME DISCRET STABILISÉ

Preuve. Il suffit d’appliquer l’inégalité de Green-Riemann aux deux termes de chaque
égalité.

Le problème variationnel discret associé à la formation variationnelle continue (E) est,
pour tout n ∈ {1, · · · , N}, ayant un−1

h ∈ X(n−1)h et Cn−1
h ∈ Y(n−1)h, trouver (un

h, p
n
h) ∈

Xnh ×Mnh, C
n
h ∈ Ynh tel que,

(Eds1)



1

τn
(un

h − un−1
h ,vh) + ν0(∇un

h,∇vh) + (2νC(C
n−1
h )D(un

h),D(vh))

+du(u
n−1
h ,un

h,vh)− (pnh, div vh) = (fn(Cn−1
h ),vh) ∀vh ∈ Xnh,

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h , rh) + dC(u

n
h, C

n
h , rh)

+α(∇Cn
h ,∇rh) + r0(C

n
h , rh) = (gn, rh) ∀rh ∈ Ynh,

(qh, div un
h) = 0 ∀qh ∈Mnh,

où u0
h et C0

h sont des approximations de u0 et C0.
gn et fn sont données par

gn = g(tn)

et
fn(Cn−1) = fn0 + f1(C

n−1)

avec
fn0 = f0(tn).

Alors, pour tout vh ∈ Vnh, nous avons, pour n ∈ {1, .., N} :

Trouver (un
h, p

n
h) ∈ Xnh ×Mnh, C

n
h ∈ Ynh tel que ,

(Eds2)



1

τn
(un

h − un−1
h ,vh) + ν0(∇un

h,∇vh) + (2νC(C
n−1
h )D(un

h),D(vh))

+du(u
n−1
h ,un

h,vh) = (fn(Cn−1
h ),vh) ∀vh ∈ Vnh,

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h , rh) + dC(u

n
h, C

n
h , rh)

+α(∇Cn
h ,∇rh) + r0(C

n
h , rh) = (gn, rh) ∀rh ∈ Ynh,

(qh, div un
h) = 0 ∀qh ∈Mnh,

1.3.3 Existence et unicité de la solution du problème discret

Nous avons recours au théorème qui suit :

Théorème 1.3.5. (Existence et unicité) A chaque pas du temps, pour un−1
h ∈ X(n−1)h, C

n−1
h ∈

Y(n−1)h et sous l’hypothèse (1.2.1), le problème (Eds1) admet une unique solution (un
h, p

n
h, C

n
h )

dans Xnh × Mnh × Ynh.

Preuve. Nous prenons u0 ∈ Vnh, nous supposons que un−1
h ∈ Vnh par récurrence. Nous

cherchons un
h ∈ Vnh tel que pour tout v dans Vnh

ã1(u
n
h,v) = (fn(Cn−1

h ),v) +
1

τn
(un−1

h ,v) (1.33)
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avec

ã1(u
n
h,v) =

1

τn
(un

h,v) + ν0(∇un
h,∇v) + (2νC(C

n−1
h )D(un

h),D(v)) + (un−1
h · ∇un

h,v).

Le terme de droite de (1.33) est continu d’après l’Hypothèse 1.2.1 et puisque un−1
h ∈

X(n−1)h et Cn−1
h ∈ Y(n−1)h. Nous commençons par démontrer que la forme ã1 est continue

et coercive. La continuité est évidente compte tenu du fait que un−1
h ∈ X(n−1)h.

Pour la coercivité, pour tout un
h ∈ Vnh, ayant (un−1

h ·∇un
h,u

n
h) = 0 parce que div un−1

h = 0,
nous avons

ã1(u
n
h,u

n
h) =

1

τn
(un

h,u
n
h) + ν0(∇un

h,∇un
h) + (2νC(C

n−1
h )D(un

h),D(un
h)).

L’inégalité (1.12) nous donne la majoration suivante

ã1(u
n
h,u

n
h) ≥

1

τn
∥ un

h ∥2L2(Ω)d +ν0|u
n
h|2H1

0 (Ω)d .

D’où,

ã1(u
n
h,u

n
h) ≥ min (

1

τmax

, ν0) ∥ un
h ∥2H1(Ω)d .

Nous déduisons, en appliquant le théorème de Lax-Miligram, l’existence et l’unicité de la
solution un

h ∈ Vnh de la première équation du problème variationnel discret (Eds2).
Comme pour tout v ∈ Vnh, nous avons

⟨fn(Cn−1
h )− un

h − un−1
h

τn
− ν0∆un

h −∇ · 2(νC(Cn−1
h )D(un

h))− un−1
h · ∇un

h,v⟩ = 0,

alors d’après le théorème 1.1.6, il existe pn
h ∈Mnh, tel que pour tout v ∈ Xnh

−(pnh, div v) = (fn(Cn−1
h ),v)−

(
un
h − un−1

h

τn
,v

)
− ν0(∇un

h,∇v)

−2(νC(C
n−1
h )D(un

h),D(v))− (un−1
h · ∇un

h,v).
(1.34)

De même pour démontrer l’existence et l’unicité de la concentration C du problème va-
riationnel (Eds1), nous considérons, pour tous C, r ∈ Ynh, la forme bilinéaire suivante :

ã2(C, r) =
1

τn
(C, r) + (∇C,∇r) + (un

h∇C, r) + (r0C, r).

Comme la forme ã2 est continue et coercive nous déduisons d’après Lax-Milgram, l’exis-
tence et l’unicité de la solution Cn

h ∈ Ynh.

Proposition 1.3.6. A chaque itération n, sous les Hypothèses 1.2.1, la solution (un
h, C

n
h ) ∈

Xnh × Ynh du problème variationnel discret (Eds1) vérifie, pour tout m ∈ {1, ..., N}, les
inégalités suivantes :

1

2
∥ um

h ∥2L2(Ω)d +
ν0
2

m∑
n=0

τn|un
h|2H1

0 (Ω)d

≤ C̃d

( m∑
n=0

τn ∥ gn ∥2L2(Ω) +
m∑

n=0

τn ∥ fn0 ∥L2(Ω) + ∥ C0
h ∥2L2(Ω) + ∥ u0

h ∥2L2(Ω)d

) (1.35)
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et

1

2
∥ Cm

h ∥2L2(Ω) +
α

2

m∑
n=0

τn|Cn
h |2H1

0 (Ω) + r0

m∑
n=0

τn
2

∥ Cn
h ∥2L2(Ω)

≤ C̃ ′
d

( m∑
n=0

τn ∥ gn ∥2L2(Ω) + ∥ C0
h ∥2L2(Ω)

)
.

(1.36)
où C̃d et C̃ ′

d sont deux constantes positives indépendantes de h et m.

Preuve. Dans une première étape, nous montrons l’inégalité vérifiée par la concentration
(1.36). En effet, en suivant la même démarche de la preuve du Théorème 1.2.6, nous
obtenons, en remplaçant rnh par Cn

h dans la deuxième équation du problème variationnel
(Eds1), l’inégalité suivante

1

2
∥ Cn

h ∥2L2(Ω) −
1

2
∥ Cn−1

h ∥2L2(Ω) +
ατn
2

|Cn
h |2H1

0 (Ω) +
r0τn
2

∥ Cn
h ∥2L2(Ω)≤

(S0
2)

2τn
2α

∥ gn ∥2L2(Ω) .

Nous appliquons la somme sur n de 1 jusqu’à m ≤ N pour avoir l’estimation suivante :

1

2
∥ Cm

h ∥2L2(Ω) +
α

2

m∑
n=0

τn|Cn
h |2H1

0 (Ω) +
r0
2

m∑
n=0

τn ∥ Cn
h ∥2L2(Ω)

≤ C̃ ′
d

( m∑
n=0

τn ∥ gn ∥2L2(Ω) + ∥ C0
h ∥2L2(Ω)

)
.

(1.37)

D’autre part, nous montrons que un
h vérifie l’estimation (1.35). Il suffit de remplaçer vh

par un
h dans la première équation du problème variationnel (Eds2). Nous obtenons alors,

d’après Proposition (1.3.4), l’équation :(
un
h − un−1

h

τn
,un

h

)
+ (ν0∇un

h,∇un
h) + (2νC(C

n−1
h )Dun

h,Dun
h) = (fn0 ,u

n
h) + (f1(C

n−1
h ),un

h),

qui par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la relation (1.9) donne

1

2τn
∥ un

h ∥2L2(Ω)d −
1

2τn
∥ un−1

h ∥2L2(Ω)d +
1

2τn
∥ un

h − un−1
h ∥2L2(Ω)d +ν0|u

n
h|2H1

0 (Ω)d

≤ S2
0 ∥ f1(C

n−1
h ) ∥L2(Ω)d |un

h|H1
0 (Ω)d + S2

0 ∥ fn0 ∥L2(Ω)d |un
h|H1

0 (Ω)d

(1.38)

Comme ν est bornée, alors (1.38) implique en utilisant (1.12) et (1.10) pour ξ =
2

ν0
,

1

2
∥ un

h ∥2L2(Ω)d −
1

2
∥ un−1

h ∥2L2(Ω)d +
ν0τn
2

|un
h|2H1

0 (Ω)d

≤
(S2

0)
2τnc

2
f1

ν̂2
∥ Cn−1

h ∥L2(Ω) +(S2
0)

2τn ∥ fn0 ∥2L2(Ω)d .

(1.39)

20



1.3. PROBLÈME DISCRET STABILISÉ

Nous insérons (1.37) dans (1.39). Nous obtenons alors, en sommant sur n entre 1 et
m ∈ {1, ..., N}, l’estimation de la vitesse suivante :

1

2
∥ um

h ∥2L2(Ω)d +
ν0
2

m∑
n=0

τn|un
h|2H1

0 (Ω)d ≤ C̃d

( m∑
n=0

τn ∥ gn ∥2L2(Ω) +τn

m∑
n=0

∥ fn0 ∥L2(Ω)

+ ∥ C0
h ∥2L2(Ω) + ∥ u0

h ∥2L2(Ω)d

)
.

(1.40)

21



Chapitre 2

Estimation d’erreur a posteriori

Le but de cette partie est d’établir une estimation d’erreur a posteriori entre la solution
exacte (u, p) du problème (1.1) et la solution numérique du problème (Eds1). Nous suppo-
sons que la solution du problème (1.1) est unique et suffisamment régulière en particulier
u ∈ C0(0, T ;L2(Ω)2) et C ∈ C0(0, T ;L2(Ω)). Dans ce chapitre, nous nous limitons à la
dimension d = 2 pour des raisons techniques que nous allons présenter par la suite. Nous
commençons par construire les indicateurs, puis nous établissons l’estimation d’erreur a
posteriori.

2.1 Construction des indicateurs d’erreurs
Nous définissons l’espace :

Z l
nh = {gh ∈ L2(Ω);∀κn ∈ Tnh, gh|κn ∈ Pl(κn)},

où l est plus petit que le degré des polynômes dans Xnh. Pour 1 ≤ n ≤ N , nous fixons
une approximation fn

h de fn dans Z l
nh et nous prenons l = 1.

Nous notons par :
• Γi

h l’ensemble des arêtes du maillage qui ne sont pas contenues dans ∂Ω,
• Γb

h l’ensemble des arêtes du maillage qui sont contenues dans ∂Ω.

Pour tout élément κn dans Tnh, nous notons par :
• ξκn l’ensemble des arêtes de κn qui ne sont pas inclues dans ∂Ω,
•∆κn l’union des éléments de Tnh qui ont un sommet commun avec κn,
•∆en l’union des éléments de Tnh qui ont en comme arête,
•hκn le diamètre de κn et hen le diamètre de l’arête en,
• [.]en le saut sur chaque arête en dans ξκn (ce n’est pas nécessaire de préciser son signe),
•nκn le vecteur unitaire normal sortant de κn sur ∂κn.

Pour la démonstration des théorèmes suivants, nous définissons pour un élément κn de Tnh,
la fonction bulle ψκn ( resp. ψen) qui est égale au produit des coordonnées barycentriques
associées de κn ( resp. des deux coordonnées barycentriques associées aux sommets de
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2.1. CONSTRUCTION DES INDICATEURS D’ERREURS

en).
De plus, nous considérons Len l’opérateur de relèvement défini sur les polynômes sur
en s’annulant sur ∂en en des polynômes sur les deux éléments κn et κ′n contenant en
s’annulant sur ∂(κn ∪ κ′n) en. Cet opérateur est réalisé par transformation affine à partir
d’un opérateur fixé sur l’élément de référence.

Nous rappelons les propriétés suivantes du ([34], lemme 3.3) :

Propriété 2.1.1. Notons par Pr(κn) l’espace des polynômes de degré plus petit ou égal à
r sur κn, nous avons donc :

∀v ∈ Pr(κn),

{
∥ v ∥0,κn≤ ∥ vψ1/2

κn ∥0,κn≤ c′ ∥ v ∥0,κn ,
|v|1,κn ≤ ch−1

κn
∥ v ∥0,κn .

(2.1)

Propriété 2.1.2. Notons par Pr(en) l’espace des polynômes de degré plus petit ou égal à
r sur en. Par suite, nous avons donc :

∀v ∈ Pr(en), c ∥ v ∥0,en≤ ∥ vψ1/2
en ∥0,en≤ c′ ∥ v ∥0,en , (2.2)

et pour tout polynôme v dans Pr(en) s’annulant sur ∂(en), si κn est un élément qui contient
en nous avons,

∥ Lenv ∥0,κn + hen|Lenv|1,κn ≤ ch1/2en ∥ v ∥0,en . (2.3)

De plus, nous introduisons l’opérateur de régularisation de Clément Chn [17] qui se ca-
ractérise par les propriétés suivantes : (voir [11] section IX.3 BMR) pour tout w dans
H1(Ω)2, Cnhw appartient à l’espace des éléments finis affines et continus, vérifiant pour
tout κn dans Tnh et en dans ξκn les relations :

∥ w − Cnhw ∥0,κn≤ chκn|w|1,∆κn
et ∥ w − Cnhw ∥0,en≤ ch1/2en |w|1,∆en

. (2.4)

De plus, nous aurons les mêmes inégalités (2.4) pour w dans X = H1
0 (Ω)

2 (voir [17] et
[11]), section IX.3).
Pour l’étude de l’erreur a posteriori, nous considérons les fonctions discrètes en temps et
affines par morceaux uh et Ch qui prennent dans l’intervalle [tn−1, tn] , les valeurs :

uh(t) =
t− tn−1

τn
(un

h − un−1
h ) + un−1

h = −tn − t

τn
(un

h − un−1
h ) + un

h

et
Ch(t) =

t− tn−1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + Cn−1

h = −tn − t

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + Cn

h . (2.5)

Nous avons alors
duh(t)

dt
=

1

τn
(un

h − un−1
h )

et
dCh(t)

dt
=

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ).
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Nous définissons la fonction ph constante par morceaux prenant la valeur pnh sur chaque
intervalle ]tn−1, tn[.
Nous démontrons une estimation d’erreur a posteriori, en utilisant les normes suivantes :

[[u− uh]](tm) =

(
∥ u(tm)− uh(tm) ∥2L2(Ω)2

+ν0 max
(∫ tm

0

∥ u(t)− uh(t) ∥2X dt,
m∑

n=1

∫ tn

tn−1

∥ u(t)− πτuh(t) ∥2X dt

))1/2

(2.6)
et

[[C − Ch]](tm) =

(
∥ C(tm)− Ch(tm) ∥2L2(Ω)2

+α max
(∫ tm

0

∥ C(t)− Ch(t) ∥2Y dt,
m∑

n=1

∫ tn

tn−1

∥ C(t)− πτCh(t) ∥2Y dt

))1/2

.

(2.7)
Dans la suite, nous allons établir les équations aux résidus correspondantes aux problèmes
(1.1) et (Eds1).

Lemme 2.1.3. En combinant (1.1) et (Eds1), nous déduisons que

(u− uh)(0) = 0,
(C − Ch)(0) = 0.

De plus, pour 1 ≤ n ≤ N , pour t dans ]tn−1, tn], pour tous v dans X, r dans Y et q dans
M nous avons



(
∂

∂t
(u− uh)(t),v) + ν0(∇u(t)−∇πτuh(t),∇v)

+2(νC(C(t))Du(t)− νC(πl,τCh)Dπτuh(t),Dv)

+(u(t) · ∇u(t))− 1

2
(div (πl,τuh(t))πτuh(t),v)− πl,τuh(t) · ∇πτuh(t),v)

−(div v(t), p(t)− ph(t))
= (f(t, C(t))− fn(Cn−1

h ),v) + ⟨Ru(uh)(t),v⟩,

(
∂

∂t
(C − Ch)(t), r) + α(∇(C − Ch)(t),∇r) + (u(t) · ∇C(t)− πτuh(t) · ∇πτCh(t), r)

+r0(C(t)− Ch(t), r)−
1

2
(div (πτuh(t))πτCh(t), r)

= (g(t)− g(tn), r) + ⟨Rc(Ch)(t), r⟩,∫
Ω

q(t, x)div(u(t, x)− uh(t, x)) = −
∫
Ω

q(t, x)div(uh(t, x)).

(2.8)
avec

⟨Rh
u(u

n
h),v⟩ = (fn(Cn−1

h )− 1

τn
(un

h − un−1
h ),v)− ν0(∇un

h,∇v)

−2(νC(C
n−1
h )Dun

h,Dv)− (un−1
h · ∇un

h,v)

−1

2
(div (un−1

h (t))un
h(t),v) + (div(v), pnh),

(2.9)
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et

⟨Rc(Ch)(t), r⟩ = ⟨Rτ
c (Ch)(t), r⟩+ ⟨Rh

c (C
n
h ), r − rh⟩ pour tout rh ∈ Ynh

où

⟨Rτ
c (Ch)(t), r⟩ = −α(∇(Ch(t)− πτ (Ch)(t)),∇r) + r0(Ch(t)− πτCh(t), r), (2.10)

⟨Rh
c (C

n
h ), r⟩ = (gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ), r)− α(∇Cn

h ,∇r)

−(un
h · ∇Cn

h , r)−
1

2
(div (πτuh(t))πτCh(t), r)− r0(C

n
h , r).

(2.11)

De plus, si (uh, ph, Ch) est solution du problème (Eds1), alors nous avons

⟨Rh
u(u

n
h),v⟩ = ⟨Rh

u(u
n
h),v − vh⟩ for all vh ∈ Xnh (2.12)

et
⟨Rh

c (C
n
h ), r⟩ = ⟨Rh

c (C
n
h ), r − rh⟩ for all rh ∈ Ynh. (2.13)

Preuve. Nous partons du problème (E) pour t ∈]tn−1, tn] et nous intercalons uh(t),
ν0(∇πτuh(t),∇v), νC(πl,τCh)Dπτuh(t),Dv), πl,τuh(t) · ∇πτuh(t), ph(t) dans le premier,
second, troisième, quatrième et dernier terme respectivement de la première équation. De

plus, nous intercalons le terme
1

2
(div πl,τuh(t)πτuh(t),v).

Dans la deuxième équation nous intercalons Ch(t) dans le premier, le second et le dernier

terme. Nous intercalons aussi πτuh(t) · ∇πτCh(t) et −1

2
(div (πτuh(t))πτCh(t), r).

C’est ainsi que nous obtenons :
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

(
∂

∂t
(u− uh)(t),v) + ν0(∇u(t)−∇πτuh(t),∇v)

+2(νC(C(t))Du(t)− νC(πl,τCh)Dπτuh(t),Dv)

+(u(t) · ∇u(t))− 1

2
(div (πl,τuh(t))πτuh(t),v)− πl,τuh(t) · ∇πτuh(t),v)

−(div v(t), p(t)− ph(t))

= (f(t, C(t)),v)− (
∂

∂t
(uh(t)),v)− ν0(∇(πτuh(t)),∇v)

−2νC(πl,τCh)(∇(πτuh(t)),∇v)− (πl,τuh(t) · ∇πτuh(t),v)

−1

2
(div (πl,τuh(t))πτuh(t),v) + (div v, ph(t)),

(
∂

∂t
(C − Ch)(t), r) + α(∇(C − Ch)(t),∇r) + (u(t) · ∇C(t)− πτuh(t) · ∇πτCh(t), r)

+r0(C(t)− Ch(t), r)−
1

2
(div (πτuh(t))πτCh(t), r)

= (g(t), r)− (
∂

∂t
(Ch(t)), r)− α(∇Ch(t)),∇r)− (πτuh(t) · ∇πτCh(t), r)

−1

2
(div (πτuh(t))πτCh(t), r)− r0(Ch(t), r),∫

Ω

q(t, x)div (u(t, x)− uh(t, x)) =

∫
Ω

q(t, x)div uh(t, x).

(2.14)
En ajoutant et retranchant fn(Cn−1

h ) dans l’équation de la vitesse et g(tn) dans l’équation
de la concentration, en utilisant le problème (Eds1) et les définitions des résidus (2.9),
(2.10) et (2.11), nous obtenons le résultats souhaité.

Lemme 2.1.4. Pour t ∈]tn−1, tn], l’égalité (2.10) peut s’écrire sous la forme suivante :

⟨Rτ
c (Ch)(t), r⟩ =

tn − t

τn

∑
κn∈Tnh

{
α

∫
κn

∇(Cn
h − Cn−1

h )(x) · ∇r(x)dx

+r0

∫
κn

(Cn
h − Cn−1

h )(x)r(x)dx

}
.

(2.15)

Preuve. Rappelons que πτCh = Cn
h et πl,τCh = Cn−1

h .

Nous remarquons que pour t ∈]tn−1, tn]

πτCh − Ch(t) = Cn
h − Ch(t)

= Cn
h − t− tn−1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− Cn−1

h

=
tn − t

τn
(Cn

h − Cn−1
h ).

(2.16)
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En remplaçant les égalités ci-dessus dans (2.10), nous obtenons

⟨Rτ
c (Ch)(t), r⟩ = α

(
tn − t

τn
∇(Cn

h − Cn−1
h ),∇r

)
+ r0

(
tn − t

τn
(Cn

h − Cn−1
h ), r

)
=

∑
κn∈Tnh

{
α

∫
κn

tn − t

τn
∇(Cn

h − Cn−1
h )(x)r(x)dx

+r0

∫
κn

tn − t

τn
(Cn

h − Cn−1
h )(x)r(x)dx

}
.

(2.17)

Lemme 2.1.5. L’égalité (2.9) peut être écrite sous la forme ci-dessous :

⟨Rh
u(u

n
h),v − vh⟩ =

∑
κn∈Tnh

{∫
κn

(fn(Cn−1
h )− 1

τn
(un

h − un−1
h ) + ν0∆un

h

+2div(νC(C
n−1
h )D(un

h))− un−1
h · ∇un

h −
1

2
div un−1

h un
h −∇pnh)(x),v(x)− vh(x))dx

−1

2

∑
en∈εκn

∫
en

[(ν0∇un
h + 2νC(C

n−1
h )Dun

h − pnhI)(σ)n] · (v(σ)− vh(σ))dσ

}
,

(2.18)
et l’égalité (2.11) peut être écrite comme suit :

⟨Rh
c (C

n
h ), r − rh⟩ =

∑
κn∈Tnh

{∫
κn

(gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− 1

2
(div (un

h) C
n
h

+α∆Cn
h − un

h · ∇Cn
h − r0C

n
h )(r(x)− rh(x))dx

−1

2

∑
en∈εκn

α

∫
en

[∇Cn
h (σ) · n](r(σ)− rh(σ))dσ

}
.

(2.19)

Preuve. Commençons par montrer l’égalité (2.18). Nous intégrons par parties le second
et le dernier termes du membre de droite de l’égalité (2.9), pour avoir :
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⟨Rh
u(u

n
h),v − vh⟩

=
∑

κn∈Tnh

{∫
κn

(fn(Cn−1
h )− 1

τn
(un

h − un−1
h )) · (v(x)− vh(x))dx

+

∫
κn

ν0∆un
h · (v(x)− vh(x))dx−

∫
∂κn

(ν0∇un
h · n)(σ) · (v(σ)− vh(σ))dσ

+

∫
κn

div (νC(C
n−1
h )Dun

h) · (v(x)− vh(x))dx

−
∫
∂κn

νC(C
n−1
h )((Dun

h) · n)(σ) · (v(σ)− vh(σ))dσ

−1

2

∫
κn

(div un−1
h un

h)(x) · (v(x)− vh(x))dx−
∫
κn

(un−1
h · ∇un

h) · (v(x)− vh(x))dx

−
∫
κn

∇pnh(x) · (v(x)− vh(x))dx+

∫
∂κn

pnh · n(σ) · (v(σ)− vh(σ))dσ

}

=
∑

κn∈Tnh

{∫
κn

(fn(Cn−1
h )− 1

τn
(un

h − un−1
h ) + ν0∆un

h + div (νC(C
n−1
h )Dun

h)

−un−1
h · ∇un

h −
1

2
div un−1

h un
h −∇pnh)(x),v(x)− vh(x))dx

−1

2

∑
en∈εκn

∫
en

[(ν0∇un
h + νC(C

n−1
h )Dun

h − pnh)(σ)n] · (v(σ)− vh(σ))dσ

}
.

(2.20)
Passons maintenant à la seconde égalité (2.19), nous intégrons par parties le second terme
du membre de droite de l’égalité (2.11), nous obtenons :

⟨Rh
c (C

n
h ), r − rh⟩

=
∑

κn∈Tnh

{∫
κn

(gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) · (r(x)− rh(x))dx

+α

∫
κn

∆Cn
h · (r(x)− rh(x))dx− α

∫
∂κn

∇((Cn
h · n)(σ) · (r(σ)− rh(σ))dσ

−
∫
κn

un
h · ∇Cn

h (r(x)− rh(x))dx−
∫
κn

1

2
(div (un

h)C
n
h

)
· (r(x)− rh(x))dx

−
∫
κn

r0C
n
h (r(x)− rh(x))dx

=
∑

κn∈Tnh

{∫
κn

(
gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + α∆Cn

h − un
h · ∇Cn

h

−1

2
(div (un

h)C
n
h − r0C

n
h

)
· (r(x)− rh(x))dx

−1

2

∑
en∈εκn

∫
en

[α∇Cn
h (σ) · n](r(σ)− rh(σ))dσ

}
.

(2.21)

Le travail ci-dessus aboutit à la définition des indicateurs d’erreurs suivante :
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Définition 2.1.6. Pour chaque κn dans Tnh,

(ητu,n,κn
)2 = τn ∥ un

h − un−1
h ∥2H1(κn)

,
(2.22)

(ητc,n,κn
)2 = τn ∥ Cn

h − Cn−1
h ∥2H1(κn)

,
(2.23)

(ηhu,n,κn
)2 = h2κn

∥ fn(Cn−1
h )− 1

τn
(un

h − un−1
h ) + ν0∆un

h + 2div(νC(C
n−1
h )D(un

h))

−un−1
h · ∇un

h −
1

2
div (un−1

h )un
h −∇pnh)(x) ∥20,κn

+
1

2

∑
en∈εκn

hen ∥ [(ν0∇un
h + 2νC(C

n−1
h )D(un

h)− pnhI)(σ)]enn ∥20,en

+ ∥ div un
h ∥20,κn

,
(2.24)

(ηhc,n,κn
)2 = h2κn

∥ gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + α∆Cn

h − un
h · ∇Cn

h − 1

2
div (un

h)C
n
h − r0C

n
h ∥20,κn

+
1

2

∑
en∈εκn

hen ∥ [α∇Cn
h (σ)]en · n ∥20,en .

(2.25)

Remarque 2.1.7. Même si ces indicateurs semblent être un peu compliqués, chaque terme
est calculé facilement puisqu’il dépend uniquement de la solution discrète.

Lemme 2.1.8. Nous avons les majorations suivantes pour tout 1 ≤ n ≤ N ,
1. Pour tout v ∈ X et vh = Cnhv :

|⟨Rh
u(u

n
h),v − vh⟩| ≤ crhu

( ∑
κn∈Tnh

(ηhu,n,κn
)2
)1/2

∥ v ∥1,Ω . (2.26)

2. Pour tout r ∈ Y et rh = Cnhr :

|⟨Rh
c (C

n
h ), r − rh⟩| ≤ crhc

( ∑
κn∈Tnh

(ηhc,n,κn
)2
)1/2

∥ r ∥1,Ω . (2.27)

Preuve.

1. En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz à (2.20), nous obtenons :

|⟨Rh
u(u

n
h),v − vh⟩| ≤

∑
κn∈Tnh

{
∥ fn(Cn−1

h )− 1

τn
(un

h − un−1
h )

+ ν0 ∆un
h + div (νC(C

n−1
h )∇un

h)− un−1
h ∇un

h

−1

2
div un−1

h un
h −∇pnh ∥0,κn∥ v − vh ∥0,κn

+
1

2

∑
en∈εκn

∥ [(ν0∇un
h + νC(C

n−1
h )∇un

h − pnh)n ∥0,en∥ v − vh ∥0,en
}
.
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Nous choisissons vh = Cnhv et nous utilisons (2.4), pour avoir la majoration qui
suit :
|⟨Rh

u(u
n
h),v − vh⟩| ≤

∑
κn∈Tnh

c1hκn

{
∥ fn(Cn−1

h )− 1

τn
(un

h − un−1
h )

+ν0∆un
h + div (ν(Cn−1

h )∇un
h)− un−1

h · ∇un
h

−1

2
div un−1

h un
h −∇pnh ∥0,κn |v|1,∆κn

+
∑

en∈εκn

c2h
1/2
en ∥ [(ν0∇un

h + ν(Cn−1
h )∇un

h − pnh)n ∥0,en |v|0,∆en

}
.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz discrète, et en utilisant la relation
(ab+ cd) ≤ (a+ c)(b+ d) et (2.24), nous obtenons :

|⟨Rh
u(u

n
h),v−vh⟩| ≤

( ∑
κn∈Tnh

(ηhn,κn
)2
)1/2( ∑

κn∈Tnh

c4|v|21,∆κn
+
∑

κn∈Tnh

c5
∑

κn∈Tnh

|v|21,∆en

)1/2

.

Par suite

|⟨Rh
u(u

n
h),v − vh⟩| ≤ crhu

( ∑
κn∈Tnh

(ηhn,κn
)2
)1/2

∥ v ∥1,Ω .

D’où le résultat.
2. Appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz à (2.21), nous obtenons :

|⟨Rh
c (C

n
h ), r − rh⟩| ≤

∑
κn∈Tnh

{
∥ gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + α∆Cn

h − un
h · ∇Cn

h

−1

2
div un

h C
n
h − r0 C

n
h ∥0,κn∥ r − rh ∥0,κn

+
1

2

∑
en∈εκn

∥ [α∇Cn
h · n] ∥0,en∥ r − rh ∥0,en

}
.

(2.28)
Nous choisissons rh = Cnhr et nous utilisons (2.4), pour trouver :

|⟨Rh
c (C

n
h ), r − rh⟩| ≤

∑
κn∈Tnh

c6hκn

{
∥ gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + α∆Cn

h − un
h · ∇Cn

h

−1

2
div un

h C
n
h − r0 C

n
h ∥0,κn |r|1,κn

+
∑

en∈εκn

c7hen ∥ [α∇Cn
h · n] ∥0,en |r|1,en

}
.

(2.29)
L’inégalité de Cauchy-Schwarz discrète, la relation (ab + cd) ≤ (a + c)(b + d) et
(2.25), nous donnent :

|⟨Rh
c (C

n
h ), r−rh⟩| ≤

( ∑
κn∈Tnh

(ηhc,n,κn
)2
)1/2( ∑

κn∈Tnh

c9|r|21,∆κn
+
∑

κn∈Tnh

c10
∑

κn∈Tnh

|r|21,∆en

)1/2

.
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Finalement, nous obtenons :

|⟨Rh
c (C

n
h ), r − rh⟩| ≤ crhc

( ∑
κn∈Tnh

(ηhc,n,κn
)2
)1/2

∥ r ∥1,Ω .

2.2 Les majorations d’erreur a posteriori
Dans cette partie, notre but est d’introduire les théorèmes qui fournissent les majora-

tions d’erreur a posteriori de la vitesse et de la concentration. Pour cela, nous présentons
les deux lemmes suivants de Gronwall.

Lemme 2.2.1. (Lemme de Gronwall) [36] (p 292) [19] (p 252) Soient :
1. f,g̃ et k, des fonctions intégrables et définies de R+ → R,
2. g̃ ≥ 0, k ≥ 0,
3. g̃ ∈ L∞,
4. g̃.k une fonction intégrable sur R+.

Si y : R+ → R satisfait

y(t) ≤ f(t) + g̃(t)

∫ t

0

k(τ)y(τ)dτ, ∀t ∈ R+ (2.30)

alors nous avons :

y(t) ≤ f(t) + g̃(t)

∫ t

0

k(τ)f(τ)exp
( ∫ t

τ

k(s)g̃(s)ds
)
dτ. (2.31)

Lemme 2.2.2. (Lemme de Gronwall discret) [30] (chapitre 4) Soient (yn)n, (fn)n et (g̃n)n
trois suites positives telles que :

∀n ≥ 0, yn ≤ fn +
n−1∑
k=0

g̃kyk.

Alors nous avons :

∀n ≥ 0, yn ≤ fn +
n−1∑
k=0

fkg̃k

n−1∏
j=k+1

(1 + g̃j)

et

∀n ≥ 0, yn ≤ fn +
n−1∑
k=0

fkg̃k exp
( n−1∑

j=k

g̃j
)
.

Théorème 2.2.3. Nous supposons que u appartient à L∞(0, T ;L3(Ω)2), C appartient à
L∞(0, T ;L3(Ω)), et ∇C appartient à L∞(0, T ;L2(Ω)2). Pour tout 1 ≤ m ≤ N , il existe
une constante c indépendante de h et de τ telle qu’on ait la majoration d’erreur a posteriori
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suivante entre la concentration C du problème (1.1) et la solution Ch associée à la solution
(Cn

h )0≤n≤N du problème (Eds1) tel que :

∥ C(tm)− Ch(tm) ∥2L2(Ω) +α

∫ tm

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2Y ds+ 2r0

∫ tm

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2L2(Ω) ds

≤ c

( m∑
n=1

∥ g − gn ∥2L2(tn−1,tn;Y ′) + ∥ C0 − C0
h ∥2L2(Ω) + ∥ u− uh ∥2L2(0,tm;X)

+
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c,n,κn

)2
))
,

(2.32)

Preuve. Commençons par intercaler (u(t) · ∇Cn
h , r) dans la deuxième équation du pro-

blème (2.8) considérée pour t ∈]tn−1, tn], nous obtenons

(
∂

∂t
(C − Ch)(t), r) + α(∇(C − Ch)(t),∇r) + r0(C(t)− Ch(t), r)

= (g(t)− g(tn), r) + ⟨Rc(Ch)(t), r⟩
−(u(t) · ∇(C(t)− Cn

h ), r) + ((un
h − u(t)) · ∇Cn

h ), r)

+
1

2
(div un

hC
n
h , r).

(2.33)

De plus, comme div u = 0, nous aurons :

(
∂

∂t
(C − Ch)(t), r) + α(∇(C − Ch)(t),∇r) + r0(C(t)− Ch(t), r)

= (g(t)− g(tn), r) + ⟨Rc(Ch)(t), r⟩
−(u(t) · ∇(C(t)− Cn

h ), r) + ((un
h − u(t)) · ∇Cn

h ), r)

+
1

2
(div (un

h − u)Cn
h , r).

(2.34)

Nous choisissons r = C − Ch pour avoir :

1

2

d

dt
∥ r(t) ∥2L2(Ω) +α ∥ r(t) ∥2X +r0 ∥ r(t) ∥2L2(Ω)

= (g(t)− g(tn), r(t))) + ⟨Rτ
c (Ch), r(t)⟩+ ⟨Rh

c (C
n
h ), r(t)− rh⟩

−(u(t) · ∇(C(t)− Cn
h ), r(t)) + ((un

h − u(t)) · ∇Cn
h ), r(t))

+
1

2
(div (un

h − u(t))Cn
h , r(t)).

(2.35)

Nous cherchons à majorer le côté droit de l’équation (2.35). Pour cela, nous commençons

par majorer (g(t) − g(tn), r(t))) en utilisant l’inégalité ab ≤ 1

α
a2 +

α

4
b2 de la manière

suivante :
(g(t)− gn, r(t)) ≤ ∥ g(t)− gn ∥Y ′∥ r(t) ∥Y

≤ 1

α
∥ g(t)− gn ∥2Y ′ +

α

4
∥ r(t) ∥2Y .
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Avant de majorer les trois derniers termes, nous intercalons Ch(t) et C(t) puis nous utili-
sons la proposition 1.3.4, pour trouver :

− (u(t) · ∇(C(t)− Cn
h ), r(t)) + ((un

h − u(t)) · ∇Cn
h ), r(t)) +

1

2
(div (un

h − u(t))Cn
h , r(t))

= −(u(t) · ∇(C(t)− Cn
h ), r(t)) + ((un

h − u(t)) · ∇(Cn
h − Ch(t)), r(t))

+
1

2
(div (un

h − u(t))(Cn
h − Ch(t)), r(t))

+((un
h − u(t)) · ∇(Ch(t)− C(t)), r(t)) +

1

2
(div (un

h − u(t))(Ch(t)− C(t)), r(t))

+((un
h − u(t)) · ∇C(t)), r(t)) + 1

2
(div (un

h − u(t))C(t), r(t))

= (u(t) · ∇(Cn
h − C(t), r(t)) + ((un

h − u(t)) · ∇(Cn
h − Ch(t)), r(t))

+
1

2
(div (un

h − u(t))(Cn
h − Ch(t)), r(t)) + ((un

h − u(t)) · ∇C(t)), r(t))

+
1

2
(div (un

h − u(t))C(t), r(t)).

Passons à effectuer une intégration par partie qui nous permet d’écrire :

(u(t) · ∇(Cn
h − C(t), r(t)) + ((un

h − u(t)) · ∇(Cn
h − Ch(t)), r(t))

−1

2
(div (un

h − u(t))(Cn
h − Ch(t)), r(t)) + ((un

h − u(t)) · ∇C(t)), r(t))

+
1

2
(div (un

h − u(t))C(t), r(t))

= (u(t) · ∇(Cn
h − C(t), r(t)) + ((un

h − u(t)) · ∇(Cn
h − Ch(t)), r(t))

−1

2
((un

h − u(t)) · ∇r(t), (Cn
h − Ch(t)) + ((un

h − u(t)) · ∇C(t), r(t))

−1

2
((un

h − u(t)) · ∇C(t), r(t))− 1

2
((un

h − u(t)) · ∇(Cn
h − Ch(t)), r(t))

−1

2
((un

h − u(t)) · ∇r(t), C(t))

= (u(t) · ∇(Cn
h − C(t), r(t)) +

1

2
((un

h − u(t)) · ∇(Cn
h − Ch(t)), r(t))

+
1

2
((un

h − u(t)) · ∇C(t), r(t))− 1

2
((un

h − u(t)) · ∇r(t), (Cn
h − Ch(t))

−1

2
((un

h − u(t)) · ∇r(t), C(t))

= T1 + T2 + T3 + T4 + T5.

Commençons par la majoration de T1, nous intércalons par Ch(t) ayant (u,∇r(t), r(t))
nul nous obtenons :

T1 = (u(t) · ∇(Cn
h − C(t)), r(t)) = (u(t) · ∇(Cn

h − Ch(t)), r(t)).

En prenant en considération que u ∈ L∞(0, T, L3(Ω)2), nous utilisons le fait que Cn
h−Ch =
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tn − t

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) et nous multiplions et divisons par τ 1/2n , pour obtenir :

T1 =
tn − t

τn

∫
Ω

(
u · ∇(Cn

h − Cn−1
h ), r(t)

)
(x)dx

≤
∣∣∣∣tn − t

τn

∣∣∣∣2 ∥ u ∥L3(Ω)2∥ Cn
h − Cn−1

h ∥Y ∥ r(t) ∥L6(Ω)

≤ c1 ∥ u ∥2L∞(0,T ;L3(Ω)2)

ε1
2

∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2Y +
1

2ε1
∥ r(t) ∥2Y .

(2.36)

Passons à la majoration de T2, nous intercalons uh(t) comme suit :

1

2
((un

h − u(t)) · ∇(Cn
h − Ch(t)), r(t)) =

1

2
((un

h − uh(t)) · ∇(Cn
h − Ch(t)), r(t))

+
1

2
((uh(t)− u(t)) · ∇(Cn

h − Ch)), r(t)).

Nous utilisons le fait que Cn
h − Ch(t) =

tn − t

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) et que ab ≤ 2a2 +

1

8
b2 pour

arriver à

|T2| =
1

2

∣∣((un
h − uh(t)) · ∇(Cn

h − Ch(t)), r(t)) + ((uh(t)− u(t)) · ∇(Cn
h − Ch), r(t))

∣∣
≤ 1

2
∥ r(t) ∥L4(Ω)∥ Cn

h − Cn−1
h ∥Y

(
∥ un

h − uh(t) ∥L4(Ω)2 + ∥ uh(t)− u(t) ∥L4(Ω)2
)

≤ 1

2

(
∥ r(t) ∥2L4(Ω)∥ un

h − uh(t) ∥2L4(Ω)2 + ∥ r(t) ∥2L4(Ω)∥ uh(t)− u(t) ∥2L4(Ω)2

)
+
1

4
∥ Cn

h − Cn−1
h ∥2Y .

D’après (1.4) nous avons ∥ v ∥2L4(Ω)2≤
√
2 ∥ v ∥L2(Ω)2 |v|X et d’après la proposition (1.3.6)

et le théorème (1.2.6) nous avons que la solution exacte et numérique de la vitesse ainsi

que celle de la concentration sont bornées dans L2(Ω). Ainsi la relation ab ≤ ε

2
a2 +

1

2ε
b2,

et l’expression un
h − uh(t) =

tn − t

τn
(un

h − un−1
h ), nous donnent

|T2| ≤ c2
(
∥ r(t) ∥Y ∥ un

h − uh(t) ∥X + ∥ r(t) ∥Y ∥ uh(t)− u(t) ∥X
)
+

1

4
∥ Cn

h − Cn−1
h ∥2Y

≤
(

1

2ε2
+

1

2ε3

)
∥ r(t) ∥2Y +c22

(
ε2
2

∥ un
h − un−1

h ∥2Y +
ε3
2

∥ uh(t)− u(t) ∥2Y
)

+
1

4
∥ Cn

h − Cn−1
h ∥2Y .

(2.37)
Pour pouvoir majorer T3, nous intercalons uh(t). Puis nous utilisons la relation un

h −
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uh(t) =
tn − t

τn
(un

h − un−1
h ) et le fait que ∇C ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)2). Nous obtenons donc

|T3| =
1

2

∣∣((un
h − uh(t)) · ∇C(t), r

)
+ (uh(t)− u(t)) · ∇C(t), r(t)

)∣∣
≤ 1

2

(
∥ un

h − un−1
h ∥L6(Ω)2 + ∥ uh(t)− u(t) ∥L6(Ω)2

)
∥ ∇C(t) ∥L2(Ω)∥ r(t) ∥L3(Ω)

≤ c3

(ϵ4
2

∥ un
h − un−1

h ∥2X +
ϵ5
2

∥ u(t)− uh(t) ∥2X
)
+

(
1

2ϵ4
+

1

2ϵ5

)
∥ r(t) ∥2Y .

(2.38)
En suivant les mêmes étapes que la majoration de T2, nous obtenons la majoration suivante
de T4

|T4| =
1

2

∣∣((un
h − u(t)) · ∇r(t), (Cn

h − Ch(t))
∣∣

≤
(

1

2ε6
+

1

2ε7

)
∥ r(t) ∥2Y +c4

(
ε6
2

∥ un
h − un−1

h ∥2X +
ε7
2

∥ uh(t)− u(t) ∥2X
)

+
1

4
∥ Cn

h − Cn−1
h ∥2Y .

(2.39)
Le terme T5 est majoré de la même façon que le terme T3, nous obtenons donc en utilisant
C ∈ L∞(0, T ;L3(Ω))

|T5| ≤ c5

(ϵ8
2

∥ un
h − un−1

h ∥2X +
ϵ9
2

∥ u(t)− uh(t) ∥2X
)
+

(
1

2ϵ8
+

1

2ϵ9

)
∥ r(t) ∥2Y . (2.40)

Par ailleurs, il nous reste à majorer le troisième et le quatrième termes de (2.35). D’après
(2.15), nous avons

⟨Rτ
c (t), r⟩ =

tn − t

τn

(
α

∫
Ω

∇(Cn
h − Cn−1

h )(x) · ∇r(x)dx+ r0

∫
Ω

(Cn
h − Cn−1

h )(x)r(x)dx

)
.

(2.41)
Nous obtenons donc facilement

|⟨Rτ
c (t), r(t)⟩| ≤ c6

ε10
2

∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2Y +
1

2ε10
∥ r(t) ∥2Y .

Pour finir, majorons ⟨Rh
c (C

n
h ), r − rh⟩. En utilisant la relation ab ≤ ε11

2
a2 +

1

2ε11
b2 dans

(2.27), nous avons

|⟨Rh
c (C

n
h ), r − rh⟩| ≤ c7

(ε11
2

∑
κn∈Tnh

(ηhc,n,κn
)2 +

1

2ε11
∥ r(t) ∥2Y

)
. (2.42)

Finalement, en regroupant toutes les majorations pécédentes et en prenant εi, i = {1, ..., 11}
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tel que
1

2

11∑
i=1

1

εi
soit égale à

α

4
, nous obtenons

d

dt
∥ r(t) ∥2L2(Ω) +α ∥ r(t) ∥2Y +2r0 ∥ r(t) ∥2L2(Ω)≤ c

(
∥ g(t)− gn ∥2Y ′

+ ∥ u(t)− uh(t) ∥2X + ∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2Y + ∥ un
h − un−1

h ∥2X +
∑

κn∈Tnh

(ηhc,n,κn
)2
)
.

(2.43)
Nous intégrons cette dernière équation (2.43) entre tn−1 et tn, puis nous sommons sur
n = 1, . . .m pour avoir

∥ r(tm) ∥2L2(Ω) +α

∫ tm

0

∥ r(s) ∥2Y ds+ 2r0

∫ tm

0

∥ r(s) ∥2L2(Ω) ds

≤ c

(
∥ g − gn ∥2L2(0,tm;Y ′) + ∥ C0 − C0

h ∥2L2(Ω) + ∥ u− uh ∥2L2(0,tm;X)

+
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c,n,κn

)2
))
.

(2.44)

Nous obtenons donc le résultat souhaité.

Pour calculer la borne supérieure de la vitesse, nous nous inspirons de Bernardi et Verfürth
[15] ou Bernardi et Sayah [13] afin de découper les erreurs de temps et d’espace. Nous
utilisons la discrétisation en temps pour la vitesse comme problème auxiliaire et nous
calculons une majoration d’erreur entre la solution du problème auxiliaire et la solution
exacte de la vitesse, puis une majoration entre la solution du problème auxiliaire et la
solution discrète. Finalement, en combinant les erreurs obtenues, nous obtiendrons la
majoration d’erreur a posteriori désirée. Nous introduisons le problème auxiliaire semi-
discret en temps suivant :

(Paux)



Soit Cn−1 la composante de concentration de la solution par élément finie
du problème (Eds1), ayant un−1, trouver(un, pn) ∈ X ×M et Cn ∈ Y tel que,
1

τn
(un − un−1,v) + ν0(∇un,∇v) + (2νC(C

n−1
h )D(un),D(v))

+(un−1 · ∇un,v)− (div v, pn) = (fn(Cn−1
h ),v) ∀v ∈ X,

(div un, q) = 0 ∀q ∈M,

tel que u0 = u0 et fn(Cn−1
h ) = fn0 + f1(C

n−1
h ) avec fn0 = f0(tn).

Proposition 2.2.4. Sous les hypothèses 1.2.1, a chaque itération n, la solution (un, pn) ∈
X ×M et Cn ∈ Y du problème Paux vérifie, pour tout m = 1, ..., N , l’inégalité qui suit :

1

2
∥ um ∥2L2(Ω)d +

ν0
2

m∑
n=0

τn|un|2H1
0 (Ω)d

≤ C̃d

( m∑
n=0

τn ∥ gn ∥2L2(Ω) +
m∑

n=0

τn ∥ fn0 ∥2L2(Ω) + ∥ C0
h ∥2L2(Ω) + ∥ u0 ∥2L2(Ω)d

)
,

(2.45)
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où C̃d est une constante positive indépendante de m.

Preuve. Il suffit de suivre la même démarche que la preuve de la proposition 1.3.6 en
remplaçant un

h par un .

Nous rappelons les définitions des fonctions discrètes en temps et affines par morceaux uτ

et Cτ qui prennent dans l’intervalle [tn−1, tn] , les termes :

uτ (t) =
t− tn−1

τn
(un − un−1) + un−1 = −tn − t

τn
(un − un−1) + un (2.46)

et
Cτ (t) =

t− tn−1

τn
(Cn − Cn−1) + Cn−1 = −tn − t

τn
(Cn − Cn−1) + Cn. (2.47)

Nous avons alors
duτ (t)

dt
=

1

τn
(un − un−1)

et
dCτ (t)

dt
=

1

τn
(Cn − Cn−1).

Nous définissons la fonction pτ constante par morceaux prenant la valeur pn sur chaque
intervalle ]tn−1, tn[.

Lemme 2.2.5. En combinant (E) et (Paux), nous déduisons que

(u− uτ )(0) = 0, (C − Cτ )(0) = 0, (p− pτ )(0) = 0.

De plus, pour 1 ≤ n ≤ N , pour t dans ]tn−1, tn], pour tous v dans X et q dans M nous
avons

(
∂

∂t
(u− uτ )(t),v) + ν0(∇(u(t)− uτ (t)),∇v) + (2νC(C(t))D(u(t))

−2νC(πl,τCh)D(uτ (t)),D(v)) + (u(t) · ∇u(t)− uτ (t) · ∇uτ (t),v)

−(div v(t), p(t)− πτpτ (t))

= (f(t, C(t))− fn(Cn−1
h ),v) + ⟨Rτ,2

u (t),v⟩,

(div (u− uτ ), q) = 0,

(2.48)

avec Rτ,2
u défini comme suit :

⟨Rτ,2
u (t),v⟩ =
tn − t

τn

∫
Ω

ν0∇(un − un−1)(x) : ∇v(x) + 2νC(C
n−1
h )D(un − un−1)(x) : D(v(x))dx

+
tn − t

τn

∫
Ω

(un−1 · ∇(un − un−1))(x) · v(x)dx

−t− tn−1

τn

∫
Ω

((un − un−1) · ∇uτ (t))(x) · v(x)dx.

(2.49)
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Théorème 2.2.6. Soit u la vitesse du problème (1.1) et uτ la vitesse associée à (un)0≤n≤N

solution du problème auxiliaire (Paux). Supposons que ∇u ∈ L∞(0, T ;L4(Ω)2×2) et u ∈
L∞(0, T ;L3(Ω)2). Nous avons donc, l’estimation d’erreur a posteriori suivante :

∥ u(t)− uτ (t) ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ t

0

∥ u(τ)− uτ (τ) ∥2X dτ

≤ c

(
∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,t;L2(Ω)2) + ∥ C − πl,τCh ∥2L2(0,t;L4(Ω)) + ∥ πτu− πl,τu ∥2L2(0,t;X)

)
.

(2.50)
où c est une constante positive indépendante de t et de n.

Preuve. Nous commençons par intercaler (νC(C
n−1
h )D(u(t)),D(v)) et (uτ (t) · ∇u(t),v)

dans l’équation de (2.48) où t ∈]tn−1, tn], nous obtenons :

(
∂

∂t
(u(t)− uτ (t)),v) + (2(νC(C(t))− νC(C

n−1
h ))D(u(t)),D(v))

+2(νC(C
n−1
h )D(u(t)− uτ (t)),D(v)) + (ν0∇(u(t)− uτ (t)),∇v)

+((u(t)− uτ (t)) · ∇u(t),v)− (uτ (t) · ∇(uτ (t)− u(t)),v)

−(div v(t), p(t)− πτpτ (t)) = (f(t, C(t))− fn(Cn−1
h ),v) + ⟨Rτ,2

u (t),v⟩.

Soit v = u− uτ . En utilisant le fait que div uτ = 0 et que (uτ (t) · ∇v(t),v(t)) = 0, nous
obtenons :

1

2

d

dt
∥ v(t) ∥2L2(Ω) +ν0 ∥ v ∥2X +2(νC(C

n−1
h )D(v(t)),D(v(t))) =

(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h ),v(t)) + ⟨Rτ,2

u (t),v(t)⟩
−(v(t) · ∇u(t),v(t)) + (2(νC(C

n−1
h )− νC(C(t)))D(u(t)),D(v(t))).

(2.51)

Pour majorer le terme de doite de (2.51). Nous commençons par le troisième terme. Nous
utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz généraliséeL2 − L4 − L4 et (1.4) pour avoir :

|(v(t) · ∇u(t),v(t))| ≤ ∥ u(t) ∥X∥ v(t) ∥2L4(Ω)2

≤
√
2 ∥ u(t) ∥X∥ v(t) ∥L2(Ω)2∥ v(t) ∥X

≤ ε1 ∥ u(t) ∥2X∥ v(t) ∥2L2(Ω)2 +
1

2ε1
∥ v(t) ∥2X .

(2.52)

En suivant la même démarche, nous majorons le premier terme de la partie droite de (2.51)
de la façon suivante :

|(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h ),v(t))| ≤ ∥ f(t, C(t))− fn(Cn−1

h ) ∥L2(Ω)2∥ v(t) ∥L2(Ω)2

≤ (S2
0)

2ε2
2

∥ f(t, C(t))− fn(Cn−1
h ) ∥2L2(Ω)2 +

1

2ε2
∥ v(t) ∥2X .

Nous utilisons la définition de la fonction f et le fait que f1 est c∗f1-lipschitz, pour obtenir :

|(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h ),v)| ≤ (S2

0)
2ε2
(
∥ f0(t)− fn0 ∥2L2(Ω)2 +c

∗
f1
∥ C(t)− Cn−1

h ∥2L2(Ω)

)
+

1

2ε2
∥ v(t) ∥2X .

(2.53)
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Pour le quatrième terme de la partie droite de (2.51), nous utilisons l’ Hypothèse 1.2.1 et
le fait que ∇u ∈ L∞(0, T ;L4(Ω)2×2) pour avoir

2(νC(C
n−1
h )− νC(C(t))D(u(t)),D(v))

≤ 2 ∥ νC(Cn−1
h )− νC(C(t)) ∥L4(Ω)∥ D(u(t)) ∥L4(Ω)2×2∥ D(v(t)) ∥L2(Ω)2×2

≤ c0
ε3
2

∥ Cn−1
h − C(t) ∥2L4(Ω) +

1

2ε3
∥ v(t) ∥2X .

(2.54)
Pour le second terme de la partie droite de (2.51) qui est donné par (2.49), nous le notons
Ta =: T1 + T2 + T3. Nous allons majorer séparément T1, T2 et T3.
T1 est majoré par

|T1| =

∣∣∣∣tn − t

τn

∫
Ω

ν0∇(un − un−1)(x) : ∇v(x) + 2νC(C
n−1
h )D(un − un−1)(x) : D(v(x))dx

∣∣∣∣
≤ (ν0 + 2ν̂2) ∥ un − un−1 ∥X∥ v(t) ∥X
≤ (ν0 + 2ν̂2)

2 ε4
2

∥ un − un−1 ∥2X +
1

2ε4
∥ v(t) ∥2X .

T2 est majoré u(t) comme suit :

|T2| =

∣∣∣∣tn − t

τn

∫
Ω

(un−1 · ∇(un − un−1))(x) · v(x)dx
∣∣∣∣

≤ ∥ un−1 − u(t) ∥L4(Ω)2∥ v(t) ∥L4(Ω)2∥ un − un−1 ∥X
+ ∥ u(t) ∥L3(Ω)2∥ v(t) ∥L6(Ω)2∥ un − un−1 ∥X .

Puisque u ∈ L∞(0, T ;L3(Ω)2) nous avons :

∥ u(t) ∥L3(Ω)2∥ v(t) ∥L6(Ω)2∥ un − un−1 ∥X≤ c1
ε5
2

∥ un − un−1 ∥2X +
1

2ε5
∥ v(t) ∥2X .

Nous intércalons uτ et nous utilisons sa définition donné par (2.46) ; en utilisant le fait
que v = u− uτ , nous obtenons

∥ un−1 − u(t) ∥L4(Ω)2∥ v ∥L4(Ω)2∥ un − un−1 ∥X
≤ c

′
2(∥ un−1 − un ∥L4(Ω)2∥ v ∥L4(Ω)2∥ un − un−1 ∥X)+ ∥ v ∥2L4(Ω)2∥ un − un−1 ∥X

≤ c2
(
∥ un−1 − un ∥2L4(Ω)2∥ v ∥2L4(Ω)2 + ∥ un − un−1 ∥2X + ∥ v ∥2L4(Ω)2∥ un − un−1 ∥X

)
.

En appliquant la relation (1.4) à v et à (un − un−1) et le fait que la solution exacte et
semi-discrète de la vitesse soient bornées dans L2(Ω)2 (d’après Théorème 1.2.6 et Propo-
sition 2.2.4), nous avons

∥ un−1 − u(t) ∥L4(Ω)2∥ v ∥L4(Ω)2∥ un − un−1 ∥X≤ c3(1 +
ε6
2
) ∥ un − un−1 ∥2X +

1

2ε6
∥ v ∥2X .

Par suite, T2 est majoré comme suit :

|T2| ≤ c4(1 +
ε5
2
+
ε6
2
) ∥ un − un−1 ∥2X +(

1

2ε5
+

1

2ε6
) ∥ v ∥2X .
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Passons à la majoration du terme T3. Puisque uτ = u−v et que ((un−un−1) ·∇v,v) = 0
en prenant ∇u ∈ L∞(0, T ;L4(Ω)2×2) nous obtenons :

|T3| =

∣∣∣∣t− tn−1

τn

∫
Ω

(
(un − un−1) · ∇uτ · v

)
(x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣t− tn−1

τn

∫
Ω

(
(un − un−1) · ∇u · v

)
(x)dx

∣∣∣∣
≤ ∥ ∇u ∥L4(Ω)2×2∥ v ∥L2(Ω)∥ un − un−1 ∥L4(Ω)2

≤ c5
ε7
2

∥ un − un−1 ∥2X +
1

2ε7
∥ v ∥2X .

Ainsi,

|⟨Rτ,2
u (t),v(t)⟩| ≤ c6(1+

ϵ4
2
+
ε5
2
+
ε6
2
+
ε7
2
) ∥ un−un−1 ∥2X +(

1

2ε4
+

1

2ε5
+

1

2ε6
+

1

2ε7
) ∥ v ∥2X .

(2.55)
Ensuite, nous regroupons (2.51), (2.52)–(2.53)–(2.54)–(2.55) et nous choisissons ϵi, i =

1, . . . 7 tel que
7∑

i=1

1

2εi
∥ v ∥2X soit plus petit

ν0
2

∥ v ∥2X et nous intégrons entre 0 et t pour

obtenir :

∥ v(t) ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ t

0

∥ v(s) ∥2X ds

≤ c7

(
∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,t;L2(Ω)2) + ∥ C − πl,τCh ∥2L2(0,t;L4(Ω)) + ∥ πτu− πl,τu ∥2L2(0,t;X)

)
+c

′
7

∫ t

0

∥ u(τ) ∥2X∥ v(τ) ∥2L2(Ω)2 dτ.

Nous appliquons le Lemme Gronwall 2.2.1 avec les fonctions suivantes :

y(t) =∥ v(t) ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ t

0

∥ v(s) ∥2X ds,

f̃(t) = c7

(
∥ f0−πτ f0 ∥2L2(0,t;L2(Ω)2) + ∥ C−πl,τCh ∥2L2(0,t;L4(Ω)) + ∥ πτu−πl,τu ∥2L2(0,t;X)

)
,

g̃(t) = 1,
k(t) = c

′

7 ∥ u(t) ∥2X ,

et nous obtenons

∥ u(t)− uτ (t) ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ t

0

∥ u(s)− uτ (s) ∥2X ds

≤ c7

(
∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,t;L2(Ω)2) + ∥ C − πl,τCh ∥2L2(0,t;L4(Ω)) + ∥ πτu− πl,τu ∥2L2(0,t;X)

)
+c

′
7

∫ t

0

(
f̃(τ) ∥ u(τ) ∥2X × exp c

′

7

∫ t

0

∥ u(s) ∥2X ds

)
dτ.

Puisque τ ≤ t, nous avons f̃(τ) ≤ f̃(t), alors

∥ u(t)− uτ (t) ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ t

0

∥ u(s)− uτ (s) ∥2X ds
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≤ c8

(
∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,t;L2(Ω)2) + ∥ C − πl,τCh ∥2L2(0,t;L4(Ω)) + ∥ πτu− πl,τu ∥2L2(0,t;X)

)
+c9 f̃(t)

∫ t

0

(
∥ u(τ) ∥2X × exp

∫ t

0

∥ u(s) ∥2X ds

)
dτ.

En nous basant sur (1.14), l’intégrale de type
∫ t

0

∥ u(s) ∥2X ds est borné par une constante

et nous obtenons (2.50).

Pour établir l’estimation d’erreur a posteriori entre la solution uτ du Problème (Paux) et
la solution discrète uh, nous introduisons les trois lemmes suivants.

Lemme 2.2.7. Pour tout n ∈ {1, . . . , N}, les solutions des Problèmes (Paux) et (Eds1)
vérifient pour tous v ∈ X et vh ∈ Xnh :

1

τn
((un − un−1)− (un

h − un−1
h )),v) + ν0(∇(un − un

h),∇v) + 2(νC(C
n−1
h )D(un − un

h),Dv)

+(un−1 · ∇un − un−1
h · ∇un

h,v)−
1

2
(div (un−1

h )un
h,v)− (div v, pn − pnh) = (Rh

u,v − vh),

(q, div(un − un
h)) = −(q, div(un

h)),
(2.56)

où Rh
u est défini dans (2.18) et vérifi l’égalité suivante

⟨Rh
u(t),v − vh⟩ = (fn(Cn−1

h )− 1

τn
(un

h − un−1
h ),v − vh)− (ν0∇un

h,∇(v − vh))

−2(νC(C
n−1
h )D(un

h),D(v − vh))− (un−1
h · ∇un

h,v − vh)

−1

2
(div (un−1

h )un
h,v − vh) + (div(v − vh), p

n
h).

(2.57)

Preuve. Nous commençons par soustraire la première équation du problème (Eds1) de
la première équation du problème (Paux) et nous obtenons

⟨fn(Cn−1
h ),v⟩ − ⟨fn(Cn−1

h ),vh⟩ = ⟨fn(Cn−1
h ),v⟩ − ⟨fn(Cn−1

h ),vh − v + v⟩
=

1

τn
((un − un−1)− (un

h − un−1
h )),v)− (div v, pn − pnh) + (ν0∇(un − un

h),∇v)

+2(νC(C
n−1
h )D(un − un

h),Dv) + (un−1 · ∇un − un−1
h · ∇un

h,v)

−1

2
(div (un−1

h )un
h,v) + (

1

τn
(un

h − un−1
h ,v − vh) + (ν0∇un

h,∇(v − vh))

+2(νC(C
n−1
h )D(un

h),D(v − vh)) + (un−1
h · ∇un

h,v − vh)

+
1

2
(div (un−1

h )un
h,v − vh)− (div(v − vh), p

n
h).

(2.58)
En utilisant (2.57) et (2.58), nous obtenons la première égalité de (2.56). Pour la seconde
égalité de (2.56), nous avons juste à intércaler la dernière équation du problème (Paux)
par un

h.

Avant de passer au second lemme, nous allons introduire l’opérateur de Stokes Π défini
de X dans X de la façon suivante : Pour tout v dans X, nous notons par Πv la vitesse

41



2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

w de la solution unique (w, r) dans X ×M du problème de Stokes suivant :{
∀ t ∈ X, (∇w,∇t)− (div t, r) = 0,

∀ q ∈M, (div w, q) = (div v, q).
(2.59)

Le lemme suivant cite quelques propriétés de l’opérateur Π ([13], [15] ou [30]).

Lemme 2.2.8. l’opérateur Π a les propriétés suivantes :
1. ∀v ∈ V, Πv = 0.

2. ∀v ∈ X, on a les estimations suivantes :

∥ v − Πv ∥H1
0 (Ω)2≤∥ v ∥X et ∥ Πv ∥X≤

1

β∗
∥ div v ∥L2(Ω) .

3. ∀vh ∈ Vnh et 1 ≤ n ≤ N :

∥ Πvh ∥L2(Ω)2≤ ch1/2n ∥ div vh ∥L2(Ω) .

Maintenant, nous introduisons le second et le troisième lemmes qui nous permettront
de prouver l’estimation d’erreur a posteriori entre la solution uτ du problème (Paux) et
la solution uh du problème (Eds1).

Lemme 2.2.9. Soient um et um
h les solutions respectives de (Paux) et (Eds1). Nous notons

en = un − un
h et v = en − Πen. Nous obtenons l’égalité :

1

2
∥ en ∥2L2(Ω)2 −

1

2
∥ en−1 ∥2L2(Ω)2 +

1

2
∥ en − en−1 ∥2L2(Ω)2

+ν0τn ∥ en ∥2X +2τn(νC(πl,τCh)D(en),D(en))

= (en − en−1,Πen) + ν0τn(∇en,∇(Πen)) + 2τn(νC(πl,τCh)D(en),D(Πen))

τn⟨Rh
u,v − vh⟩ −

τn
2
(en−1 · ∇un,v) +

τn
2
(en−1 · ∇v,un)

−τn(un−1
h · ∇Πen, en)− τn

2
(div (un−1

h )Πen, en).

(2.60)

Preuve. Avant tout, pour tout n ∈ {1, . . . , N}, nous notons en = un − un
h. Nous avons

donc

1

2
∥ en ∥2L2(Ω)2 −

1

2
∥ en−1 ∥2L2(Ω)2 +

1

2
∥ en − en−1 ∥2L2(Ω)2 +ν0τn ∥ en ∥2X

+2τn(νC(πl,τCh)D(en),D(en))

= (en − en−1, en) + ν0τn(∇en,∇en) + 2τn(νC(πl,τCh)D(en),D(en)).

(2.61)

Soit v = en−Πen dans la première égalité du Lemme 2.2.7. Ainsi, Sachant que div (en−
Πen) = 0, le terme de la pression s’annule (c’est pour cette raison que nous avons introduit
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Πen) et nous obtenons pour tout vh ∈ Xnh

(en − en−1, en) + ν0τn(∇en,∇en) + 2τn(νC(πl,τCh)D(en),D(en)) =

(en − en−1,Πen) + ν0τn(∇en,∇(Πen)) + 2τn(νC(πl,τCh)D(en),D(Πen))

+τn⟨Rh
u,v − vh⟩ − τn(u

n−1 · ∇un − un−1
h · ∇un

h,v) +
1

2
τn(div (un−1

h )un
h,v).

(2.62)

Dans les deux dernier termes de (2.62), nous intércalons τn(un−1
h ·∇un,v),

1

2
τn(div (u

n−1
h )un,v)

et nous ajoutons le terme nul −1

2
τn(div (un−1)un,v), pour obtenir :

−τn(un−1 · ∇un − un−1
h · ∇un

h,v) +
τn
2
(div (un−1

h )un
h,v) =

−τn(en−1 · ∇un,v)− τn(u
n−1
h · ∇en,v)− τn

2
(div (un−1

h )en,v)− τn
2
(div (en−1)un,v).

Nous intércalons τn(un−1
h · ∇Πen,v) et

τn
2
(div (un−1

h )Πen,v), puis nous utilisons le fait
que v = en − Πen pour ensuite appliquer la Proposition 1.3.4 ; pour avoir

−τn(un−1 · ∇un − un−1
h · ∇un

h,v) +
τn
2
(div (un−1

h )un
h,v) =

−τn(en−1 · ∇un,v)− τn
2
(div (en−1)un,v)

−τn(un−1
h · ∇Πen, en)− τn

2
(div (un−1

h )Πen, en).

(2.63)

Nous intégrons par partie le second terme du côté droit de (2.63), puis en utilisant (2.62)
et (2.61), nous obtenons le résultat désiré.

Maintenant, nous passons à la majoration de la dernière ligne de (2.60).

Lemme 2.2.10. Nous supposons que hn ≤ csτn,∀n ∈ {1, . . . , N}, où cs est une constante
positive indépendante de n. Nous supposons aussi que um et um

h sont respectivement les
solutions de (Paux) et de (Eds1). Nous notons en = un − un

h et v = en − Πen. Nous
obtenons les majorations suivantes :

|τn
2
(en−1 · ∇un,v) +

τn
2
(en−1 · ∇v,un) + τn(u

n−1
h · ∇Πen, en) +

τn
2
(div (un−1

h )Πen, en)|

≤ cτn

(
∥ div un

h ∥2L2(Ω) + ∥ div un−1
h ∥2L2(Ω)

+
(
∥ un−1

h ∥2X + ∥ un
h ∥2X + ∥ un ∥2X

)
∥ en−1 ∥2L2(Ω)2

)
+
ν0
20
τn ∥ en ∥2X +

ν0
25
τn−1 ∥ en−1 ∥2X +

3

100
∥ en − en−1 ∥2L2(Ω)2 ,

(2.64)
où c est une constante positive indépendante de h et de n.
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Preuve. Nous notons :

A :=
τn
2
(en−1 · ∇un,v) +

τn
2
(en−1 · ∇v,un) =: A1 + A2 ,

B := τn(u
n−1
h · ∇Πen, en) +

τn
2
(div (un−1

h )Πen, en) =: B1 +B2 .

Dans cette première partie, notre objectif est de majorer A. Pour cela nous commençons
par la majoration de A1. En utilisant l’inǵalité de Cauchy-Schwarz généralisée L2−L4−L4,
puis l’inégalité (1.4) sur en−1, en et Πen, le Lemme 2.2.8 et le fait que Πen = −Πun

h, nous
obtenons :

|A1| ≤ τn
2

∥ en−1 ∥L4(Ω)2∥ un ∥X∥ v ∥L4(Ω)2

≤ c5τn ∥ en−1 ∥1/2L2(Ω)2∥ en−1 ∥1/2X ∥ un ∥X
(
∥ en ∥1/2L2(Ω)2∥ en ∥1/2X + ∥ Πen ∥1/2L2(Ω)2∥ Πen ∥1/2X

)
≤ c5τn

(
∥ en−1 ∥1/2L2(Ω)2∥ en−1 ∥1/2X ∥ un ∥X∥ en ∥1/2L2(Ω)2∥ en ∥1/2X

+ ∥ en−1 ∥1/2L2(Ω)2∥ en−1 ∥1/2X ∥ un ∥X (h
1/2
n ∥ div un

h ∥L2(Ω))
1/2 ∥ en ∥1/2X

)
.

(2.65)
Nous notons par A1,1 et A1,2 les termes du côté droit de (2.65). Puis, en prenant en
considération que hn ≤ csτn, nous avons :

A1,1 ≤ c5τn ∥ un ∥X
(ε1
2

∥ en−1 ∥L2(Ω)2∥ en−1 ∥X +
1

2ε1
∥ en ∥L2(Ω)2∥ en ∥X

)
≤ c5τn

ε1
2

( 1

2ε2
∥ en−1 ∥2L2(Ω)2∥ un ∥2X +

ε2
2

∥ en−1 ∥2X
)

+c5τn
1

2ε1

( 1

2ε3
∥ en ∥2L2(Ω)2∥ un ∥2X +

ε3
2

∥ en ∥2X
)
.

et

A1,2 ≤ c5τn
(ε4
2
h1/2n ∥ en−1 ∥L2(Ω)2∥ en−1 ∥X∥ un ∥2X +

1

2ε4
∥ div un

h ∥L2(Ω)∥ en ∥X
)

≤ c5τn
ε4
2

(ε5
2
hn ∥ en−1 ∥2X∥ un ∥2X +

1

2ε5
∥ en−1 ∥2L2(Ω)2∥ un ∥2X

)
+c5τn

1

2ε4
∥ div un

h ∥L2(Ω)∥ en ∥X

≤ c6τ
2
n

ε4ε5
4

∥ en−1 ∥2X∥ un ∥2X +τn
ε4
2ε5

∥ en−1 ∥2L2(Ω)2∥ un ∥2X

+c6τn
1

2ε4

( 1

2ε6
∥ div un

h ∥2L2(Ω) +
ε6
2

∥ en ∥2X
)
.

Passons à la majoration de A2,
A2 =

τn
2
(en−1 · ∇en,un)− τn

2
(en−1 · ∇Πen,un) =: A2,1 + A2,2.

Nous utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée L2 − L4 − L4 , puis (1.4) sur
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un et en−1 pour avoir :

A2,1 ≤ c7τn ∥ en−1 ∥L4(Ω)2∥ en ∥X∥ un ∥L4(Ω)2

≤ c8
(τn
ε7

∥ en ∥2X +τnε7 ∥ en−1 ∥L2(Ω)2∥ en−1 ∥X∥ un ∥L2(Ω)2∥ un ∥X
)

≤ c9
(τn
ε7

∥ en ∥2X +τn
ε7
ε8

∥ en−1 ∥2L2(Ω)2∥ un ∥2X +τnε7ε8 ∥ en−1 ∥2X∥ un ∥2L2(Ω)2

)
.

Nous utilisons Lemme 2.2.8, puis nous suivons les mêmes étapes que A2,1, pour obtenir :

A2,2 ≤ c10τn ∥ en−1 ∥L4(Ω)2∥ div un
h ∥L2(Ω)∥ un ∥L4(Ω)2

≤ c11
(τn
ε9

∥ div un
h ∥2L2(Ω) +τnε9 ∥ en−1 ∥L2(Ω)2∥ en−1 ∥X∥ un ∥L2(Ω)2∥ un ∥X

)
≤ c12

(τn
ε9

∥ div un
h ∥2L2(Ω)

+τn
ε9
ε10

∥ en−1 ∥2L2(Ω)2∥ un ∥2X +τnε9ε10 ∥ en−1 ∥2X∥ un ∥2L2(Ω)2

)
.

Finalement, les résultats obtenus et la Proposition 2.2.4, nous donne :

|A| ≤ c1 τn

(
(

1

ε4ε6
+

1

ε9
) ∥ div un

h ∥2L2(Ω) +(
ε3
ε1

+
ε6
ε4

+
1

ε7
) ∥ en ∥2X

+ (ε1ε2 + ε4ε5τn ∥ un ∥2X +ε7ε8 + ε9ε10) ∥ en−1 ∥2X +
1

ε1ε3
∥ en − en−1 ∥2L2(Ω)2∥ un ∥2X

+ (
ε1
ε2

+
1

ε1ε3
+
ε4
ε5

+
ε7
ε8

+
ε9
ε10

) ∥ un ∥2X∥ en−1 ∥2L2(Ω)2

)
.

(2.66)

En utilisant la relation τn ∥ un ∥2X≤
N∑

n=1

τn ∥ un ∥2X et Proposition 2.2.4, nous pouvons

déduire que
τn ∥ un ∥2X≤ Ĉ, (2.67)

où Ĉ est une constante positive donnée.

Donc, en choisissant ε1 =
100c1

√
Ĉ

√
ν0

, ε2 =
ν0

100c1ε1στ
, ε3 =

√
Ĉν0, ε4 = 1, ε5 =

ν0

100c1Ĉστ
,

ε6 =
ν0

100c1
, ε7 =

100c1
ν0

, ε8 =
1

ε27
στ et ε9 = ε10 =

√
ν0

100c1στ
, we obtain,

|A| ≤ 3ν0
100

τn ∥ en ∥2X +
ν0
25
τn−1 ∥ en−1 ∥2X +

1

100
∥ en − en−1 ∥2L2(Ω)2

+ c2 τn

(
∥ div un

h ∥2L2(Ω) + ∥ un ∥2X∥ en−1 ∥2L2(Ω)2

)
.

(2.68)

Dans cette seconde partie, nous passons à la majoration de B.
Commençons par le terme B1, nous utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée
L2 − L4 − L4, puis Lemme 2.2.8, la condition d’incompressibilité div un = 0 et Lemme
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1.1.3, pour avoir :

|B1| ≤ c13τn ∥ un−1
h ∥L4(Ω)2∥ div un

h ∥L2(Ω)∥ en ∥L4(Ω)2

≤ c14τn
( 1

2ε11
∥ div un

h ∥2L2(Ω) +
ε11
2

∥ un−1
h ∥L2(Ω)2∥ un−1

h ∥X∥ en ∥L2(Ω)2∥ en ∥X
)
.

Comme ∥ un
h ∥L2(Ω)2 est borné d’après (1.35), nous avons :

|B1| ≤ c15τn
( 1

2ε11
∥ div un

h ∥2L2(Ω) +
ε11
2
(
ε12
2

∥ en ∥2X +
1

2ε12
∥ un−1

h ∥2X∥ en ∥2L2(Ω)2)
)

≤ c16τn

(
1

2ε11
∥ div un

h ∥2L2(Ω) +
ε11
2
(
ε12
2

∥ en ∥2X +
1

2ε12
∥ un−1

h ∥2X∥ en−1 ∥2L2(Ω)2)

+
ε11
4ϵ12

∥ un−1
h ∥2X∥ en − en−1 ∥2L2(Ω)2

)
.

Puis nous suivons les mêmes étapes, remarquant que Πun = 0 et en utilisant Lemme
2.2.8, nous obtenons :

|B2| ≤ τn
2

( 1

2ε13
∥ div un−1

h ∥2L2(Ω) +
ε13
2

∥ Πun
h ∥2L4(Ω)2∥ en ∥2L4(Ω)2

)
≤ c17τn

(
1

ε13
∥ div un−1

h ∥2L2(Ω) +h
1/2
n ε13 ∥ div un

h ∥L2(Ω)∥ Πun
h ∥X∥ en ∥L2(Ω)2∥ en ∥X

)
≤ c18τn

(
1

ε13
∥ div un−1

h ∥2L2(Ω)

+ε13
(ε14
2

∥ en ∥2X +
hn
2ε14

∥ div un
h ∥2L2(Ω)∥ un

h ∥2X∥ en ∥2L2(Ω)2

))
≤ c19τn

(
1

ε13
∥ div un−1

h ∥2L2(Ω) +ε13
(ε14
2

∥ en ∥2X +
τn
2ε14

∥ un
h ∥4X∥ en−1 ∥2L2(Ω)2

)
+
τnε13
2ε14

∥ un
h ∥4X∥ en − en−1 ∥2L2(Ω)2

)
.

Donc, B est majoré comme suit :

|B| ≤ c20τn

(
1

ε11
∥ div un

h ∥2L2(Ω) +
1

ε13
∥ div un−1

h ∥2L2(Ω) +
(
ε11ε12 + ε13ε14

)
∥ en ∥2X

+
ε11
ε12

∥ un−1
h ∥2X∥ en−1 ∥2L2(Ω)2 +τn

ε13
ε14

∥ un
h ∥4X∥ en−1 ∥2L2(Ω)2

+
(ε11
ε12

∥ un−1
h ∥2X +

ε13
ε14

τn ∥ un
h ∥4X

)
∥ en − en−1 ∥2L2(Ω)2

)
(2.69)

En utilisant la relation τn ∥ un
h ∥2X≤

N∑
n=1

τn ∥ un
h ∥2X et le Théorème 1.3.6, nous pouvons

déduire que
τn ∥ un

h ∥2X≤ Ĉ, (2.70)
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où Ĉ est une constante positive. Par suite, nous avons :

|B| ≤ c20τn

(
1

ε11
∥ div un

h ∥2L2(Ω) +
1

ε13
∥ div un−1

h ∥2L2(Ω) +
(
ε11ε12 + ε13ε14

)
∥ en ∥2X

+
ε11
ε12

∥ un−1
h ∥2X∥ en−1 ∥2L2(Ω)2 +Ĉ

ε13
ε14

∥ un
h ∥2X∥ en−1 ∥2L2(Ω)2

)
+c20

(
Ĉ
ε11
ε12

+ Ĉ2 ε13
ε14

)
∥ en − en−1 ∥2L2(Ω)2 .

(2.71)

Nous choisissons ε11 =

√
ν0

100c20
√
Ĉ

, ϵ12 =
√
Ĉν0, ε13 =

√
ν0

100c20Ĉ
et ε14 = Ĉ

√
ν0, et nous

obtenons

|B| ≤ ν0
50
τn ∥ en ∥2X +

1

50
∥ en − en−1 ∥2L2(Ω)2

+c3τn

(
∥ div un

h ∥2L2(Ω) + ∥ div un−1
h ∥2L2(Ω)

+ ∥ un−1
h ∥2X∥ en−1 ∥2L2(Ω)2 + ∥ un

h ∥2X∥ en−1 ∥2L2(Ω)2

)
.

(2.72)

Finallement, (2.68) et (2.72) nous donnent le résultat recherché.

Théorème 2.2.11. Soit hn ≤ csτn,∀n ∈ {1, . . . , N}, avec cs une constante positive
indépendante de n. Nous avons l’erreur a posteriori entre um et um

h suivante :

∥ um − um
h ∥2L2(Ω)2 +

m∑
n=1

τn ∥ un − un
h ∥2X ≤ c

(
∥ u0 − u0

h ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ u0 − u0
h ∥2X

+
m∑

n=1

∑
κn∈Tnh

τn(η
h
u,n,κn

)2
)
,

(2.73)
où C est une constante positive indépendante de h et de n.

Preuve. Premièrement, nous majorons la partie droite (2.60) ; nous allons utiliser sou-

vent la relation ab ≤ ε

2
a2 +

1

2ε
b2 pour tout ε > 0, en particulier pour ε =

1

2
. Sachant que

Πen = −Πun
h (comme Πun = 0, voir Lemme 2.2.8) et hn ≤ csτn, partant du Lemme 2.2.8,

le premier et le second termes seront majorés de la façon suivante :

(en − en−1,Πen) ≤ 1

4
∥ en − en−1 ∥2L2(Ω)2 + ∥ Πen ∥2L2(Ω)2

≤ 1

4
∥ en − en−1 ∥2L2(Ω)2 + c cs τn ∥ div un

h ∥2L2(Ω)2 ,
(2.74)
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et

ν0τn(∇en,∇(Πen)) + 2τn(νC(πl,τCh)D(en),D(Πen))

≤ ν0τn
16

∥ en ∥2X +4ν0 τn ∥ Πun
h ∥2X

+
ν0τn
16

∥ en ∥2X +
22 × 4× (ν̂2)

2

ν0
τn ∥ Πun

h ∥2X
≤ ν0τn

8
∥ en ∥2X +c2τn ∥ div un

h ∥2L2(Ω)2 .

(2.75)
Pour le troisième terme de la partie droite (2.60), nous posons vh = Cnhv et nous utilisons
la définition de Rh

u et Lemme 2.1.8. Puis, comme v = en − Πen et d’après Lemme 2.2.8
nous obtenons :

τn⟨Rh
u,v − vh⟩ ≤ c3τn

( ∑
κn∈Tnh

(ηhu,n,κn
)2
)1/2

∥ v ∥X

≤ c4
ν0

∑
κn∈Tnh

τn(η
h
u,n,κn

)2 +
ν0τn
8

∥ en ∥2X .
(2.76)

Pour majorer le dernier terme de (2.60), nous utilisons Lemme 2.2.10. En regroupant
(2.64), (2.74), (2.75) et (2.76) puis en sommant sur n de 1 à m et en utilisant τn ≤ σττn−1

nous avons :

∥ em ∥2L2(Ω)2 +
m∑

n=1

τn ∥ en ∥2X≤ c5

(
∥ e0 ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ e0 ∥2X +

m∑
n=1

∑
κn∈Tnh

τn(η
h
u,n,κn

)2

+
m−1∑
n=0

τn
(
∥ un+1 ∥2X + ∥ un

h ∥2X + ∥ un+1
h ∥2X

)
∥ en ∥2L2(Ω)2

)
.

Nous appliquons le Lemme de Gronwall 2.2.2 avec les fonctions suivantes :

ym =∥ em ∥2L2(Ω)2 +
m∑

n=1

τn ∥ en ∥2X ,

f̃m = c5

(
∥ e0 ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ e0 ∥2X +

m∑
n=1

∑
κn∈Tnh

τn(η
h
u,n,κn

)2

)
,

et
g̃n = c5τn

(
∥ un+1 ∥2X + ∥ un

h ∥2X + ∥ un+1
h ∥2X

)
.

Nous obtenons

∥ em ∥2L2(Ω)2 +
m∑

n=1

τn ∥ en ∥2X≤ c6

(
∥ e0 ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ e0 ∥2X +

m∑
n=1

∑
κn∈Tnh

τn(η
h
u,n,κn

)2

+
m−1∑
n=0

τnf̃n
(
∥ un+1 ∥2X + ∥ un

h ∥2X + ∥ un+1
h ∥2X

)
×

exp
(m−1∑

j=n

τj(∥ uj+1 ∥2X + ∥ uj
h ∥2X + ∥ uj+1

h ∥2X)
))
.
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Sachant que pour tout n ≤ m, f̃n ≤ f̃m nous avons :

∥ em ∥2L2(Ω)2 +
m∑

n=1

τn ∥ en ∥2X≤ c6

(
∥ e0 ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ e0 ∥2X +

m∑
n=1

∑
κn∈Tnh

τn(η
h
u,n,κn

)2

+f̃m

m−1∑
n=0

τn
(
∥ un+1 ∥2X + ∥ un

h ∥2X + ∥ un+1
h ∥2X

)
×

exp
(m−1∑

j=n

τj(∥ uj+1 ∥2X + ∥ uj
h ∥2X + ∥ uj+1

h ∥2X)
))
.

Nous utilisons Théorème 1.3.6, Proposition 2.2.4 et la définitione de στ nous obtenons :

∥ em ∥2L2(Ω)2 +
m∑

n=1

τn ∥ en ∥2X≤ c

(
∥ e0 ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ e0 ∥2X +

m∑
n=1

∑
κn∈Tnh

τn(η
h
u,n,κn

)2
)
.

Nous terminons ainsi la preuve du Théorème 2.2.11, qui nous donne l’estimation d’erreur
a posteriori entre um et um

h .

Afin de relier la partie gauche de (2.73) avec la norme augmentée définie par (2.6), nous
introduisons les deux résultats suivants. ? ?

Lemme 2.2.12. Soient um et um
h les solutions respectives de (Paux) et (Eds1). Nous

avons
1

3

m∑
n=1

τn ∥ un − un
h ∥2X≤

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∥ uτ (s)− uh(s) ∥2X ds ≤ 1 + στ
2

m∑
n=0

τn ∥ un − un
h ∥2X .

(2.77)

Preuve. Puisque uτ −uh est affine sur [tn−1; tn], son carré est un polynôme d’ordre deux
en temps et la formule de Simpson nous permet d’écrire l’intégrale suivante :∫ tn

tn−1

∥ uτ (s)− uh(s) ∥2X ds =
τn
3

(
∥ uτ (tn)− uh(tn) ∥2X + ∥ uτ (tn−1)− uh(tn−1) ∥2X

+ ∥ uτ (tn)− uh(tn) ∥X∥ uτ (tn−1)− uh(tn−1) ∥X
)
,

(2.78)
dans laquelle nous utilisons le fait que ∥ uτ − uh ∥X est affine, pour remplacer sa valeur

dans
tn−1 + tn

2
par la moitié de la somme de sa valeur dans tn−1 et tn. Nous obtenons

ainsi immédiatement
τn
3

∥ uτ (tn)− uh(tn) ∥2X≤
∫ tn

tn−1

∥ uτ (s)− uh(s) ∥2X ds. (2.79)

D’autre part, en utilisant ab ≤ 1

2
(a2 + b2) et τn ≤ σττn−1 dans la partie droite de (2.78),

nous obtenons :∫ tn

tn−1

∥ uτ (s)− uh(s) ∥2X ds ≤ τn
2

(
∥ uτ (tn)− uh(tn) ∥2X + ∥ uτ (tn−1)− uh(tn−1) ∥2X

)
≤ τn

2
∥ uτ (tn)− uh(tn) ∥2X (2.80)

+στ
τn−1

2
∥ uτ (tn−1)− uh(tn−1) ∥2X . (2.81)
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En sommant (2.79) et (2.81) sur n, nous obtenons le résultats désiré (2.77).

Corollaire 2.2.13. Soit t ∈]tm−1, tm]. Soit hn ≤ csτn,∀n ∈ {1, . . . , N}, où cs est une
constante positive indépendante de n. L’erreur a posteriori établie entre uτ (t) et uh(t) est
la suivante :

∥ (uτ − uh)(t) ∥2L2(Ω)2 +

∫ t

0

∥ uτ − uh ∥2X (s)ds

≤ c

(
∥ u0 − u0

h ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ u0 − u0
h ∥2X +

m∑
n=1

∑
κn∈Tnh

τn(η
h
u,n,κn

)2
)
,

(2.82)

où c est une constante positive indépendante de h et de n.

Preuve. Soit t ∈]tm−1, tm]. Puisque t 7→∥ (uτ − uh)(t) ∥L2(Ω)2 est une fonction affine par
morceaux en temps sur [tm−1, tm], alors

∥ (uτ − uh)(t) ∥2L2(Ω)2≤ sup(∥ um−1 − um−1
h ∥2L2(Ω)2 , ∥ um − um

h ∥2L2(Ω)2).

Les deux termes de la partie droite juste au dessus sont majorés par la partie droite
de (2.73), pusique c’est une fonction croissante de m. Donc

∥ (uτ − uh)(t) ∥2L2(Ω)2≤ c

(
∥ u0 − u0

h ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ u0 − u0
h ∥2X +

m∑
n=1

∑
κn∈Tnh

τn(η
h
u,n,κn

)2
)
.

(2.83)
Puis, nous avons d’après (2.77) que∫ t

0

∥ uτ − uh ∥2X (s)ds ≤
∫ tm

0

∥ uτ − uh ∥2X (s)ds ≤ 1 + στ
2

m∑
n=0

τn ∥ un − un
h ∥2X .

avec (2.73) nous obtenons∫ t

0

∥ uτ −uh ∥2X (s)ds ≤ c

(
∥ u0−u0

h ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ u0−u0
h ∥2X +

m∑
n=1

∑
κn∈Tnh

τn(η
h
u,n,κn

)2
)
.

(2.84)
Les inégalités (2.83) et (2.84) nous donnent le résultat (2.82).

Corollaire 2.2.14. Soit hn ≤ csτn,∀n ∈ {1, . . . , N}, où cs est une constante positive
indépendante de n. Sous les hypothèses du Theorem 2.2.6, pour t ∈]tm−1, tm], nous avons
l’estimation d’erreur a posteriorisuivante entre la vitesse u solution du problème (1.1) et
uh qui correspond à un

h solution du problème (Eds1) :

∥ u(t)− uh(t) ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ t

0

∥ u(s)− uh(s) ∥2X ds ≤ c

(
∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,t;L2(Ω)2)

+ ∥ u0 − u0
h ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ u0 − u0

h ∥2X + ∥ C − πl,τCh ∥2L2(0,t,L4(Ω))

+ ∥ πτu− πl,τu ∥2L2(0,t;X) +
m∑

n=1

τn
∑

κn∈Tnh

(ηhu,n,κn
)2
)
,

(2.85)
où c est une constante positive.
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Preuve. La preuve est une conséquence directe du Théorème 2.2.6 et du Corollaire 2.2.13.
Nous commençons par appliquer l’inégalité triangulaire

∥ u(t)− uh ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ t

0

∥ u(s)− uh(s) ∥2X ds

≤ 2 ∥ u(t)− uτ (t) ∥2L2(Ω)2 +2ν0

∫ t

0

∥ u(s)− uτ (s) ∥2X ds

+2 ∥ uτ (t)− uh(t) ∥2L2(Ω)2 +2ν0

∫ t

0

∥ uτ (s)− uh(s) ∥2X ds.

En utilisant Théorème 2.2.6 et Corollaire 2.2.13 Nous obtenons (2.85).

Jusqu’à present, la majoration d’erreur de la concentration (2.32) dépend de l’erreur
de la vitesse et la majoration (2.85) dépend de l’erreur de la concentration. Pour cela, nous
avons besoin de combiner ces deux inégalités, puis utiliser Corollaire 2.2.14 et Théorème
2.2.3 pour obtenir la majoration désirée.

Théorème 2.2.15. Sous les hypothèses du Théorème 2.2.3 et du Corollaire 2.2.14, nous
avons la majoration suivante pour chaque m ∈ {1, . . . , N} :

∥ C(tm)− Ch(tm) ∥2L2(Ω) +α

∫ tm

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2Y ds+ r0

∫ tm

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2L2(Ω) ds

+ ∥ u(tm)− uh(tm) ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ tm

0

∥ u(s)− uh(s) ∥2X ds

≤ c

(
∥ g − πτg ∥2L2(0,tm;Y ′) + ∥ C0 − C0

h ∥2L2(Ω) + ∥ u0 − u0
h ∥2L2(Ω)2

+τ0 ∥ u0 − u0
h ∥2X + ∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,tm;L2(Ω)2)

+
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c,n,κn

)2 + τn(η
h
u,n,κn

)2
))
,

où c est une constante positive.

Preuve. D’après relation (1.4) et l’inégalité ab ≤ 1

2ε
a2 +

ε

2
b2 nous avons

∥ C − πl,τCh ∥2L2(0,t;L4(Ω))≤ c
( 1
2ε

∥ C − πl,τCh ∥2L2(0,t;L2(Ω)) +
ε

2
∥ C − πl,τCh ∥2L2(0,t;Y )

)
.

(2.86)
Dans un premier lieu, pour t ∈]tm−1, tm] nous considérons Inégalités (2.85) et (2.86) pour
avoir la majoration suivante :

∥ u(t)− uh(t) ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ t

0

∥ u(s)− uh(s) ∥2X ds

≤ c1

( m∑
n=1

∑
κn∈Tnh

τn(η
h
u,n,κn

)2+ ∥ πτu− πl,τu ∥2L2(0,t;X) + ∥ u0 − u0
h ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ u0 − u0

h ∥2X

+ ∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,t;L2(Ω)2) +
1

2ε
∥ C − πl,τCh ∥2L2(0,t;L2(Ω)) +

ε

2
∥ C − πl,τCh ∥2L2(0,t;Y )

)
.

(2.87)
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Dans un second lieu, pour chaque n ∈ [1, N ], et pour chaque s ∈]tn−1, tn], nous avons :

∥ C(s)− πl,τCh(s) ∥2Y ≤
(
∥ C(s)− Ch(s) ∥Y + ∥ Ch(s)− Cn−1

h ∥Y
)2

≤
(

∥ C(s)− Ch(s) ∥Y +
(s− tn−1

τn

)
∥ Cn−1

h − Cn
h ∥Y

)2

≤ 2

(
∥ C(s)− Ch(s) ∥2Y + ∥ Cn

h − Cn−1
h ∥2Y

)
.

Soit t ∈ [tm−1, tm] ; afin d’intégrer l’inégalité ci-dessus entre 0 et t, nous commençons par
intégrer entre tn−1 et tn, puis nous sommons sur n de 1 à m − 1 et finalement nous
ajoutons l’intégration entre tm−1 et t. Ansi, nous obtenons∫ t

0

∥ C(t)−πl,τCh(t) ∥2Y dt ≤ c′
(∫ t

0

∥ C(s)−Ch(s) ∥2Y ds+
m∑

n=1

∑
κn∈Tnh

(ητc,n,κn
)2
)
, (2.88)

où c′ est une constante positive indépendante de h et de n. De même, nous avons :

∥ C − πl,τCh ∥2L2(0,t;L2(Ω))≤ c′
(

∥ C − Ch ∥2L2(0,t;L2(Ω)) +
m∑

n=1

∑
κn∈Tnh

(ητc,n,κn
)2
)
. (2.89)

En suivant le même raisonnement, nous intégrons (2.43) entre 0 et t, nous obtenons :

∥ C(t)− Ch(t) ∥2L2(Ω) +α

∫ t

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2Y ds+ 2r0

∫ t

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2L2(Ω) ds

≤ c

(
∥ g − πτg ∥2L2(0,t;Y ′) + ∥ C0 − C0

h ∥2L2(Ω) + ∥ u− uh ∥2L2(0,t;X)

+
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c,n,κn

)2
))
.

(2.90)
Pour traiter le terme ∥ πτu − πl,τu ∥2X dans (2.87) nous utilisons l’inégalité triangulaire
pour chaque n ≤ m, alors nous obtenons

∥ un − un−1 ∥2X≤ 3(∥ un − un
h ∥2X + ∥ un

h − un−1
h ∥2X + ∥ un−1 − un−1

h ∥2X).

Nous multiplions par τn, nous utilisons la définition de l’indicateur (2.22) et la propriété
τn ≤ σττn−1, pour avoir

τn ∥ un − un−1 ∥2X≤ 3
(
τn ∥ un − un

h ∥2X +
∑

κn∈τnh

(ητu,n,κn
)2 + σττn−1 ∥ un−1 − un−1

h ∥2X
)
.

Comme t ∈ [tm−1, tm], nous avons :∫ t

0

∥ πτu−πl,τu ∥2X≤
m∑

n=1

τn ∥ un−un−1 ∥2X ≤ c′′
( m∑

n=0

τn ∥ un−un
h ∥2X +

m∑
n=1

∑
κn∈τnh

(ητu,n,κn
)2
)
.

(2.91)
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En sommant (2.87) et (2.90) et en utilisant (2.88), (2.89), (2.91) et (2.73) nous obte-
nons :

∥ C(t)− Ch(t) ∥2L2(Ω) +α

∫ t

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2Y ds+ 2r0

∫ t

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2L2(Ω) ds

+ ∥ u(t)− uh(t) ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ t

0

∥ u(s)− uh(s) ∥2X

≤ c2

(
∥ g − πτg ∥2L2(0,t;Y ′) + ∥ C0 − C0

h ∥2L2(Ω) + ∥ u0 − u0
h ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ u0 − u0

h ∥2X

+ ∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,t;L2(Ω)2) +
1

2ε
∥ C − Ch ∥2L2(0,t;L2(Ω)) +

ε

2
∥ C − Ch ∥2L2(0,t;Y )

+
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c,n,κn

)2
)
+ τn(η

h
u,n,κn

)2
))
.

Nous considérons ε =
α

c2
pour avoir :

∥ C(t)− Ch(t) ∥2L2(Ω) +
α

2

∫ t

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2Y ds+ 2r0

∫ t

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2L2(Ω) ds

+ ∥ u(t)− uh(t) ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ t

0

∥ u(s)− uh(s) ∥2X ds

≤ c3

(
∥ g − πτg ∥2L2(0,t;Y ′) + ∥ C0 − C0

h ∥2L2(Ω) + ∥ u0 − u0
h ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ u0 − u0

h ∥2X
+ ∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,t;L2(Ω)2) + ∥ C − Ch ∥2L2(0,t;L2(Ω))

+
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c,n,κn

)2
)
+ τn(η

h
u,n,κn

)2
))
.

Puis nous appliquons le Théorème de Gronwall’s 2.2.1 en considérant :

f̃(t) = ∥ g − πτg ∥2L2(0,t;Y ′) + ∥ C0 − C0
h ∥2L2(Ω) + ∥ u0 − u0

h ∥2L2(Ω)2

+τ0 ∥ u0 − u0
h ∥2X + ∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,t;L2(Ω)2)

+
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c,n,κn

)2
)
+ τn(η

h
u,n,κn

)2
)
,

y(t) = ∥ C(t)− Ch(t) ∥2L2(Ω) +α

∫ t

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2Y ds

+r0

∫ t

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2L2(Ω) ds+ ∥ u(t)− um
h ∥2L2(Ω)2

+ν0

∫ t

0

∥ u(s)− uh(s) ∥2X ds,

g̃(t) = 1 et k(τ) = c3.
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Comme k et g̃ sont constants, nous avons

∥ C(t)− Ch(t) ∥2L2(Ω) +α

∫ t

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2Y ds+ r0

∫ t

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2L2(Ω) ds

+ ∥ u(t)− uh(t) ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ t

0

∥ u(s)− uh(s) ∥2X ds

≤ c

(
∥ g − πτg ∥2L2(0,t;Y ′) + ∥ C0 − C0

h ∥2L2(Ω) + ∥ u0 − u0
h ∥2L2(Ω)2

+τ0 ∥ u0 − u0
h ∥2X + ∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,t;L2(Ω)2)

+
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c,n,κn

)2
)
+ τn(η

h
u,n,κn

)2
))
.

Pour t = tm nous obtenons le résultat du Theorem 2.2.15.

Théorème 2.2.16. Sous les hypothèses du Théorème 2.2.3, la solution exacte C du Pro-
blème (1.1) et la solution Ch du Problème (Eds1), pour 1 ≤ n ≤ m avec m ∈ {1, · · · , N},
vérifient l’estimation suivante :

∥ ∂

∂t
(C − Ch) + u · ∇C − πτuh · ∇πτCh −

1

2
div (πτuh)πτCh ∥L2(0,tm;Y ′)

≤ c

( m∑
n=1

∑
κn∈Tnh

(
τn(η

h
c,n,κn

)2 + (ητc,n,κn
)2 + (ητu,n,κn

)2
)

+ ∥ g − πτg ∥2L2(0,tm;Y ′) + ∥ C0 − C0
h ∥2L2(Ω) + ∥ u− uh ∥2L2(0,tm;X)

)1/2

,

(2.92)
où c est une constante positive indépendante de h et de n.

Preuve. Nous considérons la seconde égalité du système (2.8) du Lemme 2.1.3, avec (2.15), (2.19) :

(
∂

∂t
(C − Ch)(t), r) + (u(t) · ∇C(t)− πτuh(t) · ∇πτCh(t), r)−

1

2
(div (πτuh(t))πτCh(t), r)

= −α(∇(C(t)− πτCh),∇r)− r0(C(t)− πτCh, r) + ⟨Rh
c (t), r − rh⟩

+⟨Rτ
c (t), r⟩+ (g(t)− g(tn), r).

Toutefois,

∥ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− πτuh(t) · ∇πτCh(t)−

1

2
div (πτuh(t))πτCh(t) ∥Y ′

= sup
r∈Y

1

∥ r ∥Y

(
(
∂

∂t
(C − Ch)(t), r) + (u(t) · ∇C(t)− πτuh(t) · ∇πτCh(t), r)

−1

2
(div (πl,τuh(t))πτuh(t), r)

)
= sup

r∈Y

1

∥ r ∥Y
(
− α(∇(C(t)− πτCh),∇r)− r0(C(t)− πτCh, r) + ⟨Rh

c (t), r − rh⟩

+⟨Rτ
c (t), r⟩+ (g(t)− g(tn), r)

)
.
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Tous les termes de la partie droite, à l’exception du troisième et du quatrième peuvent être
traiter en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour le troisième terme, nous prenons
rh = Cnhr et nous utilisons (2.27) pour obtenir :

|⟨Rh
c (t), r − rh⟩| ≤ c1

( ∑
κn∈Tnh

(ηhc,n,κn
)2
)1/2

∥ r ∥Y .

Pour le quatrième terme, un simple calcul nous permet d’écrire :

|⟨Rτ
c (t), r⟩| ≤ c2

( ∑
κn∈Tnh

∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2H1(κn)

)1/2

∥ r ∥Y .

D’où

∥ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− πτuh(t) · ∇πτCh(t)−

1

2
div (πτuh(t))πτCh(t) ∥Y ′

≤ c3

(
α ∥ C(t)− πτCh(t) ∥2Y +r0 ∥ C(t)− πτCh(t) ∥2L2(Ω) + ∥ g(t)− g(tn) ∥2Y ′

+
∑

κn∈Tnh

∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2H1(κn)
+
∑

κn∈Tnh

(ηhc,n,κn
)2
)1/2

.

Nous obtenons le résultat désiré (2.92) en intégrant entre tn−1 et tn, en sommant sur n de
0 à m et en utilisant l’inégalité (2.88) et (2.89) appliquées à (C−πτCh) et puis (2.32).

Pour obtenir la forme finale de la majoration a posteriori, il nous faut encore majorer
ce dernier terme :

∂

∂t
(u− uh) + u · ∇u− πl,τuh · ∇πτuh −

1

2
div (πl,τuh)πτuh +∇(p− ph).

Théorème 2.2.17. Soit (u, p, C) la solution du Problème (1.1) et (uh, ph, Ch) la solution
du Problème (Eds1). Pour 1 ≤ n ≤ m avec m ∈ {1, · · · , N}, nous avons les inégalités
suivantes :

∥ ∂

∂t
(u− uh) + u · ∇u− πl,τuh · ∇πτuh −

1

2
div (πl,τuh)πτuh +∇(p− ph) ∥L2(0,tm;X′)

≤ c

( m∑
n=1

∑
κn∈Tnh

(
τn(η

h
u,n,κn

)2 + (ητc,n,κn
)2
)
+ ∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,tm;L2(Ω)2)

+ ∥ C − Ch ∥2L2(0,tm;Y ) + ∥ u− πτuh ∥2L2(0,tm;X)

)1/2

.

(2.93)

Preuve. La première égalité du système (2.8) du Lemme 2.1.3 nous donne :

(
∂

∂t
(u− uh)(t),v) + (u(t) · ∇u(t)− πl,τuh(t) · ∇πτuh(t),v)−

1

2
(div (πl,τuh(t))πτuh(t),v)

−(div v, p(t)− ph(t))

= −ν0(∇u(t)−∇πτuh(t),∇v)− 2(νC(C(t))D(u(t))− νC(πl,τCh)D(πτuh(t)),D(v))

+⟨Rh
u(t),v⟩+ (f(t, C(t))− fn(Cn−1

h ),v).
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Toutefois,

∥ ∂

∂t
(u− uh)(t) + u(t) · ∇u(t)− πl,τuh(t) · ∇πτuh(t)

−1

2
div (πl,τuh(t))πτuh(t) +∇(p− ph)(t) ∥X′

= sup
v∈X

1

∥ v ∥X

(
(
∂

∂t
(u− uh)(t),v) + (u(t) · ∇u(t)− πl,τuh(t) · ∇πτuh(t),v)

−1

2
(div (πl,τuh(t))πτuh(t),v)− (div v, p(t)− ph(t))

)
= sup

v∈X

1

∥ v ∥X

(
− ν0(∇u(t)−∇πτuh(t),∇v)

−2(νC(C(t))D(u(t))− νC(πl,τCh)D(πτuh(t)),D(v))

+⟨Rh
u(t),v⟩+ (f(t, C(t))− fn(Cn−1

h ),v)

)
.

(2.94)
Nous commençons par majorer les deux premiers termes de (2.94). Tout d’abord, nous
insérons 2(νC(πl,τCh)D(u(t)),D(v)) ; nous utilisons (1.12) pour le second terme de (2.95)
ci-dessous. Pour le troisième terme, nous utilisons le fait que νC est lipschitzienne, puis l’in-
égalité de Cauchy-Schwarz généralisée L4−L4−L2, le fait que ∇(u) ∈ L∞(0, T ;L4(Ω)2×2)
et (1.3) avec p = 4 ; nous obtenons

| − ν0(∇u(t)−∇πτuh(t),∇v)− 2(νC(πl,τCh)D(u(t)− πτuh(t)),D(v))
−2((νC(C(t))− νC(πl,τCh))D(u(t)),D(v))|

≤ (ν0 + 2ν̂2) ∥ u(t)− πτuh(t) ∥X∥ v ∥X +c0 ∥ C(t)− Cn−1
h ∥Y ∥ v ∥X .

(2.95)

Pour les autres termes de (2.94), en utilisant (2.12) et (2.26) nous obtenons :

|⟨f(t, C(t))− fn(Cn−1
h ) +Rh

u(t),v⟩|

≤
∑

κn∈Tnh

c1 ∥ f(t, C(t))− fn(Cn−1
h ) ∥L2(κn)∥ v ∥H1(κn) +c2

( ∑
κn∈Tnh

(ηhu,n,κn
)2
)1/2

∥ v ∥X .

D’où, en utilisant la définition et les propriétés de f nous avons,

∥ ∂

∂t
(u− uh)(t) + u(t) · ∇u(t)− πl,τuh(t) · ∇πτuh(t)

−1

2
div (πl,τuh(t))πτuh(t) +∇(p− ph)(t) ∥X′

≤ c3

(
∥ u(t)− πτuh(t) ∥2X +

∑
κn∈Tnh

∥ f0(t)− fn0 ∥2L2(κn)

+
∑

κn∈Tnh

∥ C(t)− Cn−1
h ∥2Y +

∑
κn∈Tnh

(ηhu,n,κn
)2
)1/2

.

Nous insérons Ch(t) dans le troisième terme de la partie droite de l’inégalité précédente,
puis nous utilisons (2.47) (la définition de Ch(t)), ensuite nous intégrons sur t entre tn−1

et tn, et enfin nous sommons sur n de 0 à m pour avoir le résultat recherché.
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Afin d’obtenir l’estimation d’erreur a posteriori, il nous faut encore majorer ce terme :
m∑

n=1

∫ tn

tn−1

∥ u(t)− πτuh(t) ∥2X dt.

Pour cela, nous suivons les mêmes étapes suivies dans (2.88) et nous obtenons :
m∑

n=1

∫ tn

tn−1

∥ u(t)−πτuh(t) ∥2X dt ≤ c

( m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∥ u(s)−uh(s) ∥2X ds+
m∑

n=1

∑
κn∈Tnh

(ητu,n,κn
)2
)
.

(2.96)

Corollaire 2.2.18. Soit hn ≤ csτn,∀n ∈ {1, . . . , N}, où cs est une constante positive
indépendante de n. Sous les hypothèses du Théorème 2.2.3 et du Corollaire 2.2.14, pour
chaque m ∈ {1, · · · , N}, les solutions (u, p, C) de (1.1) et (uh, ph, Ch) de (Eds1) satisfont
l’estimation a posteriori suivante :

[[u− uh]]
2(tm)

+ ∥ ∂

∂t
(u− uh) + u · ∇u− πl,τuh · ∇πτuh −

1

2
div (πl,τuh)πτuh +∇(p− ph) ∥L2(0,tm;X′)

+[[C − Ch]]
2(tm)

+ ∥ ∂

∂t
(C − Ch) + u · ∇C − πτuh · ∇πτCh −

1

2
div (πτuh)πτCh ∥L2(0,tm;Y ′)

≤ c

(
∥ g − πτg ∥2L2(0,tm;Y ′) + ∥ C0 − C0

h ∥2L2(Ω) + ∥ u0 − u0
h ∥2L2(Ω) +τ0 ∥ u0 − u0

h ∥2X

+ ∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,tm;L2(Ω)2) +
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c,n,κn

)2 + τn(η
h
u,n,κn

)2
))
.

(2.97)

Preuve. Le résultat est une conséquence directe de la définition de [[u − uh]]
2(tm) et

[[C − Ch]]
2(tm), Théorème 2.2.15 et Inégalités (2.92), (2.93) et (2.96).

2.2.1 Majoration des indicateurs

Dans cette section, nous allons monter l’efficacité de l’estimation d’erreur a posteriori,
cette dernière consiste à majorer chacun des indicateurs ητu,n,κn

, ηhu,n,κn
, ητc,n,κn

et ηhc,n,κn

localement avec l’erreur entre la solution exacte et la solution numérique.

Pour établir la preuve de l’efficacité, nous introduisons fnh une approximation de fn, νh
une approximation de νC et gnh une approximation de gn de la forme suivante : Pour toute
fonction ξ ∈ Lp(κn) et pour chaque élément κn ∈ Tnh nous posons

fnh (ξ)|κn =
1

|κn|

∫
κn

fn(ξ(x))dx, (2.98)

νh(ξ)|κn =
1

|κn|

∫
κn

νC(ξ(x))dx (2.99)
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et
gnh |κn =

1

|κn|

∫
κn

gn(x)dx. (2.100)

Une conséquence directe des propriétés de fn et de νC est que νh est majoré et que fnh et
νh sont Lipschitziennes par rapport à ξ.

Remarque 2.2.19. Nous introduisons fnh , νh et gnh , qui sont constants sur chaque κn, ainsi
nous pourrons appliquer Propriété 2.1.1 qui s’applique seulement sur des polynômes.

Théorème 2.2.20. Pour tout n ∈ {1, · · · , N}, nous avons l’estimation suivante :

(ητc,n,κn
)2 ≤ c

(
∥ C − Ch ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn))

+ ∥ C − πτCh ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn))

)
,

où c est une constante indépendante du pas de temps et du pas de maillage.

Preuve. En nous basant sur la définition de Ch et de Cn
h , nous avons pour tout n ∈

{1, · · · , N} et pour tout t ∈ [tn−1, tn],

Ch(t)− πτCh(t) =
t− tn
τn

(Cn
h − Cn−1

h ).

Alors, en intercalant par C(t) dans l’inégalité prédédente, nous obtenons :(
t− tn
τn

)2

∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2H1(κn)
≤ 2(∥ C(t)− Ch(t) ∥2H1(κn)

+ ∥ (C(t)− πτCh(t) ∥2H1(κn)
).

Nous intégrons sur t entre tn−1 et tn pour obtenir le résultat recherché.

Passons à la majoration de l’indicateur ηhc,n,κn
.

Théorème 2.2.21. Pour tout n ∈ {1, · · · , N}, nous avons

τn(η
h
c,n,κn

)2

≤ c

(
∥ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u · ∇C − un

h · ∇Cn
h

−1

2
div (un

h)C
n
h + r0(C − Cn

h ) ∥2L2(tn−1,tn;H−1(∆κn))

)
+ ∥ C − πτCh ∥2L2(tn−1,tn;H1(∆κn))

+h2κn
∥ g − πτg ∥2L2(tn−1,tn;L2(∆κn))

+τnh
2
κn

∥ gn − gnh ∥2L2(∆κn)

)
,

(2.101)

où c est une constante indépendante de n et de m.

Preuve. Nous considérons la seconde égalité du système (2.8) du Lemme 2.1.3 dans lequel
nous simplifions la partie droite et la partie gauche par ⟨Rτ

c (t), r⟩, et nous utilisons (2.19)
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ainsi nous obtenons pour chaque t =]tn−1, tn] :∫
Ω

∂

∂t
(C − Ch)(t) r dx+ α

∫
Ω

∇(C(t)− Cn
h ) · ∇r dx+

∫
Ω

u(t) · ∇C(t) r dx

−
∫
Ω

un
h · ∇Cn

h r dx+ r0

∫
Ω

(C(t)− Cn
h ) r dx− 1

2

∫
Ω

div (un
h)C

n
h r dx

=
∑

κn∈Tnh

{∫
κn

(g(t)− gn) r dx+

∫
κn

(gn − gnh) r dx

+

∫
κn

(gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + α∆Cn

h − un
h · ∇Cn

h − 1

2
div (un

h)C
n
h − r0C

n
h ) r dx

−α
2

∑
en∈εκn

∫
en

[∇Cn
h (σ) · n]r(σ)dσ

}
.

(2.102)
Nous prenons r = rκn , où

rκn =

 (gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + α∆Cn

h − un
h · ∇Cn

h − 1

2
div (un

h)C
n
h − r0C

n
h )ψκn on κn,

0 on Ω\κn.

Rappelons que ψκn est une fonction bulle qui est égale au produit des coordonnées bary-
centriques associées avec les sommets de κn.
Alors, nous obtenons∫

κn

(gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + α∆Cn

h − un
h · ∇Cn

h − 1

2
div (un

h)C
n
h − r0C

n
h )

2 ψκn dx

=

∫
κn

∂

∂t
(C − Ch)(t) rκn dx+ α

∫
κn

∇(C(t)− Cn
h ) · ∇rκn dx+

∫
κn

u(t) · ∇C(t) rκn dx

−
∫
κn

un
h · ∇Cn

h rκn dx+ r0

∫
κn

(C(t)− Cn
h ) rκn dx− 1

2

∫
κn

div (un
h)C

n
h rκn dx

−
∫
κn

(g(t)− gn) rκn dx−
∫
κn

(gn − gnh) rκn dx.

Puisque rκn ∈ H1
0 (κn), nous appliquons la définition de la norme de H−1(κn). Nous

appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour avoir :

∥ (gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + α∆Cn

h − un
h · ∇Cn

h − 1

2
div (un

h)C
n
h − r0C

n
h )ψ

1/2
κn

∥20,κn

≤ c1

(
∥ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u · ∇C(t)− un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h

+r0(C(t)− Cn
h ) ∥H−1(κn)∥ rκn ∥H1

0 (κn) +α ∥ ∇(C(t)− Cn
h ) ∥0,κn∥ rκn ∥H1

0 (κn)

+ ∥ g(t)− gn ∥H−1(κn)∥ rκn ∥0,κn + ∥ gn − gnh ∥0,κn∥ rκn ∥0,κn

)
.
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Nous multiplions par hκn , nous utilisons Propriété 2.1.1 et le fait que 0 ≤ ψκn ≤ 1 ; puis
nous simplifions et nous obtenons :

hκn ∥ (gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + α∆Cn

h − un
h · ∇Cn

h − 1

2
div (un

h)C
n
h − r0C

n
h ) ∥0,κn

≤ c2

(
∥ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u · ∇C(t)− un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h + r0(C(t)− Cn

h ) ∥H−1(κn)

+ ∥ ∇(C(t)− Cn
h ) ∥0,κn +hκn ∥ g(t)− gn ∥0,κn +hκn ∥ gn − gnh ∥0,κn

)
.

(2.103)
Nous commençpns par intercaler gn et utiliser l’inégalité triangulaire. Puis en élevant au
carré l’inégalité précédente et en intégrant sur t entre tn−1 et tn, nous pouvons majorer le
premier terme de l’indicateur ηhc,n,κn

comme suit :

τnh
2
κn

∥ gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + α∆Cn

h − un
h · ∇Cn

h − 1

2
div (un

h)C
n
h − r0C

n
h ∥20,κn

≤ c3
(
∥ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u · ∇C − un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h + r0(C − Cn

h ) ∥2L2(tn−1,tn;H−1(κn))

+ ∥ C − Cn
h ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn))

+h2κn
∥ g − gn ∥2L2(tn−1,tn;L2(κn))

+τnh
2
κn

∥ gn − gnh ∥20,κn

)
.

(2.104)
Pour obtenir la majoration du second terme de ηhc,n,κn

, nous considérons un élément κn ∈
Tnh et en ∈ ∂κn ∩ Γi

h ; nous nottons par κ′n l’autre cellule du maillage qui contient en et
nous considérons Équation (2.102) avec r = ren où :

ren =

{
Len(α[∇Cn

h · n]enψen) on κn ∪ κ′n,
0 on Ω\(κn ∪ κ′n).

Nous obtenons :∫
en

[α∇Cn
h · n]2enψends =∫

κn∪κ′
n

(gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + α∆Cn

h − un
h · ∇Cn

h − 1

2
div (un

h)C
n
h + r0C

n
h )ren dx

−
∫
κn∪κ′

n

(
∂

∂t
(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h + r0(C(t)− Cn

h )) ren dx

+

∫
κn∪κ′

n

(g(t)− gn) ren dx+ α

∫
κn∪κ′

n

∇(C(t)− Cn
h )∇ren dx.

Comme ren ∈ H1
0 (Kn∪K ′

n), nous pouvons appliquer la définition de la normeH−1(Kn ∪K ′
n) ;

nous appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous utilisons Propriété 2.1.1 et Proppriété
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2.1.2, Nous multiplions par h1/2en et simplifions par ∥ α[∇Cn
h · n]en ∥0,en pour avoir

h
1/2
en ∥ α[∇Cn

h · n]en ∥0,en
≤ c4

(
hen ∥ gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + α∆Cn

h − un
h · ∇Cn

h − 1

2
div (un

h)C
n
h + r0C

n
h ∥0,κn∪κ′

n

∥ ∂

∂t
(C(t)− Ch)(t) + u · ∇C − un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h + r0(C − Cn

h ) ∥H−1(κn∪κ′
n)

+ ∥ g(t)− gn ∥L2(κn∪κ′
n)

+ ∥ C(t)− Cn
h ∥H1(κn∪κ′

n)

)
.

(2.105)
Nous pouvons majorer le premier terme de la partie droite de (2.105), en utilisant (2.103)

et le fait que
hen
hκn

et
hen
hκ′

n

sont bornés par 1. En élevant au carré l’inégalité précédente, puis

en intégrant sur t entre tn−1 et tn, nous pouvons majorer le second terme de l’indicateur
ηhc,n,κn

comme suit :

henτn ∥ α[∇Cn
h · n]en ∥20,en

≤ c5

(
∥ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u · ∇C − un

h · ∇Cn
h

−1

2
div (un

h)C
n
h + r0(C − Cn

h ) ∥2L2(tn−1,tn;H−1(κn∪κ′
n))

+h2en ∥ g − gn ∥2L2(tn−1,tn;L2(κn∪κ′
n))

+τnh
2
en ∥ gn − gnh ∥20,κn∪κ′

n

+ ∥ C − Cn
h ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn∪κ′

n))

)
.

(2.106)
En regroupant (2.104) et (2.106), nous obtenons la majoration de ηhc,n,κn

.

Il nous reste à majorer les indicateurs de la vitesse ητu,n,κn
et ηhu,n,κn

.

Théorème 2.2.22. Pour tout n ∈ {1, · · · , N}, nous avons les estimations suivantes :

(ητu,n,κn
)2 ≤ c

(
∥ u− uh ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn)2)

+ ∥ u− πτuh ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn)2)

)
,

où c est une constante positive indépendante de n et de h.
Pour la preuve, nous avons juste à suivre la preuve du Théorème 2.2.20.

Théorème 2.2.23. Soit ∇u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)2×2), nous avons pour tout n ∈ {1, · · · , N} :

τn(η
h
u,n,κn

)2 ≤

c

(
∥ ∂

∂t
(u− uh) + u · ∇u− un−1

h · ∇un
h −

1

2
div (un−1

h )un
h +∇(p− ph) ∥2L2(tn−1,tn;H−1(∆κn)2)

+ ∥ C − Ch ∥L2(tn−1,tn;H1(∆κn)) + τn ∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2H1(∆κn)
+ ∥ u− uh ∥2L2(tn−1,tn;H1(∆κn))

+ ∥ un
h − u ∥2L2(tn−1,tn;H1(∆κn))

+ ∥ νh(C)− νC(C) ∥2L2(tn−1,tn;L2(∆κn))

+h2κn
∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(tn−1,tn;L2(∆κn))

+h2κn
∥ fn(C)− fnh (C) ∥2L2(tn−1,tn;L2(∆κn))2

)
.

(2.107)
où c est une constante positive indépendante de n et de h.
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Preuve. En nous basant sur la première inégalité du système (2.8) dans Lemme 2.1.3,
nous utilisons 2.18 et nous intercalons les termes (fnh (C

n−1
h ),v), 2(νh(C(t))D(u),D(v)), et

2(νh(C
n−1
h )D(u),D(v)) pour avoir :∫

Ω

( ∂
∂t

(u− uh)(t) + u(t) · ∇u(t)− 1

2
div (un−1

h )un
h − un−1

h · ∇un
h

)
· vdx

−
∫
Ω

div v(t)(p(t)− ph(t))dx+ ν0

∫
Ω

∇(u(t)− un
h) : ∇vdx

+2

∫
Ω

νh(C
n−1
h )D(u(t)− un

h) : D(v)dx+ 2

∫
Ω

(νC(C(t))− νh(C(t))D(u) : D(v)dx

+2

∫
Ω

(νh(C(t))− νh(C
n−1
h ))D(u) : D(v)dx

−
∫
Ω

(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h )) · vdx−

∫
Ω

(fn(Cn−1
h )− fnh (C

n−1
h )) · vdx

=
∑

κn∈Tnh

{∫
κn

(fnh (C
n−1
h )− 1

τn
(un

h − un−1
h ) + ν0∆un

h +∇ · (2νh(Cn−1
h )D(un

h))− un−1
h · ∇un

h

−1

2
div (un−1

h )un
h −∇pnh)) · vdx

−1

2

∑
en∈εκn

∫
en

[(ν0∇un
h + 2νh(C

n−1
h )D(un

h)− pnh)(σ)n] · v(σ)dσ
}
.

(2.108)
Nous prenons v = vκn tel que

vκn =


((fnh (C

n−1
h )− 1

τn
(un

h − un−1
h ) + ν0∆un

h +∇ · (2νh(Cn−1
h )D(un

h))

−un−1
h · ∇un

h −
1

2
div (un−1

h )un
h −∇pnh)(x))ψκn on κn,

0 on Ω\κn.
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Ainsi nous obtenons :∫
κn

(
fnh (C

n−1
h )− 1

τn
(un

h − un−1
h ) + ν0∆un

h +∇ · (2νh(Cn−1
h )D(un

h))

−un−1
h · ∇un

h −
1

2
div (un−1

h )un
h −∇pnh

)2
ψκn dx

=

∫
κn

( ∂
∂t

(u− uh)(t) + u(t) · ∇u(t)− un−1
h .∇un

h

−1

2
div (un−1

h )un
h +∇(p(t)− ph(t))

)
· vκn dx

+ν0

∫
κn

∇(u(t)− un
h) : ∇vκn dx+

∫
κn

2νh(C
n−1
h )D(u(t)− un

h) : D(vκn)dx

+

∫
κn

2(νC(C(t))− νh(C(t)))D(u) : D(vκn)dx

+

∫
κn

2(νh(C(t))− νh(C
n−1
h ))D(u) : D(vκn)dx

−
∫
κn

(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h )) · vκn dx−

∫
κn

(fn(Cn−1
h )− fnh (C

n−1
h )) · vκn dx.

(2.109)
Puisque vκn ∈ H1

0 (Kn)
2, nous pouvons appliquer la définition de la norme H−1(κn)

2.
Nous notons par Ii, i = 0, . . . , 6 les termes de la partie droite de l’égalité (2.109). Les
trois premiers termes peuvent être majorés facilement en utilisant les propriétés de νh et
l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi nous obtenons :

|I0 + I1 + I2| ≤ c1
(
∥ ∂

∂t
(u− uh)(t) + u(t) · ∇u(t)− un−1

h · ∇un
h −

1

2
div (un−1

h )un
h

+∇(p(t)− ph(t)) ∥H−1(κn)2 + ∥ u− un
h ∥H1(κn)2

)
∥ vκn ∥H1(κn)2

Passons à la majoration de I3. Nous appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz en consi-
dérant ∇u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)2×2). alors nous avons :

|I3| ≤ 2 ∥ νC(C(t))− νh(C(t)) ∥L2(κn)∥ D(u(t)) ∥L∞(0,T ;L∞(Ω)2×2)∥ vκn ∥H1(κn)2

≤ c2 ∥ νC(C(t))− νh(C(t)) ∥L2(κn)∥ vκn ∥H1(κn)2 .

Comme νh est Lipschitzienne, et ∇u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)2×2), nous appliquons l’inégalité
de Cauchy-Schwarz et nous intercalons par Ch(t) pour avoir :

|I4| ≤ c5 ∥ C(t)− Cn−1
h ∥L2(κn)∥ D(u) ∥L∞(0,T ;L∞(Ω)2×2)∥ vκn ∥H1(κn)2

≤ c6
(
∥ C(t)− Ch(t) ∥H1(κn) + ∥ Cn

h − Cn−1
h ∥H1(κn)

)
∥ vκn ∥H1(κn)2 .

Pour le terme I5, nous intercalons par f(Ch(t)), nous utilisons la définition et les
propriétés de f (hypothèse 1.2.1) et nous appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour
obtenir :

|I5| ≤ c7

(
∥ f0(t)− f0(tn) ∥L2(κn)2 + ∥ C(t)− Ch(t) ∥L2(κn)

+ ∥ Cn
h − Cn−1

h ∥L2(κn)

)
∥ vκn ∥L2(κn)2 .
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Il nous reste à majorer le terme I6. Nous intercalons par fn(C(t)) et fnh (C(t)) puis nous
utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour avoir :

|I6| ≤ c8

(
∥ fnh (C

n−1
h )− fnh (C(t)) ∥L2(κn)2 + ∥ fnh (C(t))− fn(C(t)) ∥L2(κn)2

+ ∥ fn(C(t))− fn(Cn−1
h ) ∥L2(κn)2

)
∥ vκn ∥L2(κn)2 .

En utilisant les propriétés de fn et fnh et puis en intercalant par Ch(t) dans le premier et
le troisième terme dans la partie droite de la majoration pécédente, nous obtenons :

|I6| ≤ c9

(
∥ Cn

h − Cn−1
h ∥L2(κn)2 + ∥ fnh (C(t))− fn(C(t)) ∥L2(κn)2

+ ∥ C(t)− Ch(t) ∥L2(κn)2

)
∥ vκn ∥L2(κn)2 .

Ainsi, nous considérons l’Équation (2.109), nous combinons les majorations correspon-
dantes de Ii, i = 0, . . . , 6, puis nous utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz et les proprié-
tés 2.1.1 et 2.1.2, ensuite nous multiplions par h2κn

et nous intégrons entre tn−1et tn pour
avoir l’inégalité qui suit :

τnh
2
κn

∥ fn(Cn−1
h )− 1

τn
(un

h − un−1
h ) + ν0∆un

h +∇ · (2νh(Cn−1
h )D(un

h))

−un−1
h · ∇un

h −
1

2
div (un−1

h )un
h −∇pnh ∥20,κn

≤ c10

(
∥ ∂

∂t
(u− uh) + (u · ∇u− un−1

h · ∇un
h −

1

2
div (un−1

h )un
h +∇(p− ph) ∥2L2(tn−1,tn;H−1(κn))

+ ∥ C − Ch ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn))
+τn ∥ Cn

h − Cn−1
h ∥2H1(κn)

+ ∥ un
h − u ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn))

+ ∥ νh(C)− νC(C) ∥2L2(tn−1,tn;L2(κn))

+h2κn
∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(tn−1,tn;L2(κn))

+h2κn
∥ fnh (C)− fn(C) ∥2L2(tn−1,tn;L2(κn))

)
,

(2.110)
Cette dernière inégalité représente la majoration du premier terme de l’indicateur ηhu,n,κn

.
Passons à la majoration du second terme.
Nous considérons l’élément κn ∈ Tnh et en ⊂ ∂κn ∩ Γi

h ; nous notons par κ′n les autres
cellules du maillage qui contiennent en et nous considérons l’Équation (2.108) avec v = ven

tel que

ven =

{
Len([(ν0∇un

h + 2νh(C
n−1
h )D(un

h)− pnh)n]enψen) on κn ∪ κ′n,
0 on Ω\(κn ∪ κ′n).
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2.2. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

Nous obtenons,

−
∫
en

[(ν0∇un
h + 2νh(C

n−1
h )D(un

h)− pnh)n]
2
enψends

=

∫
κn∪κ′

n

( ∂
∂t

(u− uh)(t) + u(t) · ∇u(t)

−1

2
div (un−1

h )un
h − un−1

h · ∇un
h +∇(p− ph)(t)

)
· ven dx

+

∫
κn∪κ′

n

ν0∇(u(t)− un
h) : ∇ven dx+

∫
κn∪κ′

n

2(νh(C
n−1
h )D(u(t)− un

h)) : D(ven)dx

+

∫
κn∪κ′

n

2(νC(C(t))− νh(C(t)))D(u) : D(ven)dx

+

∫
κn∪κ′

n

2(νh(Ch(t))− νh(C
n−1
h ))D(u) : D(ven)dx

−
∫
κn∪κ′

n

(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h )) · ven dx−

∫
κn∪κ′

n

(fn(Cn−1
h )− fnh (C

n−1
h )) · ven dx

−
∫
κn∪κ′

n

(fnh (C
n−1
h )− 1

τn
(un

h − un−1
h ) + ν0∆un

h

+∇ · (2νh(Cn−1
h )D(un

h))− un−1
h · ∇un

h −
1

2
div (un−1

h )un
h −∇pnh) · ven dx.

(2.111)
Nous suivons les mêmes étapes que nous avons suivi pour majorer le premier terme de

(ηhu,n,κn
)2. En utilisant (2.110) et le fait que

hen
hκn

et
hen
hκ′

n

sont bornés par 1, nous avons :

τnhen ∥ [(ν0∇un
h + 2νh(C

n−1
h )D(un

h)− pnh)n]en ∥20,en

≤ c11

(
∥ ∂

∂t
(u− uh) + u · ∇u− un−1

h · ∇un
h −

1

2
div (un−1

h )un
h +∇(p− ph) ∥2L2(tn−1,tn;H−1(κn∪κ′

n))

+ ∥ C − Ch ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn∪κ′
n))

+τn ∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2H1(κn∪κ′
n)

+ ∥ un
h − u ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn∪κ′

n))
+ ∥ νh(C)− νC(C) ∥2L2(tn−1,tn;L2(κn∪κ′

n))

+ h2en ∥ f0 − f0(tn) ∥2L2(tn−1,tn;L2(κn∪κ′
n))

+ h2en ∥ fn(C)− fnh (C) ∥2L2(tn−1,tn;L2(κn∪κ′
n))

)
.

(2.112)
Nous terminons la preuve en majorant le dernier terme de (ηhu,n,κn

)2.
Nous utilisons la condition d’incompressibilité du fluide div (u) = 0 pour avoir

∥ div uh(t) ∥L2(κn)≤ ∥ div (u(t)− uh(t)) ∥L2(κn) .

Nous intégrons entre tn−1 et tn, et nous utilisons la relation (2.79) avec le terme (div (uh(tn)))
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au lieu du terme (uτ (tn)− uh(tn)) pour avoir :

τn
3

∥ div un
h ∥0,κn ≤ ∥ div uh ∥L2(tn−1,tn;L2(κn))

≤ ∥ div (u− uh) ∥L2(tn−1,tn;L2(κn))

≤ ∥ u− uh ∥L2(tn−1,tn;H1(κn)) .

(2.113)

En combinant (2.110), (2.112) et (2.113), et le fait que hen ≤ hκn , nous obtenons le résultat
désiré.
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Chapitre 3

Problème de couplage avec coefficient
de diffusion dépendant de la
concentration

3.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons traiter le problème de couplage étudié dans les cha-

pitres précédents mais cette fois-ci en supposant que le coefficient diffusion α dépend de
la concentration. Nous commençons par montrer l’existence et l’unicité de la solution du
problème correspondant. Ensuite nous discrétisons le problème comme dans le chapitre 1
et nous démontrons l’existence, l’unicité et la continuité de la solution discrète. Nous ter-
minons en établissant les estimations d’erreur a posteriori correspondantes.

Soit Ω un ouvert borné de Rd, d = 2, 3, de frontière ∂Ω continue lipschitzienne et [0, T ]
un intervalle de R.
Nous supposons que ν, α et f dépendent de la concentration et que, pour la simplicité, la
vitesse et la concentration du fluide satisfont les conditions de Dirichlet homogènes.
Le problème considéré est le suivant :

∂u

∂t
(x, t)− div(ν(C(x, t))D(u)(x, t))

+(u(x, t) · ∇)u(x, t) +∇p(x, t) = f(x,C(x, t)) dans Ω×]0, T [ ,

∂C

∂t
(x, t)− div(α(C(x, t))∇C(x, t))

+(u(x, t) · ∇)C(x, t) + r0C(x, t) = g(x, t) dans Ω×]0, T [ ,

div u(x, t) = 0 dans Ω×]0, T [ ,

u(x, t) = 0 sur ∂Ω×]0, T [ ,
C(x, t) = 0 sur ∂Ω×]0, T [ ,
u(x, 0) = u0 sur Ω ,
C(x, 0) = C0 sur Ω .

(3.1)
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3.2. PROBLÈME VARIATIONNEL CONTINU

où r0 est une constante positive, g est une fonction donnée et D(u) =
1

2
(∇u+ (∇u)T ).

La viscosité ν est la somme d’une viscosité constante ν0 et d’une viscosité νC(C) qui
dépend de la concentration. Les inconnues sont la vitesse u, la pression p et la concentra-
tion C de la substance chimique diluée dans le fluide.

Le fait que le coefficient de diffusion α dépend de la concentration nous incite à reprendre
l’étude de l’existence et de l’unicité de la solution exacte du problème de couplage, ainsi
que l’étude du schéma discret correspondant.

3.2 Problème variationnel continu
Pour l’étude théorique de l’existence et de l’unicité de la solution du problème (3.1), nous
nous basons sur les travaux effectués dans [2], [24] et [33].
Dans cette section, nous introduisons la formulation variationnelle correspondant à notre
problème et nous étudions les résultats théoriques correspondants.

Nous reprenons les mêmes définitions des espaces X, Y, V et M , et les hypothèses 1.2.1
introduites dans le premier chapitre et nous ajoutons l’hypothèse suivante :

Hypothèse 3.2.1. Nous supposons que le coefficient de diffusion α ∈ L∞(R) est cα-
lipschitzienne, et vérifie pour tout θ ∈ R,

α̂1 ≤ α(θ) ≤ α̂2 (3.2)

où α̂1, α̂2 sont deux constantes strictement positives.

La formulation variationnelle associée à (3.1) au sens des distributions dans ]0, T [ est :
∀v ∈ X, ∀r ∈ Y et ∀q ∈M nous avons

(E1)



d

dt
(u(t),v) + ν0(∇u(t),∇v) + (2νC(C(t))D(u(t)),D(v))

−(p(t), div v) + cu(u(t),u(t),v) = (f(t, C(t)),v) ∀v ∈ X,

d

dt
(C(t), r) + (α(C(t))∇C(t),∇r)

+cC(u(t), C(t), r) + r0(C(t), r) = (g(t), r) ∀r ∈ Y,

(div u(t), q) = 0 ∀q ∈M,

u(0) = u0 dans Ω,
C(0) = C0 dans Ω.

(3.3)

Dans ce qui suit, nous démontrons l’existence et l’unicité de la solution (u, p, C) du pro-
blème variationnel (E1). Nous commençons par rappeler que D(Ω) est l’ensemble des
fonctions C∞(Ω) à support compact et nous introduisons les définitions suivantes :

Définition 3.2.2. Nous introduisons les espaces fonctionnels suivants :

V =

{
v ∈ (D(Ω))d; div v = 0

}
,
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La fermeture de V dans H1
0 (Ω)

d =
{
v ∈ H1

0 (Ω)
d : div v = 0

}
= V

et
H = La fermeture de V dans L2(Ω)d =

{
v ∈ L2(Ω)d : div v = 0, γnv = 0

}
, où γn est

obtenu par extension continue de l’opérateur de trace normale défini sur D(Ω) par densité
de D(Ω) dans H(div ; Ω).

Afin de pouvoir démontrer l’existence d’au moins une solution du problème (3.1), nous
allons introduire un nouvel espace fonctionnel. Pour tout v ∈ L2(0, T ), on note par ṽ
l’extension de v par 0 en dehors de [0, T ] :

ṽ =

{
v sur [0, T ],
0 ]−∞, 0[ ∪ ]T,+∞[,

(3.4)

Définition 3.2.3. Nous notons par Dγ
t v la dérivé en temps d’ordre γ de v qui est la

transformée de Fourier inverse de (2iπτ)γ v̂ avec D̂γ
t v(τ) = (2iπτ)γ v̂(τ).

Soient X0, X et X1 trois espaces de Hilbert tels que X0 ⊂ X ⊂ X1 et l’injection de X0

dans X soit compacte. Nous introduisons les espaces fonctionnels suivants :

Hγ(R;X0, X1) =

{
v ∈ L2(R;X0);D

γ
t v ∈ L2(R, X1)

}
.

Hγ
K(R;X0, X1) =

{
u ∈ Hγ(R;X0, X1); support de u ⊂ K

}
Théorème 3.2.4. (Théorème 2.2 p 274 [33]) L’injection Hγ

K(R;H1
0 (Ω), L

2(Ω)) dans
L2(0, T ;L2(Ω)) est compacte. De même, l’injection Hγ

K(R;V,H) dans L2(0, T ;H) est com-
pacte.

Pour montrer l’existence de la solution du problème (3.1), nous allons suivre une démons-
tration classique ([33], [24]). Nous choisissons des solutions discrètes um(t) et Cm(t) par
la méthode de Galerkin puis nous allons montrer la convergence de ces solutions vers la
solution du problème (3.1). Comme V est un espace séparable et V est dense dans V ,
il existe donc une base (wm)m de V et une base (wm)m de Y . Nous notons Vm et Ym
des sous espaces respectifs de V et Y , engendrés respectivement par {w1, . . . ,wm} et
{w1, . . . , wm}. Nous considérons,

um(t) =
m∑
j=1

ujm(t)wj , (3.5)

et

Cm(t) =
m∑
j=1

Cjm(t)wj . (3.6)

Pour m ∈ N fixé, nous introduisons le système d’équations différentielles suivant,
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

Trouver les fonctions ujm, Cjm de R+ dans R, telles que, pour tout t ∈ [0, T ]
m∑
j=1

dujm
dt

(t)(wj,wi) + ν0

m∑
j=1

ujm(t)(∇wj,∇wi)

+2
m∑
j=1

ujm(t)(νC(
m∑
l=1

Clm(t)wl)Dwj,Dwi) +
m∑
j=1

m∑
l=1

ujm(t)ulm(t)cu(wj,wl,wi)

= (f0(t),wi) +

(
f1(

m∑
j=1

Cjm(t)wj),wi

)
∀1 ≤ i ≤ m ,

m∑
j=1

dCjm

dt
(t)(wj, wi) +

m∑
j=1

Cjm(t)(α(
m∑
l=1

Clm(t)wl)∇wj,∇wi)

+
m∑
j=1

m∑
l=1

Cjm(t)ulm(t)cc(wj, wl, wi) + r0

m∑
j=1

Cjm(t)(wj, wi) = (g(t), wi)

∀1 ≤ i ≤ m ,

uim(0) = u0im,
Cim(0) = C0

im,
(3.7)

où u0im et C0
im sont respectivement les projections orthogonales de u0 et C0 sur H et L2(Ω)

dans la base {wi}1≤i≤m et {wi}1≤i≤m.

Théorème 3.2.5. (Existence d’une solution de (3.7)) Sous les Hypothèses 1.2.1 et 3.2.1,
le système (3.7) admet au moins une solution et le couple (um, Cm) construit par (3.5)
et (3.6) est dans un sous-ensemble borné uniformément en m de l’espace L2(0, T ;V ) ∩
L∞(0, T ;H)× L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)).

Preuve. Comme {wi}1≤i≤m et {wi}1≤i≤m sont deux familles libres alors les deux matrices
de coefficients respectifs (wi,wj) et (wi, wj) sont inversibles. Le système équivalent à (3.7)
sera de la forme suivante :(

u′im(t)
C ′

im(t)

)
= ϕi

(
t;um(t), u2m(t), ..., umm(t), C1m(t), C2m(t), ..., Cmm(t)

)
, ∀1 ≤ i ≤ m,

où les fonctions ϕi, i = 1, . . . ,m sont localement lipschitziennes par rapport aux va-
riables uim(t) et Cim(t) du fait que νC , α et f sont lipschitziennes. D’après le théorème
de Cauchy-Lipschiz local (cf. [32]), le problème (3.7) admet une unique solution maxi-
male (uim(t), Cim(t)) ∈ C0(0, Tm;Vm) × C0(0, Tm;Ym) pour un certain réel positif Tm. Si
Tm < T , alors nécessairement um et Cm ne sont pas bornés quand t → Tm par valeur
inférieures. Donc, si nous montrons que um et Cm sont bornés indépendament de m et
de t dans L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) × L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)), alors on peut
déduire que Tm = T .
Nous cherchons donc à présent des bornes sur um et Cm. Soit t ∈ [0, Tm[. Nous multiplions
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la seconde équation du problème (3.7) par Cim(t) et nous sommons par rapport à i. Nous
utilisons le fait que α soit borné (Hypothèse 3.2.1) et comme um est à divergence nulle
alors la forme trilinéaire s’annule (Lemme 1.2.3) et nous obtenons

(
d

dt
Cm(t), Cm(t)

)
+ α̂1|Cm(t)|2H1

0 (Ω) ≤ (g(t), Cm(t)).

Nous intégrons entre 0 et t, et nous obtenons :

1

2
(∥ Cm(t) ∥2L2(Ω) − ∥ Cm(0) ∥2L2(Ω)) + α̂1

∫ t

0

|Cm(s)|2H1
0 (Ω)ds ≤

∫ t

0

(g(s), Cm(s))ds.

Passons à la majoration du second membre, nous utilisons le Lemme 1.1.2 pour p = 2 et

(1.10) avec ξ =
α̂1

(S0
2)

2
, a = S0

2 |Cm(s)|H1
0 (Ω), b =∥ g ∥L2(Ω) pour avoir

∫ t

0

(g(s), Cm(s))ds ≤
α̂1

2

∫ t

0

|Cm(s)|2H1
0 (Ω)ds+

(S0
2)

2

2α̂1

∫ t

0

∥ g ∥2L2(Ω) ds.

Par suite, nous obtenons la majorations suivante :

∥ Cm(t) ∥2L2(Ω) +α̂1

∫ t

0

|Cm(s)|2H1
0 (Ω) ≤

(
∥ C0 ∥2L2(Ω) +

(S0
2)

2

α̂1

∥ g ∥2L2(0,T ;L2(Ω))

)
. (3.8)

Du fait que le membre de droite de la précédente inégalité est indépendant de t et de
m, nous déduisons que Cm est une solution globale sur [0,T] et d’autre part que Cm est
uniformément borné dans L∞(0, T ;L2(Ω)) et dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)).

Nous allons suivre le même raisonnement pour um. Nous commençons par multiplier
la première équation du problème (3.7) par uim(t) et nous sommons par rapport à i.
Comme um est à divergence nulle, nous utilisons alors le fait que la forme trilinéaire
s’annule (Lemme 1.2.3) et nous obtenons

(
d

dt
um(t),um(t)) + ν0|um(t)|2H1

0 (Ω)d ≤ (f0(t) + f1(Cm(t)),um(t)).

Nous intégrons entre 0 et t, et nous obtenons :

1

2
(∥ um(t) ∥2L2(Ω)d − ∥ um(0) ∥2L2(Ω)d) + ν0

∫ t

0

|um(s)|2H1
0 (Ω)dds

≤
∫ t

0

(f0(s) + f1(Cm(s)),um(s))ds.

Passons à la majoration du second membre. Nous utilisons Lemme 1.1.2 pour p = 2 et
nous utilisons deux fois (1.10) avec ξ =

ν0
2(S0

2)
2
, a = S0

2 |um(s)|H1
0 (Ω)d , b =∥ f0 ∥L2(Ω) la

première fois et b = cf1 ∥ Cm ∥L2(Ω) la seconde fois, pour avoir∫ t

0

(f0(s) + f1(Cm(s)),um(s))ds ≤
ν0
4

∫ t

0

|um(s)|2H1
0 (Ω)dds+

(S0
2)

2

ν0

∫ t

0

∥ f0 ∥2L2(Ω) ds

+
ν0
4

∫ t

0

|um(s)|2H1
0 (Ω)dds+

(S0
2)

2c2f1
ν0

∫ t

0

∥ Cm ∥2L2(Ω) ds.
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Par suite,

∥ um(t) ∥2L2(Ω) +ν0

∫ t

0

|um(s)|2H1
0 (Ω)

≤∥ u0 ∥2L2(Ω) +
2(S0

2)
2

ν0
∥ f0 ∥2L2(0,T ;L2(Ω)) +

2(S0
2)

2c2f1
ν0

∥ Cm ∥2L2(0,T ;L2(Ω)) ds.

(3.9)

Le fait que les deux premiers termes du second membre de l’estimation précédente sont
indépendants de t et de m et que ∥ Cm ∥2L2(0,T ;L2(Ω)) est borné d’après (3.8), implique que
um est uniformément borné dans L∞(0, T ;H) et dans L2(0, T ;V ).
Ainsi, um et Cm sont des solutions globales uniformément bornées par rapport à m dans

L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H)× L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)).

Théorème 3.2.6. Pour γ ∈]0, 1
4
[, les fonctions ũm et C̃m, construites à partir de (3.4)

avec um et Cm solutions du système (3.7), appartiennent respectivement à des sous-
ensembles bornés uniformément en m des espaces Hγ(R;V,H) et Hγ(R;H1

0 (Ω), L
2(Ω)).

Preuve. Commençons par noter Ĉm la transformé de Fourier de C̃m.
Notre but est de montrer que C̃m ∈ Hγ(R;H1

0 (Ω), L
2(Ω)). Ayant Cm ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω))
d’après le Théorème 3.2.5, nous avons donc que C̃m ∈ L2(R;H1

0 (Ω)), il nous reste à
montrer que : il existe γ > 0∫ ∞

−∞
|τ |2γ ∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω) dt ≤ c, (3.10)

avec c une constante positive indépendante de m.
D’après la deuxième équation du problème (3.7), nous avons pour tout j ∈ {1, · · · ,m}

d

dt
(C̃m, wj) =< g̃m;wj > +(C0m, wj)σ0 − (Cm(T ), wj)σT , (3.11)

avec σ0 et σT sont les distributions de Dirac en 0 et T ,

gm = g + div (α(Cm)∇Cm)− um · ∇Cm − r0Cm, (3.12)

et
g̃m =

{
gm sur [0, T ],
0 ailleurs.

(3.13)

Appliquons la transformée de Fourier à (3.11), nous avons donc

2iπτ(Ĉm, wj) =< ĝm, wj > +(C0m, wj)− (Cm(T ), wj)exp(−2iπTτ), (3.14)

où ĝm est la transformée de Fourier de g̃m.
Nous multiplions par Ĉjm(τ) et nous sommons sur j ∈ {1, · · · ,m}

2iπτ ∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω)=< ĝm(τ), Ĉm(τ) > +(C0m, Ĉm(τ))− (Cm(T ), Ĉm(τ))exp(−2iπTτ).
(3.15)
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Or, d’après (3.12)∫ T

0

∥ gm(t) ∥H−1(Ω) dt ≤ c1

∫ T

0

(
∥ g(t) ∥L2(Ω) +α̂2|Cm|H1

0 (Ω)

+|um|H1
0 (Ω)d |Cm|H1

0 (Ω) + r0 ∥ Cm ∥L2(Ω)

)
dt.

D’après le Théorème 3.2.5, nous avons que (um, Cm) ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) ×

L2(0, T ;H1
0 (Ω))∩L∞(0, T ;L2(Ω)), ce qui nous permet de déduire que

∫ T

0

∥ gm(t) ∥H−1 dt

est borné. Alors sup
τ∈R

∥ ĝm(τ) ∥H−1 est aussi borné. De plus, comme Cm(0) et Cm(T ) sont

bornés, la relation (3.15) nous donne :

|τ | ∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω) ≤ c2|Ĉm|H1
0 (Ω) + c3 ∥ Ĉm ∥L2(Ω)

≤ c4|Ĉm|H1
0 (Ω).

(3.16)

Notons d’abord que pour γ ≤ 1

2
, nous avons

|τ |2γ ≤ 2
1 + |τ |

1 + |τ |1−2γ
;∀τ ∈ R.

Alors, nous obtenons la majoration suivante :∫ ∞

−∞
|τ |2γ ∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω) dτ ≤ 2

∫ ∞

−∞

1 + |τ |
1 + |τ |1−2γ

∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω) dτ

≤ 2

∫ ∞

−∞

∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω)

1 + |τ |1−2γ
dτ + 2

∫ ∞

−∞

|τ |
1 + |τ |1−2γ

∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω) dτ.

(3.17)

Le premier terme du membre de droite de l’inégalité (3.17) est borné. En effet nous avons∫ ∞

−∞

∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω)

1 + |τ |1−2γ
dτ ≤

∫ ∞

−∞
∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω) dτ.

Or, d’après l’égalité de Parseval et la définition de C̃m, nous avons :∫ ∞

−∞
∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω) dτ =

∫ ∞

−∞
∥ C̃m(t) ∥2L2(Ω) dt =

∫ T

0

∥ Cm(t) ∥2L2(Ω) dt.

Par suite, ∫ ∞

−∞

∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω)

1 + |τ |1−2γ
dτ ≤

∫ T

0

∥ Cm(t) ∥2L2(Ω) dt

et cette quantité est bornée indépendamment de m, d’après le Théorème 3.2.5.
Pour le second terme du membre de droite de (3.17), nous déduisons d’après (3.16) :∫ ∞

−∞

|τ |
1 + |τ |1−2γ

∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω) dτ ≤ c4

∫ ∞

−∞

|Ĉm|H1
0 (Ω)

1 + |τ |1−2γ
dτ.
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En utilisant l’inégalité de Schwarz et l’inégalité de Parseval, nous obtenons :∫ ∞

−∞

|τ |
1 + |τ |1−2γ

∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω) dτ ≤ c4

(∫ ∞

−∞

dτ

(1 + |τ |1−2γ)2

)1/2(∫ T

0

|Cm(t)|2H1
0
dt

)1/2

,

qui est fini pour γ < 1
4

et borné indépendamment de m d’après le Théorème 3.2.5.

Finalement, le terme
∫ ∞

−∞
|τ |2γ ∥ Ĉm(τ) ∥2L2(Ω) dτ est alors borné indépendemment de m

pour γ < 1
4
. Ainsi nous avons vérifié (3.10) et nous déduisons alors que

C̃m ∈ Hγ(R;H1
0 (Ω), L

2(Ω)), pour γ <
1

4
. (3.18)

Il nous reste à montrer que

ũm =

{
um sur [0, T ],
0 ailleurs (3.19)

est tel que
ũm ∈ Hγ(R;V,H).

La preuve est similaire à la démonstration faite pour Cm et se trouve également dans [33,
p. 285], en tenant compte du fait que νC(C) est par hypothèse bornée indépendamment
de C.

Afin de pouvoir démontrer la convergence de la solution discrète, nous allons rappeler les
lemmes suivants :

Lemme 3.2.7. (Lemme 1.1 p.250 [33]) Soient X un espace de Banach et X ′ son dual,
et soient v et g deux fonctions qui appartiennent à L1(a, b;X). Alors, les trois conditions
suivantes sont équivalentes :

(i)

v(t) = ξ +

∫ t

0

g(s)ds, ξ ∈ X, presque partout pour t ∈ [a, b]

(ii) Pour toute fonction ϕ ∈ D(]a, b[), nous avons :∫ b

a

v(t)
d

dt
ϕ(t)dt = −

∫ b

a

g(t)ϕ(t)dt.

(iii) Pour tout µ ∈ X ′, v vérifie

d

dt
⟨v, µ⟩X = ⟨g, µ⟩X dans D ′(]a, b[).

Si v satisfait (i)− (iii), v est presque partout égale à une fonction de C0([a, b];X).

Lemme 3.2.8. (Lemme 1.4 p.263 [33]) Soient X et Y , deux espaces de Banach tels que
X ⊂ Y avec une injection continue. Si ϕ est une fonction dans L∞(0, T ;X) et faiblement
continue en temps à valeur dans Y , alors ϕ est faiblement continue à valeur dans X.
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Théorème 3.2.9. (Existence) Si les Hypothèses 1.2.1 et 3.2.1 sont vérifiées, alors le
problème (3.1) admet au moins une solution (u, p, C) dans l’espace
L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H)×W−1,∞(0, T ;L2(Ω))× L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)).

Preuve. Dans la preuve du Théorème 3.2.5, nous avons montré que (um, Cm) sont bornés
dans

L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H)× L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)).

Nous en déduisons qu’il existe une sous-suite que nous noterons à nouveau (um, Cm) pour
la simplification et un couple de fonctions (u, C) telles que :

lim
m→∞

um = u faible dans L2(0, T ;V ), lim
m→∞

Cm = C faible dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

(3.20)
lim

m→∞
um = u faible ⋆ dans L∞(0, T ;H), lim

m→∞
Cm = C faible ⋆ dans L∞(0, T ;L2(Ω)).

(3.21)
D’après le Théorème 3.2.6, (ũm, C̃m) appartient à Hγ(R;V,H) × Hγ(R;H1

0 (Ω), L
2(Ω))

pour γ ∈]0, 1
4
[ donc (ũm, C̃m) appartient aussi à Hγ

K(R;V,H) × Hγ
K(R;H1

0 (Ω), L
2(Ω))

toujours pour γ ∈]0, 1
4
[. Alors, le Théorème 3.2.4 entraîne que :

lim
m→∞

um = u forte dans L2(0, T ;H), lim
m→∞

Cm = C forte dans L2(0, T ;L2(Ω)).

(3.22)
Montrons à présent que (u, C) est solution du problème (E1). Soit i ∈ N∗ et m ∈ N

tel que m ≥ i. Nous considérons le problème (3.7), multiplions par une fonction test ψ(t)
telle que ψ ∈ C1([0, T ]) et ψ(T ) = 0, intégrons sur t entre 0 et T et appliquons la formule
d’intégration par partie sur [0, T ] pour obtenir

−
∫ T

0

(um(t),wi)ψ
′(t)dt− (um(0),wi)ψ(0) +

∫ T

0

ν0(∇um(t),∇wi)ψ(t)dt

+

∫ T

0

(2νC(Cm(t))D(um(t)),D(wi))ψ(t)dt+

∫ T

0

cu(um(t),um(t),wi)ψ(t)dt

=

∫ T

0

(f(Cm(t)),wi)ψ(t)dt,

−
∫ T

0

(Cm(t), wi)ψ
′(t)dt− (Cm(0), wi)ψ(0) +

∫ T

0

(α(Cm(t))∇Cm(t),∇wi)ψ(t)dt

+

∫ T

0

cC(um(t), Cm(t), wi)ψ(t)dt+

∫ T

0

r0(Cm(t), wi)ψ(t)dt

=

∫ T

0

(g(t), wi)ψ(t)dt.

(3.23)

Passons à la limite lorsque m tend vers +∞. La convergence de la majorité des termes a
été étudiée dans les Théorème 2.3 de [2] et 1.4 p. 165 de [24] et dans le Lemme 3.2 p. 289
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de [33] avec quelques différences provenant du fait que la force extérieure et le coefficient
de diffusion dépendent de la concentration Cm.

Le terme
∫ T

0

(f(Cm(t)),wi)ψ(t)dt converge vers
∫ T

0

(f(C(t)),wi)ψ(t)dt du fait que f est

lipschitz (Hypothèse 1.2.1). En effet,∣∣∣∣∫ T

0

(f(Cm(t))− f(C(t)),wi)ψ(t)dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ T

0

(f1(Cm(t))− f1(C(t)),wi)ψ(t)dt

∣∣∣∣
≤
∫ T

0

cf∗
1
∥ Cm(t)− C(t) ∥L2(Ω)∥ wi ∥L2(Ω)∥ ψ ∥L∞(0,T ) dt

≤ cf∗
1
T

1
2 ∥ Cm − C ∥L2(0,T ;L2(Ω))∥ wi ∥L2(Ω)∥ ψ ∥L∞(0,T ) .

(3.24)

De plus, Cm converge fortement vers C dans L2(0, T ;L2(Ω)) d’après (3.22). Étudions
maintenant la convergence du terme∫ T

0

(α(Cm(t))∇Cm(t),∇wi)ψ(t)dt =

∫ T

0

(α(Cm(t))∇wi,∇Cm(t))ψ(t)dt.

Tout d’abord la convergence forte de Cm vers C dans L2(0, T ;L2(Ω)) (voir (3.22)) im-
plique la convergence de Cm vers C presque partout. Avec l’hypothèse 3.2.1 sur le carac-
tère Lipschitz de α, ceci implique la convergence presque partout de α(Cm) vers α(C).
De plus, l’hypothèse 3.2.1 assurant que α est borné, le théorème de la convergence do-
minée de Lebesgue nous permet de déduire que α(Cm)∇wi converge vers α(C)∇wi dans
L2(0, T ;L2(Ω)d). Ceci nous permettera de déduire la convergence de∫ T

0

(α(Cm(t))∇wi,∇Cm(t))ψ(t)dt vers
∫ T

0

(α(C(t))∇wi,∇C(t))ψ(t)dt.

La convergence du terme
∫ T

0

((um(t) · ∇)um(t),wi)ψ(t)dt a été démontrée dans le Théo-

rème 1.4 p. 165 de [24]. L’étude de la convergence du terme
∫ T

0

((um(t)·∇)Cm(t), wi)ψ(t)dt

se démontre d’une façon similaire.

Ainsi, avec i fixé quelconque, nous obtenons que les deux premières équations du système
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(3.23) convergent vers

−
∫ T

0

(u(t),wi)ψ
′(t)dt− (u0,wi)ψ(0) +

∫ T

0

ν0(∇u(t),∇wi)ψ(t)dt

+

∫ T

0

(2νC(C(t))D(u(t)),D(wi))ψ(t)dt+

∫ T

0

cu(u(t),u(t),wi)ψ(t)dt

=

∫ T

0

(f(C(t)),wi)ψ(t)dt,

−
∫ T

0

(C(t), wi)ψ
′(t)dt− (C0, wi)ψ(0) +

∫ T

0

(α(C(t))∇C(t),∇wi)ψ(t)dt

+

∫ T

0

cC(u(t), C(t), wi)ψ(t)dt+

∫ T

0

r0(C(t), wi)ψ(t)dt

=

∫ T

0

(g(t), wi)ψ(t)dt.

(3.25)

Soient n ∈ N fixé, nous considérons vn ∈ Vn et rn ∈ Yn quelconques. Ils s’écrivent

dans les bases respectives de ces deux espaces de la façon suivante : vn =
n∑

i=1

vinwi et

rn =
n∑

i=1

rinwi. En multipliant dans le système précédent la première équation par vin

et la deuxième par rin , et en sommant sur i de 1 jusqu’à n, nous obtenons le système
(3.25) avec vn à la place de wi et rn à la place de wi. Comme l’indice n est arbitraire et⋃
n∈N

Vn × Yn est dense dans V × Y , on peut remplacer (vn, rn) par un élément arbitraire

dans (v, r) ∈ V × Y :

−
∫ T

0

(u(t),v)ψ′(t)dt− (u0,v)ψ(0) +

∫ T

0

ν0(∇u(t),∇v)ψ(t)dt

+

∫ T

0

(2νC(C(t))D(u(t)),D(v))ψ(t)dt+
∫ T

0

cu(u(t),u(t),v)ψ(t)dt

=

∫ T

0

(f(C(t)),v)ψ(t)dt,

−
∫ T

0

(C(t), r)ψ′(t)dt− (C0, r)ψ(0) +

∫ T

0

(α(C(t))∇C(t),∇r)ψ(t)dt

+

∫ T

0

cC(u(t), C(t), r)ψ(t)dt+

∫ T

0

r0(C(t), r)ψ(t)dt

=

∫ T

0

(g(t), r)ψ(t)dt.

(3.26)
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On obtient ainsi dans D ′(]0, T [)d × D ′(]0, T [) : ∀(v, r) ∈ V × Y ,

d

dt
(u(t),v) + ν0(∇u(t),∇v) + (2νC(C(t))D(u(t)),D(v)) + cu(u(t),u(t),v) = (f(C(t)),v),

d

dt
(C(t), r) + (α(C(t))∇C(t),∇r) + cC(u(t), C(t), r) + r0(C(t), r) = (g(t), r).

(3.27)
Il reste maintenant à démontrer les conditions initiales u(0) = u0 et C(0) = C0. Pour
cela, nous avons besoin de démontrer la continuité en temps de u et de C. L’Hypothèse
1.2.1, le fait que u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) et la première équation de (3.27) nous

permettent de déduire que
du

dt
∈ L1(0, T ;V ′). En effet, d’après (3.27) nous avons :

d

dt
(u(t),v) = −ν0(∇u(t),∇v)− (2νC(C(t))D(u(t)),D(v))− cu(u(t),u(t),v) + (f(C(t)),v).

Pour montrer que
du

dt
∈ L1(0, T ;V ′) intégrons le terme de droite entre 0 et T ; nous

obtenons :∫ T

0

(
−ν0(∇u(t),∇v)−(2νC(C(t))D(u(t)),D(v))−cu(u(t),u(t),v)

)
dt+

∫ T

0

(f(C(t)),v)dt.

(3.28)
Nous commençons par majorer le premier terme de (3.28) où nous appliquons l’inéga-
lité de Cauchy-Schwarz, le fait de νC soit borné (1.12) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz
généralisée L4 − L2 − L4 et le lemme 1.1.2. Nous obtenons∣∣∣∣∫ T

0

(
− ν0(∇u(t),∇v)− (2νC(C(t))D(u(t)),D(v))− cu(u(t),u(t),v)

)
dt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ T

0

ν0(∇u(t),∇v)dt

∣∣∣∣+ 2ν̂2

∣∣∣∣∫ T

0

(Du(t),Dv)dt
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ T

0

(u(t) · ∇u(t),v)dt

∣∣∣∣
≤ ν0

∫ T

0

∥ u(t) ∥X∥ v ∥X dt+ c′2

∫ T

0

∥ u(t) ∥X∥ v ∥X dt+ c′3

∫ T

0

∥ u(t) ∥X∥ u(t) ∥X∥ v ∥X dt

≤ c1

∫ T

0

∥ u(t) ∥2X dt+ c2

∫ T

0

∥ u(t) ∥2X dt+ c3

∫ T

0

∥ u(t) ∥2X dt.

Puisque u ∈ L2(0, T ;V ), alors ce premier terme est borné. Nous passons à la majoration
du second terme de (3.28)∣∣∣∣∫ T

0

(f0(t) + f1(C(t)),∇v)dt

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫ T

0

∥ f0(t) ∥∥ v ∥X dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ T

0

cf1 ∥ C(t) ∥L2(Ω)∥ v ∥X dt

∣∣∣∣
≤ c4

∫ T

0

∥ f0(t) ∥2L2(Ω) +c5

∫ T

0

∥ C(t) ∥L2(Ω) dt.

Puisque C ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) et f0 ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), alors le second terme de (3.28)

est aussi borné, alors nous déduisons que
du

dt
∈ L1(0, T ;V ′). Par suite, ayant u ∈

L2(0, T ;V ) ⊂ L1(0, T, V ′) nous appliquons le lemme 3.2.7 pour X = V ′ ;ainsi nous dédui-
sons que u est égale à une fonction continue de [0, T ] à valeur dans V ′. De plus, comme
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u ∈ L∞(0, T ;H) (d’après (3.21)), le lemme 3.2.8, nous permet de déduire en prenant
X = H et Y = V ′ , que u est faiblement continue à valeur dans H. En tenant compte
que α est bornée (Hypothèse 3.2.1) et en suivant les mêmes démarches nous montrons
que C est faiblement continue sur [0, T ] dans L2(Ω). À présent, nous reprenons (3.27)

au sens des fonctions L1(0, T ) (puisque nous avons montré que
du

dt
∈ L1(0, T ;V ′)). Nous

pouvons alors multiplier chacune des équations de (3.27) par une fonction ψ comme avant
(ψ ∈ C1[0, T ], ψ(T ) = 0 et ψ(0) ̸= 0) ; en effectuant des intégrations par parties, et en
comparant avec (3.26) on aura pour tout (v, r) ∈ V × Y ,

(u0,v) = (u(0),v) et (C0, r) = (C(0), r).

On déduit alors que u(0) = u0 et C(0) = C0.

Comme V ⊂ X et H ⊂ L2(Ω)d, alors on peut déduire que le problème (3.1) admet une
solution dans

L2(0, T ;X) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)d)× L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)).

Pour montrer l’existence de la pression, nous définissons, pour tout t ∈ [0, T ], la fonction
Lt ∈ X ′, qui à tout v ∈ H1

0 (Ω)
d associe

Lt(v) =

∫ t

0

((f(C(t)),v)− ν0(∇u(t),∇v)− 2(νC(C(t))Du(t),Dv)

−(u(t) · ∇u(t),v)− d

dt
(u(t),v))dt.

D’après (3.27), nous avons que pour tout v ∈ V , Lt(v) = 0, c’est-à-dire que Lt ∈ V o.
Ainsi, pour tout t ∈ [0, T ], le Théorème 1.1.6 nous permet de déduire qu’il existe P (t) ∈M
tel que

Lt(v) = −(div (v), P (t)),∀ v ∈ X, (3.29)

et que

∥ P (t) ∥L2(Ω)≤ sup
v∈X

|Lt(v)|
∥ v ∥H1

0 (Ω)d
.

En dérivant (3.29) au sens des distributions par rapport à t, nous déduisons que p(t) =
∂P

∂t
(t) vérifie la première équation du problème variationnel (3.3).

D’où l’existence de la pression.

Remarque 3.2.10. Le Théorème 3.2.9 nous permet de déduire que le problème (E1)
admet au moins une solution (u, p, C) dans

L2(0, T ;X)∩L∞(0, T ;L2(Ω)d)×W−1,∞(0, T ;L2(Ω))×L2(0, T ;H1
0 (Ω))∩L∞(0, T ;L2(Ω)).

Théorème 3.2.11. Pour d = 2, nous avons

du

dt
∈ L2(0, T ;V ′) et

dC

dt
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).

De plus, nous avons que u est presque partout égale à une fonction continue de [0, T ] dans
H et que C est presque partout égale à une fonction continue de [0, T ] dans L2(Ω).
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Preuve. Pour la démonstration de la vitesse, nous commençons par considérer la première
équation de (3.27). Nous nous référons au [33] (Lemme 3.4, page 292) pour démontrer que
u ·∇u ∈ L2(0, T ;V ′). De plus, l’hypothèse 1.2.1, nous permet de montrer que le terme de
diffusion et le membre de droite de la première équation de (3.27) appartiennent à l’espace

L2(0, T ;V ′), ce qui nous permet de déduire que
du

dt
∈ L2(0, T ;V ′). Pour la démonstration

de la concentration, nous poursuivons la même démarche en commençant par considérer
la deuxième équation de (3.27). En se reférant à [33] (Lemme 3.4, page 292) pour le terme

u · ∇C et en utilisant Hypothèse 3.2.1, nous déduisons que
dC

dt
∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).

Théorème 3.2.12. Sous les Hypothèses 1.2.1 et 3.2.1, toute solution (u, p, C) du pro-
blème (E1) telle que u ∈ C0(0, T ;H) et C ∈ C0(0, T ;L2(Ω)) vérifie l’inégalité suivante :

∥ u ∥L∞(0,T ;L2(Ω)d) + ∥ u ∥L2(0,T ;H1
0 (Ω)d) + ∥ C ∥L∞(0,T ;L2(Ω)) + ∥ C ∥L2(0,T ;H1

0 (Ω))

≤ Ĉ

(
∥ g ∥L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥ f0 ∥L2(0,T ;L2(Ω)d) + ∥ u0 ∥L2(Ω)d + ∥ C0 ∥L2(Ω)

) (3.30)

où Ĉ est une constante positive qui dépend de S0
2 , ν0, α̂1, r0 et cf1.

Preuve. Soit (u, p, C) une solution du problème variationnel (3.1).
La première équation du problème (E1) étant la même que la première équation de (E),
la majoration (1.23) reste vraie. Nous avons donc :

∥ u ∥2L∞(0,T ;L2(Ω)d) + ∥ u ∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)d)

≤ (S0
2)

2

ν0
(1 +

1

ν0
) ∥ f0 ∥2L2(0,T ;L2(Ω)d) +

2(S0
2)

4c2f
ν0

(1 +
1

ν0
) ∥ C ∥2L2(0,T ;H1

0 (Ω)) + ∥ u0 ∥2L2(Ω)d .

(3.31)
D’autre part, en remplaçant r par C dans la deuxième équation de (3.3) (E1), nous
obtenons (

∂C

∂t
(t), C(t)

)
+ cC(u(t), C(t), C(t)) + (α(C(t))∇C(t),∇C(t))

+r0(C(t), C(t)) = (g(t), C(t)).

(3.32)

Or, d’après le Lemme 1.2.3, le terme cC(u, C, C) est nul. L’Hypothèse 3.2.1 et l’inégalité
de Cauchy-Schwarz nous permettent d’obtenir :

1

2

d

dt
∥ C(t) ∥2L2(Ω) +α̂1 ∥ ∇C(t) ∥2L2(Ω) +r0 ∥ C(t) ∥2L2(Ω)≤∥ g(t) ∥L2(Ω)∥ C(t) ∥L2(Ω) .

Nous appliquons l’inégalité (1.10) pour ξ =
2(S0

2)
2

α̂1

et le Lemme 1.1.2 au second membre,

pour avoir

d

dt
∥ C(t) ∥2L2(Ω) +

α̂1

2
|C(t)|2H1

0 (Ω) + r0 ∥ C(t) ∥2L2(Ω)≤
(S0

2)
2

α̂1

∥ g(t) ∥2L2(Ω) . (3.33)
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D’une part, d’après (3.33) nous avons

1

α̂1

d

dt
∥ C(t) ∥2L2(Ω)≤

(S0
2)

2

α̂2
1

∥ g(t) ∥2L2(Ω) . (3.34)

En intégrant entre 0 et t, nous obtenons

1

α̂1

∥ C(t) ∥2L2(Ω) ≤
(
(S0

2)
2

α̂2
1

+
1

α̂1

)(
∥ g ∥2L2(0,t;L2(Ω)) + ∥ C0 ∥2L2(Ω)

)
≤

(
(S0

2)
2

α̂2
1

+
1

α̂1

)(
∥ g ∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥ C0 ∥2L2(Ω)

)
.

(3.35)

Par suite,

1

α̂1

∥ C ∥2L∞(0,t;L2(Ω))≤
(
(S0

2)
2

α̂2
1

+
1

α̂1

)(
∥ g ∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥ C0 ∥2L2(Ω)

)
. (3.36)

D’autre part, nous reprenons (3.33)

1

α̂1

d

dt
∥ C(t) ∥2L2(Ω) +|C(t)|2H1

0 (Ω) +
2r0
α̂1

∥ C(t) ∥2L2(Ω)≤
2(S0

2)
2

α̂2
1

∥ g(t) ∥2L2(Ω),

en intégrant entre 0 et T , nous obtenons

∥ C ∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) +

2r0
α̂1

∥ C ∥2L2(0,T ;L2(Ω)≤
(
2(S0

2)
2

α̂2
1

+
1

α̂1

)(
∥ g ∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥ C0 ∥2L2(Ω)

)
.

(3.37)
Finalement, les inégalités (3.31), (3.36) et (3.37) nous permettent de déduire la suivante :

∥ u ∥L∞(0,T ;L2(Ω)d) + ∥ u ∥L2(0,T ;H1
0 (Ω)d) + ∥ C ∥L∞(0,T ;L2(Ω)) + ∥ C ∥L2(0,T ;H1

0 (Ω))

≤ Ĉ

(
∥ g ∥L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥ f0 ∥L2(0,T ;L2(Ω)d) + ∥ u0 ∥L2(Ω)d + ∥ C0 ∥L2(Ω)

) (3.38)

où Ĉ ne dépend que de S0
2 , ν0, α̂1, r0 et cf1 .

Théorème 3.2.13. (Unicité en dimension d = 2) Si le problème (E) admet une solution
(u, p, C) telle que pour p ≥ 4 et r ≥ 4,

u ∈ Lp(0, T ;W 1,r(Ω)d) et C ∈ Lp(0, T ;W 1,r(Ω)),

alors cette solution est unique.

Preuve. Nous supposons que (u1, p1, C1) et (u2, p2, C2) sont deux solutions du problème
(E1). Il faut montrer que (u1, p1, C1) = (u2, p2, C2). Pour cela nous posons u = u1 − u2,
p = p1 − p2 et C = C1 − C2. Nous remplaçons dans la première équation du problème
variationnel (E1), v par u et nous déduisons :

d

dt
(u1(t),u(t)) + ν0(∇u1(t),∇u(t)) + (2νC(C1(t))Du1(t),Du(t))

+cu(u1(t),u1(t),u(t)) = (f(t, C1(t)),u(t)) dans [0;T ] ,
d

dt
(u2(t),u(t)) + ν0(∇u2(t),∇u(t)) + (2νC(C2(t))Du2(t),Du(t))

+cu(u2(t),u2(t),u(t)) = (f(t, C2(t)),u(t)) dans [0;T ] .

(3.39)

81
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En effectuant la différence des deux équations du système précédent nous obtenons :

d

dt
(u(t),u(t)) + cu(u1(t),u1(t),u(t))− cu(u2(t),u2(t),u(t))

+ν0(∇(u1(t)− u2(t),∇u(t)) + (ν(C1(t))Du1(t),Du(t))− (ν(C2(t))Du2(t),Du(t))

= (f(t, C1(t))− f(t, C2(t)),u(t)).

Nous ajoutons et nous retranchons les termes cu(u2(t),u1(t),u(t)) et (ν(C2(t))∇u1(t),∇u(t)),
et nous utilisons le lemme 1.2.3 pour obtenir :

d

dt
(u(t),u(t)) + (ν0∇u(t),∇u(t)) + (νC(C2(t))Du(t),Du(t)) = −cu(u,u1(t),u(t))

+((νC(C2(t))− νC(C1(t)))∇u1(t),∇u(t)) + (f1(t, C1(t))− f1(t, C2(t)),u(t)).

Commençons par noter A = ((νC(C2(t)) − νC(C1(t)))∇u1(t),∇u(t)). Puisque f1 est cf1-
lipschitzienne d’après l’hypothèse 1.2.1 et νC est borné (1.12), l’inégalité de Hölder et
Sobolev fournissent

1

2

d

dt
∥ u(t) ∥2L2(Ω)d +ν0|u(t)|

2
H1

0 (Ω)d

≤∥ u(t) ∥2
L4(Ω)d

|u1(t)|H1
0 (Ω)d + |A|+ cf1 ∥ C(t) ∥L2(Ω)∥ u(t) ∥L2(Ω)d .

En utilisant les inégalités de Sobolev, les relations (1.1.3), (1.8) et (1.10), nous obtenons

1

2

d

dt
∥ u(t) ∥2L2(Ω)d +ν0|u(t)|

2
H1

0 (Ω)d

≤
√
2 ∥ u(t) ∥L2(Ω)d |u(t)|H1

0 (Ω)d |u1(t)|2H1
0 (Ω)d

+ |A|+ cf1
2

(
∥ C(t) ∥2L2(Ω) + ∥ u(t) ∥2L2(Ω)d

)
≤ ε1|u(t)|2H1

0 (Ω)d
+

1

2ε1
∥ u(t) ∥2L2(Ω)d |u1(t)|2H1

0 (Ω)d

+|A|+ cf1
2

(
∥ C(t) ∥2L2(Ω) + ∥ u(t) ∥2L2(Ω)d

)
.

Pour la majoration de |A|, comme u ∈ Lp(0, T ;W 1,r(Ω)d) pour r ≥ 4, nous avons :

|A| ≤ cν ∥ u1(t) ∥W 1,r(Ω)d∥ C(t) ∥Lr∗ (Ω) |u(t)|H1
0 (Ω)d

≤ cν
2ε2

∥ u1(t) ∥W 1,r(Ω)d∥ C(t) ∥2Lr∗ (Ω) +
cνε2
2

|u(t)|2H1
0 (Ω)d ∥ u1(t) ∥W 1,r(Ω)d ,

avec r∗ =
2

r − 2
≤ 4. Nous obtenons alors :

|A| ≤ cν
2ε2

∥ u1(t) ∥W 1,r(Ω)d

(
1√
2ε3

∥ C(t) ∥2L2(Ω) +
ε3√
2
|C(t)|2H1

0 (Ω)

)
+
cνε2
2

|u(t)|2H1
0 (Ω)d ∥ u1(t) ∥W 1,r(Ω)d .
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Nous avons donc

1

2

d

dt
∥ u(t) ∥2L2(Ω)d +ν0|u(t)|

2
H1

0 (Ω)d

≤ ε1|u(t)|2H1
0 (Ω)d

+
1

2ε1
∥ u(t) ∥2L2(Ω)d |u1(t)|2H1

0 (Ω)d

+
cf1
2

(
∥ C(t) ∥2L2(Ω) + ∥ u(t) ∥2L2(Ω)d

)
+
cν
2ε2

∥ u1(t) ∥W 1,r(Ω)d

(
1√
2ε3

∥ C(t) ∥2L2(Ω) +
ε3√
2
|C(t)|2H1

0 (Ω)

)
+
cνε2
2

|u(t)|2H1
0 (Ω)d ∥ u1(t) ∥W 1,r(Ω)d .

(3.40)

D’autre part, en remplaçant dans la seconde équation du problème variationnel (E1) r
par C, nous déduisons :



d

dt
(C1(t), C(t)) + (α(C1(t))∇C1(t),∇C(t)) + cC(u1(t), C1(t), C(t))

+r0(C1(t), C(t)) = (g(t), C1(t)) dans [0;T ] ,
d

dt
(C2(t), C(t)) + (α(C2(t))∇C2(t),∇C(t)) + cC(u2(t), C2(t), C(t))

+r0(C2(t), C(t)) = (g(t), C2(t)) dans [0;T ] ,

(3.41)

Nous effectuons la différence et nous intercalons les termes

cC(u2(t), C1(t), C(t)) et (α(C2(t))∇C1(t),∇C(t)).

En utilisant Lemme 1.2.3 et en suivant la même démarche que précédemment nous obte-
nons :

d

dt
(C(t), C(t)) + (α(C2(t)∇C(t),∇C(t)) + r0(C(t), C(t)) = −cC(u(t), C1(t), C(t))

+((α(C2(t))− α(C1(t)))∇C1(t),∇C(t)).

Comme C ∈ Lp(0, T ;W 1,r(Ω), nous prenons r ≥ 4 et r∗ =
2

r − 2
≤ 4 comme pécédem-

ment. Puisque α est borné (voir (3.2)), les inégalités de Hölder et Sobolev (1.1.3), (1.8)
et (1.10) nous donnent :

1

2

d

dt
∥ C(t) ∥2L2(Ω) +α̂1|C(t)|2H1

0 (Ω) + r0 ∥ C(t) ∥2L2(Ω)

≤∥ u(t) ∥L4(Ω)d∥ C(t) ∥L4(Ω) |C1(t)|H1
0 (Ω)

+cα ∥ C(t) ∥Lr∗ (Ω)∥ C1(t) ∥W 1,r(Ω)∥ ∇C(t) ∥L2(Ω) .
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En utilisant les inégalités (1.1.3) et (1.10), on obtient

1

2

d

dt
∥ C(t) ∥2L2(Ω) +α̂1|C(t)|2H1

0 (Ω) + r0 ∥ C(t) ∥2L2(Ω)

≤
|C1(t)|H1

0 (Ω)

2

(
∥ u(t) ∥2L4(Ω)d + ∥ C(t) ∥2L4(Ω)

)
+
cα
2ε4

|C1(t)|W 1,r(Ω) ∥ C(t) ∥2L4(Ω) +
cαε4
2

|C(t)|2H1
0 (Ω)|C1(t)|W 1,r(Ω)

≤
|C1(t)|H1

0 (Ω)√
2

(
1√
2ε5

∥ u(t) ∥2L2(Ω)d +
ε5√
2
|u(t)|2H1

0 (Ω)d

+
1√
2ε6

∥ C(t) ∥2L2(Ω) +
ε6√
2
|C(t)|2H1

0 (Ω)

)
+
cα
2ε4

∥ C1(t) ∥W 1,r(Ω)

(
1√
2ε7

∥ C(t) ∥2L2(Ω) +
ε7√
2
|C(t)|2H1

0 (Ω)

)
+
cαε4
2

|C(t)|2H1
0 (Ω) ∥ C1(t) ∥W 1,r(Ω) .

(3.42)

En additionnant les deux équations (3.40) et (3.42) et en choisissant ε1 =
ν0
3
,

ε2 =
2ν0

3cν ∥ u1(t) ∥W 1,r(Ω)d
, ε3 =

2α̂1ε2√
2cν ∥ u1(t) ∥W 1,r(Ω)d

,

ε4 =
α̂1

2cα ∥ C1(t) ∥W 1,r(Ω)

, ε5 =
2ν0

3|C1(t)|H1
0 (Ω)

,

ε6 =
α̂1

2|C1(t)|H1
0 (Ω)

, ε7 =
α̂1ε4√

2cα ∥ C1(t) ∥W 1,r(Ω)

Nous obtenons :

1

2

d

dt

(
∥ u(t) ∥2L2(Ω)d + ∥ C(t) ∥2L2(Ω)

)
≤

c
(
∥ u1(t) ∥4W 1,r(Ω)d

+ ∥ C1(t) ∥4W 1,r(Ω)

+|u1(t)|2H1
0 (Ω)d

+ |C1(t)|2H1
0 (Ω)

+ 1
)(

∥ u(t) ∥2
L2(Ω)d

+ ∥ C(t) ∥2L2(Ω)

)
.

Soit u(t) =∥ u(t) ∥2
L2(Ω)d

+ ∥ C(t) ∥2L2(Ω) et

k(t) = c

(
∥ u1(t) ∥4W 1,r(Ω)d + ∥ C1(t) ∥4W 1,r(Ω) +|u1(t)|2H1

0 (Ω)d + |C1(t)|2H1
0 (Ω) + 1

)
,

Nous intégrons entre 0 et t l’inégalité précédente et nous obtenons

u(t) ≤
∫ t

0

k(s)u(s)ds.

Nous appliquons le lemme de Gronwall avec 2.2.1 avec g̃(t) = 1 et f(t) = 0 pour obtenir
u = 0, ainsi C1 = C2 et u1 = u2.
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En ce qui concerne l’unicité de la pression p = p1 − p2, nous considérons l’équation (E1)
vérifiée par u1 et par u2 et nous effectuons la différence et nous intégrons engtre 0 et t
pour obtenir :

pour tout v ∈ H1
0 (Ω)

d,

∫
Ω

div (v(x))
( ∫ t

0

p(x, s)ds
)
dx = 0.

En conclusion, d’après le théorème 1.1.6, nous avons
∫ t

0

p(., s)ds pour tout t ∈ [0, T ], et

ensuite p = 0.
D’où l’unicité de la solution.

3.3 Problème discret stabilisé
Cette section est consacrée à la discrétisation du problème variationnel (E1) en temps
et en espace en utilisant la même approche que celle utilisée dans le chapitre 1 : Le
schéma d’Euler semi-implicite d’ordre 1 pour la discrétisation en temps et la méthode des
éléments finis pour la discrétisation en espace. Le problème variationnel discret associé à
la formation variationnelle continue (E1) est le suivant :
pour tout n ∈ {1, · · · , N}, ayant un−1

h ∈ X(n−1)h et Cn−1
h ∈ Y(n−1)h, trouver (un

h, p
n
h) ∈

Xnh ×Mnh, C
n
h ∈ Ynh tel que,

(Eds1*)



1

τn
(un

h − un−1
h ,vh) + ν0(∇un

h,∇vh) + (2νC(C
n−1
h )D(un

h),D(vh))

+du(u
n−1
h ,un

h,vh)− (pnh, div vh) = (fn(Cn−1
h ),vh) ∀vh ∈ Xnh,

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h , rh) + dC(u

n
h, C

n
h , rh)

+(α(Cn−1
h )∇Cn

h ,∇rh) + r0(C
n
h , rh) = (gn, rh) ∀rh ∈ Ynh,

(qh, div un
h) = 0 ∀qh ∈Mnh,

où u0
h et C0

h sont des approximations de u0 et C0.
gn et fn sont données par

gn = g(tn)

et
fn(Cn−1) = fn0 + f1(C

n−1)

avec
fn0 = f0(tn).

La différence entre le problème variationnel (Eds1*) et (Eds1) est au niveau du terme
de diffusion qui désormais depend de la concentration : α(∇Cn

h ,∇rh) est remplacé par
(α(Cn−1

h )∇Cn
h ,∇rh).
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3.3.1 Existence et unicité de la solution du problème discret

Nous commençons par établir l’existence et l’unicité du problème (Eds1*).

Théorème 3.3.1. (Existence et unicité) À chaque pas de temps, pour un−1
h ∈ X(n−1)h,

Cn−1
h ∈ Y(n−1)h et sous les Hypothèses (3.2.1), le problème (Eds1*) admet une unique

solution (un
h, p

n
h, C

n
h ) dans Xnh ×Mnh × Ynh.

Preuve. L’existence et l’unicité de la solution (un
h, p

n
h) ∈ Xnh × Mnh de la première

équation du problème variationnel discret (Eds1*) sont déjà démontrées dans le Théorème
1.3.5. Nous suivons les mêmes démarches de la preuve du Theorème 1.3.5 pour démontrer
l’existence et l’unicité de la concentration Cn

h du problème variationnel (Eds1*). Nous
considérons, pour tous C, r ∈ Ynh, la forme bilinéaire suivante :

ã2(C, r) =
1

τn
(C, r) + (α(Cn−1

h )∇C,∇r) + (un
h∇C, r) + r0(C, r).

Le fait que α soit bornée nous donne immédiatement la continuité de ã2. Il nous reste à
démontrer qu’elle est coercive.
En effet, pour tout Ch ∈ Ynh, nous avons

ã2(Ch, Ch) =
1

τn
(Ch, Ch) + (α(Cn−1

h )∇Ch,∇Ch) + r0(Ch, Ch).

L’inégalité (3.2) nous donne la majoration suivante :

ã2(Ch, Ch) ≥ (
1

τn
+ r0) ∥ Ch ∥2L2(Ω) +α̂1|Ch|2H1

0 (Ω).

D’où,

ã2(Ch, Ch) ≥ min (
1

τn
+ r0, α̂1) ∥ Ch ∥2H1

0 (Ω) .

Nous déduisons, en appliquant le théorème de Lax-Milgram, l’existence et l’unicité de la
solution Cn

h ∈ Ynh de la deuxième équation du problème variationnel discret (Eds1*).

Proposition 3.3.2. À chaque itération n, sous les hypothèses 1.2.1 et 3.2.1, la solution
(un

h, C
n
h ) ∈ Xnh × Ynh du problème variationnel discret (Eds1*) vérifie, pour tout m =

1, ..., N, les inégalités suivantes :

1

2
∥ um

h ∥2L2(Ω)d +
m∑

n=0

ν0τn
2

|un
h|2H1

0 (Ω)d

≤ C̃d

( m∑
n=0

τn ∥ gn ∥2L2(Ω) +
m∑

n=0

τn ∥ fn0 ∥L2(Ω) + ∥ C0
h ∥2L2(Ω) + ∥ u0

h ∥2L2(Ω)d

)
,

(3.43)

1

2
∥ Cm

h ∥2L2(Ω) +
m∑

n=0

α̂1τn
2

|Cn
h |2H1

0 (Ω) +
m∑

n=0

r0
τn
2

∥ Cn
h ∥2L2(Ω)

≤ C̃ ′
d

( m∑
n=0

τn ∥ gn ∥2L2(Ω) + ∥ C0
h ∥2L2(Ω)

)
.

(3.44)
où C̃d et C̃ ′

d sont deux constantes positives indépendantes de h et m.
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preuve. Pour la preuve, nous suivons les mêmes étapes que la preuve de la proposition
1.3.6. L’inégalité (3.43) est déjà démontrée dans la Proposition 1.3.6. En ce qui concerne
l’inégalité (3.44), elle s’obtient d’une façon similaire à celle obtenue dans la Proposition
1.3.6 avec la seule différence au niveau du terme de diffusion α qui dépend cette fois-ci
de la concentration. Le fait qu’il soit borné nous permet d’obtenir à partir de (1.36),
l’équation (3.44) en remplaçant α par α̂1.

3.4 Estimation d’erreur a posteriori
Le but de cette partie est d’établir une estimation d’erreur a posteriori entre la solution
exacte (u, p) du problème (3.1) et la solution numérique du problème (Eds1*). Nous
supposons que la solution du problème (3.1) est unique et suffisamment régulière en
particulier u ∈ C0(0, T ;L2(Ω)2) et C ∈ C0(0, T ;L2(Ω)). Dans cette section, nous nous
limitons à la dimension d = 2 pour des raisons techniques que nous allons présenter par la
suite. Nous commençons par construire les indicateurs, puis nous établissons l’estimation
d’erreur a posteriori.

3.5 Construction des indicateurs d’erreurs
Nous démontrons une estimation d’erreur a posteriori, en utilisant les normes (2.6) et

(2.7) mais avec α̂1 à la place de α :

[[u− uh]](tm) =

(
∥ u(tm)− uh(tm) ∥2L2(Ω)2

+ν0 max
(∫ tm

0

∥ u(t)− uh(t) ∥2X dt,
m∑

n=1

∫ tn

tn−1

∥ u(t)− πτuh(t) ∥2X dt

))1/2

(3.45)
et

[[C − Ch]](tm) =

(
∥ C(tm)− Ch(tm) ∥2L2(Ω)2

+α̂1 max
(∫ tm

0

∥ C(t)− Ch(t) ∥2X dt,

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∥ C(t)− πτCh(t) ∥2X dt

))1/2

.

(3.46)
Dans la suite, nous allons établir les équations aux résidus correspondant aux problèmes
(3.1) et (Eds1∗) d’une façon similaire au chapitre 2.

Lemme 3.5.1. En combinant (3.1) et (Eds1∗), nous déduisons que

(u− uh)(0) = 0 et (C − Ch)(0) = 0.

De plus, pour 1 ≤ n ≤ N , pour t dans ]tn−1, tn], pour tous v dans X, r dans Y et q dans
M nous avons
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

(
∂

∂t
(u− uh)(t),v) + ν0(∇u(t)−∇πτuh(t),∇v)

+2(νC(C(t))Du(t)− νC(πl,τCh)Dπτuh(t),Dv)

+(u(t) · ∇u(t)− 1

2
(div (πl,τuh(t))πτuh(t),v)− (πl,τuh(t) · ∇πτuh(t),v)

−(div v(t), p(t)− ph(t))

= (f(t, C(t))− fn(Cn−1
h ),v) + ⟨Rh

u(uh)(t),v⟩,

(
∂

∂t
(C − Ch)(t), r) + (α(C(t))∇C(t),∇r)− (α(Cn−1

h )∇Ch(t),∇r)

+(u(t) · ∇C(t)− πτuh(t) · ∇πτCh(t), r)

+r0(C(t)− Ch(t), r)−
1

2
(div (πτuh(t))πτCh(t), r)

= (g(t)− g(tn), r) + ⟨Rc∗(Ch)(t), r⟩,

∫
Ω

q(t, x)div(u(t, x)− uh(t, x)) = −
∫
Ω

q(t, x)div(uh(t, x)).

(3.47)

avec
⟨Rh

u(u
n
h),v⟩ = (fn(Cn−1

h )− 1

τn
(un

h − un−1
h ),v)− ν0(∇un

h,∇v)

−2(νC(C
n−1
h )Dun

h,Dv)− (un−1
h · ∇un

h,v)

−1

2
(div (un−1

h (t))un
h(t),v) + (div(v), pnh),

(3.48)

et

⟨Rc∗(Ch)(t), r⟩ = ⟨Rτ
c∗(Ch)(t), r⟩+ ⟨Rh

c∗(C
n
h ), r − rh⟩ pour tout rh ∈ Ynh

où

⟨Rτ
c∗(Ch)(t), r⟩ = −(α(Cn−1

h )∇(Ch(t)− πτ (Ch)(t)),∇r) + r0(Ch(t)− πτCh(t), r),
(3.49)

⟨Rh
c∗(C

n
h ), r⟩ = (gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ), r)− (α(Cn−1

h )∇Cn
h ,∇r)

−(un
h · ∇Cn

h , r)−
1

2
(div (πτuh(t))πτCh(t), r)

−r0(Cn
h , r).

(3.50)

De plus, si (uh, ph, Ch) est solution du problème (Eds1*), alors nous avons

⟨Rh
u(u

n
h),v⟩ = ⟨Rh

u(u
n
h),v − vh⟩ for all vh ∈ Xnh (3.51)

et
⟨Rh

c∗(C
n
h ), r⟩ = ⟨Rh

c∗(C
n
h ), r − rh⟩ for all rh ∈ Ynh. (3.52)
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Preuve. En remplaçant dans Théorème 2.1.3 le coefficient de diffusion α par α(Cn−1
h )

nous obtenons le résultat du Théorème 3.5.1.

Lemme 3.5.2. L’égalité (3.48) peut être écrite sous la forme ci-dessous :

⟨Rh
u(u

n
h),v − vh⟩ =

∑
κn∈Tnh

{∫
κn

(fn(Cn−1
h )− 1

τn
(un

h − un−1
h ) + ν0∆un

h

+2∇ · (νC(Cn−1
h )D(un

h))− un−1
h · ∇un

h −
1

2
div un−1

h un
h −∇pnh)(x),v(x)− vh(x))dx

−1

2

∑
en∈εκn

∫
en

[(ν0∇un
h + 2νC(C

n−1
h )Dun

h − pnhI)(σ)n] · (v(σ)− vh(σ))dσ

}
,

(3.53)
et l’égalité (3.50) peut être écrite comme suit :

⟨Rh
c∗(C

n
h ), r − rh⟩ =

∑
κn∈Tnh

{∫
κn

(gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− 1

2
(div (un

h) C
n
h

+div(α(Cn−1
h )Cn

h )− un
h · ∇Cn

h − r0C
n
h )(r(x)− rh(x))dx

−1

2

∑
en∈εκn

∫
en

[α(Cn−1
h )∇Cn

h (σ) · n](r(σ)− rh(σ))dσ

}
.

(3.54)

Preuve. L’égalité (3.53) est exactement la même que (2.18) .
Pour obtenir l’égalité (3.54), nous intégrons par parties le second terme du membre de
droite de l’égalité (3.50) pour obtenir :

⟨Rh
c∗(C

n
h ), r − rh⟩

=
∑

κn∈Tnh

{∫
κn

(gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) · (r(x)− rh(x))dx

+

∫
κn

div (α(Cn−1
h )∇Cn

h ) · (r(x)− rh(x))dx

−
∫
∂κn

α(Cn−1
h )∇((Cn

h · n)(σ) · (r(σ)− rh(σ))dσ

−
∫
κn

un
h∇Cn

h (r(x)− rh(x))dx−
∫
κn

1

2
(div (un

h)C
n
h

)
· (r(x)− rh(x))dx

−
∫
κn

r0C
n
h (r(x)− rh(x))dx

=
∑

κn∈Tnh

{∫
κn

(
gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + div (α(Cn−1

h ))∇Cn
h − un

h∇Cn
h

−1

2
(div (un

h)C
n
h − r0C

n
h

)
· (r(x)− rh(x))dx

−1

2

∑
en∈εκn

∫
en

[α(Cn−1
h )∇Cn

h (σ) · n](r(σ)− rh(σ))dσ

}
.

(3.55)
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Définition 3.5.3. Pour chaque κn dans Tnh, nous rappellons la définition de (ητu,n,κn
)2,

(ητc,n,κn
)2, (ηhu,n,κn

)2 et nous introduisons celle de (ηhc∗,n,κn
)2

(ητu,n,κn
)2 = τn ∥ un

h − un−1
h ∥2H1(κn)

,

(ητc,n,κn
)2 = τn ∥ Cn

h − Cn−1
h ∥2H1(κn)

,

(ηhu,n,κn
)2 = h2κn

∥ fn(Cn−1
h )− 1

τn
(un

h − un−1
h ) + ν0∆un

h + 2div(νC(C
n−1
h )D(un

h))

−un−1
h · ∇un

h −
1

2
div (un−1

h )un
h −∇pnh)(x) ∥20,κn

+
1

2

∑
en∈εκn

hen ∥ [(ν0∇un
h + 2νC(C

n−1
h )D(un

h)− pnhI)(σ)]enn ∥20,en

+ ∥ div un
h ∥20,κn

,

(ηhc∗,n,κn
)2 = h2κn

∥ gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + div(α(Cn−1

h )∇Cn
h )− un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h

−r0Cn
h ∥20,κn

+
1

2

∑
en∈εκn

hen ∥ [α(Cn−1
h )∇Cn

h (σ)]en · n ∥20,en .

(3.56)

Lemme 3.5.4. Nous avons les majorations suivantes pour tout 1 ≤ n ≤ N ,
1. Pour tout v ∈ X et vh = Cnhv :

|⟨Rh
u(u

n
h),v − vh⟩| ≤ crhu

( ∑
κn∈Tnh

(ηhu,n,κn
)2
)1/2

∥ v ∥1,Ω . (3.57)

2. Pour tout r ∈ Y et rh = Cnhr :

|⟨Rh
c∗(C

n
h ), r − rh⟩| ≤ crhc∗

( ∑
κn∈Tnh

(ηhc∗,n,κn
)2
)1/2

∥ r ∥1,Ω . (3.58)

Preuve.

1. Le résultat (3.57) est le même que (2.26) du Lemme 2.1.8.
2. Pour obtenir (3.58), nous commençons par appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz

à (3.55) et nous obtenons :

|⟨Rh
c∗(C

n
h ), r − rh⟩| ≤

∑
κn∈Tnh

{
∥ gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) + α(Cn−1

h )∆Cn
h − un

h · ∇Cn
h

−1

2
div un

h C
n
h − r0 C

n
h ∥0,κn∥ r − rh ∥0,κn

+
1

2

∑
en∈εκn

∥ [α(Cn−1
h )∇Cn

h · n] ∥0,en∥ r − rh ∥0,en
}
.

(3.59)
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Nous choisissons rh = Cnhr et nous utilisons (2.4), pour trouver :

|⟨Rh
c∗(C

n
h ), r − rh⟩| ≤

∑
κn∈Tnh

c6hκn

{
∥ gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) +∇ · (α(Cn−1

h )∇Cn
h )

−un
h · ∇Cn

h − 1

2
div un

h C
n
h − r0 C

n
h ∥0,κn |r|1,κn

+
∑

en∈εκn

c7hen ∥ [α(Cn−1
h )∇Cn

h · n] ∥0,en |r|1,en
}
.

(3.60)
L’inégalité de Cauchy-Schwarz discrète, la relation (ab + cd) ≤ (a + c)(b + d) et
(3.56), nous donnent :

|⟨Rh
c∗(C

n
h ), r−rh⟩| ≤

( ∑
κn∈Tnh

(ηhc∗,n,κn
)2
)1/2( ∑

κn∈Tnh

c9|r|21,∆κn
+
∑

κn∈Tnh

c10
∑

κn∈Tnh

|r|21,∆en

)1/2

.

Finalement, nous obtenons :

|⟨Rh
c∗(C

n
h ), r − rh⟩| ≤ crhc∗

( ∑
κn∈Tnh

(ηhc∗,n,κn
)2
)1/2

∥ r ∥1,Ω .

3.6 Les majorations d’erreur a posteriori
Dans cette partie, notre but est d’introduire les théorèmes qui fournissent les majora-

tions d’erreur a posteriori de la vitesse et de la concentration.

Théorème 3.6.1. Nous supposons que u appartient à L∞(0, T ;L3(Ω)2), C appartient
à L∞(0, T ;L3(Ω)), et ∇C appartient à L∞(0, T ;L∞(Ω)2). Pour tout 1 ≤ m ≤ N , il
existe une constante c indépendante de h et de τ telle qu’on ait la majoration d’erreur a
posteriori suivante entre la concentration C du problème (3.1) et la solution Ch associée
à la solution (Cn

h )0≤n≤N du problème (Eds1∗) :

∥ C(tm)− Ch(tm) ∥2L2(Ω) +α̂1

∫ tm

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2Y ds+ 2r0

∫ tm

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2L2(Ω) ds

≤ c

( m∑
n=1

∥ g − gn ∥2L2(tn−1,tn;Y ′) + ∥ C0 − C0
h ∥2L2(Ω) + ∥ u− uh ∥2L2(0,tm;X)

+
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c∗,n,κn

)2
))
,

(3.61)

Preuve. Commençons par intercaler (α(Cn−1
h )∇C(t),∇r) et (u(t)·∇Cn

h , r) dans la deuxième
équation du problème (3.47) considérée pour t ∈]tn−1, tn]. Nous obtenons en utilisant le
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fait que div (u) = 0 la relation suivante :

(
∂

∂t
(C − Ch)(t), r) + (α(Cn−1

h )∇(C − Ch)(t),∇r) + r0(C(t)− Ch(t), r)

= (g(t)− g(tn), r) + ⟨Rc∗(C
n
h )(t), r⟩+ (α(Cn−1

h )− α(C(t)))∇C(t),∇r)
−(u(t) · ∇(C(t)− Cn

h ), r) + ((un
h − u(t)) · ∇Cn

h ), r)

+
1

2
(div (un

h − u)Cn
h , r).

(3.62)

Nous choisissons r = C − Ch et nous utilisons la relation (3.2) pour avoir :
1

2

d

dt
∥ r(t) ∥2L2(Ω) +α̂1 ∥ r(t) ∥2X +r0 ∥ r(t) ∥2L2(Ω)

≤
∣∣∣(g(t)− g(tn), r(t))) + ⟨Rτ

c∗(Ch), r(t)⟩+ ⟨Rh
c∗(C

n
h ), r(t)− rh⟩

+(α(Cn−1
h )− α(C(t)))∇C(t),∇r)− (u(t) · ∇(C(t)− Cn

h ), r)

+((un
h − u(t)) · ∇Cn

h ), r) +
1

2
(div (un

h − u)Cn
h , r)

∣∣∣.
(3.63)

Nous cherchons à majorer le côté droit de l’équation (3.63). Pour cela, nous commençons

par majorer (g(t) − g(tn), r(t))) en utilisant l’inégalité ab ≤ 1

α̂1

a2 +
α̂1

4
b2 de la manière

suivante :
(g(t)− gn, r(t)) ≤ ∥ g(t)− gn ∥Y ′∥ r(t) ∥Y

≤ 1

α̂1

∥ g(t)− gn ∥2Y ′ +
α̂1

4
∥ r(t) ∥2Y .

La majoration des trois derniers termes de (3.63) s’effectue exactement de la même fa-
çons que les trois derniers termes de (2.35). Il nous reste donc à majorer les termes
⟨Rτ

c∗(Ch), r(t)⟩, ⟨Rh
c∗(C

n
h ), r(t)− rh⟩ et (α(Cn−1

h )− α(C(t)))∇C(t),∇r).
L’équation (2.5) nous donne les relations suivantes : Pour t ∈]tn−1, tn]

πτCh − Ch(t) =
tn − t

τn
(Cn

h − Cn−1
h ),

Ch(t)− πl,τCh =
t− tn−1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ).

(3.64)

Pour la majoration de (α(Cn−1
h ) − α(C(t)))∇C(t),∇r) nous utilisons l’Hypothèse 3.2.1,

le fait que ∇C ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)2) pour avoir

((α(Cn−1
h )− α(C(t))∇(C(t)),∇(r))

≤∥ α(Cn−1
h )− α(C(t)) ∥L2(Ω)∥ ∇(C(t)) ∥L∞(Ω)∥ ∇(r(t)) ∥L2(Ω)2

≤ c′0
ε0
2

∥ Cn−1
h − C(t) ∥2L2(Ω) +

1

2ε0
∥ r(t) ∥2Y .

(3.65)

Or, pour chaque n ∈ [1, N ], et pour chaque s ∈]tn−1, tn], nous avons en utilisant (3.64) :

∥ C(s)− πl,τCh(s) ∥2L2(Ω) ≤
(
∥ C(s)− Ch(s) ∥L2(Ω) + ∥ Ch(s)− Cn−1

h ∥L2(Ω)

)2
≤

(
∥ C(s)− Ch(s) ∥L2(Ω) +

(s− tn−1

τn

)
∥ Cn−1

h − Cn
h ∥L2(Ω)

)2

≤ 2

(
∥ C(s)− Ch(s) ∥2L2(Ω) +(S0

2)
2 ∥ Cn

h − Cn−1
h ∥2Y

)
.

(3.66)
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Alors,

(α(Cn−1
h )− α(C(t))∇(C(t)),∇(r))

≤ c0ε0

(
∥ r(t) ∥2L2(Ω) + ∥ Cn

h − Cn−1
h ∥2Y

)
+

1

2ε0
∥ r(t) ∥2Y .

(3.67)

Passons à la majoration de ⟨Rτ
c∗(Ch)(t), r⟩. En utilisant (3.64) dans (3.49), nous obtenons

⟨Rτ
c∗(Ch)(t), r⟩ =

(
tn − t

τn
α(Cn−1

h )∇(Cn
h − Cn−1

h ),∇r
)
+ r0

(
tn − t

τn
(Cn

h − Cn−1
h ), r

)
=

∑
κn∈Tnh

{∫
κn

tn − t

τn
α(Cn−1

h )∇(Cn
h − Cn−1

h )(x) · ∇r(x)dx

+r0

∫
κn

tn − t

τn
(Cn

h − Cn−1
h )(x)r(x)dx

}
.

(3.68)

Puisque α est borné (voir (3.2)) et que
∣∣∣∣tn − t

τn

∣∣∣∣ ≤ 1, nous avons :

|⟨Rτ
c∗(Ch)(t), r⟩| ≤

∣∣∣α̂1

∫
Ω

∇(Cn
h − Cn−1

h )(x) · ∇r(x)dx
∣∣∣+ r0

∣∣∣ ∫
Ω

(Cn
h − Cn−1

h )(x)r(x)dx
∣∣∣.

(3.69)
Nous obtenons donc facilement

|⟨Rτ
c∗(Ch)(t), r(t)⟩| ≤ c6

ε10
2

∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2Y +
1

2ε10
∥ r(t) ∥2Y .

Pour finir, majorons ⟨Rh
c∗(C

n
h ), r − rh⟩. En utilisant la relation ab ≤ ε11

2
a2 +

1

2ε11
b2 dans

(2.27), nous avons

|⟨Rh
c∗(C

n
h ), r − rh⟩| ≤ c7

(ε11
2

∑
κn∈Tnh

(ηhc∗,n,κn
)2 +

1

2ε11
∥ r(t) ∥2Y

)
. (3.70)

Finalement, en regroupant toutes les majorations précédentes avec (2.36), (2.37), (2.38),

(2.39), (2.40) et en prenant εi, i = {0, ..., 11} tel que
1

2

11∑
i=0

1

εi
soit égal à

α̂1

4
et nous notons

c0ε0 = c01, nous obtenons

d

dt
∥ r(t) ∥2L2(Ω) +α̂1 ∥ r(t) ∥2Y +2r0 ∥ r(t) ∥2L2(Ω)≤ c

(
∥ g(t)− gn ∥2Y ′ + ∥ u(t)− uh(t) ∥2X

+ ∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2Y + ∥ un
h − un−1

h ∥2X +
∑

κn∈Tnh

(ηhc,n,κn
)2
)
+ c01 ∥ r(t) ∥2L2(Ω) .

(3.71)
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Soit t ∈ [tm−1, tm] ; afin d’intégrer l’inégalité ci-dessus entre 0 et t, nous commençons par
intégrer entre tn−1 et tn, puis nous sommons sur n de 1 à m − 1 et finalement nous
ajoutons l’intégration entre tm−1 et t. Ansi, nous obtenons

∥ r(t) ∥2L2(Ω) +α̂1

∫ t

0

∥ r(s) ∥2Y ds+ 2r0

∫ t

0

∥ r(s) ∥2L2(Ω) ds

≤ c

(
∥ g − πτg ∥2L2(0,t;Y ′) + ∥ C0 − C0

h ∥2L2(0,t;L2(Ω)) + ∥ u− uh ∥2L2(0,t;X)

+
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c∗,n,κn

)2
))

+ c01 ∥ r ∥2L2(0,t;L2(Ω)) .

(3.72)
Nous appliquons le Lemme Gronwall 2.2.1 avec les fonctions suivantes :

y(t) =∥ r(t) ∥2L2(Ω) +α̂1

∫ t

0

∥ r(s) ∥2Y ds+ 2r0

∫ t

0

∥ r(s) ∥2L2(Ω) ds,

f̃(t) = c

(
∥ g−πτg ∥2L2(0,t;Y ′) + ∥ C0−C0

h ∥2L2(0,t;L2(Ω)) + ∥ u−uh ∥2L2(0,t;X) +
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2+

(ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c∗,n,κn

)2
))
,

g̃(t) = 1,
k(t) = c01,

et nous obtenons

∥ r(t) ∥2L2(Ω) +α̂1

∫ t

0

∥ r(s) ∥2Y ds+ 2r0

∫ t

0

∥ r(s) ∥2L2(Ω) ds

≤ c

(
∥ g − πτg ∥2L2(0,t;Y ′) + ∥ C0 − C0

h ∥2L2(0,t;L2(Ω)) + ∥ u− uh ∥2L2(0,t;X)

+
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c∗,n,κn

)2
))

+c01

∫ t

0

(
f̃(τ)× exp

∫ t

0

c01 ds

)
dτ.

(3.73)
Puisque τ ≤ t, nous avons f̃(τ) ≤ f̃(t), alors le dernier terme de (3.73) peut être majoré
par une constante fois f̃(t).
Pour t = tm nous obtenons donc le résultat souhaité.

Rappelons maintenant le Corollaire 2.2.14

Corollaire 3.6.2. Soit hn ≤ csτn,∀n ∈ {1, . . . , N}, où cs est une constante positive
indépendante de n. Supposons que ∇u ∈ L∞(0, T ;L4(Ω)2×2) et u ∈ L∞(0, T ;L3(Ω)2),
pour t ∈]tm−1, tm], nous avons l’estimation d’erreur a posteriori suivante entre la vitesse

94



3.6. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

u solution du problème (3.1) et uh qui correspond à un
h solution du problème (Eds1*) :

∥ u(t)− uh(t) ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ t

0

∥ u(s)− uh(s) ∥2X ds

≤ c

(
∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,t;L2(Ω)2) + ∥ u0 − u0

h ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ u0 − u0
h ∥2X

+ ∥ C − πl,τCh ∥2L2(0,t,L4(Ω)) + ∥ πτu− πl,τu ∥2L2(0,t;X) +
m∑

n=1

τn
∑

κn∈Tnh

(ηhu,n,κn
)2
)
,

(3.74)
où c est une constante positive.

Ainsi nous avons que la majoration d’erreur de la concentration (3.61) dépend de l’erreur
sur la vitesse et la majoration (3.74) dépend de l’erreur sur la concentration. Pour cette
raison, nous avons besoin de combiner ces deux inégalités dans un premier lieu, puis dans
un second lieu nous allons utiliser le Théorème 3.6.1 et le Corollaire 3.6.2 pour obtenir la
majoration désirée.

Théorème 3.6.3. Sous les hypothèses du Corollaire 3.6.2 et du Théorème 3.6.1 , nous
avons la majoration suivante pour chaque m ∈ {1, . . . , N} :

∥ C(tm)− Ch(tm) ∥2L2(Ω) +α̂1

∫ tm

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2Y ds+ r0

∫ tm

0

∥ C(s)− Ch(s) ∥2L2(Ω) ds

+ ∥ u(tm)− uh(tm) ∥2L2(Ω)2 +ν0

∫ tm

0

∥ u(s)− uh(s) ∥2X ds

≤ c

(
∥ g − πτg ∥2L2(0,tm;Y ′) + ∥ C0 − C0

h ∥2L2(Ω) + ∥ u0 − u0
h ∥2L2(Ω)2 +τ0 ∥ u0 − u0

h ∥2X

+ ∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,tm;L2(Ω)2) +
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c,n,κn

)2 + τn(η
h
u,n,κn

)2
))
,

où c est une constante positive.

Preuve. La preuve de ce théorème est exactement la même que celle du théorème 2.2.15
avec une toute petite différrence. Nous aurons à remplacer le terme α par α̂1.

Rappelons à présent le Théorème 2.2.17 que nous allons à nouveau utiliser :

Théorème 3.6.4. Soit (u, p, C) la solution du Problème (3.1) et (uh, ph, Ch) la solution
du Problème (Eds1*). Pour 1 ≤ n ≤ m avec m ∈ {1, · · · , N}, nous avons les inégalités
suivantes :

∥ ∂

∂t
(u− uh) + u · ∇u− πl,τuh · ∇πτuh −

1

2
div (πl,τuh)πτuh +∇(p− ph) ∥L2(0,tm;X′)

≤ c

( m∑
n=1

∑
κn∈Tnh

(
τn(η

h
u,n,κn

)2 + (ητc,n,κn
)2
)
+ ∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,tm;L2(Ω)2)

+ ∥ C − Ch ∥2L2(0,tm;Y ) + ∥ u− πτuh ∥2L2(0,tm;X)

)1/2

.

(3.75)
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Théorème 3.6.5. Sous les hypothèses du Théorème 3.6.1, la solution exacte C du Pro-
blème (3.1) et la solution Ch du Problème (Eds1*), pour 1 ≤ n ≤ m avec m ∈ {1, · · · , N},
vérifient l’estimation suivante :

∥ ∂

∂t
(C − Ch) + u · ∇C − πτuh · ∇πτCh −

1

2
div (πτuh)πτCh ∥L2(0,tm;Y ′)

≤ c

( m∑
n=1

∑
κn∈Tnh

(
τn(η

h
c∗,n,κn

)2 + (ητc∗,n,κn
)2 + (ητu∗,n,κn

)2
)

+ ∥ g − πτg ∥2L2(0,tm;Y ′) + ∥ C0 − C0
h ∥2L2(Ω) + ∥ u− uh ∥2L2(0,tm;X)

)1/2

,

(3.76)
où c est une constante positive indépendante de h et de n.

Preuve. Nous considérons la seconde égalité du système (3.47) du Lemme 3.5.1 :

(
∂

∂t
(C − Ch)(t), r) + (u(t) · ∇C(t)− πτuh(t) · ∇πτCh(t), r)−

1

2
(div (πτuh(t))πτCh(t), r)

= −(α(C(t))∇C(t),∇r) + (α(πτ,lCh(t))∇Ch(t),∇r)− r0(C(t)− Ch(t), r)

+⟨Rh
c∗(t), r − rh⟩+ ⟨Rτ

c∗(t), r⟩+ (g(t)− g(tn), r).

Toutefois,

∥ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− πτuh(t) · ∇πτCh(t)−

1

2
div (πτuh(t))πτCh(t) ∥Y ′

= sup
r∈Y

1

∥ r ∥Y

(
(
∂

∂t
(C − Ch)(t), r) + (u(t) · ∇C(t)− πτuh(t) · ∇πτCh(t), r)

−1

2
(div (πl,τuh(t))πτuh(t), r)

)
= sup

r∈Y

1

∥ r ∥Y
(
− (α(C(t))∇C(t),∇r) + (α(πτ,lCh(t))∇Ch(t),∇r)

−r0(C(t)− Ch(t), r) + ⟨Rh
c∗(t), r − rh⟩+ ⟨Rτ

c∗(t), r⟩+ (g(t)− g(tn), r)
)
.

(3.77)
Nous commençons par majorer les deux premiers termes de (3.77). Tout d’abord, nous
insérons (α(πl,τCh)∇(C(t)),∇(r)) ; nous obtenons :

(α(πτ,lCh(t))∇(Ch(t)− C(t)),∇r)− ((α(C(t))− α(πτ,lCh(t)))∇C(t),∇r).

Pour le premier terme de l’équation ci-dessus, nous utilisons le fait que α soit borné
(voir (3.2)). Pour le second nous utilisons le fait que α soit lipschitzienne (Hypothèse
(3.2.1)), puis, nous utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée L4 − L4 − L2, le
fait que ∇(C) ∈ L∞(0, T ;L4(Ω)2) et (1.3) avec p = 4 ; nous obtenons :

|(α(πτ,lCh(t))∇(Ch(t)− C(t)),∇r) + ((α(C(t))− α(πτ,lCh(t)))∇C(t),∇r)|

≤ α̂1 ∥ Ch(t)− C(t) ∥Y ∥ r ∥Y +c0 ∥ C(t)− Cn−1
h ∥Y ∥ r ∥Y

(3.78)

Le troisième et dernier terme de la partie droite de (3.77), peuvent être traités en utilisant
l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour le quatrième terme, nous prenons rh = Cnhr et nous
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utilisons (3.58) pour obtenir :

|⟨Rh
c∗(t), r − rh⟩| ≤ c1

( ∑
κn∈Tnh

(ηhc∗,n,κn
)2
)1/2

∥ r ∥Y .

Pour le cinquième terme, un simple calcul nous permet d’écrire :

|⟨Rτ
c∗(t), r⟩| ≤ c2

( ∑
κn∈Tnh

∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2H1(κn)

)1/2

∥ r ∥Y .

D’où

∥ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− πτuh(t) · ∇πτCh(t)−

1

2
div (πτuh(t))πτCh(t) ∥Y ′

≤ c3

(
α̂1 ∥ C(t)− Ch(t) ∥2Y +r0 ∥ C(t)− Ch(t) ∥2L2(Ω) + ∥ g(t)− g(tn) ∥2Y ′

+
∑

κn∈Tnh

∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2H1(κn)
+
∑

κn∈Tnh

(ηhc,n,κn
)2
)1/2

.

Pour obtenir le résultat désiré (3.76), nous intégrons entre tn−1 et tn, et nous sommons
sur n de 0 à m.
Sachant que∫ t

0

∥ C(t)−πl,τCh(t) ∥2Y dt ≤ c′
(∫ t

0

∥ C(s)−Ch(s) ∥2Y ds+
m∑

n=1

∑
κn∈Tnh

(ητc,n,κn
)2
)
, (3.79)

nous utilisons (3.61) et nous obtenons le résultat recherché.

Afin d’obtenir l’estimation d’erreur a posteriori, il nous faut encore majorer ce terme :

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∥ u(t)− πτuh(t) ∥2X dt.

Pour cela, nous suivons les mêmes étapes suivies dans (3.79) et nous obtenons :

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∥ u(t)−πτuh(t) ∥2X dt ≤ c

( m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∥ u(s)−uh(s) ∥2X ds+
m∑

n=1

∑
κn∈Tnh

(ητu,n,κn
)2
)
.

(3.80)
Finalement, nous sommes en mesure d’établir le résultat final de l’estimation d’erreur a
posteriori correspondante aux problèmes (3.1) et (Eds1*).

Corollaire 3.6.6. Soit hn ≤ csτn,∀n ∈ {1, . . . , N}, où cs est une constante positive
indépendante de n. Sous les hypothèses du théorèmes 3.6.1 et du corollaire 3.6.2, pour
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chaque m ∈ {1, · · · , N}, les solutions (u, p, C) de (3.1) et (uh, ph, Ch) de (Eds1*) satisfont
l’estimation a posteriori suivante :

[[u− uh]]
2(tm) + [[C − Ch]]

2(tm)

+ ∥ ∂

∂t
(u− uh) + u · ∇u− πl,τuh · ∇πτuh −

1

2
div (πl,τuh)πτuh +∇(p− ph) ∥L2(0,tm;X′)

+ ∥ ∂

∂t
(C − Ch) + u · ∇C − πτuh · ∇πτCh −

1

2
div (πτuh)πτCh ∥L2(0,tm;Y ′)

≤ c

(
∥ g − πτg ∥2L2(0,tm;Y ′) + ∥ C0 − C0

h ∥2L2(Ω) + ∥ u0 − u0
h ∥2L2(Ω)

+τ0 ∥ u0 − u0
h ∥2X + ∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(0,tm;L2(Ω)2)

+
m∑

n=1

∑
κn∈τnh

(
(ητc,n,κn

)2 + (ητu,n,κn
)2 + τn(η

h
c,n,κn

)2 + τn(η
h
u,n,κn

)2
))
.

(3.81)

Preuve. Le résultat est une conséquence directe de la définition de [[u − uh]]
2(tm) et

[[C − Ch]]
2(tm), du Théorème 3.6.3 et des Inégalités (3.76), (3.75) et (3.80).

3.6.1 Majoration des indicateurs

Dans cette section, nous allons monter l’efficacité de l’estimation d’erreur a poste-
riori (3.81). Cette dernière consiste à majorer chacun des indicateurs ητu∗,n,κn

, ηhu∗,n,κn
, ητc∗,n,κn

et ηhc∗,n,κn
localement avec l’erreur entre la solution exacte et la solution numérique.

Pour établir la preuve de l’efficacité, nous rappelons fnh , νh et gnh qui sont respectivement
des approximations de fn, νC et gn données par les formules (2.98), (2.99) et (2.100). De
plus, pour toute fonction ξ ∈ Lp(κn) et pour chaque élément κn ∈ Tnh nous posons

αh(ξ)|κn =
1

|κn|

∫
κn

α(ξ(x))dx. (3.82)

Une conséquence directe des propriétés de α est que αh est bornée et Lipschitzienne par
rapport à ξ.

La majoration de l’indicateur ητc∗,n,κn
est identique à celle de ητc,n,κn

établie dans le Théo-
rème 2.2.20 que nous rappelons par la suite.

Théorème 3.6.7. Pour tout n ∈ {1, · · · , N}, nous avons l’estimation suivante :

(ητc∗,n,κn
)2 ≤ c

(
∥ C − Ch ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn))

+ ∥ C − πτCh ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn))

)
,

où c est une constante indépendante du pas de temps et du pas de maillage.

Ch(t)− πτCh(t) =
t− tn
τn

(Cn
h − Cn−1

h ).(
t− tn
τn

)2

∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2H1(κn)
≤ 2(∥ C(t)− Ch(t) ∥2H1(κn)

+ ∥ (C(t)− πτCh(t) ∥2H1(κn)
).

Passons à la majoration de l’indicateur ηhc∗,n,κn
.
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Théorème 3.6.8. Soit ∇C ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)2), nous avons pour tout n ∈ {1, · · · , N}

τn(η
h
c∗,n,κn

)2 ≤

c

(
∥ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u · ∇C − un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h + r0(C − Cn

h ) ∥2L2(tn−1,tn;H−1(∆κn))

)
+ ∥ αh(C)− αC(C) ∥2L2(tn−1,tn;L2(∆κn))

+ ∥ C − Ch ∥L2(tn−1,tn;H1(∆κn)) +τn ∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2H1(∆κn)

+h2κn
∥ g − πτg ∥2L2(tn−1,tn;L2(∆κn))

+τnh
2
κn

∥ gn − gnh ∥2L2(∆κn)

)
,

(3.83)
où c est une constante indépendante de n et de m.

Preuve. Nous considérons la seconde égalité du système (3.47) du Lemme 3.5.1 dans
lequel nous simplifions la partie droite et la partie gauche par ⟨Rτ

c∗(t), r⟩. Nous utili-
sons (3.54), nous intercalons gnh , (αh(C

n−1
h )∇C(t),∇r) et (αh(C(t))∇C(t),∇r), et nous

obtenons pour chaque t =]tn−1, tn] :∫
Ω

∂

∂t
(C − Ch)(t) r dx+

∫
Ω

u(t) · ∇C(t) r dx+

∫
Ω

αh(C
n−1
h )∇(C(t)− Cn

h ) : ∇(r)dx

+

∫
Ω

(α(C(t))− αh(C(t))∇(C) : ∇(r)dx+

∫
Ω

(αh(C(t))− αh(C
n−1
h ))∇(C) : ∇(r)dx

−
∫
Ω

un
h · ∇Cn

h r dx+ r0

∫
Ω

(C(t)− Cn
h ) r dx− 1

2

∫
Ω

div (un
h)C

n
h r dx

=
∑

κn∈Tnh

{∫
κn

(g(t)− gn) r dx+

∫
κn

(gn − gnh) r dx

+

∫
κn

(gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) +∇ · (α(Cn−1

h )∇Cn
h )− un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h − r0C

n
h ) r dx

−1

2

∑
en∈εκn

∫
en

[α(Cn−1
h )∇Cn

h (σ) · n]r(σ)dσ
}
.

(3.84)
Nous choisissons tout d’abord r = rκn où

rκn =



(gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) +∇ · (α(Cn−1

h )∇Cn
h )− un

h · ∇Cn
h

−1

2
div (un

h)C
n
h − r0C

n
h )ψκn on κn,

0 on Ω\κn.

Rappelons que ψκn est une fonction bulle qui est égale au produit des coordonnées bary-
centriques associées avec les sommets de κn.
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Alors, nous obtenons∫
κn

(gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) +∇ · (α(Cn−1

h )∇Cn
h )− un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h − r0C

n
h )

2 ψκn dx

=

∫
κn

∂

∂t
(C − Ch)(t) rκn dx+

∫
κn

u(t) · ∇C(t) rκn dx−
∫
κn

un
h · ∇Cn

h rκn dx

−1

2

∫
κn

div (un
h)C

n
h rκn dx+ r0

∫
κn

(C(t)− Cn
h ) rκn dx

+

∫
Ω

(α(C(t))− αh(C(t))∇(C) : ∇rκn dx+

∫
Ω

(αh(C(t))− αh(C
n−1
h ))∇(C) : ∇rκn dx

+

∫
Ω

αh(C
n−1
h )∇(C(t)− Cn

h ) : ∇rκn dx

−
∫
κn

(g(t)− gn) rκn dx−
∫
κn

(gn − gnh) rκn dx.

(3.85)
Puisque rκn ∈ H1

0 (κn), nous appliquons la définition de la norme de H−1(κn). Nous notons
par Ii, i = 0, . . . , 9 les termes de la partie droite de l’égalité (3.85). Nous appliquons
l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour avoir :

|I0 + I1 + I2 + I3 + I4| ≤ c1
(
∥ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u · ∇C(t)− un

h · ∇Cn
h

−1

2
div (un

h)C
n
h + r0(C(t)− Cn

h ) ∥H−1(κn)∥ rκn ∥H1
0 (κn)

)
Passons à la majoration de I5. Nous appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz et nous
remarquons que ∇C ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)2). Alors nous avons :

|I5| ≤ 2 ∥ α(C(t))− αh(C(t)) ∥L2(κn)∥ ∇(C(t)) ∥L∞(0,T ;L∞(Ω)2)∥ rκn ∥H1(κn)

≤ c2 ∥ α(C(t))− αh(C(t)) ∥L2(κn)∥ rκn ∥H1(κn) .

Comme αh est Lipschitzienne, et ∇C ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)2), nous appliquons l’inégalité de
Cauchy-Schwarz, nous intercalons par Ch(t) et nous utilisons (3.64) pour avoir :

|I6| ≤ c5 ∥ C(t)− Cn−1
h ∥L2(κn)∥ ∇(C(t)) ∥L∞(0,T ;L∞(Ω)2)∥ rκn ∥H1(κn)

≤ c6
(
∥ C(t)− Ch(t) ∥H1(κn) + ∥ Cn

h − Cn−1
h ∥H1(κn)

)
∥ rκn ∥H1(κn) .

Pour le terme I7, nous utilisons le fait que α soit bornée, puis nous appliquons l’inégalité
de Cauchy-Schwarz, nous intercalons par Ch(t) et nous utilisons (3.64) pour obtenir :

|I7| ≤ c7
(
∥ C(t)− Ch(t) ∥H1(κn) + ∥ Cn

h − Cn−1
h ∥H1(κn)

)
∥ rκn ∥H1(κn) .

Il nous reste à majorer les deux derniers termes. Il nous suffit d’utiliser l’inégalité de
Cauchy-Schwarz pour avoir :

|I8 + I9| ≤ c8
(
∥ g(t)− gn ∥H−1(κn)∥ rκn ∥0,κn + ∥ gn − gnh ∥0,κn∥ rκn ∥0,κn

)
.
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Ainsi, nous considérons l’équation (3.85), nous combinons les majorations correspondantes
de Ii, i = 0, . . . , 9, puis nous utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz et les propriétés 2.1.1
et 2.1.2, ensuite nous multiplions par h2κn

et nous intégrons entre tn−1 et tn pour avoir
l’inégalité qui suit :

τnh
2
κn

∥ gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) +∇ · (α(Cn−1

h )∇Cn
h )− un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h − r0C

n
h ∥20,κn

≤ c9
(
∥ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u · ∇C − un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h + r0(C − Cn

h ) ∥2L2(tn−1,tn;H−1(κn))

+ ∥ αh(C)− αC(C) ∥2L2(tn−1,tn;L2(κn))
+ ∥ C − Ch ∥L2(tn−1,tn;H1(κn)) +τn ∥ Cn

h − Cn−1
h ∥2H1(κn)

+h2κn
∥ g − gn ∥2L2(tn−1,tn;L2(κn))

+τnh
2
κn

∥ gn − gnh ∥20,κn

)
.

(3.86)
Cette dernière inégalité représente la majoration du premier terme de l’indicateur ηhc∗,n,κn

.
Passons à la majoration du second terme.
Pour obtenir la majoration du second terme de ηhc∗,n,κn

, nous considérons un élément
κn ∈ Tnh et en ∈ ∂κn ∩ Γi

h ; nous notons par κ′n l’autre cellule du maillage qui contient en
et nous considérons l’Équation (2.61) avec r = ren où :

ren =

{
Len([α(C

n−1
h )∇Cn

h · n]enψen) on κn ∪ κ′n,
0 on Ω\(κn ∪ κ′n).

Nous obtenons :∫
en

[α(Cn−1
h )∇Cn

h · n]2enψends =∫
κn∪κ′

n

(gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) +∇ · (α(Cn−1

h )∇Cn
h )− un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h + r0C

n
h )ren dx

−
∫
κn∪κ′

n

(
∂

∂t
(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h + r0(C(t)− Cn

h )) ren dx

+

∫
κn∪κ′

n

(α(C(t))− αh(C(t))∇(C) : ∇ren dx+

∫
κn∪κ′

n

(αh(C(t))− αh(C
n−1
h ))∇(C) : ∇ren dx

+

∫
κn∪κ′

n

αh(C
n−1
h )∇(C(t)− Cn

h ) : ∇ren dx

−
∫
κn∪κ′

n

(g(t)− gn) ren dx−
∫
κn∪κ′

n

(gn − gnh) ren dx.

Nous suivons les mêmes étapes que nous avons suivi pour majorer le premier terme de

101



3.6. LES MAJORATIONS D’ERREUR A POSTERIORI

(ηhc∗,n,κn
)2. En utilisant (3.86) et le fait que

hen
hκn

et
hen
hκ′

n

sont bornés par 1, nous avons :

henτn ∥ [α(Cn−1
h )∇Cn

h · n]en ∥20,en≤

c10
(
∥ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u · ∇C − un

h · ∇Cn
h − 1

2
div (un

h)C
n
h + r0(C − Cn

h ) ∥2L2(tn−1,tn;H−1(κn∪κ′
n))

+ ∥ αh(C)− αC(C) ∥2L2(tn−1,tn;L2(κn∪κ′
n))

+ ∥ C − Ch ∥L2(tn−1,tn;H1(κn∪κ′
n))

+τn ∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2H1(κn∪κ′
n)

+h2en ∥ g − gn ∥2L2(tn−1,tn;L2(κn∪κ′
n))

+τnh
2
en ∥ gn − gnh ∥20,κn∪κ′

n

)
.

(3.87)
En regroupant (3.86) et (3.87), nous obtenons la majoration de ηhc∗,n,κn

.

Il nous reste à majorer les indicateurs de la vitesse ητu∗,n,κn
et ηhu∗,n,κn

, qui sont exactement
les mêmes que ητu,n,κn

et ηhu,n,κn
. Nous rapellons ci-dessous, les deux théorèmes correspon-

dants.

Théorème 3.6.9. Pour tout n ∈ {1, · · · , N}, nous avons les estimations suivantes :

(ητu∗,n,κn
)2 ≤ c

(
∥ u− uh ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn)2)

+ ∥ u− πτuh ∥2L2(tn−1,tn;H1(κn)2)

)
,

où c est une constante positive indépendante de n et de h.

Théorème 3.6.10. Soit ∇u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)2×2), nous avons pour tout n ∈ {1, · · · , N} :

τn(η
h
u∗,n,κn

)2 ≤

c

(
∥ ∂

∂t
(u− uh) + u · ∇u− un−1

h · ∇un
h −

1

2
div (un−1

h )un
h +∇(p− ph) ∥2L2(tn−1,tn;H−1(∆κn)2)

+ ∥ C − Ch ∥L2(tn−1,tn;H1(∆κn)) +τn ∥ Cn
h − Cn−1

h ∥2H1(∆κn)
+ ∥ u− uh ∥2L2(tn−1,tn;H1(∆κn))

+ ∥ un
h − u ∥2L2(tn−1,tn;H1(∆κn))

+ ∥ νh(C)− νC(C) ∥2L2(tn−1,tn;L2(∆κn))

+h2κn
∥ f0 − πτ f0 ∥2L2(tn−1,tn;L2(∆κn))

+h2κn
∥ fn(C)− fnh (C) ∥2L2(tn−1,tn;L2(∆κn))2

)
.

(3.88)
où c est une constante positive indépendante de n et de h.
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Chapitre 4

Simulations numériques

Dans ce chapitre, l’objectif est de vérifier numériquement les résultats théoriques des
estimations d’erreur obtenus dans les chapitres précédents. Nous nous intéressons alors au
problème de Navier-Stokes instationnnaire couplé avec l’équation de convection-diffusion-
réaction (1.1) en dimension 2. Nous utilisons le logiciel Freefem++ [27].

4.1 Simulation numérique sur maillage uniforme
En premier lieu, nous illustrons et vérifions l’analyse a priori du schéma proposé ici et dont
l’estimation d’erreur a priori a dejà été établie dans [5]. Nous considérons une géométrie
simple de Ω, le carré [0, 1]2, où chaque côté est décomposé en N segments (voir figure
4.1). Nous considérons la constante de diffusion α = 1, la constante r0 = 1 et la viscosité
de la forme ν0 = 0.5 et νC(C) = 0.2 sin(C) + 0.5.

Figure 4.1 – Domaine Ω
.

Nous posons comme solution théorique (uex, pex, Cex) = (rotψ, pex, Cex), telle que pour
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4.1. SIMULATION NUMÉRIQUE SUR MAILLAGE UNIFORME

tout (x, y) ∈ Ω,
ψ(x, y) = x2(x− 1)2 y2(y − 1)2 sin(t),

pex(x, y, t) = (t+ 1) cos(πx) cos(πy),

Cex = −t e−100((x−0.3−0.3t)2+(y−0.3)2).

Notre but est de tester les résultats numériques obtenus et de les comparer aux solutions
exactes. Les figures 4.2 et 4.3 comparent les solutions numérique et exacte de la pression.
De même, les figures 4.4 et 4.5 illustrent une comparaison entre les vitesses numérique et
exacte. Finalement, les solutions numérique et exacte de la concentration sont présentées
dans les figures 4.6 et 4.7. On remarque que la solution numérique calculée représente
une bonne approximation de la solution exacte pour les problèmes de Navier-Stokes et
l’équation de convection-diffusion-réaction instationnaire.

IsoValue
-1.89987
-1.69978
-1.49969
-1.2996
-1.09951
-0.899415
-0.699323
-0.499231
-0.299139
-0.0990469
0.101045
0.301137
0.501229
0.701321
0.901413
1.1015
1.3016
1.50169
1.70178
1.90187

Figure 4.2 – Pression numérique à t = 1.

IsoValue
-1.9
-1.7
-1.5
-1.3
-1.1
-0.9
-0.7
-0.5
-0.3
-0.1
0.1
0.3
0.5
0.7
0.9
1.1
1.3
1.5
1.7
1.9

Figure 4.3 – Pression théorique à t = 1.

Vec Value
0
0.000531323
0.00106265
0.00159397
0.00212529
0.00265661
0.00318794
0.00371926
0.00425058
0.0047819
0.00531323
0.00584455
0.00637587
0.00690719
0.00743852
0.00796984
0.00850116
0.00903249
0.00956381
0.0100951

Figure 4.4 – Vitesse numérique à t = 1.

Vec Value
0
0.000532015
0.00106403
0.00159604
0.00212806
0.00266007
0.00319209
0.0037241
0.00425612
0.00478813
0.00532015
0.00585216
0.00638418
0.00691619
0.00744821
0.00798022
0.00851224
0.00904425
0.00957627
0.0101083

Figure 4.5 – Vitesse théorique à t = 1.
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IsoValue
-0.971396
-0.92157
-0.871745
-0.821919
-0.772093
-0.722268
-0.672442
-0.622616
-0.57279
-0.522965
-0.473139
-0.423313
-0.373488
-0.323662
-0.273836
-0.224011
-0.174185
-0.124359
-0.0745335
-0.0247078

Figure 4.6 – Concentration numérique
à t = 1.

IsoValue
-0.975
-0.925
-0.875
-0.825
-0.775
-0.725
-0.675
-0.625
-0.575
-0.525
-0.475
-0.425
-0.375
-0.325
-0.275
-0.225
-0.175
-0.125
-0.075
-0.025

Figure 4.7 – Concentration théorique à
t = 1.

Pour l’estimation d’erreur a priori nous définissons l’erreur relative totale suivante :

err =

(∑N
n=1 τn|un

h − un|2H1(Ω)2 +
∑N

n=1 τn||pnh − pn||2L2(Ω) +
∑N

n=1 τn|Cn
h − Cn|2H1(Ω)∑N

n=1 τn
(
|un|2H1(Ω)2 + ||pn||2L2(Ω) + |Cn|2H1(Ω)

) )1/2

.

La figure 4.8 représente, en échelle logarithmique, la courbe de l’erreur relative totale
correspondant au schéma discret (Eds1), en fonction du pas de maillage h. On teste

l’algorithme pour N allant de 20 à 50, par pas de 10 avec T = 1 , h =
1

N
et τ = h.

La pente de la courbe d’erreur en échelle logarithmique est d’odre 0.9838, les résultats
numériques sont alors d’ordre un en temps et en espace.

Pas du  maillage
0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

E
rr

eu
r

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

Figure 4.8 – Courbe d’erreur en fonction du pas de maillage.
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4.2 Simulation numérique adaptative (cas académique)
Nous effectuons maintenant la vérification de l’analyse a posteriori de notre algorithme.
Nous considérons le même exemple que dans la section précédente.
La solution théorique est (uex, pex, Cex) = (rotψ, pex, Cex), telle que pour tout (x, y) ∈ Ω,

ψ(x, y) = x2(x− 1)2 y2(y − 1)2 sin(t),

pex(x, y, t) = (t+ 1) cos(πx) cos(πy),

Cex = −t e−100((x−0.3−0.3t)2+(y−0.3)2).

Nous considérons Ω = [0, 1]2, r0 = 1, ν(C) = 0.2 sin(C) + 1 et T = 1 . Nous commençons
l’algorithme adaptatif avec un maillage initial correspondant à N = 20 et le pas de temps

τ =
1

N
.

4.2.1 Terme de diffusion constant

Dans cette section, nous supposons que le terme de diffusion est constant (α = 1).
Pour montrer les résultats numériques de l’estimation d’erreur a posteriori entre la solution
exacte et la solution approchée étudiée dans le chapitre précédent, nous introduisons les
indicateurs d’erreur temporels suivants :

Eτu =

(∑N
n=0(η

τ
u,n)

2

D

)1/2

et Eτc =

(∑N
n=0(η

τ
c,n)

2

D

)1/2

,

où

(ητu,n)
2 =

∑
κn∈Tnh

(
ητu,n,κn

)2

, (ητc,n)
2 =

∑
κn∈Tnh

(
ητc,n,κn

)2

,

et

D =
N∑

n=1

τn
(
|un

h|2H1(Ω)2 + ||pnh||2L2(Ω) + |Cn
h |2H1(Ω)

)
.

Nous introduisons aussi les indicateurs d’erreur spatiaux :

Ehu =

(∑N
n=0(η

h
u,n)

2

D

)1/2

et Ehc =

(∑N
n=0(η

h
c,n)

2

D

)1/2

,

où

(ηhu,n)
2 =

∑
κn∈Tnh

(
ηhu,n,κn

)2

et (ηhc,n)
2 =

∑
κn∈Tnh

(
ηhc,n,κn

)2

.

Notons Etot = Eτu + Eτc + Ehu + Ehc .
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Les figures 4.9 jusqu’à 4.12, nous montrent l’adaptation du maillage.

Figure 4.9 – Maillage initial Figure 4.10 – Maillage à t = 0.241

Figure 4.11 – Maillage à t = 0.496 Figure 4.12 – Maillage à t = 0.897
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Sur les figures 4.13 et 4.14 nous illustrons la performance de l’algorithme adaptatif. En
effet, nous comparons l’erreur totale et les indicateurs d’erreur en fonction du nombre de
degrés de liberté pour l’algorithme adaptatif et pour l’algorithme uniforme. Ce nombre
est obtenu comme la somme sur tous les pas de temps du nombre de degrés de liberté
sur le maillage utilisé à chaque pas de temps. Nous pouvons constater l’avantage de
la méthode adaptative puisque l’erreur est toujours inférieure à l’erreur obtenue par la
méthode uniforme.

Nombre de degrés de liberté
1e+04 2e+04 3e+04 4e+04 7e+04 1.2e+05 2e+05 3e+05

E
rr

eu
r 

to
ta

le

0.03

0.05

0.07

0.09

0.11

0.15

0.23

0.3

uniforme
adaptatif

Figure 4.13 – Courbe d’erreur totale en échelle logarithmique du cas étudié.

Nombre de degrés de liberté
1e+04 2e+04 4e+04 7e+04 1.1e+05 1.7e+05 2.5e+05

In
di

ca
te

ur
s 

d'
er

re
ur

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
uniforme
adaptatif

Figure 4.14 – Courbe des indicateurs d’erreur en échelle logarithmique du cas étudié.
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Nous définissons d’autre part l’indice d’efficacité de la façon suivante :

IE =

(∑N
n=1

∑
κn∈Tnh

(τn(η
τ
u,n,κn

)2 + τn(η
τ
c,n,κn

)2 + τn(η
h
u,n,κn

)2 + τn(η
h
c,n,κn

)2

N∑
n=1

τn
(
|un

h − un|2H1(Ω)2 + ||pnh − pn||2L2(Ω) + |Cn
h − Cn|2H1(Ω)

)
)1/2

.

Dans ce tableau, nous montrons la valeur de l’indice d’efficacité pour différents nombres
de degrés de liberté (DDL). C’est le rapport entre l’estimateur d’erreur et l’erreur exacte.
Nous pouvons remarquer que l’indice d’efficacité varie aux alentours de 8.

DDL 10 324 18 965 23 913 54 948 241 276
IE 8.80 7.67 9.09 8.74 7.60

Table 4.1 – Répartition de l’indice d’efficacité en fonction du nombre de degrés de liberté.

4.2.2 Terme de diffusion qui dépend de la concentration

Dans cette section, nous supposons que le terme de diffusion dépend de la concentration
(α(C) = 2 + sin(C)).
Pour montrer les résultats numériques de l’estimation d’erreur a posteriori entre la solution
exacte et la solution approchée étudiée dans le cas où le coefficient de diffusion dépend
de la concentration, nous introduisons les indicateurs d’erreur temporels suivants :

Eτu∗ =

(∑N
n=0(η

τ
u∗,n)

2

D

)1/2

et Eτc∗ =

(∑N
n=0(η

τ
c∗,n)

2

D

)1/2

,

où

(ητu∗,n)
2 =

∑
κn∈Tnh

(
ητu∗,n,κn

)2

, (ητc∗,n)
2 =

∑
κn∈Tnh

(
ητc∗,n,κn

)2

,

et

D =
N∑

n=1

τn
(
|un|2H1(Ω)2 + ||pn||2L2(Ω) + |Cn|2H1(Ω)

)
.

Nous introduisons aussi les indicateurs d’erreur spatiaux :

Ehu∗ =

(∑N
n=0(η

h
u∗,n)

2

D

)1/2

et Ehc∗ =

(∑N
n=0(η

h
c∗,n)

2

D

)1/2

,

où

(ηhu∗,n)
2 =

∑
κn∈Tnh

(
ηhu∗,n,κn

)2

et (ηhc∗,n)
2 =

∑
κn∈Tnh

(
ηhc∗,n,κn

)2

.

Notons Etot∗ = Eτu∗ + Eτc∗ + Ehu∗ + Ehc∗ .
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Les figures 4.15 jusqu’à 4.18 nous montrent l’adaptation du maillage.

Figure 4.15 – Maillage initial Figure 4.16 – Maillage à t = 0.268

Figure 4.17 – Maillage à t = 0.475 Figure 4.18 – Maillage à t = 0.857
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Sur les figures 4.19 et 4.20, nous illustrons la performance de l’algorithme adaptatif. En
effet, nous comparons l’erreur totale et les indicateurs d’erreur en fonction du nombre de
degrés de liberté pour l’algorithme adaptatif et pour l’algorithme uniforme. Nous pouvons
constater l’avantage de la méthode adaptative puisque l’erreur est toujours inférieure à
l’erreur obtenue par la méthode uniforme.

Nombre de degrés de liberté
1.5e+04 3e+04 5e+04 8e+04 1.5e+05 2.5e+05 4e+05 6e+05

E
rr

eu
r 

to
ta

le

0.03

0.05

0.07

0.09

0.11
0.13
0.15

0.19

0.23
0.27

uniforme
adaptatif

Figure 4.19 – Courbe d’erreur totale en échelle logarithmique du cas étudié.
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Figure 4.20 – Courbe des indicateurs d’erreur en échelle logarithmique du cas étudié.

Nous définissons l’indice d’efficacité de la façon suivante :

IE =
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n=1

∑
κn∈Tnh

(τn(η
τ
u∗,n,κn
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.
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4.3. SIMULATION NUMÉRIQUE ADAPTATIVE (CAS PLUS RÉALISTE)

Dans ce tableau, nous montrons la valeur de l’indice d’efficacité pour différents nombres
de degrés de liberté (DDL). Nous pouvons remarquer que l’indice d’efficacité varie aux
alentours de 8.

DDL 14 670 30 643 58 409 147 168 568 467
IE 8.73 8.89 8.87 8.69 7.92

Table 4.2 – Répartition de l’indice d’efficacité en fonction du nombre de degrés de liberté.

4.3 Simulation numérique adaptative (cas plus réaliste)
Passons maintenant à un cas test plus réaliste. Dans ce nouveau cas l’inconnue C(t)
représente la variation de la température à un temps t dans un domaine supposé être ici
la section verticale d’une pièce avec deux hauteurs de toit différentes. Nous supposons
que la température initiale est uniformément égale à C0 = 290K (aux alentours de 16◦C).
Nous supposons aussi que cette pièce est muni d’un radiateur (BDEF ) placé en bas du
domaine comme le montre la Figure 4.21 où AB = 1.6, BD = 0.4, BF = 0.8, FG = 1.6,
GH = 2.5, HI = 2, IJ = 1, JK = 2 et KA = 3.5.

Figure 4.21 – Le domaine

Par conséquent, la simulation décrit l’évolution de la variation de la température et de la
vitesse de l’air dans la pièce en fonction du temps. Les paramètres physiques sont choisis
pour représenter les valeurs typiques de l’air et sont tous exprimés en unités SI : T = 1200,
r0 = 0, α = 2×10−5, et ν = 10−5. De plus, le terme source dans l’équation de quantité de
mouvement est donnée par la force de la flottabilité f(C) = (0, grav×C/C0) où grav = 10.
En outre, le terme source de chaleur est choisi suffisamment petit pour que l’écoulement
reste en dessous d’un régime turbulent ; il est donné par

g =

{
10−3 au niveau du radiateur BDEF,
0 ailleurs

Pour finir, sur la frontière ∂Ω, nous utilisons les conditions de Robin avec un coefficient
de Robin égal à 10−6, et ceci afin de modéliser de faibles pertes de chaleur.
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4.3. SIMULATION NUMÉRIQUE ADAPTATIVE (CAS PLUS RÉALISTE)

Nous commençons la simulation avec un maillage uniforme. Le processus adaptatif génère
des maillages qui suivent bien la vitesse et la variation de température au cours du temps.
Les figures 4.22, 4.23, 4.24 affichent les maillages, les variations de température et les
normes de vitesse aux différents instants t = 50, t = 150, t = 200. Dans les figures 4.25 et
4.26 pour t = 600 and t = 1200 nous n’affichons pas les maillages car ils sont trop denses
pour être correctement présentés.

Figure 4.22 – le maillage (à gauche), la température numérique (au centre) et la vitesse
numérique (à droite) à t = 50.

Figure 4.23 – le maillage (à gauche), la température numérique (au centre) et la vitesse
numérique (à droite) à t = 150.

Dans la figure 4.27, nous comparons les valeurs des indicateurs d’erreur totaux en fonc-
tion du nombre de degrés de liberté en utilisant l’échelle logarithmique, et ceci pour les
deux algorithmes, uniforme et adaptatif. La figure nous montre clairement l’avantage de
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4.3. SIMULATION NUMÉRIQUE ADAPTATIVE (CAS PLUS RÉALISTE)

Figure 4.24 – le maillage (à gauche), la température numérique (au centre) et la vitesse
numérique (à droite) à t = 200.

Figure 4.25 – La température numérique (à gauche) et la vitesse numérique (à droite)
à t = 600.

la méthode adaptative par rapport à la méthode uniforme, puisque les indicateurs corres-
pondant à la méthode adaptative sont plus petits que ceux de la méthode uniforme. La
méthode adaptative demande à peu près 2 à 3 fois moins d’inconnues spatio-temporelles
que la méthode uniforme pour atteindre un indicateur donné, ce qui se traduit par une
accélération significative des simulations.
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Figure 4.26 – La température numérique (à gauche) et la vitesse numérique (à droite)
à t = 1200.
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Figure 4.27 – Indicateurs d’erreur totaux Etot.
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Conclusion

Le couplage des équations de Navier-Stokes incompressibles instationnaires avec l’équa-
tion de convection-diffusion-réaction, qui décrit le comportement d’un fluide avec des va-
riations soit de la température du milieu considéré soit de la concentration d’un élément
chimique dans le fluide, a été notre sujet d’étude. Dans une première partie, nous avons
cherché à établir l’estimation d’erreur a posteriori de notre problème de couplage en sup-
posant que α le coefficient de diffusion est une constante. Dans une autre partie, nous
avons repris notre étude a posteriori de notre problème de couplage mais en supposant
cette fois que le coefficient de diffusion aussi dépend de la concentration comme c’était
déjà le cas de la viscosité et de la force extérieure appliquée au fluide. La dernière partie
fut consacrée à des simulations numériques afin de valider nos résultats théoriques.

Nous avons donc commencé par introduire la formulation variationnelle (E) de notre
problème de couplage. Ensuite, nous l’avons discrétisé en utilisant le schéma d’Euler pour
la discrétisation en temps et les éléments finis " P1-bulle/ P1/ P1" pour la discrétisation
en espace. Ainsi nous avons obtenu notre problème variationel discret (Eds1). Puis nous
avons avancé pour établir notre étude a posteriori, dont le but est de contrôler globale-
ment l’erreur par le biais de bornes calculables et de fournir des indicateurs permettant
le raffinement adaptatif en espace et en temps. Nous avons commencé par établir la ma-
joration de l’erreur par les indicateurs d’erreur qui sont des quantités locales. Et c’est à
ce niveau, plus précisément dans la majoration de l’erreur de la vitesse que nous avons
eu recours à un problème intermédiaire discrétisé seulement en temps. Puis nous avons
terminé notre étude a posteriori en établissant l’efficacité.

Pour passer à la deuxième partie de notre étude, où la seule différence était que α le
coefficient de diffusion désormais dépend de la concentration, il a fallu non seulement
introduire la formulation variationnelle (E1) mais nous avons dû aussi montrer l’existence
et l’unicité de la solution de notre nouveau problème de couplage. Ensuite, en suivant la
même méthode de discrétisation et les mêmes étapes pour la majoration de l’erreur et
la majoration des indicateurs, nous avons pu établir l’estimation d’erreur a posteriori de
notre nouveau problème de couplage.

La validation numérique des résultats théoriques est effectuée sur deux cas-tests pour
lesquels on connaît les solutions exactes et nous avons proposé un algorithme adaptatif
basé sur les estimations a posteriori et présenté des essais numériques qui montrent l’effi-
cacité de la stratégie adaptative. D’autre part, nous avons proposé un cas test plus réaliste
lié au chauffage d’une pièce avec deux hauteurs de toit différentes.
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Conclusion

Une perspective naturelle de ce travail de recherche serait d’étendre notre étude a pos-
teriori en dimension 3, pour s’approcher plus de la réalité. Une autre perspective peut
être envisagée, celle de reprendre ce problème de couplage pour la simulation des grandes
échelles, ce qui est pertinent lorsque l’écoulement devient turbulent.
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