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Chapitre 1

Introduction

Avant-propos

Le spin nucléaire des atomes d’hélium 3 dans un gaz a température ambiante est un sys-
teme quantique tres bien isolé qui présente des temps de cohérence record pouvant atteindre
plusieurs jours [1]. Il est aujourd’hui utilisé dans de nombreuses applications, telles que la
magnétométrie [2], les gyroscopes pour la navigation [3], comme cible dans les expériences de
physique des particules [1], et méme en médecine pour l'imagerie par résonance magnétique
du systéme respiratoire humain [4, 5]. De plus, des cellules emplies d’hélium 3 sont utilisées
pour des mesures de précision en physique fondamentale, c’est-a-dire dans la recherche de
forces anormales [6] ou de violations de symétries fondamentales dans la nature [7].

Si I'isolation exceptionnelle des spins nucléaires de I’hélium 3 est essentielle pour obtenir
de longs temps de cohérence, elle rend sa mesure et son controle difficiles. Il est remarquable
que les spins nucléaires des gaz nobles puissent étre polarisés par pompage optique via
des collisions d’échange de métastabilité ou encore via des collisions d’échange de spin, en
exploitant les collisions entre des atomes dans des états différents ou d’especes différentes qui
transferent la polarisation électronique induite optiquement aux noyaux [1, 8]. Cependant, le
role de la cohérence quantique, du bruit quantique et des corrélations quantiques a plusieurs
corps dans ce processus commence seulement a étre étudié [9, 10, 11]. Le contrdle quantique
optique des ensembles de spins nucléaires de gaz rares n’en est encore qu’a ses débuts, et des
concepts clé de la technologie quantique, tels que la génération d’états non classiques pour
la métrologie quantique [12] ou le stockage d’états quantiques de la lumiére [13], n’ont pas
encore été démontrés.

Dans ce travail, nous proposons une technique pour la manipulation optique des spins
nucléaires de ’hélium 3 dans le régime quantique. Comme I’état de spin nucléaire ne peut
étre manipulé directement avec la lumiere, notre approche utilise les collisions d’échange de
métastabilité pour établir un couplage efficace entre la lumiere et le spin nucléaire. Contrai-
rement a certaines idées précédemment proposées [9, 10] au sein du Laboratoire Kastler
Brossel, ou les travaux théoriques présentés dans cette these ont été menés, le schéma consi-
déré ici réalise une interaction de Faraday [14] couplant les fluctuations de la lumiére et du
spin nucléaire. Cette interaction est aujourd’hui couramment utilisée comme une interface
quantique spin-lumiére puissante et versatile dans les expériences avec les vapeurs alcalines
[14, 15]. Comme notre schéma ne nécessite pas d’autres especes atomiques comme médiateur

3



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

[11] et que les taux de collisions d’échange de métastabilité sont comparativement élevés [1],
il peut fonctionner a température ambiante et a des pressions de 'ordre du millibar, comme
c’est le cas dans les expériences avec I’hélium 3. De plus, l'interaction peut étre branchée et
débranchée, en commutant la décharge électrique faible qui peuple I’état métastable, permet-
tant ainsi le couplage effectif entre le spin nucléaire et la lumiére. Notre schéma permettra de
développer des technologies a amélioration quantique avec I’hélium 3, comme des dispositifs
de mesure dont la sensibilité dépasse la limite quantique standard [12]. Ce travail donne
une présentation théorique détaillée du mécanisme de compression et de ses limites ainsi
qu’une étude de faisabilité prenant en compte les valeurs expérimentalement accessibles des
parametres. Tres récemment, des idées similaires ont été mises en avant dans un systeme
physique différent, le mélange alcalin-gaz rare [11, 16].

Ce chapitre introduit les grands concepts et propositions sur lesquels est basé la premiere
partie de cette these. La premiere section discute de I'atome d’hélium 3 et de son spin
nucléaire au temps de cohérence exceptionnelle, elle aborde aussi la question du pompage
optique d’un ensemble d’atomes d’hélium 3. Cette question n’est pas sans rapport avec notre
travail : d’une part 'expérience que ’on prévoit demande que les atomes soient initialement
polarisés, d’autre part notre proposition est un « détournement » des techniques de pompage
optique dans ’hélium 3. De plus, les équations qui furent développées pour décrire le pompage
optique de ’hélium forment le point de départ de notre étude analytique. Dans la section qui
suit, nous présentons les états comprimés de spin ainsi qu’une métrique pour comparer des
états comprimés de spins entre eux en fonction de leur utilité métrologique. La section 1.3
présente le schéma expérimental tel que nous le prévoyons. Enfin, nous terminons ce chapitre
introductif par une discussion autour de la mesure quantique non destructive, technique par
laquelle nous créons les corrélations quantiques dans I’ensemble des spins nucléaires.

1.1 Hélium 3 : Propriétés physiques et pompage optique

L’Hélium 3 est le second isotope stable de ’helium en termes d’abondance. Son noyau est
composé de deux protons et d’un neutron, ce qui lui confére un spin nucléaire non nul I = 1/2.
Par ailleurs, en tant que gaz noble, les couches électroniques de ’atome sont toutes complétes
dans I’état fondamental et son spin électronique est alors nul. Propriété remarquable : le spin
total de I’hélium 3 est donc purement nucléaire dans son état fondamental. En conséquence,
ces spins peuvent présenter de treés grands temps de cohérence en cellule. Ainsi, un temps
de cohérence T5 supérieur a 60 heures a été mesuré dans des dispositifs de magnétométrie
ultra-précise [17], et semble limité seulement par le temps de décroissance longitudinal T}
dii aux collisions avec les parois. ! Ces valeurs font du spin nucléaire macroscopique d'un gaz
a température ambiante un systeme idéal pour la production, I’étude et 1'utilisation d’états
intriqués, et donc un compétiteur des gaz d’atomes froids et des condensats de Bose-Einstein
en métrologie et traitement quantique de l'information [12].

Le pompage optique dans I’hélium et les collisions d’échange de métastabilité
Par une technique indirecte de polarisation nucléaire bien maitrisées de I’hélium 3, on peut
préparer de maniére routiniére un spin nucléaire collectif géant, atteignant un taux de 90 %,
avec une durée de vie extrémement longue. Cette technique ancienne maintenant se nomme

1. Des temps T} de plusieurs centaines d’heures peuvent méme étre obtenus [1].
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« collision d’échange de métastabilité ». Historiquement, le pompage optique direct et stan-
dard pour la polarisation ne pouvait pas étre appliqué sur des gaz d’>He car aucune transition
n’était accessible aux lampes atomiques d’alors. Rappelons que le principe du pompage op-
tique consiste a créer une situation d’asymétrie entre un (ou des) processus d’excitation de
I’atome d’une part et un processus de désexcitation (comme 1’émission spontanée) d’autre
part afin d’amener le plus d’atomes possibles dans un sous-niveau Zeeman donné. Ceci né-
cessite de pouvoir interagir optiquement avec les états excités de I’atome. En ce qui concerne
I’atome d’hélium 3, le premier état excité se trouve loin dans l'ultra-violet, autour de 20 eV
de I'état fondamental, et encore aujourd’hui, il n’est pas standard pour les expériences de
disposer de laser accédant a de telles transitions. Ce probléme de la polarisation nucléaire
de l'atome d’hélium était d’une grande importance dans les années d’apres-guerre car il y
avait une importante demande pour des cibles polarisées dans le cadre des expériences de
physique nucléaire [18]. L’'impossibilité de créer de telles cibles fit naitre beaucoup de propo-
sitions alternatives, par exemple via des effets de polarisation dans les solides comme 'effet
« Overhauser » ou dans les liquides d’hélium 3 mais ces méthodes se révélerent insuffisantes.
En 1960, la méthode optique fait son retour avec l'article de Bouchiat, Carver et Varnum
[19]. Elle consiste en un pompage optique indirect en considérant un mélange d’hélium 3 et
de rubidium ou le mécanisme de transfert est une interaction dipolaire. Les auteurs n’at-
teignent que 0,01% de polarisation, ce qui reste insuffisant pour les expériences de collision
nucléaire. Parallelement, la technique de pompage optique des atomes d’hélium 3 dans un
état métastable se perfectionnait [20]. La méthode de polarisation la plus efficace fut in-
troduite en 1962 par Walters, Colegrove et Schearer [21] avec une polarisation de quelques
pourcents et rapidement améliorée pour obtenir une polarisation de 40% en 1963 [22]. Elle
repose d’une part sur I'utilisation du premier état excité de I'atome 23S; que I’on nomme
« métastable » car sa durée de vie est de I'ordre de 10 secondes [23] et d’autre part sur les
collisions entre les atomes de ’état fondamental et ceux dans ’état métastable. Car celles-ci
ont ’étonnante propriété de pouvoir transférer la polarisation d’un atome a l'autre, c¢’est-a-
dire que les états des nuages électroniques sont échangés d’un noyau a 'autre. Elles étaient
déja connues mais il n’était pas évident de les considérer comme un mécanisme en mesure de
transférer une polarisation ? car le rapport entre les deux populations fondamental et méta-
stable est extrémement grand si bien que les atomes dans 1’état fondamental ne subissent pas
souvent de collisions avec un métastable. Toutefois, comme Walters, Colegrove et Schearer
le firent remarquer (i) les métastables subissent une collision treés rapidement avec un fon-
damental, et méme plus rapidement qu’ils n’absorbent de photon, le taux de transfert n’est
donc pas marginal et (ii) il suffit que le taux de relaxation du spin nucléaire soit plus faible
que ce taux de transfert pour qu’une polarisation nucléaire puisse apparaitre. Or, le spin
nucléaire est naturellement protégé contre les relaxations optiques. Ceci ouvra la voie a de
grandes polarisations dans les gaz nobles qui furent explorées les années suivantes. On citera
parmi les développements remarquables desquels notre travail prend la suite, les articles de
J. Dupont-Roc, M. Leduc et F. Laloé [24] dans la premiére moitié de la décennie 1970 ot sont
établies de maniere formelle les équations qui régissent la dynamique des variables de spin
d’un mélange d’hélium dans I’état fondamental et métastable en présence de ces collisions
d’échange de métastabilité. Ces équations sont le point de départ de notre formalisme.

2. Nous pouvons prendre en exemple Colegrove et Franken (1960) [20] que nous avons déja cité, ou les
collisions sont considérées comme un processus incohérent qui détruirait la « mémoire » du spin électronique
de l'atome métastable.
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1.2 La compression de spin : concept et enjeu

Par analogie avec les états comprimés de la lumiére en optique quantique, un spin (ici
collectif) I est dit étre dans un état comprimé si, dans une direction Oz orthogonale a celle
Oz du spin moyen, il admet des fluctuations réduites par rapport a la limite quantique
standard. Le bruit (ou limite) quantique standard correspond a des écart-types AI;t =
AT = (|(1,)]/2)'/2, c’est-a-dire au cas d’égalité avec symétrie de révolution des fluctuations
autour du spin moyen dans 'inégalité de Heisenberg AI,AI, > |(I;)|/2, nos spins étant ici
sans dimension. Ces états de spin comprimé sont d’une grande utilité dans le contexte de la
métrologie quantique. En effet, les mesures de grande précision pour des quantités physiques
comme la force ou la direction d’'un champ ou bien un intervalle de temps se traduisent
en une phase accumulée dans le spin d’un ensemble atomique. Si 'on imagine un tel spin
complétement polarisé, en rotation sur la sphére de Bloch alors la variance initiale de la
composante du spin dans la direction de la rotation, cruciale pour toute estimation de la phase
accumulée, est égale a % avec N le nombre d’atomes dans ’ensemble. Lorsque 'on discute
d’états comprimés, il est donc intéressant de les comparer avec cet état « classique ». Dans
la suite de cette partie, lorsque nous considérerons le spin nucléaire comprimé, on discutera
du rapport entre la variance de cet état et celui de 1’état cohérent, que ’on exprimera en
décibel (10log;((r) avec r le rapport des variances et log;y la fonction logarithme dans la
base 10). Une discussion plus approfondie montre que, dans le schéma considéré, le rapport
bruit sur signal dans une mesure de fréquence de précession est en fait proportionnel a
€ = (2)'/2AL, /|(I,)| (ceci fait apparaitre naturellement les fluctuations de 1’angle qui donne
la direction du spin dans le plan £0z) plutdt qu'au rapport Al /AIS* naivement attendu
[25]. On utilisera alors aussi cette métrique pour jauger de l'intérét d’un état comprimé de
spin dans le reste de cette partie.

1.3 Schéma de principe pour le dispositif expérimental

Le systéme physique considéré est représenté sur la figure 1.1. Une cellule remplie d’un
gaz pur polarisé d’atomes d’hélium 3 & une pression de quelques mbars est placée a I'intérieur
d’une cavité optique dont on note 'axe Oz. Alors que la majorité des atomes restent dans
I'état singulet fondamental 11.S de I'hélium, une faible décharge porte une infime fraction
des atomes, en général ~ 1075, dans Iétat triplet métastable 23S. Nous représentons sur la
figure 1.2 les niveaux d’énergie utiles de 'atome d’hélium 3. Nous notons I'le spin associé
a ’état fondamental, qui est un état singulet. Le spin métastable est un état triplet et
nous notons K et J les spins associés aux multiplicités hyperfines F' = 1/2 et F' = 3/2
respectivement. Par les techniques de polarisation que nous avons précédemment introduites,
on polarise ’échantillon atomique dans la direction Ox par pompage optique. Le couplage
entre ces trois sous-systeémes, le spin total des atomes dans ’état fondamental, le spin total
des atomes dans I’état métastable et le mode lumineux de la cavité se fait deux a deux.
D’une part, on injecte dans la cavité un faisceau laser se propageant selon ’axe de la cavité
Oz et polarisé linéairement selon la direction Ox pour exciter la transition Cg entre le niveau
F = 1/2 de I'état métastable 235; et le plus haut niveau d’énergie F' = 1/2 de 1'état excité
23P, avec un désaccord en fréquence négatif beaucoup plus grand en valeur absolue que
la mi-largeur Doppler de état excité (de l'ordre de 1 GHz), afin que la classe de vitesse
résonnante avec le laser soit presque vide, mais beaucoup plus faible que le clivage hyperfin
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(a) cellule de gaz d'hélium 3 dans une cavité optique  (b) comptage de photons  (c) détection homodyne
<|>=NJ2 ‘

A

V

<S">=n /2
X ph

pompe signal

FIGURE 1.1 — Vue d’ensemble du dispositif. (a) Cellule en verre centimétrique remplie d’un
gaz d’hélium 3 & température ambiante et placée dans une cavité optique d’axe Oz (axe
horizontal sur la figure). Le spin de Stokes de la lumiére et les spins atomiques (nucléaires et
des métastables) sont polarisés linéairement selon Oz (axe vertical sur la figure). Le mode du
champ en cavité polarisé selon Oy, initialement vide, se peuple par effet Faraday sous I'action
des fluctuations quantiques du spin des métastables selon Oz lors de sa propagation dans le
gaz. On le mesure en continu a l’extérieur de la cavité par I'une des deux méthodes suivantes :
(b) les photons sortant de la cavité polarisés selon Oy sont séparés de ceux polarisés selon
Ox par un cube polariseur puis détectés dans le régime de comptage de photons; (c) on
effectue une détection homodyne d’une quadrature du champ sortant polarisé selon Oy, en
utilisant comme oscillateur local le champ sortant polarisé selon Ox (dont on a fait tourner
au préalable la polarisation avec une lame demi-onde pour 'amener selon Oy).

de 6,74 GHz dans 1’état métastable (et a fortiori que le clivage fin 23P; — 23P, de 29,6 GHz
dans 1’état excité), afin que le niveau métastable F' = 3/2 soit trés peu affecté par le laser. 3
On obtient alors un couplage effectif de type faraday entre le mode de la cavité optique et le
spin total de I’état métastable. D’autre part, les atomes dans I’état métastable 23S (de spin
hyperfin électronique et nucléaire) sont couplés aux atomes dans I’état fondamental (de spin
purement nucléaire) par des collisions d’échange de métastabilité; de fagon remarquable,
bien que chaque collision d’échange soit individuellement incohérente, ceci conduit & un
couplage macroscopique bien défini entre les spins collectifs correspondants [24, 27]. Comme
I'interaction de Faraday avec les atomes métastables fait 1égérement tourner autour de ’axe
Oz la polarisation de la lumiere initialement dirigée selon Oz, d’un angle proportionnel
a la composante du spin collectif des métastables selon Oz comme nous le verrons, une
mesure destructive en continu de la composante de polarisation selon Oy du champ sortant
de la cavité (i) par comptage de photons comme indiqué sur la figure 1.1(b) ou (ii) par
détection homodyne comme sur la figure 1.1(c), réalise in fine une mesure quantique non
destructive en continu du spin nucléaire collectif selon Oz des atomes d’hélium 3 dans ’état
fondamental. Cette mesure quantique non destructive, que nous présentons dans la section
suivante, réduit les fluctuations quantiques associées aux observables mesurées et prépare
donc un état comprimé de spin. Nous résumons par le schéma suivant ’ensemble des étapes

3. L’espacement en fréquence ne permet pas de satisfaire largement ces deux contraintes, et I’on ne peut
exclure que le couplage de F' = 3/2 au champ n’ait un petit effet sur la dynamique de compression ; nous le
négligeons ici mais on pourrait en tenir compte avec un hamiltonien plus complet que notre modele minimal
(3.2), comme celui de la référence [26]. Nous avons par ailleurs vérifié, au moyen de cette référence, qu’il
n’existe pas de fréquence laser « magique », loin de résonance permettant d’annuler la contribution du tenseur
d’alignement du niveau F' = 3/2 & 'opérateur de déplacement lumineux.
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étatexcité  23Po

mode de cavité
sur la transition Cyq

état K
metastable 2381 { e e 3
échange
de métastablité
état .
fondamental 1 15¢ o 0 |
(nucléaire)

FIGURE 1.2 — Niveaux d’énergie utiles de 'atome *He (les sous-niveaux Zeeman corres-
pondent au choix de Oz comme axe de quantification, les atomes étant polarisés selon Ozx).
Les six sous-niveaux de I’état métastable 235; sont couplés aux deux sous-niveaux (purement
nucléaires) de I'état fondamental 119y par les collisions d’échange de métastabilité.

pour le cas d’'une détection homodyne.
Collision d’échange

Spin collectif I de métastabilité Spin collectif K Effet Faraday} Spin de Stokes S
dans ’état fondamental Ymy Vf dans ’état métastable Q champ en cavité
T Détection lﬂ
Réduction des Mesure en continu homodyne Mesure en continu de
fluctuations de I, non destructive de I, la composante S,

1.4 Mesures quantiques non destructives

En mécanique quantique, on formalise l'effet d’'une mesure sur un systéme comme la
projection du vecteur d’état sur un certain sous-espace de I’espace de Hilbert qui correspond
a une valeur propre de la quantité mesurée. Dans le cas d’une mesure parfaite, si ’on note
|1) le vecteur d’état, A Dobservable mesurée et a la valeur obtenue par la mesure, valeur
propre de A; alors Détat du systéme juste apres la mesure est |a), le vecteur propre de A
associé a la valeur propre a, dans le cas non dégénéré. Remarquons que la variance de A dans
I’état juste apres la mesure est nulle : la mesure a comprimé (infiniment) I’état du systeme
vis-a-vis de A. Comme on s’y attend, la variance dans 'opérateur conjugué est infinie (afin
de respecter la relation d’indétermination d’Heisenberg entre les deux opérateurs). C’est une
situation bien connue des manuels de physique quantique : lors de la mesure projective de
la position d’une particule donnant comme résultat z, la fonction d’onde dans 'espace des
positions est la distribution de Dirac §(z — x), de variance nulle, le paquet d’onde dans
I’espace des impulsions est alors uniforme sur tout l’espace. Lors d’une mesure imparfaite,
une mesure dont le résultat est compatible avec plusieurs valeurs propres de ’observable,
le vecteur d’état juste aprés une mesure n’est pas un vecteur propre de 'observable, mais
il faut s’attendre a ce que la variance de A dans cette superposition soit inférieure a celle
initiale si au cours de la mesure nous avons bel et bien gagné de I'information sur ’état du
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systeme. Comme exemple, considérons le cas d’une particule de masse m dans ’espace libre,
dont le mouvement est régi par '’hamiltonien H = ﬁPQ, avec P I'observable impulsion de
la particule, conjuguée a l’observable X sa position. A un instant ¢, on mesure X et l'on
obtient la valeur Z. C’est la situation évoquée précédemment, a la différence que dans le cas
d’une mesure imparfaite, on s’attend a une fonction d’onde centrée sur z et de largeur non
nulle. Bien sir, dans le cas de la particule libre, ’évolution induite par H va rapidement
détruire toutes corrélations ainsi créées par la mesure. De plus, la relation d’indétermina-
tion d’Heisenberg entre la position et I'impulsion implique alors une treés grande variance
dans I'impulsion pour compenser la compression en position. Deés lors, la fonction d’onde
va s’étaler rapidement dans ’espace apres la mesure. Considérons maintenant le cas d’une
mesure de 'impulsion P au temps t, toujours sur notre particule libre. Deés lors, c’est dans
I’espace des impulsions que la fonction d’onde juste apres ¢ est centrée et étroite mais, a la
différence de la mesure de la position, cette observable est une constante du mouvement ! En
effet, [fI , ]3] = 0. Ainsi non seulement la moyenne de observable P est une constante du
mouvement, mais il en va de méme de sa variance! Dés lors, la mesure de 'impulsion d’une
particule libre crée des corrélations durables dans la fonction d’onde. A notre connaissance,
il n’existe pas de telle mesure de I'impulsion d’une particule libre mais I'idée présentée ici
est assez générique pour étre appliquée a toute sorte de systeme quantique. Ces mesures non
destructives, dues a la commutation de I’observable mesurée avec ’Hamiltonien sont connues
et discutées depuis 'aube de la mécanique quantique mais c’est seulement dans le courant
de la décennie 1970 que V. B. Braginskii et Yu. I. Vorontsov proposent pour la premiere
fois une méthode basée sur cette propriété afin de mesurer le nombre d’excitations dans
une cavité électromagnétique résonnante sans perturber son énergie [28, 29, 30]. A ’époque,
les mesures physiques deviennent si précises que le formalisme quantique est nécessaire a la
description du systeme et de 'appareil de mesure. En astrophysique par exemple, il devient
crucial pour la détection alors naissante d’ondes gravitationnelles, de pouvoir mesurer le
nombre d’excitation d’un oscillateur en régime quantique, mécanique ou électromagnétique
sans perturber ce nombre d’excitations.? Plus tard, ces techniques diffusérent en optique
quantique ou la manipulation des états du champ en cavité ou des variables internes des
atomes en cavité prenait son essor. En particulier, I’émergence de la production d’état « au
bruit quantique », c’est-a-dire d’un état qui sature la relation d’indétermination d’Heisenberg
pour deux variables conjuguées (on peut penser a un état cohérent d’un mode lumineux ou
AX = AP = h/2), transforma cette limite fondamentale en un obstacle technologique &
dépasser.

Comme nous lavons déja évoqué a la section 1.2, on peut définir une «limite quan-
tique standard » pour une certaine quantité, qui correspond & la valeur de la variance de
cette quantité dans un état cohérent qui sature la relation d’Heisenberg. Un état dont la
variance sur la quantité d’intérét est inférieure a cette limite est dit comprimé. Dans le cas
du spin collectif d’un gaz constitué de N atomes polarisés selon une direction (S;) = %, soit
ASyAS, > N/4, la limite quantique standard sur I'une des directions perpendiculaires au
spin moyen est donc égale a N/4.

4. Les idées de V. B. Braginskii et Yu. I. Vorontsov eurent un brillant avenir puisqu’on retrouve leur
influence jusqu’a aujourd’hui dans la spectaculaire premiére observation directe d’une onde gravitationnelle
par la collaboration LIGO/VIRGO en 2015 [31], dont Braginskii fait d’ailleurs parti.
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Chapitre 2

Collisions d’échange de
métastabilité

Avant-propos

Dans ce chapitre, nous étudierons les équations décrivant les collisions d’échange de méta-
stabilité dans les gaz d’hélium 3 et nous montrerons en particulier qu’elles peuvent transférer
des corrélations quantiques de I’état métastable a 1’état fondamental. Connues depuis les an-
nées 50, ces collisions viennent échanger 1’état du nuage électronique entre les deux atomes
et affectent profondément la dynamique des variables internes du gaz, ses différents moments
de spin. Elles furent mises & profit pour la premiere fois en 1962 dans le cadre du pompage
optique du spin nucléaire de I’hélium 3 mais une étude complete de ’évolution de la matrice
densité a un corps et des observables du gaz ne fut développée qu’au début de la décennie
1970. Ces équations forment la base de la description quantique de notre systeme.

On commencera donc dans ce chapitre par un retour sur ’origine physique de ces collisions
suivi d’'une description des effets qu’elles ont sur les variables internes d'un gaz dans les
conditions de notre étude. Ceci nous amenera a rappeler les équations pour I’évolution des
moyennes des observables du systéeme développées par J. Dupont-Roc, M. Leduc et F. Laloé
en 1973 [24]. Ces équations concernent des valeurs moyennes des observables atomiques. Afin
d’étudier 'effet de I’échange sur les corrélations quantiques, nous introduisons une description
en termes d’équation pilote de la forme de Lindblad que nous serons amenés a utiliser dans les
prochains chapitres. Enfin, nous cléturerons le chapitre en évoquant un modele simplifié de
I'atome d’hélium 3 fondamental et métastable, pour illustrer comment ces collisions peuvent
transférer des corrélations quantiques. Les développements mathématiques nécessaires a cette
illustration formeront une introduction & ceux que nous présenterons dans le chapitre 3.

2.1 Origines physiques des collisions d’échange de métastabi-
lité

Parmi les collisions élastiques entre deux atomes d’une méme espece, le cas ou 'un des

deux atomes est initialement dans un état excité métastable a donné naissance a une riche

littérature scientifique et ceci trés t6t. On peut relier cette histoire & la présence de ce
type de collision dans de nombreux phénomeénes de transport d’énergie dans les flammes,

11
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les explosions, ou encore la photochimie [32]. Ces cas de collisions peuvent étre séparés en
deux canaux : on peut parler de simple diffusion lorsque X + X* — X + X™* et de collision
d’échange ou de transfert pour le processus X + X* — X* 4+ X ou l'excitation électronique
de 'un est transférée a ’autre. Pour une espece donnée avec un état excité donné, ces
processus d’échange s’averent rapidement compliqués a analyser. Pour obtenir des sections
efficaces totales ou différentielles par exemple, il faut étudier le potentiel d’interaction du
dimeére X — X*, ’hamiltonien a N-corps se caractérise alors par une multitude d’échelles
d’énergie (Van der Walls, interaction fine et hyper-fine) et de distance (noyau 1 - noyau
2, nuage électronique 1 - noyau 1, nuage électronique 2 - noyau 1, etc). Parmi toutes les
situations dans lesquelles de tels processus apparaissent, le cas de I'hélium se démarque
par ses propriétés a priori uniques. En premier lieu le processus He — He* — He* — He,
que 'on appelle alors collision d’échange de métastabilité, joue un réle important dans la
dynamique d’un mélange fondamental /métastable et domine les processus de décohérence,
méme a température ambiante. La collision a d’importants effets sur les variables internes,
puisque ’on peut considérer que I’état du nuage électronique est échangé au moment de la
collision. Si ’on prend en compte I'interaction hyper-fine subséquente, alors le spin nucléaire
du métastable est polarisé avec le spin électronique. Ainsi, le spin électronique du métastable
avant la collision a été transféré au spin nucléaire de 'atome fondamental a la suite de la
collision ! Il est possible d’observer ces collisions d’échange métastable dans le cas d’autres gaz
nobles, comme le néon ou le xénon [33, 34], mais elles sont accompagnées d’autres canaux
de collisions dépolarisantes qui les dominent!'. Ainsi, seul I'hélium semble disposer d’une
dynamique fortement pilotée par les collisions d’échange. Il serait délicat d’y apporter une
justification complete ici mais sa couche électronique compléte qui protége des recombinaisons
électroniques, méme dans le cas ou un électron est excité associé a la faible énergie de liaison
du dimere d’hélium (de Pordre de mK) ainsi qu’une distance internucléaire de 'ordre de 60A
[37] sont des propriétés atomiques qui semblent favoriser le processus d’échange [38].

Du point de vue théorique, certains aspects des collisions d’échange de métastabilité dans
I’hélium se trouvent étre relativement simples a analyser. Comme le releve J. Dupont-Roc
dans sa these [27], il est possible de traiter de maniére indépendante ’aspect énergétique
de la collision, c’est-a-dire le calcul des sections efficaces et 'aspect interne, c’est-a-dire
I’évolution des spins des atomes sous 'effet de la collision. Il est en effet possible d’obtenir
les équations d’évolution des populations des sous-niveaux Zeeman et de la matrice densité
sans jamais avoir a spécifier la forme du potentiel d’interaction mais seulement a partir des
considérations de symétrie, de conservation et de régle de sélection au cours de la collision.
Nous ne reproduirons pas ici ces développements mais ils peuvent étre consultés dans la
theése que nous venons de citer [27] ainsi que dans la référence [24]. Dans la section suivante,
nous présenterons les variables internes des atomes et les équations qui régissent 1’évolution
des variables collectives d’'un mélange macroscopique d’atomes dans ’état fondamental et
métastable.

1. Citons aussi la référence [35], o l'on tente de polariser le spin nucléaire d’un xénon-129 via I’état
métastable comme pour les I’hélium, sans succes. Les auteurs évoquent de possible canaux de décohérence
supplémentaire pour les atomes de I’état fondamental. Une polarisation nucléaire d’un gaz de xénon-131 fut
néanmoins réalisé via les collisions d’échange métastables en 1967 [36], mais au sein d’un faisceau d’électrons.
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2.2 Equations d’évolution des observables

Dans cette section, nous considérons dorénavant un gaz d’hélium 3 et ses observables
collectives. On se place dans une situation similaire a celle du schéma de la figure 1.1(a) en
ce qui concerne la cellule et les atomes, en mettant de coté toute référence a la cavité optique
et a la lumiere : dans la cellule, le gaz se trouve a température ambiante et a une pression
de quelques mbar. Il y a N atomes dans leur état fondamental auxquels on fait subir une
décharge électrique de faible intensité qui amene une petite fraction des atomes dans ’état
métastable 235, (et dont la durée de vie est finie car I'atome se désexcite par collision avec les
parois de la cellule). La décharge est maintenue de maniére continue durant ’expérience, ce
qui nous permet de considérer le nombre de métastables ncep fixés. Les collisions d’échange
de métastabilité sont alors les seuls processus affectant les variables atomiques. Dans la suite
de cette section, apres avoir défini ces variables, on discute de leur évolution au cours d’une
collision puis leur évolution au niveau macroscopique, au moyen de matrices densité d’abord
puis de moyennes collectives.

Définitions des observables L’état fondamental de I’hélium 3 est de configuration 1'Sj.
Dans cette configuration, un atome dispose d’un spin nucléaire de nombre quantique [ = 1/2
alors que le spin du nuage électronique est nul, on note f}‘t le spin nucléaire d’'un atome
initialement dans un tel état. Dans I’état métastable, la configuration de spin est 239;.
Outre le spin nucléaire que ’on note fﬁf, I’atome dispose alors d’un spin électronique de
nombre quantique S = 1 que 'on note %%. On note aussi J% et K2 les spins associés aux
multiplicités hyperfines F = 3/2 et F = 1/2 de 1% + 3.9 e spin total d'un atome dans Iétat

métastable. Il ne faut pas oublier Cj?,f le tenseur d’alignement dans F' = 3/2, de composantes
cartésiennes ang). On peut écrire les éléments du tenseur d’alignement comme

(at) «(at) (at) «(at)
ay 1| Za X5 +35 Y
Qi =5 375 — 5(S +1)das (2.1)

avec o, 8 = x,y,2 et dog le symbole de Kroenecker non-nul et égal a 1 uniquement pour
a = . Enfin, ces deux configurations ont un moment cinétique orbital nul. On peut définir
les variables collectives a un corps comme la somme directe de 'opérateur de cette variable,
sur tous les atomes d’une population. Ainsi, on note I = Zfi“f” f}’t(z) le spin nucléaire
collectif des atomes dans 1’état fondamental, ou 7 court de 1 a N¢g et désigne I’atome ¢ dans
P’état fondamental. Nous pouvons faire de méme pour X, = et sat(§), J = et Je(4),

K = >t Kot(j) et Q = e Q4 () ol cette fois la somme court de 1 & ngen et désigne
un atome dans I’état métastable.

2.2.1 Les observables lors de la collision

Lors d’une collision d’échange de métastabilité, aucune interaction magnétique ne joue
de role dans la collision : en effet, les interactions spin-orbite sont toutes nulles car les deux
atomes sont dans une configuration s. Quant aux couplages spin-spin hyperfins, la vitesse
des atomes a température ambiante les rend inaptes a affecter les spins car les atomes ne
restent a proximité I'un de l'autre que durant un temps extrémement court (de l'ordre de
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Fondamental Métastable
Avant pgcl) p%)
(1) (1)

Apres Tre pim pgcl) ® Try, pm

TABLE 2.1 — pgcl) représente la matrice densité d’un atome dans 1’état fondamental, p,%)

celle d’un atome dans I’état métastable et Tr,,, Tr. les opérations de traces sur les variables
nucléaires et électroniques respectivement.

quelques centaines de femtosecondes). L’interaction électrostatique dominant le potentiel
d’interaction, on en conclut que les opérateurs de spin commutent avec ’hamiltonien, éta-
blissant une conservation des différents moments magnétiques au cours de la collision. Ainsi,
le spin électronique est transféré sans altération, en méme temps que le nuage électronique
lors de la collision d’échange de métastabilité. On comprend bien comment ces échanges
de métastabilité permettent le transfert d’une polarisation de spin : une fois la population
de métastable créée par décharge électrique dans le gaz puis orientée par pompage optique
sur la transition 23S — 23 P, Porientation est partagée entre le spin électronique et nucléaire
des atomes métastables. Lorsqu’un atome métastable polarisé de cette facon subit une colli-
sion d’échange avec un atome dans I’état fondamental, les nuages électroniques sont comme
échangés entre les noyaux. Le noyau qui appartenait a la population métastable et dont le
spin est polarisé ne dispose plus de spin électronique et participe maintenant au spin collectif
de I’état fondamental. Dans les travaux présentés dans I’article de J. Dupont-Roc, M. Leduc
et F. Laloé de 1973 [24] ainsi que dans la these de J. Dupont-Roc [27], les équations d’évo-
lution des observables sont reconstruites sans aucun calcul de section efficace, simplement
par une étude précautionneuse des éléments utiles de la matrice de diffusion de la collision
a partir des remarques physiques et de symétrie que nous venons de présenter. Nous nous
contenterons ici de rappeler ces équations sans rentrer dans le détail de leur construction.

2.2.2 Evolution des observables macroscopiques du gaz

Description en termes de matrice densité Notons p;’ la matrice densité d’un atome

dans I’état fondamental, p%) celle d’un atome dans I’état métastable et Ttr,,, Tr. les opérations

de traces sur les variables nucléaires et électroniques respectivement, nous notons par ailleurs
Tr = Tr, Tr, = Tr.Tr, la trace complete. On pose Trp&) =1cet Trpgfl) = 1. Dés lors
nous pouvons représenter la collision a partir de ces matrices : c’est ce que le tableau 2.1
présente. On considérera par ailleurs qu’il n’y a pas de cohérences entre I’état métastable et
fondamental avant ou apres la collision. 2 On note p 7 et pm les opérateurs densité a un corps

(1)
f

2. Remarquons la conservation du spin total des deux atomes par ces régles de collision : En effet, en
notant I., S., les spins d’un noyau et du nuage électronique respectivement et ¥¢otale,» ce spin total dans la
direction z par exemple. Nous avons

(Etotale, (avant la collision)) = Try, {pgcl)lz} + Tr [pg,ll)(lz + Sz)} (2.2)
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pour les atomes dans I’état fondamental et métastable respectivement . Pour des atomes
indépendants, nous pouvons écrire

Ncell Neell
pr=> 00 et pn=Y o) (2.6)
i=1 j=1

avec pgel)(i), pg) (7) les matrices densité de 'atome numéro ¢ et j respectivement. Par défini-

tion, Tr ps = Neey et Tr pp, = neey. On introduit la quantité % qui représente la fraction des
atomes de I’état fondamental subissant une collision d’échange de métastabilité durant un
intervalle de temps dt. T—! est donc un taux de collisions d’échange de métastabilité pour
un atome de I’état fondamental. De méme, nous pouvons définir le rapport % représentant
la fraction d’atomes métastables subissant une collision d’échange dans un laps de temps dt,
avec 7! un taux d’échange des métastables. Puisqu’un nombre égal d’atomes fondamentaux

et d’atomes métastables ont subi une collision d’échange, nous pouvons écrire :

Ncell Tocell
—_— = 2.7
T T (27)

Ainsi le rapport des taux d’échange est égal au rapport des populations 7 = % A partir de
ces taux et de la table 2.1, et en ne considérant que les collisions d’échange de métastabilité,
on peut écrire des équations d’évolution pour les matrices densité a un corps préalablement
définies :

dt dt

dpy = TPt Tre pm (2.8)
dt dt

dpm = ——pm + TP ® Try, pm (2.9)

De ces équations d’évolution, il est possible d’obtenir celles des moyennes des observables
a un corps du gaz. On définit la moyenne de I'opérateur a un corps O = Zg\il O;, par
(0) = Tr(Oo) en remplacant o par p ¢ ou p,, en fonction de la nature nucléaire ou métastable
de l'observable. Pour son évolution, il suffit de considérer la trace de I'une ou l'autre des
équations d’évolution des matrices densité (2.8) et (2.9) multipliées par ’observable %(O) =

Tr(0%). Enfin, remarquons que (O) = N(O),.

et rappelons que I'état initial de I’atome métastable pﬁ}) court sur les variables nucléaires et électroniques.

Apreés la collision, nous pouvons écrire

(Etotate, - (apres la collision)) = Tr, [Tlre p£})12] + Tr [(p(fl) ® Tr, pﬁ,?)([z + Sz)] (2.3)
=Tr [p\) I.] + Trn [pj,”(fz + sz)} + Tre [(Ten p&)) (1= + S2)] (2.4)
=Tr [p\) I.] + Trn [p;l)fz} + T [pW) (1. + S2)] (2.5)

ou l'on a utilisé Tr,, [p;l)Sz} =0et Tr. {(Trn pg,ll))(lz + Sz)} =Tr [pﬁ,lb)(lz + Sz)]. On retrouve alors (2.2) et
ainsi (Miotale,~ (apres la collision)) = (Ziotale,- (avant la collision)).

3. La matrice densité & un corps décrivant le gaz d’hélium est alors de la forme (p(;n pO > avec pm une
f

matrice de taille 6 X 6 et p; de taille 2 x 2
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Evolution des variables internes Dés lors, la contribution des collisions d’échange de
métastabilité (ECH) entre atomes fondamentaux et métastables se déduit directement de
I’équation pilote sur 'opérateur densité a un atome des références [24, 27| par simple multi-
plication ou division par le nombre total de fondamentaux N ou métastables nee dans la
cellule :

45 = o B+ o) = D) - (@) (D (2.10)
W =g R g 4 @) (211)
U0 | 24,0 L (pRIE) I g)
4 = A+ 5 () - () (213)

= —

ou () = 2 [(J )+ 2(K >} est la valeur moyenne du spin électronique dans 1’état métastable.
On se reportera aux équations (1.37b), (1.37a), (1.39) et (1.25) de la référence [24] (en
tenant compte d’un écart d’un facteur 6 sur la définition du tenseur d’alignement), ou aux
équations (VIIL.30), (VIIL.29), (VIIL.32) et (VIIL.15) de la référence [27] [en ajoutant un
facteur de Kronecker d,5 omis dans (VIII.32)]. Il est & noter que cette description néglige les
corrélations hyperfines entre les niveaux hyperfins F' = 3/2 et F = 1/2 de 1’état métastable.
De maniere générale, les collisions créent de telles cohérences via le terme py ® Try, py, dans
(2.9) mais celles-ci évoluent avec une fréquence propre tres grande (de l'ordre du GHz) par
rapport au taux d’évolution 1/7 (plusieurs MHz) ce qui permet de découpler I’évolution
des cohérences et des populations hyperfines et d’ignorer les premieres (voir la partie D du
chapitre VII de [27]).

2.3 Etude du modéle simplifié & 2 spins 1/2

Pour illustrer I'effet des collisions d’échange de métastabilité sur les variables collectives
du gaz, considérons un cas simplifié ou I’état fondamental se caractérise par un spin nucléaire
I = 1/2 et I'état métastable par un spin électronique K = 1/2. Ce modele simple révélera
son intérét physique lorsque nous éljminerons adiabatiquement les fluctuations du spin J

ainsi que du tenseur d’alignement Q dans le chapitre 3. D’autant plus que les approches
mathématiques utilisées sont les mémes. Pour faciliter la comparaison avec les discussions de
ce chapitre 3, nous notons N et n les nombres d’atomes dans I’état fondamental et métastable
respectivement, N = Ncey, 7 = neen €t vy = 1 /T, vm = 1/7 les taux de collisions. Nous
avons toujours la relation ;/Ti = & entre les taux et les populations. Dans le chapitre 3,
ces quantités correspondront aux nombres effectifs dans le cas ou les spins ne sont pas
complétement polarisés initialement. En ce qui concerne le reste de cette section, elles ne

représentent qu'un changement de notation.
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2.3.1 Définitions et équations pour les fluctuations quantiques

Dans le cas de I = % et K = % la collision d’échange a le seul effet d’échanger les

deux spins et il est possible de se convaincre que les moyennes collectives dans une direction
a = x,y, z se réduisent a

(Ka) = —m{Ka) + 251 (2.14)
(1) = 171 + i) (215)

Considérons une solution stationnaire de ce systeme d’équations :

(Kz)s = - = al (Kyz)s = (Iyz)s =0 (2.16)
Cette solution correspond a un gaz parfaitement polarisé selon ’axe Oz, aussi bien les
atomes fondamentaux que métastables. On introduit les opérateurs de fluctuations quan-
tiques 0K, = Ko — (Kq)s et 01, = I, — (I,)s pour une composante du spin « orthogonale &
la direction de polarisation. * Ces fluctuations obéissent aux équations de Langevin linéarisées
autour de I’état stationnaire. Par exemple Oy, on a

d
d

Les opérateurs fx, et fr,, forces de Langevin, sont de moyenne nulle et ont une variance
déduite pour reproduire correctement les variances des spins a ’état stationnaire pour un
ensemble d’atomes indépendants. Si I'on note z;,z; deux opérateurs de fluctuations (de
moyennes nulles donc) avec comme équation d’évolution :

da:i
dt

=&+ fi (2.19)

ou &, est un opérateur « déterministe » d’évolution et f; une force de Langevin, alors on
peut calculer la moyenne d’un second moment par la relation :

d

37 \zixg) = (@ila;) + (Ea,25) + Dij (2.20)
avec Dj; = (fif;) un élément de la matrice de diffusion que I’on calcule dans I'état station-
naire polarisé (2.16) avec la formule

Dij = —(@:i€;)s — (E2,%5)s (2.21)

En ce qui concerne les éléments de la matrice de diffusion définie par les équations (2.17)-

(2.18) :
1

1
Dk Ko = Diota = =DKata = —Diaka = 59mn = 57¢ N (2.22)

avec a = vy, z et ol tous les autres éléments sont nuls.

4. Par définition, (§K,)s = 0 et (§K2) = Var,K, et de méme pour 61,
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2.3.2 Dynamique des corrélations quantiques

A partir des équations (2.17)-(2.18) on peut décrire le transfert de corrélations quantiques
entre ’état fondamental et 1’état métastable. En effet, elles permettent d’obtenir un systeme
fermé d’équations pour les variances des fluctuations des spins :

d NYm
L 012) = <23, 0K2) 2 (0K, 61, ) + "0 223
d NYm
L 612) =~y 012) + (6,6, ) + "0 .24
d
qp 0Ky, 01y 1) = =(ym +7p)({0Ky, 51, }) + 29m (0K ) +2v7(615) — nym (2.25)

Systeme que 1’on peut résoudre sans difficulté pour n’importe quel état initial. Prenons le
cas d’un état initial ou le spin nucléaire est complétement polarisé dans la direction Oz et
le spin métastable polarisé dans cette méme direction mais comprimé dans la direction Oy :

(6K2)(0) = %ﬂr (2.26)
(612)(0) = % (2.27)
({0K,,61,})(0) = 0 (2.28)

avec r un parametre positif. En intégrant les équations différentielles (2.23)-(2.25) on obtient

72
<5KQZ> ill- éc n Y/ Vm n 1
(6L3) =yl _2uol| - 506_('\/m+"/f)t 1] 106_2(%1_'_7]')1& .
4 m 3
<{5Ky¢ 5Iy}> _%ﬁc 1— % 9
TYm
(2.29)
avec € = %' Dans la limite d'un temps long, ce systeme admet un état stationnaire
Tm
(que l'on atteint apres un temps d’ordre (7, + ,yf)fl) :
2 —2r
n Vs 1—e
ARy = 7|1~ () FRNAY) 2.30
o4 [ Ym/) 1+ ()2 (2.30)
N o7 1— 6—27‘
! 4[ 7m1+(,j7i)2] (2.31)

Nous pouvons remarquer que la compression initiale du spin métastable paramétrée par r

. Y . ;s _e—2r - N
s’est en partie transférée au spin nucléaire car le terme V—fleig est supérieur a 0 et
Ym 1+(vf/vm)

donc AIZ? < %. Ce transfert est fixé par le rapport des populations v¢/vm = n/N ~ 1076,
Introduisons les fonctions de corrélation a deux corps C'; et C; dans le niveau métastable et
le niveau fondamental :

t t 1 AK?? )
Cy =) (KK (k) = -1 2.32
/ l7ék< y (D (k) 4(n—1)<n/4 ( )

at at _ 1 AIQ
Cr = ;;uy (NI (k) = IV D) (N/Z - 1> (2.33)
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FIGURE 2.1 — Quantité issue d’une simulation Monte-Carlo de deux spins collectifs, méta-
stable et fondamental, couplés par les collisions d’échange de métastabilité. Les moyennes ont
été faites sur 10 000 trajectoires Monte-Carlo. ¢/, = 1/3. Initialement, les deux spins sont
polarisés dans la direction Oz, le spin nucléaire (en rouge) est dans un état cohérent tandis
que le spin métastable (en bleu) est comprimé dans la direction Oy telle que I’équation (2.26)
le définit avec r = 1/2. Une zone pleine représente 'incertitude sur la moyenne Monte-Carlo.
(a) En ligne continue, la variance des composantes Oy de chacun des spins normalisée par
leur population respective. Les pointillés indiquent la limite au temps long. (b) Fonctions
de corrélation & deux corps (& un facteur pres) définies par les équations (2.32)-(2.33). La
ligne rouge représente (N — 1)y7C7 et la bleue (n — 1)v,,C.;. Rappelons que nvy,, = N~y et
que cette quantité représente le nombre de collisions d’échange de métastabilité par unité de
temps.

ou l'on somme sur tous les atomes. Nous retrouvons une propriété connue des collisions
d’échange de métastabilité [10] qui tendent & égaliser les fonctions de corrélation C; et C7.
En effet, en partant de (2.30) et (2.31)

ARG (W)2 A (1-e) (W>2 (2.34)

14 (5£)2 v<om

AI? 1—e 2
A _yloet g ey 23
N/4  ~vpn 1+ (7—7’;)2 ¥ <L Ym
Ainsi
AK? AI?
s F A (] (2.36)
n/4  Ym N/4
n—1 N -1
Cy ” Cr N — Cy~Cf (2.37)

Cette égalisation des fonctions de corrélation confirme qu’elles ne se réduisent pas a un
échange «incohérent » des polarisations par transfert des excitations dans la population
fondamentale, elles transferent aussi des corrélations quantiques entre les atomes du gaz.
Comme illustration, nous montrons sur la figure 2.1 les fonctions de corrélation ainsi que les
variances sur la direction Oy de deux spins collectifs dont I'un est initialement comprimé

dans cette direction (parametre r non-nul). Nous avons pris ;Y—f = % et r = 0.5.5 Sur ces
m

5. Parametres tout a fait déconnectés des véritables expériences. En particulier, ces parameétres impliquent
qu’un tiers des atomes du gaz soient dans I’état métastable. Mais il existe une limite supérieure a la fraction de
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illustrations, la convergence des fonctions de corrélation sous 'effet des collisions est bien
visible ainsi que la partition des variances entre les deux spins au cours du temps.
Concluons cette discussion du transfert des corrélations par une ultime remarque : bien
que Iéquation (2.35) indique que la compression du spin nucléaire est non nulle dans Iétat
asymptotique, nous pouvons constater la présence d’un facteur % par rapport & la com-

pression normalisée initialement présente dans le métastable (1 — e~2"). Or ce facteur est
trés petit en pratique, de 'ordre de 107%. Ainsi les spins nucléaire et métastable [ce dernier
ayant un facteur :{% supplémentaire dans (2.34)] ne sont que faiblement comprimés. Ceci
vient du fait que méme en comprimant tres fortement la population métastable initialement,
les excitations transférées ne représentent qu’une petite fraction des atomes de la popula-
tion fondamentale. Pour créer une compression notable du spin nucléaire, il nous faut alors
continuellement apporter des corrélations dans le systeme. C’est pourquoi nous considérons
une mesure quantique non destructive en continu comme source de corrélation. Des lors, le
facteur ,;% interviendra dans le temps caractéristique de compression et non plus dans le

niveau de compression asymptotique, comme nous le verrons.

2.3.3 Equation pilote pour les échanges de métastabilité

Pour conclure ce chapitre, nous introduisons une description par équation pilote de I’évo-
lution par collisions d’échange de métastabilité. Cette description se révélera fort utile dans
les chapitres suivants. Sous 'hypothese que les collisions d’échange de métastabilité se pro-
duisent indépendamment pour chaque atome dans le gaz, a la fagon dont on décrirait par
exemple des collisions déphasantes, leur contribution a I’évolution de ’opérateur de densité
p décrivant les degrés de liberté de spin dans le gaz peut étre décrite par une équation pilote

de Lindblad :
d Neell+Neell

1
p= CipCl — 5(ClCip+ pCICy) (2.38)

OU Neell + Neell €5t le nombre total d’atomes, et C; un opérateur de saut agissant uniquement

sur l'atome 7 :
1
0 VL . (2.39)

¢= \/21,” 0

ou 1y et 1,, désignent les matrices identités dans les sous-espaces décrivant un atome dans
I’état fondamental et dans 1’état métastable, respectivement. A titre d’exemple, donnons
quelques indications qui permettent de retrouver les équations (2.14)-(2.15) dans le cas du
modele simple I = % et K = %, a partir de (2.38). On cherche, pour un observable a un corps
O = Z{v O; avec N = n + N et O; un opérateur n’agissant que sur l’atome i, I’équation
d’évolution de sa moyenne %(O) = Tr {O%} = Tr [Zi CJOCip— %(C’ZTC@O—FOACJCQ),O}
avec C; un opérateur de la forme (2.39) agissant uniquement sur I’atome i. On prendra
comme exemple I'opérateur de spin métastable dans la direction Oy, K, = va th(z) avec
Kgt(i) = L(Im;+)(m; —| — [m; =) (m; +]) et [m;+), |m; —) les deux états composant le spin

métastable qui peut exister dans le gaz. Au-dela d’une certaine densité de métastable, les collisions He* + He™,
dites de Penning, ionisent les atomes et détruisent la population de métastable [39].
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métastable 1/2; a ne pas confondre avec | f; +), |f; —) du spin nucléaire 1/2. Notons que deux
opérateurs agissant sur deux atomes différents commutent. Deés lors, nous pouvons écrire

d

—(K,
dt<

y) =Tr

_ 1 atn o geat(s
> CIEGH ) Cip — 5 (CICKG (i) + K (1)) Ci)p] . (2.40)

Ainsi chaque terme de la somme ne porte que sur un unique atome, ce qui permet d’écrire

d

3Ky =T [CIK;t(l)Clp(l)

1 a a
- SClaug ) + Ky cic)e) (2.41)
de Cj dans la base {|m;+),|m; —),|f;+),|f; —)}, il ne reste plus qu’a calculer les produits de
matrices C}L K (1)Ch, C’I C1K{'(1) et K;t(l)CI C puis reconnaitre les expressions de K{*(1)
et I3*(1) = L(f )= = |5 =){f;+]). On retombe alors sur (2.14) pour o = y.
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Chapitre 3

Modele a trois spins couplés

Avant-propos

Dans ce chapitre, nous décrivons les équations du systéme complet de la cellule et de
la cavité. Il s’agira de mettre en place une description quantique du systeme adaptée a
notre probleme & partir de laquelle nous pourrons explorer la dynamique lorsque soumise
a une mesure quantique non-destructive en continu. Ces mesures ne seront pas abordées
dans ce chapitre, car les chapitres 4 et 5 leur sont consacrés. Nous avons d’une part les
atomes, le couplage entre les atomes dans ’état fondamental et ceux métastables, et de
I’autre la lumiere dans la cavité optique et son couplage avec le métastable. Pour décrire
ces différents éléments, ce chapitre s’ouvre sur une approche semi-classique, c’est-a-dire qui
ignore les fluctuations quantiques, ou I’'on dérive les équations d’évolution seulement pour les
moyennes des observables. Aux équations de la section 2.2.2 du chapitre 2 qui décrivent d’une
telle maniere les collisions d’échange de métastabilité, il nous faudra ajouter les observables
macroscopiques décrivant la lumiere (un spin de Stokes) et son couplage avec les observables
de spin métastable. Apres avoir décrit I’état stationnaire de ces équations dans lequel nous
plagons initialement le systéme, qui correspond a un état ou chacun des spins est polarisé
dans une méme direction, nous décrivons dans la section suivante I’évolution des opérateurs
de fluctuations quantiques autour de cet état stationnaire. Ces opérateurs de fluctuations ne
sont que les opérateurs de spins dans les directions perpendiculaires a la polarisation. Mais
cette description nous permet d’éliminer adiabatiquement les opérateurs du spin métastable
liés a la multiplicité F' = 3/2 du spin total métastable, a savoir le spin J et le tenseur

d’alignement Q On tombe alors sur une description du systeme réduite & trois spins couplés.
Dans la section qui clot le chapitre, on introduit le modele que ’on considérera durant le reste
de cette partie. Ce modele est celui de trois modes bosoniques couplés, directement issu du
modele a trois spins, ot chacun des modes est relié & un des trois spins. Cette transformation
se fait par I'approximation dite de Holstein-Primakoff. Pour un spin tres grand et polarisé,
celle-ci permet de décrire les opérateurs de spin perpendiculaire a la direction de polarisation
comme des modes bosoniques, par l'intermédiaire d’une normalisation des opérateurs. Suite
a quoi, la section se conclut par une équation pilote a trois modes, ot la partie hamiltonienne
correspond au couplage lumiere-métastable et les opérateurs de saut aux collisions d’échange
de métastabilité réécrits dans le cadre de cette approximation de Primakoff.

23
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3.1 Description semi-classique de 1’évolution du systéme

Rappelons les notations pour les observables déja introduites dans la section 2.2 : I'le spin
nucléaire collectif dans ’état fondamental, J et K les spins collectifs associés aux multiplicités

hyperfines F' = 3/2 et F' = 1/2 dans I’état métastable et Q le tenseur d’alignement collectif
dans F' = 3/2. Pour la lumiere se propageant selon Oz, nous introduisons le spin de Stokes
[26] construit & partir des opérateurs de création et d’annihilation d’un photon dans les
modes de cavité polarisés linéairement selon Ox et Oy ! :

S, = % (C;,Cx _ C;LCy) , Sy = % (C;Cy + c;f/cx) , S, = % (Clcy — CLCI> . (3.1)

Nous supposons pour simplifier que la cellule est éclairée uniformément par le mode de cavité.
Dans la limite d’un grand désaccord et d’une faible saturation de la transition atomique par
le champ, I’état excité 23 P peut étre éliminé adiabatiquement et I'interaction hamiltonienne
entre le spin du métastable K et le spin de Stokes S prend la forme de Faraday [26] :

H = hyK.S. (3.2)

qui n’est autre que 'opérateur de déplacement lumineux des sous-niveaux Zeeman dans le
niveau métastable F' = 1/2, comme on le voit bien sur la forme de S, dans la note 1.

3.1.1 Equations semi-classiques non linéaires

Nous décrivons dans cette sous-section les équations non-linéaires couplées qui régissent
I’évolution des spins moyens. Outre 1’évolution due a ’hamiltonien de Faraday (3.2) et aux
collisions d’échange de métastabilité, il nous faut inclure la contribution des termes liou-
villiens habituels dans 1’équation pilote décrivant I'injection d’un champ cohérent polarisé
selon Ox dans la cavité et les pertes dues au miroir de sortie, dont ’effet combiné conduit a
(Sz)s = nph/2 dans 'état stationnaire en I’absence d’atomes, npy, étant le nombre moyen de
photons dans le mode polarisé selon Ox. On peut alors écrire

1w _r (48) - "2, ) + i) (18) x ) (3:3)

dE)  d(K) S

T - T - X<Sz> <<K> X uz) (34)

@ _ M d<Qo¢B> _ d<ro,3> @ _ @ (3 5)
dt At Jeon ’ dt dt lgen’  dt b lecn ‘

avec Ug—yzy,. le vecteur unitaire d’axe Oa. Nous avons effectué I'approximation (AB) ~
(A)(B) ou A et B sont deux opérateurs, dite semi-classique en optique quantique. Les termes
proportionnels au taux de perte x du miroir de sortie de la cavité font relaxer (S,) vers sa
valeur stationnaire (S;)s = npn/2 forcée par le champ laser polarisé selon Ox injecté dans
la cavité, et les moyennes transverses (Sy) et (S.) vers zéro. Les termes notés par « ECH »
sont ceux d’échange de métastabilité décrits par (2.10)-(2.13) au chapitre 2.

1. De maniere équivalente, on peut construire le spin de Stokes S en utilisant les opérateurs d’anni-
hilation dans les modes polarisés circulairement, ¢1 = %(cz —icy), 2 = %(cm + icy) [40], auquel cas
S.=1 (cicl — C;Cz).
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3.1.2 Solution stationnaire partiellement polarisée

Nous linéarisons maintenant ces équations autour d’une solution stationnaire partielle-
ment polarisée. L’objectif est d’éliminer adiabatiquement les fluctuations du spin J et du
tenseur d’alignement collectif dans F' = 3/2. Nous pensons que cette approximation non ma-
thématiquement contrdlée est raisonnable pour ’expérience proposée, car le spin J nest pas
directement couplé a la lumiere donc n’est pas directement affecté par la mesure du champ
en continu. En revanche, si I'on éliminait les fluctuations du spin K , directement couplé au
champ, on commettrait une erreur non négligeable sur la dynamique de compression du spin
dans le cas de la détection par comptage de photons (revenant a omettre le saut double
Cy dans 1’équation pilote (4.18) et le taux I'y dans le nombre moyen de photons comptés
(4.27) donc & sous-estimer fortement le nombre de photodétections requises pour atteindre
un niveau de compression donné), mais une erreur négligeable dans le cas de la détection
homodyne, comme nous 'avons vérifié sur le modele a un mode de la section 4.2.

Si nous cherchons un état stationnaire partiellement polarisé a partir d’'une polarisation
nucléaire n € [—1,1],

I'invariance par rotation d’axe Oz de cette polarisation et du systéme (3.3)-(3.5) contraint les
spins moyens dans ’état métastable a étre alignés selon Oz, et le tenseur d’alignement moyen
a étre diagonal dans la base cartésienne, avec des valeurs propres égales selon les directions
Oy et Oz. Le systéme (3.3)-(3.5) admet ainsi une solution stationnaire avec comme seules
moyennes non nulles dans 1’état métastable :

nl—n? 541° 4n
Ky)s = cells Jz)s = cells Yia)s = cells 3.7
< > 23+7}2n 1 < > 773+7727”L 1l < > 3+n2n 1l ( )
1 n
<ny>s = <sz>s = *§<Qa:x>s = *E<Ex>s- (3.8)

3.2 Description des fluctuations quantiques

3.2.1 Equations semi-classiques linéarisées

On linéarise maintenant les équations (3.3)-(3.5) en les fluctuations classiques autour
de la solution stationnaire (3.6)-(3.8) en effectuant la substitution (4) — (A)s + dA et en
traitant A au premier ordre. En nous limitant au sous-espace des fluctuations transverses,
c’est-a-dire aux directions @ = ¥, z orthogonales aux spins moyens, nous obtenons un systeme
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fermé :

d K

5050 = =500 + X0y (S2) K. (3.9)
d 7 1 2 1 12

Ky = — 6Ky + —6J, — 1 — 1+ == I K

dté «a 97_5 at 9T5Ja 37_5an 9T < + Meall <Qaa>s> o ot Xday< ac>55Sz

(3.10)

d 4 10 m 10 6

7,970 = — 7 0Jn - Ka 5 ox — (1 aa Ia A1
207 507+ 5 0Ka+ o 0Qos + o7 < . >> g (3.11)

d 2 i

-, ar — T 5 ax Ta_ Ea Ex s Ia A2

dtdQ 37562 + 127’6 + 6Tnceu< )50 (312)
d 1 1
—0l, = —=01 — —0K,). 1
dtd o T<5 o+ 37(5Ja 0K,) (3.13)

On rappelle les notations du chapitre 2 ot Neey et neen sont le nombre d’atomes dans 1’état
fondamental et métastable respectivement tandis que 1/T" et 1/7 sont le taux de collisions
d’échange vu par les atomes dans 1’état fondamental et métastable respectivement.

3.2.2 Réduction a trois spins collectifs couplés

En posant %&Ja = 0 dans I’équation (3.11) et %5@” = 0 dans I’équation (3.12), nous
éliminons adiabatiquement les fluctuations du spin collectif J et du tenseur d’alignement
collectif dont les évolutions sont régies par I’échange de métastabilité uniquement.

: 10 + n? 121 54212
§jadiab 2 0K, + — 51, 3.14
o 5= T BT R)E—P) (3.14)
- 3n T (13472
5 adiab _ 0K, + — 01, 3.15
Qaz s et TGP (3.15)

Le report des expressions adiabatiques (3.14)-(3.15) dans les équations (3.10) et (3.13) sur

0K, et 01, conduit a un systeme réduit couplant les trois spins collectifs f, K et S. On
redéfinit les valeurs moyennes stationnaires par :

= N - n - Tph

(Dg= =iy (K)s=—1ily (S)s= 21, (3.16)

2

Ici i, est le vecteur unitaire selon Ox, N et n sont les nombres effectifs d’atomes fondamen-
taux et métastables participant a la dynamique des spins collectifs. Ils sont renormalisés par
rapport aux nombres totaux vrais Neey et neen dans la cellule, par des facteurs dépendant
de la polarisation nucléaire n? :

1-— 772
N =nNen, n= <3+772 7 Ncell - (3.17)
2. Des lors %dt = Zeelldt et cette quantité représente le nombre d’atomes subissant une collision
d’échange de métastabilité durant un intervalle dt. Cette relation implique 7 = ;\Lf—dlll

3. Notons que n = 0 dans le cas entierement polarisé n = 1. En effet, toute la population de I’état
métastable se trouve alors dans le sous-niveau Zeeman extréme m, = 3/2 de 1’état hyperfin F' = 3/2 et la
multiplicité F' = 1/2 est vide. Ceci est aussi la raison pour laquelle nous avons considéré un état partiellement
polarisé depuis le début de ce chapitre.
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Les équations semi-classiques sur les fluctuations des trois spins collectifs s’écrivent alors :

d K d K

d d

aélz = —90l, + oK, &(ﬂy = =61y, + Ymo K, (3.19)
d d
a(SKZ = —vmOK, + 01, &(U(y = — Ym0 Ky + V01, + x(K;)s0S; . (3.20)

Rappelons que vy et vt sont les taux effectifs d’échange de métastabilité dans 1’état méta-
stable et dans I’état fondamental. Ces derniers dépendent de la polarisation nucléaire comme
ci-dessous et sur la figure 3.1a, et sont dans le méme rapport que les nombres d’atomes ef-
fectifs N et n (3.17) constituant les spins collectifs :

4402 1-7%1 441721  Am N
= —, = —, E=>1. 3.21
’Yf 8—772 3+772 T ’Ym 8—772 T '}’f n ( )

Notons que le systéme d’équations couplant les fluctuations 67, et 0 K,, en ignorant le terme
de Faraday en Y, est celui préalablement étudié dans la section 2.3 décrivant le modele simple
de deux spins 1/2 couplés par les collisions d’échange de métastabilité. Sur la figure 3.1b,
nous montrons également la dépendance en polarisation nucléaire du couplage de Faraday
effectif 2, (4.5) entre la lumiére et le spin nucléaire hybridé par le métastable, qui contrdle
le taux de compression de spin comme nous le verrons.

3.3 Modeles a trois modes bosoniques

L’état stationnaire, polarisé, du systeme que nous venons de présenter permet la mise en
place de I'approximation de Holstein-Primakoff, introduisant une représentation du systeme
par la voie de trois modes bosoniques. Dans cette section, I'introduction de cette approxima-
tion sera suivie de I’écriture d’une équation pilote pour un tel systéme, prenant en compte
le couplage de Faraday aussi bien que les collisions d’échange de métastabilité.

3.3.1 Approximation de Holstein-Primakoff

Initialement, le spin nucléaire collectif f, le spin collectif du métastable K et le spin de
Stokes S de la lumiere sont polarisés selon Oz, et le resteront pendant toute la procédure
expérimentale. Dans 'approximation de Holstein-Primakoff, qui assimile les composantes de
spin macroscopiques selon Ox a des variables classiques, les composantes Oy et Oz restantes,
orthogonales aux spins moyens, se comportent comme les opérateurs de quadratures (parties
hermitienne et antihermitienne d’opérateurs d’annihilation donc canoniquement conjuguées,
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FIGURE 3.1 — (a) Taux effectifs d’échange de métastabilité ~¢ (courbe du bas, en rouge) et
Ym (courbe du haut, en bleu) d’apres ’équation (3.21) dans ’état fondamental et métastable
en fonction de la polarisation nucléaire 7, normalisés par les taux des collisions d’échange
de métastabilité 1/T" et 1/7 subies par un atome fondamental et métastable dans le gaz. (b)
Dépendance en polarisation nucléaire de la pulsation de Faraday €2, entrant dans le taux de
création d’excitations par le couplage de Faraday dans le mode bosonique nucléaire hybridé
(4.13) et dans les taux de compression de spin (4.32) et (5.51) dans la limite v < Y ;

plus précisément, on représente le facteur f(n) = \/ﬁ;?; tel que Qo ~ Qy¢/ym)/? =

X +/TrphTcell Kfellll f(n). Lorsque la polarisation varie entre 0,3 et 0,5 (lignes tiretées verticales),

f(n) s’écarte de 4 % de son maximum ~ 0,17 atteint en n = 0,42. Il est donc avantageux
de se placer pres de cette valeur de n pour réduire la dérive temporelle de €, due a un
léger amortissement de la polarisation nucléaire pendant la compression de spin (en effet, le
processus de pompage optique est alors interrompu et la durée de vie de la polarisation est
réduite par la présence de la décharge, elle devient de I'ordre de 7, !, oll 7, est le taux de
décohérence ramené de la section 5.4).
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[X, P] =i/2) de trois modes bosoniques a, b, ¢ :*
Iy Prirr’gkoff X = a—+ CLJf ﬁ Prirrf_lgkoff . b+ bT Sy Prirrrl\jc}koff . c+ CJr
\/N — a — 2 ) \/ﬁ — b — 2 Y \/m — c — 2 Y
(3.22)
I, Primakoff p, 0= aT7 K, Primakoff P - b—bf | S, Primakoff p_ = cf .

VN 2i NG 2i /Tioh 2i

(3.23)

Nous avons tenu compte des valeurs moyennes (3.16) dans la normalisation. Faisons le lien
avec la représentation bosonique exacte (3.1) du spin de Stokes en écrivant :

Sy S, 1 t Prirngakoff:r S. S, 1 +  Primakoff

—i = ey , Yo +i = chey > ¢y (3.24)
NN N =V

Ceci montre que l'opérateur de création ¢! dans (3.22)-(3.23), identifié avec CL dans lap-
proximation de Primakoff, transfére un photon du mode de cavité fortement peuplé par
un état cohérent polarisé selon Oz dans le mode de cavité initialement vide polarisé selon
Oy. Dans 'approximation de Primakoff, 'hamiltonien du couplage de Faraday atome-champ
(3.2) s’écrit :

H = hQP,P, avec Q = x/Nnph (3.25)

Comme Y ne dépend pas de I'intensité du champ dans la cavité, Q2 est proportionnel & cette
intensité.

Gain métrologique dii 4 la compression Ecrivons en termes des variables de Primakoff
le parametre £ de la référence [25] quantifiant le niveau de compression de spin utilisable
dans un interférometre (le gain métrologique est d’autant plus élevé que ¢ est plus faible)
préalablement introduit dans le chapitre 1, Oz étant la direction transverse au spin moyen de
plus forte compression et le spin nucléaire collectif étant de nombre quantique I = Negp/2 :

_ 2[Var(L.) _ 4Var(R,)

2
SETLE T g (3.26)

La polarisation nucléaire n étant fixée, et une mesure quantique non destructive étant effec-
tuée en continu sur le spin nucléaire, il faut chercher a minimiser la variance de P, condi-
tionnée au signal de mesure & définir, en la faisant descendre le plus en dessous possible de
sa valeur initiale 1/4. Remarquons & ce titre comme une polarisation partielle « joue » contre
nous dans cette objectif car elle augmente d’un facteur 7 la valeur en dessous de laquelle
Var(P,) doit tomber pour obtenir le méme gain que pour un spin complétement polarisé.

4. Sinous considérons un grand spin S polarisé selon Ox, nous pouvons approximer la composante de spin
dans cette direction par une variable classique, en posant S, ~ (5, si bien que [S,/v/2(5.), S./\/2(S.)] ~
i/2.



30 CHAPITRE 3. MODELE A TROIS SPINS COUPLES

3.3.2 Equation pilote a trois modes pour I’échange de métastabilité

Considérons dans cette sous-section 1’évolution du systeme due au seul échange de méta-
stabilité (x = 0). A la différence de la section 2.3, nous formulons les équations en terme des
opérateurs bosoniques issus de I’approximation de Primakoff. Dans un traitement quantique,
les équations classiques (3.19)-(3.20) deviennent des équations stochastiques incluant les fluc-
tuations quantiques. Dans ’approximation de Primakoff, cela donne pour les quadratures X
dans ’état métastable et fondamental :

dX, = = Xadt + A Xpdt +d XN | dXy =~y Xpdt + /Amr Xadt +d XG5O (3.27)

ou l'on a utilisé I’égalité des rapports entre taux de collisions et populations des deux états
(3.21). Les bruits de Langevin d X5 avec i € {a,b}, ont une moyenne nulle, sont des va-
riables aléatoires indépendantes a des temps différents et ont des variances et des covariances
a temps égaux qui reproduisent les variances d’un ensemble d’atomes indépendants. Elles
ont déja été calculées dans le chapitre 2, voir équation (2.22) et la section correspondante de
maniére générale.

1 _
(axstohaxstody = pdt avee D= N Vi (3.28)
= 2\~ Ym
On a des équations de méme forme que (3.27) pour les quadratures P;, avec d’autres bruits
de Langevin dP%*h de méme matrice de covariance que I'équation (3.28) entre eux mais de
matrice de covariance avec les bruits d X" donnés par

(dxstohdpstohy = pidt avec D =iD (3.29)
Pour le calcul des valeurs moyennes et des variances des observables atomiques, cette formu-
lation stochastique équivaut a une équation pilote sur I'opérateur densité atomique p,¢ des
deux modes bosoniques a et b :
d 1
g;t = CpaCT — i{CTC, pat} avec C = /2vta — /29mb (3.30)
En effet, la représentation stochastique de Langevin de 1’équation pilote (3.30) pour un
opérateur quelconque A s’écrit
dt
2
et dB est un opérateur stochastique markovien de moyenne nulle, de matrice de covariance
a temps égaux

da = - {CM[4,0] - [A,CIC} + dase® i dasteh = [F, AldB +dB'[4,C] (3.31)

(dABdB') =dt, (dBdB) = (dB'dB'") = (dB'dB) =0. (3.32)

3.3.3 Equation pilote a trois modes compléte

L’évolution complete, comprenant 'interaction atome-champ d’hamiltonien hermitien H
(3.25), I’échange de métastabilité et les pertes de la cavité, est décrite par I’équation pilote.

dp _ 1 f_ Loy > t_Leat
= 1 s (cpel = SHclep}) + CpCT = {CTC,p) (3.33)

5. Nous négligeons ici I’évolution interne des modes atomiques (précession de spin) en supposant que les
sous-niveaux Zeeman sont dégénérés dans I’état fondamental et dans le niveau métastable F' = 1/2, donc que le
champ magnétique extérieur est nul, B = 0. Cette hypothese simplificatrice appelle a quelques commentaires
que nous développons a la section 5.5.2.
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ou C' est I'opérateur de saut pour I’échange de métastabilité (3.30), x est le taux de perte de
la cavité, v, et ¢ sont les taux effectifs d’échange de métastabilité dans ’état métastable et
fondamental.

Nous considérons dans cette these que les trois modes sont dans 1’état vide correspondant
A un état cohérent polarisé pour les trois spins© :

(Xa)(0) = (X)(0) = (X)(0) = 0, (XZ)(0) = (X5)(0) = (XZ)(0) = i (3.34)

et de méme pour les quadratures P. Pour cet état initial, les premiers moments des qua-
dratures restent nuls, et I’on peut obtenir un systéme fermé d’équations sur les seconds
moments. On trouve que les quadratures P restent de variances constantes et de covariances
nulles dans les trois modes,

(PI)(t) = (P} () = (P2)(t) = %, (Pabo)(t) = (PaFe)(t) = (PoFe)(t) = 0 (3.35)

que la variance (X?2) reste bornée et que les covariances (X,X.) et (X, X,) restent nulles,
tandis que les variances et la covariance des quadratures X, et X, et donc le nombre d’ex-
citations dans les modes atomiques,” divergent linéairement en temps, du moins tant que
I'approximation de Primakoff est applicable. Nous donnons ici explicitement seulement les

6. Nous faisons ici une nouvelle approximation qui revient a ignorer la polarisation seulement partielle
des spins nucléaire et métastable dans la définition de I’état initial. En effet, en toute rigueur (X2(0)) =
(P(0)) = ﬁ et (XZ2(0)) = (PZ(0)) = i avec p = 77}34_-22 . L’approximation revient donc & négliger une partie
du bruit dans I’état initial. Ici, notre simplification permet de considérer un état initial gaussien, propriété
qui se révélera crucial dans le chapitre 5. La question se résume donc a savoir si le vrai état initial cohérent
mais non gaussien est affecté de maniere similaire par la mesure. Dans la littérature, cette situation n’est
pas inconnue. Elle se pose en effet pour toute tentative de comprimer un spin collectif depuis un état non
polarisé, ou bien en présence de décohérence. Le travail théorique entrepris par Baragiola, Chase et Geremia
dans la référence [41] par exemple semble confirmer notre argument. Dans une étude extensive sur les états
collectifs d’ensemble atomiques lors de procédure expérimentale standard d’optique quantique, les auteurs
montrent que des états de spins comprimés (en tous cas de variances réduites) peuvent étre construits méme
a partir d’état non compléetement polarisé ou en présence de décohérence. Dans les travaux expérimentaux,
nous pouvons citer [15] olt une compression de 2,2 dB sur un spin d’un ensemble d’atomes polarisé a 98% est
obtenue par mesure quantique non destructive via une interaction de Faraday en cavité comme le travail que
Pon présente ici. Citons aussi la référence [11], dans laquelle il s’agit de corrélations dans le spin nucléaire
d’un gaz noble par mesure continue de la lumiére sortante de la cavité ayant interagi par effet Faraday avec
Pensemble atomique, et ou il est évoqué le fait qu’un ensemble partiellement polarisé de spins 1/2 est similaire
a un mélange de deux ensembles, I’'un polarisé et ’autre non, qui n’aurait comme effet global que la réduction
de la force de couplage entre la lumiere et les atomes. Un schéma alternatif dans lequel on peut atteindre (du
moins en théorie), n = 1 et ol un tel probléme disparait, est décrit en tant que perspective dans la section
5.5.1 a la fin de cette partie.

7. Pour I’état initial considéré, on a a tout temps (X,) = 0 et (X2) — 1 = (a'a), olt (a'a) est le nombre

i
moyen d’excitations dans le mode de spin nucléaire, si bien que Var X, = (aTa +i ; en effet, on a afa+ 1/2 =
X2 4 P2. Les mémes relations valent pour les deux autres modes.
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comportements aux temps longs :
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Chapitre 4

Compression du spin nucléaire par
comptage de photons

Avant-propos

Apres avoir introduit les collisions d’échange de métastabilité (chapitre 2), couplant les
atomes de I'état fondamental & ceux de I’état métastable, nous avons ajouté le couplage
avec la lumiére en cavité (chapitre 3) et développé un modele effectif de 3 modes bosoniques
couplés décrivant par une équation pilote (3.33) les fluctuations des spins autour de ’état
stationnaire dans lequel on place initialement le systeme. Pour que le schéma soit complet, et
qu’il induise une compression du spin nucléaire, il ne nous reste plus que la description de la
mesure quantique non-destructive sur la lumiere en sortie de cavité et son effet sur I’état du
systeme a trois modes. En effet, les moyennes quantiques calculées au chapitre 3, équations
(3.36)-(3.39), correspondent aux moyennes d’ensemble sur un nombre infini de réalisations
de 'expérience. Dans ce chapitre et le suivant, nous étudions ce qui nous intéresse vraiment,
I’évolution du systéeme dans une ou plusieurs réalisations données, conditionnée aux résultats
d’une mesure en continu sur la lumiére polarisée selon Oy sortant de la cavité. Pour cela,
nous tirons parti de la formulation en termes de fonctions d’onde Monte-Carlo ou des trajec-
toires stochastiques |¢(t)) correspondant & une succession particuliere de sauts quantiques
reconstruisent 'opérateur densité du systéme conditionné & des résultats de mesure [42]. La
forme précise des opérateurs de saut Monte-Carlo, qui n’est pas unique dans la reformula-
tion stochastique d’une équation pilote, est alors déterminée par les mesures particulieres
effectuées. Ici, on considérera le cas d’une mesure de comptage de photon en sortie de cavité,
avec une étude analytique dans le modeéle & un mode et une étude numérique dans le modele
complet & trois modes. La premiere section de ce chapitre est dédiée & introduire ce forma-
lisme des fonctions d’onde Monte-Carlo. Par la suite, nous réalisons une premiere analyse
dans une limite, que nous nommons « a un mode », qui nous permet de décrire I’évolution
(lente) du spin nucléaire durant l’expérience. Cette analyse se limite d’abord aux moyennes
quantiques puis dans la section 4.3 qui suit, on introduit la mesure en sortie de cavité et son
effet sur le systeme. Nous la prenons en compte, avec le méme formalisme introduit en 4.1, en
conditionnant les états des modes et les moyennes d’observables aux résultats de mesure. La
derniére section propose ainsi un développement analytique dans le cadre de la limite a un
mode déja introduite puis dans le modele complet a trois modes, mais de maniere numérique
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seulement. Ces deux analyses permettent de confirmer que ce schéma de comptage produit
un état du spin nucléaire collectif avec une structure plus étroite que la limite quantique
standard, a priori permettant un gain métrologique.

4.1 Principe des fonctions d’onde Monte-Carlo

Dans le formalisme des fonctions d’ondes Monte-Carlo [42, 43], ’équation pilote générale
de la forme de Lindblad [44]

do _ 1 f oo eat
= [H, p] + ;Cmpcm 5 {CComs P} (4.1)

dt

est réinterprétée en termes d’un vecteur de ’espace de Hilbert correspondant qui subit une
évolution stochastique. On considere que le vecteur d’onde Monte-Carlo (MC) évolue selon
un hamiltonien non hermitien Hy;c = H — % Yom CmC,Tn, évolution interrompue stochas-
tiquement par des sauts quantiques dus aux opérateurs C,, ou |p) — Cp,|¢). Concrete-
ment, calculer ’évolution durant 6t d’un vecteur d’onde Monte-Carlo |¢(t)) peut étre fait
en deux étapes, en supposant ot suffisamment petit : on définit préalablement les quantités
6pm = St{p(1)|CH Cra|d(t)) et 5p = 3, pm (ces différentes quantités sont supposées petites
devant 1). On utilise alors dp comme probabilité que le vecteur d’onde MC subisse un saut
quantique. On tire un nombre € uniformément entre 0 et 1, si ce nombre est supérieur a
dp alors on prend comme vecteur d’onde & t + 0t le vecteur |p(t)) évolué sous l'action de
Hyo pendant 6t : |p(t + 6t)) = N (1 - %tHMc) |¢(t)) avec N une simple constante pour
normaliser le vecteur. Si par contre, e < dp alors |p(t + 0t)) = NCp,|p(t)) ot l'on a tiré
aléatoirement l'opérateur de saut C, avec la loi de probabilité P(m) = %. Il est possible
de montrer que, pour un 0t suffisamment petit, la quantité |¢(t+dt))(p(t 4 0t)| moyennée sur
les réalisations et les choix de saut quantiques est exactement équivalente a p(t + dt) évolué
selon I’équation pilote (4.1). De méme, pour un opérateur A, toute quantité (p(t)|A|p(t)),
moyennée pareillement est équivalente & Tr(Ap). Enfin, si 'on prend soin de prendre pour
C,, des opérateurs ayant un sens physique!, c’est-a-dire qui sont liés & de véritables pro-
cessus accessibles dans I’expérience, il est possible d’interpréter physiquement la trajectoire
d’un vecteur d’onde Monte-Carlo. Prenons ’exemple d’'un atome a deux niveaux couplé a
un laser cohérent et au vide du champ électromagnétique. Une trajectoire Monte-Carlo d’un
tel atome s’interprete simplement comme l'oscillation de Rabi sporadiquement ramené a
I’état fondamental par la production d’un photon. En moyennant sur toutes les trajectoires
possibles, on se rameéne a l'oscillation amortie caractéristique [42]. On voit comment cette
approche permet d’aborder la question de I'impact d’une mesure sur un systéme quantique,
via un opérateur qui représente la mesure au cours du temps puisque 'on peut calculer les
moyennes d’opérateurs du systéme en les moyennant sur les vecteurs d’états conditionnés
a un certain historique de la mesure. Par exemple, on peut imaginer un systéme en cavité,
dont des photons s’échappent et sont comptés, si 'on note C' 'opérateur de saut associé a la
sortie d’un photon de la cavité, on peut imaginer calculer la moyenne d’un opérateur A dans
I’ensemble des vecteurs d’ondes MC qui ont subi n sauts de cavité. On obtiendrait alors une
moyenne de A conditionnée au fait d’observer n photons en sortie de cavité.

1. La forme précise des opérateurs de saut n’est pas unique dans la reformulation stochastique d’une
équation pilote.
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4.2 Analyse de la limite a un mode

Dans cette sous-section, nous établissons une équation pilote & un mode décrivant 1’évo-
lution lente du spin nucléaire dans la limite

Pex < Yt < Ym et Fex < K (42)

ou ['ex est un taux de création d’excitations dans le mode bosonique nucléaire hybridé «
défini plus bas (4.13) sous l'effet du couplage de Faraday (il suffit de savoir ici que Ty oc Q2
si bien que (4.2) est une limite de couplage de Faraday faible 2 — 0). Il convient a cette fin
d’introduire les opérateurs bosoniques d’annihilation dans une base astucieusement tournée,
au moyen des combinaisons linéaires suivantes des opérateurs a et b :

o= lvima—h/ib, B:\/ Jm b—\/ LS (4.3)
Ym + Ve Ym + Ve Ym + Ve Ym + Vf

a et B correspondent en effet aux modes propres de la partie d’échange de métastabilité de
I’équation pilote & trois modes (3.33).2 Tandis que le mode « subit une divergence en temps
de son nombre moyen d’excitations (d’ou la possibilité de définir un taux Iey), le mode 3
est fortement amorti et tend vers une valeur stationnaire,® ce qui permettra de 1’éliminer
adiabatiquement, tout comme le champ en cavité. Dans cette nouvelle base, I’équation pilote
a trois modes (3.33) prend la forme

d 1 1 1
d—;) =7 [H, p] + £ (cch - §{CTC’ p}) + 8 <5P5T - 5{5T5, P}) (4.4)

olt yg = 2(ym + ) et

H = h(QaPo+Q3P5)P, avee Q=0 —0— et Qp=Q,/—2 (4.5)
Ym + Ut Ym + 7Vt

La référence [45] explique en toute généralité comment effectuer une élimination adiabatique
au niveau de I’équation pilote. Ici, nous préférons effectuer, comme dans la référence [46],
en couplage de Faraday faible Q2 — 0 dans le formalisme des fonctions d’onde Monte-Carlo.
On écrit 'hamiltonien effectif non hermitien que 'on fera agir sur le vecteur d’état [i(t))
comme

Hug = H — ? (refe+68) (4.6)

et les sauts quantiques, interrompant aléatoirement (évolutions discontinues [¢)) — Cy)) la
trajectoire, d’opérateurs de saut

Co=+/re et Cs= /738 (4.7)

En I'absence du couplage cohérent 2 dans (4.5) le mode métastable hybridé et le mode de
cavité restent dans I’état vide initial. Au premier ordre en €, cet état est couplé a des états

2. En pratique, on a ym >> ¢, voir I’équation (3.21), si bien que le mode S correspond au spin du métastable
légerement hybridé avec le spin de ’état fondamental, et o au spin nucléaire légérement hybridé avec le spin
du métastable

3. Voir les résultats (3.35)-(3.39), qui montrent que (P3) = 1/4 et (X3) = O(1) ott X = (B8+ B7)/2 et
Ps = (8 — 37)/2i, on définit de maniere similaire les quadratures X, Pe.
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a une excitation dans la cavité (par l'action de P,) et a zéro ou une excitation dans le mode
du métastable hybridé (par I'action de P, ou de Pg). Nous pouvons alors tronquer le vecteur
d’état Monte-Carlo |¢) dans la base de Fock {|nq)fond|78)méta|nc)cav } comme suit,

[9) = [0)|0)]0) + a1 )[0)[1) + a1 1)[1) (4.8)

en commettant une erreur de norme O(Q?). Sous l'effet de 'hamiltonien effectif (4.6) les
composantes rapides |1/0!) et |L!) rejoignent exponentiellement un régime de suivi adiaba-
tique de la composante lente [1)2°) avec des taux x/2 ou (k + v5)/2. En effet, dans le suivi
adiabatique, les probabilités d’occupation des composantes excitées sont

(WA 0 adiab/ (V1) = [QF/4(k + 7)1 W) / (W ]) (4.9)
(WO 0N adian/ ([1) = (Tex /) (WL P200) / (1)) (4.10)

ou l'on a utilisé par avance les définitions (4.13). Dans la limite (4.2), on vérifie aisément
qu’elles sont < 1, si bien que presque toute la population est dans la composante [1/2°)|0)|0)
comme il se doit, ce qui nous permettra dans la suite de remplacer (|yp) par (0% et
justifie I’élimination adiabatique des composantes excitées dans cette limite *

i

11 . ~ -
|11[}o¢ >ad1ab — 2(/“6"”)//3)

Qo
|¢20> et |¢31>adiab = 7 Pa|¢30> (4.11)

01

On reporte les expressions de [1/11) agiab, [10

de [¢%°) pour obtenir

)adiab dans ’équation d’évolution hamiltonienne

. d in
ih—[Y0%) = =5 (DexP2 +T0) [92%) = HY [02) (4.12)
dt 2
ol 'on a introduit les taux
02 02
Doy = -2 of Tg=—O>5 . 4.13
I ) 1

En étudiant I'effet de I'opérateur de saut de cavité C. et de saut d’échange de métastabilité C'z
sur le vecteur d’état (4.8), nous pouvons interpréter I’hamiltonien effectif de ’équation (4.12).

4. On vérifie également qu’une autre condition de validité de I’élimination adiabatique, a savoir la lenteur de
I’évolution du spin nucléaire hybridé a par rapport aux variables rapides, qui s’écrit ici I'ex, I'o < K, K43, est
satisfaite. Ces considérations ne permettent cependant pas de montrer que la condition I'ex < 7t est nécessaire
(sauf si k < ). Pour le voir en toute généralité, nous poussons & 'ordre Q* le calcul de ’hamiltonien effectif
HY = PHgP + PHQ(2Q — QH.gQ) "QHP dans le sous-espace ng = n. = 0 sur lequel P projette (ici
Q =1- P et z=0(Q%). Qualitativement, & cet ordre, par action de H, puis Hg sur [12°)|0)|0) (avec la
notation évidente H = H, + Hg), on crée virtuellement une excitation g seule, relaxant au taux g /2, d’ou la
condition d’adiabaticité supplémentaire I'g < 73 ; jointe a I'g < K et yr < Ym, elle implique I'ex < 7t puisque
Pex/ve = (To/k + To/v8)(47v8/7Ym) < 16(T'0/k + T'o/vs). Quantitativement, nous trouvons une correction au
coefficient de P? dans HO de type HoGoHsGoHszGoH, (Go est la résolvante de Heg pour = 0) de la
forme hFCXQ%/'yﬁH, qui doit étre négligeable, ce qui impose Q%/’ygli < 1, c’est-a-dire ['ex < ¢ compte tenu
de v < ym. Les corrections au terme scalaire sont négligeables dés que I'g < v, K, et le nouveau terme en
P2 qui apparait est négligeable devant Alex P2 pour Py = O(1) si T'ex < k.



4.2. ANALYSE DE LA LIMITE A UN MODE 37

(i) Considérons d’abord 'effet d’un saut de cavité, qui se produit a 'instant ¢ avec un taux
KDY 4+ (O[O agian / (030[1000). Juste apres le saut, le vecteur d’état, initialement
en régime de suivi adiabatique, devient

[(t7)) = Celto(t))adiab o [0 (£7))adiabl0)|0) + |14 (£7))adiab|1)[0). (4.14)

C’est la superposition d’une composante instable [1)|0) et d’'une composante stable |0)|0).
Avec une probabilité (11!l gian /(WO + (Y1 awil))agian le saut de cavité est alors
suivi d'un saut d’échange de métastabilité avant que le vecteur d’état du systéme n’ait le
temps de rejoindre sa valeur adiabatique. On a dans ce cas un « saut double », qui en
définitive n’affecte pas la composante [/ (7)) puisque

CCeltp(t))adiab o [0 (£7))[0)]0) (4.15)

Ce processus contribue au terme scalaire (proportionnel a 'identité) dans I'hamiltonien ef-
fectif de 1’équation (4.12). Avec la probabilité complémentaire (1/0![x)0),qian/((1p0101) +
(PEHYIY) adiap le vecteur d’état rejoint sa valeur adiabatique avant que d’autres sauts ne
se produisent, et est asservi a |1/1&01)(t_)>adiab o Py [990(t7)), c’est-a-dire que la composante
lente [¢29(¢7)) a subi de maniére effective un saut quantique simple avec un opérateur de
saut proportionnel a P,. Ce processus correspond au premier terme, proportionnel & P2,
dans ’hamiltonien effectif de ’équation (4.12).

(i) Supposons ensuite que le saut a U'instant ¢ est un saut d’échange de métastabilité, ce
qui se produit avec un taux vz (Wi ¥ agian/ (20| 92%). On vérifie dans ce cas que le vecteur
d’état apres le saut, Cgly(t7)), est entierement instable et subit presque immédiatement
un second saut, un saut de cavité. L’effet total correspond la encore a un saut double et a
I’action d’un opérateur scalaire sur la composante lente. Nous tirons de cette discussion les
taux de saut simple et de saut double suivants :

_ 6({(¥a s + (Wt lva’))adiab (Yo' [ Dadiab (Ya’| Palva’)

_ _ 2
b= (40 500) (OO0 + (O [ oy - {0y — extFa)
(4.16)

(T T Rt ) W v 1 WA U V7 R
(G0 0) (TR + AT ™ R
4.17

On obtient finalement I’équation pilote a un mode décrivant 1’évolution lente de 'opérateur
densité p, du mode bosonique o (hybridé mais presque purement de spin nucléaire) :

dpa 1 1

en termes de deux sauts quantiques, le saut simple (uniquement de cavité) Cs et le saut
double (de cavité et d’échange de métastabilité dans cet ordre ou dans l'autre) Cy :

Oy = VTexPa, Cq=+/Tol. (4.19)
De I’équation (4.18) intégrée pour I’état initial vide de «, on tire :
1

(X2) = 3(1 +Text), (P)= 1 (4.20)
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ce qui désigne effectivement I'cx comme un taux de création d’excitations dans le mode a.
En revenant a la base atomique initiale (non tournée) et en limitant le vecteur d’état (4.8) a
son premier terme, on retrouve les résultats (3.35)-(3.38) du modele a trois modes, pourtant
valables a couplage de Faraday 2 quelconque, pas nécessairement infinitésimal. Enfin, le
nombre moyen de photons polarisés selon Oy sortant de la cavité par unité de temps, donné
dans le modele & un mode par I'g + I'ex /4 comme le montrera I’équation (4.27), est en accord
avec la valeur exacte r(cfc), ot le nombre moyen stationnaire de photons polarisés selon Oy
dans la cavité (cfc)s = (X2)s — 1/4 est le résultat (3.39).°

4.3 Dynamique conditionnée au résultat du comptage

Supposons que 1’on compte en continu et directement (par photodétection) le nombre de
photons polarisés selon Oy sortant de la cavité (voir la figure 1.1b), comme ’a proposé la
référence [47]. L’opérateur de saut associé a cette mesure est /kc, de sorte que 1’équation
pilote & trois modes (3.33) est déja sous la bonne forme pour analyser 1’évolution du vecteur
d’état [1(t)) conditionnée a la mesure. Commencgons par étudier la situation d’un faible
couplage de Faraday, la limite 2 — 0, qui conduit au modele & un mode de la section 4.2. On
enchainera par la suite avec une vérification numérique de ces prédictions analytiques dans
le modele a trois modes.

4.3.1 Résultats analytiques a un mode

Comme les opérateurs de saut Cy et Cs de I’équation pilote (4.18) correspondent tous
deux a la perte en cavité d’'un photon polarisé selon Oy (rappelons-le, Cy résulte d’un saut
de cavité immédiatement suivi ou précédé d’un saut d’échange de métastabilité, et Cs d’un
saut simple de cavité), la mesure ne peut faire la distinction entre les deux, et I'opérateur
densité conditionné a un nombre donné n de photons détectés est obtenu en moyennant sur
des réalisations ayant ce méme nombre total n de sauts. Un vecteur d’état Monte-Carlo non
normalisé ayant subi ces n sauts pendant la durée ¢ s’écrit

i

(1)) = e #HeR—t) 0 e iHRnte-) 0 L O e H RN |9 (0)) (4.21)

ot € € {s,d} et t) sont le type et I'instant du kéme saut, HY} est 'hamiltonien effectif (4.12)
et nous notons le vecteur d’état du modele a un mode [¢) plutdt que [1/2°) pour alléger. La
moyenne quantique d’une observable O s’obtient en moyennant sur toutes les trajectoires
possibles, donc en sommant sur le nombre et le type des sauts et en intégrant sur leurs
instants :

o)t =>_

P /0<t1<t2‘..<tn<t

dty dty ... dt, > (W(1)]|Op(t)) (4.22)

(er)1<k<n€{s,d}"

ou la norme au carré de chaque vecteur d’état non normalisé |¢)(¢)) donne automatiquement
sa densité de probabilité [48]. En prenant O = 1, nous en déduisons la probabilité que n

5. En revanche, la valeur de (c¢)agiab dans la forme adiabatique (4.11) du vecteur d’état ne représente pas
ce nombre. La solution du paradoxe tient & I'existence de la voie de désexcitation (ii), celle de ’annihilation
en premier saut de l'excitation ng = 1 dans le mode du métastable immédiatement suivie par la perte d'un
photon en cavité. Le vrai taux de sortie de photons polarisés selon Oy est donc &(c'c)adiab + V8 (BT B)adiab-
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sauts se soient produits dans l'intervalle de temps [0, ] :
0, (t) — / dydty...dt, S ((B)) (4.23)
0<ty <to...<tn<t (1)1 <k ene s}

Pour évaluer (4.23), nous tirons parti du fait que tous les opérateurs de saut dans (4.21) et
leurs conjugués hermitiens commutent entre eux et avec HY.® En utilisant les identités

S oY (ce,.che)= X chea ] | X clcy ) = (TeP?+To1)"
en=s,d e1=s,d en=s,d en=s,d
1 (4.24)

et en injectant une relation de fermeture dans la base propre de P, telle que P,|pa) = palpa),
apres avoir intégré sur les temps t; comme le permet le produit télescopique des opérateurs
d’évolution, nous obtenons

tn oo n 2,
() = / dpa (Texp? +To)" e Tobate MM (p,,, 0) (4.25)
+J—00
21\ (Text/8)" e Lot ( 1 2F0>
= O (—n, - —n;Tot 4.26
<n> (1 n Fext/2)n+1/2 n, 9 n;lo + FCX ( )

ou II(pa,0) est la distribution de probabilité initiale de p, (une gaussienne de moyenne
nulle et de variance 1/4) et ® est la fonction hypergéométrique confluente de Kummer 1 F3.
On remarque que (4.26) est en fait une moyenne gaussienne sur p, d'une loi de Poisson
de paramétre A\ = (Fexp? + Tg)t. On en déduit la moyenne et la variance du nombre de
photodétections pendant la durée t :

(Cext)?
—

(n) = <Fg + 1Fex> t, Varn=(n)+

i (4.27)

Toujours en utilisant I’équation (4.26), nous accédons a la distribution de probabilité de p,
sachant que n photons ont été détectés dans I'intervalle de temps [0, ¢] :

1t

i (paln) = mﬁ

(Fexp?, +To) " e Trhte To (g, 0) (4.28)
Comme on pouvait s’y attendre, c’est une fonction paire de p,, la photodétection donnant
acces seulement a l'intensité du champ sortant polarisé selon Oy et ne pouvant distinguer
entre des valeurs opposées +p, de la quadrature P, du spin nucléaire hybridé selon Oz.
Il en résulte donc une compression des fluctuations de P? plut6t que de P,, ce que nous
caractérisons par la moyenne et la variance conditionnelles de P2 sachant que n photons ont
été détectés pendant t, déduites de (4.28) :

<P2> _ (n+ 1) Hn+1(t) . Lo
alm Cext  IL,(t) | .

(4.29)

6. Pour cette raison, garder I'information sur les instants des sauts ne permet pas, par post-sélection,
d’augmenter lefficacité de la compression de spin. En effet, 'opérateur densité pq(t)|¢,,...,t, sachant que
n sauts se sont produits aux instants ti,...,t, conduit a la méme distribution de probabilité de P, que
Popérateur densité pa(t)|n sachant seulement qu’il y a eu n sauts pendant [0, ¢].
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+1)? [ (n+ 2)aa(t) I3, (1)

Var (P2) = (P, — (P22 — _ okl 4.30
arn( a) < a>n < a>n (Fext)Z (TL + 1)Hn(t) H%(t) ( )
Enfin, au moyen de I’équation (4.28), nous trouvons que pour I'ext — 400, la distribution
de probabilité de p2 conditionnée au nombre n de photodétections est piquée autour d’une

valeur p3 avec une variance conditionnelle tendant vers zéro” :
I Lon= (n) dott  (P?) ~ PRl | Var,(P?)  ~ 0 (4.31)
0 4 | afftp o tsqoo O] " pdtoo (Text)? '

En remplagant dans cette expression n par sa valeur moyenne et en tenant compte de la
valeur 1/8 de la variance de P? dans I’état initial, nous aboutissons au taux de compression
du spin nucléaire par comptage de photons :

2
Fex

[gg= ——
M 8T + Tex)

(4.32)

De méme, la distribution de probabilité conditionnelle de p,, présente deux pics a +py comme
on peut le voir sur la fonction de Wigner de la figure 4.2b, obtenue par simulation numérique
de P’évolution conditionnelle du systéme aux temps longs dans le modele & un mode (4.18).
Ceci montre bien que, lors d’une réalisation donnée de ’expérience, la photodétection en
continu des photons polarisés selon Oy sortant de la cavité rend de plus en plus certaine
la valeur de P2, et donc dans une large mesure de I2, le carré de la composante selon Oz
du spin nucléaire collectif, comme on le voit en reliant dans la limite 2 — 0 les moments
conditionnels de P2, c’est-a-dire de I2, & ceux de P? :

Ym 2 7f/4
) 2 Y—— ©2 SU  V 4.33
(Po)n 7er%n< a)n e+ (4.33)
2 2
Y 2 Y£Ym 2 V't /8
Var, (P?) = —™ _Var,(P?) + ——" (P, + —H— 4.34
n(Fa) (¢ + Ym)? n(Fa) ('Yf+7m)2< aln (¥t + Ym)? ( )

Puisque la compression porte sur P2 plutdt que sur P,, la distribution angulaire condition-
nelle du spin nucléaire collectif est bimodale (elle présente comme celle de P, deux pics bien
séparés pourvu que ve/vm < (2po)?); ces structures plus étroites que la limite quantique
standard permettent quand méme un pointage angulaire plus précis qu’avec un état non
comprimé. Nous redéfinissons donc le gain métrologique (3.26) en remplacant au troisieéme
membre de cette équation la variance conditionnelle de P, par le carré de la mi-largeur
0P, des pics centrés en +F, o de la distribution de probabilité conditionnelle de F,, puis
en assimilant le centre Pf,o et la largeur §(P?) de la distribution de P? & la moyenne et &
I’écart-type conditionnels de P2 :

9 4(6P,)%  (2P.00P,)? B [(P?)]? B Var,, (P?)

= = = (4.35)
n 77P3,0 77P3,0 (P2

7. D’aprés Iéquation (4.27), le second membre de la premiére équation (4.31) est asymptotiquement de
I'ordre de 'unité pour une séquence de photodétection typique. Cette équation n’a en fait de sens que pour
ps positif donc n > Tot; alors, les équivalents (4.31) s’appliquent lorsque 1’écart entre les deux pics dans
II: (pa|n) est beaucoup plus grand que leur largeur, ce qui impose 2p3 > n'/2 /Tt = (T'g +chp3)1/2/1"cxt1/2.
Pour les obtenir, on pose n = ¢ avec v > I'g, puis on écrit (4.28) sous la forme exp[—tS(pa)/II(pa, 0) et on
quadratise S(ps) autour de ses minima.

£
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FIGURE 4.1 — Compression de P2 par comptage de photons aux temps courts, Lext = 15,
ol I'ex est le taux (4.13) de création d’excitations dans le mode bosonique nucléaire hybridé
a. (a) Moyenne et écart-type conditionnels de la quadrature du spin nucléaire au carré
Pa2 sachant que n photodétections ont eu lieu dans I'intervalle de temps [0,t], en fonction
de ce nombre n. L’écart-type est représenté sous la forme d’un intervalle de confiance. La
moyenne inconditionnelle (P?) = 1/4 est indépendante du temps, voir I’équation (3.35).
Points noirs et barres d’erreur : simulation numérique du modele & trois modes avec 3000
réalisations; ligne verte et zone colorée : prédictions analytiques tirées des équations (4.26),
(4.29), (4.30) et (4.33), (4.34) du modele a un mode. En pratique, les points noirs sont
obtenus apreés moyenne sur des classes de valeurs de n centrées sur ces points (dans une
classe donnée, les trajectoires ont des nombres de photodétections proches mais des histoires
indépendantes pour les sauts d’échange de métastabilité auxquelles I’expérimentateur n’a
pas acces). Parameétres du modele a trois modes : Q/k = 1/3, ym/k = 1/10, v¢/k = 1/1000
(si bien que I'ex/k = 1/909), ng®* = 64, np"™> = n®* = 8. Ceci correspond & I'g/I'ex =
12500/601 ~ 20,8 et I'q/Tex = 601/101202 ~ 1/168 ou I'sq est le taux de compression
(4.32). (b) Pour la classe centrée sur n = (n(t)), histogramme des valeurs conditionnelles de
P2, Barres bleues : simulation numérique du modele & trois modes ; barres orange : prédictions
analytiques tirées de 1’équation (4.28) du modele & un mode.

Remarquons que cette expression ne se déduit pas de la méthode des moments exposée
dans la section IL.B.6 de la référence [12] en prenant P? comme estimateur, car I'effet de
la transformation unitaire exp(2i0X,) (en pratique, une précession du spin nucléaire autour
d'un champ magnétique selon Oy) n’est pas de déplacer le pic dans la distribution de P2
mais de le cliver en deux pics centrés en (P, =& ).

4.3.2 Résultats numériques a trois modes

Effectuons pour terminer une vérification numérique de ces prédictions analytiques dans
le modele a trois modes. Sur la figure 4.1a, nous représentons la moyenne conditionnelle du
carré P? de la quadrature de spin nucléaire sachant que n photodétections se sont produites
dans l'intervalle de temps [0, ], avec I'ext = 15 (points noirs), en fonction de ce nombre n.
L’ensemble des réalisations est divisé en 5 classes correspondant a un nombre de photodétec-
tions tombant dans un intervalle donné, et les points noirs sont obtenus en moyennant sur
les réalisations dans une méme classe. Les résultats numériques sont proches des prédictions
analytiques tirées de (4.33) et (4.34) et représentées en vert, sauf dans les classes extrémes
qui comportent un nombre trop faible de réalisations. En revanche, les prédictions analy-
tiques asymptotiques (4.31), non représentées, seraient en désaccord avec les simulations des
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FIGURE 4.2 — Compression de P2 par comptage de photons aux temps longs dans le modeéle
a un mode (4.18). (a) Moyenne et écart-type conditionnels de P2 sachant que le nombre de
photodétections n tombe dans une classe de valeurs donnée, de maniere similaire a la figure
4.1a mais pour I'ext = 1000 et 2000 réalisations (ce temps long rendrait difficile une simulation
dans le modele a trois modes). (b) Distribution de Wigner du mode bosonique nucléaire
hybridé dans l’espace des quadratures (X, Py) a I'ext = 1000, obtenue par moyennage des
dyades [1(t)) (1 (t)| dont le nombre de photodétections tombe dans la troisieme classe de (a)
(302 trajectoires sur 5000 réalisations). Elle présente deux lignes de créte mais pas de franges
d’interférence.

deux modeles car le temps ¢t = 15/I¢x n’est pas assez long, il est trés inférieur au temps
de compression 1/T'yq. Sur la figure 4.1b, nous représentons la distribution de probabilité
conditionnelle de Pa2 correspondant a la classe centrale de la figure 4.1a; il y a 1a aussi bon
accord entre analytique & un mode et numérique a trois modes.

Sur la figure 4.2, nous explorons justement les temps longs dans le modele a un mode,
avec I'ext = 1000 c’est-a-dire 'yt ~ 5, 94. La figure 4.2a, qui est I'’équivalent de la figure 4.1a,
montre que (P2),, est alors relié au nombre de photodétections n comme dans la prédiction
analytique (4.31), c’est-a-dire selon la premieére bissectrice dans les unités de la figure, avec
un écart-type conditionnel dans (4.31) & peu prés constant =~ (Tot)"/2/Text o 1/(Dgqt)'/? car
Ty est ici > TI'ex. L’absence de franges montre qu’on a préparé un mélange statistique plutot
qu’une superposition cohérente de deux états comprimés en la quadrature P,. Sur la figure
4.2b, on trouve en effet a partir de I'équation (4.22) que

{polpn(t)] = po)/(polpn(t)Ipo) = [(To — Fexp)/(To + Texkp)]" = exp(—2lextp) << 1 (4.36)

pn(t) étant Popérateur densité conditionnel. La méthode de Laplace donne aux temps longs
la distribution de Wigner conditionnelle

Wi(2a; paln) ~ wlly(pa|n) expl—2a7 /Texts(pa)]/\/mTexts(pa) /2 (4.37)

avec 8(pa) = [1 + (Do + Texpd)/(To + Texp?)]/2. On remarque que s(+py) = 1 et s(py) ~ 1
pour I'g > Tex. Alors que W;(0,0[n) est écrasé exponentiellement en temps (dans la li-
mite Tox < T, il vient W3(0,0n) ~ (Tex/T0)?po exp(2pd) exp(—4pilsqt)), on a aussi
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W(0,0|n) = (2¢),, ot € = %1 est la parité de la fonction d’onde Monte-Carlo ¢)(pq,t). Dans
une simulation numérique, on a donc seulement une décroissance lente (), ~ 1/v/N,, ot NV,
est le nombre de trajectoires ayant subi n sauts pendant t; ceci conduit a des franges non
physiques & valeurs négatives dans la distribution de Wigner pres de 'axe Ox,. Pour mini-
miser cet effet et le rendre imperceptible a une résolution en p,, pas trop haute (dp, = 0,044
sur la figure 4.2b), on arréte la simulation Monte-Carlo a un stade ou il y a exactement
le méme nombre N,,/2 de fonctions d’onde paires et impaires. Pour obtenir une superpo-
sition cohérente d’états comprimés, il faudrait effectuer une post-sélection supplémentaire,
en se limitant aux réalisations Monte-Carlo de fonction d’onde 1(pa,t) de parité fixée e
(ayant subi un nombre pair de sauts simples si € = 1, un nombre impair sinon, 'opéra-

teur de saut Cy changeant la parité). Dans 'opérateur densité conditionnel correspondant,
n

T, &
on a alors (po|pn.e(t)] — po)/(polpne(t)|po) = ¥ (—po, ) (po,t) ™ /1 (po, )Y (po,t) ~ = € sans
que la structure a deux pics de la distribution de P, ne soit affectée aux temps longs car

i (paln, &) /Hi(paln) o< 1+€[(To — Texp?)/(To + Lexp?)]™ — 1 lorsque n — +00 & p, non nul
fixé. La distribution de Wigner Wy (zq, pa|n,e) présente désormais des franges positives et
négatives d’amplitude maximale 2 sur 'axe p, = 0. Cette technique de filtrage vient a bout
aussi des mécanismes de décohérence de la section 5.4 car les fonctions d’onde Monte-Carlo
restent de parité bien définie apres action de 'opérateur de saut correspondant fy(‘}/ 0.8

8. Cette idée de contrdler la décohérence au travers de mesures de parité est bien connue en électrodyna-
mique quantique en cavité [49].
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Chapitre 5

Compression du spin nucléaire par
détection homodyne

Avant-propos

Nous supposons maintenant que les photons sortant de la cavité polarisés selon Oy sont
mesurés en continu par détection homodyne [50], comme sur la figure 1.1c, c’est-a-dire de
la mesure de I'une des quadratures du champ en sortie de cavité. Dans cette situation, nous
sommes en mesure de calculer, analytiquement, I’évolution de la variance de la direction Oz
du spin nucléaire au cours du temps dans le modele a un mode et dans le modele complet a
3 modes, avec I'expression explicite de taux de compression en termes des taux du systeme.
On poussera I'analyse jusqu’a résoudre, avec la méme méthode analytique, le cas d’une dé-
cohérence dans la population métastable!, que ce soit dans le modeéle & un mode ou trois
modes, en obtenant finalement ’expression du taux de compression modifié par cette perte
d’atome. Pour cela, il nous faut d’abord trouver les bonnes équations stochastiques donnant
I’évolution du vecteur d’état du systéeme conditionnée a la détection homodyne, puisque les
opérateurs de saut apparaissant naturellement dans 1’écriture (4.4) ou (4.18) de I’équation
pilote & trois modes ou & un mode sont inadaptés. Afin d’obtenir ces résultats, nous avons
utilisé le fait que, pour I’état initial vide considéré ici, le vecteur d’état conditionnel est donné
exactement a tout temps par un ansatz gaussien [51], quel que soit le nombre de modes du
modele, en présence ou en absence de décohérence. Les résultats montrent que cette configu-
ration permet d’obtenir une équation déterministe donnant la réduction de la variance d’une
composante transverse du spin nucléaire, bien que les résultats soient a priori conditionnés
aux résultats de la mesure homodyne. Plusieurs arguments nous poussent a considérer cette
configuration comme plus adaptée a une véritable réalisation expérimentale dans le cadre
de la construction d’'un état métrologique allant au-dela de la limite quantique standard.
En premier lieu, comme nous ’avons vu au chapitre précédent, le taux de compression du
spin nucléaire par comptage de photon est proportionnel au taux d’excitation dans le mode
nucléaire s, relier au processus de «saut simple » ot un photon sort de la cavité corrélé
a une excitation créée dans le spin nucléaire et inversement proportionnel & celui du taux

1. Seul processus de décohérence ayant un impact significatif sur le systéme, il correspond a la collision
des atomes métastables sur les parois de la cellule, qui les raméne a I’état fondamental en perdant toute
information du nuage électronique.
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de «saut double » I'g qui correspond & un photon sortant de la cavité sans excitation créée.
Comme les photons de ces deux processus sont indiscernables, les photons du saut « double »
polluent la mesure et réduisent la compression du spin accessible. Comme nous le verrons
dans ce chapitre, 'avantage de la détection homodyne est qu’elle supprime la contribution
de ces sauts doubles dans la dynamique du spin nucléaire accélérant d’autant le taux de
compression. Une autre raison a son avantage se trouve dans la distribution des probabilités
conditionnelles de I, obtenue, qui n’est plus bimodale comme celle du chapitre 4, c’est-a-dire
qu’elle converge bien vers une valeur de I, et non de I2. Ceci assure que la nature de 1’état
du spin & la fin de la procédure est bien celle d’un état comprimé de spin standard, tel qu’on
I’entend dans les travaux de métrologie quantique. C’est pourquoi, pour conclure ce chapitre
et cette partie, nous nous basons sur cette configuration par détection homodyne pour pro-
poser une expérience de principe. On donne des valeurs pour les parametres définissant la
configuration, qui sont réalistes dans la littérature aujourd’hui, et on montre qu’en se basant
sur les résultats analytiques de ce chapitre, nous pouvons nous attendre a une compression
de quelques décibels par rapport a la limite quantique standard d’un état compléetement
polarisé, ainsi que d’un gain métrologique &2 < 1.2

5.1 Formulation stochastique adaptée de I’équation pilote

Une équation pilote générale de la forme de Lindblad [44]

O )+ Y GOl — (O Con ) (5.1)
ih — 2

avec H la partie hermitienne de ’hamiltonien et C,;, les opérateurs de saut, peut étre réécrite

de maniére équivalente en ajoutant une constante arbitraire aux opérateurs de saut et/ou

en les mélangeant par combinaison linéaire unitaire quelconque. Afin de tenir compte d’une

détection homodyne sur le champ sortant, on forme, a partir d’'un opérateur de saut C,,

correspondant & une photodétection, les deux opérateurs de saut « homodynes» Dy, + [42]

V2 T2

ot 12 a les dimensions d’une pulsation. La mesure de la différence des taux de saut D_TkDJr —

Dm,+ - Dm (52)

D! D_ donne alors acces a une quadrature de Cy,. Ainsi, pour p réel et Cy, correspondant a
Popérateur saut de cavité C., voir I’équation (4.7), la différence entre les nombres de photons
N4 détectés pendant le court intervalle de temps At dans les deux voies de sortie de la figure
1.1c, qui constitue par définition le signal homodyne,

Niy—N_ c+dl
2u 2

Ny =(D!,D.,)At, N_=(D!_D,_)At, VEAL (5.3)

donne acces a X, ; c’est bien la quadrature du champ conjuguée a P, donc translatée d’une
quantité proportionnelle & P, et au temps sous l'action de ’hamiltonien H (3.25), ce qui

2. Rappelons que la compression du spin nucléaire dans la direction Oz est définie par la relation ﬁ;z

inférieure a 1 si la variance dans cette direction est inférieure a celle de 1’état cohérent complétement polarisé,
on exprimera cette compression en décibels. Le gain métrologique quant & lui, est défini par la relation
&= (2])1/2AIZ/|IZ\ et est inférieur a 1 si I’état du spin nucléaire est plus sensible au champ magnétique que
létat cohérent complétement polarisé. Nous empruntons cette mesure & la référence [25].
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renseigne sur P, au travers des collisions d’échange de métastabilité. Dans le cas de ’équa-
tion pilote & 3 modes (4.4), on est obligé d’appliquer la procédure de dédoublement (5.2)
a priori seulement a l'opérateur de saut de cavité. En pratique, nous l'appliquerons éga-
lement & l'opérateur de saut Cpg, c’est-a-dire que nous dédoublerons par homodynage tous
les opérateurs de saut C,,, afin d’éviter I'inconfort d’une représentation mixte mélant sauts
quantiques discrets et évolution stochastique continue, voir 1’équation (5.4) a venir. Dans
le cas de ’équation pilote & un mode (4.18), il faut de toute fagon « homodyner » les deux
opérateurs de saut Cs et Cy, puisque chacun s’accompagne de la perte d’'un photon en cavité,
comme 'explique la section 4.2.

Dans la limite d’un oscillateur local de grande amplitude p, on peut faire comme si
At était infinitésimal® et représenter I’évolution de la fonction d’onde Monte-Carlo, cette
fois normalisée a l'unité, par une équation stochastique non linéaire continue sans sauts
quantiques [42, 52, 53] en point de vue d’Ito :

A10(0) = — H|o(0)de
1

~ 53 (O = (00O + CIBICn + 60O+ CLIG0)?) o)t

+3 (O = 500ICn + CHIS0) ) 160) 4 (1)

(5.4)
ol, a chaque opérateur de saut C), dans ’écriture initiale de 1’équation pilote, on associe
un processus stochastique en temps continu d¢,,(t), & valeurs réelles, gaussien, de moyenne
nulle, de variance dt, statistiquement indépendant des autres processus et sans mémoire.
Au méme niveau d’approximation, 'opérateur de signal homodyne (5.3) est remplacé par la
somme de sa moyenne et d’un bruit classique représentant ses fluctuations, qui n’est autre
que le d¢,, correspondant [42] :

Ny =N _ E(dle+cllg)
2 2

1
dt + 5dg. (5.5)

En pratique, plus que I'historique d’homodynage, c’est-a-dire la dépendance en temps dé-
taillée du signal de détection homodyne, c’est sa moyenne temporelle sur un intervalle de
temps [0,¢] qui est facilement accessible dans une expérience (et permet une post-sélection
des états c’est-a-dire des réalisations expérimentales) sur un ensemble de poids statistique
non négligeable. Nous introduisons donc le signal intégré ayant la dimension de la racine
d’une pulsation,

N_tf_Ot _ NiOt _ 1

o) =2 “at [VRO )Xot +

1d¢(#)
2 dr

(5.6)

et nous calculerons dans la suite la moyenne et la variance de la quadrature P, du spin
nucléaire conditionnées a o. Rappelons que la moyenne et la variance d’une observable (ici
P,) dans une seule réalisation |¢(t)) de ’équation stochastique, donc de I'expérience, n’ont en

3. Cette approximation est valable pour une résolution en temps, c’est-a-dire un pas temporel At, telle
que 2 € At < k71, oll K est en pratique le taux d’évolution le plus rapide du systéme dans Iexpérience.
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général pas de sens physique, car il n’y a pas de mesure possible de la valeur moyenne d’une
observable dans une seule réalisation, il faut au contraire moyenner sur un grand nombre de
réalisations de ’expérience ayant évolué pendant ¢ a partir du méme cas pur ou opérateur
densité initial. Un contre-exemple correspond au cas ot I’on peut, par des mesures en continu,
remonter a la dépendance en temps de tous les processus stochastiques d¢,, ; c’est le cas du
modele a un mode soumis a une détection homodyne, la dépendance en temps du signal
(5.5) fixant celle de 'unique processus stochastique d¢.. Ceci permettrait alors, en principe,
de sélectionner, parmi un grand nombre de réalisations de ’expérience, celles conduisant a
Pétat |¢(t)) choisi, et d’en déduire les moyennes d’observables dans |¢(t)); en pratique, ce
serait irréaliste, compte tenu du poids statistique infinitésimal des réalisations a garder.

5.2 Solutions analytiques dans le modéle a un mode

Ecrivons explicitement 1’équation stochastique (5.4) pour le modele & un mode (4.18) :

A10(0)) = G PexlPo — Pal016(0)) + VT Ga(0)[Po— Pa0ll6())  (57)

avec P, (t) = (p(t)|Py|6(t)). Le fait marquant est que les sauts associés a 'opérateur Cy
proportionnel a I'identité, qui ajoutaient du bruit dans la détection par comptage de photons
de la section 4.3, ne donnent pas de contribution, 'opérateur Cy disparaissant de ’équation
d’évolution conditionnelle dans le cas homodyne. En effet, les photons émis lors de ces sauts
proviennent de la composante |1)|1) du vecteur d’état (4.8) contenant une excitation S, ce
qui les rend optiquement incohérents avec le champ lumineux injecté en cavité, c’est-a-dire
avec la composante |0)|0) de (4.8), au sens ot |1)[1) contribue & (cf¢c) mais pas & {(c+cf). Il ne
reste donc que le processus stochastique d(s associé a 'opérateur de saut Cs. Ce processus se
confond avec celui d(. apparaissant dans le signal de détection homodyne (5.5), d¢; = d{,
fait admis ici mais qui sera établi en revenant au modele & trois modes dans la section 5.3.

L’équation stochastique (5.7) présente un terme de bruit linéaire et un terme détermi-
niste quadratique en 'opérateur P,, réels dans ’espace de Fourier. Pour I’état initial consi-
déré ici, elle est donc résolue exactement par un ansatz gaussien sur la fonction d’onde en
représentation impulsion, réel et correctement normalisé pour la relation de commutation
[(Xa, Pa] =1/2 : B

(pal6(1)) = [2ru(t)] 4 exp{—u(t)[pa — Pa(®)]?}. (5.8)

En revanche, la gaussianité est perdue dans la compression par photodétection de la section
4.3. En utilisant le calcul d’Ito, 4 on trouve que u suit une équation d’évolution déterministe,
a intégrer avec la condition initiale u(0) =1 :

11 1
Au(t) 414 Text
ou nous avons donné aussi la variance de P, dans 1’état |¢). En revanche, ’équation sur la
valeur moyenne de P, dans |¢) est purement stochastique, avec un coefficient de diffusion
D(t) dépendant du temps et la condition initiale P,(0) =0 :

_ FGX _ FGX (5 10)
©8u(t)2 8(1 4+ Text)?’ '

du(t) =Texdt donc wu(t) =1+Text et VargPu(t) =

(5.9)

dP,(t) = [2D(8)]Y/2d¢s(t)  avee  D(t)

4. On ne garde que les termes linéaires en dt ou en le bruit, et on remplace systématiquement les termes
quadratiques d¢? par leur moyenne dt.
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FIGURE 5.1 — Dans le cas de la compression par détection homodyne en continu, marche
au hasard (5.10) effectuée dans le modeéle & un mode par la valeur moyenne quantique de
la quadrature P, du spin nucléaire dans une réalisation donnée de I’expérience. (a) Valeur
moyenne en fonction du temps vrai ¢ adimensionné par le taux (4.13) de création d’excitations
pour trois réalisations de ’expérience; il s’agit d’un mouvement brownien étiré convergeant
aux temps longs vers une valeur fixe mais imprédictible. (b) Idem en fonction du temps
renormalisé compact 0 (5.11); il s’agit cette fois d’'un mouvement brownien ordinaire mais
limité & 6 < 1/8.

Comme D(t) est d’intégrale finie, P,(t) se stabilise asymptotiquement (aux temps longs) &
une valeur fixe sur une seule réalisation, comme on le voit sur la figure 5.1, avec une variance
dans I’état quantique Varg P, tendant vers 0. Ce phénomeéne de « convergence stochastique »
vers un état propre de l'observable mesurée (en 'occurrence P,) est attendu dans la des-
cription d’une mesure quantique par une équation de diffusion du vecteur d’état [52, 53,
54]. Pour le montrer ici, on introduit un temps 6 renormalisé vis-a-vis duquel P, effectue un
mouvement brownien ordinaire avec un coefficient de diffusion unité, et on remarque que ce
temps est borné :
Text 1
6 — / WDW) = Gy i P = § (5.11)

A Dinstant renormalisé 0.5, P, suit une loi gaussienne de moyenne nulle et de variance
1/4 : P, a donc la méme distribution de probabilité asymptotique (t — +o00) que celle de
I'observable P, dans I’état quantique initial du spin nucléaire.

Venons-en maintenant a la moyenne et a la variance de P, conditionnées a la valeur
S du signal d’homodynage intégré en temps o (5.6). De facon remarquable, nous trouvons
que la moyenne conditionnelle est toujours proportionnelle au signal, avec un coefficient de
proportionnalité dépendant du temps, et que la variance conditionnelle dépend du temps
mais pas du signal :

S
(Pa)o—s = m(t) ;. Vary—s(Pa) = V(t)
\ pe ) (5.12)

Ces expressions désignent ['ex comme le taux de compression du spin nucléaire par homody-
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nage dans le modéle & un mode donc & faible couplage de Faraday :

0?2 £
qu ~ Tex = — ik .
Q-0 K Ym +

(5.13)

Sur la figure 5.2a, nous représentons m(t) et V(¢) en fonction du temps réduit I'ext. De méme
que la variance quantique sur une réalisation VaryP,, avec laquelle elle coincide en fait, la
variance conditionnelle tend asymptotiquement vers zéro comme l'inverse du temps. Dans la
moyenne conditionnelle, le coefficient m(t) tend vers 1 aux temps longs. Pour le comprendre,
relions le signal intégré (5.6) a P, en utilisant les expressions adiabatiques (4.11) dans le
vecteur d’état tronqué (4.8) :

o) =1 [t [VIbutt) + 52500 (5.14)

2 dt

Comme P,(t) se stabilise asymptotiquement sur une seule réalisation, et que la moyenne
temporelle du bruit d¢, tend vers zéro comme 1/t'/2 presque stirement, o(40c) donne direc-
tement la valeur de P,(+00) & un facteur constant /T'ey prés.

Pour établir les résultats (5.12), relions d’abord la variance conditionnelle de I'opérateur
P, & celle de sa moyenne quantique sur une réalisation P, comme suit :

(G| P2|0) Yo=s — ({B|Pal®) Vas . (5.15)
(0|P2|6) — (8| Pal$)? Yous + (PDoes — (Pa)i_s
VaryPy)o=s + VarUZS(Pa)

1
1+ Doyt

Vary—s(P,) =

o~~~

+ Vary—s(P,) (5.16)

=

ot nous avons utilisé 'expression (5.9) de la variance quantique de P, dans I'état |¢). Il reste
donc a déterminer la distribution de probabilité conditionnelle de P, sachant que o = S,
P(Py = pa,0 =S8)

P(Py=palo=38) = Plo=S) : (5.17)

Or, la variable aléatoire P,(t), résultant d'un mouvement brownien (5.10), a une distribution
de probabilité gaussienne; il en va de méme pour l'intégrale temporelle de P, et du bruit
d¢s, donc du signal o (5.14) qui en est la somme. Comme les variables P, et o sont de
moyennes nulles, leur distribution de probabilité conjointe est caractérisée par leur matrice
de covariance, ou plus directement par sa matrice inverse, si bien que

1 exp 1 pa< >=toch+8 < >bt0ch 2paS<UP04>btoch
271'\/ thCh thCh <0P‘l>stoch <P2>>toch <02>btoch <0Pa>stoch

1

P(Pa = pa‘o' = S) “
Vo@D (fw)

(5.18)
— 2
> a — ) oP, h 0'2 h
P(Py = palo = 8) = 1 exp _1 (_ ( >itoc2/< )stoc )
2 <Pa2>stoch - <0Pa>stoch/<a2>stoch

\/27r {(P )stoch — <Upa>§toch/<02>5t06h}
(5.19)
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o (.. .)stoch & 'instant ¢ est la moyenne prise sur toutes les réalisations du processus sto-
chastique d(,(¢’) sur l'intervalle de temps [0,¢]. On en déduit que, dans les équations (5.12),

o - e

V() =1+@%mmyfgf;$fh (5.21)

Afin de déterminer leurs variances et covariance, on écrit o(t) et P,(t) comme des fonction-
nelles linéaires du processus stochastique d(s et on utilise le fait que les forces de Langevin
d¢s(t)/dt et d(s(t')/dt" ont une fonction de corrélation de Dirac (¢t —t’). Donnons ’exemple
de la premiére contribution & o(t) :

t _ t " /
/ dt”Pa (t”) — / dt" dv [2D(t/)]1/2 dgs (t )
0 0 dt’

" d¢s(t')
_/ at | "2 dst) -

= [(ave - vyepy 5.22)

ot I'on a changé I’ordre d’intégration sur ¢’ et t” puis intégré explicitement sur ¢”. On aboutit
aux expressions cherchées (5.12), dont la simplicité découle du fait que, sur une réalisation
de 'expérience, on a toujours

1+ Text =
Mﬂzla%%r&w- (5.23)

De maniére remarquable, la connaissance du seul signal intégré o(¢) dans une réalisation de
I’expérience de durée t suffit a préparer le spin nucléaire dans un cas pur gaussien bien défini
(5.8), avec un paramétre u donné par I’équation (5.9) et une quadrature moyenne P, reliée
au signal par ’équation (5.23).

Pour terminer, revenons a la quadrature P, du spin nucléaire non hybridé, qui est celle
véritablement utilisable dans ’expérience une fois la décharge éteinte dans la cellule, comme
le montre ’expression (3.26) du gain métrologique dans une mesure de précession. En quittant
la base tournée par inversion de la transformation (4.3) et en limitant 1’équation (4.8) & son
premier terme (a lordre dominant en §2), il vient

~ 1/2
Pio=s = (——— P.)o- 5.24
(Pms = (22" (Padoms (5:24)
o vt Ym
Varg—s(Pa) = - Var,—s(P,) - (5.25)

4('}’f + 'Ym) Y + Ym

La variance conditionnelle de P, aux temps longs tend vers une valeur non nulle, bien que
faible en pratique : c’est la limite intrinseque de ce schéma de compression de spin nucléaire,
qui utilise I’état métastable de 3He comme intermédiaire.
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FIGURE 5.2 — Compression du spin nucléaire par mesure homodyne en continu. (a) Dans le
modele & un mode, moyenne (en noir) et variance (multipliée par 4, en rouge) de la quadrature
P, du spin nucléaire hybridé conditionnées au signal d’homodynage intégré o, en fonction
du temps d’intégration ¢. Traits pleins : expressions analytiques (5.12). Tiretés : expressions
(5.60) en présence de décohérence par désexcitation des métastables sur les parois de la cellule
(tireté long : € = 1/100, tireté court : € = 1/10, avec € = 74 /T'ex €t 74 le taux de décohérence
ramené (5.56)). (b) Dans le modele & trois modes, pour I'ext = 5, moyenne et écart-type de
la quadrature P, du spin nucléaire conditionnés a ’appartenance du signal ¢ a une classe
C, l'intervalle de valeurs de o ayant été partagé en 10 classes de méme largeur (les valeurs S

/

de o sont en unités de Féx2 sur 'axe des abscisses). L’écart-type est représenté sous la forme
d’un intervalle de confiance. En noir : simulation numérique de I’équation stochastique (5.4)
avec 1079 réalisations. Tireté vert et zone colorée : résultats exacts tirés des relations (5.38)
et (5.39), et de l'expression analytique de la distribution de probabilité conditionnelle de P,
en termes des variances et covariance (5.46)-(5.48) sur le modele de I’équation (5.19). L’écart
entre numérique et analytique dans les classes extrémes est imputable au faible nombre de
réalisations tombant dans ces classes. Valeurs des parametres : /k = 1/10, v /k = 1/10,
~v¢/k = 1/100, Tex/k = 1/1000. (c) Dans la limite T'ex — 0 & T'ex/27¢ fixé du modele a
trois modes, moyenne et variance conditionnelles de P, (5.50) en fonction du temps réduit
~et, pour différentes valeurs du rapport » = 2I¢ /¢ (courbes croissantes : moyenne, courbes
décroissantes : variance).

5.3 Solutions analytiques dans le modele a trois modes

L’étude de la compression de spin dans le cadre du modeéle a un mode est limitée au
régime (4.2) ou le taux de compression I'q ~ I'cx correspond & I’échelle de temps la plus
longue du systéme. Il est cependant crucial pour les applications de voir jusqu’ou on peut
accélérer le processus de compression en augmentant I'ex donc, par exemple, le couplage de
Faraday Q des atomes métastables au champ en cavité. A cette fin, nous obtenons la solution
analytique du modele a trois modes en utilisant le caractére gaussien du vecteur d’état qui
résulte, comme pour le modele & un mode, de 1’état initial considéré (le vide), de la linéarité
des opérateurs de saut C,, et de la quadraticité de I’hamiltonien H en les quadratures des
modes. L’équation stochastique (5.4) admet donc comme solution exacte I'ansatz gaussien
généralisant celui de ’équation (5.8),

(s P 2el(1)) = Bla 1) = (8 detu(t)]V* exp { ~[a — a(t)] - u(t)[a —a(t)]} =~
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ou u est une matrice 3 x 3 symétrique réelle, q est un vecteur a trois composantes réelles, les
coordonnées ¢, = po €t gg = pg sont dans 'espace de Fourier (base propre de la quadrature
P) et la coordonnée q. = z. est dans 'espace des « positions » (base propre de la quadrature
X). La seule astuce ici était de choisir comme opérateur de saut d’échange de métastabilité
Cp = \/751B; ce choix de phase, qui ne change bien entendu pas I’équation pilote (4.4), reste
légitime pour I’évolution conditionnée a la détection homodyne du champ car les sauts de
métastabilité ne sont pas mesurés. Dans la représentation mixte de la fonction d’onde (5.26),
I’hamiltonien H est alors imaginaire pur et les opérateurs de saut sont réels, d’ou 'ansatz
réel (5.26).°

Pour obtenir les équations du mouvement sur u et q, nous calculons de deux manieres
différentes la variation relative d¢(q, t)/¢(q,t) de la fonction d’onde, d’une part en la reliant
a la variation dS de la quantité S dans (5.26), séparée en une partie déterministe d.S; et une
partie de bruit dS,, d’autre part en reportant 'ansatz (5.26) dans ’équation stochastique
(5.4). En identifiant les parties déterministes et les parties bruitées des deux formes qui en
résultent, nous obtenons

1 ) 1 _
—d, =y/° (2%5 - g5+ Q5> d¢s — k'/? <2an5 — g+ qc) dc. (5.27)
dt
—dS;+ = (dSb) = (Qaga + ngg); (5.28)
’ygdt 1 17,9 B S
B { ag — 54—1 8 S (8 S) +qp (anS—Q(_w) + 4z

rdt 1 1 .
S 5 g [0S - 009 + @05 200 + 2.

Il reste a reporter dans (5.28) I'expression de d.S, tirée de (5.27), en appliquant la regle d’Ito
de remplacement des carrés des bruits par leur moyenne, puis a identifier les termes de degré
2 en q — q pour obtenir I’équation linéaire purement déterministe sur u :6

dga = —Qadt Uac duaﬂ = —%(’Yﬁuaﬁ + quac + Qaulgc)
dugg = —Qpdt uge + vpdt(1 —ugg) duac = %(FauwC + Qqtiee) (5.29)
duee = RdE(1 — uec) duge = _%[(75 + ’%)uﬁc + Qﬁucc]

et les termes de degré 1 en q — q pour obtenir I’équation linéaire stochastique sur q :

([0 0 0 ) 0
da=5 |0 —y 0 [drq+ gt —c®]| 75 de0) |- (5.30)
Qo Qp —k —ﬁl/QdC (1)

Faut-il le préciser, q est le vecteur des moyennes quantiques des variables ¢ dans le vecteur
d’état (5.26) 7 ; par ailleurs, on a introduit la notation ¢ pour la matrice inverse de u, qui

5. Par exemple, i3 = i(Xp +1Pp) est représenté en impulsion par I'opérateur réel —0y, /2 — pg, et 813 par
o, /445 —1/2.
6. On remarque que les termes quadratiques en u au second membre de (5.28) se compensent avec ceux
de (d$)?/2 au premier membre. a
7. On peut donc retrouver 1'équation (5.30) & partir de ’équation stochastique déduite de (5.4) sur la
moyenne d’une observable O, d(O) = (dt/ih)([O, H]) + (dt/2) Y, (CH,[0,Cm] +h.c) + > [(OCm +h.c.) —
(Cr +CF){0)]dCim, o1 {...) est prise dans ’état |p(t)), en la spécialisant aux cas O = Pa, O = Ps et O = X..
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n’est autre que la matrice de covariance quantique des ¢ a un facteur numérique pres. On a
donc :

(pMlaile(®) = a@(t) et (D(t)aigslo(t)) = @&()a;(t) + geij(¢) (5.31)
Vi, j € {a, B,c} avec c(t) = [u(t)] !

Le systeme différentiel (5.29) s’integre aisément pour la condition initiale u(0) = 1 :

02t 202
—14 et a4 —Ht/2 .
Uaa(t) =1+ =2 — = (1—e7/2) (5.32)
Qs (1 1 Q.0
N 1) = [e - - 1— —vpt/2 adip —Kt/2 _ —pt/2
tasl) 8 <w+f€+f<)( ) )*,{(,ﬁ_%)(e )
_ 2l (emOmtmn/2 _ =) (5.33)
k(78 + k)
Q
— _ a 1 _ 7Iit/2 . 4
Uae(t) = — == (1—e7/2) (5.34)
02 202
_ B —vpt B —vgt —(vp+r)t/2
t) =1 1—e ) — 8t _ o= (18 5.35
ugp(t) =1+ o (1—e") g (e e ) (5.35)
Q5
t) = — 1— _(Wﬁ+”)t/2 .
uge(t) = = — (1 ) (5.36)
Uee(t) =1. (5.37)

Il en serait allé autrement si nous avions pris comme inconnue la matrice de covariance
c(t), qui obéit a un systeme différentiel non linéaire de Riccati [55]. Comme q décrit un
mouvement brownien (partiellement amorti, car la matrice de frottement dans (5.30) est
de valeurs propres 0, v3/2 et £/2), et comme le signal homodyne moyenné sur I'intervalle
de temps [0,¢] o s’en déduit par intégration, ces variables aléatoires ont une statistique
gaussienne et nous pouvons reproduire le raisonnement de la section 5.2. Nous trouvons
pour la moyenne et la variance conditionnelles de la quadrature P, du spin nucléaire sachant
que 0 = S, cette variance déterminant le gain métrologique (3.26) :

<‘7(t)]5a (t))stoch

Fa)o=s = = 2 o

S (5.38)

Q 2
Var,—s(Pa) = 1 | 58 caal(t) + $oeaa(t) — 22238 ¢,5(t) (5.39)

_ o(t ]5@ t 2 .
HP2(1))stocn — e Ditoan,

L’expression entre crochets dans I’équation (5.39) est I’élément de matrice de ¢(t) dans le
vecteur (Q5/Q, —Q,/€Q,0) des coordonnées de la direction a dans la base tournée, donc, &
un facteur 4 pres, la variance quantique de P, dans I’état stochastique ¢(t), dépendant du
temps mais, rappelons-le, indépendante de la réalisation particuliere de ¢(t). De la chaine
d’égalités

{ (6(1)|P216(1)) )stoch (5.40)
({oOIPZ16(1)) = (@(8) [ Pal&(£)* + (6(t)| Pal$(1))* )stoch
= <Var¢(t) Pa)stoch + <Paz (t)>stoch

(P)(1)
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ainsi que la propriété (3.35) sur la moyenne non conditionnelle (P?)(t) = 1/4, on en découle
I’expression simplifiée

1 (o) Pa(t)iioen
Vary—s(P,) = ~ — stoch (5.41)
7 ¢ 4 <02(t)>stoch
Il reste, pour déterminer les variances et covariance des variables aléatoires P,(t) et o(t),
a calculer leurs amplitudes sur les processus stochastiques d(z(t') et d(.(t'), en intégrant
formellement I’équation (5.30) par la méthode de variation de la constante pour P, et X,
et en procédant comme dans 'équation (5.22) pour o :

pa(t,t') = - %’Yép {%ﬁcaﬁ(t') + %[1 - Cﬁﬁ(t/)]e%(tt/)/2} (5.42)

et 1) :%,&/2 {%ﬂcac(t') _ %cﬁc(t')e—w—”/?} (5.43)
K 1/2 o , ,

s(t,) = o)l = = fult = 152 — sttt — ) (5.44)
1= epp(t)][frs(t = 1) = filt — t')](_z’g}

K "}/IB
! 1 R ! ! ! Qa ! !
Uc(tat ) :275 - ?t {Cac(t )[t -t - fﬁ(t -1 )]? + [1 - Ccc(t )]fn(t —1 ) (5'45)

/ ' ny S
—cpe(t )[f’Yﬂ(t_t)_ fu(t =t )]K_ﬁ,w}

ou fa(7) =[1 — exp(—=A7/2)]/(A/2). On obtient :

(o () Py (t))stoch :/Ot dt' [pp(t,t)oa(t,t") + pe(t, t)oc(t, t)] (5.46)
(02())stoch = /0 t dt' [o5(t, t') + o2 (t,t')] (5.47)
(B2 soer = [ A 3(08) + 5200, 1). (5.48)

On déduit de ces résultats les limites aux temps longs ®

1/2
Ym S T ¥
<Pa>0:S t_>_+>oo (’}/f + 7m> (1342 ) Vara:S(Pa) t_;)oo 49 + Y (5.49)

8. Donnons quelques résultats et considérations intermédiaires. (i) Alors que cgg(t’), cse(t’) et cec(t') ont
une limite finie lorsque t' — 400 [on aura besoin de cgg(+00) = (1 + p) ™', cse(+00) = Qs/((vs + &) (1 + p))
avec p = Q3k/(v8(18 + £)*)]s caa(t'), cap(t’) et cac(t’) tendent vers zéro comme 1/t'. (i) Dans une intégrale
sur ¢’ contenant le facteur exponentiel exp[—vz(t — t')/2] ou son carré, on peut remplacer la fonction qui le
multiplie par sa limite en ¢’ = +o00. (iii) Pour toute fonction uniformément bornée w(t,t'), on peut montrer
pour v € {f,c} que fot dV'[(t — t)ean (t') + w(t, t)]?/t? — f0+°° dt'c2, (). (iv) On obtient alors les limites
asymptotiques (PZ(t))stoch — (25/22)%Z + (Qa/22)%p/ (1 + p), (6%(t))stoch — (Q2/4K)T, (() Pa(t))stocn —
(Qp/4QrY)T o0 T = f0+°o dt'[vscl 5 (t') + ki (t')]. Nous déduisons ainsi (5.49) de (5.38) et de la premiere
égalité dans (5.39), sans avoir besoin de connaitre la valeur de Z. On tire de la seconde égalité dans (5.39) le
résultat Z = 1, que 'on peut déduire aussi de 1’équation du mouvement dcaa/dt = —’ygcig — kc2, intégrée
entre t = 0 et t = 4-00.
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avec lesquelles les prédictions (5.24) et (5.25) du modele & un mode, pourtant obtenues dans
la limite de couplage faible (4.2), sont en accord parfait.

En application de notre solution analytique du modeéle a trois modes, faisons tendre le
taux ['ex vers zéro a temps réduit 7 = ekt fixé en maintenant (contrairement au modele a un
mode) le rapport I'ex /7t & une valeur constante non infinitésimale. La motivation physique
est claire : dans les expériences projetées,? ¢ et T'ex sont du méme ordre de grandeur mais
sont vraiment beaucoup plus petits que 7y, et & (par des facteurs ~ 107% et 107?). Nous

trouvons dans cette limite : 10

Tt S 11

~————— et Varg_s(FP,) ~-———— 5.50

<Pa>U:S

ou 'on a introduit le taux de compression du spin nucléaire dans le modele a trois modes et

1 2\ !
Ty, = — . 5.51
o <Fex + 7f> ( )

On retrouve 'adimensionnement naturel du signal par Fé)/f déja constaté dans le modele a

un mode et les mémes formes fonctionnelles en temps, mais on perd toute relation de propor-
tionnalité de type (5.23) entre signal intégré et moyenne de quadrature sur une réalisation,
la variance conditionnelle de P, étant désormais % 0.!'" Nous représentons sur la figure 5.2c
la dépendance en le temps adimensionné ¢t de la moyenne et de la variance conditionnelles
(5.50) pour différentes valeurs du rapport r = 2I¢c /7. On remarque que le processus de
compression est d’autant plus rapide que r est plus grand, et qu’il sature a un comportement
limite. C’était prévisible, car I'y; est une fonction croissante de r de limite finie; & temps

fixé, la moyenne conditionnelle (en unités de S/ Fé!f) est donc une fonction croissante et la
variance conditionnelle une fonction décroissante de r, comme on le voit sur la figure 5.2c.
Plus précisément, dans la limite de couplage faible 2 — 0, ou r — 0, le taux de compression
est équivalent au taux de création d’excitations I'cx, en accord avec le modele a un mode, et
dans la limite » — 400, il sature a la valeur 7¢/2. On ne peut donc comprimer plus rapide-
ment qu’au taux ¢, ce qui n’est pas surprenant : on ne peut espérer réduire les fluctuations
du spin nucléaire avant que chaque atome dans 1’état fondamental n’ait subi en moyenne au
moins une collision d’échange de métastabilité, le taux effectif ¢ étant en pratique du méme
ordre de grandeur que le taux individuel 1/7" dans I’équation (3.21) sauf en cas d’extréme
polarisation (voir figure 3.1a).

5.4 Effets de la décohérence

Pour étre complets, nous tenons compte, dans le schéma de compression homodyne, de
la durée de vie finie (270)~! des atomes métastables, qui se désexcitent lorsqu’ils atteignent

9. On consultera a ce titre la section 5.5 de ce chapitre présentant de telles propositions.

10. En pratique, il suffit de faire tendre ), vers zéro a 7 = I'ext > 0, Qg, 3 et & fixés. En particulier, ceci
fait disparaitre tous les transitoires exponentiels dans les équations (5.32)-(5.37). Pour simplifier les calculs,
il est utile d’introduire la quantité p = Q%k/[2vm (k + 27m)?] si bien que p = (Tex/27¢) (1 + 27m /%) "2 dans la
limite v¢ — 0.

11. On a en effet Vary—s(Ps) ~ Dext/[4(1 4+ Dext)] — Tsqt/[4(1 + Dsqt)].
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les parois de la cellule aprés un mouvement diffusif dans le gaz. A cette fin, nous ajoutons
un opérateur de saut /2ypb a ’équation pilote & trois modes (3.33). Comme la partie autre
qu’hamiltonienne hermitienne reste quadratique en les quadratures des modes, elle peut étre
mise sous forme réduite par une rotation appropriée des modes atomiques, comme nous
I’avons déja fait dans la section 4.2 : il faut décomposer le vecteur (a,b) dans la base propre
orthonormale de la matrice des taux

_ 2 =23/ Ym
£ B <_2\/ V£ Ym 2(70 + 7m)> (5.52)

avec des coeflicients & valeur opérateur « et 5. La direction [ reste celle de la valeur propre
maximale 5 de [, et « celle de la valeur propre minimale 7,, désormais non nulle

Va8 = Ym + 7 + 7 F [(Ym + 75 + 70)? — 4370] 2. (5.53)

En termes des pulsations de Faraday €1, et {23, les vecteurs propres normalisés correspondants
s’écrivent (23/9Q,Q,/Q) et (—Q/Q,Q3/Q), si bien que a = (Qga + Q) /L et = (Qb —
Qna)/Q avec

O = — 201 = %0/2) = e (5.54)
[Ymye + (e — ¥a/2)2)1/2 Ym ¥t + (v — Vo /2)?]1/?

Qs =
[
dans un choix de signe assurant que o — a et § — b lorsque 7y — 0 et reproduisant (4.5)
lorsque 9 — 0. Ceci conduit a ’équation pilote

L 0P+ 2P5)Pesgl + 1 (pcl = S{clep})

+ 7 (apal = S{ata,p} ) + 5 (051 - 5(816.0) ). 559

Puisque 'opérateur de saut C,, o « décrit des processus non mesurés, nous pouvons, comime
nous 'avons fait pour Cg, le prendre de la forme ,/7,ic et réutiliser 'ansatz gaussien réel
(5.26).

5.4.1 Dans le modéle a4 un mode

Nous nous restreignons ici a la limite physiquement utile vy < v, (on a toujours ¢ < Vi ).
A Tordre le plus bas en 7y, les coefficients €2,, {23 et y3 restent inchangés, et I'on a

~ 290y (5.56)
Ym + Vf

«

ce qui n’est autre que le taux de décohérence ramené dans le spin nucléaire hybridé. De plus,
nous nous plagons dans la limite & un mode (4.2), avec 7, = O(T'ex), ce qui permet d’évaluer
I'effet de la décohérence en utilisant le modele & un mode, dont ’'obtention reste la méme
que dans la section 4.2. L’équation stochastique (5.7) est complétée comme suit

A0 =~ T2 (P~ PaPo(0) + V(1) (Pa — B)l6(0) (557)
_ Yadt

(a'a+2iPaa + P2)[9(t)) + Yadla(t) (o + Pa)l(1)).
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. 1/2, , Lo . .
Le choix de %/ ic comme opérateur de saut de la décohérence ramenée permet de résoudre
I’équation par le méme ansatz gaussien réel (5.8). Nous trouvons cette fois 2

Qi = [Coetyal —wdt  —> u(r) = 14 L2 PEET) (5.58)
dRX:—lméﬂv+Vﬁ;K“*fﬁw_lmg (5.59)

2 2u

ot nous avons posé 7 = L'kt et € = 7, /Tex. Les mémes arguments de gaussianité que dans la
section 5.2 conduisent aux mémes dépendances en le signal S de la moyenne et de la variance
conditionnelles, '3

(Py)o=s = m(T) \/‘%, Var,—s(P,) = V(1) (5.60)

avec m(t) = \/Fexm et V(r)=1- (oOPa()doen

(02(t))stoch (02(1)) stoch

et les variance et covariance prises sur les processus stochastiques d(s; = d(. et d(a,

2 , _ el -m)/2)?
Ll - [t } -

u? (1) €

<0'2>stoch _/7- diTl }4_ 1 — e€(m'=7)/2
T  Jo 72 2 eu(r’)

Cer—2(1—e /) 1

€212 + 4t

(0 Pa)stoen _ 7 dr' e TR (11— e TR u() — 0 ) oy
Vi  Jo T 2u(r) {2 eu(r") + u(7’) [1 © }} (5.62)
1_6—67'/2
T 2er

Ces expressions permettent d’évaluer facilement l'effet de la décohérence sur la compression
de spin au travers du gain métrologique (3.26), voir les tiretés sur la figure 5.2a. Pour le
cas utile en pratique d’une faible décohérence € < 1 et d’un temps court devant 1/7,, elles
peuvent étre développées au premier ordre en € :

1 (r+3/2)72

T (1 +3)12
S RANTICESYE

_ B O(2+2) .
1+7 12(r +1)2 +0(eT)

m(T)

+ O(7%), V(1) = 1

(5.63)

12. Dans le régime € < 1, la limite aux temps longs de la variance de P, sur une seule réalisation dépend
fortement du choix de phase dans l'opérateur de saut de la décohérence ramenée, ce qui souligne le caractere
non physique de cette variance (voir la section 5.1) : si I'on prend ’yclx/2a comme opérateur de saut, on trouve
que Varg P, — €'/2/4 au lieu de Vary P, — 1/4¢ comme dans équation (5.58). Plus généralement, le choix
’yé/Q exp(if) o, —w/2 < 0 < /2, conduit a 1'’équation de Riccati sur le parameétre u de l’ansatz gaussien
(désormais complexe) du = [exdt + yadt{exp(2i0)u + [1 — exp(2i0)]/2 — w?[1 + exp(2i0)]/2} si bien que
VaryPa — (1/4)€*/2\/cos 6 cos(6/2) en un temps 7 ~ 1/1/2€[1 4 exp(2if)] ; la loi de puissance en e obtenue
pour # = 0 est donc la régle, celle obtenue pour 6 = 7/2 est ’exception.

13. Nous avons simplifié ’expression de V() dans (5.60) & I'aide de l'identité [4u(T)] ™" 4+ (P2)stocn = 1/4,
qui résulte comme dans 1’équation (5.40) du fait que la moyenne inconditionnelle (P2) = 1/4, méme en
présence de décohérence.
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On en déduit que la compression optimale sur P, est obtenue a un temps tope ~ (3/ I‘eX’ya)l/ 2
et correspond a une variance conditionnelle Vopi ~ (Ya/ 12Fex)1/ 2, Remarquons qu’on intro-
duit souvent, dans les études de compression de spin dans les gaz d’atomes alcalins en cavité,
la coopérativité C' du systéme couplé atome-champ, définie comme le carré de la pulsation de
couplage divisé par les taux de décroissance des états couplés [56]. En ce sens, la coopérativité
du systeme spin nucléaire hybridé-champ vaut

_ 0 T @
K Yo 270K

C (5.64)

si bien que nous retrouvons la loi d’échelle d’exposant —1/2, habituelle dans les alcalins,
reliant la variance de spin optimale & C' [56]. Plus généralement, la décohérence a un effet
faible sur la compression du spin nucléaire tant qu’on reste a des temps courts devant tqps.

5.4.2 Dans le modéle a trois modes

La réutilisation de I’ansatz gaussien réel (5.26) afin de résoudre ’équation stochastique
(5.4) sur le vecteur d’état en toute généralité permet une extension de ces lois d’échelle au-
dela du modele & un mode, ¢’est-a-dire pour un rapport I'ex /7t quelconque, non infinitésimal.
Comme nous le verrons, le lien entre Vop; et la coopérativité (5.64) est alors rompu.

Dans I’équation d’évolution de la matrice u apparaissant dans l'ansatz, les indices « et
B jouent désormais des roles symétriques et ’on obtient

Quga = —Qadt tae + Yadt(l = taa) duag = —L[(Va +78)Uas + Lptiac + Latise]
dugs = —Qpdtuge + 75dt(1 —ugs)  dtaec = —F[(Ya + #)tac + Qatice]
duce = kdt(1 — uee) dug. = —%[('yg + K)uge + Qg
(5.65)
dont la solution pour la condition initiale u(0) = 1 s’écrit
02 202
aa(t) =1+ ——2 (1 — —Yal) _ o (=Yl _ o~ (A+7a)t/2 566
Uno (1) +’}’a(/i+%¢)( e ) 22 (e e ) ( )
Q.0 1 1
Uap(t) =—B + (1= e Ctm)ir2) (5.67)
Ya + T8\ K + Yo K+ VB
Q.82 (e—(fc—&-va)t/Q _ e—('yQ—i—'yﬁ)t/Q)
(K —78) (K + 7a)
Qafls (e stz _ o=
e~ (vt —e "/a+’Yﬁ)t/2)
(K = 7o) (K + 78)
Q
welt) = — —2 (1 — e~ (wt7a)t/2 '
Uee(t) /-s+%( e ) (5.68)
02 202
_ 8 —pt) B —vpt o —(k+vy5)t/2
£) =1+ 1—ewt) = B (o= 5 5.69
uasl) =t ) (=) -3 (e e ) (509
Q5
o(t) = - 1 — g (wre)t/2 5.70
uselt) == (1-e ) (5.70)

Uee(t) = 1. (5.71)



60 CHAPITRE 5. COMPRESSION PAR DETECTION HOMODYNE

Le vecteur des coordonnées moyennes q apparaissant dans ’ansatz (5.26) obéit a 1’équation
stochastique

[ 00 , Yol *dCa(t)
dg=g| 0 —y 0 |dia+ 1] | ~5%ds) |- (5.72)
Q. Qﬁ —K —/‘fl/2dC (t)

La moyenne non conditionnelle (P?) valant toujours 1/4, la moyenne et la variance de P,
conditionnées au signal homodyne intégré restent données par les équations (5.38) et (5.39),
en généralisant les expressions (5.46)-(5.48) des variances et covariances des variables aléa-

toires P,(t) et o(t) au cas de trois processus stochastiques indépendants d{,(t), d(s(t’) et
d¢.(t') comme suit :

<a(t)]5a(t)>stoch:/0tdt’ > (b t)ou(t,t) (5.73)

ve{a,B,c}
t
(0%(t))stocn = / ' " op(t,t) (5.74)
0 ve{a,B,c}
_ t
(B2stoen = [ 30 gt (5.75)
0 ve{a,B,c}

avec les expressions compactes des amplitudes correspondantes

py(t, t/) :(_1)5%% {Qﬁe—’Ya(t—t’)/Q[é‘aV _ Cazx(t,)] _ Qae—’Yﬁ(t—t’)/Q[éﬁy _ Cﬁy(t/)]} (576)

ou(t,t') _ve

ve VEWY : :
- 2t (*1)6 Tt {[501/ - Ccu(t )]fn(t -1 ) (577)

+ Z QM[6uv_cu1/(t/)][f’m(t_t/)_fn(t_t/)]}~

pefapy T Th

L’indice v court sur les trois valeurs «, 3, c et 'on a posé 7. = k. La fonction § est celle de
Kronecker, et la fonction fy est la méme que dans les équations (5.42)-(5.45).

La solution générale que nous venons d’exposer comporte les cing taux v, Lex = Q2 /K, 7t
d’une part, v,k d’autre part. Le régime pertinent expérimentalement est celui ou les deux
derniers sont « infiniment » plus grands que les trois premiers et ne contribuent qu’au travers
de régimes transitoires inobservables. Mathématiquement, on accede a cette limite en faisant
tendre ~y¢ vers zéro a K, Ym, Yo et ) fixés et a 7 = Iext > 0 fixé. Alors les trois premiers taux
tendent conjointement vers zéro, c’est-a-dire dans des rapports de limite finie et non nulle
Cex /7 = Xvm/[K(70+7m)?] et Ya/7 = 270/ (Y0+7m), le taux v4 se réduit & v = 2(70 + Ym)
et le couplage de Faraday {13 a ). Tous les transitoires exponentiels disparaissent dans les
éléments de matrice (5.66)-(5.70) de u sauf ceux relaxant au taux -,. Les amplitudes (5.76)
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et (5.77) sur les processus stochastiques se réduisent a

pf/(l%’) - +xp/)ﬁ e —e(r=1")/2 (5.79)
piﬁ%’) _ (1(+ . )( )e—e(r—r'm (5.80)
el e @3
- T u<27'>1_e_1(7_71)/2 “’*Z@_”} o
et =2 B e s £ (1 23)] 55

ol € = 74 /T'ex comme dans la section 5.4, la fonction u(7) est donnée par I’équation (5.58)
et la notation p = Q%k/[y(k+)?] généralise celle de la note 10. Les relations (5.38) et (5.39)
restent valables, avec les nouvelles expressions des variance et covariance

<02>st0ch _ €T — 2(1 - 6_67/2) Fex ot <0Pa>stoch _ 1- 6_67/2 (5 84)
[ex €272 478" Tex 2eT '
et du taux de compression généralisé
1 2070 +7m)]
e = — 4 ——~ 5.85
= [ex * V£ Vm ( )

qui reproduisent les variance et covariance (5.61) et (5.62) du modele & un mode avec dé-
cohérence lorsque I'ex/7¢ — 0 et le taux de compression de spin (5.51) du modele & trois
modes sans décohérence lorsque vg — 0. Les nouveaux résultats peuvent étre simplifiés dans
la limite utile de faible décohérence ramenée 7, /I'ex — 0 par un développement a l'ordre
un en €, ce qui permet de généraliser comme suit les résultats (5.63) sur la moyenne et la
variance conditionnelles & une valeur de ey /¢ non infinitésimale :

geny ~ (3 + Fgent)(rgent)Q
)= — L — = o BN O[(Yat)? 5.86
mit) = [ v~ T g pam— + Ol (5.:56)
1 Yo (TEDE 4 3/2)(TENt)?

V) = e e Oloed (5.87)

Cette généralisation revient simplement a remplacer T par I'§f"t et € par v, /Fggn dans les
seconds membres de (5.63).'* La compression optimale sur P, est alors obtenue au bout
d’un temps tope ~ (3/ Fggnya)l/ 2 et correspond & une variance conditionnelle

Var®®' o (P,) ~ (%/12F§§“)1/2. (5.88)

14. Elle vaut en fait a tous les ordres en € puisque le remplacement proposé ne change pas er (toujours égal
a Yot) et fait passer des équations (5.61) et (5.62) & I'équation (5.84).
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Le gain métrologique optimal s’en déduit par I’équation (3.26)

2 Mo [ 1 20y +7m)] 2

2

onto=S ™~ —A| 5 |m— + —— . 5.89
f pto=5§ Ui 3 Fex YEYm ( )

5.5 Discussion des parameétres pour une réalisation expéri-
mentale

Dans cette section, nous formulons quelques estimations sur les parametres du modeéle
dans Poptique d’une réalisation expérimentale du schéma. Dans le traitement théorique tout
au long de ce chapitre, nous avons supposé le champ magnétique nul, les effets d’'un petit
champ directeur seront discutés a la fin de cette section.

Dans cette section, c’est bien le cas d’une détection homodyne que l'on considérera.
Rappelons que dans ce travail, nous avons supposé que les inhomogénéités spatiales du mode
de la cavité sont moyennées durant le mouvement des atomes, ce qui couple effectivement
la lumieére de maniére homogéne a tous les atomes de la cellule. En effet, I’échelle de temps

de compression 1/T, est longue comparée & D'échelle de temps 1/75*™ pour le mouvement

atomique entre les parois de la cellule, A2** /Ty, ~ 10%. Le mouvement atomique moyenne
donc les variations spatiales du mode de cavité, ce qui garantit la validité d’une description

par interaction collective.

5.5.1 Estimations numériques des parametres et variables.

Nous discutons dans cette section des valeurs des parameétres du modeéle que pourrait
prendre une expérience basée sur le schéma homodyne. L’objectif d’un état de spin com-
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primé peut étre atteint, état qui démontre aussi un gain métrologique par rapport a un état
completement polarisé a la limite quantique standard pour une utilisation en magnétométrie
par exemple. On en profitera pour discuter de la dépendance des parametres et des résultats
en la polarisation nucléaire (nécessairement partielle dans notre cas). Ceci nous ameénera a
évoquer un schéma alternatif possible, qui ne fut pas étudié au cours de cette these, mais
qui représente une direction possible vers lequel le projet peut évoluer.

Cellule et cavité Nous considérons une cellule cylindrique de 20 mm de long et 5 mm de
diametre, remplie de Neoyp = 2,5 x 10'6 atomes de 3He & une pression de p = 2 Torr. La
cellule est a température ambiante. Elle est placée & l'intérieur d’une cavité optique pour
amplifier 'interaction atome-lumiere [57]. Pour une finesse de F = 50 et une longueur de
cavité de 3 cm, nous obtenons xk = 2w 1,0 x 10® Hz comme taux de sortie de la cavité. La
cavité est pilotée par laser sur la polarisation d’axe Oz de sorte que 5 mW de la lumiere
sort de la cavité dans cette polarisation, et nous prenons la lumiére pour étre désaccordée
de A = 272,0 GHz de la transition Cg. En régime permanent, on trouve que 6,5 x 10° s~}
photons polarisés selon Oy quittent la cavité (3.39). '

Atomes et lumiére La décharge dans le gaz maintient de fagon stationnaire nee = 1, 25 X
10" atomes dans ’état métastable, dans un rapport ”“ﬂl‘l =5 x 1075, Pour une polarisation
de n = 0,4, cela donne un nombre effectif d’atomes (3.17) dans I’état fondamental de N =
1,0 x 1016 et n = 1,3 x 10'° dans I’état métastable. Pour le couplage entre la lumiére et
la population métastable (3.25), nous obtenons ainsi = 274,15 x 10° Hz. A partir du
coefficient de taux d’échange de métastabilité (voir table II p.19 de la référence [1]), on
détermine les taux d’échange de métastabilité effectifs 7, = 5,2 x 106 s7! et 74 = 6,957}
via (3.21). A partir du coefficient de diffusion des atomes métastables [58], nous estimons que
le taux de relaxation métastable dii aux collisions avec la paroi est de ’ypaml =2,6x10*s7!
[59]. 16

Taux de compression, taux de décohérence et limite fondamental au schéma Le
taux de compression du spin nucléaire est évalué a partir de I’équation (5.85), résultat de

I’'analyse du modele a 3 modes avec décohérence : | I'sq = 1,0 s~!|. Nous avons établi & la toute

fin de la section 5.2 que le schéma homodyne en continu dispose d’une limite intrinseque en
ce qui concerne la variance finale du spin nucléaire qu’il est possible d’obtenir. Selon (5.88),
la plus forte compression que l'on peut obtenir serait de . Nous pouvons aussi
calculer le gain métrologique que cet état permet s’il est utilisé au sein d’un magnétometre via
Iéquation (5.89) : . On constate ici la forte contrainte qu’impose la polarisation
seulement partielle des atomes, puisque dans le cas d’une polarisation complete, le gain
métrologique serait de &2 = 0, 21.

Choix de la polarisation nucléaire Pour rappel, nous sommes contraints a n # 1 des
lors que nous prenons la composante F' = 1/2 (donc le spin K) du spin métastable comme

15. Rappelons que (X2)(t) — 1/4 = (c'¢)(t) dans le cas d’un état initial vide.

16. Bien supérieur au taux de diffusion des photons hors résonance dans ’état métastable, en moyenne sur
la cellule, que nous estimons & v§ & 2,4 x 10% s~!. Rappelons par ailleurs que le taux de décohérence dans
la théorie & trois modes de la section 5.4 est défini avec un facteur 2 : 7o = 70" /2.
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FIGURE 5.3 — Dépendance du couplage et du taux caractéristiques du systéme en fonction
de la polarisation nucléaire n. Les parametres par ailleurs sont ceux de la section 5.5.1.
Les tiretés verticales indiquent les maxima. (a) Dépendance en la polarisation nucléaire

de la pulsation de Faraday Qo = X\/MphTceil ]7\1,“11‘1 f(n). Similaire & la figure 3.1b, elle en

differe par 'utilisation des résultats du modele a 3 modes en présence de décohérence dans
le métastable présentés dans la section 5.4, équations (5.54). Le maximum f(n) = 0,168 se
trouve en 1 = 0,406. (b) Taux de compression généralisé (5.85) en fonction de la polarisation.
Le minimum I'§T" = 1,01 s~! se trouve en 1 = 0, 382.

intermédiaire dans le schéma. En effet, si nous polarisons complétement la population méta-
stable, alors tous les atomes se trouvent dans I’état |F' = 3/2, Mp = +3/2) de la multiplicité
F = 3/2 et aucun dans un état de la multiplicité F = 1/2 induisant un spin K nul. Dans
notre cas, nous devons faire un choix sur la polarisation qui va déterminer les résultats
théoriques et optimaux que le schéma peut obtenir. Sur la figure 5.3, nous représentons, en
fonction de la polarisation nucléaire 7, en (a) la dépendance en cette variable de la pulsation
de Faraday €, pour le mode bosonique nucléaire hybridé, !” et en (b) le taux de compression
généralisé du spin nucléaire. Remarquons que le maximum du couplage effectif correspond
a celui du taux de compression, les deux maxima se trouvant autour d’une polarisation
nucléaire n ~ 0,4. Tandis que sur la figure 5.4, nous représentons en (a) la compression
optimale du spin nucléaire par rapport a la limite quantique standard en dB, et en (b) le
gain métrologique de I’état du spin nucléaire pour une utilisation en tant que magnétometre
tel que définit par la référence [25]. En comparant la figure 5.3(a) et 5.4(b), on constate
que le maximum du couplage effectif (et donc du taux de compression) ne correspond pas
aux minima de compression et de gain métrologique, contrairement a ce que 'on pourrait
croire. 18 Ceci vient du fait que la limite quantique standard est proportionnelle & la taille
du spin, et donc a la polarisation. Ainsi, il y a un compromis a trouver entre le taux de
compression I'sy d'une part et la compression de spin ou le gain métrologique d’autre part.

17. A la différence de la figure 3.1b, nous prenons ici le facteur fo(n) tel qu’il apparait dans le modele & 3
modes avec décohérence, construit & partir de ’équation (5.54)

18. Puisque augmenter le couplage effectif 2 assure de comprimer le spin plus fortement et plus rapidement.
En effet, la pulsation de Faraday . dépend linéairement de Q (5.54), le taux d’excitation dans le mode
nucléaire I'ex dépend quadratiquement de cette pulsation (4.13), le taux de compression du spin nucléaire I'sq
dépend linéairement de ce taux d’excitation (5.85) et enfin, la variance conditionnelle optimale dépend du
taux de compression & une puissance —1/2 (5.88).



AlL/(N/4) (dB)

5.5. PARAMETRES POUR UNE REALISATION EXPERIMENTALE 65

8 : — 5 !
1
61 ! 0 i
! - 4 ]
41 i v !
= 4 i
27 i Qb 3] :
1
S e © 5
—2 : > 2 1
! <Is i
—41 i |- SN U U N— % -------

—6 i o~ !
g . . N . (V) 0 | | ' i

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

n (a) I']

FIGURE 5.4 — Dépendance du gain métrologique et de la compression de spin optimaux
en fonction de la polarisation nucléaire 7. Les parametres par ailleurs sont ceux de la sec-
tion 5.5.1. Les lignes tirtées verticales indiquent les minima. Celles horizontales indiquent la
limite quantique standard d’un état complétement polarisé. (a) Compression du spin opti-
male (5.88) par rapport a la limite quantique standard d’un état complétement polarisé du
spin nucléaire. Le minimum Vargp:tS(Pa)/(N/él) = —6,880 dB se trouve en n = 0,559. (b)
Gain métrologique £2 pour une utilisation de I’état de variance minimale (5.88) en tant que
magnétometre [25]. Le minimum &2 = 0,291 se trouve en 1 = 0, 790.

Les figures indiquent que 1’on peut choisir une polarisation de 0,4 pour obtenir un taux de
compression autour de I'§f" ~ 1 s et un gain de métrologique optimal de £? ~ 0,5 (c’est
ce que nous venons de présenter) ou bien préférer maximiser le gain métrologique optimal
avec une polarisation de 0.8 pour obtenir un gain &2 ~ 0, 3 mais ralentir la compression avec
un taux de I'gf" ~ 0,3 s—L.

Quelques mots pour une alternative au schéma étudié Pour pouvoir profiter d’une
polarisation compléte, une idée serait de coupler la lumiere a la multiplicité F' = 3/2, donc
au spin J. Cette possibilité aurait I’avantage certain que tout degré supplémentaire de po-
larisation ameéne a une compression plus forte et plus rapide. Mais cette solution amene
aussi ses propres difficultés : des lors que la lumiere se couple avec j, il n’est plus possible
d’écarter comme nous l'avons fait I'influence du tenseur d’alignement dans la dynamique.
La structure des équations est alors fondamentalement différente de celle étudiée dans cette
partie. Il existe cependant une voie alternative a partir de cette idée. Elle consiste a choisir
le désaccord de cavité de facon a retrouver un hamiltonie_r} de type Faraday H = x5, J, sur

le spin J_', tout en gardant les composantes du tenseur Cj et du spin K sous-dominant, de
sorte a pouvoir éliminer ou négliger leurs fluctuations et retrouver le modele a 3 spins du
chapitre 3.

5.5.2 Notes sur le champ magnétique en cavité

Nous revenons dans cette section sur la question du champ magnétique, imposé ou rési-
duel, en cavité et qui a été jusqu’ici négligé.
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Un champ magnétique résiduel S’il existe pendant la phase de compression un petit
champ magnétique statique parasite (en plus du champ directeur) dans le plan yOz, d’angle
¢ avec Oy, ce champ tourne & la pulsation —wﬁx) dans le référentiel tournant ; dans I’équation
stochastique du modele & un mode (5.7) pour la détection homodyne, ceci ajoute une contri-
bution d’hamiltonien hermitien H, = \/ﬁhw%’) (Qp/9Q)[cos(¢ — w(ng)t)Xa + sin(¢ — w(Lx)t)Pa]
ou w(Ly) < w(Lm) est la pulsation de Larmor du spin nucléaire dans le champ parasite et {3/
est donné par ’équation (4.5). Le terme en P, s’absorbe dans un changement de phase
de l'ansatz (5.8). Le terme en X, ne change pas le parametre u de l'ansatz (5.8) donc la
variance de P, dans une réalisation mais ajoute une partie déterministe oscillante & P,, & sa-
voir (\/ij(:y)/2w§:x))(ng/Q)[sin(¢ — wj(-f)t) —sin @] et, d’apres (5.14), une partie déterministe
\/I‘TX(QB/Q)(\/Nw(Ly)/2w(Lx)){[cos(¢ - w(Lx)t) — Cos qﬁ]/(w(Lx)t) —sin ¢} au signal intégré o(t).
Le terme en sin ¢ dans le signal peut étre annulé en jouant sur U'instant initial «t = 0» de la
phase de compression ; les autres contributions s’annulent pour une durée ¢t de 'expérience

multiple entier de 27/ w(Lm).

Un champ magnétique imposé Dans ’expérience, on prévoit d’imposer un champ direc-
teur selon Ox de 'ordre du p'T pour éviter une précession « sauvage », du spin moyen autour
d’un champ magnétique résiduel de direction inconnue. Pour les polarisations et niveaux de
compression estimés dans la section 5.5.1, nous estimons que la précession de Larmor dans
un petit champ de guidage de 1077 G pour ¢t = 10 s, soit approximativement la durée totale
de lexpérience, peut étre négligée. Nous considérons que 'effet d’un champ magnétique B
sur un temps t est négligeable si la précession de 'ellipse de bruit d’un état comprimé 10 dB
dégrade la variance comprimée de moins de 10 % (cela correspond & un angle de 1,8 degrés).
Etant donné que la fréquence de Larmor dans I’état fondamental est de 3,24 kHz /G, nous
obtenons la condition B[G] x t[s] < 1,5 x 107%. Bien que la fréquence de Larmor dans 1’état
métastable soit beaucoup plus grande, 1,87 MHz/G, la précession dans cet état est négli-
geable pour des champs magnétiques allant jusqu’a ~ 10 mG puisque la rotation dans le plan
20y ne se produit que pendant le court temps 1/vy, entre deux collisions d’échange de mé-
tastabilité, ce qui correspond a un angle d’ordre 1 degré. D’un point de vue théorique, nous
pouvons néanmoins intégrer ce champ de guidage a ’analyse en se placant dans le référentiel
tournant autour de Ox & la pulsation de Larmor correspondante wj(:x) du spin nucléaire pour
éliminer ce champ directeur ' ; il faut en principe faire tourner aussi la cavité a la vitesse
angulaire w(Lx) pour qu’elle soit immobile dans le référentiel tournant ; si la cavité reste fixe
dans le référentiel du laboratoire, on peut établir le couplage de Faraday et effectuer une
mesure du champ sortant de la cavité non plus en continu mais de maniere stroboscopique
(& chaque fois que la direction a comprimer en spin se confond avec I’axe optique) [57].

Par ailleurs, si 'on veut utiliser ’état comprimé de spin pour mesurer un champ ma-
gnétique, on éteint la décharge et le champ directeur et on s’arrange pour que le champ a
mesurer Bpes soit orienté selon Oy. Le spin nucléaire collectif précesse alors dans le plan
Oz d’un angle qu’il faut mesurer pour remonter a Bupes, €t la direction de compression
initiale Oz est justement celle qu’il faut pour réduire I'incertitude de pointage angulaire sur

19. Il faudrait en toute rigueur compenser I’écart entre les pulsations de Larmor métastable et fondamentale,
par exemple au moyen d’un champ magnétique fictif créé par déplacement lumineux, mais cette précaution
semble superflue car la pulsation de Larmor métastable reste petite devant le taux effectif d’échange de
métastabilité ym
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le spin. Une autre stratégie consiste a partir d’'un état polarisé ordinaire, non comprimé, du
spin nucléaire et a effectuer, décharge allumée mais champ directeur éteint, la mesure en
continu du champ lumineux sortant de la cavité en présence de Bpestiy ; dans le modele a
un mode avec détection homodyne de la section 5.2, on retombe alors sur les propositions
de magnétométrie des références [60, 61].

5.6 Conclusion de la premiere partie

Cette partie a présenté une proposition d’expérience visant a préparer un état quantique
(état comprimé de spin nucléaire) dans un gaz d’hélium 3 dans son état électronique fonda-
mental a température ambiante. Un tel état serait obtenu en placant une cellule d’hélium
3 dans une cavité optique et en effectuant une mesure en continu sur le mode sortant de la
cavité, apres que la lumiere a interagi avec les spins nucléaires par 'intermédiaire d’un état
électronique métastable. L’analyse théorique montre qu’une compression notable du spin
nucléaire est atteignable dans des conditions accessibles en laboratoire et pour des temps
caractéristiques de l'ordre de la seconde. En particulier, les parametres physiques du gaz
(température et pression) sont similaires aux conditions de simple pompage optique dans
I’hélium 3, avec cependant la contrainte supplémentaire qu’il faut placer la cellule a I'inté-
rieur d’une cavité optique centimétrique.

Notre étude ouvre la voie a la réalisation d’états comprimés de tres longue durée de vie
(plusieurs heures) dans un systéme déja bien connu et utilisé en métrologie.
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Introduction

La superfluidité est un phénomeéne fascinant, car elle constitue 'une des manifestations
macroscopiques des propriétés quantiques de la matiere. Elle est caractérisée par différentes
propriétés selon le systéme considéré, dont la viscosité nulle, la plus connue et celle qui lui
donna son nom, et la supraconductivité. Dans les gaz de bosons en dimension d = 3, la super-
fluidité est une conséquence de la condensation de Bose-Einstein, état collectif d’un systeme
bosonique ol un mode du champ acquiert une population macroscopique. En revanche, dans
les cas d = 1 et 2, la condensation de Bose-Einstein est interdite a température non nulle par
le théoreme de Mermin-Wagner [1] qui énonce 1’absence d’ordre a longue portée a la limite
thermodynamique. Intuitivement, les fluctuations quantiques d’un systeme & N corps en di-
mensionnalité réduite sont toujours assez fortes pour détruire la cohérence a distance finie.
De facon remarquable, le phénomene de superfluidité survit en dimension 2 a température
non nulle et apparait via une transition d’ordre infini, dite de Berezenskii-Kosterlitz-Thouless
(BKT) [2, 3], observée pour la premiere fois en 1978 dans un film d’hélium 4 liquide [4].

Dans le cadre de la matiére condensée, I’étude de la propagation du son et de son at-
ténuation apporte des informations importantes sur les propriétés thermodynamiques et les
excitations de basse énergie du systéme qui sont directement liées aux propriétés de trans-
port [5, 6]. De plus, dans un gaz dégénéré, le temps de cohérence intrinseque d’un condensat
est directement lié aux interactions entre phonons [7]. Par ailleurs, la propagation du son
dans un superfluide a acquis un domaine d’application plus large lorsqu’elle a été reliée a des
problémes d’astrophysique [8], via notamment le concept de « gravité analogue » [9], comme
la radiation d’Hawking sur ’horizon des événements d’un trou noir [10] ou la modélisation
d’étoiles a neutrons [11].

Historiquement, c’est dans I’hélium 4 liquide qu’ont été mené les premieres expériences
de condensation et de superfluidité. L’hélium 4 liquide est un systéeme en interaction forte
ou la fraction condensée est donc faible (autour de 10%), ce qui rend sa modélisation théo-
rique difficile. C’est pourquoi 'obtention d’un condensat de Bose-Einstein dans une vapeur
atomique diluée en 1995, 2° récompensé par un prix Nobel de physique en 2001, fut dans ce
domaine une petite révolution [12].

Aujourd’hui les gaz dilués froids, systéme en interaction faible ou forte, constituent un
terrain tres favorable pour ’étude de la superfluidité et de la condensation de Bose-Einstein.
En effet, le caractere dilué du systéme permet d’entrer facilement dans le régime d’interaction
faible et donc d’obtenir des fractions condensées tres grandes. De plus, ce sont des systémes ou
les parametres essentiels sont sous le contrdle des expérimentateurs. Au moyen des résonances
de Feshbach, il est en effet possible de contrdler la force des interactions entre les particules
tandis que le potentiel extérieur est modulable a volonté (on sait méme réaliser des boites
de potentiel a fond plat [13]).

Dans cette partie, nous nous intéressons au cas d’'un gaz de bosons froid superfluide dans
lequel les phonons se trouvent dans le régime faiblement collisionnel. Un phonon donné de
vecteur d’onde ¢ quelconque est dans un tel régime lorsque sa pulsation propre wz ~ cq avec ¢
la vitesse du son dans le fluide, est grande comparée au taux d’amortissement thermique I'*",
wg > I'*". En d’autres termes, la longueur d’onde du mode est bien plus petite que le libre
parcours moyen d’un phonon thermique dans le milieu. Le régime inverse, ot le mode oscille

20. Les chercheurs purent obtenir un condensat presque pur dans un gaz de rubidium 87 refroidi & 170 nK
dans un piege magnétique.
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plus lentement que le taux de thermalisation du systeme, est appelé « hydrodynamique ».
L’étude du son dans les gaz superfluides bidimensionnels a connu un regain d’intérét grace
aux expériences sur les gaz d’atomes froids dans des boites de potentiel, avec des bosons [14,
15] ou des fermions [16], voir les travaux théoriques récents dans le cas bosonique [17, 18].

Nous présentons une simulation numérique en champ classique d’'un systéme régi par
I’hamiltonien de I'’hydrodynamique quantique développée par Landau et Khalatnikov en
1949 [19]. En particulier, on étudie I’évolution de la fonction de corrélation temporelle des
phonons <bq~(t)bg.(0)) dans une boite & 1’équilibre thermique. A deux dimensions, comme 2
trois, considérer le mode ¢ comme un petit systéme couplé au réservoir formé par le reste du
gaz, dans 'approximation de Born-Markov, prédit une décroissance exponentielle de cette
fonction de corrélation avec un taux I'y/2 ou I'y est le taux d’amortissement calculé par
la régle d’or de Fermi d’une surpopulation initiale dans le mode ¢. Dans le cas d = 3,
nous montrons que cette prédiction est exacte [20] dans la limite d’une température réduite
¢ = kgT/mc? — 0 avec m la masse d'un boson. Dans le cas d = 2 en revanche, et comme
nous le montrons, cette condition n’est a priori plus suffisante mais seulement nécessaire.
En particulier, nous montrons que la définition d’un régime de validité pour la régle d’or
de Fermi nécessite I'introduction d’un second « petit parameétre» u~! proportionnel a la
constante de couplage effective adimensionnée § = % (introduite dans les articles [14, 15])
avec p la densité moyenne de bosons et £ = ii/mc la longueur de relaxation.

Nous constatons effectivement dans nos simulations un écart systématique a la loi expo-
nentielle de taux I'; /2 méme a basse température réduite. Grace a la théorie diagrammatique
des fonctions de Green a N corps (dans un domaine de validité que nous précisons), nous
sommes en mesure de proposer une prédiction pour cet écart au second ordre en 'interaction
entre phonons a tous les ordres en € et & 'ordre dominant en 1/u. Nos simulations s’accordent
trés bien a cette prédiction. Nous mettons ainsi en évidence des écarts significatifs a la dé-
croissance exponentielle prédite par la regle d’or de Fermi, contrairement & ce qui se passe
dans le cas tridimensionnel. Ces écarts nous semblent accessibles & une vérification expéri-
mentale ; a ce titre, nous avons choisi les parameétres d’une série d’exécutions du programme
de simulation proche des conditions de I'expérience décrite dans la référence [15].

Cette partie est structurée de la maniere suivante : dans le chapitre 1 nous présentons le
cadre général de notre étude, a savoir 'hydrodynamique quantique de Landau-Khalatnikov et
nous calculons le taux d’amortissement des phonons par la régle d’or de Fermi. Au chapitre
2, nous présentons le programme informatique en détail, avec une discussion des diverses
approximations et méthodes numériques que nous avons utilisées. Le chapitre 3 discute de
la théorie diagrammatique des fonctions de Green a N corps. On en extrait le parameétre
u~! servant de petit paramétre supplémentaire & la théorie en d = 2 et nous obtenons
une expression intégrale de la fonction de corrélation temporelle. Enfin, au chapitre 4, nous
présentons les résultats des simulations numériques que nous avons réalisées. On les compare
a la regle d’or de Fermi et a la théorie diagrammatique.



Chapitre 1

Cadre théorique :
I’hydrodynamique quantique

Avant-propos

En 1949, Landau et Khalatnikov [19], dans le cadre du calcul de la viscosité de I'hélium
superfluide, proposent une théorie effective de basse énergie permettant d’accéder au com-
portement du fluide & température non nulle d’'une maniére exacte méme dans le régime
d’interaction forte mais a une échelle spatiale que I'on pourrait qualifier de « mésoscopique »
puisque le modele est une description «a gros grains» du fluide de sorte a moyenner les
propriétés microscopiques du fluide tout en décrivant ses excitations collectives de grande
longueur d’onde. Le seul élément a fournir a la théorie est ’équation d’état du fluide a tem-
pérature nulle. Une comparaison entre cette théorie effective et les approches microscopiques
pour I'amortissement des phonons dans le cas 3D a été faite en [21]. Le présent chapitre
introduit ce modele, son régime de validité et 'hamiltonien qui fait I’objet des simulations
numériques. Ceci nous amenera a expliciter 'observable du systéme sur laquelle nous tra-
vaillerons dans les chapitres suivants. Dans la derniere section, nous appliquerons la régle d’or
de Fermi afin d’obtenir une premiere prédiction sur les taux d’amortissement des excitations
collectives dans le gaz.

1.1 Hamiltonien hydrodynamique

Le modele hydrodynamique quantique est une description du fluide « & gros grains »[22].
Pour formaliser ce point de départ nous considérons une discrétisation de la boite contenant
le fluide par un maillage carré de longueur [ choisie de tel sorte que la densité et la vitesse
du fluide a lintérieur d’une maille soient bien définies et quasi-homogénes. Pour cela, il
faut disposer d’une longueur [ trés petite devant la longueur d’onde typique des excitations
collectives thermiques du fluide qi—: mais beaucoup plus grande que la distance moyenne entre

1/2

particules p~™/<, c’est-a-dire

p <l < gyt (1.1)

avec p la densité moyenne de bosons a 1’équilibre thermodynamique a la température T'

et qn = kgcT avec c¢ la vitesse du son dans le fluide. Si cette condition est satisfaite, on

79
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introduit deux opérateurs hermitiens canoniquement conjugués : un champ de densité locale
de particules 5(7) et un champ de phase locale ¢(7),!

O 7

[(7), (7)) =13 (1.2)

avec 7 et 7 deux points du maillage. On définit le champ de vitesse & partir d’un gradient
discret sur ce réseau 9(7) = %Vqﬁ(f’) avec m la masse d’une particule. La dynamique de ces
champs est décrite par I’hamiltonien hydrodynamique

R h? . R
Hiyaro = 12 Z %(W) - p(V) +eo(p). (1.3)

Le terme e( désigne la densité volumique d’énergie dans 1’état fondamental, reliée au potentiel
chimique a température nulle par la relation p = %. 2
L’étape suivante consiste & linéariser ’hamiltonien (1.3) autour de I’état stationnaire

homogene a I’'équilibre thermodynamique

p(F) = po + 5p(7) (1.4)
& (F) = do + 0(7) (1.5)

oll nous avons introduit les moyennes spatiales py et ¢o des opérateurs p(7) et ¢(7); on a
simplement py = N /L4 ou N est l'opérateur nombre total de particules; comme c’est une
quantité conservée, on remplace dans la suite gy par sa moyenne quantique p dans ’état
du systéme. Les opérateurs fluctuations 65(7) et d¢(7) n’ont de composantes de Fourier non
nulles que sur les vecteurs d’onde non nuls et portent les excitations collectives du fluide.
En introduisant ces développements dans 'hamiltonien hydrodynamique et en séparant les
contributions d’ordres différents en les opérateurs fluctuations, nous obtenons la décomposi-
tion suivante

Hyho = 1Y €00(p) = eo.0(p)L* (1.6)
Hyho =123 1(p)3p(7) = 0 (1.7)
2
A2 g2 i 2 ldM(P) A2
hydro — ! Z 2mp(V6¢) (F) + 2 dp (5/)) (F) (18)
2 2
70 _ N gsh s savsd Ld%u(p) ¢ .3
o = 125, V00 - 00VO0(T) + =4 = (0p)°(7): (19)

)

On constate que f[l(lg,dro est une constante (avec L? le volume de la boite) que 1'on peut donc

ignorer. En fin de compte, c’est I’hamiltonien quadratique ﬁg)dm qui apporte la premiere

1. La possibilité d’introduire I’opérateur phase (]3(7_‘) au site 7 résulte de la condition de grande occupation
du site pl¢ > 1.

2. En principe, il faudrait introduire une densité volumique d’énergie nue eg,0 que ’on doit ensuite renor-
maliser, par ’énergie de point zéro des modes pour obtenir la densité volumique d’énergie vraie dans 1’état
fondamental et supprimer la dépendance en le pas du maillage. Cette procédure est décrite dans la référence
[22].
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contribution a la dynamique des champs. Puisque cet hamiltonien est facile a diagonaliser et
que ffl(li)dro est d’'un ordre supérieur, il est utile de penser le systéme comme un hamiltonien

perturbé Hy + V avec H][(ly)dro dans le role de '’hamiltonien bien connu et simple et flﬁ%m
2)

ydro

hydn) j{:ekB~B§ (1.10)

dans le réle de la perturbation. En effet, on peut mettre ’hamiltonien I;T}(l sous la forme

normale

au moyen d’une transformation de Bogolioubov sur les fluctuations des champs

(1) = f S oL (bt Bl T (L11)

qeDx

J %—Eﬂ g (1.12)
W 2h q

avec D la premieére zone de Brillouin du maillage de la boite et D* cette méme zone privée
de ¢ = 0. Nous reconnaissons les opérateurs de création b:} et d’annihilation b7 d'un quantum

5p(7) =
qe

dans le mode ¢ qui obéissent aux regles de commutation bosoniques [13(7; bl ] =4z ik . Le spectre
d’excitation des phonons ainsi obtenu est purement linéaire e, = hw, = hcq ou la vitesse du
son est donnée par pd“ = mc? qui n’est autre que I'habituelle relation thermodynamique, ce
qui justifie I’ appellatlon « phonons » pour ces quanta.

Cependant, pour pouvoir décrire toute la physique du probléme, notamment pour sa-
voir quels processus d’interaction entre phonons conservent 1’énergie et peuvent conduire a
I’amortissement du son, nous sommes amenés a introduire « a la main », comme ’avaient
fait Landau et Khalatnikov, une courbure v qui représente la premiere correction au spectre

phononique linéaire :
hq
= h 1 R 1.13
€qqa0 cq<+8<mc> + ) ( )

Cette courbure peut étre introduite de maniere systématique en ajoutant a I’hamiltonien
hydrodynamique les corrections de gradient [23].

Ceci étant dit, nous pouvons insérer les expressions des champs en fonction des modes
propres dans (1.9) pour obtenir

3 h3kikoks
thdro - \/7 Z 8 =33 3 (3A + uk Foo + Ukl T + uk2 ES) (1.14)
E1;ko;ks
! ANAN 1 oot it
Xb%w%%(%ﬁ@hf”“)+6%ﬁ@%m@%%}@+h0)
_E1-21 de ’angl tre ky et k tA—Pdu dp) ! .
avec ug, r T, e cosinus de 'angle entre ki et ko e 3 dp? (dTJ) un parametre

thermodynamique. Cette derniére expression de H}(ly)drO en termes des modes propres phono-

niques de Hl(lyZho est particulierement intéressante dans la mesure ou elle rend explicites les

processus d’interaction entre phonons. En effet, dans la somme sur les vecteurs d’onde, le

terme proportionnel a bTE b;% bE3 par exemple représente I’annihilation d’un phonon k3 et la
1 2
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<y
QUYL

FiGURE 1.1 — Diagrammes des processus d’interaction associés a 1’hamiltonien cubique
A (3) . . ap s s
H, 4y, donné par (1.14). (a) Processus de Landau associé au terme b;%gbgz bz, (b) Proces-

sus de Beliaev associé au terme b% b;% bz, (c) et (d) processus non résonnants associées aux
1 2

termes BTE ZA);% 1312 et IA)ESIA)EQIA)EI respectivement.
1 2 3

création de deux phonons de vecteurs d’onde k1 et kg avec la contrainte de conservation de
I’impulsion ks = k1 + ka. On interprete alors ce terme comme la désintégration d’un phonon
en deux autres. Il est appelé processus de Beliaev et nous le représentons sous la forme d’un
diagramme d’interaction sur la figure 1.1b. Nous représentons aussi les processus associés

A~

aux autres termes de la somme. A savoir, le processus de Landau associé a b% b];2b];1 ou
3
deux phonons k; et ky fusionnent en un seul de vecteur d’onde k3, représenté en (a), et les

s k2 k1
trois phonons sont créés a partir du vide ou s’annihilent.

processus non résonnants IA);% ZA);% l;t et bz b= b- , représentés en (c) et (d) respectivement, ot
1 2

Expression de ’hamiltonien en fonction de i) Introduisons 'opérateur de champ des
bosons, exprimé en point de vue module-phase

br = \/p(7)e® (1.15)

et l'opérateur fluctuation de ce champ 172;7? =P+ 61[}; pour le choix (;ASU = 0. On a alors

R 5
Shr = /p (22 + 15d)> . (1.16)
~ et 85T ~ Ao st
En notant Re dy= = éwr+6¢~ et Im oy = Mjrmw“ nous pouvons exprimer les fluctuations des

champs comme §p = Q\f Re (Wr et (5¢ Im 5¢r et insérer ces formules dans ’expression
(1.9) de 'hamiltonien d’ordre 3

A = 2 09 (1 0e) (Reade9 T ) 4 ame (502)' . (1)

Pour conclure cette section, introduisons les opérateurs a; dans I'espace réciproque défini
par la transformée de Fourier discrete de &p;

Z age'd T (1.18)

qu*
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Ces opérateurs ag ne coincident pas avec les modes phononiques by mais on peut passer des
uns aux autres par simple combinaison linéaire 3

N - h 2mce
g = ugbg + U@biq avec ug+vg= S et ug—vg= e
q

o

1.19
2me ( )

Observable cible Avant de conclure cette section, nous introduisons 'observable cible
que les simulations du chapitre 2 ainsi que la théorie des fonctions de Green a N corps du
chapitre 3 étudient et analysent. C’est la fonction de corrélation temporelle du mode ¢ a
I’équilibre thermodynamique

(be(t)BL(0) (1.20)

A linstant initial cette quantité s’exprime en fonction du nombre d’occupation moyen ng =

~ A

(Bg(t)b,;(t)) du mode ¢, soit <bq~(0)32(0)> = 1+ng. A priori, cette fonction de corrélation tend
vers 0 aux temps longs. Plus précisément, dans la méthode de I’équation pilote, bien connue
en optique quantique, qui traite le mode ¢ comme un petit systeme couplé au réservoir que
forment les autres modes dans I'approximation de Born-Markov, on montre que cette fonction
de corrélation décroit exponentiellement avec un taux I'; /2 ot I est le taux d’amortissement
prédit par la régle d’or de Fermi et calculé a la section 1.3 [24, 25].

1.2 Adimensionnement des quantités

Dans le reste de cette partie, nous ferons appel a des quantités adimensionnées. Ainsi,
nous introduisons la température réduite € = ]:f—c:g qui doit étre < 1 dans le régime de
validité de I’hydrodynamique quantique. Comme nous le verrons, dans le cas d = 3, ce petit
parameétre controle la validité de la régle d’or de Fermi. Dans le cas d = 2 en revanche, € doit
partager son royaume avec un second petit parametre physique. De plus, nous avons écrit
nos simulations uniquement en termes de quantités adimensionnées, ce qui offre un certain
confort dans I’écriture du programme et 'interprétation des données de sortie puisque la
dynamique ne dépend plus que d’un nombre limité de parametres d’entrée qui refletent
des rapports de quantités physiques dans le systéme (comme nous le verrons au chapitre 2

consacré a la description du programme).

La version adimensionnée d’une quantité x sera toujours notée x. Le plus souvent, I'adi-
mensionnement est effectué au moyen de la température T'. Toutes les énergies sont ainsi

. . , h . he
adimensionnées par kg7, les temps par BT les distances par FpT" Par exemple, nous notons

ﬁ}(é)dro = kgTH® et ﬁl(lfl)dro = kgTH®. On introduit aussi la longueur de relaxation & = %
grace & laquelle on exprime la densité adimensionnée p&2. La suite de cette section consiste

a réécrire les relations et les quantités jusqu’ici abordées dans leur version adimensionnée.

3. Pour retrouver ces expressions, il suffit d’exprimer 61@;. en termes des IA)(; via les équations (1.16) et
(1.11)-(1.12) et de comparer & la décomposition de Fourier (1.18) vecteur d’onde par vecteur d’onde.
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Les opérateurs de fluctuation local de la densité et de la phase

2 ~ -
50(7) =\ 575 2 vV (balt) + B 4(0) €T (1.21)

56(F) = ——s 31|+ (Batt) — b1 (1)) 7" (1.22)

5 = (1 n 7&?) . (1.23)

Les hamiltoniens hydrodynamiques d’ordre 2 et 3 L’hamiltonien d’ordre 2 en fonc-
tion des opérateurs phononiques by

H® = 3" &bl (1.24)

k

I’hamiltonien d’ordre 3 en fonction des opérateurs phononiques

i 1 & ——
3)
G — TieE > Vhkk (3A + g, 1, + i, 2, + iz, (1.25)

K1;k2;kz€D
! fpl 1 bt
- {25;;1%,;3 (0, bk, b, +2) + 505,k (0, D, + )

et ’hamiltonien d’ordre 3 en fonction des opérateurs fluctuations du champ bosonique 1/3;
~ 2
H® — ~

pngz > Redy;V (Im 5%)2 +4A (Re 57]};)3 : (1.26)

1.3 Taux d’amortissement Landau-Beliaev via la regle d’or
de Fermi

Le calcul du taux d’amortissement par la régle d’or de Fermi que nous allons exposer
dans cette section 1.3 ne constitue pas un résultat original et se retrouve par exemple dans
la référence [26]. Nous allons toutefois le présenter en détail car il constitue un premier point
de comparaison pour les simulations et car nous reprendrons des notations et arguments
similaires dans le cas de la théorie des fonctions de Green du chapitre 3.

Considérons la situation d’un mode ¢ mis hors d’équilibre thermodynamique et demandons-
nous quelle est I’équation d’évolution de son nombre d’occupation moyen ng = (l;ji.(t)lsq(t)) ?
Comme nous sommes dans le cas standard d’un hamiltonien Hg que 'on sait diagonaliser
faiblement perturbé par un hamiltonien V & la structure plus complexe* [27], la régle d’or
de Fermi nous permet de répondre a la question.

4. Qui est plus connue sous le nom « régle d’or de Fermi » bien que ce soit en réalité Dirac qui fit I’essentiel
du travail en 1927 [27]. Seulement, Fermi cita 1’équation comme la « régle d’or n°2» dans son livre Nuclear
Physics en 1950. Cette expression entra dans le vocabulaire courant de la physique. On mesure I'immensité
des contributions de ces deux personnages dans la physique moderne a ce que ce quiproquo n’affecte en aucune
facon I'héritage intellectuel de I'un ou de 'autre.
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Pour écrire I’équation d’évolution de la population moyenne du mode ¢ hors équilibre
selon la regle d’or de Fermi, il suffit de lister les processus qui peuplent ou dépeuplent le
mode ¢. Ensuite, il faut sommer ces contributions avec un « +» pour ceux qui peuplent
et un « —» pour ceux qui dépeuplent, avec en facteur la norme au carrée de I’élément de
matrice de I’hamiltonien de perturbation entre 1’état initial et I’état final du processus, les
nombres d’occupation des modes impliqués avant et apres l'interaction (elles interviennent
au travers des facteurs d’amplification bosonique) et enfin les distributions de Dirac et de
Kronecker de conservation de I’énergie et de 'impulsion au cours du processus :

d 127 - = A(3 2 _ _
=5 o R RIEID] (L k) AIngd g, g, 0(em + er — <o)
E1,E2ED*
(1.27)
2w o2 A(3 - 12 o
+5 > (@, Ral Hhyo B[ (14 ) (1 + ey )ik, O, o7 0y + 4 — )
El,EQED*
2T > A(3 L2 _ _
— Y (R ld R | (U ) Akngd g, 5 (e — ek — 24)
EI:EQGD*
127 ~ (3 - - ]2 o
Ty 2 | R R (1 ng R O, g, 0(e0 — e — o)
ELEQE'D*
127 ~ (3 Lo 2
55 2 <0’H1(1y)dro‘%k1?k2>) Ty My Ny 1 7, 50(0 — Epy — Eky — £g)
El»EQED*
127 Lo = A3 2 ~ _
tog 2 (@R RGO (L ng) (14 k) (L4 70,85 g 47,62 + 2 + k= 0)
k1,k2€D*

avec 7, le nombre d’occupation thermique du mode k (qui ne dépend que de sa norme) et
|0) le vide de phonons. La premiére somme correspond au cas ol un processus de Beliaev
dépeuplerait le mode ¢, faisant passer de I'état |¢’: ng; Ky : Ty ; ko : Ng,) al'état | ng—1; ky :
g, + 1; ko : ng, + 1). Le facteur 1/2 devant la somme est un facteur de comptage; en effet,
les vecteurs d’état obtenus en échangeant El et Ez décrivent la méme situation physique qui
ne doit étre comptée qu’une seule fois. Il suffit d’appliquer cette méme logique pour chacun
des processus, en déplacant le phonon ¢ surnuméraire dans I’état initial ou dans I’état final
et en accordant le signe devant la somme en conséquence. L’expression que nous venons
d’écrire est tres lourde mais deux observations vont la simplifier. La premiére est que les
deux dernieres sommes, liées aux processus non résonnants, sont nulles. En effet, le Dirac de
conservation d’énergie dans chacune d’elles est toujours d’argument strictement positif.> La
seconde remarque est que les lignes 1 et 4 d’une part, et 2 et 3 d’autre part font intervenir le
méme élément de matrice ainsi que les mémes Dirac et Kronecker de conservation d’énergie
et d’impulsion (c’est une manifestation du principe de microréversabilité). Nous pouvons
donc réexprimer I’équation d’évolution (1.27) comme la somme de deux termes, 'un associé

5. Remarquons que tous les phonons et sommes de phonons impliqués dans un terme doivent se trouver
dans la premiére zone de Brillouin privée du vecteur nul D*. Ainsi, sont concernés les vecteurs d’onde ki, k2,
¢ mais aussi k1 + k2 dans la premiére ligne de (1.27), k2 + ¢ dans la deuxieme, etc.
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aux processus de Beliaev direct et inverse, I’autre aux processus de Landau direct et inverse :

d dng dngz
Spp= 7 (1.28)
di de Bel dt Lan
avec
dng 127 - oA 2 _ _ o
q =__-C Z ‘(kl;k2|H}(13)dm|q‘)‘ (1 + 7, ) (1 4 gy )g — (1 4 ng) gy g, |
at gy 28 . 4 y
k1,ko€D*
(1.29)
X 5q—3gl+;;’25(5k1 + ek, — €q)
dng 2w - A Lo ]2 o N
I == > (R IT R)| [(1+ 7 )y mg — (14 ng) (14 7o), ] (1.30)
di Lan h . % v
k1,ko€D*
X 5(T+E2;E16(€k1 — Eky — z’;‘q).

Considérons maintenant un régime de petite perturbation du mode ¢ autour de 1’état
d’équilibre thermodynamique ng = fg + dng. On vérifie aisément que 1'équation d’évolution
(1.28) est identiquement nulle pour ngy = ng. En effet, pour un gaz de bosons, I’équilibre
thermodynamique obéit a la loi de distribution de Bose-Einstein ng = m avec § =
k;;% que l'on réecrit 1 4+ 1y = exp(Beg)ng. En utilisant cette relation dans les expressions
entre crochets dans (1.29) et (1.30), on trouve qu’elles s’annulent compte tenu du Dirac de
conservation de I’énergie. Au premier ordre en la perturbation du mode ¢, nous avons alors

d
a(Sn(j = —T'z0ng (1.31)
avec
Pg=Tg + T (1.32)
et
Bel _ T v 13 2 —
=Ty | @ K| Hion,o @) (1 + 7k + 7 ) (e + €5 — €0) (1.33)
keDx
27 - . 12
Lan __ 3) = = =
rin =20y [+ GG B (R — 7 7y) O(E iy — 28 — 20) (1.34)
keD*

ou nous avons utilisé le Kronecker de conservation de I'impulsion. Ces quantités I'g, Fg’el
et quian s'interpretent donc comme des taux d’amortissement de la perturbation ou encore
comme des taux de thermalisation du mode. Dans le reste de cette section, nous déroulons
le calcul afin d’obtenir le taux I'; dans la limite d'une température réduite petite devant
1, c’est-a-dire € < 1. Nous procederons processus par processus, les calculs pour Beliaev et
Landau étant quasiment identiques. Le plan du calcul est le suivant : nous passons a la limite
thermodynamique afin de considérer les expressions de I‘?d et Ff;fm comme des intégrales

sur la variable k. En coordonnées polaires d’axe ¢, ce sont des intégrales doubles, I'une sur la
norme k, 'autre sur I'angle 6 entre k et ¢. Nous passons ensuite & ’approximation du champ
classique, qui modifie la loi de distribution et donc le facteur de population dans les intégrales,
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mais aussi introduit une coupure 7 sur la norme des vecteurs d’onde k et qF k. Nous nous
plagons ensuite a la limite € — 0 et nous exprimons le Dirac de conservation d’énergie en
terme de la variable 6 a l'ordre dominant en e. Nous obtenons des solutions 6y que 1’on
réintroduit dans l'intégrale, dorénavant simple que nous pouvons intégrer directement.

1.3.1 Expressions des taux adimensionnés comme des intégrales sur les
impulsions.

Par ailleurs, nous ferons tout le reste du calcul dans les variables adimensionnées intro-
duites & la section 1.2 du présent chapitre. A partir de I'expression (1.25) de H®), exprimons
les éléments de matrice (adimensionnés donc) intervenant dans (1.33) et (1.34)

- [ 1 € =
Lo 3 B o
(k;q— KIH®|g) = Nz qk|q — K| (31\ Tugptugert “qjq*—ls) (1.35)
- _ N 1 €3 =
3)| = _ A
(k+qH®|g k) = 2 ﬁm\/ qk|qd + K| (SA Fugptupapt 'LL@(T_’_E) . (1.36)

Pour effectuer le passage a la limite thermodynamique, nous faisons simplement la transfor-
. 72 42k o 2172 . .
mation Y5 5. — L° [ {omz ¢t nous insérons les éléments de matrices :

3 27
—Bel __ €T d“k - = 2 _ _ _ _ _
L™ = 35, / oz Fla— Kl (30 + gz g g+ ugg ) (14 + 7 5) 6k + 85— <)
(1.37)
—Lan e a2k Tkl (3A 2/ _ 5z _
L = 5,0 / (2m2? T+ B (30 g+ v gy ) (7= i) g — 8 — %)
(1.38)

On introduit 6 I'angle entre ¢ et k. Alors, par définition, nous pouvons écrire Usf = cosf et

U,j,,;-ku(jﬁ_,;—l—u,gﬁ_,;:cosﬁ—i—%(1+cos9) (1.39)
|G — K|
q+

Upjp F Ug o p + U o = cOs0 + e E|(1+cost9). (1.40)

Ainsi

2

— 3 +oo  _ +m — = k

Bel € _72 = q

Iy = Qsﬂpgg/o GUf/_7r d6 gk~|q — k| (3A+cose+ — (1+cos9)) (1.41)
7 — K

X (1 + iy + ﬁ|qtl—€"> O(Ek + &gy — E0)

2

B 3 +oo _ oyt T = q ];7

Lan — € / dk/ 0 gk?|7 + K| (3A+cos9+ s (1+COS9)) (1.42)
0 —Tr

g T 94— ¢2 B
2t pg |G+ k|

x (”k‘ - ”Wél) 0(8\q41y — &k — ).
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1.3.2 Solution en champ classique

Bien qu’il soit possible de finir le calcul directement pour le champ quantique, nous ne
présentons en détail ici uniquement la version en champ classique puisque c’est dans cette
approximation que le programme informatique des simulations a été écrite, ce qui permet une
comparaison directe. L’approximation de champ classique consiste a considérer uniquement
les modes fortement peuplés, donc tels que ngz > 1 et ignorer ceux faiblement peuplés pour
lesquels les distributions de Bose et de Boltzmann sont radicalement différentes. Il faut donc
introduire une coupure dans l’espace des impulsions, ici notée 7, auxquelles tous les nombres
d’onde (adimensionnés) qui apparaissent doivent étre inférieurs. Dans cette approximation, le
modele ne peut plus étre comparé quantitativement aux expériences car toutes les quantités
dérivées dépendront de ce parametre non physique n que nous choisissons a loisir.

Pour nos deux intégrales, passer a la limite du champ classique impose trois modifications.
La premiere est de retirer dans les facteurs de populations le terme +1 qui représente la
contribution des fluctuations quantiques, ignorées dans cette approximation. La deuxiéme est
de considérer pour le nombre d’occupation thermique d’un mode la formule d’équipartition
de I'énergie de la physique statistique classique ng = kEBqT = é La derniere est de considérer
la coupure « ultraviolette » ) sur chaque phonon intervenant dans le processus. Bien entendu,
le mode ¢ choisi est autorisé, c’est-a-dire ¢ < 7. Pour les deux autres phonons de chaque
processus, nous insérons dans l'intégrale correspondante autant de fois que nécessaire une
fonction de Heaviside ©(x), nulle pour z < 0 et égale a 1 sinon. Soit, en nous ramenant par
parité a des intégrales sur 6 > 0,

2
B 3 +oo _ 4w o — g — ];-
[Bel — __© / dk/ d0qk>|7 — K| | 3A + cos 0 + 2 1+ cos@ 1.43
e A T It s0) (143
1 1 _ _ _ - 7
X ( + = > 6(ex + Cla-k £9)O(n — k)O(n — |7 — k)
ko Clg-k
3 + + g+ k :
flan — € 2/ di?;/ A07k2|7+ K| | 3A + cos 0 + L5 (1 + cos 0) (1.44)
8mpt™ Jo L 7+ k|

1) - ) _
8 <a‘ - 54~> 0(E\q5) — &k — E¢)O(n = k)O(n — |7+ KI).
k |g+k|

1.3.3 Développement a ’ordre dominant en ¢

Nous allons passer a la limite d’'un € < 1, choix motivé par le régime de validité de
I’hydrodynamique quantique. On aurait pu cependant résoudre numériquement ces intégrales
(1.43) et (1.44), ce que 'on a d’ailleurs fait en calculant numériquement la fonction énergie
propre, dont ces intégrales ne sont que la valeur en un point particulier, afin d’obtenir une
prédiction diagrammatique des fonctions de Green a tous les ordres en €, comme nous le
verrons au chapitre 3. Notre résolution a ’ordre dominant en € repose sur le fait que pour
une température réduite suffisamment petite, ’angle 6y qui satisfait la conservation d’énergie
est lui-méme petit.



1.3. TAUX D’AMORTISSEMENT LANDAU-BELIAEV VIA LA REGLE D’OR DE FERMIS89

Les relations de conservation de I’énergie dans chacun des Dirac s’expriment en fonction
de 6 comme suit :

E e —Eg=k—a+ %62(123 — )+ (k* + @ — 2kgcos 0)'/? + %62(%2 + ¢ — 2kq cos 0)3/?
(1.45)

Eonr — Fa— Gk = (@ + K+ 2qk cos )2 + L(@ + B + 2qk cos§)%% — G — 1&g~k — L

i1k~ Ea — &k = (¢" + k7 + 2qk cos 0) —|—8e(q—|— + 2qk cos 6) q—g€a g€ K
(1.46)

Notons 6y la solution positive en la variable 8 de I’équation & + g_\fi—EI —é4=00u EW R T
Er—Eq=02a k et g fixés. On se convainc que dans la limite ¢ — 0, la solution de ces équations
est 6y = 0 (pour Beliaev cependant, une solution réelle n’existe que pour k < ¢). Dés lors,
par continuité, nous pouvons faire I’hypothése que pour un e suffisamment petit, nous avons
0y < 1. Reprenons les expressions des arguments des Dirac (1.45) et (1.46) et développons

aux petits angles (et a 'ordre dominant en €) :

_ _ _ = = _ - kg 62
Ehtépp—E=k—aq+ |k —q| + §e2 (k:3 — @+ k- q|3) + T 5 +0(0%)  (1.47)
o o . . kg 62 1
k>gq €k T Elk—q] _5q:2(7€—Q>+F5+0(9 ) (1.48)
—q
— pas de solution en 6.
7 — — — =~ 3’)/ 2_— — 7 ng 02 4
k<gq €k+€‘k_q|—€q—§€ qk (q—k) +(j—7]_€5+0(6 ) (1.49)
3y o \2
2 [ S J— 2 —_—
o~ e (a-k) (1.50)
- _ _ _3’7 T TN 2 (7];3 2 4
3y _ o \2
2 .97 2
o =~ e (a+F) (1.52)

Ce sont ces solutions 6y que nous devons maintenant insérer dans l'intégrale pour tenir
compte du Dirac de conservation de ’énergie. Remarquons au passage que les dénominateurs
d’énergie sont d’ordre 2 en € (lorsqu’une solution existe), cette observation prendra toute son
importance au chapitre 3 lorsque I'on évoquera les diagrammes d’ordre supérieur.

1.3.4 Intégration

Rappelons en premier lieu la formule §(f(z)) = Y, % pour le Dirac d’une fonction

dérivable f quelconque, avec f’ sa dérivée et {z*} ses racines. Ainsi, pour lintégration
angulaire du Dirac de conservation d’énergie, il nous faut les dérivées par rapport a 6 des
équations (1.45) et (1.46) évaluées aux solutions fy. Soit, a 'ordre dominant en e,

d, _  _ _ V3V
’da(Ek + €|(T_E‘ — 81])(90) >~ ?kqe (153)

d _ _ _ V3V _
@(5‘§+E| —&q — €k) >~ ?kqﬁ (154)
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Il ne nous reste plus qu’a rassembler tous ses ingrédients pour calculer 'intégrale selon 6,

= s rm@ [ akka-DEa 3R (=) et -Bem-a—k) (1.5
B 62 0o _ _ _ _ —
PlLan _ W/{f ARG+ B (A +3) (5 - qik) 01— K)O(n — 4+ ).

(1.56)

L’intégration dans Beliaev est restreinte & k < g, car il n’y a pas de solution au-dessus de q
comme nous I'avons vu. Remarquons que n — g > 0 et n — (g — k) > 0 pour k € [0;g] donc
les fonctions de Heaviside dans Beliaev sont sans effet sur l'intégration. Dans Landau en
revanche, la seconde fonction de Heaviside impose [0; 7 — ¢q] comme intervalle d’intégration.
Ceci étant précisé, les intégrales peuvent simplement étre menées a terme et donnent :

_ 9(1+A)?e
FBel _ 1.
T (1.57)
~Lan 9(1+A)2 62— —

Et donc, le taux d’amortissement d’un phonon d’impulsion ¢, calculé selon la regle d’or de
Fermi-Dirac, s’écrit pour le champ classique

class 9 (1 +A) Cj
™ = @ ( 2). (1.59)

On remarque qu’il dépend quadratiquement de g et qu’il est d’ordre 2 en e.

Retour au cas quantique Par souci d’exhaustivité, reprenons le cas quantique. Une fois
)
passé a la limite € — 0, nous sommes amené a écrire

9 (14 A)>
8 /3y p

avec Ip et Iy, deux intégrales provenant respectivement du cas Beliaev et Landau

[auant (IB +21I7) (1.60)

IB—/ dk‘/{? 1—|—nk—|—nq k) (1.61)
I = /0 dk k(g + k) (g — 7igx) (1.62)
avec cette fois-ci np = 1/ (eE — 1). Il se trouve qu’il est possible d’exprimer séparément
ces intégrales a l'aide de fonctions de Bose gq(z) = Y ooy fTZ mais que ces fonctions se

compensent lorsque 'on somme les intégrales! Si bien que nous avons I+ 21, = % +4G¢(2)
avec ((2) = %2 la valeur de la fonction zéta de Riemann ((s) en s = 2, et

rquant __ (1+A) 27T 62
gt =2 Nt @ < + 6) (1.63)
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Comparons notre résultat a 'article de M.-C. Chung et A.B. Bhattacherjee (2009) [26].
Les auteurs y présentent des calculs de 'amortissement des phonons dans des gaz de bosons
en interaction faible dans le cas d = 2 et d = 3. En dimension 2, dans la limite de basse
température kT /mc? — 0, ils trouvent les comportements aux limites (voir les équations
(30) et (22) de [26] mises dans nos notations en tenant compte d’un facteur 2 dans la définition
des taux)

V3 (kT \?
~ VOT 1.64
1 -0 4p (hc)cq (1.64)
3
r V38 (1.65)

¢ ti:oo 167p

Le comportement a faible ¢ étant dominé par Landau et celui a grand ¢ par Beliaev. Dans
la limite d’interaction faible, il faut prendre v = 1 (comme dans le spectre de Bogolioubov)
et A = 0 (comme pour I'équation d’état de champ moyen u = pg); ces résultats sont alors
en accord parfait avec le notre (1.63).

Par ailleurs, I’étude récente [17] prédit bien, dans la limite ¢ — 0, un taux d’amortisse-
ment linéaire en ¢ mais avec un coefficient o< T' & basse température, en désaccord avec (1.64)
et avec la référence [26]. En effet, la méthode utilisée, basée sur I'approximation de Hartree-
Fock, ne tient pas compte de la partie linéaire du spectre d’excitation dans la description
de 'état thermique, voir I’équation (11) de cette référence, ce qui devient irréaliste lorsque
kpT < mc? ot la thermodynamique est dominée par les phonons (une étude similaire a été
faite dans la référence [18]).
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Chapitre 2

La simulation numérique

Avant-propos

Dans ce chapitre, nous présentons le programme de simulation numérique. C’est-a-dire sa
structure, ses parametres et les choix de modélisation qui ont présidé a son écriture ainsi que
les méthodes numériques que nous avons utilisées. Nous laissons ’exploitation des données
issues des exécutions du programme, la discussion physique des parametres choisis ainsi que
les figures vérifiant le respect des bonnes propriétés physiques du systeme au chapitre 4, qui
présente I’ensemble de nos résultats. Le programme est écrit en Fortran. !

L’objet dont le programme informatique détermine 1’évolution est le champ classique
Or = ﬁ(g—z +id¢) qui décrit les fluctuations d’un champ bosonique b7 = /p(7)e’®(") autour
du cas homogene g = ,/p de I’équilibre thermodynamique. Ce champ vit dans une boite de
quantification & deux dimensions avec des conditions aux limites périodiques. En pratique, on
peut donc exprimer le champ ¢y a travers les coefficients az de son développement en ondes
planes ou ses coefficients bg sur les modes de phonons (voir équations (1.11),(1.12) et (1.19)).
Si bien qu’il est représenté dans ’'ordinateur par un tableau de nombres complexes a deux
entrées. > Chaque élément de ces tableaux représente soit la valeur du champ & une position
donné dans la boite (pour 1) soit la valeur du champ pour un vecteur d’onde donné (pour
ag et bg). Pour avoir un nombre fini de coefficients ag nous devons faire une approximation :
nous devons discrétiser ’espace. Le programme est écrit de maniére a étre centré sur le
tableau b; que 'on prend comme objet du programme, les autres tableaux n’intervenant
que comme intermédiaires de calcul dans les fonctions qui réalisent 1’évolution. Le cceur du
programme consiste donc a prendre en entrée un tableau by, un hamiltonien et un pas de
temps et a donner en sortie un tableau b;q, une estimation du champ évolué par I’hamiltonien.
En d’autres termes, nous voulons intégrer les fonctions du temps bg(t) d’évolution régie par
le systéme d’équations différentielles (2.2) entre un instant initial 0 et final £y,ax. Pour définir

1. C’est un langage puissant et trés abouti, particulierement adapté aux calculs scientifiques et numériques,
ce qui lui vaut d’étre toujours I'un des langages les plus utilisés pour le calcul intensif et les supercalculateurs,
malgré son age vénérable. Son avantage crucial réside dans ses hautes performances computationnelles pour
Parithmétique sur les trés grands tableaux. Par ailleurs, sa longévité et sa présence continue dans le monde
scientifique ont fait émerger des bibliotheques de calcul trés optimisées dont certaines testées et déboguées
depuis des décennies. Dans ce projet par exemple, c’est un programme de transformée de Fourier rapide bien
connu écrit par Daisuke Takahashi [28] que nous avons intensivement utilisé pour 1’évolution temporelle du
systeme comme nous le verrons.

2. Nombres numériquement représentés par deux flottants en double précision.
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une telle évolution, nous avons besoin d’un certain nombre de parameétres qui fixent les
caractéristiques de la boite, du fluide qui s’y trouve et de I’hamiltonien, donc des interactions
qui s’y déroulent. Puisque nous ne pouvons intégrer analytiquement le systéme d’équations
différentielles de bg, il est nécessaire d’introduire un certain nombre d’approximations dans
le traitement numérique de ces équations. A intervalles réguliers durant 'intégration, nous
enregistrons sur le disque les valeurs des bz pour un certain nombre de modes. C’est de ses
valeurs sauvegardées que nous pouvons extraire une estimation de I'observable (bz(2)b7(0)).
En l'occurrence dans nos simulations, la moyenne (...) est effectuée sur un nombre suffisant
de trajectoires indépendantes et représentatives d’un état d’équilibre thermodynamique.

Ce chapitre est séparé en deux grandes sections. La premiere défriche le programme en
présentant les grandes lignes de la simulation, comme la question de la discrétisation, de
Pestimation de moyennes d’ensemble (...) avant de conclure en résumant les parametres
numériques d’entrée du programme. La seconde section présente I'implémentation de 1’évo-
lution hamiltonienne du champ. Elle débute par une discussion sur l'initialisation du systeme
avant de décrire 'algorithme qui réalise un pas de temps en pratique en décrivant les diverses
méthodes numériques et approximations que nous avons dii utiliser pour intégrer rapidement
mais de maniere précise les équations différentielles.

2.1 Structure du programme

2.1.1 Discrétisation de P’espace : taille et pas du réseau

Notons L, et L, les deux longueurs qui fixent la taille de la boite a deux dimensions.
Comme nous 'avons évoqué dans 'avant-propos, nous devons considérer dans la boite un
ensemble fini de positions possibles pour pouvoir modéliser numériquement le probleme.
Ainsi, nous discrétisons I'espace en ses deux directions avec une maille de longueur [, et [,
respectivement. Nous représenterons alors tout champ dans cette boite rectangulaire comme
un tableau a deux entrées de nzn, éléments avec n, = Ly/l, et ny, = Ly/l,, le nombre
de points dans chacune des directions. Pour abréger, on donne les résultats pour L, = L,
et ny = ny (nous avons effectué quelques calculs pour L, # L, sans observer de grands
changements dans les résultats). Par ailleurs, nous considérons une boite avec des conditions
aux limites périodiques selon Ox et Oy. Cette discrétisation impose une coupure dans ’espace
réciproque et revient a limiter les vecteurs d’onde a la premiére zone de Brillouin

/{:ae{—lﬂ,lﬂ{ avec « =x,y. (2.1)

2.1.2 Processus Umklapp

Le traitement de ’espace réel au moyen d’un réseau discret a une conséquence néfaste
dans ’espace réciproque des impulsions : 'apparition de processus dits Umklapp. Considérons
deux vecteurs d’onde, disons El et Eg, de la premiere zone de Brillouin que nous venons de
définir. Il est tout a fait possible que le vecteur d’onde somme (on peut imaginer la coalescence
de deux phonons en un troisiéme) soit en dehors de la premiére zone de Brillouin. En prenant
en compte la périodicité de ’espace, on pourrait traduire ce vecteur somme comme équivalent
a un vecteur de la premiere zone. Mais cette équivalence implique une perte de conservation
de 'impulsion (seule la quasi-impulsion est conservée) ! Dans les cristaux et solides de maniére
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générale, ces processus sont appelés « Umklapp » et sont tout a fait physiques et jouent un role
important dans les propriétés thermodynamique et de propagation; ils correspondent a des
oscillations de longueur d’onde plus petite que la maille fondamentale, ’ondulation effective
peut alors étre associé & un vecteur d’onde de la premiere zone de Brillouin. Dans notre cas, le
« cristal » numérique sous-jacent est complétement artificiel et ne doit jouer aucun role dans
la dynamique du champ. Il est donc crucial de ne jamais autoriser un processus Umklapp lors
du calcul des interactions entre phonons. Pour cela, nous définissons un réseau numérique
deux fois plus grand que le réseau de la zone de Brillouin physique. C’est-a-dire que tous les
tableaux auront n,n, éléments avec n, = 2ntZB n, = 2nEZB. La premiére zone de Brillouin
correspond alors au rectangle intérieur de ce réseau de dimensions nxP ZB nyp ZB_Dans la suite,
seuls les vecteurs d’onde de la premiere zone de Brillouin sont considérés comme physiques,
les autres n’existant que pour gérer les processus Umklapp numériquement. En effet, grace
au doublement du réseau, a chaque fois que 'on devra sommer deux vecteurs d’onde de la
premiere zone de Brillouin, les processus Umklapp feront intervenir des points de la zone
numérique non physique, sur laquelle nous pourrons mettre a 0 la valeur du champ a chaque
pas de temps. Cet aspect, que 'on nomme « filtrage des processus Umklapp » sera éclairci a la
section deux lorsque nous détaillerons I’algorithme d’évolution du tableau. Notons enfin que
Porigine du réseau réciproque, le vecteur d’onde nul 0, fait partie des modes non physiques
que nous devrons filtrer car ¢’est un mode interdit aux phonons.

PZB , PZ

nP%B par direction qui

Dans la pratique, ce sont ces nombres de modes physiques n, ", n,

servent de parametre d’entrée au programme.

2.1.3 La coupure ultraviolette

Notre programme fonctionne dans I’approximation de champ classique qui remplace I’'opé-
rateur bosonique lA)(; par une variable complexe. Numériquement, nous devons donc manipu-
ler un tableau de nombres complexes a deux dimensions de taille numérique nyn,. Cette
transformation en champ classique nécessite l'introduction d’une coupure de l’espace des
impulsions pour éviter la catastrophe du rayonnement du corps noir. On ne retiendra donc
comme physiques que les vecteurs d’onde ¢ tels que ¢ < gmax correspondant a la coupure en
énergie hicqmax = nkpT avec n un nombre réel positif, qui est un parametre d’entrée du pro-
gramme. Pour que ce traitement classique soit physiquement cohérent, il est nécessaire que
la coupure soit suffisamment haute pour retenir les modes peuplés mais suffisamment basse
pour ignorer les modes régis par les fluctuations quantiques, c’est-a-dire les modes dont la
population moyenne a 1’équilibre thermodynamique est tres faible devant 1. C’est pourquoi
nous avons toujours pris n = 1 dans nos simulations. Notons qu’en considérant les quantités
adimensionnées, nous avons Gmax = 1-

2.1.4 Estimation d’'une moyenne d’ensemble

Comme nous ’avons mentionné dans l'introduction, ’évolution que nous appliquerons
au systéme est hamiltonienne. Ceci implique que I’évolution est déterministe. Pour autant,
exécuter une seule fois le programme ne nous permettrait pas de récupérer 'information
complete sur I’évolution de I'observable tout simplement parce que nous nous intéressons
a I’évolution dans I’état macroscopique de I’équilibre thermodynamique. Pour obtenir cette
évolution d’ensemble, il faut partir d’'un état microscopique tiré de la loi de probabilité
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de I'équilibre thermodynamique et faire évoluer le systéme. En répétant ces deux étapes
et en moyennant les trajectoires obtenues, on doit converger vers les moyennes d’ensemble
de I’équilibre thermodynamique. Ainsi le nombre de trajectoires & effectuer est aussi un
parametre d’entrée que nous notons ng,; mais qui vaut toujours 3200 dans les résultats de
cette these.

2.1.5 Résumé des parametres d’entrée

Le programme est entierement écrit en termes des quantités adimensionnées introduites
au chapitre 1. Pour définir le systeme, il faut donner la température réduite € = I;fcg, la
densité du gaz a 1’équilibre (adimensionnée par la longueur de relaxation) p&2, le paramétre

thermodynamique A ainsi que la courbure du spectre phononique .

Ces parametres physiques déterminent les interactions entre phonons dans le gaz ainsi
que toutes les variables thermodynamiques. Ensuite, il faut fournir une coupure ultraviolette
7 et un nombre de modes physique par direction nEZB qui fixent la taille du systeme par
les relations n, = 2nL%B, I, = n/(2n) et Ak, = 2n/nE%B (forme adimensionnée de Ak, =
27 /L,) avec Ak, le pas du réseau réciproque dans la direction z et donc L, = ngl, (de
méme pour la direction y) . Enfin, il faut définir un pas d’intégration temporelle, At, un
temps d’intégration tmax et le nombre de trajectoires Niraj & réaliser et sur lesquelles calculer

une moyenne. Nous donnons la liste de ces parameétres dans le tableau qui suit.

Parametres d’entrée .. Valeurs dans nos
. Description S s
physiques séries d’exécutions
. Température réduite 1/2 ou 1/3
du gaz
Courbure du 1
v spectre phononique
oE? D.ensit.é d’éguilibre 10 ou 1,5625
adimensionnée du gaz
A Paramétre' 0
thermodynamique
Parametres d’entrée
numériques
Coupure ultraviolette 1
n sur I'impulsion
N
nPZB x P78 ombre de modes | 5o 5o 61 64, 128 x 128
physique (PZB)
— Pas d’intégrati
Al as dintegration 1/8 ou 0,0195
temporelle
- Temps 3 4
bma d’intégration 107 ou 10
Nombre de trajectoires
; 2
Ttraj indépendantes effectuées 3200
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Parametres
dérivés

P78 of n, Taille des tableaux 64. 128, 256

Nge = 2 ..
numériques

_ - Pas du réseau
I, = 7T/(277) et ly en position

Pas du réseau
réciproque

/2

Ak, = 2n/nL%B et Ak, 1/16, 1/32, 1/64

2.2 Implémentation de I’évolution hamiltonienne

Cette section est consacrée a la description de 'algorithme d’évolution temporelle. On
commencera néanmoins par décrire la méthode de tirage de 1’état initial du systéme échan-
tillonnant 1’équilibre thermique pour ’hamiltonien complet. Comme il n’y a pas de moyen
direct évident de le faire en présence d’interactions entre phonons, on utilise une méthode
indirecte qui fait intervenir I’évolution temporelle. La suite en vient justement a cette évo-
lution, on aborde les équations différentielles & résoudre avec les approximations qui nous
permettent de les intégrer sur un pas de temps At.

2.2.1 Initialisation du champ

Comme nous ’avons expliqué a la section précédente, a chaque nouvelle trajectoire, il
nous faut initialiser le tableau b par un état tiré de la loi de probabilité de I’équilibre thermo-
dynamique de H, c’est-a-dire avec la loi Ne ?H%] ot AV est une constante de normalisation.
Mais la présence de H®) dans cette loi ne permet pas d’obtenir une fonction simple pour
cette loi. Dés lors nous utilisons une méthode indirecte : puisque H®) est petit devant H?)
a l’équilibre thermodynamique, voir la section 4.2 du chapitre 3, nous pouvons tirer initia-
lement un état de 1’équilibre thermodynamique pour H®), appelons cet état {bg) (0)}, qui
en constitue une bonne approximation. Pour en déduire un état thermique de I’hamiltonien

complet, nous pouvons faire évoluer {bg)(O)} pendant un certain temps selon 1’évolution er-

godique engendrée par H de sorte & thermaliser I’état {b(g)(())}. Dans les séries d’exécutions,
nous avons choisi un temps de thermalisation de l'ordre du millieme du temps d’évolution
total, donc entre 300 et 1200h/kpT ce qui équivaut a un nombre de pas de temps de 1'ordre
de 103. Précisons que l'on initialise les modes non physiques avec une valeur nulle.

En pratique : nous devons tirer, pour chaque mode physique ¢, un nombre complexe
by avec la loi %efﬁ erbzba Manifestement, cette loi ne dépend pas de la phase de by, nous
pouvons donc commencer par tirer une phase dans Uintervalle [0; 27[ avec une loi uniforme.
Quant au module & 1’équilibre, il suit la loi exponentielle 3 P(ng) = Beqefﬁeq”ff . Cette loi
peut étre échantillonnée en tirant un nombre réel u € [0; 1] avec une loi uniforme, la valeur
6%1 log(1 — u) échantillonne alors la loi exponentielle précédente. +

3. On note by = xg+iyg et ng = bzbgy = mgﬂr yé avec g, Yq, g € R et on considere une fonction quelconque
: R — R. Nous pouvons exprimer la valeur moyenne de f(ng) avec bz tiré dans ’état thermodynamique
q q
— 2 2
de H® par (f(ng)) = fd:cq—dy,;ﬂ% (n(;)e_BEQ(z@+y@) = Qﬁaqfdppf(p2)efﬂs‘1”2 ol p = /2 +y:. Nous
pouvons la réexprimer comme une intégrale sur n, (f(ng)) = fooo dnBeq f(n)e P°a™, ce qui donne le loi de n.
4. Pour échantillonner une loi P(z), il faut en effet résoudre [ Oz dz'P(z') = u ol u est tiré uniformément
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Pour résumer, initialement, pour les modes non physiques, on initialise la valeur a 0, pour
les autres :
— On tire u et v deux nombres réels dans U'intervalle [0; 1] selon une loi uniforme.
— La valeur de 'amplitude dans le mode ¢ est initialisée par by = e2imy | kf—qT v —log(1 — u).
— On fait évoluer cet état pendant un certain temps tiperm par I’hamiltonien complet
du systeme.

2.2.2 Evolution sur un pas de temps

Venons-en justement a 1’évolution hamiltonienne. Pour rappel, ’évolution du tableau des
bg est déterministe et régie par I'hamiltonien H=H® 4+ H®) géparé en deux contributions
décrites par les équations (1.24) et (1.26) respectivement. Une méthode naive pour faire
évoluer le tableau des by d’'un pas de temps At serait de simplement intégrer les équations
sur les by, c’est-a-dire de calculer des expressions de la forme

d 1

avec la somme sur les k tels que k € PZB et q-— E € PZB. Le coefficient (...) dépend
de ¢ et k mais, bien entendu, pas de by, bz ou bqti;" Il suffit ensuite de mettre a jour le

tableau des by par un schéma d’Euler : bg(t + At) = bg(t) + At (%bq(t)). Mais ce schéma
naif demande un nombre d’opérations en N? pour mettre & jour tout le tableau par pas
de temps avec N = nEZBn};ZB le nombre de modes physique dans la simulation. Cette

dépendance quadratique en le nombre de modes ne permettrait pas d’explorer des tailles de
boite suffisamment grandes.

2.2.2.1 La méthode d’intégration : le clivage de ’hamiltonien complet

C’est pourquoi nous avons considéré une autre méthode, que I’on pourrait appeler « par
clivage de I’hamiltonien », qui profite des propriétés respectives de H 2 et H® en plus
de la complexité quasi-linéaire des algorithmes de transformée de Fourier rapide discrete
en le nombre de points. Il suffit de remarquer_que H® est local dans lespace direct des
impulsions, puisqu’il dépend d’une somme sur k des b, voir équation (1.24), mais que H®)
est local dans 'espace direct puisqu’il peut étre exprimé sur une somme sur les positions
de vy, voir I’équation (1.26). Ainsi, nous pourrions faire en premier lieu une évolution selon
H® avec un pas de temps At/2 puis une évolution selon H () avec un pas de temps At
et enfin de nouveau une évolution selon H® avec un pas de temps At/2. Chacune de ces
opérations a une complexité linéaire en le nombre de modes. Nous devons certes faire une
transformée de Fourier pour faire passer le tableau de ’espace direct a I’espace réciproque
et inversement mais, comme nous ’avons dit, I'algorithme de transformée de Fourier rapide
est de complexité quasi linéaire® en le nombre de modes. Cette méthode produit donc une
évolution avec un temps de calcul grandissant linéairement avec le nombre de modes et non
plus quadratiquement comme dans la méthode naive!

dans [0,1]. Pour notre cas, nous avons fe4 fon‘f dze Pee® = 4 = %(1 — e7Pea"7) = ¢ qui s’inverse en
q
ng = ﬁ log(1 — w).
5. Plus précisément en N log V.
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Ce clivage constitue une approximation de 'opérateur d’évolution puisqu’il consiste a
remplacer 'opérateur e tHAL par 'opérateur e tHDAL/20—iHO Ale—iHOAL/2 Noyg pouvons
montrer que cette approximation comporte une erreur proportionnelle & At?. Nous partons
donc de 'opérateur d’évolution que I'on peut partager a l'intérieur de ’exponentiel comme

U = o—HAE _ (—iH®@AF/2—i(H® +H®) j2)AT (2.3)

Puis en utilisant la formule de Zassenhaus® deux fois, une fois & gauche, une fois & droite,
nous pouvons écrire

T 2 g T 3 g CTT 2 re
U :e_zm )At/2e—zH( )Ate—zH( JAL/2 (2.4)

— — n ) 3
« o~ HA® HONAD? oo {_(—ﬁt) [g(z) +H®) [ﬁ@), ﬁ(:%)H } .

¢ TS {Qﬁ” (8% 1 200, [A), 4O } .
Remarquons que chaque exponentielle du développement par la formule de Zassenhaus est
d’un ordre bien défini de At dans notre cas. En particulier, tous les termes cachés dans les
... sont d’ordre (At)* ou plus. Restreignons maintenant 1’'opérateur d’évolutions aux termes
d’ordre 3 en At. Dans I’équation précédente, ceci revient & retirer les ... de I’équation. Mais
pas seulement, car il faut remarquer que les termes des quatre derniéres exponentielles de
celle-ci sont d’ordres 2 ou 3 en At. Ce qui implique que n’importe quelle commutateur entre
deux de ces termes est d’ordre 4 ou 5 en At. Ainsi & l'ordre 3 en At, les ... disparaissent
et nous pouvons rassembler les quatre dernieres exponentielles en une seule. On s’apercoit

alors que ces termes d’ordre 2 s’annulent entre eux et nous obtenons finalement

o o 3
U ~ o tHPAL/2,~iH®) Al —~iH P AL/2 exp {_Z(At) [H(2) + §g(3) [ﬁ[@) H(i’»)H } . (2.5)
6 2 ’ ’

Notre évolution « clivée »correspond donc a une approximation d’ordre 3 en At. La dispa-
rition par symétrie du terme d’ordre 2 en At nous conforte dans la qualité de notre schéma
d’intégration temporelle.

2.2.2.2 Les étapes de ’intégration sur un pas de temps

Maintenant que nous avons exposé la méthode d’intégration par clivage, nous pouvons
nous poser la question de ’évolution concrete des tableaux numériques. Il nous faut donc
considérer les équations différentielles telles que définies par la théorie hamiltonienne des
champs

izbi = ab3ﬁ<2>(q) (2.6)
d- 1 _

LR W - 1)

zhd#br =L (%;H (2.7)

ou le champ 1 est de coeflicients de Fourier ag, combinaison linéaire des by comme nous
I’avons vu au chapitre 1.

_1 1
6. eX+Y XY [X,Y] o [X+2V,[X, Y]]

=ete e 2 .. pour deux matrices X et Y carrées quelconques.
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Evolution selon H?) A partir de Iexpression (1.24) de ’hamiltonien de second ordre en
termes des bg, il vient :

d, - - -
i=ba(t) = 8b3H(2)((j) = —igbg(t) (2.8)

bq* — e_iquE/gbq‘. (2.9)

L’équation (2.9) représente la transformation que l'on opeére réellement sur le tableau nu-
mérique, notez le facteur 1/2 sur le pas de temps. Remarquons par ailleurs que cette trans-

formation est exacte et n’implique donc aucune erreur due a la valeur non infinitésimale de
At.

Evolution selon H®) L’étape suivante de lalgorithme d’évolution est de transformer
le tableau des b; en tableau des agz par combinaison linéaire (1.19) avant d’appliquer une
transformée de Fourier pour obtenir le tableau 1. Pour réaliser ’évolution de ce tableau, nous
considérons I’équation d’évolution définie par ihd%—z/},r = 81/,:;17 (3). Cela nous donne 1’équation
d’évolution

dir o[ € 2 .o 2

g = e |5 (VImdp)” —ie’V (Re(yy) V[Im yr)]) + 6A(Re )7 - (2.10)

Dans la sous-section 2.2.3, nous déduisons cette expression explicitement de I’hamiltonien
d’ordre 3 en point de vue 7. En toute généralité, le calcul d’'un gradient sur un réseau
n’est pas local en position mais est une opération locale en impulsion; pour préserver la
localité de lintégration sur H () et éviter de multiplier les transformées de Fourier, nous
présentons dans cette méme sous-section 2.2.3 la forme approchée du gradient que nous
utilisons dans le programme. C’est une approximation trés bonne et dont on a controlé
I’erreur par comparaison avec le gradient exact.

Filtrage des processus Umklapp Dans l'expression (2.10), il faut remarquer que le
tableau v est mis au carré. D’un point de vue numérique, cela veut dire qu'une fois que
I’on sera repassé en représentation impulsion, tous les modes numériques, y compris ceux
que I'on a décrits comme non physiques au début de ce chapitre, seront a priori d’amplitude
non nulle car les termes quadratiques en ¥ mélangent tous les modes. En effet, on peut

écrire Yy = 1 X% aEeik "7 par définition de la transformée de Fourier et donc wz =

VLzLy

L S L g g el
LayLy Zk‘l;k2 A, 08, ©

kitk2) © 7 Numériquement, certains modes non physiques seront peuplés
puisque la somme El + Eg peut représenter un vecteur d’onde dont I'impulsion est supérieure
a n ou le vecteur nul 0 ou encore un vecteur d’onde en dehors de la premiére zone de Brillouin.
Ce sont ces fameux processus Umklapp que nous avions évoqués a la section 2.1.2 plus t6t
dans ce chapitre. Pour éviter que ces termes ne perturbent I'intégration temporelle, il nous
faut les retirer chaque fois qu’ils apparaissent. Dans la pratique du programme, cela veut
dire mettre a 0 'amplitude du champ sur les modes non physiques du tableau des by chaque
fois que 'on a fait une opération non linéaire sur .

Meéthode d’intégration temporelle naive : Euler Pour implémenter une évolution,
il faut décider d’'une méthode d’intégration temporelle car on ne peut pas explicitement
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intégrer I'expression (2.10). Dans le cas d’une méthode d’Euler, I’évolution durant At se fait

par r(t+At) ~ (t)+ At dftf. Une fois la dérivée temporelle calculée et cette transformation
du tableau réalisée, nous pouvons appliquer la transformée de Fourier inverse pour obtenir
de nouveau az puis bz. On peut alors filtrer les processus Umklapp en mettant a 0 dans
ce tableau les modes non physiques puis réaliser une seconde fois 1’évolution selon H(?)
exactement comme dans la premiere étape (2.9). 7 L’erreur commise sur un pas de temps a
deux sources : 'approximation de la méthode d’Euler qui depend de At et 'approximation
lors du calcul de la dérivée (2.10), c’est-a-dire notre approximation du gradient (voir section
2.2.3). Enfin, durant ce pas de temps At, nous avons dii faire deux transformées de Fourier
2D.

Meéthode d’intégration temporelle : Runge Kutta d’ordre 4 La méthode d’Euler
est connue pour étre insatisfaisante pour 'intégration temporelle. C’est en effet un schéma
instable pour une évolution conservative puisqu’il consiste a approximer une courbe par sa
tangente au point initial connu et son erreur sur un pas grandit comme A¢? tandis que son
erreur total accumulée est d’ordre At. Pour ce type de systémes physiques, ce schéma se
caractérise par la divergence linéaire en temps de 1’énergie totale du systeme, dont la pente
est controlée par At.® A Dinverse, les schémas de la forme Runge-Kutta sont trés populaires
grace a la facilité de leurs mises en oeuvre d’une part, mais aussi par leur précision et la
stabilité de I’évolution qu’elles permettent d’autre part. En 'occurrence, nous nous sommes
portés sur la méthode de Runge Kutta d’ordre 4, qui nous permet d’obtenir de tres bons
résultats pour la conservation de ’énergie totale (comme nous l'illustrons a la section 4.2)
tout en gardant des temps de calcul raisonnables. Dans cette méthode, il faut calculer 4 fois
la dérivée selon 1’équation (2.10) en des points différents qui dépendent les uns des autres.
Pour éviter les processus Umklapp, il nous faudra donc faire trois retours au tableau by, une
apreés chaque calcul de la dérivée, afin de filtrer les modes non physiques. Chaque retour
demande deux transformées de Fourier, une pour revenir au agz/bg, puis une autre pour
revenir au ¢y apres le filtre. Ce qui correspond & 6 transformées de Fourier supplémentaires
au schéma d’intégration total par rapport a celui de la méthode d’Euler ce qui porte le
nombre total de transformée de Fourier & 8. 10

Résumé Résumons les étapes numériques dans notre schéma pour réaliser I’évolution du-
rant un pas At & partir du tableau bg(?) :
— Application de H® : bz — b= by(t) exp(—ig,At/2)

7. Puisque la relation entre ag et by est une transformation linéaire, le filtrage des processus Umklapp peut
se faire sur I'un ou sur 'autre, voire dans la transformation linéaire numérique de 'un & l'autre en posant
ug = v; = 0 pour tout mode non physique k.

8. En effet, prenons une équation différentielle it = wa et donc a(dt) = a(0)e™ " de maniére exacte.
La méthode d’Euler consiste & prendre a(dt) ~ (1 — iwdt)a(0) donc a(ndt) ~ (1 — iwdt)"«(0). Le probléme
alors c’est que |1 — iwdt| > 1 donc le schéma est instable! On peut expliciter cette propriété par la formule

) i Ciwdeg d0? —i dt
(1 _ det)n — g log(1—iwdt) _ en[ iwdt+—F——--] _ e uutewt 2 avec t = ndt.

9. Soit une fonction y(¢) dont on connait et peut calculer sa dérivée f(¢,y(t)), une valeur connue de y & un
temps donné y,, et un pas d’'intégration h, la méthode de Runge Kutta d’ordre 4 d’intégration pour trouver une
valeur yn4+1 & tp41 a partir de y, a t,, consiste a faire évoluer selon I’expression yn4+1 = yn + h%
avec k1 = f(tn,yn), k2 = f(tn + h/2,yn + hk1/2), ks = f(tn + h/2,yn + hk2/2), ka = f(tn + h,yn + hks).

10. Si nous avions choisi la méthode de Runge Kutta d’ordre 2, il nous aurait fallu faire une opération de
filtrage supplémentaire, donc 4 transformées de Fourier au total.
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— Obtention des az = ugbg + vgb* 7

— Transformée de Fourier des ag : Yp = \/#Ty P aEeik o

— Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 & partir de 1, pour un pas d’intégration At et
comme expression de la dérivée I’équation (2.10). Réaliser la méthode en excluant les
processus Umklapp implique 4 transformées de Fourier.

— Transformée de Fourier inverse pour obtenir ag puis by et filtrer les processus Umklapp.

— Application de H® une seconde fois : by — b = bg(t) exp(—iggAt/2)

2.2.3 L’opérateur gradient sur un réseau discret

Dans cette sous-section, nous obtenons I’équation d’évolution du champ classique Py de
'hamiltonien (adimensionné) H®) de ’équation (1.26). On peut écrire :
d - 1 _
i—p = 05 H®. 2.11
dt vr lply V7 (2.11)
Placons-nous a 1D pour simplifier le reste du développement. Dans ce cas, le gradient d’un
champ & valeurs complexes ¢*(z) défini sur un réseau discret de pas [, peut s’écrire

O (z) = Z em(x + mly) (2.12)
meZ
avec ¢, des coeflicients réels obéissant a la contrainte ¢_,, = —c¢,,. C’est-a-dire qu’un gradient

est une certaine combinaison linéaire antisymétrique des valeurs prises par le champ sur
le réseau dans une certaine direction. On peut écrire notre hamiltonien en termes de ces
coefficients :

_ * :
O = s 62Re¢(y)<26mw(y+mlr)_.¢ <y+’“lw>> +4A<Rew<y>>3]
Y L

pg meZ 2
(2.13)
Ll | & . .
= TE 2 |~ Rev) X cmen (9ly + mla) = 0 (y o+ mly) (Uly + k) = 07y + ko))
Y m,neZ

(2.14)
+4A (Re o (y))*] .

On peut maintenant réaliser la dérivation partielle par rapport & ¢*(z)

- Iyl 2 )
OurH® == 3| 6A (Reth(a))”duy + 5 2 Cmenduybmi, Rev(y)((y + nle) — 0" (y +nly))
Y

mneZ

(2.15)
2
-5 0e 3 emen (6 mle) ="y -+ nla)) (oly +nls) = "y )
m,ne

Au second membre, on reconnait dans la troisieme contribution (la double somme), un gra-
dient au carré. Par ailleurs, nous pouvons sommer sur y et tenir compte des deltas de
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Kronecker dans chaque contribution

By () H®) = Loy [61\ (Re¢(x))2+622(ax Tm 1(z))? (2.16)

Ve?

€2 *
—i—; Z cmen Re(z — mly) (Y(z — mly + nly) — ™ (x — mly + nly))

mmne”Z

Au second membre, nous reconnaissons dans la somme sur n ’expression du gradient :

Vp€?

2
—i-? Z em Rep(x —mly) 0y (Y(x — mdx) — ™ (x — mdw))] .

meZ

Oy (o H®) =121 [6A (Res(x))” + 2 (02 Im () (2.17)

Enfin on peut faire le changement de variable muette m — —m/ puis retrouver I’expression
du gradient en utilisant c_,,y = —c,. Il reste

_ 2
e A = 22 [6A (R () + 5 (0 Tmp(2)? — i€, Re (), (m () |
p
) (2.18)
On revient a I’évolution de iz et au cas général du réseau a d dimensions :
d - 1 —\2 € N2 o - -
i = N [6/& (Re w) +5 (v Im W) — i€V (Re 7V Im w)] . (2.19)

Calcul numérique du gradient Comme nous venons de I’écrire, ’expression de 1’équa-
tion différentielle sur v repose sur le calcul de gradients discrets de fonctions de . L’ex-
pression générique du gradient discret telle que nous 1’avons écrite (2.12) n’est pas locale en
position et implique donc que son calcul numérique est quadratique en le nombre de modes
puisque que pour chaque point du réseau, il faut sommer sur les termes de chaque direction.
La sommation numérique naive ralentirait siirement grandement le programme et tuerait la
complexité linéaire que nous avions gagné en « clivant » 'opérateur d’évolution total.

Nous avons alors deux possibilités pour préserver cette linéarité : la premiere est de
calculer ces gradients dans l'espace des impulsions car 'opération y est locale. En effet
OxP() = O Dk, ape ke — >k, —ikyay, e~ Cette possibilité, qui a 1’avantage certain
d’étre exacte, rajoute donc autant de paires de transformée de Fourier que de gradient pour
un pas de temps. Pour notre schéma de type Runge-Kutta d’ordre 4, cela revient a ajouter 16
transformées de Fourier. C’est donc un choix assez lourd. La seconde possibilité, et celle que
nous avons retenue, est tout simplement d’approximer le gradient par une différence finie,
c’est-a-dire de restreindre la formule générique (2.12) a seulement quelques coefficients non
nuls sur les points voisins. Nous avons choisi comme troncature la formule

Oz1p(x) =~ % (A - le) (2.20)

w(x"i_lac) —¢(9€—l:c) et B = ¢($+21x) —1/1(33—25;1:)

A=
avec 5 10,
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Il est possible de se convaincre que cette expression constitue une bonne approximation du
gradient en considérant la fonction test 1 (z) = e™*®. Sa dérivée exacte est 9,1(x) = ike™™®
alors que notre approximation donne

4

~ s lentkx
O (x) ~ ike 3 (

sin(kl,) 1 sin(?klz)) (2.21)

kl 4 2kl

En supposant u = ki, suffissamment petit, nous pouvons développer les sinus avec - =

1-— “g + O(u*) Ce qui donne, pour le facteur dans I’équation précédente

sin sin 2 2
I [l S 1(R R e

(2.22)
ott le O(u*) est non nul, ce qui fait de notre troncature une approximation d’ordre 4 de la
dérivée spatiale. Mais kl, est-il assez petit? Se limiter a un développement de Taylor au
second ordre est-il légitime 7 Sur ce point, nous sommes aidés par le fait que k£ < i pour
tout k vecteur d’onde physique du réseau. Certes, 5-l; > 1,57 n’est pas petit a priori mais
le facteur F est strictement décroissante avec une pente tres plate sur I'intervalle [0; 7] et
F(§) = 3% ~ 0, 85. C’est pourquoi nous nous sommes permis d’utiliser cette approximation
dans l'intégration numérique, approximation tout a fait raisonnable et qui accélere le calcul.

Ces approximations trouveront la confirmation de leur validité au chapitre 4 ou, avant de
présenter les résultats finaux de nos simulations, nous montrerons les figures de conservation

de I’énergie ainsi que d’atteinte de I’équilibre thermodynamique.



Chapitre 3

Etude par fonctions de Green & N
corps

Avant-propos

En physique quantique, le probleme & N corps pour un systéme a 1’équilibre thermody-
namique peut étre étudié au moyen du formalisme des fonctions de Green, moyennes dans
'état d’équilibre de V'opérateur (7, to)hl (71, t1) avec x(t) I'opérateur de champ créant
une particule au point 7 & l'instant ¢ en point de vue de Heisenberg [29]. Cette fonction est
intéressante car il est possible d’extraire des singularités de sa transformée de Fourier des
informations sur les propriétés dynamiques du systéme, sur ses états excités ainsi que sur ses
réponses a une perturbation externe. Nous verrons d’ailleurs comment la regle d’or de Fermi
décrite dans le chapitre 1 se retrouve dans ’approche par fonctions de Green comme une
approximation mal controlée et comment cette approche permet d’aller au-dela en prenant
en compte systématiquement tous les diagrammes du méme ordre en la perturbation.

Dans un premier temps, dans les sections 3.1 et 3.2, le présent chapitre s’attarde a définir
les différentes fonctions et quantités intervenant dans la méthode, qu’on relie & notre obser-
vable avant de construire la série diagrammatique que nous utilisons par la suite. Dans un
second temps, les sections 3.3 et 3.4 présentent les résultats nouveaux que nous avons obte-
nus. On y explore la spécificité du cas d = 2 par rapport au cas d = 3 dans la limite de basse
température réduite € = kgT/mc? — 0, ce qui nous aménera a discuter de I’applicabilité de
la régle d’or de Fermi dans les gaz de bosons bidimensionnels.

3.1 Expression du signal en termes de la fonction énergie
propre X

L’étude par fonctions de Green de notre probléme d’amortissement des phonons a été
principalement menée par Yvan Castin. Dans cette section, nous en présentons les princi-
paux ingrédients, afin de parvenir & la formulation intégrale (3.13) que nous avons calculée
numériquement a tous les ordres en € pour comparer a nos simulations.

En utilisant les enseignements de A. Fetter et J. Walecka présentés dans leur ouvrage
Quantum Theory of Many-Particle Systems [29], en particulier dans leur section 31 p.292 et
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FIGURE 3.1 — Chemins d’intégration C; et C_ dans le plan complexe de la variable z.

leurs équations (31.23) et (31.24), nous pouvons exprimer notre signal pour ¢ > 0 comme

NN to dw ., (G(Gw+i0T)  G(q,w—i0T)
o T — iwt
(bg(t)bL(0)) / e ( e T o (3.1)
oo dw — . s 9(Qw+i0T) — G(G,w —i0T)
= / i C (g(q,w +i0™) + N (3.2)

ou la fonction de Green G({,w), analytique dans le plan complexe privé de 'axe réel (sur
lequel elle présente une ligne de coupure), est définie en termes de la fonction énergie propre
> par

1

SUBDE z—egq—2(q,2)

¥z e C\R. (3.3)

Pour développer une intuition de I'expression (3.1), donnons-en une forme simplifiée dans
la limite de couplage faible ot I'intégrale sur w est dominée par un voisinage de ¢,/k. On peut
alors remplacer e par et/ aux dénominateurs de l'intégrande. Limitons-nous aussi au

cas t > 0 qui permet de se ramener & une intégrale curviligne dans le plan complexe !

BB = (1+7,) [ SZe0h(,2) (3.4

cy 2im

ou C désigne une droite parallele a I'axe réel dans le demi-plan supérieur, dirigée vers —oo
comme sur la figure 3.1. On peut prolonger analytiquement > donc G du demi-plan supérieur
au demi-plan inférieur a travers leur ligne de coupure; la fonction de Green prolongée G| (¢, 2)
admet en général un ou plusieurs poles zg, définis par zo = g4+ (q, 20), et qui jouent un role
dans la dynamique de l'observable. En effet, en refermant le chemin Cy par un demi-cercle
dans le demi-plan inférieur, avec un rayon que l’on fait tendre vers l'infini, on crée un chemin
d’intégration fermé permettant d’appliquer le théoréeme des résidus. Deés lors, chaque pole
apporte une contribution exponentiellement décroissante a la moyenne <B§(t)5g(0)). L’appli-
cation du théoreme des résidus oblige cependant a déplacer puis a contourner la ligne de
coupure de G(q, z), voir la figure 3.2, le lacet de contournement apportant une contribution
a la fonction de corrélation tendant vers 0 algébriquement (en loi de puissance) aux temps
longs.

1. La contribution du chemin C_ défini sur la figure 3.1 est nulle dans ce cas comme on peut le montrer
en refermant le contour dans le demi-plan inférieur sur un grand demi-cercle et en utilisant ’analyticité de G
dans ce demi-plan.
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FIGURE 3.2 — Chemin d’intégration dans le plan complexe permettant d’appliquer le théo-
réme des résidus a la forme simplifiée (3.4) du signal. Les points noirs sont les points de
branchements et les lignes noires qui en partent sont les lignes de coupure déplacées. Les
croix noires représentent les poles de la fonction G, .

3.2 Développement perturbatif de la fonction énergie propre

En s’inspirant du Fetter-Walecka, on peut effectuer un développement perturbatif de la
fonction énergie propre en puissances de 'interaction cubique phonon-phonon sous forme de
diagrammes de Feynman :

Y= >O> + --»-- -»-- 4+ --p-- - ..

Ordre 2 en H(S) Ordre 4 en g(?’)

(3.5)
ou nous représentons les diagrammes d’ordres 2 (le premier terme) et 4 (les deux suivants)
en H®). Les tiretés représentent les facteurs G (¢,w) qui encadrent toujours ¥ dans le déve-
loppement de la fonction de Green en temps imaginaire G(¢,iw). Chaque sommet de chaque
graphe correspond & une action de H®) donc est toujours le point de rencontre de trois lignes
et contribue par un facteur égal & I'élément de matrice de H®) correspondant. 2 L’étape sui-
vante consiste a orienter chaque ligne d’un diagramme donné, d’assigner a chaque ligne deux
quantités ('impulsion et la fréquence de Matsubara du mode) conservées aux noeuds. Enfin,
il faut sommer les contributions sur toutes les orientations possibles des lignes internes, sur
tous les vecteurs d’onde et sur toutes les fréquences de Matsubara internes indépendants.

2. Notons une entorse aux consignes du manuel : nous omettons les lignes d’interactions (représentées par
des lignes ondulées dans [29]) car elles ne sont pas utiles dans notre cas. Cela provient du fait que les calculs
d’élément de matrice chez Fetter et Walecka se font entre états non symétrisés donc doivent distinguer entre
les termes directs et d’échange, tandis que les états de phonons que nous considérons sont automatiquement
symétrisés.
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3.2.1 Expressions des fonctions énergie propre d’ordre 2

Si on se concentre sur 'ordre 2, cela donne la somme de diagrammes

Landau Beliaev non-résonnant
E’w, va/ E,w’
q,w q,w q,w q,w q,w g, w
22— -ie-- B SRy iy S i -
T+ Fkw+ o 7—kw—uw —(T+ k), —(w+ )

(3.6)

oll nous reconnaissons sans peine, de gauche a droite dans (3.6), les processus de Landau,
de Beliaev et non résonnant que nous avions déja introduits sous forme de diagrammes au
chapitre 1 (figure 1.1). Les régles pour construire la fonction ¥ & partir des diagrammes,
dites «regles de Feynman », sont énoncées dans le Fetter-Walecka. Pour le diagramme de
Beliaev par exemple, ceci donne :

R §|oF, - BA®p)|
)= —BhQ/(QW)d Z [iw’—sk/h][i(w—w’)—eql];/h] (37)

w’G%Z

ott H®) est hamiltonien volumique. Pour effectuer la somme sur w’, on décompose en

éléments simples le facteur m = ﬁ(ﬁ + bjz/) ou 2’ =iw’ et on utilise le résultat

du Fetter-Walecka p.249 limy, 0 > /c2x > % = e‘;h% pour tout réel x non nul. On notera
B -

le facteur 1/2 au numérateur de (3.7) qui permet d’éviter un double comptage : le diagramme

est en effet invariant par rotation d’un angle 7= autour de 'axe horizontal. Ce facteur 1/2
(2)

Lan*
La méthode étant reproduite pour les processus de Landau et non-résonnant, on prolonge

analytiquement & C \ R en remplagant la variable discréte ihw par la variable continue z et
on obtient

A 2 « . .
apparait dans Ego)n_res pour la méme raison mais pas dans X

- RN 2
— l = (3)
aF 3|7 EHO|)|
»@ (j’,z):/ 1+ +n, ¢ 3.8)
Bel( (27T)d 5 — (519 _ gq‘—]_{) ( k —k) (
RN - 2
AE [(@+ kHD|k, q)
S (3, 2) = / > d‘ | (g — g,z (3.9)
(2m)d  z+4ep— Eark
N - S 12
- 1 ~ (3) = (=
@i 3| OAOE, 7 —(7+ k)|
@ (7o) = — N
Enon—res(q, Z) = / (27T)d it ep+ 6_((T+E) (1 + ni(qﬁrk) + nk) . (310)

3.2.2 Expression du signal pour le champ classique

Avant d’étudier plus avant les propriétés de cette fonction énergie propre dans le cas
d = 2, revenons a 'expression (3.1) du signal comme une intégrale de la fonction de Green
et adaptons-la au cas de 'approximation de champ classique. Dans ce cas, nous remplagons
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la loi de Bose ﬁ par celle d’équipartition de la physique classique Biﬁw’ ce qui donne

. R +o00 d —iwt
baopfoy = = [~ LS (G0 - g@w-107)). (1)

Comme ¥ admet une ligne de coupure sur I’axe réel, entrainant une discontinuité de sa partie
imaginaire mais pas de sa partie réelle, on peut écrire

Y(q,w £i07) = Xg(q,w) £iX1(F,w) (3.12)

ou les fonctions X i et 37 sont a valeurs réelles. En introduisant ces expressions dans le signal,
nous obtenons

7 7 class oo dw e =X C.Ta w
Gatopyon= = [ @)

oo T Bl [hw — g — Sr(G,w)]* + [Z1(F,w)]> (3.13)

3.2.3 Principe d’un calcul numérique

Remarquons qu’il est toujours possible de réécrire nos fonctions énergie propre comme
des intégrales sur une variable réelle d’'une densité d’état sur un dénominateur d’énergie. En
effet, on peut écrire I’expression schématique

. k.. Ak [Heo +oo g Ak
Z(q,z)z/(%)dz_AE :/(%)d /m ded(Ac—e) :[m z;/wa(m—s)(..

a partir de laquelle on peut définir une densité d’états p(q,e) = [ %6(A5 —¢)(...) et donc
(g, 2) = [t %p((f, ¢). Pour nos trois processus a I'ordre 2 en H®) les densités d’états
s’écrivent
. dk 1{~ . =4 2 o
pBel(q,€) = /W5(€k —Ei g 6)5 ‘<k7q — k’H(S)@‘ (1 +np+ ”*—E) (3.14)
B d’k N A
pLan(7,€) = /Wa(am—ak —e) [(g+ KIADE, @[ (77 - 7,7 (3.15)

= ddE - A(3) N - e 2 _ _
pronrs(@:2) = [ 20 Er g+ 2)g [OAOIE G —@+ RN (1 g+ 7).
(

On reconnait ici une forme généralisée des intégrales (1.33)-(1.34) pour les taux d’amortis-
sement de Beliaev-Landau selon la regle d’or de Fermi calculées au chapitre 1. On peut en
effet écrire Fgmc = pproc(q, €q¢). Un calcul numérique peut alors suivre la méme stratégie que
celle prise a cette occasion : on integre le Dirac de conservation de 1’énergie sur la variable
0, angle entre ¢ et E, et on réinsere les racines 6y dans ’élément de matrice et les nombres
d’occupation pour finalement intégrer explicitement sur le nombre d’onde k. Il faudra faire
attention & ce que les angles 0y assurant la conservation de l’énergie n’introduisent aucun
phonon nul ou de nombre d’onde supérieur & la coupure ultraviolette 7 (que ce soit /2, q +k ou
q— E) Enfin remarquons que les processus non résonnants contribuent cette fois au résultat
final, sur 3 bien siir mais aussi sur 3; si € est assez négatif, bien que cette contribution soit

)
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négligeable dans la pratique devant celles des processus Beliaev et Landau. Enfin, on montre
que

E1(qw) = —mp(q; hw), (3.17)
+o0 7 — o(dq. —

notamment en exprimant I'intégrande de X en termes de la valeur principale de Cauchy et
celui de X1 en termes de la distribution de Dirac :

“+oo
Y (7, hw + 107 :/ de p(q, < )
(¢, hw +107) ep(q.e) | v-pp——r

—00

i (e — 5)) . (3.19)

3.3 Spécificité du cas 2D

Afin d’éclaircir la spécificité du cas d = 2, nous proposons dans cette section une analyse
du comportement de ¥ dans la limite € — 0 & p&? et ¢ fixés. L'objectif est de déterminer
lapplicabilité de la régle d’or de Fermi dans cette limite. A ce titre, on comparera avec le cas
d = 3 ou 'on peut 'appliquer. L’argument repose sur la considération de I’ordre dominant en
€ de ¥ d’une part, et de celui de I'échelle de variation de ¥ en z—¢4, = ¢ d’autre part. Les deux
lois de puissance correspondantes ont déja été abordées et méme exprimées au chapitre 1.
En effet, dans les expressions de Xpr0c (3.8)-(3.10), on constate que c’est le terme de « défaut
d’énergie » de forme %Ae’ qui détermine la variation de ¥ en (. Or, ces défauts d’énergie
ont déja été calculés a 'ordre dominant en e. On lit, sur les équations (1.49) et (1.51), que
ces défauts sont d’ordre € (en raisonnant sur les quantités dimensionnées), conséquence de
la dépendance en € de I'angle 0y [voir les équations (1.50) et (1.52)].

De méme pouvons-nous lire sur I'expression de T'; (1.59) 'ordre €* pour I'ordre dominant
de Y. En effet, comme pour l'intégrale des taux d’amortissement, 1’élément de matrice au
carré adimensionné contribue par un facteur € tandis que le défaut d’énergie adimensionné
contribue par un facteur e ' & 'ordre dominant. ¥ est donc d’ordre 2 en € et ¥ d’ordre 3 en
€.

Les deux lois de puissance mises en jeu sont donc identiques, ce qui aura des conséquences
importantes pour le comportement du signal pour de faibles valeurs de €. Dans le cas d = 3
a contrario, I’échelle de variation en ¢ de X reste d’ordre €3 mais la fonction énergie propre
est d’ordre €°, le taux d’amortissement variant comme 7 [30].

Conséquences sur 1’exactitude de ’approximation du poéle Introduisons une mise
a l’échelle de %, ¢ et t dans la limite € — 0
z— &g ¢

X(q,2) =€o(q, —— =

t -V v
o 67) ;= t ; (=€Y¢ (3.20)

et écrivons le signal (3.4) en termes de ces variables mises a ’échelle

(batbYO) o podAC e
— efat/t ~ = (3.21)
Ng e~0 Jo, 2im ¢ — 0(q,§6” )

Le constat est clair : pour le cas d = 3 ou v = 5 et p = 3, il vient 7+ 250

= ¢
donc I'approximation du pole remplagant la fonction ¥ au dénominateur de (3.21) par la
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constante (g, 0) est exacte dans la limite € — 0. En revanche, danslecas d =2, v =p =3
soit €¥7# =1, ce qui implique que cette limite ne suffit pas a rendre ’approximation du pdle
donc la regle d’or de Fermi exacte!

3.4 Théorie diagrammatique a ’ordre dominant en ¢

Maintenant que nous avons établi la spécificité du cas d = 2 concernant la limite ¢ — 0,
il serait utile d’obtenir un « petit parametre» du modele qui caractériserait la force des
interactions et au moyen duquel nous pourrions obtenir une condition de validité de la regle
d’or de Fermi. Nous commencons par réaliser une nouvelle mise & I’échelle des variables, cette
fois & partir des quantités adimensionnées

3y -
62—7@5

t 3 D Z—g =€ 375 ;2@ =2 B’Yf]@). (3.22)

Les fonctions énergies propres adimensionnées de Beliaev et Landau & l'ordre 2 en H®)
s’écrivent alors dans la limite ¢ — 0 dans le demi-plan supérieur :

L _ =0\ 3/2 _ _
hao=p [ Y (ke (k)) o n;f ot (323
0 k(G —k)+¢
N
ORI ek GUA) Ml -
Y w1 gy - )
e
avec u—m. (3.25)

Ainsi, a 'ordre 2 en €, la physique du systeme ne dépend plus que du parametre physique
u! En particulier, ces relations suggerent que la régle d’or de Fermi peut étre appliquée avec
succes lorsque u > 1.2 11 faut néanmoins contréler 'ordre de grandeur en € et u des fonctions
énergie propre d’ordre supérieur.

3.4.1 Etude des ordres supérieurs de la fonction énergie propre

Pour étudier ces ordres supérieurs, nous utilisons une méthode de « comptage de puis-
sance » des termes dans les intégrales contribuant & ¥ afin d’évaluer 'ordre dominant en
€ et en u sans avoir a calculer explicitement ces intégrales. En particulier, cette méthode
repose sur 'argument suivant : nous faisons 'hypothése que, pour tous les diagrammes a
tous les ordres en H®), les angles qui satisfont le Dirac de conservation de ’énergie sont
petits et d’ordre € et que par conséquent, les dénominateurs d’énergie sont eux aussi petits
et d’ordre €3. C’est ce que nous avions effectivement constaté a I'ordre 2 dans les expressions
(3.8) et (3.9). Cette hypothese n’est pas si forte que ¢a a cause de la quasi-linéarité de notre
spectre phononique. S’il était exactement linéaire (un véritable spectre phononique € = ck),

3. L’échelle de temps caractéristique de la régle d’or correspond a t ~ u donc & f ~ 1/u dans l’espace des
fréquences si bien que, dans la limite u — +oo0, Em(@, ¢) peut étre approximée par 2(2)(q_7 i0") dans l'inté-
grande du signal, ce qui redonne ’approximation du poéle et donc la régle d’or de Fermi pour ’amortissement.
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FIGURE 3.3 — Un des diagrammes d’ordre 4 en H () avec un phonon intermédiaire couplant
les deux branches de la boucle. Nous avons noté I'impulsion de chaque phonon, en tenant
compte de la conservation de I'impulsion a chaque noeud, ce qui laisse deux vecteurs d’onde
internes sur lesquelles intégrer. Les tiretés verts représentent les dénominateurs d’énergie
AE. On divisera en effet les éléments de matrice de Pinteraction cubique H®) par I'énergie
de chaque état intermédiaire autant de fois qu’il y a d’états intermédiaires indépendants (AFE
contient la somme des énergies des phonons que coupe un tireté vert donné).

seuls des phonons colinéaires auraient pu interagir sur la couche d’énergie, c’est-a-dire que
6y = 0 aurait été I'unique solution possible pour la conservation de 'énergie.* Dés lors, par
continuité, une faible courbure doit amener & un angle petit.

A titre d’exemple, on considére un diagramme d’ordre 4 en H®) que 'on représente sur
la figure 3.3. Pour commencer, un élément de matrice quelconque peut se représenter sché-

. e . . hk1 hko hk 2 3/2 2
matiquement (voir équation (1.14)) par (f|H®)|i) o ‘/ﬁﬁﬁg% x € \/%"‘C car chaque
nombre d’onde est d’ordre kpT'/hc. Ainsi, on peut écrire (en comptant quatre éléments de
matrice de H®) sur le diagramme)

- = [ 32me? ! 1
$(4) / 2 / 27 [ € 9
x [ d°k [ d°k 7 AEAEAE (3.26)

ou AF représente un dénominateur d’énergie & chaque fois différent. Il y en a trois car, comme
il est possible de le constater sur la figure 3.3, pour chaque diagramme possible a cet ordre
(c’est-a-dire pour toutes les orientations possibles des lignes intérieures du diagramme), il y
a trois états intermédiaires (il n’y en avait qu’un seul & l'ordre 2). On passe en coordonnées
polaires d’axe ¢ dans l'espace des vecteurs d’onde et on tient compte du fait que la largeur

4. C’est la raison pour laquelle on ne peut pas se satisfaire de ce spectre, qui restreint les collisions d’une
maniere différente de la réalité expérimentale.
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angulaire est & € et que AE ~ kgTe?. Donc

3/2,, 2\ 4 1
(4) IERY ;[ €77MC
Y /dk‘dk kk /d9d9 ( NG > ANEAEAE (3.27)

(D)o () ) e

2 2

»@ x kT (6> ou |2® o S (3.29)
pE? (p€2)?

Avec les mémes arguments, considérons ’ajout d’un ordre supérieur. Du point de vue du dia-

gramme, nous devons ajouter deux noeuds H®) soit deux éléments de matrice, un phonon

intermédiaire donc une intégration [dkk [ 6, deux états intermédiaires donc deux dénomi-

nateurs d’énergie. Ainsi on ajoute un facteur d’ordre

1 kT\? e3/2mc? 2 1 2 1
3) - B
/dkk/0<f\H<>z>AEAEAEo<( hc) e( 7 > (kBT62> = e (3.30)

Selon cette méthode de comptage de puissances associée a I’hypothese des petits dénomi-
nateurs d’énergie pour les petits angles, les diagrammes d’ordre supérieur sont tous d’ordre
dominant €2 mais d’ordre de plus en plus élevé en 1/u :

En conclusion,

2
£ 67,1 Vn € N* 3.31
(p€?) (331)

qui apparait donc comme un petit parametre inattendu dans la série diagrammatique.
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Chapitre 4

Résultats et comparaison

Avant-propos

Dans ce chapitre, nous discutons des résultats issus de deux séries d’exécutions du pro-
gramme de simulation qui se distinguent par leur régime d’interaction. Bien que les deux

séries restent dans le régime faiblement collisionnel pour tous les modes de la simulation,
3/2
S0
V3(1+A)2
dans le chapitre précédent et qui caractérise la force des interactions dans le gaz de bosons

bidimensionnel. Parmi les parametres physiques des deux séries, plusieurs sont identiques : la
courbure phononique v = 1, le parameétre thermodynamique A = 0, la coupure ultraviolette
n = 1 ainsi que la température réduite e = 1/2. Elles différent donc seulement par la valeur
de la densité adimensionnée p&2. Nous avons p&? = 10 pour la série 1 et p&2 = 1,5625 pour
la série 2. Nous présentons aussi des résultats issus de simulations identiques a la série 1 a
I'exception de la valeur de la température réduite € = 1/3 et que nous nommons série 1 bis.
Avant de présenter les résultats des simulations, nous vérifions que les jeux de parametres
s’accordent avec les contraintes de validité de la théorie de 'hydrodynamique quantique avant
d’aborder la question du régime d’interaction défini par ces parametres physiques. Puis nous
présentons quelques données extraites des simulations qui nous assurent de la cohérence phy-
sique de notre intégration numérique avant d’illustrer a la section suivante le comportement
de la fonction de corrélation temporelle (b{;(t)b;i(O» des phonons & proprement parler que
I'on compare a la prédiction de la regle d’or de Fermi. Enfin, dans 1'ultime section de ce
chapitre, de cette partie et de cette these, nous étudions en détail I’écart entre nos simula-
tions et 'approximation du pole ainsi que les différentes prédictions sur cet écart issues de la
méthode diagrammatique par fonctions de Green a N corps. Cette discussion nous permet
de conclure sur la validité et la viabilité de nos simulations et de notre théorie.

elles se distinguent par la valeur du parametre u = p€? que nous avons introduit

4.1 Reégime de validité et d’interaction des séries

Comme nous 'avons mentionné a la section 1.1 du chapitre 1, I’hydrodynamique quan-
tique, théorie mésoscopique de basse énergie, est soumise a des restrictions sur les parametres
du systéme garantissant la cohérence de sa description. Les contraintes se résument a (i)

£ = @ > 1 qui assure la pertinence de la description a gros grains de ’hydrodynamique

% ¢
(1.1) et (ii) kT < mc? = € < 1 qui assure que la température soit assez basse pour peupler
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seulement la partie phononique du spectre d’excitation. Une autre quantité utile pour juger
de la pertinence de notre description est le nombre de particules dans une maille de notre
réseau. Pour que notre description «a gros grains » soit pertinente, il faut que ce nombre

2
soit grand devant 1, donc pdady = p&? (%) > 1.! Nous résumons nos séries et la valeur
de ces contraintes dans le tableau suivant :

’ Série H pE? ‘ € ‘ U ‘ pdxdy ‘ pg ‘ I’th/wglin ‘
1 10 | 1/2]18,14 | 394,8 | 40 |2,2 - 102
1 bis 10 1/3 | 18,14 | 888,3 90 0,11
2 || 1,5625 | 1/2| 2,83 | 61,7 | 6,25 | 0,9

Pour nos trois séries, la contrainte %2 > 1 semble bien réalisée. Si la valeur ¢ = 1/2
peut sembler un peu grande pour satisfaire la contrainte € < 1, ce qui impliquerait que les
excitations collectives ne soient pas tout a fait phononiques, il ne faut pas oublier que la
courbure du spectre est de la forme %62 ~ 0,031 dans la simulation, ce qui reste faible. On
constate des lors que ce qui différencie nettement les deux séries est la valeur du parametre

= \/5(1735\)2 p€? que nous avons introduit au chapitre 3 [voir (3.25)] et qui n’est autre que
I'inverse du petit parametre du développement diagrammatique. 11 vaut 18,14 pour la série
1 et 2,83 pour la série 2. Par conséquent, la régle d’or de Fermi devrait étre plus proche de

la série 1 que de la 2.

Régime collisionnel des simulations Avec ces parameétres, sommes-nous, pour un mode
donné, plutét dans le régime hydrodynamique ou faiblement collisionnel 7 Nous pouvons ré-
pondre a cette interrogation en comparant la pulsation du mode a l'amortissement d’un
mode thermique typique. On peut considérer par exemple le mode d’excitation fondamental
de chaque grille, de pulsation adimensionnée u_;g‘in = 2n/n5ZB et comme taux d’amortisse-
ment celui du mode d’énergie maximale dont la population moyenne est égale a 1, et que nous
trouvons & partir des données des simulations (voir la section 4.3). Le régime hydrodyna-
mique correspond alors & la limite Tt /wl‘}lin > 1 tandis que le régime faiblement collisionnel

désigne la limite inverse TP /wg?in < 1. D’apres la derniere colonne du tableau précédent,
qui donne la valeur de ce rapport, les trois séries 1, 1 bis et 2 sont dans le régime faiblement
collisionnel pour tous les modes, méme pour la plus grande taille 128 x 128.2

4.2 Vérifications de la conservation de I’énergie

Les contraintes sur les valeurs des parametres imposées par les approximations du modele
ne sont pas les seules auxquelles nous devons faire attention pour étre siir de bien rendre

1. Notons toutefois que cette quantité dépend de la coupure ultraviolette ce qui affaiblit son interprétation
physique et donc son importance en tant que condition de validité.

2. Cela indique que la taille limitée de la boite nous empéche d’observer des modes de faibles énergies
qui pourraient se trouver dans le régime hydrodynamique. En 'occurrence, ce régime semble a portée de
main au vu de la série 2, puisque doubler ou quadrupler le nombre de mode ferait rentrer une fraction des
modes d’énergie les plus faibles dans ce régime. Pour I'instant, nous n’avons pas pu explorer en profondeur ce
régime, nous mettons a la fin de ce chapitre, en conclusion, un premier coup d’oeil issu d’une troisiéme série
d’exécutions tentant d’apercevoir ces petits modes en régime hydrodynamique dans le cas p&? = 1, 5625.



4.2. VERIFICATIONS DE LA CONSERVATION DE L’ENERGIE 117

0.0004 (|Es()M/(E2(t) + E5(t)) max(|E(t) — E(0)|)/(|E3(D)])
0.0003 I e
0.0002 e
0.0001
0.0000, 5000 10000 15000 5000 10000 15000
t (a) ‘ (b)
000020 (|E3(t)|)/(E2(ii)ru+E3('t)L“ 0.015 . Max(E(t) — EQ))/(IEs(t)])
0.00015
0.00010
0.00005
0-00000576500 20000 30000 40000 0-0005"70600 20000 30000 40000
t (c) t (d)
(|E3(OVE (D) + Es(t)) max(|E(t) — E(0)|)/{|E3(t)])
00010 MWhrsbempar bbb gt bt 0.0002
0.0005 0.0001
it bt b i
0.00004 1000 _ 2000 3000 0.00005 1000 _ 2000 3000
t (e) t (f)

FIGURE 4.1 — On représente deux quantités moyennes liées a 1’énergie du gaz et a sa conser-
vation durant l'intégration. Chaque couleur correspond a une taille de systéme différente :
bleu pour 32 x 32 modes physiques, vert pour 64 x 64 et rouge pour 128 x 128. Chaque point
qui compose les courbes est la moyenne d’ensemble sur les 3200 réalisations & un méme
instant £. A gauche, on représente la moyenne de la valeur absolue de D’énergie d’interac-
tion, c’est-a-dire de la valeur absolue de H®), rapportée a I’énergie totale, la moyenne de
H = H® + H® au cours du temps. A droite, la valeur maximale parmi les 3200 réalisations
de la quantité |Fiot(t) — Eiot(0)| avec Eior(t) la valeur de H pour une réalisation donnée a
un instant donnée. On rapporte cette valeur maximale a la moyenne de la valeur absolue de
H®) & cet instant. (a) et (b) correspondent & la série 1, (c) et (d) & la série 1 bis, (e) et (f)
a la série 2.
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compte des phénomenes physiques par nos simulations. Il faut aussi que les méthodes nu-
mériques que nous utilisons pour calculer en pratique I’évolution soient assez précises. Dans
cette section, nous vérifions les bonnes propriétés de stabilité de la méthode d’intégration
temporelle, triplement approchée (voir chapitre 2) : une premiere fois dans l'intégration faite
via la méthode de Runge Kutta d’ordre 4 sur H (), une deuxi¢me fois par la formule & 4
points utilisée pour le calcul du gradient et une troisieme fois par le clivage de '’hamiltonien
en H® et HO,

Sur la figure 4.1 nous représentons deux types de quantités liées a 1’énergie du gaz et a sa
conservation au cours du temps dans les simulations. Ces moyennes sont toujours prises sur les
réalisations, les sous-figures de la colonne gauche représentent la moyenne de la valeur absolue
de Phamiltonien H®)  un instant ¢, rapportée a la moyenne de "hamiltonien total H @4+ HG)
a ce méme instant. Quant aux sous-figures de la colonne de droite, on y représente 1’écart
maximal (en valeur absolue) parmi toutes les réalisations entre 1’énergie totale & 'instant ¢ et
a 'instant 0, rapporté a la moyenne de la valeur absolue de ’énergie d’interaction a l'instant
t. Comme nous pouvons le constater, les simulations sont d’une précision satisfaisante. La
constance du rapport entre ’énergie d’interaction et 1’énergie totale des sous-figures a gauche
nous confirme que le systéme a bien thermalisé, c’est-a-dire atteint un état d’équilibre. Les
sous-figures a droite nous renseignent sur deux sujets. Tout d’abord on constate que la
méthode d’intégration temporelle de Runge-Kutta d’ordre 4 est tout a fait satisfaisante
puisque I’énergie totale fluctue treés peu et est stable au cours du temps. Par ailleurs, en
comparant aux sous-figures a gauche on constate que I’énergie totale est conservée en valeur
relative & 1075 preés pour la série 1 et 1 bis et 1077 pour la série 2 sans divergence apparente.
La deuxiéme information que ’on retire des figures a droite est que la fluctuation de I’énergie
totale est toujours une fraction trés petite de I’énergie d’interaction, au pire de ~ 1% pour les
séries 1 et 1 bis et au mieux de ~ 0,005% dans la sous-série 128 x 128 de la série 2. Disposer
d’un tel rapport tres faible est important dans la mesure ou tous les effets que nous voulons
observer dans ces simulations résultent de 'hamiltonien d’interaction, il est donc important
que son effet sur le systeme soit plus grand que les erreurs et incertitudes numériques. Le
fait que la moyenne d’ensemble de H®) soit toujours bien plus grande que 1’écart maximal
a la conservation de I’énergie nous confirme que cette contrainte est satisfaite.

Enfin, nous pouvons faire remarquer que le rapport des énergies des sous-figures de gauche
est une variable physique du systéme. A ce titre donc, il ne devrait pas dépendre de la taille de
la bolte numérique si celle-ci a atteint la limite thermodynamique. Sur les figures, on constate
une certaine dépendance en la taille tout en s’accordant sur 'ordre de grandeur mais aussi
que les sous-séries les plus grandes sont bien plus proches de la limite thermodynamique.
C’est pourquoi les figures suivantes se concentrent sur ces sous-séries. Nous reviendrons sur
la question de 'atteinte a la limite thermodynamique dans la derniére section lorsque nous
constaterons que la dynamique dépend peu de la taille du systéme en montrant que les modes
d’impulsions différentes mais de méme nombre d’onde ont des dynamiques proches.

4.3 Regle d’or de Fermi-Dirac contre simulation

Dans I’'approximation qui sous-tend la régle d’or de Fermi-Dirac, ’évolution de 1’obser-
vable (bq*(t)b:rj(()» ou sa version en champ classique est purement exponentielle avec un taux

d’amortissement adimensionné % avec I', donné dans I’équation (1.59). Sur la figure 4.2,
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FIGURE 4.2 — Dans la colonne de gauche, nous montrons la valeur absolue de notre observable
cible dans les sous-séries 128 x 128 pour chaque série, ramenée a la population d’équilibre
thermodynamique, avec laquelle elle coincide a I'instant initial, pour les 16 premiers modes
par demi-axe, c’est-a-dire dont le vecteur d’onde est de la forme (j:n}?z%, 0) ou (0, :l:nlj)%)

avec n entier compris entre 1 et 16. Nous avons moyenné les signaux des quatre modes de
méme n puisqu’ils sont équivalents dans la boite de quantification carrée. Dans la colonne
de droite, nous représentons les taux d’amortissement en fonction de ¢. Les points noirs
sont issus des courbes de la colonne de gauche, chaque point est pris comme l'inverse du
temps auquel le module du signal a décru d’un facteur 1/e. Le tireté rouge correspond a un
ajustement affine tandis que le bleu correspond a un ajustement quadratique en g. Enfin, le
tireté noir est le taux d’amortissement de Landau-Beliaev (divisé par deux) tel que calculé
par la regle d’or de Fermi-Dirac (1.59). Les figures (a) et (b) sont issues de la série 1, les (c)
et (d) de la 1 bis et les (e) et (f) de la 2.
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nous représentons, a gauche, 'évolution au cours du temps de cette observable (bz(t)b%(0))
normalisée par la population n, de I’équilibre thermodynamique pour les 16 premiers modes
sur chaque demi-axe du réseau pour la sous-série 128 x 128 de chaque série et a droite, une
estimation numérique du taux d’amortissement de cette observable pour ces mémes modes
et cette méme sous-série 128 x 128 (de haut en bas : la série 1, puis 1 bis puis 2). Nous
entendons par mode sur un demi-axe, les modes de vecteur d’onde de la forme (:i:ng%, 0) ou

z/y
jouent des réles symétriques pour un réseau carré. Les observables de ces 4 modes doivent

donc se comporter de la méme fagon car ils sont soumis strictement aux mémes équations
d’évolution. Aussi avons-nous moyenné les signaux de ces 4 modes pour obtenir les moyennes
d’ensemble de ’observable avec une incertitude statistique réduite d’un facteur 2. Notons que
la fonction de corrélation temporelle que nous représentons est strictement égale a la popula-
tion moyenne de I’équilibre thermodynamique a 'instant initial. Raison pour laquelle toutes
ces courbes doivent débuter a 1, ce qui est bien le cas sur les figures. On remarque aussi tres
bien 'amortissement pas tout a fait exponentiel aux temps court et aux temps longs, comme
notre théorie le prévoit 3, avec ces « rebonds » que I’on peut constater dans la fonction de cor-
rélation. C’est la conséquence de la structure plus riche de la fonction énergie propre, celle-ci
présentant une ligne de coupure partant d’un point de branchement en plus d’un pdle dans
son prolongement analytique. Puisque 'amortissement n’est pas tout a fait exponentiel, il
est difficile d’extraire un taux d’amortissement par un ajustement. Pour obtenir ’estimation
d’un taux, nous avons plutét déterminé le temps t; Je au bout duquel notre observable de
corrélation temporelle a décru d’un facteur 1/e ~ 0, 368. Si la régle d’or de Fermi-Dirac était

(0, :l:nl?%, 0) avec [ € [1;nE%B/2]. Pour un I donné, les 4 vecteurs sur chacun des demi-axes
Y

exacte, alors on aurait une correspondance parfaite entre ces taux % =1 /fl Je- C’est donc
I'inverse de ce temps que nous représentons dans les figures de la colonne de droite (points
noirs), taux déterminés directement & partir des courbes des figures de la colonne de gauche. *
En tireté noir, nous tracons le taux (divisé par deux) issu de la régle d’or de Fermi-Dirac
(1.59). Les tiretés rouge et bleu correspondent a des ajustements affine et quadratique des
points noirs. C’est d’ailleurs la pente obtenue par I'ajustement affine que nous avons utilisé
pour estimer le taux de thermalisation T'*", ¢’est-a-dire celui des modes de § = 1.

On constate que les modes s’amortissent plus lentement que la prédiction de la regle
d’or. Malgré tout, la linéarité manifeste des taux de décroissance a 1/e a faible g n’est pas
en contradiction avec celle-ci et appuie 'idée que ces simulations se trouvent bien dans le
régime faiblement collisionnel et non dans le régime hydrodynamique.

4.4 Comparaison entre théorie par fonctions de Green et si-
mulations numériques

Dans cette derniére section, nous présentons les résultats de nos simulations pour 1’écart
entre le signal réduit et 'approximation du pole. En particulier les figures de cette section

3. Notons toutefois que le départ non exponentiel n’est pas spécifique au cas bidimensionnel. En effet la
regle d’or de Fermi qui prédit un amortissement purement exponentiel n’est jamais valable aux temps courts,
quel que soit 'ordre en € et la dimensionnalité du systéme.

4. On ne compte que 15 points car le mode fondamental ne s’est pas amorti suffisamment pour qu’on
puisse lui attribuer un temps ;..
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représentent toutes la quantité

{bg(t b2(0)>eiéqf _ o iD(@EH0TE (4.1)
pour des valeurs ¢ égales & 1/4 et 5/16. Dans 1’équation (4.1), la fonction énergie propre
¥(g, @) est calculée & 'ordre 2 en H®). Former cette quantité revient a soustraire aux courbes
de la colonne de gauche de la figure 4.2 la prédiction de I’approximation du pole e~ 15(a:8+0T)E
que I'on obtient numériquement en réalisant les intégrations (3.17) et (3.18) puis en retenant
I'approximation d’ordre 0 du pdle w = &, 4+ i0". Rappelons aussi que n, = 1/¢, d’apres la
loi de Péquipartition de la physique classique. Comme ¥ est calculé & Pordre 2 en H®) la
partie imaginaire redonne (& un facteur 2 pres) le taux d’amortissement de la regle d’or de
Fermi; en revanche, la partie réelle décrit un déplacement de la pulsation propre des modes
sous 'effet de leurs interactions, qui échappe a la regle d’or et contribue a la phase du signal.
Nous comparons ces résultats aux prédictions de la méthode diagrammatique des fonctions
de Green avec un calcul de la fonction énergie propre, a toutes les pulsations w, a 'ordre 2
et a tous les ordres en e.

Pour rappel, le comptage de puissance exposé a la section 3.3 du chapitre 3 suggere que
dans le cas bidimensionnel, I’approximation du pole ne suffit pas a prédire I’amortissement
des phonons, méme a faible température. Pour que la régle d’or de Fermi puisse étre appli-
cable, il faut qu’un second parametre, 1/u, soit petit. Nos simulations tentent précisément
de confirmer ou d’infirmer ce fait par une intégration temporelle & tous les ordres en H®)
et en €. Nous présentons les différents résultats par série. Le code couleur et de forme est
identique sur toutes les figures qui suivent : la couleur rouge est associée a la partie réelle du
signal et la couleur bleue a la partie imaginaire. Les traits pleins représentent les résultats
des simulations. Les tiretés sont associés a une prédiction diagrammatique a tous les ordres
en ¢ tandis que les pointillés sont associés a la prédiction a ’ordre 2. On choisit une teinte
d’autant plus foncée que la taille du systéme est plus grande.

4.4.1 Série 1

Commencgons par considérer la série 1 qui se caractérise, rappelons-le, par les parametres
p€? =10 et € = 1/2. La figure 4.3a représente ’écart (4.1) pour le mode phononique d’im-
pulsion ¢ = 1/4 pour différentes tailles du systéme. Pour une atteinte parfaite de la limite
thermodynamique, ces trois sous-séries devraient donner strictement les mémes résultats
puisque la fonction de corrélation considérée ne dépend plus des variables extensives du sys-
teme. Ce que 'on constate sur cette figure, c’est que les trois sous-séries s’accordent bien
méme si on peut regretter que la partie réelle n’ait pas tout a fait convergé sauf aux temps
courts. On remarque d’abord la structure de ce signal : une croissance brutale de I’écart a
I’approximation du pdle avant une convergence oscillante vers celle-ci aux temps longs. Cette
structure se retrouvera a 'identique dans toutes les figures a venir ainsi que dans les prédic-
tions diagrammatiques. Sur la sous-figure (b), nous comparons, dans la sous-série de taille
intermédiaire 64 x 64 1’écart pour le mode ¢ = 5/16 pour les modes sur les axes du réseau
numérique et les modes hors axes de méme nombre d’onde.® La encore, toute différence dans
la dynamique de ces deux modes ne peut étre qu’'un effet de la taille finie du systeme. La

5. Par modes hors axes, nous désignons les 8 modes de coordonnées (£3n5%B/2 4nL%B/2) et
(£4nE?B /2,3nE%B /2) dans le réseau numérique des vecteurs d’onde. Le nombre d’onde adimensionné de
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Série(1)-g=1/4
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FIGURE 4.3 — Série 1 : écarts a 'approximation du péle de la fonction de corrélation tem-
porelle moyenne comme dans ’équation (4.1) pour différentes tailles du réseau et différents
nombres d’onde du mode dans le réseau. Le rouge est associé a la partie réelle du signal,
le bleu a sa partie imaginaire. La zone colorée correspond a l'incertitude statistique sur la
moyenne donnée par la formule habituelle (écart-type)/,/Ttrajimode aVeC Nmode 1€ nombre de
mode de méme nombre d’onde sur I’axe. Le temps est en unités de 2/ fq, prédiction de la
régle d’or de Fermi pour le champ classique (1.59). (a) Le signal pour les trois sous-séries de
tailles différentes pour les modes de ¢ = 1/4 sur les demi-axes du réseau. A chaque dégradé
de couleur on associe un dégradé de taille du réseau (le plus clair correspond au réseau le
plus petit et le plus foncé au plus grand). (b) Le signal des modes d’impulsion ¢ = 5/16 pour
la sous-série de taille 64 x 64, on compare le signal des modes sur ’axe (rouge et bleu) et les
modes hors axes (orange et vert) définis dans la note 5.

conclusion qu’on en tire est la méme que pour la sous-figure (a), les dynamiques sont large-
ment similaires méme si les modes n’ont pas parfaitement convergé entre eux. Il faut noter
que, par nature, la convergence thermodynamique pour cet écart est ardue & obtenir puisque
nous cherchons a extraire et a mettre en lumiére un terme sous-dominant de la dynamique.

Sur la figure 4.4, nous nous concentrons sur la sous-série de plus grande taille, la plus
proche a priori de la limite thermodynamique, et nous comparons le signal avec les prédictions
des méthodes diagrammatiques par fonctions de Green obtenues par intégration numérique
des équations (3.17) et (3.18) du chapitre 3. La sous-figure (a) concerne toujours les modes
g = 1/4 et la sous-figure (b) les modes d’impulsions ¢ = 5/16 (hors axes). On constate
un trés bon accord qualitatif et quantitatif entre les prédictions par fonctions de Green (en
pointillés et en tiretés) et les simulations (en traits pleins) mais c’est aux temps trés courts
que ’on obtient le meilleur accord entre les différentes courbes. Par ailleurs, nous présentons
des résultats pour une variante de la série 1 avec une température réduite plus faible e = 1/3.
C’est la série que nous avons introduite précédemment sous le nom 1 bis et que nous illustrons
dans les sous-figures (c) et (d). La comparaison avec les sous-figures (a) et (b) de la série 1
montre que les deux variantes sont tres similaires, tout au plus constatons-nous sans surprise

ces modes est bien bien égal & ¢ = 5/16. Ce mode a été justement choisi pour le « triplet pythagoricien »
52 = 32 + 42 qui fait correspondre un mode sur I’axe avec les modes hors axes de méme nombre d’onde. Pour
des raisons d’économie de mémoire sur le disque, nous enregistrons uniquement les 16 modes les plus petits
sur chaque axe pour chaque série, c’est la raison pour laquelle nous ne disposons pas du mode ¢ = 5/16 sur
laxe pour la grille de plus grande taille 128 x 128 car ce mode est de coordonnées (£20,0) et (0, £20) sur le
réseau numérique. Enfin, notons que le signal de ces modes pythagoriciens a été moyenné sur les 8 modes de
méme nombre d’onde sur le réseau (et non 4 comme pour les modes sur les axes).
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Série (1) 128 x128-g=1/4
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FIGURE 4.4 — Dans la série 1, pour les simulations sur le réseau de 128 x 128 modes physiques,
Pécart & l'approximation du pole de la fonction de corrélation temporelle (4.1) pour deux
modes distincts du réseau. Formes et couleurs des courbes identiques a la figure 4.3, voir sa
description ainsi que le texte pour le détail. Par intégration numérique des équations (3.17)
et (3.18) du chapitre 3, nous obtenons une prédiction a tous les ordres en e (tiretés) et a
lordre 2 en e (pointillés). (a) Le signal pour les modes phononiques d’impulsion ¢ = 1/4.
(b) Le signal pour les modes d’impulsion ¢ = 5/16 et qui se trouvent en dehors des axes du
réseau. Les figures (c) et (d) sont ’équivalents de (a) et (b) pour la série 1 bis.
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FIGURE 4.5 — Dans la série 2, plusieurs écarts a 'approximation du poéle de la fonction de
corrélation temporelle comme dans (4.1) comparés selon la taille du réseau d’une part et la
position du mode dans le réseau d’autre part. Formes et couleurs des courbes identiques a
la figure 4.3, voir sa description ainsi que le texte pour le détail. (a) Le signal pour les trois
sous-séries de tailles différentes pour les modes ¢ = 1/4 sur les axes du réseau. (b) Le signal
des modes de nombre d’onde ¢ = 5/16 pour la sous-série de taille 64 x 64, on compare le
signal des modes sur 'axe (rouge et bleu) et les modes hors axes (orange et vert).

que la prédiction de la méthode diagrammatique a ’ordre 2 en e s’accorde moins bien avec
celle a tous les ordres dans la série 1 que dans la série 1 bis. Le changement e = 1/2 — ¢ =1/3
peut ne pas paraltre impressionnant mais il faut se rappeler que la courbure du spectre pour
le vecteur d’onde adimensionné g est en €2 de mémes que la plupart des propriétés physiques
que nous étudions comme les taux d’amortissement. Cette modification introduit un facteur
2,25 sur €2, ce qui n’est pas négligeable. Comme le suggérait le tableau de la section 4.1
qui résume les parametres, les séries 1 et 1 bis, bien que de parameétres et régime différents,
sont toutes les deux profondément dans le régime faiblement collisionnel et on ne constate
de fait que peu de différence dans nos simulations. On doit se souvenir des enseignements
du chapitre 3 : a 'ordre 2 en ¢, u est le seul parametre physique (en plus de €) du systéme.
La série 2 explore justement 'effet d’un changement de ce parametre sur la dynamique des
phonons.

4.4.2 Série 2

La série 2 correspond a un régime d’interactions beaucoup plus fortes que la série 1,
puisque son parameétre u est beaucoup moins grand (de u ~ 18 nous passons a u ~ 3).
Nous avons déja fait remarquer que les premiers modes de la grille numérique frolent le
régime hydrodynamique car I'*P /w;ilin ~ 1. Nous représentons sur la figure 4.5 'écart (4.1)
de la fonction de corrélation temporelle a 'approximation du péle pour chacune des sous-
séries de tailles différentes, comme nous l'avions fait précédemment pour la série 1. En
premier lieu, nous remarquons que les simulations ont bien mieux convergées avec la taille
du systéme : dans la sous-figure (a) les courbes pour le mode ¢ = 1/4 pour différentes tailles
de la simulation montrent des courbes quasiment indiscernables; il en va de méme dans la
sous-figure (b) qui compare le mode ¢ = 5/16 sur l’axe et hors axe dans les simulations de
taille 64 x 64. A la différence de la série 1 donc, I’atteinte de la limite thermodynamique est
ici manifeste.

La figure 4.6 se concentre sur la sous-série 128 x 128 et compare les simulations aux
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FIGURE 4.6 — Dans la série 2, pour les simulations sur le réseau de 128 x 128 modes physiques,
Pécart a approximation du péle de la fonction de corrélation temporelle comme dans (4.1)
pour deux modes distincts du réseau. Formes et couleurs des courbes comme sur la figure
4.3, voir sa légende ainsi que le texte pour plus de détail. Par intégration numérique des
équations (3.17) et (3.18) du chapitre 3, nous obtenons une prédiction a tous les ordres en €
(tiretés) ou a l'ordre 2 en € (pointillés). (a) Le signal pour les modes phononiques sur les axes
de nombre d’onde ¢ = 1/4. (b) Le signal des modes hors axes de nombre d’onde ¢ = 5/16.

prédictions diagrammatiques. Les prédictions, a tous les ordres en e (tiretés), s’accordent
treés bien avec les simulations tandis que celles a l'ordre 2 s’en éloignent (pointillés). Ce bon
accord n’était pas gagné d’avance. En effet, comme nous l’avons appris au chapitre 3, les
diagrammes que la prédiction par fonctions de Green ignore, méme si ’on se restreint a
'ordre €2, se différencient par leur ordre en 1/u. En diminuant u, nous avons donc augmenté
la contribution de ces diagrammes sous-dominants, ce qui devrait aggraver ’erreur que fait
la méthode diagrammatique & lordre 2 en H®). Pourtant, 'accord reste tout aussi bon.

La théorie diagrammatique par fonctions de Green que nous avons testée avec succes par
nos simulations pour différents régimes de parametres peut étre adaptée au cas quantique
donc étre comparée avec des mesures réelles issues des expériences. Nous pensons ainsi avoir
établi la capacité de notre schéma numérique a décrire ces superfluides bidimensionnels. C’est
un programme informatique d’une grande versatilité a partir duquel nous pouvons explorer
d’autres régimes de parameétres. Par exemple, augmenter la taille du systeme permettrait
de sonder la transition vers le régime hydrodynamique. Une autre direction directement
accessible sans avoir a adapter le programme serait d’explorer le cas concave v < 0 ol ce
sont désormais les diagrammes d’ordre 4 en H () qui caractérisent la dynamique dissipative,
les diagrammes d’ordre 2 ayant une contribution purement réelle a la fonction énergie propre
dans 'approximation du pole.

4.5 Conclusion de la deuxieme partie

Nous avons effectué des simulations basées sur I’hydrodynamique quantique de Landau et
Khalatnikov pour étudier 'amortissement des phonons dans un gaz de bosons bidimensionnel
dans le régime superfluide et de basse température. Les simulations ont montré un écart
significatif a la décroissance exponentielle prédite par la régle d’or de Fermi méme a basse
température. C’est un comportement surprenant et différent du cas tridimensionnel ou la
regle d’or de Fermi devient exacte dans la limite ou la température tend vers zéro. Dans
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le chapitre 3, nous avons utilisé la méthode diagrammatique des fonctions de Green a N
corps pour étudier la dynamique phononique du systéme. Par cette méthode, nous obtenons
une prédiction & Pordre 2 en hamiltonien d’interaction H() (cubique en les opérateurs de
création et annihilation des phonons) qui confirme qualitativement I’écart a la regle d’or de
Fermi visible dans les simulations, menées elles & tous les ordres en H®). Par ailleurs, la
méthode diagrammatique nous informe que, & deux dimensions, la regle d’or de Fermi ne
devient pas exacte dans la limite de tres basse température et suggere ’existence d’un second
« petit parametre » nécessaire pour sa validité.

La caractérisation de cet écart est un résultat nouveau, a notre connaissance, et se situe
dans un régime proche d’observations expérimentales récentes dans des gaz bidimensionnels
d’atomes froids [14, 15, 16].
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Résumé

Dans une premiere partie, nous étudions la possibilité d’obtenir des états comprimés de spin
nucléaire dans un gaz d’hélium 3 a température ambiante en cellule par mesure quantique
non destructive en continu. Comme les atomes dans I’état fondamental interagissent tres peu
avec I’environnement, nous les couplons a une faible fraction d’atomes dans 1’état métastable
par des collisions d’échange de métastabilité, ces derniers pouvant interagir avec un champ
électromagnétique en cavité. Nous avons considéré deux configurations dans lesquelles on
mesure un nombre de photons ou une quadrature du champ en sortie de la cavité. Nous
prédisons qu’une compression significative du spin nucléaire de trés longue durée de vie
pourrait étre ainsi obtenue avec des valeurs des parameétres a la portée d’une expérience.

Dans une seconde partie, nous étudions, a température non nulle, ’amortissement des
modes de phonons dans un superfluide bidimensionnel d’atomes froids bosoniques ou d’hé-
lium 4 liquide. A cette fin, nous utilisons un hamiltonien effectif de basse énergie, celui de
I’hydrodynamique quantique de Landau et Khalatnikov qui vaut méme dans le régime d’in-
teractions fortes pour peu que l'on connaisse 1’équation d’état du systeme dans son état
fondamental. Par des simulations de champ classique treés précises, a notre connaissance ja-
mais effectuées pour ce type d’hamiltonien, nous mettons en évidence des écarts significatifs
a la décroissance exponentielle prédite par la regle d’or de Fermi, contrairement a ce qui se
passe dans le cas tridimensionnel. Ces résultats sont confirmés par la méthode diagramma-
tique des fonctions de Green a N corps (dans son domaine de validité que nous précisons) et
nous semblent accessibles a une vérification expérimentale.

Mots-clés Métrologie quantique, compression de spin, spin nucléaire, hélium 3, mesure
quantique non destructive en continu, fonction d’onde Monte-Carlo.
Condensat de Bose-Einstein bidimensionnel, superfluide, amortissement des phonons,
hydrodynamique quantique, processus Landau-Beliaev, fonction de Green a N corps.

Abstract

In a first part, we study the possibility of obtaining nuclear spin squeezing in a room
temperature helium-3 gas in a cell by continuous quantum non-demolition measurement. As
atoms in the ground state interact very little with the environment, we couple them to a
small fraction of atoms in the metastable state by metastability exchange collisions, the latter
being able to interact with an electromagnetic field in an optical cavity. We have considered
two configurations in which either a photon number or a quadrature of the field at the cavity
output is measured. We predict that a significant very long-lived squeezing of the nuclear
spin could be obtained in this way with experimentally feasible parameter values.

In a second part, we study, at non-zero temperature, the damping of phonon modes in
a two-dimensional superfluid of cold bosonic atoms or liquid helium-4. For this purpose, we
use an effective low-energy Hamiltonian, the Landau-Khalatnikov quantum hydrodynamics
Hamiltonian, which holds even in the strong interaction regime as long as the equation of state
of the system in its ground state is known. By means of very precise classical field simulations,
to our knowledge never carried out for this type of Hamiltonian, we highlight significant
deviations from the exponential decay predicted by Fermi’s golden rule, contrary to what
happens in the three-dimensional case. These results are confirmed by the diagrammatic
method of many-body Green’s functions (in its domain of validity that we specify) and seem
accessible to experimental verification.

Keywords Quantum metrology, spin squeezing, nuclear spin, helium 3, continuous
quantum non-destructive measurement, Monte-Carlo wave functions.
Bose-Einstein condensate in 2D, superfluid, phonons damping, quantum hydrodynamic,
Landau-Beliaev process, many-body Green functions.
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