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Le but de cette thése est de continuer I’étude des champs toriques quantiques introduits par L. KATZARKOV,

E.LUPERCIO, L.MEERSSEMAN et A.VERJOVSKY. Ce sont des champs analytiques d’Artin définis grace
aux recollements, décrits par les cones (non nécessairement rationnels) d'un éventail de R, de quotients
d’un espace affine par un sous-groupe finiment engendré de R9.

Contrairement aux variétés toriques qui sont rigides a cause de la rationalité des éventails les définissant,
les champs toriques quantiques peuvent étre déformés continiment. Dans leurs articles, ils ont étendu
I’équivalence géométrie-combinatoire des variétés toriques aux champs toriques quantiques définis par un
éventail simplicial. En utilisant cela, ils ont défini et étudié les espaces de modules des champs toriques
a combinatoire de I’éventail fixé.

Dans un premier temps, nous montrons que ces espaces de modules sont le quotient d’un ouvert
semi-algébrique par un groupe fini et qu’ils sont la base d’une famille universelle de champs toriques
quantiques. Nous proposons ensuite une construction d’une compactification combinatoire de ces espaces
de modules, grace a un plongement dans une variété grassmannienne, avec une extension de la famille
universelle qui est décrite par les dégénérescences de la combinatoire initiale.

Dans un deuxiéme temps, nous étendons la construction de champs toriques quantiques a des éven-
tails quelconques et montrons que cela étend 'équivalence géométrie-combinatoire précédemment citée.
Gréce a cela, nous pouvons utiliser les éventails secondaires introduits par I. GELFAND, M.KAPRANOV
et A.ZELEVINSKY dans le cadre quantique. Cela permet de décrire des passages de murs entre champs
toriques quantiques de combinatoire différente. Cela définit donc des morphismes birationnels entre eux
(que 'on peut aussi décrire de fagon combinatoire). La souplesse du cadre quantique nous permet méme
d’obtenir des familles continues entre deux champs toriques reliés par un passage de murs qui passe par
un champ torique donné par un éventail non-simplicial (le « mur »).

Tout cela nous permet de définir un « espace de modules augmenté » défini par deux parametres : le
premier paramétrant les générateurs des cones de 'éventail (lorsqu’on le fixe, on bouge dans ’éventail
secondaire) et le deuxiéme paramétrant la combinatoire (lorsqu’on le fixe, on bouge dans les espaces de
modules). Le travail sur la compactification des espaces de modules nous permet aussi de compactifier
cet espace de modules augmenté avec sa famille universelle.
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‘Habe nun, ach! Philosophie,
Juristerei und Medizin,
Und leider auch Theologie!
Durchaus studiert, mit heiffem Bemiihn.
Da steh’ ich nun ich armer Tor!
Und bin so klug als wie zuvor;
Heifle Magister, heifle Doktor gar
Und ziehe schon an die zehen Jahr,
Herauf, herab und quer und krumm,
Meine Schiiler an der Nase herum —
Und sehe, dafl wir nichts wissen kénnen!
Das will mir schier das Herz verbrennen.
(Johann Wolfgang von Goethe, Faust)
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Catégories

Ens

Poset
A — Mod

Gr, Ab

Sch, Varc, Anc, VarDiffk

&cly, Bare, Ane, LVarDiffx
Gchet
A
cer
Hom¢(A, B),B = Homg(—, B)

Autc(A)

la catégorie des ensembles avec les fonctions entre eux

la catégorie des ensembles partiellement ordonnés avec les fonctions
monotones entre eux

la catégorie des A-modules, ot A est un anneau ou un faisceau d’anneaux,
avec les morphismes de A-modules entre eux.

la catégorie des groupes (resp. des groupes abéliens) avec les morphismes
de groupes entre eux.

les catégories des schémas, des variétés algébriques sur C, des espaces
analytiques complexes, des variétés différentielles sur K = R ou C avec les
morphismes d’espaces localement annelés entre eux.

la catégorie des groupes internes ou objets en groupes de la catégorie C
avec les morphismes de C compatibles avec la structure de groupe. En
particulier, si C = Sch (resp. C = Anc, C = VarDiffk), ce seront les

groupes algébriques (resp. analytiques, de Lie)

le site des schémas, des espaces analytiques,... avec les recouvrements
usuels

le site des schémas avec la topologie étale

le site des espaces analytiques munis d’une action d’un groupe analytique
abélien avec une orbite dense muni des recouvrements équivariants

la catégorie opposée de la catégorie C

Pensemble des morphismes de C entre A et B (resp. le foncteur
A € C— Homc(A, B)).

le groupe des automorphismes dans C de A
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Groupes

©n
Dn
mn,n’ (A), mn(A)
In
GLn (A)
PGL,(C)

le groupe des permutations de n objets

le groupe des symétries d’un polygone régulier a n cotés.

la A-algébre des matrices de taille n x n/ (resp. n x n) a coefficients dans A.
la matrice identité de taille n

le groupe des matrices inversibles & coefficients de A.

le groupe de Lie quotient de GL,, (C) par son centre Z(GL,, (C)) = C*I,,

Notations générales

Sn

Cn

K(G,n)

BG
%G

% %noncal
O o

1
Dm0, RS

le type combinatoire de I’éventail de P™.
le type combinatoire d’un éventail complet de R? avec n générateurs.

I’espace de Eilenberg-MacLane dont tous les groupes d’homotopie sont
triviaux sauf le néme qui est G

I’espace classifiant de G i.e. le CW-complexe qui classifie les classes
d’homotopie de G-fibrés principaux.

le champ classifiant des G-fibrés principaux i.e. & = [/G].

le champ torique quantique associé au céne o (resp. sa contrepartie
non-calibrée).

le champ torique quantique associé a 1'éventail (A, h,d) (resp. sa
contrepartie non-calibrée).

I'ouvert torique de C™ défini par la combinatoire de 1’éventail de A.

Pespace des calibrations standard D-admissibles (resp. sa compactification
dans la compactification Gr(n — d, R™).

I’espace des modules de champs toriques quantiques de type combinatoire
D (resp. sa compactification).
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INTRODUCTION

1 Apercu historique

Une variété torique est une variété algébrique complexe munie de Paction d’un tore complexe (C*)™
ayant une orbite ouverte Zariski-dense. Une telle variété peut étre entierement décrite par la donnée d’une
famille de cones fortement convexes rationnels dans un réseau I', appelée éventail (cf. [34] ou [47]). Plus
précisément, il y a une équivalence de catégories entre la catégorie des variétés toriques et la catégorie des
éventails. Ce résultat nous donne un dictionnaire entre les propriétés géométriques des variétés toriques et
les propriétés combinatoires des éventails. Pour cette raison, les variétés toriques forment une des classes
de variétés algébriques complexes les plus étudiées dans de multiples domaines mathématiques :

e en géométrie algébrique; elles ont été introduites par M.DEMAZURE dans [39] pour 1’étude du
groupe de Cremona. Elles sont encore beaucoup utilisées notamment en symétrie miroir (voir, par
exemple, [33]). Il a aussi été démontré des résultats de symétrie miroir homologique (une conjecture
de M.KONTSEVICH (voir [85]) reliant I'existence d’une paire miroir de variétés de Calabi-Yau (X,Y)
a une équivalence entre la catégorie dérivée bornée des faisceaux cohérents sur X, notée D®(Coh(X)),
et la catégorie dérivée bornée de la catégorie de Fukaya de Y, notée D® (Fuk(Y))), pour des paires de
variétés toriques lisses projectives (voir [1]) et aussi pour des variétés toriques plus générales (avec
une variante des catégories de Fukaya) dans [79],

¢ en géométrie symplectique ; cela commence avec le théoréme de Delzant ([38]) qui permet de munir
une variété symplectique compacte et ayant une action hamiltonienne du tore réel d’une structure
de variété projective torique et méme de retrouver un polytope la définissant avec I’application des
moments. Cette application des moments fait aussi le lien avec la théorie des systémes intégrables
car elle définit un systéme intégrable (voir, par exemple, [9]) ot les coordonnées de I’application des
moments sont les intégrales premieres du systeme,

e en topologie algébrique, on peut notamment montrer que les classes de bordismes de variétés toriques
engendrent 'anneau de bordismes complexes (voir [24]) ou, évidemment, en combinatoire, o1, par
exemple pour montrer la nécessité des conditions dans la g-conjecture de P.MCMULLEN sur les
f-vecteurs des polytopes simples (voir [90]), R.P. STANLEY utilise dans [116] la théorie de Hodge
sur les variétés toriques projectives associées.

Cependant, dans la théorie classique, les éventails doivent étre rationnels. De ce fait, les variétés
toriques sont rigides (comme espace équivariant) i.e. on ne peut pas les déformer continiiment. En effet,
si on déforme un réseau, il peut devenir dense (considérer, par exemple, le sous-groupe 'y = Z+ «Z de R
qui est monogene et discret si o« € Q et est dense dans R sinon). Cela nous méne & la question suivante :

Question. Comment définir un objet torique d partir d’un éventail constitué de cones dont les généra-
teurs sont dans un sous-groupe finiment engendré de R (aussi appelé quasi-réseau, en référence d son
utilisation dans la théorie des quasi-cristaux ([114])) ¢
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On peut trouver plusieurs réponses a cette question dans la littérature : on peut définir ces « variétés
toriques généralisées » comme des espaces de feuilles de variétés LVM(B) (voir [93] pour le cas classique
et [80], [13] pour le cas irrationnel), comme des quasifoldes symplectiques (ou par des espaces stratifiés
par de tels objets) données par un quotient global (voir [108] pour le cas d’un polytope simple et [12]
pour le cas général), comme un CW-complexe (dans [107] dans le cas général) ou comme des champs
(différentiels symplectiques (compacts) dans [71] avec la donnée d’un polytope simple ou analytiques dans
[81]). Le point de départ de cette theése est le dernier article cité.

On va commencer par expliquer les adjectifs « non-commutatif » et « quantique » du titre de cet
article :

Cela commence avec la dualité de Gelfand ([50]) qui donne une équivalence de catégories entre la ca-
tégorie des espaces topologiques compacts et la catégorie (opposée de la catégorie) des C*-algebres
complexes commutatives donnée par le foncteur C°(—,C) qui associe & un espace topologique com-
pact X la C*-algebre C%(X,C) des fonctions continues X — C. Cela ameéne & 'introduction des es-
paces « non-commutatifs » (notamment par A.CONNES dans [29]) qui correspondraient aux C*-algebres
non-commutatives (ou plus précisément aux classes d’équivalences de Morita* de celles-ci). Ensuite,
CONNES (dans [30]) a introduit la construction de l’algebre de convolution d’un groupoide de Lie qui
est une algebre de semi-densités sur sa variété de morphismes muni de la convolution. Cette construc-
tion est fonctorielle et descend aux classes d’équivalences de Morita définissant ainsi un (2-)foncteur
ChampDiff — C* — Alg/Morita entre la (2-)catégorie des champs différentiels (i.e. les classes d’équiva-
lences de Morita de groupoides de Lie) et celle des C*-algebres localisée en les équivalences de Morita
i.e. la 2-catégorie des espaces « non-commutatifs »(voir [105]). Un des exemples clés de cette construc-
tion est celui donné par le champ quotient [S!/exp(2imthZ)] (une autre facon plus géométrique de voir
ce quotient est de le voir comme espace des feuilles (ici, cela sera un champ de feuilles) du feuilletage
linéaire de pente h du 2-tore réel S' x S! (cf. [26, example 1.1.5])). La (classe de) C*-algebre associée est
la C*-algeébre universelle (appelée dans [121] « tore non-commutatif ») engendrée par u et v (unitaire)
qui sont liés par la relation

uv = exp(2irth)vu

Cette relation est bien connue des physiciens comme étant la relation de commutation de Born-Heisenberg-
Jordan (voir [20],[19], ici h est la constante réduite de Planck) en mécanique quantique. Remarquons
que si h = 0 (ou, plus généralement, est un entier) alors on obtient une algébre commutative et le tore
considéré est S'. Ainsi en géométrie torique quantique, les tores considérés seront des « tores (algébriques)
complexes quantiques » e.g. des quotients [C*/ exp(2imthZ)] (leur tropicalisation permet de retrouver les
feuilletages linéaires sur les tores réels) et ainsi, la géométrie torique quantique peut donc étre vue comme
une quantification de la géométrie torique classique.

Les auteurs de [81] ont décrit comment construire & partir d’un éventail constitué de cones simpliciaux
(i.e. engendré par une famille libre de vecteurs) sur un groupe finiment engendré de R un « champ torique
quantique® ». Cette construction redonne (modulo rigidification) les variétés toriques classiques dans le
cas ou les cones sont rationnels. De plus, elle est fonctorielle et définit une équivalence de catégories entre
la catégorie des éventails simpliciaux et celle des champs toriques quantiques (simpliciales) qui étend donc
celle sur les variétés toriques classiques évoquée au début de cette introduction. On a donc une bonne
notion de morphisme qui est maniable combinatoirement. Grace a cette équivalence, on peut étudier les
espaces de modules de champs toriques grace a 1’étude des espaces de modules d’éventails. Pour obtenir
de bons espaces de modules de champs toriques, on doit fixer le nombre de générateurs du groupe TI' (&
laide d’un épimorphisme Z™ — T') car le rang du groupe I" change lorsqu’on le déforme (penser au groupe
I'w = Z+ «Z). Les espaces de modules de champs toriques que I’on obtient alors sont des orbifoldes réelles

4. Remarquons que dans le cas commutatif, deux algébres Morita-équivalentes sont isomorphes
5. Dans [81], les auteurs utilisent la terminologie de « quantum toric variety » bien que les objets manipulés soient des
champs



Introduction

de dimension d(n — d) (ou d est la dimension de I’espace ambient et n est le nombre de générateurs).
Le but de cette these est de continuer I'étude de ces espaces de modules et en particulier d’étudier les
questions suivantes :

Question 1. Peut-on définir des champs toriques quantiques et étendre ’équivalence de catégories avec
des éventails ayant des cones quelconques ?

Le cas des cones non-simpliciaux est plus compliqué pour plusieurs raisons : la combinatoire des cones
est plus complexe puisque dans le cas simplicial, les faces d’un céne simplicial sont obtenues en prenant
toutes les sous-familles d’une base du cone, ce qui n’est plus le cas dans le cas non-simplicial. De plus, les
cbnes non-simpliciaux peuvent avoir un nombre arbitraire de 1-cénes (on peut considérer le cas du cone
engendré par un polygone dans R3). Du coté géométrique (classique), les variétés obtenues sont aussi
plus compliquées pour, notamment, les deux raisons suivantes : elles ne sont plus orbifoldes et on ne peut
plus les écrire comme un quotient géométrique global.

Question 2. Quelle est la topologie (e.qg. le type d’homotopie, les groupes de cohomologie,...) des espaces
de modules obtenus ?

Le calcul du type d’homotopie d’espaces de modules est souvent compliqué. Par exemple, le type
d’homotopie des espaces de modules /#y . de courbes projectives de genre g et avec n points marqués
([37]) est, en général, inconnu. Ses groupes de cohomologie sont aussi largement inconnus (méme si on
peut dire quelque chose sur la cohomologie stable, voir [89]).

Question 3. Comment compactifier l’espace de modules ?

Cela fait écho a la compactification des espaces /g  faite dans [37]. Considérer des espaces compacts
permet d’utiliser de nombreux outils de géométrie algébrique comme la théorie de la déformation ou de
I'intersection. La question 2 peut étre aussi posée pour la compactification ainsi obtenue.

Question 4. Peut-on relier les différents espaces de modules par des passages de murs ¢ Autrement dit,
peut-on décrire un espace représentant des champs toriques quantiques ayant deuz « chambres » (ouvertes)
ot la topologie des champs toriques est stable et un « mur » (espace de codimension 1) les séparant ot un
changement de topologie se fait. Franchir le mur revient donc a faire une transformation birationnelle
entre les champs considérés.

Cette question renvoie a deux constructions que I’on peut faire sur les variétés toriques. Tout d’abord,
on a la variation de la théorie géométrique des invariants que I'on peut interpréter grace a un éventail
secondaire (défini dans [51]) et qui permet d’obtenir des morphismes birationnels entre des variétés
toriques avec de bonnes propriétés. La deuxiéme construction vient de la géométrie complexe non-Kéhler :
dans [21], les auteurs décrivent comment faire des chirurgies holomorphes sur des variétés LVM, qui sous
certaines conditions de rationalité (voir [93]) descendent en une chirurgie sur des variétés toriques. On va
voir comment adapter cela au cas quantique.

Question 5 (« Toric big moduli conjecture »). Peut-on recoller les différents espaces de modules de
champs toriques quantiques de types combinatoires (simpliciauz) différents en un seul espace de module
que l’on peut compactifier ?

Cette question est la synthese des questions 1,3 et 4. En effet, les passages de murs permettent de relier
les espaces de modules entre eux mais sur les murs, I’objet obtenu est donné par un éventail non-simplicial.
Ensuite, il faut compactifier tous les espaces de modules obtenus pour ’espace total voulu.

2 Contenu du manuscrit

La suite de cette introduction sera dévouée a présenter le plan de cette thése. On en profitera pour
donner les contributions de cette these.
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2.1

Chapitre 1

Chapitre 2

Chapitre 3

2.2
Chapitre 4

Chapitre 5

Révision de la littérature

Ce chapitre rappellera la théorie des variétés toriques classiques et notamment comment en construire
a partir de la donnée combinatoire d'un éventail. Cela permettra d’énoncer ’équivalence de caté-
gories entre les éventails et les variétés toriques. On donnera ensuite quelques corollaires de cette
équivalence. On finira sur la construction de variétés toriques projectives a partir de la donnée com-
binatoire d’un polytope (et pour cela, on verra la construction de ’éventail normal d’un polytope).

Comme dit précédemment dans cette introduction, les objets que 1'on considérera dans cette these
seront des champs. Ces objets permettent de conserver une structure analytique a un quotient d’une
variété par une action de groupe (méme non-libre ou non proprement discontinue) et sont aussi uti-
lisés pour I’étude des problémes de modules (notamment dans les cas ou les objets que 1’on classifie
ont des automorphismes, ce qui sera le cas dans ce texte). On en profitera pour rappeler comment
définir des objets reliés a une variété (faisceaux, fibrés vectoriels, groupes d’homotopie/cohomolo-
gie,...) dans le cas champétre ainsi qu'une notion d’action de groupes adaptée a ce cadre.

Grace a ces deux chapitres préliminaires, on a tous les outils nécessaires pour expliquer l'article
[81] sur les fondements de la géométrie torique quantique. On commencera par définir la notion de
« tore quantique », qui nous servira de remplacant au tore algébrique (C*)9, et leurs propriétés.
On définira les champs toriques quantiques par recollement de cartes affines grace a la donnée
combinatoire d’un éventail « quantique » i.e. la donnée d’un éventail, d’une famille de générateurs
h: Z™ — T et d’éventuels générateurs virtuels (qui n’interviennent pas dans 1’éventails). On pourra
énoncer ensuite les deux théoremes importants de ce chapitre : 'extension de ’équivalence de
catégories entre la catégorie des éventails quantiques et celles des champs toriques quantiques et
I’expression des champs toriques quantiques comme un quotient global d’un ouvert torique % de
C™ (donné par la combinatoire de I’éventail) par I'action de C™~¢ par transformation de Gale. On
décrira aussi une version « non-calibrée » des champs toriques qui permet de décrire les champs
toriques quantiques comme une gerbe liée au-dessus de cette version non-calibrée et qui permettra
donc de décrire la variété torique & comme un (C*)r8tker(M)_fibré principal (& homotopie pres) de
cette version non-calibrée.

Contributions

Dans ce chapitre, on affinera les résultats de [81] sur les espaces de modules de champs toriques.
On montrera tout d’abord le résultat suivant

Théoréme (4.1.6). L’espace de modules de champs toriques quantiques de type combinatoire D fixé
et de nombre de générateurs n firés dans R, noté M (d,n,D), est isomorphe da lorbifolde donnée
par le champ quotient :

[Q(da n, D)/AutPoset(D) X <<571—|D(1)|}
ot Q(d,n, D) est un ouvert semi-algébrique de RA(M—4),
Grace a celui-ci, nous allons pouvoir, sur des exemples, calculer le type d’homotopie de ces espaces
(pour commencer & répondre & la question 2). On peut le faire entierement pour la dimension 2 :

Théoréme (4.2.10 et 4.5.0.2). Soit C,, le type combinatoire d’un éventail quantique (A, 9, ) de
R? avec n générateurs. Le type d’homotopie de M (2,1, Cy) est celui de l’espace classifiant B(Dy,)
ot Dy, est le groupe diédral a 2n éléments.

Ce chapitre sera dévoué a répondre a la question 3 i.e. la compactification de 1'espace de modules
M (d,m, D). Pour ce faire, nous allons plonger 'ouvert Q(d,n, D) dans la grassmannienne Grg(n —
d,R™) (et donc A (d,n,D) dans [Gr(n — d,R™)/G], ou G est le groupe fini cité précédemment) et
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Chapitre 6

Chapitre 7

Chapitre 8

prendre I’adhérence dans cet espace compact. Pour montrer que ce candidat a les bonnes propriétés,
on va construire la famille universelle de champs toriques quantiques au-dessus de Z(d,n,D) et
Iétendre & une « famille » au-dessus de . (d,n, D) en incluant les cas dégénérés obtenus au-dessus
de 04 (d,n,D). En résumé, on a :

Théoréme (5.5.2.13). La compactification M (d,n,D) de A (d,n,D) est la base d’une famille
Z — M (d,n,D)

de champs toriques quantiques telles que :

o Au-dessus de M (d,m,D), les fibres sont des champs toriques quantiques données par un éven-
tail de type combinatoire D ;

o Au-dessus de oM (d,m,D), les fibres sont des champs toriques quantiques données par un
éventail de configuration une dégénérescence de D.

On finira ce chapitre par la description compléte du cas projectif et la description des dégénéres-
cences apparaissant en dimension 2.

Ce chapitre permettra de présenter les résultats de Particle [17] sur les champs toriques quantiques
associés a des éventails quantiques non-simpliciaux et donc de donner une réponse a la question
1. On commencera par définir une notion convenable de tore quantique pour gérer les problemes
associés au cas non-simplicial et en particulier qui permettra d’encoder les changements possibles de
nombres de générateurs. Cela permettra ensuite de construire les cartes affines associées aux cones
et puis de construire leur recollement griace aux données combinatoires de 1’éventail. Cela permet
d’arriver au théoréme principal de ce chapitre :

Théoréme (6.3.2.2.2). La catégorie des éventails quantiques et celles des champs toriques quan-
tiques sont équivalentes.

On décrit ensuite comment présenter le champ obtenu comme un quotient global. Pour finir, on
montrera que ces champs toriques quantiques sont eux aussi des gerbes au-dessus d’une version
non-calibrée. Contrairement au cas simplicial, on ne peut pas décrire celle-ci indépendamment de
la version calibrée.

Ce chapitre donnera une construction différente de champs toriques quantiques que celle du chapitre
précédent. Cette construction se fera par un quotient global d’une variété torique par ’action de
C™~4 de la méme facon que pour le quotient global du cas simplicial (et du cas Deligne-Mumford).
L’intérét de cette construction provient du fait que le groupe par lequel on quotiente ne dépend
que de n et d et ne dépend pas de la calibration h (contrairement & la construction du chapitre
précédent) ce qui permettra plus tard de faire des constructions en famille. On montrera aussi que
les deux constructions ne sont pas équivalentes.

Dans ce chapitre, on commencera 1’étude des morphismes birationnels entre champs toriques quan-
tiques a travers I'exemple des éclatements. Dans le cas classique, les éclatements sont donnés par
des subdivisions barycentriques du cone correspondant a la sous-variété que ’on éclate. Cela per-
met de définir aisément des morphismes birationnels entre variétés toriques. De facon similaire, on
peut faire une subdivision a poids entiers et ainsi faire un « éclatement a poids ». La nouveauté
que l'on pourrait attendre du cas quantique est la possibilité de pouvoir des éclatements a poids
irrationnel. Le probleme de ces éclatements est que le morphisme que I'on voudrait définir n’existe
pas (& cause du fait que l'on a imposé aux morphismes d’envoyer les générateurs sur des combinai-
sons entiéres de générateurs pour réussir & définir le morphisme de champs correspondant). On va
résoudre ce probleme en définissant une bonne notion de « morphisme birationnel » entre éventails
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Chapitre 9

Chapitre 10

Chapitre 11

Chapitre 12

(cf. la définition 8.1.2.1) qui demande la condition plus faible d’étre un morphisme d’éventails sur
des sous-éventails (les 1-cones ainsi enlevés sont considérés comme virtuels). Cela induit alors un
morphisme birationnel entre les champs toriques quantiques considérés. On étudiera les morphismes
birationnels ainsi obtenu et on obtiendra un résultat de décomposition des morphismes biration-
nels entre champs quantiques toriques ayant des éventails avec le méme support en éclatements et
contractions par un argument de déformation du cas standard prouvé par [125].

On va continuer a étudier les morphismes birationnels en utilisant une construction combinatoire
un peu plus élaborée que les subdivisions étoilées : les cobordismes de polytopes/éventails. Ces
cobordismes sont notamment utilisés, dans le cas polytopal, dans [118] pour étudier la combinatoire
des polytopes simples et dans [21] pour étudier les chirurgies et les phénoménes de passage de murs
des variétés LVM. Dans ce chapitre, nous allons voir comment adapter toutes les constructions
découlant de ses cobordismes pour des éventails quantiques et comment ceux-ci permettent de
définir des morphismes birationnels entre champs toriques quantiques.

Ce chapitre portera sur les fibrés vectoriels sur les champs toriques quantiques. On commencera par
montrer le résultat suivant :

Théoréme (10.2.1). Le groupe de Picard (équivariant) d’un champ torique quantique donné par
un éventail de RY avec n générateurs est C™~4,

On se concentrera ensuite sur le cas des espaces projectifs quantiques et on étudiera les fibrés en
droites et les fibrés en droites projectives sur ceux-ci en les décrivant explicitement par des éventails.
On finira par décrire le lien, dans le cas quantique, entre les diviseurs équivariants et les fibrés en
droites (qui se fait moins bien que dans le cas classique & cause du manque de caractéres du tore
quantique).

Ce chapitre sera dévoué a la question suivante : Si on fixe une calibration (h,d), quels sont les
éventails quantiques (A, h,J) que 'on peut obtenir & partir de cette donnée ? Cette question est la
question complémentaire a celle des probléemes de modules considérée dans le chapitre 4 ou on fixait
le type combinatoire de A. Pour ce faire, nous allons adapter la construction de ’éventail secondaire
de la calibration, déja connu dans le cas rationnel, dans le cadre général des éventails quantiques. On
obtiendra ainsi de nouveaux morphismes birationnels découlant des passages de murs de 1’éventail
secondaire, ce qui nous donnera toutes les clefs pour construire ’espace de modules de toutes les
champs toriques quantiques (a dimension et nombre de générateurs fixés) promis dans la question
5. On verra aussi que cette construction complete celle du chapitre précédent dans le sens o un
cobordisme est la donnée d’un chemin affine dans 1’éventail secondaire.

Ce dernier chapitre servira de bilan des chapitres précédents et notamment a répondre a la question
5. On commencera par utiliser ’éventail secondaire pour construire une famille universelle de variétés
toriques #*"V(h) — U(h) indexé par le cone (ouvert) ou la famille est de dimension maximale
(i.e. Pintérieur du support de I’éventail secondaire). En faisant varier h, on obtient alors une famille
de champs toriques "V — U*9™ indexée par 'ouvert donné par I'union des cénes. On montrera,
grace au travail fait dans le chapitre 12, le résultat de connexité suivant :

Théoréme (12.2.5). Pour tout éventail quantique simplicial (A, h,d), il existe un chemin dans
uedm je reliant & un espace projectif quantique.

En restreignant sur un ouvert de U%d™ < R4 x RA(M=d) oy ]a combinatoire ne change pas,
on retrouve (& homotopie prés) Pouvert Q(D) du type combinatoire que I'on considére. On peut
reprendre les constructions pour compactifier U™ (et en restreignant les cones en leur intersection
avec la boule unité fermée) dans B(0,1) x Gr(n —d,R™). En quotientant par les isomorphismes, on
obtient le théoréme récapitulatif suivant :




Introduction

Théoréme (12.3.7). Soit n > d deux entiers. Il existe un champ topologique compact F (d,n) et
un morphisme de champs & (d,n) — F(d,n) tel que :

e Pour tout type combinatoire D d’un éventail complet de RS a4 n générateurs, il existe un fermé
F (D) de F(d,n) qui soit une R™~-fibration au-dessus de M (d,n,D)

o (Cette fibration s’étend en une fibration entre la famille au-dessus de FZ (D) et celle au-dessus
de /A (d,m,D).
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CHAPITRE 1

GEOMETRIE TORIQUE CLASSIQUE

E PREMIER CHAPITRE SERVIRA a rappeler la théorie classique des variétés toriques qui sera utile dans
la suite de cette theése. Le point central de la géométrie torique est le fait que ces variétés toriques
sont entierement déterminées par la donnée combinatoire d’une famille de cones. De plus, les propriétés
de lissité, compacité, projectivité,... des variétés toriques se détectent par des conditions combinatoires
sur les cones de ’éventail permettant d’établir un dictionnaire combinatoire-géométrie entre les éventails
et les variétés toriques. C’est ce dictionnaire que I'on va essayer de généraliser dans les chapitres suivants.
Dans la premiere section, nous allons tout d’abord définir ce qu’est un tore puis ce qu’est une variété
torique. Ensuite, nous allons voir comment construire une variété torique a partir, tout d’abord, d’'un céne
(on obtiendra ainsi une variété affine) puis & partir d’un éventail (une famille de coénes ayant de bonnes
propriétés de stabilité) afin de recoller ces variétés affines. Grace au théoréme (cf. théoréme 1.1.3.3.7) de
H.SUMIHIRO, on peut montrer que toutes les variétés toriques normales sont obtenues comme cela. De
plus, comme cette construction est fonctorielle, cela définit une équivalence de catégories entre la catégorie
des éventails et celles des variétés toriques (normales). On verra ensuite deux résultats importants qui
seront généralisés dans la suite : les variétés toriques peuvent étre décrites comme le quotient global d’'un
ouvert de A par I'action d’un sous-groupe de son tore et un éclatement d’'une sous-variété équivariante
d’une variété torique est encore une variété torique et son éventail se déduit facilement de la variété
torique initiale.

Dans la deuxiéme section, on verra une fagon combinatoire alternative de décrire les variétés toriques
grace aux polytopes. Ces polytopes permettent d’obtenir une éventail et donc permettent d’obtenir des
variétés toriques qui seront projectives.

Ce chapitre est basé sur le livre Toric varieties de D.A. Cox, J.B. L1TTLE, H.K. SCHENCK ([34]) et
le livre Introduction to Toric Varieties de W.FULTON ([47]).

Toutes les variétés considérées dans ce chapitre seront au-dessus de Spec(C). Grace & [60, Exposé XII,
Théorémes 1 et 2], on pourra traduire tous les énoncés qui suivent dans le cadre holomorphe qui sera
utilisé dans les chapitres suivants.

1.1 Variétés toriques

1.1.1 Tores

Comme dit dans l'introduction de cette thése, une variété torique est une variété munie d’une action
d’un tore (algébrique). On va donc commencer par définir les tores et donner quelques unes de leur
propriétés.

Pour cela, rappelons la définition de groupe multiplicatif qui est ’exemple le plus simple de tore et qui
nous permettra de définir les tores dans leur généralité.
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Définition 1.1.1.1. Le groupe multiplicatif sur C, noté G, c, est le groupe algébrique Spec(Cx*!])
muni de la loi induite par le morphisme d’algebres défini par x € C[x*!] — x ® x € C[x*'] ®c C[x*'] ou
encore par le (schéma donné par le) foncteur de points S € Schg? — T'(S,Og)* € Ab ot (S, Os)* est le
groupe multiplicatif de 'anneau I'(S, Os).

Remarque 1.1.1.2. Dans le cas holomorphe, le groupe multiplicatif est C* et la loi est le produit
(x,y) € C* x C* — xy e C*

Le foncteur de points de ce groupe est le méme que celui du cas algébrique (en changeant Sche par Ang)
car une fonction holomorphe S — C (i.e. un élément de I'(S,©s)) est inversible pour le produit si, et
seulement si, elle ne s’annule jamais.

t1 +1
1

Définition 1.1.1.3. Un tore (algébrique) est un groupe algébrique isomorphe & G%’C = Spec(Clxi, ..., x3

Remarque 1.1.1.4. Si X est isomorphe en tant que variété a G’ﬁyc alors on peut transporter la structure
de groupe de G ¢ sur X.

Définition 1.1.1.5. Un morphisme de tores est un morphisme de groupes algébriques entre deux tores.
Autrement dit, la catégorie des tores est la sous-catégorie pleine des groupes algébriques contenant les
tores.

Définition 1.1.1.6. e Un caractere d’'un tore T est un morphisme de groupes algébriques T — G c.
On notera X*(T) I’ensemble des caracteres de T.

e Un cocaractére/sous-groupe & un parametre d’un tore T est un morphisme de groupes algébriques
Gm,c — T. On notera X,(T) 'ensemble des cocaracteres de T.

Lemme 1.1.1.7. Soit T un tore. Les ensembles X*(T) et X4 (T) sont des groupes abéliens libres de rang
dim(T) dual 'un de l’autre.

Démonstration. Quitte & composer par un isomorphisme de tores, on peut supposer que T = G}, . On
va commencer par le cas le plus simple des morphismes de tores Gy,c — Gm,c. Tout d’abord, si 'on
considere juste les morphismes de variétés, on obtient les égalités suivantes :

Homyar (Gim.c; Gmc) = Clx,x 11" = {Cx" | Ce C¥*,ne Z}

Pour cela soit des morphismes de groupes, il faut que C = 1. On en déduit donc que

X*(Gm,c) =Xs(Gme) = Z
Le cas général se fait de la méme fagon. Pour les caracteres, on a :

Homyar, (G, c; Gmc) = Ch, 7Y X, X 1 = {Cx™ .. .xM | C e CF, (my, ..., M) € Z™}
(la deuxiéme égalité se montre par récurrence sur le nombre d’indéterminées) et donc
X*(T) ~zZ™.
Pour les cocaracteres,
X4(T) = Homegr(vare) (Gm,c, Gy ) = Homer (vare) (Gm,c, Gm,c)™ = Z™.

Le crochet de dualité X4 (T) x X*(T) = Xy (Gm,c) >~ Z est défini par

U:Gme =T v:T->Ghey=vou:Gnc— Gne.

10
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Par les isomorphismes Xy (T) ~ Z4™(T) et X*(T) ~ Z4m(T) ce morphisme est le produit scalaire usuel. [

Remarque 1.1.1.8. Ce résultat est toujours vrai dans le cas holomorphe. Pour montrer cela, il suffit de
le montrer pour le cas n = 1. Une application holomorphe C* — C* est un morphisme de tore si, et
seulement si, il vérifie ’équation fonctionnelle

fixy) = f(x)f(y)
(1)

En dérivant ’égalité en y et en évaluant en y = 1, on obtient I’équation différentielle suivante

dont les solutions sont les fonctions x — x™.

Théoréme 1.1.1.9 ([40],chapitre 1 4.4). Le foncteur X*(—) est une anti-équivalence de catégories entre
la catégorie des tores et celle des groupes abéliens libres (de rang fini) de quasi-inverse Spec(C[—])

Remarque 1.1.1.10. o Cette équivalence s’étend a une équivalence entre la catégorie des groupes dia-
gonalisables (i.e. des sous-groupes du groupe des matrices diagonales) sur C et celle des groupes
abéliens de types finis.

e La catégorie des groupes abéliens libres est équivalente a la catégorie des R-espaces vectoriels (de
dimension finie) muni d’un réseau avec des morphismes qui respectent cette donnée par le foncteur
M — (M c M®R) et le foncteur d’oubli dans I'autre sens. Dans le cas irrationnel, on va étendre
cette équivalence a une équivalence entre les tores quantiques et les espaces vectoriels (de dimension
finie) munis d’un sous-groupe finiment engendré

1.1.2 Premiéres définitions

Définition 1.1.2.1. Une variété torique est une variété X avec une immersion ouverte T < X d’un tore
vers X telle que la loi de groupe de T s’étend en une action de groupe sur X

Remarque 1.1.2.2. De fagon équivalente, c’est une variété avec une action d’un tore avec une orbite dense.

Exemple 1.1.2.3. e Le tore Gy, ¢ lui-méme est une variété torique (avec l'action induite par sa loi
de groupe) ;

e L’espace affine A est une variété torique pour I’action :
AL, A0 - (215 -5 zn) = (M1zZ1, - -, Anzn);
e L’espace projectif P{t est une variété torique pour l'action :
A, A ) s lzo:eciznd =zt Mz1 t oLt Anznl;
e Le cusp V(y? —x3) c A(% (courbe non-normale) est une variété torique pour l’action :
A (x,y) = (A%, A%y)
e La variété V(xt —yz) < AZ (variété normale non-orbifolde) est une variété torique pour l'action :

A2A
(7\1’7\27>\3) : (Xay,Z, t) = (AlX, )\2y77\327 ;\3t>
1

11
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Lemme 1.1.2.4 ([115], Tag 01RH). L’extension de la loi de groupe de T sur X est unique

Définition 1.1.2.5. Un morphisme torique est un morphisme de variétés entre variétés toriques qui se
restreint en un morphisme de tores sur leur tore.

Proposition 1.1.2.6. Le produit de deux variétés toriques est une variété torique.

. . . i i s . s
Démonstration. Soient Gg;c < X et Ggf(c <% X, deux variétés toriques. Alors X; x X, est une variété
torique par l’inclusion

(i1,i2)
Goig® "B Xy x Xy

1.1.3 Construction combinatoire des variétés toriques

Le principal intérét des variétés toriques est qu’elles peuvent étre entierement décrites par la donnée
combinatoire d’un céne lorsqu’elle est affine ou d’un éventail, qui est une famille de cones, dans le cas
général.
1.1.3.1 Cobnes

Soient T un tore, M = X*(T) son groupe de caractéres et Mgp = M ®z R ~ RI™(T) et N = X, (T)
son groupe des cocaractéres et Ngp = N ®z R ~ Rdim(T)

Définition 1.1.3.1.1. Un cdne polyédral (convexe) dans Ng est un ensemble de la forme

o0 = Cone(S) := {Z Ayl | Ay 20} < Ny

ues

ol S < Ng est fini. Autrement dit, c’est le plus petit cone convexe contenant S On dit alors que le céne
o est engendré par l’ensemble S.

Exemple 1.1.3.1.2. RP x RL; x {0}""P~! < R™ sont des cones pour tout L et p.

Définition 1.1.3.1.3. Un morphisme de cénes 0 € Ng — 0’ < Ny, est une application linéaire L : Ng —
Nj, telle que L(o) < o’ et L(N) < N’.

Définition 1.1.3.1.4. Soit 0 € Ny un cbdne polyédral. Son cone dual est défini par :
oV ={me Mg |Vue o,{m,uy > 0}
ou (-, -y est le crochet de dualité Mg x Ng — R

Exemple 1.1.3.1.5. Le dual du coéne o = Cone(e, e; + e3) < R? est :

Cone(eg, e — 62)

Lemme 1.1.3.1.6. Le dual d’un cone polyédral est polyédral et ¥V = 0o

Définition 1.1.3.1.7. Une face d’un cone est de la forme
T=0nut={veo|,v)=0}

ouueoY

12
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€2
e o o e; + e °
o o o o o
o o (1 o o
o o o o o o o o
e o o e o o €1 — €2

FIGURE 1.1 — Le cone o et son dual oV

Exemple 1.1.3.1.8. Les faces du cone o = Cone(e;, e; + e3) < R? sont :
e o0=0n(0)*

e Cone(e;) =0 N eg,

e Cone(e; +e2) =0n (eg —eq)t,
e (0)=0nef.
Théoréme 1.1.3.1.9. La frontiére d’un cone polyédral qui engendre Ng (comme espace vectoriel) est

l'union de ses faces propres.

Exemple 1.1.3.1.10. La frontiere du coéne o = Cone(ei,e; + e2) < R2? est Cone(e;) u Cone(e; + e3)
(une facon de le voir est de composer avec un isomorphisme avec le cone R;O dont la frontiére est
IRZ, = {0} x Rz U R x {0}).
Proposition 1.1.3.1.11. Soit 0 un céne polyédral.

e Une face de o est un cone polyédral convezxe.

e L’intersection de faces de o est une face de o.

e Une face d’une face de o est une face de o.

e La plus petite face de o est 0 N (—0).

Proposition 1.1.3.1.12. Soit T une face de o alors c¥ n T+ est une face de o telle que
dim(t) + dim(c¥ N ) = dim(Ng).

Cela nous donne une correspondance, renversant l’inclusion, entre les faces de o et 0¥ . La face corres-
pondant a la face mazximale o¥ de 0¥ est o N (—0).

Proposition 1.1.3.1.13. Soit 0 un céne polyédral. Les conditions suivantes sont équivalentes :
e 0n(—0)={0};

e 0 contient un sous-espace vectoriel non nul ;

{0} est une face de o ;

e 0V engendre Mg.
Définition 1.1.3.1.14. Un cdne vérifiant une de ses conditions est dit fortement convexe.
Exemple 1.1.3.1.15. RP x RL; x {0}™7P~! est fortement convexe si, et seulement si, p = 0
Lemme 1.1.3.1.16 (de séparation). Soient 01 et 02 deux cones de Ng d’intersection t. Alors pour tout

m e Relint(o) N (—03)Y),

’l':()'lﬁTnl:O'QﬁTnL

13
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Exemple 1.1.3.1.17. Si 07y = Cone(e, e;+e3) et 0 = Cone(e;+es, e3) alors T:= 0noy = Cone(e;+e3).
On a donc
0y N (—02)Y = Cone(e; — ez, e2) N — Cone(eq, es — e1) = Cone(e; — e3)

Comme R(e; — e2)t = R(eq + e3) alors pour tout m € Cone(e; — es),

Glﬂml:()'gﬁml:’f

Lemme 1.1.3.1.18. Un cone polyédral fortement convexe est engendré par ses faces de dimension 1

1.1.3.2 Variétés toriques
Maintenant que ’on a décrit les cones, on va pouvoir faire le lien avec les variétés toriques.

Définition 1.1.3.2.1. Un cdne polyédral est dit rationnel s’il existe un sous-ensemble fini S < N tel que
o = Cone(S).

Lemme 1.1.3.2.2 (GORDAN). Soit 0 un cone rationnel. L’intersection o¥ n M est un monoide finiment
engendré i.e. il existe un ensemble fini A = M tel que 0¥ "M =NA =3 _, Na.

Exemple 1.1.3.2.3. Si 0 = Cone(e1, —e; + des) alors 0¥ = Cone(es, e2 + dey) et

oV nZ?= ) N(L1

o<l<d

FIGURE 1.2 — Cone 0¥ = Cone(es, es + de;) pour d = 4

Remarque 1.1.3.2.4. Si d ¢ Q alors le monoide 0¥ N Z?2 n’est pas finiment engendré. En effet, on a :
0¥ N7 = {(dx1,x1 +x2) € Z% | x1, X2 € Rxp}

1 1
= {(dxl,xl + x2) €72 | X1 € EZ’XQ €Z+dZ}

On conclut par densité dans R du sous-groupe Z + éZ par irrationalité de d.

Théoréme 1.1.3.2.5. Soit 0 € Ng ~ R™ un cone polyédral rationnel. Alors, Uy, := Spec(CloY n M])
est une variété torique affine. De plus, les conditions suivantes sont équivalentes :

e dim(Uy)=mn;
o Le tore de Uy est T = Spec(C[M]) ;

14
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e 0 est fortement convexe.

Remarque 1.1.3.2.6. La remarque 1.1.3.2.4 entraine que dans le cas irrationnel, I'algeébre Clo¥ n M] n’est
plus de type fini et donc Uy, n’est plus une variété. C’est pour cela que dans le chapitre 3 nous allons
donner une autre facon de définir un objet torique & partir d’un cone irrationnel.

Lemme 1.1.3.2.7. La correspondance o — Ug est fonctorielle.

Démonstration. Soit L: 0 < Ng — T < N un morphismes de cones. Alors sa transposée LT : TV < Mg —
0¥ < Mg est un morphisme de cones. Cela induit donc un morphisme de monoides T™v "M’ — c¥ " M
(car les morphismes de cdnes envoient les réseaux sur les réseaux). Comme le foncteur Spec C[—] est
contravariant, cela nous donne un morphisme Uy = Spec(Clo¥ n M]) — Spec(C[tY n M]) = U,. O

On va maintenant donner 'image essentielle de ce foncteur :

Théoréme 1.1.3.2.8. Soit V une variété torique affine de tore Tyn. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

e V est normale

e V =Spec(Cl[oY n M]) oi 0 est un cone polyédral rationnel fortement conveze.

Corollaire 1.1.3.2.9. La correspondance o — Us définit une équivalence de catégorie entre les cones et
les variétés toriques affines normales

Proposition 1.1.3.2.10. Soit N’ un sous-groupe d’indice fini d’un réseau N de Ng. Notons G le quotient
N/N'. Soit ¢ un cone polyédral de N = Ng alors

o G ~ker(Tn — Tn) < Ty
e G agit sur Clo¥ n M'] et donc sur Spec(CloY n M']) et
Spec(C[cY n M'])/G = Spec(Clo™ n M])
Exemple 1.1.3.2.11. Soit 0 = Cone(e;, —e; + des). Posons N’ le groupe engendré par (e1, —e; + des).
Alors I'isomorphisme linéaire R2 — R2,e; — ey, ey — —e; + dey induit un isomorphisme Z2 et N’. On

en déduit donc un isomorphisme
Spec(CloY n (N')V]) = AZ

Comme G = N/N’ =7Z/dZ alors
Spec(Clo¥ n M]) = AZ/(Z/d7Z)
Corollaire 1.1.3.2.12. Soit ¢ un cone simplicial engendré par les vecteurs uy,...,w de N(que l’on
supposera de norme minimale). Posons N’ = (—le:l Zui(%@{i:kﬂ Zui oUWy y1,...,Uq est une complétion
de la famille libre (uq,...,uy). Alors Card(N’/N) < co et
U, = AF x GO E/(N'/N)

Lemme 1.1.3.2.13. Soient o un cone polyédral rationnel fortement conveze et T une face de o (i.e. il
existe me 0¥ N M tel que T =m" n o). Alors,

CltY nM] =Cl[oY n M]1n

i.e. Uy est un ouvert affine de U,
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1.1.3.3 Eventails et variétés toriques

On va maintenant étudier le cas général :
Définition 1.1.3.3.1. Soit N un groupe abélien libre finiment engendré. Un éventail dans N est une
collection A de cones polyédraux fortement convexes rationnels dans Ny telles que

e si 0 est un cone de A alors les faces de o aussi

e si 0 et T sont des cones de A alors 0 N T est une face de o et de T (et donc est dans A).

a=Ue

oeA

Le support de I'éventail A est :

On appelera 1-cones (resp. cones maximaux) de A les cones de dimension 1 (de dimension maximale) de
A et on notera A(1) (resp. Apmax) leur ensemble.

Un morphisme d’éventails A — A’ est une application linéaire Ng — Ny tel que pour tout o € A, il existe
o' € A’ tel que L(o) < o’

Exemple 1.1.3.3.2. Posons v = —(ej + e3). La famille
{(0),R>pe1,R>pe2, R>gv, 01 = Cone(ey, e3), 03 := Cone(ey, V), 02 := Cone(ez, )}

est un éventail

FIGURE 1.3 — Un exemple d’éventail

Remarque 1.1.3.3.3. La deuxieme condition de la définition d’un éventail et le lemme 1.1.3.2.13 nous donne

un isomorphisme entre les ouverts Ug .. < Uy et U5, < U;. Un éventail définit donc des données de

recollement des variétés Uy, 0 € A.

Cette remarque justifie donc la définition suivante :

Définition 1.1.3.3.4. Soit A un éventail d’un réseau N. La variété torique associée a I’éventail A est le
recollement des variétés affines U, le long des intersections Uy :

Xa = colimgen Uy = [ [ Us/ ~

oeA

ou A est vu comme ’ensemble partiellement ordonné de ses cones ordonnés par I'inclusion et la relation
d’équivalence ~ est donnée par les isomorphismes Uy > U2~ UT < U,.

oNT oNT
Remarque 1.1.3.3.5. Le tore Spec(C[Homg, (N, Z)]) est dense dans Xa
Exemple 1.1.3.3.6. L’éventail de la figure (1.3) donne le plan projectif P?
Théoréme 1.1.3.3.7 (SUMIHIRO,[117]). Si T est un tore et X est une variété normale avec une action

réguliere de T alors X a un recouvrement d’ouverts affines T-invariants.
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Remarque 1.1.3.3.8. On a un énoncé similaire dans le cadre holomorphe avec quelques hypotheses tech-
niques de plongement équivariant dans un espace Kéahler en remplagant des ouverts afiines invariants par
des ouverts Stein invariants (voir [86]).

Le morphisme d’éventails L : A — A’ induit une famille de morphismes compatibles U, — Uy ol
L(0) ¢ o’. Cette famille induit donc un morphisme X5 — Xa-, que ’on notera X(L).

On peut maintenant énoncer le théoréeme central de la géométrie torique. On généralise ce résultat
dans le cas irrationnel dans la suite (cf. théoréme 3.4.2.16 et théoreme 6.3.2.2.2).

Théoréme 1.1.3.3.9. La correspondance A — Xa définit une équivalence de catégorie entre la catégorie
des éventails et celles des variétés toriques normales.

Dans toute la suite, on supposera que les variétés toriques sont normales.

Proposition 1.1.3.3.10. Un morphisme torique X(L): Xao — Xa- est propre si, et seulement si, L"1(|A']) =
|Al. En particulier, si A" = (0) = R? alors X(A') = Spec(C) et Xa est propre si, et seulement si, |A| = Ng.

Définition 1.1.3.3.11. Un coéne est dit simplicial s’il est engendré par une famille libre de Ng. Un
éventail est dit simplicial si tous ses cones sont simpliciaux.

Théoréme 1.1.3.3.12. Une variété torique Xa est une orbifolde si, et seulement si, A est simplicial.
Une variété torique Xa est lisse si, et seulement si, tout cone de A est engendré par une sous-famille
d’une base de N.

Démonstration. Voir corollaire 1.1.3.2.12 O

1.1.4 Eclatement

Les éclatements d’une sous-variété Z (de codimension au moins 2) d’une variété X consiste & remplacer
Z par 'ensemble « des directions partant de Z » ; I’éclatement de ’origine de C™ remplace 0 par ’espace
projectif Pg_l =P(C™).
Si X est une variété torique, on va vouloir demander & Z d’étre invariant par I'action du tore de X, i.e.
pour tout t € T, t- Z < Z, afin que le résultat obtenu soit aussi une variété torique. Dans ce cas la, la
construction peut étre entierement décrite de facon combinatoire.
Pour bien comprendre cet éclatement invariant, on va tout d’abord étudier I’action du tore sur une variété
torique donnée par un éventail.

Théoréme 1.1.4.1 ([34] theorem 3.2.6). Soit XA une variété torique de dimension d. Alors,
1. il y a une correspondance bijective entre les cones o dans A et les GE -orbites O(0) ~ Spec(Clot n
M]) = XA ;
2. Pour tout cone o € A, dim(O(o)) =n — dim(o)

8. Pour tout cone o € A,

4. T < 0 si, et seulement si, O(o) € O(T) et

Exemple 1.1.4.2. Considérons le cas du plan projectif P? donné par 1'éventail de la figure (1.3) :
e 0((0)) =G?, ¢ = {lzo: 21 : 22] € P* | 29, 21,2 # 0} est le tore de P?;
e O(Cone(ey)) = {[0 121 :29] € P2 | Z1,29 # 0} ~ Gm’([j;
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e O(Cone(es)) = {lzo:0:za] € P? | 29,29 # 0} ~ G

O( (

Of (—e1 —e2)) ={lzo:2z1:01 € P? | 20,21 # 0} ~ Gy c;
e O(Cone(e1,e2))=[0:0:1];
O( (
O( (

Q

° one 61,*61762)):[02120];

O

. one(eg, —e; —ez)) =[1:0:0].

Pour décrire les éclatements, on va utiliser la construction combinatoire suivante :

Définition 1.1.4.3 ([34] Definition 3.3.13). Soit A un éventail dans Ng. Soit 0 = Cone(uy,...,uq) un
cone lisse de A. Soit I < {1,..., d} un ensemble de cardinal > 2. Soit uy = > ;.; u; et soit A’(0) I'ensemble
des cones engendrés par des sous-ensembles de {up,...,uq} contenant {ui,i € I°} et ne contenant pas
{ui,i e I}. Alors,

A*(0) = (A\{faces de 0}) U (A'(0))

est un éventail de R appelé subdivision étoilée de A le long de o.

Proposition 1.1.4.4 ([34] Proposition 3.3.15). On utilise les mémes notations que dans la défini-
tion 1.1.4.8. L’identité de Ng induit un morphisme d’éventails A*(c) — A et le morphisme torique
associé est 'éclatement de O(o) dans Xa.

Grace a la décomposition du théoreme 1.1.4.1, le diviseur exceptionnel de cet éclatement est isomorphe
a Cll x Pa=I1=1 (voir aussi [65, Chapter I Theorem 8.24].

Exemple 1.1.4.5. L’éclatement du plan a l'origine est le morphisme torique

€2 e + ez

FIGURE 1.4 — Eclatement du plan & l'origine

Exemple 1.1.4.6. L’éclatement d’une droite de A% est le morphisme torique

€3 €3
€2
€2
e| + e s
_—
€1 e

FIGURE 1.5 — Eclatement de la droite 0 x 0 x C dans C3

1.1.5 Quotient global

Dans cette sous-section, on va voir comment décrire les variétés toriques Xa comme le quotient
d’une ouvert & < A2 par un sous-groupe G < Gfl(jc) (cf. [35]). Dans la cas simplicial (i.e. si Xa
est une orbifolde), la construction fonctionne bien (on obtient un quotient géométrique). Le cas non-
simplicial est plus compliqué. On généralisera ces résultats dans le cadre irrationnel (cf. théoréme 3.6.7
et théoréme 6.4.2).

On va commencer par la description du groupe G :

18
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Définition 1.1.5.1. Un diviseur de Weil d’une variété X est un élément du groupe abélien engendré par
les sous-variétés irréductibles de codimension 1 de X.

Exemple 1.1.5.2. e Soit X une variété normale et f € C(X)*. Alors

div(f) =) vp(f)D
D

ou D parcourt les diviseurs de Weil de X. La fonction vp est la valuation sur 'anneau a valuation
discrete Ox p == {f € C(X) | f est définie sur un ouvert U de D}.

e Soit XA une variété torique normale. Les 1-cones p de A correspondent a un diviseur D, qui est
I'adhérence (de Zariski) de O(c) = Spec(C[o+ n M]) dans Xa. En particulier,

Définition 1.1.5.3. Un diviseur est principal s’il est donné par un fonction rationnelle de X. Les diviseurs
principaux de X forment un sous-groupe de celui des divuseurs de X Le groupe des classes de X, noté
Cl(X) est le quotient du groupe des diviseurs de Weil par celui des diviseurs principaux.

Notation 1.1.5.4. On notera Divy(X) le T-groupe des diviseurs équivariants de la variété torique X de
tore T (i.e. les diviseurs D tels que T - D < D).

Lemme 1.1.5.5. Divy(Xa) =P (1) LDy ou Dy est le diviseur associé au 1-cone p.

peEA

Proposition 1.1.5.6. Soit Xo une variété torique sans facteur torique (i.e. sans facteur Gy c) de tore
T. Alors on a la suite exacte de groupes abéliens suivante :

0 —— M —dvy 7A00) T 5 C|(X,) —— 0 (1.1)

ou la premiére fleche associe au caractére m le diviseur principal associé et la deuxieme fléche est le
passage au quotient.

Corollaire 1.1.5.7. Soit XA une variété torique normale sans facteur torique. Soient vi les générateurs
minimauz des 1-cones de A et h: ZA2) — N le morphisme de groupe défini par :

VXEZA(l),h(x): Z XiVi
ieA(1)

Alors on a un isomorphisme
CI(Xa) ~ coker (R : M — 221},

Le groupe G associé a la variété torique Xa sera le groupe algébrique Spec(C[C1(Xa)]).
On va maintenant pouvoir décrire la variété .

Lemme 1.1.5.8. Soit A un éventail. Les variétés toriques suivantes sont isomorphes :

o la variété torique décrite par ’éventail A’ de cones mazimauz :
(ei,i€ o(1)) « RAW

pour tout 0 € Amax ;5

o AAIN\V H xP | 0€ Amax | ;
peA(1)\o(1)

o [J A xep"

0EAmax
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CHAPITRE 1 — Géométrie torique classique

On la notera F(A) ou F s’il n’y a pas d’ambiguité.
Exemple 1.1.5.9. La variété associée a 1’éventail au plan projectif est AZ\{0}.

Remarque 1.1.5.10. Dans le cadre holomorphe, la variété & est la variété différentielle des feuilles de
Siegel utilisée pour définir les variétés LVM (cf. [91]).

Par contravariance, le groupe algébrique G = Spec(C[C1(X)]) agit sur ¥ < A1) par le morphisme
(injectif) Spec(C[nl) : Spec(C[CL(X)]) — Spec (C[ZA“)]) = Gﬁ(’

Pour finir, on va rappeler quelques notions sur les quotients de variétés :

1)
1)
c-

Définition 1.1.5.11. Soit X une G-variété. Un quotient catégorique de X pour l'action de G est un
morphisme G-invariant 7: X — Y tel que tout morphisme G-invariant X — Z se factorise (de fagon
unique) par 7.

Lemme 1.1.5.12. Le quotient catégorique est unique (& isomorphisme prés).

Définition 1.1.5.13. Soit X une G-variété. Un quotient géométrique de X par G est un morphisme
G-invariant X — Y tel que :

e Si U est un ouvert de Y alors le morphisme induit par ¢

©*Oy(U) — Ox(@~1(U))

est un isomorphisme sur Q(@~1(U))C ;

e Si W est un fermé de X alors @ (W) est fermé;
e Si Wi, W, sont deux fermés disjoints invariants de X alors @ (W1) n (W) = & ;

e Pour tout y € Y, @ !(y) est contenue dans une orbite de G ;
Lemme 1.1.5.14. Un quotient géométrique est un quotient catégorique.

Théoréme 1.1.5.15. Soit A un éventail. Soient vi les générateurs minimauxr des 1-comes de A et
h: RAMN — Ng Uapplication linéaire définie par :

vx € RAW h(x) = Z XiVi
ieA(1)

Alors le morphisme toriqgue ¥ — Xa défini par h est un quotient catégorique pour laction de G. Il est
géométrique si, et seulement si, A est simplicial.

Exemple 1.1.5.16. Dans le cas du plan projectif, cela correspond a la projection & = AZ\{0} — P2
Le groupe G est Spec(C[C1(P?)]) = Spec(C[Z]) = G c-

1.2 Variétés toriques et polytopes
On va aborder une autre facon de construire une variété torique a partir d’'une donnée combinatoire
qui sera cela d’un polytope. Cette construction est plus utilisée en géométrie symplectique (voir, par

exemple, [32, §4]) puisque les variétés ainsi obtenues sont projectives et donc symplectiques (grace a la
forme de Fubini-Study).
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1.2.1 Polytopes

Définition 1.2.1.1. Soit M < Mp un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un réseau. Un
polytope P dans Mg est I’enveloppe convexe d’un ensemble fini S de points de My i.e.

P = Conv(S) = {Z ass | as eR;O,Z as = 1}

seS seS

Il sera dit entier si on peut choisir S dans M. La dimension d’un polytope est la dimension du plus petit
espace affine de My le contenant.

Exemple 1.2.1.2. e les polygones réguliers de R? sont des polytopes.
e les solides de Platon de R? sont des polytopes.

2 A1

FIGURE 1.6 — Solides de Platon

Définition 1.2.1.3. Soit P un polytope dans Mg. Un sous-ensemble Q de P est une face de P s’il existe
ue Mg\{0} et b e R tel que :

e Q={xeP|{(mx)=>b};
o Pc {xeMg|{(mx) > b}

Une facette (resp. un coté, un sommet) de P est une facette de dimension dim(P) — 1 (resp. 1, 0).

Exemple 1.2.1.4. Les faces du carré [0, 1] = Conv((0,0), (1,0), (0,1), (1,1)) sont :
e [0,1] x {0}, [0,1] x {1}, {0} x [0,1], {1} x [0,1] en dimension 1;
e (0,0),(1,0),(0,1),(1,1) en dimension 0.

Lemme 1.2.1.5. Soit P € Mg un polytope. Alors,
e P est 'enveloppe convexe de ses sommets ;
e Si P =Conv(S) alors tous les sommets de P sont dans S ;
o 57 Q est une face de P alors toutes les faces de Q sont les faces de P contenu dans Q ;

On va maintenant donner une autre caractérisation des polytopes que ’on utlisera dans le chapitre 11.
Tout d’abord, on va montrer qu'un polytope est compact.

Théoréme 1.2.1.6 (CARATHEODORY, [27]). L’enveloppe convexe d’un sous-ensemble S d’un espace affine
de dimension n est [’ensemble des barycentres a coefficients positifs ou nuls de familles de 1+ 1 points
de S.

Corollaire 1.2.1.7. L’enveloppe convexe d’un compact est compacte.
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CHAPITRE 1 — Géométrie torique classique

Démonstration. Soit K un compact de ’espace affine de dimension n. Par le théoréme 1.2.1.6, 'enveloppe
convexe de K est I'image du compact K™*1 x A™ (oit A™ est le simplexe standard de dimension n) par

I’application continue
n+1

(Visoooy Vg1, X1, -5 Xn1) Z XiVi
i=1

Comme un polytope est ’enveloppe convexe d’un ensemble fini alors
Corollaire 1.2.1.8. Un polytope est compact.

Théoréeme 1.2.1.9. Soit P un sous-ensemble de Mg. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. P est un polytope ;

2. P est borné et est lintersection de demi-plans fermés.
Remarque 1.2.1.10. Si on enléve 'hypothése « borné », on appelle cela un polyedre.

Corollaire 1.2.1.11. Soit P un polytope de dimension mazximale dans Mg. Alors pour toute facette F de
P, il existe un unique couple (& un coefficient multiplicatif positif prés) (ug, ag) tels que

P={me Mg | VF,dim(F) = dim(P) — 1,{m,ur) > —ar}

Exemple 1.2.1.12. Le carré [0, 1]? est défini par le systeme d’équations

=
=

« x®
vV V o o

—x = -1
—y>-1
Définition 1.2.1.13. Soit P un polytope de dimension d. Alors

e P est un simplexe s’il a d + 1 sommets;

e P est simplicial si toutes ses faces sont des simplexes

e P est simple si tout sommet est I'intersection d’exactement d facettes.

Exemple 1.2.1.14. Les tétraedres sont des simplexes, les cubes sont simples, les octaedres sont simpli-
ciaux, les dodécaedres sont simples et les icosaedres sont simpliciaux.

Définition 1.2.1.15. Soit P un polytope de Mg contenant 0 dans son intérieur. Son polytope dual (ou
polaire) est le polytope
P®={ue Mg | Yme Mg, (m,uy > —1}

Lemme 1.2.1.16. Soit P un polytope de Mg contenant 0 dans son intérieur. Alors P°° = P. De plus, si
on présente P comme dans le corollaire 1.2.1.11 alors P° est l’enveloppe convere des a%up.

Exemple 1.2.1.17. Le tétraedre est auto-dual, le cube et l'icosaedre sont duaux et le dodécaedre et
I’icosaedre sont duaux

Plus généralement, on a le résultat général suivant :
Lemme 1.2.1.18. Les simplezes sont auto-duauz, le dual d’un polytope simple est simplicial et le dual

d’un polytope stmplicial est dual.
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1.2.2 Variétés toriques projectives et polytopes

Soit P un polytope entier de dimension maximale présenté par :
P={me Mg | VF,{m,ur) > —ar}.
On peut lui associer un famille Ap de cones o = Cone(ur, Q de F) = Ng ot Q parcourt les faces de P

Proposition 1.2.2.1. Soit P un polytope entier de dimension maximale. Alors la famille Ap = {oq}
des cones associés a P est un éventail complet, appelé éventail normal de P. De plus, pour toute face Q,

dim(og) + dim(Q) = dim(Mg).

Lemme 1.2.2.2. Soit P un polytope entier de dimension mazimale et contenant 0 dans son intérieur.
Alors ’éventail normal de P est formé des cones sur les faces de P°.

Notation 1.2.2.3. On notera Xp la variété torique associé a 1’éventail Np.
Exemple 1.2.2.4. Soit P le polytope de sommets

—e; — ea, 261 —eg,—e] + 262.

FIGURE 1.7 — COHV(*Cl — €9, 2eq — ez, —e1 + 262)

Alors Np est I’éventail de cones maximaux
€1,€2,—€1 — €2
i.e. celui de P2.

Théoréme 1.2.2.5. Soit P un polytope entier de dimension mazimale. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes

e Xp est lisse

o P est lisse ou unimodulaire i.e. pour tout sommet v de P, les vecteurs wg — v, ot E est un coté de
P contenant v et wg est le premier point de N N E obtenu en partant de v et qui est différent de v,
forment une base de M.

Définition 1.2.2.6. Soit P un polytope entier de dimension maximale présenté par
P={me Mg | VF,{m,ur) = —ar}

ou ur € N sera supposé étre minimal.
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Le diviseur associé a P est le diviseur Dp sur Xp défini par :

Dp = Z aFDGF
F

ou la somme parcourt les facettes de P.

Lemme 1.2.2.7 ([34] lemma 6.1.10). Soit P un polytope entier de dimension mazimale. Alors le diviseur
Dp est ample et sans point base. Il est trés ample si, et seulement si, le polytope P est trés ample i.e.
pour tout sommet m € P, le monoide (libre) N(P n M —m) est saturé dans M c’est-a-dire si

N(P~AM —m)=Cone(PnM —m) M.

On peut définir une application Xp — P(H®(Xp, Ox, (Dp))"¥) qui sera un plongement si le polytope
est tres ample.

Théoréme 1.2.2.8 ([34] theorem 6.2.1). Soit M € Mg un espace vectoriel de dimension finie muni d’un
réseau. Les applications P — (Xp,Dp) entre l’ensemble des polytopes entiers de dimension mazimale de
Mg et celui des couples (variétés toriques Xa, diviseurs amples invariants sur Xa) est une bijection.

Démonstration. On construit I'inverse de la fagon suivante :
Soit D = Y} arDg un diviseur invariant ample sur X5. On peut lui associer une fonction strictement
convexe (appelé fonction de support) @p: |A| — R définie par :

e @p est linéaire sur chaque 0 € A
e Pour tout p € A(1), p(uy) = —a,

On définit ensuite le polytope associé au diviseur D par :

Pp ={me Mg |Vue[Z], ep(u) < (m,w}

Exemple 1.2.2.9. Considérons le triangle
Conv(0,e1,es) = {(x,y) e R?* | x =0,y =0, —(x +y) > 1}.
Alors le couple associé a ce polytope est (P?,De,) ou autrement dit, (P?, Opz(1)).
Exemple 1.2.2.10. Considérons le carré
0,12 ={(x,y) eR? | x>0,y >0,—x > —1,—y > —1}

Alors le couple associé a ce polytope est (P! x P!, D, + De,) ou autrement dit, (P! x P!, ¥ Op1 @ 715 Op1 )
(ott les morphismes 7t; : P* x P! — P! sont les projections sur les différentes coordonnées). En particulier,
le plongement induit par le faisceau 7f Op1 ® 75 Op1 est le plongement de Segre dans P3.

Corollaire 1.2.2.11. Une variété torique normale Xa est projective si, et seulement, A est un éventail
polytopal i.e. est l’éventail normal d’un polytope.
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CHAPITRE 2

THEORIE DES CHAMPS

9ETUDE DES CHAMPS PROVIENT de celle des problémes de modules i.e. la classification d’objets géo-

métriques & une relation d’équivalence pres. Une obstruction a l'existence d’un espace de modules

fin & un probléeme de modules est la présence d’isomorphismes dans les objets que 1'on veut classifier.

L’exemple prototypique de cela est celui de la classification des courbes projectives de genre g avec n

points marqués qui a amené P.DELIGNE et D.MUMFORD & définir les champs algébriques (qui sont main-

tenant appelés « champs de Deligne-Mumford ») dans [37]. Par exemple, le champ de modules des courbes
de genre 1 et avec un point marqué (i.e. les tores complexes compacts) est

[H/ SL2(Z)]

ol SLy(Z) agit sur H par homographie. Le but des champs algébriques (ou différentiels, analytiques,...
selon le contexte géométrique considéré) est de pouvoir donner une structure géométrique & un objet
qui n’en aurait pas a priori et notamment aux quotients de variété par des groupes qui n’agissent pas
librement ou de fagon proprement discontinue. Dans notre exemple, 'action de SLy(Z) sur H n’est pas
libre. Cette généralisation va étre nécessaire pour pouvoir généraliser les variétés toriques définies dans le
chapitre 1 pour des éventails ayant des cones non-rationnels et pour pouvoir classifier ces variétés toriques
généralisées (voir chapitre 4).

Dans la premiere section, nous allons rappeler les notions autour des problémes de modules et tout
particulierement celles de faisceaux (d’ensembles) et de topologies de Grothendieck. On conclura par
les problémes apportés par la présence d’automorphismes dans le cas des faisceaux et donc la nécessité
d’étendre cette catégorie pour étudier les probléemes de modules. La fagon usuelle de faire cela est de rem-
placer la catégorie des ensembles par celles des groupoides. La subtilité ici est que les groupoides forment
naturellement une 2-catégorie et il est nécessaire pour avoir les bonnes propriétés de les considérer comme
tel. On va donc, dans la deuxiéme section, donner les définitions de base sur les 2-catégories pour étudier
les champs. Dans la troisiéme section, on définira la notion de champs et quels sont les constructions
que I'on peut faire avec. Dans la quatriéme section, on va se restreindre a la classe des champs « géomé-
triques » (algébriques, analytiques, différentiels,...) qui sont des champs ot on peut reprendre les propriétés
géométriques standards (lissité, réduction, normalité,...) et les transposer aux champs. On continuera cela
dans la cinquieme section en étudiant la théorie de ’homotopie des champs analytiques ou différentiels
qui permettront de donner un sens aux groupes d’homotopie et de cohomologie. Un autre classe d’objets
intéressants en géométrie analytique ou algébrique sont les faisceaux que 'on va voir dans la sixieme
section et tout particulierement sur le cas qui nous intéresse celui des faisceaux sur les champs quotients
(qui sont les faisceaux avec une G-linéarisation qui sont des objets utilisés dans la théorie géométrique
des invariants (cf. [97])). Pour construire les familles universelles au-dessus de nos espaces de modules,
on va utiliser des actions de groupes sur des champs. Comme les champs forment une 2-catégorie, on
doit adapter les définitions pour obtenir les résultats classiques des actions de groupes, ce que ’on verra
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dans la septiéme section. Enfin, dans la huitieme section, on regardera les gerbes au-dessus des champs
qui permettront notamment de comprendre les conséquences de l'ineffectivité des actions de groupes sur
les champs quotients et quelles sont les relations entre [X/G] et [X/(G/Ineff)] (ou Ineff est le groupe
d’ineffectivité de laction de G sur X).

Pour ce chapitre, nous allons nous baser sur les références suivantes : [44],[14], [115] et [69].

2.1 Sites et faisceaux

2.1.1 Problémes de modules

Un probléme de modules est un probleme de classification d’objets (courbes, fibrés vectoriels,...) a
une relation d’équivalence pres. Un premier exemple est la classification des droites dans un espace
vectoriel fixé V ou autrement dit, ’ensemble des vecteurs de V\{0} & homothétie prés. Une solution & un
probleme de modules est appelée un espace de modules, un objet géométrique dont les points sont les
classes d’équivalences des objets du probleme de modules. Une solution au dernier probleme est ’espace
projectif P(V) (comme variété différentiable).

Parmi les espaces de modules associés & un probleme de modules, on peut définir le « meilleur » d’entre
eux (quand il existe) : Pespace de modules fin. C’est un espace de modules # avec une famille universelle
F — M i.e. toute famille de courbes, fibrés vectoriels,... au-dessus d’un espace géométrique est obtenue
par tiré-en-arri¢re de la famille universelle & (la variété P(V) est un espace de modules fin grace au fibré

tautologique :
F={v,L)eVxP(V)|vel} BPV).

L’espace de modules fin est unique a isomorphisme pres.

N,
M, L,

X 3 T

X M

FIGURE 2.1 — Famille universelle

La bonne fagon de définir toutes ces notions est d’utiliser le langage catégorique :

Définition 2.1.1.1. Un probléme de modules est un foncteur F: C°P? — Ens d’une catégorie d’ob-
jets géométriques C (par exemple, C = Sch la catégorie des schémas, Anc la catégorie des espaces
analytiques, VarDiff la catégorie des variétés différentielles) vers la catégorie des ensembles.

Remarque 2.1.1.2. L’existence d’un espace de modules fins est équivalent a la représentabilité du foncteur
décrivant le probléme de modules (i.e. il existe X € Ob(C) tel que F soit équivalent & Hom(—, X).

Exemple 2.1.1.3. e Un objet de C) induit un foncteur C°P — Ens, noté X et appelé foncteur de
points de X, défini par :
Y — Homc¢(Y, X).
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e L’espace projectif de dimension n est un espace de module fin défini du foncteur
S € Ob(C) — {L — S fibré en droites (9’5”1} € Ob(Ens)

ou C = Sch, An¢, VarDiff.
On peut définir de fagon ressemblante les grassmanniennes (voir, par exemple, [99]).

e Soit P € QIt]. Le schéma de Hilbert associé au polynoéme P (introduite par A.GROTHENDIECK, voir
[59]) est I’espace de module fin du foncteur

S € Ob(Sch) — {X < P™"xS — S plat dont toutes les fibres ont pour polynéme de Hilbert P } € Ob(Ens)
e A.DOUADY a montré que le foncteur analogue pour le cas analytique (en remplagant P™ par un
espace analytique quelconque) a aussi un espace de modules fin (dans [41]).
L’énoncé principal sur de tels foncteurs est le lemme de Yoneda :

Théoréme 2.1.1.4 (Lemme de Yoneda). Soit F : C — Ens un foncteur et X un objet de C. Alors, il
existe un bijection naturelle

Nat(Homg(X, —),F) ~ F(X), & — ax(idx)

ot Nat(F, G) désigne les transformations naturelles entre F et G.
Corollaire 2.1.1.5. Le foncteur C — Hom(C°P,Ens) = PSh(C), X — Homg(—, X) est pleinement fidéle

Autrement dit, pour toute paire d’objets X,Y dans C,
Hom(X, Y) = HomPSh(C) (HOI’HC(-, X)7 HOI’I’IC(-, Y))

Le foncteur de points de X définit donc entiérement X :
Corollaire 2.1.1.6. Si Hom¢(—, X) ~ Homc¢(—, X’) alors X ~ X’

Ces préfaisceaux Hom(—, X) induisent des faisceaux sur Y , pour tout objet Y :
Uc Y+~ Hom(U,X).

On verra que ces foncteurs sont des faisceaux pour une bonne notion de topologie que I'on verra dans la
sous-section prochaine.

2.1.2 Définitions
2.1.2.1 Sites

Définition 2.1.2.1.1. Soit C une catégorie. Une topologie de Grothendieck sur C est la donnée d’un

ensemble T, dont les éléments sont des recouvrements i.e. des familles de morphismes de C {@; : U; —

U}ier qui vérifient :

(T1) Soient {@; : Ui — U}ier € T et f: V — U un morphisme de C, alors pour tout i € I, le produit
fibré U; xy V existe et les projections (73); : Uy xy V — V, obtenues par le diagramme de produit
fibré :

Uy xy V (72)¢

\%
wl |
u

U1T>
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forment un recouvrement (topologie induite).

(T2) Soient {@; : Uj — U}ier € T et, pour tout i, {1y : Vi; — Ui} des recouvrements de C. Alors,
{@i oy : Vij — U}y; € T (transitivité d’un recouvrement).

(T3) Si @ :U — U est un isomorphisme alors {@ : U — U} e T.

Définition 2.1.2.1.2. Un site est la donnée d’une catégorie munie d’une topologie de Grothendieck

Remarque 2.1.2.1.3. La définition 2.1.2.1.1 est, en fait, la définition d’une pré-topologie de Grothendieck.
La définition de topologie de Grothendieck est la donnée de cribles sur C i.e. la donnée pour tout objet ¢ €
C de morphismes de but ¢ stable par précomposition. On passe d’une définition a ’autre en précomposant
les recouvrements {U; — U} par les morphismes de but U,;.

Exemple 2.1.2.1.4. Soit X un espace topologique. On note Ouv(X) la catégorie induite par son réseau
d’ouverts. Alors les recouvrements « classiques » (i.e. {U; < U} est un recouvrement si U; est un ouvert
de U et si | JU; = U) définissent une topologie de Grothendieck sur Ouv(X) (car Ui xy V =U; n'V).

Exemple 2.1.2.1.5. Soit © un site. La catégorie tranche © i, des U-objets de @ hérite d'une topologie :

v, — 8 v
\ / est un recouvrement de &y si {fi : Vi — V} est un recouvrement de @.

Exemple 2.1.2.1.6. e La catégorie des espaces topologiques (ou une catégorie d’espaces géomé-
triques : Schg celle des schémas au-dessus d’un schéma S,VarDiffx celle des variétés différentielles
sur K (K = R ou C), Anc celle des espaces analytiques,...) peut étre muni d’une topologie de
Grothendieck en prenant comme recouvrement les familles {@; : U; — U} d’immersions ouvertes
telles que [ [ @i : [[Ui — U soit surjectif (on dira qu’elles sont jointement surjective). On notera
Schg, BarDiffi et Anc les sites associés;

e Une autre topologie sur Schs est la topologie étale : ces recouvrements sont des familles {U; — U}
d’applications étales jointement surjectives (on notera @chg ¢ le site associé). Cette topologie a été
étudié intensivement dans [6] et est faite notamment pour pallier le fait que le théoréme d’inversion
locale n’est pas vrai dans les schémas dii aux ouverts trop gros de la topologie de Zariski.

Exemple 2.1.2.1.7. Dans cette these, on utilisera un autre site, qui sera noté 2, définie comme suit :

e Ses objets sont les espaces analytiques complexes munis d’une action d’un groupe analytique abéliens
avec une orbite dense;

e Ses morphismes sont les morphismes équivariants ;

e Un recouvrement est une famille d’immersions ouvertes équivariantes jointement surjectives.
Notation 2.1.2.1.8. Dans la suite, on notera les sites en fraftur (et on écrira de la méme fagon la
catégorie sous-jacente) et le plus souvent par & et les recouvrements du site (i.e. la donnée de J) par
Cov(©).
2.1.2.2 Faisceaux

Définition 2.1.2.2.1. Un faisceau sur un site © est un foncteur (ou préfaisceau) F : ©°P — Ens tel que,
pour tout recouvrement {¢ : Uy — U}ier,

F U) = lim <HF(U1) = ]—‘[F(Ll1 Xu U))>

Y

On note Sh(®&) la sous-catégorie pleine de PSh(©) des faisceaux.
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Lemme 2.1.2.2.2. Soit X un espace topologique. Un faisceau Oud(X)°P — Ens est un faisceau dans le
sens standard (par exemple, celui de [65, Chapter II, section 1])

Proposition 2.1.2.2.3 ([115] Tag 00WH). Le foncteur d’oubli Sh(®) — PSh(®) a un adjoint a gauche
appelé faisceautisation.

Corollaire 2.1.2.2.4. Les limites dans Sh(&) commutent avec le foncteur d’inclusion i.e. pour tout
diagramme 9 — Sh(©) et tout objet X de &,

(lim %) (X) = lim(%i (X))

Corollaire 2.1.2.2.5. Les colimites dans Sh(&) sont obtenus par faisceautisation des colimites dans
PSh(®) (qui sont calculées terme-a-terme).

Définition 2.1.2.2.6. Soient ©, @’ deux sites. Un foncteur F: &’ — & est dit continu 8’1l vérifie les deux
conditions suivantes :
1. Si{@: U; — U}ier € Cov(©') alors {F(@) : F(U;) — F(U)}ier € Cov(®)

2. Soient {¢ : Ui — U}ier un recouvrement et f : V. — U un morphisme de &’. La fléche naturelle
F(U; xy V) — F(U;) xpuy F(V) est un isomorphisme.

C’est un morphisme de sites! @ — & si, de plus, le foncteur us : Sh(&) — Sh(&’) (adjoint & gauche du
foncteur F € Sh(&’) — (V — F(F(V)) € Sh(®)) voir [115, Tag 00WW, 00WX] ) est exact.

2.1.2.3 Le site analytique équivariant
On étudiera dans ce paragraphe quelques propriétés du site analytique équivariant 9I.

Lemme 2.1.2.3.1. La catégorie VarTor des variétés toriques (vues comme espaces analytiques) avec les
morphismes toriques entre elles est une sous-catégorie pleine de 2.

Remarque 2.1.2.3.2. L’inclusion est stricte puisque 771, (C) (muni de laction de GL(C)) est un espace
analytique qui n’est pas torique.

Cette catégorie hérite donc d’une topologie de Grothendieck qui peut étre définie de la fagon suivante :
{U; — U} est un recouvrement de VarTor si c’en est un de A. C’est ce site qui est considéré dans [81]
comme base des champs toriques quantiques.

Il existe un foncteur d’oubli U : A — Anc ou on oublie les actions. La fin de ce paragraphe sera
dévouée a montrer que ce foncteur définit un morphisme de sites Anc — A :

Lemme 2.1.2.3.3. Les produits fibrés existent dans A et le foncteur U commute avec euz.

Démonstration. Soient G — X, H — Y et K < Z trois objets dans 2 et deux morphismes équivariants
e:X—>Zet:Y— Z

On a le diagramme cartésien suivant :
GXKH:GXzH‘—> GX2Y4> G
XxzHe— 3 XxyZ —— X

H Y Z

1. On remarque qu’il y a eu un changement de sens des sites
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(Pégalité en haut a gauche vient de ’équivariance des morphismes X — Z et Y — Z). On en déduit donc
que G xgx H <= X xz Y est un objet dans 2 pour 'action :

(g,h) - (x,y)=(g-cx,h-ny)

qui est bien définie car :

©(g-cx)=0(g) k o(x) =U¥(h) x PY(y) =b(h -1 y).

Montrons que c’est bien le produit fibré voulu.

Soit L < W un objet de 2 avec deux morphismes W — X et W — Y qui composés par ¢ et { sont
identiques. Par propriété universelle (dans la catégorie des espaces analytiques) de X xz Y, il existe un
unique morphisme L — X X 7 Y qui est équivariant par propriété universelle (dans la catégorie des groupes

analytiques) de G xz H=G xx H O
Proposition 2.1.2.3.4. U est continu (au sens de la définition 2.1.2.2.6).

Démonstration. Le premier point vient de la définition des recouvrements dans 2 et le deuxiéme point
du lemme 2.1.2.3.3 O
Lemme 2.1.2.3.5. L’objet final de A est Spec(C) avec laction du groupe trivial.

Démonstration. Soit G — X un objet de 2. Comme X est un espace analytique alors il existe un unique
morphisme X — Spec(C). Ce morphisme est équivariant car il se restreint en un morphisme analytique
G — Spec(C) (qui est juste le morphisme de groupes G — 1). O

Pour conclure, on va utiliser le résultat suivant :
Proposition 2.1.2.3.6 ([115] Tag 00X6). Soient € et D deuz sites et soient w : € — D un foncteur
continu tels que :

e § a un objet final * et que u(x) est l'objet final de D.

e les produits fibrés dans € existent et W commute avec eut.

Alors w définit un morphisme de sites © — €.
Théoréme 2.1.2.3.7. Le foncteur U définit un morphisme de sites Ang — A

Démonstration. On utilise la proposition 2.1.2.3.6 : on a vu que U est un foncteur continu dans la
proposition 2.1.2.3.4 et qu’il commute aux produits fibrés dans le lemme 2.1.2.3.3. De plus, il envoie
I’objet final de A dans Anc. O

2.1.3 Une classe d’exemples de faisceaux : les espaces difféologiques

Les espaces difféologiques (réels) ont été introduit par Jean-Marie SOURIAU dans les années 1980
généralisant les variétés différentielles (réelles). C’est la donnée d’un ensemble X et de pour tout ouvert U
d’un R™ d’une famille d’applications U — X qui seront considérés comme « lisses » vérifiant des conditions
de compatibilité sur les recouvrements qui en font des faisceaux sur le sites des ouverts des R™. Dans
Particle [10], les auteurs ont étendu la définition de difféologie pour des sites plus généraux. Dans cette
section, on va donner leurs définitions pour le site des variétés différentielles sur K = R ou C.

Définition 2.1.3.1. Un site concret est un site sous-canonique & (i.e. tous les foncteurs représentables
sont des faisceaux) avec un objet terminal * tel que

e Le foncteur Homg(*, —) : © — Ens est fidele;
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e Pour tout recouvrement (f; : X; — X), les fonctions
Hom/(*, f;) : Hom(*, X;) — Hom(x, X)
sont jointement surjectives

Lemme 2.1.3.2. Le site BarDiffg (i.e. la catégorie des variétés différentielles sur K muni des recouvre-
ments euclidiens) est concret.

Démonstration. L’objet terminal de BarDiffyx est Spec(K). Le foncteur Hom(Spec(K), —) est le foncteur
d’oubli BarDiffx — Ens car, pour toute variété X,

Hom(Spec(K), X) = X(K)

est ’ensemble sous-jacent de X. Ce foncteur est fideéle car est la composition de deux foncteurs fideéles :
le foncteur d’oubli sur les espaces topologiques, qui est fidele car les variétés différentielles sont réduites
et le foncteur d’oubli sur les ensembles qui est toujours fidele.

O

Remarque 2.1.3.3. Le site analytique An¢ n’est pas concret a cause de la présence d’espaces analytiques
non-réduits. Si on se restreint aux espaces analytiques réduits, cela devient un site concret.

Définition 2.1.3.4. Soit © un site concret. Un faisceau F: ©°P — Ens est concret si pour tout X € &,
I’application
@ € F(X) = Nat(Homa(—, X), F) > @ : Homa (¥, X) — F (+) (2.1)

est injective.

Définition 2.1.3.5. Un espace difféologique sur K est un faisceau concret F: BarDiffp” — Ens. La
catégorie EspDiffy des espaces difféologiques sur K est la sous-catégorie pleine des (pré)faisceaux sur
LarDiffx contenant les espaces difféologiques sur K.

Par définition, cela revient & prescrire sur X := F(*) ’ensemble de ses fonctions lisses/holomorphes
U — X (d’ott le terme « concret ») ot U est une variété.

Exemple 2.1.3.6. o Les variétés différentielles sur K forment une sous-catégorie pleine de EspDiffy.

e Les espaces analytiques forment aussi une sous-catégorie pleine de EspDiff : en effet, 'espace
analytique modele Z(fy,...,fp) < C™ est le produit fibré C™ (¢, )xo Spec(C). On conclut en
utilisant les propriétés de recollement des faisceaux.

Exemple 2.1.3.7 ([75] 1.33). Soit F un espace difféologique. Soit A un sous-ensemble de X = F ()
(notons j : A — X linclusion). La difféologie induite sur A est définie par :

YM e Ob(BarDiff),i*F (M) = {(f: M — X) € F(M) | f(M) < A}

Proposition 2.1.3.8 ([123]). L’inclusion EspDiffx < Sh(BarDiffx) a un adjoint d droite, appelé fonc-
teur de concrétisation K.

2.1.4 Automorphismes dans les probléemes de modules

Le cadre des faisceaux n’est pas suffisant dans I’étude des problémes de modules. En effet, cela induit
la perte de 'information des automorphismes de ce que I'on veut classifier :
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Par exemple, si on veut classifier les G-fibrés (localement triviaux) principaux (ot G est un groupe de
Lie) a isomorphisme pres i.e. on cherche une variété BG telle que

Homvyapit; (X, BG) = {P — X fibré G-principal}/iso

Cependant un tel espace ne peut pas exister. En effet, les fibrés étant localement triviaux, les morphismes
X — BG sont localement constants (car si {U;} est un recouvrement trivialisant d’un fibré principal
P — X, donné par X — BG, alors les composées U; — X — BG est le morphisme donné par le fibré
trivial Uy x G — Uy), ce qui est absurde.

Une autre fagon de voir cela est la suivante : on consideére une variété X muni d’une action triviale d’un
groupe de Lie G. On peut définir le « quotient » défini comme le coégaliseur X/G = coeg(act,m1: Xx G =3
X) i.e. vérifiant que la projection 7t: X — X/G vérifie la propriété universelle suivante :

e TToact =moTmy;

e Si une autre morphisme X — Z vérifie cette égalité alors il se factorise par 7.

Alors dans notre cas, c’est la variété X. Le quotient oublie donc totalement l'action de G. C’est pour
cela que le fait de se restreindre aux faisceaux d’ensembles est insuffisant et il faut réussir a étendre la
catégorie des ensembles afin de permettre de se souvenir des automorphismes de la structure.

2.2 2-catégories

Cette section sera dévouée a 1’étude des 2-catégories ce qui nous permettra de définir les champs dans
la section 2.3 qui permettront de résoudre les problemes soulevés dans la sous-section 2.1.4.

2.2.1 Définitions

Définition 2.2.1.1. Une 2-catégorie € est la donnée :
e d’un ensemble d’objets Ob(€);

e pour tout objet A,B, d’'une catégorie Hom(A,B). Les objets de cette catégorie sont appelés 1-
morphismes de C et les morphismes, 2-morphismes de C. La composition des morphismes de cette
catégorie est appelée composition verticale;

e pour tout triplet d’objets (A, B, C), d’un foncteur Hom(B, C) x Hom(A,B) — Hom(A, C). L’image
par ce foncteur d’une paire de 1-morphismes (f, g) est appelé composée de f et g, et notée fo g, et
celle d’une paire de 2-morphismes («, ), la composition horizontale de « et (3, et notée o x 3

f f/ f/of

A/WB/HB\‘C R A/ﬂo}C
\3/ \;/ Y

telle que
e Les objets avec les 1-morphismes associés forment une catégorie ;

e La composition horizontale est associative;
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e idig, est le neutre pour la composition horizontale.

Exemple 2.2.1.2. e Les catégories forment une 2-catégorie, que ’on notera Cat avec les foncteurs
entre elles et les transformations naturelles entre les foncteurs.
e Les espaces topologiques forment une 2-catégorie avec les applications continues comme 1-morphismes

et les homotopies entre elles comme 2-morphismes.

On se donne une 2-catégorie €. Les lettres A, B, C, ... désigneront les objets, f, g, h, ... des 1-morphismes
et «, B,... des 2-morphismes.

Définition 2.2.1.3. On dit que le diagramme

o—
<7: os]

9.1 {

-l

2-commute s’il existe un 2-isomorphisme @ :iog=hof

Notation 2.2.1.4. Si le diagramme précédent 2-commute alors on le notera ainsi :

>

o=

Les 2-limites reprennent cette idée : Au lieu de demander que les diagrammes commutent, on va
demander qu’ils 2-commutent.

Exemple 2.2.1.5. Soient f: A — Cet g: B — C deux 1-morphismes. On définit le produit fibré A x ¢ B
avec ses deux projections 1y : A xc B — A et o : A x¢c B — B tels que

AxcB—" B

/l

A

|

f

et qui vérifie la propriété universelle suivante :

e Pour tout paire de morphismes m: X — A et n: X — B avec un 2-isomorphisme 1 : fm = gn, il
existe h : X — A x B et des isomorphismes « : t;h = met  : moh = n telles que godphofa™! =1,
(ot si f est un 1-morphisme et 1 un 2-morphisme, fr =1id¢ * 1) ,
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e Pour toute paire de morphismes u,t : X — A x¢ B et des 2-morphismes « : myu = mt et
B : mou = 7ot tels que @to fa = gf, il existe un unique 2-morphisme y : u =t tel que py = « et
qy = B.
Exemple 2.2.1.6 ([115] Tag 003R). Prenons € = Gat. Soient F: D — E et G : F — E deux foncteurs.
Le produit fibré D xg F existe et

e ses objets sont les triplets (A,B,f) ou A est un objet de D, B est un objet de F et f est un
isomorphisme F(A) — G(B) dans E,

e un morphisme entre (A,B,f) et (A’,B’,f’) est une paire de morphisme a: A — A’ et b: B — B’
tel que le diagramme

commute.
Définition 2.2.1.7. Soient A une catégorie et € une 2-catégorie. Un pseudo-foncteur (ou 2-foncteur) de
A dans € est la donnée :
e d’une application & : Ob(A) — Ob(€),

e Pour toute paire X,Y € Ob(A) et tout morphisme f : X — Y, d’'un 1-morphisme & (f) : & (X) —
Z(Y),

e Pour tout X € Ob(A), un 2-morphisme ox : idg (x) — & (idx),

e Pour toute paire de morphismes composables f : X — Y, g:Y — Z de A, d’'un 2-morphisme

xgf: & (gof) > Z(g)»Z(f).
qui vérifient
e Les 2-morphismes ox and og ¢ sont des isomorphismes,
e pour tout morphisme f: X — Y dans A on a &fiq, = idg(f) * xx,
e pour tout morphisme (f: X — Y) dans A, on a &g, f = &y * idg(y),

e pour tout triplet de morphismes composables (f: W — X),(g: X —>Y)et (h:Y —> Z) de A, on a
(idgr(n) * 0tg,f) © Xn,gor = (0th,g * idgr(£)) © Xhog,s

Définition 2.2.1.8. Soit A une catégorie et € une 2-catégorie. Un morphisme de pseudo-foncteurs
F: & — Y entre A et € est une collection de foncteurs (Fx : &(X) — Z (X))xeob(a) telle que, pour
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tout f: X — Y dans A, on ait un isomorphisme naturel F¢ : FyZ'(f) = % (f)Fx i.e. on ait ce diagramme
commutatif
4
2x) 29 v

N
Y (X) %/?,/(Y)

Un 2-morphisme de pseudo-foncteurs @ : F = G entre A et € est une famille de transformations
naturelles (@x : Fx — Gx)xeob(a) Vérifiant, pour tout f: X — Y dans A,

(¥ (f)ox) oFf = Gy o (v Z (1))

Autrement dit, le diagramme suivant commute

F(f) 22 Gy (1)
| ﬂgf
¥ (f)Fx ors Z(f)

Théoréme 2.2.1.9. Soit A une catégorie et € une 2-catégorie. La donnée des pseudo-foncteurs entre A
et € avec ses morphismes et ses 2-morphismes définit une 2-catégorie que l’on notera pFonc(A, ).

Dans la suite, on considérera des pseudo-foncteurs dans une 2-catégorie précise qui est celle des
groupoides.

2.2.2 Groupoides

Définition 2.2.2.1. Un groupoide est un catégorie ou tous les morphismes sont inversibles.

Lemme 2.2.2.2. Soit G un groupoide. Alors il est équivalent d la sous-catégorie pleine sq(G), appelé
squelette de G, constituée des représentants des classes d’isomorphie des objets de G. Les morphismes de
sq(GQ) sont donc donnés par :

Autg(x) six=y
Homsq(G)(Xay) = { .
%) sinon

Démonstration. L’inclusion sq(G) < G est pleinement fidele et essentiellement surjective par construc-
tion. C’est donc une équivalence de catégories. O

La donnée d’un groupoide de points est donc équivalente a la donnée d’un ensemble de points avec
un groupe d’automorphismes en chacun de ses points. Cela permettra donc étendre la construction par
foncteurs de points en conservant la donnée des automorphismes des objets considérés.

Lemme 2.2.2.3 ([101]). Un groupoide est entiérement décrit par deux ensembles : Go (les objets) et Gy
(les morphismes), et cing morphismes de structure : les morphismes de source et de but s,t: Gy — Gg
(qui associe d un morphisme x — y lobjet x resp. y), la composition m : Gy ¢xt G — Gg, linverse
i1: Gy — Gy et lidentité e : Gg — G1. Ces applications vérifient les conditions suivantes :

e Vg,he Gi,s(m(g,h)) =s(g); t(m(g,h)) =t(h);
i vg7h7k€ G17m(97m(h7 k)) = m(m(g7h)ak) 5
e Vge Gi,mle(t(g),9) = g;m(g,e(s(g)) =g
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e Vge Gy, m(g,i(g)) = e(s(g)) ; m(i(g), g) = e(t(g)).

Exemple 2.2.2.4. e Un ensemble X définit un groupoide : ses objets sont les éléments de X et pour
tout x,y € X, Hom(x,y) = {id«} si x =y et est vide sinon. Dans ce cas, les morphismes s, t, m,e,i
sont 'identité de X;

e Soit X un espace topologique. Le groupoide fondamental de X est la catégorie dont les objets sont
les points de X et les morphismes de x dans y sont les classes d’homotopie de chemins de x vers y.
L’ensemble des morphismes est I’ensemble, que I'on notera LX des classes d’homotopies de lacets
entre deux points fixés de X et I’ensemble des objets est X. Les morphismes de but et de source sont

s:[ylelX—vy(0)eX, t:[yle L X—vy(1)eX
La multiplication est
m:(y,8) e LIX xx LX+— [yod] e LX

5(2t) si0<t<0.5

oiyod:t—
v(2t — 1) sinon

I'inverse est
i:ylelX— [t—vy(l-1)]elX

et ’élément neutre est
e:xeXm— [t—x]elX.

e Soit X un ensemble et ~ une relation d’équivalence sur X. Alors le groupoide associé a ~ est la
catégorie dont les objets sont les éléments de X et pour tout x,y € X, Hom(x,y) = idy si x ~y et
est vide sinon. L’ensemble des morphismes est R = {(x,y) € X x X | x ~ y} et 'ensemble des objets
est X. Les morphismes de but et de de source sont les projections, la multiplication

(%,1),(y,2)) e Rxx R (x,2) €R,

l'inverse est
(x,y) eR— (y,x) eR

et I’élément neutre est
x € X — (x,x) € R.

e Soit X un ensemble et G un groupe agissant sur X. Alors, on peut définir le groupoide de translation
associé G x X a cette action par :

T, act: (Gx X)1 =G x X3 X=(Gx X))
La multiplication est
(x,8,h) e (X x G) xx (XxG)=XxGx G (g-x,x),

l'inverse est
i:(x,9)eXxG—(g-x,g ) eXxG

et ’élément neutre est
e:xeXm— (x,eg)eXx G

Proposition 2.2.2.5. Les groupoides forment une sous-2-catégorie pleine &pd de la 2-catégorie des
catégories et tous les 2-morphismes de cette catégorie sont inversibles.
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Lemme 2.2.2.6. Un morphisme de groupoides F : G = (G 3 Gg) — H = (Hy =3 Hg) est aussi la
donnée d’un morphisme F1: G; — Hy et d’un morphisme Fq: Gog — Hg tels que :

o sy Fi = Fosg (un foncteur envoie un objet sur un objet) ;

o t F; = Fotg (un foncteur envoie un morphisme sur un morphisme) ;

e my(Fi—,Fi—) = Fimg(—, —) (un foncteur respecte la composition) ;
ot Sg, SH, - - . désignent les morphismes structuraux des groupoides associés.
Remarque 2.2.2.7. e Les deux premieres conditions s’écrivent en diagramme de la fagon suivante :

G1L>H1

SGutG SHutH

GO —_— HO
Fo

e Fy et F; commutent avec les autres morphismes structuraux (grace aux égalités du lemme 2.2.2.3).

Dans la suite, on va vouloir recoller des champs ou autrement dit prendre des colimites de champs.
Pour ce faire, nous allons tout d’abord voir comment faire des colimites de groupoides puis, dans la section
suivante, de pseudo-foncteurs ©°P — @pd puis de champs.

Rappelons, tout d’abord, le cas 1-catégorique :

Lemme 2.2.2.8 ([112] example 4.1.15). Le foncteur d’inclusion (pleinement fidéle) Gpd — Cat a un
adjoint a gauche donné par la localisation de toutes les fleches et un adjoint a droite donné par le groupoide
mazimal de la catégorie.

Si on considere, cette fois-ci, &pd et Cat comme des 2-catégories, on a le résultat suivant :

Proposition 2.2.2.9 ([48] Lemma 1.2). Le 2-foncteur d’inclusion (pleinement fidéle) v : @pd — Cat a
un 2-adjoint d gauche (que l'on notera L et qui va localiser une catégorie en 'ensemble des morphismes
de celte catégorie) i.e. on a une équivalence de catégories

Homg, (L(C), G) ~ Homg (C, LG)

pour toute catégorie C et tout groupoide G.

On n’a pas 'adjonction dans 'autre sens car dans ce cas la, on a retiré des foncteurs et donc on a
perdu des transformations naturelles; on ne peut donc plus avoir d’équivalence de catégories entre les
catégories de morphismes.

Proposition 2.2.2.10 ([100]). Soit D : § — €at un diagramme de catégories. La colimite de ce dia-
gramme est la catégorie, notée §D, dont les objets sont les couples (i,a) ot i€ Ob(9) et a € Ob(F(i)) et

dont les morphismes sont les paires (f : 1 — i/, o: F(f)(a) — a’).

Corollaire 2.2.2.11. Soit D : § — &pd un diagramme de groupoides. Alors

colim(D) =L <JD>
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Démonstration. On a les équivalences suivantes (ot E est le pseudo-foncteur constant valant E) :

Homg,, (x ( J D) E) ~ Homg, ( J D, LE) (2.2)

~ Homg,; (colim(tD), (E) (2.3)
~ Homygonc(g,car) (LD, LE)
~ Homgoc(g,0p0) (D E) (25)

La premiere vient de I'adjonction de la proposition 2.2.2.9, la deuxieme de la proposition 2.2.2.10, la
troisiéme de la définition de colimite et la quatriéme de la pleine fidélité de t. O

Exemple 2.2.2.12. Soit J la catégorie

et D un diagramme ¢ — &pd. La colimite de D est donc la somme amalgamée de D(1) et D(2) le long
de D(0). La catégorie { D est la catégorie dont les objets sont les éléments de [ [; D(i) et les morphismes
sont :

e Hom((0,c), (i,d)) = Homp)(D(0 — i)(c),d) pour i = 1,2;
e Hom((i,c), (i,d)) = Homp(c,d) pour i =0,1, 2.

Pour obtenir la colimite voulue, on va inverser les morphismes de Homp (D (0 — i)(c), d).
Autrement dit, les morphismes (1,c) — (2, d) existent s’il existe un objet x € D(0) tel que

e c>D(0—1)(x);
e d>D(0—2)(x);

Alors ces morphismes sont de la forme

(O,X) — (17 C)

|

(2,d)
On peut ensuite remarquer que ce groupmde que lon notera D(1 ]_[D ), est équivalent a celui
dont les objets sont les éléments de Ob(D(1)) ][] Ob(D(2)) et avec les morphlsmes induits en identifiant

les objets de D(0) avec ceux obtenus comme image de D(O — 1) ol les morphismes sont définis comme
suit

e Hom((i,c), (i,d)) = Homp(c,d) sii=1,2;

(0,x) —— (i,¢)
« Hom((i.c). ()= | ¢~ D(0 - i)(x),d =~ D(0 - j)(x)  pour {i,j} = {1,2}.

(j,d)
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2.3 Champs

On a maintenant tout ce qu’il faut pour définir les objets que 'on va considérer : les champs.
Pour cette section, on se fixe un site © pour lequel les foncteurs représentables soient des faisceaux (par
exemple, les sites introduits dans la sous-sous-section 2.1.2.1) pour avoir un lemme de Yoneda pour les
champs.

2.3.1 Généralités

Notation 2.3.1.1. Soient & : ©°P — Gpbd un pseudo-foncteur, {p: U; — X} un recouvrement dans ©
et P e Ob(Z'(X)). Dans la suite, on abrégera & (p)(P) par Py,
Définition 2.3.1.2. Un champ sur © est un pseudo-foncteur & : ©°P — @pbd tel que :

e Pour tout recouvrement {U; — X}icr et toute famille d’objets P; € & (U;),1 € I avec des isomor-
phismes @ij : Piju,xxu; — Pj U xx U qui vérifient la condition de cocycles

Pjk © Pij = Pix
sur Ui xx Uy xx Uy, il existe un objet P e & (X) avec des isomorphismes @; : P\ui — Py tels que :
_ —1
Pij = P50 Q4

e Soient P,P’ € Z(X), un recouvrement ouvert {U; — X} et des isomorphismes ¢ : Py, — P{;, tels
que
Pilugxxu; — ‘Pi|uixxuj
alors il existe un unique morphisme @ : P — P’ tel que @i = @y,
Remarque 2.3.1.3. La premieére condition nous dit que, dans un champ, on peut recoller les objets « donnés
localement »(i.e. sur un recouvrement) comme pour les faisceaux (on dit aussi que les conditions de
descente sont effectives). Mais on peut aussi le faire sur les morphismes par la deuxiéme condition. Cela
justifie 'appellation de « faisceau en groupoides » donnée aux champs.
Exemple 2.3.1.4. e X:Y — Hom(Y, X) est un champ (voir le premiére exemple de I’exemple 2.2.2.4) ;

e Soit X un objet de © et G un groupe interne de © agissant sur X. Le pseudo-foncteur

M —— X
X/G]:T— ﬂJ( | f est G-équivariant, 7t est un G-fibré principal

T

(les morphismes sont les (iso)morphismes de G-fibrés principaux qui font commuter le diagramme)
est un champ;

e En particulier, &G = [x/G] est un champ (o # est l'objet final de ©).

e Le pseudo-foncteur Zect, qui associe & T € Ob(©) le groupoide des fibrés vectoriels de rang 1 sur T
(avec ses isomorphismes de fibrés vectoriels) est un champ. Plus précisément, grace a ’équivalence
de catégories entre les fibrés vectoriels de rang v et les GL(r)-fibrés principaux (cf. [62, example
5.9], on a un isomorphisme

YVect, ~ [x/ GL(r)] = B GL(r)

On peut faire la méme chose avec les fibrés projectifs et les PGL(r)-fibrés principaux.
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Remarque 2.3.1.5. Une autre fagon (plus classique) de définir un champ est de remplacer les pseudo-
foncteurs par des catégories fibrés en groupoides (i.e. des foncteurs & — © tels que la « fibre » au-dessus
d’un objet est un groupoide). Les 2-catégories obtenues sont équivalentes grace & la construction de
Grothendieck (cf. [122],[100])

Définition 2.3.1.6. La 2-catégorie des champs au-dessus de © est la sous-2-catégorie pleine Champg de
celle des pseudo-foncteurs ©°P — &pb dont les objets sont les champs i.e. qui vérifie pour toute paire de
champs & et ¥,

Homg oy, (2, %) = Homyznc(cov 6p0) (£, YY)

(en tant que catégorie).

Lemme 2.3.1.7. Soient & et Y deux champs. Alors la catégorie de morphismes Homgyomy, (2, %) est
un groupoide.

Démonstration. Cela vient de la définition de morphismes de champs et de la proposition 2.2.2.5 O
Comme dans le cas des faisceaux d’ensembles, on a un lemme de Yoneda pour les champs :

Théoréme 2.3.1.8 (Lemme de Yoneda pour les champs). Soit & un champ sur © et X un objet de ©.
Alors il y a un équivalence canonique de catégories

Hom@hampg, (X7 %) = %(X)

Exemple 2.3.1.9. Un morphisme Y — [X/G] est donc la donnée d’un fibré G-principal P — Y et d'un
morphisme G-équivariant P — X.
En particulier, on obtient la pleine fidélité du plongement associé :
Corollaire 2.3.1.10. Le foncteur X € © — X € Champg est pleinement fidéle.
Définition 2.3.1.11. Les champs dans I'image essentielle de ce plongement sont dits représentables.

On a aussi une opération de faisceautisation (qui sera appelé champification ici) :

Définition 2.3.1.12. Soit & : ©°P — @pbd un pseudo-foncteur. Alors une champification de &% est un
champ & avec un morphisme de pseudo-foncteurs b : &) — & tel que pour tout champ % le foncteur
Hom(Z', %) — Hom(Z5, % ) induite par composition par b est une équivalence de catégories.

Théoréme 2.3.1.13. Soit & : ©°P — Gpd un pseudo-foncteur. Soient X, &' deux champifications de
X donnés parb: ) — X et b’ : 2y — &' Alors il existe un isomorphisme (unique d 2-isomorphisme
prés) £ — X' et un 2-isomorphisme fob = b’ :

Exemple 2.3.1.14. Soit G un groupe de © agissant sur un objet X de ©. On peut former le groupoide
de translation G x X = (act,m2: G x X =2 X). Une champification du pseudo-foncteur [X/GIP* : T —
[act(T),mo(T): G(T) x X(T) = X(T)] (ot G et X sont les foncteurs ©°P — Ens représentables par G et
X) est le champ quotient [X/G]. En effet, on peut remarquer que le groupoide [G(T) x X(T) =3 X(T)]
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est le groupoide des G-fibrés triviaux T x G — T avec un morphisme équivariant T x G — X grace au
diagramme
GxT—— GxX 2% X

ou u € Homg(T, X) = X(T).

Théoréme 2.3.1.15. Soient F: & — Z et G: Y — Z deux morphismes de champs. Alors, le 2-produit
fibré de ces deux morphismes existe et est défini par, pour tout X € © :

I xg Y X)={(f,9,0) | f: X>Z,9: X>Y,¢:Ff ~ Gg}}
Les morphismes entre (f,g, @) et (f',g’,@’) sont des paires de morphismes (o : 1 — f,:g — g’) tels
que GBo @ = @’ o Fa.

Exemple 2.3.1.16. e Soient X,Y et S trois objets de ©. Alors X xs Y = X xsY car le seul 2-
morphisme d’un champ représentable est I'identité ;

e Soient & = [X/G],% = [Y/H] deux champs quotients au-dessus d’un objet S € Ob(&). Alors
X xs Y =X xs Y/G x H] (cf. [87, 2.2.2 et 2.4.2])
e Soit fp : X > ZG un morphisme de champs donné par le G-fibré principal P — X. Alors (voir [69,
section 2]),
Xxgg*=P

Autrement dit, on a le diagramme (2-)cartésien suivant :

P— =
l©
XT%’G

Proposition 2.3.1.17 ([87]). Soit D : § — pFonc(&°P,®pd) un diagramme de pseudo-foncteurs. La
colimite de D est calculée fibre-a-fibre : Soit Ue &, on a :

colim(D)(U) = colim(D(U))

ot D(U) est le diagramme de groupoides § — @pd défini, pour tout 1€ Ob(J), par D(U)(1) := [D(1)](U)

Par le méme raisonnement que dans la preuve du corollaire 2.2.2.11 et avec la 2-adjonction donnée
par la champification (de la méme fagon que dans le corollaire 2.1.2.2.5), on obtient :

Théoréme 2.3.1.18. Soit D : § — Champg un diagramme de champs. Alors la colimite de D est la
champification du pseudo-foncteur
Uu— L (f D(U)) .

Exemple 2.3.1.19. Soient (Z) une famille de champs sur le site ©. Soit U € Ob(&). Alors

ob] [#(w =] Job(& (W)

et
Hom%(u)(x,y) sii= ]

Ho , i,%), (3, =
mOb]_[i%(U)(( ), (G,1)) {@ sinon

41



CHAPITRE 2 — Théorie des champs

Le champifié & du pseudo-foncteur U — [ [; Z(U) est donné par

Ob(Z'(U)) = < {U; — U}y, (Xj € H%(W)) AP XU xu e = XU xu Uy Sk

)

et comme morphismes les familles de morphismes compatible avec les données de descente (@ij). Comme
les seuls morphismes de [ [; & (U; xu Uy) sont ceux entre éléments du méme groupoide (et donc ils ne
peuvent pas avoir de données de descente entre eux) et que, par définition de champ, la donnée d’un
recouvrement {U; — U}, d’une famille d’éléments de x; € ObZ;(U;) et de données de descente est
équivalente & la donnée d’un élément Z (U;) et & des isomorphismes entre les restrictions de x et les x;

alors
Ob(Z'(U)) ~ {{U; — U}y, (xi € Z&(Ui)) )

Exemple 2.3.1.20. Soient F: & — % et G : & — Z deux morphismes de champs. Alors la somme
amalgamée % [ |4 Z est le champ dont les objets au-dessus de U sont la donnée d’un recouvrement
{U; — U}i—12 et d'une paire d’objet (X; € Ob(%(U1)),X2 € Ob(Z'(Us))) qui sont isomorphes sur
U; xy Uz si, et seulement si, il existe Z € Z(U; xu Usa) tel que Xyju,xyu, = F(U1 xu U2)(Z) et
Xoju; xuu, = G(Up xu Uz)(Z) (cf. Pexemple 2.2.2.12).

2.3.2 Propriétés géométriques

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment définir des propriétés géométriques pour certains
morphismes de champs dits représentables :

Définition 2.3.2.1. Soit f: 2 — % un morphisme de champs. Ce morphisme est représentable si, pour
tout T € Ob(©) et tout morphisme T — %/, le produit fibré & xg T est représentable.

X xyT ——

a

T——— Y

Exemple 2.3.2.2. e La projection * — ZG est représentable (voir I'exemple 2.3.1.16) et méme,
plus généralement, le morphisme X — [X/G] est représentable.

e Si © est stable par produits fibrés alors tout morphisme X — Y est représentable (on peut se res-
treindre au cas ot le tiré-en-arriere de ce morphisme existe, par exemple pour le cas des submersions
entre variétés différentielles).

Maintenant que 'on a obtenu un morphisme & x4 T — T qui est dans ©, on peut définir les propriétés

de f par les propriétés des morphismes f. On va commencer par fixer le site © comme étant le site 2Unc,
A, ©chey ou BVarDiff.
Pour ce faire, il faut tout d’abord que ces propriétés vérifient quelques propriétés de stabilité :

Définition 2.3.2.3. Une propriété P de morphismes est préservé par extension de la base si, pour tout
morphisme f: X — Y ayant la propriété P et pour tout morphisme Y’ — Y, le morphisme Y’ xy X — Y’
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a la propriété P
XxyYy —— X

Y ——— Y

Définition 2.3.2.4. La propriété P de morphismes dans © est locale si, pour tout morphisme f: X —» Y
et tout recouvrement {Y; — Y} pour lequel fi: X xyY; — Y; a la propriété P, le morphisme f a la propriété
P.

Proposition 2.3.2.5. Les propriété suivantes sont locales et préservées par extension de la base : lisse
(ou étre une submersion), étale (ou étre un difféomorphisme local), propre, plat, immersion ouverte,
immersion fermée.

Définition 2.3.2.6. Soit P une propriété locale et préservée par extension de la base. Un morphisme
de champ représentable f : & — % a la propriété P si pour tout morphisme T — %, le morphisme
X xyT—>T (le champ est représentable par hypothése) a la propriété P.

Exemple 2.3.2.7. Si G est un groupe lisse alors le morphisme * — 3G est lisse (et est méme un G-fibré
principal). Plus généralement, la projection X — [X/G] est un G-fibré principal.

2.4 Champs géométriques

Dans cette section, nous allons nous restreindre a une classe de champs avec lesquels « on peut faire de
la géométrie » dans le sens ou on peut définir les propriétés géométriques sur ces champs ou les morphismes
entre eux (généralisant les résultats de la sous-section 2.3.2). Cela s’apparente aux restrictions que 1’on
fait sur les faisceaux étales en se restreignant aux espaces algébriques (cf. [83]) ou entre les faisceaux sur
LBarDiff et les espaces difféologiques.

2.4.1 Construction de champs a partir de groupoide

Pour commencer, nous allons donner une fagon de construire des champs a partir des groupoides
généralisant la construction des champs quotients (voir 'exemple 2.3.1.14) :

Définition 2.4.1.1. Soit A une catégorie stable par produits fibrés.
Un groupoide dans la catégorie A est la donnée de deux objets Gy, G; et de cinq morphismes de structure
$,t:G1 = Go,m: Gy xg,G1 — Gy,e:Gyp — Gy eti: Gy — Gy soumis aux conditions du lemme 2.2.2.3.
Un 1-morphisme de groupoides internes G — H est la donnée de deux morphismes f1: G; — H; et
fo: Gg — Hp de A respectant les conditions du lemme 2.2.2.6.
Un 2-morphisme de groupoides internes f = g: G — H est un morphisme « : Gg — Hj tel que :

o sy ="Tp;

o tHot=go;

e le diagramme
(octe,f1

Gy el Hi x3, Hy

(9170‘5G]J/ lmH

H1 XHO Hl m—H> H1

commute
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On notera Gpd(A) la 2-catégorie des groupoides internes de A. Si A = Ang, ce seront des groupoides
analytiques, si A = Sch, on dira que ce sont des groupoides algébriques,...

Remarque 2.4.1.2. On peut aussi considérer une catégorie qui ne soit pas stable par produits fibrés (e.g. la
catégorie VarDiff) mais il faut rajouter la condition que les morphismes s, t admettent des tirés-en-arriere
(sont des submersions dans le cas de VarDiff .

De la méme fagon que dans 'exemple 2.3.1.14, on peut construire un champ & partir d’un groupoide

interne.

Définition 2.4.1.3. Soient @ un site et G = (G; 3 Gp) un groupoide interne de ©. Le champ associé
au groupoide G, noté ZBG ou [G; =2 Ggl, est la champification du pseudo-foncteur

[G1 3 GolP™: Te &P — (G1(T) 3 Go(T)) € Gpd

Remarque 2.4.1.4. On peut aussi considérer que G; et Gg ne soient pas juste des objets de © mais plus
généralement des faisceaux sur ©.

Pour faciliter la description, on va supposer que © est une catégorie d’espaces géométriques (i.e.
© = Bchey, Ane, U, VarDiff) et on va considérer seulement des groupoides « lisses » i.e. on suppose que
s et t soient des morphismes lisses (ainsi on peut aussi considérer le cas ot @ = BarDiff). On notera
Opbjisse (©) la 2-sous-catégorie pleine de Gpd(S) contenant les groupoides lisses.

Proposition 2.4.1.5. Soit G; 3 Gy un groupoide lisse.
Un objet de [G1 =2 Gol(U) ou G; 3 Gg-torseur au-dessus de U est une paire de morphismes

avec une « action » p: Pm,xs X1 — P tel que :
o mp(p(p,x)) =t(x) (p-équivariance de mp);
o 1t(p(p,x)) =7t(p) (p-invariance de ) ;
o Simi(p) =7(p’) alors il existe un unique x € Xy tel que p’ = p(p,x) (transitivité de laction de p)

o Le fibré P — U est localement trivial i.e. il existe un recouvrement {U; — U} tel que, pour tout i,
il existe un morphisme Ci : Uy — Xq tel que

[ Pquizui Ciszl;
e La morphisme P xy Ui ~ U; ¢, xs X3 — X3 5 Xo est mpy;,

o Le morphisme (P xy Wi) xx, X1 ~ (Ui ¢,;Xs X1)tmyXs X1 idxm Ui c,xs X1 =~ P xy U est ppy,
(ot m est la multiplication du groupoide)

Un morphisme de [G1 =2 Gol(U) est la donnée d’un morphisme « : P — Q qui fait commuter le diagramme

suivant :
Xo
V TmQ
Q

X

%

C¢+—
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Exemple 2.4.1.6. Soit X un espace analytique (resp. schéma, variété,...) et {U; — X} un recouvrement
ouvert de X. On peut définir un groupoide interne, dit de Cech, associé & ce recouvrement

G:HUimUj::HUi

)

ol le morphisme source est I'inclusion U; n Uj < U; et le morphisme but est I'inclusion U; n Uj — U;.
Dans ce cas, le champ associé a ce groupoide est isomorphe a X.
En particulier [id,id: X =3 X] =X

Lemme 2.4.1.7. Soit F: G = (G; 3 Gg) — H = (H;y =3 Hy) un morphisme de groupoides internes
lisses. Il induit un morphisme de champs BF : BG — BH défini a un 2-morphisme pres.

Démonstration. Le morphisme de groupoides internes induit un morphisme de pseudo-foncteurs
F*: [G1 3 GolP™ — [H; =3 HolP*®
grace au lemme 2.2.2.6. On peut ensuite composer par le morphisme de champification
bF*: [G1 3 GoIP*® — [H1 =3 Hol
Par définition de la champification, ce morphisme correspond & un morphisme de champs
[G1 = Gol — [H; =3 Hyl
a un 2-morphisme pres. O

Remarque 2.4.1.8. 9 est en fait un 2-foncteur entre la 2-catégorie des groupoides internes et celle des
champs.

Théoréme 2.4.1.9. Soit F: G = (G; 3 Gg) — H = (H; 3 Hg) un morphisme de groupoides internes
lisses. Le morphisme GBF est un isomorphisme de champs si, et seulement si,
o trmy : Hyg xr, Go — Ho est lisse (resp. submersif) et surjectif

e Le diagramme suivant est cartésien

G1 Hl

(SGJG)J( ’ J{(SH;tH)

FoxF
G0XGO#>HQXHO

Définition 2.4.1.10. Le morphisme F est une équivalence de Morita entre les groupoides s’il vérifie les
conditions du théoreme précédent.

Corollaire 2.4.1.11. Le 2-foncteur B descend en un 2-foncteur B : pdjig (@)W1 — Champs (ot
W est la classe des équivalences de Morita) tel que

Hom@phmse(@)[w—l] (G,H) ~ Homg (BG,ZBH)

De plus, 8pd(&) ayant un calcul de fractions a droite (cf. [48]), un morphisme de champs BG — BH
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est équivalent a la donnée d’un groupoide K et d’une paire de morphismes

K— G

ws|

H

Exemple 2.4.1.12. Soit G un groupe et P — X un G-fibré principal i.e. un morphisme fp : X - ZG.
Soit {Xi} un recouvrement d’ouverts trivialisant de X. Alors le morphisme fp s’écrit

[Hi,j Unly= Hi Ui} — [G 3 ]

X = X]
ol le morphisme du haut est donné par les cocycles f;; : Uy n U; — G.
Théoréme 2.4.1.13. Soient P — X un G-fibré principal et F une G-variété (donnée par le morphisme

@ : G — Aut(F)). Alors le fibré associé P x o, F est donné par le produit fibré :

P xy F —— [F/G]

l ’ loubli

X —" , &G

ot fp est le morphisme donné par le lemme de Yoneda par le fibré P — X et la deuxieme fieche oublie le
morphisme équivariant vers F.

Démonstration. Soit {U;} un recouvrement d’ouverts trivialisant de P — X. Alors le morphisme de fp
s’écrit comme un zig-zag de morphismes de groupoides :

[Hij U =3 [ [; Uy T, G634

|

X=X

ou la fleche du haut est donnée par les cocycles fi; : Uy n U; — G du fibré P — X. Comme la fleche
d’oubli est donné par un morphisme de groupoides U alors le produit fibré X x ¢ [F/G] est donné par le

groupoide :
L[ Uy 3 L[ U;

ij i

G = X[G=3%] [FXG:;F]

(car la champification commute aux produits fibrés)

Examinons maintenant ce groupoide :

Ces objets sont les triplets (x € V,y e [ [; Ui, (g: U(x) =* — T(y) = =) € G) et les morphismes sont les
couples (ac:x > x' €V x G,B:y—y e€[];;U;) tels que:

Ux) =% —2— % =T(y)

U(«)J JT(B)

U') =% —— * = T(y)
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Plus précisément, y = y’, il existe y tel que x’ = v -x et U(ax) =y et T(B) = fij(y). Par conséquent,
Hom((x,y,9), (x,y’,h)) a au plus un élément donné (lorsqu’il existe) par (« = h~'fi;(y)g, p =y). Par
conséquent, le champ ZBG est équivalent a la variété donnée par

HUU ><V::L[Ui><V
i,j i

en oubliant le morphisme g.
La premiére fleche est I'inclusion et la deuxieme est

tly,v) = (y, fi; (y)v)
Cette variété est donc bien P x, F. O

Proposition 2.4.1.14 ([69] example 3.3). Soit X une G-variété et H un sous-groupe normal de G agissant
librement sur X et tel que X — X/H soit un H-fibré principal. Alors

(X/G] = [(X/H)/(G/H]]

2.4.2 Champs analytiques

Dans cette sous-section, on va se concentrer sur le cas analytique i.e. les champs géométriques au-
dessus du site analytique 2nc. La littérature sur le cas analytique étant extrémement réduite et ne donne
pas, & la connaissance de 'auteur, toutes les preuves complétes, on donnera les preuves des énoncés
donnés.

Lemme 2.4.2.1 ([14] 5.12). Soit & un champ sur un site © admettant des produits fibrés. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. La diagonale & — & x & est représentable ;
2. Pour tout espace S € Ob(S), le morphisme T — & est représentable ;

Démonstration. L’implication 1) = 2) vient de I"isomorphisme
SxgpTxSXTxgpur X

(qui est aussi vrai pour n’importe quelle paire de champs S et T) et implication 2) = 1) vient de
I’isomorphisme
SxXgpxay X ~S xS

O

Lemme 2.4.2.2. Soit & un champ donné par le groupoide analytique lisse [X1 3 Xol et S > & x &
un morphisme de champs donné par les deux morphismes f1: S — &, f2: S — Z. Alors le produit fibré
S X & ~S Xg S est représentable.

Démonstration. Grace au lemme de Yoneda, les morphismes f; et fy sont entierement décrits par deux
objets P et Q de &(S). Pour se souvenir de cela, on va noter le morphisme f; par fp et le morphisme fq
par fq.

Dans un premier temps, supposons P et Q triviaux. Notons C; et Cy les morphismes S — X, utilisés
dans le tiré-en-arriere du torseur trivial (cf. le quatrieme point de la définition de X; = Xp-torseurs de
la proposition 2.4.1.5) i.e. P =S ¢, x5 X1 et Q =S ¢,xs X;. Notons aussi 7 la projection sur la premiere
coordonnée, mp est la composition de la projection sur la deuxiéme coordonnée avec t et p est donné par
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id x mp (idem pour Q). Un objet de S xg S(U) est une paire de morphismes (f: U — S, g: U — S) avec
un isomorphisme oo de X; =3 Xop-torseurs au-dessus de U entre les torseurs triviaux f*P = U ¢x¢ X; et
g*Q =U ¢/xs Xy

f*P4>Pi>X1 g*QHQHX1
N e O N A (2:6)
u—"4s -5 x, u—9 o1 -2.x,

(oitgq=Ciof:U—Xget g =Coog:U— Xp) i.e. un isomorphisme o : U gxs X; — U ¢/x5 X5 tel que

le diagramme suivant commute
Xo
t7to
ng

U x5 X1 —5 U x5 X4 (2.7)
| b
u——=u

Le seul morphisme de S xg S(U) est I'identité car S est représentable. On doit donc montrer que cet
ensemble est en bijection naturelle avec I’ensemble de morphismes entre U et un espace analytique.
Le morphisme 711 : U x5 X; — U admet une section o: U — U 4x¢ X; définie par :

o(u) = (w,idqu)) (2.8)

On peut donc définir le morphisme P = oo : U — X;. On a donc deux morphismes (f,g): U — S x S
et P : U — X;. La derniére étape de cette preuve est de trouver le(s) relation(s) entre eux.

Pour la méme raison que pour f*P, les morphismes P — S et Q — S admettent une section. On peut
donc définir le morphisme :

D =@ x Oy: S x § s (S xx, X1) x (S xx, X1) XA v 0w X
0 0

Grace aux égalités

@, o f(u) =tma(f(u),ide, (r(u))) = tlide, (rw))) = C1(f(u)) = qu), (2.9)
@3 0 g(u) =tmz(f(u), idc, (g(u))) = Calg(u)) = q’(u), (2.10)
sh(u) =(smy) o, idg ) = (q'm)a(u, idga) = q'(w), (2.11)
th(u) =tmya(u, idq ) = tme(u, idg ) = tlidgay) = q(u), (2.12)

on obtient le diagramme commutatif suivant

S

x S
(f,9) x

Xo x Xo (2.13)

u
X1

L’ensemble S xg S(U) est en bijection naturelle avec ’ensemble de tels diagrammes ou autrement dit,
c’est en bijection naturelle avec I'ensemble des morphismes U — (S x S)a x (¢ s) X;. Comme la catégorie
des espaces analytiques est stable par produits fibrés, le produit fibré (S x S)q x(¢5) X1 est un espace
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analytique et S xg S est représentable.

Considérons maintenant des objets P et Q généraux de Z'(S).
Soient {Si — S}ier un recouvrement trivialisant de P et {Sj — S}ie] un recouvrement trivialisant de Q.
Pour tout 1,1’ € I and j,j’ € ], on a les isomorphismes

(Si mSi/) Xy S)' ~ (51 Xy SJ) XS, (Sl (@ Si/) (214)

i

Si xg (§5 0 Sjr) = (Si xz §5) x5, (S5 1 S5/) (2.15)
grace aux diagrammes suivants

Si Xy (S] F\Sj/) — Si X%Sj — Si

l : l : l (2.16)

Sj M Tj/ Sj %

(SinSy) xg Sj —— Sy xg §5 —— §;5

| | - | (2.17)

Si N Si/ Si &

On obtient de cela les immersions ouvertes
Qiir it (Sl M Si/) X (S) N S]'I) — Si Xy S]'. (2.18)

Ces immersions ouvertes @i/ jj- définissent des données de recollement pour la famille {Si x 2S5} (1 j)erxJ
(voir, par exemple, [54]). Le résultat de ce recollement est exactement le champ S xg S (grice aux pro-
priétés de recollement des faisceaux) qui est donc un espace analytique.

O

Remarque 2.4.2.3. e Dans le cas algébrique (i.e. sur le site ©ch¢), on va recoller des schéma mais
avec la topologie étale. Cela entraine que 'on va obtenir des espaces algébriques plutét que des
schémas. Dans le cas analytique, on n’a pas besoin puisque ’on recolle avec la topologie usuelle.

e Ce résultat est un peu plus fort que celui obtenu, en toute généralité, dans [120, Proposition 1.3.4.2]
(et spécialisé dans le cadre analytique dans [119]) dans le cadre 1-géométrique puisque on n’a
pas besoin d’agrandir la catégorie des espaces analytiques pour avoir la représentabilité (cf. [119,
Remarque 2.14]).

Définition 2.4.2.4. Un champ & sur le site analytique Anc est dit (Artin-)analytique s’il vérifie les
conditions suivantes :
e La diagonale & — & x & est représentable;

e Il existe un espace analytique X et un morphisme X — & (appelé atlas de &) représentable, lisse
et surjectif.

On notera €hamp2ln la sous-2-catégorie pleine de Champy, . des champs analytiques.

Remarque 2.4.2.5. e Dans le cas algébrique, la définition (cf. [87]) de champ d’Artin rajoute deux
conditions sur la diagonale de & : il faut qu’elle soit séparée et quasi-compacte. Cela permet
que 'atlas soit représentable par des espaces algébriques. Cependant dans le cadre analytique, ces
conditions sont automatiquement vérifiées puisque les espaces analytiques sont toujours séparés
(contrairement au schéma).
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e Dans le cadre différentiel, la définition (cf. [69]) de champ d’Artin enléve la premiére condition
puisque le site LBarDiff n’est pas stable par produits fibrés.

Exemple 2.4.2.6. e Si X est un espace analytique alors X est un champ analytique;

e Si G est un groupe analytique et X est un espace analytique avec une action de G alors [X/G] est
un champ analytique;

e Le champ de modules des surfaces de Riemann compactes de genre fixé et avec n marqués est un
champ analytique (voir [74] pour des discussions sur la structure analytique de (I’espace grossier
de) ses espaces) ;

e Plus généralement, les champs de structures complexes d’une variété différentiable réelle de dimen-
sion paire fixée M (dit « de Teichmiiller ») Jeich(M) sont des champs analytiques sous des condi-
tions faibles (voir [92]). Pour des constructions explicites de présentations de tels champs, on pourra
consulter les theses de C.FROMENTEAU ([46]) pour les surfaces de Hopf et celle de T.JAMIN([77])
pour les quotients de SLs(C) par un sous-groupe discret co-compact).

Théoréme 2.4.2.7. Le 2-foncteur B se restreint en une équivalence de 2-catégories
(\Spblisse(%[n((:)[wil] - @[)amp?ln

i.e. toute champification d’un groupoide analytique est un champ analytique et tout champ analytique est
présenté par un groupoide analytique.

Démonstration. Soit & = [s,t : X1 3 Xo] un champ donné par un groupoide. Alors le morphisme
Xo — & donné par le X1 3 Xo-torseur trivial

Xl#}Xo

|

Xo

Ce morphisme est lisse et surjectif (car X; = Xg xg Xo — Xo l'est). De plus, le morphisme & — & x &
est représentable (voir lemme 2.4.2.2). C’est donc un champ analytique.

Réciproquement, si & est un champ analytique et X — & un atlas. Alors le produit fibré R := X x g X
est représentable et & ~ [R =3 X] (cela se montre de la méme fagon que [15, theorem 2.22]).

Grace au corollaire 2.4.1.11, on en déduit que le 2-foncteur A est une 2-équivalence de catégories. [

Proposition 2.4.2.8. Soient X un G-espace analytique et Y un H-espace analytique (G et H sont des
groupes analytiques). Soit f : X — Y un morphisme o-équivariant, avec « un morphisme de groupes
G — H. Alors le morphisme f descend en un morphisme de champs [X/G] — [Y/H].

Démonstration. Par a-équivariance de f, le diagramme suivant commute :

XXGLYXH

aCtuﬂl actuﬂ 1

X——FY

Autrement dit, on a un morphisme de groupoides analytiques [X x G =3 X] — [Y x H =3 Y] entre les
groupoides de translation et donc un morphisme de champs [X/G] — [Y/H] entre les champs analytiques
associés. O

On va maintenant voir comment construire des champs analytiques :
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Corollaire 2.4.2.9 ([115] Tag 04TF pour le cas algébrique). Le produit fibré de champs analytiques est
analytique.

Démonstration. Soit T un espace analytique et u = (x,y,a),v = (x,y’, ') € & xg ¥(T). Alors le
diagramme
Tuxy T——— Tyxy T (2.19)

J J

Taxxr T——= T} gy T
est cartésien o le morphisme TyxXyx/ T — T¢x)Xg(ys) T est donné par :
t:T->Z At T>Z,0:toxtox) > t: T>Z,t":T—>ZF,a/f(0):tof(x) ~t' ogy’))
et le morphisme Tyxy/ T — T )X g(y/) T est donné par :
Tt T, 0:toy~t/oy ) > t:T>Z,t":T—>Z,g0)a:tof(x) ~t' og(y’))

Le diagramme est cartésien par construction des morphismes dans le produit fibré de champs. Comme
les diagonales de &, % et Z sont représentables alors T, x, T, Txxx T et Tgx)X g(y/) T sont des espaces
analytiques et donc, Ty %, T est un espace analytique. La diagonale de & x o % est donc représentable.
Construisons maintenant un atlas de & x % :

XxgY —— Xxgyd — X

e

X xgY — X xgY — X (2.20)
L1
Y % z

Le morphisme de champs X x Y — & x % est lisse et surjectif puisque les morphismes X — & et
Y — & sont lisses et surjectifs et ces proprietés sont stables par changement de base. De plus, puisque
Z est analytique, le champ X X o Y est représentable. On a ainsi obtenu ’atlas désiré. O

On va maintenant voir comment construire un champ analytique & partir d’un champ algébrique (sur
Spec(C)) généralisant 'analytification (cf. [60, Exposé XII]) des C-schémas localement de type fini en
espace analytique. Tout d’abord, il faut pouvoir analytifier les espaces algébriques :

Lemme 2.4.2.10 ([5]). Soit X un espace algébrique de type fini sur C. On peut construire un espace
analytique X?", appelé analytification de X, qui étend la construction de l’analytification des schémas de
type fini sur C.

Remarque 2.4.2.11. Les faisceaux analytiques étales et les faisceaux analytiques « euclidiens »sont les
mémes choses puisque les applications holomorphes étales (et en particulier, analytification des mor-
phismes étales) sont des isomorphismes locaux.

Théoréme 2.4.2.12. Soit & un champ (d’Artin) algébrique de type fini donné par une présentation
X1 = Xol (X1 et Xo sont des espaces algébriques et les morphismes sont lisses). Alors Uanalytifié &>"
de & est le champ analytique donné par [X§* =3 X3 (A isomorphisme prés, le champ obtenu ne dépend

pas de la présentation utilisée).

Démonstration. Montrons que I'analytification ainsi définie ne dépend pas de la présentation choisie.
Prenons donc deux présentations de & par des groupoides [X; =3 Xo] et [Y1 3 Yol. Il y a donc une

o1



CHAPITRE 2 — Théorie des champs

équivalence de Morita entre ces deux groupoides que I'on notera F. Alors puisque analytification commute
avec les produits fibrés (voir [60, Exposé XII-1.2]) alors 1’égalité X; = Xo x Xo Xy, xv, Y1 entraine 1'égalité
X = X§* x X&" Xyanxyan Y. De plus, puisque tm; : Y1 xy, Xo — Yp est lisse et surjectif alors son
analytifié (t7r)*" = t*7i" @ Yi? xyan XG" — Y§" est lisse (cf. [60, Exposé XII, Proposition 3.1]) et
surjectif (cf. [60, Exposé XII, Proposition 3.2]). On en déduit donc que lanalytifié F** = (F3" F4") est
aussi une équivalence de Morita. Par conséquent, le foncteur F*" induit un isomorphisme

X" =3 X7 = (V3" =3 Y]
O

Exemple 2.4.2.13. L’analytifié du champ quotient [X/G] (o G est un groupe algébrique et X un
G-schéma de type fini) est [X*"/G?"].

2.5 Topologie des champs

Comme dit précédemment, les champs permettent de donner une structure analytique au quotient
d’une variété par I'action d’un groupe qui n’en a pas a priori et qui n’est donc qu’un espace topologique.
Cette section a pour but de voir le sens inverse i.e. obtenir des résultats topologiques a propos des champs
analytiques.

2.5.1 Espace topologique associé a un champ

Dans un premier temps, on va le faire de fagon « naive » i.e. qui généralise le fait d’associer au champ
quotient [X/G] 'espace topologique X/G.
On fixe le site que 'on va considerer : © = Ung ou A (le cas différentiel réel se fait de la méme fagon
en remplagant « analytique » par « différentiel », « espace analytique » par « variété différentielle » et
Spec(C) par Spec(R)).

Définition 2.5.1.1. Soit & un champ. Un sous-champ de & est un champ &' tel que pour tout
S € Ob(®), Z'(S) est une sous-catégorie pleine saturée (i.e. close par isomorphisme) de & .

Définition 2.5.1.2. Soit & un champ analytique et &’ un sous-champ. &’ est un sous-champ locale-
ment fermé (resp. ouvert, fermé) si le morphisme &’ — & est représentable et si pour tout objet S € & et
tout morphisme S — &, le morphisme S xg Z’ — S est un plongement localement fermé (resp. ouvert,
fermé) dans ©.

Proposition 2.5.1.3. Soit & un champ analytique présenté par le groupoide s,t: R =3 U. Il y a une
correspondance bijective entre les sous-champs localement fermés (resp. ouverts, fermés) et les sous-
espaces analytiques localement fermés (resp. ouverts, fermés) V. U satisfaisant s~ (V) =t~ 1(V).

Awvertissement 2.5.1.4. Contrairement au cas algébrique et la topologie de Zariski, un fermé d’un espace
analytique n’est pas nécessairement un espace analytique (penser & R < C).

Exemple 2.5.1.5. Si & = [X/G] = [act,m;: X x G 3 X] alors les sous-champs ouverts (resp. fermés,
localement fermés) de & sont les champs quotients d’un ouvert (resp. fermé, localement fermé) G-
invariant de X.

Définition 2.5.1.6. Soit & un champ analytique. L’espace topologique |&’| associé & & est

(119(Z (Spec(C))), {mo(% (Spec(C))), % est un sous-champ ouvert de Z'})
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ou 1y est le foncteur Gpd — Ens qui associe a un groupoide I’ensemble de ses classes d’équivalences i.e.

7(G) = Ob(sq(G)).

Remarque 2.5.1.7. Si (S,0s) est un objet de © alors [(S,0s)| = S (car tous les points d’un espace
analytique sont des C-points).

Proposition 2.5.1.8. Soit & un champ analytique présenté par le groupoide & = [R =3 U]. Alors,
les points de & sont les classes d’équivalence de points pour la relation R de U. Les ouverts de ||
correspondent aux ouverts de U.

Corollaire 2.5.1.9. Soit X une G-espace analytique. Alors l’espace topologique associé au champ quotient
[X/G] est l’ensemble X/G muni de la topologie quotient

Exemple 2.5.1.10. L’espace topologique associé & ©® = [C/C*] est constitué de deux points : un fermé
donné par [0/C*], un ouvert donné par [C*/C*].

Corollaire 2.5.1.11. Soient & un champ analytique et x € & (Spec(C)) (c’est un point de l’espace
topologique |&'| ou encore, par Yoneda, un morphisme x: Spec(C) — & ). Le produit fibré Spec(C) x g
Spec(C) est un groupe analytique, que 'on appelera groupe d’autormorphismes (ou groupe d’isotropie) de
x et que l'on notera Autg (x). Plus précisément, si & = [s,t: R 3 U] et si le point de || est donné par
la classe de R-équivalence de X € U alors

Autg (x) = s HX) nt71(X)
En particulier, si & = [X/G] alors le groupe d’automorphismes de x est le stabilsateur de x par Uaction
de G.

Démonstration. On va montrer cet énoncé dans le cas ou & = [X/G] :

Pour tout espace analytique U, le groupe d’automorphisme de x : Spec(C) — [X/G], donné par le
morphisme G-équivariant f : G — X, est I’ensemble des morphisme de G-fibrés principaux au-dessus de
U, «: (g,x) € G x U (gx(x),x) € G x U qui fait commuter le diagramme suivant :

X
N

UxG —>—— UxG

Gréce a ce diagramme et a I’équivariance de f, on déduit les égalités suivantes, pour tout x € U et tout
gegG,

f(g) = fma(ee(g,x)) = f(gax(x))
gf(eg) = ga(x)f(eg)
fleg) = &(x)f(eg)

On en déduit donc que &(x) est & valeurs dans Stabg (x). On a donc montré que Autg (x)(U) est ’ensemble
des morphismes U — Stabg(x). Autrement dit, Autg (x) est le groupe analytique Stabg(x). O

Lemme 2.5.1.12. Si F: & — % est un morphisme de champs analytiques alors |F| = F(Spec(C)) :
|Z| — |¥| est continue.
2.5.2 Théorie de I’homotopie d’un champ topologique

Dans cette sous-section, nous allons donner un sens aux groupes d’homotopie et de (co)homologie dans
le cadre champétre qui étend celui des espaces topologiques. Pour cela, on va tout d’abord construire
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les groupes d’homotopie d’un champ puis définir ’espace classifiant d’'un champ & qui sera un espace
topologique « universellement » homotope & & . Cela permettra de définir les groupes de (co)homologie
du champ comme celui de son espace classifiant.

Notation 2.5.2.1. Le site Top est la catégorie des espaces topologiques compactement engendrés et des
fonctions continues entre eux, munie des recouvrements par des ouverts.

Remarque 2.5.2.2. Tout espace localement compact est compactement engendré. En particulier, les (es-
paces topologiques sous-jacents des) variétés différentielles (complexes ou réelles) et les espces analytiques
sont compactement engendrés.

Définition 2.5.2.3. Un champ topologique est un champ & au-dessus de Top tel que la diagonale
& — X x & soit représentable et tel qu’il existe un morphisme surjectif X — & qui a des sections
locales. De fagon équivalente, c’est la champification d’un groupoide dans Top dont les fleches de source
et de but ont des sections locales. On note €hampTop la sous-2-catégorie pleine de Champs,, contenant
les champs topologiques.

Remarque 2.5.2.4. Une submersion (ou un morphisme lisse) admet des sections locales.
Remarque 2.5.2.5. On peut transposer la proposition 2.5.1.3 pour les champs topologiques et on n’a plus

le probléme soulevé dans I’avertissement 2.5.1.4.

Proposition 2.5.2.6. Le foncteur d’oubli de Anc — Top oubliant la structure analytique induit un
foncteur d’oubli ChampAn — ChampZop défini sur les groupoides par oubli des structures analytiques
sur les espaces de source et de but.

Définition 2.5.2.7. Une paire est un couple (&, sf) de champs topologiques et un morphisme 1: & —
Z . Un morphisme de paire (£, ,1) — (¥, %,)) est une couple de morphismes (f: & — %, ' : & —
%) et un 2-isomorphisme o : fo1=>jo f’ tels que le diagramme suivant commute

v %

|l

2&9%?

Si & = pt alors la paire (#,pt) est appelé champ pointé. Un 2-morphisme de paire (f,f’) = (g, g’) est
une paire de 2-morphismes de champs f = g et ' = g’ telle que le diagramme suivant commute

f/
P

T v Y

Définition 2.5.2.8. Soient f,g: (Z, %) — (¥, %) deux morphismes de paires. Une homotopie entre f
et g est un triplet (H, ey, €2) o :

e Le morphisme H est un morphisme de paires H: (I x &, 1 x &) — (¥, B)
o ¢o:f=Hyxy et €1 : g = Hixg sont deux 2-morphismes de paires

ou I =10, 1] est intervalle unité.
Les classes d’homotopie de morphismes de paires (2, %) — (¥, %) est noté (', ), (¥, RB)]
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Lemme 2.5.2.9 ([102], section 17). Soit (¥ ,x : pt — Z) un champ topologique pointé. L’ensemble
[(S™,pt), (Z,x)] a une structure de groupe naturel pour n = 1.

Définition 2.5.2.10. Ce groupe est appelé nieme groupe d’homotopie de (&, x), et est noté 7, (Z,x).
Comme dans le cas des espaces topologiques, on a les deux résultats suivants :
Proposition 2.5.2.11. Sin > 2 alors m, (&, x) est abélien.

Théoréme 2.5.2.12 ([104] theorem 5.2). Soit p : & — ¥ wun morphisme ayant des sections locales.
Soit x : pt — & un point et F = pt xyy X la fibre de p au-dessus de y =p(x). Alors, il y a une suite
exacte longue de groupes d’homotopie (pour toutn>1) :

7Tn+1(?79) —— T (F,X) —— (X, x) —— nﬂ(?ﬂJ) — 1 (S, X)

Exemple 2.5.2.13. Soit G un groupe topologique agissant sur un espace topologique X. Prenons & = X
et % = [X/G], le morphisme est la projection X — & et x € X. Alors, & = pt xg X = G. Alors, le
théoreme 2.5.2.12 nous donne la suite exacte :

Tn+1([X/GlLy) —— (G, x) —— (X, x) —— mu(IX/Gly) —— mn-1(G,x)

En particulier, si G est contractile alors la projection X — [X/G] est une équivalence faible d’homotopie
et si X est contractile et G est discret alors [X/G] a le type d’homotopie de BG = K(G, 1). En particulier,
le champ ZG a le type d’homotopie de BG.

Théoréme 2.5.2.14 ([103] theorem 6.3, [43]). Tout champ topologique admet un (unique d équivalence
d’homotopie prés) espace classifiant i.e. un morphisme X — & qui est une équivalence d’homotopie uni-
verselle (i.e. pour tout morphisme T — &, le morphisme T xg X — T est une équivalence d’homotopie).

Idée de preuwve. Soit & = ZBG un champ topologique.
L’espace X est la réalisation géométrique « épaisse » du nerf de G ou le nerf d’une catégorie G est
I’ensemble simplicial 71,G donné par :

N.G={Co3cC,...3¢Cc.|Cieq}

la premiére et la derniére face oublient un morphisme et un objet (respectivement le premier et le dernier)
et les faces intermédiaires composent deux morphismes, les dégénérescences ajoutent une identité. La
réalisation géométrique épaisse d’un objet simplicial X, est :

Xl =] [Xn x A"/ ~
n

ol A™ est le n-simplexe standard et ~ est engendré par les relations (@*x,y) ~ (x, @4t) pour @ une
application injective ¢ de la catégorie simpliciale A. O

Exemple 2.5.2.15 ([103] section 4.3). Soit & = [S/G] un champ quotient. Alors 'espace classifiant X
de & est donné par la construction de Borel :
Notons EG — BG le G-fibré principal universel. Alors G agit librement sur EG x S par :

(e,x)-g=(eg,g7'x)

Alors X = (EG x S)/G.
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Définition 2.5.2.16. Soient & un champ topologique et X son espace classifiant. Soit G un groupe.
L’homologie singuliére de & & coefficients dans G est le groupe

et on définit de la méme fagon la cohomologie singuliere.

2.6 Faisceaux sur des champs

2.6.1 Définitions générales

Dans cette section, on va supposer que le site & est celui des espaces analytiques (ou celui des espaces
analytiques équivariants). Le formalisme reste le méme que celui du site étale (cf. [14, Chapter 9]) mais
cette restriction implique que ’on ne va considérer que les faisceaux cohérents et non quasi-cohérents (cf.
[31, Example 2.1.6] pour voir les problémes associés).

Soit X un espace analytique et & un faisceau cohérent sur X. Alors, pour tout morphisme f: T — X,
on peut définir le tiré-en-arriere f*F de F par

f*F = f_lg ®f—1@x @T
ol f71F est le faisceau associé au préfaisceau
U — colimgycy F (V).

Cependant, cette construction n’est pas (contravariantement) fonctorielle. En effet, si on a deux mor-
phismes g:S — T et f: T — X alors
g*(f*F) # (fg)*F

mais on a un isomorphisme canonique entre eux. Cela suggere que la bonne fagon de voir ce tiré-en-arriere
est de le faire de facon 2-catégorique :

Notation 2.6.1.1. On note Gofi : ©°? — OGpd le pseudo-foncteur T — Coh(T),(T — S) — (F €
Coh(S) — f*F € Coh(T)) ou Coh(T) est la catégorie des faisceaux cohérents sur T avec les isomorphismes
d’Ot-modules comme morphismes.

Lemme 2.6.1.2. Le pseudo-foncteur 6ol est un champ au-dessus de ©.
Par le lemme de Yoneda pour les champs, on a une équivalence de catégories
Coh(T) ~ Homgjyemy. (T, Goh)
On définit les faisceaux cohérents sur les champs de la méme facon :

Définition 2.6.1.3. Un module cohérent sur un champ & est un morphisme de champs & — Gofi. On
note Coh(Z) la catégorie des modules cohérents sur & .

Exemple 2.6.1.4. Le morphisme O = (Ox : x € Z(X) — Ox € Coh(X))) est un module au-dessus du
champ & que 'on note Og.

Proposition 2.6.1.5. Soit & un champ. Un module cohérent sur & est la donnée

e pour tout espace analytique T et tout morphisme t: T — &, d’un faisceau cohérent F¢ sur T ;
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e pour tout diagramme
z—>T

BN

d’un isomorphisme de Oz-modules @ : F, — T*F

-+

24

Ces morphismes doivent vérifier la condition de cocycle suivante : si le diagramme

w2z, 7
T
x

Fry —19% (o g)*F

(pgl |=

*
9*9; gT s g*f*gt

commute alors le diagramme

commute

Définition 2.6.1.6. Un module cohérent F est un fibré vectoriel de rang n (resp. un fibré en droites) si
tous les F; sont localement libres de rang n (resp. inversibles)

Remarque 2.6.1.7. Un fibré vectoriel de rang n sur un champ & est donc un morphisme de pseudo-
foncteurs de & vers Zect, ~ 9B GL,(C)

Exemple 2.6.1.8. Cette définition est cohérente avec la définition usuelle : Coh(X) = Coh(X)

2.6.2 Cas des champs quotients

Dans cette sous-section, nous allons étudier les modules sur une classe de champs plus simples, les
champs quotients.

Définition 2.6.2.1. Soit X un espace analytique et G un groupe analytique agissant sur X (on note
act : G x X = X le morphisme de Paction). Un faisceau équivariant est la donnée d’un faisceau F sur X
et la donnée d’un isomorphisme de Og xx-modules :

p:maF ~ act*F

tel que le diagramme suivant de Og yx g xx-modules commute

mysact*F ——— (idg x act)*n3F

735 (p) Wt)*(p)

Ty F (idg x act)*act*F

T - —

-~
(u x idy)*rr g WEASITR) (s iq ) act* F

ol Tia3 : (g, h,x) € G x G x X — (h,x) € G x X et W est le loi de groupe de G.
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Remarque 2.6.2.2. Au niveau des ouverts, on a un isomorphisme pour tout g € G :
Pgu: F(gU) = F(U)
Les sections d’un faisceau équivariant sont invariantes par ’action de G.

Proposition 2.6.2.3. Soit X un espace analytique et G un groupe analytique agissant sur X et V. — X
un fibré vectoriel sur X (i.e. un faisceau localement libre sur X). Alors une G-linéarisation de F est
un relévement acty de Uaction de G sur X en une action sur V i.e. le diagramme commutatif suivant
commute :

actvy

VxG ——YV

L

X x G -2y X

Exemple 2.6.2.4. Supposons que V — X est un fibré vectoriel trivial. Alors une G-linéarisation est donc
un relévement de 'action de G sur X défini par :

acty

XxC'"x G —= XxC"

l |

Xx G —2 4 X

Comme les morphismes acty (-, -, g) sont des morphismes de fibrés vectoriels pour tout g alors acty s’écrit
sous la forme
(x,v,9) € X x C™" x G (g-x,x(g)V)

ou X : G — GL,(C) est une application holomorphe. Comme, de plus, acty est une action de groupe
alors x est un morphisme de groupes.

Théoréme 2.6.2.5 ([4] Chapter XIII, Proposition 2.19). Soit G un groupe analytique agissant sur un es-
pace analytique X. On a une équivalence de catégories entre la catégorie Coh(X, G) des faisceauz cohérents
sur X avec une G-linéarisation et Coh([X/G]).

On peut étendre la construction de 'exemple 2.4.1.12 pour les fibrés vectoriels au-dessus des champs
quotients :

Construction 2.6.2.6. Soit ¥ un fibré vectoriel de rang n au-dessus de [X/G] donné par un fibré
vectoriel V- — X avec une G-linéarisation. Soient {Ui} un recouvrement d’ouverts invariants trivialisants
de V — X et fyj : Uy nUj — GL(C) les fonctions de transition. La G-linéarisation sur chaque fibré
trivial m1(U;) ~ Uy x C™ — U; est donnée par un caractére i : G — GL,.(C) et les conditions de
compatibilités des caractéres sont données par le diagramme commutatif suivant :

(x,v, 1) (tx, X1 (1))

(UinlU;) xC* x G Ui nUj x C™

(v, )= (x,fi5 (x)v,t) (v, )= (x,fi5 (x)v,t)

(x,v, )= (tx,x; (£)v)

(UinlU;) xC* x G

Uinly xC™

i.e.
Vx € Ui N U,-,Vg € G7 fij (t . X)Xi(t) =%Xj (t)fij (X) (2.21)
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Théoréeme 2.6.2.7. On a une équivalence de catégories :

Pic([X/G]) ~ Pic(X, G)

2.7 Groupes champétres

Lorsqu’on a défini les 2-catégories dans la section 2.2, on a vu que la bonne fagon de voir les égalités
que Pon a dans le cadre 1-catégorique comme des 2-isomorphismes (cf. la définition de produit fibré).
Dans cette section, on va voir comment étendre les définitions de groupes et d’actions de groupe dans ce
contexte et quels résultats on peut obtenir de cela.

2.7.1 Champs de Picard
Définition 2.7.1.1 ([6] exposé XVIII définition 1.4.5, [45] definition B.8). Un champ de Picard est un

champ & muni

e (loi de composition) d’un morphisme de champs m: % x & — & ;

e (2-associativité) d’'un 2-morphisme

0g1.2.95 1 m(m(91, 92), 93) = m(g1,m(g2, g3))
ol un objet gi € ¥ (U) est vu comme un morphisme U — &
e (2-commutativité) d’un 2-morphisme
Tgy,92 - M(91, g2) = m(9g2, g1)

vérifiant les propriétés suivantes :

e pour tout objet U de & et tout objet g € & (U), le morphisme de champs m(U)(g, —): & (U) — Z(U)
est une équivalence de catégories ;

pour tout objet U de & et quadruplet d’objets g; € &(U), on a :

(ldgl x 692,93,94) o 6911/71(92793] © (891’92793 x 1d94) = 6917927"2(93794) ° 6172(91,92),93,94

pour tout objet U de & et tout objet g € G (U), 14,4 = idg

pour tout objet U de @ et tous objets g1, 92 € &(U), Tg,,9,Tgs,9: = 1dm(gs,g1)
pour tout objet U de & et triplet d’objets gi € &(U), on a :

691792’93 ©Tg3,m(g1,92) © 993791792 = (1d91 X T93792) © 993’91792 © (T93»91 x 1d92)

Exemple 2.7.1.2. Un faisceau en groupes est un champ de Picard avec sa loi de groupe (les 2-morphismes
sont 'identité). En particulier, un groupe interne de © est un champ de Picard en identifiant avec son
foncteur de points ©°P — Gr.

Lemme 2.7.1.3 ([6] Exposé XVIII, 1.4.4). Un champ de Picard a un élément neutre i.e. un couple
(e:x—> % e¢:m(ee) =e).

Ce couple est unique a unique isomorphisme pres et vérifie la condition suivante : Pour tout U e ©
et tout x € G (U), il existe un unique isomorphisme

oy s miey,x) ~x
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ot ey est la composé de e avec le morphisme U — =, faisant commuter le diagramme suivant

ecu,eu,x
m(ey,m(ey,x)) —————— m(m(ey,eu),x)

17Z(€u,0¢x)l lnz(s,x)

m(eu,x) — m(eu,x)

Lemme 2.7.1.4. Soit (G, 1) un groupe de S et (I', m) un groupe agissant sur G de telle sorte que | soit
m-équivariant. Alors [G/T] est un champ de Picard.

Démonstration. Comme p est m-équivariant alors il descend en un morphisme
m:[G/T] x [G/T] ~[G x G/T x Tl — [G/T]

Les relations d’associativité sont compatibles avec le passage au quotient grace aux égalités suivantes (qui
se correspondent puisque m et p sont des morphismes de groupes) :

Vg,h,ke G, vy, vy, y" el ululy - g,v"-h),v" k) = u(m(y,y)ulg,h),v" - k)
=m(m(y,y’),v")nlulg, h), k)

Vg,h ke G,Vy,y v el uly g, uly" - h,y" k) = puly - g, my",y")u(h, k))
=m(y,m(y’,y")ulg, u(h,k))
Le méme type de calcul montre que la commutativité est aussi compatible avec le passage au quotient.
Notons 04 1,k et Tg,n les 2-morphismes obtenus par la champification des égalités obtenues pour, respec-

tivement, I’associativité et la commutativité. La donnée ([G/T], m, {Tg n}g,n,{0gnk}g,nk) €st un champ
de Picard. 0

Ce résultat sera utilisé dans le chapitre 3 pour donner une « structure de groupe » au remplacant du
tore algébrique (C*)¢ dans le cadre irrationnel.

Définition 2.7.1.5. Un morphisme de champs de Picard & — # est un morphisme de champs F :
Y — # avec un 2-morphisme @gq, g, : F(m¥(g1,92)) = m”® (F(g1),F(g2)) pour tout objet g;, go de &
vérifiant :

e pour tout objet U de & et couple d’objets g; € & (U),
Tffggl)f(gz) ©®Pgi,92 = Pg2,91 © F(Tghgz)

e pour tout objet U de & et triplet d’objets g; € &(U),

. Y .
@ g1.m% (g2,95) © (1AF(g1) X Pgs,95) O F(0g1,92,95) = OF(g,) F(g2),F(ga) © (Pa1.02 X 1dF(g2)) © Py 0 (g2,95)

Exemple 2.7.1.6. Un morphisme de faisceaux en groupes est un morphisme de champs de Picard.

Lemme 2.7.1.7. Soient (G, u;) et (H, u) deuz groupes de @ et (I',mq), (2, ma) agissant sur, respec-
tivement, G et H tel que wi soit mi-équivariant. Soit f: G — H un morphisme de groupes qui est
(¢ : T — Z)-équivariant. Alors le morphisme f descend au quotient en un morphisme [G/T'] — [H/Z]
qut est un morphisme de champs de Picard.

Démonstration. Tout d’abord, le morphisme équivariant f : G — H descend en un morphisme de champs

f:1G/T] — [H/Z].
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La suite de la preuve se fait de la méme fagon que le lemme 2.7.1.4. Pour tout g,h € G et tout y,y’ €T,
on a les égalités suivantes :

f(ui(y-g,v" - h)) =f(mi(y, vy )ni(g,h))
= a(mq(y,y")f(pi(g, h))

et

ra(f(y - 9), f(v" - h)) = pa(a(y)f(g), &' (y")f(h))
=ma(a(y), a(y’))u2(f(g), f(h))
On en déduit que la compatibilité de f et des m; descend au quotient. Notons @4 1, les 2-morphismes

obtenues par champification des égalités. La donnée de (f, {@gn}g,n) est un morphisme de champs de
Picard [G/T] — [H/Z]. O

Définition 2.7.1.8 ([45] définition B.12 ). Soit & un champ de Picard et & un champ. Alors une action
de & sur & est la donnée

e d’un morphisme -: & x & — &

e d’un 2-morphisme 1y :e-x = x

e d’un 2-morphisme o: m(gi,g2) - x = g1 - (g2 - X)
vérifiant

e pour tout objet U de © et triplet d’objets g; € &(U) et tout objet X € & (U),
(idg, - 0gs,95,x) © Tgy,m(g2,93).x © (Og1.95,95 * 1dx) = 0gy,g2,g5:x © Tgy-gs,93.x
e pour tout objet U de & et tout objet x € Z'(U),

(ide -mx) © Oe,e,x = (e-idy)

2.7.2 Actions de groupes sur des champs

On va maintenant se concentrer sur les actions de (faisceaux en) groupes sur les champs. Ces résultats
sur les actions de groupe sur les champs seront utilisés dans le chapitre 5 pour construire des familles
universelles de champs toriques pour pouvoir quotienter les isomorphismes.

Définition 2.7.2.1 ([113]). Soit ¢ un faisceau en groupes dans @. La donnée des champs muni d’une
action de ¢ (cf. la définition 2.7.1.8) avec les morphismes ¢-équivariants et les 2-morphismes compatibles
avec l'action forment une 2-catégorie, que ’on notera ¢ — Champg.

Définition 2.7.2.2. Soient ¢ un faisceau en groupes et & un champ. L’action triviale de ¢ sur & est
I'action donnée par m(g,x) = x, Nx = idy et 0g, g, x = id. Le G-champ obtenu sera noté '™

Théoréme 2.7.2.3 ([113]). L’association & — Y est un 2-foncteur Champg — G — Champs qui a
un adjoint a gauche G —~ X — Z/C de formation du quotient et a droite G — X +— FS des invariants
i.e. on a, pour tout champ ¥ et G-champ &, des équivalences de catégories

Hom(j—@hamp (29’ ?tri\)) = Hom@hamp (%/67?) (222)

Homgfghamp (?tri\)’%) =~ Hom@hamp (?; %g) (2'23)
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Idée de preuve. Le champ &/ est la champification du pseudo-foncteur % .g qui associe a S € Ob(&)
la catégorie dont les objets sont les objets de &(S) et les morphismes entre x et y sont les paires (g, @)
ot g€ G(S) et @ : g-x —y est un morphisme de Z(S).

Par le lemme de Yoneda, le champ &9 est défini par

%Q(S) ~ Homg oy (§; %Q) ~ Homg_gpamy (§triv,29)
Ce qui définit bien un champ O
Exemple 2.7.2.4. Soit G un groupe de & qui agit sur X € Ob(&). Alors

X/G=[X/G] ; X&=XE

En eﬁ'et, Ob\@gﬂl = X(T) =0Ob ([X x Gz X]prc) et

Homg, ., (x,y) ={g € G(T) | g-x =y} = Homxx gxjer (X, Y)

car les morphismes de X(T) sont les identités. On en déduit que Ps..x = [X x G =3 X]P™ et leur
champification sont aussi égales.

On obtient la deuxiéme égalité en remarquant que X& et XS ont la méme propriété universelle car (par
pleine fidélité du plongement de Yoneda)

Homg_gpamp(S'™, X) = Homg (S, X).
Corollaire 2.7.2.5. La 2-catégorie G — Champg a toutes les (2-)limites et toutes les (2-)colimites.

Notation 2.7.2.6. L’équivalence (2.22) va associer au morphisme identité & /¢ — /¢ un morphisme
Z — (Z/G)Y que lon notera my .

Lemme 2.7.2.7. L’inverse du foncteur (2.22) est la pré-composition par mg ¢ .
Remarque 2.7.2.8. Le morphisme 7x,g : X — X/G correspond au G-fibré trivial X — [X/G].

Proposition 2.7.2.9. Soit ¢ un faisceau en groupes dans ©. Soient &, Y deux G-champs. Un mor-
phisme f: & — Y de G — Champg descend en un morphisme f: /G — Y /G.

Démonstration. Par I'équivalence (2.22), le morphisme 7ty of : & — (¥/ G)'"V correspond & un mor-
phisme f : Z/G — % /G. Par le lemme 2.7.2.7, on obtient le diagramme commutatif suivant

NZ'KJJ lﬂ?/q

ZIG—Y/G
O

Proposition 2.7.2.10. Soit G un faisceau en groupes agissant sur un champ & et # un sous-(faisceau
en )groupe distingué de ¢ (i.e. #(T) est un sous-groupe distingué de G(T) pour tout T). Alors

(& /7)) (G/H) ~Z /G
(29%‘3)(:/5‘6 ~ S
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2.8 Gerbes

Dans cette section, nous allons aborder la notion de gerbe au-dessus du champ.

Définition 2.8.1. Soit © un site. Une gerbe au-dessus du site © est un champ & au-dessus de © tel
que :

e & est localement non-vide : pour tout objet U de &, il existe un recouvrement {U; — U} tel que
Z(U;) est non-vide pour tout i.

e & est localement connexe : pour tout objet U et pour tout g; et g2 dans &(U) tel qu’il existe un
recouvrement {U; — U} tel que

Hom(giju,, 92ju;) # I

Définition 2.8.2. Soit © un site et & un champ au-dessus de @. Une gerbe au-dessus du champ &
est un morphisme de champs & — & tel que pour tout objet U de @ et tout morphisme u: U — %,
U xg & est un gerbe au-dessus de & ;.

On va maintenant fixer le site © comme étant un des exemples de ’exemple 2.1.2.1.6 ou 2.

Définition 2.8.3 ([69]). Soit G un groupe abélien. Une gerbe m: & — & est une G-gerbe si

e le morphisme m: ¥ — Z admet des sections locales i.e. il existe un atlas X — & et un section
(s:X—>% @:mos —p)
X—9%

el

e il existe un atlas p : X — & et une section (s : X —> & ¢ : mos — p) tels que l'on ait un
isomorphisme au-dessus de X

D: Aut(s/p) = (X xg X) xxx,x X=X x G

ou le morphisme X x¢ X — X xg X est donné par la propriété universelle du produit fibré et
X — X xg X est le morphisme diagonal, vérifiant la condition de compatilité suivant

~

Aut(s o pry/p opry) Aut(s o pra/p o pra)

XxgX)x G
ou les groupes d’automorphismes se réferent au diagramme suivant

XxgX 22X 55 @

PHJ
)| = "
4

Exemple 2.8.4. Soit G un groupe abélien et X € © sur lequel G agit trivialement. Considérons la
projection 7t : [X/G] = X x ZBG — X . On voit immédiatement que c’est une gerbe. Montrons que c’est
une G-gerbe.
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o 7: X x BBG — X admet des sections locales (on prend le morphisme X — X x %G donné par le
fibré G-principal trivial au-dessus de X et l'identité sur X pour la section s et latlas p = idx )

e Reprenons la méme section. Alors

Aut(s/p) = (X X[X/G] X) XX x x X X = (X X[X/G] X) Xx X
=(XxG)xxX=XxG
Grace aux propriétés de recollement des faisceaux, un morphisme ¥ — & qui est localement de la
forme % x BG — U < & est une G-gerbe. Réciproquement, toutes les G-gerbes peuvent se décrire ainsi

(une fagon de le voir est que le fait que le groupe d’automorphisme soit isomorphe & G x X implique qu’en
tout point de X et les points associés xg et xg de & et de &, on a

G = Aut(s/p)(*) = Aute (Xg) X Auty (xg) *

et donc la fleche Autg (Xg) X Aut, ( est un G-fibré, on conclut en globalisant ce raisonnement).

xXg)

Slogan 2.8.5. Une G-gerbe est une « fibration » de fibre ZG.

Exemple 2.8.6. Soit H un groupe abélien agissant librement sur une objet X et

0 G—"3K-—"3H 0

une suite exacte de groupes de @ et tel que 7 soit lisse. Le groupe K agit sur X grace au morphisme 7.
Montrons que le morphisme 7t: [X/K] — [X/H] est une G-gerbe.

Comme tout morphisme T — H peut se remonter localement en un morphisme T — K (grice & la section
donnée par le morphisme lisse 7t alors le morphisme 7t: [X/K] — [X/H] est une gerbe.

Remarquons ensuite que le diagramme suivant 2-commute

[X/K] —— [X/H]
/
l
Le morphisme 7t a donc des sections locales.
Il nous reste plus qu’a calculer le groupe d’automorphisme :
Aut(s/p) = (X X x/k1 X)X Xx (x 1y xX = (X X K) Xxxn X

Comme 'action de H sur X est libre alors le morphisme composé

X B X xx/m X~XxH
est le morphisme x — (x,0y(). On en déduit donc que

Aut(s/p) =X x ker(n1) =X x G

Cet exemple sera utilisé dans la suite ot on considérera des actions non-effectives sur des variétés. Le
quotient sera donc une Ineff-gerbe (Ineff est le groupe d’ineffectivité de ’action) au-dessus du quotient
ou on a retiré 'ineffectivité.

Proposition 2.8.7 ([2], theorem 5.1.5). Si T — & est une G-gerbe alors pour tout sous-groupe H dans
© de G, on peut construire sa rigidification par H qui est un morphisme lisse & — G tel que
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e il existe un morphisme T — Z tel que le diagramme suivant commute

AN

gH

L

e un tel morphisme est une G/H-gerbe.

Définition 2.8.8. Deux G-gerbes & — & et &' — Z sont équivalentes s’il existe un isomorphisme de
champs entre & et &’ au-dessus de & qui préserve la structure de G-gerbe.

Théoréme 2.8.9 ([53], Proposition 3.5.1). Soient & un champ et G un groupe. Les classes d’équivalence
de G-gerbes au-dessus de & est isomorphe au groupe de cohomologie

H*(Z,G)

Remarque 2.8.10. On peut interpréter cette classe de cohomologie de la facon suivante :

Prenons une variété X et faisons agir un groupe de Lie avec ineffectivité H. Par conséquent, on a un
(G/H)-fibré principal X — X/G. Ce fibré (ou plus précisément sa classe d’isomorphie) peut étre vu
comme un élément de H'(X, G/H).

Comme on a une suite exacte

0 H G G/H——0

alors on a une suite exacte longue en cohomologie
.. — H'(X,G) —— HYX,G/H) —— H%(X,G) —— ...

La classe de cohomologie donnée par la G-gerbe [X/G] — X/G représente I'obstruction a relever les
(G/H)-cocycles de X — X/G en des G-cocycles (donc un élément de H!(X, G)).

Au niveau homotopique, on obtient :

Corollaire 2.8.11. Les classes d’équivalences de G-gerbes sont les classes d’homotopie de morphisme
Z — K(G,2) (0uK(G,2) est l'espace d’Eilenberg-MacLane dont tous les groupes d’homotopie sont triviaux
sauf le deuxiéme qui est isomorphe & G). En particulier, si G = 7Z alors ce sont les classes d’homotopie
de fibrés en droites complezes.

Démonstration. On a la suite d’isomorphismes suivants :
H*(Z,G) ~ H*(X, G) ~ [X,K(G,2)] ~ [&,K(G,2)]

ou X est l'espace classifiant de & et [, ] sont les classes d’homotopie de morphismes d’espaces/champs
topologiques.

Prenons G = Z. Comme le groupe C* est un espace K(Z, 1) alors BC* = CP* est un espace K(Z,2).
Ainsi, on a 'isomorphisme

H*(#,2) ~ (&, BC*],

La partie de droite est, par définition de BC*, le groupe des classes d’homotopie de C*-fibrés principaux
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sur & i.e. les classes d’homotopie de fibrés en droites complexes sur & . Les Z-gerbes au-dessus de &

correspondent donc aux classes d’homotopie de fibrés en droites complexes au-dessus de & .
O

66



CHAPITRE 3

GEOMETRIE TORIQUE QUANTIQUE

OMME LES EVENTAILS DEFINISSANT LES VARIETES toriques contiennent uniquement des éventails ra-
tionnels, les variétés toriques sont rigides comme espaces équivariants. En effet, si ’'on veut déformer
une variété torique avec son action du tore, on va le faire en déformant ’éventail le définissant. Or si on
déforme continiiment un éventail, on va nécessairement obtenir des cones engendrés par des éléments ir-
rationnels et donc sortir du cadre classique des variétés toriques. Le but de ce chapitre est donc d’étendre
la notion de variétés toriques afin d’englober des objets toriques définis par des éventails définis sur un
sous-groupe finiment engendré de R4 quelconque afin de pouvoir considérer des espaces de modules d’ob-
jets toriques dans le chapitre 4. Pour cela, on va suivre la description faite dans l'article [81] écrit par
L.KaTzARKOV, E.LUPERCIO, L.MEERSSEMAN, A.VERJOVSKY sur la géométrie torique quantique.

Dans la premiére section, on donnera quelques constructions d’objets toriques qui généralisent les
variétés toriques ot on a changé les conditions imposées aux données combinatoires (et notamment sur le
groupe des cocaractéres que l'on consideére : présence de torsion, rationalité). Dans la deuxiéme section,
on va se concentrer sur cette condition de rationalité et regarder ce que ’on peut dire lorsque le groupe
I' = RY que I'on consideére n’est plus discret (i.e. a un rang strictement supérieur a d). Comme vu dans les
exemples de la premiére section, il est nécessaire de considérer des tores plus généraux que ceux considérés
dans la théorie classique. On introduira pour cela la notion de « tore quantique ». La troisiéme section sera
dévouée a donner les définitions et quelques propriétés de ces tores quantiques. Maintenant que 1’on a les
tores, on va pouvoir définir, dans la quatrieme section, des champs toriques « quantiques ». Pour cela, on
va procéder en deux étapes : on va définir les cartes affines puis les recoller. Les sections suivantes seront
dévouées a I’étude de ses champs toriques : on verra dans la cinquieme section que ces champs toriques
sont obtenus comme une Z%-gerbe au-dessus d’'un champ qui sera une version « non-calibrée »de ceux-ci
(comme étudiée dans [81]) et la description du fibré définissant cette gerbe analytique. On montrera
dans la sixieme section que ces champs toriques quantiques définis par recollement s’écrivent comme un
quotient global d’une variété torique par 'action de C™~¢.

3.1 Variétés toriques généralisées

Dans cette section, nous allons donner des généralisations qui ont pu étre faites des variétés toriques.
Tout d’abord, en restant dans le cadre rationnel, avec les champs de Deligne-Mumford toriques (comme
introduits dans [18]) ol on a remplacé, dans la donnée combinatoire, le réseau N par la donnée d’un
épimorphisme Z™ — N (ot N est un groupe abélien finiment engendré) de conoyau fini. Ensuite, on se
concentra sur le cas irrationnel avec deux constructions issues de la géométrie symplectique :

e les quasifoldes toriques (comme introduite dans [108]) ot on va associer & un polytope (avec la
donnée de vecteurs normaux & ces faces) un objet géométrique qui va étre localement modelé par
des quotients d’ouvert d’espace linéaire par un groupe dénombrable ;
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e les champs toriques symplectiques (dans [71]) qui va aussi associer & un polytope un champ diffé-
rentiel (ayant un tore (champétre) dense) muni d’une forme symplectique.

3.1.1 Champs de Deligne-Mumford toriques lisses

Dans ce paragraphe, on se placera sur le site étale sur Spec(C).
Les champs de Deligne-Mumford toriques ont été tout d’abord introduits dans [18] par L.BORISOV,
L.CHEN et G.SMITH. comme champs de Deligne-Mumford obtenus & partir de la donnée (combinatoire)
d’un éventail champétre qui permet de construire un champ quotient de fagon similaire & la construction
de D.Cox dans [35] et ont été décrits de facon géométrique par B. FANTECHI, E.MANN, et F.NIRONI
dans [45].

Commengons par la définition de champs torique qui est similaire & celle des variétés toriques (cf. la
définition 1.1.2.1)

Définition 3.1.1.1. Un tore de Deligne-Mumford est un produit T x ZBG ot T ~ (C*)4 et G est un
groupe fini.

Définition 3.1.1.2. Un champ torique de Deligne-Mumford est un champ de Deligne-Mumford lisse et
séparé & avec une immersion ouverte 7 — & (ot I est un tore de Deligne-Mumford) avec une image
dense et telle que action de I sur lui-méme s’étend en une action de I sur .

Notons 79 I'orbifolde obtenue par rigidification de & par G (i.e. le tore dense de ™9 est (C*)9).
Ainsi, 719 n’a plus de stabilisateur générique. Voici comment obtenir & & partir de ™9 :

Théoréme 3.1.1.3 ([45],Corollary 6.26). Notons G = [ [, wv;. Il existe des fibrés en droites £ €

Pic(Z'™19) tels que :
%: bm Xgprig ... Xgorig bm

ou, pour tout j, le choiz de & est unique dans Pic(%rig)/bjPic(%rig).
Les champs X/ L /™19 sont appelés champs de racines et sont données par le produit fibré suivant :

N A

O®®

ZmY ———— BC*

Définition 3.1.1.4. Un éventail champétre est un triplet (N, X, 3) ou N est un groupe abélien finiment
engendré, I est un éventail rationnel simplicial et 3 : Z™ — N est un épimorphisme de groupe de conoyau
fini tel que les B(ei) engendrent les 1-cones de X.

A partir d’un éventail champétre, on peut construire un champ torique donné par un quotient [%/G]
ol & est la variété torique quasi-affine donné par 1’éventail et G est construit comme suit :

Le morphisme {3 : Z™ — N est entiérement déterminée par les éléments B; := B(e;). Comme N est un
groupe abélien, N admet une résolution projective

0 — 77—y zdtr N —50

(ott d = dimg(N ® Q) est le rang de N) Soit B; € Z4*" un relevement de B;i. Alors le morphisme
B :Z™ — N se reléve en un morphisme B : Z™ — Z4%7. On obtient ainsi un morphisme

h:Z"@®Z" — Z%", (m,n) — Bm + Qn
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Alors le groupe G est le groupe Hom(coker(h), G, ) et agit sur A™ en appliquant le foncteur Hom(—, Gy,)
au morphisme (Z™)* — (Z™"")* — coker(h) ou la premiere fleche est l'inclusion et la deuxiéme est
I’application quotient.

Proposition 3.1.1.5 ([18],Proposition 3.2). Un champ décrit comme précédemment est un champ de
Deligne-Mumford torique.

Théoréme 3.1.1.6 ([45], Theorem 7.7). Soit & un champ de Deligne-Mumford torique dont l’espace
de modules grossiers est X. Soit L [’éventail de X que ’'on supposera complet. Alors il existe un éventail
champétre tel que & est isomorphe, comme champ de Deligne-Mumford torique, au champ de Deligne-
Mumford associé d un éventail champétre. De plus, si & a des stabilisateurs génériques triviauz alors
[’éventail champétre est unique.

3.1.2 Quasifoldes toriques
Un des premiers résultats reliant la géométrie symplectique et la géométrie torique est le suivant :

Théoréme 3.1.2.1 ([38]). Soit M une variété symplectique compact connexe de dimension 2n munie
d’une action hamiltonienne effective de (S1)™. Alors, l’image de Uapplication des moments associée est
un polytope P lisse et X est difféomorphe (en tant que (S')™-espace hamiltonien) d la variété torique
projective Xp.

Dans ce résultat, le polytope obtenu a des sommets entiers. Une question naturelle est alors d’étendre
ce résultat a des polytopes quelconques. Pour cela, il est nécessaire de considérer des objets plus géné-
raux que des variétés symplectiques. E.PRATO a pour cela introduit dans [108] les quasifoldes qui sont
localement des quotients de R™ par des groupes dénombrables :

Définition 3.1.2.2 ([108],[76]). Une n-quasifolde est un espace difféologique X qui est localement dif-
féomorphe & un R™/T" ol " est un sous-groupe dénombrable, potentiellement infini, de Aff(R™) (qui n’est
pas fixé).

Dans ce contexte, on peut aussi définir un tore quasifold :

Définition 3.1.2.3 ([108]). Soit d un R-espace vectoriel de dimension n. Un quasi-réseau dans d est
un groupe abélien Q, engendré par une famille de vecteurs Xy, ..., Xq engendrant (sur R) db. On appelle
quasitore de dimension n le groupe quasifold donné par une carte D = b/Q.

On obtient ensuite 'extension du théoreme 3.1.2.1 dans le cas des polytopes simples.

Théoréme 3.1.2.4 ([108] Theorem 3.3). Soit b un R-espace vectoriel de dimension n. Pour tout polytope
convexe simple A < v*, il existe un quasitore D de dimension n d’algébre de quasi-Lie b, une 2n-quasifolde
compacte symplectique M et une action effective Hamiltonienne du quasitore D sur la quasifolde M tel
que l'image de l'application des moments est le polytope A.

Le cas non-simple est plus difficile ; on ne va plus considérer des quasifoldes mais des objets stratifiés
par celles-ci.

Théoréme 3.1.2.5 ([11] Theorem 3.3). Soient b un R-espace vectoriel de dimension d et A < d* un
polytope conveze. Fizons des vecteurs normaux des facettes de A, Xi,...,Xn € 0*. Soit Q un quasi-
réseau les contenant. Le quotient correspondant Xao = F(A) J/ N¢ est un espace complexe stratifié par
des quasifoldes ot
e Le morphisme h: (A1,...,An) € R™ — YA X; € b descend en un morphisme (S')™ = R™“/Z™ —
8/Q de noyau N. Le groupe N¢ est son complexifié ;

o / est le quotient catégorique.
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3.1.3 Champs symplectiques toriques

Une autre fagon d’étendre le théoreme 3.1.2.1, due a B.HOFFMAN, est de remplacer les variétés sym-
plectiques par des champs symplectiques (comme décrit dans [71]) :

Définition 3.1.3.1. Un tore champétre est le champ (au-dessus du site BarDiffy) classifiant & d’un
groupe dans la catégorie (pas la 2-catégorie!) des groupoides de Lie G = (G =3 Gg) tel que :

e G est un groupoide de feuilletage (i.e. a des groupes d’isotropie discrets cf. [36, Théoréme 1]);

e Gy est un tore;

e 7(G1) est finiment engendré.

Ceux-ci induisent un morphisme 7, (%) — Lie(%) = Lie(Gg)/Lie(t) (ker(Lie(s)) (cf. [72, section 6.3])
Définition 3.1.3.2. Un champ torique symplectique est un quadruplet (¥, w,%, 1) ou (Z,w) est un

champ symplectique, & est un tore champétre et p : & — Lie(%)* une application des moments tels
que :

@ agit sur & ;
Pour tout v € Lie(%),

{dp,v) = Lw;

L est (&, action coadjointe)-équivariant ;
2dim(%) = dim(&) ;

|Z | est compacte et connexe et |F| est connexe ;

lu/=1(p)/|%| ~ pt pour tout p € w(&);

Pour toute valeur réguliere p € w(Z’) et tout point x : pt — pu='(p) :== X xpe(%)* {p}, la composée
G xpt—>Fxut(p)—utp)

est une équivalence de champs;

e L’ensemble des valeurs régulieres de |p| est un ouvert dense de |Z|.

Dans ce cadre, on va considérer la donnée combinatoire suivante :

Définition 3.1.3.3. Un polytope moment champétre décoré est un triplet (A, &, {A¢}eer) ol
e & est un tore champétre induisant un morphisme h: I' — Lie(%)*;
e A est un polytope h(I')-rationnel et F est I’ensemble de ses faces ouvertes;
e Pour tout f € F, A¢ est un sous-groupe de h(I') tel que :

e Pour tout f € F, une Z-base de As est une R-base de
ann(f) == {v e Lie(%) | Vp,q e f,{p — q,v) = 0};

e Pour toute famille (fq,...,fs) de faces ouvertes et toute face ouverte f de codimension s telles
que f=[;i_, fi alors Ay = A¢, +...+ As,.

Un isomorphisme de polytopes moment champétres décorés est un isomorphisme ® de tores champétres
tel que
Lie(®)(A)=A"+c¢

ot ¢ € Lie(%").

On obtient ensuite la correspondance combinatoire-géométrie voulue :
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Théoréme 3.1.3.4 ([71] Theorem 6.1). Les classes d’équivalences des champs toriques symplectiques
sont en bijection avec les classes d’isomorphismes de polytopes moment champétres décorés.

Dans les deux exemples de variétés toriques généralisées précédents, on obtient des espaces compacts
(car donnés par des polytopes et donc des éventails complets) et pas d’équivalence de catégories entre les
données combinatoires et les géométriques toriques. On n’a donc pas assez de résultats pour bien étudier
les problémes de modules et leur dégénérescence. Le but de ce chapitre est donc de décrire une troisiéme
construction afin d’avoir ses deux points importants.

3.2 Sous-groupes de R"

Cette section sera dévouée & donner des résultats sur les sous-groupes de (R™,+) pour permettre de
mieux comprendre dans la suite les champs toriques. Tout d’abord, on a des résultats de classification :

Théoréme 3.2.1 ([22], Chapitre VII, théoréme 1). Tout sous-groupe discret de R™ est isomorphe d ZP
avec 0 <p < n.

Théoréme 3.2.2 ([22] , Chapitre VII, corollaire 2). Soit G un sous-groupe fermé de R™. Alors il existe
une famille libre (ai)i1<i<p de R™ telle que

P
G = Vectg(a,1<i<q)® @ Za
i=q+1
ot 0 < q < p <n. Autrement dit, G est isomorphe a R9 x ZP~9.

En particulier, Padhérence d'un sous-groupe de R™ est de cette forme (cela généralise le résultat
classique en dimension 1 ot un sous-groupe est soit engendré par un élément soit dense dans R).

Exemple 3.2.3. e SiG=Z+3",aZ c R alors G ~ Z si tous les a; sont rationnels et G = R
sinon (le rang de G est 1 dans le premier cas et peut étre arbitrairement grand dans autre cas).

e Si G =172+ («,)Z < R? alors il y a trois cas possibles :
e si(a,B) e Q? alors G ~ Z2;
e si (o, B) ¢ Q% et (1,0, B) est une famille lice (e.g. x =2met B =3m+ 1) alors G ~ R x Z;

e dans le dernier cas, G ~ R2.

On peut dans ce cadre aussi définir une extension du dual d’un groupe discret a un sous-groupe
quelconque de R™ :

Définition 3.2.4. Soit G un sous-groupe de R™. Le groupe associé a G, noté G*, est le groupe
G*={ueR"™|VgeG,{u,qg)e7Z}
ou (-, -y est le produit scalaire usuel sur R™.

Remarque 3.2.5. Le groupe G* est le sous-groupe de Homg,(G,Z) des restrictions des applications R-
linéaires R™ — R sur G vers Z

Lemme 3.2.6. Soit G un sous-groupe de R™. Soit hg : R™ — R™ une application linéaire qui se restreint
en un épimorphisme de groupes Z™ — G. Alors x € G* si, et seulement si, h' (x) € Z™

Démonstration. Comme la famille (h(ey),...,h(en)) engendre G alors les deux assertions sont équiva-
lentes
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e pour tout g€ G, {(g,x) e Z

e pour tout i€ {1,...,m},
Z 3 (h(ei),x) ={ei,hT(x)).

On va finir cette section avec un résultat de classification des duaux des sous-groupes de R™ :

Théoréme 3.2.7 ([22] chapitre VII, proposition 5). Si G est un sous-groupe de R™ tel que G ~ RP x Z9
alors
G* ~R™ P9 x 74

En particulier, (ZP)* ~ ZP (i.e. tous les morphismes de groupes ZP — 7 viennent d’une application
linéaire) et si p+ q =n alors G* = Z9.

Le role important joué par la dualité dans le cas classique est dii au fait que 'on a I’égalité (ZP)* ~ ZP.
Dans le cas irrationel, ce groupe dual n’a plus d’intérét puisque dans le cas générique, I’'adhérence d’un
sous-groupe de R% est R¢ donc le dual est 0. On ne peut donc plus I'utiliser dans la construction d’objets
toriques.

3.3 Tores quantiques

Pour pouvoir définir les champs toriques associées a un éventail sur un groupe non-discret de R™, il
faut étendre la définition de tore (comme expliqué dans les autres exemples de la section 3.1). En effet,
on a le résultat suivant :

Proposition 3.3.1. Soit T un sous-groupe finiment engendré de R tel que Vectg (T') = RY. Faisons agir
' sur C4 par Uinclusion T < R% < C%. Alors C4/T est une variété (complexe) si, et seulement si, T est
un groupe discret. Dans ce cas, C4/T ~ (C*)4,

Démonstration. Si T n’est pas discret alors l'action de T' sur C4 n’est pas propre. Sinon il existe un
automorphisme de C¢ qui se restreint en un isomorphisme I' ~ Z9. L’exponentielle donne alors un
isomorphisme C4/Z4 ~ (C*)4. O

Dans tous les autres cas, il nous faudra utiliser le formalisme champétre pour garder une structure
analytique sur ces quotients. Dans toute la suite, les tores/champs toriques que 'on utilisera seront des
champs sur le site analytique équivariant 2 (voir la définition dans l’exemple 2.1.2.1.7).

Définition 3.3.2. Un tore quantique est le quotient champétre, que ’on notera 7, de C¢ par I'action
d’un sous-groupe finiment engendré I' de R¢ tels que Vectr I' = R9.

Par le lemme 2.7.1.4, la loi de groupe de (C4,+) descend au quotient :

Lemme 3.3.3. Un tore quantique muni des lois induites par le groupe de Lie (C%,4) est un champ de
Picard.

Définition 3.3.4. Les tores quantiques forment une catégorie TQ dont les morphismes sont les mor-
phismes de champs de Picard (que 1'on appelera morphisme torique).

On peut donner une version combinatoire des morphismes toriques :
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Proposition 3.3.5. Un morphisme torique est la donnée d’un morphisme linéaire de RY dans R tel
que L(T) < T i.e. un morphisme qui descend au quotient :

(Cd L®Ridc (Cd/
[Cd/T] —L—— [C¥/1]

Démonstration. Soit { un morphisme de champs de Picard [C4/T] — [C4/T’]. On a le diagramme
suivant :

L
cd—  Cdx C¥ ~Ccdxr cd

(idca,0) [ca’ /1]

le T-revétement C% x car /iy C4 — C4 est trivial car C* est contractile.

Comme ( est un morphisme de champs de Picard alors L est un morphisme de groupes. De plus, comme L
est une application holomorphe alors c’est une application linéaire (on dérive en x I’équation fonctionnelle
L(x+y) = L(x)+L(y) et on ’évalue en 0 pour montrer que L est de différentielle constante et valant 0 en
0). On en déduit donc que ( est obtenu par descente au quotient d’une application linéaire qui préserve
les groupes T et I, O

Corollaire 3.3.6. La catégorie des tores quantiques est équivalente a la catégorie QReseau dont les
objets sont les inclusions T < R4 (avec Vectg(I') = R%) et les morphismes sont les applications linéaires
RY — RY" se restreignant en un morphisme de groupes T — T,

Dans la suite, on va surtout considérer une variante de ces tores quantiques ou I'on va fixer le nombre
de générateurs de I" par un épimorphisme h : Z™ — I' ce qui sera nécessaire dans I’étude des espaces de
modules du chapitre 4.

Définition 3.3.7. La catégorie des calibrations QReseau®®! est la catégorie des couples (h : Z™ —
R4 g = {1,...,n}) tels que
Vectg (h(ei), i€ [1,n]\9) = R4

et les morphismes sont les couples de morphismes (L : R4 — R4 H : R™ — R™) tels qu’il existe une
application s : ¢ — J’ telle que :

e Lh=Hh'
e L(McT
o Pour tout i€ {1,...,n}\J, H(ei) € Djqg Zey;
e Pour tout i€ 4, H(ei) = eg(y);
Définition 3.3.8. Soit (h,d) une calibration. Le tore quantique calibré associé & cette calibration est

le quotient champétre de C% par I’action de Z™ donnée par le morphisme h : Z™ — RY, que I’on notera
Ih,g- Un morphisme de tores quantiques calibrés [Cd/z™ — [CY/Z™'] est la donnée d’un morphisme
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QReseau®“! entre les objets associés i.e. un morphisme qui descend au quotient :

VA H A
| |
cd L cd (3.1)
| |
[cd/zr) —2 s [cd'/zn)

On notera TQ®! la catégorie des tores quantiques calibrés (qui est équivalente & QReseau®®').

Lemme 3.3.9. Il existe un foncteur d’oubli QReseau®®' — QReseau qui conserve uniquement l’image
du morphisme h. Cela correspond d la rigidification (voir l'exemple 2.8.6) des tores quantiques calibrés
par le noyau de la calibration.

Démonstration. L’oubli du morphisme h : Z™ — T pour le seul groupe I" revient au quotient de ’action
de Z™ par ker(h) (grace au premier théoréme d’isomorphisme). O

Dans la suite, on va considérer des calibrations « privilégiées » parmi les classes d’isomorphie de chaque
calibration :
Définition 3.3.10. Une calibration (h:Z™ — T', J) est dite standard si

e Pour tout 1 <i<d, h(e;) =e;;

e J={n—1|9|+1,...,n}.

On notera h 'application Z"~4 — T définie par
X — h(0zn-a @®x)
i.e. on a I’égalité suivante pour tout x = (x1,...,xn) € R™:
h(x) = (x1,...,%xa) + Ailxa+1,---,%Xn)

Lemme 3.3.11. Toute calibration est isomorphe d une calibration standard. Autrement dit, l’inclusion
QReseau®™44d , QReseau®™', de la sous-catégorie pleine des calibrations standard dans celle des
calibrations, est une équivalence de catégories.

Démonstration. Soit (h : Z™ — T, J) une calibration. Soit I = {i; < ... < ig} < {1,...,n}\J tel que
(h(ei),ie I) soit une base de R4. Soit 0 € &,, tel que

e o(I) ={1,...,d} et o} soit croissante;

e o(9) ={n—|9|+1,...,n} et 0} soit croissante.
Alors (L = (h(ei,) ... h(ei,)) ', H = P;) est un isomorphisme entre (h,9) et la calibration standard
(LhHL, 09). 0
Notation 3.3.12. Dans toute la suite, on utilisera la fonction exponentielle suivante :

E:(z1,...,2z4) € C% — (exp(2imzy1), ..., exp(2inzq)) € T == (C*)4

Proposition 3.3.13. Soit (h,9) une calibration standard. Alors le tore quantique calibré Fn g est iso-
morphe a [(C*)4/Z"=4] ot Z™ 4 agit sur (C*)4 par le morphisme E o h.
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Démonstration. Comme (h, ) est une calibration standard alors I'injection Z% <> Z™ induit une action
de Z4 sur C9 par translation. On en déduit donc que le quotient C4 — C4/Z4 est un Z94-fibré et donc
par la proposition 2.4.1.14, on a un isomorphisme

[C4/z™ ~ [(C4/2%) /(2" /24)] ~ [(C*)¢/Z" ]
O

Exemple 3.3.14. Soit (h: (x,y) € Z? — x +y+/2 € Z + /27, J) une calibration. Alors les morphismes
(L = v2id,H: (x,y) — (y,2x)) définissent un morphisme torique %, gz — Fn o comme lillustre le
diagramme suivant :

- ()= (y.2%) 2
hl lh
7+ 27 zozv2 7+ 27
C
| |

G = C*)7) <2220 g ()

On obtient ainsi des mondmes « & exposants irrationnels » entre les tores quantiques (voir [49] pour
I'étude des algebres de tels mondmes).

Remarque 3.3.15. Le groupe des morphismes toriques I g — Jh, g est Z + 7Z+/2 (car les morphismes de
groupes Z + /27 — 7.+ +/27Z induits par un morphisme linéaire x € R — oax € R doivent étre un élément
de Z + /27 tel que an/2 soit aussi dans Z + \/§Z), ce qui differe du cas standard ou les morphismes
C* — C* sont les z — z™ ot n € Z (cf. lemme 1.1.1.7).

Proposition 3.3.16. Soit g un tore quantique calibré. Un cocaractére de Fr g, i.e. un morphisme de
tores C* — Fi, g, est donné par un élément de

{(z,x) € im(h) x ZE\ | h(x) =z}
i.e. est isomorphe a ZImN
Démonstration. Soit (L,H) un morphisme C* = %47, — Fh,g i.c.
_H . 7
id
—_—

gh

N——N

L

Un morphisme de groupes Z — T est la donnée d’un vecteur v € T' (on notera w un antécédent de v par
h). Lorsque ce vecteur est fixé, les seuls choix possibles pour H sont de la forme w + ker(h). Cependant
comme H ne peut pas envoyer des générateurs non-virtuels sur des générateurs virtuels alors on doit
restreindre cet espace & (w + ker(h)) n ZILIN, O

Exemple 3.3.17. Si h: Z™ — T est un isomorphisme et § = ¢ (c’est notamment le cas dans le cas
classique) alors cet ensemble est im(h) =T ~ Z™.
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Proposition 3.3.18. Soit J1 ¢ un tore quantique calibré. Un caractére de Fn g, i.e. un morphisme de
tores Fn.g — C*, est un élément de im(h)* si J = . Si I n'est pas vide alors il n’y en a pas.

Démonstration. Si J n’est pas vide alors comme il n’y a pas de fleches ¢ — (¥, il ne peut pas y avoir de
morphismes de calibrations. Supposons donc le contraire :
Soit (L, H) un morphisme % ¢ — C* = Fgzz g 1.

A
h id
|
r— 7

L

Comme L est la restriction d’une forme linéaire alors il est donné par le produit scalaire par un vecteur
w. Comme L(I") < Z alors w € T'* (voir la définition 3.2.4). Ensuite, pour tout m € Z™, on a :

H(m) = Lh(m),

ce qui montre que H est entierement déterminé par L et donc par w.

3.4 Champs toriques quantiques

3.4.1 Cartes affines

Par analogie avec le cas classique, on va associer & un cone et a la calibration (h : Z™ — ', J) un
champ torique quantique puis les recoller le long des intersections.

Notation 3.4.1.1. La catégorie Cone est la catégorie dont les objets sont les triplets (o, h, J) ou o est
un cone de R4, (h: Z™ — I' = R4, J) une calibration telle qu’il existe un sous-ensemble I < [1,n]\J tel
que 0 = o1 = Cone(h(ei),1 € I) et dont les morphismes (o0 = o1, h,J) — (0 = o1, h/, d’) sont les paires
d’applications linéaires (L : R — R4 H:R™ — R™) telles que
o Le diagramme
R" he N Rd

H| I (3.2)

/

R M, Ra

commute (ol hg (resp. hg) est Vapplication R-linéaire associée & h (resp. a h'))
L) cr’

L(o) c o’

La restriction de H : Z — Z!" est & coefficients dans N.
Pour tout 1 ¢ J, H(e;) € (‘Bj¢g/ Ze;
o Il existe une application s : § — g’ telle que pour tout i € I, H(e;) = eg(q)

Dans un premier temps, on va se concentrer sur le cas des cones simpliciaux (voir la définition 1.1.3.3.11).
Pour cela, on va donner une caractérisation des cones simpliciaux afin de simplifier la construction des
objets toriques associés :

Lemme 3.4.1.2. Un cone o est simplicial si, et seulement si, il existe un isomorphisme linéaire L €
GL4(R) tel que L(o) = Cone(eq,...,ex) ot k = dimg Vectr(0) et (e1,...,eq) est la base canonique de
R4,
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Démonstration. Soit o un cone simplicial de dimension k. Par définition, il existe une famille libre
Vi, ...,V qui engendrent 0. Complétons cette famille en une base (vy,...,vq) de R4, AlorsL = (v; ... vq)™'
envoie o sur Cone(ey, ..., ex). Réciproquement, I'image d’un céone Cone(ey, ..., ex) par un automorphisme
linéaire est simplicial. O

Notation 3.4.1.3. On notera AffCone la sous-catégorie pleine de Cone des cones de la forme Cone(ey, . .., ex)
avec une calibration standard et Cone®™P la sous-catégorie pleine des cones simpliciaux.

Lemme 3.4.1.4. Le foncteur d’inclusion AffCone — Cone®™P est une équivalence de catégories.

Démonstration. Par définition, cette inclusion est pleinement fidele, il ne reste a montrer qu’elle est
essentiellement surjective :

Soit (o, h, J) un objet de Cone®™ et I < [1,n] tel que o = Cone(h(e;), i€ I). Grace au lemme 3.4.1.2, il
existe un automorphisme linéaire L tel que Lo = Cone(ey, ..., eqdim(s)) €t qui envoie d —k autres vecteurs
h(e;),ie ] (Card(J]) =d — k) sur ex1,--.,en. Soit T une permutation de [1,n] tel que :

e T(I) =[1,k] , et Ty est croissante;
e 7(J) = [k +1,d] et Ty est croissante.
Alors (L, H = P.) est un isomorphisme entre (o, h, 9) et (Lo, LhH™!, HJ) qui est un objet de AffCone. [

On va donc définir le champ torique % n.g associé a o et & une calibration (h,J) comme le champ
torique associé & Lo = Cone(ey, ..., ex) et de la calibration LhH™! (ot1 H est I'isomorphisme linéaire de
R™ apparaissant dans la preuve du lemme 3.4.1.4) puis montrer que le champ obtenu ne dépend pas du
choix de I'isomorphisme :

Définition 3.4.1.5. Le champ « torique quantique » Zcone(e,.....cx ) hzn—r.g €st le champ quotient [C* x
Td=*/Z"—4] ou 'action de Z™~9 sur C* x T9=¥ est donnée, pour tout m e Z"~4 et z € Ck x Tk,

m-z=Eh(m))z
ou la multiplication est terme-a-terme.
Remarque 3.4.1.6. Quand le contexte sera clair, on abrégera Zcone(e,,....e ),h:zn—T,0 PAT %Cone(ey,....ex)-
Lemme 3.4.1.7. Le tore Ing est dense dans Uconefe,.....ex ), hzn—T,4-
Démonstration. Cela vient du fait que (C*)9 est dense dans C* x T4k, O

Définition 3.4.1.8. Un morphisme de champs toriques quantiques, ou morphisme torique, entre %, —
- est un morphisme de champs qui se restreint en un morphisme de tores entre leur tores (cf. lemme 3.4.1.7).

On notera AfFCTQ la catégorie des champs toriques quantiques affines.

Théoréme 3.4.1.9 ([81] Proposition 6.13). Le foncteur AffCone — AffCTQ,(o,h,9) — Usn,g est
pleinement fidéle et est donc une équivalence de catégories.

Idées de preuve. Soient k < d et k/ < d’. Notons o le cone Cone(er,...,ex) < R et o’ le cone
Cone(ey, ..., ex) © RY. Soient (h,J), (h/,9’) deux calibrations.
Soit (L, H) un morphisme (o, h,¥) — (0’,h’/, J’). Par construction, H se décompose par blocs de la fagon

_(Hy =
=)

ol H; est une matrice k x k’ et Hy est une matrice (n — k) x (n’ —k’) et L s’insére dans le diagramme
commutatif suivant (car L se restreint en un morphisme Z* — Z*') :

suivante :
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cd L cv
| ) |
T* x Cd—k L T+ x ¢4k (3.3)
! ) !
cd L c¥

ou Ey est le morphisme C4 — T* x C4=¥ défini par :

Ek(zla v ,Zd) = (E(Zl)a .. '7E(Zd)7zd+1> v aZd)

Construisons le morphisme de champs associés :
Soit T e 2 et

—y Ck x Td-k

—— =

un objet de %s(T). Le morphisme T=T xckypa—k C4 — T, oul le morphisme C¢ — C* x T4k est le
morphisme

Ek(zla R 7Zd) = (Zl7 ER 7ZkaE(Zk+1)7 .- '7E(Zd))7

est un Z" *-revétement pour l'action définie par :

¥pez ¥ (f,z) e T,m- (f,2) = (pri(p) - T, Ex(h(p)))2)

ol pry est la projection Z""k = Z4-k x zZn-d _, 7Zn-4d,
On peut alors définir I'image de (T, m) par ( :

[(-"Ii) . —’IE Xprk/OHQ Zn/_d/ £(m) (Ck/ « Td/_k/

|

T

oul(m):(z,q)eT Xprooty ZM 74— B L(z) - E(h(q)) € C¥' x T4~*". Un morphisme de % (T)

=~ /
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est envoyé sur

(i) = 1 %
T T
ou g’ est défini par

O

Corollaire 3.4.1.10. La composée Cone’'™P ~ AffCone — AfFCTQ est une équivalence de catégories
définie de la fagon suivante : Soit (0,h,d) un céone de Cone®™P. Soit (L,H) un isomorphisme entre
(o,h,9) et un objet de AffCone. Alors

Us g =W o1 hH-1 Hy

3.4.2 Recollement

Comme dans le cas classique, la donnée combinatoire utilisée pour recoller les cartes affines est donnée
par un famille de cénes polyédraux fortement convexes :

Définition 3.4.2.1. Un éventail quantique calibré (A, h,d) dans I est la donnée

e d’une collection A de cones polyédraux fortement convexes engendrés par des éléments de I" tel que
toute intersection de cones de A est dans A, toute face d’'une cone de A est dans A et {0} est un
cone dans A.

e d’une calibration standard h dont ’ensemble des générateurs virtuels est J.
e d’un ensemble de générateurs A i.e. un sous-ensemble de {1,...,n}\J tel que les 1-cones engendrés

par les h(e;) pour 1 € A sont exactement les 1-cones de A

Remarque 3.4.2.2. Dans le cas rationnel, cette définition correspond aux éventails champétres étendus
(voir [78])

Définition 3.4.2.3. Un morphisme d’éventails quantiques calibrés entre (A, h,J) et (A’ h',J’) est une
paire d’applications linéaires (L : RY — R4 H:R™ — R™') telles que pour tout o € A, il existe o’ € A’
tel que L: (0,h,9) — (0’,h’,9’) est un morphisme de cones.

On notera EQC la catégorie des éventails quantiques calibrés et EQC®™P la sous-catégorie pleine des
éventails quantiques calibrés simpliciaux.

Notation 3.4.2.4. A un éventail quantique (A, h : Z™ — T, 9), on associe Péventail (An,Id : Z" —
Z™,9) défini de la fagon suivante : le cone o appartient a Ay, si, et seulement si, il existe Cone(h(e;),1 €
I) € A tel que 0 < Cone(ei, i€ 1)

Lemme 3.4.2.5. La variété torique associée a l’éventail Ay, est la variété torique décrite par [’égalité
(1.1.5.8).

Apres avoir défini les cartes affines {%s}oen, les données nécessaires pour recoller ces cartes résident
dans la combinatoire de 1’éventail :
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Définition 3.4.2.6. Le type combinatoire d’un éventail (A, h: Z™ — T, J) est ’ensemble partiellement
ordonné, noté comb(A), des sous-ensembles I de {1,...,n} tel que Cone(h(e;),i € I) € A ordonnés par
Iinclusion. A l'inverse, si D est un ensemble partiellement ordonné, on dira qu’une calibration (h,J) est
D-admissible §’il existe un éventail quantique (A, h, ) tel que

comb(A) ~ D
Exemple 3.4.2.7. Le type combinatoire de ’éventail du plan projectif i.e.
A = {(e1, ez, —e1 — ez, Cone(ey, ez), Cone(er, —e; — e3), Cone(—e; — ez, €2)}
h: (x,y,z) € Z3 — (x —z,y — z) € Z?

est

Comb(A) = {{1}5 {Q}a {3}7 {1’ 2}7 {173}’ {273}}

Proposition 3.4.2.8. Un céne o = Cone(A) < RY est simplicial si, et seulement si, pour tout I < A,
le cone Cone(I) est une face de o.

Démonstration. L’implication est immédiate (grice & la donnée d’un isomorphisme entre o et Cone(ey, ..., ex)).
La réciproque se montre par contraposée. Supposons donc que o est un coéne non-simplicial. Soit £ une
sous-famille libre de A de cardinal maximal. Le céne Cone(.L) ne peut pas étre une face propre de o car
ils sont de la méme dimension et n’est pas o car on a supposé que o n’était pas simplicial. O

Corollaire 3.4.2.9. Le fait d’étre simplicial dépend uniquement du type combinatoire du cone.

Corollaire 3.4.2.10. Si A est simplicial alors
Cone(ei, i€ 1) € Ay si, et seulement si, Cone(h(e;),ieI)e A (3.4)
Lemme 3.4.2.11. La correspondance comb : EQC — Poset est fonctorielle.

Démonstration. Le morphisme d’ensembles partiellement ordonnés induit par un morphisme d’éventails
quantiques calibrés (L,H): (A, h, ) — (A’,h/,d’) est défini comme suit :

Soit o1 € A. Par définition de morphisme d’éventails, Lo est inclus dans un céne T € A’. Le cone minimal
pour cette propriété sera noté comb(L, H)(I). On a ainsi défini un morphisme d’ensembles partiellement
ordonnés comb(L, H) : comb(A, h, ) — comb(A’, h’, d’) (i.e une application croissante). O

Contruisons maintenant le recollement :
Soit 0 un coéne simplicial de dimension k. Si T est une face de o alors T est engendrée par un sous-ensemble
[ des générateurs de 0. Quitte a réappliquer une permutation, on peut supposer que I = {1,...,dim(7)}.
On obtient donc une inclusion

%T — [Cdim(r) ~ Tdfdim['r)/and] PN [Ck % Tdfk/and] _ %U

En particulier, si on a deux cones simpliciaux o et T de A alors 0 n T est une face de A. On obtient
donc le diagramme suivant

Us

7
N
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ott les changements de cartes sont données par les morphismes induits par les applications (L:L!, H-Hg!)
que l'on notera gs¢ ou si 0 = 07 et T = T/ par gir/.
Ainsi, on obtient un diagramme ' de champs Dh,g: comb(A) — Champg .

Définition 3.4.2.12. Le champ torique quantique A ng associé a 'éventail calibré (A, h,d) est le
champ
%A;hﬂ = colim Dh)_g

Proposition 3.4.2.13. Soit T € A. Un objet de Zang(T) est un recouvrement (Ty = Ty,) de T indexé
par l’ensemble des cones maximaur Amax avec un objet

T, —— ¢/l x Ta-I1

|

T

de Us(Ty) pour tout 01 € Amax, vérifiant pour tout couple (1,1") avec une intersection non-vide |

—T_IDI _m el x el Tb] Mol « -l
| | - ]
T T

ot Tpop = myHCH x Ta-T) et Trop == mpt(CP1 x T4
Un morphisme de Zang(T) est une famille de morphismes donnés par les diagrammes commutatifs
sutvants

C! x Td-1l
T I T/
I
vérifiant la condition de compatibilité suivante :
CI X Td_IH (C] X Td_‘”
X1 Xy
TI \ TI /

Démonstration. Cela se fait de la méme facon que les exemples 2.3.1.19 et 2.3.1.20. O

o4
T

g | Tioy

T/ _ =~ ~
TID] - TI’DI TI/’D]

Définition 3.4.2.14. Un morphisme de &a ng est une famille de morphismes (: %; — %5 qui sont

1. On rappelle qu’il y a un foncteur pleinement fidele Poset — Cat. On identifiera toujours ’ensemble partiellement
ordonné et la catégorie associée.
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compatibles avec les changements de cartes i.e. qui fait commuter le diagramme suivant :

e l e
Usoie ————— Us' v/
\\g \\y
U U

On notera CTQ la catégorie des champs toriques quantiques.

Exemple 3.4.2.15. Soit h : R?® — R? la calibration standard telle que h(e3) = (a,b) € RZ, et A
I’éventail tel que

Amax = {GO = (61762)761 = (627 (a7b))a02 = (ela ((l,b))}

Le tore que 'on considere est

T = [T%/7]

ou Z agit sur T? par
m - (z1,22) = (E(ma)zy, E(mb)zz)

Les trois automorphismes linéaires de R? redressant les cones sont :

—1 —1
0 a -5 a 1 0 <
LO_I2’L1_< ) _(1a )’Lz_( > _( b)
1 b = 0 b 0 1 -3
Les permutations associées sont
H=1I3,H1 =P 32),H2=P(1 23

Les cartes affines sont

Usy = [C*/Z) ot m - (z1,22) = (E(am)zy, E(bm)z2);
(e(-em)=e(am)=):
(o)

[C* x C/Z) € s, — [C x C*/Z) < U, 08lz, W) = [/ W, 2] »
[C x C*/Z] Us, — [C* x C/Z] = Us,,0glz, W] > [Wl/b7ZW_a/b} N
[C* x C/Z) € Us, — [C x C*/Z) € Us,, 0glz, W] = [2"/Pw, 27 %/*] »

Us, = [C%/Z] ot m - (21,22)
Us, = [C%/Z]) ot m - (z1,29)

Les changements de cartes sont donnés par

ou les guillemets renvoient aux « monoémes a exposants irrationels » donnés par passage au quotient des
applications linéaires (voir l'exemple 3.3.14).

Théoréme 3.4.2.16. La correspondance (A, h,9) € EQC — Za ng € CTQ est fonctorielle et induit une
équivalence de catégories.

Démonstration. Cela déduit en recollant I’équivalence obtenue par le corollaire 3.4.1.10. O
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Remarque 3.4.2.17. Dans la définition 3.4.2.1, il est autorisé de considérer une famille de cones avec des
répétitions (« collection »). La différence se situe dans le fait que les éventails avec une répétition dans
les cones décrivent un champ torique non-séparé (voir [52, Corollary 6.5 & Example 6.20])

Exemple 3.4.2.18. Le premier exemple que I'on peut trouver est en dimension 1 :

Prenons h: (x,y) — x+y et A = {Rx,0,R>0). Les deux cartes obtenues sont C x BZ et le recollement
le long de C* x HBZ est l'identité. Par conséquent, le recollement est la droite affine & deux origines
(XABZ) qui n’est donc pas séparé.

Dans la suite, on supposera qu’il n’y a pas de répétition (sauf pour les dégénérescences étudiées au
chapitre 5).

3.5 Oubli de la calibration

Comme vu dans le lemme 3.3.9, les tores quantiques calibrés sont une gerbe analytique sur une version
non-calibrés de ceux-ci. De la méme fagon, on peut voir les champs toriques affines comme des gerbes
au-dessus d’une contrepartie non-calibrée :

Proposition 3.5.1. Soit (h: Z™ — T', 4) une calibration.
Alors le morphisme

fo: Us = [C* x TI7*/Z"9] - [C* x TI47*/E(IN)] (3.5)

ot E(T) agit sur C* x T4=* par :
( g p

ot la multiplication se fait terme-a-terme) induit par le morphisme de groupoides

Ck x Td-k x zn-a LN o pak E(N)

| Jaes ] o

Ck x Tk (id,td) Ck x Td-k

est une ker(h)-gerbe analytique équivariante (i.e. dans ).

Démonstration. L’action de Z™~9 est la méme que celle des formes multiplicatives des tores. Grice a
'isomorphisme de la proposition 3.3.13 avec le quotient [C?/Z™] donné par I'action de h, on en déduit
que (3.5) est une ker(h)-gerbe (car il y a le méme groupe d’ineffectivité). O

On notera Z2°"@! le champ obtenu par la rigidification par ker(h) du champ torique %.
De la méme fagon que dans la définition 3.4.2.12, on peut définir, & partir d’un éventail quantique
calibré, un diagramme de champs Dy : comb(A) — €hamp qui associe & I le champ ?{Qf“cal

Proposition 3.5.2. Le morphisme f : Zang — colimDr = Z?,”An’%ngal, obtenu par recollement des mor-

phismes fs, est une ker(h)-gerbe analytique équivariante. En particulier, si ker(h) = 0 alors f est un
isomorphisme.

Démonstration. Cela se déduit du recollement des gerbes (3.5). O

De la méme facon que pour ZA ng, on a :

Lemme 3.5.3. Le tore It est dense dans %Ari‘}’l‘f]al.
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On peut définir une catégorie de champs toriques quantiques non-calibrés %A“?lnzal ol les morphismes
seront les morphismes de champs se restreignant en un morphisme de tores quantiques non-calibrés. Par
construction, on a le résultat suivant

Lemme 3.5.4. La correspondance f : Zan g — %&‘]fgal est fonctorielle.

Par le corollaire 2.8.11, cette donnée s’interpréte homotopiquement comme une classe d’homotopie
de morphismes %&?ﬁ?ﬂl — K(ker(h),2) = BT® = (CP*®)® (ou a := rg(ker(h)) = n —rg(I") i.e. la classe
d’homotopie d’un T®-fibré principal. Le reste de cette section sera dévoué a la construction.

Tout d’abord, nous allons montrer le résultat suivant

Théoréme 3.5.5. Le morphisme h: F = Fa, 149 — Zang, induit par (h,id), est un C~9-fibré
principal.

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons décrire les restrictions de £ sur les cartes affines :

cd x Cna he o
Ekl Ekl

T* x Cn—k h T* x Cd-k
cd xjcnd h ccjd

(Feia)] |E-

(Ck x Tdk) xCn—d ", ¢k x Td-k
£ |
FoCkxTdkxn-d 9/

ou k = dim(c), h est le morphisme
(z,w) e C4 x C™ 4 (E(hy(W))z1, ..., E(luc(W))zi, zks1 + Piest, - .., 2q4 + hg) € C¢
et h est le morphisme
(z,w) € (C* x T4%) x C" 4 (E(hy(W))z1,. .., E(hk(w))zq) € Ck x T4K,
Ce morphisme est Z™~9-équivariant pour la translation sur le facteur de C™~9 & gauche et pour 'action

p-z=E(h(p))z (3.6)

a droite, il descend donc au quotient.

Nous allons maintenant montrer que ces morphismes sont trivialisables. On a le diagramme commutatif
suivant :

(Ck x Td=¥k) x Cn—4 25 Ck x Td-k

o ;
(R,id) l /

((Ck % Td_k) x Cn—d

ot p: (Ck x T47%) x C*~4 — C* x T4~* est la projection.
Le morphisme p est Z™~4-équivariant pour 1’action

p-(z,w) = (E(R(p))z,w+p) (3.7)
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a la source et I’action (3.6) au but et descend au quotient en un morphisme .
p:[(CF x Tk x c~d/zn—9] — [C* x T4k /zZn4].
Le morphisme (ﬁ, id)~1, défini par
(h,id) " (z,w) = (E(-h(w)z,w),

est Z™~ 4-équivariant pour I'action (3.7) & la source et la translation au but.
Le diagramme précédent descend donc au quotient pour donner :

((Ck % Tdfk) x Cnfd/and P [(Ck x Tdfk) % (Cnfd/and]

lﬁ ho

(Ck x Td=k) x T4

On conclut gréace aux propriétés de fonctorialités de la construction de &a n.g O]

Comme P n,g est une gerbe au-dessus de Z72¢% de bande Z™ (=) alors

Théoréme 3.5.6. Le morphisme foh: F — %A'}ﬁj}qcal est un CM—a-18(E) 5 mralker(M)_giré principal et

donc, un T8kt M) _fibré principal ¢ homotopie prés.

. .. L e , AN . 1
On obtient ainsi une réalisation du fibré associé a la ker(h)-gerbe f : Zang — Zy7*

3.6 Quotient global

On a vu dans le cas rationnel (cf. le théoréeme 1.1.5.15 et la sous-section 3.1.1) que les variétés/champs
toriques peuvent s’écrire comment le quotient d’un ouvert torique de C™ par I'action d’un sous-groupe
d’un tore. On verra dans cette section que les champs toriques quantiques s’écrivent également comme le
quotient de cet ouvert par I'action de C™~¢ donnée par un morphisme de groupes (de Lie) C*~¢ — (C*)™.

Pour cela, on va utiliser la notion utilisée en géométrie convexe de transformation de Gale :

Définition 3.6.1. Soit ¢ = {v1,...,v,} une famille génératrice de R¢ et h : R™ — R¢ le morphisme
R-linéaire tel que h(e;) = v; pour tout 1 <1i< d.

Une transformation de Gale de ¢ est une base de ker(h) ou encore de fagon équivalente la donnée d’une
application k: R*~4 — R™ telle que la suite

0 RM4 X, Rt My RE 0

soit exacte.

Remarque 3.6.2. La transformation de Gale d’une famille génératrice de n vecteurs de R¢ est définie a
une action de GLy_gq(R) = Autg(ker(h)) pres. Cette matrice agit par précomposition sur k.

Lemme 3.6.3. Si h:R™ — R¢ est écrite de fagon standard h = idga + h alors une transformation de
Gale de (h(ei),i=1..n) est donné par

k= ( —n ) ixe R4 (—h(x),x) e R™
‘Lanfd

Démonstration. L’application k est injective car (—h(x),x) = 0 si, et seulement si, x = 0. De plus,
h(x) =0< (x1,...,xa) = —h(xg+1,---,%Xn) © x =Kk(Xai1,---,Xn) O
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Lemme 3.6.4. Soit h: R™ — R¢ un épimorphisme linéaire. Soit 1 un sous-ensemble de cardinal n — d
tel que (h(ey),1€ I°) soit une base de RY. Si on demande que Uapplication k = (kq,...,kn) : R""4 - R™
vérifie

VieLvxe C™ 4 ki(x1,...,Xn—a) = X{ (3.8)
alors celle-ci est unique.

Démonstration. Soit h un épimorphisme linéaire R™ — R9 et k une transformation de Gale. Soit I =
{i;1 < ... < iq} un sous-ensemble de cardinal n — d tel que (h(e;),i € I°) soit une base de R%. Soit
L I'isomorphisme e; — h(ei;). Alors Lh est standard (& permutation pres) et donc vérifie (3.8). Aucun
autre élément dans la GL,_q4(R)-orbite de la transformation de Gale ainsi obtenu ne vérifie (3.8). O

Remarque 3.6.5. La transformation de Gale est notamment utilisée pour construire des polytopes (voir,
par exemple, [61, section 5.4]). Elle permet notamment de construire les types combinatoires qui ne
peuvent pas étre réalisés par des polytopes a coefficients rationnels (un exemple est construit dans [61,
section 5.5]).

Proposition 3.6.6. Soit (A,h) un éventail classique. Alors le groupe G = Hom(Cl(Xa),C*) (utilisé
dans le théoréme 1.1.5.15) est isomorphe a E(k(C™4)).

Démonstration. Rappelons ([34, Théoréme 4.1.3]) que
G ~ Homy(coker(h': Z% — Z™),C¥)
On a la suite exacte suivante :

0 zd L, ogn coker(h) —— 0

Comme C* est un groupe injectif (car divisible) alors, en appliquant le foncteur exact Hom(—, C*), on
obtient la suite exacte suivante

L T %
Tn(p.fHom(h ,C )Td

0 G 0 (3.9)

Le morphisme @ est le morphisme T™ — T¢ induit par h par passage au quotient C™ — C™/Z™ = T™.
On en déduit que

G ~ ker(¢@) = E(h ! (ker(E))) = E(h"}(Z29)) = E(Z% + ker(h)) = E(ker(h)) = E(k(C™~4))
O

Théoréme 3.6.7 ([81] Theorem 7.6). Soient (A, h:Z™ — R%,9) un éventail quantique calibré et k est
une transformation de Gale de h® idgr. Alors

Zang ~ [F(A)/CM ]

ot C"~4 agit sur F(A) < C™ par
t-z=E(k(t))z

La proposition 3.6.6 montre que le théoreme 3.6.7 est 'analogue du résultat de quotient global du
théoreme 1.1.5.15

Exemple 3.6.8 (Plan projectif quantique). Soit (h : R® — R? ¢J) la calibration standard telle que
h(es) = (a,b) e RZ, et A I'éventail tel que

A111.(1x = {(617 62)7 (627 (a7b))7 (617 (a7b))}

86



3.6. Quotient global

Alors #(A) = C3\{0} et la transformation de Gale de (e, e, (a,b)) est (—a, —b, 1). On en déduit que
Zang = [C*\{0}/C]
ol t-(z1,22,23) = (E(—at)zy, E(~bt)zg, E(t)z3).
Plus généralement, on a :

Exemple 3.6.9 (Espace projectif quantique). Soit (h: R+ — R4, %) la calibration standard telle que

h(eqs1) = (ai,...,an) =ve R, et A I'éventail tel que
Amax = {(e1,...,ea),(e1,...,&,...,en,v) pour 1 <1i<d}. (3.10)
Alors #(A) = C4+1\{0} et la transformation de Gale de (ey,...,eq,V) est (—ay,...,—aqg,1). On en

déduit que
Zang = [CH1\{0}/C]

out-(z1,...,2za+1) = (E(—a1t)zy, ..., E(—aqt)zq, E(t)zq+1) (on notera Pg(v) ce champ torique quan-
tique).
En particulier, si v = (—1,...,—1) alors &a n g est une Z-gerbe au-dessus de l’espace projectif pd

(que I'on notera Iﬁ)
Si v e Q4 alors Zan,g est une Z-gerbe au-dessus d’un espace projectif & poids (comme champ de
Deligne-Mumford).

Plus précisément, on a le résultat suivant

Lemme 3.6.10. Siv = (};—17 ceey };—:) (avec pi et qi premiers entre euz) alors l'espace projectif ¢ poids

considéré dans l'exemple 3.6.9 est celui avec les coefficients suivants :

(PQ mQ)
g1 dqa

ot Q est le ppcm des dénominateurs qi,...,qq.
Démonstration. On sait que

Zang = [CHI\{0}/C]

q1
étre écrite de la fagon suivante :

t- (21,. .. ,23) = <E (—mt) Zyy. - .,E (—det> Zd,E (Qt) Zd+1>
q1 da

out-(z1,...,zq+1) = (E (—p—lt) Z1,...,E (—E—:t) za, E (1) zd+1). A reparamétrage pres, 'action peut

On obtient donc une PGCD (p‘%, R Pq%, Q) Z-gerbe

z - ‘”Q,...,"“Q,>
P<ql dn Q

(o1t le terme de droite est l’espace projectif & poids (vu comme champ de Deligne-Mumford) de poids

(p‘;—lQ,...,p&‘Q,Q) ). Montrons maintenant que PGCD (T’(;—IQ,...,FJQ,Q) =1:

Notons 1 ce pged. Alors
PGCD (plQ,...,p“Q,Q) —1
Tq1 Tqn T
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Comme q; est premier avec p; alors q; divise % Comme cela est vrai pour tout i alors Q = PPCM(q;)

divise %, ce qui permet de conclure.
O

Définition 3.6.11. On appelera espace projectif quantique tout champ torique quantique dont 1’éventail
est de la forme (3.10).

Exemple 3.6.12 (Surface d’Hirzebruch quantique). Soit h : R* — R? la calibration standard telle que
h(e3) = (a,b) e R.g x R et h(eg) = (c,d) € R x Rg et A I’éventail tel que

Amax = {(61, 62), (62, (aab))a ((aab)a (Ca d))v ((Cv d)7el)}'

Alors #(A) ~ (C%\{0})? (I'isomorphisme est donné en intervertissant la deuxiéme et la troisiéme co-
ordonnée) et la transformation de Gale de (e, ez, (a,b), (c,d)) est (—a,—b,1,0),(—c,—d,0,1). On en
déduit que

Zang = [(C*\{0})?/C?]

ou (t,s) - (z1,22,23,2z4) = (E(—at — cs)zy, E(t)z2, E(—bt — ds)z3, E(s)z4).
Sia=—1et(c,d) = —ey alors on obtient une Z2-gerbe au-dessus de la surface d’Hirzebruch Fy, =
P(Op ® Op1 (—b)).
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CHAPITRE 4

ESPACES DE MODULES DE CHAMPS
TORIQUES

9EQUIVALENCE ENTRE LA DONNEE GEOMETRIQUE des champs toriques quantiques et la donnée com-
L binatoire des éventails quantiques permet de construire aisément un champ de modules de champs
toriques quantiques en fixant le nombre de générateurs et le type combinatoire. On peut méme en donner
une description explicite comme un ouvert Q donné par des inégalités polynomiales de I’espace affine réel
modulo un groupe fini G.

Dans la premiere section, on donnera les premiers résultats sur ces champs de modules et notamment
comment le décrire comme champ quotient [QQ/G]. On continuera cette étude dans la deuxiéme section
en décrivant ’ensemble Q) par des inégalités et dans la quatrieme section en calculant certains groupes
d’automorphismes de type combinatoire. La troisieme section décrira le parallele entre QO et un objet
défini de fagon similaire en géométrie convexe : les espaces de réalisation des polytopes. Enfin, on finira
ce chapitre par une cinquieme section d’exemples et de calculs explicites sur ces espaces de modules.

4.1 Définitions et premiers résultats
Par définition de calibration D-admissible (cf. la définition 3.4.2.6), on a le résultat suivant

Lemme 4.1.1. La donnée d’un éventail calibré (A, h,d) est équivalente a la donnée de (comb(A),h,d)
st h est comb(A)-admissible.

On peut définir ’espace de modules des champs toriques donnés par un type combinatoire :

Définition 4.1.2. Soient D le type combinatoire d’un éventail de R4, n > Card(D(1)) et ¢ < [1,n]\D(1).
L’espace de modules des champs toriques quantiques donnés par un éventail de type combinatoire D est
le champ quotient (au-dessus du site BarDiffy) :

M(d,n, D, J)={h:Z" - RY | (h(ei))iep(1) est D-admissible}/ =~ (4.1)

ou h ~ h' si, et seulement si, il existe un isomorphisme d’éventails entre I’éventail induit par (D, h, J) et
celui induit par (D, h’, 9).

Lemme 4.1.3. Soit D le type combinatoire d’un éventail de RY ayant un cone simplicial de dimension
mazimale, 1 > Card(D(1)) et § < [1,n]\D(1). Le champ M (d,n,D,d) est isomorphe au champ

{h:Z" - R? | hjza =1idga, (h(ei))iep(1) est D-admissible}/ ~
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ou encore le quotient d’un sous-ensemble Q(D) de RYM—d) = (R4 (représentant les différents géné-

rateurs h(ei)) par les isomorphismes d’éventails calibrés (L, H) tel qu’il existe 1 € D tel que
Cone(L(h(ei)),1€ 1) = Cone(e,...,eq)

Démonstration. Si (A, h,d) a un cone simplicial de dimension maximale alors il existe un isomorphisme
d’éventails quantiques (L, H) qui envoie (A, h, ) sur un éventail quantique ayant un de ses cones maxi-
maux qui est Cone(eq,...,eq). O

Lemme 4.1.4. Si D est simplicial alors Q(D) est un ouvert de R4(m—4),

Démonstration. Comme le fait que d vecteurs de R¢ soient linéairement indépendant est une condition
ouverte alors le fait d’étre D-réalisable pour un type combinaire simplicial D est une condition ouverte
aussi. O

Remarque 4.1.5. Le cas non-simplicial est plus compliqué. En effet, il existe des types combinatoires de
polytopes (non-simples) qui ne sont pas réalisables sur Q mais sont réalisables sur une extension de Q
(évoqués dans la remarque 3.6.5). Dans ce cas 1a, espace de réalisation n’est pas ouvert. On étudiera le
cas polytopal en détails dans la section 4.3.

Théoréme 4.1.6. Soit D le type combinatoire d’un éventail de R ayant un cone simplicial de dimension
mazimale, 1 > Card(D(1)) et 9§ < [1,n]\D(1). L’espace de modules des champs toriques quantiques
donnés par un éventail de type combinatoire D et d’ensemble de générateurs virtuels 9 est isomorphe au
champ quotient

[Q(D)/ Autposet(D) x (Z™)) x GLj(Z) x Sg] (4.2)

ot ] = [1,nI\(D(1)u9) et Gy est le groupe de bijections de J. L’action de Autpeset(D) x (Z™)) x GLj(Z) x
@g sur QD) est défini comme suit : Soient h € Q(D), T € Autpeset(D), (&;)jej, A € GLj(Z) et 0 € Gy.
Posons
Pe| (aiieg | O
H= 0 A 0
0 0 Pos

et L= (h(e’r[l)) .. .h(eT(d)))_l. AlO’)“s,
(T, (j)jej, A, 0) -h =LhH™"

Démonstration. Un isomorphisme d’éventails quantiques est la donnée de deux isomorphismes (L: RY —
R4, H:R™ — R™) qui respectent les cones et les générateurs virtuels. De plus, H se décompose par blocs :

H= < '?)1 }i ) (4.3)

ol Hy : RY — RY est entierement décrit par une permutation de 9. Maintenant, il nous reste &
décrire Hy. De la méme fagon que dans [81, section 11.2], il existe une permutation T tel que L =
(h(e(1)) .. hlega))) et H|p(1) = Pr. Plus précisément, T (et son inverse) doit préserver les inclusions
des cones. C’est donc un automorphisme d’ensembles partiellement ordonnés. On en déduit que Hy est

de la forme
_ (P B
= (52

+1 =det(H) = det(H;) det(Hs) = det(P+) det(A) det(Ps) = ¢(0) det(A)e(T)

Comme H e GL,(Z),
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Et donc, det(A) = +1. Cela permet de conclure que A € GLj(Z). O

Corollaire 4.1.7. Si le type combinatoire D est mazimal (i.e. | = ) alors M (d,n,D,d) est une
orbifolde.

Notation 4.1.8. On va supposer dans toute la suite que le type combinatoire est maximal. On omettera
alors le ¢ dans la notation (puisque J = [1,nJ\D(1)).

Dans la suite, nous allons séparer ’étude de # (d, n, D) (avec D simplicial) en deux : premiérement, on
va décrire Q par des inégalités dans R4~ 4) puis donner des outils de calculs du groupe d’automorphismes
de Autpeset (D).

4.2 Semi-algébricité de Q

Le but de cette section est de montrer que Q(D) est, dans le cas simplicial, un ouvert semi-algébrique
de R4M=4) qui est connexe si D est le type combinatoire d’un éventail complet.

Définition 4.2.1. Soient D le type combinatoire d'un éventail simplicial complet de RY avec n généra-
teurs. Le déterminant associé & ce type combinatoire est application detp : R4(M=d) — RPmax définie
par :

YW = (Vai1,...,Vn) € (Rd)nid, detp (v) = (det(vi, 1€ I))IEDmGX

OflVl =€1,...,Vqg = €q.
On notera U(D) 'ouvert (non-vide par hypothése sur D) detgl((R*)Dm“) de Rd(n—d),

Dans la suite, on fixera le type combinatoire D qui sera supposé simplicial et dont tous les éléments
maximaux seront de cardinal d.

Remarque 4.2.2. Grace a ces hypotheses, Q(D) < U(D).

Lemme 4.2.3. L’application @p : U(D) — {£1}Amax définie par

det(vi,ie ) )
IEDmax

Yve U(D),ep(v) = <det(v161)|

est localement constante (i.e. constante sur chaque composante connexe).

Démonstration. Cela vient du fait que I’application @p est continue et que I'espace {+1}4max est discret.
O

Proposition 4.2.4. L’espace Q(D) est un ouvert-fermé de U(D).

Démonstration. Comme D est simplicial alors Q(D) est un ouvert de R4M~4) et donc par 'inclusion de
la remarque 4.2.2, un ouvert de U(D). Montrons que c’est aussi un fermé de U(D) :
Soit (h,) une suite de Q(D) qui converge vers h dans Q(D) n U(D). Comme h € U(D) alors, pour
[ € Dinax (qui sont de cardinal d)

det(h(ey),ieI) %0

Pour tout I € Dy qx, les cones o1 = Cone(h(ei),1 € I) sont donc des cones simpliciaux. De la méme facon,
les propriétés d’intersection sont conservés grace au fait que h € U(D). On en déduit donc, grace a la
proposition 3.4.2.8, que h € Q(D). Cela montre donc que Q(D) est fermé. O

L’espace Q(D) est donc une union de composantes connexes de U(D). Par conséquent, grice au
lemme 4.2.3, on obtient des inégalités décrivant les composantes connexes de Q(D).
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Corollaire 4.2.5. Soit hy € Q(D). la composante connexe de Q(D) contenant hg est donné par les
inégalités (en h) :
VI € Dynax,signdet(h(ei), 1€ I) =signdet(hg(ei), 1€ 1)

ot sign est la fonction R — {+1,0} qui associe & un réel son signe. L’ouvert Q est donc un ensemble

semi-algébrique de RA(M—4),

Proposition 4.2.6. Si D est le type combinatoire d’un éventail simplicial complet alors Q(D) est

conneze.
Démonstration. Comme le signe du déterminant est fixé sur le céne (eq, ..., eq), celui des autres est fixé
de proche en proche i.e. si 0 et T sont deux cones maximaux ayant une intersection de dimension d — 1
alors on peut écrire 0 = Cone(vy,...,vq_1,vq) et T= Cone(vy,...,Va_1,V4+1) ol

sign(det(vy,...,va—1,va)) = —sign(det(vi,...,va_1,va+1))

Regardons maintenant comment Q(-) se comporte avec les produits de types combinatoires! :

Soient n, m, d, e quatre entiers tels que n > d et m > e. Soient D; le type combinatoire d’un éventail
simplicial de R4 et Dy le type combinatoire d'un éventail simplicial de R¢ avec |D1(1)] = net |Da(1)] = m.
Posons 7, le morphisme Homp (R™*™ R9*€) - Homg(R™, RY) défini par

Vh = (hy,...,hgse) : R™™ - RAT€ yx e R™, mtn (h)(x) = (hy,...,ha)(x®0)
et 7y, le morphisme Homp (R™ ™, R4 €) - Homg(R™, R¢) défini par
Vh = (h17 s 7hd+6) (R Rd+e7vx € Rm7ﬂn(h)(x) = (hd+17 s ahd+€)(0®x)

Corollaire 4.2.7. Le morphisme 1, se restreint en un morphisme Q(D1 x D) — Q(Dq) ety en un
morphisme Q(Dy x D3) — Q(Ds).

Démonstration. Cela vient du fait que pour tout 0 € D1, cu [n+1,n+e] € Dy x Dy et tout T € Dy,
[1,d] uTe Dy x Dy et que les vecteurs correspondant aux cones [1,d] et [n+ 1,1 + e] sont ceux de la
base canonique. O

On va utiliser ces morphismes dans la section 4.5.
Pour conclure cette section, nous allons étudier le cas de la dimension 2 :

Lemme 4.2.8. Soit D le type combinatoire d’un éventail complet de R%. Alors D est isomorphe d

Démonstration. L’isomorphisme est donné en ordonnant les générateurs des 1-cOnes par leur argument
(en identifiant R? et C). O

Notation 4.2.9. On notera C,, le type combinatoire
(17 A 7n7 (17 2)7 (273)7 MR (n - 17“)7 (n7 1))

qui est donc le type combinatoire d’un éventail complet de R?

1. Le produit de deux ensembles partiellement ordonnés (P1,<71) et (Ps2,<3) est ’ensemble partiellement ordonné
(P1 x Py, <)ou (a,b) < (c,d)sia<icetb<syd.
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Théoréme 4.2.10. Pour tout n = 3, louvert Q(Cy,) est contractile.

Démonstration. Par les inégalités du corollaire 4.2.5, on a :

Q(D) = {v3 = (a3, b3),---,Vip(1)| = (qp 1)) bp(1y)) € (RH\{0})PHI=2 ]
as < O,b‘D(1)| < 0,det(vi,viy1) >0 pour 3 <i< |D(1)| — 1}

Considérons maintenant I'image Q' de Q(D) par I'application
T (R2\{0})ID(1J|72 — (SHIPWI-2,

Comme les cones sont stables par la multiplication par un réel positif alors 7 p) : Q(D) — Q est

une Rg(l)l_Q—ﬁbration. On en déduit que 7 o(p) est une équivalence d’homotopie. Examinons donc
maintenant Q’ :
Par construction, I'ouvert Q’ est donné par les mémes équations que Q(D) :

Q' ={v3 = (as, b3),-..,vipa)| = (qp(1)}: bp(1y) € (SHIPWI=2 |

asz < O,b|D(1]| < O,det(vi,viﬂ) >0 pour 3 <i< ‘D(l)‘ — 1}

Les conditions portant sur les déterminants deviennent des conditions sur des angles grace a la formule
suivante
det(u,v) = | sin(u,v)|

pour u,v € St. De plus, on sait que le quadrant RQZO est déja occupé par un cone. On en déduit qu’il y a
un homéomorphisme

D (1)
Q' >~ (.., xp1)) |0 < &y <7/2 pour 3<i<[D(1)] =1, Y o = 3m/2
1=2

Ol &y = €3,V3,..., XD(1)] = V|D(1)], €1-
Comme o p (1) dépend des autres «;, on peut projeter et ainsi obtenir I’'homéomorphisme suivant
[D(1)]-1
Q' ~ {(ag,...,0p(1)-1) | 0 < &y < 71/2 pour 3 <1< |D(1)|—1,7/2 < Z oy < 31/2

i=2

Pour conclure, montrons que le ¢dté droit de cet homéomorphisme (que I'on notera Q" est homotope &
un point. Considérons pour cela 'application H: [0,1] x Q" — Q" définie par

3 3
H(t, a2, .., X p(1)-1) = (061 +1t (2(|D(1)| - 061) o D(1)—1 <2(|D(1)| - (XD(I)|1>)

Cette application est bien définie car pour tout i et tout t € [0,1] et tout n = |D(1)| —2 > 1,

D<ot o) = (1t +t—T
t 2(n+1) Y Y2+ 1)
37
11—t t——
<(=tm+ts =
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<ﬂ(1t(13))
2(n+1)

1 t2n—1
<ﬂ( _ %M))m

et pour tout t € [0,1] et tout n > 1, on a

- 31 - 3
1—toyy+t——— | =(1—-t i +Ft——+—
§<( o + 2(n+1)> ( )i;oﬁ—'— 2(n+1)
3mn
1—t)—+1t
> =85+ 505
> T 1 —|—t2n_ 1 > n
2 n+1 2
et
n
3mm 37 3mm 37 7l
1—t it < (It t—— = (1 —t——
( );“1+ smrn - YT Thma T2 ( (n+1))
37
< —.
2
Comme H(0,-) =1ida~ et H(1,-) est 'application constante valant (2(“3?{‘)‘71) ey 2(‘D?{‘)|71)) alors
Q" est contractile et donc Q(C) aussi.
O

4.3 Cas polytopal

Dans la littérature, ’espace que 1’on associe a un ensemble partiellement ordonné D est plus souvent
celui des points formant un polytope dont ’ensemble partiellement ordonné des faces est D :

Définition 4.3.1 ([111]). Soient P = Conv(py,...,pn) = RY un polytope de R¢ avec n sommets et
B = (p1,...,Par1) une base de I'espace affine R9. L’espace de réalisation R(P,B) est 1’ensemble des
matrices Q = (q1,...,qn) € R™ tel que

comb(Conv(Q)) = comb(P)
et qi=pipouri=1,...,d+ 1

Remarque 4.3.2. Les espaces obtenus en changeant de base sont « équivalents »(dans le sens de la fin de
section)

Proposition 4.3.3 ([28]). Soit D l’ensemble partiellement ordonné des faces d’un polytope (non-nécessairement
simplicial) P = RY 4 n sommets et B une base affine de RS (on va supposer que le premier point de B
est 0). Posons P(P) l’ensemble

#(P)={(Q,v) e R(P,B) x RY | v e Int Conv(Q)}
L’application (Q,v) — {sommets de Q — v} est une immersion ouverte P(P) — Q(D).

Remarque 4.3.4. Le v qui est retiré permet au polytope d’avoir 0 dans son intérieur.
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Avertissement 4.3.5. L’inclusion est toujours stricte pour n > d + 1 méme en dimension 2 i.e. méme si
tous les cones sont engendrés par une face d’un polytope cela ne veut pas dire que les générateurs choisis
par la calibration sont les sommets d’un polytope (voir la figure (4.1)).

AN
B

FIGURE 4.1 — Contre-exemple éventails polypaux/calibration

La fin de cette section sera dédiée & montrer que les espaces (D) pour D non-simplicial peuvent étre
aussi compliqués que possible.

Définition 4.3.6 (équivalence stable). e Soit V < R™ et W < R™4 deux sous-ensembles semi-
algébriques tels que (W) = V ou 7 est la projection R4 — R™. Alors V est une projection
stable de W si W est de la forme

W= (V) [veV,Vie LW e, o) v > 0,1;(v) - v/ =0}

ou I et ] sont des ensembles finis et les ¢; et \; sont des fonctions polynomiales R™ — (R)*
e Deux ensembles semi-algébriques V et W sont rationnellement équivalents s’il existe un homéomor-

phisme f:V — W tel que f et f~! sont des fonctions rationnelles.

e [’équivalence stable est la relation d’équivalence sur ’ensemble des ensembles semi-algébriques
engendrée par la projection stable et I’équivalence rationnelle.

Remarque 4.3.7. On peut donner une interprétation géométrique a la projection stable : V est une
projection stable de W si chaque fibre de la projection W — V est intérieur d’un polyedre dont les
coefficients des équations sont donnés par des polynémes sur V.

Lemme 4.3.8 ([110]). Soient V < R™ et W < R™ deuz ensembles semi-algébriques stablement équiva-
lents. Alors?,

o Sik est un sous-corps de Q et que VK™ = alors WA k™ = ¥

o Vet W ont des « structures de singularité équivalentes ». Par exemple, V est lisse si, et seulement

si, W est lisse

Théoréme 4.3.9 (d’universalité de MNEV,[95],1986). Tout ensemble semi-algébrique V au-dessus de Z
est stablement équivalent a [’espace de réalisation d’un polytope de dimension d 4 d + 4 cotés.

2. dans [110], il est ajouté le fait que V et W sont homotopiquement équivalents mais I’exemple suivant montre que
cela est faux : V = R est une projection stable de W = {(v,w,w’) € R® | v(vw —w’) = 0} mais W n’est pas connexe
par arcs alors V l’est. L’hypothése que 'on peut rajouter pour que cela fonctionne est la constance de la dimension des
fibres. Voir https://taboege.de/blog/2022/02/0n-stable-equivalence-of-semialgebraic-sets/ pour une discussion sur
ce probléeme de [110]
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Théoréme 4.3.10 (RICHTER-GEBERT,[111],1994). Tout ensemble semi-algébrique V au-dessus de Z est
stablement équivalent a [’espace de réalisation d’un polytope de dimension 4.

Corollaire 4.3.11. Le corps Q n R est le plus petit corps sur lequel tous les 4-polytopes peuvent étre
réalisés.

Ces résultats nous montrent que les ensembles Q(D) peuvent contenir des ouverts tres singuliers et
que pour réaliser certains types combinatoires, on ne peut pas se placer sur Q.

Remarque 4.3.12. Une conséquence notable de ces résultats est que les polytopes réalisant ces types
combinatoires sont difficilement maniables de facon informatique : les flottants sont des représentations
des rationnels et par conséquent, 'approximation faite en passant des réels aux flottants empéche que le
polytope obtenu soit celui du type combinatoire que ’on voulait.

4.4 Automorphismes d’ensembles partiellement ordonnés

Le calcul des groupes d’automorphismes est, dans la pratique, compliqué a mener. En effet, pour
qu'une permutation o € &, soit dans Autpeset(D) x Sy, il faut vérifier qu’elle envoie des cones maximaux
sur les cones maximaux. C’est faisable pour des petites valeurs de n mais cela devient vite infaisable.
Cette section a pour but d’expliciter certains résultats que I’on peut obtenir lorsque D est un produit de
deux types combinatoires.

Définition 4.4.1. Un ensemble partiellement ordonné (P, <) est connexe si pour toute paire (a,b) € P2,
il existe une suite finie ¢c; = a, ..., ¢, = b tel que, pour tout 1, ¢; et ¢ soient comparables (i.e. ¢; < ¢ci11
ou Ciy1 < Ci).

Lemme 4.4.2. Si un ensemble partiellement ordonné P a un élément minimum m ou un élément maxi-
mum M (i.e. tel que pour tout p € P, m < p (oup < M) alors il est conneze.

Démonstration. Soit P un ensemble partiellement ordonné ayant un élément minimum m (méme raison-
nement pour un élément maximal) alors pour toute paire d’éléments (a,b), on a :

a>m<b

Ce qui montre que P est un connexe. O

Théoréme 4.4.3 ([42]). o Soit X = [[ic; Xi un ensemble partiellement ordonné connexe ot Xi et
Xj n’ont pas de facteur commun (i.e. il n'existe pas Y, X{,Xj’ non vides tels que Xi ~ Y x X{ et

Xj ~Y x X{) pour i #j. Alors

AUtPoset (X) = 1_[ AUtposet (Xl)

iel

o Soit X un ensemble partiellement ordonné indécomposable (i.e. il n’existe pas de Y,Z non vide tel
que X~=Y x Z) etY =] X. Alors

AUtPoset(Y) = 1_[ AU-tPoset(X) X ©1

iel

ot &1 agit sur | ;o Autpeset(X) par permutation des coordonnées.

iel
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4.4. Automorphismes d’ensembles partiellement ordonnés

Corollaire 4.4.4. Soient P1,...,Py des ensembles partiellement ordonnées indécomposables distincts et
my,..., My des entiers naturels. Alors

n n
Autposet (H P;ﬂ'h) = H lkutPoset(Pi)]ni X @mi
i=1 i=1

Corollaire 4.4.5. Supposons que D1 et Dy n'ont pas de facteur commun alors les applications T, et Tty
descendent au quotient en des morphismes M (d+e,n+m,Dy x Dy) —» A (d,n,D1) et #£(d+en+
m7D1 X DQ) - %(e7m7D2)'

Exemple 4.4.6. On peut prendre D; le type combinatoire de P! et Dy le type combinatoire de P2. Alors
Autposet (D1 % D2) = Autposet(D1) X Autposet(D2) = Z/27Z x ©3
Proposition 4.4.7. Soient Ay et Ay deux éventails. Alors
comb(A; X Ag) = comb(A1) x comb(As)
Démonstration. Cela vient de I’égalité

A x Ay ={oxT|0€EA,TE Ay}

Proposition 4.4.8. Si A est un éventail normal de P alors
Autpeget (comb(P)) = Autposet (comb(A))
Démonstration. Cela vient de 1’égalité (di a la dualité éventails-polytopes) :
comb(P) = comb(A)°P

(le °P désignant le poset donné par l'ordre opposé). En effet, si on on prend un automorphisme ¢ de
comb(A) alors
usve o(u) <oV

Par définition, on obtient
UZop Ve o(u) Zop o)

O

Exemple 4.4.9. Si D est le type combinatoire d’'un éventail de R? alors Autpese(D) est le groupe
d’automorphismes de graphes de la forme : On en déduit que le groupe Autpeset(D) est le groupe diédral
a 2|D(1)| elements.

Exemple 4.4.10. Soit H,, = [0,1]™ le n-hypercube. Alors

Autpeset (comb(H1)) = Z/27Z

et
AUtPoset(Comb(Hn)) = (Z/zz)n X @n

En particulier,
o Autpgset (comb(Hz)) = (Z/QZ)Q X @y = Dy;
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FIGURE 4.2 — Graphe cyclique et éventail

o Autposet(comb(Hs)) = (Z/27)3 x ©3 =Z/27 x &, ;

Exemple 4.4.11. Soit Ay = {(x1,...,xn) € RY | 31" xi < 1} le n-simplexe standard. Alors
AUtPoset (Comb(An)) = <<51’L+1

Exemple 4.4.12. Le groupe d’automorphisme des deux polytopes de 4.3 est Z/27 x 7./27.

(S L

FIGURE 4.3 — Le « livre pentagonal » et une de ses dégénérescences

4.5 Exemples

Cette section sera dédiée au calcul de certains espaces de modules /Z (d,n,D) = [Q(D)/ Autpoeset (D)],
leur groupe d’homotopie et leur groupes de cohomologie singulieres.

Dans ces exemples, nous allons montrer que Q(D) est contractile. Grace a cela, nous allons réussir a
calculer les groupes de cohomologie de /# (d,n, D) Pour cela, on peut commencer par rappeler le résultat
suivant :

Proposition 4.5.0.1. Si X est une variété contractile et G un groupe fini agissant sur X. Alors & =
[X/G] a le type d’homotopie de BG et donc

H*(2,R) = H*(BG, R)

pour tout anneau R.

On affinera ce résultat dans le théoreme 4.5.1.7 pour le cas ou R = Q.
On a déja montré le cas des surfaces dans le théoreme 4.2.10 :

Corollaire 4.5.0.2. Le champ de modules M (2,1, Cy) a le type d’homotopie de

B(Aut(Cy)) = B(Dn)
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4.5.1 Cohomologie des groupes

Pour calculer ces groupes de cohomologie, on va passer par la cohomologie des groupes grace au
théoreme 4.5.1.2 :

Définition 4.5.1.1. Soient G un groupe, M un Z[G]-module. Le iéme groupe de cohomologie de G &
valeurs dans M est
H' (G, M) = Extyg,(Z,M)

i.e. le ieme foncteur dérivé de Homyg)(Z, —) : Z[G] — Mod — Ab évalué en M

Théoréme 4.5.1.2 ([124] theorem 6.10.5). Soit G un groupe topologique et R un anneau. On a un
isomorphisme d’anneaur gradués
H*(BG,R) ~ H*(G,R)

ot l’anneau de cohomologie a droite est celui de la cohomologie des groupes.

Exemple 4.5.1.3 ([63] theorem 5.3). Soit m > 3 un entier. Alors
H(Z/mZ,7Z) = Homyp, |(Z,Z) =7

et pour q >1
Z/mZ si k = 0[2]

k _
HH(Z/mZ,2) = {(Z/QZ) sinon

Exemple 4.5.1.4 ([63] theorem 5.3). Soit m > 3 un nombre impair. Alors
HO(Dpm, 2) = Homyp, (2. Z) = Z

et pour q > 1
Z/MZ @ (Z/27) si k = 0[4]
HY(D,Z) = { (Z/27) si k = 2[4]

0 sinon

Exemple 4.5.1.5 ([63] theorem 5.2). Soit m > 3 un nombre pair. Alors
H%(Dm,Z) = Homgp,1(Z,Z) = Z

et pour q >1
Z/mZ @ (Z/2Z)% sik = 0[4]
H¥(D,.. 7) = (Z/QZ)?2 51 k = 1[4]
(Z/27Z) =" si k =2[4]

(Z/27)*5" si k = 3[4]
De plus, 'anneau gradué H* (D, Z) est isomorphe & ’algebre polynomiale
Zlaz, d4l/(2az,ndy4)

ol dy, by sont les deux générateurs de H2(D,, Z) = Z/2Z ® Z/27Z, c3 est le générateur de H*(Dy, Z) =
727 et dy est le générateur de Z/mZ < H*(D,,Z)

Remarque 4.5.1.6. Ces deux exemples décrivent la cohomologie singuliere de /Z (2,n,C) dans le cas ou
n=|C(1)].
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Devant la difficulté pour calculer la cohomologie & coefficients dans Z des différents groupes finis, on
va voir ce qui se passe pour le cas a coefficients dans Q :

Théoréme 4.5.1.7 ([23] Chapter III : Proposition 10.1, Corollary 10.2). Soient G un groupe fini et M
un Q[G]-module (e.g. M = Q). Alors pour tout n =1, H*(G, M) = 0.

Corollaire 4.5.1.8. Pour tout groupe fini G agissant sur une variété contractile X et tout n =1, on a

H™(IX/G],Q) = H"(BG,Q) =H"(G,Q) =0

4.5.2 Espaces projectifs

Soit 1 € N* et S, le type combinatoire avec (n-+ 1) rayons et dont les éléments maximaux sont toutes
les sous-familles & n éléments de [1,n + 1] i.e. le type combinatoire de P™.

Lemme 4.5.2.1. Q(S,) =R,

Démonstration. On al'inclusion Q(Sy,) < R%, car (—1,...,—1) € Q(Sn) (car P™ a ce type combinatoire).
Comme Q(D) est un sous-ensemble connexe dans R% (par la proposition 4.2.6) donc Q(Sn) = R%,,.
O

Proposition 4.5.2.2. #Z(n,n+1,Dy) a le type d’homotopie de B&S, 1 = K(S,11,1) et ses groupes de
cohomologie sont donc
H.(%(n7n + ]-7 Sn)v Z) = H.(@nJrlv Z)

Exemple 4.5.2.3. Pour n =2, ©3 = D3 et donc

Zsik=0

Z./)27 si k = 2[4]

Z/6Z si k=0[4],k >0

0 sinon

H (A (n,n+1,8,),2) =

Exemple 4.5.2.4 ([82]). Pour n = 3, H*(.#(3,4,S3)) est Panneau gradué décrit par générateurs et
relations suivant :

{a,b,c,d | deg(a) = 2,deg(b) = 3,deg(c) = 3,deg(d) =4,

2a = 2b = 4c = 3d = 0, ab? = (¢ + a?)’ pour tout j > 1)

Le calcul des groupes de cohomologie ©,, ne sont pas connus pour n > 5 mais comme ©,, est fini alors
que les groupes de cohomologie rationnelle de ©,, sont faciles & calculer :

Proposition 4.5.2.5. Pour tout n > 1,

Qsik=0

0 sinon

HY (A (n,n+1,8,),Q) = {

4.5.3 Surfaces de Hirzebruch

Dans cette sous-section, nous allons étudier ’espace de modules des surfaces d’Hirzebrich i.e. les
éventails dont le type combinatoire est :

C4 = {1a273747 (172)5 (273)a (354)7 (47 1)}
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On a vu dans le théoreme 4.2.10 que Q(C4) est contractile. Dans cette exemple, on va redémontrer ce
résultat en donnant une description plus géométrique de Q(Cy).

On peut tout d’abord remarquer que le type combinatoire C4 est le carré du type combinatoire
D = {(1,2)} qui est le type combinatoire de 1’éventail de la droite projective.

Lemme 4.5.3.1. On a l’égalité :
Q(Cy4) ={(a,b),(c,d)) € (R*)* | a < 0,d < 0,ad — bc > 0}

Démonstration. On a les égalités suivantes :

0 a a c c d
det(1 b)——a,det<b d)-ad—bc,det(1 0>——d

De plus, P! x P! est une variété dont ’éventail est de type combinatoire D donc —a > 0, —d > 0, ad—bc >
0. On conclut grice au fait que Q(D) est connexe puisque D est simplicial (cf. la proposition 4.2.6). O

Par le corollaire 4.2.7, on a un morphisme

p: Q(Dy) — Q(D) x Q(D) =R2,
((a,b),(c,d)) = (a,d)

Pour tout a,d < 0, la fibre de p est

p'(a,d) ={(a,b,c,d) e R* | ad — bc > 0}
~ {(b,c) e R? | bc < ad}
~{(b,c)eR*|bc<1} =&

(le dernier isomorphisme étant (b,c) — (%, %))

Lemme 4.5.3.2. L’espace # est homotope d {(0,0)}.

Démonstration. On considére ’homotopie H : (x,t) € # x [0,1] — (1 — t)(x,y) car pour tout (x,y) € #
et te [0,1],
(1—t)x(1 -ty =(1—-1)1°xy < 1.

Alors H(-,1) = (0,0). O
On peut donc construire un quasi-inverse de p :
s(a,d) =(a,0,0,d)
Par conséquent, on retrouve que Q(Cy4) est contractile et que #(2,4,C4) a le type d’homotopie de

B Autpeset (D) = BDy4. On peut donc calculer les groupes de cohomologie de 4 (2,4,D; x Ds)

4.5.4 P! x P?

Soient D1 = {(1), (2)} et Dy ={(3), (4), (5),(3,4),(4,5),(5,3)} les types combinatoires de, respective-
ment, de la droite projective et du plan projectif. Notons D le type combinatoire produit D = D; x Ds.
C’est donc le type combinatoire de 1’éventail de P! x P2

Lemme 4.5.4.1. Q(D) est I’ensemble des ((a,b,c),(d, e, f)) € (R?)? tels que
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a<0
e<0
f<O0
bd —ae <0
dc—af <0

Démonstration. Méme preuve que le lemme 4.5.3.1

On a une projection p : Q(D) — Q(D;) x Q(D2) = R, définie par :
(a,b,c,d,e, f) — (a,e,f)
Soit (a, e, f) € R%,. Alors
p '(a,e,f) ~{(b,c,d) e R® | bd — ae < 0,dc — af < 0}

Lemme 4.5.4.2. Pour tout (a,e,f) € Reg, Tqer: (b,c,d) € p~L(a,e,f) — d € R est une équivalence
d’homotopie de quasi-inverse d — (0,0, d)

Démonstration. Soit d € R. Alors

;L (d) ={(b,c)eR|bd— ae <0,dc — af < 0}

a,e,f
]—oo,%[x]—oo,%l[sid>0
=<{R%2sid=0

]4€ +oo[x]4d +oo[sid <0

Comme ae > 0 alors (0,0) est dans toutes les fibres de 74 ¢ ¢ qui sont donc homotope a {(0,0)}.

O
Proposition 4.5.4.3. La projection Q(D) — R%, x R définie par :
(a,b,c,d,e,f) — (a,d,e,f)
est une équivalence d’homotopie de quasi-inverse (a,d,e,f) — (a,0,0,d,e,f)
Démonstration. Cela découle du lemme précédent. O

Corollaire 4.5.4.4. L’ouvert Q(D) est contractile et M (3,5,D) a le type d’homotopie de B Autpgset(D) =
B(Z/27 x ©3) = BDg

Corollaire 4.5.4.5. On a les égalités suivantes :

7Z stk=0
7./27, si k = 2[4

He (2 (3,5,D),2) = { 222 sik =21
7127 sik = 0[4],k > 0
0 sinon
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CHAPITRE b

COMPACTIFICATION DES ESPACES DE
MODULES DE CHAMPS TORIQUES ET
DEGENERESCENCES

ANS LE CHAPITRE PRECEDENT, ON a décrit ’espace de modules de champs toriques quantiques ol on

D a fixé la dimension, le nombre de générateurs et le type combinatoire. La question naturelle suivante
est : « Comment compactifier cet espace de modules ? ». Pour faire cela, nous allons d’abord plonger
Q(D) dans une variété grassmannienne (qui est compacte) puis prendre son adhérence afin d’obtenir un
espace compact et ainsi compactifier le champ de modules /Z (d,n, D).
La premiere section de ce chapitre sera dédiée a des rappels sur les grassmanniennes. Afin de pouvoir
faire les constructions des sections suivantes, on étudiera les passages au quotient des actions de groupe,
dans la deuxiéme section, lorsque 1’action de groupe n’est plus équivariante mais vérifie une condition plus
faible de compatibilité. La quatrieme section décrira la famille universelle des champs toriques quantiques
au-dessus de # (d,n, D) grace a la simplication de l'action de Aut(D) induite par le plongement dans la
grassmannienne. La cinquieéme section sera vouée a la construction de la compactification de .Z (d,n, D)
et de celle de sa famille universelle. Enfin, la sixieme section sera consacrée aux exemples.

5.1 Grassmanniennes

Dans cette section, on va rappeler la construction des grassmanniennes (voir, par exemple, [94]) et
introduire les notations qui seront utilisées dans le reste du chapitre.

Définition 5.1.1. Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie n. La grassmannienne des k-plans
(k <n) de V est 'ensemble, noté Gr(k, V), des sous-espaces vectoriels de dimension k de V.

Exemple 5.1.2. Gr(1,V) = Gr(dim(V) — 1, V*) = P(V).
Remarque 5.1.3. Un isomorphisme V ~ R4™(V) induit une bijection Gr(k, V) ~ Gr(k, R4im(V))
Corollaire 5.1.4. On a une bijection

Gr(k,R™) ~ O(n)/ O(k) x O(n —k)

ot O(k) x O(n — k) agit sur O(n) par :

N 0
(N,P)-Rz(o P)R
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Cela munit Gr(k,R™) d’une structure de variété différentiable compacte de dimension k(n — k).

Démonstration. Le groupe O(n) agit transitivement sur Gr(k, R™) par Paction induite par celle sur R™.
Le stabilisateur de cette action en chaque point est O(k) x O(n — k), ce qui permet de conclure. O

On va maintenant donner deux autres isomorphismes afin de donner facilement des cartes de la
grassmanniennes :

Lemme 5.1.5. Pour n =k, l’ensemble
Epi(R™, R¥) := {f € Homg(R™,R*) | f surjective }
est un ouwvert de Zariski de Homp (R™, R¥) ~ R™k,

Démonstration. Un morphisme f : R™ — R¥ est surjectif si, et seulement si, il existe un sous-ensemble I
de {1,...,n} de cardinal k tel que

det(fjp1) # 0
Ainsi,
Epi(R™,R¥) = U {(aij)i<ick1<j<n € R™ | det((ayj)1<izk jer) # 0} (5.1)
L=k
= |J Epi(R™,R¥) (5.2)
L=k
O
Dualement,
Lemme 5.1.6. Pour n =k, l’ensemble
Mono(R¥, R™) := {f € Homg (R*,R™) | f injective }
est un ouvert de Zariski de Homp (R*, R™) ~ R"¥,
Avec une égalité similaire a celle de (5.2) :
Mono(R*,R™) = | ] {(aij)i<i<n1<j<x € R™ | det((ai;) 1<k ier) # 0} (5.3)
L=k
= | J Mono(R*,R") (5.4)
L=k

Théoréme 5.1.7. L’application ker(—): Epi(R™,R4) — Grr(n —d,R™), qui associe & un épimorphisme
f son noyau ker(f) (qui est de dimension n — d par surjectivité de f), est surjective et descend en un

isomorphisme
Epi(R™,RY)/GL4(R) ~ Grg(n — d,R™) (5.5)

ot GLy(R) agit par post-composition.
Dualement, im(—) : Mono(R™* ¢, R™) — Grg(n — d,R™) est surjective, qui associe a un monomorphisme
f son image im(f) (qui est de dimension n — d par injectivité de f), descend en un isomorphisme

Mono(R™™ 4, R™)/GLy_q4(R) ~ Grg(n — d,R™) (5.6)
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ot GL,,_4(R) agit par pré-composition.

Démonstration. L’application ker(—) est surjective car tout élément V de Gr(n — d,R™) induit un mor-
phisme R™ — R9 par la composition

V '3 R™ — 3 coker(i) ~ R4
dont le noyau est V. Il faut ensuite remarquer que
ker(f) = ker(g) < 3P € GL4(R), g = Pf

L’implication de la droite vers la gauche est immédiate et la deuxiéme se montre grace au diagramme

suivant
Rk ENY Rd
mT: :T[g]
R™/ker(f) ——————  R™/ker(g)
Le deuxieme cas se fait de la méme facon. O

Les égalités (5.2) et (5.4) permettent de décrire des cartes de Gr(n — d,R"™). En effet, action de
GLq(R) sur Epi(R™,R%) se restreint en une action sur Epi;(R™, R¢) (pour tout ensemble I de cardinal
d) et

Lemme 5.1.8. On a un isomorphisme

@1: U == Epi;(R™,RY)/GL4(R) ~ Rd(n—d)

Démonstration. Soit I = {i; < ... <1q} un sous-ensemble de {1,...,n}. Notons I¢ = {if < ... <i%_,}

Soit f : R™ — R* un élément de Epi;(R™, R?) et notons My la matrice de la restriction de f sur R!. Cette

matrice est inversible par hypothése sur I. Alors 'application I\/lf_1 - f vérifie, pour tout j € {1,...,d},
Mf_l . f(eij ) =€ (57)

On en déduit I'isomorphisme voulu :

[f] = (Mff(es), ..., M (e )

L’inverse de @1 associe & la famille v = (vq,...,vn_q) de vecteurs de R? la classe d’équivalence de
I’application linéaire
n—d
(X1,...,Xn) ER™ — Z xjei; + Z X1Vic . (5.8)
j=1 1=1
O
Cette démonstration nous montre que le morphisme Epi; — U; < Gr(n — d,R™) a une section Sgpi 1
qui associe & W (donné par (pf1 par les vecteurs vi,...,vn_q) le morphisme (5.8).
Passons aux cartes obtenues & partir de Mono(R™ ¢, R™) : pour tout I = {i; < ... < in_q} de

cardinal n — d (on notera if < ... < 1i§ les éléments de I¢), 'action de GLn_q(R) sur Mono(R™~4 R™)
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se restreint en une action sur Mono;(R™~4,R™) et on obtient des isomorphismes
Pr: V= MonoI(R“*d, R™)/GLn_q(R) — Ra(n—4d)

en remarquant que pour tout monomorphisme A : R*~4 — R™ il existe une (unique) matrice inversible
M., donnée par la matrice de la corestriction A : R*~¢ — Rl de A, telle que

(}\M)Tl)J (X17 B aXn—d) = Xij
pour tout j € I et donc Py est défini par

V(D) = (AM; Die, -, AMY i)

ol on a identifié R™~¢ avec son dual. Le morphisme 1])1_1 associe & v = (vi,...,vq) € (R*"9)4 ]a classe
d’équivalence de I'application A = (A1,...,An) : R*™¢ — R™ définie par
vy if k =1f
Ak (x) = Gevy) i o) (5.9)
X1 ifk = 1

Comme dans le cas des épimorphismes, cette démonstration nous montre que le morphisme Mono; —
V; © Gr(n — d,R™) a une section Syiono,1 qui associe & W (donné par P! par les vecteurs vi,...,vq) le
morphisme (5.9).

Remarque 5.1.9. Dans le cas des épimorphismes, les morphismes « modeéles » sont ceux dont la matrice
est de la forme

(Idaxt =)

et dans le cas des monomorphismes, ce sont ceux de la forme

Idix(n-a)
*

Proposition 5.1.10. La famille {(Ur, @1)}1j=a est un atlas de Gr(n — d,R™)

En conclusion, on obtient :

Proposition 5.1.11. La famille {(V1,W1)}1j=n—a est un atlas de Gr(n —d,R™)

Proposition 5.1.12. La composée d)fcl(pl est une transformée de Gale pour tout sous-ensemble 1 de
{1,...,n} de cardinal d.

Démonstration. Par définition, la transformée de Gale d’un épimorphisme h : R™ — R% est la donnée
d’un morphisme k : R*~4 — R™ tel que la suite

0 — R4 K gn M, Rd 0

est exacte. Ce qui est exactement le cas de I'application lbfcl(pl puisque @1 est le passage au quotient
de Papplication noyau et Py celle de 'application image (le quotient par GL,,_4(R) vient du fait que la
transformée de Gale n’est pas unique). O

On peut montrer que la grassmannienne est une variété algébrique projective (voir [57] pour les
détails) :
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Définition 5.1.13 (Plongement de Pliicker). On appelle plongement de Pliicker I'application Py  :

Gr(r,R") - P(A"R") ~ rp(?)-1 qui envoie un sous-espace vectoriel W de dimension r de R™ de base
Vi,...,Vp SUT [VI A ... AV

Ce morphisme 1 » ne dépend pas du choix de la base. On peut méme en donner une formule explicite :
Soient W € Gr(r,R™), {v1,...,v;} une base de W et P = (vy,...,v;) € 11, +(R). Alors

Prn (W) = > Ax e (Ple, Ao ne, |
K={ki<...<k:}

ol (eq,...,en) est la base canonique de R™ et pour P = (v%), A1j(P) est le mineur det ((Vi)iel,jel)

Notation 5.1.14. On note I(r,n) lensemble des sous-ensembles de [1,n] & r éléments que 'on aura
ordonné.

Pour tout I, ] < [1,n], on note le nombre d’inversion t(I,]J) = {(1,j) € I x J]i > j}.

Enfin, les polynomes (homogenes) de Pliicker Py 5, avec Ie I(r—1,n)et ] ={j; <... <j }el(r+1,n),
sont données par :

Pry(X)= > (—1HIIX 50 Xy, € ZXk, K e I(r,n)]
Ljigl
Théoréme 5.1.15 ([57] The Pliicker embedding). Le morphisme Py n est un plongement et

n
r

U)r,n(Gl"('ﬁ Rn)) = {p = [pK]KGI(T,n) € RP( )_1 | Vlie I(T - 17n)7v] € I(T'-i— 17“)7@1,](1)) = 0}
Exemple 5.1.16. Sit =2 et n =4 alors il y a une équation :

P0,1P2,3 — P0,2P1,3 + P1,2P0,3 =0

Exemple 5.1.17. Sir =3 et n =5 alors il y a cinq équations indépendantes :

P3,4,5P1,2,5 + P1,4,5P2,3,5 — P2,4,5P1,3,5 =0
P3,4,5P1,2,4 T P1,4,5P1,3,4 — P2,4,5P1,34 = 0
P3,4,5P1,2,3 + P1,3,5P1,3,4 — P2,3,5P1,34 =0
P2,4,5P1,2,3 + P1,2,5P1,34 — P2,3,5P1,2,4 =0

P1,4,5P1,2,3 +P1,2,5P1,3,4 — P1,3,5P1,24 = 0

La variété Gr(3,R%) (qui est de dimension 6) n’est donc pas une intersection compléte dans PY.

5.2 Passage au quotient des actions de groupes

Cette section sera dévouée a continuer I’étude de la section 2.7 des actions de groupes sur les champs
quotients [X/G] et plus précisément, des actions de groupes qui ne sont pas G-équivariantes (cf. la propo-
sition 2.7.2.9) mais qui vérifient tout de méme une condition plus faible de compatibilité que 1’on retrouve
dans les sections la section 5.4 et la section 5.5.

On va commencer par un résultat général de descente au quotient de fonctions :
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Théoréme 5.2.1. Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété X. Soit f : X — X une application
lisse telle qu’il existe une application lisse K : X — Aut(G) telle que

Vx e X,Vg e G, f(g-x) =K(x)(g)f(x). (5.10)
Alors f descend en un morphisme de champs [X/G] — [X/G].
Démonstration. Par la propriété universelle (2.22), il suffit de montrer que 'application 7tf : X — [X/G]

(o1 7t est la projection X — [X/G] ) est invariante par I'action de G i.e. on a le diagramme 2-commutatif
suivant :

XxG—at X

(nf,id)l lrrf
/

X/G] x G =5 [X/G]

(5.11)

Par Yoneda, il suffit de démontrer que les fibrés (X x G)rract XX = XX G et (XX G) (rf id)act XnX = XX G
sont isomorphes de facon compatible avec la projection sur X.
La premiére étape pour calculer ses produits fibrés est le calcul de X ¢ X X :

XxG— X xyG 9t x

prll : prll' : ln (5.12)

X X —— [X/G]

Le produit fibré de droite est le résultat classique utilisé pour donner une présentation par groupoide
d’une champ quotient [X/G] et le deuxiéme est le tiré-en-arriere d’un fibré trivial par act. Dans la suite,
on notera « le morphisme défini par :

Vge G,Vx e X, a(g,x) =g f(x)

On peut maintenant calculer les deux produits fibrés voulus :

XxGxG 2 xywG —% X

pTl)QJ/ ! prll h J{n

Xx G X [X/G]

act 7tf

€ produl re a droite es onne par . e € daeuxieme es e tire-en-arriere un re trivial par
Le produit fibré & droite est donné 5.12) et le deuxit t le tiré iere d’un fibré trivial
f) et

XxGxG —M xyGg P X

’PT1,3J * lnxia lﬂ

Le produit fibré a droite est le tiré-en-arriére du fibré trivial par 7 et celui de gauche est donné par (5.12).
Notons my le morphisme

(X7gah) — Xo (aCt X ld)(X,g,h) :hf(g 'X)
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et my le morphisme
(x,g,h) — pryo(ax x id)(x,g,h) = g - f(x).

Posons @ le morphisme X x G x G — X x G x G défini par :
V(x,g,h) € X x G x G, D(x,g,h) = (x, hK(x)(g), h).

Alors le diagramme

(]

XxGxG XxGxG

XxG

commute. En effet, le triangle inférieur est clairement commutatif et pour montrer la commutativité du
deuxiéme, on utilise les égalités suivantes :

V(x,g,h) € X x G x G, mz2(P@(x,g,h)) =ma(x, hK(x)(g), h) (5.13)
= hK(x)g - f(x) (5.14)
=hf(g-x) =my(x) (5.15)

Le passage de la ligne (5.14) a la ligne (5.15) se fait grace a I'égalité (5.10).
On en déduit donc que le diagramme (5.11) est 2-commutatif ce qui permet de conclure. O

Considérons maintenant le cas qui nous intéresse :
Soit X une G-variété et H un groupe de Lie agissant sur X tel que pour tout y € H, il existe K, : X —
Aut(G) tel que
VxeX,VyeH,Vge G,y (gx) =K, (x)(g)y - x

Alors pour toute paire (y,y’) € H2, on a :

Y ov(gx) =v'(Ky(x)(g) - (v-x)) =Ky (v - x)(Ky (x)(g)) - (¥'y - %) (5.16)

On remarque que le membre de droite dépend de y et v’ mais pas de leur produit. Cela fait que a priori
les descentes au quotient des o ne forment pas, en général, une action de groupes.

Proposition 5.2.2. Supposons que
Vx € X,Vg € X,Vy,v’ € H, K,/ (x)(Ky(x)(g)) = Ky, (x)(g) (5.17)

Alors la descente au quotient de l’action de H est une action de groupe sur [X/G].

Démonstration. La condition sur le neutre est claire par passage au quotient de l'identité et les égalités
(5.16), (5.17) (et la preuve du théoréme 5.2.1) donnent les isomorphismes

¥y, y' e H,¥x: S — [X/GLy' - (v - x) = vy x.
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5.3 Notations

Soit D le type combinatoire d’un éventail simplicial de R ayant au moins un céne de dimension d.
Dans la suite, nous noterons

e p le nombre de 1-cones de D (on a donc une injection Autpgset(D) < ©p);

e n > d le nombre total de cones (les éléments de [p + 1, n] seront les générateurs virtuels) ;
e O =Q(D) l'ouvert de RA("=4) des configurations D-réalisables;

e G le groupe Autpeset(D) X ©n_p — ©p

o M = M (d,n,D) lespace de modules des champs toriques quantiques de configuration D et de
générateurs virtuels [p + 1,n] i.e. le champ différentiel

M =1Q/G]
ou G agit sur Q par
(0,7) - ((vi)ari<i<p (Vi)prigi<n) = (LoVo(i))i<i<p, (Ve(5) )pri<i<n) (5.18)
(ot vi=e; pour l <i<det Lg=(Vo(1)s---5Vo(a)) + € GLa(R))

e Notons & la variété torique quasi-affine donnée par le type combinatoire D i.e.

F=[Jc" x (¥ (5.19)

IeD

Autrement dit, chaque point de 4 représente un quotient de & .

5.4 Familles universelles

Dans cette section, nous allons décrire la famille universelle de champs toriques quantiques associée
a M. La premiere étape sera de plonger QO dans la grassmannienne. Ce plongement aura deux consé-
quences : la premiére est de simplifier 'action (5.18) du groupe G sur l'image de Q et la deuxiéme est
d’induire une compactification naturelle puisque la grassmannienne est une variété compacte.

Nous allons donc considérer le morphisme t défini par la composition

—1
@ ker(—
Ra(—a) T g (RYRY)/ GLg(R) —= s Gra(n — d,R™)
Autrement dit, le morphisme qui associe & (v1,...,vn_q) € RA™=4) e noyau de 'application linéaire
d n
(xl,...,xn)eR“Hinei—F Z xj,dvjeRd
i=1 i=d+1

Lemme 5.4.1. Ce morphisme est une immersion ouverte G-équivariante pour l'action (5.18) a gauche
et Uaction définie par, pour V4 un sous-espace vectoriel de R™ et (o,7) € G,

0 P!

T

1
(0,7) -V = (P“ 0 >v (5.20)
(o, pour o € ©p, Ps = (8i5(j))1<ij<p € GLp(R) ) a droite.
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Démonstration. A isomorphismes prés (donné par la carte @[1,a7 et (5.5)), c’est I'inclusion Epi; < Epi.
Un isomorphisme d’éventails quantiques est donné par le diagramme commutatif suivant

R™ — R™

W] I (5.21)

RdﬁRd

ou L et H sont des isomorphismes linéaires (vérifiant des propriétés sur les réseaux). Comme le morphisme
H envoie les cones de Ay, sur ceux de Ay, il permute les générateurs des cones et peut donc s’écrire sous
la forme (5.20) pour une paire (0,T) bien choisie. Le morphisme L est entiérement déterminé par la
permutation o et est égal & la matrice L, de 'action (5.18). Par le diagramme (5.21), on obtient 1’égalité

ker(h’) = H(ker(h))
(car L est un isomorphisme). Autrement dit, on a
ker((o,T) - h) = (0,7) - ker(h)

ol & gauche, c’est 'action (5.18). Autrement dit, le morphisme t est G-équivariant. O

On notera encore Q I'image de Q par . Ainsi, on peut interpréter # comme un sous-champ ouvert
de [Grr(n — d,R™)/G].

Notation 5.4.2. Dans la suite, on notera [k] un élément de la grassmannienne vu comme une classe
d’équivalence de morphismes R"~4 — R™ et [h] un élément de la grassmannienne vu comme une classe
d’équivalence de morphismes R™ — RY (on passe de 1'un & l'autre par transformation de Gale cf. la
proposition 5.1.12). On identifiera donc 'ouvert U; et 'ouvert Vi de Gr(n — d,R™)

En remontant cette action par les sections sgpi,1 €t Smono,1, 00 Obtient le résultat suivant :

Lemme 5.4.3. L’action de G sur la grassmannienne vient du passage au quotient des actions de G sur
Epi(R™, R%) et Mono(R™ 4 R™), définie respectivement par

(6,T)-h=h (PO“ POT>

P;1 0
(G,T)‘k—< 0 Pl)k

Démonstration. Cela vient du diagramme (5.21) et du fait que l'on consideére le noyau de h et 'image de
k. O

et

Notation 5.4.4. Pour tout I de cardinal n — d et tout élément [k] € Q' n U; = Q1, on peut définir une
action de C*~ 4 sur & :
txz= E(SMono,I([kD(t))Z

On peut faire cette construction en famille en considérant le quotient
X =[F x Qr/Cc Y (5.22)
ou l'action de C™~4 sur & x Qg est définie par

t- (Za k') = (E(SMono,I([kD(t))Z7 k)
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On notera en particulier & = Z{a41.n) = [ x Q/C™4].
La projection sur la deuxiéme coordonnée ¥ x Qp — Qi (qui est C*~%-invariante) descend au

quotient en un morphisme
& — Qp

Lemme 5.4.5. Soit I un ensemble de la forme [1,n]\o - [1,d] ot 0 € G. L’action du groupe G sur la
grassmannienne Gr(n —k,R™) se restreint en une action sur Q.

Démonstration. Soient 0 € G et [h] € Q1. L’ouvert Qg est stable par G si, et seulement si, pour tout
T € G, la matrice représentative de hoTgic est inversible. Cela est équivalent a demander que la matrice
représentative de h o Tojga est inversible, ce qui est toujours vrai par définition de G (puisque action de
10 € G envoie le cdne Cone(eq, ..., eq) sur un coéne simplicial de dimension d). O

Remarque 5.4.6. Cela n’est pas vrai pour un I général. Prenons le cas suivant :
Soit h : Z* — R? défini par :

h(ei) = e1, h(ez) = ez, h(esz) = —ey, h(es) € Rg x Rog

Alors [h] S Q{2,4} et (]. 23 4) . [h} ¢ Q{274}.
2 3

(1234)

4 1

Jusqu’a la fin de cette section, on supposera que [ = {i; < ... <1in_gq} est de la forme [1,n]\o-[1, d].
Cette action s’étend sur Qp x & par :

o (ka Z’) = (G . [k]a (Z’O‘(l)a s 7Zo‘(n))) (523)
car 0 € G.

Dans la suite, on va voir comment cette action descend au quotient. La proposition 5.4.8 montre
que cela n’est pas trivial car cette action n’est pas G-invariante. Cependant, griace aux résultats de la
section 5.2, on va pouvoir tout de méme réussir a le faire.

Lemme 5.4.7. Pour tout [k] € Qp et tout 0 € G, on a :
0-Mono,I(O- : [k]) = (G : (GMono,I([k]))) o Kgll([kn (524)

ot Kg 1([k]) = ((0gpi,1([kD))i,, (€s(j)))1<j,m<n—a € GLn_a(R)

Démonstration. Soient [k] € Qrp, X = Smono,1([k]) et 0 € G. Par définition, le morphisme o -k =
(Ko (1)s- - -+ Ko(n)) est dans Porbite de 0 - ko Kg 1([k]) ™ qui est dans 'image de $nono,1 (par construction
de Kg,1([k])). Par conséquent,

SMono,I(G : [k-]) =o0-ko KO',I([k])_l =0 SMono,I([k]) © KO’,I([k])_l

Proposition 5.4.8. Pour tout [k] € Qi, tout ze ¥, tout t e C"~4 et tout o € G,

0 (k,t-z) = (Ker(lk])t) - (0- (k,z))
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Démonstration. Soient [k] € Qp,ze ¥, te C" 4 et 0 € G. Alors, en notant zy le point (zg,, ..., Ze(n)),
on a, grace a lemme 5.4.7 :

(Ko 1([k])) - (0- ([k], 2)) = (Ko, 1 (k)] - (ko] zo)
ko‘, (SMono I([ko‘])( ([k])t))lo-)
= 0 (K, E(smono,1 ([K])(t ))Z) =o0-(t-(kz))

Les matrices Kq 1 ont une relation de cocycle de la forme (5.17) :
Proposition 5.4.9. Soit I un ensemble de cardinal n — d, o,7€ G et [k] € Q.
Ko,1 (- [k]) (K1 (k1)) = Ko, 1 ([k]) (5.25)
Démonstration. Par (5.24), pour tout [k] € Q; et tout 0,7€ G, on a :

(O—TSMonO,I([k’D)K;—;I = SMono,I(GT . [k])
= 0 SMono,1 (T [K1)Kg 1 (T - [k]) ™!
= 07T - $Mono,1 ([K]) K 1([k]) " Ko 1(T- [K) ™!

Par injectivité de k, on obtient
K1

ot,l T

=K1 ([K]) " Kop(t- [K)7!
En passant a I'inverse 1’égalité précédente, on obtient 1’égalité voulue O
On déduit de ces deux résultats, du théoreme 5.2.1 et de la proposition 5.2.2 le résultat suivant :
Proposition 5.4.10. L’action de o sur Q1 descend au quotient en une action sur Z4.
De plus, la projection Z4 — Qg est G-équivariante. Elle passe donc au quotient :
/G — [Q1/G] (5.26)
Définition 5.4.11. La projection
Z/G — [Qrat1n)/Gl =~ A (5.27)

est la famille universelle de champs toriques quantiques de type combinatoire D.

5.5 Compactifications

Dans cette section, nous allons construire une compactification naturelle de /Z i.e. décrire un champ
M qui contient 4 comme ouvert dense avec une famille & — 4 qui étend la famille (5.27).

5.5.1 Compactification de I’espace de modules

Définition 5.5.1.1. Soit & un sous-champ d’un champ topologique &. L’adhérence &/ de & est le
champ fermé vérifiant la propriété universelle suivante :

113



CHAPITRE 5 — Compactification des espaces de modules de champs toriques et dégénérescences

Pour tout sous-champ fermé F de Z contenant &, il existe un monomorphisme & < F qui fait
(2-)commuter le diagramme suivant :

/(\%
Nl

Gréace a la correspondance entre les sous-champs fermés de [X/G] et les fermés de X G-invariants, on
en déduit

Proposition 5.5.1.2. Soit A un sous-ensemble de X qui est G-invariant et notons A l'adhérence G-
invariante de A dans X i.e. le plus petit fermé G-invariant contenant A. Alors 'adhérence de [A/G] est

[A/G].
Lorsque G est fini (ce qui sera notre cas), on a une description explicite de 'adhérence G-invariante :

Lemme 5.5.1.3. Soit G un groupe fini, X un espace topologique muni d’une action continue de G et A
un sous-ensemble G-invariant de X . Alors l'adhérence G-invariante de A dans X est le fermé

U g-Adh(A)
geG

ou Adh(A) est l'adhérence de A dans X
Démonstration. Comme G est fini et que l'application x — g - x est un homéomorphisme alors
Adh(U g-A):UAdh(g-A):Ug-Adh(A) (5.28)
geG geG geG

Par définition de I’adhérence, cet ensemble est inclus dans adhérence G-invariante A. De plus, I’égalité
(5.28) implique qu'il est G-invariant, ce qui permet de montrer I’égalité

A= U g-Adh(A)
geG

O

Supposons que & = [X/G] soit un champ différentiel quotient et & = [A/G] un sous-champ ouvert
de &. Alors 'adhérence &/ = [A/G] de & dans & (vus tous les deux comme des champs au-dessus de

Top) peut étre vue comme un champ au-dessus de BarDiff en voyant ’adhérence A % X comme I’espace
difféologique j*X (cf. exemple 2.1.3.7) et donc comme un faisceau sur BarDiff et A = [X/G] comme le
champ quotient j*X/G (cf. théoréme 2.7.2.3).

Définition 5.5.1.4. On appelle adhérence topologique du champ différentiel &/ = [A/G] dans le champ
différentiel & = [X/G] le champ j*X/G défini sur BarDiff.

Soit Q I’adhérence G-invariante de Q dans Grg(n — d,R™).
Théoréme 5.5.1.5. L’espace Q est un fermé semi-algébrique conneve de Gr(n — d,R™) (vu comme

sous-variété réelle de R™, cf. [16, Théoréme 3.4.4]).
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Démonstration. L’adhérence d’un ensemble semi-algébrique étant semi-algébrique (voir [16, Proposition
2.2.2]), O nU; est un ensemble semi-algébrique de U; ~ RAM=4) que I'on peut plonger (algébriquement)
dans R™. En prenant 'union (qui est finie) sur les I, on en déduit que

ﬁ:UEﬁui
I

est un semi-algébrique.
La connexité de Q vient de celle de Q (car on est dans le cas simplicial, voir la proposition 4.2.6). O

Plus précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 5.5.1.6. Soit ¢ = detp(h) € {+1}#maex avec h e Q (cela ne dépend pas du choiz de h dans
Q) de telle sorte que

Q={h=(hqr1,...,hn) e RY™=Y | VI € D ay,signdet(hayr, ..., hy) = 1}

Le fermé Q (plongé dans P (A" R™) par le plongement de Pliicker) est une composante conneze de

{[Pﬂ eGr(n—d,R") — P </\ Rn) |VI,] e DmamSign(pIp]) € EIEI} (5.29)

avec égalité si (5.29) est conneze (ici, sign(x) € 1 veut dire que x = 0 et sign(x) € —1 veut dire x < 0).

Remarque 5.5.1.7. Les signes qui apparaissent sont bien définis car changer de représentant Ap ~ p
multiple par A? et ne change pas le signe.

Démonstration. Notons F le membre de droite. C’est un fermé de P (/\" R™). De plus, on a une injection
Q—F

car {1,...,d} est un céne maximal de D et que le déterminant associé p; .. q est 1 > 0. Les autres
équations sont immédiatement vérifiées. O

5.5.2 Construction de ’extension de la famille universelle

Le but de cette section est d’étendre la famille universelle (5.27) en une famille au-dessus de [Q/G].
Notons Qg lintersection Q n U; ou encore 'adhérence de Q; = Q n U; dans U; ~ RYM=4) | Le fermé
Q1\Qg correspond aux configurations de vecteurs qui ne sont plus D-admissibles car certains cones de D ne
sont plus fortement convexes. Pour résoudre ce probléme, nous allons considérer des types combinatoires
« dégénérés » issus de D i.e. des types combinatoires ou on a enlevé les cones qui ne sont plus fortement
convexes pour une calibration h € Q(D). Plus précisément,

Définition 5.5.2.1. Soit D un type combinatoire d’un éventail de RY. Un type combinatoire dégénéré
issu de D est un sous-ensemble partiellement ordonné D’ de D qui a les mémes 1-cones que D, qui est
stable par intersection (i.e. si 0,7 € D’ alors 0 nte D’), qui vérifie

VoeD',VteD,t<o=T1eD’

(pour abréger, on dira que ’ensemble partiellement ordonné D’ est stable « par passage aux faces », par
analogie avec les cones des éventails ) et dont les maxima des cardinaux des éléments de ces deux types
combinatoires sont égaux.
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Exemple 5.5.2.2. Soit D le type combinatoire de I’éventail A du plan projectif i.e.
D= (]-a 2,3, {13 2}7 {27 3}3 {37 1})
Alors les types combinatoires dégénérés issus de D sont les ensembles partiellement ordonnées suivants :

D) =(1,2,3,{1,2},{3,1})
D) =(1,2,3,{1,2},{2,3})
D} = (1,2,3,{2,3},{3,1})
D, =(1,2,3,{1,2})
Dys =(1,2,3,{2,3})
D3, =(1,2,3,{3,1})
Ces types combinatoires dégénérés correspondent a des sous-familles de cones de A ou certains cones

ne sont plus fortement convexes et donc on a dii les enlever afin d’avoir un éventail. Par exemple, pour
le type combinatoire D{, on obtient des éventails de la forme (5.1).

FIGURE 5.1 — Eventail associé a D}

Lemme 5.5.2.3. Un type combinatoire dégénéré d’un type combinatoire simplicial est simplicial.
Démonstration. Cela vient de la proposition 3.4.2.8. O
Par la définition de % donnée dans (5.19), on a :

Lemme 5.5.2.4. Si D’ est un type combinatoire dégénéré issu de D alors

FMO) =D\ |J T x0° (5.30)
ceD\D'’

=7MD)\ |J €7 x0° (5.31)
ceD\D’

Démonstration. L’égalité (5.30) vient de la définition de F. L’égalité (5.31) se déduit de (5.30) en utilisant
le fait que D’ est stable par passage aux faces et donc si 0 ¢ D’ alors tout cdne contenant o n’est pas

dans D’. Alors ‘ ‘
U T x 0° = U UTT‘xOT: U C° % 0°
ceD\D’ ceD\D’ T=0 ceD\D’

O

Remarque 5.5.2.5. Le champ torique quantique obtenu comme quotient de % (A’) peut ne pas partager
les mémes propriétés. En particulier, si un générateur d’un cone tend vers 0 alors on perd la compacité
(car les éventails ne sont plus complets) ou si un 1-cone d’un coéne converge vers un autre 1-céne alors

116



5.5. Compactifications

on obtient un champ non-séparé (voir la remarque 3.4.2.17). On verra des exemples de cela dans la
section 5.6.

Soit h e Q1\Q; et soit D’(h) le type combinatoire dégénéré maximal pour lequel h est D’-admissible
(i-e. le type combinatoire dégénéré issu de D ot on a enlevé tous les cénes non fortement convexes).

Lemme 5.5.2.6. On a l’égalité suivante
D’(h) = D\{o € D | dim Vect(h(e;),i€ o) < |o]|}

Démonstration. Le type combinatoire D’ est obtenu de D en enlevant les éléments I de D ott Cone(h(e;), 1€
I) n’est pas fortement convexe. Comme D est simplicial, cette condition est équivalente au fait que la
dimension de I'espace engendré par les h(e;),1 € I est strictement inférieure au cardinal de I. O

La fibre de la famille universelle au-dessus du point h doit étre un quotient de #(D’(h)). On définit
donc :

Er={(h,z) e Qx ¥ |ze F(D'(h)} (5.32)

et
EU = EI N (U] X y) (533)

En utilisant 1’égalité (5.31) et du lemme 5.5.2.6 , on obtient

Lemme 5.5.2.7. On peut écrire By sous la forme suivante :
E; = {(h,z) | Vo € D,dim Vect(h(e;),i € 0) < |o| = (zi,1 € 0) # 0}
On définit une action de C*~4 sur E; < Uy x & par :
t- ([k], z) = ([k], E(smomo,1([k])(t))z) (5.34)
La projection 7t: E; — Qg est invariante et descend donc au quotient :
pr: A =[E/C" Y - Q
Lemme 5.5.2.8. Soit [k] € Q1 n Uj. Alors
SMono,] ([K]) = smono,1([k]) o Kyr([k])

ot Kj1(lkl) = ((smono,1lkl)j(€i))icn,n—ay,jejy € GLn—a(R)
Démonstration. Ce résultat se montre de la méme facon que le lemme 5.4.7 O

Comme action de GLy_4(R) sur Epi(R™ 4, R™) est libre, les matrices (Ky1([k])) vérifient une condi-
tion de cocycle :

Lemme 5.5.2.9. Pour tout sous-ensemble 1,],L < {1,...,n} de cardinal n—d et tout [kl € UynU;nUg,
K ([k]) = Ky (k) Ky ([k])

Gréace au théoreme 5.2.1, on en déduit donc le résultat suivant :

Proposition 5.5.2.10. L’identité Er;  E1 — E1j < Ey descend en un isomorphisme de champs :

(DI,]: %] = [EI M u] X \?/Cn_d] — %I = [E] M UI X y/@“_d] (535)
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De plus, pour tous 1,],L sous-ensembles de [1,n] de cardinal n — d, la composée @1 ;P51 D1 est 2-
isomorphe a lidentité.

Les cocycles ®@1; définissent des applications de transitions entre les Z;. On peut donc définir le
recollement :

Ky — A
Z = coll)i]m @I]J
I — &
Notons E 'union des Ej i.e.
E={(h,z) e Q x ¥ |VoeD,dim Vect(h(e;),i€ o) < |o| = (zi,i € 0) # 0} (5.36)
Les morphismes p; se recollent en un morphisme
p:Z —Q (5.37)
Le groupe G agit sur E de la fagon suivante :
o (lkl,z) = (o [k, zo) (5.38)

Lemme 5.5.2.11. L’action de 0 € G envoie Ey sur Eg-1(y).

Démonstration. Soient k : R"~¢ — R™ un monomorphisme linéaire et soit =1 (i) € o~ (I). La 0! (i)éme
composante de o - k = Pylk vérifie

Vxe R4 (0 [K)g-1(1)(x) =%

On en déduit donc que si [k] € Uy alors o - [k] € Ug—1(p). O

Proposition 5.5.2.12. L’action (5.38) descend en une action sur & et la projection p : & — Q est
une application G-équivariante qui descend donc en un morphisme :

Z/G->Q/G=M (5.39)

Démonstration. La deuxiéme partie de ’énoncé est immédiate. Montrons la descente au quotient :
Pour cela, on montre, dans un premier temps, que tout o définit un morphisme de champs 24 — Z,—1 (1)
pour tout I :

Soit 0 € G, te C" 4 et ([k],z) € Ey. Alors

o (t-(lkl,z)) - ([k1,)
o - [kL o E(SMono,I[k](t)Z)) = (G . [k]yE(SMono,o‘*l(I)(o_ : [k])(t)z(f))

t-(o-[kl,z¢) =t- (0 ([k],2))

o
(

Le morphisme o- est un morphisme C™~4-équivariant et qui descend donc au quotient.
De plus, comme ce morphisme envoie Ej sur Eg-1(1)5-1(j) pour tout I et J alors les isomorphismes

& — Zs-1(1) se recollent en un automorphisme de Z. O

En conclusion, nous avons montré
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Théoréme 5.5.2.13. La compactification M de M est la base d’une famille (ici, une application lisse
dont toutes les fibres sont de la méme dimension) :

Z/G— M (5.40)

de champs toriques quantiques telles que :

o Au-dessus de M, les fibres sont des champs toriques quantiques données par un éventail de type
combinatoire D ;

o Au-dessus de %\/ﬂ, les fibres sont des champs toriques quantiques données par un éventail de type
combinatoire une dégénérescence de D.

5.6 Exemples
5.6.1 Espaces projectifs
Dans cette section, on va considérer le type combinatoire Sq de I’espace projectif P9.

Lemme 5.6.1.1. Le membre de droite de I’égalité (5.29) est égal d :

d
C= {[poz...:pd] e Gr(1,R4™) =RPY | p; 20,2191—1}
i=0

Démonstration. Le fermé F est donné par les équations

Vi <j,pipj =0

—h(eay1)
)

car le noyau du morphisme h : R4+ — R¢ associé & un h S4-admissible est engendré par (
Rggl. On a donc C < F. Montrons l'inclusion inverse :

Soit [p] € F. Quitte & prendre un représentant opposé, on peut supposer, grace aux équations de F, que
tous les p; sont positifs. Alors Z?:o pi est strictement positif et donc :

Po Pd
[p] = S eC
lZ{io Pi Z?:o Pi]

Par le lemme 5.6.1.1 et la proposition 5.5.1.6, on obtient

Proposition 5.6.1.2. L’espace QO(Sq) est égal a

d
{D\O:...:?\d] e Gr(1,R4™) =RP? | )\ zo,ZAizl}

Le fermé Q(Sq) est donc un d-simpleze.

Proposition 5.6.1.3. La famille Z4-1/©q — Ma-1 est obtenue en projetant les coordonnées dégénérées
de la restriction (%/@d+1)|7d\///d — Ma\Ma
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Démonstration. Un champ torique au-dessus de #g\ Ay est obtenu par au moins une dégénérescence i.e.
est un quotient d’un ouvert de C™\{0} x C (quitte & permuter les coordonnées, on peut supposer que la
dégénérescence arrive sur la derniére coordonnée). On peut donc projeter :

(%/@d+1)|]d\//{d %d—l/@d

~_

M\ My

€2
[ ] )
v

€1
vﬁR% v—0

€2 €2

[ ] L)
]

€1 AY €1

\ €9
v — Roge v—0
°
e
°
F =C3\{0} v &~ C2x C*

F ~CA\{0} x C

A

N

FIGURE 5.2 — Dégénérescences en dimension 2

5.6.2 Exemple de la dimension 2
Dans cette sous-section, on va supposer que d = 2.

On peut remarquer qu’en restant sur une méme carte, il y a trois possibilités de dégénérescence :
1. des vecteurs h(e;) s’annulent ;
2. deux vecteurs h(e;) et h(e;), {i,j} € D deviennent (strictement) positivement dépendants ;
3. deux vecteurs h(e;) et h(e;), {i,j} € D deviennent (strictement) négativement dépendants.

Les trois prochains énoncés décrivent ce que 'on peut dire de ces trois cas :

On supposera, par simplicité, que I’ensemble des générateurs virtuels est vide car ceux-ci n’influent
pas sur la situation.

Proposition 5.6.2.1. Soit D le type combinatoire d’un éventail complet de R? et D’ le type combinatoire
dégénéré obtenu o partir de D en faisant tendre les vecteurs h(ei), i € I vers 0. Alors le champ torique
quantique obtenu n’est plus complet et est de la forme

Z x [T'/C"]
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ot C! agit sur T' par le morphisme E et & est décrit par 1’éventail obtenu en restreignant la calibration
a4 Z¥ @0 et en supprimant les cones contenant les 1-cones engendrés par les h(ei),ie L.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que I = {n — |I| +1,...,n}. La calibration
h: R™ — R? est nulle sur R @ 0. Par conséquent, une base de ker(h) est donné par la concaténation
d’une base de hyic avec les vecteurs de ey, 1 € I. Le morphisme de la transformée de Gale est la transposée

de
Vl...\)n_m_g 0 > 5.41
( Idj G40

Ensuite, les vecteurs nuls ne peuvent pas étre générateurs de 1-cones donc, par définition, la variété &
est de la forme

P! x T!

L’action de C™2 sur & se décompose donc en deux : la premiere sur &’ par l'action donnée par
(Pexponentielle de) la base de ker(hgic) et la deuxiéme sur T' donnée par ('exponentielle de) I'identité.
Autrement dit,

%h,A — [y/(cn—Q} _ [y/ x TI/@H—\I\—Q x (CI] _ [y//cn—\l|—2] % [TI/(CI]

Exemple 5.6.2.2. On part du type combinatoire
D =1{1,2,3,4,(1,2),(2,3),(3,4),(4,1)}
Lorsqu’on fait converger h(es) vers 0, on obtient le type combinatoire
D' ={(1,2),(4,1)}
Alors
F(D') =Cy x CF x C7 \{0}.

V3—>O

€2

Proposition 5.6.2.3. Soit D le type combinatoire d’un éventail complet de R? et D' le type combinatoire
dégénéré obtenu d partir de D en faisant tendre un couple (h(ei),h(e;j)), i,j € D vers un couple de la
forme (h(ei),Ah(ei)), A > 0. Alors on obtient un éventail complet ot le cone Rsoh(ei) apparait deux fois
et a donc deux générateurs données par h : h(ei) et h(ej).

Exemple 5.6.2.4. On part du type combinatoire

D= {17253747 (172)a (273)7 (374)3 (4a 1)}
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Lorsqu’on fait converger h(es) vers la demi-droite Ryoh(e4), on obtient le type combinatoire
D' =1{1,2,3,4,(1,2),(2,3),(4,1)}

€2

e
V3

Vg

Remarque 5.6.2.5. On garde les deux cOnes puisque c’est ce qui est prescrit par le type combinatoire et
la calibration.

Avertissement 5.6.2.6. La variété & obtenue est différente! de celle obtenue en gardant un seul généra-
teur. Dans ’exemple précédant, on voit que la variété obtenue est

FMDN=C>xT2UC*xC?>*xC*uUCxT?xC
et si on garde un seul générateur (et en définissant ’autre comme virtuel), c’est
(C*\{0}) x C*
(on obtient alors un plan projectif quantique avec un générateur virtuel). Plus précisément, on a ’égalité :

F(DN{C x T? x 0} = [(C*\{0}) x C*\[0 x C* x 0 x C*].

Proposition 5.6.2.7. Soit D le type combinatoire d’un éventail complet de R? et D' le type combinatoire
dégénéré obtenu d partir de D en faisant tendre un couple (h(ei),h(e;)), 1,j € D vers un couple de la
forme (h(ei),Ah(e;)), A < 0. Alors, si le groupe Tpr = Zk;&m w,h(ex))Z (o w L h(ei)) est de rang 1
i.e. Tpr = &Z alors il existe un morphisme torique plat Zpn — %20%@’1@ de fibre générique une droite

projective quantique et de fibre au-dessus de [O/Z“’d] une union finie de droites projectives quantiques.

Remarque 5.6.2.8. e Cette proposition est I’analogue irrationel de la dégénérescence torique de [98].

e La condition sur Iy est nécessaire pour que le morphisme Zx — Z5_ 1 (h,wy SOit défini (car les
images des générateurs des 1-cdnes de A’ doivent étre un multiple entier du générateur de Rx.

Démonstration. Quitte a appliquer un isomorphisme, on peut supposer que w = e;. Le morphisme que
I'on va considérer est la projection 7o: R? — R, (x,y) — y. C’est un morphisme d’éventails (A, h) —
(R0, moh : Z™ — Ty ) si, et seulement si, pour tout i € A(1), moh(e) € Nmoh(eq). Dans ce cas, ' est de
rang 1. On peut méme, sans perte de généralité, supposer qu’il est engendré par 1. Pour calculer la fibre,

1. le champ torique obtenu n’est pas séparé (cf. la remarque 3.4.2.17)
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on va utiliser le diagramme cartésien suivant :

(%) p~([x/Z" 1)
/7?2 /
& l [ /C—1) P
70 Spec(C) l RB7n—4
o (/"

Le morphisme & — C étant plat (car non constant), on en déduit la platitude du passage au quotient.
La fibre en un point non nul est donnée par les cones R>g x 0 et R¢p x 0. On a juste a examiner les
deux cones les contenant. Notons v = (v1,vs) le générateur du 1-cone allant avec R>g x 0. Par hypothese,
vo € N et donc le morphisme 715 est défini par

Ta(21,20) = 25?

Et donc la fibre 75 (E(t)) est
t

ceme (L) o

oll Wy, est le groupe des racines voémes de I'unité. Il nous reste a regarder 'action de Z™~9. Elle est

-1
1 Vi o 1 —V1/V2
<0 \)2) h= <0 1/\)2 )h

On en déduit que les vy droites de (5.42) sont identifiées par 'action. On obtient le méme résultat pour le
deuxiéme cone. Les changements de carte recollent ces deux droites en une droite projective quantique.
Le cas de la fibre de 0 se fait essentiellement de la méme fagon. La différence étant que sur les cones qui
ne sont pas sur les bords la fibre en 0 est deux droites sécantes. O

donnée par le morphisme

Exemple 5.6.2.9. On part du type combinatoire
D ={1,2,3,4,(1,2),(2,3),(3,4), (4,1)}
Lorsqu’on fait converger h(ey) vers la demi-droite R¢gh(e;) = R¢ger, on obtient le type combinatoire

D’ ={1,2,3,4,(1,2),(2,3),(3,4)}

€2
V3

V4

€1

La projection sur la deuxiéme coordonnée est un morphisme torique (comme vu dans la proposition
précédente). Pour voir les fibres de ce morphisme, il suffit de le décomposer de la fagon suivante :
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h(e3) = ez

h(es) = (c, d)

FIGURE 5.3 — Carte Uy 3)

V3 €2 €9
T
> —_—
V4 e V4 e
1 1

La premiére fleche est un éclatement en un point équivariant (lorsqu’il existe) et la deuxiéme est la
projection du produit. En dehors de zero, les fibres sont des droites projectives et en 0, c’est une droite
projection fans laquelle on a remplacé un point équivariant (0 ou oo) par une autre droite projective.

5.6.3 Exemple avec 4 générateurs

On va maintenant supposer n = 4 et donc considérer le type combinatoire :

D(4) = {{1}7 {2}’ {3}’ {4}7 {17 2}7 {27 S}a {374}’ {4a 1}}

C’est le type combinatoire des surfaces d’Hirzebruch. On a vu des dégénérescences de ce type combinatoire
dans les exemples 5.6.2.2,5.6.2.4 et 5.6.2.9. On va systématiser cette étude dans ce paragraphe.
Il y a trois cas & examiner (les autres s’obtiennent en faisant agir G) :

e la carte « usuelle » Uy 9y;
o la carte U(; 3y;
e la carte Uz 4);

Les deux derniers cas se traitent de la méme fagon (voir les figures 5.3 et 5.4). En effet,
Q3 = Q) = {((a,b),(c,d)) e R* [ a,b > 0,¢,d < 0}
comme l'illustrent les figures (5.3) et (5.4). On en déduit donc
Q3 = Qo) =R, x R, (5.43)

On va maintenant se concentrer sur 61,2. On sait que 61)2 est inclus dans le fermé F de R‘é’b,& q défini
fi(a,b,c,d):=—-a=0

par { fa(a,b,c,d) =ad —bc =0
f3(a,b,c,d) =—-d =0
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h(es) = ez

h(e;) = (c,d)

FIGURE 5.4 — Carte Uy 4)

On peut décomposer F de la facon suivante :

F= 11 {(a,b,c,d) | ¥j,sign(fj(a,b,c,d)) = ¢}
(e1,€2,e3)€{0,1}3
=0oM)]] I1 {(a,b,c,d) | ¥j,sign(fj(a,b,c,d)) = &}

(e1,e2,e3)€{0,1}3\{(1,1,1)}

Cela définit une stratification de F.

Notation 5.6.3.1. On désignera l'ensemble {(a,b,c,d) | Vj,sign(fj(a,b,c,d)) = €} par Fie,12e,+4¢5

(autrement dit, I’écriture en binaire de k (k € {0, ...,6}) donne les signes des f; pour Fy).

Remarque 5.6.3.2. Si k = 4eq+2¢e5+ €3 alors le champ torique quantique associé ah e Fya e;+éeo+e3+1
cones (le +1 venant du céne Cone(eq,ez) qui est toujours 1a). Plus précisément, on enléve les cones

correspondent aux i ot ¢; =0
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€2
€2
V4
(A1 V4
V3 V3 €1
b=0,c<0 b=0,c=0
Fo | a=0,bc=0,d=0
€2
Vg4 b—— €1 €2
V3
V3 V4 €1
c=0,b<0 c=0,b>=0
€9 €2
V3
V3 (] €1
1 V4
b=0 b>0,c=0
Fi | a=0bc=0,d<0
€2
€1
V3
V4
b<0,c=0
€2
— € €2
Fs | a=0bc<0,d=0 V4
V3
V4
V3 €1
b<0,c>0 b>0,c<0
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€2
€2
€1
Fs a=0bc<0d<0 V3
V4 €1
V3 V.
b<0,c>0 b>0,c<0
]
€2
el V3 V4
V3 V4 €1
b=0,c>0 b=0,c<0
F4 a<0bc=0,d=0
€2
€2
Vy €1 V\B
3 V4 €1
c=0,b<0 c=0,b=0
€2
V3 es
€1
€1
F5 | a<0,ad—bc=0,d<0 v
V4 V.
b>0,c>0 b<0,c<0
€2
€2
V3
V4
Fs a<0bc<0d=0 er
V4 €1 v
b>0,c<0 b<0,c>0

On en déduit :

Proposition 5.6.3.3. L’adhérence 61,2 est égale au fermé F.

Les égalités (5.43) et la proposition 5.6.3.3 permettent d’obtenir 1’égalité suivante :

Théoréme 5.6.3.4. Le compactifié Q est égal d

{la:b:c:d:e:fle Gr(2,4) c RP° | ef > 0,af < 0,df <0,ad > 0,ae < 0,de <0}
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CHAPITRE 6

CHAMPS TORIQUES QUANTIQUES
NON-SIMPLICIAUX

ES VARIETES TORIQUES DECRITES par un éventail simplicial sont des variétés orbifoldes (ayant donc
des singularités quotients) et forment donc un petite partie des variétés toriques. Par la correspon-
dance combinatoire-géométrie, les éventails simpliciaux forment donc aussi une petite partie des éventails.
De la méme facon que les variétés n’ayant pas des singularités quotients sont plus difficiles a étudier, les
éventails non-simpliciaux vont étre plus difficiles & étudier. C’est pour cette raison que dans 'article [81],
les auteurs se restreignent au cas simplicial pour définir les « variétés toriques quantiques ». Le but de ce
chapitre est de présenter l'article [17] qui décrit une construction de champs toriques quantiques dans le
cas non-simplicial.

Tout d’abord, on va décrire les changements apparaissant dans le cas non-simplicial dans la premiere
section et en premier lieu le fait que ces cones non-simpliciaux n’ont plus de modeles simples. Dans le cas
simplicial du chapitre 3, on utilise, de facon cruciale, ’équivalence de catégories entre les cones simpliciaux
et les cones de la forme Cone(ey, ..., ex) (cf. lemme 3.4.1.4) pour définir les champs toriques quantiques
affine associés. On ne peut plus le faire en général. De plus, dans ce cas-1a, on peut avoir un nombre de
1-cones changeant entre les différents coénes maximaux.

Dans la deuxiéme section, on va donner une définition adaptée de « tore quantique » (qui sera dit
« présenté ») permettant de gérer ce probleme. Plus précisément, la présentation du tore quantique
permettra d’encoder un changement de calibration considérée : au lieu de considérer une calibration d’un
groupe I' © R¢, on prendra un calibration d'un groupe G = RP (ot p > dim(0o) est le nombre de 1-cones
du cone o que l'on voudra considérer) qui sera isomorphe au groupe T initial.

Dans la troisiéme section, on va pouvoir définir le champ torique quantique associé a un cone (po-
tentiellement non-simplicial) puis définir des champs toriques quantiques généraux par recollement (de
la méme fagon que dans chapitre 3) des cartes affines ou autrement dit, par les données de descente des
cartes affines. En particulier, cette construction coincide avec la construction donnée dans le chapitre 3
(et venant de [81]). On finira cette section par la preuve de I’équivalence de catégories entre les éventails
quantiques et celles des champs toriques quantiques dans le cadre général.

Finalement, on montre, dans la quatriéme section, que ces champs toriques quantiques peuvent étre
réalisés comme un champ quotient et peuvent étre décrit comme une gerbe au-dessus d’une version
non-calibrée dans la cinquieme section.

6.1 Cones non-simpliciaux

()Il va etlldl.eI leb pIO[)Illeteb deb C(A)neb n()n—bimpliciaux. TOut d,ab()rd, llb n’eXibtent qu,en dimenbi()n
= 3 .
= .
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Lemme 6.1.1. En dimension 2, tous les cones fortement convezres sont simpliciauz.

Démonstration. Soient o un céne fortement convexe de R? et Cone(v),...,Cone(vy,) les 1-cones de o.
On va identifier R? avec C. Par forte convexité, on peut supposer que v; = e; et 0 € R x Rxq. Soit j
I'élément de {1,...,n} tel que v; soit d’argument maximal. Alors

o = Cone(vy, V).

En effet, puisque pour tout k # 1,j, 0 < Arg(vx) < Arg(vj) < m, les vecteurs v peuvent s’écrire comme
une combinaison linéaire a coefficients positifs de v; et vj. On en déduit donc que n est nécessairement
égal a 2 et donc o est simplicial. O

Déja en dimension 3, le comportement des cones non-simpliciaux dénote fortement du cas simplicial :
Lemme 6.1.2. Pour tout n € N* il existe un cone de dimension 3 ayant n 1-cones .
Démonstration. Soit P un polygone de R? a n cotés. Alors le cone engendré par P i.e.
C(P) = Cone(P x {1}) c R?
est un cone de R?® avec n 1-cones. O

Exemple 6.1.3. Voici un exemple de cone de dimension 3 et ayant 5 cotés :

g

FIGURE 6.1 — Un cbne de dimension 3 ayant 5 cotés

Le deuxiéme probléme combinatoire que les cones non-simpliciaux posent est que leurs faces sont plus
difficiles & déterminer (voir la proposition 3.4.2.8) :

Exemple 6.1.4. Considérons le cone suivant :

€3

€2
€1

FIGURE 6.2 — Le cone Cone(eq, es, e3,€7 — es + €3)

Ces faces sont :
e Cone(e;), Cone(ez),Cone(es), Cone(v) (avec un générateur) ;
e Cone(ey, es), Cone(es, e3), Cone(er,v), Cone(es,v) (avec deux générateurs) ;

e il n’y a pas de face avec trois générateurs.
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Pour conclure cette section, nous allons voir les propriétés que I'on perd en passant au c6té non-
simplicial dans le cadre géométrique :
Théoréme 6.1.5. Soit Xo une variété torique. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est simplicial ;

2. Xa est orbifolde ;

3. Xa est Q-factoriel (i.e. tous les diviseurs de Weil sont Q-Cartier) ;

4. Xa est le quotient géométrique de A™ pour 'action de G = Spec(CIC1(Xa)]).

Démonstration. Voir théoréme 1.1.3.3.12 pour ’équivalence 1 < 2, [34, Proposition 4.2.7] pour I’équiva-
lence 1 < 3 et théoreme 1.1.5.15 pour ’équivalence 1 < 4. O

Exemple 6.1.6. La variété torique associée au cone de la figure 6.2 est la variété affine
V(xt —zy) c C*

Le cone o est 'unique cone (& isomorphisme prés) non-simplicial de dimension 3 pour lequel Uy a des
singularités terminales ([34, Theorem 11.4.21]).

6.2 Tores quantiques présentés

Soit T un sous-groupe finiment engendré de R4 et (h:Z™ — I, J) une calibration de T.

Le tore quantique standard associé & ces données est le champ quotient %, g = [C4/ZM] ou Z™ agit sur C¢
par le morphisme h. Comme un coéne non-simplicial peut avoir plus de d générateurs, on doit considérer
les tores quantiques comme un champ quotient d’un espace CP de plus haute dimension. Pour faire cela,
nous allons remplacer le groupe I" et sa calibration h par un sous-groupe G de RP, qui est isomorphe
a I, et une calibration de ce groupe. On va donc décrire ces tores quantiques par la donnée d’un tore
quantique standard sous-jacent (pour garder la trace de la donnée combinatoire du groupe I') avec la
donnée d’un isomorphisme de champs, respectant les générateurs virtuels, avec un tel champ quotient.
Plus précisément,

Définition 6.2.1. Un tore quantique presenté est un sextuplet (Zh g, : Z™ — G < CP,J’,L,H,s) ou
@ est une calibration d'un groupe G (ou 9’ est son ensemble de générateurs virtuels), L : RP — R< est
un épimorphisme linéaire , H : Z™ — Z™" est un isomorphisme de groupes et s : § — J’ est une bijection
tels que :

e [(G)=Tet Ljg:G — T est un isomorphisme de groupes.

e Le diagramme

est commutatif.
e Pour tout i€ J,H(ei) = eg(i) et pour tout i ¢ J, H(ei) € (‘Bj¢g' Ze;
Le morphisme @ est la calibration de ce tore quantique calibré presenté.
Avec ces données, on peut définir un champ quotient [CP/Z™ X ker(L ®g id¢)] ott Z™ x ker(L ®gr idc)

agit sur CP par
(m,w)-z=z+ @(m) +w,
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De plus, les morphismes (L, H) induisent un isomorphisme de champs
[(Cp/Zn X ker(L ®r Idcﬂ ~ %79'

Si L est un isomorphisme linéaire alors cet isomorphisme de champs est un isomorphisme de tores comme
défini dans la définition 3.3.8.

On peut définir une forme multiplicative du tore grace au morphisme exponentiel : on doit supposer
h standard i.e. on va supposer qu’il existe un sous-ensemble I= {ir,...,ia = {1,...,p} tel que Z! = G
et h(ex) = ej, pour k = 1..d. Alors, la descente au quotient de ’exponentielle nous donne :

[CP/Z™ x ker(Lc)] ~ [TP/Z™ 94 x E(ker(Lc))]
ot Z™ 4 x E(ker(Lc)) agit TP par
(M, E(w)) -z=E(@(0®m) +w)z

Remarque 6.2.2. Ici, E(ker(L¢)) est juste muni de sa structure de groupe topologique. On peut penser
au cas ol ker(L¢) = Vect((1, ) et donc son image par ’exponentielle est dense dans le tore et qui n’est
donc pas une sous-variété de T2. Il agit tout de méme par biholomorphisme sur TP.

Définition 6.2.3. Un morphisme de tores quantiques présentés
(Fng, @ : 2" = G = CP 0, L H,s) > (Frror, 0 : 2% — G' = C, 0", U, g,5)
ou morphisme torique présenté est un sextuplet (L, #,S,.L',#’,8’) de morphismes tels que :
o (L,#,8) induit un morphisme torique I g — Fns g ;
e Pour tout j € ﬁ,%'(ej) = eg(j) et pour tout j ¢ !7,

(76’(6]-) € @ Zey
ked

e Les diagrammes suivants commutent

cn et cn M, CP/ ker(Lc)

c «——C" cd CP’/ ker(LL)

En particulier, on a le diagramme commutatif suivant montrant les relations entre les différentes
calibrations :




6.3. Définition des champs toriques quantiques (non-simpliciaux)

On peut reformuler cela en termes de champ quotient :

Lemme 6.2.4. On utilise les mémes notations que dans la définition 6.2.3.

Soit (' : [CP/Z™ x ker(L¢)] — [CP'/Z™ x ker(Lg)] le morphisme de champs décrit par les applications
linéaires (L', H') et { © Fng — T g le morphisme de champs décrit par les applications linéaires
(L, #). Alors, le diagramme

o1

[CP/Z™ x ker(L¢)] ————— [CP'/Z™ x ker(L})]

zl }

I T g

r

commute (0 les isomorphismes sont des isomorphismes de champs encodés par la présentations des tores
quantiques présentés).

Les tores quantiques ne sont (essentiellement) pas de nouveaux tores quantiques dans le sens ou les
tores quantiques présentés ayant le méme tore quantique sous-jacent sont isomorphes :

Lemme 6.2.5. (% 9,9 :Z" - G CP, 9’ L,H,s) et (Fng,h:Z™ —T,9,id,id,id) sont isomorphes.

Démonstration. Un isomorphisme est donné par (idga, H, s, [L¢c], iden, idg-).
O

On en déduit

Proposition 6.2.6. Le foncteur d’oubli
(%1,317 (N 7" — G,g/,L,H,S) - %1,&17

est une équivalence de catégories entre la catégorie des tores quantiques présentés et la catégorie des tores
quantiques standard.

6.3 Définition des champs toriques quantiques (non-simpliciaux)

Soient T un sous-groupe finiment engendré de RY tel que Vectr(l') = RY et (A, h: Z™ — T, 9) un
éventail quantique. Pour définir le champ torique quantique associé & cet éventail, nous allons tout
d’abord définir le champ torique affine associé a chacun des cones de cet éventail. Le point important ici
sera de remplacer la calibration h de I' par une calibration adaptée pour chaque cone maximal de A. On
pourra ensuite définir les champs toriques quantiques généraux Za nh,g¢ par recollement des cartes affines
(comme dans la proposition 3.4.2.13).

A 1a fin de cette section, on prouvera que la correspondance

(Avh: 7" — r?‘g) = %A,h,g

est une équivalence de catégories.

6.3.1 Champs toriques quantiques affines

Soit
o = o1 = Cone(vi, = h(ei,),...,vi, = h(ei,))

(avec T = {i1,...,ip} < {1,...,n}) un cone fortement convexe de A. Il y a deux possibilités : o est
de dimension maximale i.e. de dimension d, ou pas. Dans le deuxiéme cas, on doit faire un choix de
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complétion de Vectg(o) dans RY. Heureusement, tous les champs toriques quantiques ainsi obtenus sont
isomorphes et ces isomorphismes respectent une condition de cocycle.

6.3.1.1 Cobnes de dimension d

Supposons que o soit un cone de dimension d i.e. Vectg(o) = R4,

Notons hg : Z' — T la restriction de h sur Z!, hec : C! — C9 Papplication C-linéaire qui est associée et
0 le cone de R™ défini par

0 = Cone(ei, 1€ 1) (6.1)
et & sa restriction sur R!

Soit B = (vi, 1€ I) une sous-famille de (v1,...,v,) qui est une base de C4. Alors, on peut considérer
la décomposition C! = C' @ ker(hec). L’application hge induit un isomorphisme linéaire \p entre C! et
Ccq.

Soit x € ©,, une permutation telle que x({1,...,d}) = L

Définition 6.3.1.1.1. L’application linéaire ¢ : C™ — Cl < C! définie par

ex — V! (helegw)))
avec son ensemble de générateurs virtuels x(J) est appelée calibration associée & o (et B et x)

On peut penser cette calibration comme une calibration induite par la calibration (h,J) sur C'. En
effet, 'image de Z<¢ par le morphisme ¢ est A (par construction) et le groupe @(Z™) est isomorphe a T
On peut définir une action de Z™~ ¢ x E(ker(hec)) sur C! en posant pour (m,E(t)) € Z" 9 x
E(ker(hgc)) et ze CT,
(m,t) - z=E(e(0®m)) +t)z

Remarque 6.3.1.1.2. L’ineffectivité de cette action vient uniquement de la calibration i.e. le sous-groupe
d’ineffectivité de cette action est isomorphe a ker(h).

L’action de T! sur C' = Uz commute avec cette action. On peut donc former le quotient [C!/Z"~¢ x
E(ker(hoc))].

Lemme 6.3.1.1.3. Le champ quotient [C1/Z"~ x E(ker(hgc))] ne dépend ni du choiz de la base B ni
de la permutation X. De ce fait, l’action induite par le morphisme @ dépend uniquement de o.

Démonstration. Soient (B = (vi,1 € T),X) et (B = (vi,1€ T’),X’) deux paires (base,permutation). On
peut définir les deux isomorphismes associés \ : cl — C4 et P’ cl' - C4, et deux morphismes
@:C" - Cl @’:C™ - CV . Alors, le morphisme identité est un morphisme x-équivariant, oti « est le
morphisme Z™ "¢ x E(ker(hec)) — Z"~ 9 x E(ker(hgc)) défini par :

a(m, E(y)) = (P Py (m), E(@(m) — %" "h(ep(m)))E(y))

ot Py est le morphisme linéaire associé a x. En effet, le diagramme

E(hg'(M) - E(hgt()
action par (pl laction par ¢’
2" x E(ker(hoc)) ——5— 2" ¢ x E(ker(hoc))
commute. ]
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Définition 6.3.1.1.4. Le champ %, = [C'/Z" 9 x E(ker(hec))] est le champ torique quantique associé
au cone o et a la calibration h: Z™ —T.

Le « tore » associé & %, est le champ [T!/Z™ ¢ x E(ker(hgc))]. On peut munir ce champ d’une
structure de tore quantique présenté grace aux morphismes utilisé pour définir .

Proposition 6.3.1.1.5. (Jhg,9 : Z™ —> Y1 (), hoc,x 1 (9), Py : €1 — ey (i), X) est un tore quantique
présenté qui encode le champ [T'/Z™~ 2 x E(ker(hec))].

Démonstration. Cela vient du fait que le morphisme VP est induit par hgc sur C!/ker(hge) ~ Cl et de
'égalité @ =P~ ThP,. O

Notation 6.3.1.1.6. Dans ce qui suit, on omettra I’isomorphisme et on écrira [TP/Z™~ 4 x E(ker(hoc))]
a la place de ce sextuplet.

Définition 6.3.1.1.7. Un champ torique quantique affine est un champ % avec un tore ouvert dense I~
qui est isomorphe (en tant que champs) a un champ torique quantique associé a un cdne et une calibration
(h, 9) et tel que cet isomorphisme se restreint en un isomorphisme entre 7~ et I g.

Remarque 6.3.1.1.8 (Modeles locaux). Si o est non-simplicial (i.e. ker(hsc) est non-vide et est donc non-

N

discret) alors le champ torique quantique associé & ¢ ne peut pas étre décrit par une quasifolde (i.e.
localement le quotient d’un R™ par un sous-groupe discret, voir [108]), ce qui est le cas pour o simplicial.
C’est le produit de (une version champétre de) quasifoldes avec le quotient ©y_q = [cl=a/(C*)ll-4d],
Ce dernier champ peut étre décrit comme suit : un point ouvert (donné par orbite (C*)I11=4), des points
localement fermés (donnés par les orbites de la forme (C*)) x 0 ou 0 < |J| < |I] — d) et un point fermé
(donné par l'orbite de {0}). De plus, 'adhérence du point xj == (C*)) x 0 est

X*I — [(C] % O/((C*)m_d] — U [((C*)K/((C*)m_d] _ U XK

Kc]J KcJ

On obtient donc la stratification par des quasifoldes démontrées dans [12].

Avertissement 6.3.1.1.9. SiT est un réseau, le champ % = [C!/ ker(hoc)] x BZ™ ¢ n’est pas une varieté
(ou plus précisément, un champ représentable par une variété) a cause de la partie en BZ"~¢. De plus,
si on oublie la partie en BZ™~ 4, on obtient aussi un champ non-représentable.

Cependant, si on remplace le quotient champétre par le quotient donné par la théorie géométrique
des invariants, on retrouve la variété torique classique associée a o.

Proposition 6.3.1.1.10. Si T est discret, h est un isomorphisme et l’ensemble des générateurs virtuels
est vide, alors on peut définir la variété torique (classique) Uy associée a o (et T') et

Uy =C' /Z" ¢ x E(ker(hoc))

ot /| est le quotient catégorique (cf. la définition 1.1.5.11 pour la définition de quotient catégorique).

Démonstration. Comme h est un isomorphisme, I'action du groupe Z™~ ¢ x E(ker(hgc)) sur C! est la
méme action que l'action de E(h;é(r)) dessus grace a I’égalité

{E(e(0@®m)+1t) | meZ™ 4 E(t) € E(ker(hec))} = E(h a(1). (6.2)
On conclut de la méme fagon que dans la proposition 3.6.6. O
On ne peut pas obtenir ’égalité

C! )z 4 x E(ker(hoc)) = [C1/Z™9 x E(ker(hec))].
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En effet, le quotient catégorique (pour I'action de G) C! — U, est géométrique si, et seulement si, o est
un coéne simplicial (cf. théoréme 1.1.5.15).

Exemple 6.3.1.1.11. Soit

n
I'=17e; + Zey + Zes + Z(ae; — bes + ce3) + Z Zvi  R?
i=5

avec a,b,c € Rog,v;i € R? un sous-groupe de R3, le morphisme h : Z™ — T est une calibration de
I' défini par h(ei) = e; pour i = 1,2,3, h(es) = ae; — bes + ces et h(e;) = vi pour i = 5. Soit
o = Cone(e, e2, €3, ae; — bes + ces) un cone fortement convexe de R*.

FIGURE 6.3 — Le cone 0 = Cone(ey, ez, e3, ae; — bey + ces)
€3

Le morphisme hs est la restriction hjzago et le noyau ker(hgc) est la droite
ker(hgc) = C(—a, b, —c, 1)

On a une décomposition C* = (C3 @ 0) @ ker(hsc) et donc, une action de Z™ 3 x E(ker(hgc)) sur C*
définie par :
(m,E(t))-s=E(h(0@m)+t)s (6.3)

Alors, Uy = [C*/Z™3 x E(C(—a,b, —c,1))].
L’action de Z™ 3 x E(C(—a, b, —c, 1)) sur C* n’est pas effective. En effet, ker(h) stabilise tous les points
de C*. Il y a aussi des points qui ont des stabilisateurs plus grand :

e Le stabilisateur de Ogs est Z" 3 x E(C(—a,b, —c,1));
e Le stabilisateur de (C*\{0} ®0) ® 0 est ker(h) x E(ker(hoc));
e Le stabilisateur de 0® C*(—a,b, —c,1) est Z™"¢ x {0};

Le stabilisateur des autres points est ker(h).

Pour le cas n = 4 et a = b = ¢ = 1, ,on retrouve une version champétre de la variété torique
C* ) C* = V(yt — xz) = C* (voir [47, page 17]).

6.3.1.2 Cones de dimension k < d

Supposons maintenant que o = o7 < RY soit un céne de dimension k < d.
Soit ] un sous-ensemble de [1,1n] de cardinal d — k tel que

C% = Vect (o) @ Vect(vj,je])
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On en déduit que hy : C'@® CJ) — C9,e; — v; est un épimorphisme. On peut maintenant réutiliser la
discussion de la sous-sous-section 6.3.1.1 et définir une action de Z™"~¢ x E(ker(hec)) sur C'@® CJ (on
peut supposer que la permutation x envoie {k+1,...,d} sur J). On peut remarquer que la variété torique
C! x TJ = Ugyq est préservée par cette action et donc on peut définir le champ torique affine associé &
o:

Uy = [C' x TV /2™ x ker(hy)]

Proposition 6.3.1.2.1. Le champ torique quantique affine %, est bien défini i.e. si on change la famille
(vj,j €]), on obtient un isomorphisme qui respecte une condition de cocycle.

Démonstration. Soient | et ]’ deux sous-ensembles de [1,n] de cardinal d — k tels que dim(Vect(vj,j €
J)) = dim(Vect(v;,j’ € J')) = d — k et x, X’ les deux permutations associées (et Py, Py les applications
lindaires associ¢es). Le morphisme Py oP 1 : CJ — CJ)" est un isomorphisme et id@®P, o pl:CleCl —
C'eC)’ aussi.

On va maintenant montrer que ce morphisme induit un isomorphisme de champs

[C! x TV/Z™ ¢ x ker(hoc @ hy)] = [C! x TV'/Z™~2 x ker(hoc @ hy)]

ot hy (resp. hy/) est la restriction de he sur ZJ (resp. ZJ")

En premier lieu, on peut remarquer que x @y € ker(hoc @ hy) = ker(hoc @ hy) si, et seulement si,
x € ker(hgc) et y = 0. On obtient donc le diagramme commutatif suivant (toutes les fleches sont des
isomorphismes) :

. id®(Py /0Py ') ,
C'e CJl/ker(hoc ®hjy) —— C ecC] / ker(hoc @ hy/)

| |

C/ker(he) ®C/ C!/ker(he) ®C)’

Par construction, l'isomorphisme id ® P;/l o Py descend au quotient. On obtient donc :

C'eC) —E5 T x T «—— C'xT) —— [C! x TV/Z™ ¢ x ker(hoc @ hy)]

id@PX,Pgll l l l/il,]

clx ) —— T' x TV —— C' x TV —— [C! x TV'/Z"~ 4 x ker(hoc @ hy)]

Le morphisme le plus & droite est I'isomorphisme désiré.
Si on prend un troisiéme sous-ensemble J” (et une permutation x”), on obtient deux autres isomor-
phismes FL]H] et fl]//]/. L’égalité

(ld@ PX// @] P;,l) (@) (1(1@ PX/ o) P;l) = ‘Ld@ PXN (@) P;l
induit une égalité entre les isomorphismes de champs

ﬁ]//]l O /)LI/I = ﬁ]//],

La proposition suivante se prouve de la méme fagon que la proposition 6.3.1.1.10.

Proposition 6.3.1.2.2. Si T est discret, h est un isomorphisme et l’ensemble des générateurs virtuels

est vide alors
Uy =C'x T/ JZ" 9 x E (ker (ho))
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Exemple 6.3.1.2.3. On va décrire une variante de I'’exemple 6.3.1.1.11 :
Soit

n
I'="7Ze, + Zes + Zes + Z(ae; — bey + ce3) + 2 viZ < R*
i=5

un sous-groupe de R*, (h: Z™ — T, [5,n]) une calibration de ' définie par h(e;) = e; pour i = 1,2, 3,
h(es) = ae; — bey +ces et h(ei) = v; pour i = 5, et 0 = Cone(eq, ez, e3, ae; — bey + ces).

Notons k € {5,...,n} un entier tel que (e1, ez, e3, Vi) soit une base de C*. Le noyau du morphisme
he: C*@CH - C* est C(—a, b, —c, 1,0) ie. ker(hge) @ 0. Alors

Us = [C* x C*/Z™ 3 x E(C(—a,b, —c,1,0))]

On va conclure cette sous-section avec la compatiblité de cette construction avec les restrictions a une
face des cones.

Proposition 6.3.1.2.4. Soit 0 = o1 un cone d’un éventail et T = o une face de o. Alors, on a un

isomorphisme
Ue ~ [CY x TN x TV /2™~ % E(ker(hoc))] — %o

qui se restreint en un isomorphisme de tores
[TV x TV /Z™ 9 x E(ker(hec))] ~ [TV x TN x T)/Z" 9 x E(ker(hoc))]
induit par le morphisme identité de I g.

Démonstration. On a le diagramme commutatif suivant :

[TV x TV /Z"4 x E(ker(hy))] ! [TV x TV /74 x E(ker(hy))]

(K'npx) (h(mP ’)_1

X
Fh,a

3

Comme hg(e;) = he(e;) pour tout i € I’ (et donc [he] ™! o [hel([ei]) = [ei]) alors ( peut étre étendu & un
isomorphisme %, — [C!" x TI\N x TJ /Zz"~4 x E(ker(hy))]. O

6.3.1.3 Morphismes toriques entre champs toriques quantiques affines

On va utiliser la méme définition de morphisme torique que dans la définition 3.4.2.14.

Définition 6.3.1.3.1. Un morphisme torique entre deux champs toriques quantiques affines %, =
[C! x TV/Gy] et Uy, = [CY x T)'/Gy) est un morphisme de champs [C! x TV /G;] — [CY x TV /Gy] qui
se restreint en morphismes de tores quantiques présentés [T! x T /Gq] — [T x TV /Gs]

Par définition de morphismes toriques, un tel morphisme de tores induit un morphisme de tores
quantiques % g — Fhs g et donc deux morphismes linéaires (L : R4 — RY H: R* - R"). De
plus, L(0) < o’ et H(G) < G’. Ces morphismes forment donc un morphisme d’éventails quantiques.
Réciproquement, nous allons voir comment associer & un morphisme d’éventails quantiques un morphisme
torique :

Soient o un céne de dimension k de R4, ¢’ un cone de dimension k’ de RY", & et &’ les cones associés
dans R™ et R™.

Soit (L,H) : (o,h) — (0’,h/) un morphisme d’éventails quantiques.
Par définition de morphismes d’éventails quantiques, il existe un céne ¢’ = o1’ de A{,, tel que H(G) < &”.
On va adapter la construction de [81, section 5.1]. Dans un premier temps, on va commencer par remplacer
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la calibration h par le morphisme @ (utilisé dans la définition dans %) dans le diagramme (3.2) :
Soit J un sous-ensemble de cardinal d — k de {1,...,n} tel que

CY = Vectc (o) @ Vecte(vj,j € ]).

Soit T un sous-ensemble | tel que pour tout j € T, L(v;) ¢ L(Vectc(o)) et tel que la famille (L(vj),j € T)
est libre. Soit ]’ un sous-ensemble de cardinal d’ — dim(o’) de {1,...,n} contenant ] tel que

CY = Vectc (') @ Vectc(v],j € J').

Notons hj : CJ — C¢ (resp. hy, : C)" — C') I'application linéaire ej — vj for all j € ] (resp. ej — v; for
all j € J’). En résumé, on a le diagramme commutatif suivant :

Cleoc) <t cd

il lL (6.4)

I/ Il d/
ceC hgrcthy C

o L est le morphisme C' @ CJ = ker(hgc) ® ((CT eCh) - ker(hl,c) ® ((Cfl @ CJ") défini par :

vw € ker(hoc), Yz € CT@ T, L(w,2) = (H(W), '~} (L(hoc(2)))

ot P’ est le morphisme induit par h’, utilisé dans la définition de %5. Ce morphisme est défini car
H(ker(hoc)) < ker(hl,) car H(G) < 6’ et (L, H) est un morphisme d’éventails quantiques.

Soient x et x’ des permutations utilisées dans la définitions des champs toriques %, et %, i.e. des
permutations telles que :

x({1,...,k}) =Lx({k+1,...,d}) =]
et

~

X' ({1, kD) =T x({k+1,....d}H =T]"
Soient Py € GLn(R) et Pys € GLn/(R) les deux isomorphismes linéaires associés.

On peut étendre le diagramme (6.4) avec les morphismes @ = P~ o hg o Py: C™ — CleC et
@ =P "lohloPy: C — CV @ )" utilisés pour définir les champs toriques %, et %+ (et plus
précisément, utilisés pour définir une action de Z"~¢ (resp. Z“/_d/) sur C'@ CJ (resp. CU' @ (C]/) :

ho‘C+h1

cr—2 L Clepd cd
P HP{ i JL (6.5)
cv' — s clVeCd) ————— ¢
(p’ hU/CJrh]/

Aprés ce remplacement, on peut suivre la construction de [81, Corollary 5.6, section 5.1] pour associer
aux morphismes (Hy,/ = P;}HPX7 L) un morphisme torique %, — %o :
Notons Ey : C! x CJ — T! x CJ 'application définie par :

((zi)ier, (Wj)jer) = ((E(zi))ier, (Wj)jey)
et Ej: C! x CJ — C! x TJ l'application définie par

((z4)ier, (Wj)jeJ) — ((zi)ier, (E(Wj))jej)
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On définit de la méme fagon E{,, E;,. On peut remarquer que E/ = Ef,OE;,). On a le diagramme commutatif
suivant :

ClaC —E s 5 ClxC —2, Clx

il il rl | (6.6)
C'eC) ——= T xC)' —— €' xC)' —— ' x TV
1’ E]/
Le morphisme L descend sur T! x CJ car t(a) c ¢/ mais puisqu’on n’a pas fait assez de restrictions sur |
et J', le morphisme L n’a aucune raison de descendre en un morphisme C' x T) — C!" x T (ce qui est

déja le cas dans le cas simplicial).
Soit T € U et

L clxT

——

un objet de Zs(T).
Soit T le produit fibré

Toxg, (C@C)={({z)eTx(C @) |m{)=F @)}
Le groupe Z™ ¥ x Eq(ker(hy)) agit sur T par :

(p, Er(wi,w2)) - (t,21,22) = ((pric(p), E(w1, w2)) - T, 21 +wi, E(wa)zs)

ot pry 1 Z" K = Z" 4 @ Z47F — Z"~4 est la projection (on prend la méme définition pour pry, :
Zn’—k’ N Zn’—d/).

L’application linéaire H,, vérifie, pour tout i e {1,...,k},

Hyy(e1) € ZX @0

* %
L’application Hy, est de la forme (O M> € Ny, n/(Z) (on n’a pas besoin de la partie supérieure puisque

on compose avec 'application Ej).
Gréce & tout cela,on peut définir le Z™' 4" x E’(ker(hgc))-fibré principal T’ par

=T X(PTL/OM)xﬂoE (Zn/_d/ x B (ker(hoc)))

avec le morphisme équivariant associé
(2 (g, B W) eT - (L2) - E' (@' (0@q) +w) e C x T

Donc,

T/ *>"~1 cl' x 1V

|

T
est un objet de %, (T).
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Lemme 6.3.1.3.2. Le carré de gauche et le carré de droite du diagramme suivant sont cartésiens :

T s ClxC) Lyl xQ) «—9 7T X mxr (ZV 74 x B}, (ker(horc)))

L ks !

T ClxT - » CU x TV m T/
T
ot
f(t,z,q, Ep (1)) = (t,2,prie(q), E'(1))
et 7
gtz 4, E1(t)) = Ei(@’'(0® q) + 1) - L(2)
Démonstration. Voir la preuve de [81, Lemma 5.3]. O

On définit I'image d’un morphisme entre objets de %, de la méme facon que dans [81, diagram 6.10].
On obtient un morphisme de champs (: %5 — .

Théoréme 6.3.1.3.3.

e Le morphisme de champs ( est un morphisme torique.

. ’ " . ” .

e Soito c R4, o/ c RY, " < RY” trois cones fortement convezes et soient (L,H), (L', H’) deuz mor-
phismes d’éventails quantiques entre les éventails associés d ces cones. Notons [, les morphismes
toriques associés et [ le morphisme torique associé a (L' o L,H’ o H). Alors,

(" =r'ot (6.7)

o Soit { un morphisme de tores entre Fng et Fns g: et soit (L,H) les applications linéaires induites.
Alors, [ s’étend en un morphisme torique Us — Uy si, et seulement si, (L, H) est un morphisme
d’éventails quantiques.

Démonstration. Le second point se montre de la méme fagon que dans [81, Lemma 5.4] et le premier et
le troisieme se montre comme dans [81, Theorem 6.2]. O

Les deux premiers points impliquent que 'on a défini un foncteur entre la sous-catégorie pleine des
éventails quantiques donnée par un cone et la catégorie des champs toriques quantiques affines. Ce foncteur
est une équivalence de catégories grace au troisieme point.

On peut maintenant donner le lien entre cette construction des champs toriques affines définie dans
ce chapitre et celle donnée dans le chapitre 3.

Proposition 6.3.1.3.4. Supposons o simplicial. Alors, on a un isomorphisme torique :

% ~ %simp

Cone(el,...,ek),Pglom
ot k est la dimension de o et US™P correspond d la construction du chapitre 3.

Démonstration. Si o est simplicial alors hyc est un monomorphisme et hy est un isomorphisme (on notera
¢ lisomorphisme utilisé dans la construction de % et X la permutation utilisée). Le morphisme (hgPy, Py)
est un isomorphisme d’éventails quantiques entre 1’éventail induit par les cones Cy g = Cone(ey, ..., ex)
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et la calibration P;l 0@ LM — Py (H;l(r)) et ’éventail induit par le céne o et la calibration h :
Le diagramme suivant commute

-1
cn M Cl

a =

n d
CT%Z

car @ = E;«lj o h o Py. L’application HUCPX envoie Cy g sur o puisque

hocPy(ei) = hocley(i)) =Vyi) €0

Les autres points sont immédiats.
On en déduit qu'il y a un isomorphisme torique (griace au théoréme 6.3.1.3.3)

% ~ %Simp ~
o Cone(el,...,ek),leotp

6.3.2 Champs toriques quantiques
6.3.2.1 Définitions

Soient 0 = o1 = Cone(vi,1 € I) et T = 0 = Cone(vj,j € J) deux cones de A. Notons & (resp. T)
le cone associé (voir (6.1)) de R! (resp. R)), hy (resp. he) le morphisme de groupes associé. Dans cette
sous-section, nous allons voir comment recoller ces champs toriques quantiques qui leur sont associés.

On peut supposer que o et T sont de dimension d mais la construction suivante fonctionne pour des
cones de dimension plus petite.

Soit Hgr : CIYJ — C9 le morphisme linéaire tel que Horict = hoc and Herjer = hec. Le morphisme
identité I3 9 — Ja.¢ induit des isomorphismes de tores

[T'/Z™ % x E(ker(hoc))] ~ [T /Z™ 2 x E(ker(Horc))] (6.8)

[T'/Z" x ker(hec)] = [T /29 x E(ker(Hoxc))) (6.9)
De plus, ces morphismes s’étendent en des isomorphismes toriques entre %y = [C!/Z"~9 x E(ker(hoc)] et
[C! x TV /Z"~9 x E(ker(Hgx))] et entre %, = [C'/Z"~ 4 x E(ker(hc))] et [T! x CJ/Z"=4 x E(ker(Hgr))]
de la méme facon que dans la proposition 6.3.1.2.4.

Notons Ky == (Iu J)\I et Ky := (T U])\].

Comme l'intersection o N T est non vide, I'intersection {0} x T n & x {0} dans R'“J Pest aussi. La théorie
classique nous donne alors un ouvert torique S5 de Uz, 2o un ouvert torique de Uz, oy et un
isomorphisme torique ¢ : % — Ho. Grace a la décomposition C!VJ = C* @ CIT @ CX1), on obtient :

Ugxoy = C! x T*', Uggyxz = T x €) = CMYJ (6.10)

et
@=1id: Fe =T x CI x TK1 & £ =TK x ! x T (6.11)

L’identité descend en un isomorphisme de champs (grice & lisomorphisme linéaire induit par la
permutation X'~ et du théoréme 6.3.1.3.3)

(Ao /2" x E(ker(Hoo))] = [Fe/ZM¢ x E(ker(Hor))]
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(car les variétés toriques Fr, FHo sont préservées par ces actions).

On obtient, grace a 1’égalité (6.11) et aux isomorphismes (6.8) et (6.9), un isomorphisme torique grj
entre %o = [TX x CIN /Z" =4 x E(ker(hoe))] — [C1/Z™ 9 x E(ker(hgc)] et Yor == [CI7) x TK1 /Zn—4
E(ker(hec)] < [CT/Z™" ¢ x E(ker(h.c)].

Remarque 6.3.2.1.1. Les changements de cartes vérifient une condition de cocycle vu que l'identité la
vérifie.

Gréce a tout cela, on peut définir des champs toriques quantiques généraux :

Définition 6.3.2.1.2. Soit T € A. Un objet de & h g au-dessus de T est un recouvrement (T; == Ty, ) de
T indicé par I’ensemble des cones maximaux 9, qx avec des objets

T, 2L ¢l x TK

|

Ty

de [C' x T®/Z"~4 x E(ker(hg,c))](T1) pour tout o1 € Iynax, vérifiant pour tout couple (I, 1’) avec une
intersection non vide |

~ o~ mys

TID] L \%10’11 TI’D] 41) \%I/UI
ol | -

TI TI/

ott Troy =mi (FKyo,,) et Trsy =mp' (F,, o)
Un morphisme de ZA n,¢ au-dessus d’un morphisme torique T — S est définie de la méme fagon que
dans la proposition 3.4.2.13 (avec les modifications nécessaires).

6.3.2.2 Morphismes toriques

Un morphisme de champs toriques quantiques Za h,g — &a’ nr.g est une collection de morphismes
toriques compatibles entre les cartes affines. Autrement dit,

Définition 6.3.2.2.1. Un morphisme & hg — &a’ w9/ de champs toriques quantiques est une collec-
tion de morphismes toriques (: %5 — %/ pour tout cones maximaux de A compatible avec le recollement
i.e. si l'intersection de o et T est non-vide alors le morphisme ( (resp. () se restreint en un morphisme
Ues — Uv o (vesp. Usw — Us-) et qui vérifie Iégalité suivante sur %o

g(/y/T/[U = ngm (612)

pour toute paire de cénes o, T d’intersection non vide.

Dans la sous-sous-section 6.3.1.3, on a prouvé la correspondance entre les morphismes de champs
toriques quantiques affines et les morphismes entre cones. Nous allons maintenant la compléter :

Soit Za h,g — Za’n,¢ un morphisme de champs toriques quantiques i.e. une collection de morphismes
toriques (¢: Uy — Us+ vérifiant les égalités (6.12).
Soient (Ls,Hg) les applications linéaires associées & (s, (gor, Kor) les isomorphismes linéaires associés
& gor €t (gorrr, Kbips) les isomorphismes linéaires associés a gl,..,. Donc, grace au deuxiéme point du
théoréme 6.3.1.3.3, les équations (6.12) deviennent :

goeoHe =Hroger et ki oLg = Leoker (6.13)
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On peut donc recoller ces morphismes d’éventails quantiques en un morphisme (A h, 9) — (A, h/, J').
Réciproquement, un morphisme d’éventails quantiques (A,h,9) — (A’,h’,d’) définit un morphisme
torique entre les champs toriques quantiques affines associés vérifiant (6.12) i.e. définit un morphisme
torique A h,g — ZA/ w9’

Cela prouve donc le théoreme central suivant :

Théoréme 6.3.2.2.2. La correspondance (A, h,d) — Za n,g est fonctorielle et définie une équivalence de
catégories entre la catégorie d’éventail quantique calibrés et la catégorie des champs toriques quantiques.

6.4 Construction TGI

Dans cette section, on va regarder la réalisation des champs toriques quantiques comme un champ
quotient.
On peut construire le recollement des champs toriques quantiques d’une facon différente que celle de la
section précédente :
Soit & le recollement des variétés toriques C! et CJ le long de I'intersection {0} x T n & x {0}. Alors,
on peut réaliser le recollement de %, et %. comme le champ quotient [ /Z™¢ x E(ker(Hg<))]. On en
déduit
Théoréme 6.4.1. Notons A [’ensemble A = UUIEA 1. Soit A un sous-ensemble {1,...,n}\d tel que la
famille (vi,i€ A) soit libre et tel que

CY = Vect(vi,i€ A) ® Vect (v, 1 € A).

Soit ha : ZAYA ST e morphisme de groupes défini par h(eiy) =v; pourie A u A. Notons Fa la variété
torique définie par 'éventail associé (voir (6.1)) de A dans R? :

Apn nRA ={1]3oce AT <R

On définit une action de Z™ 4 x E(ker(ha)) sur Fa x TA de la méme facon que dans la sous-sous-
section 6.3.1.2. Alors,

Pang ~ [Fa x TA/Z" % x E(ker(ha))]
comme champs

De plus, de la méme fagon que dans le début de la sous-section 6.3.2, on a un isomorphisme torique
[C! x TV /Z" 4 x ker(hge)] ~ [C! x T /Z™ ¢ x ker(he))

On en déduit une réalisation de Za n,¢ comme un quotient global (qui ressemble a la TGI) :

Théoréme 6.4.2. Soit & la variété torique associé a l’éventail An associé a A et h .Alors, on a un
isomorphisme de champs
Iang =~ [F/Z" 4 x E(ker(hc))] (6.14)

qui se restreint en un isomorphisme torique entre les différents tores quantiques sur chaque carte affine.

Contrairement au cas simplicial, on ne peut pas réaliser Za n,¢ comme le quotient d’une variété torique
par une action de C*~¢ par la transformation de Gale (le « TGI quantique » du théoréme 3.6.7), ce qui
sera démontré dans chapitre 7.

Exemple 6.4.3. Soit € € R.q. Soit v = (-1, 228 —2) un vecteur de R®, T' = Z3 + Zv un sous-groupe

de R3, h : Z% — T une calibration standard de T telle que h(es) = —eq, h(es) = —es, h(eg) = v et A
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6.5. Oubli de la calibration et structure de gerbe

I’éventail de R? dont les cones maximaux sont

Amax ={Cone(e, +ez, e3), Cone(—ey, —ez, e3),

Cone(el, ie?vv)7 Cone(_elv _627V)7 Cone(_elu €2, 637\))}

C’est ’éventail normal associé & (un déformation de) la tranche non-simple du flop d’indice (2,2) du cube
(voir [21, figure 5] pour la description de ce flip ou le chapitre 9).

FIGURE 6.4 — Le polytope associé a ’éventail A
€3

—e2 4 €2

Il contient six cones maximaux simpliciaux et un céne maximal non-simplicial. On associe a chacun
un champ torique quantique affine (comme dans I’exemple 6.3.1.1.11) et on les recolle. Voyons comment
le décrire globalement :

La variété & associée a Ay est :

F = (C\{0})*\[C* x C3 x (C*)2 UC* xCxC* xCxC* xClu (C* x C* x C* x C)

et le noyau de h¢ est

1 242 2
ker(h(C) = (C(17 0) 07 17 Oa 0) @ (C(Oa 1a 0) 07 17 0) @ C <_£7 _|—£ 87 _E7 07 Oa _1>
Le champ torique quantique & n, g est isomorphe au champ quotient [#/Z™~% x E(ker(h))] ot Z™~4 x
E(ker(h)) agit sur & par :
(p,E(t) -z = E(h(p) + 1)z

6.5 QOubli de la calibration et structure de gerbe

Dans cette section, nous allons donner ’analogue de la section 3.5 pour les champs toriques quantiques
non-simpliciaux.

On peut associer & chaque champ torique quantique % = [C! x TJ/Z™~¢ x E(ker(hec))] un « champ
torique quantique non-calibré » Z2oncal .= [C! x TJ/ E(h;é(F))].
Plus précisément, si on note = le noyau de h, T un objet de 2 et ('NF, m) un objet de %, (T) alors, puisque

Z™ 4 x E(ker(hgc))

=x0

h xid: Z" 4 x E(ker(hec)) —

= E(T") x E(ker(hoc)) = E(h ()

est un =-revétement, le morphisme Trnoncal — "T’/ = — T est un E(h;(é(F))-ﬁbré principal.
Le morphisme m»oveal ; [t] € Tnoneal ,_, m(%) € C! x TJ est bien définie car

VE e Z,Vie T,m((£,0)-1) = E(@(&,0))m(t) = m(t)
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En d’autres termes, un champ torique quantique non-calibré est le champ obtenu en oubliant I'inef-
fectivité de laction de Z™~ 4 x E(ker(hgc)) sur C! x TJ.

Définition 6.5.1. Le champ torique quantique associé a oy et au groupe I" est le champ

Us = [C" x TV/E(h A(T))]

ou [J| =n — dim(o)

On peut définir des morphismes entre champs toriques quantiques affines non-calibrés de la méme
facon que dans la définition 6.3.1.3.1 :

Définition 6.5.2. Un morphisme torique entre deux champs toriques quantiques affines non-calibrés
Us, = [C'xT)/Gy] and %y, = [CV" x TV’ /Gy] est un morphisme de champs [C' x T/ /G;] — [C!' x TV /Go]
qui se restreint en un motphisme de tores présentés non-calibrés [T! x T)/G1] — [TV x TV’ /Gl

On peut voir, en suivant la preuve de théoréme 6.3.1.3.3, qu'un morphisme de champs toriques quan-
tiques affines descend au quotient et induit un morphisme de champs toriques quantiques affines non-
calibrés. Cela définit donc un foncteur f : %, — %272l entre la catégorie des champs toriques affines et
celle des champs toriques affines non-calibrés.

Remarque 6.5.3. La présence du noyau de hgc dans la description de % entraine qu’il est nécessaire
d’avoir deux morphismes (L, H) pour définir des morphismes entre champs toriques quantiques non-
simpliciaux.

Lemme 6.5.4. Ce foncteur coincide avec le foncteur f du lemme 3.5.4 sur les champs toriques quantiques
simpliciaux.

De plus, le foncteur f induit (grace au lemme 6.2.4) un foncteur fsur la categorie de tores quantiques
présentés définie par

H(Fngn 2N - G, 9" L H,s) = (FF, L)

et
(L, 7,8, L ,3',8") = (L,L)

Proposition 6.5.5. On a le diagramme commutatif suivant :

U — Y.,

f| I

noncal noncal
%G (nonca %G

On peut adapter la définition de champs torique quantiques non-calibrés au cas non-simplicial :

Définition 6.5.6. Soit (A, h:Z™ — T, J) un éventail quantique. Soit T € A. Un objet de Za r au-dessus
de T est un recouvrement (T; :== Ty, ) de T indexé par ’ensemble des cones maximaux A, qx avec I'image
par f de 'objet

T s Clx TX

|

Ty
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6.5. Oubli de la calibration et structure de gerbe

de [C! x T¥/Z"~4 x E(ker(he,c)](T1) pour tout 01 € Amax, satisfaisant pour tout couple (I,1’) ayant
une intersection non-vide J

~ mr ~ my
TID] ” \%]0‘11 TI'D] > *%I/O‘I

£ g l =f l (6.15)
TI TI/

ol TI’D] = mfl(%lol,) et TI/DI = m;l(%l,gl)
Un morphisme de & r au-dessus d’un morphisme torique T — S est défini en appliquant le foncteur
f & un morphisme de Z nh ¢ au-dessus de T — S.

La définition de champs toriques quantiques non-calibrés utilise le foncteur d’oubli f car, comme
remarqué précédemment (cf. la remarque 6.5.3), on a besoin de plus de données qu’un éventail quantique
non-calibré pour définir les applications de transitions.

De la méme facon que dans la proposition 3.5.2, on a :

Théoréme 6.5.7. Le morphisme Zang — Za,r est une gerbe analytique de bande 7'e2) | En particulier,

st = =0 alors c’est un isomorphisme.

La structure de gerbe induit, au niveau homotopique, un T™(®)-fibré principal de Za.r & homotopie
pres. La fin de cette section sera dévouée a le décrire.
Soit 0 = 07 € A un céne maximal, hyc Papplication C-lineaire qui lui est associée et \ : C'/ ker(hgc) —
C4 T'application linéaire induite par hec.
Soit T un sous-ensemble de I tel que (h(ei),i€ T) soit une base de Vect(o), ] un ensemble de cardinal
d — dim(o) tel que
Vect(h(ei),ie Iu]) =C9,

soit X € ©,, une permutation telle que
x({1,...,dim(0)}) =T et x({dim(0) +1,...,d}) =] (6.16)

et Py € GLn(R) l'application linéaire associée a x.
Soit @ = (@1, @2) l'application linéaire Pp~thP, : C* — Cl/ker(hy) x CJ. Grice aux conditions
(6.16), on obtient le diagramme commutatif suivant :

cr N C! x €1/ ker(hg)
(b~ 1iden—a )OEkJ lEI
T!/E(ker(hoc)) x CJ) x C=4 —— 2 5 TT x CJ/ker(hg)

! |

[C!/E(ker(hoc)) x CJ x C=4] ——2 [C! x CJ/E(ker(he))]

(id,E,id)J{ JE,

[C!/E(ker(hoc)) x TV x C*=4] — @+ [C! x TJ/E(ker(hg))]

= |

[CI/E(ker(hoc)) x TV x T™=4] @ Us
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o, pour tout (zy,z3) € T! x CJ, we C¢

©([z1], 22, W) = ([E(@1(0@W))z1], 92(0 B W) + 25)

et ze Cl x T/, we C 9,
®([z1], z2,w) = ([E(@ (0 ®W))z]

(on peut traduire ces égalités en termes de fibrés principaux).

Le groupe Z™ ¢ agit sue [CI/E(ker(hUcm x TJ x C*~4 par translation sur le dernier facteur et
sur [(CI / E(ker(hoc))] x TJ x C*~4 par le morphisme @. Le morphisme @ est équivariant pour ces deux
actions. Donc, le morphisme @ descend en un morphisme de champs [C!/E(ker(hoc)] x T/ x T4 — %,

De la méme facon, la projection sur le premier facteur

([C'/E(ker(hoc))] x TV) x €™~ 4 — [C'/E(ker(hoc))] x T/
est équivariante pour 'action (& la source) de Z™~¢ définie par, pour p € Z"~4 | (z,w) e C' x TJ
p-(z,w) = (E(e(0®Pp))z,w +P) (6.17)

(c’est bien défini puisque les actions sont multiplicative) et I'action de Z™~¢ sur le but définie, pour
p e Z™ % et pour (z,w) € C! x T, par

p-z=Ele(0®p)):z (6.18)

La projection descend donc en un morphisme de champs :

([C'/E(ker(hoc))] x TV) x €4 i ([C'/E(ker(hoc))] x TV)
l l (6.19)
[(C! x TT) x CN=4/E(ker(hoc)) x Z™ 9] P Us

De plus, on a le diagramme commutatif suivant :

(IC'/E(ker(hee))) x T)) x C*~4 ——— [C! x T/ /E(ker(hoc))]

]
(qs,idrll /
]

[CT/E(ker(hec))] x TV x Cn—d

Le morphisme (@,1d)~! est équivariant pour I'action (6.17) et pour la translation sur le dernier facteur.
On obtient donc le diagramme commutatif suivant :

p

([C' x T7) x C“—d/E(ker(han Us
(¢,id)~*
uar| ¢ (6.20)

[C/E(ker(hoc))] x T) x T4

Les diagrammes (6.19) et (6.20) peuvent étre vus comme des trivialisations du morphisme @. Le
morphisme @ est donc un C™~94-fibré principal trivial.

On peut donc remarquer que les applications de transition de &a n,¢ sont obtenues par descente au

148



6.5. Oubli de la calibration et structure de gerbe

quotient de fonctions de transitions des différents [C'/E(ker(hyc))] x T). On peut donc définir un champ
Za (remplagant la variété torique & de la section 3.5) donné par le recollement de la famille de champs
[C/E(ker(hoc))] x TV x T™~4 indexé par les cones maximaux de A avec ces applications de transition
(de la méme fagon que pour la proposition 3.4.2.13).

Par fonctorialité, on a :

Théoréme 6.5.8. Le morphisme ®: Zn — Fang est un C~-fibré principal.
Comme Zp nhg — Za,r est une 72N _gerbe alors

Corollaire 6.5.9. Le morphisme f®: Zn — Zar est un Te(=) x C=a=8(E)_fibré principal et donc un
T (=) _fibré principal ¢ homotopie preés.
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CHAPITRE 7

DEUXIEME CONSTRUCTION
NON-SIMPLICIALE

ANS LE CHAPITRE PRECEDENT, NOUS avons vu comment décrire un champ torique quantique asso-

D cié a un éventail quantique constitué de cones possiblement non-simpliciaux. On a vu que cette
construction vérifiait de bonnes propriétés : elle induit une équivalence de catégories entre les éventails et
les champs toriques (voir théoréme 6.3.2.2.2), les champs toriques ainsi définis sont des champs quotients
(voir théoreme 6.4.2),...
Cependant, elle se comporte mal lorsque ’on considére cette construction en famille : le groupe par lequel
on quotiente dans le théoreme 6.4.2 dépend de la calibration que ’on considere. Le but de ce chapitre est
de présenter une variante de la construction du chapitre 6 dans lequel le groupe que ’on va considérer ne
varie pas (et va étre C"~4 comme dans le théoréme 3.6.7).

Dans la premiére section, nous allons voir comment construire ces champs toriques quantiques et
décrire leur tore. Puis dans la deuxieme section, nous allons montrer qu’il y a toujours une équivalence
de catégories entre les éventails et les champs toriques. Enfin, dans la troisiéme section, nous allons voir
les différences avec la construction du chapitre 6.

7.1 Définition

On va commencer par donner une définition de champ torique quantique associé a un éventail qui est
plus facile que celle du chapitre précédent :

Définition 7.1.1. Soit (A,h: Z™ — TI',9) une éventail quantique. Le champ torique quantique associé
Fang est le champ quotient

Zang =[F(A)/C Y

ot #(A) c C™ est la variété torique (classique) définie par 1’éventail Ay, et I'action de C*~4 sur & est
définie par
t-z=E(k(t))z (7.1)

ot k est une transformée de Gale de h® idg : R™ — R4,
Remarque 7.1.2. o Cette définition étend celle des champs toriques quantiques donnée par un éventail
simplicial (par le théoreme 3.6.7)

e On retrouve le cas classique en quotientant par l'ineffectivité (afin d’enlever la gerbe) puis en
remplacant le quotient champétre par un quotient catégorique (grice & la proposition 3.6.6, on
réobtient le théoréme 1.1.5.15)
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CHAPITRE 7 — Deuxiéme construction non-simpliciale

o Cette écriture permet de munir & n,g d'une structure de champ analytique équivariant (i.e. est
donné par la champification d’un groupoide interne de ) :

%Am,g = [7'(1, act: & x (Cnid =3 5”]

ot le groupe de Lie qui agit sur & x C™*~¢ est le groupe de Lie produit ((C*)™, x) x (C™~ 4, +) et
celui sur & est ((C*)™, x).

On va maintenant retrouver le tore dense de Za n g grace a la proposition suivante (¢’est un corollaire
du théoréeme 3.6.7 mais on va redonner la preuve dans le cas plus simple du tore) :

Proposition 7.1.3. Soit (h:Z™ — R%, ) une calibration. Le champ [(C*)“/Cn’d] et le tore F.g sont
isomorphes.

Démonstration. On a un isomorphisme, donné par descente au quotient de ’exponentielle,
[Cn/Zn > (Cn—d] ~ [(C*)n/cn—d]
ot I'action & droite de Z™ x C™~4 sur C" est
(m,t) - z=z+m+k(t)
Par le premier théoréme d’isomorphisme (et comme les actions de Z™ et C™ commutent), on a un deuxiéme
isomorphisme
[Cn/Zn % (Cn—d] ~ [Cd/Zn}

par le passage au quotient du morphisme linéaire h (grace a I'égalité k(C™~4) = ker(h)) ; 'action de Z™
sur CY est donné par h. O

Corollaire 7.1.4. Par l'isomorphisme du la proposition 7.1.3, le tore quantique Fn,g est dense dans

ZAng.

7.2 Equivalence de catégories

On va maintenant démontrer dans ce cadre le théoréme d’équivalence de catégories entre les éventails
quantiques et les champs toriques quantiques (comme pour le théoréme 3.4.2.16 et le théoréme 6.3.2.2.2)

Lemme 7.2.1. L’association (A, h,9) — Zan,g est fonctorielle.
Démonstration. Soit (L,H): (A,h,9) — (A’,h’,9’) un morphisme d’éventails quantiques calibrés. Par

définition, le morphisme H est un morphisme d’éventails Ay, — Ay’ et induit donc un morphisme torique
H: #(A) — F(A"). On compléte le diagramme (3.2) :

0 —— R4 K L Rgr I, Rd 0
Lo b
n’—da’ n’ a’

0— R —— RV —— R 0

(car pour tout x € R™~4 h/(H(k(x))) = L(h(k(x))) = 0 et donc il existe (un unique par injectivité de
k) ze R"' =9 tel que k’(z) = H(k(x)). On peut donc définir H(x) = z et remarquer que I'application H
ainsi définie est linéaire).
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Notons £ le morphisme de champs induit par le morphisme de groupoides

(ﬁ,ﬁ) o
(F(A) xC 43 P(A) ————2 (F(A)xCV 4 3 F(A)

H

Il nous reste plus qu’a montrer que /i est un morphisme torique.
Pour cela, il suffit de montrer que le diagramme suivant de morphismes de groupoides commute

(FLH)
[P(A) x C4 —= P(A)] 7 [P(A) xCV—4 —= FP(A)]
ﬁ
/[ /[ (H,H) /[ /[
[(C*)n % Cnfd :; (C*)n] E— [((c*)n’ % (Cn’fd’ ﬁ (C*)n’] (7.2)

| o l
N .

[(C*)d > and :; ((C*)d] E— [((C*)d/ % Zn’fd’ ﬁ ((C*)d/]

Ainsi, par champification, on aurait :

[F(A)/Cd — L [P(A)/CV

[ [

[(C*)“/C”‘d] ﬁ [((C*)n’/(cn’—d’]

I I

T Fra0

R

ou [ est le morphisme de tores donné par la paire (L, H).
La commutativité du diagramme (7.2) vient de la commutativité du diagramme suivant

(Cn/Cnfd [H] Cn’/@n’fd'

[h]l l[h’]

ct———— ¥

ol [] désigne le passage au quotient, et des isomorphismes du la proposition 7.1.3. O

Proposition 7.2.2. Soient (A, h,J) et (A',h',d’) des éventails quantiques calibrés. Un morphisme de
tores Ing — Inrgr (donné par une paire de morphismes (L,H)) s’étend en un morphisme torique
Znang — Zan g si, et seulement si, (L, H) est un morphisme d’éventails quantiques calibrés.

Démonstration. La réciproque est donnée dans la preuve du lemme 7.2.1. Supposons donc que le mor-
phisme se prolonge. Quitte a recoller, on peut supposer que les deux éventails ne contiennent qu’un cone
maximal et donc F(A) = Cl x (C*)I° et P (A’) = CJ x (C*). Soient z € C' x (C*)I° et (E(zn))ney une
suite de (C*)™ convergeant vers z. Il faut alors montrer que la suite (HE(zn)) tend vers un élément de
CJ) x (C*)) car cela impliquerait que H (resp. L) envoie les générateurs de Cone(e;,i € I) (resp. o1) sur
une combinaison N-linéaire des générateurs de Cone(ej,j € J) (resp de Gf).
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Pour cela, on va utiliser le diagramme commutatif suivant :

(c*)™ ! (c*™
— —
S s P!
|
Fn,a J Fnr g
%A,h,ﬂ/ ! %A’,h’,ﬂi/

Par hypothese, (([z]) € [C) x (C*)) /C™94](C) et (([E(zn)]) = [HE(zn)] (ol [[] est le passage au quotient).
On en déduit que, comme laction de C™~¢ ne change pas les coordonnées nulles, la suite (H(E(zn)))
converge dans CJ x CJ° O

Corollaire 7.2.3. Le foncteur (A, h,d) — Zan,g est une équivalence de catégories entre la catégorie des
éventails quantiques calibrés et la catégorie des champs toriques quantiques (avec comme morphismes les
morphismes de champs qui se restreignent en un morphisme de tores).

7.3 Différences

La derniére question a étudier de ce chapitre est de voir les différences entre la construction du
chapitre 6 et celle de ce chapitre. Plus précisément, on va montrer que les champs obtenus ne sont pas
isomorphes (& cause du fait que leurs groupes d’isotropie ne sont pas isomorphes).

Lemme 7.3.1. Les groupes (C*, x) x (Z,+) et (C,+) ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Le groupe de torsion de C* X Z est [ x {0} 0l Moo est le groupe des racines de 'unité
et celui de C est trivial. On en déduit donc que ces deux groupes ne peuvent pas étre isomorphes. O

Proposition 7.3.2. Soit h : R™ — RY un épimorphisme linéaire et ¢ = o1 un céne de dimension d
engendré par les h(ei), 1 € L. Alors les groupes E(ker(hec)) xker(hgz1) et ker(hoc) ne sont pas isomorphes
st, et seulement si, 0 n’est pas simplicial.

Démonstration. Par le premier théoréme d’isomorphisme, on a :
E(ker(hoc)) ~ ker(hoc)/(ker(hoc) N Z™) = ker(hoc)/ ker(hgz1).
Le rang de ker(hgz1) est égal a
rang(ker(hgz1)) = [I| — d < n — d = dim(ker(hoc))
On peut donc décomposer ker(hgc) de la fagon suivante :
ker(hec) = Vectc(ker(hc‘zl ))® cl-4

On en déduit donc que :
E(ker(hoc)) = (€)= s cn

On utilise le lemme 7.3.1 pour conclure (et le fait que |I| = d si, et seulement si, o7 est simplicial). O
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7.8. Différences

Soit h : Z™ — T < R une calibration et o un céne de R%. Notons %, le champ torique quantique
affine associé & o dans le chapitre 6 et %, défini dans ce chapitre.

Proposition 7.3.3. Si o n’est pas simplicial alors les champs Uy et U, ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Le groupoide associé & %, et le groupoide associé & %, ne peuvent pas étre Morita-
équivalent car leur groupes d’isotropies (i.e. le stablisateur d’un point de I’action) ne peuvent pas étre
isomorphes (voir [127, Theorem 4.4]).

Plus précisément, le stabilisateur de P'action de ZN~9 x E(ker(hgc)) en chaque point de (CT@0) x T/
est E(ker(hgc)) x ker(h) et il n’y a aucun point de C! x TI avec un stabilisateur isomorphe pour I’action
de C™~ 4. En effet, les différents stabilisateurs de action de C*~9 sont k~! (ker(hoc) nCK +ker(h)) en un

point de (CT@(ker(hU@) N{0}X)x T pour & # K & T et k™! (ker(hyc)+ker(h)) en un point de (C'@{0}) x
T!°. Ces groupes ne peuvent pas étre isomorphes a E(ker(hy)) x ker(h) (par la proposition 7.3.2). O

Voyons ce résultat sur un exemple :
Exemple 7.3.4. Reprenons exemple 6.3.1.1.11 avec n = 4 (on va noter a, b et ¢ par ay, as, az) :

On a vu que dans %, les stabilisateurs s’écrivent de la fagon suivante :

e Le stabilisateur de Oca est Z x E(C(—aq, as, —as, 1)) qui est isomorphe & Z x C si aj,as ou ag est
irrationnel ou Z x C* sinon;

e Le stabilisateur de (C*\{0} ®0) @0 est ker(h) x E(ker(hsc)) qui est isomorphe a C si aj,as ou az
est irrationnel ou Z x C* sinon;

e Le stabilisateur de 0 ® C*(—ay, as, —as, 1) est Z x {0} ;

e Le stabilisateur des autres points est ker(h) qui est isomorphe & 0 si a,b ou ¢ est irrationnel ou Z
sinon.

Alors que dans %/, on a :
e Le stabilisateur de Ocs est C;

e Le stabilisateur d’'un point de C' x {0} est [);c; @iZ (qui est toujours un sous-groupe fini). En
particulier, si a, b ou c est irrationnel, le stabilisateur d’un point du tore est trivial et est isomorphe
a Z s’il y a une seule coordonnée non nulle.
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CHAPITRE 8

MORPHISMES BIRATIONNELS :
ECLATEMENTS

N GEOMETRIE ALGEBRIQUE, LES ECLATEMENTS sont un outil central : on les retrouve notamment
E comme exemple élémentaire d’applications birationnelles ou dans la résolution des singularités de
variétés (en caractéristique 0) on on éclate les singularités d’une variété afin d’obtenir une variété lisse
(cf. [70]).

Dans le cas torique classique, les éclatements des points invariants par ’action du tore des variétés
toriques sont entiérement décrits de fagon combinatoire (voir la proposition 1.1.4.4). On peut réutiliser
les mémes résultats dans le cas quantique et réussir a définir un éclatement de fagcon combinatoire et
ainsi obtenir un morphisme torique d’éclatement. A la place de prendre uy = Zid:1 Ui, on pourrait
aussi définir 1y comme une N-combinaison linéaire des w; pour obtenir un éclatement & poids du champ
torique considéré (ce qui est déja possible pour les variétés classiques). La principale nouveauté des champs
toriques quantique est qu’il serait possible de considérer des poids irrationnels. Malheureusement, dans ce
cas-1a, on ne peut pas obtenir un morphisme entre 1’« éclatement » et le champ du début mais seulement
un morphisme entre des ouverts de ces champs.

Le but de ce chapitre est d’introduire les morphismes birationnels entre champs toriques quantiques
a travers ’exemple des éclatements. Dans la premiere section, nous allons donner la définition géné-
rale de morphismes birationnels d’éventails qui, par les théoréemes d’équivalence combinatoire-géométrie,
induisent un morphisme birationnel entre les champs toriques quantiques associés. Evidemment les écla-
tements sont un exemple de tel morphisme. Deux cas se présentent alors : soit le morphisme naturel
d’éclatement existe et alors on peut examiner les fibres de ces morphismes et leurs propriétés : c’est le cas
entier/rationnel (quitte & composer par un revétement) que ’on étudiera dans la deuxiéme section, soit
le morphisme naturel n’existe pas, ce qui est le cas irrationnel que I'on étudiera dans la troisiéme section.
Dans les deux cas, les fibres (quitte & réduire) de ces éclatements sont des espaces projectifs quantiques
généralisant le cas classique ou c’est un espace projectif. La quatriéme section sera dévouée & montrer
que, sous des conditions assez faibles, des champs toriques quantiques donnés par des éventails complets
sont reliés par des éclatements et des contractions.

8.1 Morphismes birationnels

On va commencer cette section avec ’exemple classique de 1’éclatement de 'origine du plan pour
permettre de donner une motivation a la définition générale de morphisme torique birationnel qui sera
donnée ensuite.
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CHAPITRE 8 — Morphismes birationnels : Eclatements

8.1.1 Eclatement en dimension 2

Prenons (Z3 — I' = R?, &) une calibration (standard) et notons v = h(es).

€2
v
7T
_
€1
J'=g

FIGURE 8.1 — Eclatement du plan & l'origine

Lemme 8.1.1.1. Le morphisme d’éclatement m existe si, et seulement si, v € N2 . Celui-ci est alors

1 0 a
donné par le couple (idgz,H= {0 1 b | :R? - R3)
0 0 0

Démonstration. Le premier point vient de la définition des morphismes d’éventails et de ’équivalence de
catégories du théoreme 3.4.2.16. O

On obtient donc un morphisme H : #(A’) = C*\{0} x C — F(A) = C? x C* défini par :
Hix,y,2) = (xz%,yz°,1)

Le champ torique quantique de gauche (resp. a droite) est le quotient de C2\{0} x C (resp. de C%\{0} x C*)
par l'action de C donné par

t-(z1,22,23) = (E(—at)zy, E(—bt)zy, E(t)z3)

On en conclut que pour tout (x,y,z) € C? x C*, H(x,y,z) est dans la méme classe d’équivalence
que (x,y,z) (en effet, si z = E(t) alors (xz%,yz®, 1) = (—t) - (x,y,z)). Par conséquent, le morphisme
d’éclatement 7 se restreint en I'identité sur [C%\{0} x C*/C].

Remarque 8.1.1.2. Le morphisme identité est toujours défini quel que soit v € N2. Cependant, ce n’est pas
un morphisme #(A’) — & (A) mais juste sur des ouverts i.e. C2\{0} x C* = F(A’) — (C?x {0}) xC* <
F(A)

8.1.2 Cas général

L’exemple de la sous-section précédente illustre le fait que pour pouvoir définir des éclatements, il
est nécessaire de considérer des applications linéaires (L, H) qui sont des morphismes d’éventails sur des
sous-éventails :

Définition 8.1.2.1. Un morphisme birationnel d’éventails quantiques entre (A, h, 9) dans et (A, h/, §7)
dans T’ est une paire d’applications linéaires (L : RY — R4 H : RN — RN) tels qu’il existe une paire
de sous-éventails A < A, A < A’ des sous-ensembles | < [1,n]\(A(1) u 9), J' < [1,n'T\(A'(1) v 97)
tel que (L, H) soit un isomorphisme d’éventails toriques entre (E,h,g v (A(l)\z(l)) uJ) et (&, h,d" v
(A(l)\Z’(l)) U J’). On notera ce morphisme (A, h, J) --» (A, h/, §').

Remarque 8.1.2.2. On se permet de changer les générateurs qui ne sont ni des générateurs des éventails
ni virtuels pour que les morphismes induits par les cobordismes du chapitre 9 soient des morphismes
birationnels.
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La symétrie de cette définition nous donne le résultat suivant :

Lemme 8.1.2.3. 57 (L, H) est un morphisme birationnel d’éventails quantiques (A, h,9) --» (A’ h/, J")
alors (L7, H™1) est un morphisme birationnel (A’, W/, 9') --» (A, h, ).

Par I’équivalence de catégories du théoreme 3.4.2.16, un morphisme birationnel (A, h, d) --» (A’,h/, J)
d’éventails induit un morphisme birationnel Za ng --+ &a/ n’,g- i.e. un isomorphisme torique entre deux
ouverts % < Zang et 7 < & w9 qui sont donnés par les éventails (A, h,J U (A(IN\A(1)) U ) et
(A h, 7o (A'(IN\A(L) v )

Exemple 8.1.2.4. Soit « = (o, x2) € R2\Q%. Le a-éclatement de l'origine du plan est défini par le

couple (idg2,idgs) qui induit un morphisme birationnel entre ' = [C?\{0} x C/C] --+» & = [C? x C* /C]
ou l'action de C est donné par

t-(z1,292,23) = (E(—ouit)zy, E(—oat)zo, E(t)z3)

Comme vu dans la remarque 8.1.1.2, les ouverts toriques en question sont % = %" = [C?\{0} x C*/C] et le
morphisme entre les deux est I'identité. Le complémentaire Z7/\[C?\{0} x C* /C] = [C?\{0} x {0}/C] est le
« diviseur exceptionnel »de 1’éclatement (c’est une droite projective quantique) et Z\[C?\{0} x C*/C] =
[{0} x C*/C] est le point que l'on a éclaté.

Proposition 8.1.2.5. La composée de deux morphismes birationnels d’éventails est un morphisme bira-
tionnel d’éventails.

Démonstration. Soient (Li,Hi): (A 9) --» (AR, 97) et (Lo, Hs) : (A’ R/, 9’) —-» (A", h" 3") deux
morphisme birationnels d’éventails. Ils induisent des isomorphismes d’éventails

(Ah 0 U (AINAM) U)) =~ (AR, 9" U (ANA'(1) U ")

et —~
(AW, 07O (A NA(1) UT) ~ (A7, h, 97 U (A (INA"(1)) U ).

Soit (Z/, h,?l) le raffinement commun des éventails (&, h, g’u(A(l)\A’(l))u]’) et (g’, h', Q’U(A’(l)\g(l))u
J). Avec les isomorphismes (L;!, Hfl) et (Lo, Hs), on obtient des sous-éventails compatibles de (A, h, d)
et (A”,h”,9"). On en conclut que (LyL;, HyH;) est un morphisme birationnel. O

8.2 Eclatements rationnels

Cette section traitera du cas ou le morphisme d’éclatement est bien défini, c’est-a-dire lorsque le
poids de I’éclatement est entier. Tout d’abord, nous allons montrer des résultats généraux sur les fibres
de morphismes toriques (entre des champs toriques quantiques affines). Cela permettra de faire une
description locale des fibres des champs toriques. Nous allons utiliser ensuite ces résultats pour calculer
le diviseur exceptionnel de 1’éclatement dans le cas entier puis voir comment adapter cela dans le cas
rationnel.

8.2.1 Description des fibres

Théoréme 8.2.1.1. Soit [ : Uy = [CY/Z" ] — Y. = [CY/Z™ ] un morphisme torique entre
champs toriques affines induit par les applications linéaires (L, H). Alors,

71(0) = 10/Z =) X car ygnr—ar [CY/ZN =9 = [L}(0)/27 4]
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ou L est lapplication C¢ — C% définie dans (3.3). Autrement dit, le diagramme suivant est cartésien :

[ffl(o)/Zn—d] SN [(Cd/Zn_d}
| |
0/zn'-47 i [cY/zn -4
Démonstration. Soit T € 2. Alors,

T c?
(HO)M =L o: T > T, | @:i(a) ~ ((mr, m)

T

L’isomorphisme ¢ (dans [C4"/ZN'=4](T)) est décrit par le diagramme commutatif suivant :

c¥
% \
T’ e » T oxp, 204
T /

ol 'application m': T X, ZN' 74" - C4' est définie par :
m'([t,p]) = L(m(1))E' (h(p))
Comme le triangle supérieur est commutatif alors, pour tout teT ,
L(m(t) =0

—1
Autrement dit, m prend ses valeurs dans L

(0).

Lemme 8.2.1.2. Pour tout objet T dans U, le foncteur d’oubli {=1(0)(T) — [171(0)/2“_‘1]”) est une
équivalence de catégories.

Démonstration. Ce foncteur est clairement (essentiellement) surjectif. Il nous reste & montrer qu’il est
pleinement fidele :

Un morphisme (&, (71, m), @) — (&', (', m’), @’) of £71(0)(T) est donné par un morphisme u : o — ot
et un morphisme v : (71, m) — (7, m’) tels que le diagramme suivant commute :

0| lo (8.1)

‘
((rm) — s (!, m)
Pour montrer que le foncteur d’oubli est pleinement fidéle, il nous reste & montrer que 'application

F(=): Hom((e, (m,m), @), (o', (', m'), ")) — Hom((m, m), (7', m")), (u,v) — v
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8.2. Eclatements rationnels

est bijective.
Dans le diagramme (8.1), on peut voir que i(u ) ((p’ )~ (v)@. En corestreignant ’application équiva-

riante sur 0, on obtient un morphisme de [0/C™ ~4](T).
Cela définit une application de Hom((7t, m), (7t/, m’)) vers Hom((«, (7r, m), @), (&, (7', m’), @’)) qui est
Pinverse de F(—). O

Le foncteur d’oubli définit un morphisme de champs £~1(0) — [ffl(O) /Z™~4] alors c’est un isomor-
phisme grace au lemme 8.2.1.2. O

Corollaire 8.2.1.3. On peut remplacer {0} par une sous-variété invariante de C™ dans l’énoncé du
théoréme 8.2.1.1 et les C¢ par des C* x T4k,

Notation 8.2.1.4. Si t = (t1,...,tq) € C¢ (ou! si [t] est I'orbite d'un élément de C?) alors I == {i €
{1, .. ,d} ‘ t; # 0} et txo = (ti)ielt-

On continue en calculant 'image réciproque d’une orbite :

Lemme 8.2.1.5. Soit { un morphisme torique [C4/Z™4] — [C4/Z™'~4]. Soient L = (o )1<1,J<d R¢ —
RA H : Z™ — ZM les applications linéaires assocides a (. Soit t € CA. Supposons que L soit un isomor-

phisme. Alors Uespace analytique réduit X = f_l([t])red est

e le point E(L(El(w)) sit=E(w)e (C*)?
. UI{(Z,OIM(I)) | LiZ = txo}ou 'union est indexée par toutes les familles T = {(k,j)}xe1,,, < [, dj?

telles que oc}‘ # 0 et oc} =0 si L ¢ my(l), et les applications 1y sont les projections sur la i°™°

coordonnée et L1 = (OC})"L¢7—[1(I)’)'¢7—[2(I), site C4\({0q4} U (C*))

e U;Cx0re on l’ym’on est indexée par les sous-ensembles I de {1,...,d} tels que pour tout i€ [1,d],
il existe j € 1¢, oc} #0,s1t=0

Démonstration. Si t € (C*)¢ alors comme la restriction d’un morphisme torique sur les tores est un
morphisme de tores Alors on obtient notre résultat grace au diagramme commutatif (3.1).

Site CH\({0q4} U )4) alors Iy # F et Iy #{1,...,d}. Siz=(z1,...,zn) € X alors les coordonnées de
z vérifient les deux condltlons suivantes :

1. Pour tout i€ Iy et tout Le {1,...,d}, od =0 ou z; # 0
2. Pour tout k ¢ Iy, il existe j(k) € {1,...,d} tel que cx ) #=0etz; =0

Par conséquent, si on prend une famille {(k,j(k))}xer,,, telle que ocj # 0 et oc} =0sil¢m(I) alors les
coordonnées dans If;; de l'image de [z] par @ est 0. Alors, pour les coordonnées restantes, on conclut de
la méme fagon que dans le premier point (méme si L n’est pas inversible).
Si t =0 alors z € X si, et seulement si, la condition (2) est vérifiée. Alors, pour tout sous-ensemble I de
{1,...,d} tel que, pour tout i€ [1,d], il existe j € I¢, oc]@ # 0, (z1,01c) € X pour n’importe quel z; € CL.
Réciproquement tous les points de X sont de cette forme.

O

Exemple 8.2.1.6. Soit <L - <‘Cl Z

de morphismes linéaires compatibles avec deux calibrations Z™ — T et Z™ — I'" dans R2. L’application
L est donnée par :

> :C2 > C2H:Z™ —>Z“'> (a,b,c,d e N, ad — bc # 0) une paire

(21,22) = (225, 2{z5)

et descend au quotient en un morphisme ¢ : [C2/Z"2] — [C2/Z™ ~2].
Alors,

1. C’est la méme chose vu que 'action préserve les coordonnées nulles
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e Sit=2""2.(E(w;),E(ws)) € T2/Z"'~2 alors grace au diagramme suivant

c2—Lt

! |

[T2/Zn72] 3 [TZ/ZTL'72]

on voit que la fibre de t est [E(L~'w)] (la compatibilité des quotients vient de la compatibilité de
Papplication linéaire).

e sit=2Z""2.(0,E(w)) alors plusieurs cas se présentent :

e Sia=0alors b # 0 (et si b =0 alors a # 0) et zo = 0 (resp. z1=0) alors d = 0 (resp.
¢ = 0) sinon on aurait une contradiction avec la non-nullité de la deuxiéme (resp. premieére)
coordonnée. Il nous reste plus qu’a résoudre [z§] = [E(w)] (resp. [z$] = [E(w)]). La fibre réduite
de L en z est donc [pcE(w/c)] x 0 (resp. 0 x [ugE(w/d)]) ol py, est le groupe des racines némes
de I'unité.

e sias#0etbs#0alorsz;1 =0 ouzy; =0 et on est arrivé a la méme conclusion que dans le cas
précédent.

e sit = (0,0) alors on fait le méme raisonnement que précédemment mais en remplagant E(t) par 0
et donc la fibre réduite est 0 si la puissance est non nulle.

8.2.2 Poids entiers

Dans cette sous-section, on va examiner le cas de 1’éclatement (& poids entiers) d’un sous-champ ana-
lytique fermé équivariant d’un champ torique quantique affine (donné par un cone simplicial), autrement
dit P’éclatement d’un sous-champ [0! x CI°/Z"~4] dans % = [C4/Z" 4] : Soit I un sous-ensemble de
{1,...,d} tel que Card(I) < d — 2. Soit v = > .; vkex un vecteur de (Nx)! x 0I° = C4 = R<, tel qu’il
existe k tel que h(ex) = v. Quitte & réordonner, on peut supposer que d + 1 convient. Pour tout i € I¢,
notons oy le cone de R? défini par

oy = Cone(eq,...,€,V,€i11,...,€4d)

Notons A(v) I’éventail dont les cdnes maximaux sont les 0. On notera f le morphisme torique donné par
le morphisme d’éventails quantiques A(v) — Cq4q donné par le couple (id, H) ou

Vi

H — :Lde
Vd
idgn-a-1

Soit L; : RY — RY I'isomorphisme linéaire tel que Li(ex) = ex pour k # i et Li(v) = e; et H; la
permutation (d+11) € ©,, .

Soit % = [C4/Z™ 9] (ou Z™~ ¢ agit sur C par EL{hH] 1Y le champ torique quantique associé & oy.

Le morphisme d’éventails quantiques

L7 HT! id,H
Cd(l L)Gi(l )Cd

induit un morphisme torique f; : % — % .
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Notons A; = Vi : CY — C9 Pinverse de L;. Alors la fibre fi_l([a]) va

Va 1
étre le quotient de Aii_l([a]). Pour tout 1,j, Les fibres f; Y(la]) et fj_l([a}) coincident sur les ouverts

Us, o, Les fibres (f; Y([a])); se recollent en la fibre de [a] de f qui sera le quotient de ﬁ_l([a}) grace au
théoreme 3.6.7.

Ce morphisme descend en un morphisme A; : T¢ — T¢ et peut étre étendu en un morphisme torique
A;:CY - C? defini par :

_ d 7 _ v Vi—1l _vi Vig1 v
Vz=(z1,...,2za4) € CAi(z) = (zz]", ..., zicizy 20 zizg Y, zaz)?)

Lemme 8.2.2.1. La fibre de ce morphisme au-dessus d’un point « € 01 x CI* est

Ai (&) =V(zj —a4,j € 16,278 zezl™ ke I\{i})
ot, pour tout idéal 9, V(9) est l’espace analytique complexe modéle décrit par les fonctions holomorphes
de 9 i.e. Uanalytification de Spec(Clzy,...,z4]l/9).

Démonstration. Soit 9 I'idéal (z; — oy,j € 1€, 27", ziz{*, k € I\{i}) de Clx4, ..., xq4]. L’énoncé de ce lemme

se réécrit de la fagon suivante
V(9) = Spec(C)ax a7 c4

ce qui est vrai par définition de V(—). O
La C-algebre Clzy,...,z4]/9 est isomorphe a lalgebre Clzi, i€ I1/(z]", zkzl*, k € I\{i}) (en évaluant

en la partie indexée I¢ de ). On en déduit que la projection

V(zj — a,j € 16,205, 21zl ke I\{i}) = V(2 21zl ke I\{i}) = V(9)

1

est un isomorphisme.
Par le lemme 8.2.1.5, on a :

Lemme 8.2.2.2. L’espace topologique sous-jacent de V(ﬁ) est CIME x ot}

Lemme 8.2.2.3. La fibre du faisceau structural © de V(g) au point B = (Bj,j € I\{i},0) est réduit si,
et seulement si, minv; = 1 et si pour tout k € I\], vic = 1 ou ] est l’ensemble des indices de I\{i} des
€

coordonnées non-nulles de . En particulier, on a :
o SipeTMY alors Op est réduite si, et seulement si, milnvj =1,
je
o Si B =0 alors O est réduite si, et seulement si, v = Y} cy (i) €k-
Démonstration. La fibre de © en f est (en utilisant [65, chapter 2 proposition 2.2] pour la premiere

égalité et [7, chapter 5 corollary 3.4] pour la deuxiéme et [56, §1-5] pour le passage en analytique)

(C{Zl, . ,Zn}m

Op =T(V(9),0) = -
<Zi ' ,Zkl?_}k ke I\I)
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ou m est l'ideal (z; — By, 1€ I\{i}). O
Donc, les énoncés précédent montrent que :

Théoréme 8.2.2.4. L’espace analytique Aii_l(oc) est réduit si, et seulement si, v = Zkel\{i} ex.

En recollant les fibres des E_l(a), on obtient le résultat suivant :

Théoréme 8.2.2.5. Le morphisme d’éclatement | : Zavyng — U a des fibres non-réduites si, et
seulement si, v =Y 1 €k

8.2.3 Cas rationnel

Reprenons P'application H de la sous-section précédente mais supposons que v € QL x {0}1°. L’ap-
plication (id, H) n’est plus un morphisme d’éventails mais un morphisme birationnel d’éventails.
Il existe N € N* tel que Nv e (N*)! x 01°. Alors les cones de NéVd sont engendrés par des éléments de
N9, Alors, comme NT est un sous-groupe de T, le morphisme identité de R4 et le morphisme

N NV1

NH = 0

induisent un morphisme torique
%Nh,N’c‘; — Un.c,

On obtient ainsi un premier exemple de décomposition du morphisme birationnel torique en un zig-zag
de morphismes toriques :

(id,H)

K~ el > ?ch

h,Cq

(id,N(id\ ANH)

Z;

Nh,NCq

Le morphisme torique associé a la paire (id, NH) est donné par une famille de morphismes toriques
(i UNo, — Un,c, et donc, par des applications linéaires :

N NV1

]—i = NV{

NVd N
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Chacun de ces morphismes toriques est donné par la descente au quotient de morphismes toriques
Li: C4 — C% définis par

d 7 _ ( N_Nv; N _Nvi 1 _Nvi _N _Nviy Nvg
,2a) € CO Li(z) = (272, 'y - 02124 zi Vzizg Y zaz )

Vz = (z4,... VZ4

Lemme 8.2.3.1. Si N > 1 alors pour tout o« € 0' x C'°, Iespace analytique I:fl(oc) est non-réduit.

Démonstration. Voir le lemme 8.2.2.3. O

8.3 FEclatements

On va maintenant passer au cas général des éclatements & poids non-nécessairement entiers. On finira
par un autre exemple de morphisme birationnel : une généralisation du « flip d’Atiyah » qui est une
construction classique par éclatements et contraction d’une application birationnelle P* x P! --» P2,

8.3.1 Eclatements d’un point

Soit d € N* un entier naturel et T' un sous-groupe finiement engendré de R%. Soit h : Z™ — T une
calibration standard de I' et d son ensemble de générateurs virtuels.
Soit ¢ = (a1, ...,xq) € T un vecteur dans l'intérieur de Cq4 (i.e. pour tout i, oy > 0) tel qu’il existe un
élément k de {1,...,d} tel que h(ex) = a. Quitte & permuter, on peut supposer k = d + 1.

Soit (6:1, h, 9\{k}) l'éventail quantique dont les cones maximaux sont

0y = Cone(el,...,ei,oc, ei+1,...,ed) c Cq

pour 1 < i < d ol ~ oil est un vecteur omis. Le morphisme identité idga: RY — RY et le morphisme
id : R™ — R™ forment un morphisme birationnel d’éventails quantiques (Cq,h, 9\{k}) — (Cq,h, 9). 1l
induit un morphisme torique birationnel f : 2%; W Ucy.

Définition 8.3.1.1. Le morphisme f : 2%; w ~~* Uc, est appelé a-éclatement (ou éclatement de poids
o) de %c, -

Définition 8.3.1.2. On appelera diviseur exceptionnel de cet éclatement le diviseur & de 226; h9\ (K}

ol le morphisme f n’est pas défini i.e. le complément de 'ouvert maximal de &> ou f est défini.

Ca,h,9\{k}

Par construction, le morphisme f se restreint en un isomorphisme 2%; I~ Uc A\0/Zm4]. Ce
morphisme est une collection de morphismes birationnels compatibles fi: %5, --+ %c, sur les cartes
affines.

Lemme 8.3.1.3. Le morphisme fi: [CE/Z™"94] ——s [CY/Z™9] (ou laction a droite est donnée par
le morphisme hy = AihHi_1 ot Ai et Hi sont les isomorphismes linéaires au cone o) est défini sur
[CA~1 x C*/Z™9] (ou le facteur C* est en iéme position).

Démonstration. On enléve dans [C4/Z™~4] 'orbite du tore quantique correspondant au 1-céne de Pécla-
tement. 0

Le diviseur exceptionnel %; = [CY/Z"4|\[C4~1 x C*/Z"~1] = [((:[17“"‘”\i x {0}“}/2“_‘1] est iso-
morphe (comme champ) a
[C[[l,d]]\i/Zn—d}

ott Z™ 4 agit sur CI4\t par le morphisme prih: Z"~ 9 — pril ot pry : C4 — ClILANE

est la projection
(Z17""Zd) g (217"'7217""Zd)'
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De ce fait, ?; est un champ torique quantique. Les applications de transition de 2%; 1,9\ (K} descendent

en des applications de transition entre les champs toriques quantiques %; :

Théoréme 8.3.1.4. Soit h : Z™ — T une calibration standard de T' et I son ensemble de générateurs
virtuels. La diviseur exceptionnel de f : 2%; hg — Uc, au-dessus de {[0,...,0}] est l’espace projectif
quantique donné par les vecteurs

X
€1,..-,€d-1,Vd = — Z fek

Kzi X

et la calibration (priAihH;1 (2™ — pri(AD), 9\{k}) ot (Ai,Hi) est la paire de morphismes linéaires
associée d un cone oy pour un i€ [1,d] fizé.

Démonstration. Le lemme 8.3.1.3 nous donne les cartes affines de la fibre. Voyons comment elles se
recollent :
Pour tout i et j,

oi N oj = Cone(ey,..., 6, ,...,6,...,eq) # J

Les applications de transition de %y, ~o; © %o, €t Us;no, © Us,; est I'isomorphisme torique défini par
I’isomorphisme d’éventails quantiques
ex sik #1,j
A]'A_li ex — Ej sik=1

i
Ao Kk o, P — 3
% €] Zk# € sik=j
Ce morphisme descend en un isomorphisme Aj;: C4~1 — €971 tel que le diagramme suivant commute

A ATT

Cd Cd

S (8.2)

cd-1 A cd-1

En d’autres termes

= ek sik#1,j
ij: €ex — . .
2k o€ Sik=]
L’application linéaire fA\; est une bijection puisque det (fA\; ) = —z—]? # 0. Son inverse est I'application
—~—1 e sik#1,j
Ay tex— by - . . ]
— Qi ek =va sik=1

Le vecteur v4 ne dépend pas de j. De plus, les restrictions de ces morphismes sur le sous-groupe priAil’
sont des isomorphismes. Avec les calculs précédents, il nous reste plus qu’a exampiner la deuxiéme appli-
cation linéaire de 'application de transition donnée par 6:1 :

Soit i # j deux éléments de {1,...,d}. Par définition, I'isomorphisme linéaire HjH; ' associé a I’applica-
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8.3. Eclatements

tion de transition entre o; et 0j s’insére dans le diagramme
HyH!
7 —— 7™
Aithll lA,-th’l
AjAT!
cd —= ¢4

Alors, grice au diagramme (8.2), on obtient

—1
AL L mn

priAihHi_ll lijAth]._l
cd-1 AV, d-1
On en conclut que les applications de transition {AT), HyHT 1}j sont les applications de transition d’un

espace projectif quantique (voir I'exemple 3.4.2.15). O]

Exemple 8.3.1.5. Fixons d = 2,

I'=72%+ (xe1 + Pes)Z + (yer + des)Z,

h3Z4—’r’61'—’61762'—>eg,€3'—>ocel+[562,e4¢—>ye1+5eg
et § = {4} avec o, 3 <0,7v,6>0etv=_(y,8)eTl.

La fibre de f au-dessus [0/Z?] est le champ torique quantique Zh, prATRH Y o5 donné par I’éventail
A1 = {Rgo, {0}, R>o}
sur le groupe (avec sa calibration) :
5 —
priARHTL: 22 — pry(AT) = Z + %Z + (XTBYZ

i.e. c’est la Z* "9 _gerbe au-dessus P(-1%, “‘1%6“’) (voir [81, 5.16]). En particulier, si « = = —1 et
Y =6 =1, on obtient la Z2-gerbe au-dessus de la droite projective P! qui est la projectivisation du fibré
conormal de {(0,0)} dans C? comme attendu de 1’éclatement d’une Z2-gerbe d'une variété lisse.

Exemple 8.3.1.6. Fixons d = 3. Alors, les isomorphismes linéaires AgAl_l et Ag/-\l_1 sont

00 052 0
AsA7t =10 1 ;10;2 L ARAT =1 k7 0
10 & 0 =% 1

et leurs inverses sont
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On peut comparer ces matrices avec, respectivement, les matrices Az; et Agg de [81, example 5.17] &
permutation des lignes pres. On obtient ainsi un plan projectif quantique.

8.3.2 Eclatement d’une sous-variété

Maintenant nous allons voir comment éclater une sous-champ , g-équivariant de % = [C4/Z™~9]
Le point de départ est a peu pres le méme que la sous-section 8.2.2 :
Soit d € N* un entier naturel et I’ un sous-groupe finiment engendré de R4. Soit (h : Z™ — T, 9) une
calibration standard de T'.
Soit I un sous-ensemble de {1,...,d} tel que Card(I) < d — 2. Notons i§ < ... < icad(1c) les éléments
de I¢. Soit o« = Zjel a;ej un vecteur de RL, x 01 = Cq tel qu'il existe k tel que h(ey) = v.
Pour tout 1 <j < Card(I¢), notons oj le cone de R¢ défini par

)

05 = Cone(ek,ke I, eif,...7ei]_c,oc, ei]_cﬂ,...,eiéard“c)

Notons (al,h,g ) éventail dont les cones maximaux sont les oj. Soit A; : R — R4 I'isomorphisme
linéaire tel que Ai(ex) = ex pour k # i et Aj(ax) = e; et Hji la permutation (11) € &, .

Soit %; = [CY/Z™9] (ot Z™ ¢ agit sur C¢ par EAihHifl) le champ torique quantique associé a oj.

Le morphisme birationnel d’éventails (idga,idgn) induit un morphisme birationnel

f: %ﬁ,h,ﬂ - Uc,.
Sa restriction sur le complémentaire de son diviseur exceptionnel induit un isomorphisme entre
d I 1€ —d
Zeong\Z = [CN{0} xC/Z" 7).
Le morphisme f induit ensuite une famille f; : %5, — %c, de morphismes birationnels.

Proposition 8.3.2.1. Le diviseur exceptionnel de f; est @ = [C™1 x {0}/Z" 4] ou le {0} est en ieme
position.

Démonstration. C’est la méme preuve que le lemme 8.2.1.5. O

Dans le cas classique, le diviseur exceptionnel est un P~ =1_fibré sur le diviseur que 1'on a éclaté.
Dans la suite, on va donc regarder le recollement des intersections des & avec [{0}! x C!* /Z™ 9] i.e. des
champs ¢; = [0 x CI°\MU} /zn—4d] .

Il ne nous reste plus qu’a examiner le recollement de ses fibres.

Soit 1,j deux éléments de 1. Alors, le morphisme linéaire A; Ai_l est défini par

elsil;éi,j
AAT e e sil=1

ej — ZmEIC\{j} %‘:em Si 1 :]

On peut remarquer que cette application s’insére dans le diagramme commutatif suivant (de la méme
fagon que dans le diagramme (8.2)) :

prlc\{i}l lprlc\(i}

CIVi 10}
A

ji
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Le morphisme Aj; est un isomorphisme défini par :

— {el sileIo\{i,j}

Aji el — o
ji —ZmeIC\{j} %?em sil=j

et son inverse est
~—1 er si le I°\{i,j
e {esie L)
j . =i
— Dmere\(iy o€ sil=1

~—1
Le vecteur Aj; (e;) ne dépend pas de j. On en déduit 1'énoncé suivant :

Proposition 8.3.2.2. Le recollement des d; est l'espace projectif quantique de dimension n — |I| — 1

donné par les vecteurs
Xm

€m

ej,j € I\{i},va =— )|

mele\i

et la calibration pTIc\{i}AihHi_l 1 2™ — priegy (ALT) (dont lensemble des générateurs virtuels est I\k)
ot (Aq,Hy) est la paire de morphismes linéaires associé au cone oy pour un i€ I¢ fixé.

8.3.3 Flip d’Atiyah

On va considérer maintenant une composition de deux éclatements et d’une contraction entre P? --»
P! x P! .

Eclatement .
4

Eclatement Eclatement

FIGURE 8.2 — Flip d’Atiyah classique
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8.3.3.1 Rappel sur le cas classique

Considérons I'éclatement du plan projectif P? (décrit par I'éventail dont les cones maximux sont
oo = Cone(ey, e3), 01 = Cone(es, —e; — €3) et 0o = Cone(—e; — es,e;1) in Z?2) aux points p = [0:1: 0]
and q = [1 : 0 : 0] i.e. les points équivariants de, respectivement, o7 et 0y. La variété torique V ainsi
obtenue est décrite par I’éventail dont les cones maximaux sont :

0o = Cone(ey, €3), 07 = Cone(ez, —e1), U% = Cone(—ey1, —e; — e2),

o5 = Cone(—e; — ey, —e3), 05 = Cone(—ej, e;)

Comme le vecteur —e; — es est la somme de —e; et de —ey, on peut contracter la variété torique V
sur la varieté décrite par I’éventail dont les cones maximaux sont +eq, +es i.e. Pt x P! (ou autrement
dit, V est I’éclatement de P! x P! au point équivariant du céne Cone(—ej, —e3) i.e. (00, 00).

De ce fait, on obtient une application birationnelle entre P' x P! et P? et donc, un isomorphisme entre
les sous-variétés ouvertes (P! x P1)\E; et P?\E,. Le diviseur E, est la droite passant par p et q et le
diviseur E; est P! x {oo} U {co} x P! (voir [64, example 7.22] avec la projection [x:y:z:t] — [y:z:1]
et le plongement de Segre).

Avertissement 8.3.3.1.1. La variété Es n’est pas une variété torique mais une somme amalgamée de
variétés toriques :

E, =P [ [P (8.3)

En effet, les tores denses des droites projectives ne sont pas denses sur tout Es.

On va maintenant donner une autre description de la variété E,; On peut la décomposer comme
I’union suivante

Ey = P! x {00} U {oo} x P! = (C x {o0}) U ((P'\{0}) x {o0} U {oo} x (P1\{0})) U ({o0} x C)

En d’autres termes

Lemme 8.3.3.1.2. La variété By est le recollement de C x {0} < Ug,, C x {0} U {0} x C < Uy, et
{0} x C = Uy, par les applications de transition de P x PL.

On va utiliser cette description dans le cas quantique.

8.3.3.2 Cas quantique

Soit T un sous-groupe finiment engendré de R? et h: Z™ — T une calibration standard de T et J un
ensemble de générateurs virtuels (de cardinal n — 3) tel que h(es) = ae; + bep € R%
Soit (A, h, d) I’éventail quantique dont les cones maximaux de A sont :

09 = Cone(e, ez), 01 = Cone(es, ae; + bes), 02 = Cone(ae; + besg, e3)

Le champ torique quantique &a ng associé a cet éventail est un plan projectif quantique. Soient v =
h(ex) = x1e2 + xo(ae; + bes) € 01, w = h(e) = Bi1(ae; + bes) + Poes € 03 deux vecteurs de I' (ou
k,1 > 3) tel que I'angle (v;w) < 7. Notons y = (y1,v2) € RZ, le vecteur tel que ae; +bez = y1v+yaw.
On va utiliser la méme procédure que dans la sous-sous-section 8.3.3.1 :
Considérons le o-éclatement du (-éclatement (ou 'inverse vu que ces opérations commutent puisque
I'on n’éclate pas le méme cone) du plan projectif quantique Za ng. On obtient donc une surface to-
rique quantique qui est le y-éclatement d’une surface torique quantique donné par ’éventail quantique
(A h, (9\{k,1}) U {3}) ou

oo = Cone(ey, e), 0} = Cone(ey, ®), 019 = Cone(, B), o3 = Cone(B, e1)
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On obtient un morphisme birationnel Za h.g --+ Za’ n,(9\(k,1})u{3}- Le sous-champ fermé qui a été enlevé
de Zar h,(9\{k,1}) est la droite projective quantique donnée par le y-éclatement dans le théoreme 8.3.1.4.
On peut décrire aussi le sous-champ fermé & qui a été retiré de Za ng :

Théoréme 8.3.3.2.1. Le champ & est la somme amalgamée des deux droites projectives quantiques
données par les diviseurs exceptionnels du l'oc-éclatement et du B-éclatement le long de [{0}/Z"2].

Démonstration. De la méme fagon que dans le lemme 8.3.3.1.2, & est le recollement de %; = [C x
{0}/Z"% <« U1, U = IC x {0} U {0} x C/Z""?] € Us,, and Us = [{0} x C/Z"?] € Uy3. On peut
recoller la partie C x {0} de %12 avec %3 pour obtenir le diviseur exceptionnel de I’a-éclatement et la partie
C x {0} avec % afin d’obtenir le diviseur exceptionnel du B-éclatement (voir le théoreme 8.3.1.4). Les
descentes au quotient des inclusions {(0,0)} — Cx {0} et {(0,0)} — {0} x C donnent "amalgamation. [

8.4 Décomposition des morphismes birationnels

Un résultat classique en géométrie birationnelle est qu'une application birationnelle entre deux variétés
algébriques propres et lisses (sur un corps algébriquement clos) se décompose en une suite d’éclatements
et de contractions de centres lisses (cf. [126] et [3]). La preuve de ce théoréme vient de la preuve du cas
torique par WLODARCZYK. L’énoncé qui va nous intéresser ici sera le résultat un peu plus faible suivant :

Théoréme 8.4.1 ([125] Théoreme A). Soit A, A’ deuz éventails dans Q™ tels que |A| = |A’|. Alors il
existe une suite d’éventails simpliciaur (Ai)i—o.n telle que A = Ay, A, = A’ et tout Ay est obtenu a partir
de Ai_1 par éclatement ou contraction pouri=1,... n.

Le résultat analogue pour le cas quantique est le suivant :

Théoréme 8.4.2. Soient A, A’ deux familles de cones polyédraux fortement convexes simpliciauz de RS
stables par intersection et aux passage aux faces. Si |A| = |A’| alors il existe deux calibrations (h,d),
(h,9’)2 telles que (A, h, ) et (A, h,d’) soient des éventails quantiques et telles qu’il existe une suite
d’éventails quantiques simpliciauz (Ai)o<i<n tel que A = Ay, Ay = A’ et tout Ay soit obtenu & partir de
Ai_1 par éclatement ou contraction pour touti=1,...,m.

Démonstration. Comme les familles sont composées de cones simpliciaux alors par le lemme 4.1.4, il
existe Arqt et AL, composés de cones rationnels et « proche » de A et A’ (pour n’importe quelle norme
de R4 sur des générateurs des cones). On applique le théoréme 8.4.1 pour relier A.q¢ et Al , par des
éclatements et des contractions. Soit G I'ensemble des générateurs des cones de tous les A; et posons
hrat : ZG — R4 Pépimorphisme défini par ces générateurs. Soit h un épimorphisme Z¢ — R% « proche »
de hyqt et tel qu'il existe I et I’ des sous-ensembles de G tels que pour tout i € I (resp. i € I’), h(ei) soit
un générateur d’un 1-cone de A (resp. A’) et que tous les générateurs soient de cette forme (cela existe
aussi grace au fait que I'espace Q(D) soit ouvert). Enfin, on pose § := G\I et ¢’ := G\I pour finir cette
preuve. O

Exemple 8.4.3. Soit (A,h:Z"™ — T < R4, J) un éventail quantique complet tel qu’il existe k € J tel
que h(ey) € RY,,.
Alors le champ torique Za n,g peut étre relié, par éclatements et contractions, & l’espace projectif quan-
tique donné par I’éventail (A’ h, I\{k} U (A(1)\{1,...,d})) ot A’ est I’éventail dont les cones maximaux
sont

Cone(eq,...,eq),Cone(ey,...,é;,h(ex),...,eq),...,Cone(e,...,eq—1,hlex))

Plus précisément, on éclate tout d’abord le sous-champ correspond & un cdne contenant h(eyx) puis on
contracte tous les autres 1-cones sauf ey, ..., eq afin d’obtenir ’espace projectif quantique.

2. C’est le méme morphisme h dans les deux calibrations
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Corollaire 8.4.4. Soit (A, h,9) un éventail quantique et A" un raffinement de A donné par des généra-

teurs virtuels. Alors il existe un morphisme birationnel Za ng -+ arn,g (donné par des éclatements et
des contractions).
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CHAPITRE 9

COBORDISMES

ANS LE CHAPITRE PRECEDENT, NOUS avons décrit comment définir des morphismes birationnels
D entre des champs toriques quantiques et completement détaillé ’exemple des éclatements. Le but
de ce chapitre est de continuer 1’étude des morphismes birationnels en considérant ceux décrit par des
constructions combinatoires plus élaborées que les subdivisions étoilées. Plus précisément, nous allons
définir une généralisation des cobordismes de polytopes, décrits notamment dans [21], au cas général
des éventails quantiques. De la méme fagon que ces cobordismes permettent d’obtenir des applications
birationnelles entre les variétés LVM et sous de bonnes conditions de rationalités, entre les orbifoldes
toriques projectifs induites par passage au quotient, les cobordismes d’éventails permettant d’obtenir des
morphismes birationnels entre les champs toriques quantiques qui ont des types combinatoires différents.

Dans la premiére section et la deuxiéme section, on va rappeler les résultats de [21] sur les liens entre
les polytopes, les variétés LVM et notamment le lien entre les cobordismes de polytopes et la chirurgie de
variétés LVM. Dans la troisieme section, nous allons commencer par définir les cobordismes d’éventails en
généralisant celui des polytopes. Ces cobordismes n’induisent pas, en général, des chirurgies au niveau des
champs toriques (car les C™-actions ont des orbites non-fermées qui entrainent donc que les chirurgies
ne descendent pas au quotient) mais ils permettent tout de méme d’obtenir des morphismes birationnels
entre les éventails quantiques qui sont cobordants.

9.1 Polytopes et intersection de quadriques

On va tout d’abord rappeler le cadre classique décrit dans [21] :
Soit A = (Aq,...,An) € My ,(R). On appelle systeme associé a la matrice A le systéme :

Y AilziP=0
ZTil:l |7~i‘2 =1

Notons Xa l’ensemble de ses solutions dans C™ (c¢’est une intersection de quadriques dans la sphére
S2n—1).

(9.1)

Lemme 9.1.1 ([21] lemma 0.3). L’ensemble XA est une variété réelle (de dimension 2n —p —1) si, et
seulement st,

e Ogr € Conv(Ay,...,Ay) [Condition de Siegell;
e Siun ensemble I < {1,...,n} vérifie 0 € Conv(Ai,i€ 1) alors |I| > p [Hyperbolicité faible].

Dans ce cas, on dira que A est admissible.

Dans toute la suite, on va supposer que A vérifie ces conditions. Le tore (S')™ a une action naturelle
sur XA (par l'inclusion (S)™ «— (C*)™).
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Proposition 9.1.2 ([21] lemma 0.12). Le quotient Xa/(SY)™ est un polytope simple de dimension n —
p — 1. On notera Pa ce polytope.

Exemple 9.1.3. Prenons A = (1 0 -1 -1 _1)

o1 -1 -1 -1
Alors Xa est ’ensemble des solutions de

x1? = [x3[* + [xal® + [xs]?
x2|? = [x3]* + [xa|? + [x5]?

P |? 4 [xa|? 4 [xs|? 4 [xal® 4 [xs|* = 1
et donc Xa = %(SE’ x S! x S1). Le polytope Pa est
S5 x St x St/(SY)? x St x St =8/(S1)3 =P?/(S! x S) = triangle plein

car C?/(S' x S') est homéomorphe a R et on va le recoller pour obtenir un triangle plein (voir le
lemme 5.6.1.1 pour la preuve).

Exemple 9.1.4. Prenons A = 01 1 -1 -1

Alors XA est I’ensemble des solutions de

10011)

x1|% = [xa|® + [x5]?
x2|? + [x3]* = [xal® + |xs]?

X1+ [xa|? + [x3|® + [xa® + [xs]* =1

et donc XA = %(Sl x §? x §?). Le polytope Pa est

S x 8% x §3/S! x (S1)? x (S1)? = (S%/(81)?)? = (P'/S")? = carré plein

Exemple 9.1.5 ([93] Example 5.6). Prenons A = ((1) (1) ?, é _2>.

Alors Xa =~ S? x S? x S! et le polytope Pa est

HRN

FIGURE 9.1 — Triangle coupé

Tous les polytopes simples peuvent étre réalisés de cette fagon :

Théoréme 9.1.6 ([21] Theorem 0.14). Soit P un polytope simple. Il existe n,p € N et une matrice
A €Nl p(R) tels que P =Pa.

Restreignons I’action naturelle de (S!)™ sur XA en une action de S! par le morphisme diagonal
xe St (x,...,x) e (SH™

Notons )N(A le quotient de XA par cet action.

Théoréme 9.1.7 ([21] Theorem 12.2). Soit A une matrice admissible de 1My, ,(R). Alors il y a deuz cas
possibles :
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o Sip est impair alors la variété Xa peut étre munie d’une structure complexe ;

o Sip est pair alors les variétés Xa et Xa x St peuvent étre munies d’une structure compleze.

Exemple 9.1.8. Dans I'exemple 9.1.3, la variété X /S' = S° x S! peut étre munie de la structure d’une
variété de Hopf (voir [73]) et dans I'exemple 9.1.5, la variété Xa /St = S? x S? est une variété de Calabi-
Eckmann (voir [25]).

Les variétés Xa x S! sont le produit des variétés précédentes avec un tore (compact) complexe.

Dans les deux cas, les variétés complexes obtenus sont des variétés LVM. Ces variétés sont des variétés
complexes compactes non-Kéhler completement décrites de facon combinatoire par une famille de points
Ay dans C™ vérifiant les conditions du lemme 9.1.1 introduite par S.LOPEZ DE MEDRANO, A.VERJOVSKY
(dans [88] pour m = 1) puis généralisées par L.MEERSSEMAN (dans [91] pour m quelconque). Ici, on a
m= p;—l pour p impair ou }23 ou pzﬂ si p est pair (selon les cas). Sous des conditions de rationalité sur Ay,
on peut montrer que les variétés LVM sont des fibres de Seifert en tores complexes (de dimension complexe
m) au-dessus d’une variété torique projective orbifolde (voir [93, Theorem A]). Plus généralement, on
peut montrer, sous une hypothese sur les générateurs virtuels, que les variétés LVM sont des C™-fibrés
au-dessus d’un champ torique quantique (voir [81, Theorem 9.13]). On retrouve le point de vue précédent
car sous ces conditions de rationalité, les champs toriques quantiques sont des Z2™-gerbes au-dessus d’une
variété torique orbifolde (on récupere ainsi le C™/Z?*™ = (S')2™-fibré).

9.2 Cobordismes de polytopes et chirurgie

Dans cette sous-section, nous allons voir comment des opérations sur les polytopes peuvent décrire
des transformations birationnelles entre les variétés associées de la sous-section précédente.

Définition 9.2.1 ([21] definition 2.1, [118]). Soient P et Q deux polytopes simples de méme dimension
g. Soit W un polytope de dimension q + 1. On dit que W est un cobordisme entre P et Q si P et Q sont
deux facettes disjointes de W. On dira que W est un cobordisme trivial (resp. élémentaire) si W\(P u Q)
contient aucun (resp. un) sommet de W.

On peut noter qu'un cobordisme est la concaténation de cobordismes élémentaires. On peut donc se
restreindre & ’étude des cobordismes élémentaires.

Considérons donc un cobordisme élémentaire W entre deux polytopes P et Q. Notons v le sommet
de W\(P U Q). Par unicité, toute aréte partant de v est reliée & un sommet de P ou & un sommet de Q.
Notons a le nombre d’arétes reliant v & un sommet de P et b le nombre d’arétes reliant v & un sommet
de Q. Par simplicité de W,onaa+b=q+1

Définition 9.2.2. L’indice du cobordisme W est le couple d’entiers (a,b). On dira que Q est obtenue
par un flip de P d’indice (a, b).

La relation de cobordisme étant transitive, si Q est obtenue par un flip de P d’indice (a,b) alors Q
est obtenue par un flip de Q d’indice (b, a). On peut voir un cobordisme comme étant une déformation
continue du polytope P et Q. Plus précisément, le simplexe donné par les a sommets de P reliés a v est
réduit a un point puis celui-ci est dilaté en le simplexe formé par les b autres points reliés & v pour obtenir

Q.

Exemple 9.2.3. On a un cobordisme entre les polytopes des exemples 9.1.3 et 9.1.5 donné par le poly-
tope de la figure 9.2.

Définition 9.2.4. Le polytope obtenu apres avoir réduit les points reliés au sommet de W est appelé
polytope de catastrophe, noté C, du cobordisme élémentaire W
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/|

F1GURE 9.2 — Cobordisme entre le triangle et le carré

Remarque 9.2.5. Sia=1alors C=Petsib=1alors C=Q

Awvertissement 9.2.6. Le fait que P et Q soient simples n’implique pas que C le soit. Plus précisément, si
a>1etb>1alors C n’est pas simple.

Une autre facon de le voir est que le passage de P a Q se fait « en découpant » un voisinage de la face
engendrée par les a points de W reliés a P et en recollant un voisinage fermé de la face engendrée par les
b points de Q.

Définition 9.2.7. Le polytope obtenu en découpant P ou Q (vu qu’ils sont identiques) est appelé polytope
de transition du cobordisme élémentaire W.

Remarque 9.2.8. Sia=1lalors T=Qetsib=1alors T=P

Exemple 9.2.9. On peut considérer le cobordisme entre le cube et le « livre pentagonal » (décrit dans
la figure 9.3) :

(i

FIGURE 9.3 — Le cube et le livre pentagonal

On a réduit une aréte du cube & un point et on a réduit un aréte du livre pentagonal a un point mais
dans « I'autre sens ». Le polytope de transition est représenté dans la figure 9.5.

FIGURE 9.4 — Polytope de transition

Ly

FIGURE 9.5 — Polytope de catastrophe

Il n’est pas simple car il a un sommet d’ou part quatre arétes.

Pour pouvoir faire le lien avec la sous-section précédente, on va rappeler la définition de chirurgie :
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Définition 9.2.10 ([96] p 15). Soient M une variété réelle (resp. complexe), S une sous-variété compacte
de M, W un voisinage de S. Soient S* < W* deux variétés telles que W* soit un voisinage de S* et tel
qu’il existe un difféomorphisme (resp. un biholomorphisme) f: W\S — W*\S*. Alors on peut construire
une variété réelle (resp. complexe) M* « en coupant S et en recollant S* » i.e. le diagramme suivant est
cocartésien :

WAS 5 w

Lo

M —— M*

On dira alors que M* est obtenue & partir de M par chirurgie (holomorphe) (S, W, S* , W* f).

Théoréme 9.2.11 ([21] Theorem 4.8). Soient A,B € N, ,(R) deux matrices admissibles. Alors Pa et
Py sont reliés par un flip d’indice (a,b) (ici, a+b=n—p =dim(Pa)+1) si, et seulement si, les variétés
Xa et Xg sont reliées par une chirurgie de la forme suivante

Xa\ (82971 x D x (81)P) [ (D79 x 821 x (§)7) =X

i
ot i est Iisomorphisme (S')™-équivariant

0 (82471 x D x (81)7) = §%71 x 82071 x (81)P » 0 (D7 x 820~ x (81)P)

ot D™ est la boule unité ouverte de R™ et D™ est la boule fermée (et permettent de former des voisinages
tubulaires (triviauz) des produits de sphéres d’a coté) et o laction de (S1)™ = (S1)® x (S1)® x (S')P sur
C® x C® x (SY)P est donnée par Uinclusion St = C*. Si Xa et X sont des variétés complexes (ou quitte
a quotienter par S') alors cette chirurgie est holomorphe.

Dans le cas classique, ces chirurgies descendent au quotient et induisent des chirurgies entre les variétés
toriques (car les disques sont invariants par 'action des tores compacts de méme dimension).

Exemple 9.2.12. Reprenons 'exemple 9.2.3 entre le triangle et le triangle coupé :
On a les isomorphismes suivants :

XA\((SH2 x D* x S') = (S1)2 x (SP\(S! x D*)) = (S1)? x (SP\(S* x D)) = (§1)? x (S? x St x DY)
et
Xp\((S')? x S® xD?) = S! x ((S® x S3)\(S® x S! xD?)) = S x §3 x (S3\(S! xD?)) = $* x 3 x (S x D! x §)
En quotient par (S!)3, on obtient une chirurgie entre variétés toriques :
CP*\D* ~ (BloCP?)\(CP* x D?)

Autrement dit, en enlevant le voisinage d’un point de P? et en le remplacant par un voisinage d'un P!,
on obtient ’éclaté de P? en un point.

Cela n’est plus le cas dans le cas irrationnel. En effet, dans ce cas, il y a un ouvert d’orbite qui ne
sont plus compactes (celles issues de points ou le groupe d’isotropie n’est pas de rang maximal) et donc
les voisinages des spheres ne sont plus incluses dans des boules.

Il y a tout de méme un intérét majeur dans le cadre irrationnel : on peut considérer la famille continue
de champs toriques quantiques donnée par le cobordisme indexé par t € [—1,1] ot W_; =P et W; = Q.
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Pour étudier cela, nous allons tout d’abord étendre ces définitions au cas général des éventails quantiques.
On s’appuiera sur ces définitions pour définir les familles dans la section 11.7.

9.3 Cobordismes d’éventails

Pour obtenir ces familles, on va revenir a des considérations sur les éventails.

Définition 9.3.1. Soient (Ag,hg : Z™ — Iy < RY,4y), (A, hy : Z™ — T, < R4, 4;) deux éventails
quantiques simpliciaux dans R¢. Un pré-cobordisme élémentaire entre eux est un quintuplet (A, fA\(J), &, o, 771 )
ol A =(Ah:Z" - T,9) est un éventail quantique complet simplicial de R4+, les 51 sont des sous-
éventails de A i.e. donnés par un sous-ensemble de cones de A et les 7ty = (L; : R4T! — R H; : Z™ — Z™)
sont des paires de morphismes linéaires tels que

o les ensembles Ag max €t A1 max de cones maximaux de, respectivement, Ag et A; sont disjoints
L4 |Amax\(A0,max v Al,max)| =1

e Les morphismes Li, H; sont surjectifs, vérifient ’égalité Lih; = hH;, L; envoie les cones de A; sur
les cones de A; et H; envoie les cones de A; p sur les cones de Aj n,

Cette définition est la transposition de la définition de cobordisme de polytope de la section précédente
dans le cadre des éventails (les changements viennent du fait que le passage polytopes/éventails par
I’éventail normal retourne les inclusions. Ainsi les sommets du polytope deviennent des cones maximaux
et les facettes deviennents des 1-cénes) grace au résultat suivant :

Proposition 9.3.2. Soit W un cobordisme entre deux polytopes P et Q de RY. Notons ip : P < W et
ig : Q — W les morphismes d’inclusion. Notons Np,Nq, Nw les éventails normauz de, respectivement,
P, Q et W et Nwp, Nw g les sous-éventails de Nw associés aux sommets de P et Q (voir la sous-
section 1.2.2 pour les détails). Alors,

ip(Nwp)=Np (9.2)

i5(Nw,q) =Ng
Démonstration. A une transformation affine prés, on peut supposer que l'espace affine engendré par
ip(P) est {(x,t) e RY x R | t = —1}. Alors, ip est le morphisme x € R — (x,0) et i} est la projection

(x,t) € R® x R > x € R%. On en déduit que pour tout sommet v dans ip(P), le cone maximal C, w
associé a v dans W est de la forme

Cy,w = Cone(ip(Cyp),eq41)

ot C, p est le cone maximal associé a v dans P On obtient donc I'égalité voulue :

1'-]|3— (CV,W) = CV,P
0

Ce n’est qu’un pré-cobordisme car il ne prend pas en compte toute la donnée combinatoire d’un éventail
quantique. En effet, le nombre de générateurs ng,n; et n, et les différents ensembles de générateurs
virtuels 9y, 97 et Y5 n’ont pas de relation entre eux dans cette définition. On va donc devoir rigidifier
cette définition. Pour cela, nous allons donner quelques propriétés des pré-cobordismes afin de rajouter
quelques conditions & la définition 9.3.5 :

Soit (A,fA\f),fAvl,Tto,m) un pré-cobordisme entre les éventails quantiques (Ag, hg : Z™ — Ty, 9y) et
(A, hy : Z™ —T1,47).
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Notons ¢ I'unique cone maximal dans Amax\(zoymax uszaX). Notons 07, ..., 0441 les cones maximaux
de A qui intersectent o en une face de dimension d. Notons a le nombre de o; tel que 03 € Aget b = d+1—a
le nombre de oj;.
Définition 9.3.3. Le couple (a,b) est I'indice du pré-cobordisme (A,fA\B,rA\I,ﬂO,Tcl).
Lemme 9.3.4. Soit (A,&J,&,no,ﬂl) un pré-cobordisme d’indice (a,b) entre les éventails quantiques
(Ag,hg:Z™ — Ty, 90) et (A1, hq i Z™ —T4q,91) . Alors

e sia,b>=2 alors Ag(1) = A(1) et

|A(D)] = [Ao(1)] 42 = |A(1)] + 2,
o Sia=1 alors Ag(1) € Ay(1) et

IA(L)] = |Ao(1)] + 3 = [A1(1)] + 2,
o Sib =1 alors Ag(1) 2 Ay(1) et

IA(D)] = [Ao(1)] 42 = |As(1)] + 3.

Démonstration. La proposition 9.3.2 et la dualité entre la combinatoire d’un polytope et celle de son
éventail normal réduisent cet énoncé a [21, Proposition 2.9] et [21, Proposition 2.13]. O

Définition 9.3.5. Soient (Ag,hg : Z™ — Ty < R4, 9y), (A,hy : Z™ — T < RY,9;) deux éven-
tails quantiques simpliciaux dans R¢. Un cobordisme (élémentaire) est un pré-cobordisme (élémentaire)
((A,h,g),&),&,ﬂo,m) (on notera (a,b) son indice) tel que :

e Ny+2=mny+2=n;

e les morphismes H; coincident avec la projection Z™ — Z™~2 enlevant les coordonnées indexées par
A(1I\(Ao(1) U A1(1)) (qui est de cardinal 2 par le lemme 9.3.4) ;

e si a =1 (resp. b = 1) alors on notera Gy =3du (A1(1)\Ag(1)) (resp. g =3du (Ao(1\AL(1)))
et sinon, % =g (resp. g, =4 ). Les paires de morphismes (Li, H;) sont des morphismes toriques
(Ai,h, 9i) — (A, hi, 9i)

Dans la suite, les trois premiers éléments du quintuplet (A7/A\6,/AV1,7TO,7I1) désigneront les éventails
quantiques considérés dans la définition 9.3.5 et les 7; désigneront les morphismes toriques (K:, h, QNI) —
(Ai, hi, 9i).

Avertissement 9.3.6. Le couple (id : Z™? — Z™*2 id : Z9*+! — Z9+1) n'est pas, en général, un mor-
phisme d’éventails entre (ZZ, h, !71) et (A, h,J) a cause des changements d’ensemble de générateurs vir-
tuels.

C’est 'unique obstruction au fait que cela soit un morphisme :

Lemme 9.3.7. Le couple (id : Z"2 — Z"2.id : Z9+! — 7.9+1) est un morphisme torique (Ao, h, Jp) —
(A, h,9) (resp. (A1, h,91) — (AW 9)) si, et seulement si, a = 2 (resp. b = 2).

Démonstration. On va prendre 1 = 0 (l'autre cas se fait de fagon totalement symétrique). Si a = 1 alors
ce n’est pas un morphisme car il envoie un générateur non-virtuel sur un générateur virtuel. Si a > 2
alors comme Ag est un sous-éventail de A et Jy = ¢ alors c’est bien un morphisme. O

Dans le cas ou a = 1, le morphisme que 'on obtient entre (Ag,h,dg) et (A, h,J) est un morphisme
birationnel donné par la composition du morphisme d’inclusion (Ag,h,d) < (A, h,d) et le morphisme
birationnel (Ag,h,Jy) --» (A, h,d) rendant virtuel le 'unique élément de Aq(1)\Ao(1) (n’apparaissant
pas dans 9).
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Exemple 9.3.8. L’exemple suivant est la traduction en éventails de ’exemple 9.2.3.
Soit A I’éventail de R? dont les cones maximaux sont :

Cone(ey, ez, e3), Cone(—e; — ez, e, e3), Cone(e, —e; — ez, e3),
Cone(e;, —e; — ez, —ez — e3), Cone(e;, —e3, —ea — e3), Cone(ey, ez, —e3),

Cone(—e; — e, ez, —e3), Cone(—e; — ez, —ey — €3, —e3),

i.e. ’éventail de I’éclatement d’un point de P? x P! car

—ey —e3 = (—e; —ey) + e + (—e3) (9.4)
€3
€1
—€1 — €2
€2
€9 —e€g — €3 €9
€1 — €1

| cobordisme /

|

—ep — e | —e; — ez
_e2\£/ _62

FIGURE 9.6 — Cobordisme entre I’éventail de P2 et son éclaté en un point

Soit (h:Z% — Z3, ) la calibration standard tel que h(es) = —es — e3, h(es) = e3, h(eg) = —es.
Notons Ag le sous-éventail donné par les trois premiers cones de A et A; par les quatre derniers.
Soit Ag Iéventail de R? dont les cdnes maximaux sont :

Cone(eq, es), Cone(es, —e; — e2), Cone(—e; — e, e1)

i.e. 'éventail de P2.
Soit (hg : Z* — 72, (x,y,2,t) = (x — z,y — z — t), 9o = {4}) une calibration de Z2.
Soit A; I’éventail de R? dont les cénes maximaux sont :

Cone(er, e2), Cone(es, —e; — e3), Cone(—es, —e; — e5), Cone(—eq — ea, eq)

i.e. Péventail d’'un éclatement de P2.

Soit (hy : Z* — Z2,(x,y,z,t) — (x —z,y —z —t),9; = &) une calibration de Z2. Alors I’éventail
(A, h, 9), les deux éventails (Eo,h, {4}), (fAvl,h,@) et les deux projections g = (Lo : (x,y,z) € R?
(x,y) € R2 Hg : (x,y) € Z* x Z2 — x € Z*): (Ag, h, {4}) — (Ao, ho, {4}) et 1 = (L1 : (x,y,2) € R3 —
(x,y) € RZH : (x,y) € Z* x Z% — x € Z*): (gl,h,@) — (Ag, hg, &) forment un cobordisme entre
(Ao, ho, {4}) et (Ar,hy, &)

Remarque 9.3.9. Dans I'exemple précédent, on aurait pu mettre des coefficients (potentiellement irration-
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nel) dans 1’égalité (9.4) pour obtenir un éclatement & poids de (la Z-gerbe au-dessus de) P? .

La construction peut étre faite en dimension quelconque :

Construction 9.3.10. Soit (Ag, hy, 9o) un éventail quantique simplicial complet de Re. Soit x € (Rx)?
et 0 = Cone(vi = h(ei,),...,va = h(ei,)) € Amax (Supposons que ho(en) = Z;izl aih(ey;)). Soit
(A, h, 9) l’éventail quantique défini par :

o A est la subdivision étoilée (de poids &) de Ay x (Rxq,0,R<0) le long du cone 0 x Rgpeqyr
o h:Z"? T :=3" h(ei)Z+ear1Z,h(ei) = holei),1 <i<n—1h(en) = X vy, — ear,
hlen+1) =eat1, hens2) = —eas1;
o 0 =Jgo\{n}.
. fAj est le sous-éventail de A dont les cones maximauz sont :
o les éléments de (Amax\{0}) X Rgq ;

e les cones de la forme Cone(vi,i € I,h(en),—eqr1) ot I est un sous-ensemble de [1,d] de
cardinal d — 2.

Soit Ay l'image de fAvl par la projection 7 : (x,t) € RY x R — x € RY. On reconnait alors I’éventail de
la subdivision étoilée (de poids o) le long du cone o i.e. c’est I'éventail qui décrit ’éclatement de poids x
de %Ao,ho,go' N
Le quintuplet (A, Ag x Rsqg, Ay, (7(x,t) — x,pr: Z" @ Z? — Z™), (7 : (x,t) = x,pr: Z" @ Z% — Z")) est
un cobordisme entre (Ao, hg, Jy) et (A1, hy == hg, 91 = Io\{n}), appelé cobordisme de l'o-éclatement de
(Ao, ho, go) en o.

Remarque 9.3.11. Un éclatement d’un éventail de R est d’indice (1, d).

La donnée d’'un cobordisme (A7/A\E),rAv1,7To,7tl) entre (Ag,hg,9) and (Aq,hy,97) est, par le théo-
reme 3.4.2.16 et la définition 8.1.2.1, équivalent a la donnée du diagramme suivant de champs toriques
quantiques :

Rohdo — T r Fang £ AR i,
l l (9.5)
%Ao,hoygo %A17h1791

Ainsi, un cobordisme permet de lier deux champs toriques quantiques avec des types combinatoires
différents (un exemple est décrit dans 'exemple 9.3.8 entre les types combinatoires Dy = {1, 2, 3,12, 23, 34}
et Dy ={1,2,3,4,12,23,34,41} ).

Notation 9.3.12. Dans la suite, pour des raisons de simplicité, on va supposer que les morphismes
toriques 71y sont donnés par la méme paire de morphismes linéaires (L, H). A isomorphisme linéaire, on
peut supposer que L est la projection (x,t) € R4 — x € R4,

Proposition 9.3.13. Soit (A,/Avo, A~1,7To,7t1) un cobordisme entre les éventails quantiques (Ag, hg, Jo) et
(A1, hy,91). Soit o le cone maximal de A nappartenant ni a Ay ni a Ay. Soit Ly l’ensemble des cones
mazximauz de Ay ayant une intersection de dimension maximale avec o. Alors

(U ()

et les éventails quantiques obtenus en remplacant les éléments de L(Ly) par le cone L (Uaezo 0‘) et les
éléments de L(Z1) par le cone L (U ex, T) sont identiques.
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Démonstration. Soit (a,b) I'indice du cobordisme (A, ZB, A\I, o, 771 ). Notons vy, ..., va 1 les générateurs
de 0. Alors les cones de Ay intersectant o de fagon maximale sont de la forme

oy = Cone(vi, \{k}, xeq41)
ou k € [1,d + 1]. De la méme facon, les cones de A; intersectant o de fagon maximale sont de la forme

T = Cone(vi, I\{l}, Bea1)

oule[l,d+1] et ®p < 0.Sia = 2etb > 2 alors 'union des générateurs des Loy coincident avec I’'union
des générateurs des Lti. Montrons maintenant que

()9

Soit x € L (erzo 0) et k tel que x € Loy. Soient T et T’ des cones de L;. Quitte a réindexer les générateurs,
on peut supposer qu’ils sont de la forme

Lt = Cone(Lvy,...,Lvq_1,vq)
et
Lt = Cone(Lvy,...,Ivqa_1,vas1)

Par construction, on a
d
Lvai1 = Z AiLvy
i=1
ou pour tout i < d, A; = 0 et Ag < 0. On a donc aussi

d

Ai 1
Lvgq = Z _?id Lv; + EL\}dJrl-

i=1

Comme x € Loy alors

X = Z wilvy

i£k,i<d+1

et donc

}\.

X = E (Mi + Ha+1A)vi + (Ha + Ha+1Aa)va = E Wi+ pas1—— | vi+ | Ha + Hdi1 Va
- - —Aa Ad
i#k,i<d—-1 i#k,i<d—-1

Ainsi x € L1y si g + Hg+1Aqa = 0 et x € Lty sinon. Autrement dit, x € L (U-rezl T). L’inclusion dans
l’autre sens se fait de la méme fagon. Si a =1 ou b = 1, ce cobordisme est le cobordisme d’un éclatement

a poids. Les cones T1,...,Tq (resp. 01,...,0q) reliés au cdne maximal forment la subdivision étoilée du
cone o7 (resp. T1). On en déduit donc que

d
01 = U Ti.
i=1
O

Définition 9.3.14. L’éventail quantique ainsi obtenu est appelé éventail de catastrophe et est noté A, /5.
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Exemple 9.3.15. Dans le cas des éclatements, 1’éventail de catastrophe est 1’éventail que ’on veut
éclater.

Remarque 9.3.16. De la méme fagon que pour le cobordisme des polytopes (avertissement 9.2.6), éventail
de transition n’est pas en général simplicial.

Comme les éventails quantiques (Ao, h, 9y), (A1/2,h, 9 ,2) (ott 9y /9 = Jy N Jq) et (A, h,91) ont un
raffinement commun alors

Proposition 9.3.17. Les champs toriques quantiques (Ao, h, o), (A1/2, 1,91 /2) et (A1, h, 91) sont bira-
tionnels.

On peut décrire ces morphismes birationnels de fagon explicite :
Notons o le cone L (Ucezo 0) et « € 0. On va considérer I'éclatement ! de A le long de ¢ en & que

l'on notera A. Cette éventail correspond au polytope de transition de la définition 9.2.7. Le morphisme
birationnel (A, h,9) --+ (Ay/2,h,91,2) a pour diviseur exceptionnel & le produit d'un espace projectif
quantique P§~" de dimension a — 1 et d’un espace projectif quantique P§~—" de dimension b — 1 (gréce
au fait dual que la facette que 'on ajoute dans le polytope de transition est le produit d’un simplexe
de dimension a — 1 et d’un simplexe de dimension b — 1, voir [21, Proposition 2.6]). Les projections
D — Pyl et D — Py! induisent les contractions Zang) —* Laongo) e Zang —* Hanno)
(qui viennent du simplexe qui a été 6té dans le cas polytopal entre le polytope de transition et les
polytopes du cobordisme). On obtient donc les fleches Z{a, h.0,) —=* (A, h.01)> Erehge) ——* F (AL h,01)
Hroho,do) ——* %Al/%h)gl/z) par composition. En un diagramme,

Lana

contraction _--~
.

~~_ contraction

|

| o
s | A

|94

}eclatement %Ahhl 0q

I

|

|

!

T4 v 1%
29A1/27h791/2

Exemple 9.3.18. Considérons le pendant éventail du cobordisme entre le cube et le livre pentagonal
(cf. Pexemple 9.2.9). Le cone L (Ucezo 0) est un cone non-simplicial & quatre cotés.
L’éclatement de ce cone correspond a la triangulation compléte de ce cone :

<7

FIGURE 9.7 - Le cone L ({Jges, 0)

On peut ensuite contracter ce cone de deux fagons différentes :
Les autres cones sont inchangés par toutes ces opérations. Le diagramme de morphismes birationnels
s’écrit donc sous la forme décrite dans la figure 9.10.

Ce diagramme rappelle le flop d’Atiyah comme décrit dans [8, section 3] olt on éclate l'origine de la
variété singuliere V(xt —yz) = C* (qui est la variété torique associée au cone au-dessus d'un carré). Le

1. On éclate ici un céne non-simplicial. Pour obtenir cet éclatement, on va considérer toutes les sous-familles libres de
cardinal d des générateurs de o qui contiennent . On obtient aussi un morphisme birationnel grace au théoréme 6.3.2.2.2.
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CHAPITRE 9 — Cobordismes

FIGURE 9.8 — Le cone L (erzg 0') éclaté

Y%

FIGURE 9.9 — Les projections des cones de Ag et des cones de A; reliés au cone maximal du cobordisme

FIGURE 9.10 — Diagramme de morphismes birationnels du cobordisme

diviseur exceptionnel de cet éclatement est P! x P! (vu comme plongé dans I'espace projectif P par le
plongement de Segre et d’équation xt —yz = 0). Ce diviseur P* x P! peut étre contracté sur P! par les
deux projections. Les deux variétés ainsi obtenues Xq et X; sont birationnelles et sont données par les
éventails de la figure 9.9.

Pour finir cette section, nous allons étudier les déformations de cobordismes. Dans le cadre classique de
[21], les cobordismes se déforment aisément puisque comme ’espace de réalisation des polytopes simples
est ouvert, une (petite) déformation (des sommets) du polytope W (induite par une déformation de P ou
Q) ne change pas sa combinatoire.

De cette fagon, on obtient une déformation des variétés LVM associées mais on n’a pas de déformation
des variétés toriques puisqu’on a a considérer des coefficients irrationnels.

Gréce au cadre quantique, on peut sans probléme considérer des déformations de cobordismes et
d’éventails :

Théoréme 9.3.19. Soit (A, AT), fA\i, Ty, 711 ) un cobordisme entre les éventails quantiques mazimauz (Ag, hg, o)
et (A1, hy,971). Soit (Aj,h),90) un éventail quantique dans un voisinage de (Ao, hg, Jy) (avec hy et h{
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coincidant sur 7% ) dans Q(comb(Ag)). Il existe un unique éventail (A}, h},91) € Q(comb(A1)) (avec

hi et h coincidant sur Z") et un unique cobordisme (A', A}, A}, 1o, 1) entre eur qui minimisent la
distance entre h et h'. On a la méme chose en inversant 0 et 1.
En un diagramme :

(Ap, 1, 98) (AW, 9" (A}, W, 9])

X Q =

(507ha‘g) > (A7h’7g) S (zlvhag)

| |

(A(/Mh(l)vg(;) ~ (A()vho,go) (Ahhlygl) ~ (Aivh{,gll)

Démonstration. Soit (Af, h{,dy) un éventail quantique dans un voisinage de (Ag, ho, o) et tel que hg
et h{, coincident sur Z%. Le lemme 9.3.4 détermine I'unique candidat pour (A;,hy,9{). Montrons qu'il
existe un cobordisme entre (Aj, hy, do) et (A7, h{, dq).

Par continuité de la projection, il existe un morphisme h’ : R™ — R9*! dans le voisinage h dans
Q(comb(A’)) qui minimise la distance parmi les antécédents de hy (car Q(comb(A’)) est ouvert et ker(L)
est un convexe). La combinatoire d’'un cobordisme étant fixé, on en déduit ainsi le cobordisme entre

(Aéahéa‘go) et (A]{7h(/)ag1) O

/|

N

FIGURE 9.11 — Déformation du cobordisme entre le triangle et le triangle coupé

Exemple 9.3.20. Soit (A,&),&,ﬂo,ﬂl) I'a-éclatement du cone Cone(—e; — eg,eq) dans (Ag, h,d)
comme défini dans I'exemple 9.3.8. Alors on peut obtenir cette éclatement par une déformation d’un
éclatement rationnel (par densité de Q? dans R?).
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CHAPITRE 10

FIBRES

NE FACON DE CONSTRUIRE DE NOUVELLES VARIETES & partir d’une variété est de regarder les fibrés
U au-dessus de celle-ci et en particulier les fibrés vectoriels. Ce chapitre sera dévoué a I’étude des fibrés
(et plus précisément des fibrés en droites) sur les champs toriques quantiques. On réutilisera ces résultats
dans le chapitre 12 dans 1’étude des variations de théorie géométrique des invariants dans la construction
de champs toriques quantiques.

Ce chapitre est découpé comme suit : la premiere section décrit les propriétés d’extension des fibrés
vectoriels sur les différents sites que 'on peut considérer dans 1’étude des champs toriques (i.e. le site
étale sur Spec(C), le site analytique Anc, le site analytique équivariant ) afin de pouvoir les utiliser
dans la deuxieme section pour calculer le groupe de Picard des champs toriques quantiques. La troisiéme
section sera dévouée au calcul des fibrés en droites et en droites projectives sur I’espace projectif et leur
description en termes de champs toriques. Cela permet de créer des familles & parametres de champs
toriques quantiques au-dessus des espaces projectifs quantiques. Enfin, on examinera dans la quatrieme
section la description des diviseurs de champs toriques quantiques et les différences avec le cas rationnel.

10.1 Changements de site et groupes de Picard

Dans cette section, nous allons examiner les fibrés en droites au-dessus des objets des ©clj¢ (du cadre
classique des champs toriques), 2nc et 2 et plus particulierement les extensions des fibrés vectoriels.
Comme tout champ torique s’écrit comme un champ quotient d’une sous-variété ouverte ¥ de C™ (ou
AZ) par un groupe G alors tout fibré en droites sur un champ torique & est la donnée d'un fibré en
droites G-linéarisable sur #. Comme les fibrés en droites sur C™ ou Ag sont triviaux (on utilise le lemme
de 0-Poincaré (voir [57]) et la suite exacte exponentielle pour le premier et [109] pour le deuxiéme) alors
si on arrive & étendre les fibrés sur & a des fibrés sur C™, on obtiendra que les fibrés sur & sont trivaux
et les fibrés sur & sont donnés par des caracteres G — C*.

Définition 10.1.1 ([115] Tag 0AVU). Soit X un schéma localement noethérien. Un Ox-module cohérent
est réflexif si la fleche naturelle

F — V¥ = Hom(Hom(¥, Ox), Ox))

est un isomorphisme (ot Hom est le hom interne de la catégorie monoidale symétrique (Ox — Mod, ®o, ).

Exemple 10.1.2. e Un fibré vectoriel est réflexif

e Si F est un faisceau cohérent alors FVV est réflexif.

Théoréme 10.1.3 ([66] proposition 1.11). Soit X un schéma normal localement noethérien et F un fais-
ceau cohérent réflexif au-dessus de X. Alors, pour tout ouvert U de X et tout fermé F de X de codimension
au moins 2, la restriction F(U) — F(U\F) est un isomorphisme.
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Corollaire 10.1.4. Soit X un schéma normal localement noethérien et soit F un fermé de X de codimen-
sion au moins 2. Alors tout fibré vectoriel F sur X\F s’étend de fagon unique sur X i.e. i*Q =F comme
Oy -modules.

Remarque 10.1.5. Un des principaux intéréts des schémas localement noethériens est le fait que leur
faisceau structural est cohérent (voir [58, paragraphe 6.1]), ce qui est toujours le cas des faisceaux struc-
turaux des espaces analytiques (voir [106]). On peut donc utiliser tel que la définition 10.1.1 dans le cas
analytique.

Exemple 10.1.6 (Contre-exemple dans la catégorie analytique). Considérons I'inclusion C?\{0} = C2.
Comme dit en introduction de cette section, tous les fibrés sur C? sont triviaux. On va utiliser la suite
exacte exponentielle pour construire un fibré en droites non trivial sur C2\{0} :

HY(C2\{0},Z) —— HL(C2\{0}, Ocs\0)) —— HL(C2\{0}, O, 1)) —— HI(CA\(0LZ)  (10.1)

Lespace C2\{0} a le type d’homotopie de §3 donc
H'(C*\{0},Z) = H*(C*\{0},Z) = 0
On en déduit donc que
Pic(C?\{0}) = H'(C*\{0}, Ocz\(0;) ~ H'(C*\{0}, Oc2\(0y)

est de dimension infinie (voir [55, Chapter 5, section 4]).

Ce contre-exemple et le théoreme suivant montre que dans le cadre différentiel complexe la borne
optimale sur la codimension pour obtenir une extension de fibrés est de 3 au lieu de 2 dans le cadre
algébrique (corollaire 10.1.4).

Théoréme 10.1.7 ([67]). Soient X une variété (différentielle) complexe de dimension n et Z une sous-
variété fermée de X de codimension = 3. Alors tout fibré en droites de X\Z s’étend uniquement en un
fibré en droites sur X.

On va finir cette section avec le cas équivariant.

Lemme 10.1.8. Soient P € A. Soit G un groupe de Lie vu comme élément de I en agissant par trans-
lation. Un fibré équivariant (i.e. un morphisme de ) P — G est trivial.

Démonstration. Les seuls ouverts équivariants de G sont le vide et G. O

10.2 Fibrés en droites d’'un champ torique quantique

Soit & un champ sur 2. On notera Picequiv(Z’) le groupe des fibrés en droites (équivariants, par
définition) de & et Pic(Z) le groupe des fibrés en droites de & vu comme champ sur Anc.
Le but de cette section est de montrer le théoreme suivant :

Théoréme 10.2.1. Soit = [F/C"" 4] = Zang un champ torique quantique. Alors Picequiv(Z) =
C™=4. Si, de plus, C"\F est de codimension au moins 3 dans C™ ou si & = C?>\0 alors Pic(Z) =
Picequiv(%) =Cn 4,

Rappelons qu’un fibré en droites sur [X/G] est un fibré en droites sur X muni d’une G-linéarisation
(voir théoréeme 2.6.2.5).
Pour montrer le théoréme 10.2.1, on va commencer par regarder le groupe de Picard de &.
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Théoréme 10.2.2. Soit (A, h,d) un éventail quantique. Notons E le complémentaire de ¥ = F(A)
dans C™. Alors

e Si E est de codimension au moins 3 alors Pic(&) =0

e SiE est de codimension < 2 alors deux cas se présentent :
e Si P =C>\{0} alors les fibrés en droites C™~%-linéarisables sont triviauz.
e Sinon, les fibrés en droites équivariants C™~%-linéarisables sont triviauz.

ou laction de C¢ sur & est
te(z1,..,zn) = (E(a(t))z1, . .-, E(kn(t))zn)
(k = (K1,...,kn) étant une transformation de Gale de h)

On peut supposer qu’il n’y avait pas de générateurs virtuels car dans le cas contraire E serait de
codimension 1 et on serait dans le dernier cas du théoreme. Or on peut montrer que

Lemme 10.2.3. Soit (A, h,J) un éventail quantique. Les fibrés équivariants au-dessus de Za, idg =
F(A) x (C*)? sont induits par ceur au-dessus de Xa, ia,g = F(A)

Démonstration. Cela vient du fait que les ouverts (C*)™ x (C*)%-équivariants de & x (C*)? sont de la
forme U x (C*)Y ou U est un ouvert (C*)"-équivariants de %. O

Pour montrer le théoréme 10.2.2, on rappelle le lemme suivant :
Lemme 10.2.4 ([91] IT lemme 5). La variété ¥ = C™\E est (2codimen (E) — 2)-conneze i.e.
Vk < 2codimen (E) — 2, (F) =0

Ensuite, on utilise le théoréme d’Hurewicz pour le transformer en résultat sur les groupes d’homolo-
gie/cohomologie :

Théoréme 10.2.5 (HUREWICZ,[68] theorem 4.32). Si un espace topologique X est (n — 1)-connexe avec
n > 2 alors
Yk <n,Hn(X,Z) =0

et
Hn (X, Z) = m (X)

Comme on considere des champs toriques quantiques sans générateur virtuel alors codim(E) > 2 et
donc & est au moins 2-connexe, ce qui permet de dire que Hy(X,Z) = Hy(X,Z) = 0 et donc H'(X,Z) =
H2(X,Z) = 0.

Grace a la suite exponentielle

- —— HY{(F,Z) — HY(F,09) — HY(F,0%) — HA(FZ) — --- (10.2)

on obtient I’isomorphisme
H' (¥, 04) ~ H (¥, 0%) = Pic(¥)

Si E est de codimension 3 alors, grace a [55, chapter V, paragraph 4], cela conclut car, dans ce cas,

H1(97@y) :Hl((cn,@(:n) =0
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Le cas codim(E) = 2 est un peu plus délicat.
On décompose & en ouverts toriques :

= |J cx@eH”

O1EA M ax
Comme C! x (C*)I° sont des variétés de Stein (car biholomorphe & un fermé de C! x (C2)I*) alors
HY(C! % (€)1, Ocr, (cxyre ) = HA(C! x (€)Y, Opry (o) =0,
par la suite exacte (10.2) on a un isomorphisme
Pic(C! x (C*)1°) =~ H2(C! x (€*)1,2) = 2> ) = H2((C*)*, Z) ~ Pie((C*)™)

Le groupe des fibrés en droites est donc trivial si, et seulement si, |I°| = 1. Les seuls champs toriques
dont toutes les cartes vérifient cette condition sont les espaces projectifs quantiques. 11 nous reste donc
juste a traiter le cas du plan projectif quantique.

On va maintenant traiter ce cas :

On déduit de ce qui précéde que le groupe de Picard de C?\{0} est le groupe des classes d’équivalences
d’applications holomorphes C* x C* — C* (i.e. les changements de cartes possibles). Regardons main-
tenant quels sont les fibrés C-linéarisables (cf. la construction 2.6.2.6) i.e. quelles sont les applications
holomorphes f: C* x C* — C* telles qu’ils existent des caracteres x; : C — C*,t — E(x;t) tels que

Vte C,V(x,y) € C* x C* x1 (O)f(t- (x,y)) = Xx2()f(x,y) (10.3)

Au voisinage de (0,0), (un représentant de la classe de cohomologie de) la fonction f peut s’écrire sous la
forme (voir [55, Chapter 5, section 4])

f(x,y) = Z aijxiyj

1,j€Z o
Alors, I’équation (10.3) devient (en posant o := ;3 — &)

2 E((aoi—i—alj)t)aijxiyj:E(oct) Z aijxiyj

1,j€Z <o 1,j€Z <o

Par conséquent (en supposant que —x € Nag + Na; < R+g),

f(x,y) = > agx'y’

apitarj=o,1,j€Z<o

Comme on somme sur un ensemble d’indice fini alors f est une fonction polynomiale. De plus, comme f
est a valeurs dans C* alors il n’y a qu’un seul coefficient ai; non nul (sinon f aurait un zéro) :

f(x,y) = aijxiyj

ol api+aij = . L’application f est le produit de (x,y) — agjx' € MOfs, ) et de (x,y) — ye MOE, cx)
i.e. f est nulle dans H!(X, O%). On en déduit que le seul fibré C-linéarisable de C?\{0} est le fibré trivial.

Etudions maintenant le cas restant. Comme le groupe de Picard des cartes affines ne sont pas triviaux,
on va devoir demander que les fibrés soient équivariants pour que les fibrés équivariants C™~9-linéarisables
de & puissent étre triviaux. En effet, si on demande cela, le seul fibré en droites au-dessus de (C*)! est
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le fibré trivial (voir lemme 10.1.8). Par conséquent, le seul fibré équivariant au-dessus de C! x (C*)I° est
trivial.

Pour conclure, on montre, de la méme facon que pour le cas du plan projectif, que les seules applications
de transition C™~4-équivariantes sont monomiales et nulles en cohomologie. Ce qui permet de prouver le
théoreme 10.2.2.

On en déduit ensuite le théoréme 10.2.1 car un fibré en droites sur [%°/C™~4] est un fibré en droites
sur & avec une C™~%-linéarisation, ce qui dans notre cas se résume & avoir un caractére C*~4 — C* i.e.
un élément de C™~¢ (voir le lemme 10.2.6).

Lemme 10.2.6.
Homg; (varpiic) (C?, GLn (C)) ~ M, (C)¢

Démonstration. 11 suffit de le montrer pour d = 1. Les éléments du groupe Hom(C, GL,(C)) sont les
applications holomorphes C — GL(C) qui vérifient

f(x +y) = f(x)f(y)
£(0) = I

En dérivant par rapport a x et en évaluant en 0, on obtient

et dont l'unique solution valant l'identité en 0 (car ¢’est un morphisme de groupes) est
fly) = e O

L’isomorphisme voulu est donc f — f/(0) € Ty, GL,,(C) = M,,(C) O

10.3 Fibrés au-dessus d’un espace projectif quantique

Dans cette section, on va se restreindre au cas des espaces projectifs et décrire quelques fibrés sur
ceux-ci.

Notation 10.3.0.1 (voir 'exemple 3.6.9). Soit Py = P§(a) un espace projectif quantique i.e. le quotient
de C*™1\{0} par I'action de C donnée par :

t-(z1,...,zn41) = (E(art)zy, ..., E(t)zng1)

ou les a;i,1 <1< n sont des réels strictement positifs.

Remarquons que, grace au théoreme 10.2.2, on a l’égalité :
Pic(Pg) = Picequiv(Pg)

10.3.1 Fibrés en droites

Proposition 10.3.1.1. On a un isomorphisme
Pic(Pg) ~ C.

donné par a € C— (t € C— E(at) € C*) € Car(C) ~ Pic(Pg)

191



CHAPITRE 10 — Fibrés

Démonstration. Cela découle du théoreme 10.2.1. O

Proposition 10.3.1.2. Soit (o: Py — PBC*) € Pic(Py) = C un fibré en droites. Notons p: & =
[C/C*] x g Pg — Pg le morphisme correspondant. Alors le champ Z et le morphisme p sont toriques
si, et seulement si, « € R. Dans ce cas, on note @pa\(oc) le champ & que l'on peut décrire de la fagon
suivante :
]P’a‘ xCsian=0
Opn (&) = { I(—a/o, —1/a)-éclatement de lorigine de C"! siax <0 (10.4)
Pyt (a/x, 1/x)\(point fermé) si o> 0

=

FIGURE 10.1 - Fibrés en droites Op: (x) pour e <0et x>0

Démonstration. C’est un morphisme torique si, et seulement si, il est donné par un morphisme linéaire
R™1 — R4 ce qui oblige & & étre réel (car un isomorphisme complexe de C¢ > RY ne peut pas envoyer
d réels et un complexe sur d + 1 réels). Alors

Opyp (&) = [(C™1\{0}) x C/C]
ot l'action de C sur (C™*1\{0}) x C est donnée par :
t-z=(E(ait)zy,...,E(ant)zn, E(t)zna1, E(at)znis)
i.e est donnée par I'application
teR— k(t) = (a1t,...,ant, t,xt) € R™2
Si o = 0 alors C n’agit pas sur la derniére composante. On en déduit que :

Opy (&) = [(C™1\{0})/C] x C =P} x C

Supposons maintenant o« # 0. Pour trouver I’éventail de @pa(cx), il faut trouver une application
h:R™2 - R telle que la suite suivante soit exacte :

0 SR Xy gnt2 M, pnal 0

Le morphisme

n+1
ap an 1 1

(X5 Xng 1Y) = | X1 — — Y,y Xn — — Y, Xny1 — —Y | = E xiei + —(—ag, ..., —an,—1)

o (04 o = 104
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convient.
Deux cas surviennent :

e Si o> 0 alors %(fal, ooy —Qn,—1) € REFY on obtient donc Iéventail d’un projectif moins le cone
maximal Cone(es,...,en 1) ce qui enléve le sous-champ fermé [0cn x C* /C] de cet espace projectif.
e Six<Oalors <(—ay,...,—an,—1) € RE;Y, on obtient donc I'éventail d’un éclatement * de C™+1.

O

Exemple 10.3.1.3. Dans le cadre classique i.e. en prenant « Py =P™ », on a les résultats suivants :
e le fibré Opn(—1) est le fibré tautologique de P™ i.e.

Opn (—1) = {(L,v) eP" x C™" |ve L}

Autrement dit, c’est I’éclatement de ’origine de C™*1!;
e le fibré Opn (1) est le dual du fibré précédent et est défini par

Opn (1) = (C™T1\{0}) x C/C* = C™2\{0}/C*\(0gn+1 x C*/C* =P N\(0:...:0:1).

Cette famille d’éventails/champs est indexée par R. Cependant lorsque « tend vers 0, on a une
discontinuité car le vecteur « libre » tend vers l'infini. Pour mieux comprendre ce qui se passe, il faut
changer la carte de ’espace de modules dans laquelle on regarde cette famille :

Corollaire 10.3.1.4. Dans la carte Uy, (k <n+2), de RP™"1, la calibration de la proposition 10.5.1.2
s’écrit :
e St i<k
h(e;) = a% (a1, .y —Qky.eoy—Qn,—1,—) sii=k
ei_1 sti>k
ot Any1 = 1.
La projection @pg(oc) — Pg est donnée par la morphisme d’éventails (T, Pint1 n k) Tnt2)

Démonstration. ker(h) = ker (ﬁ) =R(ay,...,ans1, &) O

On obtient ainsi une famille de champs toriques dont les types combinatoires changent avec . C’est
pour cela que dans la premiere calibration choisie il y avait une discontinuité qui venait du fait que ’on
avait fixé un cone qu’il allait disparaitre lorsque « allait changer de signe.

10.3.2 Fibrés projectifs

Dans la suite, on va voir comment définir sur les champs analytiques quelques constructions classiques
sur les fibrés vectoriels et tout d’abord le produit direct de deux fibrés :

Définition 10.3.2.1. Soient & un champ analytique et 7 : & — Vectn, %2 : & — Vect, (o Vecty, ~
B GL,, (C) est le champ des fibrés vectoriels de rang p) deux fibrés vectoriels sur & .
Alors 71 @72 : & — Vectnyp est défini, pour tout S € Anc et X e Z(S), par :

71 @ 72(5)(X) = 741(S)(X) @ Z2(S)(X) € Zectnip(S)
(car la somme directe d’un fibré de rang n et d’un fibré de rang p est de rang n + p) et
f)@75(f)

Z %X 5Y) =70 07(X) 2D 9% vy @ 7(v)

1. Le morphisme vers C™*1 de I’éclatement n’est pas un morphisme torique (voir chapitre 8 pour des détails)
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Remarque 10.3.2.2. e On peut faire cette construction pour un nombre (méme infini) arbitraire de
fibrés.
e Si & est un espace analytique alors cette définition correspond bien, par le lemme de Yoneda,
a la somme directe des deux fibrés (car la somme directe commute aux tirés-en-arriére et que le
tiré-en-arriére d’un fibré vectoriel est un fibré vectoriel, voir [115, Tag 01AJ et 01C8] ).
Maintenant, nous allons voir comment projectiviser un fibré vectoriel i.e transformer un fibré vectoriel
de rang n en un P™~!-fibré ou autrement dit un GL, (C)-fibré principal en un PGLy, (C)-fibré principal.
Pour cela, il suffit de remarquer qu’il existe un morphisme p: B GL,(C) - % PGL, (C) défini par

(T—S)e BGL,(C) — (T/C* - S) e BPGL,(C)

ou C* agit sur T grace au morphisme t € C* — tl,, € GL,,(C) et les images des morphismes sont obtenues
par passage au quotient. Ainsi,

Définition 10.3.2.3. Soit & un champ analytique et 7" : & — % GL,(C) un fibré vectoriel de rang n
sur &. Alors, la projectivisation de 77 est la composition po 7" : & — % PGL (C). On notera P(7') le
produit fibré & x gpar, (c) [P"!/ PGLy (C)]. On obtient ainsi un P™~!-fibré au-dessus de 2 (de groupe
structurel PGLy, (C)) i.e. pour tout f: S — &, on a :

P(*7) —— B(Z) —— [P/ PGLy (C)
Ll |

S f x B PGL,(C)

Remarque 10.3.2.4. e Cela correspond bien a la construction habituelle car le foncteur P(—) commute
aux tirés-en-arriere (cf. [115, Tag 0103] )
e Le morphisme Z'\Z — P(Z') (o Z est la section nulle) est un C*-fibré principal (car C*~1\{0} —
P! Dest) :
V\Z —— [CM\{0}/ GLn (C)]
P(7) — [P *(C)/ GLn(C)] —— [P"!(C)/PGL,(C)]
¥ —72  BGL(C) —— BPGLL(C)

L’isomorphisme [C™\{0}/ GL»(C)] — [P"!/PGL,(C)] vient du fait que C™\{0}/C* = P™~! et
GL,(C)/C* = PGL,(C) et en utilisant I'isomorphisme de la proposition 2.4.1.14.
Considérons maintenant le fibré vectoriel de rang 2 Opy @ Opy (b) — P§ et son projectivisé P(Opr @
Opy (b)). Par construction, on a :

Ory ® Oy (b) = [C™1\{0} x C2/C]

ot C agit sur C1\{0} x C? par :

t- (2,v1,vs) = (t-z,exp ((8 g) t) (:;)) — (t-z,vy, E(bt)va)

(Paction sur C™*1\{0} est celle de P§). Son projectivisé est donc

P(Opy @ Opy (b)) = [C™1\{0} x C*\{0}/C x C*]
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ou l'action est :
(ta S) . (Z,Vl,\)g) = (t *Z,8Vq, SE(bt)V2)

La présence du C* empéche que ce champ quotient soit un champ torique quantique. C’est pour cela
que 'on va considérer la Z-gerbe, que 'on notera Pq((g]pal ® Opy (b)), au-dessus de ]P)((Q]pal ® Opy (b))
définie par

P4(Opy @ Opy (b)) := [C™1\{0} x C*\{0}/C x C]
ou 'action est :
(t,s) - (z,v1,v2) = (t-z,E(s)vy, E(s + bt)vs) (10.5)

Remarque 10.3.2.5. Dans le cas classique, P(Op1 @ Op1 (b)) est une surface d’Hirzebruch.
Théoréme 10.3.2.6. Le champ P (@]pat ®Opy (b)) est le champ torique quantique donné par la calibration
h:R"3 — R définie par :
h(ei) :ei,l <igs<n+1
((117 ey (ln,l)
-1

h(en+3) =—-Vv= ?(ah <oy O, 1)

h(en+2) =V=

o=

et d’éventail (simplicial) :
Amax ={lcl,....n+3] | [I|=n+11,... n+ 11 E L In+2,n+3] £ I}

sib#0 et N
Pq(@]pg @@pg) :]P)qu x Pl

sinon (o P! est la Z-gerbe au-dessus de Pt donnée par I’éventail trivialement calibré de P* (cf. l'exzemple 3.6.9)
).

Démonstration. On a la suite exacte :

0 R2 k RM+3 h RnHL 0

ot k est le morphisme R? — R™"3 définissant 1’action (10.5) i.e.
k(x,y) =x(ai,...,an,0,b) +y(0,...,0,1,1)

et h: R™3 - R est défini par :

n+l
h(X1,. . Xnt1, Xn42, Xn43) = Z Xi€i + Xn42V — Xn43V

i=1
La combinatoire de I'éventail est donnée par la variété C™1\{0} x C%\{0} i.e. son type combinatoire est
le produit de comb(Apn) x comb(Ap2).
Si b = 0 alors les actions des deux C sont indépendantes et donc :
Pq(Opy @ Opy) = [C™1\{0} x C*\{0}/C x C] = [C™T1\{0}/C x C*\{0}/C] = Py x PL
O

Remarque 10.3.2.7. On voit dans cette preuve que I'on obtient la méme chose en prenant Opy (a)(—B(ng (b)
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ou (9]1171& &) (9[973 (b — (1).

Exemple 10.3.2.8. Prenons n = 1 alors en appliquant 'isomorphisme d’éventails calibrés (L = (e1 v) ™, P(2 3)),
obtient I’éventail suivant :

€1

_a1 b)) 1y
l12’Cl2

€o

_el
FIGURE 10.2 - Eventail de P4 (Op; @ Opy (a))

i.e. une surface d’Hirzebruch quantique.
De facon plus générale, on peut écrire ’éventail de Opn @ Opy, (b) de la facon suivante :

Soit k € {0,...,n} et posons
1 —(11/C1k
1 —ax—1/ax

_ —1
Ly=(er...e&xv...en41) = b/ax
—apyr/ax 1

—Qny1/ak 1

et H =P ny2). On est donc dans la carte u{1,...,k—1,12,n+2,k+1,...,n+1}'

Alors, par cet isomorphisme, le champ torique Pq (@PE ® Opy (b)) est décrit par la calibration

n

-1

h(x) = Z XK€k + Xnt1 (a (ag,...,ak—1,=b, ax+1,...,an) | = Xni2ex

: k
i=0

On obtient donc une famille continue de calibration b — hy donnée par le parameétre du « twist » du
fibré en plans que 'on considere qui définit des champs toriques dont le type combinatoire change.

Pour un fibré projectif quelconque sur PT, on a les résultats suivants :
Théoréme 10.3.2.9. Soient d > 2 et by,...,bg € R.

o S’il existe i et j tels que by # bj alors le champ Py (@S:l (9];»3 (bk)> est le champ torique quantique

donné par la calibration suivante :

n+1
h(x1,... Xni 1, Y1, -, Ya) = Z Xrek + Z Yrfi + gl _g?(alw~-aan—o—labh--~7bi7bj7--~7bd)
k=1 k#i,j t )
ou (e1,...,ens1,T1,... ,fAi, .. .,fA-, ..., fq) est la base canonique de R4~ (pour que cela soit une
j

calibration standard, on va prendre i=d — 1,j = d quitte a changer l’ordre)
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e Sinon, Py (@gzl Opy (bk)) est le produit Pg x pd (ou Pd est lespace projectif trivialement calibré

voir l'exemple 3.6.9).

Démonstration. Le champ P ((—Bg;l (9]1:73 (bk)) est le champ quotient

[CH\{0} x C\{0}/C2]
ott 'action de C? sur C™"1\{0} x C9\{0} est :
(t,s) - (z,w) = (t-z,E(bit+ s)wy,...,E(bat + s)wyq)

Pour trouver la calibration h, il suffit de trouver une base de ker(k") = coker(k) o1 k est le morphisme
linéaire associée a ’action précédente. O

Théoréme 10.3.2.10. Le champ torique Pq ((—Bﬁ;l (QPH (bk)) est aussi donné par la calibration :

n+1

d—1
h(x,y) = Z xiei + Z yjej + %(bi —bi,az,...,an41,b1,...b4,bj,...,bg)
i=1 j=1

(en composant le type combinatoire par (1 n+ 1+ d) i.e. en étant dans la carte Umiiraze,...onray de
Gr(2,n+d+1)).
Démonstration. On compose par la matrice

b;—by

ao
02/(11 1

(hya) e - enra) = |anii/as
b1/01

: by b; :
ba/a; 1

On a donc une famille a d — 1 parametres au-dessus de Pg.

10.4 Diviseurs

Dans cette section, on va voir que la correspondance entre les diviseurs équivariants des champs
toriques fonctionne moins bien que dans le cas classique des variétés toriques.

10.4.1 Rappel du cas rationnel

Dans cette sous-section, nous allons continuer la description des diviseurs d’une variété torique com-
mencée dans la sous-section 1.1.5 :

Notation 10.4.1.1. Notons CDivr(Xa) le sous-groupe des diviseurs T-équivariants de Cartier i.e. les
diviseurs de Weil T-équivariants qui sont localement principaux (i.e. localement décrit comme le diviseur
d’un caractere)
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L’injection des caracteres dans les diviseurs de Cartier équivariants permet de donner une description
du groupe de Picard de la variété considérée :

Proposition 10.4.1.2 ([34],Theorem 4.1.3). Soit Xa une variété toriqgue compacte de tore T. Alors on
a la suite exacte de groupes abéliens suivante :

0 —— Car(T) —%5 CDivr(Xa) —=— Pic(Xa) — 0 (10.6)

ot la premiére fleche associe au caractére X™ le diviseur principal associé et la deuxieme fleche est le
passage au quotient.

Rappelons que 'on peut décrire explicitement la premiere fleche :

Lemme 10.4.1.3 ([34],Proposition 4.1.2). Soit Xao une variété torique de tore T. Alors

¥x™ e Car(T) ~ 2%, div(x™) = Y. (m,u,)D, (10.7)
peA(1)

ot (—, —) est le produit scalaire usuel sur RY.

Dans le cas simplicial, le groupe des diviseurs de Cartier est d’indice fini dans celui des diviseurs de
Weil :

Lemme 10.4.1.4 ([34],Proposition 4.2.7). Soit XA une variété torique orbifolde (i.e. A est simplicial)
de tore T. La tensorisation par Q de linclusion CDivy(Xa) < Divy(Xa) est un isomorphisme et leur
quotient par Car(T) ® Q est Pic(X) ® Q = Qn—4.

10.4.2 Cas quantique

Si ' < RY n’est pas discret alors le groupe des caractéres du tore quantique Ih.@, qui est isomorphe
a I'* (voir la section 3.2 pour la définition de cette dualité et la la section 3.3 pour la démonstration), est
de rang strictement inférieur & d (rappelons que si 'ensemble des générateurs virtuels est non-vide alors
il n’y a pas de caracteéres). Plus précisément, si T = R"™P x ZP alors Car(%h,z) = ZP. Cependant, on a
toujours le résultat suivant :

Proposition 10.4.2.1. Le groupe des diviseurs de Weil Fy, g-équivariants DiV%Yz(%Aleg) d’un champ
torique quantique Lan,g = [F/C"~ 9] est engendré par les diviseurs

D =1F n{z; =0}/C" 9]
pour 1 <i<n.

Démonstration. Les diviseurs de Weil F, g-équivariants de Za n,g) sont les sous-variétés fermées de
Zang) qui sont équivariants pour laction de I . Autrement dit, c’est la donnée de diviseurs de Weil
de & qui sont équivariants pour I'action de (C*)™ (comme variété torique) et celle de C™*~4 (par la TGI
quantique) par la proposition 2.5.1.3 et I'isomorphisme de la proposition 7.1.3. Comme E(k(C™~¢)) <
(C*)™ alors c’est la méme chose que les sous-variétés fermées de & qui sont (C*)™-équivariantes qui sont
celles décrites dans la proposition. O

On a aussi montré que Picequiv(Zah,g) = C™~ 4 et que seuls les éléments de R™~4 correspondent &
un fibré en droites donné par un champ torique quantique (on le notera Pichuiv(%A,h7.g)). Ainsi méme
en se restreignant a ces fibrés et en tensorisant tout par R, on ne peut pas obtenir une suite exacte de
la forme (10.6). On peut toutefois définir des applications pour obtenir un analogue de cette suite exacte
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au niveau combinatoire :
La premiere application est donné formellement par la formule (10.7) i.e. c’est l'application RY —
Divg, (Zan,g) ®R définie par :

n
vm e R4, div(m) = Z {m,u;) Dy
im1

(une autre facon de le voir est que c’est 'application h' : R¢ — R™. Ensuite la deuxiéme application va
étre définie par 'application Divg, (ZAng) ® R — Pic§quiv(%A7h7g) :

n
Tt (Z aiDi> = kT(al, ey an)
i=1

ou I'élément & droite est le caractere C*~¢ — C* donnant le fibré. Autrement dit, c’est la tensorisation par
R de la transposée de la transformée de Gale de h.
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CHAPITRE 11

EVENTAIL SECONDAIRE

N EVENTAIL QUANTIQUE EST LA DONNEE D’UN épimorphisme linéaire h : R* — R? et d’une don-
U née combinatoire constituée d’une famille de cdnes A (engendrés par des familles (h(ei))icr ol
[ < {1,...,n}), appelée éventail, et une famille  de 1-cénes « virtuels » (engendrés par un h(e;)) qui
n’apparaissent pas dans ’éventail. Une question naturelle découlant de cette définition est : si on fixe
le morphisme h, quels sont les couples (A, d) permettant d’obtenir un éventail quantique (A, h,J)? Ou
la question équivalente suivante : pour quels types combinatoires D, le morphisme h est D-admissible ?
Cette question apparalt déja en géométrique torique classique (cf. [51]) mais nécessite I'ajout de la donnée
d’un générateur a chaque 1-coéne qui n’apparait pas dans la donnée combinatoire d’un éventail classique.

Pour répondre a cette question, nous allons paramétrer les différents types combinatoires que I’on peut
obtenir a partir de h grace a un vecteur b € R™ . Celui-ci permettra d’encoder un type combinatoire d’un
éventail quantique (Ayp, h,Jy,) par une adaptation de la construction d’un éventail normal au polyedre
(qui doit étre de dimension d)

Py = {x e R | Vi, (h(ei),x) = —b;}

On fera cette construction dans la deuxiéme section. Dans la troisieme section, on verra comment dé-
terminer les propriétés combinatoires de Ay a partir de b et notamment pour quel b, I’éventail Ay est
simplicial. On construira pour cela 1’éventail secondaire de h (défini dans le cas rationnel dans [51])
qui encode les changements de combinatoire de (Ayp, h,Jp). Dans la quatriéme section, nous allons voir
quelques exemples de ces constructions. Dans la cinquieéme section, nous verrons les liens entre la construc-
tion précédente et le cas classique. Un des intéréts de 1’éventail secondaire est de fournir des exemples de
morphismes birationnels grace aux changements de combinatoire induits par les passages de murs entre
deux cones maximaux de ’éventail secondaire. On étudiera dans la sixieme section les propriétés des
morphismes birationnels ainsi obtenus puis dans la septiéme, les liens entre les flips et les cobordismes, ce
qui nous donnera des exemples de passages de murs. Enfin, dans la huitiéme section, nous allons montrer
un premier résultat de connexité sur les éventails quantiques que I’on peut relier a un éventail d’un espace
projectif quantique par ’éventail secondaire.

11.1 Exemple introductif : les surfaces d’Hirzebruch

Soit h: R* — R? I’application linéaire définie par :

h(e1) = e1,h(ex) = ez, h(es) =vs = (o, B) € RZ o, h(es) =vs = (v,8) € R,
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On va donc considérer les polytopes
Pb = {(X,U) € Rz | X = 7b1ay = 7b23 XX + BU = 7b3,YX+ 59 = 7b4}

Comme (h(ei),x) = <ei, hT(X)>, on peut remarquer deux choses :

1 0
. . . T 0 1 . ,
e Si on remplace b par b+y oty € im(h') = Vect «|]p , on obtient un translaté de Py,.
Y o
Notons k une transformée de Gale de h :

_|-8 -
k= 1 0
0 1

Alors le polytope Py change par translation si on change b par un élément de b + ker(k ).

e Toujours grace a 1'égalité (h(ei),x) = <ei, th>, on voit que
Py = {(x,y) e R* | k" (x,y) + b e RL,}

En appliquant le morphisme k" & h'(x,y) + b, on en déduit que P}, est non-vide si, et seulement
si, kTb € Cone(k' (e1), k" (e2), k" (e3),k"(es)) (car h'k" = 0). Comme la combinatoire de Py ne
dépend que de I'image de b par k' (grace a la remarque précédente), ce cone nous donne toute
I'information qui nous fallait pour trouver les types combinatoires que 1’on cherchait.

Comme kT = (:z :E (1) (1)> alors

Cone(k(e1), k' (e2), k' (e3), k" (eq)) =RZ,

La figure (11.2) nous donne les différentes possibililités combinatoires pour Py,.
On a trois types combinatoires différents qui sont décrits par trois cones de R>q :

® 01 :Int(cone((07l)a(_[57_6))a
e 02 :Int(cone((_av _’Y)v(_ﬁa_é));
® O3 :Int(cone((fcxa 7’}/)7(1;0))7

FIGURE 11.1 — L’éventail secondaire de h

€2 (_67_6)

(0} o
Vs (—ot, —Y)
O3
€1

On dit que ces trois cones (et 'intersection de leur adhérence) forment 1’éventail secondaire du morphisme
h.
Pour chacun de ses cones, on peut donc décrire les champs toriques quantiques correspondants :

e Six € 01 (et méme sur le bord) alors le champ torique quantique associé est un espace projectif
quantique donné par v4 et avec un générateur virtuel vs ;
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e Six € 09 alors le champ torique quantique associé est une surface de Hirzebruch quantique donnée
par vz et vy ;

e Si x € 03 (et méme sur le bord) alors le champ torique quantique associé est un espace projectif
quantique donné par vs et avec un générateur virtuel vy.

FIGURE 11.2 — Le polytope Py, pour x = k' (b) appartenant & oy, 03 et o3
L

V3
1
Vi
y=-b<0
x=-b; =20
1
V3
1
Vi
y=-by<0
x=-b1 <0
1
V3
1
Vi
y=—-by=0
x=-b; <0

11.2 Construction d’éventails quantiques a parametre

Soit h : R™ — R? un épimorphisme linéaire tel que h(e;) # 0 pour tout i. Soit b € R™ tel que le
polytope
P, ={xeRY|Vie{l,...,n},{(x,h(e;)) = —b;}

soit de dimension d. Le but de cette section est de construire a partir de la donnée (h,b) un éventail
quantique (Ap, h, Jp). Pour cela, on va adapter la construction de I’éventail normal :
On va commencer par associer a chaque face du polytope Py, un cone :
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Définition 11.2.1 ([34]). Soit P < R™ un polytope de dimension d donné par :

P= (]  {xeRYqup > —ap)
F<P,dim(F)=d—1

ou ur est un vecteur normal a la face F.
Alors le cone associé a la face Q de P est

0q = Cone(ur, Q < F,dim(F) =d — 1)

Remarque 11.2.2. Tout est bien défini car pour chaque face F, le couple (ur, ar) est défini & multiplication
par un scalaire strictement positif pres.

On a alors le résultat de dualité suivant :

Proposition 11.2.3 ([34] Proposition 2.3.8 pour le cas rationnel). Soit P = R un polytope de dimension
d. Alors, pour toute face Q de P,
dim(Q) + dim(cg) =d

De plus, Q — oq renverse les inclusions.

De ce fait, les 1-cones correspondent aux faces de dimension d — 1 du polytope ou autrement dit
I'intersection du polytope avec un hyperplan. Cependant l'intersection d’un polytope avec un hyperplan
n’est pas toujours de dimension maximale (penser & I'intersection du carré [0, 1]2 et de ’hyperplan x+y = 2
qui est un point).

Lemme 11.2.4. La famille Ay, == {0qQ}q<p, est un éventail complet de R4 dont les 1-cones forment un
sous-ensemble de {h(ei),i=1,...,n}.
Notation 11.2.5. On notera F; 1, les intersections de P avec 'hyperplan {x € R | (x,h(e;)) = b;}

Définition 11.2.6. Les faces Fi, de Py, de dimension strictement inférieure & d — 1 seront appelés
hyperfaces virtuelles du polytope Py,.

Remarque 11.2.7. Dans le cas rationnel, on demande que les hyperfaces virtuelles soient vides et non de
dimension < d — 1. On ne fait pas ici car on ne regarde que les éventails de dimension maximale.

Posons Jy, 'ensemble des i € {1,...,n} pour lesquels F;i p est une hyperface virtuelle de Py, ce qui
conclut la construction de ’éventail quantique calibré (Ap, h, 9y ).
Dans la suite, on considérera aussi le polytope de R™ que ’on notera Pty et qui est défini par

Perp = {x e R™ | Vi,x; = 0,x —beker(k')} = {x e R™ | Vi,x; = 0,k x =k b}

Lemme 11.2.8. Soitx = kb e R*~ <. Le polytope Py est l'image de Py, par Uapplication affine (injective)
x € RY — hT(x) +b € R™. Cette application envoie les hyperfaces Fiv sur les intersections Fiy =
Py N {xi = 0}.

Démonstration. Soit be R™ et x =k'b.

Notons Fy, Papplication x € R¢ +— h'(x) + b € R™. Cette application est injective car h' Iest (car h est
surjective).

Soit x € Py. Alors, par définition de Py,

Vie {1,...,n},{x,h(ei)) = —bi}

Ainsi, pour tout i,
(hT(x) +b,ei) =<(h'(x),ei) + by =(x,h(e))) + by =0
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De plus, comme k' h™ =0 alors Fy,(x) € Py.
Réciproquement, si y = (yi,...,Yn) € Py alors y — b € ker(k") = im(hT) alors il existe x € R? tel que
y = Fr(x). Comme, de plus, y; = 0 alors

0< Yi = <hT (X) + b7 ei> = <X7 h(el)> + b

O

Remarque 11.2.9. Ce dernier polytope est plus utilisé dans le cadre classique de la théorie géométrique

des invariants car le parametre x correspond a un caractere du groupe de Picard de la variété torique

associée (en le tensorisant par R) et de ce fait, le polytope Py est défini de fagon plus intrinseque que Py
. T

oux =k'b.

Pour conclure, on montre le résultat suivant :

Proposition 11.2.10. Tous les éventails complets (A, h,d) qui ont une fonction support de A (i.e.
linéaire sur chaque cone) strictement convexe sont réalisés de cette maniére.

Démonstration. Pour montrer cet énoncé, on va utiliser la preuve de [34, Proposition 14.4.1] ot on aura
remplacé la condition de semi-projectivité par la condition équivalente d’existence d’une fonction support
strictement convexe (voir [34, Théoréme 7.2.4]) puisque c’est cette condition qui est utlisée dans la preuve.
Comme la preuve est entierement combinatoire, elle se transpose au cas quantique. Il nous reste juste a
vérifier les hypotheses de cette proposition :
Par hypothése de notre énoncé, les deux premiers points sont vérifiés et grace au fait que l'on a retiré
tous les Fi p qui ne sont pas dimension maximale, le troisieme point l’est aussi (dans le cas rationnel, on
est obligé de rajouter cette condition puisque on peut avoir des faces de dimension intermédiaire qui ne
seront virtuelles, voir la remarque 11.2.7).

O

11.3 Eventails secondaires

Soit h: R™ — RY un épimorphisme linéaire tel que, pour tout i, h(e;) # 0. Soit k une transformation
de Gale de h. Notons Cone(kT) le cone

Cone(k'(e1),...,k"(en)) c R4
Dans cette section, nous allons définir I’éventail secondaire de h de la méme facon que la section 11.1.

Lemme 11.3.1 ([34] Proposition 14.3.5). Soitx = Cone(k ') . Les assertions suivantes sont équivalentes :

° PX #*
e x € Cone(k")

Proposition 11.3.2. Soit x € Cone(k"). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
o dim(Py) =d;
o x est dans lintérieur de Cone(k') ;
Démonstration. Supposons que X est dans lintérieur relatif de Cone(k'(ei),i = 1..m). Alors, par la

preuve de ¢) = d) de [34, proposition 14.3.6], cela implique que les Fi v, :== {x € Py | (x,h(ei)) = b;} sont
des faces propres de Py, pour tout i. On en déduit donc que Py est de dimension maximale.
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Réciproquement, supposons que Py, est de dimension maximale et que x est sur une face propre F de
Cone(kT(e;),1i=1..n). Comme ¥ est dans Cone(k" (e;),i =1..n) alors

n
x =, ok’ (es)
o1

ot (&g,...,0n) € Py.
On en déduit que pour tout i, xik' (e;) € F. Ce qui permet de dire que pour tout j ¢ {i | k' (e;) € F}
(qui existe car F est une face propre), a; est nul. Par conséquent, pour de tels j, on a Fj , = Py et donc :

Fj,b =Py

ce qui est absurde car cela impliquerait que la dimension de Py, serait au plus celle d’un hyperplan (car
h(ej) # 0).
O

Le théoréme suivant donne une description des x pour lesquels la variété obtenue est simpliciale.

Théoréme 11.3.3 ([34] théoreme 14.3.14). Soitx = >, aifi € Int(Cone()). Alors les assertion suivantes
sont équivalentes

1. Pour tout ensemble I = {1,...,n} tel que dim Cone(B) < n —d, x ¢ Cone(k' (e;),i € 1) («x est
générique ») ;

2. Py est simple de dimension d et les sous-ensembles
Fia ={mePq|{x,my=—ai}

sont soit des faces de Py soit vides;

Les éléments du cone Cone(k ") encodent plusieurs types combinatoires pour h. On peut le décomposer
en cones ou la combinatoire est constante :

Définition 11.3.4. Soit (A, h, ) un éventail quantique vérifiant la condition de la la proposition 11.2.10.
Le cone GKZ associé a (A, J), noté T4 g) est 'image du cone

{aeR™ |3 € CSF(A),Vj ¢ I, @(h(e;)) = —q;,Vie I, @(h(er)) > —ai}

par kT, oit CSF(A) est I'ensemble des fonctions support de A qui sont convexes.

Ces cones sont appelés GKZ pour GELFAND, KAPRANOV, ZELEVINSKY dans [51, Chapter 7).
Remarque 11.3.5. e A a donné, la fonction support associée est unique

o L’intérieur relatif de I'ip g) est donné par les fonctions strictement convexes.

Proposition 11.3.6 ([34] Théoreme 14.4.7). La collection Agxz est un éventail et plus précisément,
Fia,g) est une face de T(ar sy si, et seulement si, A raffine A" et §' < 3.

Définition 11.3.7. Les cones maximaux de Agkz sont appelés chambres de I’éventail secondaire et leur
intersection sont appelés murs de 1’éventail secondaire.

Proposition 11.3.8 ([34] Théoreme 14.4.9). Six € Relint(I(o 1)) alors les assertions suivantes suivantes
sont équivalentes :

e X est générique ;

e A est simplicial ;

e (ag) est une chambre de I’éventail secondaire.

On donnera quelques exemples dans la section suivante.
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11.4 Exemples

On va maintenant trois exemples d’éventails secondaires. Les deux premiers seront des éventails non-
complets. Cela aura deux conséquences : les polyedres ne seront pas compacts (ils auront par conséquent
moins de sommet ) et le support de 1’éventail secondaire sera tout R™~¢ (cf. [34, Lemma 14.3.2]).

Exemple 11.4.1. Soit h : R* — R? I’épimorphisme tel que h(e;) = e; pour i = 1,2,3 et h(ey) =
(1,—1,1). La transformation de Gale associée est le morphisme

k:meR—m(—1,1,-1,1) e R*
Sa transposée est donc I’application
kT :xeR* - (x,(—-1,1,-1,1))eR

On a donc Cone(B) =R qui se décompose en 3 cones :
1. la chambre Rog = k" (Ro x {0}3 + ker(k")) qui correspond & I’éventail associé aux cones

Cone(eheQae3)acone(el7e3a (17_1a1))
car si b < 0, le polyedre
Pob={xeR¥|x>-by=>0,z=0,x—y+z=>0}

a deux sommets
(_ba _b7 0) et (_b70a O) 5

(17_171)
es /\ er
€9 I

FIGURE 11.3 — Eventail associé A b > 0

2. la chambre R_g = kT (R~ x {0}® + ker(k)) qui correspond & 1’éventail associé aux cones
CODe(el, €2, (1a _17 1))7 Cone(627 €3, (17 _17 1))
car, pour b > 0, le polyedre Py a deux sommets

(_baovb) et (O7Oa0) 5

3. leur intersection {0} qui correspond & I’éventail associé au cone

Cone(ela €2, €3, (15 _17 1))
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(17 _17 1)

€3 €1

FIGURE 11.4 — Eventail associé & b < 0

car le polyedre Py, est le cone
Cone(el, e3,e; + e, e + 63)

qui a un sommet.

(17 _]-a 1)

€3 €1

FIGURE 11.5 — Eventail associé & b =0

Exemple 11.4.2. Soit h:R® — R® un épimorphisme tel que h(ei) = e; pour i =1,2,3 et h(es) =v4 =
(1,-2,2) et h(es) =v5 =(2,-2,1).

€2 V4

FI1GURE 11.6 — Cone engendré par les h(ei), i =1..5

La transformation de Gale associée est le morphisme
k:(x,y) eR? —x(—1,2,-2,1,0) +y(—2,2,-1,0,1) e R®

Son éventail secondaire est donc donné par la figure (11.7).

208



11.4. Exemples

(717 72)

FIGURE 11.7 — Eventail GKZ

On a Cone(k') = R?. Grace a la décomposition
R® = ker(k") ®RY, .,
le polytope Py sont de la forme (modulo ker(k "))
P,={xeR¥|x>0,y=0,z>0,x—2y+2z>—a,2x — 2y +z > —p}}
1. dans l'intérieur des cones maximaux de ’éventail , on obtient un éventail ayant 3 cones maximaux
simpliciaux (correspondant aux différentes triangulations du céne (11.6)) :
e si (o, ) € Int(ty), les trois sommets de Py, sont
(0,0,0) = {x [ {x,e1) =0} n {x | {x,e2) =0} n {x | (x, e3) = 0},
(0.5:0) = x| Gree =0} o x| Grew) =0} o fx Grv) = =B,

(-84 0 =P52%,0) = x| xiey =0 x| xovad = =) 2 (x| v = )

et les cones associés sont

Cone(ey, ez, e3), Cone(er,es,vs), Cone(es,v4,Vs);

e si (o, ) € Int(T2), les trois sommets de Py sont
(0,0,0) = {x | (x,e1) = 0}  {x | (x,€2) = 0} 1 fx | (x, e3) = 0},
(0, %,0) = {x | (x,e1) =0} N {x | {(x,e3) = 0} N {x | (x,va) = —a},

(O, #,Jrﬁ — cx) ={x|{x,e1) =0} n{x]|{x,vay = —a} n {x | {x,v5) = —B}

et les cones associés sont

Cone(ey, ez, e3), Cone(er,es,v4), Cone(er,va,vs);
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e si (&, ) € Int(Ts), les trois sommets de Py sont
(=0,0,0) = {x | (x,va) = =} {x [ (x, 2) = 0} {x [ (x, e3) = 0},
(0,0,=3) = fx | (xeery = 0} v x| (xye2) = 0 x| (xyva) = =),

(0. 78522 - o) = x| (xeey =0 x| Gxovad = =} 0 (x| o) = )

et les cones associés sont
Cone(es, e3,v4), Cone(er, ez, vy4), Cone(er, vy, Vs);

e si (&, ) € Int(ty), les trois sommets de Py sont

(~,0,0) = {x | Gx,va) = —o} x| ey e2) = 0} x| (x,e3) = 0},
(0,0,—B) = {x | éx.e1) = 0}  {x | (x,e) = 0}  {x | (x,v5) = =B},

(oc—?)ZB’O’ —2(13+ B) ={x|{x,e2) =0} n{x]|x,va) = —a} N {x | {x,v5) = —B}

et les cOnes associés sont
COHe(eg, 637\)4); Cone(elv €a, V5), COI’IG(GQ, V4, V5);

e si (o, B) € Int(ts), les trois sommets de Py sont

(500.0) = tx ] Grovs) = =B (x| o) =0) o fx xeea) = O
(anv_[?’) = {X ‘ <X; €1> = O} N {X | <X7 62> = O} N {X ‘ <X’\)5> = —[?)}’

(oc—32(3’ —20;+ B’0> ={x|{(x,e3) =0} n{x|x,vi)=—a} N {x|{xv5)=—PB}

et les cones associés sont
COHQ(€27 637\)5)7 COHe(el, €2, ‘)5)7 Cone(e3vv4vv5);

2. dans l'intérieur relatif des 1-cOnes, on obtient un éventail ayant deux cdnes maximaux, un non-
simplicial avec quatre générateurs (qui résulte de la fusion de deux cénes simpliciaux des éventails
donnés par les cones maximaux de 1’éventail secondaire) et un simplicial i.e. on a séparé les cinq
1-cones de la figure (11.6) en deux cones :

e si (&, B) € Int(ty N To), les cones associés sont
Cone(eq, ez, e3), Cone(ey, es, V4, Vs);
e si (&, ) € Int(Tt2 N T3), les cones associés sont
Cone(eq, ez, e3,v4), Cone(eq,v4,Vs);
e si (o, B) € Int(t3 N T4), les cones associés sont

Cone(es, e3,v4), Cone(er, €2, V4, Vs);
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e si (o, B) € Int(t4 N T5), les cones associés sont

COHG(QQ, €3,Vy4, V5), Cone(ela 62,\)5);

e si (o, B) € Int(ts N T1), les cones associés sont

Cone(ey, e, e3,Vvs), Cone(es, vy, Vs);

3. si 0 € R? alors Py, est le cone de la figure 11.6
Cone((27 17 0)7 €1, €3, (07 1a 2)) (27 17 2))7

on obtient donc un éventail donné par un céne non-simplicial avec les générateurs ey, e, €3, V4, V5.

Exemple 11.4.3. On va reprendre l’exemple de la sous-sous-section 8.3.3.2 : on va donc considérer
I'application linéaire h : R® — R2 telle que

e (h(es),h(es)) € Q(comb(Apip1)),

e h(ey) € Q(comb(Apz))

Ce flip peut étre décrit entierement par les figures 11.8, 11.9, 11.10, 11.11 obtenue en faisant varier la
quatrieme coordonnée de b :

FIGURE 11.8 — Eventail d’une surface d’Hirzebruch avec un générateur virtuel

FIGURE 11.9 - Eventail d’une surface d’Hirzebruch éclatée en un point
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FIGURE 11.10 — Eventail d’un plan projectif quantique éclaté en un point avec un générateur virtuel

FIGURE 11.11 — Eventail d’un plan projectif quantique avec deux générateurs virtuels

11.5 Cas classique

Dans cette section, on va étudier les différences entre la construction de ce chapitre et la construction
classique des variations de la théorie géométrique des invariants (voir [97] pour une explication compléte
sur la TGI) dans le cas torique.

Le premier point a noter est qu’il va étre nécessaire de rajouter dans les données combinatoires
un épimorphisme Z" — Z< qui n’est pas présent dans le cas classique; on le construit en prenant
les générateurs minimaux de chaque 1-cone. Par 1’équivalence du théoreme 1.1.1.9, cette donnée est
équivalente a la donnée d'un sous-groupe (algébrique) de G, .

On se donne donc un sous-groupe G de Gy, ¢ (il agit sur Af par multiplication terme-a-terme) et
un fibré en droites sur Ay avec une G-linéarisation (i.e. un élément de Pic([AZ/G])). Comme le seul
fibré en droites sur Ag est le fibré trivial alors c’est équivalent a se donner un caractére de G (car un
automorphisme du fibré trivial est donné par la multiplication de G ¢).

Définition 11.5.1. Soit x un caractére de G. Alors le groupe G agit sur les sections globales de A% x Al —
AF par :
Vze A%, g (id,s)(z) = (g - 2z,x(g)s(g™'2))

ot g€ G et (id, s) est une section globale de A7 x A%: — Ag. L’anneau des sections x-invariantes est :

F(AZ, AZ x AL)Y = {fe Clty,...,tal | Vg € G,x(g)f(—) = f(g- —)}

Exemple 11.5.2. Soit XA une variété torique propre. On va considérer le groupe G = Spec(C[C1(Xa)])
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agissant sur A%(M. Soit x un caractére de G (notons B 1’élément de C1(X,) associé). Alors

F(AZ, AL x AQ)S = Z apx? € Clxp, pe A(1)] | m(p) # B = ap, =0
peA(1)

En particulier, si X est un espace projectif alors les section invariantes pour le caractére t — t9 sont les
polynémes homogenes de degré d.

Définition 11.5.3. Soit p un point de A™. Alors
e P est semi-stable §'il existe d > 0 et une section s € F(A™, A™ x Al)gd tel que s(p) # 0;

e p est stable 8’il existe d > 0 et une section s € I'(A™ A™ x Al)gd tel que s(p) # 0, les groupes
d’isotropie Stabg (p) sont finis et que les G-orbites dans Z(s)¢ sont fermés dans Z(s)€.

On notera (A™)3$5 (resp. (A™)$) les points semi-stables (resp. stables) de A™ pour .
55 (resp $)les p p pour x

Exemple 11.5.4. Dans I'exemple précédent, si p ¢ 7t(N™) alors I’ensemble des points semi-stables est
vide et donc celui qui est stable ’est aussi. Si 3 est nulle alors

F(AZ, A% x AR)S =0

car im(M) n N4 = 0. Par conséquent, (A™)$* = A™ mais les orbites ne sont jamais fermées donc le lieu
stable est vide.

Les points semi-stables/stables permettent de retrouver la variété & donnée par le lemme 1.1.5.8 :

Proposition 11.5.5 ([34] Proposition 14.1.9). Soient Xo une variété torique projective et A’ le sous-
éventail de A contenant ses cones simpliciauzr. Soit X € G = Cl(Xa) un caractére correspondant d un
diviseur ample. Alors

o (AS)3 = (AN
o (A2 = F(A)
En particulier, les lieux stable et semi-stable coincident si, et seulement si, A est simplicial.

Définition 11.5.6. Soit G < G}, un sous-groupe algébrique et x un caractére de G. On définit le quotient
TGI A™ J/y G comme le schéma projectif

A™ [y G = Proj (d@ F(A™ A™ x A1)§d>
=1
Voici le lien entre le quotient TGI et la notion usuelle de quotient :

Proposition 11.5.7 ([34] Proposition 14.1.12).
o A" )\ G # I si, et seulement si, (A™)® # & ;
o A/ G=(AM)® ) G;
o Si(A™)} # J alors A™ [y G est de dimension n — dim(G).

Lemme 11.5.8 ([34] Theorem 14.2.13). Supposons G = D(Cl(Xa)) € GI avec Xa une variété torique.
Soit x un caractére de G et b € Z™ tel que m(b) =x (voir (1.1)). Soit Py, le polyédre défini par :

Py = {m € Mg | Vi, <m,vi> = —bi} (11.1)
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ot les vi sont les 1-cones de l’éventail de Xa. Alors il existe un isomorphisme
P r(A™, A™ x ANS ~ C[C(Py) N M x Z]
d=1

ot, C(P) est le cone engendré par P x {1} dans Mg x R
On retrouve la construction des variétés toriques par quotient global (cf. la sous-section 1.1.5).

Théoréme 11.5.9 ([34] Théoreme 14.2.13). Soient Xa une variété torique projective et D un diviseur
ample de Xa. Notons X le caractére dans G .= Spec(C[C1(Xa)]) associé a D. Alors A est l’éventail normal
de Pp =Pq et

Xa=A" /G

Ainsi lorsque x parcourt 1’éventail secondaire, le lieu semi-stable/stable varie et donc le type combi-
natoire que ’on considere change. La question que ’on peut maintenant se poser est la suivante : Peut-on
définir Za, n.g, de telle sorte que ce soit le champ quotient (et plus le quotient TGI) du lieu semi-stable
d’une action de C™~9 sur C™ par ladite action de C*—4?

Le principal obstacle pour cela est le fait que C™ ne soit pas un groupe réductif :
Lemme 11.5.10. Le groupe de Lie (C™,+) n’est pas réductif (i.e. son radical unipotent n’est pas trivial)
Démonstration. Cela vient du fait que (C™,+) est unipotent grace a l'inclusion t: C" — Uy (ot Uy

est le groupe des matrices triangulaires supérieures de taille n avec une diagonale constituée que des 1)
définie par :

1 z1 ... zn

0 1 0 0
L(Zh '7Z‘ﬂ.) =

0 0 0

0 0 1

En effet, le cadre classique de la théorie géométrique des invariants est la donnée d’une action d’un
groupe réductif sur une variété (par exemple, dans [97, Chapitre 1, §2-3-4...]). Un des effets de cela est
que le lieu semi-stable/stable n’est pas ce que I'on voudrait avoir :

Exemple 11.5.11. Considérons ’action de C sur C? donnée par :
t-(z1,22) = (E(t)z1, E(at)z2)

ol & € R.0\Qxg. Considérons a € R et le caractere x® : t € C — E(at) € C*. Pour la méme raison que
celle utilisée dans la preuve de théoreme 10.2.2, les fonctions holomorphes x*-équivariants sont données
autour de (0,0) par :

flx,y) = 2 aijx'y’

a=i+a«j

Comme (1, &) est une famille Q-libre alors le couple (i,j) (quand il existe) est unique :
f(x,y) = ayx'y’
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Par conséquent, ’ensemble des points G-semi-stables est :

(%] sia¢ N+ Na
(C*)? si a e N* + N*
((CQ);S =<{CxC*¥ siaeN*

C*xC siaeN*«x

C? sia=0

On n’obtient plus le résultat classique de (C?)$° = C?\{0} de la droite projective.

11.6 Passages de murs

Dans cette section, nous allons étudier les applications birationnelles induites par le passage de murs
i.e. entre deux champs toriques dont le type combinatoire est donné par des éléments étant dans deux
chambres distinctes séparées par un mur.

On va fixer un épimorphisme h: R™ — R¢ linéaire tel que :

e pour tout i, h(ey) # 0;
e pour tout i # j, h(e;) ¢ Rh(e;)
On dira alors que h est géométrique.

Lemme 11.6.1. Soit A un éventail polytopal et I un ensemble (non vide) de faces virtuelles. Alors la
chambre associée se décompose de la facon suivante :

Nag =Tag) xR (11.2)

Remarque 11.6.2.
e Le fait que h soit géométrique assure que I'(a o) soit non-vide;

e Dans le cas classique, ' s g) est isomorphe au cone des R-diviseurs nefs de X4 (inclus dans Pic(Xa)®
R).

Démonstration. La preuve [34, Proposition 15.1.3] du cas rationnel étant purement combinatoire (elle
utilise des fonctions supports), Pégalité (11.2) reste toujours vraie dans le cas quantique pour les chambres
de ’éventail secondaire (griace au théoréme 11.3.3; le cas de la dimension plus petite ne fonctionne pas car
on n’a pris une définition plus forte de « facettes virtuelles » (dimension < d —1 & la place de vide)). O

Ainsi, il y a deux cas pour les facettes de I'(a gy (i.e. les murs de I’éventail secondaire) :

1. soit elles sont le produit d’une facette de I'a o avec Rio (« mur divisoriel »);

2. soit elles sont le produit de 'a & avec R‘;\O{i} ot i€ J (« mur renversant ' »).

Remarque 11.6.3. Les adjectifs donnés aux types de murs viennent du programme des modeles minimaux

(voir, par exemple, [84])

Théoréme 11.6.4. Soit (A, h,9) un éventail quantique donné par la construction de la section 11.2.
Soit Targ une chambre ayant un mur Ta, g ~ F x R‘;O ot F est une facette de Ta . Alors c’est un mur
entre deux chambres Tarng et Tang et

e Ay nest pas simplicial ;

1. « flipping wall »
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o A(l) =Ap(1) =A"(1);
e Ag est le raffinement commun le plus grossier de A et A’ ;

o Les lieux exceptionnels des morphismes birationnels Zan,g -—+ ZEaghg €t Earng ——+ Zagng sont
de codimension = 2 :
AAhg = » narng

St g
Eng g

Démonstration. Ces énoncés se montrent de fagon combinatoire de la méme fagon que [34, Théoréme
15.3.6] (pour le quatriéme point, il faut utiliser la correspondance orbite-céne (pour trouver la dimension
du lieu exceptionnel) pour la variété & et le corollaire 8.4.4). O

Pour décrire les murs divisoriels, on va avoir besoin d’une notion plus générale de subdivision étoilée :
Définition 11.6.5. Soit (A, h: Z™ — T, J) un éventail quantique et v € |A| N T, soit A(v) ’ensemble des
cOnes suivants :

e ceAouvéo;

e Cone(t,v)ouv¢TteAetvuTcC oeA
On appelle A*(v) la subdivision étoilée de A en v.

Ensuite, il faut remarquer que sur le polytope Py, ils correspondent au moment ou un hyperplan
intersecte le polytope sur une face de petite dimension. De ce fait, ils ne sont plus virtuels dans le cas

classique mais n’interviennent pas dans ’éventail. Dans le cas quantique, il reste virtuel et donc le champ
torique dans la chambre et le champ torique sur le mur sont identiques.

Théoréme 11.6.6. Soit (A, h, d) un éventail quantique donné par la construction de la section 11.2. Sur
les facettes de Ta,g ~ Ta g ¥ RY de la forme TAng X RIMY | 1éventail quantique obtenu est (A, h, J) et

o I'A g x RIMY est un mur reliant Tag et Targ\(iy ot A’ est la subdivision étoilée de A le long de
Cone(h(e;)) n Z4

e Le lieu exceptionnel du morphisme birationnel Zp: n g\(iy ——* ZAn,0 est de codimension 1.

Démonstration. C’est la méme démonstration que [34, Lemma 15.3.7] (modulo la remarque préliminaire
et le fait qu’on utlise le corollaire 8.4.4). O

11.7 Flips et cobordismes

Dans cette section, nous allons reprendre I’étude des cobordismes grace a 1’éventail secondaire.
Soient P et Q deux polytopes et W un cobordisme entre P et Q (pour des raisons de simplicité, on va
supposer que la face de W correspondant & P est dans I'hyperplan affine {(x,t) e R¢ x R | t = —1} et
celle correspondant & Q est dans I’hyperplan affine {(x,t) € R® x R | t = 1}). Les équations de W sont
de la forme

Li(x) +out > —B1

(11.3)



11.7. Flips et cobordismes

ot les L; sont des formes linéaires R4 — R et ; € R. On va utiliser une autre écriture dans la suite :
Li(x) > —P1 — ot
(11.4)

La(x) = —Pn — xnt
-1<t<1.

N

Les équations de P sont donc
Li(x) > —B1+ o

La(x) = —PBn+a&n

et celles de Q sont :
Li(x) > —p1—o

La(x) = —Bn — an
Les inégalités (11.3) et (11.4) induisent deux interprétations des cobordismes en termes d’éventail
secondaire :

e la forme (11.3) suggere de considérer la famile de calibrations h : R™ — R4 ou

b.
h{ (x) = (| ———1L;
o) (bi + it 1(X)) 1<ign

i.e. on fixe un point dans ’éventail secondaire et on change la calibration (On va faire ’hypothése
supplémentaire que b; + a;t > 0 pour tout t).
e la forme (11.4) suggere de garder la calibration h mais de bouger le point de 1’éventail secondaire
sur le chemin
x(t) =k (B 4+ ost, ..., Bn + ant).

Dans le premier cas, le morphisme k{, donné par la transposée de la transformation de Gale de
h¢ change contintiment avec t. Par conséquent, les chambres de 1’éventail secondaire changent avec t
(puisqu’elles sont décrites par des familles de kT(ei)). Les changements de combinatoire se font lorsqu’on
a suffisamment déformé k' pour que B =k ' (P1,...,Bn) change de chambre.

Exemple 11.7.1. Soit h le morphisme (x,y,z,w) € R* — (x — 2z — x,y — z — 2w) € R? (qui est un cas
particulier de la section 11.1). Considérons le cobordisme donné par les équations suivantes

x>0

y=0
F(—2x—y) = -1
—x—=2y=-1

Le morphisme kT est donc donné par

1
kz(x,y,z,w)_< x+y+z,x+2y+t>

2+t 2+t

On obtient ainsi les éventails secondaires suivants :
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(1,1) (1,1)

FIGURE 11.12 — Eventail secondaire A t = —1eta t=1

Dans le deuxiéme cas, le flip est un chemin affine dans I’éventail secondaire de la calibration h entre
I'éventail (Ap_«,h, Ip_«) €t (Apiash, Ip4«). Les changements de combinatoire apparaissent quand on
passe un mur, ce qui se passe lorsque t = 0.

Réciproquement, un chemin affine de I’éventail secondaire passant un mur induit un cobordisme
puisque si ’on a un chemin affine x : t € [—1,1] — kT (B + oct) alors les coefficients B et « correspondent &
ceux des inégalités (11.3) et (11.4). On a donc un cobordisme entre (Ay(_1),h, 9y (_1)) et (Ay 1y, h, Iy (1))-

En conclusion, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 11.7.2. Un passage de murs de l’éventail secondaire donné par un chemin affine est un
cobordisme. Plus précisément, le passage d’un mur divisoriel est un cobordisme d’indice (1,d) ou (d, 1)
et le passage d’un mur renversant est un cobordisme d’indice (a,b), a,b > 1.

Démonstration. Le fait d’'un passage de murs affines est un cobordisme est montré au-dessus. Le passage
de murs renversant a une « tranche » non-simpliciale (cf. théoréme 11.6.4) donc c’est un cobordisme
d’indice (a,b), a,b > 1 (cf. avertissement 9.2.6). Le cas restant des murs divisoriels est donc d’indice
(1,d) ou (d,1). O

11.8 Flips et espaces projectifs

Le point de départ de cette section est la section précédente et le résultat suivant

Lemme 11.8.1 ([21] Lemma 2.3). Tout polytope simple conveze (& homéomorphisme PL prés) peut étre
obtenu a partir d’un simplexe de méme dimension avec un nombre fini de flips.

Grace a la section précédente, on peut se poser la question naturelle suivante : peut-on relier un
éventail quantique a I’éventail décrit par un simplexe ? Ou de fagon plus géométrique, peut-on relier un
champ torique quantique a un espace projectif quantique ?

Dans cette section, nous allons donner une réponse a une question un peu plus restrictive : A une
calibration h fixée, peut-on relier un éventail quantique (A, h,d) a un espace projectif (Apa, h, 17 )7

Théoréme 11.8.2. Soit h: R™ — RY un épimorphisme linéaire. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes

1. Il existe b € R™ tel que
Pp, = {xe R | V1 <i<n,(h(e),x)> —b;}

est un simpleze ;
2. Il existe un sous-ensemble I de cardinal d + 1 tel que 0 € Conv(h(e;),1i € I).

On notera P(d,n) l'ensemble des h vérifiant ces conditions et PSt(d,n) le sous-ensemble de P(d,m) qui
contient les épimorphismes standard.
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Démonstration. S’il existe un b € R™ tel que Py soit un simplexe alors il existe un ensemble I de cardinal
d+1 tel que
P, = {xe R | Vie I,(h(ei),x) = —b;}

Montrons que 0 € Conv(h(e;),i€ ) :
Soit k € I. Par hypothese, la restriction hy = thI\{k} est un isomorphisme. Alors

(hie") TPy = {x e RY | Vie I\{k}, (e, x) = —bi, (hi "h(ew), x) = —by}

est aussi un simplexe et donc h{lh(ek) e R4,. On en déduit donc 0 € Conv(e;, i€ I\{k},h{lh(ek)). En
appliquant hy, on en déduit que 0 € Conv(h(ei),1€ ).

Réciproquement, supposons qu’il existe un sous-ensemble I de cardinal d+1 tel que 0 € Conv(h(e;),1i€
I). Par le méme raisonnement que précédemment, le polytope

P = Conv(h(e;),ie)° = {x e R* | Vie [, (h(e;),x) = —1}

est un simplexe. Montrons maintenant qu’il existe b € R™ tel que
e pour tout iel, by =1;
o Pb =P.

Soit R € R~ tel que la boule ouverte B(0,R) contienne P. On notera RS9~ sa frontiere. Pour tout 1, il
existe un by tel que 'hyperplan (affine)

Hivbi = {X | <h‘(ei)7x> = _bl}
soit tangent & RS9~ et telle que le demi-plan supérieur
Hip, = {x | {(h(ei),x) = —bi}

contienne B(0, R).
En effet, les deux points ot H;p, peut étre tangent a RS9~ sont

R
+———h(e;
[h(ei)] (e
On en déduit donc que les deux candidats pour b; sont

R
[h(ei)]

+ (h(ei), hiei)) = +R[h(ei)].

Comme on veut en plus que le demi-plan supérieur Hzr b, contienne B(0,R) alors
bi = R[h(ei)|.

On a donc construit un vecteur b € R™ tel que P, = P puisque, par construction,

P Hiy,-
i¢l

O

Corollaire 11.8.3. L’ensemble P(d,n) forme un ouvert (non-vide) de Epi(R™, R%). Autrement dit, il y a
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un ouvert des calibrations qui peuvent étre reliés a un espace projectif quantique par I’éventail secondaire
i.e. en changeant le paramétre b.

Démonstration. Le théoréme 11.8.2 dit que tout h € P(d,n), il existe I < {1,...,n} tel que 0 €
Conv(h(ei),1 € I). Autrement dit,

P(d,n) = U {h e Epi(R™,R%) | 0 € Conv(h(e;),ie )}
L|T|=d+1

Si 0 € Conv(h(ei),1i€ I) alors comme I est de cardinal d + 1, le convexe Conv(h(e;),1 € I) s’envoie, par
une transformation linéaire, sur le simplexe Conv(ey, ..., eq,v) ot ve R%,. On en déduit donc que

{h e Epi(R™,R%) | 0 € Conv(h(ei),ie )} ~ (RY x GLq(R) x RY, < (RHY!" x (RY)!
qui est donc un ouvert de Epi(R™, R4). O

On peut en faire une description complete en dimension 2 :

Corollaire 11.8.4. Pour tout n = 3, on a deux cas possibles :
e O(2,n,Cp)=P54(2,n) sin#4;
e O(2,n,Cp)\P5t(2,n) ~RZ, sin=4
Démonstration. Sin = 3 alors Q(2, 3, C3) est ’ensemble des calibrations définissant des espaces projectifs.

On en déduit donc
Q(2,3,C3) =P5(2,3).

Passons au cas n = 4.
Soit h € (2,4, C4)\PP5*(2,4). Soient «g, oeg € [0, 271 tels que
h(ey) = |h(ek)\ei"‘k.

par l'identification C ~ R2. Comme h € Q(2,4,D,) alors

T
§<ock<27r

De plus, comme h ¢ P$t(2,4) alors les vecteurs h(es) et h(es) n’appartiennent pas & R2, et donc

T 37
5 < <, - < oz < 2. (11.5)

Comme les cones formés par les h(e;) doivent étre fortement convexes alors
oy — o3 < T (11.6)

Comme, de plus, 0 ¢ Conv(ey, h(es), h(es)) alors les inégalités (11.5) donnent ag = 7. De la méme facon,
comme 0 ¢ Conv(es, h(es), h(es)) alors oy = 37”

L’isomorphisme Q(2,n, Cn)\P*t(2,n) ~ R2 est donc h — (|h(e3)|, |h(es)]).

Le cas n > 5 se montre en utilisant le cas n = 4. Supposons qu’il existe h € Q(2,n, C,,)\P**(2,n). Notons

ke {l,...,n} tel que
e Arg(h(ei)) < mpour i <k,

o Arg(h(ei)) = 37” pour i > k.
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Alors par le raisonnement fait pour n = 4, on a h(ex) = m et h(ex 1) = 37” Si k > 3 alors 0 €
Conv(ey, exyi1,e3), ce qui est absurde. Si k = 3 alors 0 € Conv(es, ey, en ), ce qui est aussi absurde.
On en déduit donc qu’il n’y a pas d’élément dans Q(2,n, C)\PS*(2,n).
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CHAPITRE 12

ESPACES DE MODULES AUGMENTES

A VARIATION DE LA THEORIE GEOMETRIQUE DES INVARIANTS nous permet de construire des che-
mins entre des champs toriques quantiques ayant des types combinatoires différents. Dans ce cha-
pitre, on va utiliser ces chemins afin de recoller les espaces de modules de types combinatoires différents
et leur famille universelle associée puis, d’'une fagon similaire au chapitre 5, compactifier naturellement
ce recollement. Cela donnera une réponse a la question 5 sur la « Toric big moduli conjecture » énoncée
pendant I'introduction qui suggere que I’on pourrait recoller les espaces de modules des champs toriques
quantiques donnés par des éventails simpliciaux entre eux grace aux espaces de modules des champs
toriques donnés par des éventails non-simpliciaux. Le tout pouvant étre globalement compactifier afin
d’obtenir un espace de modules global de champs toriques quantiques qui soit compact.

Dans la premiere section, on va décrire la famille universelle au-dessus de ’éventail secondaire as-
socié a une calibration fixée. Dans la deuxiéme section, on fera varier, dans la construction précédente,
la calibration h de telle sorte & avoir une famille de champs toriques au-dessus de 'union des éventails
secondaires U™ Le quotient de cet ouvert par les isomorphismes d’éventails sera appelé « espaces de
modules augmentés ». Une des propriétés importantes de ces espaces est qu’ils contiennent une copie
(& R~ 9-fibration) de chaque espace de modules d’un type combinatoire compatible (voir la proposi-
tion 11.2.10). Pour finir, dans la troisiéme section, on va compactifier (avec la famille universelle associée)
ces espaces de modules augmentés. Cette construction est compatible avec la construction du chapitre 5
dans le sens oti les compactifications obtenues contiennent (3 R™~%-fibration) les compactifications des
espaces de modules.

12.1 Construction de la famille universelle

Soit h : R™ — RY un épimorphisme linéaire. Le but de cette section est de construire la famille
universelle de variétés toriques & (données par la combinatoire des éventails quantiques (Ap,h, Jp))
au-dessus de I’éventail secondaire de h.

Soient b € R™ et (Ap, h, Jp) I'éventail quantique calibré associé (voir la section 11.2 pour les détails).
Le cone o = o1 = Cone(h(ey, ), ..., h(ei,)) est un cone maximal de A (i.e. de dimension d) si, et seulement
si, la face correspondant a o du polytope associé

P, = {x e R | Vie [1,n],{x,h(e;)) = —b;}

est un sommet donné par I'intersection des hyperfaces normales aux vecteurs h(ei;),j € I. Le lemme
suivant va permettre de traduire ces conditions en équations :

Lemme 12.1.1. Ces conditions sont équivalentes aux trois conditions suivantes :

o La famille (h(ei,))xeq,p) est génératrice de R ;

223



CHAPITRE 12 — Espaces de modules augmentés

o Les Fip sont des faces de dimension d — 1 de Py (correspondant donc aux 1-cénes de o dans la
définition 11.2.1);

o [L’égalité
dim{x e P|Vie [[{x,h(ei))=—-bi} =0 (12.1)

Démonstration. La premiere condition assure que le céne soit de la bonne dimension et la troisiéme assure
I’existence du sommet. O

La condition (12.1) est équivalente & l'existence d'un point x, € R (cf. [34, proposition 14.2.21]) tel
que

Viel h b;
{ 1€ a<xtra (12.2)

(e1)) =—
Vj ¢ 1, (xo, h(e;)) = —b;
L’équation (12.2) se réécrit de fagon plus concise :

hi(xo) = —by
Vj ¢ 1,(xqs,h(ej)) = —b;

Comme o est de dimension maximale alors h, est surjective et donc h/! est injective. Ce qui assure
I'unicité de la solution lorsqu’elle existe. On en conclut que

Lemme 12.1.2. Soit ¥ (Py) la variété associée d l’éventail quantique polytopal (Av, h,dy) (décrite dans
1.1.5.8). Alors,
F(Py) = JC" x (€ (12.3)
I

ot I parcourt les sous-ensembles de {1,...,n} tels que :
1. dim(oy) =d;
2. Il existe x € RY tel que h'(x) = —by et, pour tout 1 ¢ 1, (x,h(ei)) = —b;;
3. Viel,dim(Fip) =d—1.

Notation 12.1.3. Dans la suite, on notera (C) les trois conditions du lemme 12.1.2 pour le triplet
(b, I, h).

Définition 12.1.4. On dira que b € R™ est admissible si le polytope Py est de dimension d. On notera
Ue9™ (h) Pensemble des b admissibles.

Lorsque l'on fait bouger b dans adm R™, on obtient une famille de variétés & i.e. un morphisme
SNV (h) — U™ tel que pour b e U™, FUMY(h), = F(Py), en posant

\r??’uniV(h) _ U {(b7z) e R™ x ((CI X ((C*)IC) | (b,I,h) vérifie la condition (C)}
I

et en prenant pour 7t la projection R™ x C™ — R™ sur la premiére coordonnée.
Gréce a I’égalité (12.3), on a le résultat suivant

Lemme 12.1.5. Soit be R™. Pour tout meker(k") , on a :
F(Py) = F(Poim)

Démonstration. Soient b € R™ tel que Py, # @&, et m = —h'(y) € ker(k") = im(hT). Soit x € Py. Alors,
pour tout i,

<X + Y, h(el)> = <X? h(el)> + <y7 h(el)> = <Xa h(€1)> + <hTya ei> = _bi — my
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Cela montre que Pp+m Dy + Py (la translation de Py par le vecteur y). On montre de la méme fagon
que y + Pp < Ppym. On en conclut que y + Py = Pyym et done F(Py) = F(Poim)- O

Proposition 12.1.6. Les ensembles ?{h) et ﬁadm(h) sont invariants par laction de ker(h) (ou l'action
se fait par translation). De plus, la projection m est ker(h)-équivariante .

On en déduit que la projection 7t passe au quotient par ker(k') i.e. 7t induit un morphisme

U {(lb],z) e R /ker(k") x (C! x (C*)I) | (b1, h) vérifie (C) } — U™ (h) = U™ (h)/ker(k") c R"¢
1

car R"/ker(k") ~ im(k") = R™4 par injectivité de k . On notera ™V (h) la famille ainsi obtenue.
On a déja calculé U*4™(h) dans la proposition 11.3.2 :

Proposition 12.1.7. U%4™(h) = Int Cone(k ' (e;),i=1..n)
Théoréme 12.1.8. FY"V(h) est un ensemble semi-algébrique de R™~¢ x R2™.

Démonstration. 11 suffit de montrer que les différentes conditions de la condition (C) sont semi-algébriques :

e la condition 1 est semi-algébrique car équivalente a la non-annulation d’'un mineur d x d de la
matrice donné par les h(e;), i€ I;

e la condition 2 est semi-algébrique par I’élimination des quantificateurs donné par le théoréeme de
Tarski-Seidenberg (voir [16, Proposition 5.2.2]);

e la condition 3 est semi-algébrique car équivalente a ’existence d’une famille libre de cardinal d — 1
(donc & la non-annulation d’un mineur (d — 1) x (d — 1)) et le fait que tout famille de cardinal d
est liée (qui est semi-algébrique par stabilité des semi-algébriques par intersection).

O

Remarque 12.1.9. Ce résultat fait écho aux résultats sur la semi-algébricité des espaces de réalisabilité
des polytopes (voir corollaire 4.2.5).

Exemple 12.1.10. On reprend les notations de la section 11.1. On a U%4™(h) = RQ;O-
Ensemblistement, on a 1’égalité

P (M) = (Er AU xCF | \0}xCE [ Joax (C2\{0}) x (C {0 | J(@snud™) xCF | \{0}xC}
ou © est I'adhérence (topologique) de o.

Exemple 12.1.11. On reprend les notations de 'exemple 11.4.1. On a U%4™(h) = R.
Ensemblistement, on a 1’égalité

FE (M) = Reg x C2,\{0} x C2, ] [{(0,00} x C*] [Ro0 x C2,\{0} x C2,

12.2 Recollement des espaces de modules

Dans cette section, nous allons faire la construction de la section précédente en faisant varier la
calibration h afin d’obtenir un espace contenant un « épaississement » des ouverts Q(D) contenant les
calibrations D-admissibles (pour D un type combinatoire).

Posons

Guniv _ U {(b7z7 h) e R™ x (C! x (C*)°) x RAM=d) | (b, I, h) vérifie (C)}
Ic{1,...,n}
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et FU™Y Pimage de #“™Y par l'application suivante :

(b,z,h) e R™ x C* x R4, (kT (b),z,h) e R* ¢ x C™ x RI(n—D)

ol k est la transformée de Gale de la calibration standard associé & h € Rd(n—d),

Lemme 12.2.1. La projection de ™ sur RAM=D définit une famille continue (F ™ (h))pegain-a)
Théoréme 12.2.2. FY™Y est un ensemble semi-algébrique.

Démonstration. Voir la preuve du théoreme 12.1.8. O

Lemme 12.2.3. L’image de la projection de F*™ sur R4 x RAM—d) gt

usdm= J] Uu*™(h) ={(x,h)|xe Cone(k'(e),i=1.n)}
heRd(nfd)

qui est un ouwvert de R*—4 x Rd(n—dJ,

On a le résultat plus précis de préservation de la combinatoire, griace a la continuité de la transfor-
mation de Gale :

Proposition 12.2.4. Soit (X, hg) un couple admissible ot X est générique. Alors il existe un voisinage
owvert V de hy dans RYM=4) tel que pour tout he V,

\SpuniV(h)X _ yuniv(ho)x

Démonstration. Les murs dans 1’éventail secondaire sont des cones de la forme Cone(k ' (e;, ), ..., k" (ei,))-
Comme x est générique, on peut prendre des voisinages autour des murs qui vont éviter x. Par consé-
quent, par continuité de la transformée de Gale, il existe un voisinage V de hy qui fait que pour tout h
dans V, la combinatoire de ’éventail donnée par ce couple ne change pas. O

Théoréme 12.2.5. Pour tout éventail quantique simplicial (A, h, d), il existe un chemin dans U™ Je
reliant a un espace projectif quantique.

Démonstration. Soit (A, h, d) un éventail quantique simplicial. Par connexité (par arcs) des Q(comb(A)),
il existe un chemin entre (A, h,J) et un élément (Ag, hg, Jo) de P(d,n) n Q(comb(A)) (qui est non-vide
par le corollaire 11.8.3). Puis par définition de P(d,n), il existe un chemin dans ’éventail secondaire
reliant (Ag, hg, Jy) & un projectif quantique. O

Remarque 12.2.6. Gréace au lemme 11.8.1, on sait que tout polytope simple est cobordant (& homéomor-
phisme PL pres) & un simplexe. Par conséquent, tout éventail peut étre déformé pour obtenir un éventail
de P(d,n) qui sera relié a I’éventail d’un projectif quantique par un chemin affine. Remarquons que I'on
ne peut pas utiliser le théoréme théoreme 9.3.19 puisque si I’éventail n’est pas dans P(d,n) alors néces-
sairement 1’éventail obtenu par déformation du cobordisme ne peut pas étre dans ’espace de modules des
projectifs quantiques.

On va maintenant définir espace de modules augmenté qui paramétra les couples (x,h) ou x €
Cone(k") ol le nombre de générateurs et la dimension de I’espace ambient sont fixés, & isomorphisme de
calibration pres, ce qui grace aux équivalences des théorémes 3.4.2.16 et 6.3.2.2.2 et a la construction de
I’éventail secondaire du chapitre 11, correspond aux champs toriques quantiques de dimension fixé et le
nombre de générateurs fixés a isomorphisme torique pres.
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Définition 12.2.7. L’espace de modules augmenté &/ (d,n) est le quotient de U™ par la relation
d’équivalence ~ définie de la fagon suivante : ([b], h) ~ ([b’],h’) si [b] = [b'] et §’il existe (pour n’importe
quel représentant) un isomorphisme d’éventails entre ’éventail induit par h et b et celui induit par h’
et b’ (voir la section 11.2). Plus précisément, si on note A(d,n) = (X = U*4™) le groupoide donné par
cette relation, & (d,n) est la champification du pseudo-foncteur

T € BVarDiffr — (X(T) = UY™(T)) € Gpd

ot X(T) est 'ensemble des applications T — X qui s’étendent en une application lisse T — U2d™ x yadm
(cf. Pexemple 2.1.3.7) et U™ (T) = Homgqrwif, (T, L24™).
Lemme 12.2.8. Le groupoide A(d,n) peut étre décrit par la réprésentation suivante (R = U%4™] og :

P, O

e Rc GL,(Z) x U%d™ ¢st lespace des (H,b,h) ou H = < 0 P
T

Sy, ou (Avp,Jy) sont définis dans la section 11.2;

) ot (0, T) € Aut(comb(Ap, h)) x

o La fléche de source est la projection sur Ued™ ;

e La fleche de but est définie comme suit :
t(H7 [bL [h]) = ([b]; I—O'hH_l)

ot LG = U—U(l] ce Lo‘(d))

Démonstration. Cela vient du fait que les isomorphismes de (Ap, h, 9p) sont donnés par des permutations
(0,7) € Aut(comb(Ap)) x Sg, (par le théoréme 4.1.6). O

On peut ensuite construire la famille universelle de champs toriques quantiques associée en considérant
le groupoide E = (R =3 #YV) on
e R © GLyn(Z) x C"~4 x Puniv est Tespace des (H,t,[bl,z,h) on H = (POG PO> ou (0,1) €
T
Aut(comb(Ap, h)) x Sg, ol (Ay, Ip) sont définis dans la section 11.2;

e La fleche de source est la projection sur FH"V ;

e La fleche de but est définie comme suit :
t(H,t, [bl, z, [h]) = ([b]], E(HkH't)z, LohH™)

olt H est I'automorphisme linéaire de C™~¢ qui fait commuter le diagramme

(Cnfd H (Cnfd

K| X

cr——— "

On notera & (d, n) le champ obtenu par champification. La projection induit un morphisme &(d,n) —
& (d,n) dont les fibres sont des champs toriques quantiques qui sera la famille universelle de I'espace de
modules augmentés & (d, n). Grace a leur présentation, on en déduit :

Lemme 12.2.9. Les champs & (d,n) et &(d,n) sont des champs topologiques (par oubli de structure).

Théoréme 12.2.10. Soient n = d deux entiers. Soit D le type combinatoire d’un éventail simplicial
vérifiant la condition de la proposition 11.2.10 (et § = D(1)¢ l’ensemble des générateurs virtuels associés).
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Soit (A, h, d) un éventail quantique de type combinatoire D. Notons fl(D) l’ensemble des couples (h, [b])
de Q(D) x R4 A Ued™ Gtant dans la méme chgmbre de ’éventail secondaire que (A, h,9d) (i.e. ayant
donc la méme combinatoire que (A, h,J)). Alors Q(D) est un ouvert de U™ et la projection

~

Q(D) - Q(D)
est une R 4-fibration et donc une équivalence d’homotopie.

Remarque 12.2.11. On peut aussi prendre D non simplicial mais alors ﬁ(D) n’est pas ouvert dans Uedm

Démonstration. L’ensemble (Al(D) est un ouvert de Q(D) x R™ ¢ A U™ et donc de U™ par la
proposition 12.2.4. Chaque fibre de la projection Q(D) — Q(D) est un coéne convexe ouvert et est donc
homéomorphe (et méme difféomorphe) & R"~4. Par continuité de la transformation de Gale, c’est une
fibration de fibre R4 qui est contractile. La section nulle est le quasi-inverse voulu. O

De la méme facon, F/%;(YSJ" — Q(D) x (D) est aussi une R™~94-fibration (ou f%u(rg)" est la restriction
de PV sur (Al(D))
Pour obtenir une famille de champs toriques, on peut faire agir C*~¢ sur #“" par :
t-([bl,z,h) = ([b], E(k(t))z, h) (12.4)

Le champ quotient [#Y*™/C"~9] sera noté ZF*™V et

Corollaire 12.2.12. La projection 2/,’>(D) = %(D)/(C”_d c Y o (D) est une R 4-fibration
ot Z (D) est l’espace total de la famille de champs toriques quantiques de type combinatoire D au-dessus
de Q(D).

Ensuite, on peut définir une action de G = Aut(D) x &g ¢ &, sur Z| (D) par passage au quotient de
Paction sur Q(D) par
o- ([b],Z, [k]) = ([bO‘LZUa o- h)
ol by est le point donné par (bg(1),- .-, bem—a))-
De la méme fagon, on peut définir une action sur Q(D) par :

o ([bl,h) = ([bo],0-h) (12.5)

Remarque 12.2.13. Cette action a été choisie car si (L, H) est un isomorphisme d’éventails entre (A, h, J)
t (A, W/, 37) et que
P = {xe (RY)* | {x,h (e)) = —bo(i)}

est le polytope associé a (A’,h’/,d’) dans (R4)* alors

L'P={L"x|{(x,h(e:)) = —bo(i)}
={y [ (LT (y ,h/(€1)> = _bcr(i)}
={y |y, L7 "h'(es))
={y [y, hH ' (es))
= {y [y, hlesi))) = bo }
={y | {y,h(ei)) = —by
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Ces actions font des projections ?(D) - Q(D), ?(D) — Z(D) et Q(D) — Q(D) des morphismes
G-équivariants. Ces derniers descendent donc au quotient :
p1:Q(D)/G — [Q(D)/G] = #(d,n, D),

—~~

p2: & (D)/G - Z(D)/G
et

o~

ps: Z(D)/G — [Q(D)/G]

Corollaire 12.2.14. Le morphisme p; : fl(D)/G — M (d,m,D) est une R -fibration.

—~

Démonstration. Par le théoreme 12.2.10, la composée &' (D) — Q(D) — [Q(D)/G} est un G x R™4-
fibration. On en déduit que le morphisme obtenu par passage au quotient Q(D)/G — Q(D)/G est une
R™4-fibration. O

On a de la méme fagon le résultat pour le morphisme ps :

—~

Corollaire 12.2.15. Le morphisme py : Z(D)/G — Z(D)/G est une R™~-fibration.

En conclusion, on a le résultat suivant :
Théoréme 12.2.16. Soient d < n deux entiers. Pour tout éventail quantique (vérifiant les conditions de
la proposition 11.2.10) de RY, avec n. générateurs et de type combinatoire D, on a les résultats suivants :

e il existe un sous-champ (D) (qui est ouvert si D est simplicial) de $/(d,n) et une R™~%-fibration
de /(D) > A (d,n,D);

e il existe un sous-champ & (D) (qui est ouvert si D est simplicial) de &(d,n) et une R™~-fibration
&(D)—->Z(D);
e on a une projection & (D) — (D) dont toutes les fibres sont des champs toriques quantiques de

type combinatoire D.

Démonstration. On a :

e /(D) :=[Q(D)/G] et la fibration est donnée par la projection du corollaire 12.2.14;

e &(D) = Q{D)/G et la fibration est donnée par la projection du corollaire 12.2.15;

e La projection & (D) — & (D) est le morphisme p3. Ces fibres sont des champs toriques quantiques de
type combinatoire D par construction (c’est le passage au quotient de la restriction de la projection
VY — U™ aqux éventails quantiques de type combinatoire D).

En résumé, on a le diagramme commutatif suivant :

R"—4_fibration

l l (12.6)

M (d,n, D) B Hbration ¢ryy oy or(d )

ou les fibres des morphismes verticaux sont des champs toriques quantiques.
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12.3 Compactification des espaces de modules augmentés

Cette section sera dévouée a la compactification de ’espace de modules augmenté. La premiére chose
que 'on peut voir est que pour chaque cone de I’éventail secondaire, on peut se restreindre a son inter-
section avec la boule unité puisque la combinatoire ne change pas dans ce cone. Nous allons considérer le
fermé U™ A B(0,1) x RIM=4) de U™ (on B(0, 1) est la boule unité fermée de R™~¢ pour la norme
euclidienne). On peut montrer :

Lemme 12.3.1. L’inclusion U™ A B(0,1) x RAM—d) s yadm st yne équivalence d’homotopie.

Démonstration. Cela vient du fait que pour tout céne fortement convexe o, o et cnB(0, 1) sont homotopes
a {0}. O

De plus, cette restriction est compactible avec les actions de groupe :
Lemme 12.3.2. Le fermé ﬁ(D) A B(0,1) x RAM=D) st invariant par laction de G induite par (12.5).

Démonstration. Cela vient du fait que la norme euclidienne est invariante par ’action du groupe symé-
trique et donc la boule unité est invariante par permutation de coordonnées. O

En reprenant les résultats du chapitre 5, on peut maintenant plonger U®d™ A B(0,1) x R4M=4) dans
I'espace compact B(0, 1) x Gr(n—d,R™). On notera U I'image du plongement dans B(0, 1) x Gr(n—d,R™).
On peut transporter l'action (12.4) & U comme dans (5.20). De la méme fagon, la famille de champs
toriques au-dessus de U%d™ ~ B(0,1) x R4(M=4) ge pousse-en-avant en une famille # — U.

Notons K l'adhérence de U dans B(0,1) x Gr(n — d,R™). De facon analogue & la sous-section 5.5.2,
on obtient une famille de champs toriques quantiques # — K.

De la méme facon que le théoreme 12.2.10, on a le résultat suivant :

Lemme 12.3.3. Pour tout type combinatoire D vérifiant les conditions de la la proposition 11.2.10, la
projection ﬁ(D) N B(0,1) x Gr(n — d,R") c K — Q(D) est une R~ 4-fibration.

On définit sur K la relation d’équivalence ~ suivante ou (h, [b]) ~ (k, [b’]) si [b] = [b’] et s’il existe
(pour n’importe quel représentant) un isomorphisme d’éventails entre 1’éventail induit par [h] et b et
entre celui entre [k] et b’ (voir la section 11.2). Cette relation d’équivalence définit un groupoide K(d, n).
On construit de la méme facon que dans la définition 12.2.7 un champ % (d,n) associé qui est la « com-
pactification » ! de I’espace de modules augmenté.

Comme dans les lemmes 12.2.8 et 12.2.9, on a les deux résultats suivants :

Lemme 12.3.4. Le groupoide K(d,n) peut étre décrit par la réprésentation suivante (R =3 K) oa :

P, O

o Rc GLn(Z) x K est lespace des (H, [b],h) ou H = ( 0 P
T

) ot (0,7T) € Aut(comb(Ap, h)) x Sg,
ot (Ayp, Jy) sont définis dans la section 11.2;

e La fléche de source est la projection sur K;

e La fléche de but est défini comme suit :
t(H, [b], (h]) = ([b], [WH™'])

Lemme 12.3.5. Le champ J# (d,n) est un champ topologique (par oubli de structure).

De la méme facon que le corollaire 12.2.15, on obtient

1. ce n’est pas une vrai compactification puisque on a restreint & la boule unité fermée
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Lemme 12.3.6. La projection du lemme 12.3.3 descend en une R™~9-fibration

H(D) = ( Q(D) ~B(0,1) x Gr(n — d,RM)/ ~) < #(d,n) — [Q(D)/ Aut(D) x Gp(1)c] = 4(d, n, D).

Démonstration. 1l suffit de voir que les isomorphismes d’éventails que ’on retrouve dans fl(D) sont dans
Allt(D) X @D[l)"' O

Par la méme méthode que pour la proposition 5.5.2.12 ou dans la définition de & (d,n) de la section
précédente, on peut pousser-en-avant la famille & — K sur % (d,n). On notera Z'(d,n) 'espace total
obtenu qui est la famille universelle au-dessus de la compactification J# (d,n). En conclusion, on obtient

une réponse a la « Toric Big Moduli Conjecture » :
Théoréme 12.3.7. Soit n > d deux entiers. Il existe un champ (au-dessus du site BarDiffr) compact
F(d,n) et un morphisme de champs & (d,n) — F(d,n) tel que :

e Pour tout type combinatoire D d’un éventail complet de RY a4 n générateurs, il existe un fermé
F (D) de #(d,n) et une R~ -fibration # (D) — M (d,n,D);

o (Cette fibration s’étend en une fibration entre la famille au-dessus de F (D) et celle au-dessus de
M (d,n,D).

On peut résumer ce théoreme par le diagramme suivant qui est une sorte de compactification du
diagramme (12.6) :

Z(d,n,D) ———— &([D) —— &(dn)
R™~4_fibration

! l

M (d,n, D) ¥ tfibration griyy 97 n)

En d’autres termes, le champ (compact) #(d,n) est constitué d’un « épaississement » (donné par
une R™~4-fibration) de chaque compactification ./ (d,n, D) des espaces de modules des champs toriques
quantiques, que I'on a pu recoller grace a I’éventail secondaire.
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Titre : Compactification des espaces de modules en géométrie torique quantique.

Mot clés : Géométrie torique, espace de modules, champs analytiques, compactification, géométrie birationnelle.

Résumé Le but de cette these est de conti-
nuer l’étude des champs toriques quantiques intro-
duits par L.KATZARKOV, E.LUPERCIO, L.MEERSSEMAN,
A.VERJOVSKY. Ce sont des champs analytiques d’Artin
définis grace aux recollements, décrits par les cones (non
nécessairement rationnels) d’un éventail de R¢, de quo-
tients d’un espace affine par un sous-groupe finiment
engendré de R¢. Contrairement aux variétés toriques
qui sont rigides a cause de la rationalité des éventails
les définissant, les champs toriques quantiques peuvent
étre déformés contintiment. Dans leurs articles, ils ont
étendu ’équivalence géométrie-combinatoire des varié-
tés toriques aux champs toriques quantiques définis par
un éventail simplicial. En utilisant cela, ils ont défini
et étudié les espaces de modules des champs toriques a
combinatoire de I’éventail fixé.

Dans un premier temps, nous montrons que ces espaces
de modules sont le quotient d’un ouvert semi-algébrique
par un groupe fini et qu’ils sont la base d’une famille uni-
verselle de champs toriques quantiques. Nous proposons
ensuite une construction d’une compactification combi-
natoire de ces espaces de modules, grace a un plonge-
ment dans une variété grassmannienne, avec une ex-
tension de la famille universelle qui est décrite par les
dégénérescences de la combinatoire initiale.

Dans un deuxiéme temps, nous étendons la construc-
tion de champs toriques quantiques a des éventails
quelconques et montrons que cela étend 1’équivalence
géométrie-combinatoire précédemment citée. Gréace a
cela, nous pouvons utiliser les éventails secondaires in-
troduits par [. GELFAND, M. KAPRANOV, A.ZELEVINSKY
dans le cadre quantique. Cela permet de décrire des pas-
sages de murs entre champs toriques quantiques de com-
binatoire différente. Cela définit donc des morphismes
birationnels entre eux (que l'on peut aussi décrire de
facon combinatoire). La souplesse du cadre quantique
nous permet méme d’obtenir des familles continues
entre deux champs toriques reliés par un passage de
murs qui passe par un champ torique donné par un éven-
tail non-simplicial (le « mur »).

Tout cela nous permet de définir un « espace de mo-
dules augmenté » défini par deux parameétres : le pre-
mier paramétrant les générateurs des cones de I’éventail
(lorsqu’on le fixe, on bouge dans 1’éventail secondaire)
et le deuxiéme paramétrant la combinatoire (lorsqu’on
le fixe, on bouge dans les espaces de modules). Le tra-
vail sur la compactification des espaces de modules nous
permet aussi de compactifier cet espace de modules aug-
menté avec sa famille universelle.

|
Title: Compactification of moduli spaces in quantum toric geometry.

Keywords: Toric geometry, moduli spaces, analytic stacks, compactification, birational geometry.

Abstract: This thesis aims to continue the study
of quantum toric stacks introduced by L.KATZARKOV,
E.LUPERCIO, L.MEERSSEMAN, A.VERJOVSKY. These
are Artin analytic stacks defined by gluings, described
by the (not necessarily rational) cones of a fan of RY,
of quotients of an affine space by a finitely gener-
ated subgroup of RY. Unlike toric varieties which are
rigid because of the rationality of the fans defining
them, quantum toric stacks can be deformed contin-
uously. In their papers, they extended the geometric-
combinatorial equivalence of toric varieties to quantum
toric stacks defined by a simplicial fan. Using this, they
defined and studied moduli spaces of toric stacks with
fixed fan combinatorics.

First, we show that these moduli spaces are the quo-
tient of a semi-algebraic open subset by a finite group
and that they are the basis of a universal family of toric
quantum stacks. We then propose a construction of a
combinatorial compactification of these moduli spaces,
thanks to a embedding in a Grassmannian manifold,
with an extension of the universal family which is de-
scribed by the degeneracies of the initial combinatorics.

In a second step, we extend the construction of toric
quantum stacks to an arbitrary fan and prove that this
extends the geometry-combinatorics equivalence previ-
ously mentioned. Thanks to this, we can use the sec-
ondary fans introduced by I.GELFAND, M.KAPRANOV,
A.ZELEVINSKY in the quantum framework. This allows
us to describe wall-crossings between toric quantum
stacks of different combinatorics. Thus this defines bi-
rational morphisms between them (which can also be
described combinatorially). The flexibility of the quan-
tum framework even allows us to get continuous families
between two toric stacks connected by a wall-crossing
which passes through a toric quantum stack given by a
non-simplicial fan (the "wall").

All this allows us to define an "augmented moduli space"
defined by two parameters: the first one parametrizing
the generators of the fan cones (when fixed, we move
in the secondary fan) and the second one parametrizing
the combinatorics (when fixed, we move in the mod-
uli spaces). The work on the compactification of mod-
uli spaces also allows us to compactify this augmented
moduli space with its universal family.
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