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RÉSUMÉ

Le but de cette thèse est de continuer l’étude des champs toriques quantiques introduits par L.Katzarkov,
E.Lupercio, L.Meersseman et A.Verjovsky. Ce sont des champs analytiques d’Artin définis grâce
aux recollements, décrits par les cônes (non nécessairement rationnels) d’un éventail de Rd, de quotients
d’un espace affine par un sous-groupe finiment engendré de Rd.
Contrairement aux variétés toriques qui sont rigides à cause de la rationalité des éventails les définissant,
les champs toriques quantiques peuvent être déformés continûment. Dans leurs articles, ils ont étendu
l’équivalence géométrie-combinatoire des variétés toriques aux champs toriques quantiques définis par un
éventail simplicial. En utilisant cela, ils ont défini et étudié les espaces de modules des champs toriques
à combinatoire de l’éventail fixé.

Dans un premier temps, nous montrons que ces espaces de modules sont le quotient d’un ouvert
semi-algébrique par un groupe fini et qu’ils sont la base d’une famille universelle de champs toriques
quantiques. Nous proposons ensuite une construction d’une compactification combinatoire de ces espaces
de modules, grâce à un plongement dans une variété grassmannienne, avec une extension de la famille
universelle qui est décrite par les dégénérescences de la combinatoire initiale.

Dans un deuxième temps, nous étendons la construction de champs toriques quantiques à des éven-
tails quelconques et montrons que cela étend l’équivalence géométrie-combinatoire précédemment citée.
Grâce à cela, nous pouvons utiliser les éventails secondaires introduits par I.Gelfand, M.Kapranov
et A.Zelevinsky dans le cadre quantique. Cela permet de décrire des passages de murs entre champs
toriques quantiques de combinatoire différente. Cela définit donc des morphismes birationnels entre eux
(que l’on peut aussi décrire de façon combinatoire). La souplesse du cadre quantique nous permet même
d’obtenir des familles continues entre deux champs toriques reliés par un passage de murs qui passe par
un champ torique donné par un éventail non-simplicial (le « mur »).

Tout cela nous permet de définir un « espace de modules augmenté » défini par deux paramètres : le
premier paramétrant les générateurs des cônes de l’éventail (lorsqu’on le fixe, on bouge dans l’éventail
secondaire) et le deuxième paramétrant la combinatoire (lorsqu’on le fixe, on bouge dans les espaces de
modules). Le travail sur la compactification des espaces de modules nous permet aussi de compactifier
cet espace de modules augmenté avec sa famille universelle.
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NOTATIONS

Catégories
Ens la catégorie des ensembles avec les fonctions entre eux

Poset la catégorie des ensembles partiellement ordonnés avec les fonctions
monotones entre eux

A ´ Mod la catégorie des A-modules, où A est un anneau ou un faisceau d’anneaux,
avec les morphismes de A-modules entre eux.

Gr, Ab la catégorie des groupes (resp. des groupes abéliens) avec les morphismes
de groupes entre eux.

Sch, VarC, AnC, VarDiffK

les catégories des schémas, des variétés algébriques sur C, des espaces
analytiques complexes, des variétés différentielles sur K = R ou C avec les
morphismes d’espaces localement annelés entre eux.

Gr(C)

la catégorie des groupes internes ou objets en groupes de la catégorie C
avec les morphismes de C compatibles avec la structure de groupe. En
particulier, si C = Sch (resp. C = AnC, C = VarDiffK), ce seront les
groupes algébriques (resp. analytiques, de Lie)

Sch,VarC,AnC,VarDiffK
le site des schémas, des espaces analytiques,... avec les recouvrements
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Schet le site des schémas avec la topologie étale

A
le site des espaces analytiques munis d’une action d’un groupe analytique
abélien avec une orbite dense muni des recouvrements équivariants

Cop la catégorie opposée de la catégorie C

HomC(A,B),B = HomC(´,B) l’ensemble des morphismes de C entre A et B (resp. le foncteur
A P C ÞÑ HomC(A,B)).

AutC(A) le groupe des automorphismes dans C de A
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Groupes
Sn le groupe des permutations de n objets
Dn le groupe des symétries d’un polygone régulier à n côtés.

Mn,n1(A), Mn(A) la A-algèbre des matrices de taille nˆ n 1 (resp. nˆ n) à coefficients dans A.
In la matrice identité de taille n

GLn(A) le groupe des matrices inversibles à coefficients de A.
PGLn(C) le groupe de Lie quotient de GLn(C) par son centre Z(GLn(C)) = C˚In

Notations générales
Sn le type combinatoire de l’éventail de Pn.

Cn le type combinatoire d’un éventail complet de R2 avec n générateurs.

K(G,n) l’espace de Eilenberg-MacLane dont tous les groupes d’homotopie sont
triviaux sauf le nème qui est G

BG
l’espace classifiant de G i.e. le CW-complexe qui classifie les classes
d’homotopie de G-fibrés principaux.

BG le champ classifiant des G-fibrés principaux i.e. B = [˚/G].

Uσ,U noncal
σ

le champ torique quantique associé au cône σ (resp. sa contrepartie
non-calibrée).

X∆,h,I,X noncal
∆,h,I

le champ torique quantique associé à l’éventail (∆,h,I) (resp. sa
contrepartie non-calibrée).

S (∆) l’ouvert torique de Cn défini par la combinatoire de l’éventail de ∆.

Ω(D), Ω(D)
l’espace des calibrations standard D-admissibles (resp. sa compactification
dans la compactification Gr(n´ d,Rn).

M (d,n,D), M (d,n,D)
l’espace des modules de champs toriques quantiques de type combinatoire
D (resp. sa compactification).

XVIII



INTRODUCTION

1 Aperçu historique
Une variété torique est une variété algébrique complexe munie de l’action d’un tore complexe (C˚)n

ayant une orbite ouverte Zariski-dense. Une telle variété peut être entièrement décrite par la donnée d’une
famille de cônes fortement convexes rationnels dans un réseau Γ , appelée éventail (cf. [34] ou [47]). Plus
précisément, il y a une équivalence de catégories entre la catégorie des variétés toriques et la catégorie des
éventails. Ce résultat nous donne un dictionnaire entre les propriétés géométriques des variétés toriques et
les propriétés combinatoires des éventails. Pour cette raison, les variétés toriques forment une des classes
de variétés algébriques complexes les plus étudiées dans de multiples domaines mathématiques :

‚ en géométrie algébrique ; elles ont été introduites par M.Demazure dans [39] pour l’étude du
groupe de Cremona. Elles sont encore beaucoup utilisées notamment en symétrie miroir (voir, par
exemple, [33]). Il a aussi été démontré des résultats de symétrie miroir homologique (une conjecture
de M.Kontsevich (voir [85]) reliant l’existence d’une paire miroir de variétés de Calabi-Yau (X, Y)
à une équivalence entre la catégorie dérivée bornée des faisceaux cohérents sur X, notéeDb(Coh(X)),
et la catégorie dérivée bornée de la catégorie de Fukaya de Y, notée Db(Fuk(Y))), pour des paires de
variétés toriques lisses projectives (voir [1]) et aussi pour des variétés toriques plus générales (avec
une variante des catégories de Fukaya) dans [79],

‚ en géométrie symplectique ; cela commence avec le théorème de Delzant ([38]) qui permet de munir
une variété symplectique compacte et ayant une action hamiltonienne du tore réel d’une structure
de variété projective torique et même de retrouver un polytope la définissant avec l’application des
moments. Cette application des moments fait aussi le lien avec la théorie des systèmes intégrables
car elle définit un système intégrable (voir, par exemple, [9]) où les coordonnées de l’application des
moments sont les intégrales premières du système,

‚ en topologie algébrique, on peut notamment montrer que les classes de bordismes de variétés toriques
engendrent l’anneau de bordismes complexes (voir [24]) ou, évidemment, en combinatoire, où, par
exemple pour montrer la nécessité des conditions dans la g-conjecture de P.McMullen sur les
f-vecteurs des polytopes simples (voir [90]), R.P. Stanley utilise dans [116] la théorie de Hodge
sur les variétés toriques projectives associées.

Cependant, dans la théorie classique, les éventails doivent être rationnels. De ce fait, les variétés
toriques sont rigides (comme espace équivariant) i.e. on ne peut pas les déformer continûment. En effet,
si on déforme un réseau, il peut devenir dense (considérer, par exemple, le sous-groupe Γα = Z+αZ de R
qui est monogène et discret si α P Q et est dense dans R sinon). Cela nous mène à la question suivante :

Question. Comment définir un objet torique à partir d’un éventail constitué de cônes dont les généra-
teurs sont dans un sous-groupe finiment engendré de Rd (aussi appelé quasi-réseau, en référence à son
utilisation dans la théorie des quasi-cristaux ([114])) ?
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On peut trouver plusieurs réponses à cette question dans la littérature : on peut définir ces « variétés
toriques généralisées » comme des espaces de feuilles de variétés LVM(B) (voir [93] pour le cas classique
et [80], [13] pour le cas irrationnel), comme des quasifoldes symplectiques (ou par des espaces stratifiés
par de tels objets) données par un quotient global (voir [108] pour le cas d’un polytope simple et [12]
pour le cas général), comme un CW-complexe (dans [107] dans le cas général) ou comme des champs
(différentiels symplectiques (compacts) dans [71] avec la donnée d’un polytope simple ou analytiques dans
[81]). Le point de départ de cette thèse est le dernier article cité.

On va commencer par expliquer les adjectifs « non-commutatif » et « quantique » du titre de cet
article :
Cela commence avec la dualité de Gelfand ([50]) qui donne une équivalence de catégories entre la ca-
tégorie des espaces topologiques compacts et la catégorie (opposée de la catégorie) des C˚-algèbres
complexes commutatives donnée par le foncteur C0(´,C) qui associe à un espace topologique com-
pact X la C˚-algèbre C0(X,C) des fonctions continues X Ñ C. Cela amène à l’introduction des es-
paces « non-commutatifs »(notamment par A.Connes dans [29]) qui correspondraient aux C˚-algèbres
non-commutatives (ou plus précisément aux classes d’équivalences de Morita 4 de celles-ci). Ensuite,
Connes (dans [30]) a introduit la construction de l’algèbre de convolution d’un groupoïde de Lie qui
est une algèbre de semi-densités sur sa variété de morphismes muni de la convolution. Cette construc-
tion est fonctorielle et descend aux classes d’équivalences de Morita définissant ainsi un (2-)foncteur
ChampDiff Ñ C˚ ´ Alg/Morita entre la (2-)catégorie des champs différentiels (i.e. les classes d’équiva-
lences de Morita de groupoïdes de Lie) et celle des C˚-algèbres localisée en les équivalences de Morita
i.e. la 2-catégorie des espaces « non-commutatifs »(voir [105]). Un des exemples clés de cette construc-
tion est celui donné par le champ quotient [S1/ exp(2iπ hZ)] (une autre façon plus géométrique de voir
ce quotient est de le voir comme l’espace des feuilles (ici, cela sera un champ de feuilles) du feuilletage
linéaire de pente  h du 2-tore réel S1 ˆ S1 (cf. [26, example 1.1.5])). La (classe de) C˚-algèbre associée est
la C˚-algèbre universelle (appelée dans [121] « tore non-commutatif ») engendrée par u et v (unitaire)
qui sont liés par la relation

uv = exp(2iπ h)vu

Cette relation est bien connue des physiciens comme étant la relation de commutation de Born-Heisenberg-
Jordan (voir [20],[19], ici  h est la constante réduite de Planck) en mécanique quantique. Remarquons
que si  h = 0 (ou, plus généralement, est un entier) alors on obtient une algèbre commutative et le tore
considéré est S1. Ainsi en géométrie torique quantique, les tores considérés seront des « tores (algébriques)
complexes quantiques » e.g. des quotients [C˚/ exp(2iπ hZ)] (leur tropicalisation permet de retrouver les
feuilletages linéaires sur les tores réels) et ainsi, la géométrie torique quantique peut donc être vue comme
une quantification de la géométrie torique classique.

Les auteurs de [81] ont décrit comment construire à partir d’un éventail constitué de cônes simpliciaux
(i.e. engendré par une famille libre de vecteurs) sur un groupe finiment engendré de Rd un « champ torique
quantique 5 ». Cette construction redonne (modulo rigidification) les variétés toriques classiques dans le
cas où les cônes sont rationnels. De plus, elle est fonctorielle et définit une équivalence de catégories entre
la catégorie des éventails simpliciaux et celle des champs toriques quantiques (simpliciales) qui étend donc
celle sur les variétés toriques classiques évoquée au début de cette introduction. On a donc une bonne
notion de morphisme qui est maniable combinatoirement. Grâce à cette équivalence, on peut étudier les
espaces de modules de champs toriques grâce à l’étude des espaces de modules d’éventails. Pour obtenir
de bons espaces de modules de champs toriques, on doit fixer le nombre de générateurs du groupe Γ (à
l’aide d’un épimorphisme Zn Ñ Γ) car le rang du groupe Γ change lorsqu’on le déforme (penser au groupe
Γα = Z+αZ). Les espaces de modules de champs toriques que l’on obtient alors sont des orbifoldes réelles

4. Remarquons que dans le cas commutatif, deux algèbres Morita-équivalentes sont isomorphes
5. Dans [81], les auteurs utilisent la terminologie de « quantum toric variety » bien que les objets manipulés soient des

champs
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de dimension d(n´ d) (où d est la dimension de l’espace ambient et n est le nombre de générateurs).
Le but de cette thèse est de continuer l’étude de ces espaces de modules et en particulier d’étudier les

questions suivantes :

Question 1. Peut-on définir des champs toriques quantiques et étendre l’équivalence de catégories avec
des éventails ayant des cônes quelconques ?

Le cas des cônes non-simpliciaux est plus compliqué pour plusieurs raisons : la combinatoire des cônes
est plus complexe puisque dans le cas simplicial, les faces d’un cône simplicial sont obtenues en prenant
toutes les sous-familles d’une base du cône, ce qui n’est plus le cas dans le cas non-simplicial. De plus, les
cônes non-simpliciaux peuvent avoir un nombre arbitraire de 1-cônes (on peut considérer le cas du cône
engendré par un polygone dans R3). Du côté géométrique (classique), les variétés obtenues sont aussi
plus compliquées pour, notamment, les deux raisons suivantes : elles ne sont plus orbifoldes et on ne peut
plus les écrire comme un quotient géométrique global.

Question 2. Quelle est la topologie (e.g. le type d’homotopie, les groupes de cohomologie,...) des espaces
de modules obtenus ?

Le calcul du type d’homotopie d’espaces de modules est souvent compliqué. Par exemple, le type
d’homotopie des espaces de modules Mg,n de courbes projectives de genre g et avec n points marqués
([37]) est, en général, inconnu. Ses groupes de cohomologie sont aussi largement inconnus (même si on
peut dire quelque chose sur la cohomologie stable, voir [89]).

Question 3. Comment compactifier l’espace de modules ?

Cela fait écho à la compactification des espacesMg,n faite dans [37]. Considérer des espaces compacts
permet d’utiliser de nombreux outils de géométrie algébrique comme la théorie de la déformation ou de
l’intersection. La question 2 peut être aussi posée pour la compactification ainsi obtenue.

Question 4. Peut-on relier les différents espaces de modules par des passages de murs ? Autrement dit,
peut-on décrire un espace représentant des champs toriques quantiques ayant deux « chambres »(ouvertes)
où la topologie des champs toriques est stable et un « mur »(espace de codimension 1) les séparant où un
changement de topologie se fait. Franchir le mur revient donc à faire une transformation birationnelle
entre les champs considérés.

Cette question renvoie à deux constructions que l’on peut faire sur les variétés toriques. Tout d’abord,
on a la variation de la théorie géométrique des invariants que l’on peut interpréter grâce à un éventail
secondaire (défini dans [51]) et qui permet d’obtenir des morphismes birationnels entre des variétés
toriques avec de bonnes propriétés. La deuxième construction vient de la géométrie complexe non-Kähler :
dans [21], les auteurs décrivent comment faire des chirurgies holomorphes sur des variétés LVM, qui sous
certaines conditions de rationalité (voir [93]) descendent en une chirurgie sur des variétés toriques. On va
voir comment adapter cela au cas quantique.

Question 5 (« Toric big moduli conjecture »). Peut-on recoller les différents espaces de modules de
champs toriques quantiques de types combinatoires (simpliciaux) différents en un seul espace de module
que l’on peut compactifier ?

Cette question est la synthèse des questions 1,3 et 4. En effet, les passages de murs permettent de relier
les espaces de modules entre eux mais sur les murs, l’objet obtenu est donné par un éventail non-simplicial.
Ensuite, il faut compactifier tous les espaces de modules obtenus pour l’espace total voulu.

2 Contenu du manuscrit
La suite de cette introduction sera dévouée à présenter le plan de cette thèse. On en profitera pour

donner les contributions de cette thèse.
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2.1 Révision de la littérature
Chapitre 1 Ce chapitre rappellera la théorie des variétés toriques classiques et notamment comment en construire

à partir de la donnée combinatoire d’un éventail. Cela permettra d’énoncer l’équivalence de caté-
gories entre les éventails et les variétés toriques. On donnera ensuite quelques corollaires de cette
équivalence. On finira sur la construction de variétés toriques projectives à partir de la donnée com-
binatoire d’un polytope (et pour cela, on verra la construction de l’éventail normal d’un polytope).

Chapitre 2 Comme dit précédemment dans cette introduction, les objets que l’on considérera dans cette thèse
seront des champs. Ces objets permettent de conserver une structure analytique à un quotient d’une
variété par une action de groupe (même non-libre ou non proprement discontinue) et sont aussi uti-
lisés pour l’étude des problèmes de modules (notamment dans les cas où les objets que l’on classifie
ont des automorphismes, ce qui sera le cas dans ce texte). On en profitera pour rappeler comment
définir des objets reliés à une variété (faisceaux, fibrés vectoriels, groupes d’homotopie/cohomolo-
gie,...) dans le cas champêtre ainsi qu’une notion d’action de groupes adaptée à ce cadre.

Chapitre 3 Grâce à ces deux chapitres préliminaires, on a tous les outils nécessaires pour expliquer l’article
[81] sur les fondements de la géométrie torique quantique. On commencera par définir la notion de
« tore quantique », qui nous servira de remplaçant au tore algébrique (C˚)d, et leurs propriétés.
On définira les champs toriques quantiques par recollement de cartes affines grâce à la donnée
combinatoire d’un éventail « quantique » i.e. la donnée d’un éventail, d’une famille de générateurs
h : Zn Ñ Γ et d’éventuels générateurs virtuels (qui n’interviennent pas dans l’éventails). On pourra
énoncer ensuite les deux théorèmes importants de ce chapitre : l’extension de l’équivalence de
catégories entre la catégorie des éventails quantiques et celles des champs toriques quantiques et
l’expression des champs toriques quantiques comme un quotient global d’un ouvert torique S de
Cn (donné par la combinatoire de l’éventail) par l’action de Cn´d par transformation de Gale. On
décrira aussi une version « non-calibrée » des champs toriques qui permet de décrire les champs
toriques quantiques comme une gerbe liée au-dessus de cette version non-calibrée et qui permettra
donc de décrire la variété torique S comme un (C˚)rg(ker(h))-fibré principal (à homotopie près) de
cette version non-calibrée.

2.2 Contributions
Chapitre 4 Dans ce chapitre, on affinera les résultats de [81] sur les espaces de modules de champs toriques.

On montrera tout d’abord le résultat suivant

Théorème (4.1.6). L’espace de modules de champs toriques quantiques de type combinatoire D fixé
et de nombre de générateurs n fixés dans Rd, noté M (d,n,D), est isomorphe à l’orbifolde donnée
par le champ quotient :

[Ω(d,n,D)/AutPoset(D) ˆ Sn´|D(1)|]

où Ω(d,n,D) est un ouvert semi-algébrique de Rd(n´d).

Grâce à celui-ci, nous allons pouvoir, sur des exemples, calculer le type d’homotopie de ces espaces
(pour commencer à répondre à la question 2). On peut le faire entièrement pour la dimension 2 :

Théorème (4.2.10 et 4.5.0.2). Soit Cn le type combinatoire d’un éventail quantique (∆,I, H) de
R2 avec n générateurs. Le type d’homotopie de M (2,n,Cn) est celui de l’espace classifiant B(Dn)
où Dn est le groupe diédral à 2n éléments.

Chapitre 5 Ce chapitre sera dévoué à répondre à la question 3 i.e. la compactification de l’espace de modules
M (d,n,D). Pour ce faire, nous allons plonger l’ouvert Ω(d,n,D) dans la grassmannienne GrR(n´

d,Rn) (et donc M (d,n,D) dans [Gr(n´ d,Rn)/G], où G est le groupe fini cité précédemment) et
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prendre l’adhérence dans cet espace compact. Pour montrer que ce candidat a les bonnes propriétés,
on va construire la famille universelle de champs toriques quantiques au-dessus de M (d,n,D) et
l’étendre à une « famille » au-dessus de M (d,n,D) en incluant les cas dégénérés obtenus au-dessus
de BM (d,n,D). En résumé, on a :

Théorème (5.5.2.13). La compactification M (d,n,D) de M (d,n,D) est la base d’une famille

X ÑM (d,n,D)

de champs toriques quantiques telles que :
‚ Au-dessus de M (d,n,D), les fibres sont des champs toriques quantiques données par un éven-

tail de type combinatoire D ;
‚ Au-dessus de BM (d,n,D), les fibres sont des champs toriques quantiques données par un

éventail de configuration une dégénérescence de D.

On finira ce chapitre par la description complète du cas projectif et la description des dégénéres-
cences apparaissant en dimension 2.

Chapitre 6 Ce chapitre permettra de présenter les résultats de l’article [17] sur les champs toriques quantiques
associés à des éventails quantiques non-simpliciaux et donc de donner une réponse à la question
1. On commencera par définir une notion convenable de tore quantique pour gérer les problèmes
associés au cas non-simplicial et en particulier qui permettra d’encoder les changements possibles de
nombres de générateurs. Cela permettra ensuite de construire les cartes affines associées aux cônes
et puis de construire leur recollement grâce aux données combinatoires de l’éventail. Cela permet
d’arriver au théorème principal de ce chapitre :

Théorème (6.3.2.2.2). La catégorie des éventails quantiques et celles des champs toriques quan-
tiques sont équivalentes.

On décrit ensuite comment présenter le champ obtenu comme un quotient global. Pour finir, on
montrera que ces champs toriques quantiques sont eux aussi des gerbes au-dessus d’une version
non-calibrée. Contrairement au cas simplicial, on ne peut pas décrire celle-ci indépendamment de
la version calibrée.

Chapitre 7 Ce chapitre donnera une construction différente de champs toriques quantiques que celle du chapitre
précédent. Cette construction se fera par un quotient global d’une variété torique par l’action de
Cn´d de la même façon que pour le quotient global du cas simplicial (et du cas Deligne-Mumford).
L’intérêt de cette construction provient du fait que le groupe par lequel on quotiente ne dépend
que de n et d et ne dépend pas de la calibration h (contrairement à la construction du chapitre
précédent) ce qui permettra plus tard de faire des constructions en famille. On montrera aussi que
les deux constructions ne sont pas équivalentes.

Chapitre 8 Dans ce chapitre, on commencera l’étude des morphismes birationnels entre champs toriques quan-
tiques à travers l’exemple des éclatements. Dans le cas classique, les éclatements sont donnés par
des subdivisions barycentriques du cône correspondant à la sous-variété que l’on éclate. Cela per-
met de définir aisément des morphismes birationnels entre variétés toriques. De façon similaire, on
peut faire une subdivision à poids entiers et ainsi faire un « éclatement à poids ». La nouveauté
que l’on pourrait attendre du cas quantique est la possibilité de pouvoir des éclatements à poids
irrationnel. Le problème de ces éclatements est que le morphisme que l’on voudrait définir n’existe
pas (à cause du fait que l’on a imposé aux morphismes d’envoyer les générateurs sur des combinai-
sons entières de générateurs pour réussir à définir le morphisme de champs correspondant). On va
résoudre ce problème en définissant une bonne notion de « morphisme birationnel » entre éventails
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(cf. la définition 8.1.2.1) qui demande la condition plus faible d’être un morphisme d’éventails sur
des sous-éventails (les 1-cônes ainsi enlevés sont considérés comme virtuels). Cela induit alors un
morphisme birationnel entre les champs toriques quantiques considérés. On étudiera les morphismes
birationnels ainsi obtenu et on obtiendra un résultat de décomposition des morphismes biration-
nels entre champs quantiques toriques ayant des éventails avec le même support en éclatements et
contractions par un argument de déformation du cas standard prouvé par [125].

Chapitre 9 On va continuer à étudier les morphismes birationnels en utilisant une construction combinatoire
un peu plus élaborée que les subdivisions étoilées : les cobordismes de polytopes/éventails. Ces
cobordismes sont notamment utilisés, dans le cas polytopal, dans [118] pour étudier la combinatoire
des polytopes simples et dans [21] pour étudier les chirurgies et les phénomènes de passage de murs
des variétés LVM. Dans ce chapitre, nous allons voir comment adapter toutes les constructions
découlant de ses cobordismes pour des éventails quantiques et comment ceux-ci permettent de
définir des morphismes birationnels entre champs toriques quantiques.

Chapitre 10 Ce chapitre portera sur les fibrés vectoriels sur les champs toriques quantiques. On commencera par
montrer le résultat suivant :

Théorème (10.2.1). Le groupe de Picard (équivariant) d’un champ torique quantique donné par
un éventail de Rd avec n générateurs est Cn´d.

On se concentrera ensuite sur le cas des espaces projectifs quantiques et on étudiera les fibrés en
droites et les fibrés en droites projectives sur ceux-ci en les décrivant explicitement par des éventails.
On finira par décrire le lien, dans le cas quantique, entre les diviseurs équivariants et les fibrés en
droites (qui se fait moins bien que dans le cas classique à cause du manque de caractères du tore
quantique).

Chapitre 11 Ce chapitre sera dévoué à la question suivante : Si on fixe une calibration (h,I), quels sont les
éventails quantiques (∆,h,I) que l’on peut obtenir à partir de cette donnée ? Cette question est la
question complémentaire à celle des problèmes de modules considérée dans le chapitre 4 où on fixait
le type combinatoire de ∆. Pour ce faire, nous allons adapter la construction de l’éventail secondaire
de la calibration, déjà connu dans le cas rationnel, dans le cadre général des éventails quantiques. On
obtiendra ainsi de nouveaux morphismes birationnels découlant des passages de murs de l’éventail
secondaire, ce qui nous donnera toutes les clefs pour construire l’espace de modules de toutes les
champs toriques quantiques (à dimension et nombre de générateurs fixés) promis dans la question
5. On verra aussi que cette construction complète celle du chapitre précédent dans le sens où un
cobordisme est la donnée d’un chemin affine dans l’éventail secondaire.

Chapitre 12 Ce dernier chapitre servira de bilan des chapitres précédents et notamment à répondre à la question
5. On commencera par utiliser l’éventail secondaire pour construire une famille universelle de variétés
toriques S univ(h) Ñ U(h) indexé par le cône (ouvert) où la famille est de dimension maximale
(i.e. l’intérieur du support de l’éventail secondaire). En faisant varier h, on obtient alors une famille
de champs toriques X univ Ñ Uadm indexée par l’ouvert donné par l’union des cônes. On montrera,
grâce au travail fait dans le chapitre 12, le résultat de connexité suivant :

Théorème (12.2.5). Pour tout éventail quantique simplicial (∆,h,I), il existe un chemin dans
Uadm le reliant à un espace projectif quantique.

En restreignant sur un ouvert de Uadm Ă Rn´d ˆ Rd(n´d) où la combinatoire ne change pas,
on retrouve (à homotopie près) l’ouvert Ω(D) du type combinatoire que l’on considère. On peut
reprendre les constructions pour compactifier Uadm (et en restreignant les cônes en leur intersection
avec la boule unité fermée) dans B(0, 1)ˆ Gr(n´d,Rn). En quotientant par les isomorphismes, on
obtient le théorème récapitulatif suivant :
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Théorème (12.3.7). Soit n ě d deux entiers. Il existe un champ topologique compact K (d,n) et
un morphisme de champs X (d,n) Ñ K (d,n) tel que :

‚ Pour tout type combinatoire D d’un éventail complet de Rd à n générateurs, il existe un fermé
K (D) de K (d,n) qui soit une Rn´d-fibration au-dessus de M (d,n,D)

‚ Cette fibration s’étend en une fibration entre la famille au-dessus de K (D) et celle au-dessus
de M (d,n,D).
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Chapitre 1

GÉOMÉTRIE TORIQUE CLASSIQUE

Ce premier chapitre servira à rappeler la théorie classique des variétés toriques qui sera utile dans
la suite de cette thèse. Le point central de la géométrie torique est le fait que ces variétés toriques

sont entièrement déterminées par la donnée combinatoire d’une famille de cônes. De plus, les propriétés
de lissité, compacité, projectivité,... des variétés toriques se détectent par des conditions combinatoires
sur les cônes de l’éventail permettant d’établir un dictionnaire combinatoire-géométrie entre les éventails
et les variétés toriques. C’est ce dictionnaire que l’on va essayer de généraliser dans les chapitres suivants.

Dans la première section, nous allons tout d’abord définir ce qu’est un tore puis ce qu’est une variété
torique. Ensuite, nous allons voir comment construire une variété torique à partir, tout d’abord, d’un cône
(on obtiendra ainsi une variété affine) puis à partir d’un éventail (une famille de cônes ayant de bonnes
propriétés de stabilité) afin de recoller ces variétés affines. Grâce au théorème (cf. théorème 1.1.3.3.7) de
H.Sumihiro, on peut montrer que toutes les variétés toriques normales sont obtenues comme cela. De
plus, comme cette construction est fonctorielle, cela définit une équivalence de catégories entre la catégorie
des éventails et celles des variétés toriques (normales). On verra ensuite deux résultats importants qui
seront généralisés dans la suite : les variétés toriques peuvent être décrites comme le quotient global d’un
ouvert de AnC par l’action d’un sous-groupe de son tore et un éclatement d’une sous-variété équivariante
d’une variété torique est encore une variété torique et son éventail se déduit facilement de la variété
torique initiale.

Dans la deuxième section, on verra une façon combinatoire alternative de décrire les variétés toriques
grâce aux polytopes. Ces polytopes permettent d’obtenir une éventail et donc permettent d’obtenir des
variétés toriques qui seront projectives.

Ce chapitre est basé sur le livre Toric varieties de D.A. Cox, J.B. Little, H.K. Schenck ([34]) et
le livre Introduction to Toric Varieties de W.Fulton ([47]).

Toutes les variétés considérées dans ce chapitre seront au-dessus de Spec(C). Grâce à [60, Exposé XII,
Théorèmes 1 et 2], on pourra traduire tous les énoncés qui suivent dans le cadre holomorphe qui sera
utilisé dans les chapitres suivants.

1.1 Variétés toriques

1.1.1 Tores

Comme dit dans l’introduction de cette thèse, une variété torique est une variété munie d’une action
d’un tore (algébrique). On va donc commencer par définir les tores et donner quelques unes de leur
propriétés.
Pour cela, rappelons la définition de groupe multiplicatif qui est l’exemple le plus simple de tore et qui
nous permettra de définir les tores dans leur généralité.
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Chapitre 1 – Géométrie torique classique

Définition 1.1.1.1. Le groupe multiplicatif sur C, noté Gm,C, est le groupe algébrique Spec(C[x˘1])

muni de la loi induite par le morphisme d’algèbres défini par x P C[x˘1] ÞÑ xb x P C[x˘1] bC C[x˘1] ou
encore par le (schéma donné par le) foncteur de points S P SchopC ÞÑ Γ(S,OS)ˆ P Ab où Γ(S,OS)ˆ est le
groupe multiplicatif de l’anneau Γ(S,OS).

Remarque 1.1.1.2. Dans le cas holomorphe, le groupe multiplicatif est C˚ et la loi est le produit

(x,y) P C˚ ˆ C˚ ÞÑ xy P C˚

Le foncteur de points de ce groupe est le même que celui du cas algébrique (en changeant SchC par AnC)
car une fonction holomorphe S Ñ C (i.e. un élément de Γ(S,OS)) est inversible pour le produit si, et
seulement si, elle ne s’annule jamais.

Définition 1.1.1.3. Un tore (algébrique) est un groupe algébrique isomorphe à Gdm,C = Spec(C[x˘1
1 , . . . , x˘1

d ])

Remarque 1.1.1.4. Si X est isomorphe en tant que variété à Gdm,C alors on peut transporter la structure
de groupe de Gm,C sur X.

Définition 1.1.1.5. Un morphisme de tores est un morphisme de groupes algébriques entre deux tores.
Autrement dit, la catégorie des tores est la sous-catégorie pleine des groupes algébriques contenant les
tores.

Définition 1.1.1.6. ‚ Un caractère d’un tore T est un morphisme de groupes algébriques T Ñ Gm,C.
On notera X˚(T) l’ensemble des caractères de T .

‚ Un cocaractère/sous-groupe à un paramètre d’un tore T est un morphisme de groupes algébriques
Gm,C Ñ T . On notera X˚(T) l’ensemble des cocaractères de T .

Lemme 1.1.1.7. Soit T un tore. Les ensembles X˚(T) et X˚(T) sont des groupes abéliens libres de rang
dim(T) dual l’un de l’autre.

Démonstration. Quitte à composer par un isomorphisme de tores, on peut supposer que T = Gnm,C. On
va commencer par le cas le plus simple des morphismes de tores Gm,C Ñ Gm,C. Tout d’abord, si l’on
considère juste les morphismes de variétés, on obtient les égalités suivantes :

HomVarC(Gm,C,Gm,C) = C[x, x´1]ˆ = tCxn | C P C˚,n P Zu

Pour cela soit des morphismes de groupes, il faut que C = 1. On en déduit donc que

X˚(Gm,C) = X˚(Gm,C) = Z

Le cas général se fait de la même façon. Pour les caractères, on a :

HomVarC(Gnm,C,Gm,C) = C[x1, x´1
1 , . . . , xn, x´1

n ]ˆ = tCxm1
1 . . . xmn

n | C P C˚, (m1, . . . ,mn) P Znu

(la deuxième égalité se montre par récurrence sur le nombre d’indéterminées) et donc

X˚(T) » Zn.

Pour les cocaractères,

X˚(T) = HomGr(VarC)(Gm,C,Gnm,C) = HomGr(VarC)(Gm,C,Gm,C)
n = Zn.

Le crochet de dualité X˚(T) ˆ X˚(T) Ñ X˚(Gm,C) » Z est défini par

xu : Gm,C Ñ T , v : T Ñ Gm,Cy := v ˝ u : Gm,C Ñ Gm,C.
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1.1. Variétés toriques

Par les isomorphismes X˚(T) » Zdim(T) et X˚(T) » Zdim(T), ce morphisme est le produit scalaire usuel.

Remarque 1.1.1.8. Ce résultat est toujours vrai dans le cas holomorphe. Pour montrer cela, il suffit de
le montrer pour le cas n = 1. Une application holomorphe C˚ Ñ C˚ est un morphisme de tore si, et
seulement si, il vérifie l’équation fonctionnelle

#

f(xy) = f(x)f(y)

f(1) = 1

En dérivant l’égalité en y et en évaluant en y = 1, on obtient l’équation différentielle suivante
#

xf 1(x) = f(x)f 1(1)
f(1) = 1

dont les solutions sont les fonctions x ÞÑ xn.

Théorème 1.1.1.9 ([40],chapitre 1 4.4). Le foncteur X˚(´) est une anti-équivalence de catégories entre
la catégorie des tores et celle des groupes abéliens libres (de rang fini) de quasi-inverse Spec(C[´])

Remarque 1.1.1.10. ‚ Cette équivalence s’étend à une équivalence entre la catégorie des groupes dia-
gonalisables (i.e. des sous-groupes du groupe des matrices diagonales) sur C et celle des groupes
abéliens de types finis.

‚ La catégorie des groupes abéliens libres est équivalente à la catégorie des R-espaces vectoriels (de
dimension finie) muni d’un réseau avec des morphismes qui respectent cette donnée par le foncteur
M ÞÑ (M Ă Mb R) et le foncteur d’oubli dans l’autre sens. Dans le cas irrationnel, on va étendre
cette équivalence à une équivalence entre les tores quantiques et les espaces vectoriels (de dimension
finie) munis d’un sous-groupe finiment engendré

1.1.2 Premières définitions
Définition 1.1.2.1. Une variété torique est une variété X avec une immersion ouverte T ãÑ X d’un tore
vers X telle que la loi de groupe de T s’étend en une action de groupe sur X

Remarque 1.1.2.2. De façon équivalente, c’est une variété avec une action d’un tore avec une orbite dense.

Exemple 1.1.2.3. ‚ Le tore Gnm,C lui-même est une variété torique (avec l’action induite par sa loi
de groupe) ;

‚ L’espace affine AnC est une variété torique pour l’action :

(λ1, . . . , λn) ¨ (z1, . . . , zn) = (λ1z1, . . . , λnzn);

‚ L’espace projectif PnC est une variété torique pour l’action :

(λ1, . . . , λn) ¨ [z0 : . . . : zn] = [z0 : λ1z1 : . . . : λnzn];

‚ Le cusp V(y2 ´ x3) Ă A2
C (courbe non-normale) est une variété torique pour l’action :

λ ¨ (x,y) = (λ2x, λ3y)

‚ La variété V(xt´ yz) Ă A4
C (variété normale non-orbifolde) est une variété torique pour l’action :

(λ1, λ2, λ3) ¨ (x,y, z, t) =
(
λ1x, λ2y, λ3z,

λ2λ3

λ1
t

)

11
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Lemme 1.1.2.4 ([115], Tag 01RH). L’extension de la loi de groupe de T sur X est unique

Définition 1.1.2.5. Un morphisme torique est un morphisme de variétés entre variétés toriques qui se
restreint en un morphisme de tores sur leur tore.

Proposition 1.1.2.6. Le produit de deux variétés toriques est une variété torique.

Démonstration. Soient Gd1
m,C

i1
ãÑ X1 et Gd2

m,C
i2
ãÑ X2 deux variétés toriques. Alors X1 ˆ X2 est une variété

torique par l’inclusion
Gd1+d2
m,C

(i1,i2)
ãÑ X1 ˆ X2

1.1.3 Construction combinatoire des variétés toriques
Le principal intérêt des variétés toriques est qu’elles peuvent être entièrement décrites par la donnée

combinatoire d’un cône lorsqu’elle est affine ou d’un éventail, qui est une famille de cônes, dans le cas
général.

1.1.3.1 Cônes

Soient T un tore, M = X˚(T) son groupe de caractères et MR = M bZ R » Rdim(T), et N = X˚(T)

son groupe des cocaractères et NR = NbZ R » Rdim(T)

Définition 1.1.3.1.1. Un cône polyédral (convexe) dans NR est un ensemble de la forme

σ = Cone(S) :=

#

ÿ

uPS

λuu | λu ě 0

+

Ă NR

où S Ă NR est fini. Autrement dit, c’est le plus petit cône convexe contenant S On dit alors que le cône
σ est engendré par l’ensemble S.

Exemple 1.1.3.1.2. Rp ˆ Rlě0 ˆ t0un´p´l Ă Rn sont des cônes pour tout l et p.

Définition 1.1.3.1.3. Un morphisme de cônes σ Ă NR Ñ σ 1 Ă N 1
R est une application linéaire L : NR Ñ

N 1
R telle que L(σ) Ă σ 1 et L(N) Ă N 1.

Définition 1.1.3.1.4. Soit σ Ă NR un cône polyédral. Son cône dual est défini par :

σ_ = tm P MR | @u P σ, xm,uy ě 0u

où x¨, ¨y est le crochet de dualité MR ˆNR Ñ R

Exemple 1.1.3.1.5. Le dual du cône σ = Cone(e1, e1 + e2) Ă R2 est :

Cone(e2, e1 ´ e2)

Lemme 1.1.3.1.6. Le dual d’un cône polyédral est polyédral et σ__ = σ

Définition 1.1.3.1.7. Une face d’un cône est de la forme

τ = σX uK = tv P σ | xu, vy = 0u

où u P σ_

12
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Figure 1.1 – Le cône σ et son dual σ_

Exemple 1.1.3.1.8. Les faces du cône σ = Cone(e1, e1 + e2) Ă R2 sont :
‚ σ = σX (0)K

‚ Cone(e1) = σX eK
2 ,

‚ Cone(e1 + e2) = σX (e2 ´ e1)
K,

‚ (0) = σX eK
1 .

Théorème 1.1.3.1.9. La frontière d’un cône polyédral qui engendre NR (comme espace vectoriel) est
l’union de ses faces propres.

Exemple 1.1.3.1.10. La frontière du cône σ = Cone(e1, e1 + e2) Ă R2 est Cone(e1) Y Cone(e1 + e2)

(une façon de le voir est de composer avec un isomorphisme avec le cône R2
ě0 dont la frontière est

BR2
ě0 = t0u ˆ Rě0 Y Rě0 ˆ t0u).

Proposition 1.1.3.1.11. Soit σ un cône polyédral.
‚ Une face de σ est un cône polyédral convexe.
‚ L’intersection de faces de σ est une face de σ.
‚ Une face d’une face de σ est une face de σ.
‚ La plus petite face de σ est σX (´σ).

Proposition 1.1.3.1.12. Soit τ une face de σ alors σ_ X τK est une face de σ_ telle que

dim(τ) + dim(σ_ X τK) = dim(NR).

Cela nous donne une correspondance, renversant l’inclusion, entre les faces de σ et σ_. La face corres-
pondant à la face maximale σ_ de σ_ est σX (´σ).

Proposition 1.1.3.1.13. Soit σ un cône polyédral. Les conditions suivantes sont équivalentes :
‚ σX (´σ) = t0u ;
‚ σ contient un sous-espace vectoriel non nul ;
‚ t0u est une face de σ ;
‚ σ_ engendre MR.

Définition 1.1.3.1.14. Un cône vérifiant une de ses conditions est dit fortement convexe.

Exemple 1.1.3.1.15. Rp ˆ Rlě0 ˆ t0un´p´l est fortement convexe si, et seulement si, p = 0

Lemme 1.1.3.1.16 (de séparation). Soient σ1 et σ2 deux cônes de NR d’intersection τ. Alors pour tout
m P Relint(σ_

1 X (´σ2)
_),

τ = σ1 XmK = σ2 XmK

13
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Exemple 1.1.3.1.17. Si σ1 = Cone(e1, e1+e2) et σ2 = Cone(e1+e2, e2) alors τ := σXσ2 = Cone(e1+e2).
On a donc

σ_
1 X (´σ2)

_ = Cone(e1 ´ e2, e2) X ´ Cone(e1, e2 ´ e1) = Cone(e1 ´ e2)

Comme R(e1 ´ e2)
K = R(e1 + e2) alors pour tout m P Cone(e1 ´ e2),

σ1 XmK = σ2 XmK = τ

Lemme 1.1.3.1.18. Un cône polyédral fortement convexe est engendré par ses faces de dimension 1

1.1.3.2 Variétés toriques

Maintenant que l’on a décrit les cônes, on va pouvoir faire le lien avec les variétés toriques.

Définition 1.1.3.2.1. Un cône polyédral est dit rationnel s’il existe un sous-ensemble fini S Ă N tel que
σ = Cone(S).

Lemme 1.1.3.2.2 (Gordan). Soit σ un cône rationnel. L’intersection σ_ XM est un monoïde finiment
engendré i.e. il existe un ensemble fini A Ă M tel que σ_ XM = NA :=

ř

aPA Na.

Exemple 1.1.3.2.3. Si σ = Cone(e1, ´e1 + de2) alors σ_ = Cone(e2, e2 + de1) et

σ_ X Z2 =
ÿ

0ďlďd

N(1, l)
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Figure 1.2 – Cône σ_ = Cone(e2, e2 + de1) pour d = 4

Remarque 1.1.3.2.4. Si d R Q alors le monoïde σ_ X Z2 n’est pas finiment engendré. En effet, on a :

σ_ X Z2 = t(dx1, x1 + x2) P Z2 | x1, x2 P Rě0u

=

"

(dx1, x1 + x2) P Z2 | x1 P
1
d
Z, x2 P Z+

1
d
Z
*

On conclut par densité dans R du sous-groupe Z+ 1
d
Z par irrationalité de d.

Théorème 1.1.3.2.5. Soit σ Ă NR » Rn un cône polyédral rationnel. Alors, Uσ := Spec(C[σ_ XM])

est une variété torique affine. De plus, les conditions suivantes sont équivalentes :
‚ dim(Uσ) = n ;
‚ Le tore de Uσ est T = Spec(C[M]) ;
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‚ σ est fortement convexe.

Remarque 1.1.3.2.6. La remarque 1.1.3.2.4 entraîne que dans le cas irrationnel, l’algèbre C[σ_ XM] n’est
plus de type fini et donc Uσ n’est plus une variété. C’est pour cela que dans le chapitre 3 nous allons
donner une autre façon de définir un objet torique à partir d’un cône irrationnel.

Lemme 1.1.3.2.7. La correspondance σ ÞÑ Uσ est fonctorielle.

Démonstration. Soit L : σ Ă NR Ñ τ Ă NR un morphismes de cônes. Alors sa transposée LJ : τ_ Ă M 1
R Ñ

σ_ Ă MR est un morphisme de cônes. Cela induit donc un morphisme de monoïdes τ_ XM 1 Ñ σ_ XM

(car les morphismes de cônes envoient les réseaux sur les réseaux). Comme le foncteur SpecC[´] est
contravariant, cela nous donne un morphisme Uσ = Spec(C[σ_ XM]) Ñ Spec(C[τ_ XM]) = Uτ.

On va maintenant donner l’image essentielle de ce foncteur :

Théorème 1.1.3.2.8. Soit V une variété torique affine de tore TN. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

‚ V est normale
‚ V = Spec(C[σ_ XM]) où σ est un cône polyédral rationnel fortement convexe.

Corollaire 1.1.3.2.9. La correspondance σ ÞÑ Uσ définit une équivalence de catégorie entre les cônes et
les variétés toriques affines normales

Proposition 1.1.3.2.10. Soit N 1 un sous-groupe d’indice fini d’un réseau N de NR. Notons G le quotient
N/N 1. Soit σ un cône polyédral de N 1

R = NR alors

‚ G » ker(TN1 Ñ TN) Ă TN1

‚ G agit sur C[σ_ XM 1] et donc sur Spec(C[σ_ XM 1]) et

Spec(C[σ_ XM 1])/G = Spec(C[σ_ XM])

Exemple 1.1.3.2.11. Soit σ = Cone(e1, ´e1 + de2). Posons N 1 le groupe engendré par (e1, ´e1 + de2).
Alors l’isomorphisme linéaire R2 Ñ R2, e1 ÞÑ e1, e2 ÞÑ ´e1 + de2 induit un isomorphisme Z2 et N 1. On
en déduit donc un isomorphisme

Spec(C[σ_ X (N 1)_]) = A2
C

Comme G = N/N 1 = Z/dZ alors

Spec(C[σ_ XM]) = A2
C/(Z/dZ)

Corollaire 1.1.3.2.12. Soit σ un cône simplicial engendré par les vecteurs u1, . . . ,uk de N(que l’on
supposera de norme minimale). Posons N 1 =

Àk
i=1 Zui‘

Àd
i=k+1 Zui où uk+1, . . . ,ud est une complétion

de la famille libre (u1, . . . ,uk). Alors Card(N 1/N) ă ∞ et

Uσ = AkC ˆ Gd´k
m,C /(N

1/N)

Lemme 1.1.3.2.13. Soient σ un cône polyédral rationnel fortement convexe et τ une face de σ (i.e. il
existe m P σ_ XM tel que τ = mK X σ). Alors,

C[τ_ XM] = C[σ_ XM]m

i.e. Uτ est un ouvert affine de Uσ
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1.1.3.3 Éventails et variétés toriques

On va maintenant étudier le cas général :

Définition 1.1.3.3.1. Soit N un groupe abélien libre finiment engendré. Un éventail dans N est une
collection ∆ de cônes polyédraux fortement convexes rationnels dans NR telles que

‚ si σ est un cône de ∆ alors les faces de σ aussi
‚ si σ et τ sont des cônes de ∆ alors σX τ est une face de σ et de τ (et donc est dans ∆).

Le support de l’éventail ∆ est :
|∆| =

ď

σP∆

σ

On appelera 1-cônes (resp. cônes maximaux) de ∆ les cônes de dimension 1 (de dimension maximale) de
∆ et on notera ∆(1) (resp. ∆max) leur ensemble.
Un morphisme d’éventails ∆ Ñ ∆ 1 est une application linéaire NR Ñ N 1

R tel que pour tout σ P ∆, il existe
σ 1 P ∆ 1 tel que L(σ) Ă σ 1

Exemple 1.1.3.3.2. Posons v = ´(e1 + e2). La famille

t(0),Rě0e1,Rě0e2,Rě0v,σ1 := Cone(e1, e2),σ3 := Cone(e1, v),σ2 := Cone(e2, v)u

est un éventail
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‚

‚ ‚ ‚

‚ ‚ ‚
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σ3

Figure 1.3 – Un exemple d’éventail

Remarque 1.1.3.3.3. La deuxième condition de la définition d’un éventail et le lemme 1.1.3.2.13 nous donne
un isomorphisme entre les ouverts UσσXτ Ă Uσ et UτσXτ Ă Uτ. Un éventail définit donc des données de
recollement des variétés Uσ, σ P ∆.

Cette remarque justifie donc la définition suivante :

Définition 1.1.3.3.4. Soit ∆ un éventail d’un réseau N. La variété torique associée à l’éventail ∆ est le
recollement des variétés affines Uσ le long des intersections UσXτ :

X∆ := colimσP∆Uσ =
ž

σP∆

Uσ/ »

où ∆ est vu comme l’ensemble partiellement ordonné de ses cônes ordonnés par l’inclusion et la relation
d’équivalence » est donnée par les isomorphismes Uσ Ą UσσXτ » UτσXτ Ă Uτ.

Remarque 1.1.3.3.5. Le tore Spec(C[HomGr(N,Z)]) est dense dans X∆

Exemple 1.1.3.3.6. L’éventail de la figure (1.3) donne le plan projectif P2

Théorème 1.1.3.3.7 (Sumihiro,[117]). Si T est un tore et X est une variété normale avec une action
régulière de T alors X a un recouvrement d’ouverts affines T -invariants.
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1.1. Variétés toriques

Remarque 1.1.3.3.8. On a un énoncé similaire dans le cadre holomorphe avec quelques hypothèses tech-
niques de plongement équivariant dans un espace Kähler en remplaçant des ouverts afiines invariants par
des ouverts Stein invariants (voir [86]).

Le morphisme d’éventails L : ∆ Ñ ∆ 1 induit une famille de morphismes compatibles Uσ Ñ Uσ1 où
L(σ) Ă σ 1. Cette famille induit donc un morphisme X∆ Ñ X∆1 , que l’on notera X(L).

On peut maintenant énoncer le théorème central de la géométrie torique. On généralise ce résultat
dans le cas irrationnel dans la suite (cf. théorème 3.4.2.16 et théorème 6.3.2.2.2).

Théorème 1.1.3.3.9. La correspondance ∆ ÞÑ X∆ définit une équivalence de catégorie entre la catégorie
des éventails et celles des variétés toriques normales.

Dans toute la suite, on supposera que les variétés toriques sont normales.

Proposition 1.1.3.3.10. Un morphisme torique X(L) : X∆ Ñ X∆1 est propre si, et seulement si, L´1(|∆ 1|) =

|∆|. En particulier, si ∆ 1 = (0) Ă R0 alors X(∆ 1) = Spec(C) et X∆ est propre si, et seulement si, |∆| = NR.

Définition 1.1.3.3.11. Un cône est dit simplicial s’il est engendré par une famille libre de NR. Un
éventail est dit simplicial si tous ses cônes sont simpliciaux.

Théorème 1.1.3.3.12. Une variété torique X∆ est une orbifolde si, et seulement si, ∆ est simplicial.
Une variété torique X∆ est lisse si, et seulement si, tout cône de ∆ est engendré par une sous-famille
d’une base de N.

Démonstration. Voir corollaire 1.1.3.2.12

1.1.4 Éclatement
Les éclatements d’une sous-variété Z (de codimension au moins 2) d’une variété X consiste à remplacer

Z par l’ensemble « des directions partant de Z » ; l’éclatement de l’origine de Cn remplace 0 par l’espace
projectif Pn´1

C = P(Cn).
Si X est une variété torique, on va vouloir demander à Z d’être invariant par l’action du tore de X, i.e.
pour tout t P T , t ¨ Z Ă Z, afin que le résultat obtenu soit aussi une variété torique. Dans ce cas là, la
construction peut être entièrement décrite de façon combinatoire.
Pour bien comprendre cet éclatement invariant, on va tout d’abord étudier l’action du tore sur une variété
torique donnée par un éventail.

Théorème 1.1.4.1 ([34] theorem 3.2.6). Soit X∆ une variété torique de dimension d. Alors,
1. il y a une correspondance bijective entre les cônes σ dans ∆ et les Gdm-orbites O(σ) » Spec(C[σK X

M]) Ă X∆ ;
2. Pour tout cône σ P ∆, dim(O(σ)) = n´ dim(σ)

3. Pour tout cône σ P ∆,
Uσ =

ď

τĺσ

O(τ)

4. τ ĺ σ si, et seulement si, O(σ) Ď O(τ) et

O(τ) =
ď

τĺσ

O(σ)

Exemple 1.1.4.2. Considérons le cas du plan projectif P2 donné par l’éventail de la figure (1.3) :
‚ O((0)) = G2

m,C = t[z0 : z1 : z2] P P2 | z0, z1, z2 ‰ 0u est le tore de P2 ;
‚ O(Cone(e1)) = t[0 : z1 : z2] P P2 | z1, z2 ‰ 0u » Gm,C ;

17



Chapitre 1 – Géométrie torique classique

‚ O(Cone(e2)) = t[z0 : 0 : z2] P P2 | z0, z2 ‰ 0u » Gm,C ;
‚ O(Cone(´e1 ´ e2)) = t[z0 : z1 : 0] P P2 | z0, z1 ‰ 0u » Gm,C ;
‚ O(Cone(e1, e2)) = [0 : 0 : 1] ;
‚ O(Cone(e1, ´e1 ´ e2)) = [0 : 1 : 0] ;
‚ O(Cone(e2, ´e1 ´ e2)) = [1 : 0 : 0].

Pour décrire les éclatements, on va utiliser la construction combinatoire suivante :

Définition 1.1.4.3 ([34] Definition 3.3.13). Soit ∆ un éventail dans NR. Soit σ = Cone(u1, . . . ,ud) un
cône lisse de ∆. Soit I Ă t1, . . . ,du un ensemble de cardinal ě 2. Soit u0 =

ř

iPI ui et soit ∆ 1(σ) l’ensemble
des cônes engendrés par des sous-ensembles de tu0, . . . ,udu contenant tui, i P Icu et ne contenant pas
tui, i P Iu. Alors,

∆˚(σ) = (∆ztfaces de σu) Y (∆ 1(σ))

est un éventail de Rd appelé subdivision étoilée de ∆ le long de σ.

Proposition 1.1.4.4 ([34] Proposition 3.3.15). On utilise les mêmes notations que dans la défini-
tion 1.1.4.3. L’identité de NR induit un morphisme d’éventails ∆˚(σ) Ñ ∆ et le morphisme torique
associé est l’éclatement de O(σ) dans X∆.

Grâce à la décomposition du théorème 1.1.4.1, le diviseur exceptionnel de cet éclatement est isomorphe
à C|I| ˆ Pd´|I|´1 (voir aussi [65, Chapter I Theorem 8.24].

Exemple 1.1.4.5. L’éclatement du plan à l’origine est le morphisme torique

e2

e1

e1 + e2

π

e2

e1

Figure 1.4 – Éclatement du plan à l’origine

Exemple 1.1.4.6. L’éclatement d’une droite de A3
C est le morphisme torique

e3

e1

e2
e1 + e2 π

e3

e1

e2

Figure 1.5 – Éclatement de la droite 0 ˆ 0 ˆ C dans C3

1.1.5 Quotient global
Dans cette sous-section, on va voir comment décrire les variétés toriques X∆ comme le quotient

d’une ouvert S Ă A∆(1) par un sous-groupe G Ă G∆(1)
m,C (cf. [35]). Dans la cas simplicial (i.e. si X∆

est une orbifolde), la construction fonctionne bien (on obtient un quotient géométrique). Le cas non-
simplicial est plus compliqué. On généralisera ces résultats dans le cadre irrationnel (cf. théorème 3.6.7
et théorème 6.4.2).

On va commencer par la description du groupe G :
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Définition 1.1.5.1. Un diviseur de Weil d’une variété X est un élément du groupe abélien engendré par
les sous-variétés irréductibles de codimension 1 de X.

Exemple 1.1.5.2. ‚ Soit X une variété normale et f P C(X)˚. Alors

div(f) =
ÿ

D

νD(f)D

où D parcourt les diviseurs de Weil de X. La fonction νD est la valuation sur l’anneau à valuation
discrète OX,D := tf P C(X) | f est définie sur un ouvert U de Du.

‚ Soit X∆ une variété torique normale. Les 1-cônes ρ de ∆ correspondent à un diviseur Dρ qui est
l’adhérence (de Zariski) de O(σ) = Spec(C[σK XM]) dans X∆. En particulier,

Définition 1.1.5.3. Un diviseur est principal s’il est donné par un fonction rationnelle de X. Les diviseurs
principaux de X forment un sous-groupe de celui des divuseurs de X Le groupe des classes de X, noté
Cl(X) est le quotient du groupe des diviseurs de Weil par celui des diviseurs principaux.

Notation 1.1.5.4. On notera DivT (X) le T -groupe des diviseurs équivariants de la variété torique X de
tore T (i.e. les diviseurs D tels que T ¨D Ă D).

Lemme 1.1.5.5. DivT (X∆) =
À

ρP∆(1) ZDρ où Dρ est le diviseur associé au 1-cône ρ.

Proposition 1.1.5.6. Soit X∆ une variété torique sans facteur torique (i.e. sans facteur Gm,C) de tore
T . Alors on a la suite exacte de groupes abéliens suivante :

0 M Z∆(1) Cl(X∆) 0div π (1.1)

où la première flèche associe au caractère m le diviseur principal associé et la deuxième flèche est le
passage au quotient.

Corollaire 1.1.5.7. Soit X∆ une variété torique normale sans facteur torique. Soient vi les générateurs
minimaux des 1-cônes de ∆ et h : Z∆(1) Ñ N le morphisme de groupe défini par :

@x P Z∆(1),h(x) =
ÿ

iP∆(1)
xivi

Alors on a un isomorphisme
Cl(X∆) » coker

(
hJ :M Ñ Z∆(1)

)
.

Le groupe G associé à la variété torique X∆ sera le groupe algébrique Spec(C[Cl(X∆)]).
On va maintenant pouvoir décrire la variété S .

Lemme 1.1.5.8. Soit ∆ un éventail. Les variétés toriques suivantes sont isomorphes :
‚ la variété torique décrite par l’éventail ∆ 1 de cônes maximaux :

(ei, i P σ(1)) Ă R∆(1)

pour tout σ P ∆max ;

‚ A∆(1)zV

 ź

ρP∆(1)zσ(i)

xρ | σ P ∆max

 ;

‚
ď

σP∆max

Aσ(1) ˆ Gσ(1)c
m
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On la notera S (∆) ou S s’il n’y a pas d’ambiguïté.

Exemple 1.1.5.9. La variété associée à l’éventail au plan projectif est A3
Czt0u.

Remarque 1.1.5.10. Dans le cadre holomorphe, la variété S est la variété différentielle des feuilles de
Siegel utilisée pour définir les variétés LVM (cf. [91]).

Par contravariance, le groupe algébrique G = Spec(C[Cl(X)]) agit sur S Ă A∆(1) par le morphisme
(injectif) Spec(C[π]) : Spec(C[Cl(X)]) Ñ Spec

(
C[Z∆(1)]

)
= G∆(1)

m,C .
Pour finir, on va rappeler quelques notions sur les quotients de variétés :

Définition 1.1.5.11. Soit X une G-variété. Un quotient catégorique de X pour l’action de G est un
morphisme G-invariant π : X Ñ Y tel que tout morphisme G-invariant X Ñ Z se factorise (de façon
unique) par π.

Lemme 1.1.5.12. Le quotient catégorique est unique (à isomorphisme près).

Définition 1.1.5.13. Soit X une G-variété. Un quotient géométrique de X par G est un morphisme
G-invariant X Ñ Y tel que :

‚ Si U est un ouvert de Y alors le morphisme induit par ϕ

ϕ˚OY(U) Ñ OX(ϕ
´1(U))

est un isomorphisme sur O(ϕ´1(U))G ;

‚ Si W est un fermé de X alors ϕ(W) est fermé ;

‚ Si W1,W2 sont deux fermés disjoints invariants de X alors ϕ(W1) Xϕ(W2) = H ;

‚ Pour tout y P Y, ϕ´1(y) est contenue dans une orbite de G ;

Lemme 1.1.5.14. Un quotient géométrique est un quotient catégorique.

Théorème 1.1.5.15. Soit ∆ un éventail. Soient vi les générateurs minimaux des 1-cônes de ∆ et
h : R∆(1) Ñ NR l’application linéaire définie par :

@x P R∆(1),h(x) =
ÿ

iP∆(1)
xivi

Alors le morphisme torique S Ñ X∆ défini par h est un quotient catégorique pour l’action de G. Il est
géométrique si, et seulement si, ∆ est simplicial.

Exemple 1.1.5.16. Dans le cas du plan projectif, cela correspond à la projection S = A3
Czt0u Ñ P2.

Le groupe G est Spec(C[Cl(P2)]) = Spec(C[Z]) = Gm,C.

1.2 Variétés toriques et polytopes

On va aborder une autre façon de construire une variété torique à partir d’une donnée combinatoire
qui sera cela d’un polytope. Cette construction est plus utilisée en géométrie symplectique (voir, par
exemple, [32, §4]) puisque les variétés ainsi obtenues sont projectives et donc symplectiques (grâce à la
forme de Fubini-Study).
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1.2.1 Polytopes
Définition 1.2.1.1. Soit M Ă MR un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un réseau. Un
polytope P dans MR est l’enveloppe convexe d’un ensemble fini S de points de MR i.e.

P = Conv(S) :=

#

ÿ

sPS

ass | as P Rě0,
ÿ

sPS

as = 1

+

Il sera dit entier si on peut choisir S dans M. La dimension d’un polytope est la dimension du plus petit
espace affine de MR le contenant.

Exemple 1.2.1.2. ‚ les polygones réguliers de R2 sont des polytopes.
‚ les solides de Platon de R3 sont des polytopes.

Figure 1.6 – Solides de Platon

Définition 1.2.1.3. Soit P un polytope dans MR. Un sous-ensemble Q de P est une face de P s’il existe
u P M_

R zt0u et b P R tel que :
‚ Q = tx P P | xm, xy = bu ;
‚ P Ă tx P MR | xm, xy ě bu

Une facette (resp. un côté, un sommet) de P est une facette de dimension dim(P) ´ 1 (resp. 1, 0).

Exemple 1.2.1.4. Les faces du carré [0, 1]2 = Conv((0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)) sont :
‚ [0, 1] ˆ t0u, [0, 1] ˆ t1u, t0u ˆ [0, 1], t1u ˆ [0, 1] en dimension 1 ;
‚ (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1) en dimension 0.

Lemme 1.2.1.5. Soit P Ă MR un polytope. Alors,
‚ P est l’enveloppe convexe de ses sommets ;
‚ Si P = Conv(S) alors tous les sommets de P sont dans S ;
‚ Si Q est une face de P alors toutes les faces de Q sont les faces de P contenu dans Q ;

On va maintenant donner une autre caractérisation des polytopes que l’on utlisera dans le chapitre 11.
Tout d’abord, on va montrer qu’un polytope est compact.

Théorème 1.2.1.6 (Carathéodory, [27]). L’enveloppe convexe d’un sous-ensemble S d’un espace affine
de dimension n est l’ensemble des barycentres à coefficients positifs ou nuls de familles de n + 1 points
de S.

Corollaire 1.2.1.7. L’enveloppe convexe d’un compact est compacte.
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Démonstration. Soit K un compact de l’espace affine de dimension n. Par le théorème 1.2.1.6, l’enveloppe
convexe de K est l’image du compact Kn+1 ˆ ∆n (où ∆n est le simplexe standard de dimension n) par
l’application continue

(v1, . . . , vn+1, x1, . . . , xn+1) ÞÑ

n+1
ÿ

i=1
xivi

Comme un polytope est l’enveloppe convexe d’un ensemble fini alors

Corollaire 1.2.1.8. Un polytope est compact.

Théorème 1.2.1.9. Soit P un sous-ensemble de MR. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. P est un polytope ;
2. P est borné et est l’intersection de demi-plans fermés.

Remarque 1.2.1.10. Si on enlève l’hypothèse « borné », on appelle cela un polyèdre.

Corollaire 1.2.1.11. Soit P un polytope de dimension maximale dans MR. Alors pour toute facette F de
P, il existe un unique couple (à un coefficient multiplicatif positif près) (uF,aF) tels que

P = tm P MR | @F, dim(F) = dim(P) ´ 1, xm,uFy ě ´aFu

Exemple 1.2.1.12. Le carré [0, 1]2 est défini par le système d’équations
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

x ě 0
y ě 0
´x ě ´1
´y ě ´1

Définition 1.2.1.13. Soit P un polytope de dimension d. Alors
‚ P est un simplexe s’il a d+ 1 sommets ;
‚ P est simplicial si toutes ses faces sont des simplexes
‚ P est simple si tout sommet est l’intersection d’exactement d facettes.

Exemple 1.2.1.14. Les tétraèdres sont des simplexes, les cubes sont simples, les octaèdres sont simpli-
ciaux, les dodécaèdres sont simples et les icosaèdres sont simpliciaux.

Définition 1.2.1.15. Soit P un polytope de MR contenant 0 dans son intérieur. Son polytope dual (ou
polaire) est le polytope

P˝ = tu P M_
R | @m P MR, xm,uy ě ´1u

Lemme 1.2.1.16. Soit P un polytope de MR contenant 0 dans son intérieur. Alors P˝˝ = P. De plus, si
on présente P comme dans le corollaire 1.2.1.11 alors P˝ est l’enveloppe convexe des 1

aF
uF.

Exemple 1.2.1.17. Le tétraèdre est auto-dual, le cube et l’icosaèdre sont duaux et le dodécaèdre et
l’icosaèdre sont duaux

Plus généralement, on a le résultat général suivant :

Lemme 1.2.1.18. Les simplexes sont auto-duaux, le dual d’un polytope simple est simplicial et le dual
d’un polytope simplicial est dual.
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1.2.2 Variétés toriques projectives et polytopes
Soit P un polytope entier de dimension maximale présenté par :

P = tm P MR | @F, xm,uFy ě ´aFu.

On peut lui associer un famille ∆P de cônes σQ := Cone(uF,Q de F) Ă NR où Q parcourt les faces de P

Proposition 1.2.2.1. Soit P un polytope entier de dimension maximale. Alors la famille ∆P = tσQu

des cônes associés à P est un éventail complet, appelé éventail normal de P. De plus, pour toute face Q,

dim(σQ) + dim(Q) = dim(MR).

Lemme 1.2.2.2. Soit P un polytope entier de dimension maximale et contenant 0 dans son intérieur.
Alors l’éventail normal de P est formé des cônes sur les faces de P˝.

Notation 1.2.2.3. On notera XP la variété torique associé à l’éventail NP.

Exemple 1.2.2.4. Soit P le polytope de sommets

´e1 ´ e2, 2e1 ´ e2, ´e1 + 2e2.

‚
(0, 0)

Figure 1.7 – Conv(´e1 ´ e2, 2e1 ´ e2, ´e1 + 2e2)

Alors NP est l’éventail de cônes maximaux

e1, e2, ´e1 ´ e2

i.e. celui de P2.

Théorème 1.2.2.5. Soit P un polytope entier de dimension maximale. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes

‚ XP est lisse
‚ P est lisse ou unimodulaire i.e. pour tout sommet v de P, les vecteurs wE ´ v, où E est un côté de
P contenant v et wE est le premier point de NX E obtenu en partant de v et qui est différent de v,
forment une base de M.

Définition 1.2.2.6. Soit P un polytope entier de dimension maximale présenté par

P = tm P MR | @F, xm,uFy ě ´aFu

où uF P N sera supposé être minimal.
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Le diviseur associé à P est le diviseur DP sur XP défini par :

DP =
ÿ

F

aFDσF

où la somme parcourt les facettes de P.

Lemme 1.2.2.7 ([34] lemma 6.1.10). Soit P un polytope entier de dimension maximale. Alors le diviseur
DP est ample et sans point base. Il est très ample si, et seulement si, le polytope P est très ample i.e.
pour tout sommet m P P, le monoïde (libre) N(P XM´m) est saturé dans M c’est-à-dire si

N(P XM´m) = Cone(P XM´m) XM.

On peut définir une application XP Ñ P(H0(XP,OXP
(DP))

_) qui sera un plongement si le polytope
est très ample.

Théorème 1.2.2.8 ([34] theorem 6.2.1). Soit M Ă MR un espace vectoriel de dimension finie muni d’un
réseau. Les applications P ÞÑ (XP,DP) entre l’ensemble des polytopes entiers de dimension maximale de
MR et celui des couples (variétés toriques X∆, diviseurs amples invariants sur X∆) est une bijection.

Démonstration. On construit l’inverse de la façon suivante :
Soit D =

ř

aFDF un diviseur invariant ample sur X∆. On peut lui associer une fonction strictement
convexe (appelé fonction de support) ϕD : |∆| Ñ R définie par :

‚ ϕD est linéaire sur chaque σ P ∆

‚ Pour tout ρ P ∆(1), ϕD(uρ) = ´aρ

On définit ensuite le polytope associé au diviseur D par :

PD = tm P MR | @u P |Σ|,ϕD(u) ď xm,uyu

Exemple 1.2.2.9. Considérons le triangle

Conv(0, e1, e2) = t(x,y) P R2 | x ě 0,y ě 0, ´(x+ y) ě 1u.

Alors le couple associé à ce polytope est (P2,De1) ou autrement dit, (P2,OP2(1)).

Exemple 1.2.2.10. Considérons le carré

[0, 1]2 = t(x,y) P R2 | x ě 0,y ě 0, ´x ě ´1, ´y ě ´1u

Alors le couple associé à ce polytope est (P1 ˆP1,De3 +De4) ou autrement dit, (P1 ˆP1,π˚
1OP1 bπ˚

2OP1)

(où les morphismes πi : P1 ˆP1 Ñ P1 sont les projections sur les différentes coordonnées). En particulier,
le plongement induit par le faisceau π˚

1OP1 b π˚
2OP1 est le plongement de Segre dans P3.

Corollaire 1.2.2.11. Une variété torique normale X∆ est projective si, et seulement, ∆ est un éventail
polytopal i.e. est l’éventail normal d’un polytope.

24



Chapitre 2

THÉORIE DES CHAMPS

L’étude des champs provient de celle des problèmes de modules i.e. la classification d’objets géo-
métriques à une relation d’équivalence près. Une obstruction à l’existence d’un espace de modules

fin à un problème de modules est la présence d’isomorphismes dans les objets que l’on veut classifier.
L’exemple prototypique de cela est celui de la classification des courbes projectives de genre g avec n
points marqués qui a amené P.Deligne et D.Mumford à définir les champs algébriques (qui sont main-
tenant appelés « champs de Deligne-Mumford ») dans [37]. Par exemple, le champ de modules des courbes
de genre 1 et avec un point marqué (i.e. les tores complexes compacts) est

[H/ SL2(Z)]

où SL2(Z) agit sur H par homographie. Le but des champs algébriques (ou différentiels, analytiques,...
selon le contexte géométrique considéré) est de pouvoir donner une structure géométrique à un objet
qui n’en aurait pas a priori et notamment aux quotients de variété par des groupes qui n’agissent pas
librement ou de façon proprement discontinue. Dans notre exemple, l’action de SL2(Z) sur H n’est pas
libre. Cette généralisation va être nécessaire pour pouvoir généraliser les variétés toriques définies dans le
chapitre 1 pour des éventails ayant des cônes non-rationnels et pour pouvoir classifier ces variétés toriques
généralisées (voir chapitre 4).

Dans la première section, nous allons rappeler les notions autour des problèmes de modules et tout
particulièrement celles de faisceaux (d’ensembles) et de topologies de Grothendieck. On conclura par
les problèmes apportés par la présence d’automorphismes dans le cas des faisceaux et donc la nécessité
d’étendre cette catégorie pour étudier les problèmes de modules. La façon usuelle de faire cela est de rem-
placer la catégorie des ensembles par celles des groupoïdes. La subtilité ici est que les groupoïdes forment
naturellement une 2-catégorie et il est nécessaire pour avoir les bonnes propriétés de les considérer comme
tel. On va donc, dans la deuxième section, donner les définitions de base sur les 2-catégories pour étudier
les champs. Dans la troisième section, on définira la notion de champs et quels sont les constructions
que l’on peut faire avec. Dans la quatrième section, on va se restreindre à la classe des champs « géomé-
triques »(algébriques, analytiques, différentiels,...) qui sont des champs où on peut reprendre les propriétés
géométriques standards (lissité, réduction, normalité,...) et les transposer aux champs. On continuera cela
dans la cinquième section en étudiant la théorie de l’homotopie des champs analytiques ou différentiels
qui permettront de donner un sens aux groupes d’homotopie et de cohomologie. Un autre classe d’objets
intéressants en géométrie analytique ou algébrique sont les faisceaux que l’on va voir dans la sixième
section et tout particulièrement sur le cas qui nous intéresse celui des faisceaux sur les champs quotients
(qui sont les faisceaux avec une G-linéarisation qui sont des objets utilisés dans la théorie géométrique
des invariants (cf. [97])). Pour construire les familles universelles au-dessus de nos espaces de modules,
on va utiliser des actions de groupes sur des champs. Comme les champs forment une 2-catégorie, on
doit adapter les définitions pour obtenir les résultats classiques des actions de groupes, ce que l’on verra
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dans la septième section. Enfin, dans la huitième section, on regardera les gerbes au-dessus des champs
qui permettront notamment de comprendre les conséquences de l’ineffectivité des actions de groupes sur
les champs quotients et quelles sont les relations entre [X/G] et [X/(G/Ineff)] (où Ineff est le groupe
d’ineffectivité de l’action de G sur X).

Pour ce chapitre, nous allons nous baser sur les références suivantes : [44],[14], [115] et [69].

2.1 Sites et faisceaux

2.1.1 Problèmes de modules
Un problème de modules est un problème de classification d’objets (courbes, fibrés vectoriels,...) à

une relation d’équivalence près. Un premier exemple est la classification des droites dans un espace
vectoriel fixé V ou autrement dit, l’ensemble des vecteurs de Vzt0u à homothétie près. Une solution à un
problème de modules est appelée un espace de modules, un objet géométrique dont les points sont les
classes d’équivalences des objets du problème de modules. Une solution au dernier problème est l’espace
projectif P(V) (comme variété différentiable).

Parmi les espaces de modules associés à un problème de modules, on peut définir le « meilleur » d’entre
eux (quand il existe) : l’espace de modules fin. C’est un espace de modulesM avec une famille universelle
F Ñ M i.e. toute famille de courbes, fibrés vectoriels,... au-dessus d’un espace géométrique est obtenue
par tiré-en-arrière de la famille universelle F (la variété P(V) est un espace de modules fin grâce au fibré
tautologique :

F = t(v,L) P V ˆ P(V) | v P Lu
π2
Ñ P(V).

L’espace de modules fin est unique à isomorphisme près.

F

M

πMπX

FX

X

D!f

Figure 2.1 – Famille universelle

La bonne façon de définir toutes ces notions est d’utiliser le langage catégorique :

Définition 2.1.1.1. Un problème de modules est un foncteur F : Cop Ñ Ens d’une catégorie d’ob-
jets géométriques C (par exemple, C = Sch la catégorie des schémas, AnC la catégorie des espaces
analytiques,VarDiff la catégorie des variétés différentielles) vers la catégorie des ensembles.

Remarque 2.1.1.2. L’existence d’un espace de modules fins est équivalent à la représentabilité du foncteur
décrivant le problème de modules (i.e. il existe X P Ob(C) tel que F soit équivalent à Hom(´,X).

Exemple 2.1.1.3. ‚ Un objet de C) induit un foncteur Cop Ñ Ens, noté X et appelé foncteur de
points de X, défini par :

Y ÞÑ HomC(Y,X).
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‚ L’espace projectif de dimension n est un espace de module fin défini du foncteur

S P Ob(C) ÞÑ tL Ñ S fibré en droites Ă On+1
S u P Ob(Ens)

où C = Sch, AnC, VarDiff .
On peut définir de façon ressemblante les grassmanniennes (voir, par exemple, [99]).

‚ Soit P P Q[t]. Le schéma de Hilbert associé au polynôme P (introduite par A.Grothendieck, voir
[59]) est l’espace de module fin du foncteur

S P Ob(Sch) ÞÑ tX Ă PnˆS Ñ S plat dont toutes les fibres ont pour polynôme de Hilbert P u P Ob(Ens)

‚ A.Douady a montré que le foncteur analogue pour le cas analytique (en remplaçant Pn par un
espace analytique quelconque) a aussi un espace de modules fin (dans [41]).

L’énoncé principal sur de tels foncteurs est le lemme de Yoneda :

Théorème 2.1.1.4 (Lemme de Yoneda). Soit F : C Ñ Ens un foncteur et X un objet de C. Alors, il
existe un bijection naturelle

Nat(HomC(X, ´), F) » F(X),α ÞÑ αX(idX)

où Nat(F,G) désigne les transformations naturelles entre F et G.

Corollaire 2.1.1.5. Le foncteur C Ñ Hom(Cop, Ens) =: PSh(C),X ÞÑ HomC(´,X) est pleinement fidèle

Autrement dit, pour toute paire d’objets X, Y dans C,

Hom(X, Y) » HomPSh(C)(HomC(´,X), HomC(´, Y))

Le foncteur de points de X définit donc entièrement X :

Corollaire 2.1.1.6. Si HomC(´,X) » HomC(´,X 1) alors X » X 1

Ces préfaisceaux Hom(´,X) induisent des faisceaux sur Y , pour tout objet Y :

U Ă Y ÞÑ Hom(U,X).

On verra que ces foncteurs sont des faisceaux pour une bonne notion de topologie que l’on verra dans la
sous-section prochaine.

2.1.2 Définitions
2.1.2.1 Sites

Définition 2.1.2.1.1. Soit C une catégorie. Une topologie de Grothendieck sur C est la donnée d’un
ensemble T, dont les éléments sont des recouvrements i.e. des familles de morphismes de C tϕi : Ui Ñ

UuiPI qui vérifient :
(T1) Soient tϕi : Ui Ñ UuiPI P T et f : V Ñ U un morphisme de C, alors pour tout i P I, le produit

fibré Ui ˆU V existe et les projections (π2)i : Ui ˆU V Ñ V, obtenues par le diagramme de produit
fibré :

Ui ˆU V V

Ui U

f

ϕi

(π2)i

(π1)i
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forment un recouvrement (topologie induite).
(T2) Soient tϕi : Ui Ñ UuiPI P T et, pour tout i, tψij : Vij Ñ Uiuj des recouvrements de C. Alors,

tϕi ˝ψij : Vij Ñ Uuij P T (transitivité d’un recouvrement).
(T3) Si ϕ : U 1 Ñ U est un isomorphisme alors tϕ : U 1 Ñ Uu P T.

Définition 2.1.2.1.2. Un site est la donnée d’une catégorie munie d’une topologie de Grothendieck

Remarque 2.1.2.1.3. La définition 2.1.2.1.1 est, en fait, la définition d’une pré-topologie de Grothendieck.
La définition de topologie de Grothendieck est la donnée de cribles sur C i.e. la donnée pour tout objet c P

C de morphismes de but c stable par précomposition. On passe d’une définition à l’autre en précomposant
les recouvrements tUi Ñ Uu par les morphismes de but Ui.

Exemple 2.1.2.1.4. Soit X un espace topologique. On note Ouv(X) la catégorie induite par son réseau
d’ouverts. Alors les recouvrements « classiques » (i.e. tUi ãÑ Uu est un recouvrement si Ui est un ouvert
de U et si

Ť

Ui = U) définissent une topologie de Grothendieck sur Ouv(X) (car Ui ˆU V = Ui X V).

Exemple 2.1.2.1.5. Soit S un site. La catégorie tranche S/U des U-objets de S hérite d’une topologie :
$

’

’

’

&

’

’

’

%

Vi V

U

fi

,

/

/

/

.

/

/

/

-

est un recouvrement de S/U si tfi : Vi Ñ Vu est un recouvrement de S.

Exemple 2.1.2.1.6. ‚ La catégorie des espaces topologiques (ou une catégorie d’espaces géomé-
triques : SchS celle des schémas au-dessus d’un schéma S,VarDiffK celle des variétés différentielles
sur K (K = R ou C), AnC celle des espaces analytiques,...) peut être muni d’une topologie de
Grothendieck en prenant comme recouvrement les familles tϕi : Ui Ñ Uu d’immersions ouvertes
telles que

š

ϕi :
š

Ui Ñ U soit surjectif (on dira qu’elles sont jointement surjective). On notera
SchS, VarDiffK et AnC les sites associés ;

‚ Une autre topologie sur SchS est la topologie étale : ces recouvrements sont des familles tUi Ñ Uu

d’applications étales jointement surjectives (on notera SchS,et le site associé). Cette topologie a été
étudié intensivement dans [6] et est faite notamment pour pallier le fait que le théorème d’inversion
locale n’est pas vrai dans les schémas dû aux ouverts trop gros de la topologie de Zariski.

Exemple 2.1.2.1.7. Dans cette thèse, on utilisera un autre site, qui sera noté A, définie comme suit :
‚ Ses objets sont les espaces analytiques complexes munis d’une action d’un groupe analytique abéliens

avec une orbite dense ;
‚ Ses morphismes sont les morphismes équivariants ;
‚ Un recouvrement est une famille d’immersions ouvertes équivariantes jointement surjectives.

Notation 2.1.2.1.8. Dans la suite, on notera les sites en fraktur (et on écrira de la même façon la
catégorie sous-jacente) et le plus souvent par S et les recouvrements du site (i.e. la donnée de T) par
Cov(S).

2.1.2.2 Faisceaux

Définition 2.1.2.2.1. Un faisceau sur un site S est un foncteur (ou préfaisceau) F : Sop Ñ Ens tel que,
pour tout recouvrement tϕ : Ui Ñ UuiPI,

F(U) = lim
(
ź

i

F(Ui) Ñ
ź

ij

F(Ui ˆU Uj)

)

On note Sh(S) la sous-catégorie pleine de PSh(S) des faisceaux.
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Lemme 2.1.2.2.2. Soit X un espace topologique. Un faisceau Ouv(X)op Ñ Ens est un faisceau dans le
sens standard (par exemple, celui de [65, Chapter II, section 1])

Proposition 2.1.2.2.3 ([115] Tag 00WH). Le foncteur d’oubli Sh(S) Ñ PSh(S) a un adjoint à gauche
appelé faisceautisation.

Corollaire 2.1.2.2.4. Les limites dans Sh(S) commutent avec le foncteur d’inclusion i.e. pour tout
diagramme I Ñ Sh(S) et tout objet X de S,

(lim
I

Fi)(X) = lim
I
(Fi(X))

Corollaire 2.1.2.2.5. Les colimites dans Sh(S) sont obtenus par faisceautisation des colimites dans
PSh(S) (qui sont calculées terme-à-terme).

Définition 2.1.2.2.6. Soient S, S 1 deux sites. Un foncteur F : S 1 Ñ S est dit continu s’il vérifie les deux
conditions suivantes :

1. Si tϕ : Ui Ñ UuiPI P Cov(S 1) alors tF(ϕ) : F(Ui) Ñ F(U)uiPI P Cov(S)

2. Soient tϕ : Ui Ñ UuiPI un recouvrement et f : V Ñ U un morphisme de S 1. La flèche naturelle
F(Ui ˆU V) Ñ F(Ui) ˆF(U) F(V) est un isomorphisme.

C’est un morphisme de sites 1 S Ñ S 1 si, de plus, le foncteur us : Sh(S) Ñ Sh(S 1) (adjoint à gauche du
foncteur F P Sh(S 1) ÞÑ (V ÞÑ F(F(V)) P Sh(S)) voir [115, Tag 00WW, 00WX] ) est exact.

2.1.2.3 Le site analytique équivariant

On étudiera dans ce paragraphe quelques propriétés du site analytique équivariant A.

Lemme 2.1.2.3.1. La catégorie VarTor des variétés toriques (vues comme espaces analytiques) avec les
morphismes toriques entre elles est une sous-catégorie pleine de A.

Remarque 2.1.2.3.2. L’inclusion est stricte puisque Mn(C) (muni de l’action de GLn(C)) est un espace
analytique qui n’est pas torique.

Cette catégorie hérite donc d’une topologie de Grothendieck qui peut être définie de la façon suivante :
tUi ãÑ Uu est un recouvrement de VarTor si c’en est un de A. C’est ce site qui est considéré dans [81]
comme base des champs toriques quantiques.

Il existe un foncteur d’oubli U : A Ñ AnC où on oublie les actions. La fin de ce paragraphe sera
dévouée à montrer que ce foncteur définit un morphisme de sites AnC Ñ A :

Lemme 2.1.2.3.3. Les produits fibrés existent dans A et le foncteur U commute avec eux.

Démonstration. Soient G ãÑ X, H ãÑ Y et K ãÑ Z trois objets dans A et deux morphismes équivariants
ϕ : X Ñ Z et ψ : Y Ñ Z.
On a le diagramme cartésien suivant :

GˆK H = GˆZ H GˆZ Y G

XˆZ H XˆY Z X

H Y Z

{ {

{ {

1. On remarque qu’il y a eu un changement de sens des sites
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(l’égalité en haut à gauche vient de l’équivariance des morphismes X Ñ Z et Y Ñ Z). On en déduit donc
que GˆK H ãÑ XˆZ Y est un objet dans A pour l’action :

(g,h) ¨ (x,y) = (g ¨G x,h ¨H y)

qui est bien définie car :

ϕ(g ¨G x) = ϕ(g) ¨K ϕ(x) = ψ(h) ¨K ψ(y) = ψ(h ¨H y).

Montrons que c’est bien le produit fibré voulu.
Soit L ãÑ W un objet de A avec deux morphismes W Ñ X et W Ñ Y qui composés par ϕ et ψ sont
identiques. Par propriété universelle (dans la catégorie des espaces analytiques) de X ˆZ Y, il existe un
unique morphisme L Ñ XˆZY qui est équivariant par propriété universelle (dans la catégorie des groupes
analytiques) de GˆZ H = GˆK H

Proposition 2.1.2.3.4. U est continu (au sens de la définition 2.1.2.2.6).

Démonstration. Le premier point vient de la définition des recouvrements dans A et le deuxième point
du lemme 2.1.2.3.3

Lemme 2.1.2.3.5. L’objet final de A est Spec(C) avec l’action du groupe trivial.

Démonstration. Soit G ãÑ X un objet de A. Comme X est un espace analytique alors il existe un unique
morphisme X Ñ Spec(C). Ce morphisme est équivariant car il se restreint en un morphisme analytique
G Ñ Spec(C) (qui est juste le morphisme de groupes G Ñ 1).

Pour conclure, on va utiliser le résultat suivant :

Proposition 2.1.2.3.6 ([115] Tag 00X6). Soient C et D deux sites et soient u : C Ñ D un foncteur
continu tels que :

‚ C a un objet final ˚ et que u(˚) est l’objet final de D.
‚ les produits fibrés dans C existent et u commute avec eux.

Alors u définit un morphisme de sites D Ñ C.

Théorème 2.1.2.3.7. Le foncteur U définit un morphisme de sites AnC Ñ A

Démonstration. On utilise la proposition 2.1.2.3.6 : on a vu que U est un foncteur continu dans la
proposition 2.1.2.3.4 et qu’il commute aux produits fibrés dans le lemme 2.1.2.3.3. De plus, il envoie
l’objet final de A dans AnC.

2.1.3 Une classe d’exemples de faisceaux : les espaces difféologiques
Les espaces difféologiques (réels) ont été introduit par Jean-Marie Souriau dans les années 1980

généralisant les variétés différentielles (réelles). C’est la donnée d’un ensemble X et de pour tout ouvert U
d’un Rn d’une famille d’applications U Ñ X qui seront considérés comme « lisses » vérifiant des conditions
de compatibilité sur les recouvrements qui en font des faisceaux sur le sites des ouverts des Rn. Dans
l’article [10], les auteurs ont étendu la définition de difféologie pour des sites plus généraux. Dans cette
section, on va donner leurs définitions pour le site des variétés différentielles sur K = R ou C.

Définition 2.1.3.1. Un site concret est un site sous-canonique S (i.e. tous les foncteurs représentables
sont des faisceaux) avec un objet terminal ˚ tel que

‚ Le foncteur HomS(˚, ´) : S Ñ Ens est fidèle ;
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‚ Pour tout recouvrement (fi : Xi Ñ X), les fonctions

Hom(˚, fi) : Hom(˚,Xi) Ñ Hom(˚,X)

sont jointement surjectives

Lemme 2.1.3.2. Le site VarDiffK (i.e. la catégorie des variétés différentielles sur K muni des recouvre-
ments euclidiens) est concret.

Démonstration. L’objet terminal de VarDiffK est Spec(K). Le foncteur Hom(Spec(K), ´) est le foncteur
d’oubli VarDiffK Ñ Ens car, pour toute variété X,

Hom(Spec(K),X) = X(K)

est l’ensemble sous-jacent de X. Ce foncteur est fidèle car est la composition de deux foncteurs fidèles :
le foncteur d’oubli sur les espaces topologiques, qui est fidèle car les variétés différentielles sont réduites
et le foncteur d’oubli sur les ensembles qui est toujours fidèle.

Remarque 2.1.3.3. Le site analytique AnC n’est pas concret à cause de la présence d’espaces analytiques
non-réduits. Si on se restreint aux espaces analytiques réduits, cela devient un site concret.

Définition 2.1.3.4. Soit S un site concret. Un faisceau F : Sop Ñ Ens est concret si pour tout X P S,
l’application

ϕ P F(X) = Nat(HomS(´,X),F) ÞÑ ϕ˚ : HomS(˚,X) Ñ F(˚) (2.1)

est injective.

Définition 2.1.3.5. Un espace difféologique sur K est un faisceau concret F : VarDiff
op
K Ñ Ens. La

catégorie EspDiffK des espaces difféologiques sur K est la sous-catégorie pleine des (pré)faisceaux sur
VarDiffK contenant les espaces difféologiques sur K.

Par définition, cela revient à prescrire sur X := F(˚) l’ensemble de ses fonctions lisses/holomorphes
U Ñ X (d’où le terme « concret ») où U est une variété.

Exemple 2.1.3.6. ‚ Les variétés différentielles sur K forment une sous-catégorie pleine de EspDiffK.
‚ Les espaces analytiques forment aussi une sous-catégorie pleine de EspDiffC : en effet, l’espace

analytique modèle Z(f1, . . . , fp) Ă Cn est le produit fibré Cn(f1,...,fp)ˆ0 Spec(C). On conclut en
utilisant les propriétés de recollement des faisceaux.

Exemple 2.1.3.7 ([75] 1.33). Soit F un espace difféologique. Soit A un sous-ensemble de X = F(˚)

(notons j : A Ñ X l’inclusion). La difféologie induite sur A est définie par :

@M P Ob(VarDiff), j˚F(M) = t(f : M Ñ X) P F(M) | f(M) Ă Au

Proposition 2.1.3.8 ([123]). L’inclusion EspDiffK ãÑ Sh(VarDiffK) a un adjoint à droite, appelé fonc-
teur de concrétisation κ.

2.1.4 Automorphismes dans les problèmes de modules
Le cadre des faisceaux n’est pas suffisant dans l’étude des problèmes de modules. En effet, cela induit

la perte de l’information des automorphismes de ce que l’on veut classifier :
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Par exemple, si on veut classifier les G-fibrés (localement triviaux) principaux (où G est un groupe de
Lie) à isomorphisme près i.e. on cherche une variété BG telle que

HomVarDiffR(X,BG) = tP Ñ X fibré G-principalu/iso

Cependant un tel espace ne peut pas exister. En effet, les fibrés étant localement triviaux, les morphismes
X Ñ BG sont localement constants (car si tUiu est un recouvrement trivialisant d’un fibré principal
P Ñ X, donné par X Ñ BG, alors les composées Ui ãÑ X Ñ BG est le morphisme donné par le fibré
trivial Ui ˆG Ñ Ui), ce qui est absurde.

Une autre façon de voir cela est la suivante : on considère une variété X muni d’une action triviale d’un
groupe de Lie G. On peut définir le « quotient » défini comme le coégaliseur X/G := coeg(act,π1 : XˆG Ñ

X) i.e. vérifiant que la projection π : X Ñ X/G vérifie la propriété universelle suivante :
‚ π ˝ act = π ˝ π1 ;
‚ Si une autre morphisme X Ñ Z vérifie cette égalité alors il se factorise par π.

Alors dans notre cas, c’est la variété X. Le quotient oublie donc totalement l’action de G. C’est pour
cela que le fait de se restreindre aux faisceaux d’ensembles est insuffisant et il faut réussir à étendre la
catégorie des ensembles afin de permettre de se souvenir des automorphismes de la structure.

2.2 2-catégories
Cette section sera dévouée à l’étude des 2-catégories ce qui nous permettra de définir les champs dans

la section 2.3 qui permettront de résoudre les problèmes soulevés dans la sous-section 2.1.4.

2.2.1 Définitions
Définition 2.2.1.1. Une 2-catégorie C est la donnée :

‚ d’un ensemble d’objets Ob(C) ;
‚ pour tout objet A,B, d’une catégorie Hom(A,B). Les objets de cette catégorie sont appelés 1-

morphismes de C et les morphismes, 2-morphismes de C. La composition des morphismes de cette
catégorie est appelée composition verticale ;

A B

f

g

α

‚ pour tout triplet d’objets (A,B,C), d’un foncteur Hom(B,C) ˆ Hom(A,B) Ñ Hom(A,C). L’image
par ce foncteur d’une paire de 1-morphismes (f,g) est appelé composée de f et g, et notée f ˝ g, et
celle d’une paire de 2-morphismes (α,β), la composition horizontale de α et β, et notée α ‹ β

A B C A C

f

g

f1

g1

f1˝f

g1˝g

α β α‹β

telle que
‚ Les objets avec les 1-morphismes associés forment une catégorie ;
‚ La composition horizontale est associative ;
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‚ ididX
est le neutre pour la composition horizontale.

Exemple 2.2.1.2. ‚ Les catégories forment une 2-catégorie, que l’on notera Cat avec les foncteurs
entre elles et les transformations naturelles entre les foncteurs.

‚ Les espaces topologiques forment une 2-catégorie avec les applications continues comme 1-morphismes
et les homotopies entre elles comme 2-morphismes.

On se donne une 2-catégorie C. Les lettresA,B,C, . . . désigneront les objets, f,g,h, . . . des 1-morphismes
et α,β, . . . des 2-morphismes.

Définition 2.2.1.3. On dit que le diagramme

A B

C D

f

h

i

g

2-commute s’il existe un 2-isomorphisme ϕ : i ˝ g ñ h ˝ f

Notation 2.2.1.4. Si le diagramme précédent 2-commute alors on le notera ainsi :

A B

C D

f

h

i

g

ϕ

Les 2-limites reprennent cette idée : Au lieu de demander que les diagrammes commutent, on va
demander qu’ils 2-commutent.

Exemple 2.2.1.5. Soient f : A Ñ C et g : B Ñ C deux 1-morphismes. On définit le produit fibré AˆCB

avec ses deux projections π1 : AˆC B Ñ A et π2 : AˆC B Ñ B tels que

AˆC B B

A C

π2

g

f

π1

ϕ

et qui vérifie la propriété universelle suivante :

‚ Pour tout paire de morphismes m : X Ñ A et n : X Ñ B avec un 2-isomorphisme ψ : fm – gn, il
existe h : X Ñ AˆCB et des isomorphismes α : π1h – m et β : π2h – n telles que gβ˝φh˝fα´1 = ψ,
(où si f est un 1-morphisme et η un 2-morphisme, fη = idf ‹ η) ,
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X

AˆC B B

A C

π2

g

f

π1
m

n

h

ϕ

α

β

ψ

‚ Pour toute paire de morphismes u, t : X Ñ A ˆC B et des 2-morphismes α : π1u ñ π1t et
β : π2u ñ π2t tels que ϕt ˝ fα = gβ, il existe un unique 2-morphisme γ : u ñ t tel que pγ = α et
qγ = β.

Exemple 2.2.1.6 ([115] Tag 003R). Prenons C = Cat. Soient F : D Ñ E et G : F Ñ E deux foncteurs.
Le produit fibré D ˆE F existe et

‚ ses objets sont les triplets (A,B, f) où A est un objet de D, B est un objet de F et f est un
isomorphisme F(A) Ñ G(B) dans E,

‚ un morphisme entre (A,B, f) et (A 1,B 1, f 1) est une paire de morphisme a : A Ñ A 1 et b : B Ñ B 1

tel que le diagramme
F(A) G(B)

F(A 1) G(B 1)

f

G(b)F(a)

f1

commute.

Définition 2.2.1.7. Soient A une catégorie et C une 2-catégorie. Un pseudo-foncteur (ou 2-foncteur) de
A dans C est la donnée :

‚ d’une application X : Ob(A) Ñ Ob(C),
‚ Pour toute paire X, Y P Ob(A) et tout morphisme f : X Ñ Y, d’un 1-morphisme X (f) : X (X) Ñ

X (Y),
‚ Pour tout X P Ob(A), un 2-morphisme αX : idX (X) Ñ X (idX),
‚ Pour toute paire de morphismes composables f : X Ñ Y, g : Y Ñ Z de A, d’un 2-morphisme
αg,f : X (g ˝ f) Ñ X (g) ‹X (f).

qui vérifient

‚ Les 2-morphismes αX and αg,f sont des isomorphismes,
‚ pour tout morphisme f : X Ñ Y dans A on a αf,idX

= idX (f) ‹ αX,
‚ pour tout morphisme (f : X Ñ Y) dans A, on a αidY ,f = αY ‹ idX (f),
‚ pour tout triplet de morphismes composables (f :W Ñ X),(g : X Ñ Y) et (h : Y Ñ Z) de A, on a

(idX (h) ‹ αg,f) ˝ αh,g˝f = (αh,g ‹ idX (f)) ˝ αh˝g,f

Définition 2.2.1.8. Soit A une catégorie et C une 2-catégorie. Un morphisme de pseudo-foncteurs
F : X Ñ Y entre A et C est une collection de foncteurs (FX : X (X) Ñ Y (X))XPOb(A) telle que, pour
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tout f : X Ñ Y dans A, on ait un isomorphisme naturel Ff : FYX (f) ñ Y (f)FX i.e. on ait ce diagramme
commutatif

X (X) X (Y)

Y (X) Y (Y)

X (f)

FX FY

Y (f)

Ff

Un 2-morphisme de pseudo-foncteurs ϕ : F ñ G entre A et C est une famille de transformations
naturelles (ϕX : FX Ñ GX)XPOb(A) vérifiant, pour tout f : X Ñ Y dans A,

(Y (f)ϕX) ˝ Ff = Gf ˝ (ϕYX (f))

Autrement dit, le diagramme suivant commute

FYX (f) GYX (f)

Y (f)FX Y (f)GX

ϕYX (f)

Ff Gf

Y (f)ϕX

Théorème 2.2.1.9. Soit A une catégorie et C une 2-catégorie. La donnée des pseudo-foncteurs entre A
et C avec ses morphismes et ses 2-morphismes définit une 2-catégorie que l’on notera pFonc(A,C).

Dans la suite, on considérera des pseudo-foncteurs dans une 2-catégorie précise qui est celle des
groupoïdes.

2.2.2 Groupoïdes
Définition 2.2.2.1. Un groupoïde est un catégorie où tous les morphismes sont inversibles.

Lemme 2.2.2.2. Soit G un groupoïde. Alors il est équivalent à la sous-catégorie pleine sq(G), appelé
squelette de G, constituée des représentants des classes d’isomorphie des objets de G. Les morphismes de
sq(G) sont donc donnés par :

Homsq(G)(x,y) =

#

AutG(x) si x = y
H sinon

Démonstration. L’inclusion sq(G) ãÑ G est pleinement fidèle et essentiellement surjective par construc-
tion. C’est donc une équivalence de catégories.

La donnée d’un groupoïde de points est donc équivalente à la donnée d’un ensemble de points avec
un groupe d’automorphismes en chacun de ses points. Cela permettra donc étendre la construction par
foncteurs de points en conservant la donnée des automorphismes des objets considérés.

Lemme 2.2.2.3 ([101]). Un groupoïde est entièrement décrit par deux ensembles : G0 (les objets) et G1
(les morphismes), et cinq morphismes de structure : les morphismes de source et de but s, t : G1 Ñ G0
(qui associe à un morphisme x Ñ y l’objet x resp. y), la composition m : G1 sˆt G1 Ñ G0, l’inverse
i : G1 Ñ G1 et l’identité e : G0 Ñ G1. Ces applications vérifient les conditions suivantes :

‚ @g,h P G1, s(m(g,h)) = s(g) ; t(m(g,h)) = t(h) ;
‚ @g,h,k P G1,m(g,m(h,k)) = m(m(g,h),k) ;
‚ @g P G1,m(e(t(g),g) = g ; m(g, e(s(g)) = g ;

35



Chapitre 2 – Théorie des champs

‚ @g P G1,m(g, i(g)) = e(s(g)) ; m(i(g),g) = e(t(g)).

Exemple 2.2.2.4. ‚ Un ensemble X définit un groupoïde : ses objets sont les éléments de X et pour
tout x,y P X, Hom(x,y) = tidxu si x = y et est vide sinon. Dans ce cas, les morphismes s, t,m, e, i
sont l’identité de X ;

‚ Soit X un espace topologique. Le groupoïde fondamental de X est la catégorie dont les objets sont
les points de X et les morphismes de x dans y sont les classes d’homotopie de chemins de x vers y.
L’ensemble des morphismes est l’ensemble, que l’on notera LX des classes d’homotopies de lacets
entre deux points fixés de X et l’ensemble des objets est X. Les morphismes de but et de source sont

s : [γ] P LX ÞÑ γ(0) P X, t : [γ] P LX ÞÑ γ(1) P X

La multiplication est
m : (γ, δ) P LXˆX LX ÞÑ [γ ˝ δ] P LX

où γ ˝ δ : t ÞÑ

#

δ(2t) si 0 ď t ď 0.5
γ(2t´ 1) sinon

,

l’inverse est
i : [γ] P LX ÞÑ [t ÞÑ γ(1 ´ t)] P LX

et l’élément neutre est
e : x P X ÞÑ [t ÞÑ x] P LX.

‚ Soit X un ensemble et „ une relation d’équivalence sur X. Alors le groupoïde associé à „ est la
catégorie dont les objets sont les éléments de X et pour tout x,y P X, Hom(x,y) = idx si x „ y et
est vide sinon. L’ensemble des morphismes est R = t(x,y) P XˆX | x „ yu et l’ensemble des objets
est X. Les morphismes de but et de de source sont les projections, la multiplication

((x,y), (y, z)) P RˆX R ÞÑ (x, z) P R,

l’inverse est
(x,y) P R ÞÑ (y, x) P R

et l’élément neutre est
x P X ÞÑ (x, x) P R.

‚ Soit X un ensemble et G un groupe agissant sur X. Alors, on peut définir le groupoïde de translation
associé G˙ X à cette action par :

π2, act : (G˙ X)1 = Gˆ X Ñ X = (G˙ X)0

La multiplication est

(x,g,h) P (XˆG) ˆX (XˆG) = XˆGˆG ÞÑ (g ¨ x, x),

l’inverse est
i : (x,g) P XˆG ÞÑ (g ¨ x,g´1) P XˆG

et l’élément neutre est
e : x P X ÞÑ (x, eG) P XˆG

Proposition 2.2.2.5. Les groupoïdes forment une sous-2-catégorie pleine Gpd de la 2-catégorie des
catégories et tous les 2-morphismes de cette catégorie sont inversibles.
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Lemme 2.2.2.6. Un morphisme de groupoïdes F : G = (G1 Ñ G0) Ñ H = (H1 Ñ H0) est aussi la
donnée d’un morphisme F1 : G1 Ñ H1 et d’un morphisme F0 : G0 Ñ H0 tels que :

‚ sHF1 = F0sG (un foncteur envoie un objet sur un objet) ;

‚ tHF1 = F0tG (un foncteur envoie un morphisme sur un morphisme) ;

‚ mH(F1´, F1´) = F1mG(´, ´) (un foncteur respecte la composition) ;

où sG, sH, . . . désignent les morphismes structuraux des groupoïdes associés.

Remarque 2.2.2.7. ‚ Les deux premières conditions s’écrivent en diagramme de la façon suivante :

G1 H1

G0 H0

tGsG tHsH

F1

F0

‚ F0 et F1 commutent avec les autres morphismes structuraux (grâce aux égalités du lemme 2.2.2.3).

Dans la suite, on va vouloir recoller des champs ou autrement dit prendre des colimites de champs.
Pour ce faire, nous allons tout d’abord voir comment faire des colimites de groupoïdes puis, dans la section
suivante, de pseudo-foncteurs Sop Ñ Gpd puis de champs.

Rappelons, tout d’abord, le cas 1-catégorique :

Lemme 2.2.2.8 ([112] example 4.1.15). Le foncteur d’inclusion (pleinement fidèle) Gpd Ñ Cat a un
adjoint à gauche donné par la localisation de toutes les flèches et un adjoint à droite donné par le groupoïde
maximal de la catégorie.

Si on considère, cette fois-ci, Gpd et Cat comme des 2-catégories, on a le résultat suivant :

Proposition 2.2.2.9 ([48] Lemma 1.2). Le 2-foncteur d’inclusion (pleinement fidèle) ι : Gpd Ñ Cat a
un 2-adjoint à gauche (que l’on notera L et qui va localiser une catégorie en l’ensemble des morphismes
de cette catégorie) i.e. on a une équivalence de catégories

HomGpd(L(C), G) » HomCat(C, ιG)

pour toute catégorie C et tout groupoïde G.

On n’a pas l’adjonction dans l’autre sens car dans ce cas là, on a retiré des foncteurs et donc on a
perdu des transformations naturelles ; on ne peut donc plus avoir d’équivalence de catégories entre les
catégories de morphismes.

Proposition 2.2.2.10 ([100]). Soit D : I Ñ Cat un diagramme de catégories. La colimite de ce dia-
gramme est la catégorie, notée

ş

D, dont les objets sont les couples (i,a) où i P Ob(I) et a P Ob(F(i)) et
dont les morphismes sont les paires (f : i Ñ i 1,α : F(f)(a) Ñ a 1).

Corollaire 2.2.2.11. Soit D : I Ñ Gpd un diagramme de groupoïdes. Alors

colim(D) = L

(
ż

D

)
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Démonstration. On a les équivalences suivantes (où E est le pseudo-foncteur constant valant E) :

HomGpd

(
L

(
ż

D

)
, E
)

» HomCat

(
ż

D, ιE
)

(2.2)

» HomCat (colim(ιD), ιE) (2.3)
» HompFonc(I,Cat) (ιD, ιE) (2.4)
» HompFonc(I,Gpd) (D, E) (2.5)

La première vient de l’adjonction de la proposition 2.2.2.9, la deuxième de la proposition 2.2.2.10, la
troisième de la définition de colimite et la quatrième de la pleine fidélité de ι.

Exemple 2.2.2.12. Soit I la catégorie

2

1 0
0Ñ2

0Ñ1

id id

id

et D un diagramme I Ñ Gpd. La colimite de D est donc la somme amalgamée de D(1) et D(2) le long
de D(0). La catégorie

ş

D est la catégorie dont les objets sont les éléments de
š

iD(i) et les morphismes
sont :

‚ Hom((0, c), (i,d)) = HomD(i)(D(0 Ñ i)(c),d) pour i = 1, 2 ;
‚ Hom((i, c), (i,d)) = HomD(i)(c,d) pour i = 0, 1, 2.

Pour obtenir la colimite voulue, on va inverser les morphismes de HomD(i)(D(0 Ñ i)(c),d).
Autrement dit, les morphismes (1, c) Ñ (2,d) existent s’il existe un objet x P D(0) tel que

‚ c » D(0 Ñ 1)(x) ;
‚ d » D(0 Ñ 2)(x) ;

Alors ces morphismes sont de la forme

(0, x) (1, c)

(2,d)

On peut ensuite remarquer que ce groupoïde, que l’on notera D(1)
š

D(0)D(2), est équivalent à celui
dont les objets sont les éléments de Ob(D(1))

š

Ob(D(2)) et avec les morphismes induits en identifiant
les objets de D(0) avec ceux obtenus comme image de D(0 Ñ 1) où les morphismes sont définis comme
suit

‚ Hom((i, c), (i,d)) = HomD(i)(c,d) si i = 1, 2 ;

‚ Hom((i, c), (j,d) =

$

’

’

’

&

’

’

’

%

(0, x) (i, c)

(j,d)

| c » D(0 Ñ i)(x),d » D(0 Ñ j)(x)

,

/

/

/

.

/

/

/

-

pour ti, ju = t1, 2u.
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2.3 Champs
On a maintenant tout ce qu’il faut pour définir les objets que l’on va considérer : les champs.

Pour cette section, on se fixe un site S pour lequel les foncteurs représentables soient des faisceaux (par
exemple, les sites introduits dans la sous-sous-section 2.1.2.1) pour avoir un lemme de Yoneda pour les
champs.

2.3.1 Généralités
Notation 2.3.1.1. Soient X : Sop Ñ Gpd un pseudo-foncteur, tp : Ui Ñ Xu un recouvrement dans S

et P P Ob(X (X)). Dans la suite, on abrégera X (p)(P) par P|Ui

Définition 2.3.1.2. Un champ sur S est un pseudo-foncteur X : Sop Ñ Gpd tel que :
‚ Pour tout recouvrement tUi Ñ XuiPI et toute famille d’objets Pi P X (Ui), i P I avec des isomor-

phismes ϕij : Pi|UiˆXUj
Ñ Pj|UiˆXUj

qui vérifient la condition de cocycles

ϕjk ˝ϕij = ϕik

sur Ui ˆX Uj ˆX Uk, il existe un objet P P X (X) avec des isomorphismes ϕi : P|Ui
Ñ Pi tels que :

ϕij = ϕj ˝ϕ´1
i

‚ Soient P,P 1 P X (X), un recouvrement ouvert tUi Ñ Xu et des isomorphismes ϕ : PUi
Ñ P 1

Ui
tels

que
ϕi|UiˆXUj

Ñ ϕj|UiˆXUj

alors il existe un unique morphisme ϕ : P Ñ P 1 tel que ϕi = ϕ|Ui

Remarque 2.3.1.3. La première condition nous dit que, dans un champ, on peut recoller les objets « donnés
localement »(i.e. sur un recouvrement) comme pour les faisceaux (on dit aussi que les conditions de
descente sont effectives). Mais on peut aussi le faire sur les morphismes par la deuxième condition. Cela
justifie l’appellation de « faisceau en groupoïdes » donnée aux champs.

Exemple 2.3.1.4. ‚ X : Y ÞÑ Hom(Y,X) est un champ (voir le première exemple de l’exemple 2.2.2.4) ;
‚ Soit X un objet de S et G un groupe interne de S agissant sur X. Le pseudo-foncteur

[X/G] : T ÞÑ

$

’

’

&

’

’

%

M X

T

π

f

| f est G-équivariant,π est un G-fibré principal

,

/

/

.

/

/

-

(les morphismes sont les (iso)morphismes de G-fibrés principaux qui font commuter le diagramme)
est un champ ;

‚ En particulier, BG := [˚/G] est un champ (où ˚ est l’objet final de S).
‚ Le pseudo-foncteur V ectr qui associe à T P Ob(S) le groupoïde des fibrés vectoriels de rang r sur T

(avec ses isomorphismes de fibrés vectoriels) est un champ. Plus précisément, grâce à l’équivalence
de catégories entre les fibrés vectoriels de rang r et les GL(r)-fibrés principaux (cf. [62, example
5.9], on a un isomorphisme

V ectr » [˚/GL(r)] =B GL(r)

On peut faire la même chose avec les fibrés projectifs et les PGL(r)-fibrés principaux.
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Remarque 2.3.1.5. Une autre façon (plus classique) de définir un champ est de remplacer les pseudo-
foncteurs par des catégories fibrés en groupoïdes (i.e. des foncteurs X Ñ S tels que la « fibre » au-dessus
d’un objet est un groupoïde). Les 2-catégories obtenues sont équivalentes grâce à la construction de
Grothendieck (cf. [122],[100])

Définition 2.3.1.6. La 2-catégorie des champs au-dessus de S est la sous-2-catégorie pleine ChampS de
celle des pseudo-foncteurs Sop Ñ Gpd dont les objets sont les champs i.e. qui vérifie pour toute paire de
champs X et Y ,

HomChampS(X ,Y ) = HompFonc(Sop,Gpd)(X ,Y )

(en tant que catégorie).

Lemme 2.3.1.7. Soient X et Y deux champs. Alors la catégorie de morphismes HomChampS(X ,Y ) est
un groupoïde.

Démonstration. Cela vient de la définition de morphismes de champs et de la proposition 2.2.2.5

Comme dans le cas des faisceaux d’ensembles, on a un lemme de Yoneda pour les champs :

Théorème 2.3.1.8 (Lemme de Yoneda pour les champs). Soit X un champ sur S et X un objet de S.
Alors il y a un équivalence canonique de catégories

HomChampS(X,X ) » X (X)

Exemple 2.3.1.9. Un morphisme Y Ñ [X/G] est donc la donnée d’un fibré G-principal P Ñ Y et d’un
morphisme G-équivariant P Ñ X.

En particulier, on obtient la pleine fidélité du plongement associé :

Corollaire 2.3.1.10. Le foncteur X P S ÞÑ X P ChampS est pleinement fidèle.

Définition 2.3.1.11. Les champs dans l’image essentielle de ce plongement sont dits représentables.

On a aussi une opération de faisceautisation (qui sera appelé champification ici) :

Définition 2.3.1.12. Soit X0 : Sop Ñ Gpd un pseudo-foncteur. Alors une champification de X0 est un
champ X avec un morphisme de pseudo-foncteurs b : X0 Ñ X tel que pour tout champ Y le foncteur
Hom(X ,Y ) Ñ Hom(X0,Y ) induite par composition par b est une équivalence de catégories.

Théorème 2.3.1.13. Soit X0 : Sop Ñ Gpd un pseudo-foncteur. Soient X ,X 1 deux champifications de
X0 donnés par b : X0 Ñ X et b 1 : X0 Ñ X 1. Alors il existe un isomorphisme (unique à 2-isomorphisme
près) f : X Ñ X 1 et un 2-isomorphisme f ˝ b ñ b 1 :

X 1

X0

X

b1

b

»

Exemple 2.3.1.14. Soit G un groupe de S agissant sur un objet X de S. On peut former le groupoïde
de translation G ˙ X = (act,π2 : G ˆ X Ñ X). Une champification du pseudo-foncteur [X/G]pre : T ÞÑ

[act(T),π2(T) : G(T) ˆ X(T) Ñ X(T)] (où G et X sont les foncteurs Sop Ñ Ens représentables par G et
X) est le champ quotient [X/G]. En effet, on peut remarquer que le groupoïde [G(T) ˆ X(T) Ñ X(T)]
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est le groupoïde des G-fibrés triviaux T ˆ G Ñ T avec un morphisme équivariant T ˆ G Ñ X grâce au
diagramme

Gˆ T Gˆ X X

T X

π1

act

u

{

où u P HomS(T ,X) = X(T).

Théorème 2.3.1.15. Soient F : X Ñ Z et G : Y Ñ Z deux morphismes de champs. Alors, le 2-produit
fibré de ces deux morphismes existe et est défini par, pour tout X P S :

X ˆZ Y (X) = t(f,g,ϕ) | f : X Ñ X ,g : X Ñ Y ,ϕ : Ff » Gguu

Les morphismes entre (f,g,ϕ) et (f 1,g 1,ϕ 1) sont des paires de morphismes (α : f Ñ f,β : g Ñ g 1) tels
que Gβ ˝ϕ = ϕ 1 ˝ Fα.

Exemple 2.3.1.16. ‚ Soient X, Y et S trois objets de S. Alors X ˆS Y = XˆS Y car le seul 2-
morphisme d’un champ représentable est l’identité ;

‚ Soient X = [X/G],Y = [Y/H] deux champs quotients au-dessus d’un objet S P Ob(S). Alors
X ˆS Y = [XˆS Y/GˆH] (cf. [87, 2.2.2 et 2.4.2])

‚ Soit fP : X ÑBG un morphisme de champs donné par le G-fibré principal P Ñ X. Alors (voir [69,
section 2]),

XˆBG ˚ = P

Autrement dit, on a le diagramme (2-)cartésien suivant :

P ˚

X BG
fP

{

Proposition 2.3.1.17 ([87]). Soit D : I Ñ pFonc(Sop,Gpd) un diagramme de pseudo-foncteurs. La
colimite de D est calculée fibre-à-fibre : Soit U P S, on a :

colim(D)(U) = colim(D(U))

où D(U) est le diagramme de groupoïdes I Ñ Gpd défini, pour tout i P Ob(I), par D(U)(i) := [D(i)](U)

Par le même raisonnement que dans la preuve du corollaire 2.2.2.11 et avec la 2-adjonction donnée
par la champification (de la même façon que dans le corollaire 2.1.2.2.5), on obtient :

Théorème 2.3.1.18. Soit D : I Ñ ChampS un diagramme de champs. Alors la colimite de D est la
champification du pseudo-foncteur

U ÞÑ L

(
ż

D(U)

)
.

Exemple 2.3.1.19. Soient (Xi) une famille de champs sur le site S. Soit U P Ob(S). Alors

Ob
ž

i

Xi(U) =
ž

i

Ob(Xi(U))

et

HomOb
š

i Xi(U)((i, x), (j,y)) =

#

HomXi(U)(x,y) si i = j
H sinon

41



Chapitre 2 – Théorie des champs

Le champifié X du pseudo-foncteur U ÞÑ
š

iXi(U) est donné par

Ob(X (U)) =

$

&

%

tUj Ñ Uuj,
(
xj P

ž

i

Xi(Uj)

)
j

, tϕij : xj|UjˆUUk
» xk|UjˆUUk

uj,k

,

.

-

et comme morphismes les familles de morphismes compatible avec les données de descente (ϕij). Comme
les seuls morphismes de

š

iXi(Uj ˆU Uk) sont ceux entre éléments du même groupoïde (et donc ils ne
peuvent pas avoir de données de descente entre eux) et que, par définition de champ, la donnée d’un
recouvrement tUi Ñ Uu, d’une famille d’éléments de xi P ObXi(Ui) et de données de descente est
équivalente à la donnée d’un élément X (Ui) et à des isomorphismes entre les restrictions de x et les xi
alors

Ob(X (U)) » ttUi Ñ Uui, (xi P Xi(Ui))iu

Exemple 2.3.1.20. Soient F : X Ñ Y et G : X Ñ Z deux morphismes de champs. Alors la somme
amalgamée Y

š

X Z est le champ dont les objets au-dessus de U sont la donnée d’un recouvrement
tUi Ñ Uui=1,2 et d’une paire d’objet (X1 P Ob(Y (U1)),X2 P Ob(Z (U2))) qui sont isomorphes sur
U1 ˆU U2 si, et seulement si, il existe Z P Z (U1 ˆU U2) tel que X1|U1ˆUU2 = F(U1 ˆU U2)(Z) et
X2|U1ˆUU2 = G(U1 ˆU U2)(Z) (cf. l’exemple 2.2.2.12).

2.3.2 Propriétés géométriques

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment définir des propriétés géométriques pour certains
morphismes de champs dits représentables :

Définition 2.3.2.1. Soit f : X Ñ Y un morphisme de champs. Ce morphisme est représentable si, pour
tout T P Ob(S) et tout morphisme T Ñ Y , le produit fibré X ˆY T est représentable.

X ˆY T X

T Y

f

@

rf

{

Exemple 2.3.2.2. ‚ La projection ˚ Ñ BG est représentable (voir l’exemple 2.3.1.16) et même,
plus généralement, le morphisme X Ñ [X/G] est représentable.

‚ Si S est stable par produits fibrés alors tout morphisme X Ñ Y est représentable (on peut se res-
treindre au cas où le tiré-en-arrière de ce morphisme existe, par exemple pour le cas des submersions
entre variétés différentielles).

Maintenant que l’on a obtenu un morphisme X ˆY T Ñ T qui est dans S, on peut définir les propriétés
de f par les propriétés des morphismes rf. On va commencer par fixer le site S comme étant le site AnC,
A, Schet ou VarDiff.

Pour ce faire, il faut tout d’abord que ces propriétés vérifient quelques propriétés de stabilité :

Définition 2.3.2.3. Une propriété P de morphismes est préservé par extension de la base si, pour tout
morphisme f : X Ñ Y ayant la propriété P et pour tout morphisme Y 1 Ñ Y, le morphisme Y 1 ˆY X Ñ Y 1
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a la propriété P
XˆY Yi X

Y 1 Y

{

Définition 2.3.2.4. La propriété P de morphismes dans S est locale si, pour tout morphisme f : X Ñ Y

et tout recouvrement tYi Ñ Yu pour lequel fi : XˆYYi Ñ Yi a la propriété P, le morphisme f a la propriété
P.

Proposition 2.3.2.5. Les propriété suivantes sont locales et préservées par extension de la base : lisse
(ou être une submersion), étale (ou être un difféomorphisme local), propre, plat, immersion ouverte,
immersion fermée.

Définition 2.3.2.6. Soit P une propriété locale et préservée par extension de la base. Un morphisme
de champ représentable f : X Ñ Y a la propriété P si pour tout morphisme T Ñ Y , le morphisme
X ˆY T Ñ T (le champ est représentable par hypothèse) a la propriété P.

Exemple 2.3.2.7. Si G est un groupe lisse alors le morphisme ˚ ÑBG est lisse (et est même un G-fibré
principal). Plus généralement, la projection X Ñ [X/G] est un G-fibré principal.

2.4 Champs géométriques
Dans cette section, nous allons nous restreindre à une classe de champs avec lesquels « on peut faire de

la géométrie » dans le sens où on peut définir les propriétés géométriques sur ces champs ou les morphismes
entre eux (généralisant les résultats de la sous-section 2.3.2). Cela s’apparente aux restrictions que l’on
fait sur les faisceaux étales en se restreignant aux espaces algébriques (cf. [83]) ou entre les faisceaux sur
VarDiff et les espaces difféologiques.

2.4.1 Construction de champs à partir de groupoïde
Pour commencer, nous allons donner une façon de construire des champs à partir des groupoïdes

généralisant la construction des champs quotients (voir l’exemple 2.3.1.14) :

Définition 2.4.1.1. Soit A une catégorie stable par produits fibrés.
Un groupoïde dans la catégorie A est la donnée de deux objets G0, G1 et de cinq morphismes de structure
s, t : G1 Ñ G0, m : G1 ˆG0G1 Ñ G1, e : G0 Ñ G1 et i : G1 Ñ G1 soumis aux conditions du lemme 2.2.2.3.
Un 1-morphisme de groupoïdes internes G Ñ H est la donnée de deux morphismes f1 : G1 Ñ H1 et
f0 : G0 Ñ H0 de A respectant les conditions du lemme 2.2.2.6.
Un 2-morphisme de groupoïdes internes f ñ g : G Ñ H est un morphisme α : G0 Ñ H1 tel que :

‚ sHα = f0 ;
‚ tHα = g0 ;
‚ le diagramme

G1 H1 ˆH0 H1

H1 ˆH0 H1 H1

(g1,αsG)

(αtG,f1)

mH

mH

commute
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On notera Gpd(A) la 2-catégorie des groupoïdes internes de A. Si A = AnC, ce seront des groupoïdes
analytiques, si A = Sch, on dira que ce sont des groupoïdes algébriques,...

Remarque 2.4.1.2. On peut aussi considérer une catégorie qui ne soit pas stable par produits fibrés (e.g. la
catégorie VarDiff) mais il faut rajouter la condition que les morphismes s, t admettent des tirés-en-arrière
(sont des submersions dans le cas de VarDiff .

De la même façon que dans l’exemple 2.3.1.14, on peut construire un champ à partir d’un groupoïde
interne.

Définition 2.4.1.3. Soient S un site et G = (G1 Ñ G0) un groupoïde interne de S. Le champ associé
au groupoïde G, noté BG ou [G1 Ñ G0], est la champification du pseudo-foncteur

[G1 Ñ G0]
pre : T P Sop ÞÑ (G1(T) Ñ G0(T)) P Gpd

Remarque 2.4.1.4. On peut aussi considérer que G1 et G0 ne soient pas juste des objets de S mais plus
généralement des faisceaux sur S.

Pour faciliter la description, on va supposer que S est une catégorie d’espaces géométriques (i.e.
S = Schet,AnC,A,VarDiff) et on va considérer seulement des groupoïdes « lisses » i.e. on suppose que
s et t soient des morphismes lisses (ainsi on peut aussi considérer le cas où S = VarDiff). On notera
Gpdlisse(S) la 2-sous-catégorie pleine de Gpd(S) contenant les groupoïdes lisses.

Proposition 2.4.1.5. Soit G1 Ñ G0 un groupoïde lisse.
Un objet de [G1 Ñ G0](U) ou G1 Ñ G0-torseur au-dessus de U est une paire de morphismes

P X0

U

mP

π

avec une « action » ρ : PmP
ˆs X1 Ñ P tel que :

‚ mP(ρ(p, x)) = t(x) (ρ-équivariance de mP) ;
‚ π(ρ(p, x)) = π(p) (ρ-invariance de π) ;
‚ Si π(p) = π(p 1) alors il existe un unique x P X1 tel que p 1 = ρ(p, x) (transitivité de l’action de ρ)
‚ Le fibré P Ñ U est localement trivial i.e. il existe un recouvrement tUi Ñ Uu tel que, pour tout i,

il existe un morphisme Ci : Ui Ñ X0 tel que
‚ P ˆU Ui » Ui Ci

ˆs X1 ;

‚ La morphisme P ˆU Ui » Ui Ci
ˆs X1 Ñ X1

t
Ñ X0 est mP|Ui

‚ Le morphisme (PˆUUi)ˆX0 X1 » (Ui Cî s X1)tπ2̂ s X1
idˆm

Ñ Ui Cî s X1 » PˆUUi est ρ|Ui

(où m est la multiplication du groupoïde)
Un morphisme de [G1 Ñ G0](U) est la donnée d’un morphisme α : P Ñ Q qui fait commuter le diagramme
suivant :

X0

P Q

U

mQ
mP

α
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Exemple 2.4.1.6. Soit X un espace analytique (resp. schéma, variété,...) et tUi Ñ Xu un recouvrement
ouvert de X. On peut définir un groupoïde interne, dit de Čech, associé à ce recouvrement

G =
ž

i,j
Ui XUj Ñ

ž

i

Ui

où le morphisme source est l’inclusion Ui XUj ãÑ Ui et le morphisme but est l’inclusion Ui XUj ãÑ Uj.
Dans ce cas, le champ associé à ce groupoïde est isomorphe à X.
En particulier [id, id : X Ñ X] = X

Lemme 2.4.1.7. Soit F : G = (G1 Ñ G0) Ñ H = (H1 Ñ H0) un morphisme de groupoïdes internes
lisses. Il induit un morphisme de champs BF :BG ÑBH défini à un 2-morphisme près.

Démonstration. Le morphisme de groupoïdes internes induit un morphisme de pseudo-foncteurs

F˚ : [G1 Ñ G0]
pre Ñ [H1 Ñ H0]

pre

grâce au lemme 2.2.2.6. On peut ensuite composer par le morphisme de champification

bF˚ : [G1 Ñ G0]
pre Ñ [H1 Ñ H0]

Par définition de la champification, ce morphisme correspond à un morphisme de champs

[G1 Ñ G0] Ñ [H1 Ñ H0]

à un 2-morphisme près.

Remarque 2.4.1.8. B est en fait un 2-foncteur entre la 2-catégorie des groupoïdes internes et celle des
champs.

Théorème 2.4.1.9. Soit F : G = (G1 Ñ G0) Ñ H = (H1 Ñ H0) un morphisme de groupoïdes internes
lisses. Le morphisme BF est un isomorphisme de champs si, et seulement si,

‚ tπ1 : H1sˆF0 G0 Ñ H0 est lisse (resp. submersif) et surjectif

‚ Le diagramme suivant est cartésien

G1 H1

G0 ˆG0 H0 ˆH0
F0ˆF0

(sH,tH)(sG,tG)

F1

{

Définition 2.4.1.10. Le morphisme F est une équivalence de Morita entre les groupoïdes s’il vérifie les
conditions du théorème précédent.

Corollaire 2.4.1.11. Le 2-foncteur B descend en un 2-foncteur B : Gpdlisse(S)[W´1] Ñ ChampS (où
W est la classe des équivalences de Morita) tel que

HomGpdlisse(S)[W´1](G, H) » HomChampS(BG,BH)

De plus, Gpd(S) ayant un calcul de fractions à droite (cf. [48]), un morphisme de champs BG Ñ BH
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est équivalent à la donnée d’un groupoïde K et d’une paire de morphismes

K G

H
WQ

Exemple 2.4.1.12. Soit G un groupe et P Ñ X un G-fibré principal i.e. un morphisme fP : X Ñ BG.
Soit tXiu un recouvrement d’ouverts trivialisant de X. Alors le morphisme fP s’écrit[

š

i,jUi XUj Ñ
š

iUi

]
[G Ñ ˚]

[X Ñ X]

»

où le morphisme du haut est donné par les cocycles fi,j : Ui XUj Ñ G.

Théorème 2.4.1.13. Soient P Ñ X un G-fibré principal et F une G-variété (donnée par le morphisme
ϕ : G Ñ Aut(F)). Alors le fibré associé P ˆϕ F est donné par le produit fibré :

P ˆϕ F [F/G]

X BG

oubli
fP

{

où fP est le morphisme donné par le lemme de Yoneda par le fibré P Ñ X et la deuxième flèche oublie le
morphisme équivariant vers F.

Démonstration. Soit tUiu un recouvrement d’ouverts trivialisant de P Ñ X. Alors le morphisme de fP
s’écrit comme un zig-zag de morphismes de groupoïdes :

[
š

ijUij Ñ
š

iUi] [G Ñ ˚]

[X Ñ X]

»

T

où la flèche du haut est donnée par les cocycles fij : Ui X Uj Ñ G du fibré P Ñ X. Comme la flèche
d’oubli est donné par un morphisme de groupoïdes U alors le produit fibré XˆBG [F/G] est donné par le
groupoïde :

G :=

[
ž

ij

Uij Ñ
ž

i

Ui

]
ˆ[GÑ˚] [FˆG Ñ F]

(car la champification commute aux produits fibrés)
Examinons maintenant ce groupoïde :
Ces objets sont les triplets (x P V,y P

š

iUi, (g : U(x) = ˚ Ñ T(y) = ˚) P G) et les morphismes sont les
couples (α : x Ñ x 1 P V ˆG,β : y Ñ y 1 P

š

i,jUi,j) tels que :

U(x) = ˚ ˚ = T(y)

U(x 1) = ˚ ˚ = T(y 1)

g

T(β)U(α)

h
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Plus précisément, y = y 1, il existe γ tel que x 1 = γ ¨ x et U(α) = γ et T(β) = fij(y). Par conséquent,
Hom((x,y,g), (x 1,y 1,h)) a au plus un élément donné (lorsqu’il existe) par (α = h´1fij(y)g,β = y). Par
conséquent, le champ BG est équivalent à la variété donnée par

ž

i,j
Uij ˆ V Ñ

ž

i

Ui ˆ V

en oubliant le morphisme g.
La première flèche est l’inclusion et la deuxième est

t(y, v) = (y, fij(y)v)

Cette variété est donc bien P ˆϕ F.

Proposition 2.4.1.14 ([69] example 3.3). Soit X une G-variété et H un sous-groupe normal de G agissant
librement sur X et tel que X Ñ X/H soit un H-fibré principal. Alors

[X/G] = [(X/H)/(G/H)]

2.4.2 Champs analytiques
Dans cette sous-section, on va se concentrer sur le cas analytique i.e. les champs géométriques au-

dessus du site analytique AnC. La littérature sur le cas analytique étant extrêmement réduite et ne donne
pas, à la connaissance de l’auteur, toutes les preuves complètes, on donnera les preuves des énoncés
donnés.

Lemme 2.4.2.1 ([14] 5.12). Soit X un champ sur un site S admettant des produits fibrés. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. La diagonale X Ñ X ˆX est représentable ;
2. Pour tout espace S P Ob(S), le morphisme T Ñ X est représentable ;

Démonstration. L’implication 1) ñ 2) vient de l’isomorphisme

SˆX T » Sˆ T ˆX ˆX X

(qui est aussi vrai pour n’importe quelle paire de champs S et T) et l’implication 2) ñ 1) vient de
l’isomorphisme

SˆX ˆX X » SˆX S

Lemme 2.4.2.2. Soit X un champ donné par le groupoïde analytique lisse [X1 Ñ X0] et S Ñ X ˆ X
un morphisme de champs donné par les deux morphismes f1 : S Ñ X , f2 : S Ñ X . Alors le produit fibré
SˆX ˆX X » SˆX S est représentable.

Démonstration. Grâce au lemme de Yoneda, les morphismes f1 et f2 sont entièrement décrits par deux
objets P et Q de X (S). Pour se souvenir de cela, on va noter le morphisme f1 par fP et le morphisme f2
par fQ.
Dans un premier temps, supposons P et Q triviaux. Notons C1 et C2 les morphismes S Ñ X0 utilisés
dans le tiré-en-arrière du torseur trivial (cf. le quatrième point de la définition de X1 Ñ X0-torseurs de
la proposition 2.4.1.5) i.e. P = S C1ˆs X1 et Q = S C2ˆs X1. Notons aussi π la projection sur la première
coordonnée, mP est la composition de la projection sur la deuxième coordonnée avec t et ρ est donné par
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idˆmP (idem pour Q). Un objet de SˆX S(U) est une paire de morphismes (f : U Ñ S,g : U Ñ S) avec
un isomorphisme α de X1 Ñ X0-torseurs au-dessus de U entre les torseurs triviaux f˚P = U qˆs X1 et
g˚Q = U q1ˆs X1

f˚P P X1 g˚Q Q X1

U S X0 U T X0

s

C1f

s

C2g

{ { { { (2.6)

(où q = C1 ˝ f : U Ñ X0 et q 1 = C2 ˝ g : U Ñ X0) i.e. un isomorphisme α : U q̂ s X1 Ñ U q 1̂ s X1 tel que
le diagramme suivant commute

X0

U qˆs X1 U q1ˆs X1

U U

π1 π1
1

=

α

tπ1
2

tπ2

(2.7)

Le seul morphisme de S ˆX S(U) est l’identité car S est représentable. On doit donc montrer que cet
ensemble est en bijection naturelle avec l’ensemble de morphismes entre U et un espace analytique.
Le morphisme π1 : U qˆs X1 Ñ U admet une section σ : U Ñ U qˆs X1 définie par :

σ(u) = (u, idq(u)) (2.8)

On peut donc définir le morphisme ψ = π 1
2ασ : U Ñ X1. On a donc deux morphismes (f,g) : U Ñ Sˆ S

et ψ : U Ñ X1. La dernière étape de cette preuve est de trouver le(s) relation(s) entre eux.
Pour la même raison que pour f˚P, les morphismes P Ñ S et Q Ñ S admettent une section. On peut
donc définir le morphisme :

Φ = Φ1 ˆΦ2 : Sˆ S
sections−Ñ (SˆX0 X1) ˆ (SˆX0 X1)

tπ2ˆtπ2−Ñ X0 ˆ X0

Grâce aux égalités

Φ1 ˝ f(u) =tπ2(f(u), idC1(f(u))) = t(idC1(f(u))) = C1(f(u)) = q(u), (2.9)
Φ2 ˝ g(u) =tπ2(f(u), idC2(g(u))) = C2(g(u)) = q

1(u), (2.10)
sψ(u) =(sπ 1

2)α(u, idq(u)) = (q 1π1)α(u, idq(u)) = q 1(u), (2.11)
tψ(u) =tπ 1

2α(u, idq(u)) = tπ2(u, idq(u)) = t(idq(u)) = q(u), (2.12)

on obtient le diagramme commutatif suivant

Sˆ S

U X0 ˆ X0

X1

(f,g) Φ

ψ (t,s)

(2.13)

L’ensemble S ˆX S(U) est en bijection naturelle avec l’ensemble de tels diagrammes ou autrement dit,
c’est en bijection naturelle avec l’ensemble des morphismes U Ñ (Sˆ S)Φˆ(t,s) X1. Comme la catégorie
des espaces analytiques est stable par produits fibrés, le produit fibré (S ˆ S)Φˆ(t,s) X1 est un espace
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analytique et SˆX S est représentable.
Considérons maintenant des objets P et Q généraux de X (S).

Soient tSi Ñ SuiPI un recouvrement trivialisant de P et tSj Ñ SujPJ un recouvrement trivialisant de Q.
Pour tout i, i 1 P I and j, j 1 P J, on a les isomorphismes

(Si X Si1) ˆX Sj » (Si ˆX Sj) ˆSi
(Si X Si1) (2.14)

Si ˆX (Sj X Sj1) » (Si ˆX Sj) ˆSj
(Sj X Sj1) (2.15)

grâce aux diagrammes suivants

Si ˆX (Sj X Sj1) Si ˆX Sj Si

Sj X Tj1 Sj X

{{ (2.16)

(Si X Si1) ˆX Sj Si ˆX Sj Sj

Si X Si1 Si X

{{ (2.17)

On obtient de cela les immersions ouvertes

ϕii1,jj1 : (Si X Si1) ˆX (Sj X Sj1) ãÑ Si ˆX Sj. (2.18)

Ces immersions ouvertesϕii1,jj1 définissent des données de recollement pour la famille tSiˆX Sju(i,j)PIˆJ

(voir, par exemple, [54]). Le résultat de ce recollement est exactement le champ SˆX S (grâce aux pro-
priétés de recollement des faisceaux) qui est donc un espace analytique.

Remarque 2.4.2.3. ‚ Dans le cas algébrique (i.e. sur le site Schet), on va recoller des schéma mais
avec la topologie étale. Cela entraîne que l’on va obtenir des espaces algébriques plutôt que des
schémas. Dans le cas analytique, on n’a pas besoin puisque l’on recolle avec la topologie usuelle.

‚ Ce résultat est un peu plus fort que celui obtenu, en toute généralité, dans [120, Proposition 1.3.4.2]
(et spécialisé dans le cadre analytique dans [119]) dans le cadre 1-géométrique puisque on n’a
pas besoin d’agrandir la catégorie des espaces analytiques pour avoir la représentabilité (cf. [119,
Remarque 2.14]).

Définition 2.4.2.4. Un champ X sur le site analytique AnC est dit (Artin-)analytique s’il vérifie les
conditions suivantes :

‚ La diagonale X Ñ X ˆX est représentable ;
‚ Il existe un espace analytique X et un morphisme X Ñ X (appelé atlas de X ) représentable, lisse

et surjectif.

On notera ChampAn la sous-2-catégorie pleine de ChampAnC des champs analytiques.

Remarque 2.4.2.5. ‚ Dans le cas algébrique, la définition (cf. [87]) de champ d’Artin rajoute deux
conditions sur la diagonale de X : il faut qu’elle soit séparée et quasi-compacte. Cela permet
que l’atlas soit représentable par des espaces algébriques. Cependant dans le cadre analytique, ces
conditions sont automatiquement vérifiées puisque les espaces analytiques sont toujours séparés
(contrairement au schéma).
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‚ Dans le cadre différentiel, la définition (cf. [69]) de champ d’Artin enlève la première condition
puisque le site VarDiff n’est pas stable par produits fibrés.

Exemple 2.4.2.6. ‚ Si X est un espace analytique alors X est un champ analytique ;
‚ Si G est un groupe analytique et X est un espace analytique avec une action de G alors [X/G] est

un champ analytique ;
‚ Le champ de modules des surfaces de Riemann compactes de genre fixé et avec n marqués est un

champ analytique (voir [74] pour des discussions sur la structure analytique de (l’espace grossier
de) ses espaces) ;

‚ Plus généralement, les champs de structures complexes d’une variété différentiable réelle de dimen-
sion paire fixée M (dit « de Teichmüller ») Teich(M) sont des champs analytiques sous des condi-
tions faibles (voir [92]). Pour des constructions explicites de présentations de tels champs, on pourra
consulter les thèses de C.Fromenteau ([46]) pour les surfaces de Hopf et celle de T.Jamin([77])
pour les quotients de SL2(C) par un sous-groupe discret co-compact).

Théorème 2.4.2.7. Le 2-foncteur B se restreint en une équivalence de 2-catégories

Gpdlisse(AnC)[W
´1] Ñ ChampAn

i.e. toute champification d’un groupoïde analytique est un champ analytique et tout champ analytique est
présenté par un groupoïde analytique.

Démonstration. Soit X = [s, t : X1 Ñ X0] un champ donné par un groupoïde. Alors le morphisme
X0 Ñ X donné par le X1 Ñ X0-torseur trivial

X1 X0

X0

s

t

Ce morphisme est lisse et surjectif (car X1 = X0 ˆX X0 Ñ X0 l’est). De plus, le morphisme X Ñ X ˆX
est représentable (voir lemme 2.4.2.2). C’est donc un champ analytique.

Réciproquement, si X est un champ analytique et X Ñ X un atlas. Alors le produit fibré R := XˆX X

est représentable et X » [R Ñ X] (cela se montre de la même façon que [15, theorem 2.22]).
Grâce au corollaire 2.4.1.11, on en déduit que le 2-foncteurB est une 2-équivalence de catégories.

Proposition 2.4.2.8. Soient X un G-espace analytique et Y un H-espace analytique (G et H sont des
groupes analytiques). Soit f : X Ñ Y un morphisme α-équivariant, avec α un morphisme de groupes
G Ñ H. Alors le morphisme f descend en un morphisme de champs [X/G] Ñ [Y/H].

Démonstration. Par α-équivariance de f, le diagramme suivant commute :

XˆG Y ˆH

X Y

(f,α)

π1act

f

π1 act

Autrement dit, on a un morphisme de groupoïdes analytiques [X ˆ G Ñ X] Ñ [Y ˆ H Ñ Y] entre les
groupoïdes de translation et donc un morphisme de champs [X/G] Ñ [Y/H] entre les champs analytiques
associés.

On va maintenant voir comment construire des champs analytiques :
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Corollaire 2.4.2.9 ([115] Tag 04TF pour le cas algébrique). Le produit fibré de champs analytiques est
analytique.

Démonstration. Soit T un espace analytique et u = (x,y,α), v = (x 1,y 1,α 1) P X ˆZ Y (T). Alors le
diagramme

Tuˆv T //

��

Tyˆy1 T

��

Txˆx1 T // Tf(x)̂ g(y1) T

(2.19)

est cartésien où le morphisme Txˆx1 T Ñ Tf(x)̂ g(y1) T est donné par :

(t : T Ñ X , t 1 : T Ñ X , θ : t ˝ x » t 1 ˝ x 1) ÞÑ (t : T Ñ Z , t 1 : T Ñ Z ,α 1f(θ) : t ˝ f(x) » t 1 ˝ g(y 1))

et le morphisme Tyˆy1 T Ñ Tf(x)̂ g(y1) T est donné par :

(t : T Ñ Y , t 1 : T Ñ Y , θ : t ˝ y » t 1 ˝ y 1) ÞÑ (t : T Ñ Z , t 1 : T Ñ Z ,g(θ)α : t ˝ f(x) » t 1 ˝ g(y 1))

Le diagramme est cartésien par construction des morphismes dans le produit fibré de champs. Comme
les diagonales de X , Y et Z sont représentables alors T û v T , T x̂ x1 T et Tf(x)̂ g(y1) T sont des espaces
analytiques et donc, Tuˆv T est un espace analytique. La diagonale de X ˆZ Y est donc représentable.
Construisons maintenant un atlas de X ˆZ Y :

XˆZ Y XˆZ Y X

X ˆZ Y X ˆZ Y X

Y Y Z

{

{{

{

(2.20)

Le morphisme de champs X ˆZ Y Ñ X ˆZ Y est lisse et surjectif puisque les morphismes X Ñ X et
Y Ñ X sont lisses et surjectifs et ces proprietés sont stables par changement de base. De plus, puisque
Z est analytique, le champ XˆZ Y est représentable. On a ainsi obtenu l’atlas désiré.

On va maintenant voir comment construire un champ analytique à partir d’un champ algébrique (sur
Spec(C)) généralisant l’analytification (cf. [60, Exposé XII]) des C-schémas localement de type fini en
espace analytique. Tout d’abord, il faut pouvoir analytifier les espaces algébriques :

Lemme 2.4.2.10 ([5]). Soit X un espace algébrique de type fini sur C. On peut construire un espace
analytique Xan, appelé analytification de X, qui étend la construction de l’analytification des schémas de
type fini sur C.

Remarque 2.4.2.11. Les faisceaux analytiques étales et les faisceaux analytiques « euclidiens »sont les
mêmes choses puisque les applications holomorphes étales (et en particulier, l’analytification des mor-
phismes étales) sont des isomorphismes locaux.

Théorème 2.4.2.12. Soit X un champ (d’Artin) algébrique de type fini donné par une présentation
[X1 Ñ X0] (X1 et X0 sont des espaces algébriques et les morphismes sont lisses). Alors l’analytifié X an

de X est le champ analytique donné par [Xan
1 Ñ Xan

0 ] (À isomorphisme près, le champ obtenu ne dépend
pas de la présentation utilisée).

Démonstration. Montrons que l’analytification ainsi définie ne dépend pas de la présentation choisie.
Prenons donc deux présentations de X par des groupoïdes [X1 Ñ X0] et [Y1 Ñ Y0]. Il y a donc une
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équivalence de Morita entre ces deux groupoïdes que l’on notera F. Alors puisque l’analytification commute
avec les produits fibrés (voir [60, Exposé XII-1.2]) alors l’égalité X1 = X0 ˆX0 ˆY0ˆY0 Y1 entraîne l’égalité
Xan

1 = Xan
0 ˆ Xan

0 ˆYan
0 ˆYan

0 Yan
1 . De plus, puisque tπ1 : Y1 ˆY0 X0 Ñ Y0 est lisse et surjectif alors son

analytifié (tπ1)
an = tanπan

1 : Yan
1 ˆYan

0 Xan
0 Ñ Yan

0 est lisse (cf. [60, Exposé XII, Proposition 3.1]) et
surjectif (cf. [60, Exposé XII, Proposition 3.2]). On en déduit donc que l’analytifié Fan = (Fan

0 , Fan
1 ) est

aussi une équivalence de Morita. Par conséquent, le foncteur Fan induit un isomorphisme

[Xan
1 Ñ Xan

0 ] » [Yan
1 Ñ Yan

0 ]

Exemple 2.4.2.13. L’analytifié du champ quotient [X/G] (où G est un groupe algébrique et X un
G-schéma de type fini) est [Xan/Gan].

2.5 Topologie des champs
Comme dit précédemment, les champs permettent de donner une structure analytique au quotient

d’une variété par l’action d’un groupe qui n’en a pas a priori et qui n’est donc qu’un espace topologique.
Cette section a pour but de voir le sens inverse i.e. obtenir des résultats topologiques à propos des champs
analytiques.

2.5.1 Espace topologique associé à un champ
Dans un premier temps, on va le faire de façon « naïve » i.e. qui généralise le fait d’associer au champ

quotient [X/G] l’espace topologique X/G.
On fixe le site que l’on va considèrer : S = AnC ou A (le cas différentiel réel se fait de la même façon
en remplaçant « analytique » par « différentiel », « espace analytique » par « variété différentielle » et
Spec(C) par Spec(R)).

Définition 2.5.1.1. Soit X un champ. Un sous-champ de X est un champ X 1 tel que pour tout
S P Ob(S), X 1(S) est une sous-catégorie pleine saturée (i.e. close par isomorphisme) de X .

Définition 2.5.1.2. Soit X un champ analytique et X 1 un sous-champ. X 1 est un sous-champ locale-
ment fermé (resp. ouvert, fermé) si le morphisme X 1 Ñ X est représentable et si pour tout objet S P S et
tout morphisme S Ñ X , le morphisme SˆX X 1 Ñ S est un plongement localement fermé (resp. ouvert,
fermé) dans S.

Proposition 2.5.1.3. Soit X un champ analytique présenté par le groupoïde s, t : R Ñ U. Il y a une
correspondance bijective entre les sous-champs localement fermés (resp. ouverts, fermés) et les sous-
espaces analytiques localement fermés (resp. ouverts, fermés) V Ă U satisfaisant s´1(V) = t´1(V).

Avertissement 2.5.1.4. Contrairement au cas algébrique et la topologie de Zariski, un fermé d’un espace
analytique n’est pas nécessairement un espace analytique (penser à R Ă C).

Exemple 2.5.1.5. Si X = [X/G] = [act,π1 : X ˆ G Ñ X] alors les sous-champs ouverts (resp. fermés,
localement fermés) de X sont les champs quotients d’un ouvert (resp. fermé, localement fermé) G-
invariant de X.

Définition 2.5.1.6. Soit X un champ analytique. L’espace topologique |X | associé à X est

(π0(X (Spec(C))), tπ0(U (Spec(C))),U est un sous-champ ouvert de X u)
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où π0 est le foncteur Gpd Ñ Ens qui associe à un groupoïde l’ensemble de ses classes d’équivalences i.e.
π0(G) = Ob(sq(G)).

Remarque 2.5.1.7. Si (S,OS) est un objet de S alors |(S,OS)| = S (car tous les points d’un espace
analytique sont des C-points).

Proposition 2.5.1.8. Soit X un champ analytique présenté par le groupoïde X = [R Ñ U]. Alors,
les points de X sont les classes d’équivalence de points pour la relation R de U. Les ouverts de |X |

correspondent aux ouverts de U.

Corollaire 2.5.1.9. Soit X une G-espace analytique. Alors l’espace topologique associé au champ quotient
[X/G] est l’ensemble X/G muni de la topologie quotient

Exemple 2.5.1.10. L’espace topologique associé à Θ = [C/C˚] est constitué de deux points : un fermé
donné par [0/C˚], un ouvert donné par [C˚/C˚].

Corollaire 2.5.1.11. Soient X un champ analytique et x P X (Spec(C)) (c’est un point de l’espace
topologique |X | ou encore, par Yoneda, un morphisme x : Spec(C) Ñ X ). Le produit fibré Spec(C) ˆX

Spec(C) est un groupe analytique, que l’on appelera groupe d’automorphismes (ou groupe d’isotropie) de
x et que l’on notera AutX (x). Plus précisément, si X = [s, t : R Ñ U] et si le point de |X | est donné par
la classe de R-équivalence de rx P U alors

AutX (x) = s´1(rx) X t´1(rx)

En particulier, si X = [X/G] alors le groupe d’automorphismes de x est le stabilsateur de x par l’action
de G.

Démonstration. On va montrer cet énoncé dans le cas où X = [X/G] :
Pour tout espace analytique U, le groupe d’automorphisme de x : Spec(C) Ñ [X/G], donné par le
morphisme G-équivariant f : G Ñ X, est l’ensemble des morphisme de G-fibrés principaux au-dessus de
U, α : (g, x) P GˆU ÞÑ (grα(x), x) P GˆU qui fait commuter le diagramme suivant :

X

UˆG UˆG
α

fπ2 fπ2

Grâce à ce diagramme et à l’équivariance de f, on déduit les égalités suivantes, pour tout x P U et tout
g P G,

f(g) = fπ2(α(g, x)) = f(grα(x))
gf(eG) = grα(x)f(eG)

f(eG) = rα(x)f(eG)

On en déduit donc que rα(x) est à valeurs dans StabG(x). On a donc montré que AutX (x)(U) est l’ensemble
des morphismes U Ñ StabG(x). Autrement dit, AutX (x) est le groupe analytique StabG(x).

Lemme 2.5.1.12. Si F : X Ñ Y est un morphisme de champs analytiques alors |F| = F(Spec(C)) :

|X | Ñ |Y | est continue.

2.5.2 Théorie de l’homotopie d’un champ topologique
Dans cette sous-section, nous allons donner un sens aux groupes d’homotopie et de (co)homologie dans

le cadre champêtre qui étend celui des espaces topologiques. Pour cela, on va tout d’abord construire
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les groupes d’homotopie d’un champ puis définir l’espace classifiant d’un champ X qui sera un espace
topologique « universellement » homotope à X . Cela permettra de définir les groupes de (co)homologie
du champ comme celui de son espace classifiant.

Notation 2.5.2.1. Le site Top est la catégorie des espaces topologiques compactement engendrés et des
fonctions continues entre eux, munie des recouvrements par des ouverts.

Remarque 2.5.2.2. Tout espace localement compact est compactement engendré. En particulier, les (es-
paces topologiques sous-jacents des) variétés différentielles (complexes ou réelles) et les espces analytiques
sont compactement engendrés.

Définition 2.5.2.3. Un champ topologique est un champ X au-dessus de Top tel que la diagonale
X Ñ X ˆ X soit représentable et tel qu’il existe un morphisme surjectif X Ñ X qui a des sections
locales. De façon équivalente, c’est la champification d’un groupoïde dans Top dont les flèches de source
et de but ont des sections locales. On note ChampTop la sous-2-catégorie pleine de ChampTop contenant
les champs topologiques.

Remarque 2.5.2.4. Une submersion (ou un morphisme lisse) admet des sections locales.
Remarque 2.5.2.5. On peut transposer la proposition 2.5.1.3 pour les champs topologiques et on n’a plus
le problème soulevé dans l’avertissement 2.5.1.4.

Proposition 2.5.2.6. Le foncteur d’oubli de AnC Ñ Top oubliant la structure analytique induit un
foncteur d’oubli ChampAn Ñ ChampTop défini sur les groupoïdes par l’oubli des structures analytiques
sur les espaces de source et de but.

Définition 2.5.2.7. Une paire est un couple (X ,A ) de champs topologiques et un morphisme ı : A Ñ

X . Un morphisme de paire (X ,A , ı) Ñ (Y ,B , ) est une couple de morphismes (f : X Ñ Y , f 1 : A Ñ

B ) et un 2-isomorphisme α : f ˝ ı ñ  ˝ f 1 tels que le diagramme suivant commute

A B

X Y

f1

f

ı 
α

Si A = pt alors la paire (X ,pt) est appelé champ pointé. Un 2-morphisme de paire (f, f 1) ñ (g,g 1) est
une paire de 2-morphismes de champs f ñ g et f 1 ñ g 1 telle que le diagramme suivant commute

A B

X Y

f1

f

ı 

g1

g

Définition 2.5.2.8. Soient f,g : (X ,A ) Ñ (Y ,B ) deux morphismes de paires. Une homotopie entre f
et g est un triplet (H, ε1, ε2) où :

‚ Le morphisme H est un morphisme de paires H : (IˆX , IˆA ) Ñ (Y ,B )

‚ ε0 : f ñ H0ˆX et ε1 : g ñ H1ˆX sont deux 2-morphismes de paires
où I = [0, 1] est l’intervalle unité.
Les classes d’homotopie de morphismes de paires (X ,A ) Ñ (Y ,B ) est noté [(X ,A ), (Y ,B )]
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Lemme 2.5.2.9 ([102], section 17). Soit (X , x : pt Ñ X ) un champ topologique pointé. L’ensemble
[(Sn,pt), (X , x)] a une structure de groupe naturel pour n ě 1.

Définition 2.5.2.10. Ce groupe est appelé nième groupe d’homotopie de (X , x), et est noté πn(X , x).

Comme dans le cas des espaces topologiques, on a les deux résultats suivants :

Proposition 2.5.2.11. Si n ě 2 alors πn(X , x) est abélien.

Théorème 2.5.2.12 ([104] theorem 5.2). Soit p : X Ñ Y un morphisme ayant des sections locales.
Soit x : pt Ñ X un point et F := pt ˆY X la fibre de p au-dessus de y = p(x). Alors, il y a une suite
exacte longue de groupes d’homotopie (pour tout n ě 1) :

πn+1(Y ,y) πn(F , x) πn(X , x) πn(Y ,y) πn´1(F , x)

Exemple 2.5.2.13. Soit G un groupe topologique agissant sur un espace topologique X. Prenons X = X

et Y = [X/G], le morphisme est la projection X Ñ X et x P X. Alors, F = pt ˆX X = G. Alors, le
théorème 2.5.2.12 nous donne la suite exacte :

πn+1([X/G],y) πn(G, x) πn(X, x) πn([X/G],y) πn´1(G, x)

En particulier, si G est contractile alors la projection X Ñ [X/G] est une équivalence faible d’homotopie
et si X est contractile et G est discret alors [X/G] a le type d’homotopie de BG = K(G, 1). En particulier,
le champ BG a le type d’homotopie de BG.

Théorème 2.5.2.14 ([103] theorem 6.3, [43]). Tout champ topologique admet un (unique à équivalence
d’homotopie près) espace classifiant i.e. un morphisme X Ñ X qui est une équivalence d’homotopie uni-
verselle (i.e. pour tout morphisme T Ñ X , le morphisme T ˆX X Ñ T est une équivalence d’homotopie).

Idée de preuve. Soit X =BG un champ topologique.
L’espace X est la réalisation géométrique « épaisse » du nerf de G où le nerf d’une catégorie G est
l’ensemble simplicial N‚G donné par :

NnG = tC0
f1
Ñ C1 . . . fnÑ Cn | Ci P Gu

la première et la dernière face oublient un morphisme et un objet (respectivement le premier et le dernier)
et les faces intermédiaires composent deux morphismes, les dégénérescences ajoutent une identité. La
réalisation géométrique épaisse d’un objet simplicial X‚ est :

}X‚} =
ž

n

Xn ˆ ∆n/ »

où ∆n est le n-simplexe standard et » est engendré par les relations (ϕ˚x,y) » (x,ϕ˚t) pour ϕ une
application injective ϕ de la catégorie simpliciale ∆.

Exemple 2.5.2.15 ([103] section 4.3). Soit X = [S/G] un champ quotient. Alors l’espace classifiant X
de X est donné par la construction de Borel :
Notons EG Ñ BG le G-fibré principal universel. Alors G agit librement sur EGˆ S par :

(e, x) ¨ g = (eg,g´1x)

Alors X = (EGˆ S)/G.
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Définition 2.5.2.16. Soient X un champ topologique et X son espace classifiant. Soit G un groupe.
L’homologie singulière de X à coefficients dans G est le groupe

H˚(X ,G) := H˚(X,G)

et on définit de la même façon la cohomologie singulière.

2.6 Faisceaux sur des champs

2.6.1 Définitions générales
Dans cette section, on va supposer que le site S est celui des espaces analytiques (ou celui des espaces

analytiques équivariants). Le formalisme reste le même que celui du site étale (cf. [14, Chapter 9]) mais
cette restriction implique que l’on ne va considérer que les faisceaux cohérents et non quasi-cohérents (cf.
[31, Example 2.1.6] pour voir les problèmes associés).

Soit X un espace analytique et F un faisceau cohérent sur X. Alors, pour tout morphisme f : T Ñ X,
on peut définir le tiré-en-arrière f˚F de F par

f˚F := f´1F bf´1OX
OT

où f´1F est le faisceau associé au préfaisceau

U ÞÑ colimf(U)ĂV F(V).

Cependant, cette construction n’est pas (contravariantement) fonctorielle. En effet, si on a deux mor-
phismes g : S Ñ T et f : T Ñ X alors

g˚(f˚F) ‰ (fg)˚F

mais on a un isomorphisme canonique entre eux. Cela suggère que la bonne façon de voir ce tiré-en-arrière
est de le faire de façon 2-catégorique :

Notation 2.6.1.1. On note Coh : Sop Ñ Gpd le pseudo-foncteur T ÞÑ Coh(T), (T Ñ S) ÞÑ (F P

Coh(S) ÞÑ f˚F P Coh(T)) où Coh(T) est la catégorie des faisceaux cohérents sur T avec les isomorphismes
d’OT -modules comme morphismes.

Lemme 2.6.1.2. Le pseudo-foncteur Coh est un champ au-dessus de S.

Par le lemme de Yoneda pour les champs, on a une équivalence de catégories

Coh(T) » HomChampS(T ,Coh)

On définit les faisceaux cohérents sur les champs de la même façon :

Définition 2.6.1.3. Un module cohérent sur un champ X est un morphisme de champs X Ñ Coh. On
note Coh(X ) la catégorie des modules cohérents sur X .

Exemple 2.6.1.4. Le morphisme O = (OX : x P X (X) ÞÑ OX P Coh(X))) est un module au-dessus du
champ X que l’on note OX .

Proposition 2.6.1.5. Soit X un champ. Un module cohérent sur X est la donnée

‚ pour tout espace analytique T et tout morphisme t : T Ñ X , d’un faisceau cohérent Ft sur T ;
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‚ pour tout diagramme
Z T

X

f

t
z

,

d’un isomorphisme de OZ-modules ϕf : Fz Ñ f˚Ft

Ces morphismes doivent vérifier la condition de cocycle suivante : si le diagramme

W Z T

X

f

t
z

g

w

commute alors le diagramme
Fw (f ˝ g)˚Ft

g˚Fz g˚f˚Ft

ϕg

g˚ϕf

»

ϕf˝g

commute

Définition 2.6.1.6. Un module cohérent F est un fibré vectoriel de rang n (resp. un fibré en droites) si
tous les Ft sont localement libres de rang n (resp. inversibles)

Remarque 2.6.1.7. Un fibré vectoriel de rang n sur un champ X est donc un morphisme de pseudo-
foncteurs de X vers V ectn »B GLn(C)

Exemple 2.6.1.8. Cette définition est cohérente avec la définition usuelle : Coh(X) = Coh(X)

2.6.2 Cas des champs quotients
Dans cette sous-section, nous allons étudier les modules sur une classe de champs plus simples, les

champs quotients.

Définition 2.6.2.1. Soit X un espace analytique et G un groupe analytique agissant sur X (on note
act : Gˆ X Ñ X le morphisme de l’action). Un faisceau équivariant est la donnée d’un faisceau F sur X
et la donnée d’un isomorphisme de OGˆX-modules :

ρ : π˚
2F » act˚F

tel que le diagramme suivant de OGˆGˆX-modules commute

π˚
23act˚F (idG ˆ act)˚π˚

2F

π˚
23π

˚
2F (idG ˆ act)˚act˚F

(µˆ idX)
˚π˚

2F (µˆ idX)
˚act˚F

=

(idGˆact)˚(ρ)

(µˆidX)˚(ρ)

=

π˚
23(ρ)

où π23 : (g,h, x) P GˆGˆ X ÞÑ (h, x) P Gˆ X et µ est le loi de groupe de G.
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Remarque 2.6.2.2. Au niveau des ouverts, on a un isomorphisme pour tout g P G :

ρg,U : F(gU) » F(U)

Les sections d’un faisceau équivariant sont invariantes par l’action de G.

Proposition 2.6.2.3. Soit X un espace analytique et G un groupe analytique agissant sur X et V Ñ X

un fibré vectoriel sur X (i.e. un faisceau localement libre sur X). Alors une G-linéarisation de F est
un relèvement actV de l’action de G sur X en une action sur V i.e. le diagramme commutatif suivant
commute :

V ˆG V

XˆG X

actV

act

Exemple 2.6.2.4. Supposons que V Ñ X est un fibré vectoriel trivial. Alors une G-linéarisation est donc
un relèvement de l’action de G sur X défini par :

Xˆ Cn ˆG Xˆ Cn

XˆG X

actV

act

Comme les morphismes actV(¨, ¨,g) sont des morphismes de fibrés vectoriels pour tout g alors actV s’écrit
sous la forme

(x, v,g) P Xˆ Cn ˆG ÞÑ (g ¨ x,χ(g)v)

où χ : G Ñ GLn(C) est une application holomorphe. Comme, de plus, actV est une action de groupe
alors χ est un morphisme de groupes.

Théorème 2.6.2.5 ([4] Chapter XIII, Proposition 2.19). Soit G un groupe analytique agissant sur un es-
pace analytique X. On a une équivalence de catégories entre la catégorie Coh(X,G) des faisceaux cohérents
sur X avec une G-linéarisation et Coh([X/G]).

On peut étendre la construction de l’exemple 2.4.1.12 pour les fibrés vectoriels au-dessus des champs
quotients :

Construction 2.6.2.6. Soit V un fibré vectoriel de rang n au-dessus de [X/G] donné par un fibré
vectoriel V Ñ X avec une G-linéarisation. Soient tUiu un recouvrement d’ouverts invariants trivialisants
de V Ñ X et fij : Ui X Uj Ñ GLn(C) les fonctions de transition. La G-linéarisation sur chaque fibré
trivial π´1(Ui) » Ui ˆ Cn Ñ Ui est donnée par un caractère χi : G Ñ GLn(C) et les conditions de
compatibilités des caractères sont données par le diagramme commutatif suivant :

(Ui XUj) ˆ Cn ˆG Ui XUj ˆ Cn

(Ui XUj) ˆ Cn ˆG Ui XUj ˆ Cn

(x,v,t) ÞÑ(x,fij(x)v,t)

(x,v,t) ÞÑ(t¨x,χi(t)v)

(x,v,t) ÞÑ(t¨x,χj(t)v)

(x,v,t) ÞÑ(x,fij(x)v,t)

i.e.
@x P Ui XUj, @g P G, fij(t ¨ x)χi(t) = χj(t)fij(x) (2.21)
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Théorème 2.6.2.7. On a une équivalence de catégories :

Pic([X/G]) » Pic(X,G)

2.7 Groupes champêtres
Lorsqu’on a défini les 2-catégories dans la section 2.2, on a vu que la bonne façon de voir les égalités

que l’on a dans le cadre 1-catégorique comme des 2-isomorphismes (cf. la définition de produit fibré).
Dans cette section, on va voir comment étendre les définitions de groupes et d’actions de groupe dans ce
contexte et quels résultats on peut obtenir de cela.

2.7.1 Champs de Picard
Définition 2.7.1.1 ([6] exposé XVIII définition 1.4.5, [45] definition B.8). Un champ de Picard est un
champ G muni

‚ (loi de composition) d’un morphisme de champs m : G ˆ G Ñ G ;
‚ (2-associativité) d’un 2-morphisme

θg1,g2,g3 : m(m(g1,g2),g3) ñ m(g1,m(g2,g3))

où un objet gi P G (U) est vu comme un morphisme U Ñ G

‚ (2-commutativité) d’un 2-morphisme

τg1,g2 : m(g1,g2) ñ m(g2,g1)

vérifiant les propriétés suivantes :
‚ pour tout objet U de S et tout objet g P G (U), le morphisme de champs m(U)(g, ´) : G (U) Ñ G (U)

est une équivalence de catégories ;
‚ pour tout objet U de S et quadruplet d’objets gi P G (U), on a :

(idg1 ˆ θg2,g3,g4) ˝ θg1,m(g2,g3) ˝ (θg1,g2,g3 ˆ idg4) = θg1,g2,m(g3,g4) ˝ θm(g1,g2),g3,g4

‚ pour tout objet U de S et tout objet g P G (U), τg,g = idg

‚ pour tout objet U de S et tous objets g1,g2 P G (U), τg1,g2τg2,g1 = idm(g2,g1)

‚ pour tout objet U de S et triplet d’objets gi P G (U), on a :

θg1,g2,g3 ˝ τg3,m(g1,g2) ˝ θg3,g1,g2 = (idg1 ˆ τg3,g2) ˝ θg3,g1,g2 ˝ (τg3,g1 ˆ idg2)

Exemple 2.7.1.2. Un faisceau en groupes est un champ de Picard avec sa loi de groupe (les 2-morphismes
sont l’identité). En particulier, un groupe interne de S est un champ de Picard en l’identifiant avec son
foncteur de points Sop Ñ Gr.

Lemme 2.7.1.3 ([6] Exposé XVIII, 1.4.4). Un champ de Picard a un élément neutre i.e. un couple
(e : ˚ Ñ G , ε : m(e, e) ñ e).

Ce couple est unique à unique isomorphisme près et vérifie la condition suivante : Pour tout U P S

et tout x P G (U), il existe un unique isomorphisme

αx : m(eU, x) » x
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où eU est la composé de e avec le morphisme U Ñ ˚, faisant commuter le diagramme suivant

m(eU,m(eU, x)) m(m(eU, eU), x)

m(eU, x) m(eU, x)

θeU,eU,x

m(eU,αx) m(ε,x)

=

Lemme 2.7.1.4. Soit (G,µ) un groupe de S et (Γ ,m) un groupe agissant sur G de telle sorte que µ soit
m-équivariant. Alors [G/Γ ] est un champ de Picard.

Démonstration. Comme µ est m-équivariant alors il descend en un morphisme

m : [G/Γ ] ˆ [G/Γ ] » [GˆG/Γ ˆ Γ ] Ñ [G/Γ ]

Les relations d’associativité sont compatibles avec le passage au quotient grâce aux égalités suivantes (qui
se correspondent puisque m et µ sont des morphismes de groupes) :

@g,h,k P G, @γ,γ 1,γ2 P Γ ,µ(µ(γ ¨ g,γ 1 ¨ h),γ2 ¨ k) = µ(m(γ,γ 1)µ(g,h),γ2 ¨ k)

= m(m(γ,γ 1),γ2)µ(µ(g,h),k)

@g,h,k P G, @γ,γ 1,γ2 P Γ ,µ(γ ¨ g,µ(γ 1 ¨ h,γ2 ¨ k)) = µ(γ ¨ g,m(γ 1,γ2)µ(h,k))
= m(γ,m(γ 1,γ2))µ(g,µ(h,k))

Le même type de calcul montre que la commutativité est aussi compatible avec le passage au quotient.
Notons θg,h,k et τg,h les 2-morphismes obtenus par la champification des égalités obtenues pour, respec-
tivement, l’associativité et la commutativité. La donnée ([G/Γ ],m, tτg,hug,h, tθg,h,kug,h,k) est un champ
de Picard.

Ce résultat sera utilisé dans le chapitre 3 pour donner une « structure de groupe » au remplaçant du
tore algébrique (C˚)d dans le cadre irrationnel.

Définition 2.7.1.5. Un morphisme de champs de Picard G Ñ H est un morphisme de champs F :

G Ñ H avec un 2-morphisme ϕg1,g2 : F(mG (g1,g2)) ñ mH (F(g1), F(g2)) pour tout objet g1, g2 de G
vérifiant :

‚ pour tout objet U de S et couple d’objets gi P G (U),

τHF(g1),F(g2)
˝ϕg1,g2 = ϕg2,g1 ˝ F(τGg1,g2

)

‚ pour tout objet U de S et triplet d’objets gi P G (U),

ϕg1,mG (g2,g3) ˝ (idF(g1) ˆϕg2,g3)˝F(θg1,g2,g3) = θ
H
F(g1),F(g2),F(g3)

˝ (ϕg1,g2 ˆ idF(g3))˝ϕg1,mG (g2,g3)

Exemple 2.7.1.6. Un morphisme de faisceaux en groupes est un morphisme de champs de Picard.

Lemme 2.7.1.7. Soient (G,µ1) et (H,µ2) deux groupes de S et (Γ ,m1), (Ξ,m2) agissant sur, respec-
tivement, G et H tel que µi soit mi-équivariant. Soit f : G Ñ H un morphisme de groupes qui est
(α : Γ Ñ Ξ)-équivariant. Alors le morphisme f descend au quotient en un morphisme [G/Γ ] Ñ [H/Ξ]

qui est un morphisme de champs de Picard.

Démonstration. Tout d’abord, le morphisme équivariant f : G Ñ H descend en un morphisme de champs
f : [G/Γ ] Ñ [H/Ξ].
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La suite de la preuve se fait de la même façon que le lemme 2.7.1.4. Pour tout g,h P G et tout γ,γ 1 P Γ ,
on a les égalités suivantes :

f(µ1(γ ¨ g,γ 1 ¨ h)) = f(m1(γ,γ 1)µ1(g,h))
= α(m1(γ,γ 1))f(µ1(g,h))

et

µ2(f(γ ¨ g), f(γ 1 ¨ h)) = µ2(α(γ)f(g),α 1(γ 1)f(h))

= m2(α(γ),α(γ 1))µ2(f(g), f(h))

On en déduit que la compatibilité de f et des mi descend au quotient. Notons ϕg,h les 2-morphismes
obtenues par champification des égalités. La donnée de (f, tϕg,hug,h) est un morphisme de champs de
Picard [G/Γ ] Ñ [H/Ξ].

Définition 2.7.1.8 ([45] définition B.12 ). Soit G un champ de Picard et X un champ. Alors une action
de G sur X est la donnée

‚ d’un morphisme ¨ : G ˆX Ñ X

‚ d’un 2-morphisme ηx : e ¨ x ñ x

‚ d’un 2-morphisme σ : m(g1,g2) ¨ x ñ g1 ¨ (g2 ¨ x)

vérifiant
‚ pour tout objet U de S et triplet d’objets gi P G (U) et tout objet X P X (U),

(idg1 ¨ σg2,g3,x) ˝ σg1,m(g2,g3),x ˝ (θg1,g2,g3 ¨ idx) = σg1,g2,g3¨x ˝ σg1¨g2,g3,x

‚ pour tout objet U de S et tout objet x P X (U),

(ide ¨ ηx) ˝ σe,e,x = (ε ¨ idx)

2.7.2 Actions de groupes sur des champs
On va maintenant se concentrer sur les actions de (faisceaux en) groupes sur les champs. Ces résultats

sur les actions de groupe sur les champs seront utilisés dans le chapitre 5 pour construire des familles
universelles de champs toriques pour pouvoir quotienter les isomorphismes.

Définition 2.7.2.1 ([113]). Soit G un faisceau en groupes dans S. La donnée des champs muni d’une
action de G (cf. la définition 2.7.1.8) avec les morphismes G-équivariants et les 2-morphismes compatibles
avec l’action forment une 2-catégorie, que l’on notera G ´ ChampS.

Définition 2.7.2.2. Soient G un faisceau en groupes et X un champ. L’action triviale de G sur X est
l’action donnée par m(g, x) = x, ηx = idx et σg1,g2,x = id. Le G-champ obtenu sera noté X triv

Théorème 2.7.2.3 ([113]). L’association X ÞÑ X triv est un 2-foncteur ChampS Ñ G ´ ChampS qui a
un adjoint à gauche G ñ X ÞÑ X /G de formation du quotient et à droite G ñ X ÞÑ X G des invariants
i.e. on a, pour tout champ Y et G-champ X , des équivalences de catégories

HomG´Champ(X ,Y triv) » HomChamp(X /G,Y ) (2.22)

HomG´Champ(Y
triv,X ) » HomChamp(Y ,X G) (2.23)
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Idée de preuve. Le champ X /G est la champification du pseudo-foncteur PGñX qui associe à S P Ob(S)

la catégorie dont les objets sont les objets de X (S) et les morphismes entre x et y sont les paires (g,ϕ)
où g P G(S) et ϕ : g ¨ x Ñ y est un morphisme de X (S).
Par le lemme de Yoneda, le champ X G est défini par

X G(S) » HomChamp

(
S,X G

)
» HomG´Champ

(
Striv,X

)
Ce qui définit bien un champ

Exemple 2.7.2.4. Soit G un groupe de S qui agit sur X P Ob(S). Alors

X/G = [X/G] ; XG = XG

En effet, ObPGñX = X(T) = Ob ([XˆG Ñ X]pre) et

HomPGñX
(x,y) = tg P G(T) | g ¨ x = yu = Hom[XˆGÑX]pre(x,y)

car les morphismes de X(T) sont les identités. On en déduit que PGñX = [X ˆ G Ñ X]pre et leur
champification sont aussi égales.
On obtient la deuxième égalité en remarquant que XG et XG ont la même propriété universelle car (par
pleine fidélité du plongement de Yoneda)

HomG´Champ(S
triv,X) = HomG´S(S

triv,X).

Corollaire 2.7.2.5. La 2-catégorie G ´ ChampS a toutes les (2-)limites et toutes les (2-)colimites.

Notation 2.7.2.6. L’équivalence (2.22) va associer au morphisme identité X /G Ñ X /G un morphisme
X Ñ (X /G)triv que l’on notera πX ,G.

Lemme 2.7.2.7. L’inverse du foncteur (2.22) est la pré-composition par πX ,G.

Remarque 2.7.2.8. Le morphisme πX,G : X Ñ X/G correspond au G-fibré trivial X Ñ [X/G].

Proposition 2.7.2.9. Soit G un faisceau en groupes dans S. Soient X ,Y deux G-champs. Un mor-
phisme f : X Ñ Y de G ´ ChampS descend en un morphisme f : X /G Ñ Y /G.

Démonstration. Par l’équivalence (2.22), le morphisme πY ,Gf : X Ñ (Y /G)triv correspond à un mor-
phisme f : X /G Ñ Y /G. Par le lemme 2.7.2.7, on obtient le diagramme commutatif suivant

X Y

X /G Y /G

f

πY ,GπX ,G

f

Proposition 2.7.2.10. Soit G un faisceau en groupes agissant sur un champ X et H un sous-(faisceau
en )groupe distingué de G (i.e. H(T) est un sous-groupe distingué de G(T) pour tout T). Alors

(X /H)/(G/H) » X /G

(X H)G/H » X G
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2.8 Gerbes
Dans cette section, nous allons aborder la notion de gerbe au-dessus du champ.

Définition 2.8.1. Soit S un site. Une gerbe au-dessus du site S est un champ G au-dessus de S tel
que :

‚ G est localement non-vide : pour tout objet U de S, il existe un recouvrement tUi Ñ Uu tel que
G (Ui) est non-vide pour tout i.

‚ G est localement connexe : pour tout objet U et pour tout g1 et g2 dans G (U) tel qu’il existe un
recouvrement tUi Ñ Uu tel que

Hom(g1|Ui
,g2|Ui

) ‰ H

Définition 2.8.2. Soit S un site et X un champ au-dessus de S. Une gerbe au-dessus du champ X
est un morphisme de champs G Ñ X tel que pour tout objet U de S et tout morphisme u : U Ñ X ,
UˆX G est un gerbe au-dessus de S/U.

On va maintenant fixer le site S comme étant un des exemples de l’exemple 2.1.2.1.6 ou A.

Définition 2.8.3 ([69]). Soit G un groupe abélien. Une gerbe π : G Ñ X est une G-gerbe si
‚ le morphisme π : G Ñ X admet des sections locales i.e. il existe un atlas X Ñ X et un section
(s : X Ñ G ,ϕ : π ˝ s Ñ p)

X G

X

p

s

π
ϕ ;

‚ il existe un atlas p : X Ñ X et une section (s : X Ñ G ,ϕ : π ˝ s Ñ p) tels que l’on ait un
isomorphisme au-dessus de X

Φ : Aut(s/p) := (XˆG X) ˆXˆX X X » XˆG

où le morphisme X ˆG X Ñ X ˆX X est donné par la propriété universelle du produit fibré et
X Ñ XˆX X est le morphisme diagonal, vérifiant la condition de compatilité suivant

Aut(s ˝ pr1/p ˝ pr1) Aut(s ˝ pr2/p ˝ pr2)

(XˆX X) ˆG
pr˚

1 Φ

»

pr˚
2 Φ

où les groupes d’automorphismes se réfèrent au diagramme suivant

XˆX X X G

X

X

pri

pri

p

s

π

Exemple 2.8.4. Soit G un groupe abélien et X P S sur lequel G agit trivialement. Considérons la
projection π : [X/G] = X ˆBG Ñ X . On voit immédiatement que c’est une gerbe. Montrons que c’est
une G-gerbe.
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‚ π : X ˆBG Ñ X admet des sections locales (on prend le morphisme X Ñ X ˆBG donné par le
fibré G-principal trivial au-dessus de X et l’identité sur X pour la section s et l’atlas p = idX )

‚ Reprenons la même section. Alors

Aut(s/p) = (Xˆ[X/G] X) ˆXˆXX X = (Xˆ[X/G] X) ˆX X

= (XˆG) ˆX X = XˆG

Grâce aux propriétés de recollement des faisceaux, un morphisme G Ñ X qui est localement de la
forme U ˆBG Ñ U Ă X est une G-gerbe. Réciproquement, toutes les G-gerbes peuvent se décrire ainsi
(une façon de le voir est que le fait que le groupe d’automorphisme soit isomorphe à GˆX implique qu’en
tout point de X et les points associés xX et xG de X et de G , on a

G = Aut(s/p)(˚) = AutG (xG ) ˆAutX (xX ) ˚

et donc la flèche AutG (xG )ˆAutX (xX ) est un G-fibré, on conclut en globalisant ce raisonnement).
Slogan 2.8.5. Une G-gerbe est une « fibration » de fibre BG.

Exemple 2.8.6. Soit H un groupe abélien agissant librement sur une objet X et

0 G K H 0h π

une suite exacte de groupes de S et tel que π soit lisse. Le groupe K agit sur X grâce au morphisme π.
Montrons que le morphisme π : [X/K] Ñ [X/H] est une G-gerbe.
Comme tout morphisme T Ñ H peut se remonter localement en un morphisme T Ñ K (grâce à la section
donnée par le morphisme lisse π alors le morphisme π : [X/K] Ñ [X/H] est une gerbe.
Remarquons ensuite que le diagramme suivant 2-commute

[X/K] [X/H]

X

π

Le morphisme π a donc des sections locales.
Il nous reste plus qu’à calculer le groupe d’automorphisme :

Aut(s/p) = (Xˆ[X/K] X)ˆXˆ[X/H]XX = (Xˆ K) ˆXˆH X

Comme l’action de H sur X est libre alors le morphisme composé

X
∆
Ñ Xˆ[X/H] X » XˆH

est le morphisme x ÞÑ (x, 0H). On en déduit donc que

Aut(s/p) = Xˆ ker(π) = XˆG

Cet exemple sera utilisé dans la suite où on considérera des actions non-effectives sur des variétés. Le
quotient sera donc une Ineff-gerbe (Ineff est le groupe d’ineffectivité de l’action) au-dessus du quotient
où on a retiré l’ineffectivité.

Proposition 2.8.7 ([2], theorem 5.1.5). Si G Ñ X est une G-gerbe alors pour tout sous-groupe H dans
S de G, on peut construire sa rigidification par H qui est un morphisme lisse G Ñ GH tel que
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‚ il existe un morphisme GH Ñ X tel que le diagramme suivant commute

G

GH

X

‚ un tel morphisme est une G/H-gerbe.

Définition 2.8.8. Deux G-gerbes G Ñ X et G 1 Ñ X sont équivalentes s’il existe un isomorphisme de
champs entre G et G 1 au-dessus de X qui préserve la structure de G-gerbe.

Théorème 2.8.9 ([53], Proposition 3.5.1). Soient X un champ et G un groupe. Les classes d’équivalence
de G-gerbes au-dessus de X est isomorphe au groupe de cohomologie

H2(X ,G)

Remarque 2.8.10. On peut interpréter cette classe de cohomologie de la façon suivante :
Prenons une variété X et faisons agir un groupe de Lie avec ineffectivité H. Par conséquent, on a un
(G/H)-fibré principal X Ñ X/G. Ce fibré (ou plus précisément sa classe d’isomorphie) peut être vu
comme un élément de H1(X,G/H).
Comme on a une suite exacte

0 H G G/H 0

alors on a une suite exacte longue en cohomologie

... H1(X,G) H1(X,G/H) H2(X,G) ...

La classe de cohomologie donnée par la G-gerbe [X/G] Ñ X/G représente l’obstruction à relever les
(G/H)-cocycles de X Ñ X/G en des G-cocycles (donc un élément de H1(X,G)).

Au niveau homotopique, on obtient :

Corollaire 2.8.11. Les classes d’équivalences de G-gerbes sont les classes d’homotopie de morphisme
X Ñ K(G, 2) (où K(G, 2) est l’espace d’Eilenberg-MacLane dont tous les groupes d’homotopie sont triviaux
sauf le deuxième qui est isomorphe à G). En particulier, si G = Z alors ce sont les classes d’homotopie
de fibrés en droites complexes.

Démonstration. On a la suite d’isomorphismes suivants :

H2(X ,G) » H2(X,G) » [X,K(G, 2)] » [X ,K(G, 2)]

où X est l’espace classifiant de X et [¨, ¨] sont les classes d’homotopie de morphismes d’espaces/champs
topologiques.
Prenons G = Z. Comme le groupe C˚ est un espace K(Z, 1) alors BC˚ = CP∞ est un espace K(Z, 2).
Ainsi, on a l’isomorphisme

H2(X ,Z) » [X ,BC˚],

La partie de droite est, par définition de BC˚, le groupe des classes d’homotopie de C˚-fibrés principaux
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sur X i.e. les classes d’homotopie de fibrés en droites complexes sur X . Les Z-gerbes au-dessus de X
correspondent donc aux classes d’homotopie de fibrés en droites complexes au-dessus de X .
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Chapitre 3

GÉOMÉTRIE TORIQUE QUANTIQUE

Comme les éventails définissant les variétés toriques contiennent uniquement des éventails ra-
tionnels, les variétés toriques sont rigides comme espaces équivariants. En effet, si l’on veut déformer

une variété torique avec son action du tore, on va le faire en déformant l’éventail le définissant. Or si on
déforme continûment un éventail, on va nécessairement obtenir des cônes engendrés par des éléments ir-
rationnels et donc sortir du cadre classique des variétés toriques. Le but de ce chapitre est donc d’étendre
la notion de variétés toriques afin d’englober des objets toriques définis par des éventails définis sur un
sous-groupe finiment engendré de Rd quelconque afin de pouvoir considérer des espaces de modules d’ob-
jets toriques dans le chapitre 4. Pour cela, on va suivre la description faite dans l’article [81] écrit par
L.Katzarkov, E.Lupercio, L.Meersseman, A.Verjovsky sur la géométrie torique quantique.

Dans la première section, on donnera quelques constructions d’objets toriques qui généralisent les
variétés toriques où on a changé les conditions imposées aux données combinatoires (et notamment sur le
groupe des cocaractères que l’on considère : présence de torsion, rationalité). Dans la deuxième section,
on va se concentrer sur cette condition de rationalité et regarder ce que l’on peut dire lorsque le groupe
Γ Ă Rd que l’on considère n’est plus discret (i.e. a un rang strictement supérieur à d). Comme vu dans les
exemples de la première section, il est nécessaire de considérer des tores plus généraux que ceux considérés
dans la théorie classique. On introduira pour cela la notion de « tore quantique ». La troisième section sera
dévouée à donner les définitions et quelques propriétés de ces tores quantiques. Maintenant que l’on a les
tores, on va pouvoir définir, dans la quatrième section, des champs toriques « quantiques ». Pour cela, on
va procéder en deux étapes : on va définir les cartes affines puis les recoller. Les sections suivantes seront
dévouées à l’étude de ses champs toriques : on verra dans la cinquième section que ces champs toriques
sont obtenus comme une Za-gerbe au-dessus d’un champ qui sera une version « non-calibrée »de ceux-ci
(comme étudiée dans [81]) et la description du fibré définissant cette gerbe analytique. On montrera
dans la sixième section que ces champs toriques quantiques définis par recollement s’écrivent comme un
quotient global d’une variété torique par l’action de Cn´d.

3.1 Variétés toriques généralisées
Dans cette section, nous allons donner des généralisations qui ont pu être faites des variétés toriques.

Tout d’abord, en restant dans le cadre rationnel, avec les champs de Deligne-Mumford toriques (comme
introduits dans [18]) où on a remplacé, dans la donnée combinatoire, le réseau N par la donnée d’un
épimorphisme Zn Ñ N (où N est un groupe abélien finiment engendré) de conoyau fini. Ensuite, on se
concentra sur le cas irrationnel avec deux constructions issues de la géométrie symplectique :

‚ les quasifoldes toriques (comme introduite dans [108]) où on va associer à un polytope (avec la
donnée de vecteurs normaux à ces faces) un objet géométrique qui va être localement modelé par
des quotients d’ouvert d’espace linéaire par un groupe dénombrable ;
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‚ les champs toriques symplectiques (dans [71]) qui va aussi associer à un polytope un champ diffé-
rentiel (ayant un tore (champêtre) dense) muni d’une forme symplectique.

3.1.1 Champs de Deligne-Mumford toriques lisses
Dans ce paragraphe, on se placera sur le site étale sur Spec(C).

Les champs de Deligne-Mumford toriques ont été tout d’abord introduits dans [18] par L.Borisov,
L.Chen et G.Smith. comme champs de Deligne-Mumford obtenus à partir de la donnée (combinatoire)
d’un éventail champêtre qui permet de construire un champ quotient de façon similaire à la construction
de D.Cox dans [35] et ont été décrits de façon géométrique par B. Fantechi, É.Mann, et F.Nironi
dans [45].

Commençons par la définition de champs torique qui est similaire à celle des variétés toriques (cf. la
définition 1.1.2.1)

Définition 3.1.1.1. Un tore de Deligne-Mumford est un produit T ˆBG où T » (C˚)d et G est un
groupe fini.

Définition 3.1.1.2. Un champ torique de Deligne-Mumford est un champ de Deligne-Mumford lisse et
séparé X avec une immersion ouverte T ãÑ X (où T est un tore de Deligne-Mumford) avec une image
dense et telle que l’action de T sur lui-même s’étend en une action de T sur X .

Notons X rig l’orbifolde obtenue par rigidification de X par G (i.e. le tore dense de X rig est (C˚)d).
Ainsi, X rig n’a plus de stabilisateur générique. Voici comment obtenir X à partir de X rig :

Théorème 3.1.1.3 ([45],Corollary 6.26). Notons G =
śn
j=1 µbj

. Il existe des fibrés en droites Li P

Pic(X rig) tels que :
X = b1

b

L1/X rig ˆX rig . . . ˆX rig
bn

b

Ln/X rig

où, pour tout j, le choix de Lj est unique dans Pic(X rig)/bjPic(X rig).
Les champs b

a

L /X rig sont appelés champs de racines et sont données par le produit fibré suivant :

b
a

L /X rig BC˚

X rig BC˚

()bb

L

{

Définition 3.1.1.4. Un éventail champêtre est un triplet (N,Σ,β) où N est un groupe abélien finiment
engendré, Σ est un éventail rationnel simplicial et β : Zn Ñ N est un épimorphisme de groupe de conoyau
fini tel que les β(ei) engendrent les 1-cônes de Σ.

À partir d’un éventail champêtre, on peut construire un champ torique donné par un quotient [S /G]
où S est la variété torique quasi-affine donné par l’éventail et G est construit comme suit :

Le morphisme β : Zn Ñ N est entièrement déterminée par les éléments βi := β(ei). Comme N est un
groupe abélien, N admet une résolution projective

0 Zr Zd+r N 0Q

(où d = dimQ(N b Q) est le rang de N) Soit βi P Zd+r un relèvement de βi. Alors le morphisme
β : Zn Ñ N se relève en un morphisme B : Zn Ñ Zd+r. On obtient ainsi un morphisme

h : Zn ‘ Zr Ñ Zd+r, (m,n) ÞÑ Bm+Qn
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Alors le groupe G est le groupe Hom(coker(h),Gm) et agit sur An en appliquant le foncteur Hom(´,Gm)

au morphisme (Zn)˚ Ñ (Zn+r)˚ Ñ coker(h) où la première flèche est l’inclusion et la deuxième est
l’application quotient.

Proposition 3.1.1.5 ([18],Proposition 3.2). Un champ décrit comme précédemment est un champ de
Deligne-Mumford torique.

Théorème 3.1.1.6 ([45], Theorem 7.7). Soit X un champ de Deligne-Mumford torique dont l’espace
de modules grossiers est X. Soit Σ l’éventail de X que l’on supposera complet. Alors il existe un éventail
champêtre tel que X est isomorphe, comme champ de Deligne-Mumford torique, au champ de Deligne-
Mumford associé à un éventail champêtre. De plus, si X a des stabilisateurs génériques triviaux alors
l’éventail champêtre est unique.

3.1.2 Quasifoldes toriques
Un des premiers résultats reliant la géométrie symplectique et la géométrie torique est le suivant :

Théorème 3.1.2.1 ([38]). Soit M une variété symplectique compact connexe de dimension 2n munie
d’une action hamiltonienne effective de (S1)n. Alors, l’image de l’application des moments associée est
un polytope P lisse et X est difféomorphe (en tant que (S1)n-espace hamiltonien) à la variété torique
projective XP.

Dans ce résultat, le polytope obtenu a des sommets entiers. Une question naturelle est alors d’étendre
ce résultat à des polytopes quelconques. Pour cela, il est nécessaire de considérer des objets plus géné-
raux que des variétés symplectiques. E.Prato a pour cela introduit dans [108] les quasifoldes qui sont
localement des quotients de Rn par des groupes dénombrables :

Définition 3.1.2.2 ([108],[76]). Une n-quasifolde est un espace difféologique X qui est localement dif-
féomorphe à un Rn/Γ où Γ est un sous-groupe dénombrable, potentiellement infini, de Aff(Rn) (qui n’est
pas fixé).

Dans ce contexte, on peut aussi définir un tore quasifold :

Définition 3.1.2.3 ([108]). Soit d un R-espace vectoriel de dimension n. Un quasi-réseau dans d est
un groupe abélien Q, engendré par une famille de vecteurs X1, . . . ,Xd engendrant (sur R) d. On appelle
quasitore de dimension n le groupe quasifold donné par une carte D = d/Q.

On obtient ensuite l’extension du théorème 3.1.2.1 dans le cas des polytopes simples.

Théorème 3.1.2.4 ([108] Theorem 3.3). Soit d un R-espace vectoriel de dimension n. Pour tout polytope
convexe simple ∆ Ă d˚, il existe un quasitore D de dimension n d’algèbre de quasi-Lie d, une 2n-quasifolde
compacte symplectique M et une action effective Hamiltonienne du quasitore D sur la quasifolde M tel
que l’image de l’application des moments est le polytope ∆.

Le cas non-simple est plus difficile ; on ne va plus considérer des quasifoldes mais des objets stratifiés
par celles-ci.

Théorème 3.1.2.5 ([11] Theorem 3.3). Soient d un R-espace vectoriel de dimension d et ∆ Ă d˚ un
polytope convexe. Fixons des vecteurs normaux des facettes de ∆, X1, . . . ,Xn P d˚. Soit Q un quasi-
réseau les contenant. Le quotient correspondant X∆ = S (∆) � NC est un espace complexe stratifié par
des quasifoldes où

‚ Le morphisme h : (λ1, . . . , λn) P Rn ÞÑ
ř

λiXi P d descend en un morphisme (S1)n = Rn/Zn Ñ

d/Q de noyau N. Le groupe NC est son complexifié ;
‚ � est le quotient catégorique.
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3.1.3 Champs symplectiques toriques
Une autre façon d’étendre le théorème 3.1.2.1, due à B.Hoffman, est de remplacer les variétés sym-

plectiques par des champs symplectiques (comme décrit dans [71]) :

Définition 3.1.3.1. Un tore champêtre est le champ (au-dessus du site VarDiffR) classifiant G d’un
groupe dans la catégorie (pas la 2-catégorie !) des groupoïdes de Lie G = (G1 Ñ G0) tel que :

‚ G est un groupoïde de feuilletage (i.e. a des groupes d’isotropie discrets cf. [36, Théorème 1]) ;
‚ G0 est un tore ;
‚ π0(G1) est finiment engendré.
Ceux-ci induisent un morphisme π1(G ) Ñ Lie(G ) := Lie(G0)/Lie(t)(ker(Lie(s)) (cf. [72, section 6.3])

Définition 3.1.3.2. Un champ torique symplectique est un quadruplet (X ,ω,G ,µ) où (X ,ω) est un
champ symplectique, G est un tore champêtre et µ : X Ñ Lie(G )˚ une application des moments tels
que :

‚ G agit sur X ;
‚ Pour tout v P Lie(G ),

xdµ, vy = ιvω;

‚ µ est (G , action coadjointe)-équivariant ;
‚ 2 dim(G ) = dim(X ) ;
‚ |X | est compacte et connexe et |G | est connexe ;
‚ |µ|´1(p)/|G | » pt pour tout p P µ(X ) ;
‚ Pour toute valeur régulière p P µ(X ) et tout point x : pt Ñ µ´1(p) := XˆLie(G )˚ tpu, la composée

G ˆ pt Ñ G ˆ µ´1(p) Ñ µ´1(p)

est une équivalence de champs ;
‚ L’ensemble des valeurs régulières de |µ| est un ouvert dense de |X |.

Dans ce cadre, on va considérer la donnée combinatoire suivante :

Définition 3.1.3.3. Un polytope moment champêtre décoré est un triplet (∆,G , tΛfufPF) où
‚ G est un tore champêtre induisant un morphisme h : Γ Ñ Lie(G )˚ ;
‚ ∆ est un polytope h(Γ)-rationnel et F est l’ensemble de ses faces ouvertes ;
‚ Pour tout f P F, Λf est un sous-groupe de h(Γ) tel que :

‚ Pour tout f P F, une Z-base de Λf est une R-base de

ann(f) := tv P Lie(G ) | @p,q P f, xp´ q, vy = 0u;

‚ Pour toute famille (f1, . . . , fs) de faces ouvertes et toute face ouverte f de codimension s telles
que f =

Şs
i=1 fi alors Λf = Λf1 + . . . +Λfs .

Un isomorphisme de polytopes moment champêtres décorés est un isomorphisme Φ de tores champêtres
tel que

Lie(Φ)(∆) = ∆ 1 + c

où c P Lie(G 1).

On obtient ensuite la correspondance combinatoire-géométrie voulue :
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Théorème 3.1.3.4 ([71] Theorem 6.1). Les classes d’équivalences des champs toriques symplectiques
sont en bijection avec les classes d’isomorphismes de polytopes moment champêtres décorés.

Dans les deux exemples de variétés toriques généralisées précédents, on obtient des espaces compacts
(car donnés par des polytopes et donc des éventails complets) et pas d’équivalence de catégories entre les
données combinatoires et les géométriques toriques. On n’a donc pas assez de résultats pour bien étudier
les problèmes de modules et leur dégénérescence. Le but de ce chapitre est donc de décrire une troisième
construction afin d’avoir ses deux points importants.

3.2 Sous-groupes de Rn

Cette section sera dévouée à donner des résultats sur les sous-groupes de (Rn,+) pour permettre de
mieux comprendre dans la suite les champs toriques. Tout d’abord, on a des résultats de classification :

Théorème 3.2.1 ([22], Chapitre VII, théorème 1). Tout sous-groupe discret de Rn est isomorphe à Zp
avec 0 ď p ď n.

Théorème 3.2.2 ([22] , Chapitre VII, corollaire 2). Soit G un sous-groupe fermé de Rn. Alors il existe
une famille libre (ai)1ďiďp de Rn telle que

G = VectR(ai, 1 ď i ď q) ‘

p
à

i=q+1
Zai

où 0 ď q ď p ď n. Autrement dit, G est isomorphe à Rq ˆ Zp´q.

En particulier, l’adhérence d’un sous-groupe de Rn est de cette forme (cela généralise le résultat
classique en dimension 1 où un sous-groupe est soit engendré par un élément soit dense dans R).

Exemple 3.2.3. ‚ Si G = Z +
řn
i=1 aiZ Ă R alors G » Z si tous les ai sont rationnels et G = R

sinon (le rang de G est 1 dans le premier cas et peut être arbitrairement grand dans l’autre cas).
‚ Si G = Z2 + (α,β)Z Ă R2 alors il y a trois cas possibles :

‚ si (α,β) P Q2 alors G » Z2 ;
‚ si (α,β) R Q2 et (1,α,β) est une famille liée (e.g. α = 2π et β = 3π+ 1) alors G » R ˆ Z ;
‚ dans le dernier cas, G » R2.

On peut dans ce cadre aussi définir une extension du dual d’un groupe discret à un sous-groupe
quelconque de Rn :

Définition 3.2.4. Soit G un sous-groupe de Rn. Le groupe associé à G, noté G˚, est le groupe

G˚ := tu P Rn | @g P G, xu,gy P Zu

où x¨, ¨y est le produit scalaire usuel sur Rn.

Remarque 3.2.5. Le groupe G˚ est le sous-groupe de HomGr(G,Z) des restrictions des applications R-
linéaires Rn Ñ R sur G vers Z

Lemme 3.2.6. Soit G un sous-groupe de Rn. Soit hR : Rm Ñ Rn une application linéaire qui se restreint
en un épimorphisme de groupes Zm Ñ G. Alors x P G˚ si, et seulement si, hJ(x) P Zm

Démonstration. Comme la famille (h(e1), . . . ,h(em)) engendre G alors les deux assertions sont équiva-
lentes
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‚ pour tout g P G, xg, xy P Z

‚ pour tout i P t1, . . . ,mu,
Z Q xh(ei), xy =

@

ei,hJ(x)
D

.

On va finir cette section avec un résultat de classification des duaux des sous-groupes de Rn :

Théorème 3.2.7 ([22] chapitre VII, proposition 5). Si G est un sous-groupe de Rn tel que G » RpˆZq
alors

G˚ » Rn´p´q ˆ Zq

En particulier, (Zp)˚ » Zp (i.e. tous les morphismes de groupes Zp Ñ Z viennent d’une application
linéaire) et si p+ q = n alors G˚ = Zq.

Le rôle important joué par la dualité dans le cas classique est dû au fait que l’on a l’égalité (Zp)˚ » Zp.
Dans le cas irrationel, ce groupe dual n’a plus d’intérêt puisque dans le cas générique, l’adhérence d’un
sous-groupe de Rd est Rd donc le dual est 0. On ne peut donc plus l’utiliser dans la construction d’objets
toriques.

3.3 Tores quantiques
Pour pouvoir définir les champs toriques associées à un éventail sur un groupe non-discret de Rn, il

faut étendre la définition de tore (comme expliqué dans les autres exemples de la section 3.1). En effet,
on a le résultat suivant :

Proposition 3.3.1. Soit Γ un sous-groupe finiment engendré de Rd tel que VectR(Γ) = Rd. Faisons agir
Γ sur Cd par l’inclusion Γ ãÑ Rd ãÑ Cd. Alors Cd/Γ est une variété (complexe) si, et seulement si, Γ est
un groupe discret. Dans ce cas, Cd/Γ » (C˚)d.

Démonstration. Si Γ n’est pas discret alors l’action de Γ sur Cd n’est pas propre. Sinon il existe un
automorphisme de Cd qui se restreint en un isomorphisme Γ » Zd. L’exponentielle donne alors un
isomorphisme Cd/Zd » (C˚)d.

Dans tous les autres cas, il nous faudra utiliser le formalisme champêtre pour garder une structure
analytique sur ces quotients. Dans toute la suite, les tores/champs toriques que l’on utilisera seront des
champs sur le site analytique équivariant A (voir la définition dans l’exemple 2.1.2.1.7).

Définition 3.3.2. Un tore quantique est le quotient champêtre, que l’on notera TΓ , de Cd par l’action
d’un sous-groupe finiment engendré Γ de Rd tels que VectR Γ = Rd.

Par le lemme 2.7.1.4, la loi de groupe de (Cd,+) descend au quotient :

Lemme 3.3.3. Un tore quantique muni des lois induites par le groupe de Lie (Cd,+) est un champ de
Picard.

Définition 3.3.4. Les tores quantiques forment une catégorie TQ dont les morphismes sont les mor-
phismes de champs de Picard (que l’on appelera morphisme torique).

On peut donner une version combinatoire des morphismes toriques :

72



3.3. Tores quantiques

Proposition 3.3.5. Un morphisme torique est la donnée d’un morphisme linéaire de Rd dans Rd1 tel
que L(Γ) Ă Γ 1 i.e. un morphisme qui descend au quotient :

Cd Cd1

[Cd/Γ ] [Cd1

/Γ 1]

LbRidC

l

Démonstration. Soit l un morphisme de champs de Picard [Cd/Γ ] Ñ [Cd1

/Γ 1]. On a le diagramme
suivant :

Cd Cd ˆ[Cd1
/Γ 1] Cd

1

» Cd ˆ Γ 1 Cd1

Cd [Cd/Γ ] [Cd1

/Γ 1]

(idCd ,0)

L

l=

le Γ -revêtement Cd ˆ[Cd1
/Γ 1] Cd

1

Ñ Cd est trivial car Cd est contractile.
Comme l est un morphisme de champs de Picard alors L est un morphisme de groupes. De plus, comme L
est une application holomorphe alors c’est une application linéaire (on dérive en x l’équation fonctionnelle
L(x+y) = L(x)+L(y) et on l’évalue en 0 pour montrer que L est de différentielle constante et valant 0 en
0). On en déduit donc que l est obtenu par descente au quotient d’une application linéaire qui préserve
les groupes Γ et Γ 1.

Corollaire 3.3.6. La catégorie des tores quantiques est équivalente à la catégorie QReseau dont les
objets sont les inclusions Γ Ă Rd (avec VectR(Γ) = Rd) et les morphismes sont les applications linéaires
Rd Ñ Rd1 se restreignant en un morphisme de groupes Γ Ñ Γ 1.

Dans la suite, on va surtout considérer une variante de ces tores quantiques où l’on va fixer le nombre
de générateurs de Γ par un épimorphisme h : Zn Ñ Γ ce qui sera nécessaire dans l’étude des espaces de
modules du chapitre 4.

Définition 3.3.7. La catégorie des calibrations QReseaucal est la catégorie des couples (h : Zn Ñ

Rd,I Ă t1, . . . ,nu) tels que
VectR(h(ei), i P [[1,n]]zI) = Rd

et les morphismes sont les couples de morphismes (L : Rd Ñ Rd1 ,H : Rn Ñ Rn1

) tels qu’il existe une
application s : I Ñ I 1 telle que :

‚ Lh = Hh 1

‚ L(Γ) Ă Γ 1

‚ Pour tout i P t1, . . . ,nuzI, H(ei) P
À

jRI 1 Zej ;

‚ Pour tout i P I, H(ei) = es(i) ;

Définition 3.3.8. Soit (h,I) une calibration. Le tore quantique calibré associé à cette calibration est
le quotient champêtre de Cd par l’action de Zn donnée par le morphisme h : Zn Ñ Rd, que l’on notera
Th,I. Un morphisme de tores quantiques calibrés [Cd/Zn] Ñ [Cd1

/Zn1

] est la donnée d’un morphisme
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QReseaucal entre les objets associés i.e. un morphisme qui descend au quotient :

Zn Zn1

Cd Cd1

[Cd/Zn] [Cd1

/Zn1

]

L

lcal

H

(3.1)

On notera TQcal la catégorie des tores quantiques calibrés (qui est équivalente à QReseaucal).

Lemme 3.3.9. Il existe un foncteur d’oubli QReseaucal Ñ QReseau qui conserve uniquement l’image
du morphisme h. Cela correspond à la rigidification (voir l’exemple 2.8.6) des tores quantiques calibrés
par le noyau de la calibration.

Démonstration. L’oubli du morphisme h : Zn � Γ pour le seul groupe Γ revient au quotient de l’action
de Zn par ker(h) (grâce au premier théorème d’isomorphisme).

Dans la suite, on va considérer des calibrations « privilégiées » parmi les classes d’isomorphie de chaque
calibration :

Définition 3.3.10. Une calibration (h : Zn Ñ Γ ,I) est dite standard si
‚ Pour tout 1 ď i ď d, h(ei) = ei ;
‚ I = tn´ |I| + 1, . . . ,nu.

On notera  h l’application Zn´d Ñ Γ définie par

x ÞÑ h(0Zn´d ‘ x)

i.e. on a l’égalité suivante pour tout x = (x1, . . . , xn) P Rn :

h(x) = (x1, . . . , xd) +  h(xd+1, . . . , xn)

Lemme 3.3.11. Toute calibration est isomorphe à une calibration standard. Autrement dit, l’inclusion
QReseaustandard

ãÑ QReseaucal, de la sous-catégorie pleine des calibrations standard dans celle des
calibrations, est une équivalence de catégories.

Démonstration. Soit (h : Zn Ñ Γ ,I) une calibration. Soit I = ti1 ă . . . ă idu Ă t1, . . . ,nuzI tel que
(h(ei), i P I) soit une base de Rd. Soit σ P Sn tel que

‚ σ(I) = t1, . . . ,du et σ|I soit croissante ;
‚ σ(I) = tn´ |I| + 1, . . . ,nu et σ|I soit croissante.

Alors (L = (h(ei1) . . . h(eid))´1,H = Pσ) est un isomorphisme entre (h,I) et la calibration standard
(LhH´1,σI).

Notation 3.3.12. Dans toute la suite, on utilisera la fonction exponentielle suivante :

E : (z1, . . . , zd) P Cd ÞÑ (exp(2iπz1), . . . , exp(2iπzd)) P Td := (C˚)d

Proposition 3.3.13. Soit (h,I) une calibration standard. Alors le tore quantique calibré Th,I est iso-
morphe à [(C˚)d/Zn´d] où Zn´d agit sur (C˚)d par le morphisme E ˝  h.
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Démonstration. Comme (h,I) est une calibration standard alors l’injection Zd ãÑ Zn induit une action
de Zd sur Cd par translation. On en déduit donc que le quotient Cd Ñ Cd/Zd est un Zd-fibré et donc
par la proposition 2.4.1.14, on a un isomorphisme

[Cd/Zn] » [(Cd/Zd)/(Zn/Zd)] » [(C˚)d/Zn´d]

Exemple 3.3.14. Soit (h : (x,y) P Z2 ÞÑ x+ y
?

2 P Z+
?

2Z, H) une calibration. Alors les morphismes
(L =

?
2id,H : (x,y) ÞÑ (y, 2x)) définissent un morphisme torique Th,H Ñ Th,H comme l’illustre le

diagramme suivant :

Z2 Z2

Z+
?

2Z Z+
?

2Z

C C

Th,H = [C˚/Z] Th,H = [C˚/Z]

(x,y) ÞÑ(y,2x)

z ÞÑz
?

2

h h

« z ÞÑz
?

2 »

z ÞÑz
?

2

On obtient ainsi des monômes « à exposants irrationnels » entre les tores quantiques (voir [49] pour
l’étude des algèbres de tels monômes).

Remarque 3.3.15. Le groupe des morphismes toriques Th,H Ñ Th,H est Z+Z
?

2 (car les morphismes de
groupes Z+

?
2Z Ñ Z+

?
2Z induits par un morphisme linéaire x P R ÞÑ αx P R doivent être un élément

de Z +
?

2Z tel que α
?

2 soit aussi dans Z +
?

2Z), ce qui diffère du cas standard où les morphismes
C˚ Ñ C˚ sont les z ÞÑ zn où n P Z (cf. lemme 1.1.1.7).

Proposition 3.3.16. Soit Th,I un tore quantique calibré. Un cocaractère de Th,I, i.e. un morphisme de
tores C˚ Ñ Th,I, est donné par un élément de

t(z, x) P im(h) ˆ Z[[1,n]]zI | h(x) = zu.

i.e. est isomorphe à Z[[1,n]]zI.

Démonstration. Soit (L,H) un morphisme C˚ = Tid:ZÑZ,H Ñ Th,I i.e.

Z Zn

Z Γ
L

id

H

h

Un morphisme de groupes Z Ñ Γ est la donnée d’un vecteur v P Γ (on notera w un antécédent de v par
h). Lorsque ce vecteur est fixé, les seuls choix possibles pour H sont de la forme w+ ker(h). Cependant
comme H ne peut pas envoyer des générateurs non-virtuels sur des générateurs virtuels alors on doit
restreindre cet espace à (w+ ker(h)) X Z[[1,n]]zI.

Exemple 3.3.17. Si h : Zn Ñ Γ est un isomorphisme et I = H (c’est notamment le cas dans le cas
classique) alors cet ensemble est im(h) = Γ » Zn.
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Proposition 3.3.18. Soit Th,I un tore quantique calibré. Un caractère de Th,I, i.e. un morphisme de
tores Th,I Ñ C˚, est un élément de im(h)˚ si I = H. Si I n’est pas vide alors il n’y en a pas.

Démonstration. Si I n’est pas vide alors comme il n’y a pas de flèches I Ñ H, il ne peut pas y avoir de
morphismes de calibrations. Supposons donc le contraire :
Soit (L,H) un morphisme Th,I Ñ C˚ = Tid:ZÑZ,H i.e.

Zn Z

Γ Z
L

h

H

id

Comme L est la restriction d’une forme linéaire alors il est donné par le produit scalaire par un vecteur
w. Comme L(Γ) Ă Z alors w P Γ˚ (voir la définition 3.2.4). Ensuite, pour tout m P Zn, on a :

H(m) = Lh(m),

ce qui montre que H est entièrement déterminé par L et donc par w.

3.4 Champs toriques quantiques
3.4.1 Cartes affines

Par analogie avec le cas classique, on va associer à un cône et à la calibration (h : Zn Ñ Γ ,I) un
champ torique quantique puis les recoller le long des intersections.

Notation 3.4.1.1. La catégorie Cone est la catégorie dont les objets sont les triplets (σ,h,I) où σ est
un cône de Rd, (h : Zn � Γ Ă Rd,I) une calibration telle qu’il existe un sous-ensemble I Ă [[1,n]]zI tel
que σ = σI = Cone(h(ei), i P I) et dont les morphismes (σ = σI,h,I) Ñ (σ 1 = σI1 ,h 1,I 1) sont les paires
d’applications linéaires (L : Rd Ñ Rd1 ,H : Rn Ñ Rn1

) telles que
‚ Le diagramme

Rn Rd

Rn1 Rd1

hR

h1
R

H L (3.2)

commute (où hR (resp. h 1
R) est l’application R-linéaire associée à h (resp. à h 1))

‚ L(Γ) Ă Γ 1

‚ L(σ) Ă σ 1

‚ La restriction de H : ZI Ñ ZI1 est à coefficients dans N.
‚ Pour tout i R I, H(ei) P

À

jRI 1 Zej
‚ Il existe une application s : I Ñ I 1 telle que pour tout i P I,H(ei) = es(i)
Dans un premier temps, on va se concentrer sur le cas des cônes simpliciaux (voir la définition 1.1.3.3.11).

Pour cela, on va donner une caractérisation des cônes simpliciaux afin de simplifier la construction des
objets toriques associés :

Lemme 3.4.1.2. Un cône σ est simplicial si, et seulement si, il existe un isomorphisme linéaire L P

GLd(R) tel que L(σ) = Cone(e1, . . . , ek) où k = dimR VectR(σ) et (e1, . . . , ed) est la base canonique de
Rd.
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Démonstration. Soit σ un cône simplicial de dimension k. Par définition, il existe une famille libre
v1, . . . , vk qui engendrent σ. Complétons cette famille en une base (v1, . . . , vd) de Rd. Alors L = (v1 . . . vd)´1

envoie σ sur Cone(e1, . . . , ek). Réciproquement, l’image d’un cône Cone(e1, . . . , ek) par un automorphisme
linéaire est simplicial.

Notation 3.4.1.3. On notera AffCone la sous-catégorie pleine de Cone des cônes de la forme Cone(e1, . . . , ek)
avec une calibration standard et Conesimp la sous-catégorie pleine des cônes simpliciaux.

Lemme 3.4.1.4. Le foncteur d’inclusion AffCone Ñ Conesimp est une équivalence de catégories.

Démonstration. Par définition, cette inclusion est pleinement fidèle, il ne reste à montrer qu’elle est
essentiellement surjective :
Soit (σ,h,I) un objet de Conesimp et I Ă [[1,n]] tel que σ = Cone(h(ei), i P I). Grâce au lemme 3.4.1.2, il
existe un automorphisme linéaire L tel que Lσ = Cone(e1, . . . , edim(σ)) et qui envoie d´k autres vecteurs
h(ei), i P J (Card(J) = d´ k) sur ek+1, . . . , en. Soit τ une permutation de [[1,n]] tel que :

‚ τ(I) = [[1,k]] , et τI est croissante ;
‚ τ(J) = [[k+ 1,d]] et τJ est croissante.

Alors (L,H = Pτ) est un isomorphisme entre (σ,h,I) et (Lσ,LhH´1,HI) qui est un objet de AffCone.

On va donc définir le champ torique Uσ,h,I associé à σ et à une calibration (h,I) comme le champ
torique associé à Lσ = Cone(e1, . . . , ek) et de la calibration LhH´1 (où H est l’isomorphisme linéaire de
Rn apparaissant dans la preuve du lemme 3.4.1.4) puis montrer que le champ obtenu ne dépend pas du
choix de l’isomorphisme :

Définition 3.4.1.5. Le champ « torique quantique » UCone(e1,...,ek),h:ZnÑΓ ,I est le champ quotient [Ckˆ

Td´k/Zn´d] où l’action de Zn´d sur Ck ˆ Td´k est donnée, pour tout m P Zn´d et z P Ck ˆ Td´k,

m ¨ z = E( h(m))z

où la multiplication est terme-à-terme.

Remarque 3.4.1.6. Quand le contexte sera clair, on abrégera UCone(e1,...,ek),h:ZnÑΓ ,I par UCone(e1,...,ek).

Lemme 3.4.1.7. Le tore Th,I est dense dans UCone(e1,...,ek),h:ZnÑΓ ,I.

Démonstration. Cela vient du fait que (C˚)d est dense dans Ck ˆ Td´k.

Définition 3.4.1.8. Un morphisme de champs toriques quantiques, ou morphisme torique, entre Uσ Ñ

Uτ est un morphisme de champs qui se restreint en un morphisme de tores entre leur tores (cf. lemme 3.4.1.7).

On notera AffCTQ la catégorie des champs toriques quantiques affines.

Théorème 3.4.1.9 ([81] Proposition 6.13). Le foncteur AffCone Ñ AffCTQ, (σ,h,I) ÞÑ Uσ,h,I est
pleinement fidèle et est donc une équivalence de catégories.

Idées de preuve. Soient k ď d et k 1 ď d 1. Notons σ le cône Cone(e1, . . . , ek) Ă Rd et σ 1 le cône
Cone(e1, . . . , ek1) Ă Rd1 . Soient (h,I), (h 1,I 1) deux calibrations.
Soit (L,H) un morphisme (σ,h,I) Ñ (σ 1,h 1,I 1). Par construction, H se décompose par blocs de la façon
suivante :

H =

(
H1 ˚

0 H2

)
où H1 est une matrice kˆ k 1 et H2 est une matrice (n´ k) ˆ (n 1 ´ k 1) et L s’insère dans le diagramme
commutatif suivant (car L se restreint en un morphisme Zk Ñ Zk1) :
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Cd Cd1

Tk ˆ Cd´k Tk1

ˆ Cd1´k1

Cd Cd1

L

L

L

(3.3)

où Ek est le morphisme Cd Ñ Tk ˆ Cd´k défini par :

Ek(z1, . . . , zd) = (E(z1), . . . ,E(zd), zd+1, . . . , zd)

Construisons le morphisme de champs associés :
Soit T P A et

rT Ck ˆ Td´k

T

m

un objet de Uσ(T). Le morphisme pT := rT ˆCkˆTd´k Cd Ñ T , où le morphisme Cd Ñ Ck ˆ Td´k est le
morphisme

Ek(z1, . . . , zd) = (z1, . . . , zk,E(zk+1), . . . ,E(zd)),

est un Zn´k-revêtement pour l’action définie par :

@p P Zn´k, @
(
rt, z
)

P pT ,m ¨
(
rt, z
)
= (prk(p) ¨rt,Ek( h(p)))z)

où prk est la projection Zn´k = Zd´k ˆ Zn´d Ñ Zn´d.
On peut alors définir l’image de (rT ,m) par l :

l(rT) := pT ˆprk1 ˝H2 Zn1´d1 Ck1

ˆ Td1´k1

T

l(m)

où l(m) : (z,q) P pT ˆprk1 ˝H2 Zn1´d1

ÞÑ Ek1L(z) ¨ E( h(q)) P Ck1

ˆ Td1´k1 . Un morphisme de U (T)

Ck ˆ Td´k

rT1 rT2

T T
id

g m2

m1
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est envoyé sur
Ck1

ˆ Td1´k1

l( rT1) rT2

T T
id

g1
l(m2)

l(m1)

où g 1 est défini par
g(rt, z,q) = (g(rt), z,q)

Corollaire 3.4.1.10. La composée Conesimp » AffCone Ñ AffCTQ est une équivalence de catégories
définie de la façon suivante : Soit (σ,h,I) un cône de Conesimp. Soit (L,H) un isomorphisme entre
(σ,h,I) et un objet de AffCone. Alors

Uσ,h,I := ULσ,LhH´1,HI

3.4.2 Recollement
Comme dans le cas classique, la donnée combinatoire utilisée pour recoller les cartes affines est donnée

par un famille de cônes polyédraux fortement convexes :

Définition 3.4.2.1. Un éventail quantique calibré (∆,h,I) dans Γ est la donnée
‚ d’une collection ∆ de cônes polyédraux fortement convexes engendrés par des éléments de Γ tel que

toute intersection de cônes de ∆ est dans ∆, toute face d’une cône de ∆ est dans ∆ et t0u est un
cône dans ∆.

‚ d’une calibration standard h dont l’ensemble des générateurs virtuels est I.
‚ d’un ensemble de générateurs A i.e. un sous-ensemble de t1, . . . ,nuzI tel que les 1-cônes engendrés

par les h(ei) pour i P A sont exactement les 1-cônes de ∆

Remarque 3.4.2.2. Dans le cas rationnel, cette définition correspond aux éventails champêtres étendus
(voir [78])

Définition 3.4.2.3. Un morphisme d’éventails quantiques calibrés entre (∆,h,I) et (∆ 1,h 1,I 1) est une
paire d’applications linéaires (L : Rd Ñ Rd1 ,H : Rn Ñ Rn1

) telles que pour tout σ P ∆, il existe σ 1 P ∆ 1

tel que L : (σ,h,I) Ñ (σ 1,h 1,I 1) est un morphisme de cônes.

On notera EQC la catégorie des éventails quantiques calibrés et EQCsimp la sous-catégorie pleine des
éventails quantiques calibrés simpliciaux.

Notation 3.4.2.4. À un éventail quantique (∆,h : Zn Ñ Γ ,I), on associe l’éventail (∆h, Id : Zn Ñ

Zn,I) défini de la façon suivante : le cône σ appartient à ∆h si, et seulement si, il existe Cone(h(ei), i P

I) P ∆ tel que σ ĺ Cone(ei, i P I)

Lemme 3.4.2.5. La variété torique associée à l’éventail ∆h est la variété torique décrite par l’égalité
(1.1.5.8).

Après avoir défini les cartes affines tUσuσP∆, les données nécessaires pour recoller ces cartes résident
dans la combinatoire de l’éventail :
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Définition 3.4.2.6. Le type combinatoire d’un éventail (∆,h : Zn Ñ Γ ,I) est l’ensemble partiellement
ordonné, noté comb(∆), des sous-ensembles I de t1, . . . ,nu tel que Cone(h(ei), i P I) P ∆ ordonnés par
l’inclusion. À l’inverse, si D est un ensemble partiellement ordonné, on dira qu’une calibration (h,I) est
D-admissible s’il existe un éventail quantique (∆,h,I) tel que

comb(∆) » D

Exemple 3.4.2.7. Le type combinatoire de l’éventail du plan projectif i.e.
#

∆ = t(e1, e2, ´e1 ´ e2, Cone(e1, e2), Cone(e1, ´e1 ´ e2), Cone(´e1 ´ e2, e2)u

h : (x,y, z) P Z3 ÞÑ (x´ z,y´ z) P Z2

est
comb(∆) = tt1u, t2u, t3u, t1, 2u, t1, 3u, t2, 3uu

Proposition 3.4.2.8. Un cône σ = Cone(A) Ă Rd est simplicial si, et seulement si, pour tout I Ă A,
le cône Cone(I) est une face de σ.

Démonstration. L’implication est immédiate (grâce à la donnée d’un isomorphisme entre σ et Cone(e1, . . . , ek)).
La réciproque se montre par contraposée. Supposons donc que σ est un cône non-simplicial. Soit L une
sous-famille libre de A de cardinal maximal. Le cône Cone(L) ne peut pas être une face propre de σ car
ils sont de la même dimension et n’est pas σ car on a supposé que σ n’était pas simplicial.

Corollaire 3.4.2.9. Le fait d’être simplicial dépend uniquement du type combinatoire du cône.

Corollaire 3.4.2.10. Si ∆ est simplicial alors

Cone(ei, i P I) P ∆h si, et seulement si, Cone(h(ei), i P I) P ∆ (3.4)

Lemme 3.4.2.11. La correspondance comb : EQC Ñ Poset est fonctorielle.

Démonstration. Le morphisme d’ensembles partiellement ordonnés induit par un morphisme d’éventails
quantiques calibrés (L,H) : (∆,h,I) Ñ (∆ 1,h 1,I 1) est défini comme suit :
Soit σI P ∆. Par définition de morphisme d’éventails, Lσ est inclus dans un cône τ P ∆ 1. Le cône minimal
pour cette propriété sera noté comb(L,H)(I). On a ainsi défini un morphisme d’ensembles partiellement
ordonnés comb(L,H) : comb(∆,h,I) Ñ comb(∆ 1,h 1,I 1) (i.e une application croissante).

Contruisons maintenant le recollement :
Soit σ un cône simplicial de dimension k. Si τ est une face de σ alors τ est engendrée par un sous-ensemble
I des générateurs de σ. Quitte à réappliquer une permutation, on peut supposer que I = t1, . . . , dim(τ)u.
On obtient donc une inclusion

Uτ = [Cdim(τ) ˆ Td´dim(τ)/Zn´d] ãÑ [Ck ˆ Td´k/Zn´d] = Uσ

En particulier, si on a deux cônes simpliciaux σ et τ de ∆ alors σ X τ est une face de ∆. On obtient
donc le diagramme suivant

Uσ

UσXτ

Uτ
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où les changements de cartes sont données par les morphismes induits par les applications (LτL´1
σ ,HτH´1

σ )

que l’on notera gστ ou si σ = σI et τ = τI1 par gII1 .
Ainsi, on obtient un diagramme 1 de champs Dh,I : comb(∆) Ñ ChampS .

Définition 3.4.2.12. Le champ torique quantique X∆,h,I associé à l’éventail calibré (∆,h,I) est le
champ

X∆,h,I := colimDh,I

Proposition 3.4.2.13. Soit T P A. Un objet de X∆,h,I(T) est un recouvrement (TI := TσI
) de T indexé

par l’ensemble des cônes maximaux ∆max avec un objet

rTI C|I| ˆ Td´|I|

TI

de Uσ(TI) pour tout σI P ∆max, vérifiant pour tout couple (I, I 1) avec une intersection non-vide J

gII1


rTIĄJ C|J| ˆ Td´|J|

TI

mI

 =

rTIĄJ C|J| ˆ Td´|J|

TI

mI1

où rTI1ĄJ := m
´1
I (C|J| ˆ Td´|J|) et rTI1ĄJ := m

´1
I1 (C|J| ˆ Td´|J|)

Un morphisme de X∆,h,I(T) est une famille de morphismes donnés par les diagrammes commutatifs
suivants

CI ˆ Td´|I|

rTI rT 1
I

TI

αI

mI nI

vérifiant la condition de compatibilité suivante :

gII1



CJ ˆ Td´|J|

rTIĄJ rT 1
IĄJ

TI

αI

mI nI


=

CJ ˆ Td´|J|

rTI1ĄJ
rT 1
I1ĄJ

TI

αI1

mI1 nI1

Démonstration. Cela se fait de la même façon que les exemples 2.3.1.19 et 2.3.1.20.

Définition 3.4.2.14. Un morphisme de X∆,h,I est une famille de morphismes lσ : Uσ Ñ Uσ1 qui sont

1. On rappelle qu’il y a un foncteur pleinement fidèle Poset Ñ Cat. On identifiera toujours l’ensemble partiellement
ordonné et la catégorie associée.
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compatibles avec les changements de cartes i.e. qui fait commuter le diagramme suivant :

Uσ Uσ1

UσXτ Uσ1Xτ1

Uτ Uτ1

lσ

lτ

lσXτ

On notera CTQ la catégorie des champs toriques quantiques.

Exemple 3.4.2.15. Soit h : R3 Ñ R2 la calibration standard telle que h(e3) = (a,b) P R2
ă0 et ∆

l’éventail tel que
∆max = tσ0 = (e1, e2),σ1 = (e2, (a,b)),σ2 = (e1, (a,b))u.

Le tore que l’on considère est
Th = [T2/Z]

où Z agit sur T2 par
m ¨ (z1, z2) = (E(ma)z1,E(mb)z2)

Les trois automorphismes linéaires de R2 redressant les cônes sont :

L0 = I2,L1 =

(
0 a

1 b

)´1

=

(
´b
a

1
1
a

0

)
,L2 =

(
a 1
b 0

)´1

=

(
0 1

b

1 ´a
b

)
.

Les permutations associées sont

H = I3,H1 = P(1 3 2),H2 = P(1 2 3).

Les cartes affines sont

Uσ0 = [C2/Z] où m ¨ (z1, z2) = (E(am)z1,E(bm)z2);

Uσ1 = [C2/Z] où m ¨ (z1, z2) =

(
E

(
´
b

a
m

)
z1,E

(
1
a
m

)
z2

)
;

Uσ2 = [C2/Z] où m ¨ (z1, z2) =

(
E

(
1
b
m

)
z1,E

(
´
a

b
m
)
z2

)
;

Les changements de cartes sont donnés par

[C˚ ˆ C/Z] Ă Uσ0 Ñ [C ˆ C˚/Z] Ă Uσ1 , og[z,w] ÞÑ [z´b/aw, z1/a] »
[C ˆ C˚/Z] Ă Uσ0 Ñ [C˚ ˆ C/Z] Ă Uσ2 , og[z,w] ÞÑ [w1/b, zw´a/b] »
[C˚ ˆ C/Z] Ă Uσ1 Ñ [C ˆ C˚/Z] Ă Uσ2 , og[z,w] ÞÑ [z1/bw, z´a/b] »

où les guillemets renvoient aux « monômes à exposants irrationels » donnés par passage au quotient des
applications linéaires (voir l’exemple 3.3.14).

Théorème 3.4.2.16. La correspondance (∆,h,I) P EQC ÞÑ X∆,h,I P CTQ est fonctorielle et induit une
équivalence de catégories.

Démonstration. Cela déduit en recollant l’équivalence obtenue par le corollaire 3.4.1.10.
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Remarque 3.4.2.17. Dans la définition 3.4.2.1, il est autorisé de considérer une famille de cônes avec des
répétitions (« collection »). La différence se situe dans le fait que les éventails avec une répétition dans
les cônes décrivent un champ torique non-séparé (voir [52, Corollary 6.5 & Example 6.20])

Exemple 3.4.2.18. Le premier exemple que l’on peut trouver est en dimension 1 :
Prenons h : (x,y) ÞÑ x+y et ∆ = tRě0, 0,Rě0). Les deux cartes obtenues sont CˆBZ et le recollement
le long de C˚ ˆ BZ est l’identité. Par conséquent, le recollement est la droite affine à deux origines
(ˆBZ) qui n’est donc pas séparé.

Dans la suite, on supposera qu’il n’y a pas de répétition (sauf pour les dégénérescences étudiées au
chapitre 5).

3.5 Oubli de la calibration
Comme vu dans le lemme 3.3.9, les tores quantiques calibrés sont une gerbe analytique sur une version

non-calibrés de ceux-ci. De la même façon, on peut voir les champs toriques affines comme des gerbes
au-dessus d’une contrepartie non-calibrée :

Proposition 3.5.1. Soit (h : Zn Ñ Γ ,I) une calibration.
Alors le morphisme

fσ : Uσ := [Ck ˆ Td´k/Zn´d] Ñ [Ck ˆ Td´k/E(Γ)] (3.5)

(où E(Γ) agit sur Ck ˆ Td´k par :
E(γ) ¨ z = E(γ)z

où la multiplication se fait terme-à-terme) induit par le morphisme de groupoïdes

Ck ˆ Td´k ˆ Zn´d Ck ˆ Td´k ˆ E(Γ)

Ck ˆ Tn´k Ck ˆ Td´k

π1 act

(id,id,Eh)

actπ1

(id,id)

est une ker(h)-gerbe analytique équivariante (i.e. dans A).

Démonstration. L’action de Zn´d est la même que celle des formes multiplicatives des tores. Grâce à
l’isomorphisme de la proposition 3.3.13 avec le quotient [Cd/Zn] donné par l’action de h, on en déduit
que (3.5) est une ker(h)-gerbe (car il y a le même groupe d’ineffectivité).

On notera U noncal
σ le champ obtenu par la rigidification par ker(h) du champ torique Uσ.

De la même façon que dans la définition 3.4.2.12, on peut définir, à partir d’un éventail quantique
calibré, un diagramme de champs DΓ : comb(∆) Ñ Champ qui associe à I le champ U noncal

σI

Proposition 3.5.2. Le morphisme f : X∆,h,I Ñ colimDΓ =: X noncal
∆,h,I , obtenu par recollement des mor-

phismes fσ, est une ker(h)-gerbe analytique équivariante. En particulier, si ker(h) = 0 alors f est un
isomorphisme.

Démonstration. Cela se déduit du recollement des gerbes (3.5).

De la même façon que pour X∆,h,I, on a :

Lemme 3.5.3. Le tore TΓ est dense dans X noncal
∆,h,I .
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On peut définir une catégorie de champs toriques quantiques non-calibrés X noncal
∆,h,I où les morphismes

seront les morphismes de champs se restreignant en un morphisme de tores quantiques non-calibrés. Par
construction, on a le résultat suivant

Lemme 3.5.4. La correspondance f : X∆,h,I ÞÑ X noncal
∆,h,I est fonctorielle.

Par le corollaire 2.8.11, cette donnée s’interprête homotopiquement comme une classe d’homotopie
de morphismes X noncal

∆,h,I Ñ K(ker(h), 2) = BTa = (CP∞)a (où a := rg(ker(h)) = n ´ rg(Γ)) i.e. la classe
d’homotopie d’un Ta-fibré principal. Le reste de cette section sera dévoué à la construction.
Tout d’abord, nous allons montrer le résultat suivant

Théorème 3.5.5. Le morphisme h : S = X∆h,id,I Ñ X∆,h,I, induit par (h, id), est un Cn´d-fibré
principal.

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons décrire les restrictions de h sur les cartes affines :

Cd ˆ Cn´d Cd

Tk ˆ Cn´k Tk ˆ Cd´k

Cd ˆ Cn´d Cd

(Ck ˆ Td´k) ˆ Cn´d Ck ˆ Td´k

S Ą Ck ˆ Td´k ˆ Tn´d Uσ

Ek Ek

(Ek,id)

Ed

hC

Ek

h

ph

h

h

où k = dim(σ), h est le morphisme

(z,w) P Cd ˆ Cn´d ÞÑ (E( h1(w))z1, . . . ,E( hk(w))zk, zk+1 +  hk+1, . . . , zd +  hd) P Cd

et ph est le morphisme

(z,w) P (Ck ˆ Td´k) ˆ Cn´d ÞÑ (E( h1(w))z1, . . . ,E( hk(w))zd) P Ck ˆ Td´k.

Ce morphisme est Zn´d-équivariant pour la translation sur le facteur de Cn´d à gauche et pour l’action

p ¨ z = E( h(p))z (3.6)

à droite, il descend donc au quotient.
Nous allons maintenant montrer que ces morphismes sont trivialisables. On a le diagramme commutatif
suivant :

(Ck ˆ Td´k) ˆ Cn´d Ck ˆ Td´k

(Ck ˆ Td´k) ˆ Cn´d

p

(ph,id)´1
ph

»

où p : (Ck ˆ Td´k) ˆ Cn´d Ñ Ck ˆ Td´k est la projection.
Le morphisme p est Zn´d-équivariant pour l’action

p ¨ (z,w) = (E( h(p))z,w+ p) (3.7)
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à la source et l’action (3.6) au but et descend au quotient en un morphisme .

p : [(Ck ˆ Td´k) ˆ Cn´d/Zn´d] Ñ [Ck ˆ Td´k/Zn´d].

Le morphisme (ph, id)´1, défini par

(ph, id)´1(z,w) = (E(´ h(w)z,w),

est Zn´d-équivariant pour l’action (3.7) à la source et la translation au but.
Le diagramme précédent descend donc au quotient pour donner :

(Ck ˆ Td´k) ˆ Cn´d/Zn´d [(Ck ˆ Td´k) ˆ Cn´d/Zn´d]

(Ck ˆ Td´k) ˆ Tn´d

»

p

hσ

On conclut grâce aux propriétés de fonctorialités de la construction de X∆,h,I

Comme X∆,h,I est une gerbe au-dessus de X noncal
∆,h,I de bande Zrk(Ξ) alors

Théorème 3.5.6. Le morphisme f ˝ h : S Ñ X noncal
∆,h,I est un Cn´d´rg(Ξ) ˆTrg(ker(h))-fibré principal et

donc, un Trg(ker(h))-fibré principal à homotopie près.

On obtient ainsi une réalisation du fibré associé à la ker(h)-gerbe f : X∆,h,I Ñ X noncal
∆,h,I

3.6 Quotient global
On a vu dans le cas rationnel (cf. le théorème 1.1.5.15 et la sous-section 3.1.1) que les variétés/champs

toriques peuvent s’écrire comment le quotient d’un ouvert torique de Cn par l’action d’un sous-groupe
d’un tore. On verra dans cette section que les champs toriques quantiques s’écrivent également comme le
quotient de cet ouvert par l’action de Cn´d donnée par un morphisme de groupes (de Lie) Cn´d Ñ (C˚)n.

Pour cela, on va utiliser la notion utilisée en géométrie convexe de transformation de Gale :

Définition 3.6.1. Soit G = tv1, . . . , vnu une famille génératrice de Rd et h : Rn Ñ Rd le morphisme
R-linéaire tel que h(ei) = vi pour tout 1 ď i ď d.
Une transformation de Gale de G est une base de ker(h) ou encore de façon équivalente la donnée d’une
application k : Rn´d Ñ Rn telle que la suite

0 Rn´d Rn Rd 0k h

soit exacte.

Remarque 3.6.2. La transformation de Gale d’une famille génératrice de n vecteurs de Rd est définie à
une action de GLn´d(R) = AutR(ker(h)) près. Cette matrice agit par précomposition sur k.

Lemme 3.6.3. Si h : Rn Ñ Rd est écrite de façon standard h = idRd +  h alors une transformation de
Gale de (h(ei), i = 1..n) est donné par

k =

(
´ h

idRn´d

)
: x P Rn´d ÞÑ (´ h(x), x) P Rn

Démonstration. L’application k est injective car (´ h(x), x) = 0 si, et seulement si, x = 0. De plus,
h(x) = 0 ô (x1, . . . , xd) = ´ h(xd+1, . . . , xn) ô x = k(xd+1, . . . , xn)
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Lemme 3.6.4. Soit h : Rn Ñ Rd un épimorphisme linéaire. Soit I un sous-ensemble de cardinal n´ d

tel que (h(ei), i P Ic) soit une base de Rd. Si on demande que l’application k = (k1, . . . , kn) : Rn´d Ñ Rn
vérifie

@i P I, @x P Cn´d,ki(x1, . . . , xn´d) = xi (3.8)

alors celle-ci est unique.

Démonstration. Soit h un épimorphisme linéaire Rn Ñ Rd et k une transformation de Gale. Soit I =
ti1 ă . . . ă idu un sous-ensemble de cardinal n ´ d tel que (h(ei), i P Ic) soit une base de Rd. Soit
L l’isomorphisme ej ÞÑ h(eij). Alors Lh est standard (à permutation près) et donc vérifie (3.8). Aucun
autre élément dans la GLn´d(R)-orbite de la transformation de Gale ainsi obtenu ne vérifie (3.8).

Remarque 3.6.5. La transformation de Gale est notamment utilisée pour construire des polytopes (voir,
par exemple, [61, section 5.4]). Elle permet notamment de construire les types combinatoires qui ne
peuvent pas être réalisés par des polytopes à coefficients rationnels (un exemple est construit dans [61,
section 5.5]).

Proposition 3.6.6. Soit (∆,h) un éventail classique. Alors le groupe G = Hom(Cl(X∆),C˚) (utilisé
dans le théorème 1.1.5.15) est isomorphe à E(k(Cn´d)).

Démonstration. Rappelons ([34, Théorème 4.1.3]) que

G » HomZ(coker(hJ : Zd Ñ Zn),C˚)

On a la suite exacte suivante :

0 Zd Zn coker(h) 0hJ

Comme C˚ est un groupe injectif (car divisible) alors, en appliquant le foncteur exact Hom(´,C˚), on
obtient la suite exacte suivante

0 G Tn Td 0ϕ:=Hom(hJ,C˚) (3.9)

Le morphisme ϕ est le morphisme Tn Ñ Td induit par h par passage au quotient Cn Ñ Cn/Zn = Tn.
On en déduit que

G » ker(ϕ) = E(h´1(ker(E))) = E(h´1(Zd)) = E(Zd + ker(h)) = E(ker(h)) = E(k(Cn´d))

Théorème 3.6.7 ([81] Theorem 7.6). Soient (∆,h : Zn Ñ Rd,I) un éventail quantique calibré et k est
une transformation de Gale de hb idR. Alors

X∆,h,I »
[
S (∆)/Cn´d

]
où Cn´d agit sur S (∆) Ă Cn par

t ¨ z = E(k(t))z

La proposition 3.6.6 montre que le théorème 3.6.7 est l’analogue du résultat de quotient global du
théorème 1.1.5.15

Exemple 3.6.8 (Plan projectif quantique). Soit (h : R3 Ñ R2, H) la calibration standard telle que
h(e3) = (a,b) P R2

ă0 et ∆ l’éventail tel que

∆max = t(e1, e2), (e2, (a,b)), (e1, (a,b))u.
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Alors S (∆) = C3zt0u et la transformation de Gale de (e1, e2, (a,b)) est (´a, ´b, 1). On en déduit que

X∆,h,H = [C3zt0u/C]

où t ¨ (z1, z2, z3) = (E(´at)z1,E(´bt)z2,E(t)z3).

Plus généralement, on a :

Exemple 3.6.9 (Espace projectif quantique). Soit (h : Rd+1 Ñ Rd, H) la calibration standard telle que
h(ed+1) = (a1, . . . ,an) =: v P Rdă0 et ∆ l’éventail tel que

∆max = t(e1, . . . , ed), (e1, . . . , pei, . . . , en, v) pour 1 ď i ď du. (3.10)

Alors S (∆) = Cd+1zt0u et la transformation de Gale de (e1, . . . , ed, v) est (´a1, . . . , ´ad, 1). On en
déduit que

X∆,h,H = [Cd+1zt0u/C]

où t ¨ (z1, . . . , zd+1) = (E(´a1t)z1, . . . ,E(´adt)zd,E(t)zd+1) (on notera Pnq(v) ce champ torique quan-
tique).

En particulier, si v = (´1, . . . , ´1) alors X∆,h,H est une Z-gerbe au-dessus de l’espace projectif Pd

(que l’on notera ĂPd).
Si v P Qd alors X∆,h,H est une Z-gerbe au-dessus d’un espace projectif à poids (comme champ de
Deligne-Mumford).

Plus précisément, on a le résultat suivant

Lemme 3.6.10. Si v =
(
p1
q1

, . . . , pn

qn

)
(avec pi et qi premiers entre eux) alors l’espace projectif à poids

considéré dans l’exemple 3.6.9 est celui avec les coefficients suivants :(
p1Q

q1
, . . . , pdQ

qd

)
où Q est le ppcm des dénominateurs q1, . . . ,qd.

Démonstration. On sait que
X∆,h,H = [Cd+1zt0u/C]

où t ¨ (z1, . . . , zd+1) =
(
E
(

´
p1
q1
t
)
z1, . . . ,E

(
´
pd

qb
t
)
zd,E (t) zd+1

)
. A reparamétrage près, l’action peut

être écrite de la façon suivante :

t ¨ (z1, . . . , z3) =

(
E

(
´
p1Q

q1
t

)
z1, . . . ,E

(
´
pdQ

qd
t

)
zd,E (Qt) zd+1

)

On obtient donc une PGCD
(
p1Q
q1

, . . . , pnQ
qn

,Q
)
Z-gerbe

X Ñ P
(
p1Q

q1
, . . . , pnQ

qn
,Q
)

(où le terme de droite est l’espace projectif à poids (vu comme champ de Deligne-Mumford) de poids(
p1Q
q1

, . . . , pnQ
qn

,Q
)

). Montrons maintenant que PGCD
(
p1Q
q1

, . . . , pnQ
qn

,Q
)
= 1 :

Notons r ce pgcd. Alors

PGCD
(
p1Q

rq1
, . . . , pnQ

rqn
, Q
r

)
= 1

87



Chapitre 3 – Géométrie torique quantique

Comme qi est premier avec pi alors qi divise Q
r

. Comme cela est vrai pour tout i alors Q = PPCM(qi)

divise Q
r

, ce qui permet de conclure.

Définition 3.6.11. On appelera espace projectif quantique tout champ torique quantique dont l’éventail
est de la forme (3.10).

Exemple 3.6.12 (Surface d’Hirzebruch quantique). Soit h : R4 Ñ R2 la calibration standard telle que
h(e3) = (a,b) P Ră0 ˆ R et h(e4) = (c,d) P R ˆ Ră0 et ∆ l’éventail tel que

∆max = t(e1, e2), (e2, (a,b)), ((a,b), (c,d)), ((c,d), e1)u.

Alors S (∆) » (C2zt0u)2 (l’isomorphisme est donné en intervertissant la deuxième et la troisième co-
ordonnée) et la transformation de Gale de (e1, e2, (a,b), (c,d)) est (´a, ´b, 1, 0), (´c, ´d, 0, 1). On en
déduit que

X∆,h,H = [(C2zt0u)2/C2]

où (t, s) ¨ (z1, z2, z3, z4) = (E(´at´ cs)z1,E(t)z2,E(´bt´ ds)z3,E(s)z4).
Si a = ´1 et (c,d) = ´e2 alors on obtient une Z2-gerbe au-dessus de la surface d’Hirzebruch Fb =

P(O1
P ‘ OP1(´b)).
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Chapitre 4

ESPACES DE MODULES DE CHAMPS

TORIQUES

L’équivalence entre la donnée géométrique des champs toriques quantiques et la donnée com-
binatoire des éventails quantiques permet de construire aisément un champ de modules de champs

toriques quantiques en fixant le nombre de générateurs et le type combinatoire. On peut même en donner
une description explicite comme un ouvert Ω donné par des inégalités polynomiales de l’espace affine réel
modulo un groupe fini G.

Dans la première section, on donnera les premiers résultats sur ces champs de modules et notamment
comment le décrire comme champ quotient [Ω/G]. On continuera cette étude dans la deuxième section
en décrivant l’ensemble Ω par des inégalités et dans la quatrième section en calculant certains groupes
d’automorphismes de type combinatoire. La troisième section décrira le parallèle entre Ω et un objet
défini de façon similaire en géométrie convexe : les espaces de réalisation des polytopes. Enfin, on finira
ce chapitre par une cinquième section d’exemples et de calculs explicites sur ces espaces de modules.

4.1 Définitions et premiers résultats
Par définition de calibration D-admissible (cf. la définition 3.4.2.6), on a le résultat suivant

Lemme 4.1.1. La donnée d’un éventail calibré (∆,h,I) est équivalente à la donnée de (comb(∆),h,I)
si h est comb(∆)-admissible.

On peut définir l’espace de modules des champs toriques donnés par un type combinatoire :

Définition 4.1.2. SoientD le type combinatoire d’un éventail de Rd, n ě Card(D(1)) et I Ă [[1,n]]zD(1).
L’espace de modules des champs toriques quantiques donnés par un éventail de type combinatoire D est
le champ quotient (au-dessus du site VarDiffR) :

M (d,n,D,I) := th : Zn Ñ Rd | (h(ei))iPD(1) est D-admissibleu/ » (4.1)

où h » h 1 si, et seulement si, il existe un isomorphisme d’éventails entre l’éventail induit par (D,h,I) et
celui induit par (D,h 1,I).

Lemme 4.1.3. Soit D le type combinatoire d’un éventail de Rd ayant un cône simplicial de dimension
maximale, n ě Card(D(1)) et I Ă [[1,n]]zD(1). Le champ M (d,n,D,I) est isomorphe au champ

th : Zn Ñ Rd | h|Zd = idZd , (h(ei))iPD(1) est D-admissibleu/ »
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ou encore le quotient d’un sous-ensemble Ω(D) de Rd(n´d) = (Rd)n´d (représentant les différents géné-
rateurs h(ei)) par les isomorphismes d’éventails calibrés (L,H) tel qu’il existe I P D tel que

Cone(L(h(ei)), i P I) = Cone(e1, . . . , ed)

Démonstration. Si (∆,h,I) a un cône simplicial de dimension maximale alors il existe un isomorphisme
d’éventails quantiques (L,H) qui envoie (∆,h,I) sur un éventail quantique ayant un de ses cônes maxi-
maux qui est Cone(e1, . . . , ed).

Lemme 4.1.4. Si D est simplicial alors Ω(D) est un ouvert de Rd(n´d).

Démonstration. Comme le fait que d vecteurs de Rd soient linéairement indépendant est une condition
ouverte alors le fait d’être D-réalisable pour un type combinaire simplicial D est une condition ouverte
aussi.

Remarque 4.1.5. Le cas non-simplicial est plus compliqué. En effet, il existe des types combinatoires de
polytopes (non-simples) qui ne sont pas réalisables sur Q mais sont réalisables sur une extension de Q
(évoqués dans la remarque 3.6.5). Dans ce cas là, l’espace de réalisation n’est pas ouvert. On étudiera le
cas polytopal en détails dans la section 4.3.

Théorème 4.1.6. Soit D le type combinatoire d’un éventail de Rd ayant un cône simplicial de dimension
maximale, n ě Card(D(1)) et I Ă [[1,n]]zD(1). L’espace de modules des champs toriques quantiques
donnés par un éventail de type combinatoire D et d’ensemble de générateurs virtuels I est isomorphe au
champ quotient [

Ω(D)/AutPoset(D) ˆ (Zn)J ˆ GLJ(Z) ˆ SI

]
(4.2)

où J := [[1,n]]z(D(1)YI) et SI est le groupe de bijections de I. L’action de AutPoset(D)ˆ(Zn)JˆGLJ(Z)ˆ

SI sur Ω(D) est défini comme suit : Soient h P Ω(D), τ P AutPoset(D), (αj)jPJ, A P GLJ(Z) et σ P SI.
Posons

H =

 Pτ (αi)iPJ 0
0 A 0
0 0 Pσ


et L = (h(eτ(1)) . . .h(eτ(d)))´1. Alors,

(τ, (αj)jPJ,A,σ) ¨ h = LhH´1

Démonstration. Un isomorphisme d’éventails quantiques est la donnée de deux isomorphismes (L : Rd Ñ

Rd,H : Rn Ñ Rn) qui respectent les cônes et les générateurs virtuels. De plus, H se décompose par blocs :

H =

(
H1 0
0 H2

)
(4.3)

où H2 : RI Ñ RI est entièrement décrit par une permutation de I. Maintenant, il nous reste à
décrire H1. De la même façon que dans [81, section 11.2], il existe une permutation τ tel que L =

(h(eτ(1)) . . .h(eτ(d)))´1 et H|D(1) = Pτ. Plus précisément, τ (et son inverse) doit préserver les inclusions
des cônes. C’est donc un automorphisme d’ensembles partiellement ordonnés. On en déduit que H1 est
de la forme

H1 =

(
Pτ B

0 A

)
Comme H P GLn(Z),

˘1 = det(H) = det(H1) det(H2) = det(Pτ) det(A) det(Pσ) = ε(σ) det(A)ε(τ)
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Et donc, det(A) = ˘1. Cela permet de conclure que A P GLJ(Z).

Corollaire 4.1.7. Si le type combinatoire D est maximal (i.e. J = H) alors M (d,n,D,I) est une
orbifolde.

Notation 4.1.8. On va supposer dans toute la suite que le type combinatoire est maximal. On omettera
alors le I dans la notation (puisque I = [[1,n]]zD(1)).

Dans la suite, nous allons séparer l’étude deM (d,n,D) (avecD simplicial) en deux : premièrement, on
va décrireΩ par des inégalités dans Rd(n´d) puis donner des outils de calculs du groupe d’automorphismes
de AutPoset(D).

4.2 Semi-algébricité de Ω
Le but de cette section est de montrer que Ω(D) est, dans le cas simplicial, un ouvert semi-algébrique

de Rd(n´d) qui est connexe si D est le type combinatoire d’un éventail complet.

Définition 4.2.1. Soient D le type combinatoire d’un éventail simplicial complet de Rd avec n généra-
teurs. Le déterminant associé à ce type combinatoire est l’application detD : Rd(n´d) Ñ RDmax définie
par :

@v = (vd+1, . . . , vn) P (Rd)n´d, detD(v) = (det(vi, i P I))IPDmax

où v1 = e1, . . . , vd = ed.
On notera U(D) l’ouvert (non-vide par hypothèse sur D) det´1

D ((R˚)Dmax) de Rd(n´d).

Dans la suite, on fixera le type combinatoire D qui sera supposé simplicial et dont tous les éléments
maximaux seront de cardinal d.
Remarque 4.2.2. Grâce à ces hypothèses, Ω(D) Ă U(D).

Lemme 4.2.3. L’application ϕD : U(D) Ñ t˘1u∆max définie par

@v P U(D),ϕD(v) =
(

det(vi, i P I)

| det(vi, i P I)|

)
IPDmax

est localement constante (i.e. constante sur chaque composante connexe).

Démonstration. Cela vient du fait que l’application ϕD est continue et que l’espace t˘1u∆max est discret.

Proposition 4.2.4. L’espace Ω(D) est un ouvert-fermé de U(D).

Démonstration. Comme D est simplicial alors Ω(D) est un ouvert de Rd(n´d) et donc par l’inclusion de
la remarque 4.2.2, un ouvert de U(D). Montrons que c’est aussi un fermé de U(D) :
Soit (hn) une suite de Ω(D) qui converge vers h dans Ω(D) X U(D). Comme h P U(D) alors, pour
I P Dmax (qui sont de cardinal d)

det(h(ei), i P I) ‰ 0

Pour tout I P Dmax, les cônes σI = Cone(h(ei), i P I) sont donc des cônes simpliciaux. De la même façon,
les propriétés d’intersection sont conservés grâce au fait que h P U(D). On en déduit donc, grâce à la
proposition 3.4.2.8, que h P Ω(D). Cela montre donc que Ω(D) est fermé.

L’espace Ω(D) est donc une union de composantes connexes de U(D). Par conséquent, grâce au
lemme 4.2.3, on obtient des inégalités décrivant les composantes connexes de Ω(D).

91



Chapitre 4 – Espaces de modules de champs toriques

Corollaire 4.2.5. Soit h0 P Ω(D). la composante connexe de Ω(D) contenant h0 est donné par les
inégalités (en h) :

@I P Dmax, sign det(h(ei), i P I) = sign det(h0(ei), i P I)

où sign est la fonction R Ñ t˘1, 0u qui associe à un réel son signe. L’ouvert Ω est donc un ensemble
semi-algébrique de Rd(n´d).

Proposition 4.2.6. Si D est le type combinatoire d’un éventail simplicial complet alors Ω(D) est
connexe.

Démonstration. Comme le signe du déterminant est fixé sur le cône (e1, . . . , ed), celui des autres est fixé
de proche en proche i.e. si σ et τ sont deux cônes maximaux ayant une intersection de dimension d ´ 1
alors on peut écrire σ = Cone(v1, . . . , vd´1, vd) et τ = Cone(v1, . . . , vd´1, vd+1) où

sign(det(v1, . . . , vd´1, vd)) = ´sign(det(v1, . . . , vd´1, vd+1))

Regardons maintenant comment Ω(¨) se comporte avec les produits de types combinatoires 1 :
Soient n,m,d, e quatre entiers tels que n ě d et m ě e. Soient D1 le type combinatoire d’un éventail
simplicial de Rd etD2 le type combinatoire d’un éventail simplicial de Re avec |D1(1)| = n et |D2(1)| = m.
Posons πn le morphisme HomR(Rn+m,Rd+e) Ñ HomR(Rn,Rd) défini par

@h = (h1, . . . ,hd+e) : Rn+m Ñ Rd+e, @x P Rn,πn(h)(x) = (h1, . . . ,hd)(x‘ 0)

et πm le morphisme HomR(Rn+m,Rd+e) Ñ HomR(Rm,Re) défini par

@h = (h1, . . . ,hd+e) : Rn+m Ñ Rd+e, @x P Rm,πn(h)(x) = (hd+1, . . . ,hd+e)(0 ‘ x)

Corollaire 4.2.7. Le morphisme πn se restreint en un morphisme Ω(D1 ˆD2) Ñ Ω(D1) et πm en un
morphisme Ω(D1 ˆD2) Ñ Ω(D2).

Démonstration. Cela vient du fait que pour tout σ P D1, σ Y [[n + 1,n + e]] P D1 ˆD2 et tout τ P D1,
[[1,d]] Y τ P D1 ˆD2 et que les vecteurs correspondant aux cônes [[1,d]] et [[n+ 1,n+ e]] sont ceux de la
base canonique.

On va utiliser ces morphismes dans la section 4.5.
Pour conclure cette section, nous allons étudier le cas de la dimension 2 :

Lemme 4.2.8. Soit D le type combinatoire d’un éventail complet de R2. Alors D est isomorphe à

(1, . . . ,n, (1, 2), (2, 3), . . . , (|D(1)| ´ 1, |D(1)|), (|D(1)|, 1))

Démonstration. L’isomorphisme est donné en ordonnant les générateurs des 1-cônes par leur argument
(en identifiant R2 et C).

Notation 4.2.9. On notera Cn le type combinatoire

(1, . . . ,n, (1, 2), (2, 3), . . . , (n´ 1,n), (n, 1))

qui est donc le type combinatoire d’un éventail complet de R2

1. Le produit de deux ensembles partiellement ordonnés (P1, ď1) et (P2, ď2) est l’ensemble partiellement ordonné
(P1 ˆ P2, ď) où (a,b) ď (c,d) si a ď1 c et b ď2 d.
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Théorème 4.2.10. Pour tout n ě 3, l’ouvert Ω(Cn) est contractile.

Démonstration. Par les inégalités du corollaire 4.2.5, on a :

Ω(D) = tv3 = (a3,b3), . . . , v|D(1)| = (a|D(1)|,b|D(1)|) P (R2zt0u)|D(1)|´2 |

a3 ă 0,b|D(1)| ă 0, det(vi, vi+1) ą 0 pour 3 ď i ď |D(1)| ´ 1u

Considérons maintenant l’image Ω 1 de Ω(D) par l’application

π : (R2zt0u)|D(1)|´2 Ñ (S1)|D(1)|´2.

Comme les cônes sont stables par la multiplication par un réel positif alors π|Ω(D) : Ω(D) Ñ Ω 1 est
une R|D(1)|´2

ě0 -fibration. On en déduit que π|Ω(D) est une équivalence d’homotopie. Examinons donc
maintenant Ω 1 :
Par construction, l’ouvert Ω 1 est donné par les mêmes équations que Ω(D) :

Ω 1 = tv3 = (a3,b3), . . . , v|D(1)| = (a|D(1)|,b|D(1)|) P (S1)|D(1)|´2 |

a3 ă 0,b|D(1)| ă 0, det(vi, vi+1) ą 0 pour 3 ď i ď |D(1)| ´ 1u

Les conditions portant sur les déterminants deviennent des conditions sur des angles grâce à la formule
suivante

det(u, v) = | sin(u, v)|

pour u, v P S1. De plus, on sait que le quadrant R2
ě0 est déjà occupé par un cône. On en déduit qu’il y a

un homéomorphisme

Ω 1 »

$

&

%

(α2, . . . ,α|D(1)|) | 0 ă αi ă π/2 pour 3 ď i ď |D(1)| ´ 1,
|D(1)|
ÿ

i=2
αi = 3π/2

,

.

-

où α2 = {e2, v3, . . . ,α|D(1)| = {v|D(1)|, e1.
Comme α|D(1)| dépend des autres αi, on peut projeter et ainsi obtenir l’homéomorphisme suivant

Ω 1 »

$

&

%

(α2, . . . ,α|D(1)|´1) | 0 ă αi ă π/2 pour 3 ď i ď |D(1)| ´ 1,π/2 ă

|D(1)|´1
ÿ

i=2
αi ă 3π/2

,

.

-

Pour conclure, montrons que le côté droit de cet homéomorphisme (que l’on notera Ω2 est homotope à
un point. Considérons pour cela l’application H : [0, 1] ˆΩ2 Ñ Ω2 définie par

H(t,α2, . . . ,α|D(1)|´1) =

(
α1 + t

(
3π

2(|D(1)| ´ 1) ´ α1

)
, . . . ,α|D(1)|´1 + t

(
3π

2(|D(1)| ´ 1) ´ α|D(1)|´1

))
Cette application est bien définie car pour tout i et tout t P [0, 1] et tout n = |D(1)| ´ 2 ě 1,

0 ă αi + t

(
3π

2(n+ 1) ´ αi

)
= (1 ´ t)αi + t

3π
2(n+ 1)

ă (1 ´ t)π+ t
3π

2(n+ 1)
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ă π

(
1 ´ t

(
1 ´

3
2(n+ 1)

))
ă π

(
1 ´ t

2n´ 1
2(n+ 1)

)
ă π

et pour tout t P [0, 1] et tout n ě 1, on a

n
ÿ

i=1

(
(1 ´ t)αi + t

3π
2(n+ 1)

)
= (1 ´ t)

n
ÿ

i=1
αi + t

3πn
2(n+ 1)

ą (1 ´ t)
π

2 + t
3πn

2(n+ 1)

ą
π

2

(
1 + t

2n´ 1
n+ 1

)
ą
π

2

et

(1 ´ t)
n
ÿ

i=1
αi + t

3πn
2(n+ 1) ă (1 ´ t)

3π
2 + t

3πn
2(n+ 1) =

3π
2

(
1 ´ t

π1
(n+ 1)

)
ă

3π
2 .

Comme H(0, ¨) = idΩ2 et H(1, ¨) est l’application constante valant
(

3π
2(|D(1)|´1) , . . . , 3π

2(|D(1)|´1)

)
alors

Ω2 est contractile et donc Ω(C) aussi.

4.3 Cas polytopal
Dans la littérature, l’espace que l’on associe à un ensemble partiellement ordonné D est plus souvent

celui des points formant un polytope dont l’ensemble partiellement ordonné des faces est D :

Définition 4.3.1 ([111]). Soient P = Conv(p1, . . . ,pn) Ă Rd un polytope de Rd avec n sommets et
B = (p1, . . . ,pd+1) une base de l’espace affine Rd. L’espace de réalisation R(P,B) est l’ensemble des
matrices Q = (q1, . . . ,qn) P Rdn tel que

comb(Conv(Q)) = comb(P)

et qi = pi pour i = 1, . . . ,d+ 1.

Remarque 4.3.2. Les espaces obtenus en changeant de base sont « équivalents »(dans le sens de la fin de
section)

Proposition 4.3.3 ([28]). Soit D l’ensemble partiellement ordonné des faces d’un polytope (non-nécessairement
simplicial) P Ă Rd à n sommets et B une base affine de Rd (on va supposer que le premier point de B

est 0). Posons P(P) l’ensemble

P(P) := t(Q, v) P R(P,B) ˆ Rd | v P Int Conv(Q)u

L’application (Q, v) ÞÑ tsommets de Q´ vu est une immersion ouverte P(P) ãÑ Ω(D).

Remarque 4.3.4. Le v qui est retiré permet au polytope d’avoir 0 dans son intérieur.
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Avertissement 4.3.5. L’inclusion est toujours stricte pour n ą d + 1 même en dimension 2 i.e. même si
tous les cônes sont engendrés par une face d’un polytope cela ne veut pas dire que les générateurs choisis
par la calibration sont les sommets d’un polytope (voir la figure (4.1)).

‚

‚

‚

‚

Figure 4.1 – Contre-exemple éventails polypaux/calibration

La fin de cette section sera dédiée à montrer que les espaces Ω(D) pour D non-simplicial peuvent être
aussi compliqués que possible.

Définition 4.3.6 (équivalence stable). ‚ Soit V Ă Rn et W Ă Rn+d deux sous-ensembles semi-
algébriques tels que π(W) = V où π est la projection Rn+d Ñ Rn. Alors V est une projection
stable de W si W est de la forme

W = t(v, v 1) | v P V, @i P I, @j P J,ϕi(v) ¨ v 1 ą 0,ψj(v) ¨ v 1 = 0u

où I et J sont des ensembles finis et les ϕi et ψj sont des fonctions polynomiales Rn Ñ (Rd)˚

‚ Deux ensembles semi-algébriques V et W sont rationnellement équivalents s’il existe un homéomor-
phisme f : V Ñ W tel que f et f´1 sont des fonctions rationnelles.

‚ L’équivalence stable est la relation d’équivalence sur l’ensemble des ensembles semi-algébriques
engendrée par la projection stable et l’équivalence rationnelle.

Remarque 4.3.7. On peut donner une interprétation géométrique à la projection stable : V est une
projection stable de W si chaque fibre de la projection W Ñ V est l’intérieur d’un polyèdre dont les
coefficients des équations sont donnés par des polynômes sur V.

Lemme 4.3.8 ([110]). Soient V Ă Rn et W Ă Rm deux ensembles semi-algébriques stablement équiva-
lents. Alors 2,

‚ Si k est un sous-corps de Q et que V X kn = H alors W X km = H

‚ V et W ont des « structures de singularité équivalentes ». Par exemple, V est lisse si, et seulement
si, W est lisse

Théorème 4.3.9 (d’universalité de Mnëv,[95],1986). Tout ensemble semi-algébrique V au-dessus de Z
est stablement équivalent à l’espace de réalisation d’un polytope de dimension d à d+ 4 côtés.

2. dans [110], il est ajouté le fait que V et W sont homotopiquement équivalents mais l’exemple suivant montre que
cela est faux : V = R est une projection stable de W = t(v,w,w 1) P R3 | v(vw ´w 1) = 0u mais W n’est pas connexe
par arcs alors V l’est. L’hypothèse que l’on peut rajouter pour que cela fonctionne est la constance de la dimension des
fibres. Voir https://taboege.de/blog/2022/02/On-stable-equivalence-of-semialgebraic-sets/ pour une discussion sur
ce problème de [110]
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Théorème 4.3.10 (Richter-Gebert,[111],1994). Tout ensemble semi-algébrique V au-dessus de Z est
stablement équivalent à l’espace de réalisation d’un polytope de dimension 4.

Corollaire 4.3.11. Le corps Q X R est le plus petit corps sur lequel tous les 4-polytopes peuvent être
réalisés.

Ces résultats nous montrent que les ensembles Ω(D) peuvent contenir des ouverts très singuliers et
que pour réaliser certains types combinatoires, on ne peut pas se placer sur Q.

Remarque 4.3.12. Une conséquence notable de ces résultats est que les polytopes réalisant ces types
combinatoires sont difficilement maniables de façon informatique : les flottants sont des représentations
des rationnels et par conséquent, l’approximation faite en passant des réels aux flottants empêche que le
polytope obtenu soit celui du type combinatoire que l’on voulait.

4.4 Automorphismes d’ensembles partiellement ordonnés
Le calcul des groupes d’automorphismes est, dans la pratique, compliqué à mener. En effet, pour

qu’une permutation σ P Sn soit dans AutPoset(D)ˆSI, il faut vérifier qu’elle envoie des cônes maximaux
sur les cônes maximaux. C’est faisable pour des petites valeurs de n mais cela devient vite infaisable.
Cette section a pour but d’expliciter certains résultats que l’on peut obtenir lorsque D est un produit de
deux types combinatoires.

Définition 4.4.1. Un ensemble partiellement ordonné (P, ď) est connexe si pour toute paire (a,b) P P2,
il existe une suite finie c1 = a, . . . , cn = b tel que, pour tout i, ci et ci+1 soient comparables (i.e. ci ď ci+1
ou ci+1 ď ci).

Lemme 4.4.2. Si un ensemble partiellement ordonné P a un élément minimum m ou un élément maxi-
mum M (i.e. tel que pour tout p P P, m ď p (ou p ď M) alors il est connexe.

Démonstration. Soit P un ensemble partiellement ordonné ayant un élément minimum m (même raison-
nement pour un élément maximal) alors pour toute paire d’éléments (a,b), on a :

a ě m ď b

Ce qui montre que P est un connexe.

Théorème 4.4.3 ([42]). ‚ Soit X =
ś

iPI Xi un ensemble partiellement ordonné connexe où Xi et
Xj n’ont pas de facteur commun (i.e. il n’existe pas Y,X 1

i,X 1
j non vides tels que Xi » Y ˆ X 1

i et
Xj » Y ˆ X 1

j) pour i ‰ j. Alors

AutPoset(X) =
ź

iPI

AutPoset(Xi)

‚ Soit X un ensemble partiellement ordonné indécomposable (i.e. il n’existe pas de Y,Z non vide tel
que X » Y ˆ Z) et Y =

ś

iPI X. Alors

AutPoset(Y) =
ź

iPI

AutPoset(X) ¸ SI

où SI agit sur
ś

iPIAutPoset(X) par permutation des coordonnées.
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Corollaire 4.4.4. Soient P1, . . . ,Pn des ensembles partiellement ordonnées indécomposables distincts et
m1, . . . ,mn des entiers naturels. Alors

AutPoset

(
n
ź

i=1
Pmi

i

)
=

n
ź

i=1
AutPoset(Pi)

mi ¸ Smi

Corollaire 4.4.5. Supposons que D1 et D2 n’ont pas de facteur commun alors les applications πn et πm
descendent au quotient en des morphismes M (d + e,n +m,D1 ˆD2) Ñ M (d,n,D1) et M (d + e,n +

m,D1 ˆD2) ÑM (e,m,D2).

Exemple 4.4.6. On peut prendre D1 le type combinatoire de P1 et D2 le type combinatoire de P2. Alors

AutPoset(D1 ˆD2) = AutPoset(D1) ˆ AutPoset(D2) = Z/2Z ˆ S3

Proposition 4.4.7. Soient ∆1 et ∆2 deux éventails. Alors

comb(∆1 ˆ ∆2) = comb(∆1) ˆ comb(∆2)

Démonstration. Cela vient de l’égalité

∆1 ˆ ∆2 = tσˆ τ | σ P ∆1, τ P ∆2u

Proposition 4.4.8. Si ∆ est un éventail normal de P alors

AutPoset(comb(P)) = AutPoset(comb(∆))

Démonstration. Cela vient de l’égalité (dû à la dualité éventails-polytopes) :

comb(P) = comb(∆)op

(le op désignant le poset donné par l’ordre opposé). En effet, si on on prend un automorphisme ϕ de
comb(∆) alors

u ď v ô ϕ(u) ď ϕ(v)

Par définition, on obtient
u ěop v ô ϕ(u) ěop ϕ(v)

Exemple 4.4.9. Si D est le type combinatoire d’un éventail de R2 alors AutPoset(D) est le groupe
d’automorphismes de graphes de la forme : On en déduit que le groupe AutPoset(D) est le groupe diédral
à 2|D(1)| elements.

Exemple 4.4.10. Soit Hn = [0, 1]n le n-hypercube. Alors

AutPoset(comb(H1)) = Z/2Z

et
AutPoset(comb(Hn)) = (Z/2Z)n ¸ Sn

En particulier,
‚ AutPoset(comb(H2)) = (Z/2Z)2 ¸ S2 = D4 ;
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Figure 4.2 – Graphe cyclique et éventail

‚ AutPoset(comb(H3)) = (Z/2Z)3 ¸ S3 = Z/2Z ˆ S4 ;

Exemple 4.4.11. Soit ∆n = t(x1, . . . , xn) P Rně0 |
řn
i=1 xi ď 1u le n-simplexe standard. Alors

AutPoset(comb(∆n)) = Sn+1

Exemple 4.4.12. Le groupe d’automorphisme des deux polytopes de 4.3 est Z/2Z ˆ Z/2Z.

Figure 4.3 – Le « livre pentagonal » et une de ses dégénérescences

4.5 Exemples
Cette section sera dédiée au calcul de certains espaces de modules M (d,n,D) = [Ω(D)/AutPoset(D)],

leur groupe d’homotopie et leur groupes de cohomologie singulières.

Dans ces exemples, nous allons montrer que Ω(D) est contractile. Grâce à cela, nous allons réussir à
calculer les groupes de cohomologie de M (d,n,D) Pour cela, on peut commencer par rappeler le résultat
suivant :

Proposition 4.5.0.1. Si X est une variété contractile et G un groupe fini agissant sur X. Alors X =

[X/G] a le type d’homotopie de BG et donc

H˚(X ,R) = H˚(BG,R)

pour tout anneau R.

On affinera ce résultat dans le théorème 4.5.1.7 pour le cas où R = Q.
On a déjà montré le cas des surfaces dans le théorème 4.2.10 :

Corollaire 4.5.0.2. Le champ de modules M (2,n,Cn) a le type d’homotopie de

B(Aut(Cn)) = B(Dn)

.
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4.5.1 Cohomologie des groupes
Pour calculer ces groupes de cohomologie, on va passer par la cohomologie des groupes grâce au

théorème 4.5.1.2 :

Définition 4.5.1.1. Soient G un groupe, M un Z[G]-module. Le ième groupe de cohomologie de G à
valeurs dans M est

Hi(G,M) := ExtiZ[G](Z,M)

i.e. le ième foncteur dérivé de HomZ[G](Z, ´) : Z[G] ´ Mod Ñ Ab évalué en M

Théorème 4.5.1.2 ([124] theorem 6.10.5). Soit G un groupe topologique et R un anneau. On a un
isomorphisme d’anneaux gradués

H˚(BG,R) » H˚(G,R)

où l’anneau de cohomologie à droite est celui de la cohomologie des groupes.

Exemple 4.5.1.3 ([63] theorem 5.3). Soit m ě 3 un entier. Alors

H0(Z/mZ,Z) = HomZ[Dm](Z,Z) = Z

et pour q ě 1

Hk(Z/mZ,Z) =

#

Z/mZ si k ” 0[2]
(Z/2Z) sinon

Exemple 4.5.1.4 ([63] theorem 5.3). Soit m ě 3 un nombre impair. Alors

H0(Dm,Z) = HomZ[Dm](Z,Z) = Z

et pour q ě 1

Hk(Dm,Z) =

$

’

&

’

%

Z/mZ ‘ (Z/2Z) si k ” 0[4]
(Z/2Z) si k ” 2[4]
0 sinon

Exemple 4.5.1.5 ([63] theorem 5.2). Soit m ě 3 un nombre pair. Alors

H0(Dm,Z) = HomZ[Dm](Z,Z) = Z

et pour q ě 1

Hk(Dm,Z) =

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Z/mZ ‘ (Z/2Z)k
2 si k ” 0[4]

(Z/2Z)k´1
2 si k ” 1[4]

(Z/2Z)k+2
2 si k ” 2[4]

(Z/2Z)k´1
2 si k ” 3[4]

De plus, l’anneau gradué H˚(Dm,Z) est isomorphe à l’algèbre polynomiale

Z[a2,d4]/(2a2,nd4)

où a2, b2 sont les deux générateurs de H2(Dm,Z) = Z/2Z ‘ Z/2Z, c3 est le générateur de H3(Dm,Z) =
Z2Z et d4 est le générateur de Z/mZ Ă H4(Dm,Z)

Remarque 4.5.1.6. Ces deux exemples décrivent la cohomologie singulière de M (2,n,C) dans le cas où
n = |C(1)|.
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Devant la difficulté pour calculer la cohomologie à coefficients dans Z des différents groupes finis, on
va voir ce qui se passe pour le cas à coefficients dans Q :

Théorème 4.5.1.7 ([23] Chapter III : Proposition 10.1, Corollary 10.2). Soient G un groupe fini et M
un Q[G]-module (e.g. M = Q). Alors pour tout n ě 1, Hn(G,M) = 0.

Corollaire 4.5.1.8. Pour tout groupe fini G agissant sur une variété contractile X et tout n ě 1, on a

Hn([X/G],Q) = Hn(BG,Q) = Hn(G,Q) = 0

4.5.2 Espaces projectifs
Soit n P N˚ et Sn le type combinatoire avec (n+1) rayons et dont les éléments maximaux sont toutes

les sous-familles à n éléments de [[1,n+ 1]] i.e. le type combinatoire de Pn.

Lemme 4.5.2.1. Ω(Sn) = Rnă0

Démonstration. On a l’inclusionΩ(Sn) Ă Rnă0 car (´1, . . . , ´1) P Ω(Sn) (car Pn a ce type combinatoire).
Comme Ω(D) est un sous-ensemble connexe dans Rnă0 (par la proposition 4.2.6) donc Ω(Sn) = Rnă0.

Proposition 4.5.2.2. M (n,n+ 1,Dn) a le type d’homotopie de BSn+1 = K(Sn+1, 1) et ses groupes de
cohomologie sont donc

H‚(M (n,n+ 1,Sn),Z) = H‚(Sn+1,Z)

Exemple 4.5.2.3. Pour n = 2, S3 = D3 et donc

Hk(M (n,n+ 1,Sn),Z) =

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Z si k = 0
Z/2Z si k ” 2[4]
Z/6Z si k ” 0[4],k ą 0
0 sinon

Exemple 4.5.2.4 ([82]). Pour n = 3, H˚(M (3, 4, S3)) est l’anneau gradué décrit par générateurs et
relations suivant :

xa,b, c,d | deg(a) = 2, deg(b) = 3, deg(c) = 3, deg(d) = 4,
2a = 2b = 4c = 3d = 0,ab2j = aj+1(c+ a2)j pour tout j ě 1

D

Le calcul des groupes de cohomologie Sn ne sont pas connus pour n ě 5 mais comme Sn est fini alors
que les groupes de cohomologie rationnelle de Sn sont faciles à calculer :

Proposition 4.5.2.5. Pour tout n ě 1,

Hk(M (n,n+ 1,Sn),Q) =

#

Q si k = 0
0 sinon

4.5.3 Surfaces de Hirzebruch
Dans cette sous-section, nous allons étudier l’espace de modules des surfaces d’Hirzebrich i.e. les

éventails dont le type combinatoire est :

C4 = t1, 2, 3, 4, (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)u
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On a vu dans le théorème 4.2.10 que Ω(C4) est contractile. Dans cette exemple, on va redémontrer ce
résultat en donnant une description plus géométrique de Ω(C4).

On peut tout d’abord remarquer que le type combinatoire C4 est le carré du type combinatoire
D = t(1, 2)u qui est le type combinatoire de l’éventail de la droite projective.

Lemme 4.5.3.1. On a l’égalité :

Ω(C4) = t(a,b), (c,d)) P (R2)2 | a ă 0,d ă 0,ad´ bc ą 0u

Démonstration. On a les égalités suivantes :

det
(

0 a

1 b

)
= ´a, det

(
a c

b d

)
= ad´ bc, det

(
c d

1 0

)
= ´d

De plus, P1ˆP1 est une variété dont l’éventail est de type combinatoireD donc ´a ą 0, ´d ą 0,ad´bc ą

0. On conclut grâce au fait que Ω(D) est connexe puisque D est simplicial (cf. la proposition 4.2.6).

Par le corollaire 4.2.7, on a un morphisme

p : Ω(D4) Ñ Ω(D) ˆΩ(D) = R2
ă0

((a,b), (c,d)) ÞÑ (a,d)

Pour tout a,d ă 0, la fibre de p est

p´1(a,d) = t(a,b, c,d) P R4 | ad´ bc ą 0u

» t(b, c) P R2 | bc ă adu

» t(b, c) P R2 | bc ă 1u =: H

(le dernier isomorphisme étant (b, c) ÞÑ
(
b
a

, c
d

)
)

Lemme 4.5.3.2. L’espace H est homotope à t(0, 0)u.

Démonstration. On considère l’homotopie H : (x, t) P H ˆ [0, 1] ÞÑ (1 ´ t)(x,y) car pour tout (x,y) P H

et t P [0, 1],
(1 ´ t)x(1 ´ t)y = (1 ´ t)2xy ă 1.

Alors H(¨, 1) ” (0, 0).

On peut donc construire un quasi-inverse de p :

s(a,d) = (a, 0, 0,d)

Par conséquent, on retrouve que Ω(C4) est contractile et que M (2, 4,C4) a le type d’homotopie de
BAutPoset(D) = BD4. On peut donc calculer les groupes de cohomologie de M (2, 4,D1 ˆD2)

4.5.4 P1 ˆ P2

Soient D1 = t(1), (2)u et D2 = t(3), (4), (5), (3, 4), (4, 5), (5, 3)u les types combinatoires de, respective-
ment, de la droite projective et du plan projectif. Notons D le type combinatoire produit D = D1 ˆD2.
C’est donc le type combinatoire de l’éventail de P1 ˆ P2

Lemme 4.5.4.1. Ω(D) est l’ensemble des ((a,b, c), (d, e, f)) P (R3)2 tels que
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$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

a ă 0
e ă 0
f ă 0
bd´ ae ă 0
dc´ af ă 0

Démonstration. Même preuve que le lemme 4.5.3.1

On a une projection p : Ω(D) Ñ Ω(D1) ˆΩ(D2) = R3
ă0 définie par :

(a,b, c,d, e, f) ÞÑ (a, e, f)

Soit (a, e, f) P R3
ă0. Alors

p´1(a, e, f) » t(b, c,d) P R3 | bd´ ae ă 0,dc´ af ă 0u

Lemme 4.5.4.2. Pour tout (a, e, f) P Ră0, πa,e,f : (b, c,d) P p´1(a, e, f) ÞÑ d P R est une équivalence
d’homotopie de quasi-inverse d ÞÑ (0, 0,d)

Démonstration. Soit d P R. Alors

π´1
a,e,f(d) = t(b, c) P R | bd´ ae ă 0,dc´ af ă 0u

=

$

’

&

’

%

] ´ ∞, ae
d
[ˆ] ´ ∞, ad

e
[ si d ą 0

R2 si d = 0
]ae
d

,+∞[ˆ]ad
e

,+∞[ si d ă 0

Comme ae ą 0 alors (0, 0) est dans toutes les fibres de πa,e,f qui sont donc homotope à t(0, 0)u.

Proposition 4.5.4.3. La projection Ω(D) Ñ R3
ă0 ˆ R définie par :

(a,b, c,d, e, f) ÞÑ (a,d, e, f)

est une équivalence d’homotopie de quasi-inverse (a,d, e, f) ÞÑ (a, 0, 0,d, e, f)

Démonstration. Cela découle du lemme précédent.

Corollaire 4.5.4.4. L’ouvert Ω(D) est contractile etM (3, 5,D) a le type d’homotopie de BAutPoset(D) =

B(Z/2Z ˆ S3) = BD6

Corollaire 4.5.4.5. On a les égalités suivantes :

Hk(M (3, 5,D),Z) =

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Z si k = 0
Z/2Z si k ” 2[4]
Z/12Z si k ” 0[4],k ą 0
0 sinon

102



Chapitre 5

COMPACTIFICATION DES ESPACES DE

MODULES DE CHAMPS TORIQUES ET

DÉGÉNÉRESCENCES

Dans le chapitre précédent, on a décrit l’espace de modules de champs toriques quantiques où on
a fixé la dimension, le nombre de générateurs et le type combinatoire. La question naturelle suivante

est : « Comment compactifier cet espace de modules ? ». Pour faire cela, nous allons d’abord plonger
Ω(D) dans une variété grassmannienne (qui est compacte) puis prendre son adhérence afin d’obtenir un
espace compact et ainsi compactifier le champ de modules M (d,n,D).
La première section de ce chapitre sera dédiée à des rappels sur les grassmanniennes. Afin de pouvoir
faire les constructions des sections suivantes, on étudiera les passages au quotient des actions de groupe,
dans la deuxième section, lorsque l’action de groupe n’est plus équivariante mais vérifie une condition plus
faible de compatibilité. La quatrième section décrira la famille universelle des champs toriques quantiques
au-dessus de M (d,n,D) grâce à la simplication de l’action de Aut(D) induite par le plongement dans la
grassmannienne. La cinquième section sera vouée à la construction de la compactification de M (d,n,D)

et de celle de sa famille universelle. Enfin, la sixième section sera consacrée aux exemples.

5.1 Grassmanniennes
Dans cette section, on va rappeler la construction des grassmanniennes (voir, par exemple, [94]) et

introduire les notations qui seront utilisées dans le reste du chapitre.

Définition 5.1.1. Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie n. La grassmannienne des k-plans
(k ď n) de V est l’ensemble, noté Gr(k,V), des sous-espaces vectoriels de dimension k de V.

Exemple 5.1.2. Gr(1,V) = Gr(dim(V) ´ 1,V˚) = P(V).

Remarque 5.1.3. Un isomorphisme V » Rdim(V) induit une bijection Gr(k,V) » Gr(k,Rdim(V))

Corollaire 5.1.4. On a une bijection

Gr(k,Rn) » O(n)/O(k) ˆ O(n´ k)

où O(k) ˆ O(n´ k) agit sur O(n) par :

(N,P) ¨ R =

(
N 0
0 P

)
R
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Cela munit Gr(k,Rn) d’une structure de variété différentiable compacte de dimension k(n´ k).

Démonstration. Le groupe O(n) agit transitivement sur Gr(k,Rn) par l’action induite par celle sur Rn.
Le stabilisateur de cette action en chaque point est O(k) ˆ O(n´ k), ce qui permet de conclure.

On va maintenant donner deux autres isomorphismes afin de donner facilement des cartes de la
grassmanniennes :

Lemme 5.1.5. Pour n ě k, l’ensemble

Epi(Rn,Rk) := tf P HomR(Rn,Rk) | f surjective u

est un ouvert de Zariski de HomR(Rn,Rk) » Rnk.

Démonstration. Un morphisme f : Rn Ñ Rk est surjectif si, et seulement si, il existe un sous-ensemble I
de t1, . . . ,nu de cardinal k tel que

det(f|RI) ‰ 0

Ainsi,

Epi(Rn,Rk) =
ď

I,|I|=k

 

(aij)1ďiďk,1ďjďn P Rnk | det((aij)1ďiďk,jPI) ‰ 0
(

(5.1)

=:
ď

I,|I|=k
EpiI(Rn,Rk) (5.2)

Dualement,

Lemme 5.1.6. Pour n ě k, l’ensemble

Mono(Rk,Rn) := tf P HomR(Rk,Rn) | f injective u

est un ouvert de Zariski de HomR(Rk,Rn) » Rnk.

Avec une égalité similaire à celle de (5.2) :

Mono(Rk,Rn) =
ď

I,|I|=k

 

(aij)1ďiďn,1ďjďk P Rnk | det((aij)1ďjďk,iPI) ‰ 0
(

(5.3)

=:
ď

I,|I|=k
MonoI(Rk,Rn) (5.4)

Théorème 5.1.7. L’application ker(´) : Epi(Rn,Rd) Ñ GrR(n´d,Rn), qui associe à un épimorphisme
f son noyau ker(f) (qui est de dimension n ´ d par surjectivité de f), est surjective et descend en un
isomorphisme

Epi(Rn,Rd)/GLd(R) » GrR(n´ d,Rn) (5.5)

où GLk(R) agit par post-composition.
Dualement, im(´) : Mono(Rn´d,Rn) Ñ GrR(n´d,Rn) est surjective, qui associe à un monomorphisme
f son image im(f) (qui est de dimension n´ d par injectivité de f), descend en un isomorphisme

Mono(Rn´d,Rn)/GLn´d(R) » GrR(n´ d,Rn) (5.6)
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où GLn´d(R) agit par pré-composition.

Démonstration. L’application ker(´) est surjective car tout élément V de Gr(n´ d,Rn) induit un mor-
phisme Rn Ñ Rd par la composition

V Rn coker(i) » Rdi

dont le noyau est V. Il faut ensuite remarquer que

ker(f) = ker(g) ô DP P GLd(R),g = Pf

L’implication de la droite vers la gauche est immédiate et la deuxième se montre grâce au diagramme
suivant

Rk Rd

Rn/ ker(f) Rn/ ker(g)

Rn

D!P

=

[g][f] » »

Le deuxième cas se fait de la même façon.

Les égalités (5.2) et (5.4) permettent de décrire des cartes de Gr(n ´ d,Rn). En effet, l’action de
GLd(R) sur Epi(Rn,Rd) se restreint en une action sur EpiI(Rn,Rd) (pour tout ensemble I de cardinal
d) et

Lemme 5.1.8. On a un isomorphisme

ϕI : UI := EpiI(Rn,Rd)/GLd(R) » Rd(n´d)

Démonstration. Soit I = ti1 ă . . . ă idu un sous-ensemble de t1, . . . ,nu. Notons Ic = tic1 ă . . . ă icn´du

Soit f : Rn Ñ Rk un élément de EpiI(Rn,Rd) et notons Mf la matrice de la restriction de f sur RI. Cette
matrice est inversible par hypothèse sur I. Alors l’application M´1

f ¨ f vérifie, pour tout j P t1, . . . ,du,

M´1
f ¨ f(eij) = ej (5.7)

On en déduit l’isomorphisme voulu :

[f] ÞÑ (M´1
f f(eic1 ), . . . ,M´1

f f(eicn´d
))

L’inverse de ϕI associe à la famille v = (v1, . . . , vn´d) de vecteurs de Rd la classe d’équivalence de
l’application linéaire

(x1, . . . , xn) P Rn ÞÑ

d
ÿ

j=1
xjeij +

n´d
ÿ

l=1
xlvicl . (5.8)

Cette démonstration nous montre que le morphisme EpiI Ñ Ui Ă Gr(n´ d,Rn) a une section sEpi,I
qui associe à W (donné par ϕ´1

I par les vecteurs v1, . . . , vn´d) le morphisme (5.8).
Passons aux cartes obtenues à partir de Mono(Rn´d,Rn) : pour tout I = ti1 ă . . . ă in´du de

cardinal n´ d (on notera ic1 ă . . . ă icd les éléments de Ic), l’action de GLn´d(R) sur Mono(Rn´d,Rn)
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se restreint en une action sur MonoI(Rn´d,Rn) et on obtient des isomorphismes

ψI : VI := MonoI(Rn´d,Rn)/GLn´d(R) Ñ Rd(n´d)

en remarquant que pour tout monomorphisme λ : Rn´d Ñ Rn, il existe une (unique) matrice inversible
Mλ, donnée par la matrice de la corestriction rλ : Rn´d Ñ RI de λ, telle que

(λM´1
λ )j(x1, . . . , xn´d) = xij

pour tout j P I et donc ψI est défini par

ψI([λ]) = ((λM´1
λ )ic1 , . . . , (λM´1

λ )icd)

où on a identifié Rn´d avec son dual. Le morphisme ψ´1
I associe à v = (v1, . . . , vd) P (Rn´d)d la classe

d’équivalence de l’application λ = (λ1, . . . , λn) : Rn´d Ñ Rn définie par

λk(x) =

#

xx, vjy if k = icj
xl if k = il

(5.9)

Comme dans le cas des épimorphismes, cette démonstration nous montre que le morphisme MonoI Ñ

Vi Ă Gr(n´ d,Rn) a une section sMono,I qui associe à W (donné par ψ´1 par les vecteurs v1, . . . , vd) le
morphisme (5.9).

Remarque 5.1.9. Dans le cas des épimorphismes, les morphismes « modèles » sont ceux dont la matrice
est de la forme (

IddˆI ‹
)

et dans le cas des monomorphismes, ce sont ceux de la forme(
IdIˆ(n´d)

‹

)
En conclusion, on obtient :

Proposition 5.1.10. La famille t(UI,ϕI)u|I|=d est un atlas de Gr(n´ d,Rn)

Proposition 5.1.11. La famille t(VI,ψI)u|I|=n´d est un atlas de Gr(n´ d,Rn)

Proposition 5.1.12. La composée ψ´1
Ic ϕI est une transformée de Gale pour tout sous-ensemble I de

t1, . . . ,nu de cardinal d.

Démonstration. Par définition, la transformée de Gale d’un épimorphisme h : Rn Ñ Rd est la donnée
d’un morphisme k : Rn´d Ñ Rn tel que la suite

0 Rn´d Rn Rd 0k h

est exacte. Ce qui est exactement le cas de l’application ψ´1
Ic ϕI puisque ϕI est le passage au quotient

de l’application noyau et ψI celle de l’application image (le quotient par GLn´d(R) vient du fait que la
transformée de Gale n’est pas unique).

On peut montrer que la grassmannienne est une variété algébrique projective (voir [57] pour les
détails) :
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Définition 5.1.13 (Plongement de Plücker). On appelle plongement de Plücker l’application ψr,n :

Gr(r,Rn) Ñ P(
ŹrRn) » RP(

n
r
)´1 qui envoie un sous-espace vectoriel W de dimension r de Rn de base

v1, . . . , vr sur [v1 ^ . . . ^ vr].

Ce morphisme ψr,n ne dépend pas du choix de la base. On peut même en donner une formule explicite :
Soient W P Gr(r,Rn), tv1, . . . , vru une base de W et P = (v1, . . . , vr) P Mn,r(R). Alors

ψr,n(W) =

 ÿ

K=tk1ă...ăkru

∆K,[[1,r]](P)ek1 ^ . . . ^ ekr

 ,

où (e1, . . . , en) est la base canonique de Rn et pour P = (vji), ∆I,J(P) est le mineur det
(
(vji)iPI,jPJ

)
Notation 5.1.14. On note I(r,n) l’ensemble des sous-ensembles de [[1,n]] à r éléments que l’on aura
ordonné.
Pour tout I, J Ă [[1,n]], on note le nombre d’inversion ι(I, J) = t(i, j) P Iˆ J|i ą ju.
Enfin, les polynômes (homogènes) de Plücker P I,J, avec I P I(r´ 1,n) et J = tj1 ă . . . ă jru P I(r+ 1,n),
sont données par :

P I,J(X) =
ÿ

i,jiRI

(´1)i+ι(I,ji)XIYtjiuXJztjiu P Z[XK,K P I(r,n)]

Théorème 5.1.15 ([57] The Plücker embedding). Le morphisme ψr,n est un plongement et

ψr,n(Gr(r,Rn)) = tp = [pK]KPI(r,n) P RP(
n
r
)´1 | @I P I(r´ 1,n), @J P I(r+ 1,n),P I,J(p) = 0u

Exemple 5.1.16. Si r = 2 et n = 4 alors il y a une équation :

p0,1p2,3 ´ p0,2p1,3 + p1,2p0,3 = 0

Exemple 5.1.17. Si r = 3 et n = 5 alors il y a cinq équations indépendantes :

p3,4,5p1,2,5 + p1,4,5p2,3,5 ´ p2,4,5p1,3,5 = 0
p3,4,5p1,2,4 + p1,4,5p1,3,4 ´ p2,4,5p1,3,4 = 0
p3,4,5p1,2,3 + p1,3,5p1,3,4 ´ p2,3,5p1,3,4 = 0
p2,4,5p1,2,3 + p1,2,5p1,3,4 ´ p2,3,5p1,2,4 = 0
p1,4,5p1,2,3 + p1,2,5p1,3,4 ´ p1,3,5p1,2,4 = 0

La variété Gr(3,R5) (qui est de dimension 6) n’est donc pas une intersection complète dans P9.

5.2 Passage au quotient des actions de groupes
Cette section sera dévouée à continuer l’étude de la section 2.7 des actions de groupes sur les champs

quotients [X/G] et plus précisément, des actions de groupes qui ne sont pas G-équivariantes (cf. la propo-
sition 2.7.2.9) mais qui vérifient tout de même une condition plus faible de compatibilité que l’on retrouve
dans les sections la section 5.4 et la section 5.5.
On va commencer par un résultat général de descente au quotient de fonctions :
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Théorème 5.2.1. Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété X. Soit f : X Ñ X une application
lisse telle qu’il existe une application lisse K : X Ñ Aut(G) telle que

@x P X, @g P G, f(g ¨ x) = K(x)(g)f(x). (5.10)

Alors f descend en un morphisme de champs [X/G] Ñ [X/G].

Démonstration. Par la propriété universelle (2.22), il suffit de montrer que l’application πf : X Ñ [X/G]

(où π est la projection X Ñ [X/G] ) est invariante par l’action de G i.e. on a le diagramme 2-commutatif
suivant :

XˆG X

[X/G] ˆG [X/G]

act

πf(πf,id)

pr1

(5.11)

Par Yoneda, il suffit de démontrer que les fibrés (XˆG)πfactˆπX Ñ XˆG et (XˆG)(πf,id)actˆπX Ñ XˆG

sont isomorphes de façon compatible avec la projection sur X.
La première étape pour calculer ses produits fibrés est le calcul de Xπf ˆπ X :

XˆG XˆG X

X X [X/G]

π

π

act

pr1

f

fˆid

pr1
{{ (5.12)

Le produit fibré de droite est le résultat classique utilisé pour donner une présentation par groupoïde
d’une champ quotient [X/G] et le deuxième est le tiré-en-arrière d’un fibré trivial par act. Dans la suite,
on notera α le morphisme défini par :

@g P G, @x P X,α(g, x) = g ¨ f(x)

On peut maintenant calculer les deux produits fibrés voulus :

XˆGˆG XˆG X

XˆG X [X/G]

π

πf

α

pr1

act

{

actˆid

pr1,2
{

(Le produit fibré à droite est donné par (5.12) et le deuxième est le tiré-en-arrière d’un fibré trivial par
f) et

XˆGˆG XˆG X

XˆG [X/G] ˆG [X/G]

π

πfˆid

πˆid

pr1

pr1αˆid

pr1,3
{{

Le produit fibré à droite est le tiré-en-arrière du fibré trivial par π et celui de gauche est donné par (5.12).
Notons m1 le morphisme

(x,g,h) ÞÑ α ˝ (actˆ id)(x,g,h) = h ¨ f(g ¨ x)
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et m2 le morphisme
(x,g,h) ÞÑ pr1 ˝ (αˆ id)(x,g,h) = g ¨ f(x).

Posons Φ le morphisme XˆGˆG Ñ XˆGˆG défini par :

@(x,g,h) P XˆGˆG,Φ(x,g,h) = (x,hK(x)(g),h).

Alors le diagramme

X

XˆGˆG XˆGˆG

XˆG

pr1,3pr1,2

Φ

m1 m2

»

commute. En effet, le triangle inférieur est clairement commutatif et pour montrer la commutativité du
deuxième, on utilise les égalités suivantes :

@(x,g,h) P XˆGˆG,m2(Φ(x,g,h)) = m2(x,hK(x)(g),h) (5.13)
= hK(x)g ¨ f(x) (5.14)
= hf(g ¨ x) = m1(x) (5.15)

Le passage de la ligne (5.14) à la ligne (5.15) se fait grâce à l’égalité (5.10).
On en déduit donc que le diagramme (5.11) est 2-commutatif ce qui permet de conclure.

Considérons maintenant le cas qui nous intéresse :
Soit X une G-variété et H un groupe de Lie agissant sur X tel que pour tout γ P H, il existe Kγ : X Ñ

Aut(G) tel que
@x P X, @γ P H, @g P G,γ ¨ (gx) = Kγ(x)(g)γ ¨ x

Alors pour toute paire (γ,γ 1) P H2, on a :

γ 1 ˝ γ(gx) = γ 1(Kγ(x)(g) ¨ (γ ¨ x)) = Kγ1(γ ¨ x)(Kγ(x)(g)) ¨ (γ 1γ ¨ x) (5.16)

On remarque que le membre de droite dépend de γ et γ 1 mais pas de leur produit. Cela fait que a priori
les descentes au quotient des σ ne forment pas, en général, une action de groupes.

Proposition 5.2.2. Supposons que

@x P X, @g P X, @γ,γ 1 P H,Kγ1(x)(Kγ(x)(g)) = Kγγ1(x)(g) (5.17)

Alors la descente au quotient de l’action de H est une action de groupe sur [X/G].

Démonstration. La condition sur le neutre est claire par passage au quotient de l’identité et les égalités
(5.16), (5.17) (et la preuve du théorème 5.2.1) donnent les isomorphismes

@γ,γ 1 P H, @x : S Ñ [X/G],γ 1 ¨ (γ ¨ x) ñ γγ 1 ¨ x.
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5.3 Notations
Soit D le type combinatoire d’un éventail simplicial de Rd ayant au moins un cône de dimension d.

Dans la suite, nous noterons
‚ p le nombre de 1-cônes de D (on a donc une injection AutPoset(D) ãÑ Sp) ;
‚ n ě d le nombre total de cônes (les éléments de [[p+ 1,n]] seront les générateurs virtuels) ;
‚ Ω = Ω(D) l’ouvert de Rd(n´d) des configurations D-réalisables ;
‚ G le groupe AutPoset(D) ˆ Sn´p ãÑ Sn

‚ M = M (d,n,D) l’espace de modules des champs toriques quantiques de configuration D et de
générateurs virtuels [[p+ 1,n]] i.e. le champ différentiel

M = [Ω/G]

où G agit sur Ω par

(σ, τ) ¨ ((vi)d+1ďiďp, (vj)p+1ďjďn) =
(
(Lσvσ(i))1ďiďp, (vτ(j))p+1ďjďn

)
(5.18)

(où vi = ei pour 1 ď i ď d et Lσ = (vσ(1), . . . , vσ(d))´1 P GLd(R))
‚ Notons S la variété torique quasi-affine donnée par le type combinatoire D i.e.

S :=
ď

IPD

CIc ˆ (C˚)I (5.19)

Autrement dit, chaque point de M représente un quotient de S .

5.4 Familles universelles
Dans cette section, nous allons décrire la famille universelle de champs toriques quantiques associée

à M . La première étape sera de plonger Ω dans la grassmannienne. Ce plongement aura deux consé-
quences : la première est de simplifier l’action (5.18) du groupe G sur l’image de Ω et la deuxième est
d’induire une compactification naturelle puisque la grassmannienne est une variété compacte.

Nous allons donc considérer le morphisme ι défini par la composition

Rd(n´d) Epi[[1,d]](Rn,Rd)/GLd(R) GrR(n´ d,Rn)ker(´)

»

ϕ´1
[[1,d]]

Autrement dit, le morphisme qui associe à (v1, . . . , vn´d) P Rd(n´d) le noyau de l’application linéaire

(x1, . . . , xn) P Rn ÞÑ

d
ÿ

i=1
xiei +

n
ÿ

i=d+1
xj´dvj P Rd

Lemme 5.4.1. Ce morphisme est une immersion ouverte G-équivariante pour l’action (5.18) à gauche
et l’action définie par, pour Vn´d un sous-espace vectoriel de Rn et (σ, τ) P G,

(σ, τ) ¨ V =

(
P´1
σ 0
0 P´1

τ

)
V (5.20)

(où, pour σ P Sp, Pσ = (δiσ(j))1ďi,jďp P GLp(R) ) à droite.

110



5.4. Familles universelles

Démonstration. À isomorphismes près (donné par la carte ϕ[[1,d]] et (5.5)), c’est l’inclusion EpiI ãÑ Epi.
Un isomorphisme d’éventails quantiques est donné par le diagramme commutatif suivant

Rn Rn

Rd Rd
h

L

H

h1 (5.21)

où L et H sont des isomorphismes linéaires (vérifiant des propriétés sur les réseaux). Comme le morphisme
H envoie les cônes de ∆h sur ceux de ∆H1 , il permute les générateurs des cônes et peut donc s’écrire sous
la forme (5.20) pour une paire (σ, τ) bien choisie. Le morphisme L est entièrement déterminé par la
permutation σ et est égal à la matrice Lσ de l’action (5.18). Par le diagramme (5.21), on obtient l’égalité

ker(h 1) = H(ker(h))

(car L est un isomorphisme). Autrement dit, on a

ker((σ, τ) ¨ h) = (σ, τ) ¨ ker(h)

où à gauche, c’est l’action (5.18). Autrement dit, le morphisme ι est G-équivariant.

On notera encore Ω l’image de Ω par ι. Ainsi, on peut interpréter M comme un sous-champ ouvert
de [GrR(n´ d,Rn)/G].

Notation 5.4.2. Dans la suite, on notera [k] un élément de la grassmannienne vu comme une classe
d’équivalence de morphismes Rn´d Ñ Rn et [h] un élément de la grassmannienne vu comme une classe
d’équivalence de morphismes Rn Ñ Rd (on passe de l’un à l’autre par transformation de Gale cf. la
proposition 5.1.12). On identifiera donc l’ouvert UI et l’ouvert VI de Gr(n´ d,Rn)

En remontant cette action par les sections sEpi,I et sMono,I, on obtient le résultat suivant :

Lemme 5.4.3. L’action de G sur la grassmannienne vient du passage au quotient des actions de G sur
Epi(Rn,Rd) et Mono(Rn´d,Rn), définie respectivement par

(σ, τ) ¨ h = h

(
Pσ 0
0 Pτ

)
et

(σ, τ) ¨ k =

(
P´1
σ 0
0 P´1

τ

)
k

Démonstration. Cela vient du diagramme (5.21) et du fait que l’on considère le noyau de h et l’image de
k.

Notation 5.4.4. Pour tout I de cardinal n´ d et tout élément [k] P Ω 1 XUI =: ΩI, on peut définir une
action de Cn´d sur S :

t ¨k z := E(sMono,I([k])(t))z

On peut faire cette construction en famille en considérant le quotient

XI = [S ˆΩI/Cn´d] (5.22)

où l’action de Cn´d sur S ˆΩI est définie par

t ¨ (z,k) = (E(sMono,I([k])(t))z,k)
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On notera en particulier X = X[[d+1,n]] = [S ˆΩ/Cn´d].
La projection sur la deuxième coordonnée S ˆ ΩI Ñ ΩI (qui est Cn´d-invariante) descend au

quotient en un morphisme
XI Ñ ΩI

Lemme 5.4.5. Soit I un ensemble de la forme [[1,n]]zσ ¨ [[1,d]] où σ P G. L’action du groupe G sur la
grassmannienne Gr(n´ k,Rn) se restreint en une action sur ΩI.

Démonstration. Soient σ P G et [h] P ΩI. L’ouvert ΩI est stable par G si, et seulement si, pour tout
τ P G, la matrice représentative de h ˝ τ|RIc est inversible. Cela est équivalent à demander que la matrice
représentative de h ˝ τσ|Rd est inversible, ce qui est toujours vrai par définition de G (puisque l’action de
τσ P G envoie le cône Cone(e1, . . . , ed) sur un cône simplicial de dimension d).

Remarque 5.4.6. Cela n’est pas vrai pour un I général. Prenons le cas suivant :
Soit h : Z4 Ñ R2 défini par :

h(e1) = e1, h(e2) = e2, h(e3) = ´e1, h(e4) P R‰0 ˆ Ră0

Alors [h] P Ωt2,4u et (1 2 3 4) ¨ [h] R Ωt2,4u.
2

13

4

(1 2 3 4)

3

24

1

Jusqu’à la fin de cette section, on supposera que I = ti1 ă . . . ă in´du est de la forme [[1,n]]zσ ¨ [[1,d]].
Cette action s’étend sur ΩI ˆS par :

σ ¨ (k, z) = (σ ¨ [k], (zσ(1), . . . , zσ(n))) (5.23)

car σ P G.

Dans la suite, on va voir comment cette action descend au quotient. La proposition 5.4.8 montre
que cela n’est pas trivial car cette action n’est pas G-invariante. Cependant, grâce aux résultats de la
section 5.2, on va pouvoir tout de même réussir à le faire.

Lemme 5.4.7. Pour tout [k] P ΩI et tout σ P G, on a :

σMono,I(σ ¨ [k]) = (σ ¨ (σMono,I([k]))) ˝ K´1
σ,I([k]) (5.24)

où Kσ,I([k]) = ((σEpi,I([k]))im(eσ(j)))1ďj,mďn´d P GLn´d(R)

Démonstration. Soient [k] P ΩI, k = sMono,I([k]) et σ P G. Par définition, le morphisme σ ¨ k =

(kσ(1), . . . , kσ(n)) est dans l’orbite de σ ¨ k ˝Kσ,I([k])
´1 qui est dans l’image de sMono,I (par construction

de Kσ,I([k])). Par conséquent,

sMono,I(σ ¨ [k]) = σ ¨ k ˝ Kσ,I([k])
´1 = σ ¨ sMono,I([k]) ˝ Kσ,I([k])

´1

Proposition 5.4.8. Pour tout [k] P ΩI, tout z P S , tout t P Cn´d et tout σ P G,

σ ¨ (k, t ¨ z) = (Kσ,I([k])t) ¨ (σ ¨ (k, z))
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Démonstration. Soient [k] P ΩI, z P S , t P Cn´d et σ P G. Alors, en notant zσ le point (zσ1 , . . . , zσ(n)),
on a, grâce à lemme 5.4.7 :

(Kσ,I([k])t) ¨ (σ ¨ ([k], z)) = (Kσ,I([k])t) ¨ ([kσ], zσ)
= (kσ,E(sMono,I([kσ])(Kσ,I([k])t))zσ)

= σ ¨ (k,E(sMono,I([k])(t))z) = σ ¨ (t ¨ (k, z))

Les matrices Kσ,I ont une relation de cocycle de la forme (5.17) :

Proposition 5.4.9. Soit I un ensemble de cardinal n´ d, σ, τ P G et [k] P ΩI.

Kσ,I(τ ¨ [k])(Kτ,I([k])) = Kστ,I([k]) (5.25)

Démonstration. Par (5.24), pour tout [k] P ΩI et tout σ, τ P G, on a :

(στsMono,I([k]))K
´1
στ,I = sMono,I(στ ¨ [k])

= σ ¨ sMono,I(τ ¨ [k])Kσ,I(τ ¨ [k])´1

= στ ¨ sMono,I([k])Kτ,I([k])
´1Kσ,I(τ ¨ [k])´1

Par injectivité de k, on obtient
K´1
στ,I = Kτ,I([k])

´1Kσ,I(τ ¨ [k])´1

En passant à l’inverse l’égalité précédente, on obtient l’égalité voulue

On déduit de ces deux résultats, du théorème 5.2.1 et de la proposition 5.2.2 le résultat suivant :

Proposition 5.4.10. L’action de σ sur ΩI descend au quotient en une action sur XI.

De plus, la projection XI Ñ ΩI est G-équivariante. Elle passe donc au quotient :

XI/G Ñ [ΩI/G] (5.26)

Définition 5.4.11. La projection

X /G Ñ [Ω[[d+1,n]]/G] »M (5.27)

est la famille universelle de champs toriques quantiques de type combinatoire D.

5.5 Compactifications
Dans cette section, nous allons construire une compactification naturelle de M i.e. décrire un champ

M qui contient M comme ouvert dense avec une famille X ÑM qui étend la famille (5.27).

5.5.1 Compactification de l’espace de modules

Définition 5.5.1.1. Soit A un sous-champ d’un champ topologique X . L’adhérence A de A est le
champ fermé vérifiant la propriété universelle suivante :
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Pour tout sous-champ fermé F de X contenant A , il existe un monomorphisme A ãÑ F qui fait
(2-)commuter le diagramme suivant :

A

A X

F

Grâce à la correspondance entre les sous-champs fermés de [X/G] et les fermés de X G-invariants, on
en déduit

Proposition 5.5.1.2. Soit A un sous-ensemble de X qui est G-invariant et notons A l’adhérence G-
invariante de A dans X i.e. le plus petit fermé G-invariant contenant A. Alors l’adhérence de [A/G] est
[A/G].

Lorsque G est fini (ce qui sera notre cas), on a une description explicite de l’adhérence G-invariante :

Lemme 5.5.1.3. Soit G un groupe fini, X un espace topologique muni d’une action continue de G et A
un sous-ensemble G-invariant de X . Alors l’adhérence G-invariante de A dans X est le fermé

ď

gPG

g ¨ Adh(A)

où Adh(A) est l’adhérence de A dans X

Démonstration. Comme G est fini et que l’application x ÞÑ g ¨ x est un homéomorphisme alors

Adh
(
ď

gPG

g ¨A

)
=

ď

gPG

Adh (g ¨A) =
ď

gPG

g ¨ Adh (A) (5.28)

Par définition de l’adhérence, cet ensemble est inclus dans l’adhérence G-invariante A. De plus, l’égalité
(5.28) implique qu’il est G-invariant, ce qui permet de montrer l’égalité

A =
ď

gPG

g ¨ Adh(A)

Supposons que X = [X/G] soit un champ différentiel quotient et A = [A/G] un sous-champ ouvert
de X . Alors l’adhérence A = [A/G] de A dans X (vus tous les deux comme des champs au-dessus de
Top) peut être vue comme un champ au-dessus de VarDiff en voyant l’adhérence A j

ãÑ X comme l’espace
difféologique j˚X (cf. l’exemple 2.1.3.7) et donc comme un faisceau sur VarDiff et A = [X/G] comme le
champ quotient j˚X/G (cf. théorème 2.7.2.3).

Définition 5.5.1.4. On appelle adhérence topologique du champ différentiel A = [A/G] dans le champ
différentiel X = [X/G] le champ j˚X/G défini sur VarDiff.

Soit Ω l’adhérence G-invariante de Ω dans GrR(n´ d,Rn).

Théorème 5.5.1.5. L’espace Ω est un fermé semi-algébrique connexe de Gr(n ´ d,Rn) (vu comme
sous-variété réelle de Rn2 , cf. [16, Théorème 3.4.4]).
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Démonstration. L’adhérence d’un ensemble semi-algébrique étant semi-algébrique (voir [16, Proposition
2.2.2]), ΩXUi est un ensemble semi-algébrique de Ui » Rd(n´d) que l’on peut plonger (algébriquement)
dans Rn2 . En prenant l’union (qui est finie) sur les I, on en déduit que

Ω =
ď

I

ΩXUi

est un semi-algébrique.
La connexité de Ω vient de celle de Ω (car on est dans le cas simplicial, voir la proposition 4.2.6).

Plus précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 5.5.1.6. Soit ε = detD(h) P t˘1u∆max avec h P Ω (cela ne dépend pas du choix de h dans
Ω) de telle sorte que

Ω = th = (hd+1, . . . ,hn) P Rd(n´d) | @I P Dmax, sign det(hd+1, . . . ,hn) = εIu

Le fermé Ω (plongé dans P (
ŹrRn) par le plongement de Plücker) est une composante connexe de

#

[pI] P Gr(n´ d,Rn) ãÑ P

(
r
ľ

Rn
)

| @I, J P Dmax, sign(pIpJ) P εIεJ

+

(5.29)

avec égalité si (5.29) est connexe (ici, sign(x) P 1 veut dire que x ě 0 et sign(x) P ´1 veut dire x ď 0).

Remarque 5.5.1.7. Les signes qui apparaissent sont bien définis car changer de représentant λp » p

multiple par λ2 et ne change pas le signe.

Démonstration. Notons F le membre de droite. C’est un fermé de P (
ŹrRn). De plus, on a une injection

Ω ãÑ F

car {1,. . . ,d} est un cône maximal de D et que le déterminant associé p1,...,d est 1 ě 0. Les autres
équations sont immédiatement vérifiées.

5.5.2 Construction de l’extension de la famille universelle
Le but de cette section est d’étendre la famille universelle (5.27) en une famille au-dessus de [Ω/G].

Notons ΩI l’intersection Ω X UI ou encore l’adhérence de ΩI = Ω X UI dans UI » Rd(n´d). Le fermé
ΩIzΩI correspond aux configurations de vecteurs qui ne sont plusD-admissibles car certains cônes deD ne
sont plus fortement convexes. Pour résoudre ce problème, nous allons considérer des types combinatoires
« dégénérés » issus de D i.e. des types combinatoires où on a enlevé les cônes qui ne sont plus fortement
convexes pour une calibration h P Ω(D). Plus précisément,

Définition 5.5.2.1. Soit D un type combinatoire d’un éventail de Rd. Un type combinatoire dégénéré
issu de D est un sous-ensemble partiellement ordonné D 1 de D qui a les mêmes 1-cônes que D, qui est
stable par intersection (i.e. si σ, τ P D 1 alors σX τ P D 1), qui vérifie

@σ P D 1, @τ P D, τ ď σ ñ τ P D 1

(pour abréger, on dira que l’ensemble partiellement ordonné D 1 est stable « par passage aux faces », par
analogie avec les cônes des éventails ) et dont les maxima des cardinaux des éléments de ces deux types
combinatoires sont égaux.
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Exemple 5.5.2.2. Soit D le type combinatoire de l’éventail ∆ du plan projectif i.e.

D = (1, 2, 3, t1, 2u, t2, 3u, t3, 1u)

Alors les types combinatoires dégénérés issus de D sont les ensembles partiellement ordonnées suivants :

D 1
1 = (1, 2, 3, t1, 2u, t3, 1u)

D 1
2 = (1, 2, 3, t1, 2u, t2, 3u)

D 1
3 = (1, 2, 3, t2, 3u, t3, 1u)

D 1
1,2 = (1, 2, 3, t1, 2u)

D 1
2,3 = (1, 2, 3, t2, 3u)

D 1
3,1 = (1, 2, 3, t3, 1u)

Ces types combinatoires dégénérés correspondent à des sous-familles de cônes de ∆ où certains cônes
ne sont plus fortement convexes et donc on a dû les enlever afin d’avoir un éventail. Par exemple, pour
le type combinatoire D 1

1, on obtient des éventails de la forme (5.1).

t1, 2u

t3, 1u

Figure 5.1 – Éventail associé à D 1
1

Lemme 5.5.2.3. Un type combinatoire dégénéré d’un type combinatoire simplicial est simplicial.

Démonstration. Cela vient de la proposition 3.4.2.8.

Par la définition de S donnée dans (5.19), on a :

Lemme 5.5.2.4. Si D 1 est un type combinatoire dégénéré issu de D alors

S (D 1) = S (D)z
ď

σPDzD1

Tσc

ˆ 0σ (5.30)

= S (D)z
ď

σPDzD1

Cσc

ˆ 0σ (5.31)

Démonstration. L’égalité (5.30) vient de la définition de S . L’égalité (5.31) se déduit de (5.30) en utilisant
le fait que D 1 est stable par passage aux faces et donc si σ R D 1 alors tout cône contenant σ n’est pas
dans D 1. Alors

ď

σPDzD1

Tσc

ˆ 0σ =
ď

σPDzD1

ď

τľσ

Tτc ˆ 0τ =
ď

σPDzD1

Cσc

ˆ 0σ

Remarque 5.5.2.5. Le champ torique quantique obtenu comme quotient de S (∆ 1) peut ne pas partager
les mêmes propriétés. En particulier, si un générateur d’un cône tend vers 0 alors on perd la compacité
(car les éventails ne sont plus complets) ou si un 1-cône d’un cône converge vers un autre 1-cône alors
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on obtient un champ non-séparé (voir la remarque 3.4.2.17). On verra des exemples de cela dans la
section 5.6.

Soit h P ΩIzΩI et soit D 1(h) le type combinatoire dégénéré maximal pour lequel h est D 1-admissible
(i.e. le type combinatoire dégénéré issu de D où on a enlevé tous les cônes non fortement convexes).

Lemme 5.5.2.6. On a l’égalité suivante

D 1(h) = Dztσ P D | dim Vect(h(ei), i P σ) ă |σ|u

Démonstration. Le type combinatoireD 1 est obtenu deD en enlevant les éléments I deD où Cone(h(ei), i P

I) n’est pas fortement convexe. Comme D est simplicial, cette condition est équivalente au fait que la
dimension de l’espace engendré par les h(ei), i P I est strictement inférieure au cardinal de I.

La fibre de la famille universelle au-dessus du point h doit être un quotient de S (D 1(h)). On définit
donc :

EI := t(h, z) P ΩˆS | z P S (D 1(h)u (5.32)

et
EIJ := EI X (UJ ˆS ). (5.33)

En utilisant l’égalité (5.31) et du lemme 5.5.2.6 , on obtient

Lemme 5.5.2.7. On peut écrire EI sous la forme suivante :

EI = t(h, z) | @σ P D, dim Vect(h(ei), i P σ) ă |σ| ñ (zi, i P σ) ‰ 0u

On définit une action de Cn´d sur EI Ă UI ˆS par :

t ¨ ([k], z) = ([k],E(sMono,I([k])(t))z) (5.34)

La projection π : EI Ñ ΩI est invariante et descend donc au quotient :

pI : XI := [EI/Cn´d] Ñ ΩI

Lemme 5.5.2.8. Soit [k] P ΩI XUJ. Alors

sMono,J([k]) = sMono,I([k]) ˝ KJI([k])
´1

où KJI([k]) = ((sMono,I[k])j(ei))iP[1,n´d]],jPJ P GLn´d(R)

Démonstration. Ce résultat se montre de la même façon que le lemme 5.4.7

Comme l’action de GLn´d(R) sur Epi(Rn´d,Rn) est libre, les matrices (KJI([k])) vérifient une condi-
tion de cocycle :

Lemme 5.5.2.9. Pour tout sous-ensemble I, J,L Ă t1, . . . ,nu de cardinal n´d et tout [k] P UIXUJXUL,

KIL([k]) = KIJ([k])KJL([k])

Grâce au théorème 5.2.1, on en déduit donc le résultat suivant :

Proposition 5.5.2.10. L’identité EIJ Ă EI Ñ EIJ Ă EJ descend en un isomorphisme de champs :

ΦI,J : XIJ :=
[
EI XUJ ˆS /Cn´d

]
Ñ XJI :=

[
EJ XUI ˆS /Cn´d

]
(5.35)
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De plus, pour tous I, J,L sous-ensembles de [[1,n]] de cardinal n ´ d, la composée ΦI,JΦJ,LΦL,I est 2-
isomorphe à l’identité.

Les cocycles ΦIJ définissent des applications de transitions entre les XI. On peut donc définir le
recollement :

X := colim
I,J


XIJ XI

XJI XJ

ΦIJ


Notons E l’union des EI i.e.

E = t(h, z) P ΩˆS | @σ P D, dim Vect(h(ei), i P σ) ă |σ| ñ (zi, i P σ) ‰ 0u (5.36)

Les morphismes pI se recollent en un morphisme

p : X Ñ Ω (5.37)

Le groupe G agit sur E de la façon suivante :

σ ¨ ([k], z) = (σ ¨ [k], zσ) (5.38)

Lemme 5.5.2.11. L’action de σ P G envoie EI sur Eσ´1(I).

Démonstration. Soient k : Rn´d Ñ Rn un monomorphisme linéaire et soit σ´1(i) P σ´1(I). La σ´1(i)ème
composante de σ ¨ k = P´1

σ k vérifie

@x P Rn´d, (σ ¨ [k])σ´1(i)(x) = xi

On en déduit donc que si [k] P UI alors σ ¨ [k] P Uσ´1(I).

Proposition 5.5.2.12. L’action (5.38) descend en une action sur X et la projection p : X Ñ Ω est
une application G-équivariante qui descend donc en un morphisme :

X /G Ñ Ω/G =:M (5.39)

Démonstration. La deuxième partie de l’énoncé est immédiate. Montrons la descente au quotient :
Pour cela, on montre, dans un premier temps, que tout σ définit un morphisme de champs XI Ñ Xσ´1(I)

pour tout I :
Soit σ P G, t P Cn´d et ([k], z) P EI. Alors

σ ¨ (t ¨ ([k], z)) = σ ¨ ([k], )
= (σ ¨ [k],σ ¨ E(sMono,I[k](t)z)) = (σ ¨ [k],E(sMono,σ´1(I)(σ ¨ [k])(t)zσ))

= t ¨ (σ ¨ [k], zσ) = t ¨ (σ ¨ ([k], z))

Le morphisme σ¨ est un morphisme Cn´d-équivariant et qui descend donc au quotient.
De plus, comme ce morphisme envoie EIJ sur Eσ´1(I)σ´1(J) pour tout I et J alors les isomorphismes
XI Ñ Xσ´1(I) se recollent en un automorphisme de X .

En conclusion, nous avons montré
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Théorème 5.5.2.13. La compactification M de M est la base d’une famille (ici, une application lisse
dont toutes les fibres sont de la même dimension) :

X /G ÑM (5.40)

de champs toriques quantiques telles que :

‚ Au-dessus de M , les fibres sont des champs toriques quantiques données par un éventail de type
combinatoire D ;

‚ Au-dessus de M zM , les fibres sont des champs toriques quantiques données par un éventail de type
combinatoire une dégénérescence de D.

5.6 Exemples

5.6.1 Espaces projectifs

Dans cette section, on va considérer le type combinatoire Sd de l’espace projectif Pd.

Lemme 5.6.1.1. Le membre de droite de l’égalité (5.29) est égal à :

C =

#

[p0 : . . . : pd] P Gr(1,Rd+1) = RPd | pi ě 0,
d
ÿ

i=0
pi = 1

+

Démonstration. Le fermé F est donné par les équations

@i ă j,pipj ě 0

car le noyau du morphisme h : Rd+1 Ñ Rd associé à un h Sd-admissible est engendré par
(

´h(ed+1)

1

)
P

Rd+1
ě0 . On a donc C Ă F. Montrons l’inclusion inverse :

Soit [p] P F. Quitte à prendre un représentant opposé, on peut supposer, grâce aux équations de F, que
tous les pi sont positifs. Alors

řd
i=0 pi est strictement positif et donc :

[p] =

[
p0

řd
i=0 pi

: . . . : pd
řd
i=0 pi

]
P C

Par le lemme 5.6.1.1 et la proposition 5.5.1.6, on obtient

Proposition 5.6.1.2. L’espace Ω(Sd) est égal à
#

[λ0 : . . . : λd] P Gr(1,Rd+1) = RPd | λi ě 0,
d
ÿ

i=0
λi = 1

+

Le fermé Ω(Sd) est donc un d-simplexe.

Proposition 5.6.1.3. La famille Xd´1/Sd ÑMd´1 est obtenue en projetant les coordonnées dégénérées
de la restriction (Xd/Sd+1)|MdzMd

ÑMdzMd
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Démonstration. Un champ torique au-dessus de MdzMd est obtenu par au moins une dégénérescence i.e.
est un quotient d’un ouvert de Cnzt0u ˆ C (quitte à permuter les coordonnées, on peut supposer que la
dégénérescence arrive sur la dernière coordonnée). On peut donc projeter :

(Xd/Sd+1)|M dzMd
Xd´1/Sd

M dzMd

e2

‚

e1
‚

v
‚

v Ñ Ră0e1

v Ñ Ră0e2

S = C3zt0u

e2

‚

e1

‚
v

S » C2zt0u ˆ C

v Ñ 0

e2

‚

e1

‚

v S » C2 ˆ C˚

v Ñ 0

e2

‚

e1v

Figure 5.2 – Dégénérescences en dimension 2

5.6.2 Exemple de la dimension 2
Dans cette sous-section, on va supposer que d = 2.

On peut remarquer qu’en restant sur une même carte, il y a trois possibilités de dégénérescence :
1. des vecteurs h(ei) s’annulent ;
2. deux vecteurs h(ei) et h(ej), ti, ju P D deviennent (strictement) positivement dépendants ;
3. deux vecteurs h(ei) et h(ej), ti, ju P D deviennent (strictement) négativement dépendants.

Les trois prochains énoncés décrivent ce que l’on peut dire de ces trois cas :
On supposera, par simplicité, que l’ensemble des générateurs virtuels est vide car ceux-ci n’influent

pas sur la situation.

Proposition 5.6.2.1. Soit D le type combinatoire d’un éventail complet de R2 et D 1 le type combinatoire
dégénéré obtenu à partir de D en faisant tendre les vecteurs h(ei), i P I vers 0. Alors le champ torique
quantique obtenu n’est plus complet et est de la forme

X ˆ
[
TI/CI

]
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où CI agit sur TI par le morphisme E et X est décrit par l’éventail obtenu en restreignant la calibration
à ZIc ‘ 0 et en supprimant les cônes contenant les 1-cônes engendrés par les h(ei), i P I.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que I = tn ´ |I| + 1, . . . ,nu. La calibration
h : Rn Ñ R2 est nulle sur RI ‘ 0. Par conséquent, une base de ker(h) est donné par la concaténation
d’une base de hRIc avec les vecteurs de ei, i P I. Le morphisme de la transformée de Gale est la transposée
de (

v1 . . . vn´|I|´2 0
Id|I|

)
(5.41)

Ensuite, les vecteurs nuls ne peuvent pas être générateurs de 1-cônes donc, par définition, la variété S
est de la forme

S 1 ˆ TI

L’action de Cn´2 sur S se décompose donc en deux : la première sur S 1 par l’action donnée par
(l’exponentielle de) la base de ker(h|RIc ) et la deuxième sur TI donnée par (l’exponentielle de) l’identité.
Autrement dit,

Xh,∆ = [S /Cn´2] = [S 1 ˆ TI/Cn´|I|´2 ˆ CI] = [S 1/Cn´|I|´2] ˆ [TI/CI]

Exemple 5.6.2.2. On part du type combinatoire

D = t1, 2, 3, 4, (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)u

Lorsqu’on fait converger h(e3) vers 0, on obtient le type combinatoire

D 1 = t(1, 2), (4, 1)u

Alors
S (D 1) = Cx ˆ C˚

z ˆ C2
y,tzt0u.

e2

e1

v4

v3 Ñ 0

Proposition 5.6.2.3. Soit D le type combinatoire d’un éventail complet de R2 et D 1 le type combinatoire
dégénéré obtenu à partir de D en faisant tendre un couple (h(ei),h(ej)), i, j P D vers un couple de la
forme (h(ei), λh(ei)), λ ą 0. Alors on obtient un éventail complet où le cône Rě0h(ei) apparait deux fois
et a donc deux générateurs données par h : h(ei) et h(ej).

Exemple 5.6.2.4. On part du type combinatoire

D = t1, 2, 3, 4, (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)u
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Lorsqu’on fait converger h(e3) vers la demi-droite Rě0h(e4), on obtient le type combinatoire

D 1 = t1, 2, 3, 4, (1, 2), (2, 3), (4, 1)u

e2

e1

v4

v3

Remarque 5.6.2.5. On garde les deux cônes puisque c’est ce qui est prescrit par le type combinatoire et
la calibration.

Avertissement 5.6.2.6. La variété S obtenue est différente 1 de celle obtenue en gardant un seul généra-
teur. Dans l’exemple précédant, on voit que la variété obtenue est

S (D 1) = C2 ˆ T2 Y C˚ ˆ C2 ˆ C˚ Y C ˆ T2 ˆ C

et si on garde un seul générateur (et en définissant l’autre comme virtuel), c’est

(C3zt0u) ˆ C˚

(on obtient alors un plan projectif quantique avec un générateur virtuel). Plus précisément, on a l’égalité :

S (D 1)ztC ˆ T2 ˆ 0u = [(C3zt0u) ˆ C˚]z[0 ˆ C˚ ˆ 0 ˆ C˚].

Proposition 5.6.2.7. Soit D le type combinatoire d’un éventail complet de R2 et D 1 le type combinatoire
dégénéré obtenu à partir de D en faisant tendre un couple (h(ei),h(ej)), i, j P D vers un couple de la
forme (h(ei), λh(ei)), λ ă 0. Alors, si le groupe Γpr =

ř

k‰i,j xw,h(ek)yZ (où w K h(ei)) est de rang 1
i.e. Γpr = αZ alors il existe un morphisme torique plat X∆1,h Ñ XRě0, 1

α
xh,wy de fibre générique une droite

projective quantique et de fibre au-dessus de
[
0/Zn´d

]
une union finie de droites projectives quantiques.

Remarque 5.6.2.8. ‚ Cette proposition est l’analogue irrationel de la dégénérescence torique de [98].

‚ La condition sur Γpr est nécessaire pour que le morphisme X∆1 Ñ XRě0, 1
α

xh,wy soit défini (car les
images des générateurs des 1-cônes de ∆ 1 doivent être un multiple entier du générateur de Rě0.

Démonstration. Quitte à appliquer un isomorphisme, on peut supposer que w = e2. Le morphisme que
l’on va considérer est la projection π2 : R2 Ñ R, (x,y) ÞÑ y. C’est un morphisme d’éventails (∆,h) Ñ

(Rě0,π2h : Zn Ñ Γpr) si, et seulement si, pour tout i P ∆(1), π2h(ei) P Nπ2h(e1). Dans ce cas, Γ est de
rang 1. On peut même, sans perte de généralité, supposer qu’il est engendré par 1. Pour calculer la fibre,

1. le champ torique obtenu n’est pas séparé (cf. la remarque 3.4.2.17)
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on va utiliser le diagramme cartésien suivant :

π2
´1(x) p´1([x/Zn´d])

S [S /Cn´d]

Spec(C) BZn´d

C [C/Zn´d]

π2

p

π2

x

p

Le morphisme S Ñ C étant plat (car non constant), on en déduit la platitude du passage au quotient.
La fibre en un point non nul est donnée par les cônes Rě0 ˆ 0 et Rď0 ˆ 0. On a juste à examiner les
deux cônes les contenant. Notons v = (v1, v2) le générateur du 1-cône allant avec Rě0 ˆ 0. Par hypothèse,
v2 P N et donc le morphisme π2 est défini par

π2(z1, z2) = z
v2
2

Et donc la fibre π2
´1(E(t)) est

C ˆ µv2E

(
t

v2

)
(5.42)

où µv2 est le groupe des racines v2èmes de l’unité. Il nous reste à regarder l’action de Zn´d. Elle est
donnée par le morphisme (

1 v1
0 v2

)´1

h =

(
1 ´v1/v2
0 1/v2

)
h

On en déduit que les v2 droites de (5.42) sont identifiées par l’action. On obtient le même résultat pour le
deuxième cône. Les changements de carte recollent ces deux droites en une droite projective quantique.
Le cas de la fibre de 0 se fait essentiellement de la même façon. La différence étant que sur les cônes qui
ne sont pas sur les bords la fibre en 0 est deux droites sécantes.

Exemple 5.6.2.9. On part du type combinatoire

D = t1, 2, 3, 4, (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)u

Lorsqu’on fait converger h(e4) vers la demi-droite Rď0h(e1) = Rď0e1, on obtient le type combinatoire

D 1 = t1, 2, 3, 4, (1, 2), (2, 3), (3, 4)u

e2

e1
v4

v3

La projection sur la deuxième coordonnée est un morphisme torique (comme vu dans la proposition
précédente). Pour voir les fibres de ce morphisme, il suffit de le décomposer de la façon suivante :
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h(e3) = e2

h(e1) = e1

h(e2) = (a,b)

h(e4) = (c,d)

Figure 5.3 – Carte U(1,3)

e2

e1
v4

v3 e2

e1
v4

π
1

La première flèche est un éclatement en un point équivariant (lorsqu’il existe) et la deuxième est la
projection du produit. En dehors de zero, les fibres sont des droites projectives et en 0, c’est une droite
projection fans laquelle on a remplacé un point équivariant (0 ou ∞) par une autre droite projective.

5.6.3 Exemple avec 4 générateurs

On va maintenant supposer n = 4 et donc considérer le type combinatoire :

D(4) = tt1u, t2u, t3u, t4u, t1, 2u, t2, 3u, t3, 4u, t4, 1uu

C’est le type combinatoire des surfaces d’Hirzebruch. On a vu des dégénérescences de ce type combinatoire
dans les exemples 5.6.2.2,5.6.2.4 et 5.6.2.9. On va systématiser cette étude dans ce paragraphe.
Il y a trois cas à examiner (les autres s’obtiennent en faisant agir G) :

‚ la carte « usuelle » U(1,2) ;

‚ la carte U(1,3) ;

‚ la carte U(2,4) ;

Les deux derniers cas se traitent de la même façon (voir les figures 5.3 et 5.4). En effet,

Ω(1,3) = Ω(2,4) = t((a,b), (c,d)) P R4 | a,b ą 0, c,d ă 0u

comme l’illustrent les figures (5.3) et (5.4). On en déduit donc

Ω(1,3) = Ω(2,4) = R2
ě0 ˆ R2

ď0. (5.43)

On va maintenant se concentrer sur Ω1,2. On sait que Ω1,2 est inclus dans le fermé F de R4
a,b,c,d défini

par

$

’

&

’

%

f1(a,b, c,d) := ´a ě 0
f2(a,b, c,d) := ad´ bc ě 0
f3(a,b, c,d) := ´d ě 0
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h(e4) = e2

h(e2) = e1

h(e3) = (a,b)

h(e1) = (c,d)

Figure 5.4 – Carte U(2,4)

On peut décomposer F de la façon suivante :

F =
ž

(ε1,ε2,ε3)Pt0,1u3

t(a,b, c,d) | @j, sign(fj(a,b, c,d)) = εju

= Ω(D)
ž ž

(ε1,ε2,ε3)Pt0,1u3zt(1,1,1)u

t(a,b, c,d) | @j, sign(fj(a,b, c,d)) = εju

Cela définit une stratification de F.

Notation 5.6.3.1. On désignera l’ensemble t(a,b, c,d) | @j, sign(fj(a,b, c,d)) = εju par F4ε1+2ε2+ε3

(autrement dit, l’écriture en binaire de k (k P t0, . . . , 6u) donne les signes des fi pour Fk).

Remarque 5.6.3.2. Si k = 4ε1+2ε2+ε3 alors le champ torique quantique associé à h P Fi a ε1+ε2+ε3+1
cônes (le +1 venant du cône Cone(e1, e2) qui est toujours là). Plus précisément, on enlève les cônes
correspondent aux i où εi = 0
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F0 a = 0,bc = 0,d = 0

b = 0, c ď 0

e2

e1
v3

v4

b = 0, c ě 0

e2

v3 e1
v4

c = 0, b ď 0

v4

e2

e1

v3

c = 0, b ě 0

e2

v4 e1
v3

F1 a = 0,bc = 0,d ă 0

b = 0

e2

e1v3
v4

b ą 0, c = 0

e2

e1

v3

v4

b ă 0, c = 0

e2

e1

v3

v4

F2 a = 0,bc ă 0,d = 0

b ă 0, c ą 0

e2

e1
v4

v3

b ą 0, c ă 0

e2

e1

v3
v4
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F3 a = 0,bc ă 0,d ă 0

b ă 0, c ą 0

e2

e1

v4
v3

b ą 0, c ă 0

e2

e1

v3

v4

F4 a ă 0,bc = 0,d = 0

b = 0, c ě 0

e2

e1
v4v3

b = 0, c ď 0

e2

e1
v3 v4

c = 0,b ď 0

e2

e1v4

v3

c = 0,b ě 0

e2

e1

v3

v4

F5 a ă 0,ad´ bc = 0,d ă 0

b ą 0, c ą 0

e2

e1

v4

v3

b ă 0, c ă 0

e2

e1
v3

v4

F6 a ă 0,bc ă 0,d = 0

b ą 0, c ă 0

e2

e1
v4

v3

b ă 0, c ą 0

e2

e1
v3

v4

On en déduit :

Proposition 5.6.3.3. L’adhérence Ω1,2 est égale au fermé F.

Les égalités (5.43) et la proposition 5.6.3.3 permettent d’obtenir l’égalité suivante :

Théorème 5.6.3.4. Le compactifié Ω est égal à

t[a : b : c : d : e : f] P Gr(2, 4) Ă RP5 | ef ě 0,af ď 0,df ď 0,ad ě 0,ae ď 0,de ď 0u
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Chapitre 6

CHAMPS TORIQUES QUANTIQUES

NON-SIMPLICIAUX

Les variétés toriques décrites par un éventail simplicial sont des variétés orbifoldes (ayant donc
des singularités quotients) et forment donc un petite partie des variétés toriques. Par la correspon-

dance combinatoire-géométrie, les éventails simpliciaux forment donc aussi une petite partie des éventails.
De la même façon que les variétés n’ayant pas des singularités quotients sont plus difficiles à étudier, les
éventails non-simpliciaux vont être plus difficiles à étudier. C’est pour cette raison que dans l’article [81],
les auteurs se restreignent au cas simplicial pour définir les « variétés toriques quantiques ». Le but de ce
chapitre est de présenter l’article [17] qui décrit une construction de champs toriques quantiques dans le
cas non-simplicial.

Tout d’abord, on va décrire les changements apparaissant dans le cas non-simplicial dans la première
section et en premier lieu le fait que ces cônes non-simpliciaux n’ont plus de modèles simples. Dans le cas
simplicial du chapitre 3, on utilise, de façon cruciale, l’équivalence de catégories entre les cônes simpliciaux
et les cônes de la forme Cone(e1, . . . , ek) (cf. lemme 3.4.1.4) pour définir les champs toriques quantiques
affine associés. On ne peut plus le faire en général. De plus, dans ce cas-là, on peut avoir un nombre de
1-cônes changeant entre les différents cônes maximaux.

Dans la deuxième section, on va donner une définition adaptée de « tore quantique » (qui sera dit
« présenté ») permettant de gérer ce problème. Plus précisément, la présentation du tore quantique
permettra d’encoder un changement de calibration considérée : au lieu de considérer une calibration d’un
groupe Γ Ă Rd, on prendra un calibration d’un groupe G Ă Rp (où p ě dim(σ) est le nombre de 1-cônes
du cône σ que l’on voudra considérer) qui sera isomorphe au groupe Γ initial.

Dans la troisième section, on va pouvoir définir le champ torique quantique associé à un cône (po-
tentiellement non-simplicial) puis définir des champs toriques quantiques généraux par recollement (de
la même façon que dans chapitre 3) des cartes affines ou autrement dit, par les données de descente des
cartes affines. En particulier, cette construction coïncide avec la construction donnée dans le chapitre 3
(et venant de [81]). On finira cette section par la preuve de l’équivalence de catégories entre les éventails
quantiques et celles des champs toriques quantiques dans le cadre général.

Finalement, on montre, dans la quatrième section, que ces champs toriques quantiques peuvent être
réalisés comme un champ quotient et peuvent être décrit comme une gerbe au-dessus d’une version
non-calibrée dans la cinquième section.

6.1 Cônes non-simpliciaux
On va étudier les propriétés des cônes non-simpliciaux. Tout d’abord, ils n’existent qu’en dimension

ě 3 :
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Lemme 6.1.1. En dimension 2, tous les cônes fortement convexes sont simpliciaux.

Démonstration. Soient σ un cône fortement convexe de R2 et Cone(v1), . . . , Cone(vn) les 1-cônes de σ.
On va identifier R2 avec C. Par forte convexité, on peut supposer que v1 = e1 et σ P R ˆ Rě0. Soit j
l’élément de t1, . . . ,nu tel que vj soit d’argument maximal. Alors

σ = Cone(v1, vj).

En effet, puisque pour tout k ‰ 1, j, 0 ă Arg(vk) ă Arg(vj) ă π, les vecteurs vk peuvent s’écrire comme
une combinaison linéaire à coefficients positifs de v1 et vj. On en déduit donc que n est nécessairement
égal à 2 et donc σ est simplicial.

Déjà en dimension 3, le comportement des cônes non-simpliciaux dénote fortement du cas simplicial :

Lemme 6.1.2. Pour tout n P N˚, il existe un cône de dimension 3 ayant n 1-cônes .

Démonstration. Soit P un polygone de R2 à n côtés. Alors le cône engendré par P i.e.

C(P) = Cone(P ˆ t1u) Ă R3

est un cône de R3 avec n 1-cônes.

Exemple 6.1.3. Voici un exemple de cône de dimension 3 et ayant 5 côtés :

Figure 6.1 – Un cône de dimension 3 ayant 5 côtés

Le deuxième problème combinatoire que les cônes non-simpliciaux posent est que leurs faces sont plus
difficiles à déterminer (voir la proposition 3.4.2.8) :

Exemple 6.1.4. Considérons le cône suivant :

e2

e3

v

e1

Figure 6.2 – Le cône Cone(e1, e2, e3, e1 ´ e2 + e3)

Ces faces sont :
‚ Cone(e1), Cone(e2),Cone(e3), Cone(v) (avec un générateur) ;
‚ Cone(e1, e2), Cone(e2, e3), Cone(e1, v), Cone(e3, v) (avec deux générateurs) ;
‚ il n’y a pas de face avec trois générateurs.
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Pour conclure cette section, nous allons voir les propriétés que l’on perd en passant au côté non-
simplicial dans le cadre géométrique :

Théorème 6.1.5. Soit X∆ une variété torique. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. ∆ est simplicial ;
2. X∆ est orbifolde ;
3. X∆ est Q-factoriel (i.e. tous les diviseurs de Weil sont Q-Cartier) ;
4. X∆ est le quotient géométrique de An pour l’action de G = Spec(C[Cl(X∆)]).

Démonstration. Voir théorème 1.1.3.3.12 pour l’équivalence 1 ô 2, [34, Proposition 4.2.7] pour l’équiva-
lence 1 ô 3 et théorème 1.1.5.15 pour l’équivalence 1 ô 4.

Exemple 6.1.6. La variété torique associée au cône de la figure 6.2 est la variété affine

V(xt´ zy) Ă C4

Le cône σ est l’unique cône (à isomorphisme près) non-simplicial de dimension 3 pour lequel Uσ a des
singularités terminales ([34, Theorem 11.4.21]).

6.2 Tores quantiques présentés
Soit Γ un sous-groupe finiment engendré de Rd et (h : Zn Ñ Γ ,I) une calibration de Γ .

Le tore quantique standard associé à ces données est le champ quotient Th,I = [Cd/Zn] où Zn agit sur Cd
par le morphisme h. Comme un cône non-simplicial peut avoir plus de d générateurs, on doit considérer
les tores quantiques comme un champ quotient d’un espace Cp de plus haute dimension. Pour faire cela,
nous allons remplacer le groupe Γ et sa calibration h par un sous-groupe G de Rp, qui est isomorphe
à Γ , et une calibration de ce groupe. On va donc décrire ces tores quantiques par la donnée d’un tore
quantique standard sous-jacent (pour garder la trace de la donnée combinatoire du groupe Γ) avec la
donnée d’un isomorphisme de champs, respectant les générateurs virtuels, avec un tel champ quotient.
Plus précisément,

Définition 6.2.1. Un tore quantique presenté est un sextuplet (Th,I,ϕ : Zn Ñ G Ă Cp,I 1,L,H, s) où
ϕ est une calibration d’un groupe G (où I 1 est son ensemble de générateurs virtuels), L : Rp Ñ Rd est
un épimorphisme linéaire , H : Zn Ñ Zn est un isomorphisme de groupes et s : I Ñ I 1 est une bijection
tels que :

‚ L(G) = Γ et L|G : G Ñ Γ est un isomorphisme de groupes.
‚ Le diagramme

Zn Zn

G Γ

ϕ h

L|G

est commutatif.
‚ Pour tout i P I,H(ei) = es(i) et pour tout i R I, H(ei) P

À

jRI 1 Zej
Le morphisme ϕ est la calibration de ce tore quantique calibré presenté.

Avec ces données, on peut définir un champ quotient [Cp/Zn ˆ ker(LbR idC)] où Zn ˆ ker(LbR idC)

agit sur Cp par
(m,w) ¨ z = z+ϕ(m) +w,
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De plus, les morphismes (L,H) induisent un isomorphisme de champs

[Cp/Zn ˆ ker(LbR idC)] » Th,I.

Si L est un isomorphisme linéaire alors cet isomorphisme de champs est un isomorphisme de tores comme
défini dans la définition 3.3.8.

On peut définir une forme multiplicative du tore grâce au morphisme exponentiel : on doit supposer
h standard i.e. on va supposer qu’il existe un sous-ensemble rI = ti1, . . . , idu Ă t1, . . . ,pu tel que ZrI Ă G

et h(ek) = eik pour k = 1..d. Alors, la descente au quotient de l’exponentielle nous donne :

[Cp/Zn ˆ ker(LC)] » [Tp/Zn´d ˆ E(ker(LC))]

où Zn´d ˆ E(ker(LC)) agit Tp par

(m,E(w)) ¨ z = E(ϕ(0 ‘m) +w)z

Remarque 6.2.2. Ici, E(ker(LC)) est juste muni de sa structure de groupe topologique. On peut penser
au cas où ker(LC) = Vect((1,α)) et donc son image par l’exponentielle est dense dans le tore et qui n’est
donc pas une sous-variété de T2. Il agit tout de même par biholomorphisme sur Tp.

Définition 6.2.3. Un morphisme de tores quantiques présentés

(Th,I,ϕ : Zn Ñ G Ă Cp, rI,L,H, s) Ñ (Th1,I 1 ,ϕ 1 : Zn1

Ñ G 1 Ă Cp1 , rI 1,L 1,ϕ, s 1)

ou morphisme torique présenté est un sextuplet (L,H,S,L 1,H 1,S 1) de morphismes tels que :
‚ (L,H,S) induit un morphisme torique Th,I Ñ Th1,I 1 ;
‚ Pour tout j P rI,H 1(ej) = eS 1(j) et pour tout j R rI,

H 1(ej) P
à

kRrI 1

Zek

‚ Les diagrammes suivants commutent

Cn Cn Cd Cp/ ker(LC)

Cn1 Cn1 Cd1 Cp1

/ ker(L 1
C)

L 1

[LC]hH

H1 h1 [L1
C]

LHH 1

I rI

I 1
rI 1

s

S 1

s1

S

En particulier, on a le diagramme commutatif suivant montrant les relations entre les différentes
calibrations :

Zn Zn Zn1 Zn1

G Γ Γ 1 G 1

ϕ ϕ1

H1´1HH

h

L L

h1

(L1
G1)

´1
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On peut reformuler cela en termes de champ quotient :

Lemme 6.2.4. On utilise les mêmes notations que dans la définition 6.2.3.
Soit l 1 : [Cp/Zn ˆ ker(LC)] Ñ [Cp1

/Zn1

ˆ ker(L 1
C)] le morphisme de champs décrit par les applications

linéaires (L 1,H 1) et l : Th,I Ñ Th1,I 1 le morphisme de champs décrit par les applications linéaires
(L,H). Alors, le diagramme

[Cp/Zn ˆ ker(LC)] [Cp1

/Zn1

ˆ ker(L 1
C)]

Th,I Th1,I 1

l 1

» »

l

commute (où les isomorphismes sont des isomorphismes de champs encodés par la présentations des tores
quantiques présentés).

Les tores quantiques ne sont (essentiellement) pas de nouveaux tores quantiques dans le sens où les
tores quantiques présentés ayant le même tore quantique sous-jacent sont isomorphes :

Lemme 6.2.5. (Th,I,ϕ : Zn Ñ G Ă Cp,I 1,L,H, s) et (Th,I,h : Zn Ñ Γ ,I, id, id, id) sont isomorphes.

Démonstration. Un isomorphisme est donné par (idCd ,H, s, [LC], idCn , idI 1).

On en déduit

Proposition 6.2.6. Le foncteur d’oubli

(Th,I,ϕ : Zn Ñ G,I 1,L,H, s) Ñ Th,I,

est une équivalence de catégories entre la catégorie des tores quantiques présentés et la catégorie des tores
quantiques standard.

6.3 Définition des champs toriques quantiques (non-simpliciaux)
Soient Γ un sous-groupe finiment engendré de Rd tel que VectR(Γ) = Rd et (∆,h : Zn Ñ Γ ,I) un

éventail quantique. Pour définir le champ torique quantique associé à cet éventail, nous allons tout
d’abord définir le champ torique affine associé à chacun des cônes de cet éventail. Le point important ici
sera de remplacer la calibration h de Γ par une calibration adaptée pour chaque cône maximal de ∆. On
pourra ensuite définir les champs toriques quantiques généraux X∆,h,I par recollement des cartes affines
(comme dans la proposition 3.4.2.13).

À la fin de cette section, on prouvera que la correspondance

(∆,h : Zn Ñ Γ ,I) ÞÑ X∆,h,I

est une équivalence de catégories.

6.3.1 Champs toriques quantiques affines
Soit

σ = σI = Cone(vi1 := h(ei1), . . . , vip := h(eip))

(avec I := ti1, . . . , ipu Ă t1, . . . ,nu) un cône fortement convexe de ∆. Il y a deux possibilités : σ est
de dimension maximale i.e. de dimension d, ou pas. Dans le deuxième cas, on doit faire un choix de
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complétion de VectR(σ) dans Rd. Heureusement, tous les champs toriques quantiques ainsi obtenus sont
isomorphes et ces isomorphismes respectent une condition de cocycle.

6.3.1.1 Cônes de dimension d

Supposons que σ soit un cône de dimension d i.e. VectR(σ) = Rd.
Notons hσ : ZI Ñ Γ la restriction de h sur ZI, hσC : CI Ñ Cd l’application C-linéaire qui est associée et
pσ le cône de Rn défini par

pσ = Cone(ei, i P I) (6.1)

et rσ sa restriction sur RI

Soit B = (vi, i P rI) une sous-famille de (v1, . . . , vp) qui est une base de Cd. Alors, on peut considérer
la décomposition CI = CrI ‘ ker(hσC). L’application hσC induit un isomorphisme linéaire ψ entre CrI et
Cd.
Soit χ P Sn une permutation telle que χ(t1, . . . ,du) = rI.

Définition 6.3.1.1.1. L’application linéaire ϕ : Cn Ñ CrI ãÑ CI définie par

ek ÞÑ ψ´1(hC(eχ(k)))

avec son ensemble de générateurs virtuels χ(I) est appelée calibration associée à σ (et B et χ)

On peut penser cette calibration comme une calibration induite par la calibration (h,I) sur CI. En
effet, l’image de Zd par le morphisme ϕ est ZrI (par construction) et le groupe ϕ(Zn) est isomorphe à Γ .

On peut définir une action de Zn´d ˆ E(ker(hσC)) sur CI en posant pour (m,E(t)) P Zn´d ˆ

E(ker(hσC)) et z P CI,
(m, t) ¨ z = E(ϕ(0 ‘m)) + t)z

Remarque 6.3.1.1.2. L’ineffectivité de cette action vient uniquement de la calibration i.e. le sous-groupe
d’ineffectivité de cette action est isomorphe à ker(h).

L’action de TI sur CI = U
rσ commute avec cette action. On peut donc former le quotient [CI/Zn´dˆ

E(ker(hσC))].

Lemme 6.3.1.1.3. Le champ quotient [CI/Zn´d ˆ E(ker(hσC))] ne dépend ni du choix de la base B ni
de la permutation χ. De ce fait, l’action induite par le morphisme ϕ dépend uniquement de σ.

Démonstration. Soient (B = (vi, i P rI),χ) et (B 1 = (vi, i P rI 1),χ 1) deux paires (base,permutation). On
peut définir les deux isomorphismes associés ψ : CrI Ñ Cd et ψ 1 : CrI1

Ñ Cd, et deux morphismes
ϕ : Cn Ñ CI, ϕ 1 : Cn Ñ CI1 . Alors, le morphisme identité est un morphisme α-équivariant, où α est le
morphisme Zn´d ˆ E(ker(hσC)) Ñ Zn´d ˆ E(ker(hσC)) défini par :

α(m,E(y)) = (P´1
χ1 Pχ(m),E(ϕ(m) ´ψ 1´1h(ϕ(m)))E(y))

où Pχ est le morphisme linéaire associé à χ. En effet, le diagramme

E(h´1
σ (Γ)) E(h´1

σ (Γ))

Zn´d ˆ E(ker(hσC)) Zn´d ˆ E(ker(hσC))

=

action par ϕ action par ϕ1

α

commute.
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Définition 6.3.1.1.4. Le champ Uσ := [CI/Zn´dˆE(ker(hσC))] est le champ torique quantique associé
au cône σ et à la calibration h : Zn Ñ Γ .

Le « tore » associé à Uσ est le champ [TI/Zn´d ˆ E(ker(hσC))]. On peut munir ce champ d’une
structure de tore quantique présenté grâce aux morphismes utilisé pour définir Uσ.

Proposition 6.3.1.1.5. (Th,I,ϕ : Zn Ñ ψ´1(Γ),hσC,χ´1(I),Pχ : ei ÞÑ eχ(i),χ) est un tore quantique
présenté qui encode le champ [TI/Zn´d ˆ E(ker(hσC))].

Démonstration. Cela vient du fait que le morphisme ψ est induit par hσC sur CI/ ker(hσC) » CrI et de
l’égalité ϕ = ψ´1hPχ.

Notation 6.3.1.1.6. Dans ce qui suit, on omettra l’isomorphisme et on écrira [Tp/Zn´dˆE(ker(hσC))]
à la place de ce sextuplet.

Définition 6.3.1.1.7. Un champ torique quantique affine est un champ U avec un tore ouvert dense T
qui est isomorphe (en tant que champs) à un champ torique quantique associé à un cône et une calibration
(h,I) et tel que cet isomorphisme se restreint en un isomorphisme entre T et Th,I.

Remarque 6.3.1.1.8 (Modèles locaux). Si σ est non-simplicial (i.e. ker(hσC) est non-vide et est donc non-
discret) alors le champ torique quantique associé à σ ne peut pas être décrit par une quasifolde (i.e.
localement le quotient d’un Rn par un sous-groupe discret, voir [108]), ce qui est le cas pour σ simplicial.
C’est le produit de (une version champêtre de) quasifoldes avec le quotient Θ|I|´d := [C|I|´d/(C˚)|I|´d].
Ce dernier champ peut être décrit comme suit : un point ouvert (donné par l’orbite (C˚)|I|´d), des points
localement fermés (donnés par les orbites de la forme (C˚)J ˆ 0 où 0 ă |J| ă |I| ´ d) et un point fermé
(donné par l’orbite de t0u). De plus, l’adhérence du point xJ := (C˚)J ˆ 0 est

xJ = [CJ ˆ 0/(C˚)|I|´d] =
ď

KĂJ

[(C˚)K/(C˚)|I|´d] =
ď

KĂJ

xK

On obtient donc la stratification par des quasifoldes démontrées dans [12].
Avertissement 6.3.1.1.9. Si Γ est un réseau, le champ Uσ = [CI/ ker(hσC)]ˆBZn´d n’est pas une varieté
(ou plus précisément, un champ représentable par une variété) à cause de la partie en BZn´d. De plus,
si on oublie la partie en BZn´d, on obtient aussi un champ non-représentable.

Cependant, si on remplace le quotient champêtre par le quotient donné par la théorie géométrique
des invariants, on retrouve la variété torique classique associée à σ.

Proposition 6.3.1.1.10. Si Γ est discret, h est un isomorphisme et l’ensemble des générateurs virtuels
est vide, alors on peut définir la variété torique (classique) Uσ associée à σ (et Γ) et

Uσ = CI � Zn´d ˆ E(ker(hσC))

où � est le quotient catégorique (cf. la définition 1.1.5.11 pour la définition de quotient catégorique).

Démonstration. Comme h est un isomorphisme, l’action du groupe Zn´d ˆ E(ker(hσC)) sur CI est la
même action que l’action de E(h´1

σC(Γ)) dessus grâce à l’égalité

tE(ϕ(0 ‘m) + t) | m P Zn´d,E(t) P E(ker(hσC))u = E(h´1
σC(Γ)). (6.2)

On conclut de la même façon que dans la proposition 3.6.6.

On ne peut pas obtenir l’égalité

CI � Zn´d ˆ E(ker(hσC)) = [CI/Zn´d ˆ E(ker(hσC))].
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En effet, le quotient catégorique (pour l’action de G) CI Ñ Uσ est géométrique si, et seulement si, σ est
un cône simplicial (cf. théorème 1.1.5.15).

Exemple 6.3.1.1.11. Soit

Γ = Ze1 + Ze2 + Ze3 + Z(ae1 ´ be2 + ce3) +
n
ÿ

i=5
Zvi Ă R3

avec a,b, c P Rą0, vi P R3 un sous-groupe de R3, le morphisme h : Zn Ñ Γ est une calibration de
Γ défini par h(ei) = ei pour i = 1, 2, 3, h(e4) = ae1 ´ be2 + ce3 et h(ei) = vi pour i ě 5. Soit
σ = Cone(e1, e2, e3,ae1 ´ be2 + ce3) un cône fortement convexe de R4.

Figure 6.3 – Le cone σ = Cone(e1, e2, e3,ae1 ´ be2 + ce3)

e2

e3

v

e1

Le morphisme hσ est la restriction h|Z4‘0 et le noyau ker(hσC) est la droite

ker(hσC) = C(´a,b, ´c, 1)

On a une décomposition C4 = (C3 ‘ 0) ‘ ker(hσC) et donc, une action de Zn´3 ˆ E(ker(hσC)) sur C4

définie par :
(m,E(t)) ¨ s = E(h(0 ‘m) + t)s (6.3)

Alors, Uσ = [C4/Zn´3 ˆ E(C(´a,b, ´c, 1))].
L’action de Zn´3 ˆ E(C(´a,b, ´c, 1)) sur C4 n’est pas effective. En effet, ker(h) stabilise tous les points
de C4. Il y a aussi des points qui ont des stabilisateurs plus grand :

‚ Le stabilisateur de 0C4 est Zn´3 ˆ E(C(´a,b, ´c, 1)) ;
‚ Le stabilisateur de (C3zt0u ‘ 0) ‘ 0 est ker(h) ˆ E(ker(hσC)) ;
‚ Le stabilisateur de 0 ‘ C˚(´a,b, ´c, 1) est Zn´d ˆ t0u ;
‚ Le stabilisateur des autres points est ker(h).

Pour le cas n = 4 et a = b = c = 1, ,on retrouve une version champêtre de la variété torique
C4 � C˚ = V(yt´ xz) Ă C4 (voir [47, page 17]).

6.3.1.2 Cônes de dimension k ă d

Supposons maintenant que σ = σI Ă Rd soit un cône de dimension k ă d.
Soit J un sous-ensemble de [[1,n]] de cardinal d´ k tel que

Cd = Vect(σ) ‘ Vect(vj, j P J)
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On en déduit que hσ : CI ‘ CJ Ñ Cd, ei ÞÑ vi est un épimorphisme. On peut maintenant réutiliser la
discussion de la sous-sous-section 6.3.1.1 et définir une action de Zn´d ˆ E(ker(hσC)) sur CI ‘ CJ (on
peut supposer que la permutation χ envoie tk+1, . . . ,du sur J). On peut remarquer que la variété torique
CI ˆ TJ = U

rσˆ0 est préservée par cette action et donc on peut définir le champ torique affine associé à
σ :

Uσ := [CI ˆ TJ/Zn´d ˆ ker(hσ)]

Proposition 6.3.1.2.1. Le champ torique quantique affine Uσ est bien défini i.e. si on change la famille
(vj, j P J), on obtient un isomorphisme qui respecte une condition de cocycle.

Démonstration. Soient J et J 1 deux sous-ensembles de [[1,n]] de cardinal d ´ k tels que dim(Vect(vj, j P

J)) = dim(Vect(vj, j 1 P J 1)) = d ´ k et χ, χ 1 les deux permutations associées (et Pχ, Pχ1 les applications
linéaires associées). Le morphisme Pχ1 ˝P´1

χ : CJ Ñ CJ1 est un isomorphisme et id‘Pχ1 ˝P´1
χ : CI‘CJ Ñ

CI ‘ CJ1 aussi.
On va maintenant montrer que ce morphisme induit un isomorphisme de champs

[CI ˆ TJ/Zn´d ˆ ker(hσC ‘ hJ)] » [CI ˆ TJ1

/Zn´d ˆ ker(hσC ‘ hJ1)]

où hJ (resp. hJ1) est la restriction de hC sur ZJ (resp. ZJ1)
En premier lieu, on peut remarquer que x ‘ y P ker(hσC ‘ hJ) = ker(hσC ‘ hJ1) si, et seulement si,

x P ker(hσC) et y = 0. On obtient donc le diagramme commutatif suivant (toutes les flèches sont des
isomorphismes) :

CI ‘ CJ/ ker(hσC ‘ hJ) CI ‘ CJ1

/ ker(hσC ‘ hJ1)

CI/ ker(hσ) ‘ CJ CI/ ker(hσ) ‘ CJ1

id‘(Pχ1 ˝P´1
χ )

Par construction, l’isomorphisme id‘ P´1
χ1 ˝ Pχ descend au quotient. On obtient donc :

CI ‘ CJ TI ˆ TJ CI ˆ TJ [CI ˆ TJ/Zn´d ˆ ker(hσC ‘ hJ)]

CI ˆ CJ1 TI ˆ TJ1 CI ˆ TJ1

[CI ˆ TJ1

/Zn´d ˆ ker(hσC ‘ hJ)]

id‘Pχ1P
´1
χ

E

E

hJ1J

Le morphisme le plus à droite est l’isomorphisme désiré.
Si on prend un troisième sous-ensemble J2 (et une permutation χ2), on obtient deux autres isomor-

phismes hJ2J et hJ2J1 . L’égalité

(id‘ Pχ2 ˝ P´1
χ1 ) ˝ (id‘ Pχ1 ˝ P´1

χ ) = id‘ Pχ2 ˝ P´1
χ

induit une égalité entre les isomorphismes de champs

hJ2J1 ˝ hJ1J = hJ2J.

La proposition suivante se prouve de la même façon que la proposition 6.3.1.1.10.

Proposition 6.3.1.2.2. Si Γ est discret, h est un isomorphisme et l’ensemble des générateurs virtuels
est vide alors

Uσ = CI ˆ TJ � Zn´d ˆ E
(
ker
(
hσ
))
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Exemple 6.3.1.2.3. On va décrire une variante de l’exemple 6.3.1.1.11 :
Soit

Γ = Ze1 + Ze2 + Ze3 + Z(ae1 ´ be2 + ce3) +
n
ÿ

i=5
viZ Ă R4

un sous-groupe de R4, (h : Zn Ñ Γ , [[5,n]]) une calibration de Γ définie par h(ei) = ei pour i = 1, 2, 3,
h(e4) = ae1 ´ be2 + ce3 et h(ei) = vi pour i ě 5, et σ = Cone(e1, e2, e3,ae1 ´ be2 + ce3).

Notons k P t5, . . . ,nu un entier tel que (e1, e2, e3, vk) soit une base de C4. Le noyau du morphisme
hσ : C4 ‘ Ctku Ñ C4 est C(´a,b, ´c, 1, 0) i.e. ker(hσC) ‘ 0. Alors

Uσ = [C4 ˆ C˚/Zn´3 ˆ E(C(´a,b, ´c, 1, 0))]

On va conclure cette sous-section avec la compatiblité de cette construction avec les restrictions à une
face des cônes.

Proposition 6.3.1.2.4. Soit σ = σI un cone d’un éventail et τ = σI1 une face de σ. Alors, on a un
isomorphisme

Uτ » [CI1

ˆ TIzI1

ˆ TJ/Zn´d ˆ E(ker(hσC))] ãÑ Uσ

qui se restreint en un isomorphisme de tores

[TI1

ˆ TJ1

/Zn´d ˆ E(ker(hτC))] » [TI1

ˆ TIzI1

ˆ TJ/Zn´d ˆ E(ker(hσC))]

induit par le morphisme identité de Th,I.

Démonstration. On a le diagramme commutatif suivant :

[TI1

ˆ TJ1

/Zn´d ˆ E(ker(hτ))] [TI1

ˆ TJ1

/Zn´d ˆ E(ker(hτ))]

Th,I
(hτ,Pχ)

l

(hσ,Pχ1)´1

Comme hσ(ei) = hτ(ei) pour tout i P I 1 (et donc [hσ]
´1 ˝ [hτ]([ei]) = [ei]) alors l peut être étendu à un

isomorphisme Uτ Ñ [CI1

ˆ TIzI1

ˆ TJ/Zn´d ˆ E(ker(hσ))].

6.3.1.3 Morphismes toriques entre champs toriques quantiques affines

On va utiliser la même définition de morphisme torique que dans la définition 3.4.2.14.

Définition 6.3.1.3.1. Un morphisme torique entre deux champs toriques quantiques affines Uσ1 =

[CI ˆ TJ/G1] et Uσ2 = [CI1

ˆ TJ1

/G2] est un morphisme de champs [CI ˆ TJ/G1] Ñ [CI1

ˆ TJ1

/G2] qui
se restreint en morphismes de tores quantiques présentés [TI ˆ TJ/G1] Ñ [TI1

ˆ TJ1

/G2]

Par définition de morphismes toriques, un tel morphisme de tores induit un morphisme de tores
quantiques Th,I Ñ Th1,I 1 et donc deux morphismes linéaires (L : Rd Ñ Rd1 ,H : Rn Ñ Rn1

). De
plus, L(σ) Ă σ 1 et H(pσ) Ă pσ 1. Ces morphismes forment donc un morphisme d’éventails quantiques.
Réciproquement, nous allons voir comment associer à un morphisme d’éventails quantiques un morphisme
torique :

Soient σ un cône de dimension k de Rd, σ 1 un cône de dimension k 1 de Rd1 , rσ et rσ 1 les cônes associés
dans Rn et Rn1 .
Soit (L,H) : (σ,h) Ñ (σ 1,h 1) un morphisme d’éventails quantiques.
Par définition de morphismes d’éventails quantiques, il existe un cône rσ 1 = ĂσI1 de ∆ 1

h1 tel que H(rσ) Ă rσ 1.
On va adapter la construction de [81, section 5.1]. Dans un premier temps, on va commencer par remplacer
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la calibration h par le morphisme ϕ (utilisé dans la définition dans Uσ) dans le diagramme (3.2) :
Soit J un sous-ensemble de cardinal d´ k de t1, . . . ,nu tel que

Cd = VectC(σ) ‘ VectC(vj, j P J).

Soit rJ un sous-ensemble J tel que pour tout j P rJ, L(vj) R L(VectC(σ)) et tel que la famille (L(vj), j P rJ)

est libre. Soit J 1 un sous-ensemble de cardinal d 1 ´ dim(σ 1) de t1, . . . ,nu contenant rJ tel que

Cd1

= VectC(σ 1) ‘ VectC(v 1
j, j P J 1).

Notons hJ : CJ Ñ Cd (resp. hJ1 : CJ1

Ñ Cd1) l’application linéaire ej ÞÑ vj for all j P J (resp. ej ÞÑ v 1
j for

all j P J 1). En résumé, on a le diagramme commutatif suivant :

CI ‘ CJ Cd

CI1

‘ CJ1 Cd1

hσC+hJ

L

hσ1C+hJ1

rL (6.4)

où rL est le morphisme CI ‘ CJ = ker(hσC) ‘ (CrI ‘ CJ) Ñ ker(h 1
σ1C) ‘ (CrI1

‘ CJ1

) défini par :

@w P ker(hσC), @z P CrI ‘ CJ, rL(w, z) = (H(w),ψ 1´1(L(hσC(z))))

où ψ 1 est le morphisme induit par h 1
σ1 utilisé dans la définition de Uσ. Ce morphisme est défini car

H(ker(hσC)) Ă ker(h 1
σ1C) car H(pσ) Ă pσ 1 et (L,H) est un morphisme d’éventails quantiques.

Soient χ et χ 1 des permutations utilisées dans la définitions des champs toriques Uσ et Uσ1 i.e. des
permutations telles que :

χ(t1, . . . , ku) = rI,χ(tk+ 1, . . . ,du) = J

et
χ 1(t1, . . . , k 1u) = rI 1,χ 1(tk 1 + 1, . . . ,d 1u) = J 1.

Soient Pχ P GLn(R) et Pχ1 P GLn1(R) les deux isomorphismes linéaires associés.
On peut étendre le diagramme (6.4) avec les morphismes ϕ = ψ´1 ˝ hC ˝ Pχ : Cn Ñ CI ‘ CJ et

ϕ 1 = ψ 1´1 ˝ h 1
C ˝ Pχ1 : Cn1

Ñ CI1

‘ CJ1 utilisés pour définir les champs toriques Uσ et Uσ1 (et plus
précisément, utilisés pour définir une action de Zn´d (resp. Zn1´d1) sur CI ‘ CJ (resp. CI1

‘ CJ1) :

Cn CI ‘ CJ Cd

Cn1 CI1

‘ CJ1 Cd1

hσC+hJ

L

hσ1C+hJ1

rL

ϕ

ϕ1

P´1
χ1 HPχ (6.5)

Après ce remplacement, on peut suivre la construction de [81, Corollary 5.6, section 5.1] pour associer
aux morphismes (Hχχ1 := P´1

χ1 HPχ, rL) un morphisme torique Uσ Ñ Uσ1 :
Notons EI : CI ˆ CJ Ñ TI ˆ CJ l’application définie par :

((zi)iPI, (wj)jPJ) ÞÑ ((E(zi))iPI, (wj)jPJ)

et EJ : CI ˆ CJ Ñ CI ˆ TJ l’application définie par

((zi)iPI, (wj)jPJ) ÞÑ ((zi)iPI, (E(wj))jPJ)
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On définit de la même façon E 1
I1 ,E

1

J1 . On peut remarquer que E 1 = E 1
I1 ˝E

1

J1). On a le diagramme commutatif
suivant :

CI ‘ CJ TI ˆ CJ CI ˆ CJ CI ˆ TJ

CI1

‘ CJ1 TI1

ˆ CJ1 CI1

ˆ CJ1 CI1

ˆ TJ1

EI

rL

E1
I1

EJ

E
1

J1

LL (6.6)

Le morphisme rL descend sur TI ˆCJ car rL(rσ) Ă rσ 1 mais puisqu’on n’a pas fait assez de restrictions sur J
et J 1, le morphisme L n’a aucune raison de descendre en un morphisme CI ˆ TJ Ñ CI1

ˆ TJ1 (ce qui est
déjà le cas dans le cas simplicial).
Soit T P A et

rT CI ˆ TJ

T

m

un objet de Uσ(T).
Soit pT le produit fibré

rTmˆEJ
(CI ‘ CJ) =

!(
rt, z
)

P rT ˆ (CI ‘ CJ) | m
(
rt
)
= EJ(z)

)

.

Le groupe Zn´k ˆ EI(ker(hσ)) agit sur pT par :

(p,EI(w1,w2)) ¨ (rt, z1, z2) = ((prk(p),E(w1,w2)) ¨rt, z1 +w1,E(w2)z2)

où prk : Zn´k = Zn´d ‘ Zd´k Ñ Zn´d est la projection (on prend la même définition pour pr 1
k1 :

Zn1´k1

Ñ Zn1´d1).
L’application linéaire Hχχ1 vérifie, pour tout i P t1, . . . , ku,

Hχχ1(ei) P Zk1

‘ 0

L’application Hχχ1 est de la forme
(

˚ ˚

0 M

)
P Mn,n1(Z) (on n’a pas besoin de la partie supérieure puisque

on compose avec l’application EI).
Grâce à tout cela,on peut définir le Zn1´d1

ˆ E 1(ker(hσ1C))-fibré principal rT 1 par

rT 1 := pT ˆ
(pr1

k1 ˝M)ˆE
1

J˝L
(Zn1´d1

ˆ E 1(ker(hσ1C)))

avec le morphisme équivariant associé

rm :
(
rt, z, (q,E 1(w))

)
P rT 1 ÞÑ E

1

J

(
L(z)

)
¨ E 1(ϕ 1(0 ‘ q) +w) P CI1

ˆ TJ1

Donc,
rT 1 CI1

ˆ TJ1

T

Ăm

est un objet de Uσ1(T).
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Lemme 6.3.1.3.2. Le carré de gauche et le carré de droite du diagramme suivant sont cartésiens :

pT CI ˆ CJ CI1

ˆ CJ1
pT ˆMˆL (Zn

1´d1

ˆ E 1
I1(ker(hσ1C)))

rT CI ˆ TJ CI1

ˆ TJ1
rT 1

T

L g

f

Ăm

E
1

J1EJ

m

où
f(rt, z,q,E 1

I1(t)) = (rt, z,pr 1
k1(q),E 1(t))

et
g(rt, z,q,E 1

I(t)) = E
1
I(ϕ

1(0 ‘ q) + t) ¨ L(z)

Démonstration. Voir la preuve de [81, Lemma 5.3].

On définit l’image d’un morphisme entre objets de Uσ de la même façon que dans [81, diagram 6.10].
On obtient un morphisme de champs l : Uσ Ñ Uσ1 .

Théorème 6.3.1.3.3.
‚ Le morphisme de champs l est un morphisme torique.
‚ Soit σ Ă Rd, σ 1 Ă Rd1 , σ2 Ă Rd2 trois cônes fortement convexes et soient (L,H), (L 1,H 1) deux mor-

phismes d’éventails quantiques entre les éventails associés à ces cônes. Notons l, l 1 les morphismes
toriques associés et l2 le morphisme torique associé à (L 1 ˝ L,H 1 ˝H). Alors,

l2 = l 1 ˝ l (6.7)

‚ Soit l un morphisme de tores entre Th,I et Th1,I 1 et soit (L,H) les applications linéaires induites.
Alors, l s’étend en un morphisme torique Uσ Ñ Uσ1 si, et seulement si, (L,H) est un morphisme
d’éventails quantiques.

Démonstration. Le second point se montre de la même façon que dans [81, Lemma 5.4] et le premier et
le troisième se montre comme dans [81, Theorem 6.2].

Les deux premiers points impliquent que l’on a défini un foncteur entre la sous-catégorie pleine des
éventails quantiques donnée par un cône et la catégorie des champs toriques quantiques affines. Ce foncteur
est une équivalence de catégories grâce au troisième point.

On peut maintenant donner le lien entre cette construction des champs toriques affines définie dans
ce chapitre et celle donnée dans le chapitre 3.

Proposition 6.3.1.3.4. Supposons σ simplicial. Alors, on a un isomorphisme torique :

Uσ » U simp
Cone(e1,...,ek),P´1

χ ˝ϕ

où k est la dimension de σ et U simp correspond à la construction du chapitre 3.

Démonstration. Si σ est simplicial alors hσC est un monomorphisme et hσ est un isomorphisme (on notera
ϕ l’isomorphisme utilisé dans la construction de U et χ la permutation utilisée). Le morphisme (hσPχ,Pχ)
est un isomorphisme d’éventails quantiques entre l’éventail induit par les cônes Ck,d = Cone(e1, . . . , ek)
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et la calibration P´1
χ ˝ϕ : Zn Ñ Pχ´1(h

´1
σ (Γ)) et l’éventail induit par le cône σ et la calibration h :

Le diagramme suivant commute

Cn CI

Cn Cd
h

Pχ

P´1
χ ϕ

hσCPχ

car ϕ = h
´1
σC ˝ h ˝ Pχ. L’application hσCPχ envoie Ck,d sur σ puisque

hσCPχ(ei) = hσC(eχ(i)) = vχ(i) P σ

Les autres points sont immédiats.
On en déduit qu’il y a un isomorphisme torique (grâce au théorème 6.3.1.3.3)

Uσ » U simp
Cone(e1,...,ek),P´1

χ ˝ϕ

6.3.2 Champs toriques quantiques
6.3.2.1 Définitions

Soient σ = σI = Cone(vi, i P I) et τ = σJ = Cone(vj, j P J) deux cônes de ∆. Notons rσ (resp. rτ)
le cône associé (voir (6.1)) de RI (resp. RJ), hσ (resp. hτ) le morphisme de groupes associé. Dans cette
sous-section, nous allons voir comment recoller ces champs toriques quantiques qui leur sont associés.

On peut supposer que σ et τ sont de dimension d mais la construction suivante fonctionne pour des
cônes de dimension plus petite.

Soit Hστ : CIYJ Ñ Cd le morphisme linéaire tel que Hστ|CI = hσC and Hστ|CJ = hτC. Le morphisme
identité Td,I Ñ Td,I induit des isomorphismes de tores

[TI/Zn´d ˆ E(ker(hσC))] » [TIYJ/Zn´d ˆ E(ker(HστC))] (6.8)

[TI/Zn´d ˆ ker(hτC)] » [TIYJ/Zn´d ˆ E(ker(HστC))] (6.9)

De plus, ces morphismes s’étendent en des isomorphismes toriques entre Uσ = [CI/Zn´dˆE(ker(hσC)] et
[CI ˆ TJ/Zn´d ˆ E(ker(Hστ))] et entre Uτ = [CI/Zn´d ˆ E(ker(hτC))] et [TI ˆ CJ/Zn´d ˆ E(ker(Hστ))]
de la même façon que dans la proposition 6.3.1.2.4.

Notons KI := (IY J)zI et KJ := (IY J)zJ.
Comme l’intersection σX τ est non vide, l’intersection t0u ˆ rτX rσˆ t0u dans RIYJ l’est aussi. La théorie
classique nous donne alors un ouvert torique Sστ de Ut0uˆrτ, Sτσ un ouvert torique de U

rσˆt0u et un
isomorphisme torique ϕ : Sστ Ñ Sτσ. Grâce à la décomposition CIYJ = CKJ ‘CIXJ‘CKI), on obtient :

U
rσˆt0u = CI ˆ TKI ,Ut0uˆrτ = TKJ ˆ CJ Ă CIYJ (6.10)

et
ϕ = id : Sτσ = TKJ ˆ CIXJ ˆ TKI Ñ Sστ = TKJ ˆ CIXJ ˆ TKI (6.11)

L’identité descend en un isomorphisme de champs (grâce à l’isomorphisme linéaire induit par la
permutation χ 1´1χ et du théorème 6.3.1.3.3)

[Sτσ/Zn´d ˆ E(ker(Hστ))] » [Sστ/Zn´d ˆ E(ker(Hστ))]
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(car les variétés toriques Sστ, Sτσ sont préservées par ces actions).
On obtient, grâce à l’égalité (6.11) et aux isomorphismes (6.8) et (6.9), un isomorphisme torique gIJ

entre Uτσ := [TKJ ˆCIXJ/Zn´dˆE(ker(hσC))] ãÑ [CI/Zn´dˆE(ker(hσC)] et Uστ := [CIXJˆTKI/Zn´dˆ

E(ker(hτC)] ãÑ [CJ/Zn´d ˆ E(ker(hτC)].
Remarque 6.3.2.1.1. Les changements de cartes vérifient une condition de cocycle vu que l’identité la
vérifie.

Grâce à tout cela, on peut définir des champs toriques quantiques généraux :

Définition 6.3.2.1.2. Soit T P A. Un objet de X∆,h,I au-dessus de T est un recouvrement (TI := TσI
) de

T indicé par l’ensemble des cônes maximaux Imax avec des objets

rTI CI ˆ TK

TI

mI

de [CIˆTK/Zn´dˆE(ker(hσIC))](TI) pour tout σI P Imax, vérifiant pour tout couple (I, I 1) avec une
intersection non vide J

gII1


rTIĄJ SσIσI1

TI

mI

 =

rTI1ĄJ SσI1σI

TI1

mI1

où rTI1ĄJ := m
´1
I (SσIσI1 ) et rTI1ĄJ := m

´1
I1 (SσI1σI

)

Un morphisme de X∆,h,I au-dessus d’un morphisme torique T Ñ S est définie de la même façon que
dans la proposition 3.4.2.13 (avec les modifications nécessaires).

6.3.2.2 Morphismes toriques

Un morphisme de champs toriques quantiques X∆,h,I Ñ X∆1,h1,I 1 est une collection de morphismes
toriques compatibles entre les cartes affines. Autrement dit,

Définition 6.3.2.2.1. Un morphisme X∆,h,I Ñ X∆1,h1,I 1 de champs toriques quantiques est une collec-
tion de morphismes toriques lσ : Uσ Ñ Uσ1 pour tout cônes maximaux de ∆ compatible avec le recollement
i.e. si l’intersection de σ et τ est non-vide alors le morphisme lσ (resp. lτ) se restreint en un morphisme
Uτσ Ñ Uτ1σ1 (resp. Uστ Ñ Uσ1τ1) et qui vérifie l’égalité suivante sur Uτσ

g 1
σ1τ1lσ = lτgστ (6.12)

pour toute paire de cônes σ, τ d’intersection non vide.

Dans la sous-sous-section 6.3.1.3, on a prouvé la correspondance entre les morphismes de champs
toriques quantiques affines et les morphismes entre cônes. Nous allons maintenant la compléter :

Soit X∆,h,I Ñ X∆1,h1,I 1 un morphisme de champs toriques quantiques i.e. une collection de morphismes
toriques lσ : Uσ Ñ Uσ1 vérifiant les égalités (6.12).
Soient (Lσ,Hσ) les applications linéaires associées à lσ, (gστ,kστ) les isomorphismes linéaires associés
à gστ et (gσ1τ1 ,k 1

σ1τ1) les isomorphismes linéaires associés à g 1
σ1τ1 . Donc, grâce au deuxième point du

théorème 6.3.1.3.3, les équations (6.12) deviennent :

g 1
σ1τ1 ˝Hσ = Hτ ˝ gστ et k 1

σ1τ1 ˝ Lσ = Lτ ˝ kστ (6.13)
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On peut donc recoller ces morphismes d’éventails quantiques en un morphisme (∆,h,I) Ñ (∆ 1,h 1,I 1).
Réciproquement, un morphisme d’éventails quantiques (∆,h,I) Ñ (∆ 1,h 1,I 1) définit un morphisme
torique entre les champs toriques quantiques affines associés vérifiant (6.12) i.e. définit un morphisme
torique X∆,h,I Ñ X∆1,h1,I 1

Cela prouve donc le théorème central suivant :

Théorème 6.3.2.2.2. La correspondance (∆,h,I) Ñ X∆,h,I est fonctorielle et définie une équivalence de
catégories entre la catégorie d’éventail quantique calibrés et la catégorie des champs toriques quantiques.

6.4 Construction TGI
Dans cette section, on va regarder la réalisation des champs toriques quantiques comme un champ

quotient.
On peut construire le recollement des champs toriques quantiques d’une façon différente que celle de la
section précédente :
Soit S le recollement des variétés toriques CI et CJ le long de l’intersection t0u ˆ rτ X rσ ˆ t0u. Alors,
on peut réaliser le recollement de Uσ et Uτ comme le champ quotient [S /Zn´d ˆ E(ker(Hστ))]. On en
déduit

Théorème 6.4.1. Notons A l’ensemble A :=
Ť

σIP∆ I. Soit rA un sous-ensemble t1, . . . ,nuzI tel que la
famille (vi, i P rA) soit libre et tel que

Cd = Vect(vi, i P A) ‘ Vect(vi, i P rA).

Soit hA : ZAY rA Ñ Γ le morphisme de groupes défini par h(ei) = vi pour i P AY rA. Notons SA la variété
torique définie par l’éventail associé (voir (6.1)) de ∆ dans RA :

∆h X RA = tτ | Dσ P ∆, τ ĺ pσX RAu.

On définit une action de Zn´d ˆ E(ker(hA)) sur SA ˆ T rA de la même façon que dans la sous-sous-
section 6.3.1.2. Alors,

X∆,h,I » [SA ˆ T rA/Zn´d ˆ E(ker(hA))]

comme champs

De plus, de la même façon que dans le début de la sous-section 6.3.2, on a un isomorphisme torique

[CI ˆ TJ/Zn´d ˆ ker(hσC)] » [CI ˆ TIc/Zn´d ˆ ker(hC)]

On en déduit une réalisation de X∆,h,I comme un quotient global (qui ressemble à la TGI) :

Théorème 6.4.2. Soit S la variété torique associé à l’éventail ∆h associé à ∆ et h .Alors, on a un
isomorphisme de champs

X∆,h,I » [S /Zn´d ˆ E(ker(hC))] (6.14)

qui se restreint en un isomorphisme torique entre les différents tores quantiques sur chaque carte affine.

Contrairement au cas simplicial, on ne peut pas réaliser X∆,h,I comme le quotient d’une variété torique
par une action de Cn´d par la transformation de Gale (le « TGI quantique » du théorème 3.6.7), ce qui
sera démontré dans chapitre 7.

Exemple 6.4.3. Soit ε P Rą0. Soit v =
(
´ 1
ε
, 2+2ε
ε

, ´ 2
ε

)
un vecteur de R3, Γ = Z3 + Zv un sous-groupe

de R3, h : Z6 Ñ Γ une calibration standard de Γ telle que h(e4) = ´e1, h(e5) = ´e2, h(e6) = v et ∆
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l’éventail de R3 dont les cônes maximaux sont

∆max = tCone(e1, ˘e2, e3), Cone(´e1, ´e2, e3),
Cone(e1, ˘e2, v), Cone(´e1, ´e2, v), Cone(´e1, e2, e3, v)u

C’est l’éventail normal associé à (un déformation de) la tranche non-simple du flop d’indice (2,2) du cube
(voir [21, figure 5] pour la description de ce flip ou le chapitre 9).

Figure 6.4 – Le polytope associé à l’éventail ∆
e3

´e2 e2

v

Il contient six cônes maximaux simpliciaux et un cône maximal non-simplicial. On associe à chacun
un champ torique quantique affine (comme dans l’exemple 6.3.1.1.11) et on les recolle. Voyons comment
le décrire globalement :
La variété S associée à ∆h est :

S = (C2zt0u)3z[C˚ ˆ C3 ˆ (C˚)2 Y C˚ ˆ C ˆ C˚ ˆ C ˆ C˚ ˆ C] Y (C˚ ˆ C3 ˆ C˚ ˆ C)

et le noyau de hC est

ker(hC) = C(1, 0, 0, 1, 0, 0) ‘ C(0, 1, 0, 0, 1, 0) ‘ C
(

´
1
ε

, 2 + 2ε
ε

, ´
2
ε

, 0, 0, ´1
)

Le champ torique quantique X∆,h,H est isomorphe au champ quotient [S /Zn´dˆE(ker(h))] où Zn´dˆ

E(ker(h)) agit sur S par :
(p,E(t)) ¨ z = E(h(p) + t)z

6.5 Oubli de la calibration et structure de gerbe

Dans cette section, nous allons donner l’analogue de la section 3.5 pour les champs toriques quantiques
non-simpliciaux.

On peut associer à chaque champ torique quantique Uσ = [CIˆTJ/Zn´dˆE(ker(hσC))] un « champ
torique quantique non-calibré » U noncal

σ := [CI ˆ TJ/E(h´1
σC(Γ))].

Plus précisément, si on note Ξ le noyau de h, T un objet de A et (rT ,m) un objet de Uσ(T) alors, puisque

hˆ id : Zn´d ˆ E(ker(hσC)) Ñ
Zn´d ˆ E(ker(hσC))

Ξˆ 0 = E(Γ) ˆ E(ker(hσC)) = E(h´1
σC(Γ))

est un Ξ-revêtement, le morphisme rTnoncal = rT/Ξ Ñ T est un E(h´1
σC(Γ))-fibré principal.

Le morphisme mnoncal : [rt] P rTnoncal ÞÑ m(rt) P CI ˆ TJ est bien définie car

@ξ P Ξ, @rt P rT ,m((ξ, 0) ¨rt) = E(ϕ(ξ, 0))m(t) = m(t)
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En d’autres termes, un champ torique quantique non-calibré est le champ obtenu en oubliant l’inef-
fectivité de l’action de Zn´d ˆ E(ker(hσC)) sur CI ˆ TJ.

Définition 6.5.1. Le champ torique quantique associé à σI et au groupe Γ est le champ

Uσ = [CI ˆ TJ/E(h´1
σC(Γ))]

où |J| = n´ dim(σ)

On peut définir des morphismes entre champs toriques quantiques affines non-calibrés de la même
façon que dans la définition 6.3.1.3.1 :

Définition 6.5.2. Un morphisme torique entre deux champs toriques quantiques affines non-calibrés
Uσ1 = [CIˆTJ/G1] and Uσ2 = [CI1

ˆTJ1

/G2] est un morphisme de champs [CIˆTJ/G1] Ñ [CI1

ˆTJ1

/G2]

qui se restreint en un motphisme de tores présentés non-calibrés [TI ˆ TJ/G1] Ñ [TI1

ˆ TJ1

/G2]

On peut voir, en suivant la preuve de théorème 6.3.1.3.3, qu’un morphisme de champs toriques quan-
tiques affines descend au quotient et induit un morphisme de champs toriques quantiques affines non-
calibrés. Cela définit donc un foncteur f : Uσ ÞÑ U noncal

σ entre la catégorie des champs toriques affines et
celle des champs toriques affines non-calibrés.

Remarque 6.5.3. La présence du noyau de hσC dans la description de Uσ entraîne qu’il est nécessaire
d’avoir deux morphismes (L,H) pour définir des morphismes entre champs toriques quantiques non-
simpliciaux.

Lemme 6.5.4. Ce foncteur coïncide avec le foncteur f du lemme 3.5.4 sur les champs toriques quantiques
simpliciaux.

De plus, le foncteur f induit (grâce au lemme 6.2.4) un foncteur rf sur la categorie de tores quantiques
présentés définie par

rf(Th,I,h 1 : ZN Ñ G,I 1,L,H, s) = (TΓ ,L)

et
rf(L,H,S,L 1,H 1,S 1) = (L,L 1)

Proposition 6.5.5. On a le diagramme commutatif suivant :

Uσ Uσ1

U noncal
σ U noncal

σ

f

l

f

lnoncal

On peut adapter la définition de champs torique quantiques non-calibrés au cas non-simplicial :

Définition 6.5.6. Soit (∆,h : Zn Ñ Γ ,I) un éventail quantique. Soit T P A. Un objet de X∆,Γ au-dessus
de T est un recouvrement (TI := TσI

) de T indexé par l’ensemble des cônes maximaux ∆max avec l’image
par f de l’objet

rTI CI ˆ TK

TI

mI
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de [CI ˆ TK/Zn´d ˆ E(ker(hσIC)](TI) pour tout σI P ∆max, satisfaisant pour tout couple (I, I 1) ayant
une intersection non-vide J

f

gII1


rTIĄJ SσIσI1

TI

mI


 = f


rTI1ĄJ SσI1σI

TI1

mI1

 (6.15)

où rTI1ĄJ := m
´1
I (SσIσI1 ) et rTI1ĄJ := m

´1
I1 (SσI1σI

)

Un morphisme de X∆,Γ au-dessus d’un morphisme torique T Ñ S est défini en appliquant le foncteur
f à un morphisme de X∆,h,I au-dessus de T Ñ S.

La définition de champs toriques quantiques non-calibrés utilise le foncteur d’oubli f car, comme
remarqué précédemment (cf. la remarque 6.5.3), on a besoin de plus de données qu’un éventail quantique
non-calibré pour définir les applications de transitions.
De la même façon que dans la proposition 3.5.2, on a :

Théorème 6.5.7. Le morphisme X∆,h,I Ñ X∆,Γ est une gerbe analytique de bande Zrg(Ξ). En particulier,
si Ξ = 0 alors c’est un isomorphisme.

La structure de gerbe induit, au niveau homotopique, un Trk(Ξ)-fibré principal de X∆,Γ à homotopie
près. La fin de cette section sera dévouée à le décrire.

Soit σ = σI P ∆ un cône maximal, hσC l’application C-lineaire qui lui est associée etψ : CI/ ker(hσC) Ñ

Cd l’application linéaire induite par hσC.
Soit rI un sous-ensemble de I tel que (h(ei), i P rI) soit une base de Vect(σ), J un ensemble de cardinal
d´ dim(σ) tel que

Vect(h(ei), i P IY J) = Cd,

soit χ P Sn une permutation telle que

χ(t1, . . . , dim(σ)u) = rI et χ(tdim(σ) + 1, . . . ,du) = J (6.16)

et Pχ P GLn(R) l’application linéaire associée à χ.
Soit ϕ = (ϕ1,ϕ2) l’application linéaire ψ´1hPχ : Cn Ñ CI/ ker(hσ) ˆ CJ. Grâce aux conditions

(6.16), on obtient le diagramme commutatif suivant :

Cn CI ˆ CJ/ ker(hσ)

TI/E(ker(hσC)) ˆ CJ ˆ Cn´d TI ˆ CJ/ ker(hσ)

[CI/E(ker(hσC)) ˆ CJ ˆ Cn´d] [CI ˆ CJ/E(ker(hσ))]

[CI/E(ker(hσC)) ˆ TJ ˆ Cn´d] [CI ˆ TJ/E(ker(hσ))]

[CI/E(ker(hσC)) ˆ TJ ˆ Tn´d] Uσ

ϕ

(ψ´1,idCn´d)˝Ek

(id,E,id)

Ed

EI

EJ

Φ

ϕ

ϕ

pϕ
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où, pour tout (z1, z2) P TI ˆ CJ, w P Cn´d

ϕ([z1], z2,w) = ([E(ϕ1(0 ‘w))z1],ϕ2(0 ‘w) + z2)

et z P CI ˆ TJ, w P Cn´d,
pϕ([z1], z2,w) = ([E(ϕ(0 ‘w))z]

(on peut traduire ces égalités en termes de fibrés principaux).
Le groupe Zn´d agit sue

[
CI/E(ker(hσC))

]
ˆ TJ ˆ Cn´d par translation sur le dernier facteur et

sur
[
CI/E(ker(hσC))

]
ˆ TJ ˆ Cn´d par le morphisme ϕ. Le morphisme pϕ est équivariant pour ces deux

actions. Donc, le morphisme pϕ descend en un morphisme de champs
[
CI/E(ker(hσC)

]
ˆTJˆTn´d Ñ Uσ.

De la même façon, la projection sur le premier facteur(
[CI/E(ker(hσC))] ˆ TJ

)
ˆ Cn´d Ñ [CI/E(ker(hσC))] ˆ TJ

est équivariante pour l’action (à la source) de Zn´d définie par, pour p P Zn´d , (z,w) P CI ˆ TJ

p ¨ (z,w) = (E(ϕ(0 ‘ p))z,w+ p) (6.17)

(c’est bien défini puisque les actions sont multiplicative) et l’action de Zn´d sur le but définie, pour
p P Zn´d et pour (z,w) P CI ˆ TJ, par

p ¨ z = E(ϕ(0 ‘ p))z (6.18)

La projection descend donc en un morphisme de champs :

([CI/E(ker(hσC))] ˆ TJ) ˆ Cn´d ([CI/E(ker(hσC))] ˆ TJ)

[(CI ˆ TJ) ˆ CN´d/E(ker(hσC)) ˆ Zn´d] Uσ

π1

p

(6.19)

De plus, on a le diagramme commutatif suivant :

([CI/E(ker(hσC))] ˆ TJ) ˆ Cn´d [CI ˆ TJ/E(ker(hσC))]

[CI/E(ker(hσC))] ˆ TJ ˆ Cn´d

π1

( pϕ,id)´1
pϕ

Le morphisme (pϕ, id)´1 est équivariant pour l’action (6.17) et pour la translation sur le dernier facteur.
On obtient donc le diagramme commutatif suivant :

([CI ˆ TJ) ˆ Cn´d/E(ker(hσC)) ˆ Zn´d] Uσ

[CI/E(ker(hσC))] ˆ TJ ˆ Tn´d

p

( pϕ,id)´1
Φ

(6.20)

Les diagrammes (6.19) et (6.20) peuvent être vus comme des trivialisations du morphisme Φ. Le
morphisme Φ est donc un Cn´d-fibré principal trivial.

On peut donc remarquer que les applications de transition de X∆,h,I sont obtenues par descente au
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quotient de fonctions de transitions des différents [CI/E(ker(hσC))]ˆTJ. On peut donc définir un champ
X∆ (remplaçant la variété torique S de la section 3.5) donné par le recollement de la famille de champs
[CI/E(ker(hσC))] ˆ TJ ˆ Tn´d indexé par les cônes maximaux de ∆ avec ces applications de transition
(de la même façon que pour la proposition 3.4.2.13).
Par fonctorialité, on a :

Théorème 6.5.8. Le morphisme Φ : X∆ Ñ X∆,h,I est un Cn´d-fibré principal.

Comme X∆,h,I Ñ X∆,Γ est une Zrg(Γ)-gerbe alors

Corollaire 6.5.9. Le morphisme fΦ : X∆ Ñ X∆,Γ est un Trg(Ξ) ˆ Cn´d´rg(Ξ)-fibré principal et donc un
Trg(Ξ)-fibré principal à homotopie près.
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Chapitre 7

DEUXIÈME CONSTRUCTION

NON-SIMPLICIALE

Dans le chapitre précédent, nous avons vu comment décrire un champ torique quantique asso-
cié à un éventail quantique constitué de cônes possiblement non-simpliciaux. On a vu que cette

construction vérifiait de bonnes propriétés : elle induit une équivalence de catégories entre les éventails et
les champs toriques (voir théorème 6.3.2.2.2), les champs toriques ainsi définis sont des champs quotients
(voir théorème 6.4.2),...
Cependant, elle se comporte mal lorsque l’on considère cette construction en famille : le groupe par lequel
on quotiente dans le théorème 6.4.2 dépend de la calibration que l’on considère. Le but de ce chapitre est
de présenter une variante de la construction du chapitre 6 dans lequel le groupe que l’on va considérer ne
varie pas (et va être Cn´d comme dans le théorème 3.6.7).

Dans la première section, nous allons voir comment construire ces champs toriques quantiques et
décrire leur tore. Puis dans la deuxième section, nous allons montrer qu’il y a toujours une équivalence
de catégories entre les éventails et les champs toriques. Enfin, dans la troisième section, nous allons voir
les différences avec la construction du chapitre 6.

7.1 Définition
On va commencer par donner une définition de champ torique quantique associé à un éventail qui est

plus facile que celle du chapitre précédent :

Définition 7.1.1. Soit (∆,h : Zn Ñ Γ ,I) une éventail quantique. Le champ torique quantique associé
X∆,h,I est le champ quotient

X∆,h,I := [S (∆)/Cn´d]

où S (∆) Ă Cn est la variété torique (classique) définie par l’éventail ∆h et l’action de Cn´d sur S est
définie par

t ¨ z = E(k(t))z (7.1)

où k est une transformée de Gale de hb idR : Rn Ñ Rd.

Remarque 7.1.2. ‚ Cette définition étend celle des champs toriques quantiques donnée par un éventail
simplicial (par le théorème 3.6.7)

‚ On retrouve le cas classique en quotientant par l’ineffectivité (afin d’enlever la gerbe) puis en
remplaçant le quotient champêtre par un quotient catégorique (grâce à la proposition 3.6.6, on
réobtient le théorème 1.1.5.15)
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‚ Cette écriture permet de munir X∆,h,I d’une structure de champ analytique équivariant (i.e. est
donné par la champification d’un groupoïde interne de A) :

X∆,h,I = [π1,act : S ˆ Cn´d Ñ S ]

où le groupe de Lie qui agit sur S ˆ Cn´d est le groupe de Lie produit ((C˚)n, ˆ) ˆ (Cn´d,+) et
celui sur S est ((C˚)n, ˆ).

On va maintenant retrouver le tore dense de X∆,h,I grâce à la proposition suivante (c’est un corollaire
du théorème 3.6.7 mais on va redonner la preuve dans le cas plus simple du tore) :

Proposition 7.1.3. Soit (h : Zn Ñ Rd,I) une calibration. Le champ
[
(C˚)n/Cn´d

]
et le tore Th,I sont

isomorphes.

Démonstration. On a un isomorphisme, donné par descente au quotient de l’exponentielle,

[Cn/Zn ˆ Cn´d] »
[
(C˚)n/Cn´d

]
où l’action à droite de Zn ˆ Cn´d sur Cn est

(m, t) ¨ z = z+m+ k(t)

Par le premier théorème d’isomorphisme (et comme les actions de Zn et Cn commutent), on a un deuxième
isomorphisme

[Cn/Zn ˆ Cn´d] » [Cd/Zn]

par le passage au quotient du morphisme linéaire h (grâce à l’égalité k(Cn´d) = ker(h)) ; l’action de Zn
sur Cd est donné par h.

Corollaire 7.1.4. Par l’isomorphisme du la proposition 7.1.3, le tore quantique Th,I est dense dans
X∆,h,I.

7.2 Équivalence de catégories
On va maintenant démontrer dans ce cadre le théorème d’équivalence de catégories entre les éventails

quantiques et les champs toriques quantiques (comme pour le théorème 3.4.2.16 et le théorème 6.3.2.2.2)

Lemme 7.2.1. L’association (∆,h,I) ÞÑ X∆,h,I est fonctorielle.

Démonstration. Soit (L,H) : (∆,h,I) Ñ (∆ 1,h 1,I 1) un morphisme d’éventails quantiques calibrés. Par
définition, le morphisme H est un morphisme d’éventails ∆h Ñ ∆h1 et induit donc un morphisme torique
H : S (∆) Ñ S (∆ 1). On complète le diagramme (3.2) :

0 Rn´d Rn Rd 0

0 Rn1´d1 Rn1 Rd1 0

k h

k1 h1

LHrH

(car pour tout x P Rn´d, h 1(H(k(x))) = L(h(k(x))) = 0 et donc il existe (un unique par injectivité de
k) z P Rn1´d1 tel que k 1(z) = H(k(x)). On peut donc définir rH(x) := z et remarquer que l’application rH

ainsi définie est linéaire).
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Notons h le morphisme de champs induit par le morphisme de groupoïdes

(S (∆) ˆ Cn´d Ñ S (∆)) (S (∆ 1) ˆ Cn1´d1

Ñ S (∆ 1))

(
H, rH

)
H

Il nous reste plus qu’à montrer que h est un morphisme torique.
Pour cela, il suffit de montrer que le diagramme suivant de morphismes de groupoïdes commute

[S (∆) ˆ Cn´d S (∆)] [S (∆ 1) ˆ Cn1´d1

S (∆ 1)]

[(C˚)n ˆ Cn´d (C˚)n] [(C˚)n
1

ˆ Cn1´d1

(C˚)n
1

]

[(C˚)d ˆ Zn´d (C˚)d] [(C˚)d
1

ˆ Zn1´d1

(C˚)d
1

]

(H, rH)

H

(H, rH)

H
» »

(L, rH)

L

(7.2)

Ainsi, par champification, on aurait :

[S (∆)/Cn´d] [S (∆ 1)/Cn1´d1

]

[(C˚)n/Cn´d] [(C˚)n
1

/Cn1´d1

]

Th,I Th1,I 1

h

h

»

l

»

où l est le morphisme de tores donné par la paire (L,H).
La commutativité du diagramme (7.2) vient de la commutativité du diagramme suivant

Cn/Cn´d Cn1

/Cn1´d1

Cd Cd1

[H]

[h]

L

[h1]

où [¨] désigne le passage au quotient, et des isomorphismes du la proposition 7.1.3.

Proposition 7.2.2. Soient (∆,h,I) et (∆ 1,h 1,I 1) des éventails quantiques calibrés. Un morphisme de
tores Th,I Ñ Th1,I 1 (donné par une paire de morphismes (L,H)) s’étend en un morphisme torique
X∆,h,I Ñ X∆1,h1,I 1 si, et seulement si, (L,H) est un morphisme d’éventails quantiques calibrés.

Démonstration. La réciproque est donnée dans la preuve du lemme 7.2.1. Supposons donc que le mor-
phisme se prolonge. Quitte à recoller, on peut supposer que les deux éventails ne contiennent qu’un cône
maximal et donc S (∆) = CI ˆ (C˚)I

c et S (∆ 1) = CJ ˆ (C˚)J. Soient z P CI ˆ (C˚)I
c et (E(zn))nPN une

suite de (C˚)n convergeant vers z. Il faut alors montrer que la suite (HE(zn)) tend vers un élément de
CJ ˆ (C˚)J car cela impliquerait que H (resp. L) envoie les générateurs de Cone(ei, i P I) (resp. σI) sur
une combinaison N-linéaire des générateurs de Cone(ej, j P J) (resp de σ 1

J).
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Pour cela, on va utiliser le diagramme commutatif suivant :

(C˚)n (C˚)n
1

S S 1

Th,I Th1,I 1

X∆,h,I X∆1,h1,I 1

H

l

l

Par hypothèse, l([z]) P [CJˆ (C˚)J/Cn´d](C) et l([E(zn)]) = [HE(zn)] (où [¨] est le passage au quotient).
On en déduit que, comme l’action de Cn´d ne change pas les coordonnées nulles, la suite (H(E(zn)))

converge dans CJ ˆ CJc

Corollaire 7.2.3. Le foncteur (∆,h,I) Ñ X∆,h,I est une équivalence de catégories entre la catégorie des
éventails quantiques calibrés et la catégorie des champs toriques quantiques (avec comme morphismes les
morphismes de champs qui se restreignent en un morphisme de tores).

7.3 Différences
La dernière question à étudier de ce chapitre est de voir les différences entre la construction du

chapitre 6 et celle de ce chapitre. Plus précisément, on va montrer que les champs obtenus ne sont pas
isomorphes (à cause du fait que leurs groupes d’isotropie ne sont pas isomorphes).

Lemme 7.3.1. Les groupes (C˚, ˆ) ˆ (Z,+) et (C,+) ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Le groupe de torsion de C˚ ˆ Z est µ∞ ˆ t0u où µ∞ est le groupe des racines de l’unité
et celui de C est trivial. On en déduit donc que ces deux groupes ne peuvent pas être isomorphes.

Proposition 7.3.2. Soit h : Rn Ñ Rd un épimorphisme linéaire et σ = σI un cône de dimension d
engendré par les h(ei), i P I. Alors les groupes E(ker(hσC))ˆker(hσ|ZI) et ker(hσC) ne sont pas isomorphes
si, et seulement si, σ n’est pas simplicial.

Démonstration. Par le premier théorème d’isomorphisme, on a :

E(ker(hσC)) » ker(hσC)/(ker(hσC) X Zn) = ker(hσC)/ ker(hσ|ZI).

Le rang de ker(hσ|ZI) est égal à

rang(ker(hσ|ZI)) = |I| ´ d ď n´ d = dim(ker(hσC))

On peut donc décomposer ker(hσC) de la façon suivante :

ker(hσC) = VectC(ker(hσ|ZI)) ‘ C|I|´d

On en déduit donc que :
E(ker(hσC)) » (C˚)|I|´d ˆ Cn´|I|

On utilise le lemme 7.3.1 pour conclure (et le fait que |I| = d si, et seulement si, σI est simplicial).
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Soit h : Zn Ñ Γ Ă Rd une calibration et σ un cône de Rd. Notons Uσ le champ torique quantique
affine associé à σ dans le chapitre 6 et U 1

σ défini dans ce chapitre.

Proposition 7.3.3. Si σ n’est pas simplicial alors les champs Uσ et U 1
σ ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Le groupoïde associé à Uσ et le groupoïde associé à U 1
σ ne peuvent pas être Morita-

équivalent car leur groupes d’isotropies (i.e. le stablisateur d’un point de l’action) ne peuvent pas être
isomorphes (voir [127, Theorem 4.4]).

Plus précisément, le stabilisateur de l’action de ZN´dˆE(ker(hσC)) en chaque point de (CrI‘ 0)ˆTJ
est E(ker(hσC))ˆ ker(h) et il n’y a aucun point de CIˆTIc avec un stabilisateur isomorphe pour l’action
de Cn´d. En effet, les différents stabilisateurs de l’action de Cn´d sont k´1(ker(hσC)XCK+ker(h)) en un
point de CrI‘(ker(hσC)Xt0uK)ˆTIc pour H ‰ K Ł I et k´1(ker(hσC)+ker(h)) en un point de (CrI‘t0u)ˆ

TIc . Ces groupes ne peuvent pas être isomorphes à E(ker(hσ)) ˆ ker(h) (par la proposition 7.3.2).

Voyons ce résultat sur un exemple :

Exemple 7.3.4. Reprenons l’exemple 6.3.1.1.11 avec n = 4 (on va noter a, b et c par a1,a2,a3) :
On a vu que dans Uσ les stabilisateurs s’écrivent de la façon suivante :

‚ Le stabilisateur de 0C4 est Z ˆ E(C(´a1,a2, ´a3, 1)) qui est isomorphe à Z ˆ C si a1,a2 ou a3 est
irrationnel ou Z ˆ C˚ sinon ;

‚ Le stabilisateur de (C3zt0u ‘ 0) ‘ 0 est ker(h) ˆ E(ker(hσC)) qui est isomorphe à C si a1,a2 ou a3
est irrationnel ou Z ˆ C˚ sinon ;

‚ Le stabilisateur de 0 ‘ C˚(´a1,a2, ´a3, 1) est Z ˆ t0u ;
‚ Le stabilisateur des autres points est ker(h) qui est isomorphe à 0 si a,b ou c est irrationnel ou Z

sinon.
Alors que dans U 1

σ, on a :
‚ Le stabilisateur de 0C4 est C ;
‚ Le stabilisateur d’un point de CI ˆ t0u est

Ş

iPI aiZ (qui est toujours un sous-groupe fini). En
particulier, si a,b ou c est irrationnel, le stabilisateur d’un point du tore est trivial et est isomorphe
à Z s’il y a une seule coordonnée non nulle.
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Chapitre 8

MORPHISMES BIRATIONNELS :
ÉCLATEMENTS

En géométrie algébrique, les éclatements sont un outil central : on les retrouve notamment
comme exemple élémentaire d’applications birationnelles ou dans la résolution des singularités de

variétés (en caractéristique 0) où l’on éclate les singularités d’une variété afin d’obtenir une variété lisse
(cf. [70]).

Dans le cas torique classique, les éclatements des points invariants par l’action du tore des variétés
toriques sont entièrement décrits de façon combinatoire (voir la proposition 1.1.4.4). On peut réutiliser
les mêmes résultats dans le cas quantique et réussir à définir un éclatement de façon combinatoire et
ainsi obtenir un morphisme torique d’éclatement. À la place de prendre u0 =

řd
i=1 ui, on pourrait

aussi définir u0 comme une N-combinaison linéaire des ui pour obtenir un éclatement à poids du champ
torique considéré (ce qui est déjà possible pour les variétés classiques). La principale nouveauté des champs
toriques quantique est qu’il serait possible de considérer des poids irrationnels. Malheureusement, dans ce
cas-là, on ne peut pas obtenir un morphisme entre l’« éclatement » et le champ du début mais seulement
un morphisme entre des ouverts de ces champs.

Le but de ce chapitre est d’introduire les morphismes birationnels entre champs toriques quantiques
à travers l’exemple des éclatements. Dans la première section, nous allons donner la définition géné-
rale de morphismes birationnels d’éventails qui, par les théorèmes d’équivalence combinatoire-géométrie,
induisent un morphisme birationnel entre les champs toriques quantiques associés. Évidemment les écla-
tements sont un exemple de tel morphisme. Deux cas se présentent alors : soit le morphisme naturel
d’éclatement existe et alors on peut examiner les fibres de ces morphismes et leurs propriétés : c’est le cas
entier/rationnel (quitte à composer par un revêtement) que l’on étudiera dans la deuxième section, soit
le morphisme naturel n’existe pas, ce qui est le cas irrationnel que l’on étudiera dans la troisième section.
Dans les deux cas, les fibres (quitte à réduire) de ces éclatements sont des espaces projectifs quantiques
généralisant le cas classique où c’est un espace projectif. La quatrième section sera dévouée à montrer
que, sous des conditions assez faibles, des champs toriques quantiques donnés par des éventails complets
sont reliés par des éclatements et des contractions.

8.1 Morphismes birationnels

On va commencer cette section avec l’exemple classique de l’éclatement de l’origine du plan pour
permettre de donner une motivation à la définition générale de morphisme torique birationnel qui sera
donnée ensuite.

157
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8.1.1 Éclatement en dimension 2
Prenons (Z3 Ñ Γ Ă R2, H) une calibration (standard) et notons v = h(e3).

e2

e1
I 1 = H

v

π

e2

e1
I = t3u

v

Figure 8.1 – Éclatement du plan à l’origine

Lemme 8.1.1.1. Le morphisme d’éclatement π existe si, et seulement si, v P N2 . Celui-ci est alors

donné par le couple (idR2 ,H =

1 0 a

0 1 b

0 0 0

 : R3 Ñ R3)

Démonstration. Le premier point vient de la définition des morphismes d’éventails et de l’équivalence de
catégories du théorème 3.4.2.16.

On obtient donc un morphisme H : S (∆ 1) = C2zt0u ˆ C Ñ S (∆) = C2 ˆ C˚ défini par :

H(x,y, z) = (xza,yzb, 1)

Le champ torique quantique de gauche (resp. à droite) est le quotient de C2zt0uˆC (resp. de C2zt0uˆC˚)
par l’action de C donné par

t ¨ (z1, z2, z3) = (E(´at)z1,E(´bt)z2,E(t)z3)

On en conclut que pour tout (x,y, z) P C2 ˆ C˚, H(x,y, z) est dans la même classe d’équivalence
que (x,y, z) (en effet, si z = E(t) alors (xza,yzb, 1) = (´t) ¨ (x,y, z)). Par conséquent, le morphisme
d’éclatement π se restreint en l’identité sur [C2zt0u ˆ C˚/C].
Remarque 8.1.1.2. Le morphisme identité est toujours défini quel que soit v P N2. Cependant, ce n’est pas
un morphisme S (∆ 1) Ñ S (∆) mais juste sur des ouverts i.e. C2zt0uˆC˚ Ă S (∆ 1) Ñ (C2 ˆt0u)ˆC˚ Ă

S (∆)

8.1.2 Cas général
L’exemple de la sous-section précédente illustre le fait que pour pouvoir définir des éclatements, il

est nécessaire de considérer des applications linéaires (L,H) qui sont des morphismes d’éventails sur des
sous-éventails :

Définition 8.1.2.1. Un morphisme birationnel d’éventails quantiques entre (∆,h,I) dans Γ et (∆ 1,h 1,I 1)

dans Γ 1 est une paire d’applications linéaires (L : Rd Ñ Rd,H : RN Ñ RN) tels qu’il existe une paire
de sous-éventails r∆ Ă ∆, Ă∆ 1 Ă ∆ 1, des sous-ensembles J Ă [[1,n]]z(∆(1) Y I), J 1 Ă [[1,n 1]]z(∆ 1(1) Y I 1)

tel que (L,H) soit un isomorphisme d’éventails toriques entre (r∆,h,I Y (∆(1)zr∆(1)) Y J) et (Ă∆ 1,h,I 1 Y

(∆(1)zr∆ 1(1)) Y J 1). On notera ce morphisme (∆,h,I) 99K (∆ 1,h 1,I 1).

Remarque 8.1.2.2. On se permet de changer les générateurs qui ne sont ni des générateurs des éventails
ni virtuels pour que les morphismes induits par les cobordismes du chapitre 9 soient des morphismes
birationnels.
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La symétrie de cette définition nous donne le résultat suivant :

Lemme 8.1.2.3. Si (L,H) est un morphisme birationnel d’éventails quantiques (∆,h,I) 99K (∆ 1,h 1,I 1)

alors (L´1,H´1) est un morphisme birationnel (∆ 1,h 1,I 1) 99K (∆,h,I).

Par l’équivalence de catégories du théorème 3.4.2.16, un morphisme birationnel (∆,h,I) 99K (∆ 1,h 1,I 1)

d’éventails induit un morphisme birationnel X∆,h,I 99K X∆1,h1,I 1 i.e. un isomorphisme torique entre deux
ouverts U Ă X∆,h,I et V Ă X∆1,h1,I 1 qui sont donnés par les éventails (r∆,h,I Y (∆(1)zr∆(1)) Y J) et
(Ă∆ 1,h,I 1 Y (∆ 1(1)zr∆ 1(1)) Y J 1)

Exemple 8.1.2.4. Soit α = (α1,α2) P R2
ą0zQ2. Le α-éclatement de l’origine du plan est défini par le

couple (idR2 , idR3) qui induit un morphisme birationnel entre X 1 = [C2zt0uˆC/C] 99K X = [C2 ˆC˚/C]
où l’action de C est donné par

t ¨ (z1, z2, z3) = (E(´α1t)z1,E(´α2t)z2,E(t)z3)

Comme vu dans la remarque 8.1.1.2, les ouverts toriques en question sont U = V = [C2zt0uˆC˚/C] et le
morphisme entre les deux est l’identité. Le complémentaire X 1z[C2zt0uˆC˚/C] = [C2zt0uˆt0u/C] est le
« diviseur exceptionnel »de l’éclatement (c’est une droite projective quantique) et X z[C2zt0u ˆ C˚/C] =
[t0u ˆ C˚/C] est le point que l’on a éclaté.

Proposition 8.1.2.5. La composée de deux morphismes birationnels d’éventails est un morphisme bira-
tionnel d’éventails.

Démonstration. Soient (L1,H1) : (∆,h,I) 99K (∆ 1,h 1,I 1) et (L2,H2) : (∆
1,h 1,I 1) 99K (∆2,h2,I2) deux

morphisme birationnels d’éventails. Ils induisent des isomorphismes d’éventails

(r∆,h,I Y (∆(1)zr∆(1)) Y J) » (Ă∆ 1,h,I 1 Y (∆(1)zr∆ 1(1)) Y J 1)

et
(
r

r∆ 1,h 1,I 1 Y (∆ 1(1)z
Ă

Ă∆ 1(1)) Y J) » (Ă∆2,h,I2 Y (∆2(1)zr∆2(1)) Y J 1).

Soit (∆ 1,h,I 1
) le raffinement commun des éventails (Ă∆ 1,h,I 1Y(∆(1)zr∆ 1(1))YJ 1) et (rr∆ 1,h 1,I 1Y(∆ 1(1)zĂĂ∆ 1(1))Y

J). Avec les isomorphismes (L´1
1 ,H´1

1 ) et (L2,H2), on obtient des sous-éventails compatibles de (∆,h,I)
et (∆2,h2,I2). On en conclut que (L2L1,H2H1) est un morphisme birationnel.

8.2 Éclatements rationnels
Cette section traitera du cas où le morphisme d’éclatement est bien défini, c’est-à-dire lorsque le

poids de l’éclatement est entier. Tout d’abord, nous allons montrer des résultats généraux sur les fibres
de morphismes toriques (entre des champs toriques quantiques affines). Cela permettra de faire une
description locale des fibres des champs toriques. Nous allons utiliser ensuite ces résultats pour calculer
le diviseur exceptionnel de l’éclatement dans le cas entier puis voir comment adapter cela dans le cas
rationnel.

8.2.1 Description des fibres
Théorème 8.2.1.1. Soit l : Uσ := [Cd/Zn´d] Ñ Uτ := [Cd1

/Zn1´d1

] un morphisme torique entre
champs toriques affines induit par les applications linéaires (L,H). Alors,

l´1(0) := [0/Zn1´d1

] ˆ[Cd1
/Zn1´d1 ] [C

d/ZN´d] = [L
´1

(0)/Zn´d]
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où L est l’application Cd Ñ Cd définie dans (3.3). Autrement dit, le diagramme suivant est cartésien :

[L
´1

(0)/Zn´d] [Cd/Zn´d]

[0/Zn1´d1

] [Cd1

/Zn1´d1

]

l
{

i

Démonstration. Soit T P A. Alors,

l´1(0)(T) =

$

’

’

’

&

’

’

’

%

α : T 1 Ñ T ,
rT Cd

T

π

m

| ϕ : i(α) » l(π,m)

,

/

/

/

.

/

/

/

-

L’isomorphisme ϕ (dans [Cd1

/ZN1´d1

](T)) est décrit par le diagramme commutatif suivant :

Cd1

T 1
rT ˆH2 Zn´d

T

ϕ

0

»

où l’application m 1 : rT ˆH2 ZN1´d1

Ñ Cd1 est définie par :

m 1([rt,p]) = L(m(rt))E 1( h(p))

Comme le triangle supérieur est commutatif alors, pour tout rt P rT 1,

L(m(rt)) = 0

Autrement dit, m prend ses valeurs dans L´1
(0).

Lemme 8.2.1.2. Pour tout objet T dans A, le foncteur d’oubli l´1(0)(T) Ñ [L
´1

(0)/Zn´d](T) est une
équivalence de catégories.

Démonstration. Ce foncteur est clairement (essentiellement) surjectif. Il nous reste à montrer qu’il est
pleinement fidèle :
Un morphisme (α, (π,m),ϕ) Ñ (α 1, (π 1,m 1),ϕ 1) of l´1(0)(T) est donné par un morphisme u : α Ñ α 1

et un morphisme v : (π,m) Ñ (π 1,m 1) tels que le diagramme suivant commute :

i(α) i(α 1)

l(π,m) l(π 1,m 1)

i(u)

l(v)

ϕ ϕ1 (8.1)

Pour montrer que le foncteur d’oubli est pleinement fidèle, il nous reste à montrer que l’application

F(´) : Hom((α, (π,m),ϕ), (α 1, (π 1,m 1),ϕ 1)) Ñ Hom((π,m), (π 1,m 1)), (u, v) ÞÑ v
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est bijective.
Dans le diagramme (8.1), on peut voir que i(u) = (ϕ 1)´1l(v)ϕ. En corestreignant l’application équiva-
riante sur 0, on obtient un morphisme de [0/Cn1´d1

](T).
Cela définit une application de Hom((π,m), (π 1,m 1)) vers Hom((α, (π,m),ϕ), (α 1, (π 1,m 1),ϕ 1)) qui est
l’inverse de F(´).

Le foncteur d’oubli définit un morphisme de champs l´1(0) Ñ [L
´1

(0)/Zn´d] alors c’est un isomor-
phisme grâce au lemme 8.2.1.2.

Corollaire 8.2.1.3. On peut remplacer t0u par une sous-variété invariante de Cn dans l’énoncé du
théorème 8.2.1.1 et les Cd par des Ck ˆ Td´k.

Notation 8.2.1.4. Si t = (t1, . . . , td) P Cd (ou 1 si [t] est l’orbite d’un élément de Cd) alors It := ti P

t1, . . . ,du | ti ‰ 0u et t‰0 = (ti)iPIt .

On continue en calculant l’image réciproque d’une orbite :

Lemme 8.2.1.5. Soit l un morphisme torique [Cd/Zn´d] Ñ [Cd/Zn1´d]. Soient L = (αij)1ďi,jďd : Rd Ñ

Rd,H : Zn Ñ Zn1 les applications linéaires associées à l. Soit t P Cd. Supposons que L soit un isomor-
phisme. Alors l’espace analytique réduit X := L

´1
([t])red est

‚ le point E(L´1
C (w)) si t = E(w) P (C˚)d .

‚
Ť

It(Z, 0Iπ2(I)
) | LIZ = t‰0uoù l’union est indexée par toutes les familles I = t(k, j)ukRI[t] Ă [[1,d]]2

telles que αkj ‰ 0 et αlj = 0 si l R π2(I), et les applications πi sont les projections sur la ième

coordonnée et LI = (αij)iRπ1(I),jRπ2(I), si t P Cdz(t0du Y (C˚)d)

‚
Ť

I CIˆ0Ic où l’union est indexée par les sous-ensembles I de t1, . . . ,du tels que pour tout i P [[1,d]],
il existe j P Ic, αij ‰ 0, si t = 0

Démonstration. Si t P (C˚)d alors comme la restriction d’un morphisme torique sur les tores est un
morphisme de tores. Alors, on obtient notre résultat grâce au diagramme commutatif (3.1).
Si t P Cdz(t0du Y (C˚)d) alors It ‰ H et It ‰ t1, . . . ,du. Si z = (z1, . . . , zn) P X alors les coordonnées de
z vérifient les deux conditions suivantes :

1. Pour tout i P I[t] et tout l P t1, . . . ,du, αil = 0 ou zl ‰ 0
2. Pour tout k R I[t], il existe j(k) P t1, . . . ,du tel que αkj(k) ‰ 0 et zj = 0

Par conséquent, si on prend une famille t(k, j(k))ukRI[t] telle que αkj ‰ 0 et αlj = 0 si l R π2(I) alors les
coordonnées dans Ic[t] de l’image de [z] par ϕ est 0. Alors, pour les coordonnées restantes, on conclut de
la même façon que dans le premier point (même si LI n’est pas inversible).
Si t = 0 alors z P X si, et seulement si, la condition (2) est vérifiée. Alors, pour tout sous-ensemble I de
t1, . . . ,du tel que, pour tout i P [[1,d]], il existe j P Ic, αij ‰ 0, (zI, 0Ic) P X pour n’importe quel zI P CI.
Réciproquement tous les points de X sont de cette forme.

Exemple 8.2.1.6. Soit
(
L =

(
a b

c d

)
: C2 Ñ C2,H : Zn Ñ Zn1

)
(a,b, c,d P N, ad´bc ‰ 0) une paire

de morphismes linéaires compatibles avec deux calibrations Zn Ñ Γ et Zn1

Ñ Γ 1 dans R2. L’application
L est donnée par :

(z1, z2) ÞÑ (za1 z
b
2 , zc1zd2 )

et descend au quotient en un morphisme l : [C2/Zn´2] Ñ [C2/Zn1´2].
Alors,

1. C’est la même chose vu que l’action préserve les coordonnées nulles
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‚ Si t = Zn´2 ¨ (E(w1),E(w2)) P T2/Zn1´2 alors grâce au diagramme suivant

C2 C2

[T2/Zn´2] [T2/Zn1´2]

L

l

on voit que la fibre de t est [E(L´1w)] (la compatibilité des quotients vient de la compatibilité de
l’application linéaire).

‚ si t = Zn´2 ¨ (0,E(w)) alors plusieurs cas se présentent :

‚ Si a = 0 alors b ‰ 0 (et si b = 0 alors a ‰ 0) et z2 = 0 (resp. z1=0) alors d = 0 (resp.
c = 0) sinon on aurait une contradiction avec la non-nullité de la deuxième (resp. première)
coordonnée. Il nous reste plus qu’à résoudre [zc1] = [E(w)] (resp. [zd2 ] = [E(w)]). La fibre réduite
de L en z est donc [µcE(w/c)]ˆ0 (resp. 0ˆ [µdE(w/d)]) où µn est le groupe des racines nèmes
de l’unité.

‚ si a ‰ 0 et b ‰ 0 alors z1 = 0 ou z2 = 0 et on est arrivé à la même conclusion que dans le cas
précédent.

‚ si t = (0, 0) alors on fait le même raisonnement que précédemment mais en remplaçant E(t) par 0
et donc la fibre réduite est 0 si la puissance est non nulle.

8.2.2 Poids entiers

Dans cette sous-section, on va examiner le cas de l’éclatement (à poids entiers) d’un sous-champ ana-
lytique fermé équivariant d’un champ torique quantique affine (donné par un cône simplicial), autrement
dit l’éclatement d’un sous-champ [0I ˆ CIc/Zn´d] dans U := [Cd/Zn´d] : Soit I un sous-ensemble de
t1, . . . ,du tel que Card(I) ď d ´ 2. Soit v =

ř

kPI vkek un vecteur de (N˚)I ˆ 0Ic Ă Cd = Rdě0 tel qu’il
existe k tel que h(ek) = v. Quitte à réordonner, on peut supposer que d + 1 convient. Pour tout i P Ic,
notons σi le cône de Rd défini par

σi = Cone(e1, . . . , pei, v, ei+1, . . . , ed)

Notons ∆(v) l’éventail dont les cônes maximaux sont les σi. On notera f le morphisme torique donné par
le morphisme d’éventails quantiques ∆(v) Ñ Cd donné par le couple (id,H) où

H =


v1

idRd

...
vd

idRn´d´1


Soit Li : Rd Ñ Rd l’isomorphisme linéaire tel que Li(ek) = ek pour k ‰ i et Li(v) = ei et Hi la
permutation (d+ 1 i) P Sn .
Soit Ui = [Cd/Zn´d] (où Zn´d agit sur Cd par ELihH´1

i ) le champ torique quantique associé à σi.
Le morphisme d’éventails quantiques

Cd
(L´1

i ,H´1
i )−−−−−−−Ñ σi

(id,H)
ã−−−−Ñ Cd

induit un morphisme torique fi : Ui Ñ U .
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Notons Ai =



1 v1
. . .

...

1
...
vi
... 1
...

. . .
vd 1


: Cd Ñ Cd l’inverse de Li. Alors la fibre f´1

i ([a]) va

être le quotient de Ai
´1

([a]). Pour tout i, j, Les fibres f´1
i ([a]) et f´1

j ([a]) coïncident sur les ouverts
UσiXσj

. Les fibres (f´1
i ([a]))i se recollent en la fibre de [a] de f qui sera le quotient de H´1

([a]) grâce au
théorème 3.6.7.

Ce morphisme descend en un morphisme Ai : Td Ñ Td et peut être étendu en un morphisme torique
Ai : Cd Ñ Cd defini par :

@z = (z1, . . . , zd) P Cd,Ai(z) = (z1z
v1
i , . . . , zi´1z

vi´1
i , zvii , zi+1z

vi+1
i , . . . , zdzvdi )

Lemme 8.2.2.1. La fibre de ce morphisme au-dessus d’un point α P 0I ˆ CIc est

Ai
´1

(α) = V(zj ´ αj, j P Ic, zvii , zkzvki ,k P Iztiu)

où, pour tout idéal I, V(I) est l’espace analytique complexe modèle décrit par les fonctions holomorphes
de I i.e. l’analytification de Spec(C[z1, . . . , zd]/I).

Démonstration. Soit I l’idéal (zj´αj, j P Ic, zvii , zkzvki ,k P Iztiu) de C[x1, . . . , xd]. L’énoncé de ce lemme
se réécrit de la façon suivante

V(I) = Spec(C)αˆAi
Cd

ce qui est vrai par définition de V(´).

La C-algèbre C[z1, . . . , zd]/I est isomorphe à l’algèbre C[zi, i P I]/(zvii , zkzvki ,k P Iztiu) (en évaluant
en la partie indexée Ic de α). On en déduit que la projection

V(zj ´ αj, j P Ic, zvii , zkzvki ,k P Iztiu) Ñ V(zvii , zkzvki ,k P Iztiu) =: V(rI)

est un isomorphisme.
Par le lemme 8.2.1.5, on a :

Lemme 8.2.2.2. L’espace topologique sous-jacent de V(rI) est CIztiu ˆ 0tiu

Lemme 8.2.2.3. La fibre du faisceau structural O de V(rI) au point β = (βj, j P Iztiu, 0) est réduit si,
et seulement si, min

jPJ
vj = 1 et si pour tout k P IzJ, vk = 1 où J est l’ensemble des indices de Iztiu des

coordonnées non-nulles de β. En particulier, on a :
‚ Si β P TIztiu alors Oβ est réduite si, et seulement si, min

jPI
vj = 1 ;

‚ Si β = 0 alors O0 est réduite si, et seulement si, v =
ř

kPIztiu ek.

Démonstration. La fibre de O en β est (en utilisant [65, chapter 2 proposition 2.2] pour la première
égalité et [7, chapter 5 corollary 3.4] pour la deuxième et [56, §1-5] pour le passage en analytique)

Oβ = Γ(V(rI),O)m =
Ctz1, . . . , znum(

z
min
J
vj

i , zkzvki ,k P IzJ

)

163



Chapitre 8 – Morphismes birationnels : Éclatements

où m est l’ideal (zi ´ βi, i P Iztiu).

Donc, les énoncés précédent montrent que :

Théorème 8.2.2.4. L’espace analytique Ai
´1

(α) est réduit si, et seulement si, v =
ř

kPIztiu ek.

En recollant les fibres des Ai
´1

(α), on obtient le résultat suivant :

Théorème 8.2.2.5. Le morphisme d’éclatement f : X∆(v),h,I Ñ U a des fibres non-réduites si, et
seulement si, v =

ř

kPI ek

8.2.3 Cas rationnel
Reprenons l’application H de la sous-section précédente mais supposons que v P QIą0 ˆ t0uI

c . L’ap-
plication (id,H) n’est plus un morphisme d’éventails mais un morphisme birationnel d’éventails.
Il existe N P N˚ tel que Nv P (N˚)I ˆ 0Ic . Alors les cônes de NĂCd sont engendrés par des éléments de
Nd. Alors, comme NΓ est un sous-groupe de Γ , le morphisme identité de Rd et le morphisme

NH =



N Nv1
. . .

...
N Nvd

0
... N
...

. . .
0 N


induisent un morphisme torique

X
Nh,NĄCd

Ñ Uh,Cd

On obtient ainsi un premier exemple de décomposition du morphisme birationnel torique en un zig-zag
de morphismes toriques :

X
h,ĄCd

UCd

X
Nh,NĄCd

(id,H)

(id,NH)(id,Nid)

Le morphisme torique associé à la paire (id,NH) est donné par une famille de morphismes toriques
li : UNσi

Ñ Uh,Cd
et donc, par des applications linéaires :

Li =



N Nv1
. . .

...

N
...
Nvi

... N

...
. . .

Nvd N


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Chacun de ces morphismes toriques est donné par la descente au quotient de morphismes toriques
Li : Cd Ñ Cd définis par

@z = (z1, . . . , zd) P Cd,Li(z) = (zN1 z
Nv1
i , . . . , zNi´1z

Nvi´1
i , zNvii , zNi+1z

Nvi+1
i , . . . , zdzNvdi )

Lemme 8.2.3.1. Si N ą 1 alors pour tout α P 0I ˆ CIc , l’espace analytique Li
´1

(α) est non-réduit.

Démonstration. Voir le lemme 8.2.2.3.

8.3 Éclatements
On va maintenant passer au cas général des éclatements à poids non-nécessairement entiers. On finira

par un autre exemple de morphisme birationnel : une généralisation du « flip d’Atiyah » qui est une
construction classique par éclatements et contraction d’une application birationnelle P1 ˆ P1 99K P2.

8.3.1 Éclatements d’un point
Soit d P N˚ un entier naturel et Γ un sous-groupe finiement engendré de Rd. Soit h : Zn Ñ Γ une

calibration standard de Γ et I son ensemble de générateurs virtuels.
Soit α = (α1, . . . ,αd) P Γ un vecteur dans l’intérieur de Cd (i.e. pour tout i, αi ą 0) tel qu’il existe un
élément k de t1, . . . ,du tel que h(ek) = α. Quitte à permuter, on peut supposer k = d+ 1.

Soit (ĂCd,h,Iztku) l’éventail quantique dont les cônes maximaux sont

σi = Cone(e1, . . . , pei,α, ei+1, . . . , ed) Ă Cd

pour 1 ď i ď d où p̈ où est un vecteur omis. Le morphisme identité idRd : Rd Ñ Rd et le morphisme
id : Rn Ñ Rn forment un morphisme birationnel d’éventails quantiques (ĂCd,h,Iztku) Ñ (Cd,h,I). Il
induit un morphisme torique birationnel f : X

ĄCd,h 99K UCd
.

Définition 8.3.1.1. Le morphisme f : X
ĄCd,h 99K UCd

est appelé α-éclatement (ou éclatement de poids
α) de UCd

.

Définition 8.3.1.2. On appelera diviseur exceptionnel de cet éclatement le diviseur D de X
ĄCd,h,Iztku

où le morphisme f n’est pas défini i.e. le complément de l’ouvert maximal de X
ĄCd,h,Iztku

où f est défini.

Par construction, le morphisme f se restreint en un isomorphisme X
ĄCd,hzD » UCd

z[0/Zn´d]. Ce
morphisme est une collection de morphismes birationnels compatibles fi : Uσi

99K UCd
sur les cartes

affines.

Lemme 8.3.1.3. Le morphisme fi : [Cd/Zn´d] 99K [Cd/Zn´d] (où l’action à droite est donnée par
le morphisme hi := AihH

´1
i où Ai et Hi sont les isomorphismes linéaires au cône σi) est défini sur

[Cd´1 ˆ C˚/Zn´d] (où le facteur C˚ est en ième position).

Démonstration. On enlève dans [Cd/Zn´d] l’orbite du tore quantique correspondant au 1-cône de l’écla-
tement.

Le diviseur exceptionnel Ui := [Cd/Zn´d]z[Cd´1 ˆ C˚/Zn´d] =
[
C[1,...,d]zi ˆ t0utiu/Zn´d

]
est iso-

morphe (comme champ) à [
C[[1,d]]zi/Zn´d

]
où Zn´d agit sur C[[1,d]]zi par le morphisme prih : Zn´d Ñ priΓ où pri : Cd Ñ C[[1,d]]zi est la projection

(z1, . . . , zd) ÞÑ (z1, . . . , pzi, . . . , zd).
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De ce fait, Ui est un champ torique quantique. Les applications de transition de X
ĄCd,h,Iztku

descendent
en des applications de transition entre les champs toriques quantiques Ui :

Théorème 8.3.1.4. Soit h : Zn Ñ Γ une calibration standard de Γ et I son ensemble de générateurs
virtuels. La diviseur exceptionnel de f : X

ĄCd,h,I Ñ UCd
au-dessus de t[0, . . . , 0u] est l’espace projectif

quantique donné par les vecteurs

e1, . . . , ed´1, vd = ´
ÿ

k‰i

αk

αi
ek

et la calibration (priAihH
´1
i : Zn Ñ pri(AiΓ),Iztku) où (Ai,Hi) est la paire de morphismes linéaires

associée à un cône σi pour un i P [[1,d]] fixé.

Démonstration. Le lemme 8.3.1.3 nous donne les cartes affines de la fibre. Voyons comment elles se
recollent :
Pour tout i et j,

σi X σj = Cone(e1, . . . , pei,α, . . . , pej, . . . , ed) ‰ H

Les applications de transition de UσiXσj
Ă Uσi

et UσjXσi
Ă Uσj

est l’isomorphisme torique défini par
l’isomorphisme d’éventails quantiques

AjA
´1
i : ek ÞÑ

$

’

&

’

%

ek si k ‰ i, j
ej si k = i
1
αj
ej ´

ř

k‰j
αk

αj
ej si k = j

Ce morphisme descend en un isomorphisme ĄAij : Cd´1 Ñ Cd´1 tel que le diagramme suivant commute

Cd Cd

Cd´1 Cd´1

pri

AjA
´1
i

ĄAij

prj (8.2)

En d’autres termes
ĄAij : ek ÞÑ

#

ek si k ‰ i, j
´
ř

k‰j
αk

αj
ej si k = j

L’application linéaire ĄAij est une bijection puisque det
(
ĄAij

)
= ´

αi

αj
‰ 0. Son inverse est l’application

ĄAij
´1

: ek ÞÑ

#

ek si k ‰ i, j
´
ř

k‰i
αk

αi
ek =: vd si k = i

Le vecteur vd ne dépend pas de j. De plus, les restrictions de ces morphismes sur le sous-groupe priAiΓ
sont des isomorphismes. Avec les calculs précédents, il nous reste plus qu’à exampiner la deuxième appli-
cation linéaire de l’application de transition donnée par ĂCd :
Soit i ‰ j deux éléments de t1, . . . ,du. Par définition, l’isomorphisme linéaire HjH´1

i associé à l’applica-
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tion de transition entre σi et σj s’insère dans le diagramme

Zn Zn

Cd Cd
AihH

´1
i

HjH
´1
i

AjA
´1
i

AjhH
´1
j

Alors, grâce au diagramme (8.2), on obtient

Zn Zn

Cd´1 Cd´1

priAihH
´1
i

HjH
´1
i

ĄAij

prjAjhH
´1
j

On en conclut que les applications de transition tĄAij,HjH´1
i uj sont les applications de transition d’un

espace projectif quantique (voir l’exemple 3.4.2.15).

Exemple 8.3.1.5. Fixons d = 2,

Γ = Z2 + (αe1 + βe2)Z+ (γe1 + de2)Z,

h : Z4 Ñ Γ , e1 ÞÑ e1, e2 ÞÑ e2, e3 ÞÑ αe1 + βe2, e4 ÞÑ γe1 + δe2

et I = t4u avec α,β ă 0, γ, δ ą 0 et v = (γ, δ) P Γ .
La fibre de f au-dessus [0/Z2] est le champ torique quantique X∆1,pr1A1hH

´1
1 ,H donné par l’éventail

∆1 = tRď0, t0u,Rě0u

sur le groupe (avec sa calibration) :

pr1A1hH
´1
1 : Z2 Ñ pr1(A1Γ) = Z+

γ

d
Z+

αδ´ βγ

δ
Z

i.e. c’est la Z4´rg(Γ)-gerbe au-dessus P1(´γ
δ

, αd´βγ
δ

) (voir [81, 5.16]). En particulier, si α = β = ´1 et
γ = δ = 1, on obtient la Z2-gerbe au-dessus de la droite projective P1 qui est la projectivisation du fibré
conormal de t(0, 0)u dans C2 comme attendu de l’éclatement d’une Z2-gerbe d’une variété lisse.

Exemple 8.3.1.6. Fixons d = 3. Alors, les isomorphismes linéaires A3A
´1
1 et A2A

´1
1 sont

A3A
´1
1 =

0 0 ´α1
α3

0 1 ´α2
α3

1 0 1
α3

 , A2A
´1
1 =

0 ´α1
α2

0
1 1

α2
0

0 ´α3
α2

1


De ce fait, les isomorphismes ĄA13 et ĄA12 sont

ĄA13 =

(
0 ´α1

α3

1 ´α2
α3

)
, ĄA12 =

(´α1
α2

0
´α3
α2

1

)
et leurs inverses sont

ĄA13
´1

=

(´α2
α1

1
´α3
α1

0

)
, ĄA12

´1
=

(´α2
α1

0
´α3
α1

1

)
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On peut comparer ces matrices avec, respectivement, les matrices A31 et A23 de [81, example 5.17] à
permutation des lignes près. On obtient ainsi un plan projectif quantique.

8.3.2 Éclatement d’une sous-variété
Maintenant nous allons voir comment éclater une sous-champ Th,I-équivariant de U := [Cd/Zn´d] :

Le point de départ est à peu près le même que la sous-section 8.2.2 :
Soit d P N˚ un entier naturel et Γ un sous-groupe finiment engendré de Rd. Soit (h : Zn Ñ Γ ,I) une
calibration standard de Γ .
Soit I un sous-ensemble de t1, . . . ,du tel que Card(I) ď d ´ 2. Notons ic1 ă . . . ă iCard(Ic) les éléments
de Ic. Soit α =

ř

jPI αjej un vecteur de RIą0 ˆ 0Ic Ă Cd tel qu’il existe k tel que h(ek) = v.
Pour tout 1 ď j ď Card(Ic), notons σj le cône de Rd défini par

σj = Cone(ek,k P I, eic1 , . . . , xeicj ,α, eicj+1
, . . . , eicCard(Ic)

)

Notons (ĂCd,h,I) l’éventail dont les cônes maximaux sont les σj. Soit Ai : Rd Ñ Rd l’isomorphisme
linéaire tel que Ai(ek) = ek pour k ‰ i et Ai(α) = ei et Hi la permutation (1 i) P Sn .
Soit Ui = [Cd/Zn´d] (où Zn´d agit sur Cd par EAihH´1

i ) le champ torique quantique associé à σi.
Le morphisme birationnel d’éventails (idRd , idRn) induit un morphisme birationnel

f : X
ĄCd,h,I 99K UCd

.

Sa restriction sur le complémentaire de son diviseur exceptionnel induit un isomorphisme entre

X
ĄCd,h,IzD » [Cdzt0uI ˆ CIc/Zn´d].

Le morphisme f induit ensuite une famille fi : Uσi
Ñ UCd

de morphismes birationnels.

Proposition 8.3.2.1. Le diviseur exceptionnel de fi est Di := [Cd´1 ˆ t0u/Zn´d] où le t0u est en ième
position.

Démonstration. C’est la même preuve que le lemme 8.2.1.5.

Dans le cas classique, le diviseur exceptionnel est un Pn´|I|´1-fibré sur le diviseur que l’on a éclaté.
Dans la suite, on va donc regarder le recollement des intersections des Di avec [t0uIˆCIc/Zn´d] i.e. des
champs di := [0 ˆ CIcztiu/Zn´d] :

Il ne nous reste plus qu’à examiner le recollement de ses fibres.
Soit i, j deux éléments de Ic. Alors, le morphisme linéaire AjA´1

i est défini par

AjA
´1
i : el ÞÑ

$

’

&

’

%

el si l ‰ i, j
ej si l = i
ej ´

ř

mPIcztju
αm

αj
em si l = j

On peut remarquer que cette application s’insère dans le diagramme commutatif suivant (de la même
façon que dans le diagramme (8.2)) :

Cd Cd

CIcztiu CIcztju

prIcztiu

AjA
´1
i

ĄAji

prIcztju
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Le morphisme ĄAji est un isomorphisme défini par :

ĄAji : el ÞÑ

#

el si l P Iczti, ju
´
ř

mPIcztju
αm

αj
em si l = j

et son inverse est
ĄAji

´1
: el ÞÑ

#

el si l P Iczti, ju
´
ř

mPIcztiu
αm

αi
ej si l = i

Le vecteur ĄAji
´1

(ei) ne dépend pas de j. On en déduit l’énoncé suivant :

Proposition 8.3.2.2. Le recollement des di est l’espace projectif quantique de dimension n ´ |I| ´ 1
donné par les vecteurs

ej, j P Icztiu, vd = ´
ÿ

mPIczi

αm

αi
em

et la calibration prIcztiuAihH
´1
i : Zn Ñ prIcztiu(AiΓ) (dont l’ensemble des générateurs virtuels est Izk)

où (Ai,Hi) est la paire de morphismes linéaires associé au cône σi pour un i P Ic fixé.

8.3.3 Flip d’Atiyah

On va considérer maintenant une composition de deux éclatements et d’une contraction entre P2 99K
P1 ˆ P1 :

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚ ‚ ‚

‚ ‚ ‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚ ‚ ‚

‚ ‚ ‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚
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Figure 8.2 – Flip d’Atiyah classique
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8.3.3.1 Rappel sur le cas classique

Considérons l’éclatement du plan projectif P2 (décrit par l’éventail dont les cones maximux sont
σ0 = Cone(e1, e2), σ1 = Cone(e2, ´e1 ´ e2) et σ2 = Cone(´e1 ´ e2, e1) in Z2) aux points p = [0 : 1 : 0]
and q = [1 : 0 : 0] i.e. les points équivariants de, respectivement, σ1 et σ2. La variété torique V ainsi
obtenue est décrite par l’éventail dont les cônes maximaux sont :

σ0 = Cone(e1, e2),σ1
1 = Cone(e2, ´e1),σ2

1 = Cone(´e1, ´e1 ´ e2),
σ1

2 = Cone(´e1 ´ e2, ´e2),σ2
2 = Cone(´e2, e1)

Comme le vecteur ´e1 ´ e2 est la somme de ´e1 et de ´e2, on peut contracter la variété torique V
sur la varieté décrite par l’éventail dont les cônes maximaux sont ˘e1, ˘e2 i.e. P1 ˆ P1 (ou autrement
dit, V est l’éclatement de P1 ˆ P1 au point équivariant du cône Cone(´e1, ´e2) i.e. (∞,∞).

De ce fait, on obtient une application birationnelle entre P1 ˆP1 et P2 et donc, un isomorphisme entre
les sous-variétés ouvertes (P1 ˆ P1)zE1 et P2zE2. Le diviseur E2 est la droite passant par p et q et le
diviseur E1 est P1 ˆ t∞u Y t∞u ˆ P1 (voir [64, example 7.22] avec la projection [x : y : z : t] ÞÑ [y : z : t]

et le plongement de Segre).
Avertissement 8.3.3.1.1. La variété E2 n’est pas une variété torique mais une somme amalgamée de
variétés toriques :

E2 = P1
ž

∞ P1. (8.3)

En effet, les tores denses des droites projectives ne sont pas denses sur tout E2.
On va maintenant donner une autre description de la variété E2 ; On peut la décomposer comme

l’union suivante

E2 = P1 ˆ t∞u Y t∞u ˆ P1 = (C ˆ t∞u) Y ((P1zt0u) ˆ t∞u Y t∞u ˆ (P1zt0u)) Y (t∞u ˆ C)

En d’autres termes
Lemme 8.3.3.1.2. La variété E2 est le recollement de C ˆ t0u Ă Uσ1 , C ˆ t0u Y t0u ˆ C Ă Uσ2 et
t0u ˆ C Ă Uσ3 par les applications de transition de P1 ˆ P1.

On va utiliser cette description dans le cas quantique.

8.3.3.2 Cas quantique

Soit Γ un sous-groupe finiment engendré de R2 et h : Zn Ñ Γ une calibration standard de Γ et I un
ensemble de générateurs virtuels (de cardinal n´ 3) tel que h(e3) = ae1 + be2 P R2

ă0
Soit (∆,h,I) l’éventail quantique dont les cônes maximaux de ∆ sont :

σ0 = Cone(e1, e2),σ1 = Cone(e2,ae1 + be2),σ2 = Cone(ae1 + be2, e2)

Le champ torique quantique X∆,h,I associé à cet éventail est un plan projectif quantique. Soient v =

h(ek) = α1e2 + α2(ae1 + be2) P σ1, w = h(el) = β1(ae1 + be2) + β2e2 P σ2 deux vecteurs de Γ (où
k, l ą 3) tel que l’angle (yv,w) ă π . Notons γ = (γ1,γ2) P R2

ą0 le vecteur tel que ae1 +be2 = γ1v+γ2w.
On va utiliser la même procédure que dans la sous-sous-section 8.3.3.1 :

Considérons le α-éclatement du β-éclatement (ou l’inverse vu que ces opérations commutent puisque
l’on n’éclate pas le même cône) du plan projectif quantique X∆,h,I. On obtient donc une surface to-
rique quantique qui est le γ-éclatement d’une surface torique quantique donné par l’éventail quantique
(∆ 1,h, (Iztk, lu) Y t3u) où

σ0 = Cone(e1, e2),σ1
1 = Cone(e2,α),σ12 = Cone(α,β),σ2

2 = Cone(β, e1)
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On obtient un morphisme birationnel X∆,h,I 99K X∆1,h,(Iztk,lu)Yt3u. Le sous-champ fermé qui a été enlevé
de X∆1,h,(Iztk,lu) est la droite projective quantique donnée par le γ-éclatement dans le théorème 8.3.1.4.
On peut décrire aussi le sous-champ fermé E qui a été retiré de X∆,h,I :

Théorème 8.3.3.2.1. Le champ E est la somme amalgamée des deux droites projectives quantiques
données par les diviseurs exceptionnels du l’α-éclatement et du β-éclatement le long de [t0u/Zn´2].

Démonstration. De la même façon que dans le lemme 8.3.3.1.2, E est le recollement de U1 := [C ˆ

t0u/Zn´2] Ă Uσ1
1
, U2 := [C ˆ t0u Y t0u ˆ C/Zn´2] Ă Uσ12 and U3 = [t0u ˆ C/Zn´2] Ă Uσ2

2
. On peut

recoller la partie Cˆt0u de U12 avec U3 pour obtenir le diviseur exceptionnel de l’α-éclatement et la partie
C ˆ t0u avec U1 afin d’obtenir le diviseur exceptionnel du β-éclatement (voir le théorème 8.3.1.4). Les
descentes au quotient des inclusions t(0, 0)u ãÑ Cˆt0u et t(0, 0)u ãÑ t0uˆC donnent l’amalgamation.

8.4 Décomposition des morphismes birationnels
Un résultat classique en géométrie birationnelle est qu’une application birationnelle entre deux variétés

algébriques propres et lisses (sur un corps algébriquement clos) se décompose en une suite d’éclatements
et de contractions de centres lisses (cf. [126] et [3]). La preuve de ce théorème vient de la preuve du cas
torique par Wlodarczyk. L’énoncé qui va nous intéresser ici sera le résultat un peu plus faible suivant :

Théorème 8.4.1 ([125] Théorème A). Soit ∆,∆ 1 deux éventails dans Qn tels que |∆| = |∆ 1|. Alors il
existe une suite d’éventails simpliciaux (∆i)i=0..n telle que ∆ = ∆0,∆n = ∆ 1 et tout ∆i est obtenu à partir
de ∆i´1 par éclatement ou contraction pour i = 1, . . . ,n.

Le résultat analogue pour le cas quantique est le suivant :

Théorème 8.4.2. Soient ∆,∆ 1 deux familles de cônes polyédraux fortement convexes simpliciaux de Rd
stables par intersection et aux passage aux faces. Si |∆| = |∆ 1| alors il existe deux calibrations (h,I),
(h,I 1) 2 telles que (∆,h,I) et (∆ 1,h,I 1) soient des éventails quantiques et telles qu’il existe une suite
d’éventails quantiques simpliciaux (∆i)0ďiďn tel que ∆ = ∆0,∆n = ∆ 1 et tout ∆i soit obtenu à partir de
∆i´1 par éclatement ou contraction pour tout i = 1, . . . ,n.

Démonstration. Comme les familles sont composées de cônes simpliciaux alors par le lemme 4.1.4, il
existe ∆rat et ∆ 1

rat composés de cônes rationnels et « proche » de ∆ et ∆ 1 (pour n’importe quelle norme
de Rd sur des générateurs des cônes). On applique le théorème 8.4.1 pour relier ∆rat et ∆ 1

rat par des
éclatements et des contractions. Soit G l’ensemble des générateurs des cônes de tous les ∆i et posons
hrat : ZG Ñ Rd l’épimorphisme défini par ces générateurs. Soit h un épimorphisme ZG Ñ Rd « proche »
de hrat et tel qu’il existe I et I 1 des sous-ensembles de G tels que pour tout i P I (resp. i P I 1), h(ei) soit
un générateur d’un 1-cône de ∆ (resp. ∆ 1) et que tous les générateurs soient de cette forme (cela existe
aussi grâce au fait que l’espace Ω(D) soit ouvert). Enfin, on pose I := GzI et I 1 := GzI pour finir cette
preuve.

Exemple 8.4.3. Soit (∆,h : Zn Ñ Γ Ă Rd,I) un éventail quantique complet tel qu’il existe k P I tel
que h(ek) P Rdă0.
Alors le champ torique X∆,h,I peut être relié, par éclatements et contractions, à l’espace projectif quan-
tique donné par l’éventail (∆ 1,h,Iztku Y (∆(1)zt1, . . . ,du)) où ∆ 1 est l’éventail dont les cônes maximaux
sont

Cone(e1, . . . , ed), Cone(e1, . . . , pei,h(ek), . . . , ed), . . . , Cone(e1, . . . , ed´1,h(ek))

Plus précisément, on éclate tout d’abord le sous-champ correspond à un cône contenant h(ek) puis on
contracte tous les autres 1-cônes sauf e1, . . . , ed afin d’obtenir l’espace projectif quantique.

2. C’est le même morphisme h dans les deux calibrations
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Corollaire 8.4.4. Soit (∆,h,I) un éventail quantique et ∆ 1 un raffinement de ∆ donné par des généra-
teurs virtuels. Alors il existe un morphisme birationnel X∆,h,I 99K X∆1,h,I (donné par des éclatements et
des contractions).
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Chapitre 9

COBORDISMES

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit comment définir des morphismes birationnels
entre des champs toriques quantiques et complètement détaillé l’exemple des éclatements. Le but

de ce chapitre est de continuer l’étude des morphismes birationnels en considérant ceux décrit par des
constructions combinatoires plus élaborées que les subdivisions étoilées. Plus précisément, nous allons
définir une généralisation des cobordismes de polytopes, décrits notamment dans [21], au cas général
des éventails quantiques. De la même façon que ces cobordismes permettent d’obtenir des applications
birationnelles entre les variétés LVM et sous de bonnes conditions de rationalités, entre les orbifoldes
toriques projectifs induites par passage au quotient, les cobordismes d’éventails permettant d’obtenir des
morphismes birationnels entre les champs toriques quantiques qui ont des types combinatoires différents.

Dans la première section et la deuxième section, on va rappeler les résultats de [21] sur les liens entre
les polytopes, les variétés LVM et notamment le lien entre les cobordismes de polytopes et la chirurgie de
variétés LVM. Dans la troisième section, nous allons commencer par définir les cobordismes d’éventails en
généralisant celui des polytopes. Ces cobordismes n’induisent pas, en général, des chirurgies au niveau des
champs toriques (car les Cm-actions ont des orbites non-fermées qui entraînent donc que les chirurgies
ne descendent pas au quotient) mais ils permettent tout de même d’obtenir des morphismes birationnels
entre les éventails quantiques qui sont cobordants.

9.1 Polytopes et intersection de quadriques
On va tout d’abord rappeler le cadre classique décrit dans [21] :

Soit A = (A1, . . . ,An) P Mn,p(R). On appelle système associé à la matrice A le système :
#

řn
i=1Ai|zi|

2 = 0
řn
i=1 |zi|

2 = 1
(9.1)

Notons XA l’ensemble de ses solutions dans Cn (c’est une intersection de quadriques dans la sphère
S2n´1).

Lemme 9.1.1 ([21] lemma 0.3). L’ensemble XA est une variété réelle (de dimension 2n´ p´ 1) si, et
seulement si,

‚ 0Rp P Conv(A1, . . . ,An) [Condition de Siegel] ;
‚ Si un ensemble I Ă t1, . . . ,nu vérifie 0 P Conv(Ai, i P I) alors |I| ą p [Hyperbolicité faible].

Dans ce cas, on dira que A est admissible.

Dans toute la suite, on va supposer que A vérifie ces conditions. Le tore (S1)n a une action naturelle
sur XA (par l’inclusion (S1)n ãÑ (C˚)n).
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Proposition 9.1.2 ([21] lemma 0.12). Le quotient XA/(S1)n est un polytope simple de dimension n ´

p´ 1. On notera PA ce polytope.

Exemple 9.1.3. Prenons A =

(
1 0 ´1 ´1 ´1
0 1 ´1 ´1 ´1

)
.

Alors XA est l’ensemble des solutions de
$

’

&

’

%

|x1|2 = |x3|2 + |x4|2 + |x5|2

|x2|2 = |x3|2 + |x4|2 + |x5|2

|x1|2 + |x2|2 + |x3|2 + |x4|2 + |x5|2 = 1

et donc XA = 1?
3 (S

5 ˆ S1 ˆ S1). Le polytope PA est

S5 ˆ S1 ˆ S1/(S1)3 ˆ S1 ˆ S1 = S5/(S1)3 = P2/(S1 ˆ S1) = triangle plein

car C2/(S1 ˆ S1) est homéomorphe à R2
ě0 et on va le recoller pour obtenir un triangle plein (voir le

lemme 5.6.1.1 pour la preuve).

Exemple 9.1.4. Prenons A =

(
1 0 0 ´1 ´1
0 1 1 ´1 ´1

)
.

Alors XA est l’ensemble des solutions de
$

’

&

’

%

|x1|2 = |x4|2 + |x5|2

|x2|2 + |x3|2 = |x4|2 + |x5|2

|x1|2 + |x2|2 + |x3|2 + |x4|2 + |x5|2 = 1

et donc XA = 1?
3 (S

1 ˆ S3 ˆ S3). Le polytope PA est

S1 ˆ S3 ˆ S3/S1 ˆ (S1)2 ˆ (S1)2 =
(
S3/(S1)2)2

= (P1/S1)2 = carré plein

Exemple 9.1.5 ([93] Example 5.6). Prenons A =

(
1 0 5 1 ´2
0 1 3 0 ´2

)
.

Alors XA » S3 ˆ S3 ˆ S1 et le polytope PA est

Figure 9.1 – Triangle coupé

Tous les polytopes simples peuvent être réalisés de cette façon :

Théorème 9.1.6 ([21] Theorem 0.14). Soit P un polytope simple. Il existe n,p P N et une matrice
A P Mn,p(R) tels que P = PA.

Restreignons l’action naturelle de (S1)n sur XA en une action de S1 par le morphisme diagonal

x P S1 ÞÑ (x, . . . , x) P (S1)n.

Notons rXA le quotient de XA par cet action.

Théorème 9.1.7 ([21] Theorem 12.2). Soit A une matrice admissible de Mn,p(R). Alors il y a deux cas
possibles :
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‚ Si p est impair alors la variété XA peut être munie d’une structure complexe ;
‚ Si p est pair alors les variétés rXA et XA ˆ S1 peuvent être munies d’une structure complexe.

Exemple 9.1.8. Dans l’exemple 9.1.3, la variété XA/S1 = S5 ˆS1 peut être munie de la structure d’une
variété de Hopf (voir [73]) et dans l’exemple 9.1.5, la variété XA/S1 = S3 ˆ S3 est une variété de Calabi-
Eckmann (voir [25]).
Les variétés XA ˆ S1 sont le produit des variétés précédentes avec un tore (compact) complexe.

Dans les deux cas, les variétés complexes obtenus sont des variétés LVM. Ces variétés sont des variétés
complexes compactes non-Kähler complètement décrites de façon combinatoire par une famille de points
Λi dans Cm vérifiant les conditions du lemme 9.1.1 introduite par S.Lopez de Medrano, A.Verjovsky
(dans [88] pour m = 1) puis généralisées par L.Meersseman (dans [91] pour m quelconque). Ici, on a
m = p+1

2 pour p impair ou p
2 ou p+2

2 si p est pair (selon les cas). Sous des conditions de rationalité sur Λi,
on peut montrer que les variétés LVM sont des fibres de Seifert en tores complexes (de dimension complexe
m) au-dessus d’une variété torique projective orbifolde (voir [93, Theorem A]). Plus généralement, on
peut montrer, sous une hypothèse sur les générateurs virtuels, que les variétés LVM sont des Cm-fibrés
au-dessus d’un champ torique quantique (voir [81, Theorem 9.13]). On retrouve le point de vue précédent
car sous ces conditions de rationalité, les champs toriques quantiques sont des Z2m-gerbes au-dessus d’une
variété torique orbifolde (on récupère ainsi le Cm/Z2m = (S1)2m-fibré).

9.2 Cobordismes de polytopes et chirurgie
Dans cette sous-section, nous allons voir comment des opérations sur les polytopes peuvent décrire

des transformations birationnelles entre les variétés associées de la sous-section précédente.

Définition 9.2.1 ([21] definition 2.1, [118]). Soient P et Q deux polytopes simples de même dimension
q. Soit W un polytope de dimension q+ 1. On dit que W est un cobordisme entre P et Q si P et Q sont
deux facettes disjointes de W. On dira que W est un cobordisme trivial (resp. élémentaire) si Wz(PYQ)

contient aucun (resp. un) sommet de W.

On peut noter qu’un cobordisme est la concaténation de cobordismes élémentaires. On peut donc se
restreindre à l’étude des cobordismes élémentaires.

Considérons donc un cobordisme élémentaire W entre deux polytopes P et Q. Notons v le sommet
de Wz(P YQ). Par unicité, toute arête partant de v est reliée à un sommet de P ou à un sommet de Q.
Notons a le nombre d’arêtes reliant v à un sommet de P et b le nombre d’arêtes reliant v à un sommet
de Q. Par simplicité de W, on a a+ b = q+ 1

Définition 9.2.2. L’indice du cobordisme W est le couple d’entiers (a,b). On dira que Q est obtenue
par un flip de P d’indice (a,b).

La relation de cobordisme étant transitive, si Q est obtenue par un flip de P d’indice (a,b) alors Q
est obtenue par un flip de Q d’indice (b,a). On peut voir un cobordisme comme étant une déformation
continue du polytope P et Q. Plus précisément, le simplexe donné par les a sommets de P reliés à v est
réduit à un point puis celui-ci est dilaté en le simplexe formé par les b autres points reliés à v pour obtenir
Q.

Exemple 9.2.3. On a un cobordisme entre les polytopes des exemples 9.1.3 et 9.1.5 donné par le poly-
tope de la figure 9.2.

Définition 9.2.4. Le polytope obtenu après avoir réduit les points reliés au sommet de W est appelé
polytope de catastrophe, noté C, du cobordisme élémentaire W
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Figure 9.2 – Cobordisme entre le triangle et le carré

Remarque 9.2.5. Si a = 1 alors C = P et si b = 1 alors C = Q

Avertissement 9.2.6. Le fait que P et Q soient simples n’implique pas que C le soit. Plus précisément, si
a ą 1 et b ą 1 alors C n’est pas simple.

Une autre façon de le voir est que le passage de P à Q se fait « en découpant » un voisinage de la face
engendrée par les a points de W reliés à P et en recollant un voisinage fermé de la face engendrée par les
b points de Q.

Définition 9.2.7. Le polytope obtenu en découpant P ouQ (vu qu’ils sont identiques) est appelé polytope
de transition du cobordisme élémentaire W.

Remarque 9.2.8. Si a = 1 alors T = Q et si b = 1 alors T = P

Exemple 9.2.9. On peut considérer le cobordisme entre le cube et le « livre pentagonal » (décrit dans
la figure 9.3) :

Figure 9.3 – Le cube et le livre pentagonal

On a réduit une arête du cube à un point et on a réduit un arête du livre pentagonal à un point mais
dans « l’autre sens ». Le polytope de transition est représenté dans la figure 9.5.

Figure 9.4 – Polytope de transition

Figure 9.5 – Polytope de catastrophe

Il n’est pas simple car il a un sommet d’où part quatre arêtes.

Pour pouvoir faire le lien avec la sous-section précédente, on va rappeler la définition de chirurgie :
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Définition 9.2.10 ([96] p 15). Soient M une variété réelle (resp. complexe), S une sous-variété compacte
de M, W un voisinage de S. Soient S˚ Ă W˚ deux variétés telles que W˚ soit un voisinage de S˚ et tel
qu’il existe un difféomorphisme (resp. un biholomorphisme) f :WzS Ñ W˚zS˚. Alors on peut construire
une variété réelle (resp. complexe) M˚ « en coupant S et en recollant S˚ » i.e. le diagramme suivant est
cocartésien :

WzS W˚

M M˚

f

{

On dira alors que M˚ est obtenue à partir de M par chirurgie (holomorphe) (S,W,S˚,W˚, f).

Théorème 9.2.11 ([21] Theorem 4.8). Soient A,B P Mn,p(R) deux matrices admissibles. Alors PA et
PB sont reliés par un flip d’indice (a,b) (ici, a+b = n´p = dim(PA)+1) si, et seulement si, les variétés
XA et XB sont reliées par une chirurgie de la forme suivante

XAz
(
S2a´1 ˆ D2b ˆ (S1)p

)ž
i

(
D2a ˆ S2b´1 ˆ (S1)p

)
= XB

où i est l’isomorphisme (S1)n-équivariant

B
(
S2a´1 ˆ D2b ˆ (S1)p

)
» S2a´1 ˆ S2b´1 ˆ (S1)p » B

(
D2n ˆ S2b´1 ˆ (S1)p

)
où Dn est la boule unité ouverte de Rn et Dn est la boule fermée (et permettent de former des voisinages
tubulaires (triviaux) des produits de sphères d’à côté) et où l’action de (S1)n = (S1)a ˆ (S1)b ˆ (S1)p sur
Ca ˆ Cb ˆ (S1)p est donnée par l’inclusion S1 Ă C˚. Si XA et XB sont des variétés complexes (ou quitte
à quotienter par S1) alors cette chirurgie est holomorphe.

Dans le cas classique, ces chirurgies descendent au quotient et induisent des chirurgies entre les variétés
toriques (car les disques sont invariants par l’action des tores compacts de même dimension).

Exemple 9.2.12. Reprenons l’exemple 9.2.3 entre le triangle et le triangle coupé :
On a les isomorphismes suivants :

XAz((S1)2 ˆ D4 ˆ S1) = (S1)2 ˆ (S5z(S1 ˆ D4)) = (S1)2 ˆ (S5z(S1 ˆ D4)) = (S1)2 ˆ (S3 ˆ S1 ˆ D1)

et

XBz((S1)2 ˆS3 ˆD2) = S1 ˆ((S3 ˆS3)z(S3 ˆS1 ˆD2)) = S1 ˆS3 ˆ(S3z(S1 ˆD2)) = S1 ˆS3 ˆ(S1 ˆD1 ˆS1)

En quotient par (S1)3, on obtient une chirurgie entre variétés toriques :

CP2zD4 » (Bl0CP2)z(CP1 ˆ D2)

Autrement dit, en enlevant le voisinage d’un point de P2 et en le remplaçant par un voisinage d’un P1,
on obtient l’éclaté de P2 en un point.

Cela n’est plus le cas dans le cas irrationnel. En effet, dans ce cas, il y a un ouvert d’orbite qui ne
sont plus compactes (celles issues de points où le groupe d’isotropie n’est pas de rang maximal) et donc
les voisinages des sphères ne sont plus incluses dans des boules.
Il y a tout de même un intérêt majeur dans le cadre irrationnel : on peut considérer la famille continue
de champs toriques quantiques donnée par le cobordisme indexé par t P [´1, 1] où W´1 = P et W1 = Q.
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Pour étudier cela, nous allons tout d’abord étendre ces définitions au cas général des éventails quantiques.
On s’appuiera sur ces définitions pour définir les familles dans la section 11.7.

9.3 Cobordismes d’éventails
Pour obtenir ces familles, on va revenir à des considérations sur les éventails.

Définition 9.3.1. Soient (∆0,h0 : Zn0 Ñ Γ0 Ă Rd,I0), (∆1,h1 : Zn1 Ñ Γ1 Ă Rd,I1) deux éventails
quantiques simpliciaux dans Rd. Un pré-cobordisme élémentaire entre eux est un quintuplet (∆, Ă∆0, Ă∆1,π0,π1)

où ∆ = (∆,h : Zn Ñ Γ ,I) est un éventail quantique complet simplicial de Rd+1, les r∆i sont des sous-
éventails de ∆ i.e. donnés par un sous-ensemble de cônes de ∆ et les πi = (Li : Rd+1 Ñ Rd,Hi : Zn Ñ Zni)

sont des paires de morphismes linéaires tels que
‚ les ensembles r∆0,max et r∆1,max de cônes maximaux de, respectivement, r∆0 et Ă∆1 sont disjoints
‚ |∆maxz(r∆0,max Y r∆1,max)| = 1
‚ Les morphismes Li,Hi sont surjectifs, vérifient l’égalité Lihi = hHi, Li envoie les cônes de Ă∆i sur

les cônes de ∆i et Hi envoie les cônes de Ą∆i,h sur les cônes de ∆i,hi

Cette définition est la transposition de la définition de cobordisme de polytope de la section précédente
dans le cadre des éventails (les changements viennent du fait que le passage polytopes/éventails par
l’éventail normal retourne les inclusions. Ainsi les sommets du polytope deviennent des cônes maximaux
et les facettes deviennents des 1-cônes) grâce au résultat suivant :

Proposition 9.3.2. Soit W un cobordisme entre deux polytopes P et Q de Rd. Notons iP : P ãÑ W et
iQ : Q ãÑ W les morphismes d’inclusion. Notons NP,NQ,NW les éventails normaux de, respectivement,
P, Q et W et NW,P, NW,Q les sous-éventails de NW associés aux sommets de P et Q (voir la sous-
section 1.2.2 pour les détails). Alors,

iJP (NW,P) = NP (9.2)
iJQ(NW,Q) = NQ (9.3)

Démonstration. À une transformation affine près, on peut supposer que l’espace affine engendré par
iP(P) est t(x, t) P Rd ˆ R | t = ´1u. Alors, iP est le morphisme x P Rd ÞÑ (x, 0) et iJP est la projection
(x, t) P Rd ˆ R ÞÑ x P Rd. On en déduit que pour tout sommet v dans iP(P), le cône maximal Cv,W
associé à v dans W est de la forme

Cv,W = Cone(iP(Cv,P), ed+1)

où Cv,P est le cône maximal associé à v dans P On obtient donc l’égalité voulue :

iJP (Cv,W) = Cv,P

Ce n’est qu’un pré-cobordisme car il ne prend pas en compte toute la donnée combinatoire d’un éventail
quantique. En effet, le nombre de générateurs n0,n1 et n, et les différents ensembles de générateurs
virtuels I0,I1 et I2 n’ont pas de relation entre eux dans cette définition. On va donc devoir rigidifier
cette définition. Pour cela, nous allons donner quelques propriétés des pré-cobordismes afin de rajouter
quelques conditions à la définition 9.3.5 :

Soit (∆, Ă∆0, Ă∆1,π0,π1) un pré-cobordisme entre les éventails quantiques (∆0,h0 : Zn0 Ñ Γ0,I0) et
(∆1,h1 : Zn1 Ñ Γ1,I1).
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Notons σ l’unique cône maximal dans ∆maxz(r∆0,maxY r∆1,max). Notons σ1, . . . ,σd+1 les cônes maximaux
de ∆ qui intersectent σ en une face de dimension d. Notons a le nombre de σi tel que σi P Ă∆0 et b = d+1´a

le nombre de σi.

Définition 9.3.3. Le couple (a,b) est l’indice du pré-cobordisme (∆, Ă∆0, Ă∆1,π0,π1).

Lemme 9.3.4. Soit (∆, Ă∆0, Ă∆1,π0,π1) un pré-cobordisme d’indice (a,b) entre les éventails quantiques
(∆0,h0 : Zn0 Ñ Γ0,I0) et (∆1,h1 : Zn1 Ñ Γ1,I1) . Alors

‚ si a,b ě 2 alors ∆0(1) = ∆1(1) et

|∆(1)| = |∆0(1)| + 2 = |∆1(1)| + 2,

‚ Si a = 1 alors ∆0(1) Ł ∆1(1) et

|∆(1)| = |∆0(1)| + 3 = |∆1(1)| + 2,

‚ Si b = 1 alors ∆0(1) Ń ∆1(1) et

|∆(1)| = |∆0(1)| + 2 = |∆1(1)| + 3.

Démonstration. La proposition 9.3.2 et la dualité entre la combinatoire d’un polytope et celle de son
éventail normal réduisent cet énoncé à [21, Proposition 2.9] et [21, Proposition 2.13].

Définition 9.3.5. Soient (∆0,h0 : Zn0 Ñ Γ0 Ă Rd,I0), (∆1,h1 : Zn1 Ñ Γ1 Ă Rd,I1) deux éven-
tails quantiques simpliciaux dans Rd. Un cobordisme (élémentaire) est un pré-cobordisme (élémentaire)
((∆,h,I), Ă∆0, Ă∆1,π0,π1) (on notera (a,b) son indice) tel que :

‚ n0 + 2 = n1 + 2 = n ;
‚ les morphismes Hi coïncident avec la projection Zn Ñ Zn´2 enlevant les coordonnées indexées par
∆(1)z(∆0(1) Y ∆1(1)) (qui est de cardinal 2 par le lemme 9.3.4) ;

‚ si a = 1 (resp. b = 1) alors on notera ĂI0 = I Y (∆1(1)z∆0(1)) (resp. ĂI1 = I Y (∆0(1)z∆1(1)))
et sinon, ĂI0 = I (resp. ĂI1 = I). Les paires de morphismes (Li,Hi) sont des morphismes toriques
(r∆i,h, rIi) Ñ (∆i,hi,Ii)

Dans la suite, les trois premiers éléments du quintuplet (∆, Ă∆0, Ă∆1,π0,π1) désigneront les éventails
quantiques considérés dans la définition 9.3.5 et les πi désigneront les morphismes toriques (Ă∆i,h, rIi) Ñ

(∆i,hi,Ii).
Avertissement 9.3.6. Le couple (id : Zn+2 Ñ Zn+2, id : Zd+1 Ñ Zd+1) n’est pas, en général, un mor-
phisme d’éventails entre (Ă∆i,h, rIi) et (∆,h,I) à cause des changements d’ensemble de générateurs vir-
tuels.

C’est l’unique obstruction au fait que cela soit un morphisme :

Lemme 9.3.7. Le couple (id : Zn+2 Ñ Zn+2, id : Zd+1 Ñ Zd+1) est un morphisme torique (Ă∆0,h, rI0) Ñ

(∆,h,I) (resp. (Ă∆1,h, rI1) Ñ (∆,h,I)) si, et seulement si, a ě 2 (resp. b ě 2).

Démonstration. On va prendre i = 0 (l’autre cas se fait de façon totalement symétrique). Si a = 1 alors
ce n’est pas un morphisme car il envoie un générateur non-virtuel sur un générateur virtuel. Si a ě 2
alors comme Ă∆0 est un sous-éventail de ∆ et I0 = I alors c’est bien un morphisme.

Dans le cas où a = 1, le morphisme que l’on obtient entre (∆0,h,I0) et (∆,h,I) est un morphisme
birationnel donné par la composition du morphisme d’inclusion (∆0,h,I) ãÑ (∆,h,I) et le morphisme
birationnel (∆0,h,I0) 99K (∆0,h,I) rendant virtuel le l’unique élément de ∆1(1)z∆0(1) (n’apparaissant
pas dans I).
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Exemple 9.3.8. L’exemple suivant est la traduction en éventails de l’exemple 9.2.3.
Soit ∆ l’éventail de R3 dont les cônes maximaux sont :

Cone(e1, e2, e3), Cone(´e1 ´ e2, e2, e3), Cone(e1, ´e1 ´ e2, e3),
Cone(e1, ´e1 ´ e2, ´e2 ´ e3), Cone(e1, ´e3, ´e2 ´ e3), Cone(e1, e2, ´e3),
Cone(´e1 ´ e2, e2, ´e3), Cone(´e1 ´ e2, ´e2 ´ e3, ´e3),

i.e. l’éventail de l’éclatement d’un point de P2 ˆ P1 car

´e2 ´ e3 = (´e1 ´ e2) + e1 + (´e3) (9.4)

´e3

e3

´e1 ´ e2

´e2 ´ e3

e1

e2

e2

e1

´e1 ´ e2
´e2

e2

e1

´e1 ´ e2
´e2

cobordisme

Figure 9.6 – Cobordisme entre l’éventail de P2 et son éclaté en un point

Soit (h : Z6 Ñ Z3, H) la calibration standard tel que h(e4) = ´e2 ´ e3, h(e5) = e3, h(e6) = ´e3.
Notons Ă∆0 le sous-éventail donné par les trois premiers cônes de ∆ et Ă∆1 par les quatre derniers.
Soit ∆0 l’éventail de R2 dont les cônes maximaux sont :

Cone(e1, e2), Cone(e2, ´e1 ´ e2), Cone(´e1 ´ e2, e1)

i.e. l’éventail de P2.
Soit (h0 : Z4 Ñ Z2, (x,y, z, t) ÞÑ (x´ z,y´ z´ t),I0 = t4u) une calibration de Z2.
Soit ∆1 l’éventail de R2 dont les cônes maximaux sont :

Cone(e1, e2), Cone(e2, ´e1 ´ e2), Cone(´e2, ´e1 ´ e2), Cone(´e1 ´ e2, e1)

i.e. l’éventail d’un éclatement de P2.
Soit (h1 : Z4 Ñ Z2, (x,y, z, t) ÞÑ (x ´ z,y ´ z ´ t),I1 = H) une calibration de Z2. Alors l’éventail
(∆,h,I), les deux éventails (r∆0,h, t4u), (Ă∆1,h, H) et les deux projections π0 = (L0 : (x,y, z) P R3 ÞÑ

(x,y) P R2,H0 : (x,y) P Z4 ˆ Z2 ÞÑ x P Z4) : (r∆0,h, t4u) Ñ (∆0,h0, t4u) et π1 = (L1 : (x,y, z) P R3 ÞÑ

(x,y) P R2,H : (x,y) P Z4 ˆ Z2 ÞÑ x P Z4) : (r∆1,h, H) Ñ (∆0,h0, H) forment un cobordisme entre
(∆0,h0, t4u) et (∆1,h1, H)

Remarque 9.3.9. Dans l’exemple précédent, on aurait pu mettre des coefficients (potentiellement irration-
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nel) dans l’égalité (9.4) pour obtenir un éclatement à poids de (la Z-gerbe au-dessus de) P2 .

La construction peut être faite en dimension quelconque :

Construction 9.3.10. Soit (∆0,h0,I0) un éventail quantique simplicial complet de Rd. Soit α P (Rą0)
d

et σ = Cone(v1 = h(ei1), . . . , vd = h(eid)) P ∆max (supposons que h0(en) =
řd
j=1 αih(eij)). Soit

(∆,h,I) l’éventail quantique défini par :
‚ ∆ est la subdivision étoilée (de poids α) de ∆0 ˆ (Rě0, 0,Rď0) le long du cône σˆ Rď0ed+1

‚ h : Zn+2 Ñ Γ :=
řn
i=1 h(ei)Z + ed+1Z,h(ei) = h0(ei), 1 ď i ď n ´ 1,h(en) =

ř

j αivij ´ ed+1,
h(en+1) = ed+1, h(en+2) = ´ed+1 ;

‚ I = I0ztnu.

‚ Ă∆1 est le sous-éventail de ∆ dont les cônes maximaux sont :
‚ les éléments de (∆maxztσu) ˆ Rď0 ;
‚ les cônes de la forme Cone(vi, i P I,h(en), ´ed+1) où I est un sous-ensemble de [[1,d]] de

cardinal d´ 2.
Soit ∆1 l’image de Ă∆1 par la projection π : (x, t) P Rd ˆ R ÞÑ x P Rd. On reconnaît alors l’éventail de

la subdivision étoilée (de poids α) le long du cône σ i.e. c’est l’éventail qui décrit l’éclatement de poids α
de X∆0,h0,I0 .
Le quintuplet (∆,∆0 ˆ Rě0, Ă∆1, (π(x, t) ÞÑ x, pr : Zn ‘ Z2 Ñ Zn), (π : (x, t) ÞÑ x, pr : Zn ‘ Z2 Ñ Zn)) est
un cobordisme entre (∆0,h0,I0) et (∆1,h1 := h0,I1 := I0ztnu), appelé cobordisme de l’α-éclatement de
(∆0,h0,I0) en σ.

Remarque 9.3.11. Un éclatement d’un éventail de Rd est d’indice (1,d).

La donnée d’un cobordisme (∆, Ă∆0, Ă∆1,π0,π1) entre (∆0,h0,I0) and (∆1,h1,I1) est, par le théo-
rème 3.4.2.16 et la définition 8.1.2.1, équivalent à la donnée du diagramme suivant de champs toriques
quantiques :

X
Ă∆0,h,rI0

X∆,h,I X
Ă∆0,h,rI1

X∆0,h0,I0 X∆1,h1,I1

(9.5)

Ainsi, un cobordisme permet de lier deux champs toriques quantiques avec des types combinatoires
différents (un exemple est décrit dans l’exemple 9.3.8 entre les types combinatoiresD0 = t1, 2, 3, 12, 23, 34u

et D1 = t1, 2, 3, 4, 12, 23, 34, 41u ).

Notation 9.3.12. Dans la suite, pour des raisons de simplicité, on va supposer que les morphismes
toriques πi sont donnés par la même paire de morphismes linéaires (L,H). À isomorphisme linéaire, on
peut supposer que L est la projection (x, t) P Rd+1 ÞÑ x P Rd.

Proposition 9.3.13. Soit (∆, Ă∆0, Ă∆1,π0,π1) un cobordisme entre les éventails quantiques (∆0,h0,I0) et
(∆1,h1,I1). Soit σ le cône maximal de ∆ n’appartenant ni à ∆0 ni à ∆1. Soit Σi l’ensemble des cônes
maximaux de ∆i ayant une intersection de dimension maximale avec σ. Alors

L

(
ď

σPΣ0

σ

)
= L

(
ď

τPΣ1

τ

)
(9.6)

et les éventails quantiques obtenus en remplaçant les éléments de L(Σ0) par le cône L
(
Ť

σPΣ0
σ
)

et les
éléments de L(Σ1) par le cône L

(
Ť

τPΣ1
τ
)

sont identiques.
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Démonstration. Soit (a,b) l’indice du cobordisme (∆, Ă∆0, Ă∆1,π0,π1). Notons v1, . . . , vd+1 les générateurs
de σ. Alors les cônes de ∆0 intersectant σ de façon maximale sont de la forme

σk := Cone(vi, Iztku,αed+1)

où k P [[1,d+ 1]]. De la même façon, les cônes de ∆1 intersectant σ de façon maximale sont de la forme

τl := Cone(vi, Iztlu,βed+1)

où l P [[1,d+1]] et αβ ă 0. Si a ě 2 et b ě 2 alors l’union des générateurs des Lσk coïncident avec l’union
des générateurs des Lτl. Montrons maintenant que

L

(
ď

σPΣ0

σ

)
= L

(
ď

τPΣ1

τ

)
?

Soit x P L
(
Ť

σPΣ0
σ
)

et k tel que x P Lσk. Soient τ et τ 1 des cônes de Σ1. Quitte à réindexer les générateurs,
on peut supposer qu’ils sont de la forme

Lτ = Cone(Lv1, . . . ,Lvd´1,Lvd)

et
Lτ = Cone(Lv1, . . . ,Lvd´1,Lvd+1)

Par construction, on a

Lvd+1 =
d
ÿ

i=1
λiLvi

où pour tout i ă d, λi ě 0 et λd ă 0. On a donc aussi

Lvd =
d
ÿ

i=1

λi

´λd
Lvi +

1
λd
Lvd+1.

Comme x P Lσk alors
x =

ÿ

i‰k,iďd+1
µiLvi

et donc

x =
ÿ

i‰k,iďd´1
(µi + µd+1λi)vi + (µd + µd+1λd)vd =

ÿ

i‰k,iďd´1

(
µi + µd+1

λi

´λd

)
vi +

(
µd +

µd+1

λd

)
vd

Ainsi x P Lτ1 si µd + µd+1λd ě 0 et x P Lτ2 sinon. Autrement dit, x P L
(
Ť

τPΣ1
τ
)
. L’inclusion dans

l’autre sens se fait de la même façon. Si a = 1 ou b = 1, ce cobordisme est le cobordisme d’un éclatement
à poids. Les cônes τ1, . . . , τd (resp. σ1, . . . ,σd) reliés au cône maximal forment la subdivision étoilée du
cône σ1 (resp. τ1). On en déduit donc que

σ1 =
d
ď

i=1
τi.

Définition 9.3.14. L’éventail quantique ainsi obtenu est appelé éventail de catastrophe et est noté ∆1/2.
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Exemple 9.3.15. Dans le cas des éclatements, l’éventail de catastrophe est l’éventail que l’on veut
éclater.

Remarque 9.3.16. De la même façon que pour le cobordisme des polytopes (avertissement 9.2.6), l’éventail
de transition n’est pas en général simplicial.

Comme les éventails quantiques (∆0,h,I0), (∆1/2,h,I1/2) (où I1/2 = I0 X I1) et (∆1,h,I1) ont un
raffinement commun alors

Proposition 9.3.17. Les champs toriques quantiques (∆0,h,I0), (∆1/2,h,I1/2) et (∆1,h,I1) sont bira-
tionnels.

On peut décrire ces morphismes birationnels de façon explicite :
Notons σ le cône L

(
Ť

σPΣ0
σ
)

et α P σ. On va considérer l’éclatement 1 de ∆ le long de σ en α que
l’on notera r∆. Cette éventail correspond au polytope de transition de la définition 9.2.7. Le morphisme
birationnel (r∆, rh, rI) 99K (∆1/2,h,I1/2) a pour diviseur exceptionnel D le produit d’un espace projectif
quantique Pa´1

q de dimension a ´ 1 et d’un espace projectif quantique Pb´1
q de dimension b ´ 1 (grâce

au fait dual que la facette que l’on ajoute dans le polytope de transition est le produit d’un simplexe
de dimension a ´ 1 et d’un simplexe de dimension b ´ 1, voir [21, Proposition 2.6]). Les projections
D Ñ Pa´1

q et D Ñ Pb´1
q induisent les contractions X

( r∆,rh,rI) 99K X(∆0,h,I0) et X
( r∆,rh,rI) 99K X(∆1,h,I1)

(qui viennent du simplexe qui a été ôté dans le cas polytopal entre le polytope de transition et les
polytopes du cobordisme). On obtient donc les flèches X(∆0,h,I0) 99K X(∆1,h,I1), X(∆0,h,I0) 99K X(∆1,h,I1),
X(∆0,h0,I0) 99K X(∆1/2,h,I1/2) par composition. En un diagramme,

X
r∆,rh,rI

X∆0,h0,I0 X∆1,h1,I1

X∆1/2,h,I1/2

éclatement

contraction contraction

Exemple 9.3.18. Considérons le pendant éventail du cobordisme entre le cube et le livre pentagonal
(cf. l’exemple 9.2.9). Le cône L

(
Ť

σPΣ0
σ
)

est un cône non-simplicial à quatre côtés.
L’éclatement de ce cône correspond à la triangulation complète de ce cône :

Figure 9.7 – Le cône L
(
Ť

σPΣ0
σ
)

On peut ensuite contracter ce cône de deux façons différentes :
Les autres cônes sont inchangés par toutes ces opérations. Le diagramme de morphismes birationnels

s’écrit donc sous la forme décrite dans la figure 9.10.

Ce diagramme rappelle le flop d’Atiyah comme décrit dans [8, section 3] où on éclate l’origine de la
variété singulière V(xt ´ yz) Ă C4 (qui est la variété torique associée au cône au-dessus d’un carré). Le

1. On éclate ici un cône non-simplicial. Pour obtenir cet éclatement, on va considérer toutes les sous-familles libres de
cardinal d des générateurs de σ qui contiennent α. On obtient aussi un morphisme birationnel grâce au théorème 6.3.2.2.2.
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Figure 9.8 – Le cône L
(
Ť

σPΣ0
σ
)

éclaté

Figure 9.9 – Les projections des cônes de ∆0 et des cônes de ∆1 reliés au cône maximal du cobordisme

Figure 9.10 – Diagramme de morphismes birationnels du cobordisme

diviseur exceptionnel de cet éclatement est P1 ˆ P1 (vu comme plongé dans l’espace projectif P3 par le
plongement de Segre et d’équation xt ´ yz = 0). Ce diviseur P1 ˆ P1 peut être contracté sur P1 par les
deux projections. Les deux variétés ainsi obtenues X0 et X1 sont birationnelles et sont données par les
éventails de la figure 9.9.

Pour finir cette section, nous allons étudier les déformations de cobordismes. Dans le cadre classique de
[21], les cobordismes se déforment aisément puisque comme l’espace de réalisation des polytopes simples
est ouvert, une (petite) déformation (des sommets) du polytope W (induite par une déformation de P ou
Q) ne change pas sa combinatoire.

De cette façon, on obtient une déformation des variétés LVM associées mais on n’a pas de déformation
des variétés toriques puisqu’on a à considérer des coefficients irrationnels.

Grâce au cadre quantique, on peut sans problème considérer des déformations de cobordismes et
d’éventails :

Théorème 9.3.19. Soit (∆, Ă∆0, Ă∆1,π0,π1) un cobordisme entre les éventails quantiques maximaux (∆0,h0,I0)

et (∆1,h1,I1). Soit (∆ 1
0,h 1

0,I0) un éventail quantique dans un voisinage de (∆0,h0,I0) (avec h0 et h 1
0
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coïncidant sur ZI0) dans Ω(comb(∆0)). Il existe un unique éventail (∆ 1
1,h 1

1,I1) P Ω(comb(∆1)) (avec
h1 et h 1

1 coïncidant sur ZI1) et un unique cobordisme (∆ 1, Ă∆ 1
0, Ă∆ 1

1,π0,π1) entre eux qui minimisent la
distance entre h et h 1. On a la même chose en inversant 0 et 1.

En un diagramme :

(r∆ 1
0,h 1,I 1

0) (∆ 1,h 1,I 1) (r∆ 1
1,h 1,I 1

1)

(r∆0,h,I) (∆,h,I) (r∆1,h,I)

(∆ 1
0,h 1

0,I 1
0) (∆0,h0,I0) (∆1,h1,I1) (∆ 1

1,h 1
1,I 1

1)

«

«

«

«

«

Démonstration. Soit (∆ 1
0,h 1

0,I0) un éventail quantique dans un voisinage de (∆0,h0,I0) et tel que h0
et h 1

0 coïncident sur ZI0 . Le lemme 9.3.4 détermine l’unique candidat pour (∆1,h1,I 1
1). Montrons qu’il

existe un cobordisme entre (∆ 1
0,h 1

0,I0) et (∆ 1
1,h 1

0,I1).
Par continuité de la projection, il existe un morphisme h 1 : Rn Ñ Rd+1 dans le voisinage h dans
Ω(comb(∆ 1)) qui minimise la distance parmi les antécédents de h0 (car Ω(comb(∆ 1)) est ouvert et ker(L)
est un convexe). La combinatoire d’un cobordisme étant fixé, on en déduit ainsi le cobordisme entre
(∆ 1

0,h 1
0,I0) et (∆ 1

1,h 1
0,I1).

Figure 9.11 – Déformation du cobordisme entre le triangle et le triangle coupé

Exemple 9.3.20. Soit (∆, Ă∆0, Ă∆1,π0,π1) l’α-éclatement du cône Cone(´e1 ´ e2, e1) dans (∆0,h,I)
comme défini dans l’exemple 9.3.8. Alors on peut obtenir cette éclatement par une déformation d’un
éclatement rationnel (par densité de Q2 dans R2).
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Chapitre 10

FIBRÉS

Une façon de construire de nouvelles variétés à partir d’une variété est de regarder les fibrés
au-dessus de celle-ci et en particulier les fibrés vectoriels. Ce chapitre sera dévoué à l’étude des fibrés

(et plus précisément des fibrés en droites) sur les champs toriques quantiques. On réutilisera ces résultats
dans le chapitre 12 dans l’étude des variations de théorie géométrique des invariants dans la construction
de champs toriques quantiques.

Ce chapitre est découpé comme suit : la première section décrit les propriétés d’extension des fibrés
vectoriels sur les différents sites que l’on peut considérer dans l’étude des champs toriques (i.e. le site
étale sur Spec(C), le site analytique AnC, le site analytique équivariant A) afin de pouvoir les utiliser
dans la deuxième section pour calculer le groupe de Picard des champs toriques quantiques. La troisième
section sera dévouée au calcul des fibrés en droites et en droites projectives sur l’espace projectif et leur
description en termes de champs toriques. Cela permet de créer des familles à paramètres de champs
toriques quantiques au-dessus des espaces projectifs quantiques. Enfin, on examinera dans la quatrième
section la description des diviseurs de champs toriques quantiques et les différences avec le cas rationnel.

10.1 Changements de site et groupes de Picard
Dans cette section, nous allons examiner les fibrés en droites au-dessus des objets des Schet (du cadre

classique des champs toriques), AnC et A et plus particulièrement les extensions des fibrés vectoriels.
Comme tout champ torique s’écrit comme un champ quotient d’une sous-variété ouverte S de Cn (ou
AnC) par un groupe G alors tout fibré en droites sur un champ torique X est la donnée d’un fibré en
droites G-linéarisable sur S . Comme les fibrés en droites sur Cn ou AnC sont triviaux (on utilise le lemme
de B-Poincaré (voir [57]) et la suite exacte exponentielle pour le premier et [109] pour le deuxième) alors
si on arrive à étendre les fibrés sur S à des fibrés sur Cn, on obtiendra que les fibrés sur S sont trivaux
et les fibrés sur X sont donnés par des caractères G Ñ C˚.

Définition 10.1.1 ([115] Tag 0AVU). Soit X un schéma localement noethérien. Un OX-module cohérent
est réflexif si la flèche naturelle

F Ñ F__ = Hom(Hom(F,OX),OX))

est un isomorphisme (où Hom est le hom interne de la catégorie monoïdale symétrique (OX´Mod, bOX
).

Exemple 10.1.2. ‚ Un fibré vectoriel est réflexif
‚ Si F est un faisceau cohérent alors F__ est réflexif.

Théorème 10.1.3 ([66] proposition 1.11). Soit X un schéma normal localement noethérien et F un fais-
ceau cohérent réflexif au-dessus de X. Alors, pour tout ouvert U de X et tout fermé F de X de codimension
au moins 2, la restriction F(U) Ñ F(UzF) est un isomorphisme.
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Corollaire 10.1.4. Soit X un schéma normal localement noethérien et soit F un fermé de X de codimen-
sion au moins 2. Alors tout fibré vectoriel F sur XzF s’étend de façon unique sur X i.e. i˚G = F comme
OU-modules.

Remarque 10.1.5. Un des principaux intérêts des schémas localement noethériens est le fait que leur
faisceau structural est cohérent (voir [58, paragraphe 6.1]), ce qui est toujours le cas des faisceaux struc-
turaux des espaces analytiques (voir [106]). On peut donc utiliser tel que la définition 10.1.1 dans le cas
analytique.

Exemple 10.1.6 (Contre-exemple dans la catégorie analytique). Considérons l’inclusion C2zt0u Ă C2.
Comme dit en introduction de cette section, tous les fibrés sur C2 sont triviaux. On va utiliser la suite
exacte exponentielle pour construire un fibré en droites non trivial sur C2zt0u :

H1(C2zt0u,Z) H1(C2zt0u,OC2zt0u) H1(C2zt0u,O˚
C2zt0u

) H2(C2zt0u,Z) (10.1)

L’espace C2zt0u a le type d’homotopie de S3 donc

H1(C2zt0u,Z) = H2(C2zt0u,Z) = 0

On en déduit donc que

Pic(C2zt0u) = H1(C2zt0u,OC2zt0u) » H1(C2zt0u,OC2zt0u)

est de dimension infinie (voir [55, Chapter 5, section 4]).

Ce contre-exemple et le théorème suivant montre que dans le cadre différentiel complexe la borne
optimale sur la codimension pour obtenir une extension de fibrés est de 3 au lieu de 2 dans le cadre
algébrique (corollaire 10.1.4).

Théorème 10.1.7 ([67]). Soient X une variété (différentielle) complexe de dimension n et Z une sous-
variété fermée de X de codimension ě 3. Alors tout fibré en droites de XzZ s’étend uniquement en un
fibré en droites sur X.

On va finir cette section avec le cas équivariant.

Lemme 10.1.8. Soient P P A. Soit G un groupe de Lie vu comme élément de A en agissant par trans-
lation. Un fibré équivariant (i.e. un morphisme de A) P Ñ G est trivial.

Démonstration. Les seuls ouverts équivariants de G sont le vide et G.

10.2 Fibrés en droites d’un champ torique quantique
Soit X un champ sur A. On notera Picequiv(X ) le groupe des fibrés en droites (équivariants, par

définition) de X et Pic(X ) le groupe des fibrés en droites de X vu comme champ sur AnC.
Le but de cette section est de montrer le théorème suivant :

Théorème 10.2.1. Soit X = [S /Cn´d] = X∆,h,I un champ torique quantique. Alors Picequiv(X ) =

Cn´d. Si, de plus, CnzS est de codimension au moins 3 dans Cn ou si S = C2z0 alors Pic(X ) =

Picequiv(X ) = Cn´d.

Rappelons qu’un fibré en droites sur [X/G] est un fibré en droites sur X muni d’une G-linéarisation
(voir théorème 2.6.2.5).
Pour montrer le théorème 10.2.1, on va commencer par regarder le groupe de Picard de S .
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Théorème 10.2.2. Soit (∆,h,I) un éventail quantique. Notons E le complémentaire de S = S (∆)

dans Cn. Alors

‚ Si E est de codimension au moins 3 alors Pic(S ) = 0

‚ Si E est de codimension ď 2 alors deux cas se présentent :

‚ Si S = C2zt0u alors les fibrés en droites Cn´d-linéarisables sont triviaux.

‚ Sinon, les fibrés en droites équivariants Cn´d-linéarisables sont triviaux.

où l’action de Cn´d sur S est

t ¨ (z1, . . . , zn) = (E(k1(t))z1, . . . ,E(kn(t))zn)

(k = (k1, . . . , kn) étant une transformation de Gale de h)

On peut supposer qu’il n’y avait pas de générateurs virtuels car dans le cas contraire E serait de
codimension 1 et on serait dans le dernier cas du théorème. Or on peut montrer que

Lemme 10.2.3. Soit (∆,h,I) un éventail quantique. Les fibrés équivariants au-dessus de X∆h,id,I =

S (∆) ˆ (C˚)I sont induits par ceux au-dessus de X∆h,id,H = S (∆)

Démonstration. Cela vient du fait que les ouverts (C˚)n ˆ (C˚)I-équivariants de S ˆ (C˚)I sont de la
forme Uˆ (C˚)I où U est un ouvert (C˚)n-équivariants de S .

Pour montrer le théorème 10.2.2, on rappelle le lemme suivant :

Lemme 10.2.4 ([91] II lemme 5). La variété S = CnzE est (2codimCn(E) ´ 2)-connexe i.e.

@k ă 2codimCn(E) ´ 2,πk(S ) = 0

Ensuite, on utilise le théorème d’Hurewicz pour le transformer en résultat sur les groupes d’homolo-
gie/cohomologie :

Théorème 10.2.5 (Hurewicz,[68] theorem 4.32). Si un espace topologique X est (n´ 1)-connexe avec
n ě 2 alors

@k ă n,Hn(X,Z) = 0

et
Hn(X,Z) = πn(X)

Comme on considère des champs toriques quantiques sans générateur virtuel alors codim(E) ě 2 et
donc S est au moins 2-connexe, ce qui permet de dire que H1(X,Z) = H2(X,Z) = 0 et donc H1(X,Z) =
H2(X,Z) = 0.
Grâce à la suite exponentielle

¨ ¨ ¨ H1(S ,Z) H1(S ,OS ) H1(S ,O˚
S ) H2(S ,Z) ¨ ¨ ¨ (10.2)

on obtient l’isomorphisme
H1(S ,OS ) » H1(S ,O˚

S ) = Pic(S )

Si E est de codimension 3 alors, grâce à [55, chapter V, paragraph 4], cela conclut car, dans ce cas,

H1(S ,OS ) = H1(Cn,OCn) = 0
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Le cas codim(E) = 2 est un peu plus délicat.
On décompose S en ouverts toriques :

S =
ď

σIP∆max

CI ˆ (C˚)I
c

Comme CI ˆ (C˚)I
c sont des variétés de Stein (car biholomorphe à un fermé de CI ˆ (C2)I

c) alors

H1(CI ˆ (C˚)I
c ,OCIˆ(C˚)Ic ) = H

2(CI ˆ (C˚)I
c ,OCIˆ(C˚)Ic ) = 0,

par la suite exacte (10.2) on a un isomorphisme

Pic(CI ˆ (C˚)I
c

) » H2(CI ˆ (C˚)I
c ,Z) = Z(

|Ic|
2 ) = H2((C˚)I

c ,Z) » Pic((C˚)I
c

)

Le groupe des fibrés en droites est donc trivial si, et seulement si, |Ic| = 1. Les seuls champs toriques
dont toutes les cartes vérifient cette condition sont les espaces projectifs quantiques. Il nous reste donc
juste à traiter le cas du plan projectif quantique.
On va maintenant traiter ce cas :
On déduit de ce qui précède que le groupe de Picard de C2zt0u est le groupe des classes d’équivalences
d’applications holomorphes C˚ ˆ C˚ Ñ C˚ (i.e. les changements de cartes possibles). Regardons main-
tenant quels sont les fibrés C-linéarisables (cf. la construction 2.6.2.6) i.e. quelles sont les applications
holomorphes f : C˚ ˆ C˚ Ñ C˚ telles qu’ils existent des caractères χi : C Ñ C˚, t ÞÑ E(αit) tels que

@t P C, @(x,y) P C˚ ˆ C˚,χ1(t)f(t ¨ (x,y)) = χ2(t)f(x,y) (10.3)

Au voisinage de (0,0), (un représentant de la classe de cohomologie de) la fonction f peut s’écrire sous la
forme (voir [55, Chapter 5, section 4])

f(x,y) =
ÿ

i,jPZă0

aijx
iyj

Alors, l’équation (10.3) devient (en posant α := α1 ´ α2)
ÿ

i,jPZă0

E((a0i+ a1j)t)aijx
iyj = E(αt)

ÿ

i,jPZă0

aijx
iyj

Par conséquent (en supposant que ´α P Na0 + Nai Ă Rą0),

f(x,y) =
ÿ

a0i+a1j=α,i,jPZă0

aijx
iyj

Comme on somme sur un ensemble d’indice fini alors f est une fonction polynomiale. De plus, comme f
est à valeurs dans C˚ alors il n’y a qu’un seul coefficient aij non nul (sinon f aurait un zéro) :

f(x,y) = aijxiyj

où a0i+a1j = α. L’application f est le produit de (x,y) ÞÑ aijx
i P Γ(O˚

C˚ˆC) et de (x,y) ÞÑ yj P Γ(O˚
CˆC˚)

i.e. f est nulle dans H1(X,O˚
X). On en déduit que le seul fibré C-linéarisable de C2zt0u est le fibré trivial.

Étudions maintenant le cas restant. Comme le groupe de Picard des cartes affines ne sont pas triviaux,
on va devoir demander que les fibrés soient équivariants pour que les fibrés équivariants Cn´d-linéarisables
de S puissent être triviaux. En effet, si on demande cela, le seul fibré en droites au-dessus de (C˚)l est
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le fibré trivial (voir lemme 10.1.8). Par conséquent, le seul fibré équivariant au-dessus de CI ˆ (C˚)I
c est

trivial.
Pour conclure, on montre, de la même façon que pour le cas du plan projectif, que les seules applications

de transition Cn´d-équivariantes sont monomiales et nulles en cohomologie. Ce qui permet de prouver le
théorème 10.2.2.

On en déduit ensuite le théorème 10.2.1 car un fibré en droites sur [S /Cn´d] est un fibré en droites
sur S avec une Cn´d-linéarisation, ce qui dans notre cas se résume à avoir un caractère Cn´d Ñ C˚ i.e.
un élément de Cn´d (voir le lemme 10.2.6).

Lemme 10.2.6.
HomGr(VarDiffC)(C

d, GLn(C)) » Mn(C)d

Démonstration. Il suffit de le montrer pour d = 1. Les éléments du groupe Hom(C, GLn(C)) sont les
applications holomorphes C Ñ GLn(C) qui vérifient

f(x+ y) = f(x)f(y)

f(0) = In

En dérivant par rapport à x et en évaluant en 0, on obtient

f 1(y) = f 1(0)f(y)

et dont l’unique solution valant l’identité en 0 (car c’est un morphisme de groupes) est

f(y) = ef
1(0)y

L’isomorphisme voulu est donc f ÞÑ f 1(0) P TIn GLn(C) = Mn(C)

10.3 Fibrés au-dessus d’un espace projectif quantique
Dans cette section, on va se restreindre au cas des espaces projectifs et décrire quelques fibrés sur

ceux-ci.

Notation 10.3.0.1 (voir l’exemple 3.6.9). Soit Pnq = Pnq(a) un espace projectif quantique i.e. le quotient
de Cn+1zt0u par l’action de C donnée par :

t ¨ (z1, . . . , zn+1) = (E(a1t)z1, . . . ,E(t)zn+1)

où les ai, 1 ď i ď n sont des réels strictement positifs.

Remarquons que, grâce au théorème 10.2.2, on a l’égalité :

Pic(Pnq) = Picequiv(Pnq)

10.3.1 Fibrés en droites
Proposition 10.3.1.1. On a un isomorphisme

Pic(Pnq) » C.

donné par α P C ÞÑ (t P C ÞÑ E(αt) P C˚) P Car(C) » Pic(Pnq)
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Démonstration. Cela découle du théorème 10.2.1.

Proposition 10.3.1.2. Soit (α : Pnq Ñ BC˚) P Pic(Pnq) = C un fibré en droites. Notons p : X :=

[C/C˚] ˆBC˚ Pnq Ñ Pnq le morphisme correspondant. Alors le champ X et le morphisme p sont toriques
si, et seulement si, α P R. Dans ce cas, on note OPn

q
(α) le champ X que l’on peut décrire de la façon

suivante :

OPn
q
(α) =

$

’

&

’

%

Pnq ˆ C si α = 0
l’(´a/α, ´1/α)-éclatement de l’origine de Cn+1 si α ă 0
Pn+1
q (a/α, 1/α)z(point fermé) si α ą 0

(10.4)

‚

‚

‚

‚

Figure 10.1 – Fibrés en droites OP1
q
(α) pour α ă 0 et α ą 0

Démonstration. C’est un morphisme torique si, et seulement si, il est donné par un morphisme linéaire
Rn+1 Ñ Rd ce qui oblige α à être réel (car un isomorphisme complexe de Cd Ą Rd ne peut pas envoyer
d réels et un complexe sur d+ 1 réels). Alors

OPn
q
(α) = [(Cn+1zt0u) ˆ C/C]

où l’action de C sur (Cn+1zt0u) ˆ C est donnée par :

t ¨ z = (E(a1t)z1, . . . ,E(ant)zn,E(t)zn+1,E(αt)zn+2)

i.e est donnée par l’application

t P R ÞÑ k(t) = (a1t, . . . ,ant, t,αt) P Rn+2

Si α = 0 alors C n’agit pas sur la dernière composante. On en déduit que :

OPn
q
(α) = [(Cn+1zt0u)/C] ˆ C = Pnq ˆ C

Supposons maintenant α ‰ 0. Pour trouver l’éventail de OPn
q
(α), il faut trouver une application

h : Rn+2 Ñ Rn+1 telle que la suite suivante soit exacte :

0 R Rn+2 Rn+1 0k h

Le morphisme

(x1, . . . , xn+1,y) ÞÑ

(
x1 ´

a1

α
y, . . . , xn ´

an

α
y, xn+1 ´

1
α
y

)
=
n+1
ÿ

i=1
xiei +

1
α
(´a1, . . . , ´an, ´1)
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convient.
Deux cas surviennent :

‚ Si α ą 0 alors 1
α
(´a1, . . . , ´an, ´1) P Rn+1

ă0 , on obtient donc l’éventail d’un projectif moins le cône
maximal Cone(e1, . . . , en+1) ce qui enlève le sous-champ fermé [0Cn ˆC˚/C] de cet espace projectif.

‚ Si α ă 0 alors 1
α
(´a1, . . . , ´an, ´1) P Rn+1

ą0 , on obtient donc l’éventail d’un éclatement 1 de Cn+1.

Exemple 10.3.1.3. Dans le cadre classique i.e. en prenant « Pnq = Pn », on a les résultats suivants :
‚ le fibré OPn(´1) est le fibré tautologique de Pn i.e.

OPn(´1) = t(L, v) P Pn ˆ Cn | v P Lu

Autrement dit, c’est l’éclatement de l’origine de Cn+1 ;
‚ le fibré OPn(1) est le dual du fibré précédent et est défini par

OPn(1) = (Cn+1zt0u) ˆ C/C˚ = Cn+2zt0u/C˚z(0Cn+1 ˆ C˚/C˚ = Pn+1z(0 : . . . : 0 : 1).

Cette famille d’éventails/champs est indexée par R. Cependant lorsque α tend vers 0, on a une
discontinuité car le vecteur « libre » tend vers l’infini. Pour mieux comprendre ce qui se passe, il faut
changer la carte de l’espace de modules dans laquelle on regarde cette famille :

Corollaire 10.3.1.4. Dans la carte Uk, (k ă n+ 2), de RPn+1, la calibration de la proposition 10.3.1.2
s’écrit :

rh(ei) =

$

’

&

’

%

ei si i ă k
1
ak

(
´a1, . . . ,z´ak, . . . , ´an, ´1, ´α

)
si i = k

ei´1 si i ą k

où an+1 = 1.
La projection OPn

q
(α) Ñ Pnq est donnée par la morphisme d’éventails (πn,P(n+1 n ...k)πn+2)

Démonstration. ker(h) = ker
(
rh
)
= R(a1, . . . ,an+1,α)

On obtient ainsi une famille de champs toriques dont les types combinatoires changent avec α. C’est
pour cela que dans la première calibration choisie il y avait une discontinuité qui venait du fait que l’on
avait fixé un cône qu’il allait disparaître lorsque α allait changer de signe.

10.3.2 Fibrés projectifs
Dans la suite, on va voir comment définir sur les champs analytiques quelques constructions classiques

sur les fibrés vectoriels et tout d’abord le produit direct de deux fibrés :

Définition 10.3.2.1. Soient X un champ analytique et V1 : X Ñ V ectn,V2 : X Ñ V ectp (où V ectp »

B GLp(C) est le champ des fibrés vectoriels de rang p) deux fibrés vectoriels sur X .
Alors V1 ‘ V2 : X Ñ V ectn+p est défini, pour tout S P AnC et X P X (S), par :

V1 ‘ V2(S)(X) := V1(S)(X) ‘ V2(S)(X) P V ectn+p(S)

(car la somme directe d’un fibré de rang n et d’un fibré de rang p est de rang n+ p) et

V1 ‘ V2(X
f

Ñ Y) := V1(X) ‘ V2(X)
V1(f)‘V2(f)−Ñ V1(Y) ‘ V2(Y)

1. Le morphisme vers Cn+1 de l’éclatement n’est pas un morphisme torique (voir chapitre 8 pour des détails)
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Remarque 10.3.2.2. ‚ On peut faire cette construction pour un nombre (même infini) arbitraire de
fibrés.

‚ Si X est un espace analytique alors cette définition correspond bien, par le lemme de Yoneda,
à la somme directe des deux fibrés (car la somme directe commute aux tirés-en-arrière et que le
tiré-en-arrière d’un fibré vectoriel est un fibré vectoriel, voir [115, Tag 01AJ et 01C8] ).

Maintenant, nous allons voir comment projectiviser un fibré vectoriel i.e transformer un fibré vectoriel
de rang n en un Pn´1-fibré ou autrement dit un GLn(C)-fibré principal en un PGLn(C)-fibré principal.
Pour cela, il suffit de remarquer qu’il existe un morphisme p : B GLn(C) ÑB PGLn(C) défini par

(T Ñ S) PB GLn(C) ÞÑ (T/C˚ Ñ S) PB PGLn(C)

où C˚ agit sur T grâce au morphisme t P C˚ ÞÑ tIn P GLn(C) et les images des morphismes sont obtenues
par passage au quotient. Ainsi,
Définition 10.3.2.3. Soit X un champ analytique et V : X ÑB GLn(C) un fibré vectoriel de rang n
sur X . Alors, la projectivisation de V est la composition p ˝V : X ÑB PGLn(C). On notera P(V ) le
produit fibré X ˆB PGLn(C) [Pn´1/PGLn(C)]. On obtient ainsi un Pn´1-fibré au-dessus de X (de groupe
structurel PGLn(C)) i.e. pour tout f : S Ñ X , on a :

P(f˚V ) P(V ) [Pn´1/PGLn(C)]

S X B PGLn(C)f

{{

Remarque 10.3.2.4. ‚ Cela correspond bien à la construction habituelle car le foncteur P(´) commute
aux tirés-en-arrière (cf. [115, Tag 01O3] )

‚ Le morphisme V zZ Ñ P(V ) (où Z est la section nulle) est un C˚-fibré principal (car Cn´1zt0u Ñ

Pn´1 l’est) :
V zZ [Cnzt0u/GLn(C)]

P(V ) [Pn´1(C)/GLn(C)] [Pn´1(C)/PGLn(C)]

X B GLn(C) B PGLn(C)V

»

{

{

{

L’isomorphisme [Cnzt0u/GLn(C)] Ñ [Pn´1/PGLn(C)] vient du fait que Cnzt0u/C˚ = Pn´1 et
GLn(C)/C˚ = PGLn(C) et en utilisant l’isomorphisme de la proposition 2.4.1.14.

Considérons maintenant le fibré vectoriel de rang 2 OPn
q

‘ OPn
q
(b) Ñ Pnq et son projectivisé P(OPn

q
‘

OPn
q
(b)). Par construction, on a :

OPn
q

‘ OPn
q
(b) = [Cn+1zt0u ˆ C2/C]

où C agit sur Cn+1zt0u ˆ C2 par :

t ¨ (z, v1, v2) =

(
t ¨ z, exp

((
0 0
0 b

)
t

)(
v1
v2

))
= (t ¨ z, v1,E(bt)v2)

(l’action sur Cn+1zt0u est celle de Pnq). Son projectivisé est donc

P(OPn
q

‘ OPn
q
(b)) = [Cn+1zt0u ˆ C2zt0u/C ˆ C˚]
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10.3. Fibrés au-dessus d’un espace projectif quantique

où l’action est :
(t, s) ¨ (z, v1, v2) = (t ¨ z, sv1, sE(bt)v2)

La présence du C˚ empêche que ce champ quotient soit un champ torique quantique. C’est pour cela
que l’on va considérer la Z-gerbe, que l’on notera Pq(OPn

q
‘ OPn

q
(b)), au-dessus de P(OPn

q
‘ OPn

q
(b))

définie par
Pq(OPn

q
‘ OPn

q
(b)) := [Cn+1zt0u ˆ C2zt0u/C ˆ C]

où l’action est :
(t, s) ¨ (z, v1, v2) = (t ¨ z,E(s)v1,E(s+ bt)v2) (10.5)

Remarque 10.3.2.5. Dans le cas classique, P(OP1 ‘ OP1(b)) est une surface d’Hirzebruch.

Théorème 10.3.2.6. Le champ Pq(OPn
q

‘OPn
q
(b)) est le champ torique quantique donné par la calibration

h : Rn+3 Ñ Rn+1 définie par :

h(ei) = ei, 1 ď i ď n+ 1

h(en+2) = v :=
1
b
(a1, . . . ,an, 1)

h(en+3) = ´v =
´1
b

(a1, . . . ,an, 1)

et d’éventail (simplicial) :

∆max = tI Ă [[1, . . . ,n+ 3]] | |I| = n+ 1, [[1, . . . ,n+ 1]] Ę I, [[n+ 2,n+ 3]] Ę Iu

si b ‰ 0 et
Pq(OPn

q
‘ OPn

q
) = Pnq ˆ ĂP1

sinon (où ĂP1 est la Z-gerbe au-dessus de P1 donnée par l’éventail trivialement calibré de P1 (cf. l’exemple 3.6.9)
).

Démonstration. On a la suite exacte :

0 R2 Rn+3 Rn+1 0k h

où k est le morphisme R2 Ñ Rn+3 définissant l’action (10.5) i.e.

k(x,y) = x(a1, . . . ,an, 0,b) + y(0, . . . , 0, 1, 1)

et h : Rn+3 Ñ Rn+1 est défini par :

h(x1, . . . , xn+1, xn+2, xn+3) =
n+1
ÿ

i=1
xiei + xn+2v´ xn+3v

La combinatoire de l’éventail est donnée par la variété Cn+1zt0u ˆ C2zt0u i.e. son type combinatoire est
le produit de comb(∆Pn) ˆ comb(∆P2).
Si b = 0 alors les actions des deux C sont indépendantes et donc :

Pq(OPn
q

‘ OPn
q
) = [Cn+1zt0u ˆ C2zt0u/C ˆ C] = [Cn+1zt0u/C ˆ C2zt0u/C] = Pnq ˆ ĂP1

Remarque 10.3.2.7. On voit dans cette preuve que l’on obtient la même chose en prenant OPn
q
(a)‘OPn

q
(b)
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ou OPn
q

‘ OPn
q
(b´ a).

Exemple 10.3.2.8. Prenons n = 1 alors en appliquant l’isomorphisme d’éventails calibrés (L = (e1 v)
´1,P(2 3)),

obtient l’éventail suivant :

e1

´e1

e0

(
´
a1
a2

, b
a2

)
= Lv

Figure 10.2 – Éventail de Pq(OP1
q

‘ OP1
q
(a))

i.e. une surface d’Hirzebruch quantique.
De façon plus générale, on peut écrire l’éventail de OPn

q
‘ OPn

q
(b) de la façon suivante :

Soit k P t0, . . . ,nu et posons

Lk =
(
e1 . . .xekv . . . en+1

)´1
=



1 ´a1/ak
. . .

...
1 ´ak´1/ak

b/ak
´ak+1/ak 1

...
. . .

´an+1/ak 1


et H = P(k n+2). On est donc dans la carte U

t1,...,k´1,pk,n+2,k+1,...,n+1u
.

Alors, par cet isomorphisme, le champ torique Pq(OPn
q

‘ OPn
q
(b)) est décrit par la calibration

h(x) =
n
ÿ

i=0
xkek + xn+1

(
´1
ak

(a0, . . . ,ak´1, ´b,ak+1, . . . ,an)
)

´ xn+2ek

On obtient donc une famille continue de calibration b ÞÑ hb donnée par le paramètre du « twist » du
fibré en plans que l’on considère qui définit des champs toriques dont le type combinatoire change.

Pour un fibré projectif quelconque sur Pnq , on a les résultats suivants :
Théorème 10.3.2.9. Soient d ě 2 et b1, . . . ,bd P R.

‚ S’il existe i et j tels que bi ‰ bj alors le champ Pq
(
Àd
k=1 OPn

q
(bk)

)
est le champ torique quantique

donné par la calibration suivante :

h(x1, . . . , xn+1,y1, . . . ,yd) =
n+1
ÿ

k=1
xkek +

ÿ

k‰i,j
ykfk +

yj ´ yi

bi ´ bj
(a1, . . . ,an+1,b1, . . . , pbi, pbj, . . . ,bd)

(où (e1, . . . , en+1, f1, . . . , pfi, . . . , pfj, . . . , fd) est la base canonique de Rn+d´1 (pour que cela soit une
calibration standard, on va prendre i = d´ 1, j = d quitte à changer l’ordre)
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‚ Sinon, Pq
(
Àd
k=1 OPn

q
(bk)

)
est le produit Pnq ˆ ĂPd (où ĂPd est l’espace projectif trivialement calibré

voir l’exemple 3.6.9).

Démonstration. Le champ Pq
(
Àd
k=1 OPn

q
(bk)

)
est le champ quotient

[Cn+1zt0u ˆ Cdzt0u/C2]

où l’action de C2 sur Cn+1zt0u ˆ Cdzt0u est :

(t, s) ¨ (z,w) = (t ¨ z,E(b1t+ s)w1, . . . ,E(bdt+ s)wd)

Pour trouver la calibration h, il suffit de trouver une base de ker(kJ) = coker(k) où k est le morphisme
linéaire associée à l’action précédente.

Théorème 10.3.2.10. Le champ torique Pq
(
Àd
k=1 OPn

q
(bk)

)
est aussi donné par la calibration :

h(x,y) =
n+1
ÿ

i=1
xiei +

d´1
ÿ

j=1
yjej +

yd+1 ´ yd

a1
(bj ´ bi,a2, . . . ,an+1,b1, . . . pbi, pbj, . . . ,bd)

(en composant le type combinatoire par (1 n + 1 + d) i.e. en étant dans la carte Utn+1+d,2,...,n+du de
Gr(2,n+ d+ 1)).

Démonstration. On compose par la matrice

(
h(yd) e2 . . . en+d´1

)´1
=



bj´bi

a0

a2/a1 1
...

. . .

an+1/a1
. . .

b1/a1
. . .

... pbi pbj
. . .

bd/a1 1



On a donc une famille à d´ 1 paramètres au-dessus de Pnq .

10.4 Diviseurs
Dans cette section, on va voir que la correspondance entre les diviseurs équivariants des champs

toriques fonctionne moins bien que dans le cas classique des variétés toriques.

10.4.1 Rappel du cas rationnel
Dans cette sous-section, nous allons continuer la description des diviseurs d’une variété torique com-

mencée dans la sous-section 1.1.5 :

Notation 10.4.1.1. Notons CDivT (X∆) le sous-groupe des diviseurs T -équivariants de Cartier i.e. les
diviseurs de Weil T -équivariants qui sont localement principaux (i.e. localement décrit comme le diviseur
d’un caractère)
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L’injection des caractères dans les diviseurs de Cartier équivariants permet de donner une description
du groupe de Picard de la variété considérée :

Proposition 10.4.1.2 ([34],Theorem 4.1.3). Soit X∆ une variété torique compacte de tore T . Alors on
a la suite exacte de groupes abéliens suivante :

0 Car(T) CDivT (X∆) Pic(X∆) 0div π (10.6)

où la première flèche associe au caractère χm le diviseur principal associé et la deuxième flèche est le
passage au quotient.

Rappelons que l’on peut décrire explicitement la première flèche :

Lemme 10.4.1.3 ([34],Proposition 4.1.2). Soit X∆ une variété torique de tore T . Alors

@χm P Car(T) » Zd, div(χm) =
ÿ

ρP∆(1)
xm,uρyDρ (10.7)

où x´, ´y est le produit scalaire usuel sur Rd.

Dans le cas simplicial, le groupe des diviseurs de Cartier est d’indice fini dans celui des diviseurs de
Weil :

Lemme 10.4.1.4 ([34],Proposition 4.2.7). Soit X∆ une variété torique orbifolde (i.e. ∆ est simplicial)
de tore T . La tensorisation par Q de l’inclusion CDivT (X∆) ãÑ DivT (X∆) est un isomorphisme et leur
quotient par Car(T) b Q est Pic(X) b Q = Qn´d.

10.4.2 Cas quantique
Si Γ Ă Rd n’est pas discret alors le groupe des caractères du tore quantique Th,H, qui est isomorphe

à Γ˚ (voir la section 3.2 pour la définition de cette dualité et la la section 3.3 pour la démonstration), est
de rang strictement inférieur à d (rappelons que si l’ensemble des générateurs virtuels est non-vide alors
il n’y a pas de caractères). Plus précisément, si Γ = Rn´p ˆ Zp alors Car(Th,H) = Zp. Cependant, on a
toujours le résultat suivant :

Proposition 10.4.2.1. Le groupe des diviseurs de Weil Th,H-équivariants DivTh,H
(X∆,h,I) d’un champ

torique quantique X∆,h,I = [S /Cn´d] est engendré par les diviseurs

Di := [S X tzi = 0u/Cn´d]

pour 1 ď i ď n.

Démonstration. Les diviseurs de Weil Th,H-équivariants de X∆,h,I) sont les sous-variétés fermées de
X∆,h,I) qui sont équivariants pour l’action de Th,H. Autrement dit, c’est la donnée de diviseurs de Weil
de S qui sont équivariants pour l’action de (C˚)n (comme variété torique) et celle de Cn´d (par la TGI
quantique) par la proposition 2.5.1.3 et l’isomorphisme de la proposition 7.1.3. Comme E(k(Cn´d)) Ă

(C˚)n alors c’est la même chose que les sous-variétés fermées de S qui sont (C˚)n-équivariantes qui sont
celles décrites dans la proposition.

On a aussi montré que Picequiv(X∆,h,I) = Cn´d et que seuls les éléments de Rn´d correspondent à
un fibré en droites donné par un champ torique quantique (on le notera PicRequiv(X∆,h,I)). Ainsi même
en se restreignant à ces fibrés et en tensorisant tout par R, on ne peut pas obtenir une suite exacte de
la forme (10.6). On peut toutefois définir des applications pour obtenir un analogue de cette suite exacte
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au niveau combinatoire :
La première application est donné formellement par la formule (10.7) i.e. c’est l’application Rd Ñ

DivTh,H
(X∆,h,I) b R définie par :

@m P Rd, div(m) =
n
ÿ

i=1
xm,uiyDi

(une autre façon de le voir est que c’est l’application hJ : Rd Ñ Rn. Ensuite la deuxième application va
être définie par l’application DivTh,H

(X∆,h,I) b R Ñ PicRequiv(X∆,h,I) :

π

(
n
ÿ

i=1
aiDi

)
= kJ(a1, . . . ,an)

où l’élément à droite est le caractère Cn´d Ñ C˚ donnant le fibré. Autrement dit, c’est la tensorisation par
R de la transposée de la transformée de Gale de h.
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Chapitre 11

ÉVENTAIL SECONDAIRE

Un éventail quantique est la donnée d’un épimorphisme linéaire h : Rn Ñ Rd et d’une don-
née combinatoire constituée d’une famille de cônes ∆ (engendrés par des familles (h(ei))iPI où

I Ă t1, . . . ,nu), appelée éventail, et une famille I de 1-cônes « virtuels » (engendrés par un h(ei)) qui
n’apparaissent pas dans l’éventail. Une question naturelle découlant de cette définition est : si on fixe
le morphisme h, quels sont les couples (∆,I) permettant d’obtenir un éventail quantique (∆,h,I) ? Ou
la question équivalente suivante : pour quels types combinatoires D, le morphisme h est D-admissible ?
Cette question apparaît déjà en géométrique torique classique (cf. [51]) mais nécessite l’ajout de la donnée
d’un générateur à chaque 1-cône qui n’apparait pas dans la donnée combinatoire d’un éventail classique.

Pour répondre à cette question, nous allons paramétrer les différents types combinatoires que l’on peut
obtenir à partir de h grâce à un vecteur b P Rn . Celui-ci permettra d’encoder un type combinatoire d’un
éventail quantique (∆b,h,Ib) par une adaptation de la construction d’un éventail normal au polyèdre
(qui doit être de dimension d)

Pb = tx P Rd | @i, xh(ei), xy ě ´biu

On fera cette construction dans la deuxième section. Dans la troisième section, on verra comment dé-
terminer les propriétés combinatoires de ∆b à partir de b et notamment pour quel b, l’éventail ∆b est
simplicial. On construira pour cela l’éventail secondaire de h (défini dans le cas rationnel dans [51])
qui encode les changements de combinatoire de (∆b,h,Ib). Dans la quatrième section, nous allons voir
quelques exemples de ces constructions. Dans la cinquième section, nous verrons les liens entre la construc-
tion précédente et le cas classique. Un des intérêts de l’éventail secondaire est de fournir des exemples de
morphismes birationnels grâce aux changements de combinatoire induits par les passages de murs entre
deux cônes maximaux de l’éventail secondaire. On étudiera dans la sixième section les propriétés des
morphismes birationnels ainsi obtenus puis dans la septième, les liens entre les flips et les cobordismes, ce
qui nous donnera des exemples de passages de murs. Enfin, dans la huitième section, nous allons montrer
un premier résultat de connexité sur les éventails quantiques que l’on peut relier à un éventail d’un espace
projectif quantique par l’éventail secondaire.

11.1 Exemple introductif : les surfaces d’Hirzebruch

Soit h : R4 Ñ R2 l’application linéaire définie par :

h(e1) = e1,h(e2) = e2,h(e3) = v3 = (α,β) P R2
ă0,h(e4) = v4 = (γ, δ) P R2

ă0.
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On va donc considérer les polytopes

Pb = t(x,y) P R2 | x ě ´b1,y ě ´b2,αx+ βy ě ´b3,γx+ δy ě ´b4u

Comme xh(ei), xy =
@

ei,hJ(x)
D

, on peut remarquer deux choses :

‚ Si on remplace b par b + y où y P im(hJ) = Vect




1
0
α

γ

 ,


0
1
β

δ


, on obtient un translaté de Pb.

Notons k une transformée de Gale de h :

k =


´α ´γ

´β ´δ

1 0
0 1

 .

Alors le polytope Pb change par translation si on change b par un élément de b+ ker(kJ).
‚ Toujours grâce à l’égalité xh(ei), xy =

@

ei,hJx
D

, on voit que

Pb = t(x,y) P R2 | hJ(x,y) + b P R4
ě0u

En appliquant le morphisme kJ à hJ(x,y) + b, on en déduit que Pb est non-vide si, et seulement
si, kJb P Cone(kJ(e1),kJ(e2),kJ(e3),kJ(e4)) (car hJkJ = 0). Comme la combinatoire de Pb ne
dépend que de l’image de b par kJ (grâce à la remarque précédente), ce cône nous donne toute
l’information qui nous fallait pour trouver les types combinatoires que l’on cherchait.

Comme kJ =

(
´α ´β 1 0
´γ ´δ 0 1

)
alors

Cone(kJ(e1),kJ(e2),kJ(e3),kJ(e4)) = R2
ě0

La figure (11.2) nous donne les différentes possibililités combinatoires pour Pb.
On a trois types combinatoires différents qui sont décrits par trois cônes de Rě0 :

‚ σ1 = Int(Cone((0, 1), (´β, ´δ)) ;
‚ σ2 = Int(Cone((´α, ´γ), (´β, ´δ)) ;
‚ σ3 = Int(Cone((´α, ´γ), (1, 0)) ;

Figure 11.1 – L’éventail secondaire de h

σ1

e2

σ3
e1

(´α, ´γ)
σ2

(´β, ´δ)

On dit que ces trois cônes (et l’intersection de leur adhérence) forment l’éventail secondaire du morphisme
h.
Pour chacun de ses cônes, on peut donc décrire les champs toriques quantiques correspondants :

‚ Si χ P σ1 (et même sur le bord) alors le champ torique quantique associé est un espace projectif
quantique donné par v4 et avec un générateur virtuel v3 ;
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‚ Si χ P σ2 alors le champ torique quantique associé est une surface de Hirzebruch quantique donnée
par v3 et v4 ;

‚ Si χ P σ3 (et même sur le bord) alors le champ torique quantique associé est un espace projectif
quantique donné par v3 et avec un générateur virtuel v4.

Figure 11.2 – Le polytope Pb pour χ = kJ(b) appartenant à σ1, σ2 et σ3

vK
4

vK
3

x = ´b1 ě 0

y = ´b2 ď 0

vK
4

vK
3

x = ´b1 ď 0

y = ´b2 ď 0

vK
4

vK
3

x = ´b1 ď 0

y = ´b2 ě 0

11.2 Construction d’éventails quantiques à paramètre
Soit h : Rn Ñ Rd un épimorphisme linéaire tel que h(ei) ‰ 0 pour tout i. Soit b P Rn tel que le

polytope
Pb = tx P Rd | @i P t1, . . . ,nu, xx,h(ei)y ě ´biu

soit de dimension d. Le but de cette section est de construire à partir de la donnée (h,b) un éventail
quantique (∆b,h,Ib). Pour cela, on va adapter la construction de l’éventail normal :
On va commencer par associer à chaque face du polytope Pb un cône :
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Définition 11.2.1 ([34]). Soit P Ă Rn un polytope de dimension d donné par :

P =
č

FĺP,dim(F)=d´1
tx P Rd | xx,uFy ě ´aFu

où uF est un vecteur normal à la face F.
Alors le cône associé à la face Q de P est

σQ := Cone(uF,Q ĺ F, dim(F) = d´ 1)

Remarque 11.2.2. Tout est bien défini car pour chaque face F, le couple (uF,aF) est défini à multiplication
par un scalaire strictement positif près.

On a alors le résultat de dualité suivant :

Proposition 11.2.3 ([34] Proposition 2.3.8 pour le cas rationnel). Soit P Ă Rd un polytope de dimension
d. Alors, pour toute face Q de P,

dim(Q) + dim(σQ) = d

De plus, Q ÞÑ σQ renverse les inclusions.

De ce fait, les 1-cônes correspondent aux faces de dimension d ´ 1 du polytope ou autrement dit
l’intersection du polytope avec un hyperplan. Cependant l’intersection d’un polytope avec un hyperplan
n’est pas toujours de dimension maximale (penser à l’intersection du carré [0, 1]2 et de l’hyperplan x+y = 2
qui est un point).

Lemme 11.2.4. La famille ∆b := tσQuQĺPb
est un éventail complet de Rd dont les 1-cônes forment un

sous-ensemble de th(ei), i = 1, . . . ,nu.

Notation 11.2.5. On notera Fi,b les intersections de P avec l’hyperplan tx P Rd | xx,h(ei)y = biu

Définition 11.2.6. Les faces Fi,b de Pb de dimension strictement inférieure à d ´ 1 seront appelés
hyperfaces virtuelles du polytope Pb.

Remarque 11.2.7. Dans le cas rationnel, on demande que les hyperfaces virtuelles soient vides et non de
dimension ă d´ 1. On ne fait pas ici car on ne regarde que les éventails de dimension maximale.

Posons Ib l’ensemble des i P t1, . . . ,nu pour lesquels Fi,b est une hyperface virtuelle de Pχ, ce qui
conclut la construction de l’éventail quantique calibré (∆b,h,Ib).

Dans la suite, on considérera aussi le polytope de Rn que l’on notera PkJb et qui est défini par

PkJb := tx P Rn | @i, xi ě 0, x´ b P ker(kJ)u = tx P Rn | @i, xi ě 0,kJx = kJbu

Lemme 11.2.8. Soit χ = kJb P Rn´d. Le polytope Pχ est l’image de Pb par l’application affine (injective)
x P Rd ÞÑ hJ(x) + b P Rn. Cette application envoie les hyperfaces Fi,b sur les intersections Fi,χ :=

Pχ X txi = 0u.

Démonstration. Soit b P Rn et χ = kJb.
Notons Fh l’application x P Rd ÞÑ hJ(x) + b P Rn. Cette application est injective car hJ l’est (car h est
surjective).
Soit x P Pb. Alors, par définition de Pb,

@i P t1, . . . ,nu, xx,h(ei)y ě ´biu

Ainsi, pour tout i,
@

hJ(x) + b, ei
D

=
@

hJ(x), ei
D

+ bi = xx,h(ei)y + bi ě 0
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De plus, comme kJhJ = 0 alors Fh(x) P Pχ.
Réciproquement, si y = (y1, . . . ,yn) P Pχ alors y ´ b P ker(kJ) = im(hJ) alors il existe x P Rd tel que
y = Fh(x). Comme, de plus, yi ě 0 alors

0 ď yi =
@

hJ(x) + b, ei
D

= xx,h(ei)y + bi

Remarque 11.2.9. Ce dernier polytope est plus utilisé dans le cadre classique de la théorie géométrique
des invariants car le paramètre χ correspond à un caractère du groupe de Picard de la variété torique
associée (en le tensorisant par R) et de ce fait, le polytope Pχ est défini de façon plus intrinsèque que Pb
où χ = kJb.

Pour conclure, on montre le résultat suivant :

Proposition 11.2.10. Tous les éventails complets (∆,h,I) qui ont une fonction support de ∆ (i.e.
linéaire sur chaque cône) strictement convexe sont réalisés de cette manière.

Démonstration. Pour montrer cet énoncé, on va utiliser la preuve de [34, Proposition 14.4.1] où on aura
remplacé la condition de semi-projectivité par la condition équivalente d’existence d’une fonction support
strictement convexe (voir [34, Théorème 7.2.4]) puisque c’est cette condition qui est utlisée dans la preuve.
Comme la preuve est entièrement combinatoire, elle se transpose au cas quantique. Il nous reste juste à
vérifier les hypothèses de cette proposition :
Par hypothèse de notre énoncé, les deux premiers points sont vérifiés et grâce au fait que l’on a retiré
tous les Fi,b qui ne sont pas dimension maximale, le troisième point l’est aussi (dans le cas rationnel, on
est obligé de rajouter cette condition puisque on peut avoir des faces de dimension intermédiaire qui ne
seront virtuelles, voir la remarque 11.2.7).

11.3 Éventails secondaires
Soit h : Rn Ñ Rd un épimorphisme linéaire tel que, pour tout i, h(ei) ‰ 0. Soit k une transformation

de Gale de h. Notons Cone(kJ) le cône

Cone(kJ(e1), . . . , kJ(en)) Ă Rn´d

Dans cette section, nous allons définir l’éventail secondaire de h de la même façon que la section 11.1.

Lemme 11.3.1 ([34] Proposition 14.3.5). Soit χ = Cone(kJ) . Les assertions suivantes sont équivalentes :

‚ Pχ ‰ H

‚ χ P Cone(kJ)

Proposition 11.3.2. Soit χ P Cone(kJ). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

‚ dim(Pχ) = d ;
‚ χ est dans l’intérieur de Cone(kJ) ;

Démonstration. Supposons que χ est dans l’intérieur relatif de Cone(kJ(ei), i = 1..n). Alors, par la
preuve de c) ñ d) de [34, proposition 14.3.6], cela implique que les Fi,b := tx P Pb | xx,h(ei)y = biu sont
des faces propres de Pb pour tout i. On en déduit donc que Pb est de dimension maximale.
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Réciproquement, supposons que Pb est de dimension maximale et que χ est sur une face propre F de
Cone(kJ(ei), i = 1..n). Comme χ est dans Cone(kJ(ei), i = 1..n) alors

χ =
n
ÿ

i=1
αik

J(ei)

où (α1, . . . ,αn) P Pχ.
On en déduit que pour tout i, αikJ(ei) P F . Ce qui permet de dire que pour tout j R ti | kJ(ei) P Fu

(qui existe car F est une face propre), αj est nul. Par conséquent, pour de tels j, on a Fj,χ = Pχ et donc :

Fj,b = Pb

ce qui est absurde car cela impliquerait que la dimension de Pb serait au plus celle d’un hyperplan (car
h(ej) ‰ 0).

Le théorème suivant donne une description des χ pour lesquels la variété obtenue est simpliciale.
Théorème 11.3.3 ([34] théorème 14.3.14). Soit χ =

ř

aiβi P Int(Cone(β)). Alors les assertion suivantes
sont équivalentes

1. Pour tout ensemble I Ă t1, . . . ,nu tel que dim Cone(β) ă n ´ d, χ R Cone(kJ(ei), i P I) (« χ est
générique ») ;

2. Pb est simple de dimension d et les sous-ensembles

Fi,a = tm P Pa | xx,my = ´aiu

sont soit des faces de Pb soit vides ;
Les éléments du cône Cone(kJ) encodent plusieurs types combinatoires pour h. On peut le décomposer

en cônes où la combinatoire est constante :
Définition 11.3.4. Soit (∆,h,I) un éventail quantique vérifiant la condition de la la proposition 11.2.10.
Le cône GKZ associé à (∆,I), noté Γ(∆,I) est l’image du cône

ta P Rn | Dϕ P CSF(∆), @j R I,ϕ(h(ej)) = ´aj, @i P I,ϕ(h(ei)) ě ´aiu

par kJ, où CSF(∆) est l’ensemble des fonctions support de ∆ qui sont convexes.
Ces cônes sont appelés GKZ pour Gelfand, Kapranov, Zelevinsky dans [51, Chapter 7].

Remarque 11.3.5. ‚ A a donné, la fonction support associée est unique
‚ L’intérieur relatif de Γ(∆,I) est donné par les fonctions strictement convexes.

Proposition 11.3.6 ([34] Théorème 14.4.7). La collection ∆GKZ est un éventail et plus précisément,
Γ(∆,I) est une face de Γ(∆1,I 1) si, et seulement si, ∆ raffine ∆ 1 et I 1 Ă I.
Définition 11.3.7. Les cônes maximaux de ∆GKZ sont appelés chambres de l’éventail secondaire et leur
intersection sont appelés murs de l’éventail secondaire.
Proposition 11.3.8 ([34] Théorème 14.4.9). Si χ P Relint(Γ(∆,I)) alors les assertions suivantes suivantes
sont équivalentes :

‚ χ est générique ;
‚ ∆ est simplicial ;
‚ Γ(∆,I) est une chambre de l’éventail secondaire.
On donnera quelques exemples dans la section suivante.
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11.4 Exemples
On va maintenant trois exemples d’éventails secondaires. Les deux premiers seront des éventails non-

complets. Cela aura deux conséquences : les polyèdres ne seront pas compacts (ils auront par conséquent
moins de sommet ) et le support de l’éventail secondaire sera tout Rn´d (cf. [34, Lemma 14.3.2]).

Exemple 11.4.1. Soit h : R4 Ñ R3 l’épimorphisme tel que h(ei) = ei pour i = 1, 2, 3 et h(e4) =

(1, ´1, 1). La transformation de Gale associée est le morphisme

k : m P R ÞÑ m(´1, 1, ´1, 1) P R4

Sa transposée est donc l’application

kJ : x P R4 ÞÑ xx, (´1, 1, ´1, 1)y P R

On a donc Cone(β) = R qui se décompose en 3 cônes :
1. la chambre Rą0 = kJ(Ră0 ˆ t0u3 + ker(kJ)) qui correspond à l’éventail associé aux cônes

Cone(e1, e2, e3), Cone(e1, e3, (1, ´1, 1))

car si b ă 0, le polyèdre

Pb = tx P R3 | x ě ´b,y ě 0, z ě 0, x´ y+ z ě 0u

a deux sommets
(´b, ´b, 0) et (´b, 0, 0) ;

e1e3

(1, ´1, 1)

e2

Figure 11.3 – Éventail associé à b ą 0

2. la chambre Ră0 = kJ(Rą0 ˆ t0u3 + ker(kJ)) qui correspond à l’éventail associé aux cônes

Cone(e1, e2, (1, ´1, 1)), Cone(e2, e3, (1, ´1, 1))

car, pour b ą 0, le polyèdre Pb a deux sommets

(´b, 0,b) et (0, 0, 0) ;

3. leur intersection t0u qui correspond à l’éventail associé au cône

Cone(e1, e2, e3, (1, ´1, 1))
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e1e3

(1, ´1, 1)

e2

Figure 11.4 – Éventail associé à b ă 0

car le polyèdre Pb est le cône
Cone(e1, e3, e1 + e2, e2 + e3)

qui a un sommet.

e1e3

(1, ´1, 1)

e2

Figure 11.5 – Éventail associé à b = 0

Exemple 11.4.2. Soit h : R5 Ñ R3 un épimorphisme tel que h(ei) = ei pour i = 1, 2, 3 et h(e4) = v4 =

(1, ´2, 2) et h(e5) = v5 = (2, ´2, 1).

e3

v4

v5e1

e2

Figure 11.6 – Cône engendré par les h(ei), i = 1..5

La transformation de Gale associée est le morphisme

k : (x,y) P R2 ÞÑ x(´1, 2, ´2, 1, 0) + y(´2, 2, ´1, 0, 1) P R5

Son éventail secondaire est donc donné par la figure (11.7).
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e2

τ1

e1

τ2

(2, 2)

τ3

(´1, ´2)

τ4
(´2, ´1)

τ5

Figure 11.7 – Éventail GKZ

On a Cone(kJ) = R2. Grâce à la décomposition

R5 = ker(kJ) ‘ R2
x4,x5

,

le polytope Pb sont de la forme (modulo ker(kJ))

Pb = tx P R3 | x ě 0,y ě 0, z ě 0, x´ 2y+ 2z ě ´α, 2x´ 2y+ z ě ´βuu

1. dans l’intérieur des cônes maximaux de l’éventail , on obtient un éventail ayant 3 cônes maximaux
simpliciaux (correspondant aux différentes triangulations du cône (11.6)) :

‚ si (α,β) P Int(τ1), les trois sommets de Pb sont

(0, 0, 0) = tx | xx, e1y = 0u X tx | xx, e2y = 0u X tx | xx, e3y = 0u,(
0, β2 , 0

)
= tx | xx, e1y = 0u X tx | xx, e3y = 0u X tx | xx, v5y = ´βu,(

´β+ α, ´β+ 2α
2 , 0

)
= tx | xx, e3y = 0u X tx | xx, v4y = ´αu X tx | xx, v5y = ´βu

et les cônes associés sont

Cone(e1, e2, e3), Cone(e1, e3, v5), Cone(e3, v4, v5);

‚ si (α,β) P Int(τ2), les trois sommets de Pb sont

(0, 0, 0) = tx | xx, e1y = 0u X tx | xx, e2y = 0u X tx | xx, e3y = 0u,(
0, α2 , 0

)
= tx | xx, e1y = 0u X tx | xx, e3y = 0u X tx | xx, v4y = ´αu,(

0, ´β+ 2α
2 ,+β´ α

)
= tx | xx, e1y = 0u X tx | xx, v4y = ´αu X tx | xx, v5y = ´βu

et les cônes associés sont

Cone(e1, e2, e3), Cone(e1, e3, v4), Cone(e1, v4, v5);
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‚ si (α,β) P Int(τ3), les trois sommets de Pb sont

(´α, 0, 0) = tx | xx, v4y = ´αu X tx | xx, e2y = 0u X tx | xx, e3y = 0u,(
0, 0, ´

α

2

)
= tx | xx, e1y = 0u X tx | xx, e2y = 0u X tx | xx, v4y = ´αu,(

0, ´β+ 2α
2 ,+β´ α

)
= tx | xx, e1y = 0u X tx | xx, v4y = ´αu X tx | xx, v5y = ´βu

et les cônes associés sont

Cone(e2, e3, v4), Cone(e1, e2, v4), Cone(e1, v4, v5);

‚ si (α,β) P Int(τ4), les trois sommets de Pb sont

(´α, 0, 0) = tx | xx, v4y = ´αu X tx | xx, e2y = 0u X tx | xx, e3y = 0u,
(0, 0, ´β) = tx | xx, e1y = 0u X tx | xx, e2y = 0u X tx | xx, v5y = ´βu,(
α´ 2β

3 , 0, ´2a+ β

3

)
= tx | xx, e2y = 0u X tx | xx, v4y = ´αu X tx | xx, v5y = ´βu

et les cônes associés sont

Cone(e2, e3, v4), Cone(e1, e2, v5), Cone(e2, v4, v5);

‚ si (α,β) P Int(τ5), les trois sommets de Pb sont(
´β

2 , 0, 0
)

= tx | xx, v5y = ´βu X tx | xx, e2y = 0u X tx | xx, e3y = 0u,

(0, 0, ´β) = tx | xx, e1y = 0u X tx | xx, e2y = 0u X tx | xx, v5y = ´βu,(
α´ 2β

3 , ´2α+ β

3 , 0
)

= tx | xx, e3y = 0u X tx | xx, v4y = ´αu X tx | xx, v5y = ´βu

et les cônes associés sont

Cone(e2, e3, v5), Cone(e1, e2, v5), Cone(e3, v4, v5);

2. dans l’intérieur relatif des 1-cônes, on obtient un éventail ayant deux cônes maximaux, un non-
simplicial avec quatre générateurs (qui résulte de la fusion de deux cônes simpliciaux des éventails
donnés par les cônes maximaux de l’éventail secondaire) et un simplicial i.e. on a séparé les cinq
1-cônes de la figure (11.6) en deux cônes :

‚ si (α,β) P Int(τ1 X τ2), les cônes associés sont

Cone(e1, e2, e3), Cone(e1, e3, v4, v5);

‚ si (α,β) P Int(τ2 X τ3), les cônes associés sont

Cone(e1, e2, e3, v4), Cone(e1, v4, v5);

‚ si (α,β) P Int(τ3 X τ4), les cônes associés sont

Cone(e2, e3, v4), Cone(e1, e2, v4, v5);

210



11.4. Exemples

‚ si (α,β) P Int(τ4 X τ5), les cônes associés sont

Cone(e2, e3, v4, v5), Cone(e1, e2, v5);

‚ si (α,β) P Int(τ5 X τ1), les cônes associés sont

Cone(e1, e2, e3, v5), Cone(e3, v4, v5);

3. si 0 P R2 alors Pb est le cône de la figure 11.6

Cone((2, 1, 0), e1, e3, (0, 1, 2), (2, 1, 2)),

on obtient donc un éventail donné par un cône non-simplicial avec les générateurs e1, e2, e3, v4, v5.

Exemple 11.4.3. On va reprendre l’exemple de la sous-sous-section 8.3.3.2 : on va donc considérer
l’application linéaire h : R5 Ñ R2 telle que

‚ (h(e3),h(e5)) P Ω(comb(∆P1ˆP1)),

‚ h(e4) P Ω(comb(∆P2))

Ce flip peut être décrit entièrement par les figures 11.8, 11.9, 11.10, 11.11 obtenue en faisant varier la
quatrième coordonnée de b :

Figure 11.8 – Éventail d’une surface d’Hirzebruch avec un générateur virtuel

Figure 11.9 – Éventail d’une surface d’Hirzebruch éclatée en un point
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Figure 11.10 – Éventail d’un plan projectif quantique éclaté en un point avec un générateur virtuel

Figure 11.11 – Éventail d’un plan projectif quantique avec deux générateurs virtuels

11.5 Cas classique

Dans cette section, on va étudier les différences entre la construction de ce chapitre et la construction
classique des variations de la théorie géométrique des invariants (voir [97] pour une explication complète
sur la TGI) dans le cas torique.

Le premier point à noter est qu’il va être nécessaire de rajouter dans les données combinatoires
un épimorphisme Zn Ñ Zd qui n’est pas présent dans le cas classique ; on le construit en prenant
les générateurs minimaux de chaque 1-cône. Par l’équivalence du théorème 1.1.1.9, cette donnée est
équivalente à la donnée d’un sous-groupe (algébrique) de Gnm,C.

On se donne donc un sous-groupe G de Gnm,C (il agit sur AnC par multiplication terme-à-terme) et
un fibré en droites sur AnC avec une G-linéarisation (i.e. un élément de Pic([AnC/G])). Comme le seul
fibré en droites sur AnC est le fibré trivial alors c’est équivalent à se donner un caractère de G (car un
automorphisme du fibré trivial est donné par la multiplication de Gm,C).

Définition 11.5.1. Soit χ un caractère de G. Alors le groupe G agit sur les sections globales de AnCˆA1
C Ñ

AnC par :
@z P AnC ,g ¨ (id, s)(z) = (g ¨ z,χ(g)s(g´1z))

où g P G et (id, s) est une section globale de AnC ˆ A1
C Ñ AnC . L’anneau des sections χ-invariantes est :

Γ(AnC ,AnC ˆ A1
C)
G
χ = tf P C[t1, . . . , tn] | @g P G,χ(g)f(´) = f(g ¨ ´)u

Exemple 11.5.2. Soit X∆ une variété torique propre. On va considérer le groupe G = Spec(C[Cl(X∆)])
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agissant sur A∆(1). Soit χ un caractère de G (notons β l’élément de Cl(X∆) associé). Alors

Γ(AnC ,AnC ˆ A1
C)
G
χ =

$

&

%

ÿ

ρP∆(1)
aρx

ρ P C[xρ, ρ P ∆(1)] | π(ρ) ‰ β ñ aρ = 0

,

.

-

En particulier, si X∆ est un espace projectif alors les section invariantes pour le caractère t ÞÑ td sont les
polynômes homogènes de degré d.

Définition 11.5.3. Soit p un point de An. Alors
‚ p est semi-stable s’il existe d ą 0 et une section s P Γ(An,An ˆ A1)G

χd tel que s(p) ‰ 0 ;

‚ p est stable s’il existe d ą 0 et une section s P Γ(An,An ˆ A1)G
χd tel que s(p) ‰ 0, les groupes

d’isotropie StabG(p) sont finis et que les G-orbites dans Z(s)c sont fermés dans Z(s)c.
On notera (An)ssχ (resp. (An)sχ) les points semi-stables (resp. stables) de An pour χ.

Exemple 11.5.4. Dans l’exemple précédent, si β R π(Nn) alors l’ensemble des points semi-stables est
vide et donc celui qui est stable l’est aussi. Si β est nulle alors

Γ(AnC ,AnC ˆ A1
C)
G
χ = 0

car im(M)XN∆(1) = 0. Par conséquent, (An)ssχ = An mais les orbites ne sont jamais fermées donc le lieu
stable est vide.

Les points semi-stables/stables permettent de retrouver la variété S donnée par le lemme 1.1.5.8 :

Proposition 11.5.5 ([34] Proposition 14.1.9). Soient X∆ une variété torique projective et ∆ 1 le sous-
éventail de ∆ contenant ses cônes simpliciaux. Soit χ P pG = Cl(X∆) un caractère correspondant à un
diviseur ample. Alors

‚ (A∆(1))sχ = S (∆ 1) ;

‚ (A∆(1))ssχ = S (∆)

En particulier, les lieux stable et semi-stable coïncident si, et seulement si, ∆ est simplicial.

Définition 11.5.6. Soit G Ă Gnm un sous-groupe algébrique et χ un caractère de G. On définit le quotient
TGI An �χ G comme le schéma projectif

An �χ G := Proj
( ∞
à

d=1
Γ(An,An ˆ A1)Gχd

)

Voici le lien entre le quotient TGI et la notion usuelle de quotient :

Proposition 11.5.7 ([34] Proposition 14.1.12).
‚ An �χ G ‰ H si, et seulement si, (An)ssχ ‰ H ;
‚ An �χ G = (An)ssχ �G ;
‚ Si (An)sχ ‰ H alors An �χ G est de dimension n´ dim(G).

Lemme 11.5.8 ([34] Theorem 14.2.13). Supposons G = D(Cl(X∆)) Ă Gnm avec X∆ une variété torique.
Soit χ un caractère de G et b P Zn tel que π(b) = χ (voir (1.1)). Soit Pb le polyèdre défini par :

Pb := tm P MR | @i, xm, viy ě ´biu (11.1)
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où les vi sont les 1-cônes de l’éventail de X∆. Alors il existe un isomorphisme

∞
à

d=1
Γ(An,An ˆ A1)Gχ » C[C(Pb) XMˆ Z]

où C(P) est le cône engendré par P ˆ t1u dans MR ˆ R

On retrouve la construction des variétés toriques par quotient global (cf. la sous-section 1.1.5).

Théorème 11.5.9 ([34] Théorème 14.2.13). Soient X∆ une variété torique projective et D un diviseur
ample de X∆. Notons χ le caractère dans G := Spec(C[Cl(X∆)]) associé à D. Alors ∆ est l’éventail normal
de PD = Pa et

X∆ = An �χ G

Ainsi lorsque χ parcourt l’éventail secondaire, le lieu semi-stable/stable varie et donc le type combi-
natoire que l’on considère change. La question que l’on peut maintenant se poser est la suivante : Peut-on
définir X∆b,h,Ib de telle sorte que ce soit le champ quotient (et plus le quotient TGI) du lieu semi-stable
d’une action de Cn´d sur Cn par ladite action de Cn´d ?

Le principal obstacle pour cela est le fait que Cn ne soit pas un groupe réductif :

Lemme 11.5.10. Le groupe de Lie (Cn,+) n’est pas réductif (i.e. son radical unipotent n’est pas trivial)

Démonstration. Cela vient du fait que (Cn,+) est unipotent grâce à l’inclusion ι : Cn ãÑ Un+1 (où Un
est le groupe des matrices triangulaires supérieures de taille n avec une diagonale constituée que des 1)
définie par :

ι(z1, . . . , zn) =


1 z1 . . . zn
0 1 0 0

0 0
. . . 0

0 0 1



En effet, le cadre classique de la théorie géométrique des invariants est la donnée d’une action d’un
groupe réductif sur une variété (par exemple, dans [97, Chapitre 1, §2-3-4...]). Un des effets de cela est
que le lieu semi-stable/stable n’est pas ce que l’on voudrait avoir :

Exemple 11.5.11. Considérons l’action de C sur C2 donnée par :

t ¨ (z1, z2) = (E(t)z1,E(αt)z2)

où α P Rą0zQą0. Considérons a P R et le caractère χa : t P C ÞÑ E(at) P C˚. Pour la même raison que
celle utilisée dans la preuve de théorème 10.2.2, les fonctions holomorphes χa-équivariants sont données
autour de (0,0) par :

f(x,y) =
ÿ

a=i+αj

aijx
iyj

Comme (1,α) est une famille Q-libre alors le couple (i, j) (quand il existe) est unique :

f(x,y) = aijxiyj
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Par conséquent, l’ensemble des points G-semi-stables est :

(C2)ssχ =

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

H si a R N+ Nα
(C˚)2 si a P N˚ + N˚α

C ˆ C˚ si a P N˚

C˚ ˆ C si a P N˚α

C2 si a = 0

On n’obtient plus le résultat classique de (C2)ssχ = C2zt0u de la droite projective.

11.6 Passages de murs
Dans cette section, nous allons étudier les applications birationnelles induites par le passage de murs

i.e. entre deux champs toriques dont le type combinatoire est donné par des éléments étant dans deux
chambres distinctes séparées par un mur.
On va fixer un épimorphisme h : Rn Ñ Rd linéaire tel que :

‚ pour tout i, h(ei) ‰ 0 ;
‚ pour tout i ‰ j, h(ej) R Rh(ei)

On dira alors que h est géométrique.

Lemme 11.6.1. Soit ∆ un éventail polytopal et I un ensemble (non vide) de faces virtuelles. Alors la
chambre associée se décompose de la façon suivante :

Γ(∆,I) = Γ(∆,H) ˆ RI
ě0. (11.2)

Remarque 11.6.2.
‚ Le fait que h soit géométrique assure que Γ(∆,H) soit non-vide ;
‚ Dans le cas classique, Γ(∆,H) est isomorphe au cône des R-diviseurs nefs de X∆ (inclus dans Pic(X∆)b
R).

Démonstration. La preuve [34, Proposition 15.1.3] du cas rationnel étant purement combinatoire (elle
utilise des fonctions supports), l’égalité (11.2) reste toujours vraie dans le cas quantique pour les chambres
de l’éventail secondaire (grâce au théorème 11.3.3 ; le cas de la dimension plus petite ne fonctionne pas car
on n’a pris une définition plus forte de « facettes virtuelles » (dimension ă d´ 1 à la place de vide)).

Ainsi, il y a deux cas pour les facettes de Γ(∆,I) (i.e. les murs de l’éventail secondaire) :
1. soit elles sont le produit d’une facette de Γ∆,H avec RI

ě0 (« mur divisoriel ») ;

2. soit elles sont le produit de Γ∆,H avec RIztiu
ě0 où i P I (« mur renversant 1 »).

Remarque 11.6.3. Les adjectifs donnés aux types de murs viennent du programme des modèles minimaux
(voir, par exemple, [84])

Théorème 11.6.4. Soit (∆,h,I) un éventail quantique donné par la construction de la section 11.2.
Soit Γ∆1,I une chambre ayant un mur Γ∆0,I » Fˆ RI

ě0 où F est une facette de Γ∆,H. Alors c’est un mur
entre deux chambres Γ∆1,h,I et Γ∆,h,I et

‚ ∆0 n’est pas simplicial ;

1. « flipping wall »
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‚ ∆(1) = ∆0(1) = ∆ 1(1) ;
‚ ∆0 est le raffinement commun le plus grossier de ∆ et ∆ 1 ;
‚ Les lieux exceptionnels des morphismes birationnels X∆,h,I 99K X∆0,h,I et X∆1,h,I 99K X∆0,h,I sont

de codimension ě 2 :
X∆,h,I X∆1,h,I

X∆0,h,I

Démonstration. Ces énoncés se montrent de façon combinatoire de la même façon que [34, Théorème
15.3.6] (pour le quatrième point, il faut utiliser la correspondance orbite-cône (pour trouver la dimension
du lieu exceptionnel) pour la variété S et le corollaire 8.4.4).

Pour décrire les murs divisoriels, on va avoir besoin d’une notion plus générale de subdivision étoilée :

Définition 11.6.5. Soit (∆,h : Zn Ñ Γ ,I) un éventail quantique et v P |∆| X Γ , soit ∆(v) l’ensemble des
cônes suivants :

‚ σ P ∆ où v R σ ;
‚ Cone(τ, v) où v R τ P ∆ et vY τ Ă σ P ∆

On appelle ∆˚(v) la subdivision étoilée de ∆ en v.

Ensuite, il faut remarquer que sur le polytope Pb, ils correspondent au moment où un hyperplan
intersecte le polytope sur une face de petite dimension. De ce fait, ils ne sont plus virtuels dans le cas
classique mais n’interviennent pas dans l’éventail. Dans le cas quantique, il reste virtuel et donc le champ
torique dans la chambre et le champ torique sur le mur sont identiques.

Théorème 11.6.6. Soit (∆,h,I) un éventail quantique donné par la construction de la section 11.2. Sur
les facettes de Γ∆,I » Γ∆,H ˆ RI de la forme Γ∆,h,H ˆ RIztiu, l’éventail quantique obtenu est (∆,h,I) et

‚ Γ∆,H ˆ RIztiu est un mur reliant Γ∆,I et Γ∆1,Iztiu où ∆ 1 est la subdivision étoilée de ∆ le long de
Cone(h(ei)) X Zd

‚ Le lieu exceptionnel du morphisme birationnel X∆1,h,Iztiu 99K X∆,h,I est de codimension 1.

Démonstration. C’est la même démonstration que [34, Lemma 15.3.7] (modulo la remarque préliminaire
et le fait qu’on utlise le corollaire 8.4.4).

11.7 Flips et cobordismes
Dans cette section, nous allons reprendre l’étude des cobordismes grâce à l’éventail secondaire.

Soient P et Q deux polytopes et W un cobordisme entre P et Q (pour des raisons de simplicité, on va
supposer que la face de W correspondant à P est dans l’hyperplan affine t(x, t) P Rd ˆ R | t = ´1u et
celle correspondant à Q est dans l’hyperplan affine t(x, t) P Rd ˆ R | t = 1u). Les équations de W sont
de la forme

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

L1(x) + α1t ě ´β1
...
Ln(x) + αnt ě ´βn

´1 ď t ď 1.

(11.3)
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où les Li sont des formes linéaires Rd Ñ R et αi P R. On va utiliser une autre écriture dans la suite :
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

L1(x) ě ´β1 ´ α1t
...
Ln(x) ě ´βn ´ αnt

´1 ď t ď 1.

(11.4)

Les équations de P sont donc
$

’

’

&

’

’

%

L1(x) ě ´β1 + α1
...
Ln(x) ě ´βn + αn

et celles de Q sont :
$

’

’

&

’

’

%

L1(x) ě ´β1 ´ α1
...
Ln(x) ě ´βn ´ αn

Les inégalités (11.3) et (11.4) induisent deux interprétations des cobordismes en termes d’éventail
secondaire :

‚ la forme (11.3) suggère de considérer la famile de calibrations ht : Rn Ñ Rd où

hJ
t (x) =

(
bi

bi + αit
Li(x)

)
1ďiďn

i.e. on fixe un point dans l’éventail secondaire et on change la calibration (On va faire l’hypothèse
supplémentaire que bi + αit ą 0 pour tout t).

‚ la forme (11.4) suggère de garder la calibration h mais de bouger le point de l’éventail secondaire
sur le chemin

χ(t) := kJ(β1 + α1t, . . . ,βn + αnt).

Dans le premier cas, le morphisme kJ
t , donné par la transposée de la transformation de Gale de

ht change continûment avec t. Par conséquent, les chambres de l’éventail secondaire changent avec t
(puisqu’elles sont décrites par des familles de kJ(ei)). Les changements de combinatoire se font lorsqu’on
a suffisamment déformé kJ pour que β = kJ(β1, . . . ,βn) change de chambre.

Exemple 11.7.1. Soit h le morphisme (x,y, z,w) P R4 ÞÑ (x´ 2z´ x,y´ z´ 2w) P R2 (qui est un cas
particulier de la section 11.1). Considérons le cobordisme donné par les équations suivantes

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

x ě 0
y ě 0

1
2+t (´2x´ y) ě ´1
´x´ 2y ě ´1

Le morphisme kJ est donc donné par

kJ
t (x,y, z,w) =

(
2

2 + t
x+ y+ z, 1

2 + t
x+ 2y+ t

)
On obtient ainsi les éventails secondaires suivants :
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‚
(1, 1)

‚
(1,1)

Figure 11.12 – Éventail secondaire à t = ´1 et à t = 1

Dans le deuxième cas, le flip est un chemin affine dans l’éventail secondaire de la calibration h entre
l’éventail (∆β´α,h,Iβ´α) et (∆β+α,h,Iβ+α). Les changements de combinatoire apparaissent quand on
passe un mur, ce qui se passe lorsque t = 0.

Réciproquement, un chemin affine de l’éventail secondaire passant un mur induit un cobordisme
puisque si l’on a un chemin affine χ : t P [´1, 1] ÞÑ kJ(β+αt) alors les coefficients β et α correspondent à
ceux des inégalités (11.3) et (11.4). On a donc un cobordisme entre (∆χ(´1),h,Iχ(´1)) et (∆χ(1),h,Iχ(1)).

En conclusion, on obtient le résultat suivant :

Théorème 11.7.2. Un passage de murs de l’éventail secondaire donné par un chemin affine est un
cobordisme. Plus précisément, le passage d’un mur divisoriel est un cobordisme d’indice (1,d) ou (d, 1)
et le passage d’un mur renversant est un cobordisme d’indice (a,b), a,b ą 1.

Démonstration. Le fait d’un passage de murs affines est un cobordisme est montré au-dessus. Le passage
de murs renversant a une « tranche » non-simpliciale (cf. théorème 11.6.4) donc c’est un cobordisme
d’indice (a,b), a,b ą 1 (cf. avertissement 9.2.6). Le cas restant des murs divisoriels est donc d’indice
(1,d) ou (d, 1).

11.8 Flips et espaces projectifs
Le point de départ de cette section est la section précédente et le résultat suivant

Lemme 11.8.1 ([21] Lemma 2.3). Tout polytope simple convexe (à homéomorphisme PL près) peut être
obtenu à partir d’un simplexe de même dimension avec un nombre fini de flips.

Grâce à la section précédente, on peut se poser la question naturelle suivante : peut-on relier un
éventail quantique à l’éventail décrit par un simplexe ? Ou de façon plus géométrique, peut-on relier un
champ torique quantique à un espace projectif quantique ?

Dans cette section, nous allons donner une réponse à une question un peu plus restrictive : À une
calibration h fixée, peut-on relier un éventail quantique (∆,h,I) à un espace projectif (∆Pd ,h, rI) ?

Théorème 11.8.2. Soit h : Rn Ñ Rd un épimorphisme linéaire. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes

1. Il existe b P Rn tel que

Pb = tx P Rd | @1 ď i ď n, xh(ei), xy ě ´biu

est un simplexe ;
2. Il existe un sous-ensemble I de cardinal d+ 1 tel que 0 P Conv(h(ei), i P I).

On notera P(d,n) l’ensemble des h vérifiant ces conditions et Pst(d,n) le sous-ensemble de P(d,n) qui
contient les épimorphismes standard.
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Démonstration. S’il existe un b P Rn tel que Pb soit un simplexe alors il existe un ensemble I de cardinal
d+ 1 tel que

Pb = tx P Rd | @i P I, xh(ei), xy ě ´biu

Montrons que 0 P Conv(h(ei), i P I) :
Soit k P I. Par hypothèse, la restriction hk := h|RIztku est un isomorphisme. Alors

(h´1
k )JPb = tx P Rd | @i P Iztku, xei, xy ě ´bi,

@

h´1
k h(ek), x

D

ě ´bku

est aussi un simplexe et donc h´1
k h(ek) P Rdă0. On en déduit donc 0 P Conv(ei, i P Iztku,h´1

k h(ek)). En
appliquant hk, on en déduit que 0 P Conv(h(ei), i P I).

Réciproquement, supposons qu’il existe un sous-ensemble I de cardinal d+1 tel que 0 P Conv(h(ei), i P

I). Par le même raisonnement que précédemment, le polytope

P := Conv(h(ei), i P I)˝ = tx P Rd | @i P I, xh(ei), xy ě ´1u

est un simplexe. Montrons maintenant qu’il existe b P Rn tel que
‚ pour tout i P I, bi = 1 ;
‚ Pb = P.

Soit R P Rą0 tel que la boule ouverte B(0,R) contienne P. On notera RSd´1 sa frontière. Pour tout i, il
existe un bi tel que l’hyperplan (affine)

Hi,bi
:= tx | xh(ei), xy = ´biu

soit tangent à RSd´1 et telle que le demi-plan supérieur

H+
i,bi

:= tx | xh(ei), xy ě ´biu

contienne B(0,R).
En effet, les deux points où Hi,bi

peut être tangent à RSd´1 sont

˘
R

|h(ei)|
h(ei)

On en déduit donc que les deux candidats pour bi sont

˘
R

|h(ei)|
xh(ei),h(ei)y = ˘R|h(ei)|.

Comme on veut en plus que le demi-plan supérieur H+
i,bi

contienne B(0,R) alors

bi = R|h(ei)|.

On a donc construit un vecteur b P Rn tel que Pb = P puisque, par construction,

P Ă
č

iRI

H+
i,bi

.

Corollaire 11.8.3. L’ensemble P(d,n) forme un ouvert (non-vide) de Epi(Rn,Rd). Autrement dit, il y a
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un ouvert des calibrations qui peuvent être reliés à un espace projectif quantique par l’éventail secondaire
i.e. en changeant le paramètre b.

Démonstration. Le théorème 11.8.2 dit que tout h P P(d,n), il existe I Ă t1, . . . ,nu tel que 0 P

Conv(h(ei), i P I). Autrement dit,

P(d,n) =
ď

I,|I|=d+1
th P Epi(Rn,Rd) | 0 P Conv(h(ei), i P I)u

Si 0 P Conv(h(ei), i P I) alors comme I est de cardinal d + 1, le convexe Conv(h(ei), i P I) s’envoie, par
une transformation linéaire, sur le simplexe Conv(e1, . . . , ed, v) où v P Rdă0. On en déduit donc que

th P Epi(Rn,Rd) | 0 P Conv(h(ei), i P I)u » (Rd)Ic ˆ GLd(R) ˆ Rdă0 Ă (Rd)Ic ˆ (Rd)I

qui est donc un ouvert de Epi(Rn,Rd).

On peut en faire une description complète en dimension 2 :

Corollaire 11.8.4. Pour tout n ě 3, on a deux cas possibles :

‚ Ω(2,n,Cn) = Pst(2,n) si n ‰ 4 ;
‚ Ω(2,n,Cn)zPst(2,n) » R2

ą0 si n = 4

Démonstration. Si n = 3 alorsΩ(2, 3,C3) est l’ensemble des calibrations définissant des espaces projectifs.
On en déduit donc

Ω(2, 3,C3) = Pst(2, 3).

Passons au cas n = 4.
Soit h P Ω(2, 4,C4)zPst(2, 4). Soient α3,α4 P [0, 2π[ tels que

h(ek) = |h(ek)|e
iαk .

par l’identification C » R2. Comme h P Ω(2, 4,D4) alors

π

2 ă αk ă 2π

De plus, comme h R Pst(2, 4) alors les vecteurs h(e3) et h(e4) n’appartiennent pas à R2
ă0 et donc

π

2 ă α3 ď π, 3π
2 ď α3 ă 2π. (11.5)

Comme les cônes formés par les h(ei) doivent être fortement convexes alors

α4 ´ α3 ă π. (11.6)

Comme, de plus, 0 R Conv(e1,h(e3),h(e4)) alors les inégalités (11.5) donnent α3 = π. De la même façon,
comme 0 R Conv(e2,h(e3),h(e4)) alors α4 = 3π

2 .
L’isomorphisme Ω(2,n,Cn)zPst(2,n) » R2

ą0 est donc h ÞÑ (|h(e3)|, |h(e4)|).
Le cas n ě 5 se montre en utilisant le cas n = 4. Supposons qu’il existe h P Ω(2,n,Cn)zPst(2,n). Notons
k P t1, . . . ,nu tel que

‚ Arg(h(ei)) ď π pour i ď k,
‚ Arg(h(ei)) ě 3π

2 pour i ą k.
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Alors par le raisonnement fait pour n = 4, on a h(ek) = π et h(ek+1) = 3π
2 . Si k ą 3 alors 0 P

Conv(e1, ek+1, e3), ce qui est absurde. Si k = 3 alors 0 P Conv(e2, ek, en), ce qui est aussi absurde.
On en déduit donc qu’il n’y a pas d’élément dans Ω(2,n,Cn)zPst(2,n).
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Chapitre 12

ESPACES DE MODULES AUGMENTÉS

La variation de la théorie géométrique des invariants nous permet de construire des che-
mins entre des champs toriques quantiques ayant des types combinatoires différents. Dans ce cha-

pitre, on va utiliser ces chemins afin de recoller les espaces de modules de types combinatoires différents
et leur famille universelle associée puis, d’une façon similaire au chapitre 5, compactifier naturellement
ce recollement. Cela donnera une réponse à la question 5 sur la « Toric big moduli conjecture » énoncée
pendant l’introduction qui suggère que l’on pourrait recoller les espaces de modules des champs toriques
quantiques donnés par des éventails simpliciaux entre eux grâce aux espaces de modules des champs
toriques donnés par des éventails non-simpliciaux. Le tout pouvant être globalement compactifier afin
d’obtenir un espace de modules global de champs toriques quantiques qui soit compact.

Dans la première section, on va décrire la famille universelle au-dessus de l’éventail secondaire as-
socié à une calibration fixée. Dans la deuxième section, on fera varier, dans la construction précédente,
la calibration h de telle sorte à avoir une famille de champs toriques au-dessus de l’union des éventails
secondaires Uadm. Le quotient de cet ouvert par les isomorphismes d’éventails sera appelé « espaces de
modules augmentés ». Une des propriétés importantes de ces espaces est qu’ils contiennent une copie
(à Rn´d-fibration) de chaque espace de modules d’un type combinatoire compatible (voir la proposi-
tion 11.2.10). Pour finir, dans la troisième section, on va compactifier (avec la famille universelle associée)
ces espaces de modules augmentés. Cette construction est compatible avec la construction du chapitre 5
dans le sens où les compactifications obtenues contiennent (à Rn´d-fibration) les compactifications des
espaces de modules.

12.1 Construction de la famille universelle
Soit h : Rn Ñ Rd un épimorphisme linéaire. Le but de cette section est de construire la famille

universelle de variétés toriques S (données par la combinatoire des éventails quantiques (∆b,h,Ib))
au-dessus de l’éventail secondaire de h.
Soient b P Rn et (∆b,h,Ib) l’éventail quantique calibré associé (voir la section 11.2 pour les détails).
Le cône σ = σI = Cone(h(ei1), . . . ,h(eip)) est un cône maximal de ∆ (i.e. de dimension d) si, et seulement
si, la face correspondant à σ du polytope associé

Pb = tx P Rd | @i P [[1,n]], xx,h(ei)y ě ´biu

est un sommet donné par l’intersection des hyperfaces normales aux vecteurs h(eij), j P I. Le lemme
suivant va permettre de traduire ces conditions en équations :

Lemme 12.1.1. Ces conditions sont équivalentes aux trois conditions suivantes :
‚ La famille (h(eik))kP[[1,p]] est génératrice de Rd ;
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‚ Les Fi,b sont des faces de dimension d ´ 1 de Pb (correspondant donc aux 1-cônes de σ dans la
définition 11.2.1) ;

‚ L’égalité
dimtx P P | @i P I, xx,h(ei)y = ´biu = 0 (12.1)

Démonstration. La première condition assure que le cône soit de la bonne dimension et la troisième assure
l’existence du sommet.

La condition (12.1) est équivalente à l’existence d’un point xσ P Rd (cf. [34, proposition 14.2.21]) tel
que

#

@i P I, xxσ,h(ei)y = ´bi

@j R I, xxσ,h(ej)y ě ´bj
(12.2)

L’équation (12.2) se réécrit de façon plus concise :
#

hJ
σ(xσ) = ´bI

@j R I, xxσ,h(ej)y ě ´bj

Comme σ est de dimension maximale alors hσ est surjective et donc hJ
σ est injective. Ce qui assure

l’unicité de la solution lorsqu’elle existe. On en conclut que

Lemme 12.1.2. Soit S (Pb) la variété associée à l’éventail quantique polytopal (∆b,h,Ib) (décrite dans
1.1.5.8). Alors,

S (Pb) =
ď

I

CI ˆ (C˚)I
c (12.3)

où I parcourt les sous-ensembles de t1, . . . ,nu tels que :
1. dim(σI) = d ;
2. Il existe x P Rd tel que hJ(x) = ´bI et, pour tout i R I, xx,h(ei)y ě ´bi ;
3. @i P I, dim(Fi,b) = d´ 1.

Notation 12.1.3. Dans la suite, on notera (C) les trois conditions du lemme 12.1.2 pour le triplet
(b, I,h).

Définition 12.1.4. On dira que b P Rn est admissible si le polytope Pb est de dimension d. On notera
rUadm(h) l’ensemble des b admissibles.

Lorsque l’on fait bouger b dans rUadm Ă Rn, on obtient une famille de variétés S i.e. un morphisme
ĂS univ(h) Ñ rUadm tel que pour b P rUadm, ĂS univ(h)b = S (Pb), en posant

ĂS univ(h) =
ď

I

 

(b, z) P Rn ˆ (CI ˆ (C˚)I
c

) | (b, I,h) vérifie la condition (C)
(

et en prenant pour π la projection Rn ˆ Cn Ñ Rn sur la première coordonnée.
Grâce à l’égalité (12.3), on a le résultat suivant

Lemme 12.1.5. Soit b P Rn. Pour tout m P ker(kJ) , on a :

S (Pb) = S (Pb+m)

Démonstration. Soient b P Rn tel que Pb ‰ H, et m = ´hJ(y) P ker(kJ) = im(hJ). Soit x P Pb. Alors,
pour tout i,

xx+ y,h(ei)y = xx,h(ei)y + xy,h(ei)y = xx,h(ei)y +
@

hJy, ei
D

ě ´bi ´mi
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Cela montre que Pb+m Ą y + Pb (la translation de Pb par le vecteur y). On montre de la même façon
que y+ Pb Ă Pb+m. On en conclut que y+ Pb = Pb+m et donc S (Pb) = S (Pb+m).

Proposition 12.1.6. Les ensembles ĂS (h) et rUadm(h) sont invariants par l’action de ker(h) (où l’action
se fait par translation). De plus, la projection π est ker(h)-équivariante .

On en déduit que la projection π passe au quotient par ker(kJ) i.e. π induit un morphisme
ď

I

 

([b], z) P Rn/ ker(kJ) ˆ
(
CI ˆ (C˚)I

c)
| (b, I,h) vérifie (C)

(

Ñ Uadm(h) := rUadm(h)/ ker(kJ) Ă Rn´d

car Rn/ ker(kJ) » im(kJ) = Rn´d par injectivité de k . On notera S univ(h) la famille ainsi obtenue.
On a déjà calculé Uadm(h) dans la proposition 11.3.2 :

Proposition 12.1.7. Uadm(h) = Int Cone(kJ(ei), i = 1..n)

Théorème 12.1.8. S univ(h) est un ensemble semi-algébrique de Rn´d ˆ R2n.

Démonstration. Il suffit de montrer que les différentes conditions de la condition (C) sont semi-algébriques :
‚ la condition 1 est semi-algébrique car équivalente à la non-annulation d’un mineur d ˆ d de la

matrice donné par les h(ei), i P I ;
‚ la condition 2 est semi-algébrique par l’élimination des quantificateurs donné par le théorème de

Tarski-Seidenberg (voir [16, Proposition 5.2.2]) ;
‚ la condition 3 est semi-algébrique car équivalente à l’existence d’une famille libre de cardinal d´ 1

(donc à la non-annulation d’un mineur (d ´ 1) ˆ (d ´ 1)) et le fait que tout famille de cardinal d
est liée (qui est semi-algébrique par stabilité des semi-algébriques par intersection).

Remarque 12.1.9. Ce résultat fait écho aux résultats sur la semi-algébricité des espaces de réalisabilité
des polytopes (voir corollaire 4.2.5).

Exemple 12.1.10. On reprend les notations de la section 11.1. On a Uadm(h) = R2
ě0.

Ensemblistement, on a l’égalité

S univ(h) = (σ1XUadm)ˆC3
x,y,tzt0uˆC˚

z

ž

σ2ˆ(C2
xzzt0u)ˆ(C2

ytzt0u)
ž

(σ3XUadm)ˆC3
x,y,zzt0uˆC˚

t

où σ est l’adhérence (topologique) de σ.

Exemple 12.1.11. On reprend les notations de l’exemple 11.4.1. On a Uadm(h) = R.
Ensemblistement, on a l’égalité

S univ(h) = Ră0 ˆ C2
xzzt0u ˆ C2

yt

ž

t(0, 0)u ˆ C4
ž

Rą0 ˆ C2
xzzt0u ˆ C2

yt

12.2 Recollement des espaces de modules
Dans cette section, nous allons faire la construction de la section précédente en faisant varier la

calibration h afin d’obtenir un espace contenant un « épaississement » des ouverts Ω(D) contenant les
calibrations D-admissibles (pour D un type combinatoire).
Posons

ĂS univ =
ď

IĂt1,...,nu

!

(b, z,h) P Rn ˆ (CI ˆ (C˚)I
c

) ˆ Rd(n´d) | (b, I,h) vérifie (C)
)
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et S univ l’image de ĂS univ par l’application suivante :

(b, z,h) P Rn ˆ Cn ˆ Rd(n´d) ÞÑ (kJ(b), z,h) P Rn´d ˆ Cn ˆ Rd(n´d)

où k est la transformée de Gale de la calibration standard associé à h P Rd(n´d).

Lemme 12.2.1. La projection de S univ sur Rd(n´d) définit une famille continue (S univ(h))hPRd(n´d)

Théorème 12.2.2. S univ est un ensemble semi-algébrique.

Démonstration. Voir la preuve du théorème 12.1.8.

Lemme 12.2.3. L’image de la projection de S univ sur Rn´d ˆ Rd(n´d) est :

Uadm :=
ž

hPRd(n´d)

Uadm(h) = t(χ,h) | χ P Cone(kJ(ei), i = 1..n)u

qui est un ouvert de Rn´d ˆ Rd(n´d).

On a le résultat plus précis de préservation de la combinatoire, grâce à la continuité de la transfor-
mation de Gale :

Proposition 12.2.4. Soit (χ,h0) un couple admissible où χ est générique. Alors il existe un voisinage
ouvert V de h0 dans Rd(n´d) tel que pour tout h P V,

S univ(h)χ = S univ(h0)χ

Démonstration. Les murs dans l’éventail secondaire sont des cônes de la forme Cone(kJ(ei1), . . . , kJ(eip)).
Comme χ est générique, on peut prendre des voisinages autour des murs qui vont éviter χ. Par consé-
quent, par continuité de la transformée de Gale, il existe un voisinage V de h0 qui fait que pour tout h
dans V, la combinatoire de l’éventail donnée par ce couple ne change pas.

Théorème 12.2.5. Pour tout éventail quantique simplicial (∆,h,I), il existe un chemin dans Uadm le
reliant à un espace projectif quantique.

Démonstration. Soit (∆,h,I) un éventail quantique simplicial. Par connexité (par arcs) des Ω(comb(∆)),
il existe un chemin entre (∆,h,I) et un élément (∆0,h0,I0) de P(d,n) XΩ(comb(∆)) (qui est non-vide
par le corollaire 11.8.3). Puis par définition de P(d,n), il existe un chemin dans l’éventail secondaire
reliant (∆0,h0,I0) à un projectif quantique.

Remarque 12.2.6. Grâce au lemme 11.8.1, on sait que tout polytope simple est cobordant (à homéomor-
phisme PL près) à un simplexe. Par conséquent, tout éventail peut être déformé pour obtenir un éventail
de P(d,n) qui sera relié à l’éventail d’un projectif quantique par un chemin affine. Remarquons que l’on
ne peut pas utiliser le théorème théorème 9.3.19 puisque si l’éventail n’est pas dans P(d,n) alors néces-
sairement l’éventail obtenu par déformation du cobordisme ne peut pas être dans l’espace de modules des
projectifs quantiques.

On va maintenant définir l’espace de modules augmenté qui paramétra les couples (χ,h) où χ P

Cone(kJ) où le nombre de générateurs et la dimension de l’espace ambient sont fixés, à isomorphisme de
calibration près, ce qui grâce aux équivalences des théorèmes 3.4.2.16 et 6.3.2.2.2 et à la construction de
l’éventail secondaire du chapitre 11, correspond aux champs toriques quantiques de dimension fixé et le
nombre de générateurs fixés à isomorphisme torique près.
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Définition 12.2.7. L’espace de modules augmenté A (d,n) est le quotient de Uadm par la relation
d’équivalence „ définie de la façon suivante : ([b],h) „ ([b 1],h 1) si [b] = [b 1] et s’il existe (pour n’importe
quel représentant) un isomorphisme d’éventails entre l’éventail induit par h et b et celui induit par h 1

et b 1 (voir la section 11.2). Plus précisément, si on note A(d,n) = (X Ñ Uadm) le groupoïde donné par
cette relation, A (d,n) est la champification du pseudo-foncteur

T P VarDiffR ÞÑ (X(T) Ñ Uadm(T)) P Gpd

où X(T) est l’ensemble des applications T Ñ X qui s’étendent en une application lisse T Ñ UadmˆUadm

(cf. l’exemple 2.1.3.7) et Uadm(T) = HomVarDiffR(T ,Uadm).

Lemme 12.2.8. Le groupoïde A(d,n) peut être décrit par la réprésentation suivante (R Ñ Uadm] où :

‚ R Ă GLn(Z) ˆUadm est l’espace des (H,b,h) où H =

(
Pσ 0
0 Pτ

)
où (σ, τ) P Aut(comb(∆b,h)) ˆ

SIb où (∆b,Ib) sont définis dans la section 11.2 ;
‚ La flèche de source est la projection sur Uadm ;
‚ La flèche de but est définie comme suit :

t(H, [b], [h]) = ([b],LσhH´1)

où Lσ = (Lσ(1) . . .Lσ(d))´1.

Démonstration. Cela vient du fait que les isomorphismes de (∆b,h,Ib) sont donnés par des permutations
(σ, τ) P Aut(comb(∆b)) ˆ SIb (par le théorème 4.1.6).

On peut ensuite construire la famille universelle de champs toriques quantiques associée en considérant
le groupoïde E = (R Ñ S univ) où

‚ R Ă GLn(Z) ˆ Cn´d ˆ S univ est l’espace des (H, t, [b], z,h) où H =

(
Pσ 0
0 Pτ

)
où (σ, τ) P

Aut(comb(∆b,h)) ˆ SIb où (∆b,Ib) sont définis dans la section 11.2 ;
‚ La flèche de source est la projection sur S univ ;
‚ La flèche de but est définie comme suit :

t(H, t, [b], z, [h]) = ([b]],E(HkpH´1t)z,LσhH´1)

où pH est l’automorphisme linéaire de Cn´d qui fait commuter le diagramme

Cn´d Cn´d

Cn Cn

pH

k k1

H

On notera E (d,n) le champ obtenu par champification. La projection induit un morphisme E (d,n) Ñ

A (d,n) dont les fibres sont des champs toriques quantiques qui sera la famille universelle de l’espace de
modules augmentés A (d,n). Grâce à leur présentation, on en déduit :

Lemme 12.2.9. Les champs A (d,n) et E (d,n) sont des champs topologiques (par oubli de structure).

Théorème 12.2.10. Soient n ě d deux entiers. Soit D le type combinatoire d’un éventail simplicial
vérifiant la condition de la proposition 11.2.10 (et I = D(1)c l’ensemble des générateurs virtuels associés).
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Soit (∆,h,I) un éventail quantique de type combinatoire D. Notons pΩ(D) l’ensemble des couples (h, [b])
de Ω(D) ˆ Rn´d XUadm étant dans la même chambre de l’éventail secondaire que (∆,h,I) (i.e. ayant
donc la même combinatoire que (∆,h,I)). Alors pΩ(D) est un ouvert de Uadm et la projection

pΩ(D) Ñ Ω(D)

est une Rn´d-fibration et donc une équivalence d’homotopie.

Remarque 12.2.11. On peut aussi prendre D non simplicial mais alors pΩ(D) n’est pas ouvert dans Uadm

Démonstration. L’ensemble pΩ(D) est un ouvert de Ω(D) ˆ Rn´d X Uadm et donc de Uadm par la
proposition 12.2.4. Chaque fibre de la projection pΩ(D) Ñ Ω(D) est un cône convexe ouvert et est donc
homéomorphe (et même difféomorphe) à Rn´d. Par continuité de la transformation de Gale, c’est une
fibration de fibre Rn´d qui est contractile. La section nulle est le quasi-inverse voulu.

De la même façon, S univ
xΩ(D)

Ñ Ω(D)ˆS (D) est aussi une Rn´d-fibration (où S univ
xΩ(D)

est la restriction

de S univ sur pΩ(D)).
Pour obtenir une famille de champs toriques, on peut faire agir Cn´d sur S univ par :

t ¨ ([b], z,h) = ([b],E(k(t))z,h) (12.4)

Le champ quotient [S univ/Cn´d] sera noté X univ et

Corollaire 12.2.12. La projection xX (D) :=
[
S

xΩ(D)
/Cn´d

]
Ă X univ Ñ X (D) est une Rn´d-fibration

où X (D) est l’espace total de la famille de champs toriques quantiques de type combinatoire D au-dessus
de Ω(D).

Ensuite, on peut définir une action de G := Aut(D)ˆSI Ă Sn sur xX (D) par passage au quotient de
l’action sur pΩ(D) par

σ ¨ ([b], z, [k]) = ([bσ], zσ,σ ¨ h)

où bσ est le point donné par (bσ(1), . . . ,bσ(n´d)).
De la même façon, on peut définir une action sur pΩ(D) par :

σ ¨ ([b],h) = ([bσ],σ ¨ h) (12.5)

Remarque 12.2.13. Cette action a été choisie car si (L,H) est un isomorphisme d’éventails entre (∆,h,I)
et (∆ 1,h 1,I 1) et que

P := tx P (Rd)˚ | xx,h 1(ei)y ě ´bσ(i)u

est le polytope associé à (∆ 1,h 1,I 1) dans (Rd)˚ alors

LJP =
 

LJx | xx,h 1(ei)y ě ´bσ(i)
(

=
 

y |
@

(LJ)´1(y),h 1(ei)
D

ě ´bσ(i)
(

=
 

y |
@

y,L´1h 1(ei)
D

ě ´bσ(i)
(

=
 

y |
@

y,hH´1(ei)
D

ě ´bσ(i)
(

=
 

y |
@

y,h(eσ(i))
D

ě ´bσ(i)
(

= ty | xy,h(ei)y ě ´biu
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Ces actions font des projections xX (D) Ñ pΩ(D), xX (D) Ñ X (D) et pΩ(D) Ñ Ω(D) des morphismes
G-équivariants. Ces derniers descendent donc au quotient :

p1 : pΩ(D)/G Ñ [Ω(D)/G] =M (d,n,D),

p2 : xX (D)/G Ñ X (D)/G

et
p3 : xX (D)/G Ñ [pΩ(D)/G]

Corollaire 12.2.14. Le morphisme p1 : pΩ(D)/G ÑM (d,n,D) est une Rn´d-fibration.

Démonstration. Par le théorème 12.2.10, la composée xX (D) Ñ Ω(D) Ñ [Ω(D)/G] est un G ˆ Rn´d-
fibration. On en déduit que le morphisme obtenu par passage au quotient pΩ(D)/G Ñ Ω(D)/G est une
Rn´d-fibration.

On a de la même façon le résultat pour le morphisme p2 :

Corollaire 12.2.15. Le morphisme p2 : xX (D)/G Ñ X (D)/G est une Rn´d-fibration.

En conclusion, on a le résultat suivant :

Théorème 12.2.16. Soient d ď n deux entiers. Pour tout éventail quantique (vérifiant les conditions de
la proposition 11.2.10) de Rd, avec n générateurs et de type combinatoire D, on a les résultats suivants :

‚ il existe un sous-champ A (D) (qui est ouvert si D est simplicial) de A (d,n) et une Rn´d-fibration
de A (D) ÑM (d,n,D) ;

‚ il existe un sous-champ E (D) (qui est ouvert si D est simplicial) de E (d,n) et une Rn´d-fibration
E (D) Ñ X (D) ;

‚ on a une projection E (D) Ñ A (D) dont toutes les fibres sont des champs toriques quantiques de
type combinatoire D.

Démonstration. On a :

‚ A (D) := [pΩ(D)/G] et la fibration est donnée par la projection du corollaire 12.2.14 ;

‚ E (D) := xX (D)/G et la fibration est donnée par la projection du corollaire 12.2.15 ;

‚ La projection E (D) Ñ A (D) est le morphisme p3. Ces fibres sont des champs toriques quantiques de
type combinatoire D par construction (c’est le passage au quotient de la restriction de la projection
X univ Ñ Uadm aux éventails quantiques de type combinatoire D).

En résumé, on a le diagramme commutatif suivant :

X (d,n,D) E (D) E (d,n)

M (d,n,D) A (D) A (d,n)

Rn´d-fibration

Rn´d-fibration

(12.6)

où les fibres des morphismes verticaux sont des champs toriques quantiques.
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12.3 Compactification des espaces de modules augmentés
Cette section sera dévouée à la compactification de l’espace de modules augmenté. La première chose

que l’on peut voir est que pour chaque cône de l’éventail secondaire, on peut se restreindre à son inter-
section avec la boule unité puisque la combinatoire ne change pas dans ce cône. Nous allons considérer le
fermé Uadm X B(0, 1) ˆ Rd(n´d) de Uadm (où B(0, 1) est la boule unité fermée de Rn´d pour la norme
euclidienne). On peut montrer :

Lemme 12.3.1. L’inclusion Uadm X B(0, 1) ˆ Rd(n´d) ãÑ Uadm est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. Cela vient du fait que pour tout cône fortement convexe σ, σ et σXB(0, 1) sont homotopes
à t0u.

De plus, cette restriction est compactible avec les actions de groupe :

Lemme 12.3.2. Le fermé pΩ(D) X B(0, 1) ˆ Rd(n´d) est invariant par l’action de G induite par (12.5).

Démonstration. Cela vient du fait que la norme euclidienne est invariante par l’action du groupe symé-
trique et donc la boule unité est invariante par permutation de coordonnées.

En reprenant les résultats du chapitre 5, on peut maintenant plonger UadmXB(0, 1)ˆRd(n´d) dans
l’espace compact B(0, 1)ˆGr(n´d,Rn). On notera U l’image du plongement dans B(0, 1)ˆGr(n´d,Rn).
On peut transporter l’action (12.4) à U comme dans (5.20). De la même façon, la famille de champs
toriques au-dessus de Uadm X B(0, 1) ˆ Rd(n´d) se pousse-en-avant en une famille F Ñ U.

Notons K l’adhérence de U dans B(0, 1) ˆ Gr(n ´ d,Rn). De façon analogue à la sous-section 5.5.2,
on obtient une famille de champs toriques quantiques F Ñ K.

De la même façon que le théorème 12.2.10, on a le résultat suivant :

Lemme 12.3.3. Pour tout type combinatoire D vérifiant les conditions de la la proposition 11.2.10, la
projection pΩ(D) X B(0, 1) ˆ Gr(n´ d,Rn) Ă K Ñ Ω(D) est une Rn´d-fibration.

On définit sur K la relation d’équivalence „ suivante où (h, [b]) „ (k, [b 1]) si [b] = [b 1] et s’il existe
(pour n’importe quel représentant) un isomorphisme d’éventails entre l’éventail induit par [h] et b et
entre celui entre [k] et b 1 (voir la section 11.2). Cette relation d’équivalence définit un groupoïde K(d,n).
On construit de la même façon que dans la définition 12.2.7 un champ K (d,n) associé qui est la « com-
pactification » 1 de l’espace de modules augmenté.

Comme dans les lemmes 12.2.8 et 12.2.9, on a les deux résultats suivants :

Lemme 12.3.4. Le groupoïde K(d,n) peut être décrit par la réprésentation suivante (R Ñ K) où :

‚ R Ă GLn(Z)ˆK est l’espace des (H, [b],h) où H =

(
Pσ 0
0 Pτ

)
où (σ, τ) P Aut(comb(∆b,h))ˆSIb

où (∆b,Ib) sont définis dans la section 11.2 ;
‚ La flèche de source est la projection sur K ;
‚ La flèche de but est défini comme suit :

t(H, [b], [h]) = ([b], [hH´1])

Lemme 12.3.5. Le champ K (d,n) est un champ topologique (par oubli de structure).

De la même façon que le corollaire 12.2.15, on obtient

1. ce n’est pas une vrai compactification puisque on a restreint à la boule unité fermée
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Lemme 12.3.6. La projection du lemme 12.3.3 descend en une Rn´d-fibration

K (D) :=
(

pΩ(D) X B(0, 1) ˆ Gr(n´ d,Rn)/ „

)
Ă K (d,n) Ñ [Ω(D)/Aut(D)ˆSD(1)c ] =M (d,n,D).

Démonstration. Il suffit de voir que les isomorphismes d’éventails que l’on retrouve dans pΩ(D) sont dans
Aut(D) ˆ SD(1)c .

Par la même méthode que pour la proposition 5.5.2.12 ou dans la définition de E (d,n) de la section
précédente, on peut pousser-en-avant la famille F Ñ K sur K (d,n). On notera X (d,n) l’espace total
obtenu qui est la famille universelle au-dessus de la compactification K (d,n). En conclusion, on obtient
une réponse à la « Toric Big Moduli Conjecture » :

Théorème 12.3.7. Soit n ě d deux entiers. Il existe un champ (au-dessus du site VarDiffR) compact
K (d,n) et un morphisme de champs X (d,n) Ñ K (d,n) tel que :

‚ Pour tout type combinatoire D d’un éventail complet de Rd à n générateurs, il existe un fermé
K (D) de K (d,n) et une Rn´d-fibration K (D) ÑM (d,n,D) ;

‚ Cette fibration s’étend en une fibration entre la famille au-dessus de K (D) et celle au-dessus de
M (d,n,D).

On peut résumer ce théorème par le diagramme suivant qui est une sorte de compactification du
diagramme (12.6) :

X (d,n,D) E (D) E (d,n)

M (d,n,D) K (D) K (d,n)

Rn´d-fibration

Rn´d-fibration

En d’autres termes, le champ (compact) K (d,n) est constitué d’un « épaississement » (donné par
une Rn´d-fibration) de chaque compactification M (d,n,D) des espaces de modules des champs toriques
quantiques, que l’on a pu recoller grâce à l’éventail secondaire.
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Titre : Compactification des espaces de modules en géométrie torique quantique.

Mot clés : Géométrie torique, espace de modules, champs analytiques, compactification, géométrie birationnelle.

Résumé : Le but de cette thèse est de conti-
nuer l’étude des champs toriques quantiques intro-
duits par L.Katzarkov, E.Lupercio, L.Meersseman,
A.Verjovsky. Ce sont des champs analytiques d’Artin
définis grâce aux recollements, décrits par les cônes (non
nécessairement rationnels) d’un éventail de Rd, de quo-
tients d’un espace affine par un sous-groupe finiment
engendré de Rd. Contrairement aux variétés toriques
qui sont rigides à cause de la rationalité des éventails
les définissant, les champs toriques quantiques peuvent
être déformés continûment. Dans leurs articles, ils ont
étendu l’équivalence géométrie-combinatoire des varié-
tés toriques aux champs toriques quantiques définis par
un éventail simplicial. En utilisant cela, ils ont défini
et étudié les espaces de modules des champs toriques à
combinatoire de l’éventail fixé.
Dans un premier temps, nous montrons que ces espaces
de modules sont le quotient d’un ouvert semi-algébrique
par un groupe fini et qu’ils sont la base d’une famille uni-
verselle de champs toriques quantiques. Nous proposons
ensuite une construction d’une compactification combi-
natoire de ces espaces de modules, grâce à un plonge-
ment dans une variété grassmannienne, avec une ex-
tension de la famille universelle qui est décrite par les
dégénérescences de la combinatoire initiale.

Dans un deuxième temps, nous étendons la construc-
tion de champs toriques quantiques à des éventails
quelconques et montrons que cela étend l’équivalence
géométrie-combinatoire précédemment citée. Grâce à
cela, nous pouvons utiliser les éventails secondaires in-
troduits par I.Gelfand, M.Kapranov, A.Zelevinsky
dans le cadre quantique. Cela permet de décrire des pas-
sages de murs entre champs toriques quantiques de com-
binatoire différente. Cela définit donc des morphismes
birationnels entre eux (que l’on peut aussi décrire de
façon combinatoire). La souplesse du cadre quantique
nous permet même d’obtenir des familles continues
entre deux champs toriques reliés par un passage de
murs qui passe par un champ torique donné par un éven-
tail non-simplicial (le « mur »).
Tout cela nous permet de définir un « espace de mo-
dules augmenté » défini par deux paramètres : le pre-
mier paramétrant les générateurs des cônes de l’éventail
(lorsqu’on le fixe, on bouge dans l’éventail secondaire)
et le deuxième paramétrant la combinatoire (lorsqu’on
le fixe, on bouge dans les espaces de modules). Le tra-
vail sur la compactification des espaces de modules nous
permet aussi de compactifier cet espace de modules aug-
menté avec sa famille universelle.

Title: Compactification of moduli spaces in quantum toric geometry.

Keywords: Toric geometry, moduli spaces, analytic stacks, compactification, birational geometry.

Abstract: This thesis aims to continue the study
of quantum toric stacks introduced by L.Katzarkov,
E.Lupercio, L.Meersseman, A.Verjovsky. These
are Artin analytic stacks defined by gluings, described
by the (not necessarily rational) cones of a fan of Rd,
of quotients of an affine space by a finitely gener-
ated subgroup of Rd. Unlike toric varieties which are
rigid because of the rationality of the fans defining
them, quantum toric stacks can be deformed contin-
uously. In their papers, they extended the geometric-
combinatorial equivalence of toric varieties to quantum
toric stacks defined by a simplicial fan. Using this, they
defined and studied moduli spaces of toric stacks with
fixed fan combinatorics.
First, we show that these moduli spaces are the quo-
tient of a semi-algebraic open subset by a finite group
and that they are the basis of a universal family of toric
quantum stacks. We then propose a construction of a
combinatorial compactification of these moduli spaces,
thanks to a embedding in a Grassmannian manifold,
with an extension of the universal family which is de-
scribed by the degeneracies of the initial combinatorics.

In a second step, we extend the construction of toric
quantum stacks to an arbitrary fan and prove that this
extends the geometry-combinatorics equivalence previ-
ously mentioned. Thanks to this, we can use the sec-
ondary fans introduced by I.Gelfand, M.Kapranov,
A.Zelevinsky in the quantum framework. This allows
us to describe wall-crossings between toric quantum
stacks of different combinatorics. Thus this defines bi-
rational morphisms between them (which can also be
described combinatorially). The flexibility of the quan-
tum framework even allows us to get continuous families
between two toric stacks connected by a wall-crossing
which passes through a toric quantum stack given by a
non-simplicial fan (the "wall").
All this allows us to define an "augmented moduli space"
defined by two parameters: the first one parametrizing
the generators of the fan cones (when fixed, we move
in the secondary fan) and the second one parametrizing
the combinatorics (when fixed, we move in the mod-
uli spaces). The work on the compactification of mod-
uli spaces also allows us to compactify this augmented
moduli space with its universal family.
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