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INTRODUCTION

On s’intéresse dans cette thése aux variétés (connexes et orientées) munies d’une
structure conformément plate Lorentzienne appelées espace-temps conformément plats.
Il s’avere que les objets géométriques naturels associés a ces espaces sont les géodésiques
isotropes non-paramétrées appelées photons. Dans cette these, on définit une notion de
complétude des photons et on se propose de décrire les espace-temps conformément plats
qui en contiennent sous certaines hypotheses de causalité.

Dans ce qui suit, nous allons introduire de maniere plus précise les objets que nous ve-
nons d’évoquer. Nous discuterons des questions autours des espace-temps conformément
plats et motiverons la notion de photons complets.

Espace-temps conformément plats globalement hyperboliques

Dans tout ce document, on note (n,p) la signature d’une forme quadratique non-
dégénérée g ou n et p sont respectivement le nombre de coefficients négatifs et le nombre
de coefficients positifs dans la décomposition en carrée de q.

Structure causale des espace-temps

Une métrique Lorentzienne sur une variété lisse M est la donnée d’un champ lisse de
formes quadratique non-dégénérées de signature (1,n) sur M. Dans ce cas, la variété M
est dite Lorentzienne. L’intérét pour la géométrie Lorentzienne est motivé par la théorie
physique de la relativité générale selon laquelle I’espace-temps physique serait modélisé
par une variété Lorentzienne. Ainsi, une grande partie du vocabulaire que nous allons
introduire doit son origine a cette théorie physique.

Les vecteurs tangents & une variété Lorentzienne M sont répartis dans trois classes selon



le signe de leurs normes pour la métrique Lorentzienne sous-jacente : on distingue les
vecteurs de type temps, de norme négative, les vecteurs lumiéres, de norme nulle, et les
vecteurs de type espace, de norme positive. Les vecteurs de type temps et lumieres sont
regroupés sous la terminologie vecteurs de type causal. Dans chaque espace tangent a M,
les vecteurs de type causal forment un cone appelé cone causal. La variété Lorentzienne
M est alors dite temporellement orientable sil’on peut choisir dans chaque espace tangent
une composante réguliere du céne causal de maniére continue sur M. Dans ce cas, les
vecteurs de type causal contenus dans la composante choisie seront dits futurs et les
autres passés. Un espace-temps est une variété Lorentzienne munie d’une orientation
temporelle.

Le premier exemple d’espace-temps est [’espace de Minkowski, modele de la relativité

restreinte. Il s’agit de I'espace affine R"*! muni de la forme quadratique —t*>+z%+. . .+22
dans le systeme de coordonnées associé a sa base canonique.
On peut voir 'espace-temps de Minkowski comme 'analogue Lorentzien de ’espace eu-
clidien en géométrie Riemanienne. Il existe également deux espace-temps de courbure 1
et —1 qui jouent un role similaire & celui de la sphére ronde S™*! et de I’espace hyper-
bolique H"*! en géométrie Riemannienne, & savoir l'espace de Sitter dS1,, et lespace
anti-de Sitter AdS,,. Les espace-temps RL™, dS1,, et AdSy,, sont les modeles Lorent-
ziens de courbure constante : tout espace-temps de courbure constante est localement
modelé sur I'un de ces espace-temps modeéles.

L’une des questions posée par les physiciens est de comprendre la causalité de
I’espace-temps physique, plus précisément de déterminer les événements qui peuvent
influencer un événement donné. Cela se traduit mathématiquement par déterminer les
points d’un espace-temps M qui peuvent étre reliés & un point donné par une courbe
causale, c’est a dire une courbe dont tous les vecteurs tangents sont de type causal.
Tout ce qui est relatif aux relations de causalité entre les points d’un espace-temps M
constitue ce que 'on appelle la structure causale de M. On définit, dans ce cadre, le
futur (resp. passé) d’'un point p de M comme ’ensemble des points de M reliés a p par
une courbe causale future (resp. passée). L'intersection du futur d’un point avec le passé
d’un autre point s’averera étre un objet causal important appelé diamant.

L’étude de la causalité des espace-temps a été développée en grande partie vers la fin
des années 60 et dans les années 70 par Geroch, Choquet-Bruhat, Penrose, Kronheimer,
Hawking, Sachs et d’autres (voir par exemple [29, 25, 21]) et collectée principalement
dans les livres de Beem-Ehrlich [9], Hawking-Ellis [26] et O’Neill [35]. Nous rappelons
les principales notions de causalité d’un espace-temps dans I’Annexe B de ce document.

L’un des concepts relatif a la causalité, au cceur de notre travail, est celui de frontiére
causale d’'un espace-temps, introduit par Geroch, Kronheimer et Penrose dans [21].
L’idée est d’attacher & un espace-temps M les points & 'infini des courbes causales
inextensibles. Les extrémités futures & 'infini formeront la frontiere causale future de
M et les extrémités passées a l'infini, la frontiere causale passée de M. L’union de
M et de ses frontieres causales, future et passée, est le complété causal de M. Il
s’avere que la structure causale de M s’étend naturellement a son complété causal.
Dans I’Annexe C nous donnons une définition précise de la frontiére causale et nous



décrivons sa topologie et sa structure causale dans le cadre particulier des espace-temps
globalement hyperboliques que ’on introduit dans le paragraphe suivant.

Une hiérarchisation des propriétés causales des espace-temps s’est dégagée de la théo-
rie de la causalité développée dans les années 70. La plus importante et la plus forte
d’entre elles est I’hyperbolicité globale. Celle-ci apparait naturellement lors de la ré-
solution des équations d’Einstein (nous renvoyons le lecteur curieux vers [] pour plus de
détails a ce sujet). Il existe différentes définitions équivalentes de I'hyperbolicité globale.
La premiere, due a Leray [32], déclare qu'un espace-temps M est globalement hyperbo-
lique s’il n’y a pas de courbes causales qui se referment dans M et si tous les diamants de
M sont compacts. Un résultat classique de Geroch affirme que, de maniere équivalente,
M est globalement hyperbolique s’il existe une hypersurface Riemannienne plongée S
dans M qui rencontre toute courbe causale inextensible en exactement un point. Un
telle hypersurface est appelée hypersurface de Cauchy. Si de plus, S est compacte, M est
dit Cauchy-compact. On peut alors définir pour les espace-temps globalement hyperbo-
liques, une notion naturelle de maximalité qui préserve leurs structures causales : on dira
qu'un espace-temps globalement hyperbolique M avec pour hypersurface de Cauchy S
est maximal si c’est le plus grand espace-temps pour l’inclusion qui préserve S comme
hypersurface de Cauchy. Nous reviendrons plus précisément sur cette notion un peu plus
tard. On emploiera I’abbréviation GHMC pour désigner les espace-temps globalement
hyperboliques maximaux Cauchy-compact.

L’intérét pour les espace-temps GHMC de courbure constante s’est manifesté dans
les années 90 avec les travaux de Mess et de Scannell. En 1990, Mess classifia les espace-
temps GHMC plats et ceux de courbure constante négative en dimension 3 dans une
prépublication qui n’a été publiée qu’en 2007 (voir [33]), et en 1996 Scannell classifia les
espace-temps GHMC de courbure constante positive en toute dimension. Les travaux de
Mess furent ensuite généralisés a toute dimension par Barbot [4] et Bonsante [15].

Une continuité naturelle de ces travaux est d’étudier les espace-temps GHMC confor-
mément plats.

Structures conformes et structures conformément plates

Etant donné un espace-temps (M, g), on peut considérer la classe conforme de sa
métrique Lorentzienne g, ¢’est & dire Pensemble des métriques ef g ot f décrit ’ensemble
des fonctions lisses de M dans R, notée [g]. La variété M munie de la classe conforme
de g est alors un espace-temps conforme. Il existe en géométrie Lorentzienne conforme
un espace 'universel' muni d’une structure conforme canonique, qui joue le réle de la
sphere conforme en géométrie Riemannienne. Il s’agit de I’'univers d’Einstein Eing ,,.
Topologiquement, Ein, est le produit S x S™. La structure conforme canonique est
celle associée & la métrique Lorentzienne —df? + do? ot df? et do? sont les métriques
rondes sur S! et S”. Le groupe de transformations conformes de Finy ,, est O(2,n+1). A
I'instar des modeéles Riemanniens de courbure constante qui se plongent conformément
dans la sphére S™!, les trois modeles Lorentziens de courbure constante se plongent
conformément dans Ein; ,, ce qui justifie le caractere universel de Eing .

Parmi les espace-temps conformes, on distingue ceux qui sont conformément plats,



c’est a dire les espace-temps M dont chacun des points admet un voisinage conformément
isométrique & un ouvert de 'espace-temps de Minkowski RY™. Un théoréme de rigidité
di a Liouville implique qu’en dimension au moins 3, les espace-temps conformément
plats sont munis d’une structure géométrique localement modelée sur Eing ,, ou plus
exactement sur son revétement universel Eﬁzln Comme 'espace de Minkowski se réalise
comme un ouvert de Ein; ,, la réciproque est, quant a elle, toujours vraie. En particulier,
les espace-temps de courbure constante sont conformément plats.

La structure causale est un invariant conforme. En effet, comme la multiplication

par un scalaire positif ne change pas le signe de la norme d’un vecteur, la nature des
vecteurs tangents est préservée par les changements conformes de métriques. Il y a donc
bien du sens & parler de la structure causale d’un espace-temps conforme. D’un point
de vue causal, on ne fait pas de distinction entre deux espace-temps conformément
isométriques.
On distingue dans un espace-temps trois types de géodésiques suivant la nature des
vecteurs tangents. Celles-ci ne sont a priori pas préservées par les changement conformes
de métriques. Cependant, les géodésiques lumiéres le sont en tant que lieux géométriques
(voir [20]). On appelle photon une géodésique lumiéere inextensible.

Ainsi, les objets géométriques naturels de la structure causale d’un espace-temps
conformément plat sont les photons. Nous nous intéressons ici a décrire la structure cau-
sale des espace-temps conformément plats globalement hyperboliques maximaux. Préci-
sons d’abord ce que nous entendons par maximal dans le contexte conforme.

Maximalité

Historiquement, la question de la maximalité d’un espace-temps globalement hyper-
bolique s’est présentée naturellement dans le contexte de la résolution des équations
d’Einstein comme un probléme d’extension d’une solution locale d’'une EDP en une so-
lution globale (voir [41]). Nous développons un plus en détails cet aspect historique dans
I’Annexe B.7. Quoiqu’il en soit, la question est la suivante : étant donnés un espace-
temps globalement hyperbolique M et une hypersurface de Cauchy S dans M, peut-on
étendre M en un espace-temps plus grand dans lequel S serait encore une hypersurface
de Cauchy ? Cette question se formalise de la maniére suivante.

Etant donnés deux espace-temps globalement hyperboliques M et N, une application
f de M dans N est un plongement de Cauchy si f est un plongement isométrique qui
envoie une hypersurface de Cauchy de M sur une hypersurface de Cauchy de N. Dans
ce cas, on dit que N est une extension de Cauchy de M. Un espace-temps globalement
hyperbolique M est alors dit mazimal si tout Cauchy-plongement de M dans un autre
espace-temps globalement hyperbolique est surjectif.

La réponse a la question de 'existence d’une extension maximale a été apportée dans
les années 70 par Choquet-Bruhat et Geroch [41] pour les espace-temps globalement
hyperboliques solutions des équations d’Einstein dans le sens suivant.

La famille des espace-temps solutions des équations d’Einstein forment une caté-
gorie C d’espace-temps dite rigide (voir Définition B.7.4). Dire qu'un espace-temps M



de C est maximal au sein de cette catégorie signifie que tout Cauchy-plongement de
M dans un autre espace-temps de C est surjectif. On dira alors que M est C-maximal.
Choquet-Bruhat et Geroch montrent que tout espace-temps dans la catégorie C admet
une C-extension maximale. Le fait que la catégorie C soit rigide leur permet de montrer
de plus que cette extension est unique a isométrie pres. Il s’avere que ce résultat de
Choquet-Bruhat et Geroch se généralise a d’autres catégories rigides d’espace-temps (les
espace-temps munis d’une structure géométrique en sont un exemple).

La notion de maximalité a été étendue aux espace-temps conformes par Rossi dans
[38] en remplacant les plongements isométriques par des plongements conformes dans la
définition des Cauchy-plongements. On parle alors de C-maximalité (avec un C droit
pour conforme, a ne pas confondre avec la C-maximalité ou C désigne une catégorie
d’espace-temps). Rossi définit également la Cp-maximalité comme la C-maximalité au
sein de la catégorie Cy des espace-temps conformément plats.

Etant donné un espace-temps conformément plat M, on dispose ainsi de deux notions
de maximalité : la C-maximalité et la Cy-maximalité. Examinons le lien entre elles.

Il est clair que si M est C-maximal, il est Co-maximal (en effet, si M est maximal, au sens
conforme, parmi tous les espace-temps conformes globalement hyperboliques, il ’est en
particulier parmi les espace-temps conformément plats globalement hyperboliques). A
priori, il n’y a pas de raisons que la réciproque soit vraie. Rossi montre qu’en fait elle est
vraie (voir [37, Chap. 7, Corollaire 2.8]). Dorénavant, on pourra donc dire simplement
qu’un espace-temps conformément plat est maximal (en gardant toutefois a I'esprit que
c’est au sens conforme). Rossi montre de plus que tout espace-temps conformément plat
admet une extension maximale, unique & isométrie conforme pres.

Sa preuve repose sur la notion d’ombre sur une hypersurface de Cauchy S de M. Etant
donné un point p de M, 'ombre de p sur S est I’ensemble des points de S reliés a p
par une courbe causale. On montre que c’est un compact de S. Il s’avere que les points
d’un espace-temps globalement hyperbolique sont caractérisés par leurs ombres sur une
hypersurface de Cauchy : deux points de M sont égaux si et seulement si leurs ombres
sur S coincident. Cela permet d’identifier M & un sous-ensemble de compacts de S. Il
s’agit alors de compléter ce sous-ensemble par des compacts appropriés de sorte que
I’ensemble de compacts de .S obtenu corresponde a I’extension Cp-maximale de M.

Le fait que 'extension Cp-maximale de M soit C-maximale repose sur le critére suivant :

Critére 0.0.1. Un espace-temps conforme globalement hyperbolique d’hypersurface de
Cauchy ¥ est C-maximal si pour tout point p de sa frontiere causale, 'ombre ! de p sur
> n’est pas compacte.

Les extensions maximales respectent-elles 1’inclusion? Nous nous posons la
question suivante.

1. Comme la structure causale de M s’étend a celle de son complété causal, on peut encore définir
P'ombre d’un point p du complété causal de M sur S comme ’ensemble des points de S reliés & p par
une courbe causale du complété causal de M.



Sotent M et N deuz espace-temps conformes globalement hyperboliques et soit f un
plongement conforme (pas forcément de Cauchy!) de M dans N.

Si M et N admettent des extensions C-mazimales M et N respectivement, existe t-il un
plongement conforme de M dans N ?

Cette question peut sembler triviale mais elle est plus subtile qu’elle n’y parait. En
effet, le plongement f ne préserve pas, a priori, la structure causale des espace-temps M
et N et n’a donc aucune raison d’induire un plongement entre les extensions maximales.

Nous ne savons pas encore répondre a cette question avec ce degré de généralité
mais nous y donnons une réponse affirmative lorsque M et N sont des espace-temps
conformément plats et que I'image de f est un ouvert causalement convexe de N, c’est a
dire un ouvert U tel que toute courbe causale de N reliant deux points de U est contenue
dans U :

Théoréme 0.0.1. Soient V un espace-temps conformément plat globalement hyperbo-
lique et U un ouvert causalement convexe de V. Alors, l’extension Co-maximale de U se
plonge conformément dans celle de V.

Nous démontrons ce théoreme dans la Section 5.2 du Chapitre 5. Donnons les grandes
lignes de la preuve dans le cas ou V' est développable. Le cas non-développable s’en dé-
duira en passant au revétement universel et en quotientant par des groupes appropriés.

L’idée principale est d’associer a V' un espace-temps conformément plat E (V') ad-
mettant une fibration triviale de rang 1 sur une variété B localement modelée sur la
sphere S, dans lequel V' se plongera et qui contiendra l’extension Cp-maximale de V.
L’intérét de ce fibré est de réaliser les extensions Cp-maximales de U et de V dans un
méme espace-temps, ce qui nous permettra de les comparer. Le fibré F (V') permettra par
ailleurs, de donner une autre preuve de l'existence et de 'unicité (& isométrie conforme
pres) de l'extension Cp-maximale d’un espace-temps conformément plat.

Maximalité et fonctions eikonales. Un autre intérét du fibré E(V) est qu'il permet
de redémontrer aisément ’équivalence entre la Cy-maximalité et la C-maximalité.
L’ingrédient central de la preuve est la caractérisation des ouverts causalement convezes
mazimauz de Einy , présentée dans la Section 5.3 du Chapitre 5. Nous montrerons que
ce sont exactement les domaines compris entre les graphes de deux fonctions 1-Lipschitz
de S™ dans R qui s’expriment, grosso modo, comme la distance & un fermé de la sphere S™
(voir Proposition 5.3.1). Ces fonctions présentent de grandes similitudes avec les fonc-
tions eikonales? de R™ dans R. Par analogie, nous les appellerons fonctions eikonales
sur la sphére.

Il s’avere que la propriété d’étre eikonale sur la sphére est locale (voir Proposition 5.3.3).
Cela nous permettra d’étendre cette notion aux fonctions définies sur une variété loca-
lement modelée sur la sphere S™ & valeurs dans R. On montrera alors que, comme dans

2. Une fonction f : R™ — R est dite eikonale si elle est différentiable presque partout et satisfait
Péquation eikonale ||V f|| = 1 en les points ou elle est différentiable. Les fonctions = — d(z, C') ou C est
un ouvert a bord assez régulier de R™ en sont des exemples.



ﬁan, les ouverts causalement convexes globalement hyperboliques ® du fibré E(V') sont
exactement les domaines compris entre les graphes de deux fonctions eikonales f* et f~
de B dans R. Cette caractérisation permettra de réaliser la frontiére causale de I'exten-
sion Cy-maximale de V' dans le fibré E(V) : la frontiere causale future correspondra au
graphe de la fonction eikonale f* et la frontiére causale passée au graphe de la fonction
eikonale f~. La C-maximalité de 'extension Cp-maximale de V se déduira alors facile-
ment du Critere 0.0.1.

Nous présentons dans la section suivante une application du Théoreme 0.0.1.

Voisinages canoniques

Décrire la structure conformément plate d’un espace-temps conformément plat glo-
balement hyperbolique M revient a décrire la développante et la représentation d’holo-
nomie.

Assiettes de la développante. Supposons que M est développable et soit D : M —
Eﬂi;n,n une développante. Puisque D est un difféomorphisme local, il est naturel d’essayer
de trouver des ouverts pertinents de M sur lesquels la développante est injective, appelés
assiettes de la développante.

Du point de vue causal, les candidats naturels a étre des assiettes de D sont les futurs et
les passés de points de M. Rossi montre que c’est effectivement le cas dans [37, Chap. 6,
Prop. 2.7]. Dans le Chapitre 4, nous construisons des assiettes causalement convezes plus
grosses qui contiennent le futur et le passé d’un point de M, nous permettant ainsi de
retrouver de maniere immédiate le résultat de Rossi. Plus précisément, nous montrons
I’énoncé suivant :

Proposition 0.0.1. L’union des diamants ouverts contenant un point de M est une
assiette causalement convexe de M dont limage par la développante est causalement
convexe dans Eing .

On peut voir ce résultat comme I’analogue Lorentzien du résultat de Kulkarni-Pinkall
selon lequel, dans une variété Riemannienne conformément plate développable, I'union
U, des boules ouvertes contenant un point p est une assiette de la développante (voir
[30, Prop. 4.1]). L'ouvert U, est appelé dans [30] voisinage canonique de p. Par analogie,
on pose la définition suivante :

Définition 0.0.1. On appelle voisinage canonique d’un point p de M 'union des dia-
mants ouverts de M contenant p.

3. L’espace-temps E(V') n’étant pas globalement hyperbolique, la convexité causale n’implique pas
forcément I’hyperbolicité globale (voir Remarque B.5.10). C’est pour cela que nous précisons ici que les
ouverts causalement convexes de F (V') considérés sont globalement hyperboliques contrairement au cas

de Eini n, ou les ouverts causalement convexes le sont automatiquement (voir Lemme B.5.4).



Le fait que le voisinage canonique d’un point de M repose sur ’observation clé
suivante : les diamants de M sont des assiettes qui ont pour images des dia-
mants de E’z’?th Ce fait se démontre alors en utilisant un résultat classique, appelé
communément le lemme des assiettes, affirmant que si U et V sont deux assiettes de
la développante telles I'intersection des images est connexe, 'union U U V' est une as-
siette. On se ramene ainsi a montrer que 'intersection de deux diamants dans %Ln
est connexe.

Il est facile de voir que le voisinage canonique d’un point p de M contient le futur et
le passé de M. L’injectivité de la développante sur les futurs et passés de points de M
se déduit alors directement de notre résultat.

Maximalité des assiettes. Les ouverts causalement convexes de M étant globale-
ment hyperboliques, on peut se demander si les assiettes que nous venons d’évoquer
sont maximales en tant qu’espace-temps globalement hyperboliques.

Rossi montre que lorsque M est maximal, les futurs et les passés de points sont maxi-
maux (voir [37, Prop. 3.6]). Notre Théoréme 0.0.1 sur les extensions maximales permet
de redémontrer de maniere plus synthétique et plus rapide ce résultat. Il permet en outre
de démontrer le résultat suivant (voir Chapitre 6) :

Théoréme 0.0.2. Si M est mazximal, le voisinage canonique d’un point de M est maxi-
mal.

Photons complets. La notion de photon complet est motivée par le résultat suivant
di a Rossi.
Théoréme 0.0.3 ([38, Theorem 10]). Soit M un espace-temps conformément plat globa-

lement hyperbolique mazimal. Si M contient deux points p et q reliés par deux géodésiques
lumiéres distinctes librement homotopes® alors M est un quotient fini de Eing .

Par analogie avec la géométrie Riemannienne, on dira qu’un espace-temps qui est un
quotient fini de E\Z‘?le est elliptiqgue. Nous montrons dans le Chapitre 5 que le théoréme
ci-dessus se déduit facilement du fait que les voisinages canoniques sont des assiettes de
la développante (voir Propositions 4.2.3 et 5.2.4).

Dans la suite, nous nous intéresserons aux espace-temps conformément plats globa-
lement hyperboliques maximaux dont la géométrie globale n’est pas triviale, en 1'oc-
currence qui sont non-elliptiques. D’apres le théoreme ci-dessus, ces espace-temps ne
contiennent pas de points conjugués. On pourrait toutefois imaginer qu’ils contiennent
des photons sur le point de se rejoindre en deux points conjugués mais qui n’ont pas le
temps de le faire dans M. C’est ce que nous appellerons des photons complets. Plus
précisément :

Définition 0.0.2. Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbo-
lique maximal développable. Un photon de M est dit complet s’il se développe en une
géodésique lumiere de Ein, qui s’étend strictement entre deux points conjugués.

4. Les points p et ¢ sont alors dits conjugués.



La définition ci-dessus porte sur les espace-temps développables mais se généralise
naturellement aux espace-temps non-développables en disant qu’un photon est complet
g’il se reléve au revétement universel en un photon complet.

L’espace de Minkowski est un exemple d’espace-temps conformément plat globale-
ment hyperbolique maximal avec des photons complets. En fait, il s’avere que tous ses
photons sont complets.

Nous allons voir que les représentations Anosov permettent de construire des exemples
avec une géométrie plus complexe.

Espace-temps conformément plats et représentations Ano-
sov

Les représentations Anosov ont été introduites par Labourie [31] pour donner une
interprétation géométrique aux éléments d’une composante particuliere de I’espace des
représentations du groupe fondamental d’une surface de courbure négative dans SL,,(R).
Dans [34], Guichard et Wiehnard étendent la notion de représentations Anosov aux
groupes Gromov-hyperboliques et en donnent plusieurs caractérisations. En fait, il s’avere
que tout groupe de type fini admettant une représentation Anosov est Gromov hyper-
bolique®. L’intérét des représentations Anosov est ’'abondance d’exemples et leurs liens
étroits avec les structures géométriques. Citons en quelques uns qui nous seront utiles
par la suite.

Sous-groupes convexe cocompacts de O(1,7n). Un sous-groupe discret I" de O(1,n)
est dit convexe cocompact s’il agit sur un convexe C' de H" de maniére proprement dis-
continue et cocompacte (cela signifie que le quotient de C' par I' est compact). De maniére
équivalente, I" est convexe cocompact si son domaine de discontinuité Q1 est cocompact,
c’est & dire si le quotient I'/Qp est compact. Il s’avére que les sous-groupes convexes
cocompacts de O(1,n) sont exactement ceux pour lesquels I'inclusion canonique dans
O(1,n) est Anosov (voir [34, Theorem 1.8]).

En rang supérieur, les représentations Anosov apparaissent & divers égard comme
une généralisation des groupes convexes cocompacts. Ce point de vue a été développé
dans les travaux de plusieurs auteurs, a savoir Guichard et Wiehnard [34], Danciger,
Guéritaud et Kassel [17], Barbot et Mérigot [6, 8] et d’autres.

Liens avec la géométrie Lorentzienne. Dans [6, 8], Barbot et Mérigot mettent
en évidence un lien étroit entre certaines représentations Anosov dans O(2,n+ 1) et les
espace-temps GHCM de courbure constante négative. Ils définissent une notion de repré-
sentation quasi-Fuchsienne d’un groupe Gromov-hyperbolique I" dans O(2,n + 1) : une
représentation p : I' — O(2,n + 1) est quasi-Fuchsienne si elle fidele, discrete, préserve

5. Ce fait découle des travaux de Kapovitch-Leeb-Porti [28]. Il a été redémontré par la suite de
maniére plus élémentaire par Bochi-Potri-Sambarino dans [13, Sections 3 et 4].



une n-sphére topologique acausale ® dans Einy , et si l'espace-temps globalement hyper-
bolique de courbure constante négative associé a p est Cauchy-compact. Ils montrent que
les représentations quasi-Fuchsiennes dans O(2,n+ 1) sont Anosov. Réciproquement, ils
prouvent que toute représentation Anosov p: I' = O(2,n+ 1) qui préserve une n-sphére
topologique acausale dans Eing , est I’holonomie d'une espace-temps GHCM localement
modelé sur AdSt p41.

En résumé, le caractére Anosov d’une représentation p d’un groupe Gromov hyperbo-
lique I dans O(2,n + 1), fidele et discréte qui préserve une sphére topologique acausale
de dimension n dans Eini, se traduit géométriquement par la compacité des hyper-
surfaces de Cauchy d’un espace-temps globalement hyperbolique localement modelé sur
AdS1 41 dont p est I'holonomie.

Dans [40], on généralise ce résultat de Barbot-Mérigot a deux égards. D’une part,
notre résultat porte sur la classe plus large des représentations Anosov d’'un groupe
Gromov-hyperbolique dans O(2,n + 1) préservant un fermé acausal de Fin; , qui n’est
pas une sphere topologique de dimension n (le cas ou c¢’est une sphere est donné par le
théoreme de Barbot-Mérigot). D’autre part, on établit un lien entre ces représentations
et la catégorie plus large des espace-temps conformément plats. Le résultat principal de
[40] qui nous sera utile pour construire des exemples d’espace-temps avec des photons
complets est le suivant :

Théoréme 0.0.4 ([40, Theorem 5.1)). Soit p : I' — Og(2,n + 1) une représentation
Pi-Anosov” d’un groupe Gromouv-hyperbolique T'. On suppose que lensemble limite A
est acausal dans Finy, et que ce n’est pas une sphere topologique de dimension n.
Alors, p est Uholonomie d’un espace-temps M,(I') conformément plat globalement hy-
perbolique Cauchy-compact maximal de dimension (n + 1).

Dans [40, Theorem 6.1], on établit également un lien entre ces représentations et les
trous noirs BTZ [3, 2] mais nous n’aurons pas besoin de développer pas cet aspect ici.

La preuve du Théoreme 0.0.4 consiste a associer a I'ensemble limite un ouvert causa-
lement convexe maximal Q(Ar) de Ein, , qui apparait dans de nombreux articles sous
la terminologie domaine invisible de Ar (voir par exemple [1], [6], [8]).

Les propriétés dynamiques des représentations Anosov permettent de montrer que p(T)
agit de maniere libre et proprement discontinue sur Q(Ar). Le quotient Q(Ar) par p(T")
est alors un espace-temps conformément plat, noté M,(I'). On montre sans trop de dif-
ficulté que I'hyperbolicité globale et la maximalité de §2,(I") passent au quotient.

Le point délicat de la preuve consiste & montrer que M,(I") est Cauchy-compact. L'idée
clé est que l'espace des photons d'un espace-temps globalement hyperbolique est ho-
méomorphe au fibré unitaire tangent d’une de ses hypersurfaces de Cauchy. La Cauchy-
compacité s’obtient alors & partir d’un résultat de Guichard-Kassel-Wienhard [24, Theo-
rem 4.1] que nous reformulons ici dans le contexte Lorentzien. Leur théoréme stipule que

6. Un sous-ensemble A d’un espace-temps M est acausal si deux points distincts de A ne peuvent
étre reliés par une courbe causale dans M.
7. Nous donnons une définition précise des représentations P;-Anosov dans le Chapitre 7.
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toute représentation P;-Anosov d’un groupe Gromov-hyperbolique dans O(2,n+ 1) agit
de maniére proprement discontinue et cocompacte sur l’espace des géodésiques causales ®
qui évitent I'ensemble limite Ap. Ce résultat est énoncé dans [24] pour des représenta-
tions Pj-Anosov dans O(p, q) quelque soient les entiers p et g.

Une des applications du Théoreme 0.0.4 est de fournir des exemples d’espace-temps
GHMC conformément plats avec des photons complets :

Exemples. On met en évidence deux familles d’exemples que 'on a intitulé : trous
noirs-trous blancs et extensions de domaines de Misner.

Trou noir-trou blanc. On appelle trou noir-trou blanc tout espace-temps M,(I")
conformément plat GHCM associé a une représentation P;-Anosov p: I' = O(2,n + 1)
d’un groupe Gromov-hyperbolique I' telle que :

1. p fixe un point p de Einyy ;

2. l'ensemble limite A,(I") est un fermé acausal de Ein,, qui n’est pas une (n — 1)-
sphére topologique et qui est contenu dans le cone lumiere de p.

Ces espace-temps sont décrits dans la Section 7.2.1 du Chapitre 7. On verra qu’un
trou noir-trou blanc est I'union de deux ouverts causalement convexes maximaux B et
W séparés par des horizons de photons complets.

Les photons passant par un point de B ne peuvent s’en échapper qu’en traversant 1’un
des horizons complets dans le passé et ne peuvent s’en échapper dans le futur. L’ouvert
B est ainsi interprété comme un trou noir (il est noté B pour black hole).

De maniere symétrique, les photons passant par un point de W ne peuvent s’en échapper
qu’en traversant I’'un des horizons complets dans le futur et ne peuvent s’en échapper
dans le passé. L’ouvert W est alors interprété comme un trou blanc (il est noté W pour
white hole). Cette description justifie le choix de la terminologie trou noir-trou blanc.

Domaines de Misner. On définit dans la Section 7.1 la notion de domaines de
Misner de l'univers d’Einstein : un domaine de Misner d’indice k de ENan est 'ensemble
des points de E\Z?Ll’n qui ne sont causalement reliés a aucun point d’une sphere conforme
de dimension £ = n—k—1 avec 0 < ¢ < n—2. Cette notion est, dans un certain sens, une
généralisation de la notion de domaines de Misner de I'espace de Minkowski introduite
par Barbot [4] dans son étude des espace-temps GHMC plats.

On montre que les domaines de Misner de E’ﬁzlm sont des ouverts causalement
convexes maximaux de EAZ';an qui contiennent une infinité de photons complets. Ce sont
donc des exemples d’espace-temps conformément plats globalement hyperboliques maxi-
maux avec des photons complets.

On se pose la question suivante :

8. Cet espace est constitué des géodésiques de type temps et celles de type lumiere de AdSi n+1, et
des géodésiques lumieres de son bord conforme Eing .
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Soit I' un sous-groupe discret de O(2,n + 1) qui préserve un domaine de Misner de
Einy . Existe-il un ouvert causalement convere maximal de Einy , invariant par I' qui
contient ce domaine de Misner ?

La réponse est oui! Les représentations Anosov permettent de construire des exemples
de tels ouverts que ’on appellera extensions de Misner.
Plus précisément, une extension de Misner est un espace-temps M,(I') conformément
plat GHCM associé a une représentation Pj-Anosov p : I' = O(2,n + 1) d’un groupe
Gromov-hyperbolique I' définie par la donnée :

1. d’une représentation convexe cocompacte py : I' — Og(1,¢+ 1),

2. d’une représentation pi : I' — Op(1,k + 1) dont l'image est contenue dans un
compact de Op(1,k + 1),

oukeNetleNtelsquen=~0+k—+1.

Ces espace-temps sont décrits dans la Section 7.2.2 du Chapitre 7.

Photons complets

On souhaite décrire les photons complets au sein d’un espace-temps M conformément
plat globalement hyperbolique maximal développable non-elliptique qui en contient.
On se propose d’abord de décrire les photons complets qui ont la méme extrémité
future p dans la frontiere causale future de M. Par symétrie, le raisonnement est similaire
dans le passé.
Il s’avere que ces photons complets sont codés par la sphere des directions lumieres en
p, notée S(p). On distingue deux types de directions dans S(p) :

1. les directions tangentes a un photon passé issu de p qui rentre dans M ;

2. les directions tangentes a un photon passé issu de p qui reste dans la frontiere
causale de M.

Les directions du premier type forment un ouvert H(p) de la spheére S(p) et celles du
second type, un fermé T(p) de S(p). L’ouvert H(p) est le complémentaire de T(p) dans
S(p) et est, a priori, 'union de plusieurs composantes connexes. Chacune d’entre elles
est appelée horismos. On montre dans le Chapitre 8 la proposition clé suivante.

Proposition 0.0.2. Soit H C H(p) un horismos. Si H contient une direction tangente
a un photon complet alors c’est le cas pour toutes les directions de H.

Cela motive la définition suivante.

Définition 0.0.3. Un horismos H C H(p) est dit complet si toute direction de H est
tangente a un photon complet de M.

D’apres la proposition ci-dessus, il suffit qu’un horismos contienne une direction tan-
gente a un photon complet pour qu’il soit complet. Ce résultat est central car il implique
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que tout photon complet de M est contenu dans une hypersurface plongée achronale de
M feuilletée par des photons complets qui ont tous la méme extrémité future et la méme
extrémité passée dans la frontiere causale de M, que nous appelons horizon complet
de M (voir Lemme 8.2.2). En particulier, ce fait nous dit qu'un photon complet n’est
jamais isolé puisqu’il est toujours accumulé par les photons complets de son horizon.
On dira alors qu'un photon complet ¢ de M est accumulé non-trivialement par une
suite {y;} de photons complets de M si les photons ¢; s’accumulent sur ¢ et que les
extrémités futures (resp. passées) des p; dans la frontieére causale de M sont deux a deux
distinctes.

En résumé, nous montrons que les photons complets de M sont répartis dans des
horizons complets définis par les horismos complets des points de la frontiére causale de
M. Une des questions que 'on peut se poser est de comprendre comment ces horizons
complets se positionnent les uns par rapport aux autres. Une stratégie est de déterminer
les propriétés satisfaites par les points de la frontiere causale qui sont extrémités d’un
photon complet.

Un point p de la frontiére causale future de M est caractérisé par son passé strict ?
dans M. Il s’avere que celui-ci est conformément équivalent & un domaine régulier futur '
Q7 (p) de RY™ au sens de [14]. On montre que ce dernier est défini par un sous-ensemble
canonique A(p) du bord de Penrose ! de R1™. Tl existe des liens étroits entre le fermé T (p)
de la sphere des directions lumieres S(p) et le sous-ensemble A(p) que nous décryptons
dans la Section 6.2 du Chapitre 6. Notre démarche était de chercher des propriétés de
A(p) et de T(p) lorsque p est 'extrémité d’un photon complet.

Un cas particulier est lorsque T(p) est réduit a une direction. Un tel point p est
dit complet élémentaire. Notons que dans ce cas, H(p) est connexe, autrement dit c’est
un horismos. De plus, il est complet puisqu’il contient la direction tangente au photon
complet . Dans ce cas, ’espace-temps M est completement déterminé :

Théoréme 0.0.5. S’il existe un point de la frontiére causale de M qui est complet
élémentaire alors M est conformément équivalent d Uespace de Minkowski RV™ ou & un
demi-espace strict de RU™ délimité par un hyperplan affine isotrope.

Supposons que M n’admette pas de points complets élémentaires dans sa frontiere
causale. Dans la Section 8.4, nous montrons qu’une condition nécessaire pour qu'un
photon complet ¢ de M soit accumulé non-trivialement par une suite de photons com-
plets est que l'extrémité de ¢ dans la frontiere causale future soit aplatie au sens de la
définition suivante :

Définition 0.0.4. Un point de la frontiere causale de M est aplati si T(p) ou A(p) est
contenu dans le bord d’une hémisphere de S(p).

9. Dans [21], le passé strict de p dans M est appelé TIP (il s’agit de 'acronyme de Terminal Inde-
composable Past set). De maniére symétrique, si p est un point de la frontiére causale passée, son futur
strict dans M est appelé TIF (pour Terminal Indecomposable Future set).

10. Un domaine régulier futur de R"™ est l'intersection de demi-espaces futurs délimités par des
hyperplans affines isotropes.
11. Tl s’agit de la frontiére de R*™ dans la compactification conforme définie par Penrose dans [36].
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Théoréme 0.0.6. 57 ¢ est un photon complet accumulé non-trivialement par une suite
de photons complets alors ’extrémité p de ¢ dans la frontiere causale future est aplatie.

On désigne par B une hémisphere de S(p) qui contient A(p) ou T(p) dans son bord.
Nous verrons dans la Section 8.4 qu’il résulte de cet énoncé trois situations possibles.

17¢ situation : T(p) € 0B. Dans ce cas, H(p) est connexe et complet et T(p) est
son bord. Le point p est dit complet dégénéré.

2¢ situation : T(p) = 9B. Dans ce cas T(p) déconnecte la sphere S(p) en deux
horismos dont 1'un au moins est complet (il s’agit de ’horismos contenant la
direction du photon complet ¢). Si les deux horismos sont complets, p est dit
bicéphale bicomplet.

3¢ situation : T(p) est ’hémispheére fermée S(p)\intB. Dans ce cas, H(p) est I'hé-
mispheére compléte B.
Dans la premiére situation, le point p définit un seul horizon complet H. On montre
alors que :

Théoréme 0.0.7. Si M admet un point p complet dégénéré dans sa frontiére causale
alors M est égal a l'union disjointe de l’horizon H défini par p, du futur strict de H et
du passé strict de H dans M. La développante est alors injective sur M et son image est
un ouvert causalement convezxe de E\ﬁnn

Ce théoréme permettrait de déterminer les espace-temps conformément plats globa-
lement hyperboliques maximaux non-développables et non-elliptiques dont le revétement
universel contient un point complet dégénéré dans sa frontiere causale. En effet, nous
conjecturons 1’énoncé suivant :

Conjecture 0.0.1. Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique
mazximal non-elliptique et non-développable. Si M contient un point complet dégénéré
dans sa frontiére causale alors M est soit un trou noir-trou blanc, soit une extension de
Misner.

Nous croyons fortement que cela est vrai mais par manque de temps, nous n’avons
pu démontrer qu’'une version plus faible de cet énoncé (voir Section 9.2).

Dans la deuxieme situation, dans le cas ou p est bicéphal bicomplet, nous savons
montrer que M contient une bande de Misner d’indice 1 mais, de nouveau par manque
de temps, nous n’avons pas pu en écrire la preuve. Le cas ou p est bicéphale mais que
I'un des horismos n’est pas complet s’avere en revanche beaucoup plus ardu. Le dernier
cas reste également ouvert.

Dans 'optique de comprendre comment les horizons complets se rencontrent, une des
questions que nous nous sommes posés est de décrire I’espace-temps M lorsqu’il contient
deux photons complets qui se coupent. Notre démarche a été d’étudier le voisinage
canonique du point d’intersection de ses deux photons complets. Ce fut d’ailleurs ce
qui a motivé notre résultat sur la maximalité des voisinages canoniques. Dans ce cas
également, nous avons de fortes raisons de croire que M contiendrait une bande de
Misner d’indice 1.
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CHAPITRE

1
ESPACES DE MINKOWSKI

Ce chapitre introduit la notion d’espace-temps a travers les modeles-jouets de la re-
lativité restreinte : les espaces de Minkowski. On y introduit en particulier des notions
de causalité, a savoir les courbes causales, les photons, le futur et le passé d’un point,
les sous-ensembles achronauz et acausaur, qui sont développées dans un cadre plus gé-
néral dans I’Annexe B. Notre présentation est quelque peu différente de celle que 'on
trouve habituellement dans les ouvrages de géométrie Lorentzienne. L’écriture est plus
"formelle" mais vise & définir les objets de maniére canonique et a mettre en évidence
les propriétés qui dépendent du choix d’un systéme de coordonnées. Ce parti pris est
justifié par le fait que dans notre étude des espace-temps conformément plats, nous se-
rons amenés a manipuler des cartes a valeurs dans des espaces de Minkowski différents.
La compréhension de la nature des objets est alors primordiale lorsque 'on fait des
changements de carte.

1.1 Généralités

Dans tout ce document, on désigne par (n, p,r) la signature d’une forme quadratique
q ou n,p,r sont respectivement le nombre de coefficients négatifs, positifs, nuls dans la
décomposition en carrés de ¢. Lorsque ¢ est non-dégénérée, on note simplement (n,p).

Définition 1.1.1. Un espace de Minkowski de dimension n + 1 est un espace affine de
dimension n 4+ 1 dont I'espace vectoriel sous-jacent est muni d’une forme quadratique
q1,, non dégénérée de signature (1,n).
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Ezemple 1.1.1. L’espace affine R™! muni de la forme quadratique Qin = —t2 + 2?2 +

...+ 22 dans le systéme de coordonnées associé & sa base canonique est un espace de
Minkowski. On le note I\\/JISH.

Tout espace de Minkowski est isométrique a MSH. Tout au long de cette section, on
pourra donc illustrer les propriétés des espaces de Minkowski sur le modele-jouet MQH.

Soit M™ ! un espace de Minkowski de direction (V, ¢1,n)- 11 est canoniquement muni
d’une structure de variété différentielle. En chaque point de M™ !, I’espace tangent est
canoniquement isomorphe a V. Ainsi, on peut voir ¢ , comme un champ "constant" de
formes quadratiques non dégénérée de signature (1,n) sur M"*! c’est & dire comme une
métrique Lorentzienne. L’espace de Minkowski M™*! est alors une variété Lorentzienne.

(1.1.1) Géodésiques. La connexion plate de I'espace affine M™! est compatible
avec sa métrique Lorentzienne; elle est sans torsion et son transport paralléle préserve
q1,n- C’est donc la connexion de Levi Civita de la métrique. Les géodésiques, au sens de
courbes auto-paralléles, sont toujours les droites affines de M"™*1.

(1.1.2) Vecteurs causaux. Par analogie avec le cas euclidien, on appelle norme
d’un vecteur v de V' le réel q; ,(v). Cette analogie est & nuancer puisque dans le contexte
euclidien, cette terminologie correspondrait au carré de la norme euclidienne. De plus,
notons que contrairement au carré d’'une norme euclidienne, ¢ ,(v) peut prendre des
valeurs négatives ou nulles.

A la forme quadratique q1,n est associée une forme bilinéaire symétrique notée < .,. >1 .
Pour tout vecteur v de V, on désigne par v son orthogonal pour la forme bilinéaire
< .. >1n-

Définition 1.1.2. Un vecteur non nul v de V est dit temporel (resp. lumiére, spatial)
si sa norme est strictement négative (resp. nulle, strictement positive).

Définition 1.1.3. Un vecteur non nul de V est dit causal s’il est temporel ou lumiere.

Lemme 1.1.1. L’espace des vecteurs causaux, noté C, est 'union disjointe de deux cones
convexes saillants (i.e. qui ne contiennent pas de droites vectorielles) de V.

Démonstration. Soit vy un vecteur temporel de norme —1. Pour tout vecteur causal v,
le produit < v,vg >14, est non nul. En effet, s’il était nul, v appartiendrait & I’orthogonal
de vg. Comme vy est temporel, la restriction de g, & 1}0L est définie positive. Le vecteur
v étant non nul, sa norme serait strictement positive ; contradiction. On pose alors

Ct={vel, <vv>1,<0tetC” ={veC, <v,v>1,>0}

Remarquons que C* et C~ sont disjoints ; de plus, ils sont non-vides puisqu’ils contiennent
respectivement vy et —vg. On vient donc de montrer que C est I'union disjointe de CT
et C~. Il est clair que C™ et C~ sont deux cones saillants. Reste & montrer qu’ils sont
convexes. Soient v,v’ deux vecteurs de CT. Ils se décomposent de maniére unique en
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v = Avg+w et v/ = Nvg+w' ot \, ) sont deux réels strictement positifs et w, w’ deux
vecteurs orthogonaux a vg. Alors

<0,V >10= AN + A <vg,w >1 N <Wvp >0+ <w,w >1, .

D’une part, comme v et v’ sont causaux, g1 ,(w) < A\? et 1 ,(w') < N2. D’autre part, la
restriction de g1, a v& étant définie positive, par Cauchy Schwarz

2
<w,w >15° < qua(w)gra(w').
Donc < w,w’ >1,< AN. D’ou
< U,’Ul > < A < vg,w >1n +)\ < 'UJ’,U() >1 < 0.

Par suite, le vecteur v+v’ est causal et < v+v',v9 >1 ,=< v,v9 >1n + < V', 09 >1,< 0.
Donc, v + v’ appartient & CT. On montre de maniére similaire que C~ est convexe. [

Exemple 1.1.2. L’espace des vecteurs causaux de ’espace de Minkowski MB‘H est 'union
disjointe des deux cones convexes {(t,71,...,z,) € R* 22 + . 422 <t? et t > 0}
et {(t,m1,...,2,) ER"L 22 4 +22 <t?ett <0}

vecteur de
Lype temps

vecteur de
type lumibre

vecteur de ]

type espace 'f‘—'—-—-—.___________

FIGURE 1.1 — Vecteurs de type temps, lumiere, espace dans R,

(1.1.3) Orientation temporelle.

Définition 1.1.4. Une orientation temporelle de Mt est le choix d’une composante
connexe de ’espace des vecteurs causaux. Les vecteurs situés dans la composante choisie
sont alors dit futurs et les autres passés.

Notons que le choix d’une orientation temporelle de M"*! est toujours possible. On
dit que Mt est temporellement orientable.

20



Définition 1.1.5. Un espace de Minkowski orienté et temporellement orienté est appelé
espace-temps de Minkowsksi.

Remarque 1.1.1. Cette définition s’inscrit dans le cadre plus général des espace-temps
(voir Annexe B.1).

Dans la suite de ce chapitre, on fixe une orientation temporelle de M"*!. Autrement
dit, on choisit une composante connexe de l’espace C des vecteurs causaux que nous
notons Cy. Le cone convexe Cy est alors appelé cone causal futur. Son intérieur est aussi
un cone convexe constitué des vecteurs temporels futurs : il s’agit du cone temporel futur.
Enfin, sa frontiére est un cone (qui n’est pas convexe cette fois!) constitué des vecteurs
lumiéres futurs appelé simplement cone lumiére futur.

Ezemple 1.1.3. Dans 'espace de Minkowski MSH, le cone causal futur Cy est constitué
des vecteurs causaux dont la premiere coordonnée dans la base canonique est strictement
positive.

Définition 1.1.6. L’espace hyperbolique de dimension n de M" !, noté H”, est le sous-
espace de V constitué des vecteurs temporels futurs de norme —1.

Ezemple 1.1.4. L’espace hyperbolique de I\\/JIgJr1 est I’hyperboloide de R™**1
{(t,z1,...,2,) eR"™ 2 423 4. 422 =—lett>0}

Remarque 1.1.2. D’apres la preuve du Lemme 1.1.1, un vecteur causal v appartient a
Co si et seulement s’il existe un vecteur vy de H" tel que le produit < v,v9 >1,, est
strictement négatif.

(1.1.4) Observateur et direction d’observation.

Définition 1.1.7. Une droite vectorielle temporelle est une droite de V dirigée par un
vecteur de H".

La restriction de —¢; 5, a une droite vectorielle temporelle A est définie positive; sa
racine carrée définit donc une norme euclidienne sur Ay que nous noterons |.|.

Ezemple 1.1.5. Dans M la droite vectorielle R x {0} ~ R de R™! est temporelle et
la racine carrée de —q1 5, restreinte a R n’est rien d’autre que la valeur absolue.

Définition 1.1.8. Un hyperplan vectoriel euclidien est I’orthogonal dans V' d’un vecteur
de H".

La restriction de la forme quadratique ¢q; ,, a un hyperplan vectoriel euclidien Hy est
définie positive. Sa racine carrée définit alors une norme euclidienne sur Hy que nous
noterons ||.||.

Ezemple 1.1.6. Dans Mg“, I'hyperplan vectoriel {0} x R™ ~ R” de R"! est euclidien
et la racine carrée de g1, restreinte a R™ n’est rien d’autre que la norme euclidienne
usuelle de R™.
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Toute droite vectorielle temporelle Ag définit une décomposition orthogonale de V'
sous la forme Ag @ AOL. Tout vecteur v € V se décompose alors de maniére unique sous
la forme u + w avec u € Ag et w € Aé et sa norme s’exprime par :

1,n(v) = —|uf® + [Jw] .

A présent, nous allons étendre les définitions 1.1.7 et 1.1.8 aux droites et aux hyper-
plans affines de M"+1,

Définition 1.1.9. 1. Une droite affine de M™*+! est dite temporelle si elle est dirigée
par une droite vectorielle temporelle.

2. Un hyperplan affine de M™*! est dit euclidien s'il est dirigé par un hyperplan
vectoriel euclidien.

Définition 1.1.10. Soit Ay une droite vectorielle temporelle de V.

1. L’espace des droite affines temporelles de direction Ay, noté H(Ag), est le quotient
ML/ A,.

2. L’espace des hyperplans affines euclidiens de direction Ag, noté D(Ag), est le
quotient M"+1/Ag-.

Le lemme suivant justifie notre choix des notations H(Ap), D(A() dans la définition
ci-dessus.

Lemme 1.1.2. Soit Ag une droite vectorielle temporelle de V.

1. L’espace H(Ag) des droites affines de M"1 est canoniquement muni d’une struc-
ture d’espace affine euclidien de dimension n d’espace vectoriel sous-jacent V//Ay.
De plus, la restriction de la projection canonique M"Y —s H(Ag) a tout hyper-
plan affine euclidien est une isométrie affine.

2. L’espace D(Ag) des hyperplans affines de M1 est canoniquement une droite
affine euclidienne d’espace vectoriel sous-jacent V/A&. De plus, la restriction de
la projection canonique M™"™1 — D(Aq) a toute droite affine temporelle est une
isométrie affine.

Démonstration. On va prouver le point 1, la preuve du point 2 est similaire.

Soit f : H(Ao) x H(Ag) — V/Ap lapplication qui associe & tout couple ([p], [p'])
le vecteur [p — p/]. 1l est facile de voir que cette définition ne dépend pas du choix des
représentants p et p’. La relation de Chasles est clairement satisfaite. Soit [po] € H(Ao).
Montrons que l'application fo : [p] € H(Ag) — [p — po] € V/Ap est bijective. Soit
[v] € V/Ap. On a fo([po + v])) = [v], donc fy est surjective. Soient [p], [p] € H(Ao) tels
que [p —po] = [p' — pol, autrement dit (p — pg) — (p’ — po) € Ay, c’est a dire p — p’ € Ay,
d’ou [p] = [p]. Donc fy est injective. On en déduit que H(Ag) est un espace affine.

Il est facile de voir que V/Aq est isomorphe a 'hyperplan A(J)- par 'application qui
associe a tout vecteur V' sa projection orthogonale sur A({. L’espace vectoriel V/A est
donc de dimension n. De plus, la forme quadratique ¢;, induit sur V/Ay une norme
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euclidienne isométrique & la norme ||.|| induite par g, sur Ag : pour tout vecteur v de
V, la norme de [v] est définie par ||w|| olt w est le projeté orthogonal de v sur Ag-. Il est
clair que cette définition ne dépend pas du choix du représentant v.

Pour finir, soit H un hyperplan euclidien de M"*! de direction Ag. Montrons que
la restriction de la projection M"*! — H(Ag) & H est une isométrie affine. D’apres ce
qui précede, il suffit de vérifier qu’elle est injective. Soit p,p’ € H tels que [p] = [p'],
autrement dit tels que p — p’ € Ag. Or, comme p,p’ € H, on a p — p’ € Ag. Donc,
p—p €A NAg={0}. Do, p=1p. O

Dans ce qui suit, on note encore |.| (resp. ||.||) la norme euclidienne induite par ¢ ,
sur l'espace directeur de D(Ag) (resp. H(Ap)).

Remarque 1.1.3. Soit vy 'unique vecteur de H™ qui dirige Ag. On définit une relation
d’ordre total < sur D(Ap) par :

[p] <ld) & < q—p,vo >1,<0. (1.1)

Notons que cette définition ne dépend pas du choix des représentants p et q.
Si I'inégalité (1.1) est stricte, nous noterons p < ¢g. Nous verrons dans la Section 1.2
que p < ¢ (resp. p < q) signifie que g est dans le futur causal (resp. strict) de p.

Décomposition spatio-temporelle de M"*!.

Lemme 1.1.3. Soient Ag, Ay deux droites vectorielles temporelles de V. L’application
de M dans D(Ag) x H(A1) qui associe a tout point ses projections dans D(Ag) et
dans H (A1) respectivement, est un isomorphisme affine.

Démonstration. Soit p et p’ deux points de M™ ! qui ont les mémes projections dans
D(A) et dans H(A1), c’est a dire p—p’ € Ag NA;. Comme Ag et Ay sont supplémen-
taires, p —p’ = 0 d’ot p = p'.

Réciproquement, soient [¢] € D(Ag) et [r] € H(A;). La droite affine temporelle
r + A rencontre I'hyperplan affine euclidien ¢ + Aj en un unique point pp. On appelle
alors p le point pg + (¢ — po) + (r — po). 11 est facile de voir que les projections de p sur
D(Ayp) et sur H(A1) sont respectivement [q] et [r]. O

La donnée de deux droites vectorielles temporelles Ay et Ay définit donc canonique-
ment une décomposition spatio-temporelle D(Ag) x H(A1) de M™"*!. Lorsque les
droites Ag et Ay sont égales, cette décomposition est dite orthogonale. En pratique, nous
ne considérerons que des décompositions spatio-temporelles orthogonales de M+, Cela
motive la définition suivante.

Définition 1.1.11. On appelle direction d’observation toute droite vectorielle tempo-
relle de V.

Remarque 1.1.4. La donnée d’une direction d’observation est équivalente & la donnée
d’un vecteur de H".

Définition 1.1.12. On appelle observateur la donnée d'un point de M™*! et d’une
direction d’observation.
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(1.1.5) Isométries. On a vu que Pespace M"*! admet deux structures : il est a
la fois muni d’une structure affine et d’une structure Lorentzienne. On va voir que les
isométries de M"*! pour la métrique Lorentzienne induite par la forme quadratique qin
sont exactement les isométries affines de M"*1, c’est a dire les isomorphismes affines qui
préservent qq .

Proposition 1.1.1. Les isométries de l’espace-temps M sont exactement les isomé-
tries affines de M™ 1 pour la forme quadratique qi,n-

Par définition, les isométries affines de M™+! sont différentiables et préservent la
métrique Lorentzienne induite par ¢ 5. Il s’agit donc de montrer que toute isométrie de
M"™*! pour sa structure Lorentzienne est affine et préserve la forme quadratique q1n- La
preuve utilise le lemme classique suivant.

Lemme 1.1.4. Soit M une variété Lorentzienne connexe et soit f une isométrie de M
qui fize un point p de M et telle que la différentielle de f en p est lVidentité. Alors, f
est l’identité de M.

Démonstration. Voir [37, Chap. 1, Proposition 2.1]. O

Démonstration. On note Isom(M"1) le groupe des isométries de M"*! et Aff(M"H1)
son groupe d’isométries affines. Remarquons que Aff(M"*1) C Isom(M"*!). Considérons
le fibré des repéres RM™ ! de M™*!. On va montrer que chacun des groupes Isom(M"*1)
et Aff(M"*1) agit librement et transitivement sur RM"*1,

Le groupe Isom(M"*!) agit sur RM"*+1) comme suit : soit f € Isom(M"*!), pour
tout p € M"*! et pour tous vecteurs vy, ..., v,11 de TpM”+1 ~ V', on pose

f'(pv {1)1, ce ,Un—f—l}) = (f(p)v {dpf(vl)7 s ’dpf(vn-i-l)})'

Il résulte immédiatement du Lemme 1.1.4 que 'action est libre. La transitivité de ’ac-
tion découle, quant & elle, du fait que I'action de Aff(M"*!) sur RM"*! est transi-
tive. Par conséquent, RM" ! g’identifie & Isom(M"!). Comme I’action de Isom(M"™*?!)
sur RM" ! est libre, celle de Aff(M™*!) l'est également. Donc, RM"*! g’identifie &
Aff(M™*1). La proposition s’en suit. O

Soit O(V, q1,n) le groupe des isométries linéaires de V' qui préservent ¢; . Le choix
d’une origine pg dans M"*! permet d’identifier Isom(M"*1) & O(V, q1 ) x V. On définit
I’application ¢ qui associe & un couple (3, 7) de O(V, q1,n) X V I'isométrie affine o définie
par a(p) = po+ ﬁ(p— po) + 7. Il est facile de voir que ¢ est un isomorphisme de groupes.
On vient donc de montrer le résultat suivant :

Proposition 1.1.2. Le groupe d’isométries de M1 est isomorphe au groupe affine
O(1,n) x RL™,

Remarque 1.1.5. Si I'on rajoute a ce groupe les homothéties, on obtient le groupe
conforme de M1, c’est & dire (R x O(1,n)) x Rb™,
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Remarque 1.1.6. Soit Op(1,n) la composante neutre de O(1,n). Elle est constituée des
isométries linaires de R™ qui préservent son orientation et son orientation temporelle.
Ainsi, le groupe d’isométries (conformes) de M"*! qui préservent son orientation et son
orientation temporelle est isomorphe a Og(1,n) x RY™ ((R x Og(1,n)) x R™).

1.2 Structure causale

Dans toute cette section, M"*! désigne un espace-temps de Minkowski. On va définir
et décrire la structure causale de M™*!. Toutes les notions de causalité introduites dans
cette section s’inscrivent dans le cadre plus général des espace-temps et sont développées
dans I’Annexe B.

(1.2.1) Courbes causales.

Définition 1.2.1. Soit I un intervalle de R. Une courbe C!'-par morceaux ¢ : I —
M"H+! est dite causale (vesp. temporelle) future si tout vecteur tangent a la courbe,
éventuellement défini seulement & droite ou & gauche, est causal (resp. temporel) futur.

On définit de maniere similaire les courbes causales (resp. temporelles) passées. Ainsi,
toute courbe causale est temporellement orientée soit vers le futur soit vers le passé et
on peut distinguer parmi ses extrémités (lorsqu’elle en a) celle qui est future de celle qui
est passée.

Définition 1.2.2. Soit U un ouvert de M"*! et A une partie de M™*!. Le futur strict
de A relativement a U, noté I;;(A), est 'ensemble des extrémités futures des courbes
temporelles non triviales issues d’un point de AN U et contenues dans U.

Définition 1.2.3. Soit U un ouvert de M"*! et A une partie de M"*!. Le futur causal
de A relativement a U, noté Jg: (A), est 'ensemble des extrémités futures des courbes
causales (y compris celles qui sont triviales) issues d’un point de ANU et contenues dans

U.

On définit de maniére similaire le passé strict et le passé causal de A relativement &
U notés respectivement I;; (A) et Ji; (A). Lorsque U est tout M" !, on parle simplement
du futur et passé strict (resp. causal) de A que I'on note respectivement I (A) et I~ (A)
(resp. JT(A) et J~(A)).

Remarque 1.2.1. Le futur (resp. passé) de A relativement a U est contenu dans l'inter-
section du futur (resp. passé) de A avec U mais en général cette inclusion est stricte.

Remarque 1.2.2. Soit p un point de M et U un ouvert contenant p. Un point g appartient
a I (p) (resp. Jit (p)) si et seulement si p appartient a Ij; (q) (resp. J;; (p)).

Définition 1.2.4. Un sous-ensemble A de Mt est dit futur si IT(A) C A. 1l est dit
futur-complet si IT(A) = A.

On définit de méme les sous-ensembles passés-complets de M"+1,
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Proposition 1.2.1. Soit p un point de M" ! et U un ouvert convexe contenant p.

Le futur causal (resp. strict) de p relativement a U est l’ensemble des points q de U
tels que le vecteur ¢ — p est causal (resp. temporel) futur.

De méme, le passé causal (resp. strict) de p relativement a U est l’ensemble des
points q de U tels que le vecteur ¢ — p est causal (resp. temporel) passé.

Démonstration. Pour simplifier I’écriture, on prouve la proposition pour MSH (voir
Exemple 1.1.1).

Soit ¢ un point de U tel que le vecteur ¢ — p est causal futur. Alors, le segment
c(s) =p+s(qg—p), avec s € [0, 1], qui relie p & g est causal futur. En effet, en tout point
de la courbe ¢, le vecteur tangent ¢/(s) = g — p est causal futur. De plus, comme U est
convexe, le segment c¢ est contenu dans U. Donc, ¢ appartient a JJ (p)-

Réciproquement, soit ¢ un point de J(J} (p). Par définition, ¢ est l'extrémité future
d’une courbe causale ¢ : [0,1] — U issue de p. On suppose d’abord que ¢ est de
classe C'. On décompose M T sous la forme R x R”. Soient ¢(s) et z(s) les projections
orthogonales de ¢(s) sur R et R™ respectivement. La courbe causale ¢ étant future, tout
vecteur tangent & la courbe est futur, c’est & dire ¢'(s) > 0 pour tout s € [0,1]. Par
suite, ¢t est un difféfomorphisme strictement croissant sur son image [a, b] avec a = ¢(0)
et b = t(1). On peut alors changer le paramétrage de la courbe en posant pour tout
6 € [a,b]

1(0) = cot™(6) = (6,4(6))

avec y(0) = xot~1(6) € R"™. Pour tout 6 € [a,b], le vecteur tangent 7/(0) = (1,y'(6)) est
causal i.e. ||/ (0)]| < 1. D’ou

b
ly(b) = y(a)]| < /a 1Y/ (0)]] df <b—a

soit q1,,(¢ — p) < 0. Le vecteur ¢ — p est donc causal futur.

Maintenant, si la courbe ¢ est de classe C!- par morceaux, soient s; les points de [0, 1]
ou ¢ n'admet pas de vecteurs tangents. D’apres ce qui précede, pour tout ¢, le vecteur
c(s;) — c(si—1) est causal futur. Comme Cy est convexe

q—p= Z(C(SZ) —c(si-1)) € Cp.
i
La preuve est similaire pour le futur strict de p. En inversant ’orientation temporelle,
on obtient le résultat pour les passés causal et strict de p. O

Corollaire 1.2.1. Soit p un point de M"t! et U un ouvert convexe contenant p. Alors,
le futur (resp. passé) strict de p relativement a U est un ouvert de M"*1,

De plus, pour toute partie K compacte de M" 1L, le futur (resp. passé) causal de K
coincide avec l'adhérence du futur (resp. passé) strict de K.

Démonstration. D’apres la Proposition 1.2.1
I5(p) ={a €U, qial¢g—p) <0et <g—p,u0>1,,<0}.

26



11 est alors clair que I (J} (p) est un ouvert de M"*!. De méme,

Iy (p) ={q €U, qin(qg—p)<0et <q—p,vg>1,>0}

est un ouvert de M"+1,

Soit K un compact de M" ™! et soit ¢ un point de J*(K). Alors, il existe un point
p de K tel que ¢ € JT(p). Soit vy un vecteur de H". D’apres la Proposition 1.2.1, pour
tout entier non nul i, le point ¢; = g + (1/i)vy est dans le futur strict de p. Comme
q = lim ¢;, il appartient a I*(K).
Il suffit de montrer que J¥(K) est fermé pour conclure. Soit {¢;}; une suite de J*(K)
qui converge vers un point ¢ de M+, I existe alors une suite {p;}; de K telle que
g €Jt (pi) pour tout i. Comme K est compact, quitte a extraire, on peut supposer que
{pi}: converge vers un point p de K. D’apres la Proposition 1.2.1, pour tout entier i

Qg —pi) <0et < g —pi,vg >< 0.

En passant & la limite, on obtient ¢ € J™(p) C J*(K). Donc, J*(K) est un fermé de

M+, Dot J*(K) = IT(K). 0

Proposition 1.2.2. Soit U un ouvert de M et A une partie de U. Alors, I5(A)
(resp. Ij;(A)) est un ouvert de M"*1.

Démonstration. On montre que le futur strict de tout point p de U relativement a U est
un ouvert de M" 1. Le sous-ensemble I;}(A) est alors un ouvert de M"*! puisque c’est
la réunion des ouverts ;]r (p) lorsque p parcourt A.

Soit donc p un point de U et ¢ un point de I(J} (p). Par définition, ¢ est 'extrémité
future d’une courbe temporelle future ¢ issue de p contenue dans U. Soit V un voisinage
ouvert convexe de ¢ contenu dans I'ouvert U et soit p’ un point de la courbe ¢ contenu
dans V. D’apres le Corollaire 1.2.1, I‘ﬁ (p") est un voisinage ouvert de g. Soit ¢’ un point de
1 ‘*/' (p). D’aprés la Proposition 1.2.1, le segment reliant p’ & ¢’ est une courbe temporelle
future contenue dans V donc dans U. Par suite, en concaténant la portion de courbe ¢
reliant p a p’ au segment reliant p’ & ¢’ on obtient une courbe temporelle future reliant
p & ¢’ contenue dans U. Donc ¢ appartient a I} (p). On vient de montrer que I3 (p') est
un voisinage ouvert de ¢ contenu dans I ,'} (p). Donc I"J (p) est un ouvert de M"™+1,

On montre de maniére similaire que Ij; (p) est un ouvert de M"*! et donc que I~ (A)
est un ouvert de M"+1, O

Lemme 1.2.1. Le futur strict d’un conveze C' de M™T! est conveze.

Démonstration. Soient ¢,q deux points du futur strict de C' dans M™*1. 11 existe r, 7’
deux points de C(p) tels que ¢ € I (r) et ¢ € IT(r'). Soit [r,7’] le segment de droite
reliant r & 7' dans M"*1. Comme le futur strict de [r,7'] dans M"*! est convexe, il
contient le segment [g,¢']. Or, comme C' est convexe, il contient le segment [r,r']. Ainsi,
le futur strict de C(p) dans M™*! contient celui du segment [r,7’] et par conséquent, le
segment [q, ¢']. O]
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La proposition suivante est une conséquence directe de la Proposition 1.2.1.

Proposition 1.2.3. La relation "étre dans le futur strict de" est transitive. Autrement
dit, si p,q,r sont trois points de M tels que p € I1(q) et ¢ € I (r) alors p € I (7).

La relation "étre dans le futur causal de" est transitive et réflexive. De plus, si p,q,r
sont trois points de M"*1 tels que p € I (q) et ¢ € JT(r) alors p € I (r).

D’apres la Remarque 1.2.2, cette proposition reste vraie si I’on considére le passé au
lieu du futur. Remarquons que tout point p € M"*! est dans son futur/passé causal.
Ainsi, la relation "étre dans le futur/passé causal de" est une relation d’ordre partielle
sur M"*1. Sa restriction & toute courbe causale, en particulier & toute droite temporelle,
est une relation d’ordre totale. Il s’agit de la relation d’ordre que nous avons défini a la
Remarque 1.1.3.

Corollaire 1.2.2. Soient p,q deuzx points de M" 1. Si q € J*(p)\I*(p) alors toute
courbe causale future reliant p d q est un segment de droite lumiére.

Définition 1.2.5. On appelle diamant de M™ ! I'intersection du passé causal d’un point
p de M1 avec le futur causal d’un point ¢ de M1, On le note J(p, q).

Remarque 1.2.3. Un diamant J(p, q) est non-vide si et seulement si p € J*(g). Dans ce
cas, si p € I (q), le diamant J(p, q) est d’intérieur non-vide égal & I~ (p) N I (q) (voir
Corollaire 1.2.1) et noté I(p,q), sinon J(p,q) est réduit & un segment de droite lumieére
reliant p & ¢ (voir Corollaire 1.2.2).

Définition 1.2.6. Une partie U de M"t! est causalement convexe si toute courbe causale
reliant deux points de U est contenue dans U, ou de maniére équivalente si U contient
tous les diamants J(p, q) avec p,q € U.

Remarque 1.2.4. Si U est un ouvert causalement convexe de M"t! et A une partie de
M"H+1 ) alors le futur (resp. passé) de A relativement & U coincide avec l'intersection du
futur (resp. passé) de A avec U.

(1.2.2) Courbes causales topologiques. La définition suivante étend la notion de
courbes causales aux courbes continues.

Définition 1.2.7. Soit I un intervalle de R. Une courbe continue ¢ : I — M"*! est
une courbe causale (resp. temporelle) topologique future si pour tout temps ty € I et tout
voisinage U de c(tp), il existe € > 0 tel que pour tous temps s,t €Jtg —&,tg+¢[, si s <t
(resp. s < t) alors c(t) est dans le futur causal (resp. temporel) de c(s).

On définit de méme les courbes causales (resp. temporelles) topologiques passées.

Remarque 1.2.5. Cette définition n’altére pas la notion de futur (resp. passé) : une courbe
C!-par morceaux de M1 est causale future au sens de la Définition 1.2.1 si et seulement
si elle est causale future au sens de la Définition 1.2.7. De plus, si une courbe causale
topologique future relie deux points p et ¢ de M"*+! alors ¢ € JT(p).
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Dorénavant, par courbe causale on entend courbe causale topologique. Les pro-
positions suivantes caractérisent les courbes causales dans une décomposition spatio-
temporelle orthogonale de M"™*1.

Rappelons d’abord que la donnée d’une direction d’observation Ay (voir Définition
1.1.11) définit une décomposition spatio-temporelle orthogonale canonique de M"*! de
la forme D(Ag) x H(Ag) (voir §(1.1.4)).

D’apres la Proposition 1.2.1, la relation d’ordre sur D(A() définie dans la Remarque
1.1.3 est la relation "étre dans le futur de" : pour tous [p], [¢] € D(Ag), on a [p] < [q] si
et seulement si ¢ € J*(p). On écrit [p] < [q] si [p] # [q]-

On note |.| (resp. ||.||) la norme euclidienne induite par q; , sur D(Ag) (resp. H(Ap))
(voir §(1.1.4)).

Proposition 1.2.4. Pour une direction d’observation Ay donnée, les courbes causales
(resp. temporelles) futures de M"T! sont les courbes c(s) = (s, x(s)) otz est une fonction
1-Lipschitz (resp. 1-contractante) d’un intervalle de D(Ag) dans H(Ay).

Démonstration. Fixons une direction d’observation Ag. Soit ¢ : [0, 1] — M"*! une courbe
causale future de M™ 1. On note ¢ : [0,1] — D(Ap) et x : [0,1] — H(A) les projections
de ¢ dans D(Ag) et dans H(Ay) respectivement. Ce sont des applications continues. De
plus, t est strictement croissante. En effet, pour tous s’ > s dans [0, 1], le point ¢(s)
est dans le futur causal de ¢(s) (voir Définition 1.2.7), donc t(s") > t(s). Si t(s') = t(s),
par définition c(s’) — c(s) € Ag. Or, d’aprés la Proposition 1.2.1, ¢(s’) — ¢(s) est un
vecteur causal. Contradiction. D’ou, ¢(s") > t(s). L’application ¢ : [0,1] — D(Ap) est
donc un homéomorphisme sur son image [a, b] avec a = t(0) et b = ¢(1). On change alors
le paramétrage de la courbe en posant pour tout 6 € [a, ]

a(f) =cot™(0) = (6,y(0))

avec y = x ot 1(0) € H(Ag). Montrons que y : [a,b] — H(Ap) est 1-Lipschitz. Soient
0,0" € [a,b]. Comme «(f) est causalement relié & «(6'), d’apres la Proposition 1.2.1, le
vecteur a(0') — a(6) est causal. D’on

ly(&') — y(O)]| < 16" - 6].

Autrement dit, la fonction y : [a,b] C D(vg) — H(vg) est 1-Lipschitz. Si la courbe
est temporelle, le vecteur a(f') — () est temporel donc I'inégalité ci-dessus est stricte.
Autrement dit y est 1-contractante; ce qui prouve la proposition. ]

Définition 1.2.8. Une courbe causale de M"*! est inextensible dans le futur (resp.
passé) si elle ne possede pas d’extrémité future (resp. passée). Elle est dite inextensible
si elle n’admet ni d’extrémité future ni d’extrémité passée.

Lemme 1.2.2. Soit Ay une direction d’observation et soit c(s) = (s, z(s)) une courbe
causale future paramétrée par |a,b[C D(Ag). Alors, ¢ admet un point limite futur (resp.
passé) si et seulement si b (resp. a) est fini.

En particulier, les courbes causales inextensibles de Minkowski sont a reparamétrage
prés les courbes causales c(s) = (s,x(s)) définies sur tout D(Ay).
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Démonstration. Si ¢ admet un point limite futur ¢ = (¢,y) alors pour tout réel s dans
la, b, le point ¢(s) = (s,x(s)) est dans le passé causal de ¢q. En particulier, s < ¢. Donc
b est fini.

Réciproquement, on suppose b fini. Soit {s;}; une suite de |a, b[ qui converge vers b.
Comme z est une fonction 1-Lipschitz de |a, b dans un H(Ap), on a pour tous ¢, j dans
Ja, b]

|z(s:) = ()|l < |si — 551
La suite {x(s;)}; est donc de Cauchy dans H(Ag) et converge vers un point y de H(Ay).
Le point ¢ = (b, y) est alors un point limite futur de c. O

Remarque 1.2.6. Les droites affines de type temps et de type lumiere sont des courbes
causales inextensibles. Les droites affines lumieres sont appelées photons.

La proposition suivante est une conséquence immédiate du lemme précédent.

Proposition 1.2.5. Toute courbe causale de M™ ! est contenue dans une courbe causale
inextensible.

(1.2.3) Parties achronales, acausales.

Définition 1.2.9. Une partie A de M" ! est achronale (resp. acausale) s’il n’existe pas
de courbe temporelle (resp. causale) joignant deux points distincts de A.

Un exemple particulier de partie achronale est celui d’hyperplan lumiere affine dont
la définition est la suivante.

Définition 1.2.10. Un hyperplan affine de M"*! est lumiére s’il est dirigé par I'ortho-
gonal d’un vecteur lumiere.

Remarque 1.2.7. Les ensembles acausaux sont achronaux mais la réciproque est fausse.
En effet, un hyperplan lumieére affine dirigé par I'orthogonal d’un vecteur lumiere v est
achronal mais n’est pas acausal puisqu’il contient les droites lumieres affines dirigées
par v.

Remarque 1.2.8. Le cone causal futur (resp. passé) de V' est 'intersection des futurs (resp.
passés) causaux de tous les hyperplans lumieres de V. Autrement dit, c’est 'ensemble
des vecteurs v € V tels que < v,v9 >1,< 0 pour tout vecteur lumiere futur (resp. passé)
vp. On obtient le cone temporel futur (resp. passé) en remplacant les inégalités larges
par des inégalités strictes.

Lemme 1.2.3. Le passé (resp. futur) d’une droite lumiére de l’espace de Minkowski
coincide avec le passé (resp. futur) de l'unique hyperplan lumiére affine qui la contient.

Démonstration. Soit D une droite affine de M™*! dirigée par un vecteur lumiere v. Soit
H T’hyperplan affine de direction v+ qui contient D. Soit Hy un hyperplan affine euclidien
de M+, Les hyperplans H et Hj s’intersectent le long d’une droite Dy et D intersecte
Hjy en un point pg. L’intersection du passé de D avec Hy est I'union de disques tangents
a Dg en pg. Cette union remplit le demi-espace délimité par Dy qui coincide avec la trace
du passé de H sur Hy. ]
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Les deux définitions suivantes présentent une version locale de la notion d’ensembles
achronaux (resp. acausaux).

Définition 1.2.11. Soit U un ouvert de M"*!. Une partie A de U est achronale (resp.
acausale) relativement a U s'il n’existe pas de courbes temporelles (resp. causales) conte-
nues dans U reliant deux points de A.

Définition 1.2.12. Une partie A de M"*! est localement achronale (resp. localement
acausale) si tout point p de A admet un voisinage U dans M™*! tel que la partie ANU
est achronale (resp. acausale) relativement a U.

Notons que la condition "localement achronal" est plus faible que la condition "achro-
nal'. En effet, dans une partie localement achronale A, les courbes temporelles "courtes"
reliant deux points de A sont interdites mais, a priori, des courbes temporelles plus
longues reliant deux points de A sont autorisées. Nous donnerons & la fin de cette partie
des conditions pour qu’un sous-ensemble localement achronal soit achronal (voir Propo-
sition 1.2.8).

Dans ce qui suit, on va caractériser les parties achronales dans une décomposition
spatio-temporel de M™*1.

Rappelons que la donnée d’une direction d’observation Ag (voir Définition 1.1.11)
définit une décomposition spatio-temporelle orthogonale canonique de M"*! de la forme
D(Ap) x H(Ap) (voir §(1.1.4)). On munit D(Ag) de la relation d’ordre "étre dans le
futur de" : pour tous [p], [¢] € D(Ag) on écrit [p] < [q] si et seulement si ¢ € J(p). On

écrit [p] < [q] si [p] # [q].

Avant de caractériser les parties achronales de M"*! dans une décomposition spatio-
temporelle D(Ag) x H(Ap), on définit dans M™ ! les notions de graphe, épigraphe et
hypographe d’une fonction d’une partie de H(Ag) dans D(Ay).

Définition 1.2.13. Soit Ay une direction d’observation et soit f une fonction d’une
partie  de H(Ap) a valeurs dans D(Ay).

1. Le graphe de f est le sous-ensemble G(f) de M1 défini par
G(f) ={(f(z),z) x € Q}.
2. L’épigraphe de f est le sous-ensemble epi(f) de M+ défini par
epi(f) ={(t,z), x € Qet t > f(x)}.

Si l'inégalité ¢t > f(z) est stricte, on parle d’épigraphe strict de f et on note
epiy(f).
3. L’hypographe de f est le sous-ensemble hyp(f) de M"*! défini par

hyp(f) = {(t,2), v € Qet t < f(2)}.

Si l'inégalité ¢ < f(x) est stricte, on parle d’hypographe strict de f et on note
hyp(f)-
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Remarque 1.2.9. Dans MSH, ces définitions coincident avec les notions de graphe, épi-
graphe, hypographe d’une fonction de R™ dans R.

Proposition 1.2.6. Pour une direction d’observation Ag donnée, les parties achronales
(resp. acausales) de M sont exactement les graphes d’applications 1-Lipschitz (resp.
1-contractante) d’une partie Q de H(Ag) a valeurs dans D(Ag).

Démonstration. Fixons une direction d’observation Ag. Soit f : Q@ C H(Ag) — D(Ap)
une application 1-Lipschitz définie sur une partie Q de H(Ay). Soient x, 2z’ € Q. Comme
f est 1-Lipschitz, on a |f(x) — f(2')| < ||x —2'||. Par conséquent, si on note p = (z, f(x))
et p' = (¢, f(2')), on a quu(p — p') = —[f(z) — f(2')] + |[x — 2’| = 0. Ainsi, d’aprés la
Proposition 1.2.1, p’ & I (p) U I~ (p). On en déduit que le graphe de f est une partie
achronale de M"*1. Si f est 1-contractante, les inégalités ci-dessus sont strictes, donc
p & JT(p) UJ (p). Cela prouve que le graphe de f est acausal.

Réciproquement, soit A une partie achronale de M"*!. On considére la projection €
de A sur H(Ay) :

QO ={x e HAy), 3t € D(Ao) : (t,x) € A}.

La fibre {(¢,x), t € D(Ag)} au dessus d’un point x de €2 rencontre A en un unique point
p = (t,x). En effet, s’il existait un autre point p’ = (¢',x) dans A, les points p et p’
seraient temporellement reliés d’apres la Proposition 1.2.1; ce qui contredit I’achronalité
de A. On définit alors Papplication f qui associe a tout point x de 2 I'unique point
t de D(Ag) tel que (t,z) appartient a A. Soient x,z’ dans Q. Comme la partie A est
achronale, les points p = (f(z),z) et p’ = (f(2'),2’) ne sont pas temporellement reliés.
D’apres la Proposition 1.2.1, cela équivaut a dire que le vecteur p—p’ n’est pas temporel,
i.e.
(@) = F@)] < |z — o]

Autrement dit, f est 1-Lipschitz. Si la partie A est acausale, les points p, p’ ne sont pas
causalement reliés autrement dit le vecteur p — p’ n’est pas causal. Donc

[f(z) = @) <]z —2']].
Autrement dit, f est 1-contractante. Cela prouve la proposition. 0

Définition 1.2.14. Une partie A de M"*! est étanche si tout point p de A admet un
voisinage U tel que

1. la partie ANU est achronale relativement a U (i.e. A est localement achronale) ;

2. toute courbe causale contenue dans U reliant un point de I{;(A) a un point de
I (A) rencontre ANU.

Les sous-ensembles de M™*! introduits dans la Définition 1.2.14 sont connus sous
la terminologie anglo-saxonne edgeless sets. A notre connaissance, il n’existe pas de
terminologie francaise pour cette notion, nous proposons donc 'adjectif étanche pour
caractériser ces ensembles. En effet, on peut penser une partie étanche A de M"+!
comme une "barriere imperméable" qui sépare son futur de son passé. Cette image est
illustrée par I’exemple suivant.
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Ezemple 1.2.1. Soit A le segment {0} x [0, 1] de M3. On voit sur la figure suivante que la
condition 2 de la Définition 1.2.14 n’est pas vérifiée aux points (0,0) et (0,1). La partie A
n’est donc pas étanche. Par contre, on voit facilement que A\{(0,0), (0,1)} est étanche.

I+(0,1)

I-(0,1)

Proposition 1.2.7. Soit Ay une direction d’observation et soit f : Q C H(Ay) —
D(Ap) une fonction 1-Lipschitz. Alors, la partie achronale A = G(f) est :

1. étanche si et seulement si Q0 est ouvert dans H(Ag) ;

2. fermée dans ML si et seulement si Q) est fermé dans H(A).

Démonstration. 1. Supposons A étanche. Soit z un point de 2. Comme A est
étanche, il existe un voisinage ouvert U de p = (f(z), x) tel que toute courbe cau-
sale reliant un point de I;F(p) & un point de Ij; (p) rencontre A. Soit V I'ensemble
des points y de H(Ap) tels que la droite temporelle A, = {(t,y), t € D(vo)}
rencontre I; (p) et I/ (p) :

V= {y€H(Ao), AT (p) #0 et Ay T (p) # 0},

Le sous-ensemble V' contient x et est contenu dans €2 puisque A est étanche.
Montrons que V est un ouvert de M™*+!. Soit y un point de V et soient pi, pa
deux points dans 'intersection de A, avec Ij; (p) et I;F (p) respectivement. D’apres
la Proposition 1.2.2, I;(p) et I;7(p) sont des ouverts de M"™!. Soient donc des
voisinages ouverts Uy et Uy de py et pa contenus dans Ij; (p) et I7 (p). On considere
alors l'intersection W des projections de Uj et Us sur H(Ap). Comme la projection
orthogonale sur H(Ag) est une application ouverte, W est un ouvert de H(Ay)
qui contient y et est contenu dans V par définition. On vient donc de montrer que
V' est un voisinage ouvert de x contenu dans 2. Donc € est ouvert dans H(Ay).
Réciproquement, supposons 2 ouvert dans H(Ag). Soit (f(z),z) un point de A
et soit B une boule euclidienne centrée en x de rayon € contenue dans ). Soit U
le cylindre ouvert de M™+1 :

U=|f(x) —e/2, f(x) +/2[xB.

Soit p1 = (t1,21),p2 = (t2,72) deux points de Ij; (p) et I+ (p) respectivement
et soit ¢(t) = (¢,x(t)) une courbe causale future reliant p; a ps paramétrée par
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[t1,t2] C D(vp). Comme x est 1-Lipschitz, tout point x(t) est contenue dans dans
B. On consideére alors la fonction g : [t1,t2] — R définie par g(t) = f(z(t)) — t.
On a g(t1) < 0 et g(t2) > 0. La fonction g étant continue, il existe alors un réel
to dans [t1, t2] tel que g(tg) = 0 soit c(tp) € U N A.

2. Supposons A fermée dans M"*!. Soit {;}; une suite de © qui converge vers
x € H(Ap). Comme f est 1-Lipschitz, pour tous entiers i, j, on a

|f(xi) = f(@))] < ||z — 2]

Comme {x;} est une suite convergente de H(Ay), elle est de Cauchy. On dé-
duit de 'inégalité précédente que {f(z;)}; est une suite de Cauchy de D(Ay)
et converge donc vers un point ¢ de D(Ap). Comme la partie A est fermée,
(t,z) = lim(f(x;),x;) appartient a A; en particulier z € Q. Donc, Q est fermé
dans H(Ay).
Réciproquement, supposons que £ soit fermé dans H(Ap). Soit {(f(x;),z;)}i une
suite de A qui converge vers p = (t,z) dans M"*!. Comme {z;}; est une suite du
fermé Q, sa limite x appartient a . La fonction f étant continue, lim f(x;) = f(x).
Par unicité de la limite, p = (f(z),z) € A. Donc A est fermée dans M" 1,

O

Corollaire 1.2.3. Etant donnée une direction d’observation Ay, les fermés achronaux
étanches de Mt sont les graphes d’applications 1-Lipschitz de H(Ag) dans D(Ag).

Démonstration. Soit A = G(f) une partie achronale non-vide de M™! ot f est une
fonction 1-Lipschitz d’une partie Q de H(Ag) a valeurs dans D(Ag). D’apres la Propo-
sition 1.2.7, A est un fermé achronal étanche si et seulement si ) est a la fois ouvert
et fermé dans H(Ap). Comme H(Ap) est connexe et 2 non-vide, on en déduit que
Q=H(Ay). O

Remarque 1.2.10. 11 découle du Corollaire 1.2.3 que le futur (resp. passé) strict d’un
fermé achronal étanche A = G(f) coincide avec 1’épigraphe (resp. hypographe) strict
de f.

Lemme 1.2.4. Soit A une partie achronale de M"*1. Les sous-ensembles I~ (A), A,
IT(A) sont deuz a deuz disjoints. Si, de plus, A est fermé étanche, l'union disjointe de
I=(A), A, IT(A) coincide avec M™*! tout entier.

Démonstration. Comme A est achronale, les sous-ensembles I1(A) (resp. I~ (A)) et A
sont disjoints. Supposons que l'intersection I (A) N I~ (A) est non-vide. Il existe alors
un point ¢ de M™*! et deux points pg,p1 de A tels que ¢ € I (pg) NI~ (p1). D’apres la
Proposition 1.2.1, les vecteurs ¢ — pg et ¢ — p1 sont respectivement temporels futur et
passé. Comme

p1—po=(p1 —q) + (¢ —po)

est la somme de deux vecteurs temporels futurs et que le cone temporel futur est convexe,
p1 — po est temporel futur. Donc p; est dans le futur strict de py. Contradiction.
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Supposons A fermé étanche. Soit vy une direction d’observation. Alors A est le graphe
d’une application 1-Lipschitz f de H(vo) dans D(vg). Alors, d’apres la Remarque 1.2.10,
I'union disjointe de I~ (A), A, IT(A) coincide avec M"*! tout entier. O

Dans ce qui suit, on s’intéresse aux parties de M™*! qui ne sont, & priori, pas achro-
nales mais satisfont la condition plus faible d’étre localement achronales. La proposition
suivante donne des conditions suffisantes pour qu’une partie localement achronale de
M"*! soit achronale.

Proposition 1.2.8. Soit A une partie localement achronale étanche. Si A est fermé et
connexe alors pour toute direction d’observation Ag, A est le graphe d’une application
1-Lipschitz de H(Ao) dans D(Ag). En particulier, A est une partie achronale.

Démonstration. Voir par exemple [5, Chapitre 1, Section 3, Proposition 3.1.1]. ]

Soulignons 'importance de I’hypothese connexe dans I’énoncé de la Proposition 1.2.8.
Par exemple, 'union de deux hyperplans euclidiens paralléles H et H' est un fermé
localement achronal étanche qui n’est pas achronal : en effet, pour tout point p € H,
toute droite temporelle passant par p rencontre H'.

(1.2.4) Développement de Cauchy. Soit A une partie achronale de M™*!.

Définition 1.2.15. Le développement de Cauchy futur de A, noté DT (A), est 'ensemble
des points p de I (A) tels que toute courbe causale issue de p inextensible dans le passé
rencontre A.

On définit de méme le développement de Cauchy passé de A, noté D~ (A), en rem-
placant futur par passé et vice versa dans la définition ci-dessus.

Définition 1.2.16. Le développement de Cauchy de A, noté D(A), est ’ensemble des
points p de M™*! tels que toute courbe causale inextensible passant par p rencontre A.

Remarque 1.2.11. D’apres le Lemme 1.2.4, le développement de Cauchy d’une partie
achronale A de M™! est 1'union disjointe de D (A), A et D~ (A).

Lemme 1.2.5. Soit A un fermé achronal étanche de M"*1. Alors, le développement
futur (resp. passé) de A est l'ensemble des points p de IT(A) (resp. I7(A)) tels que
toute droite lumiére issue de p inextensible dans le passé (resp. futur) rencontre A.

Démonstration. Voir par exemple [5, Chapitre 1, Section 5, Lemme 5.1.2]. O

Proposition 1.2.9. Il existe un fermé achronal étanche ¥ de M dont le développe-
ment de Cauchy est Uespace M1 tout entier.

On dit alors que M+ est globalement hyperbolique et que X est une hypersurface de
Cauchy de M™!. Nous développerons la notion d’hyperbolicité globale dans le contexte
plus général des espace-temps au Chapitre 4.
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Démonstration. Soit Ag une direction d’observation. D’apres la Proposition 1.2.4, quitte
a changer de paramétrage, c(s) = (s,x(s)), avec s € D(Ap) et z(s) € H(Ap). Soit ¥ un
hyperplan affine euclidien de M™*!. Dans la décomposition spatio-temporelle D(Aq) x
H(Ap), 'hyperplan ¥ se réalise comme {so} x H(Ag) avec sp € D(Ap). La courbe ¢
rencontre donc ¥ en un unique point. D’ott M" ™! = D(%). O

On s’intéresse a présent aux développements de Cauchy de fermés achronaux étanches
de M1 Tls ont été étudiés et classifiés dans [5]. On présente les résultats de cette
classification dans le Théoréme 1.2.1. Avant de I’énoncer, on définit les domaines réguliers
de Minkowski suivant la terminologie de [14]. On reviendra en détails sur ces domaines
dans le Chapitre 2.

Définition 1.2.17. Un domaine régulier futur (resp. passé) de Minkowski est un ouvert
convexe non-vide de M"*1 égal a l'intérieur de I'intersection des futurs (resp. passés)
causaux d’hyperplans lumieres affines.

Ezxzemple 1.2.2. Le futur (resp. passé) strict d’un hyperplan lumiére affine est un domaine
régulier de Minkowski.

Théoréme 1.2.1. Soit Q un ouvert de M, développement de Cauchy d’un fermé
connexe localement achronal étanche A. Alors, Q) est soit un domaine régulier de Min-
kowski soit le domaine compris entre deux hyperplans lumiéres affines paralléles.

Démonstration. Voir [5, Théoréme 5.2.2]. O
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CHAPITRE

2

DOMAINES REGULIERS

Soit M"*! un espace-temps de Minkowski. Dans cette section, nous décrivons les do-
maines réguliers de M1 -introduits dans la section précédente (voir Définition 1.2.17).
Nous redémontrons, en particulier, un résultat de F. Bonsante qui porte sur les hyper-
plans d’appui & un domaine régulier [15, Proposition 4.12] dans le cadre plus général des
convexes fermés d’un espace affine.

Deux espaces interviennent dans I’étude des domaines réguliers de M"*! que nous
proposons : 1'espace des hyperplans lumiéres de M1 et I'espace des hyperplans de type
espace de M"*1 appelé espace de co-Minkowski (voir [7]) ou half pipe (voir [16, 39]).

2.1 Espace des hyperplans lumieres

Dans cette section, on va définir et décrire [’espace des hyperplans lumieres affines
de M+,

A cet effet, on introduit d’abord lespace des hyperplans affines de M™*1. Ce der-
nier est défini dans ’Annexe A.3 dans le cadre général d’un espace affine quelconque A.
On en rappelle ici la définition dans le cas particulier ou A est I’espace-temps de Min-
kowski M"*!. On gardera les mémes notations que celles utilisées dans I’Annexe A.1 : on
notera F(M"T1) I'espace vectoriel des formes affines sur M" ! et ¢ la classe des formes
affines constantes dans I'espace projectif P(F(M"+1)).

Définition 2.1.1. L’espace des hyperplans de M" ! est I'ouvert P(F(M™T1))\{¢} de
I'espace projectif muni de la topologie induite. On le note H(M"*!). Un point ¢ de
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H(M™ 1) définit ’hyperplan
He={peA: afp) =0}
ou « est un représentant de (.

Un hyperplan de M™*! est lumiére s’il est dirigé par I'orthogonal d'un vecteur lu-
miére (voir Définition 1.2.10). Ainsi, un hyperplan d’équation a(p) = 0 est lumiere si et
seulement si I’application linéaire o associée a o est — < v,. >1,, Ol v est un vecteur
lumiere de V. D’ou la définition suivante.

Définition 2.1.2. L’espace des hyperplans lumiéres de M™ ! noté L(M"H1), est la
quadrique

LMY = {[o] e HM™ ) . & = — <w,. >, v €V lumiére}
de H(M"*1) munie de la topologie induite.

Pour définir les domaines réguliers de M"™+1, il s’avére plus naturel de considérer
Uespace des futurs/passés d’hyperplans lumiéres.

(2.1.1) Espace des futurs/passés d’hyperplans lumiéres. Dans le paragraphe
(A.3.1) de ’Annexe A.3, nous définissons 1'espace des demi-espaces (délimités par des
hyperplans) d’un espace affine A. Nous en rappelons la définition ici pour A = M1,
Soit S(F(M"*+1)) la sphére des rayons de F(M"*1) i.e. le quotient de F(M"*1)\{0} par
la relation d’équivalence qui identifie v & Ao si A > 0. On note &4 (resp. {_) la classe
des formes affines constantes positives (resp. négatives).

Définition 2.1.3. L’espace des demi-espaces de M1 est I'ouvert S(F(M™ 1))\ {&4, €}
de la sphere des rayons muni de la topologie induite. On le note D(M"™*1).
Tout point ¢ de D(M™*!) définit le demi-espace de M"+!

D¢ ={p€ A, a(p) =2 0}
ou « est un représentant de (.

Remargue 2.1.1. L'espace D(M™*1!) est un revétement double de H(M"+1),

Soit £+ (M"™*1) le sous-espace de D(M™*1) constitué des futurs d’hyperplans lumieres
affines de M"*!. Plus précisément, £ (M"*!) est la quadrique de D(M"*!) définie par
LM = {[a] e DM : & = — <w,. >1,, v lumiere futur}

ot @ est I’application linéaire associée a a.

De méme, on définit le sous-espace £~ (M"*1) de D(M"*!) constitué des passés d’hy-
perplans lumieres affines de M *1 :

L7(M") = {[o) e DIM™) : @ = — < w,.>1,, v Iumitre passé}
ot & est I’application linéaire associée a a.
Remarque 2.1.2. L’application d’antipodie [a] € D(M"*) — [—a] € D(M™1!) définit
un difféomorphisme entre £ (M"™*1) et £=(M"*1). De plus, les restrictions de la pro-
jection D(M™ 1) — H (M) & LT (M"*1) et £~ (M"H!) sont des plongements d’image
ﬁ(MnJrl).

38



2.2 Espace de co-Minkowski

La description de I'ensemble des hyperplans d’appui & un domaine régulier que nous
proposons au paragraphe (2.3.4) fait intervenir ’espace des hyperplans de type espace
de M™*! appelé espace de co-Minkowski. Cette terminologie se justifie par le fait qu’il
existe une relation de dualité entre ’espace de Minkowski et ’espace de co-Minkowski
que nous précisons au paragraphe (2.2.6).

Définition 2.2.1. L’espace de co-Minkowski, noté coM™ ! est le sous-espace de H(M" 1)
défini par

coM™ = {[a] e HM" ) : @ = — <wv,. >1,, v €V temporel}
oll o est I’application linéaire associée a a.

Remarque 2.2.1. Toute isométrie M"+! envoie hyperplan affine de type espace sur hyper-
plan affine de type espace. Le groupe Isom(M"*!) agit donc naturellement sur coM™ 1.
Plus précisément, cette action est définie par f.[a] := [ao f~!] pour tous f € Isom(M"™+1)
et [a] € coM™ L,

(2.2.1) Pseudo-métrique sur ’espace de co-Minkowski. Soit 7 : coM" ! —s
H™ la projection naturelle qui associe & tout hyperplan affine de type espace son vecteur
normal futur de norme —1. Il s’agit d’un fibré en droites ou chaque fibre est constituée
d’hyperplans de type espace paralleles. Soit ggr la métrique Riemannienne sur H" induite
par la forme quadratique g1 ,. On munit alors coM™ ! de la pseudo-métrique g ppm+1
définie comme le tiré en arriere par w de gygn. La pseudo-métrique g pn+1 est dégénérée
et son noyau est tangent aux fibres de 7 : coM™ ! — H".

Remarque 2.2.2. Le groupe Isom(M"*1) est strictement contenu dans le groupe des
transformations de coM"*! qui préservent la pseudo-métrique dégénérée g pn+1 (voir
[7, Section 2. , Remark 2.2]).

(2.2.2) Structure conforme sur l’espace des hyperplans lumiéres. La fron-
tiere de coM™*! dans H(M"*1) est le sous-espace L£(M"*!) constitué des hyperplans
lumiéres de M"*1. La projection 7 s’étend continfiment a £(M"*!) en un fibré en droite
or : LMY — 9H". Chaque fibre est formée d’hyperplans lumiéres paralleles. L'es-
pace L£(M"*!) posseéde ainsi une structure conforme canonique : on le munit du tiré en
arriere par Or de la classe conforme de la métrique ronde sur la sphére OH". 11 s’agit

d’une classe conforme de pseudo-métriques dégénérées et son noyau est tangent a chaque
fibre de O : L(M" 1) — OH".

(2.2.3) Espace des futurs/passés d’hyperplans de type espace. La pré-image
de coM™ ™! C H(M"!) dans le revétement double D(M"*!) admet deux composantes
connexes. On note coI\\/JI’}r+1 la composante constituée des futurs d’hyperplans de type
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espace et coM™ ! celle constituée des passés d’hyperplans de type espace. Plus précisé-
ment

n+1
coM i

coM™ ! =

+1) .

[ € D
o] € D(

ol @ est I’application linéaire associée a a.

{[a] € D(M" qd=—<v,. >1n, v €V temporel futur}
{la) € D I\\/JI”+1) cd=—-< v,.>1n, v €V temporel passé}

La projection 7 : coM™! — H" se reléve en deux projections . : COM?_+1 — H"”
et m— : coM™ ™ — H". On munit coM’7™" (resp. coM™"!) du tiré en arriere par 7
(resp. m_) de gpn.
Remarque 2.2.3. L’application d’antipodie [a] € D(M"!) s [—a] € D(M™!) défi-
nit une isométrie entre coM’}fl et coM™. De plus, les restrictions de la projection
DM — H(M"H) & coMtH et coM™! définissent des isométries sur leur image
coM" 1,

(2.2.4) Description de coM"*! relativement & un observateur de M"*!. Le
choix d’une direction d’observation de M1 (voir Définition 1.1.11) permet de définir
un modele affine de Iespace de coMinkowski coM" 1! :

Soit v9 € H" une direction d’observation. On note A(vp) la carte affine
Avg) :={a € ]:(M"H) A =—< V,. >1p, vEV tel que — < wv,v9 >1,=1}.

Définition 2.2.2. On appelle modéle affine de I'espace de coMinkowski coM™ ! I'image
de coM™ ! dans la carte affine A(vg). Il est noté coM™ ! (vy).

Remarque 2.2.4. Comme toute droite vectorielle de type temps de V rencontre ’hyper-
plan affine d’équation — < .,v9 >1,= 1 en un unique point, I'espace de coMinkowski
coM™ 1 est difféomorphe & son modele affine.

Modeéle du cylindre. Le choix supplémentaire d’une origine py dans M"+! per-
met d’identifier le modele affine coM™!(vg) & un cylindre plein B" x R :

Soit a l'isomorphisme linéaire de V' x R dans F(M"*!) qui associe & tout couple
(v, s) la forme affine a(v,s) == — <. —pg,v >1,, —5.

Remarque 2.2.5. L’hyperplan a(v, s)(p) = 0 est le translaté par svy de 'hyperplan affine
passant par pg de direction vt.

L’intersection du cone temporel de V' avec I'hyperplan affine euclidien — < .,vg >1,=
1 est une boule ronde de dimension n notée B(vp). Il est clair que :

Fait 2.2.1. La restriction de o a B(vg) X R est un difféomorphisme sur le modéle affine
coM™ 1 (vy).
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Remarque 2.2.6. Deux points (v, s) et (v,s’) de B(vg) x R sur la méme droite verticale
correspondent & deux hyperplans de type espace paralleles. L’hyperplan «(v,s) = 0 est
dans le futur de ’hyperplan a(v,s’) = 0 si et seulement si s > s'.

Remarque 2.2.7. La boule B(vg) est en fait le modele de Klein de I’espace hyperbolique.
En effet, rappelons que H" est isométrique & son modele projectif P(H™), c’est a dire
I’ensemble des droites vectorielles de type temps de V', muni du poussé en avant de la
métrique hyperbolique ggn. Le modele de Klein de H" est I'image du modele projectif
de H" dans la carte affine {— < v,v9 >1,= 1}, c'est a dire la boule ronde B(vp).
On note encore ggn la métrique hyperbolique sur B(vp). Dans le modele B(vg) x R, la
pseudo-métrique dégénérée de coM™ ! s’exprime alors par ggn + 0.dx?.

Remarque 2.2.8. La direction d’observation vg permet de décomposer V sous la forme
vect(vg) @ vy. Dans cette décomposition, la boule B(vg) est 'ensemble des vecteurs
vg + u ou u appartient a la boule unité By de I’hyperplan euclidien U(J)‘. Elle est donc
entierement déterminée par By. En pratique, il sera plus utile d’identifier le cylindre
By x R a l'espace de coMinkowski coM™*! : & tout couple (u,s) € By x R on associe
la forme affine 5(u,s) := a(vy + u,s). Pour tout p € M"*! tel que p — po = tvg + 2,
on a B(u,s)(p) = t— < u,x >¢ —s olt < .,. > est le produit scalaire sur vy induit
par < .,. >1pn-

On note Hy I’hyperplan affine euclidien — < v, vg >1,,= 1. Remarquons que le modele
B(vp) xR de I'espace de coMinkowski coM"™*! est contenu dans ’hyperplan affine Hy x R
de V x R. Le principal intérét du modele cylindrique de ’espace de coMinkowski réside
alors dans le fait suivant :

Fait 2.2.2. L’intersection de B(vg) X R avec un hyperplan affine de Hy X R transverse,
munie de la métrique induite, est isométrique da l’espace hyperbolique H".

Cela découle simplement du fait qu'un hyperplan de Hy x R transverse a B(vg) x R
rencontre chaque fibre du cylindre. Le fait ci-dessus motive la définition suivante :

Définition 2.2.3. On appelle hyperplan hyperbolique de coM™ ! une section de B(vg) xR
par un hyperplan affine transverse de Hg x R.

Décomposition du bord conforme de ’espace de coMinkowski. Rappelons
que le bord conforme de I'espace de coMinkowski coM™! est I'espace £(M™!) des
hyperplans lumiéres affines de M"*!. Comme pour coM™!, on appelle modéle affine
de £L(M"*1) son image dans la carte affine A(vg). Puisque toute droite lumiere de V/
rencontre ’hyperplan Hy en un unique point, £(M"*!) est difféomorphe & son modele
affine.

L’intersection du coéne lumiere de V' avec Hy est la spheére conforme 0B(vp) de di-
mension (n — 1). On munit le cylindre 0B(vp) x R du tiré en arriére par la projection
OB(vp) x R — 0B(vg) de la structure conforme de 9B (vo). Comme pour coM"™ 1, I'iso-
morphisme « induit une isométrie conforme entre 9B(vy) X R et le modele affine de
[’(Mn—i-l)‘
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Remarque 2.2.9. Avec les notations de la Remarque 2.2.8, la sphere 9B(vp) est ’ensemble
des vecteurs vg + uw ou u appartient a la frontiere de la boule ronde By dans Ud‘, notée
0By. Comme pour coM™ 1, il sera plus utile en pratique d’identifier le cylindre 0By x R
a L(M"™1) par I'application qui associe & (u, s) la forme affine 95(u, s) := a(u + vo, s).
De méme, pour tout p € M"*! tel que p — pg = tvg + z, on a

0B(u, s)(p) =t— < u,x >g —s.
Comme pour coM"™t!, on a le fait suivant :

Fait 2.2.3. L’intersection de 0B(vy) X R avec un hyperplan affine transverse de Hy x R,
munie de la structure conforme induite, est une sphére conforme de dimension (n —1).

(2.2.5) Adhérence de coM"*! dans ’espace projectif. On rappelle que ¢ désigne
la classe des formes affines constantes dans P(F(M"T1)) et £,&_ € S(F(M™L)) les
classes des formes affines constantes positives et négatives.

La frontiere de coM™ ! dans P(F(M"*1)) est £(M™1) L {¢}. Ainsi, on peut voir
I'adhérence de coM™t! dans P(F(M"*!)) comme un tore plein pincé dont I'intérieur est
coM™ 1.

Dans la sphére des rayons S(F(M"1)), la frontiere de coM'}tt est £+ (M) U
{&+,¢-}. On peut donc voir adhérence de coMTrl comme un cylindre plein pincé en
ses deux extrémités. L’adhérence de coM™ ! admet exactement la méme description en

remplacant £ (M" 1) par £~ (M"F1).

FIGURE 2.1 — L’espace de coMinkowski et son bord conforme dans la sphére des rayons.

(2.2.6) Dualité entre M"*! et coM™*!. On a vu qu'un hyperplan affine de type
espace de M"*! définit un point de coM™t!. Inversement, nous allons voir que tout
point de M"*! définit hyperplan hyperbolique de coM™ ! (voir Définition 2.2.3). Nous
verrons que cette dualité provient de la dualité entre les espaces vectoriels F(M"+1)
et F(M"*+1)*. Rappelons d’abord le plongement de 'espace affine M"*! dans I’espace
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vectoriel F(M"T1)* (voir Annexe A.3).

Soit 4 : Mt — F(M"+1)* I'application qui associe & tout point p € M"*! la forme
linéaire i(p) définie par i(p)() := a(p). Cette application étant affine et injective, on
peut voir M"*! comme un hyperplan affine de 'espace vectoriel F(M"™+1)*.

Soit 7 : F(M"H1) — P(F(M™*1)) la projection canonique.

Lemme 2.2.1. Pour tout p € M™!, I’ensemble des hyperplans affines de type espace
passant par p est Uintersection de coM™ 1 avec Uhyperplan projectif m(keri(p)).

Démonstration. Par définition
m(keri(p)) := {[o] € P(F(M")) : a(p) = 0}.

Autrement dit, c’est 'ensemble des hyperplans affines passant par p. Son intersection
avec coM"™ ! est donc I'ensemble des hyperplans affines de type espace passant par p. [J

Notons K (p) l'intersection de coM"*! avec ’hyperplan projectif 7(keri(p)). Décri-
vons K (p) dans le modele affine et dans le modele cylindrique de coM™ ! :

Fixons une origine py de M™*! et une direction d’observation vg € H". Dans le modéle
affine coM"™*1(vy), le sous-espace K (p) est simplement 'intersection de coM™ ! (vg) avec
I’hyperplan vectoriel keri(p).

Soit o : VxR — F(M™*!) I'isomorphisme (v, s) := — < .,v >1,, —s. On note B(vp)
la boule ronde de I'hyperplan affine euclidien — < .,v9 >1,= 1 munie de la métrique
hyperbolique gpr». On a vu que « induit une isométrie entre le cylindre B(vp) x R,
muni de la métrique gg» + 0.dz?, et le modele affine de coM™*!(vg). Par conséquent,
K(p) se réalise dans B(vg) x R comme l'intersection de B(vg) x R avec I'hyperplan
vectoriel a~!(keri(p)). Appelons Hy I'hyperplan affine euclidien — < .,vg >1,= 1.
Comme B(vg) x R est contenu dans Hy x R, I'intersection de a~!(keri(p)) avec Hy x R
est un hyperplan affine de Hy x R qui rencontre chaque fibre du cylindre B(vp) x R. Vu
dans Hyp x R, K(p) est donc une section de B(vg) x R par un hyperplan affine transverse,
c’est & dire un hyperplan hyperbolique (voir Définition 2.2.3). On vient ainsi de montrer
le fait suivant :

Fait 2.2.4. Pour tout p € M"L, Uensemble des hyperplans affines de type espace de
M"*+ passant par p est un hyperplan hyperbolique de coM™ ! noté K (p).

L’ensemble des hyperplans lumiéres affines de M"*! passant par p est la spheére
conforme OK (p) de L(M™*1). Dans le modele 9B(vg) x R, la sphére 9K (p) est 'ensemble
des (v, s) € 0B(vp) x R tels que — < v,p—po >1,,= s. Autrement dit, c’est le graphe de
la fonction continue h, de dB(vp) dans R définie par

h’p(v) =—<v,p—po >l,n .
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Remarque 2.2.10. Rappelons que 9B désigne la sphére unité de vol. Dans le modele
0By x R (voir Remarque 2.2.2), la sphere 0K (p) est le graphe de la fonction h, de 0By
dans R définie par h,(u) := hy(vo +u). Si p— po = tvg + x avec = € vy, on a

hp(u) = t— < u,z >

ou < .,. > est le produit scalaire sur UOL induit par < .,. > .
La proposition suivante met en correspondance les différentes configurations possibles

de deux hyperplans hyperboliques K (p;) et K (p2) de coM™ ! et le type du vecteur p; —po.

Proposition 2.2.1. Soient p1,ps € M. On note K(p1), K(p2) les hyperplans hyper-
boliques de coM™ ! associés. On note K1 (resp. Ka) l’adhérence de K1 (resp. Kz) dans
coM™ 1 U L(M" ).

1. Si K(p1) et K(p2) se rencontrent, alors le vecteur p1 — po est de type espace.

2. Si K(p1) et K(p2) sont disjoints, alors le vecteur p1 — py est de type temps.

3. Si K(p1) et K(p2) se rencontrent en un point de L(M"™ 1), alors le vecteur p1 —po
est de type lumicre.

2.3 Domaines réguliers

Pour tout A C D(M"™*!), on désigne par Q(A) le convexe fermé de M™+! obtenu
comme intersection des demi-espaces D¢ = {p € M"*!, a(p) > 0} avec [a] = ¢ € A. On
note Q(A) lintérieur de Q(A).

Définition 2.3.1. On appelle domaine régulier tout ouvert convexe non-vide de M"*!
de la forme 2(A) ot A est une partie de LT (M™*1) ou de £~ (M"™*!). Un domaine régulier
Q(A) est dit propre si A contient au moins deux éléments !.

Remarque 2.3.1. Cette définition est bien compatible avec la Définition 1.2.17 des do-
maines réguliers donnée dans le Chapitre 1, Section 1.2.

Le convexe fermé Q(A) est une intersection de demi-espaces futurs si A C £+ (M"+1);
passés si A C L~ (M"*1). Ainsi, un domaine régulier Q(A) est futur ou passé complet
suivant que A soit une partie de L7 (M"1) ou de £~ (M"*!). Par soucis de légereté, on
dira simplement que Q(A) est futur ou passé.

(2.3.1) Exemples. Les domaines réguliers de M"*! qui ne sont pas propres se ré-
duisent :

1. & M"*! lui-méme : il s’agit du domaine régulier Q(A) avec A = (J;

2. et aux futurs/passés stricts d’hyperplans lumieéres : il s’agit des domaines réguliers
Q(A) ou A est un singleton.

1. On a adopté ici la terminologie de [14] qui differe de celle de [15] pour lequel un domaine régulier
désigne un domaine propre au sens de la Définition 2.3.1.
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Les domaines réguliers propres constituent, quant a eux, une classe trés riche de
domaines convexes de M"*!. On donne ici une famille d’exemples qui jouera un rdle
central dans la description des espace-temps conformément plat contenant des photons
complets, a savoir les domaines de Misner.

Les domaines de Misner. On appelle domaine de Misner futur 'intersection
des futurs stricts de deux hyperplans lumieéres de M"*!. Autrement dit, un domaine
de Misner est un domaine régulier (A) défini par un fermé A de £7(M"!) contenant
exactement deux points distincts. On définit de méme les domaines de Misner passés en
renversant l'orientation du temps. Ces domaines ont été introduits par T. Barbot dans
[4, Section 4] pour décrire les espace-temps plats globalement hyperboliques.

Notons qu’un domaine de Misner est le futur d’un (n — 1)-plan affine de type espace.
En effet, deux hyperplans lumiéres affines P;, P, de M"*! s’intersectent le long d’un
(n—1)-plan P de type espace. L’intersection des deux demi-espaces futurs délimités par
Py et de P, est donc le quart d’espace égal au futur strict de P. Plus généralement, nous
allons voir le futur strict d’un k-plans de type espace de M" 1, avec 0 < k <n — 1, est
un domaine régulier futur que nous appellerons domaine de Misner futur d’indice k.

Soit P un k-plan de type espace de M"*! ofi k est un entier compris entre 0 et (n—1).
L’orthogonal de P est alors un (n — k + 1)-plan de type (1,n — k).

Lemme 2.3.1. Le k-plan de type espace P est lintersection des hyperplans lumiéres
affines passant par un point p de P, dirigés par l’orthogonal d’une direction lumiére de
PL. De plus, le futur strict de P est Uintersection des futurs stricts de cette famille
d’hyperplans lumiéres affines.

Démonstration. Pour simplifier I’écriture, on identifie M"*! & son espace vectoriel sous-
jacent V par 'application qui associe a un point g le vecteur ¢ — p. On note P la famille
des hyperplans lumiéres paramétrée par les directions lumiéres de Pt.

Montrons que P est l'intersection des hyperplans de la familles P. Pour toute direc-
tion lumiére A de Pt, on a P C At. Par conséquent, P est contenu dans I’'intersection
des hyperplans lumieres de la famille P. Réciproquement, soit g un point de cette inter-
section. Soit B une base de vecteurs lumiéres de P+. Par hypothése, ¢ est orthogonal &
chaque vecteur de cette base. Donc, ¢ € (P+)+ = P.

A présent, montrons que le futur strict de P est I'intersection des futurs stricts des
hyperplans de la famille P, notée ). D’aprés ce qui préceéde, le futur strict de P est
contenu dans ). Réciproquement, soit g € 2. Soit ¢p le projeté orthogonal de ¢ sur P.
On va montrer que ¢ € I7(gp). Soit v un vecteur lumiere futur de P-. Comme ¢ € Q,
on a < ¢q,v >1,< 0. Puisque gp est orthogonal a Pl < q—qp,v >1,=< ¢,V >1n.
Par suite, < ¢ — gp,v >1,< 0 pour tout vecteur lumiere futur de P*. Autrement dit,
le vecteur ¢ — gp appartient a l'intersection des demi-espaces futurs délimités par un
hyperplan lumiére de P+. 1l est facile de voir que cette intersection est exactement le
cone temporel futur de PL. On vient ainsi de montrer que le vecteur ¢ — gp est temporel
futur. D’apres la Proposition 1.2.1, on en déduit que ¢ € I (gp). Donc, Q C IT(P). Le
lemme s’en suit. O
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Corollaire 2.3.1. Le futur strict de P est un domaine régulier Q(A) défini par une
sphére conforme A de dimension (n —k —1) de LT (M™Y. En particulier, lorsque k est
égal a n — 1, le futur strict de P est un domaine de Misner.

Démonstration. Soit p un point de P. Pour simplifier écriture, on identifie M1 &
son espace vectoriel sous-jacent V par 'application qui associe & un point ¢ le vecteur
q — p. On note S(P) la sphére des directions lumieres de P*. Il s’agit du quotient du
cone lumiere de Pt par la relation d’équivalence qui identifie deux vecteurs s’ils sont
colinéaires par un scalaire strictement positif. C’est une sphere conforme de dimension
(n —k —1). Soit A le sous-ensemble de £ (M"T!) constitué des éléments [a] tels que
a=—<wv,. >, avec [v] € S(P). Il est clair que A est conformément isométrique a
S(P). C’est donc une sphere conforme de dimension (n—k—1) de £ (M"*1). D’apres la
Proposition 2.3.5, 'ouvert ©(A) coincide alors avec 'intersection des demi-espaces futurs
délimités par les hyperplans lumiéres orthogonaux & une direction lumiére de Pt. Par
conséquent, d’apres le Lemme 2.3.1, le domaine régulier (A) est le futur strict de P. [

Définition 2.3.2. Soit k£ un entier compris entre 0 et k. On appelle domaine de Misner
d’indice k un domaine régulier Q(A) défini par une sphére conforme A de dimension
(n—k—1).

En particulier, un domaine de Misner d’indice (n — 1) est un domaine de Misner au
sens de Barbot [4].

Remarque 2.3.2. Un domaine de Misner d’indice 0 est le futur strict d’un point de M"*+1.

(2.3.2) Caractérisation des domaines réguliers. Dans ce paragraphe, nous don-
nons une condition nécessaire et suffisante pour qu’un ouvert 2(A) défini par une famille
A de LT (M"Y (ou de £~ (M™*1)) soit non-vide, c’est & dire soit un domaine régulier.
Rappelons que &£_ désigne la classe des formes affines constantes négatives dans la sphére
des rayons S(F(M"+1)).

Proposition 2.3.1. Soit A C LT(M") et soit A son adhérence dans S(F(M" 1)),
Alors, louvert Q(A) est non-vide si et seulement si £ & A.

La Proposition 2.3.1 est un cas particulier de la Proposition A.3.2 démontrée dans
I’Annexe A.3, que nous rappelons ici.

Proposition 2.3.2. Soit A’ C D(M"). Alors, Q(A’) est non vide si et seulement si
¢ ¢ Conv(N') ot A est I'adhérence de A dans S(F(M"1)).

Nous renvoyons a I’Annexe A.3 (§(A.3.3)) pour la définition de I’enveloppe convexe
d’une partie de S(F(M"*!) (voir Définition A.3.3 et Lemme A.3.6).
Le fait que A soit contenu dans £*(M"*!) permet de montrer les deux faits suivants :

1. Q(A) # 0 si et seulement si Q(A) # 0 (voir Lemme 2.3.2) ;
2. £ ¢ A si et seulement si £ ¢ Conv(A) (voir Lemme 2.3.3).
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La Proposition 2.3.1 découle alors immédiatement de la Proposition 2.3.2 appliquée a
A = A et de ces deux faits que nous prouvons maintenant.

Par soucis de légereté, on suppose A C LF(M"*!) mais les arguments sont similaires
pour A C £~ (M),

Lemme 2.3.2. Si Q(A) # 0 alors Q(A) # 0.

Démonstration. Comme Q(A) # 0, il existe # € Q(A). Comme A C LT(M"F), le
convexe 2(A) est futur-complet, donc It (z) C Q(A). Comme I (x) est ouvert, il s’en
suit que I (z) C Q(A). D’ou Q(A) # 0. O

Lemme 2.3.3. Si ¢ € Conv(A) alors £ € A.

Démonstration. Supposons par I'absurde que é_ ¢ A. D’aprés la description de Padhé-
rence de £ (M) dans S(F(M"™*1)) (voir Section 2.2, §(2.2.5)), les points adhérents & A
sont tous dans £F(M"*!) sauf éventuellement la classe &, des formes affines constantes
positives. Soit donc Ag et J les images réciproques par la projection canonique S :
F(M™) — S(FM"H1)) de A et de coM’t T U LT (M) respectivement. On note a et
o1 les formes affines constantes respectivement égales & 1 et —1. Comme £_ € Conv(A),
il existe des réels positifs ou nuls ¢,t1,...,t, et p formes affines f1,...,3, dans Ag N J

tels que

p
a1 =tag + thﬁz

i=1

Remarquons que J est un cone convexe de F(M"*!) stable par addition d’une forme
affine constante. Il s’en suit que a_j est soit la forme nulle, soit la forme constante
positive taq, soit une forme affine de J. Contradiction ! O

On reformule & présent la Proposition 2.3.1 relativement au choix d’un observateur
de M+,
Soit pg € M1 et vy € H” une direction d’observation. Dans ce qui suit, on identifie
LE M1 au cylindre 9B(vg) x R défini dans le paragraphe (2.2.4) de la Section 2.2.

Définition 2.3.3. Soit A ¢ £F(M"*1). On dit que A est majoré (resp. minoré) s’il
existe C' € R tel que s < C (resp. s > C) pour tout (v,s) € A.

Lemme 2.3.4. Soit A un sous-ensemble de LY (M) (resp. L~ (M"™1)). Alors, & ¢ A
st et seulement si A est majoré (resp. minoré).

Démonstration. On suppose A C LT(M"*1); la preuve est similaire pour A C £~ (M"*1).
On montre d’abord que si £_ ¢ A alors A est majoré. Supposons par 'absurde qu’il existe
une suite {(v;,s;)} de A telle que lim s; = +00. Pour tout entier ¢, on note o la forme
affine a(v;,s;) = — < v;,. —po >1,, —si. Comme lims; = +oo alors, a partir d'un
certain rang, on peut écrire a;/s; = — < v;/s;,. — po >1, —1. Quitte & extraire, la
suite {v;} converge dans 9B(vp). Comme lims; = 400, il s’en suit que limwv;/s; = 0.
Par conséquent, {«;/s;} converge vers la forme affine constante égale a —1. Posons
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& =[] € S(F(M™1)). On vient de montrer que la suite {&;} de A converge vers £_;
autrement dit £ € A. Contradiction. Donc, A est majoré.

Réciproquement, supposons A majoré. Supposons par l'absurde que {_ € A. Alors, il
existe une suite {&;} de A qui converge vers {_. Pour tout ¢, il existe un unique couple
(vi,si) € OB(vg) x R tel que & = [a(vy, s;)] avec a(vi,si) = — < vi,. —Po >1.n —Si.
On note «; la forme affine a(v;, s;) et a1 la forme affine constante égale & —1. Comme
lim¢; = £_, il existe une suite {t;} de réels positifs telle que lim t;a;; = a—;. Il en découle
les deux égalités suivantes :

lim ti’Ui =0 (21)
lim tisi =1.
Quitte & extraire, la suite {v;} converge dans 9B(vg). On déduit alors de I’égalité 2.1
que limt¢; = 0. Comme t; > 0, 'égalité 2.2 implique que s; > 0 a partir d’'un certain
rang. Par hypothese, A est majoré; il existe donc C' € R tel que s; < C pour tout entier

i. Ainsi, la suite {s;} est bornée. Comme lim¢; = 0, il s’en suit que lim s;t; = 0, ce qui
contredit I'égalité 2.2. Donc, £_ & A. O

D’apres le Lemme 2.3.4, la Proposition 2.3.1 se reformule alors comme suit.
Proposition 2.3.3. Soit A une partie de LT(M"1) (resp. L=(M"T1)). L ouvert Q(A)

est non vide si et seulement si A est majoré (resp. minoré).

(2.3.3) Description des domaines réguliers.

Proposition 2.3.4. Soit A C LE(M"™1). Alors Q(A) = Q(AL) on AL est 'adhérence
de A dans £F(M"F1).

Démonstration. Soit A Padhérence de A dans S(F(M™t1)). D’apres la description de
I'adhérence de £ (M"*1) dans S(F(M"+1)),
1. soit A = AL, alors d’aprés la Proposition A.3.3, Q(I_XL) =Q(A);
2. soit A est Punion disjointe de AL et {&+} on &4 est la classe des formes affines
constantes positives dans S(F(M"*1)). Dans ce cas,
QM) = QAM) N {p e M a;(p) > 0}
ol ap est la forme affine constante égale 8 1. Or, {p € M"*1 : ay(p) > 0} = M1,
D’ou, Q(AF) = Q(A). Donc, d’apres la Proposition A.3.3, Q(A¥) = Q(A).
O

Proposition 2.3.5. Soit Q(A) un domaine régulier. Si A est fermé dans L(M"H1)
alors Q(A) coincide avec lintersection des demi-espaces stricts de A :

Q(A) = {p e M" L, a(p) >0, V[a] € A}.
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Démonstration. Soit ¢ € A. On note D¢ le demi-espace strict {p € M" ™!, a(p) > 0} avec
¢ = [a], et D¢ son adhérence. On a : Q(A) C D¢. Donc, Q(A) C De. D’owt, Q(A) € N D.
CeA
Réciproquement, soit p € M"*! tel que a(p) > 0 pour tout [a] € A. Supposons par
I'absurde que p ¢ Q(A). 11 existe alors une suite {p;} de M" ™! qui converge vers p et une
suite {¢;} de A telle que (;(p;) < 0. Soit pg € M™F! et soit vy une direction d’observation.
Dans la suite de la preuve, on suppose (A) futur mais le raisonnement est le méme pour
un domaine passé. On identifie 9B(vg) x R et £ (M"*1) : un couple (v, s) définit la classe
de la forme affine a(v,s) = — < v,. — pg >1, —s. Soit (vj,s;) le point de 9B(vp) x R
correspondant a (;. L’inégalité (;(p;) < 0 s’écrit :

— <0, Pi —Po >1;m —8; <0
Par hypothese, p vérifie pour tout entier ¢
— <P —po>1p —Si >0
Par conséquent,
— <V, pi —Po >1,a< 8 < — <V, P —DPo >1n

Quitte a extraire, la suite {v;} converge vers un point v € 9B(vp). En passant a la limite,
la suite {s;} converge donc vers s = — < v,p — pg >1,,. Comme A est fermé, (v, s) € A.
Or, — <wv,p —po >1,n —5 = 0. Contradiction. Donc, p € Q(A). O

La proposition suivante donne une description du convexe fermé Q(A) relativement
A un observateur de M"*1.
Soit pg € M1 et vy € H" une direction d’observation. On désigne par Hy I’hyperplan
de type espace passant par py de direction vé- et par Dy la droite affine de type temps
passant par pop dirigée par vg. On note ||.|| (resp. |.|) la norme euclidienne sur Hy (resp.
Dy) induit par g .

Proposition 2.3.6. Soit A un sous-ensemble de L+ (M"+1) (resp. L~ (M"H1)). Alors,
pour tout observateur (pg,vg) € M1 x H™ de M"+1, le convexe fermé Q(A) est 1'épi-
graphe (resp. hypographe) d’une fonction 1-Lipschitz convezxe (resp. concave) de (Hy,||.||)
dans (Do, |.]).

Démonstration. Soit A C L1(M™1). Le raisonnement est similaire pour un sous-ensemble
A de £~ (M"*1). Pour simplifier I'écriture, on ne perd rien & supposer que M"*! est

I'espace de Minkowski usuel R1™ avec pour origine le point pg = (0,...,0) et pour di-
rection d’observation vy = (1,0, ...,0). La décomposition associée a cet observateur est
RY™ = R @ R™. La norme ||.|| est la norme usuelle de R™. On note < .,. >¢ le produit

scalaire associé. Tout point de R™ sera noté (t,z) avec t € R et z € R™. Dans cette
décomposition, la norme de (¢, ) pour la forme quadratique g1, est —t2 + ||z]]?.

Dans la suite, on identifie £ (RY") au cylindre S*~! x R ou S?~! est la sphére unité de
I’hyperplan euclidien R™ :
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Tout demi-espace futur délimité par un hyperplan lumiere est défini par un unique couple
(u,s) € S*"! x R comme l’ensemble des points (¢,z) € RV tels que :

— < (Lu),(t,x) >1n>s
c’est a dire t— < u,x >0> s.

Si Q(A) est vide alors il est égal a I’épigraphe de la fonction constante ft = +oc.
On suppose donc Q(A) non-vide. Soit (t,2) € RY™. Par définition :

(t,x) €Q & t— <u,x>0>s, Y(u,s) €A
St><u,x>p+s, Y(u,s) €A
St> fH(x)

avec

ff(x)= sup (<u,z >0 +s).
(u,s)EA

On vient de montrer que Q(A) est I’épigraphe de la fonction f* de R” dans R. Comme
Q(A) est convexe, fT est convexe. Reste & montrer que f; est 1-Lipschitz. Soient z,y €
R™ et soit (u,s) € A. On a :

(<u,z>0+s) — fT(y) = (< u,x >0 +s) — sup (<u,y >1n +5)
(u!,s")EA

=(<u,x>0+s)+ inf (—<u,y>1,—5)
(u',s")eA

<<u,x >¢+s— < u,y > —S
<< u,x—1y>q.

D’apres l'inégalité de Cauchy Schwarz, < u,z —y >o< ||z — y||. Pour tout (u,s) € A on
a donc (< u,z >g +s) — fT(y) <|jz —y||. D’ou :

Fr@) = (y) < lz =yl
En intervertissant les roles de x et y, on obtient —||z — y|| < f™(z) — fT(y). D’ou :
[f (@) = fT W) < llz —yll.
Autrement dit, fT est 1-Lipschitz. O

Il découle de la Proposition 2.3.6 qu'un domaine régulier futur (resp. passé) est
I’épigraphe (resp. hypographe) strict d'une fonction convexe (resp. concave) 1-Lipschitz
de Hy dans Dy. Sa frontiere, égale au graphe de cette fonction, est donc un fermé achronal
étanche de M+ (voir Corollaire 1.2.7). De plus, d’apres la Remarque 1.2.10, un domaine
régulier futur (resp. passé) coincide avec le futur (resp. passé) de sa frontiere. En fait,
on a mieux lorsque le domaine est propre :
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Proposition 2.3.7. Soit Q un domaine régulier propre de M"*1. Si Q est futur (resp.
passé) alors il coincide avec le développement futur (resp. passé) de sa frontiére OS). De
plus, le développement passé (resp. futur) de OS2 est vide.

Démonstration. Supposons que {2 est un domaine régulier futur. Le raisonnement est
similaire pour les domaines passés. Comme 2 coincide avec le futur strict de sa frontiere,
il contient en particulier D*(92). Montrons I'inclusion réciproque. Soit p € £ et v une
courbe causale issue de p inextensible dans le passé. Comme () est propre, {1 admet
un hyperplan d’appui P de type espace. La courbe + doit couper P, donc 9€2. D’ou,
p € DT(090).

Montrons & présent que le développement passé de 02 est vide. Par ’absurde, sup-
posons qu’il existe un point p dans le passé strict de 02 tel que toute courbe causale
issue de p inextensible dans le futur rencontre 9€). Alors, p appartient au passé strict
d’un hyperplan P de A. Par suite, toute droite lumiére issue de p parallele & P reste
dans le passé strict de P et ne rencontre donc pas ). Contradiction. O

(2.3.4) Hyperplans d’appuis. Dans ce paragraphe, nous redémontrons le résultat
suivant di a F. Bonsante [15, Proposition 4.12].

Proposition 2.3.8. Soit Q un domaine régulier propre et p € 0). Alors, ’ensemble
des hyperplans d’appui en p est égal d l’enveloppe conveze dans P(F(M" 1)) de ceuz qui
sont lumieres.

Remarque 2.3.3. En tout point p de 9€), il existe au moins un hyperplan d’appui lumieére.
Si c’est le seul hyperplan d’appui lumiére en p, la Proposition 2.3.8 stipule que c’est le
seul hyperplan d’appui en p. La Proposition 2.3.8 a donc de 'intérét pour les points p de
0f) pour lesquels il existe au moins deux hyperplans d’appui lumiéres. Ces points sont
dits singuliers selon la terminologie de [15]. L’hypotheése propre assure l'existence de
points singuliers.

La Proposition 2.3.8 découle d’un énoncé plus général que nous prouvons dans I’An-
nexe A.3 (voir Proposition A.3.3) et que nous rappelons ci-dessous.

Proposition 2.3.9. Soit A C D(M" 1) et soit Ay sa projection dans H(M"™1'). On note
Ao ladhérence de Ao dans P(F(M"1)). Pour tout p € 9Q(A), Uensemble des hyperplans

d’appui au conveze fermé Q(A) en p est égal a l’enveloppe conveze de ceux contenus dans
Ao.

Preuve de la Proposition 2.3.8. On suppose ) futur-complet; la preuve est similaire
pour un domaine passé. Soit donc A C LT (M"1) tel que Q(A) = Q. D’apres la Pro-
position 2.3.4, on ne perd rien & supposer que A est fermé dans £ (M"*1). Soit A la
projection de A dans £L(M"*1); c’est un fermé de £L(M"*1). D’apres la Proposition 2.3.9,
I’ensemble des hyperplans d’appuis a €2 en p est ’enveloppe convexe de ceux contenus
dans Ag. Comme tous les éléments de Ay sont des hyperplans lumieres, le résultat s’en
suit. O
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Corollaire 2.3.2. Soit Q un domaine régulier. Pour tout p € 0X2, les hyperplans d’appui
a ) en p sont de type lumicre ou espace.

Démonstration. Dans la preuve de la Proposition 2.3.8, on a montré que ’ensemble des
hyperplans d’appui a €2 en p est égal a ’enveloppe convexe de ceux contenus dans Ag.
Comme Ag C L(M"*1), son enveloppe convexe est contenue dans coM™ ! U £L(M"+1).
Le résultat s’en suit. O

Pour finir, signalons le fait suivant qui découle immédiatement de la Proposition
2.3.9 :

Fait 2.3.1. Soit Q un domaine régulier futur de M" 1. Pour tout fermé A de £+ (M"™+1)
tel que Q@ = Q(A), tout hyperplan d’appui lumiere au domaine régulier Q0 est un élément
de A.

(2.3.5) Strates. Nous allons voir que la frontiere d’'un domaine régulier propre §2
de M™*! définit une stratification de I’espace hyperbolique H". Celle-ci fut introduite et
décrite par F. Bonsante dans [15].

Rappelons que le modele projectif de I'espace hyperbolique H"” correspond a 1’en-
semble des directions de type temps de M"*! et son bord conforme OH" & I’ensemble
des directions lumiéres de M"+1,

A tout point p de 9, on associe le sous-ensemble de OH™ constitué des directions
des hyperplans d’appui lumiéres en p, noté L(p).

Définition 2.3.4. Soit p € 9 un point singulier. On appelle strate de p, notée Strat(p),
Penveloppe convexe de L(p) dans H".

Avant d’énoncer le résultat de stratification, faisons les deux remarques préliminaires
suivantes :

Remarque 2.3.4. Deux points singuliers p et ¢ de 02 ne sont pas causalement reliés.
En effet, dans le cas contraire, p et ¢ seraient reliés par un segment lumieére contenu
dans 0f2. On ne perd rien a supposer que ¢ € J¥(p). Comme ¢ est singulier, il existe
une demi-droite lumiére issue de ¢ non-colinéaire au segment [p, g] contenue dans JS.
Or, puisque ¢ € JT(p), cette demi-droite rencontrerait I*(p) qui est contenu dans €.
Contradiction.

Remarque 2.3.5. Toute direction de type espace de M™ ! définit un hyperplan H"~! dans
H™. En effet, comme 'orthogonal d’une direction de type espace est de type (1,n — 1),
son intersection avec H" est un sous-espace totalement géodésique de codimension 1.

D’apres la Remarque 2.3.4, deux points singuliers p, ¢ de 9€) sont toujours reliés par
un segment de type espace. On note H"~!(p, ¢) 'hyperplan de H" défini par 'orthogonal
de p — ¢. L’hyperplan H"!(p, ¢) divise I'’espace hyperbolique H" en deux demi-espaces
fermés. Etant donnés deux convexe C' et €’ de H", on dit que H"Y(p,q) sépare au sens
large C et C" si C est contenu dans I'un des demi-espaces fermés délimité par H*~(p, q)
et C' dans 'autre.
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Proposition 2.3.10 ([15, Proposition 4.14]). Soit Q un domaine régulier propre de
M"*+L. Pour tous points singuliers p,q de 02, Uhyperplan H" '(p,q) sépare, au sens
large, les strates Strat(p) et Strat(q). Le segment [p, q] est contenu dans O si et seule-

ment si les strates de p et q se rencontrent. Dans ce cas, pour tout point r dans le segment
[p,q], on a :

Strat(r) = Strat(p) NH""!(p, ¢) = Strat(¢) NH""'(p, q) = Strat(p) N Strat(q).
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CHAPITRE

3
ESPACES D’EINSTEIN

Dans ce chapitre, nous décrivons les espaces modeles des espace-temps conformément
plats, a savoir les espaces d’Einstein. Nous gardons le méme style d’écriture que celui du
Chapitre 1 afin de mettre en évidence la nature des objets que nous définissons.

3.1 Espaces d’Einstein

Nous rappelons que nous notons (n,p,r) la signature d’une forme quadratique g ou
n,p,r sont respectivement le nombre de coefficients négatifs, positifs, nuls dans la dé-
composition en carrés de g. Lorsque ¢ est non-dégénérée, nous notons simplement (n, p).

Soit E un espace vectoriel de dimension n + 3 (avec n > 2) muni d’une forme
quadratique g2 ,+1 de signature (2,n41). On désigne par < .,. >9 41 la forme bilinéaire
associée. Soit S(E) la sphere des rayons de E i.e. le quotient de E\{0} par la relation
d’équivalence qui identifie p & ¢ si ¢ = Ap avec A > 0. On note S : E\{0} — S(E) la
projection canonique. Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on désigne par F son
orthogonal pour la forme quadratique g2 1.

Définition 3.1.1. Un vecteur non nul v de E est dit temporel (resp. lumiére, spatial)
si le réel g2 n41(v) est strictement négatif (resp. nul, strictement positif).

Définition 3.1.2. Le cone lumiére de E, noté L(F), est le lieu des vecteurs v de E\{0}
tels que g2 p41(v) est nul.

Définition 3.1.3. Soit ' C E un sous-espace vectoriel et soit gz la restriction de g2 541
a F. Alors, F est dit :
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1. temporel (resp. euclidien, pseudo-euclidien) si la forme gp est définie négative
(resp. définie positive, non-dégénérée indéfinie) ;

2. dégénéré s'il existe un vecteur non nul de F orthogonal & F i.e. FNEF+ # {Og};

3. totalement isotrope si tout vecteur de F est orthogonal & F i.e. F C F* .

Dans le cas ou F est pseudo-euclidien, nous dirons "F' est de type sign(qr)" pour
préciser la signature de gp.

(3.1.1) Décomposition spatio-temporelle de E. Soit P un plan temporel de E.
Son orthogonal Pt est un sous-espace vectoriel euclidien de dimension n de E. Nous
posons alors la définition suivante.

Définition 3.1.4. Une décomposition spatio-temporelle de E est une décomposition en
somme orthogonale P @ Pt oti P est un plan temporel de E.

Un vecteur v de E sera alors noté (u,w) ou u,w sont les projetés orthogonaux de v
sur P et Pt respectivement.

Définition 3.1.5. Le produit scalaire associé¢ d une décomposition spatio-temporelle
P @ Pt de FE est la forme qéj donnée par

46 (u,w) = ~azn+1(u) + G241 (w)
pour tout vecteur (u,w) de E.

(3.1.2) Cercles temporels et sphéres euclidiennes. Soit P un plan temporel de
E. Soit Sy la sphere ronde de (E, ¢f) :

So={veE: ¢ =1

1. L’intersection de Sy avec P est un cercle noté S'(P). On désigne par df?(P) la
métrique ronde induite par go sur S*(P).

2. L’intersection de Sy avec Pt est une spheére de dimension n, notée S™(P). On
désigne par do?(P) la métrique ronde induite par g sur S™(P).

Définition 3.1.6. Un cercle temporel de E est un cercle S'(P), ott P est un plan
temporel de E, muni de la métrique —d6?(P).

Définition 3.1.7. Une sphére euclidienne de E est une sphere S™(P), ou P est un plan

temporel de E, munie de la métrique do?(P).

(3.1.3) Espaces d’Einstein. On considere le projectivisé L(E) du cone lumiére de
E dans la sphere des rayons S(E). Nous allons voir que cet espace est une variété de
dimension (n + 1) munie d’une classe conforme de métriques Lorentziennes.

Lemme 3.1.1. Pour tout plan temporel P de E, la restriction de la projection canonique
S @ SY(P) x 8*(P), notée fp, est un plongement différentiable d’image L(E).
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Démonstration. Soient (z,y) et (z',y') deux points de S1(P) x S*(P) tels que fp(x,y) =
fp(a',y). Alors, il existe A > 0 tel que 2’ = Az et ¢/ = Ay. Or, 1 = |2/|> = \?|z|? = \2.
D’ou A = 1. Donc, fp est injective. Il est clair que I'image de fp est contenue dans L(E).
Réciproquement, soit £ € L(E); £ = S(v) ou v est un vecteur lumiere de E. Il existe un
unique couple (z,y) € P x PL tel que v =2 +y. On a 0 = ga11(v) = —|z2 + ||y|[%.
Donc, |z|? = ||y||?. Ainsi, (2/,) := (x/|z|,y/|z|) € SHP) x S*(P) et fp(z',y') =& O

L’espace L(E) est alors une variété différentiable de dimension (n 4 1) connexe,
compacte et orientable. Pour tout plan temporel P, la métrique induite par la forme
quadratique g2 41 sur SH(P) x S*(P) est la métrique Lorentzienne —df?(P) + do?(P).
Ainsi, d’apres la Lemme 3.1.1, le poussé en avant de la métrique —d6?(P) + do?(P) par
le plongement fp est une métrique Lorentzienne sur L(E) que nous notons gp.

Lemme 3.1.2. Soient P, P’ deux plans temporels de E. Alors les métriques Lorent-
ziennes gp et gpr sont dans la méme classe conforme.

Démonstration. Soient sp,spr : L(E) — E les inverses de fp, fp respectivement.
Comme S o sp = S o sps alors pour tout point ¢ de L(E), il existe A(g) > 0 tel que
sp(q) = Mq)spr(¢q). Comme sp,sp sont différentiables, A : L(E) — R est différen-
tiable. Ainsi, pour tout point ¢ de L(E) et tout vecteur tangent £ a L(E) en ¢, on a

9P(@)(&) = q2n+1(dgsp(£))
= @2n+1(dgA(§)spr(a) + A(g)dgspr (€))-

Comme < spi(q), spr(q) >2,n+1= 0 alors < dgspr(§),spr(q) >2n+1= 0. D’ott

9p(9)(€) = M)’ q2nr1(dgsp(€)) = Ma)*gpr (q)(€).

Donc, gp, gp sont dans la méme classe conforme. O

D’apres le Lemme 3.1.2, la forme quadratique g2 41 induit canoniquement une classe
conforme de métriques Lorentziennes sur L(E) que nous notons g.

Lemme 3.1.3. La variété L(E) munie de la structure conforme Lorentzienne g est
temporellement orientable.

Démonstration. Soit P un plan temporel orienté. L’orientation de P induit une orien-
tation de S'(P). Soit X7 le champ de vecteurs sur S'(P) qui associe & tout point z le
vecteur unitaire orienté positivement de T,S'(P). On considére le champ de vecteurs
temporels X sur S'(P) x S*(P) défini par X(z,z) = (X1(2),0). Le push-forward de X
par fp définit alors une orientation temporelle de L(E). O

Remarque 3.1.1. Une orientation temporelle de L(E) est donnée par l'orientation d’un
plan temporel de E.

Définition 3.1.8. Un espace d’Einstein de dimension (n + 1) est un espace (L(E), g)
orienté et temporellement orienté. On le note Eini ,(E).
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Un espace d’Einstein est donc un espace-temps conforme.

Remarque 3.1.2. Nous aurions pu projeter le cone lumiere de E dans I'espace projectif
P(E) au lieu de le projeter dans la sphére S(E). Nous aurions ainsi obtenu un espace-
temps conforme, noté Einj ,(FE) difféomorphe au quotient de S'(P) x S"(P) par la
relation d’antipodie. La projection canonique my : Eini,(E) — Einj ,(E) est un reve-
tement double.

Exemple 3.1.1. Soit R*"*! Iespace vectoriel R"*3 muni de la forme quadratique
©n+1(U, v, 21, ... Tpg1) = —u? =+ x% + ...+ :E?H_l

dans le systéme de coordonnées associé & la base canonique de R™™3. On note Eing
'espace d’Einstein Eing ,(R?"™"1) et Ein; , son modele projectif.

Tout espace d’Einstein est conformément isométrique a Eini . Tout au long de ce
chapitre, nous pourrons donc illustrer les propriétés des espaces d’Einstein sur le modeéle
jouet Eing .

(3.1.4) Revétement universel de Einj,(E). Soit 7 : %1’n(E) — Einy ,(E)
un revétement universel de 'univers d’Einstein. On munit EE%Ln(E) de la structure de
variété différentielle pour laquelle 7 est un difféomorphisme local. On consideére alors sur
M le tiré en arriére par 7 de la classe conforme g. Soit X un champ de vecteurs de type
temps sur Ein; ,(E) compatible avec 'orientation temporelle de M. Alors 7*X est un
champ de vecteurs de type temps sur %171(]5) On munit E;LML(E) de l'orientation
temporelle définie par 7*X. Ainsi, E;un(E) est un espace-temps conforme et 7 est une

application conforme qui préserve les orientations temporelles de %1H(E) et Biny n(E).

Soit P un plan temporel de E. Nous notons D(P) le revétement universel de S(P).
Soit dt?(P) la métrique sur D(P) pour laquelle la projection de D(P) sur S'(P) est une
isométrie. Le difffomorphisme conforme fp : SY(P) x S*(P) — Einy ,(E) défini dans le
paragraphe précédent se releve en un difféomorphisme conforme

fp: D(P) x 8"(P) = Einy ,(E)
ot D(P) x 8™(P) est muni de la classe conforme de la métrique —dt?(P)+do?(P). Nous

faisons alors les remarques triviales mais utiles suivantes.

Remarque 3.1.3. Pour tout x € S"(P), le sous-espace D(P) x {x} est un espace affine
de dimension 1 de type temps plongé dans Eini ,(E).

Remarque 3.1.4. Pour tout ¢t € D(P), le sous-espace {t} x S"(P) est une hypersurface
plongée de type espace de Eing ,(E).

Ainsi, tout plan temporel P de E définit deux feuilletages sur %1R(E) : un feuille-
tage en droites verticales de type temps et un feuilletage en spheres horizontales de type
espace.
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Définition 3.1.9. Une décomposition spatio-temporelle de %171(E) est un difféomor-
phisme conforme fp' de Eing,(E) dans D(P) x S"(P) ot P est un plan temporel
de E.

L’orientation temporelle de Einy ,(E) induit une orientation de la droite D(P). Pour
alléger 1’écriture, nous identifierons D(P) a R dans toute la suite.

(3.1.5) Isométries conformes. Soit n € N tel que n > 2. Nous allons voir que
le groupe des isométries conformes de Ein; ,(E), noté Conf(Ein; ,(E)), est isomorphe
au groupe O(2,n + 1) des isométries lindaires de R>"*1. Pour cela, la version Lorent-
zienne du théoreme de Liouville est centrale. Nous désignons par O(FE, ¢2,,+1) le groupe
d’isométries linéaires de (E, g2 n+1)-

Théoréme 3.1.1 (Liouville). Toute application conforme entre deux ouverts de [’espace
d’Einstein Einy ,(E) (pour n > 2) est la restriction d’un élément de O(E, g2 n+1)-

Le théoréme de Liouville est a l'origine un résultat de géométrie Riemannienne. Une
preuve dans le cas général des métriques pseudo-Riemannienne est donnée par C. Frances
dans [20]. D’aprés le théoreme 3.1.1, le groupe d’isométries conformes de Eing ,(E) est
contenu dans O(FE, g2, n+1). Le lemme suivant permet de déduire 'inclusion réciproque.

Lemme 3.1.4. La classe conforme g de Einy n(E) est O(E, g2 n41)-invariante.

Démonstration. Toute isométrie linéaire v de E se factorise en un difféomorphisme
7 :S(E) — S(E) qui préserve L(E). Montrons que 7 préserve la classe conforme g.
Soit g une métrique Lorentzienne dans g. Il existe un plan temporel P de E telle que
g = gp. Pour tout point ¢ de L(F) et tout vecteur tangent £ en ¢, on a alors

7*9p(0)(§) = gr(7-0)(dgV(£))
= @ont1(d5.q 5" (dg7()))

= qani1(7 N dy.qf 5 (dg7(8)))

dy(v 51 )(€))

avec P’ = v~'P. D’apreés le Lemme 3.1.2, on déduit que 7*¢ appartient a g. ]
On vient ainsi de montrer la proposition suivante.

Proposition 3.1.1. Le groupe d’isométries conformes de Einy n(E) est isomorphe d
o2,n+1).

Soit Op(2,n + 1) la composante neutre de O(2,n + 1).

Proposition 3.1.2. Le groupe des isométries conformes de Einy n(E) qui préservent

son orientation et son orientation temporelle est isomorphe a Oy(2,n + 1). On le note
Confy(Eini n(E)).
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Groupe d’isométries conformes de %171(]5’) Soit Conf(%lm(E)) le groupe
d’isométries conformes de Fing,(E). Par la théorie des revétements, toute isométrie

conforme de Ein; ,(E) se releve en une isométrie conforme de Eing ,(E). Réciproque-
ment :

Proposition 3.1.3. Toute isométrie conforme de %171(E) passe au quotient en une
isométrie conforme de Eing ,(E).

Démonstration. Voir par exemple [19, Chap. 3, Prop. 4.5]. O

On obtient ainsi un morphisme de groupes surjectif
7 : Conf(Eing ,(E)) — Conf(Einy ,(E)).

Le noyau de 7 est isomorphe au groupe de Poincaré de Ein; ,(E) et est contenu dans
le centre de Conf(FEin; ,(E)).

3.2 Structure causale

Soit Einj n(E) un espace d’Einstein avec n > 2. Dans ’Annexe B, nous définis-
sons la structure causale d’un espace-temps conforme quelconque. Dans cette section,
nous donnons une description plus spécifique dans I'espace-temps Ein; ,(E) et dans son
revétement universel. Le contenu de cette section est inspiré de [19, 37].

3.2.1 Dans FEin,(F)

(3.2.1) Courbes causales. Dans ce qui suit, pour tout plan temporel P de E,
on munit S'(P) et S"(P) des distances induites par les métriques df?(P) et do?(P)
respectivement.

Proposition 3.2.1. Pour tout plan temporel P de E, les courbes causales (resp. tem-
porelles) futures de Einy »(E), sont & reparamétrage prés, de la forme (0,z(0)) ot x est
une application 1-Lipschitz (resp. 1-contractante) d’un intervalle de S*'(P) dans S™(P).

Démonstration. Voir [37, Chap. 2, Sect. 2.4, Proposition 2.9]. O

Proposition 3.2.2. Pour tout plan temporel P de E, les photons de Einy ,(E) sont,
a reparamétrage pres, les courbes (6,x(0)) ou x est une géodésique de S™(P) définie sur
un intervalle de S'(P) et paramétrée par longueur d’arc.

Démonstration. Voir [37, Chap. 2, Sect. 2.4, Corollaire 2.11 et Remarque 2.13]. O

Remarque 3.2.1. 11 découle des propositions 3.2.1 et 3.2.2 qu'une courbe causale est
inextensible si la paramétrisation (0, x(6)) est définie pour tout 0 € S'(P).

Proposition 3.2.3. Les photons de Eing ,(E) sont les intersections des projectivisés
de plans totalement isotropes dans S(E) avec Eing ,,(E).
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Démonstration. Voir [37, Chap. 2, Sect. 2.4, Lemme 2.12]. O

Remarque 3.2.2. Deux géodésiques lumieres de Eing ,,(E) sont soit disjointes, soit confon-
dues, soit sécantes en un point et un seul.

Définition 3.2.1. Le cone lumiere d'un point p de Eing ,(E) est 'union des photons
passant par p.

Corollaire 3.2.1. Soit v un vecteur lumiére de E. Le cone lumiére de [v] dans Einy ,(E)
est l'intersection du projectivisé de l'orthogonal de v avec Eing ,(E).

Démonstration. Soit u € E un vecteur lumiere. Si [u] € Ein; ,(F) appartient au cone
lumiére de [v], alors il existe une géodésique lumieére reliant [u] & [v]. D’apres la Propo-
sition 3.2.3, il s’en suit que le plan engendré par u et v est totalement isotrope. D’ou,
u € vt. Réciproquement, si u € v alors le plan vect{u,v} est totalement isotrope.
Donc, d’apres la Proposition 3.2.3, les points [u] et [v] sont sur un méme photon. Ainsi,
[u] appartient au cone lumiere de [v]. O

(3.2.2) Cartes de Minkowski. Soient &,&' € Eing ,,(E). Nous notons < £,§ >2 41
le signe du réel < v,v" >g 41 ott v,v" € E sont deux représentants de &,§’. D’apres le
Corollaire 3.2.1, le cone lumiere d'un point & de Eing,(E) déconnecte Ein;,(E) en
deux ouverts

M- (&) :={€ € Binyn(E) : <&, 80 >2n41> 0}
M (&) :==1{€ € EBinn(E) : <&, 8 >2n+1< 0}

Notons que M= (&) et M (&) sont conformément isométriques par l’application
d’antipodie [v] € Ein ,(E) — [—v] € Einy ,(E).

Proposition 3.2.4. Soit {§y € Einy ,(E). L'ouvert M. (&) est conformément isomé-
trique a un espace de Minkowski.

Démonstration. On ne perd rien & supposer que E = R?>"*! muni du systéme de coor-

données (a,b,t,x1,...,2,) tel que gopt1(a,b,t,21,...,2y) = —ab—t> + 23 + ... + 22
et que § = [1:0: ... : 0. Ainsi, Mc(&) = {[a : b : 2] € Einyy, b > 0}. Soit
s : RY™ — Biny , lapplication définie par s(z) = [g1(x) : 1 : z]; elle est clairement
injective et son image coincide avec M- (&p). O

La Proposition 3.2.4 motive la définition suivante.

Définition 3.2.2. On appelle carte de Minkowski de Eini,(E) toute composante
connexe du complémentaire du cone lumiere d’'un point §y dans Eing ,(E).

Dans la preuve de la Proposition 3.2.4, 'application s ! : M (&) — RY™ est appelée
projection stéréographique de péle &y ; elle envoie conformément M. (&) sur RY™. Par
extension, nous appellerons projection stéréographique tout difféomorphisme conforme
d’une carte de Minkowski dans un espace de Minkowski.
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(3.2.3) La structure causale de FEin;,(F) est triviale. La Proposition 3.2.1
permet de montrer 1’énoncé suivant.

Proposition 3.2.5. Le futur (resp. passé) strict de tout point de Einy ,(E) coincide
avec Einy n(E).

Démonstration. Voir [37, Chap. 2, Sect. 2.4, Corollaire 2.10]. O

Il s’en suit que deux points distincts de Ein;,(E) sont toujours temporellement
reliés. Il n’existe donc pas de parties achronales dans Ein; ,(E), en particulier Eing ,(E)
n’est pas globalement hyperbolique. En revanche, il s’avere que son revétement universel
FEin »,(E) admet une structure causale plus riche et est globalement hyperbolique.

3.2.2 Dans Ein,,(E).

(3.2.1) Courbes causales. Toute courbe causale de Eing,(E) est le relevé d'une
courbe causale de Eing . Ainsi les Propositions 3.2.1 et 3.2.2 donnent, de maniere im-
médiate, une description des courbes causales de %1,n(E) dans une décomposition
spatio-temporelle D(P) x S™(P). Dans tout ce qui suit, on munit D(P) et S"(P) des
distances induites par les métriques —dt?(P) et do?(P).

Proposition 3.2.6. Pour tout plan temporel P de E, les courbes causales (resp. tem-
porelles) futures de %1,,1(E), sont a reparamétrage pres, de la forme (t,z(t)) ou x est
une application 1-Lipschitz (resp. 1-contractante) d’un intervalle de D(P) dans S™(P).
En particulier, les géodésiques lumiéres sont les courbes (t,x(t)) ot x est une géodésique
de 8"(P) paramétrée par longueur d’arc définie sur un intervalle de D(P).

Remarque 3.2.3. Une courbe causale est inextensible si la paramétrisation (¢,z(t)) est
définie sur tout D(P).

(3.2.2) Futur, passé. La caractérisation des courbes causales de EAz;zln(E) dans
une décomposition spatio-temporelle D(P) x S™(P) (voir Proposition 3.2.6) permet de
décrire de maniere simple le futur et le passé d’un point dans une telle décomposition.
Nous désignons par dp la distance sur S™(P) induite par do?(P).

Proposition 3.2.7. Pour tout plan temporel P de E, le futur (resp. passé) strict d’un
point (tg, o) de D(P) x 8™(P) est l’ensemble des points (t,x) tels que dp(x,xg) < t—tg
(resp. dp(x,x0) < to—1).

Démonstration. Voir [37, Chap. 2, Sect. 2.4, Lemme 2.18]. O

Remarque 3.2.4. Dans la Proposition 3.2.7, le futur (resp. passé) causal d’un point (g, zo)
s’obtient en remplagant les inégalités strictes par des inégalités larges. Il s’en suit que les
points qui ne sont pas causalement reliés & un point (¢g, o) sont exactement les points
(t,x) tels que dp(x,x0) > [t — tol.
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FIGURE 3.1 — Futur, passé d’un point dans EZMH

(3.2.3) Points conjugués. L’application d’antipodie —id : E — E se factorise en
une application S(E) — S(E) qui préserve Ein; ,(F). Sa restriction a Eing ,(E), notée
0, se releve au revétement universel en o : Eing ,(E) — Eing ,(E).

Remargue 3.2.5. Soit P C E un plan temporel. Pour tout (,z) € S'(P) x S*(P),
Papplication & est donnée par o(6,z) = (=0, —z). Alors, o s’exprime par o(t,x) =
(t + m, —zx) pour tout (t,z) € D(P) x S"(P).
Remarque 3.2.6. Le groupe fondamental de Ein; ,(FE) est isomorphe & Z : il s’agit du
groupe engendré par ’automorphisme § := 2 de %1n(E)

Soit Einy (E) le modele projectif de 'univers d’Einstein. L’espace Eing ,,(E) est un
revétement double de Einy ,, (voir Remarque 3.1.2). Le groupe fondamental de Ein; ,,(E)
est le groupe engendré par I’automorphisme o de EAﬁun(E)

Définition 3.2.3. Deux points de %1n(E) sont dits conjugués s’ils sont I'image I'un
de P’autre par o avec k € Z.

Lemme 3.2.1. Toutes les géodésiques lumieres inextensibles issues d’un point p de
Biny,(E) s’intersectent aux points conjugués de p, i.e. {o*(p),k € Z}, et nul part
ailleurs.

Démonstration. Soit ¢, 1) deux photons de %1H(E) passant par un point pg € E\ﬁlln(E)
Soit P C E un plan temporel tel que dans la décomposition D(P) x S"(P), le point
po s’écrive (tg,xp). D’apres la Proposition 3.2.6, quitte a changer de paramétrage, il
existe deux géodésiques x,y : D(P) — S"(P) paramétrées par longueur d’arc telles
que pour tout ¢ € D(P), on ait ¢(t) = (t,z(t)) et ¥(t) = (¢t,y(t)). On a p(t) = ¥(t)
si et seulement si x(t) = y(t) soit ¢t — ty = km avec k € Z. Les points d’intersec-
tion de ¢ et 1 sont donc exactement les points (t9 + km,z(to + km)) avec k € Z.
Or, z(tg + kr) = (=1)*2(tg) = (—=1)*y(to) = (=1)kz¢ et d’aprés la Remarque 3.2.5,
(to + km, (—1)Fz0) = o¥(to, 20) = 0¥ (po). Le lemme s’en suit. O
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FIGURE 3.2 — Points conjugués dans EZ;Mn

(3.2.4) Cartes de Minkowski. Soit p € %171(E) On désigne par Minkg(p) 'en-
semble des points de Ein;,(F) qui ne sont pas causalement reliés a p :

Minko(p) = Einy(E)\(J*(p) UJ~(p)).

D’apres la description du futur et du passé causal de p, Minky(p) est le diamant
ouvert I(o(p),oc 1 (p)). La proposition suivante justifie la notation Minkg(p).

Proposition 3.2.8. La restriction de la projection m : Elen(E) — FEiny,(E) a
Minkg(p) est injective et a pour image la carte de Minkowski

M. (&) ={¢ € Einin(E), <&,&>2011<0}

avec & = 7(p).

Démonstration. Comme le diamant I(o(p),o~1(p)) ne contient pas de points conjugués,
la restriction de m & Minkg(p) est injective. Montrons que w(Minkg(p)) = M (€). 11 est
clair que m(Minkg(p)) ne rencontre pas le cone lumiére de £. De plus, comme Mink(p)
est connexe, m(Minkg(p)) est contenu dans M- (§) ou dans M. (). Soit P C E un plan
temporel tel que p s’écrive (¢,x) dans la décomposition D(P) x S™(P). Remarquons
que (t,—x) € Minkg(p). Par conséquent, si 6 est le projeté de ¢ dans S'(P), on a <
(0, —x),(0,2) >3 pt1= —2 < 0. Par conséquent, m(Minkg(p)) est un ouvert de M(§).
Comme M (&) est connexe, il suffit de montrer que m(Minkg(p)) est fermé dans M ()
pour conclure. Soit donc {&;} une suite de 7(Minkg(p)) qui converge vers un point &
de M (&). Pour tout entier i, il existe un unique point p; € Minkg(p) tel que & = 7(p;).
Quitte & extraire, {p;} converge vers un point ps, € J(o(p),oc 1 (p)). Par unicité de la
limite, 7(poo) = €co- Si Poo appartient au cone lumiere de p alors, comme 7 est conforme,
£ appartient au cone lumiere de £. Ainsi, d’apres le Corollaire 3.2.1, < £, & >2 1= 0.
Contradiction. Donc, ps € Minkg(p). O

63



La proposition 3.2.8 motive la définition suivante.

Définition 3.2.4. On appelle carte de Minkowski de Ez;tln(E) tout ouvert de la forme
Minkg(p) avec p € Eing ,(E).

Dans la suite, on sera amené a considérer des cartes de Minkowski dans le passé
(resp. futur) strict d’un point p de Eing ,(E). On note alors Mink_(p) (resp. Mink, (p))
la carte de Minkowski dans le passé (resp. futur) strict de p définie par le premier point
conjugué dans le passé (resp. futur) de p :

Mink _ (p) := Minko (o *(p))
Mink (p) := Minkg (o (p)).

Remarque 3.2.7. Les cartes Mink_(p) et Mink (p) se projettent sur M (§) ou & est le
projeté de p dans Eing ,(E).

3.2.3 Achronalité

Nous rappelons la caractérisation des fermés achronaux étanches de E’Z;lln(E)

Les preuves des deux propositions suivantes sont similaires a celles portant sur les
fermés achronaux étanches d’un espace de Minkowski (voir Proposition 1.2.6, Proposition
1.2.7 et Corollaire 1.2.3 du Chapitre 1).

Proposition 3.2.9. Pour tout plan temporel P de E, les parties achronales de %Ln (E)
sont les graphes d’application 1-Lipschitz d’une partie de S™(P) d valeurs dans D(P).

Proposition 3.2.10. Soit P un plan temporel de E et f une application 1-Lipschitz
d’une partie @ de S"(P) a valeurs dans D(P). Alors, le graphe A de f est une partie
achronale de Einy ,(E). De plus,

1. A est étanche si et seulement si Q est ouvert dans S™(P) ;

2. N\ est fermé si et seulement si § est fermé dans S™(P).

Corollaire 3.2.2. Pour tout plan temporel P de E, les fermés achronauz étanches de
Einy »,(E) sont les graphes d’applications 1-Lipschitz de S™(P) dans D(P).

Corollaire 3.2.3. Tout fermé achronal étanche de %Ln(E) est causalement conveze.

Démonstration. Soit A un fermé achronal étanche de EAﬁzln(E ). Soit P un plan temporel
de E. D’apres le corollaire 3.2.2, A est le graphe d’une fonction 1-Lipschitz f de la
sphere S™(P) dans D(P). Soit pg = (f(z0),x0),p1 = (f(x1),21) deux points A tels que
p1 € JT(po). Soit (¢,x) un point de J(py, po). Comme (¢t,z) € J*(po), alors dp(z,zg) <
t — f(xo). De plus, comme f est 1-Lipschitz, f(z) — f(zo) < dp(x,z0). Donc, f(z) < t.
Un raisonnement similaire utilisant le fait que p € J~(p;) montre que ¢t < f(z). D’ou
f(z) =t soit (t,x) € A. O
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Lemme 3.2.2. Soit S une hypersurface de type espace compléte de %1n(E) Alors,
pour tout plan temporel P, Uhypersurface S est le graphe d’une application 1-contractante
de S™(P) dans D(P). En particulier, S est un fermé achronal étanche.

Remarque 3.2.8. D’apres le Lemme 3.2.2, une hypersurface de type espace complete de
Eing ,(E) est acausale.

Définition 3.2.5. On appelle sphére tendue 'union des géodésiques lumiéres de %1,n(E)
reliant un point p de Ein ,(E) & son premier point conjugué o(p).

Remarque 3.2.9. Soit p un point de %1n(E) et soit o(p) son premier point conjugué
futur. La sphere tendue définie par p et o(p) est la frontiere de I (p) dans Einy ,(E),
ou de maniere équivalente, la frontiere de I~ (p) dans Eing ,(E).

Lemme 3.2.3. Soit A un sous-ensemble achronal de EZun(E) Si A contient deux
points conjugués alors A est contenu dans une sphére tendue. Si de plus, A est fermé et
étanche, on a égalité.

Démonstration. Notons p, pj, les deux points conjugués avec pj € J*(pg). Remarquons
que pj est le premier point conjugué de pg car sinon pj, serait dans dans le futur strict de
po, ce qui contredirait I’achronalité de A. D’apres la Remarque 3.2.9, la sphere tendue
définie par py et pj est égale & OIT(py). Soit p € A. Si p n’appartient pas & dI"(po)
alors p est dans le futur strict de py ou dans le passé strict de pj. Contradiction. Donc, A
est contenu dans I (pg). Si de plus A est fermé et étanche alors d’aprés la Proposition
3.2.3, A est causalement convexe. Par suite, le diamant J(p), po) - égal & dI1(pg) - est
contenu dans A. D’ou 'égalité. O

Le lemme 3.2.3 motive la définition suivante.
Définition 3.2.6. Un fermé achronal A de EAz/nln(E) est dit purement lumiére s’il
contient deux points conjugués.
(3.2.1) Dans Ein;,(F). Bien qu’il n’existe pas de parties achronales dans Ein; ,(E)
a proprement parler, Ein ,(E) hérite d’une notion d’achronalité dans le sens suivant.

Définition 3.2.7. Une partie de Ein; ,(E) est dite achronale (resp. acausale) si c’est
la projection d’une partie achronale (acausale) de Eing ,(E).

Cette définition est motivée par les deux lemmes suivants.

Lemme 3.2.4. La restriction de la projection T : E;Lln(E) — Einy »(E) d toute partie
achronale est injective.

Démonstration. Voir [8, Lemma 2.4]. O

Lemme 3.2.5. Soient Ay, Ay deux parties achronales de Ez;zln(E) qui admettent la
méme projection dans Einy ,(E). Alors, il existe un entier k tel que Ay = 6*(Ag) ot &
est le générateur du groupe fondamental de Einy n(E) défini au paragraphe (3.2.3).
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Démonstration. Voir [8, Corollary 2.5]. O

La projection d’'une partie achronale A purement lumiere de %17n(E) contient
deux points opposés (il s’agit des projetés des deux points conjugués de A). On a alors
la définition suivante.

Définition 3.2.8. Une partie achronale de Eing ,(E) est dite purement lumiére si elle
contient deux points opposés.

Nous allons voir que le produit < .,. >2,41 permet de caractériser les parties achro-
nales de Ein ,(E).

Lemme 3.2.6. Soit A une partie achronale de Einy . Alors, pour tous points £,& de
A, le produit < &, &' >9n4+1 est négatif ou nul.

Démonstration. Par définition, A est la projection d’une partie achronale A de %1,1(19)
Soient p, ¢ deux points de A. Alors
— soit p appartient au cone lumiere de ¢, en auquel cas < 7(p), 7(q) >2,n4+1 est nul;
— soit p et ¢ ne sont pas causalement reliés, donc d’apres la Proposition 3.2.8, le
produit < m(p),m(q) >2n+1 est négatif.
O

Réciproquement :

Lemme 3.2.7. Toute partie A de Einj ,(E) telle que pour tous points £,&' de A le
produit < &,&' >9 41 est négatif ou nul, est achronale.

Démonstration. Soit & € A et soit M (&) la carte de Minkowski définie comme ’en-
semble des points & de Eing n(E) tels que < £,& >1,< 0. Le sous-ensemble A est
contenu dans I’adhérence de M (&) dans Eing ,(F). soit pg € E;lln(E) un relevé de .
On note o : ETZ;Lln(E) — %Ln(E) Papplication qui associe & un point de E;Lln(E) son
premier point conjugué futur et § 'automorphisme 2. Soit 7 : %1n(E) — Eing ,(E)
le revétement universel. L’adhérence de la carte de Minkowski Minkg(pg) dans %1,n(E)
est 'union de Minkg(po), OI" (po) et O~ (po). La restriction de la projection 7 & Padhé-
rence de Mink(pg) privée du point o(py), notée mp, est injective et a pour image la carte
de Minkowski M (). Soit A la préimage par my de A. Montrons que le sous-ensemble A
est achronal. Soient p,q € A. Alors, soit < 7(p), 7(q) >1.,= 0 soit < 7(p), 7(q) >1.,< 0.
Si < 7(p), m(q) >1.,= 0 alors p et ¢ sont sur un méme photon de Eini,(E). Montrons
que si < 7(p), m(q) >1,,< 0, les points p et ¢ ne sont pas causalement reliés. On distingue
deux cas :

1°" cas : p,q € I (po)UI~ (pp). Montrons que p et ¢ sont tous les deux dans 91" (py)
ou dans O1~ (po). Supposons par I'absurde, que p € I (pg) et ¢ € AT~ (po). Alors,
a(q) € I (po). Comme p et g ne sont pas sur le méme photon, p et o(g) ne sont
pas causalement reliés. Alors, d’apres la Proposition 3.2.8, < m(o(q)), 7(p) >1n<
0. Comme 7(o(q)) = —m(q), on obtient < 7(q), 7(p) >1,,> 0. Contradiction. Par
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conséquent, p et ¢ sont tous les deux dans la méme spheére tendue I (pg) ou
OI~ (po). Comme ils ne sont pas sur le méme photon, on en déduit qu’ils ne sont
pas causalement reliés.

2¢ cas : L’un des points est dans Minkg(pg). On ne perd rien & supposer que p €
Minko(po)-
Comme < 7(p),n(q) >1,,< 0, d’apres la Proposition 3.2.8, il existe un relevé
r e %1n(E) de 7(q) non-causalement relié a p, autrement dit » € Minky(p).
Supposons, par labsurde, que r n’appartient pas a l'adhérence de Minkg(po)
dans Einy,(E). Alors, r appartient & I*(pg) ou & I~ (pp). On ne perd rien a
supposer que r € I (pg). Comme 7(q) = 7(r), il existe alors un entier k& >
0 tel que ¢ = 6 %(r). Montrons que r € I~ (d(pp)). D'une part, comme r €
Minkg(p), r € I~ (o(p)). D’autre part, puisque p est dans 'adhérence de Minkg(p),
o(p) € J(6(po)), donc I~ (o(p)) C I~ (d(po)). D’out, r € I~ (d(po)). Par suite,
6~1(r) € I (po). Comme q = §~*(r) € J=(671(r)), on en déduit que ¢ € I~ (po).
Contradiction. Donc, r appartient a ’adhérence de Minkg(pg). Comme r n’est pas
causalement relié a p € Minkg(pp), r est distinct de o(p). L’égalité n(q) = m(r)
implique alors ¢ = r. Autrement dit, p et ¢ ne sont pas causalement reliés.
On vient ainsi de montrer que A est un sous-ensemble achronal de Ez;zln(E) qui se
projette injectivement sur A. Le lemme s’en suit. O

Il résulte des lemmes 3.2.6 et 3.2.7 la caractérisation suivante.

Proposition 3.2.11. Une partie A de Eing ,,(E) est achronale si et seulement si pour
tous points §,& de A, le produit < £,& >9 11 est négatif ou nul.

Remarque 3.2.10. De maniere similaire, une partie A de Eing ,(F) est acausale si et
seulement si pour tous points &, &’ de A, le produit < &,& >2 11 est strictement négatif.

3.3 Ouverts causalement convexes de Ein, ,(FE)

Dans cette section, nous caractérisons les ouverts causalement convexes de %1,n(E)
dans une décomposition spatio-temporelle D(P) x S™(P). Dans toute la suite, nous
désignons par D(P) la compactification D(P) U {+00,—00} de D(P).

Proposition 3.3.1. Les ouverts causalement convezxes de %1771(1’3) sont exactement
les domaines compris entre les graphes de deux fonctions 1-Lipschitz f+, f~ définies sur
un ouvert U de S™(P) a valeurs dans D(P) telles que f~ < fT et qui coincident sur
ou.

Montrer la Proposition 3.3.1 revient & montrer les deux lemmes ci-dessous.

Lemme 3.3.1. Soit U un ouvert de S"(P). Soient f*,f~ : U — D(P) deux fonctions
1-Lipschitz telles que f~ < fT et qui coincident sur OU. Alors,

QO={(t,z) e D(P)xU: f(x) <t< fH(x)}

est un ouvert causalement conveze de Eing ,,(E).
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Démonstration. La fonction f* étant 1-Lipschitz, si elle est infinie en un point z € U,
elle le sera en tout point de U. Remarquons que si fT = +oo et f- = —oo alors
U = 8"(P). Dou, Q = FEiny,(E). Supposons que les fonctions f* et f~ prennent
leurs valeurs dans D(P). Soit pg = (to,20);p1 = (t1,x1) deux points de Q tels que le
diamant J(p1,po) est non-vide. Notons j(pl,po) la projection de J(p1,pp) dans S™(P).
Montrons que J(p1,po) C U. Comme J(p1,pg) est connexe, il suffit de montrer que
J(p1,po) NU est ouvert et fermé dans J(p1,po) pour avoir I'égalité autrement dit pour
que j(pl,po) C U. L’intersection j(pl,po) N U est clairement un ouvert de j(pl,po).
Soit donc = € j(pl,po) NU. Supposons par I’absurde que z € 9U. Comme z € j(pl,po),
il existe t € D(P) tel que (t,z) € J(p1,po). Comme (t,x) € J"(pg) alors dp(x,z) <
t — tp. De plus, comme f~ est 1-Lipschitz, f~(z) — f~(x0) < dp(z,x0). Par suite,
f(x) — f~(xo) <t —to. Or, f~(z0) < to puisque pg € . Donc, f~(z) < t. Un
raisonnement similaire, utilisant le fait que (¢, x) soit dans le passé de p; montre que
t < f*(z). Par conséquent, f~(z) < fT(z). Or, comme z € U, f~(x) = f*(z).
Contradiction. Donc, J (p1,p0) C U. De plus, la preuve ci-dessus montre que pour tout
(t,z) € J(p1,po), on a f~(z) < t < f*(x) autrement dit (¢,z) € Q. Donc, J(p,q) C Q.
Le raisonnement que nous venons de faire s’adapte dans le cas ou 'une des fonctions
fT, f~ est infinie. Donc, € est causalement convexe. O

Lemme 3.3.2. Soit Q) un ouvert causalement conveze de %Ln(E). Alors, il existe
deuz fonctions f~ < fT définies sur un ouvert U de S™(P) a valeurs dans D(P) qui
coincident sur OU telles que

Q={(t,z) e D(P)xU: f(x) <t< f(z)}

Démonstration. Soit U la projection de € sur la sphére S™(P). L’ouvert € étant causa-
lement convexe, I'intersection de €2 et de toute droite temporelle D(P) x {x} avec z € U
est connexe ; c’est donc un segment ouvert |f~(z), fT(z)[x{z}. On vient donc de définir
deux fonctions f*, f~ : U — D(P) telles que f~ < fT et

Q={(t,z) e D(P)xU: f(z)<t< f(z)}.

Fait 1 : S’il existe x € U tel que f™(x) = +o0o alors fT = +oo. En effet, supposons
par 'absurde, qu'il existe y € U tel que f*(y) € D(P). 1l est clair que la demi-droite
]/~ (x), +oo[x{z} rencontre le futur strict de (f*(y),y). Soit donc (t,z) un point de
cette intersection et soit (s,y) un point de Q. Comme (f*(y),y) est dans le futur strict
de (s,y), alors par transitivité, (¢,z) est dans le futur strict de (s,y). Ainsi, le diamant
de sommets p = (t,x), ¢ = (s,y) est non-vide. Comme () est causalement convexe, le
diamant J(p, q) est contenu dans Q. Or, (f*(y),y) est un point de J(p,q) qui n’est pas
dans €. Contradiction.

Fait 2 : Si la fonction T est finie alors f+ est 1-Lipschitz. D’apres la Proposition
3.2.9, cela revient & montrer que le graphe de f* est achronal dans Ein ,(E). Suppo-
sons par I'absurde qu’il existe z,y € U tel que p = (f(z),z) soit dans le futur strict
de ¢ = (fT(y),y). Alors, I (q) est un voisinage ouvert de p. Comme p € 99Q, I (q)
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rencontre . Soit donc ¢1 € I (q) NQ et soit go € I~ (g) N Q. Comme ( est causalement
convexe, le diamant J(p1,pg) est contenu dans Q. Or, g € J(p1,po) mais g & . Contra-
diction.

De maniere similaire, on montre que si la fonction f~ est infinie en un point x € U,
elle est infinie en tout point de U. De plus, si la fonction f~ est finie, f~ est 1-Lipschitz.

Fait 3 : Si les fonctions fT et f~ sont finies et OU est non-vide alors f+ et f~
coincident sur OU. En effet, soit z € OU. Alors, il existe une suite {x;} C U qui
converge vers z. Pour tout entier 4, f~(z;) < fT(x;). En passant & la limite, on ob-
tient f~(x) < fT(z). Supposons par I'absurde que f~(z) < f*(z). Soit donc t € D(P)
tel que f~(z) <t < f*(z). Soit Jto,t1[ un intervalle ouvert centré en ¢ contenu dans
1f~(x), fT(x)[. Posons g = |fT(z) — tx| avec k = 0,1. Comme {f*(x;)} converge vers
f1(z) alors pour i grand f*(z) — f*(z;) < e soit fH(z) — fT(x;) < fH(z) —to. D’ou
to < f*(z;) pour i grand. Le méme raisonnement appliqué & f~ montre que f~(x;) < to
pour ¢ grand. Ainsi, a partir d’un certain rang

(@) <to < fH (). (3.1)

En remplagant €y par €1 dans le raisonnement ci-dessus, on montre qu’a partir d’'un
certain rang :

f_(l'l) <t < f+($z) (3.2)
Comme {z;} converge vers x, alors pour i grand
dp(l‘,wi) <t—tp. (33)

Fixons un entier 7 tel que les trois inégalités ci-dessus soient satisfaites. D’apres I'inégalité
(3.3), le point (¢, z) est dans le futur strict de (¢g, x;). Comme ¢ — tg = t1 — t, I'inégalité
(3.3) implique aussi que (t,z) est dans le passé strict de (¢1,z;). Posons py = (to,x;) et
p1 = (t1, ;). Nous venons de montrer que (¢, x) appartient au diamant J(p1, pg). D’apres
les inégalités (3.1) et (3.2), les points pg, p1 sont dans € qui est causalement convexe.
Par conséquent, le diamant J(p1,pg) est contenu dans Q. En particulier, (¢, z) € Q. D’ou
x € U. Contradiction. Donc, f~(z) = f*(x). O

Les lemmes 3.3.1 et 3.3.2 impliquent la Proposition 3.3.1.

Définition 3.3.1. On appelle frontiére future (resp. passée) de € est le graphe de f+
(resp. f7).

Remarque 3.3.1. La frontiere future (resp. passée) de Q est vide si et seulement si f+
(resp. f7) est infinie.
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3.3.1 Dualité et convexité causale

La notion de convexité dans la sphére des rayons S(F) induit une notion naturelle de
dualité dans Ein; ,(FE). Nous verrons que les duaux de fermés achronaux de Eing , sont
les projections d’ouverts causalement convexes remarquables de %1n(E) En effet, nous
montrerons dans le Chapitre 5 que ces ouverts sont exactement les ouverts causalement
convexes mazximaux de EAz;zln(E)

(3.3.1) Dualité dans Ein; ,(E). Soit P une partie de Eing,,(E). Considérons l'en-
veloppe convexe de P dans la sphére des rayons S(E), notée Conv(P)!. Le cone convexe
dual de P dans S(E) est

Conv(P)* = {€ € S(E); < &€ >a,n11< 0, V& € Conv(P)}.

Définition 3.3.2. On appelle dual de P, noté P°, I'intersection de Ein; ,(F) et du cone
convexe dual de P dans la sphére des rayons S(F).

11 est facile de voir que le dual de P coincide avec
{§ € Einyn(E); <§,& >2111<0, V& € P},

Ainsi, le dual de P correspond a ’ensemble des points de Eing ,(E) qui ne sont causa-
lement relié a aucun point de P au sens de la Définition 3.2.7 (voir Remarque 3.2.10).
Par extension, on définit une notion de dualité dans Eini ,(E) comme suit.

(3.3.2) Dualité dans E'\z?zln(E) Soit P une partie de E;Lln(E)

Définition 3.3.3. On appelle dual de P, noté P°, Pensemble des points de Einy ,(E)
qui ne sont causalement reliés & aucun point de P ?

P° := Einy n(E)\(JT(P)UJ™(P)).

Proposition 3.3.2. 1. Le dual de P, s’il est non-vide, est causalement conveze.
2. P C (P°)° =: P*.
3. Si P est ouvert alors P° est compact.

4. St P est fermé alors P° est ouvert.

Démonstration. 1. Soient p,q € P° tels que le diamant J(p, q) est non-vide. Suppo-
sons qu’il existe € J(p,q) qui ne soit pas dans P°. Alors, = est dans le futur
(ou le passé) d’un point pg € P. Par suite, ¢ est dans le futur (ou p est dans le
passé) de pg. Contradiction. Donc, P° est causalement convexe.

1. Dans I’Annexe (A.3.3), nous précisons la notion de convexité dans la sphére des rayons (voir
Définition A.3.2).

2. Dans [6, 8], le dual d’'un fermé achronal A de E‘\iﬁl,n (E) apparait sous la terminologie domaine
invisible depuis A.
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2. Soit p € P. Par définition de P°, pg n’est causalement relié a aucun point de P°.
Autrement dit p € A°°.

3. Supposons P ouvert. Montrons que J*(P) est ouvert. Soit p € J*(P). 1l existe
alors pg € P tel que p € JT(pp). Comme P est ouvert, il existe p; € P tel que
po € It (p1). Par suite, I (p1) est un voisinage ouvert de p contenu dans J*(P).
Donc, J*(P) est ouvert. De maniére similaire, J~(P) est ouvert. Il s’en suit que
P° est fermé. Par définition, P° C E‘E%Ln(E)\(I‘*'(pO) U I (po)) avec pg € P.
Comme EELLH(E)\(PL(pO) U I~ (po)) est compact, P° est compact.

4. Supposons P fermé. Si P n’est pas compact alors P contient une courbe causale
inextensible dans le futur ou dans le passé. Il s’en suit que J+(P)U J~(P) est
lespace %171(]5’) tout entier. D’ott P° = (). Si P est compact alors J*(P) sont
fermés. Donc, P° est ouvert.

O

Proposition 3.3.3. Soit A un fermé achronal de %171(E) Alors, la projection du
dual de A dans Eini ,,(E) est égale au dual de la projection de A dans Einy ,(E).

Démonstration. Soit  : EAz;zln(E) — Eing »(E). Soit p € A°. Comme aucun point de A
n’est causalement relié & p alors A est contenu dans Minkg(p). Par conséquent, pour tout
q € A, le produit < 7(p),m(q) >2n41 est strictement négatif. D’ot, m(p) € m(A)°. O

La proposition suivante caractérise le dual d’un fermé achronal de %Ln(E) dans
une décomposition spatio-temporelle. Nous allons voir que les fonctions fT, f~ donnés
par la Proposition 3.3.1, sont, grosso modo, des fonctions "distance a un fermé de la
sphere".

Soit donc A un fermé achronal de E’z?zl,n(E) et soit P un plan temporel de E. D’apres
la Proposition 3.2.10, A est le graphe d’une application 1-Lipschitz f d’'un fermé Ay de
la sphere S™(P) dans D(P).

Proposition 3.3.4. Le dual de A est égal au domaine compris entre les graphes des
fonctions f+, f~ : 8"(P) — D(P) définies par :

fH(z) = mgggo{f(xo) +dp(w,20)}

f(z) = sup {f(x0) — dp(x,20)}.

xo€EAg

Démonstration. Soit (t,z) € A°. Par définition, (¢,x) n’est causalement relié a aucun
point (f(zo),zo) de A. Alors, d’aprés la Remarque 3.2.4, pour tout zyg € Ap, on a
dp(z,xo) > |t — f(xo)|p soit f(xo) —dp(x,z9) <t < f(xo) + dp(x,zp). Dot

sup {f(zo) —dp(z,z0)} <t < inf {f(zo) + dp(z,20)}.
zo€NAo zo€Ao

Comme Ag est compact, le supremum et 'infimum ci-dessus sont atteints ; les inégalités
sont donc strictes. On a donc f~(z) < t < fT(x). L’inclusion réciproque est évidente. []
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Exemple 3.3.1. Lorsque A est réduit a un point p, il existe un plan temporel P de E
tel que p = (0,z) € R(P) x S"(P). Dans cette décomposition, f* est simplement la
distance & z et f~ = —fT.

Dans le Chapitre 5, nous verrons que les duaux de fermés achronaux de Eing,(E)
sont exactement les ouverts causalement convexes mazimauz de Eing ,(E).

3.4 Lieux géométriques remarquables

Dans cette section, nous mettons en évidence des sous-espaces géométriques remar-
quables de Ein; ,(E). Nous allons voir que 'intersection de Einy ,(E) avec la projection
d’un sous-espace vectoriel F' de F définit, suivant le type de F', une sphére conforme, un
espace d’Einstein ou un cone lumieére.

(3.4.1) Le cas non-dégénéré. Remarquons que l'intersection de Ein, ,(E) avec la
projection d’un sous-espace temporel ou euclidien est vide.

Définition 3.4.1. Une sphére conforme de dimension k est une composante connexe de
I'intersection de Ein ,(E) avec la projection d’un sous-espace de type (1,%k + 1).

Définition 3.4.2. Un sous-espace d’Einstein de dimension (k + 1) est 'intersection de
FEin ,(E) avec la projection d’un sous-espace de type (2,k + 1).

Remarque 3.4.1. Un sous-espace d’Einstein de dimension 1 de Eing,(E) est 1'union
disjointe de deux cercles temporels de Eini,(E) qui sont image 1'un de l'autre par
I'application d’antipodie.

(3.4.2) Le cas dégénéré. Soit F' C E un sous-espace dégénéré. Nous désignons par
gr la restriction de la forme g2 ,,11 & F' et par N(gr) son noyau. La forme gp induit sur
lespace vectoriel quotient F'/N(qr) une forme quadratique non-dégénérée notée ¢r. On
distingue deux cas :

1°" cas. La forme {p est définie. Dans ce cas, 'intersection de Ein,(E) avec la
projection de F' est réduite & un point si le noyau N(gp) est de dimension 1, &
un photon sinon.

2¢ cas. La forme Gr est indéfinie.

Lemme 3.4.1. Le noyau N(qr) est de dimension 1.

Démonstration. Supposons, par ’absurde, que N (gr) soit de dimension 2. Comme
la forme G est indéfinie, il existe un vecteur lumiere v € F' dans un supplémen-
taire de N(qr). Alors, N(qr) @ vect(v) est un sous-espace de dimension 3 de E.
Contradiction. O
Posonsdim F =k +2avec 1 <k <n.

Lemme 3.4.2. La forme §r est de signature (1,k).
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Démonstration. Supposons par 'absurde que §r soit de signature (2, k —1). Soit
G est un supplémentaire de N(gr) et soit P C G un plan totalement isotrope.
Alors, N(qr) @ P est un sous-espace totalement isotrope de E de dimension 3.
Contradiction. O

Proposition 3.4.1. L’intersection de Einy n(E) avec la projection de F' est le
cone lumiére d’un point dans un sous-espace d’Einstein de Eini ,(E).

Démonstration. Soit G un supplémentaire de N(qp) dans F. Alors, la droite
N(qr) est contenue dans G-+. Soit P un plan de G de type (1,1) qui contient
N(qr). Alors, P & G est un sous-espace de type (2,k + 1) noté F’. L’orthogonal
de N(qr) dans F’ est égal & F. Si £ est le point de Eing ,(E) défini par N(qr)
alors l'intersection de Eini,(E) avec la projection de F' est le cone lumiéere de §
dans Eing ,(F"). O

Définition 3.4.3. Un cone lumiére de dimension k est le cone lumieére d’un point
¢ de Finy ,(E) dans un sous-espace d'Einstein de dimension &k + 1 passant par .

3.5 Cartes de Minkowski

Nous avons vu que chaque cone lumiere de Eing ,,(E) déconnecte Eing ,,(E) en deux
ouverts qui s’identifient, par une projection stéréographique, a un espace de Minkowski.
A cet effet, nous avons appelé ces ouverts cartes de Minkowski. Dans cette section, nous
montrons que la structure d’espace affine conforme d’une carte de Minkowski ne dépend
pas du choix de la projection stéréographique.

3.5.1 Structure affine conforme canonique

Soit £ € Einy,(E). Nous montrons que chacune des cartes de Minkowski M () et
M- (§) est canoniquement munie d’une structure d’espace affine conforme. Par souci de
légereté, nous n’énoncerons les résultats que pour

M. (&) ={¢ € Einin(E), <&,& >0n41< 0}

que nous notons dorénavant simplement M (). Dans ce qui suit, D désigne la droite
lumiere de E définie par &.

Soit v € E un représentant de £. On note f, : M (&) x M(¢) — D+/D T'application
qui associe & un couple (n,7') le vecteur [u' — u] ot u,u’ sont les uniques représentants
de n,n tels que < u,v >9 pp1=<u,v >9,41= —1/2.

Lemme 3.5.1. L’application f, définit une structure d’espace affine de direction D*/D
sur M(€). De plus, qan+1 induit sur D*/D une forme quadratique de signature (1,n).
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Démonstration. La relation de Chasles est clairement satisfaite. Il reste a vérifier que
pour tout 79 € M (&), Papplication n € M(€) — fo(n0,n7) € D+/D est bijective. Soient
n,n" € M(&) tels que f,(no,n) = fu(no,n’). Si u,u’ sont les représentants de 1,7’ tels que
< U,V >opp1=< U,V >9pp1= —1/2 alors u — v’ € D, donc u — v = Av avec A € R.
D’une part, A = —2A < u,v >g 1= —2 < u,u — v >opp1=2 < u,u >g,41. D’autre
part, A = =2\ < v, v >9 1= -2 < v, u—u >S9 up1= -2 < v, u>9p41. Do, A =0
cest & dire u = u'. A présent, soit [w] € D+/D. Posons u = up + w + 2,511 (g + w)v.
C’est un vecteur isotrope de E tel que < u,v >g,41= —1/2. Il définit ainsi un point 7
de M(§) tel que fy(no,n) = [w]. La carte M (&) est donc un espace affine. La droite D
admet un supplémentaire de type (1,n) dans D*. Par conséquent, la forme ga ,,11 induit
sur D+ /D une forme quadratique de signature (1,n). O

Lemme 3.5.2. Soient v,v' € E deuz représentants distincts de . Alors les structures
affines sur M (&) définies par f, et f, sont les mémes a homothétie pres.

Démonstration. Comme & = [v] = [¢v'], il existe A > 0 tel que v = Av. Soient n, 7’ € M ()
et soient u,u’ € E leurs représentants vérifiant < w,v >9p11=< ¢, v >9,41= —1/2.
Alors < u/A v >g pp1=< U /A0 >9p41= —1/2. Do, fu(n,n') = X (n,1). O

Il résulte des lemmes 3.5.1 et 3.5.2 la proposition suivante.
Proposition 3.5.1. L’ouvert M (§) est un espace de Minkowski conforme.

Remarque 3.5.1. Dans E@?an (E), nous avons vu que toute carte de Minkowski Minkg(p)
de %1n(E) se projette de maniére injective sur M (§) ou & est le projeté de p dans
FEiny ,(E) (voir Proposition 3.2.8). Ainsi, Minkg(p) est canoniquement un espace de
Minkowski conforme de direction D+/D ot D est la droite lumiére de E définie par &.

3.5.2 Lieux géométriques remarquables dans une carte de Minkowski

Nous décrivons 'intersection d’un lieu géométrique remarquable de Ein; ,(E) avec
une carte de Minkowski M (§). Dans tout ce qui suit, D désigne la droite lumiére de F
définie par &.

(3.5.1) Intersection avec un lieu géométrique passant par &.

Proposition 3.5.2. L’intersection de M(§) et d’une sphére conforme S passant par &
est un espace affine euclidien conforme.

Démonstration. Soit S une spheére conforme passant par £. Elle se réalise comme 1'in-
tersection de Ein; ,(F) avec la projection d'un sous-espace F' de E de type (1,k+ 1)
contenant D. Soit DF I'orthogonal de D dans F. Il est alors facile de voir que la struc-
ture affine conforme sur M (§) induit sur S N M () une structure affine conforme de
direction D+#/D. Comme F est de type (1,k + 1), la restriction de la forme g2 41 & F
induit une forme définie positive sur D# /D. La proposition s’en suit. O
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Proposition 3.5.3. L’intersection de M () et d’un sous-espace d’Einstein passant par
& est un espace de Minkowski conforme.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la Proposition 3.5.2. O

Remarque 3.5.2. D’apres la Remarque 3.4.1, un sous-espace d’Einstein de dimension 1
passant par £ est I'union disjointe de deux cercles temporels de Eing ,,(E), I'un passant
pas £ et autre par —&. Le cercle temporel passant par £ ne rencontre pas M (&) tandis
que celui passant par —¢ rencontre M (£) en une droite temporelle.

Proposition 3.5.4. L’intersection de M (&) et d’un cone lumiére contenant £ est soit
vide soit égale a un hyperplan lumiére de M(&).

Démonstration. Soit C' un coéne lumiere de Eing ,(E) contenant £. I1 est défini comme
I'intersection de Ein; ,(E) avec la projection de I'orthogonal d'une droite isotrope A de
E. Comme ¢ € C alors A € DY, Si A = D alors C coincide avec le cone lumiére de &
son intersection avec M (§) est donc vide. Supposons A distincte de D. La projection de
A dans D+ /D est donc une droite isotrope notée A. Tl est facile de voir que la structure
d’espace affine conforme de M (§) induit sur CNM (£) une structure affine conforme dont

la direction est ’orthogonal de A. La proposition s’en suit. ]

Remarque 3.5.3. De maniere générale, l'intersection de M (&) avec un coéne lumiere de
dimension k est soit vide soit égale a un sous-espace affine dégénéré de dimension k de

M(§).

(3.5.2) Intersection avec un lieu géométrique évitant .

Proposition 3.5.5. L’intersection de M () et d’une sphére conforme S disjointe de &
est soit vide soit égale d un hyperboloide d deux nappes dans M (§).

Démonstration. Soit S une sphere conforme qui évite £. Elle se réalise comme l'intersec-
tion de Eing ,(E) avec la projection d’'un sous-espace F' de E de type (1,k + 1) qui ne
contient pas D. Posons G = F@®D. Si F C D' alors S est contenue dans le cone lumiére
de & ; elle est donc disjointe de M (). Supposons que F' ne soit pas orthogonal & D. Alors,
G est un sous-espace de E de type (2, k+1). L’orthogonal de F' dans G est donc une droite
de type temps. Soit vy € G un vecteur directeur unitaire de cette droite. Considérons le
vecteur directeur v de D tel que < vg,v >2,,41= —1/2 et notons ug son symétrique dans
G par rapport a la droite dirigée par vg : ug = vg —v. Le vecteur ug est isotrope et vérifie
< up,v >1,= —1/2. 11 définit ainsi un point 7y de l'intersection de M (§) avec la pro-
jection de G. Cette intersection est un sous-espace de Minkowski de M (§) de dimension
k + 1 que nous notons M¥*+1. Montrons que SN M (&) est exactement le lieu des points 7
de M**1 tels que le vecteur —1 est de norme —1. Soit n € MF*! et soit u € G un repré-
sentant de 7 tel < u,v >; ,= —1/2. Par définition, la norme du vecteur 1 — g est égale
a q27n+1(u — UO) = -2 < u,ug >on+1= —2 < u,vg — v >on41= -2 < u,v >2.n+1 —1.
Par conséquent, la norme de n — 79 vaut —1 si et seulement si < u,vg >2,4+1= 0 c’est a
dire u € F ou encore n € SN M (§). La proposition s’en suit. O
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Proposition 3.5.6. L’intersection de M (&) et d’un sous-espace d’Einstein disjoint de
& est un hyperboloide a une nappe dans M (E).

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la Proposition 3.5.5. O

Proposition 3.5.7. L’intersection de M(§) avec un cone lumiére évitant  est un cone
lumiére de M(€).

Démonstration. Soit C' un cone lumiere de Eing ,,(E) qui évite £. Soit n un sommet de
C. Alors, le produit < 1, >2 11 est non nul. S'il est négatif alors n € M(¢). Comme
I'intersection d’une géodésique lumiere de Eing ,(E) avec M (&) est une géodésique lu-
miere de M () (c’est a dire une droite lumiere), alors l'intersection C'N M () est égale
au cone lumiere de n dans M (&). Sinon, —n € M (&) et 'intersection C' N M (&) est égale
au cone lumiere de —n dans M (§). O

3.5.3 Transformations conformes d’une carte de Minkowski

Le groupe des transformations conformes de I’espace de Minkowski R est engendré
par les homothéties, les isométries linéaires et les translations de M (€). Il s’agit du groupe
(R*.0p(1,n)) x RY™. 11 s’avére que ce groupe est isomorphe au stabilisateur d’un point
dans Fing, :

Proposition 3.5.8. Le groupe d’isométries conformes d’une carte de Minkowski M (&)
coincide avec le stabilisateur de & dans Conf(Ein ,(E)) = O(2,n+1).

Démonstration. 11 est facile de voir que toute isométrie conforme de Eing ,(E) qui fixe
¢ stabilise M (£). Réciproquement, soit f une transformation conforme de M (). Par le
théoreme de Liouville, on peut étendre de maniere unique 'application f en une isométrie
conforme g de Ein; ,(E) qui stabilise M (§). Comme g(M (&)) coincide avec M (g(§)), on
en déduit que g fixe &. O

Remarque 3.5.4. Le stabilisateur de £ dans O(2,n + 1) fixe —¢.

De la méme fagon, le groupe d’isométries conformes d’une carte de Minkowski Minko(p)
dans Eing ,(E) coincide avec le stabilisateur de p dans Conf(Ein; ,(E)). Une isométrie
conforme de Minkg(p) fixe les points conjugués, futur et passé, de p si et seulement si elle
préserve l'orientation temporelle de Minkg(p). Dans le cas contraire, elle les permute.

3.6 Bord de Penrose

Dans [36], Penrose définit une compactification de I’espace de Minkowski M™! en
lui attachant un bord conforme correspondant aux points & 'infini des droites affines.

Ce bord conforme est constitué de cinq parties distinctes et disjointes : trois points
it,ig,4~ et deux hypersurfaces J+ et J . Les points i" et i~ représentent les points
a l'infini, futur et passé, des droites affines de type temps, et ig le point a l'infini des
droites affines de type espace. Les hypersurfaces J+ et J~ correspondent, quant & elles,
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a ’ensemble des points a l'infini, futurs et passés, des droites affines lumieres. Chacune
des hypersurfaces J et J~ est homéomorphe au cylindre S x R et a pour points &
I'infini, futur et passé, i* et i, et ig et i~ respectivement.

FIGURE 3.3 — Compactification de Penrose de R1™. Le cercle s’identifie au point ig.

Dans l'espace d’Einstein, 'adhérence d’une carte de Minkowski en donne une com-

pactification conforme.

— Dans Ein; ,(E), la frontiere d'une carte de Minkowski M (§) est le cone lumiere
de &. La partie lisse est I'union de deux hypersurfaces connexes obtenues en pri-
vant le cone lumiere de £ des sommets £ et —£. Notons que ces deux hypersurfaces
sont conformément isométriques par I'application d’antipodie.

— Dans Ez’ann(E), la frontiére d’une carte de Minkowski Minkg(p) est I'union de
OIt(p) et de DI~ (p). La partie lisse est 'union de deux hypersurfaces connexes,
A savoir la frontiére de I (p) privée de p et de son premier point conjugué futur,
notée J*(p), et la frontiere de I~ (p) privée de p et de son premier point conjugué
passé, notée J~ (p).

Soit & le projeté de p dans Eing ,,. Chacune des hypersurfaces J 1 (p) et 7~ (p) se projette
injectivement sur une composante connexe de la partie réguliere du cone lumiere de €.
On désignera par J*(€) la projection de J*(p) dans?® Einy .

Dans cette section, on se propose d’étudier le lien entre la structure causale d’une
carte de Minkowski et sa frontiere dans chacun des espaces Eing, et Ein,(E). On

3. Cette définition ne dépend pas du choix du relevé. En effet, pour tout point p de E‘E/”LL,L(E), I’hy-
persurface J 1 (§(p)) coincide avec §(J T (p)) ot § est le générateur du groupe fondamental de Eini ,(E)
défini au paragraphe (3.2.3).
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verra que la frontiere d’une carte de Minkowski Minkg(p) dans %1n(E) correspond
exactement au bord de Penrose décrit ci-dessus : le point p correspondra a g, les premiers
points conjugués, futur et passé, de p 4 i* et i~ et les composantes régulieres J T (p) et
J~ (p) aux hypersurfaces J+ et J .

3.6.1 Compactification d’une carte de Minkowski dans ’espace d’Ein-
stein

Soit M (&) une carte de Minkowski de Eing,(E). L'espace J(€) est naturellement
feuilleté par des géodésiques lumieres : il s’agit des segments ouverts de photons reliant
€ & —¢&. Soit St(£) lensemble des vecteurs lumitres de TeEiny ,(F) tangents a une
géodésique lumiere de ce feuilletage. On quotiente 5’*({) par la relation d’équivalence
qui identifie deux vecteurs s’ils sont colinéaires. L’espace quotient, noté ST (£), est une
sphere conforme de dimension (n —1). Soit p: JT(£) — ST(€) la projection qui associe
a tout point n le vecteur tangent en £ a I'unique géodésique lumiere passant par & et 7.
C’est un fibré en droites, les fibres étant les géodésiques lumieres de J(€).

(3.6.1) Le bord de Penrose J7(¢) est le bord conforme de ’espace de co-
Minkowski coM (). Rappelons que l'espace de coMinkowski coM (§) est 'espace des
hyperplans affines de type espace de M () (voir Section 2.2). On va montrer que le bord
de Penrose J 1 (€) s’identifie au bord conforme de coM (£). Ce dernier est égal & I'espace
des hyperplans lumiéres affines de M(¢).

Définition 3.6.1. Soit n un point de M (£). On appelle lisiére de n sur JT (), notée
Lis™(n), 'intersection du cone lumiére de n avec le bord de Penrose J+(¢)

Le choix de cette terminologie sera justifié dans la Section 3.7.1.

Lemme 3.6.1. Soit n un point de la carte de Minkowski M (). Alors, la lisiére de n
sur JT(€) est une section globale du fibré p: J+(€) — ST(£).

Démonstration. Soient u,v € E des représentants de n, & respectivement. L’intersection
de JT(€£) avec le cone lumiere de 7 est une composante connexe de 'intersection de
Einy ,(E) avec la projection de u® N v, notée S(n). Comme < u,v >2,41< 0, le
plan engendré par {u,v} est de type (1,1). Il est facile de voir que ut N ot coincide
avec vect{u,v}*. Par conséquent, ut N v+ est de type (1,n). La composante S(n) de
I'intersection de Einy ,(F) avec la projection de uNv' est donc une sphére conforme de
dimension (n— 1) contenue dans J*(£). De plus, d’apres le Lemme 3.2.2, S(n) rencontre
chaque fibre de J +(§ ). Le lemme s’en suit. O

Lemme 3.6.2. Toute géodésique lumicre de J T (€) définit une unique direction lumiére
de la carte de Minkowski M (§) et vice versa.

Démonstration. Soit v € E un représentant de £. Rappelons que ’espace vectoriel direc-
teur de M (&) est v /v. Une géodésique lumiere de J (&) est I'intersection de Einy ,,(E)
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avec la projection d’un plan totalement isotrope contenant v. La donnée d’une géodé-
sique lumiere de J (&) est donc équivalente & la donnée d'une direction isotrope de v+
autre que v; c’est & dire, d’une direction isotrope de v+ Jv. ]

Nous avons vu dans la Section 3.5.2, que U'intersection de M (&) avec le cone lumiere
d’un point de JF(€) est un hyperplan lumiere de M (€). Soit donc f Iapplication de
JT(€) dans I'espace des hyperplans lumieres de M (€) qui associe & un point 7 I'intersec-
tion de son cone lumiere avec M (). Rappelons que I’espace des hyperplans lumieres de
M () est un fibré en droites au-dessus de JH" (voir Section 2.2). On a alors la proposition
suivante.

Proposition 3.6.1. L’application f est un difféomorphisme conforme entre J*(£) et
Uespace des hyperplans lumiéres de M (&) qui envoie fibre sur fibre, autrement dit f est
un isomorphisme de fibrés.

Démonstration. Il découle du Lemme 3.6.2 que f est un morphisme de fibrés. Construi-
sons application inverse. Soit P un hyperplan lumiére de M (&) passant par un point
7. L’espace vectoriel directeur de P est l'orthogonal d’une direction lumiére u de M ().
D’apres le Lemme 3.6.2, la direction u définit une unique géodésique lumiere ¢ de J(€).
D’aprés le Lemme 3.6.1, 'intersection de J T (&) avec le cone lumiére de 7 est une section
globale du fibré en droites JT(£) — ST(€). Par conséquent, le cone lumiere de n ren-
contre la géodésique lumiére ¢ en un unique point que nous notons §(P). Nous venons
ainsi de construire une application § de ’espace des hyperplans lumieres de M (&) dans
JT(€). Tl est clair que § envoie fibre sur fibre et que § = 1. O

Le bord de Penrose J(€) est donc le bord conforme de l'espace de coMinkowski
coM (§).

Remarque 3.6.1. La lisiére d'un point 5 sur J () correspond & 1’ensemble des hyperplans
lumieres affines passant par 7.

(3.6.2) Comportement a I’infini des droites affines de M (£). Le comportement
a l'infini des droites lumieres affines découle immédiatement de la Proposition 3.6.1 :

\

Lemme 3.6.3. Toute droite lumiére de M (&) s’accumule vers un point de JT(€) a
Uinfini. De plus, deuz droites lumiéres s’accumulent vers un méme point de J+ (&) si et
seulement si elles appartiennent au méme hyperplan lumieére.

Lemme 3.6.4. Les droites temporelles de M (§) s’accumulent toutes vers le point —& d
linfini.

Démonstration. Soit A une droite de type temps de M (§). Nous avons vu dans la Section
3.5.2 que l'intersection de M () avec un cercle temporel de Eing ,(E) passant par —&
est une droite de type temps de M (). Soit donc Cy un cercle temporel passant par —¢
et soit Ag son intersection avec M (&). Il existe une isométrie conforme f de M () qui
envoie Ag sur A. Or, f est la restriction d’une isométrie conforme g de Ein;,(E) qui
fixe —¢. Par suite, g(Cy) est un cercle temporel passant par —¢ dont l'intersection avec
M (€) coincide avec A. La droite A s’accumule donc sur —¢. O
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Lemme 3.6.5. Tout sous-espace spatial de M (§) se compactifie en une sphére conforme
passant par .

Démonstration. Soit P un sous-espace spatial de M (). Nous avons vu dans la Section
3.5.2 que l'intersection de M (&) avec une sphere conforme de Eing ,(E) passant par &
est un sous-espace spatial de M (). Soit donc Sy une sphére conforme passant par &
et soit Py son intersection avec M (). Il existe une isométrie conforme f de M (&) qui
envoie Py sur P. Or, f est la restriction d’une isométrie conforme g de Ein; ,(E) qui
fixe €. Par suite, g(Sp) est une sphere conforme passant par £ dont Uintersection avec
M (€) coincide avec P. Le lemme s’en suit. O

Pour finir, nous reproduisons le célebre diagramme de Penrose qui illustre la com-
pactification de M (§) dans Ein; ,(E).

FIGURE 3.4 — Compactification d'une carte de Minkowski M (§) dans Ein; . Les som-
mets du diamant sont identifiés au point —¢. Le cercle équatorial, quant a lui, s’identifie
au point &.

3.6.2 Compactification d’une carte de Minkowski dans le revétement
universel de 'univers d’Einstein.

Nous venons de décrire la compactification d’une carte de Minkowski dans ’espace
d’Einstein Ein; ,(E). Décrivons a présent cette compactification dans le revétement
universel EA’z;zln(E) Soit Minkg(p) une carte de Minkowski de EA’z;zln(E) et soit & le
projeté de p dans Fing ,(E). Comme J 7 (p) se projette de maniére injective sur J+(¢),
il admet une description similaire a celle de J1(€) :

On appelle ST(p) la sphere des directions lumieres futures en p. L’espace J T (p) est
un fibré en droites au-dessus de ST (p), les fibres étant les géodésiques lumieres reliant
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p & son premier point conjugué futur. Comme dans la section précédente, 71 (p) est le
bord conforme de I'espace de coMinkowski coMinkg(p). Chaque fibre de J*(p) définit
une direction lumiere de la carte de Minkowski Minkg(p). De plus, I'intersection du céne
lumiére d'un point ¢ € Minkg(p) avec JT(p), encore appelée lisiére de q sur J*(p),
correspond a l’ensemble des hyperplans lumieéres affines passant par p.

Remarque 3.6.2. La structure causale de %Ln (E) n’étant pas triviale, 'espace J 7 (p)
s’identifie aussi naturellement & ’espace des passés (futurs) d’hyperplans lumieres de
Minkg(p). En effet, pour tout ¢ € J*(p), 'intersection du passé (resp. dual) de p dans
E\z?zl’n(E) avec la carte de Minkowski Minkg(p) est exactement le passé (resp. futur)
dans Minkg(p) de ’hyperplan lumiére défini par gq.

(3.6.1) Comportement a I’infini des sous-espaces affines de Mink(p). L’adhé-
rence de Minkg(p) privée des premiers points conjugués, futur et passé, de p est contenu
dans un domaine fondamental de Ein; ,,(E) (en effet, dans une décomposition spatio-
temporelle D(P) x S™(P) de %17n(E), Vouvert |t — 7, t + w[xS™(P), ou t est la coor-
donnée de p dans D(P), constitue un tel domaine). Ainsi, le comportement a 'infini des
sous-espaces de type espace et des sous-espaces dégénérés de Minky(p) est identique a
celui décrit dans le cas de Ein; »(E). Quant aux droites temporelles, leur comportement
a linfini differe 1égérement de celui des droites temporelles de M (§).

Lemme 3.6.6. Les droites temporelles de Minkg(p) convergent toutes a l'infini vers le
point o(p) dans le futur et vers le point o~ '(p) dans le passé.

Démonstration. Soit A une droite temporelle de Minkg(p). Considérons une suite {x; };cz
strictement croissante de A c’est a dire telle que x;11 € I (z;) pour tout entier 7. Quitte
a extraire, les suites {x;};eny et {x_;}ien convergent respectivement vers oo, T—oo dans
le diamant J(o(p), o~ 1(p)). Notons que 2o, # T_o car sinon A U {z} serait un cercle
temporel de Einy,(E), ce qui est impossible. Soit 7 : Eing ,(E) = Einy ,(E). Comme
7 est continue, m(xs) = limm(x;) et d’apres le Lemme 3.6.4, lim7(z;) = —£. Do,
T(Zoo) = —€. De méme, 7(z_o) = —€. Par conséquent, oo,z oo € {a(p), o 1(p)}.
Comme z_; € I~ (x;) pour tout entier 7, a la limite on obtient z_ € J ™ (2s). Donc,
Too = 0(p) et T_oo = 1(p). O

Pour finir, on reproduit ci-dessous le diagramme de Penrose illustrant la compactifi-
cation d’'un espace de Minkowski dans Eing ,(E).

3.6.3 Action du groupe conforme de R!" sur le bord de Penrose

On décrit ici 'action du groupe conforme de R1™ sur la composante réguliere 7+ du
bord de Penrose de RV, notamment sur son feuilletage en géodésiques lumiéres, noté
L.

On désigne par pr, la projection du groupe conforme de R sur le groupe linéaire
Oo(1,n) qui associe & toute isométrie conforme de RY™ sa partie linéaire.
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o-1(p)

FIGURE 3.5 — Compactification d’une carte de Minkg(p) dans EE"LLH. La figure représente
le diamant de Finy, ayant pour sommets les premiers points conjugués, futur et passé,
de p. Le cercle équatorial s’identifie & p.

Soit f une transformation conforme de RY™. Les points de J* correspondent aux
hyperplans lumieres affines de RY™. Puisque f est conforme, elle envoie un hyperplan
lumiere affine sur un hyperplan lumiere affine. Ainsi, f agit naturellement sur J~ et
envoie une feuille de £ sur une autre feuille de £, autrement dit, f préserve le feuilletage
L.

On a vu dans la section précédente que l'espace des feuilles de £ est une sphere
conforme de dimension (n — 1) qui correspond & I'espace des directions lumiéres de R™.
L’isométrie conforme f agit naturellement sur cette sphére via I'isométrie linéaire pr,(f).

3.7 Ombres sur le bord de Penrose

Dans cette section, nous allons voir que la structure causale d’une carte de Minkowski
est déterminée par les ombres de ses points sur le bord de Penrose. La notion d’ombre
fut introduite par C. Rossi dans [37, Chap. 4]. Rappelons que dans un espace-temps M,
I’ombre d’un point p sur un fermé achronal A est ’ensemble des points de A causalement
reliés a p.

Comme la notion d’ombre fait intervenir la causalité de ’espace-temps ambiant, il est
plus pertinent de considérer des cartes de Minkowski de Ein, ,(E) au lieu de Eing ,(E).
Dans tout ce qui suit, on fixe une carte de Minkowski Minko(p) de Einy,(E). On se
contentera de décrire les propriétés des ombres des points de Minkg(p) sur Jt(p). On
obtiendra une description similaire pour J~ (p) en renversant 'orientation du temps.
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3.7.1 Ombres et lisiéres

L’ombre sur J*(p) d'un point ¢ de Minkg(p), notée OT(q), est I'intersection de
J 1 (p) avec le futur causal (strict) de g. Les frontiéres des ombres s’aveéreront étre des
outils utiles dans la description des propriétés causales d’un espace-temps conformément
plat. A notre connaissance, il n’existe pas de terminologie pour désigner la frontiére
d’une ombre OT(q). Nous proposons le terme lisiére et la notation Lis™(¢). Notons que
la frontiere d'une ombre O (q) sur J*(p) est l'intersection du cone lumiere de g avec
J T (p). Cela justifie la Définition 3.6.1.

(3.7.1) Accumulation de lisiéres. Soit {¢;} une suite de points de Minky(p). On
se propose d’étudier le comportement & I'infini des lisiéres Lis™(¢;) dans le bord de Pen-
rose J T (p). Pour cela, on identifie 71 (p) & 'espace des hyperplans lumieres affines de
la carte de Minkowski Minkg(p). Une lisiere List(g;) sur J(p) correspond alors & I'en-
semble des hyperplans lumieres affines passant par ¢;. On a vu que dans le modeéle du
cylindre S*™! x R, cet ensemble est le graphe d’une fonction continue h; de S"~! dans
R que nous avons déterminé dans la Section 2.2. Ce modele s’averera adapté pour com-
prendre le comportement & I'infini des lisieres Lis™ (¢;) puisque 'on se raménera a I'étude
de la suite de fonctions {h;}. Rappelons d’abord ’expression de ces fonctions.

Fixons une origine py de Minky(p) et une direction d’observation vy € H"™. Pour sim-
plifier ’écriture, on identifie Minko(p) & son espace vectoriel sous-jacent par I’application
qui associe a un point p le vecteur p — pg. Tout point p = tvy + x, avec x € vol, sera
alors noté (t,r). On désigne par < .,. >q le produit scalaire sur vy induit par la forme
quadratique < .,. >1, de Minkg(p).

Soit S*~! la spheére unité de vy . On a vu dans la Section 2.2 que S"~! x R s’identifie
a l'espace des hyperplans lumieres affines de Minkg(p) par 'application qui associe & un
couple (u,s) 'hyperplan P(u,s) := {(t,xz) € Minko(p); t— < u,x >o= s}. L’ensemble
des hyperplans lumiéres affines passant par ¢; = (¢;,x;) est donc 'ensemble des couples
(u,s) de S* ! x R tels que t;— < u,x; >o= s. Autrement dit, c’est le graphe de la
fonction h; de S*~! dans R définie par

hz(u) =t;— <u,r; >q0 .

Posons x; = r;y; avec r; > 0 et y; € S"1. On note dy la métrique ronde sur S*~!. La
fonction h; s’écrit alors :

hi(u) = t; — r; cos(do(u, y;)).

Remarque 3.7.1. L’épigraphe de h;, c’est & dire I'ensemble des couples (u,s) € S*1 x R
tels que s > h;(u), correspond & 'ombre O™ (g;).

Quitte & extraire, la suite {g;} converge vers un point dans I'adhérence de Mink(p)
dans Ein; ,(F). Dans ce qui suit, on décrit le comportement des fonctions h; en fonction
de la position du point limite.
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Remarque 3.7.2. Si la suite {g;} converge vers un point ¢, de Minkg(p), la suite de
fonctions {h;} converge simplement vers la fonction hy : S*~! — R définie pour tout
u e S" ! par:

hoo(tt) = too— < U, Too >0

ol (too, Too) sont les coordonnées de ¢o. Cela se traduit géométriquement par I’accumu-
lation des lisiéres Lis™ (¢;) sur la lisiere List(gso)-

En vertu de la Remarque 3.7.2, on supposera dans la suite que {¢i} ne converge pas
dans Minkg(p). Soit o : Einy n(E) = Einy,(E) I'application qui associe & un point son
premier point conjugué futur.

Lemme 3.7.1. Si {¢;} converge vers o(p) (resp. o~1(p)) alors pour tout u € S"~1, la
suite {h;(u)} converge vers +oo (resp. —o0).

Démonstration. Supposons que {g;} converge vers o(p). Soient u € S" et sop > 0. La
sphére S"~1 x {50} est la lisiere du point gy € Minkg(p) de coordonnées (sg,0). Comme
I (qo) est un voisinage ouvert de o(p), il contient tous les ¢; sauf un nombre fini. Alors,
J*(g;) C I'(qo) et par conséquent, la lisiere List(g;) est dans le futur de Lis"(qo).
Comme (u, h;(u)) € Lis™(g;) et (u,s0) € Lis™(qo), I'hyperplan défini par (u,h;(u)) est
alors dans le futur strict de I'hyperplan défini par (u, sp). Il est facile de voir que cela
se traduit par h;(u) > sp. D’ou, lim h;(u) = +oo. Le raisonnement est similaire lorsque
{g;} converge vers o~ 1(p). Le lemme s’en suit. O

Lemme 3.7.2. Si {q;} converge vers un point qoo = (Uoo, Soo) de J T (p) alors pour tout
u € S N\{uwo}, la suite {h;(u)} converge vers +oc.

Démonstration. Soient u € S" N\ {ux} et so > 0. Puisque u # uso, les points (u, so) et
(Uoo, Soo) sont sur deux fibres différentes de J T (p) et ne sont donc pas causalement reliés.
Par suite, le dual de (u, sp) dans E;lln(E) est un voisinage ouvert de g, il contient
donc tous les ¢; sauf un nombre fini. L’intersection du dual de (u,s) dans E\'L;lln(E)
avec Minkg(p) est le futur strict de 'hyperplan lumieére P(u, sg) défini par (u, sg). Ainsi,
q; est dans le futur strict de P(u,sg) dans Minkg(p). L’hyperplan lumiére passant par
g; parallele a P(u,sg), c’est a dire I'hyperplan P(u, hi(u)), est donc dans le futur strict
de P(u,sg) dans Minkg(p). Il est facile de voir que cela se traduit par h;(u) > sg. D’ou,
lim h;(u) = +o0. O

Remarque 3.7.3. Sil'on note f le difféomorphisme entre S"~! x R et 71 (p), la composée
o~ o f identifie S""! x R & J~(p). Le raisonnement ci-dessus permet alors de prouver
de manieére similaire que si {g;} converge vers un point ¢oo = (Uso, Soo) de J~ (p), pour
tout u € S" !\ {uwo}, la suite {h;(u)} converge vers —oco.

Lemme 3.7.3. Si{q;} converge vers p alors il existe une boule fermée B de dimension
(n — 1) dans S"™', éventuellement réduite a un point ou égale a S"~!, telle que

1. pour tout u € intB, la suite {h;(u)} converge vers +oo ;
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2. pour tout u € S*"\B, la suite {h;(u)} converge vers —oc.

Démonstration. Rappelons que h;(u) = t; — r; cos(dp(yi, v)). Puisque {¢;} s’échappe de
Minkg(p) vers le point p a l'infini, la suite {r;} converge vers +oo. Done, r; > 0 pour ¢
grand. Ecrivons alors h; sous la forme

hi(u) = rilpi — cos(do(yi, u))]

avec p; = t;/r;. Comme y; € S*~! quitte & extraire, {y;} converge vers un point ye, €
S™~1. Montrons que p; € [—1,1]. Soit pg l'origine de Minkg(p). Le dual de py dans
E;un(E) est un voisinage ouvert de p, il contient donc tous les ¢; sauf un nombre fini.
Comme ¢; et pg ne sont pas causalement reliés, il est facile de voir que leurs lisiéres sont
transverses. La lisiere Lis™(pg) est la sphére S*~1 x {0} = S"~! I'intersection Lis*(g;) N
Lis™(go) est donc le lieu des points u € S*~! ot h;(u) = 0. Cette équation est vérifiée
si et seulement si r; = 0 ou p; = cos(dy(u,y;)). Pour @ grand, ¢; est proche de p, donc
r; # 0. Par conséquent, I'intersection Lis™(g;) NLis™(go) est le lieu des points u € S*~! out
w; = cos(dp(u,y;)). Comme cette intersection est non-vide, on en déduit que y; € [—1,1].
Par suite, quitte a extraire, {u;} converge vers po € [—1, 1].

Soit B la boule dy(u, yso) > arccos(iis ). Remarquons que si po = 1, la boule B est
égale & S"7! et si poo = —1, B est réduite au point —yso.

Soit u € intB. Montrons que lim h;(u) = +00. Comme u € intB, on a

lim(p; — cos(do(u, ¥:))) = too — cos(do(u, Yso)) > 0.

Par conséquent, lim h;(u) = 4+00. De méme, si u € S* '\ B, on a

lim(p; — cos(do(u, ¥:))) = too — cos(do(u, Yoo)) < 0.

D’ot, lim h;(u) = —oo. Le lemme s’en suit. O

3.7.2 Fermés saturés

Nous introduisons ici la notion de fermés saturés de J(p). Celle-ci apparait na-
turellement dans la description des domaines réguliers de Minky(p) que nous présentons
dans la section suivante.

Définition 3.7.1. Soit A un sous-ensemble de J T (p). On appelle saturé de A, noté
Sat(A), 'union de A et des segments ouverts de photons reliant un point de A a p.

Exemple 3.7.1. Dans le modele S"~! x R, le saturé du graphe d’une fonction f de S*~!
dans R est I’hypographe de f, c’est & dire ’ensemble des couples (u, s) de S"~ x R tels

que s < f(x).

Définition 3.7.2. Un sous-ensemble A de JT(p) est dit majoré s’il existe un point pg
de la carte de Minkowski Minkg(p) tel que 'ombre O (pg) est disjointe de A.

Remarque 3.7.4. Dans le modele du cylindre S"~! x R, cette définition coincide avec la
Définition 2.3.3 donnée dans la Section 2.3 du Chapitre 2.
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Exemple 3.7.2. Dans le modele du cylindre S*~! x R, le graphe d’une fonction f de S*~!
dans R est majoré au sens de la Définition 3.7.2 si et seulement si f est majorée.

Lemme 3.7.4. Le saturé d’un fermé majoré A de J*(p) est fermé dans JT(p).

Démonstration. Soit {¢;} une suite de points de Sat(A) qui converge vers un point ¢
de J*(p). Par définition, chaque ¢; est sur un segment de photon [)\;,p[ avec \; € A.
Montrons que A est contenu dans un compact de J*(p). Soit p; un point de Minkg(p)
dans le passé strict de ¢. L’ombre O (q1) est un voisinage de g, elle contient donc tous
les g;, sauf éventuellement un nombre fini. Puisque \; € J*(g;), 'ombre O (q1) contient
tous les A;. Comme A est majoré, tous les A\; sont aussi contenus dans le complémentaire
d’une ombre O™ (pg) avec py € Minkg(p) noté ET(pg). L’intersection de O (p1) avec
l'adhérence dans J+(p) de E*(pg) est un compact de J T (p) contenant tous les \; (sauf
un nombre fini). Quitte a extraire, {\;} converge donc vers un point A € 77 (p). Comme
A est fermé, A € A. Comme ¢; € J~();), en passant a la limite ¢ € J*(\). Autrement
dit, il existe une géodésique lumiere passée reliant A a ¢. D’ou, ¢ € Sat(A). Donc, Sat(A)
est fermé dans J T (p). O

Si 'on enléve 'une des hypotheses majoré ou fermé, ’énoncé du Lemme 3.7.4 n’est
plus vrai comme le montrent les exemples suivants :

Ezemple 3.7.3. Soit A I'image d’une courbe c : [0, +0o[— J T (p) asymptote & une fibre
de JT(p) dans le futur. C’est un fermé non-majoré de J+(p). Son saturé n’est pas fermé
dans J " (p).

Ezemple 3.7.4. Considérons le modele du cylindre S"~! xR de J*(p). Soit f une fonction
semi-continue inférieurement (mais pas continue) majorée de S*~! dans R.

Le graphe de f est un sous-ensemble majoré de J T (p) qui n’est pas fermé dans J T (p).
Son saturé n’est pas fermé dans J 7 (p).

Remarque 3.7.5. A contrario, il existe des sous-ensembles majorés de J(p) qui ne sont
pas fermés dans J T (p) mais dont le saturé est fermé dans J*(p). Dans le modele du
cylindre S*~! x R, les graphes de fonctions semi-continues supérieurement de S*~! dans
R en sont des exemples. En effet, il est facile de voir que I’hypographe d’une fonction
semi-continue supérieurement est fermé. De plus, comme les fonctions que ’on considére
sont semi-continues supérieurement sur un compact, elles sont majorées ; autrement dit,
leurs graphes sont majorés dans J(p).

Définition 3.7.3. Un sous-ensemble A de J ¥ (p) est dit saturé si pour tout point ¢ de
A, le segment ouvert de photon reliant g & p est contenu dans A.

Remarque 3.7.6. La frontiére dans J 1 (p) d’un fermé saturé de J*(p) est causalement
convexe.

Lemme 3.7.5. Soit A un fermé saturé de J+(p). Si A est majoré alors il est égal au
saturé de sa frontiére OA dans J*(p).

Démonstration. 11 est clair que Sat(0A) C A. Réciproquement, soit ¢ € A. Comme A
est majoré, la fibre de J(p) passant par ¢ rencontre A en un point dans le futur de ¢
(éventuellement égal & ¢). Le lemme s’en suit. O
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3.7.3 Domaines réguliers

Rappelons qu'un domaine régulier futur de la carte de Minkowski Minkg(p) est un
ouvert convexe non-vide de Minky(p) égal a 'intérieur de l'intersection de demi-espaces
futurs de Minko(p) délimités par un hyperplan lumiere affine.

Dans cette section, nous étudions le lien entre les domaines réguliers futurs de la carte
de Minkowski Minkg(p) et la composante J T (p) de son bord de Penrose.

On voit ici J T (p) comme I'espace des demi-espaces futurs de Minko(p) délimités par un
hyperplan lumiere affine :

Un point g de Minkg(p) définit le demi-espace futur Minko(p)\I~ ().

Tout sous-ensemble A de J T (p) définit alors un ouvert convexe Q7 (A) de Minkg(p) égal
a lintérieur de l'intersection des demi-espaces futurs définis par les points de A :

QF(A) = int () (Minko(p)\T~())-
qeEN

On a vu dans la Section 2.2 que cet ouvert est non-vide, c’est a dire est un domaine
régulier, si et seulement si A est majoré au sens de la Définition 3.7.2 (voir Proposition
2.3.3). Ainsi :

Fait 3.7.1. Les domaines réguliers futurs de Minkg(p) sont paramétrés par les sous-
ensembles majorés de T+ (p).

Soulignons qu'il existe une infinité de sous-ensembles majorés de J1(p) qui défi-
nissent le méme domaine régulier futur. Cela découle de la remarque suivante :

Remarque 3.7.7. Un domaine régulier futur Q7 (A) reste inchangé si I'on rajoute & A des
points de J*(p) dans le passé de A. En particulier, Q7 (A) = Q7 (Sat(A)) ou Sat(A)
désigne le saturé de A (voir Définition 3.7.1).
En effet, si ¢ est un point de J T (p) dans le passé d’un élément r de A, le demi-espace
futur Minko(p)\I~ (r) est contenu dans le demi-espace futur Minko(p)\/~(¢). Ce dernier
ne contribue donc pas a la définition du domaine régulier, autrement dit Q7 (A) =
QF(AU{q}).

Dans ce qui suit, nous caractérisons les points d’un domaine régulier futur de Mink(p)
par leurs ombres sur le bord de Penrose J 7 (p).
Rappelons que 'ombre d'un point ¢ € Minkg(p) sur J ' (p) est I'intersection de J*(q)
avec J1(p) et est notée OT(q).

Lemme 3.7.6. Soit A un sous-ensemble majoré de J ¥ (p) et soit ¢ un point du domaine
régulier futur QT (A) de Minkg(p). Alors, l'ombre OT(q) est disjointe de A.

Démonstration. S’il existe g € OT(q) N A alors ¢ € J (qo). D’ott ¢ & Q7 (A). Contra-
diction. O

Si, de plus, A est fermé dans J*(p), la réciproque du Lemme 3.7.6 est vraie :

Lemme 3.7.7. Soit A un fermé magjoré de J+(p) et soit ¢ € Mink(p). Si l’ombre OT(q)
est disjointe de A alors q appartient au domaine réqulier futur Q7 (A) de Minkg(p).
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Démonstration. Supposons, par 'absurde, que ¢ ¢ Q1 (A). Comme A est fermé dans
Jt(p), d’apres la Proposition 2.3.5, Q7 (A) est le complémentaire dans Minkg(p) de
I'intersection des J~(A\) avec A € A. Il existe alors gy € A tel que ¢ € J (gp). Par
symétrie, gy € J*(q), donc gy € OT(q). Contradiction. O

Nous avons ainsi prouvé la proposition suivante.

Proposition 3.7.1. Soit A un fermé majoré de J+(p). Le domaine régulier futur Q*(A)
est ezactement l’ensemble des points ¢ € Minkg(p) dont l’ombre sur J(p) est disjointe
de A.

Lemme 3.7.8. Soit A un fermé majoré de J*(p). Pour tout point q dans la frontiére de
QT (A) dans Minkg(p), ’ombre O"(q) de q sur J*(p) rencontre A. De plus, l’intersection
O*(q) N A correspond exactement d l’ensemble des hyperplans d’appui lumiéres en q.

Démonstration. On note 9Q (A) la frontiere de QT (A) dans Minkg(p). Soit ¢ € 9QT(A).
D’aprés la Proposition 3.7.1, 'ombre O™ (¢q) rencontre A. Montrons que O (q) NA corres-
pond exactement aux hyperplans d’appui lumiére en g. Comme g € 9Q7(A), il existe une
géodésique lumiere ¢ issue de ¢ inextensible dans le futur dans Minkg(p) qui est contenue
dans 90T (A). Cette géodésique s’accumule sur un point » € J(p). L’hyperplan lumiére
de Minkg(p) défini par r contient ¢, c’est donc un hyperplan d’appui lumiere & Q7 (A)
en g. D’apres le Fait 2.3.1, r € A.

Réciproquement, soit r € J~ (p) tel que 'hyperplan lumiere défini par r soit d’appui
a Q7 (A) en g. Alors, il existe une géodésique lumiére de Ein , reliant & ¢ contenu dans
O0T(A). Donc, r € O"(q). De plus, d’apres le Fait 2.3.1, 7 € A. Dot r € O (¢) NA. Le
lemme s’en suit. O

(3.7.1) Plus petit fermé saturé de J*(p) associé & un domaine régulier. On
a montré dans la Section 2.3 qu'un sous-ensemble majoré A de J T(p) et son adhérence
A dans JT(p) définissent le méme domaine régulier dans Minkg(p), c’est a dire :

(M) = QF(A).

Ainsi, tout domaine régulier de Minkg(p) est défini par un fermé majoré de 7+ (p). Celui-
ci n’est pas unique en vertu de la Remarque 3.7.7 (il suffit de rajouter & A des segments
fermés de photons dans J T (p) ayant pour extrémité future un point de A). En particu-
lier, le saturé d’un fermé majoré A de J+(p) est un fermé de J*(p) (voir Lemme 3.7.4)
qui reste, par définition, majoré et qui définit le méme domaine régulier futur que A.

Dans ce qui suit, nous montrons que tout domaine régulier futur de Minkg(p) admet
un plus petit fermé saturé A de J*(p) qui le définit.

Proposition 3.7.2. Soient A, N’ deuz fermés saturés majorés de J*(p) qui définissent
le méme domaine régulier futur, c’est a dire QT (A) = QT (A’). Alors,

Ot (A) = QN (ANA) = QF(A).
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La preuve de cette proposition utilise le lemme suivant. On désigne par ST (p) la
sphére des directions lumieres futures en p. Rappelons que J 1 (p) se projette de maniére
canonique sur ST (p).

Lemme 3.7.9. Soient A, A’ deuz fermés de J+(p) tels que QT (A) = QT (A). Alors, les
projections de A et A’ dans S*(p) sont égales.

Démonstration. On identifie J¥(p) au cylindre S*~! x R. Soit (u,s) € S*"! x R un
point de A. Montrons qu’il existe s’ € R tel que (u,s’) € A’. Soit {g;} une suite de
points de Minkg(p)\Q"(A) telle que gi+1 € I (q;), qui s’accumule sur (u,s) € J1(p).
Comme ¢; ¢ QT (A) = QT (A), d’apres la Proposition 3.7.1, 'ombre O (g;) rencontre A’.
Soit (u},s;) € Ot (g;) N A’. Montrons que la suite {s;} est bornée. D’une part, puisque
Q1 (A') est non-vide, A’ est majoré, c’est a dire il existe M > 0 tel que pour tout (u,s) €
A, s < M (voir Proposition 2.3.3). Donc {s/} est majorée. D’autre part, I'inclusion
I't(q;) € I'(qp) implique O*(g;) € O™ (qo). Donc, (u},s;) € Ot (qo). Chaque ombre
O™ (g;) est I’épigraphe d’une fonction continue h; de S*~! dans R. Alors, si > hq(ul).
Comme hg est minoré, {s;} est minorée. On vient ainsi de montrer que {s;} est bornée.
Quitte & extraire, la suite {(u}, s)} converge alors vers un point (u’,s') € S"~! x R. On
va voir que v/ = u. Supposons par 'absurde que u’ # w. Soit 7 € N. Pour tout entier
j =i, ona 0% (g) C O*(g), donc hj(uf) > hi(u}). Puisque s} > hj(u}), on en déduit
que s > h;(u}). En passant a la limite sur j, on obtient s’ > h;(u'). Or, d’apres le
Lemme 3.7.2, lim h;(u') = +o0. Contradiction. Donc, v/ = u. On vient ainsi de montrer
que la projection de A est contenue dans celle de A’. Comme A et A’ jouent des roles

symétriques, le lemme s’en suit. O

Preuve de la Proposition 3.7.2. 1l est clair que QT (A) € QT (A N A’). Supposons par
I'absurde, qu’il existe ¢ € QT (A) N QT (AN A’). Alors, il existe un hyperplan d’appui
lumiere & Q7 (A) en q. Soit 7 le point de J ¥ (p) qui correspond & cet hyperplan lumiére
affine. D’apres le Fait 2.3.1, r € A. De méme, puisque Q(A) = Q(A’), on a aussi r € A'.
Comme 7 € ANA et ¢ € QANA), le point g devrait étre dans le futur strict de
I’hyperplan défini par r (voir Proposition 2.3.5). Contradiction. Donc, Q(A) est ouvert
et fermé dans QT (A N A’). Comme ce dernier est convexe, donc connexe, on en déduit
Pégalité QT (A) = QH(ANA). O

Conclusion. Le plus petit fermé saturé de J'(p) associé a un domaine régulier
futur de Minko(p) est l'intersection de tous les fermés saturés de J*(p) qui définissent
ce domaine.

(3.7.2) Radical d’un domaine régulier. Soit Q un domaine régulier futur de
Minkg(p). On note A(2) le plus petit fermé saturé de J+(p) qui le définit.

Par définition, pour tout point ¢ de A(€2), le rayon lumiére passé issu de ¢ contenu dans
Jt(p) est contenu dans A. On a vu que les points de ce rayon sont superflus dans la
détermination de € (voir Remarque 3.7.7).

On appelle radical de € le sous-ensemble de A({2) obtenu en enlevant tous les points
superflus a la détermination du domaine €2. Plus précisément :
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Définition 3.7.4. Le radical de €, noté rad(€2), est 'ensemble des points de A(Q2) qui
ne contiennent aucun autre point de A dans leurs futurs autre qu’eux mémes :

rad(©) = {g € AQ) : JH(q)NA = {q}}.

Remarque 3.7.8. Le radical d'un domaine régulier n’est pas forcément fermé dans J 1 (p).

90



CHAPITRE

4

ESPACE-TEMPS CONFORMEMENT
PLATS GLOBALEMENT
HYPERBOLIQUES

4.1 Espace-temps conformément plats

Définition 4.1.1. Une structure Lorentzienne conformément plate sur une variété M
est la donnée d’une classe conforme de métriques Lorentziennes toutes localement équi-
valentes & la métrique plate sur I’espace de Minkowski R,

Exemple 4.1.1. Tout espace de Minkowski muni de la classe conforme de sa métrique
plate est conformément plat.

Ezxemple 4.1.2. D’apres la Proposition 3.5.1, tout espace d’Einstein est conformément
plat.

Nous allons voir que si M est une variété de dimension au moins 3 alors la don-
née d’une structure Lorentzienne conformément plate est équivalente a la donnée d’une
(G, X)-structure avec G = Oy(2,n) et X = Ein; . Commengons par rappeler quelques
généralités sur les (G, X)-structures.

4.1.1 (G, X)-structures

Le contenu de cette section est largement inspiré de [23, Part 2]. Dans son célebre
programme d’Erlangen, Felix Klein proposait de fonder la géométrie sur la notion d’ac-
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tions de groupes et d’invariants. Une géométrie modéle y est décrite comme la donnée
d’un couple (G, X) ou X est une variété connexe sur laquelle agit un groupe de Lie G
de maniére transitive et fidéle. On demande de plus que l'action de G sur X soit ana-
lytique, c’est & dire que deux éléments de G dont I'action coincide sur un ouvert de X
soient égaux. Il s’agissait alors d’étudier les objets géométriques dans X invariants sous
laction de G. La notion de (G, X)-structure formalise l'idée de variétés différentielles
"localement modelées" sur une géométrie modele (G, X). Dans tout ce qui suit, nous ne
considérons que des variétés connexes.

Définition 4.1.2. Une (G, X)-structure sur une variété M est la donnée
1. d’un recouvrement ouvert {U;} de M ;

2. d’une famille d’applications ¢; : U; — X qui sont des difféomorphismes sur leurs
images et telles que les applications de recollement ¢; o d)i_l iU N U;) —
¢j(U; N Uj) sont des restrictions d’éléments de G.

La famille {(U;, ¢)} est appelée (G, X)-atlas. Une variété munie d'un (G, X)-atlas est
appelée (G, X)-variété.

Donnons quelques exemples. Supposons que I'espace modele X soit simplement connexe.
Un moyen naturel de construire des (G, X)-variétés est de considérer des quotients X /T"
ou I' est un sous-groupe discret de G qui agit de maniére proprement discontinue et libre
sur X. De telles (G, X)-variétés sont dites complétes (voir Proposition 4.1.2).

Ezemple 4.1.3. Toute variété Riemannienne géodésiquement complete de courbure sec-
tionnelle constante égale a —1 est une (Op(1,n), H")-variété complete.

Un autre moyen de construire des (G, X)-structures est de chercher un ouvert €2 de
X sur lequel un sous-groupe discret I' de G agit de maniere proprement discontinue et
libre. Le quotient ©/T" est alors une (G, X)-variété qui est dite Kleinienne.

Ezemple 4.1.4. Soit I' un sous-groupe discret de Op(1, 3) non-élémentaire (autrement dit
son ensemble limite Ar C OH3 est infini). Notons C(Ar) I'enveloppe convexe de Ar dans
H3. Alors, le quotient C(Ar)/T est une (Og(1,3), H?)-variété Kleinienne.

Définition 4.1.3. Un (G, X)-morphisme entre deux (G, X)-variétés M et N est une
application différentielle f : M — N telle que la lecture dans les cartes ¢; o f o gzbi_l est
la restriction d’un élément de G.

Remarque 4.1.1. Un (G, X )-morphisme est un difféomorphisme local. En particulier,
c’est une application ouverte.

Lemme 4.1.1. Une (G, X)-structure sur une variété M induit naturellement une (G, X)-
structure sur son revétement universel M de sorte que la projection w: M — M soit un
(G, X)-morphisme.

Démonstration. Soit {(U;, ¢;)} un (G, X)-atlas de M. Quitte & rétrécir les ouverts U,
on peut supposer que chaque ouvert U; est trivialisant. Alors, pour tout i, 7= 1(U;) est

une union disjointe dénombrable d’ouverts Vi; de M. La famille {(Vj, ¢; o 7} est alors
un (G, X)-atlas de M. O
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Dans ce qui suit, nous allons voir qu'une (G, X)-structure sur une variété M est
équivalente a la donnée d’un couple (D, p) ou

1. D est un difféomorphisme local du revétement universel M de M & valeurs dans
I’espace modele X,

2. p est un morphisme de groupes du m; M a valeurs dans G ;

qui vérifie pour tout v € T' et pour tout = € M

D(y.z) = p(7).D(x).

Une telle paire (D, p) est appelée paire développante-holonomie. Cette équivalence
met en paralléle deux approches différentes. D’un c6té, M est défini par la donnée d’une
famille de plongements {¢; : U; — X} : la variété M est le quotient de I'union disjointe
des U; par la relation d’équivalence qui identifie x; € U; a x; € U; s'il existe g € G tel
que ¢i(x;) = go ¢;(z;). De Pautre, M est pensé comme le quotient de M par son groupe
d’automorphismes 71 M. Ce deuxiéme point de vue permet de construire un (G, X)-atlas
de cartes locales & partir d'une application globale D : M — X (qui n’est, en général,
pas une carte globale!). Les changements de cartes, quant a eux, sont donnés par le
morphisme p: 1M — G.

Proposition 4.1.1. Soit M une (G, X)-variété. Alors, il existe un (G, X)-morphisme
D de M dans X appelé développante. De plus, si D' est une autre développante alors il
existe un unique g € G tel que D' = go D.

Démonstration. Voir [23, Part 2, Chap. 5, Prop. 5.2.1]. O

Rappelons que 71 M agit sur M par automorphismes de la maniére suivante. Soit
[a] € 71 M la classe d’homotopie d’un lacet a de M. Pour tout € M, on définit [a].x
comme 'extrémité du relevé de v a partir de x. L’application = — [a].x ne dépend pas
du choix du lacet a dans la classe d’homotopie [a]. De plus, cette application est un
automorphisme de M.

Corollaire 4.1.1. Soit M une (G, X)-variété et soit D : M — X une développante.
Alors, il existe un unique morphisme de groupes p : 1M — G tel que pour tout v € w1 M
et pour tout x € M

D(y.z) = p(7) o D(z).
Le morphisme p est appelé représentation d’holonomie.

Démonstration. Soit v € my M. Alors, D o~ est une application développante. D’apres
la Proposition 4.1.1, il existe un unique g € G tel que D o~y = go D. On pose alors

p(Y) =g O

Remarque 4.1.2. Si D' = go D (g € G) est une autre application développante alors la
représentation d’holonomie p’ qui lui est associée est définie par p/(7) = go p(y) o g~ L.

On définit une relation d’équivalence sur les paires développante-holonomie :
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Définition 4.1.4. Soient (D, p), (D', p') deux paires développante-holonomie. Elles sont
équivalentes s'il existe g € G tel que D' = go D et p/(y) =gop(y)og !

On vient donc d’associer a une (G, X) structure sur M une classe d’équivalence de
paires développante-holonomie. Réciproquement, soit M une variété et soit (G, X) une
géométrie modele. Fixons un revétement universel 7 : M — M.

Lemme 4.1.2. La donnée d’une paire développante-holonomie (D, p) définit une (G, X)-
structure sur M. De plus, toute paire (D', p') équivalente & (D, p) définit la méme (G, X)-
structure sur M.

Démonstration. Soit {U;} un recouvrement ouvert de M tel que les restrictions de 7
et D a U; soient injectives. Posons V; = 7(U;). Alors, A = {(V;,D o W@t} est un atlas
de M. Soient V;,V; deux domaines de cartes qui s’intersectent. Soit p € V; N V;. Alors,
p = 7(p;i) = 7(p;) avec u; € U; et u; € U;. Par suite, il existe v € m M tel que u; = v.u;.
Alors, D o m;(p) = D(uj) = D(y.ui) = p(v)D(ui) = p(7)D o my (p) avee p(y) € G.
Ainsi, A est un (G, X)-atlas sur M. Il est clair que cette construction ne dépend pas du
choix de la paire développante-holonomie dans la classe d’équivalence de (D, p). ]

Conclusion. La donnée d’une (G, X)-structure sur une variété M est équivalente
a la donnée d’une classe d’équivalence de paires développante-holonomie.

Dorénavant, il nous arrivera de parler de la développante D et du morphisme d’ho-
lonomie p en gardant 'esprit que D et p sont définis respectivement a composition par
un élément de G pres et a conjugaison pres.

(4.1.1) (G, X)-structures développables.

Définition 4.1.5. Une (G, X)-variété M est dite développable si toute développante,
D : M — X se factorise, via la projection 7 : M — M, en un (G, X)-morphisme
D:M— X.

Lemme 4.1.3. Une (G, X)-variété M est développable si et seulement si pour toute
développante D : M — X, l’holonomie associée p: myM — G est triviale.

Démonstration. Soient D : M — X une développante et p : PiiM — G I’holonomie
associée. On pose I' := 71 M. Si p est triviale alors pour tous v € T' et 2 € M, D(y.xz) =
p(7).D(z) = D(z). Donc, D passe au quotient en un difféomorphisme local D : M — X.
Réciproquement, supposons que M est développable. Alors, D passe au quotient, c’est
a dire D(y.z) = D(x) pour tous v € ' et € M. Or, D(v.z) = p(v).D(z). Donc, pour
v € I fixé, p(y).D(x) = D(x) pour tout x € M. Autrement dit, p(7y) est égal a l'identité
sur D(M). Par conséquent, p(v) est I'identité de G. O
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(4.1.2) Structures complétes.

Définition 4.1.6. Une (G, X)-variété M est dite compléte si la développante est un
revétement.

Remarque 4.1.3. Si M est une (G, X )-variété compléte et que X est simplement connexe
alors la développante est un difféomorphisme global.

La preuve de la Proposition suivante est laissée au lecteur.

Proposition 4.1.2. Soit M une (G, X)-variété compléte. Si X est simplement conneze
alors I’holonomie p est injective. De plus, p(T') agit de maniére proprement discontinue
sur X et M est (G, X)-isomorphe au quotient X/p(T').

(4.1.3) Assiettes de I’application développante. Soit M une (G, X)-variété et
soit D : M — X une application développante. Lorsque M est compléte, tout ouvert de
M au dessus d’un ouvert trivialisant est appelé, dans le langage des revétements, une
assiette. Par extension, nous posons la définition suivante dans le cas général ot M n’est
pas forcément une (G, X)-variété compléte.

Définition 4.1.7. Une assiette de la développante D est un ouvert U de M sur lequel
D est injective.

Nous rappelons ci-dessous un lemme classique permettant de construire des assiettes
de plus en plus grosses de la développante.

Lemme 4.1.4 (Lemme des assiettes). Soient U,V deux assiettes de D d’intersection
non-vide. Si D(U) N D(V') est connexe alors U UV est une assiette de D.

Démonstration. Montrons que D(UNV) = D(U) N D(V). Comme D(U) N D(V) est
connexe, il suffit de montrer que D(U N V) est ouvert et fermé dans D(U) N D(V).
L’application D étant un difféfomorphisme local, elle est ouverte. Donc, D(UNV') est un
ouvert de D(U) N D(V). Soit {z;} une suite de U NV telle que {D(z;)} converge vers
un point y de D(U) N D(V). Alors, il existe u € U et v € V tel que D(u) =y = D(v).
Comme U est une assiette et lim D(z;) = D(u) alors {x;} converge vers u. De méme,
comme V est une assiette et lim D(z;) = D(v), alors {z;} converge vers v. Par unicité
de la limite, w = v. D’o, y € D(UNV). Donc, D(U NV) est fermé dans D(U) N D(V).
Par conséquent, D(UNV) = D(U) N D(V). Soient & présent v € U et v € V tels que
D(u) = D(v). Alors, D(u) € D(U)ND(V). Comme D(U)ND(V) = DU NYV), il existe
ug € UNV tel que D(ug) = D(u) = D(v). Comme U est une assiette, u = ug. De méme,
comme V est une assiette v = ug. D’ou u = v. ]

L’énoncé suivant est aussi un résultat classique donnant une condition suffisante pour
que la développante soit injective sur l’adhérence d’une assiette.

Lemme 4.1.5. Soit U une assiette de D. On suppose que son image par D est localement
connexe, c’est & dire que tout point p de X adhérent a D(U) admet un voisinage W
arbitrairement petit tel que D(U)NW est connexe. Alors, la restriction de D a l’adhérence
de U dans M est injective.
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Démonstration. Soient u,u’ € U tels que D(u) = D(u'). Supposons, par I'absurde, que
u # u'. 1l existe alors deux voisinages ouverts V et V' de u et u’ respectivement qui
sont disjoints. Quitte & rétrécir, on peut supposer que V et V' sont des assiettes de D.
Comme D(U) est localement connexe, il existe un voisinage W de D(u) = D(u') tel que
W C D(V)ND(V') et WND(U) est connexe. Soit Wy (resp. W) I'image réciproque par
Dyy (vesp. Dyy+) de W. Comme D(Wo)ND(U) = WND(U) est connexe, d’apres la preuve
du Lemme 4.1.4, D(WoNU) = W N D(U). De méme, D(WygNU) =W N D(U). D’ou,
WonU =WinU. VNV’ Par conséquent, VNV’ contient Wy NU. Contradiction. [

4.1.2 Espace-temps conformément plats

Une conséquence importante de la version Lorentzienne du théoreme de Liouville
(voir Théoreme 3.1.1) est qu’en dimension supérieure ou égale a 3, les variétés Lorent-
ziennes conformément plates sont exactement les (Og(2,n + 1), Eing ,)-variétés.

Proposition 4.1.3. Soit M une variété de dimension (n+1) > 3. Une structure Lorent-
zienne conformément plate sur M est équivalente a la donnée d’une (Oo(2,n+1), Eing ,,)-
structure.

Démonstration. D’apres la Proposition 3.5.1, une (Oy(2,n + 1), Fing ,)-structure sur
M est conformément plate. La réciproque est une conséquence directe du théoreme de
Liouville. O

Dans toute la suite, nous ne considérerons que des espace-temps conformément plats
M de dimension (n + 1) > 3. Nous disposerons alors d’une application développante
D: M — FEing 5, et d’une représentation d’holonomie p : I' — Op(2,n + 1) que nous
étudierons pour tenter de décrire la structure causale de ces espaces. A cet effet, il est
plus pertinent de considérer comme géométrie modele (Og(2,n + 1), Einy,,) puisque la
structure causale de EE;LLn est riche tandis que celle Einq, est triviale.

4.2 Hyperbolicité globale

L’hyperbolicité globale est une propriété des espace-temps qui apparait naturellement
dans la résolution des équations d’Einstein en relativité générale. La premiere définition,
die a Leray [32], est qu’un espace-temps M est globalement hyperbolique s’il est causal,
c’est a dire ne contient pas de courbes causales fermées, et si tous ses diamants sont
compacts. Un résultat classique de Geroch affirme que, de maniere équivalente, M est
globalement hyperbolique s’il admet une hypersurface fermée achronale qui rencontre
toute courbe causale inextensible exactement une fois. Une telle hypersurface est dite de
Cauchy. Si elle est compacte, M est dit Cauchy-compact. Les espaces de Minkowski et
les espaces d’Einstein universels sont des exemples d’espace-temps globalement hyper-
boliques. En effet, dans R, I’hyperplan euclidien ¢ = 0 est une hypersurface de Cauchy
et dans E\Z‘?le, pour toute décomposition spatio-temporelle R x S”, les niveaux ¢t = a
sont des spheres de Cauchy. En particulier, E'z'vnlm est Cauchy-compact. En revanche,
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les espaces d’Einstein ne sont pas globalement hyperboliques puisqu’ils contiennent des
courbes causales fermées (voir Lemme 3.2.5). Dans ’Annexe B.5, on rappelle, avec plus
de détails, quelques faits généraux sur les espace-temps conformes globalement hyper-
boliques.

Dans cette section, on se place dans le cadre plus spécifique des espace-temps confor-
mément plats. On s’intéresse, en particulier, aux propriétés des espace-temps conformé-
ment plats globalement hyperboliques développables (voir Définition 4.1.5). Dans toute
cette section, M désignera un espace-temps globalement hyperbolique conformément
plat développable et D : M — Ein; , une développante.

Le résultat principal que nous démontrons est que 1’union des diamants ouverts
contenant un point p de M est une assiette de la développante (voir Proposition
4.2.2). On peut voir ce résultat comme ’analogue Lorentzien du résultat de Kulkarni-
Pinkall [30, Prop. 4.1] affirmant que dans une variété Riemannienne conformément plate
développable N, I'union U, des boules maximales (pour 'inclusion) contenant un point
p de N est une assiette de la développante. Dans [30], U, est appelé voisinage canonique
du point p. Par analogie, pour tout point p de M, on appellera voisinage canonique de
p I'union des diamants ouverts contenant p.

Il est facile de voir que le voisinage canonique d’un point p contient J*(p) et J~(p)
(voir Remarque 4.2.2). Ainsi, le fait que le voisinage canonique de p soit une assiette
permettra de retrouver de maniere immédiate que les passés et futurs de points sont des
assiettes [37, Chap.6, Prop. 2.7].

La preuve du résultat principal de cette section repose sur ’observation clé suivante :
les diamants ouverts de M sont des assiettes qui ont pour images des dia-
mants de Ein; , (voir Lemme 4.2.1). Ce lemme s’avérera central puisqu’il permettra de
retrouver, presque immédiatement, I'un des résultats principaux de [38], qui sera le point
de départ de notre travail, a savoir : §’il existe une géodésique lumiere de M dont I'image
par D contient deux points conjugués de Ein, , alors M admet une sphére de Cauchy et
est, par conséquent, une assiette de D (voir Proposition 4.2.3). Dans la Section 5.2.2, on
verra que sous I'hypothése supplémentaire que M est Co-mazimal, M est conformément
difféomorphe Fing .

Dans la Section 4.2.1, on montre que les diamants ouverts de M sont des assiettes
de la développante. Les applications de ce résultat sont décrites dans la Section 4.2.3.
On y démontrera en particulier, que le voisinage canonique d’un point est une assiette.

Pour alléger I’écriture, les images par D des points p, q, . .. de M seront notées p, g, ...

4.2.1 Les diamants sont des assiettes

Commencons par remarquer que la développante envoie courbe causale sur courbe
causale.

Lemme 4.2.1. Soit v : 1 — M une courbe causale de M. Alors, Do~y : 1 — EAﬁan est
une courbe causale de Einy,. En particulier, D oy est un plongement sur son image.

97



Démonstration. Comme la développante est conforme, pour tout ¢ € I, le vecteur tangent
(D oy)(t) = dyyyD('(t)) est causal. De plus, s'il existe ¢,¢' € I tels que t # ' et
D o~(t) = Do~(t) alors D o~ serait une courbe causale de Eing,, qui se referme.
Contradiction. O

Lemme 4.2.2. La restriction de la développante a tout diamant non-vide J(p,q) de M
est injective et a pour image le diamant J(p,q) de Eing .

Démonstration. Par le Lemme 4.2.1, 'image par D de J(p, q) est contenue dans le dia-
mant J(p,q). Notons Dy, 4 'application D)4 : J(p,q) — J(P,q). Le diamant J(p, q)
étant compact, D), est une application propre. Comme D, , est un difféomorphisme
local, c’est donc un revétement. Or, J(p, q) est simplement connexe. Donc, D, , est un
difféomorphisme. O

Corollaire 4.2.1. Les diamants ouverts non-vides de M sont des assiettes qui ont pour
image des diamants ouverts de Eing .

4.2.2 Assiettes causalement convexes

Soit U un ouvert causalement convexe de M. On va donner un critere pour que U
soit une assiette.

Remarque 4.2.1. L’ouvert U est globalement hyperbolique. En effet, il est causal puisque
M Test. Le fait que U soit causalement convexe implique que les diamants de U sont
exactement les diamants de M contenus dans U. Ainsi, les diamants de U sont compacts.

L’ouvert U étant globalement hyperbolique, il admet des hypersurfaces de Cauchy.

Lemme 4.2.3. 5i U admet une hypersurface de Cauchy X dont limage par D est
achronale dans Einyy alors il suffit que D soit injective sur X pour que U soit une
assiette.

L’outil principal de la preuve est la construction d’un feuilletage en courbes tempo-
relles inextensibles sur M :

On fixe une décomposition spatio-temporelle R x S™ sur %171 Le tiré en arriere par
D du champ de vecteurs 0; est un champ de vecteur de type temps T sur M. Les orbites
de T forment une partition de M en courbes de type temps inextensibles, autrement dit
un feuilletage F ou les feuilles sont des sous-variétés plongées de dimension 1, de type
temps.

Preuwve du Lemme 4.2.3. Soient z,y € U tels que D(z) = D(y). On considere les feuilles
F, et I, passant par x et y. Comme U est causalement convexe, les intersections de
chacune des feuilles F, Fy, avec U sont connexes. On note o et 3 les intersections de
F, et F, avec U. Ce sont des courbes temporelles inextensibles de U, chacune d’elles
rencontre donc ¥ en un unique point. Soit a (resp. b) le point d’intersection de « (resp. f3)
avec . Par définition, 'image par D de « (resp. [3) est contenue dans la droite temporelle
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passant par D(z) (resp. D(y)). Comme D(x) = D(y), les images par D de a et [ sont
contenues dans la méme droite temporelle A. Par suite, D(a) et D(b) appartiennent &
I'intersection de A avec D(X). Si D(a) # D(b), la droite temporelle A rencontrerait
D(X) en au moins deux points distincts, ce qui contredirait ’achronalité de D(X) dans
Eini,,. Done, D(a) = D(b). Comme D est injective sur ¥, il s’en suit que a = b. Comme
les feuilles F), et F}, passent par le méme point a = b, elles sont égales. Les points = et y
appartiennent donc a la méme feuille. Par le Lemme 4.2.1, on en déduit que x =y. O

Une des applications du Lemme 4.2.3 est que M est une assiette dés qu'’il contient
une hypersurface de Cauchy compacte :

Proposition 4.2.1 ([38, Theorem 4]). Si M est Cauchy-compact alors M admet une
sphere de Cauchy et est, par conséquent, une assiette de D.

La preuve de cette proposition utilise le fait classique suivant.

Lemme 4.2.4. Soit f : (X,9) — (X, ¢') un difféomorphisme local entre deux variétés
Riemanniennes. On suppose que X est compléte et que [ dilate les longueurs, c’est a
dire f*g' > g. Alors, f est un revétement.

Démonstration. Voir par exemple [33, Lemma 1]. O

Preuve de la Proposition 4.2.1. Soit .S une hypersurface de Cauchy de M. Fixons une
décomposition spatio-temporelle R x S™ de Ezm n- Soit Eml n — S la prOJectlon
sur le deuxieéme facteur. Le tiré en arriere par D de la métrique do? — dt? sur Emlm est
une métrique Lorentzienne sur M, qui induit une métrique Riemannienne sur S notée
go- Remarquons que 7*do? > do? — dt?. Comme Dg est une isométrie locale, il s’en suit
que :

(ﬁoD‘S)*(daz): f(r*do?)
Dis(do® — dt*) =

Autrement dit, mo Dg : (S, go) — (S", d02) dilate les longueurs. Comme S est compacte,
elle est complete. D’apres le Lemme 4.2.4, m o D|g est donc un revétement. Comme S™
est simplement connexe, 7 o D|g est un difféomorphisme. Par conséquent, D5 est un
difféomorphisme sur image et D(S) est une hypersurface de type espace complete de
Eing 5. D’apres le Lemme 3.2.2, D(S) est donc un fermé achronal étanche de Eing ,. De
plus, D(S) est compacte puisque S est compacte. Il découle alors du Lemme B.6.2 que
D(S) est une hypersurface de Cauchy de Ein, 5. D’apres le Lemme 4.2.3, la développante
D est injective sur M. O

4.2.3 Applications

Nous allons voir que le Corollaire 4.2.1 permet de construire de "grosses" assiettes de
la développante. Soit p un point de M.

Définition 4.2.1. On appelle voisinage canonique de p I'union des diamants ouverts de
M contenant p. On le note R(p).
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(4.2.1) Le voisinage canonique de p est une assiette.

Proposition 4.2.2. Le voisinage canonique R(p) est une assiette de 'application déve-
loppante.

La preuve de cette proposition utilise le Lemme des assiettes 4.1.4. Comme tout
diamant ouvert de M est une assiette qui a pour image un diamant ouvert de Finy y, la
Proposition 4.2.2 est alors une conséquence du lemme suivant.

Lemme 4.2.5. L’intersection d’une famille de diamants ouverts de E‘Ezlm contenant
un point de Einy , est conneze.

Démonstration. Soit {A;};c; une famille de diamants ouverts de E‘E’Ll,n contenant un
point py € FEiny, et soit A leur intersection. Montrons que A est connexe par arcs.
Soient p,q € A. On distingue deux cas :

1" cas. p et g sont causalement reliés. Chaque diamant A; étant causalement convexe,
leur intersection A ’est également. Par suite, il existe une courbe causale contenue
dans A reliant p a q.

2¢ cas. p et ¢ ne sont pas causalement reliés. Soit S™ x R une décomposition spatio-
temporelle de Ein, 5 telle que p, g appartiennent a la méme sphere ¥ = S™ x {0}.
Pour tout ¢ € I, on désigne par p; = (zi,t;), ¢; = («},t}) les sommets du diamant
A; avec p; € I7(q;). Pour tout ¢ € I, le sous-ensemble A; N Y = {(2,0) € T :
do(x,x;) < t; et do(z,z}) < —t.} est intersection des deux boules B; et B] de la
sphére ¥ de centres respectifs (x;,0) et («,0), et de rayons respectifs t; et —t/.
Comme B; et B! sont des convexes de la sphére ronde ¥, leur intersection est
convexe. Par suite, A N X est une intersection non-vide de convexes puisqu’elle
contient p et q. Donc, A N'Y est un convexe de X. Il existe alors une courbe

contenue dans A N Y reliant p a q.

Par conséquent, A est connexe par arcs, donc connexe. O

Preuve de la Proposition 4.2.2. Soient q,r deux points de R(p) tels que ¢ = 7. Alors, le
point ¢ (resp. 7) est contenu dans un diamant ouvert A(q) (resp. A(r)) contenant p. Les
images de A(q) et A(r) sont des diamants ouverts de E\Z';Ll’n qui contiennent p. D’apres
le Lemme 4.2.5, leur intersection est donc connexe. Par le lemme des assiettes 4.1.4,
Punion des diamants A(q) et A(r) est une assiette. D’ot, ¢ = r. Donc, R(p) est une

assiette. O
Lemme 4.2.6. L’assiette R(p) est causalement convexe dans M.

Démonstration. Soit q,r € R(p) tels que ¢ € J*(r). Les points ¢,r sont contenus dans
des diamants I(q*,q~), I[(r*,r™) qui contiennent p. Alors, ¢, 7 appartiennent au diamant
I(q™,r7) qui contient p. D’ot, J(q,r) C I(q¢",77) C R(p). O

Remarque 4.2.2. Le voisinage canonique R(p) contient le futur et le passé de p. En effet,
soit ¢ € JT(p). Soient r € I (q) et s € I~ (p). Alors, le diamant I(r, s) contient & la fois
p et ¢. D’ou, ¢ € R(p). Donc, J*(p) C R(p). Par symétrie, J~(p) C R(p).
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D’apres la Remarque 4.2.2, il découle immédiatement de la Proposition 4.2.2 le ré-
sultat suivant énoncé dans [37, Chap. 6, Proposition 2.7].

Corollaire 4.2.2. La restriction de la développante a l'union de J*(p) et de J~(p) est
injective.

En résumé, on vient de mettre en évidence trois familles d’assiettes causalement
convexes : les diamants, les passés/futurs de points et les voisinages canoniques de points
de M. Dans ce qui suit, nous décrivons leurs images par la développante. On a déja vu
que 'image d’'un diamant est un diamant. On va voir que pour tout point p de M, les
images du passé/futur de p et du voisinage canonique de p sont causalement convexes
dans Fini .

Lemme 4.2.7. L’image par D de J~(p) est causalement conveze dans E‘\z?zl’n.

Démonstration. Soient q,7 € J~(p) tels que 7 € JT(q) dans %“L D’apres le Lemme
4.2.1, les points @, 7 sont contenus dans J~(p). Ainsi, 7 appartient au diamant J(p, q).
Or, J(p, q) coincide avec I'image du diamant J(p, q) par la développante. Il existe donc
r" € J(p,q) tel que 7 = 7. Comme la développante est injective sur J~(p), on en déduit
que 7 = r. Comme J~ (p) est causalement convexe, il contient le diamant J(r,p). Ce
dernier est envoyé par la développante sur le diamant J(7, q). Done, J(7, q) est contenu
dans I'image de J~(p). Le lemme s’en suit. O

Remarque 4.2.3. Par symétrie, 'image par D de J T(p) est causalement convexe dans
EinLn.

Lemme 4.2.8. L’image par D de R(p) est l'union des diamants I(7,5) avec v € I (p)
et s€ I (p).

Démonstration. Soit r € I (p) et soit s € I~ (p). Le diamant I(r,s) est contenu dans
R(p) et s’envoie sur le diamant I(r,q). Par conséquent, I'union des diamants I(7,s)
avec r € IT(p) et s € I (p), est contenue dans I'image de R(p). Réciproquement, soit
q € R(p). Alors, q appartient a un diamant I(r,s) avec r € I (p) et s € [~ (p). Donc, ¢
est contenu dans D(I(r,s)) = I(7, ). Le lemme s’en suit. O

Corollaire 4.2.3. L’image par D de R(p) est causalement convexe dans E\’L?Ll’n.

Démonstration. Soient qo,q1 € R(p) tels que g1 € J(qo). D’apres le Lemme 4.2.8, qo, ¢1
sont contenus respectivement dans des diamants (7, 59) et I(r1,51) avec 79,71 € I (p)
et sg,s1 € I~ (p). Par suite, le diamant J(q1, o) est contenu dans I(71, Sy), donc dans
I'image de R(p). Le lemme s’en suit. O

(4.2.2) Points conjugués. Dans [37], C. Rossi étend la notion de points conjugués
dans Ein; , aux espace-temps conformément plats.

Définition 4.2.2. Deux points p,q d’un espace-temps conformément plat sont dits
conjugués s’il existe deux géodésiques lumieres distinctes reliant p a ¢ qui n’ont aucun
autre point d’intersection entre p et q.
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Proposition 4.2.3 ([38, Theorem 5]). Si M contient deux points conjugués p et q alors
M admet une sphére de Cauchy et est, par conséquent une assiette de D.

Démonstration. Supposons p € J1(q). Soient p; € I (p) et ¢ € I (q). D’apres le
Lemme 4.2.2, D, ) * L(p1,q1) = I(P1,q1) est un diffSomorphisme conforme. Notons

que I(p1,q1) contient le diamant J(p, q) qui est envoyé sur le diamant J(p, q) de E—ﬁun
Comme p et ¢ sont conjugués dans M alors p est le premier point conjugué futur de q.
Donc, J(p,q) = dI1(q). Par suite, J(p,q) est achronal étanche dans I(p1,¢q;). Comme
I(p1,q1) est causalement convexe, J(p,q) est achronal étanche dans M. Le diamant
J(p,q) étant compact, il résulte du Corollaire B.6.2 que J(p, q) est une hypersurface de
Cauchy de M. Par conséquent, d’apres le Lemme 4.2.3, M est une assiette. O

4.3 Frontiere causale d’un espace-temps conformément plat
globalement hyperbolique

La frontiere causale d’un espace-temps M est une notion introduite par Penrose,
Geroch et Kroneihmer dans [21]. Leur idée est d’attacher & M une collection de points
idéaux qui correspondent aux points a l'infini de courbes causales inextensibles : ceux
dans le futur forment la frontiere causale future et ceux dans le passé, la frontiere causale
passée. La notion qui permet de formaliser cette idée est celle d’ouverts passés indécom-
posables appelés IPs (de I'anglais "Indecomposable Past sets"). On distingue deux classes
de IPs : les passés stricts de points, appelés PIPs (Proper IPs) et les passés stricts de
courbes causales inextensibles, appelés TIPs (Terminal IPs). Pour éviter certaines situa-
tions pathologiques, 'espace-temps M est supposé distinguant '. Ainsi, M s’identifie &
I’ensemble des PIPs par I’application qui associe a un point son passé strict. Quand aux
TIPs, on peut les voir comme les "extrémités" futures des courbes causales inextensibles
de M. Ils forment la frontiére causale future notée 9 M. Les IFs, PIFs, TIFs sont défi-
nis de maniere symétrique. Comme pour les IPs, I’ensemble des PIFs s’identifie & M et
I’ensemble des TIFs forme la frontiere causale passée notée 0, M. Le complété causal de
M, noté M*, est 'union disjointe de M et de ses frontieres causales, future et passée.

Cette construction est présentée de maniere détaillée dans I’Annexe C dans le cadre
des espace-temps globalement hyperboliques (ces derniers sont, en particulier, distin-
guants). Nous y précisons, en particulier, les relations de causalité et la topologie sur le
complété causal d'un espace-temps globalement hyperbolique (voir Annexes C.2 et C.3).
Dans ce chapitre, on se restreint a la classe des espace-temps conformément plats.
On s’intéresse, en particulier, & ceux qui sont développables. Le résultat principal de
cette section est que le complété causal d'un espace-temps conformément globalement
hyperbolique développable sans points conjugués est une variété topologique a bord (voir

1. Un espace-temps est passé-distinguant si pour tous points p et ¢ distincts, I~ (p) et I~ (q) sont
distincts. Autrement dit, Papplication p € M — I~ (p) est injective. De maniére symétrique, on définit
les espace-temps futur-distinguants. Un espace-temps est alors dit distinguant s’il est a la fois passé et
futur distinguant.
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Section 4.3.1). Avant cela, mentionnons un résultat clé des espace-temps conformément
plats globalement hyperboliques développables, a savoir :

Proposition 4.3.1. Les IPs et les IFs sont des assiettes de la développante. De plus,
leurs images sont causalement convexes dans Eing .

Démonstration. On a vu dans la Section 4.2 que les PIPs et les PIFs sont des assiettes de
la développante (voir Corollaire 4.2.2). Comme les TIPs (resp. les TIFs) sont des unions
croissantes de passés (resp. futurs) stricts de points, ce sont alors aussi des assiettes.
De plus, comme les images par la développante des PIPs et des PIFs sont causalement
convexes dans Einj, (voir Lemme 4.2.7), il en est de méme pour les images des TIPs
et des TIFs. La proposition s’en suit. O

4.3.1 Complété causal d’un espace-temps conformément plat globale-
ment hyperbolique développable sans points conjugués

Nous allons montrer que le complété causal d’un espace-temps M conformément plat
globalement hyperbolique développable et sans points conjugués est une variété
topologique a bord. Le complété causal de M sera muni de la topologie décrite dans
I’Annexe C.3.

Faisons nous une intuition de ce résultat a travers les exemples suivants, développés
en détail dans I’Annexe C.1.

Exemple 4.3.1. La frontiere causale future (passée) de RY"™ s’identifie a I'union du bord
de Penrose J* et de {iT}. Le complété causal de RM" s’identifie ainsi au compactifié de
RL™, défini par Penrose, privé du point 7.

Exemple 4.3.2. Soit © un domaine régulier futur de R»™. On distingue deux cas :

1. Q) est propre. Sa frontiere causale future s’identifie a I’ensemble des points du
bord de Penrose J ' dans le futur strict de et sa frontiére causale passée s’iden-
tifie & la frontiere de © dans Rb™.

2. Q est le futur strict d’un hyperplan lumiére L. L’hyperplan L s’accumule
sur un point /T € J7T dans le futur et sur un point £~ € J~ dans le passé.
La frontiere causale future de Q s’identifie alors & I'union de {i™} et du complé-
mentaire dans J* du segment fermé reliant £ & ig. La frontiére causale passée
de () g’identifie a I'union de ’hyperplan L et du segment de J~ reliant £~ a 1o,
fermé en ¢~ et ouvert en 1.

En renversant ’orientation du temps, on obtient une description similaire des domaines
réguliers passés de RL™.

D’apres la descrition ci-dessus, les complétés causaux de RM™ et de ses domaines
réguliers sont des variétés topologiques a bord. Plus généralement, nous allons voir que
cela reste vrai pour tout ouvert causalement convexe sans points conjugués de Eingy
(voir Section 4.3.1.1). Nous en déduirons que le complété causal de tout espace-temps
globalement hyperbolique conformément plat développable et sans points conjugués est
une variété topologique & bord (voir Section 4.3.1.2). Les hypothéses développable et sans
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points conjugués sont cruciales dans notre énoncé comme l'indiquent les contre-exemples
suivants :

Ezemple 4.3.3. L’espace-temps %1@ est conformément plat globalement hyperbolique
développable avec une infinité de points conjugués. Il admet un unique TIP et un unique
TIF égal a %Ln lui-méme (voir Annexe C.1). Autrement dit, sa frontiere causale future
(passée) est réduite & un point. Le complété causal de E\Z';Ll’n n’est donc pas une variété
a bord.

Exemple 4.3.4. Soit M le quotient d’un domaine régulier Q de R1? par un sous-groupe
discret T' d’isométries de RY2. C’est un espace-temps conformément plat globalement
hyperbolique sans points conjugués mais qui n’est pas développable. En général, ’action
de I' sur ’ensemble des points singuliers de € (au sens de [15]) est sauvage : elle n’est
ni libre ni proprement discontinue. Le quotient du complété causal de €2 par I' est donc
loin d’étre une variété.

4.3.1.1 Le cas des ouverts causalement convexes de Eing,

Soit ) un ouvert causalement convexe sans points conjugués de %Ln. Dans une
décomposition spatio-temporelle R x S™, 'ouvert €2 est le domaine compris entre les
graphes de deux fonctions 1-Lipschitz f+, f~ définies sur la projection U de Q sur S”
a valeurs dans R telles que ft > f~ et qui s’étendent & OU en une méme fonction
1-Lipschitz f (voir Proposition 3.3.1). Comme 2 ne contient pas de points conjugués,
fT et f~ sont finies. On note dy la distance usuelle sur S™.

Lemme 4.3.1. Supposons que OU soit non-vide. Alors, ["ouvert ) est contenu dans le
dual du graphe de f, autrement dit, les points de 2 ne sont causalement reliés a aucun
point du graphe de f.

Démonstration. Soient (t,z) € 2. Il s’agit de vérifier que |t— f(x0)| < do(x, o) pour tout
xg € OU (voir Remarque 3.2.4). Soit zg € OU. D’une part, t — f(zo) < f1(z) — f(zo) <
do(z, x0), soit t — f(xg) < do(x,zg). D’autre part, f(xo) —t < f(zo) — f (z) < do(x, zp),
soit f(xo) —t < do(x,zp). D'ou, |t — f(x0)| < do(z, x0). O

Lemme 4.3.2. Toute courbe causale inextensible de %1% qui rencontre ) coupe chacun
des graphes de f|'5 et f|?] en un unique point.

Démonstration. Soit 4 une courbe temporelle inextensible de EZ%LH qui rencontre 2.
Alors, 4 coupe donc la frontiere de €. Cette derniére est 'union du graphe de fﬁ;, noté

07, du graphe de f, noté A, et du graphe de ffw noté 0~ . On distingue deux cas :
1¢" cas : A est vide. Alors, 4 doit couper 97Q ou Q. Supposons que 4 coupe " €).
Le domaine €2 n’étant pas passé-complet, la courbe de type temps inextensible 4

doit recouper la frontieére de 2. Comme la frontiére 97 est achronale, 4 ne peut
la recouper une seconde fois. Donc, 4 coupe 0~ €.

2¢ cas : A est non-vide. D’apres le Lemme 4.3.1, la courbe temporelle 4 ne peut
couper A. Le méme raisonnement que celui du cas précédent permet de conclure.
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Corollaire 4.3.1. La frontiére causale future (resp. passée) de Q0 s’identifie au graphe
de f‘E (resp. de f|z,)

Démonstration. Tout point p du graphe de f‘}; définit le TIP I~ (p) N Q2 de Q. Récipro-
quement, soit U un TIP de . C’est le passé strict d’'une courbe causale inextensible
v de Q. Comme (2 est causalement convexe, vy est l'intersection d’une courbe causale
inextensible 4 de Einy , avec §2. D’apres le Lemme 4.3.2, 4 coupe le graphe de fJ& en un
unique point p. Par suite, U coincide avec le passé strict de p dans 2. Ainsi, la %rontiére
causale future de € s’identifie au graphe de fﬁ Par symétrie, la frontiere causale passée

s’identifie au graphe de f‘_U. O
On vient ainsi de montrer la proposition suivante :

Proposition 4.3.2. Le complété causal de ) est une variété a bord homéomorphe a
S x [0,1], ou S est une hypersurface de Cauchy de Q.

4.3.1.2 Le cas général

Soit M un espace-temps globalement hyperbolique conformément plat dévelop-
pable et sans points conjugués.

Proposition 4.3.3. Le complété causal de M est une variété a bord.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que tout TIP de M admet un voisinage homéo-
morphe & un demi-espace de R". Par symétrie, il en sera de méme pour les TIFs. Soit
P un TIP de M et p € P. Le futur strict de p dans le complété causal de M est un voisi-
nage ouvert de P (voir Annexe C.2). On va montrer que ce voisinage est homéomorphe
4 un demi-espace de RY™. D’aprés le Lemme 4.2.7, I'image par D de I7(p) est un ou-
vert causalement convexe de %1% noté 2. Dans une décomposition spatio-temporelle
R x S™ de %1,71, Pouvert ) est défini par

Q={(t.x) eRxU, f~(z)<t<f(z)}

ou fT,f~ : U — R sont deux fonctions 1-Lipschitz définies sur la projection de Q dans
S™ telles que leurs extensions & OU coincident en une fonction f. Les fonctions f* et f~
sont finies. En effet, si 'une d’elles était infinie, €2 contiendrait des points conjugués et
par conséquent M aussi. Contradiction. On note 97 le graphe de f*. Montrons que
I'image par D* des TIPs dans le futur strict de p est égale & 0. Soit Q un TIP dans
le futur strict de p. Vu comme un ouvert de M, cela signifie que Q rencontre I*(p).
Alors, @Q est le passé strict d’une courbe causale inextensible 4 qui rencontre I (p). Soit
~ Tintersection de 4 avec I (p). Son image par D est une courbe causale inextensible de
Q qui, d’apreés le Lemme 4.3.2, s’accumule dans le futur vers un unique point = de 07 €).
Donc, D¥(Q) = x. Réciproquement, tout point 2 de 9tQ est extrémité future d’une
courbe causale inextensible 7 de €. Cette derniére est I'image d’une courbe causale
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future-inextensible v de M qui rencontre It (p). Soit Q le TIP égal & I~ (), il est dans
le futur strict de p. On vient de montrer que z est I'image par D? de Q. Par conséquent,
I'image par D* des TIPs dans le futur strict de p est égale & 7. La Proposition s’en
suit. O

Remarque 4.3.1. On verra dans le Chapitre 5 que, comme pour les ouverts causalement
convexes de Einj ,, le complété causal de M est homéomorphe & S x [0, 1] ot S est une
hypersurface de Cauchy de M (voir Section 5.4.1).

4.3.2 Extension de la développante au complété causal

Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique développable
sans points conjugués et soit D : M — FEiny, une développante. On va voir que D
s’étend au complété causal de M en un homéomorphisme local D¥ : M¥# — Eing .

La développante D permet de définir de maniere naturelle, une application D de
I’ensemble des IPs de M dans I’ensemble des IPs de Eing,. Pour tout IP U de M, on
pose :

Lemme 4.3.3. L’image d’un PIP de M par D est un PIP de E‘E;lln Plus précisément,
pour tout point p de M :

Démonstration. Soit r € E‘E’L”L Supposons qu'il existe ¢ € I~ (p) tel que r € 17(q).
Comme D est conforme, ¢ € I~ (p). D’ou, par transitivité, » € I~ (p). Réciproquement,
supposons 7 € I~ (p). Soit ¢ € I~ (p). Si ¢ appartient au diamant J(p, r) alors 'inclusion
réciproque est prouvée. Sinon, les diamants J(p,r) et J(p, q) se rencontrent. Or, J(p, q)
est égal & 'image du diamant J(p, ¢). Il existe donc ¢’ € J(p, q) tel que ¢’ € J(p,r) soit
r € I7(¢). Le lemme s’en suit. O

Lemme 4.3.4. L’image d’un TIP U de M est un PIP de %1n

Démonstration. Soit v : [a,b[— M une courbe causale future-inextensible telle que
I~ () = U. Par des arguments similaires & ceux du Lemme 4.3.3, on montre que D(U)
coincide avec le passé strict de la courbe D o~ dans Ef]\ﬁzln Supposons que D o« soit
future-inextensible dans EAz;zln Alors, il existe deux points p,q de v (avec p € JT(q))
tels que le diamant J(p, ¢) contienne des points conjugués. Comme la restriction de D a
J(p, q) est un difféomorphisme sur son image J(p, §) (voir Lemme 4.2.2), J(p, q) contient
des points conjugués. Contradiction. Par conséquent, D o v admet un point limite fu-
tur py = limy_p D o (t) dans ﬁzln Ainsi, I7(D o 7y) coincide avec I~ (p4). D’ou,
D) = I-(p+). 0
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Ainsi, D induit une application D de M UdF M dans EAz';an. D’apres le Lemme 4.3.3,
D coincide avec D sur M. De plus, d’apres la preuve du Lemme 4.3.4, pour tout TIP U
de M :

D(U) = lim D o +(1)

ou 7 : [a,b[— M est une courbe causale future inextensible dont le passé strict coincide
avec U.

De manicre symétrique, D permet é¢galement de définir une application D de len-
semble des TFs de M dans 'ensemble des IFs de Einy, donnée par D(U) = I*(D(U))
pour tout IF U de M. En renversant I'orientation du temps, nous obtenons des énoncés
similaires a ceux des lemmes 4.3.3 et 4.3.4 pour D. Ainsi, D induit une application D
de M UJ; M dans Eingy, qui coincide avec D sur M et telle que pour tout TIF U de
M

D(U) = limy D o~(1)

ou 7 : [a,b[— M est une courbe causale passée inextensible dont le futur strict coincide
avec U.

Soit M* le complété causal de M, c’est & dire 'union de M, de sa frontiére causale
future et de sa frontiere causale passée. Les applications D et D permettent d’étendre
la développante D & M? :

Définition 4.3.1. L’extension de la développante D au complété causal de M est I'ap-
plication D* : M* — Einy , définie pour tout point £ de M? par :

oy | D) sicedfM
D& = { D(¢) sinon.

Remarque 4.3.2. L’application D¥ coincide avec D sur M. En effet, pour tout point p de
M, D*(p) = D(p) = D(p).

Remarque 4.3.3. Comme D et D coincident avec D sur M , la définition de D! est
symétrique :

D91 3G
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CHAPITRE

5
EXTENSIONS Cp-MAXIMALES

Etant donné un espace-temps globalement hyperbolique M d’hypersurface de Cauchy
S, il est naturel de se demander si ’on peut étendre M en un espace-temps globalement
hyperbolique N pour lequel S sera encore une hypersurface de Cauchy. Un tel espace-
temps N est alors appelé extension de Cauchy de M. S’il en existe une, on peut alors
se demander si on peut, de nouveau étendre cette extension, jusqu’a obtenir un espace-
temps que I’on ne puisse plus étendre. Autrement dit, existe t-il une extension de Cauchy
mazximale de M et dans ce cas, est-elle unique ? Ces questions générales sont discutées
dans I’Annexe B.7 tandis que dans cette section, nous les abordons dans le cadre par-
ticulier des espace-temps conformément plats. Avant cela, rappelons de maniére plus
précise le contexte général (développé plus en détails dans I’Annexe B.7).

La notion de maximalité a laquelle nous nous intéressons concerne les espace-temps
globalement hyperboliques. Les espace-temps que nous considérerons le seront donc
toujours sans que nous ayons a le préciser. Un espace-temps IV est une extension de Cau-
chy d’un espace-temps M s’il existe un Cauchy-plongement de M dans N ; c’est a dire
un plongement isométrique qui envoie une hypersurface de Cauchy de M sur une hyper-
surface de Cauchy de N. Un espace-temps est maximal si tout Cauchy-plongement dans
un autre espace-temps est surjectif. L’existence d’une extension maximale d’un espace-
temps globalement hyperbolique n’est a priori pas assurée. Toutefois, il s’avere qu’elle
lest si ’on se restreint & certaines catégories d’espace-temps . Un espace-temps M d’une
catégorie C est dit maximal dans C ou C-mazximal, si tout Cauchy-plongement de M dans

1. Une catégorie d’espace-temps est une famille d’espace-temps stable par isométrie, recollement et
restriction (voir Définition B.7.3).
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un autre espace-temps de C est surjectif. Un résultat, dont les idées sont principalement
diies & Choquet-Bruhat et Geroch, affirme que dans une catégorie rigide?, tout espace-
temps admet une extension maximale, de plus cette extension est unique a isométrie pres.
La catégorie d’espace-temps qui nous intéresse est celle des espace-temps conformément
plats de dimension au moins 3, notée Cy. Les espace-temps conformément plats étant
naturellement munis d’une structure conforme, Rossi [38] étend la définition d’extension
de Cauchy aux espace-temps conformes. Sa définition consiste a considérer non plus des
Cauchy-plongements isométriques mais conformes. Un espace-temps conforme maximal
en ce sens sera dit C-maximal (C pour conforme). Rossi montre alors que tout espace-
temps conformément plat M admet une extension Co-maximale (au sens conforme) M ;
de plus, cette extension est unique a isométrie conforme pres. A priori, rien n’assure que
M soit C-maximal c’est & dire maximal parmi tous les espace-temps conformes. Autre-
ment dit, M pourrait admettre un Cauchy-plongement (conforme) non-surjectif dans
un espace-temps conforme N qui ne serait plus conformément plat. Dans [37, Chap. 7],
Rossi montre qu’en fait, cela n’est pas possible : tout espace-temps conformément plat
Co-maximal est C-maximal, ce qui implique notamment que ’extension C-maximale est
automatiquement conformément plate. Remarquons que la réciproque est toujours vraie.
Nous avons donc une équivalence entre la Cy-maximalité et la C-maximalité. Nous redé-
montrerons ce fait dans ce chapitre, avec une méthode assez différente de celle employée
par Rossi.

En résumé, nous avons deux notions différentes de maximalité : la premiére considere
des Cauchy-plongement isométriques et la seconde, que nous avons appelé C-maximalité,
considere des Cauchy-plongements conformes. Dorénavant, nous adopterons ce deuxiéme
point de vue. Nous pouvons définir d’autres notions de maximalité au sens conforme en
nous restreignant a une catégorie d’espace-temps C. Il est clair que si un espace-temps
M d’une catégorie C est C-maximal alors il est maximal dans C. La réciproque n’est a
priori pas vraie. Toutefois elle I'est pour la catégorie des espace-temps conformément
plats.

Dans cette section, nous tentons de répondre a la question suivante :

Soit V' un espace-temps conforme globalement hyperbolique et soit U un ouvert
causalement convexe de V. Supposons que chacun des espace-temps U et V admette

une extension maximale U et V respectivement 3. Alors, I'espace-temps U se plonge t-il
conformément dans V' ?

Cette question peut sembler triviale mais elle est plus subtile qu’elle n’y parait! En
effet, les extensions maximales de U et V dépendent de leurs hypersurfaces de Cauchy
respectives qui n’ont a priori aucun lien ... Cependant, nous donnons une réponse af-

2. Voir Définition B.7.4.
3. Un ouvert causalement convexe est globalement hyperbolique (voir Lemme B.5.4), il y a donc bien
du sens a parler d’une extension maximale de U.
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firmative a notre question dans le cadre des espace-temps conformément plats (voir
Théoreme 5.2.3). Ce résultat s’averera central puisqu’il permettra de démontrer, dans
le Chapitre 6, un énoncé clef de cette these, a savoir : les voisinages canoniques, intro-
duits dans la Section 4.2.3, sont mazimauz. L’idée principale de la preuve du Théoreme
5.2.3 est d’associer & V, un espace fibré E (V) dans lequel V se plongera et qui contien-
dra l'extension maximale de V. Nous proposons ainsi une autre preuve de Pexistence
et de I'unicité de 'extension maximale d’un espace-temps conformément plat M. Notre
construction permettra également de redémontrer I’équivalence entre la Cp-maximalité
et la C-maximalité.

5.1 Fibré associé a un espace-temps conformément plat

Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique. Supposons
qu’il existe un difféomorphisme conforme local D : M — E—%ln Nous allons construire
un espace-temps fibré conformément plat E(M ) dans lequel M se plongera conformément
et qui contiendra ’extension maximale de M.

(5.1.1) Feuilletage en courbes temporelles sur M. Nous avons défini dans la
Section 4.2.2 un feuilletage F sur M en courbe de type temps inextensible :

Apres avoir fixé une décomposition spatio-temporelle R x S™ de E\Z‘;LL”, on tire en
arriere par D le champs de vecteurs 0;. On obtient ainsi un champ de vecteurs de type
temps T sur M. Les feuilles de F sont les orbites de T'.

(5.1.2) Espace des feuilles. Soit B l'espace des feuilles de F, c’est a dire le quo-
tient de M par la relation d’équivalence qui identifie deux points s’ils appartiennent a
la méme feuille. On note v : M — B la projection canonique.

L’ensemble B est muni de la topologie quotient, c’est a dire de I’'unique topologie pour
laquelle 1 est continue : les ouverts de 3 sont les sous-ensembles dont I’image réciproque
par ¢ est un ouvert de M. Soit S une hypersurface de Cauchy de M. Toute feuille étant
une courbe de type temps de M, elle rencontre S en exactement un point. Il en découle
immédiatement le lemme suivant.

Lemme 5.1.1. La restriction de ¢ a S est un homéomorphisme sur l’espace B muni de
la topologie quotient.

Remarque 5.1.1. La projection ¢ est une application ouverte sur M. En effet, soit U un
ouvert de M et soit S une hypersurface de Cauchy de M qui rencontre U. L’intersection
de S avec U est un ouvert D de S. Alors, ¢~ (¢)(U) est 'union des feuilles qui rencontrent
l'ouvert D ; c’est donc un ouvert de M.

Comume la restriction de mo D a toute feuille est constante, I’application 7o D induit
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une application d : B — S" telle que le diagramme suivant

M 5 Einy,
(L0 b

B 4 s

commute, c’est a dire doy = woD. Les applications woD et 1 étant des homéomorphismes
locaux, il s’en suit que d est un homéomorphisme local. On munit alors B de la structure
différentielle pour laquelle d est un difféomorphisme local.

(5.1.3) Fibré associé a M.

Définition 5.1.1. On appelle 7 : E(M) — B le fibré image réciproque du fibré trivial
m: Eing, — S" par d: B — S", c’est a dire

E(M) :={(p,b) € Ein1, x B: 7(p) = d(b)}
et #(p,b) = b pour tout (p,b) € E(M).
Il s’avere que ce fibré est trivial :

Lemme 5.1.2. Le fibré &t : E(M) — B est isomorphe au fibré trivial g : R x B — B
défini par 7to(t,b) = b, c’est a dire, il existe un difféomorphisme conforme de E(M) dans
R x B qui envoie fibre sur fibre.

Démonstration. Considérons I'application j de R x B — E(M) qui associe a (t,b) 1'él¢é-
ment (p,b) de E(M), ou p est le point de Einy , de coordonnées (t,d(b)) dans la décom-
position R x S”. L’application j est clairement continue et injective. Soit k 'application
de E(M) dans R x B qui associe a (p,b) 1’élément (¢,b) ou t est le projeté de p sur R.
Elle est continue et vérifie jok = idg) et koj = idrxp, autrement dit k est un inverse
continu de j. On vient de montrer que j est un homéomorphisme. Il est facile de voir
que le diagramme suivant

RxB 4 E(M)

o ¢ T
B
commute : 7 o j = 7g. Cela est équivalent & dire que j envoie toute fibre de 7y sur une
fibre de 7. Par conséquent, j est un isomorphisme de fibrés. ]

Lemme 5.1.3. L’espace fibré E(M) admet une structure d’espace-temps conformément
plat naturelle définie par la projection sur le premier facteur D : E(M) — Eing .

Démonstration. Le fait que d soit un homéomorphisme local implique facilement que
D en est un également. On munit alors E (M) de la structure conformément plate pour
laquelle D est un (G, X)-morphisme avec X = Einy , et G = Conf(Ein; ). Ainsi, E(M)
est un espace-temps conformément plat. O
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Lemme 5.1.4. Les fibres de & sont des courbes temporelles inextensibles de E(M).

Démonstration. Soit b € B. La fibre 7#71(b), notée E, estAl’ensemble des couples (p,b)
avec p € Einyy, tels que m(p) = d(b). La restriction de D & Ej, est clairement un ho-
méomorphisme sur la fibre 7=1(d(b)) du fibré trivial = : %17,1 — S™. La fibre 7= 1(d(b))
étant égale a la droite temporelle R x {d(b)} de E\i;LLn, on en déduit que Ej est une
courbe temporelle de E(M). O

Soit i : M — E(M) 'application définie par i(p) := (D(p), ¥ (p)) pour tout p € M.
Lemme 5.1.5. L’application i est un plongement conforme de M dans E(M).

Démonstration. Comme D et v sont des applications continues, ouvertes et conformes,
alors ¢ est continue, ouverte et conforme. Reste a vérifier que ¢ est injective. Soient
p,q € M tels que i(p) = i(q). Alors ¥(p) = v(q) et D(p) = D(q). L’égalité 1(p) = (q)
implique que p et ¢ appartiennent a la méme feuille . Comme F' est une courbe de
type temps de M, alors d’apres le Lemme 4.2.1, la restriction de D a F' est injective.
Par conséquent, 1’égalité D(p) = D(q) implique que p = q. O

Remarque 5.1.2. La restriction de la développante D: E(M) — E:L';le a i(M) coincide
avec D. Plus précisément, D o7 = D.

Lemme 5.1.6. L’image part de toute hypersurface de Cauchy de M est une hypersurface
de type espace qui déconnecte E(M).

Démonstration. Soit S une hypersurface de Cauchy de M. Comme i : M — E(M) est
un plongement, i(S) est une hypersurface de type espace de E(M). D’apres le Lemme
5.1.2 et le Lemme 5.1.1, le fibré E(M) est isomorphe au fibré R x S — S. Pour ¢t € R
fixé, ’hypersurface {t} x S déconnecte R x S. Comme (S) est homéomorphe a S, donc
a {t} x S, on en déduit que i(S) déconnecte E(M). O

D’apres le Lemme B.4.3, I’énoncé ci-dessus implique que I'image par ¢ de toute hy-
persurface de Cauchy de M est achronale dans E(M). En vertu du Lemme B.4.2, on en
déduit le corollaire suivant.

Corollaire 5.1.1. L’image par i de toute hypersurface de Cauchy de M est une hyper-
surface acausale de E(M).

Lemme 5.1.7. L’image de i est un ouvert causalement convexe de E(M).

Démonstration. Soit pg,p1 € M tels que i(pp) et i(p1) soient causalement reliés dans
E(M). Soit donc v une courbe causale de E(M) reliant i(po) & i(p1). Soit 4 une courbe
causale inextensible de F(M) contenant . Chaque composante connexe de 'intersection
de 4 avec i(M) est une courbe causale inextensible de i(M). Soient 7 et 1 les compo-
santes connexes qui contiennent pg et p; respectivement. Montrer que y est contenue dans
i(M) revient & montrer que les courbes vy et 1 sont égales. Supposons, par 1’absurde,
que 7o et 7y soient distinctes. Comme 7 et 71 sont des courbes causales inextensibles
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de i(M), chacune d’elles rencontre i(.S) en unique point, z¢ et x; respectivement. Les
courbes 7 et 7 étant disjointes, les points xg et z1 sont distincts. Ainsi, la courbe cau-
sale 4 coupe i(S) en au moins deux points distincts, ce qui contredit I’acausalité de i(.5)
(voir Corollaire 5.1.1). Par conséquent, les courbes 7y et 1 coincident. Elles sont égales
a 7 qui est donc contenue dans i(M). Cela prouve que i(M) est causalement convexe
dans E(M). O

Pour finir, soulignons que la construction du fibré E(M) dépend du choix de la
décomposition spatio-temporelle R xS™ de EE}LLn et de la développante D : M — E;;Lln
Toutefois, si on fixe la décomposition spatio-temporelle de E\’L?Ll,n, deux développantes
différentes donnent des fibrés isomorphes. Il nous arrivera alors de parler du fibré associé
a M (défini & isomorphisme pres).

5.2 Extensions Cy-maximales

Dans cette section, nous allons démontrer le théoreme suivant annoncé dans I’'intro-
duction de ce chapitre.

Théoréme 5.2.1. Soit V un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique
et soit U un ouvert causalement convexe de V. Alors, l’extension Co-maximale de U se
plonge conformément dans celle de V. De plus, son image est causalement convexe dans

V.

On commence par prouver ce théoreme dans le cas ou V est développable. L’élément
central de la preuve consiste a réaliser les extensions Cy-maximales de U et de V dans
le fibré E(V). Nous redémontrerons de ce fait, 'existence et 'unicité de I'extension Co-
maximale d’un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique développable
(voir Section 5.2.1). Le cas général, traité dans la Section 5.2.2, s’en déduira en passant
aux revétements universels et en quotientant par des groupes appropriés.

Dans toute cette section, on fixe une décomposition spatio-temporelle R x S™ de
Einy . Les fibrés associés aux espace-temps considérés seront tous relatifs a cette dé-
composition.

5.2.1 Le cas développable

(5.2.1) Existence et unicité de I’extension Cp-maximale. Soit M un espace-
temps conformément plat globalement hyperbolique développable. Nous allons construire
I'extension Cp-maximale de M dans son fibré associé E(M).

Lemme 5.2.1. Toute extension de Cauchy conformément plate de M est développable.

Démonstration. Soit f : M — N un Cauchy-plongement de M dans un espace-temps
conformément plat N. Fixons un point base x dans M et posons y = f(x). Soient
D' : N — Ein; , une développante et p’ : (1N, y) — Conf(Ein; ;) 'holonomie associée.
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Montrer que N est développable revient & montrer que P est triviale. D’apres le Lemme
B.8.2, f se releve en un Cauchy-plongement f : M — N. Ainsi, D := D’ o f est une
développante sur M. L’holonomie associée est p := p/o f, ot f, : (m M, z) — (w1 N,y) est
le morphisme associé a f. Comme M est développable, D passe au quotient, autrement
dit, pour tout v € (71 M, z) et pour tout € M, D(v.x) = D(x) soit p(y).D(zx) = D(z).
Si I'on fixe v, ce qui précéde montre que p(y) est égale a l'identité sur I'ouvert D(M)
de Einy . Donc, p(7y) est égal a lidentité sur Eing,. Maintenant, comme f est un
Cauchy-plongement, le morphisme f, est bijectif (voir Remarque B.7.1). Tout élément
v de (m1N,y) est donc I'image par f, d'un élément o de (w1 M, z). Par suite, p/(v) =
o' (f«(0)) = p' o fu(70) = p(10) = id. On en déduit que N est développable. O

Soit f : M — N un Cauchy-plongement dans un espace-temps conformément plat N.
Par le Lemme 5.2.1, N est développable, c’est a dire il existe un difféomorphisme local
D' :N— E;Lln L’application D := D’ o f est alors une développante sur M. Considé-
rons les fibrés E(M) et E(N) définis par les développantes D et D’ respectivement. Il
s’avere que E(M) et E(N) sont isomorphes :

Lemme 5.2.2. Le Cauchy-plongement f induit un isomorphisme de fibrés F' de E(M)
dans E(N), c’est a dire un difféomorphisme conforme qui envoie fibre sur fibre.

Démonstration. Soient m : R x S® — S" la projection sur le deuxiéme facteur et 0; le
champ de vecteurs de type temps sur R x S dont les courbes intégrales sont les fibres de
7. On désigne par F (resp. F') le feuilletage sur M (resp. N) par les courbes intégrales
du tiré en arriere par D (resp. D') de 0. Soient ¢ : M — B et 1) : N — B’ les projections
dans les espaces des feuilles de F et F'. Comme f est un Cauchy-plongement, I'image
par f de toute feuille de F est 'intersection d’une unique feuille de F' avec f(M).
Par conséquent, Papplication 1’ o f se factorise en un difféomorphisme f : B — B'. Si
d : B — S" est la développante induite par D', c’est & dire qui vérifie mo D' = d’' o4/,
alors d’'o f : B — S™ est la développante induite par D. L’application F : E(M) — E(N)
définie par F(p,b) = (p, f(b)) est donc un isomorphisme de fibrés.

O

Remarque 5.2.1. 1l résulte de la preuve du Lemme 5.2.2 que M et N se réalisent tous
les deux dans E(M) comme des ouverts causalement convezes U et V tels que :

1. U est contenu dans V' ;
2. U et V partagent une hypersurface de Cauchy commune.

En effet, soient ¢ : M — E(M) et j : N — E(N) les plongements définis dans la
section précédente (voir Lemme 5.1.5). L’application F~! o j est un plongement de N
dans E(M). Posons U = i(M) et V = F~! 0 j(N). Ce sont deux ouverts de E(M) qui
sont causalement convexes d’apreés le Lemme 5.1.7. D’apres la preuve du Lemme 5.2.2,
le diagramme suivant

M 5 B(M)
fLoLF
N L E(N)



commute, c’est & dire : Foi = jo f. Do, i = F~' o jo f. Par conséquent, i(M) =
F~lojof(M)C F~'oj(N) soit U C V. Considérons une hypersurface de Cauchy S de
M. Comme f est un Cauchy-plongement, f(S) est une hypersurface de Cauchy de N.
Ainsi, i(S) = F~1 o j o f(9) est une hypersurface de Cauchy de U et de V.

Construction de ’extension Cyp-maximale de M. D’apres la Remarque 5.2.1,
toutes les extensions de Cauchy conformément plates de M se réalisent dans E(M)
comme des ouverts causalement convexes, 'un inclus dans l'autre et partageant une hy-
persurface de Cauchy commune. Dans ce qui suit, on identifie M et ses extensions de
Cauchy avec leurs images dans E(M).

Soit S une hypersurface de Cauchy de M. D’apreés ce qui précede, 'extension Cop-
maximale de M serait le plus grand ouvert causalement convexe de E(M) contenant S
comme hypersurface de Cauchy. Le candidat naturel est le développement de Cauchy de
S dans E(M), noté D(S).

Lemme 5.2.3. Le développement de Cauchy de S dans E(M) est un espace-temps
globalement hyperbolique, d’hypersurface de Cauchy S.

Démonstration. Comme S est une hypersurface acausale de E (M) (voir Corollaire 5.1.6),
D(S) est un ouvert de E(M) (voir Lemme B.6.2), donc un espace-temps. De plus, par
le Lemme B.6.1, D(S) est globalement hyperbolique, d’hypersurface de Cauchy S. [

Lemme 5.2.4. Le développement de Cauchy de S dans E(M) contient toutes les exten-
stons de Cauchy de M. En particulier, il contient M.

Démonstration. Soit N une extension de Cauchy de M. Montrons que N, vue dans
E(M), est contenue dans D(S). Soient z € N et 4 une courbe causale inextensible de
E(M) passant par . Comme N est causalement convexe dans E(M), I'intersection de
4 avec NN est connexe, on la note . Puisque v est une courbe causale inextensible de NV,
7 - donc 4 - rencontre S en exactement un point. D’ou, z € D(5). O

Remarque 5.2.2. Toute extension de Cauchy de M (vue dans E(M)) admet S comme
hypersurface de Cauchy. Il résulte alors des lemmes 5.2.3 et 5.2.4 que D(S) est une
extension de Cauchy de chacune des extensions de Cauchy de M. En particulier, D(S)
est une extension de Cauchy de M.

Proposition 5.2.1. Le développement de Cauchy de S dans E(M) est une extension
Co-mazximale de M.

Démonstration. D’apres la Remarque 5.2.2, D(S) est une extension de Cauchy de M.
Montrons qu’elle est Co-maximale. Soit N une extension de Cauchy de D(S). En par-
ticulier, N est une extension de Cauchy de M. Donc, N se réalise dans E(M) (voir
Remarque 5.2.1). Comme N est une extension de Cauchy de D(S), alors N (vue dans
E(M)) contient D(S). Or, d’apres le Lemme 5.2.4, D(S) contient N. Donc, N est égale
a D(S). Par conséquent, D(S) est Cy-maximal. O
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Remarque 5.2.3. L’extension Cp-maximale D(S) est unique, a difféomorphisme conforme
pres. En effet, soit M une autre extension Cy-maximale de M. D’aprés le Lemme 5.2.4,
M (vue dans E(M)) est contenue dans D(S). Si cette inclusion était stricte, alors par
la Remarque 5.2.2, D(S) serait un extension de Cauchy de M, distincte de M. Cela
contredit la Co-maximalité de M. Donc, M est égale & D(S).

Nous venons ainsi de redémontrer 'existence et 'unicité de ’extension Cy-maximale
dans le cadre particulier des espace-temps développables. Le cas général est prouvé
dans la section suivante.

Proposition 5.2.2. Tout espace-temps conformément plat développable globalement
hyperbolique admet une extension Co-mazimale. De plus, cette extension est unique a
difféeomorphisme conforme prés.

(5.2.2) Les extensions Cy-maximales respectent l’inclusion. La Proposition
5.2.1 permet de démontrer le Théoreme 5.2.1 dans le cas particulier des espace-temps
conformément plats développables.

Proposition 5.2.3. Soit V un espace-temps conformément plat globalement hyperbo-
lique et soit U un ouvert causalement convexe de V. On suppose que V est dévelop-
pable. On note U et V les extensions Co-mazimales de U et V respectivement. Alors, U
se plonge conformément dans V. De plus, son image est causalement convexe dans V.

La preuve de la Proposition 5.2.3 utilise le lemme suivant. Soit D : V — %Ln une
développante et soient E(V') et E(U) les fibrés définis par D.

Lemme 5.2.5. L’injection canonique i : U — V induit un plongement de E(U) dans
E(V) qui envoie fibre sur fibre et tel que la restriction d chaque fibre est surjective.

Démonstration. Soient m : R x S® — S" la projection sur le deuxiéme facteur et 0; le
champ de vecteurs de type temps sur R x S dont les courbes intégrales sont les fibres de
7. On désigne par F le feuilletage sur V par les courbes intégrales du tiré en arriere par D
de 0;. Comme U est causalement convexe dans V', I'intersection de toute feuille de F avec
U est connexe. L’ouvert U est ainsi feuilleté par des courbes temporelles inextensibles.
Ce feuilletage, noté Fy, correspond aux courbes intégrales du tiré en arriere par Dy
du champ de vecteurs 0. Soient ¢ : V' — B et ¢y : U — By les projections dans les
espaces des feuilles de F et Fy. Notons que By coincide avec l'ouvert (U) de B. Si
d: B — S™ est la développante induite par D, c’est a dire qui vérifie m o D = d o 9,
alors dp,, : B — S" est la développante induite par D). L’application j : E(U) — E(V)
définie par j(p,b) = (p,i(b)) est donc un plongement qui envoie fibre sur fibre. O

Remarque 5.2.4. D’apres le Lemme 5.2.5, E(U) se réalise comme un sous-fibré de E(V)
obtenu en réduisant la base. Autrement dit, E(U) se réalise comme un ouvert 2 de E(V)
tel que pour tout point z de €2, la fibre de E(V') passant par x est entiérement contenue
dans €.
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Preuve de la Proposition 5.2.3. D’apres la Remarque 5.2.4, on peut voir F(U) dans
E(V). Comme U et V se plongent dans F(U) et E(V') respectivement, on peut aussi les
voir dans E(V'). Dans ce qui suit, U, E(U) et V sont vus dans E(V'). Soient ¥ et S des
hypersurfaces de Cauchy de U et V respectivement. D’aprés la Proposition 5.2.1, U est
égal au développement de Cauchy de ¥ dans E(U), noté DE(U)(E), et V au développe-
ment de Cauchy de S dans E(V), noté D(S). Il s’agit alors de montrer que Dg(r)(X)
est contenu dans D(S).

Comme ¥ est dans E(V'), on peut considérer le développement de Cauchy de ¥ dans
E(V), noté D(X). Montrons que Dy (X) et D(X) sont égaux. Soit x € Dg(p)(X) et
soit 4 une courbe causale inextensible de E(V') passant par x. L’intersection de 4 avec
E(U) est une union de composantes connexes ; soit v la composante connexe qui passe
par x. C’est une courbe causale inextensible de E(U). Par suite, v rencontre 3. Donc,
r € D(¥). On vient de montrer que D) (X) C D(X). En fait, cette inclusion est un
plongement de Cauchy. Comme D 7)(¥) est Co-maximal, on a égalité.

Maintenant, il est facile de voir que D(X) est contenu dans D(S). En effet, soit
x € D(X) et soit 4 une courbe causale inextensible de E(V) passant xz. Comme 4
rencontre Y, 4 rencontre V' (puisque X C U C V). Comme V est causalement convexe
dans E(V) (voir Lemme 5.1.7), l'intersection de 4 avec V est connexe; on la note .
C’est une courbe causale inextensible de V. Par suite, v, donc 4, rencontre S en un
unique point. D’ot, z € D(S). On vient de montrer que D(X) C D(S).

Pour finir, D(X) est causalement convexe dans D(.S). En effet, soient x, y deux points
de D(X) causalement reliés dans D(S). Il s’agit de montrer que le diamant de sommets
x, y dans D(S) est contenu dans D(X). Or, comme D(S) est causalement convexe dans
E(V), les diamants de D(.S) sont exactement les diamants de F (V') contenus dans D(S).
Il s’agit donc de montrer que le diamant J(z,y) de E(V') est contenu dans D(X). Comme
x,y sont causalement reliés dans D(S), ils le sont dans E (V). Puisque D(X) est cau-
salement convexe dans F(V') (voir Lemme B.6.2), il contient J(z,y), ce qui conclut la
preuve. O

Terminons cette section par quelques résultats sur les espace-temps Cp-maximaux
développables.

(5.2.3) Espace-temps Cp-maximaux développables. Soit M un espace-temps
Co-maximal développable. Soit D : M — Ez’vnlm une développante. D’apres la Propo-
sition 5.2.3, 'extension Cp-maximale de tout ouvert causalement convexe U de M se
réalise dans M comme un ouvert causalement convexe U contenant U. Dans I'énoncé
suivant, on identifie U & son image dans M.

Lemme 5.2.6. Soit U un ouvert causalementio/nveze de M. Si U est une assiette dont
limage par D est causalement convexe dans Einy, alors U est aussi une assiette. De

plus, l'image par D de U est causalement conveze dans %Ln.

Démonstration. Soit ¥ une hypersurface de Cauchy de U. Comme U est une assiette,
D(X) est achronale dans D(U). Comme D(U) est causalement convexe dans Einy,

D(X) est achronale dans Eing ,. Il résulte alors du Lemme 4.2.3 que U est une assiette.
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Montrons que 'image par D de U est contenue dans le développement de Cauchy
de D(X) dans Eing . Soit x € U et soit 4 une courbe causale inextensible de Eing
passant par D(z). L’intersection de 4 avec D(U' ) admet, a priori, plusieurs composantes
connexes. On note 7 celle qui contient D(z); c’est une courbe causale inextensible de
D(U). Comme U est une assiette, v est 'image d’une courbe causale inextensible o de
U. Puisque X est une hypersurface de Cauchy de U , a rencontre Y. Ainsi, vy -donc §-
rencontre D(X). D’oti, D(z) € D(D(X)). La développante restreinte a U et co-restreinte
a D(D(X)) est donc un Cauchy-plongement. Comme U est Co-maximal, ce Cauchy-

plongement est surjectif. Autrement dit, 'ouvert D(U) est égal a D(D(X)), il est donc
causalement convexe par le Lemme B.6.2. 0

Remarque 5.2.5. D’apres la preuve ci-dessus, si 3 est une hypersurface de Cauchy de
U alors I'image par D de U est exactement le développement de Cauchy de D(¥) dans
Einlvn.

Pour finir, rappelons le résultat important suivant di & C. Rossi :

Proposition 5.2.4 ([38, Theorem 4]). L’espace E—ELLn est le seul espace-temps sim-
plement connexe conformément plat globalement hyperboligue Cauchy-compact Cp-
maximal.

On a montré une version plus faible de ce résultat dans la Section 4.2.3 (voir Propo-
sition 4.2.1). La Proposition 5.2.4 s’en déduit immédiatement :

Démonstration. Soit M un espace-temps simplement connexe globalement hyperbolique
Cauchy-compact Co-maximal et soit D : M — Ein; , une développante. D’apres la Pro-
position 4.2.1, D est un Cauchy-plongement. Comme M est Co-maximal, D est surjective,
autrement dit M est conformément équivalent a Fing,. ]

5.2.2 Le cas général

(5.2.1) Existence et unicité de ’extension Cp-maximale. Apres avoir redémon-
tré l'existence et 'unicité de ’extension Cp-maximale d’un espace-temps conformément
plat développable, nous le prouvons a présent pour un espace-temps conformément plat
globalement hyperbolique quelconque.

Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique. On note I" son
groupe fondamental. Soient D : M — Ein; , une développante et p : I' = Op(2,n + 1)

le morphisme d’holonomie associé. Fixons une hypersurface de Cauchy S de M.

Remarque 5.2.6. Si S est compacte, par la Proposition 5.2.4, I'extension Cp-maximale de
M est Eing . L’extension Cp-maximale de M est alors le quotient de Ein; ,, par p(I'). Le
morphisme d’holonomie étant injectif, p(T") s’identifie & I'. C’est donc un groupe discret
qui préserve une sphere de Cauchy, p(I') est donc fini.
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Dans la suite, on suppose que S n'est pas compacte. On fixe une décomposition
spatio-temporelle R x S™ de Einy n et on considere le fibré E(M) défini par cette décom-
position et par la développante D (voir Section 5.1). Soit D : E(M) — Emlm I'extension
de la développante D & E(M) (voir Lemme 5.1.3 et Remarque 5.1.2).

Nous avons vu que I’extension Co-maximale de M est le développement de Cauchy de
S dans E(M), noté D(S) (voir Proposition 5.2.1). Le candidat naturel & étre ’extension
Co-maximale de M est le quotient de D(S) par I'. Encore faut-il s’assurer que T' opére
sur D(S) et que cette action est compatible avec celle de T' sur M.

(5.2.2) Action de I sur D(S). La notion qui permet de décrire action de I' sur
D(S) est la notion d’ombre introduite par Rossi dans [37, Chap. 4], et que nous avons
déja évoqué dans la Section 3.7, dans I'étude de la structure causale des espace-temps
de Minkowski. Plus généralement, on peut définir dans un espace-temps conforme quel-
conque, 'ombre d’un point p sur une partie achronale A, notée O(p, A) : il s’agit de
I’ensemble des points de A causalement reliés & p.

L’une des propriétés intéressantes des espace-temps conformes globalement hyper-
boliques est que leurs points sont caractérisés par leurs ombres sur une hypersurface de
Cauchy : soit N un espace-temps conforme globalement hyperbolique d’hypersurface de
Cauchy X ; deux points p et ¢ de N dont les ombres sur ¥ sont strictement contenues
dans ¥, sont égaux si et seulement si leurs ombres sur 3 sont égales (voir Proposition
B.6.5).

Dans notre cas, D(S ) est globalement hyperbohque d’hypersurface de Cauchy S. Par
le Lemme B.6.4, 'ombre d’un point de D(S) sur S est compacte. Elle ne peut donc pas
étre égale & S puisque S n’est pas compacte. Les points de D(S ) sont ainsi caractérisés
par leurs ombres sur S. Pour alléger I’écriture, on notera simplement O(p) Vombre d’un
point p sur S,

Nous allons voir que 'action de I" sur les ombres permet d’étendre I'action de I sur
M 4 D(S) :

Proposition 5.2.5. Soit p € D(S) et soit v € I'. Alors, il existe un unique point de
D(S), noté v.p, dont 'ombre sur S coincide avec v.0(p).

Remarque 5.2.7. Sl existe un point p’ de D(S) dont 'ombre sur S est v.0(p) alors il
est forcément unique d’apres la Proposition B.6.5. Par conséquent, si p € M, v.p est
exactement 'image de p par v pour 'action usuelle de T" sur M.

Avant de donner une preuve de la Proposition 5.2.5, faisons une analyse et une
synthése du probleme.

Analyse : Supposons que pour tout point p de D(S ), il existe un unique point 7.p
dont 'ombre sur S est v.0(p). Nous allons déterminer des critéres que doit satisfaire un
tel point, ce qui nous permettra, lors de la synthéese, de I'identifier et de montrer de ce
fait son existence.

Lemme 5.2.7. Lapplication ¢ de T' x D(S) dans D(S) qui associe d (y,p) le point ~v.p
est une action de groupe.
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Démonstration. Cela découle du fait que 'application ¢ restreinte a I' x S coincide avec
laction usuelle de I" sur S. En effet, soit p un point de D(5). Vérifions que :

1. 1.p = p ou 1 est l'identité de I'. Par définition, O(1.p) = 1.0(p). Or, 1.0(p) =
O(p). Donc, O(1.p) = O(p). D’ot, 1.p = p.

2. pour tous 7,7 € T, v/.(v.p) = (v/7).p. Par définition

O .(v.p)) =+"0(y.p)
=7".(7.0(p))
Or, 7'.(v.0(p)) = (v7).0(p) = O((v'7).p). Done, O(v'.(v-p)) = O((v"y).p). D’oty,
v.(v-p) = (V'7)-p-
O

Lemme 5.2.8. Laction de T' sur D(S) respecte les relations de causalité :
P2qEYP2TY
P=qe 7P =74

pour tous p,q € D(S) et pour tout y € T.

Démonstration. Soient p,q € D(S) et soit v € T.

1¢" cas : p,q € JT(S). Alors

p=q+0(p) CO(q)
< 7.0(p) €.0(q)
< O(y.p) CO(7-9)
<70 274
2¢ cas : p,q € J(S). Ce cas se déduit du précédent en inversant l’orientation du

temps.
3¢ cas: g€ JH(S) et pec J(S). Alors

p=qe 0P NO(q) #0
< 7.0(p) N7.0(q) #
& O(v.p) NO(7.q) #

D’apreés les deux cas précédents, v.q € J*(S) et v.p € J=(S). Donc
O(y-p)NO(v.q) #0 & v.p 2 7.4

Dou, p =g v.p 2 7.4.

La deuxieme équivalence s’obtient de la méme fagon en remplagant les ombres par leurs
intérieurs dans S. O
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Lemme 5.2.9. La restriction de la développante D a D(S) est p-équivariante :

D(y.p) = p(7)-D(p)

pour tout v € I' et pour tout p € D(S5).

Démonstration. Soient v € T' et p € D(S). Soit ¢ un point de D(S) dans le futur strict
de p. On note X lintérieur de O(q) dans S, et ¥ son image par D. Remarquons que
O(p) = O(p,X). Comme D(S) est globalement hyperbolique, le passé strict de ¢ dans
D(S) est une assiette de D et son image est causalement convexe dans E\ﬁll,n (voir

Proposition 4.2.2 et Lemme 4.2.7). Par conséquent, D(O(p)) = O(D(p),%). Alors,

D(v.0(p)) = p(v)-D(O(p))
= p(7).0(D(p), %)
= O(p(7)-D(p), p(7).2)
Dot
D(O(v.p)) = O(p(7)-D(p), p(7).). (5.1)

D’apres le Lemme 5.2.8, v.p € I7(v.q). Alors, O(.p) = O(y.p,v.2). Comme pour p, il
s’en suit que D(O(v.p)) = O(D(y.p), D(v.X)), soit

D(O(v.p)) = O(D(~.p). p(7)-E). (5.2)
Il résulte des égalités (5.1) et (5.2) que les ombres de D(v.p) et de p(v).D(p) sur p(v).5
sont égales. D’ot, D(v.p) = p(7v).D(p). O

Synthése : Soit p € D(S). On suppose que p € I7(S) (par symétrie, le raisonne-

ment est similaire si p € I7(5)). Nous allons a présent utiliser les propriétés trouvées
dans ’analyse pour identifier ~.p.

Idée de la preuve : D’apres ce qui précede, si v.p existe alors lA?('y.p) = p('y).D(p). On
essaie alors de reconstituer la preuve du Lemme 5.2.9 a reculons : I'idée est de trouver
une assiette V' de D dans D(S) qui jouera la role du passé strict de 7.q et qui contiendra,
de ce fait, v.p. L’ouvert V' doit satisfaire les propriétés suivantes :

1. V contient v.0(p);

2. V est causalement convexe dans D(S);

3. D(V) contient p(v).D(p).

4. D(V) est causalement convexe dans E’z?zlw

Alinsi, v.p sera I'unique point de V' qui a pour image p(v).f)(p).
Mise en oeuvre : On désigne par ¢ un point de D(S‘ ) dans le futur strict de p et par ¥
Pintérieur de O(q) dans S. Le candidat naturel pour V est le développement de Cauchy

de 4. dans E(M), noté D(v.X). Il est clair que :
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1. D(7.2)~est un ouvert. Cela découle du fait que .3 est une hypersurface * acausale
de E(M) (voir Lemme B.6.2);

2. D(7.X) est contenu dans D(S) (puisque 7.X C S);

3. D(v.X) est causalement convexe dans F (M) (voir Lemme B.6.2), donc dans D(S) ;

4. D(v.X) contient 7.0(p). En effet, comme p < ¢, O(p) C X. D’ou, v.0(p) C 7.2 C
D(~.%).

Lemme 5.2.10. Le développement de Cauchy de v.% dans E(M) est une assiette de D.
De plus, son image par D est ezactement le développement de Cauchy de D(v.X) dans
Eim,n.

Démonstration. Comme D(S) est globalement hyperbolique, le passé strict de ¢ dans
D(S) est une assiette (voir Proposition 4.2.2). Si on note Q son image par D, il en
résulte que 15(2) est acausale dans 2. Or, €2 est causalement convexe dans E\i;bl,n (voir
Lemme 4.2.7). Done, D(X) est acausale dans Ezvnln Par conséquent, p(vy).D(X), soit
D(v.%), est acausale dans %171 Comme D est injective sur X et D est p-équivariante,
D est injective sur 4.X. Il résulte alors du Lemme 4.2.3 que D(v.X) est une assiette
de D. D’aprés la preuve de la Proposition 5.2.3, D(v.X) est Co-maximal. D’apres la
Remarque 5.2.5, I'image par D de D(v.%) est le développement de Cauchy de D(v.%)
dans EAz?nn ]

Preuve de la Propositz'oNn 5.2.5. D’apres la preuve du Lemme 5.2.9, I'image par D de
lombre de 7.0(p) sur S est égale a 'ombre de p(v).D(p) sur D(v.X) :

D(7.0(p)) = O(p(7)-D(p), D(r.E)). (5-3)

Par suite, p(v).D(p) appartient au développement de Cauchy de D(v.X) dans EZMH
D’apres le Lemme 5.2.10, il existe un unique point p’ dans D(v.X) qui a pour image
p(7).D(p). De plus, I'égalité 5.3 implique que v.O(p) = O(p'). On pose alors v.p :=p’. [

Conclusion. On vient de définir une action de I' sur D(S) qui respecte les relations
de causalité et pour laquelle la restriction de D a D(S) est p-équivariante.

(5.2.3) Propriétés de ’action de I" sur D(S).

Lemme 5.2.11. L’action de T' sur D(S) est libre.

Lemme 5.2.12. L’action de T' sur D(S) est proprement discontinue.

Pour prouver la propreté de I'action, nous allons utiliser le critére suivant dia a C.
Frances.

4. On a considéré 'intérieur de O(q) dans S, au lieu de O(g), & cet effet : pour avoir une hypersurface

(sans bord) de E(M).
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Critére 5.2.1. Soit X un espace topologique et soit G un groupe topologique qui agit
continliment sur X . Alors, 'action de GG sur X est proprement discontinue si et seulement
si pour toute suite {x;} de X qui converge dans X et pour tout suite divergente {g;}
de G (c’est a dire qui sort de tout compact), la suite {g;.x;} n’admet pas de valeurs
d’adhérence dans X.

Démonstration. Voir [18, Proposition 1]. O

Prewve du Lemme 5.2.12. Soit {p;} une suite de D(S) qui converge vers un point p
de D(S) et soit {v;} une suite divergente de I'. Supposons par 'absurde que {~;.p;}
admette une valeur d’adhérence ¢ dans D(S). Nous notons encore {v;.p;} la sous-suite
qui converge vers g. On ne perd rien & supposer que p, q € J*(S’). Soit p' € I (p) OD(S).
Alors, I~ (p') N'D(S) est un voisinage ouvert de p dans D(S). Comme {p;} converge vers
p, tous les p; sont le passé de p’ sauf éventuellement un nombre fini. Soit z; € O(p;).
Comme O(p;) est contenu dans O(p’) qui est compact (voir Lemme B.6.4), quitte a
extraire, la suite {z;} converge vers un point = € O(p'). Soit & présent ¢ € It (q)ND(S).
Comme {~;.p;} converge vers g, tous les v;.p; sont dans le passé de ¢’ sauf éventuellement
un nombre fini. Comme ’action de I' sur D(S’ ) préserve les relations de causalité, v;.z; €
O(v;.pi). Or, O(v;.p;) est contenu dans O(q’) qui est compact. Donc, quitte & extraire,
la suite {7;.7;} converge vers un point de O(¢’). Cela contredit le fait que laction de T’
sur S est proprement discontinue. ]

(5.2.4) Extension Cp-maximale de M. L’action de I sur D(S) étant libre et pro-
prement discontinue, le quotient D( S)/T" est une variété différentielle. De plus, puisque
la restriction de la développante D a D(S) est p-équivariante pour 'action de I' sur
D(S), la structure d’espace-temps conformément plat sur D(S) passe au quotient.

Proposition 5.2.6. L’espace-temps D(S)/T est une extension Co-mazimale de M.

Démonstration. Soit i I'injection de M dans D(S’) Notons M le quotient D(S)/T. Soit
mr (resp. myp) la projection de M (resp. D(S)) sur M (resp. M). Comme l'action de I
sur D(S) restreinte & i(M) coincide avec I'action usuelle de ' sur M, Papplication 7 ot
se factorise en un plongement de Cauchy i : M — M. Donc, M est une extension de
Cauchy de M. Comme le revétement universel D(S) de M est Co-maximal, il découle de
la Proposition B.8.1, que M est Cy-maximal. O

Lemme 5.2.13. L’extension Co-mazimale D(S) /T est unique d difféomorphisme conforme
PrEs.

Démonstration. Soit f : M — N un Cauchy-plongement dans un espace- temps Co-
maximal N. D’aprés le Lemme B.8.2, f se reléve en un Cauchy-plongement f:M—
N. Alors, N se réalise comme un ouvert causalement convexe de E(M qui contient
S comme hypersurface de Cauchy et qui est contenu dans D(S). Si N C D(S), cette
inclusion se factorise en un Cauchy-plongement de N dans D(S) /T’ qui n’est pas surjectif.
Contradiction. Donc, N = D(S). Par suite, N est le quotient D(S)/T. O
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Nous venons ainsi de redémontrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.2. Tout espace-temps conformément plat globalement hyperbolique ad-
met une extension Co-mazximale unique o difféomorphisme conforme prés.

La preuve de la Proposition 5.2.6 repose sur le fait que si le revétement universel d’un
espace-temps M est maximal alors M est maximal. Une conséquence de la Proposition
5.2.6 est que la réciproque est vraie dans le cadre conformément plat.

Proposition 5.2.7. Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbo-
lique Co-mazimal. Alors, son revétement universel M est Co-maximal.

Démonstration. Soit S une hypersurface de Cauchy de M. D’aprés la Proposition 5.2.6,
le quotient D(S) /T est une extension Co-maximale de M. Comme M est Cy-maximal par
hypothése, M et D(S)/T" sont égaux. Donc, M et D(S) sont égaux. Il résulte alors de la
Proposition 5.2.1) que M est Co-maximal. O

(5.2.5) Les extensions Cp-maximales respectent l’inclusion. On démontre a
présent le théoréme suivant annoncé dans l'introduction de ce chapitre.

Théoréme 5.2.3. Soient V' un espace-temps Co-mazximal et U un ouvert causalement
convexe de V. Alors, l'extension Co-mazimale de U se plonge conformément dans V. De
plus, son image est causalement convexe dans V.

Démonstration. On note 7 : V — V le revétement universel de V et I' le groupe fon-
damental de V. Soit U’ une composante connexe de la pré-image par m de U et soit
I < T le stabilisateur de U’. L'ouvert U’ est causalement convexe dans V. En effet,
soient p,q € U’ et 7 une courbe causale reliant p & q. La projection de v est une courbe
causale de V reliant les projetés de p et de ¢ dans V. Comme U est causalement convexe,
() est contenue dans U. Donc, ~y est contenue dans U ’. D’apres la Proposition 5.2.3,
I’extension Co-maximale de U’, notée U’, se réalise alors comme un ouvert causalement
convexe de V qui contient U’. Montrons que le stabilisateur de U’ dans I' est contenu
dans T”. Soit v un élément de I' qui stabilise U’. Fixons une hypersurface de Cauchy S
de U". ! Soient p € U’ et ¢ une courbe causale inextensible de V' passant par p. Comme
U’ est causalement convexe dans V, lintersection de ¢ avec U’ est une courbe causale
inextensible ¢ de U’ qui rencontre donc S en un unique point g. L'image par y de varphz
est une courbe causale inextensible de V passant par YpE U'. De méme, l'intersection
de v.¢ avec U U’ est une courbe causale inextensible ¢ de U’ qui rencontre donc .S en un
unique point ¢’. Il s’avere que ¢’ = 7.q. En effet, v.q appartient a la fois & v.¢ et a U’,
autrement dit v.q est un point de ¢’. Ainsi, si ¢’ # ~.q, Uintersection de 7(v') avec U
serait une courbe causale inextensible de U qui rencontre I'hypersurface de Cauchy (S)
en deux points distincts m(q) et 7(v.q) = 7(q). Contradiction. Donc, ¢’ = v.¢. D'ou,
~ € I". Considérons alors le quotient de U U’ par I, noté U on note ' : U’ — U la pro-
Jection canonique. L’injection U —V passe alors au quotient en une injection U—V.
De plus, comme U’ est causalement convexe dans v, U est causalement convexe dans V.
Il est clair que U est une extension de Cauchy de U. Montrons que U est Co-maximal.
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Soit f: U — W un Cauchy-plongement. La projection 7' induit un morphisme injectif
o 7T1U’ < mU. D’ apres le Lemme B.7.1, f induit un 1somorphlsme entre mU et
mW. Le morphisme (for)s:m U — m W induit par f gzr est donc injectif. Soit alors
p: W — W le revétement tel que py(m W) = (f on’)4(m1U’). Les mémes arguments que
ceux de la preuve du Lemme B.8.2 montrent que f se releve en un Cauchy-plongement
f U’ — W. Comme U’ est Co-maximal, f est surjectif. D’ot, f est surjectif. Donc, U

est Cp-maximal. O

(5.2.6) Espace-temps Cp-maximaux. Terminons cette section par un résultat clé
des espace-temps conformément plats globalement hyperbolique Cp-maximaux di a C.
Rossi, qui est le point de départ de notre travail :

Théoreme 5.2.4. Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique
Co-mazimal. Si M contient des points conjugués alors M est un quotient fini de Einyy,.

On a démontré une version plus faible de cet énoncé, sans I’hypothese de maximalité,
dans le Chapitre 4 (voir Proposition 4.2.3). Nous allons voir que le Théoréme 5.2.4
découle alors facilement de la Proposition 4.2.3.

Démonstration. Soient p,q € M deux points conjugués. Alors, il existe deux géodésiques
lumiéres v, 3 reliant p & ¢ sans points d’intersection entre p et ¢. Soit p € M un relevé
de p. Les géodésiques «, 3 se relevent en deux géodésiques lumieres & , 3 reliant § & un
relevé § de ¢. De plus, & et 8 n’ont pas de points d’intersection entre p et ¢. Donc, p
et ¢ sont conjugués. D’apres la Proposition 4.2.3, la développante D : M — Einy n est
alors un Cauchy-plongement. Comme M est Cp-maximal alors d’apres la Proposition
5.2.7, M est Cy-maximal. Par conséquent, la développante D est un difféomorphisme
conforme. Soit 7 la projection de M dans M. Si S est une hypersurface de Cauchy de
M alors m—1(S) est une hypersurface de Cauchy de M. Comme 7~ 1(S) est I-invariant,
orbite I'.z d'un point x de m~1(S) est un sous-ensemble discret de 7=1(S). Or, 771(.9)
est compact. Donc, I'.z est fini. Comme I’action de T" sur 7=1(S) est libre, on en déduit
que I' est fini. O

Par analogie avec le cas Riemannien, on pose la définition suivante.

Définition 5.2.1. Un espace-temps M est dit elliptique si c’est un quotient fini de
Einlyn.

5.3 Fonctions eikonales sur la sphere

Pour illustrer la notion de maximalité, on se propose de décrire les ouverts causale-
ment convexes Cp-maximaux. Dans la Section 3.3, on a vu que les ouverts causalement
convexes de Fing , se décrivent dans une décomposition spatio-temporelle R x S" comme
les domaines compris entre les graphes de fonctions 1-Lipschitz définies sur la sphere S™ a
valeurs dans R ,(XOir Proposition 3.3.1). Dans cette section, on va voir que les ouverts Co-
maximaux de Finy, sont caractérisés par des fonctions, qui s’expriment, grosso modo,
comme la distance a un fermé de S™ et qui seront appelés a cet effet fonctions eikonales.
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5.3.1 Ouverts causalement convexes Cy-maximaux de Ein,,

On caractérise les ouverts causalement convexes Co-maximaux de Fing, dans une
décomposition spatio-temporelle R x S™. On désigne par dy la distance sur S” induite
par la métrique ronde.

Soit €2 un ouvert causalement convexe de E’;zl,L D’apres la Proposition 3.3.1, € est
le domaine compris entre les graphes de deux fonctions 1-Lipschitz f* et f~ définies sur
un ouvert U de S™ & valeurs dans R telles que f~ < fT et qui s’étendent & OU en une
méme fonction f. Soient g™, g~ les fonctions de U dans R définies par :

g7 (z) = inf {f(z0) +do(w,z0)}

xoE

g (z) = sup {f(wo) — do(z,z0)}.
ro €U

Proposition 5.3.1. Le domaine Q0 est Co-mazimal si et seulement si les fonctions f+
et f~ sont égales a g et g respectivement.

La preuve de la Proposition 5.3.1 utilise les lemmes suivants.

Lemme 5.3.1. Toute application 1-Lipschitz g de U dans R telle que son extension a
OU coincide avec f est comprise entre g~ et g+

Démonstration. Soient © € U et zo € OU. Notons g 'extension de ¢ & U. Comme
elle est 1-Lipschitz, on a g(x) — g(xo) < do(z,x0) soit g(z) — f(xo) < do(x,zp). Donc,
g(z) < f(zo) + do(z,70). En passant a Uinfimum sur OU, on obtient g(z) < g*(z).
En utilisant U'inégalité —do(x,z9) < g(z) — g(zo), on montre de la méme fagon que
g9~ (x) < g(x). m

On note € le domaine compris entre les graphes de g* et g~
Lemme 5.3.2. L ouvert Q) est une extension de Cauchy de €.

Démonstration. D’apres le Lemme 5.3.1, Q C Q. Soit ~ une courbe causale inextensible
de Q. Puisque ) est causalement convexe, ~ est 'intersection d’une courbe causale inex-
ten51ble 4 de Einy n avec Q. D’ apres le Lemme 4.3.2, 4 rencontre chacun des graphes de
g‘U et g‘U en un unique point. Comme f' est comprise entre g|U et g \U, la courbe 4,

donc 7, coupe le graphe de f*. Ainsi, 7 rentre dans 2 et rencontre donc une hypersurface
de Cauchy de €). Le lemme s’en suit. O

Lemme 5.3.3. L’ouvert () est Co-mazximal.

Démonstration. D’apreés la Proposition 5.2.3, I'extension Cy-maximale de Q se réalise
dans %l,n comme un ouvert causalement convexe {2y tel que I'inclusion Oc Qg est de
Cauchy. Ainsi, Qg est le domaine compris entre deux fonctions 1-Lipschitz h™,h™ : U —
R qui s’étendent & OU en la méme fonction f. D’aprés le Lemme 5.3.1, g~ < h™ < ht <
g™ soit Qy C Q. Do, 0= Qo. Autrement dit, Q) est Cy-maximal. O
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Remarque 5.3.1. L’ouvert Q est égal au développement de Cauchy dans EAﬁan d’une
hypersurface de Cauchy X de Q. En effet, il résulte du Lemme 5.3.2 que 2 est contenu
dans D(X). Cette inclusion étant de Cauchy, il découle du Lemme 5.3.3 I’égalité.

Preuve de la Proposition 5.5.1. 1l résulte des lemmes 5.3.2 et 5.3.3 que 2 est Cy-maximal
si et seulement si 2 = €. O

5.3.2 Fonctions eikonales

Définition 5.3.1. Une fonction d’un ouvert U de la sphere S” dans R est dite eikonale
future (resp. passée) si son graphe est la frontiére future (resp. passée) d’un ouvert
causalement convexe Cy-maximal.

Remarque 5.3.2. D’apres la Proposition 5.3.1, une fonction f* (resp. f~) d'un ouvert U
de S™ a valeurs dans R est eikonale future (resp. passée) si et seulement si

fH(x) = xoiggU{f(xo) + do(, o) } (5.4)

(resp. f(x) = sup {f(xo) — do(,0)})

r0€dU

ol f est le prolongement de f* (resp. f~) & dU.

Dans ce qui suit, on décrit les propriétés des fonctions eikonales futures. Les fonctions
eikonales passées jouissent des mémes propriétés par symétrie.

La proposition suivante donne une caractérisation géométrique des fonctions eiko-
nales futures.

Proposition 5.3.2. Soit fT une fonction d’un ouvert U de S™ dans R. Alors, f+ est
eikonale future si et seulement si son graphe U'(fT) vérifie la propriété (P) suivante :
Pour tout point p de T'(fT), il existe une géodésique lumicre passée issue de p contenue
dans T(f1) qui n’admet pas de point limite passé dans T(fT).

Démonstration. Supposons f+ eikonale future. Soit x € U. Il existe g € U tel que
fH(x) = f(xo) + do(,20) soit fT(x) — f(xg) = do(x,xp). Par conséquent, il existe une
géodésique lumiere reliant (f(z), ) au point (f (o), zo) de A et qui reste dans le graphe
de fT. Réciproquement, pour tout € U, posons
N
g7(x) = inf {f(xo)+ do(z,z0)}

o f est I'extension de f* & OU. D’apres le Lemme 5.3.1, f© < g*. Soit x € U. Par
hypothese, il existe une géodésique lumiere passée ¢ issue de (f*(x),z) contenue dans
I'(fT) qui n’admet pas de point limite passé dans I'(f*). Dans E‘E%Ln, la géodésique ¢
s’accumule alors vers un point (f(zo), ) avec g € U. Donc, do(x,z0) = f(x)— f(x0)
soit fT(z) = f(zo) + do(z,z0). Dot g*(x) < fT(x). Ainsi, g© < fT et fT < g™. Donc,
fT = g autrement dit fT est eikonale future. O
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Remarque 5.3.3. Tout ouvert causalement convexe Cyp-maximal de EA’ﬁzl,n est ('intérieur
du) développement de Cauchy d’une hypersurface achronale ¥ de E—Znn La Proposition
5.3.2 est, en fait, un cas particulier d’un fait classique plus général selon lequel, dans
tout espace-temps M, la frontiére future du développement de Cauchy d’une hypersur-
face achronale vérifie la propriété (P) énoncée dans la Proposition 5.3.2 (voir Lemme
B.6.3). Nous venons ainsi de redémontrer ce fait, a 1’aide des fonctions eikonales sur la
sphere, dans le cadre particulier de 'univers d’Einstein E;zhb Dans la Section 5.4.2,
on généralisera la notion de fonction eikonale a des fonctions définies sur une variété
Riemannienne conformément plate. Ces fonctions eikonales généralisées permettront de
retrouver le fait ci-dessus dans le cadre des espace-temps conformément plats.

Ezemple 5.3.1. La Proposition 5.3.2 permet de voir facilement que les diamants ouverts
de Finy, sont Co-maximaux.

Nous allons voir que la propriété "eikonale" est une propriété locale.

Définition 5.3.2. Une fonction f d’un ouvert U de S™ dans R est localement eikonale
future si tout point x de U admet une base de voisinages sur lesquels la fonction fT est
eikonale future.

Remarque 5.3.4. Une fonction localement eikonale est localement 1-Lipschitz donc 1-
Lipschitz.

Soit fT une fonction d'un ouvert U de S dans R.
Lemme 5.3.4. Si f1 est eikonale future alors elle est localement eikonale future.

Démonstration. Soit V un ouvert de U. Soit g la restriction de f* a dV. Pour tout
x € V, posons :
+(

g (z) = gggv{g(ﬂﬁo)ero(%wo)}-

x

D’apres le Lemme 5.3.1, on a fﬁ/ < g*. On note W (resp. 2) louvert causalement
convexe Co-maximal qui a pour frontiére future le graphe de g* (resp. f). L’intersection
W N Q est un ouvert causalement convexe qui a pour frontiere future le graphe de flJ{/.
Comme W est I'extension Co-maximale de W N2, d’aprés la Proposition 5.2.3, W C Q.
Dot gT < ff{,. Donc, ff{, = g7 autrement dit f‘J{/ est eikonale future. O

La réciproque du Lemme 5.3.4 est vraie :
Lemme 5.3.5. Si f est localement eikonale future alors elle est eikonale future.

Démonstration. Nous allons utiliser le critere donné par la Proposition 5.3.2. Nous dési-
gnons par f I'extension de f™ & OU. Soit x € U et soit V un voisinage ouvert de  contenu
dans U, sur lequel fT est eikonale future. Alors, il existe une géodésique lumiére passée
@ issue de (fT(x), ) contenue dans I'(fT) qui s’accumule sur un point (f*(z0), zo) avec
xg € V. Sixg € OU, c’est terminé. Sinon, il existe un voisinage ouvert Vg de xg contenu
dans U sur lequel f est eikonale future. Il existe alors une géodésique lumiére passée
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o issue de (fT(z0),z0) contenue dans I'(f1) qui s’accumule sur un point (f*(z1),x1)
avec 11 € dVp. La géodésique ¢y prolonge ¢ car sinon (f*(xg),xo) et (f(x1), 1) serait
temporellement reliés et on aurait do(zo, z1) < f*(zo) — fT(x1). Ce qui contredit le fait
que f* soit 1-Lipschitz. On prolonge ainsi de proche en proche la géodésique ¢ en une
géodésique passée contenue dans I'(fT) sans point limite passé dans I'(f1). La fonction
fT est donc eikonale future. O

Nous venons ainsi de prouver la proposition suivante.

Proposition 5.3.3. Une fonction f* d'un ouvert U de S™ dans R est eikonale future
st et seulement si elle est localement eikonale future.

5.3.3 (Cp-maximalité et dualité dans %l,n

On a définit, dans la Section 3.3.1, une notion de dualité dans E‘Emﬂn : le dual
d’une partie A de Einy, est I'’ensemble des points de Fin;, qui ne sont causalement
reliés a aucun point de A. On a vu que le dual d'un fermé A de Ein, est un ouvert

causalement convexe de EAﬁzln De plus, lorsque A est achronal, on a montré que dans
une décomposition spatio-temporelle R x S™, les fonctions f* et f~ qui caractérisent le
dual de A sont eikonales (voir Proposition 3.3.4). Plus généralement :

Lemme 5.3.6. Le dual d’un fermé A de %1,71 est Co-mazimal.

Démonstration. Par définition, tout point p dans la frontiere du dual de A dans E\i;zl,n
est causalement relié a un point de A par une géodésique lumiere ¢ qui reste dans la
frontiere. Si ¢ est réduite & un point, p est dans A. Sinon, soit ¢ est dirigée vers le passé,
en auquel cas p est dans la frontiere future du dual de A, soit ¢ est dirigée vers le futur,
en auquel cas p est dans la frontieére passée. Il résulte alors de la Proposition 5.3.2 que
le dual de A est Cp-maximal. O

Ezemple 5.3.2. Toute carte de Minkowski Minkg(p) de E\Z?Ll’n, définie comme le dual de
{p}, est Cop-maximale. Si p = (¢, z) dans une décomposition spatio-temporelle R x S™,
les fonctions f* et f~ qui caractérisent Minkg(p) sont données par :

fH(x) = to + do(x, z0)
f_(l') = to — do(l’,wo).

Réciproquement :

Lemme 5.3.7. Tout ouvert (connexe) causalement convere Co-mazimal de Eing, est
(une composante connexe du) dual d’un fermé achronal de Ein ,,.

Démonstration. Soit ) un ouvert connexe causalement convexe Cp-maximal de %1n
Fixons une décomposition spatio-temporelle R x S™ de EAz;zln Soient fT,f~ : U — Rles
fonctions 1-Lipschitz définies sur un ouvert U de S™ qui caractérisent 2. On note f leur
prolongement commun a JU. Comme f est 1-Lipschitz, son graphe, noté A, est un fermé
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achronal de E?zul Le dual de A est le domaine compris entre les graphes des fonctions
eikonales définies par f (voir Proposition 3.3.4). Il résulte alors de la Proposition 5.3.1
que 2 est la composante connexe du dual de A qui se projette sur la composante connexe
U du complémentaire de OU dans S™. O

On vient de montrer le résultat suivant.

Proposition 5.3.4. Les ouverts causalement convexes Co-maximal de Einy , sont exac-
tement des unions de composantes connexes de duaux de fermés achronauzr de Eing,,.

5.3.4 Owuverts causalement convexes Cy-maximaux dans une carte de
Minkowski

Soit p € Einy,. On considére la carte de Minkowski Minko(p) qui consiste en l'en-
semble des points non-causalement reliés a p.

Lemme 5.3.8. Tout domaine régulier futur de Minko(p) est Co-mazimal.

Démonstration. Soit 2 un domaine régulier futur de Minkg(p). Par définition, Q est
Pensemble des points de Minkg(p) qui ne sont causalement reliés & aucun point d’'un

fermé A de 7 (p). Si 'on note A 'union de A et de {p}, cela revient & dire que 2 est le
dual de A. 1l résulte alors du Lemme 5.3.6 que 2 est Cy-maximal. O

Lemme 5.3.9. Soit Q un ouvert causalement convexe Cy-mazimal de EZun Supposons
que § soit contenu dans Minkg(p). Si  est futur alors Q est un domaine régulier futur

de Minkg(p).

Démonstration. D’apres le Lemme 5.3.7, Q est Uintersection de Minkg(p) avec le dual
d'un fermé achronal A de ﬁ?zhl Autrement dit, Q est le dual du fermé A U {p} =:
A. Notons que, puisque 2 est contenu dans Minkg(p), le fermé A est contenu dans
Padhérence de Minkg(p) dans %Ln. Montrons que A est contenu dans 'union de 7+ (p)
et de {p}. Supposons, par I'absurde, qu’il existe un point ¢ € A distinct de p qui ne
soit pas contenu dans J ¥ (p). Remarquons que ¢ est distinct de o(p) et de o~ (p). En
effet, supposons que ¢ = o(p). L'ouvert 2 étant contenu dans le dual de A, il est, en
particulier, contenu dans Minkg(co(p)). Or, Minkg(o(p)) est disjoint de Minky(p), donc
de €. Contradiction. D’ow, ¢ # o(p). Pour les méme raisons, ¢ # o '(p). Ainsi, ¢
appartient & J~ (p) ou a Minkg(p). Si ¢ € T~ (p), 2 est contenu dans le passé strict de
Ihyperplan lumiére défini par ¢. Cela contredit le fait que € soit futur dans Minkg(p).
Donc, ¢ € Minky(p) et € est contenu dans le complémentaire du céne causal de g dans
Minkg(p). Encore une fois, cela contredit le fait que Q soit futur dans Minky(p). Par
conséquent, ¢ € J T (p) U{p}. On vient de montrer que A est contenu dans J+(p) U {p}.
Autrement dit, © est un domaine régulier futur de Minkg(p). O

Remarque 5.3.5. Les deux lemmes ci-dessus restent vrais si ’on renverse 1’orientation du
temps.

On vient de prouver la proposition suivante.
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Proposition 5.3.5. Les ouverts causalement convexes Co-mazimaux futurs (reps. pas-
sés) de Minkq(p) sont exactement les domaines réguliers futurs (resp. passés) de Minkg(p).

5.4 (Cp-maximalité et C-maximalité

Dans cette section, on montre que tout espace-temps Cy-maximal est C-maximal. La
preuve repose sur le critére suivant® :

Proposition 5.4.1 (Critére de maximalité). Soit M un espace-temps conforme globale-
ment hyperbolique qui n’est pas Cauchy-compact. Alors, M est C-maximal si l’intersec-
tion de S avec tout TIP et tout TIF de M n’est pas compacte.

Il s’agit alors de décrire la frontiere causale d’un espace-temps Cgo-maximal. On se
place d’abord dans le cadre des espace-temps développables. Le cas général s’en déduira.

On a vu dans la Section 5.2.1 que tout espace-temps Cp-maximal développable M se
réalise comme un ouvert causalement convexe globalement hyperbolique de E(M). On
se propose alors de décrire les ouverts causalement convexes globalement hyperboliques °
de E(M).

5.4.1 Ouverts causalement convexes globalement hyperboliques de E (M)

Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique développable.

Soit D : M — Ef]\ﬁzl’n une développante. Fixons une décomposition spatio-temporelle
R x S™ de %177” on note 7 : %Ln — S™ la projection sur le premier facteur. Considé-
rons le fibré 7 : E(M) — B défini par cette décomposition et par la développante D (voir
Section 5.1). Rappelons que E(M) est le fibré trivial R x B. La développante D s’étend
A E(M) en un difféomorphisme local D : E(M) — E’Zzl,n défini par D(t,b) = (¢t,d(b)).
La base B est une variété Riemannienne conformément plate : 7 o D se factorise via la
projection 7 en un difféomorphisme local d : B — S™ qui satisfait 7 o D=do#.

(5.4.1) Caractérisation des ouverts causalement convexes globalement hy-
perboliques de E(M). Les ouverts causalement convexes globalement hyperboliques
de E(M) contenant des points conjugués s’identifient & des ouverts causalement convexes
de %Ln (voir Proposition 4.2.3 et Lemme B.7.1). Comme la frontieére causale des ou-
verts causalement convexes de Ez?ll,n est décrite dans la Section 4.3.1, les ouverts cau-
salement convexes globalement hyperboliques de E(M) considérés dans la suite, seront
supposés sans points conjugués.

5. Ce critére est démontré dans I’Annexe C.5.
6. L’espace-temps E(M) n’étant, & priori, pas globalement hyperbolique, ses ouverts causalement
convexes ne sont pas forcément globalement hyperboliques (voir Remarque B.5.10, Annexe B.5).
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Proposition 5.4.2. Tout ouvert causalement convezxe globalement hyperbolique € de
E(M) sans points conjugués est le domaine compris entre les graphes de deux fonctions
fT > f~ définies sur un ouvert U de B a valeurs dans R telles que les graphes de fT et
f~ sont achronaux dans E(M).

Démonstration. Soit U la projection de 2 sur B. L’ouvert €2 étant causalement convexe,
I'intersection de € avec toute fibre R x {z}, avec x € U, est connexe; c’est donc un
segment ouvert I, :=|f~(x), f(z)[x{x}. Notons que ce segment est borné. En effet,
si fT(x) = +oo ou f~(x) = —oo, I, contiendrait des points conjugués. Contradiction.
Ainsi, on vient de définir deux fonctions f, f~ : U — R telles que f~ < f et

Q={(t,z) eERxU: f(z)<t< fH(x)}.

Le graphe de fT est achronal. En effet, supposons par I’absurde, qu’il existe deux points
p,q du graphe de fT tels que p € I(q). Ainsi, IT(q) est un voisinage ouvert de p.
Comme p € 99, I (q) rencontre . Soit donc ¢ € I1(g) N Q et soit go € I~ (q) N Q.
Comme () est causalement convexe, le diamant J(pi,pg) est contenu dans Q. Alors,
comme q € J(p1,po), ¢ € Q. Contradiction. Par symétrie, le graphe de f~ est également
achronal. O

Définition 5.4.1. Le graphe de f* (resp. f7) est appelé frontiére future (resp. passée)
de Q2 dans E(M) et est noté 97Q (resp. 9~ Q).

Soit 2 un ouvert causalement convexe globalement hyperbolique de E/(M ) sans points
conjugués. D’apres ce qui précede, c’est le domaine compris entre les graphes de deux
fonctions fT, f~ définies sur un ouvert U de B.

Proposition 5.4.3. La frontiére causale future (resp. passée) de Q s’identifie au graphe

de f* (resp. f~).

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout point p de €2, 'intersection du graphe
de fT avec le futur strict de p dans F (M) s’identifie & ’ensemble des points de la frontiére
causale future de €} contenus dans le futur strict de p dans €.

Soit p € Q. On note I (p,Q) le futur strict de p dans Q, I (p) le futur strict de p
dans E(M) et G(fT) le graphe de f*. Montrons d’abord que I (p, ) est causalement
convexe dans E(M). Soient q,q' € I (p, Q) reliés par une courbe causale 7. Comme € est
causalement convexe, 7 est contenue dans Q. Or, I (p, Q) est causalement convexe dans
Q. Donc, v est contenue dans I (p, ). Autrement dit, I (p, Q) est causalement convexe
dans E(M). Par conséquent, l'intersection de I (p,) avec toute fibre de F(M) est
connexe. Cela définit un feuilletage sur I*(p, Q) en courbes de type temps inextensibles,
noté F,. Par définition, tout point ¢ € G(f)NIT(p,Q) est le point limite futur d’une
feuille de F,.

D’apres le Lemme 4.2.2, I (p, ) s’identifie a4 son image par la développante, notée
Up. D’apres le Lemme 4.2.7, U, est un ouvert causalement convexe de Eing ,, c’est donc
le domaine compris entre les graphes de deux fonctions 1-Lipschitz fz;" , [, définies sur un
ouvert de S". L’ouvert U, est feuilleté par des segments ouverts verticaux. Par définition,
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tout point du graphe de f; est le point limite futur d’un de ces segments. Comme I'image
par la développante du feuilletage F,, est exactement le feuilletage sur U, en segments
verticaux, on en déduit que G(f*) NI (p, Q) s’identifie au graphe de f,f. Or, d’aprés la
Proposition 4.3.1, le graphe de f;r correspond exactement a la frontiére causale future
de U,. Autrement dit, le graphe de f; correspond exactement aux extrémités futures
des courbes causales inextensibles de U,. Par conséquent, G(f) N I*(p,f) correspond
exactement aux points de la frontiere causale future de Q dans I (p, ). La proposition
s’en suit. O

La Proposition 5.4.3 implique que f est 1-Lipschitz au sens de la définition suivante :

Définition 5.4.2. Une fonction f d’un ouvert U de B dans R est dite 1-Lipschitz si
pour tout = € U, il existe une assiette U, C U de d contenant z telle que f o d|_U1x :
d(U;) C S™ — R est 1-Lipschitz.

Cette définition généralise la notion (locale) de fonctions 1-Lipschitz définies sur un
ouvert de la sphere.

5.4.2 Fonctions eikonales généralisées

Dans cette section, on caractérise les ouverts causalement convexes de E(M) sans
points conjugués qui sont Cop-maximaux. Comme dans Eing ,, on va voir que les fonc-
tions f1, f~ qui caractérisent ces ouverts satisfont les mémes propriétés que les fonctions
eikonales sur un ouvert de la spheére S™. La notion de fonction eikonale sur un ouvert de
la sphére S™ étant locale, elle se généralise naturellement aux fonctions définies sur un
ouvert d’une variété Riemannienne conformément plate.

(5.4.1) Fonctions eikonales généralisées. Soit f : U — R une fonction définie
sur un ouvert U de B.

Définition 5.4.3. La fonction f est dite eikonale future si pour tout x € B, il existe
une assiette U, de d contenant x telle que f*od=!: d(U,) C S — R est eikonale future.

Remarque 5.4.1. Les fonctions eikonales passées sont définies de maniere similaire en
renversant l'orientation du temps.
La définition ci-dessus généralise la notion (locale) de fonction eikonale sur un ouvert

de la sphere S™.

Proposition 5.4.4. La fonction f+ est eikonale future si et seulement si son graphe
L(fT) satisfait la propriété (P) suivante : pour tout x € U, il existe une géodésique
lumiére passée issue de (ft(x),z) contenue dans T'(fT) et sans point limite passé dans
L(f).

Démonstration. Supposons que fT est eikonale future. Soit x € U. Il existe une assiette
U, de d contenant x telle que f+ o delgD : d(U;) — R soit eikonale future. Comme U, est

une assiette de d, la développante D est injective sur le graphe de f@z. De plus, 'image
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par D de I( f|'5z) est exactement le graphe de f* o d‘_Ulz Il résulte alors de la Proposition
5.3.2, qu'il existe une géodésique lumiere passée ¢ issue de (fT(z),r) contenue dans
le graphe I'( f‘a) de fl—Ex et sans point limite passé dans I'( f‘J{]m) Si ¢ n’admet pas de
point limite passé dans T'(fT), c’est terminé. Sinon, soit (f*(z0),z0) le point limite
passé de . Par un raisonnement similaire, il existe une assiette U, de d contenant z
et une géodésique lumieére g issue xy contenue dans I'( f@xo) et sans point limite passé

dans I'( f\EZO)' La géodésique o prolonge ¢ car sinon I'(fT) contiendrait des points
temporellement reliés, ce qui contredit son achronalité. On prolonge ainsi ¢ de proche
en proche jusqu’a obtenir une géodésique lumiere passée sans point limite passé dans
['(f1). Réciproquement, supposons que le graphe de f* vérifie la propriété (P). Soit
x € U et soit U, une assiette de d contenant x. Pour tout point y de Uy, il existe une
géodésique lumiere passée issue de (f*(y),y) contenue dans I'( fﬁ]x) et sans point limite

passé dans I'( fﬁ;l) Comme U, est une assiette de d, la développante D est injective
sur T'( f‘gm) Par conséquent, le graphe de f* o d|_U1x vérifie la propriété (P). D’apres la
Proposition 5.3.2, fT o dl_UlT est donc eikonale future. ]

Remarque 5.4.2. Par symétrie, on obtient une caractérisation similaire des fonctions
eikonales passées.

(5.4.2) Ouverts causalement convexes Cop-maximaux de E(M). Soit 2 un ou-
vert causalement convexe de E(M) sans points conjugués. On note f*, f~: U C B — R
les fonctions qui caractérisent ).

Proposition 5.4.5. L ouvert Q est Co-maximal si et seulement si f+ et f~ sont eiko-
nales, future et passée respectivement.

Démonstration. Supposons que 2 est Co-maximal. Soit p € U. On note U, le futur
strict de p dans Q. D’apres la Proposition 6.1.1 , U, est Cy-maximal. Donc, ﬁ(Up) est
Co-maximal. Il résulte alors de la Proposition 5.4.3 que f est eikonale future. En ren-
versant I'orientation du temps, on montre que f~ est eikonale passée. Réciproquement,
supposons que f et f~ sont eikonales, future et passée respectivement. Soit QCE (M)
I'extension Co-maximale de €. Supposons, par 'absurde, que € est strictement contenue
dans Q. Alors, 9tQNQ # 0 ou 9~ QN Q # 0. Supposons que dTQNQ # O (le raisonne-
ment est similaire si 'on renverse 'orientation du temps). Soit p € 972N Q. D’apres la
Proposition 5.4.4, il existe une géodésique lumiére passée issue de p contenue dans 97
sans point limite passé dans 9TQ. Par conséquent, si S est une hypersurface de Cauchy
de €2, la géodésique lumiere ¢ passée-inextensible ne rencontre pas .S. Contradiction.
Donc 2 = Q, autrement dit €2 est Cp-maximal. O

Remarque 5.4.3. L’ouvert Co-maximal Q est (I'intérieur du) développement de Cauchy
d’une partie achronale étanche ¥ de F(M). On retrouve ainsi, d’'une maniere différente,
le fait classique (voir Lemme B.6.3) selon lequel la frontiere future du développement
de Cauchy d’une partie achronale étanche d’'un espace-temps N vérifie la propriété (P)
définie dans la Proposition 5.4.4.
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5.4.3 Equivalence entre C;-maximalité et C-maximalité.

Il est clair que tout espace-temps conformément plat C-maximal est Cy-maximal.
Dans cette section, on montre que la réciproque est vraie, a savoir, tout espace-temps
Co-maximal est C-maximal.

(5.4.1) Le cas simplement connexe. Soit M un espace-temps simplement connexe
Co-maximal. On va montrer que M est C-maximal.

Si M est Cauchy-compact, M est conformément difféomorphe a E\Z‘?le (voir Propo-
sition 5.2.4).

Proposition 5.4.6. L’univers d’Einstein universel E’i;llm est C-maximal.

Démonstration. Soit f un Cauchy-plongement de Einy .n dans un espace-temps conforme
globalement hyperbolique N. Supposons, par I’absurde, que f n’est pas surjectif. Alors,
ot f(Einy,) ou &~ f(Ezm n) est non-vide. Supposons 6+f(Ezn1 n) # 0 (le raisonne-
ment est similaire si 'on renverse l'orientation du temps). D’apres le Lemme C.5.2,
otf (Eml n) s'injecte dans la frontiere causale future de Ein; ,. Comme cette derniere
est réduite & un point, la frontiére 0+f(%1,n) est réduite & un point. Or, 8+f(%1,n)
est une hypersurface fermée achronale de NV (voir Lemme B.7.3). Contradiction. Donc,
%Ln est C-maximal. O

Supposons que M admette une hypersurface de Cauchy S non-compacte.
Proposition 5.4.7. L’espace-temps Co-mazimal M est C-maximal.

Démonstration. On utilise le critere donné par la Proposition 5.4.1. L’espace-temps M se
réalise comme un ouvert causalement convexe Co-maximal 2 de E (M) (voir Proposition
5.2.1). Soit S une hypersurface de Cauchy de Q et soit P un TIP de €. D’apres la
preuve de la Proposition 5.4.3, il existe un unique point p € 97 tel que P = I~ (p) N .
D’apres la Proposition 5.4.4, il existe une géodésique lumiere passée ¢ issue de p contenue
dans 97 sans point limite passé dans 07€). Cette géodésique ne rencontre donc jamais
S. Ainsi, 'ombre de P sur S, égale a I~ (p) N S, n’est pas compacte. Donc, M est
C-maximal. O

(5.4.2) Le cas général.
Théoréme 5.4.1. Tout espace-temps Co-mazximal M est C-maximal.

Démonstration. Soit f : M — N un Cauchy-plongement de M dans un espace-temps
conforme globalement hyperbolique N. Il se reléve en un Cauchy plongement f : M — N
(voir Lemme B.8.2). Comme M est Co-maximal, M ’est également (voir Proposition
5.2.7). Alors, d’apres la Proposition 5.4.7, f est surjectif. D’otl, f est surjectif. Autrement
dit, M est C-maximal. U

En vertu du Théoreme 5.4.1, on dira simplement qu’un espace-temps conformément
plat est maximal (au sens conforme) pour signifier qu’il est Cp-maximal.

135



CHAPITRE

§

MAXIMALITE DES VOISINAGES
CANONIQUES

On a vu que tout espace-temps conformément plat globalement hyperbolique déve-
loppable admet deux familles remarquables d’assiettes causalement convezes : les IPs/IFs
et les voisinages canoniques. Dans ce chapitre, on montre que, si de plus I'espace-temps
est maximal, ces assiettes sont maximales; plus précisément, elles sont conformément
équivalentes a un domaine régulier d’un espace de Minkowski.

Dans tout ce qui suit, M désignera un espace-temps conformément plat globalement
hyperbolique maximal développable de dimension (n+1) (avecn > 2) et D : M — Eing
une développante.

Si M admet des points conjugués ou une hypersurface de Cauchy compacte, M est
conformément équivalent & Einy ,. On supposera donc que M n’est pas Cauchy-compact
et n'admet pas de poins conjugués.

6.1 Passés/futurs de points

Dans cette section, on montre que le passé (resp. futur) strict d’un point p de M est
un domaine régulier futur (resp. passé) propre d’un espace de Minkowski.
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6.1.1 Espaces de Minkowski attachés a un point de M

Etant donné un point g € %l,na on désigne par Mink_(q) (resp. Mink, (¢)) la carte
de Minkowski de Ein, , dans le passé (resp. futur) strict de ¢ et Minkg(g) la carte de
Minkowski constituée des points non-causalement reliés a q.

Lemme 6.1.1. Soit p € M. L’image par la développante D du passé strict de p dans
M est un ouvert causalement convexe futur de la carte de Minkowski Mink_(D(p)).

Démonstration. D’apres le Lemme 4.2.1, I'image par D de I~ (p) est un ouvert de
I=(D(p)). Supposons, par 'absurde, qu'il existe ¢ € I~ (p) tel que D(q) & Mink_(D(p)).
Autrement dit, D(q) est dans le passé strict du premier point conjugué passé de D(p). Le
diamant 1(D(p), D(q)) de Einy, contient alors des points conjugués. Or, I(D(p), D(q))
est I'image par D de l'assiette I(p, q). Le diamant I(p, q) de M contient donc des points
conjugués. Contradiction. L’image par D de I~ (p) est donc un ouvert de Mink_ (D(p)).
D’apres le Lemme 4.2.7, D(I~(p)) est causalement convexe dans Mink_(D(p)).

Il reste & montrer que D(I~(p)) est futur dans Mink_ (D(p)), c’est & dire que pour tout
q € I~ (p), le futur strict de D(q) dans Mink_(D(p)) est contenu dans D (I~ (p)).

Soit ¢ € I~ (p). 1l est clair que le futur strict de D(q) dans Mink_(D(p)) est le dia-
mant ouvert I(D(p),D(q)). Celui ci est 'image par D du diamant I(p,q). Puisque
I(p,q) C I~ (p), I(D(p),D(q)) = D(I(p,q)) C D(I~(p)). Le lemme s’en suit. O

Remarque 6.1.1. Par symétrie, 'image par D du futur strict de p est un ouvert causale-
ment convexe passé de la carte de Minkowski Minky (D(p)).
Soit 01~ (p) la frontiere du passé strict de p dans M.

Lemme 6.1.2. L’image par D de 01~ (p) est l'union des ombres sur 01~ (D(p)) des
points de D(I~(p)).

Démonstration. La preuve est laissée au lecteur. ]

Remarque 6.1.2. En renversant l'orientation du temps, on obtient un énoncé similaire
pour le futur strict de p dans M.

Il résulte immédiatement du Lemme 6.1.2 la propriété suivante :

Remarque 6.1.3. L'image par D de 01~ (p) est saturée dans 01~ (D(p)), autrement dit
elle contient toutes les géodésiques lumieres futures reliant un de ses points & D(p).

Conclusion. Comme la restriction de la développante a I'union de J*(p) et de J~(p)
est injective, on peut a présent s’affranchir de la développante.
A tout point p de M sont attachés trois espaces de Minkowski :

1. un espace M’frl(p) ot le point i du bord de Penrose représente le point p de M
et lui uniquement ;

2. un espace M’ffl(p) ou le point 7~ du bord de Penrose représente le point p de M
et lui uniquement ;
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3. un espace Mg‘“ (p) ou le point ip du bord de Penrose représente le point p de M
et lui uniquement.

Dans la suite, on adoptera les notations indiquées sur la figure suivante :

Figure

Remargue 6.1.4. Ces trois espaces correspondent aux cartes de Minkowski Mink_ (D(p)),
Mink (D(p)) et Minko(D(p)) dans Eing p.

Les lemmes 6.1.1 et 6.1.2 se reformulent alors de la maniére suivante :

Fait 6.1.1. Le passé (resp. futur) strict de p dans M est un ouvert causalement conveze
futur de M™ 1 (p) (resp. M7 (p)).

Fait 6.1.2. La frontiére du passé (resp. futur) strict de p dans M se réalise dans J~(p)
(resp. T+ (p)) comme 'union des ombres des points du passé (resp. futur) strict de p vu
dans M" ™ (p) (resp. Mt (p)).

Nous verrons l'intérét de I'espace de Minkowski M (p) dans la Section 6.3.

6.1.2 Maximalité

La maximalité de I’espace-temps M implique la maximalité des passés (futurs) stricts
des points de M :

Proposition 6.1.1. Le passé strict de p dans M est un domaine régulier futur de l’espace
de Minkowski M’l“(p). En particulier, il est maximal.

Démonstration. Posons U := I~ (p) et notons U son extension maximale. On a vu que
U est un ouvert causalement convexe futur de Mﬁﬂ(p). Par conséquent, d’apres la
Proposition 5.2.3, U s’identific & un ouvert causalement convexe maximal de M (p)
qui contient U. D’aprés la Proposition 5.3.5, U est un domaine régulier futur de M"™+! (p).
Montrons que U c U. Soit q € U. Comme U est une extension de Cauchy de U, il existe
un point r € U temporellement relié a g. Alors :

1. Soit ¢ € I7(r). Dans ce cas, comme r € U = I~ (p), I~ (r) C I~ (p). Donc,

gel (p)=U.
2. Soit ¢ € I (r). Dans ce cas, comme I~ (p) est futur dans M" ™1 (p), g € I~ (p) = U.

Donc, ¢ € U. Dot U = U. La proposition s’en suit. O

Définition 6.1.1. On appelle QT (p) le domaine régulier futur de M"™™*(p) qui corres-
pond au passé strict de p dans M.

Rappelons que tout domaine régulier futur de M’l“(p) est défini par un sous-
ensemble de la composante J~(p) du bord de Penrose (voir Section 3.7.3). Dans ce
qui suit, nous allons déterminer un sous-ensemble de J~(p) qui définit Q7 (p).
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Propriétés du domaine régulier futur Q7 (p). Dans ce paragraphe, on va montrer
les deux propriétés suivantes :

Propriété 1 : Le domaine régulier futur Q1 (p) est défini par une spheére topologique
acausale de dimension (n — 1) de J~ (p).
En particulier, QT (p) est propre, autrement dit Q7 (p) n’est pas le futur strict
d’un hyperplan lumiere.

Propriété 2 : La fronticre de QT (p) dans M"™"!(p) ne contient pas de segment de
type espace.

Preuve de la Propriété 1. Faisons 'observation suivante.
Fait 6.1.3. Tout géodésique lumiére passée issue de p admet une extrémité dans J~ (p).

Démonstration. Soit ¢ une géodésique lumiere passée issue de p. Si ¢ n’admet pas d’ex-
trémité dans J~ (p), le photon de M contenant ¢ contiendrait des points conjugués.
Contradiction. O

Définition 6.1.2. On appelle A™(p) le sous-ensemble de J ~(p) constitué des extrémités
des géodésiques lumieres passées issues de p.

Remarque 6.1.5. A~ (p) est un sous-ensemble acausal de J ~ (p) en bijection avec la sphere
des directions lumieres passées en p.

Soit Q1 (A~ (p)) le domaine régulier futur de M"™™!(p) défini par A~ (p).
Proposition 6.1.2. Le domaine régulier futur Q% (p) est égal a QT (A~ (p)).

Démonstration. Soit ¢ € QT (p). Alors, 'ombre de ¢ sur J~(p) est contenue dans 91~ (p)
(voir Fait 6.1.2), elle est donc disjointe de A~ (p). D’apres la Proposition 3.7.1, on en
déduit que ¢ € QT (A~ (p)). Do, QT (p) C QT (A (p)).

Montrons que Q7 (A~ (p)) est une extension de Cauchy de QF (p). Fixons une hyper-
surface de Cauchy X de Q7 (p). Soient ¢ € QT (A~ (p)) et v une courbe causale inextensible
de M"™"!(p) passant par q. D’aprés la Proposition 3.7.1, Pombre de ¢ sur 7~ (p), notée
O (q), est disjointe de A~ (p). Montrons qu’alors O%(q) C I~ (p). Supposons par ’ab-
surde qu'il existe r € OT(q)\0I (p). Alors, la géodésique lumiere future reliant r & p
rencontre A~ (p). Comme OT(q) est I'ensemble des points de 7~ (p) dans le futur de q,
cette géodésique lumiere est contenue dans O™ (g). Contradiction. D’ott O (q) C 91~ (p).
Puisque la courbe 7 s’accumule dans le futur sur un point de O™ (q), elle doit rencontrer
le domaine Q7 (p). Ce dernier étant causalement convexe dans Mink_(p), I'intersection
de v avec Q7 (p) est une courbe causale inextensible de Q(p) et rencontre donc .

On vient ainsi de montrer que Q7 (A~ (p)) est une extension de Cauchy de Q1 (p). Comme
Q" (p) est maximal, on a égalité. O

Il résulte immédiatement de cette proposition les deux énoncés suivants.

Corollaire 6.1.1. Le domaine régulier futur QT (p) est propre.
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Corollaire 6.1.2. L’ensemble des TIFs de M dans le passé strict de p est la frontiére
de QO (p) dans M™T(p).

Lemme 6.1.3. L’ensemble A~ (p) est une sphére topologique acausale de dimension

(n—1) de T~ (p).

Démonstration. Soit ¢ € M tel que p € I~ (q). Alors, J~(p) C I~ (q). L’ouvert I (q)
est un domaine régulier futur Q+(q) de M™**(q). Vu dans M"™(g), J=(p) est donc le
passé causal de p dans Q7 (¢). Comme Q*(q) est causalement convexe dans M"™!(q), le
passé causal de p dans Q1 (q) est 'intersection de Q7 (q) avec le passé causal de p dans
M"™*1(q). Par suite, ’ensemble A~ (p) est l'intersection du céne lumiére passé de p dans
M"™*1(q) avec la frontiere dQF(¢) de QT (¢) dans M""!(g). Comme QF(q) est propre,
toute demi-droite lumiere de M™ "1 (g) issue de p rencontre 9QF(¢) en un unique point
(voir Proposition 2.3.7). Le lemme s’en suit. O

Preuve de la Propriété 2.

Proposition 6.1.3. La frontiére du domaine régulier Q% (p) dans M""(p) ne contient
pas de segment de type espace.

Démonstration. On note 0 (p) la frontiere de QF (p) dans M™ ™! (p). Nous reprenons les
notations de la Section 6.1.1 pour désigner les points iT,4p,i~ dans le bord de Penrose
de M™*(p).

Supposons, par I'absurde, qu’il existe un segment s de type espace dans 9QT (p).
Ce segment est contenu dans une droite A de type espace de MT_LH(p). La droite A se
compactifie en un cercle conforme C passant par py.

Soit ¢ € M tel que p € I7(q). L’ouvert I~ (g) est un domaine régulier futur propre
QF(¢) de M™"1(g). On note A (q) le bord de 2 (q) dans M™ ™ (¢). Vu dans M"(q),
p est un point de QF(g). De plus, I'intersection du passé strict de p dans M""(g) avec
QT (q) correspond exactement & dQF (p). Vu dans M" ™! (q), Q7 (p) est donc convexe.

Dans M™ " (q), le cercle C est la composante connexe d’un hyperboloide & deux nappes
qui contient le segment s (voir Section 3.5.2). Notons H cette composante. Il reste a la
déterminer.

Le segment s étant contenu dans 90 (p) € 9QF(q), il est convexe dans M"™ "1 (g).
Par conséquent, H est convexe dans Mr_”l(q) et rencontre donc le céne lumiere de p
dans M""!(q) en deux points distincts. Or, par définition, C (donc H) ne rencontre le
cone lumiere de p qu’au point py. Contradiction. ]

Remarque 6.1.6. En renversant l'orientation du temps, on obtient des énoncés similaires
décrivant le futur strict de p.

6.2 TIPs/TIFs

Rappelons qu'un TIP P de M est un ouvert passé indécomposable de M égal au
passé strict dans M d’une courbe causale futur-inextensible . Un autre point de vue
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consiste a voir P comme un point de la frontiére causale future de M qui correspond a
Pextrémité future a l'infini de . Par symétrie, un TIF F de M peut étre vu comme un
ouvert futur indécomposable de M ou comme un point de la frontieére causale passée.
On passera souvent d’un point de vue a l'autre suivant le contexte.

6.2.1 Maximalité

On va voir ici que tout TIP (resp. TIF), vu comme un ouvert de M, s’identifie &
un domaine régulier futur (resp. passé) d’un espace de Minkowski. Les énoncés de cette
section portent sur les TIPs. Ceux sur les TIFs s’obtiennent en renversant I’orientation
du temps.

Soit P C M un TIP. On note p le point de la frontieére causale future de M qui cor-
respond & P. Soit D¥ : M¥ — Einy 5, I'extension de la développante au complété causal
de M.

Etant donné un point g € Ez’?nm on désigne par Mink_(q) la carte de Minkowski de
Eing , dans le passé strict de g.

Lemme 6.2.1. L’image par D de P est un ouvert causalement convexe futur de la carte
de Minkowski Mink _ (D*(p)).

Démonstration. La preuve est similaire a celle du Lemme 6.1.1. ]

Comme la restriction de la développante a P est injective, on peut a présent s’af-
franchir de la développante.
On attache & P un espace de Minkowski noté M"™!(p) de sorte que le point i+ du bord
de Penrose représente le point p de la frontiére causale future, et lui uniquement. Dans
ce qui suit, on identifiera iT & p. Par souci d’homogénéité, on rebaptisera pg et p~ les
points ig et i~ du bord de Penrose et 7~ (p) la composante du bord de Penrose comprise
entre p et pg.

Le lemme 6.2.1 se reformule alors de la maniere suivante :

Fait 6.2.1. Le TIP P est un ouvert causalement conveze futur de M™ ™ (p).

Comme pour les passés stricts des points de M, la maximalité de M permet de
montrer la proposition suivante :

Proposition 6.2.1. Le TIP P est un domaine régulier futur de M’l“(p). En particulier,
il est mazximal.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la Proposition 6.1.1. O

Définition 6.2.1. On appelle Q1 (p) le domaine régulier futur de M™*!(p) qui corres-
pond a P.
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6.2.2 Photons de TIPs et horismos

On a vu dans la Section 5.4 que M se réalise dans son fibré associé E(M) comme

le domaine compris entre les graphes de deux fonctions f*,f~ : B — R ou B désigne
la base du fibré E(M). De plus, les graphes de f* et f~ correspondent exactement a la
frontiere causale future et a la frontiere causale passée de M.
Le fait que M soit maximal se traduit par le fait que f* et f~ soient eikonales. Géo-
métriquement, cela signifie qu’en tout point p du graphe de f* (resp. f7), il existe une
géodésique lumiere de F(M) issue de p, inextensible dans le passé (resp. futur) et qui
reste dans le graphe de f1 (resp. f7). Une telle géodésique correspond & un segment
de TIPs (resp. TIFs) dans la frontiere causale future (resp. passée) que nous appelons
photon de TIPs (resp. photon de TIFs).

Fait 6.2.2. Vu dans M, un photon de TIPs est une famille de TIPs {Qt}te[o,l[ décrois-
sante pour l’inclusion.

Démonstration. On réalise M dans E(M). Soient P = I~ (vy),Q = I~ (¢) deux TIPs de
M. Le point de la frontiére causale future correspondant a P (resp. Q) est représenté
dans E(M) par 'extrémité future de la courbe causale ~y (resp. 1) dans le graphe de f7,
notée p (resp. q). Il est clair que P = I~ (p) et Q = I~ (q). Alors, P C @ si et seulement si
p € J~(q). Puisque p & M, en particulier, ¢ ¢ Q = I~ (q). Donc, p € 91~ (q). Autrement
dit, il existe une géodésique lumiere passée dans le graphe de f* qui relie ¢ & p. Cela
prouve le fait. O

Remarque 6.2.1. La relation d’inclusion est une relation de causalité sur ’ensemble des
TIPs (vus comme des ouverts de M) : étant donnés deux TIPs P,Q C M, on dit que
P est dans le passé de @ si P C @ (voir Annexe C.2). D’apres le fait ci-dessus, cette
relation de causalité se traduit sur la frontiere causale par la notion de photon de TIPs.

Remarque 6.2.2. De maniere symétrique, un photon de TIFs vu dans M est une famille
de TTFs {Q¢};¢[0,1| croissante pour I'inclusion.

TIPs, TIFs maximaux. Soit p un TIP de M vu comme un point du graphe de f+.
Il existe une géodésique lumiere ¢ inextensible dans le passé issue de p qui reste dans
le graphe de fT. Si ¢ ne peut pas se prolonger dans le futur en restant dans le graphe
de f*,le TIP p, vu comme un point de la frontiére causale, est dit mazimal® (3 ne pas
confondre avec la maximalité du TIP vu comme un ouvert causalement convexe de M !)
On définit de maniére symétrique les TIFs maximaux.

Horismos. Soit P C M un TIP. On note p le point de la frontiére causale future qui
correspond a P.

On distingue deux types de photons issus de p : les photons de TIPs, contenus dans
la frontiére causale future, et les photons qui rentrent dans M.

1. Nous développons la notion de TIPs maximaux dans un cadre plus général dans I’Annexe C.5.
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Lemme 6.2.2. L’union des photons issus de p qui rentrent dans M constitue la frontiére
de P dans M.

Démonstration. On voit M dans son fibré associé E(M) comme le domaine compris
entre les graphes de deux fonctions eikonales f*, f~ de B dans R. Vu dans E(M), le
TIP p est un point du graphe de f*. L’ouvert P, quant & lui, correspond au passé strict
de p dans M. La frontiere de P dans M correspond alors a l'intersection du cone lumiére
de p dans E(M) avec M. Elle est donc égale a I'union des géodésiques lumieres passées
de E(M) issues de p qui rentrent dans M. Le lemme s’en suit. O

Rappelons que D : M* — %l,n désigne 'extension de la développante au complété
causal de M.

Lemme 6.2.3. Toute direction lumiére passée en Dﬁ(p) est tangente soit a l'image par
D d’un photon issu de p qui rentre dans M, soit a l'image par D* d’un photon de TIPs
issu de p.

Démonstration. Soit ¢ € P. Alors, I'(q) est un voisinage du point p dans le complété
causal de M. On identifie IT(q) & son image par la développante D. Celle-ci est un
domaine régulier passé propre, noté 2~ (q), de 'espace de Minkowski Mffl(q) attaché
a ¢ (voir Section 6.1.1). La frontiére de Q2 (¢) dans Mfrl(q), notée 9N~ (q), correspond
exactement aux TIPs de M dans le futur strict de ¢ (voir Corollaire 6.1.2). I’image par
D* de p correspond alors & un point de la frontiere de Q7 (q) dans MTFl(q), que l'on
note encore p. De plus, la sphére des directions passées en D! s’identifie & la sphére des
directions passées en p dans Mi“(q).

Une direction lumiere passée en p dans Mrffl(q) est soit tangente a une géodésique
lumiére passée issue de ¢ qui rentre dans le domaine Q7 (q), soit & une géodésique lumiere
passée qui reste dans le bord du domaine. Le lemme s’en suit. ]

Lemme 6.2.4. La restriction de la développante D a l'union des photons issus de p qui
rentrent dans M est injective.

De plus, l'image par D d’un photon issu de p qui rentre dans M est un segment ouvert
de photon dans J~(D*(p)) ayant pour extrémité future D¥(p).

Démonstration. La restriction de D a I'adhérence de P dans M est injective. En effet,
comme l'image par D de P est causalement convexe dans E\’L?Ll’n, elle est localement
connexe. D’apres le lemme de fermeture des assiettes (voir Lemme 4.1.5), la restriction
de D a l’adhérence de P dans M est donc injective. D’apres le Lemme 6.2.2, il s’en suit
que la restriction de D a I'union des photons issus de p qui rentrent dans M est injective.
Soit ¢ un photon issu de p qui rentre dans M. Comme [~ () = P, 'image par D de ¢ est
une géodésique lumiere de EZ”LML qui a pour extrémité future D¥(p). Si D(yp) n’était pas
contenue dans J~(D#(p)), elle rencontrerait le passé strict du premier point conjugué
passé de D¥(p) et contiendrait donc des points conjugués. Contradiction. O

Lemme 6.2.5. L’image par D! d’un photon de TIPs issu de p est une géodésique lumicre
de Finy ,, issue de D(p) contenue dans l'union de D*(p) et de T~ (D%(p)).
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Démonstration. Comme D? préserve les relations de causalité, 'image par D! d’un pho-
ton de TIPs ¢ issu de p est une géodésique lumiere passée de EE%LH issue de D!(p).
Supposons qu’il existe un TIP ¢ de ¢ tel que D¥(q) n’est pas dans J~(D!(p)).

Autrement dit, D¥(q) est dans le passé causal du premier point conjugué passé de DF(p).
Posons Q C M le passé strict de ¢ dans M. La carte de Minkowski Mink_(D¥(q)) qui
contient D(Q) (voir Lemme 6.2.1) est donc disjointe de la carte Mink_(D?(p)). Or,
comme @ C P, D(Q) C D(P) C Mink_(D¥(p)). Contradiction. O

Dans ce qui suit, on voit le TIP p dans E(M) comme un point du graphe de f*. Soit
S(p) la sphere des directions lumieres passées en p dans E(M).

Définition 6.2.2. On appelle H(p) le sous-ensemble de S(p) constitué des directions tan-
gentes a une géodésique lumiere passée issue de p qui rentre dans M. Le complémentaire
de H(p) dans S(p) est noté T(p).

Remarque 6.2.3. 1l existe une projection naturelle de la frontiere 0P de P dans M sur
H(p) qui associe a tout point ¢ de 0P, la direction de I'unique photon passant par ¢
contenu dans OP.

Remarque 6.2.4. Le sous-ensemble T(p) est constitué des directions tangentes & un pho-
ton de TIPs issu de p. Il est non-vide. En effet, comme M est maximal, il existe au moins
un photon de TIPs issu de p.

Lemme 6.2.6. Le sous-ensemble H(p) est ouvert dans S(p).

Démonstration. Soit [v] € H(p). On note ¢, le photon de M issu de p tangent a v. Soit
g un point de ¢,. D’apres le Lemme 6.2.2, ¢ € 9P ou 0P désigne la frontiere de P dans
M. Comme OP est une hypersurface (topologique) de M, le point ¢ admet un voisinage
ouvert V, dans OP. La projection de V; dans S(p) est alors un voisinage ouvert de [v]
dans H(p). O

Définition 6.2.3. On appelle horismos de p une composante connexe de H(p).

Définition 6.2.4. Le TIP p est dit dégénéré s’il admet un horismos H dont le bord
ne déconnecte pas la sphere S(p). Dans ce cas, H est le seul horismos de p, c’est a dire
H = H(p), et T(p) est le bord de H(p).

Nous donnerons des exemples d’espace-temps conformément plats globalement hy-
perboliques maximaux contenant des TIPs dégénérés dans le Chapitre 7.

(6.2.1) Caractérisation d’un TIP dans son espace de Minkowski associé.
Soit P C M un TIP. On note p le point de la frontiere causale future qui lui correspond.
Rappelons que P est un domaine régulier futur Q*(p) de I'espace de Minkowski Mﬁ+1(p)
qui lui est attaché (voir Section 6.2.1). Dans ce qui suit, nous allons déterminer un sous-
ensemble de J~(p) qui définit QT (p).
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On a vu dans le paragraphe précédent qu’a tout photon issu de p dans le complété
causal de M correspond une unique géodésique lumiere de J~ (p) et vice versa. Un
photon issu de p dans le complété causal de M se réalise alors comme un segment de la
géodésique lumiere de J~(p) correspondante, qui s’étend jusqu’au point p du bord de
Penrose.

Définition 6.2.5. On appelle A(p) le sous-ensemble de J~ (p) constitué des extrémités
des photons issus de p dans le complété causal de M (on prend en compte les photons
qui rentrent dans M et les photons de TIPs).

Remarque 6.2.5. Le sous-ensemble A(p) est acausal dans J~ (p).

Remarque 6.2.6. Comme Q*(p) est non-vide, A(p) est majoré dans J~(p) au sens de la
Définition 3.7.2 (voir Proposition 2.3.3).

Contrairement au cas d’un point de M, le sous-ensemble A(p) ne rencontre, a priori,
pas forcément toutes les géodésiques lumieres de 7~ (p). En effet, il pourrait exister un
photon issu de p (qui rentre dans M ou de TIPs) qui s’étend jusqu’au point py. C’est ce
que 'on appelle un photon complet.

Définition 6.2.6. Un photon du complété causal de M est dit complet s’il se développe
en une géodésique lumiere de Eing , qui s’étend entre deux points conjugués.

Remarque 6.2.7. Si ¢ est un photon complet issu de p qui rentre dans M alors son
extrémité dans la frontiere causale passée est représentée par le point py dans le bord de
Penrose de M™™!(p). Les photons complets issus de p (sil y en a) n’ont pas forcément
la méme extrémité dans la frontieére causale passée mais leurs extrémités passées sont
toutes représentées par le méme point py dans le bord de Penrose de MTrl(p).

Si ¢ est un photon de TIPs complet issu de p, le point pg ne correspond & aucun point
du complété causal de M.

Soulignons que peuvent étre issus de p des photons complets qui rentrent dans M et des
photons complets de TIPs.

Nous décrirons des exemples d’espace-temps avec des photons complets dans le Cha-
pitre 7. Les photons complets seront étudiés dans le Chapitre 8.

Revenons a la description du domaine régulier 27 (p). On note Q7 (A(p)) le domaine
régulier de M™ " (p) défini par A(p).

Proposition 6.2.2. Le domaine régulier futur QT (p) est égal a Q+(A(p)).
Démonstration. La preuve est similaire a celle de la Proposition 6.1.1. O

On a vu que A(p) ne rencontre pas forcément toute géodésique lumiere de 7~ (p).
En particulier, A(p) peut étre réduit & un point ou étre vide.

Si A(p) est vide, le domaine régulier Q(p) est tout M™"!(p). Ce cas est trés parti-
culier :
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Proposition 6.2.3. Si QF(p) est tout M™ ! (p) alors M est conformément équivalent d
Vespace de Minkowski M™(p).

Démonstration. On montre que P est fermé dans M. Comme P est ouvert dans M qui
est connexe, on en déduira que P = M.

Soit donc g un point de M dans la frontiere de P. Il est représenté par un point du
bord de Penrose de M’l“(p), noté §. Soit ¢ un photon de M passant par p qui rencontre
P. Vu dans M""(p), lintersection de ¢ avec P est une droite lumitre de M"(p).
Comme celle-ci s’étend entre deux points conjugués, ¢ contient des points conjugués.
Contradiction. Donc, P est fermé dans M. D’ou P = M. La proposition s’en suit. [

Si A(p) est réduit & un point, le domaine régulier Q7 (p) est le futur strict d'un
hyperplan lumiére dans M™ ™ (p).

Remarque 6.2.8. Dans ce cas, il est facile de voir que I'ensemble des TIFs de M qui
rencontrent P correspond exactement & la frontiere causale passée du demi-espace futur
Q7 (p). Rappelons que cette derniére est I'union de ’hyperplan lumiére L qui délimite le
demi-espace Q1 (p) et du segment de photon reliant py au point ¢ du bord de Penrose
J " (po) qui définit L, ouvert en py et fermé en q.

Le cas ou Q7 (p) est le futur strict d’'un hyperplan lumiére est également trés par-
ticulier et sera traité dans le Chapitre 8 (voir Section 8.3). Nous y montrerons que si
M admet un TIP égal a un demi-espace d’un espace de Minkowski délimité par un
hyperplan lumiere alors M est un diamant extréme de %Ln au sens de la définition
suivante :

Définition 6.2.7. Un diamant non-vide I(p, q) de %Ln est dit extréme si p et ¢ sont
sur un méme photon.

Remarque 6.2.9. Les diamants extrémes de EELLTL sans points conjugués sont exactement
les cartes de Minkowski et les demi-espaces délimités par un hyperplan lumiére d’une
carte de Minkowski.

Si A(p) admet au moins deux points distincts, le domaine régulier Q*(A(p)) est
propre.

Définition 6.2.8. Un TIP P C M est dit propre si le domaine régulier futur Q7 (p) de
M"™*1(p) est propre.

Remarque 6.2.10. Si P C M est un TIP propre, I’ensemble des TIFs de M qui rencontrent
P correspond exactement & la frontiere de Q% (p) dans M+ (p).

Soit @ C un TIF qui rencontre P. On le note g lorsqu’il est vu comme un point
de la frontiere causale passée. D’apres la Remarque 6.2.10, ¢ se réalise dans M’i“(p)
comme un point de la frontiere de Q7 (p). Il y a alors une identification naturelle entre
les spheres S(q) et S(p) : & toute direction lumitre de M™(p) en ¢ correspond une
unique géodésique lumiere de J~ (p) donc une unique direction lumiere dans S(p), et
vice versa.

On voit T(gq) dans la sphere S(p) via cette identification.
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Lemme 6.2.7. Le fermé T(q) de S(p) est contenu dans la projection de A(p) dans S(p).

Démonstration. Soit [v] € T(q) C S(p). Par définition, la géodésique lumiere de J~ (p)
tangente a [v] rencontre un photon de TIFs ¢ issu de g. On note 7 le point d’intersection
et L(r) Phyperplan lumiére qu’il définit dans la carte M (p).

Si la direction [v] est tangente & un photon issu de p qui rentre dans M, le point
r est Pextrémité passée de ce photon, donc r € A(p). Considérons a présent le cas ou
la direction [v] est tangente a un photon de TIPs issu de p. Supposons par I'absurde
que 7 corresponde & un TIP de M. Soit 7' un point de M dans le passé strict de r. En
particulier, 7’ € P. Le point 7’ se réalise alors dans M"™*!(p) comme un point de QF(p)
dans le passé strict de 'hyperplan lumiére L(r). Or, comme L(r) contient le photon ¢
qui est contenu dans la frontiere de Q7 (p) dans M’frl(p), c’est un hyperplan d’appui
a Q" (p). Contradiction. Donc, r est I'extrémité passée dans J~ (p) du photon de TIPs
issu de p tangent a [v]. D’ou, r € A(p).

Dans les deux cas, le fait que € A(p) implique que [v] est dans la projection de A(p)
dans S(p). O

6.3 Voisinages canoniques

On va voir ici que le voisinage canonique d'un point p de M, noté R(p), est maximal.
Plus précisément, nous montrons que R(p) s’identifie au dual d’un compact dans Ein .

Rappelons que R(p) contient le futur et le passé causal de p que nous avons décrit
dans la Section 6.1. Rappelons brievement cette description ici.

On a vu que sont attachés au point p trois espaces de Minkowski, M™ " (p), M} (p)
et Myt (p) qui correspondent aux cartes de Minkowski Mink_(D(p)), Mink (D(p)) et
Minko(D(p)) dans Eini,.

Le passé strict de p dans M s’identifie & un domaine régulier futur propre de M’l“(p),
noté Q% (p). Quant au coéne lumiere passé I~ (p) de p dans M, il se réalise dans le bord
de Penrose J ~(p) comme un ouvert saturé qui rencontre toutes les géodésiques lumieres
de J~(p), bordé par une sphere topologique acausale de dimension (n — 1) notée A~ (p).
Le domaine Q7 (p) est exactement le domaine régulier futur défini par A~ (p).

En renversant l'orientation du temps, on obtient une description similaire du futur cau-
sal de p dans M. On garde les mémes notations en remplagant 4+ par — et vice versa.

Dans ce qui suit, on décrit ’ensemble des points de R(p) qui ne sont pas causalement

reliés a p. On va voir que celui-ci se réalise comme un ouvert causalement convexe de
n+1
Mg™ ().

Lemme 6.3.1. L’%mage par la développante D de l’ensemble des points de R(p) qui
ne sont pas causalement reliés a p est un ouvert causalement convexre de la carte de
Minkowski Minko(D(p)).
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Démonstration. Soit ¢ € R(p)\(J*(p) U J~(p)). Supposons par 'absurde que D(q) €
Minky (D(p)). Comme 'image par D de R(p) est causalement convexe dans Eing p, il
existe un point ¢’ € I'"(p) tel que D(¢') = D(q). Or, ¢’ € R(p) et R(p) est une assiette
de D. Donc, ¢ = ¢’. Contradiction.

Un raisonnement symétrique montre que D(q) ¢ Mink_(D(p)). D’ou, D(q) € Minko(D(p)).
L’image par D de R(p)\(J*(p) UJ (p)) est donc un ouvert de Minkq(D(p)).

L’image par D de R(p)\(JT(p) U J~(p)) est exactement l'intersection de D(R(p)) avec
la carte de Minkowski Minko(D(p)). D’apres le Lemme 4.2.6, D(R(p)) est causalement
convexe dans Ein . Comme Minkg(D(p)) est aussi causalement convexe dans Ein; ,
le lemme s’en suit. O

Le voisinage canonique R(p) étant une assiette de la développante D, on peut a
présent s’affranchir de la développante. Le Lemme 6.3.1 se reformule alors simplement
par :

Fait 6.3.1. L’ensemble des points de R(p) qui ne sont pas causalement reliés a p est un
ouvert causalement conveze de M§ T (p).

Définition 6.3.1. On appelle M(p) 'union de p, des cartes de Minkowski Mi“(p),
M (p), MO (p) et des composantes J+(p) et J~(p) du bord de Penrose de MJ ™ (p).

Remarque 6.3.1. L’espace M (p) s’identifie au diamant ouvert de %Ln ayant pour som-
mets les deuxiémes points conjugués, futur et passé, de D(p).

D’apres ce qui précede, on peut voir R(p) comme un ouvert de M (p). L’intersection
de R(p) avec la carte M7t (p) (resp. M™"(p)) est le domaine régulier Q= (p) (resp.
Q7 (p)) qui correspond au futur (resp. passé) strict de p dans M et son intersection avec
la carte MSH (p) correspond & l’ensemble des points de R(p) qui ne sont pas causalement
reliés a p.

Fait 6.3.2. Le voisinage canonique R(p) est causalement convexe dans M (p). Il est égal
a lunion des diamants 1(s,r) de M(p) avec s € Q™ (p) et r € QT (p).

Démonstration. On identifie R(p) a son image par la développante dans %Ln et M(p)
au diamant ouvert de EAi;an décrit dans la Remarque 6.3.1. D’apres le Lemme 4.2.8, R(p)
est un ouvert causalement convexe de EZ"L“L Puisque M (p) est causalement convexe
dans EELLn, R(p) est causalement convexe dans M (p). Le fait est alors juste une refor-
mulation du Lemme 4.2.8. O

Le lemme suivant décrit plus précisément R(p) dans la carte M{™(p).

Les spheres A™(p) € J*(p) et A~ (p) C J~(p) définissent deux domaines réguliers
propres dans Mgﬂ(p), futur et passé, notés Qd (p) et Qg (p).

Lemme 6.3.2. Dans la carte MSH(p), le voisinage canonique R(p) est le complémen-
taire de l'union des adhérences dans M1 (p) des domaines réguliers QF (p) et Qg (p).
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Démonstration. On voit R(p) dans M (p) (voir Définition 6.3.1). Le cone lumiere futur
(resp. passé) de p dans M vu dans M (p) sera noté 0I;;(p) (resp. dI;;(p)). La notation
I'*t(q) (resp. I~ (q)) désignera le futur (resp. passé) strict dans M (p) d’un point g € M (p).
On note QF (p) Padhérence de QF(p) dans MET(p) et O*(g) 'ombre d’un point ¢ de
Mg (p) sur T (p).

Soit ¢ € R(p) ﬂMgH(p). Supposons par 1'absurde que ¢ € Q; (p). Comme ¢ € R(p),
d’apres le Fait 6.3.2, ¢ est contenu dans un diamant I(s,r) de M(p) avec s € 2~ (p) et
r € Q1 (p). Soit v une courbe causale de M (p) reliant s a ¢. Comme s € Q™ (p), la courbe
7 coupe le bord de Penrose J*(p) en un point de 9I3,(p). Or, d’aprés la Proposition
3.7.1 et le Lemme 3.7.8, Pombre OT(g) est disjointe de dI,;(p). Contradiction. Donc,

q € Qg (p). Un raisonnement symétrique montre que ¢ ¢ QF (p). On vient ainsi de

montrer que R(p) "My+!(p) est contenu dans le complémentaire de 1'union de Qg (p) et
de Q4 (p).

Réciproquement, soit ¢ € MU (p)\(Qq (p) U Qy (p)). Comme ¢q € QF (p), d’apres la
Proposition 3.7.1 et le Lemme 3.7.8, 'ombre O (g) rencontre dI,,(p). Soit s € Q™ (p)
dans le futur strict d'un point de O* (q) dans M (p). Alors, ¢ € I~ (s). Par un raisonne-

ment symétrique, le fait que ¢ € Q; (p) montre qu’il existe un point r € QF(p) tel que
q € I'(r). Ainsi, q appartient au diamant I(s,7) de M (p) avec s € Q7 (p) et 7 € QT (p).
Donc, ¢ € R(p). O

Lemme 6.3.3. L’intersection des adhérences des domaines réguliers QF (p) et Qg (p)
dans MU (p) est un convexe non-vide de Myt (p) noté C(p).

Démonstration. Supposons par I'absurde que C'(p) est vide. Alors, il existe un hyperplan
de type espace H qui sépare les adhérences de Qf (p) et de Qg (p) dans M8+1(p). L’hy-
perplan H se compactifie en une sphere conforme S de dimension n de M (p) passant
par p. D’apres le Lemme 6.3.2, cette sphere est contenue dans R(p). Vu dans M, la
sphere S est de Cauchy de M (voir Lemme B.6.2). Comme M est maximal, il résulte de
la Proposition 5.2.4, que M est E\Z?Ll’n. Contradiction. Le sous-ensemble C(p) est donc
non-vide. Il est convexe comme intersection de deux convexes. O

Lemme 6.3.4. Le convexe C(p) est compact.

Démonstration. Comme A (p) est une (n — 1)-sphere acausale de J(p), il existe un
point r € Qg (p) dont 'ombre OT(r) sur J+(p) contient AT (p). Cela se traduit dans
M2 (p) par le fait que I'adhérence de QF (p) est contenu dans le futur strict de r dans
M8+1(p). Par symétrie, il existe un point s € QF (p) qui contienne I'adhérence de Qg (p)
dans son passé strict dans Myt (p). Par conséquent, C(p) est contenu dans le diamant
fermé J(s,r) de M (p). Le convexe C(p) est fermé dans le compact J (s, r), il est donc
compact. U

Rappelons que M (p) s’identifie & un "gros" diamant de EAZ'?an (voir Remarque 6.3.1).
On peut donc voir C(p) dans Einy 5 et considérer son dual dans Eing ,. Comme C(p) est
compact, son dual est un ouvert causalement convexe maximal de Einy . Il est facile de
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voir que le dual de C(p) est contenu dans le diamant de EAZ'?an correspondant a M (p).
On peut donc voir le dual de C(p) dans M(p); il s’agit de I’ensemble des points de
M (p) qui ne sont causalement relié a aucun point de C'(p). C’est un ouvert causalement
convexe maximal de M(p).

Lemme 6.3.5. Le voisinage canonique R(p) est contenu dans le dual de C(p) dans
M(p).

Démonstration. On note I (q) (resp. JT(q)) le futur strict (resp. causal) dans M (p)
d’un point ¢ € M (p). Le coéne lumiére futur (resp. passé) de p dans M vu dans M (p) est
noté dI;(p) (resp. 0I;(p)).

Le futur (resp. passé) causal de C(p) dans M{ ™! (p) est contenu dans I'adhérence de
Qd (p) (resp. Q (p)) dans My + (p). D’apres le Lemme 6.3.2, I'intersection de R(p) avec
la carte M3 (p) est donc contenue dans le dual de C(p) dans M (p).

Soit ¢ € R(p)\M§ T (p). On distingue trois cas :

1" cas : q € OIf;(p) U 8I;;(p). On ne perd rien a supposer que g € AI;(p).
Alors, J¥(q) est disjoint de M (p) et J~(g) est disjoint de 'adhérence de f (p) dans
M2 (p). Par conséquent, JT(g) UJ ™ (q) est disjoint de C(p). Autrement dit, ¢ est dans
le dual de C(p) dans M (p).

2¢ cas : q € Mfrl(p). Supposons par ’absurde qu’il existe une courbe causale passée
v de M(p) reliant ¢ & un point 7 de C(p). D’apres le Lemme 3.7.8, v coupe J T (p) en
un point go € 8I3;(p). Or, qo appartient & 'ombre de g sur J(p) qui est contenue dans
0I;;(p) (voir Proposition 3.7.1). Contradiction. Donc, ¢ est dans le dual de C(p) dans
M(p).

3¢ cas : q € Mﬁ"’l(p). Un raisonnement symétrique a celui du cas précédent montre
que ¢ est dans le dual de C'(p) dans M (p). O

Lemme 6.3.6. L’estension mazimale de R(p) est le dual de C(p) dans M (p).

Démonstration. Montrons que le dual de C'(p) dans M(p) est une extension de Cauchy
de R(p). Il suffit de montrer que toute courbe causale inextensible du dual de C(p) dans
M (p) rencontre R(p).

Soit v une courbe causale inextensible du dual de C(p) dans M (p). Comme le dual de
C(p) est causalement convexe dans M (p), la courbe «y est 'intersection d’une courbe
causale inextensible 4 de M (p) avec le dual de C(p). Supposons par ’absurde que 7y est
disjointe de R(p). Alors, 4 rencontre M+ (p). En effet, dans le cas contraire, 4 passerait
par p et rencontrerait de ce fait R(p). Comme 4 N R(p) C 7, cela impliquerait que =y
rencontre R(p). Contradiction. Donc, 4 rencontre M{™!(p). On note 7y lintersection
de 7 avec M{™(p). Cest une courbe causale inextensible de My*!(p). Comme v ne
rencontre pas R(p), il en de méme pour 7. Celle-ci est donc contenue dans I'union des
adhérences de Qf (p) et de Qg (p) dans M§ ™ (p) (voir Lemme 6.3.2). On ne perd rien
A supposer que 7o passe par un point de I'adhérence de Qf (p) dans Mg“(p). Comme
Qg (p) est propre, la courbe 4y finit par sortir du domaine Qg (p) par un point gg de la
frontiere de Qf (p). Par hypothese, le rayon passé de la courbe 7y issu de go rentre dans
Qg (p). Donc, go appartient a I’adhérence de  (p) dans I\\/JIgH(p). D’otu qp € C(p). Ainsi,
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~v est causalement relié au point gy de C'(p). Contradiction. Done, v rencontre R(p). Par
conséquent, le dual de C(p) dans M (p) est une extension de Cauchy de R(p). Comme
le dual de C(p) dans M(p) est maximal, le lemme s’en suit. O

Théoréme 6.3.1. Le voisinage canonique R(p) est le dual de C(p) dans M(p). En
particulier, il est maximal.

Démonstration. D’apres le Lemme 6.3.6, il s’agit de montrer que le dual de C'(p) dans
M (p) est contenu dans R(p). D’apres la Proposition 5.2.3, le dual de C(p) dans M(p)
correspond & un ouvert causalement convexe maximal de M contenant R(p).

Soit ¢ un point de M (p) dans le dual de C'(p). On distingue trois cas :

1¢7 cas : ¢ € M'/"!(p). 1l existe alors une courbe causale future de M (p) reliant p &
q. Comme le dual de C(p) est causalement convexe dans M(p), la courbe v est
contenue dans le dual de C(p). Elle correspond alors & une courbe causale future
de M reliant p & ¢, autrement dit ¢ € J*(p) dans M. Donc, ¢ € R(p).

2¢ cas : g € M’l+1(p). Par un raisonnement symétrique au cas précédent, ¢ € J~(p)
dans M. Donc, q¢ € R(p).

3¢cas:q¢€ M6L+1(p). On se place dans M. Puisque le dual de C(p) est une extension
de Cauchy de R(p), il existe un point gy € R(p) temporellement relié a g. On ne
perd rien & supposer que ¢ € I1(qp) dans M. Comme gy € R(p), I'intersection
I~ (qo) NI~ (p) est non-vide. Soit r € I~ (qo) NI~ (p). Alors, g € I'T(r). Il reste &
montrer que I (q) N I (p) # O pour conclure.
On se place dans M8+1(p). Dans le paragraphe suivant, pour tout sous-ensemble
A de Myt (p), la notation It(A) (resp. J*(A)) désigne le futur strict (resp.
causal) dans Mj*(p) de A.

Comme q est dans le dual de C(p) dans M (p), le cone causal J*(g) rencontre la
frontiere de I (C(p)) dans M3 (p). Soit u un point de cette intersection. Comme
IT(C(p)) est convexe (voir Lemme 1.2.1), il existe un hyperplan d’appui P a
I (C(p)) en u. L’hyperplan P sépare JT(C(p)) et q, plus précisément J(C(p)) C
JT(P) et ¢ € I~ (P). L’hyperplan lumiere de M6‘+1(p) passant par ¢ parallele &
P s’accumule alors dans le futur sur un point g, de J(p) qui est dans le dual
de C(p) dans M (p). Comme le dual de C(p) dans M (p) est causalement convexe
dans M (p), la géodésique lumiere ¢ de J T (p) reliant p & g est contenue dans
le dual de C(p) dans M (p). Comme ce dernier ce réalise dans M, ¢ correspond a
une géodésique lumiere de M. Par conséquent, go, correspond & un point de M
dans l'intersection des cones lumieres futurs de p et de ¢ dans M. On en déduit
que les futurs stricts de p et de g se rencontrent dans M. Soit s un point de cette
intersection. Le point ¢ appartient alors au diamant I(s,r) de M qui contient p.
D’otu, ¢ € R(p).

On vient de montrer que le dual de C(p) dans M (p) est contenu dans R(p). On a donc
égalité. En particulier, R(p) est maximal. O
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CHAPITRE

7
EXEMPLES

Dans ce chapitre, nous décrivons des exemples d’espace-temps conformément plats
globalement hyperboliques maximaux non-elliptiques contenant des photons complets,
c’est a dire des photons qui se développent sur une géodésique lumiere de EAZ?LLH qui
s’étend entre deux points conjugués.

Les premiers exemples évidents sont les espace-temps de Minkowski et les demi-
espaces délimités par un hyperplan lumiére dans un espace-temps de Minkowski. Dans
ce qui suit, nous décrivons d’autres familles d’exemples qui apparaissent dans notre étude
des photons complets présentée dans les chapitres suivants.

7.1 Domaines de Misner

On étend ici la notion de domaine de Misner d’un espace de Minkowski (voir Sec-
tion 2.3) & l'univers d’Einstein. On montrera que les domaines de Misner de ['univers
d’Finstein constituent des exemples d’espace-temps conformément plats globalement hy-
perboliques maximaux avec des photons complets.

Définition. Soit Minkg(p) une carte de Minkowski de EAz/nln Rappelons qu'un do-
maine de Misner futur Q de Minkg(p) au sens de [5] est l'intersection des futurs stricts
de deux hyperplans lumiéres affines L et L'.

Dans %Lm les hyperplans lumicres affines L et L' correspondent & deux points ¢ et
q de J*(p) qui ne sont pas causalement reliés. Le domaine (2 est alors ’ensemble des
points de Minkg(p) qui ne sont causalement reliés & aucun des points ¢, ¢'.
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Ainsi, un domaine de Misner de Minkg(p) peut étre décrit dans EA’Z';zl,n comme |’'intersec-
tion de la carte de Minkowski Minkg(p) avec le dual dans %l,n d’une sphere conforme
de J*(p) de dimension 0.

Soit k un entier compris entre 0 et n — 1. Plus généralement, un domaine de Misner
d’indice k& de Minky(p) est I'intersection de Minky(p) avec le dual d’une sphére conforme
de J*(p) de dimension (n — 1 — k). Cela motive la définition suivante.

Définition 7.1.1. On appelle domaine de Misner d’indice k de %17’“7 noté Misg, le
dual dans Ein, , d’une sphere conforme S de dimension (n — 1 — k).

Remarque 7.1.1. Soit p un point de EAﬁzl,n qui contient S dans son cone lumiere futur.
Alors, l'intersection de Mis, avec Minkg(p) est un domaine de Misner futur d’indice k
de Minkg(p).

Remarque 7.1.2. Un domaine de Misner Mis; de EAi;zl,n est contenu dans une carte de
Minkowski de E;Lln En effet, puisque Mis;, est le dual d’une sphére conforme S, il est
contenu en particulier dans le dual d’un point p de S, c’est a dire dans Minkg(p).
Remarque 7.1.3. 1l résulte de la Remarque 7.1.2 qu'un domaine de Misner Mis; de
Eﬂzl,n s’identifie & sa projection dans Finy,. Celle-ci est le dual dans Fing, d'une
sphere conforme de dimension (n — 1 — k). Un domaine de Misner est donc équivalent &
la donnée d’un sous-espace vectoriel de type (1,n — k) de R*"+1,

Il résulte immédiatement du Lemme 5.3.6 le fait suivant.

Fait 7.1.1. Un domaine de Misner Misy de Eﬂzl,n est un espace-temps conformément
plat globalement hyperbolique maximal.

Modeles des domaines de Misner de 'univers d’Einstein. Nous décrivons ici
deux modeles des domaines de Misner Misg. On va montrer que Mis est conformément
équivalent a

1. H*F x dS1 . ou dSyj, désigne I'espace de Sitter ! de dimension (k +1);

2. lintersection du futur strict dans %Ln d’une sphere conforme S de dimension
k et du passé strict dans ENinLn de la sphere conforme constituée des premiers
points conjugués futurs des points de S.
Posons £ = n—k—1. On décompose R?>™! en la somme orthogonale RM+1 @R
On munit R>"*! du systéme de coordonnées (g, ..., Zsi1,%0, - -, Yrs1) dans lequel la
forme quadratique g2 ,41 s’exprime par :

—ai 2 T Y Y Y

Introduisons quelques notations que nous utiliserons dans notre description des do-
maines de Misner.

1. L’espace de Sitter dSi,, est le lieu des vecteurs de RY* de norme 1 pour la forme quadratique
q1,, muni de la métrique induite. C’est un espace-temps globalement hyperbolique de courbure 1 qui se

plonge conformément dans E'\iTn,k ~ S* x R. 1l se réalise comme un domaine S* x]0, [ de %1k Nous
renvoyons vers [37] pour plus de détails.
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Notations. On désigne par C% (resp. C*) le cone causal futur (resp. passé) de
Rl,k-l—l.

Ci:{(o)aoay())ayk-‘rl) _y3+y%++yz+1§05 2/0>0}
CE:{(()?aanO?ayk—l) _y8+y%++yz+1§0a y0<0}

Soit Sﬁ (resp. S*) la sphere des directions lumiéres futures (resp. passées) de R*, c’est
a dire la projection de 865? (resp. OC*) dans la sphére des rayons S(R>"+1).
On note C¢ le cone causal futur de RLAH -

C' = {(x0,- .., 2041,0,...,0) : —xd+ i+ . +al, <0, >0}

Soit S¢ la sphere des directions lumiéres futures de RUFL c’est a dire la projection de
OC* dans la sphere des rayons S(RZ7+1).

Description des domaines de Misner. D’aprésla Remarque 7.1.3, tout domaine
de Misner d’indice k est conformément équivalent au dual de S* dans Fin; , noté €.
Celui-ci est 'ensemble des points [z : y] de Eini,, tels que < [z : y],[z : 0] >2pn41
pour tout [z : 0] € S¢, ou de maniére équivalente, tels que < x, 2 >1,+1< 0 pour tout
z € 0Ct. D’aprés la Remarque 1.2.8, cette derniére condition signifie que x € Cf, c’est &
dire g ¢41(z) < 0. Par conséquent, ¢ 11(y) = —qi1,¢41 > 0. Ainsi,

Q={lz:yl € Einipn: qre1(x) <0et qrpi1(y) > 0} (7.1)

Remarque 7.1.4. Chacune des inégalités q; ¢+1(z) < 0 et g1 x+1(y) > 0 suffit & caractériser
le domaine (2. En effet, comme ¢ ¢41(z) = —q14+1(y), la donnée de I'une permet de
déduire l'autre.

Soient H‘ ! ¢ RV et dS; , € RVFL 11 résulte immédiatement de 1'égalité (7.1)
I’énoncé suivant.

Fait 7.1.2. Le domaine de Misner Q est difféomorphe a HT! x dSt k.-

D’apres la Remarque 7.1.4, [x : y] € Q si et seulement si g; y11(y) > 0, autrement dit
y ¢ Chuck.

D’apres la Remarque 1.2.8, cela est équivalent a dire qu’il existe z € C_’fr et 2/ € C* tels
que :

<y, z>1k+1 > 0

<y, 2 >1p41 > 0

ou de maniére équivalente

<&n>omy1 > 0
<&n >omp1 > 0

oué=[z:y],n=1[0:2z] ety =[0,2] dans Einy,,.
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Soient ST et S~ des relevés de S et SF a EAﬁan tels que ST est constitué des
premiers points conjugués futurs des points de S. D’aprées la Proposition 3.2.8, ces deux
derniéres inégalités impliquent que ¢ admet un unique relevé p € I—(ST) N IT(S7).
Réciproquement, tout point p de I~ (S*) N IT(S™) se projette dans Ein; , en un point
& qui vérifie les deux inégalités ci-dessus. On en déduit ’énoncé suivant.

Fait 7.1.3. Le domaine de Misner Q s’identifie a un ouwvert I~ (ST)YNIT(S™) de Einy
ot ST et S~ sont des sphéres conformes de dimension k telles que S est constitué des
premiers points conjugués futurs des points de S.

Remarque 7.1.5. Soit Og(1,£+1) x Og(1, k+1) le sous-groupe de Oy(2,n+1) qui préserve
la décomposition R2"+1 = RLATGRLEHL 1] agit naturellement sur le domaine de Misner
H*! % dSy . : pour tout (v1,72) € Oo(1,€+1)x Og(1,k+1) et tout (z,y) € HFL xdSy i,
on pose

(71,72)-(z,y) = (11-7,72-9).

Photons complets. L’espace de Sitter dS; j contient une infinité de photons complets.
En effet, dS;j est conformément équivalent a 'ouvert Skx]0, 7| de EELM ~ SF x R;
tout segment ouvert de photon de E‘Ezm reliant un point de la sphere S¥ x {0} & son
premier point conjugué dans S* x {n} définit un photon complet de dsSh k.

Le modele HfH x dS1 permet alors de voir facilement ’existence de photons com-
plets dans un domaine de Misner : un photon complet de H*H! x dS1 1 est la donnée
d’un point de H! et d’un photon complet de dSt .

Dans le modele I~ (ST)NIT(S™) C E—ELLH, les photons complets que nous venons

de décrire correspondent aux segments ouverts de photons de E‘E%Ln reliant un point de
S~ a son premier point conjugué futur dans ST.
Remarque 7.1.6. Lorsque k = 1, 'espace de Sitter dS;,; admet deux feuilletages F et F’
en photons complets. Ceux-ci induisent deux feuilletages F et 7' de codimension 1 sur
H»1 x dS1,1. Les feuilles de chacun de ces feuilletages sont difféomorphes a H* ! x R.
Un domaine de Misner d’indice 1 de %Ln auquel I'on enleve une feuille d’un de ces
feuilletages donne un exemple d’ouvert globalement hyperbolique de E—Eu,n qui n’est
pas causalement convexe.

Frontiére causale d’un domaine de Misner. Comme la décomposition R?"+! =
R+ @ RUEHL est orthogonale, chaque point de Sﬁ est relié & tout point de S' par un
unique segment de photon dans Eing ,. Il en est de méme pour Sk et S.

Soit Sy le relevé de la sphere S’ tel que le domaine de Misner 1= (S*) N IT(S7) est
le dual de Sy dans %Mb D’aprés ce qui préceéde, chaque point de ST est relié a Sy
par une unique géodésique lumiere passée dans %1,71. Il en est de méme pour S~ et Sy
avec l'orientation du temps inverse.

Soit AZ( (resp. Ay ,) 'union de toutes les géodésiques lumieres reliant un point de
ST (resp. S7) & un point de Sy. Il s’agit du joint des spheéres ST (resp. S7) et S,
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c’est donc une sphere topologique de dimension n achronale dans EAz';an. La frontiere
de I=(ST) NIt (S™) dans Einy,, est I'union des sphéres Ay et Ay

Ainsi, AZK\SO correspond & la frontiere causale future du domaine de Misner et A; ,\So
a la frontiere causale passée. L’ensemble des TIPs maximaux correspond exactement a
la, sphére ST et 'ensemble des TIFs maximaux & la sphére S—.

Remarque 7.1.7. D’apres la description ci-dessus, un photon de TIPs (resp. de TIFs)
équivaut a la donnée d’un point de Sy et d’un point de ST (resp. S™). L'espace des
photons de TIPs (resp. de TIFs) d'un domaine de Misner est donc homéomorphe a
St x Sk.

Remarque 7.1.8. La construction des domaines de Misner présente des similitudes avec
celles des split AdS-spacetimes définie par Barbot dans [6].

7.2 Représentations Anosov

Dans cette section, nous allons voir que les représentations Anosov permettent de
construire des exemples d’espace-temps conformément plats globalement hyperboliques
maximaux avec des photons complets.

Nous considérons des représentations Anosov d’un groupe Gromov hyperbolique I'
dans Og(2,n+1). Il s’avere qu'il y a différentes manieres d’étre Anosov dans le groupe de
Lie Og(2,n+1) (cela est di au fait que O(2,n+1) est de rang 2). Nous nous intéresserons
aux représentations dites P;-Anosov.

La définition fait intervenir d’une part, la dynamique nord-sud sur le bord de Gromov
de I', noté OI', sous l'action de I'; d’autre part, une dynamique similaire sur Ein; , sous
Paction de suites de Op(2,n + 1) dites P;-divergentes. Une suite {g;} d’éléments de
Op(2,n + 1) est dite P;-divergente si elle sort de tout compact et s’il existe une sous-
suite {gl-j}, un point attractif py € FEing, et un point répulsif p_ € Eing, telle que
{9i j} converge uniformément vers p, sur tout compact qui évite le cone lumiere de p_.
Etant donné un groupe Gromov-hyperbolique I', une représentation p : I' — Op(2,n+1)
est dite P-Anosov si

1. toute suite d’éléments distincts deux a deux de p(I") est Pj-divergente;
2. il existe une application continue p-équivariante £ : 0I' = Eing , qui

(a) est transverse, c’est & dire pour toute paire de points distincts 1,7 de JT,
&(n) n’est pas contenu dans le cone lumiere de (') dans Eing p,

(b) préserve la dynamique, c’est a dire si n € OI' est un point attractif de v € T,
&(n) € Eing , est attractif pour p(7).

L’ensemble limite Ar de p est 'ensemble des points attractifs des suites Pj-divergentes
de p(I'). C’est un fermé p(I')-invariant. Il s’avere que £(0I) est exactement l’ensemble
limite Ap.

Dans [40], nous démontrons le résultat suivant.
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Théoréme 7.2.1 ([40, Theorem 5.1)). Soit p : I' — Og(2,n + 1) une représentation
P -Anosov d’un groupe Gromov-hyperbolique I'. On suppose que l'ensemble limite Ar est
acausal dans Eing , et que ce n’est pas une spheére topologique de dimension n.

Alors, p est ’holonomie d’un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique
Cauchy-compact mazximal de dimension (n+ 1).

Ce théoreme généralise le résultat de Barbot-Mérigot [6] sur les représentations quasi-
Fuchsiennes d’un groupe Gromov-hyperbolique dans Oy(2,n + 1) & la classe plus large
des représentations Anosov dont I’ensemble limite est acausal dans Eing ,.

Une application du Théoréme 7.2.1 est de fournir des exemples d’espace-temps confor-
mément plats globalement hyperboliques maximaux avec des photons complets. Nous
décrirons deux familles d’exemples, & savoir les trous noirs-trous blancs et les extensions
de domaines de Misner.

Avant de décrire ces exemples, rappelons briévement ici les grandes lignes de la preuve
du Théoreme 7.2.1. Nous renvoyons a [40] pour les détails de la démonstration.

On définit le domaine invisible Q(Ar) de 'ensemble limite dans Ein; , comme le dual
de Ar dans Eini,. La dynamique "nord-sud" sous l’action d’un sous-groupe discret de
Oo(2,n + 1) sur la sphére des rayons S(R*"*!) permet de montrer que I'action de p(T)
sur Q(p(T')) est libre et proprement discontinue. Le quotient p(I")\Q2(Ar) est alors un
espace-temps conformément plat, noté M, (I"). Les propriétés dynamiques de ’action per-
mettent de montrer, sans trop de difficultés, que ’hyperbolicité globale et la maximalité
de Q(Ar) passent au quotient, autrement dit que M,(I") est globalement hyperbolique
maximal. Le point délicat consiste & montrer que M,(I") est Cauchy-compact. L’idée
clé est que ’espace des photons d’un espace-temps globalement hyperbolique s’identifie
au fibré unitaire tangent d’une de ses hypersurfaces de Cauchy (voir Section 8.1). La
Cauchy-compacité de M,(I") se déduit alors du résultat [24, Theorem 4.1] de Guichard-
Kassel-Wienhard qui, reformulé dans le langage Lorentzien, affirme que I'action d’une
représentation Pj-Anosov d'un groupe Gromov-hyperbolique dans Og(2,n + 1) sur l'es-
pace des géodésiques causales? qui évitent I’ensemble limite est proprement discontinue
et cocompacte.

7.2.1 Trous noirs-trous blancs

Soit p : I' — Op(2,n + 1) une représentation P;-Anosov d'un groupe Gromov-
hyperbolique I' qui fixe un point p de Einj, et telle que I'ensemble limite A,(I") est
un fermé acausal de Fin , contenu dans le cone lumiere de p qui n’est pas une n-sphere
topologique.

D’apres le Théoreme 7.2.1, la représentation p est alors I’holonomie d’un espace-temps
conformément plat globalement hyperbolique Cauchy-compact maximal, noté M,(I").
Celui-ci est le quotient du domaine invisible Q(A,(I")) par p(T).

2. L’espace des géodésiques causales est un ensemble constitué des géodésiques de type temps et de
type lumiere de ’espace anti-de-Sitter AdS1,n+1 et des géodésiques lumieres de Eini, = 0AdSi n+1
(voir [40, Section 4]).
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Dans Q(A,(I')), les géodésiques lumieres dans la composante du bord de Penrose conte-
nant A,(I') qui évitent ’ensemble limite sont des photons complets de Q(A,(I')). Une
composante connexe de I'union de ces géodésiques lumieres est appelée horizon complet.
Chaque horizon complet déconnecte (A,(I")) en deux composantes connexes. Celles-ci
sont égales aux domaines réguliers définis par A,(I') dans chacune des cartes de Min-
kowski associées & p. L'un d’eux est futur et l'autre passé. On les note Q1 (A,(T)) et
Q7 (A,(I")) respectivement.

Un photon de Q(A,(I")) issu d'un point de 27 (A,(I')) ne peut s’échapper du domaine
régulier passé Q7 (A,(I")) qu’en traversant I'un des horizons complets dans le passé; il ne
peut pas s’en échapper dans le futur. Le domaine Q7 (A,(T")) est donc un trou noir. De
maniére symétrique, un photon de Q(A,(T')) issu d’un point de Q@ (Ar) ne peut s’échap-
per du domaine régulier futur Q% (A,(T")) qu'en traversant 'un des horizons complets
dans le futur; il ne peut pas s’en échapper dans le passé. Le domaine QT (A,(T)) est
donc un trou blanc.

Ainsi, Q(A,(T")) est I'union d’un trou noir et d'un trou blanc séparé par des horizons
complets. Cette description passe au quotient M,(I'). On pose alors la définition sui-
vante :

Définition 7.2.1. On appelle trou noir-trou blanc tout espace-temps conformément plat
globalement hyperbolique Cauchy-compact maximal M,(I") associé & une représentation
Pi-Anosov p d’un groupe Gromov-hyperbolique I' dans Og(2,n + 1) telle que :

1. p fixe un point p de Fingy ;

2. l'ensemble limite A,(I") est un fermé acausal de Ein, qui n’est pas une (n — 1)-
sphére topologique et qui est contenu dans le cone lumiere de p.

7.2.2 Extensions de domaines de Misner

Soient £ € N et k € N* tels que n = £ 4+ k + 1. On considere la décomposition or-
thogonale R?" 1 = RLAL @ RVFHL Soit Og(1,£ + 1) x Og(1,k 4+ 1) le sous-groupe de
0o(2,n + 1) qui préserve cette décomposition.

Soit I'" un groupe Gromov hyperbolique. On se donne deux représentations :

1. une représentation py : I' — Op(1,¢ + 1) convexe cocompacte ;

2. une représentation pr : I' — Op(1,k + 1) dont I'image est contenue dans un

compact de Og(1,k + 1).

Soit p := (py, pr.) la représentation de I' dans Og(1,£41) x Op(1,k+1) C Op(2,n+1).
Il n’est pas difficile de voir que p est Pj-Anosov. De plus, p fixe la sphére conforme S
de RLH1. Cette derniére contient I’ensemble limite A,(T). Ainsi, A,(T) est un fermé
acausal de Eing ,.
Soit M,(I") 'espace-temps conformément plat associé a p, a savoir le quotient du domaine
invisible (A,(T")) par p(I'). II résulte du Théoreme 7.2.1 que M,(I") est globalement
hyperbolique Cauchy-compact maximal.
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Comme A,(T) est contenu dans S*, le domaine invisible (A, (")) contient le domaine
de Misner Misy, défini comme le dual de S* dans Einy . Ainsi, Q(A,(T")) contient une
infinité de photons complets. D’apres la Remarque 7.1.5, Misy est préservé par p(I).
Par conséquent, M,(I") contient le quotient d’'un domaine de Misner. Cela motive la
définition suivante.

Définition 7.2.2. On appelle extension de Misner tout espace-temps conformément
plat globalement hyperbolique Cauchy-compact maximal M,(I") associé a une représen-
tation Pj-Anosov p d’un groupe Gromov-hyperbolique I" dans Og(2,n + 1) définie par la
donnée :

1. d’une représentation convexe cocompacte py : I' = Og(1,¢+1);

2. d’une représentation pi : I' — Op(1,k + 1) dont I'image est contenue dans un
compact de Op(1,k + 1)

oukeNetlecNtelsquen=~¢+k-+1.
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CHAPITRE

8
PHOTONS COMPLETS

Dans ce chapitre, on étudie les espace-temps conformément plats globalement hyper-
boliques maximaux non-elliptiques développables contenant des photons complets,
c’est a dire des photons qui se développent dans Ein; , en des géodésiques lumieres qui
s’étendent entre deux points conjugués.

Nous verrons que dans un tel espace-temps M, un photon complet est toujours accumulé
par une suite de photons complets qui ont tous la méme extrémité future et la méme
extrémité passée dans les frontieres causales, future et passée, de M. Nous dirons alors
que 'accumulation dans M d’une suite de photons complets ; sur un photon complet
© est non-triviale si les extrémités, futures et passées, des photons ¢; dans les frontieres
causales, future et passée, de M sont distinctes deux a deux.

Le but de ce chapitre est de trouver des conditions nécessaires pour qu’un photon complet
soit accumulé non-trivialement par une suite de photons complets.

8.1 Convergence de photons

Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique.

Espace des photons de M. On appelle P(M) ’ensemble des photons de M en tant
que lieux géométriques. On va voir que P(M) est naturellement en bijection avec le fibré
unitaire tangent d’une hypersurface de Cauchy de M.

Soit S une hypersurface de Cauchy de M. Pour tout (p,v) € T'S, on désigne par u(v)
le vecteur lumieére futur de ’espace tangent a M en p qui se projette orthogonalement
sur T,,S. On définit alors 'application f : T*S — P(M) qui associe & tout point (p,v)
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de TS le photon passant par p tangent a u(v).

Proposition 8.1.1. L’application f est une bijection entre le fibré unitaire tangent d S
et l’ensemble P(M) des photons de M.

Démonstration. La preuve est laissée au lecteur. O

On munit P(M) de la topologie pour laquelle f est un homéomorphisme.

Accumulation de photons dans M. Soit {¢;} une suite de photons de M.

Définition 8.1.1. On dit que les photons ¢; s’accumulent sur un photon ¢ dans M
si pour tout point p de ¢ et tout voisinage V' de p, tous les ¢; rencontrent V sauf un
nombre fini.

Remarque 8.1.1. L’accumulation des photons ¢; sur un photon ¢ dans M est équivalente
a la convergence de la suite {¢;} vers ¢ dans P(M).

Remarque 8.1.2. Si les photons ¢; s’accumulent sur un photon ¢ dans M, une infinité
d’entre eux rencontrent le passé strict ou le futur strict de ¢ dans M (ou les deux).

Lemme 8.1.1. Si les photons y; s’accumulent sur un photon ¢ dans M alors les deux
extrémités, futures et passées, des p; convergent vers celles de ¢ dans la frontiére causale
de M.

Démonstration. On note p;, g; les extrémités, future et passée, de ¢; et p, q celles de ¢
dans la frontiere causale de M.

Montrons que p = lim p;. Soit r € I~ (). Alors, p est un TIP de M dans I (r). Rap-
pelons que I7(r) s’identifie & un domaine régulier propre passé Q~(r) dans la carte de
Minkowski associée M2 (7). De plus, la frontiére de Q (r) dans M"" (r), notée 9Q~(r),
correspond exactement aux TIPs de M dans le futur strict de r (voir Section 6.1). Le
TIP p est donc représenté par un unique point de 9Q~(r).

Comme les photons ¢; s’accumulent sur ¢, ils rencontrent tous I*(r) (sauf éventuelle-
ment un nombre fini). Chaque p; est donc représenté par un unique point de 9Q~ (r).
On voit & présent les points p; et p dans Mfrl(r).

Soit V' un voisinage de p dans l'adhérence de Q~(r). Il est clair que V' rencontre ¢ (vu
dans Q7 (r)). Les photons ¢; (vus dans 7 (7)) rencontrent donc V. D’ou p; € V. Par
conséquent, lim p; = p.

Par symétrie, le méme raisonnement montre que lim ¢; = q. ]

Accumulation de segments de photons dans M. Soient {¢;} une suite de seg-
ments de photons de M et ¢ un segment de photon dans M. On note @; le photon de
M qui contient ¢; et ¢ celui qui contient .

Définition 8.1.2. On dit que les segments ¢; s’accumulent sur ¢ dans M si

1. la suite {@;} converge vers ¢ dans P(M);
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2. les extrémités des segments ; convergent vers les extrémités de ¢ dans M.

On suppose M de dimension (n + 1) > 3 et développable. Soit D : M — Ez’?@n une
développante. Il résulte facilement du Lemme 8.1.1 ’énoncé suivant.

Lemme 8.1.2. Soit {p;} une suite de photons de M. Si les photons y; s’accumulent
sur un photon ¢ de M alors il en est de méme pour les images par la développante en
tant que segments de Eing .

Démonstration. La preuve est laissée au lecteur. ]

8.2 Horizons de photons complets

Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique maximal non-
elliptique de dimension (n+1) > 3 développable. Soit D : M — Ein; , une développante
et D MY — %Ln son extension au complété causal de M.

Rappelons qu'un photon de M est dit complet s’il se développe en une géodésique
lumiere de Eing, qui s’étend entre deux points conjugués a et b. Notons que puisque
M est non-elliptique, a est le premier point conjugué de b.

Lemme 8.2.1. Soit {¢;} une suite de photons complets de M qui s’accumulent sur un
photon ¢ de M. Alors, ¢ est complet.

Démonstration. Soient p;, q; (resp. p,q) les extrémités, future et passée, de I'image par
D de ¢; (resp. ¢). On note o : E\i;blm — EN’an I'application qui associe a un point son
premier point conjugué futur.

Il s’agit de montrer que p = o(q). D’aprés le Lemme 8.1.2, on a limp; = p et
lim ¢; = q. Comme o est continue, limo(g;) = o(q). Or, les photons ¢; étant complets,
o(q;) = pi- Donc, limp; = o(q). Par unicité de la limite, p = o(q), c’est a dire ¢ est
complet. ]

Dans ce qui suit, on va voir qu'un photon complet de M est toujours accumulé dans
M par une suite de photons complets qui ont tous la méme extrémité future et la méme
extrémité passée dans les frontieres causales, future et passée, de M.

Horismos complets. Soit p un point de la frontiere causale future de M.

On a défini dans la Section 6.2 la sphére des directions lumiéres passées en p notée S(p).
On distingue deux types de directions dans S(p). D’une part, les directions tangentes a
un photon issu de p qui rentre dans M, d’autre part, les directions tangentes a un photon
de TIPs.

Les directions tangentes & un photon issu de p qui rentre dans M forment un ouvert de
S(p) noté H(p). Son complémentaire, constitué des directions tangentes & un photon de
TIPs issu de p, est noté T(p). Notons que, puisque M est maximal, il existe au moins
un photon de TIPs issu de p, autrement dit T(p) est non-vide. On a appelé horismos de
p une composante connexe de H(p).
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On définit les mémes objets avec les mémes notations pour l'orientation du temps
inverse.

Définition 8.2.1. Un horismos de p est dit complet si toute direction de cet horismos
est tangente a un photon complet qui rentre dans M.

En fait, il suffit qu’un horismos contienne une direction tangente a un photon complet
pour qu’il soit complet.

Proposition 8.2.1. Si un horismos H de p contient une direction tangente d un photon
complet alors il est complet.

Démonstration. Soit U ’ensemble des directions de H tangentes a un photon complet.
Il est non-vide par hypotheése. Montrons que U est ouvert et fermé dans H. Comme H
est connexe, on en déduira que U = H.

Montrons que U est ouvert dans H. Soient [vg] € U et g le photon complet issu de p
tangent a vg. On note P 'ouvert de M correspondant au point p de la frontiére causale
future. Comme P est un ensemble passé, sa frontiere 9P dans M est une hypersurface
topologique sans bord achronale (voir Proposition B.4.2). De plus, 'hypersurface 0P
est feuilletée par les photons de M issus de p. Elle contient donc, en particulier, q.
Soit 7 € I (pp). Alors, I~ (r) NP est un ouvert non-vide de P qui rencontre ¢g. La
projection naturelle de I~ (r) N JP sur H(p) est un ouvert V de H(p). On appelle V) la
composante connexe de V' qui contient la direction [vg], ¢’est un voisinage ouvert de [vg]
contenu dans H.

Montrons que Vy C U. Soient [v] € Vj et ¢ le photon de M issu de p tangent a v.
Montrons que ¢ est complet. Soient p et g les extrémités, future et passée, de D(y) dans
Eing 5. 1l s’agit de montrer que g est le premier point conjugué passé de p, noté p.
D’aprés le Lemme 6.2.4, D(¢) C I~ (p) = I (ps). Donc, g € I (ps). Supposons par
I’absurde que q # p«.

Par définition, ¢ rencontre I~ (r). D’apres le Lemme 4.2.2, I~ (r) s’identifie a son image
par la développante. Celle-ci est un domaine régulier futur propre Q7 (r) de la carte de
Minkowski Mink_ (D(r)) (voir Section 6.1). Ainsi, D(¢ NI~ (r)) est un photon du do-
maine Q% (r) (vu comme un espace-temps). On note 9Q* (r) la frontiere de Q*(r) dans
Mink_ (D(r)). Comme Q7 (r) est propre, 'extrémité passée de D(oNI~(r)) dans Eing ,
a savoir ¢, appartient @Q+(r). De méme, puisque g rencontre I~ (r), extrémité pas-
sée qo de D(pp) dans Eing ,, appartient & 9Q7 (r). Le photon g étant complet, gy = ps.
Donc, p. € 9Q(r).

Résumons. On vient de voir que G et p, sont deux points distincts de Mink_ (D(r)) conte-
nus dans 907 (r). De plus, ¢ appartient au cone lumiére futur de p, dans Mink_ (D(r)).
La demi-droite lumiere future de Mink_ (D(r)) issue de p, passant par ¢ contient I'image
par D de ¢ NI~ (r), elle rentre donc dans Q7 (r). D’ot, ¢ € QT (r). Contradiction. Par
conséquent, § = px. Autrement dit, ¢ est complet. Donc, Vy C U. On en déduit que U
est ouvert dans H.

Montrons que U est fermé dans H. Soit [v] € OU N H. Alors, [v] = lim[v;] avec
[v;] € U. On note ¢; le photon issu de p tangent a v; et ¢ le photon issue de p tangent a
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v. Il est facile de voir que les photons ¢; s’accumulent sur . Comme les ; sont complets,
il résulte du Lemme 8.2.1 que ¢ est complet. D’on, [v] € U. Donc U est fermé dans H.
L’ensemble U est ouvert et fermé dans H, donc U = H. La proposition s’en suit. [

Définition 8.2.2. Le TIP p est dit complet s’il admet un horismos complet. Il est dit
complet élémentaire si de plus T(p) est réduit & un point.

Remarque 8.2.1. Un TIP complet élémentaire admet un seul horismos qui est complet.

Nous verrons dans la section suivante que l'existence de TIPs complets élémentaires
dans M correspond & un cas trés particulier ; nous montrerons que ces TIPs n’appa-
raissent que dans un diamant extréme! de Ein; , (voir Théoréme 8.3.1).

Horizons complets. Soit p un point de la frontiere causale future de M. Considérons
un horismos complet H de p.

Lemme 8.2.2. Les photons issus de p tangents a une direction de H se terminent tous
en la méme extrémité dans la frontiére causale passée de M.

Démonstration. On note H 'union des photons complets issus de p tangents a une
direction de H. Soit r € IT(H). On appelle V le sous-ensemble de H constitué des
directions tangentes & un photon issu de p qui rentre dans I~ (r). C’est un ouvert non-
vide de H. Montrons que V est fermé dans H. Soit [v] € OV N H. Alors, [v] = lim[v;] avec
[v;] € V. Soient ¢; le photon complet issu de p tangent a v; et ¢ le photon complet issu
de p tangent a v. On note g; et ¢ les extrémités respectives de @; et ¢ dans la frontiére
causale passée. Comme [v] = lim[v;], les photons ¢; s’accumulent sur ¢. D’apres le
Lemme 8.1.1, il en découle que lim¢q; = ¢. Montrons que les photons ¢; ont tous la
méme extrémité passée ¢’ dans I~ (r). Par unicité de la limite, on obtiendra ¢ = ¢, ce
qui prouvera que ¢ rencontre I~ (r), c’est a dire que [v] € V.

On identifie I~ (7) & son image par la développante. Celle-ci est un domaine régulier
futur propre Q*(r) de la carte de Minkowski Mink_(D(r)) (voir Proposition 6.1.1).
L’ensemble des points de la frontiere causale passée dans le passé strict de r s’identifie,
via D?, a la frontiere de Q7 (r) dans Mink_ (D(r)) notée dQT (r). Ainsi, D*(¢;) € 9T (r).
Posons p = Dﬁ(p) et notons p, le premier point conjugué passé de p dans Eing ,. Comme
les ; sont des photons complets issus de p, leurs images par D sont des géodésiques
lumieéres qui s’étendent entre p et p,. Donc, p, = Dﬁ((h‘) € 007 (r). Tl existe un unique
point ¢’ de la frontiere causale passée dans le passé strict de 7 tel que D¥(q’) = p*. D’olt
g; = ¢ pour tout entier 7. On en déduit que V est fermé dans H. Comme H est connexe,
on en déduit que V = H.

Le raisonnement ci-dessus montre que les photons issus de p tangents a une direction
de H et qui rentrent dans I~ (r) ont tous la méme extrémité passée. L’égalité V = H
prouve donc le lemme. ]

1. Un diamant I(p,q) de E\’L?LLH est dit extréme si les points p et ¢ sont sur un méme photon (voir
Définition 6.2.7).
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Soit ¢ 'extrémité passée commune des photons complets issus de p tangents a une
direction de H. On désigne par H* I’horismos de ¢ contenant la direction de I'un de ces
photons. Par symétrie, les photons issus de g tangents a une direction de H* se terminent
tous en la méme extrémité future, ici égale a p. On obtient ainsi une identification
canonique entre H et H* :

A toute direction [v] de H correspond la direction [v*] de H* tangente en ¢ au photon
tangent a [v] en p, et vice versa.

Remarque 8.2.2. Nous attirons 'attention du lecteur sur le fait qu’il puisse exister des
photons complets issus de p qui rentrent dans M et dont 'extrémité passée n’est pas q.

Définition 8.2.3. On appelle horizon complet une union de photons complets de M
ayant la méme extrémité p dans la frontiére causale future, dont la projection naturelle
dans S(p) est exactement un horismos H de p.

Remarque 8.2.3. D’apres ce qui précede, tous les photons d’un horizon complet ont la
méme extrémité ¢ dans la frontiere causale passée. De plus, la projection naturelle de
cet horizon dans la sphére S(g) est exactement I’horismos H* de ¢ correspondant & H.

Fait 8.2.1. Un horizon complet est un fermé achronal étanche connexe de M feuilleté
par des photons complets.

Démonstration. Soit H un horizon complet. On note p son extrémité dans la frontiere
causale future. Soit P 'ouvert de M qui correspond & p. Rappelons que la frontiére de P
dans M, notée JP, est I'union des photons issus de p qui rentrent dans M. Comme 0P
est un sous-ensemble passé, d’apres la Proposition B.4.2, c’est un fermé achronal étanche
de M. 11 est alors clair que I’horizon H est une composante connexe de 0P feuilletée par
des photons complets, homéomorphe a H x R. Ceci prouve le fait. O

Corollaire 8.2.1. Si M est simplement connexe, tout horizon complet H déconnecte M
en deuz composantes connexes, l'une contenant I~ (H), lautre contenant I (H).

Fait 8.2.2. Tout photon complet de M est contenu dans un horizon complet de M.

Démonstration. Soit ¢ un photon complet. On note p son extrémité dans la frontiere
causale future. Soit [v] € H(p) la direction tangente a . On appelle H I’horismos conte-
nant v. D’apres la Proposition 8.2.1, H est complet. Le photon ¢ est alors contenu dans
I’horizon complet défini par H. O

Voisinage canonique d’un horizon complet de M. Soit H un horizon complet de
M.

Définition 8.2.4. On appelle voisinage canonique de H, noté R(H), 'union des dia-
mants ouverts de M qui rencontrent H.

Remarque 8.2.4. Cette définition étend la notion de voisinage canonique d’un point de
M défini dans le Chapitre 4 (voir Définition 4.2.1).
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Soient p et ¢ les extrémités dans les frontieres causales, future et passée, de I’horizon
complet H.
On appelle P C M le TIP correspondant & p et QQ C M le TIF correspondant a q.

Proposition 8.2.2. Le voisinage canonique de H est 'union de P, de H et de Q.

Démonstration. Soit r € R(H). Par définition, r est contenu dans un diamant ouvert
I(s1,s0) qui rencontre H. D’apres le Fait 8.2.1, HN1(s1, so) est une hypersurface achro-
nale de I(s1,50), notée X, qui déconnecte le diamant en deux composantes connexes,
I'une dans I (%) et Pautre dans I~ (X). Comme [T (X) C Q et I~ (X) C P, on en déduit
quer € PUHUQ.

Réciproquement, il est clair que H C R(H). Soit r € P U Q. D’apres le Corollaire
8.2.1, il existe une courbe v de type temps inextensible qui rencontre H. Soit s1 € PN~y
dans le futur de r et sgp € Q@ N~y dans le passé de r. Alors, r € I(s1,50) C R(H). O

Lemme 8.2.3. Le voisinage canonique de R(H) est causalement conveze dans M.

Démonstration. Soient r,s € R(H) tels que r € J*(s). Il s’agit de montrer que le dia-
mant J(r, s) est contenu dans R(H). Par définition, r appartient & un diamant I(r1,7¢)
qui rencontre H, c’est & dire 11 € IT(H) et rg € I~ (H). De méme, s appartient 4 un
diamant I(s1, sg) avec s1 € IT(H) et sp € I~ (H). Comme r € J*(s), r et s sont contenus
dans le diamant I(r1, sg) qui rencontre H. Donc, J(r,s) C I(r1,s0) C R(H). O

Lemme 8.2.4. Le voisinage canonique de H est une assiette de la développante D.
Démonstration. Soient 7,5 € R(H) tels que D(r) = D(s). Posons p = D¥(P) et ¢ =
D*(Q). On distingue quatre cas :

1" cas : r,s € Pour,s € Q. D’apres la Proposition 4.3.1, r = s.

2¢ cas : 1,5 € H. D’apres le Lemme 6.2.4, r = s.

3¢cas: re€ Petse Q. Alors D(r) € D(P) et D(s) € D(Q). Or, D(P) C I~ (p)
et D(Q) C I7(gq). Comme q est le premier point conjugué passé de p, les ou-
verts I~ (p) et I1(q) sont disjoints. Il en est donc de méme pour D(P) et D(Q).
Contradiction.

4° cas : r € H et s € P. Alors, D(r) € D(H) et D(s) € D(P). Or, D(H) C 91 (p)
et D(P) C I~ (p). Donc, D(H) et D(P) sont disjoints. Contradiction. De méme,
le cas ou r € H et s € () est impossible.

On en déduit que r = s. Donc, R(H) est une assiette. O
On vient ainsi de montrer la proposition suivante.

Proposition 8.2.3. Le voisinage canonique de H est une assiette causalement convexe
de la développante D.
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On peut & présent s’affranchir de la développante et voir R(H) dans chacun des
espaces de Minkowski attachés & p et & ¢ notées respectivement M1 (p) et M’}rﬂ(q)
(voir Section 6.1). Ces espaces correspondent aux cartes de Minkowski Mink _ (D¥(p)) et
Mink, (D¥(q)). Rappelons briévement comment interpréter ces espaces de Minkowski et
comment voir le voisinage canonique R(?) dans chacun d’entre eux.

Le point i du bord de Penrose de M’frl(p) représente le point p de la frontiere
causale future, et lui uniquement. Dans la suite, on identifiera p et i*. Par souci d’ho-
mogénéité, les points ig et i~ du bord de Penrose de M"™"!(p) seront dorénavant notés
po et p~ et la composante du bord de Penrose entre p et py sera notée J~ (p).

Le TIP P ¢’identifie & un domaine régulier futur de M™(p) noté QF(p). Quant aux
photons issus de p dans le complété causal de M, ils se réalisent dans le bord de Penrose
de M™*1(p) de la maniére suivante :

A tout photon issu de p dans le complété causal de M correspond une unique géodé-
sique lumiere de J~ (p) et vice versa. Un photon issu de p dans le complété causal de
M se réalise alors dans J~(p) comme un segment de la géodésique lumiere de J~ (p)
correspondante, qui s’étend jusqu’a p. En particulier, un photon complet de M issu de
p se réalise comme une géodésique lumiere de J~(p) qui s’étend entre p et py. Le point
po représente ainsi les extrémités dans la frontiere causale passée, des photons complets
de M issus de p, qui soulignons le peuvent étre distinctes.

La carte M’ffl(q) admet une description similaire. On garde les mémes notations en
remplacant + par — et p par g dans ce qui précede.

D’apres la description ci-dessus, ’horizon complet H peut étre vu a la fois dans

J~(p) et dans J*(q).

Définition 8.2.5. On associe & l'horizon complet H une carte notée M(H) égale a
I'union des deux cartes de Minkowski M™"(p) et M"t"!(¢) que I'on colle en identifiant

J~(p) & T (q)

Remarque 8.2.5. La carte M (H) est un espace-temps qui s’identifie au diamant de EZ;LLN
dont les sommets, futur et passé, sont respectivement le premier point conjugué futur
de D¥(p) et le premier point conjugué passé de D¥(q).

Remarque 8.2.6. La carte M(H) permet d’identifier naturellement les spheéres S(p) et
S(q). En effet, on a vu que toute direction de S(p) (resp. S(¢)) définit une unique géo-
désique lumiere de J~(p) (resp. J1(q)) et vice versa. L’identification entre J~(p) et
J 1 (q) induit ainsi un homéomorphisme f entre S(p) et S(q).

Si H C S(p) et H* C S(q) sont les horismos correspondant & I’horizon complet #, 'image
de H par f est exactement H*.

Fait 8.2.3. Le voisinage canonique R(H) vu dans la carte M(H) est 'union du domaine
régulier futur QF (p) de M (p), de I’horizon H vu dans T~ (p) ~ T+ (q), et du domaine
régulier passé QO (q) de M"*1(q).

Frontiere d’un horizon complet de M dans le complété causal de M. Soit
‘H un horizon complet de M. On note p et ¢ ses extrémités, future et passée, dans la
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frontiere causale et, H C S(p) et H* C S(q) les horismos correspondant & ’horizon H.
D’apres le Fait 8.2.1, la frontiére de ‘H dans M est vide. La frontiére de H dans le
complété causal de M est alors constituée de deux parties distinctes :

1. Une partie contenue dans la frontiere causale future, égale & I'union des photons
de TIPs issus de p tangents a une direction dans la frontiere de H dans S(p). On
la note 9T H.

2. Une partie contenue dans la frontiere causale passée, égale a 'union des photons
de TIFs issus de ¢ tangents a une direction dans la frontiere de H* dans S(g). On
la note 0~ H

Décrivons la frontiere de H dans le complété causal de M vue dans la carte M (H)
(voir Définition 8.2.5).
D’apres la Remarque 8.2.6, il y a une correspondance naturelle entre les photons de TIPs
de OTH et les photons de TIFs de 0~ H :
A tout photon de TIPs ¢ issu de p dans OTH correspond un unique photon de TIFs ¢*
issu de ¢ dans 0~ H et vice versa, tel que les photons ¢ et ¢*, vus dans M (H), sont des
segments portés par la méme géodésique lumiere de J~ (p) ~ J+(q) (voir Figure ).

Fait 8.2.4. Les segments ¢ et ¢* sont disjoints dans J~(p) ~ T (q). De plus, l’extré-
mité passée de ¢ et Uextrémité future de ¢* dans J~(p) sont égales.

Démonstration. Soient P et () les ouverts de M correspondant & p et g respectivement.
Supposons par I’absurde qu’il existe r € ¢ N ¢*. Alors, r correspond a la fois a un TIP
et a un TIF de M.

Soit ¢ un photon de M (H) passant par r qui traverse J ~ (p). Comme r est dans la
frontiere de ‘H dans J~(p), il existe une suite {@;} de photons de M (H) qui traversent
H et qui s’accumulent sur @. L’intersection de @; avec R(H) correspond & un photon
p; de M qui traverse I’horizon H. On note p; 'extrémité de ¢; dans la frontiére causale
future.

D’une part, on voit » comme un TIP de M. Le segment passé issu de r contenu dans
¢ est alors un photon de TIPs issu de r. Quant aux autres photons issus de r, ils rentrent
tous dans P. L’intersection de ¢ avec P correspond donc a un photon ¢ de M issu de r
accumulé par les photons ;. D’apreés le Lemme 8.1.1, on en déduit que limp; = r.

D’autre part, on voit 7 comme un TIF de M. Le segment futur issu de r contenu
dans ¢* est alors un photon de TIFs issu de r. Quant aux autres photons issus de r, ils
rentrent tous dans (). L’intersection de ¢ avec P correspond donc a un photon ¢* de
M issu de r accumulé par les photons ¢;. On note r* 'extrémité de ¢* dans la frontiére
causale future. D’apres le Lemme 8.1.1, on en déduit que lim p; = r*.

On vient ainsi de montrer que limp; = r et limp; = r*. Par unicité de la limite
r* =r € J(p). Or, comme ¢* rentre dans Q@ C M'I!(q), son extrémité future ¢* ne
peut étre contenue dans J~ (p). Contradiction. Donc, ¢ et ¢* sont disjoints dans J~ (p).

Soient e (resp. €*) 'extrémité passée (resp. future) de ¢ (resp. ¢*) dans J(p).
Supposons par ’absurde que les points e et e* sont distincts. Comme ¢ et ¢* sont
disjoints, cela signifie que e est dans le futur de e* (voir Figure ). Soit a un point du
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segment ouvert de photon reliant e a e*. Il est clair que a est dans la frontiere de H dans
J~(p). Alors, a = lima; avec a; € H. Comme a est dans le segment ouvert de photon
reliant e & e*, il existe voisinage ouvert V' de a dans J~ (p) tel que de tout point de V'
est issue une géodésique lumiere future de M (H) qui rentre dans le futur strict de e*
dans M (H). Puisque @ = lima;, V contient tous les a; sauf un nombre fini. Ainsi, de
tout point a; est issue une géodésique lumiere future 1); qui rentre dans le futur strict
de e* dans M (p). Comme a; € H, les 1); correspondent a une géodésique lumiere de M
qui rentre dans . Vu dans M (p), cela signifie que 1; rentre dans le domaine Q7 (q).
Or, d’apres la Proposition 6.2.2, Q7 (q) est disjoint du futur strict de e* dans M(H).
Contradiction. Donc, e = e*. ]

Corollaire 8.2.2. Aucun photon de TIPs de OTH n’est complet.

Démonstration. Soit ¢ un photon de TIPs de 1. Il lui correspond un photon de TIFs
¢* de 0"H tel que ¢ et ¢* sont portés par la méme géodésique lumiere dans J~ (p).
Supposons que ¢ est complet. Cela signifie que ¢ s’étend entre p et g. Comme ¢* s’étend
jusqu’a ¢ (mais pas forcément jusqu’a p), ¢ rencontre ¢*, ce qui contredit le Fait 8.2.4.
Donc, ¢ n’est pas complet. ]

Remarque 8.2.7. Par symétrie, aucun photon de TIFs de 0~ H n’est complet.

Accumulation non-triviale de photons complets. On vient de voir qu’un pho-
ton complet ¢ de M est toujours contenu dans un horizon de photons complets. En
particulier, ¢ est accumulé par les photons complets contenus dans son horizon.

Définition 8.2.6. Soit {p;} une suite de photons complets qui s’accumulent sur un
photon complet ¢ de M. Cette accumulation est dite non-triviale si aucun des photons
; n’est contenu dans I'horizon de ¢, sauf éventuellement un nombre fini.

8.3 Diamants extrémes

Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique maximal de
dimension (n 4+ 1) > 3 développable. On décrit ici I'espace-temps M dans le cas ou il
contient un TIP complet élémentaire (voir Définition 8.2.2). On en déduira le cas ou M
contient un TIP conformément équivalent au futur strict d’un hyperplan lumieére dans
un espace-temps de Minkowski.

Nous ne le précisons pas systématiquement mais tous les énoncés de cette section
restent vrais pour l'orientation du temps inverse.

On consacre cette section a la preuve du théoréme ci-dessous annoncé dans la section
précédente :

Théoreme 8.3.1. Si M admet un TIP complet élémentaire alors M est un diamant
extréme de Eing y,.

La preuve du Théoreme 8.3.1 utilise les lemmes suivants.
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Lemme 8.3.1. Un TIP complet élémentaire de M est conformément équivalent au futur
strict d’un hyperplan lumiere dans un espace de Minkowski.

Démonstration. Soit p un TIP complet élémentaire vu comme un point de la frontiere
causale future. Soit P 'ouvert de M correspondant & p. Rappelons que P se réalise dans
la carte de Minkowski M""!(p) attachée & p, comme un domaine régulier futur QF (p).

Par définition, T(p) est réduit & un point et son complémentaire dans S(p) est un
horismos complet H. En particulier, T(p) est la frontiere de H. Il résulte alors du Co-
rollaire 8.2.2 que 1'unique photon de TIPs issu de p n’est pas complet. Il admet donc
une extrémité passée dans la composante J~ (p) du bord de Penrose de M’frl(p). Ainsi,
le sous-ensemble A(p) qui définit QF(p) (voir Définition 6.2.5) est réduit & un point.
Autrement dit, Q7 (p) est le futur strict d’un hyperplan lumiere. O

Lemme 8.3.2. Un TIP complet élémentaire de M n’est pas mazximal (vu comme un
point de la frontiére causale future).

Démonstration. Soit p un TIP complet élémentaire vu comme un point de la frontiere
causale future. Alors, p est U'extrémité future d’un horizon complet de M. Soit g I'ex-
trémité passée de cet horizon. Il résulte de la description des horizons (voir Section 8.2)
que q est un TIF complet élémentaire. D’apres le Lemme 8.3.1, le futur strict de ¢ est
alors un demi-espace passé de M’f“l(q). Le TIP p correspond au point gg dans le bord
de Penrose de M’/ (g), il n’est donc pas maximal. O

Preuve du Théoréme 8.3.1. Soit P C M un TIP complet élémentaire. On note p le point
de la frontiere causale future qui lui correspond.

Soit M™*!(p) la carte de Minkowski attachée & p. Le TIP P s’identifie & un domaine
régulier futur QF(p) de M" ™ (p) qui, d’aprés le Lemme 8.3.1, est égal au futur strict
d’un hyperplan lumiére dans MTrl(p). Cet hyperplan est défini par un point de J~(pp)
qui correspond a un TIF maximal de M, noté g lorsqu’il est vu comme un point de
la frontiere causale passée, et (Q lorsqu’il est vu comme un ouvert de M. D’apres la
Remarque 6.2.8, tous les photons issus de ¢ sont des photons de TTFs.

Soit Mﬁ“(q) la carte de Minkowski attachée a ¢. Le TIF () s’identifie & un domaine
régulier passé 2 (q) dans M’frﬂ(q). Par symétrie, le TIP p est représenté par un point
de J*(qo) dans le bord de Penrose de MTFl(q), noté encore p (voir Figure ). Comme p
n’est pas maximal (voir Lemme 8.3.2), le domaine régulier 27 (¢) contient le passé causal
de I'hyperplan lumieére L(p) défini par p dans M’}rﬂ(q). Par conséquent, Q7 (q) est soit le
passé strict d’'un hyperplan lumiere dans Mﬁlfl(q) contenant strictement le demi-espace
délimité par L(p), soit tout Mﬁ“(q). Dans ce deuxiéme cas, il résulte de la Proposition
6.2.3 que M est égal a Mi“(q). Il reste a étudier le premier cas.

Supposons donc que 27 (q) est le passé strict d'un hyperplan lumiere. Ce dernier
est défini par un point de J*(go) qui correspond a un TIP maximal p* de M reli¢ a p
par un segment de TIPs. D’apres la Remarque 6.2.8, tous les photons issus de p* sont
des photons de TIPs de M. On a vu ci-dessus (par un argument similaire) que tous les
photons issus de ¢ sont des photons de TIFs de M. Cela prouve que @ est fermé dans
M. Comme @ est ouvert dans M qui est connexe, on en déduit que M = Q.
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Dans les deux cas, on a montré que M est un diamant extréme de Eini,. Cela
prouve le théoréme. O

Corollaire 8.3.1. 5i M admet un TIP P conformément équivalent au futur strict d’un
hyperplan lumiére dans un espace de Minkowski alors M est un diamant extréme.

Démonstration. Soit p le point de la frontiere causale future qui correspond a P. On
identifie P au demi-espace futur strict QF(p) de M™(p) délimité par un hyperplan
lumiére L. On note ¢* le point de J~ (p) qui définit L et ¢ le segment de photon reliant
p & ¢* dans J~(p). Montrons que ¢ correspond & un segment de TIPs. Supposons par
I’absurde que ¢ correspond a une géodésique lumiere de M. Soit ¢ un point de ¢ et ¢ un
photon de M passant par ¢ qui rentre dans M. L’intersection de ¢ avec P correspond a
une droite lumiere de M (p) contenu dans QF (p) et parallele & P. Comme cette droite
s’étend entre deux points conjugués, on en déduit que ¢ en contient. Contradiction.
Donc, ¢ est un segment de TIPs. Il est clair que chaque TIP de ce segment est complet
élémentaire. Le Théoreme 8.3.1 permet de conclure. ]

8.4 Accumulation non-triviale de photons complets

Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique maximal non-
elliptique de dimension n + 1 > 3. On suppose de plus, que M n’est pas un diamant
extréme de %1%

Dans cette section, nous allons voir qu’une condition nécessaire pour qu’un photon
complet ¢ de M soit accumulé non-trivialement par une suite de photons complets de
M est que le TIP I~ () vu comme un point de la frontiére causale, soit aplati au sens
de la Définition 8.4.1.

Soit p un point de la frontiére causale future de M. On considére la sphere S(p) des
directions lumiéres passées en p. Rappelons que H(p) désigne 'ouvert de S(p) constitué
des directions tangentes a un photon issu de p qui rentre dans M et T(p) le complémen-
taire de H(p) dans S(p), constitué des directions tangentes & un photon de TIPs issu
de p. Le passé strict dans M du TIP p est caractérisé par un sous-ensemble canonique
du bord de Penrose de ’espace de Minkowski Mﬁ“(p) attaché a p que nous avons noté
A(p) (voir Définition 6.2.5 et Proposition 6.2.2).

Définition 8.4.1. Un TIP p est dit aplati si la projection de A(p) dans S(p) ou le
fermé T(p) est contenu dans le bord d’une hémisphere de S(p). S’il y a égalité, p est dit
bicéphale.

Théoréeme 8.4.1. Soit @ un photon complet de M accumulé non-trivialement par une
suite {¢;} de photons complets de M. Alors, l'extrémité p de ¢ dans la frontiére causale
future est un TIP aplati.

Démonstration. Soit P l'ouvert de M correspondant a p, a savoir P = I~ (¢). Quitte a
renverser 'orientation du temps, on suppose qu’une infinité de ¢; rencontre P.
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Soient H C S(p) I'horismos de ¢, ¢; les extrémités passées des photons ¢; et ¢ 'extrémité
passée de .

Soit M™"!(p) la carte de Minkowski attachée & p. Le TIP P se réalise dans M"™ " (p)
comme un domaine régulier futur Q*(p) défini par le sous-ensemble A(p) de J~ (p) (voir
Définition 6.2.5 et Proposition 6.2.2). Le photon complet ¢, quant & lui, correspond &
une géodésique lumiere de J~(p) qui s’étend entre les points p et pg du bord de Penrose
de MTH(p). En particulier, son extrémité passée q est représentée par le point pg.

Le domaine régulier Q7 (p) est propre. En effet, dans le cas contraire M serait un
diamant extréme de Eing, (voir Proposition 6.2.3 et Corollaire 8.3.1), ce qui contredit
notre hypothése. La frontiere de Q(p) dans M (p), notée N (p), correspond alors
exactement aux TIFs de M qui rencontrent P. Ainsi, les TIFs ¢; correspondent a des
points de 9QF (p) dans M™*!(p). Dans la suite, pour tout entier i, on identifie la sphere
S(g;) & S(p) : & toute direction lumiére de M"™*!(p) en ¢; correspond une unique géodé-
sique lumiere de J~ (p) donc une unique direction lumiere dans S(p), et vice versa. On
désigne par H; C S(¢;) 'horismos contenant la direction de ¢; vu dans S(p).

Nous allons décrire les ombres de ¢; sur J~ (p). On identifie J~(p) au cylindre
S(p) x R. On a vu dans la Section 3.7.1 que chaque lisiére de g; est le graphe d’une
fonction continue h; de S(p) dans R. Comme les photons ¢; s’accumulent sur ¢ dans M,
les TIFs ¢; convergent vers ¢ dans la frontiére causale passée (voir Lemme 8.1.1). Cela
se traduit dans M""!(p) par la convergence des g;, vus comme des points de QT (p),
vers po. D’apres le Lemme 3.7.3, il existe alors une boule fermée B de dimension (n — 1)
dans S(p), éventuellement réduite & un point ou égale a toute la sphere S(p), telle que :

1. pour tout u € intB, la suite {h;(u)} converge vers +o0;

2. pour tout u € S\ B, la suite {h;(u)} converge vers —co.
Fait 8.4.1. La projection de A(p) dans S(p) est contenue dans B.

En effet, supposons qu’il existe un point (u,s) € A~ (p) tel que u & B. D’apres la
Proposition 3.7.1, pour tout entier i, on a h;(u) > s. Or, comme u ¢ B, lim h;(u) = —oc.
Contradiction.

Fait 8.4.2. Soit sy > 0. Il existe ig € N tel que pour tout i > ig, l’ensemble des directions
u € S(p) telles que hi(u) > so est contenu dans H;.

En effet, comme Q1 (p) est non-vide, A(p) est majoré dans S(p) x R, c’est a dire, il
existe sgp > 0 tel que pour tout (u,s) € A~ (p), on ait s < s (voir Proposition 2.3.3). On
appelle Uy ensemble des directions u € S(p) telles que h;(u) > sq.

Montrons que Uy N H; est non-vide. Soit pyp un point de M’l“(p) tel que 'ombre de
po sur J~(p) est S(p) X [so, +oo[. Puisque les ¢; s’accumulent sur ¢, les p; convergent
vers p (voir Lemme 8.1.1). Par conséquent, il existe ig € N tel que pour tout i > ig, ©;
rencontre 'ombre ouverte de py sur J~ (p). Cela se traduit par h;(u;) > so ou u; € H;
est la direction de ¢; (vue dans S(p)). Donc, u; € Uy N H;. Par conséquent, Uy N H; est
un ouvert non-vide de S(p).

11 suffit de montrer que Uy N H; est fermé dans Uy pour déduire le Fait 8.4.2. Comme
Up N H; est ouvert dans Uy qui est connexe, on obtiendra Uy C H;.
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Soit donc u € UyNIH;. Puisque 0H; C T(g;), il résulte du Lemme 6.2.7 que (u, h;(u)) €
A~ (p). D’ou hi(u) < sg. Contradiction. Donc, u € H;. Le fait s’en suit.

Fait 8.4.3. L’intérieur de B est constitué des directions tangentes a un photon issu de
p qui rentre dans M, c’est a dire intB C H(p).

En effet, soit u € intB. Fixons sg > 0. Puisque lim h;(u) = +o0, il existe ig € N tel
que h;(u) > so pour tout entier i > ig. D’apres le Fait 8.4.2, il existe i1 € N tel que pour
tout ¢ > i1, si hj(u) > so alors u € H;. Fixons ¢ > max{ig, i1 }. Alors, u € H;.

Soient 1 la géodésique lumiere de J~ (p) tangente a u et ¢ la demi-droite lumiere
future issue de ¢; dans M1 (p) qui s’accumule sur un point r de 1. D’apres la Proposition
3.7.1, r correspond soit & un point de M soit & un TIP. Comme ¢ correspond & un photon
complet de M, r correspond & un point de M. Par conséquent, le segment de photon
reliant r a p correspond a une géodésique lumiere de M. Autrement dit, u € H(p).

Fait 8.4.4. La boule B est une hémisphére de S(p).

En effet, si B est réduite & un point, d’apres le Fait 8.4.1, QT (p) serait un demi-espace
futur délimité par un hyperplan lumiére dans Mﬁ“(p). D’apres le Corollaire 8.3.1, M
serait un diamant extréme de %171 Contradiction.

Si intB est la sphere S(p) privée d’un point, d’apres le Fait 8.4.3, T(p) serait réduit
a un point et H(p) serait un horismos complet. Autrement dit, p serait un TIP com-
plet élémentaire. D’apres le Théoreme 8.3.1, M serait un diamant extréme de E‘\Z?Ll’n.
Contradiction.

Fait 8.4.5. La frontiére de l’horismos H dans S(p) est contenue dans 0B.

En effet, d’apres le Fait 8.4.3, OH est disjoint de l'intérieur de B. Autrement dit,
OH C S(p)\intB. S’il existe u € OH\B, d’apres le Fait 8.4.1, la direction u est tangente
a un photon de TIPs complet issu de p. Cela contredit le Corollaire 8.2.2. Donc, OH est
contenu dans 0B.

Conclusion. On distingue deux cas :

1¢" cas : 0H € OB. Dans ce cas, le complémentaire de 9H dans S(p) est le seul
horismos de p. Comme celui-ci contient la direction du photon complet ¢, il
est complet (voir Proposition 8.2.1). Il résulte alors du Corollaire 8.2.2 que la
projection de A(p) dans S(p) est égale a 0H = T(p).

2¢ cas : OH = 0B. Alors,
1. soit S(p)\B est un horismos, autrement dit T(p) = 0H ;

2. soit S(p)\B rencontre T(p). Montrons que dans ce cas, S(p)\B C T(p). Sup-
posons par 'absurde qu’il existe un horismos U dans S(p)\B. D’apres le Fait
8.4.1, U est complet. Si son bord OU est disjoint de S(p)\B, on se rameéne a
I'un des cas précédents. Supposons donc qu'’il existe un point [v] de U dans
S(p)\B. D’apres le Fait 8.4.1, [v] est une direction tangente & un photon de
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TIPs complet dans le bord d’un horismos complet. Contradiction (voir Co-
rollaire 8.2.2). Donc, T(p) = S(p)\intB et intB est un horismos complet. Par
conséquent, d’apres le Corollaire 8.2.2, 0H coincide avec la projection de A(p).

Dans tous les cas, on a montré que p est aplati. ]

Remarque 8.4.1. 1l résulte de la preuve du Théoreme 8.4.1 trois situations possibles :

1. Soit T(p) € OB. Dans ce cas, p admet un seul horismos qui est complet, égal au
complémentaire de T(p) dans S(p). Le point p est alors un TIP complet dégénéré
(voir Définitions 8.2.2 et 6.2.4). Ce cas sera traité dans le Chapitre 9.

2. Soit T(p) = S(p)\intB. Dans ce cas, p admet un seul horismos qui est complet,
égal a ’hémisphere intB.

3. Soit T(p) = OB. Dans ce cas, T(p) déconnecte la sphére S(p) en deux horismos
dont I'un au moins est complet (il s’agit de I’horismos contenant la direction

du photon complet ¢). Si les deux horismos sont complets, p est dit bicéphale
bicomplet.
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CHAPITRE

9

TIPS COMPLETS DECGENERES

Dans ce chapitre, on décrit les espace-temps conformément plats globalement hyper-
boliques maximaux de dimension (n+1) > 3 dont le revétement universel admet un TIP
complet dégénéré (voir Définitions 8.2.2 et 6.2.4).

9.1 Injectivité de la développante

Soit M un espace-temps simplement connexe conformément plat globalement hyper-
bolique maximal de dimension (n + 1) > 3. Fixons une développante D : M — E\Z?le.

Nous allons voir que si M admet un TIP complet dégénéré alors M est un ouvert
causalement convexe de Einy j, (voir Théoreme 9.1.1).

Horizon d’un TIP complet dégénéré. Soient p un point de la frontiere causale
future de M et P l'ouvert de M qui lui correspond.

On consideére la sphére S(p) des directions lumiéres passées en p. Rappelons que H(p)
désigne 'ouvert de S(p) constitué des directions tangentes & un photon issu de p qui
rentre dans M et T(p) le complémentaire de H(p) dans S(p), constitué des directions
tangentes a un photon de TIPs issu de p.

Dire que p est complet dégénéré signifie que :
1. H(p) est un horismos complet, c’est & dire d’une part, que H(p) est connexe,
d’autre part, que toute direction de H(p) est tangente a un photon complet ;

2. T(p) est le bord de H(p) dans S(p).
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Cela se traduit dans le complété causal de M par le fait que :

1. La frontiere de P dans M est un horizon complet (voir Lemme 6.2.2). Soulignons,
par ailleurs, que c’est le seul horizon complet qui a pour extrémité p dans la
frontiere causale future.

2. Les photons de TIPs issus de p sont tous dans la frontiere de ’horizon complet
de p dans le complété causal de M.

En renversant 'orientation du temps, on obtient une description similaire des TIFs
complets dégénérés.

Lemme 9.1.1. Soient p et q les extrémités d’un horizon complet H dans les frontiéeres
causales, future et passée, de M. On note P et Q les ouverts de M qui correspondent d
petaaq.

Si le point p est complet dégénéré alors q l'est aussi. Dans ce cas, les frontiéres de P et
de () dans M sont toutes les deux égales d I’horizon H.

Démonstration. Comme p est complet dégénéré, il admet un seul horismos complet H(p).
On a vu dans la Section 8.2 que cet horismos est homéomorphe a un horismos complet
H* de S(gq). Par conséquent, le bord de H* dans S(q) est exactement le complémentaire
de H* dans S(q), c’est a dire H* = H(q) et 0H* = T(q). Ceci prouve que g est complet
dégénéré. L'horizon complet H est exactement celui défini par les horismos H(p) et H(q),
c’est a dire les frontieres de P et de () dans M respectivement. Le lemme s’en suit. [

Voisinage canonique de I’horizon d’un TIP complet dégénéré. Soient p et ¢
les extrémités d’un horizon complet H dans les frontieres causales, future et passée, de
M.

On suppose que le point p est complet dégénéré. D’apres le Lemme 9.1.1, ¢q Uest
également. En particulier, H est le seul horizon qui a pour extrémité ¢ dans la frontiere
causale passée de M. On note P et () les ouverts de M qui correspondent a p et a q.

On se propose ici de décrire le voisinage canonique de H noté R(#H). Rappelons
que celui-ci est I'union disjointe de P, H et @ (voir Proposition 8.2.2). On a vu dans
la Section 8.2 que R(H) s’identifie & un ouvert de la carte M(H) associée a I’horizon
complet H. On va voir que R(#H) est causalement convexe dans M (H) (ce qui n’était
a priori pas le cas). Commengons par rappeler brievement la description de R(H) dans
M(H).

Tout d’abord, la carte M(#) est 'union des espaces de Minkowski M™*!(p) et
M?fl(q) attachés a p et a q respectivement, collés le long de la composante commune
J(p) =~ J*(q) de leurs bords de Penrose.

Le TIP P s’identifie alors & un domaine régulier futur Qt(p) de M"*1(p) et le TIF Q &
un domaine régulier passé Q7 (q) de Mﬁ“(q). Quant a I’horizon H, il s’identifie & une
union connexe de géodésiques lumieres de J~ (p) qui s’étendent de p a q.

Soit A(p) le sous-ensemble de J~ (p) constitué des extrémités passées des photons
issus de p (qui rentrent dans M ou de TIPs) vus dans M(H). D’apres la Proposition
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6.2.2, le domaine régulier futur de M™"!(p) défini par A(p) est exactement QF(p). On
définit de méme le sous-ensemble A(q) de JT(q) ~ J (p) qui caractérise le domaine
régulier Q7 (q).

Fait 9.1.1. L’ensemble A(p) correspond exactement auz extrémités passées de photons
de TIPs issus de p dans J~ (p).

Démonstration. Comme p est complet dégénéré, les photons issus de p qui rentrent dans
M sont tous complets. Vus dans J~(p), ce sont des géodésiques lumieres de J~(p)
qui s’étendent entre p et g. Les photons de M issus de p ne contribuent donc pas a la
définition de A(p). Autrement dit, seuls les photons de TIPs issus de p y contribuent. [J

Remarque 9.1.1. De maniere symétrique, A(q) correspond exactement aux extrémités
futures de photons de TIFs issus de ¢ dans J~(p).

Lemme 9.1.2. Les sous-ensembles A(p) et A(q) de T~ (p) sont égaux.

Démonstration. D’apres le Fait 9.1.1, A(p) est exactement l’ensemble des extrémités
passées de photons de TIPs issus de p dans J~ (p). Comme p est complet dégénéré, les
photons de TIPs issus de p sont contenus dans la frontiere de H dans J~ (p). La situation
est compléetement symétrique pour ¢q. On a alors une correspondance entre les photons
de TIPs issus de p et les photons de TIFs issus de g : a tout photon de TIPs ¢ issu de
p correspond un unique photon de TIFs ¢* issu de g, et vice versa, tel que ¢ et ¢*, vus
dans M (#), sont contenus dans la méme géodésique lumiere de J~(p) et se terminent
en la méme extrémité (voir Fait 8.2.4). Par conséquent, A(p) = A(q). O

Posons A := A(p) = A(q).

Proposition 9.1.1. L’ouvert R(H) est le dual de A dans M (H), c’est a dire l’ensemble
des points de M (H) qui ne sont causalement reliés a aucun point de A. En particulier,
R(H) est causalement conveze dans M(H).

Démonstration. D’apres la Proposition 6.2.2, QT (p) est exactement ’ensemble des points
de M1 (p) qui ne sont causalement reliés & aucun point de A(p) = A. De maniére symé-
trique, 27 (q) est exactement 1’ensemble des points de M’}fl(q) qui ne sont causalement
reliés a aucun point de A(q) = A. Enfin, puisque H ne contient aucun point de A, c’est
exactement ’ensemble des points de 7~ (p) qui ne sont causalement reliés a aucun point
de A. Comme R(H) est I'union disjointe de Q7 (p), H et de Q (q), il en découle que
R(H) est le dual de A. 11 résulte alors de la Proposition 3.3.2 que R(H) est causalement
convexe dans M (H). O

Il résulte de la description ci-dessus le théoréme suivant.

Théoréeme 9.1.1. Si M admet un TIP complet dégénéré p alors M est égal au voisinage
canonique de l’horizon complet de p. La développante D est alors injective sur M et son
image est un ouvert causalement conveze de Fini .
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Démonstration. Soit P 'ouvert de M qui correspond & p. On a vu que I’horizon complet
de p est exactement la frontiere de P dans M. Soient g I’extrémité de cet horizon dans la
frontieére causale passée et (Q 'ouvert de M qui lui correspond. D’apres le Lemme 9.1.1,
q est un TTF complet dégénéré. En particulier, Q) = OP.

On va montrer que le voisinage canonique R(JP) de I'horizon complet OP est fermé
dans M. Comme M est connexe, on en déduira 1’égalité.

D’apres le Corollaire 8.2.1, 0P déconnecte M en deux composantes connexes, 1'une
contenant P et 'autre (). Montrer que R(OP) est fermé dans M revient alors & montrer
que P et @ sont fermés dans M\OP. 1l est clair que P est fermé dans M\JP. Comme
OP = 0Q), il en est de méme pour Q. Donc, M = R(IP). Il résulte alors des Propositions
8.2.3 et 9.1.1 que M est une assiette de la développante D dont I'image est un ouvert
causalement convexe de Eing . ]

9.2 Représentations Anosov et extensions de domaines de
Misner

Soit M un espace-temps conformément plat globalement hyperbolique maximal de
dimension (n+1) > 3 dont le revétement universel M contient un TIP complet dégénéré.
Il résulte du Théoréme 9.1.1 que M est le quotient d’un ouvert causalement convexe
2 de Eing , par un sous-groupe discret I' de Og(2,n + 1) qui agit sur € de maniere libre
et proprement discontinue. -
Par ailleurs, 'ouvert €2 est le dual d’'un sous-ensemble A de Eing , tel que :

1. A est contenu dans le cone lumiere passé d’un point p de %ML privé de ses
sommets, noté J~ (p);

2. la projection de A dans la sphere S(p) des directions lumiéres passées en p est un
fermé d’intérieur vide.

L’union des géodésiques lumieres de J~(p) qui évitent un point de A forme un horizon
complet de €, noté H. Celui-ci déconnecte {2 en deux composantes connexes, I'une égale
au futur strict de ‘H dans 2 et 'autre au passé strict de H dans (2.

Nous distinguons les deux cas suivants :

1" cas : I fixe p. Autrement dit, I" est un sous-groupe du stabilisateur de p. Rap-
pelons que ce dernier est isomorphe au groupe conforme de 1’espace de Minkowski
RL™ & savoir (R*.Op(1,n)) x RL™.

Dans ce cas, nous montrerons que si M est Cauchy-compact, c’est a dire admet
une hypersurface de Cauchy compacte, la partie linéaire de I' est un sous-groupe
convexe cocompact de Og(1,n).

2¢ cas : I' ne fixe pas p. Dans ce cas, nous montrerons que {2 contient un domaine
de Misner d’indice k préservé par I'.

Le 1¢" cas est traité dans la Section 9.2.1 et le second dans la Section 9.2.2.
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9.2.1 Trous noirs-trous blancs

Supposons que I' fixe le point p de EZ;MN Dans ce cas, nous pensons que si M est
Cauchy-compact alors M est un trou noir-trou blanc au sens de la Définition 7.2.1 mais,
par manque de temps, nous nous contentons de montrer la version plus faible ci-dessous.

D’apres la Proposition 3.5.8, I' est un sous-groupe discret du groupe conforme de
'espace de Minkowski Rb™ égal a (R*.O(1,n)) x Rb™. Alors :

Théoreme 9.2.1. 5S¢ M est Cauchy-compact, la partie linéaire de I' est un sous-groupe
conveze cocompact de Op(1,n).

Démonstration du Théoréme 9.2.1. Fixons une hypersurface de Cauchy S de (2.
Soit I';, < Og(1,n) la partie linéaire de I". Rappelons que I' agit naturellement sur la
sphere conforme S(p) via I';, (voir Section 3.6.3).

On désigne par T la projection de A dans S(p). Par hypothese, T" est un fermé
d’intérieur vide de S(p). Soit Q¢ le complémentaire de T dans S(p). Il correspond a
I’ensemble des directions tangentes & un photon complet de €2 dans I’horizon H.

Action de I'; sur 3. Tout photon complet de €2 dans I’horizon H rencontre
I’hypersurface de Cauchy S en un unique point. L’ouvert g est donc homéomorphe a
Iintersection H N S. Comme I fixe le TIP p de (), il préserve ’horizon H. Ainsi, I' agit
sur H N S. De plus, cette action correspond exactement a I'action de 'y, sur €.

Lemme 9.2.1. L’action de I';, sur Qg est proprement discontinue et cocompacte.

Démonstration. Cela revient a montrer que l'action de I" sur H NS est proprement
discontinue et cocompacte. L’action de I' sur S étant proprement discontinue, elle I'est
en particulier sur H N S. Montrons que 'action de I'" sur S N H est cocompacte. Soit
{z;} une suite de points de S N H. Par hypothése, M est Cauchy-compact, autrement
dit le quotient de S par I' est compact. Quitte a extraire, il existe alors une suite {~;}
d’éléments de I' qui sort de tout compact, telle que {~;.x;} converge vers un point x € S.
Comme H est fermé dans §2 (voir Fait 8.2.1), x € H. D’ou, x € HN S. L’action de I" sur
H NS est donc cocompacte. ]

Domaine de discontinuité de I';,.  Soit Ap, l'ensemble limite de I';, dans S(p).
C’est le plus petit fermé de S(p) en dehors duquel l'action de I'f, est proprement discon-
tinue. Le complémentaire de Ar, dans S(p) est le domaine de discontinuité de I';, noté
Qr, .

Lemme 9.2.2. Le domaine de discontinuité Qr, est égal a €.

Démonstration. D’apres le Lemme 9.2.1, 'action de I'f, sur {2y est proprement disconti-
nue. Comme €, est le plus grand ouvert de S(p) (pour 'inclusion) sur lequel I'action de
I'z, est proprement discontinue, cela implique que €y C Qr, .

Montrons que Qr, est connexe. Soient U et V' deux ouverts disjoints de S(p) tels que
Qr, =UUV. Alors, Qy = (UN Q) U(VNQ). Comme Qp est connexe, on en déduit
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que (U N Q) ou (VN Q) est vide. On ne perd rien & supposer que V N gy est vide.
Autrement dit, V C T. D’ou V C intT = (). Donc, V' = ). On en déduit que Qr, est
connexe. Comme )y est un ouvert non-vide de Qr,, il suffit alors de montrer qu’il est
fermé dans Qr, pour en déduire I’égalité.

Soit {z;} une suite de €y qui converge vers un point = de Qp, . L’action de I', sur Qg
étant cocompacte, il existe (quitte a extraire) une suite {7;} d’éléments de I';, qui sort
de tout compact, telle que {7;.x;} converge vers un point y € Qg C Qr, . Cela contredit
le fait que l'action de I'y, sur Qr, est proprement discontinue (voir Critere 5.2.1). Donc,
Qg est fermé dans Qr, . D’ou, Qo = Qr, . O

Conclusion. D’apres le Lemme 9.2.2, Qr, = Q. Il résulte alors du Lemme 9.2.1
que €, est un domaine de discontinuité cocompact, autrement dit, I';, est convexe
cocompact.

Remarque 9.2.1. La propriété "convexe cocompact' est stable par passage a un sous-
groupe d’indice fini, plus précisément, si un sous-groupe d’indice fini de I';, est convexe
cocompact, il en est de méme pour I'y,. Ainsi, si le stabilisateur de p dans M dans I est
d’indice fini, le Théoreme 9.2.1 reste vrai.

9.2.2 Extensions d’un domaine de Misner

Supposons que I' ne fixe pas le point p. D’apres la Remarque 9.2.1, on suppose que
le stabilisateur de p dans I' est d’indice infini.

Dans ce cas, nous pensons que si M est Cauchy-compact alors M est une extension
de Misner au sens de la Définition 7.2.2. Par manque de temps, nous nous contentons
de montrer la version plus faible suivante.

Théoréme 9.2.2. Le domaine ) contient un domaine de Misner d’indice k préservé
par T.

Preuve du Théoreme 9.2.2. Rappelons que 2 s’écrit comme 'union disjointe de
I’horizon complet H, du futur strict de ‘H dans €2 et du passé strict de H dans €.

Soit ¢ le premier point conjugué passé de p. Le futur strict de H dans 2 est un domaine
régulier passé de Mink, (¢) noté Q7. Le passé strict de H dans  est, quant & lui, un
domaine régulier futur de Mink_ (p) noté Q.

Remarque 9.2.2. Les domaines réguliers Q~ et Q7 sont exactement les domaines réguliers
définis par A dans chacune des cartes de Minkowski Mink (q) et Mink_ (p).

Les points p et ¢ étant les extrémités de ’horizon complet H, ils correspondent res-
pectivement a un TIP et un TIF de . Les TIPs de €2, autres que p, correspondent a
la frontiere de 2~ dans Mink (¢), notée 0Q2~. De maniére symétrique, les TIFs de Q
autres que ¢, correspondent & la frontiere de Q% dans Mink_(p).

Comme le stabilisateur de p dans I' est d’indice infini, il existe une infinité d’itérés

de p, tous contenus dans 02~. Comme p est un TIP complet dégénéré de 2, ses itérés
le sont également.
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Dans ce qui suit, nous décrivons I'ensemble des TIPs complets de 2. On désignera par
S(r) la sphere des directions lumiéres en un point r € Ein ,, par U C S(¢) 'horismos
complet du TIF complet dégénéré q et T' C S(q) son bord.

Lemme 9.2.3. Soit pg € 02~ un TIP complet. Alors, py est dégénéré.

Démonstration. Soit Uy C S(pg) un horismos complet de pg. On identifie canoniquement
S(po) & S(q) : toute direction lumiere en py correspond & une unique géodésique lumiere
de J*(q), donc & une unique direction de S(q), et vice versa. Dans ce qui suit, on voit
Uy dans S(q) via cette identification.

Montrons que Uy = U. Tout photon complet de €2 issu de pg doit traverser 1’horizon
‘H et donc rencontrer un photon complet de €2 issu de ¢. Cela se traduit par Uy C U.
Comme Uy est un ouvert non-vide de U qui est connexe, il suffit de montrer qu’il est fermé
dans U pour en déduire 1’égalité. Soit [v] € OUyNU. Alors, [v] définit un photon de TIPs
issu de pg qui se termine sur un photon complet issu de ¢. Contradiction. Donc, Uy est
fermé dans U. D’ou U = Uy. Comme q est dégénéré, on en déduit que le complémentaire
de Up dans S(pp) est la frontiere de Uy dans S(pg). Autrement dit, py est dégénéré. [

Lemme 9.2.4. Soient pg,p1 € 0Q~ deux TIPs complets. Alors, le segment de type
espace reliant py a p1 est contenu dans 02~ .

Démonstration. D’apres le Lemme 9.2.3, pg et p; sont dégénérés. Soient Uy C S(pg) et
Ui C S(p1) leurs horismos complets respectifs. On voit Uy et Uy dans S(g) et on note Tj
et T} leurs complémentaires respectifs dans S(q). Ces derniers correspondent & I’ensemble
des hyperplans d’appui lumiéres a 2~ en pg et p;. Les strates de pg et p; sont donc les
enveloppes convexes de Ty et de T dans I'espace hyperbolique H" bordé par S(q).
Soient H"~!(pg, p1) I'hyperplan de H" défini par I'orthogonal du vecteur de type espace
po — p1 (voir Remarque 2.3.5) et Cp; son bord conforme dans S(q).

D’apres la Proposition 2.3.10, H"~!(pg, p1) sépare au sens large, les strates de pg et de p.
Or, d’apres la preuve du Lemme 9.2.3, Uy = Uy = U. D’ou, Ty = 11 = T'. Par conséquent,
T C Cp,1 et les strates de pg et p1 sont égales. Il résulte alors de la Proposition 2.3.10
que le segment de type espace reliant pg a p; est contenu dans 02~. U

Soit E le sous-espace affine de M"*! engendré par les TIPs complets de €2, notons qu’il
est euclidien. On désigne par ﬁ I’espace vectoriel directeur de F. Posons dim £ =k > 1.

Lemme 9.2.5. Le domaine Q2 est saturé par le sous-espace vectoriel ﬁ, plus préci-

sément, pour tout point x de 1, le sous-espace affine passant par x dirigé par est
contenu dans 2~ .

Démonstration. Soit xg € §2. On note Ey le sous-espace affine passant par xg dirigé par
. Montrons que Fy C 2. Cela revient & montrer que 'ombre de tout point de Ej sur

J T (q) est disjointe de A (voir Proposition 3.7.1).
Pour tous TIPs complets p;, p; € 9§2~, on note C;; 'ensemble des directions lumieres
de l'orthogonal du vecteur de type espace p; — p;. C’est une spheére conforme de codi-

mension 1 dans S(g). L’ensemble des directions lumieéres de 'orthogonal de E est alors
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I'intersection de tous les Cj, notée C. C’est une sphere conforme de dimension (n—1—k)
dans S(g). Il s’en suit que les lisieres des points de Ej s’intersectent toutes le long d’une
spheére conforme Cj de dimension (n — 1 — k) de J " (q) qui se projette sur C.

Par ailleurs, d’apres la preuve du Lemme 9.2.4, pour tous TIPs complets p;, p; € 02~
ona T C C;j. D’ou, T' C C. Comme la projection de A est exactement 7', I'ensemble A
est contenu dans la bande C' x R de J(q) ~ S(q) x R. Il suffit alors de vérifier que A est
disjoint de Cj et dans le passé de Cjy pour conclure. Comme la sphére Cjy est contenue
dans la lisiere de x € 2, cela est bien le cas d’apres la Proposition 3.7.1. 0

Corollaire 9.2.1. Le sous-espace affine euclidien E est contenu dans Of).

Démonstration. Soient pg € E un TIP complet et x € E. Par définition de F, la droite A
passant par x et pg coupe un segment [p;, p;] reliant deux TIPs complets p;, p; € E en un
point y. D’apres le Lemme 9.2.4, le segment [p;, p;] est contenu dans 0§2~, en particulier
y € 092~. Supposons par 'absurde que A n’est pas contenue dans 92~. Comme 2~ est
concave, A traverse 2~ a travers les points pg et y de 9Q2~. En particulier, A rencontre
le domaine 7. Alors, d’apres le Lemme 9.2.5, A C Q7. En particulier, pg,y € Q.
Contradiction. Donc, A C 927. Le corollaire s’en suit. ]

En résumé, nous venons de montrer que les TIPs complets de €2 dans la carte de
Minkowski Mink, (¢) sont tous dégénérés et engendrent un sous-espace affine euclidien
FE de dimension k£ > 1 contenu dans 92~
De maniere symétrique, le raisonnement ci-dessus reste vrai pour les TIFs de 2. Ainsi,
les TIFs complets de Q dans la carte de Minkowski Mink_(p) sont tous dégénérés et
engendrent un sous-espace affine euclidien E* dans 0Q+.

Lemme 9.2.6. Les TIPs complets de §2 sont en correspondance avec les TIFs complets
de ). Le sous-espace E* est alors I’ensemble des premiers points conjugués passés des
points de E.

Démonstration. D’apres le Lemme 9.2.3, les TIPs et les TIFs complets de €2 sont tous
dégénérés. On a vu dans la Section 9.1 qu’a tout TIP complet dégénéré correspond un
unique TIF complet dégénéré et vice versa. Le lemme s’en suit. ]

__Soient S et S* les compactifications des sous-espaces affines euclidiens F et E* dans
Einy ;. Ce sont des spheres conformes de dimension k.

Lemme 9.2.7. Les TIPs de ) contenus dans S sont tous complets.

Démonstration. Soit x € S et soit ¢ un photon issu de = qui rentre dans 2. Alors, ¢
rencontre ’horizon d’un TIP complet p; de S, et rentre dans le passé strict de p; dans
Q. Ce dernier est un domaine régulier futur QO (p;) de la carte de Minkowski Mink_ (p;).
Comme S* passe par le premier point conjugué passé de p;, son intersection avec la
carte Mink_ (p;) est un sous-espace affine E de dimension k. D’apres ce qui précede,
E? est contenu dans le bord de Q7 (p;) dans Mink_(p;), noté 9Q* (p;). Par conséquent,
apres étre rentré dans Q1 (p;), le photon ¢ reste dans le domaine jusqu’a atteindre son
premier point conjugué dans EF N QT (p;). Autrement dit ¢ est complet. Donc, p; est
complet. ]
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De maniere symétrique, les TIFs de ) contenus dans S* sont tous complets.

Conclusion. Soit Misy le domaine de Misner défini par S et S*, a savoir 'intersec-
tion du passé strict de S dans ) avec le futur strict de S* dans 2. On vient de montrer
que S (resp. S*) est exactement I’ensemble des TIPs (resp. TIFs) complets de 2. Comme
I" envoie photon complet sur un photon complet, I" préserve 1’ensemble des TIPs (resp.
TIFs) complets de 2, c’est a dire S (resp. S*). Par conséquent, I' préserve le domaine
de Misner Misg. On a donc montré que €2 contient un domaine de Misner d’indice k
invariant par I', autrement dit que 2 une extension de Misner d’indice k.
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ANNEXE

A

CONES CONVEXES ET CONVEXES
FERMES D’UN ESPACE AFFINE

Le but de cette annexe est I’étude des convezes fermés d’un espace affine a partir de la
théorie des cones convexes d’un espace vectoriel. Nous verrons, en particulier, comment
réaliser canoniquement un espace affine comme un hyperplan affine d’un espace vectoriel.
Cette étude fera I'objet de la Section A.3. Avant cela, nous rappelons quelques éléments
de la théorie des cones convexes (voir Section A.1 ) puis des convexes fermés (voir Section
A.2) d’un espace vectoriel. Pour plus de détails, consulter [27]. On renvoie également a
cet ouvrage [27] pour les preuves des propositions énoncées dans la Section A.1 et la
Section A.2.

A.1 Cones convexes

Dans toute cette section, V' désigne un espace vectoriel réel de dimension finie n € N*.

(A.1.1) Cobnes.

Définition A.1.1. Un sous-ensemble C' de V est un cine s’il est stable par multiplication
par tout scalaire strictement positif, i.e. pour tout A > 0, on a AC C C.

Remarque A.1.1. 1. L’intersection d’une famille de cones est un cone.

2. L’adhérence d’un codne est un cone.

Définition A.1.2. Un cone C de V est dit
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— saillant s'il ne contient pas de droite vectorielle autrement dit si CN(—C') = {0}.
— pointé si 0 € C. 1l est dit épointé dans le cas contraire.

Remarque A.1.2. Tout cone fermé non-vide est pointé.

(A.1.2) Ensembles convexes.

Définition A.1.3. Un sous-ensemble C de V est dit conveze si pour tous z,y € C et
pour tout A € [0,1], Az + (1 — Ny € C.

Définition A.1.4. Soit k& € N* et soient v1q,...,v; des vecteurs de V. On appelle

k
combinaison convexe de ces k vecteurs, tout vecteur v de V tel que v = Y \jv;, les réels
i=1
A; étant positifs de somme égale a 1.

Remarque A.1.3. 1. Une partie C' de V est convexe si et seulement si elle est stable
par combinaisons convexes.
2. L’intersection d’une famille de sous-ensembles convexes de V est convexe.
3. L’adhérence d’un convexe est convexe.

Proposition A.1.1. L’intérieur d’'un convere C' de V' est un convere. De plus, si intC
est non-vide, alors intC = C.

(A.1.3) Cones convexes.

Proposition A.1.2. Un cone C de V est convexe si et seulement s’il est stable par
addition i.e. C +C C C.

Remarque A.1.4. I’adhérence d’un cone convexe est un céne convexe.

Définition A.1.5. On appelle combinaison conique de vecteurs de V toute combinaison
linéaire a coefficients positifs de ces vecteurs.

Remarque A.1.5. Une partie C' de V est un cone convexe si et seulement si elle est stable
par combinaison conique.

(A.1.4) Enveloppe convexe. Soit P une partie de V. Il existe au moins un sous-
ensemble convexe de V' contenant P, & savoir V lui-méme. On peut donc considérer
Iintersection de tous les sous-ensembles convexes de V' contenant P. D’ou la définition
suivante.

Définition A.1.6. On appelle enveloppe convere d’une partie P de V l'intersection de
tous les sous-ensembles convexes de V' contenant P. On la note Conv P. Il s’agit du plus
petit convexe de V contenant P.
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Proposition A.1.3. Soit P une partie de V. L’enveloppe convexe de P est égale a
l’ensemble des combinaisons convezxes des points de P :

k k
Conv(P) ={> Xivi, ke N*, ;e Ry, > Ni=1, v; € P}.
i=1 i=1
Théoréme A.1.1 (C. Carathéodory). Soit P une partie de V. Alors, tout point de
lenveloppe conveze de P peut s’écrire comme une combinaison convexe de (n+1) vecteurs

de V.

Proposition A.1.4. Soit P une partie de V. L’adhérence de l’enveloppe convezxe de P
est le plus petit convexe fermé contenant P i.e. c’est l'intersection de tous les convexes
fermés contenant P.

(A.1.5) Enveloppe conique.

Définition A.1.7. L’enveloppe conique d’'une partie P de V, notée C(P), est 'inter-
section de tous les cones convexes pointés contenant P. C’est donc le plus petit cone
convexe pointé contenant P.

Proposition A.1.5. Soit P une partie de V. L’enveloppe conique de P est égale a
l’ensemble des combinaisons linéaires coniques des points de P :

k
C(P)={)_Awvi, keN*, \; e R,v; € P}.
=1

Définition A.1.8. Soit P une partie de V. On appelle cone engendré par P le cone
pointé R P.

Remarque A.1.6. L’enveloppe conique d’'une partie P de V coincide avec ’enveloppe
convexe du cone engendré par P et avec le cone engendré par ’enveloppe convexe de P :

C(P) = Conv(R;P) =R, Conv(P).

(A.1.6) Cone dual. Soit V* I'espace vectoriel dual de V. La notion de cone dual
permet d’associer a toute partie non-vide P de V' un cone convexe fermé non-vide du

dual V*.

Définition A.1.9. Soit P une partie non-vide de V. Le cone dual de P, noté P*, est le
sous-ensemble de V* constitué des formes linéaires positives sur P :

P :={aecV*: a(v) >0Vv e P}

Remarque A.1.7. Le cone dual d’une partie P de V est un cone convexe fermé comme
intersection de la famille des demi-espaces fermés {a € V* : «(p) > 0} indexée par P.
Il est non-vide puisqu’il contient 0.
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Définition A.1.10. Soit P une partie non-vide de V. Le cone bidual de P, noté P**,
est le cone convexe fermé (P*)* de V**.

Dans ce qui suit, on identifie V' a V** par I'isomorphisme qui associe a tout v € V'
la forme linéaire v* définie pour tout o € V* par v*(«) := a(v). Ainsi, le bidual d’une
partie P de V est pensé comme un céne convexe fermé de V. Remarquons que P est
toujours contenu dans son bidual P**.

Proposition A.1.6. Soit P et QQ deux parties non-vides de V.
1. Si P C Q alors Q" C P*.
2. Le cone dual de P coincide avec le cone dual de ’enveloppe conique de P, i.e.
P*=C(P)*.
3. Le cone dual de C(P) est égal au cone dual de C(P), i.e. C(P)* = C(P)*.

4. Le bidual de P est le plus petit cone conveze fermé contenant P, i.e. P** = C(P).

A.2 Convexes fermés

Dans cette section, on rappelle I’énoncé d’un théoreme clef de la théorie des convexes
fermés : le théoreme de Hahn Banach. De ce théoréme découlent des résultats de sépa-
ration des convexes dont I'une des applications est la description des convexes fermés.
Commencgons par préciser quelques définitions. Dans toute cette partie, V' désigne un
espace vectoriel réel de dimension finie n € N*,

(A.2.1) Séparation des convexes. Etant donné un hyperplan affine H de V, il
existe une forme linéaire a sur V' et un réel C tels que a(v) = C soit une équation de
H. L’hyperplan H délimite deux demi-espaces fermés de V'

{veV:aw) >Clet{veV: alw) <C}.

On parle de demi-espaces ouverts lorsque les inégalités ci-dessus sont strictes. On a alors
les définitions suivantes.

Définition A.2.1. Soient P et ) deux parties de V' et H un hyperplan affine de V. On
dit que :

1. H sépare P et Q au sens large si P est dans 'un et ) dans 'autre des demi-espaces
fermés définis par H.

2. H sépare P et Q au sens strict si P est dans 'un et () est dans 'autre des
demi-espaces ouverts définis par H.

3. H sépare fortement P et @ si et seulement s’il existe une équation a(z) = C de
H et un réel € > 0, tels que

Ve e P, a(zx) +e<CetVreQ alx)—e>C.
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Remarque A.2.1. Séparation forte = séparation stricte = séparation large.

Théoréme A.2.1 (Théoreme de Hahn Banach géométrique). Soient 2 un ouvert convexe
de V et L un sous-espace affine de V disjoint de Q). Alors, il existe un hyperplan affine
H de 'V qui contient L et qui ne rencontre pas €.

Le théoreme de Hahn Banach permet de montrer les résultats de séparation des
convexes suivants.
Proposition A.2.1. Soient C et C' deux convexes disjoints de V.

1. Il existe un hyperplan affine séparant (au sens large) C et C'.

2. Si, de plus, C et C' sont ouverts, il existe un hyperplan séparant strictement C
et C'.

3. Si C est fermé et C' compact, il existe un hyperplan séparant fortement C et C".

Dans ce qui suit, nous présentons deux conséquences de ces résultats de séparation
des convexes.

(A.2.2) Description des convexes fermés. L’intersection de demi-espaces fermés
est un convexe fermé. Une conséquence des résultats de séparation est que, réciproque-
ment, tout convexe fermé est soit V tout entier soit une intersection de demi-espaces
fermés. Plus précisément :

Théoréeme A.2.2. Soit C un conveze fermé de V., C # V. Alors, C est lintersection
de tous les demi-espaces fermés qui le contiennent.

Démonstration. Notons K lintersection des demi-espaces fermés contenant C. Suppo-
sons que linclusion C' C K soit stricte. Il existe alors un point x € K\C. D’apres le
point 3 de la Proposition A.2.1, il existe un hyperplan affine H séparant fortement {x}
et C. Autrement dit, x n’appartient pas au demi-espace fermé délimité par H contenant
C'; contradiction. O

(A.2.3) Existence d’hyperplans d’appui. Une autre application des résultats de
séparation est I’existence d’hyperplans d’appui en tout point de la frontiére d’un convexe
fermé. Avant d’énoncer cette proposition, rappelons la définition d’hyperplan d’appui.

Définition A.2.2. Soit P une partie de V' et pg un point de P. Un hyperplan affine H
de V est dit hyperplan d’appui de P en pg si

1. H contient pg ;
2. H sépare {pp} et P.

Autrement dit 8’1l existe une équation a(p) = 0 de H telle que
a(po) =0et a(p) >0Vpe P.

Le point p est appelé point d’appui de H.
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Remarque A.2.2. 1l n’existe pas nécessairement d’hyperplan d’appui en un point pg de
P. Un hyperplan d’appui en un point py de P n’est pas nécessairement unique. Enfin,
un hyperplan d’appui peut avoir plusieurs points d’appui.

Remarque A.2.3. Soit P une partie de V.
1. L’ensemble des points d’appui d’un hyperplan d’appui H de P est H N P.

2. Si P est convexe, tout hyperplan d’appui de P est disjoint de intP. De plus, les
points d’appui de H sont contenus dans la frontiere de P.

Proposition A.2.2. Soit C' un convexe fermé de V' et soit p un point de la frontiére de
C. Alors, il existe au moins un hyperplan d’appui de C en p.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le point 1 de la Proposition A.2.1 aux convexes intC'
et {p}. O

(A.2.4) Hyperplans d’appui et cone dual. Pour finir, la proposition suivante
établit une dualité entre les hyperplans d’appui d’'un convexe fermé et les points de la
frontiere de son cone dual.

Proposition A.2.3. Soient C un conveze fermé de V', x un point de OC et a une forme
linéaire sur V. Si ker a est un hyperplan d’appui de C en x € 0C alors ker x* est un
hyperplan d’appui de C* en o € OC* ou x* est la forme linéaire sur V* définie par

' (a) = a(z) YVa € V*.

A.3 Convexes fermés d’un espace affine et cones convexes

Dans cette section, on étudie les convexes fermés d’un espace affine. Rappelons que
tout convexe fermé est U'intersection des demi-espaces fermés (délimités par des hyper-
plans) qui le contiennent (voir le Théoréme A.2.2). Ainsi, la donnée d’un convexe fermé
équivaut a la donnée d’une famille de demi-espaces. Cela suggere que le cadre naturel
pour I’étude des convexes fermés d’un espace affine A est ’espace des demi-espaces de
A délimités par des hyperplans. Apres avoir précisé la topologie de cet espace, nous
verrons comment 1’étude des convexes fermés d’un espace affine se ramene a la théorie
des cOnes convexes fermés d’un espace vectoriel. Dans toute cette partie, A désigne un
espace affine réel de dimension finie n € N* de direction V.

(A.3.1) Espace des demi-espaces de A. Toute forme affine non constante sur A
définit le demi-espace
Do ={p€ A, alp) =0}

délimité par ’hyperplan d’équation «(p) = 0. Deux demi-espaces D, D,/ coincident si
et seulement s’il existe A > 0 tel que o = Aa. Réciproquement, tout demi-espace de A
délimité par un hyperplan peut-étre décrit comme un demi-espace D,,.
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En résumé, la donnée d’un demi-espace de A délimité par un hyperplan équivaut a
la donnée d’un rayon de formes affines non constantes. Notons F(A) 'espace vectoriel
des formes affines sur A. Il s’avere alors pertinent de considérer la spheére des rayons de
F(A) notée S(F(A)). Il s’agit du quotient de F(A)\{0} par la relation d’équivalence qui
identifie & & A si A > 0. On note S : F(A) — S(F(A)) la projection canonique. Le
rayon des formes affines constantes positives (resp. négatives) est un point de la sphére
des rayons que nous notons &y (resp. {_).

Définition A.3.1. L’espace des demi-espaces de A est Vouvert S(F(A))\{{+,&-} de la
spheére des rayons muni de la topologie induite. On le note D(A).
Tout point ¢ de D(A) définit le demi-espace de A

De={pe€ A, o(p) >0}

ou « est un représentant de (.

(A.3.2) Réalisation d’un espace affine comme hyperplan affine d’un espace-
vectoriel. Nous allons voir que 'on peut réaliser canoniquement A comme un hyper-
plan affine de Iespace vectoriel dual F(A)*. On définit 'application i : A — F(A)*
qui associe a tout point x de A la forme linéaire i(z) définie pour tout o € F(A) par

i(z)(a) = az).
Lemme A.3.1. L’application i est affine et injective.

ﬁ
Démonstration. Soit i :) V — F(A)* lapplication linéaire qui> associe & tout vecteur
v € V la forme linéaire i (v) définie pour tout a € F(A) par i (v)(a) := o (v) ot o

est I'application linéaire associée a «. On vérifie que pour tous points z,y de A on ait
i(x) =i(y) + i (z —y).
_>
L’application i est donc affine d’application linéaire associée ¢ . Montrons que 7 est

n
injective. Soit {e1, ..., e, } une base de Vet {e], ..., e’} sa base duale. Soit v = Y ef(v)e;
i=1
— —
un vecteur de V tel que i (v) = 0. Alors, pour tout o € F(A), on a i (v)(a) = 0 soit
3(1}) = 0. Autrement dit, pour tout = V*, on a 3(1}) = 0. En particulier, pour tout

i=1,...,n,onae(v) =0. Do, v =0. Donc, i est injective. O

On déduit du Lemme A.3.1 que le sous-espace affine i(A) est un hyperplan affine
de F(A)*. 1l s’avere que l'on peut précisément décrire i(A). Soient oy la forme affine
constante sur A égale a 1 et H; I'hyperplan affine de F(A)* défini par

Hy={feFA)": flau)=1}.
Le Lemme A.3.2 montre que I’hyperplan i(A) est exactement ’hyperplan affine Hj.
Lemme A.3.2. Le sous-espace affine i(A) coincide avec hyperplan affine Hy.
Démonstration. Pour tout point x de A, i(x)(ay) = aq(x) = 1 donc i(A) C Hy. Comme

dimi(A) = dim Hy, on obtient 1’égalité i(A) = H;. O
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(A.3.3) Convexes fermés et cones convexes. Soit A C D(A) une famille de
demi-espaces de A. L’intersection de ces demi-espaces dans A est un convexe fermé noté

Q(A) -
QA):={pecA: a(p)>0VYaecS A}

Remarque A.3.1. Si la famille A est vide, Q(A) est 'espace A tout entier.

Le plongement i : A — F(A)* nous permet de penser Q(A) comme un convexe fermé

de Pespace vectoriel F(A)*. Le paragraphe suivant caractérise i(2(A)) dans F(A)*.

On pose Ag := S7I(A). Soit C(Ag) I'enveloppe conique de Ag dans F(A) et C(Ag)*
son cone convexe dual. D’apres le point 2 de la Proposition A.1.6, C(Ap)* coincide avec
le cone dual A§. Il est alors clair que

i(Q(A)) = i(A) N C(Ag)". (A1)

Lemme A.3.3. Soit A l'adhérence de A dans S(F(A)). Alors, Q(A) = Q(A).

Démonstration. Cela découle immédiatement du fait que C(Ag)* = C(Ag)* (voir Pro-
position A.1.6, point 3). O

Lemme A.3.4. Si A est fermé dans S(F(A)) alors le cone convexe C(Ng) est fermé
dans F(A).

Démonstration. Soit {B;}; une suite de C'(Ag) qui converge vers § € F(A). Pour tout
entier 4, il existe (n 4 1) réels positifs t;o, ..., tin et (n+ 1) formes affines o, . . ., a;, de
Ao tels que

n
Bi =) tijaij.
=0

Soit j € {0,...,n}. Comme la sphere des rayons S(F(A)) est compacte, le fermé A est
compact. Par suite, quitte a extraire, la suite {t;ja;}; converge vers un point a; de Ao.
Ainsi, {8;}; converge vers la somme «ag + ... + ay. Par unicité de la limite,

6 = Z aj € C (Ai())
j=0
Le cone convexe C(Ag) est donc fermé dans F(A). O

D’apres Pégalité A.1, le convexe fermé Q(A) est vide si et seulement si le cone convexe
fermé C(Ag)* est disjoint de I’hyperplan affine i(A) égal

Hy ={f e F(A)": flar) =1}.
L’hyperplan vectoriel directeur de Hy est '’hyperplan Hy donné par
Ho={feF(A)": flaa) =0}

On a alors le lemme suivant.
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Lemme A.3.5. Le cone convexe fermé C(No)* est disjoint de Hy si et seulement s’il
est contenu dans le demi-espace de F(A)*

{feF(A)": fla1) <0}
délimité par Hy.

Soit A_ le rayon fermé de F(A) constitué des formes affines constantes négatives.

Remarque A.3.2. Le demi-espace {f € F(A)*: f(a1) < 0} est égal au cone dual de A_.

Proposition A.3.1. Le conveze fermé Q(A) est vide si et seulement si A_ est contenu
dans le cone convexe fermé C(Ag).

Démonstration. D’aprés le Lemme A.3.5 et la Remarque A.3.2, le convexe fermé Q(A)
est vide si et seulement si C'(Ag)* C A*. Supposons Q(A) vide i.e. C(Ag)* C A* . Alors,
d’aprés le point 1 de la Proposition A.1.6, A** C C(Ag)**. Comme C(Ag)* = C(Ag)*
(voir Proposition A.1.6, point 3), on a C(Ag)** = C(Ag)**. On rappelle que le bidual
d’une partie de F(A) est le plus petit cone convexe fermé qui la contient. Comme A_
et C(Ao) sont des cones convexes fermés (voir Lemme A.3.4), on a

A™ = A et C(Rg)™ = C(Ro) soit C(Ag)™ = C(Ay).

L’inclusion A** C C(Ag)*™ s’écrit alors A C C(Ap). Réciproquement, si A_ C C(A)
alors C'(Ag)* C A*. Or, C(Ag)* = C(Ap)*. Donc C(Ag)* C A* autrement dit Q(A) est
vide. O

On reformule la Proposition A.3.1 en termes d’enveloppe convexe de A. Avant cela,
précisons la notion de convexité dans la sphere des rayons.

Définition A.3.2. Un conveze de S(F(A)) est la projection radiale d'un cone convexe
de F(A).

Définition A.3.3. Soit P une partie de S(F(A)). L’enveloppe convexe de P est le plus
petit convexe contenant P, i.e. 'intersection de tous les convexes contenant P.

Lemme A.3.6. Soit P une partie de S(F(A)). L’enveloppe conveze de P est égale d la
projection radiale de ’enveloppe conique de Py := S~ (P), i.e. ConvP = S(C(P)).

La Proposition A.3.1 donne alors une condition nécessaire et suffisante sur A pour
que le convexe fermé (A) soit non-vide. Rappelons qu’on désigne par £_ la classe des
formes affines constantes négatives dans S(F(A)).

Proposition A.3.2. Un conveze fermé Q(A) de A est non-vide si et seulement si £_
n’appartient pas a l’enveloppe convexe de A.
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(A.3.4) Hyperplans d’appui. On a vuqu’en tout point de la frontiere d’un convexe
fermé A, il existe au moins un hyperplan d’appui (voir Proposition A.2.2). Dans ce pa-
ragraphe, on décrit ’ensemble des hyperplans d’appuis d’un convexe fermé de A en un
point de sa frontiere. Avant cela précisons la topologie de I’espace des hyperplans de A.

Toute forme affine non constante « sur A définit un unique hyperplan de A d’équation
a(p) = 0. Deux formes affines non constantes «, o sur A définissent le méme hyperplan
si et seulement si elles sont colinéaires. Inversement, tout hyperplan de A est le lieu des
zéros d’une forme affine non constante.

En résumé, la donnée d’un hyperplan de A équivaut a la donnée d’une droite vec-
torielle de formes affines non constantes sur A autrement dit d’un point de 'espace
projectif P(F(A)). Soit £ € P(F(A)) la classe des formes affines constantes. On a alors
la définition suivante.

Définition A.3.4. L’espace des hyperplans de A est P'ouvert P(F(A))\{{} de 'espace
projectif muni de la topologie induite. On le note H(A). Un point ¢ de H(A) définit
I’hyperplan

{peAd: alp) =0}

ou « est un représentant de (.

La description des hyperplans d’appui d’un convexe fermé de A fait appel a la notion
de convexité dans I'espace projectif. La spheére des rayons S(F(A)) est un revétement
double de P(F(A)) et on a définit ci-dessus les convexes de la sphére des rayons. Il est
alors naturel de définir les convexes de I’espace projectif comme suit.

Définition A.3.5. Un convere de l'espace projectif P(F(A)) est la projection d’un
convexe de la sphere des rayons S(F(A)).

Remarque A.3.3. Un convexe de P(F(A)) est la projection d’un cone convexe de F(A)
dans P(F(A)).

Définition A.3.6. L’enveloppe convexe d'une partie P de P(F(A)) est le plus petit
convexe contenant P.

Remarque A.3.4. Si 'on note P : F(A)\{0} — P(F(A)) la projection canonique, I’en-
veloppe convexe de P est égale & la projection de I’enveloppe conique de Py := P~1(P),
dans l'espace projectif P(F(A)), i.e. ConvP = P(C(Fp)).

Proposition A.3.3. Soient Q(A) un conveze fermé de A et pg un point de sa frontiére.
On note A la projection de A C S(F(A)) dans Uespace projectif P(F(A)). Alors, Uen-
semble des hyperplans d’appui de Q(A) en x est égal a l'enveloppe convexe des hyperplans
d’appui contenus dans Uadhérence de A dans P(F(A)).

Démonstration. On rappelle que I'on note i le plongement de A dans F(A)* et Ay le come
épointé ST1(A) de F(A). D’apres la Proposition A.2.2; il existe un hyperplan d’appui
de Q(A) en pg. Autrement dit, il existe une forme linéaire a € F(A) telle que a(pg) = 0
et a(p) > 0 pour tout p € Q(A). Si I'on note o* la forme linéaire sur F(A)* définie par
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a*(f) == f(a), cela équivaut a dire que ker a* est un hyperplan d’appui de C'(Ag)* en
i(po) € OC(Ag)*. D’apres la Proposition A.2.3, ker i(pg) est alors un hyperplan d’appui de
C(Ap) en o € OC(Ag). De plus, la projection de I’ensemble des points d’appui de keri(pg)
dans l’espace projectif P(F(A)) est égal a ensemble des hyperplans d’appui de Q(A) en
po. Or, I'ensemble des points d’appui de ker i(pg) est ker i(pg)NOC(Ag) C keri(x)NC(Ay).
L’ensemble des hyperplans d’appui de Q(A) est donc I’enveloppe convexe des hyperplans
d’appui contenus dans I'adhérence de A dans P(F(A)). O

Remarque A.3.5. En vertu de la Proposition A.1.1, tout ouvert convexe non-vide de A
est de la forme intQ(A) avec Q(A) # 0. Comme les frontieres de intQ(A) et Q(A) sont
égales, la Proposition A.3.3 reste vraie pour des ouverts convexes non-vides.
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ANNEXE

B
ESPACE-TEMPS CONFORMES

Cette annexe vise a fournir au lecteur qui n’est pas familier avec la géométrie Lo-
rentzienne conforme, un dictionnaire rassemblant les notions de base de cette géométrie.
Nous nous sommes appuyés sur [35, Chap. 14], [10] et [37] pour écrire cette annexe ; nous
renvoyons le lecteur vers ces documents pour plus de détails.

B.1 Espace-temps conformes

Définition B.1.1. Soit M une variété différentielle de dimension (n 4+ 1). Une métrique
Lorentzienne sur M est une métrique pseudo-Riemannienne sur M de signature (1,n).

Définition B.1.2. Une variété Lorentzienne est une variété différentielle M munie d’une
métrique Lorentzienne.

Ezemple B.1.1. L’espace vectoriel R"™! muni de la métrique —dt? +da? + ...+ dr? dans
le systeme de coordonnées associé a la base canonique, est une variété Lorentzienne. Il
s’agit de I'espace de Minkowski noté RL™.

Définition B.1.3. Soit (M, g) une variété-Lorentzienne. Un vecteur v tangent a M est
de type temps (resp. lumicére, espace) si sa pseudo-norme g(v,v) est négative (resp. nulle,
positive).

Nous emploierons le terme causal pour désigner les vecteurs tangents a M qui sont
temporels ou lumieres.

Pour chaque point p de M, on peut trouver un systeme de coordonnées sur 7, M dans
lequel la forme quadratique g, s’écrit —t2 422 +...+22. Par conséquent, 'ensemble des
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vecteurs de type temps est un céne ouvert, union disjointe de deux demi-cones convexes.
La frontiere de ce cone ouvert est ’ensemble des vecteurs lumieres appelé cone lumiere.

vecteur de
type temps

vecteur de
type lumibdre

vecteur de i\

Lype espace f‘—-—-_._____________

F1GURE B.1 — Vecteurs de type temps, lumiére, espace.

Définition B.1.4. Une orientation temporelle d’'une variété Lorentzienne M est un
choix continu, pour tout p € M, d’une des deux composantes connexes du cone des
vecteurs de type temps de T, M. Autrement dit, c’est la donnée d’un champ de vecteurs
de type temps sur M.

Une variété Lorentzienne munie d’une orientation temporelle est dite temporellement
orientée.

Définition B.1.5. Un espace-temps est une variété Lorentzienne orientée et temporel-
lement orientée.

Ezemple B.1.2. L’espace de Minkowski R1"™ est orientable et temporellement orientable.
Il admet donc une structure d’espace-temps.

Soulignons que les notions d’orientabilité et d’orientabilité temporelle sont indépen-
dantes comme le montre 'exemple suivant.

Exzemple B.1.3. Une bande de M6bius n’est pas orientable mais on peut la munir d’une
structure Lorentzienne temporellement orientable.

Invariance conforme.

Définition B.1.6. Soient g,¢ deux métriques Lorentziennes sur une variété M. On
dit que g et ¢’ sont dans la méme classe conforme si elles sont proportionnelles par un
facteur strictement positif, c’est & dire ¢’ = efg ol f est une application lisse de M dans
R. La classe conforme d’une métrique Lorentzienne g est notée [g].
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FiGURE B.2 — Orientation temporelle d’'une bande de Mdbius.

Nous faisons alors la remarque triviale mais importante suivante :

Remarque B.1.1. Si g et ¢’ sont deux métriques Lorentziennes sur une variété M qui
sont dans la méme classe conforme alors le type d’un vecteur tangent est le méme pour
g et ¢g'. Ainsi, pour chaque point p de M, le cone des vecteurs de type temps de T, M
reste inchangé pour g et ¢'.

Il en résulte que la notion d’orientabilité temporelle d’une variété Lorentzienne (M, g)
ne dépend que la classe conforme de g.

Définition B.1.7. Un espace-temps conforme est une variété munie d’une classe conforme
de métriques Lorentziennes qui est orientée et temporellement orientée.

Ezemple B.1.4. L’espace d’Einstein est un espace-temps conforme (voir Chapitre 3).

B.2 Courbes causales

Définition B.2.1. Soit (M, g) un espace-temps. Une courbe C! v : I — M est dite
causale future (resp. passée) si chaque vecteur tangent v/(t) est causal futur (resp. passé).

On définit de méme les courbes de type temps, lumiere futures et passées et les
courbes de type espace.

Remarque B.2.1. La Définition B.2.1 s’étend sans difficulté aux courbes C!-par mor-
ceaux : aux points ou la courbe v n’est pas différentiable, on demande a ce que les
vecteurs tangents & droite et a gauche soient causaux futurs (ou passés).

Remarque B.2.2. D’apres la Remarque B.1.1, les notions de courbes causales, de type
temps, lumiere et espace ne dépendent que de la classe conforme de g. On peut donc les
définir dans n’importe quel espace-temps conforme.

Géodésiques. Le théoreme fondamental de la géométrie Riemannienne s’étend a géo-
métrie Lorentzienne, et plus généralement a la géométrie pseudo-Riemannienne : dans
une variété pseudo-Riemannienne (M, g), il existe une unique connexion sans torsion
et qui respecte la métrique : la connexion de Levi-Civita. Les géodésiques sont alors les
courbes auto-paralléles pour la connexion de Levi-Civita.
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Dans un espace-temps (M, g), le type d’un vecteur tangent & une courbe paramétrée
peut changer lorsqu’on se déplace le long de la courbe. En revanche, le type d’un vecteur
tangent a une géodésique ne change pas. En effet, si v : I — M est une géodésique alors

%9(7/(3)7 Y'(5)) = 29(Vy(s)7 (5),7'(s)) = 29(0,7(s)) = 0

ou V est la connexion de Levi-Civita sur M. Les géodésiques de M sont donc soit de
type temps, lumiére (futures ou passées) ou espace.

Invariance conforme des géodésiques lumiéres. Si g et ¢’ sont deux métriques
Lorentziennes sur une variété M qui sont dans la méme classe conforme alors les courbes
qui sont des géodésiques pour g ne le sont en général pas pour ¢’. Cela provient du
fait que la connexion de Levi-Civita n’est pas préservée par changements conformes
de métriques '. En revanche, les géodésiques lumiéres sont les mémes, en tant que lieux
géométriques, pour g et g’'. Cet énoncé reste vrai dans le cadre plus général de la géométrie
pseudo-Riemannienne. Pour une preuve de ce résultat, consulter [20, Théoréme 3].

Théoréme B.2.1. Soit (M, g) une variété pseudo-Riemannienne. Alors, les géodésiques
lumiéres sont les mémes en tant que lieur géométriques, pour toutes les métriques de la
classe conforme.

Ainsi, dans un espace-temps conforme, la seule notion de géodésique qui a un sens
est donc celle de géodésique lumiere.

Courbes causales inextensibles. Soit M un espace-temps.

Définition B.2.2. Un courbe causale future (resp. passée) v : I — M est inextensible
s’il n’existe aucune courbe causale future (resp. passée) 5 : J — M qui la prolonge c’est
a dire telle que I C J et 47 = 7.

Proposition B.2.1. Toute courbe causale future (resp. passée) de M est contenue dans
une courbe causale future (resp. passée) inextensible de M.

Démonstration. Voir par exemple [37, Chap.1, Sect. 3, Prop. 3.24]. O
Définition B.2.3. Une géodésique lumiere inextensible est appelée photon.

Dans la suite, nous allons introduire des notions permettant de décrire la structure
causale d’un espace-temps M, autrement dit d’étudier tout ce qui est relatif aux liens de
causalité dans M. Nous venons de voir que les relations de causalités qu’il peut y avoir
entre deux points d’un espace-temps M ne dépendent que de la structure conforme de M.
Par conséquent, toutes les notions qui suivent sont bien définies dans tout espace-temps
conforme.

1. La formule qui relie deux connexions de Levi-Civita associées a deux métriques d’'une méme classe
conforme peut étre trouvée dans [9, Chap. 9].
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B.3 Futur, passé

Soit M un espace-temps.

Définition B.3.1. Soit p un point de M et U un sous-ensemble de M contenant p. Le
futur strict de p dans U, noté It (p,U), est 'ensemble des extrémités de courbes C!-par
morceaur non-triviales de type temps futures issues de p contenues dans U.

On définit de méme le passé strict de p relativement @ U que I'on note I~ (p,U). Le
futur et le passé de p dans M sont notés simplement I (p) et I~ (p).

Remarque B.3.1. — Comme les courbes considérées dans la Définition B.3.1 sont
non-triviales, un point p n’appartient pas a son futur strict I (p,U) ni & son
passé strict I~ (p,U).

— Les ensembles I (p,U) et I~ (p,U) sont disjoints.

— Un point ¢ est dans le futur strict d’un point p si et seulement si le point p est
dans le passé strict de gq.

— Larelation "étre dans le futur strict de" est transitive : pour tous points p,q, 7 € M
et pour tout sous-ensemble U de M contenant ces trois points, si ¢ € I (p,U) et
r e It(q,U)alorsr € I (p,U). En effet, lorsque I’'on met bout a bout une courbe
C'-par morceaux de type temps joignant p & ¢ et une courbe C'-par morceaux de
type temps joignant ¢ & r, on obtient un courbe C'-par morceaux de type temps
allant de p & r. C’est d’ailleurs le principal intérét de considérer des courbes Cl-par
morceaux dans la Définition B.3.1.

La relation "étre dans le futur strict d’'un point dans M" est appelée relation de
chronologie et notée < : pour tous points p et ¢ de M, nous écrivons p < ¢ si ¢ €
I (p). Nous notons <y lorsqu’il s’agit du futur strict dans un sous-ensemble U de M.
Comme le futur strict et le passé strict d’'un point sont disjoints, la relation <y est
anti-symmeétrique. On a donc 1’énoncé suivant.

Lemme B.3.1. Pour tout sous-ensemble U de M, la relation <y est anti-symmétrique
et transitive.

Définition B.3.2. Soit p un point de M et U un sous-ensemble de M contenant p. Le
futur causal de p dans U, noté J+(p,U), est ’'ensemble des extrémités de courbes C!-par
morceaux (éventuellement réduites a4 un point) causales futures issues de p contenues
dans U.

On définit de méme le passé causal de p relativement a U que 'on note J~ (p,U). Le
futur et le passé de p dans M sont notés simplement J*(p) et J~(p).

Remarque B.3.2. — Il est évident que le futur (resp. passé) strict d’un point p est
contenu dans son futur (resp. passé) causal.
— Tout point p de M appartient a J*(p,U) et J (p,U) puisque dans la Défini-
tion B.3.2 les courbes réduites a un point sont autorisées. Ainsi, I'intersection de
JT(p,U) et J~(p,U) est réduite a {p}.
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— Un point g est dans le futur causal d’un point p si et seulement si le point p est
dans le passé causal de q.

— Comme pour le futur strict, la relation "étre dans le futur causal de" est transitive.
Comme le seul point d’intersection du futur et du passé causal d’un point p est
le point p, cette relation est aussi réflexive et antisymétrique.

La relation "étre dans le futur causal d’un point dans M" est appelée relation de
causalité et notée =< : pour tous points p et ¢ de M, nous écrivons p < ¢ si ¢ € JT(p).
Nous notons =< lorsqu’il s’agit du futur causal dans un sous-ensemble U de M. Il résulte
du point 4 de la Remarque B.3.2 I’énoncé suivant.

Lemme B.3.2. Pour tout sous-ensemble U de M, la relation <y est une relation
d’ordre.

Lemme B.3.3. Soit p un point d’un espace-temps M et soit U un ouvert géodésique-
ment convexe contenant p. Alors,
— le futur strict I'T(p,U) est constitué des points q € U tels que 'unique arc géodé-
sique qui joint p a q est de type temps orienté vers le futur;
— le futur causal J*(p,U) est constitué des points q € U tels que l'unique arc
géodésique qui joint p a q est de type temps ou lumiére orienté vers le futur.

Démonstration. Voir par exemple [10, Sect.3, Lemme 1]. O

Si (M, [g]) est un espace-temps conforme, alors, pour toute métrique Lorentzienne
fixée dans la classe conforme [g], le Lemme B.3.3 s’applique. Dans la suite, M désigne
un espace-temps conforme.

Corollaire B.3.1. Pour tout point p de M et tout voisinage ouvert U de p, ’ensemble
It (p,U) est un ouvert de M.

Démonstration. Voir [10, Sect. 3, Prop. 2]. O

Si U est un voisinage géodésiquement convexe de p alors le Lemme B.3.3 implique
facilement que J*(p,U) est fermé dans M. En revanche, cela n’est pas vrai en général
si U n’est pas géodésiquement convexe. En particulier, J¥(p) n’est pas toujours fermé
dans M comme le montre I’exemple suivant.

Exemple B.3.1. Considérons I'espace de Minkowski R5! privé de I'origine. Alors, le passé
du point p sur la figure ci-dessous n’est pas compact.

Le Lemme B.3.3 permet cependant de montrer le résultat suivant.

Proposition B.3.1. Pour tout point p de M et pour tout voisinage ouvert U de M
contenant p, le futur causal J*(p,U) est contenu dans l'adhérence de I (p,U).

Démonstration. Pour simplifier, prouvons la proposition pour U = M. Soit ¢ € J*(p).
Il existe alors une courbe C! par morceaux v : I — M causale future reliant p a gq.
Soit {U;}1<i<n un recouvrement fini de la courbe {7(t)}+cr par des ouverts convexes de
M. O
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Proposition B.3.2. Pour tous points p,q,r de M et pour tout sous-ensemble U de M
contenant ces trois points.

— Sir <y qetq=<yp alorsr <y p.

— Sir <y q etq=ypalorsr <y p.

Démonstration. Voir [10, Sect. 3, Prop. 3. O

Proposition B.3.3. Soient p et q¢ deux points de M. Si q € JT(p)\I*(p) alors toute
courbe Cl-par morceaux causale future reliant p d q est & reparamétrage prés un arc de
géodésique lumiere.

Démonstration. Voir [10, Sect. 3, Prop. 4]. O

Futur, passé d’un sous-ensemble. Dans ce qui précede, nous avons défini le futur

et le passé d’'un point de M mais on peut étendre ces définitions & tout sous-ensemble
A de M.

Définition B.3.3. Soient A et U deux sous-ensembles de M tels que A C U. Le futur
strict (resp. causal) de A dans U est 'union des futurs stricts (resp. causaux) I (p,U)
(resp. J*(p,U)) lorsque p parcourt A.

On définit de méme le passé strict et causal de A dans U. Lorsque U = M, nous
notons simplement I (A) et J*(A) le futur strict et causal de A dans M.

Les propriétés énoncées ci-dessus dans le cas ou A est réduit a un point se généralisent
immédiatement au cas ou A est quelconque.

B.4 Sous-ensembles achronaux, acausaux

Soit M un espace-temps de dimension (n + 1).

Définition B.4.1. Soient A et U deux sous-ensembles de M tels que A C U. Le sous-
ensemble A est dit achronal (resp. acausal) dans U si pour tous points p et g de A, il
n’existe aucune courbe temporelle (resp. causale) dans U reliant p a q.

Lorsque U = M, nous disons simplement que A est achronal ou acausal. Notons que
toute partie acausale est achronale.

Exemple B.4.1. Dans RY", tout hyperplan t = C, ou C' € R est une constante, est
acausal.

Exemple B.4.2. Dans R"", ’hyperbole —t2 —1—1‘% +.. .+:17,% = —1 avec t > 0, est acausale.
Il s’agit de I’espace hyperbolique noté H™.

Ezemple B.4.3. Dans R le cone —t2 + 22 +...+ 22 = 0 avec t > 0, est achronal mais
n’est pas acausal.

Il existe également une notion locale d’achronalité.
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Définition B.4.2. Un sous-ensemble A de M est dit localement achronal (resp. loca-
lement acausal) si tout point p de A admet un voisinage U tel que AN U est achronal
(resp. acausal) dans U.

Remarque B.4.1. Tout sous-ensemble achronal (resp. acausal) de M est localement achro-
nal (resp. localement acausal).

Définition B.4.3. Un sous-ensemble A de M est dit étanche si tout point p de A admet
un voisinage ouvert U tel que :

1. ANU est achronal dans U (autrement dit A est localement achronal) ;

2. toute courbe causale contenue dans U reliant un point de I*(p,U) & un point de
I~ (p,U) rencontre U N A.

Les sous-ensembles introduits dans la Définition B.4.3 sont connus sous la termino-
logie anglo-saxonne edgeless sets. A notre connaissance, il n’existe pas de terminologie
frangaise pour cette notion, nous proposons donc l'adjectif étanche pour caractériser
ces ensembles. En effet, on peut penser une partie étanche comme une "barriére imper-
méable" qui sépare son futur de son passé comme le montre ’exemple suivant.

Ezemple B.4.4. Le segment I = {(0,z) : 0 < z < 1} de RY! n’est pas étanche. En
effet, les points (0,0) et (0,1) ne vérifient pas la condition (2) de la Définition B.4.3. En
fait, ces deux points constituent la seule obstruction a ’étanchéité de I. En effet, il est
facile de voir que tout point du segment ouvert 0 < x < 1 vérifie les conditions (1) et
(2) de la Définition B.4.3. Le segment ouvert Iy = {(0,z) : 0 < z < 1} est donc étanche
dans Rb1,

]+(010) I*’(D, 1)

1-(0,0) I-(0,1)

Dans I'Exemple B.4.4, nous avons vu que le segment I est étanche dans RV, Tou-
tefois, si ’on voit Iy comme un sous-ensemble de R'?, autrement dit si ’'on considére le
segment Iy = {(0,2,0): 0 <z < 1} de R"2, alors Iy mlest pas étanche. En fait, aucun
point de Iy ne vérifie la condition (2) de la Définition B.4.3. Dans ce qui suit, nous allons
voir que toute partie achronale étanche de M est une hypersurface topologique (qui n’est
pas forcément lisse 2).

2. Par exemple, dans RY™, le cone —t> + a2 +...+ 22 = 0, avec t > 0, est un sous-ensemble achronal
étanche de RY™. C’est une hypersurface de RY™ qui n’est pas lisse en (0,...,0).
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Rappelons qu'un sous-ensemble S de M est une hypersurface topologique si pour tout
point p de M, il existe un voisinage ouvert U de p et un homéomorphisme ¢ de U dans
un ouvert de R"*! tel que ¢(U N S) = ¢(U) N H ot H est un hyperplan de R* 1.

Proposition B.4.1. Un sous-ensemble achronal A de M est une hypersurface topolo-
gique si et seulement si A est étanche.

Démonstration. Voir [35, Chap. 14, Prop. 25]. O

Une classe particuliere de sous-ensembles achronaux étanches sont les frontieres de
sous-ensembles futurs (passés) de M :

Définition B.4.4. Un sous-ensemble A de M est dit futur (resp. passé) s’il contient
son futur (resp. passé) strict.

Remarque B.4.2. Le complémentaire dans M d’un sous-ensemble futur F' est passé. En
effet, soit © € I~ (M\F). Alors, x appartient au passé strict d'un point z¢ de M\F'. Si
x € F alors I7(x) est contenu dans F, en particulier zg € F. Contradiction.

Proposition B.4.2. La frontiére de tout sous-ensemble futur (ou passé) de M est un
fermé achronal étanche de M.

Démonstration. [35, Corollary 27, p. 415]. O

(B.4.1) Hypersurfaces de Cauchy.

Définition B.4.5. Une hypersurface de Cauchy de M est un sous-ensemble .S de M qui
rencontre toute courbe de type temps inextensible de M exactement une fois.
Remarque B.4.3. Une hypersurface de Cauchy est achronale.

Exemple B.4.5. Dans R, tout hyperplan ¢t = C, ou C € R est une constante, est une
hypersurface de Cauchy mais H” n’en est pas une.

La terminologie hypersurface est motivée par le lemme suivant.

Lemme B.4.1. Une hypersurface de Cauchy de M est une hypersurface topologique
fermée achronale de M qui rencontre toute courbe causale inextensible.

Démonstration. Voir [35, Chap. 14, Lemma 29]. O

Un espace-temps arbitraire ne contient pas forcément d’hypersurface de Cauchy. Dans
la section suivante, nous allons voir que les espace-temps admettant une hypersurface
de Cauchy constituent une classe importante d’espace-temps, celle des espace-temps
globalement hyperboliques.
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(B.4.2) Hypersurfaces spatiales. Jusqu’a présent, nous n’avons abordé la notion
d’achronalité que d’un point de vue topologique. Dans ce paragraphe, nous discutons
I’achronalité d’une hypersurface lisse de M.

Définition B.4.6. Une hypersurface de type espace de M est une hypersurface (lisse)
S de M telle que tout vecteur tangent a S est de type espace.

Remarque B.4.4. Une hypersurface de type espace est localement acausale mais n’est
pas forcément acausale ni méme achronale.
Il s’avere qu’il suffit qu’une hypersurface de type espace de M soit achronale pour

qu’elle soit acausale :

Lemme B.4.2. Soit S une hypersurface de type espace de M. Si S est achronale alors
S est acausale.

Démonstration. Voir [35, Chap. 14, Lemma 42]. O

Lemme B.4.3. Soit S une hypersurface de type espace fermée et connexe de M. Si S
déconnecte M alors S est achronale.

Démonstration. Voir [35, Chap. 14, Lemma 45]. O

B.5 Hyperbolicité globale

Soit M un espace-temps. Dans cette section, nous introduisons la notion d’hyperbo-
licité globale due a Leray [32].

(B.5.1) Diamants, convexité causale.

Définition B.5.1. Un diamant de M est 'intersection du passé causal d’un point p de
M et du futur causal d'un point g de M. Il est noté J(p,q).

Remarque B.5.1. Un diamant J(p,q) de M est non-vide si et seulement si ¢ € J~(p).
En effet, si J(p,q) est non vide, alors il existe 7 € M tel que p € J*(r) et r € J7(q).
D’ou p € JT(q). Réciproquement, si ¢ € J~(p) alors il existe une courbe causale passée
qui joint p & ¢ et qui est donc contenue dans J(p, q).

Remarque B.5.2. Il est facile de voir que les diamants de M sont connexes par arcs.
En effet, étant donnés deux points 7,7’ dans un diamant J(p, q), il existe deux courbes
causales passées, I'une reliant p a r, I'autre p & /. En mettant bout & bout ces deux
courbes, on obtient un chemin qui joint r & r’ et qui est contenu dans J(p, q).

Définition B.5.2. Un diamant ouvert de M est I'intersection du passé strict d’un point
p de M et du futur strict d'un point g de M. Il est noté I(p, q).

D’apres le Corollaire B.3.1, I(p, q) est un ouvert de M ce qui justifie la terminologie
diamant ouvert. De plus, d’apres le Corollaire B.3.1, le diamant J(p, q) est contenu dans
ladhérence de I(p,q).
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Remarque B.5.3. De la méme fagon que pour les diamants, I(p,q) est non-vide si et
seulement si ¢ € I~ (p).

Remarque B.5.4. Les diamants ouverts sont connexes par arcs. En effet, soient deux
points 7, 7’ dans un diamant ouvert I(p,q) de M. Alors, IT(r) NI (r') NI~ (p) est un
ouvert non-vide de I(p, ¢), soit donc s un point de cet ouvert. De méme, I~ (r)NI~ ()N
I (p) est un ouvert non-vide de I(p, q), soit donc s’ un point de cet ouvert. Par suite,
r,7’ appartiennent au diamant J(s,s’) qui est connexe par arcs et qui est contenu dans

I(p,q).

Définition B.5.3. Une partie A de M est causalement conveze si toute courbe causale
reliant deux points p, ¢ de A est contenue dans A ou, de maniére équivalente, si tous les
diamants J(p, q¢) de sommets p,q € A sont contenus dans A.

Remarque B.5.5. Tout diamant non-vide J(p,q) de M est causalement convexe. En
effet, soit r,7’ deux points de J(p,q) tels que ' € J~(r). Alors, J=(r) C J (p) et
JT(') € Jt(q). Dou J(r,7") C J(p,q). De méme, tout diamant ouvert de M est
causalement convexe.

Remarque B.5.6. L’intersection (non-vide) de deux parties causalement convexes de M
est causalement convexe.

Lemme B.5.1. Soit V' un ouvert causalement convexe de M et soit p € V. Le futur
causal J*(p, V') de p dans V est égal a lintersection de J*(p) avec V.

Démonstration. Par définition, J*(p, V) C I'"(p)NV. Réciproquement, soit ¢ € J*(p)N
V. Comme V est causalement convexe, toute courbe causale future reliant p a ¢ est
contenue dans V. Donc, g € JT(p, V). d

Démonstration. Le Lemme B.5.1 reste vrai si I’on remplace futur causal par futur strict.
Par symétrie, le lemme est également vrai pour les passés causals et stricts. O

Lemme B.5.2. Soient V un ouvert causalement convere de M et U un ouvert de V.
Alors, U est causalement convexe dans V' si et seulement s’il est causalement convexe
dans M .

Démonstration. Si U est causalement convexe dans M, alors toute courbe causale reliant
deux points p, ¢ de U est contenue dans U, en particulier les courbes causales contenues
dans V. Donc, U est causalement convexe dans V. Réciproquement, soient p,q deux
points de U est y une courbe causale reliant p a ¢q. Comme p,q € V et V est causalement
convexe, v est contenue dans V. Comme U est causalement convexe dans V, il s’en suit
que 7 est contenue dans U. Donc, U est causalement convexe dans M. ]

(B.5.2) Hyperbolicité globale.

Définition B.5.4. Un espace-temps M vérifie I’hypothése de causalité forte si tout point
de M admet un voisinage causalement convexe arbitrairement petit.
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L’hypothese de causalité forte assure qu’une courbe causale issue d’un point p de
M ne puisse pas revenir arbitrairement proche de p. Cette hypothése est motivée par
la théorie de la relativité générale dans laquelle les trajectoires de particules sont repré-
sentées par des courbes causales. D’un point de vue physique, ’hypothese de causalité
forte se traduit par le fait qu'une particule ne puisse pas revenir arbitrairement proche
de son passé. Une autre hypothese plus faible et plus intuitive est qu'une particule ne
puisse pas revenir dans son passé :

Définition B.5.5. Un espace-temps M vérifie 'hypothése de causalité faible s’il ne
contient pas de courbes causales fermées. On dit alors que M est causal.

Les hypotheéses de causalité imposent des contraintes assez fortes sur la topologie de
M.

Proposition B.5.1. S§i M satisfait [’hypothése de causalité faible alors M n’est pas
compact.

Démonstration. Voir [10, Sect. 4, Prop. 7] ou [37, Chap. 1,Sect. 5,Prop. 5.3]. O

Une propriété fondamentale des espace-temps satisfaisant ’hypothése de causalité
forte est que leur topologie est équivalente a la topologie engendrée par les diamants
ouverts appelée topologie d’Alexandrov :

Proposition B.5.2. Un espace-temps M satisfait ’hypothése de causalité forte si et
seulement si sa topologie est équivalente a la topologie d’Alexandrov.

Cette proposition est un résultat classique d & Kronheimer et Penrose. Une preuve
peut étre trouvée dans [9, Chap. 3, Prop. 3.11].

Définition B.5.6. Un espace-temps M est globalement hyperbolique si
— M satisfait ’hypothese de causalité forte,
— tous les diamants de M sont compacts.

Exemple B.5.1. L’espace de Minkowski R est globalement hyperbolique.

Ezemple B.5.2. L’espace R'™\{0} n’est pas globalement hyperbolique puisque les dia-
mants contenant ’origine ne sont pas compacts.

La Définition B.5.6 a été introduite, sous une forme un peu différente, par Leray
[32] pour ’étude globale des équations aux dérivées partielles hyperboliques. Dans [12],
Bernal et Sanchez ont montré qu’il est équivalent de remplacer ’hypothese de causalité
forte par ’hypothese de causalité faible dans la Définition B.5.6.

Remarque B.5.7. D’apres la Proposition B.5.1, un espace-temps globalement hyperbo-
lique ne peut pas étre compact.

Remarque B.5.8. D’aprées la Proposition B.5.2, la topologie d’un espace-temps globale-
ment hyperbolique est équivalente a la topologie d’Alexandrov.

Lemme B.5.3. Si M est globalement hyperbolique alors le futur causal de tout compact
K de M est fermé.

206



Démonstration. Voir [10, Prop. 9]. O

Dans [22], Geroch montre que tout espace-temps globalement hyperbolique admet
une hypersurface (topologique) de Cauchy.

Théoréme B.5.1 (R. Geroch [22]). Tout espace-temps globalement hyperbolique M ad-
met une hypersurface de Cauchy S.

Nous allons voir dans la section suivante que la réciproque est vraie.
Dans [11], Bernal et Sanchez affinent le résultat de Geroch en montrant l'existence
d’une hypersurface de Cauchy lisse :

Théoreme B.5.2. Tout espace-temps globalement hyperbolique M admet une hypersur-
face de type espace S de Cauchy et est, par conséquent, difféfomorphe a S x R.

Une conséquence de ce résultat est I’énoncé suivant :

Corollaire B.5.1. Toutes les hypersurfaces de Cauchy d’un espace-temps globalement
hyperbolique sont difféomorphes.

Remarque B.5.9. La topologie d'un espace-temps globalement hyperbolique M est dé-
terminée par celle d’'une de ses hypersurfaces de Cauchy S. En effet, comme M est
difféomorphe a S x R, le groupe fondamental de M est isomorphe a celui de S.

Une classe intéressante d’espace-temps globalement hyperboliques est celle des espace-
temps admettant une hypersurface de Cauchy compacte :

Définition B.5.7. Un espace-temps globalement hyperbolique qui admet une hyper-
surface de Cauchy compacte est dit Cauchy-compact ou spatialement compact.

(B.5.3) Causalité convexe et hyperbolicité globale. Il existe un lien étroit
entre la convexité causale et 'hyperbolicité globale. Il s’avere que tout ouvert causale-
ment convexe d’un espace-temps globalement hyperbolique est globalement hyperbolique
comme l'indique le lemme suivant. Toutefois, la réciproque n’est pas vraie en général (voir
Remarque 7.1.6).

Lemme B.5.4. Tout ouvert causalement convexe U d’un espace-temps globalement
hyperbolique M est globalement hyperbolique.

Démonstration. L’ouvert U est causal puisque M est causal. Soient p,q € U. Comme U
est causalement convexe, le diamant J(p,q) est contenu dans U. Comme M est globa-
lement hyperbolique, J(p, q) est compact. Cela prouve que tous les diamants de U sont
compacts. Donc U est globalement hyperbolique. O

Exemple B.5.3. Les domaines réguliers® de R1"™ sont des ouverts causalement convexes
de RY™ et sont donc globalement hyperboliques.

Remarque B.5.10. L’hypotheése que M est globalement hyperbolique est importante. En
effet, considérons l'espace-temps M = RY™\{(0,0)} (voir Exemple B.5.2). Un diamant
de R contenant l'origine est un ouvert causalement convexe de M qui n’est pas glo-
balement hyperbolique.

3. Voir Chapitre 2, Définition 2.3.1.
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B.6 Développements de Cauchy

Dans toute cette section, M est un espace-temps et A désigne un sous-ensemble
achronal de M.

Définition B.6.1. Le développement de Cauchy de A, noté D(A), est Pensemble des
points p de M tels que toute courbe causale inextensible de M passant par p rencontre
A.

Remarque B.6.1. Un fermé achronal étanche S de M est une hypersurface de Cauchy de
M si et seulement si M = D(S5).

Lemme B.6.1. Soit p € M. Sip est dans Uintérieur de D(A) alors toute courbe causale
inextensible passant par p rencontre a la fois I~ (A) et I1T(A).

Démonstration. [35, Chap. 14, Lemma 37]. O
Lemme B.6.2. Le développement de Cauchy de A est causalement convexe dans M.

Proposition B.6.1. Si l'intérieur de D(A) est non-vide alors il est globalement hyper-
bolique.

Démonstration. [35, Chap. 14, Theorem 38]. O
11 découle du Lemme B.6.1 que la réciproque du théoreme de Geroch est vraie :

Corollaire B.6.1. Si M admet une hypersurface de Cauchy alors M est globalement
hyperbolique.

Démonstration. Soit S une hypersurface de Cauchy de M. Alors M = D(S). Par consé-
quent, d’apres la Proposition B.6.1, M est globalement hyperbolique. O

Proposition B.6.2. Si S est une hypersurface topologique acausale de M alors D(S)
est ouvert.

Démonstration. Voir [35, Chap. 14, Lemma 43]. O
Nous notons Dt (A) I'intersection de D(A) N JT(A).

Proposition B.6.3. Soit p € intD(A). Sip & I~ (A) alors J~(p) N DT (A) est compact.

Démonstration. Voir [35, Chap. 14, Lemma 40). ]

La Proposition B.6.3 admet une réciproque lorsque A est un fermé achronal étanche
de M :

Proposition B.6.4. Supposons que A soit fermé et étanche. Soit p € M.
Sipg I~ (A) et J-(p)NJt(A) est compact alors p € Dt (A).
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Démonstration. Supposons que p € DV (A). 1l existe alors une courbe causale ~y issue de
p inextensible dans le passé qui ne rencontre pas A. Soit {¢;} une suite décroissante de
~ pour la relation de causalité <. Comme 7 est inextensible dans le passé, cette suite
n’admet pas de valeurs d’adhérence. Comme p € I1T(A) et comme v ne rencontre pas
A, la courbe ~y reste confinée dans I (A). Ainsi, v est contenue dans J~(p) N J*(A)
qui est compact. Par conséquent, la suite {¢;} admet une valeur d’adhérence g dans
JT(A) N J~(p). Contradiction. O

Corollaire B.6.2. On suppose que M est globalement hyperbolique. Soit S un fermé
achronal étanche de M. S© S est compact alors S est une hypersurface de Cauchy de M.

Démonstration. Soit p € M. On ne perd rien a supposer que p € J1(S). Montrons
que J~(p) N JH(S) est compact. Soit donc {g;} une suite de J~(p) N JT(S). Pour tout
entier 7, il existe s; € S tel que ¢; € J(p,s;). Comme S est compact, quitte a extraire,
la suite {s;} converge vers s € S. Soit r € I~ (s). Alors I*(s) est un voisinage ouvert
de s. Par conséquent, tous les s; (sauf éventuellement un nombre fini) sont dans I (r).
Par suite, tous les ¢; sont dans le diamant J(p,r). Or J(p,q) est compact puisque M
est globalement hyperbolique. Par conséquent, quitte & extraire, {¢;} converge vers un
point ¢ dans J(p,r). Comme J~(p) N J*(S) est fermé (voir Proposition B.5.3), alors
g€ J (p)NJT(S). Donc, J~(p) N JT(S) est compact. D’apres la Proposition B.6.4, on
en déduit que p € DT(S). O

Soit 9T D(A) I'ensemble des points de la frontiere de intD(A) dans le futur strict de
A.

Lemme B.6.3. Supposons que A soit étanche. Alors, pour tout point p de OTD(A),
il existe une géodésique lumiére ¢ issue de p inextensible dans le passé telle que son
intersection avec OTD(A) soit une géodésique lumiére passée contenue dans OTD(A)
sans point limite passé dans 0T D(A).

Démonstration. Voir par exemple [37, Lemme 6.9 et Lemme 6.13]. ]

Ombres. La notion d’ombres a été introduite par C. Rossi dans [37, Chap. 4]. Nous
en rappelons ici la définition sous une forme plus synthétique.

Définition B.6.2. Soit p € M. L’ombre de p sur A, notée O(p, A), est I’ensemble des
points de A causalement reliés a p.

Une conséquence de la Proposition B.6.3 est le lemme suivant.

Lemme B.6.4. Soit p € M. Sip est dans Uintérieur de D(A) alors l'ombre de p sur A
est compacte.

Les points de l'intérieur de D(A) sont caractérisés par leurs ombres :

Proposition B.6.5. Soient p,q deux points de l'intérieur de D(A) dans le futur strict
de A. Supposons que les ombres de p et de q sur A sont strictement contenus dans A.
Alors, les ombres O(p, A) et O(q, A) sont égales si et seulement si p = q.

Démonstration. Voir [37, Chap. 4, Prop. 2.6]. O
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B.7 Extensions maximales

Soit M un espace-temps globalement hyperbolique et soit S une hypersurface de
Cauchy de M. Grosso modo, une extension de Cauchy de M est un espace-temps N
contenant M pour lequel S est aussi une hypersurface de Cauchy. Cette notion fut
introduite par Y. Choquet-Bruhat [41] dans la résolution de 1’équation d’Einstein en
relativité générale. Nous rappelons brievement le contexte dans lequel la notion d’ex-
tension de Cauchy fut introduite. Pour plus de détails et de précisions sur ’équation
d’Einstein, nous suggérons [10].

Un bref historique. En relativité générale, notre univers est modélisé par un espace-
temps M ; 'équation d’Einstein met en relation la métrique Lorentzienne sur M et
un tenseur 71" qui décrit la distribution de matiere dans M. Nous nous contenterons
d’illustrer nos propos sur 1’équation d’Einstein dans le vide qui admet une expression
simple : Ric(g) = 0 ou Ric(g) désigne le tenseur de Ricci.

Un moyen de résoudre cette équation est de supposer que M est difféomorphe a un
produit S x R ot S est une variété de dimension n. On se donne comme donnée initiale
une métrique Riemannienne h sur S (qui code la géométrie intrinseque de S) et un
(2,0)-tenseur symétrique sur S (qui détermine la manieére dont S sera plongée dans M ).
Une solution de ce probleme de Cauchy est alors une métrique Lorentzienne g sur M de
tenseur de Ricci nul, telle que la restriction de la métrique g & S coincide avec h et tel
que la 2¢ forme fondamentale pour g coincide avec le tenseur 1.

Pour que ce probleme de Cauchy admette une solution, il s’avere que la métrique h
et le champ de formes bilinéaires II ne peuvent pas étre donnés de maniére indépen-
dante. Une condition nécessaire pour 'existence de solutions est que h et II vérifient
des équations connues sous le nom d’équations de contrainte (analogues des équations
de Gauss-Codazzi en géométrie Riemannienne). Choquet-Bruhat montre que vérifier les
équations de contraintes est une condition suffisante pour 'existence de solutions. De
plus, Geroch montre que les solutions trouvées sont globalement hyperboliques et que la
donnée initiale .S est une hypersurface de Cauchy de ces solutions. Une question naturelle
se pose alors :

Est-il possible d’étendre la solution trouvée en une solution maximale ¢

Précisons d’abord ce que l'on entend par "étendre". Soient (M, g) et (M',¢') deux so-
lutions du probléme de Cauchy pour la donnée initiale (S, h, IT). Nous désignons par i
et ¢ les plongements de la donnée initiale S dans M et M’ respectivement. On dit que
(M',q’) est une extension de Cauchy de (M, g) s’il existe un plongement isométrique de
M dans M’ qui envoie i(S) sur i'(S). Une solution est maximale si elle n’admet aucune
extension autre qu’elle méme. Choquet-Bruhat et Geroch montrent alors que toute so-
lution du probléme de Cauchy associé a ’équation d’Einstein dans le vide, s’étend en
une solution maximale. De plus cette solution est unique a isométrie pres.

La notion d’extension de Cauchy fut ensuite étendue a d’autres classes d’espace-
temps globalement hyperboliques. Les questions d’existence d’une extension maximale
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et de son unicité se sont naturellement posées. Nous discutons de ces questions dans le
paragraphe suivant.

Extensions de Cauchy. Soient M et N deux espace-temps globalement hyperbo-
liques.

Définition B.7.1. Un Cauchy-plongement de M dans N est un plongement isométrique
f: M — N qui envoie une hypersurface de Cauchy de M sur une hypersurface de Cauchy
de N. L’espace-temps N est alors appelé extension de Cauchy de M.

Définition B.7.2. Un espace-temps globalement hyperbolique M est mazimal si tout
Cauchy-plongement de M dans tout autre espace-temps globalement hyperbolique est
surjectif.

Il s’avere que les arguments utilisés par Choquet-Bruhat et Geroch dans leur preuve
de D'existence et de 'unicité d’une solution maximale du probléme de Cauchy associé a
I’équation d’Einstein s’adaptent a certaines catégories d’espace-temps dites rigides.

Définition B.7.3. Une catégorie d’espace-temps est une classe C d’espace-temps qui est
stable par :

1. isométrie, ¢’est a dire si un espace-temps (M, g) est isométrique & un espace-temps
(M',q") de C alors il est dans C;

2. recollement, c’est & dire si (M, g) est recouvert par des ouverts {U;} tels que
(Ui, gjy,) est dans C alors M appartient a C;

3. restriction, c’est a dire si (M, g) est un espace-temps de C alors tout ouvert U de
M muni de la métrique induite gy est dans C.

Définition B.7.4. Une catégorie C d’espace-temps est rigide si pour tous espace-temps
globalement hyperboliques M, N de C, toute isométrie f : IT(p) — I (q) avec p € M
et ¢ € N, s’étend en une isométrie f : UUIT(p) = VU It (q) ou U (resp. V) est un
voisinage ouvert de p (resp. q).

Ezxemple B.7.1. 1. La classe des espace-temps solutions de I’équation d’Einstein est
une catégorie rigide.

2. Etant donné une géométrie modele (G, X), les espace-temps muni d’'une (G, X)-
structure forment une catégorie rigide. 4

Définition B.7.5. Un espace-temps globalement hyperbolique M d’une catégorie rigide
C est mazimal dans C si tout Cauchy-plongement de M dans un autre espace-temps
globalement hyperbolique de C est surjectif. Dans ce cas, on dit que M est C-mazimal.

Théoréeme B.7.1. Tout espace-temps globalement hyperbolique d’une catégorie rigide C
admet une extension C-mazimale. De plus, cette extension est unique d isométrie pres.

4. Pour plus d’exemples, consulter [37, Chap. 3].
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Dans ce document, nous nous intéressons en particulier a la catégorie des espace-
temps conformément plats. Ces derniers admettent une structure conforme naturelle.
Dans [38], Rossi étend la notion d’extension de Cauchy aux espace-temps conformes
en considérant des Cauchy-plongements qui au lieu d’étre isométriques sont conformes.
Pour préciser que nous considérons des Cauchy-plongements conformes, nous parlerons
de C-maximalité (avec un C droit pour conforme). Parmi les espace-temps conformes,
on note Cy la classe de ceux qui sont conformément plat. Rossi montre alors le résultat
suivant.

Théoréme B.7.2 ([38, Theorem 3|). Tout espace-temps conformément plat M globale-
ment hyperbolique admet une extension Co-maximale. De plus, cette extension est unique
a difféeomorphisme conforme prés.

La preuve que propose Rossi dans [38] repose sur le Lemme de Zorn. Elle obtient, de
ce fait, ’existence d’une extension Cp-maximale mais sans en avoir de description. Dans
[37, Chap. 7], Rossi propose une autre preuve, ot elle construit l'extension Cy-maximale
de M. Cela lui permet alors de montrer le résultat suivant.

Théoréme B.7.3 ([37, Chap. 7, Corollaire 2.8]). Tout espace-temps conformément plat
M globalement hyperbolique est Co-maximal si et seulement s’il est C-maximal.

Il est évident que si M est C-maximal alors M est Cy-maximal. L’intérét du résul-
tat consiste en 'implication réciproque, qui & priori n’est pas claire. En vertu de cette
équivalence entre la Cp-maximalité et la C-maximalité, nous dirons dorénavant qu'un
espace-temps conformément plat est C-maximal, ou plus simplement maximal (en gar-
dant a l'esprit que c’est au sens conforme). Dans le Chapitre 5, nous proposons des
preuves différentes des théoremes B.7.2 et B.7.3.

Pour finir, nous rappelons les propriétés principales des Cauchy-plongements.

Propriétés des Cauchy-plongements. Dans ce paragraphe, tous les espace-temps
considérés sont conformes.

Lemme B.7.1. Soit f : M — N un Cauchy-plongement. Alors, f(M) est un ouvert
causalement convexe de N.

Démonstration. Soit S une hypersurface de Cauchy de M telle que f(S) est une hy-
persurface de Cauchy de N. Montrons d’abord que pour tout p € J*(S), 'image de
J~(p)NJ*(S) coincide avec J~(f(p))NJT(f(S)). Comme f est un plongement conforme,
F(J~(p)NJT(S)) est un ouvert de J~(f(p)) NJT(f(S)). Comme D (S) = J+(S) alors
d’apres la Proposition B.6.3, J~(p) N JT(S) est compact. L’image de J~(p) N JT(S)
est donc & la fois ouverte et fermée dans J~(f(p)) N J*(f(S)) qui est connexe. L’éga-
lité s’en suit. De méme, pour tout p € J~(S), 'image de J*(p) N J~(S) coincide avec
JT(f(p)) N J=(f(S)). A présent, soient p,q € M tels que f(p) € J*(f(g)). On ne perd
rien & supposer que p € J1(5). On distingue deux cas :
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1¢" cas. ¢ € J1(S). Alors, le diamant J(f(p), f(g)) est contenu dans l'intersection
J=(f(p)) N J*(f(S) qui est égale & f(J~(p) N J*(S)).
2¢ cas. ¢ € J(5). Alors, le diamant J(f(p), f(¢)) est contenu dans I'union de
I (f(p)) NTH(f(9)), égal a f(J~(p) N JT(S)), et de J*(f(q)) N J~(f(9)), égal
a f(J*(p) N J(9)).
Dans tous les cas, le diamant J(f(p), f(q)) est contenu dans f(M). Donc f(M) est
causalement convexe dans N. O

Corollaire B.7.1. Un Cauchy-plongement f : M — N envoie toute hypersurface de
Cauchy de M sur une hypersurface de Cauchy de N.

Démonstration. Comme f est un Cauchy-plongement, il existe une hypersurface de Cau-
chy Sop de M qui est envoyée sur une hypersurface de Cauchy de N. Soit S une autre
hypersurface de Cauchy de M. Soit v une courbe temporelle inextensible de N. Comme
f(Sp) est une hypersurface de Cauchy de N, la courbe 7 rencontre f(Sy) et par consé-
quent f(M). Comme, d’apres le Lemme B.7.1, f(M) est causalement convexe, 'inter-
section de «y et f(M) est une courbe temporelle inextensible de f(M) que nous notons
@. Soit « son image réciproque; c’est une courbe temporelle inextensible de M. Par
conséquent, a rencontre S en un unique point. Par suite, & C 7 rencontre f(S) en un
unique point. Donc f(S) est une hypersurface de Cauchy de N. O

Lemme B.7.2. Soient f,g: M — N deux Cauchy plongements qui coincident sur une
hypersurface de Cauchy S de M. Alors f et g sont égaux sur M.

Démonstration. Voir [37, Chap. 3, Sect. 2, Lemme 2.4]. O

Remarque B.7.1. Soit f : M — N un Cauchy-plongement. Alors, les espace-temps
M et N ont la méme topologie, plus précisément, leurs groupes fondamentaux sont
isomorphes. En effet, nous avons vu que le groupe fondamental d’un espace-temps glo-
balement hyperbolique est isomorphe a celui d’une de ses hypersurfaces de Cauchy. Or,
par le Corollaire B.7.1, toute hypersurface de Cauchy de M est homéomorphe a une
hypersurface de Cauchy de V. La remarque s’en suit.

De maniere plus explicite, pour tout point x de M, 'application f induit un mor-
phisme de groupes f, : (71 M, x) — (m1N,y) (avec y = f(x)) défini par

fella]) = [f o]

ou [a] est la classe d’homotopie d’'un lacet o« de M basé en x et [f o a] est la classe
d’homotopie du lacet f o« de N basé en y. Soit S une hypersurface de Cauchy de M
passant par x. Le fait que M soit difféomorphe a S x R permet facilement de voir que
tout lacet de M basé en x est homotope a un lacet de S basé en x. De méme, tout
lacet de N basé en y est homotope & un lacet de f(5) basé en y. Ainsi, f, est égal au
morphisme induit par 'homéomorphisme f|g : S — f(S5). Par conséquent, f est bijectif.
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Lemme B.7.3. Soit f : M — N un Cauchy-plongement. La frontiére de f(M) dans
N est l'union disjointe de deux hypersurfaces fermées achronales (éventuellement vides)
O f(M) et 0 f(M) de N telles que

I7(OT f(M)) NI (07 f(M)) C f(M).

Démonstration. Voir [37, Chap. 3, Sect. 2, Lemme 2.5]. O

B.8 Revétement universel d’un espace-temps conforme

Soit (M, [g]) un espace-temps conforme et soit 7 : M — M un revétement universel.
On munit M de la structure de variété différentielle pour laquelle 7 est un difféomor-
phisme local. On considére alors sur M le tiré en arriére par « de la classe conforme
de g. Soit X un champ de vecteurs de type temps sur M compatible avec ’orientation
temporelle de M. Alors 7* X est un champ de vecteurs de type temps sur M. On munit
M de Vorientation temporelle définie par 7*X. Ainsi, M est un espace-temps conforme
et 7 est une application conforme qui préserve les orientations temporelles de M et M.

Lemme B.8.1. Si M est globalement hyperbolique alors M est globalement hyperbolique.

Démonstration. 1. L’espace-temps M est causal. En effet, s'il existe une courbe cau-
sale fermée 4 de M, alors mwo# est une courbe causale fermée de M. Contradiction.

2. Soit S une hypersurface de Cauchy de M. Posons S = 771(9). Soit 4 une courbe
temporelle inextensible de M. Comme 7 est conforme, alors 4 := 7 0 4 est une
courbe de type temps de M. De plus, « est inextensible. En effet, s’il existe une
courbe g de type temps de M qui contient strictement  alors g se releve en
une courbe de type temps de M qui contient strictement 4. Contradiction. Donc,
~ rencontre S en un unique point p. Par conséquent, 5 rencontre S en des relevés
de p. Soient x,y € 4N S. Supposons que z et y soient distincts. Alors, le segment
de la courbe 4 qui relie x & y se projette sur une courbe de type temps fermée
de M. Contradiction. On vient ainsi de montrer que S est une hypersurface de
Cauchy de M. Donc, M est globalement hyperbolique.

O

Remarque B.8.1. La réciproque est fausse : dans le chapitre 3, nous montrons que
I’espace d’Einstein Fing, n’est pas globalement hyperbolique alors que son revétement
universel Eing , lest.

Lemme B.8.2. Soient M et N deuz espace-temps conformes globalement hyperboliques
et soit f : M — N un Cauchy-plongement. On note # : M — M et 7 : N - N
les revétements universels de M et N. Alors, f se releve en un Cauchy-plongement
f:M — N tel quen’ o f=for.
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Démonstration. D’apres le théoreme de relevement des applications, f se reléve en une
application continue f : M — N de sorte que le diagramme suivant

VAN
Tl Ay
M LN

commute, c’est a dire 7’ o f = f om. Vérifions que :

1. f est ouverte : cela découle facilement du fait que f o7 est un homéomorphisme
local et 7' un revétement. En effet, soit U; un ouvert connexe de M sur lequel
fom est injectif et dont 'image f ox(U;) est un ouvert trivialisant de N. Comme
7o f = fom et f(Us) est connexe, f(U;) est une assiette de 7/ au dessus de
f om(U;), donc un ouvert de N. Comme tout ouvert U peut s’écrire comme une
union d’ouverts U; décrits précédemment, f(U) est I'union des ouverts f(U;),
donc un ouvert de N.

2. f est injective : soient z,y € M tels que f(z) = f(y). Alors, 7’ o f(x) = 7' o f(y)
soit fom(z) = fom(y). Comme f est injective, m(z) = m(y) soit y = 7.z avec
v € Aut(M). Posons T = m(z) et § = 7/(f(z)). Par la théorie des revétements,
il existe un unique [a] € (w1 M, Z) tel que v.x = z.[a] ou z.[a] est I'extrémité
du relevé de v & partir de x. Soit fi : (mM,Z) — (m1N,¥y) le morphisme induit
par f. Il est clair que f(z.[a]) = f(z).f([a]). Or, f(z.[a]) = f(y) = f(z). Donc,
f(z).f«([a]) = f(z). L’action de (m1 N, #) sur la fibre (7')~!(y) étant libre, on en
déduit que fi([a]) = 1. Comme f, est injectif (voir Remarque B.7.1), [a] = 1,
d'ou x = y.

3. f envoie une hypersurface de Cauchy de M sur une hypersurface de Cauchy
de N : soit S une hypersurface de Cauchy de M et soit S =7 (S) D’apres
la preuve du Lemme B.8.1, S est une hypersurface de Cauchy de M. On a :
7' (f(S)) =« o f(S) = fo7r( S) = f(7(S)) = f(S). Autrement dit, f(S) est le
relevé de I'hypersurface de Cauchy f(S) de N, c’est donc une hypersurface de
Cauchy de N.

On vient de montrer que f est un Cauchy-plongement. Le lemme s’en suit. O

Proposition B.8.1. Soit M un espace-temps conforme globalement hyperbolique. Si M
est maximal alors M est mazimal.

Démonstration. Soit f : M — N un Cauchy—plongement de M dans un espace-temps
conforme globalement hyperbolique N. On note 7 : M — M et «/ : N — N les re-
vetements universels de M et N. D’aprés le Lemme B.8.2, f se releve en un Cauchy-
plongement f : M — N tel que 7' o f = fomr. Comme M est maximal, f est surjectif.
Il résulte alors de 1'égalité 7’ o f = fonm que f est surjectif. Autrement dit, M est
maximal. O

Dans [37], C. Rossi a montré que la réciproque est vraie dans le cadre des espace-
temps conformément plats.
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Théoréme B.8.1 ([37, Chap. 7, Corollaire 2.7]). Soit M un espace-temps conformément
plat globalement hyperbolique. Si M est maximal alors M est mazximal.

Dans le Chapitre 5, nous proposons une autre preuve de ce théoréme (voir Proposition
5.2.7).
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ANNEXE

C

FRONTIERE CAUSALE D'UN
ESPACE-TEMPS GLOBALEMENT
HYPERBOLIQUE

Dans [21], Penrose, Geroch et Kronheimer introduisent la notion de frontiére causale
d’un espace-temps M sous 'unique hypotheése que M est distinguant (cela signifie que
deux points distincts de M ont des passés/futurs stricts distincts) )!. Leur idée est de
compléter M en lui attachant une collection de points idéauz. Ces derniers correspondent
aux points a l'infini de courbes causales inextensibles de M ; ceux dans le futur forment
la frontiére causale future et ceux dans le passé la frontiere causale passée. Pour éviter
certaines difficultés techniques qui n’apporteront rien a la compréhension, nous nous
contentons de rappeler ici la construction de Penrose-Geroch-Kronheimer [21] dans le
cadre particulier des espace-temps globalement hyperboliques. Nous gardons toutefois
une forme de généralité puisque nous ne supposons aucune structure particuliére sur
les espace-temps que nous considérons (ils ne sont pas forcément conformément plats
par exemple). Les outils utilisés pour définir la frontiere causale ne font appel qu’a
la structure causale de I'espace-temps. La construction exposée ci-dessous reste donc
valable dans un espace-temps conforme. Dans tout ce qui suit, M désignera donc un
espace-temps conforme globalement hyperbolique.

1. Cette notion a été introduite par Kronheimer-Penrose dans [29].
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C.1 1IPs et IFs

Rappelons qu’un sous-ensemble P de M est dit passé s’il contient son passé strict.
Nous nous intéresserons dans la suite aux ouverts passés de M. Remarquons que dans
le cas des ouverts, étre passé signifie étre égal a son passé strict. En effet, comme M est
globalement hyperbolique, sa topologie coincide avec la topologie d’Alexandrov, c’est a
dire la topologie engendrée par les diamants ouverts de M. Un ouvert U de M est donc
toujours contenu dans son passé strict ; il est passé si I'inclusion réciproque est vérifiée,
autrement dit si U est égal & son passé strict.

Définition C.1.1. Un ouvert passé P de M est dit indécomposable s’il ne s’écrit pas
comme 'union de deux ouverts passés distincts de P.

Suivant la terminologie de [21], un ouvert passé indécomposable de M est appelé un IP2.

Ezemple C.1.1. Le passé strict d'un point p de M est indécomposable. En effet, supposons
par l'absurde, que I~ (p) s’écrive comme 1'union de deux ouverts passés @ et R distincts
de I~ (p). Alors, Q ¢ Ret R ¢ Q. En effet, si Q C R alors I~ (p) = R ce qui contredit
Ihypothese "R distinct de I~ (p)". En inversant les roles de R et (), ce raisonnement
montre aussi que R ¢ Q. Soient donc ¢ € Q\R et r € R\Q. Comme ¢,r € I~ (p), leurs
futurs stricts s’intersectent dans I~ (p). Soit p’ € I~ (p) un point de cette intersection.
Alors, p’ € Q ou p’ € R. D’une part, q,r € I~ (p'). D’autre part, puisque @ et R sont des
sous-ensembles passés, I~ (p') C Q N R. Par conséquent, r € @ ou g € R. Contradiction.

Dans [21, Theorem 2.1], les auteurs montrent que les IPs de M sont exactement les
passés stricts de courbes causales de M. La preuve repose sur la caractérisation des IPs
suivante, que nous utiliserons souvent en pratique.

Lemme C.1.1. Un ouvert passé P de M est indécomposable si et seulement si pour
tous points p,q de P, les futurs stricts de p et de q se rencontrent dans P.

Démonstration. Supposons que P est un IP. Comme P est un sous-ensemble passé,
il est égal & 'union I~ (P NI (p)) U I~ (P\I*(p)). Puisque P est indécomposable, il
s’en suit que P = I~ (PN It(p)) ou P =1 (P\I*(p)). Or, p & I~ (P\I"(p)). Donc,
P=1"(PNI*(p)). Comme q € P, il existe r € PNI"(p) tel que ¢ € I (r). Ainsi, r est
un point de P a la fois dans le futur strict de p et de q. Réciproquement, supposons que
pour tous points p, ¢ de P, les futurs stricts de p et ¢ s’intersectent dans P. Montrons que
P est indécomposable. Par I’absurde, supposons que P est égal a I'union de deux ouverts
passés @ et R distincts de P. Il existe alors ¢ € Q\R et r € R\Q. Par hypothese, il existe
un point p de P a la fois dans le futur strict de ¢ et de r. Comme @ et R sont des sous-
ensembles passés, [~ (p) C @ N R. Par suite, si p € @ alors r € Q. Contradiction. Donc,
p € Ret g € R. Contradiction. On vient ainsi de montrer que P est indécomposable. [J

Nous rappelons a présent la preuve de [21, Theorem 2.1] :

Proposition C.1.1 ([21, Theorem 2.1]). Un sous-ensemble passé P de M est un IP si
et seulement si P est de la forme I~ (y) ot vy est une courbe causale de M.

2. 1l s’agit de 'acronyme de Indecomposable Past.
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Démonstration. Soit v une courbe causale de M. Montrons que I~ () est un IP. Sup-
posons, par l'absurde, que I~ () s’écrive comme 1'union de deux ouverts passés @ et
R distincts de I~ (7). Alors, il existe ¢ € Q\R et r € R\Q. Comme I~ () est I'union
croissante des passés I~ (p) lorsque p parcourt v vers le futur, il existe un point p de
v tel que ¢, € I~ (p). Par conséquent, I (q) et I (r) se rencontrent dans I~ (p). Soit
p’ € I~ (p) un point de cette intersection. Alors, p’ € @ ou p’ € R. Comme @ et R sont
des sous-ensembles passés, on en déduit que I~ (p') C Q ou I~ (p') C R. D’ot, r € Q ou
q € R. Contradiction. Réciproquement, soit P un IP de M. Montrons qu’il existe une
courbe causale v telle que I~ (y) = P. Comme P est un ouvert de M, il est séparable .
Soit donc {py, }nen une suite de points de M dense dans M. Soit gy un point de P dans
le futur strict de pg. Comme qg, p1 sont dans P alors, d’apres le Lemme C.1.1, les futurs
stricts de qp et de p; se rencontrent dans P. Soit donc ¢; un point de cette intersection.
Par le méme argument, il existe un point ¢o dans P a la fois dans le futur strict de
q1 et pa. Nous construisons ainsi une suite {g}nen de P telle que ¢, € I~ (gn+1) et
pn € I7(qn). Comme ¢, € I~ (gnyt1), il existe une courbe temporelle v reliant tous les
points g,. Vérifions que P = I~ (). Remarquons que I~ () est égal a I'union croissante
des I (qn). Comme ¢, € P et que P est un sous-ensemble passé, I~ (g,) est contenu
dans P. D’ou, I~ () C P. Réciproquement, soit p € P. Montrons qu'’il existe un entier n
tel que p € I~ (g,). Comme {p, } est dense dans P, 'ouvert PN I (p) de P contient les
prn, & partir d’un certain rang. Comme p, € I~ (gn), il s’en suit qu’a partir d’un certain
rang, g, € PNI"(p); autrement dit p € I (g,,). Donc, p € I~ (y). Dou P=1"(y). O

Soit v une courbe causale de M. On distingue deux cas :

1. 7 admet une extrémité future p € M ; alors I~ () coincide avec I~ (p). Dans ce
cas, I~ (v) est dit propre;

2. 7 est inextensible dans le futur. Dans ce cas, I~ () est dit terminal.

Dans [21], les IPs propres sont appelés des PIPs* et les IPs terminaux sont appelés
des TIPs®. Ainsi, les IPs de M se scindent en deux classes : les PIPs, qui correspondent
aux passés stricts de points de M et les TIPs, qui correspondent aux passés stricts de
courbes causales de M inextensibles dans le futur. Les IFs, PIFs et TIFs de M sont
définis de maniere similaire en renversant 'orientation du temps. Conformément aux
notations de [21], I’ensemble des IPs sera noté M et Pensemble des IFs M.

L’espace-temps M étant globalement hyperbolique, il est distinguant et s’identifie
ainsi & ensemble de ses PIPs, par I'application p € M — [~ (p), et & 'ensemble de ses
PIFs par Papplication p € M + I (p). Les TIPs et les TIFs quant a eux, peuvent étre
vus comme les points a l'infini passés et futurs des courbes causales inextensibles de M,
appelés points idéauzr dans [21]. On peut ainsi voir M (resp. M ) comme un complété
partiel de M auquel on a ajouté les extrémités futures (resp. passées) des courbes causales
inextensibles de M. Ces points idéaux forment la frontiére causale de M :

3. Tous les espace-temps que nous considérons sont supposés séparables, c’est a dire qu’ils contiennent
une partie au plus dénombrable dense. Tout ouvert d’un espace séparable est séparable.

4. 1l s’agit de l’acronyme de Proper Indecomposable Past set.

5. Il s’agit de ’acronyme de Terminal Indecomposable Past set.
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Définition C.1.2. La frontiére causale future (vesp. passée) de M, notée 9 M (resp.
0. M), est 'ensemble des TIPs (resp. TIFs) de M.

Remarque C.1.1. L'espace M (resp. M) des IPs (resp. IFs) est Punion disjointe de M et
OF M (vesp. 0 M).

Définition C.1.3. Le complété causal de M, noté M*, est 'union disjointe de M et de
ses frontieres causales, future et passée.

Illustrons ces notions par quelques exemples qui montreront, entre autre, la perti-
nence de la terminologie frontiére dans la Définition C.1.2.

(C.1.1) Exemple 1 : Le revétement universel de ’espace d’Einstein. Il dé-
coule immédiatement de la description des courbes causales inextensibles de E‘E’le (voir
Proposition 3.2.6) que le passé (futur) strict de toute courbe causale inextensible de
Einy, est égal a 'espace tout entier. Il existe donc un unique TIP et un unique TIF de

Eing 5, tous deux égaux a Eing , lui-méme.

(C.1.2) Exemple 2 : L’espace de Minkowski R!"™. Un TIP remarquable de R"
est le passé strict de la droite temporelle 1 = ... =z, = 0, égal a ’espace tout entier.
Le futur strict de cette droite est aussi égal & R1™. L’espace RM™ est donc & la fois un TIP
et un TIF. Contrairement a %Mw il existe d’autre TIPs et d’autres TIFs dans R1™.
En effet, d’apres le Lemme 1.2.3, les passés (resp. futurs) stricts d’hyperplans lumiéres
sont des TIPs (resp. TIFs). En fait, nous allons voir qu’il n’y en a pas d’autres.

Une démarche pour décrire la frontiere causale de R consiste & plonger conformé-
ment R>™ dans EE”L“L Nous avons vu dans la Section 3.2 (voir les propositions 3.2.4 et
3.2.8) que RY™ se réalise de maniére conforme dans %1@ comme ’ensemble des points
qui ne sont pas causalement reliés a un point p de %l,nv noté Minkg(p). Ce dernier est
égal au diamant I(c(p),o *(p)) ot o(p) et o~ '(p) sont les premiers points conjugués,
futur et passé, de p (voir Définition (3.2.3), Section 3.2.2). Sa fronticre dans Eing , est
le cone lumiére de p et admet deux composantes connexes régulieres, notées J(p) et
J~(p) (voir Section 3.6). Nous allons voir que la frontiére causale future (resp. passée) de
Minko(p) s’identifie & la réunion de J+(p) (resp. J~(p)) et de {o(p)} (resp. {o~(p)}).

D’une part, lintersection de I~ (o (p)) avec Minkg(p) est égale a Minkg(p). D’autre
part, pour tout point ¢ de J*(p), l'intersection de I~ (q) avec Minkg(p) est le passé
strict d’un hyperplan lumiere de Minkg(p) (voir Section 3.6.1). Nous avons remarqué
plus haut, que Minkg(p) et les passés stricts d’hyperplans lumiéres sont des TIPs de
Minkg(p). Tout point g de J(p)U{c(p)} définit donc un unique TIP de Minkq(p) donné
par I~ (g) N Minkg(p). Réciproquement, soit P un TIP de Minkg(p) ; il est égal au passé
strict dans Minko(p) d’une courbe causale inextensible v de Minkg(p). Comme Minky(p)
est causalement convexe, le passé strict de v dans Minky(p) coincide avec l'intersection
de I~ (v) avec® Minkg(p). Soit 4 une courbe causale inextensible de Fin; , contenant 7.

6. On désigne par I~ () le passé strict de v dans ]T]\i?ll,n.
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Puisque Minkg(p) est causalement convexe, I'intersection de 4 avec Minkg(p) est exac-
tement . Il résulte facilement de la Remarque 3.2.3 que 7 rencontre J 7 (p) U {c(p)} en
un point £+ dans son futur. Puisque I~ (%) est 'union croissante des passés stricts 1~ (q)
lorsque g parcourt 4 vers le futur, I~ (y) = I~ (£7). D’ou, P est égal & I~ (£1)NMinkg(p).
On vient de montrer que l'application de J+(p) U{o(p)} dans la frontiere causale future
de Minkg(p) qui associe & un point g le TIP I~ (q) N Minkg(p), est bijective. Cela prouve
ce que nous avons annoncé plus haut, a savoir que les seuls TIPs de Minky(p) sont
Minkg(p) lui-méme et les passés stricts d’hyperplans lumiéres. Par symétrie, on montre
que Papplication de J~(p) N {o~!(p)} dans la frontiere causale passée de Minkg(p) qui
associe & tout point ¢ le TIF I(g) N Minko(p) est bijective. Ainsi, les seuls TIFs de
Minkg(p) sont Minkg(p) et les futurs stricts d’hyperplans lumiéres.

(Figure)

La frontiére de Minky(p) dans E\Z?Ll,n correspond au bord conforme & I'infini de RH™
défini par Penrose [36] : les points o~ 1(p),p,o(p) y sont notés i~,ig,i" respectivement.
Les composantes J 1 (p), J~ (p), quant a elles, sont simplement notées J+, 7~ et sont
appelées bords de Penrose.

(Figure)

Il résulte de la description ci-dessus 1’énoncé suivant.

Lemme C.1.2. La frontiére causale future (resp. passée) de RV est en bijection avec
la réunion du bord de Penrose J* (resp. J~) et du singleton {i*} (resp. {i~}).

De maniére plus synthétique, la frontiere causale de R s’identifie au bord conforme
de RY™ privé du point ig.

(C.1.3) Exemple 3 : Domaines réguliers de R'™. Soit £ un domaine régulier
propre” futur de RV™ (par symétrie, on obtient une description similaire des domaines
passés). Nous allons voir qu’il résulte facilement du paragraphe précédent une description
des TIPs et des TIFs de 2. Commencons par faire la remarque clé suivante.

Remarque C.1.2. L’ouvert 2 étant causalement convexe, 'intersection de toute courbe
causale inextensible de R avec Q est conneze. Il en résulte que toute courbe causale
inextensible de ) se réalise comme l'intersection d’une courbe causale inextensible de
RL™ avec .

Décrivons d’abord la frontiére causale passée de Q qui se visualise dans R,

Lemme C.1.3. La frontiére causale passée de §) s’identifie a la frontiére de Q dans
RLm,

7. Cela signifie que €2 est 'intérieur de I'intersection des futurs d’au moins deux hyperplans lumiéres
de RY™,
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Démonstration. Soit v une courbe causale inextensible de 2. Comme € est futur-complet,
I () est contenu dans €. Notons F' le TIF I (v) de Q. D’apres la Remarque C.1.2, la
courbe 7 est égale & I'intersection d’une courbe causale inextensible 4 de RY™ avec €.
Comme € est propre, 4 rencontre d€) en unique point vy~ (voir Proposition 2.3.7). Comme
I (%) est 'union croissante des It (p) lorsque p parcourt v dans la direction du passé,
It () coincide avec It (y™). Autrement dit, F est égal & IT(y7). Soit a une autre courbe
causale inextensible de 2 dont le futur strict coincide avec F. Si o™ est ’extrémité passée
de o dans 99, alors d’apres ce qui précede, I (a™) est égal & F. D’on, It (y~) = It (a™).
Comme R est distinguant, v~ = a~. On vient donc d’associer & tout TIF de  un
unique point de 9€2. Réciproquement, pour tout point p de 99, 'ouvert I (p) est un IF
de Q. Si I'"(p) était un PIF de § alors, il existerait un point ¢ € Q tel que I't(p) = I (q).
Comme R est distinguant, p = ¢ € . Contradiction. Donc, I (p) est un TIF de Q. [

A présent, décrivons la fronticre causale future. Puisque € est causalement convexe
dans R, le passé strict d’un point p de © dans Q est égal & 'intersection de I~ (p)
avec §2. Par conséquent, d’apres la Remarque C.1.2, les TIPs de 2 sont exactement les
intersections I~ (y)N$ ol v est une courbe causale inextensible de RY™. Tl résulte alors de
la description des TIPs de R1™ présentée dans le paragraphe (C.1.2), le lemme suivant.

Lemme C.1.4. La frontiére causale future de Q s’identifie aux points du bord conforme
de RV dans le futur strict de §).

Remarque C.1.3. On montre dans la Section 3.7 que €2 est défini par un fermé A du
bord de Penrose J . La frontiere causale future de € est alors 'union de {i™} et de
louvert U(A), défini dans la Section 3.7, égal au complémentaire dans J* de 1'union
des segments fermés de photons reliant un point de A a ig. De maniére synthétique, si
I’on voit 2 comme un ouvert de Ez?ill’n contenu dans une carte de Minkowski Minkg(p),
la frontiere causale de Q2 s’identifie & la frontiere de 2 dans E'\z?u,n privée du fermé A de
T (p)-

Remarque C.1.4. Si ) n’est pas propre, c’est a dire est égal au futur strict d’un hyperplan
lumiére P de RY™, alors :

1. sa frontiere causale future s’identifie & 'union de {i*} et du complémentaire dans
J T de la géodésique lumiére reliant le point p correspondant & I’hyperplan lumiére
P a i (extrémités comprises) ;

2. sa frontiere causale passée s’identifie & I’'union de la géodésique lumiere reliant ¢
au premier point conjugué passé de p, privée de I'extrémité ig, et de I’hyperplan
lumiere P.

C.2 Relation de causalité sur la frontiére causale

Nous venons de voir dans la section précédente, que le complété causal de R se
réalise dans Ein;, comme l'adhérence d’'une carte de Minkowski Minkg(p) privée du
point p. Le complété causal de M hérite alors naturellement des relations de causalité <
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et < sur EAz;zln Voyons comment les relations de causalité entre les points de I’adhérence
de Minkg(p) privée du point p, se traduisent en des relations de causalité entre les IPs
puis entre les IFs de R1™.

Un IP @ de Minky(p) est de la forme

Q = I (g) N Minko(p)

ol ¢ est un point de Minky(p) ou de sa frontiere causale future 9t Minkg(p). Si g est
un point de Minky(p) alors @ est un PIP sinon c’est un TIP. Soient ¢, r deux points de
Minkg(p) U & Minkg(p). Il est clair que

g=r<QCR
g=reQclI (r)avecr € R

ou I~ (r') est le passé strict de ' dans ENinLn.

Remarque C.2.1. Comme @ est un sous-ensemble de Minkg(p), U'inclusion @ C I~ (r')
est équivalente & Q C I~ (") N Minkg(p) autrement dit & I'inclusion de @) dans le passé
strict de r’ dans Minkg(p).

(Figure)
On définit alors des relations <;p et <;p sur 'ensemble des IPs de R comme suit :

Q=2pRe QCR (C.1)
Q=<pR& QCI (r)avecr €R (C.2)

ott I~ (r') désigne le passé strict de r’ dans R1™. 1l est facile de vérifier que

1. <;p est une relation d’ordre, c’est a dire qu’elle est réflexive, anti-symmétrique
et transitive;

2. <7p est une relation anti-réflexive (autrement dit, aucun IP @ ne satisfait Q <;p
@), anti-symmétrique et transitive.

3. Si P<p Q alors P <;p Q
4. Chacune des assertions P <;p Q <;p Ret P <;p Q =;p R implique P <;p R.

Les relations <jp et <;p sont alors respectivement des relation de chronologie et de
causalité au sens de Kronheimer-Penrose [29]. Par symétrie, les relations < et < sur
Einy , induisent des relations de causalité <;r et <;p sur 'ensemble des IFs de RLm,

Nous avons vu également dans la section précédente, que le complété causal d’'un
domaine régulier propre futur € de R se réalise dans Einy ,, (voir § (C.1.3)). Le raison-
nement ci-dessus permet de montrer, de maniere similaire, que les relations de causalité
< et < sur EE;LL,@ induisent des relations de causalité <;p et <;p sur I’ensemble des IPs
de € définies par les propositions C.1 et C.2 ou ) et R désignent, dans ce contexte, des
IPs de Q, et I~ (r") désigne le passé strict de v’ dans Q. Par symétrie, les relations < et
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= sur EA’ﬁzl,n induisent des relations de causalité <jr et <;p sur ’ensemble des IFs de ().

Plus généralement, soit M un espace-temps conforme globalement hyperbolique.
L’ensemble M des IPs peut étre muni de relations de chronologie et de causalité, notées
<1p et <yp, définies par les propositions C.1 et C.2 ou Q et R désignentAcette fois, des
IPs de M et I~ (r') désigne le passé strict de r’ dans M. L’ensemble M est alors un
espace causal au sens de Kronheimer-Penrose [29, Définition 5.13]. Rappelons que M
s’identifie a ’ensemble de ses PIPs par l'application I~ : p € M + I~ (p). Comme M
est globalement hyperbolique, les équivalences suivantes s’établissent facilement :

p=<qge I (p)<p 1 (q)
p=2qs I (p) 21 I (q)

ou < et < sont les relations de chronologie et de causalité sur M. Ces équivalences
montrent que les relations <;p et <;p étendent les relations de causalité < et < sur M
a sa frontiere causale future.

Définition C.2.1. Le passé strict (resp. causal) d’'un IP P dans M, noté I p(P) (resp.
J;p(P)), est 'ensemble des IPs @ tels que Q <;p P (resp. Q =rp P).

De maniére symétrique, le futur strict (resp. causal) d’un TP P dans M, noté I (P)
(vesp. Jip(P)), est I'ensemble des IPs @ tels que P <;p Q (resp. P =<;p Q).

Lemme C.2.1. Soit P un IP de M. Le passé strict de P dans M ne contient que des
PIPs et s’identifie a 'ouvert P de M.

Démonstration. Soit Q € I;p(P). Il existe p € P tel que Q C I~ (p). D’apres la Propo-
sition C.1.1, @ est égal au passé strict d'une courbe causale future v : I — M. Comme
I=(y) € I~ (p), alors pour tout t € I, on a I~ (y(t)) C I (p), donc ~(t) € J (p). Soit
to € 1. Pour tout ¢ € I tel que t > o, () appartient au diamant J(p,y(to)). Comme M
est globalement hyperbolique, ce diamant est compact. La courbe v admet donc un point
limite futur ¢ dans J(p,v(to)). D’ou Q est le PIP I~ (¢q). Comme P est ouvert, il existe
p € P tel que p € I~ (p'). Donc, J~(p) C I~ (p') et comme P est passé, I (p') C P.
D’ou, J~(p) C P, en particulier ¢ € P. On vient de montrer que tout élément @) de
I p(P) est le passé strict d'un point ¢ de P. Réciproquement, si ¢ € P alors, comme P
est ouvert, il existe p € P tel que ¢ € I~ (p). D’ou, I~ (q) C I~ (p). Autrement dit, le PIP

A

I~ (q) est dans le passé strict de P dans M. O

Exemple C.2.1. Le passé strict d'un IP P de RY™ dans RLn g'identifie au passé strict
d’un point de RY™ si P est un PIP, au passé strict d’un hyperplan lumiére sinon.

Remarque C.2.2. Par un raisonnement similaire a celui de la preuve du Lemme C.2.1, le
passé causal d'un PIP P = I~ (p) ne contient que des PIPs et s’identifie & J~(p).

Corollaire C.2.1. Le futur strict d’un TIP P de M est toujours vide.
Démonstration. S'il existait Q € I;(P) alors P € I;5(Q) et d’aprés la Remarque C.2.1,
P serait un PIP. Contradiction. O
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Pour finir, donnons une caractérisation pratique, facile a établir, des IPs dans le futur
strict d’'un PIP de M.

Lemme C.2.2. Soit P = I~ (p) un PIP de M. Un IP Q est dans le futur strict de P
dans M si et seulement si Q rencontre I (p).

Remarque C.2.3. Les IPs de M qui rencontrent I (p) sont exactement les IPs de I (p).
En effet, soulignons d’abord que, puisque It (p) est causalement convexe dans M, c’est
un espace-temps globalement hyperbolique. Il y a donc bien du sens a parler de IPs de
It (p). Notre affirmation découle alors immédiatement du fait que toute courbe causale
inextensible de I (p) se réalise comme l'intersection d’une courbe causale inextensible
de M qui rencontre I (p).

Remarque C.2.4. 1l résulte du Lemme C.2.2 et de la Remarque C.2.3 que le futur strict
de P = I~ (p) dans M s’identifie & 'union disjointe de I (p) et de sa frontiére causale
future.

Par symétrie, les relations de causalité sur M induisent naturellement des relations
de causalité <jp, <jp sur ’ensemble M des IFs de M. On définit alors les passés (futurs),
strict et causal, d’'un IF. En renversant ’orientation, on obtient des énoncés analogues
a ceux des lemmes ci-dessus, pour les IFs de M.

C.3 Topologie sur la frontiere causale

Nous allons voir que la topologie de M s’étend naturellement a sa frontiére causale.
Par souci de légereté, nous nous contentons de décrire la topologie de la frontiere cau-
sale future 9 M. En renversant l'orientation du temps, nous obtenons une description
similaire pour la frontiére causale passée 0~ M.

Commencons par définir une topologie sur I’ensemble M des IPs de M. Rappelons
d’abord que la topologie de M coincide avec celle engendrée par la famille A constituée
des futurs et passés stricts de points de M et des complémentaires dans M des futurs et
des passés causaux de points de M :

A={I"(p),I"(p), M\J ™ (p), M\J(p); p € M}.

Autrement dit, une partie de M est un ouvert si c¢’est une réunion (quelconque) d’inter-
sections finies d’éléments de A.

On va étendre naturellement les ouverts de la famille A & M = M LI M :
Soit A la famille de parties de M de la forme I}p(P), I7p(P), M\J;jp(P), M\J;p(P)
ou P = I~ (p) est un PIP de M. Notons que l'intersection de M avec chacune de ces
parties s’identifie & I (p), I~ (p), M\J " (p), M\J (p) respectivement. On munit alors
M de la topologie T engendrée par A.

Remarque C.3.1. Soit P = I~ (p) un PIP de M.
1. I;p(P) s’identifie au passé strict de p dans M (voir Remarque C.2.2) ;
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2. Ip(P) s’identifie & 'union disjointe du futur strict de p dans M et de I'ensemble
des TIPs de M qui rencontrent I (p) (voir Lemme C.2.2);

3. M\J;p(P) s’identifie & 1'union disjointe de M\J~(p) et de toute la fronticre
causale de M ;

4. M\J;»(P) s'identifie & I'union disjointe de M\J*(p) et de I'ensemble des TIPs
de M dont l'adhérence est contenue dans M\J T (p).

(Figure)
Lemme C.3.1. La topologie T est séparée.

Démonstration. Soient P, Q) deux IPs distincts. Alors, Q\ P ou P\Q est non-vide. Quitte
a inverser les roles, on peut supposer que Q\P est non-vide. Le complémentaire dans
Q de P’adhérence P de P dans M est non-vide. En effet, dans le cas contraire, @) serait
contenu dans P. Or, comme P est passé, il découle de la Proposition B.4.2 que P est
I'union disjointe de P et de sa frontiére dans M. Autrement dit, l'intérieur de P est P.
Par conséquent, I'inclusion Q C P impliquerait @ C P soit Q\P = . Contradiction.
Soit donc ¢ € Q\P. On pose @ = I~ (q). Alors, les ouverts

U = M\Jp(Q)
V= I;_P(Q)

sont des voisinages ouverts disjoints de P et () respectivement. O

Lemme C.3.2. L'application I- : p € M — I~ (p) € M est un homéomorphisme sur
son image.

Démonstration. L’espace-temps M étant globalement hyperbolique, sa topologie coin-
cide avec la topologie d’Alexandrov, c’est a dire la topologie engendrée par les diamants
ouverts de M. L’image d’un diamant I(p, q) est Pouvert I;»(P)NI}5(Q) avec P = I~ (p)
et @ = I~ (q). L’image de tout ouvert de M est donc une union d’ouverts de la forme
I;5(P) N I}5(Q). Par conséquent, I~ est ouverte. Soit P = I~ (p) un PIP de M. Les
images réciproques de I75(P), I;p(P), M\Jjp(P), M\J;p(P) sont les ouverts I*(p),
I~ (p), M\J*(p), M\J~(p) qui engendrent la topologie d’Alexandrov. L’application I~
est donc continue. O

Le Lemme C.3.2 montre que la topologie T est une extension de celle de M.
Lemme C.3.3. L’image de M par 1~ est dense dans M.

Démonstration. Soit P un IP de M. D’apres la Proposition C.1.1, P est le passé strict
d’une courbe causale future v : I — M. Soit {p,} une suite croissante (pour =) de
points de 7. Montrons que la suite {P,} définie par P, = I~ (py,), converge vers P. Soit
q € P. On pose Q = I (q). Comme P = I~ (v), a partir d'un certain rang, p, € I (q)
soit P, € I;}5(Q). Done, {P,} converge vers P. O
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C.4 TIPs et TIFs maximaux

La restriction de la relation de causalité <;p a la frontiere causale future 9 M, notée
=<r1p, est une relation d’ordre (partiel) sur 9 M. Il est alors naturel de s’intéresser aux
éléments de 97 M qui sont maximaux pour la relation d’ordre <7p :

Définition C.4.1. Un TIP P de M est dit mazimal s’il n’existe aucun TIP, autre que
P, dans son futur causal.

Par symétrie, la restriction de la relation de causalité <;r a la frontiere causale passée
0. M, notée <rrF, est une relation d’ordre (partiel) sur 9, M. Les TIFs maximaux sont
les TIF F dont le passé causal ne contient aucun autre TIF que F. Donnons quelques
exemples.

Ezxemple C.4.1. 1. L’espace de Minkowski admet un unique TIP maximal et unique
TIF maximal égaux a RY™. Le TIP (TIF) maximal de RY" s’identifie au point
it (resp. i~) du bord conforme de R,

2. Un domaine régulier propre futur {2 admet un unique TTIP maximal égal a €2 il
s’identifie au point it du bord conforme de RY™. Les points singuliers, au sens de
Bonsante [15, Section 4], de la frontiere de €2 dans RY™ sont des TIFs maximaux ®
de €.

La proposition suivante prouve ’existence de TIPs maximaux de M.
Proposition C.4.1. La frontiére causale future OF M admet au moins un TIP mazimal.

Démonstration. 11 s’agit de montrer I'existence d’un élément maximal de la frontiere
causale 6j M pour la relation d’ordre <77p. Pour cela, nous utilisons le lemme de Zorn,
selon lequel un ensemble ordonné E admet un élément maximal si toute chaine de E
admet un majorant. Soit donc C une chaine de 97 M, c’est & dire un sous-ensemble
totalement ordonné de 9} M. Le candidat naturel a étre un majorant de C' est 1'ouvert
P de M égal a I'union croissante des éléments de C'. Vérifions que P est un TIP. Soit
p € P et soit ¢ € I~ (P). Par définition, il existe @ € C tel que p € Q. Comme @ est
passé, ¢ € @ donc g € P. L’ouvert P est donc passé. Supposons que P s’écrive comme
I'union de deux ouverts passés R et S. Alors, tout TIP ) dans C' est 'union des ouverts
passés @ N R et @N.S. Comme @ est indécomposable, alors Q = QN Rou @ =QNS.
D’otu, P = R ou P = S. Donc, P est indécomposable. Tout () € C est dans le passé
causal de P dans M. D’apres la Remarque C.2.2, si P est un PIP alors ) est un PIP.
Contradiction. Donc, P est un TIP. On vient ainsi de montrer que P est un majorant
de C. D’apres le Lemme de Zorn, 97 M admet donc un élément maximal. O

C.5 Frontiere causale et maximalité

Soient M et N deux espace-temps conformes globalement hyperboliques et soit f
un Cauchy-plongement conforme de M dans N. Dans I’Annexe B.7, nous avons vu que

8. Notons qu’un TIF maximal de §2 n’est pas forcément singulier.
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la frontiere de f(M) dans N est I'union disjointe de deux fermés achronaux étanches :
une frontiere future O f(M) et une frontiere passée 9~ f(M) (voir Lemme B.7.3). 1l
existe un lien étroit entre la frontiére conforme 9% f(M) (0~ f(M)) de M dans N et
sa frontiere causale 97 M (resp. 9. M). Il s’avere, en effet, que tout point de 97 f(M)
définit un unique TIP de M :

Proposition C.5.1. Si 0" f(M) est non-vide alors pour tout point p de 0T f(M), la
pré-image par f de lintersection de f(M) avec le passé strict de p dans N, notée P, est
un TIP de M.

La preuve de la Proposition C.5.1 utilise le lemme suivant.

Lemme C.5.1. Supposons O f(M) non-vide. Soit p € O f(M). Alors

I“(I"(p)Nf(M)) =1 (p).

Démonstration. L’inclusion I~ (1~ (p) N f(M)) C I~ (p) est évidente. Réciproquement,
soit ¢ € I~ (p). D’apres le Lemme B.7.1, f(M) est causalement convexe dans N. Ainsi,
Pintersection de f(M) avec toute courbe temporelle inextensible passant par p et g est
connexe. Il existe donc un point r de cette intersection compris entre p et ¢, autrement
dit g€ I=(r) avec r € I~ (p) N f(M). Donc, g € I~ (I~ (p) N f(M)). O

Preuve de la Proposition C.5.1. L’application f étant continue, P est un ouvert de M.
Vérifions que P est passé. Soit ¢ € P et soit r € I~ (q). Par définition, f(q) € I~ (p).
Comme f est conforme, r € I~ (q) implique f(r) € I7(f(g)). Comme la relation de
chronologie est transitive, f(r) € I7(f(q)) et f(q) € I~ (p) entraine f(r) € I~ (p). D’ou,
r € P. A présent, vérifions que P est indécomposable. Supposons que P soit égal & I'union
de deux ouverts passés @ et R. Alors, f(P) s’écrit comme 1'union des deux ouverts passés
f(Q) et f(R) de f(M). Posons Q' = f(Q) et R' = f(R). Comme f(P) =1 (p)N f(M),
alors I~ (p) N f(M)=Q UR'. Dou,

I"(I"(p) N f(M)) =1 (Q"UR) (C.3)

_ I (Q)UT(R).
D’apres le Lemme C.5.1, I~ (I~ (p)Nf(M)) = I~ (p). L’égalité (C.4) s’écrit alors I~ (p) =
I7(Q")U I (R). Or, I"(p) est indécomposable. Donc, I~ (p) = I~ (Q') ou I~ (p) =
I~ (R’). Par suite,
I"(p) N f(M) =17(Q) N f(M) ou I (p)Nf(M)=1I"(R)n f(M). (C.5)

Comme f(M) est causalement convexe, I~ (Q') N f(M) est égal au passé strict de @’
dans f(M). Or, Q" = f(Q) est un ouvert passé de f(M). Donc, I~ (Q") N f(M) = Q.
De méme, I~ (R')N f(M) = R’. Par conséquent, la proposition (C.5) s’écrit

Im(p) N f(M) = f(Q) ou I"(p) N f(M) = f(R).
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D'ou, P = @ ou P = R. Donc P est un IP. Si P était un PIP de M, il existerait
g € M tel que P =1"(q). D'ou, f(P)= f(I~(q)). D’une part, f(P) =1 (p)N f(M).
Drautre part, f(I" (q)) = I~ ((a)) 1 f(M). Done, I~ (p) 1 (M) = I~ (£(q)) 1 F(M). Pax
conséquent, I~ (I7(p) N f(M)) = I~ (I~ (f(q)) N f(M)) soit I~ (p) = I~ (f(g)). Comme
N est distinguant, p = f(g). Contradiction. Donc P est un TIP. O

Remarque C.5.1. En renversant I'orientation du temps, nous obtenons un énoncé simi-
laire pour 0~ f(M).

Nous venons ainsi de définir une application ¢ de O f(M) dans la frontiere causale
future 97 M qui associe a tout point p le TIP P défini par la Proposition C.5.1.

Lemme C.5.2. L’application ¢ est un homéomorphisme sur son image.

Démonstration. Soient p,q € 0T f(M) tels que p(p) = ¢(q) soit f~H(I~(p) N f(M)) =
F7HI (@) 0 f(M)). Alors, I (p) N f(M) = I~ (g) N f(M). Done, I (I~ (p) N f(M)) =
I=(I7(¢) N f(M)). D’apres le Lemme C.5.1, I~ (p) = I~ (¢). Comme N est distinguant,
p = q. Donc, ¢ est injective. O

Nous terminons par un critére de maximalité :

Proposition C.5.2. Supposons que M admette une hypersurface de Cauchy S qui n’est
pas compacte. Si l’intersection de S avec tout TIP et tout TIF de M n’est pas compacte,
M est C-mazimal.

Démonstration. Soit f un Cauchy-plongement conforme de M dans N. Supposons, par
l’absurde, que M ne soit pas maximal. Alors, O f(M) ou &~ f(M) est non-vide. Suppo-
sons, par exemple, que 97 f(M) est non-vide (le raisonnement est similaire si 9~ f(M)
est non-vide). Soit p € 91 f(M) et soit P la pré-image par f de I~ (p) N f(M). D’apres
la Proposition C.5.1, P est un TIP de M. Par hypothese, I'intersection P NS est non-
compacte. Or, 'image par f de PNS est égale a I~ (p) N f(S) qui est compacte. Comme
la restriction de f & S est un homéomorphisme sur f(S), Uintersection P N S devrait
étre compacte. Contradiction. Donc, M est C-maximal. 0

Remarque C.5.2. On montre dans le Chapitre 6 que si M est conformément plat et
développable, la réciproque de la Proposition C.5.2 est vraie.
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