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Abstract

This thesis is made up of contributions to the theory of Optimal Control within the framework of
the Pontryagin Maximum Principle for a system governed by an ordinary differential equation, with
piecewise continuous control functions and piecewise continuously differentiable state functions.

A first contribution is an improvement of this principle of Pontryagin which consists in lightening
the assumptions of the existing results in this framework.

A second contribution is to establish Envelope Theorems in this framework. This type of theorem
is considered especially important in theoretical economics.

The realization of these contributions uses recent Multiplier Rules (one of which is original), uses
the establishment of a Functional analysis framework which makes it possible to define efficient
operators and functionals, uses the rigorous justification of the theorems on ordinary differential
equations with piecewise continuously differentiable solutions, and uses new results on nonlinear
functionals in integral form.

Keywords : Optimal Control, Pontryagin maximum principle, Envelope Theorem, Calculus of
Variations, Static optimization, Ordinary differential equations.

Résumé

Cette thése est constituée de contributions & la théorie du Contréle Optimal dans le cadre du Prin-
cipe du Maximum de Pontryagin pour un systéme gouverné par une équation différentielle ordinaire,
avec des fonctions de controle continues par morceaux et des fonctions d’état contintiment dérivables
par morceaux.

Une premiére contribution est une amélioration de ce principe de Pontryagin qui consiste a alléger
les hypothéses des énoncés existants dans ce cadre.

Une seconde contribution est d’établir des Théorémes de I’Enveloppe dans ce cadre. Ce type de
théoréme est considéré comme spécialement important en économie théorique.

La réalisation de ces contributions utilise des Régles des Multiplicateurs récentes (dont 'une est ori-
ginale), utilise I’établissement d’un cadre d’Analyse Fonctionnelle qui permet de définir des opéra-
teurs et des fonctionnelles efficaces, utilise la justification rigoureuse des théorémes sur les équations
différentielles ordinaires & solutions contintiment dérivables par morceaux, et utilise de nouveaux
résultats sur les fonctionnelles non linéaires sous forme intégrale.

Mots clefs : Controle Optimal, Principe du Maximum de Pontryagin, Théoréme de ’enveloppe,
Optimisation statique, Calcul des Variations, Equations différentielles ordinaires.
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Introduction

Cette thése traite principalement de problémes de la théorie du Contréle Optimal, plus précisé-
ment de condition nécessaire d'optimalité dans le cadre du Principe du Maximum de PONTRYAGIN.

Dans un premier temps, nous présentons une amélioration de la démonstration de Philippe MICHEL
du Principe du Maximum de PONTRYAGIN; notamment en allégeant les hypothéses des énonceés
existants.

L’idée directrice de la démonstration de Philippe MICHEL consiste & associer au probléme de
Controéle Optimal un probléme d’Optimisation Statique avec un nombre fini d’inconnues, et d’appli-
quer sur ce nouveau probléme une Régle des Multiplicateurs (a la Fritz JOHN) ou un théoréme de
KARUSH-KUHN-TUCKER.

Ceci a motivé de réaliser une amélioration d’'une Régle des Multiplicateurs établie par Joél BLOT
qui est elle-méme une amélioration d'une Régle des Multiplicateurs établie par Philippe MICHEL et
par Hubert HALKIN indépendamment 1'un de 'autre avec des démonstrations trés différentes.

Les équations différentielles ordinaires qui gouvernent les problémes de Controle Optimal ont des
solutions (les fonctions d’état) continiiment dérivables par morceaux car les fonctions de controle
sont continues par morceaux. Ceci a motivé de réaliser un chapitre ou sont établis rigoureusement
les théorémes de base de la théorie de équations différentielles ordinaires & solutions contintiment
dérivables par morceaux; les exposés existants dans la littérature ne convenant pas exactement a
notre cadre de travail.

Aprés ce travail d’amélioration du Principe du Maximum de PONTRYAGIN comme condition néces-
saire d’optimalité, toujours dans le cadre du Principe du Maximum de PONTRYAGIN, nous abordons
une autre question : celle des théorémes de |'enveloppe. Les théorémes de ’enveloppe sont un outil
trés important en Economie Théorique. Ils concernent les problémes paramétrés ; ils répondent a la
motivation suivante : fournir des conditions qui permettent d’avoir la différentiabilité (en un sens
a préciser) de la fonction valeur en fonction du parameétre, et de fournir une expression de cette
différentielle.

Dans 'esprit de ’approche de Philippe MICHEL des problémes de Controle Optimal, nous commen-
gons par établir un théoréme de I’enveloppe pour les problémes d’Optimisation Statique en dimen-
sion infinie. Une premiére application de ce résultat consiste a réaliser un théoréme de I'enveloppe
pour les problémes de Calcul des Variations. Ensuite nous établissons un théoréme de I’enveloppe
pour les problémes de Controle Optimal.

Les outils mathématiques utilisés dans cette thése relévent essentiellement de 1’Analyse fonctionnelle
appliquée. A la différence du travail (fondamental et créateur) de Philippe MICHEL, nous avons
introduit des espaces de fonctions adaptés aux problémes dynamiques considérés, des opérateurs
linéaires, des opérateurs et des fonctionnelles non linéaires ; ce qui permet de faire surgir de nouveaux
aspects pour le traitement des problémes.



Chapitre 1

Espaces fonctionnels utilisés

Dans ce chapitre, on s’intéresse a des espaces fonctionnels utilisés en Contréle Optimal et en
Calcul des Variations.
Dans la section 1, on s’intéresse aux fonctions continues par morceaux & valeurs dans un espace
vectoriel réel définies sur un intervalle compact de R. Ensuite, on introduit I'espace des fonctions
continues par morceaux normalisées & valeurs dans un espace vectoriel réel définies sur un intervalle
compact de R. En outre, on démontre des propriétés basiques de ces fonctions. Enfin, on démontre
que l'espace des fonctions continues par morceaux normalisées a valeurs dans un espace de Banach
définies sur un intervalle compact de R est un espace de Banach lorsqu’on fixe une subdivision.
Dans la section 2, on s’intéresse aux fonctions continues par morceaux & paramétre, on établit
des résultats utiles dans le cadre des équations différentielles ordinaires.
Dans la section 3, on étudie les fonctions C' par morceaux a valeurs dans un espace de Banach
définies sur un intervalle compact. Une fonction C! par morceaux pouvant ne pas étre dérivable
en un nombre fini de points; on est amené & introduire une notion de dérivée étendue. Ensuite, on
établit que 'opérateur de dérivation étendue est un véritable opérateur linéaire continu de I'espace
des fonctions C'' par morceaux dans I'espace des fonctions continues par morceaux normalisées. En
outre, on prouve que l'espace des fonctions C! par morceaux a valeurs dans un espace de Banach
définies sur un intervalle compact de R est un espace de Banach lorsqu’on fixe une subdivision.
Dans la section 4, on généralise les notions de fonctions continues par morceaux et de C' par
morceaux pour un intervalle quelconque borné de R.
Dans la section 5, on s’intéresse a l'espace des fonctions & variation bornée. On commence par
introduire les fonctions a variation bornée normalisées et & construire un isomorphisme topologique
entre ’espace des fonctions & variation bornée normalisées sur un intervalle compact a valeurs réelles
et le dual topologique de I'espace des fonctions continues sur un intervalle compact. En outre, on
généralise ce résultat, en construisant un isomorphisme topologique entre la puissance n-iéme de
I’espace des fonctions a variation bornée normalisées a valeurs réelles définies sur un intervalle
compact et le dual des fonctions continues & valeurs dans R™ définies sur un intervalle compact.
Ensuite, on construit un isomorphisme topologique entre le produit cartésien de R™ et de la puissance
n-iéme de l’espace des fonctions a variation bornée normalisées & valeurs réelles définies sur un
intervalle compact et le dual topologique des fonctions continiment dérivables & valeurs dans R”
définies sur un intervalle compact.
Enfin, on établit une injection linéaire continue entre le produit cartésien de R™ et de la puissance
n-iéme de l’espace des fonctions a variation bornée normalisées & valeurs réelles définies sur un
intervalle compact et le dual topologique des fonctions continiment dérivables & valeurs dans R”
définies sur un intervalle compact nulles au bord.
Avec cette injection linéaire continue, on parvient & construire un produit scalaire continu sur le



1.1. LES ESPACES DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX.

dual topologique des espaces des fonctions continiiment dérivables & valeurs dans R"™, définies sur
un intervalle compact nulles au bord.

1.1 Les espaces des fonctions continues par morceaux.

Dans cette section, on s’intéresse aux fonctions continues par morceaux a valeurs dans un espace
vectoriel réel définies sur un intervalle compact de R. On introduit ’espace des fonctions continues
par morceaux normalisées a valeurs dans un espace vectoriel réel définies sur un intervalle compact
de R. On démontre des propriétés basiques de ces fonctions.

Soit E un espace vectoriel normé réel. Soit U un espace topologique séparé. Soit a,b € R tels que
a <bet| -] une norme sur E.

Définition 1.1.1. On appelle subdivision de [a,b] toute famille finie (7;)o<i<p+1 de points de [a, b]
vérifiant a = 19 < ... < Tpy1 = b.
On note Sub([a,b]) ensemble des subdivisions de [a, b].

Définition 1.1.2. Soit ¢ : [a,b] — U une fonction.
On dit que ¢ est continue par morceaux de [a,b] dans U lorsque ¢ est continue sur [a,b] ou lorsqu’il
existe une famille finie (1;)o<i<p+1 € Sub([a,b]) t.q.
— Vi €40,...,p}, ¢ est continue sur |7, Tit1],
— Vi €{0,...,p}, o(1i+) := lim ¢(t) = lim p(t) existe dans U,
t—7i+ t—T;

t>1;
—Vie{l,.,p+1}, p(ni—) = lim () = lim (t) existe dans U.
t<T;

Définition 1.1.3. Soit ¢ une fonction continue par morceauz de [a,b] dans U.
On dit que @ est continue par morceaux normalisée de [a,b] dans U lorsque Vt € [a,b], p(t+) = ¢(t)

et o(b) = o (b-).

Notations 1.1.4. On considére les espaces fonctionnels suivants :

— Pour chaque espace topologique T', C°(T, U) est I’ensemble des fonctions continues de 7' dans
U.

— PC%[a,b],U) est 'ensemble des fonctions continues par morceaux de [a,b] dans U.

— Pour chaque (7;)o<i<p+1 € Sub([a,b]), PC°([a,b], U; (i)o<i<p+1) est Uensemble des fonctions
¢ dans PC%([a,b],U) dont 'ensemble des points de discontinuité est inclus dans I’ensemble
{To, ceey Tp+1}.

— NPCY([a,b],U) est 'ensemble des fonctions continues par morceaux normalisées de [a, b]
dans U.

— Pour chaque (7;)o<i<p+1 € Sub([a,b]),

NPCY(la,b], U; (:)o<i<p+1)={p € PC([a, ], Us (1i)o<i<p+1) : (b) = p(b—) et
Vi € {0,...,p} (7)) = p(ri+)}.

— Pour tout ouvert Q de E et pour chaque (7;)o<i<p+1 € Sub([a,b]),

NPCH(la,b], % (1i)o<i<p+1)={p € NPCY([a,b], B (1i)o<i<p+1) : ¢([a,b]) € Q} ot le surli-
gnage désigne I'adhérence topologique.

— Pour tout espace métrique (A4,d4), B(A, E) est ’ensemble des fonctions bornées de A dans
E.

— Pour tout espace métrique (A4, d,), BCY(A, E) est I'ensemble des fonctions bornées et conti-
nues de A dans E.

— Pour tout espace topologique U, £°(([a, ], B([a,b])), (U, B(U))) est I'ensemble des fonctions
mesurables de ([a, b], B([a,b])) dans (U, B(U)); la lettre B désignant la tribu de Borel.

Hasan YILMAZ 10



CHAPITRE 1. ESPACES FONCTIONNELS UTILISES

— LY(([a, ], B([a, b])), m1;R) I'ensemble des fonctions Borel-intégrables de [a,b] dans R ot my
est la mesure de Borel canonique sur ([a, b], B([a,b])).
— LY(([a, ], B([a,b])), m1; Ry ) I'ensemble des fonctions Borel-intégrables de [a,b] dans R,

— L£Y(([a,b], B([a,b])), 1;R) I'ensemble des fonctions Lebesgue-intégrables de [a,b] dans R;
B([a,b]) et I; désignent respectivement la tribu de Lebesgue et la mesure de Lebesgue.

— Pour chaque espace vectoriel normé réel F', on note L(E, F') I’ensemble des fonctions linéaires
continues de F dans F et || - ||z sa norme usuelle.
On note E* le dual topologique de F.

— Pour chaque espace vectoriel normé réel F'; on note Isom(FE, F') ’ensemble des isomorphismes
topologiques de F dans F.

— Pour tout espace vectoriel normé réel F' et G, on note B(E x F,G) I'ensemble des fonctions
bilinéaires continues de E x F' dans G et || - || sa norme usuelle.

De plus,

— On note dim(E) la dimension de E.

— Lorsque A est une partie de E, on note int(A) I'intérieur de A.

— Lorsque A est une partie de F, on note A '’adhérence de A.

— Lorsque A est une partie de E, on note Fr(A) la frontiére de A

— Lorsque F' est un espace vectoriel normé réel et g € L(E, F'), on note Im g I'image de g et
Ker g le noyau de g.

— Lorsque A est une partie de E, on note Vect(A) le sous-espace vectoriel engendré par A.

— Pour chaque (A, d) espace métrique, pour chaque sous-ensemble D non vide de A, on note
diam(D) le diamétre de D.

— Pour chaque espace topologique T', pour chaque v € T, on note %,(T") 'ensemble des voisi-
nages de v.

— Soit ¢ : [a,b] — E et t € [a,b], lorsqu’elle existe, on note ¢(t) (respectivement ¢/ (¢),
respectivement ¢ (t)) la dérivée (respectivement la dérivée a droite, respectivement la dérivée
a gauche) de ¢ au point ¢.

— Soit X un ensemble non vide, on note Idx la fonction identité de X.

— Soit X un ensemble non vide, soit A C X, on note 14 la fonction indicatrice de A.

— Soit n € N* = N\{0} et (X, ||-||x,)1<i<n 1 espace vectoriel normé réel ; lorque E := [ X,
on note |- ||; la norme sur E, définie par, pour tout « = (z1, ..., z,) € E, |lz|i = >y ||lzillx,-

En outre, on note || - ||2 la norme sur E, définie par, pour tout z = (z1,...,z,) € E, ||z||2 =
Yoy llill%, -
En plus, on note || - ||oo la norme sur E, définie par, pour tout = (21, ...,x,) € E, ||z||cc =
maxi<i<n |2l x; -
Par ailleurs, lorsque Vi € {1,...,n}, (X;, | - [|x;) = (X, ] - ||x), on note || - |1 la norme sur
E, définie par, pour tout @ = (z1,....,2,) € E, ||z||g1 =D 1y |zl x. B
— Lorsque (X, || - [|x) est un espace vectoriel normé réel, z € X et r > 0, on note B, (z,7)

la boule fermée de centre = et de rayon r.
On note B”,HX(:U, r) la boule ouverte de centre x et de rayon r.
On note S (w,7) la sphere de centre x et de rayon 7.

Proposition 1.1.5. PC%([a,b],U) C £°(([a,b], B([a,b)])), (U, B(U)).

Démonstration. Soit ¢ € PC%([a,b],U).
Puisque ¢ € PC%([a,b],U), il existe p € N et il existe une famille finie (7;)o<i<p+1 € Sub([a,b]) t.q.
(a) Vi € {0,...,p}, ¢ est continue sur |7, 741/,
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(b) Vi € {0,...,p}, o(ri+) = tlim ©(t) existe dans U,
—Ti
t>7;
(c) Vie{l,...p+1}, p(r;—) = 1tlim o(t) existe dans U.
— T
t<t;
Pour chaque i € {0, ..., p}, en utilisant (a), on a ¢y, ... ,[ € C°(7, 71, U). Par conséquent, on a

Plirrinl € L2070 T [, B(7i, 71 [), (U, BU)). (1.1.1)
De plus,
Vi € {0,...p+ 1}, @iy € L2(({7i}, BT}, (U, BU)). (1.1.2)
Considérons la famille d’ensemble (Pj)o<;<2p+2 définie par, Vj € {0,.....,p,p+1,....,2p + 2},

P o= { 175, Ti1l sij€{0,...,p}
! {mi—p+n}t siie{p+1,...2p+2}

Puisque (Pj)o<j<2p+2 est une partition de [a, b], avec (1.1.1]) et (1.1.2)), on a, en utilisant la propo-
sition 5.2.18, p.44 de [37], » € L°(([a, ], B([a, b])), (U, B(U)). O

Proposition 1.1.6. B([a,b], E) est un espace vectoriel réel.

La démonstration est effectuée dans [4] (p.25).

Dans la suite, fixons une famille finie (7;)o<i<pt+1 € Sub([a, b]).
Proposition 1.1.7. NPCY([a,b], E; (i)o<i<p+1) est un sous-espace vectoriel de B([a,b], E).

Démonstration. Montrons que NPCY([a,b], E; (;)o<i<p+1) C B([a,b], E).
Soit ¢ € NPCY([a,b], E; (1i)o<i<p+1)-
Pour tout i € {0, ..., p}, pour tout ¢ € [a,b], on définit

R (p(t) site [Ti, Ti+1[
Gi(t) = .
o(Tip1—) st =Tiq1.

Sii € {0,...,p} alors ¢; est continue sur [7;, Ti+1].
En effet, comme la fonction ¢ est continue sur [7;, Ti+1[, @i est aussi continue sur [7;, 7;11].
Au point 7,41, on a

t_ljgil Pi(t) = t_ljgrl @i(t) = @(Tiv1—) = Gi(Ti41).
tG[Ti,TZq_ﬂ tG}Ti,TH_l[

Comme @; est continue sur le compact [7;,Tit1], @i([7i,Ti+1]) est compacte donc en particulier
bornée, et ainsi on a
aM; € )0, +o0[ t.q. Vt € [1i, Tix1] [|Gi(t)]] < M.

On a en particulier
vt €]ri, Tial, |@i(t)]] < M;.

On pose M =max M; < +00 car tout ensemble fini non vide inclus dans R admet un maximum, et
on a =1=p
Vi€ fa,b]\{ri: 0<i<p+1}, [lo@)] <M.

Puisque I'ensemble {|| ¢(7;)|| : 7 € {0, ...,p+ 1}} est fini, on sait qu’il existe M’ € R, tel que, pour
tout i € {0,...,p+ 1}, |lo(m)| < M.
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Posons M"” = max{M, M'}.
On obtient alors
vt € [a,b], flp(®)]] < M”

donc ¢ est bornée sur [a, b].

Considérons la fonction 0 : [a,b] — E,0(t) = 0.

Montrons que 0 € NPC’g([a, b, E; (Ti)o<i<p+1)-

0 est une fonction constante de [a, b] dans E, donc 0 est une fonction continue de [a, b] dans E.
Par conséquent, on a 0 € NPCY([a,b], E; (1:)o<i<p+1)-

Soit A € R, soit ¢, ¥ € NPCg([a, b], E; (Ti)OSiSerl)-

Pour tout i € {0,...,p}, A\p + 1 est continue sur |7;, 7;4+1[ comme combinaison linéaire de deux
fonctions continues sur |7, 7j41].

Pour tout i € {0, ..., p}, par les propriétés des limites, on a

(g +4)(mt) = Jim (g + (1)

t>7;
= Atliné o(t) + tIL\HTli P(t)
t>1; t>T;

= Ap(Tit) + ¥(7i+)
= Xp(13) + ¥(1) = (A\p + ¢)(1;) existe dans E.

Pour tout i € {1,...,p+ 1}, on a

(e +4)(rm) = Jim (Ao +9)(r)

t<ty
= )\tlngli o(t) + tlngli P(t)
t<m; t<T;

= \p(1;—) + ¥ (1;—) existe dans E.
De plus, pour tout i € {0, ...,p}, on a

(A +9)(Tit+) = (A +¥)(7) et (A + 1) (b—) = Ap(b—) + P (b—) = (Ap + ©)(b).

Donc NPCY([a,b], E; (7;)o<i<p+1) est un sous-espace vectoriel de B([a,b], E).
Ainsi, NPCY([a,b], E; (T:)o<i<p+1) est un espace vectoriel réel. O

Proposition 1.1.8. NPCY([a,b], E) est un sous-espace vectoriel de B([a,b], E).

Démonstration. Soit ¢ € NPCY([a,b], E). Puisque ¢ € NPCY([a,b], E), il existe (a;)o<i<y041 €
Sub([a,b]) t.q. p € NPCg([a, b, 5 (04 )o<i<ro41)-

Par conséquent, on obtient que ¢ € B([a,b], E).

Soit A € R et @1, w2 € NPCY([a,b], E).

Puisque ¢1 € NPCY([a,b], E), il existe (o] )o<i<r11 € Sub([a,b]) t.q.

¢1 € NPCY([a,b], E; (o )o<i<ri1)-

Puisque @2 € NPCY([a,b], E), il existe (a2)o<;<,241 € Sub([a,b]) t.q.

P2 € NPCg([a, b]a E; (O‘ig)OSiST2+1)'

Posons A :={a}:0<i<rl+1}Uu{a?:0<i<r?+1}.

Puisque A est un ensemble fini non vide, il existe r € N t.q. card(A) =r + 1.

Posons pg =a et Vi € {1,....,7 + 1}, py =min A\ {po, ..., pi—1}

Puisque pour chaque i € {1,..., 7+ 1}, on a A\ {po, ..., pi—1} est strictement inclus dans [a, b], on
a po < p;. De plus, pour chaque (7,7) € {1,...,r} x {1,...,r+ 1} t.q. i < j,on a A\ {po,...., pj—1}
est inclus strictement dans A\ {po, ..., pi—1}, donc p; < p;.
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Par conséquent, (p;)o<i<r+1 € Sub([a,b]) avec {po, ..., pr+1} = A.
Par conséquent, 1, ps € NPCg([a, b, E; (pi)o<i<r+1). Ainsi, en utilisant la Proposition on a
)\g01 + @9 € NPC’g([a, b], E; (pi)OSiSr—i—l) i.e. )\(pl + 9 € NPC’g([a, b], E) O

Proposition 1.1.9. Soit F un espace vectoriel normé réel. Soit p1 € NPCY([a,b], E, (7;)o<i<p+1)
et o € NPC’g([a, b], F, (Ti)0§i§p+1)- Alors

(o1, 02) := [t = (1), 02(1))] € NPC([a,b], E x F, (r:)o<i<pt1)-

Démonstration. Puisque p1 € NPCY([a,b], E, (T:)o<i<p+1) et w2 € NPCY([a,b], F, (7;)o<i<p+1), on
a
(a) Vi € {0,....p — 1}, P1)jpm 0| € CO([ri, Tiz1[, E) et
P2irmisa] € CO[Tis T [, F).
(b) P1[rp,b] S CO([Tp,b],E) et ©2][r,,b] S CO([Tp,b],F).
(c) Vie{l,...,p}, p1(1;—) existe dans E et @o(7;—) existe dans F.
Soit i € {0,...,p — 1}; en utilisant (a) et [35] (2.2.3. propriété 2° d p.41), on a
(01, 92)ri,ria[ € COlmis Tig1[, E X F).
Par conséquent, on a prouvé que
Vi € {0,....p — 1}, (01, 02) | 71| € COlTis Tisa [, E x F). (1.1.3)
De plus, en utilisant (b) et [35] (2.2.3. propriété 2° d, p.41), on a
(@17902)”713,6} GCO([Tp,b],EX F) (1.1.4)

Soit ¢ € {1,...,p}; en utilisant (c) et [35] (2.2.2 théoréme 4 p.40), on a

(¢1,02)(1i—) = (¢1(1i—), p2(r;—)) € E x F.

En résumé, on a obtenu

Vi€ {1,....,p}s (p1,02) (=) = (p1(7i=), pa(1i—)) € E X F. (1.1.5)

Ainsi, en utilisant (1.1.3), (1.1.4)) et (1.1.5)), on a

(‘Pla@2> € NPC?!([“? b]’E X F, (Ti)OSiSP+1)-
O

Proposition 1.1.10. Soit F' un espace vectoriel normé réel, 0 un sous-ensemble ouvert de E,
T € CO(Q, F) et p € NPCCOl([(L, b], Q, (Ti)0§i§p+1)-
Alors Pp:=ToypE NPCg([a, b], F, (Ti)OSiSP-I—l)'

Démonstration. Puisque ¢ € NPCY([a,b],$, (7;)o<i<p+1), on a
(a) Vi e {O, ey D — 1}, Plri,mig1| € CO([Ti,Ti+1[, Q)

(b) Pl[p,b] € CO([Tpvb]aQ)'
(c) Vie{l,..,p}, p(ri—) existe dans €.
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Soit i € {0,...,p — 1}. En utilisant (a), T € C°(Q, F), et le théoréme de composition des fonctions
continues, on a

Dlirssria] € COmi T, F).
Par conséquent, on a prouvé que
Vi€ {0,...,p— 1}, 17Z)|[7—i77'i+1[ € CO([TZ‘,7'1'+1[, F). (1.1.6)

En utilisant (b), T € C°(£, F), et le théoréme de composition des fonctions continues, on a

¢\[Tp,b] € CO([Tpvb]aF)' (117)
Soit i € {1,...,p}; puisque T € C°(Q, F) et (c), par composition des limites ([35] 2.2.2 3 p.39), on a

U(1i—) = T(p(1i—))-
Par conséquent, on a prouvé que

Vie{1,...,p}, ¥(ri—) = T(p(1;—)) existe dans F. (1.1.8)

Ainsi, en utilisant (1.1.6), (1.1.7) et (1.1.8), on a v € NPCY([a,b], F, (7;)o<i<p+1)- O

Considérons la fonctionnelle sur NPCY([a,b], E; (7;)o<i<p+1) définie par

I+ llvpeo : NPCG([a,b], E: (ti)o<i<p+1) = R, [l¢llxpeo = sup le@)]l-
t€fa,b]\{r::0<i<p+1}

Proposition 1.1.11. || ||ypco est une norme sur NPCY([a,b], E; (1;)o<i<p+1)-

Démonstration. Tout d’abord, cette fonctionnelle est bien définie sur

NPC([a,bl, E; (T:)o<i<pt1)-

En effet, comme ¢ € NPCY([a,b], E; (Ti)o<i<p+1), ¢ est bornée sur [a, b], donc en particulier bornée
sur [a,b] \ {r;: 0 <i<p+1}.

(i) Puisque pour chaque ¢ € [a,b]\ {r; : 0 <i <p+1} [[¢(t)]| >0, on a

lellvpeo = sup Il = 0.
tefabl\{7::0i<p+1}

(ii) Soit A € R et (oS NPCC?([(L, b], E; (Ti)0§i§p+1),
[Allvpeo = sup [Ap(@)I = A sup le@I = [Alllell v peo-
te€la,b)\{7::0<i<p+1} te(a,b)\{7::0<i<p+1}

(iii) H()”NPCO =0etsip ENPCg([a, b], E; (Ti)0§i§p+1)7 vérifie

el ypeo =0
=Vt € [a, b\ {ri: 0 <i <p+1}, lp)] =0
=Vtela,b \{ri:0<i<p+1}, ¢(t)=0.

Montrons maintenant que, Vi € {0,...,p + 1}, ¢(1;) = 0.
Soit i € {0, ...,p}; on a
o(ri) = @(ri+) = lim  o(t) = 0.
t—T;
tG]Ti,Ti+1[

De plus, on a
p(b) = p(b=) = lim (t) =0.

t—b
t€]mp,b|

Ainsi p(t) = 0 pour tout t € [a, b].
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(iV) Soit P, € NPCC[I)([G, b],E; (Ti)0§i§p+1)-
Pour tout ¢ € [a,b] \ {m : 0 <i<p+1},

le@®) + @1 < lle@] + [l @]

< ”SOHNPCO + ||¢||NPC°'

Puisque le sup est le plus petit des majorants on a

I+ ¢llvpeo < llellvpee + 14l v poo-

Pour tout espace métrique (A, d4), considérons la norme suivante

Aoo : B(A,E) — R, définie par, Vu € B(A, E), ||u|l4,00 = [|t|loc = sup |lu(t)].
teA

Lemme 1.1.12. Si A C R, en notant A son adhérence et f : A — R est une fonction continue
alors sup f(x) = sup f(x).
z€A z€A
Démonstration. Puisque A C A, on a sup, 7 f(z) > sup,e4 f(2).
Soit @ € A | par définition, il existe une suite (), € AN tel que x, — = quand n — oo.
Puisque
Vn € N: f(-ivn) S sup f(x)a

€A
par conservation des inégalités larges par passage a la limite et par continuité de f on a f(x) <

SUPzecA f(.%') _
Donc, sup,c4 f(z) est un majorant de {f(z) : « € A} et comme le sup est le plus petit des

majorants, on obtient que sup, .z f(z) < sup,ea f(7). O

Proposition 1.1.13. Pour tout u € NPCY([a,b], E; (1;)o<i<p+1), on a

HUH[a,b},oo = |lull npco-

Démonstration. Soit t € [a,b] \ {m;: 0 <i<p+1}.

Puisque ¢ € [a,8], on a [Ju(t)]| < 4lnz00

Par conséquent, ||ul|(q,],0c €st un majorant de 'ensemble {|lu(t)|| : ¢ € [a,b] \ {7; : 0 < i <p+1}}.
Et puisque le sup est le plus petit des majorants, on obtient que

(a.b],00- (1.1.9)

[ullvpeo < lul

Soit t € [a, b]. Raisonnons par disjonction des cas.
Sitefa,b\{ri:0<i<p+1}, ona |u®)] < |ullypco-
Sit=m aveci € {0,...,p}, puisque (Vs €7, Tit1[, [|u(s)|| < ||lu||npco) et uw est continue & droite
de 7;, on obtient
()| = llu(ri) | < -

Sit = b, puisque (Vs €]7p,b], ||u(s)|| < ||u||ypco) et u est continue & gauche en b, on obtient

[u(O)]| = [Ju(o=)]| < llullxpeo-

Ainsi, on a démontré que ||ul|ypco est un majorant de 'ensemble {||u(t)| : ¢ € [a,b]}. Et puisque
le sup est le plus petit des majorants, on a

[ullfa,5,00 < llullnpco- (1.1.10)
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Par conséquent, en utilisant les assertions ((1.1.9) et (1.1.10), on a

[ullfap),00 = llull N pco-

Dans la suite, nous supposons que (E, || - ||) est un espace de Banach.
On rappelle le théoréme de Lebesgue.

Proposition 1.1.14. Théoréme de Lebesgue. Soit f : [a,b] — E une fonction bornée. Les
assertions sutvantes sont équivalentes :

(1) f est Riemann-intégrable sur |a,b].

(1) L’ensemble des points de discontinuité de f est Borel-négligeable.

Démonstration. Voir [35] p.225. O

Proposition 1.1.15. Soit ¢ € NPCY([a,b], E, (T:)o<i<p+1). Alors ¢ est Riemann-integrable sur
[a, b].

Démonstration. Puisque ¢ € NPCY([a,b], E, (Ti)o<i<p+1), on a ¢ € B([a,b], E). De plus, puisque

'ensemble des points de discontinuité de ¢ est inclus dans {7; : 0 < i < p+1} et puisque un ensemble

fini est Borel-négligeable, I’ensemble des points de discontinuité de ¢ est Borel-négligeable.

Par conséquent, en utilisant la Proposition on obtient que ¢ est Riemann-intégrable sur [a, b].
O

Proposition 1.1.16. Pour tout espace métrique (A,da), (B(A, E),| - |la,0) est un espace de Ba-
nach.

La démonstration est effectuée dans [36] (p. 322).

Proposition 1.1.17. Pour tout espace métrique (A,da), (BCY(A,E), || - ||a00) est un espace de
Banach.

Démonstration. Puisque (BC(A,E),| - ||a,00) est un espace de Banach, il suffit de montrer que
BCY(A, E) est fermé dans (BC(A, E), || - || 4.00)-
Soit (fn)nen € BC([a,b], E)N et f € BC(A, E) t.q. h_)m | fn — flla,00 =0.

Montrons que f € BC?(A, E); pour cela il suffit de montrer que f est continue sur A. Soit € > 0,

to € A.

Puisque lim || f, — f]
n—oo

Ao =0, 0n a

ANe €N, Vn > N, [|fu = fllaco <

Wl

Et, puisque fyn. est continue au point tg, on a
3

Posons d(tg) = ¢ (to)-
3

Wl

Soit t € A t.q. da(t,t9) < dc(to), alors
10 = Sl = £ = vy (O + vy () fi
.

€ € €
< E+S+E

 (to) + fiv, (o) = £ (t0)]
aoo + 11wy (0) = i, (o)l + vy — Fllace
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On établit dans la proposition suivante un résultat d’interversion des limites.

Proposition 1.1.18. Soit ag < by dans R, (un)nen € B([ag, bo[, E)N.
On suppose que :

(i) Vn € N, u,(bg—) existe dans E.
(i) Fv € B([ao,bo[, E) t.q. nlin;o v — unljag,bo[00 =0-

Alors v(bg—) ewiste dans E et v(by—) = nh_)rgo Un (bo—)
i.e. tgigli(?}i_{go un(t)) = Jgrgo(tggli up(t)).
Démonstration. Avec (i), on a
VneN, 3, € E t.q. Ve > 0, 36 > 0 t.q. V¢ € by — 65, bo[N[ag, bo|, |un(t) — || < e

et grace a (ii), on a

Ve >0, 3N € N t.q. Vn > N, [[v — unll[ag,bo[00 < €

Montrons d’abord que la suite (I,,)nen € EN est une suite de Cauchy.
Soit € > 0; posons N = Ni'

Soit n, p € Nt.q. n > IN; posons tg = W oud = min{é,%,&gﬂ),bo —ap}. On a
[ty = Il = llln+p — untp(to) + unip(to) — un(to) + un(to) — lnll

< llntp = tnip(to) | + luntp(to) — un(to)ll + lun(to) — inl
< lntp = tnip(to) | + luntp(to) — vto) || + llv(to) — unlto) |
Flun(to) = lnll
< Nlntp = tnsp(to) | + [[tntp = vlljag,bof,00
1 = tnllgg pofoo + ltn(to) — Ln]
<§{tititi
Puisque (Iy)nen € EN est une suite de Cauchy et E est un espace de Banach, on sait qu'il existe
le Ftq liml,=I.
n—oo
Montrons que v(bg—) existe dans F et v(bgp—) = lim uy(bp—) = I.

n—oo
Puisque lim [, =1, on a
n—oo

Ve >0, IN. € N t.q. Vn > N, ||l — ]| <.

Soit € > 0; posons N = max{Ne, Ne}; alors il existe § = min{d?v,bo —ap} > 0tq sit €
3 3
]bo -0, bo[ﬂ [ao,bo[:]bo — 0, bo[, on a

lo@) =l = Jv(®) —un(t) +un(t) — Iy +Ixv =]
< (@) —un @I + [lun (t) — vl + [[iv — 1]
< v = unllagboloo + lun () = Inll + [lIy = I
< §+5+535
ie. lim (lim u,(f)) = lim ( lim w,(t)). O
ie. lim (lim un(t)) = lim ( lim un(t))
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Dans la proposition suivante, on énonce que l'espace des fonctions continues par morceaux
normalisées & valeurs dans un espace de Banach sur un intervalle compact de R est un espace de
Banach lorsqu’on fixe une subdivision.

Proposition 1.1.19. (NPCY([a,b], E; (7;)o<i<p+1), | - | npco) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (uy)nen € NPCY([a,b], E; (Ti)o<i<p+1)" une suite de Cauchy & valeurs dans
(NPCY([a,b], B ()ocicpra), | - xpcn) ie. on a

Ve >0, 3N, € N, Vn > N, Vg € N, |[tptq — un||npeo < €.

Puisque pour chaque n,q € N, upyq — un, € NPCY([a,b], E; (1;)o<i<p+1), €t on a, en utilisant la

Proposition [I.1.13]

Vn,q € N, [[untq — unl[Npco = [[tntq — un”[a,b],oo- (1.1.11)

D’abord, montrons que (Un|[rp,fp +1})neN est une suite de Cauchy a valeurs dans

(BC([7p, Tpt1)s E)s || 7y ) -
Soit € > 0. Soit n > N, q € N.

En utilisant ’assertion (1.1.11)), on a

Hun+q|[~rp,‘rp+1} - un\[fp,Tp.,_l]H[Tp,‘rp_,_l],oo < Hun—&-q - unHNPCO <e

Puisque (BC([7p, p11), E), || - (7, 7ps1],00) €st un espace de Banach,

=0.

P € BCO([TP,TPH},E) t.q. nli—{go H“nl[fp,rpﬂ] — Upll[rp,rp+1},oo
Soit i € {0,...,p — 1}.
Soit € > 0. Soit n > N, q € N.

En utilisant ’assertion (1.1.11)), on a

‘|un+q|[7'1-,7'i+1[ - un\[TZ-,THl[”[Tp,’rp_._l[,oo < Hun—irq - unHNPC’O <e

Puisque (BCO([7i, Tis1[, E), || - |jrs,7i,1[,00) €St un espace de Banach, on a

F' € BCY([r, 7i1[, E) t.q. nan;O |y, 7s0] — viH[TimH[m =0.

De plus, puisque
(i) Vn € N, uyir, 7, ,[(Ti41—) existe dans E,

(11> v' e B([Tiv Ti—l—l[v E) et nh—>nolo Hvl - un\[n,n+1[”[Ti,‘ri+1[,oo =0,
on obtient que, en utilisant la Proposition [1.1.18] v(7;41—) existe dans E.
Considérons la fonction v : [a,b] — E définie par
Vt € [a,b],
o(t) =

vi(t) sit€ [r, 7] aveci € {0,...,p— 1}
vP(t) sit e [T, Tpt].

Montrons que v € NPC’g([a, b, E; (Ti)o<i<p+1)-

Puisque, pour chaque i € {0,...,p — 1}, Viirsmiga] = v', on obtient que U|[r;,m4,] €St continue sur
[Tiv Ti-‘rp['

De plus, puisque v, -, ., = vP, on obtient que v, - ] est continue sur [Tps Tpt1]-

Reste & montrer que : Vi € {0,...,p — 1}, v(7;+1—) existe dans E.
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Soit i € {0,...,p — 1}; puisque v(7i11—) = v*(Tir1—) et v'(7;41—) existent dans E, on obtient que
v(Ti41—) existe dans F.

Ainsi, v € NPC’g([a, b], E; (Ti)OSiSp—l-l)-

De plus, on a

Vn € N,

[un —vlnpoo < SUPiepry rpf un(t) — (@) || + - +sUPeyr, 7o llun () — 0 ()|
= Nltnjiromif = VM lrosmafioo + o F Ntnifryy ol = V77 Hlir_1 oo
iy, mp1] = VPl 7] 000

Puisque nh_{lgo Hun\[‘rp,7'p+1] - Up”[7'p77p+1]700 =0etVie {07 Y S 1};

lim |[uyr, — viH[n,nH[,oo =0,o0na

n—r00 it
Jim Jun, — vl ypco = 0.
Par conséquent, (NPCY([a,b], E; (i)o<i<p+1)s || - Inpco) est un espace de Banach. O

1.2 L’espace des fonctions continues par morceaux a parameétre

Dans cette section, on introduit les fonctions continues par morceaux & paramétre, on établit
des résultats qui nous seront utiles dans le cadre de la théorie des équations différentielles ordinaires
a solution PC" et du Contréle Optimal.

Soit E un espace vectoriel normé réel et F' un espace topologique séparé. Soit U un ouvert de FE.
Soit a,b € R tels que a < b.

Définition 1.2.1. Une fonction g : [a,b] x U — F' est dite continue par morceaux a paramétre,
notée PCP°, sur [a,b] x U lorsqu’il existe (1i)o<i<p+1 € Sub([a,b]) qui vérifie

(i) Vi € {0, ey D — 1}, I\[ri,mip1 [xU € CO([TZ',TI'_;,_l[XU, F) et

Ilrp,pr1]xU S CO([TIJ?TP-H] x U, F)’
(i) Vie{l,..,p}, YxeU, tgglig(t, z) existe dans F.
Z—T

Nous noterons par discl(g) == {r; : 0 < i < p+ 1} et PCPY(I x U, F) l’ensemble des fonctions
PCP? sur I xU.

Proposition 1.2.2. Soit g € PCP°([a,b] x U, F) t.q. discl(g) :={r; : 0<i <p+1}.
Soit x € CY([a,b],U). On définit la fonction y : [a,b] — F en posant : Vt € [a,b], y(t) = g(t,z(t)).
Alors y € NPCY([a, b, F; (Ti)o<i<p+1)-

Démonstration. Soit i € {0,...,p — 1}; montrons que y(,,
Notons que

7,.1] €st continue sur [1;, 7i41[.

Ylrsmial = Gl xU © gl o p s mial)

i1’
ott Id,p est la fonction identité de [a, b]. Puisque x et Id|, ) sont continues sur [a, b], on a x|
et I d[“’b]\[mnﬂ[ sont continues sur [7;, 7;+1[ dans respectivement U et [7;, Tj41].

Et puisque g, r,.,[xv est continue sur [7i, Tit1[ XU, par le théoréme de composition des fonctions
continues (p.43 dans [35]), on obtient que yji, -, [ est continue sur [, 7i11].

Par conséquent, y est continue sur |7;, 7;41] et

TiyTit1|

Ti+1

y(T’L+) = tl)Il;_l y|[Ti,Ti+1[(t) = yl[Ti,Ti+1[(Ti) = y(TZ)
t>T1;
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Notons que

Yiirprps1] = Glimpirprax © (Ldap) [y rp4a])-

[7p:Tp+1]’

On montre par le méme raisonnement que Y|[r,
P>
Par conséquent, on a

741] €8t continue sur [7,, 7p41].

Y(1pt) = M0 Yir, 7001 (8) = Y 0] (70) = 4(7p) et y(b—) = y(b).
t>7p

Reste & montrer que : Vi € {1,...,p}, y(7;—) existe dans F.
Soit ¢ € {1,...,p}; puisque
lim (t,z(t)) = (7;,2(7;)) et lim g(t, 2) existe dans F,

l—=7i— t—Ti—
z—x(7;)

en utilisant le théoréme de composition des limites (p.39 de [35]), on a

tll}gl_ g(t,z) = tgrél_g(t, z(t)) = y(r;—) existe dans F.
z—x(Ty)

Ainsi, y € NPC’g([a, b], F; (Ti)0§i§p+1)- O

Proposition 1.2.3. Soit g € PCP°([a,b] x U, F) t.q. discl(g) := {7 : 0 <i <p+1}.
Soit (a;)o<i<q+1 € Sub([a, b)) avec ¢ € N et x € NPCY([a,b],U; (a;)o<i<g+1)-
On définit la fonction y : [a,b] — F en posant :

vt € [a,b], y(t) = g(t, z(t)).

Alors, il existe une famille finie (p;)o<i<r+1 € Sub([a,b]) avec
{po, ., pr+1} = {0, ...,0q41} U {10, ..., Tp11} t.q.

Yy e NPCg([a? b]v F; (Pi)0§i§r+1)-

Démonstration. Posons A := {a, ..., ¢g+1}U{70, ..., Tp+1}. Puisque A est un ensemble fini non vide,
il existe r € N t.q. card(A) =r + 1. Posons pg =a et Vi € {1,....,7+ 1}, p; = min A\ {po, ..., pi—1}
Puisque pour chaque i € {1,..., 7+ 1}, on a A\ {po, ..., pi—1} est strictement inclus dans [a, b], on
a po < p;. De plus, pour chaque (i,5) € {1,...,r} x {1,...,r+1} t.q.i < j, ona A\ {po,...,pj—1}
est inclus strictement dans A\ {po, ..., pi—1}, donc p; < p;.

Par conséquent, (p;)o<i<r+1 € Sub([a,b]) avec {po, ..., pr41} = A.

Soit i € {0, ...,r — 1}; montrons que y(,, ,.,,[ est continue sur [p;, p;i+1[. Notons que

Yloispital = Yllpispita[xU © (Id[aﬂbh[pi,pH_l[’ x”ﬂi:PiJrl[)'

Puisqu’il existe ig € {1, ...,p} et i1 € {0, ...,q} t.q. pi € [Tig, Tig+1[ €t pi € [y, @iy+1[, on a [ps, pit1][C
[Tio» Tig+1[ €t [pis pi1[C [0y, vy 1]
Par conséquent, x|, ,..,[ est continue sur [p;, pir1[ et g, p,. [xv €st continue sur [p;, piy1[xU.

Ainsi, en utilisant la continuité de Id|, D\ (pipisa| SUE [pis pi+1] et le théoréme de composition des
lpspit

fonctions continues, on obtient que Yllpi,pis] €S continue sur [p;, pi+1]-
Par conséquent, y est continue sur |p;, pi+1] et

y(pit) = lim y|[Pi7Pi+l[(t) = y|[9i79i+1[(pi) = y(pi)-

t—=p;
t>p;
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Notons que
y|[PmPr+1] = g|[ﬁr7pr+1]><U ° (Id[avb]|[pmp,,.+1}7x‘[ﬂmprﬁ-l])'

On montre par le méme raisonnement que Y est continue sur [pr, pr+1].

Par conséquent, on a

PT:PT-H}

y(prt) = m gy, 401 () = Yjlp, ) (Pr) = y(pr) et y(b—) =y (b).
t>PT‘

Reste a montrer que : Vi € {1,...,r}, y(pi—) existe dans F.
Soit i € {1,...,7}; puisque

tgrp?i(t,x(t)) = (pi,x(pi—)) et tEIpIZl g(t, z) existe dans F,
z=z(pi—)

en utilisant le théoréme de composition des limites (p.39 de [35]), on a

lim g(t,2) = hm g(t,z(t)) = y(pi—) existe dans F.
t—p;— —pPi—
z—=a(pi—)

Ainsi y € NPCy([a,b], F; (pi)o<i<r+1)-

Proposition 1.2.4. Soit & un espace topologique séparé et G un espace vectoriel normé réel.

Soit (Ti)OgiSp-i—l € Sub([a, b])

Soit f € C%[a,b] x U x 2,G), soit u € NPCY([a,b], P; (T;)o<i<p+1)-
On définit g : [a,b] x U — G en posant g(t,z) = f(t,x u( ).

Alors g € POP%([a,b] x U, G) avec discl(g) := {r; : 0 <i < p+1}.

Démonstration. Considérons les fonctions linéaires continues 71 : R x £ — R, définie par, pour tout
(t,z) e R x E, m(t,x) =t, et g : R x E — E définie par, pour tout (t,z) € R x E, m(t,x) = x.

(i) Pour chaque i € {0,...,p — 1}, prouvons que

I\l [xU € CO([T’iaTiJrl[XUa G) et 9\[mp,mp1]xU € CO([TP’Terl] x U, G)

Soit i € {0,...,p — 1}. Posons T = TU[rmiqq [xUs T2 = T2|[r;, 741 [xUs mP = T [y 1] XU et mP =

T2[rp,mp41]xU -
Notons que

|[rimipa [xU = fo (ﬂ 7 T2 Uy, miq0 [ © L )
et
_ p P p
INirprpa)xv = fo (mP, moPs w7, 1) 0 T1P).

De plus, puisque u € NPCg([a, bl, Z; (Ti)o<i<p+1), on a

[ € C ([Ti,TZ‘+1[, e@) et UHTP ] S CO([TP,TP+1], 32)

Ul[rs,7i41 Tp+1

Par conséquent, en utilisant la proposition 2 (propriété d, p.41 de [35]), on a
(ﬂi,@i, U\ mip1] © ﬂz) c CO([TZ‘, Ti+1[XU, [Ti, TZ‘+1[XU X 9)

et
(ﬂp7@pau|[7p,7p+1] om”) € CO([TvapH] x U, [1p, Tpt1] x U x ).
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Ainsi, puisque f € C%([a,b] x U x £, (), on a, en utilisant le théoréme de composition des fonctions
continues (3° p.43 de [35]),

Ilririga[xU € OO([TiaT’i+1[XU7 G) et \[mp,mpr1]xU S CO([Tpa Tp+1} x U, G)

(ii) Pour chaque i € {1,...,p}, et pour chaque = € U, prouvons que tlim g(t, z) existe dans G.
—Ti—
Z—T

Soit i € {1,...,p} et z € U ; alors on a

Jim (12, u(t) = (i, u(mio)).
Z—T

Par conséquent, puisque f € C%([a,b] x U x &,G), on a, en utilisant le théoréme de composition
des limites (p.39 de [35]),

lim g(t,z) = lim f(¢t,2z,u(t)) = f(r,z,u(r;i—)).

t—T1i— t—7i—
Z—T Z—T
Donc lim g(t, z) existe dans G. O
t—71i—
zZ—T

Proposition 1.2.5. Soit & un espace topologique séparé et G un espace vectoriel normé réel.
Soit (Ti)Ogingrl S Sub([a, b])

Soit f S CO([CL, b] X P, G), soit u € NPC’g([a, b], L, (Ti)0§i§p+1>-

Alors la fonction y : [a,b] — G, définie par, pour tout t € [a,b], y(t) := f(t,u(t)), appartient a
NPCy(la,b], G; (Ti)o<i<p+1)-

Démonstration. Soit i € {0, ...,p — 1} ; montrons que y, -, | est continue sur [7;, 7j41].
Notons que

U)lri,miga [)

Yiiririga | = J © (U y

[[76,Tip1[’

Puisque [, -, [ et [ d[a,b]| sont continues sur [7;, 7;+1[ dans respectivement & et [1;, Ti+1],

[TisTita[
et puisque f € C%([a,b] x 2, G) par le théoréme de composition des fonctions continues (p.43 de
[35]), on obtient que yj(, -, [ est continue sur [7;, 7;+1[. On montre par le méme raisonnement que
Y|y rpy1) €St continue sur [, 7pi1].

Reste & montrer que : Vi € {1,...,p}, y(7;—) existe dans G.

Soit i € {1, ...,p} ; puisque

lim (t,u(t)) = (7, u(r—)),

t—=1;—

en utilisant le théoréme de composition des limites (p.39 de [35]), on a

lim f(t,u(t)) = y(mi—) existe dans G.

t—1;—

Ainsi, Yy < NPC’g([a, b], G, (Ti)OSiSp—i-l)- ]

1.3 L’espace des fonctions continiiment dérivables par morceaux

Dans cette section, on étudie les fonctions continiiment dérivables par morceaux (C! par mor-
ceaux ou PC') sur un intervalle compact & valeurs dans un espace de Banach.
Soit (E, || - ||) est un espace de Banach. Soit a,b € R tels que a < b.
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Définition 1.3.1. Soit ¢ : [a,b] — E une fonction.

On dit que ¢ est continiment dérivable par morceaux (C! par morceaux ou PC*) de [a,b] dans E
lorsque ¢ est contindment dérivable sur [a,b] ou lorsqu’il existe une famille finie (7;)o<i<p+1 €
Sub(la,b]), avec p € N, appelée support des coins de ¢, t.q.

— ¢ € C%[a,b], E)

— Vi € {0, ...,p}, ¢ existe et continue sur |7;, Tiy1|
— Vi €{0,...,p}, ¢'(1i+) existe dans E

— Vie{l,..,p+1}, ¢ (1,—) existe dans E.

Notations 1.3.2. On considére les ensembles de fonctions suivants :

— Pour chaque espace vectoriel normé réel X et Y, pour chaque A ouvert non vide de X,
CY(A,Y) est ’ensemble des fonctions contintiment Fréchet-différentiables de A dans'Y .
De plus, lorsqu’une fonction f: A —'Y est Fréchet-différentiable en un point x € A, on note
Drpf(z) la Fréchet-différentielle de f au point x.

— CY([a,b], E) l'ensemble des fonctions dérivables de [a,b] dans E et de dérivée continue de
[a,b] dans E,

— Pour tout ensemble O ouvert de E, C1([a,b],O) est l’ensemble des fonctions p € C([a,b], E)
t.q. ¢([a,b]) C O.

— AC([a,b], E) l’ensemble des fonctions absolument continues de [a,b] dans E.

— PCY([a,b], E) est I’ensemble des fonctions C* par morceauz de [a,b] dans E,

— PCY([a,b], E; (7i)o<i<p+1) est Uensemble des fonctions ¢ dans PC*([a,b], E) tel que l'en-
semble des points ot ¢’ n'existe pas est inclus dans l'ensemble {7, ..., Tp+1}.

— Pour tout ensemble O ouvert de E,

PC([a,b],0, (i)o<i<p+1) = {v € PC([a,b], E; (7:)o<i<p+1) : ©([a,b]) C O}

Une fonction C! par morceaux pouvant ne pas étre dérivable en un nombre fini de points, on
est amené & introduire une notion de dérivée étendue.

Définition 1.3.3. Soit ¢ € PC'([a,b], E). On appelle dérivée étendue de ¢ la fonction dy : [a,b] —
E définie par
o'(t) sit€la,b]\{m:1€{0,...,p+1}}
dp(t) = ¢ ¢ (7i+) sit =7 aveci € {0,...,p}
O'(b—) sit=0,

ou la famille (;)o<i<p+1 € Sub([a, b)), avec p € N, est le support des coins de .

Proposition 1.3.4. Soit (7;)o<i<p+1 € Sub([a,b]), PC([a,b], E; (1i)o<i<p+1) est un sous-espace
vectoriel de C°([a,b], E).

Démonstration. Considérons la fonction 0 : [a,b] — E définie par 0(t) = 0p. Puisque 0 est une
fonction constante, 0 € C*([a,b], E), ce qui implique que 0 € PC([a, b], E; (i) o<i<p+1)-

Soit A € R, soit @, ¥ € PC'([a,b], E; (Ti)o<i<pt1); alors Ap + 1 est continue sur [a,b] comme
combinaison linéaire de deux fonctions continues sur [a, b].

Pour tout i € {0, ..., p}, pour chaque ¢ € |7, 7;41[, par propriétés des fonctions dérivables, on a
g+ 6) () = AP (1) + ' (0)

Par conséquent, pour tout i € {0,...,p}, (Ap + ) = A¢/ + 9/ est continue sur |7;, 7;41[ comme
combinaison linéaire de deux fonctions continues sur |7, 741][.
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De plus, pour tout ¢ € {0, ...,p}, par propriétés des limites, on a

(Ap + ) (i) = lim (Ap +)'(2)

t>7;
_ : / : /
= )‘tli{% o' (t) + th_}anli Y (t)
t>T1; t>T1;

= Ao (1i4) + ¢/ (1i+) existe dans E.
Pour tout i € {1,...,p+ 1}, on a

(Ap +2)(rim) = lim (Ap +)'(2)

t<t;
_ : / : /
= )‘tli{% o' (t) + 1th_}anli WP (t)
t<T; t<T;

=\ (1,—) + ¢/ (7;—) existe dans E.
Ainsi, PCY([a,b], E; (1;)o<i<p+1) est un sous-espace vectoriel de C?([a, b], E). O
Proposition 1.3.5. PC'([a,b], E) est un sous-espace vectoriel de C°([a,b], E).

Démonstration. Soit A € R et o1, w2 € PCY([a,b], E).

Puisque ¢1 € PC'([a,b], E), il existe (o} )o<i<r141 € Sub([a, b)) t.q.

p1 € PCH([a,b], B; (af Jo<i<ri41)-

Puisque @2 € PC'([a,b], E), il existe (a2)g<;<,241 € Sub([a, b)) t.q.

2 € PCH([a,b], B3 (aF Jo<i<r241)-

Posons A:={a}:0<i<rl4+1}u{a?:0<i<r?+1}

Puisque A est un ensemble fini non vide, il existe r € N t.q. card(A) = r + 1.

Posons pg = a et Vi € {1,...,r + 1}, p; = min A\ {po, ..., pi—1}

Puisque pour chaque i € {1,..., 7+ 1}, on a A\ {po, ..., pi—1} est strictement inclus dans [a, b], on
a po < pi. De plus, pour chaque (7,7) € {1,...,r} x {1,...,7+ 1} t.q. i < j, on a A\ {po, ..., pj—1}
est inclus strictement dans A\ {po, ..., pi—1}, donc p; < p;.

Par conséquent, (p;)o<i<r+1 € Sub([a,b]) avec {po, ..., pr+1} = A.

Par conséquent, @1, pa € PCY([a,b], E; (pi)o<i<r+1)- Ainsi, en utilisant la Proposition on a
Ap1 + o € PC([a,b], E; (pi)oci<ri1). i-e. Ap1 + @2 € PC'([a, b], E). u

Proposition 1.3.6. Soit (7;)o<i<p+1 € Sub([a, b]).
Pour chaque ¢ € PCY([a,b], E; (T;)o<i<p+1), on a dp € NPCY([a,b], E; (Ti)o<i<p+1)-

Démonstration. Soit ¢ € PC*([a,b], E; (7;)o<i<p+1)-
Soit ¢ € {0,...,p}; on a

AP sl = rira € €070 il ). (1.3.1)
Soit i € {0,...,p}; on a
. T TOaN — T 1 .
Jim de(t) = lm ¢ (t) = ¢'(ri+) = de(m). (1.3:2)
Soit i € {1,...,p+ 1}; on a
. o . / o L
Jim de(t) = lim ¢'(t) = ¢'(ri—). (1.3.3)

De plus, en utilisant 1'assertion ({1.3.3]), on a

Jim dep(t) = Tim (1) = ¢ (b=) = dip(b). (1.3.4)
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Par conséquent, en utilisant les assertions (1.3.1)), (1.3.2)), (1.3.3)) et (1.3.4), on a

dy € NPCY([a,b], E; (Ti)o<i<p+1)-

Proposition 1.3.7. L’opérateur

d.— PCY([a,b],E) — NPCY([a,b],E)

p — dp
est linéaire de PC([a,b], E) dans NPCY([a,b], E).
Démonstration. Soit A € R. Soit ,1 € PC([a,b], E).
En faisant un raisonnement similaire a celui de la démonstration de la Proposition [I.3.5] on sait
qu’il existe une famille finie (7;)o<i<p+1 € Sub([a,b]) t.q. ¢,v € PCY([a,b], E; (7:)o<i<p+1)-
Soit t € [a, b].
Sité€[a,b]\{ri:1€{0,....,p+1}}, ona

Adp(t) + dip(t) = A/ (1) + (1) = (A + ) (1) = d(Ap +9)(1).
Soit i € {0, ...,p}. Sit =7;, on a

M (ri) + (i) = Xp' (i) + 9 (ri)
=m0+ i v)

t>7; t>7;
— i /
dim (A +9)'()
t>T1;

= (A\p + ) (1i+) = d(Ap + ) (7).

Sit=b,0na
Adp(b) +dip(b) = Ap'(b—) + ¢'(b—)
= Alim o/(2) + lim ¢/ (2)

t<b t<b

= lim(Ap + ) (¢)
t—b
t<b

= (Ap+¢)(b-) = d(Ap + ¥)(b).
D’ou d(Ap + 9)(t) = Adep(t) + de)(t). Ainsi, on a prouvé que

d(Ag +v) = Ay + di.

Les quatre propositions suivantes sont issues de [35].

Proposition 1.3.8. Soit I un intervalle de R, et f : I — E une fonction continue sur I et dérivable
a droite sur int(I). Alors f est constante sur I si et seulement si ¥t € int(I), f(t) = 0.

Démonstration. [35] p.115. O

Proposition 1.3.9. Théoréme de continuité de la primitive. Soit I un intervalle d’intérieur
non vide inclus dans R, f : I — E une fonction localement Riemann-intégrable et a € I.
L’application primitive [t — f; f(s)ds] est continue sur I.
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Démonstration. Voir [35] p.226-227. O

Proposition 1.3.10. Théoréme de dérivabilité de la primitive. Soit I un intervalle d’intérieur
non vide inclus dans R, f: I — E une fonction localement Riemann-intégrable et a € I.

Si f admet une limite & droite (resp. a gauche) au point ty € I, alors Uapplication primitive [t —
f; f(s)ds] admet f(to+) (resp. f(to—)) pour dérivée a droite (resp. & gauche) au point to.

Démonstration. Voir [35] p.227. O

Proposition 1.3.11. Corollaire du théoréme de dérivabilité de la primitive. Soit I un
intervalle d’intérieur non vide inclus dans R, f : I — E une fonction localement Riemann-intégrable
etael.

L’application primitive [t — f; f(s)ds] est dérivable en tout ty € I en lequel f est continue, la
dérivée en ty étant alors f(to).

Démonstration. Voir [35] p.227. O

Théoréme 1.3.12. Soit ¢ : [a,b] — E une fonction.
Si o € PC([a,b], E) alors on a

Vit € [a,b], Vt € [a,b], p(t) = p(to) + /t dp(s) ds.

to

Démonstration. Soit to € [a,b]. Puisque ¢ € PC([a,b], E), on sait qu’il existe une famille finie
(1i)o<i<pr1 € Sub([a,b]) t.q. ¢ € PC([a,b], E; (:)o<i<pt1)-

Puisque ¢ € PC*([a,b], E; (1i)o<i<p+1), on a dp € NPCY([a,b], E; (T:i)o<i<p+1), donc dy est
Riemann-integrable sur [a, b].

Par conséquent, on peut considérer les fonctions ¢ : I — E, définie par : Vt € I, ¥(t) := fti) do(s)ds,
et f:=p—1.

Puisque ¢ € PC*([a,b], E; (1;)o<i<p+1), on a dp € NPCY([a,b], E; (1;)o<i<p+1) donc en particulier
dy est continue a droite sur [a, b[.

Donc d’aprés la Proposition [1.3.10, on obtient que 1 est dérivable & droite sur [a,b[ et, Vi €
la, (1) = Ao (1)

Par conséquent, f est dérivable & droite sur [a, b] comme combinaison linéaire de fonctions dérivables
a droite sur [a, b[ (voir [35] p.108), et

Vt € [a,b], fa(t) = @a(t) — va(t) = de(t) — de(t) = 0.
Ainsi, en utilisant la Proposition [L.3.8 on a : Vt € [a,b], () = f(to) = ¢(to).
D’ou
t
e € 0.t o(t) = plt0) + | dp(s)ds.
to

O]

Lemme 1.3.13. Soit 2 un owvert de E. Soit F' un espace vectoriel normé réel. Soit T € C*(Q, F)
et o € PC([a,b],Q).
Alors ¢ =T o p € PCY([a,b], F) et

vt € [a,b], dy(t) = DrT(p(t)) - de(t).

Démonstration. Puisque ¢ € PC([a,b],Q), il existe (c;)o<i<r+1 € Sub([a,b]) t.q.
(a) ¢ € C°([a, 0], Q)
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(b) Vi €{0,...,7} ¢ existe et est continue sur Ja;, a1

(¢) Vi € {0,...,r} ¢'(a;+) existe dans F

d) Vie{l,..,r+ 1} ¢'(a;—) existe dans FE.

Avec (a), puisque T € C1(2, F), on a, comme composée de fonctions continues,

Y € C%a,b], F). (1.3.5)

Considérons l'opérateur bilinéaire continu Q : L(E,F) x E — F, défini par, pour tout (I,z) €
L(E,F)x E, Q(l,z):=1-=x.

Soit i € {0, ..., r}.

Sit €]y, ait1], puisque DpT(p(t)) et ¢'(t) existent, d’aprés le théoréme de composition des fonc-
tions différentiables, ¥/(t) existe et

¥'(t) = DrT(p(t) - ¢'(t) = QIDFT(¢(t)), ¢'(1))-
Ainsi on obtient

Vi € {0, ..., 1}, @Z)”al = Qo (DrTo Plles, i[> SDhahOéiJrl[)' (1.3.6)

O4z+l

Soit i € {0, ...,7}.
Puisque ¢)ja;.a,.1] € C°(Javi, 1], Q) grace a (a), et puisque DT € C°(Q, L(E,F)), on a, par
composition des fonctions continues,

DrT o € C%(Jai, i [, L(E, F)).

o041 |
De plus, en utilisant (b), on obtient

(DFT © @llag.aii[s Plasanis) € OV aiva|, L(B, F) x E).
Ainsi, puisque Q € C%(L(E, F) x E, F), on a, par composition de fonctions continues et ([1.3.6),

lbﬁ%@iﬂ[ € CO(]O‘iv ai—i—l[a F)-

Donc on a
Vi € {07} Yjayarn] € C%(ay, iy, F). (1.3.7)
Soit ¢ € {0,...,7}; on a
Y (i+) = tlg(ryll P(t) = tli{gl Q(DrT(p(t)), ¢ (t)) grace a (1.3.6
t€]ag 041 t€]ag, oy
=Q( Jlim  (DrT(p(1), ¢ (1))
te}auawl[

= Q(DrT(p(ait)), ¢'(ait))
= Q(DrT(p ( ))aw'(aﬁ))

Par conséquent, on obtient

Vi € {0,...,r}, ¥ (i) = DrT(p()) - @' (cit). (1.3.8)
Soit i € {1,...,7+ 1};0on a
V)= lm @) = Jim QDeT(p(0), (1) grice s (T30
te}aifllyai[ t€]a— 12,0%[
=Q( [lim  (DrT(p(t)),¢'(1))
t€]lai—1,0i
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Par conséquent, on obtient
Vi€ {1, ...,r+ 1}, ¥ (a;—) = DpT(o(a)) - ' (c;—). (1.3.9)

Ainsi, grace a (1.3.5), (1.3.6), (1.3.7), (1.3.8) et (1.3.9), on a v» € PC*([a,b], F) et, en utilisant
(1.3.6), (1.3.8]) et (1.3.9), on a

vt € [a,b], du(t) = DpT((t)) - dilt).

Théoréme 1.3.14. Soit (7;)o<i<p+1 € Sub([a,b]).
Soit F' un espace vectoriel normé réel.
Soit p1 € PC*([a,b], B, (Ti)o<i<p+1) et w2 € PC'([a,b], F, (Ti)o<i<p+1), alors

(9017 902) = [t = ((pl(t)ﬂO?(t))] € PCI([CL, b]7E X F, (Ti)OSiSIH—l)?

et
vt € [a,b], d(p1, 2) () = (dp1(t), dpa(t)).
Démonstration. Puisque o1 € PC1([a,b], E, (1;)o<i<p+1) et 2 € PC*([a,b], F, (7;)o<i<p+1), on a
(a) 1 € C%a,b], E) et ¢ € C%([a, ], F)
(b) Vi € {0,...,p}, ¥} et ¢, existent sur |7, 7;41[ et sont continues sur |7, 741
(c) Vi eA{0,...,p}, ) (1i+) existe dans E et ¢)(7;+) existe dans F
(d) Vi e {1,...,p+ 1}, ¢ (7i—) existe dans E et ph(7;—) existe dans F.
Avec (a), en utilisant [35] (2.2.3. propriété 2°d p.41), on a

(¢1,92) € C%[a,b], E x F). (1.3.10)

En utilisant (b) et [35] (4.1.1. propriété b) p.108), on a

Vi€ {0, b, Vi € 7Tl (91,02 (1) existe et (o1, 02) (1) = (40, h(1).  (1:3.11)
En utilisant et [35] (2.2.3. propriété 2°d p.41), on a
Vi € {0,...,p}, (901’902)1]71-,71-“[ e C(m, i 1[, E x F). (1.3.12)
De plus, grace a (c), (d), et [35] (2.2.2 théoréme 4° p.40), on a
VZ: €{0,....,p}, (1, 502):(7'2'4‘) = (90:1(Tz'+)a SDjQ(TH‘)) €EExXF } (1.3.13)
Vie{l,..p+ 1} (o1,92) (1im) = (@1 (i), (=) € E X F.

Avec (1.3.10)), (1.3.11)), (1.3.12) et (1.3.13), on a (¢1,¢92) € PCY([a,b], E x F;(7;)o<i<p+1) et en
utilisant (1.3.11)) et (1.3.13)), on a

Vt € [a,b], d(p1,2)(t) = (dpi(t), dea(t)).

O]

Proposition 1.3.15. Soit (7;)o<i<p+1 € Sub([a,b]).

Soit v € NPCY([a,b], E; (Ti)o<i<p+1) €t to € [a,b]. Considérons la fonction ¢ : [a,b] — E, définie
par, pour tout t € [a,b], o(t) = ftto P(s)ds.

Alors ¢ € PC*([a,b], E; (7i)o<i<p+1) et

Vt € [a,b],do(t) = (t).
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Démonstration. Puisque ¢ € NPCY([a,b], E; (7;)o<i<p+1), on obtient que, d’aprés la Proposition
1.1.15) 1 est Riemann-intégrable sur [a, b], donc ¢ est bien définie de [a,b] dans E.
On sait, d’aprés la Proposition que [t — ft’; 1(s) ds] est continue sur [a, b] d’ou

¢ € C%[a,b], E). (1.3.14)

Soit ¢ € {0,...,p}; v est continue sur |, 741[, d’aprés la Proposition [1.3.11] ¢ est dérivable sur
|75y Tit1] et @' =4 sur |73, Ti41], donc la dérivée de ¢ est continue sur |7y, 71/
Par conséquent, on a prouvé que

Vi € {0,...,p}, ¢ existe et est continue sur |7;, 7i41] } (1.3.15)

et Vt €]mi, Tip1[, ¢ (t) = ¥(2).

Soit i € {0,...,p}; puisque 1(7;+) existe dans E, d’aprés la Proposition [1.3.10} on obtient que
o' (1i+) = Y(ri+) = Y(7;) existe dans F.
Donc on a prouvé que

Vi € {0,...,p}, ¢'(1;+) existe et ¢’ (1;+) = (7). (1.3.16)

Soit i € {1,...,p + 1}; puisque ¥(7;—) existe dans E, d’aprés la Proposition [1.3.10], on obtient que
¢'(1;—) = ¥(7;—) existe dans E.
Ainsi on a prouvé que

Vie{l,...,p+ 1}, ¢'(1,—) existe et ' (1,—) = P(1;,—). (1.3.17)

Par conséquent, en utilisant ((1.3.14]), (1.3.15)), (1.3.16]) et (1.3.17), on a
¢ € PC'([a,b], E; (7;)o<i<p+1). Puisque 1(b—) = 1(b), on a, en utilisant (1.3.17),

¢'(b=) = p(b).
Par conséquent, en utilisant ((1.3.15)) et (1.3.16), on a
vt € [a,b], d(t) = (1)

Considérons la fonctionnelle

I o= (PO M0E) )
por = o @]+ gl

Théoréme 1.3.16. || - || pc1 est une norme sur PC!([a, b], E).

Démonstration. (i) Soit p € PC([a,b], E).

lellpcr = llea)|l + [[delleo = 0.
(ii) Soit A € R, ¢ € PCY([a,b], E); on a

[Aellper = [[A¢(a)]] + I[d(Ap) oo
=[ A [le@)[|+ [ A |[deloo
=[ A ll¢ll per-

(4) ||0]| por = [|0(a)|| + ||d0||oc = O et pour tout ¢ € PC*([a, b], E), on a

lellper =0
= lle(a)] + l[delloc = 0
= lle@)l =0 et [[dello =0
= ¢(a) =0et dp = 0.
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Soit ¢ € [a, b]; puisque ¢ € PC'([a,b], E) on a

mw:m@+/dwﬁm,

d’ott ¢(t) = 0 donc ¢ = 0.
(iv) Soit ¢, € PC'([a, b], E),

= |lp(a) + ¥ (a)|| + |[de + dy |l
<|lp(a@)ll + [delloo + [[(a)|| + [|dP][oo
= lellpcr + 19l per-

I + ¢l pen

Proposition 1.3.17. L'opérateur d € L((PCY([a,b], E), || - ||pc1), (NPCY([a,b], E), || - [lo0))-
Démonstration. Soit ¢, € PC([a,b], E); on a
[de — ddllee < [lp(a) = P(a)]| + l[dy — d¥llec = [l —Yllpcr-

Par conséquent, Popérateur d est 1-lipschitzien de PC*([a,b], E) dans NPCY([a,b], E). Ainsi, en
utilisant la Proposition on a

d € L((PC([a, 0], B), | -l per), (NPCg([a, 8], E), || - l|o)).
O

Dans la suite, on fixe une famille finie (7;)o<i<p+1 € Sub([a,b]) avec p € N. Considérons 1'opé-
rateur

éa.:< PC'([a,b], B; (Ti)o<i<pt1) — EXNPC(d)([CL,b],E;(Ti)0<i<p+1))
' ¢ — (¢(a),dp).

Proposition 1.3.18. & est un opérateur linéaire de PC*([a,b], E; (7;)o<i<p+1) dans
Ex NPCg([a, b]v E; (Ti)OSZ'SPJrl)'

Démonstration. Soit A € R, soit p,% € PC!([a,b], E; (1) o<i<p+1);
EAp +9) = (Ap+¥)(a),d(Ap +¢)) = (Ap(a) + ¢(a), Ade + dy) = Ae(a), dp) + (¢(a), dy) =
AE (@) + E (V). O

On consideére la norme usuelle pour un produit cartésien

- 1l v peo ::< E x NPC{([a, b, E; (Ti)o<i<p+1) — R )
) (z,0) — [zl +llellnpco.

Proposition 1.3.19. & est une isométrie sur PC*([a,b], E; (1;)o<i<p+1) dans
E x NPCY([a,b], E; (1i)o<i<p+1)-

Démonstration. Soit ¢ € PC!([a,b], E; (7;)p<i<p+1)- On a

I8 (@) Exnpco = [(¢(a),dp)|gxnpco = lle(a)ll + [[dellypco = [l¢llper-
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Proposition 1.3.20. & est une bijection de PC*([a, b], E; (T:)o<i<p+1) dans
E x NPCy(la,b], B; (1:)o<i<p+1)-

Démonstration. — & est une application injective car c’est une isométrie linéaire.
— & est une application surjective.

Soit (v,¢) € E x NPCY(la,bl, E; (1i)o<i<p+1), considérons les fonctions ¢ : [a,b] — E,
définie par, Vt € [a,b], p1(t) = v, @2 : [a,b] — E, définie par, Vt € [a, b], pa(t) = fjlﬁ(s) ds.
Posons ¢ = 1 + @a.
Puisque ¢1 € C*([a,b], E), on a ¢1 € PC*([a,b], E; (1;)o<i<p+1) et dep1(t) = 0.
De plus, en utilisant la Proposition on a py € PCY([a,b], E; (1;)o<i<p+1) et dpa(t) =
(o).

Par conséquent, comme somme de fonctions PC', on a
p € PC([a,b], B; (ri)o<i<p+1)
et
Vt € [a,b], dp(t) = depi(t) +depa(t) = ¥(1).

Dott 8(yp) = (p(a),dp) = (v,9). .

Dans la proposition suivante, on prouve que l'espace des fonctions C'! par morceaux a valeurs
dans un espace de Banach sur un intervalle compact de R est un espace de Banach lorsqu’on fixe
une subdivision.

Proposition 1.3.21. (PCY([a,b], E; (Ti)o<i<p+1), || - |pc1) est un espace de Banach.

Démonstration. Puisque (E, || - ||) et (NPCY([a,b], E; (Ti)o<i<p+1): || - || npco) sont des espaces de
Banach, on obtient que (E x NPCY([a,b], E; (T;)o<i<p+1)s || - | Exnpco) est un espace de Banach.
Soit (¢n)nen une suite de Cauchy a valeurs dans (PC1([a,b], E; (1;)o<i<p+1), | - || pc1) ¢’est-a-dire,

Ve' > 0, In, € N, tel que, Vp,q > no |lop — @qllper < €.

Montrons que (& (¢n))nen est une suite de Cauchy a valeurs dans
(E x NPCy(la,b], E: (ti)o<i<p+1): || - |Exnvpco)-
En effet, en fixant € > 0 arbitrairement, il existe n, € N t.q. pour tout ¢ > n, pour tout p > n,

H@(d(sﬁ’p) - 5(‘Pq)HExNPCO = Hg(% - <Pq)HExNPCO = ”SDp - SOqHP(Jl <e

Puisque (E x NPCY([a,b], E; (Ti)o<i<p+1), || - [|[Exnpco) est un espace de Banach, il existe
u € E x NPCY([a,b], E; (Ti)o<i<p+1 tel que nll)lfoo 16 (#n) — ullpxnpco = 0.

Montrons que ET lon — ()| por = 0 avec &~ (u) € PCY([a,b], E; (:)o<i<p+1)-

Pour tout n € N, on a
len = & Wllper = 1671 (E(@n)) = & W) per = [[67H(E(@n) = w)llper-

Puisque & est une isométrie alors &1 est aussi une isométrie. En effet, pour tout (x,9) € E x
NPCg([a, b]’ E; (Ti)0§i§p+1)7

(@, V)| Exnpco = [|E(E @, ¥) | pxnpco = 1€z, ¥)||per-
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Donc on a :
167 (en) ~ W)l pes = [6(n) ~ullpxnpen > 0.
PN : -1 —
Dot lim_[lgn — & (u)] o = 0.
Ainsi, PC*([a,b], E; (7;)o<i<p+1), || - | pc1) est un espace de Banach. O

1.4 Les ensembles des fonctions continues par morceaux et conti-
niment dérivables par morceaux pour un intervalle quelconque
borné de R

Nous étendons les définitions des fonctions continues par morceaux et contintiment dérivables
par morceaux au cas ol l'intervalle est un intervalle quelconque borné de R.

1.4.1 L’ensemble des fonctions continues par morceaux pour un intervalle quel-
conque borné de R.

Soit J un intervalle borné de R non réduit & un point. Soit E un espace topologique séparé.

Définition 1.4.1. Soit ¢ : J — E une fonction.
On dit que ¢ est continue par morceaux de J dans E lorsque il existe un ensemble fini non vide
disc(p) inclus dans J qui vérifie

(a) PlI\disc(p) € CO(J \ diSC((p), E);

(b) Vt € disc(p), sit#supl, p(t+) = liir}: ©(s) existe dans E,

s>t
(c) Vt € disc(p), sit#infI, p(t—) = lin% ©(s) existe dans E.
<
Proposition 1.4.2. Soit J un intervalle compact non réduit a un point de R et ¢ : J — E. Les
deuz assertions suivantes sont équivalentes :

(i) @ est continue par morceauzr au sens de la Déﬁm’tz’on
(i1) ¢ est continue par morceauz au sens de la Définition[1.4.1]

Démonstration. (1)=(ii)

Avec (i), il existe p € N et il existe (7)o<i<p+1 € Sub(J) t.q.
(o) Vi €A0,...,p}, ¢ est continue sur |7;, 741/,
(8) Vie{0,...,p}, o(ri+) = tlim o(t) existe dans F,

—T;

t>1;
(v) Yie{l,...,p+1}, o(r;—) = tlim ©(t) existe dans E.
Ti
t<ty

Posons disc(p) :={1;,: 0 <i<p+1}.

Soit t € J \ disc(p); il existe i € {0,...,p + 1} t.q. t €]7, 7i11[, avec (), on obtient que ¢ est
continue au point ¢. Par conséquent, (a) est vérifiée.

Puisque () et () sont respectivement équivalentes a (b) et (c), on a (ii).

(i))= (1)
Avec (i), il existe un ensemble fini non vide disc(p) inclus dans J qui vérifie :
(a) ¢ est continue sur J \ disc(p),
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(b) Vt € disc(p), sit #supl, p(t+) = }911)1115 ©(s) existe dans E,

s>t
(c) Vt € disc(p),sit#inf I, p(t—) = 18113 ©(s) existe dans E.
s<t

Posons A :={max J, min J} U disc(y). Puisque A est un ensemble fini non vide, il existe p € N t.q.
card(A) = p+ 1. Posons 7o = minJ et Vi € {1,....,p+ 1}, = min A\ {70, ..., 7i—1}. Puisque pour
chaque i € {1,..., p+ 1}, on a A\ {70, ..., 7i—1} est strictement inclus dans J, on a 79 < 7;. De plus,
pour chaque (4,75) € {1,..., p} x {1,...,p+1} t.q. i < j, on a A\ {70,...,7j—1} est inclus strictement
dans A\ {79, ..., i1} donc 7; < 7;. Par conséquent, (7;)o<i<p+1 € Sub(J) t.q. {7 :0<i<p+1} =
A. Puisque pour chaque i € {0,...,p}, |7, Ti41[C J \ disc(p), on a, grace a (a), ¢ est continue sur
17is T [-
Soit i € {0, ..., p} ; remarquons d’abord que 7; # sup J car 7; < Tp41 = max J.
Raisonnons maintenant par disjonction des cas; si 7; € disc(p), grace a (b), on obtient que ¢(7;+)
existe dans E.
Si 7 € J\ disc(p), on a, grace & (a), ¢(1;+) = ¢(7;) existe dans E.
Par conséquent, () est vérifiée.
Soit i € {1,...,p+ 1}; notons d’abord que 7; # inf J car 7; > 79 = min J.
On fait de nouveau un raisonnement par disjonction des cas; si 7; € disc(yp), grace a (c), on sait
que @(7;—) existe dans E.
SiT; € J\disc(p), on a, grace a (a), p(1,—) = ¢(7;) existe dans E. Par conséquent, (7) est vérifie. [

— On note Cg(J, E) 'ensemble des fonctions ¢ : J — E t.q., pour chaque t € J, t # sup J,
p(t+) = p(t).

— On note PC°(J, E) I'ensemble des fonctions continues par morceaux de J dans E.

— On note NPCY(J, E) I'ensemble des fonctions ¢ € PCY(J, E) continues a droite sur .J et si
supJ € J, ¢(sup J—) = ¢(sup J).

— Soit A un sous-ensemble fini de R, on note PC°(.J, E; A) I'ensemble des fonctions ¢ dans
PC°(J, E) tel que I'ensemble des points de discontinuités de ¢ est inclus dans 'ensemble A.
On note NPCY(J, E; A) I'ensemble des fonctions ¢ dans NPCY(J, E) tel que 'ensemble des
points de discontinuités de ¢ est inclus dans ’ensemble A.

Lemme 1.4.3. Soit J un intervalle borné de R non réduit a un point, soit o € PC°(J, E). Alors,
pour tout I sous-intervalle compact de R non réduit a un point t.q. I C J @1 € PCI, E,disc(p)N
I).

Démonstration. Soit I C J un sous-intervalle compact de R non réduit & un point. Puisque ¢ €
PCY(J,E), il existe un ensemble non vide disc(¢) C J, t.q. les assertions (a), (b) et (c) de la
Définition @ soient vérifiées. Posons disc(p|r) := I Ndisc(p).

Si disc(p);) = 0, on a, par conséquent, I C J \ disc(p). Ainsi, en utilisant (a), on a ¢, € C°(1, E)
donc ¢y € PCI, E, disc(p) N 1).

Si disc(gr) # 0, alors on a

I\ disc(pr) ={teJ:telett¢g (INdisc(p))} } (1.4.1)

={teJ:telett¢disc(p)} CJ\disc(p).

En utilisant 1) et (a), on a P N\disc(p)) € COr1\ disc(p)r), E). De plus, en utilisant (1.4.1)) et
(b), on obtient que, Vt € disc(yr), sit # sup I, p|;(t+) existe dans £. Enfin, en utilisant (1.4.1) et
(c), on obtient que, Vt € disc(y|r), si t #inf I, p|;(t—) existe dans E. O
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1.4.2 L’ensemble des fonctions contintiment dérivables par morceaux pour un
intervalle quelconque borné de R.

Soit J un intervalle borné de R non réduit a un point. Soit (E, || - ||) un espace de Banach.

Définition 1.4.4. Soit ¢ : J — E une fonction.
On dit que o est C' par morceaux de J dans E lorsque il existe un ensemble fini non vide coins(y)
inclus dans J qui vérifie :

(a) ¢ € C°(J,E)

(b) Yt € J\ coins(p), ¢'(t) existe et gafj\coms(@) € C%J \ coins(yp), E)

(c) Vt € coins(p), sit #supJ, ¢ (t+) existe dans E

(d) ¥t € coins(p), sit #infJ, ¢/ (t—) existe dans E.

— On note C*(J, E) 'ensemble des fonctions dérivables de J dans E et de dérivée continue de
J dans E.

— On note PC'(J, E) I'ensemble des fonctions C! par morceaux de J dans E.

— Lorsque G est un sous-ensemble de E, PC'(.J, G) I'ensemble des fonctions ¢ € PC'(J, E) t.q.
©(J) C G. Soit A un sous-ensemble fini de R ; on note PC'(.J, G; A) I'ensemble des fonctions
¢ dans PC(J, Q) telles que coins(p) C A.

Proposition 1.4.5. Soit J un intervalle compact de R non réduit & un point. Soit ¢ : J — E.

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ¢ est C' par morceauz sur J dans E au sens de la Définition m

(i) ¢ est C' par morceauz sur J dans E au sens de la Définition m

Démonstration. (i)=-(ii)

Avec (i), il existe (Ti)OSiSP+1 € Sub(J) t.q.

(@) ¢ € CJ,E)

(B) Vi €{0,...,p}, ¢ existe et est continue sur |7, 741

(v) Vie{0,...p}, ¢'(ri+) existe dans F

(0) Yie{l,...,p+ 1}, ¢'(1i—) existe dans E.
Posons coins(¢) == {7 : 0 <i <p+1}. Soit t € J\ coins(p); puisque t € J, il existe i € {0, ..., p}
t.q. t € 1, Tip1]. Puisque t ¢ coins(p) et (7;)o<i<p+1 € Sub(J), on a t €7, 7y41[. En utilisant (3),
on sait que ¢’ existe au point t. De plus, on a

. / _ . / o
lim  ¢(s) = lim  ¢(s) = ¢/(t). (1.4.2)
s€J\coins(ip) SE]Ti,Tit1]

Par conséquent, I’assertion (b) de la Définition est satisfaite. Puisque («), (), (&) sont respec-
tivement équivalentes a (a), (b) et (c) de la Définition on obtient que ¢ est C! par morceaux
au sens de la Définition [[.4.4]

(i) =(1)

Avec (ii
a) ¢ € C'(J, E),

b) Vt € J\ coins(p), ¢'(t) existe et cpTJ\COmS(@ € C(J \ coins(yp), E),

c) Vt € coins(p), si t # sup J, ¢'(t+) existe dans E,

d) Vt € coins(p), si t # inf J, ¢'(t—) existe dans E.

ii), il existe un ensemble fini non vide coins(¢) C J t.q.

(
(
(
(
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CONTINUMENT DERIVABLES PAR MORCEAUX POUR UN INTERVALLE QUELCONQUE
BORNE DE R

Posons A :={max J, min J} U coins(p). Puisque A est un ensemble fini non vide, il existe p € N t.q.
card(A) = p+ 1. Par un raisonnement similaire & celui de la démonstration de la Proposition m
on peut construire (7;)o<i<p+1 € Sub(J) t.q. {r;: 0<i<p+1} = A.

Soit i € {0, ...,p} et soit t €7, Ti11[; puisque (73)o<i<p+1 € Sub(J) t.q. {r;: 0 < i <p+1} = A,
on a t ¢ coins(p). Par conséquent, on a

Vi € {0,...,p}, |7, Tig1[C J \ coins(p). (1.4.3)
Par conséquent, en utilisant (b) et ([1.4.3), on a

Vi € {0, ..., p}, Vit €]mi, Tipa [, ¢ (1) existe et ¢ e C%ri, Tixal, E). (1.4.4)

TisTit1]
Soit i € {0, ..., p}; remarquons d’abord que 7; # sup J car 7; < Tp41 = max J.

Raisonnons maintenant par disjonction des cas; si 7; € coins(y), grace a (c¢), on obtient que ¢'(7;+)
existe dans E.

SiT; € J\coins(p), on a, grace a (b), ¢'(1;+) = ¢'(7;) existe dans E. Par conséquent, on a démontré
par disjonction des cas :

Vi € {0, ....,p}, i # sup J, ¢’ (7;+) existe dans E. (1.4.5)

Soit ¢ € {1,...,p + 1} ; notons d’abord que 7; # inf J car 7; > 79 = min J.

On fait de nouveau un raisonnement par disjonction des cas; si 7; € coins(y), grace a (d), on obtient
que ¢'(1;—) existe dans E.

Si 1 € J\ coins(p), on a, grace & (b), ¢'(1,—) = ¢'(;) existe dans E. Donc, on a

Vie {1,....,p+ 1}, ; # inf J, ¢'(1;—) existe dans E. (1.4.6)
Ainsi, en utlisant (a), (1.4.4), (1.4.5) et (1.4.6)), on a démontré (i). O

Lemme 1.4.6. Soit J un intervalle borné de R non réduit a un point et soit ¢ € PCY(J, E).
Alors pour tout I sous-intervalle compact de R non réduit a un point t.q. I C J, on a ¢ €
PCY(I, E, coins(¢) N 1).

Démonstration. Soit I C J sous-intervalle compact non réduit & un point. Puisque ¢ € PC'(J, E),
il existe un ensemble non vide coins(yp) C J, t.q. les assertions (a), (b), (c) et (d) de la Définition
44 soient vérifiées.

Posons coins(gr) := I N coins(p).

Si coins(py) = 0, on a I C J\ coins(y). Ainsi, en utilisant (b), on a ¢; € C'(I, E) donc ¢ €
PCY(I, E,coins(p) N I).

Si coins(p|r) # 0, alors on a

I\ coins(pyr) = {t € J:t € T et t ¢ (I N coins(p))}
={te f]pl:lt eletté¢coins(p)} C J\coins(;f)_ } (1.4.7)

Puisque I C J, on a, grace a (a), ¢ € C°(I, E). En utilisant (1.4.7) et (b), on a, Vt € I'\ coins(p|7),
¢/ (t) existe et goh\coms(m) € C°(I \ coins(g|r), E). De plus, en utilisant (1.4.7) et (c), on a, Vt €

coins(gy), sit # sup, goil(t—k) existe dans E.
Enfin, en utilisant 1j et (d), on a, Vt € coins(g|r), si t # inf I, gofl(t—) existe dans F. O

Définition 1.4.7. Soit x € PCY(J, E). On appelle dérivée étendue de x la fonction dz : J — E
définie par
()  siteJ\ coins(x)
dx(t) = 2/(t+) sit € coins(x) et t # supJ
Z'(t—) sit € coins(x) ettt =supJ .
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Proposition 1.4.8. Soit x € PC(J, E), on a dz € NPCY(J, E, coins(z)).
Démonstration. Posons disc(dz) = coins(z). Puisque z € PC'(J, E), on a
dx|J\Coms($) = x\/J\cains(a;) € CO(‘] \ coins(x), E) (148)

Soit t € coins(x) t.q. t # supJ. Raisonnons par disjonction des cas.
Si t = max coins(x), on a, Vs € t,sup J[, dz(s) = 2/(s). Alors, on a

dz(t+) = limdz(s) = lim dz(s) =

el Foup
€ scltsup 1 (1.4.9)
lim 2/(s) = 2/(t4) = dx(¢t).
s—t
s€lt,sup J[

Si t # max coins(x), en posant ¢ := min{s : s € coins(z) et s > t}, on a
Jt,t[C J \ coins(zx) .
Par conséquent, on a, Vs €]t, [, dz(s) = 2/(s), et

s>t s€lt ]
ey (1.4.10)
lim 2/(s) = 2/(t+) = dz(t),
s—t
s€tt]
d’ou, grace a ((1.4.9) et (1.4.10), on a prouvé par disjonction des cas que
Vt € coins(x) et t # sup J, da(t+) existe dans E et dz(t+) = dz(t). (1.4.11)

Fixons maintenant ¢ € coins(x) t.q. ¢ # inf J. Raisonnons de nouveau par disjonctions des cas.
Si t = min coins(x), on a, Vs € Jinf J, t[, dz(s) = 2/(s) et

dz(t—) = limdz(s) = lim dz(s) =

s—t s—t
s<t s€]inf Jt]
IS’GJ , , (1.4.12)
lim (s) =2'(t—).
s€]inf Jit[[

Si t # min coins(z), en posant t := max{s: s € coins(z) et s <t}, on a ]t,t[C J \ coins(x) .
Par conséquent, on a, Vs € t,t[, dz(s) = 2/(s).

dz(t—) = limdz(s) = lim dz(s) =

s—t s—t

s<t sELt
1.86’ , , (1.4.13)
lim (s) =/ (t—)
s€ltt]

d’ou, grace a ((1.4.12)) et (1.4.13)), on a prouvé, par disjonction des cas, que

Vt € coins(z) et t # inf J,dx(t—) existe dans E et dz(t—) = 2/(t—). (1.4.14)

Par conséquent, en utilisant (1.4.8), (1.4.11)) et (1.4.14)), on a démontré que

dx € PC°(J, E, coins(z)). De plus, en utilisant (1.4.11)), on obtient que dz est continue & droite sur
J, et, en utilisant (1.4.14), sisup J € J et sup J € coins(z), dz(sup J—) = 2/(sup J—) = dz(sup J).
Ceci démontre que dz € NPCY(J, E, coins(z)). O
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1.5 L’espace des fonctions a variation bornée normalisées

Dans la section 5, on s’intéresse & I'espace des fonctions & variation bornée. On commence par
introduire les fonctions & variation bornée normalisées et & construire un isomorphisme topologique
entre 'espace des fonctions & variation bornée normalisées sur un intervalle compact & valeurs réelles
et le dual topologique de I'espace des fonctions continues sur un intervalle compact. On généralise
ce résultat, en construisant un isomorphisme topologique entre la puissance n-iéme de I'espace des
fonctions a variation bornée normalisées a valeurs réelles sur un intervalle compact et le dual des
fonctions continues & valeurs dans R™ sur un intervalle compact.

Ensuite, on construit un isomorphisme topologique entre le produit cartésien de R™ et de la puissance
n-iéme de l'espace des fonctions a variation bornée normalisées & valeurs réelles sur un intervalle
compact et le dual topologique des fonctions contintiment dérivables & valeurs dans R™ sur un
intervalle compact.

Enfin, on établit une injection linéaire continue entre le produit cartésien de R™ et de la puissance
n-iéme de l'espace des fonctions a variation bornée normalisées & valeurs réelles sur un intervalle
compact et le dual topologique des fonctions contintiment dérivables & valeurs dans R™ sur un
intervalle compact nulles au bord.

Avec cette injection linéaire continue, on parvient & construire un produit scalaire continu sur
le dual topologique des espaces des fonctions continiiment dérivables & valeurs dans R™ sur un
intervalle compact nulles au bord. Dans cette section, on s’intéresse, dans un premier temps, aux
duals topologiques d’espaces vectoriels fondamentaux. Dans un second temps, nous allons définir un
produit scalaire sur le dual topologique d’un espace vectoriel normé réel fondamental. Pour résoudre
ces deux problémes, nous sommes amené & introduire 1'espace NBV ([a, b], R).

Soit a,b € R t.q. a < b. Soit n € N*,

Définition 1.5.1. Soit f : [a,b] — R une fonction; on dit que f est a variation bornée lorsqu’il
eziste C € (0,400 t.q. pour chaque famille finie (7;)o<i<p+1 € Sub([a, b])

p

var(f, (t)osicp1) = Y | F(7in1) — f(m:) [< C.

=0
On note BV ([a, b],R) Uensemble des fonctions a variation bornée de [a,b] dans R.

Définition 1.5.2. Soit f : [a,b] — R une fonction a variation bornée. On appelle variation totale

de f le réel
Vi) = sup var(f, (7i)o<i <p+1)-
(Ti)o<i<pr1 €Sub([a,b])

Remarque 1.5.3. (1) BV (la,b],R) est un espace vectoriel réel, cf. p.111 de [20).
(2) La fonctionnelle || - | gy : BV ([a,b],R) — R, définie par ||f|lsv =| f(a) | +V2(f), est une
norme sur BV ([a,b],R), cf. p.111 de [26].

Dans la définition suivante, on introduit les fonctions & variation bornée normalisées.
Définition 1.5.4. Soit f : [a,b] — R une fonction; on dit que f est a variation bornée normalisée
lorsque f est a variation bornée, f(a) =0 et, Vt €la,b[, f(t—) = f(t).

On note NBV ([a,b],R) l'ensemble des fonctions a variation bornée normalisées de [a,b] dans R.

Proposition 1.5.5. NBV([a,b],R) est un sous-espace vectoriel de BV ([a,b],R).
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Démonstration. Soit f,g € NBV ([a,b],R) et X € R.
Soit t €]a, b]. En utilisant les propriétés des limites a gauche, on a

Af+9)(t=) = Af(t=) +9(t=) = Af () + 9(t) = (Af +9)(1),
et (Af+g)(a) =Af(a)+g(a) =0+0=0. O

Remarque 1.5.6. Ainsi, en utilisant la Proposition[1.5.7 et la Remarque[I.5.3,
|- Insv = V2(-) est une norme sur NBV ([a,b],R).

Proposition 1.5.7. Soit f € BV([a,b],R) t.q. f(a) = 0. Considérons la fonction f: [a,b] — R
définie par, Vt € [a,b],

) f(a) sit=a
ft):=«¢ f(t—) sitela,b
f(b) sit=bh.

Alors f € NBV([a,b],R) et VI(f) < VP(f).

Démonstration. Commencons par montrer que f € BV ([a, b], R). Soit (7;)o<i<p+1 € Sub([a, b)), soit
h €10, 7 — 7o[; considérons la famille finie (7;)o<i<p+1 définie par

Vie{l,..,p}, 7 =7 — h,
To =a et Tpp1 = 0.

Puisque (Ti)0§i§p+1 € Sub([a, b]), on a (%i)0§i§p+1 S Sub([a, b])
Par conséquent, on a

1 fGipn) = FE) IS V()
1=0
¢(h) =| f(r1 — a) | +Z | f(Tigr —h) = f(ri = h) | + ] £(b) — f(mp — h) |[< V2(S).

Ainsi, en utilisant le théoréme de comparaison des limites, on a

p
D)~ J@m) = lim o o) V().

1=0 he]0,m1—70(

Donc f est a variation bornée et V2(f) < V2(f).
Soit tg € ]a,b]. Puisque f(tp—) existe, on a

Ve >0, Ine > 0,Vt €]to — ne, tol, | f(t) — f(to—) |[< e (1.5.1)

Soit € > 0, soit t € |tg — e, to].
Posons § = % > 0.
Notons que pour chaque s € |t — §,t[ C |tg — e, to]-

Par conséquent, en utilisant (1.5.1)), on a
Vs e]t - 57t[7 ‘ f(S) - f(to_) ’S €.

Ainsi, en utilisant le théoréme de comparaison des limites et la continuité de la valeur absolue, on a

Jim | f(s) = fto—) [=[ f(£) = flto) < e
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Par conséquent, on a démontré que

Vi €la, b, f(to—) = f(to)-
De plus, on a f(a) = f(a) = 0. Ainsi f € NBV([a,b],R). O

Dans le résultat suivant, on construit un isomorphisme topologique entre ’espace des fonctions
& variation bornée normalisées sur un intervalle compact & valeurs réelles et le dual topologique de
I’espace des fonctions continues sur un intervalle compact.

Proposition 1.5.8. Considérons l'opérateur T : NBV ([a,b],R) — C%([a,b], R)* défini par
b
¥f € NBV (a0 R), Yu € C*(la,bLR), T(H(w) = [ ut) )

ol f;u(t) df (t) est lintégrale de Riemann-Stieltjes de la fonction w par rapport a la fonction f sur
[a,0].

Alors T est une isométrie de (NBV ([a,b],R), || - |nvsv) dans (C°([a,b],R)*, || - ||z) et

T € Isom((NBV([a, b]aR)7 ” ’ ||NBV)7 (CO([av b]aR)*’ H : ||C))

Démonstration. Soit f,g € NBV ([a,b],R) et A € R. Notons que, pour chaque u € C°([a, b],R), on a

TS +9)w) = [Pult Af+g)()
3o oo
ZAT(f)( )+T( ) (u )

= AT(f) + T(9)(w).
De plus, pour chaque f € NBV([a,b],R), en utilisant le théoréme 1, p.358 de [27], on a

vu € C%([a, b, R), T(f) () < |[ullsolfllnpy-

Par conséquent, on a
vf € NBV([a,b,R), |T()c < |fvv- (15.2)

Ainsi, on obtient que
T € L(NBV([a,b],R),C%([a,b],R)*). (1.5.3)

Soit F € C°([a,b],R)*; en utilisant le théoréme de Riesz, cf. [27] p.385, il existe f € BV ([a,b],R)
avec f(a) =0 t.q.

b
IFlz = fllpv et Yu e C°(a, b, R), F(u) = / u(t) df (t).

Puisque f € BV/([a,b],R), 'ensemble des points de discontinuité de f, noté A(f), est au plus
dénombrable.

Donc, puisque {t € [a,b] : f(t) # f(t)} C A(f), cet ensemble est aussi au plus dénombrable.

De plus, puisque {t € [a,b] : f(t) # f(t)} C]a,b], on a, en utilisant le théoreme de la p. 359 de [27],

b b
Vu € C°((a, B, R), F(u) = / u(t) di (1) = / u(t) df(t) = T(F)(u).

De plus, avec (1.5.2), on a |[F||z = [|T(/)llz < ||fllxsv. Ensuite, en utilisant la Proposition m

on a

Iflvey < VZ(F) = IIF]c.
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Par conséquent, on obtient
YF € C%([a,b],R)*, 3f € NBV([a,b],R) t.q. T(f) = F et |Fllz = || fllnpv- (1.5.4)

Ainsi, la surjectivité de T est prouvée.

Soit f € NBV ([a,b],R) t.q. T(f) =0 i.e.

b
Vu € CO([a, B, R), T(f)(u) = / u(t) df (t) = 0. (1.5.5)

Montrons que f = 0. Puisque la fonction u : [a,b] — R, définie par, pour tout t € [a,b], u(t) = 1,

est continue sur [a, b], avec (1.5.5)), on a
b
[ = =o

Reste a démontrer que Vt € ]a, b[, f(t) = 0.
Soit ¢ €]a,b[. Considérons, pour chaque n € N* suffisamment grand, la fonction w, : [a,b] — R,
définie, pour chaque t € [a, b], par

0 sit€[a,f— 2]
up(t):=q nt—nt+1 sitelt— .1
1 sitelt,bl.

Puisque, pour chaque n € N* suffisamment grand, u,, € C°([a,b],R), on a, en utilisant (1.5.5)),

b
Vn € N* suffisamment grand, / un (t) df (t) = 0. (1.5.6)

Notons que, pour chaque n € N* suffisamment grand, on a
0= [ un(t)df(t) =0+ F 1 un(t)df(t) + f 1df(2)
= f 1 up()df (1) + f(b) = f(T)
= f 1 up()df (1) = f(1).

Notons que, pour chaque n € N* suffisamment grand, on a

<V =V -Va D). (15.7)

De plus, puisque f est continue & gauche de ¢, en utilisant la propriété 4 p.329 de [27], on a

lim <V;<f> —ch_’l’(f)> —o.

n——+oo

On a, en utilisant le théoréme des gendarmes et I’assertion (1.5.7)),

t

lim un (t)df (t) =

n—-4o00 -1
n

Par conséquent, on obtient -
;
f(&) = lim un (t)df (t) =

n——+o0 i1
n
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Ainsi T est injectif.

Montrons, maintenant, que 7 est une isométrie de (NBV ([a,b],R), | - ||npv) dans
(CO([a, b, R | - ll2)-

Soit f € NBV ([a,b],R); puisque T (f) € C%([a,b],R)*, on a, en utilisant (1.5.4)),

Af1 € NBV([a,b],R) t.q. T(f1) = T(f) et [T(f)llc = [l vpv

Puisque T (f1) = T(f), en utilisant I'injectivité de T, on a f = fi.
Par conséquent, on a

IT(Hlle = IAllvsy = [IflInsy-

Donc T est une isométrie de (NBV ([a,b],R), || - | vBv) dans (C°([a,b],R)*,|| - ||z). Par conséquent,
puisque T est bijectif, et avec (1.5.3)), on a

T € ISO?TL((NBV([CL, b]7R)’ H : ”NBV)’ (CO([G’ b]’R)*v H : Hﬁ))
O

Remarque 1.5.9. Puisque (C°([a,b],R)*,||-||z) est un espace de Banach, en utilisant la Proposition
(NBV ([a,b],R),| - ||nBv) est un espace de Banach.

Théoréme 1.5.10. Considérons l'opérateur C : NBV ([a,b],R)" — (C%([a, b], R)*)" défini par

V(f1, .o frn) € NBV([a,b],R)", C(f1, .oy fn) == (T (f1), o', T (fn))-
Alors € € Isom((NBV ([a,b], R)", || - 1), (C°([a, ], R)*)™, | - [[1))-

Démonstration. Soit A € R et (f1,..., fn), (91, .-, gn) € NBV([a,b],R)",

C(/\(fl, ey fn) + (917 7977,)) = C()\fl +91, .- Afn + gn>
= (T()‘fl + gl)a ’T(Afn + gn))
= (AT (f1) + T(91): s AT (fn) + T (gn))
= XNT(f1)s -, T(fn)) + (T(g1), -, T(gn))
= /\C(flaafn) +C(g1,...,gn)-

De plus, en utilisant la Proposition [1.5.8} on a

v(fh 7fn) € NBV([a,b],R)", ||C(f17 7fn)H1 = ”(fl??fn)”l (1‘5'8>

Montrons que C est surjectif.

Soit (Fy,..., F,) € (C°(a,b],R)*)"; puisque pour chaque i € {1,...n}, F; € C°[a,b],R)*, en
utilisant la Proposition [1.5.8] il existe f; € NBV ([a,b],R) t.q. T(f;) = F;.

Par conséquent, on obtient que C(f1, ..., fn) = (F1, ..., Fj,). Donc C est surjectif.

Ainsi, avec , C est une isométrie de ((NBV ([a,b], R)™, || - ||1) dans ((C°([a, ], R)*)™, || - ||1)-
Ceci implique que C € I'som((NBV ([a,b],R)™, | - [11), (C°([a, b],R)*)™, || - [|11)). O

Dans le théoréme suivant, on généralise la Proposition [I.5.8] en construisant un isomorphisme
topologique entre la puissance n-iéme de ’espace des fonctions & variation bornée normalisées a
valeurs réelles sur un intervalle compact et le dual des fonctions continues & valeurs dans R™ sur un
intervalle compact.
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Théoréme 1.5.11. Considérons l'opérateur D : NBV ([a,b],R)™ — C°([a, b], R™)* défini par
n b
W(frro f) € NBV ([0, b, R, D(frs ey f) (1) = Z/ (e o u)(t) df(t)
=177
ot (€] )1<i<n est la base duale de la base canonique de R™.

Alors D € Isom((NBV ([a,b],R)™, || - [|11), (C°([a, b], R™)*, || - [|11))-

Démonstration. Considérons l'opérateur N : C°([a, b],R") — C%([a,b],R)" défini par, pour tout
u € C%[a,b],R™), N'(u) = (e} ou,...,el ou).

Puisque N € Isom((C%([a,b],R™), ] - |ls), (C°([a,b],R)™, || - ||l1)), en notant N* I'opérateur adjoint
de N et en utilisant le théoréme 4.13.4, p.173 de [23], on a

N* € Isom(((C°([a, 0], R)")*, || - |.2), (C°([a, B, R™)*, || - [|2))- (1.5.9)
Pour chaque i € {1,...,n}, considérons la fonction linéaire continue

7 : C%[a, b],R)" = C%([a, b], R) définie par m;(ug, ..., upn) = u;.
Considérons I'opérateur I' : (C°([a, b], R)*)™ — (C%([a, b],R)"™)* défini par, pour tout

(Qala --~7Q0n) € (CO([Q7 b]vR)*)n7 F((,O1, ~-v‘10n> = Z%’ O Ty.-
=1

En utilisant le lemme 2, p.114 de [I], on a
I € Isom((C°([a,b], R)")™, (C°([a, b], R)™)*). (1.5.10)

Remarquons que D = N*oT'oC.
Par conséquent, avec (1.5.9)) et (1.5.10)), on a, en utilisant le Théoréme |1.5.10

D=N*oToC e Isom((NBV(a,b],R)", || - [1), (C°([a, b], R™)*, || - |l1))- (1.5.11)
O
Théoréme 1.5.12. Considérons lopérateur T : C'([a,b],R™) — R™ x C°([a,b],R™) défini par
vu € C'([a,b],R™), Z(u) = (u(a),v).

Alors, T € Isom((cl([avb]aRn)7 H ’ HCl)a (Rn X CO([G’7 b]aRn)v || ’ Hl)) ot || ’ HCI est la norme usuelle
sur CY([a,b],R™) (cf. définition p.287 de [1]]).

Démonstration. Soit u,v € C*([a,b],R") et A € R; on a
Z(Au+v) = (A +v)(a), MAu+v)) = (Au(a) + v(a), ' +0") = Au(a),u') + (v(a), ).
De plus,
vu € C([a, b, R"), [|Z(w) |11 = [lu(a)|[re + [0 < llullos + 1|0 = [Jullor

Par conséquent, on a
7 € L(C([a,b], R™),R" x C°([a, b],R™)). (1.5.12)
Montrons que Z est injectif.
Soit u € C([a,b],R™) t.q. Z(u) = 0 i.e. u(a) = 0 et v/ = 0.
Puisque u € C1([a, b],R™), on a, Vt € [a,b], u(t) = u(a) + f; u'(s) ds.
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Par conséquent, Vt € [a,b], u(t) =0+ fcf O0ds = 0ie. u=0. Donc Z est injectif.
Montrons maintenant que Z est surjectif.
Soit (a,v) € R x C([a,b],R) ; en posant, pour tout ¢ € [a,b], u(t) = o + fiv(s)ds, on a

u(a) = a et Vt € [a,b], v/ (t) = v(t).
Par conséquent, on a Z(u) = (a,v); c’est pourquoi Z est surjectif. Ainsi

7 est une bijection. (1.5.13)

Avec les assertions (1.5.12)) et (1.5.13), puisque (C*([a,b], R™), || - ||c1) est un espace de Banach (cf.
proposition 1.11, p.287 de [14]) et R™ x C°([a,b], R™) est aussi un espace de Banach, en utilisant le
théoréme de 'isomorphisme de Banach, p.18 de [14], on a

T € Isom((C'([a, 8], R"), || - ller), (R™ x C%([a, 8], R™), || - [[1)).

O]

Dans le théoréme suivant, on établit un isomorphisme topologique entre le produit cartésien de
R™ et de la puissance n-iéme de ’espace des fonctions & variation bornée normalisées & valeurs réelles
sur un intervalle compact et le dual topologique des fonctions contintiment dérivables & valeurs dans
R” sur un intervalle compact.

Théoréme 1.5.13. Considérons l'opérateur
M :R"™ x NBV([a,b],R)" — C*([a, ], R™)*

défini par

V(z = (21, .., 20), f = (f1, ., fn)) € R® x NBV([a,b],R)",Yu € C!([a, b],R"),

Mz, £)() = S e (u(a)) + Sl [ (ef o w)()dfi(t).
ol (€f)1<i<n est la base duale de la base canonique de R™.
Alors M € Isom((R™ x NBV ([a,b],R)", || - 1), (C*([a, b], R")*, || - ||.2))-
Démonstration. Considérons l'opérateur P : R x NBV ([a,b],R)" — (R™)* x C°([a,b],R™)* défini

ar,

S’(a: = (21, xn), f = (f1,., fn)) € R" x NBV ([a,b],R)"

n

Pz, f) = (Y e, D(f)).
i=1

Soit (z, f), (y,g9) € R x NBV([a,b],R)" et A € R;

P, f) + (y,9)) =Pz +y,Af+g)
= (Cmi(zi +yi)er, DINf +9))
= (A2 miel + 200 yiel, A\D(f) + D(g))
= AP(z, f) + P(y, ).

De plus, on a les majorations suivantes :

Y(z, f) € R" x NBV ([a,b], R)",

[Pz, )l = (| 225 el + [IP(H)llc

<oy llzielle + 1D cll fllx

<> i lmllleflle + DNl flln < 320y vl maxi<i<n [lef |l + [ Dl £l
< (IDlle + maxi<i<n [lef 1) (lzllrn + [ f111)

([Pl + maxi<i<n €] (| ) [I(z, f) |1
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Ainsi on a

P € L(R" x NBV([a,b],R)", (R")* x C°([a, b], R™)*). (1.5.14)
Soit (z, f) € R® x NBV([a,b],R)™; on a

P, f) =0 = iiy zief, D(f)) =0
=Y xiel=0et D(f)=0
= (z, f) =0.
Donc P est injectif.
Soit (B, F) € (R™")* x C%([a, b], R™)*; puisque B € (R™)* et (e} )1<i<n est une base de (R")* : 3z € R”

t.q. B =D mie}.
De plus, puisque D est surjectif : 3f € NBV([a,b],R)" t.q. D(f) = F. Par conséquent, on a

Pz, f) = (B, F).
Donc P est surjectif. Puisque P est un opérateur bijectif linéaire continu de R"™ x NBV ([a, b], R)"
dans (R™)* x C%([a,b], R")*, (R" x NBV ([a,b],R)", || - [[1) et (R™)* x C°([a,b], R™)*, || - [l1) sont

des espaces de Banach, en utilisant le théoréme d’isomorphisme de Banach, on a
P e Isom((R™ x NBV ([a,b],R)", || - |[1), (R™)* x CO([a, b, R™)*, || - [|1)). (1.5.15)

Considérons les fonctions linéaires continues mp : R™ x C’O([a, b], R™) — R définie par 71 (8, F) = £,
et mp : R" x C%([a, b],R") — C°([a, b], R™) définie par m2(B3, F) = F.
Considérons lopérateur A : (R")* x C%([a, b], R™)* — (R™ x C°([a, b],R™))* défini par

AN(B,F)=pom + Foms.
En utilisant le lemme 2, p.114 de [I], on a
A € Tsom(((R™)* x C°([a, b, R™)", | - 1), (R™ x C°([a, b, R™))*, | - ). (1.5.16)
De plus, en utilisant le Théoréme et le théoréme 4.13.4, p.173 de [23], on a
T* € Isom((R" x C%([a, 8], R™))", || - llc), (C*([a, B, R™)", || - [ ). (1.5.17)

Remarquons que
M=T"cAoP. (1.5.18)
En effet, pour chaque (z, f) € R” x NBV([a,b],R)", on a
(Z* o A)(P(x, f)) A)(iz wiel, D))

= (Z*
I(Z?lxze om + D(f)om)
= (X ziefom + D(f)om) oL

Par conséquent, on a

Y(z, f) € R* x NBV([a,b],R)", Yu € C*([a,b], R"),

(Z* o A)(P(x, [))(uw) = (321 wief omi + D(f) o m2)(u(a), u)
= D im1 i€} ( (a)) + D(f)(u )

= S wies (u(a) + S0y [ (ef ou)(t) df (t) = M (x, ) (u).

Avec les assertions ((1.5.15)), (1.5.16f), (1.5.17)) et (1.5.18)), on a

M € Isom((R" x NBV ([a,b],R)", || - [l1), (C* ([a, ], R")*, || - [|))-
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Lemme 1.5.14. Considérons [’ensemble des restrictions de fonctions affines a lintervalle [a,b] :
Af(a,B,R™) = {f € C1([a, B,R™) : 3(cl, ¢?) € (R™)2, Wt € [a,b], f(t) = te! + ).
Alors (Af([a,b],R™), || - ||c1) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (fx)ren € Af([a,b],R")N et f € C'([a,b],R") t.q. klilf | fx — fllcr = 0.
—T00
Puisque (f)ren € Af([a,b], RN, on a

Vk €N, 3(ct, ct) € R?, Vt € [a,b], fu(t) = tc}. + ch.
Soit (k,p) € N?; on a

Ichap = cillrn = [l fisp(@) = fi(@)llre < [l ferp — frllor-

Par conséquent, puisque (fx)ren est une suite de Cauchy & valeurs dans (C'([a,b], R™), || - ||c1),
(c})ken est une suite de Cauchy & valeurs dans (R", || - ||gn).
Donc

3t €R”, lim ¢ = .
k—-+o0

De plus, puisque Vk € N, fix(a) = ac}g + C%, on a lim cz existe et lim c% = f(a) — ac'. Donc on
k— k——+o0

+o0
obtient
Vt € [a,b], f(t) = lim fr(t) = klirJlra tep + i = tct + 2.
—+400

k—4o00

Ainsi Af([a,b], R") est un fermé de (C*([a, b], R™), ||-||c1) ce qui implique que (Af([a, b], R™), | ||c1)

est un espace de Banach. O

Lemme 1.5.15. Considérons C&’O([a, b,R") = {f € C*(a,b],R") : f(a) = f(b) = 0}. Alors
(Co0([a, b, R™), || - llc1) est un espace de Banach.
Démonstration. Soit (fi)ken € Cto([a, b, RM)N et f € C'([a,b],R?) t.q. klirjrn |\ fx — fllcr = 0.
’ —+o00
Puisque Yk € N, fr(a) =0 et fr(b) =0, 0n a

0 < [f(a)ll < lIfe(a) = f(a)l < lIfx = fllen
et 0 < [|F(O)I < [[fx(0) = FO) < WS = Flicr-

Par conséquent, en utilisant le théoréme des gendarmes, on a f(a) = f(b) = 0.
Ainsi C&O([a, b], R™) est un fermé de (C*([a,b],R™), || - ||c1) ; ce qui implique que
(C’&O([a, bl,R™), || - ||c1) est un espace de Banach. O

Proposition 1.5.16. Considérons l'opérateur Y : Af([a,b],R™) x C&,O([a, bl,R") — Cl([a,b],R")
défini par
Y(A,0) € Af([a, B, R") x Clo([a, ], R"), V(A,0) = A+ 0.

Alors Y € Isom((Af([a,b],R") x Cg o([a, b, R™), || - [[1), (C*([a, ] R™), || - [| 1))

Démonstration. Soit A € R.
Soit (A1, A, 01,02) € Af([a,b], R™)? x C’&O([a, b],R™)?; on a

VY(A(A1,01) + (A2,02)) = AA1L + Aa + Aot + 02 = AV(A1, 01) + Y (Ag, 09).
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De plus, pour chaque (4, 0) € Af([a,b],R™) x C’&O([a,b],]R"), on a
1V(A,0)l[er = [[A+aller < [[Aller + lloller = [[(A, o)1

Donc

Y e L(Af([a,b],R™) x Cjo([a,b], R™),C*([a, b], R™)). (1.5.19)

Montrons que Y est injectif.
Soit (A, o) € Af([a,b],R™) x C’&O([a, b, R™) t.q. Y(A,0) =0.
Puisque A € Af([a,b],R"), il existe (¢!, c?) € R? t.q. Vt € [a,b], A(t) = tc! + 2.
Notons que
YV(A,o0)=0 =A+0=0
=act+c2=0et b +c? =0
=cl=c2=0

= A=0,

doto=A+0c=0.
Donc Y est injectif.
Montrons que ) est surjectif.
Soit u € C1([a, b], R™) ; posons

(t—1b)

Vt € [a,b], A(t) = (a—b) (u(a) —u(d)) +u(b) et 0 =u — A.
a [R—

Puisque (4,0) € Af([a,b],R™) x Cjo(la,b],R™) et V(A,0) = u, Y est surjectif.
Par conséquent, puisque (Af([a,b],R™) x Cjo([a,b],R™), [ - [[1) et (C*([a,b],R"), || - [|c1) sont des
espaces de Banach, on a, en utilisant le théoréme d’isomorphisme de Banach,

Y € Isom((Af(la, b, R") x Cgg([a, ], R"), || - I1), (C* ([a, ], R"), [| - )

Théoréme 1.5.17. Considérons l'opérateur
W:R" x NBV([a,b],R)" — Af([a,b],R™)* x C’&O([a, b, R™)* défini par,
V(z, f) € R" x NBV([a,b],R)", W(x, f) := Wiz, f), Wa(z, [)) ot

Vuy € Af([a,b],R"™), Wi(x, f)(u1) :== M(x, f)(u1),
et

Vug € Cyo([a, b, R™), Wa(z, f)(u2) := M(x, f)(us).
Alors

W e Isom((R" x NBV ([a,0], R)", || - [l1), (Af ([, b], R")* x Cg([a, ], R")". || - [l1)).
Démonstration. En utilisant la Proposition et le théoréeme 4.13.4, p.173 de [23], on a
Y* € Isom((CY([as B, R, | - 1), ((Af([a, B, R”) x Cho(la, BLR™), |- ). (1.5.20)

Considérons 'opérateur
O - (Af([a, b}, R") x Clo((a, b, R™)* — Af([a,b], R")* x Cho([a, b, R")*, defini par, pour tout
¢ € (Af([a, 0], R™) x Cj o(la, b], R™))*, O(¢) = (¢(:,0), (0, -)). En utilisant le lemme 2, p.114 de [1],

on a

© € Isom((Af([a,b],R") x Cq o([a, b, R™))*, || - [|),

(Af([a, b, R™)* x Cfo[a, b, R, || - [|1)). (1.5.21)
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Ainsi, avec ((1.5.20)), (1.5.21)) et en utilisant le Théoréme [1.5.13} on a

OoY*oMe Isom((R" X NBV([CL, b]7R)n7 H ’ ||1)7 (Af([a,b],]R”)* x C&,O([% b]an)*v ” ’ Hl))

Remarquons que W = 0 o Y* o M.
En effet, pour chaque (z, f) € R” x NBV([a,b],R)", on a

(O Y o M)(z, f) = (©0V)(M(z,f))
@( (x, f) oY)
(M(z, f) 0 V)(-,0), (M(z, f) 0 Y)(0,)).

Par conséquent, pour chaque (z, f) € R" x NBV([a,b],R)" et u; € Af([a,b],R"™), on a

(M(z, f) o X)(-,0)(u1) = (M(z, f) o V) (u1,0)
= M(z, f)(¥(u1,0))
= M(z, f)(ur)
= Wi (z, f)(u1)

et pour chaque (z, f) € R™ x NBV ([a,b],R)" et uy € 0370([a, b,R™), on a

(M(z, f) o Y)(0,-)(uz) = (M(z, f)oV)(0,uz)
= M(z, f)(V(0,u2))
= M(z, f)(u2)
= Wa(z, f)(u2).

Par conséquent, on obtient que
W € Isom((R" x NBV ([a, 8], R)", || - [1), (Af ([a, 0], R")* x Cg([a, b, R")*, || - [|1))-
O

Dans le théoréme suivant, on construit un produit scalaire sur I'espace N BV ([a, b],R) vérifiant
une propriété de continuité.

Théoréme 1.5.18. Considérons la fonctionnelle
(-] YnBv : NBV([a,b],R) x NBV ([a,b],R) — R définie par

b
Vi1, fo € NBV([a,B,R), (1 | fo)wpv = / () fa(t) dt + f(b) D).

Alors les assertions suivantes sont vérifiées :
(i) {-| )NBv est un produz't scalaire sur NBV([a b, R).
(i) Vf € NBV([a,b],R), || flle < V/(b—a)+1||flnBy 0u | fllz est la norme induite par le

produit scalaire (- | >NBV

Démonstration. (i)

Pour commencer, montrons que (- | -) ypy est bien définie.

Soit f1, fo € NBV([a,b],R); puisque f1 et fo sont bornées, on obtient que fy fo := [t — f1(t)fa(t)]
est bornée.

De plus, puisque Vi € {1,2}, f; posséde un nombre au plus dénombrable de points de discontinuité,
on obtient que fifo posséde également un nombre au plus dénombrable de points de discontinuité.
Par conséquent, en utilisant la Proposition on obtient que fifo est Riemann-intégrable sur
[a,b]; d’ou (- | -) Ny est bien définie.
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Soit f1, fo € NBV([a,b],R); on a

bt )fz( ) dt + f1(b) f2(b)
o 2(t) f1(t) dt 4 f2(D) f1(b)

fa | f1>NBV7

(fi | fo)nBy =

par conséquent, on a

Vfi,fa € NBV([a,b],R), (f1 | fo)nBv = (f2 | fi)nNBV.

Soit A € R et f1, fo, f3 € NBV([a,b],R); notons que

b

J, (A1) +f2() 3(t)dt + (A f1 + f2)(b) f3(D)

S A1) f3(t) + falt )fa( ))dt+)‘fl( ) f3(b) + f2(b) f3(b)
AL 1) £5(0) + F10)£30)) + [7 F2(0) f3(8) + f2(B) f(0)
A(f1 | 3>NBV +{(f2 | f3>NBV

M1+ fo | fo)n

S 38 2

Donc, on a
VA €R, Vfi, fa, f3 € NBV([a,b],R), (A1 + f2 | fs)nBv-

Soit f € NBV ([a,b],R); puisque pour chaque t € [a,b], f(t)?> >0 et f(b)2 >0, on a

b
(f1finBy :/ f®)2dt+ f(b)2>0

De plus, notons que (0 | 0)ypy =0+ 0= 0.
Soit f € NBV([a,b],R) t.q. (f | f)npy =0.

Puisque (f | fynpy =0, on a \
/ FO2dt + f(b)? =

Puisque f; f(t)2dt >0 et f(b)> >0, 0na

/bf(t)th =0et f(0)% =

Et puisque f € NBV ([a,b],R), on a f(a) = 0. Puisque f(b)? =0, on a f(b) =
Reste a prouver que f est nulle sur |a, b[. Soit ty € ]a, b[; montrons que f(ty) = 0.
Raisonnons par I’absurde, supposons que f(ty) # 0.

f étant continue a gauche de to, f2 := [t + f(t)?] est aussi continue & gauche au point to.

Puisque f(to)? # 0, on a f(to)? > 0. Par conséquent, on a

f?(to)
2 )

I >0, Vt € [to — n, to], f2(t) >

d’ou

b to 2 t 2 t
o to—y 2 2
ce qui est absurde, donc f(ty) = 0 i.e. f =0 sur ]a,b[ car ¢y était arbitrairement choisi.
Ainsi, on a prouvé que

vaNBV([a7b]7R)7 <f ‘f>NBV:0<:>f:0

(1.5.23)

(1.5.24)

(1.5.25)
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Ainsi avec (|1.5.23)), (1.5.24) et (1.5.25)), (- | -) By est un produit scalaire sur NBV([a, b],
(ii)

De plus, soit f € NBV ([a,b],R), soit t € [a, b] ; notons que

IFOI<IFO]+ 1) = FOI = 1£(1) = fl@)l +1£(b) = FO) < VI(F).

Par conséquent, on a

JPVEh(F)2de+ VE(f)?
(b— a)V2(f)2 + VE(f)?
((b—a) + 1)V2()?,

(f1 finBv

A

d’ot1, on déduit que

Il < V(0 —a) +1V(f) = V(b —a) + 1] fllnav.

R).

O
Théoréme 1.5.19. Considérons la fonctionnelle
(-]p: (R"x NBV([a,b],R)") x (R" x NBV (]a,b],R)") — R définie par
v(thl)u(x%f?) € R" XNBV([CL,Z)],R)”, ) ]
(1, 1) | (22, f2)) p = (21 [ 22)me + 200 {f1 | fo)NmY,
ot (- | -)rn est le produit scalaire usuel sur R™. Alors les assertions suivantes sont vérifiées :
(i) (-] -)p est un produit scalaire sur R™ x NBV ([a,b],R)".
(i) 3a >0, ¥(z, f) € R" x NBV([a,0], R)", [|(z, f)l pw < all(z, f)ll1, od
Iz, f) indui ' re (| -)p-
Démonstration. (i)
Soit (x1, f1), (z2, f2) € R™ x NBV([a,b],R)"; on a
(21, f1) | (@2, f2))p = (o [ @2)me + 2001 (f1 | f) vy
= (w2 | 21)rn + 35, (5 | fi) sy
= ((z2, f2) | (z1, f1)) P
Par conséquent, on obtient la symétrie de (- | -)p.
Soit A € R, (z1, f1), (z2, f2), (x3, f3) € R" x NBV ([a,b],R)™; notons que
(A(@1, f1) + (w2, f2) | (23, fa))p
= (Az1 + a2 | zg)re + 25 (M + 5 | f3)nBY o
= Mz | zg)rn + (22 | 23)re + 30 ML | ) Ney + 2505 (fa | f3)nsy
= M(z1, 1) | (z3, f3))p + ((22, f2) | (23, f3)) P
Par conséquent, on obtient la bilinéarité de (- | -)p.
Soit (z, f) € R® x NBV([a,b],R)"; on a
(@ ) | @, D)p = (e | @)+ D (| fivsy 2 0.
i=1
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Ainsi on obtient la positivité de (- | -)p.
Soit (z, f) € R™ x NBV([a,b],R)™; notons que

& (@ | 2 + 25 (1 | f)vpy =0

& (x| x)rn =0ct 30, (f" | [)npy =0

< (.’B | x>R" =0etVie {1,..}.,”}, <fl ’ JM>NBV =0
sx=0etVie{l,..,n}, f*=0

Srx=0 e f=0.

Donc (- | -) p est définie positive.

Ainsi (- | -)p est un produit scalaire sur R x NBV([a,b],R)™.

(ii)

Puisque les normes sur R™ sont équivalentes, il existe a3 > 0 t.q. Vo € R, ||z]l2 < aq]|x||gn-

Posons a := aq + +/(b—a) + 1.

Soit (x, f) € R" x NBV([a,b],R)"; on a

Iz, Allpe = (] x)re + > (f1 ] f)NBv

< VA{z [ ome + V2 (L ) NBy

< lellz + 202 VL fnBy
lzllz + 325 1l ‘
arllzllrr + 32021 /(0 —a) + 1 f*llnBv
a([[zllrs + 225 1 Ivev) = all(z, £l

A

O

Le lemme suivant, nous donne une condition équivalente pour obtenir la continuité du produit
scalaire.

Lemme 1.5.20. Soit (X, | - ||x) un espace vectoriel normé réel. Soit (- | -) un produit scalaire sur
X.
Notons ||-||; la norme induite par le produit scalaire (- | -) sur X. Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes :
(i) < ‘ > S CO((‘Y X X, ” ) HX,1)7R) ot, V(:L’l,wg) € X2; ||(:L’1,1I2)’
(17) Ic >0, Ve € X, ||z|; < c||z] »-

x1 = ||z1llx + [J22]| 2

Démonstration. (i) = (ii)
Supposons (i) i.e.
by >0, V(z1,22) € X2, (21 | 22) < bl || x ||z 2

Posons ¢ = 1/b;.
Size X, ona

lzlli = Vi@ ) < \/ollz]} = Voillelle = clalx.
(if) = (i)
Supposons (ii).
Soit @,y € & ; puisque (- | ) € CO((X x X, |- [1.1),R), on &

(@y) <IIClslzlldlyl
< I 1) Il x-

Par conséquent, puisque (- | -) est une fonction bilinéaire, I’assertion (i) a été démontrée. O
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La proposition suivante nous donne des conditions pour construire un produit scalaire & partir
d’un autre produit scalaire.

Proposition 1.5.21. Soit (X, || - ||x) un espace vectoriel normé réel et (H, || - ||m) un autre espace
vectoriel normé réel.

Soit (- | -Yg un produit scalaire sur H t.q. (- | Yy € CO((H%,|| - 1), R).

Soit J € L(X, |- |lx), (H,| - |z)) injectif. Alors la fonctionnelle (- | -)x : X x X — R, définie par,

V(z1, 22) € X, (21 | m2)x = (J(21) | J(22))m,
est un produit scalaire sur X et (- | )x € C°(X%] - |lx1),R).
Démonstration. Soit x1,19 € X
(1 [ o) x = (J(21) [ J(22)) i = (J(22) | J(21))m = (w2 | 21)x

Par conséquent, on obtient la symétrie de (- | -)x.
Soit A€ R et x1,x2,23 € X; on a

<)\x1 + Z2 | «773>X < ()\.T1 + ZCQ) ‘ J(x3)>
= (M (z1) + J(z2) | J(23)) 1
(z1) | J(z3)) g + (J(22) | J(23))H

AT
= XNz | z3)x + (z2 | 23) x-
de (| )x.

(z|z)x = (J(z) | J(x))m = 0.

Par conséquent, (- | -)x est positive.
Soit x € X ; notons que

Par conséquent, on obtient la bilinéarité
Siz e X, ona

(# [2)x =0 & {J(2)|J(x)r =0

< J(x)=0
<z =0.
Donc (- | -)x est définie positive. Ainsi (- | -)x est un produit scalaire sur X. Notons | - || x,= et

| - || 7,0 les normes induites respectivement par (- | -)x et (- | -)g. Ensuite, en utilisant le Lemme

deg > 0, Vh € H, ||h”H,w < CHHhHH
Par conséquent, pour chaque z € X, on a
xw = T (@)ne < cullJ (@)l < cull T clzlx.

Par conséquent, en utilisant le Lemme [1.5.20) on a (- | )x € CO((X?,] - | x.1), R).

]

O

Dans le théoréme suivant, on construit un produit scalaire continu sur C'q o([a, b], R")*. Notons
que ce résultat sera essentiel dans 1'utilisation d’un théoréme de Calcul des Variations.

Théoréme 1.5.22. Considérons la fonctionnelle (- | )cz - (CY0([a,b],R™)*)? — R, définie par,

Vor, én € Clolla, bR, (91 | da)ens , = W0, 01) | W0, 62)

ot W est lopérateur défini dans le Théoréme
Alors (- [ -)cny 5o €stun produit scalaire sur COO([a b] R™)* t.q.

(1), € CO((C3g([a, b, R™)* x Cg([a, B, R, | - [ 1), R).
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Démonstration. En utilisant le Théoréme [1.5.17] on sait que

W € Isom((Af([a,b], R")* x Cgo([a, b, R™)", || - 1), (R" x NBV ([a, ], R)", || - |1))-

Par conséquent la fonctionnelle (- | -)c1x =~ est bien définie. Montrons que w=0,:) == [p2 —

W0, ¢2)] € LI(C§o([a, 0], R™)* | - [|2), (R™ x NBV ([a, 0], R)" || - [|1))
Soit A € R et ¢1, ¢ € C’&O([a, bl,R™)*; on a

W0, ) (A1 + ¢2) =W L0, A1 + ¢2)

= W—l(AO + 0, A1 + 92)
W0, ¢1) + (0, ¢2))

W_1(07 ¢1) + W_1(07 ¢2)

W0, ) (é1) + W0, ) (2).

De plus, pour chaque ¢ € C’&O([a, bl,R™)*, on a

W10, )1 < (W2l (0, )]l = W lLeli¢llc-

Par conséquent, on a

WH0,-) € L((Cyo(la, B, R, || - |l2), (R x NBV ([a, 0, R)", || - [11)).

Soit ¢ € C&}O([a,b],R")* ;on a
WH0,-)(¢) = 0= WH0,¢) =0 = (0,¢) =0 = ¢ = 0.

Ainsi
W0, ) est injectif.

(1.5.26)

(1.5.27)

Par conséquent, en utilisant la Proposition [1.5.21] et le Théoréme |1.5.19) on obtient que (- | -)o1x

est un produit scalaire sur Cg o ([a, b], R™)* t.q.
(1 )erg, € COUC00(la b, RY)* x Cgo([a, B, R?)* || - [l2,1), R).

O]
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Chapitre 2

Optimisation statique

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probléme d’optimisation statique.
Dans la section 1, on commence par faire des rappels sur le calcul différentiel. On rappelle les
définitions de fonction Gateaux-différentiable, Hadamard-différentiable et Fréchet-différentiable en
un point. Ensuite, on rappelle des propriétés de ces notions.

Dans les sections 2 et 3, on établit une Reégle des Multiplicateurs dans les formes de Fritz
JOHN et de KARUSH-KUHN-TUCKER en dimension infinie pour un probléme sous un nombre fini
de contraintes d’inégalité et pour un probléme sous un nombre fini de contraintes d’inégalité et
d’égalité. Notons que ces deux Régles de Multiplicateurs ont fait ’objet d’une publication dans une
revue internationale & comité de lecture cf. [40].

De la méme maniére que H. HALKIN (cf. [24]), P. MicHEL (cf. [30] p.504) et J. BroT (cf. [9]),
on essaye de généraliser la Régle des Multiplicateurs pour ces deux problémes d’optimisation sta-
tique. Cette généralisation consiste & remplacer ’hypothése de continue Fréchet-différentiabilité sur
un voisinage de la solution optimale pour la fonction de 1’ objectif et les fonctions constituant les
contraintes par une notion de différentiabilité en la solution optimale définie dans la section 1.
Pour le probléme avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité, H. HALKIN et P.
MICHEL généralisent la Reégle des Multiplicateurs en remplacant I’hypothése de continue Fréchet-
différentiabilité sur un voisinage de la solution optimale par 'hypothése de Fréchet-différentiabilité
en la solution optimale pour la fonction de I'objectif et les fonctions constituant les contraintes.
Notons que H. HALKIN et P. MICHEL arrivent au méme énoncé avec des preuves trés différentes. En
effet, P. MICHEL utilise un théoréme de séparation et le théoréme de point-fixe de Brouwer tandis
que H. HALKIN utilise son théoréme des fonctions implicites pour les fonctions Fréchet-différentiables
(au lieu de Fréchet C') en un point.

Pour le probléme avec un nombre fini de contraintes d’inégalité, en dimension finie, J. BLOT généra-
lise la Régle des Multiplicateurs en remplacant I’hypothése de Fréchet-différentiabilité en la solution
optimale par 'hypothése de Gateaux-différentiabilité en la solution optimale pour la fonction de
I’objectif et les fonctions constituant les contraintes. De plus, il remplace 'hypothése de continuité
sur un voisinage de la solution optimale par une hypothése de semi-continuité inférieure en la so-
lution optimale pour les fonctions constituant les contraintes. Enfin, il n’émet pas d’hypothése de
continuité pour la fonction de 'objectif.

Notons qu’il existe d’autres facons de généraliser 'hypothése de continue Fréchet-différentiabilité
sur un voisinage de la solution optimale, & I'aide de notions de sous-différentielle pour des fonc-
tions localement lipschitziennes comme F.H. CLARKE, cf. [17] et [I8]. Toutefois, le cadre utilisé par
ces trois auteurs ne rentre pas dans le cadre des fonctions localement lipschitziennes. En effet, en
général, une fonction qui est Fréchet-différentiable en un point n’est pas localement lipschitzienne
autour de ce point et inversement une fonction qui est localement lipschitzienne autour d’un point
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n’est pas nécessairement Fréchet-différentiable en ce point. Ce n’est pas la direction suivie ici.

Dans la section 2, on énonce une Régle des Multiplicateurs sous les formes de Fritz JOHN ou de
KARUSH-KUHN-TUCKER en dimension infinie pour un probléme sous un nombre fini de contraintes
d’inégalité. On suppose que la fonction de I'objectif est Gateaux-différentiable en la solution optimale
et les fonctions constituant les contraintes d’inégalité sont Gateaux-différentiables et semi-continues
inférieurement en la solution optimale. En utilisant une approche similaire & celle de P. MICHEL
dans sa preuve du théoréme de [30] p.504, on prouve le théoréme 3.1 de [9] en dimension infinie.

Dans la section 3, on établit une Régle des Multiplicateurs sous les formes de Fritz JOHN ou de
KARUSH-KUHN-TUCKER en dimension infinie pour un probléme sous un nombre fini de contraintes
d’inégalité et d’égalité. On suppose que la fonction de l'objectif et les fonctions constituant les
contraintes sont Hadamard-différentiables en la solution optimale, et pour les fonctions constituant
les contraintes d’égalité, on suppose, en plus, qu’elles sont continues dans un voisinage de la solution
optimale. A D'aide de la méthode de P. MICHEL, on prouve ce théoréme. Pour le probléme avec un
nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité, notons que ce théoréme généralise en dimension
infinie les Régles des Multiplicateurs de [[24],[30],[9]].

Dans les sections 4-6, on s’intéresse a4 deux problémes d’optimisation en dimension infinie a pa-
ramétre avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. Dans le premier probléme, la
fonction de l'objectif et les fonctions constituant les contraintes d’égalité et d’inégalité ont pour
espace de départ le produit cartésien d’un ouvert d’un espace vectoriel de dimension infinie et de
I’espace des parameétres. Dans le second probléme, la fonction de 1'objectif et les fonctions consti-
tuant les contraintes d’égalité et d’inégalité ont pour espace de départ le produit cartésien d’un
ouvert d’un sous-espace affine inclus dans un espace vectoriel de dimension infinie et de ’espace des
paramétres. Pour chacun de ces problémes, on établit un théoréme de I'’enveloppe. Un théoréme de
I’enveloppe consiste & donner des conditions pour obtenir la différentiabilité de la fonction valeur et
a donner une expression de sa différentielle. Dans un théoréme de ’enveloppe, en un point fixé, on
suppose qu’il existe une solution pour chaque paramétre dans un voisinage de ce point.

Notons qu’a la différence des théorémes de ’enveloppe, dans les théorémes de perturbation, en un
point fixé ou la solution existe, on donne des conditions pour qu’il existe une solution pour chaque
paramétre dans un voisinage de ce point. Toutefois, comparé aux hypothéses des théorémes de I’en-
veloppe, les théorémes de perturbation exigent des hypothéses de conditions suffisantes.

Notre objectif est d’établir un théoréme de ’enveloppe en allégeant les hypothéses des résultats
existants. Parmi les preuves des théorémes de ’enveloppe, on peut souligner 'existence de deux
points de vue. Le premier point de vue consiste & démontrer le théoréme de I’enveloppe en utilisant
une hypothése de régularité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker cf. [6] et [22]. Le deuxiéme
point de vue consiste a utiliser un théoréme de perturbation pour démontrer le théoréme de 1’enve-
loppe cf. [15].

Notre principale contribution est d’éviter a la fois des hypothéses de régularité sur les multiplicateurs
de Karush-Kuhn-Tucker et des hypothéses de conditions suffisantes utilisées dans les théorémes de
perturbation.

Tout d’abord, on évite de supposer la régularité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker. En
effet, en construisant un lemme de Gram-Schmidt & paramétre, on parvient & démontrer que les
multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker sont continus par rapport au paramétre. A l'aide de la
continuité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker, on démontre notre théoréme de I’enveloppe.
Ensuite, en utilisant la Régle des Multiplicateurs établie dans la section 2 de ce chapitre, on par-
vient & remplacer I’hypothése de continue Fréchet-différentiabilité par 'hypothése de Hadamard-
différentiabilité.

Enfin, notons que notre probléme est un probléme en dimension infinie.

Notons qu’on pourra retrouver les résultats du théoréme de I’enveloppe en optimisation statique
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dans [12].

Dans la section 4, on énonce un théoréme de l’enveloppe pour deux problémes d’optimisation
& paramétre sous un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. Le premier probléme est
un probléme d’optimisation & paramétre ol la fonction de 'objectif et les fonctions constituant
les contraintes d’égalité et d’inégalité ont pour espace de départ le produit cartésien d’un ouvert
d’un espace vectoriel de dimension infinie et de ’espace des paramétres. Le second probléme est
un probléme & paramétre ou la fonction de I'objectif et les fonctions constituant les contraintes
d’égalité et d’'inégalité ont pour espace de départ le produit cartésien d’un ouvert d’un sous-espace
affine inclus dans un espace vectoriel de dimension infinie et de ’espace des paramétres.

Dans la section 5, on démontre le théoréme de I'enveloppe pour le premier probléme & paramétre
d’optimisation en dimension infinie avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. Pour
cela, on commence par démontrer un lemme de Gram-Schmidt & paramétre. Grace au lemme de
Gram-Schmidt, on démontre un lemme sur la continuité, par rapport au parameétre, des coordonnées
d’un vecteur dans un espace vectoriel de dimension finie dépendant d’un paramétre. Ensuite, pour
montrer notre théoréme de ’enveloppe, on utilise la Régle des Multiplicateurs de la section 2. En
outre, a ’aide du lemme sur la continuité par rapport au paramétre des coordonnées d’un vecteur
dans un espace vectoriel de dimension finie dépendant d’'un paramétre, on démontre la continuité
des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker.

Dans la section 6, on démontre le théoréme de I’enveloppe pour le second probléme. Pour prouver
ce théoréme, on transforme le second probléme en un probléme ou la fonction de I'objectif et les
fonctions constituant les contraintes d’égalité et d’inégalité ont pour espace de départ le produit
cartésien d’un ouvert d’un espace vectoriel de dimension infinie et de ’espace des paramétres. Puis,
en utilisant le théoréme de I’enveloppe pour ce probléme, on démontre le théoréme de ’enveloppe
pour le second probléme.

2.1 Rappels de Calcul différentiel

Dans cette section, on fait des rappels sur le calcul différentiel. On rappelle les définitions de
fonction Gateaux-différentiable, Hadamard-différentiable et Fréchet-différentiable en un point. En-
suite, on rappelle des propriétés de ces notions.

Notons que la plupart des résultats de cette section sont issues de [21].
Soit (X, | - [[x) un espace vectoriel normé réel, G un ouvert de X, et (Y, || - ||y) un espace vectoriel
normé réel.

Définition 2.1.1. Soit f : G — Y wune fonction, soit x € G et v € X. On dit que f admet une
dérivée directionnelle a droite (ou Gateaux-variation) au point x suivant la direction v lorsque la limite
01_1}1(1)1+ 5(f(z + 0v) — f(x)) existe. On note cette limite D, f(x;v) et DS f(x;v) est appelé la dérivée

directionnelle a droite (ou Gateauz-variation) de f au point x suivant la direction v.

Définition 2.1.2. Soit f : G — Y une fonction, soit x € G. On dit que [ est Gateaux-différentiable
au point x lorsque, pour chagque v € X, Dgf(x; v) existe et Dgf(x; ) € L(X,Y). Alors, la Gateaua-
différentielle de la fonction f au point x est la fonction Dgf(x) € L(X,Y) définie par, pour tout
v € X, Dif(z) v=Df(z;v).

Définition 2.1.3. Soit f : G — Y une fonction, soit x € G et v € X. On dit que f admet une
Hadamard-variation au point x d’accroissement v lorsque il existe DEf(a:;v) €Y t.q., pour toute
suite (Op)nen €10, +oo[N convergeant vers 0, pour toute suite (vy)neny € XN convergeant vers v,
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lim 4 (f(z+ 0,v,) — f(z)) = Df f(z;0). Alors Df; f(z;v) est appelé la Hadamard-variation de

n—-+oo “n
f au point x d’accroissement v.

Définition 2.1.4. Soit f : G — Y wune fonction, soit © € G. On dit que f est Hadamard-
différentiable au point z lorsque, pour chaque v € X, D f(z;v) existe et D f(x;-) € L(X,Y).
Alors, la Hadamard-différentielle de la fonction f au point x est la fonction Dy f(z) € L(X,Y)
définie par, pour tout v € X, Dy f(x) - v = D f(z;v).

Définition 2.1.5. Soit f: G — Y une fonction, soit x € G. On dit que f est Fréchet-différentiable
au point x lorsque, il existe L € L(X,Y) t.q.
lim

h—0 ||lh
% Il

(flx+h)— f(x) = L-h)=0.

Alors L est noté Dpf(z) et on Uappelle la Fréchet-différentielle de f au point x.

La proposition suivante nous donne les liens entre les différents sens de différentiabilité d’une
fonction en un point.

Proposition 2.1.6. (cf. [21] p.259 et p.266).
Soit f: G —'Y une fonction, soit x € G et v € X. Alors les assertions suivantes sont vérifiées :
(i) Si Df; f(x;v) existe, alors D, f(z;v) existe et DS f(z;v) =D} f(z;v).
(ii) Si f est Hadamard-différentiable au point x, alors f est Gateauz-différentiable au point x
et Daf(x) = Dy f(x).
(1ii) Si f est Fréchet-différentiable au point x, alors f est Hadamard-différentiable au point x et
Dy f(z) = Dp f(z).

Démonstration. Les assertions (i) et (ii) sont démontrées dans [2I] (p.259) et l'assertion (iii) est
démontrée dans [21] (p.266). O

Toutefois, les réciproques des assertions (i)-(iii) sont fausses en général. En effet, pour les ré-
ciproques des assertion (i)-(ii), on peut trouver un contre-exemple dans [2I] (exemple (c¢) p.252).
Pour la réciproque de 'assertion (iii), on peut trouver, de nouveau, un contre-exemple dans [21]
(exemple (d) p.252).

Notons que la réciproque de I'assertion (iii) est vraie lorsque dim(X) < +oo cf. [2I] p.266.
La proposition suivante nous donne une condition pour avoir la réciproque de l'assertion (ii).

Proposition 2.1.7. (cf. [21] p.259).
Soit f : G — Y wune fonction, soit x € G t.q. f soit lipschitzienne sur un voisinage de x. Si f
est Gateauz-différentiable au point z, alors f est Hadamard-différentiable au point x et Dy f(z) =

D¢ f(x).
Démonstration. On peut trouver une démonstration dans [21] p.259. O

Lemme 2.1.8. (cf. [2]] p.263).
Soit Z un espace vectoriel normé réel. Soit f : G =Y, soit x € G et v € X, soit Q un ouvert de Y

t.q. f(x) € Q.
Soit g : @ — Z une fonction. Si DS f(z;v) et Dfg(f(x); DL f(x5v)) existent, alors D& (g o f)(z;v)

eaiste et D& (g o f)(x;v) = Dyg(f(x); DS f (x5 0)).
Démonstration. On peut trouver une démonstration dans [21] p.263. t

La notion de Hadamard-différentiabilité est stable par composition.
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Lemme 2.1.9. (cf. [21] p.267).

Soit Z un espace vectoriel normé réel. Soit f : G = Y, soit x € G, soit Q un ouwvert de Y t.q.
f(z) € Q.

Soit g : Q@ — Z wune fonction. Si Dy f(x) et Dpg(f(x)) existent, alors Dg(g o f)(x) existe et

Du(go f)(x) = Dug(f(x)) o Dy f(x).

Démonstration. On peut trouver une démonstration dans [21] p.267. t

Proposition 2.1.10. (c¢f. [21] p.265).

Soit f: G =Y, soitx € G, soitT € LIX,Y). Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est Hadamard-différentiable au point x et Dy f(x) =T.
(i) Pour chaque compact K C X, t£%1+ supyex |13(f(z +tv) — f(z)) = T -v|ly = 0.

Démonstration. On peut trouver une démonstration dans [21] p.265. O

Lemme 2.1.11. Soit n € N*.
Soit E, F, ..., F, n+1 espaces vectoriels normés réels et F' := [[_| F; est ’espace normé produit.
Soit Q) une partie ouverte de E/ et T € €.
Soitv : Q — [ Fi une fonction. AinsiVx € Q, v(x) = (v1(x), ..., v (2)). Alors les deuz assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) v est Hadamard-différentiable au point T .

(ii) Vi € {1,..., n}, v; est Hadamard-différentiable au point T.
On a alors pour chaque £ € E, Dyv(Z) - £ = (Dgv1(T) - &, ..., Do, (T) - £).

Démonstration. Considérons les fonctions linéaires continues : Vi € {1,...,n}, m; : F — F; définie
par 7 (Y1, .., Yn)) = yi et u; : F; — F définie par u;(y;) = (0, ..., yi, ..., 0).
Supposons (i). Soit 7 € {1,...,n}. Remarquons que

V; = T; O V.
Puisque m; € L(F, F;), m; est Fréchet-différentiable sur F' d’apreés la proposition 2.4.2 p.33 de [14] et
Vy € F, Dpmi(y) = ;.
De plus, en utilisant ’assertion (iii) de la Proposition on a
Yy € F, Dymi(y) = m;.
Ainsi, en utilisant le Lemme [2.1.9] v; est Hadamard-différentiable au point T et
Dyvi(T) = Dymi(v(T)) o Dyv(T) = m; 0 Dyo(T).

D'on, V¢ € E, Dyv(T) - £ = (D1 (T) - &, ..., Dpop(T) - £).
Supposons (ii). Soit ¢ € {1,...,n}. Puisque u; € L(F}, F), u; est Fréchet-différentiable sur F; d’aprés
la proposition 2.4.2 p.33 de [14] et

Vyi € Fi, Drui(yi) = ;.
De plus, en utilisant 'assertion (iii) de la Proposition on a

Yy; € Fi, Drui(ys) = u;.
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Ainsi, en utilisant le Lemme on a u; o v; est Hadamard-différentiable au point .
Par conséquent, on obtient

Dy (u; 0v;)(Z) = Dyui(vi(T)) o Dyvi(T) = u; o Dyvi(T).

Puisque v = )_7" | u; o v;, avec (ii) et le Lemme on obtient que v est Hadamard-différentiable
au point T et

Dpv(T) =Y u; 0 Dy ().
i=1
Par conséquent, on a, V§ € E, Dyv(T) - £ = (Dgvi(T) - &, ..., Dgon(T) - £). O

Notations 2.1.12. Soit n € N*.

Soit X1, ..., X, n espaces vectoriels normés réels t.q. X = [ X; est l'espace normé produit.
Soit & = (&1,...,Tpn) € G, soit f: G — Y. Lorsqu’elle existe, on note, pour chaque k € {1,....,n},
Dy f(2) la Hadamard-différentielle de la fonction partielle [z — f(Z1,..., k-1, Ths Tht1s --r Tn))
au point &y. Alors Dy i f(Z) est appelé la Hadamard-différentielle partielle au point & par rapport
a la k-iéme variable.

Lorsqu’elle existe, on note, pour chaque k € {1,.....n}, Dgrf(Z) la Gateaus-différentielle de la
fonction partielle [z, — f(Z1,..., 8k—1, Ths Tht1, -, Tn)] au point Ty. Alors Dgpf(Z) est appelé la
Gateauz-différentielle partielle au point & par rapport a la k-iéme variable.

Lorsqu’elle existe, on note, pour chaque k € {1,....,n}, Dpif(Z) la Fréchet-différentielle de la
fonction partielle [z, — f(Z1,...,Tp—1, Tk, Tht1, --» Tn)] au point &y. Alors Dpyf(Z) est appelé la
Fréchet-différentielle partielle au point & par rapport & la k-iéme variable.

Lorsqu’elle existe, on note, pour chaque 1 < k1 < ko < k3 < n, Dy (i, ko k) f(2) la Hadamard-
différentielle de la fonction partielle

[(Zhy s Thys Thg ) > F(T1y ooes Thy—1s Thys Thoy 15 - Lhip—1 Thys Thgt1s o5 Thg—1s Thas Thgt1y -5 Tn)] QU point
(Zhys Thys Thg)- Alors D (o, ko ks) f(2) est appelé la Hadamard-différentielle partielle au point & par
rapport aux variables ki, ko et k3.

2.2 Enoncé des problémes d’optimisation statique

Dans cette section, nous allons considérer deux problémes d’optimisation statique; le premier
est un probléme d’optimisation statique en dimension infinie avec un nombre fini de contraintes
d’inégalité et le second est un probléme d’optimisation statique en dimension infinie avec un nombre
fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. Notre objectif est de démontrer pour ces deux problémes
une Reégle des Multiplicateurs.

Soit E un espace vectoriel normé réel, € un ouvert non vide de E, soit f; : © — R lorsque
i € {0,...,m} une fonction, soit f :  — R une fonction, soit g; : & — R lorsque i € {1,...,p} une
fonction, soit h; : @ — R lorsque j € {1, ...,q} une fonction et (m,p,q) € (N*)3.

On considére les deux problémes suivants :

Maximiser fo(x)
(2) lorsque  z €
Vie{l,..,m}, fi(x) >0,
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et
Maximiser f(x)
lorsque x €
Vjie{l,....q}, hj(z) =0.

(P)

2.3 Reégle des Multiplicateurs pour un probléme avec un nombre
fini de contraintes d’inégalité

Dans cette section, on énonce une Régle des Multiplicateurs pour un probléme avec un nombre
fini de contraintes d’inégalité. Nous allons dans, un premier temps, énoncer la Régle des Multipli-
cateurs pour ce probléme, puis, dans un second temps nous allons prouvez ce théoréme.

Dans le théoréme suivant, on énonce une Régle des Multiplicateurs pour un probléme avec un
nombre fini de contraintes d’inégalité.

Théoréme 2.3.1. Soit & une solution (). On consideére les conditions suivantes :
(i) Pour touti € {0,....,m}, f; est Gateauz-différentiable au point &.
(ii) Pour tout i € {1,...,m}, f; est semi-continue inférieurement au point & lorsque f;(Z) > 0.
(iii) 1l ewiste w € E t.q. pour tout i € {1,...,m}, D fi(z) - w > 0 lorsque f;i(z) = 0.
(iv) la famille (D fi(£))1<i<m est une famille libre.
Partie (I)
Sous les assertions (i) et (i), il existe (X, ..., Am) € (R)™ L appelé multiplicateur de Fritz John
qui satisfait :
(@) (A0y s Am) # (0,...,0).
(b) Pour tout i € {1,...,m}, A\ifi(z) = 0.
(©) X MDafi(d) = 0.
Partie (IT)

Sous les assertions (i), (ii) et (iii), il existe (N, ..., \,) € (Ry)™ avec Nj = 1, appelé multipli-
cateur de Karush-Kuhn-Tucker, qui satisfait aux conclusions de la Partie (I).

Partie (III)

Sous les assertions (i), (i) et (iv), il existe un unique (X, ..., \,) € (Rp)™ avec N = 1 qui
satisfait aux conclusions de la Partie (I).

Commentaires sur le Théoréme [2.3.7]

Dans la Partie (I) du théoréme, on suppose que la fonction de 'objectif est Gateaux-différentiable
en la solution optimale et que les fonctions constituant les contraintes d’inégalité sont seulement
Gateaux-différentiables en la solution optimale et semi-continues inférieurement en la solution op-
timale. Avec ces hypothéses, on parvient & construire un multiplicateur de Fritz John associé au
probléme (Z).

Dans la Partie (II), on donne une condition pour trouver un multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker
associé au probléme (Z) c’est-a-dire ot le multiplicateur associé a la fonction de I'objectif est égale
al.

Dans la Partie (III), on fournit une condition pour obtenir I'existence et 'unicité des multiplicateurs
de Karush-Kuhn-Tucker pour le probléme (7).

Enfin, on peut établir une chronologie succincte des améliorations des Reégles des Multiplicateurs
pour le probléme (7).
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e Lorsque F est de dimension finie, Fritz JOHN établit, en 1948, une Régle des Multiplicateurs
dans le cas ou la fonction de I'objectif et les fonctions constituant les contraintes d’inégalité
sont continiiment Fréchet-différentiables, cf. [29].

e Lorsque E est de dimension finie, B.H. POurciau (cf. [34]) établit, en 1980, une Regle
des Multiplicateurs dans le cas ou la fonction de 'objectif et les fonctions constituant les
contraintes d’inégalité sont seulement Fréchet-différentiables en la solution optimale.

e Lorsque E est de dimension finie, Joél BLOT (cf. [9]) établit, en 2016, une Régle des Multipli-
cateurs dans le cas ot la fonction de 'objectif et les fonctions constituant les contraintes d’in-
égalité sont seulement Gateaux-différentiables en la solution optimale et semi-continues infé-
rieurement en la solution optimale. Notons qu’'une fonction Gateaux-différentiable en un point
n’est pas, en général, continue en ce point. Or, puisqu’une fonction Fréchet-différentiable en
un point est continue en ce point, on évite une hypothése de continuité en ce point.

e Lorsque E est de dimension infinie, le Théoréme [2.3.1] établit une Reégle des Multiplicateurs
dans le cas ou la fonction de I'objectif et les fonctions constituant les contraintes d’inégalité
sont seulement Gateaux-différentiables en la solution optimale et semi-continues inférieure-
ment en la solution optimale. Ceci a fait ’objet de la publication intitulée "A generalization
of multiplier rules for infinite-dimensional optimization problems”, de H. YILMAZ en 2021.

On rappelle un théoréme de séparation en dimension finie.

Lemme 2.3.2. Soit n € N*. Soit C' un sous-ensemble convexe non vide de R" et z € Fr(C). Alors
il existe v € R"\ {0} et vy €R t.q. (v|z) =7 et, pour tout x € C, (v |z) <. ({(-]-) est le produit
scalaire canonique de R™)

Démonstration. Ce lemme est un corollaire du théoréme de Hahn-Banach. On peut en trouver une
démonstration dans [32] p. 276 et [39] p. 37. O

Remarque 2.3.3. Dans le théoréme de séparation, si z = 0 alors v = 0. En effet, si z =0, on a
(v|z)y=0dou~y=0.

2.3.1 Preuve de la Régle des Multiplicateurs pour un probléme avec un nombre
fini de contraintes d’inégalité
Supposons que les assertions (i) et (ii) soient vraies. On pose S := {i € {1,...,m}: fi(&) = 0}.

Si S =0, onaVie{l,..,m}, fi(£) # 0. Et puisque Z est une solution de (Z), on a Vi €

{1,...,m}, fi(z) > 0.
Par conséquent, on a

Vi€ {1,...,m}, fi(#) > 0. (2.3.1)

Ainsi, en utilisant (ii) et (2.3.1)), [z — infi<ij<m fi(z)] est semi-continue inférieurement au point &
grace a 7.4.7 de [19] p.97.
Donc, puisque infi<;<p, fi(Z) = minj<j<m fi(£) > 0 grace a (2.3.1), on a

301 C Q un voisinage ouvert de Z t.q. Vo € Qy, 131?§fm fi(z) > 0.
D’ou
30y C Q un voisinage ouvert de & t.q. Vo € Qy, Vi € {1,...,m}, fi(z) > 0. (2.3.2)
Considérons le probléme d’optimisation

() Maximiser fo(z)
! lorsque  x € Q.
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Soit x € 1, en utilisant , onazx € Qet, Vi e{l,...m}, fi(x) >0.

Ainsi, z est un point admissible du probléme (7).

Puisque Z est une solution du probléme (Z), on a fo(z) > fo(x).

Donc Z est une solution du probléme (Z;).

Puisque & est une solution du probléme (Z;), avec (i), en utilisant le corollaire 2 p.230 de [I], on a

De fo(#) = 0. (2.3.3)

Par conséquent, en prenant

M =1
Vi € {1, ...,m}, A=0 }
on a
(A0s -y Am) = (1,0, ..., 0) # 0.
Vi € {1, ...,m}, )\zfl(f) = Ofl(f) =0.
Yo MiDa fi(#) = Da fo(#) = 0 d’apres (2.3.3).

Par conséquent, on a démontré les conclusions des Parties (I), (II) et (III).

Si S # 0,1l existe s € {1,..,m}, card(S) := s. Quitte & réindexer, on peut supposer que
S :={1,...,s}. Le traitement de ce cas fait 'objet des sous-sous-sections suivantes.

Eliminer les contraintes inactives.

Montrons qu’il existe U un voisinage ouvert de & t.q. & est une solution du probléme suivant :

Maximiser fo(z)
(NI) lorsque xz €U
Vi e {1,...,s}, fi(z) > 0.

Raisonnons par disjonctions des cas,
si s <m,ona,Vie{s+1,...m}, fi(z) # 0. Et puisque Z est une solution de (Z), on a, Vi €
{s+1,...,m}, fi(z) > 0.
Par conséquent,

Vie{s+1,..,m}, fi(z)>0. (2.3.4)
Ainsi, en utilisant (ii) et (2.3.4)), [x — infs11<i<m fi(x)] est semi-continue inférieurement au point
& grace a 7.4.7 de [19], p.97.
Donc, puisque infgii<i<pm fi(2) = mingi1<i<pm fi(Z) > 0 grace a (2.3.4), on a

U C Q un voisinage ouvert de Z t.q., Ve € U, inf  fi(z) > 0.
s+1<i<m

D’ot, en particulier on a

Ve e U, Vie{s+1,..,m}, fi(z) >0. (2.3.5)
Notons Adm(NI) (respectivement Adm(Z)) 'ensemble des points admissibles du probléme (NT)
(respectivement (Z)).
Soit z € Adm(NT).
Puisque x € Adm(NI),onaxz e U C Qet, Vi€ {1,...,s}, fi(z) > 0.
Par conséquent, en utilisant , ona, Vi € {1,...,m}, fi(x) >0et x € Qie x € Adm(Z).
Ainsi, puisque % est solution de (Z), on a fy(Z) > fo(x).
Donc Z est solution du probléme (NT).
Si s =m, on prend U = Q; d’ou les problémes (Z) et (NT) sont identiques.

Par conséquent,
# est solution du probléme (NT). (2.3.6)
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Preuve de la Partie (I)

Considérons la fonction F : U — R**1 définie par F(z) = (fo(z), ..., fs(x)).
Avec (i), on a Vi € {0, ..., s}, fi est Gateaux-différentiable au point .
Par conséquent, en utilisant la proposition 1, p. 145 de [1]], on obtient que F' est Gateaux-différentiable
au point & et DgF(Z) - & = (Dafo(2) - &, ..., D fs(Z) - §) pour tout £ € E.

Posons C := Im DgF(z) + R*™ ou R*™! est Pensemble des vecteurs de R**! dont toutes les
coordonnées sont négatives.
Puisque E est convexe et DgF(#) € L(E,R*t1), en utilisant la proposition 1 b), p.201 dans [I], on
sait que Im Do F (%) = DgF(2)(E) est une partie convexe de R+
Puisque | — 0o, 0] est une partie convexe de R, on a, en utilisant la propriété 5, p.475 de [30], R
est une partie convexe de R5T1.
Puisque Im Dg F(2) est une partie convexe de Rt et R*T! est une partie convexe de R5t!, en
utilisant la propriété 6 p.475 de [30], C est une partie convexe de R+,
Montrons que C n’est pas un voisinage de 0. Raisonnons par ’absurde, supposons que C est un
voisinage de 0, i.e.

dr > 0t.q. EH.HOO(O,T) c C. (2.3.7)

Posons b = (r,...,r) € By (0,7) car [|[b—0floc = maxicicsi1|r — 0] = maxjcjcoprr =1 <7
Puisque b € EH,”OO(O,T), avec lb onabeC,ie.

il existe u € E et z = (20, ..., zs) € R t.q. DgF(2) -u+ z = b.

Par conséquent, on a
Vi€ {0,...,s},Dafi(Z) -u=r—2z>r. (2.3.8)

Par conséquent, D¢ fo(Z) -u >0, d’ou
u#0. (2.3.9)

Puisque F' est Gateaux-différentiable au point &, on a
36 >0, Vt €]0,6], (& +tu e U), |F(&+ tu) — F(&) — tDeF(Z) - ul|oo < 7. (2.3.10)

Alors, en utilisant (2.3.10)) avec t = 4, on a
|F (& + 6u) — F(&) — 6DgF(2) - ul|oo < 76;

ce qui implique que

Vi € {0, ..., s}, fi(@ + ou) — fi(&) > éDg fi(&) - uw— or > 0.
D’ou

fo(Z + du) > fo(z) et Vi € {1,...,s}, fi(Z + du) > fi(z) > 0.
Puisque & + du € Adm(NT) et fo(&+ du) > fo(&), & n’est pas une solution de (NT). Ceci contredit
230).
Par conséquent, C' n’est pas un voisinage de 0 i.e. 0 € R**1\ int(C).
De plus, 0 € Im D F(Z) car c’est un sous-espace vectoriel et 0 € R don 0 € C.

Ceci implique que

0€C\int(C) c C\int(C) = Fr(C).
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Puisque C est une partie convexe de R**! et 0 € Fr(C), en utilisant le Lemme [2.3.2
il existe v = (Mg, ..., As) € R\ {0} tel que, Vz € C, (v | z) <0.
Par conséquent, on a
Yu € B, ¥z = (20, ..., 25) € RSS2 N(Dg fi(@) - u+ 2) < 0. (2.3.11)

On pose, pour tout i € {s+1,..., m}, A; = 0.
Puisque (Mg, ..., As) # 0, on a
(A0 -y Am) # 0. (2.3.12)

Considérons (es11,j)1<j<s+1 la base canonique de R+,
Soit 7 € {0, ..., s} en utilisant (2.3.11]) avec v =0 et z = —€541,41, On a

Z)\z(Dsz(i') -0 — Zz) = Z)\z(—zz) = _/\i S 0
=0 1=0
d’ou

A > 0.

Donc
Vi € {0,..,m}, A; > 0. (2.3.13)
Soit ¢ € {1,...,m}.
Sii € {l,...,s}, puisque f;(Z) =0, on a A;f;(&) = 0.
Sii€ {s+1,..,m}, puisque \; =0, on a \; f;(z) = 0.

Ainsi on a
Vie{l,...,m}, N\ifi(z) =0. (2.3.14)
En utilisant (2.3.11f), avec 2 =0, on a
S
Vu € E, Y NDafi(#) - u <0. (2.3.15)
i=0

Soit u € E, en appliquant (2.3.15) avec —u € E, on a

> AiDc fi(#) - (—u) < 0.
i=0

Yico NiDafi(2) - (—u) = Y27 Mi(—=Da fi(#) - u)
= im0~ NiDa fi(2) -u=—377_g MiDafi(2) - u.
D’ou

ce qui implique que

De plus, grace a (2.3.15)), on a
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D’oui, on a prouvé que
Z NiDe fi(2) = 0. (2.3.16)
Puisque Vi € {s+ 1,..,m}, A\; =0, on a donc

>ito NiDe fi(#) = 0. (2.3.17)

Ainsi, en utilisant (2.3.12)), (2.3.13), (2.3.14) et (2.3.17)), on a bien montré que (a), (b) et (c) sont
vérifiées. Ceci démontre la Partie (I).

Preuve de la Partie (II)

Maintenant, supposons que les assertions (i), (ii) et (iii) soient vérifiées.
En utilisant la Partie (I), il existe (Ao, ..., Am) € R qui vérifie (a), (b) et (c).
Montrons que Ay # 0.
Raisonnons par ’absurde, supposons que Ay = 0.
Puisque Ao = 0 et (Mg, ..., As) € RS\ {0}, on a (Aq, ..., As) € R%\ {0}.
Puisque (iii) et (A1,...,As) € RS\ {0}, on a

Vi € {1, ...,8},)\1'Dgfi(f) -w >0 et dig € {1, ...,S}, /\ioDGfio(jj) -w > 0.

En sommant de ¢ = 1 jusqu’a s, on a
S
> XiDgfi(&) - w > 0.
i=1
Or, en utilisant (2.3.16]), on a

> AiDgfi(&)-w =Y NiDafi(#)-w =0,
1=0

=1

ce qui est absurde.
Puisque, Ay # 0, en prenant

i
Vi€ {0,...,m}, X = >0,
Ao
puisque X\, = % =1, (a) est vérifiée.
Soit i € {1,...,m},
Aifi(Z
Ao
d’out (b) est vérifiée. On a
/ o ~
Z)\Dsz —Z)\ Dszx Z)\Dsz 70—0

Par conséquent, (c) est vérifiée.
Done (A, Ap, ..., M) € RPH avee Ny = 1 vérifie (a), (b) et (c).
Ceci démontre la Partie (II).
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Preuve de la Partie (III)

Maintenant, supposons que les assertions (i), (ii) et (iv) soient vérifiées.
En utilisant la Partie (T), il existe (Ao, ..., Am) € R qui vérifie (a), (b) et (c).
Montrons que Ag # 0.
Raisonnons par I’absurde, supposons que Ag = 0. Puisque A\g = 0, on a, en utilisant (c),

> XD fi(&) = 0.
=1

Par conséquent, grace a (iv), on a

(A1, Am) = 0.

Ceci contredit l'assertion (a).
Puisque, A\g # 0, en prenant

Ai
Vi € {0,...,m}, X = = > 0.
Ao
Puisque A\, = % =1, (a) est vérifice.
Soit i € {1,...,m}; on a
wfia) = M g
Ao
D’ou (b) est vérifiée.
, = R 1 & 1
}:ADgﬁ §j Daﬂw AOZAiDGfZ-()aEO—O
=0 =0

Par conséquent, (c) est vérifiée.

Donc (A, Ap, ..., Ah,) € RTH avec \) = 1, vérifie (a), (b) et (c).

Soit (Ads -y Ab) € R et (A2, ..., 02) € RPH avec A\§ = A2 = 1 qui vérifie les assertions (a), (b)
et (c). En utilisant (c), on a

Dg fo(# +2Amﬁ) 0 et Dg fo(# +vaﬂ>=

=1 =1

Par conséquent, on a
m

Y (N =)D fild) =

=1

D’ou, en utilisant I'assertion (iv), on a
Vi€ {1,...,m}, \f = \2.

Ceci démontre la Partie (III).

2.4 Regle des Multiplicateurs pour un probléme avec un nombre
fini de contraintes d’égalité et d’inégalité
Dans cette section, on énonce une Régle des Multiplicateurs pour un probléme avec un nombre

fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. Nous allons dans, un premier temps, énoncer la Régle des
Multiplicateurs pour ce probléme, puis, dans un second temps nous allons prouvez ce théoréme.
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Dans le théoréme suivant, on énonce une Reégle des Multiplicateurs pour un probléme avec un
nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité.

Théoréme 2.4.1. Soit & une solution de (P). On considére les conditions suivantes :
(i) f est Hadamard-différentiable au point &.
(i1) Pour tout i € {1,...,p}, gi est Hadamard-différentiable au point & lorsque g;(&) = 0.
(iii) Pour tout i € {1,...,p}, gi est semi-continue inférieurement au point T et
Gateauz-différentiable au point & lorsque g;() > 0.
(iv) Pour tout j € {1,...,q}, h; est continue au voisinage de T et Hadamard-différentiable au
point T.
(v) (Dahi(Z), ..., Drhq()) est une famille libre.
(vi) Il existe w € ﬂ?leerDth(i) t.q. pour tout i € {1,...,p},
D¢gi(2) - w > 0 lorsque ¢;(&) = 0.
(vii) La famille ((Dggi(2))i1<i<p, (Drh;(2))1<j<q) est une famille libre.
Partie (I)
Sous les assertions (i)-(iv), il existe (Ao, ..., A\p) € Rﬁ“ et (pi1,..., uq) € RY, appelé multiplicateur de
Fritz John, qui vérifient les assertions :
(@) (N0s ooy Apy 15 -es fig) 7 (0,...,0).
(b) Pour tout i € {1,...,p}, \igi(Z) = 0.
(c) XD f(2)+ >0 XiDagi(2) + >5_1 pjDuhj(&) = 0.
Partie (II)
Sous les assertions (i)-(v), il existe (o, ..., \p) € Rﬁ“ et (1, .., ftq) € R? qui vérifient les assertions
(a), (b), (c) et
(d) (Xo,--sAp) # (0, ..., 0).
Partie (IIT)

Sous les assertions (i)-(vi), il existe (Xy, ..., \},) € R’fl et (py, s py) € RT avec \y = 1, appelé
multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker, qui vérifient les assertions (a), (b) et (c).

Partie (IV)

Sous les assertions (i)-(iv) et (vii), il ewiste (X, ..., \},) € R{frl et (17, ty) € RT avec Ny = 1,
déterminés de fagon unique, qui vérifient les assertions (a), (b) et (c).

Commentaires sur le Théoréme [2.4.7]

Dans la Partie (I) du théoréme, on suppose que la fonction de I'objectif est Hadamard-différentiable
en la solution optimale et que les fonctions constituant les contraintes d’inégalité inactives sont seule-
ment Gateaux-différentiables en la solution optimale et semi-continues inférieurement en la solution
optimale. De plus, on suppose que les fonctions constituant les contraintes d’inégalité actives sont
Hadamard-différentiables en la solution optimale. Enfin, on suppose que les fonctions constituant
les contraintes d’égalité sont Hadamard-différentiables en la solution optimale et continues sur un
voisinage de la solution optimale. Avec ces hypothéses, on parvient & construire un multiplicateur
de Fritz John associé au probléme (P).

Dans la Partie (II), on donne une condition pour trouver un multiplicateur de Fritz John non nul
parmi ces p + 1 élément associé au probléme (P).

Dans la Partie (III), on fournit une condition pour obtenir I’existence d’un multiplicateur de Karush-
Kuhn-Tucker pour le probléme (P).

Dans la Partie (IV), on fournit une condition pour obtenir I'existence et 'unicité des multiplicateurs
de Karush-Kuhn-Tucker pour le probléme (P).

Enfin, on peut établir une chronologie succincte des améliorations des Regles des Multiplicateurs
pour le probléme (P).
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e Lorsque F est de dimension finie, O.L. MANGASARIAN et S. FROMOVITZ (cf. [29]) établissent,
en 1967, une Reégle des Multiplicateurs dans le cas ou la fonction de I'objectif et les fonctions
constituant les contraintes d’inégalité et d’égalité sont contintiment Fréchet-différentiables.

e Lorsque E est de dimension finie, Hubert HALKIN (cf. [24]) établit, en 1974, une Reégle
des Multiplicateurs dans le cas ol la fonction de 'objectif et les fonctions constituant les
contraintes d’inégalité et d’égalité sont continues sur un voisinage de la solution optimale et
Fréchet-différentiables en la solution optimale.

e Lorsque E est de dimension finie, Philippe MICHEL (cf. [30]) établit, en 1989, le méme
résultat que Hubert HALKIN avec une démonstration trés différente.

e Lorsque FE est de dimension finie, Joél BLOT (cf. [9]) établit, en 2016, une Régle des Multi-
plicateurs dans le cas ou la fonction de I'objectif et les fonctions constituant les contraintes
d’inégalité sont seulement Fréchet-différentiables en la solution optimale, et les fonctions
constituant les contraintes d’égalité sont continues sur un voisinage de la solution optimale
et Fréchet-différentiables en la solution optimale.

e Lorsque F est de dimension infinie, le Théoréme [2.4.1] établit une Régle des Multiplicateurs

dans le cas ou la fonction de I'objectif et les fonctions constituant les contraintes d’inégalité
sont seulement Hadamard-différentiables en la solution optimale et les fonctions constituant
les contraintes d’égalité sont continues sur un voisinage de la solution optimale et Hadamard-
différentiables en la solution optimale.
Comme souligné dans la Proposition [2.1.6] une fonction Fréchet-différentiable en un point est
aussi Hadamard-différentiable en ce point. Toutefois, la réciproque n’est pas vraie en général.
Ceci a fait 'objet de la publication intitulée "A generalization of multiplier rules for infinite-
dimensional optimization problems”, de H. YILMAZ en 2021.

Dans le Lemme suivant, on énonce le théoréme de point-fixe de Schauder.
Lemme 2.4.2. Le théoréme de point-fixe de Schauder. Soit E un espace vectoriel normé réel,
soit C' une partie non vide, convexe et compacte de E et soit f : C — C une fonction continue,

alors f admet un point fize i.e. il existe v € C t.q. f(x) = x.

Démonstration. On peut trouver une démonstration du point-fixe de Schauder dans [20], p. 119. O

Lemme 2.4.3. Soit n € N*. Soit E un espace vectoriel normé réel et x1,...,x, € E.
Considérons la fonction T : R" — E définie par T(s) = > | siz;, quand s = (s1, ..., Sp) € R".
Alors T € L(R™, E).

Démonstration. Soit A € R et s!, 5% € R™.
T(As' +s%) = Asp + s2)x;

1,.. n 2.
)‘Silxz + i1 31'29”1
n n
D1 SiTi+ D i siT

Puisque dim(R™) = n < +o00, en utilisant le théoréme I de [35] p. 101, on a T' € L(R™, E). O

Lemme 2.4.4. Soit n € N*.
Considérons ’ensemble A™ := {(sj)1<j<n € RY : 370 55 = 1}.
Alors A™ est une partie compacte de R™.
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Démonstration. Puisque

A" ={(sj)i<j<n €RY 370 ;55 =1}
= {(sj)1<j<n ER™ 1 (sj)1<j<n € RY et 377, |sj| =1}

{(sj)1<j<n € R™ 1 (sj)1<j<n € REF N {(sj)1<j<n €R™ 1 370 |55 = 1}
=R N S),(0,1),

puisque [0, +00[ est une partie fermée de R, en utilisant le théoréme 2.2.17 de [7], R"} est une partie
fermée de R™.

Et puisque S|, (0,1) est une partie fermée de R", d’aprés le théoréme 2.2.14 de [7], en utilisant le
théoréme 2.2.8 de [7], A™ est une partie fermée de R".

De plus, puisque S|, (0, 1) est une partie compacte de R™ d’aprés I'application 1 p.416. de [30] et
A™ C 5),(0,1) en utilisant la proposition 2.4.11 de [7], on a A™ est une partie compacte de R". [

Lemme 2.4.5. Soit n € N*.
Soit E un espace vectoriel normé réel et x1,...,T, € E.
Alors K := {3} | sizi : s € A"} est une partie conveze et compacte de E.

Démonstration. Notons que I = T(A™).

Puisque A™ est compact d’aprés le Lemme et puisque 7' € L(R", E) d’aprés le Lemme
on a, en utilisant 5, p. 67 de [35], IC est partie compacte de E. De plus, puisque A™ est une partie
convexe de R", on a, en utilisant la proposition 1.b de [I], K est une partie convexe de E. ]

2.4.1 Preuve de la Régle des Multiplicateurs pour un probléme avec un nombre
fini de contraintes d’égalité et d’inégalité

Supposons que les assertions (i)-(iv) soient vraies.
On pose S:={i e {1,...,p}: gi(z) =0}.
Sans perte de généralité, on peut supposer que S # (0.
En effet, si S = (), on peut éliminer toutes les contraintes d’inégalité.
Puisque S =0, Vi € {1,...,p}, ¢:(2) # 0.
Et puisque Z est une solution de (P), on a, Vi € {1,...,p}, gi(¢) > 0.
Par conséquent, on a

Vi€ {1,...p}, gi(@) > 0. (2.4.1)

Ainsi, en utilisant (ii) et (2.4.1)), [z — infi<;<;, gi(z)] est semi-continue inférieurement au point &
grace a 7.4.7 de [19], p.97.
Donc, puisque infj<j<p, gi(Z) = minj<i<p, g;(Z) > 0, grace a , on a

301 C ©Q un voisinage ouvert de & t.q. Va € €y, 1i<n£ gi(x) > 0.
<i<p
D’ou
3Q; C Q un voisinage ouvert de Z t.q. Vax € Qq, Vi € {1,...,p}, gi(x) > 0. (2.4.2)

Par conséquent,  est solution du probléme suivant

Maximiser f(x)
(SP) lorsque x €M
Vje{l,....q}, hj(z) =0.

Puisqu’on parvient & éliminer les contraintes d’inégalité, dans la suite de la preuve, on suppose que

S # 0.
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Eliminer les contraintes d’inégalité inactives

Il existe s € {1,...,p} t.q. card(S) := s. Quitte a réindexer, on peut supposer que S := {1, ..., s}.
Montrons qu’il existe U un voisinage ouvert de & t.q., Vj € {1,...,q}, h; est continue sur U et & est
une solution du probléme suivant

Maximiser f(z)
lorsque x €U
Vie{l,..,s}, gi(x) > 0.
Vi e {1,...q}, hj(z) = 0.

Puisque, Vi € {s+1,...,p}, ¢i(Z) # 0 et Z est une solution de (P), on a, Vi € {s+1, ..., p}, gi(&) > 0.
Par conséquent, on a

(NP)

Vie{s+1,..,p}, gi(z) > 0. (2.4.3)

Ainsi, en utilisant (iii) et (2.4.3)), on obtient que [z — inf,i1<i<p gi(z)] est semi-continue inférieu-
rement au point & grace a 7.4.7 de [19], p.97.
Donc, puisque infsi1<i<p ¢i(2) = ming1<i<p gi(2) > 0, grace a (2.4.3)), on a

AU C Q un voisinage ouvert de & t.q. Vo € Uy, inf g;(x) > 0.
s+1<i<p
D’oi, en particulier
Ve e Uy, Vi € {S +1, ...,p}, gz({L') > 0. (2.4.4)

Puisque (iv), Vj € {1,...,q}, il existe V; C Q un voisinage de & t.q. h; est continue sur V}.
Puisque, Vj € {1,...,q}, V; C Q un voisinage de &, V = ﬁ?lej C ) est un voisinage de Z.
Posons V = int(V'), puisque V est un voisinage de &, int(V'), est un voisinage ouvert de &.
Posons U :=U1NV.
Puisque U; est un voisinage ouvert de & et V est un voisinage ouvert de & : on a U est un voisinage
ouvert de Z.
Puisque, Vj € {1,...,q}, U Cint(V) C V C V}, h; est continue sur U.
Notons Adm (N P) (respectivement Adm(P)) Pensemble des points admissibles du probléme (N P)
(respectivement (P)).
Soit x € Adm(N P) ; puisque z € Adm(N'P),onax € U C Qet, Vi € {1,..., s}, gi(x) > 0.
Par conséquent, en utilisant , on a, Vi € {1,...,p}, gi(x) > 0 et x € Qie x € Adm(P).
Ainsi, puisque Z est solution de (P), on a f(z) > f(z).
Par conséquent, on obtient

& est solution du probléme (N P). (2.4.5)

Preuve de la Partie (I)

On considére les fonctions G : U — Rt et H : U — RY définies par, Vo € U, G(z) =
(f(2), g1(2), ..., gs(2)) et H(x) = (hi(2), ..., hy(2)).
Avec (i), (ii) et (iv), en utilisant le Lemme[2.1.11] on sait que G et H sont Hadamard-différentiables
au point Z.
De plus, pour chaque § € E, DgG(&)-§{ = (Duf(2) - &, Dugi1(2) &, ..., Dugs(z) - §) et
On pose C :=Im (DyG(&), Dy H (%)) + R x {Opq}.

Puisque DyG(#) € L(E,R*t1) et Dy H (%) € L(E,R?), on a

(DyG(2), DpH (%)) € L(E,RSTITY),
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Puisque E est convexe car espace vectoriel, en utilisant la proposition 1 b), p.201 de [I], on a :
Im(DyG (%), Dy H (%)) est une partie convexe de R¥*1+4.

Puisque R¥™! est une partie convexe et {Ogq} est convexe, en utilisant le théoréme 4, p. 267 de [32],
on a: R x {Ogq} est une partie convexe de R*+1+4,

Par conséquent, C' est une partie convexe de R¥+1+9,

Montrons que C' n’est pas un voisinage de 0.
Raisonnons par ’absurde, supposons que C' est un voisinage de 0 i.e.

Ir >0 t.q. EHHOO(O,T) c C. (2.4.6)

Posons b = (r,...,r) € RSt
Considérons (eq;)1<j<q la base canonique de RY.
Soit j € {1,...,q}; on a

(b, req.)llo0 =7 <7 et [|[(b, —=reg )l =7 <T

d’out
(b,’l”e%j) € B”‘Hoo(07 ’I") et (b, —’r‘qu) S BH'Hoo(O’ 7“).

Par conséquent, en utilisant (2.4.6) on a (b,req ;) € C et (b, —rey ;) € C.
D’ou, il existe uj € E et zj = (20,5, ..., %s,5) € R t.q.

DuG(2) -uj+zj =bet DgH(Z) - uj = reg, (2.4.7)
et il existe @; € E et Z; = (30,4, ..., 3s;) € R*T! t.q.
DuG(&) -0+ % = bet DyH(Z) - tij = —req;. (2.4.8)
On pose K := {3°9_; ajuj + Y9, a;1; : ((a))1<<q: (@5)125<4) € A%}
Notons que 0 ¢ K.

En utilisant le Lemme K est une partie convexe et compacte de E.
Puisque G et H sont Hadamard-différentiables au point Z et K est un compact de F, on a

361 > 0, Vt €]0,81], Vk € K, |G(i + th) — G(&) — tDrG(2) - koo < 7t (2.4.9)

dd2 > 0, Vt €]0,09), Vk € K, || H(& +tk) — H(z) —tDgH(Z) - k|loo < gt. (2.4.10)
Puisque U est un voisinage de , on a
Jrg > 0 t.q. B(#,79) C U. (2.4.11)

Pp— 3 r
On pose « := min{dy, d2, m}

Ainsi, en utilisant (2.4.9)) et (2.4.10)), avec t = o, on a

Vi € K, |f(Z 4 ak) — f(2) —aDy f(2) - k| < ra (2.4.12)
Vk e K,Vie{1,.., s}, |gi(z + ak) —aDpg(2) - k| < ra (2.4.13)
Vk e K,Vje{l,..., q}, |hj(&+ ak) —aDgh;i(z) - k| < ca. (2.4.14)
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On pose, pour tout j € {1, ..., ¢}, pour tout k € K,
1 . N
wj(k) = ahj(.l‘ + Oék‘) — Dth(af) - k.

Soit j € {1, ..., ¢} ; puisque ¢ := [z ++ & + ax] est une fonction affine sur £, on a ¢ € C°(E, E).
Par conséquent ¢y € CO(K, E).
Soit k€ K;on a

)

lo(k) = 2| = |2 + ak — 2| = |lak| = af|k]| < ————|[k[| < 7o.
suppeg ||k
D’ott on déduit
o € C°(K,B(&,10)). (2.4.15)
Ainsi puisque h; est continue sur U, avec (2.4.11)), on a
hj o € C°(K,R).
De plus, Dyhj(2) € C°(E,R), donc on a
Dyh;(2)x € C°(K,R).
Ainsi,
. 1 A
\V/j S {1, ...,q}, w; = ahj CYIK — Dth(l')u( S CO(K,R) (2416)

Soit j € {1,...,.q} et k€ K;on a

lw; (k)| (% +ak) — Dgh;(Z) - k|

(2 4+ ak) — aDghj(Z) - k|

grace a

Il
=
> S
<SS

|
=
Q

Al
QN Q-0 [

d’oul

Vi€ {1,...q}, ¥k € K, |w;(k)] < - (2.4.17)

3

On considére, pour chaque j € {1, ..., ¢}, les fonctions ¢; : K — R définie par ¢;(k) = 2%1 — Z—Iij(k:)
et ¢j : K — R définie par ¢;(k) = 2%1 + 3w;(k).
Considérons la fonction ® : K — FE définie par

O(k) =Y di(k)-uj+ Y dj(k) - .
j=1 j=1

Soit j € {1,...,q} et k € K;on a

et
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De plus, on a

?:1 ij(k) + 23‘21 &](k) = 3’:1 % erwj(k) + Z] 1 2q + 27~wj (k)
=20 195 — arwi(k) + g + grwi(k)
7=1 2¢q 2q
— 5 1
T Luj=lg
= g = 17
q

et par conséquent,
o(K) C K.
Considérons la fonction T : R?? — E définie par T'(s) = Z?:l sju; + 23:1 Sqt5l;.

En utilisant le Lemme [2.4.3) on a T € L(R%*, E). )
De plus, en utilisant (2.4.17)), on a, Vj € {1,...,q}, ¢; € C°(K,R) et ¢; € C°(K,R).
Par conséquent, en utilisant 2° propriété d), p.41 de [35], on a

P = (P1, ey Bgy P1oenv, Pg) € CO(K,R?).

(2.4.18)

Puisque ® = T o4, on a, en utilisant le théoréme de composition des fonctions continues, p.43 de

[35]7
® e C'K,E).

(2.4.19)

Puisque K est une partie non vide, convexe et compacte de E, avec (2.4.18)) et (2.4.19)), en utilisant

le théoréme du point-fixe de Schauder, Lemme 2.4.2] on a

Jk e K t.q. ®(k) = k.
On sait que

DpH(%) -k = DHH

/-\ /-\ —
\HE’\H

29  2r wj( ))Teq (%q
= Z 2rwj(k)reqj wj(k)regq,;
= ;1 1 wj(k)@q,y-

Par conséquent, pour tout j € {1,..., ¢}, on a

~

Dyhj(#) -k = —wj(k) = —(=h;(& + k) — Dyrhy(&) - k)

1
o

ce qui implique que

wj(k) Dy H (&) - uj + 30— (55 + zrwa(’f))DHH(aé)-a
+ 2rwj( ))( req,j grace a

(2.4.20)

Vje{1,..,q}, hj(z +ak) = 0. (2.4.21)
Puisque k € K, il existe (aj,a;)1<j<q € R3 avec diaj+i g a;=1tq.
q
Z aju; + Z ;.
Par conséquent, on a
Dy f(2)- Eo= ?:1 ajDHf(fC) Uy + Z?:l deHf(A)
=i ai(r —204) + 30 a;(r — Z,5) (grace a ot ([2.4.8))
> Y1 ar + 30 agr car (20,5)1<j<q € R et (Zo,y)ls]s«z €RL
= T(Z?’:l aj +a;) =r
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d’ou
Duf(d) -k >r (2.4.22)
Soit i € {1,...,s}. Alors on a
Dpgi(®)-k =Y1_a;Dugi(®) - uj + 31, a;Dpgi(#) - i
=300y ai(r —zi) + 200 a(r — Zij) (grace a (2.4.7) et (2.4.8))
> 3od a4+ 301 agr car (2)1<j<q € RL et (Zi5)1<j<q € RL
=r(Xjoi a5 +a;) =,

d’ou R
Dygi(z) -k > (2.4.23)
Soit ¢ € {1, ..., s}, en utilisant avec k = k, on a, pour chaque i € {1,...,s},
gi(T + ozl;‘) —aDpygi(z) - k> —ra,
d’on, pour chaque i € {1, ..., s},

gi(# +ak) >aDygi(i) -k —ra
>ar—ra=_0.

Par conséquent, on a

Vie {1,..,s}, gi(@ + ak) > 0. (2.4.24)
Avec (2.4.15)) et (2.4.11)), on obtient que & + ok = (k) € B(&,r) C U.
Par conséquent, en utilisant (2.4.21]) et (2.4.24)), on obtient que Z + ak est admissible pour le
probléme (N P).
D’oi, en utilisant , on a

f(&+ ak) < f(&). (2.4.25)
En utilisant (2.4.12) avec k = k, on a f(2 + ak) — f(&) — aDy f(2) - k > —ra; dou

f(&+ak) — f(&) >aDyf(z) k—ra

>ar—ra=>0.

Par conséquent, on a
f(@+ ak) > f(z), (2.4.26)

ce qui contredit (2.4.25)).

Par conséquent, C' n’est pas un voisinage de 0 i.e. 0 € R+ \ int(C).
De plus, 0 € Im (D G(2), Dy H(Z)) car c’est un espace vectoriel et 0 € R x {Ogq}, d’ot 0 € C.
Ceci implique que

0€C\int(C) c C\int(C) = Fr(C).

Puisque C' est une partie convexe de R*+4 et 0 € Fr(C), en utilisant le Lemme [2.3.2 on a
il existe v = (Ao, .oy A, f1, -y fg) € RITST\ {0} tel que Vo € C, (v | z) < 0.
Par conséquent, on a

. 1+s
Vu € B, Vz = (20, ..., %) € RY } (2.4.27)

M (Dy f(2) - u+ 20) + 3251 Xi(Drgi(®) - u+2) + 320 piDrhj(2) -u < 0.
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On pose, pour tout i € {s+1,..., p}, A; = 0.
Puisque (Ao, ..., Ag, ft1, .-, f1q) # 0, on a

()\0,..., )\p,,ul,...,uq) 75 0. (2428)
Considérons (es41,j)1<j<s+1 la base canonique de RS+,
Soit i € {0, ..., s} ; en utilisant (2.4.27) avec u =0 et 2 = —egy1,i11, On &
Xo(Dg f(#) -0+ ) +Z>\ (Drgi() -0+ 2) +ZMJDHh (2)-0=—\; <0,
=1 7=1
d’ot
A > 0.
Donc on a
Vi€ {0,...,p}, \i > 0. (2.4.29)
Soit i € {1,...,p}. Sii € {1,..., s}, puisque ¢;(Z) = 0, on a A;g;(&) = 0.
Sii€ {s+1,..,p}, puisque \; =0, on a \;g;(z) = 0.
Ainsi
Vie {1,...p}, Nigi(&) = 0. (2.4.30)
En utilisant (2.4.27)), avec z =0, on a
q
Yu € E, \oDy f() - u+ Z AiDygi(& Z jDrh;(&) - u < 0. (24.31)
i=1 j=1
Soit u € E'; en appliquant (2.4.31)) avec —u € E, on a
s q
XD f(#) - (—u) + > \iDmgi(#) - (—u) + > p;Duhy(#) - (—u) < 0.
i=1 j=1
Or, nous avons
AoDu f(2) - (—u) + 327 XiDugi(@) - (—u) +329_ pjDuhj() - (—u)
~(MoDu f(#) - u+ 32 XiDugi(®) - u+ 35, pjDihy(d) - ),
d’ot .
~(MoDu f() - u+ Z AiDpgi(i Z iDihj(#) - u) <0,
=1 j=1
ce qui implique que
q
MoDp f(2 Z AiDugi(& ZujDth(a?) ~u > 0.
j=1
De plus, grace a (2.4.31)), on a
q
XD f (&) - u+ Z \iDpgi(# Z iDih;(#) - u <0,
=1 j=1
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d’ot, on a prouvé que

q
oDy f(&) u—i—Z)\ Dygi(é Z iDyrhj(#) - u=0. (2.4.32)
=1 j=1

Puisque, Vi € {s+1,..,m}, \; =0, on a

XDy f(z) u+ Zle ANiDpgi(Z) - u+ Z?:l ,LLjDth(i') cu = 0. (2.4.33)

Ainsi, en utilisant (2.4.28)), (2.4.29), (2.4.30) et (2.4.33), on a bien montré que (a), (b) et (c) sont
vérifiées.

Preuve de la Partie (II)

On suppose maintenant (i), (ii), (iii), (iv) et (v).
Raisonnons par I’absurde, supposons que (A, ..., Ap) = (0, ..., 0).

Donc, d’aprés (2.4.33)), on a Z?:l piDphj(Z) - u = 0.

Avec (v), on a (pu1, ..., fiq) = 0.
Par conséquent, on a (Ao, ..., Ap, {1, ..., ftg) = (0, ...,0) ; ce qui contredit (a).
Ainsi on a prouvé (d).

Preuve de la Partie (III)

On suppose maintenant (i), (ii), (iii), (iv), (v) et (vi).
En utilisant la Partie (II) du Théoréme il existe Ag, ..., A\p € Ry et py, ..., g € R qui vérifient
(a), (b), (c) et (d).
Montrons que Ag # 0; raisonnons par I’absurde ; supposons que A9 = 0.
Avec (b) et (d), on a
(A1,.ey As) #0.

Avec (vi), puisque (A1, ..., As) € R§ \ {0}, on a
> AiDggi(#) - w > 0.
Or, en utilisant (2.4.32)), on a

ZA Dggi(@) -w =0,

ce qui est une contradiction.
Par conséquent Ag # 0.
Puisque, A\g # 0, on peut poser

Ai .
Vi € {0,...,p}, Nj =" etVje{l,...,q}, p = Hi
)\0 J )\0
Puisque \| = % =1, (a) est vérifiée.
Soit 7 € {1, .. ,P} on a
Aigi (@
Nai(@) = M _ g
0
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d’ott (b) est vérifiée. Notons que

oD f(&) + 320, 1DG91( &) + 325 WDih(2)
)\ODHf( ) Zz 1,\1Dng( )"‘Zg 1)\]DHh( )
3o MoDm f(#) + 30 MiDagi(®) + Y0, pjDuhy(2))
—0

par conséquent, (c) est vérifiée.

Donc (Ag; A, -y Ay) € Rﬁ“ et (i, ..., ) € RY, avec Ny = 1 vérifient (a), (b) et (c).

Preuve de la Partie (IV)

Supposons (i), (i), (iii), (iv) et (vii). Grace  la Partie (I) du Théoréme[2.4.1]il existe Ao, ..., A, €
Ry et pi,..., g € R qui vérifient (a), (b), (c). D’abord, montrons que A9 # 0; raisonnons par
I’absurde, supposons que Ay = 0.

En utilisant (c), on a

p q
> AiDGgi(#) + Y piDirh;(@) = 0.
i=1 j=1

Par conséquent, grace a (vii), on a

(/\1, caey )\p, M1, ...,,uq) =0.

Ceci contredit I'assertion (a).
Puisque Ag # 0, on peut poser

Ai . .
Vi€ {0,..,p}, M= L et Vi € {1,...,q}, i = L.
Ao J Ao

Puisque \j = i—o =1, (a) est vérifiée.

Soit i € {1, .. ,p} on a

donc (b) est vérifie. Notons que

N Du f(@) + 37 zDGgZ( )+ 27 1M§DHh (@)
= 2D f(#) + X0, 3 Dagi(d )+Z] 1 5eDirhy(2)
T()‘ODHf( )+Zz—1 AiDggi(2 )+Z]—1/’L]DHh( 1))

I

I
=3

par Conséquent7 (c) est veérifiée.

Donc (A, A7, -, A) € lerl et (p, .-, py) € R, avec Xy = 1, vérifient (a), (b) et (c).
Soit (Af, ..., Ap) € Rﬁ“ et (u1, ..., uy) € R? avec Aj = 1 vérifiant (a), (b) et (c).
Soit (AF, ..., A2) € RP et (43, s p2) € R” avec A = 1 vérifiant (a), (b) et (c).
En utilisant Passertion (c), on a

(S
(S

q
Dy f( +ZA Dggi(#) + > piDyh;(i) =0
i=1 j=1

et

q
Dyf(#)+ Z N Dagi(&) + Y piDihy(&) = 0.
i=1 j=1
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Par conséquent, on a

p

q
> (A= A)Dagi(d) + Y (1 — 13)Dyhy(&) = 0.
7j=1

i=1
Ainsi, en utilisant ’assertion (vii), on a

Vie{l,...p}, ANl = et Vje{l,..q} ,ujl = /L?.

2.5 Théoréme de l’enveloppe pour deux problémes a paramétre
avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité.

Dans cette section nous allons énoncer un théoréme de l'enveloppe pour deux problémes &
parameétre avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité.

2.5.1 Enoncé d’un théoréme de ’enveloppe pour le premier probléme a para-
metre

Dans cette sous-section, on énonce un théoréme de I’enveloppe pour un probléme d’optimisation
a paramétre ou la fonction de I'objectif et les fonctions constituant les contraintes d’égalité et
d’inégalité ont pour espace de départ le produit cartésien d’un ouvert d’un espace vectoriel de
dimension infinie et de I'espace des paramétres.
Soit (X, || - ||x) un espace vectoriel normé réel, G un ouvert de X. Soit Y un espace vectoriel normé
réel. On considére f: G x Y = R, g; : G x Y — R pour chaque i € {1,..., k}, h; : G x Y — R pour
chaque j € {1,..., l}. On étudie le probléme suivant :

Maximiser f(x, )

lorsque xz€G
Vie{l,..,k}, gi(z,m) >0
Vie{l,...,l}, hj(z,m) =0.

(M, )

On note, pour chaque 7 € Y, V(7) la valeur du probléme (M, 7).
Soit mg € Y, on considére les conditions suivantes.
(A1) Il existe un voisinage ouvert P de 7 t.q. pour tout 7w € P, il existe z(7) solution du probléme
(M, 7).
(A2) Il existe 67 € Y t.q. Dba(mo; o) existe.
(A3) Pour chaque ¢ € {f}U{g; : 1 <i<k}U{h;:1<j <1}, Dao(a(ng), mo) existe, Vmr € P
Dp¢(x(r), m) existe et [ — Dy 1d(z(r),m)] € COP, (X |- |l2))-
(A4) Vmr e P,Vj e {1,...,1}, [x = hj(z,7)] est continue sur un voisinage de z(m).
(A5) (DHng(g(’]To), 71'0), ceey DH,lgk(&(WO)a 7T0), DH’lhl(g(ﬂo), 7T0), ceey DH71hl(£(7T0), 71'0)) est une
famille libre.
(A6) 11 existe un produit scalaire (+|-)x« sur X* t.q. (:])x+ € CO((X* x X*, || - |£.1), R).
(A7) Pour chaque ¢ € {f} U{g; : 1 <i<k}U{h;:1<j<I}, pour chaque 7 € P, Dy¢(z(rm), )
existe et [ +— Dy og(x(rn),n)] € COUP, (Y*, || - ||2))-
(A2-bis) Vo € Y t.q. Dfz(mo; 67) existe.
(A2-ter) Vmr € P, Vér €Y t.q. D5a(m; o) existe.

Remarque 2.5.1. Lorsque dim(X) < 400, la condition (AG) est toujours vérifiée.
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Dans le théoréme suivant, on énonce le théoréme de ’enveloppe pour ce probléme.

Théoréme 2.5.2. Partie (I). Sous les hypothéses (A1), (A2), (A3), (A4), (A5), (A6), la dérivée

directionnelle a droite de la fonction valeur, V(-), au point my suivant la direction 6w existe et

DéV(WO; dm) = Dpaf(z(m),mo) - 67
+ 3 Xi(m0) D agi(z(mo), mo) - O
+ 32y (mo) D ahy(a(mo0), mo) - O,

0t A1(m0), ey Ak(0), p1(m0), ..y pi(mo) sont les uniques multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker as-
sociés a x(mg) pour le probléme (M, ).
Partie (II). Sous les hypotheses (A1), (A2-bis), (A3), (A4), (A5), (A6), la fonction valeur V est
Gateaux-différentiable au point wy et on a

DV (m) = Duaf(z(m), m0) + S0, \i(m0) Diragi(z(mo), o)
+ 3y i (0) D ahy (ax(0), o).

0t A1 (70), ey M(m0)y p1(m0), -y i(mo) sont les uniques multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker as-
sociés a x(my) pour le probléme (M, ).
Partie (III). Sous les hypothéses (A1), (A2-ter), (A3), (A4), (A5), (A6), (A7), la fonction valeur

V est contintiment Fréchet-différentiable sur un voisinage ouvert Q) de wy et, pour chaque ™ € @,

DpV(r) = Duaf(a(r),m) + S0y \i(m) Dy agi(z(n),m)
+ 30y pi(m) D ohy(a(r), )

0t A (7)), ooy Me(7), p1 (), ooy py () sont les uniques multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker asso-
ciés a la solution z(m) pour le probléme (M, ).

Commentaires sur le Théoréme Les principales contributions du Théoréme sont

les suivantes :

— A la différence des théorémes de I'enveloppe de C. FOURGEAUD et A. PERROT cf. [22] et de
K.C. BORDER cf. [6], X est de dimension infinie.

— Comparé aux théorémes de 'enveloppe de C. FOURGEAUD et A. PERROT cf. [22] et de K.C.
BORDER cf. 6], on ne suppose pas la régularité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker.
En effet, en construisant un lemme de Gram-Schmidt & paramétre, on parvient a démontrer
que les multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker sont continus par rapport au paramétre.

— Comparé aux théorémes de ’enveloppe de C. FOURGEAUD et A. PERROT, cf. [22], de K.C.
BORDER, cf. [6] et de M. CARTER, cf. [15], en utilisant la Régle des Multiplicateurs établie
dans la section 2 de ce chapitre, on parvient & remplacer I’ hypothése de continue Fréchet-
différentiabilité par ’hypothése de Hadamard-différentiabilité pour la fonction de 'objectif
et les fonctions constituant les contraintes d’inégalité et d’égalité.

— Comparé aux théorémes de I’enveloppe de C. FOURGEAUD et A. PERROT, cf. [22], de K.C.
BORDER, cf. [0] et de M. CARTER, cf. [15], pour la solution, on remplace I’hypothése de
continue Fréchet-différentiabilité par I'hypothése d’existence de dérivée directionnelle & droite
par rapport au paramétre et aux directions.

2.5.2 Enoncé d’un théoréme de I’enveloppe pour le second probléme i para-
meétre

Dans cette sous-section, on énonce un théoréme de I’enveloppe pour un probléme & paramétre
ou la fonction de l'objectif et les fonctions constituant les contraintes d’égalité et d’inégalité ont
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pour espace de départ le produit cartésien d’un ouvert d’un sous-espace affine inclus dans un espace
vectoriel de dimension infinie et de I’espace des paramétres.
Notons que ce théoréme sera trés utile dans le chapitre de Calcul des Variations.
Soit A un sous-ensemble affine de X; S le sous-espace vectoriel directeur de A ; G? un ouvert de A.
On considére les fonctions suivantes f0: G° x Y — R, g? : GY x Y — R pour chaque i € {1,...,k} ,
et h? : GY x Y — R pour chaque j € {1,...,1}. Lorsque 7 € Y on peut ainsi construire le probléme
suivant :
Maximiser f9(z,7)
lorsque z € G°
Vie {1,...k}, ¢2(z,7) >0
Vje{1,....1}, hY(z,m) = 0.

(M®, )

Pour chaque 7 € Y, on note V°(r) la valeur du probléme (M

Soit my € Y, on considére les conditions suivantes.

, ).

(A1) 1 existe un voisinage ouvert P de my dans Y t.q., pour chaque 7 € P, il existe z(7) une
solution du probléme (M°, 7).

(A°2) 1l existe 67 € Y t.q. Dz (m; 67) existe.

(AY3) Pour chaque ¢ € {f°YU{g?:1<i<k}U {h? :1<j <}, Du¢(z(m),mo) existe, Vr € P,
Dpi¢(z(m), ) existe et [ — Dy 1¢(z(m), )] € COP, (S, || ||2))-

(A%) Vr € P,Vj € {1,..,1}, [z = h(z,7)] est continue sur un voisinage de z(7) dans G°.

(A05) (DHJQ?(g(T(o), 7T0), cony DH,lgg(g(ﬂ'()), 7T0), DH71h(1)(§(7T0), 7T0), cavy D}Llh?(g(ﬂ’o), 7['0)) est une
famille libre.

(AY6) 11 existe un produit scalaire (+|-)s= sur S* t.q. (+|-)s« € CO((S* x S*, || - ||z.1), R).

(A°7) Pour chaque ¢ € {fO}U{g) :1<i< k‘}U{h? :1 < j <1}, pour chaque m € P, Dy¢(z(m), )
existe et [ — Dpgad(z(m), m)] € COUP, (Y| - |l2))-

(A2-bis) Vém € Y t.q. Dfz(mo; o) existe.

(A%2-ter) Vrr € P, Vo € Y t.q. D} z(m; o) existe.

Remarque 2.5.3. Lorsque dim(S) < +o0, la condition (AY6) est toujours vérifice.

Remarque 2.5.4. L’ensemble G° étant un ouvert du sous-espace affine A, on précise la signification
des notations des conditions (A°3) et (A°7).

Soit f: GY x Y — R, soit ® € P. Considérons la fonction | : (GY — {z(m0)}) x Y — R définie par,
pour tout (z,7) € (G® — {z(m0)}) x Y, f(z,7) := f(x + z(mo), 7).

— Notons que 'ensemble G° — {z(m)} est un ouvert de S.

— On dit que § est Hadamard-différentiable au point (2(%),7) lorsque la fonction | est Hadamard-
différentiable au point (2(7) — z(mo), 7). On note Dgf(z(7),7) € L(S x Y,R) sa Hadamard-
différentielle au point (2(7),T) qui est égale & Dyf(z(T) — z(m0), 7).

— On dit que § est Hadamard-différentiable au point (z(7),T) par rapport a sa premiére variable
lorsque la fonction | est Hadamard-différentiable au point (2(7) — z(mo), ™) par rapport a sa
premiére variable. On note Dy 1f(2(7),7) € L(S,R) sa Hadamard-différentielle au point
(2(%), ) par rapport a sa premiére variable qui est égale & Dy 1§(2(T) — 2(m0), 7).

— On dit que f est Hadamard-différentiable au point (z(7),T) par rapport a sa deuziéme variable
lorsque la fonction § est Hadamard-différentiable au point (z(%) — z(mo),T) par rapport a
sa seconde variable. On note Dy of(2(7),7) € L(Y,R) sa Hadamard-différentielle au point
(2(7), ) par rapport a sa deuziéme variable qui est égale & Dy of(2(7) — z(mo), 7).

Dans le théoréme suivant, on énonce le théoréme de I’enveloppe pour ce probléme.
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Théoréme 2.5.5. Partie (I). Sous les hypothéses (A°1), (A2), (A3), (A%4), (A°5), (A°6),
DLV (mo; 0) existe et il existe un unique ((Ni(m0))1<i<k, (1j(m0))1<j<1) € RE x RY, multiplicateur
de Karush-Kuhn-Tucker associé a z(mg) pour le probleme (MY, mg), t.q.

DLVO(mo;6m) = Dpaf°(z(mo), mo) - 0 + S Xi(m0) D ag? (2(mo), mo) - O
+ 351 1 (m0) D ahl (2(mo) , w0) - 0.

Partie (II). Sous les hypothéses (A1), (A°2-bis), (AY3), (AY4), (A°5), (A6), V est Gateaua-
différentiable au point mo et il existe un unique ((N;(m0))1<i<k, (145(70))1<j<1) € RE x RY, multipli-
cateur de Karush-Kuhn-Tucker associé¢ a z(m) pour le probleme (MP, mg), t.q.

DGV () = Diaf®(z(mo), m0) + Sor ) Ni(m0) D299 (2(mo), mo)
+ 3y (o) D 2h(2(m0), o).

Partie (III). Sous (A1), (A2-ter), (A°3), (A%}), (AY5), (AY6), (A°7), il existe Q un voisinage
ouvert de my dans Y t.q. V est contindiment Fréchet-différentiable sur @ et pour chaque m € @,
il existe un unique (Ni(m))1<i<k, (15(7))1<j<1) € RE x R, multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker
associé & z(m) pour le probleme (MO, ), t.q.

DpV(r) = Dpuaf®(z(x),m) + iy Mi(w) D ag? (2(r), )
+ 30y i (m) D ohd(2(m), ).

Ces Théorémes vont étre démontrés dans les sections suivantes.

2.6 Preuve du théoréme de I’enveloppe pour le premier probléme
a parameétre

Dans cette section, nous démontrons notre théoréme de ’enveloppe pour le premier probléme a
parameétre.
Dans la sous-section Résultats d’algébre topologique, on démontre trois lemmes d’algébre to-
pologique. Notons que dans cette sous-section, & I'aide d’un lemme de Gram-Schmidt a paramétre,
on démontre un lemme sur la continuité par rapport au paramétre des coordonnées d’un vecteur
dans un sous-espace vectoriel de dimension finie dépendant d’un paramétre.
Pour la preuve de la Partie (I), nous utilisons la Partie (IV) de la Régle des Multiplicateurs
pour un probléme avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. Ensuite, en utilisant le
lemme sur la continuité par rapport au paramétre des coordonnées d’un vecteur dans un sous-espace
vectoriel de dimension finie dépendant d’un paramétre, on démontre la continuité des multiplica-
teurs de Karush-Kuhn-Tucker par rapport & . Enfin, on parvient & démontrer la Partie (I).
Pour la preuve la Partie (II), en utilisant le fait que la dérivée directionnelle & droite de la solu-
tion existe au point 7y suivant toutes les directions et la Partie (I) de ce théoréme, on démontre que
la fonction valeur admet une dérivée directionnelle & droite au point my suivant toutes les directions.
En outre, on démontre que la dérivée directionnelle & droite de la fonction valeur au point my est
linéaire continue par rapport aux directions. Ainsi V est Gateaux-différentiable au point .
Pour la preuve de la Partie (III), en ajoutant des hypothéses, on parvient a appliquer la Partie
(IT) pour chaque 7 dans un voisinage de m. Ensuite, en démontrant la continuité de la Gateaux-
différentielle de V' par rapport & m sur ce voisinage de m, on démontre que V est contintiment
Fréchet-différentiable sur ce voisinage.
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2.6.1 Reésultats d’algébre topologique.

Soit (E, | - ||lg) et (W, || - ||w) deux espaces vectoriels normés réels.

Lemme 2.6.1. Soit m € N*, wg €W et W € 4//wO<W). Soit (bi)lgigm S CO(W, (E, H . HE))m t.q.
(b1(wo), ..., b (wo)) est une famille libre. Alors, il existe Wy € Y4y (W), avec Wy C W, t.q. Vw € Wy,
(b1(w), ..., b (w)) est une famille libre.

Démonstration. Pour chaque w € W, on considére 'opérateur linéaire continu ®,, : R™ — E, défini
par,
Y(ul, ..., u™) € R™, ®yp(ul, ..., u™) = Z u'bi(w).

1<i<m

Raisonnons par ’absurde, supposons que
VWo € Yo (W), Wo C W, 3w € Wy, (b1(w), ..., by (w)) est une famille liée. (2.6.1)

Puisque W' € #,,,(W), il existe p > 0 t.q. By, (wo,p) C W. Par conséquent, en utilisant (2.6.1)),
on a

Vk e N, Jwy € BH'HW(wO’ t.q. Jug = (ullc7 oupt) € R™\ {0}, Dy, (ug) = 0. (2.6.2)

P
k+1
En posant, pour chaque k£ € N, v = IIU:W’ on a, pour chaque £ € N, v € ), (0,1) on
S| lam (0, 1) est la sphére unité de R™. En utilisant , on a

VE €N, > vpbi(wy) = 0. (2.6.3)
=1

De plus, puisque Sj.jjzm (0,1) est un compact de R™, il existe 0 : N — N strictement croissante,
il existe v € S| pm (0,1) t.q. hm ||Ua(k — v||gm = 0. Par conséquent, en utilisant (2.6.3]) et
)™

(bi)1<i<m € COW, (E, | - [|e)

i ’Uibi(’wo) = 0.
i=1

Ceci contredit que (b1(wo), ..., b (wo)) est une famille libre car v € S),j,,. (0, 1). O
Dans la suite, on suppose qu’il existe (-|-)g un produit scalaire sur E t.q. (-|-)g est continu sur

I'espace normé produit (E x E, | - ||g,1) dans R.

On note | - || la norme sur E induite par le produit scalaire (-|-)g.

Dans le lemme suivant, on démontre un lemme de Gram-Schmidt a paramétre.

Lemme 2.6.2. Soit W un ouvert de W.
Pour chaque n € N*, pour chaque (¢;)1<i<n € CO(W, (E,| - |[g))" t.q., Vw € W, (e;(w))1<i<n est
une famille libre, il existe (€;)1<i<n € CO(W, (E\ {0}, || - |[g))™ t.q. les assertions suivantes sont
vérifices.

(a) Yw e W, Vi € {1,...,n}, €(w) € Vect({e1(w), ..., e;(w)}).

(b) Yw € W, V(i,j) € {1,..., n}? t.q. i # j, (e;(w)]ej(w))g = 0.

(c) V(i,7) € {1, ..., n}?, Eloz;‘- € COW,R) t.q.Vw e W,Vj € {1,..., n}, ej(w) = > 1, ozg-(w)ei(w)

J

(w) =1 et ou oc;'-(w) =0 lorsque i > j.

ou OéJ
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Démonstration. Pour démontrer ce lemme nous allons faire un raisonnement par récurrence sur
n € N*.

Sin =1, soit e; € CO(W, (E,| - |Ir))-

Puisque, pour chaque w € W, (e1(w)) est une famille libre, on a : Vw € W, e1(w) # 0.

Par conséquent, en posant €; = e et pour chaque w € W, ai(w) = 1,ona e, € CO(W, (E\{0}, |||r))
et les assertions (a), (b) et (c) sont vérifiées.

Supposons que la propriété est vraie pour n > 1.
Soit (ei)1<i<nt1 € COW,(E, || - [|g))"* t.q. Vw € W, (e;(w))1<i<nt1 est une famille libre. En
utilisant la propriété 1) de [30] (p.81), on obtient que pour chaque w € W, (e;(w))1<i<n est une
famille libre.
Par conséquent, puisque (e;)1<i<n € CO(W, (E, || - |[g))", en utilisant 'hypothése de récurrence, il
existe (€)1<i<n € CO(W, (E\ {0}, || - [[g))™ t.q. les assertions suivantes sont vérifiées.

(a), Yw e W, Vie{1,..,n}, ¢(w) € Vect({e1(w), ..., ei(w)}).

(b)n Yw € W, V(i,j) € {1,..., n}? t.q. i # j, (;(w)]e;(w))g = 0.

(¢)n V(i,j) € {1,..., n}?, Eloz;- € COW,R) t.q.Vw € W,Vj € {1,..., n}, ej(w) = >, o (w)e;(w)

1=
ot aj(w) =1 et ot a;'»(w) = 0 lorsque i > j.

On pose, pour chaque w € W,

enir (W) = enpr(w) — Z (ent1(w)lej(w))e e (w).

2 w2

Soit w € W ; en utilisant (a), on a

3 (en+1(w)\6j(w))E6j(w) e Vect({er(w), ..., en(w)}). (2.6.4)

2 o)l

De plus, puisque (e;(w))1<i<n+1 est une famille libre, en utilisant la proposition de la p.78 de [30],
on a

ent+1(w) ¢ Vect({e1(w), ..., en(w)}).

Par conséquent, on a €,41(w) # 0.
Puisque, Vj € {1,..,n}, [ > (ens1(w), &(w))] € COW, (B x E, | - [5xe.1))] et ()& € CO((E x
E, |- |lg,1),R), en utilisant le théoréme de composition des fonctions continues, on a

Vi€ {1,...,n}, [w = (ens1(w)lej(w))g] € CO(W,R).
De plus, puisque (-|-)g € CO((E x E, || - ||g.1),R), en utilisant le Lemme [1.5.20} on a
Il € CO(E, || - le), R).

Par conséquent, puisque, Vj € {1,...,n}, ¢; € CO(W,(E\ {0}, - ||)), en utilisant le théoréme de
composition des fonctions continues, on a

Vi€ {1,...,n}, [w [lej(w)]%] € CO(W,R). (2.6.5)

Donc, on a

Vi€ {l,..,n}, B = |w (enTe(;(Jq)J)eﬂ;vw))E € CO(W,R).

Par conséquent, en utilisant les propriétés des fonctions continues, on a

ent1 € COW, (E, || - [[&)). (2.6.6)

CHAPITRE 2. OPTIMISATION STATIQUE 83



2.6. PREUVE DU THEOREME DE L’ENVELOPPE POUR LE PREMIER PROBLEME A
PARAMETRE

Avec (a)n, on a, Vj € {1,...,n}, €(w) € Vect({e1(w), ..., ent1(w)}).
Par conséquent, on a €,4+1(w) € Vect({e1(w),...,ent1(w)}); ce qui démontre (a)y41.
Soit w € W, soit i € {1,...,n}; on a

(envr(w)lei(w)e = (ent1(w) = 25 =iz G(w)le(w))s
\

S
=
3

T

R

g
o)

E J

E j=1 W ej(w)lei(w))e
5 — L (6 (w)lei(w)s
E

I~

llei (w) 1%

— (en+1(w)lei(w))e

Ceci démontre (b)p41.
Soit w € W; on a
(ent1(w)e; (w))

ent1(w) = ent1(w) Z?:1 Wq(w)
= eqp1(w) — Y, o OE (S ol (w)ey(w))
= ) - %

) -

o (i el (w) e (w)

i=1 (=1 Bj(w)ag(w))ei(w)

ol, pour chaque w € W, pour chaque i € {1,...,n}, on pose a;‘ﬂ(w) =1et

0‘;+1(w) = Z?:l Bj (w)aé(w). ‘
Puisque 3; € C°(W,R) pour chaque j € {1,...,n}, et puisque aj € C%(W,R) pour chaque i €
{1,...,n} et pour chaque j € {1,...,n}, on a

Vi€ {l,..,n+1}, oty € CO(W,R).

Ceci démontre (¢),+1. Ainsi le raisonnement par récurrence est achevé.

O

Dans le lemme suivant, on démontre un lemme sur la continuité, par rapport au paramétre,
des coordonnées d’un vecteur dans un sous-espace vectoriel de dimension finie dépendant d’un
paramétre.

Lemme 2.6.3. Soit W un ouvert de W, n € N* et (e;)1<i<n € CO(W,E)" t.q. Vw € W, (e;(w))1<i<n
est une famille libre. Pour chaque w € W, on note F, = Vect({ei(w) : 1 < i < n}), et F :=
Uwew (Fuw X {w}). Lorsque (x,w) € F, on note (x'(x,w))1<i<n la liste des coordonnées de x dans
la base (e;(w))i1<i<n-

Alors, pour tout i € {1,..., n}, x* € C°(F,R).

Démonstration. Puisque (e;)1<i<n € CO(W, (E, || - ||g))™ et, Yw € W, (e;(w))1<i<n est une famille
libre, en utilisant le Lemme il existe (¢;)1<j<n € CO(W,(E\ {0}, - |g))™ t.q. les assertions
(a), (b) et (¢) du Lemme sont veérifiées.

Avec (b) et puisque, pour chaque w € W, Vj € {1,...,n}, €j(w) # 0, on a, Vw € W, (¢j(w))i1<j<n
est une famille libre.

Par conséquent, en utilisant (a), on a

Yw € W, B, = Vect({e1(w), ..., en(w)}).

Hasan YILMAZ 84



CHAPITRE 2. OPTIMISATION STATIQUE

Soit w € W et x € Fy,, on a donc

(xei(w))e

X = Y (x,w)ei(w) ot Vi € {1,...,n}, y'(x,w) := .
Z RS A FIEOIE

Soit 7 € {1,...,n}.
Avee ([26.3), puisque (| )z € CO(E x E. | - [5.1),R), & € COW, (E\, {0}, |- 1)), alors on a

Vi€ {1,..,n}, y; € C°(F,R). (2.6.7)

Puisque (e;(w))1<i<n et (€;(w))

1<i<n sont deux bases de l’espace vectoriel F},, on peut considérer
la matrice de passage M (w) de (
( §(w)
M (w

<i<

ei(w))i<i<n & (€(w))1<i<n.

)i<i<n,1<j<n. De plus, puisque, pour chaque (i,5) € {1,...,n}?,
)] € CO(W,GL(n,R)) ot GL(n,R) est I'ensemble des matrices

Avec (c), on a M(w) =
aé- € CO(W,R), on a [w
inversibles de taille n x n.

Puisque l'opérateur V : GL(n,R) — GL(n,R), définie par V(L) = L™}, est continu, on a
[w — M(w)~!] € C°(W,GL(n,R)).
Notons que nous avons la relation suivante entre les matrices colonnes :
[x! (x, w)..x"(x,w)]" = M(w) [y (x,w)..y" (x,w)]*

ou t est le symbole utilisé pour la transposition d’une matrice.

En utilisant le théoréme de composition des fonctions continues et en assimilant les vecteurs de
R™ avec les matrices colonnes a n termes, on a [(x,w) + (x!(x,w)..x"(x,w))] € C°(F,R"). Par
conséquent, pour chaque i € {1,...,n}, x* € C°(F,R). O

2.6.2 Preuve de la Partie (I)

Avec (A3) et (A5), en utilisant le Lemme il existe un voisinage ouvert @) de 7y dans Y,
Q CP,tq.

v € Qa (DHng(l(Tr),ﬂ'), ceey DHJgk(Q(T(), 7T), DH,lhl(g(ﬂ-)aﬂ-) (2 6 8)

., D ihi(z(m), ™)) est une famille libre. o
Pour chaque m € P, considérons les fonctions f™ := [z — f(x,7)], pour chaque i € {1,...,k},
gF =[x — gi(x,m)] et pour chaque j € {1,...,1}, hy = [z — hj(x,7)]. Remarquons que pour

chaque m € P, on peut reformuler (M, 7) sous la forme suivante :

Maximiser f™(x)
lorsque x€G
Vie{1,....k}, gf(z) >0
Vi€l ...,l}, hj(z) =0

(M, )

En utilisant l'assertion (A3), on a, pour chaque ¢ € {f}U{g; : 1 <i <k}U{h;:1<j <I}, pour
chaque m € P, Dy ¢™(x(m)) existe, et, Vmr € P, Dg¢™ (z(m)) = Dp1¢(z(m), 7). De plus, avec (A4),
pour chaque j € {1, .. l} pour chaque 7 € P, h’r est continue sur un voisinage de z(m).

Par conséquent, avec et pu1sque Vm e P, x( ) est solution du probléme (M, 7), en utilisant
la Partie (IV) du Theoreme on a, pour chaque 7w € (Q, 'existence d’un unique

(i (m)1<i<k, (5(m))1<j<i) € Rk” t.q.

Vi€ {1,..,k}, Ai(m) >0
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Vie{l,..,k}, Ni(m)gl (z(m)) = 0.

l
Dy f™(z +ZA ™) Dpgf (x(m) + Y pi (1) Dihf (z(m)) = 0.
j=1
Par conséquent, on a
Vre @, Vie{l, ..k}, \(m)>0. (2.6.9)
Vre @, Vie{l,.., k}, \i(m)gi(z(m), m) = 0. (2.6.10)

V€ Q,
Dig f(a(m).m) + Sy M) Digagila(m), m) + Sy iy () Dy () ) = 0. } (2611

Le résultat suivant nous donne la continuité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker par rapport
au parametre .

Lemme 2.6.4. Pour chaque i € {1,..., k}, \i € CY(Q,Ry), et pour chaque j € {1,...,1}, uj €
CY(Q,R).

Démonstration. En utilisant (A3), (A6), (2.6.8) et (2.6.11), on peut appliquer le Lemme [2.6.3] avec
E=X"W=Y,W=@Q,Vr €Q, ei(r) = Duagi(z(7),7),..., ex(7) = Dy agr(z(r), 7), ex1(m) =
DH,1h1(7( T),T), ey €pt(m) = Dpahy(z(7), ), et on obtient que, Va € {1, ..., k+1}, X, est continue
sur Uy eq(Fr x {m}).

Par conséquent, puisque, pour tout 7 € Q, x(7) := —Dpg 1 f(z(7), ) € Fy, en utilisant le théoréme
de composition des fonctions continues, on a

Vi € {1, ...,]{}, )\2 = X; O (X, IdQ) S CO(QaR)7
Vi€ {1,001}, gy = Xpyj 0 (x,1dg) € CO(Q,R).

O
En utilisant (A1), on a
vreQ, V(r) = flz(r), 7).
Considérons la fonction ¢ : Q — G x @, définie par, pour tout ™ € Q,
o(m) = (z(m), ). Avec (A2), en utilisant la proposition 1 p.145 de [I], on a
D}3(mo) - 6m = (Dfa(mo; 6m), 6m). (2.6.12)
Notons que
vr e Q,V(m) = (f o @)(m).
Par conséquent, avec (A3), en utilisant le Lemme on a
e e bm) = Dudetm) ) (Diseinon) 2613
= Dy f(z(m), m0) - DEz(mo; 6m) + Daa f(2(mo), mo) - 67 o
Ainsi, grace a (2.6.11)), on a
Dy, f(2(mo), mo) - Déa(mo; om) =
—SF A (WO)DngZ( (m0), o) - Dz (mo; O) (2.6.14)

- 2221 15 (m0) Dahj(z(mo), mo) - Dba(mo; o).
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Soit i € {1, ..., k}; raisonnons par disjonction des cas; si A\;(mp) > 0; en utilisant le Lemme il
existe un voisinage N de 7y dans @ t.q.

Vmr e N, A\i(m) > 0.
Par conséquent en utilisant , on obtient que
vr € N, 0= gi(z(n), m) = (g; o §|n) (7).
Avec et (A3), en utilisant le Lemme [2.1.8] on a donc
Dia9i(z(m0), m0) - Da(mo; 6m) + Dy agi(z(mo), mo) - 0w = 0.

Ainsi, on a

Ai(m0) Da 2gi(x(mo), mo) - 67
= —\i(m0)Dr19i(x(mo), m0) - DEQ(W[);(SW)- } (2.6.15)

De plus, si A\;j(mp) = 0, alors on a

Xi(m0)Dr 29i(x(mo), o) - O
= —Xi(m0) D 19i(2(m0), m0) - Da(mo; ). } (2.6.16)

Dongc, en utilisant (2.6.15) et (2.6.16]), on a démontré, par disjonction des cas, que

Vi€ {1,..., k}, Ai(mo) Da 2gi(x(mo), mo) - o7
= —\i(m0)Dp1gi(2(m0), mo) - D&a(mo; 6m). } (2.6.17)

Soit j € {1,..., l}; notons que
Ve Q,0=hjz(r),7) = (hjop)(n).
Avec et (A3), en utilisant le Lemme [2.1.8] on a donc
Dy 1hj(z(mo), m0) - Dga(mo; 67) + D ghy(2(mo), mo) - 0 = 0,

d’oti, on obtient que
MJ(WO)DH72hj(£(7TO)77T0) -om } (2618)
= —j(m0) Da1hj(z(mo), m0) - Dz (mo; 0m).

En utilisant (2.6.17)), (2.6.18) et (2.6.14), on a

Dy f(z(mo),m0) - DEa(my; ém) =
Sy Ai(mo) D agi(z(mo), mo) - o (2.6.19)
+ 32521 145(70) Dz oh (o), m0) - O

En utilisant (2.6.13]) dans (2.6.19), on a

DgV(’]T(]; dm) = Dy af(z(m), mo) - 0w
+ 38 Xi(m0) D 2gi(z(mo), mo) - O (2.6.20)
+ 3252y 145(70) D ol (o), mo0) - O

Ainsi on a prouvé la Partie (I) du Théoreme [2.5.2]
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2.6.3 Preuve de la Partie (II)

Avec (A2-bis), on peut appliquer la Partie (I) du Théoréme [2.5.2) pour chaque 67 € Y et donc
on a
Vom € Y, DGV (mo;6m) = Dy o f (z(mo), m0) - 67
+ 3011 Ai(m0) D 2gi (2 (o), mo) - O
+ 3y 13(7m0) D ahy(ax(m0), o) - 67

Puisque, V¢ € {ftU{gi : 1 < i < k}U{h; : 1 < j <1}, Duag(x(mp), m) € Y*, on a [d1 —
DV (mo; 0m)] € Y*.
Par conséquent, V est Gateaux-différentiable au point 7g. Ceci démontre la Partie (IT) du Théoréme

2.0.2)

2.6.4 Preuve de la Partie (III)

Puisque, pour chaque 7 € @, les hypothéses de la Partie (II) sont vérifiées avec mp = 7, on a

V€ Q, DOV(7T) = DH,2f(§(7)7 7T) + Zf:l )\i(W)DHQgi(@(W)v 7T)
+ 3y wi(m) D ahy(z (), 7).

Par conséquent, en utilisant (A7) et le Lemme [2.6.4, on a DgV € C°(Q,Y*). Ainsi, en utilisant le
corollaire 2 p.144 de [I], on obtient que V est Fréchet-différentiable sur @ et DpV(7w) = DgV ()
pour tout m € @, et donc DpV € CY(Q, Y*).

2.7 Preuve du théoréme de ’enveloppe pour le second probléme a
parameétre

Notre stratégie, pour démontrer le Théoréme [2.5.5] est de se ramener au cadre du Théoréme
252 Pour cela, nous commengons par démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.7.1. Soit E un espace vectoriel normé réel et F un sous-espace vectoriel de E. Soit W
un owvert de F et a € E. Considérons la fonction 7V : W — W + {a} définie par, Vo € W,

™V(z) =z +a.

Alors 7V € CY(W,E) et est une bijection, (tV)™' : W + {a} — W est définie par, Vy € W + {a},

a

(T ) =y —a et, Vo € W, DprV(z) = Idp o Idy est la fonction identité de F.

a
Démonstration. Soit y € W + {a}; posons x =y —a € W alors on a

W(x)=z+a=y—ata=y.

Par conséquent, T;/V est surjective.

Soit z, 2’ € W,

W)=tV =r+a=2"+a
=x=2a.

Par conséquent, 7}V est injective.

Donc 7}V est bijective de W dans W + {a} et (7V)~!: W 4 {a} — W, définie par Yy € W + {a},
() My) =y —a

Notons que

o = Idpyw + a,
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ou a est la fonction constante égale & a sur W.
Par conséquent, 7/V € C1(W, E) comme somme de fonctions contintiment Fréchet-différentiables sur
W et

Vo € W, Dp7)’ () = Dpldepy (z) + Dpa(z) = Idy.

2.7.1 Preuve de la Partie (I)

On veut se ramener au cadre du Théoréme ; pour cela on considére la fonction v : (G° —
{z(m0)}) x Y — G° x Y, définie par, pour chaque (z,7) € (G°—{z(m0)}) x Y, ¥(x, 7) = (z+2z(m0), T)
et, Vo' € {fOu{g): 1 <i<k}uU {h? 1< j <1}, on définit ¢ = ¢° 01p. On peut ainsi construire
le probléme & paramétre suivant pour chaque w € Y :

Maximiser f(xz,7)
lorsque  z € G° — {2(mo)}
Vie {1, ...k}, gi(z,m) =0

Vie{l,..,1}, hj(xz,7) = 0.

(M, m)

On note, pour chaque 7 € Y, Vi () la valeur du probléme (M?, 7).

Puisque S est le sous-espace vectoriel directeur de A, S = A — {z(mg)} i.e. A =S+ {z(m)}.
Puisque G est un ouvert de A, (T?z(ﬂo)})_l(GO) = G%—{z(mo)} est un ouvert de S. Pour tout 7 € Y,
pour le probléme (M!, 7), on est dans le cadre du Théoréme avec X = Set G = G® — {z(m)}.
Prouvons maintenant que les hypothéses du Théoréme [2.5.2] sont vérifiées.

Pour tout 7 € Y, on note Adm(M!, ) I'ensemble des points admissibles du probléme (M
Adm(MY 7) I'ensemble des points admissibles du probléme (MY, ).

Soit m € Y ; notons que

L) et

z € Adm(MY7) & (v€G®—{z(m)}, Vi € {1,...,k}, gi(x,m) >0,
Vie{l,...,l}, hj(x,m) =0)
& (x4 z(m) € G Vi e {1,...,k}, ¢ (z + z(m), ™) >0,
Vie{l,..,1}, h?(.%’—Fg(?TQ),ﬂ') =0)
& z+2(m) € Adm(MO, ).

Par conséquent, on a démontré que
Vr €Y, z € Adm(M', 1) & z 4 z(my) € Adm(MP, 7).

Posons, V7 € P, z(n) = z(m) — z(m) € G® — {2(mo)}.
Soit € P; d’aprés (A1), on a

Vz € Adm(M°,7), fO(z,m) < fO(z(n), 7).
Soit & € Adm(M*, ), alors on a x + z(m) € Adm(M°, ) et
fla,m) = [z + z(m), ) < fO(z(m),m) = f(a(m), 7).

Donc, ¥ € P, z(r) est solution du probléme (M!, ) ; ce qui démontre (A1).

Puisque, V& € P, () = z(m) — z(m), avec (A°2), on obtient que D/z(mo; dm) existe et
D/ x(mo; 0m) = DS z(mo; 6m) ; done (A2) est vérifice.

Avec (A%3), en utilisant la Remarque 2.5.4} on a

Vo e {fYU{gi:1<i<k}U{hj:1<j<I},Dyo(z(mo),m0) = D¢’ (z(mo), o), (2.7.1)
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et
Vo e {fufg:1<i<kju{h;:1<j<lI},
Vr € P, Dyg1¢(z(m), m) = Di,1¢°(2(7), 7). } (2.7.2)

Avec , en utilisant (A%3) on a [ — Dy 1¢(z(7), 7)] € COP, (S*,||-|2)). Ceci démontre (A3).
Soit m € P, soit j € {1,...,1}; en utilisant (A%4), il existe Q% € ¥ (G) t.q. [z — h?(z,ﬂ)] €
C(Qn, R).

Puisque 7 (00){2(7r°)} € C%G® — {2(m0)},GY), on obtient que (Tﬁig){g(m)})*l(ﬁﬁ}) = Q) — {z(m)}
est un voisinage de z(7) = z(7) — z(m) dans G° — {2(mo)}.

Par conséquent, on obtient

<. _ 30/, GO—{z(m0)} 0/0j
h]( 77T) - h]( ’ﬂ-) © T&(T{'o) \er*{z(ﬂo)} 6 C (Qﬂ' {g(ﬂ-o)}7 R)

Ceci démontre (A4). Avec (2.7.2), (A%5) est équivalent a (A5).

De plus, (A%6) est équivalent a (A6).

Par conséquent, en appliquant la Partie (I) du Théoréme pour le probléme (M*,

il existe un unique ((A;(m0))1<i<k, (115(70))1<j<1) € RE x Rl t.q.

m)avecT € Y,

DLV (mo;0m) = Dpaf(z(mo), mo) - 57+ S8 Xi(m0) Diragi(z(mo), mo) - 67 273
+ 35y 1 (m0) Dz 2hj (o), mo) - O 7

Puisque pour chaque m € P, f(z(n),7) = f(2(x),7), on a
Vi e P, Vi(r) =V ().
Ainsi, en utilisant (| et (2.7.3), on a

DEVO(mo;0m) = Diaf(2(mo), m0) - 0 + Yoiy \ilmo) D 2g? (2(m0), mo) - 67
+ 22:1 ,uj(WO)DH,Qh?(g(ﬁo), o) - O

2.7.2 Preuve de la Partie (II)

Puisque, V7 € P, z(7) = z(w) — z(m), avec (A2-bis), on obtient que, pour chaque o7 € Y,
Dfix(mo; 67) existe et DEa(mo; 0m) = Dfiz(mo; 6m) ; done (A2-bis) est vérifiée.
Par conséquent, en appliquant la Partie (II) du Théoréme pour le probléme (M!,7) avec
7 €Y, il existe un unique ((A;(m0))1<i<k (11 (m0))1<j<1) € RE x R! t.q.
DgV'(mo) = Dpaf(z(mo), m) + iy Ai(mo) Dit2i(z(mo), o) 2.7.4)
+ 30y 1 (0) D ah (2(0), o). o

Par conséquent, puisque V! = V0 sur P, VY est Gateaux-différentiable au point 7 et avec (2.7.1)),
on a

DV (mo) —DHsz( (70), 70) + -1y Ai(m0) Dy 299 (2(m0), m0)
+ZJ:1NJ(7TO)DH,2hJ(7( 0),70)-

Ceci démontre la Partie (II).
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2.7.3 Preuve de la Partie (III)

Puisque, Vrr € P, z(7) = z(m) — 2(m), avec (AY2-ter), on obtient que, pour chaque 7 € P et 7 € Y,
D/x(m, ém) existe et Dix(m,0m) = D}z(m,d7); done (A2-ter) est vérifice.

Soit p € {ftU{gi : 1 <i<k}U{h;j:1<j<l}etmeP.

Avec (A7), en utilisant la Remarque on a

Dy¢(z(r),m) = Dpe®(z(r), 7). (2.7.5)

De plus, puisque, V& € P, Dyag(z(n),n) = Dp2¢®(2(n),n), en utilisant (A°7), on a [r
Dy ad(z(rm),m)] € CO(P, (Y*, | - ||2)) i-e. (A7) est vérifiée pour (M, 7). Ainsi, en utilisant la Par-
tie (III) du Théoréme il existe @), un voisinage ouvert de my dans Y, t.q. V' est contintiment
Fréchet-différentiable sur @ et pour chaque 7 € @, il existe un unique ((A\;(7))1<i<k, (115(7))1<j<1) €
RE x Rl t.q.
DpV(r) = Dyaf(a(n),m) + i) Ni(m)Dpr,2gi(z(r), 7)
+ 30y () D ahy (), 7).

Ainsi, avec (2.7.5) et puisque V? = V! sur P, on a V? € CY(Q,R) et

DpVO(m) = Dpaf®(z(m), ) + S8 \i(m) Diragl (2(m), )
+ 3y (m) D 2h9(2(m), ).

Ceci démontre la Partie (III).
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Chapitre 3

Equations différentielles ordinaires

Dans ce chapitre, notre objectif est d’étendre la théorie classique des équations différentielles
ordinaires (avec des solutions C') a des solutions PC!. Plusieurs généralisations de la théorie des
E.D.O (équations différentielles ordinaires) classique existent déja; on peut noter celle de [1], [5] et
de [32].

— Dans [1], les auteurs passent par une théorie des équations différentielles ordinaires pour les
solutions absolument continues dans le cadre de la dimension finie. Or, nous allons avoir
besoin de la dimension infinie.

— Dans [0, en dimension infinie, les auteurs mettent en place une théorie des équations diffé-
rentielles ordinaires faisant intervenir des solutions primitives d’une fonction réglée.

— Dans [32], 'auteur utilise la notion de solution PC! en faisant du bout & bout sur les solutions
classiques entre les coins ; cette méthode, quoiqu’assez intuitive, s’avére trés difficile a écrire
de facons maniable.

Puisque nous avons besoin de travailler avec des solutions PC! a valeurs dans un espace de Banach
de dimension infini, nous allons démontrer directement les résultats fondamentaux de la théorie des
E.D.O dans ce cadre sans nous ramener aux trois généralisations pré-citées.

Dans la section 1, on établit les théorémes fondamentaux sur les équations différentielles ordi-
naires.

Dans la section 2, on établit les théorémes de base sur les équations différentielles ordinaires
linéaires.

Dans la section 3, on établit un théoréme de continuité de la solution PC' non prolongeable par
rapport aux conditions initiales et & un paramétre.

3.1 Reésultats fondamentaux de la théorie des équations différen-
tielles ordinaires pour les solutions PC!

Dans cette section, on établit les résultats fondamentaux de la théorie des équations différentielles
ordinaires pour les solutions PC! & valeurs dans un espace de Banach.
Soit (E, ||-||) un espace de Banach, U un ensemble ouvert de E. Soit f : [a,b] x U — E. Soit a,b € R
tels que a < b. Nous allons travailler dans la suite de cette section avec les hypotéses suivantes :

(H1) f e PCP"
(H2) Pour tout
J € Y, ([a,b]
Hf(tvxl) - f

[a,b] x U, E) ou discl(f) ={m:0<i<p+1}.

to, z0) € [a,b] x U, il existe x(f020) € £1(([a,b], B([a,b])), m1; Ry),
Ve ¥,,(U) tq. YVt € J, Vi, 20 €V,

x2)|| < KU (B)]|21 — 2.

N — o~ —
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Dans cette section, on étudie I'équation différentielle & solution PC! suivante :
(A) dz(t) = f(t,z(t)),
ou dzx a été introduite dans la Définition [[.3.3
Définition 3.1.1. Une solution PC' de (.4 ) est une fonction u : Iy — U ou Iy est un sous-

intervalle de [a,b] t.q. u € PCY(Io,U;{m; : 0 <i<p+1}N1y) et Vt € Iy, du(t) = f(t,u(t)).

Pour chaque (o, xo) € [a,b] x U, un probléme de Cauchy pour (.#) est un systéme de la forme

da(t) = f(t, z(t))
(tto20) { 2(to) — 2o,

Définition 3.1.2. Une solution PC' du probléme (Clto,20)) €st une fonction u : I — U solution
PC!Y de () vérifiant u(ty) = xo.
Lemme 3.1.3. Pour tout (to,x0) € [a,b] x U, il eziste (o, v, M) € (R%)? et
k() € LY(([a,b], B([a,b])),m1;Ry) t.q., en notant Jy := [to — o, tg +a] NI et B := B(xo,r), on ait

(i) Vt € Jo,Va1, 32 € B, ||f(t,21) — f(t,22)|| < K(t)[lx1 — 2.

(it) ¥(t,x) € Jo x B, || f(t,z)|| < M.
Démonstration. Soit (tg,zo) € [a,b] x U.
Avec (H2), il existe k € L(([a,b], B([a,b])), m1;R,), J € %,([a,b]),V € ¥4, (U) t.q.

YVt € J, Va1, a2 € V, || f(tx1) — f(t, 22)|| < (8|1 — 22]. (3.1.1)

Puisque J € ¥;,([a,b]), on a: 31 > 0 t.q. [to — a1, %0 + a1] N [a,b] C J.
Et puisque V € %,,(U), on a : 3r; > 0 t.q. B(xg,m1) C V.
D’ou, en utilisant (3.1.1)), on a

Vt € [to — a1, to + a1] N [a, b], Vo, z9 € E(mo,rl), }
1f(t,z1) — ft,22)]] < K(t)||w1 — 22

Raisonnons par disjonction des cas; si tg # 7; avec i € {1,...,p}, puisque f est continue au point
(to, o), on a en particulier

(3.1.2)

361 > 0, Vt € [to — 01, to + 01] N [a, b], Y € B(wo, d1), } (3.1.3)

1)l < T+ [1F(E o)l = M.

En posant « := min{d1, a1}, 7 := min{dy, 1}, M = M; et en utilisant (3.1.2)) et (3.1.3)), on a a la
fois (i) et (ii). Si to = 7, avec i € {1,...,p}, puisque fi(,, -, [(xv est continue au point (to, 7o), on a
en particulier

o2 > 0, Vt € [to, to + d2) N [a,b], Vz € §($0,52), } (3.1.4)
1 @)l < T+ [1f(E zo)]- a
Puisque [ = lim f(t, z) existe dans E, on a
t—to—
T—xQ
dd3 > 0, Vt € [t() — 53,t0[ﬂ[a, b], Vo € E(xo,(;g), } (3 1 5)
L (8 )] < T+ 1] -

En posant a := min{ds, 03, a1}, r := min{de, 3,71 } ;

M = max{1 + ||f(t,z0)|l,1 + ||I]|} et en utilisant (3.1.2)), (3.1.4) et (3.1.5)), on a de nouveau a la
fois (i) et (ii).

Ainsi, par disjonction des cas, on a démontré ce lemme. ]
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3.1. RESULTATS FONDAMENTAUX DE LA THEORIE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES POUR LES SOLUTIONS PC!

Lemme 3.1.4. Soit J un sous-intervalle inclus dans [a,b], soit u € CO(J,U). Considérons la
fonction y : J — E, définie par, pour tout t € J, y(t) = f(t,u(t)), alors

y € PCUJEAr:0<i<p+1}nJ)NCY(JE).

Si, en plus, on suppose que sup J € J implique sup J ¢ {7; : 0 < i < p}, alorsy € NPCY(J, E, {r; :
0<i<p+1}nJ).

Démonstration. Considérons la fonction g : J — R x E, définie par, pour tout ¢t € J, g(t) = (¢, u(t)).
Puisque la fonction [t — t] € CO(J,E) et u € C°(J, E), on a

geC'(J,Rx E). (3.1.6)

Remarquons que y = f o g. Posons disc(y) :={r;: 0<i<p-+1}nJ.
Sidisc(y)=0onaJCI\{r:0<i<p+1}.

Puisque (Ti)OSiSp—‘rl S Sub([); il existe 1 € {0,...,}?} t.q. J C]TZ',TZ'+1[, d’oul g(J) C]Ti,TZ‘_H[XU.
Par conséquent, puisque g € C%(J,R x E) et (H1), on a y € C°(J, E). Donc en particulier y €
NPCY(J,E{r: 0<i<p+1}nJ).

Si disc(y) # 0, notons que disc(y) C J est un ensemble fini.

Soit t € J \ disc(y), puisque g est continue au point ¢ et f est continue au point g(t) = (¢, u(t)), on
a, par composition de fonctions continues, y est continue au point ¢. Donc (a) est vérifiée.

Soit t € disc(y) et t # sup J, il existe i € {0, ...,p} t.q. t = 7;. On a

Sligler( ) 511—>H7}Z f|]Ti,min{Ti+1,sup J}[XU(Sa u(s)) = f(t? u(t)) = y(t) } (317)
scJ s€ |ri,min{7;4+1,sup J}|

donc (b) est vérifiée.
Soit t € disc(y) et t # inf J; il existe i € {1,...,p+ 1} t.q. t =7. On a

dmoy(s) = fm o f(suls) = ulto)) = (o). } (3.1.8)
scJ s€ ] min{7;_1,inf J},7[

Par conséquent u € PCO(J,E,{r; : 0 <i <p+1}NJ} et, en utilisant ,onay€ CY(JE).
On suppose que sup J € J implique sup J ¢ {7; : 0 <i < p}.

SisupJ ¢ J,onaye NPCHJ,E,{r;i:0<i<p+1}nJ).

SisupJ € J,onasupJ ¢ {r;: 0 <i<p}.

Raisonnons par disjonction des cas;sisup J ¢ {7; : 0 < i < p+1}, grace a (a), y(sup J—) = y(sup J).

~

Sinon sup J = b, et on a, grace & [.18), y(supJ—) = y(b-) = f(b—, u(b-) = F(b u(b)) = y(b) =
y(sup J), donc y € NPCUJ, E,{r; : 0<i<p+1}n.J). O

Lemme 3.1.5. Soit J un sous-intervalle inclus dans I,
soit u € PCHJ,E,{r;: 0<i<p+1}nJ). Alors on a

t
W J Vo € J ut) = ulto) + / du(s)ds.
to
Démonstration. Soit t € J et tg € J, si t = to, le résultat est vérifié car u(tg) = wu(t). Si t #
to puisque u € PCHJ,E,{r; : 0 < i < p+ 1} N J), on a, en utilisant le Lemme u €
PC([min{t,to}, max{t,to}], B, {r; : 0 < i < p+ 1} N [min{¢, o}, max{t,t9}]). Puisque (¢,tg) €

[min{t, o}, max{t, ty}]> on a, d’aprés le Théoréme [1.3.12
t
u(t) := u(tp) +/ du(s)ds.

to
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Proposition 3.1.6. Soit (tg, zq) € [a,b] x U, soit Iy un sous-intervalle de R et soit u € C°(Iy, U).
Considérons les conditions suivantes :
(i) w est une solution PC* du probleme de Cauchy (€1, 1))-

(it) ¥t € Ip, u(t) := xo + ftto f(s,u(s)) ds.
Alors les assertions suivantes sont vraies :
(a) (i) = (ii).

(b) Si, de plus, sup I € Iy implique sup Iy ¢ {7; : 0 <i < p}, alors (i) = (i).

Démonstration. (a) Supposons (i).

Avec (i), on au € PCY(Ip, U, {r; : 0<i<p+1}N1y) et
Vt € Ip, du(t) = f(t,u(t)) et u(ty) = zo. (3.1.9)
Puisque u € PCY(Iy,U,{r; : 0 <i < p+1}nlp), on a, en utilisant le Lemme

Vit € Ip, u(t) := u(ty) + ftto du(s) ds. (3.1.10)

Par conséquent en utilisant (3.1.9) et (3.1.10f), on a

vt € Ip, u(t) = u(to) + tt f(s,u(s)) ds.

(b) Supposons que sup Iy € Iy implique sup Iy ¢ {7; : 0 < i < p}. Supposons (ii).

Considérons la fonction y : Iy — E définie par y(t) := f(t,u(t)) et la fonction ¢ : Iy — E
définie par ¥(t) := ftto y(s)ds. Puisque u € C°(Iy,U), avec (H1), en utilisant le Lemme , on a
y € NPCY(Io,U,{r; : 0 <i <p+1}NIp).

Puisque y € NPCY(Io,U,{7; : 0 <i < p+ 1} N Ip), avec (ii), on a, d’aprés les Propositions
ot [[3TT,

Vie Ip\ {m:1<i<p} d(t)=yt),
Vie{l,.., p}, t.q. 7 € Iy et 7 # sup Ip, ul)(1;) = v/ (1i+) = y(73). (3.1.11)
Vie{l,...,p}, t.q. 7 € Ip et 7; # inf lo, uy (7)) = u'(1i—) = y(7i—). o
Si sup Io € I, uy(sup Ip) = u'(sup Ip—) = y(sup Io).

En utilisant (3.1.11), on a u € PC*(ly,U,{7; : 0 < i < p+ 1} N Ip) et, Vt € Iy, du(t) = f(t,u(t)).
De plus on a u(ty) = xo. Donc u est une solution PCT de (64, 4,))- O

Dans le théoréme suivant, dans le cadre des solutions PC', on établit un théoréme d’existence et
d’unicité locale pour un probléme de Cauchy.

Théoréme 3.1.7. Théoréme de Cauchy-Lipschitz-Picard-Lindel6f

Pour tout (to,zo) € [a,b] x U, il existe (h,ro) € (R%)? t.q. pour chaque hy €]0,h], en notant
Iy = [max{ty — ho,a}, min{ty + ho,b}] et By := B(xzo,10), il existe une unique solution ug €
PCY(Io, By, {7 : 0 <i < p+1}N1y) du probleme de Cauchy (64 z,))-

Démonstration. Soit (tg,xo) € [a,b] x U, d’aprés le Lemme il existe (a,r, M) € (R%)3 et
k(-) € L£Y(([a,b],B([a,b])), m1;R;) t.q., en notant Jy := [max{ty — a,a},min{ty + a,b}] et B :=
B(zo,7), on a

(i) Vt € Jo, V1,22 € B, ||f(t,x1) — f(t,z2)| < &(t)||z1 — 22]|-

(i) Y(t,z) € Jo x B, || f(t,z)] < M.
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Montrons d’abord que :
368 > 0 t.q. V6o €]0, 5], min{tg + Bo, b} ¢ {7 : 0 < i < p}. (3.1.12)

En effet, raisonnons par disjonction des cas;

si tog = b, posons = 1; soit Sy €]0, 8], alors min{tg + So,b} =b ¢ {r; : 0 < i < p}.
Si tg € [a,b], il existe i € {0, ..., p} t.q. to € [7, Tit1[-

Posons 3 = Ti%_to; si Bo €]0, A], alors on a

7; < min{tg + 5o, b} < min{tg + 3,b}
= min{ty + Ti+1_t0 ,b}

— mm{m b}
to+n+1 < Tiun
Puisque x(+) € £1(([a,b], B([a,b])),m1; R), on a
Ve > 0,30 > 0, VB € B([a, b)) t.q. mi(B) <4, [gr(t)dmi(t) <e. (3.1.13)
En appliquant avec e =1, 0n a
361 > 0, VB € B([a,b]) t.q. mi(B) < d1, [g «(t) dmi(t) < 1. (3.1.14)

Posons h := min{%,a, ﬁ,ﬁ} et ro =r.

Soit hg €10, h]. Posons Iy = [max{ty — ho, a}, min{tg + ho, b}] et By := B. Notons X := C°(I, By).

Puisque (E, || - ||) est un espace de Banach, C°(Iy, E), muni de la norme || - |, est un espace de
Banach. De plus, By étant un fermé de E, X est un fermé de (C°(Io, E), | - ||lso). Par conséquent,
X muni de la distance do, induite par || - ||, est un espace métrique complet.

Fixons z € X' ; en utilisant le Lemme et (3.1.12), ona: [t — f(t,z(t))] € NPCY(Iy, E,{r; : 0 <
i <p+1}NlIy), donc en particulier c’est une fonction Riemann-intégrable sur Iy. Par conséquent, on
?, en utilisant la Proposition [t — zo+ ftto f(s,2(s))ds] € C°(Iy, E). On peut donc considérer
‘opérateur

t
T:X = C%Iy, E), T(x)(t) :=x0+ [ f(s,2(s))ds.
to
Soit x € X, soit t € I ; alors on a :

|T(x)(t) — xoll = llxo +ft ,x(s))ds — xo|
= Hft dSH
<[ ||f 8, 2( )Hdsl
< |t — to| M grace a (ii)
< hM
uM =r;

IA

d’ott T'(z) € X. Par conséquent, on a
T(X)CX. (3.1.15)

Posons L := f[max{to—ho,a},min{toJrho,b}] k(s)dmy(s) € Ry.
Puisque my ([max{tg — ho, a}, min{tg + ho, b}]) = min{tg + ho, b} — max{tg — ho,a} < to+ho— (to —
ho) = 2hg < 01, on a, en utilisant (3.1.14)),

L= / k(s)dmi(s) < 1.
[max{to—ho,a},min{to+ho,b}]
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Soit x1,x9 € X, soit t € Iy ; alors on a

IT(21)(t) = T(22) (@) = llwo + [y f(s,21(s))ds — (wo +ft (s 562( ))ds)]|

= ||lzo +ft (s w1( ))ds — xg — fto s, x2(s))ds||

= ||fto s, 21(s)) — f(s,z2(s))ds||

< | o I (s, (s ) f(s,2(s))||ds|

< 512233*23’3 1 £ (s, 21(s) = f(s,29(s)) | ds

= f[max{to_ho,a}min{tﬁho,b}] [ f(s,21(s) — f(s,22(s))[|dmy(s)

(masc{to—ho.a},min{to-+ho,b}] K(8)||z1(s) — z2(s)||dmy(s)grace a (i)

< Jimc{to—ho,a} minto-+ho 4y #(8) 41 = 2l oodm (5)

= 171 = @alloo Jimaxftg—ho.a} minfro-+ho.py) (5) A1 (5)

= L||z1 — z2||co-

Puisque L||z1 — 22|00 est un majorant de 'ensemble {||T(z1)(t) — T'(z2)(t)| : t € Ip}, on a

1T (1) = T(x2) [0 < Lll1 — 72lco-

Par conséquent, on a prouvé que :

E|L S [0, 1{,VIL‘1,ZE2 S X, HT(CEl) — T(xg)”oo S LHZEl - IEQHOO (3116)

En utilisant (3.1.15)) et (3.1.16), d’aprés le théoréme du point fixe de Banach-Picard, il existe un
unique ug € X t.q. T(ug) = uo, i.e. Vt € Io,up(t) := z¢ + f; f(s,uo(s))ds. Ceci est équivalent, en
utilisant la Proposition a Dexistence d'une unique solution ug € PC*(Iy, B, {r; : 0 < i <
p+1} Nlp) du probléme de Cauchy (%(4,.4,))- O

Remarque 3.1.8. Notons que, pour chaque hy €0, h], max Iy = min{tg+ ho, b} ¢ {7 : 0 < i < p}.
Le Lemme suivant est un lemme de recollement des solutions.

Lemme 3.1.9. Soit ag €a,b], I1 et Iy deux sous-intervalles de [a,b] t.q. min Iy = max I = ag et
sisup s € I alors supIs ¢ {1, : 0 < i < p}.

Soit uy : Iy — U et ug : Iy — U deuz solutions PC' de (Clag,0))-

Alors la fonction u : Iy U Iy — U définie par

fow(t) sitel
u(t) = { u;(t) site I;

est une solution PC' de (€44 4,)) sur I := 11U I.

Démonstration. Puisque I et I sont connexes et Iy N Io = {ag} # (), d’aprés le théoréme 10.1.6 de
[19], on a I; U I est connexe. Par conséquent, I1 U I3 est un sous-intervalle de [a, b]. De plus, u est
bien définie sur I; U Iy car u(ag) = ui(ap) = ua(ao).

Puisque u|;, = u1, up, = uz, u1 € CO(I1,U) et ug € C%(I5,U), on obtient que u est continue sur
I'\ {ao}. De plus, puisque u(ap—) = ui(ao—) = ui(ag) = xo et u(ao+) = uz(ao+) = uz(ag) = xo
i.e. u(ap+) = u(ap—) = xo, u est continue au point ag. Par conséquent on a u € C°(I,U).

Soit t € 1.

Sit € I, en utilisant le Lemme on obtient que uq(t) = zp + f(fo duq(s)ds. Et puisque, uq
est une solution PC' du probléme de Cauchy (6{40.4)), 0n a ui(t) = xo + f(fo f(s,u1(s))ds. Par
conséquent,

u(t) =ui(t) =xzo+ fao f(s,ui(s))ds
=1z + f (s,u(s))ds car [t,ap] C I;.
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Si t € Iy, puisque u; est une solution PC' du probléme de Cauchy (Clag,z0)) €t sup o & {7; :
0 <i < p}, en utilisant la Proposition on a ug(t) = xo+ fjo f(s,u2(s))ds. Par conséquent on

u(t) =ua(t) =+ [, f(s,ua(s))ds
=z + fcfo f(s,u(s))ds car [ag,t] C Io.

Donc, par disjonction des cas, on a prouvé que

Vtel, u(t) =x0+ /t f(s,u(s))ds.

De plus, sisupI =suply € I alorssupl ¢ {7; : 0 < i < p}, d’aprés la Proposition on obtient
que u est solution PC' du probléme de Cauchy (Clag,0))- O

Définition 3.1.10. Une solution u € PCYI,U,{r;: 0 <i <p+1}N1I) de (), ot I est un sous-
intervalle de [a,b], est dite solution non prolongeable PC! lorsque : pour toute v € PCY(Iy,U, {r; :
0<i<p+1}NI) de (M), ot I est un sous-intervalle de [a,b], si v est une solution PC' de
(M) tq I CIetvy=ualorsly=1.

Proposition 3.1.11. Soitu € PCY(I,U,{r; : 0 <i < p+1}NI) une solution PC* non prolongeable
de (M), ou I est un sous-intervalle de [a,b]. Alors I est un intervalle ouvert de [a,b].

Démonstration. Supposons que I n’est pas un intervalle ouvert de [a,b] i.e. t := max [ existe et
t € [a,b] ou t = min I existe et t €]a,b].

Si t := max I existe et ¢ € [a, b[, posons xo := u(t) € U. D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz-
Picard-Lindeldf, il existe h > 0 t.q. u : [max{f — h,a}, min{f + h,b}] — U est solution PC* du
probléme de Cauchy (%7 ;).

Donc, en particulier, g minz1hp}) €st solution PC* du probléme de Cauchy (C(7,20))- Puisque u et
W7 min{i+h,p}) SOt solutions du probléme de Cauchy (47 ) etﬁmin{f +h,b} ¢ {m:0<i<p}, on
obtient que, d’aprés le Lemme la fonction @ : I U [¢t, min{t + h,b}] — E, définie par

_Ju)sitel
(t) == { wu(t) sit € [t, min{t + h,b}],

est solution PC! du probléme de Cauchy (Clt.20))-
Puisque %; = u et u est une solution PC' non prolongeable de (.#), on a I = I'U[t, min{t+ h, b}].
Ceci est absurde car min{¢ + h,b} ¢ I.

Sit = min[ existe et ¢ €]a,b] par un raisonnement similaire on aboutit & une contradiction. Par
conséquent, I est un intervalle ouvert de [a, b]. O

Rappelons un énoncé classique.

Lemme 3.1.12. Lemme de Zorn. (/28] p.10-16) Soit U un ensemble ordonné non vide.
Si lordre sur U est inductif (i.e. toute partie totalement ordonné de U est majorée) alors U posséde
au, moins un élément mazximal.

Théoréme 3.1.13. Soit u € PCY(I,U,{r;: 0 <i <p+1}NI) solution PC' de (), ot I est un
sous-intervalle de [a,b]. Alors u est la restriction d’une et une seule solution PC' non prolongeable

de (M ).
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Démonstration. Soit U 'ensemble des w solutions PC' de () t.q. I C def(w) C [a,b], wj; = u on
def(w) est le domaine de définition de w.

Nous munissons U de la relation binaire >~ définie par, pour chaque wy,ws € U,
wy = wy < [def(wy) D def(ws) et wy = wa sur def(ws)].

Prouvons que > est une relation d’ordre sur U.

Reflexive

Soit w € U ; puisque def(w) D def(w) et w = w sur def(w), on a w > w.

Transitive

Soit w1, wo, w3 € U t.q. w1 = wy et wo = ws.

Puisque def(w;) D def(ws) et def(wz) D def(ws), on a def(w;) D def(ws). Puisque wy = wsy sur
def(wy) et def(wq) D def(ws), on a wy = we sur def(ws).

Et puisque, we = w3 sur def(ws), on a w; = ws sur def(ws).

Donc wy = ws.

Anti-symétrique

Soit wy, w2 € U t.q. wy = wa et wy = wy. Puisque wy = wa, on a def(w;) D def(ws) et w; = wa sur
def(wz). Et puisque , wa = wq, on a def(wz) D def(w) et wy = wy sur def(wy).

Par conséquent, on a def(wy) = def(ws) et wy = ws.

Existence

Soit F = (wj);jes une famille totalement ordonnée de U.
Posons L := Uje ydef (wj;).
Puisque, Vj € J, def(w;) est connexe comme sous-intervalle de [a,b] et ) # I C Njcsdef(w;), on a
L est connexe donc, d’aprés le théoréme 10.1.9 de [19], L est un intervalle de R t.q. I C L C [a, b].
Considérons la fonction z : L — U, définie par : Vt € L, z(t) = w;(t) si t € def(w;) avec j € J.
z est une fonction bien définie sur L. En effet, si t € L, il existe jo € J t.q. t € def(wj,), donc
2(t) = wjy ().
Sit € def(w;) avec j € J, jo # j; puisque F est totalement ordonnée, on a w; = wj, ou wj, = wj.
Si wj = wj,, on a def(w;) D def(wj,) et w; = wj, sur def(wy,).
Par conséquent, z(t) = wj,(t) = w;(t).
Si wj, = wy, on a def(wj,) D def(w;) et wj, = w; sur def(w;).
Par conséquent, z(t) = wj, (t) = w;(t).
Soit t € int(Ujesdef(wy)); il existe r > 0t.q. [t—r,t+7] C Ujesdef(w;). Puisque t4r € Ujc sdef(w;)
et t —r € Ujeydef(w;), il existe (j1,j2) € J? t.q. t +r € def(wj,) et t —r € def(w;,). Puisque
F = (wj)jes une partie totalement ordonnée de U, on a wj, = wj, ou wj, = Wy, .
Si wj, = wj,, on a def(w;,) D def(wj,), dout [t — r,t + 7] C def(wj,). Par conséquent t €
int(def(wy,)) C Ujesint(def(wy)).
Si wj, = wj,, on a def(wj,) O def(wy,), d'out [t —r,t + r] C def(wj,). donc t € int(def(w;,)) C
UjeJint(def(wj)).
Ainsi, int(Uje sdef(w;)) C Ujesint(def(w;)).
De plus, puisque Vj € J, int(def(w;)) est un ouvert de [a,b], on a Ujcsint(def(w;)) est un ouvert
de [a, b].
Et puisque Uje sint(def(w;)) C Uje def(w;), on a Ujesint(def(w;)) C int(U;ecsdef(w;)). Donc, on
a

int(L) = Ujesint(def (w;)). (3.1.17)

Soit t € L.
Si t € int(L), en utilisant (3.1.17)), il existe j € J t.q. t € int(def(w;)). Puisque z = w; sur
int(def(w;)) et w; € CO(int(def(w;)), U), on obtient que 2z est continue au point ¢.
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Sit=supL € L, il existe j € J t.q. t € def(w;); par conséquent, ¢ < supdef(w;). Et puisque
L D def(wj), on a t > supdef(w;) donc t = supdef(w;). Puisque z = w; sur def(w;) et w; €
C%(def(wj),U), z est continue au point ¢.

Sit=1infL € L, il existe j € J t.q. t € def(w;); par conséquent, ¢t > infdef(w;). Et puisque
L O def(wj), on a t < infdef(w;) donc t = infdef(w;). Puisque z = w; sur def(w;) et w; €
C(def(w;),U), z est continue au point ¢. Par conséquent, on obtient

z € CUL,U). (3.1.18)

Soit t,tg € L; puisque t € L et tg € L, il existe j € J et jo € J t.q. t € def(w;) et t € def(wj,).

Si w; = wj,, puisque def(w;) D def(wj,), (t,tp) € def(w;)?. De plus, puisque w; est solution
PC! du probléeme de Cauchy (s, w,(to)))> On &, d’aprés la Proposition wj(t) = wj(to) +
ft (s,w;j(s))ds. Et puisque [min{to,t}, max{to,t}] C def(wj), on a : Vs € [min{ty, t}, max{to,t}],

z(s) = wj(s ) Par conséquent, z(t) = z(tp) + ft s, z(s))ds.
Si wj, >~ wj, par un raisonnement analogue, on a z( ) = 2(to) +ft1; f(s,z(s))ds. Ainsi, on a démontré
que
t
Vi, to € L, 2(t) = z(to) + | f(s,z(s))ds. (3.1.19)
to

Avec (3.1.18)), on a, en utilisant le Lemme y = [t — f(t,2(¢))]
€ PCYL,E,{r;:0<i<p+1}NL)NCY(L, E). Par conséquent, en utilisant (3.1.19), on a, d’aprés

les Propositions [1.3.10] et [T.3.11],

Vie L\{r:1<i<p}, 2/(t) = y()
Vie{l,..,p}, t.q ; € Let 7, #supL, zd( 7)) = 2 (1i4+) = y(7i)- (3.1.20)
Vie{l,..,p}, t.q. i € Let m #inf L,z (7;) = 2/ (7, —) =y(r—).

En utilisant (3.1.20)), on a z € PCY(L,U,{r; : 0 <i < p+1} N L).
Sisup L € L, il existe j € J t.q. sup L = sup def(w;). Puisque z = w; sur def(w;), on a

dz(sup L) = 2'(sup L—) = w)(sup L—)
= dw;(sup L)

= f(sup L, wj(sup L)) (3.1.21)
= f(sup L, z(sup L)).
En utilisant (3.1.18)), (3.1.20) et (3.1.21)), on a
Vit € L, dz(t) := f(t,2(t)). (3.1.22)

Ainsi z est solution PC! de (.Z).
Soit j € J; puisque w; € U, on a I C def(wy) et 2 = Wy = U Par conséquent, z € U. Soit j € J;
puisque L D def(w;) et Z|def(w;) = Wj, on a z = wj. Donc z est un majorant de F.
Ainsi, en utilisant le lemme de Zorn, il existe v un élément maximal de .
Soit  une solution PC' de (#) t.q. def(x) D def(v) et z = v sur def(v). On a donc = € U et

x = v. Et puisque v est un élément maximal de U, on a x = u. Donc v € U est bien une solution
PC! non prolongeable de (.#) t.q. def(v) D I et v = sur I.

Unicité
Soit v : K — U, v; : K1 — U deux solutions non prolongeables de (.#Z), ou K et K; sont deux
sous-intervalles de [a,b], t.q. K D I, K1 D I, v = vij; = u.
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Soit C:={t € KiNK :v(t) =wvi(t)}; comme v et v; sont continues sur K; N K dans E et {0} est
un fermé de E, C' = (v —v1)~1({0}) est un fermé de K N Kj.

Soit tg € C, zg = v(tg) = vi(to), par le théoréme de Cauchy-Lipschitz-Picard-Lindelof, on a :
3h > 0, 3Ir > 0 t.q. Vhy €]0, k], 3'u € PCY([max{ty — hg,a}, min{to + ho, b}], B(zo,7),{7i : 0 < i <
p+ 1} N [max{to — ho, a}, min{to + ho,b}]) solution PC' du probléme de Cauchy (%1, 4))-
Puisque v et v; sont continues au point ¢y on peut choisir §, > 0 t.q. v([max{ty — d,,a}, min{ty +
8r,b}]) C B(wo,r) et vy ([max{ty — &, a}, min{ty + d,,b}]) C B(xo,7).

Puisque K et Kj sont ouverts de [a,b], on a K N K est ouvert dans [a,b], il existe a > 0 t.q.
[max{ty — o, a}, min{tyg + o, b}] C K1 N K.
Prenons hg = min{d,, o, h} €]0, h] et posons Iy = [max{ty — ho, a}, min{ty + ho, b}].
Puisque vy, et vy, sont dans PC*(Io, B(zo,7), {7 : 0 < i < p+ 1} N I) et sont solutions du
probléme de Cauchy (%4, ,4,)), On a, par unicité, vz, = v1|z,-
D’ou [max{ty — ho, a}, min{tg + ho, b}] = [to — ho,to + ho] N (K N K;) C C, donc C est un ouvert
de K N Kj.
Puisque 0 # I C C, on a

C=KnK;. (3.1.23)

Puisque K et K sont connexes et () # K N K7, K UK est connexe donc c’est un intervalle de [a, b].
Considérons la fonction w : K U Ky — U définie par

_fou() siteK
w““‘{vﬂﬁ site K.

Avec , w est une fonction bien définie sur K7 U K dans U.

Soit t € KUK ; raisonnons par disjonction des cas. Si t € K, puisque w = v sur K et v € C°(K,U),
on a : w est continue au point .

Sit € K1, puisque w = vy sur K; et v; € CY(K1,U), on a : w est continue au point .

Par conséquent, w est continue au point ¢t. On a prouvé

w e CO(K U Ky,U). (3.1.24)

Puisque ) # I € K N K, il existe tg € I t.q. tg € K N K.

Posons z¢ = u(tp) ; puisque v;; = vi; = u, on a xg = v(to) = v1(to).

Soit t € K U K7 ; raisonnons par disjonction des cas.

Sit € K, puisque K est connexe, on a [min{t, ¢y}, max{t, to}] C K.

Donc, Vs € [min{t, o}, max{t, to}], w(s) = v(s) d’ou :

w(t) = v(t) = v(to) + [ f(s,v(s))ds = w(to) + [} f(s,w(s))ds.

Sit € K1, puisque K7 est connexe, on a [min{t, o}, max{t,ty}] C Kj.

Donc, Vs € [min{t, to}, max{t, to}], w(s) = vi(s) d’ou :

w(t) =vi(t) = v1(to) + ftz f(s,v1(s))ds = w(to) + fti) f(s,w(s))ds. Donc par disjonction des cas, on

a démontré .

w(t) =w(to) + | f(s,w(s))ds.

to
Par conséquent, on a démontré que

Vte KUKy, w(t) =w(ty) + t f(s,w(s))ds. (3.1.25)

Puisque K U K est un ouvert de [a,b], avec (3.1.24)) et (3.1.25]), en utilisant la Proposition
on obtient que w est solution PC' du probléme de Cauchy (Cé(to,xo)), en particulier w est solution
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PC! de ().
Puisque K U K31 D K et wjx = v, on aw = v. Et puisque K UKy D Kj et wjg, = v1, on a w = 1.
Par conséquent, on obtient v = vy. ]

Dans le théoréme suivant, on prouve qu'’il existe une unique solution PC' non prolongeable pour
un probléme de Cauchy.

Théoréme 3.1.14. Existence et unicité globale. Pour tout (to,xo) € [a,b] x U, le probléme de
Cauchy (€(1y,2,)) admet une unique solution PC' non prolongeable u, i.e. u est une solution PC"
non prolongeable de (M) t.q. u(ty) = xo.

Démonstration. Soit (tg,zo) € [a,b] x U.

Existence. D’aprés le Théoreme[3.1.7}, il existe h > 0 et ug : [max{to—h, a}, min{to+h,b}] = U
solution PC! de (% 4,)) sur [max{ty — h,a}, min{to + h,b}], et par le Théoréme il existe
une solution PC! non prolongeable u de (.#) qui prolonge ug. En particulier u(tg) = zo. Donc u
est une solution PC' non prolongeable de (Clto,20))-

Unicité. Soit u € PCYH(I,U, {1, : 0<i<p+1}nI)etu; € PCY(L1,U,{r;: 0<i<p+1}Nh)
deux solutions PC' non prolongeables de (Cleo,20)) 1-€- to € I N I1. En utilisant le Théoreme
3h >0, 7 > 0 t.q. Yho €]0, h], ug € PC*([max{ty — ho,a}, min{to + hg,b}], B(xo, ), {7 : 0 < i <
p+1} N [max{ty— ho, a}, min{tg+ho,b}]). Puisque u et u; sont des solutions PC* non prolongeables
de (€ty,00))> 00 @ Tg = u(to) = u1(to). Puisque u et uy sont continues au point Zg, on a 3a > 0 t.q.
[max{ty — a, a}, min{to + o, b}] C INI car IN I et u([max{ty — o, a}, min{tg + a, b}]) C B(xo,7)
et uy ([max{ty — o, a}, min{ty + o, b}]) C B(xg, 7).

Posons hg := min{a, h} € ]0,h], posons Iy := [max{to — ho,a}, min{tg + ho,b}]. Puisque u;, €
PCY(Iy, B(xg,7),{m: : 0 <i <p+1}nlp), et uy|g, € PCY(Iy, B(xg,r),{m: : 0 <i < p+1}nlp)
sont des solutions PC' du méme probléme de Cauchy, par unicité, on a u Iy = u1|f, = Up-

Ainsi, v et u; sont deux solutions PC' non prolongeables qui prolongent ug. Donc d’aprés le Théo-

réme [3.1.13] on a u = u;. d

3.2 Equations différentielles ordinaires linéaires

Dans cette section, on établit des résultats essentiels sur les équations différentielles ordinaires
linéaires a solutions PC'. De plus, on introduit la notion de résolvante, puis on fournit les propriétés
fondamentales de cette notion. Enfin, on établit la formule de variations des constantes qui donne
une relation entre la solution PC' non prolongeable du probléme de Cauchy linéaire et la résolvante
du probléme linéaire homogéne associé. Soit a,b € R t.q. a < b.

Soit (73)o<i<p+1 € Sub([a,b]). Soit (E, || - ||) un espace de Banach.
Soit A(-) € NPCY(la,b], L(E,E),{r; : 0 <i < p+1}) et B(-) € NPCY([a,b], B, {7; : 0 < i < p+1}).
On s’intéresse a ’équation différentielle linéaire suivante :

(L) dx(t) = A(t) - x(t) + B(t)
et pour chaque (tg,xo) € [a,b] X E, on s’intéresse au probléme de Cauchy suivant :

dz(t) = A(t) - () + B(t)

(gcg(to,wo)) { z(tg) = wo.

Considérons la fonction F : [a,b] X E — E définie par F(t,z) := A(t) - = + B(t).
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Proposition 3.2.1. F vérifie (H1) et il existe L > 0 t.q. F' est L-lipschitzienne par rapport a sa
seconde variable.

Démonstration. Considérons les fonctions 71 : R x E — R définie par 71 (¢, z) :=¢, 1 : Rx E —- E
définie par ma(t, z) := = et Uopérateur Q : L(E, FE) x E — E défini par Q(l,x) :=1{ - .
Puisque 1 € LR X E,R) et my € L(R X E, E), on a

T = T ap)xE € C%([a,b] x E, [a,b]) et T 1= T2|[ap|xE € C%[a,b] x E, E). (3.2.1)

De plus, Q € C°(L(E,E) x E, E).
Notons que
F=Qo(Aom,m)+ Bom. (3.2.2)

Soit i € {0, ..., p}.
En utilisant (3.2.2), on a

ﬂ[Ti»Ti+1[XE = QO(Aoﬂ-l + Bom

s .
—‘[Ti,TiJrl[XE’—2|[Ti,Ti+1[><E) —|[T¢,Ti+1[><E

(3.2.3)

Avec (3.2.1), A(-) € NPCY([a,b], L(E,E),{r; : 0<i<p+1})et
B(-) € NPCY(la,b],E,{ri : 0 < i < p+1}), on a, par composition des fonctions continues,

140ﬂH ECO([Ti,TH_l[,,C(E,E)) et BOﬂl GCO([Ti,Ti_;,_l[XE,E).

Ti,T¢+1[XE [Ti,7¢+1[XE

Donc on a
(A o

T
—l[Ti,TH_l[XE’—2‘[7'1',7'1'_;,_1[><E)

€ C%([ri, min1 [XE, L(E, E) x E).
Puisque Q € C°(L(E, E) x E, E), par composition de fonctions continues, on a

QO(AOQ‘ € C%[ri, 7i41[XE, E).

s
[Ti,T¢+1 [XE" —2| [Tl',‘l'i+1 [XE)

Par conséquent, comme somme de fonctions continues, on a
Vi € {0, ...,p}, F|[7’i,7'z‘+1[><E € CO([TZ', TZ'_:,_l[XE, E) (3.2.4)

Soit i € {1,...,p+ 1}, soit € E. Soit (t,) € |71, [N t.q. t, — 7 (n — +00), soit (z,) € EN t.q.
Tp — T (N — +00).
Notons que

Vn €N, F(ty, xn) = Q(A(tn), xn) + B(ty).

Puisque lim A(t,) = A(ri—) € L(E, E), on a, par continuité de Q,

n——+oo

lim Q(A(tn),zn) = Q(A(1,—), ).

n—-+4oo

De plus, lim B(t,) = B(r;—), on a donc
n——+oo

lim F(ty,x,) = Q(A(1i—),z) + B(1i—).

n—-4o0o

Par conséquent, en utilisant la caractérisation séquentielle des limites, on a démontré que

Vie{l,..,p+1},Vz € E, 1tli}m_ F(t,z) = A(1i—) - = + B(1,—). (3.2.5)

zZ—T
Puisque A(b—) = A(b), B(b—) = B(b), on a, en utilisant (3.2.5]),
Ve € E, lim F(t,z) = A(b) - =+ B(b).
t—b—

zZ—T
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Par conséquent on a

Fiir pixE € C([1p,b] X E, E). (3.2.6)
En utilisant, (3.2.4), (3.2.5) et (3.2.6), on obtient que F' vérifie (H1). Soit (to,zo) € [a,b] X E.
Puisque A(-) € NPCY([a,b], E,{r; : 0<i<p+1}),onalL:= SuPsefa ) 1A |2 < +o0.
Soit (t,z1,x2) € [a,b] x E X E; on a

[E(t,x1) = F(t, @)l = [|A(t) - 21 + B(t) — (A(t) - w2 + B(1))|
= [ AQ) - 21+ B(t) — A(t) - 22 — B(t)]|
= | A() - 21 — A(2) - 22
< Lijzy — 2.
Par conséquent
Vt € [a,b], Y(x1,20) € E?, ||F(t,21) — F(t,z2)|| < L|jz1 — 2. (3.2.7)
Par conséquent, F' est L-lipschitzienne par rapport & sa seconde variable. O

Remarque 3.2.2. Puisque F' est L-lipschitzienne par rapport & sa seconde variable, on a : F vérifie

Dans la proposition suivante, on introduit une norme de Bielecki sur C°([a,b], E). On peut
trouver un exemple d’'une norme de Bielecki sur C°([0,b], R) dans [20].

Proposition 3.2.3. Soit tg € [a,b] et Ly € RY.. Considérons la fonctionnelle

I oo i= < C%[a,0],E) — R )
o\ > supsefqp) exP(—Lolt —tol)[lz(t)]]
Alors || - ||le.o est une norme sur C%([a,b], E).

Démonstration. (i) Soit x € C%([a,b], E). Pour tout t € [a,b], exp(—Lo|t — to|)|lz(t)|| > 0 donc

[#]|e,00 = sup _exp(—Lolt — to)[|z(t)[| = 0.
te(a,b]

(ii) Soit A € R et z € C%([a, b], E), alors
[AZ[le.c0 = sup exp(—Lolt —to])[|Az(t)]| = [A] sup exp(=Lo|t —tol)[|z(t)[| = |Al[|=

‘e,oo-

tea,b] t€(a,b]
(iii) ||0[le,00 = O et soit x € CY([a,b], E);
[#lle,oc =0

= Vt € [a,b], exp(—Lo|t — to|)||z(t)|| =0

= Vtela,b], [z(t)] =0

= Vtea,b], z(t)=0

= x=0.
(iv) Soit x,y € C%([a,b], E). Pour tout t € [a,b], on a
exp(—Lolt —to])[|x(t) + y(®)|| < exp(=Lolt —to])[l2(@)]| + exp(=Lolt = Loy ()| < l[#]le.00 + [[Ylle,c0-

Puisque le sup est le plus petit des majorants, on a

12+ Ylle.oo < [2fle,00 + [[Ylle,c0-
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Lemme 3.2.4. Les normes || - ||e.oo €t || - ||oo sont équivalentes.
Démonstration. Puisque Vt € [a,b], exp(—Lo|t —to]) <1, on a
vt € [a,b], exp(=Lolt — to])[l=(®)]| < [[=(#)]].

Par passage au supremum, on a
[2]le,00 < [|2lco- (3.2.8)

Puisque [t — exp(—Lot)] est une fonction décroissante sur R, on a
Vt € [a, b], exp(—Lo|t — to|) > exp(—Lolb — al).

D’ou
vVt € [a,b], exp(—Lo|t — to|)[|z(t)[| = exp(—Lo|b — al)[|z(?)]-

Par passage au supremauin, on a

sup exp(—Lolt —to[)[«(t)[| = sup exp(—Lo[b — al)[lz(?)]|
t€(a,b] t€(a,b]

Puisque exp(—Lg|b — a|) > 0, on obtient
[[#]e,00 > exp(—Lo|b — al)[|[|oc- (3.2.9)

Ainsi, en utilisant (3.2.8)) et (3.2.9)), on a

exp(—Lo|b — al)[[#[lco < [[#]le,00 < [J2]|oo-
O

Dans la suite, pour chaque (tg,zg) € [a,b] x U, nous noterons u(t, tg, zg) la valeur a 'instant ¢
(si elle est définie) de la solution PC' non prolongeable du probléme de Cauchy

dx(t) = F(¢t, z(t
() { 212 F20)
et I(to,xp) domaine de définition de u(-, g, xo).
Théoréme 3.2.5. Soit (to,z0) € [a,b] X E, u(-,to,zo) est définie sur [a,b]. i.e. I(to,xo) = [a,b].
Démonstration. En utilisant la Proposition [3.2.1] on a

L >0, Vt € [a,b], Va1, 9 € E, ||[F(t,x1) — F(t,z2)|| < L||x1 — z2]. (3.2.10)

Considérons la norme de Bielecki, || - [le.co : C%([a,b], E) — R, définie par, pour chaque x €
C%la, 8], B), ||2lle.co = supefa,p) exp(—Lt — tol) [z (t)]]-
Puisque E est un espace de Banach, (C°([a,b], E), || - ||o0) est un espace de Banach.
Ainsi en utilisant le Lemme (C%[a,b], E), || - lle,c0) est aussi un espace de Banach.
Considérons l'opérateur ® : C%([a, b], E) — C°([a, b], E) défini par

vz € C%[a,b], ), Vt € [a,b], ®(x)(t) = o + /tF(s,x(s))ds.

to

Soit (x1,22) € C%(a,b], E)?. Soit t € [a, b].
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Sit>ty,ona

(1) () — (o) (1) uxo+ft (s a:l( )ds — ( xo+ft (5,22(5))ds)]|
= ||ft (s,z1(s ds—ft (s,z2(s))ds||
= Hfto (s,21(s)) — F(s,32(s)))ds||
< Ji 1P (s.01(5)) = Ps.as) s
< 1! Llaa(s) - wa(s) Ids (BZT0).
D’ott on déduit
exp(—L(t — t0))[|®(x1)(t) — (22)(0)||
< exp(—L(t — to)) [} Lllz1(s) — 2a(s)||ds
= exp(—L(t — t))L [ exp(L(s — to)) exp(—L(s — to)) [21(s) — x2(s)|ds
< exp(—L(t — to))Lft exp(L(s — to))||z1 — 22lle,00ds
= ||z1 — 22||e,00 exp(—L(t — to) Lft exp(L(s — tp))ds
= [l#1 — sl exp(—L(# — 1)) L SRt exp(0)

= (1 = exp(=L(t - to)) |21 — z2]le,c0
< (1 —exp(=L(b - a)))[z1 — zalle,co-

De méme, si t < tg on a
exp(—L(to — 1)) [[@(x1)(t) = @(z2) (1) ]| < (1 — exp(=L(b — a)))[[z1 — z2]le,c0-
Ainsi,
Vt € [a,b], exp(—L[t — to])[|@(z1)(t) — @(22)(t)]| < (1 —exp(—L(b — a)))[[z1 — 22le,00-
Par passage au supremum, on a

[2(21) = D(22)]le,00 < (1 = exp(=L(b = a))) |21 = 22]|e,00-

Puisque 1 —exp(—L(b—a)) € [0, 1], ® est contractante de (C°([a,b], E), || - |le,00) dans (C°([a, b], E),

I| - |le,o0). Ainsi d’aprés le théoréme de point fixe de Banach-Picard, on a
3% € C%[a,b], E), ®(w) =T

l.e.

31w € C%a, b, E),Vt € [a,b], u(t) = o + /tF(s,u(s))dS.

to

En utilisant la Proposition u est solution PC' du probléme de Cauchy (L€ (19,20)) Par
conséquent, en utilisant le Théoréme [3.1.14} on a u(-, tg, xo) = u d’ou [a, b] = I(to, xo). O

Considérons maintenant I’équation différentielle linéaire homogeéne
(L) dx(t) = A(t) - x(t)

i.e. le cas o B est la fonction identiquement nulle. Pour chaque s € [a,b], notons R(-,s) est la
solution PC' non prolongeable du probléme de Cauchy.

[ dX(t) = A(t) o X(2)
(Cs 1dp) = { X(s) =Idg.
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Définition 3.2.6. La résolvante de (L) est la fonction R(-,-) : [a,b] X [a,b] = L(E, E).
Théoréme 3.2.7. La fonction R(-,-) est bien définie de [a,b]? dans L(E, E).

Démonstration. Soit s € [a,b], posons § = L(E, E). Puisque E est un espace de Banach, § est un
espace de Banach. Posons xg = Idg.

Pour chaque t € [a, b], considérons la fonction &7 (t) := [X +— A(t) o X] définie de § dans §. Soit
t € [a,b] soit A € R, soit (X1, X2) € F; on a

JZ{(t) . ()\Xl + Xg) = A(t) o ()\Xl + XQ)
= )\A(t) o Xy + A(t) o Xo
:)\M(t)Xl—i-&Z{(t)Xz

De plus, pour tout X € §,
| (t) - Xllg = [|A(t) o X]|5
< [[A®)[I5]1 X I5-
Par conséquent, la fonction o7 : [a,b] — L(§, ) est bien définie.
Posons, pour chaque t € [a,b] et X € F, F(t,X) = 2(t) - X.
Ainsi, pour appliquer le Théoréme il suffit de montrer que
o € NPCY([a,b], L(F,F),{mi : 0<i<p+1}).
Soit ¢,t' € [a,b], soit X € F; on a
I (t) — () Xz =) X - () Xz
= [|A(t) o X — A(t') o X5
= [[(A(t) = A(t)) o XI5
= [ A(t) — A®)[I511 XI5

Par conséquent, on a prouvé que
Vit € [a,b], (1) — o (#)eig) < 1AW — AWD)5. (3.:2.11)
Soit i € {0, ..., p}, soit (t,t') € [7;, Ti11[?. En utilisant (3.2.11)), on a

”‘Q{|[T7,',Ti+1[(t) - ‘Q{|[T¢,T¢+1[(t/)”£(@,8) < HA\[Ti,T¢+1[(t) - A\[T¢,T¢+1[(tl)”8"‘

Puisque Ay, .1 € C%[m, 7i41[, §), on a 1511—I>Itl’ 1A 7m0 () = Al () ll3 = 0. Par conséquent,
on a
}LI% ||$y|[7'i,7’i+1[(t) - M[Ti,Ti+1[(t/)‘|£(g,&) = 0
Par conséquent,
Vi € {0, ...,p}, ”Qf\[TiJHl[ S CO([Ti,Ti_i_l[,,C(S, S)) (3.2.12)
Soit i € {1,...,p + 1}. Considérons la fonction I; : § — § définie par [; - X = A(1;—) o X € § car
A(r,—) € L(E, E).
Soit t €711, 7;[, soit X € §. Alors, on a
(' (t) = b) - X[z =|(t) - X -1 Xz
= [|A(t) o X — A(1i—) o X|5
= [[(A(t) — A(mi—)) o X||5
= [JA(t) — A7) Iz 1 X I3

Par conséquent, on obtient

17 (t) = lill cz.3) < 1AQ®) — A(Ti—) I3
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Puisque tlim |A(t) — A(Ti—)|lg =0, 0n a
fargll
Vi € {1, D+ 1}, tli)gl_ H;zf(t) — leE(&',S) =0. (3.2.13)

Puisque A(1p41—) = A(Tp41), on a lpr1 = A (Tp41).
Par conséquent, en utilisant (3.2.13]), on a

lim ||« (t) = lp+1 3 =0 (3.2.14)

t—Tp+1

Ainsi, en utilisant (3.2.12)), (3.2.13]) et (3.2.14)), on a

o € NPCY([a,b], £(F,5), {r :0<i<p+1}).

Donc, en utilisant le Théoreme on obtient que R(-, s) est définie sur [a, b] tout entier.
Ainsi, R(-,) est bien définie sur [a, b]?. O

Théoréme 3.2.8. Soit ty,t1 € [a,b]; on a
Yt € [a,b], R(t,to) = R(t,t1) o R(t1,to).

Démonstration. Soit t € [a, b]. Puisque R(-,t;) est la solution PC* du probléme de Cauchy (Cy, 14y ),
en utilisant la Proposition [3.1.6] on a

t
R(t,t1) =Idg + [ A(s)o R(s,t1)ds, donc
t1
R(t,t1) o R(t1,t0) = (Idg + ft )o R(s, tl)ds) o R(t1,t0)

_IdEOR tl,to ft OR S tl)dS)OR(tl,to)

= R tl,to ft 8 tl)ds) e} R(tl,to)
Considérons l'opérateur T': L(E, E) — L(E, E) défini par T(X) = X o R(t1, ).
Puisque T' € L(L(E,E),L(E,E)) et [s — A(s) o R(s,t1)] est Riemann-intégrable sur [a,b], en
utilisant la proposition III, p. 198 de [35], on a

T( tt A(s) o R(s,t1)ds) = /t75 T(A(s) o R(s,t1))ds.
1 1
Par conséquent, on a
R(t, tl) o R(tl, to) = R(t1, t()) + tt A(S) o R(S, tl) o R(tl, to)ds.
0
Ainsi, R(-,t1) o R(t1,1p) est solution PC! du probléme de Cauchy (Ci1,R(t1,t0))- Et puisque R(-, o)

est aussi solution PC' du probléme du probléme de Cauchy (Ci1,R(t1,t0))> O &, par unicité,

vVt € [CL, b], R(t,ty) = R(t,t1) o R(t1,tp).

Théoréme 3.2.9. Les assertions suivantes sont vraies :
(i) Vti,to € [a,b], R(t2,t1) = R(t1,t2)~?
(ii) Vt,to € [a,b], R(t,ty) € Isom(E, E).
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(iii) R(:,-) € C%[a,b)%, L(E, E)).
(iv) Pour chaque t € [a,b], R(t,-) € PCY([a,b],L(E,E),{1;: 0<i<p+1}) et

Vs € [a,b], daR(t,s) = —R(t, s) o A(s)
ou daR(t,s) = dR(t,-)(s).

Démonstration. (i)
Soit t1,t2 € [a, b] ; en utilisant le Théoréme on a

R(tQ,tl) o R(tl,tQ) = R(tQ,tQ) = IdE,

et
R(t1,t2) o R(ta,t1) = R(t1,t1) = Idpg.
Donc, on a
R(ta,t1) = R(t1,t2) !
(ii)

Soit (t,t9) € [a,b]; on a R(t,tg) = R(to,t)"t. Puisque R(t,to)
R(t,to) est bijective d’inverse R(to,t), on a R(t,tg) € Isom(E,E
(iii)

Soit to € [a, b], soit (s,t) € [a,b]?; on a

R(t,s) = R(t,to) o R(to,s) grace au Theoreme
= R(t,t0) o (R(s, to)) ™",

par conséquent,
V(S,t) € [a’a b]27 R(ta S) = R(tvt()) o (R(87 tO))i1

€ L(E,E), R(to,t) € L(E,E) et
)-

(3.2.15)

Considérons les fonctions 71 : R? — R, définie par, m1(t,s) := t, et m : R? — R, définie par,
mo(t,8) = s, et L : Isom(E,E) — L(E, E) définie par L(T) = T~ et X : L(E,E)* — L(E,E),

définie par, X(Xl,Xg) = Xl o Xg.

En utilisant (3.2.15)), on a

R(-,-) = X o (R(-,t0) o m1[q 0, L © R(:,t0) © T2|[ap))- (3.2.16)
Puisque 7 € £(R?, R) et m € L(R%,R), on a
Ty € C°(a, b, [a,b]) et w44 € C°([a,b], [a, ).
Par ailleurs, L € C(Isom(E, E), L(E, E)) d’aprés [14] (théoréme 1.7.3 p.23) et
X € CYL(E,E), L(E,E)).
Ainsi, en utilisant le fait que
R(-,to) € C%[a,b], L(E,E)) et L € C°(Isom(E, E), L(E, E)),
on a, par composition de fonctions continues,
X o (R(-;to) o w1y} L o R(-, to) © majfay) € C°([a, b, L(E, E)).
Donc, en utilisant ’assertion ([3.2.15]), on a
R(-,-) € C%a,b]?, L(E, E)).
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(iv)
Soit t € [a, b]. Avec (ii), on a

R(t,) = Lo R(-t).
Par conséquent, puisque L € C'(Isom(E, E),L(E, E)) grace au théoréme 2.4.4 de [14] (p.34) et
R(t,") € PCY([a,b],L(E,E),{r; : 0 < i < p+ 1}), en utilisant le Lemme [1.3.13} on a R(-,t) €
PC([a,b], L(B, E),{ri : 0 <i <p+1}) et

s € 0.0) dR( () = DrL(R(s,1) AR 0()

R(s,t)-1 0 dR(-1)(s) o R(s, )"
—R(s,t)” Lo A(s) o R(s,t) o R(s, t)
CR(t. )0 Als).

Par conséquent, on a

Vs € [a,b], daR(t,s) = —R(t,s) o A(s).
0

Dans le théoréme suivant, on établit la formule de variation des constantes. Cette formule nous
donne une relation entre la solution PC' non prolongeable du probléme de Cauchy (& C (to,00)) €t
la résolvante R.

Théoréme 3.2.10. Les assertions suivantes sont vérifiées :
(a) Va € [a,b], [s = R(a,s) - B(s)] € NPCY([a,b],E,{r; : 0 <i <p+1}).
(b) (Formule de variation des constantes). Soit (to, o) € [a,b] x E, la solution PC' non prolon-
geable du probleme de Cauchy (L€ 1, 4,)) est donnée par

t
Vt € [a,b], y(t) = R(t, to) - xo +/ R(t,s) - B(s)ds.
to

Démonstration. Considérons l'opérateur bilinéaire continu 7" : L(E, F) x E — E, défini par, pour
chaque (I,x) € L(E,E)x E, T(l,x) =1-x.
Soit « € [a, b].
Puisque B € NPCY([a,b],E,{r; : 0 <i < p+1}) et R(a,-) € PC*([a,b],L(E,E),{r; : 0 < i <
p+1}) grace a (iv) du Théoréme on a, en utilisant la Proposition [L.1.9]

(R(a,-), B(-)) € NPCY([a,b],L(E,E) x E,{r; : 0 <i <p+1}).
Par conséquent, en utilisant la Proposition [1.1.10, on a

Va € [a,b], T o (R(a, ), B(+))
= [s+— R(a,s) - B(s)] € NPCg([a, b, B, {ri:0<i<p+1}). } (3.2.17)

Ceci démontre (a).

Soit t € [a,b]. On peut déduire de avec o = t et de la Proposition que [s —
R(t,s) - B(s)] est Riemann-intégrable sur [a, b].

Par conséquent y(-) est bien définie sur [a,b] dans E. En utilisant le Théoréme on a

t

() = Rit.t0) 20+ [ (R(tt0) o Rito, ) - Bls)ds.
to

Puisque R(t,tg) € L(E,E) et [s — R(to,s) - B(s)] est Riemann-intégrable sur [a, b] grace a (3.2.17))

et la Proposition [1.1.15] en utilisant la proposition III, p. 198 de [35], on a

t

/ "Ritto) - (Rito, 8)) - B(s))ds = R(t.to) - / R(to,s) - B(s)ds.

to to
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Par conséquent, on a
t
y(t) = R(t,to) -z + R(t,t0) - / Rito, s) - B(s)ds.
to
D’ou,

vt € [a,8], y(t) = R(t, to) - (z0 + / "Rto.s) - B(s)ds). (3.2.18)

to

Considérons les fonctions 1 : [a,b] — E définie par ¢1(t) = xg, 2 : [a,b] — E définie par
P (t) = j;; R(to, s) - B(s)ds et b = 11 + 1a. Avec 1 , on a, en utilisant la Proposition [1.3.15
g € PCY([a,b), E,{r;: 0<i<p+1})et

Vt € [a,b], dipa(t) = R(to,t) - B(t). (3.2.19)

De plus, puisque ¢1 € PCY([a,b], E,{7; : 0 <i < p+1}) car ¢y € C*([a,b], E), on a, en utilisant la
Proposition Y € PCH[a,b], B, {r; : 0 <i<p+1})et

Wt € [a, b, dob(t) = ey (t) + dipa(t) = 0+ R(to, 1) - B(t) = Rl(to,t) - B(t). (3.2.20)

Donc, en utilisant le Théoréme on a (R(,ty),v) € PCY([a,b], L(E,E) x E,{r; : 0 < i <
p+1}) et
vt e [G,b], d(R(7t0)7w)(t) = (dR(tatO)adw@))

Par conséquent, puisque R(-, %) est solution PC' du probléme de Cauchy (Cy, 14,,), avec (3.2.20),
on a

A(R(t0), 9)(1) = (dR(t, to), dp(t)) = (A(t) o R(t, o), R(to, 1) - B(t)) (3:2.21)
Avec (3.2.18), notons que y = T o (R(-, t9),?).

Puisque T est un opérateur bilinéaire continu sur L(E, F) x E, d’aprés le 8.1.5. théoréme 5°, p.310
de [35], on a en particulier T € CY(L(E,E) x E, E).

Puisque T € CY(L(E,E) x E,E) et (R(-,t0),v) € PCY([a,b], L(E,E) x E;{r; : 0 <i<p+1}), on
a, en utilisant le Lemme y € PCY([a,b], E; {1 : 0<i<p+1}) et

Vt € [a,b], dy(t) = DrT((R(-,t0), %) (1)) - d(R(- t0), ¥)(1).
D’ott on déduit

Vt € [a,b], dy(t) = DpT(R(t,to),¥(t)) - (A(t) o R(t, o), R(to,t) - B(t)) avec
=T(A(t) o R(t,t0), (1)) + T(R(t, o), R(to, t) - B(t))
= (A(t) o R(t,t0)) - (z0 + [;, R(to,s) - B(s)ds) + R(t,to) - R(to,t) - B(t)
= A(t) - [R(t,t0) - 70 + J;, R(t,s) - B(s)ds] + (R(t, to) o R(to, 1)) - B(t)
grace au Théoréme

= A(t) - y(t) + B(t) en utilisant (3.2.18]).

Ainsi y(-) est solution PC' du probléme de Cauchy (£E (1, 4,))-

Par unicité de la solution PC' non prolongeable du probléme de Cauchy (L€ (19,20)), grace au
Théoréme , y(+) est la solution PC' non prolongeable du probléme de Cauchy (& C (to,20))-
Ceci démontre (b). O
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3.3 Continuité d’une solution PC' non prolongeable par rapport
aux conditions initiales et & un paramétre.

Dans cette section, on démontre un théoréme de continuité de la solution PC' non prolongeable
par rapport aux conditions initiales et & un parameétre.

Soit a,b € R t.q. a < b, (E,| - ||) un espace de Banach réel, U un ouvert de E. Soit A un espace
topologique séparé. Soit f : [a,b] x U x A — E une fonction.

Supposons que la fonction f vérifie les hypothéses suivantes :
(P1) VA € A, f(-,-,A) vérifie (H1) ie. f(-,-,A) € PCP%Ja,b] x U, E) avec discl(f(-,-,)\)) =
{2 0<i<p*+1}
(P2) Y(t,z,A) € [a,b] x U x A, Dgaf(t,z,\) existe,
(P3) VK compact inclus dans U,
M > 0V(t,z,\) € [a,b] x K x A, || Daaf(t,z, Nz < M.
(P4) V(z,A) € C%a,b],U) x A,
b

)l\l_i% Hf(&f(s)a)‘) —f(875(3)7X>Hd3:0-

3.3.1 Reésultats préliminaires

On commence par établir deux lemmes de topologie.

Lemme 3.3.1. Soit (X, d) espace métrique. Soit K un compact non vide de (X, d). Soit 2 un ouvert
de X t.q. K C Q. Alors il exister >0 t.q. V(K,r):={z € X :d(2,K) :=infyerx d(z,2) <r} C Q.

Démonstration. Si = X il suffit de prendre r = 1.

Si Q # X. Puisque X \ Q # 0, d(-, X \ Q) est continue sur X, cf. [36] (proposition 2.3.3. p.162) car
1-lipschitzienne. Et puisque K est compact, on a, d’aprés le théoréme d’optimisation de Weierstrass,
2.7.4 p.212 de [36], V'existence de zg € K t.q. inf e g d(z, X \ Q) = d(z¢, X \ Q).

De plus, puisque X \  est un fermé et zp € K C Q, on a, d’apreés la contraposée de la proposition
16-4 de [16], d(zo, X \ ©2) > 0.

Posons 7 := d(z9, X \ Q) > 0.

Soit z € V(K,r) i.e. d(z,K) <.

Montrons que z € € ; raisonnons par ’absurde, supposons que z € X \ Q. Alors, on a

d(Z, K) > innyX\Q d(ya K)
= innyX\Q inf ek d(y, z)
= infﬂcGK innyX\Q d(l’, y)
= inf cx d(z, X \ Q)

= ’r‘;
ce qui est absurde. Par conséquent, V(K,r) C Q. O

Remarque 3.3.2. Soit (X,d) un espace métrique.
Soit (r1,72) € RL =Ry \ {0} t.q. ry < ro. Alors V(K,r1) C V(K,12). En effet, soit z € V(K,r)
i.e. d(z,K) < ry. Puisque r1 <19, d(z,K) <ry dou z € V(K,ra).

Lemme 3.3.3. Soit (X,d) un espace métrique. Soit (vn)neny € XN et v € X t.q. lirf Ty = .
n—-+00
Alors {xy, : n € N} U {x} est un compact de (X,d).
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Démonstration. Soit (O;)ier une famille d’ouvert de (X,d) t.q. {z, : n € N} U{z} C Uic1O;.
Puisque x € U;c10;, on a
Jjeltq xe0,.

Par conséquent,
{z} C O;. (3.3.1)

De plus, puisque z € O;, O; est un ouvert de (X, d) et liT Ty = x, il existe N € N t.q.
n—-+0oo

YneN,n>N, z, € 0.

D’oti on a
{zn,:neNetn>N}CO;. (3.3.2)

Soit n € {0, ..., N}, puisque z,, € U;csO; il existe i, € I t.q. x,, € O;,.
Par conséquent,

vn € {0,....N}, x, € O;, C U,]LVZOO%.
Donc, on a
{2, :n€{0,...,N}} c UN_,0;.. (3.3.3)

Posons J = {i, :n € {0,..,N}} U{j}. Alors on a

{zp:neNyU{z} ={z,:ne{0,.,N}}U{zp:neNetn>N}U{z}
C UN_,0;, UO; UO; grace a (3.3.1)), (3.3.2) et (3.3.3)
= Uics 0.

Ainsi, d’aprés le théoréme de Heine-Borel-Lebesgue, on a prouvé que {x, : n € N} U {z} est un
compact de (X, d). O

Le lemme suivant est un lemme fondamental ; il nous permet d’obtenir plus d’information sur
la Gateaux-différentielle partielle de f par rapport a la 2éme variable.

Lemme 3.3.4. Soit K un compact de E non vide t.q. K C U. Alors
Ir > 0,3M >0 t.q. V(t,z,\) € [a,b] x V(K,7) x A, ||Dgaf(t,z,N)|z < M.

Démonstration. Puisque K est un compact non vide de E t.q. K C U, on obtient, en utilisant le
Lemme , qu’il existe rg > 0 t.q. V(K,rg) C U. De plus en utilisant la Remarque pour
chaque a €]0,7k], V(K,«a) C V(K,rg) C U.

Ainsi, pour monter ce lemme, il suffit de démontrer que

Ir €]0,rk],3M >0 t.q. V(t,z, ) € [a,b] x V(K,7) X A, [|[Dg2f(t,z,\)|z < M.

Raisonnons par ’absurde, supposons que

Vr €]0,rg], VM > 0, (3.3.4)
At @y Abp) € [a,0] x V(K1) X A [ Daa f(Ehy, «hy Abp)llc > M. o
Pour chaque n € N, appliquons (3.3.4) avec r = 5 et M =n; on a alors
Y € N, (tn, 2, An) € [a, 8] x V(E, anl) % A, || Do f (o Ty An)ll 2 > 1. (3.3.5)
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Soit n € N. Puisque K est un compact et [y — ||z, — y||] = d(xn,y)] est continue sur E comme
fonction 1-lipschitzienne (2.3.1 proposition, p.45 de [35]), d’aprés le théoréme d’optimisation de
Weierstrass, on a
Jyn € K t.q. inf ||z, —y|| = [|[zn — ynl|-
yeK

Puisque K est compact et (y,)nen € KV, il existe y € K, il existe ¢ : N — N strictement croissante
t.q.

Ly =yl = 0. (3.3.6)
Puisque, ¥n € N, z, € V(K ;5), et on a
TK

Soit n € N; alors on a

ngo(n) — Yp(n) + Yo(n) — y”
HI@(n) - yap(n)” + Hygo(n) - y”
soF T 1Y(ny — ylI-

Puisque, Vn € N, ¢(n) > n, on a, par le théoréme de comparaison des limites, hr}rl p(n) = +o0.
n—-+0oo

Par conséquent, hm =0.
n=y sO(n)
Et avec (3.3.6)), on a nggloo s@(n)+1 + |9y — yll = 0.

Donc, en utilisant le théoréme des gendarmes, on a

lim |[[z,m) — ¥yl = 0. (3.3.8)

n—-+0o

Avec ( , on a, en utilisant le Lemme (3.3.3 u Ko = {2y 1 n € N} U {y} est compact.
Pulsque VneN z, € V(K,25) CUetye KCU,ona Ko CU.

Et puisque Ky est compact et Ky C U, on a, en utilisant ’hypothése (P3),

dM; >0 t.q. V(t,z,A) € [a,b] x Ko x A, ||Dgaf(t,z,N)|z < M.
D’ou on déduit
AM; >0 t.q. Vn € N, V(t,A) € [a,b] x A, |Dg 2 f(t, 2oy, A)llc < M. (3.3.9)
Puisque, Vn € N, (t,(n), Apn)) € [a,b] X A, on a, en utilisant ,

Vn €N, [Daaf(t, e < M.

(n)s Lp(n)s go(n)

Or, en utilisant , on a
Vn € N, [[Da2f (tom)s Tem)s Apm)) lc > @(n). (3.3.10)
Par conséquent, en utilisant , on a
Vn €N, p(n) < M.

D’ot, puisque lirf p(n) = 400, d’aprés le théoréme de comparaison des limites, M; = +oo; ce
n—-—+0oo

qui est absurde. ]
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On énonce maintenant le théoréme de la moyenne.

Théoréme 3.3.5. Théoréme de la moyenne. Soit (X, ||-||x) et (Y, ||-|ly) deuz espaces vectoriels
normés réels, Q@ un ouvert de X et a,b e X t.q. [a,b] C Q.
Soit ¥ : Q — Y une fonction Gateauz-différentiable en chaque point x € [a,b]. Alors

[(b) = (a)lly < sup [[Dep(2)lcllb - allx-

xz€la,b]
Démonstration. On peut trouver une démonstration p.143 de [1J. O
En utilisant le théoréme de la moyenne, on parvient & démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.3.6. Soit xy € U. Alors on a, AM*™ > 0, Ir™ > 0 t.q. Vt € [a,b], V21,22 € B(x0,r"°) C
U, VA€ A,
Hf(twrl?)‘) - f(t7$27)‘>H < M$0Hx1 - .%'QH

Démonstration. Puisque K := {x¢} est un compact inclus dans U, en utilisant le Lemme on
a
Ir®® > 0,3IM™ > 0 t.q. V(t,z,\) € [a,b] x V(K, %) x A, ||[Dgaf(t,z,\)||c < M*.

Par conséquent, puisque V (K, r%0) := B(xo,r"), on a
Ir®® > 0,IM* > 0 t.q. V(t,z,A) € [a,b] X B(xo,r™) x A, ||Dg2f(t,z,N)||c < M*™. (3.3.11)

Soit t € [a,b], z1, x2 € B(xg,r™), X\ € A.
Puisque B(zg, ") est convexe (remarque 13 p.134 de [30]),

[x1,z2] C B(xg, ™). (3.3.12)

Ainsi, puisque (P2), f(¢,-, A) est Gateaux-différentiable sur [z1,x3], on a, en utilisant le théoréme
de la moyenne, Théoréme [3.3.5

|f(t, 1, A) — f(t, 22, N)|| < sup  [[Dgaf(t,z, A zller — z2||. (3.3.13)

z€[x1,22]

En outre, en utilisant (3.3.11)) et (3.3.12)) on a

sup ||[Daaf(t,z,N)||z < M™. (3.3.14)

z€[z1,22]
Par conséquent, en utilisant (3.3.13)), on a
Hf(t)xb )\) - f(t,$2, )\)H < MxOHxl - 33'2”
O
3.3.2 Enoncé du théoréme de continuité de la solution PC' non prolongeable

par rapport aux conditions initiales et & un paramétre

Avec (P1) et le Lemme [3.3.6, pour chaque A € A, on peut appliquer I’ensemble des résultats de
la section [3.1] & I’équation différentielle ordinaire & paramétre

() dx(t) = f(t x(t),N).
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Pour chaque (o, o, A) € [a,b] x U x A on peut noter x(t, %o, zo, ) la valeur a l'instant ¢t € [a, b],
lorsqu’elle est définie, de la solution PC' non prolongeable du probléme de Cauchy

dz(t) = f(t,z(t), \)
l‘(to) = Xg-.

((g(to,wo,)\)) {

Dans le théoréme suivant, on énonce le résultat principal de cette section. Il s’agit d’un théoréme
de continuité de la solution PC! non prolongeable par rapport aux conditions initiales et & un
parameétre.

Théoréme 3.3.7. Soit I un intervalle compact de [a,b].
Soit (ty, %o, \) € [a,b] x U x A t.q. le probléme de Cauchy

dz(t) = f(t, z(t), \
(Cg(tb,xb,S\)){ (t) = f(t,x(t),A)

x(ty) = Zo.

admet une solution PC' non prolongeable (-, 1y, %o, \) = & définie sur I ({y € I).
Alors il existe J € Vi (1), Ve ¥, (U), W e Y5(A) t.q. VY(to, zo, \) € J xV x W, la solution PC"
non prolongeable (-, ty, zg, \) du probléme de Cauchy

dz(t) = f(t,z(t), \)
z(to) = o

((g(to,$0,)\)) {

est définie sur 1.
De plus, [(to, 0, \) = z|7(-,t0, 0, \)] est continue sur JxV x W dans C°(I,U). Par ailleurs, il
existe L > 0, pour chaque (to, zg,\) € JxUxWetpueWw

llz7(-, to, 0, A) — 27(+, s Zo, 1) [0 < }
eXp(L dzam(])) f[ ||f(sa $(5,t07$07H)a >‘) - f(S,CE(S, to,xo,,u),,u)Hds.

Notons que ce théoréme sera démontré dans la sous-section suivante.

Lemme 3.3.8. 3L >0, 3r > 0 t.q. Vt € I,Vx1, 19 € B(2(t),r) C U, ¥\ € A,
||f(t7l‘17)\) - f(tax%)\)” < L||$1 - .7)2”

Démonstration. Puisque #(-) € C°(I,E) et I est un compact de R, on a, d’aprés le théoréme 5°
p.67 de [35], K := &(I) est un compact de E. De plus, #(I) C U, en utilisant le Lemme on a

I >0,L:= sup |Daaf(t,z, )|z < +oo.
(t,x,\)EIXV (K,T7)x A

Posons 7 = %. Soit t € I, soit @ € B(&(t),r).
Puisque d(z, K) < ||t — &(t)|| <r <T,on az € V(K,F).
Par conséquent, on a prouvé que

vt € 1, B(&(t),r) C V(K,F) C U. (3.3.15)

Soit t € I, x1, x9 € B(z(t),r), A € A.
Puisque B(&(t),r) est convexe (remarque 13 p.134 de [36]), on a

[x1,z2] C B(&(t),r). (3.3.16)
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Ainsi, puisque (P2), f(¢,-,\) est Gateaux-différentiable sur [z1,x3], on a, en utilisant le théoréme
de la moyenne, Théoréme [3:3.5]

[f(t 21, A) = f(t 22, )| < sup |[Daaf(t, 2, A)|cller — wall. (3.3.17)

r€[z1,T2

En utilisant (3.3.15]) et (3.3.16), on a [z1,x2] C V(K,T).
Par conséquent, on a

sup  ||Daaf(t 2\ < L. (3.3.18)

T€[x1,22]

En utilisant (3.3.17)) et (3.3.18), on a

1£(t 01, X) = F(t, 22, N)]| < Ly — o]
O]

Lemme 3.3.9. Soit I un intervalle compact de [a,b]. Soit (to,z0,\) € I x U x A et x € CO(I,U)
t.q.
t
Viel,z(t)=x0+ [ f(s,z(s),\)ds.
to

Alors la solution PCt non prolongeable (-, to, xo, \) est définie au moins sur I.

Démonstration. Sit; = maxl ¢ {r; : 0 < i < p}, en utilisant la Proposition on sait que x
est solution PC! du probléme de Cauchy (6,.4,.1), d’oil, par le Théoréme (-, to, o, A) est
définie sur 1.

Sity € {m:0<1i<p}, posons yo = x(t1); en utilisant le théoréme d’unicité et d’existence locale,
on a : il existe hg > 0 il existe z € PC*(max{t; — ho,a}, min{t; + ho,b}],U) solution PC! de

(Cgtmﬂﬁo,)\)'
Posons Iy = [t1, min{t; + hg, b}]. Considérons la fonction Z : I U Iy — U définie par

(1) :_{ x(t) sitel

z(t) site .
Puisque I et Iy sont connexes et I N1y = {yo} # 0, on a : I U Iy est connexe. Par conséquent, I U Iy
est un sous-intervalle de [a, b]. De plus, T est bien définie sur I U I car Z(t1) = z(t1) = z(t1).

Puisque 7|1 = z, T, = 2j1,, ¢ € COI,U) et z5, € C%(Io,U), on obtient que T est continue sur
(I UIp) \ {t1}. De plus, puisque Z(t1—) = z(t1—) = z(t1) = yo et T(t1+) = z(t1+) = z(t1) = yo i.e.
Z(t1+) = Z(t1—) = yo, T est continue au point ¢;. Par conséquent, T € C(I,U).
Soit t € I U .

Sitel, onax(t) =x+ ftz f(s,xz(s),\)ds = xg + ftzl f(s,z(s),\)ds + fttl f(s,z(s),\)ds =
x(t1) + fttl f(s,z(s), \)ds=yo + fttl f(s,z(s), \)ds. Par conséquent, on a

T(t) = x(t) = yo + [}, F(s,2(s), Nds = yo + [} f(s,7(s), \)ds car [t,t:] C I.

Si t € Iy, puisque z est une solution PC! du probléme de Cauchy (%3, 4,.1) et supIp & {; : 0 <
i < p}, en utilisant la Proposition , ona z(t) =yo + fttl f(s,z(s), N)ds.

(s),\)ds
(s), \)ds car [t1,t] C Ip.

=

(t) =z(t) =yo+ J;; (s,
=yo+ [, f(s,

818
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Donc, par disjonction des cas, on a prouvé que
t
Vte IUIy, Z(t) =yo+ [ f(s,7T(s),A)ds.
t1

Ainsi, d’aprés la Proposition , on obtient que T est solution PC' du probléme de Cauchy
(Cgthyo)\)'

De plus, puisque Z(to) = x(tg) = xo, T est aussi solution PC! du probléme de Cauchy (%, z0.1)-
En utilisant le Théoréme x(+, to, o, A) est définie sur I U Iy donc en particulier sur I. Ainsi,
par disjonction des cas, x(-, %o, zo, A) est définie sur I. O

On rappelle le Lemme de Gronwall.

Lemme 3.3.10. Lemme de Gronwall. Soit A un intervalle compact de R, 7 € A et b > 0.
Soit a(-) € £9((A, B(A)), (R, BR,)) et w() € L2(A, B(A)), (Ry, BRy)) Lo
a(-w(-) € LY((A, B(A)),mi; Ry).

Si
Ve A, w(t) < / o(s)w(s) dmy (s)| + b.
[7%]
Alors
Vte A, w(t) < bexp (‘/ a(s) dmy(s) ) .
[71]
Démonstration. On peut trouver une démonstration dans [1] p.183. Ul

3.3.3 Preuve du théoréme de continuité de la solution PC! non prolongeable
par rapport aux conditions initiales et & un paramétre.

Posons 1 = rexp(—L diam(I)).
Puisque # € C°(I,U) et f(-, -, ;\) verifie (H1), on a, en utilisant le Lemme
[s > f(s,2(s), )] € PCOI, E,{r} : 0 <i < p* + 1} N I) N CI, E).
Par conséquent, en utilisant la Proposition on obtient que [tg — f;oo f(s,(s), \)ds] est conti-
nue sur /. Donc, en particulier

36, >0 t.q. ,Vig € J =: [fg — 61, 6o+ 0] N1, (3.319)
Hftfoo f(S,i‘(S),)\) dSH < r1 exp(fgdzam(l)) = . -9.
Avec (P4), Tim [, [1£(s,#(s), \) — £(s,3(s), A) | ds = 0, et on a
A=A
IWun voisinage de A, YA € W, /Hf(s, E(s), \) — f(s,2(s), N)|| ds < . (3.3.20)
I

Posons U = B(d, 62).
Soit (to,xo,/\) eJxUxW.
Considérons la norme de Bielecki, || - ||e.co : C°(I, E) — R, définie par, pour chaque = € C°(I, E),
[2le,o0 = supses exp(—Llt — to])[|lz(t) |-

Puisque E est un espace de Banach, (C°(I, E), || - ||s) est un espace de Banach.
Ainsi en utilisant le Lemme et le théoréme p.99 de [35], on obtient que (CO(1, E), || - |le.c0) est
aussi un espace de Banach.
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Posons Xy, = X := By, . (&,71).
Puisque X est un fermé de (CY(I, E), | - |le,c0) ; X muni de la distance induite de || - ||e,00 €st un
espace complet, cf. théoréme II, p.61 de [35].

Soit x € X, soit ¢ € I'; puisque exp(—L|t — to|)||x(t) — z(t)| < rl, on a
lx(t) — z(t )H < exp(L]t —to|)r1 < exp(Ldiam(I))ry =r, d'o
Ve e X, Vtel, z(t) € B(z(t),r) C U. (3.3.21)

Soit x € X ; puisque f(-,-, \) vérifie (H1), en utilisant le Lemme on a

[s — f(s, x( ), A\)] € PCOI,E, {r}: 0<i<p*+1}NnI)NCYUI, E)

Par conséquent, en utilisant la Proposition on obtient que [t — fto f(s,x(s), A) ds] est continue
sur 1.

Alnsi, [t — xo0 + fti) f(s,z(s), A) ds] est continue sur I. Donc, on peut définir I'opérateur

t
Py zon) =P X — CYI,E),Vz € X,Vt € I, ®(z)(t) := ¢ + t f(s,z(s), \) ds.
0

Soit x € X, soit t € I t.q. t > tp.
Soit s € [to,t] C I; puisque x € X, ||z(s) — &(s)|| < r grace a (3.3.21)).

En utilisant le Lemme [3.3.8] on a

Vs € [to, t], [[f(s,2(s), A) = f(s,2(s), M| < Lllx(s) — &(s)|-

Par conséquent, en utilisant le corollaire II, p.201 de [35], on a

) lf(s,2(s), A) — f(s,2(s),A)| ds < /t L||z(s) — z(s)] ds. (3.3.22)
Notons que
@) (t) = 2(t)] = llzo + [, f ) A)ds — ( 900+ft &(s), \) ds)|
= [lzo — 330+f; ,x(s), A ds—ft 56() ) ds
+ft ds—ft z(s), )ds”
<”$0—$0H+Hft () ds—ft 2(s), A ds||
+Hft ds—ft z(s), )\) ds £ f(s,i(s),A) ds||
< IIwO*xolet [f(s,z(s), A) f(s,2(s), )Ilds )
+I i, (f s),A) = f(s,2(s),\)) ds|| + Hf s &(s),A) ds|
< lzo —on + ftoLHHC s) — &(s)|| ds A
+ [y 1f (5,2 (s), ) F(s,2(5), Ml ds + || [ f(5,2(s), A) ds]| grace a
< d +Lft |x(s) — 2(s)|| ds + 2 + d2 grace a (3.3.19)) et (3.3.20)
= 352+Lft |lz(s) — z(s)|| ds,
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ce qui implique

exp(—L(t —to))[[®(x)(t) — Z(?)]|

< Bexp(—L(t —t0))d2 + exp(—L(t — to))L [y, lx(s) — &(s)l| ds
< 38, + exp(—L(t — to)) L J*. exp(L(s — t0)) exp(~L(s — to))l|z(s) — &(s)]| ds
< 38 + Lexp(—L(t — to) ft exp(L(s — to)) ||z — &le,00 ds
=302 + ||z — Z|le,co L exp(—L(t — to)) ft exp(L(s —tg)) ds

< 383 + riLexp(—L(t — to) ft exp(L(s —tg))ds

— 36, + r1Lexp(—L(t — to))[SRE—t)-1 (-to)—1)

= 362 + r1(1 — exp(—L(t — to)))

< 362 + r1(1 — exp(—L diam(I)))

= ryexp(—Ldiam(I)) + r1 — r1 exp(—L diam(I))

=T1.

Done exp(—L(t — to)) | ®(z)(t) — #(0)]| < r1.
De méme, si t < tg, on a exp(—L(tg — t))||P(x)(t) — z(t)|| < r1.
Donc on a prouvé que
Vit € I, exp(—L|t — to|)||P(x)(t) — z(t)| < r1

l.e.
[®(2) — &lle,o0 < 71

Par conséquent, on a

(X) C X. (3.3.23)

Soit z,y € X ; en utilisant (3.3.21)), on a, Vt € I, ||z(t) — 2(t)|| < r et |ly(t) — 2(t)]| < .
En utilisant le Lemme [3:3:8] on a

Ve I | f(ta(t), ) — £t (), VI < Lli(t) - y(@)]. (3.3.24)

Soit t € I t.q. t > ty; alors on a

exp(—L(t = to))[[@(x)(t) — 2 (y) D)

= exp(—L(t — to)) \xg—i-ft f(s,2(s), N ds — (o + [ f(s,u(s), ) ds)]|
= exp(— L(t—to))\lft y2(s), A) = f(s,y(s),A)) ds
< exp(—L(t — t)) . Hfsx ),A) f(s,9(s), )Hds
< exp(—L(t — to))Lft llx(s) — y(s)|| ds grace
= exp(—L(t — t0))L [, exp( (S—to))exp( L(S—to))Hw(S)—y(S)HdS

< Lexp(—L(t — tp)) ft exp L(s—to))||:L’—y||€7Oo ds
= ||z — ylle.co L exp(—L(t — to )j; exp(L(s —tp)) ds
— o = oo L exp(—L{t — to))[ LU 1))

= (1 —exp(—L(t — to)))[lz — ylle,0
< (1 — exp(—L diam(I))) ||z — ylle.00-

Par conséquent, on obtient
exp(—L(t —t9))[|®(z)(t) — ©(y)(#)]| < (1 — exp(—=L diam(I)))||z — ylle,c0-

De méme, si t < tg, on obtient

exp(—L(to — 1)) @(x)(t) — @(y)())[| < (1 = exp(=L diam(I)))[|x = ylle,c0-
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D’ou, on a, Vx,y € X, Vit € 1,

exp(—Llt — to])|2(z)(t) — 2(y)(A)[| < (1 — exp(=L diam(I)))|x -y

€,00"

On a donc démontré que

Va,y € X, [|®(x) — (y)

eco < (1 —exp(—Ldiam(I)))||z — ylle.co- (3.3.25)

Puisque 0 < exp(—L diam(I)) < 1,ona 0 < k = (1 —exp(—Ldiam(I))) < 1.
Ainsi, en utilisant (3.3.23)) et (3.3.25)), on peut appliquer le théoréme du point fixe de Banach-Picard
et on a donc

V(to,xo,/\) eJxUx W,H!T(-,to,l‘o,A) € X =X, t.q.
‘@(to,mo,)\)(j('vt()a xQ, )\)) = q)(f(, to, X0, )\)) = f(',to,l‘o, )\) (3326)
ie Vt e I,T(t, tg, xo, \) := zo + ftto f(s,T(s,to, x0, A), A)ds.

En utilisant le Lemme z7(+, 0, %0, A) = Z(+, to, o, A) est définie sur I.

Soit (tg,zg, ) € Jx U x W, soit (10, Y0, 4) € JxUxW,soittel.
Puisque z7(, 0, zo, A) € Xy, et x7(+, 70, Yo, 1) € X7y, 00 2

|27(t, to, 0, A) — 2()|| < exp(L|t —tol)r1 < exp(L diam(I))ry =r
et [lz)r(t, 70,90, 1) — ()| < exp(L[t — 70[)r1 < exp(L diam(I))r1 =,

d’ou

vVt eI, x|[(t7 to, xo, )‘) S §<j(t)7 T) et x|1(t7 705 Yo, M) S B(‘fij(t)v 7’).
En utilisant le Lemme [3.3.8] on a

vVt e I,
||f(t71"(t7t071'0a )‘)a >‘) - f(ta l‘(t,To, yO?:U')v )‘)H < LH‘/E(t’tO?xO? )‘) - 1:(t77_0a yO?:U’)H' }

D’ou on déduit

Vi€ L, fi, 1 (s, 2(s, t0, 20, ), X) = f(5,2(s, 70,90, ), M) } (33.27)

< |ftZL||LIT(S,t0,$O,>\) _x(87707y07M)||dS|‘
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Soit t € I; alors on a

Hx(t t07$07)‘) x(taTanOHU/)H
= |lzo —|—j; (s, z(s, to,xo,/\),)\) yo—i-ft f(s,x(s,70,y0, 1), 1) ds)||
< llwo = oll + Il [, £(s,2(s, to, 20, ), ds—jfof(s, 8,70, Y0, 1), 1) ds||
< Hwo - yoH + || [y, £(s,3(5,t0, 0, A), N)ds — ([0 f(s,2(s, 70,90, 12), 1) ds+
Ji £(s,2(5, 70,50, 12), 1) ds) |
< llwo = yoll + || [y, £(s,2(s,t0, 20, A), A) — (5, (s, 70,50, 12), jr) ds—
ftof (s,2(s, 70, Yo, 4 ), p) ds||
<|lzo — yoll + || fto s, (s, t0, o, A), X) — f(s,2(s, 70, Y0, i), A)
+/ (s, (s, TOvy()a/’L)?)\) F(s,2(s,70, Yo, 1), 12) ds — [0 (s,2(s, 70,50, 1), 12) ds|
< lzo — y0|| + | ft (5,2(s,t0, 0, ), A) — f(s,2(s, 70,0, 1), A) ds||
+|| ft (s,z(s, 70, Y0, 1), \) — f(s,2(s,70, Y0, 1), it) ds]]
+ [o f(s,2(5, 70, Y0, 1), 1) ds]|
< |lzo — yoll +|ft Il f(s,2(s,to, 0, N), A) — f(s,2(s, 70, Yo, ), \)|| ds|
+f[||f s x(s To,yo,,u),)\) f(s, (s, 10, Y0, 1), )|l ds
-+l ftof (s,2(s,70, Y0, 1t), 1) ds]|
< |lzo — yoll + | ft Lz(s, to, x0, ) — (s, 70, Yo, 1) || ds|
+ [ 1f(s x(s To,yo»ﬂ%)\) f(s,2(s,70,y0, 1), )| ds+
I [0 £ (s, 2(5,70, Y0, 1), 1) ds]|.

Puisque [s — L] € £O((I,B(I)), (R4, B(R,))) comme fonction continue sur I dans R. De plus,
comine l"[(',t(],.l‘(],)\) € CO(I7E)) .T|[(‘,T(),y0,,ll) € 00(17 E) et H ’ || € CO(EaR)a on a

[S — ||$(S?t0a$05 )‘) - x(‘SvTanOa/'L)H] S 00(17R+)

d’ou [S = H.CC(S,ZL/(),LIZ(),)\) - JI(S,To,yO,,U)H] € ‘CO((LB(I))’ (R-HB(R-F)))

De plus, [s + L||z(s,to, 20, A) — x(s, 70, yo, w)||] € LY((I,B(I)), m1;R,) comme fonction continue
sur [.

Ainsi, en utilisant le lemme de Gronwall, on a

H.Cv(t,to,xo,)\) - x(tﬂ—()?yonu’)u
< ([lzo = yoll + [7 [1£ (s, (s, 70, 90, 1) ) — f(s5,2(s, 70, Yo, 1), ) || ds+
| f:f £(s,2(5,70,y0, 1), 1) ds||) exp(] f,; L)

< (Jlzo — yo|| + [7 £ (s,2(s, 70, Yo, 1), A) — f(s,2(s,70, Yo, 1), o) || ds+
Hftof (s,z(s, 70, Y0, 1), pt) ds||) exp(L diam(T)).

Par conséquent, on a démontré que

vt € I, ||z(t, to, 0, \) — 2(t, 70, Yo, 1) ||
< (tH'IO - yOH + f[ Hf(S,l'(S,To,yo,,LL), >‘) - f(sﬂx(saTanOaM)?u)” ds+
I [ f(s52(s, 70, Yo, 1), ) ds||) exp(L diam(I)).

D’ou on déduit

V(to,l’o,)\) S j X U X W, V(To,y(],,u) S j X U X W
H56|1(',t0,330,)\) —217(*, 70, Y0, 1) |00

< (||zo - y0|| + [7 1 (s, 2(5,70, Y0, 1), A) = f(5,2(s, 70, yo, 1), 1) || ds+
1S f(s, (5,70, 90, 1), 1) dsl]) exp(L diam(I)).

(3.3.28)
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Puisque z7(-, 70, Yo, 1) € CY(I,U) et avec (P1), on a, en utilisant le Lemme

[s = f(s,2(s,70,y0, 1), )] € PCOLLE {7l : 0 <i <pt4+1}NI)NCYIE).

Puisque [s — f(s,2(s, 70, Y0, ), )] € PCUI, E {7l : 0 <i <pt+1}NI)NCY(I, E), en utilisant
la Proposition [1.3.9] on a

to

f(Saw(SvTan()aM)a ,U’)ds = 0.

lim
to—70

70
Avec (P4), on a

lim / ||f(87$(83707y03M)’ )‘) - f(s,x(s,To,yo,u),u)Hds =0.
A—)p, I

Et, puisque xlig%/ lzo — yol|l = 0, en utilisant le théoréme des gendarmes, on obtient
0 0

lim [21(+ t0, w0, A) — 27", 70, Y0, 1) [|oc = 0.
(to,20,A)—(70,40,4)

De plus, pour chaque (tg, g, \) € JxUxW et u €W en utilisant (3.3.28)) avec 7o = tg et yo = o,
on a

||.T|[(‘,t0,.’1}0,)\) - .fC|](',t0,.T0,,M)HOO S }
exp(L diam(I)) [; 11 (s, (s, to, zo, n), A) — f(s,x(s, to, xo, 1), p)|| ds.
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Chapitre 4

Calcul des Variations

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux problémes de Calcul des Variations.
Dans la section 1, on traite I'intégrale de Gelfand, on établit des propriétés qui seront nécessaires
pour établir ’équation d’Euler & paramétre.
Dans la section 2, on s’intéresse aux fonctionnelles définies & partir d’une intégrale et ayant
pour espace de départ le produit cartésien d’un intervalle compact de R et de I’espace des fonc-
tions continues par morceaux normalisées. Pour ces fonctionnelles, on démontre un lemme fonda-
mental pour obtenir la Hadamard-différentiabilité en un point avec des hypothéses de Hadamard-
différentiabilité partielle sur 'intégrande. Ensuite, on démontre la Hadamard-différentiabilité d’une
fonctionnelle définie & partir d’une intégrale et dépendant d’un paramétre avec des hypothéses de
Hadamard-différentiabilité sur l'intégrande. En outre, on donne des résultats sur les lemmes de
Dubois-Reymond généralisés. Grace a ces lemmes, on parvient & démontrer une équation d’FKuler
dépendant d’un paramétre avec des hypothéses de Hadamard-différentiabilité partielle sur I'inté-
grande. Ainsi, on démontre une équation d’Euler avec des hypothéses plus faibles. En effet, pour
montrer ’équation d’Euler, on suppose le plus souvent I'existence d’une Fréchet-différentielle par-
tielle continue, cf. [25] p.106.
Dans la section 3, on énonce un théoréme de ’enveloppe dans le cadre du Calcul des Variations.
Notons que l'intégrale de Gelfand nous sera trés utile pour donner l'expression de la Gateaux-
différentelle et de la Fréchet-différentielle de la fonction valeur.
Dans la section 4, on prouve le théoréme de I’enveloppe énoncé dans la section 3. Notre stratégie
est de reformuler notre probléme de Calcul des Variations en un probléme d’optimisation statique.
Ainsi, en utilisant les lemmes de la section 2 et un théoréme de ’enveloppe du chapitre 2, on
démontre ce théoréme de ’enveloppe.

Enfin, notons qu’on pourra retrouver la plupart des résultats de ce chapitre dans [12].

Dans la suite du chapitre, on fixe n € N*, T' €]0, +o0[, A un ouvert de R™ et Y un espace vectoriel
normé réel.

4.1 Résultats sur 'intégrale de Gelfand
Dans cette section, on s’intéresse a l'intégrale de Gelfand, on établit des propriétés qui seront
utiles dans les sections suivantes de ce chapitre.

On commence par introduire la notion de fonction x-faiblement mesurable.

Définition 4.1.1. Soit E un espace vectoriel normé réel et p : [0,T] — E* une fonction. On dit ¢ est
x-faiblement mesurable lorsque pour chaque x € E, [t — ¢(t) - 2] € L°(([0,T], B([0,T))), (R, B(R))).
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Dans la définition suivante, on définit la notion de fonction Gelfand-intégrable. On peut trouver
plus d’informations sur l'intégrale de Gelfand dans [2] (p.422).

Définition 4.1.2. Soit E un espace vectoriel normé réel et ¢ : [0, T] — E* une fonction x-faiblement
mesurable.

On dit que ¢ est Gelfand-intégrable sur B € B([0,T]) par rapport ¢ my lorsque pour chaque x €
E, [t = o) z] € LY((B,B(B)),m;;R) et [z — [po(t)  xzdmi(t)] € E*. Alors la fonction
fg o(t)dmy(t) € E*, définie par, pour tout x € E, fg o(t)dmy(t) -z = [go(t) - xdmy(t), est
appelée lintégrale de Gelfand de ¢ sur B par rapport d my.

On dit que ¢ est Gelfand-intégrable par rapport a my lorsque, pour chaque B € B([0,T]), ¢ est
Gelfand-intégrable sur B par rapport ¢ my.

On note L(([0,T], B([0,T1])), my; E*) lensemble des fonctions Gelfand-intégrable par rapport a my.

Dans le lemme suivant, on donne une condition pour qu'une fonction x-faiblement mesurable
soit Gelfand-intégrable.

Lemme 4.1.3. Soit E un espace vectoriel normé réel. Soit ¢ : [0,T] — E* une fonction *-faiblement
mesurable t.q. il existe v € L1(([0,T],B([0,T))), m1;R) vérifiant, pour tout t € [0,T], |le®t)|lz <
Y(t). Alors ¢ est Gelfand-intégrable par rapport & my et pour chaque B € B(]0,T]), on a

&
/ o () (1)

B

< [ widm (o).
c JB
Démonstration. Soit B € B([0,T]). Soit € E et t € B; notons que

[ () -z [< lle@llelzll < @)=l

Par conséquent, on a, pour chaque = € E, [t — ¢(t) - 2] € LY((B,B(B)), m1;R) et

Vr € E,

/ so(t)-xdml(t)\ < [ v dmi@)lel
B B

Par conséquent, puisque [z — [5@(t) - dmy(t)] est linéaire grace a la linéarité de l'intégrale de
Borel, on obtient que ¢ est Gelfand-intégrable sur B par rapport & my et

Les deux lemmes suivant seront utiles pour montrer ’équation d’Euler.

< (t) dmy (t).

c Jom

&
/[ o (t) dim (1)

O’T}

Lemme 4.1.4. Soit m € N*. Soit a € L(([0,T], B([0,T7])), m1; R™*). Alors, on a
Vi € NPCQ([0,T],R™), [t = a(t) - o(t)] € L1(([0,T], B([0,T])), m1; R).

Démonstration. Soit ¢ € NPCY([0,T],R™). Considérons (€})i1<i<m € (R™*)™ la base duale de la
base canonique (€;)1<i<m de R™.

Notons que, pour chaque ¢t € [0,T], on a a(t) =Y ;" (a(t) - ;)er.

Donc, pour tout ¢t € [0,7], a(t) - ¢(t) = > i~ (a(t) - e;)el(p(t)).

Par conséquent, en utilisant les propriétés des fonctions mesurables, on a

[t = a(t) - ()] € L2(([0, ], B([0, T1)), (R, B(R))).
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Puisque, pour chaque i € {1,...,m}, [t — e} (¢(t))] € NPCY([0,T],R), on obtient que
Je; € RY, V€ [0,T), |ef ()] < ;.

Par conséquent, pour chaque ¢ € [0,7], |a(t) - o(t)| < >, |a(t) - ez\cl
Puisque a € L§(([0,T], B([0,T1)), my; R™*), pour chaque i € {1,...,m},

[t = a(t) - ei] € £1(([0,T], B([0,T])), m1; R).

Ainsi [t 7 ST la(t) - exlei € £1((10, ), B0, 7)), ma; B).
Par conséquent, on obtient que [t — a(t) - p(t)] € £1(([0,T], B([0,T])), m1; R). O

Lemme 4.1.5. Soitm € N*. Soita € £1 (([O T] B([O T))), my; R™*). Alors, la fonction b : [0,T] —
R™* définie par, pour tout t € [0,T], f[O 1 s) dmy(s) est absolument continue sur [0,T] et,
vVt € [0,T], my — p.p., b'(t) = a(t) (ou p.p. estl abrethzon de presque partout).

Démonstration. Considérons (e)i<i<m € (R™*)™ la base duale de la base canonique (€;)1<i<m de
R™, o o
Notons que

m

vt € [0,T],b(t) = > (b(t) - es)e; = Z /Ot] -e;dmy(s))e;

=1

Puisque, pour chaque i € {1,....,m}, [t = a(t) - e;] € LX(([0,T],B([0,T])), m1;R), en utilisant le
Théoréme 2 de [27] p. 339, on a [t — f[o g als) - eidmy(s)] € AC([0, T], R).
Par conséquent, on obtient que

- tb—>(/ a(s) - erdmy(s))1<icm | € AC((0,T],R™).
0

Considérons l'opérateur linéaire continu Z : R™ — R™* défini, par pour tout = (21, ..., T;,) € R™,
Z(x) =" mief.

Notons que b = Z o q.

Ainsi, en utilisant la propriété 1 de [1] p.128, on a b € AC(]0,T],R™*) et, pour tout ¢t € [0,T], m; —
p-p-,

V(t) = DpZ(a)-a'(t) = Z((a(t) - e:)1<i<m) = Z(a(t) cei)e; = aft).

4.2 Reésultats fondamentaux sur le Calcul des Variations

Dans cette section, on s’intéresse d’abord aux fonctionnelles définies & partir d’une intégrale et
ayant pour espace de départ le produit cartésien d’un intervalle compact de R et d’un espace fonc-
tionnel. On démontre d’abord un lemme fondamental pour obtenir la Hadamard-différentiabilité en
un point avec des hypothéses de Hadamard-différentiabilité sur 'intégrande. En outre, on démontre
un lemme similaire lorsque l'intégrande dépend d’un paramétre. Enfin, a ’aide de ce lemme et des
résultats sur U'intégrale de Gelfand, on démontre des lemmes de Dubois-Reymond généralisés et une
équation d’Euler & paramétre.
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4.2.1 Résultats sur les fonctionnelles définies & partir d’une intégrale

Dans le lemme suivant, on démontre un lemme fondamental pour obtenir la Hadamard
-différentiabilité en un point avec des hypothéses de Hadamard-différentiabilité sur 'intégrande.

Lemme 4.2.1. Soit E un espace vectoriel normé réel, G un ouwvert de E, f :[0,T] x G — R une
fonction et 29 € NPCY([0,T],G). On considere les conditions suivantes :
(i) f € PCP°([0,T] x G,R).
(ii) 11 existe p1 > 0 et il existe ¢ € L1(([0,T],B([0,T])), m1;R) t.q., Vt € [0,T],
Vuy,ug € B(20(1), p1), [f(t,u1) — f( 2)| < C(0)[|ur — uzl|.
(iii) Pour tout t € [0,T], Duaf(t, 20(t)) existe.
On consz’dére la fonctionnelle F: NPCY([0,T),G) — R définie par, pour chaque z € NPCY([0,T), G),
= I ft. =) dt.
Alors les assertzons Suwantes sont vérifices.
(a) NPCY([0,T],G) est un ouvert de NPCY([0,T), E).
(b) Sous (i)-(ii), F' est bien définie et lipschitzienne sur B (20, p1)-
(c) Sous (i)-(iii), F est Hadamard-différentiable au point zo et pour chaque h € NPCY([0,T1], E),
[t = Diraf(t, (1)) - h(t)] € £1(([0, T), B0, T])), m;R) et

VYh € NPCY([0,T),E), DyF(z) - h = o Dpaf(t,zo(t)) - h(t) dmi(t).

Démonstration. (a)

Soit 21 € NPCY([0,T),G); K := 2([0,T]) C G est un compact de E.

Par conséquent, en utilisant le Lemme il existe r > 0 t.q. V(K,r) C G.
Montrons que B (21, 5) C NPCd([O,T},G).

Soit 2 € B (21, 5)-

Soit y € ([0, T)); il existe donc (t,)nen € [0, TN t.q. nggloo |z(tn) — y|| = 0.
Notons que, pour tout n € N, on a

d(z(tn), K) < [[2(tn) = 21(tn) || < |2 = 21l < %

d’otl1, par conservation des inégalités larges par passage a la limite, on a

dly, K) = lim d(z(t,), K) <

n—-+o0o

M\‘i

Donc y € V(K,r) C G. Ainsi By (21,%5) € NPC([0,T],G). Par conséquent, NPC)([0,T],G)
est un ouvert de NPCY([0,T], E).

(b)

Pour chaque z € NPCY([0,T],G), en utilisant (i) et la Proposition on a [t — f(t,2(t))] €
NPCY([0,T],R) ce qui implique que [t — f(t,2(t))] est Riemann-intégrable sur [0,77], donc F est
bien définie.

Soit z1, 29 € B”.”OO(Z(),pl).

Puisque, pour chaque ¢t € [0,T7], | z1(t)—20(t) |< ||z1— 20|00 < p1 €t | 22(t)—20(t) |< ||22—20]|00 < p1,
on a, en utilisant (ii) :

vt € [0,T], | f(£, 21(8) = f(E, 22(2)) [< C(B)[[21 () — z2(D) ]| < C(B)ll21 — 22l oo
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Par conséquent, on a

Mﬂm—FWH=457@m w—ﬁ#m@mmu

< [y | ft21(1) = f(t, 22(t)) | dt
:f0T1|ftz1 )) f(t, z(t)) | dma(t)
< Jor(C@)ll21 — z2ll00) dma (2)

= foT]C )dmy(t)|lz1 — 22oo-

(c)

Soit h € NPCY([0,T), E) ; en utilisant (a), il existe 0 > 0t.q., V0 €]0,6°[, 20+6h € NPC([0,T],G).
Posons §° = min{#°, m}

En utilisant (iii), on a

vt €[0,7], lim i(f(lt,zO(t) +0nh(t)) = f(t, 20(t)) = D2 f(t, 20(t)) - h(t). (4.2.1)

n—+o0 U,

Puisque, pour chaque n € N, la fonction [t — - L (f(t, 20(t) +0,h(1)) — f(t, 20(1)))] € PC°([0,T],R),
en utilisant la Proposition m 1.1.5et -, on a

[t -5 Daaf (1, 20(8)) - h(1)] € £2((0, T), B0, T])), (R, B(R))). (122)
Notons que : Vn € N, Vt € [0, T,

120(2) + Onha(t) — 20(8)]] = 10,0 (D)
=[O | [|P()]]
< 0%)|n(t)l|

W\WHO@
Pl < p1

I/\ I/\

l.e.

Vn e N, Vt € [O,T], Z()(t) + gnh(t) S B(Z()(t),pl).

Donc, en utilisant (ii), on a
v € N, Vt € [0,T], [5-(f(t 20(t) + 0nh(t)) = f(t, 20(1))| < COIRE < O (4.2.3)

avec ||h|lC € L(([0,T], B([0,T))), m1; R.). Par conséquent, en utilisant le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue, on a

lim é(F(Z’o + Onh) — F'(20))

n—-+00

= f[o,T] limp 4 oo é(f(@ 20(t) + Onh(t)) — f(t, 20(t))) dmy(t)
= f[gyT] DH,Zf(t7 ZO(t)) : h(t) dml (t)

En utilisant la caractérisation séquentielle de la limite, on obtient que, pour tout h € NPCY([0,T], E),

DEF(Z(); h) = DH,Qf(t, Zo(t)) . h(t) dm1 (t)
(0,71

De plus, en utilisant (£.2.1)) et ([1.2.3), on a
Vh e NPCd([OvT]aE)a vt € [OaT]v | DH,Qf(tsz(t)) ’ h(t) ‘S C(t)HhHOO (424)
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Par conséquent, en utilisant , on a
Vh € NPCY([0,T), E), [t = Duaf(t,z(t)) - h(t)] € £*(([0,T], B([0,T])), m1; R). (4.2.5)
Puisque l'intégrale de Borel est linéaire, D F(z0;-) est linéaire de NPCY([0,T], E) dans R.
De plus, notons que, pour tout h € NPC&’([O, T],E), on a
| DEF (203 h) | =] Jig.y D2 f(t, 20(t)) - h(t) dma () |
< o | Diraf(t,20(0)) - h(t) | dimy (2
< Jior ¢(8) dmi()[|A]lo grace a (@4.2.4).

Par conséquent, [h — D5F(20;h)] € LINPCY([0,T], E),R).

Ainsi, F' est Gateaux-différentiable au point zg et
Vh € NPCY([0,T), E), DaF(z) - h = Duaf(t, z0(t)) - h(t) dmy(t).
[0,7]
Donc, avec (b), en utilisant la Proposition m F' est Hadamard-différentiable au point zy et
DgF(Zo) = DHF(Z[)) OJ

Lemme 4.2.2. Sous les hypotheses (i-iii) du Lemme les assertions suivantes sont vérifiées.
(a) La fonction [t = Dy f (¢, 20(t))] € L(([0,7], B0, 7)), m1; ) et
vt € [0, 1 [[Dr2f(t z0(1))lc < C(E).
(b) Lorsque E =R™ avec m € N*, on a
[t = Duaf(t, z0(t)] € £2(([0,T], B([0,T])), (R™, B(R™"))).

Démonstration. (a)
Soit v € E; puisque la fonction constante [t — v] € NPCY([0,T], E), en utilisant I'assertion (c) du

Lemmeet , on a [t — Dyaf(t, z0(t)) - v] € LY([0,T],B([0,T])), mi; R), et

vt €[0,T], | Duaf(t, 20(t) - v < C(#)||v]l.
Donc on a
vt € [0, T, [[Daaf(t 20(t))llc < (1)

Par conséquent, en utilisant le Lemme la fonction [t — Dg o f(t, 20(t))] est Gelfand-intégrable
par rapport a my.

(b) Posons, pour tout ¢t € [0,T], A(t) = Dua2f(t,20(t)).

Considérons (e )1<i<m € (R™*)™ la base duale de la base canonique (e;)1<i<m de R™ et la fonction
linéaire continue ¥ : R™ — R™* définie par, pour tout z = (z1,...,xzp) € R™, ¥(x) = D", xiel.
Pour chaque i € {1,...,m}, en utilisant I'assertion (¢) du Lemme avec la fonction constante
[t — €] € NPCY([0,T],R™), on a

Par conséquent, on a
zZ = [t = (A(t) ’ ei)lﬁiﬁm] € ﬁo(([O’TL B([07T]))7 (Rmalg(Rm)))
Ainsi, en utilisant les propriétés des fonctions mesurables, on a

A =1To 2z e £o(0,T], B([0,T])), (R™, BR™))).
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Remarque 4.2.3. Considérons la condition forte suivante :

(FC) : f € C°([0,T] x G,R), V(t,z) € [0,T] x G, Dpaf(t,z) existe et Dpof € C°([0,T] x G, E*).
Tout d’abord, notons que (FC) implique les conditions (i), (i) et (iti) du Lemme[.2.1} La condition
(FC) est utilisée pour démontrer que la fonctionnelle F' du Lemme est continiment Fréchet-
différentiable sur C°([0,T),G). Voici les étapes pour y parvenir. Sous (FC), l'opérateur de Nemytskii
Ny = C%[0,T),G) — C°[0,T),R), défini par, pour tout = € C°([0,T),G), pour tout t € [0,7],
N¢(2)(t) = f(t, 2(t)) appartient a C1(CO([0,T], G), C°([0,T],R)) et, Yh € C°([0,T), E), Vt € [0,T],
(DpN¢(2)-h)(t) = Dpaf(t,z(t)) - h(t). Ce résultat est démontré dans [10] (Lemme 12) Et puisque
Vopérateur T : CO([0,T],R) — R, définie par, pour tout ¢ € C°([0,T],R), fo (t) dt, est
linéaire continue, on a I € CI(CO([O T),R),R). Ainsi F':= 1o Ny € CI(CO([O T} G),R).

La principale amélioration du Lemme est de donner des conditions plus faibles que (FC) pour
que F' soit Hadamard-différentiable en un point et d’éviter la condition (FC). Ce lemme nous permet
d’alléger les hypothéses sur lintégrande lorsque [’on aura besoin que F soit seulement Hadamard-
différentiable en un point.

Dans le lemme suivant, on démontre la Hadamard-différentiabilité d’une fonctionnelle défi-
nie & partir d’'une intégrale et dépendant d’un paramétre avec des hypothéses de Hadamard-
différentiabilité sur l'intégrande.

Lemme 4.2.4. Soit W un ouvert de Y contenant mo € Y, ¢ : [0,T] x A X R* x W — R une
fonction, [t + z(7)] une fonction de W dans C1([0,T)], A). On considére les conditions suivantes.
(i) ¢ € C°[0,T] x A x R™ x W, R).
(ii) x(-) est continue au point .
(iii) 1l emiste po > 0 et ¢ € L1(([0,T], B([0,T])),m1;Ry) t.q., Vt € [0,T],
V(uy,v1,m1), (u2,v2,m2) € By, ((2(mo) (%), 2(m0)' (t), m0), p2),
|p(t, w1, v1, m1) — G(t, u2, v2, m2)| < C(E) || (w1, v1,m1) — (u2,v2,m2)|1-
(iv) Pour toutt € [0,T], Vr € W, Dy (2,34y¢(t, x()(t), z(m) (t), 7) existe.
(v) Pour tout t € [0,T], la fonction [1 — Dy (23)¢(t, x(m)(t), z(7) (t),7)] est continue sur
B(mo, p2).
(vi) Pour tout t € [0,T], la fonction [1 — Dy (934 0(t, x(m)(t), z(7) (t), T)] est continue sur
B(WQ, p2).
(vii) Pour tout m € B(mo, p2),
[t = Dy (23,00(t, 2(m)(2), 2(m)'(t), )] € L2(([0, T], B([0, T1)), (R" xR" x Y)*, B((R" x R" x

Y)%)).
On considere la fonctionnelle D Cl([O T], A) x W — R définie par, pour tout x € C*([0,T], A),
pour tout m € W, ®(x, ) := fo L' (t), ) dt.

Alors les assertions suivantes sont vemﬁees.
(a) Sous (i)-(iii), il existe « > 0 t.q., pour tout m € B(mp, ) C W, [z — ®(z,7)] est lipschit-
zienne sur B, (#(7), o).
(b) Sous (i)-(iv), pour tout m € B(mg, ), pour tout h € C1([0,T],R"), pour tout @ € Y, [t
™

Dy (2,3,4)0(t, x(m)(t), 2 (m)' (t), 7) - (h(t). (1), )] appartient a £1((0, T, B(0,T1)), my: R),
[t = Dy (2,340, x(m)(t), x(7)'(t), 7)] est Gelfand-intégrable par rapport amy, Dy ®(z (), m)
existe et, pour tout h € C*([0,T],R") et w €Y, on a

Dy®(a(n),m) - (h@) = [y Dad(t,x(m)(t),x(x) (t),) - h(t) dmy(t)
+ Joz Drad(t o(m)(t), a(m) (£), ) - 1 (2) dm (1)
+ Jom Dead(t (m) (1), 2(m) (1), 7) - w dm (1),

(c) Sous (i)-(v), [t — Dp1®(x(m), )] est continue sur B(m, a).

h
T
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(d) Sous (i)-(vii), [1 — Dy ®(z(m),n)] est continue sur B(mp, ).

Démonstration. (a)
Considérons opérateur M : C1([0,T], A) x W — NPC([0,T],R™ x R" x Y) défini par

V(z,7) € C1([0,T],A) x W, M(z,7) := [t — (x(t),2'(t), )],

et la fonctionnelle F' : NPCY([0,T], A x R" x W) — R définie par

Vz € NPCY([0,T], A x R" x W), /g[)tz

Remarquons que M (C'([0,T],4) x W) C NPCY([0,T], A x R* x W).
De plus, notons que ¢ = F o M.
Considérons lopérateur M : C([0,T],R") x Y — NPCY([0,T],R" x R" x Y) défini par

Y(z,7) € CL([0,T],R") x Y, M(z,7) := [t — (x(t), ' (t), T)].

Soit A € R, soit (z1,71), (w2, m) € C*([0,7],R™) x Y ; notons que, pour chaque t € [0,7], on a

M(MNx1,m1) + (2, m2))(t) = M(Ax1 + x2, ATy + 72) (1)
= ((A\x1 + 22) (), (Az1 + 22)' (), A1 + 72)

= Aa1(t), 71 (t), m1) + (22(t), 25(t), m2)
AM (w1, m1)(t) + M (22, m2)(t)
= (AM (1, 1) + M (22, 72))(1);

d’on @/\(ml, 7T1) + (.1‘2,71’2)) = )\M(Z’l,ﬂl) —I—M(xg,ﬂg).
Donc M est linéaire.
Soit (z,7) € C1([0,T],R™) x Y ; on a les majorations suivantes :

1M (2, 7)o = supsefory(l2(®)lIrn + l|2" () IR + lI7lly)
< supyeo,7) |12(8)l|rn + suptegory |27 (8) e + [Illy
= [lzller + Iwlly = [l (2, w1

Puisque M = M c1(jo1,4)xw» on a M € CH(C([0,T], A) x W, NPC([0,T], A x R x W)).
Posons, pour chaque m € W, z(w) = M (z(w), 7). Avec (ii), la fonction [r — (z(7), )| est continue
au point mg.

Donc, par composition de fonctions continues, z est continue au point 7.

Par conséquent, on a

P2

?0

On prend « := min{a, £2}. Soit 7 € B(mg, ) ; montrons que les conditions (i)-(ii) du Lemme
sont vérifiées avec zg = z(m) pour la fonctionnelle F'.

Avec (a), la condition (i) du Lemme est vérifiée avec zg = z(m) pour la fonctionnelle F.

Soit ¢ € [0, 71, soit (u1,v1,71), (uz,v2, m2) € By, (2(7)(1), ).

Remarquons que By, (2(7)(t), @) C By, (2(m0)(), p2). Soit y € By, (2(7)(t), @) ; notons que

ly = z(mo) (Bl = lly = 2(m)(#) + 2(7)(¢) = 2(m0) (#)]1
< |ly = z(m) @)l + [2(m)(#) = gWo)( )H

<a+|lz(m) = z(m0)|ee < 4+ B <5

Jda >0, t.q. B(mp,a) C W et Vr € B(mp, ), ||2(m) — 2(m0)||co <

w‘b
I

)

o
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Par conséquent, y € B, (2(m0)(t), p2) ; donc on a

By, (2(m)(t), &) € By, (2(mo) (2), p2)-

Ainsi (u1,v1,m1), (u2,v2,m2) € By, (2(m0)(t), p2). Par conséquent, avec (ii), on a

| o(t, u1,v1,m1) — Gt uz, vo, m2) |< C(t)[|(u1,v1,71) — (uz,v2, m2) |1

Donc la condition (ii) du Lemme est vérifiée avec zg = z(m) pour la fonctionnelle F.

Par conséquent, en utilisant le Lemme on a, pour tout m € B(mp, «), F est lipschitzienne sur
By (2(7), ).

Puisque, pour chaque 7 € B(m, ), M (-, ) est lipschitzien sur B o (x(m), @) et

M, m)(Bj. ., (z(7), @) C By, (2(7), @), on obtient que [z — ®(z, )] est lipschitzien sur

By, (@(7), a).

De plus, en supposant (iv), on obtient que, pour chaque 7 € B(m, «), Vt € [0,T],

D (2,30)9(t, 2(m)(t)) existe.

Donc la condition (iii) du Lemme est vérifiée avec zg = z(m) pour la fonctionnelle F.

Par conséquent, en utilisant le Lemme m pour chaque m € B(mp, ), Yu € N PCg([O,T |, R™ x
R" x Y),

[t = D (2,3.00(t, x(m)(t), () (t), m) - u(t)] € L1(([0,T], B([0, T])), m1; R)

et, Vu € NPCY([0,T],R™ x R" x V),

DypF(2(m)) - u = o D 2,348t x(m)(t), 2(m)'(t), 7) - u(t) dmy (2).
Par conséquent, en utilisant le théoréme de composition des fonctions Hadamard-différentiables, on
a
Dyp®(x(m),m) = Dp(F o M)(x(r),)
=Dy F(M(z(r),m)) o DyM (xz(m), )
= Dy F(2(r)) o M;
d’ou, V1 € B(m, ), V(h,w) € C*([0,T],R") x Y,

Dy®(z(r),w) - (h,w) = Dy F(2(r)) - M(h, =)
= f[gj] DH,(2,3,4)¢(t7 w(ﬂ-)(t)7 l‘(ﬂ')/(t), 7T) : (h(t)v h/(t)v w) dml (t)

De plus, en utilisant le Lemme m pour tout 7 € B(mp, @),
[t = Dy (2,34)0(t, x(m)(t), x(7)'(t), )] est Gelfand-intégrable par rapport a my, avec

Vr € B(mg, ), Vt € [0,T], HDH7(273,4)¢(t,x(w)(t),x(w)’(t),w)”c < ((t), (4.2.6)
et
[t = D (2,30t a(m)(t), z(r)'(t), m)] € L2(([0, T, B([0, T])), (R" x R")*, B(R" x R”)*)z- |
4.2.7
(c)

Maintenant supposons, de plus, que la condition (v) est satisfaite.
Soit & € B(mo, ).
Posons, V(t,7) € [0,T] x B(mo, ),
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B(t, ) := (| D (2,30t w(m) (1), #(7)'(£), 7) = D (2,38t () (1), 2(7)' (1), %) -
Puisque || - ||z € CO((R™ x R")* R) et avec , on a

vm e B(W07O‘)7 6('777) S EO(([()?TLB([O:T])): (R-i-vB(R-‘r))) (4'2'8)
De plus, en utilisant , on a
Vt € [0,T], Yr € B(m, ), B(t,m) < 2¢(t). (4.2.9)

En outre, en utilisant (v), on a

vt € [0,T], lim B(t,7) = 0. (4.2.10)

T—>T

Ainsi, en utilisant les assertions (4.2.8)), (4.2.9)) et (4.2.10)) et le théoréme 6.3.3 de [38] (p.105), on a

lim B(t, ) dmy (t) = 0. (4.2.11)
T—rT [O}T]

De plus, notons que, pour chaque 7 € B(mg, ), pour chaque h € C*([0,T],R™), on a

(D1 ®(x(m),m) — Dpi®(x(7), 7)) - h
= Dy®(z(n), ) (h,0) — Dy ®(z(7)
= Joo.r) Pri(2,3)9(t, t
— Joo.ry P23 8(t,
= Joo.r)(Dr,(2,3)0(t
)(

Par conséquent, pour chaque m € B(mp, a), on a
1D ®(x(m), m) — D a®(a(7), 7). S/[ ]5(1&7) dmy (t).
0,7

Ainsi, en utilisant le théoréme de comparaison des limites et avec (4.2.11]), on a

lim ||Dp1®(x(m), 7) — Dy 1®(x(7), 7)|| 2 = 0.
T—>T

Puisque 7 € B(mp, «) était arbitrairement choisi, on a démontré que [r — Dp 1 ®(x(m), )] est
continue sur B(m, ).

(d)

Supposons, en outre, que les assertions (vi) et (vii) sont satisfaites.

Soit & € B(mo, ).

Posons, V(t,7) € [0,T] x B(mo, a),

A(t,7) = | Dt a.3.4 0t 2(m) (1), 2(1) (8, 7) — Dy 2300808, 2(3) (1), 2(7) (1), 1) .

Puisque || - ||z € CO((R™ x R" x Y)*, R) et avec (vii), on a

Vi € B(mo,a), A7) € L2(0, 7], B0, T])), (R, B(R.))). (4.2.12)
De plus, en utilisant , on a
Vt € [0,T], Vm € B(mo, ), y(t,m) < 2((t). (4.2.13)
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Ensuite, en utilisant (vi), on a
Yt € (0,7, lim (¢, 7) = 0. (4.2.14)
T—rT0

Ainsi, en utilisant les assertions (4.2.12), (4.2.13)), (4.2.14) et le théoréeme 6.3.3 de [38] (p.105), on a

lim v(t, ™) dmy(t) = 0. (4.2.15)

De plus, notons que, pour chaque 7 € B(mp, ), pour chaque h € C([0,T],R") et pour chaque
weY,ona

(Du®(x(n), 7) = Dy ®(x(7), 7)) - (h, @)
= Dp®(z(r), ) - E w) — DH(I)() (), 7) - (h, @)
( 9y

= Jiom Dir sy @t x(m) (t), x(x) (), 7) - (h(t), B (1), @) dmy (t)
— Joor) Di2a.ayd(t n(7)(1), 2(7)'(£), 7) - (h(E), ' (£), ) dmy (¢

= Jior(Pr .46 (t, a(m)(t), 2(m) (1), 7)

— Dy 2.5.40(t 2(7) (1), 2(7) (£), 7)) - (h(t), W' (1), w) dm (1

< Jom vt m) dmi (&) ([ 2ller + [l ])).-

Par conséquent, pour chaque 7 € B(mg, a), on a

nm&mmm—m&mamm</ ot ) dmy (1),

(0,71

Ainsi, en utilisant le théoréme de comparaison des limites et avec (4.2.15)), on a
ILm |Dp®(x(n),7) — Dg®(z(7),7)|z = 0.

Comme 7 € B(mp,«) était arbitrairement choisi, on a démontré que [r — Dg®(x(m),7)] est
continue sur B(m, a). O

4.2.2 Lemme de DuBois-Reymond

On commence par un lemme préliminaire pour le lemme de DuBois-Reymond.

Lemme 4.2.5. On note CL(]0, T[,R) lensemble des ¢ € C*(J0,T[,R) dont le support, i.c. ’adhé-
rence de {t €]0,T[: ¢(t) # 0} (noté supp(p)) est compact et inclus dans |0,T7].

A partir d’une fonction p € C1(]0, T[,R), on considére la fonction ¢ : [0,T] — R définie par, pour
tout t € [0,T7,

0 sit=20
o) =< () sitel0,T|
0 sit="1T.

Alors ¢ € Cg ([0, T],R) et, pour tout t €]0, T, &'(t) = ¢'(t).

Démonstration. Puisque ¢ € C1(]0,T[,R), K := supp(p) est un compact et K C]0,T7.

Posons G :=10,T; puisque [t — d(t,R\ G)] est 1-lipschitzienne et K est compact, il existe ty € K
t.q. infreg d(t,R\ G) = d(to,R\ G).

Puisque R\ G est fermé et to € K C G, on a r:=d(to,R\ G) >0

De plus, 10,7[C]0, T[\K et |T —r,T[C]0,T[\K.

En effet, si t €]0,r[, alors 0 < ¢ < r. En raisonnant par I’absurde, si t € K,

r<d(t,R\G) <|t—0|=t<r;cequiest absurde. Donc ¢t €]0, T[\ K.
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Sit €]T —r,T[, en raisonnant par 'absurde, si t € K, r < d(t,R\ G) <|t —T |< r; ce qui est
absurde. Donc ¢ €0, T[\K.

Par conséquent, on a |0,r[U]|T —r, T[C]0, T\ K.

Ainsi, @pjo. = Pjor =0 et @yr—r1 = @r—r1 =0

Puisque ¢ est contintiment dérivable sur |0, T'[, @07 est contintiment dérivable sur J0, T'[.

De plus, ¢(0+) = ¢(0) =0 et p(T—) = @(T) = 0.

Ainsi ¢ est continue sur [0, 7.

Puisque gDHO = 90|]0 ;= 0et ‘PHT T = @i}Tfr’T[ =0,ona @0+) = ¢0) =0et g(T-) =
P(T) = 0.

Donc ¢/(0) et @' (T) existent et @'(0) =0 et @'(T) = 0.

Par conséquent, ¢’ est continue aux points 0 et 7. Donc ¢ € Co o([0,T],R).

De plus, puisque, Vt €]0,T[, ¢(t) = ¢(t), on a : Vt €]0,T[, ¢'(t ) ' (t). O

Dans le lemme suivant, on énonce un lemme de DuBois-Reymond sur C}(]0, T[, R).

Lemme 4.2.6. On note £}, .((]0,T[, B(J0,T[)), m1;R) ’ensemble des fonctions f :]0,T[— R t.q.,

pour chaque intervalle K compact inclus dans 10, T, fix est Borel-intégrable sur K par rapport a
my.

Soit a € L} (10, T[,B(]0,T[)),m1;R) t.q.

loc

Y € C1(0, T R), /m[a@) L (1) dma(t) = 0.

Alors, il existe c € R, t.q., Vt €]0,T[, m; — p.p., a(t) = c.

Démonstration. On peut trouver une démonstration de ce Lemme, qu’on peut appeler lemme de
DuBois-Reymond (généralisé), dans [13] p.122. O

Dans le lemme suivant, on énonce un lemme de DuBois-Reymond adapté & nos problémes en
Calcul des Variations.

Lemme 4.2.7. Soit a € £1(([0,T], B([0,T])),m1;R) t.q.

Vi € Cho (0.7, R), /[0 ) O dm() =0

Alors, il existe c € R, t.q., Vt € [0,T], m; — p.p., a(t) = c.
Démonstration. Remarquons que
ano,r| € ﬁlloc((}07 T[? B(]Oa T[))v my; R)

Soit ¢ € C(]0,T[,R); en utilisant le Lemme il existe ¢ € Cjo([0,T],R) t.q., Vt €]0,T],
¢'(t) = (1)

Puisque jiO,T[ ajo,r((t) - ' (t) dmy(t f[o 7@ '(t) dmy(t) = 0, d’aprés le Lemme il existe
ceR, tq., Vt €0, T[], m; —p.p., a(t) c.

Par conséquent, puisque {0, T} est mp-négligeable, on a :

vVt € [0, T], mq — p.p., a(t) = c.

A Daide des résultats sur l'intégrale de Gelfand, on généralise le lemme précédent a R™*,
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Lemme 4.2.8. Soit m € N*. Soit a € L(([0,T], B([0,T])), m1;R™) t.q.

Vi € Clo([0,T],R™), /[0 CROTLOR

Alors, il existe c € R™*, t.q., YVt € [0,T], m; — p.p., a(t) = c.
Démonstration. En utilisant le Lemme [{.1.4] on a
Vi € Co([0, T, R™), [t = a(t) - ¢'(t)] € £(([0, 7], B([0,T1)), m1; R).

De plus, pour chaque ¢ € C&O([O, T],R™), on a

0= o a(t)- () dmi(t) = [y S0ty (alt) - ei)ef (¢ (1)) dma ()
=2 Jom(alt) -eer (¢(

~
~—
~—
S8
3
—
—
~
~

ou (ef)1<i<m € (R™*)™ est la base duale de la base canonique (€;)1<i<m de R™.
Par conséquent, on a

Vi€ {1,...m}, Vu e Clo([0. T, R), /[OT](a(t) e (t) dmy (£) = 0.

Donc, en utilisant le Lemme on obtient que
Vie{l,...m},3c; € R t.q., Vt € [0,T], my — p.p.,a(t) - e; = ¢.

En posant ¢ =Y " | ¢;e}, on obtient que

m

vVt € [0,T], mqy —p.p., a(t) = Z(a(t) ce)er = Zcief e

i=1 =1

4.2.3 Equation d’Euler a paramétre

Dauns le lemme suivant, a 'aide du Lemme [£.2.4] et du lemme de DuBois Reymond, Lemme
on démontre une équation d’Euler dépendant d’un paramétre avec des hypothéses de Hadamard-
différentielle partielle sur I'intégrande. Notons que nos hypothéses sont plus faibles que les résultats
existants. En effet, pour montrer I’équation d’Euler, on suppose le plus souvent ’existence d’une
Fréchet-différentielle partielle continue, cf. [25] (p.106).

Lemme 4.2.9. Dans le cadre du Lemme on suppose que les conditions (i)-(iv) du Lemme
sont vérifiées.

Si € B(my, ), alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Vh e Coljo([O,T],R"), Dy 1®(x(m),7) - h=0.
(ii) I existe c € R™ t.q., pour tout t € [0,T], my — p.p.,

(o)

Dy so(t, z(m)(t), z(r) (t),7) = 0 Dy a¢(s,z(m)(s), z(7) (), 7) dmy(s) + c.

Hasan YILMAZ 136



CHAPITRE 4. CALCUL DES VARIATIONS

Démonstration. En utilisant (b) du Lemme |4 on obtient que

Ly := [t = Duad(t, x(m)(t), () (t), )] € cy (([07 T}, B([0,T7)), my; R™),
t Ly = [t DH,3¢<t,x(w><t>,x<w>'<t> )] € Lo((0. 7). B(0.T])). mi: ™).
Posons, pour chaque ¢ € [0 T, a f[o . Ly(s) dmy(s).
En utilisant le Lemme on obtlent que a € AC([0,T],R™*) et
vt €10,T], my — p.p., a'(t) = L1(t). (4.2.16)
Considérons I'opérateur bilinéaire continu Q : R™* x R"™ — R, défini par, pour tout ([,y) € R"* xR",
Qlly) =1y
(i) = (ii)

Soit h € Cj ([0, T],R™).
D’abord, notons que, en utilisant la proposition 1 de [I], p. 128,

b= [t — O(a(t), h(t))] € AC([0,T],R)

et

Par conséquent, on a
/ Lu(t) - h(t)dm () = — / alt) - 1 (t) i (1).
[0,T7] [0,T7

Dong, en utilisant ’hypothése (i), on a

0=Dp1®(z(n),7)-h = f[O,T](Ll(t) h(t) 4+ La(t) - h'(t)) dmy(t)
ry(=a(t) - B(t) + La(t) - 1 (1)) dma (1)
= f[O,T]((L2(t) a(t)) - 1'(t)) dmi(t).

Ainsi, on a démontré que

Vh € Clo([0,T],RY), /[0 T}(Lg(t) —a(t)) - K'(t) dmy(t) = 0.

Donc, en utilisant le Lemme on obtient qu'il existe ¢ € R™* t.q.
Vit € [O,T], m; — p.p., Lg(t) =c+ a(t).
(if) = (i)
Puisque, Vt € [0,T], m1 — p.p., La(t) = a(t) + c et a € AC([0,T],R™), on a

Vt € [0,T), my — p.p., Ly(t) = d'(t) = L1(t).

Soit h € C&O([O,T],R"*). En utilisant la proposition 1 de [I], p. 128, on a
b:= [t — Q(a(t) + ¢, h(t))] € AC([0,T],R) et

Yt € [0,T], my — p.p., b (t) = d'(t) - h(t) + (a(t) + ¢) - B (t) = Lh(t) - h(t) + La(t) - B (1).
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Par conséquent, on obtient

4.3 Le théoréme de I’enveloppe en Calcul des Variations

Dans cette section, on énonce un théoréme de l'enveloppe dans le cadre du Calcul des Varia-
tions. Rappelons qu’un théoréme de ’enveloppe consiste & donner des conditions pour obtenir la
différentiabilité de la fonction valeur et & donner une expression de sa différentielle. Notons que
I'intégrale de Gelfand nous sera trés utile pour donner I'expression de la Gateaux-différentelle et de
la Fréchet-différentielle de la fonction valeur.

Commencgons par préciser le probléme que nous considérons.

Soit T' €10, 4+o00[; soit zg, 1 € A.

On considére les fonctions f : [0,7] x AxR" xY — R, g;: [0,7] x A x R" xY — R pour tout
ie{l,..., k}, hj:[0,T] x AxR" xY — R pour tout j € {1, ..., [}.

Pour chaque m € Y, on considére le probléme de Lagrange & paramétre suivant

Maximiser fOT x(t), 2’ (t), m)dt
lorsque z € Cl([O T],A)

(V, 7) 2(0) = 2o, 2(T) = or
Vie{1,..,.k}, f%gztact,x’(t),ﬂ)dtzo
Vie{l,....1}, [y hi(t,xz(t),2'(t), m)dt = 0.

Pour chaque 7 € Y, on note V() la valeur du probléme (V, 7).
Soit mg € Y. on considére les conditions suivantes qui serviront d’hypothéses pour le théoréme de
I’enveloppe.

Conditions sur la solution.
(BsoL1) Il existe Py, un voisinage ouvert de m, t.q., Vr € Py, z(m) est solution de (V, ) et
z(+) est continue au point .
(BsoL2) Il existe w € Y t.q. D}z(mo;w) existe.
(BsoL2-bis) Pour tout w € Y, Dz (mo; w) existe.
(BsoL2-ter) Pour tout 7 € Py, pour tout w € Y, Dfz(m;w) existe.
Conditions sur l’intégrande du critére et des contraintes.
(BINT1) Pour tout ¢ € {f}U{g; 143 € {1,...., k}}U{h; :j € {1,...,1}}, 6 € C°[0,T] x A x
R" x Py, R).
(BiNT2) 1l existe p > 0 et k € £1(([0,7], B([0,T])),m1;Ry) t.q., pour tout ¢ € {f}U{g;:i €
{1,.., k}}U{h; 5 e {1,..,1}},
vt € [0,T],Y(ur,v1,m) € By, ((z(m0) (1), z(m0)' (t), m0), p),
V(uz,v2,m2) € By, ((z(m0)(t), z(m0)'(t), m0), p),
\(b(t,ul,vl,m) — ¢(t UQ,'UQ,T(Q)‘ < H( )H(ul,vl,m) (UQ,UQ,TFQ)HL
(BINT3) Pour tout ¢ € {f} U{g i € {1,...,k}}U{h; : j € {1,...,1}}, Vt € [0,T], V7 €
Py, Dy (2,3,4)0(t, z(m)(t), z(m)'(t), 7) existe.
(BINT4) Pour tout ¢ € {f}U{gi:i€{1,...., k}}U{h;:j€{1,...1}}, pour tout t € [0,T], la
fonction [1 = Dy (9,3)0(t, z(m)(t), 2(7)'(t), 7)] est continue sur B(mo, p) C F.
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(BiNT4-bis) Pour chaque ¢ € {f} U{g; : i € {1,..., k}} U{h; : j € {1,...,1}}, pour tout
t € [0,T], la fonction [m +— Dy (23.4)B(t, z(7)(t), z(7 ) (t),m)] est continue sur B(m, p).
(BINT5) Pour chaque ¢ € {f}U{g;i: 1 <i < k}U{h;:1<j <I}, pour tout 7 € B(my, p),

[t = Dy (2,3,4)0(t, x(m)(t), z(7)'(t), m)]
€ L£O(([0,T],B([0,T])), ((R™ x R™ x Y)*, B((R" x R™ x Y)*))).
Conditions seulement sur les intégrandes des contraintes.
(BcoNT) Pour chaque (A\i)1<i<k, (1) 1<j<1) € R¥HA\ {0}, z(m0)(-) n’est pas solution de 1'équa-
tion d’Euler dans la forme de Dubois-Reymond (cf. [25] p.106)

vVt € [0,T], my — p.p.,
Dz st x(t),2/ (1)) = fiog D2 (s, 2(5),2'(5)) dma (5) + cx

ou pour tout (¢,z,v) € [0,T] x A x R,
Oaplty,v) ==y i Migilt, v, m0) + Zlgjgl pihj(t,z,v,mp) et ¢y, € R™ .
Dans le théoréme suivant on énonce le théoréme de ’enveloppe.

Théoréme 4.3.1. (Théoréme de ’enveloppe) Partie (I). Sous (BsoLl), (BsoL2), (BINT1),
(BINT2), (BINT3), (BINT) et (BCONT), DLV (mo;w) existe et il existe un unique

((Ni(m0))1<i<ks (11 (m0))1<j<1) € RE x R, multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker associé a la solu-
tion z(m) pour le probleme (V, mp), t.q.

D&V (mosw) = [ Daaf (8 z(mo)(t), 2(m0) (t), mo) - w dmy (¢)+
> i1 Ai(m0) Jio.r D agi(t, z(mo) (£), 2(mo) (£), o) - w dm (1)
+ 351 15(m0) Jio 2 Diah(t, 2(mo) (1), z(mo)' (8), mo) - o dma (8).

Partie (II). Sous (BsoL1), (BsoL2-bis), (BINT1), (BINT2), (BINT3), (BINT4) et (BCONT), V est
Gateaua-différentiable au point mo et il existe un unique ((Ai(mo))1<i<k, (1j(m0))1<j<i) € RE x R,
multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker associé a la solution x(my) pour le probleme (V, mg), t.q.

D¢V () f[() 7] DH4f( mo)(t), z (Fo)/(t),ﬂo) dmy(t)+
i Ai(mo f[OTDmgz( a(mo)(1), z(mo) (t), o) dmy (t)
+ >0 (o f[OT Dpah;(t, z(mo)(t), z(mo) (t), mo) dmy (¢).

Partie (III). Sous (BsoLl), (BsoL2-ter), (BINT1), (BINT2), (BINTS3), (BINT4-bis), (BCONT) et
(BINTS5), il existe un voisinage ouvert Q) de my dans 'Y, Q C Py, t.q. V est contindment Fréchet-
différentiable sur Q et, ¥r € Q, il exziste un unique ((Ni(7))1<i<k, (11 (7))1<j<1) € RE x RY, multi-
plicateur de Karush-Kuhn-Tucker associé a la solution z(m) pour le probleme (V, 7), t.q.

~

DpV(m f[OT] Dy af(t,z(m)(t), z(m) (t), ™) dmy(t)+
i A f[o 1 Diagi(t, 2(m)(t) 2(m)' (1), ) dma 1)
+ 2]21 pj(m f[o,T Dz ah;(t, z(m)(t), () (t), ) dm (£).

Commentaires sur le Théoréme : les principales contributions du Théoréme [£.3.1] sont
les suivantes :
— On ne suppose pas de régularité sur les multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker.
— On utilise une hypothése d’Hadamard-différentiabilité partielle pour I'intégrande de la fonc-
tion de l'objectif et des fonctions constituant les contraintes d’inégalité et d’égalité.
— Pour la solution, on suppose seulement ’existence d’une dérivée directionnelle par rapport
au parameétre.
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— On ne suppose pas 'existence d’un produit scalaire continu sur le dual d’un ensemble comme
dans le théoréme de ’enveloppe du cas statique. Nous verrons que nous avons déja construit
un tel produit scalaire dans le chapitre 1.
Notons que le Théoréme |4.3.1] sera démontré dans la section suivante.

4.4 Preuve du Théoréme de ’enveloppe.

Notre stratégie est de transformer le probléme (V, ) en un probléme (M°, ) ot 7 € Y. Pour
cela, posons X := C1([0,T],R"),
A= C’;O 2 ([0, T],R") ={z € CY([0,T],R™) : 2(0) = xq et z(T) = z7},

S = Cgo([0,T],R™), G := Cy} ,,.([0,T],A) = C([0,T],A) N Cy, 1, ([0,T],R") et Y = Y. On
considére les fonctionnelles f* : G° x Y — R, définie par, pour tout (x,7) € G® x Y, fO(z,n) :=
fOT ft,x(t),2'(t),m)dt, Vi € {1,....k}, ¢ : G® x Y — R définie par, pour tout (z,7) € G’ x Y,
Px,7) = fngi t x(t) 2 (1), )dt et Vj e {1,...,1}, hg-) : GY x Y — R définie par, pour tout
(z,7) € G° x Y, hi(x, ) := fo L' (t), m)dt.

Pour chaque 7 € Y, le probléme (V, 7T) peut se réécrire sous la forme suivante

Maximiser f9(z,7)
lorsque 2z € G°
Vie {1,..,k}, ¢2(z,m) >0

Vi e{l,..,1}, h?(z,ﬂ) =0.

(M®, )

4.4.1 Preuve de la Partie (I)

Pour prouver la Partie (I), nous allons démontrer que les conditions (A1), (A%2), (AY3), (A%4),
(A%5) et (A6) du Théoréme [2.5.5| sont vérifiées pour le probléme (MY 7).
On considére les fonctlonnelles F C L([o, 17, A) X Po — R, définie par, pour tout
(z,7) € CY([0,T),A) x Py, F = fo L2/ (t),m)dt, Vi € {1,....k}, G; : C1([0,T], A) x
Py — R, définie par, pour tout (33,7r) € Cl([O,T],A) x Py, Gi(z,m) := fOT gi(t,x(t), 2/ (t), m)dt et
Vj e {1,..,1}, H; : C1([0,T], A) x Py — R, définie par, pour tout (x,m) € C1([0,T], A) x Py,

)= [ hi(t,a(t), 2/ (t), 7)dt.
Avec (BsoLl), (BINT1), (BINT2), (BINT3) et (BINT4), les hypothéses (i)-(v) du Lemme [4.2.4] sont
vérifiées pour chaque ¢ € {f} U{gi: 1 <i<k}U{h;:1<j <1} avec W = P.
Par conséquent, il existe a > 0 t.q. B(m, @) C Py et t.q. les assertions (a), (b) et (c) du Lemme [£.2.4]
sont vérifiées pour chaque ® € {F}U{G;:1<i<k}U{H;:1<j <I}. Posons P := B(m,a). En
utilisant (BSOL1) et en posant, V& € P, z(w) = z(7), (A1) est vérifiée. Grace & (BsOL2), puisque
z = z sur P, on obtient que D} z(mo; w) existe et D/z(mo; w) = Diz(mo;w). Donc (AY2) est vérifice.
Pour montrer I'assertion (AY3), remarquons que
f0|G0><P = F|G0><P
Vie {l,..., k}, g?|(GO><P = Gi|G0><P
vie{l,..,1},h) J|GOxP T Hj\GoxP‘
Par conséquent, en utilisant 1’assertion (b) du Lemme on obtient que, pour chaque m € P,
pour chaque ¢ € {fO}U{g):1<i <k}U{h]:1<j <1}, Dyg(z(r),7) existe et
Vr € P,
DHfO(E(Tr)v 7)== Dy F(z(n), 71-)|S><Y

Dyg(z(n),m) := DupGi(z(n), m)sxy, (1 <i<k)
Dth(g(ﬂ-)vﬂ-) = DHHj(Q(Tr)’Tr)\SXYv (1 <i< l)

(4.4.1)
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De plus, en utilisant I’assertion (¢) du Lemme pour chaque ¢ € {fOYuU{g) :1<i<k}U {h?- :
1 < j <}, on obtient que

[ = Dag(z(m),m)] € COP, (S| - |lc)).

Ceci démontre (AY3).

En utilisant la condition (a) du Lemme m, pour chaque m € P, pour chaque j € {1,...,l},
[+ Hj(z,m)] est continue sur By _, (z(r), a).

Par conséquent, pour chaque m € P, pour chaque j € {1,...,l}, [z — h?(z,w)] est continue sur
By (2(7), ) N GY. Ceci démontre (A%4).

Lemme 4.4.1. Sous (BsoL1), (BsoL2), (BINT1), (BINT2), (BINT3), (BINT4), la condition (BCONT)
est équivalente a l'indépendance lincaire de la famille
(D197 (2(m0), m0), D1 h (2(m0), 70))1<i<k, 1<j<i-

Démonstration. Lorsque A = (Aj)1<i<k € RF et p= (p;)1<j<1 € R t.q. (A, p) #0
On consideére la fonctionnelle ¢ 20, 7] x A X R™ x Py — R, définie par, pour tout
(t,z,v,m) € [0,T] x AxR" x P,

(ﬁ)\“t:(}’l)ﬂ'i Z/\Zgztwi —i—ZuJ (t,z,v,m).

Notre stratégie est d’appliquer le Lemme avec la fonctionnelle (Z)/\W En utilisant (BINT1), la
condition (i) du Lemme est vérifiée.

Avec (BsoLl), la condition (ii) du Lemme est vérifiée.

Soit ¢ € [0,T7]; soit (u1,v1,71) € By, ((z(m0)(t), 2(m0) (), m0), p),

soit (ug,v2,m2) € By, ((z(m0)(t), z(m0)'(t), m0), p) ; on a

|<13/\,u(t ur,v1,7m1) — Gt U27’02,7T2)\
= | 2 Mgt u17017F1)+23 1 Hyhy(t w01, )
(Zf 1 Xigi(t, w2, v2, ) + 5y b (t us, v, o))

< oE ) Pallga(t, ua, vi, m) — gilt, wa, va, mo) |+

Zl 1l Bt ur, v, 1) — hy(t, ug, va, m2)|

< Zz 1INl (ur, v1, 1) — (u2, v2, m2) |1

+ 300y gl e[| (ur, v1, m1) — (ug, v, ) |11

= (i il + iy I D@ (w01, 1) = (u2, v, 7)1

Notons que (3% |X| + 320, 1us))k € £1((0, T, B([0,T))), my; R) car
k€ L1(([0,T], B([0,T])), m1; R).
Ceci démontre la condition (iii).
En utilisant (BINT3), on obtient que, pour tout ¢ € [0, 7], DH7(273,4)Q~5,\’#(75,g(w)(t),g(w)’(t), ) existe
et
D234 0au(t, 2(m)(8), 2(m) (1), 7) = Yry NiDpr 2,3.49i(t z(m) (t), 2(w)'(t), )
+ 2221 MjDH,(2,3,4) hj (t7 Q(ﬂ')(t% g(ﬂ-)/(t)v 77)'

Ceci démontre la condition (iv).
Par conséquent, pour chaque A = (\;)1<i<k € R* et p = (H])1<]<l € R t.q. (A p) # 0, Popérateur
®,,, : C([0,T], A) x Py — R, défini par, ) ,(z, ) := fo qb,\# (t,x(t),2'(t), m) dt, vérifie les conclu-
sions (a) et (b) du Lemme m
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Notons que, pour chaque (t,z,v) € [0,T] x A xR", ¢, ,(t,z,v) := ¢~>>\,M(t, x,v,mp). Par conséquent,
on a 'assertion non(BCONT) qui est équivalente &

(Vo) r<i<hs ()1<5<0) € RFI\{0},VE € [0, 7] my — p.p.
DH3¢Au(t z(mo) (¢ ) z(mo)'(t), mo)
= f[Ot] DH2¢/\,M( s,2(m0)(s), z(m0)"(s), ™) dm1(s) + ¢ p-

Donc, en utilisant le Lemme [£.2.9] cette derniére assertion est équivalente a

3((Mi)1<icks (mi)1<j<0) € REFIN {0}, Dy 1@y pu(2(mo), mo)js = 0
i.e.

Z)\DHlG 7T0) 0 |S+ZMJDH1H( ( ) ﬂo)‘gzo.
=1
Ceci est aussi équivalent a (Dy1G1(z(m0), m0)s 5 -+ D1 Gr(z(m0), T0))s,
Dy Hy(z(m0), m0)|s, -y D Hi(z(m0), m0)|s) est une famille lice.
Par conséquent, par contraposition, (BCONT) est équivalente & (D 1G1(2(m0), T0)|s ;-
Dy Gy (z(m0), m0)s, D, 1H1( (m0), m0) s> -+» D Hi(z(m0), m0)|s) est une famille libre
i.e. (Dpa1gd(z(mo),m0), D, 1h (2(m0), m0) )1<i<k, 1<j<i est une famille libre. d

Par conséquent, avec (BCONT), en utlhsant le Lemme la condition (AY5) est vérifiée.

De plus, en utilisant le Théoréme il existe un prodult scalaire (-|-)s+ sur S* t.q. (:|-)s+ €
CO((S*xS*, ||lz.1), R) i.e. la condition (A06) est vérifiée. Ainsi, en utilisant la Partie (I) du Théoréme
on obtient que D}V (mp;w) existe et il existe un unique ((A;(m0))1<i<k, (15(m0))1<j<1) €
RE x R!, multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker associé a z(mg) pour le probléme (MY, ), t.q.

DV (mo;w) = DpuafO(z(m), mo) - w + S Xi(m0) D agd (2(mo), mo) - w
+ 30y p(m0) Dz 2h(2(mo), mo) - w

Par conséquent, avec (b) du Lemme et (4.4.1), on a

D&V (moiw) = [ioy Draf (8 z(mo)(¢), 2(m0) (t), mo) - w dmy (£)+
>oim1 Ai(m0) fig 1y D agi(ts 2(mo) (£), &(mo) (£), 7o) - w dimv (1)
+ 32521 15(70) Jio ) Drnah(t, 2(mo0) (8), 2(mo) (1), o) - w dm (8).

Ceci démontre la Partie (I) du Théoréme [£.3.1]

4.4.2 Preuve de la Partie (II)

En outre, lorsqu’on suppose (BSOL2-bis), puisque z = x sur P, on obtient que, pour chaque
w €Y, D}z(mo;w) existe et Dfz(mo;w) = Dfa(mo;w ) nc (AOQ bis) est vérifiée.
Ainsi les conditions (A1), (A%2-bis), (A%3), (A%4), (A° ) (A%) du Theoremesont vérifiées
pour le probléme (M°, 7).
Donc en utilisant la Partie (II) du Théoréme [2.5.5] on a V est Gateaux-différentiable au point mg et
il existe un unique ((A;(70))1<i<k, (11(m0))1<j<1) € RE x RY, multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker
associé a z(mp) pour le probléme (M9, 1), t.q.

D¢V (mo) —DH2f0( (70), 70) + Sy Xi(m0) Dz 29 (2(m0), o)
+ 300y (o) D 2h(2(m0), o).
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Par conséquent, avec (b) du Lemme et (4.4.1), on déduit

70)(t), 2(m0)"(t), m0) dma (t)+
70) (1), 2(m0)’ (t), m0) dm (t)
), 2(mo)’ (t), mo) dmy (t).

/\

ng 7T0 f[O ] DH4f(t X
Zk 7T0 f[OT DH4gz(t T\
+ 30 15(70) fiory Disahy (£ (o)

Ceci démontre la Partie (II) du Théoréme [4.3.1]

/\

~~

4.4.3 Preuve de la Partie (III)

De plus, lorsqu’on suppose que (BsoL2-ter), (BINT4-bis) et (BINT5) sont vérifiées, puisque z =
sur P, on obtient que, pour chaque m € P, pour chaque w € Y, DGg(W,w) existe et Dgz( )
D/x(m;w). Donc (A%2-ter) est vérifice.

De plus, avec , on sait que, pour chaque 7 € P, pour chaque ¢ € {f°} U {g? 1 <3
k}u {h? :1<j <}, Dyo(z(n), ) existe.

Et grace a (BINT4-bis) et (BINT5S), les hypothéses (vi) et (vii) du Lemme sont vérifiées. Par
conséquent, pour chaque ® € {F}U{G; : 1 <i<k}U{H;:1<j <lI}, lacondition (d) est vérifiée
i.e. la fonction [r — Dp2®(z(7), )] est continue sur P. Par conséquent, avec (1.4.1), on obtient
que, pour chaque ¢ € {fOyuU{g):1<i<k}U {h? :1 < j <}, la fonction [ — Dy ad(z(m), )]
est continue sur P. Donc (A%7) est vérifice.

Ainsi les conditions (A°1), (A%2-ter), (A%3), (A%4), (AY5), (A%6) et (A7) du Théoréme sont
vérifides pour le probléme (MO, ).

Donc en utilisant la Partie (IIT) du Théoréme il existe @) un voisinage ouvert de my, @ C P
t.q. V est contintiment Fréchet-différentiable sur ) et, pour chaque m € @, il existe un unique
(Ni(m))1<i<k, (15 (m))1<j<1) € RE x RY multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker associé a z(m) pour
le probléme (M°, ), t.q.

18

IN

DpV(r) = Duaf’(z(n),m) + iy Xi(m) Di 2g? (2(m), 7)
+ 30y p(m) D oh(2(m), ).

Par conséquent, avec la conclusion (b) du Lemme et (4.4.1), on a

DpV(mw f[o 7] Dyaf(t,z(m)(t), z(m) (t), 7) dmy(t)+
i A f[OT Dipragi(t, z(m)(t), x(m) (1), 7) dm (t)
+z]:1 15 (m) fiogy Diahy(t, 2(x)(#), 2(x)' (), ) dm ().

Ceci démontre la Partie (III) du Théoréme [4.3.1]

Remarque 4.4.2. Contrairement au cas statique, pour chaque ® € {G; : 1 < i < k}U{H; :
1 < j < I} nayant pas Uexistence de Dy 1®(z(mp), mo) par hypothése, on ne suppose pas que
(DuaGi(z(mo), m0)is + s DuaGr(z(mo), mo) s, D Hi(z(mo), m0)s, -, DaiHi(z(mo), mo)js) est une
famille libre. C’est pourquoi on considére la condition (BCONT) qui est équivalente a
(DuaGi(z(mo), m0)js 5 - DuaGr(z(mo), mo)is, DuaHi(z(mo), mo)s, - D Hi(z(mo), mo)js) est une
famille libre.
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Chapitre 5

Controle Optimal

Dans ce chapitre, notre premier objectif est d’établir une amélioration du Principe du Maxi-
mum de Pontryagin pour des problémes de Controle Optimal gouvernés par une équation différen-
tielle ordinaire en présence de contraintes terminales, dans le cadre des fonctions d’état contintiment
dérivables par morceaux (a valeurs dans un espace de Banach) et des fonctions de controle continues
par morceaux (& valeurs dans un espace topologique séparé¢). Pour démontrer ce résultat, nous allons
étre amené & utiliser les outils d’analyse fonctionnelle introduits dans le chapitre 1, une Reégle des
Multiplicateurs du chapitre 2 et les théorémes sur les équations différentielles ordinaires & solutions
PC" du chapitre 3.

Ensuite, toujours dans le cadre du Contréle Optimal, notre deuxiéme objectif, est d’établir un théo-
réme de ’enveloppe en allégeant les hypothéses des théorémes existants. Pour cela, on va utiliser
les outils d’analyse fonctionnelle introduits dans le chapitre 4.

Dans les sections 1-5, nous proposons une généralisation du Principe du Maximum de Pontrya-
gin pour un probléme de Bolza et un probléme de Mayer dans un cadre & horizon fini avec des
fonctions de controle continues par morceaux et des fonctions d’état contintiment dérivables par
morceaux. L’équation d’évolution qui gouverne ces problémes est une équation différentielle ordi-
naire. Ces problémes contiennent une liste finie de contraintes d’inégalité terminales et une liste finie
de contraintes d’égalité terminales. Notons que les résultats de ces sections ont fait I'objet d’une
publication dans une revue internationale a comité de lecture cf. [11].

Notre objectif, dans ces sections, est de démontrer une généralisation du Principe du Maximum de
Pontryagin en allégeant les hypothéses de continue Fréchet-différentiabilité sur un voisinage de la
solution optimale.

Dans la section 1, nous énoncons les problémes de Bolza et de Mayer considérés.

Dans la section 2, nous énoncons un théoréme du Principe du Maximum de Pontryagin pour un
probléme de Bolza.

Dans la section 3, nous énoncons un théoréme du Principe du Maximum de Pontryagin pour un
probléme de Mayer.

La section 4 est consacrée a la démonstration du théoréme du Principe du Maximum de Pontrya-
gin pour un probléme de Mayer. Cette preuve suit le plan de P. MiCHEL (cf. [31]). Tout d’abord,
nous introduisons des variations en aiguilles pour se ramener & un probléme d’optimisation statique
de dimension finie. Pour construire un multiplicateur de Fritz John et la fonction adjointe, nous
utilisons notre théoréme sur la Régle des Multiplicateurs pour un probléme avec un nombre fini de
contraintes d’inégalité et d’égalité. Toutefois, le multiplicateur de Fritz John et la fonction adjointe
dépendent du support d’aiguilles. Enfin, en utilisant la propriété de I'intersection finie des espaces
compacts, on démontre que les multiplicateurs de Fritz John et la fonction adjointe peuvent étre
rendus indépendants du support des aiguilles.
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La section 5 est consacrée a la démonstration du théoréme sur le probléme de Bolza. Notre stra-
tégie est simplement de transformer le probléme de Bolza en probléme de Mayer et de traduire les
résultats sur le probléme de Mayer en résultats sur le probléme de Bolza.

Dans les sections 6-7, nous établissons un théoréme de ’enveloppe pour un probléme de Bolza
a paramétre. Un théoréme de ’enveloppe consiste & donner des conditions pour obtenir la diffé-
rentiabilité de la fonction valeur par rapport & un paramétre et a donner une expression de sa
différentielle. Comme pour les problémes d’optimisation statique & paramétre et de Calcul des Va-
riations & parameétre, nous ne supposons pas d’hypothéses de régularité sur les multiplicateurs de
Karush-Kuhn-Tucker et d’hypothéses de conditions suffisantes utilisées dans les théorémes de per-
turbations.

En effet, & 'aide du lemme sur la continuité, par rapport au paramétre, des coordonnées d’un
vecteur dans un espace vectoriel de dimension finie dépendant d’un paramétre, on parvient a dé-
montrer la continuité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker par rapport au paramétre. En
outre, grace a la continuité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker par rapport au paramétre,
on démontre la continuité de la fonction adjointe par rapport au paramétre. Notons que la continuité
des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker et la continuité de la fonction adjointe par rapport au
paramétre suffit pour démontrer notre théoréme de ’enveloppe. Puisque nous n’utilisons pas de
théoréme de perturbations, nous évitons des hypothéses de conditions suffisante. Enfin, grace a
notre théoréeme du Principe du Maximum de Pontryagin et le lemme du chapitre 4 donnant la
Hadamard-différentiabilité d’une fonctionnelle définie a partir d’une intégrale, on allége les hypo-
theses de différentiabilité sur la fonction intégrande, le champ de vecteur et les fonctions terminales
du critére et des contraintes.

Dans la section 6, on énonce un théoréme de ’enveloppe pour le probléme de Bolza a paramétre.
Le théoréme de 'enveloppe est divisé en 3 parties. Dans la Partie (I), on donne des conditions pour
obtenir la dérivée directionnelle & droite de la fonction valeur par rapport & un point et & une direc-
tion. Ensuite, dans la Partie (II), on donne des conditions pour obtenir la Gateaux-différentiabilité
en un point. En outre, dans la Partie (III), on donne des conditions pour que la fonction valeur soit
contintiment Fréchet-différentiable.

Notons que l'intégrale de Gelfand nous sera trés utile pour donner l'expression de la Gateaux-
différentelle et de la Fréchet-différentielle de la fonction valeur.

Dans la section 7, on prouve le théoréme de ’enveloppe énoncé dans la section 6.

5.1 Le probléme de Mayer et de Bolza en Controle Optimal

Dans cette section, nous travaillons sur le probléme de Bolza suivant :

Maximiser fOT o>t 2(t), u(t))dt + ¢°(z(T))
lorsque x € PCl([O T],Q),u € PC°([0,T),U)
(B) vt €0, T) \ disc(u), z'(t) = f(t,z(t),u(t)), =(0) = &
Va € {1,...,m}, a( (T)) 2 0
VB e {l,..,q}, hP(x(T)) =

Dans le cas ot f° est identiquement nulle, le probléme est appelé probléme de Mayer et il est noté

(M) ie.

Maximiser ¢%(x(T))
lorsque € PCY([0,7T],Q),u € PC°([0,T],U)
(M) vt € [0, T\ disc(u), ='(t) = f(t, z(t), u(t)), x(0) = &
Va e {1,...,m}, ¢*(x(T)) >0

vBed{l,....q}, h’B( (T)) = 0.
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5.1. LE PROBLEME DE MAYER ET DE BOLZA EN CONTROLE OPTIMAL

Soit T' € ]0, +00[, E un espace de Banach réel, {2 un ouvert de E, U un espace topologique séparé,
et & € Q.

On considére les fonctions f0: [0,T] x Qx U = R, f:[0,T] x Qx U — E, g% : Q — R lorsque
ac{l,..,m}et h?: Q= Rlorsque B € {1,...,q} oit (m,q) € N* x N*,

Comme P. Michel, on démontrera d’abord un Principe du Maximum de Pontryagin pour un probléme
de Mayer qui sera utile pour établir un Principe du Maximum de Pontryagin pour un probléme de
Bolza.

5.1.1 Reformulation des problémes

En utilisant la notion de dérivée étendue, introduite dans la Définition [I.3:3] on reformule les
deux problémes précédents ainsi :

Maximiser fOT SOt 2 (t), u(t)dt + g°(«(T))
lorsque =z 6 PC’I([O T],Q),u e NPCY([0,T),U) -
(B) vt € [0,T], dz(t) = f(t, z(t), ( ), #(0) =&

VYa € {1,...m}, ¢*(x(T)) >
VB e{l,..,q}, BP(x(T)) =

On notera (M) le cas particulier de (B') ou f =0 i.e.

Maximiser J(x,u) := ¢°(z(T))
lorsque a:EPC'l([O T] Q),u € NPCY([0,T],U) -
(M) Vi € (0,7, da(t) = f(t,2(t), u(t)), #(0) = &
Va € {1,...,m}, O‘(ﬂc ) >0

(T)
VB e {l,...,q}, RP(x(T))

On note Adm(B) (respectivement Adm(B')) 'ensemble des processus admissibles de (B) (respecti-
vement de (B')).

On note Adm( ) (respectivement Adm(M')) Pensemble des processus admissibles de (M) (res-
pectivement de (M)).

Il est clair que Adm(B) = Adm(M) et Adm(B') = Adm(M’).

Lemme 5.1.1. Soit u € PCY([0,T],U) t.q. (ti)o<i<k+1 € Sub([0,T]) et disc(u) := {t; : 0 < i <
k+1}.
Considérons la fonctionu : [0,T] — U définie par

u(t)7 si te]Livb’H-l[?Z. € {07"'7k}7
u(t) = u(ti+), si t=1,1€{0,..., k}, (5.1.1)
w(T-), si t=T.

Alors w € NPCg([O, T], U, (Li)Ogingrl)-

Démonstration. Soit i € {0, ..., k}; notons que

Tiisia] = Uiiisa[ € C°(ltis tia [, U)- (5.1.2)
Siie{0,...,k};ona
tggl+ u(t) = tggl+u(t) = u(ti+) = u(t). (5.1.3)
Site{l,..,k+1};ona
tgﬁl_ u(t) = tli)]gl_ u(t) = u(e—). (5.1.4)
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De plus, en utilisant 'assertion (5.1.4)), on a u(T—) = u(T—) = u(T).
Par conséquent, u € NPCY([0,T],U, (t:)o<i<k+1)- O

Lemme 5.1.2. Pour chaque (z,u) € Adm(B), (z,w) € Adm(B') et J(z,u) = J(z, 7).
De plus, si f° =0, pour chaque (z,u) € Adm(M), on a (z,u) € Adm(M’) et J(z,u) = J(z,u).

Démonstration. Soit (x,u) € Adm(B) t.q. (ti)o<i<k+1 € Sub(]0,T]) et
disc(u) :=={t; : 0 <i<k+1}.
Puisque, Vt € [0, T] \ disc(u), u(t) =u(t), on a

vt e [O7T] \ diSC(U,), f(t,x(t),u(t)) = f(t’ x(t),ﬂ(t)),

ce qui implique que, Vt € [0,T] \ disc(u), 2'(t) = f(t,x(t),u(t)).
Par conséquent, on a

Vi € {0,...,k},
dz(i;) = ' (1i+) = tgljigrf(t»x(t)ﬂ(t)) = f(ui,z(ei),u(ei))

et
da(T) = o/(T=) = lim f(t,2(0),7(0)) = (T, 2(T),(T)).
Par conséquent, on obtient
vt € [0, 7], dx(t) = f(t, =(t),u(t)).

Ceci implique que (z,w) € Adm(B’). De plus, puisque, V¢ € [0,T] \ disc(u), u(t) = u(t), on a aussi
vt € 0,T) \ disc(u), fO(t, z(t), u(t)) = fOt, z(t),u(t)).

Puisque disc(u) est un ensemble fini, en utilisant la remarque b), p.198 de [35], on a

T T
/ POt 2(t), ult))dt = / 19t 2(t).a(0) ).
0 0

Ainsi, on a J(z,u) = J(z,u).
Si fo = 0, puisque Adm(M) = Adm(B) et Adm(M') = Adm(B’), en utilisant ce qui précéde, pour
chaque (z,u) € Adm(M), on a (z,u) € Adm(M’) et J(z,u) = J(z,u). O

Ainsi, en utilisant le Lemme [5.1.2], on peut, sans perte de généralité, considérer les problémes

(B') et (M) ala place des problémes (B) et (M).

5.2 Enoncé d’un Principe du Maximum de Pontryagin pour le pro-
bléme de Bolza

Commengons par formuler une liste de conditions parmi lesquelles figurent les hypothéses des
différentes parties du théoréme du Principe du Maximum de Pontryagin.

On fixe un processus admissible (g, uo) pour les problémes (B') et (M’) & partir duquel on considére
les conditions suivantes :

Conditions sur les contraintes terminales et la fonction terminale de ’objectif :
(Acon1) Pour tout a € {0,...,m}, g% est Hadamard-différentiable au point (7).
(Acon2) Pour tout B € {1,...,q}, h® est continue sur un voisinage de x¢(T) et Hadamard-
différentiable au point (7).
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Conditions sur le champ de vecteurs :

(Acvl) f e C%0,T] xQx U, E), pour tout (t,&,¢) € [0,T] x Qx U, Dgaf(t,&, () existe, pour
tout (¢,¢) € [0,7] x U, Dpaf(t,zo(t),() existe et [(t,¢) — Draf(t,zo(t),¢)] € CO([0,T] x
U L(E,E)).

(Acv2) VK compact t.q. K C QxU, 3M > 0t.q. V(t,£,¢) € [0,T|x K, ||Da2f(t, & ¢)llc < M.

(Acv3) U est une partie d’un espace vectoriel normé réel Y, il existe t € [0,7], U € VoY)
t.q. Dgaf(t, zo(f),uo(f)) existe et est surjective.

Conditions sur ’intégrande du critére :

(AINT1) f9 € C0,T] x Q x U,R), pour tout (¢,£,¢) € [0,T] x Q x U, DgafO(t,&,¢) existe,
pour tout (¢,¢) € [0,T] x U, DpafO(t,zo(t),() existe et [(t,{) = DpafO(t,z0(t),()] €
Co([0,T) x U, E*).

(AINT2) VK compact t.q. K C Q x U, IM; >0 t.q. V(¢,£,¢) € [0,T] x K,
1DG2f°(t,€,Q)llc < M.

Condition sur le champ de vecteurs et sur les contraintes terminales :

(ALIB) U est une partie d'un espace vectoriel normé réel Y t.q. U € ¥, ) (Y),
D sf(T,x0(T),uo(T)) existe et
(Drg*(20(T)) 0 D3 f (T, 20(T), uo(T)))1<a<m,

(DhP(20(T)) o D sf(T,x0(T), uo(T)))1<p<4) est une famille libre.

Remarque 5.2.1. Considérons la condition forte sur le champ de vecteurs :
(Fav) f e CY%[0,T] x Q x U, E), pour tout (t,£,¢) € [0,T] x Q x U, Dpaf(t,&,C) existe et
Dpaf € CU[0,T] x Q x U, L(E, E)),
et la condition forte sur l’intégrande :
(FinT) 0 € CO[0,T] x Q x U,R), pour tout (,£,¢) € [0,T] x @ x U, DpafO(t,&,C) existe et
Dpaf® e CU[0,T] x Q x U, E*).
Remarquons que (Fcv) implique (Acv1) et (Acv2) et (FINT) implique (AINT1) et (AINT2).

Remarque 5.2.2. Avec (Acv1), on a

Yu € NPCY([0,T],U, (ti)o<i<k+1) 0t (ti)o<i<ks1 € Sub([0,T]), }

[t — Dpaf(t,zo(t),u(t))] € NPCY(0,T],L(E, E), (ti)o<i<k+1)- (5.2.1)

En effet, soit w € NPCY([0,T),U, (ti)o<i<k+1) ; puisque [(t,¢) — Dpaf(t,zo(t),¢)] € C°([0,T] x
U,L(E,E)) et uw e NPCY([0,T),U, (ti)o<i<k+1), on a, en utilisant la Proposition

[t — DF,Qf(tva(t%u(t))} € NPCg([OvT]WC(Ev E), (Li)OSiSk-H)'

Notons que nmous utilisons Uhypothése [(t,¢) — Dpaf(t,zo(t),¢)] € C°([0,T] x U, L(E, E)) pour
obtenir [’assertion .

Lorsque (z,u) est un processus admissible pour (B’) ou (M’), On consideére la condition de qualifi-
cation suivante :

Si (Ca)ica<m € Ry ™ (dg)1<p<4 € RY satisfont
(QC, i) (Vae{1,...,m}, cag®(z(T)) =0),et
’ > ooei caDrg®(x(T)) + 325, dgDyhP(z(T)) = 0, alors
(Vo€ {i,....m}, ca =0) et (VB=1,...,q, dg =0)

quand ¢ € {0, 1}. Signalons que (QC, 0) est due & P. Michel (cf. [31]).
Commengons par définir le Hamiltonien de Pontryagin du probléme de Bolza (B').

Définition 5.2.3. Le Hamiltonien de Pontryagin du probléme de Bolza (B’) est la fonction Hp :
[0,7] x 2 x U x E* x R — R définie par, V(t,x,u,p,A) € [0,T] x @ x U x E* x R,

Hp(t,x,u,p,\) := )\fo(t,x,u) +p- f(t,x,u).

Hasan YILMAZ 148



CHAPITRE 5. CONTROLE OPTIMAL

Dans le théoréme suivant, nous énoncons un théoréme du Principe du Maximum de Pontryagin
pour le probléme de Bolza (B').

Théoréme 5.2.4. Lorsque (xo,ug) est une solution du probleme (B').
Partie (I) Sous (AcON1), (ACON2), (Acv1), (Acv2), (AINT1) et (AINT2), il existe
(Aa)o<a<ms (Hp)1<p<q) € R4 appelé multiplicateur de Fritz John, et p € PC'([0,T], E*), ap-
pelée fonction adjointe, qui vérifient les assertions suivantes :

(NN) ((Aa)oa<m, (14p)1<p<q) 7 O-

(Si) Pour tout o € {0,...,m}, Ao > 0.

(S¢) Pour tout o € {1,...,m}, \ag™(zo(T)) = 0.

(TC) Yoo AaDrg®(xo(T)) + X%_y psDirh (x0(T)) = p(T).

(AEB) dp(t) = —DFQHB(ZL/,xo(t),uO(t),p(t), )\0) pour tout t € [O,T}.

(MP.B) Pour tout t € [0,T], pour tout ¢ € U,

HB(tv {O(t)v UO(t)ap(t)a A0) > HB(tv xO(t)7 Cap(t)v A0)

(CH.B) Hp = [t — Hp(t,zo(t),uo(t),p(t), \o)] € C°([0,T],R).
Partie (II) De plus, sous (ACON1), (ACON2), (Acv1), (Acv2), (AINT1) et (AINTZ2), si on suppose
que, pour tout (t,£,¢) € [0,T] x Q x U, les dérivées partielles par rapport a la premiére variable
O1fOt,€,¢) et O1f(t,&,C) existent et O1f° et O1f sont continues sur [0,T] x Q x U, alors Hp €
PCY([0,T],R) et, pour tout t € [0,T], dHp(t) = 01 Hp(t,xo(t), uo(t),p(t), \o)-
Partie (III) Si on suppose que (ACON1), (ACON2), (Acvi), (Acv2), (AiNT1), (AINT2) et (QC,
1) sont vérifiées pour (x,u) = (xg,up) alors, pour tout t € [0,T], (Ao, p(t)) # 0.
Partie (IV) Si on suppose que (ACON1), (ACON2), (Acv1i), (Acv2), (Acv3), (AINTI1), (AINT2)
et (QC, 1) sont vérifiées pour (z,u) = (zo,uo), il eziste (\})o<a<m, (1) 1<p<q,P/) € RT™ x R x
PCY([0,T), E*) avec Ny = 1 qui vérifie les conclusions de la Partie (I).

Partie (V) Sous (AcoN1), (AcoN2), (Acvi), (Acv2), (AINT1), (AINT2) et (ALIB), il existe
(A2)o<a<m, (3)1<p<q, D) € R x R x PCY([0,T], E*) avec Ny = 1 qui vérifie les conclusions
de la Partie (I).

Si, en plus, on suppose que D3 fO(T, xo(T),uo(T)) existe, le triplet

(A2)o<a<ms (5)1<p<q,P') € RIF™ x R x PCY([0,T], E*) avec Ny = 1, qui vérifie les conclusions
de la Partie (1), est unique.

Expliquons nos abréviations : (NN) est une condition de non-nullité, (Si) est une condition de
signe, (S¢) est une condition d’exclusion (appelée en anglais "slackness condition"), (TC) est la
condition de transversalité (appelée en anglais "tranversality condition"), (AE.B) est ’équation
adjointe (en anglais "adjoint equation"’), (MP.B) est le Principe du Maximum de Pontryagin (en
anglais "maximum principle") et (CH.B) est une condition de continuité sur le Hamiltonien de
Pontryagin.

Commentaires sur le Théoréme : Les principales contributions du Théoréme sont
les suivantes :
(e) Contrairement & A.D. IOFFE et V.M. TIKHOMIROV (cf. [25] p.133) et V. ALEXEEV, V.M.
TIKHOMIROV, et S.V. FOMINE (cf. [I] p.316), E est de dimension infinie.

() Pour la Partie (I), en comparant & V. ALEXEEV, V.M. TIKHOMIROV, et S.V. FOMINE (cf. [I]
p. 316), pour les contraintes terminales et la fonction de 'objectif terminal, on remplace ’hy-
pothése de continue Fréchet-différentiabilité par 'hypothése de Hadamard-différentiabilité en

() Pour la Partie (I), pour le champ de vecteurs et la fonction intégrande, A.D. IOFFE et V.M.

TIKHOMIROV (cf. [25] p.133) et V. ALEXEEV, V.M. TIKHOMIROV, et S.V. FOMINE (cf. [1]
p. 316) supposent la condition forte sur le champ de vecteurs (Fcv) et la condition forte sur
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I'intégrande (FINT). Comme souligné dans la Remarque cette condition est plus forte
que nos conditions sur le champ de vecteurs et sur la fonction intégrande. Notons aussi que
I’on n’émet pas d’hypothése de continuité sur la différentielle partielle seconde du champ de
vecteurs et de la fonction intégrande.

(e) Dans la Partie (III), en rajoutant une hypothése sur le champ de vecteurs et (QC, 1), on
parvient & montrer I’existence d’un multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker i.e. un multiplicateur
de Fritz John avec \g = 1.

(e) Dans la Partie (IV), en rajoutant I’hypothése (ALIB), on parvient & démontrer l'existence
et I'unicité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker et de la fonction adjointe vérifiant la

Partie (I) du Théoréme [5.2.4]

5.3 Enoncé d’un Principe du Maximum de Pontryagin pour le pro-
bléme de Mayer

Dans cette section, nous allons énoncer un théoréme du Principe du Maximum de Pontryagin
pour un probléme de Mayer. Nous puisons nos hypothéses dans la liste des conditions de la section
précédente ou évidemment les conditions (AINT1) et (AINT2) n’ont plus lieu d’étre pour le probléme
de Mayer.

Commengons par définir le Hamiltonien de Pontryagin du probléme de Mayer (M).

Définition 5.3.1. Le Hamiltonien de Pontryagin du probleme de Mayer (M) est la fonction Hyy :
[0,7] x Q x U x E* — R définie par, pour tout (t,z,u,p) € [0,T] x Q@ x U x E*, Hy(t,z,u,p) :=
p- f(t7 z, U)

Dans le théoréme suivant, nous énoncons un théoréme du Principe du Maximum de Pontryagin
pour le probléme de Mayer (M).

Théoréme 5.3.2. Lorsque (zo,ug) est une solution du probléme (M’).
Partie (I) Sous (ACON1), (ACON2), (Acv1) et (ACV2), il existe
(Aa)o<a<m, (1p)1<p<q) € R4 appelé multiplicateur de Fritz John, et p € PC'([0,T], E*), ap-
pelée fonction adjointe, t.q. les assertions suivantes sont vérifiées :

(NN) ((Aa)o<a<m, (1p)1<s<q) 70

(Si) Pour tout o € {0,...,m}, Ao > 0.

(S¢) Pour tout a € {1,...,m}, \ag®(zo(T)) = 0.

(TC) S AaDig® (20(T)) + 31y s Dith (ao(T)) = p(T).

(AE.M) dp(t) = —DpaHn(t, zo(t), uo(t), p(t)) pour tout t € [0,T].

(MP.M) Pour tout t € [0,T], pour tout ( € U,

HM(tv xp(t)v uﬂ(t)7p(t)) > HM(t, .CC()(t), Cup(t))'

(CHLM) Hy = [t 0 Hyg(t, zo(t), un(t), p(t))] € C°(10. T]. B).
Partie (II) Sous (ACON1), (ACON2), (Acv1) et (ACV2), si on suppose, en outre que, pour tout
(t,£,¢) € [0, T)xQxU, la dérivée partielle par rapport a la premiére variable 01 f (t, €, () existe et 01 f
est continue sur [0,T] x Q x U, alors on a Hy € PC*([0,T],R) et, pour tout t € [0,T], dH;(t) =
O Hum(t, wo(t), uo(t), p(t)).
Partie (III) Si, en plus, des conditions (ACON1), (ACON2), (Acv1) et (ACV2), on suppose que
(QC, 0) est vérifiée avec (x,u) = (xg,uo), alors p(t) # 0 pour tout t € [0,T].
Partie (IV) Si on suppose que (ACON1), (Acon2), (Acvi), (Acv2), (Acv3) et (QC, 0) sont
vérifices pour (z,u) = (o, uo), 1l eziste ((Ay)o<a<m, (H3)1<p<q,P') € RIF™ x RY x PCL([0,T), E*)
avec Ny = 1 qui vérifie les conclusions de la Partie (I).
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Partie (V) Sous (ACON1), (ACON2), (AcV1), (Acv2) et (ALIB), il existe un unique

0<a<ms 1<8<q:P') € x RY x AN avec Ay = 1 qui vérifie les conclusions
((Josazn: (51, ) € BRI X R x PCH(0,T), E*) avec Xy = 1 qui vérific les conclusi
de la Partie (I) est unique.

Commentaire sur le Théoréme : Les principales contributions du Théoréme [5.3.2| sont les
suivantes :

(o) Pour la Partie (I), comparé & P. MICHEL (cf. [3I]), pour les contraintes terminales et la
fonction de l'objectif terminal, on remplace 'hypothése de continue Fréchet-différentiabilité
par 'hypothése de Hadamard-différentiabilité en zo(T").

() Pour la Partie (I) P. MICHEL (cf. [31]) suppose la condition forte sur le champ de vecteurs
(Fcv). Comme souligné dans la Remarque cette condition est plus forte que nos condi-
tions sur le champ de vecteurs. Notons aussi que I'on n’émet pas d’hypothése de continuité
sur la différentielle partielle seconde du champ de vecteurs.

(o) Dans la Partie (III), en rajoutant une hypothése sur le champ de vecteurs et (QC, 0), on
parvient & montrer 'existence d’un multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker i.e. un multiplicateur
de Fritz John avec \g = 1.

(¢) Dans la Partie (IV), en rajoutant I’hypothése (ALIB), on parvient & démontrer l'existence
et I'unicité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker et de la fonction adjointe vérifiant la
Partie (I) du Théoréme [5.3.2]

(o) En utilisant le théoréme de continuité de la solution PC' non prolongeable par rapport
aux conditions initiales et a& un parameétre, on démontre un théoréme (omis dans [31]) de
continuité d'une solution PC' non prolongeable par rapport & un paramétre nécessaire a
I'utilisation de la Régle des Multiplicateurs.

5.4 Preuve du Principe du Maximum de Pontryagin pour le pro-
bléme de Mayer

5.4.1 Preuve de la Partie (I)

Pour faciliter la lecture de la preuve, nous proposons un plan composé de 6 étapes. Ces étapes
composeront les sous-sous-sections de cette sous-section.
Etape 1 : On commence par introduire I'ensemble des supports d’aiguilles. Un support d’aiguilles
est un N-uplet d’élément du produit cartésien de |0, 7 et de U défini de telle sorte que ces éléments
dans ]0, T'[ sont rangés dans I'ordre croissant (non nécessairement strictement croissant). On fixe un
support d’aiguilles pour les étapes 1-5, a partir de ce support d’aiguilles et d’un paramétre a € RY
on construit NV intervalles deux a deux disjoints dépendant de a (ou a est le vecteur des largeurs des
aiguilles) et du support d’aiguilles. Ensuite, on définit une variation en aiguilles de ug. Une variation
en aiguilles de ug est une fonction u,, dépendant d’'un paramétre a et du support d’aiguilles, ot sur
chaque i-éme intervalles, on remplace la valeur de ug par le second élément du i-éme élément du
support d’aiguilles.
Etape 2 : A partir de la variation en aiguille u, de ug, on utilise une équation différentielle linéaire
non homogeéne dépendant du parameétre a (cette équation fut introduite par P. MICHEL). On dé-
montre que sa solution PC! non prolongeable z, est définie sur [0,7]. Enfin, on démontre que la
fonction z, dispose d’une propriété proche de la Fréchet-différentiabilité en 0.
Etape 3 : A partir de la variation en aiguille u, de g, on introduit une équation différentielle
ordinaire dépendant aussi du paramétre a.
A T’aide du théoréme de continuité d’une solution PC' non prolongeable par rapport aux conditions
initiales et & un parameétre, on démontre que la solution PC' non prolongeable x, est définie sur

CHAPITRE 5. CONTROLE OPTIMAL 151



5.4. PREUVE DU PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGIN POUR LE PROBLEME DE
MAYER

[0,T] et est continue par rapport au paramétre a.

Etape 4 : En utilisant les étapes 2 et 3, la solution PC" non prolongeable z, dispose d’une propriété
proche de la Fréchet-différentiabilité en 0. Ensuite, on prouve que la fonction z, est la restriction
d’une fonction Fréchet-différentiable en 0.

Etape 5 : Grace a z,, on construit un probléme d’optimisation de dimension finie (les inconnues
sont les largeurs des aiguilles) avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. En démon-
trant que 0 est solution de ce probléme d’optimisation et en utilisant une Reégle des Multiplicateurs
du chapitre 2, on parvient a construire un multiplicateur de Fritz John et la fonction adjointe dé-
pendant du support d’aiguilles fixé a I’étape 1.

Etape 6 : En utilisant la propriété de 'intersection finie des espaces compacts, on démontre que les
multiplicateurs de Fritz John et la fonction adjointe peuvent étre rendus indépendants du support
d’aiguilles fixé a I’étape 1.

Etape 1

Soit N € N*; on introduit S = ((;,vi))1<i<n o1, pour tout i € {1,...,N}, t; € [0,T], v; € U et
0<t) <....<ty <T.On dit que S est un support d’aiguilles.
On note S = {S = ((ti,vi))lgiSN : N € N*,Vi S {1, ...,N},ti S [O,T],Ui cUet0<t1 <....<ty <
T}.
Dans la suite, on fixe le support d’aiguilles S € S; tous les résultats dépendront du choix de
ce S. Dans I'étape 6, nous démontrerons que les constructions précédentes peuvent étre rendues
indépendantes du choix de S. Pour tout i € {1, ..., N}, on définit

js(i) ={jeN:1<j<i, t; =t;}.

A chaque a = (a1, ...,an) € Rf on associe la liste (b;)1<;<n définie par

0 si jg(i) =0
bz‘ = bi(S, a) = R
! {Zjejs(z‘) aj sijs(i) #0

RN

et on note, pour tout ¢ € {1,..., N},
I; = I;(S,a) = [t; + by, t; + b; + a4[.

Lemme 5.4.1. Notons 6(S) = min{ t;41 —t; :i€{1,....,.N =1}, t; <tir1}.
Supposons que |lally = SN, | ai |= N a; < 8(S) ; alors on a

(7,) Vi € {1, ey N — 1}, sup I; <inf I;14

(ii) Yi # j, I; NI = 0.

Démonstration. (i) Soit ¢ € {1,..., N — 1}. Raisonnons par disjonctions des cas.
Sit;y1 =t; alors
js(i—{—l) :{jENZ 1<y <e+1, tj:tzurl}
:{jGNilngi, tj:ti}
={i}u{jeN:1<j<q, tj:ti}

= {i} U js(i).

Puisque {i} Njs(i) =0, on a

biy1 = Z a; = Z a; = Z Uzj"‘ai:bi"_aiv

Jj€js(i+1) Jje{i}Ujs () J€js(i)
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d'out; +b;,+a; =t; + bi+1, donc sup I; = inf Lig.

Sit;y1 > t;, on a alors
Vi e {1, ...,i}, t; <t; <tig1.

On a
{7eN:1<j<i+]1, tj=ti1} =0,

d’ou b7;+1 =0.
Par conséquent, on a
bitai =3 jejoq) 5t i
< Z;Zl aj +a;
< Zjvzl aj
<O(S) < tipr — .

Ceci implique que

ti+b;i+a; <tip1+ b1,
d’ot

sup I; <inf [;41.

(ii) Soit i # j.
Montrons maintenant que I; N I; = (.
Supposons, sans perte de généralité, que ¢ < j.
D’aprés ce qui précéde, on a

sup I; <infI;11 <supljtq.... <suplj_1 <inflj.
Et puisque I; = [ti + b, t; + b; +CLZ[ et Ij = [t]’ + bj,tj + bj +aj[ ,ona I; N Ij = 0. O]

Puisque ug € NPCY([0,T],U), il existe une famille finie (o;)o<j<r+1 € Sub([0,T]) t.q. up €
Npcg([ov T]7 U; (QQ0§1§T+1).

Pour chaque a € Bj.,(0,6(5)) N Rﬁ , en utilisant le Lemme , on peut définir la fonction
Ug : [0,T] — U en posant

[ uot) site[0,T)\UN, I,
R T

La fonction u, est appelé une variation en aiguilles de ug. Notons que la variation en aiguille de wuq
a été introduite pour la premiére fois par Boltyanskii, cf. [33] p.80.

Lemme 5.4.2. Pour tout a € Rﬂ\rf QEH.HI(O, 3(S)), il existe une subdivision (T%*)o<i<kat1

= (T)o<i<kt+1 de [0,T] telle que {r; : i € {0,...,k+1}} ={a; : 0<i<r+4+1}U{t; +b;
1<i<N}U{ti+bi+a; : 1<i< N} et telle que Uapplication

Uqg = u(., a) S NPCg([O, T], U, (Ti)0§i§k+1>.

Démonstration. Soit a € RY N B, (0,6(5)).

Posons A:={a; : 0<i<r+1}U{t;+b : 1<i<N}U{t;+bi+a; : 1<i< N}

Puisque A est un ensemble fini non vide, il existe k € N t.q. card(A) = k + 1.

Posons 1o =0 et, Vi € {1,....,k+ 1}, » =min A\ {70, ..., i1}

Puisque pour chaque i € {1,..., k+ 1}, on a A\ {79,...,7i—1} strictement inclus dans [0,7], on a
7o < 7. De plus, pour chaque (7,7) € {1,..., k} x {1,...,k +1} t.q. i < j, on a A\ {70,...,7j—1}
inclus strictement dans A\ {7, ..., -1} donc 7 < 7;.

Par conséquent, (7;)o<i<k+1 € Sub([0,T]) t.q. {ms : 0 < i < k+ 1} = A. Montrons que u, €
NPCY([0,T),U; (T:)o<i<k+1)-
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— Soit i € {0, ..., k} ; montrons que u, est continue sur [7;, 7j+1/.
En effet, soit 7; = oj avec j € {0,...,r + 1}.
Si Tit1 = @jq1, Ug = Ug SUT [0, ajy1[, on & u, continue sur [, Tiy1[.
SiTip1 =t +bavecl € {1,..., N}, uqg = ug sur [, t;+b;[, donc u, est continue sur [, Tj41].
SiTiy1 = tj+bj+aj avec j € {1,..., N}, puisque [7, Ti41[C I; et u, est une fonction constante
sur I, uq est continue sur [7;, 7i11[.
Soit 7, =t +bj avec j € {1,...,N}.
Si 741 = ag avec | € {0, ...,r + 1}, puisque [7;, 7341[C I; et uq est une fonction constante sur
I;, uq est continue sur [7;, Ti41].
Sinon 741 = t; + b; + aj, u, étant une fonction constante sur I;, on obtient que u, est
continue sur [7;, Tj4+1].

Soit 7 =t +bj +aj avec j € {1,...,N}.
Si Tip1 = ag avec | € {0, ...,r + 1} alors u, = ug sur [tj + b; + a;, oy[. Donc u, est continue
sur [1;, Tiy1[-
Sinon i1 = tj41+bj41, on au, = ug sur [t;+bj+a;, tjr1+bjq1[, donc ug = ug est continue
sur [1;, Tit1[-
Donc u, est continue sur [7;, Tit1][.

— Soit i € {1,...,k};si 7, = o avec | € {0, ..., + 1}, th—{% Ug(t) = lim ug(t) = up(m—) existe

t—7;
t<7; t<7;
dans U.
SiTi=t;+0bjavec j€{l,...,N}, lim u,(t) = lim ug(t) = uo(m—) existe dans U.
t—7; t—T;
t<Ti t<Ti
Siti=t;+bj+ajavecje{l, .., N}, tlirn uq(t) = v; existe dans U.
—Ti
t<m,
Donc tlim Ug(t) = uq(7,—) existe dans U.
—T;
t<Ty

— De plus, lim uy(t) = lim ug(t) = up(T) = ua(T).
t=T

<7 20
Donc u, € NPCg([O, T], U, (Ti)0§i§k+1)- O

Lemme 5.4.3. Pour chaque i € {0, ...,7}, considérons la fonction u} : [a;, ;1] — U, définie par,

i L Uo(t), si te [ai’ai+1[ ,
ul(t) ._{ tolor), 8 t— o (5.4.1)

Alors A = (Up<i<, ud ([, aiv1])) U{v; : 1 <i < N} est un ensemble compact de U.

Démonstration. Soit i € {0,...,r}.
Puisque ug € NPCY([0, T, U; (c;)o<i<r+1), on a U g1 ] € C%([a, a1, U).
De plus, puisque

. i N . N Y i .
Jim b0 = lm uo(t) = wo(aiio) = (o).
te[ai,ai+1} tE[oci,ai+1[

on a u}y € CO([ay, aj1], U).

Ainsi, puisque [a;, @;11] est un compact de R, u}([evi, ai+1]) est un compact.

Par conséquent, puisque {v; : 1 <i < N} est un compact comme ensemble fini,

M= (Ugeier uh ([, ain1])) U {v; : 1 < i < N} est un compact comme réunion finie de compacts.
O
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Lemme 5.4.4. Pour chaque x € C°([0,T],9), considérons la fonction
AT 210, T] x (B).,(0,6(8)) NRY) — E définie par, pour tout (t,a) € [0,T] x (By.j,(0,6(5)) NRY),

Ax(ta CL) = f(t7 .CC(t), ua(t)) - f(t7x(t)7u0(t))'
Alors A" est bornée sur [0,T] x (B, (0,6(5)) NRY).

Démonstration. Puisque z € C°([0,T],9), on a [t — (t,z(t))] € C°([0,T7],[0,T] x Q).

Par conséquent, puisque [0, 7] est compact, I' := {(¢,z(t)) : t € [0,T]} est compact.

Ainsi, en utilisant le Lemme et le théoreme 4°, p.69 de [35], T x .# est compact dans [0, 7] X
2 x U. Ainsi, en utilisant (Acvl), on a

ci= s |If(HEQ)] < +oc. (5.4.2)
(t,§,Q)el’'x.#

Soit a € RY N By, (0,6(5)) et t € [0,T]; montrons que
A% (¢, a)|| < 2c.

Raisonnons par disjonction des cas.
Sitel;aveci € {l,...,N}, ona

1A%t a)ll - = [[f (£, 2(t), vi) = f(t, 2(t), uo(t))]]
< LFCE (), vl 4 [1F (8 (), uo ()]

Puisque (t,z(t),vi) € I' x A et (t,x(t),uo(t)) € ' x A, on a
|A* (¢, a)| < 2c.

Site 0,7\ U, I, [|A%(t,a)]| =0 < 2c.
Par conséquent, on obtient

V(t,a) € [0,T] x (Rf QEH.HI(O,(S(S))), |A*(t, a)]| < 2c.

On consideére I’équation différentielle linéaire homogéne suivante

dy(t) = Draf ( 20(t), uolt)) - y(t). (5.4.3)
Avec (Acvl), en utilisant le Théoréme |3.2.7] la résolvante de (5.4.3)), R(-,) est bien définie sur
[0, 7] > [0,T].

Etape 2

Considérons I'équation différentielle linéaire suivante, pour chaque a € B(0,5(S)) N Rﬂ\r] ,

3(25)(2 E DF,2f(t7 xo(t), UO(t)) ’ Za(t) + f(tv wo(t), ua(t)> - f(t7 wo(t), u0<t)) } (5'4'4)

Lemme 5.4.5. Pour chaque a € B, (0,6(S)) NRY, la solution PC" non prolongeable z, = (-, a)
de est définie sur [0,T] tout entier.
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Démonstration. Soit a € B, (0,6(S)) N RY.
Puisque ug € NPCY([0,T], U, (aj)o<j<r+1), on a, en utilisant (Acvl),

)
[t = Dpaf(t,zo(t), uo(t)] € NPC(10,T], L(E, E), (0j)o<j<r+1)-

De plus, puisque ug € NPCY([0,T],U, (aj)o<j<r+1) €t uq € NPCg([O,T],U, (T8)o<i<k+1) €t avec
(Acvl), on a, en utilisant la Proposition et la Proposition [1.2.2]

[t — f(t,zo(t),u0(t))] € NPCH([0,T], E, (oj)o<j<r+1)

et
[t = f(tv xO(t)aua(t))] € NPCg([OaT]aEa (Tia)OSiSk—i-l)'
Par conséquent, puisque {oj : 0 < j<r+1} C{rf:0<i<k+1},ona

[t = f(t,20(t), uo(t))] € NPC(0,T], E, (7{)o<i<+1)

et
[t = DFQf(tv a}()(t), UO(t))] S NPCg([O7 T]? £(E7 E): (Tia)USiSkJﬂ)]' (5'4'5)

Ainsi, en utilisant la Proposition[1.1.7], on a

AIO(,’ a) = [t = f(t7x0(t)7utl(t)) - f(t>$0(t)7u0(t))] (546)

€ NPCY([0,T], B, (t/)o<i<k+1)-
En utilisant (5.4.5)) et (5.4.6) et le Théoréme on obtient que z, = z(+,a) est définie sur |0,T]
tout entier. O
Lemme 5.4.6. Soit (A, | - ||l4) un espace vectoriel normé réel.

Soit d € N*. Soit By un voisinage de 0 dans R%. Soit ® : By N Ri — A. On suppose qu’il existe
L € L(RLA), et pour tout i € {1,...,d}, qu’il existe une fonction ¢; : By NRL — A vérifiant
gir% ¢i(&) =0, telles que, pour tout & € By N ]Ri

ﬁ

d
&) =®0)+L-E+ > &dil€)

=1

Alors, il existe o : By N Ri — A vérifiant %in(l) 0(§) =0, telles que, pour tout & € By N Ri
%

D(§) = @(0) + L - £+ [[€][10(E)-

Démonstration. Considérons la fonction g : By N ]Rff_ — A en posant

©=1 " £=0
e ﬁ S Goi€) siE#£0.
Pour chaque £ # 0, on a les majorations suivantes

lo@©lla = Hu 4L £0i(©)lla
el i &0i(9)lla
I3 |1 Zz:l Hfz¢1( )”A
= @ T [€illl6i(€) 4
i S 1€l i () 14
=>4 19:(6) )l a-
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Sachant que, pour tout i € {1,...,d}, %ir% ¢i(€) = 0, on obtient que
—

lim, Z 1$i(€)]l.4 = 0.

Par conséquent, en utilisant le théoréme des gendarmes, on obtient que %iné 0(&) = 0. Ainsi, puisque
—

£40
0(0) = 0, on obtient que %in(l) 0(¢) = 0. De plus, on a, pour tout £ € By NRY,
—

P(§) = (0) + L - & + [[€llre(E)-

O

Lemme 5.4.7. Considérons la fonction linéaire continue £ : RN — E, définie par, pour tout a €
RN, £-a:= SN aiR(T, t;)-[f (ti, wo(t:), vi) — f (i, xo(t;), uo(t:))]. Alors il existe oy : Bj.;,(0,8(5))N
RY — E vérifiant lir% o1(a) =0, telle que, pour tout a € By, (0,6(S)) NRY

a—

2(T,a) = 2(T,0) + £ a+ [lall101(a).
Démonstration. Pour tout (t,a) € [0,T] x (B, (0,8(5)) NRY),

site]0,T)\ Ui<i<ni;

o P e 0
A% (t,a) = Alt,a) = { £t m0(0),01) — F(t20(E),u0(t) site L ic{1,...N}.

Fixons a € E” ||1(0 (5(5)) N RN
Avec (5.4.5)) et (5.4.6]), en utlhsant le Théoréme [3.2.10) on a

Vt € [0,T], z(t,a) = R(t,0) - 0 + /t R(t,s) - A(s,a)ds,
0

d’ott
= fo A(s,a)ds
fo T]\U1<1<NI R(T,s) - A(s,a)ds + fU1<z<NI R(T,s) - A(s,a)ds

) -
f 1<1<NI T,s)-A(s,a)ds

Puisque les I; sont deux a deux disjoints, on a

N
2(T,a) = Z/I R(T,s) - [f(s,zo(s),vi) — f(s,z0(s),up(s))]ds.

De plus, puisque u(-,0) = ug, on a A(-,0) = 0.

Par conséquent, la fonction nulle est solution PC' du probléme sur [0, 7], donc z(+,0) = 0.
Ainsi on a z(T,0) = 0.

Par conséquent, on obtient

2(T,a) —2(T,0) — £-a
= 2(T,a) — 2(T,0) — Y, a;R(T, tz) : [f(tz,ﬁfo(t ) vi) — f(ts, zo(ts), uo(ts))]

_ZlefIv R(T,s) - A(s,a)ds — z 1f1 A(t;)ds
=5 b BT, ) - A(s, a) - R(T,w A( )lds
_Ez 1a2d>1( )
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ou, pour tout i € {1,..., N},

0 sia; =0
¢ila) ‘:{ L [T ER(T, 5) - A(s,a) — R(T, ) - A(t)]ds  si a; # 0.
Soit i € {1,..., N}. Soit a € B, (0,0(5)) NRY t.q. a; # 0.
Puisque [s — R(T),s) - A(s, a)] est Riemann-intégrable sur [0, 7], on a
[s = R(T,s) - A(s,a) — R(T,t;) - A(t;)] est Riemann-intégrable sur [0, T.
Ainsi, en utilisant le théoréme I, p.230 de [35], on obtient que
V(- a) == [s+— R(T,t; + bi+ s) - A(t; +b; + s,a) — R(T,t;) - A(t;)] est Riemann-intégrable sur
0, a;] et

1 [

¢i(a) = P / (R(T,t; + b+ s) - A(t; + bj + s,a) — R(T, t;) - A(t;)) ds.

i Jo
Puisque %} (-, a) est Riemann-intégrable sur [0, a;] et a; > 0, en utilisant le théoréme II, p.231 de
[35], on obtient que la fonction (-, a) = [s + 1} (a;s,a)] est Riemann-intégrable sur [0, 1] et

Va € §||H1<0’5(S)) N R]I t.q. a; #0, et

1 1
oila) = [ wils.apds = [ (Rt byt s Aty +bi 4 501,0) = R(TLt) - Alt)ds.
0 0
Puisque (-, a) est Riemann-intégrable sur [0,1], on a ||¢;(-,a)| : [s — [|[¥i(s,a)||] est Riemann-
intégrable sur [0, 1].
En utilisant le théoréme de Lebesgue 5.3.5 de [§], on a
(o)l € £2(0, 1, B0, 1)), 1 R) et

1
[ lwcals = [ uit.ale)dns)
0 [0,1]
Soit s € [0, 1] ; puisque xg est continue au point ¢; et ug est continue a droite de t;, on a
lim l‘o(ti +b; + Sai) = ZCo(ti) et lim UO(ti +b; + sai) = UO(ti).
a—0 a—0
Par conséquent, en utilisant (Acvl), on a
lim A(t; + b; + sa;,a) = A(t;).
a—0
Par ailleurs, en utilisant le Théoréme [3.2.9] (iii), on a
lim R(T, t; +b; + sai) = R(T, ti).
a—0
Par conséquent, on obtient
liH(l) R(T,t; + b; + sa;) - A(t; + b; + sa;,a) = R(T, t;) - A(t;).
a—

Donc, finalement, on a
limg [[4(s, )| = 0.
a—0

En utilisant le Lemme on a

3C1 > 0, Y(t,a) € [0,T] x (RY N By, (0,5(5)), |A(t )| < Ci. (5.4.7)
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De plus, puisque [0,T] est un compact, avec le Théoréme (iii), on a
ACy > 0, Y(t,s) € [0,T] x [0,T], || R(t,s)||c < Ch. (5.4.8)
Soit s € [0,1] et a € By.,(0,5(5)) NRY t.q. a; # 0; notons que

H@/JZ'(S, a)H ’R(T, ti +b; + sai) . A(tz‘ + b; + sa;, a) — R(T, ti) . A(tz)H

= |

< |R(T, t; + b; + sai) - At + bi + sag, a)|| + | R(T,t:) - Adt:)]]
<R(T, ti + b + sa:) || | At + b; + sag, a)|| + [[R(T, )| ]| At
< 2C5(Ch.

Puisque [s — 2C2C1] € £1(([0,1],B([0,1])), [1;R), en utilisant le théoréme 6.3.3, p. 105 de [38], on
a

1
lim/ i (s, a)l|dl (s) = .
a—0 0
Puisque, pour chaque a € RY N Bj.|,(0,4(5)), on a
1
i)l < lim [ 1s(s.a) ),
a—0 0
et, en utilisant le théoréme de comparaison des limites, on a

lim ¢;(a) = 0.

a—0

Ainsi, en utilisant le Lemme [5.4.6} il existe g1 : By, (0,0(5)) NRY — E vérifiant lim o1(a) = 0,

a—0

telle que, pour tout a € EII-H1<07 5(S)) N Rﬂ\r],
z2(T,a) = 2(T,0)+ £ - a+ |lal|101(a).
Donc la preuve est compléte. O

Lemme 5.4.8. Pour chaque x € C°([0,T1, ) il existe k{ € Ry t.q. pour tout a € RY B, (0,(5)),

T
/0 1 (8 2(8), ua(t)) — f(E 2(2), uo(t))[|dE < kfllal1-

Démonstration. En utilisant le Lemme on a
AC, € Ry, Y(t,a) € [0,T] x (Rf OFH.Hl(O,é(S’))), |A%(t,a)| < Cy.

Posons kf = Cf.
Soit a € RY N'B,(0,8(5)) ; notons que

Jo It (), ua()) = f(& (), uo(t)) |t

= Jy 1A%t a)|dt

= Jooy, 1 1A% a)lldt+ [on g, [[AT(E a)]dt
= Jux 1, 1A%(2, @) dt

= S T 1A, a)lde

<N [ Ot

=¥, aiC1 = Cilalh.

Ceci démontre le lemme. O
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Etape 3
Lemme 5.4.9. Pour chaque a € By.,(0,6(S)) NRY, considérons le probléme de Cauchy

- dx(t) - f(t7$(t)7u(tva))
@ ={ 50 -&
Alors, il existe ko € Ry, il existe p > 0 t.q. p < 0(5) tels que
(i) Ya € EH.”l(O,p) ﬂRf, la solution PC' non prolongeable du probleme de Cauchy (€, ), notée
x(-,a) = xq, est définie sur [0,T].
(i1) [a— x(-,a)] € C’O(EH.”l(O,p) NRY,CY([0,T7,9)).
(ii) Ya € B, (0,p) NRY, vt € [0,T), |z(t,a) — zo(t)|| < kellal.

Démonstration. Considérons la fonction f : [0, T] x € x (B, (0,0(5)) NRY) — E définie par
V(t,& a) €0,T] x Q x (B, (0,8(8)) NRY), f(£,€,a) = f(t,& ua(t)).
Pour démontrer (i), (ii) et (iii), il suffit de montrer que f vérifie les hypothéses (P1), (P2), (P3) et

(P4) du Théoréme [3.3.7]
Avec (Acvl), sachant que (Va € By, (0,4(S)) NRY, u,([0,T]) CU), on a

V(t, & a) € 0,T] x Q x (Byy,(0,6(8)) NRY), Daaf(t,€,a) = Dgaf(t, & ualt)). (5.4.9)

Par conséquent, (P2) est vérifiée.

Soit a € §||~||1(075(S)) N Rf; avec (Acvl), en utilisant le Lemme on obtient que f(, S a)
vérifie (H1) avec discl(f(-,-,a)) = {r%:0<i < k* 4+ 1}.

Par conséquent, (P1) est vérifiée.

Soit K C £ un compact.

L’ensemble .# du Lemme [5.4.3] est un compact t.q. # C U.

De plus, Vt € [0,T], Va € B, (0,6(5)) N RY, uq(t) € 4.

Par conséquent, puisque K X . est un compact t.q. K x .# C Qx U, avec (Acv2) et (5.4.9), on a

M >0, Y(t, &, a) € [0,T] x K x (B, (0,5(8)) NRY), [Da2f(t,€ a)|c < M. (5.4.10)

Ceci démontre (P3).
Reste & démontrer (P4).
Soit x € CO([O,T], Q)etac E”\\l(o’ (S(S)) N R_,'A_].

Si a = 0, en utilisant le Lemme il existe k{ € Ry t.q., Va € RY N B, (0,6(9)),

T
/0 1 (E, (), ua(t) — f(E, (1), uo(t))||dt < K |lal]1.
Par conséquent, on obtient

Yim " | F(t,(t). a) — F(t2(2),0)]|dt
= lim J§ 1/ (t, 2(t), ua()) = £(2,2(8), uo(t))|dt = 0.

Si @ # 0, considérons (a™)nen une suite & valeurs dans Bjp|, (0,(S5)) NRY qui converge vers a.
Notons que, Va € RY ﬂE\Hh(Oa 5(9)),

f(ta Sﬂ(t), ua(t)) = 1[0}61[]0@7 .I(t), uO(t))+
2imt Ltitbi(a) titbi(a)+ail f (1 2 (1), 00) + 5.4.11
N-1 (5.4.11)
Zi:l 1[ti+bi(a)+ai,ti+1+bi+1(a)[f(ta z t)? uo(t))
it +by (@) +an, 71 f (2 (E), uo (1))
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Par ailleurs, notons que

Hm L4, am),t10s (@) +a [(B) = Ljtitbs(a) i bi (@) +as[ (), ma-p.p. ¢ € [0, T7,

n—-+0o

W Lit4hia)+af i +bin @) (B) = Lirbi(@)ras i +hia @) (D), ma-p-p- £ € [0, 77,

nEI-iI-loo 1[tN+bN(a")+(l7V,T] (t) = 1[tN+bN(fl)+le,T] (t) mi-p.p. t € [OuT]

Puisque une réunion finie d’ensembles m;-négligeables est un ensemble mi-négligeable, en utilisant

(5.4.11)), on obtient

i (2 (0), wan (1)) — (1 2(2), ua(t) | = 0,y —pp. 1€ [0,7) (5.4.12)

De plus, pour chaque n € N, ugn € NPCY([0,T], U, (r£" )ocicpar 11)-

7

ug € NPCY([0,T],U, (t8)g<ickat1), alors avec (Acvl), en utilisant la Proposition et la Pro-

position [I.2.2] on a
[t — f(t,z(t),usm ()] € NPCY([0,T], E, (Tfn)ogigkanﬂ)
et R
[t = f(ta l’(t), U@(t))] € NPCg([O, T]v E? (Tia)Ogigké—i—l)'
Par conséquent, en utilisant la Proposition [1.1.5] on a

[t = f(t,2(t), uan ()] € L2(([0, 71, B([0,T0)), (E, B(E)))
et
[t = f(t,2(t),ua(t))] € £(([0, 7], B0, T1)), (B, B(E))).
Ainsi, on obtient
[t F(2(8),uan (8) — F(t2(8), ua(t)] € £2((0, T}, B0, T)), (B, B(E))).  (5.4.13)
Puisque || - || € CO(E,R), on a || - || € L((E, B(E)), (R, B(R))).

Par conséquent, en utilisant et la composition des fonctions mesurables, on a
[t = 11£ (8, 2(t), uan (1) = f(t, 2(8), ua(O)]] € L2(([0, T], B([0,T1)), (R, B(R))). (5.4.14)
En utilisant le Lemme [5.4.4] on a
aC; > 0, Y(t,a) € [0,T] x (EH,Hl(O,é(S)) HRJ_X), |A*(t,a)]| < Ch.
Soit t € [0,T] et n € N; alors on a

1 (E, (), uan () — f (¢, 2(t), ua(t))]

; |
= [ (&, 2(t), uan (t)) — [, 2(t), uo(t)) + f(E, x(t), uo(t)) — f(t,2(t), ua(t))||
< F @ 2(t), uan (8) — f(E 2(8), uo(@) | + [[f (8 2(8), uo(t)) — f (¢, x(t), ua(t))]
ATt a™)[| + |AT(E, a)

< 2Ch.

Puisque la fonction constante égale a 2C7 est my-intégrable sur [0, 7], en utilisant le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue, on obtient que

T
lim [ f(t(t)an (8)) — F(t, (), ua(t))||dt = 0.

n—-+o00 0
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Par conséquent, on a

n—-4o0o

T ~
tm [ (4 (), 0" — (e (), @) it = 0. (5.4.15)

Ainsi, en utilisant la caractérisation séquentielle de la continuité, (P4) est vérifiée. Par conséquent,
puisque z est une solution PC' du probléme de Cauchy (%) sur [0, 7], en utilisant le Théoréme
3.3.7, on a : 3p €]0,6(S)[ t.q. Va € B(0, p) NRY, la solution PC* non prolongeable z(-,a) = z, du
probléme de Cauchy (%) est définie sur [0, 7] tout entier.

Ceci démontre (i).

Ensuite, [a — z(-,a)] est continue sur B(0, p) N RY dans C°([0,77],9) ce qui démontre (ii).

De plus, en utilisant le Lemme [3:3:8] on a

AL >0, 3r > 0 t.q. V¢ € [0,T],V61, 6 € B(zo(t),r) C Q, } (5.4.16)
Va € By, (0,0(8)) NRY, | F(t, &1, ua(t) = f(t, €2, ua(t))|| < Ll€1 — & a
Par ailleurs, pour chaque a € B(0, p) N Rﬂ\r] ,on a
(-, a) = zollo < exp(LT) g [I£(5,0(s), @) = F(s,20(s), 0)]|ds.
En utilisant le Lemme [5.4.8] on a
Jo' If (s, 0(s). @) = F(5,0(5), 0) s
= Jy I1£(s,20(s), ua(s)) = f(5,70(s), uo(s))l|ds < ki*lal]s.
Par conséquent, en posant kg := k7° exp(LT), on a
[2(-;a) = xolloo < Kallalls
]

Etape 4
Théoréme 5.4.10. 11 existe ¢ : By, (0,p) N RY — E vérifiant lin}) o(a) = 0, telle que, pour tout
a—

a EEIHh(O?p) QR{X,
(T a) = x(T,0) + £ a+ ||lal1o(a),

ou £ est la fonction linéaire continue définie dans le Lemme[5.].7}
Démonstration. Posons : Vt € [0,T], Ya € By.j,(0,p) NRY,
Ya(t) = (za(t) = 2a(t)) — (20 (t) — 20(2))-
Puisque, Vt € [0,T], 20(t) =0, on a : Vt € [0,T], Va € §||.||1(O,p) NRY,
Ya(t) = za(t) = za(t) — zo(2).
Posons : V¢ € [0,T], Va € B, (0,p) NRY,

Ya(t) := dya(t) — Draf(t, xo(t), uo(t)) - ya(t)-
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Site[0,T] et siac By, (0,p) NRY, on a

Va(t) = d[za — 2za — x0)(t) = Draf(t, 20(t), uo(t)) - (za(t) — za(t) — 2o (t))

= du,(t) - dza( ) dzo(t) — Draf(t, 2o(t), uo(t)) - (2a(t) — za(t )— 0(t))

= J(t,2a(t), ua(t)) = Draf(t; zo(t), uo(t)) - za(t) — f (L, 20(2), ua(t))
+f(txo(t), uo(t)) — f(t, o(t), uo(t)) + Draf(t, 2o(t), uo(t)) - Za(t)

—Draf(t xo(t),uo(t)) - (za(t) — wo(t))

= J(t,2a(t), ua(t)) = f(t, 20(t), ua(t)) — Draf(t, zo(t), uo(t)) - (za(t) — 20(t))
= [t za(t),ua(t)) = f(t,20(t), ua(t)) — Draf(t; zo(t), ua(t)) - (za(t) — xo(t))
+Dpaf(t 20(t), ua(t)) - (a(t) = 20(t)) — Draf(t, zo(t), uo(t)) - (za(t )*xo(t))

Considérons la fonction 6 : Q x [0,T] x U — E définie par

0 si 5 = z0(1)
0(,t,0) =< Te=zoll :vo i (f(t:8,6) = F(t, xo(t), ¢)
—DF2f(t 2o(t),¢) - (§ — zo(t))) si & # zo(t).
)

Pour chaque (¢,() € [0,T] x U, la fonction f(t,-, () étant Fréchet-différentiable au point z((t), on a
¥(1.0) € [0.7) x U, lim (€. 1.C) = 0. (5.4.17)
Posons : Vt € [0,T], Ya € EII-H1(07P) NRY,
e1(t,a) = 0(wa(t), t, ua(t)) et e2(t,a) = Dpa f(t, wo(t), ua(t)) — Draf(t, zo(t), uo(t)).

Par conséquent, remarquons que

Y(t,a) € [0,T] x (EHnl(O,p) N RJ_‘Y), }
Va(t) = l|2a(t) — zo(t)lle1(t, @) + e2(t, @) - (2a(t) — zo(1))-

Ainsi,
W(t, a) € [0.T] x (B, (0, p) NRY),
YOI < llza(t) — zo(t)|l[le1(2, a—)~_|| + llea(t, a)| 2 l|za(t) — zo(D)]]. } (5.4.18)

Soit a € Bj|, (0, p) NRY ; puisque [t — x4(t) — zo(t)] € C°([0,T7,92), on a
[t = za(t) — 2o (t)] € L2(([0, T, B([0, T1)). (E, B(E))). (5.4.19)
Par conséquent, on obtient
Uaaaoy € £2(([0, 7], B([0,T1)), (R, B(R)).
De plus, puisque || - || € CO(E,R), on a
[t = llza(t) — zo(®)]]] € £°(((0, 7], B([0,T1)), (R, B(R))). (5.4.20)

Puisque ug € NPCY([0,T],U; (as)o<i<r+1), tua € NPCY([0,T), U; (7;)0<i<k+1)s Ta € C°([0,T],9),
xg € C°([0,7T],9) et avec (Acv1l), en utilisant les Propositions m et on a

[t = f(t, 2a(t), ua(t))] € NPCR([0, T], E; (ai)osi<r+1)

et
[t = f(t,20(t), ua(t))] € NPCF([0, T}, E; (Ti)o<i<h+1)-
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De plus, avec (Acvl), on a
[t — DFQf(t, l’o(t), ua(t))] € NPCg([O, T], £(E, E), (Ti)0§i§k+1)- (5421)

Par conséquent, puisque la fonction Q : L(FE, F) x E — E, définie par Q(I,£) = [ - £, est continue
sur L(E, E) x E et en utilisant les propriétés des fonctions mesurables, on a

[t = Dpaf(t,zo(t), ua(t)) - (za(t) — zo(t))] € L2(([0, T], B((0,T1)). (E, B(E)).

En utilisant la Proposition et les propriétés des fonctions mesurables, on a

Va € B, (0, p) NRY . } (5.4.22)
ler(sa)ll == [t = [lea(t, a)l[] € L£7(([0, TT, B([0, TT)), (B(R+.), R+)).
En utilisant , on a
3L >0, 3r >0 t.q. vt € [0,T], ¥&1,&2 € B(xo(t),r) C Q, } (5.4.23)
Va € By, (0,0(8)) NRY, [1f(t, 61, ua(t)) — f(t, &2, ua(t) || < Ll&1 — & h
et puisque zo([0,7]) C © est un compact, on a, en utilisant (5.4.10)),
M > 0, Vt € [0,T],Va € By.,(0,0(5)) NRY, | Draf(t,zo(t), ua(t))|lz < M. (5.4.24)
Posons 71 := min{;-, p} > 0.
Soit ¢ € [0,T] et a € B, (0,71) NRY ; en utilisant I'assertion (iii) du Lemme on a
r
2a(t) = 2o(B)l] < ollally < ko7 =1
Par conséquent, en utilisant ’assertion , on a
1f(t, za(t), ua(t) = f(t, 20(t), ua(t))|| < L|za(t) — zo(t)].
D’ou, si x4(t) # xo(t), on a
lex(t, a)ll = Il mommemy (F (6 2a(t), wa(t)) — f(t, 2o(t), uo(t))
—DF,2fgt,ﬂfo(t)7ua(t)) (wa(t) — o(1)))]l
< Tzl (6 Za(t), ua(t) = f(t, zo(t), uo(t))]]
D (w0 (8), walt)) - (2alt) — molt) |
< e Elwa(®) — 2o @) + 228220 Dra £ (£ 0 (1), ua(t)) |
<L+ M.
De plus, si z4(t) = z¢(t), on a
lert, a)|| < L+ M.
Par conséquent, on a
V(t,a) € [0,T] x (By,(0,71) NRY), [lex(t,a)|| < L + M. (5.4.25)

Si (t,a) € [0,T] x (By.|,(0,71) NRY), alors on a

lex(t, @)l = [10(za(t), t, ua(t))]]
= H 1[0,t1[0(xa(t)7 2% (t)) + Zf\il 1[tHrbi(a),tieri(a)Jrai[@(xa (t), t, Ui)+

Yt et oty o @020 (8), 10 (8) + Lyt @) 1102, £ w0 (D) -
< 10(za(t), touo))]| + Sy 10(za (), t, v5) | + SN 10(2alt), t,uo(8))]+
10(za(t), t,uo(1)) |

= (N + 1)[|0(za(t), t,uo(®)]| + SN, [0(za(t), t,0:)]].
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Puisque lirr%) xq(t) = x0(t), en utilisant (5.4.17) et le théoréme de composition des limites (p.39 de
a—

[35]), on obtient

lim 6(z4(t),t,uo(t)) =0et, Vi € {1,..., N}, lir%O(xa(t),t,vi) =0.
a—

a—0

Ceci implique que
lim[(N + 1)||6 ), t, o( ), t,
lim [(N +1)10(a(t). t, uo ()] + Z 16(xa(t), t,v:)] =
Par conséquent, en utilisant le théoréme de conservation des inégalités larges par passage a la limite,

on a
lim [le1 (¢, a)|| = 0. (5.4.26)
a—0

Ainsi, en utilisant les assertions (5.4.22)), (5.4.25]) et (5.4.26]) et le théoréme 6.3.3 de [38] (p.105), on
a

T
tim [ Jl(t,0)| di (1) = lim / o1 (£, )] dt = 0. (5.4.27)
a— 0

a—0 [0,7)
Sia € By, (0,p) NRY, on a

Jo ezt alledt = [ llea(t, allledt + [ o g, llea(t @) cdt
= Jo 1, st @) et

= N T | Draf(t wo(t), ua(t)) — Draf(t,zo(t), uo(t)) | cdt

<Zz 1ftt +b+a12Mdt

= 2M |lal).

Par conséquent, on obtient
T
lim / lea(t, a)|| dt = 0. (5.4.28)
a—0 0

Par construction, pour chaque a € EIHM (0,p) N Rf , Ya est solution PC' de I'équation différentielle
linéaire non homogéne

{ dy(t) = va(t) + Dpa2f(t, zo(t), uo(t)) - y(t)
y(0) = 0.

Ainsi, en utilisant le Théoréme [3.2.10] on a

T
— [ R0l
0
Puisque R(-,) est continue sur le compact [0,7] x [0,T], on a
3C3 > 0, V(t,s) € [0,T] x [0,T], ||R(t,9)|z < Cs.

Par conséquent, on obtient

|2a(T) = 2a(T) = (20(T) = 20(T)| = lya(T)I| = || fi R(T,1) - valt)dt]

< S IR(T, t) - ya() ] dt

< S IR(T, )| 2llva(t) |t

< [ Cyllva(t)|dt

< Cs [ (ler(t, a)|lza(t) — zo()]] + lle2(t, @)l cllza(t) — zo(t)])dt d'apres
< Cs [ llen(t.a)|[kzllalldt + Cs fi) llea(t, @)l challalldt

= (Cska(fy ller(t,a)lldt + [ llea(t, a)l|cdt))l|al]s-
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Va € §||~II1(07P) N RJ_’Y,
|2a(T) = 24(T) = (20(T) = 20(T) | (5.4.29)
< (Cska(fo ller(t, a)lldt + [y llea(t; a)lldt))ally.

Considérons la fonction o : §||_||1(O, p)N Rf — E, définie par, pour tout a € §H.||1(0, p)N Rf,

0 sia=0
ola) := { 2o (T) — 2o(T) — £-a] sia#0.

llally

Par construction de la fonction g, on a
Va € B, (0,p) NRY, 24(T) — 2o(T) — £ a = [la]10(a).

Reste & montrer que hH(lJ o(a) = 0. Pour chaque a € EH-Ill(O’ p)N ]Rf t.q. a # 0, on a
a—r

lo(@)] = Iz [2a(T) = 2o(T) — £ - ]|

ma; 1%a(T) — 2o(T) — £ - al

= ”ahll(xa( ) = 20(T)) + (2a(T") — 20(T)) = (2a(T) = 20(T)) — £ - a
= o 1(@a(T) = (1)) = (@o(T) = 20(T) + 2u(T) — 20(T) = £-al

< fafs (1za(T) = 26(T)) = (@o(T) = 20T + [12a(T) = 20(T) = £l
< Cskaf fo lei(t, a |dt+f0 |le2(t, a)||dt) + o1(a) grace a (5.4.29)

et au Lemme

En utilisant les assertions (5.4.27)) et (5.4.28)) et le Lemme on a

T T
lim 031@(/ Hgl(t,a)Hdt—l—/ lea(t, a)|de) + o1(a) = 0.
fggg 0 0

Donc, en utilisant le théoréme des gendarmes, on a hm o(a) = 0.

a;éO
De plus, puisque ¢(0) =0, on a lir% o(a) = 0.
a—

Ainsi, la preuve est compléte. O
Proposition 5.4.11. Il existe p1 € ]0,p] et une fonction @ : RN — E t.q.

<‘0|BH 1, (0,01) C’O(EH 1:(0,p1),Q2), Fréchet-différentiable au point a = 0, et qui satisfait, pour tout
a € By, (0,p) NRY, ¢(a) = 24(T), et Dpp(0) = £.

Démonstration. En utilisant le Théoréme [5.4.10} il existe ¢ : B, (0,p) NRY — E telle que
lim,_,0 o(a) = 0, et telle que, pour tout a € EH_”l(O,p) N Rﬂy, on a

2a(T) = 20(T) + £ - a+ [lall10(a).

Puisque les normes sur R sont équivalentes, By, (0,p) N RY est un fermé de (RY, || - [|2).

On note Projy, le projecteur de meilleure approximation de RY sur le convexe fermé EII-Hl (0, p)ﬂRf
défini dans le théoréme 1, p.29 de [3].
Remarquons que la fonction g est définie pour tout a € BH'”l(O’ p)N Rf et vérifie

= (zq —T —L.a), si a ,
o) - { BT D) 8, 8 e
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En utilisant Passertion (ii) du Lemme et £ € C°(RY, E), on obtient que g est continue sur
(B}, (0,p) NRY) \ {0} B

De plus, puisque lim,—0 0(a) = 0, on obtient que g est continue sur By, (0, p) N Rf.

On pose 9 := 0o Projn,.

Puisque Proj,, est 1-lipschitzienne sur RY, on a g € C°(RV, E).

Considérons la fonction @ : RY — E définie par

Va € RY, $(a) = ao(T) + £ - a + [la] 18(a).

Puisque £ et g sont continues sur R, on obtient que @ est continue sur RY.

De plus, puisque lim, 0 9(a) = 0(0) = 0, on obtient que @ est Fréchet-différentiable au point 0, et
Drpp(0) = £.

Enfin, puisque zo(T) € 2,  est un ouvert et lim,o(£ - a + ||a|12(a)) = 0, il existe p; €]0, p] t
(B, (0, p1)) C Q2. O

Etape 5

Lemme 5.4.12. 0 est solution du probléme

Maximiser ¢°(x,(T))
lorsque  a € B, (0, p1) NRY
Va e {l,....,m}, ¢g%(xzq(T)) >0
VB e {1,....,q}, hP(zq(T))=0.

Démonstration. Puisque (xq, ug) est solution du probléme (M), on a

(Fs) =

Vo€ {1,...,m}, g%(xo(T)) >0 et VB € {1,...,q}, B’ (zo(T)) = 0.

De plus, puisque 0 € E”'Hl (0,p1) N Rﬁ 0 est admissible pour le probléme (Fg).
Soit a € B.|,(0,p1) N RY t.q. a est admissible pour le probléme (Fg).
Puisque a est admissible pour le probléme (Fg), on a a € E\Hll(o’ p1) N Rﬂy et

Vo€ {1,....,m}, g%(xa(T)) > 0 et VB € {1,...,q}, hP(z4(T))=0.

De plus, puisque (z4,uq) € PCY([0,T],9) x NPCY([0,T],U), 24(0) = & et, Vt € [0,T],
dza(t) = f(t,24(t), uq(t)), on obtient que (4, u,) est admissible pour le probléme (M’).
Ainsi, (29, ug) étant une solution du probléme (M’), on a

9°(@0(T)) 2 ¢°(2a(T)).
O

En utilisant le Lemme [5.4.12] la fonction ¢ de la Proposition [5.4.11| et (b})1<i<n, la base duale
de la base canonique de RY, 0 est aussi solution du probléme suivant,

Maximiser ¢%(@(a))
lorsque  a € By, (0, p1)
(F§) = Va € {1,..,m}, ¢g*(¢(a)) =0
VB e{l,.. ,q} hﬁ(@( )):
Vie{l,..,N}, bf-a>0
Lemme 5.4.13. Il eziste (Ao)o<a<m € R et (1g)i<p<q € RY qui satisfont aux assertions
suivantes.
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(@) ((Ma)o<a<m,(kp)1<p<q) 750
(b) Va € {0, ..,m}, Aa >0
(c) Ya € {1,...,m}, Aag®(x ( ) =

(d) Yie{l,...,N}, p(ts) - [f(ti, zo(ti),v ) f(ti,xo(ti), uo(t;))] <0, on, pour tout t € [0,T],
p(t) = (oo XaDrg®(xo(T)) + 3§y psDuh’ (z0(T))) o R(T ).
Démonstration. Soit i € {1,..., N}.
Puisque b} € LRV R), on a b} € CH(RM,R).
Donc b est Hadamard-différentiable au point 0 et

Dpyb;(0) = b;.
En utilisant (AcoN1), (AcoN2), la Proposition [5.4.11| et le Lemme [2.1.9] on a
Va € {0,...,m}, Dg(g%* o @)(0) = Dpg®(p(0)) o Drp(0) (5.4.30)

et
VB € {1, ....q}, Du(h” 0 $)(0) = Dy’ ($(0)) o Dup(0). (5.4.31)

Soit 3 € {1, ...,q} ; en utilisant (ACON2), h” est une fonction continue sur un voisinage V7 de xo(T).
De plus, puisque ¢ € C’O(B”,Hl(O,pl), Q), il existe pg >0 t.q.

0 B
s, 1, 0.08) € € C°(B)1,(0,p3), V7).

Ainsi, en utilisant le théoréme de composition des fonctions continues, on a
B . = 0 B
VBG {17'”7Q}7 h O(plBu.nl(O,PQ) S C (B||||1(07p2)7R)

Ainsi, les hypotheéses du Théorémesont vérifiées pour le probléme (F. élw) et on obtient I'existence
de (Aa)o<a<m € RYF™, (1g)i<p<q € R, et (v3)i<i<n € RY t.q. les assertions suivantes sont
vérifiées :

() ((Aa)ocasm, (Hphr<p<q:(vi)1<i<n) # 0.

(i) Yo € {0, ...,m}, A\ > 0.

(ii) Vi € {1,..., N}, v; > 0.

(iv) Va € {1,...,m}, A\ag®(zo(T)) = 0.

(v) Vie{l,.. N}, v;by -0 =0.

(Vi) S0 AaDrg®($(0)) © Dird(0) + X4 s Darh($(0)) o D d(0) + L2 b = 0.

Pour montrer (a), raisonnons par 1’absurde, supposons que ((Aa)o<a<m,(48)1<s<q) = 0.

En utilisant (vi), on a Zf\;l v;by = 0; et puisque (b))i1<i<n est une famille libre, on a

(vi)i<i<y =0,

ce qui contredit (i); ainsi (a) est vérifiée.
De plus, les assertions (ii) et (iv) sont équivalentes respectivement aux assertions (b) et (c).

Reste & démontrer (d). En utilisant (vi), on a

Va € RN, 300 0 Mo Dig®(20(T)) D (0) - a + Y%y usDhP (20(T)) D @(0) - a (5.4.32)
+ Zi\il via; = 0. a
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Pour chaque a € RY, grace a (iii), on a, pour chaque i € {1,..., N}, va; > 0. Par conséquent, en

utilisant (5.4.32)), on a, pour chaque a € RY,

m q
> XaDug™(xo(T))Du@(0) - a+ > pgDhP (xo(T)) D p(0) - a < 0. (5.4.33)
- —

Puisque Dy @(0) := [a — SN, aiR(T, t;) - [f (b xo(t:), v;) — f(ts, 2o (t:), uo(t:))]], la relation

est équivalente a

N
Va € RY, Y aip(t:) - [f (i, wo(ts), vi) — f(ti, zo(ts), uo(t:))] <0,
=1

ce qui démontre (d). O

Etape 6
Dans le lemme suivant, on rappelle la propriété de 'intersection finie des espaces compacts.

Lemme 5.4.14. (Propriété de 'intersection finie des espaces compacts). Soit X un espace
vectoriel normé réel et K C X. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

(1) K est un compact de X.

(ii) Pour chaque (H;)iez famille fermée de X,

[ Pour chaque famille fini J de I, ﬂH NK #0] = ﬂH NI # 0].
JET €T

Démonstration. On peut trouver une démonstration de ce lemme p. 31 de [28]. O

Puisque P'ensemble des ((Aa)o<a<m: (Fig)1<p<q)) € R qui vérifient les assertions (a), (b),
(c) et (d) du Lemme [5.4.13| est un cone, en normalisant ((Aa)o<a<m, (18)1<s<q) du Lemme [5.4.13

on peut prendre
m q
@ Y e+ lusl=1.
a=0 p=1

Pour chaque S € S, on considére
K(S) = {((Aa)oza<m (ig)i<p<q)) € R Va € {0,...,m}, Ag > 0,
Va € {1,...,m}, A\ag®(zo(T)) = 0,Vi € {1,..., N},
P((a)ocacm shes<q) (b) - [F (tis zolti), vi) = f(ti, zo(ti), uo(t))] < 0,
Z;n:o |>\a| + 2%21 |ﬁﬁ| = 1}-

En utilisant le Lemme [5.4.13]et (e), on a : VS € S, K(S) # 0.

Considérons les fonctions suivantes
A71 : R1+m+q — Rl—i—m’ E((Xa)ogagm, (Eﬂ)lgﬁgq) = (Xa)ogagm

Ay : RS R™ Ao (Aa)o<a<ms (Fig)1<p<q) = Rag®(@0(T)))1<a<m

et Az : RIF™+te¢ 5 RN définie par

A3((Aa)o<a<m, (Fig)1<p<q)

= (oo AaDug*(20(T))+ }
>t BigDuhP (zo(T))) - R(T . t;

)
) - [f(ti, zo(ts), vi) — f(ti, wo(ti), uo(t:))])1<i<n-
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Puisque les fonctions A1, Ay et A3 sont linéraires et dim(R!*™F9) < 400, ona Ay € CORIF™Ha RIF™),
Ay € CORIH™HE R™) et Ay € CO(RIF™Fa RY).
Par conséquent,

K(S) =R (RE™) N, (0mm) N A (RY) 01S),(0,1)
est un fermé de R1Tm+4,
Soit (S%)1<r<n = ((t5,v])1<icnt)1<e<n € S™. Posons N = Yj" | N et § := ({;,7;),<;<y ol pour
chaque i € {1,..., N} et £ € {1,...,n}, les £; sont les ¢/ réordonnés par ordre croissant, si £; = t{, on
av; = vf.
Par conséquent, on a S € S.
Soit £ € {1,...,n}, et soit ((Aa)o<a<m, (Fig)1<p<q) € K(S) ie.

Va € {0,...,m}, Ao >0,

Va e {1,...,m}, \ag®(zo(T)) =0,Vi € {1,..., N},
p((xa)ogag,ﬂ“(ﬁﬂ)lgﬁgq)(tNi) [f(Eiwo(f), i) — f(Hi, wo(ti), uo(t:)] < 0,
Somo ol + 220 gl = 1.

Soit i € {1,..., N} ; il existe j € {1,..., N}, tel que t/ = t; et vf = U, on a donc
p((xa)ogagm,(ﬁghgﬁgq)(tf) ’ [f(tf’ xO(%)?”f) - f(tfv:BO(tf):uO(tf))] <0.
Par conséquent, ((Aa)o<a<m, (Fg)1<p<q) € K(Se). Ainsi, V€ € {1,...,n}, K(S) C K(S) i.e.

K(S) € Ni_ K (S).

Puisque K(S) # 0, on a Nj_, K(Se) # 0.

Par conséquent, chaque liste finie (Sz)lggn d’éléments de S, on a Nj_, K (Sy) # 0.

De plus, puisque S|, (0,1) est un compact de R"*™*9 on a, pour chaque S € S, K () est un fermé
du compact SH‘IIl(O’ 1). Ainsi, en utilisant la propriété de I'intersection finie des espaces compacts,

[ E(S) # 0.

Ses

Fixons un élément ((Aa)o<a<m, (18)1<p<q) € NsesK (S), et considérons p, définie dans 1'assertion
(d) du Lemme [5.4.13| pour ((Aa)o<a<m, (15)1<p<q). Puisque

> oo [ Aal + Z%:l lugl =1
Va € {0,...,m}, A\ >0,
Va € {1,...,m}, A\ag®(x0(T)) =0,

on a démontré (NN), (Si) et (S¢).

Soit t € ]0,T[ et v € U; puisque (t,v) € S, on a p(t) - [f(t,x0(t),v) — f(t,zo(t), uo(t))] < 0.
Par conséquent, on obtient

V(t, U) 6]07 T[XUv p(t) ’ [f(ta .Z'()(t), ’U) - f(ta .Z'()(t), Uo(t))] <0. (5434)
Soit v € U ; puisque ug est continue au point 0 et au point 7', on a

hm - p(t) - [£(t, 20(t), v) — f(t, z0(t), uo(t))] = p(0) - [£(0,20(0), v) = f(0,20(0), uo(0))]
t€]0,T'(
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et
lim p( ) [f(t,l'o(t),v) - f(t,l'o(t),Uo(t))] :p(T) ’ [f(T7 l’o(T),’U) - f(Tv IIJQ(T),UO(T))].

t—T
t€]0,T'[

En utilisant ’assertion , on a donc
p(0) - [f(0,20(0),v) — f(0,20(0),u0(0))] <0
et
p(T) - [f(T,20(T),v) — f(T,20(T), uo(T))] < 0.

Ainsi, on a prouvé que

V(t,v) € [0, T] x U, p(t) - [f(t, 20(t),v) = f(t, z0(t), u0(t))] <O
Donc, (MP.M) a été démontrée.

Montrons, maintenant, que p est solution PC' de I’équation adjointe.

Posons W = 370" s A\a D g® (wo(T)) + 225, pgDrhP(20(T)) € E* et considérons la fonction 7T :
L(E,FE) — E* définie par T(£) =Wo L.

Puisque T € L(L(E,E),E*),on a T € CY(L(E,E), E*).

Puisque R(T,-) € PCY([0,T), L(E, E), disc(up)) et

p=ToR(T,"),
en utilisant le Lemme on a p € PCY([0,T], E*,disc(uo)) et, Vt € [0,T],
dp(t) =DrT(R

(T,t)) - AR(T, -)(t)

= T(d2R(T, 1))

=Wo —R(T,t) o Dpaf(t,zo(t),uo(t))

=-Wo R( 7t) © DF2f(t x(](t)au0(t))

= —p(t) © Dpaf(t, o(t), uo(t)).
Par conséquent, (AE.M) est vérifiée.
Puisque R(T,T) = Idg, on a

p(T)=WoR(T, T)=Woldg =W,
ce qui démontre (TC).
Lemme 5.4.15. Soit ¢ € C°([0,T] x U,R) et u € NPCY([0,T),U) t.q. ¢(t,u(t)) = maxcey ¢(t, )
pour tout t € [0,T].
Alors ¢ == [t = ¢(t,u(t))] € C°([0,T],R).
Démonstration. Puisque u est continue & droite sur [0, 7] et ¢ est continue, ¢ est continue a droite
sur [0, 7. )
Puisque u est continue en 1" et ¢ est continue en T', ¢ est continue au point T'. Reste a montrer que
¢ est continue & gauche sur |0, 7.
Soit ¢ € ]0,T[; pour chaque h €] — t,0[, on a ¢(t,u(t + h)) < ¢(t,u(t)) et ¢(t + h,u(t)) <
ot + h,u(t+ h)).
Par conséquent, on a ¢(t, u(t—)) < @(t, u(t)) et ¢, u(t)) < o(t, u(t-)),
donc, on a ¢(t,u(t—)) = o(t,u(t)), i.e. p(t—) = o(t). O
p

En posant ¢(t,() := Hp(t, zo(t),(,p(t)) et en utilisant (MP.M) et le Lemme [5.4.15} on a
¢ = Hy € C°([0,T],R),

ce qui démontre (CH.M).
Ainsi, on a démontré la Partie (I) du Théoreme du probléme de Mayer.
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5.4.2 Preuve de la Partie (II)

Lemme 5.4.16. Soit ¢ € C°([0,T] x U,R) t.q. pour tout (t,¢) € [0,T] x U, la dérivée partielle par
rapport & la premiére variable 01¢(t, () existe, et O1¢ est continue sur [0,T] x U.

Soit u € NPCY([0,T),U) t.q. (t) := ¢(t,u(t)) = maxcey ¢(t, ).

Alors, ¢ € PCY([0,T],R, disc(u)) et Vt € [0,T], dp(t) = 014(t, u(t)).

Démonstration. En utilisant le Lemme [5.4.15] on a
$ € C°([0,T],R). (5.4.35)

Puisque u € NPCY([0,T],U), il existe (t;)o<i<i+1 € Sub([0,T]) t.q. disc(u) = {v; : 0 <i <1+1}.
Soit t € [0,T)\ {e; : 0<i<Il+1}.
Pour chaque h > 0 suffisament petit, posons A(h) := ¢(t + h) — &(t).
Puisque
Ot + h,u(t)) — Bt u(t)) < 6t + by u(t + ) — B(t, u(t)) = B(h)
et
Bt + hou(t + h)) — (b, ult + ) > ot + hoult + ) — 6(t, u(t)) = A(h),

en utilisant le théoréme des acroissements finis (p.124 de [35]), il existe 67 et 6% dans ]0, 1] t.q.
Nt + 0%h, u(t))h < A(h) < d1¢(t + O5h, u(t + h))h

ce qui implique
Ou9(t + O, u(t)) < 1 B(h) < (¢ + b, ut + b))

Par conséquent en utilisant la continuité de 01¢ et la continuité de u au point ¢, on a

Ainsi, ¢/,(t) existe et ¢/,(t) = d1p(t, u(t)).

En effectuant le méme raisonnement, ¢y (t) existe et q_S’g(t) = 019(t, u(t)).
Par conséquent, en utilisant le théoréme p.107 de [35], on a lexistence de ¢'(t) et

Ve € [0,T)\ {u: 0 < i <14+ 1},8(t) = Fht) = &, (t) = Di(t, ult)). (5.4.36)

Soit i € {0,...,1}; on a

Jim (1) = lim 916, u(t)) = 1o ( lim (1, u(t))) = Dr(t, ) (5.4.37)
et, pour chaque i € {1,....,0 + 1},
Jdim (1) = lim au(t,u(0) = 06( I (Lu(t) = Dot u(t-)). (5439
De plus, puisque u(7T'—) = u(T'), avec , on a
F(T-) = 010(T, u(T)). (5.4.39)

Ainsi, en utilisant les assertions ([5.4.35)), ((5.4.36)), (5.4.37)) et (5.4.38)), on a
$ € PC*([0,T], R, disc(u)).
De plus, en utilisant les assertions ((5.4.36)), (5.4.37) et (5.4.39)), on a
vt € [0,7T), dé(t) = O16(t, u(t)).

Hasan YILMAZ 172



CHAPITRE 5. CONTROLE OPTIMAL

Afin de démontrer la Partie (IT), on applique le Lemme [5.4.16| en posant pour chaque (¢,() €

0,T] x U, ¢(t,¢) == Hu(t, z0(t), ¢, p(t)).
On a alors ¢ = Hy € PC*([0,T], R, disc(ug)) et

vt € [0,T), dHps(t) = 01 Hpr(t, wo(t), uo(t), p(t)).

Ceci démontre la Partie (II).

5.4.3 Preuve de la Partie (III)

Raisonnons par 'absurde, supposons qu'il existe tg € [0, 7] t.q. p(tg) = Op=.
Puisque la fonction constante 0 : [0, 7] — E*, définie par 0(t) = Op«, est solution PC! de (AE.M)
et 0(tgp) = Og+, on a, en utilisant le Théoréme [3.1.14]

Par conséquent, p(T') = 0. Ainsi, en utilisant (TC), (Si), (S€) et (QC, 0), on a (Vo € {0,...,m}, A\ =
0) et (VB € {1,...,q}, ug = 0).

Ceci contredit (NN); ainsi on a démontré la Partie (III).
5.4.4 Preuve de la Partie (IV)

Montrons d’abord que A9 # 0. Pour montrer cela, raisonnons par ’absurde, supposons que
Ao = 0.
Puisque D 3f (¢, z0(t), uo(t)) existe, Dg sHr (t, zo(f), uo(t), p(f)) existe et

D sH (t, xo(t), uo(t), p(t)) = p(t) o Da g f (L, xo(£), uo(f)).

Par conséquent, en utilisant (MP.M) et le corollaire 2 p.230 de [I], on a

p(f) (¢] DG73f(tA, .1‘0({), UQ(Lt)) =0.

Puisque D¢ 3f(t,z0(t), uo(t)) est surjective, on a

p(t) = 0.

Ceci contredit la Partie (III); donc Ag # 0.

Posons Va € {0, ...,m}, XE = ’)\\—‘g, VB e{l,...,q}, ,u% = ’;—ﬁ et p/ = /\iop.

Puisque I'ensemble des ((Aa)o<a<m, (Fig)1<p<q, D) € RIT™H4 x PC([0,T], E*) vérifiant (NN), (Si),
(S¢), (TC), (AE.M), (MP.M) et (CH.M) est un cone, on a ((Ay)o<a<m, (13)1<p<q, p') vérifie (NN),
(Si), (S¢), (TC), (AE.M), (MP.M) et (CH.M) avec A\ = 1.

5.4.5 Preuve de la Partie (V)

Nous allons d’abord montrer que Ag # 0. Pour cela, raisonnons par ’absurde ; supposons que
Ao = 0.
Puisque D¢ 3 f(T, xzo(T'), uo(T)) existe, on a Dg sHy (T, xo(T), uo(T), p(T)) existe et

De sHpy (T, x0(T), uo(T),p(T)) = p(T') o Da s f (T, 20(T), uo(T))-

Par conséquent, en utilisant (MP.M) et le corollaire 2 p.230 de [I], on a

p(T) (¢] nggf(T, Jjo(T), ’U,()(T)) =0. (5440)
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C’est pourquoi, grace a (TC), on obtient

Yot 2aDug*(@o(T)) © Deys f(T, 20(T), uo(T)) }
+ 320 upDrhP (xo(T)) o Da s f (T, x0(T), uo(T)) = 0.

Par conséquent, grace a (ALIB), on a ((Aa)i<a<m, (#8)1<s<q) = 0; ce qui contredit (NN).

Posons : Va € {0, ...,m}, i\’a = %’ VB € {l,....q}, s = i—ﬁ et, p' := )%Op.

Puisque ensemble des ((Aa)o<a<m, (Fig)1<p<q, D) € RIT™Hx PCY([0,T], E*) vérifiant (NN), (Si),
(S), (TC), (AE.M), (MP.M) et (CH.M) est un cone, on a ((Aq)o<a<m. (43)1<p<q, p') vérifie (NN),
(Si), (S¢), (TC), (AE.M), (MP.M) et (CH.M) avec \j = 1.

Soit ((Ag)o<a<m, (1p)1<p<q, p') € RIFTH X PCH([0, T], E*) et

(A2)o<a<m, (,u%)lgggq,pz) € RItm+a » pCL([0,T), E*) tel que les assertions de la Partie (I) sont
vérifides avec \j = A3 = 1.

En utilisant 'assertion ([5.4.40)), on a

Vi € {1,2},p(T) o Da 3 f (T, 2o(T), uo(T)) = 0.

Donc on a
(p"(T) = p*(T)) 0 Dg 3 f (T, xo(T), uo(T)) = 0.

En utilisant (TC), on a

a1 (A = A2)Drg®(xo(T)) o Da,a f (T, 20(T), uo(T) }
+ 25 (1w — 13) Dl (20(T)) © Daa (T, 20(T), uo(T)) = 0.

Par conséquent, en utilisant (ALIB), on a
V(a, B) € {1,...,m} x {1,....q}, AL = A2 et ,ué = y%. (5.4.41)

Donc, p!(T) = p*(T) ; c’est pourquoi, en utilisant le Théoréme [3.1.14/ et (AE.M), on a : p! = p?.

5.5 Preuve du Principe du Maximum de Pontryagin pour le pro-
bléme de Bolza

Pour la preuve du Théoréme [5.2.4] notre stratégie est de transformer le probléme de Bolza en
un probléme de Mayer, de vérifier les hypothéses du Théoréme [5.3.2 et de traduire les conclusions
du Théoréme [5.3.2) pour le probléme de Mayer en conclusions pour le probléme de Bolza.

Posons X := (0,z) € RxQ la nouvelle variable d’état ; posons F(t, (o, z),u) := (fO(t, z,u), f(t, z,u))
le nouveau champ de vecteurs.

Posons G%(0,2) := o + ¢°(x), G*(0,x) := ¢g%(z), lorsque a € {1,....m}, et H?(0,2) := hP(x),
lorsque 8 € {1,...,q}. On formule le nouveau probléme de Mayer :

Maximiser Jyp(X,u) = G°(X(T))
lorsque X € PCY([0,T],R x Q),u € NPCY([0,T),U)
(MB') dX(t) = F(t, X(t),u(t)), X(0) = (0,%)
Vae{l,..,m}, G¥X(T)) >0

VB e{l,..,q}, HP(X(T))=0.
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5.5.1 Preuve de la Partie (I)
Notons Adm(MB’) 'ensemble des processus admissibles pour le probléme (MB').

Lemme 5.5.1. Pour tout (z,u) € Adm(B’), en posant (Vt € [0,T], fo fO(s,2(s),u(s))ds),
((o,2),u) € Adm(MB') et Jyp((o,z),u) = J(x,u).

x € PCY([0,T),Q,disc(u)), en utilisant les Propositions [1.2.4) n a
[t — fO>t,x(t),u(t))] € NPCY([0,T],R, disc(u)). Par conséquent, en utilisant la Proposition [1.3.15
on a o € PCY[0,T],R,disc(u)) et

Démonstration. Soit (z,u) € Adm(B'); puisque u € NPCY([0,T],U), avec (AINT1) et puisque
oot £23 o

Yt € 10,7, do(t) = fOt, z(t), u(t)). (5.5.1)

Puisque z € PCY([0,T],9, disc(u)) et ¢ € PCH([0,T],R,disc(u)), et en utilisant le Théoréme
313 on a

(o,2) € PC*([0,T],R x Q,disc(u)) et Vt € [0,T], d(o, z)(t) = (do(t), dz(t)). (5.5.2)

Par conséquent, puisque (z,u) € Adm(B’), on a

Vit € [0, 77, (5.5.3)
d(o,2)(t) = (do(t), dz(t)) = (fOt, z(t), u(t)), f(t, x(t), u(t)) = F(t, (0,2)(t), u(t)). o
De plus, on a
Va e {l,...,m}, G*(o,z)(T)) =g*(x(T)) >
Ve tay o) — it —o. | 554

Puisque (o, z)(0) = ((0), (0)) = (0, &), en utilisant les assertions (5.5.1), (5.5.2), (5.5.3), (5.5.4),
on a ((o,z),u) € Adm(MB').
De plus, on a

Jup((0,2), ) GO((G 2)(T))
= o(T) + ¢°(x(T)) = [y fO(t,x(t),u(t))dt + ¢°(x(T)) = J(z,u).

O]

Puisque (g, up) est une solution du probléme (B'), en utilisant le Lemme on obtient que
((00,0),up) est une solution du probléme (MB’), ou, pour chaque t € [0, 7],

= f(f fO(s, o (s), uo(s))ds.

Lemme 5.5.2. Les hypotheéses du Théoréme pour le probléeme (MB'), avec la solution
((00,x0),up), sont vérifiées.

Démonstration. Considérons les fonctions linéaires continues w; : Rx E — R, définie par wq (0, &) =
o, et wy: R x E — E, définie par ws (0, &) = &.

Soit « € {0, ...,m}. Raisonnons par disjonction des cas; si a = 0,

puisque G° = wiRxQ + g’ o W2RxQ, ON a, en utilisant les propriétés des fonctions Hadamard-
différentiables et (ACON1), Dy GP((o0,70)(T)) existe et

Dy G°((00,20)(T))
= Dpw1((00, 20)(T)) + Dug®(w2rxa((00,20)(T))) © Drws((o0, 20)(T)) (5.5.5)
= w1+ Dyg°(xo(T)) o ws.
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Si a € {1,..,m}; puisque G* = g% o Wyrxq, On a, en utilisant les propriétés des fonctions

Hadamard-différentiables et (ACON1), DgG*((00,x0)(T)) existe et

Va € {1,...,m}, DuG*((00,20)(T))
= Dug*(w2((00,70)(T'))) © Duws((00,20)(T)) (5.5.6)
= DHga(l‘o(T)) o wy.

Ceci démontre que (ACON1) est vérifiée pour le probléeme (MB') avec la solution ((og, o), uo).
Soit f € {1,...,q}; puisque HB = hPo W2RxQ, O a, en utilisant les propriétés des fonctions
Hadamard-différentiables et (ACON2), Dy HP((0g,20)(T)) existe et

Vﬁ € {17"-7(]}a DHHﬁ((U()?xO)(T))
= DyhP(wa((00,20)(T))) 0 Do ((og, 20)(T)) (5.5.7)
= DHh'B(iL‘()(T)) o w3y.

Soit B € {1,...,¢}; puisque h® est continue sur un voisinage VOB de zo(T), puisque waryq est
continue sur R x €2, il existe un voisinage W(’]B de (oo(T), xo(T)) dans Rx € t.q. @2y € CO(W(?, Voﬁ).
0

Par conséquent, on a

VB € {1, q}, 1P oy s € COWG,R).

Ceci démontre que (ACON2) est vérifiée pour le probléeme (MB') avec la solution ((og, o), ug)-
Considérons la fonction continue x : [0,7] x R x Q2 x U — [0,T] x Q x U définie par x(¢,0,¢,() =
(t,€,¢).

Remarquons que F = (f% o, fox).

Avec (AINT1) et (Acvl), on a, en utilisant le théoréme de composition des fonctions continues,

fPoxelC0,T]xRxQxUR) et foxeCUO,TI| xR xQxU,E).

Par conséquent, on a
Fel%0,T]xRxQxURxE). (5.5.8)

Soit (t,0,&,() € [0,T] x Rx Qx U, soitc e Ret ¥ € F;ona

lim £(F(t, (0,€) + 5(c,9),¢) = F(t, (0,€),¢))
Ll L(F( (0 + 56,6 + 59).0) = Fit, (0,6, )
fia%(i(fo(t,u 59,€) = f26,€,0)), S(f (1 €+ 50,0) = f(£:€,0))
— (D f(t,6,0) - 0. Daaf(t.£.0) - 0)

= (D62 (16.0) 0 @)(5.9). (D2 (1,€,C) 0 )5, )

= (D2 fO(t,€,¢) o wa, Dgaf(t,€,C) o wa) - (5,9).

Puisque D¢ 2fY(t,£,() owa € L(R x E,R) et Dgaf(t,&,()ows € L(R x E, E), on a, pour chaque
(t,0,6,C) € [0,T] X R x Q x U, DgaF(t, (0,€),¢) existe et

DgoF(t,(0,€),¢) = (Daaf (t,&,¢) o w2, Daaf(t,€, () o w2).

Soit t € [0,T] et ¢ € U; puisque F(t,-,¢) = (f°(t,-,{) o warxs f(t,+,¢) 0o Warxn), en utilisant les
assertions (AINT1), (Acvl) et les propriétés des fonctions Fréchet-différentiables, on a

V(t,¢) € [0,T] x U, }
DF,QF(tv (U(],.Z‘())(t), <) = (DF,QfO(tva(t)> C) o w2, DF,Qf(tva(t)> C) © wQ)'
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Considérons les fonctions linéaires continues 21 : E* — L(R x E,R), définie par, pour tout l; € E*,
Z1(lh) = ljow, et Z9: L(E,E) — L(RX E, E), définie par, pour tout ls € L(E, E), Z5(l2) = laows.
POSOHS) vVt € [O,T],VC € Uvgo(t, C) = DF,ZfO(tva(t)a C) et @(t, C) = DF,Zf(tva(t)’ C)

Ainsi, on a

DrpaF(t, (00,20)(t),¢) = (210 D°)(t,¢), (22 0 D)(t, ().

En utilisant (AINT1), (AcV1) et le théoréme de composition des fonctions continues, on a :

[(t,¢) — DpaF(t, (00, 70)(t),¢) € CU([0,T] x U, L(R x E,R x E)). Ceci démontre que (ACV1) est
vérifiée pour le probléeme (MB’) avec la solution ((o¢,xo), up)-

Soit K C R x Q x U un compact.

Considérons la fonction continue @ : R x Q x U — Q x U définie par @ (s, &, () = (&, Q).

Puisque K est un compact, on a K = w(K) est un compact de Q x U.

Par conséquent, en utilisant (Acv2) et (AINT2), on a

V(t,¢) €[0,T] x U, }

IM >0, ¥(t,€,¢) € [0,T] x K, [ D2 fO(t,€,0)c <M } (5.5.9)

EIMI > Oa \V/(t,f,é_) € [O7T] X K’ ||DG,2f(t7£aC)||ﬁ S Ml-
Posons My = M + M;. Soit (¢, (s,£),() € [0,7] x K; on a

V(s,9) e R x E,

HDG72F<t7 (875)7<) ’ (§;ﬁ>H1 = ‘DGQfO(t,f,C) : 19‘ + "DG,Qf(t7£7C) . 19”
< D620t & Ol + [Daz (€ Ol
< Mal|(s,9)|]1 grace a .

Par conséquent, on a
V(t, (s,€),¢) € [0,T] x K, |[Dg2F(t, (s,£), ¢z < Ma.
Ceci démontre que (ACV2) est vérifiée pour le probléeme (MB') avec la solution ((09, o), up). [

Ainsi, en utilisant la Partie (I) du Théoréme m pour le probléme (MB') avec la solution
((UQ, xo),uo) = (X(), UQ), il existe (Aa)Ogagm € Rler, (Mﬁ)lg/ggq eR%et P € PCl([O,T], (RXE)*)
t.q. les conclusions du Théoréme [5.3.2] soient vérifices. Donc on a
(i) (Aa)o<a<m, (Mp)i<p<q) # 0
(i) Yo € {0, ...,m}, Ay > 0.

(iii) Va € {1, ..., m}, AoG*(Xo(T)) = 0.

(iv) P(T) =>0" s AaDuG*(Xo(T)) + quzl MgDy HP(Xo(T)).

(v) Vt € [0,T], dP(t) = —DraHn(t, Xo(t), uo(t), P(t)).

(VI) v(ta C) = [07 T] x U, HM(t7 XO(t)a U’O(t)v P(t)) > HM(t7 XO(t)v C? P(t>)

(vii) [t = Hps(t, Xo(t),uo(t), P(t))] € PCH([0,T],R).

Lorsque P € (R x E)*, on peut définir py € R et p € E* en posons py := P(1,0) et p- & := P(0,¢)
pour chaque £ € E, et donc on a, pour chaque (1,§) € R x E, P(r,§) = por + p - £. Le Hamiltonien
de Pontryagin du probléme (MB) est

Hy(t, (0, 2),u, (po,p)) := (po,p)F(t, (0,2),u) = pgfo(t,a:,u) +p- f(t,z,u).

On pose, pour chaque o € {0,...,m}, Ay := Aq, et, pour chaque 8 € {1,...,q}, ug := Mg.

Ainsi, (i) et (ii) impliquent (NN) et (Si) du Théoréme

En utilisant (iii), on a, pour chaque a € {1,...,m}, A\ag®(zo(T)) = 0; ce qui démontre (S¢) du
Théoréme [5.2.41
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BOLZA

Notons qu’en utilisant (5.5.5)), (5.5.6) et (5.5.7), on a Dy 1G°((09,20)(T)) = Idg,

Dy 1G*((00,20)(T)) = 0 lorsque o € {1,...,m}, Dg1H?((00,20)(T)) = 0 lorsque 8 € {1,...,q}.
Notons aussi quen utilisant (5.5.5)), (5.5.6) et (5.5.7), on a Dy 2G°((00,70)(T)) = Dug®(zo(T)),
Dy 2G*((00,20)(T)) = Drg®(zo(T)) lorsque o € {1,...,m}, et

Dy 2HP((00,20)(T)) = DyhP(x0(T)), lorsque 3 € {1, ..., q}.

Ainsi, grace a (iv), on en déduit les relations suivantes :

po(T) = Ao, (5.5.10)

P(T) = XaDug™(zo(T)) + > psDuh® (wo(T)). (5.5.11)
a=0 B=1

Ceci démontre (TC) du Théoréme [5.2.4]

Grace a (v), on a, pour chaque t € [0,T], dpo(t) = 0, et en utilisant (5.5.10)), on obtient la relation
suivante
Vit € {O,T], po(t) = Ao. (5512)

Gréace a (v), on en déduit que pour chaque ¢t € [0,T], on a
dp(t) = —(NoDpafO(t, zo(t), uo(t))+p(t)oDpaf(t, xo(t), uo(t))) ; ce qui démontre 'assertion (AE.B)
du Théoréme [5.2.4

Gréace a (vi), on a, pour chaque t € [0,7] et pour chaque ¢ € U,
AOfo(ty xO(t)a UO(t)) + p(t) ' f(t7 "L‘O(t)7 uO(t)) > )\Ofo(tv .’Bo(t), C) + p(t) ’ f(ta ;UO(t)7 C;)

ce qui démontre (MP.B) du Théoréme
Grace a (vii), puisque Hps(t, Xo(t),uo(t), P(t)) = Hp(t,zo(t), uo(t), p(t), o), on a démontré (CH.B).
Ceci démontre la Partie (I) du Théoréme

5.5.2 Preuve de la Partie (II)

Puisque, pour chaque (¢,&,¢) € [0,T] x R x Q x U, 01f°(t,&,¢) et 01f(t,&, () existent, on a,
pour chaque (¢,s,£,¢) € [0,T] xRxQ x U,

81F(t, (&5)7() = (81fo(t7§7€)781f(t>§7C))'

Par conséquent, en utilisant la continuité de 9y fO et 01 f, on obtient la continuité de 0 F.
En utilisant la Partie (II) du Théoreme m pour le probléme (MB'), on obtient alors

[t = HB(tva(t)v’uO(t)?p(t)a /\0) = HM(ta Xo(t),UO(t),P(t))] € PCl([O,T],R),

et
Vt € [0,T), dHp(t) = dHps(t) = XgO1 fO(t, 2o(t), uo(t)) + p(t) - O f(t, 20(t), uo(t)).

Ainsi, la Partie (II) a été prouvée.

5.5.3 Preuve de la Partie (III)

Raisonnons par I’absurde, supposons qu’il existe t, € [0,7] t.q. (Ao, p(t«)) = (0,05+).
Puisque A\ = 0, la fonction constante 0 : [0,7] — E*, définie par 0(¢) = Op«, est solution PC! de
(AE.B) et 0(t+) = Og~. En utilisant le Théoréme [3.1.14} on a

Par conséquent on a p(7T) = 0. Ainsi, en utilisant (TC), (Si), (S¢) et (QC, 1), on a (Va €

{1,...,m}, Ay =0) et (VB e {1,....,q},up =0).
Puisque A\g =0, on a (Va € {1,...,m}, A\a =0) et (VB € {1,...,q}, g = 0). Ceci contredit (NN).
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5.5.4 Preuve de la Partie (IV)

Montrons d’abord que Ag # 0. Pour montrer cela, raisonnons par ’absurde; supposons que
Ao = 0.
Puisque D 3f (¢, z0(t), uo(t)) existe, Dg sHp(t, zo(t), uo(t), p(f),0) existe et

D sHp(t,20(t), uo(?), p(f),0) = p(t) o Das f(E 2o (t), uo(?)).

Par conséquent, en utilisant (MP.B) et le corollaire 2, p.230 de [1], on a

p(t) o Das f(t, zo(t), uo(f)) = 0.

Puisque D¢ 3f (%, z0(t), uo(t)) est surjective, on a
p(t) = 0.

Par conséquent, on a (Mg, p(t)) = 0; ce qui contredit la Partie (III) ; donc Ag # 0.
Posons, Ya € {0, ...,m}, )i/a = % VB € {1, ....q}, s = ’;—ﬁ et p = %Op.

Puisque ensemble des ((Aa)o<a<m, (Fig)i<p<q): D) € R4 x PC([0,T], E*) vérifiant (NN), (Si),
(S¢), (TC), (AE.B), (MP.B) et (CH.B) est un cone, on obtient que ((Ay)o<a<m (13)1<p<q, D) €

RIFm+a x PCL([0,T), E*) vérifie (NN), (Si), (S¢), (TC), (AE.B), (MP.B) et (CH.B) avec A\, = 1.

5.5.5 Preuve de la Partie (V)

Nous allons d’abord montrer que Ag # 0. Pour cela, raisonnons par l’absurde, supposons que
Ao = 0.
Puisque D¢ 3 f(T, xzo(T'), uo(T)) existe, DgsHp(T,zo(T),uo(T),p(T),0) existe et

D¢ sHp(T,x0(T),uo(T),p(T),0) = p(T) o Dg 3 f(T,x0(T), uo(T))-
Par conséquent, en utilisant (MP.B) et le corollaire 2, p.230 de [1], on a
p(T) o Dgsf(T,z0(T),uo(T)) = 0. (5.5.13)
C’est pourquoi, grace a (TC), on obtient

>t 2aDug*(@o(T)) o Days f(T, 20(T), uo(T)) }
+ 2 by upDuhP (20(T)) 0 Da 3 f (T, xo(T), uo(T)) = 0.

Par conséquent, grace & (ALIB), on a ((Aa)i<a<m, (118)1<s<q) = 0; ce qui contredit (NN).

Posons, Va € {0, ...,m}, );’a = :\\—3 et VB € {1,...,q}, MIB = ’;—ﬁ et p = /\iop.

Puisque 'ensemble des ((Aa)o<a<m, (Fig)1<p<q), P) € R0 PCL([0,T], E*) vérifiant (NN), (Si),
(S0), (TC), (AE.B), (MP.B) et (CH.B) est un cone, on a ((Ay)o<a<m, (H3)1<p<q,P') € RIFm+a
PCL([0,T], E*) vérifie (NN), (Si), (S¢), (TC), (AE.B), (MP.B) et (CH.B) avec A\ = 1.
Maintenant, supposons que D¢ 3f°(T, zo(T),uo(T)) existe.

Soit (()‘é)oﬁaﬁmv (Né)lﬁﬁﬁlI?pl) € RM™MHE PCI([()?T]?E*) et

((Ai)ogagm,(ﬂé)lgﬁgq,]ﬂ) € RIH™a x PCY([0,T], E*) t.q. les assertions de la Partie (I) sont
vérifices avec A\§ = A2 = 1.

Puisque D¢ 3f(T,z0(T),uo(T)) et Dg s fO(T, zo(T),uo(T)) existe, pour chaque i € {1,2},

D¢ sHp(T,zo(T),uo(T), p"(T), 1) existe et

DG,SHB(T, 2o(T), uo(T), p(T), 1) = }
P (T) o Dg 3 f(T,zo(T),uo(T)) + DgsfO(T, zo(T), uo(T)).
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Par conséquent, en utilisant (MP.B) et le corollaire 2, p.230 de [I], on a
Vi € {1,2},p"(T) o Dg s f (T, 2o(T),uo(T)) + D3 f(T,2o(T),uo(T)) = 0.

Donc, on a
(p'(T) = p*(T))) © Dg 3 f (T, xo(T), uo(T)) = 0.
En utilisant (TC), on a

Yo1(Ma = A2)Drg*(zo(T)) © Da 3 f (T, xo(T), uo(T) }
+ 3%y (nh — 1) DrhP (20(T)) © Da s f (T, xo(T), uo(T)) = 0.

Par conséquent, en utilisant (ALIB), on a
V(a,B) € {1,..,m} x {1, ....q}, AL, = AJ et pjy = 3. (5.5.14)

Donc, p*(T) = p?(T) ; c’est pourquoi, en utilisant le Théoréme [3.1.14{et (AE.B), on obtient p* = p?.

5.6 Théoréme de ’enveloppe en Contréle Optimal

Dans cette section, on énonce un théoréme de I'enveloppe dans le cadre du Controle Optimal.
Un théoréme de 'enveloppe consiste 4 donner des conditions pour obtenir la différentiabilité de la
fonction valeur et & donner une expression de sa différentielle. Notons que 'intégrale de Gelfand
nous sera trés utile pour donner ’expression de la Gateaux-différentelle et de la Fréchet-différentielle
de la fonction valeur.

Commengons par préciser le probléme que nous considérons.

Soit (X, || - ||x) un espace de Banach réel,  un ouvert de X. Soit (Y, || - ||y) un espace vectoriel
normé réel, et U un ouvert de Y.
Soit (Z,|| - ||z) un espace vectoriel normé réel et my € Z. On considére les fonctions suivantes

O0,TxQxUXxZ =R, f:[0,T|xQxUxZ— X, g :Qx Z— R pour tout i € {0, ..., k},
h; : Q x Z — R pour tout j € {1,..., I}. Soit T €10, +o0[ et & € Q.
Pour chaque 7 € Y, on considére le probléme de Bolza & paramétre suivant :

Maximiser [ fO(t, 2(t), u(t), 7)dt + go(a(T), 7)
lorsque  x € PCY([0,T),9Q),u € NPCY([0,T],U)
(B, ) Vit € [0,T), dx(t) = f(t,z(t),u(t), 7), ©(0) = &
Vie{l,..,k}, gi(x(T),m)>0
Vjied{l,..,l}, hj(z(T),m)=0.

Le Hamiltonien de Pontryagin de ce probléme de Bolza est Hy : [0,T] X Q@ x U x X* x R — R, défini
par, pour tout (t,z,u,p,A) € [0,7] x Q@ x U x X* x R,

Hy(t,z,u,p,\) :==p- f(t,z,u,m) + AfO(t,z,u,m).

Pour chaque 7 € Z, on note V() la valeur du probléme (B, 7). On considére les conditions suivantes
qui serviront d’hypothéses dans le théoréme de 1’enveloppe :
Conditions sur la solution
(CsoLl) Il existe un voisinage ouvert P de mp dans Z t.q., Vm € P, il existe (z(7), u(m)) solution
de (B, 7).
(CsoL2) 1l existe dm € Z t.q. Dz(mo; 0m) et Dbu(mo; o) existent.
(CsoL3) Les fonctions [7 — x ()] et [+ u(m)] sont continues au point .
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(CsoL2-bis) Pour tout 6w € Z, D}x(m; 67) et Dfu(mo; d) existent.
(CsoL2-ter) Pour tout 7w € P, pour tout dm € Z, Dha(m; dm) et DEu(m; o) existent.
Conditions sur le champ de vecteurs et ’intégrande de I’objectif
(Ccil) f2e C%[0,T) x @ x U x P,R), et, V(t,&,¢,7) € [0,T] x Q@ x U x P, DgafO(t,&,¢, )
existe et,
— Vr € P, VK compact inclus dans  x U, il existe M €]0,4o0[ t.q. V(¢,£,¢) € [0,T] x K,
HDG,2fO(t7§7 C77r)”£ < M, et,
— V(t,¢,7) € [0,T] x U x P, DpafO(t,z(m)(t),(, ) existe et
—Vr € P [(6,0) > DrafO(t,x(m){t), C,m)] € OO0, T] x U, (X%, | - 12)):
(Cc12) Pour tout © € P, [(,£,¢) — f(t,&,¢,m)] € C%0,T] x Q x U, X), et, V(t,&,¢, ) €
0, 7] x Qx U x P, Dg2f(t,&,¢, 7) existe et,
— Vm € P, VK compact inclus dans  x U, il existe M; €]0,+oo[ t.q. V(¢,£,¢) € [0,T] x K,
“DG,Qf(ta€7C77)‘|£ < My, et,
— Y(t,¢,m) € [0,T] x U x P, Dpaf(t,x(m)(t),(, m) existe et
— V€ P, [(t,¢) = Dpaf(t,2(m)(t), ¢, m)] € CO[0,T] x U, (L(X, X), || - [|.c))-
(Cci3) 1l existe k € LY(([0,T], B([0,T])), m1;R,), il existe p > 0 t.q.,
vt € [0,T], V(&, G, 1), (§2,C2,m2) € By, ((x(m0)(t), u(mo)(t), m0), p),

1£0(t, &1, Ciom) — FO(t, &2, Goy m2)| < K(E)1 (€1, Ciym) — (€2, Coy m2) |1

(Cc14) Pour tout t € [0,T], Dy (2,340, x(m0)(t), u(mo)(t), mo) et
Dy (2,3,.4)f (t, 2(m0)(t), u(mo)(t), mo) existent.
(Cci5) Pour tout m € P, Dy s fO(T, z(m)(T), u(m)(T), ) et Dy sf(T,z(m)(T),u(n)(T),)
existent, et la fonction [ — Dy 3 fO(T, x(7)(T),u(n)(T),n)] € CO(P,(Y*,|| - |2))-
(Cci6) 1l existe ¢ € L1(([0,T], B([0,7])), m1;R,) t.q.

vt e [07T]7 HDH,4f(t7$(7r0)(t)7U(WO)(t)ﬂTO)”ﬁ < Q(t)'

(Ccr17) Pour tout t € [0,T7], [7 — DH,(274)f0(t, z(m)(t), u(m)(t),7)] € COP, (X x Z)*, || lz.1))
et [ > Dig o) (1 2(m) (), u(m) (£}, 7)) € CO(P, (£(X X Z, X, |- l1))-

(Cci8) Pour chaque 7 € P, [t — Dy afO(t, z(m)(t), u(r)(t), )] appartient a
LO(([0,71, B([0, 7)), (Z2*, B(Z"))) et [t = Dpaf(t, x(m)(t), u(m)(t), 7)] appartient &
£2(([0, 7], B([0, 11)), (£(Z, X), B(L(Z, X)))-

(Cci4-bis) Pour tout w € P, pour tout ¢ € [0,T], Dy (25.4)f°(t, 2(7)(t), u(m)(t), ) et
Di 2,34 f (¢, x(m)(t), u(m)(t), 7) existent.

(Cci6-bis) 1l existe ¢ € £1(([0, T, B([0,T])), m1; R4) t.q.

vt € [0,T], Vm € P, || Dy 2.4)f (¢, 2(m)(1), w(m)(t), m) [ 2 < e(t).

Conditions sur les contraintes terminales et la fonction terminale de ’objectif
(CconTl) Vo € {g; : 0 < i < k}U{h; : 1 < j <}, ¢ est Hadamard-différentiable au point
(x(m)(T'), mo) et, Vi € P, D ¢(x(m)(T), ) existe.
(CconT2) Pour chaque m € P, pour chaque j € {1,...,l}, [x — hj(x,7)] est continue sur un
voisinage de z(7)(7") dans .
(CconTl-bis) Vo € {g; : 0 <i <k}U{h;:1<j <1}, Vr e P, ¢ est Hadamard-différentiable
au point (z(m)(T),7) et, [m— Dgo(x(m)(T),m)] € COUP, (X x Z2)*,|| - 1))
Conditions sur les contraintes terminales, la fonction terminale de ’objectif et le champ
de vecteurs
(CTC1) (Dt 1gi(2(m0)(T), 70) © Dirs f (T, (o) (T), u(mo)(T), 7o),
Dyahj(x(mo)(T), m0) o Du s f(T, z(mo)(T'), w(mo)(T'), m0))1<i<k, 1<j<i est une famille libre.
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(Crc2) Pour tout ¢ € {g;:0<i<k}U{h;j:1<j <1},
(7 D 1¢(z(n)(T),7) o D sf(T,x(m)(T),u(n)(T), )] appartient & CO(P, (Y*, || - [|2)).
Conditions sur ’espace Y*
(CEsP) 1l existe un produit scalaire (+|-)y« sur Y* t.q. (:|-)y+ appartient &
CUY* x Y [ - [l£,1), R).
Dans le théoréme suivant, on énonce le théoréeme de ’enveloppe pour le probléme de Bolza

(B, ).

Théoréme 5.6.1. Partie (I) Sous (Csor1), (CsoL2), (Ccil), (Cc12), (Cc13), (Cciy), (Ccis),
(Ccont1), (CcoNT2), (CrCl), (CTC2) et (CESP), DLV (mo; 6m) existe et il existe
((Ni(m0))1<i<hs (145(m0))1<j<1: p(m0)) € RE x R x PCH([0,T], X*) t.q

DV (mo;0m) = Dy ago(z(mo)(T), mo) - 67 + Z,’f:l Xi(m0)Dr 29i(x(mo)(T), mo) - o
+ 3oy 13(m0) D ahy (a(m0) (T), mo) - 6
+ o Praf®(t, 2(m0) (t), u(mo) (t), mo) - o dma(t)
+ f[O’T} p(mo)(t) - D af(t, z(mo)(t), u(mo)(t), mo) - dm dmy(t),

ot ((Ni(m0))1<i<ks (11 (m0))1<j<1) € RE x RY et p(mg) sont les uniques respectivement multiplica-
teur de Karush-Kuhn-Tucker et fonction adjointe du théoréme de Pontryagin associés a la solution
(x(m0), u(mo)) du probléeme (B, m).

Partie (II) Sous (CsoLn1), (CsoL2-bis), (Ccil), (Cc12), (Cc13), (Cci4), (Ccis), (CCONTI),
(Ccont2), (Crcl), (Crc2), (Cesp) et (CC16), V est Gateaus-différentiable au point my et il existe
((Ai(m0))1<i<k, (15 (m0))1<j<t, p(mo)) € RE x RE x PCY([0,T7, X*) ¢t

DGV (m) = Duago(x(m)(T),m0) + 31—y Xi(m0) Dz 2gi(x(mo)(T), mo)
+ 3051 1 (m0) Dz oy (2(mo) (T, o)
+ f[O,T] DHAfO(t, 37(7['())(15), u(Tro)(t), 71'0) dm1 (t)
+ Jiog) P(T0)(£) © Dipaf (¢, (w0) (£), u(m0) (£), 7o) dma (£),

otr (Ni(m0))1<i<ks (1(m0))1<j<1) € RE x RY et p(mg) sont les uniques respectivement multiplica-
teur de Karush-Kuhn-Tucker et fonction adjointe du théoréme de Pontryagin associés a la solution
(z(m0), u(mo)) du probléeme (B, m).

Partie (III) Sous (CsorLl1), (CsoL2-ter), (CsoL3), (Ccil1), (Cc12), (Cci3), (Cci4-bis), (Cc1s),
(Cci16-bis), (Cc17), (Cci18), (Ccontl1-bis), (CcoNT2), (CTCl), (CTC2), et (CESP), il existe W un
voisinage ouvert de my dans P t.q. V' est continiment Fréchet-différentiable sur W et t.q., pour tout
e W, il existe (N\i(m))1<i<k (1 (m))1<j<1) € RE x R et p(r) € PCY([0,T], X*) vérifiant

DpV(r) = Dpgago(z(m)(T),7) + Yb_y \i(m) Da 2gi(x(m)(T), )
+ 31 #j(m) Doy ((x)(T), )
+f0T] D afO(t, z(m)(t), u(m)(t), 7) dmi(t)
+f07T]P m)(t) o D af(t, x(m)(t), u(m)(t), ) dmy(t),
((Ni(m))1<i<res (15 (m))1<j<1) € R’i x R! et p(m) sont les uniques respectivement multiplicateur de

Karush-Kuhn-Tucker et fonction adjointe du théoréeme de Pontryagin associés a la solution

(x(m),u(m)) du probléeme (B, ).

Commentaires sur le Théoréme : les principales contributions du Théoréme sont
les suivantes :
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— On ne suppose pas de régularité sur les multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker. Tout d’abord,
dans la Partie (I), on parvient a démontrer que les multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker
sont continus par rapport & m dans un voisinage de 7. En outre, dans la Partie (III), on
démontre que la fonction adjointe est continue par rapport & 7 dans un voisinage de .

— On utilise une hypothése d’Hadamard-différentiabilité partielle pour l'intégrande de la fonc-
tion de l'objectif et les fonctions constituant les contraintes d’inégalité et d’égalité.

— Pour la solution, on suppose seulement 'existence d’une dérivée directionnelle par rapport
au parameétre.

Ce théoréme sera démontré dans la section suivante.

5.7 Preuve du théoréme de I’enveloppe pour le probléme de Bolza
a parameétre

Dans cette section, nous démontrons notre théoréme de ’enveloppe pour le probléme de Bolza
(B, ).
Pour la preuve de la Partie (I), nous utilisons la Partie (V) de notre théoréme de Pontryagin
pour un probléme de Bolza. Ensuite, on utilise le lemme donnant la Hadamard-différentiabilité d’une
fonctionnelle définie & partir d’une intégrale. En utilisant le lemme sur la continuité, par rapport au
paramétre, des coordonnées d’un vecteur dans un sous-espace vectoriel de dimension finie dépendant
d’un paramétre, on démontre la continuité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker par rapport
a m. Enfin, on parvient a démontrer la Partie (I).
Pour la preuve de la Partie (II), en utilisant que la dérivée directionnelle & droite de la solution
existe au point 7y suivant toutes les directions et la Partie (I) de ce théoréme, on démontre que la
fonction valeur admet une dérivée directionnelle a droite au point 7y suivant toutes les directions. En
outre, en utilisant les propriétés sur I'intégrale de Gelfand, on démontre que la dérivée directionnelle
a droite de la fonction valeur au point 7 est linéaire continue par rapport aux directions. Ainsi V'
est Gateaux-différentiable au point .
Pour la preuve de la Partie (III), en ajoutant des hypothéses, on parvient & appliquer la Partie
(IT) pour chaque 7 dans un voisinage de my. Ensuite, en démontrant la continuité de la Gateaux-
différentielle de V' par rapport & m sur ce voisinage de m, on démontre que V est contintiment
Fréchet-différentiable sur ce voisinage.

5.7.1 Preuve de la Partie (I)

Avec (Ctcl) et (CTC2), en utilisant le Lemme il existe () un voisinage ouvert de o,
Q CP,tq.

(Di1ahy(@(m)(T),m) o Dy f (T a(m)(T) u(m)(T), m)<je) (5.7.1)
est une famille linéairement indépendante.

Pour chaque m € @, on considére les fonctions fO7 : [0,T] x Q x U — R, définie par, pour tout
(t,£,¢) € [0, T] x Qx U, fO7(t,&,¢) = fOt,&,¢,7), f7:[0,T] x Q@ x U — X, définie par, pour tout
(t,£,¢) € [0, T)xQxU, f7(t,£,¢) = f(t,&,¢,m) et, pour tout ¢ € {g; : 0 <i < k}U{h;:1<j<lI},
¢ﬂ- = ¢('77T)~
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Notons que, pour chaque m € @, on peut réécrire le probléme (B, 7) sous la forme

Maximiser f O (t, 2 (t), u(t))dt + g5 (z(T))
lorsque  z € PCY([0, T] Q),u € NPCY([o,

T),U)
vt €10,77,d ()zf“(t m() u(t)), z(0) = &
Vie{l,....k}, gF(z(T)) >
Vie{l,....l}, hf(x(T)) =

Avec (CsoLl), (Cc1l), (Ccr2), (Ccis), (CconTl), (CconT2) et (5.7.1), pour chaque m € Q, en
utilisant la Partie (V) du Théoréme [5.2.4] il existe un unique ((Ai(m))o<i<k, (1(7))1<j<t, p(T)) €
R x RE x POY([0, T, X*) avec Ag(7) = 1 t.q.

(Si)z Pour tout i € {0,...,k}, Ai(w) >0

(S0)x Pour tout i € {1,....k}, Xi(m)gl (z(m)(T)) = 0.

ETC» SF o Xi(m) D gl ((x)(T)) + Yo i (m) Dy h (x(x)(T)) = p(m)(T).

AE), Pour tout t € [0,T],

dp(7)(t) = =DpaHx(t, z(7)(t), u(m)(t), p(m)(t), 1).

(MP), Pour tout ¢ € [0,T], pour tout ¢ € U,

H(t, 2(m) (1), u(m) (1), p(m)(t), 1) = Hr(t, 2(m)(1), ¢, p(m)(1), 1).

Par conséquent, on a
(Si) Pour chaque m € @, pour tout i € {0, ..., k}, \j(w) > 0.
(S¢) Pour chaque m € Q, pour tout ¢ € {1,...,k}, \i(m)gi(x(7)(T),n) = 0.
(TC) Pour chaque 7 € @,
D ag0(w(m)(T), m) + 3y Ai(m) D gi(w(m)(T), )
+ 320y (M) D ahy (a(m)(T), ) = p()(T).

(AE) Pour chaque 7 € @, pour tout ¢ € [0,77,

dp(m)(t) = —p(m)(t) 0 Draf(t, a(m)(t), u(m)(t), ) — DrafO(t, 2(n)(t), u(m)(t), 7).

(MP) Pour chaque 7w € @, pour tout t € [0, 7], pour tout ¢ € U,

He(t, 2(m)(¢), u(m)(t), p(m)(1), 1) = Hx(t, 2(m)(t), ¢, p()(1), 1).

Avec (CsoLl), on obtient que,
Vre P, Vi / 1O(t, 2(m) (8), u(m)(8), 7)dt + gola(m)(T), 7).

Posons, V& € P, Vi(m fo o>t z(m)(t), u(n)(t), 7)dt et G := Qx U x P, un ouvert de X xY x Z.

Considérons les fonctlons f0 . [0,T] x G — R, définie par, pour chaque (¢, (&,(, 7)) € [0,T] x G,

FOt, (&,¢,m)) == fOt,€,¢,m), F NPCY([0,T],G) — R définie par, pour tout o € NPCY([0,T], G),
o) = fOT fO(t,o(t))dt et z : P — NPCY([0,T)],G), définie par, pour tout 7 € P, pour tout

t € [0,T], z(m)(t) = (x(m)(t), u(m)(t), 7).

Avec (Ccil), on a f0 € C°([0,T] x G, R).

De plus, grace a (Cci3), on obtient qu'il existe x € £1(([0, 7], B([0,T]), my;R,), il existe p > 0 t.q.,

pour tout ¢ € [0, T, pour tout (&1, 1, m1), (§2,C2,m2) € By, (2(m0)(t), p), on a

O, (1, C1ym)) — FOU, (€2, Co, m2))| < w(E)][(E1, Cromr) — (€2, Coy2) |1

Hasan YILMAZ 184



CHAPITRE 5. CONTROLE OPTIMAL

En utilisant (Cci4), on a, Vt € [0,T7, DH,ng(t, z(mo)(t)) existe et

D2 fO(t, 2(m0)(t)) = Dir (2,3.4).f° (t, x(mo)(t), u(mo)(t), o).
Ainsi, les conditions (i)-(iii) du Lemme étant vérifiées pour la fonctionnelle F' avec zg = z(mp),
en utilisant le Lemme on obtient que

Vo € NPCY([0,T],X x Y x Z), } (5.7.2)

[t — Dy 2340 f°(t x(mo) (), u(mo)(t), mo) - v(t)] € L1(([0,T], B([0,T])), m1; R),
et ~
Dy F(2(m)) - v = f[o,T] D2 fO(t, z(mo)(t)) - v(t) dmy(t)
= Jior) D234 0 (£, 2(m0) (1), u(m0) (t), m0) - v(t) dm ().

De plus, en utilisant le Lemme [£.2.2] on a
£ Do, (8 almo) (), ulmo) (8), 7o) € LH((10, T B0 7))o moss (X x ¥ x 2)7)  (5:7.3
et
Vt € [0,T], || Dgr 2,34 (t (m0) (£), u(mo) (t), mo) |2 < k(t).
Posons, Vt € (0,7, v(t) := (D& (mo; 67)(t), Du(mo; d7)(t), o).

Soit a > 0 suffisamment petit ; alors on a

I3 (2(m0 + adm) — z(m0)) — oo

= sup;e(o.7) | (2 (@(m0 + adm)(t) — 2(m) (1)) — D (mo; 67)(t),
& (u(mo + adm)(t) — u(mo)(t)) — Du(mo; om)(t), 0)[11

< supyepo,r) 13 (@(mo + adm)(t) — x(m0) (1)) — D (mo; o) (1) x
+supgeqo 7] | & (ulmo + adm)(t) — u(mo)(t)) — Dgu(mo; om)(t)|ly
< max{l,T}H%(m(ﬂo + adm) — x(mp)) — Dgw(ﬂ'o; om)|| pcr
—|—||é(u(7ro + adm) — u(mp)) — Dgu(wo; O07) || oo

Avec (CsoOL2), on obtient que

lim, masc{1, TH| ((mo + ad7) — (o)) — Ds(mo; 07) | pen
a—
13 (u(mo + adm) — u(mo)) — Dsulm; om)lloe = 0.

Donc, en utilisant le théoréme de comparaison des limites, on a

=0,

[e.9]

lim
a—0+

é(z(wo + adm) — 2(m)) —

d’ont Déz(ﬂ'o; 0T) existe et Dgz(wo; om) = 7.
Sachant que, pour chaque w € P, Vi(7) = (F o z)(n), en utilisant le Lemme on a

D/ Vi(mo;6m) = Dy F(2(mo)) - D&z (mo; 7).
Par conséquent, on obtient

DV (mo; 6m)
= Joo.y D230 (8, x(m0) (1), u(mo) (t), mo) - (DG (mo; 07)(t), Du(mo; dm)(t), 0m) dima (t) }
+D1go((m0)(T), m0) - D&a(mo; 67)(T) + D ago(a(mo)(T), mo) - o7

(5.7.4)

De plus, on a

Vi€ PVt € [0,T], da(r)(t) = f(t, 2(r)(#), u(m)(t), 7). (5.7.5)
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Pour chaque t € [0, T], pour chaque espace vectoriel normé réel U, considérons 1'opérateur évaluation
et : NPCY([0,T),U) — U, défini par, pour chaque y € NPCY([0,T],U), er! (y) = y(t).

Puisque, pour chaque t € [0, 7], pour chaque espace vectoriel normé réel U,

eutt € L(NPCY[0. T).U), | - o). U). on a el € CHNPCY(0,T,U), | - loc),U):

On peut aussi réécrire sous la forme

Vre P, vt €[0,T), (ev) odoz)(m) = (f(t,--) o ((ev; ox)(-), (ev) ou)(),))(w).  (5.7.6)
D’ow, pour tout t € [0, 7], en utilisant le Lemme on a

D (ev o dox)(mo;0m) = Dp(evy* o d)(z(m)) - DG (mo; o7)
(ev;* o d) - Dfx(mo; o)
evi* (d(Dgx(mo; 0m))

d[D/z(mo; 0m)](2).

Et, en utilisant le Lemme [2.1.8] on a

D+[f( ERERE) )O( eth ox)(' 7(€vty ou)(~),‘)](71'0;57r)
= Dy 2,3, f (t, 2(m0)(t), u(m0)(t), m0) - (D (v o x)(mo; ), D (evy o u)(mo; o), o)
= Dy 2,30 f(t, 2(m0) (), u(mo) (), mo) - (DFrevi (x(mo; 67)) - DEa(mo; o)
,Dgevf(u(ﬂo;&r) -Dgu(m om), om)
= D 2,3.4)f (t, 2(m0) (1), u(mo) (t), mo) - (D& (mo; 67)(t), D&u(mo; om)(t), 67),
d’ou
vt € 0,77, }
A[D(mo; 61)](8) = Dy .3, (1 2(m0) (£), (o) (8), o) - (D (s 57) (), Dis(mo; 67)(8) 6.

(5.7.7)
Avec (MP) et (Cc14), on a

vt € [0,T],
p(m0)(t) o Dy s f(t, z(mo)(t), u(mo)(t), m0) + Dus3fO(t, x(mo)(t), u(mo)(t), m0) = 0. } (5.7.8)

Par conséquent, pour tout ¢ € [0, 7], on obtient que

Dy, 23)f (¢, 2(m0) (t), u(mo)(t), 7o) - (Déw(ﬂoﬁﬁ)( ), Du(mo; 0m)(t))
= Dy f°(t, x(mo)(t), u(mo)(t), mo) - D (mo; o) (t)
+DH3f0(t’fE( 0)(t), u(mo0)(t), m0) - Du(mo; om)(t)
d[p(mo)|(t) - D& (mo; o) (t) —
p( 0)(t) - D2 f(t, 2(mo)(t), u(mo)(t), mo) - G:E(ﬂ'o,éw)( )—
p(m0)(t) - Dr s f(t, x(mo) (), u(mo)(t), 7o) - Du(mo; dm)(t) grace a et (AE).
= —d[p(mo)](t) - Déw(ﬂoﬁﬂ)( ) = p(m0)(t) - Dy (2,3,4)f (£, 2(m0) (D), U(WO)(t),WO)'

(t
(DEZL‘(TFQ,(STF)( ), DGu(ﬂ'o,éﬂ')( ), Om)
+p(m0)(t) - Daaf(t, z(mo)(t), ul(mo)(t), mo) - 67
= —d[p(m0)](t) - Dga(mo; m)(t) — p(mo)(t) - d[Déx(Woﬁﬁ)]( )+
p(mo)(t) - Dy af(t, z(mo)(t), u(mo)(t), mo) - 67 gréace a .

Ainsi

vt € 0, T]

Di,(2,3)f°(t, 2 (mo) (t), u(mo) (£), m0) - (Da(mo; 67)(t), D&u(mo; om)(t))
= —d[p(m0)](t) - D& (mo; 0m)(t) — p(mo)(t) - d[Da(mo; m)](t)+
p(m0)(t) - D af(t, x(mo)(t), u(mo)(t), mo) - O

(5.7.9)
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Remarquons que les fonctions [t — d[p(mo)](t) - D&z(mo; 0m)(¢)] et [t — p(mo)(t) - d[Dfa(mo; 6m)](¢)]
sont Riemann-intégrables et boréliennes sur [0, 7).

De plus, avec (5.7.2)), on a
[t = DH,(2,3)f0(t7 m(ﬂﬂ)(t% u(”@)(ﬂ? 7T()) ’ (ng(ﬂo; 5”) (t)a DJGFU(Wo; 6”)(75))] appartient a
‘C’l(([OaT]vB({07T]))7mlaR)
Par conséquent, avec (5.7.9) et les propriétés des fonctions Borel-intégrables sur [0, 7], on obtient
que

[t = p(mo)(t) - Duaf (¢, 2(m0)(t), u(mo)(t), mo) - 7] € L(([0,T], B([0,T])), m1; R).
Par ailleurs, en utilisant (5.7.2)), on a :
[t = Dpafo(t, x(mo)(t), u(mo)(t), o) - 67] € LX(([0,T], B([0,T])), mq;R). Ainsi, en utilisant (5.7.4)
et (5.7.9), on obtient que

DEV (mg; 6m) =

Jio.ry —dlp(mo)](t) - DG (mo; 6)(t) — p(mo)(t) - A[Dx(mo; o)) (t) dm (1)

+ Jor P(m0)(t) - Draf(t, x(mo)(t), u(mo)(t), mo) - o dmy (t) (5.7.10)
+ Jjomy DrafO(t, 2 (mo) (1), u(mo) (t), mo) - 6 dimy (t)

+Dp190(2(m0)(T), o) - D&a(mo; 6m)(T) + D ago(x(mo)(T), mo) - .

Considérons la fonctionnelle bilinéaire continue Q : X* x X — R, définie par, pour tout (I, ) x X* x
X, 9Q(l,x) = - z. Considérons les fonctions ¢ : [0,7] — X* x X définie par, pour tout ¢ € [0,T],
(1) = (plmo)(t), D (o 7)(1)) et ) = Qo .
Puisque Q@ € CY(X* x X,R) et p € PCY([0,T],X* x X), en utilisant le Lemme on a
¥ € PCL([0,T],R) et, pour tout t € [0,7], on a

di(t) = DrQ(p(t)) - dip(t)
= Q(dp(mo)(t), D (mo; 07)(t)) + Qp(mo)(¢), d[Da(mo; o)](¢))
= dp(7o)(t) - D& (mo; 0m)(t) + p(mo)(t) - d[ D (mo; )] (t)
vt € [0,T), di(t) = dp(mo)(t) - DEa(mo; 6m)(t) + p(mo)(t) - A[DEx(mo; 67)](1). (5.7.11)

Puisque ¢ € PC([0,T],R), on a, pour tout ¢ € [0,T], (T) — ¢ (0) = [ du(t)dt
De plus, pour tout m € P, evg (z(7)) = &, d’ot, en utilisant le Lemme [2.1.8 on a

D evo(z(mo)) - Dfa(mo; o) = ey Dfx(m;0m) =0

ie
D/x(mo; 0m)(0) = 0.

Par conséquent, on a

T
- /0 dp(t)dt = —(T) +1(0) = —p(mo)(T) - Dgax(mo; 67)(T).

Donc en utilisant ((5.7.10]) et (5.7.11)), on obtient

DEV (3 0m) = —p(mo)(T) - DEa(mo; 67)(T)

+ Jor P(mo)(t) - Draf(t, JJ(WO)(t%U(WO)( ), o) - Om dmy (¢)

+ Jio DrafO(t, 2(mo)(t), u(mo) (1), mo) - o dm(t) (5.7.12)
+Dp 190(x(m0)(T), m0) - Déw(ﬂoﬁﬁ)( )

+Du2g0(z(m0)(T), m0) - 0
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Par conséquent, en utilisant (TC), on obtient

DgV(ﬂg;éw):—Zle)\(WO)DngZ(x(WO (T), m0) - D& (mo; 67)(T)

— Yy 1i(m0) Dby (ax(m0) (T), mo) - D (o 6)(T)

+ f[O’T}p(wo)(t)~DH,4f(t,az(7r0)() w(mo)(t), 7o) - 6 dmy (¢) (5.7.13)
+ Jiory Draf®(t, a(mo) (t), u(mo) (1), o) - 7 dm (¢)

—i—DHgg()(:C(Trg)(T), 7T0) o7
Par ailleurs, en utilisant (MP) et (Cci5), on a

Ve Q, }
p(m)(T) o Dy f (T, 2(m)(T), u(m)(T),7) + D af(T,(x)(T), u(r)(T),7) = 0.

Par conséquent, en utilisant (TC), on a

Vi € Q. Yoiy Mi(m) D agi(@(m)(T), 7) o D f (T, x(m)(T),

+Z§:1 i () D ahy(z(m)(T), m) o Dy s f(T, 2(m)(T), w(m)(T), 7) (5.7.14)
= =Dy ago(a(m)(T), 7 )ODH3 (T, 2(m)(T), u(m)(T), )

—Du s f(T, a(m)(T), u(m)(T), 7).

Dans le lemme suivant, on démontre la continuité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker par
rapport au parameétre .

Lemme 5.7.1. Pour touti € {1,..., k}, \i € C%(Q,Ry), et pour tout j € {1,..., I}, p; € CO(Q,R).

Démonstration. Avec (Cci1b), (Ctc2), (CEsP) et (5.7.1), en utilisant le Lemme avec E =
Y*W=ZW =Q, et avec

VreQ,Vie{l,...,k}, ei(n) = Dy 1gi(z(m)(T),m) o D s f(T,z(m)(T), w(m)(T),m), Vj € {1,....1},
k(1) = Dahj(x(m)(T),7) o Dusf(T,x(m)(T),u(r)(T), ), on obtient que, Voo € {1, ...,k + [},
Xq est continue sur (J, o (Fr x {7}).

Par conséquent, puisque ([5.7.14]), on a, pour tout ™ € Q,

X(ﬂ-> = _DHJQO(CU(W)(T)v 77) °© DH73f(T7 1‘(7T)(T), u(ﬂ') (T)7 ™) — DH73f0(T7 x(ﬂ-)(T)v u(ﬂ')(T), m) €
F..

Ainsi en utilisant le théoréme de composition des fonctions continues, on a

Vie{l,...k}, \i=x;0(x1Idg) € C%Q,R), et
Vi€ {l,..,1}, pj=xpjo(x,1dg) € CO>Q,R).

O

Soit i € {1, ..., k} ; raisonnons par disjonction des cas; si A;(mp) > 0, en utilisant le Lemme
il existe un voisinage N de my dans @ t.q.

Vr e N, Ai(m) > 0.
Par conséquent, en utilisant (S¢), on obtient que
Vr e N, gi(x(m)(T), m) = 0.
Avec (CsoL2) et (CCONT1), en utilisant le Lemme [2.1.8] on a

Dy gi(x(mo)(T), 7o) - Dgx(ﬂo; O0m)(T) + Dy 2gi(x(mo)(T), 7o) - 6w = 0.
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Ainsi, on a
Ai(m0) D 2gi(x(mo)(T), mo) - 67 }
= —X\i(m0) D 19i(x(mo)(T'), o) - Dgl‘(ﬂ'o; om)(T).

De plus, si A;j(mp) = 0, alors on a

Ai(m0) D 2gi(x(mo)(T), mo) - 67 }
= —Xi(m0) D 19i(x(mo)(T'), o) - Dgl‘(ﬂ'o; om)(T).

Ainsi, en utilisant (5.7.15)) et (5.7.16]), on a prouvé, par disjonction des cas, que

Vi € {1, . k}, /\i(Tr())DHyggi(x(ﬂ'o)(T),Tr()) SO }
= —X\i(m0) D 19i(x(m)(T'), mo) - Dgl'(ﬂ'o; om)(T).

Soit j € {1,..., I} ; remarquons que

Vr e Q, hj(x(m)(T),n) =0.
Avec (CsoL2) et (CcoONT1), en utilisant le Lemme on a
Dy ahj(z(mo)(T), mo) - DEx(mo; 6m)(T) + Dy ohj(z(m)(T), mo) - 67 = 0.
Par conséquent, on obtient que

1 (m0) D 2hij(x(mo)(T), mo) - 7 }
= —pj(m0) Daah(2(mo)(T), mo) - Dy (mo; dm)(T).

Avec (5.7.13)), (5.7.17)) et (5.7.18)), on a

DEV(TI'Q; dm) = Dy 2go(x(mo)(T), mp) - 6 + Zle Xi(m0)Dr 29i(x(mo)(T'), mo) - o7

+ 321 pj(m0) D 2hy ((mo) (T), mo) - O
+ f[O,T} DH,4f0(t7 .7)(7T0)( )7 (WO)(t), 7TO) -0 dmy (t)
+ f[O,T} p(m0)(t) - Da,af(t, x(mo)(t), u(mo)(t), mo) - o dmy (¢).

Ceci démontre la Partie (I).

5.7.2 Preuve de la Partie (II)

Pour chaque dm € Z, avec (CSOL2-bis), D} x(mo; 6m) et Du(mo; ) existent.

(5.7.15)

(5.7.16)

(5.7.17)

(5.7.18)

Par conséquent, les conditions (CsoLl), (CsoLr2), (Ccil), (Cci2), (Cci3), (Ccid), (Ccib), (CcoNTl),

(CconT2), (Crcl), (CTc2) et (CESP) sont vérifiées pour toutes les directions o7 € Z.
Donc, en utilisant la Partie (I) du Théoréme [5.6.1} on a

Yom € Z, \
DEV(Wo; dm) = Dy ago(z(mo)(T), m ) om
+ 30 Xi(mo) Dz 2gi(x

2(70)(T), m0) - 0
+ 5 py(m0) Dig.ahy (a(m0) (T), mo) - O (5.7.19)
+ Jiory D a0t x(mo) (1), ulm) (£), mo) - b dimy (1)
+f[07T} p(mo)(t) - D af(t, z(mo)(t), u(mo)(t), mo) - 67 dmy (t).
En utilisant , on a
[t > Dy afO(t, 2(mo) (1), u(mo)(t), m0)] € LL(([0,T], B0, T])), my; Z*). (5.7.20)
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De plus, avec (Cc16), on a

vt € (0,77,
Ip(m0)(t) © D af(t, z(mo)(t), uw(mo)(t), 7o)l c
< lp(mo) (Dl 2l Drraf (8, (o) (£), w(mo) (£), mo) || < [[p(m0) [|ooc(t)-

Par conséquent, puisque, pour chaque dm € Z,
[t — [p(mo)(t) o Dy af(t,z(mo)(t), u(mo)(t), mo)] - o7 € LX(([0,T],B([0,T7)), m1;R), en utilisant le
Lemme on obtient que

[t = p(mo)(t) © Diraf (t, 2 (mo) (1), u(mo)(t), mo)] € Le (0,71, B0, T1)), my; Z%). (5.7.21)

Ainsi, avec (5.7.20) et (5.7.21)), on peut reformuler (5.7.19) sous la forme suivante :

Yor € Z,
D(+;V(7T0;57T):(DH,290( (m0)(T'), mo0)
+E7, 1 Ai(m0) Dy 2gi(2(m0)(T'), 7o)
+ 21 #5(70) Dt ohy (@(mo)(T), mo) (5.7.22)
7T0)(t),7T0 dm1<)
)(®)

+f[0T] D afO(t, x(mo)(t), u(
+ fio P(m0) (£) © Dz a f (£, (o) (1), u(mo) (+), mo) dm (£)) - o7

J

Par conséquent, on a [67 — DV (m;dm)] € Z* comme somme finie d’éléments de Z*. Ainsi V est
Gateaux-différentiable au point .
Ceci démontre la Partie (II).

5.7.3 Preuve de la Partie (III)

Notons que la fonction z : P — NPC'g([O,T], Q) x U x P), définie par, pour tout = € P, pour
tout ¢t € [0,T7], z(m)(t) = (z(m)(t),u(w)(t), 7) est continue au point 7.
En effet, pour chaque m € P, on a les majorations suivantes :

[2(7) = 2(m0) | oo

= supteo,r) [|(2(m)(t) — 2(m0) (), u(m)(t) — w(mo)(t), m — mo) |1

< supyefo, 7] |2(m) (1) — 2(m0) ()| x + suprepo,ry l[u(m)(t) — wl(mo) (®)lly + [l7 — mollz
< max{1, T}z(7) — z(7o0)llpc1 + [[u(m) — u(mo)llco + [|7 — 7ol z-

Avec (CsoL3), on a
Jim max{1, T} () — 2(m0)]| pcs + lu(r) — u(mo)oo + I — o]l = 0.
Donc d’aprés le théoréme des gendarmes, on obtient que

lim |[z(7) = 2(70) |0 = 0.

D’oii, on obtient que

3F > 0 t.q. ¥ € B(mo, 7), ||2(7) — 2(m0) ]| < g. (5.7.23)

Posons o := min{7, §}.
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Lemme 5.7.2. V1 € B(mo, ), Vt € [0,T], By, (2(7)(t), ) C By, (2(m0)(t), p)-

Démonstration. Soit m € B(mo, a), soit t € [0, T.
Soit y € By, (2(7)(t), ) ; on obtient que

ly = 2(mo)@) Iy = lly — 2(m)(t) + 2(m)(t) — 2(m0) (t)[]1
< lly = 2(m) (@)l + l|2(7) () = z(m0) (1)1
<a+|[z(m )*Z(WO)Hoo
< a+§ grace a (b

<gtg=p

Par conséquent, y € By, (2(m0)(t), p) ; donc

By, (z(m)(t), @) € By, (2(m0)(t), p).-

O
Avec (Cc13), en utilisant le Lemme on a
Ve B(T('(),Oé),Vt S [O,T], V(fl,gl,ﬂ'l), (§2,§2,7r2) S B”.Hl(z(ﬁ)(t),a), } (5 7 24)
|£O(t, €1, Crymi) — Ot &2, Co, ma) | < K(E)II(E1, Crymr) — (€2, G2y m2) 1 o

Posons W := B(mp,a) N Q C P.

Soit m € W.

Notons que W est un voisinage ouvert de 7 dans @ et, pour chaque 7 € W, (z(7), u(7T)) est solution
de (B, ), par conséquent (CSOL1) est vérifiée pour mg = 7.

De plus, grace a (CsoL2-ter), pour chaque éw € Z, Dgl’(ﬂ;dﬂ) et Dgu(w;&r) existent ce qui
démontre (CSOL2-bis) avec 7y = 7.

(Ccil) et (Cci2) étant indépendantes de g, (Ccil) et (Cci2) sont vérifiées pour mp = 7.

Grace a (5.7.24), la condition (CcI3) est vérifiée avec 1o = .

En utilisant (Cci4-bis), (Cci4) est vérifiée avec mp = 7.

(Ccrb) étant indépendante de my, (CCI15) est vérifiée pour my = 7.

En utilisant (CcoNT1-bis), (CCONT1) est vérifiée avec my = 7.

(CconNT2) étant indépendante de 7y, (CCONT2) est vérifiee pour mp = .

Avec (5.7.1)), (CTCl) est vérifié pour mp = .

(Ctc2) et (CESP) étant indépendantes de mp, (CTC2) et (CESP) sont vérifiées pour my = .

En utilisant (Cc16-bis), (CCI6) est vérifiée avec mg = 7.

C’est pourquoi, on peut appliquer la Partie (IT) du Théoréme et ainsi on obtient que V est
Gateaux-différentiable pour chaque point m € W et

Vr e W,

DV (7) = D ago(x(m)(T), 7) + X1y \i(m) Dar 2gi((w)(T), )
+ 3y 1y (m) D ahy (ax(m)(T), ) (5.7.25)
+ fioy DiafO(t, 2(m)(t), u(m)(t), ) dma (t)
+ Jior P(T)(8) © Digaf (¢, 2(m)(£), u(m)(t), ) dma (£).

s

Lemme 5.7.3. V7 € B(m, ), Vt € [0,T],

1D, 2.3, (8, 2(m) (), u(m) (), )Lc < w(D).
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Démonstration. Soit t € [0,T], soit m € B(mo, a).
Soit v € X x Y x Z; posons §° := —&

= Twll+1e
Soit § €]0,0°, z(7)(t) + v € By, (2(m)(t), ).
En effet,
[2(m)(t) + Ov — 2(m)(O)[[1 = Ofjv]|y < aniﬁllv\ll <a,

d’ot, en utilisant (5.7.24]), on obtient que
|10, 2(m) (1) + 6v) — fO(t, 2(m) (1))] < w(1)]160])1-

Ainsi, on obtient que
V9 €10,6°, %(fo(tvz(ﬂ)(t) +0v) = [0t 2(m)(1)] < w(B)[|v]]1-

Ainsi, en utilisant le théoréme de conservation des inégalités larges par passage a la limite lorsque
6 — 04, on a

1D (2,34 0 (&, (m) (t), u(m) (), 7) - o] < k()]s
Donc on a
1D g 2,3, (8 () (1), u(m) (t), 7). < K(2).

Pour tout i € {2,4}, pour tout ¢ € [0, 7], pour tout # € W, on pose
Lz(t7 7T) = DH,Zf(t7 w(ﬂ->(t)7 u(ﬂ-)(t)7 ﬂ-) et L?(t7 ﬂ') = DH,ifO(t7 l’(ﬂ')(t), u(ﬂ-)(t)7 7T)'

Dans le lemme suivant, on démontre la continuité de la fonction adjointe par rapport au parameétre
.

Lemme 5.7.4. [r +— p(7)] € COW, (PCH([0,T], X*), || - [|o0))-

Démonstration. Avec (TC), (CCONTI-bis) et le Lemme on a

[+ p(m)(T)] € CY(Q, X*). (5.7.26)
Soit 7 € W.
Considérons les fonctions ¢; : [0,7] x W — R, définie par, pour chaque (t,7) € [0,7] x W,
©1(t, ) := || La(t, ™) — La(t, 7|, et ©? : [0, T] x W — R, définie par, pour chaque (t,7) € [0, T]x W,
<P(1](t7 ™) = HL(Z)(tﬂ T) — L(Z)(tv )l
Notons que, grace a (Cc1l), en utilisant la Proposition et la Proposition (1.1.10] on a
vr e W, {(-,7) € NPCY([0,T],R). (5.7.27)
Grace au Lemme[5.7.3] on a
Vo e W, Vit € [0,T], @(t, ) < 2k(t). (5.7.28)
Par ailleurs, en utilisant (CcI7), on a
vt € [0,T], lim (¢, 7) = ¥(t,7) = 0. (5.7.29)
T
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Ainsi, avec (5.7.27)), (5.7.28]) et (5.7.29)), en utilisant le théoréme 6.3.3 de [38] (p.105), la fonctionnelle
¢1 W — R, définie par, pour chaque m € W, 1/}1 f @1 (t, ) dt, est continue au point 7 i.e.

711_13; P(m) = 9P (7) = 0. (5.7.30)

Ensuite, grace a (Cc12), en utilisant la Proposition et la Proposition [1.1.10} on a
Vi € W, o1(-,m) € NPCY([0,T],R). (5.7.31)

Grace a (Cc16-bis), on a
Ve W, Vvt € [0,T], p1(t,m) < 2¢(t). (5.7.32)

Par ailleurs, en utilisant (CcI7), on a

Vi € [0,T], lim pq(t, 7) = p1(t,7) = 0. (5.7.33)
™7

Par conséquent, avec (5.7.31)), (5.7.32)) et ((5.7.33)), en utilisant le théoréme 6.3.3 de [38] (p.105), la
fonctionnelle ¥ : W — R, définie par, pour chaque m € W, ¢ () := fOT 1(t, m)dt, est continue au
point 7 i.e.

lim 461 () = Y1 (7) = 0. (5.7.34)

Soit m € W.
Soit ¢t € [0, 7], on a les majorations suivantes :

Hp( )(t) = p(m)(t )Hc = |p(m)(T) + [r[=p(m)(s) o La(s,m) — LY(s, )] ds—

(FNT) + Jrl-p 0L2(S 7?) LO(S 7))ds)| c
Hp(ﬂ)(T) p(# + S () () © La(s, m) = p(7)(s) o La(s, 7)]ds
—i—ft Lg (s,m) L2(s W)]dng
< llp(m)(T) = p(F)(T) e + || J, [p(w)(5) 0 La(s, m) = p(#)(s) © La(s, #)]ds||.

+ LS (s, ) — L°<s ))dsl|
< |lp(m)(T) — p(R)(D)llz + [ Ip(m)(s) © La(s, m) — p(#)(s) 0 La(s, 7)| c ds
+ [T ILY(s, m) — LY (s, %) || cds
< |lp(m)(T) — p(E)( D)z + [ Ip(x)(s) o Lo(s,m) = p(#)(5) © La(s, ™)+
p()(s) 0 La(s, m) — p(#)(s) oLz(s,fr)HcdsH; ILS (s, ) — LY (s, 7)|cds
< |lp(m)(T) — p( (D)le+ f I p(#)(s)) © La(s, )|z ds+

(7 5,m) = La(s, w»uﬁdswﬂ( )
W D)e+ [ Ip(m)(s) = p(F) ()| 2| La(s, 7)| 2 ds
+ [T lp(7) (s )HcHL2<s ) — La(s, 7)|| 2 ds + v ()
< [p(m)(T) = pE (D)l + fipy IP(T)(5) = () (). e(5) dma () + [p(7) | ootir ()
+4 ().

Pusque [s - [(0)(2) = p)(S)]] € COO.TLR) e ¢ € £3(0.T] B0, T)) maiRs), en uiisant
le Lemme de Gronwall (Lemme [3. ,on a

w4 0,71 o)) - 0Ol < )T =Dl + Il )+ }
U9(m)] exp( [, els) dma (5)),

d’ou

Ip() = p(F)lloo < [llp(m)(T) = p(F)(T) |2 + () oothr (7 )+¢?(7T)]exp(/ c(s) dmy(s)). (5.7.35)

[0,7]
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De plus, avec (5.7.26)), (5.7.30]) et (5.7.34), on a

Tim [[p(m)(T) = p(F)(T)l| + lIp(F)lloethr (7) + &4 ()] exp(fig 1y () dma(s)) = 0.

Par conséquent, avec (5.7.35)), en utilisant le théoréme des gendarmes, on a
lim [|p(7) = p(#)|oc = 0.
T—>T

Ceci démontre que |7 — p()] € CO(W, (PC([0,T], X*), || - |o0))- O
Ensuite, considérons la fonction ¥y : W — Z*, définie par, pour chaque m € W,
&
Uy () := [ ]DHAfO(t,.%'(ﬂ')(t), u(m)(t), ) dmy(t).
0,T

Lemme 5.7.5. Uy € CO(W, Z*).

Démonstration. Soit 7 € W
Considérons la fonction ¢ : [0, 7] x W — R, définie par, pour chaque (¢t,7) € [0, T] x W, ©5(¢,7) :=
19(t, 7) — L3t 7).
Avec (Cci8), on a
vr € W, @3(-,m) € £°(([0, 7], B([0,T))), (R, B(R))). (5.7.36)

Gréace au Lemme on a
Ve W, Vit € [0,T], ©3(t, ) < 2k(t). (5.7.37)
Par ailleurs, en utilisant (Cc17), on a

Vt € [0, 7], lim p3(t,w) = ©9(t, %) = 0. (5.7.38)
T—>TC

Ainsi, avec (5.7.36]), (5.7.37)) et (5.7.38)), en utilisant le théoréme 6 3.3 de [38] (p.105), la fonctionnelle
Y9 : W — R, définie par, pour chaque m € W, ¥J(r f[o 7) ©9(t, ) dmy(t), est continue au point
7 i.e.

lim ¢9(7) = ¥9(7) = 0. (5.7.39)

T—>TC

Soit m € W, on a

1Wa(m) = o)l = || [ LYt ™) — LY(t, 7) dma(8)]|
fo 0.7] ©9(t, m) dmy(t) grace au Lemme [£.1.3]
= 5 (7).

Avec (5.7.39)), en utilisant le théoréme des gendarmes, on a
lim [|Wa(m) — Wa(7)[|c = 0.
T—>T

Ainsi le Lemme est prouvé O

Considérons la fonction W3 : W — Z*, définie par, pour chaque m € W,

&
Wy () = /[ p(m) (1) 0 Dgpa f(t, () (£), u() (£), ) dmy (1)

0,7
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Lemme 5.7.6. V3 € CO(W, Z*).

Démonstration. Soit 7 € W.

Considérons la fonction g9 : [0,7]x W — R, définie par, pour chaque (¢,7) € [0,T] x W, pa(t,7) :=
[ La(t, m) — La(t, 7)| .

Avec (Cc18), on a

vr e W, @2('5 7T) € ‘CO(([Ov T]v B([Oa T]))a (Rv B(R))) (5740)
En utilisant (Cc16-bis), on a
V€ W, Vit € [0,T), a(t, ) < 2¢(t). (5.7.41)
Par ailleurs, en utilisant (CcI7), on a
Vi € [0,T], lim po(t, ) = pa(t, 7) = 0. (5.7.42)
T
Ainsi, avec (5.7.40), (5.7.41)) et (5.7.42)), en utilisant le théoréme 6.3.3 de [38] (p.105), la fonctionnelle
9 : W — R, définie par, pour chaque m € W, o(m f[o 7] w2 (t, m) dmy(t), est continue au point
7 ie.
lim o () = o (7) = 0. (5.7.43)
T

Soit m € W; on a

Ly(t,m) — p(7)(t) o La(t, 72

) o La(t, ) — p(7)(t) o La(t, m) + p(7)(t) o La(t, m) — p(F)(t) o La(t, )|z
t) = p(7)(t)) o La(t, m)| 2 + lp(7)(t) o (La(t, m) — La(t, 7))l

)—p( YOl La(t, ™) + [[p(F) (@)l cl| La(t, 7) — La(t, 7)) 2

< lIp(r) = p(#) lsoc(t) + [Ip(F)llca(t, ).

Par conséquent, en utilisant le Lemme [4.1.3] on obtient
[Ws(m) — Ws()l|.
— I [y p(m)(E) © La(t 7) = p()(£) 0 Lat, ) dimy (1)
< Jioz(Ip(m) = p(F)llscc(®) + P(7) | cotp2(t, 7)) dma (t)
= lIp(m) = p(7)lloc fg.7) () dma(t) + [[p(7) [ cct2 ().

En utilisant le Lemme [5.7.4] et (5.7.43]), on obtient que

T [[p(r) — p(#)] / e(t) dmy () + [[p(7) oota () =

)

Par conséquent, en utilisant le théoréme des gendarmes, on obtient que

Tim || (m) — W3(#) = 0.

Ainsi, U3 € CO(W, Z*), i.e. le Lemme est prouvé. O
Avec ([5.7.25)), remarquons que
Vo e W,

DgV(m) = D?,ng(ﬂf(ﬂ)(T% ™)+ Yy Ai(m) D agi(a(r) (1), m)
+ 2251 15 (T) D gh (z(m)(T), ) + Wa(m) + W3(m).
Par conséquent, en utilisant (CCONT1-bis) et les Lemmes[5.7.1] [5.7.5] et [5.7.6] on obtient, par somme
finie de fonctions continues,

DgV € CO(W, Z%).

Ainsi, en utilisant le corollaire 2, p.144 de [I], on obtient que V' est Fréchet-différentiable sur W et
DpV(m) = DgV(m) pour tout m € W, et donc DpV € CO(W, Z*).
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