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Abstract

This thesis is made up of contributions to the theory of Optimal Control within the framework of
the Pontryagin Maximum Principle for a system governed by an ordinary differential equation, with
piecewise continuous control functions and piecewise continuously differentiable state functions.
A first contribution is an improvement of this principle of Pontryagin which consists in lightening
the assumptions of the existing results in this framework.
A second contribution is to establish Envelope Theorems in this framework. This type of theorem
is considered especially important in theoretical economics.
The realization of these contributions uses recent Multiplier Rules (one of which is original), uses
the establishment of a Functional analysis framework which makes it possible to define efficient
operators and functionals, uses the rigorous justification of the theorems on ordinary differential
equations with piecewise continuously differentiable solutions, and uses new results on nonlinear
functionals in integral form.

Keywords : Optimal Control, Pontryagin maximum principle, Envelope Theorem, Calculus of
Variations, Static optimization, Ordinary differential equations.

Résumé
Cette thèse est constituée de contributions à la théorie du Contrôle Optimal dans le cadre du Prin-
cipe du Maximum de Pontryagin pour un système gouverné par une équation différentielle ordinaire,
avec des fonctions de contrôle continues par morceaux et des fonctions d’état continûment dérivables
par morceaux.
Une première contribution est une amélioration de ce principe de Pontryagin qui consiste à alléger
les hypothèses des énoncés existants dans ce cadre.
Une seconde contribution est d’établir des Théorèmes de l’Enveloppe dans ce cadre. Ce type de
théorème est considéré comme spécialement important en économie théorique.
La réalisation de ces contributions utilise des Règles des Multiplicateurs récentes (dont l’une est ori-
ginale), utilise l’établissement d’un cadre d’Analyse Fonctionnelle qui permet de définir des opéra-
teurs et des fonctionnelles efficaces, utilise la justification rigoureuse des théorèmes sur les équations
différentielles ordinaires à solutions continûment dérivables par morceaux, et utilise de nouveaux
résultats sur les fonctionnelles non linéaires sous forme intégrale.

Mots clefs : Contrôle Optimal, Principe du Maximum de Pontryagin, Théorème de l’enveloppe,
Optimisation statique, Calcul des Variations, Équations différentielles ordinaires.
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Introduction

Cette thèse traite principalement de problèmes de la théorie du Contrôle Optimal, plus précisé-
ment de condition nécessaire d’optimalité dans le cadre du Principe du Maximum de Pontryagin.
Dans un premier temps, nous présentons une amélioration de la démonstration de Philippe Michel
du Principe du Maximum de Pontryagin ; notamment en allégeant les hypothèses des énoncés
existants.
L’idée directrice de la démonstration de Philippe Michel consiste à associer au problème de
Contrôle Optimal un problème d’Optimisation Statique avec un nombre fini d’inconnues, et d’appli-
quer sur ce nouveau problème une Règle des Multiplicateurs (à la Fritz John) ou un théorème de
Karush-Kuhn-Tucker.
Ceci a motivé de réaliser une amélioration d’une Règle des Multiplicateurs établie par Joël Blot
qui est elle-même une amélioration d’une Règle des Multiplicateurs établie par Philippe Michel et
par Hubert Halkin indépendamment l’un de l’autre avec des démonstrations très différentes.
Les équations différentielles ordinaires qui gouvernent les problèmes de Contrôle Optimal ont des
solutions (les fonctions d’état) continûment dérivables par morceaux car les fonctions de contrôle
sont continues par morceaux. Ceci a motivé de réaliser un chapitre où sont établis rigoureusement
les théorèmes de base de la théorie de équations différentielles ordinaires à solutions continûment
dérivables par morceaux ; les exposés existants dans la littérature ne convenant pas exactement à
notre cadre de travail.
Après ce travail d’amélioration du Principe du Maximum de Pontryagin comme condition néces-
saire d’optimalité, toujours dans le cadre du Principe du Maximum de Pontryagin, nous abordons
une autre question : celle des théorèmes de l’enveloppe. Les théorèmes de l’enveloppe sont un outil
très important en Économie Théorique. Ils concernent les problèmes paramétrés ; ils répondent à la
motivation suivante : fournir des conditions qui permettent d’avoir la différentiabilité (en un sens
à préciser) de la fonction valeur en fonction du paramètre, et de fournir une expression de cette
différentielle.
Dans l’esprit de l’approche de Philippe Michel des problèmes de Contrôle Optimal, nous commen-
çons par établir un théorème de l’enveloppe pour les problèmes d’Optimisation Statique en dimen-
sion infinie. Une première application de ce résultat consiste à réaliser un théorème de l’enveloppe
pour les problèmes de Calcul des Variations. Ensuite nous établissons un théorème de l’enveloppe
pour les problèmes de Contrôle Optimal.
Les outils mathématiques utilisés dans cette thèse relèvent essentiellement de l’Analyse fonctionnelle
appliquée. À la différence du travail (fondamental et créateur) de Philippe Michel, nous avons
introduit des espaces de fonctions adaptés aux problèmes dynamiques considérés, des opérateurs
linéaires, des opérateurs et des fonctionnelles non linéaires ; ce qui permet de faire surgir de nouveaux
aspects pour le traitement des problèmes.
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Chapitre 1

Espaces fonctionnels utilisés

Dans ce chapitre, on s’intéresse à des espaces fonctionnels utilisés en Contrôle Optimal et en
Calcul des Variations.
Dans la section 1, on s’intéresse aux fonctions continues par morceaux à valeurs dans un espace
vectoriel réel définies sur un intervalle compact de R. Ensuite, on introduit l’espace des fonctions
continues par morceaux normalisées à valeurs dans un espace vectoriel réel définies sur un intervalle
compact de R. En outre, on démontre des propriétés basiques de ces fonctions. Enfin, on démontre
que l’espace des fonctions continues par morceaux normalisées à valeurs dans un espace de Banach
définies sur un intervalle compact de R est un espace de Banach lorsqu’on fixe une subdivision.
Dans la section 2, on s’intéresse aux fonctions continues par morceaux à paramètre, on établit
des résultats utiles dans le cadre des équations différentielles ordinaires.
Dans la section 3, on étudie les fonctions C1 par morceaux à valeurs dans un espace de Banach
définies sur un intervalle compact. Une fonction C1 par morceaux pouvant ne pas être dérivable
en un nombre fini de points ; on est amené à introduire une notion de dérivée étendue. Ensuite, on
établit que l’opérateur de dérivation étendue est un véritable opérateur linéaire continu de l’espace
des fonctions C1 par morceaux dans l’espace des fonctions continues par morceaux normalisées. En
outre, on prouve que l’espace des fonctions C1 par morceaux à valeurs dans un espace de Banach
définies sur un intervalle compact de R est un espace de Banach lorsqu’on fixe une subdivision.
Dans la section 4, on généralise les notions de fonctions continues par morceaux et de C1 par
morceaux pour un intervalle quelconque borné de R.
Dans la section 5, on s’intéresse à l’espace des fonctions à variation bornée. On commence par
introduire les fonctions à variation bornée normalisées et à construire un isomorphisme topologique
entre l’espace des fonctions à variation bornée normalisées sur un intervalle compact à valeurs réelles
et le dual topologique de l’espace des fonctions continues sur un intervalle compact. En outre, on
généralise ce résultat, en construisant un isomorphisme topologique entre la puissance n-ième de
l’espace des fonctions à variation bornée normalisées à valeurs réelles définies sur un intervalle
compact et le dual des fonctions continues à valeurs dans Rn définies sur un intervalle compact.
Ensuite, on construit un isomorphisme topologique entre le produit cartésien de Rn et de la puissance
n-ième de l’espace des fonctions à variation bornée normalisées à valeurs réelles définies sur un
intervalle compact et le dual topologique des fonctions continûment dérivables à valeurs dans Rn
définies sur un intervalle compact.
Enfin, on établit une injection linéaire continue entre le produit cartésien de Rn et de la puissance
n-ième de l’espace des fonctions à variation bornée normalisées à valeurs réelles définies sur un
intervalle compact et le dual topologique des fonctions continûment dérivables à valeurs dans Rn
définies sur un intervalle compact nulles au bord.
Avec cette injection linéaire continue, on parvient à construire un produit scalaire continu sur le

9



1.1. LES ESPACES DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX.

dual topologique des espaces des fonctions continûment dérivables à valeurs dans Rn, définies sur
un intervalle compact nulles au bord.

1.1 Les espaces des fonctions continues par morceaux.

Dans cette section, on s’intéresse aux fonctions continues par morceaux à valeurs dans un espace
vectoriel réel définies sur un intervalle compact de R. On introduit l’espace des fonctions continues
par morceaux normalisées à valeurs dans un espace vectoriel réel définies sur un intervalle compact
de R. On démontre des propriétés basiques de ces fonctions.
Soit E un espace vectoriel normé réel. Soit U un espace topologique séparé. Soit a, b ∈ R tels que
a < b et ‖ · ‖ une norme sur E.

Définition 1.1.1. On appelle subdivision de [a, b] toute famille finie (τi)0≤i≤p+1 de points de [a, b]
vérifiant a = τ0 < ... < τp+1 = b.
On note Sub([a, b]) l’ensemble des subdivisions de [a, b].

Définition 1.1.2. Soit ϕ : [a, b]→ U une fonction.
On dit que ϕ est continue par morceaux de [a, b] dans U lorsque ϕ est continue sur [a, b] ou lorsqu’il
existe une famille finie (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]) t.q.

— ∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ est continue sur ]τi, τi+1[,
— ∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ(τi+) := lim

t→τi+
ϕ(t) = lim

t→τi
t>τi

ϕ(t) existe dans U ,

— ∀i ∈ {1, ..., p+ 1}, ϕ(τi−) := lim
t→τi−

ϕ(t) = lim
t→τi
t<τi

ϕ(t) existe dans U .

Définition 1.1.3. Soit ϕ une fonction continue par morceaux de [a, b] dans U .
On dit que ϕ est continue par morceaux normalisée de [a, b] dans U lorsque ∀t ∈ [a, b[, ϕ(t+) = ϕ(t)
et ϕ(b) = ϕ(b−).

Notations 1.1.4. On considère les espaces fonctionnels suivants :
— Pour chaque espace topologique T , C0(T,U) est l’ensemble des fonctions continues de T dans

U .
— PC0([a, b], U) est l’ensemble des fonctions continues par morceaux de [a, b] dans U .
— Pour chaque (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]), PC0([a, b], U ; (τi)0≤i≤p+1) est l’ensemble des fonctions

ϕ dans PC0([a, b], U) dont l’ensemble des points de discontinuité est inclus dans l’ensemble
{τ0, ..., τp+1}.

— NPC0
d([a, b], U) est l’ensemble des fonctions continues par morceaux normalisées de [a, b]

dans U .
— Pour chaque (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]),

NPC0
d([a, b], U ; (τi)0≤i≤p+1)={ϕ ∈ PC0([a, b], U ; (τi)0≤i≤p+1) : ϕ(b) = ϕ(b−) et

∀i ∈ {0, ..., p} ϕ(τi) = ϕ(τi+)}.
— Pour tout ouvert Ω de E et pour chaque (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]),

NPC0
d([a, b],Ω; (τi)0≤i≤p+1)={ϕ ∈ NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) : ϕ([a, b]) ⊂ Ω} où le surli-
gnage désigne l’adhérence topologique.

— Pour tout espace métrique (A, dA), B(A,E) est l’ensemble des fonctions bornées de A dans
E.

— Pour tout espace métrique (A, dA), BC0(A,E) est l’ensemble des fonctions bornées et conti-
nues de A dans E.

— Pour tout espace topologique U , L0(([a, b],B([a, b])), (U,B(U))) est l’ensemble des fonctions
mesurables de ([a, b],B([a, b])) dans (U,B(U)) ; la lettre B désignant la tribu de Borel.
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— L1(([a, b],B([a, b])),m1;R) l’ensemble des fonctions Borel-intégrables de [a, b] dans R où m1

est la mesure de Borel canonique sur ([a, b],B([a, b])).
— L1(([a, b],B([a, b])),m1;R+) l’ensemble des fonctions Borel-intégrables de [a, b] dans R+.
— L1(([a, b],B([a, b])), l1;R) l’ensemble des fonctions Lebesgue-intégrables de [a, b] dans R ;
B([a, b]) et l1 désignent respectivement la tribu de Lebesgue et la mesure de Lebesgue.

— Pour chaque espace vectoriel normé réel F , on note L(E,F ) l’ensemble des fonctions linéaires
continues de E dans F et ‖ · ‖L sa norme usuelle.
On note E∗ le dual topologique de E.

— Pour chaque espace vectoriel normé réel F , on note Isom(E,F ) l’ensemble des isomorphismes
topologiques de E dans F .

— Pour tout espace vectoriel normé réel F et G, on note B(E × F,G) l’ensemble des fonctions
bilinéaires continues de E × F dans G et ‖ · ‖B sa norme usuelle.

De plus,
— On note dim(E) la dimension de E.
— Lorsque A est une partie de E, on note int(A) l’intérieur de A.
— Lorsque A est une partie de E, on note A l’adhérence de A.
— Lorsque A est une partie de E, on note Fr(A) la frontière de A
— Lorsque F est un espace vectoriel normé réel et g ∈ L(E,F ), on note Im g l’image de g et

Ker g le noyau de g.
— Lorsque A est une partie de E, on note V ect(A) le sous-espace vectoriel engendré par A.
— Pour chaque (A, d) espace métrique, pour chaque sous-ensemble D non vide de A, on note

diam(D) le diamètre de D.
— Pour chaque espace topologique T , pour chaque v ∈ T , on note Vv(T ) l’ensemble des voisi-

nages de v.
— Soit ϕ : [a, b] → E et t ∈ [a, b], lorsqu’elle existe, on note ϕ′(t) (respectivement ϕ′d(t),

respectivement ϕ′g(t)) la dérivée (respectivement la dérivée à droite, respectivement la dérivée
à gauche) de ϕ au point t.

— Soit X un ensemble non vide, on note IdX la fonction identité de X.
— Soit X un ensemble non vide, soit A ⊂ X, on note 1A la fonction indicatrice de A.
— Soit n ∈ N∗ = N\{0} et (Xi, ‖·‖Xi)1≤i≤n n espace vectoriel normé réel ; lorque E :=

∏n
i=1Xi,

on note ‖·‖1 la norme sur E, définie par, pour tout x = (x1, ..., xn) ∈ E, ‖x‖1 =
∑n

i=1 ‖xi‖Xi .
En outre, on note ‖ · ‖2 la norme sur E, définie par, pour tout x = (x1, ..., xn) ∈ E, ‖x‖2 =√∑n

i=1 ‖xi‖2Xi .
En plus, on note ‖ · ‖∞ la norme sur E, définie par, pour tout x = (x1, ..., xn) ∈ E, ‖x‖∞ =
max1≤i≤n ‖xi‖Xi .
Par ailleurs, lorsque ∀i ∈ {1, ..., n}, (Xi, ‖ · ‖Xi) = (X, ‖ · ‖X), on note ‖ · ‖E,1 la norme sur
E, définie par, pour tout x = (x1, ..., xn) ∈ E, ‖x‖E,1 =

∑n
i=1 ‖xi‖X .

— Lorsque (X, ‖ · ‖X) est un espace vectoriel normé réel, x ∈ X et r > 0, on note B‖·‖X (x, r)
la boule fermée de centre x et de rayon r.
On note B‖·‖X (x, r) la boule ouverte de centre x et de rayon r.
On note S‖·‖X (x, r) la sphère de centre x et de rayon r.

Proposition 1.1.5. PC0([a, b], U) ⊂ L0(([a, b],B([a, b])), (U,B(U)).

Démonstration. Soit ϕ ∈ PC0([a, b], U).
Puisque ϕ ∈ PC0([a, b], U), il existe p ∈ N et il existe une famille finie (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]) t.q.

(a) ∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ est continue sur ]τi, τi+1[,
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(b) ∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ(τi+) = lim
t→τi
t>τi

ϕ(t) existe dans U ,

(c) ∀i ∈ {1, ..., p+ 1}, ϕ(τi−) = lim
t→τi
t<τi

ϕ(t) existe dans U .

Pour chaque i ∈ {0, ..., p}, en utilisant (a), on a ϕ|]τi,τi+1[ ∈ C0(]τi, τi+1[, U). Par conséquent, on a

ϕ|]τi,τi+1[ ∈ L0((]τi, τi+1[,B(]τi, τi+1[)), (U,B(U)). (1.1.1)

De plus,
∀i ∈ {0, ..., p+ 1}, ϕ|{τi} ∈ L

0(({τi},B({τi})), (U,B(U)). (1.1.2)

Considérons la famille d’ensemble (Pj)0≤j≤2p+2 définie par, ∀j ∈ {0, ...., p, p+ 1, ...., 2p+ 2},

Pj :=

{
]τj , τj+1[ si j ∈ {0, ..., p}
{τj−(p+1)} si j ∈ {p+ 1, ..., 2p+ 2}.

Puisque (Pj)0≤j≤2p+2 est une partition de [a, b], avec (1.1.1) et (1.1.2), on a, en utilisant la propo-
sition 5.2.18, p.44 de [37], ϕ ∈ L0(([a, b],B([a, b])), (U,B(U)).

Proposition 1.1.6. B([a, b], E) est un espace vectoriel réel.

La démonstration est effectuée dans [4] (p.25).

Dans la suite, fixons une famille finie (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]).

Proposition 1.1.7. NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) est un sous-espace vectoriel de B([a, b], E).

Démonstration. Montrons que NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) ⊂ B([a, b], E).

Soit ϕ ∈ NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).

Pour tout i ∈ {0, ..., p}, pour tout t ∈ [a, b], on définit

ϕ̂i(t) =

{
ϕ(t) si t ∈ [τi, τi+1[

ϕ(τi+1−) si t = τi+1.

Si i ∈ {0, ..., p} alors ϕ̂i est continue sur [τi, τi+1[.
En effet, comme la fonction ϕ est continue sur [τi, τi+1[, ϕ̂i est aussi continue sur [τi, τi+1[.
Au point τi+1, on a

lim
t→τi+1

t∈[τi,τi+1]

ϕ̂i(t) = lim
t→τi+1

t∈]τi,τi+1[

ϕi(t) = ϕ(τi+1−) = ϕ̂i(τi+1).

Comme ϕ̂i est continue sur le compact [τi, τi+1], ϕ̂i([τi, τi+1]) est compacte donc en particulier
bornée, et ainsi on a

∃Mi ∈ ]0,+∞[ t.q. ∀t ∈ [τi, τi+1] ‖ϕ̂i(t)‖ ≤Mi.

On a en particulier
∀t ∈ ]τi, τi+1[ , ‖ϕ̂i(t)‖ ≤Mi.

On pose M= max
0≤i≤p

Mi < +∞ car tout ensemble fini non vide inclus dans R admet un maximum, et
on a

∀t ∈ [a, b] \ {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}, ‖ϕ(t)‖ ≤M.

Puisque l’ensemble {‖ ϕ(τi)‖ : i ∈ {0, ..., p+ 1}} est fini, on sait qu’il existe M ′ ∈ R+ tel que, pour
tout i ∈ {0, ..., p+ 1}, ‖ϕ(τi)‖ ≤M ′.
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Posons M ′′ = max{M,M ′}.
On obtient alors

∀t ∈ [a, b], ‖ϕ(t)‖ ≤M ′′

donc ϕ est bornée sur [a, b].
Considérons la fonction 0̃ : [a, b]→ E, 0̃(t) = 0E .
Montrons que 0̃ ∈ NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).
0̃ est une fonction constante de [a, b] dans E, donc 0̃ est une fonction continue de [a, b] dans E.
Par conséquent, on a 0̃ ∈ NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).
Soit λ ∈ R, soit ϕ, ψ ∈ NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).
Pour tout i ∈ {0, ..., p}, λϕ + ψ est continue sur ]τi, τi+1[ comme combinaison linéaire de deux
fonctions continues sur ]τi, τi+1[.
Pour tout i ∈ {0, ..., p}, par les propriétés des limites, on a

(λϕ+ ψ)(τi+) = lim
t→τi
t>τi

(λϕ+ ψ)(t)

= λ lim
t→τi
t>τi

ϕ(t) + lim
t→τi
t>τi

ψ(t)

= λϕ(τi+) + ψ(τi+)
= λϕ(τi) + ψ(τi) = (λϕ+ ψ)(τi) existe dans E.

Pour tout i ∈ {1, ..., p+ 1}, on a

(λϕ+ ψ)(τi−) = lim
t→τi
t<τi

(λϕ+ ψ)(τi)

= λ lim
t→τi
t<τi

ϕ(t) + lim
t→τi
t<τi

ψ(t)

= λϕ(τi−) + ψ(τi−) existe dans E.

De plus, pour tout i ∈ {0, ..., p}, on a

(λϕ+ ψ)(τi+) = (λϕ+ ψ)(τi) et (λϕ+ ψ)(b−) = λϕ(b−) + ψ(b−) = (λϕ+ ψ)(b).

Donc NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) est un sous-espace vectoriel de B([a, b], E).

Ainsi, NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) est un espace vectoriel réel.

Proposition 1.1.8. NPC0
d([a, b], E) est un sous-espace vectoriel de B([a, b], E).

Démonstration. Soit ϕ ∈ NPC0
d([a, b], E). Puisque ϕ ∈ NPC0

d([a, b], E), il existe (αi)0≤i≤r0+1 ∈
Sub([a, b]) t.q. ϕ ∈ NPC0

d([a, b], E; (αi)0≤i≤r0+1).
Par conséquent, on obtient que ϕ ∈ B([a, b], E).
Soit λ ∈ R et ϕ1, ϕ2 ∈ NPC0

d([a, b], E).
Puisque ϕ1 ∈ NPC0

d([a, b], E), il existe (α1
i )0≤i≤r1+1 ∈ Sub([a, b]) t.q.

ϕ1 ∈ NPC0
d([a, b], E; (α1

i )0≤i≤r1+1).
Puisque ϕ2 ∈ NPC0

d([a, b], E), il existe (α2
i )0≤i≤r2+1 ∈ Sub([a, b]) t.q.

ϕ2 ∈ NPC0
d([a, b], E; (α2

i )0≤i≤r2+1).
Posons A := {α1

i : 0 ≤ i ≤ r1 + 1} ∪ {α2
i : 0 ≤ i ≤ r2 + 1}.

Puisque A est un ensemble fini non vide, il existe r ∈ N t.q. card(A) = r + 1.
Posons ρ0 = a et ∀i ∈ {1, ..., r + 1}, ρi = minA \ {ρ0, ..., ρi−1}.
Puisque pour chaque i ∈ {1, ..., r + 1}, on a A \ {ρ0, ..., ρi−1} est strictement inclus dans [a, b], on
a ρ0 < ρi. De plus, pour chaque (i, j) ∈ {1, ..., r} × {1, ..., r + 1} t.q. i < j, on a A \ {ρ0, ..., ρj−1}
est inclus strictement dans A \ {ρ0, ..., ρi−1}, donc ρi < ρj .
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Par conséquent, (ρi)0≤i≤r+1 ∈ Sub([a, b]) avec {ρ0, ..., ρr+1} = A.
Par conséquent, ϕ1, ϕ2 ∈ NPC0

d([a, b], E; (ρi)0≤i≤r+1). Ainsi, en utilisant la Proposition 1.1.7, on a
λϕ1 + ϕ2 ∈ NPC0

d([a, b], E; (ρi)0≤i≤r+1) i.e. λϕ1 + ϕ2 ∈ NPC0
d([a, b], E).

Proposition 1.1.9. Soit F un espace vectoriel normé réel. Soit ϕ1 ∈ NPC0
d([a, b], E, (τi)0≤i≤p+1)

et ϕ2 ∈ NPC0
d([a, b], F, (τi)0≤i≤p+1). Alors

(ϕ1, ϕ2) := [t 7→ (ϕ1(t), ϕ2(t))] ∈ NPC0
d([a, b], E × F, (τi)0≤i≤p+1).

Démonstration. Puisque ϕ1 ∈ NPC0
d([a, b], E, (τi)0≤i≤p+1) et ϕ2 ∈ NPC0

d([a, b], F, (τi)0≤i≤p+1), on
a

(a) ∀i ∈ {0, ..., p− 1}, ϕ1|[τi,τi+1[ ∈ C0([τi, τi+1[, E) et
ϕ2|[τi,τi+1[ ∈ C0([τi, τi+1[, F ).

(b) ϕ1|[τp,b] ∈ C
0([τp, b], E) et ϕ2|[τp,b] ∈ C

0([τp, b], F ).
(c) ∀i ∈ {1, ..., p}, ϕ1(τi−) existe dans E et ϕ2(τi−) existe dans F .

Soit i ∈ {0, ..., p− 1} ; en utilisant (a) et [35] (2.2.3. propriété 2◦ d p.41), on a

(ϕ1, ϕ2)|[τi,τi+1[ ∈ C0([τi, τi+1[, E × F ).

Par conséquent, on a prouvé que

∀i ∈ {0, ..., p− 1}, (ϕ1, ϕ2)|[τi,τi+1[ ∈ C0([τi, τi+1[, E × F ). (1.1.3)

De plus, en utilisant (b) et [35] (2.2.3. propriété 2◦ d, p.41), on a

(ϕ1, ϕ2)|[τp,b] ∈ C
0([τp, b], E × F ). (1.1.4)

Soit i ∈ {1, ..., p} ; en utilisant (c) et [35] (2.2.2 théorème 4 p.40), on a

(ϕ1, ϕ2)(τi−) = (ϕ1(τi−), ϕ2(τi−)) ∈ E × F.

En résumé, on a obtenu

∀i ∈ {1, ..., p}, (ϕ1, ϕ2)(τi−) = (ϕ1(τi−), ϕ2(τi−)) ∈ E × F. (1.1.5)

Ainsi, en utilisant (1.1.3), (1.1.4) et (1.1.5), on a

(ϕ1, ϕ2) ∈ NPC0
d([a, b], E × F, (τi)0≤i≤p+1).

Proposition 1.1.10. Soit F un espace vectoriel normé réel, Ω un sous-ensemble ouvert de E,
T ∈ C0(Ω, F ) et ϕ ∈ NPC0

d([a, b],Ω, (τi)0≤i≤p+1).
Alors ψ := T ◦ ϕ ∈ NPC0

d([a, b], F, (τi)0≤i≤p+1).

Démonstration. Puisque ϕ ∈ NPC0
d([a, b],Ω, (τi)0≤i≤p+1), on a

(a) ∀i ∈ {0, ..., p− 1}, ϕ|[τi,τi+1[ ∈ C0([τi, τi+1[,Ω).
(b) ϕ|[τp,b] ∈ C0([τp, b],Ω).
(c) ∀i ∈ {1, ..., p}, ϕ(τi−) existe dans Ω.
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Soit i ∈ {0, ..., p − 1}. En utilisant (a), T ∈ C0(Ω, F ), et le théorème de composition des fonctions
continues, on a

ψ|[τi,τi+1[ ∈ C0([τi, τi+1[, F ).

Par conséquent, on a prouvé que

∀i ∈ {0, ..., p− 1}, ψ|[τi,τi+1[ ∈ C0([τi, τi+1[, F ). (1.1.6)

En utilisant (b), T ∈ C0(Ω, F ), et le théorème de composition des fonctions continues, on a

ψ|[τp,b] ∈ C
0([τp, b], F ). (1.1.7)

Soit i ∈ {1, ..., p} ; puisque T ∈ C0(Ω, F ) et (c), par composition des limites ([35] 2.2.2 3 p.39), on a

ψ(τi−) = T (ϕ(τi−)).

Par conséquent, on a prouvé que

∀i ∈ {1, ..., p}, ψ(τi−) = T (ϕ(τi−)) existe dans F. (1.1.8)

Ainsi, en utilisant (1.1.6), (1.1.7) et (1.1.8), on a ψ ∈ NPC0
d([a, b], F, (τi)0≤i≤p+1).

Considérons la fonctionnelle sur NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) définie par

‖ · ‖NPC0 : NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1)→ R, ‖ϕ‖NPC0 = sup

t∈[a,b]\{τi:0≤i≤p+1}
‖ϕ(t)‖.

Proposition 1.1.11. ‖ · ‖NPC0 est une norme sur NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).

Démonstration. Tout d’abord, cette fonctionnelle est bien définie sur
NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).
En effet, comme ϕ ∈NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), ϕ est bornée sur [a, b], donc en particulier bornée
sur [a, b] \ {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}.

(i) Puisque pour chaque t ∈ [a, b] \ {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ‖ϕ(t)‖ ≥ 0, on a
‖ϕ‖NPC0 = sup

t∈[a,b]\{τi:0≤i≤p+1}
‖ϕ(t)‖ ≥ 0.

(ii) Soit λ ∈ R et ϕ ∈ NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1),

‖λϕ‖NPC0 = sup
t∈[a,b]\{τi:0≤i≤p+1}

‖λϕ(t)‖ = |λ| sup
t∈[a,b]\{τi:0≤i≤p+1}

‖ϕ(t)‖ = |λ|‖ϕ‖NPC0 .

(iii) ‖0̃‖NPC0 = 0 et si ϕ ∈NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), vérifie

‖ϕ‖NPC0 = 0
⇒ ∀t ∈ [a, b] \ {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}, ‖ϕ(t)‖ = 0
⇒ ∀t ∈ [a, b] \ {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}, ϕ(t) = 0.

Montrons maintenant que, ∀i ∈ {0, ..., p+ 1}, ϕ(τi) = 0.
Soit i ∈ {0, ..., p} ; on a

ϕ(τi) = ϕ(τi+) = lim
t→τi

t∈]τi,τi+1[

ϕ(t) = 0.

De plus, on a
ϕ(b) = ϕ(b−) = lim

t→b
t∈]τp,b[

ϕ(t) = 0.

Ainsi ϕ(t) = 0 pour tout t ∈ [a, b].
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(iv) Soit ϕ,ψ ∈ NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).

Pour tout t ∈ [a, b] \ {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1},

‖ϕ(t) + ψ(t)‖ ≤ ‖ϕ(t)‖+ ‖ψ(t)‖
≤ ‖ϕ‖NPC0 + ‖ψ‖NPC0 .

Puisque le sup est le plus petit des majorants on a

‖ϕ+ ψ‖NPC0 ≤ ‖ϕ‖NPC0 + ‖ψ‖NPC0 .

Pour tout espace métrique (A, dA), considérons la norme suivante

‖ · ‖A,∞ : B(A,E) −→ R, définie par, ∀u ∈ B(A,E), ‖u‖A,∞ = ‖u‖∞ = sup
t∈A
‖u(t)‖.

Lemme 1.1.12. Si A ⊂ R, en notant A son adhérence et f : A −→ R est une fonction continue
alors sup

x∈A
f(x) = sup

x∈A
f(x).

Démonstration. Puisque A ⊂ A, on a supx∈A f(x) ≥ supx∈A f(x).
Soit x ∈ A , par définition, il existe une suite (xn)n ∈ AN tel que xn → x quand n→∞.
Puisque

∀n ∈ N, f(xn) ≤ sup
x∈A

f(x),

par conservation des inégalités larges par passage à la limite et par continuité de f on a f(x) ≤
supx∈A f(x).
Donc, supx∈A f(x) est un majorant de {f(x) : x ∈ A} et comme le sup est le plus petit des
majorants, on obtient que supx∈A f(x) ≤ supx∈A f(x).

Proposition 1.1.13. Pour tout u ∈ NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), on a

‖u‖[a,b],∞ = ‖u‖NPC0 .

Démonstration. Soit t ∈ [a, b] \ {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}.
Puisque t ∈ [a, b], on a ‖u(t)‖ ≤ ‖u‖[a,b],∞.
Par conséquent, ‖u‖[a,b],∞ est un majorant de l’ensemble {‖u(t)‖ : t ∈ [a, b] \ {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}}.
Et puisque le sup est le plus petit des majorants, on obtient que

‖u‖NPC0 ≤ ‖u‖[a,b],∞. (1.1.9)

Soit t ∈ [a, b]. Raisonnons par disjonction des cas.
Si t ∈ [a, b] \ {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}, on a ‖u(t)‖ ≤ ‖u‖NPC0 .
Si t = τi avec i ∈ {0, ..., p}, puisque (∀s ∈ ]τi, τi+1[, ‖u(s)‖ ≤ ‖u‖NPC0) et u est continue à droite
de τi, on obtient

‖u(τi)‖ = ‖u(τi+)‖ ≤ ‖u‖NPC0 .

Si t = b, puisque (∀s ∈ ]τp, b], ‖u(s)‖ ≤ ‖u‖NPC0) et u est continue à gauche en b, on obtient

‖u(b)‖ = ‖u(b−)‖ ≤ ‖u‖NPC0 .

Ainsi, on a démontré que ‖u‖NPC0 est un majorant de l’ensemble {‖u(t)‖ : t ∈ [a, b]}. Et puisque
le sup est le plus petit des majorants, on a

‖u‖[a,b],∞ ≤ ‖u‖NPC0 . (1.1.10)
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Par conséquent, en utilisant les assertions (1.1.9) et (1.1.10), on a

‖u‖[a,b],∞ = ‖u‖NPC0 .

Dans la suite, nous supposons que (E, ‖ · ‖) est un espace de Banach.
On rappelle le théorème de Lebesgue.

Proposition 1.1.14. Théorème de Lebesgue. Soit f : [a, b] −→ E une fonction bornée. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est Riemann-intégrable sur [a, b].
(ii) L’ensemble des points de discontinuité de f est Borel-négligeable.

Démonstration. Voir [35] p.225.

Proposition 1.1.15. Soit ϕ ∈ NPC0
d([a, b], E, (τi)0≤i≤p+1). Alors ϕ est Riemann-integrable sur

[a, b].

Démonstration. Puisque ϕ ∈ NPC0
d([a, b], E, (τi)0≤i≤p+1), on a ϕ ∈ B([a, b], E). De plus, puisque

l’ensemble des points de discontinuité de ϕ est inclus dans {τi : 0 ≤ i ≤ p+1} et puisque un ensemble
fini est Borel-négligeable, l’ensemble des points de discontinuité de ϕ est Borel-négligeable.
Par conséquent, en utilisant la Proposition 1.1.14, on obtient que ϕ est Riemann-intégrable sur [a, b].

Proposition 1.1.16. Pour tout espace métrique (A, dA), (B(A,E), ‖ · ‖A,∞) est un espace de Ba-
nach.

La démonstration est effectuée dans [36] (p. 322).

Proposition 1.1.17. Pour tout espace métrique (A, dA), (BC0(A,E), ‖ · ‖A,∞) est un espace de
Banach.

Démonstration. Puisque (BC(A,E), ‖ · ‖A,∞) est un espace de Banach, il suffit de montrer que
BC0(A,E) est fermé dans (BC(A,E), ‖ · ‖A,∞).
Soit (fn)n∈N ∈ BC0([a, b], E)N et f ∈ BC(A,E) t.q. lim

n→∞
‖fn − f‖A,∞ =0.

Montrons que f ∈ BC0(A,E) ; pour cela il suffit de montrer que f est continue sur A. Soit ε > 0,
t0 ∈ A.
Puisque lim

n→∞
‖fn − f‖A,∞ =0, on a

∃N ε
3
∈ N, ∀n ≥ N ε

3
, ‖fn − f‖A,∞ ≤

ε

3
.

Et, puisque fN ε
3
est continue au point t0, on a

∃δ′ε
3
(t0) > 0 t.q. ∀t ∈ A, dA(t, t0) ≤ δ′ε

3
(t0), ‖fN ε

3
(t)− fN ε

3
(t0)‖ ≤ ε

3
.

Posons δε(t0) = δ′ε
3
(t0).

Soit t ∈ A t.q. dA(t, t0) ≤ δε(t0), alors

‖f(t)− f(t0)‖ = ‖f(t)− fN ε
3
(t) + fN ε

3
(t)− fN ε

3
(t0) + fN ε

3
(t0)− f(t0)‖

= ‖f − fN ε
3
‖A,∞ + ‖fN ε

3
(t)− fN ε

3
(t0)‖+ ‖fN ε

3
− f‖A,∞

≤ ε
3 + ε

3 + ε
3 .
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On établit dans la proposition suivante un résultat d’interversion des limites.

Proposition 1.1.18. Soit a0 < b0 dans R, (un)n∈N ∈ B([a0, b0[, E)N.
On suppose que :

(i) ∀n ∈ N, un(b0−) existe dans E.

(ii) ∃v ∈ B([a0, b0[, E) t.q. lim
n→∞

‖v − un‖[a0,b0[,∞ =0.

Alors v(b0−) existe dans E et v(b0−) = lim
n→∞

un(b0−)

i.e. lim
t→b0−

( lim
n→∞

un(t)) = lim
n→∞

( lim
t→b0−

un(t)).

Démonstration. Avec (i), on a

∀n ∈ N, ∃ln ∈ E t.q. ∀ε > 0, ∃δεn > 0 t.q. ∀t ∈ ]b0 − δεn, b0[∩[a0, b0[, ‖un(t)− ln‖ < ε

et grâce à (ii), on a

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N t.q. ∀n ≥ Nε, ‖v − un‖[a0,b0[,∞ < ε.

Montrons d’abord que la suite (ln)n∈N ∈ EN est une suite de Cauchy.
Soit ε > 0 ; posons N = N ε

4
.

Soit n, p ∈ N t.q. n ≥ N ; posons t0 = (b0−δ)+b0
2 où δ = min{δ

ε
4
n , δ

ε
4
n+p, b0 − a0}. On a

‖ln+p − ln‖ = ‖ln+p − un+p(t0) + un+p(t0)− un(t0) + un(t0)− ln‖
≤ ‖ln+p − un+p(t0)‖+ ‖un+p(t0)− un(t0)‖+ ‖un(t0)− ln‖
≤ ‖ln+p − un+p(t0)‖+ ‖un+p(t0)− v(t0)‖+ ‖v(t0)− un(t0)‖
+‖un(t0)− ln‖
≤ ‖ln+p − un+p(t0)‖+ ‖un+p − v‖[a0,b0[,∞
+‖v − un‖[a0,b0[,∞ + ‖un(t0)− ln‖
< ε

4 + ε
4 + ε

4 + ε
4 .

Puisque (ln)n∈N ∈ EN est une suite de Cauchy et E est un espace de Banach, on sait qu’il existe
l ∈ E t.q. lim

n→∞
ln = l.

Montrons que v(b0−) existe dans E et v(b0−) = lim
n→∞

un(b0−) = l.
Puisque lim

n→∞
ln = l, on a

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N t.q. ∀n ≥ Nε, ‖ln − l‖ < ε.

Soit ε > 0 ; posons N = max{N ε
3
, N ε

3
} ; alors il existe δ = min{δ

ε
3
N , b0 − a0} > 0 t.q. si t ∈

]b0 − δ, b0[∩ [a0, b0[ =]b0 − δ, b0[, on a

‖v(t)− l‖ = ‖v(t)− uN (t) + uN (t)− lN + lN − l‖
≤ ‖v(t)− uN (t)‖+ ‖uN (t)− lN‖+ ‖lN − l‖
≤ ‖v − uN‖[a0,b0[,∞ + ‖uN (t)− lN‖+ ‖lN − l‖
< ε

3 + ε
3 + ε

3

i.e. lim
t→b0−

( lim
n→∞

un(t)) = lim
n→∞

( lim
t→b0−

un(t)).
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Dans la proposition suivante, on énonce que l’espace des fonctions continues par morceaux
normalisées à valeurs dans un espace de Banach sur un intervalle compact de R est un espace de
Banach lorsqu’on fixe une subdivision.

Proposition 1.1.19. (NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), ‖ · ‖NPC0) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (un)n∈N ∈ NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1)N une suite de Cauchy à valeurs dans

(NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), ‖ · ‖NPC0) i.e. on a

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀n ≥ Nε, ∀q ∈ N, ‖un+q − un‖NPC0 ≤ ε.

Puisque pour chaque n, q ∈ N, un+q − un ∈ NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), et on a, en utilisant la

Proposition 1.1.13,
∀n, q ∈ N, ‖un+q − un‖NPC0 = ‖un+q − un‖[a,b],∞. (1.1.11)

D’abord, montrons que (un|[τp,τp+1])n∈N est une suite de Cauchy à valeurs dans
(BC0([τp, τp+1], E), ‖ · ‖[τp,τp+1]).
Soit ε > 0. Soit n ≥ Nε, q ∈ N.
En utilisant l’assertion (1.1.11), on a

‖un+q|[τp,τp+1] − un|[τp,τp+1]‖[τp,τp+1],∞ ≤ ‖un+q − un‖NPC0 ≤ ε.

Puisque (BC0([τp, τp+1], E), ‖ · ‖[τp,τp+1],∞) est un espace de Banach,

∃vp ∈ BC0([τp, τp+1], E) t.q. lim
n→∞

‖un|[τp,τp+1] − vp‖[τp,τp+1],∞ = 0.

Soit i ∈ {0, ..., p− 1}.
Soit ε > 0. Soit n ≥ Nε, q ∈ N.
En utilisant l’assertion (1.1.11), on a

‖un+q|[τi,τi+1[ − un|[τi,τi+1[‖[τp,τp+1[,∞ ≤ ‖un+q − un‖NPC0 ≤ ε.

Puisque (BC0([τi, τi+1[, E), ‖ · ‖[τi,τi+1[,∞) est un espace de Banach, on a

∃vi ∈ BC0([τi, τi+1[, E) t.q. lim
n→∞

‖un|[τi,τi+1[ − vi‖[τi,τi+1[,∞ = 0.

De plus, puisque
(i) ∀n ∈ N, un|[τi,τi+1[(τi+1−) existe dans E,

(ii) vi ∈ B([τi, τi+1[, E) et lim
n→∞

‖vi − un|[τi,τi+1[‖[τi,τi+1[,∞ = 0,

on obtient que, en utilisant la Proposition 1.1.18, vi(τi+1−) existe dans E.
Considérons la fonction v : [a, b] −→ E définie par
∀t ∈ [a, b],

v(t) =

{
vi(t) si t ∈ [τi, τi+1[ avec i ∈ {0, ..., p− 1}
vp(t) si t ∈ [τp, τp+1].

Montrons que v ∈ NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).

Puisque, pour chaque i ∈ {0, ..., p − 1}, v|[τi,τi+1[ = vi, on obtient que v|[τi,τi+1[ est continue sur
[τi, τi+p[.
De plus, puisque v|[τp,τp+1] = vp, on obtient que v|[τp,τp+1] est continue sur [τp, τp+1].
Reste à montrer que : ∀i ∈ {0, ..., p− 1}, v(τi+1−) existe dans E.
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Soit i ∈ {0, ..., p − 1} ; puisque v(τi+1−) = vi(τi+1−) et vi(τi+1−) existent dans E, on obtient que
v(τi+1−) existe dans E.
Ainsi, v ∈ NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).
De plus, on a

∀n ∈ N,
‖un − v‖NPC0 ≤ supt∈]τ0,τp[ ‖un(t)− v(t)‖+ ...+ supt∈]τp,τp+1[ ‖un(t)− v(t)‖

= ‖un|[τ0,τ1[ − v1‖[τ0,τ1[,∞ + ...+ ‖un|[τp−1,τp[ − vp−1‖[τp−1,τp[,∞
+‖un|[τp,τp+1] − vp‖[τp,τp+1],∞.

Puisque lim
n→∞

‖un|[τp,τp+1] − vp‖[τp,τp+1],∞ = 0 et ∀i ∈ {0, ..., p− 1},
lim
n→∞

‖un|[τi,τi+1[ − vi‖[τi,τi+1[,∞ = 0, on a

lim
n→∞

‖un − v‖NPC0 = 0.

Par conséquent, (NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), ‖ · ‖NPC0) est un espace de Banach.

1.2 L’espace des fonctions continues par morceaux à paramètre

Dans cette section, on introduit les fonctions continues par morceaux à paramètre, on établit
des résultats qui nous seront utiles dans le cadre de la théorie des équations différentielles ordinaires
à solution PC1 et du Contrôle Optimal.
Soit E un espace vectoriel normé réel et F un espace topologique séparé. Soit U un ouvert de E.
Soit a, b ∈ R tels que a < b.

Définition 1.2.1. Une fonction g : [a, b] × U −→ F est dite continue par morceaux à paramètre,
notée PCP 0, sur [a, b]× U lorsqu’il existe (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]) qui vérifie

(i) ∀i ∈ {0, ..., p− 1}, g|[τi,τi+1[×U ∈ C0([τi, τi+1[×U,F ) et
g|[τp,τp+1]×U ∈ C0([τp, τp+1]× U,F ),

(ii) ∀i ∈ {1, ..., p}, ∀x ∈ U, lim
t→τi−
z→x

g(t, z) existe dans F .

Nous noterons par disc1(g) := {τi : 0 ≤ i ≤ p + 1} et PCP 0(I × U,F ) l’ensemble des fonctions
PCP 0 sur I × U.

Proposition 1.2.2. Soit g ∈ PCP 0([a, b]× U,F ) t.q. disc1(g) := {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}.
Soit x ∈ C0([a, b], U). On définit la fonction y : [a, b]→ F en posant : ∀t ∈ [a, b], y(t) = g(t, x(t)).
Alors y ∈ NPC0

d([a, b], F ; (τi)0≤i≤p+1).

Démonstration. Soit i ∈ {0, ..., p− 1} ; montrons que y|[τi,τi+1[ est continue sur [τi, τi+1[.
Notons que

y|[τi,τi+1[ = g|[τi,τi+1[×U ◦ (Id[a,b]|[τi,τi+1[
, x|[τi,τi+1[)

où Id[a,b] est la fonction identité de [a, b]. Puisque x et Id[a,b] sont continues sur [a, b], on a x|[τi,τi+1[

et Id[a,b]|[τi,τi+1[
sont continues sur [τi, τi+1[ dans respectivement U et [τi, τi+1[.

Et puisque g|[τi,τi+1[×U est continue sur [τi, τi+1[×U , par le théorème de composition des fonctions
continues (p.43 dans [35]), on obtient que y|[τi,τi+1[ est continue sur [τi, τi+1[.
Par conséquent, y est continue sur ]τi, τi+1[ et

y(τi+) = lim
t→τi
t>τi

y|[τi,τi+1[(t) = y|[τi,τi+1[(τi) = y(τi).
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Notons que
y|[τp,τp+1] = g|[τp,τp+1]×U ◦ (Id[a,b]|[τp,τp+1]

, x|[τp,τp+1]).

On montre par le même raisonnement que y|[τp,τp+1] est continue sur [τp, τp+1].
Par conséquent, on a

y(τp+) = lim
t→τp
t>τp

y|[τp,τp+1](t) = y|[τp,τp+1](τp) = y(τp) et y(b−) = y(b).

Reste à montrer que : ∀i ∈ {1, ..., p}, y(τi−) existe dans F .
Soit i ∈ {1, ..., p} ; puisque

lim
t→τi−

(t, x(t)) = (τi, x(τi)) et lim
t→τi−
z→x(τi)

g(t, z) existe dans F,

en utilisant le théorème de composition des limites (p.39 de [35]), on a

lim
t→τi−
z→x(τi)

g(t, z) = lim
t→τi−

g(t, x(t)) = y(τi−) existe dans F.

Ainsi, y ∈ NPC0
d([a, b], F ; (τi)0≤i≤p+1).

Proposition 1.2.3. Soit g ∈ PCP 0([a, b]× U,F ) t.q. disc1(g) := {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}.
Soit (αi)0≤i≤q+1 ∈ Sub([a, b]) avec q ∈ N et x ∈ NPC0

d([a, b], U ; (αi)0≤i≤q+1).
On définit la fonction y : [a, b] −→ F en posant :

∀t ∈ [a, b], y(t) = g(t, x(t)).

Alors, il existe une famille finie (ρi)0≤i≤r+1 ∈ Sub([a, b]) avec
{ρ0, ..., ρr+1} = {α0, ..., αq+1} ∪ {τ0, ..., τp+1} t.q.

y ∈ NPC0
d([a, b], F ; (ρi)0≤i≤r+1).

Démonstration. Posons A := {α0, ..., αq+1}∪{τ0, ..., τp+1}. Puisque A est un ensemble fini non vide,
il existe r ∈ N t.q. card(A) = r+ 1. Posons ρ0 = a et ∀i ∈ {1, ..., r+ 1}, ρi = minA \ {ρ0, ..., ρi−1}.
Puisque pour chaque i ∈ {1, ..., r + 1}, on a A \ {ρ0, ..., ρi−1} est strictement inclus dans [a, b], on
a ρ0 < ρi. De plus, pour chaque (i, j) ∈ {1, ..., r} × {1, ..., r + 1} t.q. i < j, on a A \ {ρ0, ..., ρj−1}
est inclus strictement dans A \ {ρ0, ..., ρi−1}, donc ρi < ρj .
Par conséquent, (ρi)0≤i≤r+1 ∈ Sub([a, b]) avec {ρ0, ..., ρr+1} = A.
Soit i ∈ {0, ..., r − 1} ; montrons que y|[ρi,ρi+1[ est continue sur [ρi, ρi+1[. Notons que

y|[ρi,ρi+1[ = g|[ρi,ρi+1[×U ◦ (Id[a,b]|[ρi,ρi+1[
, x|[ρi,ρi+1[).

Puisqu’il existe i0 ∈ {1, ..., p} et i1 ∈ {0, ..., q} t.q. ρi ∈ [τi0 , τi0+1[ et ρi ∈ [αi1 , αi1+1[, on a [ρi, ρi+1[⊂
[τi0 , τi0+1[ et [ρi, ρi+1[⊂ [αi1 , αi1+1[.
Par conséquent, x|[ρi,ρi+1[ est continue sur [ρi, ρi+1[ et g|[ρi,ρi+1[×U est continue sur [ρi, ρi+1[×U .
Ainsi, en utilisant la continuité de Id[a,b]|[ρi,ρi+1[

sur [ρi, ρi+1[ et le théorème de composition des
fonctions continues, on obtient que y|[ρi,ρi+1[ est continue sur [ρi, ρi+1[.
Par conséquent, y est continue sur ]ρi, ρi+1[ et

y(ρi+) = lim
t→ρi
t>ρi

y|[ρi,ρi+1[(t) = y|[ρi,ρi+1[(ρi) = y(ρi).
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Notons que
y|[ρr,ρr+1] = g|[ρr,ρr+1]×U ◦ (Id[a,b]|[ρr,ρr+1]

, x|[ρr,ρr+1]).

On montre par le même raisonnement que y|[ρr,ρr+1] est continue sur [ρr, ρr+1].
Par conséquent, on a

y(ρr+) = lim
t→ρr
t>ρr

y|[ρr,ρr+1](t) = y|[ρr,ρr+1](ρr) = y(ρr) et y(b−) = y(b).

Reste à montrer que : ∀i ∈ {1, ..., r}, y(ρi−) existe dans F .
Soit i ∈ {1, ..., r} ; puisque

lim
t→ρi−

(t, x(t)) = (ρi, x(ρi−)) et lim
t→ρi−

z→x(ρi−)

g(t, z) existe dans F,

en utilisant le théorème de composition des limites (p.39 de [35]), on a

lim
t→ρi−

z→x(ρi−)

g(t, z) = lim
t→ρi−

g(t, x(t)) = y(ρi−) existe dans F.

Ainsi y ∈ NPC0
d([a, b], F ; (ρi)0≤i≤r+1).

Proposition 1.2.4. Soit P un espace topologique séparé et G un espace vectoriel normé réel.
Soit (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]).
Soit f ∈ C0([a, b]× U ×P, G), soit u ∈ NPC0

d([a, b],P; (τi)0≤i≤p+1).
On définit g : [a, b]× U −→ G en posant g(t, x) = f(t, x, u(t)).
Alors g ∈ PCP 0([a, b]× U,G) avec disc1(g) := {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}.

Démonstration. Considérons les fonctions linéaires continues π1 : R×E → R, définie par, pour tout
(t, x) ∈ R× E, π1(t, x) = t, et π2 : R× E → E définie par, pour tout (t, x) ∈ R× E, π2(t, x) = x.
(i) Pour chaque i ∈ {0, ..., p− 1}, prouvons que

g|[τi,τi+1[×U ∈ C0([τi, τi+1[×U,G) et g|[τp,τp+1]×U ∈ C0([τp, τp+1]× U,G).

Soit i ∈ {0, ..., p − 1}. Posons π1
i = π1|[τi,τi+1[×U , π2

i = π2|[τi,τi+1[×U , π1
p = π1|[τp,τp+1]×U et π2

p =
π2|[τp,τp+1]×U .
Notons que

g|[τi,τi+1[×U = f ◦ (π1
i, π2

i, u|[τi,τi+1[ ◦ π1
i)

et
g|[τp,τp+1]×U = f ◦ (π1

p, π2
p, u|[τp,τp+1] ◦ π1

p).

De plus, puisque u ∈ NPC0
d([a, b],P; (τi)0≤i≤p+1), on a

u|[τi,τi+1[ ∈ C0([τi, τi+1[,P) et u|[τp,τp+1] ∈ C0([τp, τp+1],P).

Par conséquent, en utilisant la proposition 2 (propriété d, p.41 de [35]), on a

(π1
i, π2

i, u|[τi,τi+1[ ◦ π1
i) ∈ C0([τi, τi+1[×U, [τi, τi+1[×U ×P)

et
(π1

p, π2
p, u|[τp,τp+1] ◦ π1

p) ∈ C0([τp, τp+1]× U, [τp, τp+1]× U ×P).
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Ainsi, puisque f ∈ C0([a, b]×U×P, G), on a, en utilisant le théorème de composition des fonctions
continues (3o p.43 de [35]),

g|[τi,τi+1[×U ∈ C0([τi, τi+1[×U,G) et g|[τp,τp+1]×U ∈ C0([τp, τp+1]× U,G).

(ii) Pour chaque i ∈ {1, ..., p}, et pour chaque x ∈ U , prouvons que lim
t→τi−
z→x

g(t, z) existe dans G.

Soit i ∈ {1, ..., p} et x ∈ U ; alors on a

lim
t→τi−
z→x

(t, z, u(t)) = (τi, x, u(τi−)).

Par conséquent, puisque f ∈ C0([a, b] × U ×P, G), on a, en utilisant le théorème de composition
des limites (p.39 de [35]),

lim
t→τi−
z→x

g(t, z) = lim
t→τi−
z→x

f(t, z, u(t)) = f(τi, x, u(τi−)).

Donc lim
t→τi−
z→x

g(t, z) existe dans G.

Proposition 1.2.5. Soit P un espace topologique séparé et G un espace vectoriel normé réel.
Soit (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]).
Soit f ∈ C0([a, b]×P, G), soit u ∈ NPC0

d([a, b],P; (τi)0≤i≤p+1).
Alors la fonction y : [a, b]→ G, définie par, pour tout t ∈ [a, b], y(t) := f(t, u(t)), appartient à
NPC0

d([a, b], G; (τi)0≤i≤p+1).

Démonstration. Soit i ∈ {0, ..., p− 1} ; montrons que y|[τi,τi+1[ est continue sur [τi, τi+1[.
Notons que

y|[τi,τi+1[ = f ◦ (Id[a,b]|[τi,τi+1[
, u|[τi,τi+1[)

Puisque u|[τi,τi+1[ et Id[a,b]|[τi,τi+1[
sont continues sur [τi, τi+1[ dans respectivement P et [τi, τi+1[,

et puisque f ∈ C0([a, b] ×P, G) par le théorème de composition des fonctions continues (p.43 de
[35]), on obtient que y|[τi,τi+1[ est continue sur [τi, τi+1[. On montre par le même raisonnement que
y|[τp,τp+1] est continue sur [τp, τp+1].
Reste à montrer que : ∀i ∈ {1, ..., p}, y(τi−) existe dans G.
Soit i ∈ {1, ..., p} ; puisque

lim
t→τi−

(t, u(t)) = (τi, u(τi−)),

en utilisant le théorème de composition des limites (p.39 de [35]), on a

lim
t→τi−

f(t, u(t)) = y(τi−) existe dans G.

Ainsi, y ∈ NPC0
d([a, b], G; (τi)0≤i≤p+1).

1.3 L’espace des fonctions continûment dérivables par morceaux

Dans cette section, on étudie les fonctions continûment dérivables par morceaux (C1 par mor-
ceaux ou PC1) sur un intervalle compact à valeurs dans un espace de Banach.
Soit (E, ‖ · ‖) est un espace de Banach. Soit a, b ∈ R tels que a < b.
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Définition 1.3.1. Soit ϕ : [a, b]→ E une fonction.
On dit que ϕ est continûment dérivable par morceaux (C1 par morceaux ou PC1) de [a, b] dans E
lorsque ϕ est continûment dérivable sur [a, b] ou lorsqu’il existe une famille finie (τi)0≤i≤p+1 ∈
Sub([a, b]), avec p ∈ N, appelée support des coins de ϕ, t.q.

— ϕ ∈ C0([a, b], E)
— ∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ′ existe et continue sur ]τi, τi+1[
— ∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ′(τi+) existe dans E
— ∀i ∈ {1, ..., p+ 1}, ϕ′(τi−) existe dans E.

Notations 1.3.2. On considère les ensembles de fonctions suivants :
— Pour chaque espace vectoriel normé réel X et Y , pour chaque A ouvert non vide de X,

C1(A, Y ) est l’ensemble des fonctions continûment Fréchet-différentiables de A dans Y .
De plus, lorsqu’une fonction f : A→ Y est Fréchet-différentiable en un point x ∈ A, on note
DF f(x) la Fréchet-différentielle de f au point x.

— C1([a, b], E) l’ensemble des fonctions dérivables de [a, b] dans E et de dérivée continue de
[a, b] dans E,

— Pour tout ensemble O ouvert de E, C1([a, b],O) est l’ensemble des fonctions ϕ ∈ C1([a, b], E)
t.q. ϕ([a, b]) ⊂ O.

— AC([a, b], E) l’ensemble des fonctions absolument continues de [a, b] dans E.
— PC1([a, b], E) est l’ensemble des fonctions C1 par morceaux de [a, b] dans E,
— PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) est l’ensemble des fonctions ϕ dans PC1([a, b], E) tel que l’en-

semble des points où ϕ′ n’existe pas est inclus dans l’ensemble {τ0, ..., τp+1}.
— Pour tout ensemble O ouvert de E,

PC1([a, b], O, (τi)0≤i≤p+1) = {ϕ ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) : ϕ([a, b]) ⊂ O}.

Une fonction C1 par morceaux pouvant ne pas être dérivable en un nombre fini de points, on
est amené à introduire une notion de dérivée étendue.

Définition 1.3.3. Soit ϕ ∈ PC1([a, b], E). On appelle dérivée étendue de ϕ la fonction dϕ : [a, b]→
E définie par

dϕ(t) =


ϕ′(t) si t ∈ [a, b] \ {τi : i ∈ {0, ..., p+ 1}}
ϕ′(τi+) si t = τi avec i ∈ {0, ..., p}
ϕ′(b−) si t = b,

où la famille (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]), avec p ∈ N, est le support des coins de ϕ.

Proposition 1.3.4. Soit (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]), PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) est un sous-espace
vectoriel de C0([a, b], E).

Démonstration. Considérons la fonction 0̃ : [a, b] → E définie par 0̃(t) = 0E . Puisque 0̃ est une
fonction constante, 0̃ ∈ C1([a, b], E), ce qui implique que 0̃ ∈ PC 1 ([a, b],E ; (τi)0≤i≤p+1 ).
Soit λ ∈ R, soit ϕ, ψ ∈ PC 1 ([a, b],E ; (τi)0≤i≤p+1 ) ; alors λϕ + ψ est continue sur [a, b] comme
combinaison linéaire de deux fonctions continues sur [a, b].
Pour tout i ∈ {0, ..., p}, pour chaque t ∈ ]τi, τi+1[, par propriétés des fonctions dérivables, on a
(λϕ+ ψ)′(t) = λϕ′(t) + ψ′(t).
Par conséquent, pour tout i ∈ {0, ..., p}, (λϕ + ψ)′ = λϕ′ + ψ′ est continue sur ]τi, τi+1[ comme
combinaison linéaire de deux fonctions continues sur ]τi, τi+1[.
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De plus, pour tout i ∈ {0, ..., p}, par propriétés des limites, on a

(λϕ+ ψ)′(τi+) = lim
t→τi
t>τi

(λϕ+ ψ)′(t)

= λ lim
t→τi
t>τi

ϕ′(t) + lim
t→τi
t>τi

ψ′(t)

= λϕ′(τi+) + ψ′(τi+) existe dans E.

Pour tout i ∈ {1, ..., p+ 1}, on a

(λϕ+ ψ)′(τi−) = lim
t→τi
t<τi

(λϕ+ ψ)′(t)

= λ lim
t→τi
t<τi

ϕ′(t) + lim
t→τi
t<τi

ψ′(t)

= λϕ′(τi−) + ψ′(τi−) existe dans E.

Ainsi, PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) est un sous-espace vectoriel de C0([a, b], E).

Proposition 1.3.5. PC1([a, b], E) est un sous-espace vectoriel de C0([a, b], E).

Démonstration. Soit λ ∈ R et ϕ1, ϕ2 ∈ PC1([a, b], E).
Puisque ϕ1 ∈ PC1([a, b], E), il existe (α1

i )0≤i≤r1+1 ∈ Sub([a, b]) t.q.
ϕ1 ∈ PC1([a, b], E; (α1

i )0≤i≤r1+1).
Puisque ϕ2 ∈ PC1([a, b], E), il existe (α2

i )0≤i≤r2+1 ∈ Sub([a, b]) t.q.
ϕ2 ∈ PC1([a, b], E; (α2

i )0≤i≤r2+1).
Posons A := {α1

i : 0 ≤ i ≤ r1 + 1} ∪ {α2
i : 0 ≤ i ≤ r2 + 1}.

Puisque A est un ensemble fini non vide, il existe r ∈ N t.q. card(A) = r + 1.
Posons ρ0 = a et ∀i ∈ {1, ..., r + 1}, ρi = minA \ {ρ0, ..., ρi−1}.
Puisque pour chaque i ∈ {1, ..., r + 1}, on a A \ {ρ0, ..., ρi−1} est strictement inclus dans [a, b], on
a ρ0 < ρi. De plus, pour chaque (i, j) ∈ {1, ..., r} × {1, ..., r + 1} t.q. i < j, on a A \ {ρ0, ..., ρj−1}
est inclus strictement dans A \ {ρ0, ..., ρi−1}, donc ρi < ρj .
Par conséquent, (ρi)0≤i≤r+1 ∈ Sub([a, b]) avec {ρ0, ..., ρr+1} = A.
Par conséquent, ϕ1, ϕ2 ∈ PC1([a, b], E; (ρi)0≤i≤r+1). Ainsi, en utilisant la Proposition 1.3.4, on a
λϕ1 + ϕ2 ∈ PC1([a, b], E; (ρi)0≤i≤r+1). i.e. λϕ1 + ϕ2 ∈ PC1([a, b], E).

Proposition 1.3.6. Soit (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]).
Pour chaque ϕ ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), on a dϕ ∈ NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).

Démonstration. Soit ϕ ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).
Soit i ∈ {0, ..., p} ; on a

dϕ|]τi,τi+1[ = ϕ′|]τi,τi+1[ ∈ C
0(]τi, τi+1[, E). (1.3.1)

Soit i ∈ {0, ..., p} ; on a

lim
t→τi+

dϕ(t) = lim
t→τi+

ϕ′(t) = ϕ′(τi+) = dϕ(τi). (1.3.2)

Soit i ∈ {1, ..., p+ 1} ; on a

lim
t→τi−

dϕ(t) = lim
t→τi−

ϕ′(t) = ϕ′(τi−). (1.3.3)

De plus, en utilisant l’assertion (1.3.3), on a

lim
t→b−

dϕ(t) = lim
t→b−

ϕ′(t) = ϕ′(b−) = dϕ(b). (1.3.4)
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Par conséquent, en utilisant les assertions (1.3.1), (1.3.2), (1.3.3) et (1.3.4), on a

dϕ ∈ NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).

Proposition 1.3.7. L’opérateur

d :=

(
PC1([a, b], E) −→ NPC0

d([a, b], E)
ϕ 7−→ dϕ

)
est linéaire de PC1([a, b], E) dans NPC0

d([a, b], E).

Démonstration. Soit λ ∈ R. Soit ϕ,ψ ∈ PC 1 ([a, b],E ).
En faisant un raisonnement similaire à celui de la démonstration de la Proposition 1.3.5, on sait
qu’il existe une famille finie (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]) t.q. ϕ,ψ ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).
Soit t ∈ [a, b].
Si t ∈ [a, b] \ {τi : i ∈ {0, ..., p+ 1}}, on a

λdϕ(t) + dψ(t) = λϕ′(t) + ψ′(t) = (λϕ+ ψ)′(t) = d(λϕ+ ψ)(t).

Soit i ∈ {0, ..., p}. Si t = τi, on a

λdϕ(τi) + dψ(τi) = λϕ′(τi+) + ψ′(τi+)
= λ lim

t→τi
t>τi

ϕ′(t) + lim
t→τi
t>τi

ψ′(t)

= lim
t→τi
t>τi

(λϕ+ ψ)′(t)

= (λϕ+ ψ)′(τi+) = d(λϕ+ ψ)(τi).

Si t = b, on a
λdϕ(b) + dψ(b) = λϕ′(b−) + ψ′(b−)

= λ lim
t→b
t<b

ϕ′(t) + lim
t→b
t<b

ψ′(t)

= lim
t→b
t<b

(λϕ+ ψ)′(t)

= (λϕ+ ψ)′(b−) = d(λϕ+ ψ)(b).

D’où d(λϕ+ ψ)(t) = λdϕ(t) + dψ(t). Ainsi, on a prouvé que

d(λϕ+ ψ) = λdϕ+ dψ.

Les quatre propositions suivantes sont issues de [35].

Proposition 1.3.8. Soit I un intervalle de R, et f : I → E une fonction continue sur I et dérivable
à droite sur int(I). Alors f est constante sur I si et seulement si ∀t ∈ int(I), f ′d(t) = 0.

Démonstration. [35] p.115.

Proposition 1.3.9. Théorème de continuité de la primitive. Soit I un intervalle d’intérieur
non vide inclus dans R, f : I → E une fonction localement Riemann-intégrable et a ∈ I.
L’application primitive [t 7−→

∫ t
a f(s) ds] est continue sur I.
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Démonstration. Voir [35] p.226-227.

Proposition 1.3.10. Théorème de dérivabilité de la primitive. Soit I un intervalle d’intérieur
non vide inclus dans R, f : I → E une fonction localement Riemann-intégrable et a ∈ I.
Si f admet une limite à droite (resp. à gauche) au point t0 ∈ I, alors l’application primitive [t 7−→∫ t
a f(s) ds] admet f(t0+) (resp. f(t0−)) pour dérivée à droite (resp. à gauche) au point t0.

Démonstration. Voir [35] p.227.

Proposition 1.3.11. Corollaire du théorème de dérivabilité de la primitive. Soit I un
intervalle d’intérieur non vide inclus dans R, f : I → E une fonction localement Riemann-intégrable
et a ∈ I.
L’application primitive [t 7−→

∫ t
a f(s) ds] est dérivable en tout t0 ∈ I en lequel f est continue, la

dérivée en t0 étant alors f(t0).

Démonstration. Voir [35] p.227.

Théorème 1.3.12. Soit ϕ : [a, b] −→ E une fonction.
Si ϕ ∈ PC1([a, b], E) alors on a

∀t0 ∈ [a, b], ∀t ∈ [a, b], ϕ(t) = ϕ(t0) +

∫ t

t0

dϕ(s) ds.

Démonstration. Soit t0 ∈ [a, b]. Puisque ϕ ∈ PC1([a, b], E), on sait qu’il existe une famille finie
(τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]) t.q. ϕ ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).
Puisque ϕ ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), on a dϕ ∈ NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), donc dϕ est
Riemann-integrable sur [a, b].
Par conséquent, on peut considérer les fonctions ψ : I → E, définie par : ∀t ∈ I, ψ(t) :=

∫ t
t0
dϕ(s)ds,

et f := ϕ− ψ.
Puisque ϕ ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), on a dϕ ∈ NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) donc en particulier
dϕ est continue à droite sur [a, b[.
Donc d’après la Proposition 1.3.10, on obtient que ψ est dérivable à droite sur [a, b[ et, ∀t ∈
[a, b[, ψ′d(t) = dϕ(t).
Par conséquent, f est dérivable à droite sur [a, b[ comme combinaison linéaire de fonctions dérivables
à droite sur [a, b[ (voir [35] p.108), et

∀t ∈ [a, b[, f ′d(t) = ϕ′d(t)− ψ′d(t) = dϕ(t)− dϕ(t) = 0.

Ainsi, en utilisant la Proposition 1.3.8, on a : ∀t ∈ [a, b], f(t) = f(t0) = ϕ(t0).
D’où

∀t ∈ [a, b], ϕ(t) = ϕ(t0) +

∫ t

t0

dϕ(s) ds.

Lemme 1.3.13. Soit Ω un ouvert de E. Soit F un espace vectoriel normé réel. Soit T ∈ C1(Ω, F )
et ϕ ∈ PC1([a, b],Ω).
Alors ψ = T ◦ ϕ ∈ PC1([a, b], F ) et

∀t ∈ [a, b], dψ(t) = DFT (ϕ(t)) · dϕ(t).

Démonstration. Puisque ϕ ∈ PC1([a, b],Ω), il existe (αi)0≤i≤r+1 ∈ Sub([a, b]) t.q.
(a) ϕ ∈ C0([a, b],Ω)
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(b) ∀i ∈ {0, ..., r} ϕ′ existe et est continue sur ]αi, αi+1[
(c) ∀i ∈ {0, ..., r} ϕ′(αi+) existe dans E
(d) ∀i ∈ {1, ..., r + 1} ϕ′(αi−) existe dans E.

Avec (a), puisque T ∈ C1(Ω, F ), on a, comme composée de fonctions continues,

ψ ∈ C0([a, b], F ). (1.3.5)

Considérons l’opérateur bilinéaire continu Q : L(E,F ) × E → F , défini par, pour tout (l, x) ∈
L(E,F )× E, Q(l, x) := l · x.
Soit i ∈ {0, ..., r}.
Si t ∈ ]αi, αi+1[, puisque DFT (ϕ(t)) et ϕ′(t) existent, d’après le théorème de composition des fonc-
tions différentiables, ψ′(t) existe et

ψ′(t) = DFT (ϕ(t)) · ϕ′(t) = Q(DFT (ϕ(t)), ϕ′(t)).

Ainsi on obtient

∀i ∈ {0, ..., r}, ψ′|]αi,αi+1[ = Q ◦ (DFT ◦ ϕ|]αi,αi+1[, ϕ
′
|]αi,αi+1[). (1.3.6)

Soit i ∈ {0, ..., r}.
Puisque ϕ|]αi,αi+1[ ∈ C0(]αi, αi+1[,Ω) grâce à (a), et puisque DFT ∈ C0(Ω,L(E,F )), on a, par
composition des fonctions continues,

DFT ◦ ϕ|]αi,αi+1[ ∈ C0(]αi, αi+1[,L(E,F )).

De plus, en utilisant (b), on obtient

(DFT ◦ ϕ|]αi,αi+1[, ϕ
′
|]αi,αi+1[) ∈ C

0(]αi, αi+1[,L(E,F )× E).

Ainsi, puisque Q ∈ C0(L(E,F )× E,F ), on a, par composition de fonctions continues et (1.3.6),

ψ′|]αi,αi+1[ ∈ C
0(]αi, αi+1[, F ).

Donc on a
∀i ∈ {0, ..., r}, ψ′|]αi,αi+1[ ∈ C

0(]αi, αi+1[, F ). (1.3.7)

Soit i ∈ {0, ..., r} ; on a

ψ′(αi+) = lim
t→αi

t∈]αi,αi+1[

ψ′(t) = lim
t→αi

t∈]αi,αi+1[

Q(DFT (ϕ(t)), ϕ′(t)) grâce à (1.3.6)

= Q( lim
t→αi

t∈]αi,αi+1[

(DFT (ϕ(t)), ϕ′(t)))

= Q(DFT (ϕ(αi+)), ϕ′(αi+))
= Q(DFT (ϕ(αi)), ϕ

′(αi+)).

Par conséquent, on obtient

∀i ∈ {0, ..., r}, ψ′(αi+) = DFT (ϕ(αi)) · ϕ′(αi+). (1.3.8)

Soit i ∈ {1, ..., r + 1} ; on a

ψ′(αi−) = lim
t→αi

t∈]αi−1,αi[

ψ′(t) = lim
t→αi

t∈]αi−1,αi[

Q(DFT (ϕ(t)), ϕ′(t))) grâce à (1.3.6)

= Q( lim
t→αi

t∈]αi−1,αi[

(DFT (ϕ(t)), ϕ′(t)))

= Q(DFT (ϕ(αi−)), ϕ′(αi−))
= Q(DFT (ϕ(αi)), ϕ

′(αi−)).
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Par conséquent, on obtient

∀i ∈ {1, ..., r + 1}, ψ′(αi−) = DFT (ϕ(αi)) · ϕ′(αi−). (1.3.9)

Ainsi, grâce à (1.3.5), (1.3.6), (1.3.7), (1.3.8) et (1.3.9), on a ψ ∈ PC1([a, b], F ) et, en utilisant
(1.3.6), (1.3.8) et (1.3.9), on a

∀t ∈ [a, b], dψ(t) = DFT (ϕ(t)) · dϕ(t).

Théorème 1.3.14. Soit (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]).
Soit F un espace vectoriel normé réel.
Soit ϕ1 ∈ PC1([a, b], E, (τi)0≤i≤p+1) et ϕ2 ∈ PC1([a, b], F, (τi)0≤i≤p+1), alors

(ϕ1, ϕ2) := [t 7→ (ϕ1(t), ϕ2(t))] ∈ PC1([a, b], E × F, (τi)0≤i≤p+1),

et
∀t ∈ [a, b], d(ϕ1, ϕ2)(t) = (dϕ1(t),dϕ2(t)).

Démonstration. Puisque ϕ1 ∈ PC1([a, b], E, (τi)0≤i≤p+1) et ϕ2 ∈ PC1([a, b], F, (τi)0≤i≤p+1), on a
(a) ϕ1 ∈ C0([a, b], E) et ϕ2 ∈ C0([a, b], F )
(b) ∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ′1 et ϕ′2 existent sur ]τi, τi+1[ et sont continues sur ]τi, τi+1[
(c) ∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ′1(τi+) existe dans E et ϕ′2(τi+) existe dans F
(d) ∀i ∈ {1, ..., p+ 1}, ϕ′1(τi−) existe dans E et ϕ′2(τi−) existe dans F .

Avec (a), en utilisant [35] (2.2.3. propriété 2◦d p.41), on a

(ϕ1, ϕ2) ∈ C0([a, b], E × F ). (1.3.10)

En utilisant (b) et [35] (4.1.1. propriété b) p.108), on a

∀i ∈ {0, ..., p}, ∀t ∈ ]τi, τi+1[, (ϕ1, ϕ2)′(t) existe et (ϕ1, ϕ2)′(t) = (ϕ′1(t), ϕ′2(t)). (1.3.11)

En utilisant (1.3.11) et [35] (2.2.3. propriété 2◦d p.41), on a

∀i ∈ {0, ..., p}, (ϕ1, ϕ2)′|]τi,τi+1[ ∈ C
0(]τi, τi+1[, E × F ). (1.3.12)

De plus, grâce à (c), (d), (1.3.12) et [35] (2.2.2 théorème 4◦ p.40), on a

∀i ∈ {0, ..., p}, (ϕ1, ϕ2)′(τi+) = (ϕ′1(τi+), ϕ′2(τi+)) ∈ E × F
∀i ∈ {1, ..., p+ 1}, (ϕ1, ϕ2)′(τi−) = (ϕ′1(τi−), ϕ′2(τi−)) ∈ E × F.

}
(1.3.13)

Avec (1.3.10), (1.3.11), (1.3.12) et (1.3.13), on a (ϕ1, ϕ2) ∈ PC1([a, b], E × F ; (τi)0≤i≤p+1) et en
utilisant (1.3.11) et (1.3.13), on a

∀t ∈ [a, b], d(ϕ1, ϕ2)(t) = (dϕ1(t),dϕ2(t)).

Proposition 1.3.15. Soit (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]).
Soit ψ ∈ NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) et t0 ∈ [a, b]. Considérons la fonction ϕ : [a, b] → E, définie
par, pour tout t ∈ [a, b], ϕ(t) =

∫ t
t0
ψ(s)ds.

Alors ϕ ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) et

∀t ∈ [a, b],dϕ(t) = ψ(t).
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Démonstration. Puisque ψ ∈ NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), on obtient que, d’après la Proposition

1.1.15, ψ est Riemann-intégrable sur [a, b], donc ϕ est bien définie de [a, b] dans E.
On sait, d’après la Proposition 1.3.9, que [t 7−→

∫ t
t0
ψ(s) ds] est continue sur [a, b] d’où

ϕ ∈ C0([a, b], E). (1.3.14)

Soit i ∈ {0, ..., p}; ψ est continue sur ]τi, τi+1[, d’après la Proposition 1.3.11, ϕ est dérivable sur
]τi, τi+1[ et ϕ′ = ψ sur ]τi, τi+1[, donc la dérivée de ϕ est continue sur ]τi, τi+1[.
Par conséquent, on a prouvé que

∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ′ existe et est continue sur ]τi, τi+1[
et ∀t ∈ ]τi, τi+1[, ϕ′(t) = ψ(t).

}
(1.3.15)

Soit i ∈ {0, ..., p} ; puisque ψ(τi+) existe dans E, d’après la Proposition 1.3.10, on obtient que
ϕ′(τi+) = ψ(τi+) = ψ(τi) existe dans E.
Donc on a prouvé que

∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ′(τi+) existe et ϕ′(τi+) = ψ(τi). (1.3.16)

Soit i ∈ {1, ..., p+ 1} ; puisque ψ(τi−) existe dans E, d’après la Proposition 1.3.10, on obtient que
ϕ′(τi−) = ψ(τi−) existe dans E.
Ainsi on a prouvé que

∀i ∈ {1, ..., p+ 1}, ϕ′(τi−) existe et ϕ′(τi−) = ψ(τi−). (1.3.17)

Par conséquent, en utilisant (1.3.14), (1.3.15), (1.3.16) et (1.3.17), on a
ϕ ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1). Puisque ψ(b−) = ψ(b), on a, en utilisant (1.3.17),

ϕ′(b−) = ψ(b).

Par conséquent, en utilisant (1.3.15) et (1.3.16), on a

∀t ∈ [a, b],dϕ(t) = ψ(t).

Considérons la fonctionnelle

‖ · ‖PC1 :=

(
PC 1 ([a, b],E ) −→ R

ϕ 7−→ ‖ϕ(a)‖+ ‖dϕ‖∞.

)
Théorème 1.3.16. ‖ · ‖PC1 est une norme sur PC 1 ([a, b],E ).

Démonstration. (i) Soit ϕ ∈ PC 1 ([a, b],E ).
‖ϕ‖PC1 = ‖ϕ(a)‖+ ‖dϕ‖∞ ≥ 0.
(ii) Soit λ ∈ R, ϕ ∈ PC1([a, b], E) ; on a

‖λϕ‖PC1 = ‖λϕ(a)‖+ ‖d(λϕ)‖∞
=| λ | ‖ϕ(a)‖+ | λ | ‖dϕ‖∞
=| λ | ‖ϕ‖PC1 .

(iii) ‖0̃‖PC1 = ‖0̃(a)‖+ ‖d0̃‖∞ = 0 et pour tout ϕ ∈ PC 1 ([a, b],E ), on a

‖ϕ‖PC1 = 0
⇒ ‖ϕ(a)‖+ ‖dϕ‖∞ = 0
⇒ ‖ϕ(a)‖ = 0 et ‖dϕ‖∞ = 0

⇒ ϕ(a) = 0 et dϕ = 0̃.
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Soit t ∈ [a, b] ; puisque ϕ ∈ PC1([a, b], E) on a

ϕ(t) = ϕ(a) +

∫ t

a
dϕ(s) ds,

d’où ϕ(t) = 0 donc ϕ = 0̃.
(iv) Soit ϕ, ψ ∈ PC 1 ([a, b],E ),

‖ϕ+ ψ‖PC1 = ‖ϕ(a) + ψ(a)‖+ ‖dϕ+ dψ‖∞
≤ ‖ϕ(a)‖+ ‖dϕ‖∞ + ‖ψ(a)‖+ ‖dψ‖∞
= ‖ϕ‖PC1 + ‖ψ‖PC1 .

Proposition 1.3.17. L’opérateur d ∈ L((PC1([a, b], E), ‖ · ‖PC1), (NPC0
d([a, b], E), ‖ · ‖∞)).

Démonstration. Soit ϕ,ψ ∈ PC 1 ([a, b],E ) ; on a

‖dϕ− dψ‖∞ ≤ ‖ϕ(a)− ψ(a)‖+ ‖dϕ− dψ‖∞ = ‖ϕ− ψ‖PC1 .

Par conséquent, l’opérateur d est 1-lipschitzien de PC1([a, b], E) dans NPC0
d([a, b], E). Ainsi, en

utilisant la Proposition 1.3.7, on a

d ∈ L((PC1([a, b], E), ‖ · ‖PC1), (NPC0
d([a, b], E), ‖ · ‖∞)).

Dans la suite, on fixe une famille finie (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]) avec p ∈ N. Considérons l’opé-
rateur

E :=

(
PC 1 ([a, b],E ; (τi)0≤i≤p+1 ) −→ E ×NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1)
ϕ 7−→ (ϕ(a),dϕ).

)
Proposition 1.3.18. E est un opérateur linéaire de PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) dans
E ×NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).

Démonstration. Soit λ ∈ R, soit ϕ,ψ ∈ PC 1 ([a, b],E ; (τi)0≤i≤p+1 );
E (λϕ+ ψ) = ((λϕ+ ψ)(a),d(λϕ+ ψ)) = (λϕ(a) + ψ(a), λdϕ+ dψ) = λ(ϕ(a),dϕ) + (ψ(a),dψ) =
λE (ϕ) + E (ψ).

On considère la norme usuelle pour un produit cartésien

‖ · ‖E×NPC0 :=

(
E ×NPC 0

d ([a, b],E ; (τi)0≤i≤p+1 ) −→ R
(x, ϕ) 7−→ ‖x‖+ ‖ϕ‖NPC0 .

)
Proposition 1.3.19. E est une isométrie sur PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) dans
E ×NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).

Démonstration. Soit ϕ ∈ PC 1 ([a, b],E ; (τi)0≤i≤p+1 ). On a

‖E (ϕ)‖E×NPC0 = ‖(ϕ(a),dϕ)‖E×NPC0 = ‖ϕ(a)‖+ ‖dϕ‖NPC0 = ‖ϕ‖PC1 .
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Proposition 1.3.20. E est une bijection de PC 1 ([a, b],E ; (τi)0≤i≤p+1 ) dans
E ×NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).

Démonstration. — E est une application injective car c’est une isométrie linéaire.
— E est une application surjective.

Soit (v, ψ) ∈ E × NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), considérons les fonctions ϕ1 : [a, b] → E,

définie par, ∀t ∈ [a, b], ϕ1(t) = v, ϕ2 : [a, b]→ E, définie par, ∀t ∈ [a, b], ϕ2(t) =
∫ t
a ψ(s) ds.

Posons ϕ = ϕ1 + ϕ2.
Puisque ϕ1 ∈ C1([a, b], E), on a ϕ1 ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) et dϕ1(t) = 0.
De plus, en utilisant la Proposition 1.3.15, on a ϕ2 ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) et dϕ2(t) =
ψ(t).
Par conséquent, comme somme de fonctions PC1, on a

ϕ ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1)

et
∀t ∈ [a, b], dϕ(t) = dϕ1(t) + dϕ2(t) = ψ(t).

D’où E (ϕ) = (ϕ(a),dϕ) = (v, ψ).

Dans la proposition suivante, on prouve que l’espace des fonctions C1 par morceaux à valeurs
dans un espace de Banach sur un intervalle compact de R est un espace de Banach lorsqu’on fixe
une subdivision.

Proposition 1.3.21. (PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), ‖ · ‖PC1) est un espace de Banach.

Démonstration. Puisque (E, ‖ · ‖) et (NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), ‖ · ‖NPC0) sont des espaces de

Banach, on obtient que (E ×NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), ‖ · ‖E×NPC0) est un espace de Banach.

Soit (ϕn)n∈N une suite de Cauchy à valeurs dans (PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), ‖ · ‖PC1) c’est-à-dire,

∀ε′ > 0, ∃no ∈ N, tel que, ∀p, q ≥ no ‖ϕp − ϕq‖PC1 ≤ ε′.

Montrons que (E (ϕn))n∈N est une suite de Cauchy à valeurs dans
(E ×NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), ‖ · ‖E×NPC0).
En effet, en fixant ε > 0 arbitrairement, il existe no ∈ N t.q. pour tout q ≥ no pour tout p ≥ no
‖E (ϕp)− E (ϕq)‖E×NPC0 = ‖E (ϕp − ϕq)‖E×NPC0 = ‖ϕp − ϕq‖PC1 ≤ ε.

Puisque (E × NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), ‖ · ‖E×NPC0) est un espace de Banach, il existe

u ∈ E ×NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1 tel que lim

n→+∞
‖E (ϕn)− u‖E×NPC0 = 0.

Montrons que lim
n→+∞

‖ϕn − E −1(u)‖PC1 = 0 avec E −1(u) ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1).
Pour tout n ∈ N, on a

‖ϕn − E −1(u)‖PC1 = ‖E −1(E (ϕn))− E −1(u)‖PC1 = ‖E −1(E (ϕn)− u)‖PC1 .

Puisque E est une isométrie alors E −1 est aussi une isométrie. En effet, pour tout (x, ψ) ∈ E ×
NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1),

‖(x, ψ)‖E×NPC0 = ‖E (E −1(x, ψ)‖E×NPC0 = ‖E −1(x, ψ)‖PC1 .
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Donc on a :
‖E −1(E (ϕn)− u)‖PC1 = ‖E (ϕn)− u‖E×NPC0 −→

n→+∞
0.

D’où lim
n→+∞

‖ϕn − E −1(u)‖NPC0 = 0.

Ainsi, PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), ‖ · ‖PC1) est un espace de Banach.

1.4 Les ensembles des fonctions continues par morceaux et conti-
nûment dérivables par morceaux pour un intervalle quelconque
borné de R

Nous étendons les définitions des fonctions continues par morceaux et continûment dérivables
par morceaux au cas où l’intervalle est un intervalle quelconque borné de R.

1.4.1 L’ensemble des fonctions continues par morceaux pour un intervalle quel-
conque borné de R.

Soit J un intervalle borné de R non réduit à un point. Soit E un espace topologique séparé.

Définition 1.4.1. Soit ϕ : J → E une fonction.
On dit que ϕ est continue par morceaux de J dans E lorsque il existe un ensemble fini non vide
disc(ϕ) inclus dans J qui vérifie

(a) ϕ|J\disc(ϕ) ∈ C0(J \ disc(ϕ), E),

(b) ∀t ∈ disc(ϕ), si t 6= sup I, ϕ(t+) = lim
s→t
s>t

ϕ(s) existe dans E,

(c) ∀t ∈ disc(ϕ), si t 6= inf I, ϕ(t−) = lim
s→t
s<t

ϕ(s) existe dans E.

Proposition 1.4.2. Soit J un intervalle compact non réduit à un point de R et ϕ : J → E. Les
deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ϕ est continue par morceaux au sens de la Définition 1.1.2
(ii) ϕ est continue par morceaux au sens de la Définition 1.4.1.

Démonstration. (i)⇒(ii)

Avec (i), il existe p ∈ N et il existe (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub(J) t.q.
(α) ∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ est continue sur ]τi, τi+1[,
(β) ∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ(τi+) = lim

t→τi
t>τi

ϕ(t) existe dans E,

(γ) ∀i ∈ {1, ..., p+ 1}, ϕ(τi−) = lim
t→τi
t<τi

ϕ(t) existe dans E.

Posons disc(ϕ) := {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}.
Soit t ∈ J \ disc(ϕ) ; il existe i ∈ {0, ..., p + 1} t.q. t ∈ ]τi, τi+1[, avec (α), on obtient que ϕ est
continue au point t. Par conséquent, (a) est vérifiée.
Puisque (β) et (γ) sont respectivement équivalentes à (b) et (c), on a (ii).

(ii)⇒(i)

Avec (ii), il existe un ensemble fini non vide disc(ϕ) inclus dans J qui vérifie :
(a) ϕ est continue sur J \ disc(ϕ),
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(b) ∀t ∈ disc(ϕ), si t 6= sup I, ϕ(t+) = lim
s→t
s>t

ϕ(s) existe dans E,

(c) ∀t ∈ disc(ϕ), si t 6= inf I, ϕ(t−) = lim
s→t
s<t

ϕ(s) existe dans E.

Posons A :={max J,min J} ∪ disc(ϕ). Puisque A est un ensemble fini non vide, il existe p ∈ N t.q.
card(A) = p+ 1. Posons τ0 = min J et ∀i ∈ {1, ..., p+ 1}, τi = minA \ {τ0, ..., τi−1}. Puisque pour
chaque i ∈ {1, ..., p+ 1}, on a A \ {τ0, ..., τi−1} est strictement inclus dans J , on a τ0 < τi. De plus,
pour chaque (i, j) ∈ {1, ..., p}× {1, ..., p+ 1} t.q. i < j, on a A \ {τ0, ..., τj−1} est inclus strictement
dans A\{τ0, ..., τi−1} donc τi < τj . Par conséquent, (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub(J) t.q. {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} =
A. Puisque pour chaque i ∈ {0, ..., p}, ]τi, τi+1[⊂ J \ disc(ϕ), on a, grâce à (a), ϕ est continue sur
]τi, τi+1[.
Soit i ∈ {0, ..., p} ; remarquons d’abord que τi 6= sup J car τi < τp+1 = max J .
Raisonnons maintenant par disjonction des cas ; si τi ∈ disc(ϕ), grâce à (b), on obtient que ϕ(τi+)
existe dans E.
Si τi ∈ J \ disc(ϕ), on a, grâce à (a), ϕ(τi+) = ϕ(τi) existe dans E.
Par conséquent, (β) est vérifiée.
Soit i ∈ {1, ..., p+ 1} ; notons d’abord que τi 6= inf J car τi > τ0 = min J .
On fait de nouveau un raisonnement par disjonction des cas ; si τi ∈ disc(ϕ), grâce à (c), on sait
que ϕ(τi−) existe dans E.
Si τi ∈ J\disc(ϕ), on a, grâce à (a), ϕ(τi−) = ϕ(τi) existe dans E. Par conséquent, (γ) est vérifié.

— On note C0
d(J,E) l’ensemble des fonctions ϕ : J → E t.q., pour chaque t ∈ J , t 6= supJ ,

ϕ(t+) = ϕ(t).
— On note PC0(J,E) l’ensemble des fonctions continues par morceaux de J dans E.
— On note NPC0

d(J,E) l’ensemble des fonctions ϕ ∈ PC0(J,E) continues à droite sur J et si
sup J ∈ J , ϕ(sup J−) = ϕ(sup J).

— Soit A un sous-ensemble fini de R, on note PC0(J,E;A) l’ensemble des fonctions ϕ dans
PC0(J,E) tel que l’ensemble des points de discontinuités de ϕ est inclus dans l’ensemble A.
On note NPC0

d(J,E;A) l’ensemble des fonctions ϕ dans NPC0
d(J,E) tel que l’ensemble des

points de discontinuités de ϕ est inclus dans l’ensemble A.

Lemme 1.4.3. Soit J un intervalle borné de R non réduit à un point, soit ϕ ∈ PC0(J,E). Alors,
pour tout I sous-intervalle compact de R non réduit à un point t.q. I ⊂ J ϕ|I ∈ PC0(I, E, disc(ϕ)∩
I).

Démonstration. Soit I ⊂ J un sous-intervalle compact de R non réduit à un point. Puisque ϕ ∈
PC0(J,E), il existe un ensemble non vide disc(ϕ) ⊂ J , t.q. les assertions (a), (b) et (c) de la
Définition 1.4.1 soient vérifiées. Posons disc(ϕ|I) := I ∩ disc(ϕ).
Si disc(ϕ|I) = ∅, on a, par conséquent, I ⊂ J \ disc(ϕ). Ainsi, en utilisant (a), on a ϕ|I ∈ C0(I, E)
donc ϕ|I ∈ PC0(I, E, disc(ϕ) ∩ I).
Si disc(ϕ|I) 6= ∅, alors on a

I \ disc(ϕ|I) = {t ∈ J : t ∈ I et t /∈ (I ∩ disc(ϕ))}
= {t ∈ J : t ∈ I et t /∈ disc(ϕ)} ⊂ J \ disc(ϕ).

}
(1.4.1)

En utilisant (1.4.1) et (a), on a ϕ|I\disc(ϕ|I)) ∈ C0(I \ disc(ϕ|I), E). De plus, en utilisant (1.4.1) et
(b), on obtient que, ∀t ∈ disc(ϕ|I), si t 6= sup I, ϕ|I(t+) existe dans E. Enfin, en utilisant (1.4.1) et
(c), on obtient que, ∀t ∈ disc(ϕ|I), si t 6= inf I, ϕ|I(t−) existe dans E.
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1.4.2 L’ensemble des fonctions continûment dérivables par morceaux pour un
intervalle quelconque borné de R.

Soit J un intervalle borné de R non réduit à un point. Soit (E, ‖ · ‖) un espace de Banach.

Définition 1.4.4. Soit ϕ : J → E une fonction.
On dit que ϕ est C1 par morceaux de J dans E lorsque il existe un ensemble fini non vide coins(ϕ)
inclus dans J qui vérifie :

(a) ϕ ∈ C0(J,E)
(b) ∀t ∈ J \ coins(ϕ), ϕ′(t) existe et ϕ′|J\coins(ϕ) ∈ C

0(J \ coins(ϕ), E)

(c) ∀t ∈ coins(ϕ), si t 6= supJ , ϕ′(t+) existe dans E
(d) ∀t ∈ coins(ϕ), si t 6= inf J , ϕ′(t−) existe dans E.

— On note C1(J,E) l’ensemble des fonctions dérivables de J dans E et de dérivée continue de
J dans E.

— On note PC1(J,E) l’ensemble des fonctions C1 par morceaux de J dans E.
— Lorsque G est un sous-ensemble de E, PC1(J,G) l’ensemble des fonctions ϕ ∈ PC1(J,E) t.q.

ϕ(J) ⊂ G. Soit A un sous-ensemble fini de R ; on note PC1(J,G;A) l’ensemble des fonctions
ϕ dans PC1(J,G) telles que coins(ϕ) ⊂ A.

Proposition 1.4.5. Soit J un intervalle compact de R non réduit à un point. Soit ϕ : J → E.
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ϕ est C1 par morceaux sur J dans E au sens de la Définition 1.3.1.

(ii) ϕ est C1 par morceaux sur J dans E au sens de la Définition 1.4.4.

Démonstration. (i)⇒(ii)

Avec (i), il existe (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub(J) t.q.
(α) ϕ ∈ C0(J,E)
(β) ∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ′ existe et est continue sur ]τi, τi+1[
(γ) ∀i ∈ {0, ..., p}, ϕ′(τi+) existe dans E
(δ) ∀i ∈ {1, ..., p+ 1}, ϕ′(τi−) existe dans E.

Posons coins(ϕ) := {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}. Soit t ∈ J \ coins(ϕ) ; puisque t ∈ J , il existe i ∈ {0, ..., p}
t.q. t ∈ [τi, τi+1]. Puisque t /∈ coins(ϕ) et (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub(J), on a t ∈ ]τi, τi+1[. En utilisant (β),
on sait que ϕ′ existe au point t. De plus, on a

lim
s→t

s∈J\coins(ϕ)

ϕ′(s) = lim
s→t

s∈]τi,τi+1[

ϕ′(s) = ϕ′(t). (1.4.2)

Par conséquent, l’assertion (b) de la Définition 1.4.4 est satisfaite. Puisque (α), (γ), (δ) sont respec-
tivement équivalentes à (a), (b) et (c) de la Définition 1.4.4, on obtient que ϕ est C1 par morceaux
au sens de la Définition 1.4.4.

(ii)⇒(i)

Avec (ii), il existe un ensemble fini non vide coins(ϕ) ⊂ J t.q.
(a) ϕ ∈ C0(J,E),
(b) ∀t ∈ J \ coins(ϕ), ϕ′(t) existe et ϕ′|J\coins(ϕ) ∈ C

0(J \ coins(ϕ), E),
(c) ∀t ∈ coins(ϕ), si t 6= supJ , ϕ′(t+) existe dans E,
(d) ∀t ∈ coins(ϕ), si t 6= inf J , ϕ′(t−) existe dans E.
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Posons A :={max J,min J}∪ coins(ϕ). Puisque A est un ensemble fini non vide, il existe p ∈ N t.q.
card(A) = p+ 1. Par un raisonnement similaire à celui de la démonstration de la Proposition 1.4.2,
on peut construire (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub(J) t.q. {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} = A.
Soit i ∈ {0, ..., p} et soit t ∈ ]τi, τi+1[ ; puisque (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub(J) t.q. {τi : 0 ≤ i ≤ p + 1} = A,
on a t /∈ coins(ϕ). Par conséquent, on a

∀i ∈ {0, ..., p}, ]τi, τi+1[⊂ J \ coins(ϕ). (1.4.3)

Par conséquent, en utilisant (b) et (1.4.3), on a

∀i ∈ {0, ..., p}, ∀t ∈ ]τi, τi+1[, ϕ′(t) existe et ϕ′|]τi,τi+1[ ∈ C
0(]τi, τi+1[, E). (1.4.4)

Soit i ∈ {0, ..., p} ; remarquons d’abord que τi 6= sup J car τi < τp+1 = max J .
Raisonnons maintenant par disjonction des cas ; si τi ∈ coins(ϕ), grâce à (c), on obtient que ϕ′(τi+)
existe dans E.
Si τi ∈ J \coins(ϕ), on a, grâce à (b), ϕ′(τi+) = ϕ′(τi) existe dans E. Par conséquent, on a démontré
par disjonction des cas :

∀i ∈ {0, ...., p}, τi 6= supJ, ϕ′(τi+) existe dans E. (1.4.5)

Soit i ∈ {1, ..., p+ 1} ; notons d’abord que τi 6= inf J car τi > τ0 = min J .
On fait de nouveau un raisonnement par disjonction des cas ; si τi ∈ coins(ϕ), grâce à (d), on obtient
que ϕ′(τi−) existe dans E.
Si τi ∈ J \ coins(ϕ), on a, grâce à (b), ϕ′(τi−) = ϕ′(τi) existe dans E. Donc, on a

∀i ∈ {1, ...., p+ 1}, τi 6= inf J, ϕ′(τi−) existe dans E. (1.4.6)

Ainsi, en utlisant (a), (1.4.4), (1.4.5) et (1.4.6), on a démontré (i).

Lemme 1.4.6. Soit J un intervalle borné de R non réduit à un point et soit ϕ ∈ PC1(J,E).
Alors pour tout I sous-intervalle compact de R non réduit à un point t.q. I ⊂ J , on a ϕ|I ∈
PC1(I, E, coins(ϕ) ∩ I).

Démonstration. Soit I ⊂ J sous-intervalle compact non réduit à un point. Puisque ϕ ∈ PC1(J,E),
il existe un ensemble non vide coins(ϕ) ⊂ J , t.q. les assertions (a), (b), (c) et (d) de la Définition
1.4.4 soient vérifiées.
Posons coins(ϕ|I) := I ∩ coins(ϕ).
Si coins(ϕ|I) = ∅, on a I ⊂ J \ coins(ϕ). Ainsi, en utilisant (b), on a ϕ|I ∈ C1(I, E) donc ϕ|I ∈
PC1(I, E, coins(ϕ) ∩ I).
Si coins(ϕ|I) 6= ∅, alors on a

I \ coins(ϕ|I) = {t ∈ J : t ∈ I et t /∈ (I ∩ coins(ϕ))}
= {t ∈ J : t ∈ I et t /∈ coins(ϕ)} ⊂ J \ coins(ϕ).

}
(1.4.7)

Puisque I ⊂ J , on a, grâce à (a), ϕ|I ∈ C0(I, E). En utilisant (1.4.7) et (b), on a, ∀t ∈ I \coins(ϕ|I),
ϕ′(t) existe et ϕ′|I\coins(ϕ|I) ∈ C

0(I \ coins(ϕ|I), E). De plus, en utilisant (1.4.7) et (c), on a, ∀t ∈
coins(ϕ|I), si t 6= sup I, ϕ′|I(t+) existe dans E.
Enfin, en utilisant (1.4.7) et (d), on a, ∀t ∈ coins(ϕ|I), si t 6= inf I, ϕ′|I(t−) existe dans E.

Définition 1.4.7. Soit x ∈ PC1(J,E). On appelle dérivée étendue de x la fonction dx : J → E
définie par

dx(t) =


x′(t) si t ∈ J \ coins(x)

x′(t+) si t ∈ coins(x) et t 6= sup J

x′(t−) si t ∈ coins(x) et t = sup J .
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Proposition 1.4.8. Soit x ∈ PC1(J,E), on a dx ∈ NPC0
d(J,E, coins(x)).

Démonstration. Posons disc(dx) = coins(x). Puisque x ∈ PC1(J,E), on a

dx|J\coins(x) = x′|J\coins(x) ∈ C
0(J \ coins(x), E). (1.4.8)

Soit t ∈ coins(x) t.q. t 6= supJ . Raisonnons par disjonction des cas.
Si t = max coins(x), on a, ∀s ∈ ]t, sup J [, dx(s) = x′(s). Alors, on a

dx(t+) = lim
s→t
s>t
s∈J

dx(s) = lim
s→t

s∈]t,sup J [

dx(s) =

lim
s→t

s∈]t,sup J [

x′(s) = x′(t+) = dx(t).

 (1.4.9)

Si t 6= max coins(x), en posant t := min{s : s ∈ coins(x) et s > t}, on a
]t, t[⊂ J \ coins(x) .
Par conséquent, on a, ∀s ∈]t, t[, dx(s) = x′(s), et

dx(t+) = lim
s→t
s>t
s∈J

dx(s) = lim
s→t
s∈]t,t[

dx(s) =

lim
s→t
s∈]t,t[

x′(s) = x′(t+) = dx(t),

 (1.4.10)

d’où, grâce à (1.4.9) et (1.4.10), on a prouvé par disjonction des cas que

∀t ∈ coins(x) et t 6= sup J, dx(t+) existe dans E et dx(t+) = dx(t). (1.4.11)

Fixons maintenant t ∈ coins(x) t.q. t 6= inf J . Raisonnons de nouveau par disjonctions des cas.
Si t = min coins(x), on a, ∀s ∈ ] inf J, t[, dx(s) = x′(s) et

dx(t−) = lim
s→t
s<t
s∈J

dx(s) = lim
s→t

s∈] inf J,t[

dx(s) =

lim
s→t

s∈] inf J,t[[

x′(s) = x′(t−).

 (1.4.12)

Si t 6= min coins(x), en posant t := max{s : s ∈ coins(x) et s < t}, on a ]t, t[⊂ J \ coins(x) .
Par conséquent, on a, ∀s ∈ ]t, t[, dx(s) = x′(s).

dx(t−) = lim
s→t
s<t
s∈J

dx(s) = lim
s→t
s∈]t,t[

dx(s) =

lim
s→t
s∈]t,t[

x′(s) = x′(t−)

 (1.4.13)

d’où, grâce à (1.4.12) et (1.4.13), on a prouvé, par disjonction des cas, que

∀t ∈ coins(x) et t 6= inf J,dx(t−) existe dans E et dx(t−) = x′(t−). (1.4.14)

Par conséquent, en utilisant (1.4.8), (1.4.11) et (1.4.14), on a démontré que
dx ∈ PC0(J,E, coins(x)). De plus, en utilisant (1.4.11), on obtient que dx est continue à droite sur
J , et, en utilisant (1.4.14), si sup J ∈ J et sup J ∈ coins(x), dx(sup J−) = x′(sup J−) = dx(sup J).
Ceci démontre que dx ∈ NPC0

d(J,E, coins(x)).
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1.5 L’espace des fonctions à variation bornée normalisées

Dans la section 5, on s’intéresse à l’espace des fonctions à variation bornée. On commence par
introduire les fonctions à variation bornée normalisées et à construire un isomorphisme topologique
entre l’espace des fonctions à variation bornée normalisées sur un intervalle compact à valeurs réelles
et le dual topologique de l’espace des fonctions continues sur un intervalle compact. On généralise
ce résultat, en construisant un isomorphisme topologique entre la puissance n-ième de l’espace des
fonctions à variation bornée normalisées à valeurs réelles sur un intervalle compact et le dual des
fonctions continues à valeurs dans Rn sur un intervalle compact.
Ensuite, on construit un isomorphisme topologique entre le produit cartésien de Rn et de la puissance
n-ième de l’espace des fonctions à variation bornée normalisées à valeurs réelles sur un intervalle
compact et le dual topologique des fonctions continûment dérivables à valeurs dans Rn sur un
intervalle compact.
Enfin, on établit une injection linéaire continue entre le produit cartésien de Rn et de la puissance
n-ième de l’espace des fonctions à variation bornée normalisées à valeurs réelles sur un intervalle
compact et le dual topologique des fonctions continûment dérivables à valeurs dans Rn sur un
intervalle compact nulles au bord.
Avec cette injection linéaire continue, on parvient à construire un produit scalaire continu sur
le dual topologique des espaces des fonctions continûment dérivables à valeurs dans Rn sur un
intervalle compact nulles au bord. Dans cette section, on s’intéresse, dans un premier temps, aux
duals topologiques d’espaces vectoriels fondamentaux. Dans un second temps, nous allons définir un
produit scalaire sur le dual topologique d’un espace vectoriel normé réel fondamental. Pour résoudre
ces deux problèmes, nous sommes amené à introduire l’espace NBV ([a, b],R).

Soit a, b ∈ R t.q. a < b. Soit n ∈ N∗.

Définition 1.5.1. Soit f : [a, b] → R une fonction ; on dit que f est à variation bornée lorsqu’il
existe C ∈ [0,+∞[ t.q. pour chaque famille finie (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b])

var(f, (τi)0≤i≤p+1) :=

p∑
i=0

| f(τi+1)− f(τi) |≤ C.

On note BV ([a, b],R) l’ensemble des fonctions à variation bornée de [a, b] dans R.

Définition 1.5.2. Soit f : [a, b] → R une fonction à variation bornée. On appelle variation totale
de f le réel

V b
a (f) = sup

(τi)0≤i≤p+1 ∈Sub([a,b])
var(f, (τi)0≤i ≤p+1).

Remarque 1.5.3. (1) BV ([a, b],R) est un espace vectoriel réel, cf. p.111 de [26].
(2) La fonctionnelle ‖ · ‖BV : BV ([a, b],R) → R, définie par ‖f‖BV =| f(a) | +V b

a (f), est une
norme sur BV ([a, b],R), cf. p.111 de [26].

Dans la définition suivante, on introduit les fonctions à variation bornée normalisées.

Définition 1.5.4. Soit f : [a, b] → R une fonction ; on dit que f est à variation bornée normalisée
lorsque f est à variation bornée, f(a) = 0 et, ∀t ∈ ]a, b[, f(t−) = f(t).
On note NBV ([a, b],R) l’ensemble des fonctions à variation bornée normalisées de [a, b] dans R.

Proposition 1.5.5. NBV ([a, b],R) est un sous-espace vectoriel de BV ([a, b],R).
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Démonstration. Soit f, g ∈ NBV ([a, b],R) et λ ∈ R.
Soit t ∈]a, b[. En utilisant les propriétés des limites à gauche, on a

(λf + g)(t−) = λf(t−) + g(t−) = λf(t) + g(t) = (λf + g)(t),

et (λf + g)(a) = λf(a) + g(a) = 0 + 0 = 0.

Remarque 1.5.6. Ainsi, en utilisant la Proposition 1.5.5 et la Remarque 1.5.3,
‖ · ‖NBV = V b

a (·) est une norme sur NBV ([a, b],R).

Proposition 1.5.7. Soit f ∈ BV ([a, b],R) t.q. f(a) = 0. Considérons la fonction f̃ : [a, b] → R
définie par, ∀t ∈ [a, b],

f̃(t) :=


f(a) si t = a
f(t−) si t ∈ ]a, b[
f(b) si t = b.

Alors f̃ ∈ NBV ([a, b],R) et V b
a (f̃) ≤ V b

a (f).

Démonstration. Commençons par montrer que f̃ ∈ BV ([a, b],R). Soit (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]), soit
h ∈ ]0, τ1 − τ0[ ; considérons la famille finie (τ̃i)0≤i≤p+1 définie par

∀i ∈ {1, ..., p}, τ̃i = τi − h,
τ̃0 = a et τ̃p+1 = b.

}
Puisque (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]), on a (τ̃i)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]).
Par conséquent, on a

p∑
i=0

| f(τ̃i+1)− f(τ̃i) |≤ V b
a (f)

i.e.

φ(h) =| f(τ1 − h)− f(a) | +
p−1∑
i=1

| f(τi+1 − h)− f(τi − h) | + | f(b)− f(τp − h) |≤ V b
a (f).

Ainsi, en utilisant le théorème de comparaison des limites, on a
p∑
i=0

| f̃(τi+1)− f̃(τi) |= lim
h→0

h∈]0,τ1−τ0[

φ(h) ≤ V b
a (f).

Donc f̃ est à variation bornée et V b
a (f̃) ≤ V b

a (f).
Soit t0 ∈ ]a, b[. Puisque f(t0−) existe, on a

∀ε > 0, ∃ηε > 0, ∀t ∈ ]t0 − ηε, t0[, | f(t)− f(t0−) |≤ ε. (1.5.1)

Soit ε > 0, soit t ∈ ]t0 − ηε, t0[.
Posons δ = t−(t0−ηε)

2 > 0.
Notons que pour chaque s ∈ ]t− δ, t[⊂ ]t0 − ηε, t0[.
Par conséquent, en utilisant (1.5.1), on a

∀s ∈ ]t− δ, t[, | f(s)− f(t0−) |≤ ε.

Ainsi, en utilisant le théorème de comparaison des limites et la continuité de la valeur absolue, on a

lim
s→t−

| f(s)− f(t0−) |=| f̃(t)− f̃(t0) |≤ ε.
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Par conséquent, on a démontré que

∀t0 ∈ ]a, b[, f̃(t0−) = f̃(t0).

De plus, on a f̃(a) = f(a) = 0. Ainsi f̃ ∈ NBV ([a, b],R).

Dans le résultat suivant, on construit un isomorphisme topologique entre l’espace des fonctions
à variation bornée normalisées sur un intervalle compact à valeurs réelles et le dual topologique de
l’espace des fonctions continues sur un intervalle compact.

Proposition 1.5.8. Considérons l’opérateur T : NBV ([a, b],R)→ C0([a, b],R)∗ défini par

∀f ∈ NBV ([a, b],R), ∀u ∈ C0([a, b],R), T (f)(u) =

∫ b

a
u(t) df(t),

où
∫ b
a u(t) df(t) est l’intégrale de Riemann-Stieltjes de la fonction u par rapport à la fonction f sur

[a, b].
Alors T est une isométrie de (NBV ([a, b],R), ‖ · ‖NBV ) dans (C0([a, b],R)∗, ‖ · ‖L) et
T ∈ Isom((NBV ([a, b],R), ‖ · ‖NBV ), (C0([a, b],R)∗, ‖ · ‖L)).

Démonstration. Soit f, g ∈ NBV ([a, b],R) et λ ∈ R. Notons que, pour chaque u ∈ C0([a, b],R), on a

T (λf + g)(u) =
∫ b
a u(t) d(λf + g)(t)

= λ
∫ b
a u(t) df(t) +

∫ b
a u(t) dg(t)

= λT (f)(u) + T (g)(u)
= (λT (f) + T (g))(u).

De plus, pour chaque f ∈ NBV ([a, b],R), en utilisant le théorème 1, p.358 de [27], on a

∀u ∈ C0([a, b],R), T (f)(u) ≤ ‖u‖∞‖f‖NBV .

Par conséquent, on a
∀f ∈ NBV ([a, b],R), ‖T (f)‖L ≤ ‖f‖NBV . (1.5.2)

Ainsi, on obtient que
T ∈ L(NBV ([a, b],R), C0([a, b],R)∗). (1.5.3)

Soit F ∈ C0([a, b],R)∗ ; en utilisant le théorème de Riesz, cf. [27] p.385, il existe f ∈ BV ([a, b],R)
avec f(a) = 0 t.q.

‖F‖L = ‖f‖BV et ∀u ∈ C0([a, b],R), F (u) =

∫ b

a
u(t) df(t).

Puisque f ∈ BV ([a, b],R), l’ensemble des points de discontinuité de f , noté A(f), est au plus
dénombrable.
Donc, puisque {t ∈ [a, b] : f̃(t) 6= f(t)} ⊂ A(f), cet ensemble est aussi au plus dénombrable.
De plus, puisque {t ∈ [a, b] : f̃(t) 6= f(t)} ⊂ ]a, b[, on a, en utilisant le théorème de la p. 359 de [27],

∀u ∈ C0([a, b],R), F (u) =

∫ b

a
u(t) df(t) =

∫ b

a
u(t) df̃(t) = T (f̃)(u).

De plus, avec (1.5.2), on a ‖F‖L = ‖T (f̃)‖L ≤ ‖f̃‖NBV . Ensuite, en utilisant la Proposition 1.5.7,
on a

‖f̃‖NBV ≤ V b
a (f) = ‖F‖L.
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Par conséquent, on obtient

∀F ∈ C0([a, b],R)∗, ∃f̃ ∈ NBV ([a, b],R) t.q. T (f̃) = F et ‖F‖L = ‖f̃‖NBV . (1.5.4)

Ainsi, la surjectivité de T est prouvée.
Soit f ∈ NBV ([a, b],R) t.q. T (f) = 0 i.e.

∀u ∈ C0([a, b],R), T (f)(u) =

∫ b

a
u(t) df(t) = 0. (1.5.5)

Montrons que f = 0. Puisque la fonction u : [a, b] → R, définie par, pour tout t ∈ [a, b], u(t) = 1,
est continue sur [a, b], avec (1.5.5), on a∫ b

a
df(t) = f(b) = 0

Reste à démontrer que ∀t ∈ ]a, b[, f(t) = 0.
Soit t ∈ ]a, b[. Considérons, pour chaque n ∈ N∗ suffisamment grand, la fonction un : [a, b] → R,
définie, pour chaque t ∈ [a, b], par

un(t) :=


0 si t ∈ [a, t− 1

n ]
nt− nt+ 1 si t ∈ [t− 1

n , t]
1 si t ∈ [t, b].

Puisque, pour chaque n ∈ N∗ suffisamment grand, un ∈ C0([a, b],R), on a, en utilisant (1.5.5),

∀n ∈ N∗ suffisamment grand,
∫ b

a
un(t) df(t) = 0. (1.5.6)

Notons que, pour chaque n ∈ N∗ suffisamment grand, on a

0 =
∫ b
a un(t) df(t) = 0 +

∫ t
t− 1

n
un(t)df(t) +

∫ b
t 1 df(t)

=
∫ t
t− 1

n
un(t)df(t) + f(b)− f(t)

=
∫ t
t− 1

n
un(t)df(t)− f(t).

Notons que, pour chaque n ∈ N∗ suffisamment grand, on a∣∣∣∣∣
∫ t

t− 1
n

un(t)df(t)

∣∣∣∣∣ ≤ V t
t− 1

n

(f) = V t
a (f)− V t− 1

n
a (f). (1.5.7)

De plus, puisque f est continue à gauche de t, en utilisant la propriété 4 p.329 de [27], on a

lim
n→+∞

(
V t
a (f)− V t− 1

n
a (f)

)
= 0.

On a, en utilisant le théorème des gendarmes et l’assertion (1.5.7),

lim
n→+∞

∫ t

t− 1
n

un(t)df(t) = 0.

Par conséquent, on obtient

f(t) = lim
n→+∞

∫ t

t− 1
n

un(t)df(t) = 0.
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Ainsi T est injectif.
Montrons, maintenant, que T est une isométrie de (NBV ([a, b],R), ‖ · ‖NBV ) dans
(C0([a, b],R)∗, ‖ · ‖L).
Soit f ∈ NBV ([a, b],R) ; puisque T (f) ∈ C0([a, b],R)∗, on a, en utilisant (1.5.4),

∃f1 ∈ NBV ([a, b],R) t.q. T (f1) = T (f) et ‖T (f)‖L = ‖f1‖NBV .

Puisque T (f1) = T (f), en utilisant l’injectivité de T , on a f = f1.
Par conséquent, on a

‖T (f)‖L = ‖f1‖NBV = ‖f‖NBV .

Donc T est une isométrie de (NBV ([a, b],R), ‖ · ‖NBV ) dans (C0([a, b],R)∗, ‖ · ‖L). Par conséquent,
puisque T est bijectif, et avec (1.5.3), on a

T ∈ Isom((NBV ([a, b],R), ‖ · ‖NBV ), (C0([a, b],R)∗, ‖ · ‖L)).

Remarque 1.5.9. Puisque (C0([a, b],R)∗, ‖·‖L) est un espace de Banach, en utilisant la Proposition
1.5.8, (NBV ([a, b],R), ‖ · ‖NBV ) est un espace de Banach.

Théorème 1.5.10. Considérons l’opérateur C : NBV ([a, b],R)n → (C0([a, b],R)∗)n défini par

∀(f1, ..., fn) ∈ NBV ([a, b],R)n, C(f1, ..., fn) := (T (f1), ..., T (fn)).

Alors C ∈ Isom((NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1), ((C0([a, b],R)∗)n, ‖ · ‖1)).

Démonstration. Soit λ ∈ R et (f1, ..., fn), (g1, ..., gn) ∈ NBV ([a, b],R)n,

C(λ(f1, ..., fn) + (g1, ..., gn)) = C(λf1 + g1, ..., λfn + gn)
= (T (λf1 + g1), ..., T (λfn + gn))
= (λT (f1) + T (g1), ..., λT (fn) + T (gn))
= λ(T (f1), ..., T (fn)) + (T (g1), ..., T (gn))
= λC(f1, ..., fn) + C(g1, ..., gn).

De plus, en utilisant la Proposition 1.5.8, on a

∀(f1, ..., fn) ∈ NBV ([a, b],R)n, ‖C(f1, ..., fn)‖1 = ‖(f1, ..., fn)‖1. (1.5.8)

Montrons que C est surjectif.
Soit (F1, ..., Fn) ∈ (C0([a, b],R)∗)n ; puisque pour chaque i ∈ {1, ..., n}, Fi ∈ C0([a, b],R)∗, en
utilisant la Proposition 1.5.8, il existe fi ∈ NBV ([a, b],R) t.q. T (fi) = Fi.
Par conséquent, on obtient que C(f1, ..., fn) = (F1, ..., Fn). Donc C est surjectif.
Ainsi, avec (1.5.8), C est une isométrie de ((NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1) dans ((C0([a, b],R)∗)n, ‖ · ‖1).
Ceci implique que C ∈ Isom((NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1), (C0([a, b],R)∗)n, ‖ · ‖1)).

Dans le théorème suivant, on généralise la Proposition 1.5.8, en construisant un isomorphisme
topologique entre la puissance n-ième de l’espace des fonctions à variation bornée normalisées à
valeurs réelles sur un intervalle compact et le dual des fonctions continues à valeurs dans Rn sur un
intervalle compact.
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Théorème 1.5.11. Considérons l’opérateur D : NBV ([a, b],R)n → C0([a, b],Rn)∗ défini par

∀(f1, ..., fn) ∈ NBV ([a, b],R)n, D(f1, ..., fn)(u) =

n∑
i=1

∫ b

a
(e∗i ◦ u)(t) dfi(t)

où (e∗i )1≤i≤n est la base duale de la base canonique de Rn.
Alors D ∈ Isom((NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1), (C0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖1)).

Démonstration. Considérons l’opérateur N : C0([a, b],Rn) → C0([a, b],R)n défini par, pour tout
u ∈ C0([a, b],Rn), N (u) = (e∗1 ◦ u, ..., e∗n ◦ u).
Puisque N ∈ Isom((C0([a, b],Rn), ‖ · ‖∞), (C0([a, b],R)n, ‖ · ‖1)), en notant N ∗ l’opérateur adjoint
de N et en utilisant le théorème 4.13.4, p.173 de [23], on a

N ∗ ∈ Isom(((C0([a, b],R)n)∗, ‖ · ‖L), (C0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖L)). (1.5.9)

Pour chaque i ∈ {1, ..., n}, considérons la fonction linéaire continue
πi : C0([a, b],R)n → C0([a, b],R) définie par πi(u1, ..., un) = ui.
Considérons l’opérateur Γ : (C0([a, b],R)∗)n → (C0([a, b],R)n)∗ défini par, pour tout

(ϕ1, ..., ϕn) ∈ (C0([a, b],R)∗)n, Γ(ϕ1, ..., ϕn) =
n∑
i=1

ϕi ◦ πi.

En utilisant le lemme 2, p.114 de [1], on a

Γ ∈ Isom((C0([a, b],R)∗)n, (C0([a, b],R)n)∗). (1.5.10)

Remarquons que D = N ∗ ◦ Γ ◦ C.
Par conséquent, avec (1.5.9) et (1.5.10), on a, en utilisant le Théorème 1.5.10,

D = N ∗ ◦ Γ ◦ C ∈ Isom((NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1), (C0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖1)). (1.5.11)

Théorème 1.5.12. Considérons l’opérateur I : C1([a, b],Rn)→ Rn × C0([a, b],Rn) défini par

∀u ∈ C1([a, b],Rn), I(u) = (u(a), u′).

Alors, I ∈ Isom((C1([a, b],Rn), ‖ · ‖C1), (Rn ×C0([a, b],Rn), ‖ · ‖1)) où ‖ · ‖C1 est la norme usuelle
sur C1([a, b],Rn) (cf. définition p.287 de [14]).

Démonstration. Soit u, v ∈ C1([a, b],Rn) et λ ∈ R ; on a

I(λu+ v) = ((λu+ v)(a), (λu+ v)′) = (λu(a) + v(a), λu′ + v′) = λ(u(a), u′) + (v(a), v′).

De plus,

∀u ∈ C1([a, b],Rn), ‖I(u)‖1 = ‖u(a)‖Rn + ‖u′‖∞ ≤ ‖u‖∞ + ‖u′‖∞ = ‖u‖C1 .

Par conséquent, on a
I ∈ L(C1([a, b],Rn),Rn × C0([a, b],Rn)). (1.5.12)

Montrons que I est injectif.
Soit u ∈ C1([a, b],Rn) t.q. I(u) = 0 i.e. u(a) = 0 et u′ = 0.
Puisque u ∈ C1([a, b],Rn), on a, ∀t ∈ [a, b], u(t) = u(a) +

∫ t
a u
′(s) ds.
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Par conséquent, ∀t ∈ [a, b], u(t) = 0 +
∫ t
a 0 ds = 0 i.e. u = 0. Donc I est injectif.

Montrons maintenant que I est surjectif.
Soit (α, v) ∈ R× C0([a, b],R) ; en posant, pour tout t ∈ [a, b], u(t) = α+

∫ t
a v(s)ds, on a

u(a) = α et ∀t ∈ [a, b], u′(t) = v(t).

Par conséquent, on a I(u) = (α, v) ; c’est pourquoi I est surjectif. Ainsi

I est une bijection. (1.5.13)

Avec les assertions (1.5.12) et (1.5.13), puisque (C1([a, b],Rn), ‖ · ‖C1) est un espace de Banach (cf.
proposition 1.11, p.287 de [14]) et Rn ×C0([a, b],Rn) est aussi un espace de Banach, en utilisant le
théorème de l’isomorphisme de Banach, p.18 de [14], on a

I ∈ Isom((C1([a, b],Rn), ‖ · ‖C1), (Rn × C0([a, b],Rn), ‖ · ‖1)).

Dans le théorème suivant, on établit un isomorphisme topologique entre le produit cartésien de
Rn et de la puissance n-ième de l’espace des fonctions à variation bornée normalisées à valeurs réelles
sur un intervalle compact et le dual topologique des fonctions continûment dérivables à valeurs dans
Rn sur un intervalle compact.

Théorème 1.5.13. Considérons l’opérateur

M : Rn ×NBV ([a, b],R)n → C1([a, b],Rn)∗

défini par

∀(x = (x1, ..., xn), f = (f1, ..., fn)) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n,∀u ∈ C1([a, b],Rn),

M(x, f)(u) =
∑n

i=1 xie
∗
i (u(a)) +

∑n
i=1

∫ b
a (e∗i ◦ u′)(t)dfi(t).

où (e∗i )1≤i≤n est la base duale de la base canonique de Rn.
AlorsM∈ Isom((Rn ×NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1), (C1([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖L)).

Démonstration. Considérons l’opérateur P : Rn ×NBV ([a, b],R)n → (Rn)∗ × C0([a, b],Rn)∗ défini
par,
∀(x = (x1, ..., xn), f = (f1, ..., fn)) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n

P(x, f) = (

n∑
i=1

xie
∗
i ,D(f)).

Soit (x, f), (y, g) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n et λ ∈ R ;

P(λ(x, f) + (y, g)) = P(λx+ y, λf + g)
= (
∑n

i=1(λxi + yi)e
∗
i ,D(λf + g))

= (λ
∑n

i=1 xie
∗
i +

∑n
i=1 yie

∗
i , λD(f) +D(g))

= λP(x, f) + P(y, g).

De plus, on a les majorations suivantes :

∀(x, f) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n,
‖P(x, f)‖1 = ‖

∑n
i=1 xie

∗
i ‖L + ‖D(f)‖L

≤
∑n

i=1 ‖xie∗i ‖L + ‖D‖L‖f‖1
≤
∑n

i=1 |xi|‖e∗i ‖L + ‖D‖L‖f‖1 ≤
∑n

i=1 |xi|max1≤i≤n ‖e∗i ‖L + ‖D‖L‖f‖1
≤ (‖D‖L + max1≤i≤n ‖e∗i ‖L)(‖x‖Rn + ‖f‖1)
= (‖D‖L + max1≤i≤n ‖e∗i ‖L)‖(x, f)‖1.
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Ainsi on a
P ∈ L(Rn ×NBV ([a, b],R)n, (Rn)∗ × C0([a, b],Rn)∗). (1.5.14)

Soit (x, f) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n ; on a

P(x, f) = 0 ⇒ (
∑n

i=1 xie
∗
i ,D(f)) = 0

⇒
∑n

i=1 xie
∗
i = 0 et D(f) = 0

⇒ (x, f) = 0.

Donc P est injectif.
Soit (β, F ) ∈ (Rn)∗×C0([a, b],Rn)∗ ; puisque β ∈ (Rn)∗ et (e∗i )1≤i≤n est une base de (Rn)∗ : ∃x ∈ Rn
t.q. β =

∑n
i=1 xie

∗
i .

De plus, puisque D est surjectif : ∃f ∈ NBV ([a, b],R)n t.q. D(f) = F . Par conséquent, on a

P(x, f) = (β, F ).

Donc P est surjectif. Puisque P est un opérateur bijectif linéaire continu de Rn ×NBV ([a, b],R)n

dans (Rn)∗ × C0([a, b],Rn)∗, (Rn × NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1) et ((Rn)∗ × C0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖1) sont
des espaces de Banach, en utilisant le théorème d’isomorphisme de Banach, on a

P ∈ Isom((Rn ×NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1), ((Rn)∗ × C0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖1)). (1.5.15)

Considérons les fonctions linéaires continues π1 : Rn×C0([a, b],Rn)→ Rn définie par π1(β, F ) = β,
et π2 : Rn × C0([a, b],Rn)→ C0([a, b],Rn) définie par π2(β, F ) = F .
Considérons l’opérateur Λ : (Rn)∗ × C0([a, b],Rn)∗ → (Rn × C0([a, b],Rn))∗ défini par

Λ(β, F ) = β ◦ π1 + F ◦ π2.

En utilisant le lemme 2, p.114 de [1], on a

Λ ∈ Isom(((Rn)∗ × C0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖1), ((Rn × C0([a, b],Rn))∗, ‖ · ‖L)). (1.5.16)

De plus, en utilisant le Théorème 1.5.12 et le théorème 4.13.4, p.173 de [23], on a

I∗ ∈ Isom((Rn × C0([a, b],Rn))∗, ‖ · ‖L), (C1([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖L)). (1.5.17)

Remarquons que
M = I∗ ◦ Λ ◦ P. (1.5.18)

En effet, pour chaque (x, f) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n, on a

(I∗ ◦ Λ)(P(x, f)) = (I∗ ◦ Λ)(
∑n

i=1 xie
∗
i , D(f))

= I∗(
∑n

i=1 xie
∗
i ◦ π1 +D(f) ◦ π2)

= (
∑n

i=1 xie
∗
i ◦ π1 +D(f) ◦ π2) ◦ I.

Par conséquent, on a

∀(x, f) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n, ∀u ∈ C1([a, b],Rn),
(I∗ ◦ Λ)(P(x, f))(u) = (

∑n
i=1 xie

∗
i ◦ π1 +D(f) ◦ π2)(u(a), u′)

=
∑n

i=1 xie
∗
i (u(a)) +D(f)(u′)

=
∑n

i=1 xie
∗
i (u(a)) +

∑n
i=1

∫ b
a (e∗i ◦ u′)(t) df(t) = M(x, f)(u).

Avec les assertions (1.5.15), (1.5.16), (1.5.17) et (1.5.18), on a

M∈ Isom((Rn ×NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1), (C1([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖L)).
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Lemme 1.5.14. Considérons l’ensemble des restrictions de fonctions affines à l’intervalle [a, b] :

Af([a, b],Rn) = {f ∈ C1([a, b],Rn) : ∃(c1, c2) ∈ (Rn)2, ∀t ∈ [a, b], f(t) = tc1 + c2}.

Alors (Af([a, b],Rn), ‖ · ‖C1) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (fk)k∈N ∈ Af([a, b],Rn)N et f ∈ C1([a, b],Rn) t.q. lim
k→+∞

‖fk − f‖C1 = 0.

Puisque (fk)k∈N ∈ Af([a, b],Rn)N, on a

∀k ∈ N, ∃(c1
k, c

2
k) ∈ R2, ∀t ∈ [a, b], fk(t) = tc1

k + c2
k.

Soit (k, p) ∈ N2 ; on a

‖c1
k+p − c1

k‖Rn = ‖f ′k+p(a)− f ′k(a)‖Rn ≤ ‖fk+p − fk‖C1 .

Par conséquent, puisque (fk)k∈N est une suite de Cauchy à valeurs dans (C1([a, b],Rn), ‖ · ‖C1),
(c1
k)k∈N est une suite de Cauchy à valeurs dans (Rn, ‖ · ‖Rn).

Donc
∃c1 ∈ Rn, lim

k→+∞
c1
k = c1.

De plus, puisque ∀k ∈ N, fk(a) = ac1
k + c2

k, on a lim
k→+∞

c2
k existe et lim

k→+∞
c2
k = f(a)− ac1. Donc on

obtient
∀t ∈ [a, b], f(t) = lim

k→+∞
fk(t) = lim

k→+∞
tc1
k + c2

k = tc1 + c2.

Ainsi Af([a, b],Rn) est un fermé de (C1([a, b],Rn), ‖·‖C1) ce qui implique que (Af([a, b],Rn), ‖·‖C1)
est un espace de Banach.

Lemme 1.5.15. Considérons C1
0,0([a, b],Rn) := {f ∈ C1([a, b],Rn) : f(a) = f(b) = 0}. Alors

(C1
0,0([a, b],Rn), ‖ · ‖C1) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (fk)k∈N ∈ C1
0,0([a, b],Rn)N et f ∈ C1([a, b],Rn) t.q. lim

k→+∞
‖fk − f‖C1 = 0.

Puisque ∀k ∈ N, fk(a) = 0 et fk(b) = 0, on a

0 ≤ ‖f(a)‖ ≤ ‖fk(a)− f(a)‖ ≤ ‖fk − f‖C1

et 0 ≤ ‖f(b)‖ ≤ ‖fk(b)− f(b)‖ ≤ ‖fk − f‖C1 .

Par conséquent, en utilisant le théorème des gendarmes, on a f(a) = f(b) = 0.
Ainsi C1

0,0([a, b],Rn) est un fermé de (C1([a, b],Rn), ‖ · ‖C1) ; ce qui implique que
(C1

0,0([a, b],Rn), ‖ · ‖C1) est un espace de Banach.

Proposition 1.5.16. Considérons l’opérateur Y : Af([a, b],Rn) × C1
0,0([a, b],Rn) → C1([a, b],Rn)

défini par
∀(A, σ) ∈ Af([a, b],Rn)× C1

0,0([a, b],Rn), Y(A, σ) := A+ σ.

Alors Y ∈ Isom((Af([a, b],Rn)× C1
0,0([a, b],Rn), ‖ · ‖1), (C1([a, b],Rn), ‖ · ‖C1)).

Démonstration. Soit λ ∈ R.
Soit (A1, A2, σ1, σ2) ∈ Af([a, b],Rn)2 × C1

0,0([a, b],Rn)2 ; on a

Y(λ(A1, σ1) + (A2, σ2)) = λA1 +A2 + λσ1 + σ2 = λY(A1, σ1) + Y(A2, σ2).
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De plus, pour chaque (A, σ) ∈ Af([a, b],Rn)× C1
0,0([a, b],Rn), on a

‖Y(A, σ)‖C1 = ‖A+ σ‖C1 ≤ ‖A‖C1 + ‖σ‖C1 = ‖(A, σ)‖1.

Donc
Y ∈ L(Af([a, b],Rn)× C1

0,0([a, b],Rn), C1([a, b],Rn)). (1.5.19)

Montrons que Y est injectif.
Soit (A, σ) ∈ Af([a, b],Rn)× C1

0,0([a, b],Rn) t.q. Y(A, σ) = 0.
Puisque A ∈ Af([a, b],Rn), il existe (c1, c2) ∈ R2 t.q. ∀t ∈ [a, b], A(t) = tc1 + c2.
Notons que

Y(A, σ) = 0 ⇒ A+ σ = 0
⇒ ac1 + c2 = 0 et bc1 + c2 = 0
⇒ c1 = c2 = 0
⇒ A = 0,

d’où σ = A+ σ = 0.
Donc Y est injectif.
Montrons que Y est surjectif.
Soit u ∈ C1([a, b],Rn) ; posons

∀t ∈ [a, b], A(t) =
(t− b)
(a− b)

(u(a)− u(b)) + u(b) et σ = u−A.

Puisque (A, σ) ∈ Af([a, b],Rn)× C1
0,0([a, b],Rn) et Y(A, σ) = u, Y est surjectif.

Par conséquent, puisque (Af([a, b],Rn) × C1
0,0([a, b],Rn), ‖ · ‖1) et (C1([a, b],Rn), ‖ · ‖C1) sont des

espaces de Banach, on a, en utilisant le théorème d’isomorphisme de Banach,

Y ∈ Isom((Af([a, b],Rn)× C1
0,0([a, b],Rn), ‖ · ‖1), (C1([a, b],Rn), ‖ · ‖C1)).

Théorème 1.5.17. Considérons l’opérateur
W : Rn ×NBV ([a, b],R)n → Af([a, b],Rn)∗ × C1

0,0([a, b],Rn)∗ défini par,
∀(x, f) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n, W(x, f) := (W1(x, f),W2(x, f)) où

∀u1 ∈ Af([a, b],Rn), W1(x, f)(u1) :=M(x, f)(u1),

et
∀u2 ∈ C1

0,0([a, b],Rn), W2(x, f)(u2) :=M(x, f)(u2).

Alors

W ∈ Isom((Rn ×NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1), (Af([a, b],Rn)∗ × C1
0,0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖1)).

Démonstration. En utilisant la Proposition 1.5.16 et le théorème 4.13.4, p.173 de [23], on a

Y∗ ∈ Isom((C1([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖L), ((Af([a, b],Rn)× C1
0,0([a, b],Rn))∗, ‖ · ‖L)). (1.5.20)

Considérons l’opérateur
Θ : (Af([a, b],Rn)× C1

0,0([a, b],Rn))∗ → Af([a, b],Rn)∗ × C1
0,0([a, b],Rn)∗, défini par, pour tout

φ ∈ (Af([a, b],Rn)×C1
0,0([a, b],Rn))∗, Θ(φ) = (φ(·, 0), φ(0, ·)). En utilisant le lemme 2, p.114 de [1],

on a
Θ ∈ Isom((Af([a, b],Rn)× C1

0,0([a, b],Rn))∗, ‖ · ‖L),

(Af([a, b],Rn)∗ × C1
0,0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖1)).

(1.5.21)
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Ainsi, avec (1.5.20), (1.5.21) et en utilisant le Théorème 1.5.13, on a

Θ ◦ Y∗ ◦M ∈ Isom((Rn ×NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1), (Af([a, b],Rn)∗ × C1
0,0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖1)).

(1.5.22)
Remarquons que W = Θ ◦ Y∗ ◦M.
En effet, pour chaque (x, f) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n, on a

(Θ ◦ Y∗ ◦M)(x, f) = (Θ ◦ Y∗)(M(x, f))
= Θ(M(x, f) ◦ Y)
= ((M(x, f) ◦ Y)(·, 0), (M(x, f) ◦ Y)(0, ·)).

Par conséquent, pour chaque (x, f) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n et u1 ∈ Af([a, b],Rn), on a

(M(x, f) ◦ Y)(·, 0)(u1) = (M(x, f) ◦ Y)(u1, 0)
=M(x, f)(Y(u1, 0))
=M(x, f)(u1)
=W1(x, f)(u1)

et pour chaque (x, f) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n et u2 ∈ C1
0,0([a, b],Rn), on a

(M(x, f) ◦ Y)(0, ·)(u2) = (M(x, f) ◦ Y)(0, u2)
=M(x, f)(Y(0, u2))
=M(x, f)(u2)
=W2(x, f)(u2).

Par conséquent, on obtient que

W ∈ Isom((Rn ×NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1), (Af([a, b],Rn)∗ × C1
0,0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖1)).

Dans le théorème suivant, on construit un produit scalaire sur l’espace NBV ([a, b],R) vérifiant
une propriété de continuité.

Théorème 1.5.18. Considérons la fonctionnelle
〈· | ·〉NBV : NBV ([a, b],R)×NBV ([a, b],R)→ R définie par

∀f1, f2 ∈ NBV ([a, b],R), 〈f1 | f2〉NBV =

∫ b

a
f1(t)f2(t) dt+ f1(b)f2(b).

Alors les assertions suivantes sont vérifiées :
(i) 〈· | ·〉NBV est un produit scalaire sur NBV ([a, b],R).
(ii) ∀f ∈ NBV ([a, b],R), ‖f‖$ ≤

√
(b− a) + 1‖f‖NBV où ‖f‖$ est la norme induite par le

produit scalaire 〈· | ·〉NBV .

Démonstration. (i)
Pour commencer, montrons que 〈· | ·〉NBV est bien définie.
Soit f1, f2 ∈ NBV ([a, b],R) ; puisque f1 et f2 sont bornées, on obtient que f1f2 := [t 7→ f1(t)f2(t)]
est bornée.
De plus, puisque ∀i ∈ {1, 2}, fi possède un nombre au plus dénombrable de points de discontinuité,
on obtient que f1f2 possède également un nombre au plus dénombrable de points de discontinuité.
Par conséquent, en utilisant la Proposition 1.1.14, on obtient que f1f2 est Riemann-intégrable sur
[a, b] ; d’où 〈· | ·〉NBV est bien définie.
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Soit f1, f2 ∈ NBV ([a, b],R) ; on a

〈f1 | f2〉NBV =
∫ b
a f1(t)f2(t) dt+ f1(b)f2(b)

=
∫ b
a f2(t)f1(t) dt+ f2(b)f1(b)

= 〈f2 | f1〉NBV ,

par conséquent, on a

∀f1, f2 ∈ NBV ([a, b],R), 〈f1 | f2〉NBV = 〈f2 | f1〉NBV . (1.5.23)

Soit λ ∈ R et f1, f2, f3 ∈ NBV ([a, b],R) ; notons que

〈λf1 + f2 | f3〉NBV =
∫ b
a (λf1(t) + f2(t))f3(t)dt+ (λf1 + f2)(b)f3(b)

=
∫ b
a (λf1(t)f3(t) + f2(t)f3(t))dt+ λf1(b)f3(b) + f2(b)f3(b)

= λ(
∫ b
a f1(t)f3(t) + f1(b)f3(b)) +

∫ b
a f2(t)f3(t) + f2(b)f3(b)

= λ〈f1 | f3〉NBV + 〈f2 | f3〉NBV .

Donc, on a
∀λ ∈ R, ∀f1, f2, f3 ∈ NBV ([a, b],R), 〈λf1 + f2 | f3〉NBV . (1.5.24)

Soit f ∈ NBV ([a, b],R) ; puisque pour chaque t ∈ [a, b], f(t)2 ≥ 0 et f(b)2 ≥ 0, on a

〈f | f〉NBV =

∫ b

a
f(t)2dt+ f(b)2 ≥ 0.

De plus, notons que 〈0 | 0〉NBV = 0 + 0 = 0.
Soit f ∈ NBV ([a, b],R) t.q. 〈f | f〉NBV = 0.
Puisque 〈f | f〉NBV = 0, on a ∫ b

a
f(t)2dt+ f(b)2 = 0.

Puisque
∫ b
a f(t)2dt ≥ 0 et f(b)2 ≥ 0, on a∫ b

a
f(t)2dt = 0 et f(b)2 = 0.

Et puisque f ∈ NBV ([a, b],R), on a f(a) = 0. Puisque f(b)2 = 0, on a f(b) = 0.
Reste à prouver que f est nulle sur ]a, b[. Soit t0 ∈ ]a, b[ ; montrons que f(t0) = 0.
Raisonnons par l’absurde, supposons que f(t0) 6= 0.
f étant continue à gauche de t0, f2 := [t 7→ f(t)2] est aussi continue à gauche au point t0.
Puisque f(t0)2 6= 0, on a f(t0)2 > 0. Par conséquent, on a

∃η > 0, ∀t ∈ [t0 − η, t0], f2(t) ≥ f2(t0)

2
,

d’où ∫ b

a
f2(t)dt ≥

∫ t0

t0−η

f2(t0)

2
dt ≥ ηf

2(t0)

2
> 0;

ce qui est absurde, donc f(t0) = 0 i.e. f = 0 sur ]a, b[ car t0 était arbitrairement choisi.
Ainsi, on a prouvé que

∀f ∈ NBV ([a, b],R), 〈f | f〉NBV = 0⇔ f = 0. (1.5.25)
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Ainsi avec (1.5.23), (1.5.24) et (1.5.25), 〈· | ·〉NBV est un produit scalaire sur NBV ([a, b],R).

(ii)

De plus, soit f ∈ NBV ([a, b],R), soit t ∈ [a, b] ; notons que

|f(t)| ≤ |f(t)|+ |f(b)− f(t)| = |f(t)− f(a)|+ |f(b)− f(t)| ≤ V b
a (f).

Par conséquent, on a
〈f | f〉NBV ≤

∫ b
a V

b
a (f)2dt+ V b

a (f)2

= (b− a)V b
a (f)2 + V b

a (f)2

= ((b− a) + 1)V b
a (f)2,

d’où, on déduit que

‖f‖$ ≤
√

(b− a) + 1V b
a (f) =

√
(b− a) + 1‖f‖NBV .

Théorème 1.5.19. Considérons la fonctionnelle
〈· | ·〉P : (Rn ×NBV ([a, b],R)n)× (Rn ×NBV ([a, b],R)n)→ R définie par

∀(x1, f1), (x2, f2) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n,
〈(x1, f1) | (x2, f2)〉P = 〈x1 | x2〉Rn +

∑n
i=1〈f i1 | f i2〉NBV ,

où 〈· | ·〉Rn est le produit scalaire usuel sur Rn. Alors les assertions suivantes sont vérifiées :
(i) 〈· | ·〉P est un produit scalaire sur Rn ×NBV ([a, b],R)n.
(ii) ∃α > 0, ∀(x, f) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n, ‖(x, f)‖P,$ ≤ α‖(x, f)‖1, où
‖(x, f)‖P,$ est la norme induite par le produit scalaire 〈· | ·〉P .

Démonstration. (i)

Soit (x1, f1), (x2, f2) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n ; on a

〈(x1, f1) | (x2, f2)〉P = 〈x1 | x2〉Rn +
∑n

i=1〈f i1 | f i2〉NBV
= 〈x2 | x1〉Rn +

∑n
i=1〈f i2 | f i1〉NBV

= 〈(x2, f2) | (x1, f1)〉P .

Par conséquent, on obtient la symétrie de 〈· | ·〉P .
Soit λ ∈ R, (x1, f1), (x2, f2), (x3, f3) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n ; notons que

〈λ(x1, f1) + (x2, f2) | (x3, f3)〉P
= 〈λx1 + x2 | x3〉Rn +

∑n
i=1〈λf i1 + f i2 | f i3〉NBV

= λ〈x1 | x3〉Rn + 〈x2 | x3〉Rn +
∑n

i=1 λ〈f i1 | f i3〉NBV +
∑n

i=1〈f i2 | f i3〉NBV
= λ〈(x1, f1) | (x3, f3)〉P + 〈(x2, f2) | (x3, f3)〉P .

Par conséquent, on obtient la bilinéarité de 〈· | ·〉P .
Soit (x, f) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n ; on a

〈(x, f) | (x, f)〉P = 〈x | x〉Rn +

n∑
i=1

〈f i | f i〉NBV ≥ 0.
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Ainsi on obtient la positivité de 〈· | ·〉P .
Soit (x, f) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n ; notons que

〈(x, f) | (x, f)〉P = 0
⇔ 〈x | x〉Rn +

∑n
i=1〈f i | f i〉NBV = 0

⇔ 〈x | x〉Rn = 0 et
∑n

i=1〈f i | f i〉NBV = 0
⇔ 〈x | x〉Rn = 0 et ∀i ∈ {1, ..., n}, 〈f i | f i〉NBV = 0
⇔ x = 0 et ∀i ∈ {1, ..., n}, f i = 0
⇔ x = 0 et f = 0.

Donc 〈· | ·〉P est définie positive.
Ainsi 〈· | ·〉P est un produit scalaire sur Rn ×NBV ([a, b],R)n.
(ii)
Puisque les normes sur Rn sont équivalentes, il existe α1 > 0 t.q. ∀x ∈ Rn, ‖x‖2 ≤ α1‖x‖Rn .
Posons α := α1 +

√
(b− a) + 1.

Soit (x, f) ∈ Rn ×NBV ([a, b],R)n ; on a

‖(x, f)‖P,$ =
√
〈x | x〉Rn +

∑n
i=1〈f i | f i〉NBV

≤
√
〈x | x〉Rn +

√∑n
i=1〈f i | f i〉NBV

≤ ‖x‖2 +
∑n

i=1

√
〈f i | f i〉NBV

= ‖x‖2 +
∑n

i=1 ‖f i‖$
≤ α1‖x‖Rn +

∑n
i=1

√
(b− a) + 1‖f i‖NBV

= α(‖x‖Rn +
∑n

i=1 ‖f i‖NBV ) = α‖(x, f)‖1.

Le lemme suivant, nous donne une condition équivalente pour obtenir la continuité du produit
scalaire.

Lemme 1.5.20. Soit (X , ‖ · ‖X ) un espace vectoriel normé réel. Soit 〈· | ·〉 un produit scalaire sur
X .
Notons ‖·‖i la norme induite par le produit scalaire 〈· | ·〉 sur X . Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) 〈· | ·〉 ∈ C0((X × X , ‖ · ‖X ,1),R) où, ∀(x1, x2) ∈ X 2, ‖(x1, x2)‖X ,1 = ‖x1‖X + ‖x2‖X .
(ii) ∃c > 0, ∀x ∈ X , ‖x‖i ≤ c‖x‖X .

Démonstration. (i)⇒ (ii)

Supposons (i) i.e.
∃b1 > 0, ∀(x1, x2) ∈ X 2, 〈x1 | x2〉 ≤ b1‖x1‖X ‖x2‖X .

Posons c =
√
b1.

Si x ∈ X , on a
‖x‖i =

√
〈x | x〉 ≤

√
b1‖x‖2X =

√
b1‖x‖X = c‖x‖X .

(ii)⇒ (i)

Supposons (ii).
Soit x, y ∈ X ; puisque 〈· | ·〉 ∈ C0((X × X , ‖ · ‖i,1),R), on a

〈x | y〉 ≤ ‖〈· | ·〉‖B‖x‖i‖y‖i
≤ ‖〈· | ·〉‖Bc2‖x‖X ‖y‖X .

Par conséquent, puisque 〈· | ·〉 est une fonction bilinéaire, l’assertion (i) a été démontrée.
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La proposition suivante nous donne des conditions pour construire un produit scalaire à partir
d’un autre produit scalaire.

Proposition 1.5.21. Soit (X, ‖ · ‖X) un espace vectoriel normé réel et (H, ‖ · ‖H) un autre espace
vectoriel normé réel.
Soit 〈· | ·〉H un produit scalaire sur H t.q. 〈· | ·〉H ∈ C0((H2, ‖ · ‖H,1),R).
Soit J ∈ L((X, ‖ · ‖X), (H, ‖ · ‖H)) injectif. Alors la fonctionnelle 〈· | ·〉X : X ×X → R, définie par,

∀(x1, x2) ∈ X, 〈x1 | x2〉X = 〈J(x1) | J(x2)〉H ,

est un produit scalaire sur X et 〈· | ·〉X ∈ C0((X2, ‖ · ‖X,1),R).

Démonstration. Soit x1, x2 ∈ X

〈x1 | x2〉X = 〈J(x1) | J(x2)〉H = 〈J(x2) | J(x1)〉H = 〈x2 | x1〉X .

Par conséquent, on obtient la symétrie de 〈· | ·〉X .
Soit λ ∈ R et x1, x2, x3 ∈ X ; on a

〈λx1 + x2 | x3〉X = 〈J(λx1 + x2) | J(x3)〉H
= 〈λJ(x1) + J(x2) | J(x3)〉H
= λ〈J(x1) | J(x3)〉H + 〈J(x2) | J(x3)〉H
= λ〈x1 | x3〉X + 〈x2 | x3〉X .

Par conséquent, on obtient la bilinéarité de 〈· | ·〉X .
Si x ∈ X, on a

〈x | x〉X = 〈J(x) | J(x)〉H ≥ 0.

Par conséquent, 〈· | ·〉X est positive.
Soit x ∈ X ; notons que

〈x | x〉X = 0 ⇔ 〈J(x) | J(x)〉H = 0
⇔ J(x) = 0
⇔ x = 0.

Donc 〈· | ·〉X est définie positive. Ainsi 〈· | ·〉X est un produit scalaire sur X. Notons ‖ · ‖X,$ et
‖ · ‖H,$ les normes induites respectivement par 〈· | ·〉X et 〈· | ·〉H . Ensuite, en utilisant le Lemme
1.5.20, on a

∃cH > 0, ∀h ∈ H, ‖h‖H,$ ≤ cH‖h‖H .

Par conséquent, pour chaque x ∈ X, on a

‖x‖X,$ = ‖J(x)‖H,$ ≤ cH‖J(x)‖H ≤ cH‖J‖L‖x‖X .

Par conséquent, en utilisant le Lemme 1.5.20, on a 〈· | ·〉X ∈ C0((X2, ‖ · ‖X,1),R).

Dans le théorème suivant, on construit un produit scalaire continu sur C1
0,0([a, b],Rn)∗. Notons

que ce résultat sera essentiel dans l’utilisation d’un théorème de Calcul des Variations.

Théorème 1.5.22. Considérons la fonctionnelle 〈· | ·〉C1∗
0,0

: (C1
0,0([a, b],Rn)∗)2 → R, définie par,

∀φ1, φ2 ∈ C1
0,0([a, b],Rn)∗, 〈φ1 | φ2〉C1∗

0,0
= 〈W−1(0, φ1) | W−1(0, φ2)〉P ,

où W est l’opérateur défini dans le Théorème 1.5.17.
Alors 〈· | ·〉C1∗

0,0
est un produit scalaire sur C1

0,0([a, b],Rn)∗ t.q.
〈· | ·〉C1

0,0
∗ ∈ C0((C1

0,0([a, b],Rn)∗ × C1
0,0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖L,1),R).
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Démonstration. En utilisant le Théorème 1.5.17, on sait que

W−1 ∈ Isom((Af([a, b],Rn)∗ × C1
0,0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖1), (Rn ×NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1)).

Par conséquent la fonctionnelle 〈· | ·〉C1∗
0,0

est bien définie. Montrons que W−1(0, ·) := [φ2 7→
W−1(0, φ2)] ∈ L((C1

0,0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖L), (Rn ×NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1))

Soit λ ∈ R et φ1, φ2 ∈ C1
0,0([a, b],Rn)∗ ; on a

W−1(0, ·)(λφ1 + φ2) =W−1(0, λφ1 + φ2)
=W−1(λ0 + 0, λφ1 + φ2)
=W−1(λ(0, φ1) + (0, φ2))
= λW−1(0, φ1) +W−1(0, φ2)
= λW−1(0, ·)(φ1) +W−1(0, ·)(φ2).

De plus, pour chaque φ ∈ C1
0,0([a, b],Rn)∗, on a

‖ W−1(0, φ)‖1 ≤ ‖W−1‖L‖(0, φ)‖1 = ‖W−1‖L‖φ‖L.

Par conséquent, on a

W−1(0, ·) ∈ L((C1
0,0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖L), (Rn ×NBV ([a, b],R)n, ‖ · ‖1)). (1.5.26)

Soit φ ∈ C1
0,0([a, b],Rn)∗ ; on a

W−1(0, ·)(φ) = 0⇒W−1(0, φ) = 0⇒ (0, φ) = 0⇒ φ = 0.

Ainsi
W−1(0, ·) est injectif. (1.5.27)

Par conséquent, en utilisant la Proposition 1.5.21 et le Théorème 1.5.19, on obtient que 〈· | ·〉C1∗
0,0

est un produit scalaire sur C1
0,0([a, b],Rn)∗ t.q.

〈· | ·〉C1∗
0,0
∈ C0((C1

0,0([a, b],Rn)∗ × C1
0,0([a, b],Rn)∗, ‖ · ‖L,1),R).
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Chapitre 2

Optimisation statique

Dans ce chapitre, on s’intéresse au problème d’optimisation statique.
Dans la section 1, on commence par faire des rappels sur le calcul différentiel. On rappelle les
définitions de fonction Gâteaux-différentiable, Hadamard-différentiable et Fréchet-différentiable en
un point. Ensuite, on rappelle des propriétés de ces notions.

Dans les sections 2 et 3, on établit une Règle des Multiplicateurs dans les formes de Fritz
John et de Karush-Kuhn-Tucker en dimension infinie pour un problème sous un nombre fini
de contraintes d’inégalité et pour un problème sous un nombre fini de contraintes d’inégalité et
d’égalité. Notons que ces deux Règles de Multiplicateurs ont fait l’objet d’une publication dans une
revue internationale à comité de lecture cf. [40].
De la même manière que H. Halkin (cf. [24]), P. Michel (cf. [30] p.504) et J. Blot (cf. [9]),
on essaye de généraliser la Règle des Multiplicateurs pour ces deux problèmes d’optimisation sta-
tique. Cette généralisation consiste à remplacer l’hypothèse de continue Fréchet-différentiabilité sur
un voisinage de la solution optimale pour la fonction de l’ objectif et les fonctions constituant les
contraintes par une notion de différentiabilité en la solution optimale définie dans la section 1.
Pour le problème avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité, H. Halkin et P.
Michel généralisent la Règle des Multiplicateurs en remplaçant l’hypothèse de continue Fréchet-
différentiabilité sur un voisinage de la solution optimale par l’hypothèse de Fréchet-différentiabilité
en la solution optimale pour la fonction de l’objectif et les fonctions constituant les contraintes.
Notons que H. Halkin et P. Michel arrivent au même énoncé avec des preuves très différentes. En
effet, P. Michel utilise un théorème de séparation et le théorème de point-fixe de Brouwer tandis
que H. Halkin utilise son théorème des fonctions implicites pour les fonctions Fréchet-différentiables
(au lieu de Fréchet C1) en un point.
Pour le problème avec un nombre fini de contraintes d’inégalité, en dimension finie, J. Blot généra-
lise la Règle des Multiplicateurs en remplaçant l’hypothèse de Fréchet-différentiabilité en la solution
optimale par l’hypothèse de Gâteaux-différentiabilité en la solution optimale pour la fonction de
l’objectif et les fonctions constituant les contraintes. De plus, il remplace l’hypothèse de continuité
sur un voisinage de la solution optimale par une hypothèse de semi-continuité inférieure en la so-
lution optimale pour les fonctions constituant les contraintes. Enfin, il n’émet pas d’hypothèse de
continuité pour la fonction de l’objectif.
Notons qu’il existe d’autres façons de généraliser l’hypothèse de continue Fréchet-différentiabilité
sur un voisinage de la solution optimale, à l’aide de notions de sous-différentielle pour des fonc-
tions localement lipschitziennes comme F.H. Clarke, cf. [17] et [18]. Toutefois, le cadre utilisé par
ces trois auteurs ne rentre pas dans le cadre des fonctions localement lipschitziennes. En effet, en
général, une fonction qui est Fréchet-différentiable en un point n’est pas localement lipschitzienne
autour de ce point et inversement une fonction qui est localement lipschitzienne autour d’un point
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n’est pas nécessairement Fréchet-différentiable en ce point. Ce n’est pas la direction suivie ici.
Dans la section 2, on énonce une Règle des Multiplicateurs sous les formes de Fritz John ou de
Karush-Kuhn-Tucker en dimension infinie pour un problème sous un nombre fini de contraintes
d’inégalité. On suppose que la fonction de l’objectif est Gâteaux-différentiable en la solution optimale
et les fonctions constituant les contraintes d’inégalité sont Gâteaux-différentiables et semi-continues
inférieurement en la solution optimale. En utilisant une approche similaire à celle de P. Michel
dans sa preuve du théorème de [30] p.504, on prouve le théorème 3.1 de [9] en dimension infinie.
Dans la section 3, on établit une Règle des Multiplicateurs sous les formes de Fritz John ou de
Karush-Kuhn-Tucker en dimension infinie pour un problème sous un nombre fini de contraintes
d’inégalité et d’égalité. On suppose que la fonction de l’objectif et les fonctions constituant les
contraintes sont Hadamard-différentiables en la solution optimale, et pour les fonctions constituant
les contraintes d’égalité, on suppose, en plus, qu’elles sont continues dans un voisinage de la solution
optimale. À l’aide de la méthode de P. Michel, on prouve ce théorème. Pour le problème avec un
nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité, notons que ce théorème généralise en dimension
infinie les Règles des Multiplicateurs de [[24],[30],[9]].
Dans les sections 4-6, on s’intéresse à deux problèmes d’optimisation en dimension infinie à pa-
ramètre avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. Dans le premier problème, la
fonction de l’objectif et les fonctions constituant les contraintes d’égalité et d’inégalité ont pour
espace de départ le produit cartésien d’un ouvert d’un espace vectoriel de dimension infinie et de
l’espace des paramètres. Dans le second problème, la fonction de l’objectif et les fonctions consti-
tuant les contraintes d’égalité et d’inégalité ont pour espace de départ le produit cartésien d’un
ouvert d’un sous-espace affine inclus dans un espace vectoriel de dimension infinie et de l’espace des
paramètres. Pour chacun de ces problèmes, on établit un théorème de l’enveloppe. Un théorème de
l’enveloppe consiste à donner des conditions pour obtenir la différentiabilité de la fonction valeur et
à donner une expression de sa différentielle. Dans un théorème de l’enveloppe, en un point fixé, on
suppose qu’il existe une solution pour chaque paramètre dans un voisinage de ce point.
Notons qu’à la différence des théorèmes de l’enveloppe, dans les théorèmes de perturbation, en un
point fixé où la solution existe, on donne des conditions pour qu’il existe une solution pour chaque
paramètre dans un voisinage de ce point. Toutefois, comparé aux hypothèses des théorèmes de l’en-
veloppe, les théorèmes de perturbation exigent des hypothèses de conditions suffisantes.
Notre objectif est d’établir un théorème de l’enveloppe en allégeant les hypothèses des résultats
existants. Parmi les preuves des théorèmes de l’enveloppe, on peut souligner l’existence de deux
points de vue. Le premier point de vue consiste à démontrer le théorème de l’enveloppe en utilisant
une hypothèse de régularité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker cf. [6] et [22]. Le deuxième
point de vue consiste à utiliser un théorème de perturbation pour démontrer le théorème de l’enve-
loppe cf. [15].
Notre principale contribution est d’éviter à la fois des hypothèses de régularité sur les multiplicateurs
de Karush-Kuhn-Tucker et des hypothèses de conditions suffisantes utilisées dans les théorèmes de
perturbation.
Tout d’abord, on évite de supposer la régularité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker. En
effet, en construisant un lemme de Gram-Schmidt à paramètre, on parvient à démontrer que les
multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker sont continus par rapport au paramètre. À l’aide de la
continuité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker, on démontre notre théorème de l’enveloppe.
Ensuite, en utilisant la Règle des Multiplicateurs établie dans la section 2 de ce chapitre, on par-
vient à remplacer l’hypothèse de continue Fréchet-différentiabilité par l’hypothèse de Hadamard-
différentiabilité.
Enfin, notons que notre problème est un problème en dimension infinie.
Notons qu’on pourra retrouver les résultats du théorème de l’enveloppe en optimisation statique

CHAPITRE 2. OPTIMISATION STATIQUE 55



2.1. RAPPELS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL

dans [12].
Dans la section 4, on énonce un théorème de l’enveloppe pour deux problèmes d’optimisation
à paramètre sous un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. Le premier problème est
un problème d’optimisation à paramètre où la fonction de l’objectif et les fonctions constituant
les contraintes d’égalité et d’inégalité ont pour espace de départ le produit cartésien d’un ouvert
d’un espace vectoriel de dimension infinie et de l’espace des paramètres. Le second problème est
un problème à paramètre où la fonction de l’objectif et les fonctions constituant les contraintes
d’égalité et d’inégalité ont pour espace de départ le produit cartésien d’un ouvert d’un sous-espace
affine inclus dans un espace vectoriel de dimension infinie et de l’espace des paramètres.
Dans la section 5, on démontre le théorème de l’enveloppe pour le premier problème à paramètre
d’optimisation en dimension infinie avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. Pour
cela, on commence par démontrer un lemme de Gram-Schmidt à paramètre. Grâce au lemme de
Gram-Schmidt, on démontre un lemme sur la continuité, par rapport au paramètre, des coordonnées
d’un vecteur dans un espace vectoriel de dimension finie dépendant d’un paramètre. Ensuite, pour
montrer notre théorème de l’enveloppe, on utilise la Règle des Multiplicateurs de la section 2. En
outre, à l’aide du lemme sur la continuité par rapport au paramètre des coordonnées d’un vecteur
dans un espace vectoriel de dimension finie dépendant d’un paramètre, on démontre la continuité
des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker.
Dans la section 6, on démontre le théorème de l’enveloppe pour le second problème. Pour prouver
ce théorème, on transforme le second problème en un problème où la fonction de l’objectif et les
fonctions constituant les contraintes d’égalité et d’inégalité ont pour espace de départ le produit
cartésien d’un ouvert d’un espace vectoriel de dimension infinie et de l’espace des paramètres. Puis,
en utilisant le théorème de l’enveloppe pour ce problème, on démontre le théorème de l’enveloppe
pour le second problème.

2.1 Rappels de Calcul différentiel

Dans cette section, on fait des rappels sur le calcul différentiel. On rappelle les définitions de
fonction Gâteaux-différentiable, Hadamard-différentiable et Fréchet-différentiable en un point. En-
suite, on rappelle des propriétés de ces notions.
Notons que la plupart des résultats de cette section sont issues de [21].
Soit (X, ‖ · ‖X) un espace vectoriel normé réel, G un ouvert de X, et (Y, ‖ · ‖Y ) un espace vectoriel
normé réel.

Définition 2.1.1. Soit f : G → Y une fonction, soit x ∈ G et v ∈ X. On dit que f admet une
dérivée directionnelle à droite (ou Gâteaux-variation) au point x suivant la direction v lorsque la limite
lim
θ→0+

1
θ (f(x+ θv)− f(x)) existe. On note cette limite D+

Gf(x; v) et D+
Gf(x; v) est appelé la dérivée

directionnelle à droite (ou Gâteaux-variation) de f au point x suivant la direction v.

Définition 2.1.2. Soit f : G→ Y une fonction, soit x ∈ G. On dit que f est Gâteaux-différentiable
au point x lorsque, pour chaque v ∈ X, D+

Gf(x; v) existe et D+
Gf(x; ·) ∈ L(X,Y ). Alors, la Gâteaux-

différentielle de la fonction f au point x est la fonction DGf(x) ∈ L(X,Y ) définie par, pour tout
v ∈ X, DGf(x) · v = D+

Gf(x; v).

Définition 2.1.3. Soit f : G → Y une fonction, soit x ∈ G et v ∈ X. On dit que f admet une
Hadamard-variation au point x d’accroissement v lorsque il existe D+

Hf(x; v) ∈ Y t.q., pour toute
suite (θn)n∈N ∈ ]0,+∞[N convergeant vers 0, pour toute suite (vn)n∈N ∈ XN convergeant vers v,
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lim
n→+∞

1
θn

(f(x + θnvn) − f(x)) = D+
Hf(x; v). Alors D+

Hf(x; v) est appelé la Hadamard-variation de
f au point x d’accroissement v.

Définition 2.1.4. Soit f : G → Y une fonction, soit x ∈ G. On dit que f est Hadamard-
différentiable au point x lorsque, pour chaque v ∈ X, D+

Hf(x; v) existe et D+
Hf(x; ·) ∈ L(X,Y ).

Alors, la Hadamard-différentielle de la fonction f au point x est la fonction DHf(x) ∈ L(X,Y )
définie par, pour tout v ∈ X, DHf(x) · v = D+

Hf(x; v).

Définition 2.1.5. Soit f : G→ Y une fonction, soit x ∈ G. On dit que f est Fréchet-différentiable
au point x lorsque, il existe L ∈ L(X,Y ) t.q.

lim
h→0
‖h‖X 6=0

1

‖h‖X
(f(x+ h)− f(x)− L · h) = 0.

Alors L est noté DF f(x) et on l’appelle la Fréchet-différentielle de f au point x.

La proposition suivante nous donne les liens entre les différents sens de différentiabilité d’une
fonction en un point.

Proposition 2.1.6. (cf. [21] p.259 et p.266).
Soit f : G→ Y une fonction, soit x ∈ G et v ∈ X. Alors les assertions suivantes sont vérifiées :

(i) Si D+
Hf(x; v) existe, alors D+

Gf(x; v) existe et D+
Gf(x; v)=D+

Hf(x; v).
(ii) Si f est Hadamard-différentiable au point x, alors f est Gâteaux-différentiable au point x

et DGf(x) = DHf(x).
(iii) Si f est Fréchet-différentiable au point x, alors f est Hadamard-différentiable au point x et

DHf(x) = DF f(x).

Démonstration. Les assertions (i) et (ii) sont démontrées dans [21] (p.259) et l’assertion (iii) est
démontrée dans [21] (p.266).

Toutefois, les réciproques des assertions (i)-(iii) sont fausses en général. En effet, pour les ré-
ciproques des assertion (i)-(ii), on peut trouver un contre-exemple dans [21] (exemple (c) p.252).
Pour la réciproque de l’assertion (iii), on peut trouver, de nouveau, un contre-exemple dans [21]
(exemple (d) p.252).
Notons que la réciproque de l’assertion (iii) est vraie lorsque dim(X) < +∞ cf. [21] p.266.
La proposition suivante nous donne une condition pour avoir la réciproque de l’assertion (ii).

Proposition 2.1.7. (cf. [21] p.259).
Soit f : G → Y une fonction, soit x ∈ G t.q. f soit lipschitzienne sur un voisinage de x. Si f
est Gâteaux-différentiable au point x, alors f est Hadamard-différentiable au point x et DHf(x) =
DGf(x).

Démonstration. On peut trouver une démonstration dans [21] p.259.

Lemme 2.1.8. (cf. [21] p.263).
Soit Z un espace vectoriel normé réel. Soit f : G→ Y , soit x ∈ G et v ∈ X, soit Ω un ouvert de Y
t.q. f(x) ∈ Ω.
Soit g : Ω→ Z une fonction. Si D+

Gf(x; v) et D+
Hg(f(x);D+

Gf(x; v)) existent, alors D+
G(g ◦ f)(x; v)

existe et D+
G(g ◦ f)(x; v) = D+

Hg(f(x);D+
Gf(x; v)).

Démonstration. On peut trouver une démonstration dans [21] p.263.

La notion de Hadamard-différentiabilité est stable par composition.
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Lemme 2.1.9. (cf. [21] p.267).
Soit Z un espace vectoriel normé réel. Soit f : G → Y , soit x ∈ G, soit Ω un ouvert de Y t.q.
f(x) ∈ Ω.
Soit g : Ω → Z une fonction. Si DHf(x) et DHg(f(x)) existent, alors DH(g ◦ f)(x) existe et
DH(g ◦ f)(x) = DHg(f(x)) ◦DHf(x).

Démonstration. On peut trouver une démonstration dans [21] p.267.

Proposition 2.1.10. (cf. [21] p.265).
Soit f : G→ Y , soit x ∈ G, soit T ∈ L(X,Y ). Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est Hadamard-différentiable au point x et DHf(x) = T .
(ii) Pour chaque compact K ⊂ X, lim

t→0+
supv∈K ‖1

t (f(x+ tv)− f(x))− T · v‖Y = 0.

Démonstration. On peut trouver une démonstration dans [21] p.265.

Lemme 2.1.11. Soit n ∈ N∗.
Soit E, F1, ..., Fn n+ 1 espaces vectoriels normés réels et F :=

∏n
i=1 Fi est l’espace normé produit.

Soit Ω une partie ouverte de E et x ∈ Ω.
Soit v : Ω→

∏n
i=1 Fi une fonction. Ainsi ∀x ∈ Ω, v(x) = (v1(x), ..., vn(x)). Alors les deux assertions

suivantes sont équivalentes :
(i) v est Hadamard-différentiable au point x .
(ii) ∀i ∈ {1, ..., n}, vi est Hadamard-différentiable au point x.

On a alors pour chaque ξ ∈ E, DHv(x) · ξ = (DHv1(x) · ξ, ...,DHvn(x) · ξ).

Démonstration. Considérons les fonctions linéaires continues : ∀i ∈ {1, ..., n}, πi : F → Fi définie
par πi((y1, ..., yn)) := yi et ui : Fi → F définie par ui(yi) := (0, ..., yi, ..., 0).

Supposons (i). Soit i ∈ {1, ..., n}. Remarquons que

vi = πi ◦ v.

Puisque πi ∈ L(F, Fi), πi est Fréchet-différentiable sur F d’après la proposition 2.4.2 p.33 de [14] et

∀y ∈ F, DFπi(y) = πi.

De plus, en utilisant l’assertion (iii) de la Proposition 2.1.6, on a

∀y ∈ F, DHπi(y) = πi.

Ainsi, en utilisant le Lemme 2.1.9, vi est Hadamard-différentiable au point x et

DHvi(x) = DHπi(v(x)) ◦DHv(x) = πi ◦DHv(x).

D’où, ∀ξ ∈ E, DHv(x) · ξ = (DHv1(x) · ξ, ...,DHvn(x) · ξ).
Supposons (ii). Soit i ∈ {1, ..., n}. Puisque ui ∈ L(Fi, F ), ui est Fréchet-différentiable sur Fi d’après
la proposition 2.4.2 p.33 de [14] et

∀yi ∈ Fi, DFui(yi) = ui.

De plus, en utilisant l’assertion (iii) de la Proposition 2.1.6, on a

∀yi ∈ Fi, DHui(yi) = ui.
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Ainsi, en utilisant le Lemme 2.1.9, on a ui ◦ vi est Hadamard-différentiable au point x.
Par conséquent, on obtient

DH(ui ◦ vi)(x) = DHui(vi(x)) ◦DHvi(x) = ui ◦DHvi(x).

Puisque v =
∑n

i=1 ui ◦ vi, avec (ii) et le Lemme 2.1.9, on obtient que v est Hadamard-différentiable
au point x et

DHv(x) =
n∑
i=1

ui ◦DHvi(x).

Par conséquent, on a, ∀ξ ∈ E, DHv(x) · ξ = (DHv1(x) · ξ, ...,DHvn(x) · ξ).

Notations 2.1.12. Soit n ∈ N∗.
Soit X1, ..., Xn n espaces vectoriels normés réels t.q. X :=

∏n
i=1Xi est l’espace normé produit.

Soit x̂ = (x̂1, ..., x̂n) ∈ G, soit f : G → Y . Lorsqu’elle existe, on note, pour chaque k ∈ {1, ...., n},
DH,kf(x̂) la Hadamard-différentielle de la fonction partielle [xk 7→ f(x̂1, ..., x̂k−1, xk, x̂k+1, .., x̂n)]
au point x̂k. Alors DH,kf(x̂) est appelé la Hadamard-différentielle partielle au point x̂ par rapport
à la k-ième variable.
Lorsqu’elle existe, on note, pour chaque k ∈ {1, ...., n}, DG,kf(x̂) la Gâteaux-différentielle de la
fonction partielle [xk 7→ f(x̂1, ..., x̂k−1, xk, x̂k+1, .., x̂n)] au point x̂k. Alors DG,kf(x̂) est appelé la
Gâteaux-différentielle partielle au point x̂ par rapport à la k-ième variable.
Lorsqu’elle existe, on note, pour chaque k ∈ {1, ...., n}, DF,kf(x̂) la Fréchet-différentielle de la
fonction partielle [xk 7→ f(x̂1, ..., x̂k−1, xk, x̂k+1, .., x̂n)] au point x̂k. Alors DF,kf(x̂) est appelé la
Fréchet-différentielle partielle au point x̂ par rapport à la k-ième variable.
Lorsqu’elle existe, on note, pour chaque 1 ≤ k1 ≤ k2 ≤ k3 ≤ n, DH,(k1,k2,k3)f(x̂) la Hadamard-
différentielle de la fonction partielle
[(xk1 , xk2 , xk3) 7→ f(x̂1, ..., x̂k1−1, xk1 , x̂k1+1, ...x̂k2−1, xk2 , x̂k2+1, ..., x̂k3−1, xk3 , x̂k3+1, ..., x̂n)] au point
(x̂k1 , x̂k2 , x̂k3). Alors DH,(k1,k2,k3)f(x̂) est appelé la Hadamard-différentielle partielle au point x̂ par
rapport aux variables k1, k2 et k3.

2.2 Énoncé des problèmes d’optimisation statique

Dans cette section, nous allons considérer deux problèmes d’optimisation statique ; le premier
est un problème d’optimisation statique en dimension infinie avec un nombre fini de contraintes
d’inégalité et le second est un problème d’optimisation statique en dimension infinie avec un nombre
fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. Notre objectif est de démontrer pour ces deux problèmes
une Règle des Multiplicateurs.

Soit E un espace vectoriel normé réel, Ω un ouvert non vide de E, soit fi : Ω → R lorsque
i ∈ {0, ...,m} une fonction, soit f : Ω → R une fonction, soit gi : Ω → R lorsque i ∈ {1, ..., p} une
fonction, soit hj : Ω→ R lorsque j ∈ {1, ..., q} une fonction et (m, p, q) ∈ (N∗)3.
On considère les deux problèmes suivants :

(I)


Maximiser f0(x)

lorsque x ∈ Ω
∀i ∈ {1, ...,m}, fi(x) ≥ 0,
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et

(P)


Maximiser f(x)

lorsque x ∈ Ω
∀i ∈ {1, ..., p}, gi(x) ≥ 0
∀j ∈ {1, ..., q}, hj(x) = 0.

2.3 Règle des Multiplicateurs pour un problème avec un nombre
fini de contraintes d’inégalité

Dans cette section, on énonce une Règle des Multiplicateurs pour un problème avec un nombre
fini de contraintes d’inégalité. Nous allons dans, un premier temps, énoncer la Règle des Multipli-
cateurs pour ce problème, puis, dans un second temps nous allons prouvez ce théorème.
Dans le théorème suivant, on énonce une Règle des Multiplicateurs pour un problème avec un
nombre fini de contraintes d’inégalité.

Théorème 2.3.1. Soit x̂ une solution (I). On considère les conditions suivantes :
(i) Pour tout i ∈ {0, ...,m}, fi est Gâteaux-différentiable au point x̂.
(ii) Pour tout i ∈ {1, ...,m}, fi est semi-continue inférieurement au point x̂ lorsque fi(x̂) > 0.
(iii) Il existe w ∈ E t.q. pour tout i ∈ {1, ...,m}, DGfi(x̂) · w > 0 lorsque fi(x̂) = 0.
(iv) la famille (DGfi(x̂))1≤i≤m est une famille libre.

Partie (I)
Sous les assertions (i) et (ii), il existe (λ0, ..., λm) ∈ (R+)m+1, appelé multiplicateur de Fritz John

qui satisfait :
(a) (λ0, ..., λm) 6= (0, ..., 0).
(b) Pour tout i ∈ {1, ...,m}, λifi(x̂) = 0.
(c)

∑m
i=0 λiDGfi(x̂) = 0.

Partie (II)
Sous les assertions (i),(ii) et (iii), il existe (λ′0, ..., λ

′
m) ∈ (R+)m+1 avec λ′0 = 1, appelé multipli-

cateur de Karush-Kuhn-Tucker, qui satisfait aux conclusions de la Partie (I).
Partie (III)

Sous les assertions (i),(ii) et (iv), il existe un unique (λ′0, ..., λ
′
m) ∈ (R+)m+1 avec λ′0 = 1 qui

satisfait aux conclusions de la Partie (I).

Commentaires sur le Théorème 2.3.1.
Dans la Partie (I) du théorème, on suppose que la fonction de l’objectif est Gâteaux-différentiable
en la solution optimale et que les fonctions constituant les contraintes d’inégalité sont seulement
Gâteaux-différentiables en la solution optimale et semi-continues inférieurement en la solution op-
timale. Avec ces hypothèses, on parvient à construire un multiplicateur de Fritz John associé au
problème (I).
Dans la Partie (II), on donne une condition pour trouver un multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker
associé au problème (I) c’est-à-dire où le multiplicateur associé à la fonction de l’objectif est égale
à 1.
Dans la Partie (III), on fournit une condition pour obtenir l’existence et l’unicité des multiplicateurs
de Karush-Kuhn-Tucker pour le problème (I).
Enfin, on peut établir une chronologie succincte des améliorations des Règles des Multiplicateurs
pour le problème (I).
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• Lorsque E est de dimension finie, Fritz John établit, en 1948, une Règle des Multiplicateurs
dans le cas où la fonction de l’objectif et les fonctions constituant les contraintes d’inégalité
sont continûment Fréchet-différentiables, cf. [29].
• Lorsque E est de dimension finie, B.H. Pourciau (cf. [34]) établit, en 1980, une Règle

des Multiplicateurs dans le cas où la fonction de l’objectif et les fonctions constituant les
contraintes d’inégalité sont seulement Fréchet-différentiables en la solution optimale.
• Lorsque E est de dimension finie, Joël Blot (cf. [9]) établit, en 2016, une Règle des Multipli-

cateurs dans le cas où la fonction de l’objectif et les fonctions constituant les contraintes d’in-
égalité sont seulement Gâteaux-différentiables en la solution optimale et semi-continues infé-
rieurement en la solution optimale. Notons qu’une fonction Gâteaux-différentiable en un point
n’est pas, en général, continue en ce point. Or, puisqu’une fonction Fréchet-différentiable en
un point est continue en ce point, on évite une hypothèse de continuité en ce point.
• Lorsque E est de dimension infinie, le Théorème 2.3.1 établit une Règle des Multiplicateurs

dans le cas où la fonction de l’objectif et les fonctions constituant les contraintes d’inégalité
sont seulement Gâteaux-différentiables en la solution optimale et semi-continues inférieure-
ment en la solution optimale. Ceci a fait l’objet de la publication intitulée "A generalization
of multiplier rules for infinite-dimensional optimization problems”, de H. Yilmaz en 2021.

On rappelle un théorème de séparation en dimension finie.

Lemme 2.3.2. Soit n ∈ N∗. Soit C un sous-ensemble convexe non vide de Rn et z ∈ Fr(C). Alors
il existe v ∈ Rn \ {0} et γ ∈ R t.q. 〈v | z〉 = γ et, pour tout x ∈ C, 〈v | x〉 ≤ γ. (〈· | ·〉 est le produit
scalaire canonique de Rn)

Démonstration. Ce lemme est un corollaire du théorème de Hahn-Banach. On peut en trouver une
démonstration dans [32] p. 276 et [39] p. 37.

Remarque 2.3.3. Dans le théorème de séparation, si z = 0 alors γ = 0. En effet, si z = 0, on a
〈v | z〉 = 0 d’où γ = 0.

2.3.1 Preuve de la Règle des Multiplicateurs pour un problème avec un nombre
fini de contraintes d’inégalité

Supposons que les assertions (i) et (ii) soient vraies. On pose S := {i ∈ {1, ...,m} : fi(x̂) = 0}.

Si S = ∅, on a ∀i ∈ {1, ...,m}, fi(x̂) 6= 0. Et puisque x̂ est une solution de (I), on a ∀i ∈
{1, ...,m}, fi(x̂) ≥ 0.
Par conséquent, on a

∀i ∈ {1, ...,m}, fi(x̂) > 0. (2.3.1)

Ainsi, en utilisant (ii) et (2.3.1), [x 7→ inf1≤i≤m fi(x)] est semi-continue inférieurement au point x̂
grâce à 7.4.7 de [19] p.97.
Donc, puisque inf1≤i≤m fi(x̂) = min1≤i≤m fi(x̂) > 0 grâce à (2.3.1), on a

∃Ω1 ⊂ Ω un voisinage ouvert de x̂ t.q. ∀x ∈ Ω1, inf
1≤i≤m

fi(x) > 0.

D’où

∃Ω1 ⊂ Ω un voisinage ouvert de x̂ t.q. ∀x ∈ Ω1, ∀i ∈ {1, ...,m}, fi(x) > 0. (2.3.2)

Considérons le problème d’optimisation

(I1)

{
Maximiser f0(x)

lorsque x ∈ Ω1.
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Soit x ∈ Ω1, en utilisant (2.3.2), on a x ∈ Ω et, ∀i ∈ {1, ...,m}, fi(x) > 0.
Ainsi, x est un point admissible du problème (I).
Puisque x̂ est une solution du problème (I), on a f0(x̂) ≥ f0(x).
Donc x̂ est une solution du problème (I1).
Puisque x̂ est une solution du problème (I1), avec (i), en utilisant le corollaire 2 p.230 de [1], on a

DGf0(x̂) = 0. (2.3.3)

Par conséquent, en prenant
λ0 = 1
∀i ∈ {1, ...,m}, λi = 0

}
on a

(λ0, ..., λm) = (1, 0, ..., 0) 6= 0.
∀i ∈ {1, ...,m}, λifi(x̂) = 0fi(x̂) = 0.∑m

i=0 λiDGfi(x̂) = DGf0(x̂) = 0 d’après (2.3.3).

Par conséquent, on a démontré les conclusions des Parties (I), (II) et (III).

Si S 6= ∅, il existe s ∈ {1, ...,m}, card(S) := s. Quitte à réindexer, on peut supposer que
S := {1, ..., s}. Le traitement de ce cas fait l’objet des sous-sous-sections suivantes.

Éliminer les contraintes inactives.

Montrons qu’il existe U un voisinage ouvert de x̂ t.q. x̂ est une solution du problème suivant :

(N I)


Maximiser f0(x)

lorsque x ∈ U
∀i ∈ {1, ..., s}, fi(x) ≥ 0.

Raisonnons par disjonctions des cas,
si s < m, on a, ∀i ∈ {s + 1, ...,m}, fi(x̂) 6= 0. Et puisque x̂ est une solution de (I), on a, ∀i ∈
{s+ 1, ...,m}, fi(x̂) ≥ 0.
Par conséquent,

∀i ∈ {s+ 1, ...,m}, fi(x̂) > 0. (2.3.4)

Ainsi, en utilisant (ii) et (2.3.4), [x 7→ infs+1≤i≤m fi(x)] est semi-continue inférieurement au point
x̂ grâce à 7.4.7 de [19], p.97.
Donc, puisque infs+1≤i≤m fi(x̂) = mins+1≤i≤m fi(x̂) > 0 grâce à (2.3.4), on a

∃U ⊂ Ω un voisinage ouvert de x̂ t.q., ∀x ∈ U, inf
s+1≤i≤m

fi(x) > 0.

D’où, en particulier on a
∀x ∈ U, ∀i ∈ {s+ 1, ...,m}, fi(x) > 0. (2.3.5)

Notons Adm(N I) (respectivement Adm(I)) l’ensemble des points admissibles du problème (N I)
(respectivement (I)).
Soit x ∈ Adm(N I).
Puisque x ∈ Adm(N I), on a x ∈ U ⊂ Ω et, ∀i ∈ {1, ..., s}, fi(x) ≥ 0.
Par conséquent, en utilisant (2.3.5), on a, ∀i ∈ {1, ...,m}, fi(x) ≥ 0 et x ∈ Ω i.e. x ∈ Adm(I).
Ainsi, puisque x̂ est solution de (I), on a f0(x̂) ≥ f0(x).
Donc x̂ est solution du problème (N I).
Si s = m, on prend U = Ω ; d’où les problèmes (I) et (N I) sont identiques.
Par conséquent,

x̂ est solution du problème (N I). (2.3.6)
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Preuve de la Partie (I)

Considérons la fonction F : U → Rs+1 définie par F (x) = (f0(x), ..., fs(x)).
Avec (i), on a ∀i ∈ {0, ..., s}, fi est Gâteaux-différentiable au point x̂.
Par conséquent, en utilisant la proposition 1, p. 145 de [1], on obtient que F est Gâteaux-différentiable
au point x̂ et DGF (x̂) · ξ = (DGf0(x̂) · ξ, ...,DGfs(x̂) · ξ) pour tout ξ ∈ E.

Posons C := ImDGF (x̂) + Rs+1
− , où Rs+1

− est l’ensemble des vecteurs de Rs+1 dont toutes les
coordonnées sont négatives.
Puisque E est convexe et DGF (x̂) ∈ L(E,Rs+1), en utilisant la proposition 1 b), p.201 dans [1], on
sait que ImDGF (x̂) = DGF (x̂)(E) est une partie convexe de Rs+1.
Puisque ]−∞, 0] est une partie convexe de R, on a, en utilisant la propriété 5, p.475 de [30], Rs+1

−
est une partie convexe de Rs+1.
Puisque ImDGF (x̂) est une partie convexe de Rs+1 et Rs+1

− est une partie convexe de Rs+1, en
utilisant la propriété 6 p.475 de [30], C est une partie convexe de Rs+1.
Montrons que C n’est pas un voisinage de 0. Raisonnons par l’absurde, supposons que C est un
voisinage de 0, i.e.

∃r > 0 t.q. B‖·‖∞(0, r) ⊂ C. (2.3.7)

Posons b = (r, ..., r) ∈ B‖·‖∞(0, r) car ‖b− 0‖∞ = max1≤i≤s+1 |r − 0| = max1≤i≤s+1 r = r ≤ r.
Puisque b ∈ B‖·‖∞(0, r), avec (2.3.7), on a b ∈ C, i.e.

il existe u ∈ E et z = (z0, ..., zs) ∈ Rs+1
− t.q. DGF (x̂) · u+ z = b.

Par conséquent, on a
∀i ∈ {0, ..., s}, DGfi(x̂) · u = r − zi ≥ r. (2.3.8)

Par conséquent, DGf0(x̂) · u > 0 , d’où
u 6= 0. (2.3.9)

Puisque F est Gâteaux-différentiable au point x̂, on a

∃δ > 0, ∀t ∈]0, δ], (x̂+ tu ∈ U), ‖F (x̂+ tu)− F (x̂)− tDGF (x̂) · u‖∞ < rt. (2.3.10)

Alors, en utilisant (2.3.10) avec t = δ, on a

‖F (x̂+ δu)− F (x̂)− δDGF (x̂) · u‖∞ < rδ;

ce qui implique que

∀i ∈ {0, ..., s}, fi(x̂+ δu)− fi(x̂) > δDGfi(x̂) · u− δr ≥ 0.

D’où
f0(x̂+ δu) > f0(x̂) et ∀i ∈ {1, ..., s}, fi(x̂+ δu) > fi(x̂) ≥ 0.

Puisque x̂+ δu ∈ Adm(N I) et f0(x̂+ δu) > f0(x̂), x̂ n’est pas une solution de (N I). Ceci contredit
(2.3.6).
Par conséquent, C n’est pas un voisinage de 0 i.e. 0 ∈ Rs+1 \ int(C).
De plus, 0 ∈ ImDGF (x̂) car c’est un sous-espace vectoriel et 0 ∈ Rs+1

− , d’où 0 ∈ C.
Ceci implique que

0 ∈ C \ int(C) ⊂ C \ int(C) = Fr(C).
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Puisque C est une partie convexe de Rs+1 et 0 ∈ Fr(C), en utilisant le Lemme 2.3.2,

il existe v = (λ0, ..., λs) ∈ Rs+1 \ {0} tel que, ∀x ∈ C, 〈v | x〉 ≤ 0.

Par conséquent, on a

∀u ∈ E, ∀z = (z0, ..., zs) ∈ Rs+1
− ,

∑s
i=0 λi(DGfi(x̂) · u+ zi) ≤ 0. (2.3.11)

On pose, pour tout i ∈ {s+ 1, ..., m}, λi = 0.
Puisque (λ0, ..., λs) 6= 0, on a

(λ0, ..., λm) 6= 0. (2.3.12)

Considérons (es+1,j)1≤j≤s+1 la base canonique de Rs+1.
Soit i ∈ {0, ..., s} en utilisant (2.3.11) avec u = 0 et z = −es+1,i+1, on a

s∑
i=0

λi(DGfi(x̂) · 0− zi) =
s∑
i=0

λi(−zi) = −λi ≤ 0

d’où
λi ≥ 0.

Donc
∀i ∈ {0, ...,m}, λi ≥ 0. (2.3.13)

Soit i ∈ {1, ...,m}.
Si i ∈ {1, ..., s}, puisque fi(x̂) = 0, on a λifi(x̂) = 0.
Si i ∈ {s+ 1, ..,m}, puisque λi = 0, on a λifi(x̂) = 0.
Ainsi on a

∀i ∈ {1, ...,m}, λifi(x̂) = 0. (2.3.14)

En utilisant (2.3.11), avec z = 0, on a

∀u ∈ E,
s∑
i=0

λiDGfi(x̂) · u ≤ 0. (2.3.15)

Soit u ∈ E, en appliquant (2.3.15) avec −u ∈ E, on a

s∑
i=0

λiDGfi(x̂) · (−u) ≤ 0.

Or, ∑s
i=0 λiDGfi(x̂) · (−u) =

∑s
i=0 λi(−DGfi(x̂) · u)

=
∑s

i=0−λiDGfi(x̂) · u = −
∑s

i=0 λiDGfi(x̂) · u.
D’où

−
s∑
i=0

λiDGfi(x̂) · u ≤ 0,

ce qui implique que
s∑
i=0

λiDGfi(x̂) · u ≥ 0.

De plus, grâce à (2.3.15), on a
s∑
i=0

λiDGfi(x̂) · u ≤ 0.
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D’où, on a prouvé que
s∑
i=0

λiDGfi(x̂) = 0. (2.3.16)

Puisque ∀i ∈ {s+ 1, ..,m}, λi = 0, on a donc∑m
i=0 λiDGfi(x̂) = 0. (2.3.17)

Ainsi, en utilisant (2.3.12), (2.3.13), (2.3.14) et (2.3.17), on a bien montré que (a), (b) et (c) sont
vérifiées. Ceci démontre la Partie (I).

Preuve de la Partie (II)

Maintenant, supposons que les assertions (i), (ii) et (iii) soient vérifiées.
En utilisant la Partie (I), il existe (λ0, ..., λm) ∈ Rm+1

+ qui vérifie (a), (b) et (c).
Montrons que λ0 6= 0.
Raisonnons par l’absurde, supposons que λ0 = 0.
Puisque λ0 = 0 et (λ0, ..., λs) ∈ Rs+1

+ \ {0}, on a (λ1, ..., λs) ∈ Rs+ \ {0}.
Puisque (iii) et (λ1, ..., λs) ∈ Rs+ \ {0}, on a

∀i ∈ {1, ..., s}, λiDGfi(x̂) · w ≥ 0 et ∃i0 ∈ {1, ..., s}, λi0DGfi0(x̂) · w > 0.

En sommant de i = 1 jusqu’à s, on a

s∑
i=1

λiDGfi(x̂) · w > 0.

Or, en utilisant (2.3.16), on a

s∑
i=0

λiDGfi(x̂) · w =
s∑
i=1

λiDGfi(x̂) · w = 0,

ce qui est absurde.
Puisque, λ0 6= 0, en prenant

∀i ∈ {0, ...,m}, λ′i =
λi
λ0
≥ 0,

puisque λ′0 = λ0
λ0

= 1, (a) est vérifiée.
Soit i ∈ {1, ...,m},

λ′ifi(x̂) =
λifi(x̂)

λ0
= 0,

d’où (b) est vérifiée. On a

m∑
i=0

λ′iDGfi(x̂) =

m∑
i=0

λi
λ0
DGfi(x̂) =

1

λ0

m∑
i=0

λiDGfi(x̂) =
1

λ0
0 = 0.

Par conséquent, (c) est vérifiée.
Donc (λ′0, λ

′
1, ..., λ

′
m) ∈ Rm+1

+ avec λ′0 = 1 vérifie (a), (b) et (c).
Ceci démontre la Partie (II).
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Preuve de la Partie (III)

Maintenant, supposons que les assertions (i), (ii) et (iv) soient vérifiées.
En utilisant la Partie (I), il existe (λ0, ..., λm) ∈ Rm+1

+ qui vérifie (a), (b) et (c).
Montrons que λ0 6= 0.
Raisonnons par l’absurde, supposons que λ0 = 0. Puisque λ0 = 0, on a, en utilisant (c),

m∑
i=1

λiDGfi(x̂) = 0.

Par conséquent, grâce à (iv), on a
(λ1, ..., λm) = 0.

Ceci contredit l’assertion (a).
Puisque, λ0 6= 0, en prenant

∀i ∈ {0, ...,m}, λ′i =
λi
λ0
≥ 0.

Puisque λ′0 = λ0
λ0

= 1, (a) est vérifiée.
Soit i ∈ {1, ...,m} ; on a

λ′ifi(x̂) =
λifi(x̂)

λ0
= 0.

D’où (b) est vérifiée.
m∑
i=0

λ′iDGfi(x̂) =
m∑
i=0

λi
λ0
DGfi(x̂) =

1

λ0

m∑
i=0

λiDGfi(x̂) =
1

λ0
0 = 0.

Par conséquent, (c) est vérifiée.
Donc (λ′0, λ

′
1, ..., λ

′
m) ∈ Rm+1

+ , avec λ′0 = 1, vérifie (a), (b) et (c).
Soit (λ1

0, ...., λ
1
m) ∈ Rm+1

+ et (λ2
0, ...., λ

2
m) ∈ Rm+1

+ avec λ1
0 = λ2

0 = 1 qui vérifie les assertions (a), (b)
et (c). En utilisant (c), on a

DGf0(x̂) +

m∑
i=1

λ1
iDGfi(x̂) = 0 et DGf0(x̂) +

m∑
i=1

λ2
iDGfi(x̂) = 0.

Par conséquent, on a
m∑
i=1

(λ1
i − λ2

i )DGfi(x̂) = 0.

D’où, en utilisant l’assertion (iv), on a

∀i ∈ {1, ...,m}, λ1
i = λ2

i .

Ceci démontre la Partie (III).

2.4 Règle des Multiplicateurs pour un problème avec un nombre
fini de contraintes d’égalité et d’inégalité

Dans cette section, on énonce une Règle des Multiplicateurs pour un problème avec un nombre
fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. Nous allons dans, un premier temps, énoncer la Règle des
Multiplicateurs pour ce problème, puis, dans un second temps nous allons prouvez ce théorème.
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Dans le théorème suivant, on énonce une Règle des Multiplicateurs pour un problème avec un
nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité.

Théorème 2.4.1. Soit x̂ une solution de (P). On considère les conditions suivantes :
(i) f est Hadamard-différentiable au point x̂.
(ii) Pour tout i ∈ {1, ..., p}, gi est Hadamard-différentiable au point x̂ lorsque gi(x̂) = 0.
(iii) Pour tout i ∈ {1, ..., p}, gi est semi-continue inférieurement au point x̂ et

Gâteaux-différentiable au point x̂ lorsque gi(x̂) > 0.
(iv) Pour tout j ∈ {1, ..., q}, hj est continue au voisinage de x̂ et Hadamard-différentiable au

point x̂.
(v) (DHh1(x̂), ..., DHhq(x̂)) est une famille libre.
(vi) Il existe w ∈ ∩qj=1KerDHhj(x̂) t.q. pour tout i ∈ {1, ..., p},

DGgi(x̂) · w > 0 lorsque gi(x̂) = 0.
(vii) La famille ((DGgi(x̂))1≤i≤p, (DHhj(x̂))1≤j≤q) est une famille libre.

Partie (I)
Sous les assertions (i)-(iv), il existe (λ0, ..., λp) ∈ Rp+1

+ et (µ1, ..., µq) ∈ Rq, appelé multiplicateur de
Fritz John, qui vérifient les assertions :

(a) (λ0, ..., λp, µ1, ..., µq) 6= (0, ..., 0).
(b) Pour tout i ∈ {1, ..., p}, λigi(x̂) = 0.
(c) λ0DHf(x̂) +

∑p
i=1 λiDGgi(x̂) +

∑q
j=1 µjDHhj(x̂) = 0.

Partie (II)
Sous les assertions (i)-(v), il existe (λ0, ..., λp) ∈ Rp+1

+ et (µ1, ..., µq) ∈ Rq qui vérifient les assertions
(a), (b), (c) et

(d) (λ0, ..., λp) 6= (0, ..., 0).

Partie (III)
Sous les assertions (i)-(vi), il existe (λ′0, ..., λ

′
p) ∈ Rp+1

+ et (µ′1, ..., µ
′
q) ∈ Rq avec λ′0 = 1, appelé

multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker, qui vérifient les assertions (a), (b) et (c).
Partie (IV)
Sous les assertions (i)-(iv) et (vii), il existe (λ′0, ..., λ

′
p) ∈ Rp+1

+ et (µ′1, ..., µ
′
q) ∈ Rq avec λ′0 = 1,

déterminés de façon unique, qui vérifient les assertions (a), (b) et (c).

Commentaires sur le Théorème 2.4.1.
Dans la Partie (I) du théorème, on suppose que la fonction de l’objectif est Hadamard-différentiable
en la solution optimale et que les fonctions constituant les contraintes d’inégalité inactives sont seule-
ment Gâteaux-différentiables en la solution optimale et semi-continues inférieurement en la solution
optimale. De plus, on suppose que les fonctions constituant les contraintes d’inégalité actives sont
Hadamard-différentiables en la solution optimale. Enfin, on suppose que les fonctions constituant
les contraintes d’égalité sont Hadamard-différentiables en la solution optimale et continues sur un
voisinage de la solution optimale. Avec ces hypothèses, on parvient à construire un multiplicateur
de Fritz John associé au problème (P).
Dans la Partie (II), on donne une condition pour trouver un multiplicateur de Fritz John non nul
parmi ces p+ 1 élément associé au problème (P).
Dans la Partie (III), on fournit une condition pour obtenir l’existence d’un multiplicateur de Karush-
Kuhn-Tucker pour le problème (P).
Dans la Partie (IV), on fournit une condition pour obtenir l’existence et l’unicité des multiplicateurs
de Karush-Kuhn-Tucker pour le problème (P).
Enfin, on peut établir une chronologie succincte des améliorations des Règles des Multiplicateurs
pour le problème (P).
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• Lorsque E est de dimension finie, O.L. Mangasarian et S. Fromovitz (cf. [29]) établissent,
en 1967, une Règle des Multiplicateurs dans le cas où la fonction de l’objectif et les fonctions
constituant les contraintes d’inégalité et d’égalité sont continûment Fréchet-différentiables.
• Lorsque E est de dimension finie, Hubert Halkin (cf. [24]) établit, en 1974, une Règle

des Multiplicateurs dans le cas où la fonction de l’objectif et les fonctions constituant les
contraintes d’inégalité et d’égalité sont continues sur un voisinage de la solution optimale et
Fréchet-différentiables en la solution optimale.
• Lorsque E est de dimension finie, Philippe Michel (cf. [30]) établit, en 1989, le même

résultat que Hubert Halkin avec une démonstration très différente.
• Lorsque E est de dimension finie, Joël Blot (cf. [9]) établit, en 2016, une Règle des Multi-

plicateurs dans le cas où la fonction de l’objectif et les fonctions constituant les contraintes
d’inégalité sont seulement Fréchet-différentiables en la solution optimale, et les fonctions
constituant les contraintes d’égalité sont continues sur un voisinage de la solution optimale
et Fréchet-différentiables en la solution optimale.
• Lorsque E est de dimension infinie, le Théorème 2.4.1 établit une Règle des Multiplicateurs

dans le cas où la fonction de l’objectif et les fonctions constituant les contraintes d’inégalité
sont seulement Hadamard-différentiables en la solution optimale et les fonctions constituant
les contraintes d’égalité sont continues sur un voisinage de la solution optimale et Hadamard-
différentiables en la solution optimale.
Comme souligné dans la Proposition 2.1.6, une fonction Fréchet-différentiable en un point est
aussi Hadamard-différentiable en ce point. Toutefois, la réciproque n’est pas vraie en général.
Ceci a fait l’objet de la publication intitulée "A generalization of multiplier rules for infinite-
dimensional optimization problems”, de H. Yilmaz en 2021.

Dans le Lemme suivant, on énonce le théorème de point-fixe de Schauder.

Lemme 2.4.2. Le théorème de point-fixe de Schauder. Soit E un espace vectoriel normé réel,
soit C une partie non vide, convexe et compacte de E et soit f : C → C une fonction continue,
alors f admet un point fixe i.e. il existe x ∈ C t.q. f(x) = x.

Démonstration. On peut trouver une démonstration du point-fixe de Schauder dans [20], p. 119.

Lemme 2.4.3. Soit n ∈ N∗. Soit E un espace vectoriel normé réel et x1, ..., xn ∈ E.
Considérons la fonction T : Rn → E définie par T (s) =

∑n
i=1 sixi, quand s = (s1, ..., sn) ∈ Rn.

Alors T ∈ L(Rn, E).

Démonstration. Soit λ ∈ R et s1, s2 ∈ Rn.

T (λs1 + s2) =
∑n

i=1(λs1
i + s2

i )xi
=
∑n

i=1(λs1
ixi + s2

ixi)
=
∑n

i=1 λs
1
ixi +

∑n
i=1 s

2
ixi

= λ
∑n

i=1 s
1
ixi +

∑n
i=1 s

2
ixi

= λT (s1) + T (s2).

Puisque dim(Rn) = n < +∞, en utilisant le théorème I de [35] p. 101, on a T ∈ L(Rn, E).

Lemme 2.4.4. Soit n ∈ N∗.
Considérons l’ensemble ∆n := {(sj)1≤j≤n ∈ Rn+ :

∑n
j=1 sj = 1}.

Alors ∆n est une partie compacte de Rn.

Hasan YILMAZ 68



CHAPITRE 2. OPTIMISATION STATIQUE

Démonstration. Puisque

∆n = {(sj)1≤j≤n ∈ Rn+ :
∑n

j=1 sj = 1}
= {(sj)1≤j≤n ∈ Rn : (sj)1≤j≤n ∈ Rn+ et

∑n
j=1 |sj | = 1}

= {(sj)1≤j≤n ∈ Rn : (sj)1≤j≤n ∈ Rn+} ∩ {(sj)1≤j≤n ∈ Rn :
∑n

j=1 |sj | = 1}
= Rn+ ∩ S‖·‖1(0, 1),

puisque [0,+∞[ est une partie fermée de R, en utilisant le théorème 2.2.17 de [7], Rn+ est une partie
fermée de Rn.
Et puisque S‖·‖1(0, 1) est une partie fermée de Rn, d’après le théorème 2.2.14 de [7], en utilisant le
théorème 2.2.8 de [7], ∆n est une partie fermée de Rn.
De plus, puisque S‖·‖1(0, 1) est une partie compacte de Rn d’après l’application 1 p.416. de [30] et
∆n ⊂ S‖·‖1(0, 1) en utilisant la proposition 2.4.11 de [7], on a ∆n est une partie compacte de Rn.

Lemme 2.4.5. Soit n ∈ N∗.
Soit E un espace vectoriel normé réel et x1, ..., xn ∈ E.
Alors K := {

∑n
i=1 sixi : s ∈ ∆n} est une partie convexe et compacte de E.

Démonstration. Notons que K = T (∆n).
Puisque ∆n est compact d’après le Lemme 2.4.4 et puisque T ∈ L(Rn, E) d’après le Lemme 2.4.3,
on a, en utilisant 5o, p. 67 de [35], K est partie compacte de E. De plus, puisque ∆n est une partie
convexe de Rn, on a, en utilisant la proposition 1.b de [1], K est une partie convexe de E.

2.4.1 Preuve de la Règle des Multiplicateurs pour un problème avec un nombre
fini de contraintes d’égalité et d’inégalité

Supposons que les assertions (i)-(iv) soient vraies.
On pose S := {i ∈ {1, ..., p} : gi(x̂) = 0}.
Sans perte de généralité, on peut supposer que S 6= ∅.
En effet, si S = ∅, on peut éliminer toutes les contraintes d’inégalité.
Puisque S = ∅, ∀i ∈ {1, ..., p}, gi(x̂) 6= 0.
Et puisque x̂ est une solution de (P), on a, ∀i ∈ {1, ..., p}, gi(x̂) ≥ 0.
Par conséquent, on a

∀i ∈ {1, ..., p}, gi(x̂) > 0. (2.4.1)

Ainsi, en utilisant (ii) et (2.4.1), [x 7→ inf1≤i≤p gi(x)] est semi-continue inférieurement au point x̂
grâce à 7.4.7 de [19], p.97.
Donc, puisque inf1≤i≤p gi(x̂) = min1≤i≤p gi(x̂) > 0, grâce à (2.4.1), on a

∃Ω1 ⊂ Ω un voisinage ouvert de x̂ t.q. ∀x ∈ Ω1, inf
1≤i≤p

gi(x) > 0.

D’où

∃Ω1 ⊂ Ω un voisinage ouvert de x̂ t.q. ∀x ∈ Ω1, ∀i ∈ {1, ..., p}, gi(x) > 0. (2.4.2)

Par conséquent, x̂ est solution du problème suivant

(SP )


Maximiser f(x)

lorsque x ∈ Ω1

∀j ∈ {1, ..., q}, hj(x) = 0.

Puisqu’on parvient à éliminer les contraintes d’inégalité, dans la suite de la preuve, on suppose que
S 6= ∅.
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Éliminer les contraintes d’inégalité inactives

Il existe s ∈ {1, ..., p} t.q. card(S) := s. Quitte à réindexer, on peut supposer que S := {1, ..., s}.
Montrons qu’il existe U un voisinage ouvert de x̂ t.q., ∀j ∈ {1, ..., q}, hj est continue sur U et x̂ est
une solution du problème suivant

(NP )


Maximiser f(x)

lorsque x ∈ U
∀i ∈ {1, ..., s}, gi(x) ≥ 0.
∀j ∈ {1, ..., q}, hj(x) = 0.

Puisque, ∀i ∈ {s+1, ..., p}, gi(x̂) 6= 0 et x̂ est une solution de (P), on a, ∀i ∈ {s+1, ..., p}, gi(x̂) ≥ 0.
Par conséquent, on a

∀i ∈ {s+ 1, ..., p}, gi(x̂) > 0. (2.4.3)

Ainsi, en utilisant (iii) et (2.4.3), on obtient que [x 7→ infs+1≤i≤p gi(x)] est semi-continue inférieu-
rement au point x̂ grâce à 7.4.7 de [19], p.97.
Donc, puisque infs+1≤i≤p gi(x̂) = mins+1≤i≤p gi(x̂) > 0, grâce à (2.4.3), on a

∃U1 ⊂ Ω un voisinage ouvert de x̂ t.q. ∀x ∈ U1, inf
s+1≤i≤p

gi(x) > 0.

D’où, en particulier
∀x ∈ U1, ∀i ∈ {s+ 1, ..., p}, gi(x) > 0. (2.4.4)

Puisque (iv), ∀j ∈ {1, ..., q}, il existe Vj ⊂ Ω un voisinage de x̂ t.q. hj est continue sur Vj .
Puisque, ∀j ∈ {1, ..., q}, Vj ⊂ Ω un voisinage de x̂, V = ∩qj=1Vj ⊂ Ω est un voisinage de x̂.
Posons V = int(V ), puisque V est un voisinage de x̂, int(V ), est un voisinage ouvert de x̂.
Posons U := U1 ∩ V .
Puisque U1 est un voisinage ouvert de x̂ et V est un voisinage ouvert de x̂ : on a U est un voisinage
ouvert de x̂.
Puisque, ∀j ∈ {1, ..., q}, U ⊂ int(V ) ⊂ V ⊂ Vj , hj est continue sur U .
Notons Adm(NP ) (respectivement Adm(P)) l’ensemble des points admissibles du problème (NP )
(respectivement (P)).
Soit x ∈ Adm(NP ) ; puisque x ∈ Adm(NP ), on a x ∈ U ⊂ Ω et, ∀i ∈ {1, ..., s}, gi(x) ≥ 0.
Par conséquent, en utilisant (2.4.4), on a, ∀i ∈ {1, ..., p}, gi(x) ≥ 0 et x ∈ Ω i.e. x ∈ Adm(P).
Ainsi, puisque x̂ est solution de (P), on a f(x̂) ≥ f(x).
Par conséquent, on obtient

x̂ est solution du problème (NP ). (2.4.5)

Preuve de la Partie (I)

On considère les fonctions G : U → Rs+1 et H : U → Rq définies par, ∀x ∈ U , G(x) =
(f(x), g1(x), ..., gs(x)) et H(x) = (h1(x), ..., hq(x)).
Avec (i), (ii) et (iv), en utilisant le Lemme 2.1.11, on sait que G et H sont Hadamard-différentiables
au point x̂.
De plus, pour chaque ξ ∈ E, DHG(x̂) · ξ = (DHf(x̂) · ξ,DHg1(x̂) · ξ, ...,DHgs(x̂) · ξ) et
DHH(x̂) · ξ = (DHh1(x̂) · ξ, ...,DHhq(x̂) · ξ).

On pose C := Im (DHG(x̂), DHH(x̂)) + Rs+1
− × {0Rq}.

Puisque DHG(x̂) ∈ L(E,Rs+1) et DHH(x̂) ∈ L(E,Rq), on a

(DHG(x̂), DHH(x̂)) ∈ L(E,Rs+1+q).
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Puisque E est convexe car espace vectoriel, en utilisant la proposition 1 b), p.201 de [1], on a :
Im(DHG(x̂), DHH(x̂)) est une partie convexe de Rs+1+q.
Puisque Rs+1

− est une partie convexe et {0Rq} est convexe, en utilisant le théorème 4, p. 267 de [32],
on a : Rs+1

− × {0Rq} est une partie convexe de Rs+1+q.
Par conséquent, C est une partie convexe de Rs+1+q.

Montrons que C n’est pas un voisinage de 0.
Raisonnons par l’absurde, supposons que C est un voisinage de 0 i.e.

∃r > 0 t.q. B‖·‖∞(0, r) ⊂ C. (2.4.6)

Posons b = (r, ..., r) ∈ Rs+1.
Considérons (eq,j)1≤j≤q la base canonique de Rq.
Soit j ∈ {1, ..., q} ; on a

‖(b, req,j)‖∞ = r ≤ r et ‖(b,−req,j)‖∞ = r ≤ r

d’où
(b, req,j) ∈ B‖·‖∞(0, r) et (b,−req,j) ∈ B‖·‖∞(0, r).

Par conséquent, en utilisant (2.4.6) on a (b, req,j) ∈ C et (b,−req,j) ∈ C.
D’où, il existe uj ∈ E et zj = (z0,j , ..., zs,j) ∈ Rs+1

− t.q.

DHG(x̂) · uj + zj = b et DHH(x̂) · uj = req,j (2.4.7)

et il existe ũj ∈ E et z̃j = (z̃0,j , ..., z̃s,j) ∈ Rs+1
− t.q.

DHG(x̂) · ũj + z̃j = b et DHH(x̂) · ũj = −req,j . (2.4.8)

On pose K := {
∑q

j=1 ajuj +
∑q

j=1 ãj ũj : ((aj)1≤j≤q, (ãj)1≤j≤q) ∈ ∆2q}.
Notons que 0 /∈ K.
En utilisant le Lemme 2.4.5, K est une partie convexe et compacte de E.
Puisque G et H sont Hadamard-différentiables au point x̂ et K est un compact de E, on a

∃δ1 > 0, ∀t ∈]0, δ1], ∀k ∈ K, ‖G(x̂+ tk)−G(x̂)− tDHG(x̂) · k‖∞ < rt (2.4.9)

∃δ2 > 0, ∀t ∈]0, δ2], ∀k ∈ K, ‖H(x̂+ tk)−H(x̂)− tDHH(x̂) · k‖∞ < r
q t. (2.4.10)

Puisque U est un voisinage de x̂, on a

∃r0 > 0 t.q. B(x̂, r0) ⊂ U. (2.4.11)

On pose α := min{δ1, δ2,
r0

supk∈K ‖k‖
}.

Ainsi, en utilisant (2.4.9) et (2.4.10), avec t = α, on a

∀k ∈ K, |f(x̂+ αk)− f(x̂)− αDHf(x̂) · k| < rα (2.4.12)

∀k ∈ K, ∀i ∈ {1, ..., s}, |gi(x̂+ αk)− αDHgi(x̂) · k| < rα (2.4.13)

∀k ∈ K, ∀j ∈ {1, ..., q}, |hj(x̂+ αk)− αDHhj(x̂) · k| < r
qα. (2.4.14)
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On pose, pour tout j ∈ {1, ..., q}, pour tout k ∈ K,

wj(k) =
1

α
hj(x̂+ αk)−DHhj(x̂) · k.

Soit j ∈ {1, ..., q} ; puisque ϕ := [x 7→ x̂+ αx] est une fonction affine sur E, on a ϕ ∈ C0(E,E).
Par conséquent ϕ|K ∈ C0(K,E).
Soit k ∈ K ; on a

‖ϕ(k)− x̂‖ = ‖x̂+ αk − x̂‖ = ‖αk‖ = α‖k‖ ≤ r0

supk∈K ‖k‖
‖k‖ ≤ r0.

D’où on déduit
ϕ|K ∈ C0(K,B(x̂, r0)). (2.4.15)

Ainsi puisque hj est continue sur U , avec (2.4.11), on a

hj ◦ ϕ|K ∈ C0(K,R).

De plus, DHhj(x̂) ∈ C0(E,R), donc on a

DHhj(x̂)|K ∈ C0(K,R).

Ainsi,

∀j ∈ {1, ..., q}, wj =
1

α
hj ◦ ϕ|K −DHhj(x̂)|K ∈ C0(K,R). (2.4.16)

Soit j ∈ {1, ..., q} et k ∈ K ; on a

|wj(k)| = | 1αhj(x̂+ αk)−DHhj(x̂) · k|
= 1

α |hj(x̂+ αk)− αDHhj(x̂) · k|
< 1

α
r
qα grâce à (2.4.14)

= r
q ,

d’où
∀j ∈ {1, ..., q}, ∀k ∈ K, |wj(k)| ≤ r

q
. (2.4.17)

On considère, pour chaque j ∈ {1, ..., q}, les fonctions φj : K → R définie par φj(k) = 1
2q −

1
2rwj(k)

et φ̃j : K → R définie par φ̃j(k) = 1
2q + 1

2rwj(k).
Considérons la fonction Φ : K → E définie par

Φ(k) :=

q∑
j=1

φj(k) · uj +

q∑
j=1

φ̃j(k) · ũj .

Soit j ∈ {1, ..., q} et k ∈ K ; on a

φj(k) = 1
2q −

1
2rwj(k) ≥ 1

2q −
1
2r
r
q

= 0

et
φ̃j(k) = 1

2q + 1
2rwj(k) ≥ 1

2q −
1
2r
r
q

= 0.
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De plus, on a∑q
j=1 φj(k) +

∑q
j=1 φ̃j(k) =

∑q
j=1

1
2q −

1
2rwj(k) +

∑q
j=1

1
2q + 1

2rwj(k)

=
∑q

j=1
1
2q −

1
2rwj(k) + 1

2q + 1
2rwj(k)

=
∑q

j=1
1
2q + 1

2q

=
∑q

j=1
1
q

= q
q = 1,

et par conséquent,
Φ(K) ⊂ K. (2.4.18)

Considérons la fonction T : R2q → E définie par T (s) =
∑q

j=1 sjuj +
∑q

j=1 sq+j ũj .
En utilisant le Lemme 2.4.3, on a T ∈ L(R2q, E).
De plus, en utilisant (2.4.17), on a, ∀j ∈ {1, ..., q}, φj ∈ C0(K,R) et φ̃j ∈ C0(K,R).
Par conséquent, en utilisant 2o propriété d), p.41 de [35], on a

ψ = (φ1, ...., φq, φ̃1...., φ̃q) ∈ C0(K,R2q).

Puisque Φ = T ◦ ψ, on a, en utilisant le théorème de composition des fonctions continues, p.43 de
[35],

Φ ∈ C0(K,E). (2.4.19)

Puisque K est une partie non vide, convexe et compacte de E, avec (2.4.18) et (2.4.19), en utilisant
le théorème du point-fixe de Schauder, Lemme 2.4.2, on a

∃k̂ ∈ K t.q. Φ(k̂) = k̂. (2.4.20)

On sait que

DHH(x̂) · k̂ = DHH(x̂) · Φ(k̂)

=
∑q

j=1( 1
2q −

1
2rwj(k̂))DHH(x̂) · uj +

∑q
j=1( 1

2q + 1
2rwj(k̂))DHH(x̂) · ũj

=
∑q

j=1( 1
2q −

1
2rwj(k̂))req,j + ( 1

2q + 1
2rwj(k̂))(−req,j) grâce à (2.4.8)

=
∑q

j=1−
1
2rwj(k̂)req,j − 1

2rwj(k̂)req,j
=
∑q

j=1−wj(k̂)eq,j .

Par conséquent, pour tout j ∈ {1, ..., q}, on a

DHhj(x̂) · k̂ = −wj(k̂) = −(
1

α
hj(x̂+ αk̂)−DHhj(x̂) · k̂)

ce qui implique que
∀j ∈ {1, ..., q}, hj(x̂+ αk̂) = 0. (2.4.21)

Puisque k̂ ∈ K, il existe (aj , ãj)1≤j≤q ∈ R2q
+ avec

∑q
j=1 aj +

∑q
j=1 ãj = 1 t.q.

k̂ =

q∑
j=1

ajuj +

q∑
j=1

ãj ũj .

Par conséquent, on a

DHf(x̂) · k̂ =
∑q

j=1 ajDHf(x̂) · uj +
∑q

j=1 ãjDHf(x̂) · ũj
=
∑q

j=1 aj(r − z0,j) +
∑q

j=1 ãj(r − z̃0,j) (grâce à (2.4.7) et (2.4.8))
≥
∑q

j=1 ajr +
∑q

j=1 ãjr car (z0,j)1≤j≤q ∈ Rq− et (z̃0,j)1≤j≤q ∈ Rq−
= r(

∑q
j=1 aj + ãj) = r
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d’où
DHf(x̂) · k̂ ≥ r. (2.4.22)

Soit i ∈ {1, ..., s}. Alors on a

DHgi(x̂) · k̂ =
∑q

j=1 ajDHgi(x̂) · uj +
∑q

j=1 ãjDHgi(x̂) · ũj
=
∑q

j=1 aj(r − zi,j) +
∑q

j=1 ãj(r − z̃i,j) (grâce à (2.4.7) et (2.4.8))
≥
∑q

j=1 ajr +
∑q

j=1 ãjr car (zi,j)1≤j≤q ∈ Rq− et (z̃i,j)1≤j≤q ∈ Rq−
= r(

∑q
j=1 aj + ãj) = r,

d’où
DHgi(x̂) · k̂ ≥ r. (2.4.23)

Soit i ∈ {1, ..., s}, en utilisant (2.4.13) avec k = k̂, on a, pour chaque i ∈ {1, ..., s},

gi(x̂+ αk̂)− αDHgi(x̂) · k̂ > −rα,

d’où, pour chaque i ∈ {1, ..., s},

gi(x̂+ αk̂) > αDHgi(x̂) · k̂ − rα
≥ αr − rα = 0.

Par conséquent, on a
∀i ∈ {1, ..., s}, gi(x̂+ αk̂) > 0. (2.4.24)

Avec (2.4.15) et (2.4.11), on obtient que x̂+ αk̂ = ϕ(k̂) ∈ B(x̂, r0) ⊂ U.
Par conséquent, en utilisant (2.4.21) et (2.4.24), on obtient que x̂ + αk̂ est admissible pour le
problème (NP ).
D’où, en utilisant (2.4.5), on a

f(x̂+ αk̂) ≤ f(x̂). (2.4.25)

En utilisant (2.4.12) avec k = k̂, on a f(x̂+ αk̂)− f(x̂)− αDHf(x̂) · k̂ > −rα ; d’où

f(x̂+ αk̂)− f(x̂) > αDHf(x̂) · k̂ − rα
≥ αr − rα = 0.

Par conséquent, on a
f(x̂+ αk̂) > f(x̂), (2.4.26)

ce qui contredit (2.4.25).
Par conséquent, C n’est pas un voisinage de 0 i.e. 0 ∈ Rs+1+q \ int(C).
De plus, 0 ∈ Im (DHG(x̂), DHH(x̂)) car c’est un espace vectoriel et 0 ∈ Rs+1

− × {0Rq}, d’où 0 ∈ C.
Ceci implique que

0 ∈ C \ int(C) ⊂ C \ int(C) = Fr(C).

Puisque C est une partie convexe de R1+s+q et 0 ∈ Fr(C), en utilisant le Lemme 2.3.2, on a

il existe v = (λ0, ..., λs, µ1, ..., µq) ∈ R1+s+q \ {0} tel que ∀x ∈ C, 〈v | x〉 ≤ 0.

Par conséquent, on a

∀u ∈ E, ∀z = (z0, ..., zs) ∈ R1+s
−

λ0(DHf(x̂) · u+ z0) +
∑s

i=1 λi(DHgi(x̂) · u+ zi) +
∑q

j=1 µjDHhj(x̂) · u ≤ 0.

}
(2.4.27)
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On pose, pour tout i ∈ {s+ 1, ..., p}, λi = 0.
Puisque (λ0, ..., λs, µ1, ..., µq) 6= 0, on a

(λ0, ..., λp, µ1, ..., µq) 6= 0. (2.4.28)

Considérons (es+1,j)1≤j≤s+1 la base canonique de Rs+1.
Soit i ∈ {0, ..., s} ; en utilisant (2.4.27) avec u = 0 et z = −es+1,i+1, on a

λ0(DHf(x̂) · 0 + z0) +
s∑
i=1

λi(DHgi(x̂) · 0 + zi) +

q∑
j=1

µjDHhj(x̂) · 0 = −λi ≤ 0,

d’où
λi ≥ 0.

Donc on a
∀i ∈ {0, ..., p}, λi ≥ 0. (2.4.29)

Soit i ∈ {1, ..., p}. Si i ∈ {1, ..., s}, puisque gi(x̂) = 0, on a λigi(x̂) = 0.
Si i ∈ {s+ 1, .., p}, puisque λi = 0, on a λigi(x̂) = 0.
Ainsi

∀i ∈ {1, ..., p}, λigi(x̂) = 0. (2.4.30)

En utilisant (2.4.27), avec z = 0, on a

∀u ∈ E, λ0DHf(x̂) · u+
s∑
i=1

λiDHgi(x̂) · u+

q∑
j=1

µjDHhj(x̂) · u ≤ 0. (2.4.31)

Soit u ∈ E ; en appliquant (2.4.31) avec −u ∈ E, on a

λ0DHf(x̂) · (−u) +

s∑
i=1

λiDHgi(x̂) · (−u) +

q∑
j=1

µjDHhj(x̂) · (−u) ≤ 0.

Or, nous avons

λ0DHf(x̂) · (−u) +
∑s

i=1 λiDHgi(x̂) · (−u) +
∑q

j=1 µjDHhj(x̂) · (−u)

= −(λ0DHf(x̂) · u+
∑s

i=1 λiDHgi(x̂) · u+
∑q

j=1 µjDHhj(x̂) · u),

d’où

−(λ0DHf(x̂) · u+

s∑
i=1

λiDHgi(x̂) · u+

q∑
j=1

µjDHhj(x̂) · u) ≤ 0,

ce qui implique que

λ0DHf(x̂) · u+

s∑
i=1

λiDHgi(x̂) · u+

q∑
j=1

µjDHhj(x̂) · u ≥ 0.

De plus, grâce à (2.4.31), on a

λ0DHf(x̂) · u+
s∑
i=1

λiDHgi(x̂) · u+

q∑
j=1

µjDHhj(x̂) · u ≤ 0,
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d’où, on a prouvé que

λ0DHf(x̂) · u+
s∑
i=1

λiDHgi(x̂) · u+

q∑
j=1

µjDHhj(x̂) · u = 0. (2.4.32)

Puisque, ∀i ∈ {s+ 1, ..,m}, λi = 0, on a

λ0DHf(x̂) · u+
∑p

i=1 λiDHgi(x̂) · u+
∑q

j=1 µjDHhj(x̂) · u = 0. (2.4.33)

Ainsi, en utilisant (2.4.28), (2.4.29), (2.4.30) et (2.4.33), on a bien montré que (a), (b) et (c) sont
vérifiées.

Preuve de la Partie (II)

On suppose maintenant (i), (ii), (iii), (iv) et (v).
Raisonnons par l’absurde, supposons que (λ0, ..., λp) = (0, ..., 0).
Donc, d’après (2.4.33), on a

∑q
j=1 µjDHhj(x̂) · u = 0.

Avec (v), on a (µ1, ..., µq) = 0.
Par conséquent, on a (λ0, ..., λp, µ1, ..., µq) = (0, ..., 0) ; ce qui contredit (a).
Ainsi on a prouvé (d).

Preuve de la Partie (III)

On suppose maintenant (i), (ii), (iii), (iv), (v) et (vi).
En utilisant la Partie (II) du Théorème 2.4.1, il existe λ0, ..., λp ∈ R+ et µ1, ..., µq ∈ R qui vérifient
(a), (b), (c) et (d).
Montrons que λ0 6= 0 ; raisonnons par l’absurde ; supposons que λ0 = 0.
Avec (b) et (d), on a

(λ1, ..., λs) 6= 0.

Avec (vi), puisque (λ1, ..., λs) ∈ Rs+ \ {0}, on a

s∑
i=1

λiDGgi(x̂) · w > 0.

Or, en utilisant (2.4.32), on a
s∑
i=1

λiDGgi(x̂) · w = 0,

ce qui est une contradiction.
Par conséquent λ0 6= 0.
Puisque, λ0 6= 0, on peut poser

∀i ∈ {0, ..., p}, λ′i :=
λi
λ0

et ∀j ∈ {1, ..., q}, µ′j :=
µj
λ0
.

Puisque λ′0 = λ0
λ0

= 1, (a) est vérifiée.
Soit i ∈ {1, ..., p} ; on a

λ′igi(x̂) =
λigi(x̂)

λ0
= 0,

Hasan YILMAZ 76



CHAPITRE 2. OPTIMISATION STATIQUE

d’où (b) est vérifiée. Notons que

λ′0DHf(x̂) +
∑p

i=1 λ
′
iDGgi(x̂) +

∑q
j=1 µ

′
jDHhj(x̂)

= λ0
λ0
DHf(x̂) +

∑p
i=1

λi
λ0
DGgi(x̂) +

∑q
j=1

µj
λ0
DHhj(x̂)

= 1
λ0

(λ0DHf(x̂) +
∑p

i=1 λiDGgi(x̂) +
∑q

j=1 µjDHhj(x̂))

= 0,

par conséquent, (c) est vérifiée.
Donc (λ′0, λ

′
1, ..., λ

′
p) ∈ Rp+1

+ et (µ′1, ..., µ
′
q) ∈ Rq, avec λ′0 = 1 vérifient (a), (b) et (c).

Preuve de la Partie (IV)

Supposons (i), (ii), (iii), (iv) et (vii). Grâce à la Partie (I) du Théorème 2.4.1 il existe λ0, ..., λp ∈
R+ et µ1, ..., µq ∈ R qui vérifient (a), (b), (c). D’abord, montrons que λ0 6= 0 ; raisonnons par
l’absurde, supposons que λ0 = 0.
En utilisant (c), on a

p∑
i=1

λiDGgi(x̂) +

q∑
j=1

µjDHhj(x̂) = 0.

Par conséquent, grâce à (vii), on a

(λ1, ..., λp, µ1, ..., µq) = 0.

Ceci contredit l’assertion (a).
Puisque λ0 6= 0, on peut poser

∀i ∈ {0, ..., p}, λ′i :=
λi
λ0

et ∀j ∈ {1, ..., q}, µ′j :=
µj
λ0
.

Puisque λ′0 = λ0
λ0

= 1, (a) est vérifiée.
Soit i ∈ {1, ..., p} ; on a

λ′igi(x̂) =
λigi(x̂)

λ0
= 0,

donc (b) est vérifiée. Notons que

λ′0DHf(x̂) +
∑p

i=1 λ
′
iDGgi(x̂) +

∑q
j=1 µ

′
jDHhj(x̂)

= λ0
λ0
DHf(x̂) +

∑p
i=1

λi
λ0
DGgi(x̂) +

∑q
j=1

µj
λ0
DHhj(x̂)

= 1
λ0

(λ0DHf(x̂) +
∑p

i=1 λiDGgi(x̂) +
∑q

j=1 µjDHhj(x̂))

= 0,

par conséquent, (c) est vérifiée.
Donc (λ′0, λ

′
1, ..., λ

′
p) ∈ Rp+1

+ et (µ′1, ..., µ
′
q) ∈ Rq, avec λ′0 = 1, vérifient (a), (b) et (c).

Soit (λ1
0, ..., λ

1
p) ∈ Rp+1

+ et (µ1
1, ..., µ

1
q) ∈ Rq avec λ1

0 = 1 vérifiant (a), (b) et (c).
Soit (λ2

0, ..., λ
2
p) ∈ Rp+1

+ et (µ2
1, ..., µ

2
q) ∈ Rq avec λ2

0 = 1 vérifiant (a), (b) et (c).
En utilisant l’assertion (c), on a

DHf(x̂) +

p∑
i=1

λ1
iDGgi(x̂) +

q∑
j=1

µ1
jDHhj(x̂) = 0

et

DHf(x̂) +

p∑
i=1

λ2
iDGgi(x̂) +

q∑
j=1

µ2
jDHhj(x̂) = 0.
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Par conséquent, on a

p∑
i=1

(λ1
i − λ2

i )DGgi(x̂) +

q∑
j=1

(µ1
j − µ2

j )DHhj(x̂) = 0.

Ainsi, en utilisant l’assertion (vii), on a

∀i ∈ {1, ..., p}, λ1
i = λ2

i et ∀j ∈ {1, ..., q}, µ1
j = µ2

j .

2.5 Théorème de l’enveloppe pour deux problèmes à paramètre
avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité.

Dans cette section nous allons énoncer un théorème de l’enveloppe pour deux problèmes à
paramètre avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité.

2.5.1 Énoncé d’un théorème de l’enveloppe pour le premier problème à para-
mètre

Dans cette sous-section, on énonce un théorème de l’enveloppe pour un problème d’optimisation
à paramètre où la fonction de l’objectif et les fonctions constituant les contraintes d’égalité et
d’inégalité ont pour espace de départ le produit cartésien d’un ouvert d’un espace vectoriel de
dimension infinie et de l’espace des paramètres.
Soit (X, ‖ · ‖X) un espace vectoriel normé réel, G un ouvert de X. Soit Y un espace vectoriel normé
réel. On considère f : G×Y→ R, gi : G×Y→ R pour chaque i ∈ {1, ..., k}, hj : G×Y→ R pour
chaque j ∈ {1, ..., l}. On étudie le problème suivant :

(M, π)


Maximiser f(x, π)

lorsque x ∈ G
∀i ∈ {1, ..., k}, gi(x, π) ≥ 0
∀j ∈ {1, ..., l}, hj(x, π) = 0.

On note, pour chaque π ∈ Y, V (π) la valeur du problème (M, π).
Soit π0 ∈ Y, on considère les conditions suivantes.
(A1) Il existe un voisinage ouvert P de π0 t.q. pour tout π ∈ P , il existe x(π) solution du problème
(M, π).
(A2) Il existe δπ ∈ Y t.q. D+

Gx(π0; δπ) existe.
(A3) Pour chaque φ ∈ {f} ∪ {gi : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {hj : 1 ≤ j ≤ l}, DHφ(x(π0), π0) existe, ∀π ∈ P
DH,1φ(x(π), π) existe et [π 7→ DH,1φ(x(π), π)] ∈ C0(P, (X∗, ‖ · ‖L)).
(A4) ∀π ∈ P , ∀j ∈ {1, ..., l}, [x 7→ hj(x, π)] est continue sur un voisinage de x(π).
(A5) (DH,1g1(x(π0), π0), ..., DH,1gk(x(π0), π0), DH,1h1(x(π0), π0), ..., DH,1hl(x(π0), π0)) est une
famille libre.
(A6) Il existe un produit scalaire (·|·)X∗ sur X∗ t.q. (·|·)X∗ ∈ C0((X∗ × X∗, ‖ · ‖L,1),R).
(A7) Pour chaque φ ∈ {f} ∪ {gi : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {hj : 1 ≤ j ≤ l}, pour chaque π ∈ P , DHφ(x(π), π)
existe et [π 7→ DH,2φ(x(π), π)] ∈ C0(P, (Y∗, ‖ · ‖L)).
(A2-bis) ∀δπ ∈ Y t.q. D+

Gx(π0; δπ) existe.
(A2-ter) ∀π ∈ P , ∀δπ ∈ Y t.q. D+

Gx(π; δπ) existe.

Remarque 2.5.1. Lorsque dim(X) < +∞, la condition (A6) est toujours vérifiée.

Hasan YILMAZ 78



CHAPITRE 2. OPTIMISATION STATIQUE

Dans le théorème suivant, on énonce le théorème de l’enveloppe pour ce problème.

Théorème 2.5.2. Partie (I). Sous les hypothèses (A1), (A2), (A3), (A4), (A5), (A6), la dérivée
directionnelle à droite de la fonction valeur, V (·), au point π0 suivant la direction δπ existe et

D+
GV (π0; δπ) = DH,2f(x(π0), π0) · δπ

+
∑k

i=1 λi(π0)DH,2gi(x(π0), π0) · δπ
+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2hj(x(π0), π0) · δπ,

où λ1(π0), ..., λk(π0), µ1(π0), ..., µl(π0) sont les uniques multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker as-
sociés à x(π0) pour le problème (M, π0).
Partie (II). Sous les hypothèses (A1), (A2-bis), (A3), (A4), (A5), (A6), la fonction valeur V est
Gâteaux-différentiable au point π0 et on a

DGV (π0) = DH,2f(x(π0), π0) +
∑k

i=1 λi(π0)DH,2gi(x(π0), π0)

+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2hj(x(π0), π0).

où λ1(π0), ..., λk(π0), µ1(π0), ..., µl(π0) sont les uniques multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker as-
sociés à x(π0) pour le problème (M, π0).
Partie (III). Sous les hypothèses (A1), (A2-ter), (A3), (A4), (A5), (A6), (A7), la fonction valeur
V est continûment Fréchet-différentiable sur un voisinage ouvert Q de π0 et, pour chaque π ∈ Q,

DFV (π) = DH,2f(x(π), π) +
∑k

i=1 λi(π)DH,2gi(x(π), π)

+
∑l

j=1 µj(π)DH,2hj(x(π), π)

où λ1(π), ..., λk(π), µ1(π), ..., µl(π) sont les uniques multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker asso-
ciés à la solution x(π) pour le problème (M, π).

Commentaires sur le Théorème 2.5.2. Les principales contributions du Théorème 2.5.2 sont
les suivantes :

— À la différence des théorèmes de l’enveloppe de C. Fourgeaud et A. Perrot cf. [22] et de
K.C. Border cf. [6], X est de dimension infinie.

— Comparé aux théorèmes de l’enveloppe de C. Fourgeaud et A. Perrot cf. [22] et de K.C.
Border cf. [6], on ne suppose pas la régularité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker.
En effet, en construisant un lemme de Gram-Schmidt à paramètre, on parvient à démontrer
que les multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker sont continus par rapport au paramètre.

— Comparé aux théorèmes de l’enveloppe de C. Fourgeaud et A. Perrot, cf. [22], de K.C.
Border, cf. [6] et de M. Carter, cf. [15], en utilisant la Règle des Multiplicateurs établie
dans la section 2 de ce chapitre, on parvient à remplacer l’ hypothèse de continue Fréchet-
différentiabilité par l’hypothèse de Hadamard-différentiabilité pour la fonction de l’objectif
et les fonctions constituant les contraintes d’inégalité et d’égalité.

— Comparé aux théorèmes de l’enveloppe de C. Fourgeaud et A. Perrot, cf. [22], de K.C.
Border, cf. [6] et de M. Carter, cf. [15], pour la solution, on remplace l’hypothèse de
continue Fréchet-différentiabilité par l’hypothèse d’existence de dérivée directionnelle à droite
par rapport au paramètre et aux directions.

2.5.2 Énoncé d’un théorème de l’enveloppe pour le second problème à para-
mètre

Dans cette sous-section, on énonce un théorème de l’enveloppe pour un problème à paramètre
où la fonction de l’objectif et les fonctions constituant les contraintes d’égalité et d’inégalité ont
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pour espace de départ le produit cartésien d’un ouvert d’un sous-espace affine inclus dans un espace
vectoriel de dimension infinie et de l’espace des paramètres.
Notons que ce théorème sera très utile dans le chapitre de Calcul des Variations.
Soit A un sous-ensemble affine de X ; S le sous-espace vectoriel directeur de A ; G0 un ouvert de A.
On considère les fonctions suivantes f0 : G0 ×Y→ R, g0

i : G0 ×Y→ R pour chaque i ∈ {1, ..., k} ,
et h0

j : G0 × Y→ R pour chaque j ∈ {1, ..., l}. Lorsque π ∈ Y on peut ainsi construire le problème
suivant :

(M0, π)


Maximiser f0(z, π)

lorsque z ∈ G0

∀i ∈ {1, ..., k}, g0
i (z, π) ≥ 0

∀j ∈ {1, ..., l}, h0
j (z, π) = 0.

Pour chaque π ∈ Y, on note V 0(π) la valeur du problème (M0, π).
Soit π0 ∈ Y, on considère les conditions suivantes.
(A01) Il existe un voisinage ouvert P de π0 dans Y t.q., pour chaque π ∈ P , il existe z(π) une
solution du problème (M0, π).
(A02) Il existe δπ ∈ Y t.q. D+

Gz(π0; δπ) existe.
(A03) Pour chaque φ ∈ {f0} ∪ {g0

i : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {h0
j : 1 ≤ j ≤ l}, DHφ(z(π0), π0) existe, ∀π ∈ P ,

DH,1φ(z(π), π) existe et [π 7→ DH,1φ(z(π), π)] ∈ C0(P, (S∗, ‖ · ‖L)).
(A04) ∀π ∈ P , ∀j ∈ {1, ..., l}, [z 7→ h0

j (z, π)] est continue sur un voisinage de z(π) dans G0.
(A05) (DH,1g

0
1(z(π0), π0), ..., DH,1g

0
k(z(π0), π0), DH,1h

0
1(z(π0), π0), ..., DH,1h

0
l (z(π0), π0)) est une

famille libre.
(A06) Il existe un produit scalaire (·|·)S∗ sur S∗ t.q. (·|·)S∗ ∈ C0((S∗ × S∗, ‖ · ‖L,1),R).
(A07) Pour chaque φ ∈ {f0}∪{g0

i : 1 ≤ i ≤ k}∪{h0
j : 1 ≤ j ≤ l}, pour chaque π ∈ P , DHφ(z(π), π)

existe et [π 7→ DH,2φ(z(π), π)] ∈ C0(P, (Y∗, ‖ · ‖L)).
(A02-bis) ∀δπ ∈ Y t.q. D+

Gz(π0; δπ) existe.
(A02-ter) ∀π ∈ P , ∀δπ ∈ Y t.q. D+

Gz(π; δπ) existe.

Remarque 2.5.3. Lorsque dim(S) < +∞, la condition (A06) est toujours vérifiée.

Remarque 2.5.4. L’ensemble G0 étant un ouvert du sous-espace affine A, on précise la signification
des notations des conditions (A03) et (A07).
Soit f : G0 × Y → R, soit π ∈ P . Considérons la fonction f : (G0 − {z(π0)}) × Y → R définie par,
pour tout (x, π) ∈ (G0 − {z(π0)})× Y, f(x, π) := f(x+ z(π0), π).

— Notons que l’ensemble G0 − {z(π0)} est un ouvert de S.
— On dit que f est Hadamard-différentiable au point (z(π), π) lorsque la fonction f est Hadamard-

différentiable au point (z(π)− z(π0), π). On note DH f(z(π), π) ∈ L(S×Y,R) sa Hadamard-
différentielle au point (z(π), π) qui est égale à DH f(z(π)− z(π0), π).

— On dit que f est Hadamard-différentiable au point (z(π), π) par rapport à sa première variable
lorsque la fonction f est Hadamard-différentiable au point (z(π)− z(π0), π) par rapport à sa
première variable. On note DH,1f(z(π), π) ∈ L(S,R) sa Hadamard-différentielle au point
(z(π), π) par rapport à sa première variable qui est égale à DH,1f(z(π)− z(π0), π).

— On dit que f est Hadamard-différentiable au point (z(π), π) par rapport à sa deuxième variable
lorsque la fonction f est Hadamard-différentiable au point (z(π) − z(π0), π) par rapport à
sa seconde variable. On note DH,2f(z(π), π) ∈ L(Y,R) sa Hadamard-différentielle au point
(z(π), π) par rapport à sa deuxième variable qui est égale à DH,2f(z(π)− z(π0), π).

Dans le théorème suivant, on énonce le théorème de l’enveloppe pour ce problème.
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Théorème 2.5.5. Partie (I). Sous les hypothèses (A01), (A02), (A03), (A04), (A05), (A06),
D+
GV

0(π0; δπ) existe et il existe un unique ((λi(π0))1≤i≤k, (µj(π0))1≤j≤l) ∈ Rk+ × Rl, multiplicateur
de Karush-Kuhn-Tucker associé à z(π0) pour le problème (M0, π0), t.q.

D+
GV

0(π0; δπ) = DH,2f
0(z(π0), π0) · δπ +

∑k
i=1 λi(π0)DH,2g

0
i (z(π0), π0) · δπ

+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2h
0
j (z(π0), π0) · δπ.

Partie (II). Sous les hypothèses (A01), (A02-bis), (A03), (A04), (A05), (A06), V est Gâteaux-
différentiable au point π0 et il existe un unique ((λi(π0))1≤i≤k, (µj(π0))1≤j≤l) ∈ Rk+ × Rl, multipli-
cateur de Karush-Kuhn-Tucker associé à z(π0) pour le problème (M0, π0), t.q.

DGV (π0) = DH,2f
0(z(π0), π0) +

∑k
i=1 λi(π0)DH,2g

0
i (z(π0), π0)

+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2h
0
j (z(π0), π0).

Partie (III). Sous (A01), (A02-ter), (A03), (A04), (A05), (A06), (A07), il existe Q un voisinage
ouvert de π0 dans Y t.q. V est continûment Fréchet-différentiable sur Q et pour chaque π ∈ Q,
il existe un unique ((λi(π))1≤i≤k, (µj(π))1≤j≤l) ∈ Rk+ × Rl, multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker
associé à z(π) pour le problème (M0, π), t.q.

DFV (π) = DH,2f
0(z(π), π) +

∑k
i=1 λi(π)DH,2g

0
i (z(π), π)

+
∑l

j=1 µj(π)DH,2h
0
j (z(π), π).

Ces Théorèmes vont être démontrés dans les sections suivantes.

2.6 Preuve du théorème de l’enveloppe pour le premier problème
à paramètre

Dans cette section, nous démontrons notre théorème de l’enveloppe pour le premier problème à
paramètre.
Dans la sous-section Résultats d’algèbre topologique, on démontre trois lemmes d’algèbre to-
pologique. Notons que dans cette sous-section, à l’aide d’un lemme de Gram-Schmidt à paramètre,
on démontre un lemme sur la continuité par rapport au paramètre des coordonnées d’un vecteur
dans un sous-espace vectoriel de dimension finie dépendant d’un paramètre.
Pour la preuve de la Partie (I), nous utilisons la Partie (IV) de la Règle des Multiplicateurs
pour un problème avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. Ensuite, en utilisant le
lemme sur la continuité par rapport au paramètre des coordonnées d’un vecteur dans un sous-espace
vectoriel de dimension finie dépendant d’un paramètre, on démontre la continuité des multiplica-
teurs de Karush-Kuhn-Tucker par rapport à π. Enfin, on parvient à démontrer la Partie (I).
Pour la preuve la Partie (II), en utilisant le fait que la dérivée directionnelle à droite de la solu-
tion existe au point π0 suivant toutes les directions et la Partie (I) de ce théorème, on démontre que
la fonction valeur admet une dérivée directionnelle à droite au point π0 suivant toutes les directions.
En outre, on démontre que la dérivée directionnelle à droite de la fonction valeur au point π0 est
linéaire continue par rapport aux directions. Ainsi V est Gâteaux-différentiable au point π0.
Pour la preuve de la Partie (III), en ajoutant des hypothèses, on parvient à appliquer la Partie
(II) pour chaque π dans un voisinage de π0. Ensuite, en démontrant la continuité de la Gâteaux-
différentielle de V par rapport à π sur ce voisinage de π0, on démontre que V est continûment
Fréchet-différentiable sur ce voisinage.
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2.6.1 Résultats d’algèbre topologique.

Soit (E, ‖ · ‖E) et (W, ‖ · ‖W) deux espaces vectoriels normés réels.

Lemme 2.6.1. Soit m ∈ N∗, w0 ∈W et W ∈ Vw0(W). Soit (bi)1≤i≤m ∈ C0(W, (E, ‖ · ‖E))m t.q.
(b1(w0), ..., bm(w0)) est une famille libre. Alors, il existeW0 ∈ Vw0(W), avecW0 ⊂W , t.q. ∀w ∈W0,
(b1(w), ..., bm(w)) est une famille libre.

Démonstration. Pour chaque w ∈W , on considère l’opérateur linéaire continu Φw : Rm → E, défini
par,

∀(u1, ..., um) ∈ Rm, Φw(u1, ..., um) :=
∑

1≤i≤m
uibi(w).

Raisonnons par l’absurde, supposons que

∀W0 ∈ Vw0(W),W0 ⊂W, ∃w ∈W0, (b1(w), ..., bm(w)) est une famille liée. (2.6.1)

Puisque W ∈ Vw0(W), il existe ρ > 0 t.q. B‖·‖W(w0, ρ) ⊂ W . Par conséquent, en utilisant (2.6.1),
on a

∀k ∈ N, ∃wk ∈ B‖·‖W(w0,
ρ

k + 1
) t.q. ∃uk = (u1

k, ..., u
m
k ) ∈ Rm \ {0},Φwk(uk) = 0. (2.6.2)

En posant, pour chaque k ∈ N, vk = uk
‖uk‖Rm

, on a, pour chaque k ∈ N, vk ∈ S‖·‖Rm (0, 1) où
S‖·‖Rm (0, 1) est la sphére unité de Rm. En utilisant (2.6.2), on a

∀k ∈ N,
m∑
i=1

vikbi(wk) = 0. (2.6.3)

De plus, puisque S‖·‖Rm (0, 1) est un compact de Rm, il existe σ : N → N strictement croissante,
il existe v ∈ S‖·‖Rm (0, 1) t.q. lim

k→+∞
‖vσ(k) − v‖Rm = 0. Par conséquent, en utilisant (2.6.3) et

(bi)1≤i≤m ∈ C0(W, (E, ‖ · ‖E))m, on a

m∑
i=1

vibi(w0) = 0.

Ceci contredit que (b1(w0), ..., bm(w0)) est une famille libre car v ∈ S‖·‖Rm (0, 1).

Dans la suite, on suppose qu’il existe (·|·)E un produit scalaire sur E t.q. (·|·)E est continu sur
l’espace normé produit (E× E, ‖ · ‖E,1) dans R.
On note ‖ · ‖$ la norme sur E induite par le produit scalaire (·|·)E.
Dans le lemme suivant, on démontre un lemme de Gram-Schmidt à paramètre.

Lemme 2.6.2. Soit W un ouvert de W.
Pour chaque n ∈ N∗, pour chaque (ei)1≤i≤n ∈ C0(W, (E, ‖ · ‖E))n t.q., ∀w ∈ W , (ei(w))1≤i≤n est
une famille libre, il existe (εi)1≤i≤n ∈ C0(W, (E \ {0}, ‖ · ‖E))n t.q. les assertions suivantes sont
vérifiées.

(a) ∀w ∈W, ∀i ∈ {1, ..., n}, εi(w) ∈ V ect({e1(w), ..., ei(w)}).
(b) ∀w ∈W , ∀(i, j) ∈ {1, ..., n}2 t.q. i 6= j, (εi(w)|εj(w))E = 0.
(c) ∀(i, j) ∈ {1, ..., n}2, ∃αij ∈ C0(W,R) t.q. ∀w ∈W , ∀j ∈ {1, ..., n}, εj(w) =

∑n
i=1 α

i
j(w)ei(w)

où αjj(w) = 1 et où αij(w) = 0 lorsque i > j.
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Démonstration. Pour démontrer ce lemme nous allons faire un raisonnement par récurrence sur
n ∈ N∗.
Si n = 1, soit e1 ∈ C0(W, (E, ‖ · ‖E)).
Puisque, pour chaque w ∈W , (e1(w)) est une famille libre, on a : ∀w ∈W, e1(w) 6= 0.
Par conséquent, en posant ε1 = e1 et pour chaque w ∈W , α1

1(w) = 1, on a ε1 ∈ C0(W, (E\{0}, ‖·‖E))
et les assertions (a), (b) et (c) sont vérifiées.
Supposons que la propriété est vraie pour n ≥ 1.
Soit (ei)1≤i≤n+1 ∈ C0(W, (E, ‖ · ‖E))n+1 t.q. ∀w ∈ W, (ei(w))1≤i≤n+1 est une famille libre. En
utilisant la propriété 1) de [30] (p.81), on obtient que pour chaque w ∈ W , (ei(w))1≤i≤n est une
famille libre.
Par conséquent, puisque (ei)1≤i≤n ∈ C0(W, (E, ‖ · ‖E))n, en utilisant l’hypothèse de récurrence, il
existe (εi)1≤i≤n ∈ C0(W, (E \ {0}, ‖ · ‖E))n t.q. les assertions suivantes sont vérifiées.

(a)n ∀w ∈W, ∀i ∈ {1, ..., n}, εi(w) ∈ V ect({e1(w), ..., ei(w)}).
(b)n ∀w ∈W , ∀(i, j) ∈ {1, ..., n}2 t.q. i 6= j, (εi(w)|εj(w))E = 0.
(c)n ∀(i, j) ∈ {1, ..., n}2, ∃αij ∈ C0(W,R) t.q. ∀w ∈W , ∀j ∈ {1, ..., n}, εj(w) =

∑n
i=1 α

i
j(w)ei(w)

où αjj(w) = 1 et où αij(w) = 0 lorsque i > j.
On pose, pour chaque w ∈W ,

εn+1(w) = en+1(w)−
n∑
j=1

(en+1(w)|εj(w))E
‖εj(w)‖2$

εj(w).

Soit w ∈W ; en utilisant (a)n on a

n∑
j=1

(en+1(w)|εj(w))E
‖εj(w)‖2$

εj(w) ∈ V ect({e1(w), ..., en(w)}). (2.6.4)

De plus, puisque (ei(w))1≤i≤n+1 est une famille libre, en utilisant la proposition de la p.78 de [30],
on a

en+1(w) /∈ V ect({e1(w), ..., en(w)}).

Par conséquent, on a εn+1(w) 6= 0.
Puisque, ∀j ∈ {1, ..., n}, [w 7→ (en+1(w), εj(w))] ∈ C0(W, (E × E, ‖ · ‖E×E,1))] et (·|·)E ∈ C0((E ×
E, ‖ · ‖E,1),R), en utilisant le théorème de composition des fonctions continues, on a

∀j ∈ {1, ..., n}, [w 7→ (en+1(w)|εj(w))E] ∈ C0(W,R).

De plus, puisque (·|·)E ∈ C0((E× E, ‖ · ‖E,1),R), en utilisant le Lemme 1.5.20, on a

‖ · ‖$ ∈ C0((E, ‖ · ‖E),R).

Par conséquent, puisque, ∀j ∈ {1, ..., n}, εj ∈ C0(W, (E \ {0}, ‖ · ‖E)), en utilisant le théorème de
composition des fonctions continues, on a

∀j ∈ {1, ..., n}, [w 7→ ‖εj(w)‖2$] ∈ C0(W,R). (2.6.5)

Donc, on a

∀j ∈ {1, ..., n}, β̃j :=

[
w 7→ (en+1(w)|εj(w))E

‖εj(w)‖2$

]
∈ C0(W,R).

Par conséquent, en utilisant les propriétés des fonctions continues, on a

εn+1 ∈ C0(W, (E, ‖ · ‖E)). (2.6.6)
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Avec (a)n, on a, ∀j ∈ {1, ..., n}, εj(w) ∈ V ect({e1(w), ..., en+1(w)}).
Par conséquent, on a εn+1(w) ∈ V ect({e1(w), ..., en+1(w)}) ; ce qui démontre (a)n+1.
Soit w ∈W , soit i ∈ {1, ..., n} ; on a

(εn+1(w)|εi(w))E = (en+1(w)−
∑n

j=1
(en+1(w)|εj(w))E
‖εj(w)‖2$

εj(w)|εi(w))E

= (en+1(w)|εi(w))E − (
∑n

j=1
(en+1(w)|εj(w))E
‖εj(w)‖2$

εj(w)|εi(w))E

= (en+1(w)|εi(w))E −
∑n

j=1
(en+1(w)|εj(w))
‖εj(w)‖2$

(εj(w)|εi(w))E

= (en+1(w)|εi(w))E − (en+1(w)|εi(w))E
‖εi(w)‖2$

(εi(w)|εi(w))E

= (en+1(w)|εi(w))E − (en+1(w)|εi(w))E
= 0.

Ceci démontre (b)n+1.
Soit w ∈W ; on a

εn+1(w) = en+1(w)−
∑n

j=1
(en+1(w)|εj(w))E
‖εj(w)‖2$

εj(w)

= en+1(w)−
∑n

j=1
(en+1(w)|εj(w))E
‖εj(w)‖2$

(
∑n

i=1 α
i
j(w)ei(w))

= en+1(w)−
∑n

i=1(
∑n

j=1
(en+1(w)|εj(w))E
‖εj(w)‖2$

αij(w))ei(w)

= en+1(w)−
∑n

i=1(
∑n

j=1 β̃j(w)αij(w))ei(w)

=
∑n+1

i=1 α
i
n+1(w)ei(w),

où, pour chaque w ∈W , pour chaque i ∈ {1, ..., n}, on pose αn+1
n+1(w) = 1 et

αin+1(w) =
∑n

j=1 β̃j(w)αij(w).
Puisque β̃j ∈ C0(W,R) pour chaque j ∈ {1, ..., n}, et puisque αij ∈ C0(W,R) pour chaque i ∈
{1, ..., n} et pour chaque j ∈ {1, ..., n}, on a

∀i ∈ {1, ..., n+ 1}, αin+1 ∈ C0(W,R).

Ceci démontre (c)n+1. Ainsi le raisonnement par récurrence est achevé.

Dans le lemme suivant, on démontre un lemme sur la continuité, par rapport au paramètre,
des coordonnées d’un vecteur dans un sous-espace vectoriel de dimension finie dépendant d’un
paramètre.

Lemme 2.6.3. SoitW un ouvert de W, n ∈ N∗ et (ei)1≤i≤n ∈ C0(W,E)n t.q. ∀w ∈W, (ei(w))1≤i≤n
est une famille libre. Pour chaque w ∈ W, on note Fw := V ect({ei(w) : 1 ≤ i ≤ n}), et F :=⋃
w∈W (Fw × {w}). Lorsque (x, w) ∈ F , on note (xi(x, w))1≤i≤n la liste des coordonnées de x dans

la base (ei(w))1≤i≤n.
Alors, pour tout i ∈ {1, ..., n}, xi ∈ C0(F,R).

Démonstration. Puisque (ei)1≤i≤n ∈ C0(W, (E, ‖ · ‖E))n et, ∀w ∈ W, (ei(w))1≤i≤n est une famille
libre, en utilisant le Lemme 2.6.2, il existe (εj)1≤j≤n ∈ C0(W, (E \ {0}, ‖ · ‖E))n t.q. les assertions
(a), (b) et (c) du Lemme 2.6.2 sont vérifiées.
Avec (b) et puisque, pour chaque w ∈ W , ∀j ∈ {1, ..., n}, εj(w) 6= 0, on a, ∀w ∈ W , (εj(w))1≤j≤n
est une famille libre.
Par conséquent, en utilisant (a), on a

∀w ∈W, Fw = V ect({ε1(w), ..., εn(w)}).
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Soit w ∈W et x ∈ Fw, on a donc

x :=

n∑
i=1

yi(x, w)εi(w) où ∀i ∈ {1, ..., n}, yi(x, w) :=
(x|εi(w))E
‖εi(w)‖2$

.

Soit i ∈ {1, ..., n}.
Avec (2.6.5), puisque (·|·)E ∈ C0((E× E, ‖ · ‖E,1),R), εi ∈ C0(W, (E \ {0}, ‖ · ‖E)), alors on a

∀i ∈ {1, ..., n}, yi ∈ C0(F,R). (2.6.7)

Puisque (ei(w))1≤i≤n et (εi(w))1≤i≤n sont deux bases de l’espace vectoriel Fw, on peut considérer
la matrice de passage M(w) de (ei(w))1≤i≤n à (εi(w))1≤i≤n.
Avec (c), on a M(w) = (αij(w))1≤i≤n, 1≤j≤n. De plus, puisque, pour chaque (i, j) ∈ {1, ..., n}2,
αij ∈ C0(W,R), on a [w 7→ M(w)] ∈ C0(W,GL(n,R)) où GL(n,R) est l’ensemble des matrices
inversibles de taille n× n.
Puisque l’opérateur V : GL(n,R)→ GL(n,R), définie par V(L) = L−1, est continu, on a

[w 7→M(w)−1] ∈ C0(W,GL(n,R)).

Notons que nous avons la relation suivante entre les matrices colonnes :

[x1(x, w)...xn(x, w)]t = M(w)−1[y1(x, w)...yn(x, w)]t

où t est le symbole utilisé pour la transposition d’une matrice.
En utilisant le théorème de composition des fonctions continues et en assimilant les vecteurs de
Rn avec les matrices colonnes à n termes, on a [(x, w) 7→ (x1(x, w)...xn(x, w))] ∈ C0(F,Rn). Par
conséquent, pour chaque i ∈ {1, ..., n}, xi ∈ C0(F,R).

2.6.2 Preuve de la Partie (I)

Avec (A3) et (A5), en utilisant le Lemme 2.6.1, il existe un voisinage ouvert Q de π0 dans Y,
Q ⊂ P , t.q.

∀π ∈ Q, (DH,1g1(x(π), π), ..., DH,1gk(x(π), π), DH,1h1(x(π), π)
, ..., DH,1hl(x(π), π)) est une famille libre.

}
(2.6.8)

Pour chaque π ∈ P , considérons les fonctions fπ := [x 7→ f(x, π)], pour chaque i ∈ {1, ..., k},
gπi := [x 7→ gi(x, π)] et pour chaque j ∈ {1, ..., l}, hπj := [x 7→ hj(x, π)]. Remarquons que pour
chaque π ∈ P , on peut reformuler (M, π) sous la forme suivante :

(M, π)


Maximiser fπ(x)

lorsque x ∈ G
∀i ∈ {1, ..., k}, gπi (x) ≥ 0
∀j ∈ {1, ..., l}, hπj (x) = 0.

En utilisant l’assertion (A3), on a, pour chaque φ ∈ {f} ∪ {gi : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {hj : 1 ≤ j ≤ l}, pour
chaque π ∈ P , DHφ

π(x(π)) existe, et, ∀π ∈ P , DHφ
π(x(π)) = DH,1φ(x(π), π). De plus, avec (A4),

pour chaque j ∈ {1, ..., l}, pour chaque π ∈ P , hπj est continue sur un voisinage de x(π).
Par conséquent, avec (2.6.8) et puisque, ∀π ∈ P, x(π) est solution du problème (M, π), en utilisant
la Partie (IV) du Théorème 2.4.1, on a, pour chaque π ∈ Q, l’existence d’un unique
((λi(π))1≤i≤k, (µj(π))1≤j≤l) ∈ Rk+l t.q.

∀i ∈ {1, ..., k}, λi(π) ≥ 0.
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∀i ∈ {1, ..., k}, λi(π)gπi (x(π)) = 0.

DHf
π(x(π)) +

k∑
i=1

λi(π)DHg
π
i (x(π)) +

l∑
j=1

µj(π)DHh
π
j (x(π)) = 0.

Par conséquent, on a
∀π ∈ Q, ∀i ∈ {1, ..., k}, λi(π) ≥ 0. (2.6.9)

∀π ∈ Q, ∀i ∈ {1, ..., k}, λi(π)gi(x(π), π) = 0. (2.6.10)

∀π ∈ Q,
DH,1f(x(π), π) +

∑k
i=1 λi(π)DH,1gi(x(π), π) +

∑l
j=1 µj(π)DH,1hj(x(π), π) = 0.

}
(2.6.11)

Le résultat suivant nous donne la continuité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker par rapport
au paramètre π.

Lemme 2.6.4. Pour chaque i ∈ {1, ..., k}, λi ∈ C0(Q,R+), et pour chaque j ∈ {1, ..., l}, µj ∈
C0(Q,R).

Démonstration. En utilisant (A3), (A6), (2.6.8) et (2.6.11), on peut appliquer le Lemme 2.6.3 avec
E = X∗, W = Y, W = Q, ∀π ∈ Q, e1(π) = DH,1g1(x(π), π),..., ek(π) = DH,1gk(x(π), π), ek+1(π) =
DH,1h1(x(π), π), ..., ek+l(π) = DH,1hl(x(π), π), et on obtient que, ∀α ∈ {1, ..., k+l}, xα est continue
sur

⋃
π∈Q(Fπ × {π}).

Par conséquent, puisque, pour tout π ∈ Q, x(π) := −DH,1f(x(π), π) ∈ Fπ, en utilisant le théorème
de composition des fonctions continues, on a

∀i ∈ {1, ..., k}, λi = xi ◦ (x, IdQ) ∈ C0(Q,R), et
∀j ∈ {1, ..., l}, µj = xk+j ◦ (x, IdQ) ∈ C0(Q,R).

En utilisant (A1), on a
∀π ∈ Q, V (π) = f(x(π), π).

Considérons la fonction ϕ̃ : Q→ G×Q, définie par, pour tout π ∈ Q,
ϕ̃(π) = (x(π), π). Avec (A2), en utilisant la proposition 1 p.145 de [1], on a

D+
Gϕ̃(π0) · δπ = (D+

Gx(π0; δπ), δπ). (2.6.12)

Notons que
∀π ∈ Q,V (π) = (f ◦ ϕ̃)(π).

Par conséquent, avec (A3), en utilisant le Lemme 2.1.8, on a

D+
GV (π0; δπ) = DHf(x(π0), π0) · (D+

Gx(π0; δπ), δπ)
= DH,1f(x(π0), π0) ·D+

Gx(π0; δπ) +DH,2f(x(π0), π0) · δπ.

}
(2.6.13)

Ainsi, grâce à (2.6.11), on a

DH,1f(x(π0), π0) ·D+
Gx(π0; δπ) =

−
∑k

i=1 λi(π0)DH,1gi(x(π0), π0) ·D+
Gx(π0; δπ)

−
∑l

j=1 µj(π0)DH,1hj(x(π0), π0) ·D+
Gx(π0; δπ).

 (2.6.14)

Hasan YILMAZ 86



CHAPITRE 2. OPTIMISATION STATIQUE

Soit i ∈ {1, ..., k} ; raisonnons par disjonction des cas ; si λi(π0) > 0 ; en utilisant le Lemme 2.6.4, il
existe un voisinage N de π0 dans Q t.q.

∀π ∈ N, λi(π) > 0.

Par conséquent en utilisant (2.6.10), on obtient que

∀π ∈ N, 0 = gi(x(π), π) = (gi ◦ ϕ̃|N )(π).

Avec (2.6.12) et (A3), en utilisant le Lemme 2.1.8, on a donc

DH,1gi(x(π0), π0) ·D+
Gx(π0; δπ) +DH,2gi(x(π0), π0) · δπ = 0.

Ainsi, on a
λi(π0)DH,2gi(x(π0), π0) · δπ
= −λi(π0)DH,1gi(x(π0), π0) ·D+

Gx(π0; δπ).

}
(2.6.15)

De plus, si λi(π0) = 0, alors on a

λi(π0)DH,2gi(x(π0), π0) · δπ
= −λi(π0)DH,1gi(x(π0), π0) ·D+

Gx(π0; δπ).

}
(2.6.16)

Donc, en utilisant (2.6.15) et (2.6.16), on a démontré, par disjonction des cas, que

∀i ∈ {1, ..., k}, λi(π0)DH,2gi(x(π0), π0) · δπ
= −λi(π0)DH,1gi(x(π0), π0) ·D+

Gx(π0; δπ).

}
(2.6.17)

Soit j ∈ {1, ..., l} ; notons que

∀π ∈ Q, 0 = hj(x(π), π) = (hj ◦ ϕ̃)(π).

Avec (2.6.12) et (A3), en utilisant le Lemme 2.1.8, on a donc

DH,1hj(x(π0), π0) ·D+
Gx(π0; δπ) +DH,2hj(x(π0), π0) · δπ = 0,

d’où, on obtient que
µj(π0)DH,2hj(x(π0), π0) · δπ
= −µj(π0)DH,1hj(x(π0), π0) ·D+

Gx(π0; δπ).

}
(2.6.18)

En utilisant (2.6.17), (2.6.18) et (2.6.14), on a

DH,1f(x(π0), π0) ·D+
Gx(π0; δπ) =∑k

i=1 λi(π0)DH,2gi(x(π0), π0) · δπ
+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2hj(x(π0), π0) · δπ.

 (2.6.19)

En utilisant (2.6.13) dans (2.6.19), on a

D+
GV (π0; δπ) = DH,2f(x(π0), π0) · δπ

+
∑k

i=1 λi(π0)DH,2gi(x(π0), π0) · δπ
+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2hj(x(π0), π0) · δπ.

 (2.6.20)

Ainsi on a prouvé la Partie (I) du Théorème 2.5.2.
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2.6.3 Preuve de la Partie (II)

Avec (A2-bis), on peut appliquer la Partie (I) du Théorème 2.5.2 pour chaque δπ ∈ Y et donc
on a

∀δπ ∈ Y, D+
GV (π0; δπ) = DH,2f(x(π0), π0) · δπ

+
∑k

i=1 λi(π0)DH,2gi(x(π0), π0) · δπ
+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2hj(x(π0), π0) · δπ.


Puisque, ∀φ ∈ {f} ∪ {gi : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {hj : 1 ≤ j ≤ l}, DH,2φ(x(π0), π0) ∈ Y∗, on a [δπ 7→
D+
GV (π0; δπ)] ∈ Y∗.

Par conséquent, V est Gâteaux-différentiable au point π0. Ceci démontre la Partie (II) du Théorème
2.5.2.

2.6.4 Preuve de la Partie (III)

Puisque, pour chaque π ∈ Q, les hypothèses de la Partie (II) sont vérifiées avec π0 = π, on a

∀π ∈ Q, DGV (π) = DH,2f(x(π), π) +
∑k

i=1 λi(π)DH,2gi(x(π), π)

+
∑l

j=1 µj(π)DH,2hj(x(π), π).

Par conséquent, en utilisant (A7) et le Lemme 2.6.4, on a DGV ∈ C0(Q,Y∗). Ainsi, en utilisant le
corollaire 2 p.144 de [1], on obtient que V est Fréchet-différentiable sur Q et DFV (π) = DGV (π)
pour tout π ∈ Q, et donc DFV ∈ C0(Q,Y∗).

2.7 Preuve du théorème de l’enveloppe pour le second problème à
paramètre

Notre stratégie, pour démontrer le Théorème 2.5.5, est de se ramener au cadre du Théorème
2.5.2. Pour cela, nous commençons par démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.7.1. Soit E un espace vectoriel normé réel et F un sous-espace vectoriel de E. Soit W
un ouvert de F et a ∈ E. Considérons la fonction τWa : W → W + {a} définie par, ∀x ∈ W ,
τWa (x) = x+ a.
Alors τWa ∈ C1(W,E) et est une bijection, (τWa )−1 : W + {a} → W est définie par, ∀y ∈ W + {a},
(τWa )−1(y) = y − a et, ∀x ∈W, DF τ

W
a (x) = IdF où IdF est la fonction identité de F.

Démonstration. Soit y ∈W + {a} ; posons x = y − a ∈W alors on a

τWa (x) = x+ a = y − a+ a = y.

Par conséquent, τWa est surjective.
Soit x, x′ ∈W ,

τWa (x) = τWa (x′) ⇒ x+ a = x′ + a
⇒ x = x′.

Par conséquent, τWa est injective.
Donc τWa est bijective de W dans W + {a} et (τWa )−1 : W + {a} → W , définie par ∀y ∈ W + {a},
(τWa )−1(y) = y − a.
Notons que

τWa = IdF|W + ã,
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où ã est la fonction constante égale à a sur W .
Par conséquent, τWa ∈ C1(W,E) comme somme de fonctions continûment Fréchet-différentiables sur
W et

∀x ∈W, DF τ
W
a (x) = DF IdF|W (x) +DF ã(x) = IdF.

2.7.1 Preuve de la Partie (I)

On veut se ramener au cadre du Théorème 2.5.2 ; pour cela on considère la fonction ψ : (G0 −
{z(π0)})×Y→ G0×Y, définie par, pour chaque (x, π) ∈ (G0−{z(π0)})×Y, ψ(x, π) = (x+z(π0), π)
et, ∀φ0 ∈ {f0} ∪ {g0

i : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {h0
j : 1 ≤ j ≤ l}, on définit φ = φ0 ◦ ψ. On peut ainsi construire

le problème à paramètre suivant pour chaque π ∈ Y :

(M1, π)


Maximiser f(x, π)

lorsque x ∈ G0 − {z(π0)}
∀i ∈ {1, ..., k}, gi(x, π) ≥ 0
∀j ∈ {1, ..., l}, hj(x, π) = 0.

On note, pour chaque π ∈ Y, V1(π) la valeur du problème (M1, π).
Puisque S est le sous-espace vectoriel directeur de A, S = A− {z(π0)} i.e. A = S + {z(π0)}.
Puisque G0 est un ouvert de A, (τS{z(π0)})

−1(G0) = G0−{z(π0)} est un ouvert de S. Pour tout π ∈ Y,
pour le problème (M1, π), on est dans le cadre du Théorème 2.5.2 avec X = S et G = G0−{z(π0)}.
Prouvons maintenant que les hypothèses du Théorème 2.5.2 sont vérifiées.
Pour tout π ∈ Y, on note Adm(M1, π) l’ensemble des points admissibles du problème (M1, π) et
Adm(M0, π) l’ensemble des points admissibles du problème (M0, π).
Soit π ∈ Y ; notons que

x ∈ Adm(M1, π) ⇔ (x ∈ G0 − {z(π0)}, ∀i ∈ {1, ..., k}, gi(x, π) ≥ 0,
∀j ∈ {1, ..., l}, hj(x, π) = 0)

⇔ (x+ z(π0) ∈ G0, ∀i ∈ {1, ..., k}, g0
i (x+ z(π0), π) ≥ 0,

∀j ∈ {1, ..., l}, h0
j (x+ z(π0), π) = 0)

⇔ x+ z(π0) ∈ Adm(M0, π).

Par conséquent, on a démontré que

∀π ∈ Y, x ∈ Adm(M1, π)⇔ x+ z(π0) ∈ Adm(M0, π).

Posons, ∀π ∈ P, x(π) = z(π)− z(π0) ∈ G0 − {z(π0)}.
Soit π ∈ P ; d’après (A01), on a

∀z ∈ Adm(M0, π), f0(z, π) ≤ f0(z(π), π).

Soit x ∈ Adm(M1, π), alors on a x+ z(π0) ∈ Adm(M0, π) et

f(x, π) = f0(x+ z(π0), π) ≤ f0(z(π), π) = f(x(π), π).

Donc, ∀π ∈ P, x(π) est solution du problème (M1, π) ; ce qui démontre (A1).
Puisque, ∀π ∈ P , x(π) = z(π)− z(π0), avec (A02), on obtient que D+

Gx(π0; δπ) existe et
D+
Gx(π0; δπ) = D+

Gz(π0; δπ) ; donc (A2) est vérifiée.
Avec (A03), en utilisant la Remarque 2.5.4, on a

∀φ ∈ {f} ∪ {gi : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {hj : 1 ≤ j ≤ l}, DHφ(x(π0), π0) = DHφ
0(z(π0), π0), (2.7.1)

CHAPITRE 2. OPTIMISATION STATIQUE 89



2.7. PREUVE DU THÉORÈME DE L’ENVELOPPE POUR LE SECOND PROBLÈME À
PARAMÈTRE

et
∀φ ∈ {f} ∪ {gi : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {hj : 1 ≤ j ≤ l},
∀π ∈ P, DH,1φ(x(π), π) = DH,1φ

0(z(π), π).

}
(2.7.2)

Avec (2.7.2), en utilisant (A03) on a [π 7→ DH,1φ(x(π), π)] ∈ C0(P, (S∗, ‖ ·‖L)). Ceci démontre (A3).
Soit π ∈ P , soit j ∈ {1, ..., l} ; en utilisant (A04), il existe Ωj

π ∈ Vz(π)(G0) t.q. [z 7→ h0
j (z, π)] ∈

C0(Ωj
π,R).

Puisque τG
0−{z(π0)}

z(π0) ∈ C0(G0 − {z(π0)},G0), on obtient que (τ
G0−{z(π0)}
z(π0) )−1(Ωj

π) = Ωj
π − {z(π0)}

est un voisinage de x(π) = z(π)− z(π0) dans G0 − {z(π0)}.
Par conséquent, on obtient

hj(·, π) = h0
j (·, π) ◦ τG

0−{z(π0)}
z(π0) |Ωjπ−{z(π0)}

∈ C0(Ωj
π − {z(π0)},R).

Ceci démontre (A4). Avec (2.7.2), (A05) est équivalent à (A5).
De plus, (A06) est équivalent à (A6).
Par conséquent, en appliquant la Partie (I) du Théorème 2.5.2 pour le problème (M1, π) avec π ∈ Y,
il existe un unique ((λi(π0))1≤i≤k, (µj(π0))1≤j≤l) ∈ Rk+ × Rl t.q.

D+
GV

1(π0; δπ) = DH,2f(x(π0), π0) · δπ +
∑k

i=1 λi(π0)DH,2gi(x(π0), π0) · δπ
+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2hj(x(π0), π0) · δπ.

}
(2.7.3)

Puisque pour chaque π ∈ P , f(x(π), π) = f0(z(π), π), on a

∀π ∈ P, V 1(π) = V 0(π).

Ainsi, en utilisant (2.7.1) et (2.7.3), on a

D+
GV

0(π0; δπ) = DH,2f
0(z(π0), π0) · δπ +

∑k
i=1 λi(π0)DH,2g

0
i (z(π0), π0) · δπ

+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2h
0
j (z(π0), π0) · δπ.

2.7.2 Preuve de la Partie (II)

Puisque, ∀π ∈ P , x(π) = z(π) − z(π0), avec (A02-bis), on obtient que, pour chaque δπ ∈ Y,
D+
Gx(π0; δπ) existe et D+

Gx(π0; δπ) = D+
Gz(π0; δπ) ; donc (A2-bis) est vérifiée.

Par conséquent, en appliquant la Partie (II) du Théorème 2.5.2 pour le problème (M1, π) avec
π ∈ Y, il existe un unique ((λi(π0))1≤i≤k, (µj(π0))1≤j≤l) ∈ Rk+ × Rl t.q.

DGV
1(π0) = DH,2f(x(π0), π0) +

∑k
i=1 λi(π0)DH,2gi(x(π0), π0)

+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2hj(x(π0), π0).

}
(2.7.4)

Par conséquent, puisque V 1 = V 0 sur P , V 0 est Gâteaux-différentiable au point π0 et avec (2.7.1),
on a

DGV
0(π0) = DH,2f

0(z(π0), π0) +
∑k

i=1 λi(π0)DH,2g
0
i (z(π0), π0)

+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2h
0
j (z(π0), π0).

Ceci démontre la Partie (II).
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2.7.3 Preuve de la Partie (III)

Puisque, ∀π ∈ P , x(π) = z(π)−z(π0), avec (A02-ter), on obtient que, pour chaque π ∈ P et δπ ∈ Y,
D+
Gx(π, δπ) existe et D+

Gx(π, δπ) = D+
Gz(π, δπ) ; donc (A2-ter) est vérifiée.

Soit φ ∈ {f} ∪ {gi : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {hj : 1 ≤ j ≤ l} et π ∈ P .
Avec (A07), en utilisant la Remarque 2.5.4, on a

DHφ(x(π), π) = DHφ
0(z(π), π). (2.7.5)

De plus, puisque, ∀π ∈ P , DH,2φ(x(π), π) = DH,2φ
0(z(π), π), en utilisant (A07), on a [π 7→

DH,2φ(x(π), π)] ∈ C0(P, (Y∗, ‖ · ‖L)) i.e. (A7) est vérifiée pour (M1, π). Ainsi, en utilisant la Par-
tie (III) du Théorème 2.5.2, il existe Q, un voisinage ouvert de π0 dans Y, t.q. V est continûment
Fréchet-différentiable sur Q et pour chaque π ∈ Q, il existe un unique ((λi(π))1≤i≤k, (µj(π))1≤j≤l) ∈
Rk+ × Rl t.q.

DFV
1(π) = DH,2f(x(π), π) +

∑k
i=1 λi(π)DH,2gi(x(π), π)

+
∑l

j=1 µj(π)DH,2hj(x(π), π).

Ainsi, avec (2.7.5) et puisque V 0 = V 1 sur P , on a V 0 ∈ C1(Q,R) et

DFV
0(π) = DH,2f

0(z(π), π) +
∑k

i=1 λi(π)DH,2g
0
i (z(π), π)

+
∑l

j=1 µj(π)DH,2h
0
j (z(π), π).

Ceci démontre la Partie (III).
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Chapitre 3

Équations différentielles ordinaires

Dans ce chapitre, notre objectif est d’étendre la théorie classique des équations différentielles
ordinaires (avec des solutions C1) à des solutions PC1. Plusieurs généralisations de la théorie des
É.D.O (équations différentielles ordinaires) classique existent déjà ; on peut noter celle de [1], [5] et
de [32].

— Dans [1], les auteurs passent par une théorie des équations différentielles ordinaires pour les
solutions absolument continues dans le cadre de la dimension finie. Or, nous allons avoir
besoin de la dimension infinie.

— Dans [5], en dimension infinie, les auteurs mettent en place une théorie des équations diffé-
rentielles ordinaires faisant intervenir des solutions primitives d’une fonction réglée.

— Dans [32], l’auteur utilise la notion de solution PC1 en faisant du bout à bout sur les solutions
classiques entre les coins ; cette méthode, quoiqu’assez intuitive, s’avère très difficile à écrire
de façons maniable.

Puisque nous avons besoin de travailler avec des solutions PC1 à valeurs dans un espace de Banach
de dimension infini, nous allons démontrer directement les résultats fondamentaux de la théorie des
É.D.O dans ce cadre sans nous ramener aux trois généralisations pré-citées.
Dans la section 1, on établit les théorèmes fondamentaux sur les équations différentielles ordi-
naires.
Dans la section 2, on établit les théorèmes de base sur les équations différentielles ordinaires
linéaires.
Dans la section 3, on établit un théorème de continuité de la solution PC1 non prolongeable par
rapport aux conditions initiales et à un paramètre.

3.1 Résultats fondamentaux de la théorie des équations différen-
tielles ordinaires pour les solutions PC1

Dans cette section, on établit les résultats fondamentaux de la théorie des équations différentielles
ordinaires pour les solutions PC1 à valeurs dans un espace de Banach.
Soit (E, ‖·‖) un espace de Banach, U un ensemble ouvert de E. Soit f : [a, b]×U → E. Soit a, b ∈ R
tels que a < b. Nous allons travailler dans la suite de cette section avec les hypotèses suivantes :

(H1) f ∈ PCP 0([a, b]× U,E) où disc1(f) = {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}.
(H2) Pour tout (t0, x0) ∈ [a, b]× U , il existe κ(t0,x0) ∈ L1(([a, b],B([a, b])),m1;R+),

J ∈ Vt0([a, b]), V ∈ Vx0(U) t.q. ∀t ∈ J, ∀x1, x2 ∈ V,
‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ κ(t0,x0)(t)‖x1 − x2‖.
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Dans cette section, on étudie l’équation différentielle à solution PC1 suivante :

(M ) dx(t) = f(t, x(t)),

où dx a été introduite dans la Définition 1.3.3.

Définition 3.1.1. Une solution PC1 de (M ) est une fonction u : I0 −→ U où I0 est un sous-
intervalle de [a, b] t.q. u ∈ PC1(I0, U ; {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ I0) et ∀t ∈ I0, du(t) = f(t, u(t)).

Pour chaque (t0, x0) ∈ [a, b]× U , un problème de Cauchy pour (M ) est un système de la forme

(C(t0,x0))

{
dx(t) = f(t, x(t))
x(t0) = x0.

Définition 3.1.2. Une solution PC1 du problème (C(t0,x0)) est une fonction u : I → U solution
PC1 de (M ) vérifiant u(t0) = x0.

Lemme 3.1.3. Pour tout (t0, x0) ∈ [a, b]× U , il existe (α, r,M) ∈ (R∗+)3 et
κ(·) ∈ L1(([a, b],B([a, b])),m1;R+) t.q., en notant J0 := [t0 − α, t0 + α] ∩ I et B := B(x0, r), on ait

(i) ∀t ∈ J0, ∀x1, x2 ∈ B, ‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ κ(t)‖x1 − x2‖.
(ii) ∀(t, x) ∈ J0 ×B, ‖f(t, x)‖ ≤M.

Démonstration. Soit (t0, x0) ∈ [a, b]× U .
Avec (H2), il existe κ ∈ L1(([a, b],B([a, b])),m1;R+), J ∈ Vt0([a, b]), V ∈ Vx0(U) t.q.

∀t ∈ J, ∀x1, x2 ∈ V, ‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ κ(t)‖x1 − x2‖. (3.1.1)

Puisque J ∈ Vt0([a, b]), on a : ∃α1 > 0 t.q. [t0 − α1, t0 + α1] ∩ [a, b] ⊂ J .
Et puisque V ∈ Vx0(U), on a : ∃r1 > 0 t.q. B(x0, r1) ⊂ V.
D’où, en utilisant (3.1.1), on a

∀t ∈ [t0 − α1, t0 + α1] ∩ [a, b], ∀x1, x2 ∈ B(x0, r1),
‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ κ(t)‖x1 − x2‖.

}
(3.1.2)

Raisonnons par disjonction des cas ; si t0 6= τi avec i ∈ {1, ..., p}, puisque f est continue au point
(t0, x0), on a en particulier

∃δ1 > 0, ∀t ∈ [t0 − δ1, t0 + δ1] ∩ [a, b], ∀x ∈ B(x0, δ1),
‖f(t, x)‖ ≤ 1 + ‖f(t, x0)‖ = M1.

}
(3.1.3)

En posant α := min{δ1, α1}, r := min{δ1, r1}, M = M1 et en utilisant (3.1.2) et (3.1.3), on a à la
fois (i) et (ii). Si t0 = τi, avec i ∈ {1, ..., p}, puisque f|[τi,τi+1[×U est continue au point (t0, x0), on a
en particulier

∃δ2 > 0, ∀t ∈ [t0, t0 + δ2] ∩ [a, b], ∀x ∈ B(x0, δ2),
‖f(t, x)‖ ≤ 1 + ‖f(t, x0)‖.

}
(3.1.4)

Puisque l = lim
t→t0−
x→x0

f(t, x) existe dans E, on a

∃δ3 > 0, ∀t ∈ [t0 − δ3, t0[∩[a, b], ∀x ∈ B(x0, δ3),
‖f(t, x)‖ ≤ 1 + ‖l‖.

}
(3.1.5)

En posant α := min{δ2, δ3, α1}, r := min{δ2, δ3, r1} ;
M := max{1 + ‖f(t, x0)‖, 1 + ‖l‖} et en utilisant (3.1.2), (3.1.4) et (3.1.5), on a de nouveau à la
fois (i) et (ii).
Ainsi, par disjonction des cas, on a démontré ce lemme.
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Lemme 3.1.4. Soit J un sous-intervalle inclus dans [a, b], soit u ∈ C0(J, U). Considérons la
fonction y : J → E, définie par, pour tout t ∈ J , y(t) = f(t, u(t)), alors
y ∈ PC0(J,E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ J) ∩ C0

d(J,E).
Si, en plus, on suppose que sup J ∈ J implique sup J /∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p}, alors y ∈ NPC0

d(J,E, {τi :
0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ J).

Démonstration. Considérons la fonction g : J → R×E, définie par, pour tout t ∈ J , g(t) = (t, u(t)).
Puisque la fonction [t 7→ t] ∈ C0(J,E) et u ∈ C0(J,E), on a

g ∈ C0(J,R× E). (3.1.6)

Remarquons que y = f ◦ g. Posons disc(y) := {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ J .
Si disc(y) = ∅ on a J ⊂ I \ {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}.
Puisque (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub(I); il existe i ∈ {0, ..., p} t.q. J ⊂ ]τi, τi+1[, d’où g(J) ⊂ ]τi, τi+1[×U .
Par conséquent, puisque g ∈ C0(J,R × E) et (H1), on a y ∈ C0(J,E). Donc en particulier y ∈
NPC0

d(J,E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ J).
Si disc(y) 6= ∅, notons que disc(y) ⊂ J est un ensemble fini.
Soit t ∈ J \ disc(y), puisque g est continue au point t et f est continue au point g(t) = (t, u(t)), on
a, par composition de fonctions continues, y est continue au point t. Donc (a) est vérifiée.
Soit t ∈ disc(y) et t 6= supJ , il existe i ∈ {0, ..., p} t.q. t = τi. On a

lim
s→t+
s∈J

y(s) = lim
s→τi

s∈ ]τi,min{τi+1,sup J}[
f|]τi,min{τi+1,sup J}[×U (s, u(s)) = f(t, u(t)) = y(t)

}
(3.1.7)

donc (b) est vérifiée.
Soit t ∈ disc(y) et t 6= inf J ; il existe i ∈ {1, ..., p+ 1} t.q. t = τi. On a

lim
s→t−
s∈J

y(s) = lim
s→τi

s∈ ] min{τi−1,inf J},τi[
f(s, u(s)) = f(t−, u(t−)) = y(t−).

}
(3.1.8)

Par conséquent u ∈ PC0(J,E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ J} et, en utilisant (3.1.7), on a y ∈ C0
d(J,E).

On suppose que sup J ∈ J implique sup J /∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p}.
Si sup J /∈ J , on a y ∈ NPC0

d(J,E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ J).
Si sup J ∈ J , on a sup J /∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p}.
Raisonnons par disjonction des cas ; si sup J /∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p+1}, grâce à (a), y(sup J−) = y(sup J).
Sinon sup J = b, et on a, grâce à (3.1.8), y(sup J−) = y(b−) = f(b−, u(b−)) = f(b, u(b)) = y(b) =
y(sup J), donc y ∈ NPC0

d(J,E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ J).

Lemme 3.1.5. Soit J un sous-intervalle inclus dans I,
soit u ∈ PC1(J,E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ J). Alors on a

∀t ∈ J, ∀t0 ∈ J, u(t) := u(t0) +

∫ t

t0

du(s)ds.

Démonstration. Soit t ∈ J et t0 ∈ J , si t = t0, le résultat est vérifié car u(t0) = u(t). Si t 6=
t0 puisque u ∈ PC1(J,E, {τi : 0 ≤ i ≤ p + 1} ∩ J), on a, en utilisant le Lemme 1.4.6, u ∈
PC1([min{t, t0},max{t, t0}], E, {τi : 0 ≤ i ≤ p + 1} ∩ [min{t, t0},max{t, t0}]). Puisque (t, t0) ∈
[min{t, t0},max{t, t0}]2 on a, d’après le Théorème 1.3.12,

u(t) := u(t0) +

∫ t

t0

du(s)ds.
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Proposition 3.1.6. Soit (t0, x0) ∈ [a, b]×U , soit I0 un sous-intervalle de R et soit u ∈ C0(I0, U).
Considérons les conditions suivantes :

(i) u est une solution PC1 du problème de Cauchy (C(t0,x0)).
(ii) ∀t ∈ I0, u(t) := x0 +

∫ t
t0
f(s, u(s)) ds.

Alors les assertions suivantes sont vraies :
(a) (i) ⇒ (ii).
(b) Si, de plus, sup I0 ∈ I0 implique sup I0 /∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p}, alors (ii) ⇒ (i).

Démonstration. (a) Supposons (i).

Avec (i), on a u ∈ PC1(I0, U, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ I0) et

∀t ∈ I0, du(t) = f(t, u(t)) et u(t0) = x0. (3.1.9)

Puisque u ∈ PC1(I0, U, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ I0), on a, en utilisant le Lemme 3.1.5,

∀t ∈ I0, u(t) := u(t0) +
∫ t
t0
du(s) ds. (3.1.10)

Par conséquent en utilisant (3.1.9) et (3.1.10), on a

∀t ∈ I0, u(t) := u(t0) +

∫ t

t0

f(s, u(s)) ds.

(b) Supposons que sup I0 ∈ I0 implique sup I0 /∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p}. Supposons (ii).

Considérons la fonction y : I0 → E définie par y(t) := f(t, u(t)) et la fonction ψ : I0 → E
définie par ψ(t) :=

∫ t
t0
y(s)ds. Puisque u ∈ C0(I0, U), avec (H1), en utilisant le Lemme 3.1.4, on a

y ∈ NPC0
d(I0, U, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ I0).

Puisque y ∈ NPC0
d(I0, U, {τi : 0 ≤ i ≤ p + 1} ∩ I0), avec (ii), on a, d’après les Propositions 1.3.10

et 1.3.11,

∀t ∈ I0 \ {τi : 1 ≤ i ≤ p}, u′(t) = y(t),
∀i ∈ {1, ..., p}, t.q. τi ∈ I0 et τi 6= sup I0, u

′
d(τi) = u′(τi+) = y(τi).

∀i ∈ {1, ..., p}, t.q. τi ∈ I0 et τi 6= inf I0, u
′
g(τi) = u′(τi−) = y(τi−).

Si sup I0 ∈ I0, u
′
g(sup I0) = u′(sup I0−) = y(sup I0).

 (3.1.11)

En utilisant (3.1.11), on a u ∈ PC1(I0, U, {τi : 0 ≤ i ≤ p + 1} ∩ I0) et, ∀t ∈ I0, du(t) = f(t, u(t)).
De plus on a u(t0) = x0. Donc u est une solution PC1 de (C(t0,x0)).

Dans le théorème suivant, dans le cadre des solutions PC1, on établit un théorème d’existence et
d’unicité locale pour un problème de Cauchy.

Théorème 3.1.7. Théorème de Cauchy-Lipschitz-Picard-Lindelöf
Pour tout (t0, x0) ∈ [a, b] × U , il existe (h, r0) ∈ (R∗+)2 t.q. pour chaque h0 ∈ ]0, h], en notant
I0 = [max{t0 − h0, a},min{t0 + h0, b}] et B0 := B(x0, r0), il existe une unique solution u0 ∈
PC1(I0, B0, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ I0) du problème de Cauchy (C(t0,x0)).

Démonstration. Soit (t0, x0) ∈ [a, b] × U , d’après le Lemme 3.1.3, il existe (α, r,M) ∈ (R∗+)3 et
κ(·) ∈ L1(([a, b],B([a, b])),m1;R+) t.q., en notant J0 := [max{t0 − α, a},min{t0 + α, b}] et B :=
B(x0, r), on a

(i) ∀t ∈ J0, ∀x1, x2 ∈ B, ‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ κ(t)‖x1 − x2‖.
(ii) ∀(t, x) ∈ J0 ×B, ‖f(t, x)‖ ≤M.
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Montrons d’abord que :

∃β > 0 t.q. ∀β0 ∈ ]0, β], min{t0 + β0, b} /∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p}. (3.1.12)

En effet, raisonnons par disjonction des cas ;
si t0 = b, posons β = 1 ; soit β0 ∈ ]0, β], alors min{t0 + β0, b} = b /∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p}.
Si t0 ∈ [a, b[, il existe i ∈ {0, ..., p} t.q. t0 ∈ [τi, τi+1[.
Posons β = τi+1−t0

2 ; si β0 ∈]0, β], alors on a

τi < min{t0 + β0, b} ≤ min{t0 + β, b}
= min{t0 + τi+1−t0

2 , b}
= min{ τi+1+t0

2 , b}
= t0+τi+1

2 < τi+1.


Puisque κ(·) ∈ L1(([a, b],B([a, b])),m1;R+), on a

∀ε > 0, ∃δε > 0, ∀B ∈ B([a, b]) t.q. m1(B) < δε,
∫
B κ(t) dm1(t) < ε. (3.1.13)

En appliquant (3.1.13) avec ε = 1, on a

∃δ1 > 0, ∀B ∈ B([a, b]) t.q. m1(B) < δ1,
∫
B κ(t) dm1(t) < 1. (3.1.14)

Posons h := min{ δ13 , α,
r
M , β} et r0 = r.

Soit h0 ∈ ]0, h]. Posons I0 = [max{t0− h0, a},min{t0 + h0, b}] et B0 := B. Notons X := C0(I0, B0).
Puisque (E, ‖ · ‖) est un espace de Banach, C0(I0, E), muni de la norme ‖ · ‖∞, est un espace de
Banach. De plus, B0 étant un fermé de E, X est un fermé de (C0(I0, E), ‖ · ‖∞). Par conséquent,
X muni de la distance d∞, induite par ‖ · ‖∞, est un espace métrique complet.

Fixons x ∈ X ; en utilisant le Lemme 3.1.4 et (3.1.12), on a : [t 7→ f(t, x(t))] ∈ NPC0
d(I0, E, {τi : 0 ≤

i ≤ p+1}∩I0), donc en particulier c’est une fonction Riemann-intégrable sur I0. Par conséquent, on
a, en utilisant la Proposition 1.3.9, [t 7→ x0 +

∫ t
t0
f(s, x(s))ds] ∈ C0(I0, E). On peut donc considérer

l’opérateur

T : X → C0(I0, E), T (x)(t) := x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s)) ds.

Soit x ∈ X , soit t ∈ I0 ; alors on a :

‖T (x)(t)− x0‖ = ‖x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s))ds− x0‖

= ‖
∫ t
t0
f(s, x(s))ds‖

≤ |
∫ t
t0
‖f(s, x(s)‖ds|

≤ |t− t0|M grâce à (ii)
≤ hM
≤ r

MM = r;

d’où T (x) ∈ X . Par conséquent, on a
T (X ) ⊂ X . (3.1.15)

Posons L :=
∫

[max{t0−h0,a},min{t0+h0,b}] κ(s) dm1(s) ∈ R+.

Puisque m1([max{t0−h0, a},min{t0 +h0, b}]) = min{t0 +h0, b}−max{t0−h0, a} ≤ t0 +h0− (t0−
h0) = 2h0 < δ1, on a, en utilisant (3.1.14),

L =

∫
[max{t0−h0,a},min{t0+h0,b}]

κ(s)dm1(s) < 1.
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Soit x1, x2 ∈ X , soit t ∈ I0 ; alors on a

‖T (x1)(t)− T (x2)(t)‖ = ‖x0 +
∫ t
t0
f(s, x1(s))ds− (x0 +

∫ t
t0
f(s, x2(s))ds)‖

= ‖x0 +
∫ t
t0
f(s, x1(s))ds− x0 −

∫ t
t0
f(s, x2(s))ds‖

= ‖
∫ t
t0
f(s, x1(s))− f(s, x2(s))ds‖

≤ |
∫ t
t0
‖f(s, x1(s)− f(s, x2(s))‖ds|

≤
∫ min{t0+h0,b}

max{t0−h0,a} ‖f(s, x1(s)− f(s, x2(s))‖ds
=
∫

[max{t0−h0,a},min{t0+h0,b}] ‖f(s, x1(s)− f(s, x2(s))‖dm1(s)

≤
∫

[max{t0−h0,a},min{t0+h0,b}] κ(s)‖x1(s)− x2(s)‖dm1(s)grâce à (i)
≤
∫

[max{t0−h0,a},min{t0+h0,b}] κ(s)‖x1 − x2‖∞dm1(s)

= ‖x1 − x2‖∞
∫

[max{t0−h0,a},min{t0+h0,b}] κ(s)dm1(s)

= L‖x1 − x2‖∞.

Puisque L‖x1 − x2‖∞ est un majorant de l’ensemble {‖T (x1)(t)− T (x2)(t)‖ : t ∈ I0}, on a

‖T (x1)− T (x2)‖∞ ≤ L‖x1 − x2‖∞.

Par conséquent, on a prouvé que :

∃L ∈ [0, 1[,∀x1, x2 ∈ X , ‖T (x1)− T (x2)‖∞ ≤ L‖x1 − x2‖∞. (3.1.16)

En utilisant (3.1.15) et (3.1.16), d’après le théorème du point fixe de Banach-Picard, il existe un
unique u0 ∈ X t.q. T (u0) = u0, i.e. ∀t ∈ I0, u0(t) := x0 +

∫ t
t0
f(s, u0(s))ds. Ceci est équivalent, en

utilisant la Proposition 3.1.6, à l’existence d’une unique solution u0 ∈ PC1(I0, B0, {τi : 0 ≤ i ≤
p+ 1} ∩ I0) du problème de Cauchy (C(t0,x0)).

Remarque 3.1.8. Notons que, pour chaque h0 ∈ ]0, h], max I0 = min{t0 +h0, b} /∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p}.

Le Lemme suivant est un lemme de recollement des solutions.

Lemme 3.1.9. Soit a0 ∈ ]a, b[, I1 et I2 deux sous-intervalles de [a, b] t.q. min I2 = max I1 = a0 et
si sup I2 ∈ I2 alors sup I2 /∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p}.
Soit u1 : I1 → U et u2 : I2 → U deux solutions PC1 de (C(a0,x0)).
Alors la fonction u : I1 ∪ I2 → U définie par

u(t) :=

{
u1(t) si t ∈ I1

u2(t) si t ∈ I2

est une solution PC1 de (C(a0,x0)) sur I := I1 ∪ I2.

Démonstration. Puisque I1 et I2 sont connexes et I1 ∩ I2 = {a0} 6= ∅, d’après le théorème 10.1.6 de
[19], on a I1 ∪ I2 est connexe. Par conséquent, I1 ∪ I2 est un sous-intervalle de [a, b]. De plus, u est
bien définie sur I1 ∪ I2 car u(a0) = u1(a0) = u2(a0).

Puisque u|I1 = u1, u|I2 = u2, u1 ∈ C0(I1, U) et u2 ∈ C0(I2, U), on obtient que u est continue sur
I \ {a0}. De plus, puisque u(a0−) = u1(a0−) = u1(a0) = x0 et u(a0+) = u2(a0+) = u2(a0) = x0

i.e. u(a0+) = u(a0−) = x0, u est continue au point a0. Par conséquent on a u ∈ C0(I, U).
Soit t ∈ I.

Si t ∈ I1, en utilisant le Lemme 3.1.5, on obtient que u1(t) = x0 +
∫ t
a0

du1(s)ds. Et puisque, u1

est une solution PC1 du problème de Cauchy (C(a0,x0)), on a u1(t) = x0 +
∫ t
a0
f(s, u1(s))ds. Par

conséquent,
u(t) = u1(t) = x0 +

∫ t
a0
f(s, u1(s)) ds

= x0 +
∫ t
a0
f(s, u(s)) ds car [t, a0] ⊂ I1.
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Si t ∈ I2, puisque u1 est une solution PC1 du problème de Cauchy (C(a0,x0)) et sup I2 /∈ {τi :

0 ≤ i ≤ p}, en utilisant la Proposition 3.1.6, on a u2(t) = x0 +
∫ t
a0
f(s, u2(s))ds. Par conséquent on

a
u(t) = u2(t) = x0 +

∫ t
a0
f(s, u2(s)) ds

= x0 +
∫ t
a0
f(s, u(s)) ds car [a0, t] ⊂ I2.

Donc, par disjonction des cas, on a prouvé que

∀t ∈ I, u(t) = x0 +

∫ t

a0

f(s, u(s))ds.

De plus, si sup I = sup I2 ∈ I alors sup I /∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p}, d’après la Proposition 3.1.6, on obtient
que u est solution PC1 du problème de Cauchy (C(a0,x0)).

Définition 3.1.10. Une solution u ∈ PC1(I, U, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}∩ I) de (M ), où I est un sous-
intervalle de [a, b], est dite solution non prolongeable PC1 lorsque : pour toute v ∈ PC1(I1, U, {τi :
0 ≤ i ≤ p + 1} ∩ I1) de (M ), où I1 est un sous-intervalle de [a, b], si v est une solution PC1 de
(M ) t.q. I ⊂ I1 et v|I = u alors I1 = I.

Proposition 3.1.11. Soit u ∈ PC1(I, U, {τi : 0 ≤ i ≤ p+1}∩I) une solution PC1 non prolongeable
de (M ), où I est un sous-intervalle de [a, b]. Alors I est un intervalle ouvert de [a, b].

Démonstration. Supposons que I n’est pas un intervalle ouvert de [a, b] i.e. t := max I existe et
t ∈ [a, b[ ou t = min I existe et t ∈]a, b].
Si t := max I existe et t ∈ [a, b[, posons x0 := u(t) ∈ U . D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz-
Picard-Lindelöf, il existe h > 0 t.q. u : [max{t − h, a},min{t + h, b}] → U est solution PC1 du
problème de Cauchy (C(t,x0)).
Donc, en particulier, u|[t,min{t+h,b}] est solution PC

1 du problème de Cauchy (C(t,x0)). Puisque u et
u|[t,min{t+h,b}] sont solutions du problème de Cauchy (C(t,x0)) et min{t+ h, b} /∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p}, on
obtient que, d’après le Lemme 3.1.9, la fonction u : I ∪ [t,min{t+ h, b}]→ E, définie par

u(t) :=

{
u(t) si t ∈ I
u(t) si t ∈ [t,min{t+ h, b}],

est solution PC1 du problème de Cauchy (C(t,x0)).
Puisque u|I = u et u est une solution PC1 non prolongeable de (M ), on a I = I ∪ [t,min{t+h, b}].
Ceci est absurde car min{t+ h, b} /∈ I.
Si t = min I existe et t ∈]a, b] par un raisonnement similaire on aboutit à une contradiction. Par
conséquent, I est un intervalle ouvert de [a, b].

Rappelons un énoncé classique.

Lemme 3.1.12. Lemme de Zorn. ([28] p.10-16) Soit U un ensemble ordonné non vide.
Si l’ordre sur U est inductif (i.e. toute partie totalement ordonné de U est majorée) alors U possède
au moins un élément maximal.

Théorème 3.1.13. Soit u ∈ PC1(I, U, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ I) solution PC1 de (M ), où I est un
sous-intervalle de [a, b]. Alors u est la restriction d’une et une seule solution PC1 non prolongeable
de (M ).
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Démonstration. Soit U l’ensemble des w solutions PC1 de (M ) t.q. I ⊂ def(w) ⊂ [a, b], w|I = u où
def(w) est le domaine de définition de w.

Nous munissons U de la relation binaire � définie par, pour chaque w1, w2 ∈ U ,

w1 � w2 ⇔ [def(w1) ⊃ def(w2) et w1 = w2 sur def(w2)].

Prouvons que � est une relation d’ordre sur U .
Reflexive
Soit w ∈ U ; puisque def(w) ⊃ def(w) et w = w sur def(w), on a w � w.
Transitive
Soit w1, w2, w3 ∈ U t.q. w1 � w2 et w2 � w3.
Puisque def(w1) ⊃ def(w2) et def(w2) ⊃ def(w3), on a def(w1) ⊃ def(w3). Puisque w1 = w2 sur
def(w2) et def(w2) ⊃ def(w3), on a w1 = w2 sur def(w3).
Et puisque, w2 = w3 sur def(w3), on a w1 = w3 sur def(w3).
Donc w1 � w3.
Anti-symétrique
Soit w1, w2 ∈ U t.q. w1 � w2 et w2 � w1. Puisque w1 � w2, on a def(w1) ⊃ def(w2) et w1 = w2 sur
def(w2). Et puisque , w2 � w1, on a def(w2) ⊃ def(w1) et w2 = w1 sur def(w1).
Par conséquent, on a def(w1) = def(w2) et w1 = w2.
Existence
Soit F = (wj)j∈J une famille totalement ordonnée de U .
Posons L := ∪j∈Jdef(wj).
Puisque, ∀j ∈ J, def(wj) est connexe comme sous-intervalle de [a, b] et ∅ 6= I ⊂ ∩j∈Jdef(wj), on a
L est connexe donc, d’après le théorème 10.1.9 de [19], L est un intervalle de R t.q. I ⊂ L ⊂ [a, b].
Considérons la fonction z : L→ U , définie par : ∀t ∈ L, z(t) = wj(t) si t ∈ def(wj) avec j ∈ J .
z est une fonction bien définie sur L. En effet, si t ∈ L, il existe j0 ∈ J t.q. t ∈ def(wj0), donc
z(t) = wj0(t).
Si t ∈ def(wj) avec j ∈ J, j0 6= j; puisque F est totalement ordonnée, on a wj � wj0 ou wj0 � wj .
Si wj � wj0 , on a def(wj) ⊃ def(wj0) et wj = wj0 sur def(wj0).
Par conséquent, z(t) = wj0(t) = wj(t).
Si wj0 � wj , on a def(wj0) ⊃ def(wj) et wj0 = wj sur def(wj).
Par conséquent, z(t) = wj0(t) = wj(t).

Soit t ∈ int(∪j∈Jdef(wj)) ; il existe r > 0 t.q. [t−r, t+r] ⊂ ∪j∈Jdef(wj). Puisque t+r ∈ ∪j∈Jdef(wj)
et t − r ∈ ∪j∈Jdef(wj), il existe (j1, j2) ∈ J2 t.q. t + r ∈ def(wj1) et t − r ∈ def(wj2). Puisque
F = (wj)j∈J une partie totalement ordonnée de U , on a wj1 � wj2 ou wj2 � wj1 .
Si wj1 � wj2 , on a def(wj1) ⊃ def(wj2), d’où [t − r, t + r] ⊂ def(wj1). Par conséquent t ∈
int(def(wj1)) ⊂ ∪j∈J int(def(wj)).
Si wj2 � wj1 , on a def(wj2) ⊃ def(wj1), d’où [t − r, t + r] ⊂ def(wj2). donc t ∈ int(def(wj2)) ⊂
∪j∈J int(def(wj)).
Ainsi, int(∪j∈Jdef(wj)) ⊂ ∪j∈J int(def(wj)).
De plus, puisque ∀j ∈ J, int(def(wj)) est un ouvert de [a, b], on a ∪j∈J int(def(wj)) est un ouvert
de [a, b].
Et puisque ∪j∈J int(def(wj)) ⊂ ∪j∈Jdef(wj), on a ∪j∈J int(def(wj)) ⊂ int(∪j∈Jdef(wj)). Donc, on
a

int(L) = ∪j∈J int(def(wj)). (3.1.17)

Soit t ∈ L.
Si t ∈ int(L), en utilisant (3.1.17), il existe j ∈ J t.q. t ∈ int(def(wj)). Puisque z = wj sur
int(def(wj)) et wj ∈ C0(int(def(wj)), U), on obtient que z est continue au point t.
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Si t = supL ∈ L, il existe j ∈ J t.q. t ∈ def(wj) ; par conséquent, t ≤ sup def(wj). Et puisque
L ⊃ def(wj), on a t ≥ sup def(wj) donc t = sup def(wj). Puisque z = wj sur def(wj) et wj ∈
C0(def(wj), U), z est continue au point t.
Si t = inf L ∈ L, il existe j ∈ J t.q. t ∈ def(wj) ; par conséquent, t ≥ inf def(wj). Et puisque
L ⊃ def(wj), on a t ≤ inf def(wj) donc t = inf def(wj). Puisque z = wj sur def(wj) et wj ∈
C0(def(wj), U), z est continue au point t. Par conséquent, on obtient

z ∈ C0(L,U). (3.1.18)

Soit t, t0 ∈ L ; puisque t ∈ L et t0 ∈ L, il existe j ∈ J et j0 ∈ J t.q. t ∈ def(wj) et t ∈ def(wj0).
Si wj � wj0 , puisque def(wj) ⊃ def(wj0), (t, t0) ∈ def(wj)

2. De plus, puisque wj est solution
PC1 du problème de Cauchy (C(t0,wj(t0))), on a, d’après la Proposition 3.1.6, wj(t) = wj(t0) +∫ t
t0
f(s, wj(s))ds. Et puisque [min{t0, t},max{t0, t}] ⊂ def(wj), on a : ∀s ∈ [min{t0, t},max{t0, t}],

z(s) = wj(s). Par conséquent, z(t) = z(t0) +
∫ t
t0
f(s, z(s))ds.

Si wj0 � wj , par un raisonnement analogue, on a z(t) = z(t0)+
∫ t
t0
f(s, z(s))ds. Ainsi, on a démontré

que

∀t, t0 ∈ L, z(t) = z(t0) +

∫ t

t0

f(s, z(s))ds. (3.1.19)

Avec (3.1.18), on a, en utilisant le Lemme 3.1.4, y := [t 7→ f(t, z(t))]
∈ PC0(L,E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+1}∩L)∩C0

d(L,E). Par conséquent, en utilisant (3.1.19), on a, d’après
les Propositions 1.3.10 et 1.3.11,

∀t ∈ L \ {τi : 1 ≤ i ≤ p}, z′(t) = y(t),
∀i ∈ {1, ..., p}, t.q. τi ∈ L et τi 6= supL, z′d(τi) = z′(τi+) = y(τi).
∀i ∈ {1, ..., p}, t.q. τi ∈ L et τi 6= inf L, z′g(τi) = z′(τi−) = y(τi−).

 (3.1.20)

En utilisant (3.1.20), on a z ∈ PC1(L,U, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1} ∩ L).
Si supL ∈ L, il existe j ∈ J t.q. supL = sup def(wj). Puisque z = wj sur def(wj), on a

dz(supL) = z′(supL−) = w′j(supL−)

= dwj(supL)
= f(supL,wj(supL))
= f(supL, z(supL)).

 (3.1.21)

En utilisant (3.1.18), (3.1.20) et (3.1.21), on a

∀t ∈ L, dz(t) := f(t, z(t)). (3.1.22)

Ainsi z est solution PC1 de (M ).
Soit j ∈ J ; puisque wj ∈ U , on a I ⊂ def(wj) et z|I = wj |I = u. Par conséquent, z ∈ U . Soit j ∈ J ;
puisque L ⊃ def(wj) et z|def(wj) = wj , on a z � wj . Donc z est un majorant de F .

Ainsi, en utilisant le lemme de Zorn, il existe v un élément maximal de U .
Soit x une solution PC1 de (M ) t.q. def(x) ⊃ def(v) et x = v sur def(v). On a donc x ∈ U et
x � v. Et puisque v est un élément maximal de U , on a x = u. Donc v ∈ U est bien une solution
PC1 non prolongeable de (M ) t.q. def(v) ⊃ I et v = u sur I.

Unicité
Soit v : K → U , v1 : K1 → U deux solutions non prolongeables de (M ), où K et K1 sont deux
sous-intervalles de [a, b], t.q. K ⊃ I, K1 ⊃ I, v|I = v1|I = u.
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Soit C := {t ∈ K1 ∩K : v(t) = v1(t)} ; comme v et v1 sont continues sur K1 ∩K dans E et {0} est
un fermé de E, C = (v − v1)−1({0}) est un fermé de K ∩K1.

Soit t0 ∈ C, x0 = v(t0) = v1(t0), par le théorème de Cauchy-Lipschitz-Picard-Lindelöf, on a :
∃h > 0, ∃r > 0 t.q. ∀h0 ∈ ]0, h], ∃!u ∈ PC1([max{t0− h0, a},min{t0 + h0, b}], B(x0, r), {τi : 0 ≤ i ≤
p+ 1} ∩ [max{t0 − h0, a},min{t0 + h0, b}]) solution PC1 du problème de Cauchy (C(t0,x0)).
Puisque v et v1 sont continues au point t0 on peut choisir δr > 0 t.q. v([max{t0 − δr, a},min{t0 +
δr, b}]) ⊂ B(x0, r) et v1([max{t0 − δr, a},min{t0 + δr, b}]) ⊂ B(x0, r).
Puisque K et K1 sont ouverts de [a, b], on a K ∩ K1 est ouvert dans [a, b], il existe α > 0 t.q.
[max{t0 − α, a},min{t0 + α, b}] ⊂ K1 ∩K.
Prenons h0 = min{δr, α, h} ∈ ]0, h] et posons I0 = [max{t0 − h0, a},min{t0 + h0, b}].
Puisque v|I0 et v1|I0 sont dans PC1(I0, B(x0, r), {τi : 0 ≤ i ≤ p + 1} ∩ I0) et sont solutions du
problème de Cauchy (C(t0,x0)), on a, par unicité, v|I0 = v1|I0 .
D’où [max{t0 − h0, a},min{t0 + h0, b}] = [t0 − h0, t0 + h0] ∩ (K ∩K1) ⊂ C, donc C est un ouvert
de K ∩K1.
Puisque ∅ 6= I ⊂ C, on a

C = K ∩K1. (3.1.23)

Puisque K1 et K sont connexes et ∅ 6= K ∩K1, K ∪K1 est connexe donc c’est un intervalle de [a, b].
Considérons la fonction w : K ∪K1 → U définie par

w(t) :=

{
v(t) si t ∈ K
v1(t) si t ∈ K1.

Avec (3.1.23), w est une fonction bien définie sur K1 ∪K dans U .
Soit t ∈ K∪K1 ; raisonnons par disjonction des cas. Si t ∈ K, puisque w = v sur K et v ∈ C0(K,U),
on a : w est continue au point t.
Si t ∈ K1, puisque w = v1 sur K1 et v1 ∈ C0(K1, U), on a : w est continue au point t.
Par conséquent, w est continue au point t. On a prouvé

w ∈ C0(K ∪K1, U). (3.1.24)

Puisque ∅ 6= I ⊂ K ∩K1, il existe t0 ∈ I t.q. t0 ∈ K ∩K1.
Posons x0 = u(t0) ; puisque v|I = v1|I = u, on a x0 = v(t0) = v1(t0).
Soit t ∈ K ∪K1 ; raisonnons par disjonction des cas.
Si t ∈ K, puisque K est connexe, on a [min{t, t0},max{t, t0}] ⊂ K.
Donc, ∀s ∈ [min{t, t0},max{t, t0}], w(s) = v(s) d’où :
w(t) = v(t) = v(t0) +

∫ t
t0
f(s, v(s))ds = w(t0) +

∫ t
t0
f(s, w(s))ds.

Si t ∈ K1, puisque K1 est connexe, on a [min{t, t0},max{t, t0}] ⊂ K1.
Donc, ∀s ∈ [min{t, t0},max{t, t0}], w(s) = v1(s) d’où :
w(t) = v1(t) = v1(t0) +

∫ t
t0
f(s, v1(s))ds = w(t0) +

∫ t
t0
f(s, w(s))ds. Donc par disjonction des cas, on

a démontré

w(t) = w(t0) +

∫ t

t0

f(s, w(s))ds.

Par conséquent, on a démontré que

∀t ∈ K ∪K1, w(t) = w(t0) +

∫ t

t0

f(s, w(s))ds. (3.1.25)

Puisque K ∪K1 est un ouvert de [a, b], avec (3.1.24) et (3.1.25), en utilisant la Proposition 3.1.6,
on obtient que w est solution PC1 du problème de Cauchy (C(t0,x0)), en particulier w est solution
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PC1 de (M ).
Puisque K ∪K1 ⊃ K et w|K = v, on a w = v. Et puisque K ∪K1 ⊃ K1 et w|K1

= v1, on a w = v1.
Par conséquent, on obtient v = v1.

Dans le théorème suivant, on prouve qu’il existe une unique solution PC1 non prolongeable pour
un problème de Cauchy.

Théorème 3.1.14. Existence et unicité globale. Pour tout (t0, x0) ∈ [a, b]×U , le problème de
Cauchy (C(t0,x0)) admet une unique solution PC1 non prolongeable u, i.e. u est une solution PC1

non prolongeable de (M ) t.q. u(t0) = x0.

Démonstration. Soit (t0, x0) ∈ [a, b]× U .
Existence. D’après le Théorème 3.1.7, il existe h > 0 et u0 : [max{t0−h, a},min{t0+h, b}]→ U

solution PC1 de (C(t0,x0)) sur [max{t0 − h, a},min{t0 + h, b}], et par le Théorème 3.1.13, il existe
une solution PC1 non prolongeable u de (M ) qui prolonge u0. En particulier u(t0) = x0. Donc u
est une solution PC1 non prolongeable de (C(t0,x0)).

Unicité. Soit u ∈ PC1(I, U, {τi : 0 ≤ i ≤ p+1}∩ I) et u1 ∈ PC1(I1, U, {τi : 0 ≤ i ≤ p+1}∩ I1)
deux solutions PC1 non prolongeables de (C(t0,x0)) i.e. t0 ∈ I ∩ I1. En utilisant le Théorème 3.1.7,
∃h > 0, r > 0 t.q. ∀h0 ∈]0, h], ∃!u0 ∈ PC1([max{t0 − h0, a},min{t0 + h0, b}], B(x0, r), {τi : 0 ≤ i ≤
p+1}∩ [max{t0−h0, a},min{t0 +h0, b}]). Puisque u et u1 sont des solutions PC1 non prolongeables
de (C(t0,x0)), on a x0 = u(t0) = u1(t0). Puisque u et u1 sont continues au point t0, on a ∃α > 0 t.q.
[max{t0−α, a},min{t0 +α, b}] ⊂ I ∩ I1 car I ∩ I1 et u([max{t0−α, a},min{t0 +α, b}]) ⊂ B(x0, r)
et u1([max{t0 − α, a},min{t0 + α, b}]) ⊂ B(x0, r).
Posons h0 := min{α, h} ∈ ]0, h], posons I0 := [max{t0 − h0, a},min{t0 + h0, b}]. Puisque u|I0 ∈
PC1(I0, B(x0, r), {τi : 0 ≤ i ≤ p + 1} ∩ I0), et u1|I0 ∈ PC1(I0, B(x0, r), {τi : 0 ≤ i ≤ p + 1} ∩ I0)
sont des solutions PC1 du même problème de Cauchy, par unicité, on a uI0 = u1|I0 = u0.
Ainsi, u et u1 sont deux solutions PC1 non prolongeables qui prolongent u0. Donc d’après le Théo-
rème 3.1.13, on a u = u1.

3.2 Équations différentielles ordinaires linéaires

Dans cette section, on établit des résultats essentiels sur les équations différentielles ordinaires
linéaires à solutions PC1. De plus, on introduit la notion de résolvante, puis on fournit les propriétés
fondamentales de cette notion. Enfin, on établit la formule de variations des constantes qui donne
une relation entre la solution PC1 non prolongeable du problème de Cauchy linéaire et la résolvante
du problème linéaire homogène associé. Soit a, b ∈ R t.q. a < b.
Soit (τi)0≤i≤p+1 ∈ Sub([a, b]). Soit (E, ‖ · ‖) un espace de Banach.
Soit A(·) ∈ NPC0

d([a, b],L(E,E), {τi : 0 ≤ i ≤ p+1}) et B(·) ∈ NPC0
d([a, b], E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+1}).

On s’intéresse à l’équation différentielle linéaire suivante :

(L M ) dx(t) = A(t) · x(t) +B(t)

et pour chaque (t0, x0) ∈ [a, b]× E, on s’intéresse au problème de Cauchy suivant :

(L C (t0,x0))

{
dx(t) = A(t) · x(t) +B(t)
x(t0) = x0.

Considérons la fonction F : [a, b]× E → E définie par F (t, x) := A(t) · x+B(t).
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Proposition 3.2.1. F vérifie (H1) et il existe L > 0 t.q. F est L-lipschitzienne par rapport à sa
seconde variable.

Démonstration. Considérons les fonctions π1 : R×E → R définie par π1(t, x) := t, π2 : R×E → E
définie par π2(t, x) := x et l’opérateur Q : L(E,E)× E → E défini par Q(l, x) := l · x.
Puisque π1 ∈ L(R× E,R) et π2 ∈ L(R× E,E), on a

π1 := π1|[a,b]×E ∈ C0([a, b]× E, [a, b]) et π2 := π2|[a,b]×E ∈ C0([a, b]× E,E). (3.2.1)

De plus, Q ∈ C0(L(E,E)× E, E).
Notons que

F = Q ◦ (A ◦ π1, π2) +B ◦ π1. (3.2.2)

Soit i ∈ {0, ..., p}.
En utilisant (3.2.2), on a

F|[τi,τi+1[×E = Q ◦ (A ◦ π1|[τi,τi+1[×E , π2|[τi,τi+1[×E) +B ◦ π1|[τi,τi+1[×E . (3.2.3)

Avec (3.2.1), A(·) ∈ NPC0
d([a, b],L(E,E), {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}) et

B(·) ∈ NPC0
d([a, b], E, {τi : 0 ≤ i ≤ p + 1}), on a, par composition des fonctions continues,

A ◦ π1|[τi,τi+1[×E ∈ C
0([τi, τi+1[,L(E,E)) et B ◦ π1|[τi,τi+1[×E ∈ C

0([τi, τi+1[×E,E).
Donc on a

(A ◦ π1|[τi,τi+1[×E , π2|[τi,τi+1[×E) ∈ C0([τi, τi+1[×E,L(E,E)× E).

Puisque Q ∈ C0(L(E,E)× E,E), par composition de fonctions continues, on a

Q ◦ (A ◦ π1|[τi,τi+1[×E , π2|[τi,τi+1[×E) ∈ C0([τi, τi+1[×E,E).

Par conséquent, comme somme de fonctions continues, on a

∀i ∈ {0, ..., p}, F|[τi,τi+1[×E ∈ C0([τi, τi+1[×E,E). (3.2.4)

Soit i ∈ {1, ..., p+ 1}, soit x ∈ E. Soit (tn) ∈ ]τi−1, τi[
N t.q. tn → τi (n→ +∞), soit (xn) ∈ EN t.q.

xn → x (n→ +∞).
Notons que

∀n ∈ N, F (tn, xn) = Q(A(tn), xn) +B(tn).

Puisque lim
n→+∞

A(tn) = A(τi−) ∈ L(E,E), on a, par continuité de Q,

lim
n→+∞

Q(A(tn), xn) = Q(A(τi−), x).

De plus, lim
n→+∞

B(tn) = B(τi−), on a donc

lim
n→+∞

F (tn, xn) = Q(A(τi−), x) +B(τi−).

Par conséquent, en utilisant la caractérisation séquentielle des limites, on a démontré que

∀i ∈ {1, ..., p+ 1}, ∀x ∈ E, lim
t→τi−
z→x

F (t, z) = A(τi−) · x+B(τi−). (3.2.5)

Puisque A(b−) = A(b), B(b−) = B(b), on a, en utilisant (3.2.5),

∀x ∈ E, lim
t→b−
z→x

F (t, z) = A(b) · x+B(b).
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Par conséquent on a
F|[τp,b]×E ∈ C

0([τp, b]× E,E). (3.2.6)

En utilisant, (3.2.4), (3.2.5) et (3.2.6), on obtient que F vérifie (H1). Soit (t0, x0) ∈ [a, b]× E.
Puisque A(·) ∈ NPC0

d([a, b], E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}), on a L := supt∈[a,b] ‖A(t)‖L < +∞.
Soit (t, x1, x2) ∈ [a, b]× E × E ; on a

‖F (t, x1)− F (t, x2)‖ = ‖A(t) · x1 +B(t)− (A(t) · x2 +B(t))‖
= ‖A(t) · x1 +B(t)−A(t) · x2 −B(t)‖
= ‖A(t) · x1 −A(t) · x2‖
≤ L‖x1 − x2‖.

Par conséquent

∀t ∈ [a, b], ∀(x1, x2) ∈ E2, ‖F (t, x1)− F (t, x2)‖ ≤ L‖x1 − x2‖. (3.2.7)

Par conséquent, F est L-lipschitzienne par rapport à sa seconde variable.

Remarque 3.2.2. Puisque F est L-lipschitzienne par rapport à sa seconde variable, on a : F vérifie
(H2).

Dans la proposition suivante, on introduit une norme de Bielecki sur C0([a, b], E). On peut
trouver un exemple d’une norme de Bielecki sur C0([0, b],R) dans [20].

Proposition 3.2.3. Soit t0 ∈ [a, b] et L0 ∈ R∗+. Considérons la fonctionnelle

‖ · ‖e,∞ :=

(
C0([a, b], E) −→ R
x 7−→ supt∈[a,b] exp(−L0|t− t0|)‖x(t)‖

)
.

Alors ‖ · ‖e,∞ est une norme sur C0([a, b], E).

Démonstration. (i) Soit x ∈ C0([a, b], E). Pour tout t ∈ [a, b], exp(−L0|t− t0|)‖x(t)‖ ≥ 0 donc

‖x‖e,∞ = sup
t∈[a,b]

exp(−L0|t− t0|)‖x(t)‖ ≥ 0.

(ii) Soit λ ∈ R et x ∈ C0([a, b], E), alors

‖λx‖e,∞ = sup
t∈[a,b]

exp(−L0|t− t0|)‖λx(t)‖ = |λ| sup
t∈[a,b]

exp(−L0|t− t0|)‖x(t)‖ = |λ|‖x‖e,∞.

(iii) ‖0‖e,∞ = 0 et soit x ∈ C0([a, b], E);

‖x‖e,∞ = 0
⇒ ∀t ∈ [a, b], exp(−L0|t− t0|)‖x(t)‖ = 0
⇒ ∀t ∈ [a, b], ‖x(t)‖ = 0
⇒ ∀t ∈ [a, b], x(t) = 0
⇒ x = 0.

(iv) Soit x, y ∈ C0([a, b], E). Pour tout t ∈ [a, b], on a

exp(−L0|t− t0|)‖x(t) + y(t)‖ ≤ exp(−L0|t− t0|)‖x(t)‖+ exp(−L0|t− t0|)‖y(t)‖ ≤ ‖x‖e,∞+ ‖y‖e,∞.

Puisque le sup est le plus petit des majorants, on a

‖x+ y‖e,∞ ≤ ‖x‖e,∞ + ‖y‖e,∞.
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Lemme 3.2.4. Les normes ‖ · ‖e,∞ et ‖ · ‖∞ sont équivalentes.

Démonstration. Puisque ∀t ∈ [a, b], exp(−L0|t− t0|) ≤ 1, on a

∀t ∈ [a, b], exp(−L0|t− t0|)‖x(t)‖ ≤ ‖x(t)‖.

Par passage au supremum, on a
‖x‖e,∞ ≤ ‖x‖∞. (3.2.8)

Puisque [t 7→ exp(−L0t)] est une fonction décroissante sur R, on a

∀t ∈ [a, b], exp(−L0|t− t0|) ≥ exp(−L0|b− a|).

D’où
∀t ∈ [a, b], exp(−L0|t− t0|)‖x(t)‖ ≥ exp(−L0|b− a|)‖x(t)‖.

Par passage au supremum, on a

sup
t∈[a,b]

exp(−L0|t− t0|)‖x(t)‖ ≥ sup
t∈[a,b]

exp(−L0|b− a|)‖x(t)‖.

Puisque exp(−L0|b− a|) > 0, on obtient

‖x‖e,∞ ≥ exp(−L0|b− a|)‖x‖∞. (3.2.9)

Ainsi, en utilisant (3.2.8) et (3.2.9), on a

exp(−L0|b− a|)‖x‖∞ ≤ ‖x‖e,∞ ≤ ‖x‖∞.

Dans la suite, pour chaque (t0, x0) ∈ [a, b]× U , nous noterons u(t, t0, x0) la valeur à l’instant t
(si elle est définie) de la solution PC1 non prolongeable du problème de Cauchy

(L C t0,x0)

{
dx(t) = F (t, x(t))
x(t0) = x0.

et I(t0, x0) domaine de définition de u(·, t0, x0).

Théorème 3.2.5. Soit (t0, x0) ∈ [a, b]× E, u(·, t0, x0) est définie sur [a, b]. i.e. I(t0, x0) = [a, b].

Démonstration. En utilisant la Proposition 3.2.1, on a

∃L > 0, ∀t ∈ [a, b], ∀x1, x2 ∈ E, ‖F (t, x1)− F (t, x2)‖ ≤ L‖x1 − x2‖. (3.2.10)

Considérons la norme de Bielecki, ‖ · ‖e,∞ : C0([a, b], E) → R, définie par, pour chaque x ∈
C0([a, b], E), ‖x‖e,∞ = supt∈[a,b] exp(−L|t− t0|)‖x(t)‖.

Puisque E est un espace de Banach, (C0([a, b], E), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach.
Ainsi en utilisant le Lemme 3.2.4, (C0([a, b], E), ‖ · ‖e,∞) est aussi un espace de Banach.

Considérons l’opérateur Φ : C0([a, b], E)→ C0([a, b], E) défini par

∀x ∈ C0([a, b], E), ∀t ∈ [a, b], Φ(x)(t) := x0 +

∫ t

t0

F (s, x(s))ds.

Soit (x1, x2) ∈ C0([a, b], E)2. Soit t ∈ [a, b].

CHAPITRE 3. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 105



3.2. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES LINÉAIRES

Si t ≥ t0, on a

‖Φ(x1)(t)− Φ(x2)(t)‖ = ‖x0 +
∫ t
t0
F (s, x1(s))ds− (x0 +

∫ t
t0
F (s, x2(s))ds)‖

= ‖
∫ t
t0
F (s, x1(s))ds−

∫ t
t0
F (s, x2(s))ds‖

= ‖
∫ t
t0

(F (s, x1(s))− F (s, x2(s)))ds‖
≤
∫ t
t0
‖F (s, x1(s))− F (s, x2(s))‖ds

≤
∫ t
t0
L‖x1(s)− x2(s)‖ds (3.2.10).

D’où on déduit

exp(−L(t− t0))‖Φ(x1)(t)− Φ(x2)(t)‖
≤ exp(−L(t− t0))

∫ t
t0
L‖x1(s)− x2(s)‖ds

= exp(−L(t− t0))L
∫ t
t0

exp(L(s− t0)) exp(−L(s− t0))‖x1(s)− x2(s)‖ds
≤ exp(−L(t− t0))L

∫ t
t0

exp(L(s− t0))‖x1 − x2‖e,∞ds
= ‖x1 − x2‖e,∞ exp(−L(t− t0))L

∫ t
t0

exp(L(s− t0))ds

= ‖x1 − x2‖e,∞ exp(−L(t− t0))L( exp(L(t−t0))−exp(0)
L )

= (1− exp(−L(t− t0))‖x1 − x2‖e,∞
≤ (1− exp(−L(b− a)))‖x1 − x2‖e,∞.

De même, si t < t0 on a

exp(−L(t0 − t))‖Φ(x1)(t)− Φ(x2)(t)‖ ≤ (1− exp(−L(b− a)))‖x1 − x2‖e,∞.

Ainsi,

∀t ∈ [a, b], exp(−L|t− t0|)‖Φ(x1)(t)− Φ(x2)(t)‖ ≤ (1− exp(−L(b− a)))‖x1 − x2‖e,∞.

Par passage au supremum, on a

‖Φ(x1)− Φ(x2)‖e,∞ ≤ (1− exp(−L(b− a)))‖x1 − x2‖e,∞.

Puisque 1−exp(−L(b−a)) ∈ [0, 1[, Φ est contractante de (C0([a, b], E), ‖ ·‖e,∞) dans (C0([a, b], E),
‖ · ‖e,∞). Ainsi d’après le théorème de point fixe de Banach-Picard, on a

∃!u ∈ C0([a, b], E), Φ(u) = u

i.e.

∃!u ∈ C0([a, b], E), ∀t ∈ [a, b], u(t) = x0 +

∫ t

t0

F (s, u(s))ds.

En utilisant la Proposition 3.1.6, u est solution PC1 du problème de Cauchy (L C (t0,x0)). Par
conséquent, en utilisant le Théorème 3.1.14, on a u(·, t0, x0) = u d’où [a, b] = I(t0, x0).

Considérons maintenant l’équation différentielle linéaire homogène

(L H ) dx(t) = A(t) · x(t)

i.e. le cas où B est la fonction identiquement nulle. Pour chaque s ∈ [a, b], notons R(·, s) est la
solution PC1 non prolongeable du problème de Cauchy.

(Cs,IdE ) :=

{
dX(t) = A(t) ◦X(t)
X(s) = IdE .
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Définition 3.2.6. La résolvante de (L H ) est la fonction R(·, ·) : [a, b]× [a, b]→ L(E,E).

Théorème 3.2.7. La fonction R(·, ·) est bien définie de [a, b]2 dans L(E,E).

Démonstration. Soit s ∈ [a, b], posons F = L(E,E). Puisque E est un espace de Banach, F est un
espace de Banach. Posons x0 = IdE .
Pour chaque t ∈ [a, b], considérons la fonction A (t) := [X 7→ A(t) ◦ X] définie de F dans F. Soit
t ∈ [a, b] soit λ ∈ R, soit (X1, X2) ∈ F ; on a

A (t) · (λX1 +X2) = A(t) ◦ (λX1 +X2)
= λA(t) ◦X1 +A(t) ◦X2

= λA (t) ·X1 + A (t) ·X2.

De plus, pour tout X ∈ F,
‖A (t) ·X‖F = ‖A(t) ◦X‖F

≤ ‖A(t)‖F‖X‖F.

Par conséquent, la fonction A : [a, b]→ L(F,F) est bien définie.
Posons, pour chaque t ∈ [a, b] et X ∈ F, F (t,X) = A (t) ·X.
Ainsi, pour appliquer le Théorème 3.2.5, il suffit de montrer que
A ∈ NPC0

d([a, b],L(F,F), {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}).
Soit t, t′ ∈ [a, b], soit X ∈ F ; on a

‖(A (t)−A (t′)) ·X‖F = ‖A (t) ·X −A (t′) ·X‖F
= ‖A(t) ◦X −A(t′) ◦X‖F
= ‖(A(t)−A(t′)) ◦X‖F
= ‖A(t)−A(t′)‖F‖X‖F.

Par conséquent, on a prouvé que

∀t, t′ ∈ [a, b], ‖A (t)−A (t′)‖L(F,F) ≤ ‖A(t)−A(t′)‖F. (3.2.11)

Soit i ∈ {0, ..., p}, soit (t, t′) ∈ [τi, τi+1[2. En utilisant (3.2.11), on a

‖A|[τi,τi+1[(t)−A|[τi,τi+1[(t
′)‖L(F,F) ≤ ‖A|[τi,τi+1[(t)−A|[τi,τi+1[(t

′)‖F.

Puisque A|[τi,τi+1[ ∈ C0([τi, τi+1[,F), on a lim
t→t′
‖A|[τi,τi+1[(t) − A|[τi,τi+1[(t

′)‖F = 0. Par conséquent,
on a

lim
t→t′
‖A|[τi,τi+1[(t)−A|[τi,τi+1[(t

′)‖L(F,F) = 0.

Par conséquent,
∀i ∈ {0, ..., p}, A|[τi,τi+1[ ∈ C0([τi, τi+1[,L(F,F)). (3.2.12)

Soit i ∈ {1, ..., p + 1}. Considérons la fonction li : F → F définie par li · X = A(τi−) ◦ X ∈ F car
A(τi−) ∈ L(E,E).
Soit t ∈ ]τi−1, τi[, soit X ∈ F. Alors, on a

‖(A (t)− li) ·X‖F = ‖A (t) ·X − li ·X‖F
= ‖A(t) ◦X −A(τi−) ◦X‖F
= ‖(A(t)−A(τi−)) ◦X‖F
= ‖A(t)−A(τi−)‖F‖X‖F.

Par conséquent, on obtient

‖A (t)− li‖L(F,F) ≤ ‖A(t)−A(τi−)‖F.
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Puisque lim
t→τi−

‖A(t)−A(τi−)‖F = 0, on a

∀i ∈ {1, ..., p+ 1}, lim
t→τi−

‖A (t)− li‖L(F,F) = 0. (3.2.13)

Puisque A(τp+1−) = A(τp+1), on a lp+1 = A (τp+1).
Par conséquent, en utilisant (3.2.13), on a

lim
t→τp+1

‖A (t)− lp+1‖L(F,F) = 0. (3.2.14)

Ainsi, en utilisant (3.2.12), (3.2.13) et (3.2.14), on a

A ∈ NPC0
d([a, b],L(F,F), {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}).

Donc, en utilisant le Théorème 3.2.5, on obtient que R(·, s) est définie sur [a, b] tout entier.
Ainsi, R(·, ·) est bien définie sur [a, b]2.

Théorème 3.2.8. Soit t0, t1 ∈ [a, b] ; on a

∀t ∈ [a, b], R(t, t0) = R(t, t1) ◦R(t1, t0).

Démonstration. Soit t ∈ [a, b]. Puisque R(·, t1) est la solution PC1 du problème de Cauchy (Ct1,IdE ),
en utilisant la Proposition 3.1.6, on a

R(t, t1) = IdE +

∫ t

t1

A(s) ◦R(s, t1)ds, donc

R(t, t1) ◦R(t1, t0) = (IdE +
∫ t
t1
A(s) ◦R(s, t1)ds) ◦R(t1, t0)

= IdE ◦R(t1, t0) + (
∫ t
t1
A(s) ◦R(s, t1)ds) ◦R(t1, t0)

= R(t1, t0) + (
∫ t
t1
A(s) ◦R(s, t1)ds) ◦R(t1, t0).

Considérons l’opérateur T : L(E,E)→ L(E,E) défini par T (X) = X ◦R(t1, t0).
Puisque T ∈ L(L(E,E),L(E,E)) et [s 7→ A(s) ◦ R(s, t1)] est Riemann-intégrable sur [a, b], en
utilisant la proposition III, p. 198 de [35], on a

T (

∫ t

t1

A(s) ◦R(s, t1)ds) =

∫ t

t1

T (A(s) ◦R(s, t1))ds.

Par conséquent, on a

R(t, t1) ◦R(t1, t0) = R(t1, t0) +

∫ t

t0

A(s) ◦R(s, t1) ◦R(t1, t0)ds.

Ainsi, R(·, t1) ◦ R(t1, t0) est solution PC1 du problème de Cauchy (Ct1,R(t1,t0)). Et puisque R(·, t0)
est aussi solution PC1 du problème du problème de Cauchy (Ct1,R(t1,t0)), on a, par unicité,

∀t ∈ [a, b], R(t, t0) = R(t, t1) ◦R(t1, t0).

Théorème 3.2.9. Les assertions suivantes sont vraies :
(i) ∀t1, t2 ∈ [a, b], R(t2, t1) = R(t1, t2)−1.
(ii) ∀t, t0 ∈ [a, b], R(t, t0) ∈ Isom(E,E).
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(iii) R(·, ·) ∈ C0([a, b]2,L(E,E)).
(iv) Pour chaque t ∈ [a, b], R(t, ·) ∈ PC1([a, b],L(E,E), {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}) et

∀s ∈ [a, b], d2R(t, s) = −R(t, s) ◦A(s)

où d2R(t, s) = dR(t, ·)(s).

Démonstration. (i)
Soit t1, t2 ∈ [a, b] ; en utilisant le Théorème 3.2.8, on a

R(t2, t1) ◦R(t1, t2) = R(t2, t2) = IdE ,

et
R(t1, t2) ◦R(t2, t1) = R(t1, t1) = IdE .

Donc, on a
R(t2, t1) = R(t1, t2)−1.

(ii)
Soit (t, t0) ∈ [a, b] ; on a R(t, t0) = R(t0, t)

−1. Puisque R(t, t0) ∈ L(E,E), R(t0, t) ∈ L(E,E) et
R(t, t0) est bijective d’inverse R(t0, t), on a R(t, t0) ∈ Isom(E,E).
(iii)
Soit t0 ∈ [a, b], soit (s, t) ∈ [a, b]2 ; on a

R(t, s) = R(t, t0) ◦R(t0, s) grâce au Théorème 3.2.8
= R(t, t0) ◦ (R(s, t0))−1,

par conséquent,
∀(s, t) ∈ [a, b]2, R(t, s) = R(t, t0) ◦ (R(s, t0))−1. (3.2.15)

Considérons les fonctions π1 : R2 → R, définie par, π1(t, s) := t, et π2 : R2 → R, définie par,
π2(t, s) := s, et L : Isom(E,E) → L(E,E) définie par L(T ) = T−1, et X : L(E,E)2 → L(E,E),
définie par, X(X1, X2) = X1 ◦X2.

En utilisant (3.2.15), on a

R(·, ·) = X ◦ (R(·, t0) ◦ π1|[a,b], L ◦R(·, t0) ◦ π2|[a,b]). (3.2.16)

Puisque π1 ∈ L(R2,R) et π2 ∈ L(R2,R), on a

π1|[a,b] ∈ C0([a, b]2, [a, b]) et π2|[a,b] ∈ C0([a, b]2, [a, b]).

Par ailleurs, L ∈ C0(Isom(E,E),L(E,E)) d’après [14] (théorème 1.7.3 p.23) et
X ∈ C0(L(E,E)2,L(E,E)).
Ainsi, en utilisant le fait que

R(·, t0) ∈ C0([a, b],L(E,E)) et L ∈ C0(Isom(E,E),L(E,E)),

on a, par composition de fonctions continues,

X ◦ (R(·, t0) ◦ π1|[a,b], L ◦R(·, t0) ◦ π2|[a,b]) ∈ C0([a, b]2,L(E,E)).

Donc, en utilisant l’assertion (3.2.15), on a

R(·, ·) ∈ C0([a, b]2,L(E,E)).

CHAPITRE 3. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 109



3.2. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES LINÉAIRES

(iv)
Soit t ∈ [a, b]. Avec (ii), on a

R(t, ·) = L ◦R(·, t).
Par conséquent, puisque L ∈ C1(Isom(E,E),L(E,E)) grâce au théorème 2.4.4 de [14] (p.34) et
R(t, ·) ∈ PC1([a, b],L(E,E), {τi : 0 ≤ i ≤ p + 1}), en utilisant le Lemme 1.3.13, on a R(·, t) ∈
PC1([a, b],L(E,E), {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}) et

∀s ∈ [a, b], dR(t, ·)(s) = DFL(R(s, t)) · dR(·, t)(s)
= −R(s, t)−1 ◦ dR(·, t)(s) ◦R(s, t)−1

= −R(s, t)−1 ◦A(s) ◦R(s, t) ◦R(s, t)−1

= −R(t, s) ◦A(s).

Par conséquent, on a
∀s ∈ [a, b], d2R(t, s) = −R(t, s) ◦A(s).

Dans le théorème suivant, on établit la formule de variation des constantes. Cette formule nous
donne une relation entre la solution PC1 non prolongeable du problème de Cauchy (L C (t0,x0)) et
la résolvante R.

Théorème 3.2.10. Les assertions suivantes sont vérifiées :
(a) ∀α ∈ [a, b], [s 7→ R(α, s) ·B(s)] ∈ NPC0

d([a, b], E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}).
(b) (Formule de variation des constantes). Soit (t0, x0) ∈ [a, b]× E, la solution PC1 non prolon-

geable du problème de Cauchy (L C (t0,x0)) est donnée par

∀t ∈ [a, b], y(t) = R(t, t0) · x0 +

∫ t

t0

R(t, s) ·B(s)ds.

Démonstration. Considérons l’opérateur bilinéaire continu T : L(E,E) × E → E, défini par, pour
chaque (l, x) ∈ L(E,E)× E, T (l, x) = l · x.
Soit α ∈ [a, b].
Puisque B ∈ NPC0

d([a, b], E, {τi : 0 ≤ i ≤ p + 1}) et R(α, ·) ∈ PC1([a, b],L(E,E), {τi : 0 ≤ i ≤
p+ 1}) grâce à (iv) du Théorème 3.2.9, on a, en utilisant la Proposition 1.1.9,

(R(α, ·), B(·)) ∈ NPC0
d([a, b],L(E,E)× E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}).

Par conséquent, en utilisant la Proposition 1.1.10, on a

∀α ∈ [a, b], T ◦ (R(α, ·), B(·))
:= [s 7→ R(α, s) ·B(s)] ∈ NPC0

d([a, b], E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}).

}
(3.2.17)

Ceci démontre (a).
Soit t ∈ [a, b]. On peut déduire de (3.2.17) avec α = t et de la Proposition 1.1.15 que [s 7→
R(t, s) ·B(s)] est Riemann-intégrable sur [a, b].
Par conséquent y(·) est bien définie sur [a, b] dans E. En utilisant le Théorème 3.2.8, on a

y(t) = R(t, t0) · x0 +

∫ t

t0

(R(t, t0) ◦R(t0, s)) ·B(s)ds.

Puisque R(t, t0) ∈ L(E,E) et [s 7→ R(t0, s) ·B(s)] est Riemann-intégrable sur [a, b] grâce à (3.2.17)
et la Proposition 1.1.15, en utilisant la proposition III, p. 198 de [35], on a∫ t

t0

R(t, t0) · (R(t0, s)) ·B(s))ds = R(t, t0) ·
∫ t

t0

R(t0, s) ·B(s)ds.
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Par conséquent, on a

y(t) = R(t, t0) · x0 +R(t, t0) ·
∫ t

t0

R(t0, s) ·B(s)ds.

D’où,

∀t ∈ [a, b], y(t) = R(t, t0) · (x0 +

∫ t

t0

R(t0, s) ·B(s)ds). (3.2.18)

Considérons les fonctions ψ1 : [a, b] → E définie par ψ1(t) = x0, ψ2 : [a, b] → E définie par
ψ1(t) =

∫ t
t0
R(t0, s) · B(s)ds et ψ = ψ1 + ψ2. Avec (3.2.17), on a, en utilisant la Proposition 1.3.15,

ψ2 ∈ PC1([a, b], E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}) et

∀t ∈ [a, b], dψ2(t) = R(t0, t) ·B(t). (3.2.19)

De plus, puisque ψ1 ∈ PC1([a, b], E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}) car ψ1 ∈ C1([a, b], E), on a, en utilisant la
Proposition 1.3.4, ψ ∈ PC1([a, b], E, {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}) et

∀t ∈ [a, b], dψ(t) = dψ1(t) + dψ2(t) = 0 +R(t0, t) ·B(t) = R(t0, t) ·B(t). (3.2.20)

Donc, en utilisant le Théorème 1.3.14, on a (R(·, t0), ψ) ∈ PC1([a, b],L(E,E) × E, {τi : 0 ≤ i ≤
p+ 1}) et

∀t ∈ [a, b], d(R(·, t0), ψ)(t) = (dR(t, t0),dψ(t)).

Par conséquent, puisque R(·, t0) est solution PC1 du problème de Cauchy (Ct0,IdE ), avec (3.2.20),
on a

d(R(·, t0), ψ)(t) = (dR(t, t0),dψ(t)) = (A(t) ◦R(t, t0), R(t0, t) ·B(t)). (3.2.21)

Avec (3.2.18), notons que y = T ◦ (R(·, t0), ψ).
Puisque T est un opérateur bilinéaire continu sur L(E,E)×E, d’après le 8.1.5. théorème 5◦, p.310
de [35], on a en particulier T ∈ C1(L(E,E)× E,E).
Puisque T ∈ C1(L(E,E)×E,E) et (R(·, t0), ψ) ∈ PC1([a, b],L(E,E)×E; {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}), on
a, en utilisant le Lemme 1.3.13, y ∈ PC1([a, b], E; {τi : 0 ≤ i ≤ p+ 1}) et

∀t ∈ [a, b], dy(t) = DFT ((R(·, t0), ψ)(t)) · d(R(·, t0), ψ)(t).

D’où on déduit

∀t ∈ [a, b], dy(t) = DFT (R(t, t0), ψ(t)) · (A(t) ◦R(t, t0), R(t0, t) ·B(t)) avec (3.2.21)
= T (A(t) ◦R(t, t0), ψ(t)) + T (R(t, t0), R(t0, t) ·B(t))

= (A(t) ◦R(t, t0)) · (x0 +
∫ t
t0
R(t0, s) ·B(s)ds) +R(t, t0) ·R(t0, t) ·B(t)

= A(t) · [R(t, t0) · x0 +
∫ t
t0
R(t, s) ·B(s)ds] + (R(t, t0) ◦R(t0, t)) ·B(t)

grâce au Théorème 3.2.8
= A(t) · y(t) +B(t) en utilisant (3.2.18).

Ainsi y(·) est solution PC1 du problème de Cauchy (L C (t0,x0)).
Par unicité de la solution PC1 non prolongeable du problème de Cauchy (L C (t0,x0)), grâce au
Théorème 3.1.14, y(·) est la solution PC1 non prolongeable du problème de Cauchy (L C (t0,x0)).
Ceci démontre (b).
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3.3 Continuité d’une solution PC1 non prolongeable par rapport
aux conditions initiales et à un paramètre.

Dans cette section, on démontre un théorème de continuité de la solution PC1 non prolongeable
par rapport aux conditions initiales et à un paramètre.

Soit a, b ∈ R t.q. a < b, (E, ‖ · ‖) un espace de Banach réel, U un ouvert de E. Soit Λ un espace
topologique séparé. Soit f : [a, b]× U × Λ→ E une fonction.

Supposons que la fonction f vérifie les hypothèses suivantes :
(P1) ∀λ ∈ Λ, f(·, ·, λ) vérifie (H1) i.e. f(·, ·, λ) ∈ PCP 0([a, b] × U,E) avec disc1(f(·, ·, λ)) =
{τλi : 0 ≤ i ≤ pλ + 1}.

(P2) ∀(t, x, λ) ∈ [a, b]× U × Λ, DG,2f(t, x, λ) existe,
(P3) ∀K compact inclus dans U ,
∃M > 0 ∀(t, x, λ) ∈ [a, b]×K × Λ, ‖DG,2f(t, x, λ)‖L ≤M .

(P4) ∀(x, λ) ∈ C0([a, b], U)× Λ,

lim
λ→λ

∫ b

a
‖f(s, x(s), λ)− f(s, x(s), λ)‖ds = 0.

3.3.1 Résultats préliminaires

On commence par établir deux lemmes de topologie.

Lemme 3.3.1. Soit (X, d) espace métrique. Soit K un compact non vide de (X, d). Soit Ω un ouvert
de X t.q. K ⊂ Ω. Alors il existe r > 0 t.q. V (K, r) := {z ∈ X : d(z,K) := infx∈K d(z, x) < r} ⊂ Ω.

Démonstration. Si Ω = X il suffit de prendre r = 1.
Si Ω 6= X. Puisque X \Ω 6= ∅, d(·, X \Ω) est continue sur X, cf. [36] (proposition 2.3.3. p.162) car
1-lipschitzienne. Et puisque K est compact, on a, d’après le théorème d’optimisation de Weierstrass,
2.7.4 p.212 de [36], l’existence de x0 ∈ K t.q. infx∈K d(x,X \ Ω) = d(x0, X \ Ω).
De plus, puisque X \ Ω est un fermé et x0 ∈ K ⊂ Ω, on a, d’après la contraposée de la proposition
16-4 de [16], d(x0, X \ Ω) > 0.
Posons r := d(x0, X \ Ω) > 0.
Soit z ∈ V (K, r) i.e. d(z,K) < r.
Montrons que z ∈ Ω ; raisonnons par l’absurde, supposons que z ∈ X \ Ω. Alors, on a

d(z,K) ≥ infy∈X\Ω d(y,K)

= infy∈X\Ω infx∈K d(y, x)

= infx∈K infy∈X\Ω d(x, y)

= infx∈K d(x,X \ Ω)
= r;

ce qui est absurde. Par conséquent, V (K, r) ⊂ Ω.

Remarque 3.3.2. Soit (X, d) un espace métrique.
Soit (r1, r2) ∈ R∗+ = R+ \ {0} t.q. r1 ≤ r2. Alors V (K, r1) ⊂ V (K, r2). En effet, soit z ∈ V (K, r1)
i.e. d(z,K) < r1. Puisque r1 ≤ r2, d(z,K) < r2 d’où z ∈ V (K, r2).

Lemme 3.3.3. Soit (X, d) un espace métrique. Soit (xn)n∈N ∈ XN et x ∈ X t.q. lim
n→+∞

xn = x.

Alors {xn : n ∈ N} ∪ {x} est un compact de (X, d).
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Démonstration. Soit (Oi)i∈I une famille d’ouvert de (X, d) t.q. {xn : n ∈ N} ∪ {x} ⊂ ∪i∈IOi.
Puisque x ∈ ∪i∈IOi, on a

∃j ∈ I t.q. x ∈ Oj .

Par conséquent,
{x} ⊂ Oj . (3.3.1)

De plus, puisque x ∈ Oj , Oj est un ouvert de (X, d) et lim
n→+∞

xn = x, il existe N ∈ N t.q.

∀n ∈ N, n > N, xn ∈ Oj .

D’où on a
{xn : n ∈ N et n > N} ⊂ Oj . (3.3.2)

Soit n ∈ {0, ..., N}, puisque xn ∈ ∪i∈IOi il existe in ∈ I t.q. xn ∈ Oin .
Par conséquent,

∀n ∈ {0, ..., N}, xn ∈ Oin ⊂ ∪Nn=0Oin .

Donc, on a
{xn : n ∈ {0, ..., N}} ⊂ ∪Nn=0Oin . (3.3.3)

Posons J = {in : n ∈ {0, .., N}} ∪ {j}. Alors on a

{xn : n ∈ N} ∪ {x} = {xn : n ∈ {0, ..., N}} ∪ {xn : n ∈ N et n > N} ∪ {x}
⊂ ∪Nn=0Oin ∪ Oj ∪ Oj grâce à (3.3.1), (3.3.2) et (3.3.3)
= ∪i∈JOi.

Ainsi, d’après le théorème de Heine-Borel-Lebesgue, on a prouvé que {xn : n ∈ N} ∪ {x} est un
compact de (X, d).

Le lemme suivant est un lemme fondamental ; il nous permet d’obtenir plus d’information sur
la Gâteaux-différentielle partielle de f par rapport à la 2ème variable.

Lemme 3.3.4. Soit K un compact de E non vide t.q. K ⊂ U . Alors

∃r > 0,∃M > 0 t.q. ∀(t, x, λ) ∈ [a, b]× V (K, r)× Λ, ‖DG,2f(t, x, λ)‖L ≤M.

Démonstration. Puisque K est un compact non vide de E t.q. K ⊂ U , on obtient, en utilisant le
Lemme 3.3.1, qu’il existe rK > 0 t.q. V (K, rK) ⊂ U . De plus en utilisant la Remarque 3.3.2, pour
chaque α ∈]0, rK ], V (K,α) ⊂ V (K, rK) ⊂ U .
Ainsi, pour monter ce lemme, il suffit de démontrer que

∃r ∈]0, rK ],∃M > 0 t.q. ∀(t, x, λ) ∈ [a, b]× V (K, r)× Λ, ‖DG,2f(t, x, λ)‖L ≤M.

Raisonnons par l’absurde, supposons que

∀r ∈]0, rK ], ∀M > 0,
∃(trM , xrM , λrM ) ∈ [a, b]× V (K, r)× Λ, ‖DG,2f(trM , x

r
M , λ

r
M )‖L > M.

}
(3.3.4)

Pour chaque n ∈ N, appliquons (3.3.4) avec r = rK
n+1 et M = n ; on a alors

∀n ∈ N, ∃(tn, xn, λn) ∈ [a, b]× V (K,
rK
n+ 1

)× Λ, ‖DG,2f(tn, xn, λn)‖L > n. (3.3.5)
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Soit n ∈ N. Puisque K est un compact et [y 7→ ‖xn − y‖] = d(xn, y)] est continue sur E comme
fonction 1-lipschitzienne (2.3.1 proposition, p.45 de [35]), d’après le théorème d’optimisation de
Weierstrass, on a

∃yn ∈ K t.q. inf
y∈K
‖xn − y‖ = ‖xn − yn‖.

Puisque K est compact et (yn)n∈N ∈ KN, il existe y ∈ K, il existe ϕ : N→ N strictement croissante
t.q.

lim
n→+∞

‖yϕ(n) − y‖ = 0. (3.3.6)

Puisque, ∀n ∈ N, xn ∈ V (K, rKn+1), et on a

∀n ∈ N, ‖xϕ(n) − yϕ(n)‖ <
rK

ϕ(n) + 1
. (3.3.7)

Soit n ∈ N ; alors on a

‖xϕ(n) − y‖ = ‖xϕ(n) − yϕ(n) + yϕ(n) − y‖
≤ ‖xϕ(n) − yϕ(n)‖+ ‖yϕ(n) − y‖
< rK

ϕ(n)+1 + ‖yϕ(n) − y‖.

Puisque, ∀n ∈ N, ϕ(n) ≥ n, on a, par le théorème de comparaison des limites, lim
n→+∞

ϕ(n) = +∞.

Par conséquent, lim
n→+∞

rK
ϕ(n)+1 = 0.

Et avec (3.3.6), on a lim
n→+∞

rK
ϕ(n)+1 + ‖yϕ(n) − y‖ = 0.

Donc, en utilisant le théorème des gendarmes, on a

lim
n→+∞

‖xϕ(n) − y‖ = 0. (3.3.8)

Avec (3.3.8), on a, en utilisant le Lemme 3.3.3, K0 := {xϕ(n) : n ∈ N} ∪ {y} est compact.
Puisque, ∀n ∈ N, xn ∈ V (K, rKn+1) ⊂ U et y ∈ K ⊂ U , on a K0 ⊂ U .
Et puisque K0 est compact et K0 ⊂ U , on a, en utilisant l’hypothèse (P3),

∃M1 > 0 t.q. ∀(t, x, λ) ∈ [a, b]×K0 × Λ, ‖DG,2f(t, x, λ)‖L ≤M1.

D’où on déduit

∃M1 > 0 t.q. ∀n ∈ N, ∀(t, λ) ∈ [a, b]× Λ, ‖DG,2f(t, xϕ(n), λ)‖L ≤M1. (3.3.9)

Puisque, ∀n ∈ N, (tϕ(n), λϕ(n)) ∈ [a, b]× Λ, on a, en utilisant (3.3.9),

∀n ∈ N, ‖DG,2f(tϕ(n), xϕ(n), λϕ(n))‖L ≤M1.

Or, en utilisant (3.3.5), on a

∀n ∈ N, ‖DG,2f(tϕ(n), xϕ(n), λϕ(n))‖L > ϕ(n). (3.3.10)

Par conséquent, en utilisant (3.3.10), on a

∀n ∈ N, ϕ(n) < M1.

D’où, puisque lim
n→+∞

ϕ(n) = +∞, d’après le théorème de comparaison des limites, M1 = +∞ ; ce
qui est absurde.
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On énonce maintenant le théorème de la moyenne.

Théorème 3.3.5. Théorème de la moyenne. Soit (X, ‖·‖X) et (Y, ‖·‖Y ) deux espaces vectoriels
normés réels, Ω un ouvert de X et a, b ∈ X t.q. [a, b] ⊂ Ω.
Soit ψ : Ω→ Y une fonction Gâteaux-différentiable en chaque point x ∈ [a, b]. Alors

‖ψ(b)− ψ(a)‖Y ≤ sup
x∈[a,b]

‖DGψ(x)‖L‖b− a‖X .

Démonstration. On peut trouver une démonstration p.143 de [1].

En utilisant le théorème de la moyenne, on parvient à démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.3.6. Soit x0 ∈ U . Alors on a, ∃Mx0 > 0, ∃rx0 > 0 t.q. ∀t ∈ [a, b], ∀x1, x2 ∈ B(x0, r
x0) ⊂

U, ∀λ ∈ Λ,
‖f(t, x1, λ)− f(t, x2, λ)‖ ≤Mx0‖x1 − x2‖.

Démonstration. Puisque K := {x0} est un compact inclus dans U , en utilisant le Lemme 3.3.4, on
a

∃rx0 > 0, ∃Mx0 > 0 t.q. ∀(t, x, λ) ∈ [a, b]× V (K, rx0)× Λ, ‖DG,2f(t, x, λ)‖L ≤Mx0 .

Par conséquent, puisque V (K, rx0) := B(x0, r
x0), on a

∃rx0 > 0, ∃Mx0 > 0 t.q. ∀(t, x, λ) ∈ [a, b]×B(x0, r
x0)× Λ, ‖DG,2f(t, x, λ)‖L ≤Mx0 . (3.3.11)

Soit t ∈ [a, b], x1, x2 ∈ B(x0, r
x0), λ ∈ Λ.

Puisque B(x0, r
x0) est convexe (remarque 13 p.134 de [36]),

[x1, x2] ⊂ B(x0, r
x0). (3.3.12)

Ainsi, puisque (P2), f(t, ·, λ) est Gâteaux-différentiable sur [x1, x2], on a, en utilisant le théorème
de la moyenne, Théorème 3.3.5,

‖f(t, x1, λ)− f(t, x2, λ)‖ ≤ sup
x∈[x1,x2]

‖DG,2f(t, x, λ)‖L‖x1 − x2‖. (3.3.13)

En outre, en utilisant (3.3.11) et (3.3.12) on a

sup
x∈[x1,x2]

‖DG,2f(t, x, λ)‖L ≤Mx0 . (3.3.14)

Par conséquent, en utilisant (3.3.13), on a

‖f(t, x1, λ)− f(t, x2, λ)‖ ≤Mx0‖x1 − x2‖.

3.3.2 Énoncé du théorème de continuité de la solution PC1 non prolongeable
par rapport aux conditions initiales et à un paramètre

Avec (P1) et le Lemme 3.3.6, pour chaque λ ∈ Λ, on peut appliquer l’ensemble des résultats de
la section 3.1 à l’équation différentielle ordinaire à paramètre

(Mλ) dx(t) = f(t, x(t), λ).
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Pour chaque (t0, x0, λ) ∈ [a, b] × U × Λ on peut noter x(t, t0, x0, λ) la valeur à l’instant t ∈ [a, b],
lorsqu’elle est définie, de la solution PC1 non prolongeable du problème de Cauchy

(C(t0,x0,λ))

{
dx(t) = f(t, x(t), λ)
x(t0) = x0.

Dans le théorème suivant, on énonce le résultat principal de cette section. Il s’agit d’un théorème
de continuité de la solution PC1 non prolongeable par rapport aux conditions initiales et à un
paramètre.

Théorème 3.3.7. Soit I un intervalle compact de [a, b].
Soit (t̂0, x̂0, λ̂) ∈ [a, b]× U × Λ t.q. le problème de Cauchy

(C(t̂0,x̂0,λ̂))

{
dx(t) = f(t, x(t), λ̂)

x(t̂0) = x̂0.

admet une solution PC1 non prolongeable x(·, t̂0, x̂0, λ̂) = x̂ définie sur I (t̂0 ∈ I).
Alors il existe Ĵ ∈ Vt̂0(I), V̂ ∈ Vx̂0(U), Ŵ ∈ Vλ̂(Λ) t.q. ∀(t0, x0, λ) ∈ Ĵ × V̂ × Ŵ , la solution PC1

non prolongeable x(·, t0, x0, λ) du problème de Cauchy

(C(t0,x0,λ))

{
dx(t) = f(t, x(t), λ)
x(t0) = x0

est définie sur I.
De plus, [(t0, x0, λ) 7→ x|I(·, t0, x0, λ)] est continue sur Ĵ × V̂ × Ŵ dans C0(I, U). Par ailleurs, il
existe L > 0, pour chaque (t0, x0, λ) ∈ Ĵ × Û × Ŵ et µ ∈ Ŵ

‖x|I(·, t0, x0, λ)− x|I(·, t0, x0, µ)‖∞ ≤
exp(Ldiam(I))

∫
I ‖f(s, x(s, t0, x0, µ), λ)− f(s, x(s, t0, x0, µ), µ)‖ds.

}
Notons que ce théorème sera démontré dans la sous-section suivante.

Lemme 3.3.8. ∃L > 0, ∃r > 0 t.q. ∀t ∈ I, ∀x1, x2 ∈ B(x̂(t), r) ⊂ U, ∀λ ∈ Λ,

‖f(t, x1, λ)− f(t, x2, λ)‖ ≤ L‖x1 − x2‖.

Démonstration. Puisque x̂(·) ∈ C0(I, E) et I est un compact de R, on a, d’après le théorème 5◦

p.67 de [35], K := x̂(I) est un compact de E. De plus, x̂(I) ⊂ U , en utilisant le Lemme 3.3.4, on a

∃r > 0, L := sup
(t,x,λ)∈I×V (K,r)×Λ

‖DG,2f(t, x, λ)‖L < +∞.

Posons r = r
2 . Soit t ∈ I, soit x ∈ B(x̂(t), r).

Puisque d(x,K) ≤ ‖x− x̂(t)‖ ≤ r < r, on a x ∈ V (K, r).
Par conséquent, on a prouvé que

∀t ∈ I,B(x̂(t), r) ⊂ V (K, r) ⊂ U. (3.3.15)

Soit t ∈ I, x1, x2 ∈ B(x̂(t), r), λ ∈ Λ.
Puisque B(x̂(t), r) est convexe (remarque 13 p.134 de [36]), on a

[x1, x2] ⊂ B(x̂(t), r). (3.3.16)
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Ainsi, puisque (P2), f(t, ·, λ) est Gâteaux-différentiable sur [x1, x2], on a, en utilisant le théorème
de la moyenne, Théorème 3.3.5,

‖f(t, x1, λ)− f(t, x2, λ)‖ ≤ sup
x∈[x1,x2]

‖DG,2f(t, x, λ)‖L‖x1 − x2‖. (3.3.17)

En utilisant (3.3.15) et (3.3.16), on a [x1, x2] ⊂ V (K, r).
Par conséquent, on a

sup
x∈[x1,x2]

‖DG,2f(t, x, λ)‖L ≤ L. (3.3.18)

En utilisant (3.3.17) et (3.3.18), on a

‖f(t, x1, λ)− f(t, x2, λ)‖ ≤ L‖x1 − x2‖.

Lemme 3.3.9. Soit I un intervalle compact de [a, b]. Soit (t0, x0, λ) ∈ I × U × Λ et x ∈ C0(I, U)
t.q.

∀t ∈ I, x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s), λ)ds.

Alors la solution PC1 non prolongeable x(·, t0, x0, λ) est définie au moins sur I.

Démonstration. Si t1 = max I /∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p}, en utilisant la Proposition 3.1.6, on sait que x
est solution PC1 du problème de Cauchy (Ct0,x0,λ), d’où, par le Théorème 3.1.14, x(·, t0, x0, λ) est
définie sur I.
Si t1 ∈ {τi : 0 ≤ i ≤ p}, posons y0 = x(t1) ; en utilisant le théorème d’unicité et d’existence locale,
on a : il existe h0 > 0 il existe x ∈ PC1([max{t1 − h0, a},min{t1 + h0, b}], U) solution PC1 de
(Ct0,x0,λ).
Posons I0 = [t1,min{t1 + h0, b}]. Considérons la fonction x : I ∪ I0 → U définie par

x(t) :=

{
x(t) si t ∈ I
x(t) si t ∈ I0.

Puisque I et I0 sont connexes et I ∩ I0 = {y0} 6= ∅, on a : I ∪ I0 est connexe. Par conséquent, I ∪ I0

est un sous-intervalle de [a, b]. De plus, x est bien définie sur I ∪ I0 car x(t1) = x(t1) = x(t1).

Puisque x|I = x, x|I0 = x|I0 , x ∈ C
0(I, U) et xI0 ∈ C

0(I0, U), on obtient que x est continue sur
(I ∪ I0) \ {t1}. De plus, puisque x(t1−) = x(t1−) = x(t1) = y0 et x(t1+) = x(t1+) = x(t1) = y0 i.e.
x(t1+) = x(t1−) = y0, x est continue au point t1. Par conséquent, x ∈ C0(I, U).
Soit t ∈ I ∪ I0.

Si t ∈ I, on a x(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s), λ)ds = x0 +

∫ t1
t0
f(s, x(s), λ)ds +

∫ t
t1
f(s, x(s), λ)ds =

x(t1) +
∫ t
t1
f(s, x(s), λ)ds=y0 +

∫ t
t1
f(s, x(s), λ)ds. Par conséquent, on a

x(t) = x(t) = y0 +
∫ t
t1
f(s, x(s), λ)ds = y0 +

∫ t
t1
f(s, x(s), λ)ds car [t, t1] ⊂ I.

Si t ∈ I0, puisque x est une solution PC1 du problème de Cauchy (Ct1,y0,λ) et sup I0 /∈ {τi : 0 ≤
i ≤ p}, en utilisant la Proposition 3.1.6, on a x(t) = y0 +

∫ t
t1
f(s, x(s), λ)ds.

x(t) = x(t) = y0 +
∫ t
t1
f(s, x(s), λ)ds

= y0 +
∫ t
t1
f(s, x(s), λ)ds car [t1, t] ⊂ I0.
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Donc, par disjonction des cas, on a prouvé que

∀t ∈ I ∪ I0, x(t) = y0 +

∫ t

t1

f(s, x(s), λ)ds.

Ainsi, d’après la Proposition 3.1.6, on obtient que x est solution PC1 du problème de Cauchy
(Ct1,y0,λ).
De plus, puisque x(t0) = x(t0) = x0, x est aussi solution PC1 du problème de Cauchy (Ct0,x0,λ).
En utilisant le Théorème 3.1.14, x(·, t0, x0, λ) est définie sur I ∪ I0 donc en particulier sur I. Ainsi,
par disjonction des cas, x(·, t0, x0, λ) est définie sur I.

On rappelle le Lemme de Gronwall.

Lemme 3.3.10. Lemme de Gronwall. Soit ∆ un intervalle compact de R, τ ∈ ∆ et b > 0.
Soit α(·) ∈ L0((∆,B(∆)), (R+,B(R+)) et ω(·) ∈ L0((∆,B(∆)), (R+,B(R+)) t.q.
α(·)ω(·) ∈ L1((∆,B(∆)),m1;R+).
Si

∀t ∈ ∆, ω(t) ≤

∣∣∣∣∣
∫

[τ,t]
α(s)ω(s) dm1(s)

∣∣∣∣∣+ b.

Alors

∀t ∈ ∆, ω(t) ≤ b exp

(∣∣∣∣∣
∫

[τ,t]
α(s) dm1(s)

∣∣∣∣∣
)
.

Démonstration. On peut trouver une démonstration dans [1] p.183.

3.3.3 Preuve du théorème de continuité de la solution PC1 non prolongeable
par rapport aux conditions initiales et à un paramètre.

Posons r1 = r exp(−Ldiam(I)).
Puisque x̂ ∈ C0(I, U) et f(·, ·, λ̂) verifie (H1), on a, en utilisant le Lemme 3.1.4,
[s 7→ f(s, x̂(s), λ̂)] ∈ PC0(I, E, {τ λ̂i : 0 ≤ i ≤ pλ̂ + 1} ∩ I) ∩ C0

d(I, E).
Par conséquent, en utilisant la Proposition 1.3.9, on obtient que [t0 7→

∫ t0
t̂0
f(s, x̂(s), λ̂)ds] est conti-

nue sur I. Donc, en particulier

∃δ1 > 0 t.q. , ∀t0 ∈ Ĵ =: [t̂0 − δ1, t̂0 + δ1] ∩ I,∥∥∥∫ t0t̂0 f(s, x̂(s), λ̂) ds
∥∥∥ ≤ r1 exp(−Ldiam(I))

3 = δ2.

}
(3.3.19)

Avec (P4), lim
λ→λ̂

∫
I ‖f(s, x̂(s), λ)− f(s, x̂(s), λ̂)‖ ds = 0, et on a

∃Ŵun voisinage de λ̂, ∀λ ∈ Ŵ ,

∫
I
‖f(s, x̂(s), λ)− f(s, x̂(s), λ̂)‖ ds ≤ δ2. (3.3.20)

Posons Û = B(x̂0, δ2).

Soit (t0, x0, λ) ∈ Ĵ × Û × Ŵ .

Considérons la norme de Bielecki, ‖ · ‖e,∞ : C0(I, E)→ R, définie par, pour chaque x ∈ C0(I, E),
‖x‖e,∞ = supt∈I exp(−L|t− t0|)‖x(t)‖.

Puisque E est un espace de Banach, (C0(I, E), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach.
Ainsi en utilisant le Lemme 3.2.4 et le théorème p.99 de [35], on obtient que (C0(I, E), ‖ · ‖e,∞) est
aussi un espace de Banach.
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Posons Xt0 = X := B‖·‖e,∞(x̂, r1).
Puisque X est un fermé de (C0(I, E), ‖ · ‖e,∞) ; X muni de la distance induite de ‖ · ‖e,∞ est un
espace complet, cf. théorème II, p.61 de [35].
Soit x ∈ X, soit t ∈ I ; puisque exp(−L|t− t0|)‖x(t)− x̂(t)‖ ≤ r1, on a
‖x(t)− x̂(t)‖ ≤ exp(L|t− t0|)r1 ≤ exp(Ldiam(I))r1 = r, d’où

∀x ∈ X, ∀t ∈ I, x(t) ∈ B(x̂(t), r) ⊂ U. (3.3.21)

Soit x ∈ X ; puisque f(·, ·, λ) vérifie (H1), en utilisant le Lemme 3.1.4, on a
[s 7→ f(s, x(s), λ)] ∈ PC0(I, E, {τλi : 0 ≤ i ≤ pλ + 1} ∩ I) ∩ C0

d(I, E).
Par conséquent, en utilisant la Proposition 1.3.9, on obtient que [t 7→

∫ t
t0
f(s, x(s), λ) ds] est continue

sur I.
Ainsi, [t 7→ x0 +

∫ t
t0
f(s, x(s), λ) ds] est continue sur I. Donc, on peut définir l’opérateur

Φ(t0,x0,λ) = Φ : X → C0(I, E), ∀x ∈ X, ∀t ∈ I, Φ(x)(t) := x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s), λ) ds.

Soit x ∈ X, soit t ∈ I t.q. t ≥ t0.
Soit s ∈ [t0, t] ⊂ I ; puisque x ∈ X, ‖x(s)− x̂(s)‖ ≤ r grâce à (3.3.21).
En utilisant le Lemme 3.3.8, on a

∀s ∈ [t0, t], ‖f(s, x(s), λ)− f(s, x̂(s), λ)‖ ≤ L‖x(s)− x̂(s)‖.

Par conséquent, en utilisant le corollaire II, p.201 de [35], on a

∫ t

t0

‖f(s, x(s), λ)− f(s, x̂(s), λ)‖ ds ≤
∫ t

t0

L‖x(s)− x̂(s)‖ ds. (3.3.22)

Notons que

‖Φ(x)(t)− x̂(t)‖ = ‖x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s), λ) ds− (x̂0 +

∫ t
t̂0
f(s, x̂(s), λ̂) ds)‖

= ‖x0 − x̂0 +
∫ t
t0
f(s, x(s), λ) ds−

∫ t
t0
f(s, x̂(s), λ) ds

+
∫ t
t0
f(s, x̂(s), λ) ds−

∫ t
t̂0
f(s, x̂(s), λ̂) ds‖

≤ ‖x0 − x̂0‖+ ‖
∫ t
t0
f(s, x(s), λ) ds−

∫ t
t0
f(s, x̂(s), λ) ds‖

+‖
∫ t
t0
f(s, x̂(s), λ) ds−

∫ t
t0
f(s, x̂(s), λ̂) ds−

∫ t0
t̂0
f(s, x̂(s), λ̂) ds‖

≤ ‖x0 − x̂0‖+
∫ t
t0
‖f(s, x(s), λ)− f(s, x̂(s), λ)‖ ds

+‖
∫ t
t0

(f(s, x̂(s), λ)− f(s, x̂(s), λ̂)) ds‖+ ‖
∫ t0
t̂0
f(s, x̂(s), λ̂) ds‖

≤ ‖x0 − x̂0‖+
∫ t
t0
L‖x(s)− x̂(s)‖ ds

+
∫
I ‖f(s, x̂(s), λ)− f(s, x̂(s), λ̂)‖ ds+ ‖

∫ t0
t̂0
f(s, x̂(s), λ̂) ds‖ grâce à (3.3.22)

≤ δ2 + L
∫ t
t0
‖x(s)− x̂(s)‖ ds+ δ2 + δ2 grâce à (3.3.19) et (3.3.20)

= 3δ2 + L
∫ t
t0
‖x(s)− x̂(s)‖ ds,
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ce qui implique

exp(−L(t− t0))‖Φ(x)(t)− x̂(t)‖
≤ 3 exp(−L(t− t0))δ2 + exp(−L(t− t0))L

∫ t
t0
‖x(s)− x̂(s)‖ ds

≤ 3δ2 + exp(−L(t− t0))L
∫ t
t0

exp(L(s− t0)) exp(−L(s− t0))‖x(s)− x̂(s)‖ ds
≤ 3δ2 + L exp(−L(t− t0))

∫ t
t0

exp(L(s− t0))‖x− x̂‖e,∞ ds
= 3δ2 + ‖x− x̂‖e,∞L exp(−L(t− t0))

∫ t
t0

exp(L(s− t0)) ds

≤ 3δ2 + r1L exp(−L(t− t0))
∫ t
t0

exp(L(s− t0)) ds

= 3δ2 + r1L exp(−L(t− t0))[ exp(L(t−t0))−1
L ]

= 3δ2 + r1(1− exp(−L(t− t0)))
≤ 3δ2 + r1(1− exp(−Ldiam(I)))
= r1 exp(−Ldiam(I)) + r1 − r1 exp(−Ldiam(I))
= r1.

Donc exp(−L(t− t0))‖Φ(x)(t)− x̂(t)‖ ≤ r1.
De même, si t ≤ t0, on a exp(−L(t0 − t))‖Φ(x)(t)− x̂(t)‖ ≤ r1.
Donc on a prouvé que

∀t ∈ I, exp(−L|t− t0|)‖Φ(x)(t)− x̂(t)‖ ≤ r1

i.e.
‖Φ(x)− x̂‖e,∞ ≤ r1.

Par conséquent, on a
Φ(X) ⊂ X. (3.3.23)

Soit x, y ∈ X ; en utilisant (3.3.21), on a, ∀t ∈ I, ‖x(t)− x̂(t)‖ ≤ r et ‖y(t)− x̂(t)‖ ≤ r.
En utilisant le Lemme 3.3.8, on a

∀t ∈ I, ‖f(t, x(t), λ)− f(t, y(t), λ)‖ ≤ L‖x(t)− y(t)‖. (3.3.24)

Soit t ∈ I t.q. t ≥ t0 ; alors on a

exp(−L(t− t0))‖Φ(x)(t)− Φ(y)(t)‖
= exp(−L(t− t0))‖x0 +

∫ t
t0
f(s, x(s), λ) ds− (x0 +

∫ t
t0
f(s, y(s), λ) ds)‖

= exp(−L(t− t0))‖
∫ t
t0

(f(s, x(s), λ)− f(s, y(s), λ)) ds‖
≤ exp(−L(t− t0))

∫ t
t0
‖f(s, x(s), λ)− f(s, y(s), λ)‖ ds

≤ exp(−L(t− t0))L
∫ t
t0
‖x(s)− y(s)‖ ds grâce (3.3.24)

= exp(−L(t− t0))L
∫ t
t0

exp(L(s− t0)) exp(−L(s− t0))‖x(s)− y(s)‖ ds
≤ L exp(−L(t− t0))

∫ t
t0

exp(L(s− t0))‖x− y‖e,∞ ds
= ‖x− y‖e,∞L exp(−L(t− t0))

∫ t
t0

exp(L(s− t0)) ds

= ‖x− y‖e,∞L exp(−L(t− t0))[ exp(L(t−t0))−1
L ]

= (1− exp(−L(t− t0)))‖x− y‖e,∞
≤ (1− exp(−Ldiam(I)))‖x− y‖e,∞.

Par conséquent, on obtient

exp(−L(t− t0))‖Φ(x)(t)− Φ(y)(t)‖ ≤ (1− exp(−Ldiam(I)))‖x− y‖e,∞.

De même, si t ≤ t0, on obtient

exp(−L(t0 − t))‖Φ(x)(t)− Φ(y)(t)‖ ≤ (1− exp(−Ldiam(I)))‖x− y‖e,∞.
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D’où, on a, ∀x, y ∈ X, ∀t ∈ I,

exp(−L|t− t0|)‖Φ(x)(t)− Φ(y)(t)‖ ≤ (1− exp(−Ldiam(I)))‖x− y‖e,∞.

On a donc démontré que

∀x, y ∈ X, ‖Φ(x)− Φ(y)‖e,∞ ≤ (1− exp(−Ldiam(I)))‖x− y‖e,∞. (3.3.25)

Puisque 0 < exp(−Ldiam(I)) < 1, on a 0 < k = (1− exp(−Ldiam(I))) < 1.
Ainsi, en utilisant (3.3.23) et (3.3.25), on peut appliquer le théorème du point fixe de Banach-Picard
et on a donc

∀(t0, x0, λ) ∈ Ĵ × Û × Ŵ ,∃!x(·, t0, x0, λ) ∈ X = Xt0 t.q.
Φ(t0,x0,λ)(x(·, t0, x0, λ)) := Φ(x(·, t0, x0, λ)) = x(·, t0, x0, λ)

i.e. ∀t ∈ I, x(t, t0, x0, λ) := x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s, t0, x0, λ), λ)ds.

 (3.3.26)

En utilisant le Lemme 3.3.9, x|I(·, t0, x0, λ) = x(·, t0, x0, λ) est définie sur I.

Soit (t0, x0, λ) ∈ Ĵ × Û × Ŵ , soit (τ0, y0, µ) ∈ Ĵ × Û × Ŵ , soit t ∈ I.
Puisque x|I(·, t0, x0, λ) ∈ Xt0 et x|I(·, τ0, y0, µ) ∈ Xτ0 , on a

‖x|I(t, t0, x0, λ)− x̂(t)‖ ≤ exp(L|t− t0|)r1 ≤ exp(Ldiam(I))r1 = r

et ‖x|I(t, τ0, y0, µ)− x̂(t)‖ ≤ exp(L|t− τ0|)r1 ≤ exp(Ldiam(I))r1 = r,

d’où

∀t ∈ I, x|I(t, t0, x0, λ) ∈ B(x̂(t), r) et x|I(t, τ0, y0, µ) ∈ B(x̂(t), r).

En utilisant le Lemme 3.3.8, on a

∀t ∈ I,
‖f(t, x(t, t0, x0, λ), λ)− f(t, x(t, τ0, y0, µ), λ)‖ ≤ L‖x(t, t0, x0, λ)− x(t, τ0, y0, µ)‖.

}

D’où on déduit

∀t ∈ I, |
∫ t
t0
‖f(s, x(s, t0, x0, λ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), λ)‖ ds|

≤ |
∫ t
t0
L‖x(s, t0, x0, λ)− x(s, τ0, y0, µ)‖ ds|.

}
(3.3.27)
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3.3. CONTINUITÉ D’UNE SOLUTION PC1 NON PROLONGEABLE PAR RAPPORT AUX
CONDITIONS INITIALES ET À UN PARAMÈTRE.

Soit t ∈ I ; alors on a

‖x(t, t0, x0, λ)− x(t, τ0, y0, µ)‖
= ‖x0 +

∫ t
t0
f(s, x(s, t0, x0, λ), λ)− (y0 +

∫ t
τ0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds)‖

≤ ‖x0 − y0‖+ ‖
∫ t
t0
f(s, x(s, t0, x0, λ), λ)ds−

∫ t
τ0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds‖

≤ ‖x0 − y0‖+ ‖
∫ t
t0
f(s, x(s, t0, x0, λ), λ)ds− (

∫ t0
τ0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds+∫ t

t0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds)‖

≤ ‖x0 − y0‖+ ‖
∫ t
t0
f(s, x(s, t0, x0, λ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ)ds−∫ t0

τ0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds‖

≤ ‖x0 − y0‖+ ‖
∫ t
t0
f(s, x(s, t0, x0, λ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), λ)

+f(s, x(s, τ0, y0, µ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds−
∫ t0
τ0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds‖

≤ ‖x0 − y0‖+ ‖
∫ t
t0
f(s, x(s, t0, x0, λ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), λ) ds‖

+‖
∫ t
t0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds‖

+‖
∫ t0
τ0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds‖

≤ ‖x0 − y0‖+ |
∫ t
t0
‖f(s, x(s, t0, x0, λ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), λ)‖ ds|

+
∫
I ‖f(s, x(s, τ0, y0, µ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ)‖ ds

+‖
∫ t0
τ0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds‖

≤ ‖x0 − y0‖+ |
∫ t
t0
L‖x(s, t0, x0, λ)− x(s, τ0, y0, µ)‖ ds|

+
∫
I ‖f(s, x(s, τ0, y0, µ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ)‖ ds+

‖
∫ t0
τ0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds‖.

Puisque [s 7→ L] ∈ L0((I,B(I)), (R+,B(R+))) comme fonction continue sur I dans R+. De plus,
comme x|I(·, t0, x0, λ) ∈ C0(I, E), x|I(·, τ0, y0, µ) ∈ C0(I, E) et ‖ · ‖ ∈ C0(E,R), on a

[s 7→ ‖x(s, t0, x0, λ)− x(s, τ0, y0, µ)‖] ∈ C0(I,R+)

d’où [s 7→ ‖x(s, t0, x0, λ)− x(s, τ0, y0, µ)‖] ∈ L0((I,B(I)), (R+,B(R+))).
De plus, [s 7→ L‖x(s, t0, x0, λ) − x(s, τ0, y0, µ)‖] ∈ L1((I,B(I)),m1;R+) comme fonction continue
sur I.
Ainsi, en utilisant le lemme de Gronwall, on a

‖x(t, t0, x0, λ)− x(t, τ0, y0, µ)‖
≤ (‖x0 − y0‖+

∫
I ‖f(s, x(s, τ0, y0, µ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ)‖ ds+

‖
∫ t0
τ0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds‖) exp(|

∫ t
t0
L|)

≤ (‖x0 − y0‖+
∫
I ‖f(s, x(s, τ0, y0, µ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ)‖ ds+

‖
∫ t0
τ0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds‖) exp(Ldiam(I)).

Par conséquent, on a démontré que

∀t ∈ I, ‖x(t, t0, x0, λ)− x(t, τ0, y0, µ)‖
≤ (‖x0 − y0‖+

∫
I ‖f(s, x(s, τ0, y0, µ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ)‖ ds+

‖
∫ t0
τ0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds‖) exp(Ldiam(I)).


D’où on déduit

∀(t0, x0, λ) ∈ Ĵ × Û × Ŵ , ∀(τ0, y0, µ) ∈ Ĵ × Û × Ŵ
‖x|I(·, t0, x0, λ)− x|I(·, τ0, y0, µ)‖∞
≤ (‖x0 − y0‖+

∫
I ‖f(s, x(s, τ0, y0, µ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ)‖ ds+

‖
∫ t0
τ0
f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ) ds‖) exp(Ldiam(I)).

 (3.3.28)
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Puisque x|I(·, τ0, y0, µ) ∈ C0(I, U) et avec (P1), on a, en utilisant le Lemme 3.1.4,
[s 7→ f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ)] ∈ PC0(I, E, {τµi : 0 ≤ i ≤ pµ + 1} ∩ I) ∩ C0

d(I, E).
Puisque [s 7→ f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ)] ∈ PC0

d(I, E, {τµi : 0 ≤ i ≤ pµ + 1} ∩ I) ∩ C0
d(I, E), en utilisant

la Proposition 1.3.9, on a

lim
t0→τ0

∥∥∥∥∫ t0

τ0

f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ)ds

∥∥∥∥ = 0.

Avec (P4), on a

lim
λ→µ

∫
I
‖f(s, x(s, τ0, y0, µ), λ)− f(s, x(s, τ0, y0, µ), µ)‖ds = 0.

Et, puisque lim
x0→y0

‖x0 − y0‖ = 0, en utilisant le théorème des gendarmes, on obtient

lim
(t0,x0,λ)→(τ0,y0,µ)

‖x|I(·, t0, x0, λ)− x|I(·, τ0, y0, µ)‖∞ = 0.

De plus, pour chaque (t0, x0, λ) ∈ Ĵ × Û × Ŵ et µ ∈ Ŵ en utilisant (3.3.28) avec τ0 = t0 et y0 = x0,
on a

‖x|I(·, t0, x0, λ)− x|I(·, t0, x0, µ)‖∞ ≤
exp(Ldiam(I))

∫
I ‖f(s, x(s, t0, x0, µ), λ)− f(s, x(s, t0, x0, µ), µ)‖ ds.

}
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Chapitre 4

Calcul des Variations

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux problèmes de Calcul des Variations.
Dans la section 1, on traite l’intégrale de Gelfand, on établit des propriétés qui seront nécessaires
pour établir l’équation d’Euler à paramètre.
Dans la section 2, on s’intéresse aux fonctionnelles définies à partir d’une intégrale et ayant
pour espace de départ le produit cartésien d’un intervalle compact de R et de l’espace des fonc-
tions continues par morceaux normalisées. Pour ces fonctionnelles, on démontre un lemme fonda-
mental pour obtenir la Hadamard-différentiabilité en un point avec des hypothèses de Hadamard-
différentiabilité partielle sur l’intégrande. Ensuite, on démontre la Hadamard-différentiabilité d’une
fonctionnelle définie à partir d’une intégrale et dépendant d’un paramètre avec des hypothèses de
Hadamard-différentiabilité sur l’intégrande. En outre, on donne des résultats sur les lemmes de
Dubois-Reymond généralisés. Grâce à ces lemmes, on parvient à démontrer une équation d’Euler
dépendant d’un paramètre avec des hypothèses de Hadamard-différentiabilité partielle sur l’inté-
grande. Ainsi, on démontre une équation d’Euler avec des hypothèses plus faibles. En effet, pour
montrer l’équation d’Euler, on suppose le plus souvent l’existence d’une Fréchet-différentielle par-
tielle continue, cf. [25] p.106.
Dans la section 3, on énonce un théorème de l’enveloppe dans le cadre du Calcul des Variations.
Notons que l’intégrale de Gelfand nous sera très utile pour donner l’expression de la Gâteaux-
différentelle et de la Fréchet-différentielle de la fonction valeur.
Dans la section 4, on prouve le théorème de l’enveloppe énoncé dans la section 3. Notre stratégie
est de reformuler notre problème de Calcul des Variations en un problème d’optimisation statique.
Ainsi, en utilisant les lemmes de la section 2 et un théorème de l’enveloppe du chapitre 2, on
démontre ce théorème de l’enveloppe.

Enfin, notons qu’on pourra retrouver la plupart des résultats de ce chapitre dans [12].

Dans la suite du chapitre, on fixe n ∈ N∗, T ∈ ]0,+∞[ , A un ouvert de Rn et Y un espace vectoriel
normé réel.

4.1 Résultats sur l’intégrale de Gelfand

Dans cette section, on s’intéresse à l’intégrale de Gelfand, on établit des propriétés qui seront
utiles dans les sections suivantes de ce chapitre.
On commence par introduire la notion de fonction ?-faiblement mesurable.

Définition 4.1.1. Soit E un espace vectoriel normé réel et ϕ : [0, T ]→ E∗ une fonction. On dit ϕ est
?-faiblement mesurable lorsque pour chaque x ∈ E, [t 7→ ϕ(t) · x] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (R,B(R))).
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Dans la définition suivante, on définit la notion de fonction Gelfand-intégrable. On peut trouver
plus d’informations sur l’intégrale de Gelfand dans [2] (p.422).

Définition 4.1.2. Soit E un espace vectoriel normé réel et ϕ : [0, T ]→ E∗ une fonction ?-faiblement
mesurable.
On dit que ϕ est Gelfand-intégrable sur B ∈ B([0, T ]) par rapport à m1 lorsque pour chaque x ∈
E, [t 7→ ϕ(t) · x] ∈ L1((B,B(B)),m1;R) et [x 7→

∫
B ϕ(t) · x dm1(t)] ∈ E∗. Alors la fonction∫ G

B ϕ(t) dm1(t) ∈ E∗, définie par, pour tout x ∈ E,
∫ G
B ϕ(t) dm1(t) · x =

∫
B ϕ(t) · x dm1(t), est

appelée l’intégrale de Gelfand de ϕ sur B par rapport à m1.
On dit que ϕ est Gelfand-intégrable par rapport à m1 lorsque, pour chaque B ∈ B([0, T ]), ϕ est
Gelfand-intégrable sur B par rapport à m1.
On note L1

G(([0, T ],B([0, T ])),m1;E∗) l’ensemble des fonctions Gelfand-intégrable par rapport à m1.

Dans le lemme suivant, on donne une condition pour qu’une fonction ?-faiblement mesurable
soit Gelfand-intégrable.

Lemme 4.1.3. Soit E un espace vectoriel normé réel. Soit ϕ : [0, T ]→ E∗ une fonction ?-faiblement
mesurable t.q. il existe ψ ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R+) vérifiant, pour tout t ∈ [0, T ], ‖ϕ(t)‖L ≤
ψ(t). Alors ϕ est Gelfand-intégrable par rapport à m1 et pour chaque B ∈ B([0, T ]), on a∥∥∥∥∫ G

B
ϕ(t)dm1(t)

∥∥∥∥
L
≤
∫
B
ψ(t)dm1(t).

Démonstration. Soit B ∈ B([0, T ]). Soit x ∈ E et t ∈ B ; notons que

| ϕ(t) · x |≤ ‖ϕ(t)‖L‖x‖ ≤ ψ(t)‖x‖.

Par conséquent, on a, pour chaque x ∈ E, [t 7→ ϕ(t) · x] ∈ L1((B,B(B)),m1;R) et

∀x ∈ E,
∣∣∣∣∫
B
ϕ(t) · x dm1(t)

∣∣∣∣ ≤ ∫
B
ψ(t) dm1(t)‖x‖.

Par conséquent, puisque [x 7→
∫
B ϕ(t) · x dm1(t)] est linéaire grâce à la linéarité de l’intégrale de

Borel, on obtient que ϕ est Gelfand-intégrable sur B par rapport à m1 et∥∥∥∥∥
∫ G

[0,T ]
ϕ(t) dm1(t)

∥∥∥∥∥
L

≤
∫

[0,T ]
ψ(t) dm1(t).

Les deux lemmes suivant seront utiles pour montrer l’équation d’Euler.

Lemme 4.1.4. Soit m ∈ N∗. Soit a ∈ L1
G(([0, T ],B([0, T ])),m1;Rm∗). Alors, on a

∀ϕ ∈ NPC0
d([0, T ],Rm), [t 7→ a(t) · ϕ(t)] ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R).

Démonstration. Soit ϕ ∈ NPC0
d([0, T ],Rm). Considérons (e∗i )1≤i≤m ∈ (Rm∗)m la base duale de la

base canonique (ei)1≤i≤m de Rm.
Notons que, pour chaque t ∈ [0, T ], on a a(t) =

∑m
i=1(a(t) · ei)e∗i .

Donc, pour tout t ∈ [0, T ], a(t) · ϕ(t) =
∑m

i=1(a(t) · ei)e∗i (ϕ(t)).
Par conséquent, en utilisant les propriétés des fonctions mesurables, on a

[t 7→ a(t) · ϕ(t)] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (R,B(R))).
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Puisque, pour chaque i ∈ {1, ...,m}, [t 7→ e∗i (ϕ(t))] ∈ NPC0
d([0, T ],R), on obtient que

∃ci ∈ R+, ∀t ∈ [0, T ], |e∗i (ϕ(t))| ≤ ci.

Par conséquent, pour chaque t ∈ [0, T ], |a(t) · ϕ(t)| ≤
∑m

i=1 |a(t) · ei|ci.
Puisque a ∈ L1

G(([0, T ],B([0, T ])),m1;Rm∗), pour chaque i ∈ {1, ...,m},

[t 7→ a(t) · ei] ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R).

Ainsi [t 7→
∑m

i=1 |a(t) · ei|ci] ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R).
Par conséquent, on obtient que [t 7→ a(t) · ϕ(t)] ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R).

Lemme 4.1.5. Soit m ∈ N∗. Soit a ∈ L1
G(([0, T ],B([0, T ])),m1;Rm∗). Alors, la fonction b : [0, T ]→

Rm∗, définie par, pour tout t ∈ [0, T ], b(t) :=
∫ G

[0,t] a(s) dm1(s) est absolument continue sur [0, T ] et,
∀t ∈ [0, T ], m1 − p.p., b′(t) = a(t) (où p.p. est l’abréviation de presque partout).

Démonstration. Considérons (e∗i )1≤i≤m ∈ (Rm∗)m la base duale de la base canonique (ei)1≤i≤m de
Rm.
Notons que

∀t ∈ [0, T ], b(t) =
m∑
i=1

(b(t) · ei)e∗i =
m∑
i=1

(

∫
[0,t]

a(s) · ei dm1(s))e∗i .

Puisque, pour chaque i ∈ {1, ...,m}, [t 7→ a(t) · ei] ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R), en utilisant le
Théorème 2 de [27] p. 339, on a [t 7→

∫
[0,t] a(s) · ei dm1(s)] ∈ AC([0, T ],R).

Par conséquent, on obtient que

a :=

[
t 7→ (

∫
[0,t]

a(s) · ei dm1(s))1≤i≤m

]
∈ AC([0, T ],Rm).

Considérons l’opérateur linéaire continu Z : Rm → Rm∗ défini, par pour tout x = (x1, ..., xm) ∈ Rm,
Z(x) :=

∑m
i=1 xie

∗
i .

Notons que b = Z ◦ a.
Ainsi, en utilisant la propriété 1 de [1] p.128, on a b ∈ AC([0, T ],Rm∗) et, pour tout t ∈ [0, T ], m1−
p.p.,

b′(t) = DFZ(a) · a′(t) = Z((a(t) · ei)1≤i≤m) =
m∑
i=1

(a(t) · ei)e∗i = a(t).

4.2 Résultats fondamentaux sur le Calcul des Variations

Dans cette section, on s’intéresse d’abord aux fonctionnelles définies à partir d’une intégrale et
ayant pour espace de départ le produit cartésien d’un intervalle compact de R et d’un espace fonc-
tionnel. On démontre d’abord un lemme fondamental pour obtenir la Hadamard-différentiabilité en
un point avec des hypothèses de Hadamard-différentiabilité sur l’intégrande. En outre, on démontre
un lemme similaire lorsque l’intégrande dépend d’un paramètre. Enfin, à l’aide de ce lemme et des
résultats sur l’intégrale de Gelfand, on démontre des lemmes de Dubois-Reymond généralisés et une
équation d’Euler à paramètre.
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4.2.1 Résultats sur les fonctionnelles définies à partir d’une intégrale

Dans le lemme suivant, on démontre un lemme fondamental pour obtenir la Hadamard
-différentiabilité en un point avec des hypothèses de Hadamard-différentiabilité sur l’intégrande.

Lemme 4.2.1. Soit E un espace vectoriel normé réel, G un ouvert de E, f : [0, T ] × G → R une
fonction et z0 ∈ NPC0

d([0, T ], G). On considère les conditions suivantes :
(i) f ∈ PCP 0([0, T ]×G,R).
(ii) Il existe ρ1 > 0 et il existe ζ ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R+) t.q., ∀t ∈ [0, T ],
∀u1, u2 ∈ B(z0(t), ρ1), |f(t, u1)− f(t, u2)| ≤ ζ(t)‖u1 − u2‖.

(iii) Pour tout t ∈ [0, T ], DH,2f(t, z0(t)) existe.
On considère la fonctionnelle F : NPC0

d([0, T ], G)→ R définie par, pour chaque z ∈ NPC0
d([0, T ], G),

F (z) :=
∫ T

0 f(t, z(t)) dt.
Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(a) NPC0
d([0, T ], G) est un ouvert de NPC0

d([0, T ], E).
(b) Sous (i)-(ii), F est bien définie et lipschitzienne sur B‖·‖∞(z0, ρ1).
(c) Sous (i)-(iii), F est Hadamard-différentiable au point z0 et pour chaque h ∈ NPC0

d([0, T ], E),
[t 7→ DH,2f(t, z0(t)) · h(t)] ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R) et

∀h ∈ NPC0
d([0, T ], E), DHF (z0) · h =

∫
[0,T ]

DH,2f(t, z0(t)) · h(t) dm1(t).

Démonstration. (a)

Soit z1 ∈ NPC0
d([0, T ], G) ; K := z1([0, T ]) ⊂ G est un compact de E.

Par conséquent, en utilisant le Lemme 3.3.1, il existe r > 0 t.q. V (K, r) ⊂ G.
Montrons que B‖·‖∞(z1,

r
2) ⊂ NPC0

d([0, T ], G).
Soit z ∈ B‖·‖∞(z1,

r
2).

Soit y ∈ z([0, T ]) ; il existe donc (tn)n∈N ∈ [0, T ]N t.q. lim
n→+∞

‖z(tn)− y‖ = 0.

Notons que, pour tout n ∈ N, on a

d(z(tn),K) ≤ ‖z(tn)− z1(tn)‖ ≤ ‖z − z1‖∞ <
r

2
,

d’où, par conservation des inégalités larges par passage à la limite, on a

d(y,K) = lim
n→+∞

d(z(tn),K) ≤ r

2
.

Donc y ∈ V (K, r) ⊂ G. Ainsi B‖·‖∞(z1,
r
2) ⊂ NPC0

d([0, T ], G). Par conséquent, NPC0
d([0, T ], G)

est un ouvert de NPC0
d([0, T ], E).

(b)

Pour chaque z ∈ NPC0
d([0, T ], G), en utilisant (i) et la Proposition 1.2.3, on a [t 7→ f(t, z(t))] ∈

NPC0
d([0, T ],R) ce qui implique que [t 7→ f(t, z(t))] est Riemann-intégrable sur [0, T ], donc F est

bien définie.
Soit z1, z2 ∈ B‖·‖∞(z0, ρ1).
Puisque, pour chaque t ∈ [0, T ], | z1(t)−z0(t) |≤ ‖z1−z0‖∞ < ρ1 et | z2(t)−z0(t) |≤ ‖z2−z0‖∞ < ρ1,
on a, en utilisant (ii) :

∀t ∈ [0, T ], | f(t, z1(t))− f(t, z2(t)) |≤ ζ(t)‖z1(t)− z2(t)‖ ≤ ζ(t)‖z1 − z2‖∞.
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Par conséquent, on a

| F (z1)− F (z2) | = |
∫ T

0 f(t, z1(t))dt−
∫ T

0 f(t, z2(t)) dt |
≤
∫ T

0 | f(t, z1(t))− f(t, z2(t)) | dt
=
∫

[0,T ] | f(t, z1(t))− f(t, z2(t)) | dm1(t)

≤
∫

[0,T ](ζ(t)‖z1 − z2‖∞) dm1(t)

=
∫

[0,T ] ζ(t) dm1(t)‖z1 − z2‖∞.

(c)
Soit h ∈ NPC0

d([0, T ], E) ; en utilisant (a), il existe θ0 > 0 t.q., ∀θ ∈ ]0, θ0[, z0+θh ∈ NPC0
d([0, T ], G).

Posons θ0 = min{θ0, ρ1
2(‖h‖∞+1)}.

Soit (θn)n∈N ∈ ]0, θ0[N t.q. lim
n→+∞

θn = 0.

En utilisant (iii), on a

∀t ∈ [0, T ], lim
n→+∞

1

θn
(f(t, z0(t) + θnh(t))− f(t, z0(t))) = DH,2f(t, z0(t)) · h(t). (4.2.1)

Puisque, pour chaque n ∈ N, la fonction [t 7→ 1
θn

(f(t, z0(t) + θnh(t))− f(t, z0(t)))] ∈ PC0([0, T ],R),
en utilisant la Proposition 1.1.5 et (4.2.1), on a

[t 7→ DH,2f(t, z0(t)) · h(t)] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (R,B(R))). (4.2.2)

Notons que : ∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, T ],

‖z0(t) + θnh(t)− z0(t)‖ = ‖θnh(t)‖
=| θn | ‖h(t)‖
≤ θ0‖h(t)‖
≤ ρ1

2(‖h‖∞+1)‖h‖∞
≤ ρ1

2 < ρ1

i.e.
∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, T ], z0(t) + θnh(t) ∈ B(z0(t), ρ1).

Donc, en utilisant (ii), on a

∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, T ], | 1
θn

(f(t, z0(t) + θnh(t))− f(t, z0(t)))| ≤ ζ(t)|h(t)| ≤ ζ(t)‖h‖∞ (4.2.3)

avec ‖h‖∞ζ ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R+). Par conséquent, en utilisant le théorème de convergence
dominée de Lebesgue, on a

lim
n→+∞

1
θn

(F (z0 + θnh)− F (z0))

=
∫

[0,T ] limn→+∞
1
θn

(f(t, z0(t) + θnh(t))− f(t, z0(t))) dm1(t)

=
∫

[0,T ]DH,2f(t, z0(t)) · h(t) dm1(t).

En utilisant la caractérisation séquentielle de la limite, on obtient que, pour tout h ∈ NPC0
d([0, T ], E),

D+
GF (z0;h) =

∫
[0,T ]

DH,2f(t, z0(t)) · h(t) dm1(t).

De plus, en utilisant (4.2.1) et (4.2.3), on a

∀h ∈ NPC0
d([0, T ], E), ∀t ∈ [0, T ], | DH,2f(t, z0(t)) · h(t) |≤ ζ(t)‖h‖∞. (4.2.4)
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Par conséquent, en utilisant (4.2.2), on a

∀h ∈ NPC0
d([0, T ], E), [t 7→ DH,2f(t, z0(t)) · h(t)] ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R). (4.2.5)

Puisque l’intégrale de Borel est linéaire, D+
GF (z0; ·) est linéaire de NPC0

d([0, T ], E) dans R.
De plus, notons que, pour tout h ∈ NPC0

d([0, T ], E), on a

| D+
GF (z0;h) | = |

∫
[0,T ]DH,2f(t, z0(t)) · h(t) dm1(t) |

≤
∫

[0,T ] | DH,2f(t, z0(t)) · h(t) | dm1(t)

≤
∫

[0,T ] ζ(t) dm1(t)‖h‖∞ grâce à (4.2.4).

Par conséquent, [h 7→ D+
GF (z0;h)] ∈ L(NPC0

d([0, T ], E),R).
Ainsi, F est Gâteaux-différentiable au point z0 et

∀h ∈ NPC0
d([0, T ], E), DGF (z0) · h =

∫
[0,T ]

DH,2f(t, z0(t)) · h(t) dm1(t).

Donc, avec (b), en utilisant la Proposition 2.1.7, F est Hadamard-différentiable au point z0 et
DGF (z0) = DHF (z0).

Lemme 4.2.2. Sous les hypothèses (i-iii) du Lemme 4.2.1, les assertions suivantes sont vérifiées.
(a) La fonction [t 7→ DH,2f(t, z0(t))] ∈ L1

G(([0, T ],B([0, T ])),m1;E∗) et

∀t ∈ [0, T ], ‖DH,2f(t, z0(t))‖L ≤ ζ(t).

(b) Lorsque E = Rm avec m ∈ N∗, on a

[t 7→ DH,2f(t, z0(t))] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (Rm∗,B(Rm∗))).

Démonstration. (a)
Soit v ∈ E ; puisque la fonction constante [t 7→ v] ∈ NPC0

d([0, T ], E), en utilisant l’assertion (c) du
Lemme 4.2.1 et (4.2.4), on a [t 7→ DH,2f(t, z0(t)) · v] ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R), et

∀t ∈ [0, T ], | DH,2f(t, z0(t)) · v |≤ ζ(t)‖v‖.
Donc on a

∀t ∈ [0, T ], ‖DH,2f(t, z0(t))‖L ≤ ζ(t).

Par conséquent, en utilisant le Lemme 4.1.3, la fonction [t 7→ DH,2f(t, z0(t))] est Gelfand-intégrable
par rapport à m1.
(b) Posons, pour tout t ∈ [0, T ], Λ(t) = DH,2f(t, z0(t)).
Considérons (e∗i )1≤i≤m ∈ (Rm∗)m la base duale de la base canonique (ei)1≤i≤m de Rm et la fonction
linéaire continue Ψ : Rm → Rm∗ définie par, pour tout x = (x1, ..., xm) ∈ Rm, Ψ(x) =

∑m
i=1 xie

∗
i .

Pour chaque i ∈ {1, ...,m}, en utilisant l’assertion (c) du Lemme 4.2.1 avec la fonction constante
[t 7→ ei] ∈ NPC0

d([0, T ],Rm), on a

[t 7→ Λ(t) · ei] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (R,B(R))).

Par conséquent, on a

Z := [t 7→ (Λ(t) · ei)1≤i≤m] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (Rm,B(Rm))).

Ainsi, en utilisant les propriétés des fonctions mesurables, on a

Λ = Ψ ◦ Z ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (Rm∗,B(Rm∗))).
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Remarque 4.2.3. Considérons la condition forte suivante :
(FC) : f ∈ C0([0, T ]×G,R), ∀(t, x) ∈ [0, T ]×G, DF,2f(t, x) existe et DF,2f ∈ C0([0, T ]×G,E∗).
Tout d’abord, notons que (FC) implique les conditions (i), (ii) et (iii) du Lemme 4.2.1. La condition
(FC) est utilisée pour démontrer que la fonctionnelle F du Lemme 4.2.1 est continûment Fréchet-
différentiable sur C0([0, T ], G). Voici les étapes pour y parvenir. Sous (FC), l’opérateur de Nemytskii
Nf : C0([0, T ], G) → C0([0, T ],R), défini par, pour tout z ∈ C0([0, T ], G), pour tout t ∈ [0, T ],
Nf (z)(t) = f(t, z(t)) appartient à C1(C0([0, T ], G), C0([0, T ],R)) et, ∀h ∈ C0([0, T ], E), ∀t ∈ [0, T ],
(DFNf (z) · h)(t) = DF,2f(t, z(t)) · h(t). Ce résultat est démontré dans [10] (Lemme 12). Et puisque
l’opérateur I : C0([0, T ],R) → R, définie par, pour tout ϕ ∈ C0([0, T ],R), I(ϕ) :=

∫ T
0 ϕ(t) dt, est

linéaire continue, on a I ∈ C1(C0([0, T ],R),R). Ainsi F := I ◦Nf ∈ C1(C0([0, T ], G),R).
La principale amélioration du Lemme 4.2.1 est de donner des conditions plus faibles que (FC) pour
que F soit Hadamard-différentiable en un point et d’éviter la condition (FC). Ce lemme nous permet
d’alléger les hypothèses sur l’intégrande lorsque l’on aura besoin que F soit seulement Hadamard-
différentiable en un point.

Dans le lemme suivant, on démontre la Hadamard-différentiabilité d’une fonctionnelle défi-
nie à partir d’une intégrale et dépendant d’un paramètre avec des hypothèses de Hadamard-
différentiabilité sur l’intégrande.

Lemme 4.2.4. Soit W un ouvert de Y contenant π0 ∈ Y , φ : [0, T ] × A × Rn × W → R une
fonction, [π 7→ x(π)] une fonction de W dans C1([0, T ], A). On considère les conditions suivantes.

(i) φ ∈ C0([0, T ]×A× Rn ×W, R).
(ii) x(·) est continue au point π0.
(iii) Il existe ρ2 > 0 et ζ ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R+) t.q., ∀t ∈ [0, T ],
∀(u1, v1, π1), (u2, v2, π2) ∈ B‖·‖1((x(π0)(t), x(π0)′(t), π0), ρ2),
|φ(t, u1, v1, π1)− φ(t, u2, v2, π2)| ≤ ζ(t)‖(u1, v1, π1)− (u2, v2, π2)‖1.

(iv) Pour tout t ∈ [0, T ], ∀π ∈W, DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) existe.
(v) Pour tout t ∈ [0, T ], la fonction [π 7→ DH,(2,3)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)] est continue sur

B(π0, ρ2).
(vi) Pour tout t ∈ [0, T ], la fonction [π 7→ DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)] est continue sur

B(π0, ρ2).
(vii) Pour tout π ∈ B(π0, ρ2),

[t 7→ DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), ((Rn×Rn×Y )∗,B((Rn×Rn×
Y )∗)).

On considère la fonctionnelle Φ : C1([0, T ], A) ×W → R définie par, pour tout x ∈ C1([0, T ], A),
pour tout π ∈W , Φ(x, π) :=

∫ T
0 φ(t, x(t), x′(t), π) dt.

Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(a) Sous (i)-(iii), il existe α > 0 t.q., pour tout π ∈ B(π0, α) ⊂ W , [x 7→ Φ(x, π)] est lipschit-

zienne sur B‖·‖C1
(x(π), α).

(b) Sous (i)-(iv), pour tout π ∈ B(π0, α), pour tout h ∈ C1([0, T ],Rn), pour tout $ ∈ Y , [t 7→
DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) · (h(t), h′(t), $)] appartient à L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R),
[t 7→ DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)] est Gelfand-intégrable par rapport à m1, DHΦ(x(π), π)
existe et, pour tout h ∈ C1([0, T ],Rn) et $ ∈ Y , on a

DHΦ(x(π), π) · (h,$) =
∫

[0,T ]DH,2φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) · h(t) dm1(t)

+
∫

[0,T ]DH,3φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) · h′(t) dm1(t)

+
∫

[0,T ]DH,4φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) ·$ dm1(t).

(c) Sous (i)-(v), [π 7→ DH,1Φ(x(π), π)] est continue sur B(π0, α).
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(d) Sous (i)-(vii), [π 7→ DHΦ(x(π), π)] est continue sur B(π0, α).

Démonstration. (a)
Considérons l’opérateur M : C1([0, T ], A)×W → NPC0

d([0, T ],Rn × Rn × Y ) défini par

∀(x, π) ∈ C1([0, T ], A)×W, M(x, π) := [t 7→ (x(t), x′(t), π)],

et la fonctionnelle F : NPC0
d([0, T ], A× Rn ×W )→ R définie par

∀z ∈ NPC0
d([0, T ], A× Rn ×W ), F (z) :=

∫ T

0
φ(t, z(t)) dt.

Remarquons que M(C1([0, T ], A)×W ) ⊂ NPC0
d([0, T ], A× Rn ×W ).

De plus, notons que Φ = F ◦M .
Considérons l’opérateur M : C1([0, T ],Rn)× Y → NPC0

d([0, T ],Rn × Rn × Y ) défini par

∀(x, π) ∈ C1([0, T ],Rn)× Y, M(x, π) := [t 7→ (x(t), x′(t), π)].

Soit λ ∈ R, soit (x1, π1), (x2, π2) ∈ C1([0, T ],Rn)× Y ; notons que, pour chaque t ∈ [0, T ], on a

M(λ(x1, π1) + (x2, π2))(t) = M(λx1 + x2, λπ1 + π2)(t)
= ((λx1 + x2)(t), (λx1 + x2)′(t), λπ1 + π2)
= λ(x1(t), x′1(t), π1) + (x2(t), x′2(t), π2)

= λM(x1, π1)(t) +M(x2, π2)(t)

= (λM(x1, π1) +M(x2, π2))(t);

d’où M(λ(x1, π1) + (x2, π2)) = λM(x1, π1) +M(x2, π2).
Donc M est linéaire.
Soit (x, π) ∈ C1([0, T ],Rn)× Y ; on a les majorations suivantes :

‖M(x, π)‖∞ = supt∈[0,T ](‖x(t)‖Rn + ‖x′(t)‖Rn + ‖π‖Y )

≤ supt∈[0,T ] ‖x(t)‖Rn + supt∈[0,T ] ‖x′(t)‖Rn + ‖π‖Y
= ‖x‖C1 + ‖π‖Y = ‖(x, π)‖1.

Puisque M = M |C1([0,T ],A)×W , on a M ∈ C1(C1([0, T ], A)×W, NPC0
d([0, T ], A× Rn ×W )).

Posons, pour chaque π ∈ W , z(π) = M(x(π), π). Avec (ii), la fonction [π 7→ (x(π), π)] est continue
au point π0.
Donc, par composition de fonctions continues, z est continue au point π0.
Par conséquent, on a

∃α > 0, t.q. B(π0, α) ⊂W et ∀π ∈ B(π0, α), ‖z(π)− z(π0)‖∞ <
ρ2

2
.

On prend α := min{α, ρ22 }. Soit π ∈ B(π0, α) ; montrons que les conditions (i)-(ii) du Lemme 4.2.1
sont vérifiées avec z0 = z(π) pour la fonctionnelle F .
Avec (a), la condition (i) du Lemme 4.2.1 est vérifiée avec z0 = z(π) pour la fonctionnelle F .
Soit t ∈ [0, T ], soit (u1, v1, π1), (u2, v2, π2) ∈ B‖·‖1(z(π)(t), α).
Remarquons que B‖·‖1(z(π)(t), α) ⊂ B‖·‖1(z(π0)(t), ρ2). Soit y ∈ B‖·‖1(z(π)(t), α) ; notons que

‖y − z(π0)(t)‖1 = ‖y − z(π)(t) + z(π)(t)− z(π0)(t)‖1
≤ ‖y − z(π)(t)‖1 + ‖z(π)(t)− z(π0)(t)‖1
≤ α+ ‖z(π)− z(π0)‖∞ < α+ ρ2

2 ≤
ρ2
2 + ρ2

2 = ρ2.
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Par conséquent, y ∈ B‖·‖1(z(π0)(t), ρ2) ; donc on a

B‖·‖1(z(π)(t), α) ⊂ B‖·‖1(z(π0)(t), ρ2).

Ainsi (u1, v1, π1), (u2, v2, π2) ∈ B‖·‖1(z(π0)(t), ρ2). Par conséquent, avec (ii), on a

| φ(t, u1, v1, π1)− φ(t, u2, v2, π2) |≤ ζ(t)‖(u1, v1, π1)− (u2, v2, π2)‖1.

Donc la condition (ii) du Lemme 4.2.1 est vérifiée avec z0 = z(π) pour la fonctionnelle F .
Par conséquent, en utilisant le Lemme 4.2.1, on a, pour tout π ∈ B(π0, α), F est lipschitzienne sur
B‖·‖∞(z(π), α).
Puisque, pour chaque π ∈ B(π0, α), M(·, π) est lipschitzien sur B‖·‖C1

(x(π), α) et
M(·, π)(B‖·‖C1

(x(π), α)) ⊂ B‖·‖∞(z(π), α), on obtient que [x 7→ Φ(x, π)] est lipschitzien sur
B‖·‖C1

(x(π), α).
(b)
De plus, en supposant (iv), on obtient que, pour chaque π ∈ B(π0, α), ∀t ∈ [0, T ],
DH,(2,3,4)φ(t, z(π)(t)) existe.
Donc la condition (iii) du Lemme 4.2.1 est vérifiée avec z0 = z(π) pour la fonctionnelle F .
Par conséquent, en utilisant le Lemme 4.2.1, pour chaque π ∈ B(π0, α), ∀u ∈ NPC0

d([0, T ],Rn ×
Rn × Y ),

[t 7→ DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) · u(t)] ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R)

et, ∀u ∈ NPC0
d([0, T ],Rn × Rn × Y ),

DHF (z(π)) · u :=

∫
[0,T ]

DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) · u(t) dm1(t).

Par conséquent, en utilisant le théorème de composition des fonctions Hadamard-différentiables, on
a

DHΦ(x(π), π) = DH(F ◦M)(x(π), π)
= DHF (M(x(π), π)) ◦DHM(x(π), π)

= DHF (z(π)) ◦M ;

d’où, ∀π ∈ B(π0, α), ∀(h,$) ∈ C1([0, T ],Rn)× Y ,

DHΦ(x(π), π) · (h,$) = DHF (z(π)) ·M(h,$)
=
∫

[0,T ]DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) · (h(t), h′(t), $) dm1(t).

De plus, en utilisant le Lemme 4.2.2, pour tout π ∈ B(π0, α),
[t 7→ DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)] est Gelfand-intégrable par rapport à m1, avec

∀π ∈ B(π0, α), ∀t ∈ [0, T ], ‖DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)‖L ≤ ζ(t), (4.2.6)

et

[t 7→ DH,(2,3)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), ((Rn × Rn)∗,B(Rn × Rn)∗)).

(4.2.7)
(c)
Maintenant supposons, de plus, que la condition (v) est satisfaite.
Soit π̂ ∈ B(π0, α).
Posons, ∀(t, π) ∈ [0, T ]×B(π0, α),
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β(t, π) := ‖DH,(2,3)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)−DH,(2,3)φ(t, x(π̂)(t), x(π̂)′(t), π̂)‖L.
Puisque ‖ · ‖L ∈ C0((Rn × Rn)∗,R) et avec (4.2.7), on a

∀π ∈ B(π0, α), β(·, π) ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (R+,B(R+))). (4.2.8)

De plus, en utilisant (4.2.6), on a

∀t ∈ [0, T ], ∀π ∈ B(π0, α), β(t, π) ≤ 2ζ(t). (4.2.9)

En outre, en utilisant (v), on a

∀t ∈ [0, T ], lim
π→π̂

β(t, π) = 0. (4.2.10)

Ainsi, en utilisant les assertions (4.2.8), (4.2.9) et (4.2.10) et le théorème 6.3.3 de [38] (p.105), on a

lim
π→π̂

∫
[0,T ]

β(t, π) dm1(t) = 0. (4.2.11)

De plus, notons que, pour chaque π ∈ B(π0, α), pour chaque h ∈ C1([0, T ],Rn), on a

(DH,1Φ(x(π), π)−DH,1Φ(x(π̂), π̂)) · h
= DHΦ(x(π), π) · (h, 0)−DHΦ(x(π̂), π̂) · (h, 0)
=
∫

[0,T ]DH,(2,3)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) · (h(t), h′(t)) dm1(t)

−
∫

[0,T ]DH,(2,3)φ(t, x(π̂)(t), x(π̂)′(t), π̂) · (h(t), h′(t)) dm1(t)

=
∫

[0,T ](DH,(2,3)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)

−DH,(2,3)φ(t, x(π̂)(t), x(π̂)′(t), π̂)) · (h(t), h′(t)) dm1(t)

≤
∫

[0,T ] β(t, π) dm1(t)‖h‖C1 .

Par conséquent, pour chaque π ∈ B(π0, α), on a

‖DH,1Φ(x(π), π)−DH,1Φ(x(π̂), π̂)‖L ≤
∫

[0,T ]
β(t, π) dm1(t).

Ainsi, en utilisant le théorème de comparaison des limites et avec (4.2.11), on a

lim
π→π̂
‖DH,1Φ(x(π), π)−DH,1Φ(x(π̂), π̂)‖L = 0.

Puisque π̂ ∈ B(π0, α) était arbitrairement choisi, on a démontré que [π 7→ DH,1Φ(x(π), π)] est
continue sur B(π0, α).
(d)
Supposons, en outre, que les assertions (vi) et (vii) sont satisfaites.
Soit π̂ ∈ B(π0, α).
Posons, ∀(t, π) ∈ [0, T ]×B(π0, α),
γ(t, π) := ‖DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)−DH,(2,3,4)φ(t, x(π̂)(t), x(π̂)′(t), π̂)‖L.
Puisque ‖ · ‖L ∈ C0((Rn × Rn × Y )∗,R) et avec (vii), on a

∀π ∈ B(π0, α), γ(·, π) ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (R+,B(R+))). (4.2.12)

De plus, en utilisant (4.2.6), on a

∀t ∈ [0, T ], ∀π ∈ B(π0, α), γ(t, π) ≤ 2ζ(t). (4.2.13)
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Ensuite, en utilisant (vi), on a
∀t ∈ [0, T ], lim

π→π̂
γ(t, π) = 0. (4.2.14)

Ainsi, en utilisant les assertions (4.2.12), (4.2.13), (4.2.14) et le théorème 6.3.3 de [38] (p.105), on a

lim
π→π̂

∫
[0,T ]

γ(t, π) dm1(t) = 0. (4.2.15)

De plus, notons que, pour chaque π ∈ B(π0, α), pour chaque h ∈ C1([0, T ],Rn) et pour chaque
$ ∈ Y , on a

(DHΦ(x(π), π)−DHΦ(x(π̂), π̂)) · (h,$)
= DHΦ(x(π), π) · (h,$)−DHΦ(x(π̂), π̂) · (h,$)
=
∫

[0,T ]DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) · (h(t), h′(t), $) dm1(t)

−
∫

[0,T ]DH,(2,3,4)φ(t, x(π̂)(t), x(π̂)′(t), π̂) · (h(t), h′(t), $) dm1(t)

=
∫

[0,T ](DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)

−DH,(2,3,4)φ(t, x(π̂)(t), x(π̂)′(t), π̂)) · (h(t), h′(t), $) dm1(t)

≤
∫

[0,T ] γ(t, π) dm1(t)(‖h‖C1 + ‖$‖).

Par conséquent, pour chaque π ∈ B(π0, α), on a

‖DHΦ(x(π), π)−DHΦ(x(π̂), π̂)‖L ≤
∫

[0,T ]
γ(t, π) dm1(t).

Ainsi, en utilisant le théorème de comparaison des limites et avec (4.2.15), on a

lim
π→π̂
‖DHΦ(x(π), π)−DHΦ(x(π̂), π̂)‖L = 0.

Comme π̂ ∈ B(π0, α) était arbitrairement choisi, on a démontré que [π 7→ DHΦ(x(π), π)] est
continue sur B(π0, α).

4.2.2 Lemme de DuBois-Reymond

On commence par un lemme préliminaire pour le lemme de DuBois-Reymond.

Lemme 4.2.5. On note C1
c (]0, T [,R) l’ensemble des ϕ ∈ C1(]0, T [,R) dont le support, i.e. l’adhé-

rence de {t ∈ ]0, T [ : ϕ(t) 6= 0} (noté supp(ϕ)) est compact et inclus dans ]0, T [ .
À partir d’une fonction ϕ ∈ C1

c (]0, T [,R), on considère la fonction ϕ̃ : [0, T ]→ R définie par, pour
tout t ∈ [0, T ],

ϕ̃(t) :=


0 si t = 0
ϕ(t) si t ∈ ]0, T [
0 si t = T.

Alors ϕ̃ ∈ C1
0,0([0, T ],R) et, pour tout t ∈ ]0, T [, ϕ̃′(t) = ϕ′(t).

Démonstration. Puisque ϕ ∈ C1
c (]0, T [,R), K := supp(ϕ) est un compact et K ⊂ ]0, T [.

Posons G := ]0, T [ ; puisque [t 7→ d(t,R \G)] est 1-lipschitzienne et K est compact, il existe t0 ∈ K
t.q. inft∈K d(t,R \G) = d(t0,R \G).
Puisque R \G est fermé et t0 ∈ K ⊂ G, on a r := d(t0,R \G) > 0.
De plus, ]0, r[⊂ ]0, T [\K et ]T − r, T [⊂ ]0, T [\K.
En effet, si t ∈ ]0, r[, alors 0 < t < r. En raisonnant par l’absurde, si t ∈ K,
r ≤ d(t,R \G) ≤| t− 0 |= t < r ; ce qui est absurde. Donc t ∈ ]0, T [\K.
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Si t ∈ ]T − r, T [, en raisonnant par l’absurde, si t ∈ K, r ≤ d(t,R \ G) ≤| t − T |< r ; ce qui est
absurde. Donc t ∈ ]0, T [\K.
Par conséquent, on a ]0, r[∪ ]T − r, T [⊂ ]0, T [ \K.
Ainsi, ϕ̃|]0,r[ = ϕ|]0,r[ = 0 et ϕ̃|]T−r,T [ = ϕ|]T−r,T [ = 0.
Puisque ϕ est continûment dérivable sur ]0, T [, ϕ̃|]0,T [ est continûment dérivable sur ]0, T [.
De plus, ϕ̃(0+) = ϕ̃(0) = 0 et ϕ̃(T−) = ϕ̃(T ) = 0.
Ainsi ϕ̃ est continue sur [0, T ].
Puisque ϕ̃′|]0,r[ = ϕ′|]0,r[ = 0 et ϕ̃′|]T−r,T [ = ϕ′|]T−r,T [ = 0, on a ϕ̃′(0+) = ϕ̃′(0) = 0 et ϕ̃′(T−) =

ϕ̃′(T ) = 0.
Donc ϕ̃′(0) et ϕ̃′(T ) existent et ϕ̃′(0) = 0 et ϕ̃′(T ) = 0.
Par conséquent, ϕ̃′ est continue aux points 0 et T . Donc ϕ̃ ∈ C1

0,0([0, T ],R).
De plus, puisque, ∀t ∈ ]0, T [, ϕ(t) = ϕ̃(t), on a : ∀t ∈ ]0, T [, ϕ̃′(t) = ϕ′(t).

Dans le lemme suivant, on énonce un lemme de DuBois-Reymond sur C1
c (]0, T [,R).

Lemme 4.2.6. On note L1
loc((]0, T [,B(]0, T [)),m1;R) l’ensemble des fonctions f : ]0, T [→ R t.q.,

pour chaque intervalle K compact inclus dans ]0, T [, f|K est Borel-intégrable sur K par rapport à
m1.
Soit a ∈ L1

loc((]0, T [,B(]0, T [)),m1;R) t.q.

∀ϕ ∈ C1
c (]0, T [,R),

∫
]0,T [

a(t) · ϕ′(t) dm1(t) = 0.

Alors, il existe c ∈ R, t.q., ∀t ∈ ]0, T [, m1 − p.p., a(t) = c.

Démonstration. On peut trouver une démonstration de ce Lemme, qu’on peut appeler lemme de
DuBois-Reymond (généralisé), dans [13] p.122.

Dans le lemme suivant, on énonce un lemme de DuBois-Reymond adapté à nos problèmes en
Calcul des Variations.

Lemme 4.2.7. Soit a ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R) t.q.

∀ϕ ∈ C1
0,0([0, T ],R),

∫
[0,T ]

a(t) · ϕ′(t) dm1(t) = 0.

Alors, il existe c ∈ R, t.q., ∀t ∈ [0, T ], m1 − p.p., a(t) = c.

Démonstration. Remarquons que

a|]0,T [ ∈ L1
loc((]0, T [,B(]0, T [)),m1;R).

Soit ϕ ∈ C1
c (]0, T [,R) ; en utilisant le Lemme 4.2.5, il existe ϕ̃ ∈ C1

0,0([0, T ],R) t.q., ∀t ∈ ]0, T [,
ϕ̃′(t) = ϕ′(t).
Puisque

∫
]0,T [ a|]0,T [(t) · ϕ′(t) dm1(t) =

∫
[0,T ] a(t) · ϕ̃′(t) dm1(t) = 0, d’après le Lemme 4.2.6, il existe

c ∈ R, t.q., ∀t ∈]0, T [, m1 − p.p., a(t) = c.
Par conséquent, puisque {0, T} est m1-négligeable, on a :

∀t ∈ [0, T ], m1 − p.p., a(t) = c.

À l’aide des résultats sur l’intégrale de Gelfand, on généralise le lemme précédent à Rm∗.
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Lemme 4.2.8. Soit m ∈ N∗. Soit a ∈ L1
G(([0, T ],B([0, T ])),m1;Rm∗) t.q.

∀ϕ ∈ C1
0,0([0, T ],Rm),

∫
[0,T ]

a(t) · ϕ′(t) dm1(t) = 0.

Alors, il existe c ∈ Rm∗, t.q., ∀t ∈ [0, T ], m1 − p.p., a(t) = c.

Démonstration. En utilisant le Lemme 4.1.4, on a

∀ϕ ∈ C1
0,0([0, T ],Rm), [t 7→ a(t) · ϕ′(t)] ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R).

De plus, pour chaque ϕ ∈ C1
0,0([0, T ],Rm), on a

0 =
∫

[0,T ] a(t) · ϕ′(t) dm1(t) =
∫

[0,T ]

∑m
i=1(a(t) · ei)e∗i (ϕ′(t)) dm1(t)

=
∑m

i=1

∫
[0,T ](a(t) · ei)e∗i (ϕ′(t)) dm1(t),

où (e∗i )1≤i≤m ∈ (Rm∗)m est la base duale de la base canonique (ei)1≤i≤m de Rm.
Par conséquent, on a

∀i ∈ {1, ...,m}, ∀u ∈ C1
0,0([0, T ],R),

∫
[0,T ]

(a(t) · ei)u′(t) dm1(t) = 0.

Donc, en utilisant le Lemme 4.2.7, on obtient que

∀i ∈ {1, ...,m},∃ci ∈ R t.q., ∀t ∈ [0, T ], m1 − p.p. , a(t) · ei = ci.

En posant c =
∑m

i=1 cie
∗
i , on obtient que

∀t ∈ [0, T ], m1 − p.p., a(t) =
m∑
i=1

(a(t) · ei)e∗i =
m∑
i=1

cie
∗
i = c.

4.2.3 Équation d’Euler à paramètre

Dans le lemme suivant, à l’aide du Lemme 4.2.4 et du lemme de DuBois Reymond, Lemme 4.2.8,
on démontre une équation d’Euler dépendant d’un paramètre avec des hypothèses de Hadamard-
différentielle partielle sur l’intégrande. Notons que nos hypothèses sont plus faibles que les résultats
existants. En effet, pour montrer l’équation d’Euler, on suppose le plus souvent l’existence d’une
Fréchet-différentielle partielle continue, cf. [25] (p.106).

Lemme 4.2.9. Dans le cadre du Lemme 4.2.4, on suppose que les conditions (i)-(iv) du Lemme
4.2.4 sont vérifiées.
Si π ∈ B(π0, α), alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ∀h ∈ C1
0,0([0, T ],Rn), DH,1Φ(x(π), π) · h = 0.

(ii) Il existe c ∈ Rn∗ t.q., pour tout t ∈ [0, T ], m1 − p.p.,

DH,3φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) =

∫ G

[0,t]
DH,2φ(s, x(π)(s), x(π)′(s), π) dm1(s) + c.
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Démonstration. En utilisant (b) du Lemme 4.2.4, on obtient que
L1 := [t 7→ DH,2φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)] ∈ L1

G(([0, T ],B([0, T ])),m1;Rn∗),
et L2 := [t 7→ DH,3φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)] ∈ L1

G(([0, T ],B([0, T ])),m1;Rn∗).
Posons, pour chaque t ∈ [0, T ], a(t) =

∫ G
[0,t] L1(s) dm1(s).

En utilisant le Lemme 4.1.5, on obtient que a ∈ AC([0, T ],Rn∗) et

∀t ∈ [0, T ], m1 − p.p., a′(t) = L1(t). (4.2.16)

Considérons l’opérateur bilinéaire continu Q : Rn∗×Rn → R, défini par, pour tout (l, y) ∈ Rn∗×Rn,
Q(l, y) := l · y.
(i)⇒ (ii)

Soit h ∈ C1
0,0([0, T ],Rn).

D’abord, notons que, en utilisant la proposition 1 de [1], p. 128,

b := [t 7→ Q(a(t), h(t))] ∈ AC([0, T ],R)

et
0 = b(T )− b(0) =

∫
[0,T ] b

′
(t) dm1(t)

=
∫

[0,T ] a
′(t) · h(t) + a(t) · h′(t) dm1(t)

=
∫

[0,T ] L1(t) · h(t) + a(t) · h′(t) dm1(t).

Par conséquent, on a ∫
[0,T ]

L1(t) · h(t)dm1(t) = −
∫

[0,T ]
a(t) · h′(t) dm1(t).

Donc, en utilisant l’hypothèse (i), on a

0 = DH,1Φ(x(π), π) · h =
∫

[0,T ](L1(t) · h(t) + L2(t) · h′(t)) dm1(t)

=
∫

[0,T ](−a(t) · h′(t) + L2(t) · h′(t)) dm1(t)

=
∫

[0,T ]((L2(t)− a(t)) · h′(t)) dm1(t).

Ainsi, on a démontré que

∀h ∈ C1
0,0([0, T ],Rn),

∫
[0,T ]

(L2(t)− a(t)) · h′(t) dm1(t) = 0.

Donc, en utilisant le Lemme 4.2.8, on obtient qu’il existe c ∈ Rn∗ t.q.

∀t ∈ [0, T ], m1 − p.p., L2(t) = c+ a(t).

(ii)⇒ (i)

Puisque, ∀t ∈ [0, T ], m1 − p.p., L2(t) = a(t) + c et a ∈ AC([0, T ],Rn∗), on a

∀t ∈ [0, T ], m1 − p.p., L′2(t) = a′(t) = L1(t).

Soit h ∈ C1
0,0([0, T ],Rn∗). En utilisant la proposition 1 de [1], p. 128, on a

b̃ := [t 7→ Q(a(t) + c, h(t))] ∈ AC([0, T ],R) et

∀t ∈ [0, T ], m1 − p.p., b̃′(t) = a′(t) · h(t) + (a(t) + c) · h′(t) = L′2(t) · h(t) + L2(t) · h′(t).
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Par conséquent, on obtient

DH,1Φ(x(π), π) · h =
∫

[0,T ](L1(t) · h(t) + L2(t) · h′(t)) dm1(t)

=
∫

[0,T ](L
′
2(t) · h(t) + L2(t) · h′(t)) dm1(t)

=
∫

[0,T ] b̃
′(t) dm1(t)

= b̃(T )− b̃(0) = (a(T ) + c) · h(T )− (a(0) + c) · h(0) = 0.

4.3 Le théorème de l’enveloppe en Calcul des Variations

Dans cette section, on énonce un théorème de l’enveloppe dans le cadre du Calcul des Varia-
tions. Rappelons qu’un théorème de l’enveloppe consiste à donner des conditions pour obtenir la
différentiabilité de la fonction valeur et à donner une expression de sa différentielle. Notons que
l’intégrale de Gelfand nous sera très utile pour donner l’expression de la Gâteaux-différentelle et de
la Fréchet-différentielle de la fonction valeur.
Commençons par préciser le problème que nous considérons.
Soit T ∈ ]0,+∞[ ; soit x0, xT ∈ A.
On considère les fonctions f : [0, T ] × A × Rn × Y → R, gi : [0, T ] × A × Rn × Y → R pour tout
i ∈ {1, ..., k}, hj : [0, T ]×A× Rn × Y → R pour tout j ∈ {1, ..., l}.
Pour chaque π ∈ Y , on considère le problème de Lagrange à paramètre suivant

(V, π)



Maximiser
∫ T

0 f(t, x(t), x′(t), π)dt
lorsque x ∈ C1([0, T ], A)

x(0) = x0, x(T ) = xT
∀i ∈ {1, ..., k},

∫ T
0 gi(t, x(t), x′(t), π)dt ≥ 0

∀j ∈ {1, ..., l},
∫ T

0 hj(t, x(t), x′(t), π)dt = 0.

Pour chaque π ∈ Y , on note V (π) la valeur du problème (V, π).
Soit π0 ∈ Y . on considère les conditions suivantes qui serviront d’hypothèses pour le théorème de
l’enveloppe.

Conditions sur la solution.
(Bsol1) Il existe P0, un voisinage ouvert de π0, t.q., ∀π ∈ P0, x(π) est solution de (V, π) et

x(·) est continue au point π0.
(Bsol2) Il existe ω ∈ Y t.q. D+

Gx(π0;ω) existe.
(Bsol2-bis) Pour tout ω ∈ Y , D+

Gx(π0;ω) existe.
(Bsol2-ter) Pour tout π ∈ P0, pour tout ω ∈ Y , D+

Gx(π;ω) existe.
Conditions sur l’intégrande du critère et des contraintes.

(Bint1) Pour tout φ ∈ {f} ∪ {gi : i ∈ {1, ..., k}} ∪ {hj : j ∈ {1, ..., l}}, φ ∈ C0([0, T ] × A ×
Rn × P0, R).

(Bint2) Il existe ρ > 0 et κ ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R+) t.q., pour tout φ ∈ {f} ∪ {gi : i ∈
{1, ..., k}} ∪ {hj : j ∈ {1, ..., l}},
∀t ∈ [0, T ],∀(u1, v1, π1) ∈ B‖·‖1((x(π0)(t), x(π0)′(t), π0), ρ),
∀(u2, v2, π2) ∈ B‖·‖1((x(π0)(t), x(π0)′(t), π0), ρ),
|φ(t, u1, v1, π1)− φ(t, u2, v2, π2)| ≤ κ(t)‖(u1, v1, π1)− (u2, v2, π2)‖1.

(Bint3) Pour tout φ ∈ {f} ∪ {gi : i ∈ {1, ..., k}} ∪ {hj : j ∈ {1, ..., l}}, ∀t ∈ [0, T ], ∀π ∈
P0, DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) existe.

(Bint4) Pour tout φ ∈ {f} ∪ {gi : i ∈ {1, ..., k}} ∪ {hj : j ∈ {1, ..., l}}, pour tout t ∈ [0, T ], la
fonction [π 7→ DH,(2,3)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)] est continue sur B(π0, ρ) ⊂ P0.
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(Bint4-bis) Pour chaque φ ∈ {f} ∪ {gi : i ∈ {1, ..., k}} ∪ {hj : j ∈ {1, ..., l}}, pour tout
t ∈ [0, T ], la fonction [π 7→ DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)] est continue sur B(π0, ρ).

(Bint5) Pour chaque φ ∈ {f} ∪ {gi : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {hj : 1 ≤ j ≤ l}, pour tout π ∈ B(π0, ρ),
[t 7→ DH,(2,3,4)φ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)]
∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), ((Rn × Rn × Y )∗,B((Rn × Rn × Y )∗))).

Conditions seulement sur les intégrandes des contraintes.
(Bcont) Pour chaque ((λi)1≤i≤k, (µj)1≤j≤l) ∈ Rk+l \{0}, x(π0)(·) n’est pas solution de l’équa-

tion d’Euler dans la forme de Dubois-Reymond (cf. [25] p.106)

∀t ∈ [0, T ], m1 − p.p.,
DH,3φλ,µ(t, x(t), x′(t)) =

∫ G
[0,t]DH,2φλ,µ(s, x(s), x′(s)) dm1(s) + cλ,µ,

}

où pour tout (t, x, v) ∈ [0, T ]×A× Rn,
φλ,µ(t, x, v) :=

∑
1≤i≤k λigi(t, x, v, π0) +

∑
1≤j≤l µjhj(t, x, v, π0) et cλ,µ ∈ Rn∗.

Dans le théorème suivant on énonce le théorème de l’enveloppe.

Théorème 4.3.1. (Théorème de l’enveloppe) Partie (I). Sous (Bsol1), (Bsol2), (Bint1),
(Bint2), (Bint3), (Bint4) et (Bcont), D+

GV (π0;ω) existe et il existe un unique
((λi(π0))1≤i≤k, (µj(π0))1≤j≤l) ∈ Rk+ × Rl, multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker associé à la solu-
tion x(π0) pour le problème (V, π0), t.q.

D+
GV (π0;ω) =

∫
[0,T ]DH,4f(t, x(π0)(t), x(π0)′(t), π0) · ω dm1(t)+∑k

i=1 λi(π0)
∫

[0,T ]DH,4gi(t, x(π0)(t), x(π0)′(t), π0) · ω dm1(t)

+
∑l

j=1 µj(π0)
∫

[0,T ]DH,4hj(t, x(π0)(t), x(π0)′(t), π0) · ω dm1(t).

Partie (II). Sous (Bsol1), (Bsol2-bis), (Bint1), (Bint2), (Bint3), (Bint4) et (Bcont), V est
Gâteaux-différentiable au point π0 et il existe un unique ((λi(π0))1≤i≤k, (µj(π0))1≤j≤l) ∈ Rk+ × Rl,
multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker associé à la solution x(π0) pour le problème (V, π0), t.q.

DGV (π0) =
∫ G

[0,T ]DH,4f(t, x(π0)(t), x(π0)′(t), π0) dm1(t)+∑k
i=1 λi(π0)

∫ G
[0,T ]DH,4gi(t, x(π0)(t), x(π0)′(t), π0) dm1(t)

+
∑l

j=1 µj(π0)
∫ G

[0,T ]DH,4hj(t, x(π0)(t), x(π0)′(t), π0) dm1(t).

Partie (III). Sous (Bsol1), (Bsol2-ter), (Bint1), (Bint2), (Bint3), (Bint4-bis), (Bcont) et
(Bint5), il existe un voisinage ouvert Q de π0 dans Y , Q ⊂ P0, t.q. V est continûment Fréchet-
différentiable sur Q et, ∀π ∈ Q, il existe un unique ((λi(π))1≤i≤k, (µj(π))1≤j≤l) ∈ Rk+ × Rl, multi-
plicateur de Karush-Kuhn-Tucker associé à la solution x(π) pour le problème (V, π), t.q.

DFV (π) =
∫ G

[0,T ]DH,4f(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) dm1(t)+∑k
i=1 λi(π)

∫ G
[0,T ]DH,4gi(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) dm1(t)

+
∑l

j=1 µj(π)
∫ G

[0,T ]DH,4hj(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) dm1(t).

Commentaires sur le Théorème 4.3.1 : les principales contributions du Théorème 4.3.1 sont
les suivantes :

— On ne suppose pas de régularité sur les multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker.
— On utilise une hypothèse d’Hadamard-différentiabilité partielle pour l’intégrande de la fonc-

tion de l’objectif et des fonctions constituant les contraintes d’inégalité et d’égalité.
— Pour la solution, on suppose seulement l’existence d’une dérivée directionnelle par rapport

au paramètre.
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— On ne suppose pas l’existence d’un produit scalaire continu sur le dual d’un ensemble comme
dans le théorème de l’enveloppe du cas statique. Nous verrons que nous avons déjà construit
un tel produit scalaire dans le chapitre 1.

Notons que le Théorème 4.3.1 sera démontré dans la section suivante.

4.4 Preuve du Théorème de l’enveloppe.

Notre stratégie est de transformer le problème (V, π) en un problème (M0, π) où π ∈ Y . Pour
cela, posons X := C1([0, T ],Rn),
A := C1

x0,xT
([0, T ],Rn) = {x ∈ C1([0, T ],Rn) : x(0) = x0 et x(T ) = xT },

S = C1
0,0([0, T ],Rn), G0 := C1

x0,xT
([0, T ], A) = C1([0, T ], A) ∩ C1

x0,xT
([0, T ],Rn) et Y = Y . On

considère les fonctionnelles f0 : G0 × Y → R, définie par, pour tout (x, π) ∈ G0 × Y, f0(x, π) :=∫ T
0 f(t, x(t), x′(t), π)dt, ∀i ∈ {1, ..., k}, g0

i : G0 × Y → R définie par, pour tout (x, π) ∈ G0 × Y,
g0
i (x, π) :=

∫ T
0 gi(t, x(t), x′(t), π)dt et ∀j ∈ {1, ..., l}, h0

j : G0 × Y → R définie par, pour tout
(x, π) ∈ G0 × Y, h0

j (x, π) :=
∫ T

0 hj(t, x(t), x′(t), π)dt.

Pour chaque π ∈ Y , le problème (V, π) peut se réécrire sous la forme suivante

(M0, π)


Maximiser f0(z, π)

lorsque z ∈ G0

∀i ∈ {1, ..., k}, g0
i (z, π) ≥ 0

∀j ∈ {1, ..., l}, h0
j (z, π) = 0.

4.4.1 Preuve de la Partie (I)

Pour prouver la Partie (I), nous allons démontrer que les conditions (A01), (A02), (A03), (A04),
(A05) et (A06) du Théorème 2.5.5 sont vérifiées pour le problème (M0, π).
On considère les fonctionnelles F : C1([0, T ], A)× P0 → R, définie par, pour tout
(x, π) ∈ C1([0, T ], A) × P0, F (x, π) :=

∫ T
0 f(t, x(t), x′(t), π)dt, ∀i ∈ {1, ..., k}, Gi : C1([0, T ], A) ×

P0 → R, définie par, pour tout (x, π) ∈ C1([0, T ], A) × P0, Gi(x, π) :=
∫ T

0 gi(t, x(t), x′(t), π)dt et
∀j ∈ {1, ..., l}, Hj : C1([0, T ], A)× P0 → R, définie par, pour tout (x, π) ∈ C1([0, T ], A)× P0,
Hj(x, π) :=

∫ T
0 hj(t, x(t), x′(t), π)dt.

Avec (Bsol1), (Bint1), (Bint2), (Bint3) et (Bint4), les hypothèses (i)-(v) du Lemme 4.2.4 sont
vérifiées pour chaque φ ∈ {f} ∪ {gi : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {hj : 1 ≤ j ≤ l} avec W = P0.
Par conséquent, il existe α > 0 t.q. B(π0, α) ⊂ P0 et t.q. les assertions (a), (b) et (c) du Lemme 4.2.4
sont vérifiées pour chaque Φ ∈ {F}∪{Gi : 1 ≤ i ≤ k}∪{Hj : 1 ≤ j ≤ l}. Posons P := B(π0, α). En
utilisant (Bsol1) et en posant, ∀π ∈ P , z(π) = x(π), (A01) est vérifiée. Grâce à (Bsol2), puisque
z = x sur P , on obtient que D+

Gz(π0;ω) existe et D+
Gz(π0;ω) = D+

Gx(π0;ω). Donc (A02) est vérifiée.
Pour montrer l’assertion (A03), remarquons que

f0
|G0×P := F|G0×P

∀i ∈ {1, ..., k}, g0
i |G0×P := Gi|G0×P

∀j ∈ {1, ..., l}, h0
j |G0×P := Hj |G0×P .

Par conséquent, en utilisant l’assertion (b) du Lemme 4.2.4, on obtient que, pour chaque π ∈ P ,
pour chaque φ ∈ {f0} ∪ {g0

i : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {h0
j : 1 ≤ j ≤ l}, DHφ(z(π), π) existe et

∀π ∈ P,
DHf

0(z(π), π) := DHF (x(π), π)|S×Y .

DHg
0
i (z(π), π) := DHGi(x(π), π)|S×Y , (1 ≤ i ≤ k)

DHh
0
j (z(π), π) := DHHj(x(π), π)|S×Y , (1 ≤ i ≤ l).

 (4.4.1)
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De plus, en utilisant l’assertion (c) du Lemme 4.2.4, pour chaque φ ∈ {f0}∪{g0
i : 1 ≤ i ≤ k}∪{h0

j :
1 ≤ j ≤ l}, on obtient que

[π 7→ DH,1φ(z(π), π)] ∈ C0(P, (S∗, ‖ · ‖L)).

Ceci démontre (A03).
En utilisant la condition (a) du Lemme 4.2.4, pour chaque π ∈ P , pour chaque j ∈ {1, ..., l},
[x 7→ Hj(x, π)] est continue sur B‖·‖C1

(x(π), α).

Par conséquent, pour chaque π ∈ P , pour chaque j ∈ {1, ..., l}, [z 7→ h0
j (z, π)] est continue sur

B‖·‖C1
(z(π), α) ∩G0. Ceci démontre (A04).

Lemme 4.4.1. Sous (Bsol1), (Bsol2), (Bint1), (Bint2), (Bint3), (Bint4), la condition (Bcont)
est équivalente à l’indépendance linéaire de la famille
(DH,1g

0
i (z(π0), π0), DH,1h

0
j (z(π0), π0))1≤i≤k, 1≤j≤l.

Démonstration. Lorsque λ = (λi)1≤i≤k ∈ Rk et µ = (µj)1≤j≤l ∈ Rl t.q. (λ, µ) 6= 0
On considère la fonctionnelle φ̃λ,µ : [0, T ]×A× Rn × P0 → R, définie par, pour tout
(t, x, v, π) ∈ [0, T ]×A× Rn × P0,

φ̃λ,µ(t, x, v, π) :=
k∑
i=1

λigi(t, x, v, π) +
l∑

j=1

µjhj(t, x, v, π).

Notre stratégie est d’appliquer le Lemme 4.2.4 avec la fonctionnelle φ̃λ,µ. En utilisant (Bint1), la
condition (i) du Lemme 4.2.4 est vérifiée.
Avec (Bsol1), la condition (ii) du Lemme 4.2.4 est vérifiée.
Soit t ∈ [0, T ] ; soit (u1, v1, π1) ∈ B‖·‖1((x(π0)(t), x(π0)′(t), π0), ρ),
soit (u2, v2, π2) ∈ B‖·‖1((x(π0)(t), x(π0)′(t), π0), ρ) ; on a

|φ̃λ,µ(t, u1, v1, π1)− φ̃λ,µ(t, u2, v2, π2)|
= |
∑k

i=1 λigi(t, u1, v1, π1) +
∑l

j=1 µjhj(t, u1, v1, π1)

−(
∑k

i=1 λigi(t, u2, v2, π2) +
∑l

j=1 µjhj(t, u2, v2, π2))|
≤
∑k

i=1 |λi||gi(t, u1, v1, π1)− gi(t, u2, v2, π2)|+∑l
j=1 |µi||hj(t, u1, v1, π1)− hj(t, u2, v2, π2)|

≤
∑k

i=1 |λi|κ(t)‖(u1, v1, π1)− (u2, v2, π2)‖1
+
∑l

i=1 |µj |κ(t)‖(u1, v1, π1)− (u2, v2, π2)‖1
= (
∑k

i=1 |λi|+
∑l

i=1 |µj |)κ(t)‖(u1, v1, π1)− (u2, v2, π2)‖1.

Notons que (
∑k

i=1 |λi|+
∑l

i=1 |µj |)κ ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R) car
κ ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R).
Ceci démontre la condition (iii).
En utilisant (Bint3), on obtient que, pour tout t ∈ [0, T ], DH,(2,3,4)φ̃λ,µ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) existe
et

DH,(2,3,4)φ̃λ,µ(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) =
∑k

i=1 λiDH,(2,3,4)gi(t, x(π)(t), x(π)′(t), π)

+
∑l

j=1 µjDH,(2,3,4)hj(t, x(π)(t), x(π)′(t), π).

Ceci démontre la condition (iv).
Par conséquent, pour chaque λ = (λi)1≤i≤k ∈ Rk et µ = (µj)1≤j≤l ∈ Rl t.q. (λ, µ) 6= 0, l’opérateur
Φ̃λ,µ : C1([0, T ], A)×P0 → R, défini par, Φ̃λ,µ(x, π) :=

∫ T
0 φ̃λ,µ(t, x(t), x′(t), π) dt, vérifie les conclu-

sions (a) et (b) du Lemme 4.2.4.
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Notons que, pour chaque (t, x, v) ∈ [0, T ]×A×Rn, φλ,µ(t, x, v) := φ̃λ,µ(t, x, v, π0). Par conséquent,
on a l’assertion non(Bcont) qui est équivalente à

∃((λi)1≤i≤k, (µj)1≤j≤l) ∈ Rk+l \ {0}, ∀t ∈ [0, T ] m1 − p.p.
DH,3φ̃λ,µ(t, x(π0)(t), x(π0)′(t), π0)

=
∫ G

[0,t]DH,2φ̃λ,µ(s, x(π0)(s), x(π0)′(s), π0) dm1(s) + cλ,µ.

Donc, en utilisant le Lemme 4.2.9, cette dernière assertion est équivalente à
∃((λi)1≤i≤k, (µj)1≤j≤l) ∈ Rk+l \ {0}, DH,1Φ̃λ,µ(x(π0), π0)|S = 0
i.e.

k∑
i=1

λiDH,1Gi(x(π0), π0)|S +
l∑

i=1

µjDH,1Hj(x(π0), π0)|S = 0.

Ceci est aussi équivalent à (DH,1G1(x(π0), π0)|S , ..., DH,1Gk(x(π0), π0)|S,
DH,1H1(x(π0), π0)|S, ..., DH,1Hl(x(π0), π0)|S) est une famille liée.
Par conséquent, par contraposition, (Bcont) est équivalente à (DH,1G1(x(π0), π0)|S , ...,
DH,1Gk(x(π0), π0)|S, DH,1H1(x(π0), π0)|S, ..., DH,1Hl(x(π0), π0)|S) est une famille libre
i.e. (DH,1g

0
i (z(π0), π0), DH,1h

0
j (z(π0), π0))1≤i≤k, 1≤j≤l est une famille libre.

Par conséquent, avec (Bcont), en utilisant le Lemme 4.4.1, la condition (A05) est vérifiée.
De plus, en utilisant le Théorème 1.5.22, il existe un produit scalaire (·|·)S∗ sur S∗ t.q. (·|·)S∗ ∈
C0((S∗×S∗, ‖·‖L,1),R) i.e. la condition (A06) est vérifiée. Ainsi, en utilisant la Partie (I) du Théorème
2.5.5, on obtient que D+

GV (π0;ω) existe et il existe un unique ((λi(π0))1≤i≤k, (µj(π0))1≤j≤l) ∈
Rk+ × Rl, multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker associé à z(π0) pour le problème (M0, π0), t.q.

D+
GV (π0;ω) = DH,2f

0(z(π0), π0) · ω +
∑k

i=1 λi(π0)DH,2g
0
i (z(π0), π0) · ω

+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2h
0
j (z(π0), π0) · ω.

Par conséquent, avec (b) du Lemme 4.2.4 et (4.4.1), on a

D+
GV (π0;ω) =

∫
[0,T ]DH,4f(t, x(π0)(t), x(π0)′(t), π0) · ω dm1(t)+∑k

i=1 λi(π0)
∫

[0,T ]DH,4gi(t, x(π0)(t), x(π0)′(t), π0) · ω dm1(t)

+
∑l

j=1 µj(π0)
∫

[0,T ]DH,4hj(t, x(π0)(t), x(π0)′(t), π0) · ω dm1(t).

Ceci démontre la Partie (I) du Théorème 4.3.1.

4.4.2 Preuve de la Partie (II)

En outre, lorsqu’on suppose (Bsol2-bis), puisque z = x sur P , on obtient que, pour chaque
ω ∈ Y , D+

Gz(π0;ω) existe et D+
Gz(π0;ω) = D+

Gx(π0;ω). Donc (A02-bis) est vérifiée.
Ainsi les conditions (A01), (A02-bis), (A03), (A04), (A05) et (A06) du Théorème 2.5.5 sont vérifiées
pour le problème (M0, π).
Donc en utilisant la Partie (II) du Théorème 2.5.5, on a V est Gâteaux-différentiable au point π0 et
il existe un unique ((λi(π0))1≤i≤k, (µj(π0))1≤j≤l) ∈ Rk+×Rl, multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker
associé à z(π0) pour le problème (M0, π0), t.q.

DGV (π0) = DH,2f
0(z(π0), π0) +

∑k
i=1 λi(π0)DH,2g

0
i (z(π0), π0)

+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2h
0
j (z(π0), π0).
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Par conséquent, avec (b) du Lemme 4.2.4 et (4.4.1), on déduit

DGV (π0) =
∫ G

[0,T ]DH,4f(t, x(π0)(t), x(π0)′(t), π0) dm1(t)+∑k
i=1 λi(π0)

∫ G
[0,T ]DH,4gi(t, x(π0)(t), x(π0)′(t), π0) dm1(t)

+
∑l

j=1 µj(π0)
∫ G

[0,T ]DH,4hj(t, x(π0)(t), x(π0)′(t), π0) dm1(t).

Ceci démontre la Partie (II) du Théorème 4.3.1.

4.4.3 Preuve de la Partie (III)

De plus, lorsqu’on suppose que (Bsol2-ter), (Bint4-bis) et (Bint5) sont vérifiées, puisque z = x
sur P , on obtient que, pour chaque π ∈ P , pour chaque ω ∈ Y , D+

Gz(π;ω) existe et D+
Gz(π;ω) =

D+
Gx(π;ω). Donc (A02-ter) est vérifiée.

De plus, avec (4.4.1), on sait que, pour chaque π ∈ P , pour chaque φ ∈ {f0} ∪ {g0
i : 1 ≤ i ≤

k} ∪ {h0
j : 1 ≤ j ≤ l}, DHφ(z(π), π) existe.

Et grâce à (Bint4-bis) et (Bint5), les hypothèses (vi) et (vii) du Lemme 4.2.4 sont vérifiées. Par
conséquent, pour chaque Φ ∈ {F}∪ {Gi : 1 ≤ i ≤ k}∪ {Hj : 1 ≤ j ≤ l}, la condition (d) est vérifiée
i.e. la fonction [π 7→ DH,2Φ(x(π), π)] est continue sur P . Par conséquent, avec (4.4.1), on obtient
que, pour chaque φ ∈ {f0} ∪ {g0

i : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {h0
j : 1 ≤ j ≤ l}, la fonction [π 7→ DH,2φ(z(π), π)]

est continue sur P . Donc (A07) est vérifiée.
Ainsi les conditions (A01), (A02-ter), (A03), (A04), (A05), (A06) et (A07) du Théorème 2.5.5 sont
vérifiées pour le problème (M0, π).
Donc en utilisant la Partie (III) du Théorème 2.5.5, il existe Q un voisinage ouvert de π0, Q ⊂ P
t.q. V est continûment Fréchet-différentiable sur Q et, pour chaque π ∈ Q, il existe un unique
((λi(π))1≤i≤k, (µj(π))1≤j≤l) ∈ Rk+×Rl, multiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker associé à z(π) pour
le problème (M0, π), t.q.

DFV (π) = DH,2f
0(z(π), π) +

∑k
i=1 λi(π)DH,2g

0
i (z(π), π)

+
∑l

j=1 µj(π)DH,2h
0
j (z(π), π).

Par conséquent, avec la conclusion (b) du Lemme 4.2.4 et (4.4.1), on a

DFV (π) =
∫ G

[0,T ]DH,4f(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) dm1(t)+∑k
i=1 λi(π)

∫ G
[0,T ]DH,4gi(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) dm1(t)

+
∑l

j=1 µj(π)
∫ G

[0,T ]DH,4hj(t, x(π)(t), x(π)′(t), π) dm1(t).

Ceci démontre la Partie (III) du Théorème 4.3.1.

Remarque 4.4.2. Contrairement au cas statique, pour chaque Φ ∈ {Gi : 1 ≤ i ≤ k} ∪ {Hj :
1 ≤ j ≤ l} n’ayant pas l’existence de DH,1Φ(x(π0), π0) par hypothèse, on ne suppose pas que
(DH,1G1(x(π0), π0)|S , ..., DH,1Gk(x(π0), π0)|S, DH,1H1(x(π0), π0)|S, ..., DH,1Hl(x(π0), π0)|S) est une
famille libre. C’est pourquoi on considère la condition (Bcont) qui est équivalente à
(DH,1G1(x(π0), π0)|S , ..., DH,1Gk(x(π0), π0)|S, DH,1H1(x(π0), π0)|S, ..., DH,1Hl(x(π0), π0)|S) est une
famille libre.
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Chapitre 5

Contrôle Optimal

Dans ce chapitre, notre premier objectif est d’établir une amélioration du Principe du Maxi-
mum de Pontryagin pour des problèmes de Contrôle Optimal gouvernés par une équation différen-
tielle ordinaire en présence de contraintes terminales, dans le cadre des fonctions d’état continûment
dérivables par morceaux (à valeurs dans un espace de Banach) et des fonctions de contrôle continues
par morceaux (à valeurs dans un espace topologique séparé). Pour démontrer ce résultat, nous allons
être amené à utiliser les outils d’analyse fonctionnelle introduits dans le chapitre 1, une Règle des
Multiplicateurs du chapitre 2 et les théorèmes sur les équations différentielles ordinaires à solutions
PC1 du chapitre 3.
Ensuite, toujours dans le cadre du Contrôle Optimal, notre deuxième objectif, est d’établir un théo-
rème de l’enveloppe en allégeant les hypothèses des théorèmes existants. Pour cela, on va utiliser
les outils d’analyse fonctionnelle introduits dans le chapitre 4.
Dans les sections 1-5, nous proposons une généralisation du Principe du Maximum de Pontrya-
gin pour un problème de Bolza et un problème de Mayer dans un cadre à horizon fini avec des
fonctions de contrôle continues par morceaux et des fonctions d’état continûment dérivables par
morceaux. L’équation d’évolution qui gouverne ces problèmes est une équation différentielle ordi-
naire. Ces problèmes contiennent une liste finie de contraintes d’inégalité terminales et une liste finie
de contraintes d’égalité terminales. Notons que les résultats de ces sections ont fait l’objet d’une
publication dans une revue internationale à comité de lecture cf. [11].
Notre objectif, dans ces sections, est de démontrer une généralisation du Principe du Maximum de
Pontryagin en allégeant les hypothèses de continue Fréchet-différentiabilité sur un voisinage de la
solution optimale.
Dans la section 1, nous énonçons les problèmes de Bolza et de Mayer considérés.
Dans la section 2, nous énonçons un théorème du Principe du Maximum de Pontryagin pour un
problème de Bolza.
Dans la section 3, nous énonçons un théorème du Principe du Maximum de Pontryagin pour un
problème de Mayer.
La section 4 est consacrée à la démonstration du théorème du Principe du Maximum de Pontrya-
gin pour un problème de Mayer. Cette preuve suit le plan de P. Michel (cf. [31]). Tout d’abord,
nous introduisons des variations en aiguilles pour se ramener à un problème d’optimisation statique
de dimension finie. Pour construire un multiplicateur de Fritz John et la fonction adjointe, nous
utilisons notre théorème sur la Règle des Multiplicateurs pour un problème avec un nombre fini de
contraintes d’inégalité et d’égalité. Toutefois, le multiplicateur de Fritz John et la fonction adjointe
dépendent du support d’aiguilles. Enfin, en utilisant la propriété de l’intersection finie des espaces
compacts, on démontre que les multiplicateurs de Fritz John et la fonction adjointe peuvent être
rendus indépendants du support des aiguilles.
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La section 5 est consacrée à la démonstration du théorème sur le problème de Bolza. Notre stra-
tégie est simplement de transformer le problème de Bolza en problème de Mayer et de traduire les
résultats sur le problème de Mayer en résultats sur le problème de Bolza.
Dans les sections 6-7, nous établissons un théorème de l’enveloppe pour un problème de Bolza
à paramètre. Un théorème de l’enveloppe consiste à donner des conditions pour obtenir la diffé-
rentiabilité de la fonction valeur par rapport à un paramètre et à donner une expression de sa
différentielle. Comme pour les problèmes d’optimisation statique à paramètre et de Calcul des Va-
riations à paramètre, nous ne supposons pas d’hypothèses de régularité sur les multiplicateurs de
Karush-Kuhn-Tucker et d’hypothèses de conditions suffisantes utilisées dans les théorèmes de per-
turbations.
En effet, à l’aide du lemme sur la continuité, par rapport au paramètre, des coordonnées d’un
vecteur dans un espace vectoriel de dimension finie dépendant d’un paramètre, on parvient à dé-
montrer la continuité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker par rapport au paramètre. En
outre, grâce à la continuité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker par rapport au paramètre,
on démontre la continuité de la fonction adjointe par rapport au paramètre. Notons que la continuité
des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker et la continuité de la fonction adjointe par rapport au
paramètre suffit pour démontrer notre théorème de l’enveloppe. Puisque nous n’utilisons pas de
théorème de perturbations, nous évitons des hypothèses de conditions suffisante. Enfin, gràce à
notre théorème du Principe du Maximum de Pontryagin et le lemme du chapitre 4 donnant la
Hadamard-différentiabilité d’une fonctionnelle définie à partir d’une intégrale, on allège les hypo-
thèses de différentiabilité sur la fonction intégrande, le champ de vecteur et les fonctions terminales
du critère et des contraintes.
Dans la section 6, on énonce un théorème de l’enveloppe pour le problème de Bolza à paramètre.
Le théorème de l’enveloppe est divisé en 3 parties. Dans la Partie (I), on donne des conditions pour
obtenir la dérivée directionnelle à droite de la fonction valeur par rapport à un point et à une direc-
tion. Ensuite, dans la Partie (II), on donne des conditions pour obtenir la Gâteaux-différentiabilité
en un point. En outre, dans la Partie (III), on donne des conditions pour que la fonction valeur soit
continûment Fréchet-différentiable.
Notons que l’intégrale de Gelfand nous sera très utile pour donner l’expression de la Gâteaux-
différentelle et de la Fréchet-différentielle de la fonction valeur.
Dans la section 7, on prouve le théorème de l’enveloppe énoncé dans la section 6.

5.1 Le problème de Mayer et de Bolza en Contrôle Optimal

Dans cette section, nous travaillons sur le problème de Bolza suivant :

(B)


Maximiser

∫ T
0 f0(t, x(t), u(t))dt+ g0(x(T ))

lorsque x ∈ PC1([0, T ],Ω), u ∈ PC0([0, T ], U)

∀t ∈ [0, T ] \ disc(u), x′(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = ξ0

∀α ∈ {1, ...,m}, gα(x(T )) ≥ 0
∀β ∈ {1, ..., q}, hβ(x(T )) = 0.

Dans le cas où f0 est identiquement nulle, le problème est appelé problème de Mayer et il est noté
(M) i.e.

(M)


Maximiser g0(x(T ))

lorsque x ∈ PC1([0, T ],Ω), u ∈ PC0([0, T ], U)

∀t ∈ [0, T ] \ disc(u), x′(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = ξ0

∀α ∈ {1, ...,m}, gα(x(T )) ≥ 0
∀β ∈ {1, ..., q}, hβ(x(T )) = 0.
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Soit T ∈ ]0,+∞[, E un espace de Banach réel, Ω un ouvert de E, U un espace topologique séparé,
et ξ0 ∈ Ω.
On considère les fonctions f0 : [0, T ] × Ω × U → R, f : [0, T ] × Ω × U → E, gα : Ω → R lorsque
α ∈ {1, ...,m} et hβ : Ω→ R lorsque β ∈ {1, ..., q} où (m, q) ∈ N∗ × N∗.
Comme P. Michel, on démontrera d’abord un Principe du Maximum de Pontryagin pour un problème
de Mayer qui sera utile pour établir un Principe du Maximum de Pontryagin pour un problème de
Bolza.

5.1.1 Reformulation des problèmes

En utilisant la notion de dérivée étendue, introduite dans la Définition 1.3.3, on reformule les
deux problèmes précédents ainsi :

(B′)


Maximiser J(x, u) :=

∫ T
0 f0(t, x(t), u(t))dt+ g0(x(T ))

lorsque x ∈ PC1([0, T ],Ω), u ∈ NPC0
d([0, T ], U)

∀t ∈ [0, T ], dx(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = ξ0

∀α ∈ {1, ...,m}, gα(x(T )) ≥ 0
∀β ∈ {1, ..., q}, hβ(x(T )) = 0.

On notera (M′) le cas particulier de (B′) où f0 = 0 i.e.

(M′)


Maximiser J(x, u) := g0(x(T ))

lorsque x ∈ PC1([0, T ],Ω), u ∈ NPC0
d([0, T ], U)

∀t ∈ [0, T ], dx(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = ξ0

∀α ∈ {1, ...,m}, gα(x(T )) ≥ 0
∀β ∈ {1, ..., q}, hβ(x(T )) = 0.

On note Adm(B) (respectivement Adm(B′)) l’ensemble des processus admissibles de (B) (respecti-
vement de (B′)).
On note Adm(M) (respectivement Adm(M′)) l’ensemble des processus admissibles de (M) (res-
pectivement de (M′)).
Il est clair que Adm(B) = Adm(M) et Adm(B′) = Adm(M′).

Lemme 5.1.1. Soit u ∈ PC0([0, T ], U) t.q. (ιi)0≤i≤k+1 ∈ Sub([0, T ]) et disc(u) := {ιi : 0 ≤ i ≤
k + 1}.
Considérons la fonction u : [0, T ]→ U définie par

u(t) :=


u(t), si t ∈ ]ιi, ιi+1[ , i ∈ {0, ..., k},
u(ιi+), si t = ιi, i ∈ {0, ..., k},
u(T−), si t = T.

(5.1.1)

Alors u ∈ NPC0
d([0, T ], U, (ιi)0≤i≤k+1).

Démonstration. Soit i ∈ {0, ..., k} ; notons que

u|]ιi,ιi+1[ = u|]ιi,ιi+1[ ∈ C0(]ιi, ιi+1[, U). (5.1.2)

Si i ∈ {0, ..., k} ; on a
lim
t→ιi+

u(t) = lim
t→ιi+

u(t) = u(ιi+) = u(ιi). (5.1.3)

Si i ∈ {1, ..., k + 1} ; on a
lim
t→ιi−

u(t) = lim
t→ιi−

u(t) = u(ιi−). (5.1.4)
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De plus, en utilisant l’assertion (5.1.4), on a u(T−) = u(T−) = u(T ).
Par conséquent, u ∈ NPC0

d([0, T ], U, (ιi)0≤i≤k+1).

Lemme 5.1.2. Pour chaque (x, u) ∈ Adm(B), (x, u) ∈ Adm(B′) et J(x, u) = J(x, u).
De plus, si f0 = 0, pour chaque (x, u) ∈ Adm(M), on a (x, u) ∈ Adm(M′) et J(x, u) = J(x, u).

Démonstration. Soit (x, u) ∈ Adm(B) t.q. (ιi)0≤i≤k+1 ∈ Sub([0, T ]) et
disc(u) := {ιi : 0 ≤ i ≤ k + 1}.
Puisque, ∀t ∈ [0, T ] \ disc(u), u(t) = u(t), on a

∀t ∈ [0, T ] \ disc(u), f(t, x(t), u(t)) = f(t, x(t), u(t)),

ce qui implique que, ∀t ∈ [0, T ] \ disc(u), x′(t) = f(t, x(t), u(t)).
Par conséquent, on a{

∀i ∈ {0, ..., k},
dx(ιi) = x′(ιi+) = lim

t→ιi+
f(t, x(t), u(t)) = f(ιi, x(ιi), u(ιi))

et
dx(T ) = x′(T−) = lim

t→T−
f(t, x(t), u(t)) = f(T, x(T ), u(T )).

Par conséquent, on obtient
∀t ∈ [0, T ], dx(t) = f(t, x(t), u(t)).

Ceci implique que (x, u) ∈ Adm(B′). De plus, puisque, ∀t ∈ [0, T ] \ disc(u), u(t) = u(t), on a aussi

∀t ∈ [0, T ] \ disc(u), f0(t, x(t), u(t)) = f0(t, x(t), u(t)).

Puisque disc(u) est un ensemble fini, en utilisant la remarque b), p.198 de [35], on a∫ T

0
f0(t, x(t), u(t))dt =

∫ T

0
f0(t, x(t), u(t))dt.

Ainsi, on a J(x, u) = J(x, u).
Si f0 = 0, puisque Adm(M) = Adm(B) et Adm(M′) = Adm(B′), en utilisant ce qui précède, pour
chaque (x, u) ∈ Adm(M), on a (x, u) ∈ Adm(M′) et J(x, u) = J(x, u).

Ainsi, en utilisant le Lemme 5.1.2, on peut, sans perte de généralité, considérer les problèmes
(B′) et (M′) à la place des problèmes (B) et (M).

5.2 Énoncé d’un Principe du Maximum de Pontryagin pour le pro-
blème de Bolza

Commençons par formuler une liste de conditions parmi lesquelles figurent les hypothèses des
différentes parties du théorème du Principe du Maximum de Pontryagin.

On fixe un processus admissible (x0, u0) pour les problèmes (B′) et (M′) à partir duquel on considère
les conditions suivantes :

Conditions sur les contraintes terminales et la fonction terminale de l’objectif :
(Acon1) Pour tout α ∈ {0, ...,m}, gα est Hadamard-différentiable au point x0(T ).
(Acon2) Pour tout β ∈ {1, ..., q}, hβ est continue sur un voisinage de x0(T ) et Hadamard-

différentiable au point x0(T ).
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Conditions sur le champ de vecteurs :
(Acv1) f ∈ C0([0, T ]×Ω×U,E), pour tout (t, ξ, ζ) ∈ [0, T ]×Ω×U , DG,2f(t, ξ, ζ) existe, pour

tout (t, ζ) ∈ [0, T ] × U , DF,2f(t, x0(t), ζ) existe et [(t, ζ) 7→ DF,2f(t, x0(t), ζ)] ∈ C0([0, T ] ×
U,L(E,E)).

(Acv2) ∀K compact t.q.K ⊂ Ω×U, ∃M ≥ 0 t.q. ∀(t, ξ, ζ) ∈ [0, T ]×K, ‖DG,2f(t, ξ, ζ)‖L ≤M .
(Acv3) U est une partie d’un espace vectoriel normé réel Y , il existe t̂ ∈ [0, T ], U ∈ Vu0(t̂)(Y ),

t.q. DG,3f(t̂, x0(t̂), u0(t̂)) existe et est surjective.
Conditions sur l’intégrande du critère :

(Aint1) f0 ∈ C0([0, T ]× Ω× U,R), pour tout (t, ξ, ζ) ∈ [0, T ]× Ω× U , DG,2f
0(t, ξ, ζ) existe,

pour tout (t, ζ) ∈ [0, T ] × U , DF,2f
0(t, x0(t), ζ) existe et [(t, ζ) 7→ DF,2f

0(t, x0(t), ζ)] ∈
C0([0, T ]× U,E∗).

(Aint2) ∀K compact t.q. K ⊂ Ω× U, ∃M1 ≥ 0 t.q. ∀(t, ξ, ζ) ∈ [0, T ]×K,
‖DG,2f

0(t, ξ, ζ)‖L ≤M1.
Condition sur le champ de vecteurs et sur les contraintes terminales :

(Alib) U est une partie d’un espace vectoriel normé réel Y t.q. U ∈ Vu0(T )(Y ),
DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) existe et
((DHg

α(x0(T )) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )))1≤α≤m,
(DHh

β(x0(T )) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )))1≤β≤q) est une famille libre.

Remarque 5.2.1. Considérons la condition forte sur le champ de vecteurs :
(Fcv) f ∈ C0([0, T ] × Ω × U,E), pour tout (t, ξ, ζ) ∈ [0, T ] × Ω × U , DF,2f(t, ξ, ζ) existe et

DF,2f ∈ C0([0, T ]× Ω× U,L(E,E)),
et la condition forte sur l’intégrande :

(Fint) f0 ∈ C0([0, T ]× Ω× U,R), pour tout (t, ξ, ζ) ∈ [0, T ]× Ω× U , DF,2f
0(t, ξ, ζ) existe et

DF,2f
0 ∈ C0([0, T ]× Ω× U,E∗).

Remarquons que (Fcv) implique (Acv1) et (Acv2) et (Fint) implique (Aint1) et (Aint2).

Remarque 5.2.2. Avec (Acv1), on a

∀u ∈ NPC0
d([0, T ], U, (ιi)0≤i≤k+1) où (ιi)0≤i≤k+1 ∈ Sub([0, T ]),

[t 7→ DF,2f(t, x0(t), u(t))] ∈ NPC0
d([0, T ],L(E,E), (ιi)0≤i≤k+1).

}
(5.2.1)

En effet, soit u ∈ NPC0
d([0, T ], U, (ιi)0≤i≤k+1) ; puisque [(t, ζ) 7→ DF,2f(t, x0(t), ζ)] ∈ C0([0, T ] ×

U,L(E,E)) et u ∈ NPC0
d([0, T ], U, (ιi)0≤i≤k+1), on a, en utilisant la Proposition 1.2.5,

[t 7→ DF,2f(t, x0(t), u(t))] ∈ NPC0
d([0, T ],L(E,E), (ιi)0≤i≤k+1).

Notons que nous utilisons l’hypothèse [(t, ζ) 7→ DF,2f(t, x0(t), ζ)] ∈ C0([0, T ] × U,L(E,E)) pour
obtenir l’assertion (5.2.1).

Lorsque (x, u) est un processus admissible pour (B′) ou (M′), On considère la condition de qualifi-
cation suivante :

(QC, i)


Si (cα)i≤α≤m ∈ R1−i+m

+ , (dβ)1≤β≤q ∈ Rq satisfont
(∀α ∈ {1, ...,m}, cαgα(x(T )) = 0), et∑m

α=i cαDHg
α(x(T )) +

∑q
β=1 dβDHh

β(x(T )) = 0, alors

(∀α ∈ {i, ...,m}, cα = 0) et (∀β = 1, ..., q, dβ = 0)

quand i ∈ {0, 1}. Signalons que (QC, 0) est due à P. Michel (cf. [31]).
Commençons par définir le Hamiltonien de Pontryagin du problème de Bolza (B′).

Définition 5.2.3. Le Hamiltonien de Pontryagin du problème de Bolza (B′) est la fonction HB :
[0, T ]× Ω× U × E∗ × R→ R définie par, ∀(t, x, u, p, λ) ∈ [0, T ]× Ω× U × E∗ × R,

HB(t, x, u, p, λ) := λf0(t, x, u) + p · f(t, x, u).
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Dans le théorème suivant, nous énonçons un théorème du Principe du Maximum de Pontryagin
pour le problème de Bolza (B′).

Théorème 5.2.4. Lorsque (x0, u0) est une solution du problème (B′).
Partie (I) Sous (Acon1), (Acon2), (Acv1), (Acv2), (Aint1) et (Aint2), il existe
((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q) ∈ R1+m+q, appelé multiplicateur de Fritz John, et p ∈ PC1([0, T ], E∗), ap-
pelée fonction adjointe, qui vérifient les assertions suivantes :

(NN) ((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q) 6= 0.
(Si) Pour tout α ∈ {0, ...,m}, λα ≥ 0.
(S`) Pour tout α ∈ {1, ...,m}, λαgα(x0(T )) = 0.
(TC)

∑m
α=0 λαDHg

α(x0(T )) +
∑q

β=1 µβDHh
β(x0(T )) = p(T ).

(AE.B) dp(t) = −DF,2HB(t, x0(t), u0(t), p(t), λ0) pour tout t ∈ [0, T ].
(MP.B) Pour tout t ∈ [0, T ], pour tout ζ ∈ U ,

HB(t, x0(t), u0(t), p(t), λ0) ≥ HB(t, x0(t), ζ, p(t), λ0).
(CH.B) H̄B := [t 7→ HB(t, x0(t), u0(t), p(t), λ0)] ∈ C0([0, T ],R).

Partie (II) De plus, sous (Acon1), (Acon2), (Acv1), (Acv2), (Aint1) et (Aint2), si on suppose
que, pour tout (t, ξ, ζ) ∈ [0, T ] × Ω × U , les dérivées partielles par rapport à la première variable
∂1f

0(t, ξ, ζ) et ∂1f(t, ξ, ζ) existent et ∂1f
0 et ∂1f sont continues sur [0, T ] × Ω × U , alors H̄B ∈

PC1([0, T ],R) et, pour tout t ∈ [0, T ], dH̄B(t) = ∂1HB(t, x0(t), u0(t), p(t), λ0).
Partie (III) Si on suppose que (Acon1), (Acon2), (Acv1), (Acv2), (Aint1), (Aint2) et (QC,
1) sont vérifiées pour (x, u) = (x0, u0) alors, pour tout t ∈ [0, T ], (λ0, p(t)) 6= 0.
Partie (IV) Si on suppose que (Acon1), (Acon2), (Acv1), (Acv2), (Acv3), (Aint1), (Aint2)
et (QC, 1) sont vérifiées pour (x, u) = (x0, u0), il existe ((λ′α)0≤α≤m, (µ

′
β)1≤β≤q, p

′) ∈ R1+m ×Rq ×
PC1([0, T ], E∗) avec λ′0 = 1 qui vérifie les conclusions de la Partie (I).
Partie (V) Sous (Acon1), (Acon2), (Acv1), (Acv2), (Aint1), (Aint2) et (Alib), il existe
((λ′α)0≤α≤m, (µ

′
β)1≤β≤q, p

′) ∈ R1+m × Rq × PC1([0, T ], E∗) avec λ′0 = 1 qui vérifie les conclusions
de la Partie (I).
Si, en plus, on suppose que DG,3f

0(T, x0(T ), u0(T )) existe, le triplet
((λ′α)0≤α≤m, (µ

′
β)1≤β≤q, p

′) ∈ R1+m × Rq × PC1([0, T ], E∗) avec λ′0 = 1, qui vérifie les conclusions
de la Partie (I), est unique.

Expliquons nos abréviations : (NN) est une condition de non-nullité, (Si) est une condition de
signe, (S`) est une condition d’exclusion (appelée en anglais "slackness condition"), (TC) est la
condition de transversalité (appelée en anglais "tranversality condition"), (AE.B) est l’équation
adjointe (en anglais "adjoint equation"’), (MP.B) est le Principe du Maximum de Pontryagin (en
anglais "maximum principle") et (CH.B) est une condition de continuité sur le Hamiltonien de
Pontryagin.
Commentaires sur le Théorème 5.2.4 : Les principales contributions du Théorème 5.2.4 sont
les suivantes :

(•) Contrairement à A.D. Ioffe et V.M. Tikhomirov (cf. [25] p.133) et V. Alexeev, V.M.
Tikhomirov, et S.V. Fomine (cf. [1] p.316), E est de dimension infinie.

(•) Pour la Partie (I), en comparant à V. Alexeev, V.M. Tikhomirov, et S.V. Fomine (cf. [1]
p. 316), pour les contraintes terminales et la fonction de l’objectif terminal, on remplace l’hy-
pothèse de continue Fréchet-différentiabilité par l’hypothèse de Hadamard-différentiabilité en
x0(T ).

(•) Pour la Partie (I), pour le champ de vecteurs et la fonction intégrande, A.D. Ioffe et V.M.
Tikhomirov (cf. [25] p.133) et V. Alexeev, V.M. Tikhomirov, et S.V. Fomine (cf. [1]
p. 316) supposent la condition forte sur le champ de vecteurs (Fcv) et la condition forte sur
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l’intégrande (Fint). Comme souligné dans la Remarque 5.2.1, cette condition est plus forte
que nos conditions sur le champ de vecteurs et sur la fonction intégrande. Notons aussi que
l’on n’émet pas d’hypothèse de continuité sur la différentielle partielle seconde du champ de
vecteurs et de la fonction intégrande.

(•) Dans la Partie (III), en rajoutant une hypothèse sur le champ de vecteurs et (QC, 1), on
parvient à montrer l’existence d’unmultiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker i.e. un multiplicateur
de Fritz John avec λ0 = 1.

(•) Dans la Partie (IV), en rajoutant l’hypothèse (Alib), on parvient à démontrer l’existence
et l’unicité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker et de la fonction adjointe vérifiant la
Partie (I) du Théorème 5.2.4.

5.3 Énoncé d’un Principe du Maximum de Pontryagin pour le pro-
blème de Mayer

Dans cette section, nous allons énoncer un théorème du Principe du Maximum de Pontryagin
pour un problème de Mayer. Nous puisons nos hypothèses dans la liste des conditions de la section
précédente où évidemment les conditions (Aint1) et (Aint2) n’ont plus lieu d’être pour le problème
de Mayer.
Commençons par définir le Hamiltonien de Pontryagin du problème de Mayer (M′).

Définition 5.3.1. Le Hamiltonien de Pontryagin du problème de Mayer (M′) est la fonction HM :
[0, T ]× Ω× U × E∗ → R définie par, pour tout (t, x, u, p) ∈ [0, T ]× Ω× U × E∗, HM (t, x, u, p) :=
p · f(t, x, u).

Dans le théorème suivant, nous énonçons un théorème du Principe du Maximum de Pontryagin
pour le problème de Mayer (M′).

Théorème 5.3.2. Lorsque (x0, u0) est une solution du problème (M′).
Partie (I) Sous (Acon1), (Acon2), (Acv1) et (Acv2), il existe
((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q) ∈ R1+m+q, appelé multiplicateur de Fritz John, et p ∈ PC1([0, T ], E∗), ap-
pelée fonction adjointe, t.q. les assertions suivantes sont vérifiées :

(NN) ((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q) 6= 0.
(Si) Pour tout α ∈ {0, ...,m}, λα ≥ 0.
(S`) Pour tout α ∈ {1, ...,m}, λαgα(x0(T )) = 0.
(TC)

∑m
α=0 λαDHg

α(x0(T )) +
∑q

β=1 µβDHh
β(x0(T )) = p(T ).

(AE.M) dp(t) = −DF,2HM (t, x0(t), u0(t), p(t)) pour tout t ∈ [0, T ].
(MP.M) Pour tout t ∈ [0, T ], pour tout ζ ∈ U ,

HM (t, x0(t), u0(t), p(t)) ≥ HM (t, x0(t), ζ, p(t)).
(CH.M) H̄M := [t 7→ HM (t, x0(t), u0(t), p(t))] ∈ C0([0, T ],R).

Partie (II) Sous (Acon1), (Acon2), (Acv1) et (Acv2), si on suppose, en outre que, pour tout
(t, ξ, ζ) ∈ [0, T ]×Ω×U , la dérivée partielle par rapport à la première variable ∂1f(t, ξ, ζ) existe et ∂1f
est continue sur [0, T ]×Ω× U , alors on a H̄M ∈ PC1([0, T ],R) et, pour tout t ∈ [0, T ], dH̄M (t) =
∂1HM (t, x0(t), u0(t), p(t)).
Partie (III) Si, en plus, des conditions (Acon1), (Acon2), (Acv1) et (Acv2), on suppose que
(QC, 0) est vérifiée avec (x, u) = (x0, u0), alors p(t) 6= 0 pour tout t ∈ [0, T ].
Partie (IV) Si on suppose que (Acon1), (Acon2), (Acv1), (Acv2), (Acv3) et (QC, 0) sont
vérifiées pour (x, u) = (x0, u0), il existe ((λ′α)0≤α≤m, (µ

′
β)1≤β≤q, p

′) ∈ R1+m × Rq × PC1([0, T ], E∗)
avec λ′0 = 1 qui vérifie les conclusions de la Partie (I).
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Partie (V) Sous (Acon1), (Acon2), (Acv1), (Acv2) et (Alib), il existe un unique
((λ′α)0≤α≤m, (µ

′
β)1≤β≤q, p

′) ∈ R1+m × Rq × PC1([0, T ], E∗) avec λ′0 = 1 qui vérifie les conclusions
de la Partie (I) est unique.

Commentaire sur le Théorème 5.3.2 : Les principales contributions du Théorème 5.3.2 sont les
suivantes :

(•) Pour la Partie (I), comparé à P. Michel (cf. [31]), pour les contraintes terminales et la
fonction de l’objectif terminal, on remplace l’hypothèse de continue Fréchet-différentiabilité
par l’hypothèse de Hadamard-différentiabilité en x0(T ).

(•) Pour la Partie (I) P. Michel (cf. [31]) suppose la condition forte sur le champ de vecteurs
(Fcv). Comme souligné dans la Remarque 5.2.1, cette condition est plus forte que nos condi-
tions sur le champ de vecteurs. Notons aussi que l’on n’émet pas d’hypothèse de continuité
sur la différentielle partielle seconde du champ de vecteurs.

(•) Dans la Partie (III), en rajoutant une hypothèse sur le champ de vecteurs et (QC, 0), on
parvient à montrer l’existence d’unmultiplicateur de Karush-Kuhn-Tucker i.e. un multiplicateur
de Fritz John avec λ0 = 1.

(•) Dans la Partie (IV), en rajoutant l’hypothèse (Alib), on parvient à démontrer l’existence
et l’unicité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker et de la fonction adjointe vérifiant la
Partie (I) du Théorème 5.3.2.

(•) En utilisant le théorème de continuité de la solution PC1 non prolongeable par rapport
aux conditions initiales et à un paramètre, on démontre un théorème (omis dans [31]) de
continuité d’une solution PC1 non prolongeable par rapport à un paramètre nécessaire à
l’utilisation de la Règle des Multiplicateurs.

5.4 Preuve du Principe du Maximum de Pontryagin pour le pro-
blème de Mayer

5.4.1 Preuve de la Partie (I)

Pour faciliter la lecture de la preuve, nous proposons un plan composé de 6 étapes. Ces étapes
composeront les sous-sous-sections de cette sous-section.
Étape 1 : On commence par introduire l’ensemble des supports d’aiguilles. Un support d’aiguilles
est un N-uplet d’élément du produit cartésien de ]0, T [ et de U défini de telle sorte que ces éléments
dans ]0, T [ sont rangés dans l’ordre croissant (non nécessairement strictement croissant). On fixe un
support d’aiguilles pour les étapes 1-5, à partir de ce support d’aiguilles et d’un paramètre a ∈ RN+ ,
on construit N intervalles deux à deux disjoints dépendant de a (où a est le vecteur des largeurs des
aiguilles) et du support d’aiguilles. Ensuite, on définit une variation en aiguilles de u0. Une variation
en aiguilles de u0 est une fonction ua, dépendant d’un paramètre a et du support d’aiguilles, où sur
chaque i-ème intervalles, on remplace la valeur de u0 par le second élément du i-ème élément du
support d’aiguilles.
Étape 2 : À partir de la variation en aiguille ua de u0, on utilise une équation différentielle linéaire
non homogène dépendant du paramètre a (cette équation fut introduite par P. Michel). On dé-
montre que sa solution PC1 non prolongeable za est définie sur [0, T ]. Enfin, on démontre que la
fonction za dispose d’une propriété proche de la Fréchet-différentiabilité en 0.
Étape 3 : À partir de la variation en aiguille ua de u0, on introduit une équation différentielle
ordinaire dépendant aussi du paramètre a.
À l’aide du théorème de continuité d’une solution PC1 non prolongeable par rapport aux conditions
initiales et à un paramètre, on démontre que la solution PC1 non prolongeable xa est définie sur

CHAPITRE 5. CONTRÔLE OPTIMAL 151



5.4. PREUVE DU PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGIN POUR LE PROBLÈME DE
MAYER

[0, T ] et est continue par rapport au paramètre a.
Étape 4 : En utilisant les étapes 2 et 3, la solution PC1 non prolongeable xa dispose d’une propriété
proche de la Fréchet-différentiabilité en 0. Ensuite, on prouve que la fonction xa est la restriction
d’une fonction Fréchet-différentiable en 0.
Étape 5 : Grâce à xa, on construit un problème d’optimisation de dimension finie (les inconnues
sont les largeurs des aiguilles) avec un nombre fini de contraintes d’inégalité et d’égalité. En démon-
trant que 0 est solution de ce problème d’optimisation et en utilisant une Règle des Multiplicateurs
du chapitre 2, on parvient à construire un multiplicateur de Fritz John et la fonction adjointe dé-
pendant du support d’aiguilles fixé à l’étape 1.
Étape 6 : En utilisant la propriété de l’intersection finie des espaces compacts, on démontre que les
multiplicateurs de Fritz John et la fonction adjointe peuvent être rendus indépendants du support
d’aiguilles fixé à l’étape 1.

Étape 1

Soit N ∈ N∗ ; on introduit S = ((ti, vi))1≤i≤N où, pour tout i ∈ {1, ..., N}, ti ∈ [0, T ], vi ∈ U et
0 < t1 ≤ .... ≤ tN < T . On dit que S est un support d’aiguilles.
On note S = {S = ((ti, vi))1≤i≤N : N ∈ N∗, ∀i ∈ {1, ..., N}, ti ∈ [0, T ], vi ∈ U et 0 < t1 ≤ .... ≤ tN <
T}.
Dans la suite, on fixe le support d’aiguilles S ∈ S ; tous les résultats dépendront du choix de
ce S. Dans l’étape 6, nous démontrerons que les constructions précédentes peuvent être rendues
indépendantes du choix de S. Pour tout i ∈ {1, ..., N}, on définit

jS(i) = {j ∈ N : 1 ≤ j < i, tj = ti}.

À chaque a = (a1, ..., aN ) ∈ RN+ on associe la liste (bi)1≤i≤N définie par

bi = bi(S, a) =

{
0 si jS(i) = ∅∑

j∈jS(i) aj si jS(i) 6= ∅

et on note, pour tout i ∈ {1, ..., N},

Ii = Ii(S, a) = [ti + bi, ti + bi + ai[.

Lemme 5.4.1. Notons δ(S) = min{ ti+1 − ti : i ∈ {1, ..., N − 1}, ti < ti+1}.
Supposons que ‖a‖1 =

∑N
i=1 | ai |=

∑N
i=1 ai ≤ δ(S) ; alors on a

(i) ∀i ∈ {1, ..., N − 1}, sup Ii ≤ inf Ii+1

(ii) ∀i 6= j, Ii ∩ Ij = ∅.

Démonstration. (i) Soit i ∈ {1, ..., N − 1}. Raisonnons par disjonctions des cas.
Si ti+1 = ti alors

jS(i+ 1) = {j ∈ N : 1 ≤ j < i+ 1, tj = ti+1}
= {j ∈ N : 1 ≤ j ≤ i, tj = ti}
= {i} ∪ {j ∈ N : 1 ≤ j < i, tj = ti}
= {i} ∪ jS(i).

Puisque {i} ∩ jS(i) = ∅, on a

bi+1 =
∑

j∈jS(i+1)

aj =
∑

j∈{i}∪jS(i)

aj =
∑

j∈jS(i)

aj + ai = bi + ai,

Hasan YILMAZ 152



CHAPITRE 5. CONTRÔLE OPTIMAL

d’où ti + bi + ai = ti + bi+1, donc sup Ii = inf Ii+1.

Si ti+1 > ti, on a alors
∀j ∈ {1, ..., i}, tj ≤ ti < ti+1.

On a
{j ∈ N : 1 ≤ j < i+ 1, tj = ti+1} = ∅,

d’où bi+1 = 0.
Par conséquent, on a

bi + ai =
∑

j∈jS(i) aj + ai

≤
∑i

j=1 aj + ai
≤
∑N

j=1 aj
≤ δ(S) ≤ ti+1 − ti.

Ceci implique que
ti + bi + ai ≤ ti+1 + bi+1,

d’où
sup Ii ≤ inf Ii+1.

(ii) Soit i 6= j.
Montrons maintenant que Ii ∩ Ij = ∅.
Supposons, sans perte de généralité, que i < j.
D’après ce qui précède, on a

sup Ii ≤ inf Ii+1 ≤ sup Ii+1.... ≤ sup Ij−1 ≤ inf Ij .

Et puisque Ii = [ti + bi, ti + bi + ai[ et Ij = [tj + bj , tj + bj + aj [ , on a Ii ∩ Ij = ∅.

Puisque u0 ∈ NPC0
d([0, T ], U), il existe une famille finie (αj)0≤j≤r+1 ∈ Sub([0, T ]) t.q. u0 ∈

NPC0
d([0, T ], U ; (αi)0≤i≤r+1).

Pour chaque a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ , en utilisant le Lemme 5.4.1, on peut définir la fonction
ua : [0, T ]→ U en posant

ua(t) :=

{
u0(t) si t ∈ [0, T ] \ ∪Ni=1Ii
vi si t ∈ Ii (i ∈ {1, ..., N}).

La fonction ua est appelé une variation en aiguilles de u0. Notons que la variation en aiguille de u0

a été introduite pour la première fois par Boltyanskii, cf. [33] p.80.

Lemme 5.4.2. Pour tout a ∈ RN+ ∩B‖·‖1(0, δ(S)), il existe une subdivision (τai )0≤i≤ka+1

= (τi)0≤i≤k+1 de [0, T ] telle que {τi : i ∈ {0, ..., k + 1}} = {αi : 0 ≤ i ≤ r + 1} ∪ {ti + bi :
1 ≤ i ≤ N} ∪ {ti + bi + ai : 1 ≤ i ≤ N} et telle que l’application
ua = u(·, a) ∈ NPC0

d([0, T ], U ; (τi)0≤i≤k+1).

Démonstration. Soit a ∈ RN+ ∩B‖·‖1(0, δ(S)).
Posons A := {αi : 0 ≤ i ≤ r + 1} ∪ {ti + bi : 1 ≤ i ≤ N} ∪ {ti + bi + ai : 1 ≤ i ≤ N}.
Puisque A est un ensemble fini non vide, il existe k ∈ N t.q. card(A) = k + 1.
Posons τ0 = 0 et, ∀i ∈ {1, ..., k + 1}, τi = minA \ {τ0, ..., τi−1}.
Puisque pour chaque i ∈ {1, ..., k + 1}, on a A \ {τ0, ..., τi−1} strictement inclus dans [0, T ], on a
τ0 < τi. De plus, pour chaque (i, j) ∈ {1, ..., k} × {1, ..., k + 1} t.q. i < j, on a A \ {τ0, ..., τj−1}
inclus strictement dans A \ {τ0, ..., τi−1} donc τi < τj .
Par conséquent, (τi)0≤i≤k+1 ∈ Sub([0, T ]) t.q. {τi : 0 ≤ i ≤ k + 1} = A. Montrons que ua ∈
NPC0

d([0, T ], U ; (τi)0≤i≤k+1).
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— Soit i ∈ {0, ..., k} ; montrons que ua est continue sur [τi, τi+1[.
En effet, soit τi = αj avec j ∈ {0, ..., r + 1}.
Si τi+1 = αj+1, ua = u0 sur [αj , αj+1[, on a ua continue sur [τi, τi+1[.
Si τi+1 = tl+bl avec l ∈ {1, ..., N}, ua = u0 sur [αj , tl+bl[, donc ua est continue sur [τi, τi+1[.
Si τi+1 = tj+bj+aj avec j ∈ {1, ..., N}, puisque [τi, τi+1[⊂ Ij et ua est une fonction constante
sur Ij , ua est continue sur [τi, τi+1[.

Soit τi = tj + bj avec j ∈ {1, ..., N}.
Si τi+1 = αl avec l ∈ {0, ..., r+ 1}, puisque [τi, τi+1[⊂ Ij et ua est une fonction constante sur
Ij , ua est continue sur [τi, τi+1[.
Sinon τi+1 = tj + bj + aj , ua étant une fonction constante sur Ij , on obtient que ua est
continue sur [τi, τi+1[.

Soit τi = tj + bj + aj avec j ∈ {1, ..., N}.
Si τi+1 = αl avec l ∈ {0, ..., r + 1} alors ua = u0 sur [tj + bj + aj , αl[. Donc ua est continue
sur [τi, τi+1[.
Sinon τi+1 = tj+1 +bj+1, on a ua = u0 sur [tj+bj+aj , tj+1 +bj+1[, donc ua = u0 est continue
sur [τi, τi+1[.
Donc ua est continue sur [τi, τi+1[.

— Soit i ∈ {1, ..., k} ; si τi = αl avec l ∈ {0, ..., r + 1}, lim
t→τi
t<τi

ua(t) = lim
t→τi
t<τi

u0(t) = u0(τi−) existe

dans U .
Si τi = tj + bj avec j ∈ {1, ..., N}, lim

t→τi
t<τi

ua(t) = lim
t→τi
t<τi

u0(t) = u0(τi−) existe dans U .

Si τi = tj + bj + aj avec j ∈ {1, ..., N}, lim
t→τi
t<τi

ua(t) = vj existe dans U .

Donc lim
t→τi
t<τi

ua(t) = ua(τi−) existe dans U .

— De plus, lim
t→T
t<T

ua(t) = lim
t→T
t<T

u0(t) = u0(T ) = ua(T ).

Donc ua ∈ NPC0
d([0, T ], U ; (τi)0≤i≤k+1).

Lemme 5.4.3. Pour chaque i ∈ {0, ..., r}, considérons la fonction ui0 : [αi, αi+1]→ U , définie par,

ui0(t) :=

{
u0(t), si t ∈ [αi, αi+1[ ,

u0(αi+1−), si t = αi+1.
(5.4.1)

Alors M := (
⋃

0≤i≤r u
i
0([αi, αi+1])) ∪ {vi : 1 ≤ i ≤ N} est un ensemble compact de U .

Démonstration. Soit i ∈ {0, ..., r}.
Puisque u0 ∈ NPC0

d([0, T ], U ; (αi)0≤i≤r+1), on a ui0|[αi,αi+1[ ∈ C0([αi, αi+1[, U).
De plus, puisque

lim
t→αi+1

t∈[αi,αi+1]

ui0(t) = lim
t→αi+1

t∈[αi,αi+1[

u0(t) = u0(αi+1−) = ui0(αi+1),

on a ui0 ∈ C0([αi, αi+1], U).
Ainsi, puisque [αi, αi+1] est un compact de R, ui0([αi, αi+1]) est un compact.
Par conséquent, puisque {vi : 1 ≤ i ≤ N} est un compact comme ensemble fini,
M := (

⋃
0≤i≤r u

i
0([αi, αi+1])) ∪ {vi : 1 ≤ i ≤ N} est un compact comme réunion finie de compacts.
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Lemme 5.4.4. Pour chaque x ∈ C0([0, T ],Ω), considérons la fonction
∆x : [0, T ]× (B‖·‖1(0, δ(S))∩RN+ )→ E définie par, pour tout (t, a) ∈ [0, T ]× (B‖·‖1(0, δ(S))∩RN+ ),

∆x(t, a) := f(t, x(t), ua(t))− f(t, x(t), u0(t)).

Alors ∆x est bornée sur [0, T ]× (B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ ).

Démonstration. Puisque x ∈ C0([0, T ],Ω), on a [t 7→ (t, x(t))] ∈ C0([0, T ], [0, T ]× Ω).
Par conséquent, puisque [0, T ] est compact, Γ := {(t, x(t)) : t ∈ [0, T ]} est compact.
Ainsi, en utilisant le Lemme 5.4.3 et le théorème 4o, p.69 de [35], Γ×M est compact dans [0, T ]×
Ω× U . Ainsi, en utilisant (Acv1), on a

c := sup
(t,ξ,ζ)∈Γ×M

‖f(t, ξ, ζ)‖ < +∞. (5.4.2)

Soit a ∈ RN+ ∩B‖·‖1(0, δ(S)) et t ∈ [0, T ] ; montrons que

‖∆x(t, a)‖ ≤ 2c.

Raisonnons par disjonction des cas.
Si t ∈ Ii avec i ∈ {1, ..., N}, on a

‖∆x(t, a)‖ = ‖f(t, x(t), vi)− f(t, x(t), u0(t))‖
≤ ‖f(t, x(t), vi)‖+ ‖f(t, x(t), u0(t))‖.

Puisque (t, x(t), vi) ∈ Γ×M et (t, x(t), u0(t)) ∈ Γ×M , on a

‖∆x(t, a)‖ ≤ 2c.

Si t ∈ [0, T ] \ ∪Ni=1Ii, ‖∆x(t, a)‖ = 0 ≤ 2c.
Par conséquent, on obtient

∀(t, a) ∈ [0, T ]× (RN+ ∩B‖·‖1(0, δ(S))), ‖∆x(t, a)‖ ≤ 2c.

On considère l’équation différentielle linéaire homogène suivante

dy(t) = DF,2f(t, x0(t), u0(t)) · y(t). (5.4.3)

Avec (Acv1), en utilisant le Théorème 3.2.7, la résolvante de (5.4.3), R(·, ·) est bien définie sur
[0, T ]× [0, T ].

Étape 2

Considérons l’équation différentielle linéaire suivante, pour chaque a ∈ B(0, δ(S)) ∩ RN+ ,

dza(t) = DF,2f(t, x0(t), u0(t)) · za(t) + f(t, x0(t), ua(t))− f(t, x0(t), u0(t))
z(0) = 0.

}
(5.4.4)

Lemme 5.4.5. Pour chaque a ∈ B‖·‖1(0, δ(S))∩RN+ , la solution PC1 non prolongeable za = z(·, a)
de (5.4.4) est définie sur [0, T ] tout entier.
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Démonstration. Soit a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ .
Puisque u0 ∈ NPC0

d([0, T ], U, (αj)0≤j≤r+1), on a, en utilisant (Acv1),

[t 7→ DF,2f(t, x0(t), u0(t))] ∈ NPC0
d([0, T ],L(E,E), (αj)0≤j≤r+1).

De plus, puisque u0 ∈ NPC0
d([0, T ], U, (αj)0≤j≤r+1) et ua ∈ NPC0

d([0, T ], U, (τai )0≤i≤k+1) et avec
(Acv1), on a, en utilisant la Proposition 1.2.4 et la Proposition 1.2.2,

[t 7→ f(t, x0(t), u0(t))] ∈ NPC0
d([0, T ], E, (αj)0≤j≤r+1)

et
[t 7→ f(t, x0(t), ua(t))] ∈ NPC0

d([0, T ], E, (τai )0≤i≤k+1).

Par conséquent, puisque {αj : 0 ≤ j ≤ r + 1} ⊂ {τai : 0 ≤ i ≤ k + 1}, on a

[t 7→ f(t, x0(t), u0(t))] ∈ NPC0
d([0, T ], E, (τai )0≤i≤k+1)

et
[t 7→ DF,2f(t, x0(t), u0(t))] ∈ NPC0

d([0, T ],L(E,E), (τai )0≤i≤k+1)]. (5.4.5)

Ainsi, en utilisant la Proposition 1.1.7, on a

∆x0(·, a) := [t 7→ f(t, x0(t), ua(t))− f(t, x0(t), u0(t))]
∈ NPC0

d([0, T ], E, (τai )0≤i≤k+1).

}
(5.4.6)

En utilisant (5.4.5) et (5.4.6) et le Théorème 3.2.5, on obtient que za = z(·, a) est définie sur [0,T]
tout entier.

Lemme 5.4.6. Soit (A, ‖ · ‖A) un espace vectoriel normé réel.
Soit d ∈ N∗. Soit B0 un voisinage de 0 dans Rd. Soit Φ : B0 ∩ Rd+ → A. On suppose qu’il existe
L ∈ L(Rd,A), et pour tout i ∈ {1, ..., d}, qu’il existe une fonction φi : B0 ∩ Rd+ → A vérifiant
lim
ξ→0

φi(ξ) = 0, telles que, pour tout ξ ∈ B0 ∩ Rd+

Φ(ξ) = Φ(0) + L · ξ +

d∑
i=1

ξiφi(ξ).

Alors, il existe % : B0 ∩ Rd+ → A vérifiant lim
ξ→0

%(ξ) = 0, telles que, pour tout ξ ∈ B0 ∩ Rd+

Φ(ξ) = Φ(0) + L · ξ + ‖ξ‖1%(ξ).

Démonstration. Considérons la fonction % : B0 ∩ Rd+ → A en posant

%(ξ) :=

{
0 si ξ = 0,

1
‖ξ‖1

∑d
i=1 ξiφi(ξ) si ξ 6= 0.

Pour chaque ξ 6= 0, on a les majorations suivantes

‖%(ξ)‖A = ‖ 1
‖ξ‖1

∑d
i=1 ξiφi(ξ)‖A

= 1
‖ξ‖1 ‖

∑d
i=1 ξiφi(ξ)‖A

≤ 1
‖ξ‖1

∑d
i=1 ‖ξiφi(ξ)‖A

= 1
‖ξ‖1

∑d
i=1 |ξi|‖φi(ξ)‖A

≤ 1
‖ξ‖1

∑d
i=1 ‖ξ‖1‖φi(ξ)‖A

=
∑d

i=1 ‖φi(ξ)‖A.
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Sachant que, pour tout i ∈ {1, ..., d}, lim
ξ→0

φi(ξ) = 0, on obtient que

lim
ξ→0

d∑
i=1

‖φi(ξ)‖A = 0.

Par conséquent, en utilisant le théorème des gendarmes, on obtient que lim
ξ→0
ξ 6=0

%(ξ) = 0. Ainsi, puisque

%(0) = 0, on obtient que lim
ξ→0

%(ξ) = 0. De plus, on a, pour tout ξ ∈ B0 ∩ Rd+,

Φ(ξ) = Φ(0) + L · ξ + ‖ξ‖1%(ξ).

Lemme 5.4.7. Considérons la fonction linéaire continue L : RN → E, définie par, pour tout a ∈
RN , L·a :=

∑N
i=1 aiR(T, ti)·[f(ti, x0(ti), vi)−f(ti, x0(ti), u0(ti))]. Alors il existe %1 : B‖·‖1(0, δ(S))∩

RN+ → E vérifiant lim
a→0

%1(a) = 0, telle que, pour tout a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+

z(T, a) = z(T, 0) + L · a+ ‖a‖1%1(a).

Démonstration. Pour tout (t, a) ∈ [0, T ]× (B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ ),

∆x0(t, a) := ∆(t, a) :=

{
0 si t ∈ [0, T ] \ ∪1≤i≤NIi
f(t, x0(t), vi)− f(t, x0(t), u0(t)) si t ∈ Ii, i ∈ {1, ..., N}.

Fixons a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ .
Avec (5.4.5) et (5.4.6), en utilisant le Théorème 3.2.10, on a

∀t ∈ [0, T ], z(t, a) = R(t, 0) · 0 +

∫ t

0
R(t, s) ·∆(s, a)ds,

d’où
z(T, a) =

∫ T
0 R(T, s) ·∆(s, a)ds

=
∫

[0,T ]\∪1≤i≤N Ii R(T, s) ·∆(s, a)ds+
∫
∪1≤i≤N Ii R(T, s) ·∆(s, a)ds

=
∫
∪1≤i≤N Ii R(T, s) ·∆(s, a)ds.

Puisque les Ii sont deux à deux disjoints, on a

z(T, a) =
N∑
i=1

∫
Ii

R(T, s) · [f(s, x0(s), vi)− f(s, x0(s), u0(s))]ds.

De plus, puisque u(·, 0) = u0, on a ∆(·, 0) = 0.
Par conséquent, la fonction nulle est solution PC1 du problème (5.4.4) sur [0, T ], donc z(·, 0) = 0.
Ainsi on a z(T, 0) = 0.
Par conséquent, on obtient

z(T, a)− z(T, 0)− L · a
= z(T, a)− z(T, 0)−

∑N
i=1 aiR(T, ti) · [f(ti, x0(ti), vi)− f(ti, x0(ti), u0(ti))]

=
∑N

i=1

∫
Ii
R(T, s) ·∆(s, a)ds−

∑N
i=1

∫
Ii
R(T, ti) ·∆(ti)ds

=
∑N

i=1

∫ ti+bi+ai
ti+bi

[R(T, s) ·∆(s, a)−R(T, ti) ·∆(ti)]ds

=
∑N

i=1 aiφi(a),
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où, pour tout i ∈ {1, ..., N},

φi(a) :=

{
0 si ai = 0
1
ai

∫ ti+bi+ai
ti+bi

[R(T, s) ·∆(s, a)−R(T, ti) ·∆(ti)]ds si ai 6= 0.

Soit i ∈ {1, ..., N}. Soit a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ t.q. ai 6= 0.
Puisque [s 7→ R(T, s) ·∆(s, a)] est Riemann-intégrable sur [0, T ], on a
[s 7→ R(T, s) ·∆(s, a)−R(T, ti) ·∆(ti)] est Riemann-intégrable sur [0, T ].
Ainsi, en utilisant le théorème I, p.230 de [35], on obtient que
ψ1
i (·, a) := [s 7→ R(T, ti + bi + s) ·∆(ti + bi + s, a)−R(T, ti) ·∆(ti)] est Riemann-intégrable sur

[0, ai] et

φi(a) =
1

ai

∫ ai

0
(R(T, ti + bi + s) ·∆(ti + bi + s, a)−R(T, ti) ·∆(ti)) ds.

Puisque ψ1
i (·, a) est Riemann-intégrable sur [0, ai] et ai > 0, en utilisant le théorème II, p.231 de

[35], on obtient que la fonction ψi(·, a) = [s 7→ ψ1
i (ais, a)] est Riemann-intégrable sur [0, 1] et

∀a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ t.q. ai 6= 0, et

φi(a) =

∫ 1

0
ψi(s, a)ds =

∫ 1

0
(R(T, ti + bi + sai) ·∆(ti + bi + sai, a)−R(T, ti) ·∆(ti))ds.

Puisque ψi(·, a) est Riemann-intégrable sur [0, 1], on a ‖ψi(·, a)‖ : [s 7→ ‖ψi(s, a)‖] est Riemann-
intégrable sur [0, 1].
En utilisant le théorème de Lebesgue 5.3.5 de [8], on a
‖ψi(·, a)‖ ∈ L1(([0, 1],B([0, 1])), l1;R) et∫ 1

0
‖ψi(·, a)‖(s)ds =

∫
[0,1]
‖ψi(·, a)‖(s) dl1(s).

Soit s ∈ [0, 1] ; puisque x0 est continue au point ti et u0 est continue à droite de ti, on a

lim
a→0

x0(ti + bi + sai) = x0(ti) et lim
a→0

u0(ti + bi + sai) = u0(ti).

Par conséquent, en utilisant (Acv1), on a

lim
a→0

∆(ti + bi + sai, a) = ∆(ti).

Par ailleurs, en utilisant le Théorème 3.2.9 (iii), on a

lim
a→0

R(T, ti + bi + sai) = R(T, ti).

Par conséquent, on obtient

lim
a→0

R(T, ti + bi + sai) ·∆(ti + bi + sai, a) = R(T, ti) ·∆(ti).

Donc, finalement, on a
lim
a→0
‖ψi(s, a)‖ = 0.

En utilisant le Lemme 5.4.4, on a

∃C1 > 0, ∀(t, a) ∈ [0, T ]× (RN+ ∩B‖·‖1(0, δ(S))), ‖∆(t, a)‖ ≤ C1. (5.4.7)
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De plus, puisque [0, T ] est un compact, avec le Théorème 3.2.9 (iii), on a

∃C2 > 0, ∀(t, s) ∈ [0, T ]× [0, T ], ‖R(t, s)‖L ≤ C2. (5.4.8)

Soit s ∈ [0, 1] et a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ t.q. ai 6= 0 ; notons que

‖ψi(s, a)‖ = ‖R(T, ti + bi + sai) ·∆(ti + bi + sai, a)−R(T, ti) ·∆(ti)‖
≤ ‖R(T, ti + bi + sai) ·∆(ti + bi + sai, a)‖+ ‖R(T, ti) ·∆(ti)‖
≤ ‖R(T, ti + bi + sai)‖L‖∆(ti + bi + sai, a)‖+ ‖R(T, ti)‖L‖∆(ti)‖
≤ 2C2C1.

Puisque [s 7→ 2C2C1] ∈ L1(([0, 1],B([0, 1])), l1;R), en utilisant le théorème 6.3.3, p. 105 de [38], on
a

lim
a→0

∫ 1

0
‖ψi(s, a)‖dl1(s) = 0.

Puisque, pour chaque a ∈ RN+ ∩B‖·‖1(0, δ(S)), on a

‖φi(a)‖ ≤ lim
a→0

∫ 1

0
‖ψi(s, a)‖dl1(s),

et, en utilisant le théorème de comparaison des limites, on a

lim
a→0

φi(a) = 0.

Ainsi, en utilisant le Lemme 5.4.6, il existe %1 : B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ → E vérifiant lim
a→0

%1(a) = 0,

telle que, pour tout a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ ,

z(T, a) = z(T, 0) + L · a+ ‖a‖1%1(a).

Donc la preuve est complète.

Lemme 5.4.8. Pour chaque x ∈ C0([0, T ],Ω) il existe kx1 ∈ R+ t.q. pour tout a ∈ RN+∩B‖·‖1(0, δ(S)),∫ T

0
‖f(t, x(t), ua(t))− f(t, x(t), u0(t))‖dt ≤ kx1‖a‖1.

Démonstration. En utilisant le Lemme 5.4.4, on a

∃C1 ∈ R+, ∀(t, a) ∈ [0, T ]× (RN+ ∩B‖·‖1(0, δ(S))), ‖∆x(t, a)‖ ≤ C1.

Posons kx1 = C1.
Soit a ∈ RN+ ∩B‖·‖1(0, δ(S)) ; notons que∫ T

0 ‖f(t, x(t), ua(t))− f(t, x(t), u0(t))‖dt
=
∫ T

0 ‖∆
x(t, a)‖dt

=
∫

[0,T ]\∪Ni=1Ii
‖∆x(t, a)‖dt+

∫
∪Ni=1Ii

‖∆x(t, a)‖dt
=
∫
∪Ni=1Ii

‖∆x(t, a)‖dt
=
∑N

i=1

∫ ti+bi+ai
ti+bi

‖∆x(t, a)‖dt
≤
∑N

i=1

∫ ti+bi+ai
ti+bi

C1dt

=
∑N

i=1 aiC1 = C1‖a‖1.

Ceci démontre le lemme.
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Étape 3

Lemme 5.4.9. Pour chaque a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ , considérons le problème de Cauchy

(Ca) :=

{
dx(t) = f(t, x(t), u(t, a))

x(0) = ξ0.

Alors, il existe k2 ∈ R+, il existe ρ > 0 t.q. ρ ≤ δ(S) tels que
(i) ∀a ∈ B‖·‖1(0, ρ)∩RN+ , la solution PC1 non prolongeable du problème de Cauchy (Ca), notée

x(·, a) = xa, est définie sur [0, T ].
(ii) [a 7→ x(·, a)] ∈ C0(B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ , C0([0, T ],Ω)).

(iii) ∀a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ , ∀t ∈ [0, T ], ‖x(t, a)− x0(t)‖ ≤ k2‖a‖.

Démonstration. Considérons la fonction f̃ : [0, T ]× Ω× (B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ )→ E définie par

∀(t, ξ, a) ∈ [0, T ]× Ω× (B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ ), f̃(t, ξ, a) = f(t, ξ, ua(t)).

Pour démontrer (i), (ii) et (iii), il suffit de montrer que f̃ vérifie les hypothèses (P1), (P2), (P3) et
(P4) du Théorème 3.3.7.
Avec (Acv1), sachant que (∀a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ , ua([0, T ]) ⊂ U), on a

∀(t, ξ, a) ∈ [0, T ]× Ω× (B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ ), DG,2f̃(t, ξ, a) = DG,2f(t, ξ, ua(t)). (5.4.9)

Par conséquent, (P2) est vérifiée.
Soit a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ ; avec (Acv1), en utilisant le Lemme 5.4.2, on obtient que f̃(·, ·, a)

vérifie (H1) avec disc1(f̃(·, ·, a)) = {τai : 0 ≤ i ≤ ka + 1}.
Par conséquent, (P1) est vérifiée.
Soit K ⊂ Ω un compact.
L’ensemble M du Lemme 5.4.3 est un compact t.q. M ⊂ U .
De plus, ∀t ∈ [0, T ], ∀a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ , ua(t) ∈M .
Par conséquent, puisque K×M est un compact t.q. K×M ⊂ Ω×U , avec (Acv2) et (5.4.9), on a

∃M > 0, ∀(t, ξ, a) ∈ [0, T ]×K × (B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ ), ‖DG,2f̃(t, ξ, a)‖L ≤M. (5.4.10)

Ceci démontre (P3).
Reste à démontrer (P4).
Soit x ∈ C0([0, T ],Ω) et â ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ .

Si â = 0, en utilisant le Lemme 5.4.8, il existe kx1 ∈ R+ t.q., ∀a ∈ RN+ ∩B‖·‖1(0, δ(S)),∫ T

0
‖f(t, x(t), ua(t))− f(t, x(t), u0(t))‖dt ≤ kx1‖a‖1.

Par conséquent, on obtient

lim
a→0

∫ T
0 ‖f̃(t, x(t), a)− f̃(t, x(t), 0)‖dt

= lim
a→0

∫ T
0 ‖f(t, x(t), ua(t))− f(t, x(t), u0(t))‖dt = 0.

Si â 6= 0, considérons (an)n∈N une suite à valeurs dans B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ qui converge vers â.
Notons que, ∀a ∈ RN+ ∩B‖·‖1(0, δ(S)),

f(t, x(t), ua(t)) = 1[0,t1[f(t, x(t), u0(t))+∑N
i=1 1[ti+bi(a),ti+bi(a)+ai[f(t, x(t), vi)+∑N−1
i=1 1[ti+bi(a)+ai,ti+1+bi+1(a)[f(t, x(t), u0(t))

+1[tN+bN (a)+aN ,T ]f(t, x(t), u0(t)).

 (5.4.11)
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Par ailleurs, notons que

lim
n→+∞

1[ti+bi(an),ti+bi(an)+ani [(t) = 1[ti+bi(â),ti+bi(â)+âi[(t), m1-p.p. t ∈ [0, T ],

lim
n→+∞

1[ti+bi(an)+ani ,ti+1+bi+1(an)[(t) = 1[ti+bi(â)+âi,ti+1+bi+1(â)[(t), m1-p.p. t ∈ [0, T ],

lim
n→+∞

1[tN+bN (an)+anN ,T ](t) = 1[tN+bN (â)+âN ,T ](t)m1-p.p. t ∈ [0, T ].

Puisque une réunion finie d’ensembles m1-négligeables est un ensemble m1-négligeable, en utilisant
(5.4.11), on obtient

lim
n→+∞

‖f(t, x(t), uan(t))− f(t, x(t), uâ(t))‖ = 0, m1 − p.p. t ∈ [0, T ]. (5.4.12)

De plus, pour chaque n ∈ N, uan ∈ NPC0
d([0, T ], U, (τa

n

i )0≤i≤kan+1),
uâ ∈ NPC0

d([0, T ], U, (τ âi )0≤i≤kâ+1), alors avec (Acv1), en utilisant la Proposition 1.2.4 et la Pro-
position 1.2.2, on a

[t 7→ f(t, x(t), uan(t))] ∈ NPC0
d([0, T ], E, (τa

n

i )0≤i≤kan+1)

et
[t 7→ f(t, x(t), uâ(t))] ∈ NPC0

d([0, T ], E, (τ âi )0≤i≤kâ+1).

Par conséquent, en utilisant la Proposition 1.1.5, on a

[t 7→ f(t, x(t), uan(t))] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (E,B(E)))

et
[t 7→ f(t, x(t), uâ(t))] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (E,B(E))).

Ainsi, on obtient

[t 7→ f(t, x(t), uan(t))− f(t, x(t), uâ(t))] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (E,B(E))). (5.4.13)

Puisque ‖ · ‖ ∈ C0(E,R), on a ‖ · ‖ ∈ L0((E,B(E)), (R,B(R))).
Par conséquent, en utilisant (5.4.13) et la composition des fonctions mesurables, on a

[t 7→ ‖f(t, x(t), uan(t))− f(t, x(t), uâ(t))‖] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (R,B(R))). (5.4.14)

En utilisant le Lemme 5.4.4, on a

∃C1 > 0, ∀(t, a) ∈ [0, T ]× (B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ ), ‖∆x(t, a)‖ ≤ C1.

Soit t ∈ [0, T ] et n ∈ N ; alors on a

‖f(t, x(t), uan(t))− f(t, x(t), uâ(t))‖
= ‖f(t, x(t), uan(t))− f(t, x(t), u0(t)) + f(t, x(t), u0(t))− f(t, x(t), uâ(t))‖
≤ ‖f(t, x(t), uan(t))− f(t, x(t), u0(t))‖+ ‖f(t, x(t), u0(t))− f(t, x(t), uâ(t))‖
= ‖∆x(t, an)‖+ ‖∆x(t, â)‖
≤ 2C1.

Puisque la fonction constante égale à 2C1 est m1-intégrable sur [0, T ], en utilisant le théorème de
convergence dominée de Lebesgue, on obtient que

lim
n→+∞

∫ T

0
‖f(t, x(t), uan(t))− f(t, x(t), uâ(t))‖dt = 0.
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Par conséquent, on a

lim
n→+∞

∫ T

0
‖f̃(t, x(t), an)− f̃(t, x(t), â)‖dt = 0. (5.4.15)

Ainsi, en utilisant la caractérisation séquentielle de la continuité, (P4) est vérifiée. Par conséquent,
puisque x0 est une solution PC1 du problème de Cauchy (C0) sur [0, T ], en utilisant le Théorème
3.3.7, on a : ∃ρ ∈]0, δ(S)[ t.q. ∀a ∈ B(0, ρ) ∩ RN+ , la solution PC1 non prolongeable x(·, a) = xa du
problème de Cauchy (Ca) est définie sur [0, T ] tout entier.
Ceci démontre (i).
Ensuite, [a 7→ x(·, a)] est continue sur B(0, ρ) ∩ RN+ dans C0([0, T ],Ω) ce qui démontre (ii).
De plus, en utilisant le Lemme 3.3.8, on a

∃L > 0, ∃r > 0 t.q. ∀t ∈ [0, T ],∀ξ1, ξ2 ∈ B(x0(t), r) ⊂ Ω,

∀a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ , ‖f(t, ξ1, ua(t))− f(t, ξ2, ua(t))‖ ≤ L‖ξ1 − ξ2‖.

}
(5.4.16)

Par ailleurs, pour chaque a ∈ B(0, ρ) ∩ RN+ , on a

‖x(·, a)− x0‖∞ ≤ exp(LT )
∫ T

0 ‖f̃(s, x0(s), a)− f̃(s, x0(s), 0)‖ds.

En utilisant le Lemme 5.4.8, on a∫ T
0 ‖f̃(s, x0(s), a)− f̃(s, x0(s), 0)‖ds

=
∫ T

0 ‖f(s, x0(s), ua(s))− f(s, x0(s), u0(s))‖ds ≤ kx01 ‖a‖1.

Par conséquent, en posant k2 := kx01 exp(LT ), on a

‖x(·, a)− x0‖∞ ≤ k2‖a‖1.

Étape 4

Théorème 5.4.10. Il existe % : B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ → E vérifiant lim
a→0

%(a) = 0, telle que, pour tout

a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ ,
x(T, a) = x(T, 0) + L · a+ ‖a‖1%(a),

où L est la fonction linéaire continue définie dans le Lemme 5.4.7.

Démonstration. Posons : ∀t ∈ [0, T ], ∀a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ ,

ya(t) = (xa(t)− za(t))− (x0(t)− z0(t)).

Puisque, ∀t ∈ [0, T ], z0(t) = 0, on a : ∀t ∈ [0, T ], ∀a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ ,

ya(t) = xa(t)− za(t)− x0(t).

Posons : ∀t ∈ [0, T ], ∀a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ ,

γa(t) := dya(t)−DF,2f(t, x0(t), u0(t)) · ya(t).
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Si t ∈ [0, T ] et si a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ , on a

γa(t) = d[xa − za − x0](t)−DF,2f(t, x0(t), u0(t)) · (xa(t)− za(t)− x0(t))
= dxa(t)− dza(t)− dx0(t)−DF,2f(t, x0(t), u0(t)) · (xa(t)− za(t)− x0(t))
= f(t, xa(t), ua(t))−DF,2f(t, x0(t), u0(t)) · za(t)− f(t, x0(t), ua(t))
+f(t, x0(t), u0(t))− f(t, x0(t), u0(t)) +DF,2f(t, x0(t), u0(t)) · za(t)
−DF,2f(t, x0(t), u0(t)) · (xa(t)− x0(t))
= f(t, xa(t), ua(t))− f(t, x0(t), ua(t))−DF,2f(t, x0(t), u0(t)) · (xa(t)− x0(t))
= f(t, xa(t), ua(t))− f(t, x0(t), ua(t))−DF,2f(t, x0(t), ua(t)) · (xa(t)− x0(t))
+DF,2f(t, x0(t), ua(t)) · (xa(t)− x0(t))−DF,2f(t, x0(t), u0(t)) · (xa(t)− x0(t)).

Considérons la fonction θ : Ω× [0, T ]× U → E définie par

θ(ξ, t, ζ) =


0 si ξ = x0(t)

1
‖ξ−x0(t)‖(f(t, ξ, ζ)− f(t, x0(t), ζ)

−DF,2f(t, x0(t), ζ) · (ξ − x0(t))) si ξ 6= x0(t).

Pour chaque (t, ζ) ∈ [0, T ]×U , la fonction f(t, ·, ζ) étant Fréchet-différentiable au point x0(t), on a

∀(t, ζ) ∈ [0, T ]× U, lim
ξ→0

θ(ξ, t, ζ) = 0. (5.4.17)

Posons : ∀t ∈ [0, T ], ∀a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ ,

ε1(t, a) = θ(xa(t), t, ua(t)) et ε2(t, a) = DF,2f(t, x0(t), ua(t))−DF,2f(t, x0(t), u0(t)).

Par conséquent, remarquons que

∀(t, a) ∈ [0, T ]× (B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ ),

γa(t) = ‖xa(t)− x0(t)‖ε1(t, a) + ε2(t, a) · (xa(t)− x0(t)).

}
Ainsi,

∀(t, a) ∈ [0, T ]× (B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ ),

‖γa(t)‖ ≤ ‖xa(t)− x0(t)‖‖ε1(t, a)‖+ ‖ε2(t, a)‖L‖xa(t)− x0(t)‖.

}
(5.4.18)

Soit a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ ; puisque [t 7→ xa(t)− x0(t)] ∈ C0([0, T ],Ω), on a

[t 7→ xa(t)− x0(t)] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (E,B(E))). (5.4.19)

Par conséquent, on obtient

1{xa 6=x0} ∈ L
0(([0, T ],B([0, T ])), (R,B(R)).

De plus, puisque ‖ · ‖ ∈ C0(E,R), on a

[t 7→ ‖xa(t)− x0(t)‖] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (R,B(R))). (5.4.20)

Puisque u0 ∈ NPC0
d([0, T ], U ; (αi)0≤i≤r+1), ua ∈ NPC0

d([0, T ], U ; (τi)0≤i≤k+1), xa ∈ C0([0, T ],Ω),
x0 ∈ C0([0, T ],Ω) et avec (Acv1), en utilisant les Propositions 1.2.2 et 1.2.4, on a

[t 7→ f(t, xa(t), ua(t))] ∈ NPC0
d([0, T ], E; (αi)0≤i≤r+1)

et
[t 7→ f(t, x0(t), ua(t))] ∈ NPC0

d([0, T ], E; (τi)0≤i≤k+1).
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De plus, avec (Acv1), on a

[t 7→ DF,2f(t, x0(t), ua(t))] ∈ NPC0
d([0, T ],L(E,E); (τi)0≤i≤k+1). (5.4.21)

Par conséquent, puisque la fonction Q : L(E,E) × E → E, définie par Q(l, ξ) = l · ξ, est continue
sur L(E,E)× E et en utilisant les propriétés des fonctions mesurables, on a

[t 7→ DF,2f(t, x0(t), ua(t)) · (xa(t)− x0(t))] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (E,B(E)).

En utilisant la Proposition 1.1.5 et les propriétés des fonctions mesurables, on a

∀a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+
‖ε1(·, a)‖ := [t 7→ ‖ε1(t, a)‖] ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (B(R+),R+)).

}
(5.4.22)

En utilisant (5.4.16), on a

∃L > 0, ∃r > 0 t.q. ∀t ∈ [0, T ], ∀ξ1, ξ2 ∈ B(x0(t), r) ⊂ Ω,

∀a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ , ‖f(t, ξ1, ua(t))− f(t, ξ2, ua(t))‖ ≤ L‖ξ1 − ξ2‖

}
(5.4.23)

et puisque x0([0, T ]) ⊂ Ω est un compact, on a, en utilisant (5.4.10),

∃M > 0, ∀t ∈ [0, T ],∀a ∈ B‖·‖1(0, δ(S)) ∩ RN+ , ‖DF,2f(t, x0(t), ua(t))‖L ≤M. (5.4.24)

Posons r1 := min{ rk2 , ρ} > 0.

Soit t ∈ [0, T ] et a ∈ B‖·‖1(0, r1) ∩ RN+ ; en utilisant l’assertion (iii) du Lemme 5.4.9, on a

‖xa(t)− x0(t)‖ ≤ k2‖a‖1 ≤ k2
r

k2
= r.

Par conséquent, en utilisant l’assertion (5.4.23), on a

‖f(t, xa(t), ua(t))− f(t, x0(t), ua(t))‖ ≤ L‖xa(t)− x0(t)‖.

D’où, si xa(t) 6= x0(t), on a

‖ε1(t, a)‖ = ‖ 1
‖xa(t)−x0(t)‖(f(t, xa(t), ua(t))− f(t, x0(t), u0(t))

−DF,2f(t, x0(t), ua(t)) · (xa(t)− x0(t)))‖
≤ 1
‖xa(t)−x0(t)‖‖f(t, xa(t), ua(t))− f(t, x0(t), u0(t))‖

+ 1
‖xa(t)−x0(t)‖‖DF,2f(t, x0(t), ua(t)) · (xa(t)− x0(t))‖
≤ 1
‖xa(t)−x0(t)‖L‖xa(t)− x0(t)‖+ ‖xa(t)−x0(t)‖

‖xa(t)−x0(t)‖‖DF,2f(t, x0(t), ua(t))‖L
≤ L+M.

De plus, si xa(t) = x0(t), on a
‖ε1(t, a)‖ ≤ L+M.

Par conséquent, on a

∀(t, a) ∈ [0, T ]× (B‖·‖1(0, r1) ∩ RN+ ), ‖ε1(t, a)‖ ≤ L+M. (5.4.25)

Si (t, a) ∈ [0, T ]× (B‖·‖1(0, r1) ∩ RN+ ), alors on a

‖ε1(t, a)‖ = ‖θ(xa(t), t, ua(t))‖
= ‖1[0,t1[θ(xa(t), t, u0(t)) +

∑N
i=1 1[ti+bi(a),ti+bi(a)+ai[θ(xa(t), t, vi)+∑N−1

i=1 1[ti+bi(a)+ai,ti+1+bi+1(a)[θ(xa(t), t, u0(t)) + 1[tN+bN (a)+aN ,T ]θ(xa(t), t, u0(t))‖.
≤ ‖θ(xa(t), t, u0(t))‖+

∑N
i=1 ‖θ(xa(t), t, vi)‖+

∑N−1
i=1 ‖θ(xa(t), t, u0(t))‖+

‖θ(xa(t), t, u0(t))‖
= (N + 1)‖θ(xa(t), t, u0(t))‖+

∑N
i=1 ‖θ(xa(t), t, vi)‖.
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Puisque lim
a→0

xa(t) = x0(t), en utilisant (5.4.17) et le théorème de composition des limites (p.39 de

[35]), on obtient

lim
a→0

θ(xa(t), t, u0(t)) = 0 et, ∀i ∈ {1, ..., N}, lim
a→0

θ(xa(t), t, vi) = 0.

Ceci implique que

lim
a→0

[(N + 1)‖θ(xa(t), t, u0(t))‖+
N∑
i=1

‖θ(xa(t), t, vi)‖] = 0.

Par conséquent, en utilisant le théorème de conservation des inégalités larges par passage à la limite,
on a

lim
a→0
‖ε1(t, a)‖ = 0. (5.4.26)

Ainsi, en utilisant les assertions (5.4.22), (5.4.25) et (5.4.26) et le théorème 6.3.3 de [38] (p.105), on
a

lim
a→0

∫
[0,T ]
‖ε1(t, a)‖ dm1(t) = lim

a→0

∫ T

0
‖ε1(t, a)‖ dt = 0. (5.4.27)

Si a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ , on a∫ T
0 ‖ε2(t, a)‖Ldt =

∫
∪Ni=1Ii

‖ε2(t, a)‖Ldt+
∫

[0,T ]\∪Ni=1Ii
‖ε2(t, a)‖Ldt

=
∫
∪Ni=1Ii

‖ε2(t, a)‖Ldt
=
∑N

i=1

∫ ti+bi+ai
ti+bi

‖DF,2f(t, x0(t), ua(t))−DF,2f(t, x0(t), u0(t))‖Ldt
≤
∑N

i=1

∫ ti+bi+ai
ti+bi

2Mdt

= 2M‖a‖1.

Par conséquent, on obtient

lim
a→0

∫ T

0
‖ε2(t, a)‖Ldt = 0. (5.4.28)

Par construction, pour chaque a ∈ B‖·‖1(0, ρ)∩RN+ , ya est solution PC1 de l’équation différentielle
linéaire non homogène {

dy(t) = γa(t) +DF,2f(t, x0(t), u0(t)) · y(t)
y(0) = 0.

Ainsi, en utilisant le Théorème 3.2.10, on a

ya(T ) =

∫ T

0
R(T, t) · γa(t)dt.

Puisque R(·, ·) est continue sur le compact [0, T ]× [0, T ], on a

∃C3 > 0, ∀(t, s) ∈ [0, T ]× [0, T ], ‖R(t, s)‖L ≤ C3.

Par conséquent, on obtient

‖xa(T )− za(T )− (x0(T )− z0(T ))‖ = ‖ya(T )‖ = ‖
∫ T

0 R(T, t) · γa(t)dt‖
≤
∫ T

0 ‖R(T, t) · γa(t)‖dt
≤
∫ T

0 ‖R(T, t)‖L‖γa(t)‖dt
≤
∫ T

0 C3‖γa(t)‖dt
≤ C3

∫ T
0 (‖ε1(t, a)‖‖xa(t)− x0(t)‖+ ‖ε2(t, a)‖L‖xa(t)− x0(t)‖)dt d’après (5.4.18)

≤ C3

∫ T
0 ‖ε1(t, a)‖k2‖a‖1dt+ C3

∫ T
0 ‖ε2(t, a)‖Lk2‖a‖1dt

= (C3k2(
∫ T

0 ‖ε1(t, a)‖dt+
∫ T

0 ‖ε2(t, a)‖Ldt))‖a‖1.
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∀a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ ,
‖xa(T )− za(T )− (x0(T )− z0(T ))‖
≤ (C3k2(

∫ T
0 ‖ε1(t, a)‖dt+

∫ T
0 ‖ε2(t, a)‖dt))‖a‖1.

 (5.4.29)

Considérons la fonction % : B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ → E, définie par, pour tout a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ ,

%(a) :=

{
0 si a = 0

1
‖a‖1 [xa(T )− x0(T )− L · a] si a 6= 0.

Par construction de la fonction %, on a

∀a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ , xa(T )− x0(T )− L · a = ‖a‖1%(a).

Reste à montrer que lim
a→0

%(a) = 0. Pour chaque a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ t.q. a 6= 0, on a

‖%(a)‖ = ‖ 1
‖a‖1 [xa(T )− x0(T )− L · a]‖

= 1
‖a‖1 ‖xa(T )− x0(T )− L · a‖

= 1
‖a‖1 ‖(xa(T )− x0(T )) + (za(T )− z0(T ))− (za(T )− z0(T ))− L · a‖

= 1
‖a‖1 ‖(xa(T )− za(T ))− (x0(T )− z0(T )) + za(T )− z0(T )− L · a‖

≤ 1
‖a‖1 (‖(xa(T )− za(T ))− (x0(T )− z0(T ))‖+ ‖za(T )− z0(T )− L · a‖)

≤ C3k2(
∫ T

0 ‖ε1(t, a)‖dt+
∫ T

0 ‖ε2(t, a)‖dt) + %1(a) grâce à (5.4.29)
et au Lemme 5.4.7.

En utilisant les assertions (5.4.27) et (5.4.28) et le Lemme 5.4.7, on a

lim
a→0
a6=0

C3k2(

∫ T

0
‖ε1(t, a)‖dt+

∫ T

0
‖ε2(t, a)‖dt) + %1(a) = 0.

Donc, en utilisant le théorème des gendarmes, on a lim
a→0
a6=0

%(a) = 0.

De plus, puisque %(0) = 0, on a lim
a→0

%(a) = 0.
Ainsi, la preuve est complète.

Proposition 5.4.11. Il existe ρ1 ∈ ]0, ρ] et une fonction ϕ̃ : RN → E t.q.
ϕ̃|B‖·‖1 (0,ρ1) ∈ C0(B‖·‖1(0, ρ1),Ω), Fréchet-différentiable au point a = 0, et qui satisfait, pour tout

a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ , ϕ̃(a) = xa(T ), et DF ϕ̃(0) = L.

Démonstration. En utilisant le Théorème 5.4.10, il existe % : B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ → E telle que
lima→0 %(a) = 0, et telle que, pour tout a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ , on a

xa(T ) = x0(T ) + L · a+ ‖a‖1%(a).

Puisque les normes sur RN sont équivalentes, B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ est un fermé de (RN , ‖ · ‖2).
On note Projm le projecteur de meilleure approximation de RN sur le convexe fermé B‖·‖1(0, ρ)∩RN+
défini dans le théorème 1, p.29 de [3].
Remarquons que la fonction % est définie pour tout a ∈ B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ et vérifie

%(a) =

{ 1
‖a‖1 (xa(T )− x0(T )− L.a), si a 6= 0,

0, si a = 0.
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En utilisant l’assertion (ii) du Lemme 5.4.9 et L ∈ C0(RN , E), on obtient que % est continue sur
(B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ ) \ {0}.
De plus, puisque lima→0 %(a) = 0, on obtient que % est continue sur B‖·‖1(0, ρ) ∩ RN+ .
On pose % := % ◦ Projm.
Puisque Projm est 1-lipschitzienne sur RN , on a % ∈ C0(RN , E).
Considérons la fonction ϕ̃ : RN → E définie par

∀a ∈ RN , ϕ̃(a) := x0(T ) + L · a+ ‖a‖1%(a).

Puisque L et % sont continues sur RN , on obtient que ϕ̃ est continue sur RN .
De plus, puisque lima→0 %(a) = %(0) = 0, on obtient que ϕ̃ est Fréchet-différentiable au point 0, et
DF ϕ̃(0) = L.
Enfin, puisque x0(T ) ∈ Ω, Ω est un ouvert et lima→0(L · a+ ‖a‖1%(a)) = 0, il existe ρ1 ∈ ]0, ρ] t.q.
ϕ̃(B‖·‖1(0, ρ1)) ⊂ Ω.

Étape 5

Lemme 5.4.12. 0 est solution du problème

(FS) :=


Maximiser g0(xa(T ))

lorsque a ∈ B‖·‖1(0, ρ1) ∩ RN+
∀α ∈ {1, ...,m}, gα(xa(T )) ≥ 0
∀β ∈ {1, ..., q}, hβ(xa(T )) = 0.

Démonstration. Puisque (x0, u0) est solution du problème (M′), on a

∀α ∈ {1, ...,m}, gα(x0(T )) ≥ 0 et ∀β ∈ {1, ..., q}, hβ(x0(T )) = 0.

De plus, puisque 0 ∈ B‖·‖1(0, ρ1) ∩ RN+ , 0 est admissible pour le problème (FS).
Soit a ∈ B‖·‖1(0, ρ1) ∩ RN+ t.q. a est admissible pour le problème (FS).
Puisque a est admissible pour le problème (FS), on a a ∈ B‖·‖1(0, ρ1) ∩ RN+ et

∀α ∈ {1, ...,m}, gα(xa(T )) ≥ 0 et ∀β ∈ {1, ..., q}, hβ(xa(T )) = 0.

De plus, puisque (xa, ua) ∈ PC1([0, T ],Ω)×NPC0
d([0, T ], U), xa(0) = ξ0 et, ∀t ∈ [0, T ],

dxa(t) = f(t, xa(t), ua(t)), on obtient que (xa, ua) est admissible pour le problème (M′).
Ainsi, (x0, u0) étant une solution du problème (M′), on a

g0(x0(T )) ≥ g0(xa(T )).

En utilisant le Lemme 5.4.12, la fonction ϕ̃ de la Proposition 5.4.11 et (b∗i )1≤i≤N , la base duale
de la base canonique de RN , 0 est aussi solution du problème suivant,

(F1
S) :=


Maximiser g0(ϕ̃(a))
lorsque a ∈ B‖·‖1(0, ρ1)

∀α ∈ {1, ...,m}, gα(ϕ̃(a)) ≥ 0
∀β ∈ {1, ..., q}, hβ(ϕ̃(a)) = 0
∀i ∈ {1, ..., N}, b∗i · a ≥ 0.

Lemme 5.4.13. Il existe (λα)0≤α≤m ∈ R1+m et (µβ)1≤β≤q ∈ Rq qui satisfont aux assertions
suivantes.
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(a) ((λα)0≤α≤m,(µβ)1≤β≤q) 6= 0.
(b) ∀α ∈ {0, ...,m}, λα ≥ 0.
(c) ∀α ∈ {1, ...,m}, λαg

α(x0(T )) = 0.
(d) ∀i ∈ {1, ..., N}, p(ti) · [f(ti, x0(ti), vi)− f(ti, x0(ti), u0(ti))] ≤ 0, où, pour tout t ∈ [0, T ],

p(t) := (
∑m

α=0 λαDHg
α(x0(T )) +

∑q
β=1 µβDHh

β(x0(T ))) ◦R(T, t).

Démonstration. Soit i ∈ {1, ..., N}.
Puisque b∗i ∈ L(RN ,R), on a b∗i ∈ C1(RN ,R).
Donc b∗i est Hadamard-différentiable au point 0 et

DHb
∗
i (0) = b∗i .

En utilisant (Acon1), (Acon2), la Proposition 5.4.11 et le Lemme 2.1.9, on a

∀α ∈ {0, ...,m}, DH(gα ◦ ϕ̃)(0) = DHg
α(ϕ̃(0)) ◦DH ϕ̃(0) (5.4.30)

et
∀β ∈ {1, ..., q}, DH(hβ ◦ ϕ̃)(0) = DHh

β(ϕ̃(0)) ◦DH ϕ̃(0). (5.4.31)

Soit β ∈ {1, ..., q} ; en utilisant (Acon2), hβ est une fonction continue sur un voisinage V β de x0(T ).
De plus, puisque ϕ̃ ∈ C0(B‖·‖1(0, ρ1),Ω), il existe ρβ2 > 0 t.q.

ϕ̃|B‖·‖1 (0,ρβ2 )
∈ C0(B‖·‖1(0, ρβ2 ), V β).

Ainsi, en utilisant le théorème de composition des fonctions continues, on a

∀β ∈ {1, ..., q}, hβ ◦ ϕ̃|B‖·‖1 (0,ρβ2 )
∈ C0(B‖·‖1(0, ρβ2 ),R).

Ainsi, les hypothèses du Théorème 2.4.1 sont vérifiées pour le problème (F1
S) et on obtient l’existence

de (λα)0≤α≤m ∈ R1+m, (µβ)1≤β≤q ∈ Rq, et (νi)1≤i≤N ∈ RN t.q. les assertions suivantes sont
vérifiées :
(i) ((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q,(νi)1≤i≤N ) 6= 0.
(ii) ∀α ∈ {0, ...,m}, λα ≥ 0.
(iii) ∀i ∈ {1, ..., N}, νi ≥ 0.
(iv) ∀α ∈ {1, ...,m}, λαgα(x0(T )) = 0.
(v) ∀i ∈ {1, ..., N}, νib∗i · 0 = 0.
(vi)

∑m
α=0 λαDHg

α(ϕ̃(0)) ◦DH ϕ̃(0) +
∑q

β=1 µβDHh
β(ϕ̃(0)) ◦DH ϕ̃(0) +

∑N
i=1 νib

∗
i = 0.

Pour montrer (a), raisonnons par l’absurde, supposons que ((λα)0≤α≤m,(µβ)1≤β≤q) = 0.
En utilisant (vi), on a

∑N
i=1 νib

∗
i = 0 ; et puisque (b∗i )1≤i≤N est une famille libre, on a

(νi)1≤i≤N = 0,

ce qui contredit (i) ; ainsi (a) est vérifiée.
De plus, les assertions (ii) et (iv) sont équivalentes respectivement aux assertions (b) et (c).
Reste à démontrer (d). En utilisant (vi), on a

∀a ∈ RN ,
∑m

α=0 λαDHg
α(x0(T ))DH ϕ̃(0) · a+

∑q
β=1 µβDh

β(x0(T ))DH ϕ̃(0) · a
+
∑N

i=1 νiai = 0.

}
(5.4.32)
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Pour chaque a ∈ RN+ , grâce à (iii), on a, pour chaque i ∈ {1, ..., N}, νiai ≥ 0. Par conséquent, en
utilisant (5.4.32), on a, pour chaque a ∈ RN+ ,

m∑
α=0

λαDHg
α(x0(T ))DH ϕ̃(0) · a+

q∑
β=1

µβDh
β(x0(T ))DH ϕ̃(0) · a ≤ 0. (5.4.33)

Puisque DH ϕ̃(0) := [a 7→
∑N

i=1 aiR(T, ti) · [f(ti, x0(ti), vi)−f(ti, x0(ti), u0(ti))]], la relation (5.4.33)
est équivalente à

∀a ∈ RN+ ,
N∑
i=1

aip(ti) · [f(ti, x0(ti), vi)− f(ti, x0(ti), u0(ti))] ≤ 0,

ce qui démontre (d).

Étape 6

Dans le lemme suivant, on rappelle la propriété de l’intersection finie des espaces compacts.

Lemme 5.4.14. (Propriété de l’intersection finie des espaces compacts). Soit X un espace
vectoriel normé réel et K ⊂ X . Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

(i) K est un compact de X .
(ii) Pour chaque (Hi)i∈I famille fermée de X ,

[ Pour chaque famille fini J de I,
⋂
j∈J

Hj ∩ K 6= ∅]⇒ [
⋂
i∈I

Hi ∩ K 6= ∅].

Démonstration. On peut trouver une démonstration de ce lemme p. 31 de [28].

Puisque l’ensemble des ((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q)) ∈ R1+m+q qui vérifient les assertions (a), (b),
(c) et (d) du Lemme 5.4.13 est un cône, en normalisant ((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q) du Lemme 5.4.13,
on peut prendre

(e)
m∑
α=0

|λα|+
q∑

β=1

|µβ| = 1.

Pour chaque S ∈ S, on considère

K(S) := {((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q)) ∈ R1+m+q : ∀α ∈ {0, ...,m}, λα ≥ 0,

∀α ∈ {1, ...,m}, λαgα(x0(T )) = 0,∀i ∈ {1, ..., N},
p((λα)0≤α≤m,(µβ)1≤β≤q)

(ti) · [f(ti, x0(ti), vi)− f(ti, x0(ti), u0(ti))] ≤ 0,∑m
α=0 |λα|+

∑q
β=1 |µβ| = 1}.


En utilisant le Lemme 5.4.13 et (e), on a : ∀S ∈ S, K(S) 6= ∅.
Considérons les fonctions suivantes

Λ1 : R1+m+q → R1+m, Λ1((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q) := (λα)0≤α≤m

Λ2 : R1+m+q → Rm, Λ2((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q) := (λαg
α(x0(T )))1≤α≤m

et Λ3 : R1+m+q → RN définie par

Λ3((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q) := ((
∑m

α=0 λαDHg
α(x0(T ))+∑q

β=1 µβDHh
β(x0(T ))) ·R(T, ti) · [f(ti, x0(ti), vi)− f(ti, x0(ti), u0(ti))])1≤i≤N .

}
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Puisque les fonctions Λ1, Λ2 et Λ3 sont linéraires et dim(R1+m+q) < +∞, on a Λ1 ∈ C0(R1+m+q,R1+m),
Λ2 ∈ C0(R1+m+q,Rm) et Λ3 ∈ C0(R1+m+q,RN ).
Par conséquent,

K(S) = Λ1
−1

(R1+m
+ ) ∩ Λ2

−1
(0Rm) ∩ Λ3

−1
(RN− ) ∩ S‖·‖1(0, 1)

est un fermé de R1+m+q.
Soit (S`)1≤`≤n = ((t`i , v

`
i )1≤i≤N`)1≤`≤n ∈ Sn. Posons N̄ :=

∑n
`=1N

` et S̄ := (t̃i, ṽi)1≤i≤N̄ où pour
chaque i ∈ {1, ..., N̄} et ` ∈ {1, ..., n}, les t̃i sont les t`i réordonnés par ordre croissant, si t̃i = t`i , on
a ṽi = v`i .
Par conséquent, on a S̄ ∈ S.
Soit ` ∈ {1, ..., n}, et soit ((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q) ∈ K(S̄) i.e.

∀α ∈ {0, ...,m}, λα ≥ 0,

∀α ∈ {1, ...,m}, λαgα(x0(T )) = 0,∀i ∈ {1, ..., N̄},
p((λα)0≤α≤m,(µβ)1≤β≤q)

(t̃i) · [f(t̃i, x0(t̃i), ṽi)− f(t̃i, x0(t̃i), u0(t̃i))] ≤ 0,∑m
α=0 |λα|+

∑q
β=1 |µβ| = 1.


Soit i ∈ {1, ..., N `} ; il existe j ∈ {1, ..., N̄}, tel que t`i = t̃j et v`i = ṽj , on a donc

p((λα)0≤α≤m,(µβ)1≤β≤q)
(t`i) · [f(t`i , x0(t`i), v

`
i )− f(t`i , x0(t`i), u0(t`i))] ≤ 0.

Par conséquent, ((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q) ∈ K(S`). Ainsi, ∀` ∈ {1, ..., n}, K(S̄) ⊂ K(S`) i.e.

K(S̄) ⊂ ∩n`=1K(S`).

Puisque K(S̄) 6= ∅, on a ∩n`=1K(S`) 6= ∅.
Par conséquent, chaque liste finie (S`)1≤`≤n d’éléments de S, on a ∩n`=1K(S`) 6= ∅.
De plus, puisque S‖·‖1(0, 1) est un compact de R1+m+q, on a, pour chaque S ∈ S, K(S) est un fermé
du compact S‖·‖1(0, 1). Ainsi, en utilisant la propriété de l’intersection finie des espaces compacts,
on a ⋂

S∈S
K(S) 6= ∅.

Fixons un élément ((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q) ∈ ∩S∈SK(S), et considérons p, définie dans l’assertion
(d) du Lemme 5.4.13 pour ((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q). Puisque∑m

α=0 |λα|+
∑q

β=1 |µβ| = 1

∀α ∈ {0, ...,m}, λα ≥ 0,
∀α ∈ {1, ...,m}, λαgα(x0(T )) = 0,


on a démontré (NN), (Si) et (S`).
Soit t ∈ ]0, T [ et v ∈ U ; puisque (t, v) ∈ S, on a p(t) · [f(t, x0(t), v)− f(t, x0(t), u0(t))] ≤ 0.
Par conséquent, on obtient

∀(t, v) ∈]0, T [×U, p(t) · [f(t, x0(t), v)− f(t, x0(t), u0(t))] ≤ 0. (5.4.34)

Soit v ∈ U ; puisque u0 est continue au point 0 et au point T , on a

lim
t→0
t∈]0,T [

p(t) · [f(t, x0(t), v)− f(t, x0(t), u0(t))] = p(0) · [f(0, x0(0), v)− f(0, x0(0), u0(0))]
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et

lim
t→T
t∈]0,T [

p(t) · [f(t, x0(t), v)− f(t, x0(t), u0(t))] = p(T ) · [f(T, x0(T ), v)− f(T, x0(T ), u0(T ))].

En utilisant l’assertion (5.4.34), on a donc

p(0) · [f(0, x0(0), v)− f(0, x0(0), u0(0))] ≤ 0

et
p(T ) · [f(T, x0(T ), v)− f(T, x0(T ), u0(T ))] ≤ 0.

Ainsi, on a prouvé que

∀(t, v) ∈ [0, T ]× U, p(t) · [f(t, x0(t), v)− f(t, x0(t), u0(t))] ≤ 0.

Donc, (MP.M) a été démontrée.
Montrons, maintenant, que p est solution PC1 de l’équation adjointe.
Posons W =

∑m
α=0 λαDHg

α(x0(T )) +
∑q

β=1 µβDHh
β(x0(T )) ∈ E∗ et considérons la fonction T :

L(E,E)→ E∗ définie par T (`) =W ◦ `.
Puisque T ∈ L(L(E,E), E∗), on a T ∈ C1(L(E,E), E∗).
Puisque R(T, ·) ∈ PC1([0, T ],L(E,E), disc(u0)) et

p = T ◦R(T, ·),

en utilisant le Lemme 1.3.13, on a p ∈ PC1([0, T ], E∗, disc(u0)) et, ∀t ∈ [0, T ],

dp(t) = DFT (R(T, t)) · dR(T, ·)(t)
= T (d2R(T, t))
=W ◦−R(T, t) ◦DF,2f(t, x0(t), u0(t))
= −W ◦R(T, t) ◦DF,2f(t, x0(t), u0(t))
= −p(t) ◦DF,2f(t, x0(t), u0(t)).

Par conséquent, (AE.M) est vérifiée.
Puisque R(T, T ) = IdE , on a

p(T ) =W ◦R(T, T ) =W ◦ IdE =W;

ce qui démontre (TC).

Lemme 5.4.15. Soit φ ∈ C0([0, T ]× U,R) et u ∈ NPC0
d([0, T ], U) t.q. φ(t, u(t)) = maxζ∈U φ(t, ζ)

pour tout t ∈ [0, T ].
Alors φ̄ := [t 7→ φ(t, u(t))] ∈ C0([0, T ],R).

Démonstration. Puisque u est continue à droite sur [0, T [ et φ est continue, φ̄ est continue à droite
sur [0, T [.
Puisque u est continue en T et φ est continue en T , φ̄ est continue au point T . Reste à montrer que
φ̄ est continue à gauche sur ]0, T [.
Soit t ∈ ]0, T [ ; pour chaque h ∈ ] − t, 0[ , on a φ(t, u(t + h)) ≤ φ(t, u(t)) et φ(t + h, u(t)) ≤
φ(t+ h, u(t+ h)).
Par conséquent, on a φ(t, u(t−)) ≤ φ(t, u(t)) et φ(t, u(t)) ≤ φ(t, u(t−)),
donc, on a φ(t, u(t−)) = φ(t, u(t)), i.e. φ̄(t−) = φ̄(t).

En posant φ(t, ζ) := HM (t, x0(t), ζ, p(t)) et en utilisant (MP.M) et le Lemme 5.4.15, on a

φ̄ = H̄M ∈ C0([0, T ],R),

ce qui démontre (CH.M).
Ainsi, on a démontré la Partie (I) du Théoreme 5.3.2 du problème de Mayer.
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5.4.2 Preuve de la Partie (II)

Lemme 5.4.16. Soit φ ∈ C0([0, T ]×U,R) t.q. pour tout (t, ζ) ∈ [0, T ]×U , la dérivée partielle par
rapport à la première variable ∂1φ(t, ζ) existe, et ∂1φ est continue sur [0, T ]× U .
Soit u ∈ NPC0

d([0, T ], U) t.q. φ̄(t) := φ(t, u(t)) = maxζ∈U φ(t, ζ).
Alors, φ̄ ∈ PC1([0, T ],R, disc(u)) et ∀t ∈ [0, T ], dφ̄(t) = ∂1φ(t, u(t)).

Démonstration. En utilisant le Lemme 5.4.15, on a

φ̄ ∈ C0([0, T ],R). (5.4.35)

Puisque u ∈ NPC0
d([0, T ], U), il existe (ιi)0≤i≤l+1 ∈ Sub([0, T ]) t.q. disc(u) = {ιi : 0 ≤ i ≤ l + 1}.

Soit t ∈ [0, T ] \ {ιi : 0 ≤ i ≤ l + 1}.
Pour chaque h > 0 suffisament petit, posons ∆(h) := φ̄(t+ h)− φ̄(t).
Puisque

φ(t+ h, u(t))− φ(t, u(t)) ≤ φ(t+ h, u(t+ h))− φ(t, u(t)) = ∆(h)

et
φ(t+ h, u(t+ h))− φ(t, u(t+ h)) ≥ φ(t+ h, u(t+ h))− φ(t, u(t)) = ∆(h),

en utilisant le théorème des acroissements finis (p.124 de [35]), il existe θh1 et θh2 dans ]0, 1[ t.q.

∂1φ(t+ θh1h, u(t))h ≤ ∆(h) ≤ ∂1φ(t+ θh2h, u(t+ h))h

ce qui implique

∂1φ(t+ θh1h, u(t)) ≤ 1

h
∆(h) ≤ ∂1φ(t+ θh2h, u(t+ h)).

Par conséquent en utilisant la continuité de ∂1φ et la continuité de u au point t, on a

lim
h→0+

∆(h)

h
= ∂1φ(t, u(t)).

Ainsi, φ̄′d(t) existe et φ̄′d(t) = ∂1φ(t, u(t)).
En effectuant le même raisonnement, φ̄′g(t) existe et φ̄′g(t) = ∂1φ(t, u(t)).
Par conséquent, en utilisant le théorème p.107 de [35], on a l’existence de φ̄′(t) et

∀t ∈ [0, T ] \ {ιi : 0 ≤ i ≤ l + 1}, φ̄′(t) = φ̄′d(t) = φ̄′g(t) = ∂1φ(t, u(t)). (5.4.36)

Soit i ∈ {0, ..., l} ; on a

lim
t→ιi+

φ̄′(t) = lim
t→ιi+

∂1φ(t, u(t)) = ∂1φ( lim
t→ιi+

(t, u(t))) = ∂1φ(t, u(t)), (5.4.37)

et, pour chaque i ∈ {1, ..., l + 1},

lim
t→ιi−

φ̄′(t) = lim
t→ιi−

∂1φ(t, u(t)) = ∂1φ( lim
t→ιi−

(t, u(t))) = ∂1φ(t, u(t−)). (5.4.38)

De plus, puisque u(T−) = u(T ), avec (5.4.38), on a

φ̄′(T−) = ∂1φ(T, u(T )). (5.4.39)

Ainsi, en utilisant les assertions (5.4.35), (5.4.36), (5.4.37) et (5.4.38), on a

φ̄ ∈ PC1([0, T ],R, disc(u)).

De plus, en utilisant les assertions (5.4.36), (5.4.37) et (5.4.39), on a

∀t ∈ [0, T ], dφ̄(t) = ∂1φ(t, u(t)).
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Afin de démontrer la Partie (II), on applique le Lemme 5.4.16 en posant pour chaque (t, ζ) ∈
[0, T ]× U , φ(t, ζ) := HM (t, x0(t), ζ, p(t)).
On a alors φ̄ = H̄M ∈ PC1([0, T ],R, disc(u0)) et

∀t ∈ [0, T ], dH̄M (t) = ∂1HM (t, x0(t), u0(t), p(t)).

Ceci démontre la Partie (II).

5.4.3 Preuve de la Partie (III)

Raisonnons par l’absurde, supposons qu’il existe t0 ∈ [0, T ] t.q. p(t0) = 0E∗ .
Puisque la fonction constante 0̃ : [0, T ] → E∗, définie par 0̃(t) = 0E∗ , est solution PC1 de (AE.M)
et 0̃(t0) = 0E∗ , on a, en utilisant le Théorème 3.1.14,

∀t ∈ [0, T ], p(t) = 0E∗ .

Par conséquent, p(T ) = 0. Ainsi, en utilisant (TC), (Si), (S`) et (QC, 0), on a (∀α ∈ {0, ...,m}, λα =
0) et (∀β ∈ {1, ..., q}, µβ = 0).
Ceci contredit (NN) ; ainsi on a démontré la Partie (III).

5.4.4 Preuve de la Partie (IV)

Montrons d’abord que λ0 6= 0. Pour montrer cela, raisonnons par l’absurde, supposons que
λ0 = 0.
Puisque DG,3f(t̂, x0(t̂), u0(t̂)) existe, DG,3HM (t̂, x0(t̂), u0(t̂), p(t̂)) existe et

DG,3HM (t̂, x0(t̂), u0(t̂), p(t̂)) = p(t̂) ◦DG,3f(t̂, x0(t̂), u0(t̂)).

Par conséquent, en utilisant (MP.M) et le corollaire 2 p.230 de [1], on a

p(t̂) ◦DG,3f(t̂, x0(t̂), u0(t̂)) = 0.

Puisque DG,3f(t̂, x0(t̂), u0(t̂)) est surjective, on a

p(t̂) = 0.

Ceci contredit la Partie (III) ; donc λ0 6= 0.
Posons ∀α ∈ {0, ...,m}, λ′α := λα

λ0
, ∀β ∈ {1, ..., q}, µ′β :=

µβ
λ0

et p′ := 1
λ0
p.

Puisque l’ensemble des ((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q, p) ∈ R1+m+q ×PC1([0, T ], E∗) vérifiant (NN), (Si),
(S`), (TC), (AE.M), (MP.M) et (CH.M) est un cône, on a ((λ′α)0≤α≤m, (µ

′
β)1≤β≤q, p

′) vérifie (NN),
(Si), (S`), (TC), (AE.M), (MP.M) et (CH.M) avec λ′0 = 1.

5.4.5 Preuve de la Partie (V)

Nous allons d’abord montrer que λ0 6= 0. Pour cela, raisonnons par l’absurde ; supposons que
λ0 = 0.
Puisque DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) existe, on a DG,3HM (T, x0(T ), u0(T ), p(T )) existe et

DG,3HM (T, x0(T ), u0(T ), p(T )) = p(T ) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )).

Par conséquent, en utilisant (MP.M) et le corollaire 2 p.230 de [1], on a

p(T ) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) = 0. (5.4.40)
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C’est pourquoi, grâce à (TC), on obtient∑m
α=1 λαDHg

α(x0(T )) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T ))
+
∑q

β=1 µβDHh
β(x0(T )) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) = 0.

}
Par conséquent, grâce à (Alib), on a ((λα)1≤α≤m, (µβ)1≤β≤q) = 0 ; ce qui contredit (NN).
Posons : ∀α ∈ {0, ...,m}, λ′α := λα

λ0
, ∀β ∈ {1, ..., q}, µ′β :=

µβ
λ0

et, p′ := 1
λ0
p.

Puisque l’ensemble des ((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q, p) ∈ R1+m+q ×PC1([0, T ], E∗) vérifiant (NN), (Si),
(S`), (TC), (AE.M), (MP.M) et (CH.M) est un cône, on a ((λ′α)0≤α≤m, (µ

′
β)1≤β≤q, p

′) vérifie (NN),
(Si), (S`), (TC), (AE.M), (MP.M) et (CH.M) avec λ′0 = 1.
Soit ((λ1

α)0≤α≤m, (µ
1
β)1≤β≤q, p

1) ∈ R1+m+q × PC1([0, T ], E∗) et
((λ2

α)0≤α≤m, (µ
2
β)1≤β≤q, p

2) ∈ R1+m+q × PC1([0, T ], E∗) tel que les assertions de la Partie (I) sont
vérifiées avec λ1

0 = λ2
0 = 1.

En utilisant l’assertion (5.4.40), on a

∀i ∈ {1, 2}, pi(T ) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) = 0.

Donc on a
(p1(T )− p2(T )) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) = 0.

En utilisant (TC), on a∑m
α=1(λ1

α − λ2
α)DHg

α(x0(T )) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T ))
+
∑q

β=1(µ1
β − µ2

β)DHh
β(x0(T )) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) = 0.

}
Par conséquent, en utilisant (Alib), on a

∀(α, β) ∈ {1, ...,m} × {1, ..., q}, λ1
α = λ2

α et µ1
β = µ2

β. (5.4.41)

Donc, p1(T ) = p2(T ) ; c’est pourquoi, en utilisant le Théorème 3.1.14 et (AE.M), on a : p1 = p2.

5.5 Preuve du Principe du Maximum de Pontryagin pour le pro-
blème de Bolza

Pour la preuve du Théorème 5.2.4, notre stratégie est de transformer le problème de Bolza en
un problème de Mayer, de vérifier les hypothèses du Théorème 5.3.2 et de traduire les conclusions
du Théorème 5.3.2 pour le problème de Mayer en conclusions pour le problème de Bolza.
PosonsX := (σ, x) ∈ R×Ω la nouvelle variable d’état ; posons F (t, (σ, x), u) := (f0(t, x, u), f(t, x, u))
le nouveau champ de vecteurs.
Posons G0(σ, x) := σ + g0(x), Gα(σ, x) := gα(x), lorsque α ∈ {1, ...,m}, et Hβ(σ, x) := hβ(x),
lorsque β ∈ {1, ..., q}. On formule le nouveau problème de Mayer :

(MB′)


Maximiser JMB(X,u) = G0(X(T ))

lorsque X ∈ PC1([0, T ],R× Ω), u ∈ NPC0
d([0, T ], U)

dX(t) = F (t,X(t), u(t)), X(0) = (0, ξ0)
∀α ∈ {1, ...,m}, Gα(X(T )) ≥ 0
∀β ∈ {1, ..., q}, Hβ(X(T )) = 0.
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5.5.1 Preuve de la Partie (I)

Notons Adm(MB′) l’ensemble des processus admissibles pour le problème (MB′).

Lemme 5.5.1. Pour tout (x, u) ∈ Adm(B′), en posant (∀t ∈ [0, T ], σ(t) :=
∫ t

0 f
0(s, x(s), u(s))ds),

((σ, x), u) ∈ Adm(MB′) et JMB((σ, x), u) = J(x, u).

Démonstration. Soit (x, u) ∈ Adm(B′) ; puisque u ∈ NPC0
d([0, T ], U), avec (Aint1) et puisque

x ∈ PC1([0, T ],Ω, disc(u)), en utilisant les Propositions 1.2.4 et 1.2.2, on a
[t 7→ f0(t, x(t), u(t))] ∈ NPC0

d([0, T ],R, disc(u)). Par conséquent, en utilisant la Proposition 1.3.15,
on a σ ∈ PC1([0, T ],R, disc(u)) et

∀t ∈ [0, T ], dσ(t) = f0(t, x(t), u(t)). (5.5.1)

Puisque x ∈ PC1([0, T ],Ω, disc(u)) et σ ∈ PC1([0, T ],R, disc(u)), et en utilisant le Théorème
1.3.14, on a

(σ, x) ∈ PC1([0, T ],R× Ω, disc(u)) et ∀t ∈ [0, T ], d(σ, x)(t) = (dσ(t),dx(t)). (5.5.2)

Par conséquent, puisque (x, u) ∈ Adm(B′), on a

∀t ∈ [0, T ],
d(σ, x)(t) = (dσ(t),dx(t)) = (f0(t, x(t), u(t)), f(t, x(t), u(t))) = F (t, (σ, x)(t), u(t)).

(5.5.3)

De plus, on a
∀α ∈ {1, ...,m}, Gα((σ, x)(T )) = gα(x(T )) ≥ 0.
∀β ∈ {1, ..., q}, Hβ((σ, x)(T )) = hβ(x(T )) = 0.

}
(5.5.4)

Puisque (σ, x)(0) = (σ(0), x(0)) = (0, ξ0), en utilisant les assertions (5.5.1), (5.5.2), (5.5.3), (5.5.4),
on a ((σ, x), u) ∈ Adm(MB′).
De plus, on a

JMB((σ, x), u) = G0((σ, x)(T ))

= σ(T ) + g0(x(T )) =
∫ T

0 f0(t, x(t), u(t))dt+ g0(x(T )) = J(x, u).

Puisque (x0, u0) est une solution du problème (B′), en utilisant le Lemme 5.5.1, on obtient que
((σ0, x0), u0) est une solution du problème (MB′), où, pour chaque t ∈ [0, T ],
σ0(t) =

∫ t
0 f

0(s, x0(s), u0(s))ds.

Lemme 5.5.2. Les hypothèses du Théorème 5.3.2 pour le problème (MB′), avec la solution
((σ0, x0), u0), sont vérifiées.

Démonstration. Considérons les fonctions linéaires continues$1 : R×E → R, définie par$1(σ, ξ) =
σ, et $2 : R× E → E, définie par $2(σ, ξ) = ξ.
Soit α ∈ {0, ...,m}. Raisonnons par disjonction des cas ; si α = 0,
puisque G0 = $1|R×Ω + g0 ◦ $2|R×Ω, on a, en utilisant les propriétés des fonctions Hadamard-
différentiables et (Acon1), DHG

0((σ0, x0)(T )) existe et

DHG
0((σ0, x0)(T ))

= DH$1((σ0, x0)(T )) +DHg
0($2|R×Ω((σ0, x0)(T ))) ◦DH$2((σ0, x0)(T ))

= $1 +DHg
0(x0(T )) ◦$2.

 (5.5.5)
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Si α ∈ {1, ...,m} ; puisque Gα = gα ◦ $2|R×Ω, on a, en utilisant les propriétés des fonctions
Hadamard-différentiables et (Acon1), DHG

α((σ0, x0)(T )) existe et

∀α ∈ {1, ...,m}, DHG
α((σ0, x0)(T ))

= DHg
α($2((σ0, x0)(T ))) ◦DH$2((σ0, x0)(T ))

= DHg
α(x0(T )) ◦$2.

 (5.5.6)

Ceci démontre que (Acon1) est vérifiée pour le problème (MB′) avec la solution ((σ0, x0), u0).
Soit β ∈ {1, ..., q} ; puisque Hβ = hβ ◦ $2|R×Ω, on a, en utilisant les propriétés des fonctions
Hadamard-différentiables et (Acon2), DHH

β((σ0, x0)(T )) existe et

∀β ∈ {1, ..., q}, DHH
β((σ0, x0)(T ))

= DHh
β($2((σ0, x0)(T ))) ◦DH$2((σ0, x0)(T ))

= DHh
β(x0(T )) ◦$2.

 (5.5.7)

Soit β ∈ {1, ..., q} ; puisque hβ est continue sur un voisinage V β
0 de x0(T ), puisque $2|R×Ω est

continue sur R×Ω, il existe un voisinageW β
0 de (σ0(T ), x0(T )) dans R×Ω t.q.$2|Wβ

0
∈ C0(W β

0 , V
β

0 ).
Par conséquent, on a

∀β ∈ {1, ..., q}, hβ ◦$2|Wβ
0
∈ C0(W β

0 ,R).

Ceci démontre que (Acon2) est vérifiée pour le problème (MB′) avec la solution ((σ0, x0), u0).
Considérons la fonction continue χ : [0, T ]× R× Ω× U → [0, T ]× Ω× U définie par χ(t, σ, ξ, ζ) =
(t, ξ, ζ).
Remarquons que F = (f0 ◦ χ, f ◦ χ).
Avec (Aint1) et (Acv1), on a, en utilisant le théorème de composition des fonctions continues,

f0 ◦ χ ∈ C0([0, T ]× R× Ω× U,R) et f ◦ χ ∈ C0([0, T ]× R× Ω× U,E).

Par conséquent, on a
F ∈ C0([0, T ]× R× Ω× U,R× E). (5.5.8)

Soit (t, σ, ξ, ζ) ∈ [0, T ]× R× Ω× U , soit ς ∈ R et ϑ ∈ E ; on a

lim
s→0
s 6=0

1
s (F (t, (σ, ξ) + s(ς, ϑ), ζ)− F (t, (σ, ξ), ζ))

= lim
s→0
s 6=0

1
s (F (t, (σ + sς, ξ + sϑ), ζ)− F (t, (σ, ξ), ζ))

= lim
s→0
s 6=0

(1
s (f0(t, ξ + sϑ, ζ)− f0(t, ξ, ζ)), 1

s (f(t, ξ + sϑ, ζ)− f(t, ξ, ζ))

= (DG,2f
0(t, ξ, ζ) · ϑ,DG,2f(t, ξ, ζ) · ϑ)

= ((DG,2f
0(t, ξ, ζ) ◦$2)(ς, ϑ), (DG,2f(t, ξ, ζ) ◦$2)(ς, ϑ))

= (DG,2f
0(t, ξ, ζ) ◦$2, DG,2f(t, ξ, ζ) ◦$2) · (ς, ϑ).

Puisque DG,2f
0(t, ξ, ζ) ◦$2 ∈ L(R×E,R) et DG,2f(t, ξ, ζ) ◦$2 ∈ L(R×E,E), on a, pour chaque

(t, σ, ξ, ζ) ∈ [0, T ]× R× Ω× U , DG,2F (t, (σ, ξ), ζ) existe et

DG,2F (t, (σ, ξ), ζ) = (DG,2f
0(t, ξ, ζ) ◦$2, DG,2f(t, ξ, ζ) ◦$2).

Soit t ∈ [0, T ] et ζ ∈ U ; puisque F (t, ·, ζ) = (f0(t, ·, ζ) ◦$2|R×Ω, f(t, ·, ζ) ◦$2|R×Ω), en utilisant les
assertions (Aint1), (Acv1) et les propriétés des fonctions Fréchet-différentiables, on a

∀(t, ζ) ∈ [0, T ]× U,
DF,2F (t, (σ0, x0)(t), ζ) = (DF,2f

0(t, x0(t), ζ) ◦$2, DF,2f(t, x0(t), ζ) ◦$2).

}
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Considérons les fonctions linéaires continues Z1 : E∗ → L(R×E,R), définie par, pour tout l1 ∈ E∗,
Z1(l1) = l1◦$2, et Z2 : L(E,E)→ L(R×E,E), définie par, pour tout l2 ∈ L(E,E), Z2(l2) = l2◦$2.
Posons, ∀t ∈ [0, T ], ∀ζ ∈ U,D0(t, ζ) := DF,2f

0(t, x0(t), ζ) et D(t, ζ) := DF,2f(t, x0(t), ζ).
Ainsi, on a

∀(t, ζ) ∈ [0, T ]× U,
DF,2F (t, (σ0, x0)(t), ζ) = ((Z1 ◦D0)(t, ζ), (Z2 ◦D)(t, ζ)).

}
En utilisant (Aint1), (Acv1) et le théorème de composition des fonctions continues, on a :
[(t, ζ) 7→ DF,2F (t, (σ0, x0)(t), ζ) ∈ C0([0, T ]× U,L(R× E,R× E)). Ceci démontre que (Acv1) est
vérifiée pour le problème (MB′) avec la solution ((σ0, x0), u0).
Soit K ⊂ R× Ω× U un compact.
Considérons la fonction continue $̃ : R× Ω× U → Ω× U définie par $̃(s, ξ, ζ) = (ξ, ζ).
Puisque K est un compact, on a K̃ = $̃(K) est un compact de Ω× U .
Par conséquent, en utilisant (Acv2) et (Aint2), on a

∃M > 0, ∀(t, ξ, ζ) ∈ [0, T ]× K̃, ‖DG,2f
0(t, ξ, ζ)‖L ≤M

∃M1 > 0, ∀(t, ξ, ζ) ∈ [0, T ]× K̃, ‖DG,2f(t, ξ, ζ)‖L ≤M1.

}
(5.5.9)

Posons M2 = M + M1. Soit (t, (s, ξ), ζ) ∈ [0, T ]×K ; on a

∀(ς, ϑ) ∈ R× E,
‖DG,2F (t, (s, ξ), ζ) · (ς, ϑ)‖1 = |DG,2f

0(t, ξ, ζ) · ϑ|+ ‖DG,2f(t, ξ, ζ) · ϑ‖
≤ ‖DG,2f

0(t, ξ, ζ)‖L‖ϑ‖+ ‖DG,2f(t, ξ, ζ)‖L‖ϑ‖
≤M2‖(ς, ϑ)‖1 grâce à (5.5.9).

Par conséquent, on a

∀(t, (s, ξ), ζ) ∈ [0, T ]×K, ‖DG,2F (t, (s, ξ), ζ)‖L ≤M2.

Ceci démontre que (Acv2) est vérifiée pour le problème (MB′) avec la solution ((σ0, x0), u0).

Ainsi, en utilisant la Partie (I) du Théorème 5.3.2 pour le problème (MB′) avec la solution
((σ0, x0), u0) = (X0, u0), il existe (Λα)0≤α≤m ∈ R1+m, (Mβ)1≤β≤q ∈ Rq et P ∈ PC1([0, T ], (R×E)∗)
t.q. les conclusions du Théorème 5.3.2 soient vérifiées. Donc on a
(i) ((Λα)0≤α≤m, (Mβ)1≤β≤q) 6= 0
(ii) ∀α ∈ {0, ...,m}, Λα ≥ 0.
(iii) ∀α ∈ {1, ...,m}, ΛαG

α(X0(T )) = 0.
(iv) P (T ) =

∑m
α=0 ΛαDHG

α(X0(T )) +
∑q

β=1MβDHH
β(X0(T )).

(v) ∀t ∈ [0, T ], dP (t) = −DF,2HM (t,X0(t), u0(t), P (t)).
(vi) ∀(t, ζ) ∈ [0, T ]× U , HM (t,X0(t), u0(t), P (t)) ≥ HM (t,X0(t), ζ, P (t)).
(vii) [t 7→ HM (t,X0(t), u0(t), P (t))] ∈ PC1([0, T ],R).
Lorsque P ∈ (R× E)∗, on peut définir p0 ∈ R et p ∈ E∗ en posons p0 := P (1, 0) et p · ξ := P (0, ξ)
pour chaque ξ ∈ E, et donc on a, pour chaque (r, ξ) ∈ R×E, P (r, ξ) = p0r + p · ξ. Le Hamiltonien
de Pontryagin du problème (MB) est

HM (t, (σ, x), u, (p0, p)) := (p0, p)F (t, (σ, x), u) = p0f
0(t, x, u) + p · f(t, x, u).

On pose, pour chaque α ∈ {0, ...,m}, λα := Λα, et, pour chaque β ∈ {1, ..., q}, µβ := Mβ.
Ainsi, (i) et (ii) impliquent (NN) et (Si) du Théorème 5.2.4.
En utilisant (iii), on a, pour chaque α ∈ {1, ...,m}, λαgα(x0(T )) = 0 ; ce qui démontre (S`) du
Théorème 5.2.4.
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Notons qu’en utilisant (5.5.5), (5.5.6) et (5.5.7), on a DH,1G
0((σ0, x0)(T )) = IdR,

DH,1G
α((σ0, x0)(T )) = 0 lorsque α ∈ {1, ...,m}, DH,1H

β((σ0, x0)(T )) = 0 lorsque β ∈ {1, ..., q}.
Notons aussi qu’en utilisant (5.5.5), (5.5.6) et (5.5.7), on a DH,2G

0((σ0, x0)(T )) = DHg
0(x0(T )),

DH,2G
α((σ0, x0)(T )) = DHg

α(x0(T )) lorsque α ∈ {1, ...,m}, et
DH,2H

β((σ0, x0)(T )) = DHh
β(x0(T )), lorsque β ∈ {1, ..., q}.

Ainsi, grâce à (iv), on en déduit les relations suivantes :

p0(T ) = λ0, (5.5.10)

p(T ) =
m∑
α=0

λαDHg
α(x0(T )) +

q∑
β=1

µβDHh
β(x0(T )). (5.5.11)

Ceci démontre (TC) du Théorème 5.2.4.
Grâce à (v), on a, pour chaque t ∈ [0, T ], dp0(t) = 0, et en utilisant (5.5.10), on obtient la relation
suivante

∀t ∈ [0, T ], p0(t) = λ0. (5.5.12)

Grâce à (v), on en déduit que pour chaque t ∈ [0, T ], on a
dp(t) = −(λ0DF,2f

0(t, x0(t), u0(t))+p(t)◦DF,2f(t, x0(t), u0(t))) ; ce qui démontre l’assertion (AE.B)
du Théorème 5.2.4.
Grâce à (vi), on a, pour chaque t ∈ [0, T ] et pour chaque ζ ∈ U ,

λ0f
0(t, x0(t), u0(t)) + p(t) · f(t, x0(t), u0(t)) ≥ λ0f

0(t, x0(t), ζ) + p(t) · f(t, x0(t), ζ)

ce qui démontre (MP.B) du Théorème 5.2.4.
Grâce à (vii), puisqueHM (t,X0(t), u0(t), P (t)) = HB(t, x0(t), u0(t), p(t), λ0), on a démontré (CH.B).
Ceci démontre la Partie (I) du Théorème 5.2.4.

5.5.2 Preuve de la Partie (II)

Puisque, pour chaque (t, ξ, ζ) ∈ [0, T ] × R × Ω × U , ∂1f
0(t, ξ, ζ) et ∂1f(t, ξ, ζ) existent, on a,

pour chaque (t, s, ξ, ζ) ∈ [0, T ]× R× Ω× U ,

∂1F (t, (s, ξ), ζ) = (∂1f
0(t, ξ, ζ), ∂1f(t, ξ, ζ)).

Par conséquent, en utilisant la continuité de ∂1f
0 et ∂1f , on obtient la continuité de ∂1F .

En utilisant la Partie (II) du Théoreme 5.3.2 pour le problème (MB′), on obtient alors

[t 7→ HB(t, x0(t), u0(t), p(t), λ0) = HM (t,X0(t), u0(t), P (t))] ∈ PC1([0, T ],R),

et
∀t ∈ [0, T ], dH̄B(t) = dH̄M (t) = λ0∂1f

0(t, x0(t), u0(t)) + p(t) · ∂1f(t, x0(t), u0(t)).

Ainsi, la Partie (II) a été prouvée.

5.5.3 Preuve de la Partie (III)

Raisonnons par l’absurde, supposons qu’il existe t∗ ∈ [0, T ] t.q. (λ0, p(t∗)) = (0, 0E∗).
Puisque λ0 = 0, la fonction constante 0̃ : [0, T ] → E∗, définie par 0̃(t) = 0E∗ , est solution PC1 de
(AE.B) et 0̃(t∗) = 0E∗ . En utilisant le Théorème 3.1.14, on a

∀t ∈ [0, T ], p(t) = 0E∗ .

Par conséquent on a p(T ) = 0. Ainsi, en utilisant (TC), (Si), (S`) et (QC, 1), on a (∀α ∈
{1, ...,m}, λα = 0) et (∀β ∈ {1, ..., q}, µβ = 0).
Puisque λ0 = 0, on a (∀α ∈ {1, ...,m}, λα = 0) et (∀β ∈ {1, ..., q}, µβ = 0). Ceci contredit (NN).
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5.5.4 Preuve de la Partie (IV)

Montrons d’abord que λ0 6= 0. Pour montrer cela, raisonnons par l’absurde ; supposons que
λ0 = 0.
Puisque DG,3f(t̂, x0(t̂), u0(t̂)) existe, DG,3HB(t̂, x0(t̂), u0(t̂), p(t̂), 0) existe et

DG,3HB(t̂, x0(t̂), u0(t̂), p(t̂), 0) = p(t̂) ◦DG,3f(t̂, x0(t̂), u0(t̂)).

Par conséquent, en utilisant (MP.B) et le corollaire 2, p.230 de [1], on a

p(t̂) ◦DG,3f(t̂, x0(t̂), u0(t̂)) = 0.

Puisque DG,3f(t̂, x0(t̂), u0(t̂)) est surjective, on a

p(t̂) = 0.

Par conséquent, on a (λ0, p(t̂)) = 0 ; ce qui contredit la Partie (III) ; donc λ0 6= 0.
Posons, ∀α ∈ {0, ...,m}, λ′α := λα

λ0
∀β ∈ {1, ..., q}, µ′β :=

µβ
λ0

et p′ := 1
λ0
p.

Puisque l’ensemble des ((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q), p) ∈ R1+m+q×PC1([0, T ], E∗) vérifiant (NN), (Si),
(S`), (TC), (AE.B), (MP.B) et (CH.B) est un cône, on obtient que ((λ′α)0≤α≤m, (µ

′
β)1≤β≤q, p

′) ∈
R1+m+q × PC1([0, T ], E∗) vérifie (NN), (Si), (S`), (TC), (AE.B), (MP.B) et (CH.B) avec λ′0 = 1.

5.5.5 Preuve de la Partie (V)

Nous allons d’abord montrer que λ0 6= 0. Pour cela, raisonnons par l’absurde, supposons que
λ0 = 0.
Puisque DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) existe, DG,3HB(T, x0(T ), u0(T ), p(T ), 0) existe et

DG,3HB(T, x0(T ), u0(T ), p(T ), 0) = p(T ) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )).

Par conséquent, en utilisant (MP.B) et le corollaire 2, p.230 de [1], on a

p(T ) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) = 0. (5.5.13)

C’est pourquoi, grâce à (TC), on obtient∑m
α=1 λαDHg

α(x0(T )) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T ))
+
∑q

β=1 µβDHh
β(x0(T )) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) = 0.

}
Par conséquent, grâce à (Alib), on a ((λα)1≤α≤m, (µβ)1≤β≤q) = 0 ; ce qui contredit (NN).
Posons, ∀α ∈ {0, ...,m}, λ′α := λα

λ0
et ∀β ∈ {1, ..., q}, µ′β :=

µβ
λ0

et p′ := 1
λ0
p.

Puisque l’ensemble des ((λα)0≤α≤m, (µβ)1≤β≤q), p) ∈ R1+m+q×PC1([0, T ], E∗) vérifiant (NN), (Si),
(S`), (TC), (AE.B), (MP.B) et (CH.B) est un cône, on a ((λ′α)0≤α≤m, (µ

′
β)1≤β≤q, p

′) ∈ R1+m+q ×
PC1([0, T ], E∗) vérifie (NN), (Si), (S`), (TC), (AE.B), (MP.B) et (CH.B) avec λ′0 = 1.
Maintenant, supposons que DG,3f

0(T, x0(T ), u0(T )) existe.
Soit ((λ1

α)0≤α≤m, (µ
1
β)1≤β≤q, p

1) ∈ R1+m+q × PC1([0, T ], E∗) et
((λ2

α)0≤α≤m, (µ
2
β)1≤β≤q, p

2) ∈ R1+m+q × PC1([0, T ], E∗) t.q. les assertions de la Partie (I) sont
vérifiées avec λ1

0 = λ2
0 = 1.

Puisque DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) et DG,3f
0(T, x0(T ), u0(T )) existe, pour chaque i ∈ {1, 2},

DG,3HB(T, x0(T ), u0(T ), pi(T ), 1) existe et

DG,3HB(T, x0(T ), u0(T ), pi(T ), 1) =
pi(T ) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) +DG,3f

0(T, x0(T ), u0(T )).

}
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Par conséquent, en utilisant (MP.B) et le corollaire 2, p.230 de [1], on a

∀i ∈ {1, 2}, pi(T ) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) +DG,3f
0(T, x0(T ), u0(T )) = 0.

Donc, on a
(p1(T )− p2(T )) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) = 0.

En utilisant (TC), on a∑m
α=1(λ1

α − λ2
α)DHg

α(x0(T )) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T ))
+
∑q

β=1(µ1
β − µ2

β)DHh
β(x0(T )) ◦DG,3f(T, x0(T ), u0(T )) = 0.

}
Par conséquent, en utilisant (Alib), on a

∀(α, β) ∈ {1, ...,m} × {1, ..., q}, λ1
α = λ2

α et µ1
β = µ2

β. (5.5.14)

Donc, p1(T ) = p2(T ) ; c’est pourquoi, en utilisant le Théorème 3.1.14 et (AE.B), on obtient p1 = p2.

5.6 Théorème de l’enveloppe en Contrôle Optimal

Dans cette section, on énonce un théorème de l’enveloppe dans le cadre du Contrôle Optimal.
Un théorème de l’enveloppe consiste à donner des conditions pour obtenir la différentiabilité de la
fonction valeur et à donner une expression de sa différentielle. Notons que l’intégrale de Gelfand
nous sera très utile pour donner l’expression de la Gâteaux-différentelle et de la Fréchet-différentielle
de la fonction valeur.
Commençons par préciser le problème que nous considérons.
Soit (X, ‖ · ‖X) un espace de Banach réel, Ω un ouvert de X. Soit (Y, ‖ · ‖Y ) un espace vectoriel
normé réel, et U un ouvert de Y .
Soit (Z, ‖ · ‖Z) un espace vectoriel normé réel et π0 ∈ Z. On considère les fonctions suivantes
f0 : [0, T ]× Ω× U × Z → R, f : [0, T ]× Ω× U × Z → X, gi : Ω× Z → R pour tout i ∈ {0, ..., k},
hj : Ω× Z → R pour tout j ∈ {1, ..., l}. Soit T ∈ ]0,+∞[ et ξ0 ∈ Ω.
Pour chaque π ∈ Y , on considère le problème de Bolza à paramètre suivant :

(B, π)


Maximiser

∫ T
0 f0(t, x(t), u(t), π)dt+ g0(x(T ), π)

lorsque x ∈ PC1([0, T ],Ω), u ∈ NPC0
d([0, T ], U)

∀t ∈ [0, T ], dx(t) = f(t, x(t), u(t), π), x(0) = ξ0

∀i ∈ {1, ..., k}, gi(x(T ), π) ≥ 0
∀j ∈ {1, ..., l}, hj(x(T ), π) = 0.

Le Hamiltonien de Pontryagin de ce problème de Bolza est Hπ : [0, T ]×Ω×U ×X∗×R→ R, défini
par, pour tout (t, x, u, p, λ) ∈ [0, T ]× Ω× U ×X∗ × R,

Hπ(t, x, u, p, λ) := p · f(t, x, u, π) + λf0(t, x, u, π).

Pour chaque π ∈ Z, on note V (π) la valeur du problème (B, π). On considère les conditions suivantes
qui serviront d’hypothèses dans le théorème de l’enveloppe :
Conditions sur la solution

(Csol1) Il existe un voisinage ouvert P de π0 dans Z t.q., ∀π ∈ P, il existe (x(π), u(π)) solution
de (B, π).

(Csol2) Il existe δπ ∈ Z t.q. D+
Gx(π0; δπ) et D+

Gu(π0; δπ) existent.
(Csol3) Les fonctions [π 7→ x(π)] et [π 7→ u(π)] sont continues au point π0.
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(Csol2-bis) Pour tout δπ ∈ Z, D+
Gx(π0; δπ) et D+

Gu(π0; δπ) existent.
(Csol2-ter) Pour tout π ∈ P , pour tout δπ ∈ Z, D+

Gx(π; δπ) et D+
Gu(π; δπ) existent.

Conditions sur le champ de vecteurs et l’intégrande de l’objectif
(Cci1) f0 ∈ C0([0, T ]× Ω× U × P,R), et, ∀(t, ξ, ζ, π) ∈ [0, T ]× Ω× U × P , DG,2f

0(t, ξ, ζ, π)
existe et,
— ∀π ∈ P , ∀K compact inclus dans Ω×U , il existe M ∈ ]0,+∞[ t.q. ∀(t, ξ, ζ) ∈ [0, T ]×K,
‖DG,2f

0(t, ξ, ζ, π)‖L ≤M , et,
— ∀(t, ζ, π) ∈ [0, T ]× U × P , DF,2f

0(t, x(π)(t), ζ, π) existe et
— ∀π ∈ P, [(t, ζ) 7→ DF,2f

0(t, x(π)(t), ζ, π)] ∈ C0([0, T ]× U, (X∗, ‖ · ‖L)).
(Cci2) Pour tout π ∈ P, [(t, ξ, ζ) 7→ f(t, ξ, ζ, π)] ∈ C0([0, T ] × Ω × U,X), et, ∀(t, ξ, ζ, π) ∈

[0, T ]× Ω× U × P , DG,2f(t, ξ, ζ, π) existe et,
— ∀π ∈ P , ∀K compact inclus dans Ω×U , il existe M1 ∈ ]0,+∞[ t.q. ∀(t, ξ, ζ) ∈ [0, T ]×K,
‖DG,2f(t, ξ, ζ, π)‖L ≤M1, et,

— ∀(t, ζ, π) ∈ [0, T ]× U × P , DF,2f(t, x(π)(t), ζ, π) existe et
— ∀π ∈ P, [(t, ζ) 7→ DF,2f(t, x(π)(t), ζ, π)] ∈ C0([0, T ]× U, (L(X,X), ‖ · ‖L)).

(Cci3) Il existe κ ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R+), il existe ρ > 0 t.q.,
∀t ∈ [0, T ], ∀(ξ1, ζ1, π1), (ξ2, ζ2, π2) ∈ B‖·‖1((x(π0)(t), u(π0)(t), π0), ρ),

|f0(t, ξ1, ζ1, π1)− f0(t, ξ2, ζ2, π2)| ≤ κ(t)‖(ξ1, ζ1, π1)− (ξ2, ζ2, π2)‖1.

(Cci4) Pour tout t ∈ [0, T ], DH,(2,3,4)f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) et

DH,(2,3,4)f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) existent.
(Cci5) Pour tout π ∈ P , DH,3f

0(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π) et DH,3f(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π)
existent, et la fonction [π 7→ DH,3f

0(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π)] ∈ C0(P, (Y ∗, ‖ · ‖L)).
(Cci6) Il existe c ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R+) t.q.

∀t ∈ [0, T ], ‖DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0)‖L ≤ c(t).

(Cci7) Pour tout t ∈ [0, T ], [π 7→ DH,(2,4)f
0(t, x(π)(t), u(π)(t), π)] ∈ C0(P, ((X ×Z)∗, ‖ · ‖L,1))

et [π 7→ DH,(2,4)f(t, x(π)(t), u(π)(t), π)] ∈ C0(P, (L(X × Z,X), ‖ · ‖L,1)).
(Cci8) Pour chaque π ∈ P , [t 7→ DH,4f

0(t, x(π)(t), u(π)(t), π)] appartient à
L0(([0, T ],B([0, T ])), (Z∗,B(Z∗))) et [t 7→ DH,4f(t, x(π)(t), u(π)(t), π)] appartient à
L0(([0, T ],B([0, T ])), (L(Z,X),B(L(Z,X))).

(Cci4-bis) Pour tout π ∈ P , pour tout t ∈ [0, T ], DH,(2,3,4)f
0(t, x(π)(t), u(π)(t), π) et

DH,(2,3,4)f(t, x(π)(t), u(π)(t), π) existent.
(Cci6-bis) Il existe c ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R+) t.q.

∀t ∈ [0, T ], ∀π ∈ P, ‖DH,(2,4)f(t, x(π)(t), u(π)(t), π)‖L ≤ c(t).

Conditions sur les contraintes terminales et la fonction terminale de l’objectif
(Ccont1) ∀φ ∈ {gi : 0 ≤ i ≤ k} ∪ {hj : 1 ≤ j ≤ l}, φ est Hadamard-différentiable au point

(x(π0)(T ), π0) et, ∀π ∈ P, DH,1φ(x(π)(T ), π) existe.
(Ccont2) Pour chaque π ∈ P , pour chaque j ∈ {1, ..., l}, [x 7→ hj(x, π)] est continue sur un

voisinage de x(π)(T ) dans Ω.
(Ccont1-bis) ∀φ ∈ {gi : 0 ≤ i ≤ k} ∪ {hj : 1 ≤ j ≤ l}, ∀π ∈ P , φ est Hadamard-différentiable

au point (x(π)(T ), π) et, [π 7→ DHφ(x(π)(T ), π)] ∈ C0(P, ((X × Z)∗, ‖ · ‖L,1)).
Conditions sur les contraintes terminales, la fonction terminale de l’objectif et le champ
de vecteurs

(Ctc1) (DH,1gi(x(π0)(T ), π0) ◦DH,3f(T, x(π0)(T ), u(π0)(T ), π0),
DH,1hj(x(π0)(T ), π0) ◦DH,3f(T, x(π0)(T ), u(π0)(T ), π0))1≤i≤k, 1≤j≤l est une famille libre.
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(Ctc2) Pour tout φ ∈ {gi : 0 ≤ i ≤ k} ∪ {hj : 1 ≤ j ≤ l},
[π 7→ DH,1φ(x(π)(T ), π) ◦DH,3f(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π)] appartient à C0(P, (Y ∗, ‖ · ‖L)).

Conditions sur l’espace Y ∗

(Cesp) Il existe un produit scalaire (·|·)Y ∗ sur Y ∗ t.q. (·|·)Y ∗ appartient à
C0((Y ∗ × Y ∗, ‖ · ‖L,1),R).

Dans le théorème suivant, on énonce le théorème de l’enveloppe pour le problème de Bolza
(B, π).

Théorème 5.6.1. Partie (I) Sous (Csol1), (Csol2), (Cci1), (Cci2), (Cci3), (Cci4), (Cci5),
(Ccont1), (Ccont2), (Ctc1), (Ctc2) et (Cesp), D+

GV (π0; δπ) existe et il existe
((λi(π0))1≤i≤k, (µj(π0))1≤j≤l, p(π0)) ∈ Rk+ × Rl × PC1([0, T ], X∗) t.q.

D+
GV (π0; δπ) = DH,2g0(x(π0)(T ), π0) · δπ +

∑k
i=1 λi(π0)DH,2gi(x(π0)(T ), π0) · δπ

+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2hj(x(π0)(T ), π0) · δπ
+
∫

[0,T ]DH,4f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ dm1(t)

+
∫

[0,T ] p(π0)(t) ·DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ dm1(t),

où ((λi(π0))1≤i≤k, (µj(π0))1≤j≤l) ∈ Rk+ × Rl et p(π0) sont les uniques respectivement multiplica-
teur de Karush-Kuhn-Tucker et fonction adjointe du théorème de Pontryagin associés à la solution
(x(π0), u(π0)) du problème (B, π0).
Partie (II) Sous (Csol1), (Csol2-bis), (Cci1), (Cci2), (Cci3), (Cci4), (Cci5), (Ccont1),
(Ccont2), (Ctc1), (Ctc2), (Cesp) et (Cci6), V est Gâteaux-différentiable au point π0 et il existe
((λi(π0))1≤i≤k, (µj(π0))1≤j≤l, p(π0)) ∈ Rk+ × Rl × PC1([0, T ], X∗) t.q.

DGV (π0) = DH,2g0(x(π0)(T ), π0) +
∑k

i=1 λi(π0)DH,2gi(x(π0)(T ), π0)

+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2hj(x(π0)(T ), π0)

+
∫ G

[0,T ]DH,4f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) dm1(t)

+
∫ G

[0,T ] p(π0)(t) ◦DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) dm1(t),

où ((λi(π0))1≤i≤k, (µj(π0))1≤j≤l) ∈ Rk+ × Rl et p(π0) sont les uniques respectivement multiplica-
teur de Karush-Kuhn-Tucker et fonction adjointe du théorème de Pontryagin associés à la solution
(x(π0), u(π0)) du problème (B, π0).
Partie (III) Sous (Csol1), (Csol2-ter), (Csol3), (Cci1), (Cci2), (Cci3), (Cci4-bis), (Cci5),
(Cci6-bis), (Cci7), (Cci8), (Ccont1-bis), (Ccont2), (Ctc1), (Ctc2), et (Cesp), il existe W un
voisinage ouvert de π0 dans P t.q. V est continûment Fréchet-différentiable sur W et t.q., pour tout
π ∈W , il existe ((λi(π))1≤i≤k, (µj(π))1≤j≤l) ∈ Rk+ × Rl et p(π) ∈ PC1([0, T ], X∗) vérifiant

DFV (π) = DH,2g0(x(π)(T ), π) +
∑k

i=1 λi(π)DH,2gi(x(π)(T ), π)

+
∑l

j=1 µj(π)DH,2hj(x(π)(T ), π)

+
∫ G

[0,T ]DH,4f
0(t, x(π)(t), u(π)(t), π) dm1(t)

+
∫ G

[0,T ] p(π)(t) ◦DH,4f(t, x(π)(t), u(π)(t), π) dm1(t),

((λi(π))1≤i≤k, (µj(π))1≤j≤l) ∈ Rk+ × Rl et p(π) sont les uniques respectivement multiplicateur de
Karush-Kuhn-Tucker et fonction adjointe du théorème de Pontryagin associés à la solution
(x(π), u(π)) du problème (B, π).

Commentaires sur le Théorème 5.6.1 : les principales contributions du Théorème 5.6.1 sont
les suivantes :
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— On ne suppose pas de régularité sur les multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker. Tout d’abord,
dans la Partie (I), on parvient à démontrer que les multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker
sont continus par rapport à π dans un voisinage de π0. En outre, dans la Partie (III), on
démontre que la fonction adjointe est continue par rapport à π dans un voisinage de π0.

— On utilise une hypothèse d’Hadamard-différentiabilité partielle pour l’intégrande de la fonc-
tion de l’objectif et les fonctions constituant les contraintes d’inégalité et d’égalité.

— Pour la solution, on suppose seulement l’existence d’une dérivée directionnelle par rapport
au paramètre.

Ce théorème sera démontré dans la section suivante.

5.7 Preuve du théorème de l’enveloppe pour le problème de Bolza
à paramètre

Dans cette section, nous démontrons notre théorème de l’enveloppe pour le problème de Bolza
(B, π).
Pour la preuve de la Partie (I), nous utilisons la Partie (V) de notre théorème de Pontryagin
pour un problème de Bolza. Ensuite, on utilise le lemme donnant la Hadamard-différentiabilité d’une
fonctionnelle définie à partir d’une intégrale. En utilisant le lemme sur la continuité, par rapport au
paramètre, des coordonnées d’un vecteur dans un sous-espace vectoriel de dimension finie dépendant
d’un paramètre, on démontre la continuité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker par rapport
à π. Enfin, on parvient à démontrer la Partie (I).
Pour la preuve de la Partie (II), en utilisant que la dérivée directionnelle à droite de la solution
existe au point π0 suivant toutes les directions et la Partie (I) de ce théorème, on démontre que la
fonction valeur admet une dérivée directionnelle à droite au point π0 suivant toutes les directions. En
outre, en utilisant les propriétés sur l’intégrale de Gelfand, on démontre que la dérivée directionnelle
à droite de la fonction valeur au point π0 est linéaire continue par rapport aux directions. Ainsi V
est Gâteaux-différentiable au point π0.
Pour la preuve de la Partie (III), en ajoutant des hypothèses, on parvient à appliquer la Partie
(II) pour chaque π dans un voisinage de π0. Ensuite, en démontrant la continuité de la Gâteaux-
différentielle de V par rapport à π sur ce voisinage de π0, on démontre que V est continûment
Fréchet-différentiable sur ce voisinage.

5.7.1 Preuve de la Partie (I)

Avec (Ctc1) et (Ctc2), en utilisant le Lemme 2.6.1, il existe Q un voisinage ouvert de π0,
Q ⊂ P , t.q.

∀π ∈ Q, ((DH,1gi(x(π)(T ), π) ◦DH,3f(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π))1≤i≤k,
(DH,1hj(x(π)(T ), π) ◦DH,3f(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π))1≤j≤l)
est une famille linéairement indépendante.

 (5.7.1)

Pour chaque π ∈ Q, on considère les fonctions f0,π : [0, T ] × Ω × U → R, définie par, pour tout
(t, ξ, ζ) ∈ [0, T ]×Ω×U , f0,π(t, ξ, ζ) = f0(t, ξ, ζ, π), fπ : [0, T ]×Ω×U → X, définie par, pour tout
(t, ξ, ζ) ∈ [0, T ]×Ω×U , fπ(t, ξ, ζ) = f(t, ξ, ζ, π) et, pour tout φ ∈ {gi : 0 ≤ i ≤ k}∪{hj : 1 ≤ j ≤ l},
φπ = φ(·, π).
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5.7. PREUVE DU THÉORÈME DE L’ENVELOPPE POUR LE PROBLÈME DE BOLZA À
PARAMÈTRE

Notons que, pour chaque π ∈ Q, on peut réécrire le problème (B, π) sous la forme
Maximiser

∫ T
0 f0,π(t, x(t), u(t))dt+ gπ0 (x(T ))

lorsque x ∈ PC1([0, T ],Ω), u ∈ NPC0
d([0, T ], U)

∀t ∈ [0, T ], dx(t) = fπ(t, x(t), u(t)), x(0) = ξ0

∀i ∈ {1, ..., k}, gπi (x(T )) ≥ 0
∀j ∈ {1, ..., l}, hπj (x(T )) = 0.

Avec (Csol1), (Cci1), (Cci2), (Cci5), (Ccont1), (Ccont2) et (5.7.1), pour chaque π ∈ Q, en
utilisant la Partie (V) du Théorème 5.2.4, il existe un unique ((λi(π))0≤i≤k, (µj(π))1≤j≤l, p(π)) ∈
Rk+1 × Rl × PC1([0, T ], X∗) avec λ0(π) = 1 t.q.

(Si)π Pour tout i ∈ {0, ..., k}, λi(π) ≥ 0.
(S`)π Pour tout i ∈ {1, ..., k}, λi(π)gπi (x(π)(T )) = 0.
(TC)π

∑k
i=0 λi(π)DHg

π
i (x(π)(T )) +

∑l
j=1 µj(π)DHh

π
j (x(π)(T )) = p(π)(T ).

(AE)π Pour tout t ∈ [0, T ],

dp(π)(t) = −DF,2Hπ(t, x(π)(t), u(π)(t), p(π)(t), 1).

(MP)π Pour tout t ∈ [0, T ], pour tout ζ ∈ U ,

Hπ(t, x(π)(t), u(π)(t), p(π)(t), 1) ≥ Hπ(t, x(π)(t), ζ, p(π)(t), 1).

Par conséquent, on a
(Si) Pour chaque π ∈ Q, pour tout i ∈ {0, ..., k}, λi(π) ≥ 0.
(S`) Pour chaque π ∈ Q, pour tout i ∈ {1, ..., k}, λi(π)gi(x(π)(T ), π) = 0.
(TC) Pour chaque π ∈ Q,

DH,1g0(x(π)(T ), π) +
∑k

i=1 λi(π)DH,1gi(x(π)(T ), π)

+
∑l

j=1 µj(π)DH,1hj(x(π)(T ), π) = p(π)(T ).
(AE) Pour chaque π ∈ Q, pour tout t ∈ [0, T ],

dp(π)(t) = −p(π)(t) ◦DF,2f(t, x(π)(t), u(π)(t), π)−DF,2f
0(t, x(π)(t), u(π)(t), π).

(MP) Pour chaque π ∈ Q, pour tout t ∈ [0, T ], pour tout ζ ∈ U ,

Hπ(t, x(π)(t), u(π)(t), p(π)(t), 1) ≥ Hπ(t, x(π)(t), ζ, p(π)(t), 1).

Avec (Csol1), on obtient que,

∀π ∈ P, V (π) =

∫ T

0
f0(t, x(π)(t), u(π)(t), π)dt+ g0(x(π)(T ), π).

Posons, ∀π ∈ P, V1(π) :=
∫ T

0 f0(t, x(π)(t), u(π)(t), π)dt et G := Ω×U ×P , un ouvert de X×Y ×Z.
Considérons les fonctions : f̃0 : [0, T ] × G → R, définie par, pour chaque (t, (ξ, ζ, π)) ∈ [0, T ] × G,
f̃0(t, (ξ, ζ, π)) := f0(t, ξ, ζ, π), F : NPC0

d([0, T ], G)→ R définie par, pour tout σ ∈ NPC0
d([0, T ], G),

F (σ) :=
∫ T

0 f̃0(t, σ(t))dt et z : P → NPC0
d([0, T ], G), définie par, pour tout π ∈ P , pour tout

t ∈ [0, T ], z(π)(t) = (x(π)(t), u(π)(t), π).
Avec (Cci1), on a f̃0 ∈ C0([0, T ]×G,R).
De plus, grâce à (Cci3), on obtient qu’il existe κ ∈ L1(([0, T ],B([0, T ]),m1;R+), il existe ρ > 0 t.q.,
pour tout t ∈ [0, T ], pour tout (ξ1, ζ1, π1), (ξ2, ζ2, π2) ∈ B‖·‖1(z(π0)(t), ρ), on a
|f̃0(t, (ξ1, ζ1, π1))− f̃0(t, (ξ2, ζ2, π2))| ≤ κ(t)‖(ξ1, ζ1, π1)− (ξ2, ζ2, π2)‖1.

Hasan YILMAZ 184



CHAPITRE 5. CONTRÔLE OPTIMAL

En utilisant (Cci4), on a, ∀t ∈ [0, T ], DH,2f̃0(t, z(π0)(t)) existe et
DH,2f̃0(t, z(π0)(t)) = DH,(2,3,4)f

0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0).
Ainsi, les conditions (i)-(iii) du Lemme 4.2.1 étant vérifiées pour la fonctionnelle F avec z0 = z(π0),
en utilisant le Lemme 4.2.1, on obtient que

∀v ∈ NPC0
d([0, T ], X × Y × Z),

[t 7→ DH,(2,3,4)f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · v(t)] ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R),

}
(5.7.2)

et
DHF (z(π0)) · v =

∫
[0,T ]DH,2f̃0(t, z(π0)(t)) · v(t) dm1(t)

=
∫

[0,T ]DH,(2,3,4)f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · v(t) dm1(t).

De plus, en utilisant le Lemme 4.2.2, on a

[t 7→ DH,(2,3,4)f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0)] ∈ L1

G(([0, T ],B([0, T ])),m1; (X × Y × Z)∗) (5.7.3)

et
∀t ∈ [0, T ], ‖DH,(2,3,4)f

0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0)‖L ≤ κ(t).

Posons, ∀t ∈ [0, T ], v(t) := (D+
Gx(π0; δπ)(t), D+

Gu(π0; δπ)(t), δπ).
Soit α > 0 suffisamment petit ; alors on a

‖ 1
α(z(π0 + αδπ)− z(π0))− v‖∞

= supt∈[0,T ] ‖( 1
α(x(π0 + αδπ)(t)− x(π0)(t))−D+

Gx(π0; δπ)(t),
1
α(u(π0 + αδπ)(t)− u(π0)(t))−D+

Gu(π0; δπ)(t), 0)‖1
≤ supt∈[0,T ] ‖ 1

α(x(π0 + αδπ)(t)− x(π0)(t))−D+
Gx(π0; δπ)(t)‖X

+ supt∈[0,T ] ‖ 1
α(u(π0 + αδπ)(t)− u(π0)(t))−D+

Gu(π0; δπ)(t)‖Y
≤ max{1, T}‖ 1

α(x(π0 + αδπ)− x(π0))−D+
Gx(π0; δπ)‖PC1

+‖ 1
α(u(π0 + αδπ)− u(π0))−D+

Gu(π0; δπ)‖∞.

Avec (Csol2), on obtient que

lim
α→0+

max{1, T}‖ 1
α(x(π0 + αδπ)− x(π0))−D+

Gx(π0; δπ)‖PC1

+‖ 1
α(u(π0 + αδπ)− u(π0))−D+

Gu(π0; δπ)‖∞ = 0.

Donc, en utilisant le théorème de comparaison des limites, on a

lim
α→0+

∥∥∥∥ 1

α
(z(π0 + αδπ)− z(π0))− v

∥∥∥∥
∞

= 0,

d’où D+
Gz(π0; δπ) existe et D+

Gz(π0; δπ) = v.
Sachant que, pour chaque π ∈ P , V1(π) = (F ◦ z)(π), en utilisant le Lemme 2.1.8, on a

D+
GV1(π0; δπ) = DHF (z(π0)) ·D+

Gz(π0; δπ).

Par conséquent, on obtient

D+
GV (π0; δπ)

=
∫

[0,T ]DH,(2,3,4)f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · (D+

Gx(π0; δπ)(t), D+
Gu(π0; δπ)(t), δπ) dm1(t)

+DH,1g0(x(π0)(T ), π0) ·D+
Gx(π0; δπ)(T ) +DH,2g0(x(π0)(T ), π0) · δπ.


(5.7.4)

De plus, on a
∀π ∈ P, ∀t ∈ [0, T ], dx(π)(t) = f(t, x(π)(t), u(π)(t), π). (5.7.5)
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Pour chaque t ∈ [0, T ], pour chaque espace vectoriel normé réel U , considérons l’opérateur évaluation
evUt : NPC0

d([0, T ],U)→ U , défini par, pour chaque y ∈ NPC0
d([0, T ],U), evUt (y) = y(t).

Puisque, pour chaque t ∈ [0, T ], pour chaque espace vectoriel normé réel U ,
evUt ∈ L((NPC0

d([0, T ],U), ‖ · ‖∞),U), on a evUt ∈ C1((NPC0
d([0, T ],U), ‖ · ‖∞),U).

On peut aussi réécrire (5.7.5) sous la forme

∀π ∈ P, ∀t ∈ [0, T ], (evXt ◦ d ◦ x)(π) = (f(t, ·, ·, ·) ◦ ((evXt ◦ x)(·), (evYt ◦ u)(·), ·))(π). (5.7.6)

D’où, pour tout t ∈ [0, T ], en utilisant le Lemme 2.1.8, on a

D+
G(evXt ◦ d ◦ x)(π0; δπ) = DH(evXt ◦ d)(x(π0)) ·D+

Gx(π0; δπ)
= (evXt ◦ d) ·D+

Gx(π0; δπ)
= evXt (d(D+

Gx(π0; δπ))
= d[D+

Gx(π0; δπ)](t).

Et, en utilisant le Lemme 2.1.8, on a

D+
G[f(t, ·, ·, ·) ◦ ((evXt ◦ x)(·), (evYt ◦ u)(·), ·)](π0; δπ)

= DH,(2,3,4)f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · (D+
G(evXt ◦ x)(π0; δπ), D+

G(evYt ◦ u)(π0; δπ), δπ)

= DH,(2,3,4)f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · (D+
Hev

X
t (x(π0; δπ)) ·D+

Gx(π0; δπ)

, D+
Hev

Y
t (u(π0; δπ)) ·D+

Gu(π0; δπ), δπ)
= DH,(2,3,4)f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · (D+

Gx(π0; δπ)(t), D+
Gu(π0; δπ)(t), δπ),

d’où

∀t ∈ [0, T ],
d[D+

Gx(π0; δπ)](t) = DH,(2,3,4)f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · (D+
Gx(π0; δπ)(t), D+

Gu(π0; δπ)(t), δπ).

}
(5.7.7)

Avec (MP) et (Cci4), on a

∀t ∈ [0, T ],
p(π0)(t) ◦DH,3f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) +DH,3f

0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) = 0.

}
(5.7.8)

Par conséquent, pour tout t ∈ [0, T ], on obtient que

DH,(2,3)f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · (D+

Gx(π0; δπ)(t), D+
Gu(π0; δπ)(t))

= DH,2f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) ·D+

Gx(π0; δπ)(t)
+DH,3f

0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) ·D+
Gu(π0; δπ)(t)

= −d[p(π0)](t) ·D+
Gx(π0; δπ)(t)−

p(π0)(t) ·DH,2f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) ·D+
Gx(π0; δπ)(t)−

p(π0)(t) ·DH,3f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) ·D+
Gu(π0; δπ)(t) grâce à (5.7.8) et (AE).

= −d[p(π0)](t) ·D+
Gx(π0; δπ)(t)− p(π0)(t) ·DH,(2,3,4)f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0)·

(D+
Gx(π0; δπ)(t), D+

Gu(π0; δπ)(t), δπ)
+p(π0)(t) ·DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ
= −d[p(π0)](t) ·D+

Gx(π0; δπ)(t)− p(π0)(t) · d[D+
Gx(π0; δπ)](t)+

p(π0)(t) ·DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ grâce à (5.7.7).

Ainsi

∀t ∈ [0, T ],
DH,(2,3)f

0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · (D+
Gx(π0; δπ)(t), D+

Gu(π0; δπ)(t))

= −d[p(π0)](t) ·D+
Gx(π0; δπ)(t)− p(π0)(t) · d[D+

Gx(π0; δπ)](t)+
p(π0)(t) ·DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ.

 (5.7.9)
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Remarquons que les fonctions [t 7→ d[p(π0)](t) ·D+
Gx(π0; δπ)(t)] et [t 7→ p(π0)(t) ·d[D+

Gx(π0; δπ)](t)]
sont Riemann-intégrables et boréliennes sur [0, T ].
De plus, avec (5.7.2), on a
[t 7→ DH,(2,3)f

0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · (D+
Gx(π0; δπ)(t), D+

Gu(π0; δπ)(t))] appartient à
L1(([0, T ], B([0, T ])),m1;R).
Par conséquent, avec (5.7.9) et les propriétés des fonctions Borel-intégrables sur [0, T ], on obtient
que

[t 7→ p(π0)(t) ·DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ] ∈ L1(([0, T ], B([0, T ])),m1;R).

Par ailleurs, en utilisant (5.7.2), on a :
[t 7→ DH,4f

0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ] ∈ L1(([0, T ], B([0, T ])),m1;R). Ainsi, en utilisant (5.7.4)
et (5.7.9), on obtient que

D+
GV (π0; δπ) =∫

[0,T ]−d[p(π0)](t) ·D+
Gx(π0; δπ)(t)− p(π0)(t) · d[D+

Gx(π0; δπ)](t) dm1(t)

+
∫

[0,T ] p(π0)(t) ·DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ dm1(t)

+
∫

[0,T ]DH,4f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ dm1(t)

+DH,1g0(x(π0)(T ), π0) ·D+
Gx(π0; δπ)(T ) +DH,2g0(x(π0)(T ), π0) · δπ.


(5.7.10)

Considérons la fonctionnelle bilinéaire continue Q : X∗×X → R, définie par, pour tout (l, x)×X∗×
X, Q(l, x) = l · x. Considérons les fonctions ϕ : [0, T ] → X∗ ×X définie par, pour tout t ∈ [0, T ],
ϕ(t) = (p(π0)(t), D+

Gx(π0; δπ)(t)) et ψ := Q ◦ ϕ.
Puisque Q ∈ C1(X∗ × X,R) et ϕ ∈ PC1([0, T ], X∗ × X), en utilisant le Lemme 1.3.13, on a
ψ ∈ PC1([0, T ],R) et, pour tout t ∈ [0, T ], on a

dψ(t) = DFQ(ϕ(t)) · dϕ(t)
= Q(dp(π0)(t), D+

Gx(π0; δπ)(t)) +Q(p(π0)(t),d[D+
Gx(π0; δπ)](t))

= dp(π0)(t) ·D+
Gx(π0; δπ)(t) + p(π0)(t) · d[D+

Gx(π0; δπ)](t)

i.e.

∀t ∈ [0, T ], dψ(t) = dp(π0)(t) ·D+
Gx(π0; δπ)(t) + p(π0)(t) · d[D+

Gx(π0; δπ)](t). (5.7.11)

Puisque ψ ∈ PC1([0, T ],R), on a, pour tout t ∈ [0, T ], ψ(T )− ψ(0) =
∫ T

0 dψ(t)dt.
De plus, pour tout π ∈ P , evX0 (x(π)) = ξ0, d’où, en utilisant le Lemme 2.1.8, on a

D+
Hev0(x(π0)) ·D+

Gx(π0; δπ) = evX0 ·D+
Gx(π0; δπ) = 0

i.e
D+
Gx(π0; δπ)(0) = 0.

Par conséquent, on a

−
∫ T

0
dψ(t)dt = −ψ(T ) + ψ(0) = −p(π0)(T ) ·D+

Gx(π0; δπ)(T ).

Donc en utilisant (5.7.10) et (5.7.11), on obtient

D+
GV (π0; δπ) = −p(π0)(T ) ·D+

Gx(π0; δπ)(T )
+
∫

[0,T ] p(π0)(t) ·DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ dm1(t)

+
∫

[0,T ]DH,4f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ dm1(t)

+DH,1g0(x(π0)(T ), π0) ·D+
Gx(π0; δπ)(T )

+DH,2g0(x(π0)(T ), π0) · δπ.


(5.7.12)
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Par conséquent, en utilisant (TC), on obtient

D+
GV (π0; δπ) = −

∑k
i=1 λi(π0)DH,1gi(x(π0)(T ), π0) ·D+

Gx(π0; δπ)(T )

−
∑l

j=1 µj(π0)DH,1hj(x(π0)(T ), π0) ·D+
Gx(π0; δπ)(T )

+
∫

[0,T ] p(π0)(t) ·DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ dm1(t)

+
∫

[0,T ]DH,4f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ dm1(t)

+DH,2g0(x(π0)(T ), π0) · δπ.


(5.7.13)

Par ailleurs, en utilisant (MP) et (Cci5), on a

∀π ∈ Q,
p(π)(T ) ◦DH,3f(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π) +DH,3f

0(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π) = 0.

}
Par conséquent, en utilisant (TC), on a

∀π ∈ Q,
∑k

i=1 λi(π)DH,1gi(x(π)(T ), π) ◦DH,3f(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π)

+
∑l

j=1 µj(π)DH,1hj(x(π)(T ), π) ◦DH,3f(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π)

= −DH,1g0(x(π)(T ), π) ◦DH,3f(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π)
−DH,3f

0(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π).

 (5.7.14)

Dans le lemme suivant, on démontre la continuité des multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker par
rapport au paramètre π.

Lemme 5.7.1. Pour tout i ∈ {1, ..., k}, λi ∈ C0(Q,R+), et pour tout j ∈ {1, ..., l}, µj ∈ C0(Q,R).

Démonstration. Avec (Cci5), (Ctc2), (Cesp) et (5.7.1), en utilisant le Lemme 2.6.3 avec E =
Y ∗,W = Z,W = Q, et avec
∀π ∈ Q, ∀i ∈ {1, ..., k}, ei(π) = DH,1gi(x(π)(T ), π) ◦DH,3f(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π), ∀j ∈ {1, ..., l},
ek+j(π) = DH,1hj(x(π)(T ), π) ◦DH,3f(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π), on obtient que, ∀α ∈ {1, ..., k + l},
xα est continue sur

⋃
π∈Q(Fπ × {π}).

Par conséquent, puisque (5.7.14), on a, pour tout π ∈ Q,
x(π) := −DH,1g0(x(π)(T ), π) ◦ DH,3f(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π) − DH,3f

0(T, x(π)(T ), u(π)(T ), π) ∈
Fπ.
Ainsi en utilisant le théorème de composition des fonctions continues, on a

∀i ∈ {1, ..., k}, λi = xi ◦ (x, IdQ) ∈ C0(Q,R), et
∀j ∈ {1, ..., l}, µj = xk+j ◦ (x, IdQ) ∈ C0(Q,R).

Soit i ∈ {1, ..., k} ; raisonnons par disjonction des cas ; si λi(π0) > 0, en utilisant le Lemme 5.7.1,
il existe un voisinage N de π0 dans Q t.q.

∀π ∈ N, λi(π) > 0.

Par conséquent, en utilisant (S`), on obtient que

∀π ∈ N, gi(x(π)(T ), π) = 0.

Avec (Csol2) et (Ccont1), en utilisant le Lemme 2.1.8, on a

DH,1gi(x(π0)(T ), π0) ·D+
Gx(π0; δπ)(T ) +DH,2gi(x(π0)(T ), π0) · δπ = 0.

Hasan YILMAZ 188



CHAPITRE 5. CONTRÔLE OPTIMAL

Ainsi, on a
λi(π0)DH,2gi(x(π0)(T ), π0) · δπ
= −λi(π0)DH,1gi(x(π0)(T ), π0) ·D+

Gx(π0; δπ)(T ).

}
(5.7.15)

De plus, si λi(π0) = 0, alors on a

λi(π0)DH,2gi(x(π0)(T ), π0) · δπ
= −λi(π0)DH,1gi(x(π0)(T ), π0) ·D+

Gx(π0; δπ)(T ).

}
(5.7.16)

Ainsi, en utilisant (5.7.15) et (5.7.16), on a prouvé, par disjonction des cas, que

∀i ∈ {1, ..., k}, λi(π0)DH,2gi(x(π0)(T ), π0) · δπ
= −λi(π0)DH,1gi(x(π0)(T ), π0) ·D+

Gx(π0; δπ)(T ).

}
(5.7.17)

Soit j ∈ {1, ..., l} ; remarquons que

∀π ∈ Q, hj(x(π)(T ), π) = 0.

Avec (Csol2) et (Ccont1), en utilisant le Lemme 2.1.8, on a

DH,1hj(x(π0)(T ), π0) ·D+
Gx(π0; δπ)(T ) +DH,2hj(x(π0)(T ), π0) · δπ = 0.

Par conséquent, on obtient que

µj(π0)DH,2hj(x(π0)(T ), π0) · δπ
= −µj(π0)DH,1hj(x(π0)(T ), π0) ·D+

Gx(π0; δπ)(T ).

}
(5.7.18)

Avec (5.7.13), (5.7.17) et (5.7.18), on a

D+
GV (π0; δπ) = DH,2g0(x(π0)(T ), π0) · δπ +

∑k
i=1 λi(π0)DH,2gi(x(π0)(T ), π0) · δπ

+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2hj(x(π0)(T ), π0) · δπ
+
∫

[0,T ]DH,4f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ dm1(t)

+
∫

[0,T ] p(π0)(t) ·DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ dm1(t).

Ceci démontre la Partie (I).

5.7.2 Preuve de la Partie (II)

Pour chaque δπ ∈ Z, avec (Csol2-bis), D+
Gx(π0; δπ) et D+

Gu(π0; δπ) existent.
Par conséquent, les conditions (Csol1), (Csol2), (Cci1), (Cci2), (Cci3), (Cci4), (Cci5), (Ccont1),
(Ccont2), (Ctc1), (Ctc2) et (Cesp) sont vérifiées pour toutes les directions δπ ∈ Z.
Donc, en utilisant la Partie (I) du Théorème 5.6.1, on a

∀δπ ∈ Z,
D+
GV (π0; δπ) = DH,2g0(x(π0)(T ), π0) · δπ

+
∑k

i=1 λi(π0)DH,2gi(x(π0)(T ), π0) · δπ
+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2hj(x(π0)(T ), π0) · δπ
+
∫

[0,T ]DH,4f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ dm1(t)

+
∫

[0,T ] p(π0)(t) ·DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) · δπ dm1(t).


(5.7.19)

En utilisant (5.7.3), on a

[t 7→ DH,4f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0)] ∈ L1

G(([0, T ],B([0, T ])),m1;Z∗). (5.7.20)
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De plus, avec (Cci6), on a

∀t ∈ [0, T ],
‖p(π0)(t) ◦DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0)‖L
≤ ‖p(π0)(t)‖L‖DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0)‖L ≤ ‖p(π0)‖∞c(t).

Par conséquent, puisque, pour chaque δπ ∈ Z,
[t 7→ [p(π0)(t) ◦ DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0)] · δπ] ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R), en utilisant le
Lemme 4.1.3, on obtient que

[t 7→ p(π0)(t) ◦DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0)] ∈ L1
G(([0, T ],B([0, T ])),m1;Z∗). (5.7.21)

Ainsi, avec (5.7.20) et (5.7.21), on peut reformuler (5.7.19) sous la forme suivante :

∀δπ ∈ Z,
D+
GV (π0; δπ) = (DH,2g0(x(π0)(T ), π0)

+
∑k

i=1 λi(π0)DH,2gi(x(π0)(T ), π0)

+
∑l

j=1 µj(π0)DH,2hj(x(π0)(T ), π0)

+
∫ G

[0,T ]DH,4f
0(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) dm1(t)

+
∫ G

[0,T ] p(π0)(t) ◦DH,4f(t, x(π0)(t), u(π0)(t), π0) dm1(t)) · δπ.


(5.7.22)

Par conséquent, on a [δπ 7→ D+
GV (π0; δπ)] ∈ Z∗ comme somme finie d’éléments de Z∗. Ainsi V est

Gâteaux-différentiable au point π0.
Ceci démontre la Partie (II).

5.7.3 Preuve de la Partie (III)

Notons que la fonction z : P → NPC0
d([0, T ],Ω × U × P ), définie par, pour tout π ∈ P , pour

tout t ∈ [0, T ], z(π)(t) = (x(π)(t), u(π)(t), π) est continue au point π0.
En effet, pour chaque π ∈ P , on a les majorations suivantes :

‖z(π)− z(π0)‖∞
= supt∈[0,T ] ‖(x(π)(t)− x(π0)(t), u(π)(t)− u(π0)(t), π − π0)‖1
≤ supt∈[0,T ] ‖x(π)(t)− x(π0)(t)‖X + supt∈[0,T ] ‖u(π)(t)− u(π0)(t)‖Y + ‖π − π0‖Z
≤ max{1, T}‖x(π)− x(π0)‖PC1 + ‖u(π)− u(π0)‖∞ + ‖π − π0‖Z .

Avec (Csol3), on a

lim
π→π0

max{1, T}‖x(π)− x(π0)‖PC1 + ‖u(π)− u(π0)‖∞ + ‖π − π0‖Z = 0.

Donc d’après le théorème des gendarmes, on obtient que

lim
π→π0

‖z(π)− z(π0)‖∞ = 0.

D’où, on obtient que

∃r > 0 t.q. ∀π ∈ B(π0, r), ‖z(π)− z(π0)‖∞ <
ρ

2
. (5.7.23)

Posons α := min{r, ρ2}.
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Lemme 5.7.2. ∀π ∈ B(π0, α), ∀t ∈ [0, T ], B‖·‖1(z(π)(t), α) ⊂ B‖·‖1(z(π0)(t), ρ).

Démonstration. Soit π ∈ B(π0, α), soit t ∈ [0, T ].
Soit y ∈ B‖·‖1(z(π)(t), α) ; on obtient que

‖y − z(π0)(t)‖1 = ‖y − z(π)(t) + z(π)(t)− z(π0)(t)‖1
≤ ‖y − z(π)(t)‖1 + ‖z(π)(t)− z(π0)(t)‖1
≤ α+ ‖z(π)− z(π0)‖∞
< α+ ρ

2 grâce à (5.7.23)
≤ ρ

2 + ρ
2 = ρ.

Par conséquent, y ∈ B‖·‖1(z(π0)(t), ρ) ; donc

B‖·‖1(z(π)(t), α) ⊂ B‖·‖1(z(π0)(t), ρ).

Avec (Cci3), en utilisant le Lemme 5.7.2, on a

∀π ∈ B(π0, α), ∀t ∈ [0, T ], ∀(ξ1, ζ1, π1), (ξ2, ζ2, π2) ∈ B‖·‖1(z(π)(t), α),

|f0(t, ξ1, ζ1, π1)− f0(t, ξ2, ζ2, π2)| ≤ κ(t)‖(ξ1, ζ1, π1)− (ξ2, ζ2, π2)‖1.

}
(5.7.24)

Posons W := B(π0, α) ∩Q ⊂ P .
Soit π ∈W .
Notons queW est un voisinage ouvert de π dans Q et, pour chaque π ∈W , (x(π), u(π)) est solution
de (B, π), par conséquent (Csol1) est vérifiée pour π0 = π.
De plus, grâce à (Csol2-ter), pour chaque δπ ∈ Z, D+

Gx(π; δπ) et D+
Gu(π; δπ) existent ce qui

démontre (Csol2-bis) avec π0 = π.
(Cci1) et (Cci2) étant indépendantes de π0, (Cci1) et (Cci2) sont vérifiées pour π0 = π.
Grâce à (5.7.24), la condition (Cci3) est vérifiée avec π0 = π.
En utilisant (Cci4-bis), (Cci4) est vérifiée avec π0 = π.
(Cci5) étant indépendante de π0, (Cci5) est vérifiée pour π0 = π.
En utilisant (Ccont1-bis), (Ccont1) est vérifiée avec π0 = π.
(Ccont2) étant indépendante de π0, (Ccont2) est vérifiée pour π0 = π.
Avec (5.7.1), (Ctc1) est vérifié pour π0 = π.
(Ctc2) et (Cesp) étant indépendantes de π0, (Ctc2) et (Cesp) sont vérifiées pour π0 = π.
En utilisant (Cci6-bis), (Cci6) est vérifiée avec π0 = π.
C’est pourquoi, on peut appliquer la Partie (II) du Théorème 5.6.1 et ainsi on obtient que V est
Gâteaux-différentiable pour chaque point π ∈W et

∀π ∈W,
DGV (π) = DH,2g0(x(π)(T ), π) +

∑k
i=1 λi(π)DH,2gi(x(π)(T ), π)

+
∑l

j=1 µj(π)DH,2hj(x(π)(T ), π)

+
∫ G

[0,T ]DH,4f
0(t, x(π)(t), u(π)(t), π) dm1(t)

+
∫ G

[0,T ] p(π)(t) ◦DH,4f(t, x(π)(t), u(π)(t), π) dm1(t).


(5.7.25)

Lemme 5.7.3. ∀π ∈ B(π0, α), ∀t ∈ [0, T ],

‖DH,(2,3,4)f
0(t, x(π)(t), u(π)(t), π)‖L ≤ κ(t).
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Démonstration. Soit t ∈ [0, T ], soit π ∈ B(π0, α).
Soit v ∈ X × Y × Z ; posons θ0 := α

‖v‖1+1 .
Soit θ ∈ ]0, θ0[, z(π)(t) + θv ∈ B‖·‖1(z(π)(t), α).
En effet,

‖z(π)(t) + θv − z(π)(t)‖1 = θ‖v‖1 <
α

‖v‖1 + 1
‖v‖1 ≤ α,

d’où, en utilisant (5.7.24), on obtient que

|f0(t, z(π)(t) + θv)− f0(t, z(π)(t))| ≤ κ(t)‖θv‖1.

Ainsi, on obtient que

∀θ ∈ ]0, θ0[,

∣∣∣∣1θ (f0(t, z(π)(t) + θv)− f0(t, z(π)(t)))

∣∣∣∣ ≤ κ(t)‖v‖1.

Ainsi, en utilisant le théorème de conservation des inégalités larges par passage à la limite lorsque
θ → 0+, on a

|DH,(2,3,4)f
0(t, x(π)(t), u(π)(t), π) · v| ≤ κ(t)‖v‖1.

Donc on a
‖DH,(2,3,4)f

0(t, x(π)(t), u(π)(t), π)‖L ≤ κ(t).

Pour tout i ∈ {2, 4}, pour tout t ∈ [0, T ], pour tout π ∈W , on pose

Li(t, π) = DH,if(t, x(π)(t), u(π)(t), π) et L0
i (t, π) = DH,if

0(t, x(π)(t), u(π)(t), π).

Dans le lemme suivant, on démontre la continuité de la fonction adjointe par rapport au paramètre
π.

Lemme 5.7.4. [π 7→ p(π)] ∈ C0(W, (PC1([0, T ], X∗), ‖ · ‖∞)).

Démonstration. Avec (TC), (Ccont1-bis) et le Lemme 5.7.1, on a

[π 7→ p(π)(T )] ∈ C0(Q,X∗). (5.7.26)

Soit π̂ ∈W .
Considérons les fonctions ϕ1 : [0, T ] × W → R, définie par, pour chaque (t, π) ∈ [0, T ] × W ,
ϕ1(t, π) := ‖L2(t, π)−L2(t, π̂)‖L, et ϕ0

1 : [0, T ]×W → R, définie par, pour chaque (t, π) ∈ [0, T ]×W ,
ϕ0

1(t, π) := ‖L0
2(t, π)− L0

2(t, π̂)‖L.
Notons que, grâce à (Cci1), en utilisant la Proposition 1.2.5 et la Proposition 1.1.10, on a

∀π ∈W, ϕ0
1(·, π) ∈ NPC0

d([0, T ],R). (5.7.27)

Grâce au Lemme 5.7.3, on a

∀π ∈W, ∀t ∈ [0, T ], ϕ0
1(t, π) ≤ 2κ(t). (5.7.28)

Par ailleurs, en utilisant (Cci7), on a

∀t ∈ [0, T ], lim
π→π̂

ϕ0
1(t, π) = ϕ0

1(t, π̂) = 0. (5.7.29)
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Ainsi, avec (5.7.27), (5.7.28) et (5.7.29), en utilisant le théorème 6.3.3 de [38] (p.105), la fonctionnelle
ψ0

1 : W → R, définie par, pour chaque π ∈W , ψ0
1(π) :=

∫ T
0 ϕ0

1(t, π) dt, est continue au point π̂ i.e.

lim
π→π̂

ψ0
1(π) = ψ0

1(π̂) = 0. (5.7.30)

Ensuite, grâce à (Cci2), en utilisant la Proposition 1.2.5 et la Proposition 1.1.10, on a

∀π ∈W, ϕ1(·, π) ∈ NPC0
d([0, T ],R). (5.7.31)

Grâce à (Cci6-bis), on a
∀π ∈W, ∀t ∈ [0, T ], ϕ1(t, π) ≤ 2c(t). (5.7.32)

Par ailleurs, en utilisant (Cci7), on a

∀t ∈ [0, T ], lim
π→π̂

ϕ1(t, π) = ϕ1(t, π̂) = 0. (5.7.33)

Par conséquent, avec (5.7.31), (5.7.32) et (5.7.33), en utilisant le théorème 6.3.3 de [38] (p.105), la
fonctionnelle ψ1 : W → R, définie par, pour chaque π ∈W , ψ1(π) :=

∫ T
0 ϕ1(t, π) dt, est continue au

point π̂ i.e.
lim
π→π̂

ψ1(π) = ψ1(π̂) = 0. (5.7.34)

Soit π ∈W .
Soit t ∈ [0, T ], on a les majorations suivantes :

‖p(π)(t)− p(π̂)(t)‖L = ‖p(π)(T ) +
∫ t
T [−p(π)(s) ◦ L2(s, π)− L0

2(s, π)] ds−
(p(π̂)(T ) +

∫ t
T [−p(π̂)(s) ◦ L2(s, π̂)− L0

2(s, π̂)]ds)‖L
= ‖p(π)(T )− p(π̂)(T ) +

∫ T
t [p(π)(s) ◦ L2(s, π)− p(π̂)(s) ◦ L2(s, π̂)]ds

+
∫ T
t [L0

2(s, π)− L0
2(s, π̂)]ds‖L

≤ ‖p(π)(T )− p(π̂)(T )‖L + ‖
∫ T
t [p(π)(s) ◦ L2(s, π)− p(π̂)(s) ◦ L2(s, π̂)]ds‖L

+‖
∫ T
t [L0

2(s, π)− L0
2(s, π̂)]ds‖L

≤ ‖p(π)(T )− p(π̂)(T )‖L +
∫ T
t ‖p(π)(s) ◦ L2(s, π)− p(π̂)(s) ◦ L2(s, π̂)‖L ds

+
∫ T
t ‖L

0
2(s, π)− L0

2(s, π̂)‖Lds
≤ ‖p(π)(T )− p(π̂)(T )‖L +

∫ T
t ‖p(π)(s) ◦ L2(s, π)− p(π̂)(s) ◦ L2(s, π)+

p(π̂)(s) ◦ L2(s, π)− p(π̂)(s) ◦ L2(s, π̂)‖L ds+
∫ T
t ‖L

0
2(s, π)− L0

2(s, π̂)‖Lds
≤ ‖p(π)(T )− p(π̂)(T )‖L +

∫ T
t ‖(p(π)(s)− p(π̂)(s)) ◦ L2(s, π)‖L ds+∫ T

t ‖p(π̂)(s) ◦ (L2(s, π)− L2(s, π̂))‖L ds+ ψ0
1(π)

≤ ‖p(π)(T )− p(π̂)(T )‖L +
∫ T
t ‖p(π)(s)− p(π̂)(s)‖L‖L2(s, π)‖L ds

+
∫ T
t ‖p(π̂)(s)‖L‖L2(s, π)− L2(s, π̂)‖L ds+ ψ0

1(π)
≤ ‖p(π)(T )− p(π̂)(T )‖L +

∫
[t,T ] ‖p(π)(s)− p(π̂)(s)‖L c(s) dm1(s) + ‖p(π̂)‖∞ψ1(π)

+ψ0
1(π).

Puisque [s 7→ ‖p(π)(s)− p(π̂)(s)‖L] ∈ C0([0, T ],R) et c ∈ L1(([0, T ],B([0, T ])),m1;R+), en utilisant
le Lemme de Gronwall (Lemme 3.3.10), on a

∀t ∈ [0, T ], ‖p(π)(t)− p(π̂)(t)‖L ≤ [‖p(π)(T )− p(π̂)(T )‖L + ‖p(π̂)‖∞ψ1(π)+
ψ0

1(π)] exp(
∫

[t,T ] c(s) dm1(s)),

}
d’où

‖p(π)−p(π̂)‖∞ ≤ [‖p(π)(T )−p(π̂)(T )‖L+‖p(π̂)‖∞ψ1(π)+ψ0
1(π)] exp(

∫
[0,T ]

c(s) dm1(s)). (5.7.35)
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De plus, avec (5.7.26), (5.7.30) et (5.7.34), on a

lim
π→π̂

[‖p(π)(T )− p(π̂)(T )‖L + ‖p(π̂)‖∞ψ1(π) + ψ0
1(π)] exp(

∫
[0,T ] c(s) dm1(s)) = 0.

Par conséquent, avec (5.7.35), en utilisant le théorème des gendarmes, on a

lim
π→π̂
‖p(π)− p(π̂)‖∞ = 0.

Ceci démontre que [π 7→ p(π)] ∈ C0(W, (PC1([0, T ], X∗), ‖ · ‖∞)).

Ensuite, considérons la fonction Ψ2 : W → Z∗, définie par, pour chaque π ∈W ,

Ψ2(π) :=

∫ G

[0,T ]
DH,4f

0(t, x(π)(t), u(π)(t), π) dm1(t).

Lemme 5.7.5. Ψ2 ∈ C0(W,Z∗).

Démonstration. Soit π̂ ∈W .
Considérons la fonction ϕ0

2 : [0, T ]×W → R, définie par, pour chaque (t, π) ∈ [0, T ]×W , ϕ0
2(t, π) :=

‖L0
4(t, π)− L0

4(t, π̂)‖L.
Avec (Cci8), on a

∀π ∈W, ϕ0
2(·, π) ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (R,B(R))). (5.7.36)

Grâce au Lemme 5.7.3, on a

∀π ∈W, ∀t ∈ [0, T ], ϕ0
2(t, π) ≤ 2κ(t). (5.7.37)

Par ailleurs, en utilisant (Cci7), on a

∀t ∈ [0, T ], lim
π→π̂

ϕ0
2(t, π) = ϕ0

2(t, π̂) = 0. (5.7.38)

Ainsi, avec (5.7.36), (5.7.37) et (5.7.38), en utilisant le théorème 6.3.3 de [38] (p.105), la fonctionnelle
ψ0

2 : W → R, définie par, pour chaque π ∈ W , ψ0
2(π) :=

∫
[0,T ] ϕ

0
2(t, π) dm1(t), est continue au point

π̂ i.e.
lim
π→π̂

ψ0
2(π) = ψ0

2(π̂) = 0. (5.7.39)

Soit π ∈W , on a

‖Ψ2(π)−Ψ2(π̂)‖L = ‖
∫ G

[0,T ] L
0
4(t, π)− L0

4(t, π̂) dm1(t)‖L
≤
∫

[0,T ] ϕ
0
2(t, π) dm1(t) grâce au Lemme 4.1.3

= ψ0
2(π).

Avec (5.7.39), en utilisant le théorème des gendarmes, on a

lim
π→π̂
‖Ψ2(π)−Ψ2(π̂)‖L = 0.

Ainsi le Lemme 5.7.5 est prouvé

Considérons la fonction Ψ3 : W → Z∗, définie par, pour chaque π ∈W ,

Ψ3(π) :=

∫ G

[0,T ]
p(π)(t) ◦DH,4f(t, x(π)(t), u(π)(t), π) dm1(t).
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Lemme 5.7.6. Ψ3 ∈ C0(W,Z∗).

Démonstration. Soit π̂ ∈W .
Considérons la fonction ϕ2 : [0, T ]×W → R, définie par, pour chaque (t, π) ∈ [0, T ]×W , ϕ2(t, π) :=
‖L4(t, π)− L4(t, π̂)‖L.
Avec (Cci8), on a

∀π ∈W, ϕ2(·, π) ∈ L0(([0, T ],B([0, T ])), (R,B(R))). (5.7.40)

En utilisant (Cci6-bis), on a

∀π ∈W, ∀t ∈ [0, T ], ϕ2(t, π) ≤ 2c(t). (5.7.41)

Par ailleurs, en utilisant (Cci7), on a

∀t ∈ [0, T ], lim
π→π̂

ϕ2(t, π) = ϕ2(t, π̂) = 0. (5.7.42)

Ainsi, avec (5.7.40), (5.7.41) et (5.7.42), en utilisant le théorème 6.3.3 de [38] (p.105), la fonctionnelle
ψ2 : W → R, définie par, pour chaque π ∈ W , ψ2(π) :=

∫
[0,T ] ϕ2(t, π) dm1(t), est continue au point

π̂ i.e.
lim
π→π̂

ψ2(π) = ψ2(π̂) = 0. (5.7.43)

Soit π ∈W ; on a

‖p(π)(t) ◦ L4(t, π)− p(π̂)(t) ◦ L4(t, π̂)‖L
= ‖p(π)(t) ◦ L4(t, π)− p(π̂)(t) ◦ L4(t, π) + p(π̂)(t) ◦ L4(t, π)− p(π̂)(t) ◦ L4(t, π̂)‖L
≤ ‖(p(π)(t)− p(π̂)(t)) ◦ L4(t, π)‖L + ‖p(π̂)(t) ◦ (L4(t, π)− L4(t, π̂))‖L
≤ ‖p(π)(t)− p(π̂)(t)‖L‖L4(t, π)‖L + ‖p(π̂)(t)‖L‖L4(t, π)− L4(t, π̂)‖L
≤ ‖p(π)− p(π̂)‖∞c(t) + ‖p(π̂)‖∞ϕ2(t, π).

Par conséquent, en utilisant le Lemme 4.1.3, on obtient

‖Ψ3(π)−Ψ3(π̂)‖L
= ‖

∫ G
[0,T ] p(π)(t) ◦ L4(t, π)− p(π̂)(t) ◦ L4(t, π̂) dm1(t)‖L

≤
∫

[0,T ](‖p(π)− p(π̂)‖∞c(t) + ‖p(π̂)‖∞ϕ2(t, π)) dm1(t)

= ‖p(π)− p(π̂)‖∞
∫

[0,T ] c(t) dm1(t) + ‖p(π̂)‖∞ψ2(π).

En utilisant le Lemme 5.7.4 et (5.7.43), on obtient que

lim
π→π̂
‖p(π)− p(π̂)‖∞

∫
[0,T ]

c(t) dm1(t) + ‖p(π̂)‖∞ψ2(π) = 0.

Par conséquent, en utilisant le théorème des gendarmes, on obtient que

lim
π→π̂
‖Ψ3(π)−Ψ3(π̂)‖L = 0.

Ainsi, Ψ3 ∈ C0(W,Z∗), i.e. le Lemme 5.7.6 est prouvé.

Avec (5.7.25), remarquons que

∀π ∈W,
DGV (π) = DH,2g0(x(π)(T ), π) +

∑k
i=1 λi(π)DH,2gi(x(π)(T ), π)

+
∑l

j=1 µj(π)DH,2hj(x(π)(T ), π) + Ψ2(π) + Ψ3(π).


Par conséquent, en utilisant (Ccont1-bis) et les Lemmes 5.7.1, 5.7.5 et 5.7.6, on obtient, par somme
finie de fonctions continues,

DGV ∈ C0(W,Z∗).

Ainsi, en utilisant le corollaire 2, p.144 de [1], on obtient que V est Fréchet-différentiable sur W et
DFV (π) = DGV (π) pour tout π ∈W , et donc DFV ∈ C0(W,Z∗).
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Liste des principales notations

• AC([a, b], E) : l’ensemble des fonctions absolument continues de [a, b] dans E, p. 24.
• Af([a, b], E) : l’ensemble des restrictions de fonctions affines à l’intervalle [a, b], p. 46.
• A : l’adhérence de A, p. 11.
• int(A) : l’intérieur de A, p. 11.
• Fr(A) : la frontière de A, p. 11.
• B(U) : la tribu de Borel sur U , p. 10.
• B([a, b]) : la tribu de Lebesgue sur [a, b], p. 11.
• B(A,E) : l’ensemble des fonctions bornées de A dans E, p. 10.
• BC0(A,E) : l’ensemble des fonctions bornées et continues de A dans E, p. 10.
• B(E × F,G) : l’ensemble des fonctions bilinéaires continues de E × F dans G, p. 11.
• BV ([a, b],R) : l’ensemble des fonctions à variation bornée de [a, b] dans R, p. 38.
• B‖·‖X (x, r) : la boule ouverte de centre x et de rayon r, p. 11.
• B‖·‖X (x, r) : la boule fermée de centre x et de rayon r, p. 11.
• coins(ϕ) : cf. Définition 1.4.4, p. 35.
• C0(T,U) : l’ensemble des fonctions continues de T dans U , p. 10.
• C0

d(J,E) : l’ensemble des fonctions ϕ : J → E t.q., pour chaque t ∈ J , t 6= sup J , ϕ(t+) =
ϕ(t), p. 34.
• C1([a, b], E) : l’ensemble des fonctions dérivables de [a, b] dans E et de dérivée continue de

[a, b] dans E, p. 24.
• C1([a, b],O) : l’ensemble des fonctions ϕ ∈ C1([a, b], E) t.q. ϕ([a, b]) ⊂ O, p. 24.
• C1(A, Y ) : l’ensemble des fonctions continûment Fréchet-différentiables de A dans Y , p. 24.
• C1

c (]0, T [,R) : l’ensemble des ϕ ∈ C1(]0, T [,R) dont le support, i.e. l’adhérence de {t ∈ ]0, T [ :
ϕ(t) 6= 0} (noté supp(ϕ)) est compact et inclus dans ]0, T [ , p. 134.
• C1

ξ0,ξT
([a, b], A) : l’ensemble des fonctions ϕ ∈ C1([a, b], A) t.q. ϕ(a) = ξ0 et ϕ(b) = ξT , p.

140.
• d : l’opérateur dérivée étendue, cf. Proposition 1.3.7, p. 26.
• D+

Gf(x; v) : la dérivée directionnelle à droite (ou Gâteaux-variation) de f au point x suivant
la direction v, p. 56.
• DGf(x) : la Gâteaux-différentielle de la fonction f au point x, p. 56.
• DG,kf(x̂) : la Gâteaux-différentielle partielle au point x̂ par rapport à la k-ième variable, p.

59.
• D+

Hf(x; v) : la Hadamard-variation de f au point x d’accroissement v, p. 57.
• DHf(x) : la Hadamard-différentielle de la fonction f au point x, p. 57.
• DF,kf(x̂) : la Fréchet-différentielle partielle au point x̂ par rapport à la k-ième variable, p.

59.
• DF f(x) : la Fréchet-différentielle de f au point x, p. 57.
• DH,kf(x̂) : la Hadamard-différentielle partielle au point x̂ par rapport à la k-ième variable,

p. 59.
• DH,(k1,k2,k3)f(x̂) : la Hadamard-différentielle partielle au point x̂ par rapport aux variables
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k1, k2 et k3, p. 59.
• dim(E) : la dimension de E, p. 11.
• diam(D) : le diamètre de D, p. 11.
• disc(ϕ) : cf. Définition 1.4.1, p. 33.
• disc1(g) : cf. Définition 1.2.2, p. 20.
• d(z,K) : infx∈K d(z, x), p. 112.
• dϕ : la dérivée étendue de ϕ, p. 24 ou p. 36.
• E∗ : le dual topologique de E, p. 11.
• HB : le Hamiltonien de Pontryagin du problème de Bolza, p. 148.
• HM : le Hamiltonien de Pontryagin du problème de Mayer, p. 150.
• Im g : l’image de g, p. 11.
• Isom(E,F ) : l’ensemble des isomorphismes topologiques de E dans F , p. 11.
• Ker g : le noyau de g, p. 11.
• L0(([a, b],B([a, b])), (U,B(U))) : l’ensemble des fonctions mesurables de ([a, b],B([a, b]) dans

(U,B(U)), p. 10.
• L1(([a, b],B([a, b])),m1;R) : l’ensemble des fonctions Borel-intégrables de [a, b] dans R, p. 11.
• L1(([a, b],B([a, b])),m1;R+) : l’ensemble des fonctions Borel-intégrables de [a, b] dans R+, p.

11.
• L1(([a, b],B([a, b])), l1;R) : l’ensemble des fonctions Lebesgue-intégrables de [a, b] dans R, p.

11.
• L(E,F ) : l’ensemble des fonctions linéaires continues de E dans F , p. 11.
• l1 : la mesure de Lebesgue sur ([a, b],B([a, b])), p. 11.
• m1 : la mesure de Borel sur ([a, b],B([a, b])), p. 11.
• L1

loc((]0, T [,B(]0, T [)),m1;R) : l’ensemble des fonctions f : ]0, T [→ R t.q., pour chaque in-
tervalle K compact inclus dans ]0, T [, f|K est Borel-intégrable sur K par rapport à m1, p.
135.
• L1

G(([0, T ],B([0, T ])),m1;E∗) : l’ensemble des fonctions Gelfand-intégrable par rapport à m1,
p. 125.
• N ∗ : l’opérateur adjoint de N , p. 43.
• NBV ([a, b],R) : l’ensemble des fonctions à variation bornée normalisées de [a, b] dans R, p.

38.
• NPC0

d([a, b], U) : l’ensemble des fonctions continues par morceaux normalisées de [a, b] dans
U , p. 10.
• NPC0

d([a, b], U ; (τi)0≤i≤p+1) : l’ensemble des fonctions ϕ ∈ PC0([a, b], U ; (τi)0≤i≤p+1) t.q.
ϕ(b) = ϕ(b−) et ∀i ∈ {0, ..., p} ϕ(τi) = ϕ(τi+), p. 10.
• NPC0

d([a, b],Ω; (τi)0≤i≤p+1) : l’ensemble des fonctions ϕ ∈ NPC0
d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) t.q.

ϕ([a, b]) ⊂ Ω, p. 10.
• NPC0

d(J,E) : l’ensemble des fonctions ϕ ∈ PC0(J,E) continues à droite sur J et si sup J ∈ J ,
ϕ(sup J−) = ϕ(sup J), p. 34.

• NPC0
d(J,E;A) : l’ensemble des fonctions ϕ dans NPC0

d(J,E) tel que l’ensemble des points
de discontinuités de ϕ est inclus dans l’ensemble A, p. 34.

• PC0([a, b], U) : l’ensemble des fonctions continues par morceaux de [a, b] dans U , p. 10.
• PC0([a, b], U ; (τi)0≤i≤p+1) : l’ensemble des fonctions ϕ dans PC0([a, b], U) tel que l’ensemble

des points de discontinuité de ϕ est inclus dans l’ensemble {τ0, ..., τp+1}, p. 10.
• PC0(J,E) : l’ensemble des fonctions continues par morceaux de J dans E, p. 34.
• PC0(J,E;A) : l’ensemble des fonctions ϕ dans PC0(J,E) tel que l’ensemble des points de

discontinuités de ϕ est inclus dans l’ensemble A, p. 34.
• PC1([a, b], E) : l’ensemble des fonctions C1 par morceaux de [a, b] dans E, p. 24.
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• PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) : l’ensemble des fonctions ϕ dans PC1([a, b], E) tel que l’ensemble
des points où ϕ′ n’existe pas est inclus dans l’ensemble {τ0, ..., τp+1}, p.24.
• PC1([a, b], O, (τi)0≤i≤p+1) : l’ensemble des fonctions ϕ ∈ PC1([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1) t.q.
ϕ([a, b]) ⊂ O, p. 24.
• PCP 0(I × U,F ) : l’ensemble des fonctions continues par morceaux à paramètre sur I × U

dans F , p. 20.
• p.p. : presque partout, p. 126.
• Sub([a, b]) : l’ensemble des subdivisions de [a, b], p. 10.
• S‖·‖X (x, r) : la sphère de centre x et de rayon r, p. 11.
• V ect(A) : le sous-espace vectoriel engendré par A, p. 11.
• V b

a (f) : la variation totale de f sur [a, b], p. 38.
• V (K, r) : cf. Lemme 3.3.1, p. 112.
•
∫ b
a u(t) df(t) : l’intégrale de Riemann-Stieltjes de la fonction u par rapport à la fonction f
sur [a, b], p. 40.
•
∫ b
a f(t) dt : l’intégrale de Riemann de la fonction f sur [a, b], p. 27.

•
∫

[a,b] f(t)dm1(t) : l’intégrale de Borel de f sur [a, b], p. 96.
•
∫

[a,b] f(t)dl1(t) : l’intégrale de Lebesgue de f sur [a, b], p. 158.

•
∫ G
B ϕ(t) dm1(t) : l’intégrale de Gelfand de ϕ sur B par rapport à m1, p. 125.

• Vv(T ) : l’ensemble des voisinages de v, p. 11.
• ϕ(s+) : lim

t→s+
ϕ(t) = lim

t→s
t>s

ϕ(t), p. 10.

• ϕ(s−) : lim
t→s−

ϕ(t) = lim
t→s
t<s

ϕ(t), p. 10.

• ϕ′(t) : la dérivée de ϕ au point t, p. 11.
• ϕ′d(t) : la dérivée à droite de ϕ au point t, p. 11.
• ϕ′g(t) : la dérivée à gauche de ϕ au point t, p. 11.
• ‖ · ‖L : la norme usuelle sur L(E,F ), p. 11.
• ‖ · ‖B : la norme usuelle sur B(E × F,G), p. 11.
• ‖ · ‖BV : la norme sur BV ([a, b],R), p. 38.
• ‖ · ‖E,1 : cf. Notations 1.1.4, p. 11.
• ‖ · ‖NBV : la norme sur NBV ([a, b],R), p. 39.
• ‖ · ‖NPC0 : la norme sur NPC0

d([a, b], E; (τi)0≤i≤p+1), p. 15.
• ‖ · ‖PC1 : la norme sur PC1([a, b], E), p. 30.
• ‖ · ‖∞ ou ‖ · ‖A,∞ : la norme usuelle sur B(A,E), p. 16.
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