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Résumé en français

Je m’intéresse dans cette thèse à la modélisation d’un écoulement de fluide en milieu
poreux hétérogène avec une application en optimisation topologique. L’écoulement s’effec-
tuant dans les zones avec et sans matière poreuse et l’optimisation topologique modifiant
ces zones, une hétérogénéité spatiale est donc présente. Dans cette thèse, je propose un
modèle d’écoulement qui fait apparaître les gradients de porosité pour tenir compte de
cette hétérogénéité spatiale. Le modèle proposé s’obtient avec une technique de prise de
moyenne volumique et se différencie de ceux de la littérature par les termes qui s’y trouvent.
La reproduction de résultats expérimentaux et de simulations numériques de la littérature
montre un bon fonctionnement de la méthode de résolution numérique mise en œuvre sur
OpenFoam. Les cas d’applications utilisés sont ceux du bouchon poreux et du phénomène de
channelling. Je choisis la porosité en tant que quantité physique dépendante de la variable
d’optimisation. C’est la perméabilité qui est habituellement choisie dans la littérature, elle est
calculée dans cette thèse par la valeur de la porosité avec une équation de Kozeny-Carman.
La fonction objectif utilisée porte sur les pertes de charge. L’approche d’optimisation permet
de reproduire les formes optimisées de la littérature et de pénaliser la vitesse de l’écoulement
quand une matière poreuse proche d’un solide est utilisée. Je montre dans cette thèse l’impact
de plusieurs paramètres sur le fonctionnement de l’algorithme d’optimisation : l’écriture
du modèle d’écoulement, les termes avec un gradient de porosité, la perméabilité, la poro-
sité et le diamètre moyen effectif des grains. Ainsi, les formes optimisées composées d’une
répartition de matière poreuse sont influencées par ces différents paramètres.
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Résumé en anglais

In this thesis, I am interested in the modelling of a fluid flow in a heterogeneous porous
medium with an application in topological optimization. As the flow takes place in areas with
and without porous material and the topological optimization modify these areas, spatial
heterogeneity is present. In this thesis, I propose a flow model that shows porosity gradients
to account for this spatial heterogeneity. The proposed model is obtained using a volume
averaging technique and differs from those in the literature in the terms it contains. The
reproduction of experimental results and numerical simulations from the literature shows
that the numerical solution method implemented in OpenFoam works well. The application
cases used are the porous plug and the channelling phenomenon. I choose porosity as a
physical quantity dependent on the optimization variable. It is the permeability that is
usually chosen in the literature, it is calculated in this thesis by the porosity value with a
Kozeny-Carman equation. The objective function used is the pressure drop. The optimization
approach allows reproducing the optimized shapes from the literature and to penalize the
flow velocity when a porous material close to a solid is used. I show in this thesis the impact
of several parameters on the operation of the optimization algorithm: the writing of the flow
model, the terms with a porosity gradient, the permeability, the porosity and the effective
mean grain diameter. Thus, the optimized shapes composed of a distribution of porous
material are influenced by these different parameters.
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Nomenclature

Lettres grecques

α variable de conception/optimisation

β coefficient sans dimension

ω vitesse de l’interface fluide solide

φ quantité vectorielle de la phase fluide

σ tenseur des contraintes

τ tenseur des contraintes de viscosité

χ, ϕ quantités intensives

Γ frontière d’un domaine

γ pas de descente

Λ coefficient d’échange sur les interfaces fluides solides

λ libre parcours moyen

µ viscosité dynamique du fluide

ν viscosité cinématique du fluide

Ω domaine de calcul

φ quantité scalaire de la phase fluide

ρ masse volumique du fluide

τ paramètre de régularisation

ε porosité

ζ paramètre pour la méthode du gradient conjugué

Lettres latines

cos fonction cosinus

Da nombre de Darcy

exp fonction exponentielle

J fonction objectif
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Kn nombre de Knudsen

L fonctionnelle de Lagrange

p pression

Re nombre de Reynolds

tanh tangente hyperbolique

B forces volumiques

D tenseur de taux de déformation

g champ de pesanteur

I tenseur unité 1

j flux de diffusion

k tenseur de perméabilité

n normale à une surface, orientée de l’intérieur vers l’extérieur

r système orthonormé de coordonnées cartésiennes

u vitesse du fluide

v, V vitesse du fluide

c concentration

C, C, N constantes

C.S. surface de contrôle

C.V . volume de contrôle

F fonction

H hauteur d’un canal

K perméabilité sous la forme d’un scalaire

k variable d’incrémentation

L longueur caractéristique du problème considéré

P , N volumes de contrôle

R direction radiale

S surface

t variable temporelle

V volume

F tenseur de correction de Forchheimer

1. Le tenseur unité parfois appelée tenseur identité est aussi noté δi,j qui est le delta de Kronecker.
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Q vecteur débit d’un fluide

E.V.R. élément de volume représentatif du milieu poreux

F fluides

P milieux poreux

V.E.R. volume élémentaire représentatif du milieu poreux

Symboles et notations mathématiques

(•)′ quantité ou opérateur sans dimension

(•)∗ multiplicateur de Lagrange

(•)T transposée

(•)f opérateur de moyenne massique

(Φw,Φin,Φout,ϕ) multiplicateurs de Lagrange

(•̃) déviation spatiale d’une quantité (•)

< • > moyenne dans un E.V.R. par rapport au volume de l’E.V.R.

< • >f moyenne dans un E.V.R. par rapport au volume de fluide dans l’E.V.R.

α0 et αmax paramètres d’optimisation

4 variation d’une quantité

σ f tenseur des contraintes

δL différentielle de L

∆x1, ∆x2, ∆x3 épaisseurs

∆ opérateur laplacien 2

D(•)
Dt

dérivée matérielle 3∫
intégrale

cF coefficient de Forchheimer

d dérivée totale

dA surface orientée

dp diamètre moyen effectif des grains constitutifs du matériau poreux

dA élément de surface

dS facette 4

dV élément de volume

2. L’opérateur laplacien se note aussi ∇2.
3. La dérivée matérielle est aussi appelée dérivée particulaire.
4. On a ndS = dA.
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JΓ fonction objectif définie sur les frontières Γ

JΩ fonction objectif définie dans le domaine Ω

pf pression du fluide

ReH nombre de Reynolds basé sur une échelle de longueur caractéristique macroscopique

Rep nombre de Reynolds basé sur une échelle de longueur caractéristique d’un pore

µef f viscosité effective

∇· opérateur divergence

∇J gradient de la fonction objectif

∇× rotationnel

∇ opérateur gradient

Ωf domaine fluide

Ωp domaine poreux

∂ dérivée partielle

∂Ω frontière d’un domaine

A : B produit doublement contracté de deux tenseurs A et B

a×b produit vectoriel de deux vecteurs a et b

a ·b produit scalaire de deux vecteurs a et b

ab produit tensoriel 5 de deux vecteurs a et b

ffσ vecteur qui représente la modification de la quantité de mouvement de fluide sur les
interfaces fluide solide

ffτ vecteur qui représente la résistance à l’écoulement due à la matrice solide

FS forces surfaciques

nf −s vecteur normal unitaire de la phase fluide vers la phase solide

uin vitesse à l’entrée du domaine de calcul

ε0 porosité théorique du matériau poreux

εf porosité du fluide (εf = 1)

Af −s aire des interfaces fluides solides contenues dans un E.V.R.

dk direction de descente à l’itération k

F(Ω, t) quantité extensive

f (t) quantité intensive

hτ fonction de régularisation

5. Le produit tensoriel de deux vecteurs est aussi appelé produit dyadique et se note aussi a⊗b.
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L0 longueur caractéristique du problème considéré

Lu longueur caractéristique de la variation macroscopique de vitesse

Lε longueur caractéristique de la variation macroscopique de porosité

Lf luide longueur caractéristique de l’espace des pores

mij composante occupant la ligne i et la colonne j d’une matrice m

r0 rayon d’un E.V.R.

t0 temps de référence

v0, u0 vitesses de référence

VE.V .R. volume d’un E.V.R.

Vf luide volume de fluide dans un milieu poreux (selon le contexte, désigne le volume de
fluide dans un E.V.R.)

Vsolide volume de solide dans un milieu poreux (selon le contexte, désigne le volume de
solide dans un E.V.R.)

Vtotal volume total d’un milieu poreux

Vvide volume de vide dans un milieu poreux

(x,y,z) système orthonormé de coordonnées cartésiennes
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1.1 Résumé du chapitre

Ce chapitre contient une présentation du contexte dans lequel s’inscrivent ces travaux
de recherche : la modélisation d’un écoulement de fluide en milieu poreux et l’optimisation
topologique d’un écoulement de fluide. Dans un premier temps, les notions liées à la modéli-
sation d’un écoulement de fluide en milieu poreux sont rappelées. Dans un second temps,
la méthode d’optimisation topologique généralement utilisée pour un écoulement de fluide
est présentée. Les questions de recherche et les objectifs des travaux sont ensuite précisés.
Les hypothèses de modélisation choisies sont données et le modèle d’écoulement de Navier-
Stokes ainsi que les modèles habituellement trouvés dans la littérature sur les écoulements
en milieux poreux sont ensuite présentés. Une analyse de la littérature vis-à-vis des objectifs
des travaux permet d’identifier les verrous scientifiques. Les stratégies utilisées pour lever
ces verrous sont proposées et ce chapitre se termine par la présentation de l’organisation du
manuscrit.
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1.2 Présentation générale du contexte

1.2.1 Modélisation d’un écoulement de fluide en milieu poreux

Ces travaux s’intéressent aux mouvements de fluides dans les milieux poreux. Le mot
fluide indique généralement un gaz ou un liquide par exemple l’air ou l’eau. Quant aux
milieux poreux, ils se trouvent sous plusieurs formes dans l’environnement. Voici quelques
exemples qui illustrent la diversité d’un problème d’écoulement de fluide en milieu poreux
(F = fluide et P = milieu poreux) :

— les filtres à air dans les voitures (F : air, P : filtre en carton, synthétique ...),
— les hottes aspirantes dans les cuisines (F : air, P : filtre en charbon, métal ...),
— l’eau de pluie qui s’infiltre dans le sol (F : eau, P : sol),
— la circulation de l’air dans une forêt (F : air, P : forêt).

Les écoulements de fluide en milieu poreux occupent une place importante dans plusieurs
domaines d’activités tels que :

— le génie pétrolier,
— le génie civil,
— la chimie,
— l’hydrogéologie.

Des cas d’applications environnementales possibles sont le traitement de l’eau, le traitement
de l’air, le traitement des fumées et le traitement des déchets. Il y a également la captation du
dioxyde de carbone ou encore, le refroidissement des centrales nucléaires. D’autres situations
qui peuvent relever de l’écoulement d’un fluide en milieu poreux sont : la circulation de
l’air dans un quartier, le refroidissement des ordinateurs et la conception d’échangeurs
thermiques. Ainsi, la particularité d’un milieu poreux est de laisser passer plus ou moins
facilement un fluide, c’est la notion de perméabilité.

Dans ce manuscrit, l’échelle à laquelle les problèmes sont abordés est celle de la mécanique
des milieux continus où il y a un continuum. L’hypothèse d’un continuum signifie que les
quantités physiques sont distribuées dans l’espace et ont des valeurs finies en chaque point
géométrique (élément) de l’espace, ces quantités ne pouvant pas être infinies ou discontinues
en un même point [36]. Envisager un milieu poreux comme un milieu continu n’est pas
évident, car une phase fluide et une phase solide sont présentes et non dissociables suivant
les échelles et les hypothèses considérées. C’est pour cela que la notion d’élément de volume
représentatif est généralement utilisée et elle est également utilisée dans ces travaux. Dans
cette thèse, je considère que la modélisation mathématique du problème physique est possible,
c’est-à-dire que l’écoulement de fluide peut se mettre sous la forme d’équations à résoudre.

Plusieurs variables influencent l’écoulement d’un fluide et recourir à la modélisation et
à la simulation numérique présente des avantages, notamment un avantage financier. Les
expérimentations en laboratoire ou sur le terrain restent aujourd’hui coûteuses [44]. Les
simulations numériques permettent de faire varier des variables d’intérêts pour un même
environnement contrôlé et de faire des expériences simultanées en ne considérant que des
coûts de calcul. Même si les supercalculateurs restent coûteux et pas toujours disponibles
et que des problèmes restent complexes à modéliser, cette modélisation par ailleurs permet
d’accéder en détail à l’intérieur des milieux poreux qui sont souvent inaccessibles.

Un modèle est, par nature, une approximation de la réalité, car un ensemble d’hypothèses
est utilisé pour l’obtenir. Des écarts observés entre des résultats de modélisation et des
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résultats expérimentaux ne sont pas forcément liés à la simplicité d’un modèle. En effet, il y
a d’autres éléments à prendre en compte tels que les hypothèses utilisées, l’adéquation du
modèle au problème étudié, le choix des paramètres utilisés, etc. La principale difficulté pour
le modélisateur réside dans le choix du modèle. Il est souvent plus intéressant, notamment
d’un point de vue industriel, d’avoir un modèle simple et relativement proche de la réalité,
au détriment d’un modèle complexe avec en plus un temps de calcul trop long, ce qui peut
être inadapté aux problèmes à résoudre. Le choix d’un modèle dépend donc de plusieurs
facteurs et ce choix n’est pas évident. Un modèle destiné pour la recherche peut généralement
être plus complexe, car l’objectif est de mettre en lumière la modélisation de phénomènes
jusqu’à présent négligés. Je m’intéresse dans ce manuscrit au modèle d’écoulement de fluide
qu’il convient d’utiliser en présence d’un milieu poreux hétérogène. En effet, plusieurs
modèles d’écoulement de fluide différents se trouvent dans la littérature et la question
du choix du modèle n’est pas évidente. La différence d’écriture des modèles provient des
hypothèses utilisées, souvent implicites, qui aboutissent à la présence ou à l’absence de
certains termes qui peuvent devenir parfois négligeables. Une discussion sur différents
modèles de la littérature et sur les différentes écritures de ces modèles sera présentée dans la
suite du chapitre.

1.2.2 Optimisation topologique d’un écoulement de fluide

L’optimisation topologique est une méthode/technique mathématique qui a pour origine
des applications pour la mécanique des solides. L’objectif consiste en général à chercher
une répartition optimale de matière solide dans un domaine de calcul donné soumis à
des contraintes. Le domaine de calcul constitue l’environnement sur lequel la simulation
numérique est réalisée. Cette méthode répond à la question suivante [5] : où la matière devrait-
elle être placée pour atteindre un objectif donné ? La particularité de cette technique réside dans
le fait que la répartition de matière solide obtenue satisfait à des objectifs de conception
fixés et à des contraintes imposées, sans indications sur les formes initiales ou finales à
obtenir. Les résultats d’un procédé d’optimisation topologique ont pour but de produire des
formes dites optimales. Il s’agit donc d’une méthode d’optimisation de forme particulière qui
permet d’économiser de la matière lors de la conception d’un système ou encore, d’améliorer
les performances d’un dispositif grâce à la proposition de formes non conventionnelles
(éventuellement réalisables par impression 3D ...). Il y a plusieurs applications, par exemple
pour la conception d’une voiture [78], pour la conception d’un mélangeur microfluidique [7]
ou pour la conception d’une structure de dissipation de la chaleur [112].

Pour les problèmes d’écoulement de fluide, la méthode d’optimisation topologique a été
originellement utilisée pour un écoulement de Stokes en 2003 [17]. Par la suite, de nombreux
cas d’applications ont été étudiés comme :

— les transferts de chaleur dans un fluide [83, 97],
— les écoulements turbulents [79, 113],
— les écoulements en convection naturelle [4, 88].

Une synthèse de la littérature sur les problèmes d’optimisation topologique appliqués à des
écoulements de fluides se trouve dans [5, 34, 41].

Résoudre un problème d’optimisation topologique peut s’observer comme une approche
par contrôle optimal et ce dernier vise à amener un système d’un état initial donné à un
certain état final souhaité, en agissant sur une ou plusieurs quantités [101]. Dans le cas
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d’un écoulement de fluide, la répartition de matière solide ainsi distribuée permet alors de
contrôler l’écoulement.

J’illustre une méthode d’optimisation topologique pour le cas d’un fluide qui contient
un soluté de concentration c à filtrer non pas à l’aide d’une matière solide pleine ; mais
d’une matière poreuse (appelé matériau poreux). La description d’un problème d’écoulement
de fluide en milieu poreux, comme ici dans le cas d’un problème de filtration, nécessite
de connaître le comportement de la phase fluide, le comportement du soluté (particules
dissoutes) dans cette phase fluide et l’interaction de la phase fluide (sans solutés) et du soluté
avec le milieu poreux. Ces interactions peuvent être décrites à différentes échelles. De ce
fait, l’échelle de modélisation choisie peut par exemple correspondre à celle des transferts
entre les particules dissoutes et les solides qui composent le milieu poreux avec dans le cas
d’un milieu réactif, le renseignement de l’équation de transport des particules dissoutes
comme dans [84] et des conditions aux limites des quantités physiques sur les interfaces
comme dans [21]. Si cette échelle de modélisation fine est choisie initialement, il peut être
intéressant par la suite de se ramener à une échelle qualifiée de macroscopique qui peut
correspondre à l’échelle de mesure d’une vitesse, de concentration et donc plus généralement,
de quantités physiques avec des valeurs moyennes (correspondantes à l’échelle des mesures
expérimentales).

La concentration c que j’ai introduit pour illustrer la méthode d’optimisation topologique
avec une matière poreuse est directement une valeur moyenne à l’échelle de la matière
poreuse (dite échelle de Darcy) et je vais également dans cette thèse, considérer des quantités
physiques à l’échelle de Darcy lors de l’optimisation topologique, car la répartition de matière
est initialement inconnue et j’utilise une méthode d’optimisation topologique basée sur le
calcul d’un adjoint continu. La méthode d’optimisation topologique que j’utilise dans la thèse
se déroule à une échelle continue qui est l’échelle de Darcy et vise à trouver une répartition
de matière poreuse et non de matière solide pleine. Une fois les différentes répartitions de
matières optimisées obtenues, on peut alors procéder à la résolution du problème physique
aux échelles de descriptions plus fines afin de s’assurer de la fiabilité des formes obtenues
pour atteindre les objectifs de conception.

Je note u le champ de vitesse, p la pression et α une variable dite de conception 1 qui
permettra de localiser les zones fluides ou poreuses dans le domaine de calcul. Soit E(u, p, c,
α) = 0, les équations aux dérivées partielles, les conditions initiales et aux limites modélisant
le problème physique, à savoir l’écoulement du fluide et le transport de la concentration
dans le domaine de calcul et enfin J(u, p, c, α) une fonction scalaire résumant les objectifs
d’optimisation à atteindre. Cette dernière, appelée fonction coût ou bien fonction objectif,
traduit un critère physique par exemple la perte de charge ou la vitesse à la sortie, qui
est optimisée en jouant sur la distribution de α dans le domaine de calcul. Pour filtrer un
soluté, la fonction objectif peut porter sur la minimisation de la concentration à l’intérieur
du domaine de calcul ou sur la sortie par exemple. Il est possible d’ajouter au problème
d’optimisation des contraintes supplémentaires qui portent sur le volume de fluide ou de
matière poreuse à avoir dans le domaine de calcul, mais ce n’est pas le cas dans cette thèse.
Un problème d’optimisation topologique s’énonce comme suit :

Minimiser J (u, p, c, α)
sous contraintes E(u, p, c, α) = 0.

(1.1)

1. Également appelée variable d’optimisation ou encore design variable en anglais.
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[5, 41, 45, 93] expliquent que l’approche d’optimisation topologique la plus utilisée pour
un écoulement de fluide est l’approche basée sur la densité de matière [83, 86] avec 77% des
articles publiés de 2003 à 2020 [5] et 84% des articles publiés ces quinze dernières années sur
l’optimisation des échangeurs de chaleur [41]. L’approche basée sur la densité de matière est
également appelée méthode SIMP [13, 17, 45] pour Solid Isotropic Material With Penalization.
Les zones qui contiennent une matière solide pleine correspondent numériquement à des
zones où l’écoulement est considéré comme suffisamment faible au regard de l’écoulement
majoritaire. Cela peut se faire grâce à l’ajout d’un terme de Darcy (équation de type Brinkman)
dans le modèle d’écoulement de fluide visant à pénaliser la vitesse du fluide dans certaines
zones du domaine de calcul. D’ailleurs, cette approche s’appelle également la méthode de
pénalisation de Brinkman [4, 83].

Sur la période 2003 à 2020, seulement 14 articles s’intéressent à une répartition optimisée
de matière solide qui n’est pas pleine, mais poreuse [5]. De ce fait, j’utilise dans ces travaux
l’approche basée sur la densité de matière et mon objectif consistera à trouver une répartition
optimisée de matériaux poreux. Comme précisé par la suite, la difficulté dans cette démarche
se situe au niveau de la formulation des équations du problème physique. De plus, à ma
connaissance, l’optimisation topologique pour un écoulement de fluide n’a pas encore été
réalisée en tenant compte de l’hétérogénéité spatiale due à la modification de la répartition
des matériaux poreux.

Ces travaux se positionnent dans la continuité de travaux précédemment effectués dans le
laboratoire [10, 86, 87, 88, 90]. En ce sens, j’utilise une méthode d’optimisation basée sur le
gradient de la fonction objectif, résolue à l’aide d’une méthode adjointe [15]. Les valeurs de
la variable de conception α sont actualisées avec une méthode de descente basée sur le calcul
du gradient. Dans la suite, les objectifs des travaux et les questions de recherche sont donnés.

1.3 Questions de recherche et objectifs de la thèse

L’idée principale est d’utiliser une méthode d’optimisation topologique pour un écoule-
ment de fluide et la particularité consiste à chercher une répartition optimale de matériaux
poreux et non de matière solide pleine ; afin d’obtenir un milieu poreux de forme optimisée.
La motivation initiale de ces travaux de thèse portait sur une application environnementale :

Comment procéder pour trouver la forme optimale d’un filtre par une répartition de matière
poreuse obtenue avec une technique d’optimisation topologique?
Ce sont les questions qui proviennent de cette motivation qui ont permis de définir les objec-
tifs de cette thèse. Les matériaux poreux sont plus ou moins perméables à un écoulement de
fluide, l’approche de modélisation utilisée doit donc permettre de représenter le mouvement
du fluide dans les zones du domaine de calcul sans matériaux poreux et dans les zones qui
contiennent des matériaux poreux. La technique d’optimisation est itérative, il y a donc
une modification de la répartition spatiale des matériaux poreux au cours des itérations de
l’algorithme de descente et le milieu poreux recherché correspond finalement à un milieu
poreux qui a une hétérogénéité spatiale. La question de recherche qui découle de ce constat
est :

Quel est le modèle d’écoulement de fluide qu’il convient d’utiliser en présence d’un
milieu poreux hétérogène?
Le premier objectif de cette thèse sera donc de répondre à cette question.
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L’hétérogénéité est définie dans ces travaux dans le sens où les quantités physiques
locales (définies comme étant représentatives d’un certain volume de matière poreuse) qui
caractérisent le milieu poreux telles que la porosité ε ou le diamètre moyen effectif 2 des
grains dp peuvent varier dans l’espace. La porosité locale ε correspond au pourcentage de
vide contenu dans l’échantillon de matière poreuse localement considérée :

ε =
Vvide

Vvide +Vsolide
=
Vvide
Vtotal

. (1.2)

L’hétérogénéité est une notion complexe, car il faut pouvoir utiliser des instruments et des
méthodes adaptés afin d’obtenir des mesures expérimentales qui sont localement significa-
tives ou représentatives [85]. La difficulté pour un milieu poreux réside dans le fait qu’une
mesure expérimentale est en général dépendante du volume de matière poreuse qui est
considéré.

De façon générale, les variations locales de porosité peuvent se rencontrer dans plusieurs
situations telles que pour un sol naturel, pour la dissolution d’un milieu poreux ou encore
pour un liquide qui se solidifie. Le cas d’une dissolution d’un milieu poreux présentant ainsi
une variation temporelle et spatiale de la porosité est étudié dans [48]. L’hétérogénéité d’un
milieu poreux s’observe également à l’intérieur des colonnes garnies telles que les colonnes
de filtration. Dans ce type de dispositif, il y a :

— une situation d’hétérogénéité à l’interface entre le fluide et le milieu poreux et donc
dans une zone de transition. En effet, comme vérifié expérimentalement dans [64],
il peut y avoir une augmentation de la densité de matrice solide en fonction de la
profondeur,

— une situation d’hétérogénéité proche des parois due à l’arrangement des grains en
contact avec les parois solides qui produit un phénomène dit de channelling, plus
d’informations peuvent être trouvées dans [73] et ce point sera abordé en détail dans
le chapitre 3,

— une autre situation d’hétérogénéité au cours de l’utilisation du milieu poreux avec,
par exemple, la modification de la porosité à cause de l’accumulation de polluants [28,
29] ou la colonisation du filtre par des biofilms [31].

En définitive, les systèmes avec des variations (gradients) de porosité sont d’intérêt général
et le comportement global des écoulements de fluide dans les milieux poreux est fortement
influencé par la porosité [110]. De plus, il est indiqué dans [73] :

New effects to be considered include the effect of porosity variation near a solid boundary (the
“channelling effect”).
Dans ce manuscrit, j’étudierai donc le phénomène de channelling qui apparaît à cause de
l’hétérogénéité d’un milieu poreux. La démarche menée dans ces travaux s’inscrit dans un
objectif global, car plusieurs autres mécanismes tels que le transfert de chaleur ou le transfert
de masse sont par exemple sensibles aux variations de porosité [102] et font intervenir un
écoulement de fluide.

Les variations de porosité sont également présentes en optimisation topologique, notam-
ment avec l’approche basée sur la densité de matière comme celle envisagée ici. En effet,
au cours de l’optimisation, le domaine de calcul est composé de zones solides, fluides ou
intermédiaires entre un solide et un fluide [45, 86]. Les zones intermédiaires sont des zones

2. Une grandeur effective caractérise le milieu homogène correspondant [69].
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poreuses par définition et il est donc possible de leur attribuer une valeur de porosité qui va
varier au cours de l’optimisation. Mais l’objectif de la méthode est habituellement de chercher
à trouver un domaine composé de zones solides ou de zones fluides et non de zones poreuses
comme dans ces présents travaux. Les zones poreuses sont donc habituellement pénalisées
et servent uniquement un objectif algorithmique, car elles permettent une transition conti-
nue entre le fluide et le solide [45]. L’optimisation topologique dans le but de trouver une
répartition optimisée de matériaux poreux peut se faire comme dans [6, 10, 80, 81, 99, 100,
107], mais l’hétérogénéité spatiale n’est pas explicitement considérée. Ceci s’explique par les
hypothèses utilisées pour construire les modèles d’écoulement de fluide qui se trouvent dans
ces références. Ainsi, cela amène au second objectif de cette thèse qui sera de répondre à la
question de recherche suivante :

Comment poser et résoudre un problème d’optimisation topologique pour un écou-
lement de fluide dans le but de trouver une répartition optimisée de matériaux poreux
tout en tenant compte de l’hétérogénéité spatiale?

1.4 Modélisation d’un écoulement de fluide

1.4.1 Hypothèses pour la description du fluide

Le domaine fluide est modélisé par un milieu continu homogène et isotrope. Une intro-
duction générale à la mécanique des milieux continus se trouve dans [24, 55]. La continuité
du domaine fluide est possible quand le libre parcours moyen λ est petit par rapport à une
longueur caractéristique du problème étudié L. Ce ratio est défini par le nombre de Knudsen
Kn. On considère ce nombre :

Kn =
λ
L
, (1.3)

ici comme étant petit. On considère un fluide incompressible isotherme, la masse volumique
ρ est donc constante. La viscosité du fluide µ est également considérée constante et le fluide
a un comportement newtonien. Les forces extérieures volumiques qui agissent sur le fluide
telles que le champ de pesanteur g sont négligées. Enfin, une description Eulérienne du
mouvement et un système orthonormé de coordonnées cartésiennes (x,y,z) sont utilisés.

1.4.2 Modèle d’écoulement de Navier-Stokes

Le modèle d’écoulement de Navier-Stokes permet de modéliser l’écoulement d’un fluide
newtonien et incompressible. Je pars des équations générales de bilan fondamentales pour
un fluide afin de mettre en lumière les termes qui apparaissent par la suite à l’échelle du
milieu poreux. Je m’intéresse plus particulièrement aux bilans de la masse de fluide et de la
quantité de mouvement de fluide. Plus de détails sur les développements qui aboutissent au
modèle d’écoulement de Navier-Stokes se trouvent dans [24, 62, 82].

Conservation de la masse de fluide

Bien que le fluide soit considéré comme incompressible isotherme, je commence mon
développement par l’emploi d’une équation de bilan générale de la masse de fluide. Sur un
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volume de contrôle, la forme intégrale de l’équation de conservation de la masse de fluide
s’écrit comme suit (voir [55, p.90, Eq.(6)]) :∫

C.S.
ρ v ·dA = − ∂

∂t

∫
C.V .

ρ dV , (1.4)

où v est la vitesse du fluide et ρ sa masse volumique. Le théorème de Green-Ostrogradski 3

pour un vecteur u donné permet d’effectuer la transformation :∫
V
∇ ·u dV =

∫
S

u ·n dS =
∫
S

u ·dA. (1.5)

En reportant (1.5) dans l’équation (1.4) :∫
C.V .
∇ · (ρv) dV = − ∂

∂t

∫
C.V .

ρ dV , (1.6)

le volume de contrôle étant arbitraire et fixe, l’équation (1.6) devient :

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0. (1.7)

En utilisant alors la condition d’incompressibilité, l’équation de conservation de la masse de
fluide est :

∇ · v = 0. (1.8)

Conservation de la quantité de mouvement de fluide

De façon identique à la masse de fluide, la forme intégrale de l’équation de conservation
de la quantité de mouvement de fluide s’écrit comme suit [55, p.108, Eq.(1)] :

FS +
∫
C.V .

B dV =
∂
∂t

∫
C.V .

vρ dV +
∫
C.S.

vρv ·dA, (1.9)

où FS représente les forces surfaciques et B les forces extérieures volumiques. Par rapport
aux hypothèses de travail 1.4.1, les forces extérieures volumiques sont négligées, donc B = 0.
Les forces surfaciques sont données par FS = ∇ · σ où σ est le tenseur des contraintes qui
s’exprime comme suit :

σ = −pI + τ, (1.10)

avec p la pression et τ le tenseur des contraintes de viscosité (voir [55, p.147, Eq.(1)]). La
divergence du tenseur des contraintes donne :

∇ ·σ = −∇p +∇ · τ. (1.11)

Je considère un fluide qui a un comportement newtonien, ce qui apporte une relation
constitutive (voir [55, p.149, Eq.(4)]) :

τ = 2µD, (1.12)

3. Le théorème de Green-Ostrogradski est aussi appelé théorème de flux-divergence.
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où µ est la viscosité et D est le tenseur de taux de déformation avec D =
1
2

(
∇v + [∇v]T

)
.

L’équation de Navier-Stokes est alors obtenue pour un fluide newtonien, de viscosité et de
masse volumique constantes et avec les forces extérieures volumiques qui sont négligées :

ρ

(
∂v
∂t

+∇ · (vv)
)

= −∇p +µ∆v. (1.13)

Nombres et équations sans dimensions

En général, les problèmes sont résolus sans dimension. Des nombres sans dimensions
sont utilisés, car ils permettent de caractériser le type de problème. J’introduis les variables
sans dimensions suivantes :

p′ =
p

ρv2
0

, v′ =
v
v0
, t′ =

t
t0

=
tv0

L0
, r′ =

r
L0
. (1.14)

La notation (•)′ indique une quantité ou un opérateur sans dimension. L’indice zéro indique
une valeur de référence, L0 est une dimension de référence et r = (x,y,z). Les opérateurs dif-
férentiels dans le système de coordonnées sans dimension sont liés aux opérateurs originaux :

∇′(•) = L0 ∇(•), ∆′(•) = L2
0 ∆(•). (1.15)

La méthode pour rendre l’équation de Navier-Stokes (1.13) sans dimension est présentée en
détail ci-après, car la même procédure sera utilisée dans la suite du manuscrit. J’introduis de
nouveau l’équation (1.13) :

ρ

(
∂v
∂t

+∇ · (vv)
)

= −∇p +µ∆v. (1.16)

J’effectue les changements de variables :
— pour la vitesse v = v0v′ dans l’équation (1.16) :

ρ

(
v0
∂v′

∂t
+ v2

0∇ · (v
′v′)

)
= −∇p + v0µ∆v′, (1.17)

— pour la pression p = ρv2
0p′ dans l’équation (1.17) :

ρ

(
v0
∂v′

∂t
+ v2

0∇ · (v
′v′)

)
= −ρv2

0∇p′ + v0µ∆v′, (1.18)

— pour la durée t =
L0 t

′

v0
dans l’équation (1.18) :

ρ

(
v2

0

L0

∂v′

∂t′
+ v2

0∇ · (v
′v′)

)
= −ρv2

0∇p′ + v0µ∆v′, (1.19)

— pour les opérateurs différentiels dans l’équation (1.19) :

ρ

(
v2

0

L0

∂v′

∂t′
+
v2

0

L0
∇′ · (v′v′)

)
= −

ρv2
0

L0
∇′p′ +

v0µ

L2
0

∆′v′. (1.20)
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Enfin, en multipliant l’équation (1.20) par
L0

ρv2
0

:

∂v′

∂t′
+∇′ · (v′v′) = −∇′p′ +

µ

v0ρL0
∆′v′. (1.21)

Le nombre sans dimension qui apparaît est le nombre de Reynolds :

Re =
v0ρL0

µ
. (1.22)

Une forme sans dimension de l’équation de Navier-Stokes (1.13) est obtenue :

∂v
∂t

+∇ · (vv) = −∇p +
1

Re
∆v, (1.23)

où les notations sans dimensions (•)′ ne sont plus précisées.

1.5 Écoulement de fluide en milieu poreux

1.5.1 Hypothèses pour la description du milieu poreux

Les hypothèses utilisées s’appuient sur les ouvrages [71, 109]. Par définition, un milieu
poreux est composé de solides et de vides. Je considère une matrice solide (un squelette)
imperméable, non déformable et sans vitesse. Les vides sont appelés les pores. Je fais l’hypo-
thèse que les vides sont interconnectés. Par définition, la porosité ε (dite porosité accessible,
car les vides sont interconnectés) est le ratio du volume de vide par rapport au volume total
de l’échantillon de matière poreuse considéré. Je considère le milieu poreux étudié comme
étant composé de matériaux poreux isotropes, le tenseur local de perméabilité k est donc un
tenseur d’ordre zéro soit un scalaire K . Les matériaux poreux sont considérés comme étant
saturés par la phase fluide définie à la section 1.4.1 donc Vvide = Vf luide. Enfin, je modélise le
milieu poreux à l’échelle macroscopique comme étant un milieu continu.

Remarque 1.1. — L’échelle microscopique correspond à l’intérieur des pores. À cette échelle,
il n’y a pas de notion d’homogénéité ou d’hétérogénéité géométrique du milieu poreux.
L’équation de Navier-Stokes (1.13) peut être utilisée pour modéliser le mouvement de fluide
si le fluide est un milieu continu. Ceci est renseigné par la valeur du nombre de Knudsen.
Si cela est possible, il est alors nécessaire de connaître les différents réseaux de pores que
constituent les vides (l’intérieur du milieu poreux). Dans ce cas, une photographie fine du
milieu poreux doit être utilisée. Bien que difficiles pour de grands volumes de matériaux
poreux, différentes techniques permettent d’observer la structure interne d’un milieu poreux,
par exemple la microtomographie à rayons X 4 [31]. Les simulations numériques réalisées
à l’échelle du pore sont particulièrement intéressantes, car elles apportent des éléments de
validation des modèles d’écoulement de fluide développés à d’autres échelles de description.

Il existe plusieurs techniques pour obtenir un modèle d’écoulement de fluide en milieu
poreux à l’échelle macroscopique telles que :

4. Voir par exemple https ://mateis.insa-lyon.fr/fr/content/micro-tomographie-aux-rayons-x.
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— la prise de moyenne volumique avec résolution d’un problème de fermeture [109],
— la prise de moyenne volumique avec des relations de fermeture qui sont conformes à

la deuxième loi de la thermodynamique [36, 56],
— la théorie de l’homogénéisation [92],
— l’approche TCAT pour Thermodynamically Constrained Averaging Theory [51],
— l’analyse stochastique [27, 43],
— la théorie des mélanges [8].

Une comparaison entre la technique de prise de moyenne volumique avec résolution d’un
problème de fermeture et la théorie de l’homogénéisation se trouve dans [32]. Une discussion
sur l’approche TCAT se trouve dans [11, 52, 53]. Dans ces travaux, je choisis d’utiliser une
technique de prise de moyenne volumique avec les relations de fermeture qui se trouvent
dans [36, 56]. La prise de moyenne se fait sur des volumes contenant plusieurs pores, donc les
variables macroscopiques telles que la porosité sont définies comme des moyennes spatiales
appropriées pour un élément de volume localement représentatif du milieu poreux. Ces
éléments de volume portent individuellement le nom d’E.V.R. pour élément de volume
représentatif et les E.V.R. constituent le milieu continu du milieu poreux.

1.5.2 Élément de volume représentatif du milieu poreux

Le terme E.V.R. est préféré dans ce manuscrit, mais le terme V.E.R. pour volume élé-
mentaire représentatif est plus souvent rencontré dans la littérature. Une discussion sur
la terminologie se trouve dans [32]. Le mot élémentaire restreint le volume représentatif à
être le plus petit volume pour effectuer la prise de moyenne spatiale ; or ce n’est pas une
obligation, la taille du volume peut être grande si le volume utilisé pour la technique de prise
de moyenne reste représentatif du milieu poreux.

De manière générale, il est considéré que la taille d’un E.V.R. ne varie pas en fonction
du temps ni de l’espace [109]. Son échelle de longueur caractéristique est bien plus grande
que l’échelle de longueur caractéristique d’un pore, mais bien plus petite que l’échelle de
longueur caractéristique du domaine d’écoulement de fluide macroscopique. Les variables
macroscopiques sont généralement considérées comme étant indépendantes de la taille de
l’E.V.R. et sont définies comme des moyennes appropriées au centre des E.V.R. [71]. Un E.V.R.
contient les phases fluides et solides : VE.V .R. = Vf luide +Vsolide. La porosité locale est définie
par :

ε =
Vf luide
VE.V .R.

. (1.24)

Dans cette thèse, je tiens compte de l’hétérogénéité du milieu poreux. Quand l’hétéro-
généité est significative, la taille et l’emplacement de l’E.V.R. dans le milieu poreux ont
une influence sur les variables macroscopiques et une contrainte d’échelle de longueur
caractéristique est donnée dans [49] :

Lf luide ≤ r0 ∼ Lε,Lu, (1.25)

où r0 est le rayon de l’E.V.R., Lf luide est la longueur caractéristique d’un pore. Lε est la lon-
gueur caractéristique associée à la variation macroscopique de porosité et Lu est la longueur
caractéristique associée à la variation macroscopique de vitesse. La référence [49] indique
que dans ce cas, il est possible de considérer des E.V.R. de tailles variables (Figure 1.1) et
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des termes de gradient de porosité apparaissent explicitement dans l’équation de bilan ma-
croscopique de la quantité de mouvement du fluide. Ces gradients des quantités physiques
(ici des gradients de porosité) traduisent l’apparition de longueur de coupure et donnent la
possibilité de continuer à représenter le milieu poreux hétérogène comme étant un milieu
continu [32].

x3

x2

x1

Phase solide
Phase fluide

E.V.R.1

E.V.R.2

E.V.R.3

y

x2+y

Figure 1.1 – Illustration de trois éléments de volume représentatifs du milieu poreux (E.V.R.).

1.5.3 Modèles d’écoulement de fluide en milieu poreux

Une fois le milieu poreux défini comme étant un milieu continu, différents modèles
d’écoulement de fluide peuvent être utilisés. Il y a historiquement [71] :

— l’équation de Darcy,
— l’équation de Brinkman,
— l’équation de Forchheimer.

Tableau 1.1 – Modèles de Darcy, de Forchheimer et de Brinkman.
Modèle Année Modèle

Darcy [30] 1856 ∇pf = −
µu
k

Eq. (1.26)

Forchheimer [42] 1901 0 = −∇pf −
µu150(1− ε)2

ε3 d2
p

−
1,75 ρ (1− ε)

ε3 dp
|u|u

[33, Eq. (21)]

Brinkman [20] 1949 ∇pf = −
µu
k

+µef f ∆u

[71, Eq. (1.17)]
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Ces trois modèles sont présentées dans le tableau 1.1 et sont complétés par une équation
de continuité ∇ ·u = 0. Ces modèles permettent de trouver les valeurs de la vitesse u et de
la pression pf . La viscosité effective est µef f et le diamètre moyen effectif des grains est
dp. Il y a également µ la viscosité, ρ la masse volumique et k la perméabilité. Il y a dans la
littérature différentes combinaisons d’équations telles que l’équation de Darcy-Brinkman,
l’équation de Darcy-Forchheimer ou encore l’équation de Darcy-Brinkman-Forchheimer
[69]. Dans la suite du chapitre, une discussion sur la loi de Darcy et sur le modèle de
Darcy-Brinkman-Forchheimer est apportée.

Loi de Darcy

La loi de Darcy est issue d’une expérimentation en régime permanent, une formulation
locale se trouve dans [72] :

∇pf = −
µu
k
. (1.26)

L’équation (1.26) est une équation de bilan macroscopique de la quantité de mouvement de
fluide à l’échelle d’un V.E.R.. La vitesse de Darcy u est une vitesse moyenne sur le volume
d’un V.E.R. et ce dernier se compose d’un volume de fluide et d’un volume de solide. Tandis
que la pression pf est une pression moyenne sur le volume de fluide contenu dans le V.E.R..
Il y a alors, dans la loi de Darcy, deux types de moyennes à l’échelle d’un V.E.R. qui seront
discutés en détail par la suite (section 1.5.4). Cette observation est importante, car la notation
de la pression peut porter à confusion. L’impact de l’écriture de la pression sur le champ
d’écoulement de fluide sera illustré dans le chapitre 3 avec des résultats de simulations
numériques. Il est possible d’harmoniser les équations en utilisant uniquement un seul type
de moyenne comme proposé dans [72]. Lors de cette harmonisation, il faut faire un choix
et en général, pour la pression, la moyenne préconisée dans la littérature est la moyenne
sur le volume de fluide dans le V.E.R. [33, 106, 109]. En revanche, pour les autres quantités
physiques telles que la vitesse ou la concentration d’un soluté, la moyenne la plus adaptée
dépend du problème à résoudre [109]. L’harmonisation n’est donc pas évidente. Enfin, la
validité de la loi de Darcy concerne uniquement des nombres de Reynolds basés sur l’échelle

du pore Rep =
ρ |u| dp

µ
inférieurs à une certaine valeur, définie comme étant 1 dans [72] ou 10

dans [110].

Équation de Darcy-Brinkman-Forchheimer

La formulation de Darcy-Brinkman-Forchheimer (D.B.F.) est une équation de bilan ma-
croscopique de la quantité de mouvement de fluide. Elle permet de retrouver l’équation de
Navier-Stokes dans le fluide où la porosité ε est égale à 1 et la perméabilité k est infinie.
Cette formulation contient le terme de Darcy et les termes de corrections de Brinkman et de
Forchheimer. L’équation D.B.F. permet donc de couvrir des régimes d’écoulement de fluide
qui vont au-delà du régime de Darcy. Toutefois, le choix de la formulation du modèle D.B.F.
n’est pas évident, car il existe plusieurs écritures dans la littérature. Par exemple, dans [1],
différentes écritures du modèle sont étudiées et les différences concernent le terme de Darcy,
le terme de Brinkman et le terme de Forchheimer. Un coefficient de porosité supplémentaire
ε se trouve parfois dans le terme de Forchheimer et la viscosité effective µef f dans le terme de
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Brinkman peut être définie comme étant µef f = µ ou encore µef f =
µ

ε
suivant les situations.

On observe donc dans la littérature des formulations qui ne sont pas consistantes mathémati-
quement. Dans [1], les différentes écritures du modèle D.B.F. ont un impact sur le champ de
vitesse. La formulation du modèle d’écoulement de fluide est donc importante, car le champ
de vitesse influence directement plusieurs phénomènes physiques tels que le transfert de
chaleur convectif, les taux de réaction chimique ou encore l’efficacité d’une filtration [9, 102].

1.5.4 Technique de prise de moyenne volumique

La technique de prise de moyenne volumique permet d’effectuer un changement d’échelle
qui se fait de l’échelle microscopique à l’échelle macroscopique. À l’échelle macroscopique,
un élément de volume qui est localement représentatif du milieu poreux, l’E.V.R. (voir
section 1.5.2) est utilisé. Une présentation générale de la technique de prise de moyenne
volumique avec résolution d’un problème de fermeture est donnée dans cette section puis
une illustration partielle sur l’équation de Navier-Stokes sera fournie. Les informations qui
sont présentées peuvent être retrouvées en détail dans [109].

Présentation générale

La technique de prise de moyenne volumique peut s’organiser en 5 étapes qui sont
détaillées comme suit.

1. Intégrer les équations du fluide à l’échelle microscopique sur le volume de fluide
Vf luide dans l’E.V.R. puis diviser par le volume de l’E.V.R. VE.V .R.. Deux types de
moyennes sur l’E.V.R. peuvent être utilisées, elles sont illustrées ici pour la vitesse du
fluide dans la phase fluide v.
— La moyenne de v dans l’E.V.R. par rapport au volume de l’E.V.R. est :

< v(x + y, t) > (x, t) =
1

VE.V .R.(x, t)

∫
Vf luide(x,t)

v(x + y, t) dV (y). (1.27)

— La moyenne de v dans l’E.V.R. par rapport au volume de fluide dans l’E.V.R. est :

< v(x + y, t) >f (x, t) =
1

Vf luide(x, t)

∫
Vf luide(x,t)

v(x + y, t) dV (y). (1.28)

Les vecteurs x et y sont présentés sur la Figure 1.1 et les deux moyennes sont reliées
par la porosité ε à travers la relation suivante :

< v > (x, t) = ε(x, t) < v >f (x, t). (1.29)

Le choix du type de moyenne à utiliser a donc pour conséquence la présence ou
l’absence d’un facteur de porosité ε.

2. Utiliser le théorème de la moyenne spatiale. Pour une quantité scalaire de la phase
fluide φ, ce théorème s’écrit [109, p.11 eq. (1.2-16)] :

< ∇|yφ(x+y, t) > (x, t) = ∇|x < φ(x+y, t) > (x, t)+
1

VE.V .R.(x, t)

∫
Af −s(x,t)

nf −sφ(x+y, t) dA(y),

(1.30)
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où Af −s est l’aire des interfaces fluides solides contenues dans l’E.V.R. et nf −s est un
vecteur normal unitaire de la phase fluide vers la phase solide.
Par la suite, les notations des vecteurs x et y ne sont plus précisées afin d’alléger
les écritures. Pour une quantité vectorielle de la phase fluide φ, le théorème de la
moyenne spatiale est :

< ∇ ·φ >= ∇· < φ > +
1

VE.V .R.

∫
Af −s

nf −s ·φ dA. (1.31)

3. Utiliser les conditions aux limites des quantités sur les interfaces fluides solides pour
trouver les expressions des intégrales de surface

∫
Af −s

(•) dA.

4. Décomposer les quantités dans la partie fluide qui ne sont pas sous la forme de
moyenne dans l’E.V.R. :

φ =< φ >f +φ̃. (1.32)

Cette étape s’appelle la décomposition spatiale et φ̃ est un terme qui représente la
déviation spatiale de φ par rapport à < φ >f . Au cours de la procédure de changement
d’échelle, les quantités φ et φ̃ qui ne sont pas sous la forme d’une moyenne dans
l’E.V.R. et donc pas définies pour un E.V.R., mais à l’intérieur de l’E.V.R. doivent être
transformées. La décomposition spatiale peut s’interpréter comme une décomposition
des échelles de longueur caractéristique.

5. Transformer les équations afin que les variables présentes soient uniquement dépen-
dantes de la position de l’E.V.R. (suivant le vecteur x). Pour cela, plusieurs stratégies
doivent être mises en place dont les contraintes liées aux échelles de longueur carac-
téristique où notamment, le rayon de l’E.V.R. r0 est grand par rapport à la longueur
caractéristique de la phase fluide Lf luide dans l’E.V.R. :

Lf luide << r0. (1.33)

Il peut également être nécessaire de réaliser une estimation des ordres de grandeur
des termes afin de simplifier les équations obtenues. Un problème de fermeture doit
ensuite être résolu afin de déterminer la forme des termes de déviations spatiales φ̃(x+
y, t) introduits à l’étape 4. Ce problème de fermeture peut, par exemple, être résolu
pour une région représentative telle qu’une cellule unitaire au sein d’un milieu poreux
spatialement périodique. Dans [109], c’est la résolution du problème de fermeture qui
fait apparaître les coefficients de transport effectifs tels que le tenseur de perméabilité.

Remarque 1.2. — Il est proposé dans [26] d’utiliser des éléments de volume représentatif
déformables c’est-à-dire de tailles variables et des termes supplémentaires sont ajoutés aux
théorèmes de la moyenne spatiale des équations (1.30) et (1.31). Ces termes sont respective-
ment :

< φ > ∇ln(VE.V .R.) et < φ > ·∇ln(VE.V .R.). (1.34)

Puis dans [60], le théorème de la moyenne spatiale est revisité et les termes supplémentaires
introduits dans [26] sont discutés. Plus précisément, la discussion est menée sur la base d’une
courbe arbitraire qui relie des centres d’E.V.R. et donc dans une description continue du
milieu poreux. Il est indiqué dans [60] :
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"the averaging volume is spatially invariant. This excludes the use of space-dependent averaging
volumes as described by [26]".
Ainsi, dans le théorème de la moyenne spatiale, le volume de fluide dans l’E.V.R. Vf luide et la
surface des entrées et des sorties du fluide dans l’E.V.R. dépendent déjà de la localisation
du centre des E.V.R. et ils dépendent également du temps si les interfaces fluides solides se
déplacent [60]. J’utiliserai donc la forme des théorèmes de la moyenne spatiale présentée
dans [109] et donc les équations (1.30) et (1.31) sans modifications, car le volume de fluide
Vf luide dans l’E.V.R. utilisé pour la prise de moyenne dépend déjà du temps et de l’espace.

Illustration partielle pour l’équation de Navier-Stokes (1.23)

J’illustre la technique de prise de moyenne volumique pour l’équation (1.23) en régime
permanent :

∇ · (vv) = −∇p +
1

Re
∆v. (1.35)

L’étape 1 donne pour chaque terme de l’équation (1.35) :

1
VE.V .R.

∫
Vf luide

∇ · (vv) dV =< ∇ · (vv) > . (1.36)

1
VE.V .R.

∫
Vf luide

∇p dV =< ∇p > . (1.37)

1
VE.V .R.

∫
Vf luide

1
Re

∆v dV =<
1

Re
∆v > . (1.38)

L’équation (1.35) peut alors s’écrire :

< ∇ · (vv) >= − < ∇p > + <
1

Re
∆v > . (1.39)

L’étape 2 donne pour chaque terme de l’équation (1.39) :

< ∇ · (vv) >= ∇· < vv > +
1

VE.V .R.

∫
Af −s

nf −s · vv dA. (1.40)

< ∇p >= ∇ < p > +
1

VE.V .R.

∫
Af −s

nf −sp dA. (1.41)

<
1

Re
∆v >=

1
Re

< ∇ · (∇v) >=
1

Re
∇· < ∇v > +

1
ReVE.V .R.

∫
Af −s

nf −s · ∇v dA. (1.42)

L’équation (1.42) est obtenue grâce à l’hypothèse suivante : le nombre de Reynolds Re est
indépendant du volume de prise de moyenne. En utilisant une nouvelle fois l’étape 2 sur
l’équation (1.42), j’obtiens :

<
1

Re
∆v > =

1
Re
∇ ·

(
∇ < v > +

1
VE.V .R.

∫
Af −s

nf −s · v dA
)

+
1

ReVE.V .R.

∫
Af −s

nf −s · ∇v dA.
(1.43)
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L’étape 3 est ensuite utilisée. Par exemple, si la vitesse considérée à une interface fluide
solide est nulle, l’intégrale dans la parenthèse de l’équation (1.43) est égale à zéro. Ainsi,
cette dernière équation s’écrit :

<
1

Re
∆v >=

1
Re

∆ < v > +
1

ReVE.V .R.

∫
Af −s

nf −s · ∇v dA. (1.44)

À ce stade, l’équation (1.39) s’écrit :

∇· < vv > +∇ < p > − 1
Re

∆ < v >= termes sous la forme d’une intégrale. (1.45)

Le terme < vv >= ε < vv >f est évalué grâce à la décomposition spatiale (étape 4), il peut
s’écrire comme dans [18, eq. (23)] :

< vv >f =< v >f < v >f + < ṽṽ >f . (1.46)

Les termes restants qui sont sous la forme d’une intégrale (1.45) contiennent des variables
définies à l’intérieur de l’E.V.R. (suivant le vecteur y). Ces variables ainsi que les termes de
déviations spatiales φ̃ sont également évalués grâce à la décomposition spatiale de la vitesse
et de la pression. L’objectif étant de ne faire apparaître que des quantités moyennes sur
l’E.V.R. (suivant le vecteur x). Je ne détaille pas la suite de la technique de prise de moyenne
volumique avec résolution d’un problème de fermeture pour l’équation de Navier-Stokes, car
je m’appuie sur [36, 56] pour les relations de fermeture. La démarche pour obtenir le modèle
d’écoulement de fluide en milieu poreux sera donnée au chapitre 2.

1.5.5 Régimes d’écoulement de fluide en milieu poreux

La catégorisation des régimes d’écoulement de fluide en milieu poreux se fait en général
par le nombre de Reynolds, mais ce nombre peut s’écrire de différentes façons dans le cas d’un
milieu poreux. Cela s’explique par les différentes possibilités pour d’une part, le choix de la
dimension caractéristique et d’autre part, le choix de la vitesse caractéristique pour décrire le
problème. Dans ce manuscrit, deux nombres de Reynolds sont utilisés, ReH et Rep. L’indice
H est utilisé quand l’échelle de longueur caractéristique est une grandeur macroscopique
comme celle de la largeur d’un canal et p quand l’échelle de longueur caractéristique est une
grandeur caractéristique d’un pore. Pour l’échelle de longueur caractéristique d’un pore, je
choisis le diamètre moyen effectif des grains constitutifs du matériau poreux dp. Le choix de
la vitesse utilisée dans ReH et Rep est une vitesse de Darcy u qui est une vitesse moyenne sur
le volume de l’E.V.R.. Je rappelle toutefois que par définition :

u = ε < v >f , (1.47)

donc on retrouve dans la phase fluide, la vitesse du fluide v. Les deux nombres de Reynolds
s’écrivent :

Rep =
|uin| dp

ν
et ReH =

|uin|H
ν

. (1.48)

Différents régimes d’écoulement de fluide en milieu poreux sont décrits dans [33]. Le
nombre de Reynolds Re est défini pour une vitesse moyenne intrinsèque et donc, pour une
vitesse moyenne sur le volume de fluide dans l’E.V.R.. On retient les informations suivantes :
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— quand Re tend vers 0, l’écoulement est rampant et la loi de Darcy est utilisable,
— quand Re augmente, un régime de faible inertie puis un régime de forte inertie

apparaissent,
— ensuite, la transition à un écoulement instationnaire a lieu,
— au début du régime instationnaire, c’est le régime quadratique et l’équation de Forch-

heimer est utilisable.
Différents régimes d’écoulement de fluide sont décrits dans [110] pour un milieu poreux

avec une porosité égale à 0,4. Le nombre de Reynolds Re dépend également d’une vitesse
moyenne intrinsèque et donc, est définie sur le volume de fluide dans l’E.V.R.. Les corres-

pondances des résultats pour une vitesse de Darcy, et donc, pour Rep =
|uin| dp

ν
sont données

ci-dessous :

1. le régime de Darcy pour Rep < 10,

2. le régime inertiel pour 10 < Rep < 150,

3. le régime de transition pour 150 < Rep < 300,

4. le régime turbulent pour Rep > 300,

5. le régime asymptotique pour Rep > 1360.

Dans le régime de Darcy, le mouvement de fluide dans le milieu poreux est bien représenté
par les équations de Stokes. Dans le régime inertiel, les effets inertiels apparaissent et la
distribution de vitesse dans les pores se démarque de celle obtenue pour le régime de Darcy.
Dans le régime de transition, l’écoulement est transitoire et pour Rep > 300, le régime est
turbulent. Un écoulement de fluide en milieu poreux dans un régime turbulent reste difficile
à modéliser, car des questions se posent, à savoir si les structures turbulentes qui se déroulent
dans l’espace des pores sont retrouvées à l’échelle de l’E.V.R. et il semble que trop peu de
résultats soient disponibles dans la littérature pour l’instant, plus de détails sur la question
peuvent être trouvés dans [33, 110]. Il est précisé dans [73], que la turbulence macroscopique
ne peut pas se produire dans un milieu poreux régulier.

1.6 Verrous scientifiques et organisation du manuscrit

Je rappelle que les questions de recherche sont :

1. Quel est le modèle d’écoulement de fluide qu’il convient d’utiliser en présence
d’un milieu poreux hétérogène?

2. Comment poser et résoudre un problème d’optimisation topologique pour un écou-
lement de fluide dans le but de trouver une répartition optimisée de matériaux
poreux tout en tenant compte de l’hétérogénéité spatiale?

Concernant la première question de recherche, l’étude de la littérature met en lumière
plusieurs verrous scientifiques décrits ci-dessous :

— Les gradients de porosité ∇|x ε(x, t) sont souvent négligés (voir par exemple les équa-
tions de Darcy, de Forchheimer et de Brikman dans le tableau 1.1) dans la littérature.
Toutefois, aux vues des objectifs de la thèse, mon problème physique ne justifie pas de
négliger ces gradients à l’échelle macroscopique.

38



— Même si ces gradients sont considérés, il y a plusieurs modèles d’écoulement dans
la littérature (voir [1, 75, 104]), car il y a plusieurs méthodes et hypothèses qui sont
utilisées pour les obtenir. Par exemple, avec une technique de prise de moyenne
volumique, le type de moyenne utilisé induit la présence ou l’absence de termes
contenant des gradients de porosité pour les moyennes spatiales de la vitesse et de la
pression.

Afin de pallier à ces problèmes, la dérivation d’un modèle d’écoulement de fluide en présence
d’un milieu poreux hétérogène est présentée dans le chapitre 2. Ses particularités sont
d’utiliser une pression moyenne sur le volume de fluide dans l’E.V.R. < p >f , car c’est la
pression lue sur un manomètre et c’est la forme de pression qui se trouve dans la loi de Darcy.
Dans ce cas, la moyenne spatiale du gradient de pression donne :

∇ < p >= ∇(ε < p >f ) = ε∇ < p >f + < p >f ∇ε. (1.49)

De plus, je choisis d’utiliser une vitesse moyenne sur le volume de l’E.V.R. comme dans
la loi de Darcy et, pour ne pas négliger les gradients de porosité, je propose de revenir à
la définition initiale du tenseur des contraintes, à l’origine du terme ∆ < v > de l’équation
(1.12) :

τ = 2µD. (1.50)

Je propose d’utiliser une équation de Darcy-Brinkman-Forchheimer, car elle présente l’avan-
tage de donner l’équation de Navier-Stokes dans le fluide. Il est alors envisageable de modéli-
ser l’écoulement de fluide dans les zones fluides et poreuses avec un seul modèle. Toutefois,
comme les gradients de porosité doivent être pris en compte, car il y a une hétérogénéité spa-
tiale (section 1.5.2), je propose de donner une formulation de Darcy-Brinkman-Forchheimer
qui fait apparaître ces gradients de porosité. Pour cela, la démarche consiste a partir d’une
équation générale de bilan microscopique pour une quantité générique ϕ (2.1) et d’utiliser
une technique de prise de moyenne volumique sur un E.V.R.. Une fois le modèle macrosco-
pique d’écoulement de fluide en milieu poreux hétérogènes dérivé, des comparaisons avec
des résultats de la littérature seront donnés dans le chapitre 3. Pour cela, les cas du bouchon
poreux et du channelling avec porosité oscillante et exponentielle seront étudiés numerique-
ment. Des comparaisons avec d’autres modèles de la littérature seront aussi effectuées. Une
des motivations à étudier le cas du channelling est que, à ma connaissance, il n’a pas été étudié
avec un modèle qui fait apparaître les gradients de porosité.

Concernant la seconde question de recherche, des études concernant l’optimisation topo-
logique visant à trouver une répartition optimisée de matériaux poreux ont déjà été menées
(voir par exemple [6, 10, 80, 81, 99, 100, 107]). Toutefois, l’optimisation topologique pour
un écoulement de fluide n’a pas encore été réalisée en tenant compte de l’hétérogénéité
spatiale due à la modification de la répartition des matériaux poreux. Ainsi, dans le chapitre
4, le modèle proposé dans le chapitre 2 est utilisé comme contrainte dans un problème
d’optimisation topologique visant à trouver une répartition optimisée de matériaux poreux
qui minimise les pertes de charge.

Pour résumer, le manuscrit va suivre l’organisation suivante :
— Le chapitre 2 proposera un modèle d’écoulement de fluide en milieu poreux qui fait

apparaître les gradients de porosité.
— Le chapitre 3 contiendra des comparaisons avec des résultats de la littérature.
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— Le chapitre 4 utilisera le modèle proposé dans le chapitre 2 pour un problème d’opti-
misation topologique.

— Le chapitre 5 contiendra la conclusion des travaux et les perspectives à explorer.
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Chapitre 2

Proposition d’un modèle d’écoulement de
fluide en milieu poreux hétérogène

Sommaire
2.1 Résumé du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.2 Méthode pour le développement du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.2.1 Prise de moyenne pour une équation générale de bilan macroscopique
à l’échelle d’un E.V.R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.2.2 Conservation de la masse de fluide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.2.3 Conservation de la quantité de mouvement de fluide . . . . . . . . . . 45

2.3 Discussion et forme finale du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.3.1 Discussion des modèles de la littérature . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.3.2 Équation de Kozeny-Carman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.3.3 Formes sans dimension des équations . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.4 Implémentation dans OpenFOAM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.5 Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.1 Résumé du chapitre

Ce chapitre contient la démarche utilisée pour obtenir un modèle d’écoulement de fluide
en milieu poreux. L’idée est de faire apparaître les gradients de porosité, souvent négligés
dans la littérature. Après une discussion de l’écriture du modèle par la confrontation à
d’autres modèles de la littérature, l’équation de Kozeny-Carman qui permet de trouver la
perméabilité scalaire est présentée et l’implémentation dans OpenFOAM est exposée. Ce
chapitre se termine par une conclusion.
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2.2 Méthode pour le développement du modèle

2.2.1 Prise de moyenne pour une équation générale de bilan macrosco-
pique à l’échelle d’un E.V.R.

La démarche débute avec l’équation générale de bilan microscopique pour une quantité
générique ϕ (voir [26, p.36, Eq.(1)], [36, p.68, Eq.(3.34)] et [108, Eq.(1)]) :

∂(ρϕ)
∂t

+∇ · (ρϕv) +∇ · j = termes sources, (2.1)

avec j est un flux de diffusion. L’équation (2.1) doit être transposée à l’échelle macroscopique.
La technique de prise de moyenne volumique présentée à la section 1.5.4 est utilisée et
l’échelle macroscopique est l’échelle d’un E.V.R..

— On commence par intégrer chaque terme de l’équation (2.1) sur le volume de fluide
Vf luide dans l’E.V.R. puis on divise par le volume de l’E.V.R. VE.V .R., on obtient alors
pour le premier terme de l’équation (2.1) :

1
VE.V .R.

∫
Vf luide

∂(ρϕ)
∂t

dV =<
∂(ρϕ)
∂t

> . (2.2)

On utilise ensuite le théorème de transport que l’on trouve par exemple dans [36, p.63,
eq.(3.15)], qui avec les notations de la section 1.5.4 donne :

<
∂(ρϕ)
∂t

>=
∂
∂t
< ρϕ > − 1

VE.V .R.

∫
Af −s

ρϕ · (ω ·nf −s) dA, (2.3)

où on suppose que le volume de l’E.V.R. est constant au cours du temps et ω est la
vitesse de l’interface fluide solide.

— Le deuxième terme de l’équation (2.1) donne :

1
VE.V .R.

∫
Vf luide

∇ · (ρϕv) dV =< ∇ · (ρϕv) > . (2.4)

On utilise le théorème de la moyenne spatiale de l’équation (1.31) :

< ∇ · (ρϕv) >= ∇· < ρϕv > +
1

VE.V .R.

∫
Af −s

nf −s · (ρϕv) dA. (2.5)

— Le troisième terme de l’équation (2.1) donne :

1
VE.V .R.

∫
Vf luide

∇ · j dV =< ∇ · j > . (2.6)

En utilisant (1.31), on a :

< ∇ · j >= ∇· < j > +
1

VE.V .R.

∫
Af −s

nf −s · j dA. (2.7)
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— On a dans l’équation (2.1) :
termes sources = 0, (2.8)

car on ne considère ni des termes sources de masse de fluide ni des termes sources de
quantité de mouvement de fluide (je néglige les forces extérieures volumiques).

Les équations (2.3), (2.5) et (2.7) permettent d’obtenir une première écriture de l’équation
générale de bilan macroscopique :

∂
∂t
< ρϕ > +∇· < ρϕv > +∇· < j >= termes sous la forme d’une intégrale, (2.9)

où les termes restants qui sont sous la forme d’une intégrale contiennent les informations sur
les aires des interfaces fluides solides dans l’E.V.R. sous la forme

∫
Af −s

(•) dA et seront traités

par la suite.
— Un opérateur de moyenne massique est utilisé (voir [26, p.39] et [36, p.62 eq. (3.8)]) :

(•)f =
1

< ρ > VE.V .R.

∫
Vf luide

ρ (•) dV . (2.10)

L’équation (2.10) permet d’écrire :

< ρϕ >=< ρ > ϕf et < ρϕv >=< ρ > ϕvf , (2.11)

avec :
ϕvf = ϕf vf + ϕ̃f ṽf

f
, (2.12)

où ϕf et vf sont respectivement les moyennes massiques de ϕ et v dans le volume de
fluide dans l’E.V.R.. Ici, ϕ̃f et ṽf sont les déviations spatiales comme celles présentées
dans la section 1.5.4. On a :

< ρϕv > + < j >=< ρ > ϕf vf + < ρ > ϕ̃f ṽf
f

+ ε < j >f (2.13)

— On définit un vecteur de flux macroscopique εjf avec les deux derniers termes de
l’équation (2.13) :

εjf =< ρ > ϕ̃f ṽf
f

+ ε < j >f . (2.14)

— Les termes restants qui sont sous la forme d’une intégrale sont regroupés dans un
coefficient général < ρ >Λ qui représente les échanges sur les interfaces fluides solides,
on a :

< ρ >Λ =
1

VE.V .R.

∫
Af −s

ρϕ · (ω ·nf −s) dA

− 1
VE.V .R.

∫
Af −s

nf −s · (ρϕv) dA

− 1
VE.V .R.

∫
Af −s

nf −s · j dA.

(2.15)

L’équation (2.9) peut alors s’écrire :

∂
∂t

(< ρ > ϕf ) +∇ · (< ρ > ϕf vf ) +∇ · (εjf ) =< ρ >Λ. (2.16)
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La masse volumique du fluide ρ étant supposée constante, on a :

< ρ >= ερ, (2.17)

et on obtient une équation générale de bilan macroscopique à l’échelle de l’E.V.R. :

∂
∂t

(ερϕf ) +∇ · (ερϕf vf ) +∇ · (εjf ) = ερΛ, (2.18)

où l’équation (2.18) est présentée sans les notations qui indiquent des quantités moyennes
(•) pour alléger les expressions. Cette équation est ensuite utilisée pour trouver les équations
du bilan macroscopique de la masse de fluide et de la quantité de mouvement de fluide.

2.2.2 Conservation de la masse de fluide

À partir de l’équation (2.18), l’équation de conservation de la masse de fluide dans le
milieu poreux s’obtient pour :

ϕf = 1, jf = 0 et Λ = 0. (2.19)

La dernière égalité indique qu’il n’y a pas de modifications de la masse sur les interfaces
fluides solides, on obtient ainsi :

∂
∂t

(ερ) +∇ · (ερvf ) = 0. (2.20)

La masse volumique du fluide étant constante, on obtient les égalités suivantes :

< v >= ε < v >f = εvf = u, (2.21)

où u est la vitesse de Darcy. L’équation (2.20) s’écrit finalement :

∂ε
∂t

+∇ · (εvf ) =
∂ε
∂t

+∇ ·u = 0. (2.22)

En régime permanent ou en négligeant la variation temporelle de porosité, on a :

∇ ·u = 0. (2.23)

Dans un domaine composé uniquement de fluide, et donc pour ε = 1, on retrouve l’équation
de continuité (1.8) qui est ∇ · vf = 0.

La vitesse de Darcy définie comme une vitesse moyenne sur le volume d’un E.V.R. est
privilégiée dans ce manuscrit pour désigner la vitesse du fluide. En effet, c’est cette vitesse qui
est généralement mesurée pour les expériences dans les milieux poreux. On a habituellement :

u =
Q
S
, (2.24)

où Q est le vecteur débit d’un fluide qui traverse un milieu poreux et S est la section droite
perpendiculaire à l’écoulement. La vitesse de Darcy est également la vitesse qui apparaît
dans la loi de Darcy, elle est aussi appelée vitesse de filtration.
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2.2.3 Conservation de la quantité de mouvement de fluide

À partir de l’équation (2.18), l’équation de conservation de la quantité de mouvement de
fluide dans le milieu poreux s’obtient pour :

ϕf = vf , jf = σ f et Λ = ffσ . (2.25)

Ainsi (2.18) devient :

∂
∂t

(ερvf ) +∇ · (ερvf vf ) +∇ · (εσ f ) = ερffσ , (2.26)

où σ f est le tenseur des contraintes et ffσ un vecteur qui représente la modification de la
quantité de mouvement sur les interfaces fluides solides. Des équations constitutives sont
utilisées pour trouver les variables σ f et ffσ qui sont considérées comme étant des variables
dépendantes qui ne sont pas directement mesurables. Je me réfère aux développements dans
[36, 57] et j’utilise les relations [36, eq. (3.114) p.86] :

σ f = pf I + τf et ερffσ = pf ∇ε+ ffτ . (2.27)

On a pf la pression du fluide et τf le tenseur des contraintes de viscosité. Le fluide étant
newtonien, on a :

τf = −2µD. (2.28)

Enfin, ffτ est un vecteur qui représente la résistance à l’écoulement de fluide due à la matrice
solide. Une équation phénoménologique qui se compose du terme de Darcy et du terme de
Forchheimer est utilisée. On obtient ainsi [36, eq. (3.154) p.94] :

ffτ = −ε2µk−1 · vf − ε3ρ k−1/2 cF |vf | · vf , (2.29)

où k est le tenseur de perméabilité et cF est le coefficient de Forchheimer. Les termes (2.27),
(2.28) et (2.29) sont ensuite remplacés dans l’équation (2.26) :

∂
∂t

(ερvf ) +∇ · (ερvf vf ) +∇ · (εpf I)− 2µ∇ · (εD)

= pf ∇ε − ε2µk−1 · vf − ε3ρ k−1/2 cF |vf | · vf .
(2.30)

Remarque 2.1. — Les formulations des équations (2.27), (2.28) et (2.29) qui sont présentes
dans (2.30) sont possibles seulement à la suite de longs développements détaillés dans [25,
36, 57, 58].

Pour les termes intégrant la pression, on développe :

∇ · (εpf I) = ∇(εpf ) = ε∇(pf ) + pf ∇ε. (2.31)

Il reste donc uniquement le terme de pression ε∇(pf ) dans l’équation (2.30). Pour le tenseur

de taux de déformation, on a D =
∇vf + [∇vf ]T

2
et en développant le terme −2µ∇ · (εD) de

l’équation (2.30), on obtient :

−2µ∇ · (εD) = −µ
(
∇ · (ε∇vf ) +∇ · (ε[∇vf ]T)

)
= −µ

(
ε∆vf +∇vf · ∇ε+ ε∇ · [∇vf ]T + [∇vf ]T · ∇ε

)
.

(2.32)
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On note que :
ε∇ · [∇vf ]T = 0, (2.33)

car :
∇ · [∇vf ]T = ∇(∇ · vf ) = 0. (2.34)

En réécrivant ensuite (2.30) avec les résultats des développements précédents :

∂
∂t

(ερvf ) +∇ · (ερvf vf ) + ε∇(pf )−µ
(
ε∆vf +∇vf · ∇ε+ [∇vf ]T · ∇ε

)
= −ε2µk−1 · vf − ε3ρ k−1/2 cF |vf | · vf .

(2.35)

En effectuant le changement de variable pour la vitesse de Darcy u = εvf , on obtient finale-
ment :

∂
∂t

(ρu) +∇ ·
(ρ
ε

uu
)

+ ε∇(pf )−µ
(
ε∆

(u
ε

)
+∇

(u
ε

)
· ∇ε+

[
∇
(u
ε

)]T
· ∇ε

)
= −εµk−1 ·u− ερ k−1/2 cF |u| ·u.

(2.36)

Je continue le développement des termes de l’équation (2.36) afin d’obtenir une formulation
adaptée à la méthode des volumes finis et pour faire apparaître explicitement les gradients

de porosité issus de ∇ ·
(ρ
ε

uu
)

et ∆
(u
ε

)
.

Développement supplémentaire de l’équation (2.36)

Le développement de ∆

(u
ε

)
donne :

∆

(u
ε

)
=

1
ε
∆u + u∆

(1
ε

)
+ 2∇u · ∇

(1
ε

)
=

1
ε
∆u− u

ε2∆ε+
2u
ε3 |∇ε|

2 − 2
ε2∇u · ∇ε.

(2.37)

Le développement du terme de convection donne :

ρ ∇ ·
(1
ε

u u
)

=
ρ

ε
∇ · (u u)−

ρ

ε2 (u u) · ∇ε. (2.38)

Les équations (2.37) et (2.38) sont remplacées dans (2.36) et ainsi des termes supplémentaires
avec un gradient de porosité apparaissent :

∂
∂t

(ρu) +
ρ

ε
∇ · (u u)−

ρ

ε2 (u u) · ∇ε+ ε∇(pf )

−µ
(
ε
(1
ε
∆u− u

ε2∆ε+
2u
ε3 |∇ε|

2 − 2
ε2∇u · ∇ε

)
+∇

(u
ε

)
· ∇ε+

[
∇
(u
ε

)]T
· ∇ε

)
= −εµk−1 ·u− ερ k−1/2 cF |u| ·u.

(2.39)
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Afin de disposer explicitement d’un gradient de pression pour des raisons purement numé-
riques, l’équation précédente est divisée par ε, ce qui donne :

1
ε
∂
∂t

(ρu) +
ρ

ε2 ∇ · (u u)−
ρ

ε3 (u u) · ∇ε+∇(pf )

−µ
(

1
ε
∆u− u

ε2∆ε+
2u
ε3 |∇ε|

2 − 2
ε2∇u · ∇ε+

1
ε
∇
(u
ε

)
· ∇ε+

1
ε

[
∇
(u
ε

)]T
· ∇ε

)
= −µk−1 ·u− ρ k−1/2 cF |u| ·u.

(2.40)

On effectue deux autres transformations de termes de l’équation (2.40) pour obtenir une
formulation des termes adaptée à la méthode des volumes finis :

ρ

ε2 ∇ · (u u)−
ρ

ε3 (u u) · ∇ε = ρ∇ ·
( 1
ε2 uu

)
+
ρ

ε3 (u u) · ∇ε. (2.41)

1
ε
∆u = ∇ ·

(1
ε
∇u

)
+

1
ε2∇u · ∇ε. (2.42)

En remplaçant (2.41) et (2.42) dans l’équation (2.40) on obtient finalement :

1
ε
∂
∂t

(ρu) + ρ∇ ·
( 1
ε2 uu

)
+
ρ

ε3 (u u) · ∇ε+∇(pf )

−µ
(
∇ ·

(1
ε
∇u

)
− u
ε2∆ε+

2u
ε3 |∇ε|

2 − 1
ε2∇u · ∇ε+

1
ε
∇
(u
ε

)
· ∇ε+

1
ε

[
∇
(u
ε

)]T
· ∇ε

)
= −µk−1 ·u− ρ k−1/2 cF |u| ·u.

(2.43)

2.3 Discussion et forme finale du modèle

2.3.1 Discussion des modèles de la littérature

Le développement utilisé pour obtenir l’équation (2.36) a été réalisé sans négliger les
variations de porosité. Je rappelle ici l’équation :

∂
∂t

(ρu) +∇ ·
(ρ
ε

uu
)

+ ε∇(pf )−µ
(
ε∆

(u
ε

)
+∇

(u
ε

)
· ∇ε+

[
∇
(u
ε

)]T
· ∇ε

)
= −εµk−1 ·u− ερ k−1/2 cF |u| ·u.

(2.44)

Il est alors possible de discuter les rares modèles d’écoulement de fluide qui font apparaître
les gradients de porosité qui se trouvent dans la littérature. On commence par le modèle
dans [50, p.393 eq. (53)] :

∂
∂t

(ρu) +∇ ·
(ρ
ε

uu
)

+ ε∇(pf )−µ∆u +µ∇ε · ∇
(u
ε

)
= −εµk−1 ·u− εµk−1 ·F ·u, (2.45)

où F est le tenseur de correction de Forchheimer. Pour obtenir la formulation donnée à
l’équation (2.45), j’ai multiplié l’équation [50, p.393 eq. (53)] par la porosité ε et j’ai utilisé les
notations : β = f , u =< vf > et pf =< pf >f . L’équation (2.45) est une équation obtenue par
une technique de prise de moyenne volumique avec résolution d’un problème de fermeture.
Cette équation est utilisée dans [50] pour un problème de solidification. On trouve une
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utilisation très récente de l’équation (2.45) dans [59]. Il s’agit de l’étude d’un écoulement de
fluide à faible nombre de Reynolds dans un système similaire à celui de Beavers et Joseph
[12]. La formulation du modèle dans [59] est :

0 = −∇(pf ) +
µ

ε
∆u−

µ

ε
∇ε · ∇

(u
ε

)
−µk−1 ·u. (2.46)

Les équations (2.45) et (2.46) sont deux modèles d’écoulement de fluide à l’échelle macro-
scopique valables dans du fluide et dans un milieu poreux. En effet, pour ε = 1, on retrouve
l’équation de Navier-Stokes. L’équation (2.46) a été comparée avec succès à des résultats de
simulation à l’échelle du pore (voir la remarque 1.1). Il est alors conclu que les termes de
corrections de Brinkman, qui sont ici :

µ

ε
∆u et

µ

ε
∇ε · ∇

(u
ε

)
, (2.47)

doivent être inclus dans le modèle d’écoulement de fluide pour obtenir des prévisions précises
des profils de vitesse pour Rep � 1. Or, il y a une différence d’écriture entre les équations
(2.45), (2.46) et l’équation qui est proposée dans ces travaux (2.44). En effet, tous les termes
avec la viscosité µ ont le même signe dans (2.44) tandis que les termes sont de signes opposés
dans (2.45) et (2.46). Dans ces travaux, ce sont les signes obtenus à la suite du développement
présenté dans le chapitre qui sont utilisés.

Dans l’équation proposée (2.35), toutes les variables sont des grandeurs moyennes qui
sont définies par rapport au volume de fluide dans l’E.V.R. comme préconisées dans [72]. Les
termes sont donc harmonisés, je rappelle ici l’équation :

∂
∂t

(ερvf ) +∇ · (ερvf vf ) + ε∇(pf )−µ
(
ε∆vf +∇vf · ∇ε+ [∇vf ]T · ∇ε

)
= −ε2µk−1 · vf − ε3ρ k−1/2 cF |vf | · vf .

(2.48)

L’équation (2.48) peut être comparée à celle que l’on trouve dans [91, p.4498 eq. (2)] et dont
la formulation est rappelée ici :

∂
∂t

(ερvf ) +∇ · (ερvf vf ) + ε∇(pf )− εµ∆vf −µ∇ε · ∇vf −µvf ∆ε

= −ε2µk−1 · vf − ε2µk−1 ·F · vf .
(2.49)

L’équation (2.49) provient de [50] et donc de l’équation (2.45). Elle a été utilisée pour un
problème de solidification. Le terme µvf ∆ε présent dans l’équation (2.49) est absent de
l’équation (2.48), on trouve à sa place le terme µ[∇vf ]T · ∇ε. Roux et al.[91] discutent de
l’influence de termes qui contiennent des gradients de porosité. La discussion est présentée
sur la base de résultats numériques obtenus avec un modèle simplifié c’est-à-dire sans les
termes de gradient de porosité. Les ratios des termes suivants sont comparés dans [91] :

R1 =
|∇ε · ∇vfx |

|ε2k−1vfx |
, R2 =

|∇ε · ∇vfz |

|ε2k−1vfz |
, R3 =

|∇ε · ∇vfx |
|ε∆vf |

,

R4 =
|∇ε · ∇vfz |
|ε∆vf |

, R5 =
|vf ∆ε|
|ε∆vf |

, R6 =
|∆ε|
|ε2k−1|

.

(2.50)

On retient les observations suivantes :
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— R1, R2 et R6 sont petits, inférieurs à 1%;
— les valeurs maximales de R1 et R2 sont atteintes dans les zones où la fraction de volume

de solide est faible (quand ε est grand) ;
— dans ces mêmes zones, R3 et R4 sont de l’ordre de 1 ;
— la même observation est faite pour R5 qui peut être de l’ordre de 1 dans les zones où

la porosité est élevée et où des gradients de porosité sont observés.
En conclusion, les termes de correction de Brinkman sont petits par rapport au terme de
Darcy, alors qu’ils peuvent être du même ordre de grandeur que le terme de diffusion
visqueuse, c’est-à-dire le terme de diffusion que l’on trouve dans l’équation de Navier-Stokes,
dans le cas où la fraction de volume de solide est faible. De plus, on apprend dans [91] que les
termes de gradient de porosité peuvent avoir une influence sur les résultats des simulations
numériques, ces termes étant uniquement estimés.

Pour un milieu poreux où la porosité est constante, les modèles d’écoulement de fluide
peuvent se simplifier. En effet, les coefficients ε peuvent être transposés à l’extérieur des
opérateurs différentiels et les termes de gradient de porosité s’annulent. À ce moment, on
obtient une simplification de l’équation proposée (2.36) :

∂
∂t

(ρu) +∇ ·
(ρ
ε

uu
)

+ ε∇(pf )−µ∆u = −εµk−1 ·u− ερ k−1/2 cF |u| ·u. (2.51)

Les équations (2.36), (2.45), (2.49) et (2.51) sont des équations dites de Darcy-Brinkman-
Forchheimer (D.B.F.), car elles contiennent les termes de Darcy, de Brinkman et de Forch-
heimer. Ces équations sont valides en théorie dans un domaine poreux et dans un domaine
fluide, car elles permettent de retrouver l’équation de Navier-Stokes (1.13) dans le fluide. On
parle à ce moment-là d’un modèle d’écoulement de fluide à un domaine [47].

Je présente dans les tableaux 2.1 et 2.2 les termes principaux des modèles d’écoulement
de fluide en milieu poreux qui ont été discutés ainsi que les termes supplémentaires avec un
gradient de porosité. Les équations correspondent aux modèles suivants :

— eq. (1.26) : loi de Darcy,
— eq. (2.51) : modèle D.B.F. avec l’hypothèse d’une porosité constante,
— eq. (2.45) : modèle D.B.F. issu de [50],
— eq. (2.46) : modèle issu de [59],
— eq. (2.49) : modèle D.B.F. issu de [91],
— eq. (2.36) : modèle D.B.F. proposé dans ces travaux.

On notera que le développement du terme ∆

(u
ε

)
a été donné dans (2.37) et fait apparaître le

terme de Brinkman ainsi que les termes (2), (3) et (5) dans les tableaux 2.1 et 2.2. Les signes
(−) et (+) se comprennent dans le sens où la somme des termes issus des tableaux est égale à
un vecteur nul. Pour le signe (*) relatif aux équations (2.45) et (2.49), on notera que l’écriture
du terme de Forchheimer est différente de celle donnée dans le tableau 2.1, qui correspond à
celle trouvée à la suite du développement présenté dans le chapitre. Pour le signe (**) relatif

aux équations (2.45) et (2.46), le terme −
µ

ε
∇
(u
ε

)
· ∇ε est de signe positif.

Enfin, il est possible de passer d’un domaine fluide à un domaine poreux en utilisant une
expression de la perméabilité k en fonction de la porosité ε, du diamètre moyen effectif des
grains dp et de l’arrangement des grains constitutifs du matériau poreux. Cela peut se faire
grâce à l’équation de Kozeny-Carman qui sera détaillée par la suite.
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Tableau 2.1 – Termes principaux dans les modèles d’écoulement de fluide en milieu poreux
(oui : présent ; X : absent ; * : présent avec une différence d’écriture).

Équation Pression Darcy Brinkman Forchheimer Convection

+∇pf +
µu
k

−
µ

ε
∆u +ρ k−1/2 cF |u| ·u +

ρ

ε
∇ ·

(uu
ε

)
eq. (1.26) oui oui X X X
eq. (2.51) oui oui oui oui oui
eq. (2.45) oui oui oui oui* oui
eq. (2.46) oui oui oui X X
eq. (2.49) oui oui oui oui* oui
eq. (2.36) oui oui oui oui oui

Tableau 2.2 – Termes supplémentaires avec un gradient de porosité (oui : présent ; X : absent ;
** : présent avec une différence d’écriture).

Équation (1) (2) (3) (4) (5)

−
µ

ε
∇
(u
ε

)
· ∇ε −µ 2u

ε3 |∇ε|
2 +

2µ
ε2 ∇u · ∇ε −

µ

ε

[
∇
(u
ε

)]T
· ∇ε +

µu
ε2 ∆ε

eq. (1.26) X X X X X
eq. (2.51) X X X X X
eq. (2.45) oui** X X X X
eq. (2.46) oui** X X X X
eq. (2.49) oui oui oui X X
eq. (2.36) oui oui oui oui oui

2.3.2 Équation de Kozeny-Carman

Pour un matériau poreux isotrope comme dans ces travaux, le tenseur de perméabilité
k est un tenseur d’ordre zéro soit un scalaire K . L’équation de Kozeny-Carman est souvent
utilisée dans la littérature pour calculer une perméabilité scalaire à partir des caractéristiques
géométriques du matériau poreux. On trouve par exemple dans [70, 72, 94] la relation :

K(ε) =
d2

p ε
3

C(1− ε)2 , (2.52)

où dp est le diamètre moyen effectif des grains constitutifs du matériau poreux et C est une
constante qui dépend de l’arrangement des grains. Différentes valeurs de la constante C sont
utilisées dans la littérature, par exemple C = 180 [94] ou encore C = 150 [70, 72]. L’équation
de Kozeny-Carman modélise correctement la perméabilité pour un matériau poreux composé
de grains ayant des formes sphériques [71]. L’utilisation de l’équation (2.52) dans un modèle
D.B.F. présente l’avantage de retrouver la formulation de l’équation de Navier-Stokes grâce à
la valeur de la porosité. En effet, un coefficient (1− ε) apparaît dans les termes de Darcy et de
Forchheimer et ce coefficient s’annule dans le fluide (ε = 1).
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2.3.3 Formes sans dimension des équations

La procédure pour rendre sans dimension les équations a été présentée dans la section
1.4.2. La forme sans dimension de l’équation de conservation de la masse de fluide dans le
domaine fluide est directement ∇ · v = 0. De même, la forme sans dimension de l’équation de
conservation de la masse de fluide dans le domaine poreux est directement ∇ ·u = 0. Pour
obtenir la forme sans dimension de l’équation de conservation de la quantité de mouvement
de fluide dans le domaine poreux, je réutilise la démarche de la section 1.4.2. Je commence
par introduire de nouveau l’équation (2.43), qui est une forme développée de l’équation
(2.36) :

1
ε
∂
∂t

(ρu) + ρ∇ ·
( 1
ε2 uu

)
+
ρ

ε3 (u u) · ∇ε+∇(pf )

−µ
(
∇ ·

(1
ε
∇u

)
− u
ε2∆ε+

2u
ε3 |∇ε|

2 − 1
ε2∇u · ∇ε+

1
ε
∇
(u
ε

)
· ∇ε+

1
ε

[
∇
(u
ε

)]T
· ∇ε

)
= −µk−1 ·u− ρ k−1/2 cF |u| ·u.

(2.53)

J’effectue successivement les changements de variables suivants,
— la vitesse u = u0u′,
— la pression pf = ρu2

0pf
′
,

— la durée t =
L0 t

′

u0
,

— les opérateurs différentiels ∇′(•) = L0 ∇(•), ∆′(•) = L2
0 ∆(•).

Puis, en multipliant par
L0

ρu2
0

, on identifie la formulation du nombre de Reynolds Re =
u0ρL0

µ
.

Pour la perméabilité, on remplace k = L2
0k′. Je précise à nouveau que le matériau poreux est

isotrope et la perméabilité est un scalaire, j’utilise alors la relation de Kozeny-Carman de
l’équation (2.52) dans une forme sans dimension :

k′ =
k
L2

0

=
d2

p ε
3

C(1− ε)2L2
0

=
ε3

β(1− ε)2 , (2.54)

où j’introduis un coefficient sans dimension β =
CL2

0

d2
p

. Enfin, je remplace ensuite la perméabi-

lité de l’équation (2.54) dans (2.53). Le détail du développement pour rendre sans dimension
l’équation (2.53) est donné par la suite.

Développement de la forme sans dimension de l’équation de conservation de la quantité
de mouvement du fluide dans le domaine poreux

J’utilise la même méthode que celle présentée à la section 1.4.2. J’effectue les changements
de variables :
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— pour la vitesse u = u0u′ dans l’équation (2.53) :

u0

ε
∂
∂t

(ρu′) + ρu2
0∇ ·

( 1
ε2 u′u′

)
+
ρu2

0

ε3 (u′ u′) · ∇ε+∇(pf )

−µ
∇ · (u0

ε
∇u′

)
− u′u0

ε2 ∆ε+
2u′u0

ε3 |∇ε|
2 − u0

ε2∇u′ · ∇ε+
u0

ε
∇
(

u′

ε

)
· ∇ε+

u0

ε

[
∇
(

u′

ε

)]T

· ∇ε


= −µu0k−1 ·u′ − ρ u2
0k−1/2 cF |u′ | ·u′,

(2.55)
— pour la pression pf = ρu2

0p′ dans l’équation (2.55) :

u0

ε
∂
∂t

(ρu′) + ρu2
0∇ ·

( 1
ε2 u′u′

)
+
ρu2

0

ε3 (u′ u′) · ∇ε+ ρu2
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ε
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ε
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ε
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(
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ε

)]T

· ∇ε
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= −µu0k−1 ·u′ − ρ u2
0k−1/2 cF |u′ | ·u′,

(2.56)

— pour la durée t =
L0 t

′

u0
dans l’équation (2.56) :

u2
0

εL0

∂
∂t′

(ρu′) + ρu2
0∇ ·

( 1
ε2 u′u′

)
+
ρu2

0
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0∇(p′)
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ε
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ε
∇
(
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ε
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ε

[
∇
(

u′

ε

)]T

· ∇ε


= −µu0k−1 ·u′ − ρ u2
0k−1/2 cF |u′ | ·u′,

(2.57)
— pour les opérateurs différentiels dans l’équation (2.57) :

u2
0

εL0

∂
∂t′

(ρu′) +
ρu2

0

L0
∇′ ·

( 1
ε2 u′u′

)
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ε3L0
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ε
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(
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ε
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· ∇′ε
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(2.58)

En multipliant ensuite l’équation (2.58) par
L0

ρu2
0

:

1
ε
∂u′

∂t′
+∇′ ·

( 1
ε2 u′u′

)
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1
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(2.59)
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Enfin, en remplaçant la perméabilité k = L2
0k′ dans l’équation (2.59) :

1
ε
∂u′

∂t′
+∇′ ·

( 1
ε2 u′u′

)
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1
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(2.60)

Le nombre de Reynolds Re =
u0ρL0

µ
apparaît et on obtient :

1
ε
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+∇ ·
( 1
ε2 uu

)
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1
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εRe
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·u− 1
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cF |u| ·u.

(2.61)

où les notations sans dimension (•)′ ne sont plus indiquées. Le matériau poreux est isotrope
et la perméabilité est un scalaire. J’utilise la relation de Kozeny-Carman de l’équation (2.52)
dans une forme sans dimension :

k′ =
k
L2

0

=
d2

p ε
3

C(1− ε)2L2
0

=
ε3

β(1− ε)2 , (2.62)

où j’introduis un coefficient sans dimension β =
CL2

0

d2
p

. En remplaçant l’équation (2.62) dans

(2.61), la forme finale sans dimension du modèle proposé est :

1
ε
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+∇ ·
( 1
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1
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∇
(u
ε

)]T
· ∇ε

)
= −

β(1− ε)2

Re ε3 u−
β1/2(1− ε)

ε3/2
cF |u|u.

(2.63)

Le coefficient β permet d’étudier l’influence du diamètre moyen effectif des grains constitutifs
du matériau poreux. Avec la relation de Kozeny-Carman, on peut relier β à un autre nombre

sans dimension, le nombre de Darcy Da =
k
L2

0

grâce à la relation :

β =
ε3

Da(1− ε)2 . (2.64)

2.4 Implémentation dans OpenFOAM

Voici les différentes étapes lors de la résolution numérique du modèle physique après le
choix d’une géométrie et d’un domaine de calcul :
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1. renseignement des conditions aux limites pour la vitesse et la pression,

2. discrétisation du domaine de calcul avec un maillage structuré,

3. discrétisation des équations du modèle par une méthode des volumes finis,

4. résolution du système d’équations algébrique obtenu par un solveur itératif,

5. obtention des solutions numériques et donc, des distributions des valeurs des quantités
physiques d’intérêt.

Ces étapes sont réalisées sur la boite à outils de mécanique des milieux continus OpenFOAM
[108] distribué sous licence libre et open source GNU GPL. Développé en C++ et basé sur
la méthode des volumes finis, on trouve sur OpenFOAM plusieurs solveurs préexistants.
Un solveur a été développé sur la base du travail que l’on trouve dans [19] et [86]. C’est
un solveur qui est basé sur un algorithme SIMPLE et dans lequel les quantités physiques
sont renseignées et le modèle physique et le modèle d’optimisation y sont mis en œuvre
numériquement. Plus de détails sur la méthode des volumes finis et sur le maillage qui est
une grille colocalisée peuvent être trouvés dans [19].

Les problèmes étudiés sur OpenFOAM se présentent sous la forme d’un dossier de
travail qui contient les conditions aux limites ; les paramètres physiques tels que le nombre
de Reynolds ou de Darcy ; les données correspondantes au maillage, qui est ici produit
avec l’outil BlockMesh ; les paramètres du solveur pour la résolution des équations afin
de trouver la vitesse et la pression (sous-relaxation, tolérances, critères d’arrêt . . . ) ; les
schémas numériques d’interpolation des quantités entre les différents volumes de contrôle
et les schémas de discrétisation pour trouver les valeurs des quantités dans les opérateurs
différentiels. Enfin, ce dossier de travail contiendra les différents résultats de simulations
numériques dont les écritures se font pour une période d’itérations spécifique par exemple,
toutes les 1000 itérations.

L’implémentation pour la résolution de la vitesse et de la pression de l’équation de bilan
de la quantité de mouvement de fluide (2.63) est donnée dans l’Annexe A. Les paramètres
du solveur utilisé ainsi que la discrétisation des différents opérateurs mathématiques est
également donnée dans cette annexe. J’utilise des facteurs d’interpolation inversés pour la
vitesse et la pression (Annexe A). Cette particularité est présentée dans [65]. On a pour un
volume de contrôle P et un volume de contrôle voisin N , séparé par une face f , la vitesse et
la pression sur cette face f qui sont calculées de la façon suivante :

uf = (1−λf )uP +λf uN et pf = λf pP + (1−λf )pN , (2.65)

où λf est un facteur d’interpolation. Cette approche permet de rendre cohérentes les valeurs
de la vitesse et de la pression selon le calcul de la moyenne harmonique et plus de détails
peuvent être trouvés dans [65]. Les schémas numériques utilisés post-optimisation sont tous
à l’ordre deux. Toutefois, lors de l’optimisation topologique, pour des raisons de stabilité de
l’algorithme, un schéma numérique au premier ordre (upwind) a été mis en œuvre pour le
traitement du terme de convection. Concernant les gradients, différents schémas du premier
au troisième ordre ont été testés, notamment dans le traitement des discontinuités fluide-
solide. De même, dans le cadre de l’optimisation topologique et pour des raisons de stabilité,
un schéma numérique au premier ordre a été employé pour le calcul des gradients.

La difficulté principale du point de vue numérique, due aux spécificités de la thèse, est :
la résolution du modèle d’écoulement de fluide proposé avec les termes supplémentaires en
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gradient de porosité en plus du modèle adjoint continu utilisé pour la méthode d’optimisation
topologique. En effet, le modèle d’écoulement a d’abord été résolu sans optimisation et
donc avec des valeurs de paramètres de simulations et des choix préliminaires de schémas
numériques. Une fois que l’on s’est assuré du bon fonctionnement du modèle d’écoulement
par la reproduction de résultats de la littérature, le modèle adjoint continu a également
été résolu pour produire des résultats d’optimisation. Mais la méthode d’optimisation est
sensible aux choix des valeurs de paramètres et des schémas numériques utilisés, j’ai donc
dû prioriser la stabilité numérique. Il a donc été nécessaire de produire a posteriori de
l’optimisation topologique, des simulations qui incluent la forme optimisée et les schémas
numériques au second ordre nécessaires à la bonne prise en compte des interfaces. Un
algorithme de descente de gradient qui est déjà disponible dans le laboratoire a été utilisé
[86], j’ai donc pu tirer profit de cet aspect et je n’ai pas eu à l’implémenter. Toutefois, bien
que cet algorithme d’optimisation ait été utilisé dans les deux thèses qui précèdent ma thèse
[86, 90], le modèle adjoint continu et les conditions d’optimalité correspondants au modèle
d’écoulement proposé ont dû être implémentés pour la première fois dans cette thèse et
peuvent être utilisés pour d’autres fonctions objectifs.

2.5 Conclusion du chapitre

La démarche utilisée pour obtenir un modèle d’écoulement de fluide valable en théorie
pour un milieu poreux avec une hétérogénéité spatiale a été présentée. Les particularités du
modèle proposé sont :

1. la présence de termes supplémentaires avec un gradient de porosité,

2. les signes de ces termes qui présentent des différences par rapport aux modèles que
l’on trouve dans la littérature.

L’équation de Kozeny-Carman (2.52) est utilisée dans ces travaux pour trouver la perméabilité

sous forme de scalaire et le coefficient β =
CL2

0

d2
p

permet d’étudier l’influence du diamètre

moyen effectif des grains dp. La forme sans dimension de l’équation de bilan de la quantité
de mouvement de fluide utilisée dans les simulations numériques a été donnée. Enfin,
l’implémentation dans OpenFOAM a été exposée.
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Chapitre 3

Comparaisons avec des résultats de la
littérature
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3.1 Résumé du chapitre

Ce chapitre contient deux cas d’application utilisés pour se comparer aux résultats de
la littérature. Le premier cas d’application est celui du bouchon poreux. L’objectif est de
reproduire des résultats de simulations numériques qui se trouvent dans la littérature. Le
deuxième cas d’application est celui du channelling. Deux objectifs y sont associés :

1. le premier objectif est d’illustrer que le modèle proposé permet de reproduire des
résultats expérimentaux dans le cas d’écoulements de fluide en milieu poreux hétéro-
gène,
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2. le second objectif est de comparer des résultats produits par différents modèles de
Darcy-Brinkman-Forchheimer utilisés pour le channelling à savoir, le modèle proposé
et deux autres modèles qui sont des classiques de la littérature.

Ce chapitre se termine par une conclusion.

3.2 Application au cas du bouchon poreux

3.2.1 Présentation et paramètres physiques

Zone fluide

Entrée
du fluide

Sortie
du fluide

Zone fluideMilieu poreux

xL

H

0
∆x1 ∆x2 ∆x3

y

Figure 3.1 – Configuration géométrique du bouchon poreux.

Le problème du bouchon poreux est généralement présenté comme un canal qui se
compose de trois parties. Il y a deux parties qui sont composées de fluide et la partie centrale
est composée d’un milieu poreux. Il y a donc deux interfaces fluides - milieu poreux. Le cas
du bouchon poreux se retrouve dans plusieurs domaines, par exemple en chimie avec les
colonnes de chromatographie [95]. La géométrie étudiée est schématisée à la Figure 3.1, c’est
un canal en deux dimensions et ses dimensions sont L×H . L’entrée du fluide se fait sur x = 0
et la sortie du fluide sur x = L. Les épaisseurs des zones fluides sont ∆x1 et ∆x3 et l’épaisseur
du milieu poreux est ∆x2. Je considère le canal comme étant rempli de fluide, le milieu
poreux est donc saturé. Le problème est étudié en régime permanent et les forces extérieures
volumiques sont négligées. Pour rendre le problème sans dimension, je choisis la hauteur
du canal H pour la longueur caractéristique et la vitesse à l’entrée du canal U = uin pour
la vitesse caractéristique. J’utilise une vitesse de Darcy u pour représenter les mouvements
du fluide. On retrouve la vitesse du fluide v dans le fluide, car la porosité ε est égale à 1
et u = εv. Le fluide est considéré comme étant newtonien et incompressible. Le nombre de
Reynolds est ReH = 1000 où l’indice H est précisé, car le nombre de Reynolds est basé sur

la largeur H du canal, ReH =
|uin|H
ν

(voir section 1.5.5). Le milieu poreux est isotrope et

sa porosité ε0 est égale à 0,7. Différentes valeurs du nombre de Darcy sont considérées :
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Da = 10−2,10−3,10−4,10−5 et le coefficient de Forchheimer utilisé est :

cF(ε) =
1,75

1501/2 ε3/2
. (3.1)

Enfin, les paramètres physiques pour lesquels les simulations numériques sont réalisées se
trouvent dans [16, 35] et vont donc permettre de comparer les résultats obtenus par rapport
aux résultats des simulations numériques issus de [16, 35].

Remarque 3.1. — Ce n’est pas une étude approfondie de la littérature sur le problème du
bouchon poreux qui est présentée, car l’objectif de cette section est de reproduire les résultats
de simulations numériques présents dans la littérature.

Le cas du bouchon poreux est simple, géométriquement parlant, mais il est numérique-
ment technique à résoudre. La modélisation de l’écoulement de fluide peut s’envisager par
au moins trois façons différentes :

1. dans les pores avec un modèle d’écoulement de Navier-Stokes ;

2. dans une zone fluide et une zone poreuse qui sont distinctes et où il convient de
raccorder à l’interface les modèles d’écoulement correspondants à chacune des zones
(introduction d’une condition de saut à l’interface) ;

3. comme se déroulant dans un milieu poreux unique avec un modèle d’écoulement qui
fait intervenir des propriétés macroscopiques hétérogènes.

C’est l’option 3 qui est utilisée dans cette thèse.
Les transitions entre le fluide et le milieu poreux sont brusques et de ce fait, les normes

des vitesses obtenues numériquement sur les interfaces peuvent devenir non-physiques.
Pour ce faire, j’ai apporté un soin particulier à ces aspects numériques. La complexité du
traitement numérique des interfaces entre le fluide et le milieu poreux fait l’objet des travaux
que l’on trouve dans [16, 35] où l’objectif est d’éviter les oscillations pour des valeurs de
vitesses obtenues qui n’ont aucune justification physique. Ces situations sont illustrées dans
[35, Figure 7b], l’explication qui est donnée porte sur les méthodes numériques généralement
utilisées pour résoudre les écoulements de fluide. La stratégie utilisée par ces auteurs consiste
à proposer des conditions de couplages particulières de la pression et de la vitesse sur les
interfaces pour éviter les difficultés numériques et résoudre correctement les écoulements
de fluide dans le milieu poreux et dans les zones fluides. Plus de détails sur les conditions
de couplage sur une interface entre un fluide et un milieu poreux sont donnés dans [38],
notamment dans le cas où des modèles d’écoulement de fluide différents sont utilisés dans
chacun des domaines. Dans [16, 35], l’équation de bilan de la quantité de mouvement de
fluide utilisée est une équation à un domaine qui est la même que l’équation (2.51). C’est donc
une équation de Darcy-Brinkman-Forchheimer avec l’hypothèse d’une porosité constante
et qui ne fait donc pas apparaître explicitement les gradients de porosité. Je rappelle ici
l’équation (2.51) en régime permanent :

∇ ·
(ρ
ε

uu
)

+ ε∇(pf )−µ∆u = −εµk−1 ·u− ερ k−1/2 cF |u| ·u. (3.2)

Dans cette thèse, la stratégie choisie pour éviter les difficultés numériques consiste à
utiliser une transition lisse de la porosité sur les interfaces fluides - milieu poreux. Je choisis
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d’interpoler la porosité ε dans le domaine de calcul à l’aide d’une fonction de régularisation
qui est une courbe sigmoïde :

ε(x) = S1(x)× S2(x), (3.3)

avec :

S1(x) = εf +
(ε0 − εf )

2

(
tanh

(
τ(x− x1)

2

)
− tanh

(
−τ x1

2

))
,

S2(x) = εf +

(
1
ε0
− εf

)
2

(
tanh

(
τ(x− x2)

2

)
− tanh

(
−τ x2

2

))
.

(3.4)

Dans l’équation (3.4), la porosité du fluide εf est égale à 1 et la porosité théorique du milieu

0,7

0,8

0,9

1

2,5 3,5 4,5 5,5 6,5 7,5 8,5 9,5 10,5 11,5 12,5

Sans regularisation
τ=100
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τ=25
τ=20

Porosité

x/H

Figure 3.2 – Rôle du paramètre τ dans la transition entre les zones fluides et le milieu poreux.

poreux est ε0 = 0,7. Les valeurs x1 et x2 représentent respectivement la localisation de l’entrée
et de la sortie du milieu poreux. Le paramètre τ influence la raideur de la pente pour la
transition entre les zones fluides et le milieu poreux. Les effets de différentes valeurs du
paramètre τ sur le milieu poreux qui se trouve entre x1/H = 5 et x2/H = 10 sont montrés sur
la Figure 3.2.

La variation continue de la porosité peut s’expliquer du point de vue de la physique. En
général, la valeur de la porosité proche d’une région d’interface diffère de la valeur de la
porosité au centre d’un domaine poreux, cette observation est justifiée expérimentalement
dans [64, Figures 5 et 6]. L’explication qui est donnée est l’augmentation de la densité de la
matrice solide en fonction de la profondeur, quand on se déplace vers le centre du milieu
poreux. L’interpolation de la porosité s’appuie sur le même raisonnement : on considère une
zone de transition paramétrée par la valeur de τ (voir Figure 3.2). Plus τ est grand, plus
la transition est raide. À l’inverse, des valeurs plus faibles de τ permettent une transition
plus lisse entre les zones fluides et la zone poreuse. Je précise que le modèle d’écoulement
de fluide proposé dans le chapitre 2 contient des termes de gradient de porosité, il est donc
nécessaire que la porosité soit une fonction dérivable. Enfin, il est courant dans la littérature
de modéliser une interface entre un fluide et un milieu poreux par une zone de transition où
la porosité et la perméabilité varient rapidement, mais de manière continue [23].
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Dans les simulations numériques, le milieu poreux a une épaisseur ∆x2 = 5H . Les condi-
tions aux limites que l’on trouve dans [16, 35] sont reprises. L’écoulement est donc totalement
développé à l’entrée et à la sortie de la géométrie. Pour cela, les épaisseurs des zones fluides
choisies sont ∆x1 = ∆x3 = 200H . Une condition de non-glissement est spécifiée sur les parois,
u = 0. La vitesse en entrée est U = uin = 1. Sur la sortie de la géométrie, le gradient normal
de la vitesse est nul. Enfin, la condition aux limites pour la pression est nulle sur la sortie et
le gradient normal est égal à zéro sur les parois ainsi qu’à l’entrée de la géométrie.

Je me réfère à la section 2.4 pour la méthode numérique utilisée pour calculer les écou-
lements de fluide. Le maillage choisi est structuré et se compose de 336000 cellules, dont
16000, dans le milieu poreux. Ce maillage est raffiné de façon à être plus fin sur les parois et
en direction du milieu poreux comme on peut le voir sur la Figure 3.3.

Figure 3.3 – Maillage utilisé pour le bouchon poreux, l’image du haut se situe à l’entrée de la
géométrie et l’image du bas à une interface entre le fluide et le milieu poreux (x/H = 200).
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3.2.2 Comparaisons avec des résultats de simulations numériques de la
littérature
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Figure 3.4 – Valeurs des normes de vitesse obtenues par rapport à celles de Betchen et al.
[16] et DeGroot et al. [35] pour les nombres de Darcy Da = 10−2 et Da = 10−3.
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Figure 3.5 – Valeurs des normes de vitesse obtenues par rapport à celles de DeGroot et al.
[35] pour les nombres de Darcy Da = 10−4 et Da = 10−5.

Je rappelle que le modèle d’écoulement de fluide utilisé pour produire les résultats se
compose d’une part, de l’équation de conservation de la quantité de mouvement de fluide
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(2.63) :
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qui fait apparaître les gradients de porosité et d’autre part, de l’équation de continuité (2.23) :

∇ · (εvf ) = ∇ ·u = 0. (3.6)

Les résultats obtenus sont comparés aux résultats que l’on trouve dans [16, 35]. Les valeurs
des différentes normes des vitesses en fonction de la valeur du nombre de Darcy sont
présentées sur les Figures 3.4 et 3.5 grâce à une interpolation linéaire des vitesses le long
de la ligne y/H = 0,5 et sur l’intervalle x/H ∈ [2,5;12,5]. Le milieu poreux se trouve avant
régularisation sur l’intervalle x/H ∈ [5;10]. On observe une très bonne correspondance entre
les résultats produits par le modèle proposé et les résultats de la littérature. Pour le nombre
de Darcy Da = 10−2, le profil de vitesse correspond exactement à celui obtenu par Betchen et
al. [16]. Pour les nombres de Darcy Da = 10−3,10−4,10−5, les profils de vitesse correspondent
exactement à ceux obtenus par DeGroot et al. [35]. Il y a un écart pour Da = 10−2 entre les
résultats obtenus par [35] et ceux obtenus par [16]. Cet écart s’explique d’après [35] par les
différentes façons de traiter la pression sur les interfaces.

L’objectif qui était de reproduire des résultats de simulations numériques qui se trouvent
dans la littérature est atteint. En effet, on observe que le modèle permet de retrouver les
normes des champs de vitesse dans le fluide, dans le milieu poreux et lors des transitions
entre le fluide et le milieu poreux, pour différentes valeurs du nombre de Darcy. De plus,
contrairement à ce qui a été réalisé dans [16, 35], il n’y a pas eu besoin de recourir à des
conditions particulières pour le couplage de la vitesse et de la pression sur les interfaces, une
transition continue de la porosité grâce à la courbe sigmoïde présentée dans ces travaux (3.4)
a suffi. On peut voir que pour Da = 10−2, 10−3 et 10−4, τ = 25 donne les mêmes résultats que
ceux de la littérature, mais τ = 20 est nécessaire pour Da = 10−5. L’influence du paramètre τ
sur les valeurs des vitesses obtenues est illustrée sur la Figure 3.6 pour les quatre valeurs de
nombre de Darcy. Le paramètre τ a une influence sur les valeurs des vitesses obtenues qui se
limite aux zones de transition. Je ne discuterai pas davantage la sigmoïde (voir [87] pour plus
de détails) ni la méthode numérique utilisée, car ce n’est pas l’objet de ce cas d’application.

Betchen et al. [16] précisent qu’une validation rigoureuse a démontré la capacité du
modèle mathématique et numérique, général et physiquement fondé, à fournir des solutions
précises pour une variété de problèmes. Par ailleurs, DeGroot et al. [35] soulignent que des
nouvelles conditions d’interface, physiquement fondées ont été proposées et sont très robustes
pour des nombres de Reynolds laminaire élevés et qui ne provoquent pas d’oscillations dans
les résultats obtenus. L’adéquation des résultats aux résultats qui se trouvent dans [16, 35]
par l’utilisation d’une variation continue de la porosité pour représenter la transition entre
un domaine fluide et un milieu poreux avec le modèle d’écoulement proposé montre un bon
fonctionnement de la méthode de résolution numérique mise en œuvre sur OpenFoam.
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Figure 3.6 – Influence du paramètre τ sur les valeurs des vitesses.
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3.2.3 Résultats quand les gradients de porosité sont négligés dans le mo-
dèle proposé

Les modèles d’écoulement de fluide qui ont permis de produire les résultats de la section
3.2.2 à savoir, celui proposé dans le chapitre 2 eq.(3.5) et celui que l’on trouve dans [16,
35] eq.(3.2) ne sont pas les mêmes. Afin d’étudier plus en détail l’influence des termes avec
un gradient de porosité dans le cas du bouchon poreux, des simulations numériques ont
été réalisées en considérant ces termes comme étant négligeables dans l’équation (3.5), le
système d’équations qui a été résolu est donc :

∇ · (εvf ) = ∇ ·u = 0, (3.7)

et
1
ε2 ∇ · (uu) +∇pf − 1

ε
∇ ·

( 1
Re
∇u

)
+
β(1− ε)2

Re ε3 u +
β1/2(1− ε)

ε3/2
cF |u|u = 0. (3.8)

Les résultats produits par les équations (3.7) et (3.8) sont présentés sur la Figure 3.7 pour
le nombre de Darcy Da = 10−2 ainsi que les résultats produits par le modèle proposé des
équations (3.5) et (3.6). J’illustre les résultats pour Da = 10−2, car les normes de vitesse
de fluide obtenues présentent le plus de différence. Quand le nombre de Darcy diminue,
les écarts entre les résultats produits par les deux modèles diminuent également jusqu’à
observer une superposition des courbes de vitesse pour Da = 10−5, mais ces résultats ne
sont pas présentés ici. Avec une fonction sigmoïde qui permet une transition continue de
la porosité pour le problème du bouchon poreux, deux observations peuvent être réalisées
sur l’influence des termes avec un gradient de porosité. Premièrement, cette influence se
limite aux zones de transitions, là où la porosité est variable et deuxièmement, cette influence
dépend du nombre de Darcy du milieu poreux, car plus le nombre de Darcy est grand, ici de
10−5 à 10−2, plus il existe des écarts sur les normes des vitesses.

Ainsi, le modèle proposé permet de reproduire des résultats de simulations numériques
qui se trouvent dans la littérature (section 3.2.2) et les termes avec un gradient de porosité
peuvent avoir une influence dans les zones où la porosité varie (Figure 3.7). Dans la suite du
chapitre, une configuration où le problème initial contient un milieu poreux hétérogène est
abordée, dans le cas du channelling.

3.3 Application au cas du channelling

3.3.1 Objectifs et présentation du phénomène de channelling

Le phénomène de channelling 1 se produit à cause de l’hétérogénéité d’un milieu poreux
(section 1.3). C’est une situation qui peut apparaître dans le cas d’un milieu poreux entouré
de parois rigides et qui se traduit par un chemin d’écoulement de fluide préférentiel situé
proche d’une paroi. Ce chemin préférentiel d’écoulement s’observe expérimentalement même
pour un milieu poreux uniformément tassé [71, 95, 98, 110]. La cause est l’arrangement
des grains en contact avec les parois solides, car la porosité locale au niveau d’une paroi est
proche de 1. On peut alors considérer le milieu poreux comme étant hétérogène en partant
de la paroi jusqu’à atteindre une distance qui permet de retrouver les propriétés moyennes

1. On trouve également la syntaxe channeling dans la littérature.
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Figure 3.7 – Comparaison des résultats pour le nombre de Darcy Da = 10−2 entre le modèle
proposé eq.(3.5) dénommé Original et ce même modèle en négligeant les gradients de porosité
eq.(3.8) dénommé Classique.

globales du milieu poreux. Le problème du channelling est un problème de la littérature qui
nécessite une étude approfondie d’après les recommandations que l’on trouve dans [73]. Une
des causes principales est la notion d’élément de volume représentatif (E.V.R.) qui n’est en
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principe plus valide proche de la paroi [71].
Il est observé expérimentalement que la valeur de la porosité locale oscille en partant

d’une paroi jusqu’à atteindre une valeur moyenne à une distance d’environ 5 dp par rapport à
la paroi où dp représente le diamètre moyen effectif des grains constitutifs du milieu poreux
[14, 95]. Toutefois, pour un milieu poreux qui contient un mélange de grains de tailles
différentes, les oscillations peuvent être moins prononcées et la valeur moyenne globale de
la porosité du milieu poreux peut alors être retrouvée plus rapidement en s’éloignant de la
paroi [89, Figures 3 et 4]. L’intensité de l’écoulement préférentiel dépend du ratio entre le
diamètre de la géométrie considérée L et le diamètre moyen effectif des grains constitutifs du
milieu poreux dp. Il existe plusieurs systèmes, à différentes échelles qui peuvent donner lieu
au channelling. Il y a les colonnes de chromatographie qui sont radialement hétérogènes [95]
ou encore, les colonnes remplies de capsules de matériaux à changement de phases [63, 66].

L’idée pour aborder le problème du channelling consiste à tirer profit de la forme du
modèle d’écoulement de fluide proposée dans le chapitre 2. Ce dernier est un modèle
d’écoulement à un domaine qui fait apparaître les gradients de porosité afin de tenir compte
de l’hétérogénéité spatiale du milieu poreux. Je précise que d’autres stratégies auraient pu
être utilisées, comme un modèle mixte ou hybride avec une couche limite traitée à l’échelle
du pore et le reste du domaine de calcul traité à l’échelle de Darcy (le lien entre les deux
échelles pouvant se faire au travers d’une condition à la limite). Je commencerai tout d’abord
par présenter les modèles d’écoulement de fluide de la littérature qui ont été utilisés pour
le channelling. Je décrirai ensuite la mise en œuvre numérique qui permet de produire les
résultats. Enfin, deux études seront menées dans lesquelles les objectifs sont de comparer les
résultats produits par le modèle proposé dans le chapitre 2 à :

1. des résultats expérimentaux d’écoulement de fluide,

2. des résultats produits par des modèles classiques de la littérature et qui ont été utilisés
pour le channelling.

3.3.2 Modélisation de l’écoulement de fluide

Dans le cas du channelling, la modélisation de l’écoulement est un exercice difficile, car
le milieu poreux est hétérogène et la notion d’E.V.R. n’est en théorie pas valide. Traiter
le problème à l’échelle microscopique, c’est-à-dire dans l’espace des pores, semble être
plus adapté, mais il y a dans la littérature plusieurs références qui utilisent des modèles
d’écoulement de fluide obtenus à la suite d’une technique de prise de moyenne volumique.
Ces références sont donc analysées ici en deux parties. En effet d’après la littérature, deux
modèles d’écoulement de fluide qui seront désignés ici par (A) (eq. 3.16) et (B) (eq. 3.20) ont
principalement été utilisés pour le cas du channelling comme on peut le voir dans le tableau
3.1.

Tableau 3.1 – Récapitulatif des références discutées pour le phénomène de channelling.
Modèle Sources des équations Références qui utilisent le modèle
(A) [106, eq. (14)] [103], [104], [105]
(B) [61, eq. (31)] et [75, eq. (6)] [71]
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Analyse pour le modèle (A) :

Dans Vafai, Alkire et Tien[104], une étude expérimentale d’un transfert de chaleur en
milieu poreux a été menée. La variation de porosité qui induit le channelling est considérée.
Des simulations numériques sont également réalisées et les résultats obtenus sont en accord
avec les résultats expérimentaux. La technique de prise de moyenne sur un V.E.R. a été
utilisée pour établir le modèle d’écoulement de fluide. Dans [103] où l’on trouve le même
modèle d’écoulement de fluide, l’objectif est de montrer l’influence de la variation de porosité
sur un écoulement de fluide et sur un transfert de chaleur en milieu poreux. Cependant, il
faut noter que le modèle d’écoulement de fluide qui est utilisé dans [103] et [104] provient
de [106]. Le modèle que l’on trouve dans [106] a été développé avec l’hypothèse d’un milieu
poreux où la porosité est constante, car on peut y lire la phrase suivante :

"The present analysis is under the assumption of a constant-porosity medium, thus neglecting
the effect of possible porosity variations near the wall".
Toutefois, les résultats des simulations numériques obtenus dans [103, 104] correspondent
aux résultats expérimentaux. D’ailleurs, le modèle d’écoulement de fluide issu de [106] est
largement cité dans la littérature (voir tableau 3.2) et est considéré comme étant une référence
pour l’équation Darcy-Brinkman-Forchheimer (D.B.F.). Pour une discussion sur le domaine
de validité des termes qui apparaissent dans le modèle de [106], le lecteur est invité à voir
[74, 105]. On retiendra notamment que la conclusion dans [105] explique que le modèle
D.B.F. présenté dans [106] est l’équation la plus couramment utilisée, car :

— il est possible de traiter les régions composées de fluides et de milieux poreux comme
un seul domaine,

— le fluide peut être vu comme un milieu poreux avec une large perméabilité,
— et les résultats produits par le modèle correspondent bien aux résultats expérimentaux.

Étant donnée cette analyse, mon objectif va être de comparer les résultats produits avec le
modèle d’écoulement de fluide proposé dans le chapitre 2 à ceux produits par le modèle
d’écoulement de fluide qui se trouve dans [106, eq. (14)].

Analyse pour le modèle (B) :

Un autre modèle d’écoulement de fluide utilisé pour le channelling se trouve dans [75]. La
construction du modèle se fait avec l’introduction d’une fraction de surface disponible pour
l’écoulement. Cette fraction de surface est une quantité moyenne sur l’échelle de longueur
caractéristique d’un pore. Le milieu poreux considéré étant isotrope, la fraction de surface est
donc la même dans toutes les directions et elle est définie comme étant la porosité locale [75].
Cette porosité locale peut alors varier sur l’échelle de longueur macroscopique du problème.
Les résultats des simulations numériques que l’on trouve dans [75] sont les mêmes que les
résultats expérimentaux et les résultats des simulations numériques qui se trouvent dans
[104] pour un transfert de chaleur en milieu poreux où la porosité est variable. Les résultats
présentés dans [75] correspondent donc également aux résultats produits par le modèle [106],
les références [104] et [106] étant liées comme on peut le voir dans le tableau 3.1.

L’écriture du modèle d’écoulement de fluide dans [75] est similaire à celle que l’on trouve
dans [61] où le développement a été obtenu après une prise de moyenne des équations de
Navier-Stokes sur un volume représentatif du milieu poreux. Par ailleurs, la référence [61]
est le modèle général D.B.F. qui est cité dans [71], un ouvrage de référence dans le domaine
de la convection dans les milieux poreux. C’est la raison pour laquelle mon objectif sera
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également de comparer les résultats produits par le modèle d’écoulement de fluide proposé
dans le chapitre 2 avec les résultats produits par le modèle d’écoulement de fluide qui se
trouve dans [61, eq. (31)] et [75, eq. (6)].

En résumé :

Dans la littérature, deux modèles ont principalement été utilisés pour traiter le cas du
channelling :

— le premier (A) reproduit bien des résultats expérimentaux bien que le modèle utilisé
ait été développé avec l’hypothèse d’une porosité constante,

— le second (B) est un modèle général D.B.F., conseillé pour l’étude de la convection en
milieu poreux.

Mon analyse est la suivante : les références sources des équations des modèles (A) et (B)
présentent un grand nombre de citations dans la littérature, le nombre de citations trouvé
avec Google Scholar à la date de juillet 2022 est présenté dans le tableau 3.2. Ces modèles

Tableau 3.2 – Nombre de citations des sources des équations sur le phénomène de channelling.
Modèle Sources des équations Nombre de citations à la date de juillet 2022

(A) [106, eq. (14)] 1922
(B) [61, eq. (31)] 802
(B) [75, eq. (6)] 644

peuvent donc être considérés comme étant des modèles classiques de la littérature. Ensuite,
l’étude de la littérature sur la modélisation de l’écoulement de fluide dans le cas du channelling
permet de faire trois observations :

1. je n’ai pas trouvé d’autres écritures du modèle d’écoulement de fluide D.B.F. qui ont
été utilisées pour le channelling,

2. les modèles d’écoulement de fluide utilisés dans la littérature ne sont pas, du moins
en théorie, adaptés au problème, mais les résultats expérimentaux sont pourtant
correctement reproduits,

3. le modèle proposé dans le chapitre 2 fait apparaître les gradients de porosité et à ma
connaissance ce type de modèle n’a pas encore été utilisé pour le cas du channelling.

3.3.3 Mise en œuvre numérique

Le problème étudié est l’écoulement d’un fluide à l’intérieur d’un cylindre contenant un
milieu poreux hétérogène. Ce problème est résolu en trois dimensions. La porosité locale du
milieu poreux est variable à cause des effets de la paroi rigide. L’écoulement de fluide étudié
est stationnaire et je considère les hypothèses des sections 1.4.1 et 1.5.1. La géométrie étudiée
est présentée sur la Figure 3.8. L’entrée du fluide est sur le plan z = 0 et la sortie du fluide
sur le plan z = 50. Je choisis la vitesse du fluide en entrée uin comme vitesse caractéristique,
U = uin et le diamètre moyen effectif des grains constitutifs du milieu poreux dp comme
longueur caractéristique. Le rayon du cylindre est 5 dp et la longueur du cylindre est 50 dp.
Les variations spatiales de la porosité se font de deux façons qui sont illustrées sur le plan de
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Figure 3.8 – Configuration géométrique pour le phénomène du channelling. On peut voir
le cylindre et une de ses bases. Un plan de coupe illustre les deux types de variations de
porosités suivant la direction radiale R.

coupe de la Figure 3.8. Il y a deux types de variations de porosités, une variation oscillatoire et
une variation exponentielle de la porosité. Les équations utilisées pour les représenter seront
présentées un peu plus loin dans le chapitre. On peut voir qu’avec le modèle de porosité
oscillatoire choisi, les effets de la paroi ne sont pas totalement amortis (voir [14, Figure 4]
où la même situation est analysée). Les dérivées radiales de la porosité sont données dans la
Figure 3.9, car elles apparaissent dans le modèle proposé dans le chapitre 2 sous la forme du
gradient et du laplacien. Le cylindre se compose du domaine de calcul Ω et des frontières
∂Ω = Γ = Γin ∪ Γw ∪ Γout.

Pour chaque simulation numérique, le modèle d’écoulement de fluide qui est résolu est
composé d’une équation de continuité :

∇ ·u = 0, (3.9)

et d’une équation de bilan de la quantité de mouvement de fluide R(u, pf ) où la forme
spécifique de R(u, pf ) sera précisée à chaque fois. Les paramètres physiques dans R(u, pf )

sont : une porosité ε qui varie spatialement, cF(ε) =
1,75

1501/2 ε3/2
et β = 150. Les conditions aux
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limites sont :

sur l’entrée Γin : u = uin = 1, ∂npf = 0,
sur la paroi Γw : u = 0, ∂npf = 0, (3.10)
sur la sortie Γout : ∂nu = 0, pf = 0.

Je me réfère à la section 2.4 pour plus d’informations sur la méthode de résolution numérique
utilisée pour les écoulements de fluide. La configuration géométrique est décomposée par un
maillage de type O-grid avec un raffinement vers les parois et comporte environ 10 millions
de cellules (voir Figure 3.10).

A B

Figure 3.9 – Courbes du gradient de porosité (à gauche, A) et du laplacien de porosité (à
droite, B), les codes couleurs sont les mêmes que ceux de la Figure 3.8.

3.3.4 Comparaisons avec des résultats expérimentaux de la littérature

L’objectif est de comparer les résultats produits avec le modèle d’écoulement de fluide
proposé au chapitre 2 avec les résultats expérimentaux d’écoulements de fluide que l’on
trouve dans [46] où la variation de la porosité du milieu poreux est oscillatoire. Dans ce cas,
R(u, pf ) équivaut à l’équation (2.63) en régime permanent.

Variation oscillatoire de la porosité

Parmi les résultats que l’on trouve dans [46], je choisis de reproduire ceux pour lesquels
le diamètre interne du cylindre est de 80 mm et où le milieu poreux se compose de sphères
de diamètre 8,6 mm. La variation de la porosité due à l’effet de la paroi est modélisée par une
fonction oscillatoire et j’utilise l’équation qui se trouve dans [111, Eq. (9)]. Cette dernière
est adaptée en tenant compte des dimensions de la géométrie et pour une variation de la
porosité sur les directions x et y (direction radiale R) :

ε =


−14,50180 + 3,10036 (x2 + y2)1/2 + 3,70243 (5− (x2 + y2)1/2)2 − 1,24612 (5− (x2 + y2)1/2)3

si − (x2 + y2)1/2 ≤ −4,4
−0,1865 exp(−0,22(−(x2 + y2)1/2 + 4,4)1,5) cos(−33,704 + 7,66 (x2 + y2)1/2) + 0,39
si 0 ≤ −(x2 + y2)1/2 + 4,4.

(3.11)
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Figure 3.10 – Discrétisation du cylindre par un maillage de type O-grid d’environ 10 millions
de cellules.

Les valeurs de porosité obtenues avec l’équation (3.11) et celles trouvées dans [46] sont
présentées à la Figure 3.11.

Résultats

Dans [46], les vitesses de fluide sont mesurées grâce à un appareil de commande auto-
matique qui utilise la technique de vélocimétrie laser Doppler 2. La plus proche distance
entre deux mesures de vitesse est de 1 mm et plusieurs valeurs de vitesses d’écoulement
interstitielles sont mesurées et des valeurs moyennes sont fournies. Je compare les résultats
des simulations numériques à ces valeurs moyennes expérimentales, qui sont données pour

quatre nombres de Reynolds Rep = {4; 77; 103; 532} où Rep =
u ρ dp

µ
.

Remarque 3.2. — Dans [46], les vitesses de fluide sont mesurées pour deux sections transver-
sales différentes, mais comme l’écoulement de fluide est totalement développé, les valeurs
entre les sections ne présentent pas de différences notables. Les résultats entre les deux sec-
tions de mesures sont donc rassemblés pour constituer l’ensemble des points expérimentaux
qui sont utilisés.

Les résultats des simulations numériques ainsi que les points expérimentaux sont pré-
sentés sur les Figures 3.12 et 3.13 où les vitesses u/U sont trouvées par une interpolation
linéaire des normes de vitesse à la sortie de la géométrie. On observe visuellement une très
bonne correspondance entre les résultats produits par le modèle proposé au chapitre 2 et les
résultats expérimentaux. Les courbes de vitesse de fluide obtenues suivent parfaitement la

2. Voir par exemple le site du Laboratoire de Mécanique des Fluides et d’Acoustique de Lyon : http ://lmfa.ec-
lyon.fr/spip.php?article1313.
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Figure 3.11 – Courbe de porosité utilisée pour les simulations numériques en comparaison
aux points de la courbe de porosité qui se trouve dans Giese et al.[46] pour un milieu poreux
composé de sphères.

courbe des oscillations de la porosité présentée à la Figure 3.11.
Enfin, il convient de préciser que le nombre de Reynolds Rep = 532 correspond à un

régime d’écoulement de fluide turbulent (section 1.5.5). C’est une difficulté dans le cas
présent, car on ne sait pas si les structures turbulentes qui se déroulent naturellement dans
l’espace des pores se retrouvent à l’échelle d’un E.V.R. et plus de détails sur la question se
trouvent dans [33, 110]. La valeur maximale de vitesse proche de la paroi pour Rep = 532
semble trop élevée par rapport à la valeur trouvée expérimentalement. Une façon de limiter ce
pic maximal de vitesse est présentée dans [46]. En effet, en plus des résultats expérimentaux,
les auteurs ont réalisé des simulations numériques grâce à un modèle d’écoulement de fluide
basé sur une équation de Brinkman avec une viscosité effective µef f . La valeur de la viscosité
effective µef f est ajustée afin de faire correspondre la valeur du pic maximal de vitesse
obtenue numériquement aux points expérimentaux. Le meilleur résultat en accord avec

l’expérience est notamment trouvé pour
µef f
µ

= 13 où
u
U
≈ 2,4, car pour

µef f
µ

= 30 le pic

de vitesse se trouve en dessous de
u
U

= 2 et pour
µef f
µ

= 3, le pic de vitesse est autour de

u
U
≈ 3,5 [46, Figure 7, c]. La viscosité effective est également abordée comme un paramètre

de calibration dans [39], où le pic proche de la paroi est habituellement surestimé avec les
modèles et est donc corrigé par la suite. De même, une étude de la valeur de la viscosité
effective en fonction de la porosité du milieu poreux est donnée dans [67]. En revanche, je ne
discuterai pas davantage de la valeur de la viscosité effective, car ce n’est pas l’objet de ce cas
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Figure 3.12 – Comparaison aux résultats expérimentaux dans Giese et al. [46] pour Rep = 4
et Rep = 77.

d’application.
En conclusion, l’objectif 1 qui était de reproduire des résultats expérimentaux dans le cas

d’écoulements de fluide en milieu poreux hétérogène est atteint. Le modèle proposé permet
de retrouver les vitesses de fluide mesurées expérimentalement dans Giese et al. [46] pour
une variation de la porosité de forme oscillatoire même si le cas où l’écoulement de fluide
est dans un régime turbulent reste ouvert à la discussion. Cette étude comparative montre
également un bon fonctionnement de la méthode de résolution numérique mise en œuvre
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Figure 3.13 – Comparaison aux résultats expérimentaux dans Giese et al. [46] pour Rep = 103
et Rep = 532.

sur OpenFoam dans le cas d’une hétérogénéité radiale du milieu poreux.

3.3.5 Résultats quand les gradients de porosité sont négligés dans le mo-
dèle proposé

De façon identique à la section 3.2.3, des simulations numériques ont été réalisées avec
le modèle proposé en considérant comme étant négligeables les termes avec des gradients
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de porosité. Dans ce cas, R(u, pf ) est l’équation (3.8). Les écarts de vitesses trouvés entre
l’utilisation des deux modèles sont calculés de la façon suivante :

δu = |u|Original − |u|Classique. (3.12)

Les valeurs de δu et |δu| sont présentés sur la Figure 3.14 et |u|Original est produit quand
R(u, pf ) est l’équation (2.63). Les écarts sont de moins en moins prononcés à mesure que le
nombre de Reynolds augmente, comme le montrent les différents ordres de grandeur des
ordonnées. Les pourcentages d’erreurs entre les points expérimentaux et les résultats de
chaque modèle sont donnés sur la Figure 3.15. Le calcul utilisé pour trouver les pourcentages
est :

Pourcentage (%) =
|Point expérimental−Point du modèle|

Point expérimental
× 100. (3.13)

Les différences de pourcentages obtenus entre les deux modèles sont également illustrées sur
la Figure 3.15. Le calcul utilisé est :

Différence (%) = |(%) obtenu avec le modèle Original−(%) obtenu avec le modèle Classique|.
(3.14)

De façon identique à l’observation réalisée pour la Figure 3.14, les différences de pourcentages
entre l’utilisation de l’un ou de l’autre modèle diminuent à mesure que le nombre de Reynolds
augmente. Ceci est illustré par les différents ordres de grandeur des ordonnées.

Il y a quatre points expérimentaux qui ont été retirés des résultats présentés sur la
Figure 3.15, car les valeurs de vitesses mesurées dans [46] sont proches de 0 or les résultats
numériques calculés en sont éloignés ce qui produit des valeurs de pourcentages élevées
(> 200%). Ces points sont présentés dans le tableau 3.3 avec les calculs correspondants.

Tableau 3.3 – Points expérimentaux retirés de l’analyse des résultats.
Rep (R− r)/dp u/U [46] uOriginal/U (%) uClassique/U (%) Différence (%)
77 3,175 0,017 0,566 (3298%) 0,572 (3335%) 37%

103 3,060 0,159 0,504 (217%) 0,510 (221%) 4%
103 3,985 0,125 0,704 (464%) 0,708 (467%) 4%
532 3,916 0,168 0,639 (281%) 0,641 (282%) 1%

3.3.6 Comparaisons avec des résultats produits par deux modèles de Darcy-
Brinkman-Forchheimer classiques de la littérature

L’objectif est de comparer les résultats produits avec le modèle d’écoulement de fluide
proposé au chapitre 2 avec les résultats produits en utilisant des modèles d’écoulement de
fluide classiques de la littérature, dans une configuration où le milieu poreux est hétérogène.
Dans cette étude du channelling, la variation de la porosité du milieu poreux est modélisée
par une fonction exponentielle. Cette fonction exponentielle est une approximation de la
fonction oscillatoire de porosité et est utilisée quand les oscillations sont considérées comme
étant négligeables.
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Figure 3.14 – Écarts de vitesses entre le modèle Original (2.63) et le modèle Classique (3.8)
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Variation exponentielle de la porosité

J’utilise l’équation qui se trouve dans [71, p.27, Eq.(1.26)] pour modéliser la variation de
porosité. En prenant en compte les dimensions de la géométrie et pour une variation de la
porosité sur les directions x et y (direction radiale R), on a :

ε = ε0

[
1 + C exp

(
−N (5− (x2 + y2)1/2)

)]
, (3.15)

où je choisis les valeurs des paramètres suivants : ε0 = 0,4, C = 1,4 et N = 5.

Équations de bilan de la quantité de mouvement de fluide

Trois équations différentes de bilan de la quantité de mouvement de fluide R(u, pf )
en milieu poreux vont être comparées. Comme indiqué dans la section 3.3.2, deux de ces
équations sont issues de la littérature, elles sont présentées comme étant les modèles (A) et
(B) qui sont décrits par la suite.

— Le modèle (A) provient de [106, eq. (14)] :

ρ

ε
< (V · ∇)V >

= −∇ < p >f +
µ

ε
∆ <V > −

µ

k
<V > −ρ cF ε k−1/2 [<V > · <V >]

Vp

|Vp|
.

(3.16)

Les crochets < • > désignent une quantité moyenne sur le volume d’un E.V.R.. L’équa-
tion (3.16) a connu différentes écritures au cours du temps. Dans [103, Eq. (3)], on a
Vp =<V >. Dans [104, Eq. (1)], les vitesses dans le terme de Forchheimer sont réécrites

comme suit : [<V > · <V >]
Vp

|Vp|
=<V >2. Je choisis d’écrire le terme de Forchheimer

de façon identique à la forme présentée dans [105, eq. (1)] :

[<V > · <V >]
Vp

|Vp|
= | <V > | <V > . (3.17)

Le terme de convection dans l’équation (3.16) ne fait pas intervenir uniquement des
quantités moyennes <V >, il doit donc être réécrit. Je choisis la forme d’écriture qui
se trouve dans 3 [2, eq. (2) et (3)], on a alors :

ρ

ε
< (V · ∇)V >=

ρ

ε2 (<V > ·∇) <V > . (3.18)

La forme finale du modèle (A) utilisée pour les comparaisons avec les notations du
chapitre 2 est :

ρ

ε2∇ · (uu) = −∇pf +
µ

ε
∆u−

µ

k
u− ρ cF ε k−1/2|u|u. (3.19)

— Le modèle (B) provient de [61, eq. (31)] et [75, eq. (6)] :

ρ

ε

[
∇ ·

(uu
ε

)]
= −1

ε
∇(ε pf ) +

µ

ε
∆u−

µ

k
u− ρ cF k−1/2|u|u. (3.20)

3. Cette référence est choisie, car la temporalité de publication de cette référence est proche de la temporalité
de ces travaux de thèse et on trouve le même auteur dans [2] et [106].
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— Le modèle (C) provient du chapitre 2, c’est l’équation (2.36) que je réécris ici, après
l’avoir divisée par la porosité ε afin d’harmoniser les écritures avec les équations (3.19)
et (3.20) :

ρ

ε
∇ ·

(uu
ε

)
= −∇(pf ) +

µ

ε

(
ε∆

(u
ε

)
+∇

(u
ε

)
· ∇ε+

[
∇
(u
ε

)]T
· ∇ε

)
−
µ

k
u− ρ cF k−1/2 |u|u.

(3.21)

Suite à l’écriture des trois équations (3.19), (3.20) et (3.21), on observe les points suivants :

1. le modèle (A) de l’équation (3.19), écrit avec les hypothèses considérées, a un coefficient
de porosité supplémentaire dans le terme de Forchheimer (on gardera à l’esprit que
cette différence d’écriture peut être due à la définition du coefficient de Forchheimer
cF),

2. les modèles (A), (B) et (C) ont le même terme de Darcy,

3. le modèle (C) de l’équation (3.21) contient plusieurs termes de correction de Brinkman,

4. le modèle (B) de l’équation (3.20) a un terme de pression qui peut se voir comme une
moyenne sur le volume d’un E.V.R.,

5. le modèle (A) de l’équation (3.19) contient un terme de convection qui est différent de
celui des deux autres modèles.

Pour obtenir les trois équations (3.19), (3.20) et (3.21) dans une forme sans dimension,
la même procédure que celle présentée dans les sections 1.4.2 et 2.3.3 est utilisée. On
obtient respectivement les trois équations suivantes qui seront utilisées dans les simulations
numériques :
Modèle (A) :

1
ε2 ∇ · (u u) +∇pf − 1

ε Re
∆u +

β (1− ε)2

Re ε3 u + β1/2 cF ε (1− ε)
ε3/2

|u| u = 0. (3.22)

Modèle (B) :

1
ε
∇ · (1

ε
u u) +

1
ε
∇(ε pf )− 1

ε Re
∆u +

β (1− ε)2

Re ε3 u + β1/2 cF (1− ε)
ε3/2

|u| u = 0. (3.23)

Modèle (C) :

∇ · ( 1
ε2 u u) +∇pf −∇ · ( 1

ε Re
∇u) +

1
ε3 u u · ∇ε

+
(

1
ε2 Re

∇u− 1
ε Re

∇(
u
ε

)− 1
ε Re

[
∇(

u
ε

)
]T

)
· ∇ε

+
1

ε2 Re
u ∆ε − 2

ε3 Re
u |∇ε|2 + β

(1− ε)2

Re ε3 u

+β1/2 cF (1− ε)
ε3/2

|u| u = 0.

(3.24)
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Dans le fluide, et donc pour ε = 1, les trois équations R(u, pf ), à savoir (3.22), (3.23) et
(3.24) permettent de retrouver l’équation de Navier-Stokes. Dans un milieu poreux, les trois
équations R(u, pf ) sont différentes.

Influence de la taille du maillage

Le maillage utilisé est de type O-grid et ce dernier a été présenté à la Figure 3.10. Ce
maillage se compose d’une zone centrale et d’une zone périphérique. Le maillage retenu
pour les simulations numériques comporte environ 10 millions de cellules. Cette valeur a
été trouvée après une étude de l’influence des résultats par rapport à la taille du maillage.
Un raffinement minimal de la géométrie pour la résolution du problème avec les équations
(3.22) et (3.23) a été nécessaire. En effet, en dessous de 10 millions de cellules, le code de
calcul utilisé n’a pas permis d’atteindre les critères d’arrêt qui portent sur des résidus de
calculs inférieurs à 1.10−6 pour la pression et 1.10−5 pour la vitesse. Le maillage retenu que
j’appelle M1 correspond à (80/160/160) et (80/80/160) éléments respectivement pour la
zone centrale et la zone périphérique pour les directions (x/y/z).

L’influence d’un raffinement supplémentaire du maillage sur les résultats est présentée.
J’appelle M2 un maillage plus fin trouvé en multipliant par deux la discrétisation dans
les directions (x/y), c’est-à-dire dans la direction radiale. Le maillage M2 se compose de
(160/320) et (160/160) éléments sur les directions (x/y) et contient environ 40 millions de
cellules. Je choisis trois valeurs du nombre de Reynolds Rep ∈ {0,1 ; 20 ; 200} et j’utilise les
deux critères de comparaison suivants pour étudier l’influence de la taille du maillage :

— la vitesse maximale umax,
— la vitesse au centre du cylindre ucenter (x=0/y=0/z=50).

Ces deux valeurs de vitesses (umax et ucenter) sont obtenues par une interpolation linéaire des
normes de vitesse à la sortie du cylindre et sont présentées dans les tableaux 3.4 et 3.5. Les
pourcentages représentent des taux de variation, ils sont calculés de la façon suivante :

Pourcentage (%) =
Valeur pour le maillage M2−Valeur pour le maillage M1

Valeur pour le maillage M1
× 100. (3.25)

Le maillage M2 qui est plus fin produit des taux de variation inférieurs à 6%. Je considère
donc le maillage M1 comme étant satisfaisant. De plus, les pourcentages d’écart obtenus lors
du raffinement du maillage sont toujours du même ordre de grandeur entre les différents
modèles (A), (B) et (C) pour un nombre de Reynolds donné, on l’observe en se déplaçant
horizontalement dans les tableaux 3.4 et 3.5.

Tableau 3.4 – Effet de la taille du maillage sur les valeurs de umax/U pour les modèles (A), (B)
et (C).

Rep umax umax umax umax umax umax
(A) M1 (A) M2 (B) M1 (B) M2 (C) M1 (C) M2

0,1 3,61 3,41 (-5,6%) 2,67 2,52 (-5,4%) 3,50 3,31 (-5,4%)
20 3,12 2,99 (-4,1%) 2,37 2,28 (-3,8%) 3,13 3,01 (-3,8%)

200 2,711 2,66 (-2,1%) 2,48 2,43 (-2,0%) 3,39 3,32 (-2,2%)
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Tableau 3.5 – Effet de la taille du maillage sur les valeurs de ucenter /U pour les modèles (A),
(B) et (C).

Rep ucenter ucenter ucenter ucenter ucenter ucenter
(A) M1 (A) M2 (B) M1 (B) M2 (C) M1 (C) M2

0,1 0,64 0,67 (+3,6%) 0,76 0,78 (+2,7%) 0,66 0,68 (+3,3%)
20 0,72 0,73 (+1,9%) 0,82 0,83 (+1,4%) 0,73 0,75 (+1,6%)

200 0,82 0,82 (+0,5%) 0,85 0,86 (+0,4%) 0,78 0,78 (+0,5%)

Résultats

Comme pour l’étude de l’influence de la taille du maillage, les normes de vitesse à la
sortie du cylindre sont interpolées linéairement afin de déterminer les vitesses maximales
umax ainsi que les vitesses au centre de la géométrie ucenter . Ces vitesses sont relevées et
retenues comme critères de comparaisons entre les modèles (A), (B) et (C). Je rappelle pour
l’interprétation des résultats que les vitesses sont présentées dans une forme sans dimension
et la vitesse de référence est la vitesse à l’entrée de la géométrie U = uin = 1. Plusieurs valeurs
du nombre de Reynolds Rep sont étudiées dans l’intervalle ]0 ; 250[ afin de couvrir différents
régimes d’écoulement de fluide en milieu poreux à savoir, le régime de Darcy, le régime
inertiel et le régime transitoire (voir section 1.5.5). Les résultats sont présentés à la Figure
3.16. Les résultats catégorisés par régime d’écoulement de fluide sont donnés sur la Figure
3.17. Plusieurs observations peuvent être faites :

— Les valeurs de umax/U sont comprises entre 2,2 et 3,8. Le modèle (B) présente toujours
les plus faibles valeurs de vitesses maximales à la sortie du milieu poreux.

— Les valeurs de ucenter /U sont comprises entre 0,6 et 0,9. Le modèle (B) présente
toujours les plus fortes valeurs de vitesses au centre du domaine poreux à la sortie du
milieu poreux, mais les écarts entre les trois modèles sont faibles.

— Les modèles (B) et (C) donnent des valeurs de umax/U et ucenter /U qui ont toujours les
mêmes allures en fonction du nombre de Reynolds.

— Dans le régime inertiel (Figure 3.17), le modèle (A) présente une variation de umax/U
décroissante.

En plus de ces observations, les vitesses maximales sont trouvées pour une distance par
rapport à la paroi comprise entre 0,07dp et 0,17dp et cette valeur diminue à mesure que le
nombre de Reynolds Rep augmente.

Ajustement de l’écriture des modèles (A) et (B)

Dans l’ensemble, les résultats obtenus avec chacun des modèles d’écoulement de fluide
(A), (B) ou (C) sont proches. Toutefois, on peut se demander si les différences observées dans
les résultats ne sont pas dues à l’écriture de certains termes. Pour cela, un ajustement de
l’écriture des modèles (A) et (B) est proposé en fonction des observations trouvées dans la
littérature et présentées par la suite. L’ajustement de l’écriture du modèle (A) est motivé par
l’explication du régime inertiel. En effet, du point de vue de la physique, l’augmentation du
nombre de Reynolds correspond à l’augmentation des forces inertielles. Il est précisé dans
[39] qu’à mesure que le nombre de Reynolds Rep prend des valeurs élevées, une réduction de
l’épaisseur de la couche limite à la paroi est attendue et par conséquent, une augmentation des
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Figure 3.16 – Valeurs de umax/U (en haut) et ucenter /U (en bas) obtenues à la sortie du cylindre
avec les modèles (A), (B) et (C) en fonction du nombre de Reynolds Rep.

vitesses maximales à proximité de la paroi est également attendue. Dans [106], il est expliqué
que les gradients de vitesse proche de la paroi sont voués à augmenter et que les effets
de bords sont amplifiés à mesure que l’inertie augmente. Dans les résultats, une variation
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Figure 3.17 – Catégorisation des valeurs de vitesses par régime d’écoulement de fluide.

décroissante de umax/U a été obtenue avec le modèle (A) dans le régime inertiel et cela peut
s’expliquer par le coefficient de porosité supplémentaire dans le terme de Forchheimer. En
effet, on observe occasionnellement un facteur supplémentaire de porosité dans le terme de
Forchheimer [72]. Je propose donc d’enlever le facteur de porosité ε qui se trouve dans le
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terme de Forchheimer du modèle (A) pour obtenir un modèle que je nomme (A2).
L’ajustement de l’écriture du modèle (B) est motivé par l’utilisation d’une pression

moyenne sur le volume de fluide dans l’E.V.R., car c’est la pression lue sur un manomètre. On
peut se demander si l’écart entre le modèle (B) et le modèle (C) qui semble constant (autour
de 0,8 umax/U et 0,1 ucenter /U ) pour chaque Rep ne serait pas dû à l’écriture du terme de

pression. Je propose d’écrire le terme de pression
1
ε
∇(ε pf ) sous la forme ∇pf dans le modèle

(B) pour obtenir un modèle que je nomme (B2). Les équations finalement obtenues sont les
suivantes :
Modèle (A2) :

ρ

ε2∇ · (uu) = −∇pf +
µ

ε
∆u−

µ

k
u− ρ cF k−1/2|u|u, (3.26)

Modèle (B2) :
ρ

ε

[
∇ ·

(uu
ε

)]
= −∇pf +

µ

ε
∆u−

µ

k
u− ρ cF k−1/2|u|u. (3.27)

L’avantage de ces modifications est que, les formulations des trois modèles (A2), (B2) et (C)
respectivement des équations (3.26), (3.27) et (3.21) sont maintenant identiques pour un
milieu poreux à porosité constante.

Influence de la taille du maillage sur les résultats produits par les modèles (A2) et (B2)

Tableau 3.6 – Effet de la taille du maillage sur les valeurs de umax/U pour les modèles (A2),
(B2) et (C).

Rep umax umax umax umax umax umax
(C) M1 (C) M2 (A2) M1 (A2) M2 (B2) M1 (B2) M2

0,1 3,50 3,31 (-5,4%) 3,61 3,41 (-5,6%) 3,61 3,41 (-5,6%)
20 3,13 3,01 (-3,8%) 3,18 3,06 (-3,8%) 3,18 3,06 (-3,8%)

200 3,39 3,32 (-2,2%) 3,41 3,34 (-2,2%) 3,41 3,34 (-2,2%)

Tableau 3.7 – Effet de la taille du maillage sur les valeurs de ucenter /U pour les modèles (A2),
(B2) et (C).

Rep ucenter ucenter ucenter ucenter ucenter ucenter
(C) M1 (C) M2 (A2) M1 (A2) M2 (B2) M1 (B2) M2

0,1 0,66 0,68 (+3,3%) 0,64 0,67 (+3,6%) 0,64 0,67 (+3,6%)
20 0,73 0,75 (+1,6%) 0,73 0,74 (+1,6%) 0,73 0,74 (+1,6%)

200 0,78 0,78 (+0,5%) 0,78 0,78 (+0,5%) 0,78 0,78 (+0,5%)

Une étude de l’influence de la taille du maillage sur les modèles (A2) et (B2) a également
été menée. Comme illustré dans les tableaux 3.6 et 3.7, cette étude amène les mêmes conclu-
sions qu’avec les modèles (A) et (B) de la section 3.3.6. Le maillage M1 est donc considéré
comme étant satisfaisant.
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Résultats après ajustement de l’écriture des modèles (A) et (B)
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Figure 3.18 – Valeurs de umax/U (en haut) et ucenter /U (en bas) obtenues à la sortie du cylindre
avec les modèles (A2), (B2) et (C) en fonction du nombre de Reynolds Rep.

Des simulations numériques ont été réalisées avec les modèles (A2) et (B2), dans les
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mêmes conditions qu’avec les modèles (A), (B) et (C). Les résultats sont présentés à la Figure
3.18. Deux tableaux (3.8 et 3.9) avec les valeurs umax/U et ucenter /U sont également fournis
pour les modèles (A2), (B2) et (C), car maintenant les valeurs obtenues avec chaque modèle
sont très proches. La différence d’écriture entre les modèles (A2) et (B2) porte sur le terme de
convection et à ce sujet, on peut lire dans [72] qu’en général l’inclusion de ce terme a peu de
conséquences sur la résolution numérique du problème d’écoulement de fluide en milieu
poreux. Les résultats présentés ici montrent donc que l’écriture du terme de convection a
peu d’influence sur la vitesse maximale et la vitesse au centre d’un milieu poreux dans le cas
d’une variation de la porosité de forme exponentielle. Les résultats produits par les modèles
(A2) et (B2) présentent uniquement une différence sur la dernière ligne du tableau 3.8, quand
le nombre de Reynolds est grand (Rep = 200).

Sur la Figure 3.18, la vitesse maximale obtenue pour Rep = 10 est supérieure à la vitesse
maximale obtenue pour Rep = 100. Cette observation est appuyée par les résultats dans
[22]. En effet, dans [22], les valeurs des vitesses sont données pour Rep = 10 et Rep = 100
pour un fluide newtonien et incompressible qui s’écoule en convection forcée dans un canal
rectangulaire et où la porosité varie de façon exponentielle. Il semble donc que dans le régime
inertiel (10 < Rep < 150) [110], pour une variation de porosité de forme exponentielle, les
valeurs des vitesses maximales diminuent jusqu’à environ Rep = 50 et puis augmentent par
la suite.

En conclusion, l’étude de la variation de porosité de forme exponentielle a permis d’envi-
sager un ajustement des écritures des modèles classiques (A) et (B). Une fois cet ajustement
réalisé, les valeurs de umax/U et ucenter /U obtenues avec les trois modèles comparés (A2), (B2)
et (C) deviennent très proches (voir Figure 3.18). Le cas du channelling a finalement permis
de reproduire des résultats expérimentaux (objectif 1) et de comparer les résultats à ceux
obtenus avec des modèles classiques de la littérature (objectif 2).

Tableau 3.8 – Valeurs de umax/U avec les modèles (A2), (B2) et (C).
Rep (A2) (B2) (C)
0,1 3,612 3,612 3,502
0,5 3,590 3,590 3,484

20,0 3,182 3,182 3,130
50,0 3,122 3,122 3,089

200,0 3,409 3,413 3,394

Tableau 3.9 – Valeurs de ucenter /U avec les modèles (A2), (B2) et (C).
Rep (A2) (B2) (C)
0,1 0,642 0,642 0,655
0,5 0,646 0,646 0,659

20,0 0,728 0,728 0,734
50,0 0,760 0,760 0,763

200,0 0,778 0,778 0,779
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3.4 Conclusion du chapitre

Deux cas d’applications ont été étudiés dans ce chapitre :

1. le cas du bouchon poreux, qui a permis de retrouver des résultats de simulations
numériques de vitesses de fluide issus de ([16, 35]),

2. le cas du channelling qui est un cas problématique de la notion d’E.V.R. [71] et qui a
permis de retrouver des résultats expérimentaux de vitesses de fluide issus de [46].

Ces deux cas d’applications montrent également un bon fonctionnement de la méthode de
résolution numérique mise en œuvre sur OpenFoam pour :

— un domaine composé entièrement de fluide (cas 1),
— un milieu poreux à porosité constante (cas 1),
— une transition entre les deux domaines fluides et poreux (cas 1),
— une situation d’hétérogénéité radiale du milieu poreux (cas 2).
Des résultats de simulations numériques ont été donnés quand les gradients de porosité

sont négligés dans le modèle proposé. Le cas du bouchon poreux a montré que d’une part,
l’influence de ces termes se limite aux zones de transitions, là où la porosité est variable.
D’autre part, l’influence de ces termes dépend du nombre de Darcy du milieu poreux, car
plus le nombre de Darcy est grand, ici de 10−5 à 10−2, plus il existe des écarts sur les normes
des vitesses. Le cas du channelling a quant à lui montré que les écarts sur les vitesses de fluide
calculées avec la présence ou l’absence de ces termes sont de moins en moins prononcés à
mesure que le nombre de Reynolds augmente.

Enfin, les résultats produits par deux modèles de Darcy-Brinkman-Forchheimer classiques
de la littérature et qui ont été utilisés pour le channelling ont été comparés aux résultats
produits par le modèle proposé dans le chapitre 2. Des différences dans les résultats obtenus
ont été observées pour les vitesses maximales et les vitesses au centre d’un cylindre contenant
un milieu poreux et où la porosité varie de façon exponentielle. Ces vitesses ont été trouvées
par interpolation linéaire à la sortie du cylindre. Les différences dans les valeurs des normes
des vitesses sont dues à l’écriture du terme de pression et du terme de Forchheimer. En
ajustant les écritures des deux modèles classiques (écritures qui peuvent varier en fonction
des définitions des différents coefficients tels que le coefficient de Forchheimer) suivant les
observations trouvées dans la littérature, les résultats finalement obtenus sont les mêmes
qu’avec le modèle proposé. Par la suite, le modèle d’écoulement de fluide proposé dans le
chapitre 2 est utilisé dans une méthode d’optimisation topologique.
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4.1 Résumé du chapitre

Ce chapitre contient une optimisation topologique d’un écoulement de fluide avec l’ap-
proche basée sur la densité de matière. Je considère que l’écoulement se déroule dans un
milieu poreux hétérogène et le modèle d’écoulement proposé dans le chapitre 2 est utilisé.
Une répartition optimisée de matériaux poreux est recherchée et la modification de la ré-
partition des matériaux poreux est prise en compte avec le modèle utilisé. L’approche est
originale dans la mesure où la variable de conception agit sur la porosité locale et non la
perméabilité locale comme habituellement vue dans la littérature. Dans un premier temps,
le contexte et les particularités des travaux sont rappelés. Puis la formulation du problème
d’optimisation, la méthode utilisée ainsi que l’algorithme de résolution sont présentés. Enfin,
les configurations et paramètres étudiés sont introduits et les résultats sont analysés. La
fonction objectif vise à minimiser les pertes de charge à l’intérieur de deux géométries qui
proviennent de la littérature. Ce chapitre se termine par une conclusion.

4.2 Rappel du contexte et particularités des travaux

L’optimisation topologique pour un problème d’écoulement de fluide vise généralement
à trouver une répartition optimisée de matière solide pleine. Le but est habituellement
d’obtenir un système binaire fluide solide. La méthode la plus utilisée pour localiser les zones
solides est celle basée sur la densité de matière [5, 45, 87, 88, 93] qui consiste à pénaliser la
vitesse dans les zones solides pour la rendre assez faible. Il s’agit de trouver les valeurs des
propriétés effectives du fluide et de la matière recherchée grâce à la valeur d’une variable de
conception. Cette dernière peut s’interpréter comme étant la densité de matière [93] ou la
porosité [17]. Le terme de pénalisation placé dans l’équation de Stokes ou de Navier-Stokes a
la signification de l’inverse d’une perméabilité scalaire. Habituellement, cette perméabilité
est une fonction localement définie qui dépend d’une variable dite de conception, on parle
également d’une fonction dite de contrôle, généralement notée α [45]. On a alors :

Terme de pénalisation =
µ

k
u =

µ

K(α)
u. (4.1)

C’est finalement les distributions des valeurs de la variable de conception α à l’intérieur du
domaine de calcul qui vont permettre de trouver les zones fluides et les zones solides.
Dans ce cas, la modélisation de l’écoulement concerne uniquement les zones fluides et peut
se faire grâce aux équations suivantes :
Modèle d’écoulement de Stokes pénalisé :

∇p = µ∆v +
µ

K(α)
u, (4.2)

Modèle d’écoulement de Navier-Stokes pénalisé eq. (1.16) :

ρ∇ · (vv) = −∇p +µ∆v +
µ

K(α)
u. (4.3)

Dans cette thèse, je m’intéresse à une répartition de matériaux poreux et non de matière
solide pleine. Il y a ainsi des difficultés qui se présentent pour la modélisation de l’écoule-
ment. En effet, cette modélisation doit être valide dans les zones fluides et poreuses afin de
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représenter correctement le processus physique qui se déroule en parallèle de la méthode
d’optimisation. Le domaine de calcul composé de zones fluides et de zones poreuses peut
s’observer dans son ensemble comme un environnement dans lequel se trouve un milieu po-
reux hétérogène. Les caractéristiques géométriques de ce milieu poreux peuvent alors varier
dans l’espace et cette hétérogénéité spatiale devrait être prise en compte car elle fait partie
du problème physique. De ce fait, l’objet de ces travaux consiste à trouver une répartition
optimisée de matériaux poreux tout en tenant compte de l’hétérogénéité spatiale.

Intérêts des travaux vis-à-vis de la littérature

L’optimisation topologique dans le but de trouver une répartition optimisée de matériaux
poreux peut se faire comme dans [6, 10, 80, 81, 99, 100, 107], mais l’hétérogénéité spatiale
n’est pas explicitement considérée et des questions peuvent alors se poser sur l’approche
utilisée. Ces questions s’appuient sur les hypothèses considérées pour obtenir les modèles
d’écoulement de fluide que l’on trouve dans ces références. Ces références utilisent toutes
une approche basée sur la densité de matière et sont discutées par la suite.

1. Dans [80], le problème étudié est la recherche de la répartition optimisée de deux
matériaux poreux de perméabilité différente. La variable de conception est l’interface
entre les deux matériaux et l’objectif de l’optimisation est de maximiser le taux de dis-
sipation mécanique lors d’un écoulement de fluide. Un modèle de Darcy est utilisé et
des répartitions optimisées de matières qui ne sont pas symétriques ont été observées.
Ces résultats sont interprétés comme des erreurs numériques, car la configuration
étudiée possède une géométrie et des conditions aux limites qui sont symétriques. Une
récente discussion dans [3] s’appuie sur les résultats dans [80, Figure 4] pour indiquer
que la méthode d’optimisation topologique peut donner des résultats imprécis quand
les zones poreuses sont considérées.

2. Dans [6], l’étude d’un appareil à turbine de type Tesla est présentée. La modélisation de
l’écoulement se fait par une équation de Navier-Stokes avec un terme de pénalisation
qui rassemble les termes de Darcy et de Forchheimer. Une fonction multiobjective est
utilisée pour minimiser la dissipation d’énergie et maximiser la puissance transférée
par le fluide. La variable de conception agit sur la perméabilité qui se trouve dans
les termes de Darcy et de Forchheimer. Le domaine de calcul est composé de zones
fluides et poreuses puis les zones poreuses sont rendues solides grâce à une filtration
de la valeur de α et un système binaire est finalement trouvé.

3. Dans [107], un absorbeur de liquide est étudié. Ce dernier est vu comme un milieu
poreux non saturé composé de trois matériaux poreux différents. Une équation de
Richards est utilisée, cette dernière est analogue à un modèle de Darcy, mais pour un
milieu poreux non saturé. L’objectif est de maximiser le volume de liquide absorbé
grâce à la distribution des matériaux. La variable de conception est une densité qui
rassemble les trois matériaux. La valeur de cette densité renseigne alors sur la présence
de l’un des trois matériaux dans chacune des cellules du maillage.

4. Dans [81], l’optimisation topologique d’un écoulement de fluide en régime turbulent
est étudiée. Le modèle d’écoulement de Navier-Stokes est utilisé avec un terme de
pénalisation qui rassemble les termes de Darcy et de Forchheimer. La perméabilité est
trouvée avec l’équation de Kozeny-Carman. La porosité est utilisée en tant que variable
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de conception et apparaît dans les termes de Darcy et de Forchheimer. La fonction
objectif vise à minimiser les pertes d’énergie mécanique. Une méthode adjointe est
utilisée et le gradient de la fonction objectif est calculé par rapport à la valeur de
la porosité. La méthode s’appelle SPAM pour Sensitive Porosity Adjoint Method. Les
matériaux poreux trouvés avec la méthode d’optimisation sont transformés en bar-
rières solides grâce à une filtration de la valeur de la porosité. Finalement, un système
binaire est trouvé avec des valeurs de porosité égales à 0 ou à 1.

5. Dans [99, 100], l’étude d’une structure en grille abordée à une échelle macroscopique
est présentée. La fonction objectif est multiobjective et vise à réduire la température
sur les frontières et réduire la pression sur l’entrée. Dans [100], la fonction objectif
tient également compte de la déformation de la structure à cause de la température.
La variable de conception modélise la densité de distribution de la grille. Le modèle
d’écoulement de fluide est un modèle de Darcy-Brinkman-Forchheimer (D.B.F.). La
porosité et la perméabilité sont interpolées suivant les valeurs trouvées à partir de
simulations numériques réalisées pour une cellule unitaire homogène de la grille. Le
modèle D.B.F. dans [99, 100] ne fait pas apparaître explicitement les gradients de
porosité.

Mon objectif est de donner une signification physique aux matériaux poreux obtenus
après optimisation et pas à pénaliser les zones qui ne sont pas du fluide. D’après la littérature,
cette démarche n’est pas évidente [3] (observation 1). De plus, le modèle de Darcy étant
valide seulement pour de faibles valeurs du nombre de Reynolds (section 1.5.3), le couplage
entre une équation de Navier-Stokes et une équation de Darcy quand un matériau poreux est
recherché peut ne pas être adapté. On trouve dans la littérature l’utilisation d’un terme de
pénalisation qui rassemble les termes de Darcy et de Forchheimer, afin de tenir compte des
effets inertiels (observations 2 et 4). Mon approche consiste à considérer que le mouvement de
fluide se déroule dans un milieu poreux hétérogène. Le modèle d’écoulement proposé dans le
chapitre 2 est ensuite utilisé. Ce modèle fait apparaître des termes de correction de Brinkman
et des coefficients de porosité à l’intérieur des opérateurs différentiels et à ma connaissance,
ces termes ne sont pas retrouvés dans la littérature en optimisation topologique. Enfin, bien
qu’un modèle D.B.F. ait été utilisé dans la littérature (observation 5), ce dernier ne fait pas
apparaître explicitement les gradients de porosité. Pour ces raisons, dans ce chapitre, j’utilise
le modèle proposé dans le chapitre 2 pour trouver une répartition optimisée de matériaux
poreux.

Concernant la variable de conception utilisée dans ces travaux, on trouve dans [17] qui
est la première application de l’optimisation topologique pour un problème d’écoulement
de fluide [5], une préconisation sur la variable de conception α. Il est souhaité que cette
dernière mesure la quantité relative de fluide en chaque point du domaine de calcul. L’idée
est alors d’indiquer la présence de fluide quand α est égale à 1 et l’absence de fluide quand
elle est égale à 0. On remarque alors que cette définition de la variable de conception α
correspond à la définition de la porosité locale ε. C’est l’approche généralement utilisée dans
la littérature où la porosité correspond à la variable de conception et permet de trouver la
valeur de la perméabilité. C’est donc la perméabilité qui modélise habituellement la matière
recherchée. Pour cette raison, une particularité de ces travaux est d’utiliser la porosité ε et
non la perméabilité K pour définir les zones de matière au sein du fluide. On a alors :

ε = ε(α). (4.4)
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Cette approche est possible avec un modèle d’écoulement qui fait apparaître les coefficients de
porosité tel que le modèle D.B.F. ; le modèle proposé dans le chapitre 2 a pour particularité de
faire apparaître explicitement les gradients de porosité ∇ε en plus des coefficients de porosité.
Ces gradients vont être retrouvés à l’intérieur du domaine de calcul au cours de l’optimisation.
Je choisis d’utiliser la relation de Kozeny-Carman pour calculer la perméabilité scalaire. La
perméabilité est donc obtenue en fonction de la porosité ε, du diamètre moyen effectif des
grains dp et de l’arrangement des grains constitutifs du matériau poreux à l’intérieur du
domaine de calcul Ω, on a (2.52) :

K(ε) =
d2

p ε
3

C(1− ε)2 . (4.5)

A la fin du processus d’optimisation, les zones fluides et poreuses seront définies avec l’aide
de la variable de conception α comme ci-dessous :
Le domaine fluide par :

Ωf := {x ∈Ω | ε(α(x)) = 1} , (4.6)

et le domaine poreux par :
Ωp := {x ∈Ω | ε(α(x)) = ε0} , (4.7)

où ε0 est la valeur de la porosité du matériau poreux recherché avec la méthode d’optimisation.
En l’état, la porosité est une fonction qui prend uniquement les deux valeurs discrètes 1 ou
ε0. Résoudre un problème d’optimisation topologique à ce stade est difficile, voire impossible
[40], de ce fait une fonction de régularisation est généralement utilisée. La porosité locale est
interpolée par une fonction sigmoïde qui dépend de la valeur de la variable de conception α
de façon identique à [87] :

ε(α) = (ε0 − εf )hτ(α) + εf , (4.8)

et :

hτ(α) =
(

1
1 + exp(−τ(α −α0))

− 1
1 + exp(τ α0)

)
, (4.9)

où hτ (α) est une fonction de régularisation qui pour τ→ +∞ tend vers 0 quand α < α0 et vers
1 quand α > α0. De plus, on a α ∈ [0, αmax] pour une valeur de αmax fixée. La porosité du fluide
est εf = 1. Les zones fluides sont obtenues quand τ → +∞ et α < α0 et les zones poreuses
quand α > α0. Enfin, cette régularisation de la porosité permet de définir correctement les
gradients de la porosité.

4.3 Problème d’optimisation topologique

4.3.1 Approche générale

La formulation mathématique du problème d’optimisation topologique est :

Minimiser la fonction objectif J (u, p, α) (4.23)
Sous contraintes des équations du problème physique (2.23) et R(u,p,α)

ainsi que des conditions aux limites (4.11).
(4.10)
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La forme spécifique de l’équation de bilan de la quantité de mouvement de fluide R(u, p, α)
sera précisée à chaque fois. On a le domaine de calcul Ω et les frontières du domaine qui
sont ∂Ω = Γ = Γin ∪ Γw ∪ Γout. Ces frontières se décomposent respectivement par l’entrée, les
parois et la sortie. Les équations sont résolues sans dimension et les conditions aux limites
du problème d’écoulement de fluide sont :

Sur Γin : u = uin = 1, ∂np = 0,
Sur Γw : u = 0, ∂np = 0, (4.11)
Sur Γout : ∂nu = 0, p = 0.

Pour actualiser les valeurs de la variable de conception α, j’utilise une méthode de
descente de gradient. Les équations du problème physique sont généralement appelées les
équations d’état et je vais rechercher, de façon analogue à [15, Annexe D], le système optimal
associé au problème d’optimisation. Ce système optimal contient :

— les équations d’état,
— les équations adjointes,
— et les conditions d’optimalité.

J’utilise une démarche différentiation puis discrétisation et pour construire le système opti-
mal, j’utilise la méthode des multiplicateurs de Lagrange. La méthode des multiplicateurs de
Lagrange permet d’une part d’obtenir le système d’équations adjointes et d’autre part, de
formuler les conditions d’optimalité qui permettent de calculer le gradient de la fonction
objectif ∇J par rapport à la variable de conception α. Le calcul du gradient est une étape clé
dans l’utilisation d’un algorithme d’optimisation non linéaire, on parle dans ce cas d’une
méthode d’optimisation basée sur le gradient [96] (voir plus de détails dans [15, Annexe C]).
L’algorithme d’optimisation non linéaire est utilisé pour minimiser la fonction objectif et ré-
soudre le problème d’optimisation topologique. Dans la suite, la méthode des multiplicateurs
de Lagrange et l’algorithme d’optimisation sont présentés.

4.3.2 Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Pour calculer le gradient de la fonction objectif par rapport à la variable de conception,
j’utilise la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Pour plus de détails, voir par exemple
[54]. Pour une fonction objectif générale de la forme :

J (u, p, α) =
∫
Ω

JΩ (u, p, α) dΩ+
∫
Γ

JΓ (u, p, α) dΓ , (4.12)

la méthode consiste à introduire une fonction particulière dite fonctionnelle de Lagrange
et notée L. J’utilise pour illustration un des modèles étudiés dans la suite de ce chapitre, le
modèle (a) :

∇ ·
( 1
ε2 u u

)
+

1
ε3 u u · ∇ε+∇pf −∇ ·

( 1
ε Re

∇u
)

= −β (1− ε)2

ε3 Re
u− β1/2 cF (1− ε)

ε3/2
u · |u|.

(4.13)
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Avec le modèle (a) (4.13), la fonctionnelle de Lagrange L s’écrit :

L (u,p,α,u∗,p∗) =
+
∫
Ω

JΩ (u,p,α) dΩ+
∫
Γ

JΓ (u,p,α) dΓ

−
∫
Ω

p∗ ∇ ·u dΩ−
∫
Ω

u∗ ·
[
−∇ ·

( 1
ε Re

∇u
)]

dΩ

−
∫
Ω

u∗ ·
[
∇ ·

( 1
ε2 u u

)
+

1
ε3 uu · ∇ε+∇p

]
dΩ

−
∫
Ω

u∗ ·
[
β

(1− ε)2

ε3 Re
u + β1/2 cF (1− ε)

ε3/2
u · |u|

]
dΩ

−
∫
Γw

(u ·Φw) dΓw

−
∫
Γin

((u−uin) ·Φin) dΓin

−
∫
Γout

(∂nu ·Φout + p ϕ) dΓout,

(4.14)

où j’introduis les multiplicateurs de Lagrange suivant (u∗,p∗,Φw,Φin,Φout,ϕ) qui permettent
d’imposer les contraintes du problème. Le problème d’optimisation devient maintenant un
problème d’optimisation sans contraintes qui s’énonce :

Déterminer les variables d’état (u, p), la variable de contrôle α et les multiplicateurs de Lagrange
(u∗,p∗,Φw,Φin,Φout,ϕ) telle que la fonctionnelle de Lagrange L présente un extremum.
La fonctionnelle de Lagrange présente un extremum lorsque L est rendue stationnaire par
rapport à chacun de ses arguments et donc quand sa différentielle est égale à zéro (δL = 0).
J’introduis la dérivée de Fréchet d’une fonction F :

∂F
∂X

[δX] = lim
h→0

F(X + hδX)−F(X)
h

, (4.15)

et on a :

δL =
∂L
∂u

δu +
∂L
∂p

δp +
∂L
∂α

δα +
∂L
∂u∗

δu∗ +
∂L
∂p∗

δp∗ = 0. (4.16)

En supposant par la suite, les variables (u, p, α, u∗, p∗) indépendantes, les dérivées de
Fréchet de L doivent donc être identiquement nulles dans toutes les directions u, p, α, u∗, p∗

admissibles, c’est-à-dire, quelles que soient les valeurs de δu, δp, δα, δu∗, δp∗. Les expressions
pour lesquelles on a δL = 0 permettent de trouver le modèle adjoint continu et les conditions
d’optimalité. Je souhaite obtenir :

∂L
∂(u,p,α)

[δu,δp,δα] = 0, ∀δu,δp,δα. (4.17)

Les détails des calculs pour les annulations de la dérivée de Fréchet de L suivant (u, p et α)
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pour le modèle (a) (4.13) sont donnés dans l’Annexe C. Les résultats donnent :

∂L
∂(u,p)

[δu,δp] =
∫
Ω

∂JΩ
∂(u, p)

[δu, δp] dΩ

+
∫
Γ

∂JΓ
∂(u, p)

[δu, δp] dΓ +
∫
Ω
δp ∇ ·u∗ dΩ

−
∫
Γ
δp u∗ ·n dΓ

+
∫
Ω
δu ·

(
∇p∗ + [∇(u∗)]T u

ε2

)
dΩ

+
∫
Ω
δu ·

( 1
ε2 (u · ∇)u∗ − 1

ε3 u∗ u · ∇ε
)

dΩ

+
∫
Ω
δu ·

(
[∇(u)]T u∗

ε2 +∇ ·
( 1
ε Re

∇u∗
))

dΩ

+
∫
Ω
δu ·

(
− [∇(ε u)]T u∗

ε3

)
dΩ

+
∫
Ω
δu ·

(
−β (1− ε)2

ε3 Re
u∗

)
dΩ

+
∫
Ω
δu ·

(
−β1/2 cF (1− ε)

ε3/2

[
|u| u∗ + (u ·u∗)

|u|
u
])

dΩ

−
∫
Γ
δu ·

(
p∗ n +

( 1
ε2 u∗ ·u

)
n +

1
ε2 [(u ·n) u∗]

)
dΓ

−
∫
Γ
δu ·

( 1
ε Re
∇u∗ n

)
dΓ

+
∫
Γ

u∗ · 1
ε Re

∇δu n dΓ −
∫
Γw

(δu ·Φw) dΓw

−
∫
Γin

(δu ·Φin) dΓin

−
∫
Γout

(∂nδu ·Φout + δp ϕ) dΓout.

(4.18)

Forme finale du système d’équations adjointes continues avec le modèle (a)

La forme finale du modèle adjoint continu est :

−∂JΩ
∂p

= ∇ ·u∗ dans Ω

−∂JΩ
∂u

= ∇p∗ + [∇(u∗)]T u
ε2 +

1
ε2 (u · ∇)u∗ − 1

ε3 u∗ u · ∇ε

− [∇(ε u)]T u∗

ε3 + [∇(u)]T u∗

ε2 +∇ ·
( 1
ε Re

∇u∗
)

−β (1− ε)2

ε3 Re
u∗ − β1/2 cF (1− ε)

ε3/2

[
|u| u∗ + (u ·u∗)

|u|
u
]

dans Ω.

(4.19)
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Les conditions aux limites du problème adjoint sont :

sur Γin : u∗ ·n− ∂JΓ
∂p

= 0 et u∗t = 0,

sur Γw : u∗ = 0,

sur Γout : p∗ n +
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n +

1
ε2 [(u ·n) u∗] +

1
ε Re
∇u∗ n− ∂JΓ

∂u
= 0.

(4.20)

Calcul du gradient de la fonction objectif avec le modèle (a)

Le calcul du gradient de la fonction objectif J(u, p, α) pour une valeur de α donnée s’écrit :

−∂JΩ
∂α

= −2
∂ε(α)
ε3(α)

u u : [∇u∗]T +∇ ·
[

1
ε3(α)

[u u]T u∗
]
∂ε(α) +

∂ε(α)
ε2(α) Re

∇u : [∇u∗]T

+
3 ∂ε(α)
ε4(α)

u∗ · (u u · ∇ε(α)) + u∗ ·u
2 β (1− ε(α)) ∂ε(α)

ε3(α) Re
+ u∗ ·u

3 β (1− ε(α))2 ∂ε(α)
ε4(α) Re

+u∗ ·u|u|
β1/2 ∂ε(α) cF

ε3/2(α)
+

3
2

u∗ ·u|u|
β1/2 cF (1− ε(α)) ∂ε(α)

ε3/2(α)
,

(4.21)

−∂JΓ
∂α

= 2
∂ε(α)
ε3(α)

[u u]T u∗ ·n− 1
ε3(α)

[
[u u]T u∗ ·n

]
∂ε(α)− ∂ε(α)

ε2(α) Re
[∇u]T u∗ ·n. (4.22)

L’équation (4.22) donne
∂JΓ
∂α

= 0 si la condition ∂αε(α) = 0 est vérifiée sur les frontières du

domaine. C’est le cas dans ces travaux, car un matériau poreux avec une porosité constante
est recherché sur les frontières du domaine. En effet, j’impose une zone fluide sur l’entrée et
la sortie et du solide sur les parois.

4.3.3 Algorithme d’optimisation

La résolution numérique du problème d’optimisation topologique se fait dans le prolon-
gement de la méthode numérique utilisée pour la résolution du problème direct (le problème
d’écoulement de fluide), présentée à la section 2.4. Pour trouver les solutions du système
optimal, le système d’équations adjointes continues doit être résolu en plus du problème
direct puis le gradient de la fonction objectif est calculé. Ces travaux s’inscrivent dans la
continuité des travaux dans [86] et reprennent donc le même algorithme d’optimisation.
Il s’agit d’un algorithme de résolution itérative dont la méthode est basée sur le calcul du
gradient. Les valeurs de la variable de conception α sont calculées grâce à une méthode du
gradient conjugué, l’objectif est de trouver une valeur αoptimale telle que J(αoptimale) ≤ J(α).
Les étapes de l’algorithme [86, tableau 1.2 p.23] sont les suivantes :

1. on débute par une initialisation, k = 1 et αk = αinitiale ;

2. on résout le problème direct pour les variables u et p ;

3. on résout le problème adjoint pour les variables u∗ et p∗ ;
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4. on effectue le calcul du gradient de la fonction objectif et on évalue une direction de
descente dk = −∇J(αk) ;

5. on détermine un pas de descente γk qui minimise la valeur de la fonction objectif le
long de la direction de descente dk ;

6. on actualise la valeur de la variable de conception αk+1 = αk +γk dk ;

7. on détermine une nouvelle direction de descente par une méthode du gradient conju-
gué dk+1 = −∇J(αk+1) + ζk+1dk où ζk+1 est trouvé par la méthode de Polack-Ribière
[15] ;

8. on incrémente, k = k + 1 et on recommence à la résolution du problème direct si les
critères d’arrêt ne sont pas atteints.

Les simulations numériques débutent avec un domaine de calcul composé entièrement de
fluide, ε = 1. Les critères d’arrêt sont spécifiés pour la pression et la vitesse. Ces critères
portent sur les valeurs des résidus entre deux itérations successives qui sont de 1.10−6 pour
la pression et 1.10−5 pour la vitesse.

4.4 Configurations et paramètres étudiés

L’ensemble des configurations et paramètres étudiés dans le chapitre sont maintenant
présentés :

— la fonction objectif,
— les deux géométries,
— les cinq modèles d’écoulement de fluide R(u, p, α),
— les cinq couples de valeurs (ε, β) qui donnent un nombre de Darcy Da = 10−5,
— les trois valeurs individuelles de ε et β,
— les six valeurs du pas de descente.

Ces différentes configurations sont étudiées pour un problème d’optimisation topologique
appliqué à un écoulement de fluide en régime permanent et je considère les hypothèses des
sections 1.4.1 et 1.5.1.

4.4.1 Fonction objectif

La fonction objectif utilisée est une fonction de puissance mécanique qui en l’absence de
forces volumiques agissant sur le fluide, correspond à la puissance dissipée par le fluide [17],
on parle aussi de pertes de charge :

JΓ = −
∫
Γ

(
p +

1
2

u2
)

u ·n dΓ . (4.23)

C’est une fonction objectif classique de la littérature et elle est spécifiée uniquement sur les
frontières donc JΩ = 0. Les dérivées de Fréchet donnent :

−∂JΓ
∂p

δp =
∫
Γ

δp u ·n dΓ , (4.24)

−∂JΓ
∂u

δu =
∫
Γ

(
p +

1
2
|u|2

)
δu ·n dΓ +

∫
Γ

(u ·n) (u · δu) dΓ . (4.25)
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Avec les équations (4.24) et (4.25), il est maintenant possible de résoudre les équations
adjointes, par exemple avec le modèle (a) (4.19) et les conditions aux limites du problème
adjoint (4.20) : 

u∗ = 0 sur Γw

u∗t = 0 et u∗n = −un sur Γin

− p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n−

( 1
ε2 u ·n

)
u∗ − 1

ε Re
∇u∗ n

=
(
p +

1
2
|u|2

)
n + (u ·n) u sur Γout.

(4.26)

4.4.2 Géométries, paramètres physiques et numériques

Les deux configurations géométriques utilisées sont en deux dimensions (x, y) de tailles
L×L et sont présentées à la Figure 4.1. Les maillages utilisés sont présentés sur la Figure 4.2.
On notera les points suivants :

— la géométrie 1 est comme étudié dans [68, 87, 97] et également appelé le single pipe
dans la littérature. L’entrée du fluide se fait sur l’axe vertical x = 0 et y ∈ [0,4; 0,6] L.
La sortie du fluide se fait sur l’axe vertical x = L, y ∈ [0,4; 0,6] L ;

— la géométrie 2 est comme étudié dans [77]. L’entrée du fluide se fait sur l’axe horizontal
pour x ∈ [0,4; 0,6] L et y = 0. La sortie du fluide se fait sur l’axe vertical x = L et
y ∈ [0,4; 0,6] L.

Pour chaque géométrie,
— le domaine de calcul est un carré et le côté est choisi comme longueur caractéristique

L = 1,
— la vitesse en entrée est choisie comme vitesse de référence uin =U = 1,
— le maillage utilisé est structuré et se compose de 640000 cellules,
— le nombre de Reynolds est ReH = ReL = 1000,
— les paramètres utilisés dans la fonction de régularisation sont : τ = 0,5, α0 = 10 et αmax =

20,
— le pas de descente utilisé est constant et est pris égal à 1 hormis dans la section 4.5.1 où

des résultats d’optimisation sont donnés pour différentes valeurs du pas de descente,
— les calculs sont réalisés en parallèle sur 32 processeurs grâce au supercalculateur de

l’Université de La Réunion,
— les simulations numériques qui requièrent plus de 80h de temps de calcul et/ou plus

de 500000 itérations ne sont pas retenues dans les résultats.
Le paramètre τ est pris suffisamment petit afin de permettre une plus grande plage de
variation de la porosité (section 3.2). Enfin, il n’y a pas de contraintes sur les volumes de
fluide ou de matériaux poreux à trouver dans le domaine de calcul.

4.4.3 Modèles d’écoulement de fluide

Dans la formulation du problème d’optimisation topologique, R(u, p, α) représente l’équa-
tion de bilan de la quantité de mouvement de fluide et peut prendre différentes formes. Je
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Géométrie 2Géométrie 1

Figure 4.1 – Configurations géométriques et champs de vitesses sans optimisation.

définis maintenant les expressions de R(u, p, α) qui correspondent aux cinq modèles d’écou-
lements de fluide utilisés pour produire les résultats et discutés dans la section 4.5.5. Le
modèle (a) de l’équation (4.27) est la formulation qui contient le plus de termes parmi les
cinq modèles étudiés. D’ailleurs, les modèles suivants (b), (c), (d) et (e) sont utilisés pour voir
l’influence spécifique de certains termes et sont donc des variants du modèle (a).
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BA

Figure 4.2 – Maillages utilisés pour les deux géométries, en A à l’entrée de la géométrie 1 et
en B à la sortie de la géométrie 2.

Cas (a) :

∇ ·
( 1
ε2 u u

)
+

1
ε3 u u · ∇ε+∇pf −∇ ·

( 1
ε Re

∇u
)

= −β (1− ε)2

ε3 Re
u− β1/2 cF (1− ε)

ε3/2
u · |u|.

(4.27)

Le modèle (a) est une forme réduite du modèle proposé dans le chapitre 2 eq. (2.63). La
démarche qui permet d’obtenir cette forme réduite est présentée dans l’Annexe B. Dans cette

formulation, la particularité du modèle est la présence du terme
1
ε3 u u · ∇ε et les coefficients

de porosité qui sont à l’intérieur des opérateurs différentiels pour le terme de convection et

de diffusion. Je précise que le terme de diffusion ∇ ·
( 1
ε Re

∇u
)

est le seul terme de correction

de Brinkman présent, les autres termes de correction étant rendus négligeables dans le cas
d’une valeur du nombre de Reynolds qui n’est pas petite. Le cas d’application envisagé et qui
a motivé la considération d’une forme réduite du modèle proposé est la filtration d’une eau
où la valeur du nombre de Reynolds n’est habituellement pas petite.

Cas (b) :

∇ ·
( 1
ε2 u u

)
+∇pf −∇ ·

( 1
ε Re

∇u
)

= −β (1− ε)2

ε3 Re
u− β1/2 cF (1− ε)

ε3/2
u · |u|.

(4.28)
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Le modèle (b) se différencie du modèle (a) par l’absence du terme
1
ε3 u u · ∇ε. Les différences

entre les résultats produits avec les modèles (a) et (b) peuvent donc traduire l’influence de ce
terme avec un gradient de porosité.

Cas (c) :

1
ε2 ∇ · (uu) +∇pf − 1

ε
∇ ·

( 1
Re
∇u

)
= −

β(1− ε)2

Re ε3 u−
β1/2(1− ε)

ε3/2
cF |u|u.

(4.29)

Le modèle (c) néglige les gradients de porosité qui se trouvent dans les opérateurs différentiels

pour les termes de convection et de diffusion en plus du terme
1
ε3 u u · ∇ε. C’est donc un mo-

dèle d’écoulement de fluide sous forme réduite avec l’hypothèse d’une porosité constante. Les
différences entre les résultats produits avec les modèles (b) et (c) peuvent donc traduire l’in-
fluence des gradients de porosité qui se trouvent dans les termes de convection et de diffusion.

Cas (d) :

∇ · (uu) +∇pf − 1
ε
∇ ·

( 1
Re
∇u

)
= −

β(1− ε)2

Re ε3 u.

(4.30)

Le modèle (d) est un modèle de Brinkman (tableau 1.1) auquel un terme de convection est

ajouté. Je prends ici µef f =
µ

ε
. Par rapport au modèle (c), le modèle (d) se différencie d’une

part avec l’absence du terme de Forchheimer et d’autre part, avec l’écriture du terme de
convection. Les différences entre les résultats produits avec les modèles (c) et (d) peuvent
donc traduire l’influence de ces termes.

Cas (e) :

∇ · (uu) +∇pf −∇ ·
( 1
Re
∇u

)
= −hτ(α)u.

(4.31)

Le modèle (e) fait apparaître le terme de pénalisation de Brinkman noté hτ(α). L’expression
utilisée pour hτ(α) est celle donnée dans l’équation (4.9). Par rapport au modèle (d), ce

modèle a pour particularité d’une part, l’absence du coefficient
1
ε

dans le terme de diffusion

et d’autre part, la forme d’écriture du terme de Darcy. Les résultats obtenus avec le modèle (e)
peuvent être considérés comme étant des résultats classiques de la littérature (voir la section
4.2).

Enfin, les détails des calculs pour les annulations de la dérivée de Fréchet de L suivant (u,
p et α) pour les modèles (a), (b), (c), (d) et (e) sont respectivement donnés dans les Annexes
C, D, E, F et [87].
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4.4.4 Matériaux poreux

L’objectif est de trouver une répartition optimisée de matériaux poreux dans le domaine
de calcul. Habituellement dans la littérature, la matière ajoutée est une matière solide pleine
ou encore, un matériau poreux très faiblement perméable qui correspond à une certaine
valeur du nombre de Darcy. On peut se demander si l’approche proposée qui consiste à
utiliser le modèle (a) et une porosité qui dépend de la variable de conception permet de
pénaliser la vitesse du fluide de façon identique aux méthodes généralement trouvées dans
la littérature. C’est donc une des configurations étudiées dans les résultats (section 4.5.3).

Par définition, le nombre de Darcy renseigne sur la perméabilité, on a Da =
k
L2 . Dans la

littérature, la valeur du nombre de Darcy Da préconisée pour trouver une répartition de
matière solide pleine est inférieure ou égale à 10−5 [76, 79]. Cette valeur Da = 10−5 peut
s’obtenir de différentes façons avec l’équation de Kozeny-Carman (2.52) que je rappelle ici :

K(ε) =
d2

p ε
3

C(1− ε)2 . (4.32)

Dans la section 2.3.3, un coefficient sans dimension β a été introduit pour étudier l’influence
du diamètre moyen effectif des grains :

β =
CL2

d2
p
. (4.33)

Les équations (4.32) et (4.33) permettent de trouver une expression du nombre de Darcy :

Da =
k
L2 =

K

L2 =
d2

p ε
3

CL2(1− ε)2 =
ε3

β(1− ε)2 . (4.34)

Ainsi, avec l’équation (4.34), les cinq couples de valeurs (ε, β) choisis pour trouver un nombre
de Darcy constant de 10−5 sont présentés dans le tableau 4.1. Chaque couple (ε, β) est donc

Tableau 4.1 – Valeurs du couple (ε, β) qui donnent un nombre de Darcy de 10−5.
ε β

0,9 7290000
0,8 1280000
0,7 381111
0,6 135000
0,5 50000

utilisé dans une méthode d’optimisation topologique pour trouver une répartition optimisée
de différents matériaux poreux, mais ayant la même valeur de perméabilité.

Par la suite, je vais faire varier ce nombre de Darcy pour explorer plus en détail les
influences de la porosité et du diamètre moyen effectif des grains sur les résultats d’opti-
misation. C’est donc une des configurations étudiées dans les résultats (section 4.5.4). Je
choisis trois valeurs individuelles de ε et β, car ces deux variables sont caractéristiques
de la configuration géométrique du matériau poreux et sont en ce sens important dans la
modélisation de ce dernier. Les valeurs suivantes seront étudiées : β =

{
2.104 ; 1.105 ; 1.106

}
et

ε = {0,3; 0,5; 0,8}.
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4.4.5 Valeurs du pas de descente

Le choix de la valeur du pas de descente γ est une étape importante [37], car s’il est
trop petit, la convergence de l’algorithme d’optimisation vers un minimum sera longue et
à l’inverse, si γ est trop grand, la minimisation de la fonction objectif de l’itération k à
l’itération k + 1 n’est pas assurée. Une technique de recherche linéaire peut être utilisée pour
trouver la valeur du pas de descente. J’ai choisi ici de réaliser les simulations numériques
avec un pas de descente constant égal à 1. Dans la suite, les résultats et discussions débutent
par (section 4.5.1) une présentation de l’influence de la valeur γ = 1 en comparaison à cinq
autres valeurs du pas de descente : γ = {1E1; 1E2; 1E3; 1E4; 1E5}.

4.5 Résultats et discussions

Les deux géométries utilisées dans les simulations numériques et les champs de vitesses
correspondants sans optimisation ont été présentés à la Figure 4.1. La valeur finale de J sans
optimisation pour la géométrie 1 est de 0,0333867 obtenue au bout de 55471 itérations et
15h de temps de calcul. La valeur finale de J sans optimisation pour la géométrie 2 est de
0,0350069 obtenue au bout de 36164 itérations et 12h de temps de calcul. Les temps de
calcul correspondent à un temps réel et non CPU (machine) et ils varient de 11 à 56h pour
les résultats du chapitre. Pour la suite, les résultats de minimisation de pertes de charge sont
présentés en pourcentage de réduction de J par rapport aux valeurs avant optimisation. Des
résultats complémentaires (résidus, nombres d’itérations et temps de calcul) ont été placés
dans l’Annexe G.

4.5.1 Influence de la modélisation de l’ajout de matière et du pas de des-
cente

Je commence par comparer les résultats d’optimisation produits avec l’approche proposée
à ceux produits avec une méthode classique de la littérature. Cela peut se faire en comparant
les résultats de simulations numériques produits avec le modèle (e) qui contient un terme de
pénalisation de Brinkman et le modèle (a) qui est une forme réduite du modèle proposé au
chapitre 2. Dans le modèle (e), la variable de conception α agit sur le terme de pénalisation
hτ (α) tandis que dans le modèle (a), la variable de conception agit sur la porosité ε(α). Dans
cette section, les résultats sont produits pour la géométrie 1 (un single pipe) et la matière
poreuse recherchée avec l’algorithme d’optimisation correspond à une valeur du nombre
de Darcy de Da = 5E-5. Les valeurs des couples (ε, β) sont données dans le tableau 4.2. La

Tableau 4.2 – Valeurs du couple (ε, β) qui donnent un nombre de Darcy de 5.10−5.
ε β

0,9 1458000
0,8 256000
0,7 76222
0,6 27000
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γ=1E0

γ=1E1

γ=1E2

γ=1E3

γ=1E4

γ=1E5

cas (a)
ε=0,9

cas (a)
ε=0,8

cas (a)
ε=0,7

cas (a)
ε=0,6

cas (e)
hτ(α)

Formes
habituelles
de la littérature

Formes qui
s’approchent
des formes
habituelles
de la littérature
Formes pour
lesquelles
un minimum
local est atteint

Figure 4.3 – Répartitions de la variable de conception α obtenues en fonction du pas de
descente pour les modèles (a) et (e) avec Da = 5E-5.
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γ=1E0

γ=1E1

γ=1E2

γ=1E3

γ=1E4

γ=1E5

cas (a)
ε=0,9

cas (a)
ε=0,8

cas (a)
ε=0,7

cas (a)
ε=0,6

cas (e)
hτ(α)

Figure 4.4 – Formes optimisées obtenues en fonction du pas de descente pour les modèles (a)
et (e) avec Da = 5E-5.
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γ=1E0

γ=1E1

γ=1E2

γ=1E3

γ=1E4

γ=1E5

cas (a)
ε=0,9

cas (a)
ε=0,8

cas (a)
ε=0,7

cas (a)
ε=0,6

cas (e)
hτ(α)

Figure 4.5 – Répartitions de vitesse |u| obtenues en fonction du pas de descente pour les
modèles (a) et (e) avec Da = 5E-5.
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valeur de pénalisation maximale hτ(α) = αmax est quant à elle trouvée en considérant :

Terme de pénalisation sans dimension = αmaxu =
1

ReDa
u. (4.35)

En remplaçant dans (4.35) la valeur du nombre de Reynolds égale à 1000 et la valeur du
nombre de Darcy égale à 5E-5, il apparaît αmax = 20.

Les Figures 4.3, 4.4 et 4.5 représentent respectivement les distributions de la variable de
conception α, les formes optimisées et les distributions de vitesses obtenues. Pour les images
qui illustrent les formes optimisées et les distributions de la variable de conception, l’absence
de couleur (en blanc) correspond à des zones fluides et les couleurs (en noir) correspondent à
de la matière poreuse ajoutée par l’algorithme. La Figure 4.4 montre les formes optimisées
obtenues pour les deux modèles (a) et (e). Bien qu’on n’ait pas les résultats pour toutes les
valeurs de porosité ε, le modèle proposé (a) permet de retrouver les formes optimisées de
la littérature. En effet, quand l’objectif est de minimiser les pertes de charge, les formes
optimisées de la littérature correspondent aux situations où les valeurs de la fonction objectif
sont améliorées à la suite de la procédure d’optimisation. Dans le cas d’un écoulement
laminaire, ces formes optimisées sont binaires (correspondant à des zones fluides ou non
fluides) et les zones fluides forment un ou plusieurs canaux qui relient l’entrée et la sortie.
La géométrie 1 qui correspond à un single pipe est une géométrie classique de la littérature
et des résultats d’optimisation dans le but de minimiser les pertes de charge peuvent donc
être trouvés [68, 87, 97]. Dans le cas d’un écoulement laminaire, ces formes habituelles de la
littérature ressemblent à celles entourées en vert sur la Figure 4.3. Il est donc possible de
retrouver ces formes classiques de la littérature avec la méthode d’optimisation proposée et
avec le modèle d’écoulement de fluide qui est proposé. Les formes habituellement observées
dans la littérature sont reproduites ici avec le modèle (e) quand γ = 1E2 et γ = 1E3 et le
modèle (a) quand ε = 0,8 et γ = 1E3. On s’en approche également avec le modèle (a) pour
ε = 0,9 et 0,8 pour γ = 1E2. Les profils de vitesses correspondants à ces résultats (Figure
4.5) ne contiennent pas de zones de recirculations. Le tableau 4.3 indique les pourcentages
de minimisation de la fonction objectif J. Les pourcentages de minimisations de J dans ce
tableau montrent que la matière poreuse considérée Da = 5E-5 ne permet pas de réduire
efficacement les pertes de charge (de 2 à 5%).

Tableau 4.3 – Taux de variation (%) de la fonction objectif J pour les modèles (a) et (e) avec
Da = 5E-5 (géométrie 1).

γ Cas (e) Cas (a) ε = 0,9 Cas (a) ε = 0,8 Cas (a) ε = 0,7 Cas (a) ε = 0,6
1E0 -3 -3 -3 -3 -2
1E1 -4 -4 -3 -4 –
1E2 -3 -4 -4 – –
1E3 -4 -5 -3 – –
1E4 -5 -5 – – –
1E5 -5 – – – –

Les formes optimisées et les distributions de vitesses sont influencées par la valeur du
pas de descente γ (Figures 4.4 et 4.5). On retiendra que plus la valeur du pas de descente γ
choisie est grande, plus la quantité de matière poreuse placée par l’algorithme est grande
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jusqu’à une certaine limite. En effet, à partir d’une certaine valeur qui dépend du modèle et
des paramètres utilisés, γ = 1E4 avec le modèle (e) par exemple et γ = 1E3 avec le modèle (a)
quand ε = 0,9, l’algorithme semble avoir atteint un minimum et produit les mêmes formes
optimisées.

On retiendra de ces résultats que l’approche proposée permet de reproduire les formes
optimisées de la littérature en fonction de la valeur du pas de descente γ . Les résultats
d’optimisation sont influencés par la valeur de γ , car avec le modèle (a) pour ε = 0,7 et
γ = 1E1, l’algorithme d’optimisation semble déjà avoir atteint un minimum (près de 500000
itérations en seulement 6h, tableau G.2). En ce sens, la valeur du pas de descente utilisée
pour produire les autres résultats du chapitre est γ = 1E0 = 1. De plus, bien que les formes
optimisées soient plutôt inhabituelles avec cette valeur du pas de descente, on peut observer
des comportements différents de l’algorithme en fonction du modèle, (a) ou (e), mais aussi en
fonction de la valeur de la porosité avec le modèle (a) (Figures 4.3 et 4.4). Les formes optimi-
sées produites avec cette valeur du pas de descente peuvent également être intéressantes, car
il est possible de réaliser une économie sur le volume de matière ajouté pour atteindre les
objectifs fixés et ceci, sans la spécification d’une contrainte sur les volumes de fluide ou de
matériaux poreux à obtenir dans le domaine de calcul. En effet, contrairement aux résultats
habituels de la littérature, il n’y a pas de phénomène de remplissage. Enfin, l’algorithme
d’optimisation semble bien fonctionner, car les formes optimisées produites avec la géométrie
1 (un single pipe) sont symétriques et la valeur maximale du résidu sur J est de 1E-7 (tableau
G.1). La convergence de l’algorithme d’optimisation est explorée plus en détail dans la suite.

4.5.2 Convergence de l’algorithme d’optimisation et influence de la taille
du maillage sur les formes optimisées

Je présente à la Figure 4.6 les évolutions des valeurs de J au cours des itérations pour les
deux géométries avec le modèle (a) et quand le nombre de Darcy vaut 1E-5. Ces graphes
permettent de vérifier que l’algorithme converge puisque les valeurs de J diminuent systéma-
tiquement jusqu’à atteindre un plateau. Cette affirmation est complétée par les valeurs des
résidus sur J présentées à l’Annexe G où les valeurs maximales sont de 2E-7. Je présente dans
les tableaux 4.4 et 4.5 les valeurs de la fonction objectif J obtenues à l’issue des simulations
numériques pour les différentes valeurs du nombre de Darcy Da, de porosité ε et de β. Tout
comme dans la section précédente, on observe que l’algorithme minimise la fonction objectif.

Remarque 4.1. — Il peut arriver dans certaines situations que la valeur de J obtenue après
optimisation soit supérieure à la valeur de J sans optimisation. Ces valeurs sont de l’ordre de
3% et présentées avec un signe positif dans les tableaux 4.4 et 4.5.

La Figure 4.2 montre les maillages utilisés pour produire les résultats (variable de concep-
tion α, formes optimisées et vitesse du fluide |u|). Une étude de l’influence de la taille du
maillage a été réalisée en multipliant par deux les discrétisations des blocs utilisés sur les
directions (x, y). Comme on peut le voir sur la Figure 4.7, les résultats avec le couple de
valeur (ε = 0,3, β = 1E6) pour le modèle (a) et la géométrie 2 sont différents pour les deux
tailles de maillage étudiées. Néanmoins, le choix de 640000 cellules permet de reproduire cor-
rectement les répartitions de matière suggérées par un maillage plus fin de 2560000 cellules.
Par la suite, les simulations ont donc été menées avec un maillage de 640000 cellules.
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Figure 4.6 – Évolutions de la fonction objectif J en fonction des itérations avec le modèle (a).
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Re = 1000
ε = 0,3
β = 1E6
Cellules = 640000

Re = 1000
ε = 0,3
β = 1E6
Cellules = 2560000

Figure 4.7 – Influence de la taille du maillage avec le modèle (a) pour la géométrie 2. Les
illustrations correspondent aux valeurs de la variable de conception α, aux formes optimisées
et aux normes des vitesses du fluide |u|.
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Tableau 4.4 – Taux de variation (%) de la fonction objectif J pour les modèles (a), (b), (c) et (d)
(géométrie 1).

ε β Da Cas (a) Cas (b) Cas (c) Cas (d)
0,9 7290000 1E-5 -9 -10 -10 -2
0,8 1280000 1E-5 -8 -9 -9 -2
0,7 381111 1E-5 -7 – -7 -2
0,6 135000 1E-5 -6 -6 -5 -0
0,5 50000 1E-5 -6 -4 -3 +1
0,3 1000000 6E-8 -13 -14 – -15
0,3 100000 6E-7 – -6 – -2
0,5 1000000 5E-7 -12 -12 -13 -7
0,5 100000 5E-6 -7 -6 -8 -2
0,5 20000 3E-5 -3 – +1 +2
0,8 1000000 1E-5 -6 -6 -7 -2
0,8 100000 1E-4 -2 – -1 +1
0,8 20000 6E-4 +0 – +2 +1

Tableau 4.5 – Taux de variation (%) de la fonction objectif J pour les modèles (a), (b), (c) et (d)
(géométrie 2).

ε β Da Cas (a) Cas (b) Cas (c) Cas (d)
0,9 7290000 1E-5 -14 – -14 -1
0,8 1280000 1E-5 -13 – -13 -1
0,7 381111 1E-5 -12 – -13 +0
0,6 135000 1E-5 -12 – -12 +1
0,5 50000 1E-5 -12 – -10 +2
0,3 1000000 6E-8 -18 – -19 –
0,3 100000 6E-7 – – -16 -3
0,5 1000000 5E-7 -16 -17 -18 -10
0,5 100000 5E-6 -12 -11 -13 -0
0,5 20000 3E-5 -9 -12 -4 +3
0,8 1000000 1E-5 -12 -12 -13 +0
0,8 100000 1E-4 -5 -7 -5 +1
0,8 20000 6E-4 -3 -6 -1 +2

4.5.3 Influence des caractéristiques géométriques du matériau poreux
pour un nombre de Darcy constant proche d’un solide

J’étudie dans cette section un problème d’optimisation topologique avec pour objectif
d’avoir un matériau poreux proche d’un solide suivant les valeurs de porosité et de diamètre
moyen effectif des grains (voir 4.2). Une cellule du maillage qui doit contenir un solide
correspond à un terme de pénalisation suffisamment fort pour que le matériau poreux ajouté
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Figure 4.8 – Zoom sur l’entrée de la géométrie 1 pour la répartition de la variable de
conception α obtenue avec le modèle (d) et le couple (ε = 0,9, β = 7290000).

devienne pratiquement imperméable et cela correspond à une valeur du nombre de Darcy
inférieure ou égale à 10−5 [76, 79]. Les résultats obtenus dans ce cas pour la géométrie 1 sont
présentés sur les Figures 4.9, 4.10 et ceux pour la géométrie 2 sur les Figures 4.11, 4.12. Les
figures qui illustrent les distributions de la variable de conception α sont données à l’Annexe
H, ces résultats étant directement reflétés par les formes optimisées obtenues. Je rappelle
que pour les images qui illustrent les formes optimisées, l’absence de couleur (en blanc)
correspond à des zones fluides et les couleurs (en noir) correspondent à de la matière poreuse
ajoutée par l’algorithme.

Tout d’abord, on notera que les résultats avec le modèle (d) sont particuliers. Ce dernier
n’a pas permis d’obtenir des formes optimisées, car la matière ajoutée se trouve exclusivement
au niveau de l’entrée et de la sortie (voir le zoom sur la Figure 4.8). Ensuite, on remarquera
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ε=0,9
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β=135000

ε=0,5
β=50000

cas (a) cas (b) cas (c) cas (d)

Figure 4.9 – Formes optimisées obtenues pour un nombre de Darcy Da = 10−5 (géométrie 1).
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ε=0,9
β=7290000

ε=0,8
β=1280000

ε=0,7
β=381111

ε=0,6
β=135000

ε=0,5
β=50000

cas (a) cas (b) cas (c) cas (d)

Figure 4.10 – Répartitions de vitesse |u| obtenues pour un nombre de Darcy Da = 10−5

(géométrie 1).
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cas (a) cas (c) cas (d)

ε=0,9
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ε=0,7
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ε=0,6
β=135000

ε=0,5
β=50000

Figure 4.11 – Formes optimisées obtenues pour un nombre de Darcy Da = 10−5 (géométrie
2).
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ε=0,9
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ε=0,7
β=381111

ε=0,6
β=135000

cas (a) cas (c) cas (d)

ε=0,5
β=50000

Figure 4.12 – Répartitions de vitesse |u| obtenues pour un nombre de Darcy Da = 10−5

(géométrie 2).
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une nouvelle fois la symétrie des formes optimisées obtenues dans le cas de la géométrie
1 (un single pipe) sur la Figure 4.9. L’approche d’optimisation utilisée permet de pénaliser
la vitesse de fluide c’est-à-dire, les zones qui contiennent des matériaux poreux ont une
vitesse de fluide |u| qui tend vers zéro pour un nombre de Darcy de Da = 10−5 (Figures 4.10
et 4.12). De même, ces champs de vitesse sur les Figures 4.10 et 4.12 montrent des zones
de recirculation atténuées, voire absentes, qui s’observent clairement en comparaison des
résultats du cas (d). Les formes optimisées obtenues avec les modèles (a), (b) et (c) sont
visuellement proches, il y a donc une cohérence des résultats même si quelques différences
peuvent s’observer pour (ε = 0,5, β = 50000) et dans une moindre mesure pour (ε = 0,6,
β = 135000). Les formes optimisées sont en accord avec ce que l’on s’attend à observer comme
distribution de matière dans le domaine de calcul quand on souhaite minimiser les pertes de
charge par rapport aux configurations initiales (Figure 4.1). Les modèles (a), (b) et (c) ont
donc permis d’optimiser l’écoulement de fluide, pas le modèle (d). On notera que le cas (b)
n’a pas produit de résultats exploitables, c’est-à-dire qui ont atteint les critères d’arrêt, avec
la géométrie 2.

Il y a systématiquement une minimisation de la fonction objectif J (en excluant le cas (d))
et ces valeurs vont de 3 à 10% pour la géométrie 1 et de 10 à 14% pour la géométrie 2 (voir
les cinq premières valeurs des tableaux 4.4 et 4.5). La minimisation de J avec la géométrie 2
est plus grande qu’avec la géométrie 1. Il est en effet plus simple de minimiser la valeur de
la fonction objectif qui porte sur les pertes de charge dans le cas de la géométrie 2. Dans la
géométrie 1 qui est un single pipe, l’entrée est en face de la sortie, le mouvement du fluide est
donc déjà dans le bon sens et en ligne droite. Il y a donc relativement peu de modifications
géométriques à apporter. En revanche, dans la géométrie 2, les zones à pénaliser sont moins
évidentes. Comme on peut le voir sur la Figure 4.1. De plus, on observe initialement des
zones de recirculation de fluide dans les géométries. Ces écoulements secondaires sont dus
au cisaillement et participent à maintenir l’équilibre des écoulements dans leurs positions
initiales. Ces situations demandent de l’énergie au système fluide, il est donc compréhensible
que l’algorithme d’optimisation pénalise ces zones tout en maintenant la forme principale de
l’écoulement de fluide. Les plus fortes minimisations de J (tableaux 4.4 et 4.5) sont obtenues
quand la porosité ε est égale 0,9 et quand la valeur de β est la plus grande. Les pourcentages
de variation de la fonction objectif J sont proches entre les cas (a), (b) et (c) comme on peut
le voir dans les tableaux 4.4 et 4.5, l’écart maximal obtenu est de 3% entre les cas (a) et (c),
trouvé pour la géométrie 1 avec le couple de valeurs (ε = 0,5, β = 50000).

Enfin, les points suivants sont à retenir à la suite de ces résultats :

1. il est valide d’envisager une méthode d’optimisation topologique qui a pour but de
trouver une répartition optimisée de matière solide pleine grâce aux valeurs de ε et β,

2. à priori le choix du modèle d’écoulement de fluide entre les cas (a), (b) et (c) n’influence
pas les formes optimisées,

3. avec les paramètres utilisés, le modèle (d) n’a pas permis d’optimiser l’écoulement de
fluide,

4. les pourcentages de minimisation de J ainsi que les formes optimisées peuvent tout
de même présenter des différences en fonction du couple (ε, β), on peut l’observer en
se déplaçant d’une ligne à l’autre sur les Figures 4.9 et 4.11. Il semble donc que les
coefficients ε et β n’aient pas le même poids dans la méthode d’optimisation.

On retiendra de ces résultats qu’il est possible de trouver plusieurs répartitions optimisées
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de matériaux poreux avec une méthode d’optimisation topologique suivant les valeurs de la
porosité (ε) et du diamètre moyen effectif des grains (à travers β). En conséquence, indiquer
uniquement la valeur d’une perméabilité (k = K) est insuffisant pour trouver un milieu
poreux de forme optimisée considéré à l’échelle macroscopique.

4.5.4 Influence des caractéristiques géométriques du matériau poreux
pour différentes valeurs du nombre de Darcy

Dans cette section, les simulations numériques sont réalisées avec pour objectif d’étudier
l’influence des valeurs individuelles de ε et β. Contrairement à la section précédente (4.5.3),
les formes optimisées ne font pas intervenir des matériaux poreux qui ont la même valeur de
perméabilité. D’une part, les variations du diamètre moyen effectif des grains dp se font à

travers les valeurs de β et les trois valeurs de β étudiées sont β =
{
2.104 ; 1.105 ; 1.106

}
avec

β =
CL2

d2
p
. D’autre part, les trois valeurs de porosité ε étudiées sont ε = {0,3; 0,5; 0,8}. Chaque

couple de valeur (ε, β) correspond à une valeur de perméabilité et donc à un certain nombre
de Darcy comme on a pu le voir dans la section 4.5.3. Les résultats obtenus pour chaque
géométrie sont présentés en deux parties. Ceux de la géométrie 1 sont illustrés sur les Figures
4.13, 4.14, 4.15, 4.16 et ceux de la géométrie 2 sur les Figures 4.17, 4.18, 4.19, 4.20.

Tout d’abord, on notera une nouvelle fois que les formes optimisées obtenues avec la
géométrie 1 (un single pipe) sont symétriques comme dans les sections 4.5.1 et 4.5.3. Contrai-
rement aux cas étudiés dans 4.5.3, on observe que le modèle (d) a produit une forme optimisée
pour (ε = 0,3, β = 1000000) avec la géométrie 1 et une forte proportion de matière a été
ajoutée par l’algorithme (Figure 4.13). Il en résulte la plus importante minimisation de la
fonction objectif pour la géométrie 1 qui est de 15% (tableau 4.4).

Ensuite, pour une valeur β constante, les pourcentages de minimisation de J augmentent
quand la valeur de la porosité ε diminue (tableaux 4.4 et 4.5). De plus, pour une valeur ε
constante, les pourcentages de minimisation de J augmentent quand la valeur de β augmente
(tableaux 4.4 et 4.5). Ces deux observations ne sont pas les mêmes que la section précédente
4.5.3 où on avait observé que les pourcentages de minimisation de J les plus forts étaient
obtenus pour les plus grandes valeurs des deux paramètres ε et β. Ici, les plus fortes mi-
nimisations de la fonction objectif J sont obtenues quand β est grand et ε est petit. Cette
combinaison produit de faibles valeurs du nombre de Darcy et c’est finalement la valeur du
nombre de Darcy qui influence la minimisation de J et non les valeurs individuelles de ε et
de β.

Par rapport à la section 4.5.3 où les valeurs maximales de minimisation étaient de 10%
et 14% respectivement pour la géométrie 1 et la géométrie 2, on obtient maintenant des
minimisations maximales qui sont de 15% et 19%. Un nombre de Darcy Da=6E-8 permet
une plus forte minimisation (-5%) de J par rapport à Da=1E-5. Ce qui signifie qu’utiliser une
matière avec une plus faible perméabilité permet effectivement de réduire plus efficacement
les pertes de charge dans le domaine de calcul en pénalisant le fluide. Cette observation
est une évidence, il faut toutefois veiller à ne pas choisir une valeur du nombre de Darcy
Da trop petite, car le problème d’optimisation n’étant pas convexe, on n’a pas l’unicité d’un
optimum et de plus, on a que des minimums locaux (voir [76]). Pour un nombre de Darcy
petit (comme dans la section précédente 4.5.3), la procédure d’optimisation topologique se
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ε=0,3
β=1000000

ε=0,3
β=100000

ε=0,5
β=1000000

ε=0,5
β=100000

cas (a) cas (b) cas (c) cas (d)

Figure 4.13 – Formes optimisées obtenues pour différentes valeurs du nombre de Darcy
(géométrie 1) - partie 1.
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ε=0,3
β=1000000

ε=0,3
β=100000

ε=0,5
β=1000000

ε=0,5
β=100000

cas (a) cas (b) cas (c) cas (d)

Figure 4.14 – Répartitions de vitesse |u| obtenues pour différentes valeurs du nombre de
Darcy (géométrie 1) - partie 1.
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ε=0,5
β=20000

ε=0,8
β=1000000

ε=0,8
β=100000

ε=0,8
β=20000

cas (a) cas (b) cas (c) cas (d)

Figure 4.15 – Formes optimisées obtenues pour différentes valeurs du nombre de Darcy
(géométrie 1) - partie 2.
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ε=0,5
β=20000

ε=0,8
β=1000000

ε=0,8
β=100000

ε=0,8
β=20000

cas (a) cas (b) cas (c) cas (d)

Figure 4.16 – Répartitions de vitesse |u| obtenues pour différentes valeurs du nombre de
Darcy (géométrie 1) - partie 2.
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cas (a) cas (b) cas (c)

ε=0,3
β=1000000

ε=0,3
β=100000

ε=0,5
β=1000000

ε=0,5
β=100000

cas (d)

Figure 4.17 – Formes optimisées obtenues pour différentes valeurs du nombre de Darcy
(géométrie 2) - partie 1.
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cas (a) cas (b) cas (c)

ε=0,3
β=1000000

ε=0,3
β=100000

ε=0,5
β=1000000

ε=0,5
β=100000

cas (d)

Figure 4.18 – Répartitions de vitesse |u| obtenues pour différentes valeurs du nombre de
Darcy (géométrie 2) - partie 1.
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cas (a) cas (b) cas (c)

ε=0,5
β=20000

ε=0,8
β=1000000

ε=0,8
β=100000

ε=0,8
β=20000

cas (d)

Figure 4.19 – Formes optimisées obtenues pour différentes valeurs du nombre de Darcy
(géométrie 2) - partie 2.
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cas (a) cas (b) cas (c)

ε=0,5
β=20000

ε=0,8
β=1000000

ε=0,8
β=100000

ε=0,8
β=20000

cas (d)

Figure 4.20 – Répartitions de vitesse |u| obtenues pour différentes valeurs du nombre de
Darcy (géométrie 2) - partie 2.
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rapproche des procédures classiques qui visent à trouver la distribution de matière solide
pleine dans le domaine de calcul. Il n’est pas possible de discuter des résultats obtenus pour
les grandes valeurs du nombre de Darcy (1E-4 et 6E-4), car l’algorithme a du mal à optimiser
l’écoulement, c’est-à-dire que l’algorithme ne place pas de matière, quel que soit le modèle
utilisé.

En parallèle, les plus petites valeurs du nombre de Darcy produisent des formes optimi-
sées qui sont de faibles épaisseurs (voir Figures 4.13 et 4.17) comme le montrent les formes
optimisées pour le couple de valeurs (ε = 0,3, β = 1000000). Ces résultats sont en accord avec
ceux présentés dans [76, Figure 2] où l’influence du nombre de Darcy Da sur les résultats
d’optimisation topologique est discutée. Le modèle utilisé dans [76] est un modèle d’écoule-
ment de Navier-Stokes avec un terme classique de pénalisation de Brinkman et il n’y a pas de
spécification sur le volume minimal ou maximal de matière à ajouter. Il y est montré que le
choix de la valeur de Da a un fort impact sur la solution obtenue dans le cas où des barrières
sont placées par l’algorithme dans le but de dévier un écoulement de fluide. Les résultats
dans [76] sont présentés pour Da = 10−3, 10−4, 10−5 et 10−6 et indiquent que les barrières
deviennent de plus en plus minces à mesure que le nombre de Darcy diminue. On peut
donc supposer qu’une accentuation des zones qui devraient être pénalisées peut se produire,
ce qui traduirait des difficultés de l’algorithme et a pour conséquence une augmentation
des épaisseurs de matière. Cela peut être le cas quand ε est grand et cette observation peut
expliquer pourquoi dans la section précédente 4.5.3, les plus fortes minimisations de J ont été
obtenus lorsque la porosité du matériau poreux recherché était la plus grande (voir Figures
4.9 et 4.11).

On retiendra de ces résultats que la fonction objectif utilisée dans ces travaux ne permet
pas de discuter de l’influence des valeurs individuelles de ε et de β, car l’aspect solide de la
matière prévaut sur les caractéristiques géométriques de la matière poreuse.

4.5.5 Influence du choix du modèle d’écoulement de fluide

Je rappelle que le modèle (a) est une forme réduite du modèle proposé dans le chapitre
2, développé de manière à faire apparaître les gradients de porosité. L’objectif qui était
d’utiliser ce modèle proposé en optimisation topologique est atteint grâce aux résultats qui
ont été produits et discutés dans les sections précédentes. La question qui se pose ensuite
est l’influence de la présence ou de l’absence des termes avec un gradient de porosité qui se
trouvent dans le modèle (a). Un problème d’optimisation topologique est un bon candidat
pour observer l’intérêt de ces termes, car l’hétérogénéité spatiale est présente. C’est pourquoi
des simulations numériques ont été réalisées avec les modèles (b), (c), (d) et (e) qui sont des
variants du modèle (a), bien que la validité de l’utilisation de ces modèles ne soit pas justifiée
en théorie pour un milieu poreux hétérogène.

Des simulations numériques ont été réalisées avec le modèle (e) et un terme de Darcy

écrit en remplaçant hτ(α)u par
β(1− ε)2

Re ε3 u et en considérant que la variable de conception α

agit sur la porosité ε. On a alors un modèle de Brinkman (tableau 1.1) où µef f = µ avec la
présence d’un terme de convection. Il se trouve que dans ce cas, l’algorithme d’optimisation
ne peut pas actualiser les valeurs de la variable de conception. Ceci s’explique par l’écriture
du gradient de la fonction objectif. En effet, dans cette formulation, les coefficients de porosité
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sont seulement présents dans le terme de Darcy
β(1− ε)2

Re ε3 u et les dérivées par rapport à α

de ce terme sont produits de (1− ε(α)). Au vu de la condition initiale, le domaine de calcul
est rempli de fluide donc (1− ε(α)) est égal à 0. De ce fait, le calcul du gradient nécessiterait
la présence initiale d’un matériau poreux. Le modèle (d) n’a pas cet inconvénient, car un
coefficient de porosité se trouve dans le terme de diffusion. Finalement, la formulation de
Kozeny-Carman pour trouver la perméabilité et une variable de conception qui agit sur la
porosité ne peuvent pas être utilisées directement avec un modèle de Stokes ou de Navier-
Stokes auquel on aurait ajouté un terme de Darcy. Il serait nécessaire de modifier les écritures
qui aboutissent au calcul du gradient pour utiliser cette approche.

Les résultats produits avec le modèle (d) pour lequel le terme de Forchheimer est absent ne
permettent pas d’optimiser l’écoulement de fluide. La seule situation où une forme optimisée
a été produite correspond à la géométrie 1 et le couple de valeurs (ε = 0,3, β = 1000000).
Avec les paramètres étudiés, la présence du terme de Forchheimer est donc importante pour
l’algorithme d’optimisation. On pense moins à l’écriture du terme de convection, qui présente
une différence entre les modèles (c) et (d), car les résultats obtenus avec les modèles (A2) et
(B2) dans le chapitre 3 avec le cas du channelling ont montré que l’écriture de ce terme a peu
de conséquences sur la résolution numérique du problème d’écoulement de fluide en milieu
poreux.

Comme on peut le voir dans les tableaux 4.4 et 4.5, le modèle (b) n’a pas convergé (n’a
pas pu atteindre les critères d’arrêt) pour plusieurs paramètres. Il semble donc que le terme
1
ε3 u u · ∇ε ait une importance d’un point de vue numérique.

On observe pour la géométrie 2, des écarts sur J entre les modèles (b) et (c), qui sont de
8% (ε = 0,5, β = 20000) et 5% (ε = 0,8, β = 20000). Cela montre que les gradients de porosité
qui se trouvent dans le terme de convection et le terme de diffusion de Brinkman peuvent
influencer la méthode d’optimisation topologique.

Les formes optimisées obtenues avec le modèle proposé (a) et le modèle (c) qui néglige les
gradients de porosité sont proches. Ceci est d’une part rassurant, car le modèle de Darcy-
Brinkman-Forchheimer est généralement utilisé dans la littérature avec l’hypothèse d’une
porosité constante. De plus, on avait également observé dans le chapitre 3 que les résultats
obtenus avec un modèle d’écoulement de fluide qui néglige les gradients de porosité et un
modèle qui fait apparaître les gradients de porosité peuvent présenter peu d’écarts, surtout
quand le nombre de Reynolds est grand et quand le nombre de Darcy est faible. D’autre
part, cette similitude des résultats entre les modèles (a) et (c) peut être due à la méthode
numérique utilisée, qui est une méthode des volumes finis colocalisés. La méthode numérique
induit nécessairement un biais, car la spécificité du modèle physique peut ne pas être prise
en compte correctement.

On retiendra donc de ces résultats qu’avec les paramètres considérés, la formulation du
modèle d’écoulement de fluide proposé produit des résultats d’optimisation qui sont dans
l’ensemble proches de ceux obtenus avec une formulation du modèle avec l’hypothèse d’une
porosité constante. Des différences ont parfois été observées, mais d’autres stratégies sont
nécessaires pour savoir si les termes supplémentaires avec un gradient de porosité peuvent
devenir indispensables dans l’approche de modélisation. Enfin, les résultats ont montré

que le terme
1
ε3 u u · ∇ε ainsi que les coefficients de porosité qui se trouvent à l’intérieur

des opérateurs différentiels pour le terme de convection et de diffusion peuvent avoir une
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influence sur les formes optimisées produites en optimisation topologique.

4.6 Conclusion du chapitre

L’optimisation topologique d’un écoulement de fluide a été étudiée dans ce chapitre.
L’objectif a été de trouver une répartition optimisée de matériaux poreux et l’approche a
consisté à :

1. considérer que l’écoulement de fluide se déroule dans un milieu poreux avec une
hétérogénéité spatiale,

2. utiliser le modèle d’écoulement proposé dans le chapitre 2 qui fait apparaître les
gradients de porosité,

3. choisir la porosité en tant que quantité physique dépendante de la variable de concep-
tion.

Au vu des résultats présentés, l’approche proposée est valide, car elle permet de reproduire
les formes optimisées de la littérature en fonction de la valeur du pas de descente γ . De
plus, cette approche permet, de façon identique aux méthodes habituelles de la littérature,
d’optimiser l’écoulement en pénalisant la vitesse du fluide dans les zones non attractives, car
dissipatrices d’énergie dans le cas d’une fonction objectif qui porte sur les pertes de charge et
d’un matériau poreux proche d’un solide.

Pour des matériaux poreux avec la même perméabilité, il a été possible de trouver plu-
sieurs répartitions optimisées de matière, suivant les valeurs de la porosité (ε) et du diamètre
moyen effectif des grains (à travers β). Ces résultats suggèrent que ces variables qui sont
caractéristiques de la configuration géométrique du matériau poreux n’ont pas le même poids
dans la méthode d’optimisation. En conséquence, indiquer uniquement la valeur d’une per-
méabilité scalaire (k = K) est insuffisant pour trouver un milieu poreux de forme optimisée
quand ce dernier est considéré à l’échelle macroscopique.

La fonction objectif considérée dans le problème d’optimisation n’a pas permis d’étudier
l’influence des valeurs individuelles de ε et de β sur les formes optimisées. C’est l’aspect
solide de la matière qui prévaut sur les caractéristiques géométriques de la matière poreuse
quand on souhaite diminuer les pertes de charge.

Avec les paramètres considérés, la formulation du modèle d’écoulement de fluide proposé
a produit des résultats d’optimisation qui sont dans l’ensemble proches de ceux obtenus avec
une formulation du modèle avec l’hypothèse d’une porosité constante. Toutefois, les résultats

ont montré que le terme
1
ε3 u u · ∇ε ainsi que les coefficients de porosité qui se trouvent à

l’intérieur des opérateurs différentiels pour le terme de convection et de diffusion peuvent
avoir une influence sur les formes optimisées produites en optimisation topologique.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

5.1 Conclusion

Cette thèse s’intéresse à la modélisation d’un écoulement de fluide en milieu poreux
hétérogène avec une application en optimisation topologique. L’idée principale est d’utiliser
une approche d’optimisation basée sur la densité de matière pour un écoulement de fluide et
la particularité consiste à chercher une répartition optimale de matière poreuse et non de
matière solide pleine ; afin d’obtenir un milieu poreux de forme optimisée. L’optimisation
modifie les zones avec et sans matière poreuse, il y a donc une hétérogénéité spatiale qui est
présente. Cette hétérogénéité est visible à l’échelle macroscopique, c’est l’échelle à laquelle les
problèmes sont résolus dans la thèse. L’hétérogénéité est définie dans ces travaux dans le sens
où les quantités physiques locales qui caractérisent le milieu poreux telles que la porosité ε
ou le diamètre moyen effectif des grains dp peuvent varier dans l’espace. Les questions de
recherche qui ont été traitées dans la thèse sont :

— Quel est le modèle d’écoulement de fluide qu’il convient d’utiliser en présence d’un
milieu poreux hétérogène?

— Comment poser et résoudre un problème d’optimisation topologique pour un écoule-
ment de fluide dans le but de trouver une répartition optimisée de matière poreuse
tout en tenant compte de l’hétérogénéité spatiale ?

Mon approche a consisté à :
— considérer que l’écoulement de fluide se déroule dans un milieu poreux avec une

hétérogénéité spatiale,
— utiliser un modèle d’écoulement en milieu poreux qui tient compte de cette hétérogé-

néité,
— choisir la porosité en tant que quantité physique dépendante de la variable de concep-

tion.
Un modèle d’écoulement obtenu avec une technique de prise de moyenne volumique est
proposé. Ce modèle fait apparaître les gradients de porosité, habituellement négligés dans la
littérature, pour tenir compte de l’hétérogénéité spatiale. Sa formulation se différencie de
celles de la littérature par les termes qui s’y trouvent.

Des comparaisons avec des résultats de la littérature ont été apportées grâce à deux
cas d’applications, le cas du bouchon poreux et le cas du channelling. Dans le premier
cas, les normes des vitesses de fluide provenant de résultats de simulations numériques
sont retrouvées. Dans le second cas, les normes des vitesses de fluides issues de résultats
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expérimentaux sont reproduites. Ces deux cas d’applications permettent également d’étudier
l’influence des termes avec un gradient de porosité et on retient que cette influence :

— se situe dans les zones où la porosité est variable, pour une zone de transition entre
un fluide et une zone poreuse,

— dépend du nombre de Darcy du milieu poreux et l’influence des termes diminue
quand la valeur du nombre de Darcy diminue,

— dépend du nombre de Reynolds de l’écoulement et l’influence des termes diminue
quand la valeur du nombre de Reynolds augmente.

Le modèle proposé a ensuite été utilisé dans une technique d’optimisation topologique
avec pour particularité de choisir la porosité en tant que quantité physique dépendante de la
variable de conception. C’est habituellement la perméabilité qui est choisie dans la littérature.
Cette perméabilité scalaire est trouvée dans la thèse grâce à la relation de Kozeny-Carman.
Elle dépend alors des caractéristiques géométriques que sont la porosité et le diamètre moyen
effectif des grains. La fonction objectif utilisée vise à diminuer les pertes de charge et les
résultats obtenus dans ces travaux montrent que l’approche proposée est valide. En effet, elle
permet de reproduire les formes optimisées de la littérature et aussi d’optimiser l’écoulement
en pénalisant la vitesse du fluide dans les zones non attractives quand une matière poreuse
proche d’un solide est utilisée. Par exemple, certaines formes obtenues permettent de réduire
les pertes de charge jusqu’à 19%. Ces formes optimisées produites ne sont pas toujours
identiques quand on fait varier les valeurs des caractéristiques géométriques, mais que
l’on garde la même valeur de perméabilité. Il semble alors que la porosité et le diamètre
moyen effectif des grains n’ont pas le même poids dans la méthode d’optimisation. Indiquer
seulement la valeur d’une perméabilité scalaire peut alors aboutir à différentes répartitions
de matière poreuse en optimisation topologique. Enfin, les résultats d’optimisation montrent
que l’écriture du modèle d’écoulement et les termes supplémentaires avec un gradient
de porosité influencent la répartition de matière poreuse et donc, les formes optimisées
produites.

5.2 Perspectives

À la suite de cette thèse, je propose les trois perspectives suivantes.

1. La première perspective est l’application de l’approche d’optimisation proposée pour
la captation d’un polluant présent dans un fluide. La motivation initiale de ces travaux
de thèse portait sur une application environnementale : comment procéder pour
trouver la forme optimale d’un filtre par une répartition de matière poreuse obtenue
avec une technique d’optimisation topologique? Cela nécessite la formulation de
l’équation de transport de la concentration. Le problème peut être plus complexe
s’il y a une réaction avec le milieu poreux comme dans le phénomène d’adsorption.
Cette complexité s’accroît si plusieurs polluants sont considérés, car il peut y avoir
une compétition pour les sites d’adsorption. Il est également possible d’étendre les
notions de variations de porosité aux phénomènes qui apparaissent naturellement lors
de l’utilisation d’un filtre. Il peut y avoir un blocage du filtre à cause de l’accumulation
de polluants [28, 29] et la colonisation du filtre par des biofilms [31]. La modélisation
de ces phénomènes répond à une problématique actuelle et présente des intérêts
scientifiques, environnementaux et industriels.
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2. La seconde perspective est la validation du modèle d’écoulement par rapport à des
résultats expérimentaux où l’on connaît les distributions de porosité et de perméabilité.
D’un point de vue global, les résultats expérimentaux d’écoulement de fluide en milieu
poreux sont peu nombreux. Dans ces travaux, les résultats sont comparés à ceux de
[46] de l’année 1998. Cela nécessite de mettre en place une stratégie pour mesurer
localement les différentes quantités physiques que sont la vitesse de fluide, la porosité
et la perméabilité. Ces expérimentations permettraient également de mesurer les
gradients de porosité et d’étudier plus en détail leurs influences sur l’écoulement de
fluide.

3. La troisième perspective vise à faire le lien entre différentes méthodes de changement
d’échelles existantes. Cette démarche permet d’apporter des éléments de comparaison
entre les méthodes de changement d’échelle qui ont chacune leurs communautés
scientifiques dédiées. On peut notamment prendre exemple sur [32] où l’on trouve
une comparaison entre la technique de prise de moyenne volumique avec résolution
d’un problème de fermeture et la théorie de l’homogénéisation.
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Annexe A

Fichiers de code

1 tmp<fvVectorMatrix> tUEqn

2 (

3 fvm::div(fvc::interpolate(1./epsilon)*fvc::interpolate(1./epsilon)*phi, U)//

1./epsilon/epsilon * fvm::div(phi, U) sans les variations de porosite

4 + 1./epsilon/epsilon/epsilon*((U*U)&fvc::grad(epsilon))

5 - fvm::laplacian(nu*(1./epsilon), U)//1./epsilon*fvm::laplacian(nu, U) sans

les variations de porosite

6 + fvm::Sp(nu/epsilon/epsilon*fvc::laplacian(epsilon), U)

7 - fvm::Sp(2.*nu/epsilon/epsilon/epsilon*magSqr(fvc::grad(epsilon)), U)

8 + nu/epsilon/epsilon*(fvc::grad(U)&fvc::grad(epsilon))

9 - nu/epsilon*(fvc::grad(U/epsilon)&fvc::grad(epsilon))

10 - nu/epsilon*(((fvc::grad(U/epsilon))().T())&fvc::grad(epsilon))

11 + fvm::Sp(beta*nu*(1.-epsilon)*(1.-epsilon)/epsilon/epsilon/epsilon, U)

12 + fvm::Sp(betaa*Cf*(1.-epsilon)/sqrt(epsilon)/epsilon*mag(U), U)

13 );

14 fvVectorMatrix& UEqn = tUEqn.ref();

15 UEqn.relax();

16 if (simple.momentumPredictor())

17 {

18 solve

19 (

20 UEqn

21 ==

22 fvc::reconstruct

23 (

24 (

25 - fvc::snGrad(p)

26 )*mesh.magSf()

27 )

28 );

29 }

Code A.1 – Fichier UEqn.H

1

2 {

3 volScalarField rAU(1.0/UEqn.A());

4 surfaceScalarField rAUf("(1|A(U))", fvc::interpolate(rAU));

5 volVectorField HbyA("HbyA", U);

6 HbyA = rAU*UEqn.H();

135



7 tUEqn.clear();

8

9 surfaceScalarField phiHbyA

10 (

11 "phiHbyA",

12 (fvc::interpolate(HbyA) & mesh.Sf())

13 );

14

15 adjustPhi(phiHbyA, U, p);

16

17 while (simple.correctNonOrthogonal())

18 {

19 fvScalarMatrix pEqn

20 (

21 fvm::laplacian(rAUf, p) == fvc::div(phiHbyA)

22 );

23 pEqn.setReference(pRefCell, pRefValue);

24 pEqn.solve();

25 if (simple.finalNonOrthogonalIter())

26 {

27 phi = phiHbyA - fvc::snGrad(p)*mesh.magSf()*rAUf;

28 p.relax();

29 U = HbyA + rAU*fvc::reconstruct((fvc::snGrad(p)*mesh.magSf()

*rAUf )/rAUf ) ;

30 U.correctBoundaryConditions();

31 }

32 }

33 }

Code A.2 – Fichier pEqn.H

1 /*--------------------------------*- C++ -*----------------------------------*\

2 | ========= | |

3 | \\ / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox |

4 | \\ / O peration | Version: 2.2.1 |

5 | \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM.org |

6 | \\/ M anipulation | |

7 \*---------------------------------------------------------------------------*/

8 FoamFile

9 {

10 version 2.0;

11 format ascii;

12 class dictionary;

13 location "system";

14 object fvSolution;

15 }

16 // * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * //

17

18 solvers

19 {

20 "(p|pa)"

21 {

22 solver PCG;

23 preconditioner DIC;

24 tolerance 1e-08;

25 relTol 0.01;
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26 maxIter 5000;

27 }

28

29 "(U|Ua)"

30 {

31 solver PBiCGStab;

32 preconditioner DILU;

33 tolerance 1e-7;

34 relTol 0.1;

35 }

36 }

37

38 SIMPLE

39 {

40 nUCorrectors 0;

41 nNonOrthogonalCorrectors 0;//1 pour le cas du "channelling"

42 pRefCell 0;

43 pRefValue 0;

44 momentumPredictor yes;

45 residualControl

46 {

47 p 1e-6;

48 U 1e-5;

49 }

50 }

51

52 relaxationFactors

53 {

54 fields

55 {

56 "(p)" 0.7;//O.2 en optimisation topologique

57 "(pa)" 0.5;//O.2 en optimisation topologique

58 alpha 0.1;//variable de conception

59 }

60 equations

61 {

62 "(U)" 0.2;//O.3 en optimisation topologique

63 "(Ua)" 0.2;//O.3 en optimisation topologique

64 }

65 }

66 // ************************************************************************* //

Code A.3 – Fichier fvSolution

1 /*--------------------------------*- C++ -*----------------------------------*\

2 | ========= | |

3 | \\ / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox |

4 | \\ / O peration | Version: 2.2.1 |

5 | \\ / A nd | Web: www.OpenFOAM.org |

6 | \\/ M anipulation | |

7 \*---------------------------------------------------------------------------*/

8 FoamFile

9 {

10 version 2.0;

11 format ascii;

12 class dictionary;
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13 location "system";

14 object fvSchemes;

15 }

16 // * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * //

17

18 ddtSchemes

19 {

20 default steadyState;

21 }

22

23 gradSchemes

24 {

25 default Gauss cubic;//Gauss linear en optimisation topologique

26 }

27

28 divSchemes

29 {

30 default none;

31 div((interpolate((1|epsilon))*phi),U)

Gauss upwind;

32 div((nu*dev2(grad(U).T())))

Gauss linear;

33 div((-phi*interpolate((1|epsilon))),Ua) Gauss

limitedLinear 1.0 ;

34 div((nu*(grad(epsilon)*Ua))) Gauss linear

;

35 div((nu*(Ua*grad(epsilon)))) Gauss linear

;

36 div((((2*nu)|epsilon)*(Ua*grad(epsilon))))

Gauss linear;

37 div(((interpolate((1|epsilon))*interpolate((1|epsilon)))*phi),U)

Gauss upwind;

38 div(((1|interpolate((1|(1|epsilon))))*phi),U)

Gauss linear;

39 div((nu*(grad((U|epsilon)).T()&Ua))) Gauss

linear;

40 div((((2|epsilon)*nu)*(grad(U).T()&Ua))) Gauss

linear;

41 div(((p|epsilon)*Ua)) Gauss linear;

42 div((((nu|epsilon)|epsilon)*(Ua*grad(epsilon))))

Gauss linear;

43 div((nu*(grad((U|epsilon))&Ua))) Gauss

linear;

44 div((Ua*grad(epsilon))) Gauss linear;

45 div((((1|interpolate((1|(1|epsilon))))*(1|interpolate((1|(1|epsilon)))))*phi

),U) Gauss upwind;

46 div((((((1|epsilon)|epsilon)|epsilon)*nu)*((U*U).T()&Ua)))

Gauss linear;

47 div(((-phi*(1|interpolate((1|(1|epsilon)))))*(1|interpolate((1|(1|epsilon)))

)),Ua) Gauss upwind;

48 div(((((1|epsilon)|epsilon)|epsilon)*((U*U).T()&Ua)))

Gauss linear;

49 }

50

51 laplacianSchemes
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52 {

53 default Gauss linear limited corrected 0.5;

54 }

55

56 interpolationSchemes

57 {

58 default none;

59 interpolate(U) linear;

60 interpolate(HbyA) reverseLinear;

61 flux(U) linear;

62 interpolate((1|epsilon)) harmonic;

63 interpolate((1|A(U))) harmonic;

64 interpolate(p) linear;

65 }

66

67 snGradSchemes

68 {

69 default corrected;

70 }

71

72 fluxRequired

73 {

74 default no;

75 p;

76 pa;

77 }

78 // ************************************************************************* //

Code A.4 – Fichier fvSchemes
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Annexe B

Forme réduite du modèle d’écoulement de
fluide utilisée en optimisation
topologique

Je présente dans cette annexe un développement qui permet d’obtenir une forme réduite
de l’équation de bilan de la quantité de mouvement du fluide grâce à une estimation des
ordres de grandeur de chaque terme. Ce développement est mené dans le cas où le nombre de
Reynolds est ReH = 1000 où l’indiceH est précisé pour indiquer une longueur caractéristique
de référence à l’échelle macroscopique (voir 1.5.5 pour une discussion sur le nombre de
Reynolds).

L’équation (1.25) représente la contrainte d’échelle de longueur caractéristique quand
l’hétérogénéité d’un milieu poreux est significative :

Lf luide ≤ r0 ∼ Lε,Lu, (B.1)

où r0 est le rayon de l’E.V.R., Lf luide est la longueur caractéristique d’un pore, Lε est la lon-
gueur caractéristique associée à la variation macroscopique de porosité et Lu est la longueur
caractéristique associée à la variation macroscopique de vitesse. On note par 4 la variation
d’une quantité et on a :

4ε = O (1) , u = O (U) et donc 4u = O (U) , (B.2)

avec U une vitesse caractéristique. On voit dans [109] :

∇φ = O
(
4φ
Lφ

)
, (B.3)

où φ est une quantité physique et Lφ son échelle de longueur caractéristique. On introduit
de nouveau l’équation de bilan de la quantité de mouvement de fluide dans le milieu poreux
présenté au chapitre 2, dans sa forme sans dimension (2.63) :

1
ε
∂u
∂t

+∇ ·
( 1
ε2 uu

)
+

1
ε3 (u u) · ∇ε+∇pf −∇ ·

( 1
εRe
∇u

)
+

u
ε2Re

∆ε

−
(

2u
ε3Re

|∇ε|2 − 1
ε2Re

∇u · ∇ε+
1
εRe
∇
(u
ε

)
· ∇ε+

1
εRe

[
∇
(u
ε

)]T
· ∇ε

)
= −

β(1− ε)2

Re ε3 u−
β1/2(1− ε)

ε3/2
cF |u|u.

(B.4)
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Cette équation (B.4) permet de retrouver l’équation de Navier-Stokes dans le fluide et est
valable dans un milieu poreux comme a pu le justifier les cas d’applications du chapitre 3.
On observe que le nombre de Reynolds se trouve au dénominateur pour de nombreux termes.
On choisit donc de réaliser une estimation des ordres de grandeur des termes de l’équation
(B.4) grâce aux relations (B.1), (B.2) et (B.3). En considérant :

Lu ∼ Lε = L0, (B.5)

on obtient les résultats suivants :

∇
(u
ε

)
=
∇u
ε

+ u ∇
(1
ε

)
=
∇u
ε
− u ∇ε

ε2 = O
(
U
ε Lu

− U

ε2 Lε

)
= O

(
U

ε2 L0

)
, (B.6)

∇ ·
( 1
ε2 u u

)
=

1
ε2 ∇ · (u u) + u u · ∇

( 1
ε2

)
=

1
ε2 ∇ · (u u)− 2

ε3 u u · ∇ε = O
(
U2

ε3 L0

)
, (B.7)

1
ε3 u u · ∇ε = O

(
U2

ε3 L0

)
, (B.8)

β1/2 cF (1− ε)
ε3/2

u · |u| = O
(√
β

cF (1− ε)
ε3/2

U2
)

= O
(√
βL0

(
U2

ε3 L0

))
, (B.9)

β
(1− ε)2

ε3 Re
u = O

(
β

(1− ε)2

ε3 Re
U

)
= O

(
β L0

U Re

(
U2

ε3L0

))
, (B.10)

∇ ·
( 1
ε Re

∇u
)

=
1

ε2 Re
(ε∆u−∇u ∇ε) = O

(
1

ε2 Re
U

L2
0

)
, (B.11)

1
ε2 Re

∇u · ∇ε = O
(

1
ε2 Re

U

L2
0

)
, (B.12)

1
ε Re

∇
(u
ε

)
· ∇ε = O

(
1

ε3 Re
U

L2
0

)
, (B.13)

1
ε Re

[
∇
(u
ε

)]T
· ∇ε = O

(
1

ε3 Re
U

L2
0

)
, (B.14)

1
ε2 Re

u ∆ε = O
(

1
ε2 Re

U

L2
0

)
, (B.15)

2
ε3 Re

u |∇ε|2 = O
(

2
ε3 Re

U

L2
0

)
. (B.16)

J’introduis les hypothèses suivantes sur β, U, L0, Re :√
βL0 ≥ 1, U ≥ 1,

β L0

Re
≥ 1, (B.17)
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ce qui permet d’obtenir que les termes de Forchheimer (B.9) et de Darcy (B.10) soient du
même ordre de grandeur que le terme de convection (B.7). L’hypothèse (B.17) indique que
β, U, L0 et Re ne sont pas trop petits. On note que ε ≤ 1 donc on a :

1
ε2 Re

U

L2
0

≤ 1
ε3 Re

U

L2
0

. (B.18)

Et, si L0Re� 1, on en déduit :

1
ε3 Re

U

L2
0

� U

ε3 L0
≤ U2

ε3 L0
, (B.19)

ce qui permet de dire que les termes suivants deviennent négligeables dans l’équation (B.4) :

1. ∇ ·
( 1
ε Re

∇u
)

2.
1

ε2 Re
∇u · ∇ε

3.
1
ε Re

∇
(u
ε

)
· ∇ε

4.
1
ε Re

[
∇
(u
ε

)]T
· ∇ε

5.
1

ε2 Re
u ∆ε

6.
2

ε3 Re
u |∇ε|2

Je souhaite maintenir la présence du terme de Brinkman ∇·
( 1
ε Re

∇u
)

dans l’équation de bilan

de la quantité de mouvement du fluide dans le milieu poreux, car ce terme est nécessaire
pour retrouver l’équation de Stokes ou de Navier-Stokes dans le fluide. Pour résumer, les
restrictions utilisées sont :

Lu ∼ Lε = L0, U ≥ 1,
√
βL0 ≥ 1,

β L0

Re
≥ 1 et L0Re� 1. (B.20)

En régime permanent, la forme réduite suivante qui sera utilisée dans les procédures d’opti-
misation topologique est :

∇ ·
( 1
ε2 u u

)
+

1
ε3 u u · ∇ε+∇pf −∇ ·

( 1
ε Re

∇u
)

= −β (1− ε)2

ε3 Re
u− β1/2 cF (1− ε)

ε3/2
u · |u|.

(B.21)
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Annexe C

Annulation des dérivées de Fréchet du
Lagrangien dans le cas (a)

L’équation de bilan de la quantité de mouvement de fluide est représentée par (4.27) :

∇ ·
( 1
ε2 u u

)
+

1
ε3 u u · ∇ε+∇pf −∇ ·

( 1
ε Re

∇u
)

= −β (1− ε)2

ε3 Re
u− β1/2 cF (1− ε)

ε3/2
u · |u|.

(C.1)

J’utilise la même méthodologie que celle donnée dans [87] :

∂L
∂p

δp =
∫
Ω

∂JΩ
∂p

δp dΩ +
∫
Γ

∂JΓ
∂p

δp dΓ −
∫
Γ

δp u∗ ·n dΓ +
∫
Ω

δp ∇ ·u∗ dΩ = 0 (C.2)

143



∂L
∂u

δu =
∫
Ω

∂JΩ
∂u

δu dΩ +
∫
Γ

∂JΓ
∂u

δu dΓ −
∫
Ω

p∗ ∇ · δu dΩ︸             ︷︷             ︸
T1

−
∫
Ω

u∗ ·


δu
ε2 ∇ ·u︸   ︷︷   ︸

= 0

+
u
ε2 ∇ · δu︸    ︷︷    ︸

T2

+∇
(δu
ε2

)
u︸    ︷︷    ︸

T3

+∇
( u
ε2

)
δu︸     ︷︷     ︸

T4

 dΩ

−
∫
Ω

u∗ ·


1
ε3 ∇ · (ε δu u)︸           ︷︷           ︸

T5

+
1
ε3 ∇ · (ε u δu)︸           ︷︷           ︸

T6

− 1
ε2 ∇ · (δu u)︸         ︷︷         ︸

T7

− 1
ε2 ∇ · (u δu)︸         ︷︷         ︸

T8

 dΩ

+
∫
Ω

u∗ · ∇ ·
( 1
ε Re

∇δu
)

dΩ︸                            ︷︷                            ︸
T9

−
∫
Ω
β

(1− ε)2

ε3 Re
u∗ · δu dΩ−

∫
Ω
β1/2 cF (1− ε)

ε3/2
δu ·

[
|u| u∗ + (u ·u∗)

|u|
u
]

dΩ

= 0

(C.3)

T1 :

−
∫
Ω

p∗ ∇ · δu dΩ = −
∫
Γ

p∗ δu ·n dΓ +
∫
Ω

δu · ∇p∗ dΩ (C.4)

T2 :

−
∫
Ω

( 1
ε2 u∗ ·u

)
∇ · δu dΩ = −

∫
Γ

( 1
ε2 u∗ ·u

)
δu ·n dΓ +

∫
Ω

δu · ∇
( 1
ε2 u∗ ·u

)
dΩ (C.5)

T3 :

−
∫
Ω

u∗ ·
[
∇
(δu
ε2

)
u
]

dΩ

= −
∫
Ω

u∗ · (u · ∇)
δu
ε2 dΩ = −

∫
Ω

u∗j (ui ∂i)
δuj
ε2 dΩ = −

∫
Ω
∂i

(
u∗j ui

δuj
ε2

)
dΩ+

∫
Ω

δuj
ε2 ∂i(u∗j ui) dΩ

= −
∫
Γ

u∗j
δuj
ε2 ui ni dΓ +

∫
Ω

δuj
ε2 (ui ∂i)u∗j dΩ = −

∫
Γ

δu
ε2 · [(u ·n) u∗] dΓ +

∫
Ω

δu
ε2 · (u · ∇)u∗ dΩ

(C.6)
T4 :

−
∫
Ω

u∗ ·
[
∇
( u
ε2

)
δu

]
dΩ = −

∫
Ω

[
∇
( u
ε2

)]T
u∗ · δu dΩ (C.7)
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T5 :

−
∫
Ω

u∗

ε3 · ∇ · (ε δu u) dΩ = −
∫
Ω

u∗

ε3 · ∇(ε δu)u dΩ = −
∫
Ω

u∗j
ε3 ui ∂i(ε δuj) dΩ

= −
∫
Γ
δu · u

∗

ε2 (u ·n) dΓ +
∫
Ω
ε δu · ∇

(u∗

ε3

)
u dΩ

(C.8)

T6 :

−
∫
Ω

u∗

ε3 · ∇ · (ε u δu) dΩ = −
∫
Ω

u∗ ·u
ε2 ∇ · δu dΩ−

∫
Ω

u∗

ε3 · ∇(ε u)δu dΩ

= −
∫
Γ

u∗ ·u
ε2 δu ·n dΓ +

∫
Ω
δu · ∇

(u∗ ·u
ε2

)
dΩ−

∫
Ω
δu · [∇(ε u)]T u∗

ε3 dΩ
(C.9)

T7 est similaire à T5 :

∫
Ω

u∗

ε2 · ∇ · (δu u) dΩ =
∫
Ω

u∗

ε2 · ∇(δu)u dΩ =
∫
Ω

u∗j
ε2 ui ∂i(δuj) dΩ

=
∫
Γ
δu · u

∗

ε2 (u ·n) dΓ −
∫
Ω
δu · ∇

(u∗

ε2

)
u dΩ

(C.10)

T8 est similaire à T6 :∫
Ω

u∗

ε2 · ∇ · (u δu) dΩ =
∫
Ω

u∗ ·u
ε2 ∇ · δu dΩ+

∫
Ω

u∗

ε2 · ∇(u)δu dΩ

=
∫
Γ

u∗ ·u
ε2 δu ·n dΓ −

∫
Ω
δu · ∇

(u∗ ·u
ε2

)
dΩ+

∫
Ω
δu · [∇(u)]T u∗

ε2 dΩ
(C.11)

T9 :∫
Ω

u∗·∇·
( 1
ε Re

∇δu
)

dΩ =
∫
Γ

u∗· 1
ε Re

∇δu n dΓ−
∫
Γ

1
ε Re

δu·∇u∗ n dΓ+
∫
Ω

δu·∇·
( 1
ε Re

∇u∗
)

dΩ

(C.12)

Donc on obtient une première écriture du problème adjoint :

−∂JΩ
∂p

= ∇ ·u∗ dans Ω

−∂JΩ
∂u

= ∇p∗ +∇
( 1
ε2 u∗ ·u

)
+

1
ε2 · (u · ∇)u∗ −

[
∇
( u
ε2

)]T
u∗ + ε ∇

(u∗

ε3

)
u− [∇(ε u)]T u∗

ε3

−∇
(u∗

ε2

)
u + [∇(u)]T u∗

ε2 +∇ ·
( 1
ε Re

∇u∗
)
− β (1− ε)2

ε3 Re
u∗ − β1/2 cF (1− ε)

ε3/2

[
|u| u∗ + (u ·u∗)

|u|
u
]

dans Ω

(C.13)
J’effectue les transformations suivantes :
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ε ∇
(u∗

ε3

)
u = ε ∇ ·

( 1
ε3 u∗ u

)
= ∇ ·

( 1
ε2 u∗ u

)
− 1
ε3 u∗ u · ∇ε

−∇
(u∗

ε2

)
u = −∇ ·

( 1
ε2 u∗ u

)
∇
( 1
ε2 u∗ ·u

)
= [∇(u∗)]T u

ε2 +
[
∇
( u
ε2

)]T
u∗

La forme finale du problème adjoint est :

−∂JΩ
∂p

= ∇ ·u∗ in Ω

−∂JΩ
∂u

= ∇p∗ + [∇(u∗)]T u
ε2 +

1
ε2 · (u · ∇)u∗ − 1

ε3 u∗ u · ∇ε − [∇(ε u)]T u∗

ε3

+[∇(u)]T u∗

ε2 +∇ ·
( 1
ε Re

∇u∗
)
− β (1− ε)2

ε3 Re
u∗ − β1/2 cF (1− ε)

ε3/2

[
|u| u∗ + (u ·u∗)

|u|
u
]

in Ω

(C.14)
Pour les conditions aux limites du problème adjoint :
Sur Γin :

−p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n− 1

ε2 · [(u ·n) u∗]− 1
ε Re

∇u∗ n = −∂JΓ
∂u

+Φin

−u∗ ·n = −∂JΓ
∂p
⇒− u∗ ·n = u ·n

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = 0

(C.15)

Sur Γout :

−p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n− 1

ε2 · [(u ·n) u∗]− 1
ε Re

∇u∗ n = −∂JΓ
∂u

−u∗ ·n = −∂JΓ
∂p

+ϕ⇒− u∗ ·n = u ·n +ϕ

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = ∂nu ·Φout

(C.16)

Sur Γw :

−p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n− 1

ε2 · [(u ·n) u∗]− 1
ε Re

∇u∗ n = −∂JΓ
∂u

+Φw

−u∗ ·n = −∂JΓ
∂p
⇒− u∗ ·n = u ·n

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = 0

(C.17)
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Sur Γw et Γin :

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = 0⇔ 1
ε Re

∂nδu ·u∗ = 0

⇒ 1
ε Re

[(∂nδu)n u∗n + (∂nδu)t u∗t] = 0

⇒ 1
ε Re

[(∇ · δu−∇Γ · δut −κ δun)|Γ u∗n + (∂nδu)t u∗t] = 0

Pour la vitesse u, on a ∇ ·u = 0 donc on considère : ∇ · δu = 0

En imposant δu = 0 sur Γw et Γin :

⇒ 1
ε Re

(∂nδu)t u∗t = 0 donc : u∗t = 0

Pour Γout :

− p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n−

( 1
ε2 u ·n

)
u∗ = −∂JΓ

∂u

− p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n−

( 1
ε2 u ·n

)
u∗ =

(
p +

1
2
|u|2

)
n + (u ·n) u

(C.18)

Pour la condition d’optimalité :

∂L
∂α

δα =
∫
Ω

∂JΩ
∂α

δα dΩ +
∫
Γ

∂JΓ
∂α

δα dΓ +
∫
Ω

2 u∗ · ∇ ·
(
∂ε(α)
ε3(α)

δα u u
)

dΩ︸                                   ︷︷                                   ︸
T1

+
∫
Ω

3 ∂ε(α)
ε4(α)

δα u∗ · (u u · ∇ε(α)) dΩ −
∫
Ω

1
ε3(α)

u∗ · (u u · ∇(∂ε(α) δα)) dΩ︸                                         ︷︷                                         ︸
T2

−
∫
Ω

u∗ · ∇ ·
(
∂ε(α)
ε2(α) Re

δα ∇u
)

dΩ︸                                    ︷︷                                    ︸
T3

+
∫
Ω

u∗ ·u
2 β (1− ε(α)) ∂ε(α)

ε3(α) Re
δα dΩ

+
∫
Ω

u∗ ·u
3 β (1− ε(α))2 ∂ε(α)

ε4(α) Re
δα dΩ +

∫
Ω

u∗ ·u|u|
β1/2 ∂ε(α) cF

ε3/2(α)
δα dΩ

+
∫
Ω

3
2

u∗ ·u|u|
β1/2 cF (1− ε(α)) ∂ε(α)

ε3/2(α)
δα dΩ

(C.19)

T1 :∫
Ω

2 u∗·∇·
(
∂ε(α)
ε3(α)

δα u u
)

dΩ =
∫
Γ

2
∂ε(α)
ε3(α)

δα [u u]T u∗·n dΓ −
∫
Ω

2
∂ε(α)
ε3(α)

δα u u : [∇u∗]T dΩ

(C.20)
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T2 :

−
∫
Ω

1
ε3(α)

u∗ · (u u · ∇(∂ε(α) δα)) dΩ = −
∫
Ω

1
ε3(α)

[u u]T u∗ · ∇(∂ε(α) δα) dΩ

= −
∫
Γ

1
ε3(α)

[
[u u]T u∗ ·n

]
∂ε(α) δα dΓ +

∫
Ω
∇ ·

[
1

ε3(α)
[u u]T u∗

]
∂ε(α) δα dΩ

(C.21)

T3 :

−
∫
Ω

u∗·∇·
(
∂ε(α)
ε2(α) Re

δα ∇u
)

dΩ = −
∫
Γ

∂ε(α)
ε2(α) Re

δα [∇u]T u∗·n dΓ +
∫
Ω

∂ε(α)
ε2(α) Re

δα ∇u : [∇u∗]T dΩ

(C.22)

Finalement, le gradient de la fonction objectif J par rapport à la variable de conception α est
donné par :

−∂JΩ
∂α

= −2
∂ε(α)
ε3(α)

u u : [∇u∗]T +∇ ·
[

1
ε3(α)

[u u]T u∗
]
∂ε(α) +

∂ε(α)
ε2(α) Re

∇u : [∇u∗]T

+
3 ∂ε(α)
ε4(α)

u∗ · (u u · ∇ε(α)) + u∗ ·u
2 β (1− ε(α)) ∂ε(α)

ε3(α) Re
+ u∗ ·u

3 β (1− ε(α))2 ∂ε(α)
ε4(α) Re

+u∗ ·u|u|
β1/2 ∂ε(α) cF

ε3/2(α)
+

3
2

u∗ ·u|u|
β1/2 cF (1− ε(α)) ∂ε(α)

ε3/2(α)

−∂JΓ
∂α

= 2
∂ε(α)
ε3(α)

[u u]T u∗ ·n− 1
ε3(α)

[
[u u]T u∗ ·n

]
∂ε(α)− ∂ε(α)

ε2(α) Re
[∇u]T u∗ ·n

(C.23)

Et en imposant ∂αε(α) = 0 sur les frontières, on a
∂JΓ
∂α

= 0.

148



Annexe D

Annulation des dérivées de Fréchet du
Lagrangien dans le cas (b)

L’équation de bilan de la quantité de mouvement de fluide est représentée par (4.28) :

∇ ·
( 1
ε2 u u

)
+∇pf −∇ ·

( 1
ε Re

∇u
)

= −β (1− ε)2

ε3 Re
u− β1/2 cF (1− ε)

ε3/2
u · |u|.

(D.1)

J’utilise la même méthodologie que celle présentée à l’Annexe C.
La forme finale du problème adjoint est :

−∂JΩ
∂p

= ∇ ·u∗ in Ω

−∂JΩ
∂u

= ∇p∗ + [∇(u∗)]T u
ε2 +

1
ε2 · (u · ∇)u∗

+∇ ·
( 1
ε Re

∇u∗
)
− β (1− ε)2

ε3 Re
u∗ − β1/2 cF (1− ε)

ε3/2

[
|u| u∗ + (u ·u∗)

|u|
u
]

in Ω

(D.2)

Pour les conditions aux limites du problème adjoint :
Sur Γin :

−p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n− 1

ε2 · [(u ·n) u∗]− 1
ε Re

∇u∗ n = −∂JΓ
∂u

+Φin

−u∗ ·n = −∂JΓ
∂p
⇒− u∗ ·n = u ·n

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = 0

(D.3)
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Sur Γout :

−p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n− 1

ε2 · [(u ·n) u∗]− 1
ε Re

∇u∗ n = −∂JΓ
∂u

−u∗ ·n = −∂JΓ
∂p

+ϕ⇒− u∗ ·n = u ·n +ϕ

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = ∂nu ·Φout

(D.4)

Sur Γw :

−p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n− 1

ε2 · [(u ·n) u∗]− 1
ε Re

∇u∗ n = −∂JΓ
∂u

+Φw

−u∗ ·n = −∂JΓ
∂p
⇒− u∗ ·n = u ·n

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = 0

(D.5)

Sur Γw et Γin :

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = 0⇔ 1
ε Re

∂nδu ·u∗ = 0

⇒ 1
ε Re

[(∂nδu)n u∗n + (∂nδu)t u∗t] = 0

⇒ 1
ε Re

[(∇ · δu−∇Γ · δut −κ δun)|Γ u∗n + (∂nδu)t u∗t] = 0

Pour la vitesse u, on a ∇ ·u = 0 donc on considère : ∇ · δu = 0

En imposant δu = 0 sur Γw et Γin :

⇒ 1
ε Re

(∂nδu)t u∗t = 0 donc : u∗t = 0

Pour Γout :

− p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n−

( 1
ε2 u ·n

)
u∗ = −∂JΓ

∂u

− p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n−

( 1
ε2 u ·n

)
u∗ =

(
p +

1
2
|u|2

)
n + (u ·n) u

(D.6)

Finalement, le gradient de la fonction objectif J par rapport à la variable de conception α
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est donné par :

−∂JΩ
∂α

= −2
∂ε(α)
ε3(α)

u u : [∇u∗]T +
∂ε(α)
ε2(α) Re

∇u : [∇u∗]T

+u∗ ·u
2 β (1− ε(α)) ∂ε(α)

ε3(α) Re
+ u∗ ·u

3 β (1− ε(α))2 ∂ε(α)
ε4(α) Re

+u∗ ·u|u|
β1/2 ∂ε(α) cF

ε3/2(α)
+

3
2

u∗ ·u|u|
β1/2 cF (1− ε(α)) ∂ε(α)

ε3/2(α)

−∂JΓ
∂α

= 2
∂ε(α)
ε3(α)

[u u]T u∗ ·n− ∂ε(α)
ε2(α) Re

[∇u]T u∗ ·n

(D.7)

Et en imposant ∂αε(α) = 0 sur les frontières, on a
∂JΓ
∂α

= 0.
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Annexe E

Annulation des dérivées de Fréchet du
Lagrangien dans le cas (c)

L’idée est de négliger tous les termes de gradient de porosité. L’équation de bilan de la
quantité de mouvement de fluide est représentée par (3.8) et (4.29) :

1
ε2 ∇ · (uu) +∇pf − 1

ε
∇ ·

( 1
Re
∇u

)
+
β(1− ε)2

Re ε3 u +
β1/2(1− ε)

ε3/2
cF |u|u = 0. (E.1)

J’utilise la même méthodologie que celle présentée à l’Annexe C.
La forme finale du problème adjoint est :

−∂JΩ
∂p

= ∇ ·u∗ in Ω

−∂JΩ
∂u

= ∇p∗ + [∇(u∗)]T u
ε2 +

1
ε2 · (u · ∇)u∗

+
1
ε
∇ ·

( 1
Re
∇u∗

)
− β (1− ε)2

ε3 Re
u∗ − β1/2 cF (1− ε)

ε3/2

[
|u| u∗ + (u ·u∗)

|u|
u
]

in Ω

(E.2)

Pour les conditions aux limites du problème adjoint :
Sur Γin :

−p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n− 1

ε2 · [(u ·n) u∗]− 1
ε Re

∇u∗ n = −∂JΓ
∂u

+Φin

−u∗ ·n = −∂JΓ
∂p
⇒− u∗ ·n = u ·n

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = 0

(E.3)
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Sur Γout :

−p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n− 1

ε2 · [(u ·n) u∗]− 1
ε Re

∇u∗ n = −∂JΓ
∂u

−u∗ ·n = −∂JΓ
∂p

+ϕ⇒− u∗ ·n = u ·n +ϕ

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = ∂nu ·Φout

(E.4)

Sur Γw :

−p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n− 1

ε2 · [(u ·n) u∗]− 1
ε Re

∇u∗ n = −∂JΓ
∂u

+Φw

−u∗ ·n = −∂JΓ
∂p
⇒− u∗ ·n = u ·n

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = 0

(E.5)

Sur Γw et Γin :

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = 0⇔ 1
ε Re

∂nδu ·u∗ = 0

⇒ 1
ε Re

[(∂nδu)n u∗n + (∂nδu)t u∗t] = 0

⇒ 1
ε Re

[(∇ · δu−∇Γ · δut −κ δun)|Γ u∗n + (∂nδu)t u∗t] = 0

Pour la vitesse u, on a ∇ ·u = 0 donc on considère : ∇ · δu = 0

En imposant δu = 0 sur Γw et Γin :

⇒ 1
ε Re

(∂nδu)t u∗t = 0 donc : u∗t = 0

Pour Γout :

− p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n−

( 1
ε2 u ·n

)
u∗ = −∂JΓ

∂u

− p∗ n−
( 1
ε2 u∗ ·u

)
n−

( 1
ε2 u ·n

)
u∗ =

(
p +

1
2
|u|2

)
n + (u ·n) u

(E.6)

Finalement, le gradient de la fonction objectif J par rapport à la variable de conception α
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est donné par :

−∂JΩ
∂α

= −2
∂ε(α)
ε3(α)

u u : [∇u∗]T +
∂ε(α)
ε2(α) Re

∇u : [∇u∗]T

+u∗ ·u
2 β (1− ε(α)) ∂ε(α)

ε3(α) Re
+ u∗ ·u

3 β (1− ε(α))2 ∂ε(α)
ε4(α) Re

+u∗ ·u|u|
β1/2 ∂ε(α) cF

ε3/2(α)
+

3
2

u∗ ·u|u|
β1/2 cF (1− ε(α)) ∂ε(α)

ε3/2(α)

−∂JΓ
∂α

= 2
∂ε(α)
ε3(α)

[u u]T u∗ ·n− ∂ε(α)
ε2(α) Re

[∇u]T u∗ ·n

(E.7)

Et en imposant ∂αε(α) = 0 sur les frontières, on a
∂JΓ
∂α

= 0.
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Annexe F

Annulation des dérivées de Fréchet du
Lagrangien dans le cas (d)

L’idée est d’utiliser une équation de Brinkman. L’équation de bilan de la quantité de
mouvement de fluide est représentée par (4.30) :

∇ · (uu) +∇pf − 1
ε
∇ ·

( 1
Re
∇u

)
+
β(1− ε)2

Re ε3 u = 0. (F.1)

J’utilise la même méthodologie que celle présentée à l’Annexe C.
La forme finale du problème adjoint est :

−∂JΩ
∂p

= ∇ ·u∗ in Ω

−∂JΩ
∂u

= ∇p∗ + [∇(u∗)]T u + (u · ∇)u∗

+
1
ε
∇ ·

( 1
Re
∇u∗

)
− β (1− ε)2

ε3 Re
u∗ in Ω

(F.2)

Pour les conditions aux limites du problème adjoint :
Sur Γin :

−p∗ n− (u∗ ·u) n− [(u ·n) u∗]− 1
ε Re

∇u∗ n = −∂JΓ
∂u

+Φin

−u∗ ·n = −∂JΓ
∂p
⇒− u∗ ·n = u ·n

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = 0

(F.3)

155



Sur Γout :

−p∗ n− (u∗ ·u) n− [(u ·n) u∗]− 1
ε Re

∇u∗ n = −∂JΓ
∂u

−u∗ ·n = −∂JΓ
∂p

+ϕ⇒− u∗ ·n = u ·n +ϕ

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = ∂nu ·Φout

(F.4)

Sur Γw :

−p∗ n− (u∗ ·u) n− [(u ·n) u∗]− 1
ε Re

∇u∗ n = −∂JΓ
∂u

+Φw

−u∗ ·n = −∂JΓ
∂p
⇒− u∗ ·n = u ·n

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = 0

(F.5)

Sur Γw et Γin :

u∗ · 1
ε Re

∇δu n = 0⇔ 1
ε Re

∂nδu ·u∗ = 0

⇒ 1
ε Re

[(∂nδu)n u∗n + (∂nδu)t u∗t] = 0

⇒ 1
ε Re

[(∇ · δu−∇Γ · δut −κ δun)|Γ u∗n + (∂nδu)t u∗t] = 0

Pour la vitesse u, on a ∇ ·u = 0 donc on considère : ∇ · δu = 0

En imposant δu = 0 sur Γw et Γin :

⇒ 1
ε Re

(∂nδu)t u∗t = 0 donc : u∗t = 0

Pour Γout :

− p∗ n− (u∗ ·u) n− (u ·n) u∗ = −∂JΓ
∂u

− p∗ n− (u∗ ·u) n− (u ·n) u∗ =
(
p +

1
2
|u|2

)
n + (u ·n) u

(F.6)

Finalement, le gradient de la fonction objectif J par rapport à la variable de conception α
est donné par :

−∂JΩ
∂α

=
∂ε(α)
ε2(α) Re

∇u : [∇u∗]T + u∗ ·u
2 β (1− ε(α)) ∂ε(α)

ε3(α) Re
+ u∗ ·u

3 β (1− ε(α))2 ∂ε(α)
ε4(α) Re

−∂JΓ
∂α

= − ∂ε(α)
ε2(α) Re

[∇u]T u∗ ·n

(F.7)
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Et en imposant ∂αε(α) = 0 sur les frontières, on a
∂JΓ
∂α

= 0.
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Annexe G

Tableaux des résultats d’optimisation
topologique

Les valeurs des résidus de calcul sur J ont été calculés par :

Résidu de calcul sur J = |Javant-dernière itération − Jdernière itération|. (G.1)

Tableau G.1 – Résidus de calcul sur J pour les modèles (a) et (e) avec Da = 5E-5 (géométrie 1).
γ Cas (e) Cas (a) ε = 0,9 Cas (a) ε = 0,8 Cas (a) ε = 0,7 Cas (a) ε = 0,6

1E0 <1E-7 <1E-7 <1E-7 <1E-7 <1E-7
1E1 <1E-7 <1E-7 <1E-7 <1E-7 –
1E2 <1E-7 <1E-7 <1E-7 – –
1E3 <1E-7 1E-7 1E-7 – –
1E4 <1E-7 <1E-7 – – –
1E5 <1E-7 – – – –

Tableau G.2 – Nombre d’itérations (temps de calcul nécessaires en heures) pour les modèles
(a) et (e) avec Da = 5E-5 (géométrie 1).

γ Cas (e) Cas (a) ε = 0,9 Cas (a) ε = 0,8 Cas (a) ε = 0,7 Cas (a) ε = 0,6
1E0 50464 (28h) 88607 (17h) 113999 (23h) 180787 (41h) 201242 (35h)
1E1 39929 (20h) 81240 (15h) 82696 (16h) 489644 (6h) –
1E2 30533 (14h) 62465 (10h) 73571 (13h) – –
1E3 30028 (13h) 331284 (3h) 32575 (6h) – –
1E4 145926 (44h) 143720 (22h) – – –
1E5 113388 (35h) – – – –
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Tableau G.3 – Résidus de calcul sur J (géométrie 1).
ε β Da Cas (a) Cas (b) Cas (c) Cas (d)

0,9 7290000 1E-5 1E-7 <1E-7 <1E-7 2E-7
0,8 1280000 1E-5 <1E-7 1E-7 <1E-7 1E-7
0,7 381111 1E-5 <1E-7 – <1E-7 1E-7
0,6 135000 1E-5 <1E-7 <1E-7 <1E-7 1E-7
0,5 50000 1E-5 <1E-7 1E-7 <1E-7 1E-7
0,3 1000000 6E-8 <1E-7 1E-7 – <1E-7
0,3 100000 6E-7 – <1E-7 – 1E-7
0,5 1000000 5E-7 <1E-7 <1E-7 <1E-7 <1E-7
0,5 100000 5E-6 <1E-7 <1E-7 <1E-7 1E-7
0,5 20000 3E-5 <1E-7 – 1E-7 1E-7
0,8 1000000 1E-5 <1E-7 <1E-7 <1E-7 1E-7
0,8 100000 1E-4 <1E-7 – <1E-7 1E-7
0,8 20000 6E-4 <1E-7 – 1E-7 1E-7

Tableau G.4 – Résidus de calcul sur J (géométrie 2).
ε β Da Cas (a) Cas (b) Cas (c) Cas (d)

0,9 7290000 1E-5 <1E-7 – <1E-7 <1E-7
0,8 1280000 1E-5 <1E-7 – <1E-7 <1E-7
0,7 381111 1E-5 <1E-7 – <1E-7 1E-7
0,6 135000 1E-5 <1E-7 – <1E-7 1E-7
0,5 50000 1E-5 <1E-7 – <1E-7 <1E-7
0,3 1000000 6E-8 1E-7 – <1E-7 –
0,3 100000 6E-7 – – <1E-7 1E-7
0,5 1000000 5E-7 <1E-7 1E-7 1E-7 <1E-7
0,5 100000 5E-6 <1E-7 <1E-7 1E-7 1E-7
0,5 20000 3E-5 <1E-7 1E-7 <1E-7 <1E-7
0,8 1000000 1E-5 1E-7 <1E-7 2E-7 1E-7
0,8 100000 1E-4 1E-7 1E-7 2E-7 <1E-7
0,8 20000 6E-4 1E-7 <1E-7 2E-7 <1E-7
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Tableau G.5 – Nombre d’itérations (temps de calcul nécessaires en heures) pour la géométrie
1.

ε β Da Cas (a) Cas (b) Cas (c) Cas (d)
0,9 7290000 1E-5 157813 (28h) 166190 (29h) 167917 (29h) 64939 (18h)
0,8 1280000 1E-5 288672 (56h) 200740 (37h) 226979 (40h) 63023 (17h)
0,7 381111 1E-5 210688 (42h) – 184143 (31h) 72562 (20h)
0,6 135000 1E-5 211088 (34h) 208727 (35h) 75852 (15h) 57521 (15h)
0,5 50000 1E-5 207864 (36h) 215040 (38h) 76561 (16h) 64716 (17h)
0,3 1000000 6E-8 103863 (19h) 104214 (19h) – 183664 (35h)
0,3 100000 6E-7 – 194614 (36h) – 55782 (15h)
0,5 1000000 5E-7 151655 (22h) 186639 (26h) 164537 (22h) 74119 (18h)
0,5 100000 5E-6 219088 (44h) 223973 (40h) 214142 (40h) 61154 (16h)
0,5 20000 3E-5 200984 (35h) – 47905 (13h) 58826 (16h)
0,8 1000000 1E-5 110103 (22h) 109685 (22h) 148964 (31h) 61201 (17h)
0,8 100000 1E-4 124789 (28h) – 45241 (13h) 55504 (15h)
0,8 20000 6E-4 59108 (16h) – 54749 (15h) 55277 (15h)

Tableau G.6 – Nombre d’itérations (temps de calcul nécessaires en heures) pour la géométrie
2.

ε β Da Cas (a) Cas (b) Cas (c) Cas (d)
0,9 7290000 1E-5 105286 (21h) – 114222 (22h) 39180 (12h)
0,8 1280000 1E-5 118359 (23h) – 117316 (22h) 37429 (12h)
0,7 381111 1E-5 124029 (24h) – 144546 (29h) 36533 (12h)
0,6 135000 1E-5 136879 (27h) – 117706 (26h) 38421 (12h)
0,5 50000 1E-5 146421 (27h) – 100800 (24h) 36925 (12h)
0,3 1000000 6E-8 72548 (14h) – 114803 (24h) –
0,3 100000 6E-7 – – 273275 (46h) 39133 (11h)
0,5 1000000 5E-7 77245 (13h) 103787 (17h) 210827 (31h) 60852 (17h)
0,5 100000 5E-6 148930 (27h) 132266 (26h) 135230 (29h) 40053 (12h)
0,5 20000 3E-5 147396 (26h) 145706 (29h) 58015 (16h) 36677 (12h)
0,8 1000000 1E-5 120735 (24h) 107144 (21h) 138442 (28h) 38670 (12h)
0,8 100000 1E-4 53128 (16h) 78007 (21h) 45424 (14h) 36233 (12h)
0,8 20000 6E-4 39546 (12h) 70118 (20h) 36937 (12h) 36316 (12h)
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Annexe H

Figures des résultats d’optimisation
topologique
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ε=0,9
β=7290000

ε=0,8
β=1280000

ε=0,7
β=381111

ε=0,6
β=135000

ε=0,5
β=50000

cas (a) cas (b) cas (c) cas (d)

Figure H.1 – Répartitions de la variable de conception α obtenues pour un nombre de Darcy
Da = 10−5 (géométrie 1).
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cas (a) cas (c) cas (d)

ε=0,9
β=7290000

ε=0,8
β=1280000

ε=0,7
β=381111

ε=0,6
β=135000

ε=0,5
β=50000

Figure H.2 – Répartitions de la variable de conception α obtenues pour un nombre de Darcy
Da = 10−5 (géométrie 2).
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ε=0,3
β=1000000

ε=0,3
β=100000

ε=0,5
β=1000000

ε=0,5
β=100000

cas (a) cas (b) cas (c) cas (d)

Figure H.3 – Répartitions de la variable de conception α obtenues pour différentes valeurs
du nombre de Darcy (géométrie 1) - partie 1.
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ε=0,5
β=20000

ε=0,8
β=1000000

ε=0,8
β=100000

ε=0,8
β=20000

cas (a) cas (b) cas (c) cas (d)

Figure H.4 – Répartitions de la variable de conception α obtenues pour différentes valeurs
du nombre de Darcy (géométrie 1) - partie 2.
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cas (a) cas (b) cas (c)

ε=0,3
β=1000000

ε=0,3
β=100000

ε=0,5
β=1000000

ε=0,5
β=100000

cas (d)

Figure H.5 – Répartitions de la variable de conception α obtenues pour différentes valeurs
du nombre de Darcy (géométrie 2) - partie 1.
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cas (a) cas (b) cas (c)

ε=0,5
β=20000

ε=0,8
β=1000000

ε=0,8
β=100000

ε=0,8
β=20000

cas (d)

Figure H.6 – Répartitions de la variable de conception α obtenues pour différentes valeurs
du nombre de Darcy (géométrie 2) - partie 2.
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