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Introduction

Ce manuscrit, bien qu’intialement destiné a des lecteurs géométres, est accessible a tous
ceux qui désirent approfondir les liens existant entre les familles exponentielles de lois de
probabilité et la géométrie associée a la métrique de Fisher.

Les objets qui au coeur de cette thése sont les structures duales que nous examinerons
classerons en trois catégories : auto-duales, presque-statistiques et statistiques.

Nous mettons en avant une technique basée sur l'analyse globale, introduite par le Pr.
Michel Boyom, qui permet de définir sur une variété deux feuilletages canoniques . Dans cette
these, cette approche a été utilisée avec succés sur des problématiques issues de la géométrie
de I'information et de la géométrie de contact. Nous donnerons en particulier des conditions
pour que des variétés statistiques admettent des modéles statistiques, ainsi pour 'existence
de structures presque de contact, de contact, cosymplectiques et 2-calibrées sur une variété
de dimension impaire.

Cette thése comprend trois chapitres et une annexe. Un guide de lecture est donné ci-
dessous.

Chapitre 1

Destinée aux non spécialistes de la géométrie de Koszul, cette section peut étre omise en
premiére lecture.

La premiére section introduit les notions élémentaires : fibrés vectoriels, connexion de
Koszul dans un fibré vectoriel, section d’un fibré vectoriel, courbure d’une connexion, tor-
sion d’une connexion, structure affine, variété localement plate, développement et holono-
mie d’une variété localement plate, complétude d'une variété localement plate, hyperbolicité
d’une variété localement plate. Des notions plus spécifique sont ensuite abordées : KV-algébre
et KV-module, KV-cohomologie (cohomologie de Boyom), représentation affine d’un groupe
de Lie et de son algébre de Lie, représentations affines semblables ou conjugées, groupe de
Lie affine.

Chapitre 2

Dans ce chapitre, la question de l'existence d’'un modéle statistique associé & une variété
statistique est étudiée d’un point de vue constructif. Rappelons qu’il existe un résultat général
basé sur le théoréme de plongement isométrique de Nash et un théoréme de Gromov qui
permet d’obtenir un tel modéle, sans fournir explicitement sa description.
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Ce résultat montre que les variétés statistiques compactes de dimension finie sont réali-
sables comme modéles statistiques, mais ne donne pas de forme explicite.

Dans notre approche, fondée sur I’analyse globale, nous construisons un modéle statistique
de la famille exponentielle sur un feuilletage canonique.

Soit (M, g, V) une variété statistique, 1’équation hessienne de la connexion V est
définie par :

Le faisceau de solutions [J (V) de I’équation hessienne sur une structure de jauge (M, V)
est un ingrédient clé pour comprendre ses propriétés importantes d'un point de vue cohomo-
logique. Dans notre travail, une représentation canonique du groupe de Lie (Gy) associé par
le troisitme théoréme de Lie a I'algébre de Lie formée par les sections de Jy est introduite.
Sur le feuilletage (singulier) qu’elle définit, une caractérisation des feuilles hyperboliques
compactes est alors obtenue grace a la nullité de la classe hessienne ou de la classe radiante
de la représentation affine canonique du groupe de Lie Gy dans son algébre de Lie Jgv. Nous
concluons alors que ces feuilles sont dotées d’une structure de modéle statistique.

Le contenu de ce chapitre est divisé en six parties.

La premiére partie est consacrée aux rappels sur les avancées sur le probléme de réalisation
d’une variété statistique en modeéle statistique.

La deuxieéme partie est consacrée aux nouveaux résultats obtenus.

La troisieme partie est dédiée aux rappels des notions de base la géométrie de I'informa-
tion ( paires duales, variétés statistiques, a-connexions, tenseur de codazzi (tenseur cubique,
variété statistique, modéle statistique).*

Dans la quatriéme partie, nous rappellons la définition de 1’équation de jauge d’une
connexion de Koszul V, ensuite nous nous focalisons sur les connexions localement plates et
grace a ces derniéres, nous introduisons une représentations affines des sections des faisceaux
de solutions J (V) de I'équation hessienne sur une la variété localement plate (M, V).

La cinquiéme partie présente ’application aux variétés statistiques. Une représentation
canonique du groupe de Lie (Gy) associé par le troisiéme théoréme de Lie a 'algeébre de Lie
formée par les sections de Jy est introduite. Sur le feuilletage (singulier) qu’elle définit, une
caractérisation des feuilles hyperboliques compactes est alors obtenue grace a la nullité de la
classe hessienne ou de la classe radiante de la représentation affine canonique du groupe de
Lie G'y dans son algébre de Lie Jy.



La derniére partie est consacrée a l'utilisation de la fonction caractéristique de Koszul-
Vinberg et des formalismes de Barbaresco pour munir les orbites de Gy d’une structure de
modeéle statistique. Cela nous permet de conclure que sous certaines conditions, toute variété
statistique compacte est feuilletée par des modéles statistiques.

Chapitre 3

Il est fréquent de se poser la question de l'existence d’une structure particuliére sur une
variété différentielle. Dans ce chapitre, on tentera de répondre au probléme suivant : Soit
M une variété différentiable orientable de dimension impaire donnée. Existe-t-il sur M une
structure presque cosymplectique (presque de contact), une structure métrique
presque de contact, une structure de contact, une structure métrique de contact,
une structure quasi-contact (2-calibrée ou encore structure presque cosymplec-
tique contact), une structure cosymplectique et une structure cokihlerienne ?

Ce chapitre est subdivisé en dix parties :

La premiére partie est consacrée a la motivation de ’étude de ce probléme et aux rappels
des avancées sur le probléme d’existence des structures presque de contact et des structures de
contact. Nous ferons aussi un bref rappel sur les structures concernées :structure presque
de contact, structure de contact, structure 2-calibrée, structure cosymplectique
et les structures hamiltoniennes stables.

La deuxiéme partie est consacrée aux énoncés des nouveaux résultats obtenus.

La troisiéme partie est dédiée aux rappels sur I’équation de jauge dans une variété sta-
tistique et certaines manipulations liées a cette équation.

Dans la quatriéme partie nous montrerons que toute les variétés presque de contact se
construisent grace a I’équation de jauge de deux connexions duales (V, V*).

Nous ferons un lien avec les structures de dimension paire grace a des techniques bien
connues dans la littérature.




Nous utiliserons le résultat Matthew Strom Borman, Yakov Eliashberg et Emmy Murphy
[17] et celui de Gromov [45],[44] pour conclure que toute structure de contact s’obtient grace
a I’équation de jauge.

Dans la cinquiéme partie, des résultats similaires sont obtenus en utilisant les connexions
auto-duales (V = V*). Les résultats prouvent que les variétés métriques presque de contact
proviennent toutes de I’équation de jauge des connexions auto-duales.

Par analoguie avec les variétés de dimension paire, nous montrons que toute structure
presque hermitienne provient de la méme équation.



En utilisant, les mémes techniques que précédemment, nous obtenons le résultat suivant :

Dans la sixiéme partie, un rappel sur les variétés presque statistiques et les variétés 2-
calibrées est fait. Ensuite nous démontrerons que toutes les structures 2-calibrées se construisent
grace a I’équation de jauge de deux connexions quasi-statistiques duales.

En utilisant la méme technique que précédemment, nous obtenons :

Nous utiliserons 1'algebre de déformation de deux connexions de Koszul introduite par
Vaisman [90] pour démontrer que toute variété 2-calibrée posséde un feuilletage 2-cailbré si
I’algebre de déformation de V et de V* est commutative.
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La septiéme partie est totalement consacrée a 1’étude de I’équation de jauge dans une
variété statistique. Nous obtenons que toute grace a la classe modulaire introduite par Victor
Guillemin, Eva Miranda, and Ana Rita Pires que :

Dans la huitiéme partie, nous rappellerons la définition d’une structure hamiltonienne
stable et ensuite un résultat qui fait le pont entre les structures hamiltoniennes stables et les
structures cosymplectiques est obtenu.

Dans la neuviéme partie, nous nous restreignons a I’équation de jauge pour les connexions
de Lévi-Civita. Nous montrons que toute variété de cokihlerienne de dimension 3 s’obtient
par I’équation de jauge d’une connexion de Lévi-Civita.

Dans la dixiéme partie, nous présenterons un résumé global.
Dans ’annexe, la premiére section rappelle les notions élémentaires de géométrie diffé-
rentielle. On y aborde la notion de structure basiques de la géométrie différentielle et ensuite
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nous consacrons un temps pour le rappel des notions fondamentales dans cette thése : va-
riété presque complexe, variété complexe, variété hermitienne, variété kihlérienne, variété de
contact, variété presque de contact , variété métrique presque de contact, variété cosymplec-
tique et enfin variété cokéhlérienne.
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Chapitre 1

Géométrie de Koszul

Ce chapitre a pour but de rappeler quelques notions fondamentales de la géométrie de
Koszul : Connexion de Koszul, torsion d’une connexion de Koszul, courbure d’une
connexion de Koszul, variété localement plate, dévéloppement et holonomie,
complétude des variétés localement plates, hyperbolicité des variétés localement
plate, KV-algébre, KV-module, KV-cohomologie, représentations affines d’un
groupe de Lie et d’une algébre de Lie.

1.1 Connexions de Koszul dans un Fibré vectoriel

Sauf mention contraire la classe de différentiabilité est C°°. Soit M une variété différen-
tiable, C°(M) est 'algeébre des fonctions différentiable dans M.

1.1.1 Fibrés différentiables

Espaces fibrés localement triviaux
Soit E, B et F trois variétés differentiables.




Exemple 15. (Fibré trivial) On prend pour E le produit B x F' des deux variétés B(base)
et F(la fibre ), et pour pry la premiére projection.

Exemple 16. Pour toute variété différentiable M, le fibré tangent T'M — M est un fibré de
fibre R" (n = dim M ).

Exemple 17. Soient (E;, By, m) et (Ey, By, m) deux fibrés fifferentiables alors (E; x Es, By X
By, m X ) est fibré différentiable.

Exemple 18. Soient (F4, B, ) et (Es, B, m,) deux fibrés différentiables, soit
By xp By = {(a1,a2) € By X Ey;mi(ar) = mao(az)}
alors (Fy xp Fy, B,m X my) est fibré differentiable.

Section différentiable d’un fibré

On appelle section différentiable du fibré 7 : E — B toute application différentiable
s : B — F telle que 7o s soit l'identité dans M. Une section locale est définie seulement
sur un ouvert U C M avec la méme condition m(s(a)) = a pour tout a € U. Sur un ouvert
trivialisant, il y a toujours des sections mais des sections globales s : £ — B n’existent pas
toujours.

Remarque 19. Soit E un ensemble, B et F des variétés différentiables et # : £ — B une
surjection. Le lemme technique suivant est trés pratique pour munir ’ensemble E d’une
structure différentiable de fagon que 7 : E' — M devient un fibré localement trivial.

Lemme 20. Supposons existence d’un recouvrement ouvert {U;/i € 1} de M avec des
bijections ®; : Uy x ' — 7w~ Y(U;) telque my,0® = pry. Supposons en plus que pour touti,j € T
telque Uy; = U; N U; # 0, Uapplication my, o W[}]_l Uiy x F' = Uy x F est différentiable. Alors
on peut mettre sur E une unique structure de variété différentiable telle que {(U;, ®;)/i € I}
devient un recouvrement trivialisant du fibré £ — B.

Fibré Vectoriel
Soient E et B deux variétés différentiables, et 7 : F — B une application différentiable.

On dira que (£, B, ) est un fibré vectoriel de rang n (E est I'espace total, B la base and R"
la fibre) si :

1. 7 est surjectif

2. Il existe une famille de recouvrement (U;);c; de B et des difféomorphismes
;7 H(U) = U x R™

telle que pour tout a

(7 (a)) == {a} x R"



3. Vi, € I, le difftomorphisme
q)iO(I)j_liUiﬂUj XR”%UZQUJ x R™

sous la forme

d, o CD;l(a,v) = (a, B;;v)
avec B;; : U;NU; — GL(R") différentiable. Chaque fibre 77!(a) est alors équipée
d’une structure d’espace vectoriel.

Exemple 21. L’ensemble TM des vecteurs tangents a une variété différentiable posséde une
structure naturelle de fibré vectoriel différentiable sur R (le fibré tangent), de rang égal a la
dimension de la variété.

Exemple 22. On définit de méme le fibré cotangent T*M des 1-formes sur une variété
différentiable. Il posséde une structure naturelle de fibré vectoriel différentiable sur R, de
rang égal & la dimension de la variété.

Exemple 23. (Fibré dual)

Soit (E, B, ) un fibré vectoriel de rang n . Pour tout a € B, Ej, est un R-espace vectoriel
de dimension. Notons E* ’ensemble des couples (a, 6), ou a est un point de B et § une forme
linéaire sur £, i.e, un élément du dual E* de E,. Munissons E* de la projection définie par
7*(a,0) = a. 1l existe sur E* une unique structure de fibré vectoriel de base B satisfaisant
la condition suivante : Pour toute trivialisation locale ¢ : U x R* — 7~1(U) de E en un
point a, le triplet (U, ¢, R™") est une trivialisation locale E* avec ¢ : U x R" — 7* ' (U)
est application (a,6) — (a, (¢,)~1(0)). Nous dirons que (E*, B, 7*) est appelé fibré dual
du fibré (E, B, 7).

Exemple 24. (Fibré produit tensoriel) Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur
un corps R . Un tenseur k-covariant sur V est une application k-linéaire :

O:Vx,....xV =R
——

kfois
De méme, un tenseur l-contravariant est une application l-linéaire :
a: Vi, ..., xV* =R
N——————
lfois

Notons T%(V') I'espace des tenseurs k-covariant sur V et T'(V') I'espace des tenseurs -
contravariant sur V.

Une application multilinéaire :

O:V*x,....xV*xVx,...,xV =R

TV TV
lfois kfois




O est dite tenseur de type (1, k) ou l-contravariant et k-covariant. Notons 7}(V') I'espace
des tenseurs k-covariant et l-contravariant sur V.
Soit E un fibré vectoriel de base B. Posons

le(E) = UaGBTll(Ea)
TF(FE) est un fibré vectoriel appelé fibré des tenseurs sur E.

Exemple 25. (Fibré des p-formes) Soit (E, B,7) et (E', B, 7*) deux fibrés vectoriels de
dimensions finies, de base B. Pour tout a € B, notons par AP(FE,, E;) I’ensemble des applica-
tions p-linéaires alternées de E,x, ..., xE, dans E/,. Posons AP(E, E') = Uaep(AP(E,, E,)),
kfois

AP(E,E') est un fibré vectoriel de base B et de fibres AP(E,, E,). En particulier si
E = TB, les sections de NP(TB, E') sont appelées p-formes & valeurs dans E'. Si B = R
et £ = TB alors les sections AP(T'B,R) = APTB* sont appelées des P-formes différen-
tielles(extérieures) sur B.

Section d’un fibré vectoriel
Si E — B désigne un fibré vectoriel différentiable réel, 'ensemble I'(E) des sections dif-
férentiables de E est muni d’une structure naturelle de C'*°(B)-module. Celle-ci s’obtient
en définissant la section fs + gv a partir de la structure d’espace vectoriel dans F, par la
formule :

1. (s+5)(a) = s(a) + s (a)
2. (fs)(a) = f(a)s(a),

. / . c . .
pour toutes sections s et s de E et pour toute fonction f différentiable sur B.
Produit scalaire ou métrique riemannienne sur un fibré vectoriel

Définition 26. On appelle métrique riemannienne ou produit scalaire sur un fibré vectoriel
différentiable £ — B la donnée d’un produit scalaire <, >, dans chaque fibre F, de E, de
fagon que : pour tout couple s,v € I'(E) de sections différentiables, la fonction < s,v >:
a —< s(a),v(a) >, soit différentiable.

On notera souvent <, > au lieu de <, >, le produit scalaire dans chaque fibre.

Proposition 27. (Ezistence des produits scalaires) Tout fibré vectoriel E — B admet
un produit scalaire.

Démonstration. Soit (U;,¢;) une famille de trivialisation locale, ¢; : U; x R" — Ey,, les
ouverts U; étant supposés constituer un recouvrement localement fini de M. Notons <, >;
le produit scalaire dans chaque fibre de Ey;, obtenu par transport de structure a partir du
produit scalaire canonique sur R" grace a la trivialisation ¢; . Notons (p;); une fonction
différentiable de 'unité sur M subordonnée au recouvrement précédent. Notons p; : M — R
une fonction différentiable a support dans U; et ), p; = 1. On vérifie alors que ). p; <,>;
est une métrique riemannienne.

]



Les jets d’ordre s au point a des sections de E
Notons I(a) I'idéal de C*°(B) constitué des fonctions f € C*(B) avec f(a) = 0.
Pour tout nombre entier non négatif s le sous-ensemble

P(a)l(E) ={fs/f € I"(a),s € T'(E)}
est un sous-module de C*°(B)-module I'(£).

Considérons le C*°(B)-module quotient

sy — _ L(E)
O E ey

En coordonnées locales, les éléments de J?(E) sont des développements de Taylor a I'ordre
k au point a des sections de F.

En posant
J(E) =] Ji(B),
a€EB
on a une fibration ensembliste
J*(E) —» B

dont la fibre au dessus de a est J?(E). C’est une fibration vectorielle abstraite.
L’ensemble J*(F) posséde une unique structure de variété différentiable jouissant des pro-
priétés qui suivent.

1. Chaque JZ(E) est une sous-variété fermée de J*(E).

2. La fibration
J*(F) — B

est une fibration vectorielle différentiable localement triviale.

Définition 28. Un homomorphisme de fibré vectoriel de (Ey, 7, B) dans (Es, me, B) est une
application ¥ de E; dans E5 telle que

oW =1

et
v . 7'('1—1((1) — 7T2_1(a)

est une application linéaire.

L’application linéaire de
JI(E) — E,

déterminée par 'application evaluation

s — s(a)



induit un homomorphisme surjectif
m:J(E)— E

dont le noyau .
J(FE)— E

est un fibré vectoriel de base B. On a la suite exacte des fibrés vectoriels de base B
0— JE) 5 J*(E) 5 E — 0.
L’exactitude de la suite signifie que I'image d’une fleche coincide avec le noyau de la fleche

sulvante.

1.1.2 Cennexion de Ehresmann dans un fibré vectoriel

Sauf mention contraire tous les fibrés vectoriels ont la méme base.
Définition 29. Une scission de la suite exacte exacte de fibrés vectoriels
0— By 5 By 5 By — 0.
est un homomorphisme de fibrés vectoriels
a: B3 — FEy

tel que
m(a(a)) =a

quelque soit a € Ej.

Définition 30. Une connexion de Ehresmann dans un fibré vectoriel
EF— B
est une scission de la suite exacte

0— JYE) S J*(E) 5 E—0

1.1.3 Connexion de Koszul dans un fibré vectoriel

Soit
p:E—B

une fibration vectorielle de base B. Soit

a:E —s JYE)



une connexion de Ehresmann dans E. La scission « donne naissance & un homomorphisme
de fibrés vectotiels
B:JHE)— JYE)

défini par la formule
B(§) =& — a(n(§)).
Ainsi la connexion de Ehresmann
a:E— JY(E)
donne naissance & la suite exacte des fibrés vectoriels suivante

0— ESJYE) S JYE) — 0

On a visiblement
fla(v)) =0
quelque soit v € E. )
Soit s une section du fibré vectoriel E. De s on déduit la section de J'(FE) définie par

a — B(J,(5)).

Exprimons ce qui précéde en coordonnées locales. Soit (a,s(a)) € B x E, et soit
(U,U) C B x E un voisinage ouvert de (a, s) tel que U est a la fois un ouvert de trivialisation

de E et domaine des coordonnées locales (ay, -+ ,a,) et U est un voisinage de s domaine de
coordonnées locales (a1, -+ ,an, S1, * , Sm)-
Exprimons la section s en coordonnées (ay, ..., a,). On a

S(ala e aa'n) = (ala e 7an731(a'17 e 7an)7 e 7Sm(a17 o 7an))-

Autrement dit au dessus de U, s est le graphe d’une application différentiable locale de R"
dans R™.
On écrit en coordonnée la section j's. On obtient

Jas = (s(a), 5.(a))

ou s, est la matrice dont le coefficient s;; est,

sle) = | 52 (@

Ainsi s,(a) n’est autre chose que 'expression matricielle d'une application linéaire de T, B
dans E,. Autrement dit, si £ € X'(B) alors le couple (a, £) détermine une section de E notée

Ves et définie par
(Ves)(a) = (B(ja3))(E())-



En coordonnées locales (ay, -+ ,an,S1,-*+ ,Sn) on a

et

On a par conséquent,

L’application R-bilinéaire

jouit des propriétés suivantes

Vfgs = ngS,
(Vefs)(a) = (fVes)(a) + &l f)s(a).

Inversement toute R-linéaire
V:X(B)xI'(F)—T(E)
qui vérifie les 2 propriétés ci-dessus détermine une scission « de la suite exacte
0— JYE) S JYE) S E —s 0.

En effet 'expression
Vefs = fVes+&(f)s

montre que l'application
s = Vs € Homes(p) (X (B),T'(E))

dépend de j's.
On a ainsi une application

B:JHE) — Homg(T,B, E,).
En identifiant 'espace vectoriel Homg(T,B, E,) avec J(E) on obtient une application

B:JYE) — JY(E).



Maintenant on définit ’application
a: B — JYE)
en posant
a(s(a)) = Jy(s) — i(B(J,5))-
De toute évidence on a
m(a(s(a))) = s(a).
Définition 31. La quantité Vs est appelée dérivée covariante de s dans la direction de &.

Définition 32. L’application R-bilinéaire V de X'(B)xI'(E) dans I'( E) est appelée connexion
de Koszul dans E.

Connexions de Koszul induites
1. Soit (E, B,7) un Fibré vectoriel muni d’une connexion de Koszul V, alors V induit
sur le fibré dual (E*, B, ) une connexion V* définie par :
(Via)s = X.(a(s)) — a(Vys)

ol « est une section de E*, s une section de E et X un champ de vecteurs sur B.

2. Si Fy et Fy sont deux fibrés vectoriels de base B, on note F = E; @ Ey = E; x Ej la
somme de ces deux fibrés vectoriels. Si V! et V2 sont des connexions de Koszul sur
E, et Es respectivement alors on définit une connexion V sur E. Si s; et s; sont des
sections de E; et de F» respectivement, pour tout champ de vecteurs X sur B, nous
avons :

VX(Sl + 82) = V}(Sl + VggSz.

Définition 33. Lorsque E est le fibré tangent de M une connexion de Koszul dans TM est
appelée une connexion linéaire dans la variété M.

Connexions Koszul au sens faisceautique
Soit (M,C>®(M)) une variété différentiable de dimension n, X (M) l'algébre des dériva-
tions de C*°(M) :
X (M) = Der(C>*(M))

Nous savons que X (M) = Der(C*>®(M)) est C*°(M)-module :

(fX)(f)(a) = fla)(X(]))(a).
Définition 34. Une connexion de Koszul dans M est produit dans Der(C*>(M)) :
Der(C®(M)) x Der(C®(M)) € (X,X) = X 0 X € Der(C®(M))
qui satisfait aux conditions :
L (fX)oX = f(XoX) )
2. Xo(fX)=X(f)X + fXoX

Une connexion de Koszul sera notée par VxX = X o X
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1.1.4 Courbure d’une connexion de Koszul
Définition 35. On appelle tenseur de courbure de la connexion V 'application :
RY : X(B) x X(B) xI'(E) - I'(E)
RY(X,Y)s = VxVys— VyVxs — Vixys
Proposition 36. Le tenseur de courbure RV est tensoriel en X,Y et s et antisymétrique en

XetY.

1.1.5 Torsion d’un connexion linéaire

Considérons le fibré tangent TM d’une variété M et V une connexion linéaire sur M.

Définition 37. On appelle torsion de la connexion V le tenseur TV défini de : Der(C*(M))x
Der(C*(M)) dans Der(C>(M)) par :

TV(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y].

Commentaires sur la torsion.
Nous savons que X,Y € Der(C*(M)), Iapplication

(X)) = [X,)Y]=XoY —-YoX
fait de Der(C°°(M)) une sous algebre de Lie des commutateurs de Homg(C*(M), C*(M))

Définition 38. On dit que V est sans torsion( ou symétrique) si TV est identiquement nulle.
D’autre part la connexion de Koszul définie sur Der(C*°(M)) une structure de R-algébre.
Pour tout X,Y € Der(C>*(M)) (X,Y) — VxY = X oY dont la structure d’algébre des
commuateurs est

(X, Y) — VxY — Vy X,

Logiquement on aimerait que les deux algebres de Lie des commutateurs coincident :
VxY - Vy X =XoY -YoX
La premiére obstruction a cet accomplissement est la torsion :
TV :(X,Y) > VxY —VyX —XoY +YoX

Proposition 39. Le tenseur TV est tensoriel; pour tout f € C*(M) et pour champs de
vecteurs X et Y sur M on a : TV(X,Y) = -TV(Y,X) et TV(fX,Y) = fTV(X,Y).
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1.2 Structure de variété affine et structure de variété lo-
calement plate

Dans cette section, nous rappelons les notions de structure de variété affine et de struc-
ture de variété localement plate. La correspondance bijective entre ces deux notions y est
examinée.

Les variétés différentielles considérées sont connexes. Tous les objects géométriques en jeu
dans une variété différentielle sont supposés différentiables. La classe de différentiabilité est
C™.

Soit M une variété différentielle : la R-algébre associative des fonctions différentiables dans
M a valeurs dans R est noté C*°(M) et par X' (M) le C*°(M)-module des champs de vecteurs
différentiables.

1.2.1 Structure de variété affine

Soit M une variété différentielle de dimension n.

Définition 40. Une structure affine dans M consiste en la donnée d’un atlas complet
A = {(Us,Pa)a} de M dont les changements de cartes @, 0 @5 sont des restrictions des
transformations affines de R".

Lorsque A est une structure affine dans la variété M, le couple (M, A) est appelée variété
affine.
Exemples :

1. L’espace R" est une variété affine pour l'atlas A = {R",id} se composant d’une
seule carte.

2. Le démi-plan de Poincaré H> = R x R est une variété affine.

3. Le tore plat T de dimension 2 est une variété affine.

4. La variété de Hopf R"/{\} ot A € RY et [A\] = {\"1,,,n € Z}.

5. Soit I" un sous-groupe discret du groupe Af f(R") des transformations affines de R”
qui agit librement et proprement sur R™. Alors la variété quotient M = Rr—n est une

variété afline de réevetement universel R™.

Soit (M, A(M)) et (N,.A(N)) deux variétés affines.

Définition 41. Une application continue h : M — N est dite affine si pour tout = € M, il
existe une carte (U, ) € A(M) en z et une carte (V, 1) € A(N) en h(zx) telles que h(U) C V
et Y oho ¢! est affine.
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Une application affine définie sur une variété affine (M, A(M)) et a valeurs dans la variété
affine (R, {(R,id)}), est appelée fonction affine dans M.

On suppose que (M, A(M)) et (N, A(N)) sont des variétés affines de méme dimension.

Définition 42. Un homéomorphisme h : M — N est appelé difféomorphisme affines de M
dans N si h et h™! sont affines.

On note Af f(M) I'ensemble des difféomorphismes affines d’une variété affine M. C’est
un groupe de Lie de dimension < n(n + 1).

1.2.2 Structure de variété localement plate.

1.2.3 Développement et holonomie.

Comme nous ’avons signalé au début, on supposera que la variété différentielle M est
connexe. On munit M d’une structure localement plate V. Ayant fait le choix d’un point
zo dans M, nous identifions le revétement universel M de ensemble M, a lensemble des
classes d’homotopie des chemins différentiables d’origine xy dans M. On note 7, (M) le groupe
fondamental de M au point xy. Pour tout chemin différentiable ¢ : [0,1] — M d’origine
dans M, on note fy(c) I'isomorphisme linéaire de I'espace tangent T, M dans Ty M définie
par le transport paralléle le long de c.

On sait que Papplication ¢ — fy(c) est compatible avec la composition des chemins; il
en résulte que le déroulement des chemins obéit a la régle suivante :



chaque fois que le chemin composé c.c’ est défini, c’est-a-dire chaque fois que 'on a
d(1) = ¢(0).

Le fait remarquable est que l'isomorphisme fy(c) et le vecteur gy (c) ne dépendent que
de la classe d’homotopie du chemin ¢([56]).

En identifiant I’espace tangent T, (M) a l'espace vectoriel R”, on a la définition suivante.

Nous signalons que 'application développement est un difféomorphisme local. Par res-
triction aux lacets en z( et par factorisation, le couple (fv,qyv) définit une représentation
affine du groupe (M) dans l'espace vectoriel R™(voir [56]). On note Af f(n) le groupe des
transformations affines de R"™.

Définition 46. Le morphisme de groupe hy : m (M) — Aff(n) qui associe toute classe
[c] € m (M) le couple (fy(c),qv(c)) o ¢ est un représentant de la classe [c] est appelée
représentation d’holonomie associée a la connexion V.

L’image hy(m(M)) du groupe fondamental par le morphisme hy est appelé groupe d’ho-
lonomie affine et 'image fv(m1(M)) du groupe fondamental par I'isomorphisme fy est appelé
groupe d’holonomie linéaire.

Nous terminons cette section par un théoréme qui lie les structures affines aux structures
localement plates.

La preuve de ce théoréme peut étre consultée dans [53].

1.2.4 Complétude et hyperbolicité des variétés localement plates

1.2.5 Variation sur la notion de complétude

Soit (M, V) un couple formé d’une variété M équipée d'une structure localement plate
V. Soit ¢ : [0,1] — M un chemin différentiable par morceaux. Posons
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de(t)
c(t) =
dt
pour tout ¢ € [0, 1]. Le vecteur ¢(¢) est un vecteur tangent & M au point ¢(¢). Il est défini par

SO F) — tiug T D) = F(E(D)

s—0 S

On note V¢(t) 'endomorphsime linéaire de 'espace vectoriel Ty M défini par

v — V,6(t).

Définition 48. Un chemin ¢() est une géodésique de la connexion V lorsque ¢(t) € Ker(Vé(t)) Vi €
[0, 1].

Les chemins géodésiques de la connexion de Koszul V sont donc des solutions de I’équation
différentielle

Fixons un voisinage U de ¢(0) € TM qui est domaine des coordonnées locales

(X1, T, dxy, -+ dTy).
On a dy (1) p
(C(t)>é(t)) = (xl(t)a"' ’xm(t)> dt P d:)

Les fonctions de christoffel F;k sont définies par les formules suivantes

o .0

Définition 49. En coordonnées locales, 1’équation des géodésiques est le systémes d’équa-
tions numériques (E*) suivant

d*z;(t) : dr;(t) drg(t)
dt? +%ij(c(t)) dt cl;t =0

Nous considérons ce systéme de premier ordre dans le voisinage U regardé une fois pour
toutes comme ouvert de R?". Les fonctions coordonnées inconnues sont

(a,(0), 0

Sous cette perspective une condition initiale est un point (xg,v) € TM.
Le probléme de cauchy des géodésiques de (M, V) consiste en 'intégration du systéme ci-
dessous avec condition initiale
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et _
Vi =0
c(0) = g

¢(0) = w.

C’est un systéme dit équation ordinaire. L’existence et unicité de solution maximale est
assurée par un théoréme classique.

Nous pouvons définir les notions de complétude d’une structure localement plate. L’ap-
plication développement est un difféomorphisme local.

Cette définition est équivalente a :

Deux théorémes de Koszul importants
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Corollaire 55. Les variétés compactes qui vérifient cette condition ont un premier nombre
de Betti non nul.

1.3 KV-algebre

1.3.1 Définition de KV-algébre

Une algebre de Koszul-Vinberg (algebre de pré-Lie, ou algébre symétrique gauche) est
introduite par Koszul [54] et Vinberg [94] indépendamment dans leurs études des variétés
localement plates et des cones homogeénes. Les bonnes références sont : ([69],[21],[22], [26],[25])

L’algebre (A, *) sera commutative (respectivement associative, respectivement unitaire)
si x est commutatif ( respectivement associatif, respectivement unitaire) .

Vocabulaire et notation.
* est appelé la multiplication (interne) de I'algébre.
Sans risque de confusion, Va,b € A, le produit a x b sera noté ab.

Définition 58. L’anomalie de Koszul-Vinberg ou la la KV-anomalie associée & une
algébre A est I'application trilinéaire
KV :Ax AxA— A définie par :

Définition 59. (KV-algebre). Une algébre de Koszul-Vinberg ou une KV-algébre
est une algébre A dont la K'V-anomalie est identiquement nulle. C’est-a-dire
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1.3.2 Exemples de KV-algébres

1. Toute algeébre associative est une KV -algebre.

2. Soit F un feuilletage lagragien sur une variété symplectic (M, w). L’espace vectoriel
A = X(F) des champs de vecteurs lisses qui sont tangents a F est une KV-algébre.
La multiplication (X,Y) — X xY de A est définie par :

ixyw = Lxiyw

3. Le produit cartésien de deux KV-algebres (A, x4) et (B,*5) est une KV-algébre pour
le produit :

(a,b) * (ar,br) := (a %4 al,bxp bl),¥(a,b), (as,bl) € A X B.
En fait, on montre facilement que V(a,b), (at,0/), (att,b11) € B x B,

KV ((a,b), (ar,br), (ar,b1)) = (KV,s(a,al,arr), KV,z(b, b, b11)) = (0,0).

4. Si M est une variété différentielle et X est un champ de vecteur sur M alors, (C*°(M), xx)
est une KV-algebre. C* (M) étant I'espace des fonctions de classe C* de M vers R et
le produit xx est donné par :

frxg:=[fX(g9) = fdg(X) VYf,geC(M).

5. Sur une variété localement plate
Soit (M, V) une variété localement plate. On rappelle que V est alors une connexion
sur M sans torsion et de courbure nulle. C’est-a-dire que VX,Y, 7 € X(M),
(a) T(X,Y)=VxY -Vy X —-[X,Y]=0
(b) R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — V[ny]Z =0.

On définit sur X'(M) le produit : X xY = VyY, VXY € X(M).
Le couple (X(M), V) est une KV-algébre et sera appelé KV-algébre de la variété
localement plate (M, V).

Comme preuve, 'espace des champs de vecteurs X' (M) est un R-espace vectoriel et
VXY, Z € X(M),
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1.4 Généralités sur les KV-modules

1.4.1 Module sur un anneau

Définition 60. A désigne un anneau unitaire.
Un A-module & gauche est la donnée d'un triplet (W, +,.) constitué d’un ensemble non
vide W, d’une loi de composition interne sur W notée ” +” et d’une multiplication externe
sur W & opérateurs dans A notée ”.”, vérifiant Yw, wy, wy € M, a,b,a1,as € A,

(1) (W, +) est un groupe abélien.

(2) (a1 + az).w = a;.w + as.w.
(3) a.(wy + wy) = a.wy + a.wy
(4) a.(b.w) = (ab).w.

(5) 14w =w.
Exemple 61. (i) Tout K-espace vectoriel est un K-module.

(ii) Si M désigne une variété différentielle alors, X' (M) est un C*(M )-module (& gauche
), pour la multiplication :

C®(M) x X(M) — X(M)

X)— X M —TM
(f ) f a—(a,f(a)X (a))

Remarque 62. La multiplication externe sur M & opérateurs dans A est aussi appelée action
de anneau A sur W. Le module W est dit & gauche (respectivement & droite) lorsque l'action
de A sur W se fait & gauche (respectivement a droite).

Définition 63. Soit A et B des anneaux unitaires. Un A-B-bimodule est un groupe
abélien W tel que W soit un A-module & gauche et un B-module & droite et tel que les
actions de A et B sur W sont compatibles. C’est-a-dire, pour tout a € A,b € B,m €
W, a.(m.b) = (a.m).b

Remarque 64. Lorsque A = B, on parlera tout simplement de A-bimodule.

1.4.2 Module sur une KV-algébre ou KV-module

Nous allons & présent définir la notion de A-binomiale dans le cas particulier ou A est
une KV-algebre.
Ainsi dans ce paragraphe et sauf mention expresse du contraire, A désigne une KV-algébre,
W un K-espace vectoriel sur lequel agit A a gauche et & droite par les actions :

g AXW — W
(a,w) — aw
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QOdZWX.A—>W
(w,a) — wa

On définit les applications trilinéaires suivantes :

Définition 66. Soit W un KV-bimodule sur .A. On appelle élément de Jacobi tout élément
w de W vérifiant Ass(a,b,w) =0 Va,b € A.

KV-anomalie : on notera indifféremment K'V; et KV, par KV,
Ensemble de Jacobi : Le sous-ensemble de W formé des éléments de Jacobi sera appelé
ensemble de Jacobi et noté

1.4.3 Exemples de KV-modules

1. Toute KV-algébre A est un KV-bimodule, les actions a gauche et a droite étant prises
pour les multiplications a gauche et & droite respectivement.

2. Soit (M, V) une variété localement plate. Alors I'espace C*(M) est un KV-module &
gauche sur (X(M), V) muni de l'action :
X.f=X(f)=df(X) VX € X(M),fecC>®M).

3. Le produit cartésien V x W de deux KV-bimodules V et W sur A est un KV-bimodule
sur A pour les actions :

a.(v,w) = (av,aw) et (v,w).a = (va,wa),Ya € A,v € V,w e W.
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En effet, on montre que :
KV(a,b, (v,w)) = (KV(a,b,v), KV (a,b,w)) = (0,0)

et
KV(a,(v,w),b) = (KV(a,v,b), KV(a,w,b)) = (0,0)

. Produit tensoriel de KV-bimodules. Soient ¢ un entier naturel non nul, My, My, --- , M,
des KV-bimodules sur A. On définit sur ’espace vectoriel produit tensoriel M; ® My ®

-+-® M, les actions de A suivante :

‘v’m1®m2®---®mq€M1®M2®--~®Mq,a€/l

q
a.(m1®m2®---®mq):Zm1®---®ami®---®mq (1.1)
i=1
(M @M ®---@my).a=m @M ® - Qmya (1.2)

muni des actions (1.1 et (1.2]), 'espace tensoriel My @ My @ --- ® M, est un KV-
bimodule sur A.
En effet pour tout, { =m; @ma® - @my € M1 @My ® -+ @ My, a,b € A,
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Ass(a,b,&) = (ab).(m1 @ ma ® -+ - ® my)
—a.(b.(m @my ® --- ®m,))

_Zm1®...®a(bmi)®...mq

:Zml®"'®A33Mi(a7b7mi)®"'®mq

et en permutant a et b

q
Ass(b,a, &) = Zml ® - @ Asspy, (b, a,m) @ - @my
i=1

q
_szl(g)"'@bmi@amj@"'@mq
i=1 j#i
d’ou
KV(a,b,§) = Ass(a,b,§) — Ass(b,a,§)

q
:Zml®"'®KVM¢(aab7mi)®"'®mq
i=1

=0
d’autre part,

Ass(a,&,b) = (a.£).b — a.(£.)

=my X --- ® Assy,(a, mg, b)

aussi, Ass(§,a,b) =my ® --- ® Assyg, (mg, a, b)
d’ott KV (a,§,b) =my ®---®@ KVyy,(a,mg,b) =0
donc M; ® My ® --- ® M, est un KV-bimodule sur A.
5. Soient V et W deux KV-bimodules sur .A. On désigne par L4(V, W) 'espace des fonc-
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tions ¢-linéaires de V' a valeurs dans W. On définit sur £(V, W) les actions a gauche
et & droite de A suivantes : Pour tout f € LYV, W),a € A, & = (vy,va,- -+ ,v,) € VI,

(a.f)(&) = af(€) - Zf(vl, L avg, ) (1.3)

(f-a)(&) = f(§)a (1.4)
muni des actions (|1.3)) et (1.4)), 'espace L9(V, W) est un KV-bimodule sur A. En effet
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.En permutant a et b,

Ass(b, a, f(£))

((ab).f)(&) — (a.(b-1))(€)
{ (ab) (&) = 220y flvr, -+, (ab)us
(ab) f() + Z 1(0-F) (01, -+, av;

( q
be(Ula , AU; Uq)
i=1 g
+ab Z f(vlv ) bUz Uq)
qi:l
- Z f(vla ) (ba’)vz Uq)
i=1

—l—f('ul, —ya(byg) - vy)

i=1 ji

\ +Ass(b,a, f(£))
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aZbe"',bvi'“U +bGZf(Ul,---,avi---vq)
=1
—Z v, coug)  fon, o blavy) e v)]

_ZE fvb ) i"',CL”Uj-'-

_sz Ur e av e by

vy) + Ass(a, b, f(£))




Ainsi,

q
bY  f(vr,---, Ass(b,a,v;) — Ass(a, b,v;) - - v,)
1

KV(CL, b, f)(’f) = { i
+KV(a,b, f(£))
0

.D’autre part,

Ass(a, f,0)(§) = ((a.f)-0)(§) — (a.(f.))(£)
( ((a-qf)(f))b — a(f.b)(¢)

= -I—Z(f'b)(vl"" ,avi--'vq)

\ =1

(af(f))b - Z f(vla , V4 Uq)b
—a(f(©)) + D f(vr, -+ s avi--v)b

et

.D’ou
KV (a, f,0)(§) = Ass(a, f(§),b) — Ass(f(§),a,b)
= KV (a, f(£),0)
=0

Donc L4(V, W) est un KV-module sur A.
Voila donnés quelques exemples de KV-modules.

1.5 KV-cohomologie ou cohomologie de Boyom

Nous présentons dans cette section la théorie générale de la KV-cohomologie introduite
par M. Nguiffo Boyom ([69],[21],[22],[26],[25]). Dans|25] Boyom rappelle la théorie générale
de la cohomologie des I'algébres de Koszul-Vinberg , qui a été développée par lui-méme. Il est
démontré que "la derniére formule de Koszul" donne la cohomologie KV avec des coefficients
triviaux, et il généralise ces résultats a la cohomologie a coefficients dans un module KV non
trivial. De plus, 'application de la cohomologie KV pour A(M) aux modéles statistiques est
discutée d’un point de vue de la géométrie de I'information.
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1.5.1 Rappel sur les complexes de cochaines

Définition 67. Soit A une KV-algébre. On appelle A-KV-module Z gradué toute famille
C = {C% ez ou C7 est un A-KV module pour tout ¢ dans Z.

Vocabulaire Lorsque C? = {0} pour tout ¢ < —1 (respectivement ¢ > 1 ), on dit que
le Z-module C' est gradué positivement (respectivement négativement).

Exemple 68. Soit A une KV-algébre et W un KV-bimodule sur A.
(i) C = @ ®7A est un A-KV-module gradué positivement

qeEN*
(ii) Sion pose

Alors, C(A, W) = P C1(A, W) est un A-KV-module gradué positivement.

Définition 69. Soient C' = {C},cz et C' = {C"},ez deux A-KV modules Z gradués. On
appelle morphisme de A-KV module gradué de C dans C’ de degré € Z, toute famille
d = {dy}qez ou d; € Hom(C?,C9™) est un morphisme d’espaces vectoriels pour tout g.

Exemple 70. Soit A une KV-algébre et Wun KV-bimodule sur A.
On définit un endomorphisme de degré 1 sur le A-KV-module gradué C'(A, W) (1.5) comme
suit :

Définition 71. Soit A une KV-algébre.
Un complexe de cochaines sur A est la donnée d’un couple (C,d) ot C' = {C9} ez est un
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A-KV-module Z gradué et d est un endomorphsime de C' de degré +1 et vérifiant dod = 0.
Le morphisme d est alors appelé opérateur de cobord du complexe de cochaines et on a
la longue suite suivante :

IS B i W s NN )

1.5.2 Cohomologie de Koszul-Vinberg

Nous présentons ici la KV-cohomologie d'une KV-algébre a valeurs dans un KV-bimodule
tel que introduite par M.Nguiffo [69].
Soient A une KV-algébre et W un KV-bimodule sur A.
Nous avons vu dans I'exemple 68 que C(A,W) = @, ., CU(A, W) est un A-KV module
gradué, ou le g-iéme espace C9(A, W) est donné par . On note dgy 'endomorphisme
défini sur C(A, W) a 'exemple

diy est un morphisme sur le KV-module gradué C(A, W) vérifiant dgy o dgy = 0. La
preuve détaillée a été faite dans [69]. D’ou (C'(A, W), dky) est un complexe de cochaines.

La conséquence directe (en cohomologie ) du fait que dgy o dxy = 0 est que Vg €
Z,Imdgy, , C Kerdgy,. On peut alors poser pour tout entier g,

Définition 74. (Cohomologie de Koszul-Vinberg). La cohomologie du complexe (C'(A, W), dkv)
est appelée cohomologie de Koszul-Vinberg (ou simplement KV-cohomologie) de la KV-
algébre A a valeurs dans W et est notée :

Hyy (A, W) = €D Hiy (A W).
qEZ
Définition 75. (i) L’espace vectoriel quotient Hj, (A, W) est appelé ¢g-iéme espace de
cohomologie de le KV-cohomologie.
(ii) Si pour tout entier ¢, Im dgy, , = Kerdgy, alors Hj, (A, W) = 0 et la suite (S) est
dite exacte.
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1.6 Structures affines des groupes de Lie

Représentation affine des groupes et algébre de Lie.

Soit V un espace vectoriel, le groupe des automorphismes affines de V qui sera noté par
Aff(V), s’identifie donc & GL(V') x V. Le produit étant donné par la formule

L’élément neutre est (1,0). Le symétrique d’un élément (A, v) est
(A7, A7 (v)).

Le groupe Aff(V') est ainsi identifié au produit semi-direct de GL(V') et de V avec sa structure
additive. Le groupe GL(V)x V est un ouvert de l'espace End(V') x V. L’algébre de Lie aff(V)
s’identifie donc & End(V') x V. Le crochet y est donné par :

quels que soient S1,Ss € End(V), vq,vy € V.
Soit G un groupe de Lie et soit V un espace vectoriel sur le corps des nombres réels.

Autrement dit 6 est un homomorphisme de G dans Aff(V'). L’espace vectoriel V est
appelé ’espace de représentation de 6. La dimension de I'espace vectoriel V est appelée
la dimension de la représentation 6.

Un point v € V est dit point fixe pour la représentation # si pour tout s € G, on a



Compte tenu de I'identification de Aff(V') et GL(V)x V, [54] une représentation affine
de G dans V est un couple (f,q) ot f est une représentation de G dans V' et que q est
une application différentiable de G' dans V vérifiant les relations :

Soient V et W deux espaces vectoriels de méme dimension sur le corps des nombres réels
et soit G un groupe de Lie réel.

Définition 78. Deux représentations affines 6 et 6 du groupe G dans les espaces vectoriels
V et W respectivement sont semblables s’il existe un isomorphisme affine S : V' — W telque

0'(s)=So0f(s)oS™!
pour tout s € G. Si
0=(fq), 0 =(fd), S=(rv)
alors

So(f(s),q(s) 0 S™H = (rf(s)r™" v —rf(s)r (v) +rq(s)).
pour tout s € G.

Soit G une algeébre de Lie sur un corps K et soit V un espace vectoriel sur K.

Définition 80. Une représentation affine de G dans l'espace vectoriel V est un homo-
morphisme d’algeébre de Lie de G dans l'algébre de Lie End(V) x V.

[54]Une représentation affine de G dans V est donc un couple ( 1, q) ou f est une repré-
sentation lineaire de G dans End(V') et ¢ est une application linéaire de G dans V vérifiant
les conditions



pour tous a, 5 € G.
Soient V et W deux espaces vectoriels sur K.

Définition 81. Deux représentations affines (f,§) et ( f’,é’) de G dans V et W res-
pectivement sont dites semblables s’il existe un isomorphisme affine (h,l) de V sur W tel
que

pour tout a € G.

Ces relations signifient que

pour tout a € G.

Structures affines invariantes dans un groupe de Lie.

Les groupes de Lie considérés sont réels. L’algébre de Lie des champs de vecteurs inva-
riants & gauche dans un groupe de Lie G sera noté G. Soit G un groupe de Lie et V une
structure localement plate dans G. La structure V est invariante & gauche si pour X et Y



dans G le champ de vecteurs VxY est aussi dans G. On associe donc a V la représentation
linéaire Iy : G — End(G) définie par

lv(X)Y = VyY.

Puisque les tenseurs de courbure et de torsion de la connexion V sont identiquement nuls,
la représentation [y jouit des propriétés suivantes

L Ig(X)Y —lg(Y)X = [X,Y],

2. v(lv(X)Y)Z = le(X)lv(Y)Z = Iv(lv(Y)X) Z — lg(Y)lv(X)Z
pour tout X,Y, 7 € G.
On suppose que G est un groupe simplement connexe. La correspondance qui associe a une
structure localement plate V invariante a gauche de G, la KV-structure (X,Y) - X - Y =

VxY, définie une bijection entre ’ensemble des structures affines invariantes a gauche dans
le groupe de Lie G et 'ensemble des KV-structures de G.

Compte tenu des correspondances décrites précédemment, toute propriété de structure
localement plate invariante a gauche a son analogue dans la KV-structure associée. Une
structure affine est dite compléte lorsqu’elle est associée a une structure localement plate V
compléte ; ce qui signifie que les géodésiques de la connexion sont définies dans R tout entier.
On a en particulier le résultat suivant
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Chapitre 2

Feuilletages canoniques des variétés
statistiques en modéles statistiques.

2.1 Motivation

Une variété statistique (M, g, V, V*) est souvent obtenue a partir d’un modéle statistique,
a savoir une famille paramétrée py, 6 € O de lois de probabilités telle que g en soit la métrique
de Fisher.
gij =F [agilgagjla}

avec lg = logpy. Partant de cette constatation, Lauritzen et Amari ont posé la question
suivante : est-il possible de réaliser les variétés statistiques comme modéles statistiques de
dimension finie? Ce probléme a recu une réponse positive par Hong Van Le, qui utilise les
deux théorémes suivants pour construire un plongement de la variété statistique initiale dans
RY avec N suffisamment grand.

En appliquant le théoréme de Nash & g et celui de Gromov au tenseur :

T: (XY, Z) = (Vxg) (Y, Z)
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on arrive au résultat final :

Ce résultat montre que les variétés statistiques compacte de dimension finie sont réali-
sables comme modéles statistiques, mais ne donne pas de forme explicite.

Dans notre approche, fondée sur I'analyse globale, nous construisons un modéle statistique
de la famille exponentielle sur un feuilletage canonique.

Soit (M, g, V) une variété statistique, 1’équation hessienne de la connexion V est
définie par :

Le faisceau de solutions [J (V) de I’équation hessienne sur une structure de jauge (M, V)
est un ingrédient clé pour comprendre ses propriétés importantes d’un point de vue cohomo-
logique. Dans notre travail, une représentation canonique du groupe de Lie (Gy) associé par
le troisiéme théoréme de Lie a 1’algébre de Lie formée par les sections de Jy est introduite.
Sur le feuilletage(singulier) qu’elle définit, une caractérisation des feuilles hyperboliques com-
pactes est alors obtenue grace a la nullité de la classe hessienne ou de la classe radiante de
la représentation affine canonique du groupe de Lie Gy dans son algébre de Lie Jy. Nous
concluons alors que ces feuilles sont dotées d’'une structure de modéle statistique grace a des
manipulations de la géométrie de Koszul.

2.2 Reésultats principaux obtenus

Les principaux théorémes et nouvelles reformulations prouvées dans cette approche sont
résumés ci-dessous.
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Théorémes Intermédiaires :




2.3 Variété statistique et modéle statistique

2.3.1 Paire duale

Dans cette section, nous allons définir et étudier les principales propriétés des connexions
duales. Ces connexions ont été introduites pour la premiére fois par A. P. Norden dans la
littérature de la géométrie différentielle affine sous le nom de "connexions conjuguées", voir
Simon [84]. Elles ont également été introduites indépendamment par Nagaoka et Amari [68]
et utilisées par Lauritzen [57| dans la définition des structures statistiques.




En coordonnées locales (x1,...,x,), la condition de dualité peut étre exprimée comme
suit :
OhGij = Urij + Ty (2.2)

ou 'y, ; = gal't et i = gilFle sont les symboles de Christoffel des connexions V et V*

, respectivement.

Démonstration. Pour toute fonction f, nous avons :

g, VixZ) = fX.g(Y, Z) — g(VyxY, Z)
En utilisant VxY = fV Y, nous obtenons :

Donc
V}XY = fVyY

Ensuite, nous vérifions la propriété de Leibniz

g Y. Vi fZ)=Xg(Y. fZ) = g(VxY, [Z) (2.3)
=X(Ng(Y,Z) + fX.9(Y, Z) — fg(VxY, Z) (2.4)
=9, X(f)Z) + f9(Y,VxZ) (2.5)
— oY, X(f)Z + [V Z) (2.6)
Nous déduisons alors que la régle de Leibniz est satisfaite :
VifZ =X(f)Z + fViZ.
O

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n. On notera dans la suite V¢ la
connexion de Levi-Civita par rapport a g. Les isomorphismes musicaux b : TM — TM* et
f=b"1:T*M — TM sont définis par :
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Soit V* la connexion duale de V. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

Etant donnée une connexion linéaire V sur une variété riemannienne, il est facile de
montrer que la dualité est involutive, c’est-a-dire que (V*)* = V et que V est une connexion
métrique sur la variété riemannienne (M, g) si et seulement si V = V*.

Rappelons qu’une connexion V est a courbure constante K si pour tous champs de
vecteurs XY, Z € X(M) la relation suivante est satisfaite :

RY(X,Y)Z =K (9(Y,2)X — g(X,2)Y).

Proposition 99. Les tenseurs de torsion TV et TV de V et V* , respectivement, satisfont :

Démonstration. D’aprés la formule de la torsion, nous avons :

g(TV(X,Y),Z) = g(VXYa Z) - g(vYX7 Z) - g([X,Y],Z)

Par un calcul simple, nous avons
g(TY(X,Y),2) = Xg(Y, Z)—g(Y,V5Z)-Y.g(X, 2)+9(X,Vy Z)—g(V5Y -V X =TV (X,Y), Z)
En réordonnant les termes nous obtenons :

g(TY(X)Y), 2) = g(TV (X,Y), Z) + (V'9)(X,Y. Z) = (V'g)(Y, X, Z) VX,Y,Z € X(M).
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Corollaire 100. St V*g = 0, alors

TV =TV,

Démonstration.
=Xg(Y,2) = Xg(Y,Z) +g(Y,VxZ) = Xg(Y, Z) + g(Z,Vx Z) (28)
for any X,Y,Z € X(M). O
Corollaire 102. La connexion
o V+V*
V p—
2
est autoduale, c’est a dire
Xg(Y,Z) = g(VXY, Z) + (Y, VX Z)
Démonstration. Nous avons
V + V* 1 1
0. _ - - _Z —
Vig=(—5—)9=5V9—-5Vg=0.
O

On suppose que V + V* = 2V,

Démonstration. Le point de départ est le méme que pour établir la formule de Koszul :
Y(9(X,2))=9(VyX,Z)+g(X,VyZ)
Z(9(X,Y))=g(VzX,Y)+g(X,V3Y)
X(g(Y,2))=9g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)

Nous en déduisons que :

Y(g (X7Z)) - Z(g (X7Y)) +X(9(Y7Z)) =
_g((vX+v§() ZaY) +g([YaXLZ) —g([Z,X],Y)
+g9(X,VyZ -V75Y)
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Nous savons que V + V* = 2V, On obtient :

9 (X, V32 =V3Y) =g (X, [V, Z])

O

et le lemme s’ensuit.

2.3.2 «-Connexions duales

Soit V et V* deux connexions duales symétriques, par rapport a la métrique g. Consi-
dérons la famille de connexions & un paramétre donnée par la combinaison convexe des
connexions duales précédentes :

Avec VO = VIe V) = v* et VU = ¥
Les connexions V(® sont appelées les a-connexions, et jouent un role central dans I'étude
des variétés statistiques.

Remarque 105. Pour une paire duale symétrique, nous avons les propriétés suivantes :

1. V@ et V- sont des connexions duales par rapport a la métrique g,

2. Toutes les a-connexions sont symétriques.

2.3.3 Tenseur difference

Soit V et V* deux connexions duales sans torsion. Nous définissons le tenseur de différence
(1, 2) par :
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Lemme 106. D est symétrique, en plus, pour tout X,Y, 7 :

9(D(Z,X),Y)=g(X,D(2,Y))
Démonstration. la premiére relation s’obtient facilement par :
DX,)Y)=VyY - VxY =V X+ [X,Y]-VyX - [X,Y] =D, X)
Pour la seconde, nous savons que
Z(g(X,Y)=g(VsX,Y) + g (X,V*Y) — %g (D(Z,X),Y) + %g (X,D(2,Y))
En utilisant le caractére métrique de la connexion de Levi-Civita, nous obtenons :

9(D(Z,X),Y)-g(X,D(Z,Y)) = 0.

O

D est un (2, 1)-tenseur :

D(fX,Y)=D(Y,fX)=D(X,fY)=D(fY,X)=fD(X,Y),

pour toute fonction f € C°°(M). Le tenseur D peut également étre exprimé avec la connexion
de Levi-Civita V' = £(V + V*) par :

En utilisant la définition des a-connexions, nous avons :

V™% -V*=aD

2.3.4 Tenseur de Codazzi

En supposant sans torsion les connexions duales, on pose :

w
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Proposition 107. Le tenseur T vérifie :
T(X,Y,Z)=(-V*'9)(X,Y, Z).

pour tout X,Y, 7 € X(M).

Démonstration.

(Vz9) (X,)Y)=Z(g(X,Y)) —g(VzX,Y) =g (X,VzY)
g(VzX,Y) —g(VzX,Y)
g

(D(Z,X),Y).

O

Remarque 110. Si les connexions duales ne sont pas supposées sans torsion, le tenseur T’
posséde seulement une propriété de symétrie cyclique :

T(X,Y,2)=T(Z,X,Y)=T(,Z X)

Proposition 111. Les a-connexions peuvent s’écrire dans l'une des formes équivalentes
suivantes :

V@ = (1-a)Ve+aV* (2.14)
=(1+a)V*+aV (2.15)

1
= Vi + 7V = V) (2.16)
=V + %aD (2.17)




Démonstration. En utilisant la définition des a-connexions, nous avons :

1 1

Veg — O“; Vg +— il v (2.20)
1 1

:“;pwm+j;wg (2.21)

— —aT. (2.22)

2.3.5 Variété statistique.

Dans cette section, nous supposerons les connexions sans torsion.

Pour une structure statistique donnée (V, ¢g) sur M, notons par V* la connexion duale de
V par rapport a g. Si (V, g) est une structure statistique, alors (V*, g) est aussi une structure
statistique, que 'on appelle structure statistique duale sur M. La connexion de Levi-Civita

est donnée par : V¢ = YEY-,

Remarque 114. On remarque qu’une variété statistique avec T' = 0 est une variété rieman-
nienne avec V = V. En ce sens, la notion de variétés statistiques peut étre considérée
comme une généralisation de la notion de variété riemannienne.

Remarque 115. Soit (M, g) une variété Riemanienne, et V' la connexion Levi-Civita de g,
soit V' un champ de vecteurs sur M. Le triplet (g,V,V*) est une structure statistique sur
M, avec :

2.3.6 Modéle Statistique
Soit (2,2, P) un ensemble probabilisé.

Définition 116. Un modéle statistique de dimension n pour (=Z,€2) est un couple (O, p)
dans lequel © est un ouvert de 'espace euclidien R™ et p est une fonction

OxE>3(0,§) = p(0,§) eR

satisfaisant les conditions suivantes.
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1. p(6,&) est différentiable selon la variable 6 ;

2. Pour tout 0, py: & — p(0,£) est la densité par rapport & P d’une mesure de probabilité
sur (£, Q);

3. Si 0 # 0%, alors il existe £ tel que p(0,&) # p(0*,€);

4. L’opérateur de différentiation d% et Popérateur d’intégration fE commutent, c¢’est-a-
dire :
d / / d
dg  J= = df

1(9)2] = Epe [891 logpaa 89j 10gp0j|

5. L’information de Fisher :

est définie positive.

En vertu de (5), en posant g(6; X,Y) = X'Y7I(6),;, on définit une métrique riemanienne
sur ©. La géométrie de I'information consiste en I’étude des propriétés de (O, g).

2.3.7 Formalisme de Amari-Chentsov dans (O, P)

La suite (61, ..,0,) sont les fonctions coordonnées canoniques de R™. Nous adoptons les
notations suivante :

0
8i_a_9i7
0 0

Soit @ un nombre réel et soient 7, 7, s = 1,..,m. On pose

Les fonctions I'¢; (0) sont les symboles de Christoffel d'une connexion de Koszul sans

torsion dans la variété ©. Cette connexion est notée V¢ et nous avons :

g(vgiaja 88) = 1ﬂ%:s‘

La relation entre V*, V=% et I'information de Fisher g est le formalisme de Amari-Chentsov :
pour des champs de vecteurs U, V., W on a :

Ug(V.W) =g(VGV, W) + g(V,V*W).

42



La relation ci-dessus montre que le tenseur g est invariant par la connexion :

VeV
N 2

Exemple 117. [83]

Pour la famille de la distribution normale de dimension 1, Sy(,02) est un modele
statistique de dimension 2 :

Vlc

= :R7 ©= {(/'L?O)|(Naa) €R X R+}7

SN(uo?) = {p(w;u, o) = \/zl—mexp [—%] (i, 0) € @}

La métrique de Fisher ¢¥" est de courbure sectionnelle riemannienne constante —%,

donc Si(,,»2) peut étre considéré comme le modele du demi-plan de Poincaré (H, g).

2. La famille des distributions normales multivariées Sy, x) est un modele statistique

de dimension (n + @) :

(1]

=R? O={(11,2)|(,X) € R® x R™*™ ¥ : definie positivel,

Sy = { Do 9) = s | =g - 'S - )] 1009) € 0.

Dans le cas ou ¥ = ¢21d,, :

1 ) (2 — p)?
SN(po = X)) =-——"7—||exp | ————— ,0) ER" xRt & |
N(u,02Ey) {p( H ) (27T)n/20'n Zl;! p |: 202 |(/’l’ )
ou Id, est la matrice identité de taille n. Ce modele statistique Sy(,02p,) avec la
métrique de Fisher g7 est de courbure sectionnelle riemannienne constante —5. Par
conséquent, Sy(u02p,) peut étre considéré comme le demi-espace supérieur de I'espace

hyperbolique (H"™! g).

Définition 118. Soit (=, 2) un espace mesurable. Une famille de distributions de probabilité
E = {p(x;0)|0 € O} sur = est dite étre une famille exponentielle s'il existe des fonctions
C, Fy,..., F, sur =, et une fonction ¢ sur © C R™, telles que :

On dit alors que (6',...,6™) sont ses paramétres naturels ou canoniques.
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Exemple 119. [83] La famille des distributions normales & une dimension :

1 x— )2
SN(p,o?) = {p(x;u,a) = maexp [—%} l(n,0) € R x ]R*}

est une famille exponentielle. En effet, en posant

LA P

T o2 202’
il en vient :
p(x;0) = expl0' Fy(z) + 6° Fy(x) — ¢ (0)],
0 cO:={(0",06% cR*6* > 0}.
avec

Fi(x) =z, Fy(zr):=—22 (@) := f@l + %log (;T—2> ,

Par conséquent, la famille des distributions normales de dimension 1 est une famille expo-
nentielle.

2.4 Equation hessienne dans une structure de jauge sy-
métrique

2.4.1 Equation hessienne d’une connexion V

Une structure de jauge est une paire (M, V) ot V est une connexion de Koszul dans une
variété M. Nous dirons que (M, V) est une structure jauge symétrique si la connexion V est
symétrique. Nous utilisons la paire (M, V) pour introduire un opérateur différentiel V2 de
second ordre appelé opérateur hessien et en déduisons un systéme d’équations aux dérivées
partielles noté HE(V). Ce travail est consacré aux impacts de 1’analyse globale de ’équation
HE(V) sur la topologie différentielle d’une variété statistique. Nous rappelons les notations
que nous adoptons dans la suite :

1. L’espace vectoriel des sections de TM est X' (M);

2. L’espace vectoriel des sections de Hom(TM, TM) est dénoté par T} (M)

3. L’espace vectoriel des sections de Hom(TM x TM, TM) est dénoté T} (M).
Définition 120. L’opérateur hessien V2: x(M) — Ty (M) est, pour tout Z € x(M) fixé, la

dérivée covariante du tenseur de T} (M) : X — VxZ. Pour triplet (X,Y,Z) de champs de
vecteurs, son expression est donnée par la formule :
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Proposition 121. Le produit (X,Y) € x(M) — VxY admet V? comme associateur.

Démonstration. Cest une conséquence directe de la déf[120] Nous avons :
ViyZ=X.(Y.Z)—(XY).Z
U

Définition 122. L’équation hessienne de (M, V) est I’équation différentielle du second ordre
suivante :

2.4.2 Expression locale de I’équation hessienne de V

Soit (x1,..,2,) un systéme de coordonnées dans M et soit X € X (M). Nous adoptons
les notations suivantes : 9

8$f

X = Zxkak

Voi0j = SiLf 0

0i

Le symbole principal de 'opérateur différentiel hessien V2 peut étre exprimé comme
suit :
(V2X)(0;,0;) = S (X) 0y (2.23)

avec




Le symbole géométrique oy de V? est

0o 0 22Xt 9

v G a0 = Y owow, om

Par I’ acyclicité du complexe de Koszul-Spencer, 'opérateur différentiel hessien V2 est

involutif [24].

Démonstration. L’espace des sections de Jy (M) sera noté dans la suite par Jy. Soit X et Y
deux champs de vecteurs dans M. Leur produit est :

XY =VyxY

Soit U et V des des éléments de Jy. Par un calcul élémentaire, nous avons :

X.(Y.(UV)) = (X.Y)(UV) = X.(Y.U).V) - (X.Y).U).V (2.25)
= (X.((Y.U)) - (X.Y).U)).V (2.26)
= 0. (2.27)

Montrons a présent que si U et V sont des éléments de Jy alors ViV est un élément de
Jy. Par un calcul assez simple nous obtenons :

(ViyVoV) = X.(Y.(UV)) = (XY).(UV) (2.28)
= (X.Y).(UV) = (X.Y).(UV) (2.29)

= 0. (2.30)

O
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Lorsque V est une connexion symétrique, on dit que (M, V) est une structure de jauge
symeétrique et 'algébre de Lie (Jy,[—, —]v) est une sous-algébre de Lie de I'algebre de Lie
des champs de vecteurs

Les propositions suivantes montrent que Jy peut étre trivial.

Proposition 126. Soit (M, g) une variété riemannienne et Ric son tenseur de courbure de
Ricci. Nous avons
Jyie C ker(Ric).

Démonstration. Soit (X,Y) un couple de champs de vecteurs sur M et soit U € Jyi.. Nous
avons :

RV (X, Y)U = (VU)(X,Y) — (V2U)(Y, X)

En prenant la trace, il en vient que :

Ric(X,U) =0.

Jyie C ker(Ric).
O
Corollaire 127. Si V' est la connexion de Levi-Civita d’une variété d’Einstein, alors :
Jyie = {0}
Proposition 128. Soit (M, g) une variété riemanienne compacte tel que le

Ric <0

alors :
Jvlc == {0}.

Démonstration. En utilisant la formule
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.Nous déduisons que Jyi est un champ de Killing sur M. Par hypothése Ric < 0, le
théoréme de Bochner montre alors que

Jvlc - {0}
O

Une conséquence directe du troisiéme théoréme de Lie est la suivante : A un isomorphisme
de groupe de Lie prés, il existe un unique groupe de Lie simplement connexe Gy dont I'algébre
de Lie est isomorphe a l’algebre de Lie Jy.

Définition 129. [77] Jy est dite complétement intégrable si elle provient d’une action dif-
férentiable localement effective :

Gy XM >3 (y,2) - v.xr € M.

Dans une variété compacte M, toute sous algébre de Lie de ’algébre de lie des champs
de vecteurs de M de dimension finie est intégrable. Cela est dii au fait que fait que chaque
champ de vecteurs X est complet, c’est-a-dire que X est le générateur d’un sous-groupe a
un parameétre du groupe des difféomorphismes.

2.4.3 Une représentation canonique de Gy

Définition 130. Soit W un espace vectoriel réel de dimension finie. Son groupe des trans-
formations affines, noté Af f(W), est défini comme le produit semi-direct :

Aff(W)=GL(W)x W
ou W est, par abus de notation, le groupe des translations de W'.

Dans toute la suite V sera supposée étre une connexion localement plate. Il existe une
représentation affine naturelle de I'algébre de Lie Jy sur elle-méme en tant qu’ espace vec-

toriel :
Jv > X = p(X) = (Vx,X) € gl(Jv) x Jv = af [(Jo).

avec une action affine donnée par :
p(X)Y:VXY—l—X, VYE Jv.

En vertu de la propriété universelle des groupes de Lie de dimension finie simplement
connexes, il existe une unique représentation affine :

v € Gy = (fv(v),av(7)) € Aff(Jv).

vérifiant la condition suivante :
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Démonstration. Le couple (fv,gy) est un homomorphisme continu du groupe de Lie Gy sur
le groupe de Lie Af f(Jv), donc, pour tout 71,72 € Gy :

(f(1)-f(2), F(m)a(r2) + () = (f(n12) ¢(n172)) -
O

La cohomologie du groupe de Lie Gy valeur dans son algébre de Lie Jy est définie par

le complexe [33],[29] :
e = Cq(Gv, Jv) — Cq+1(Gv, Jv) — Cq+2(Gv, Jv) —

avec la différentielle D :

La condition :
av(m72) = fv(Mm)av(y2) + av(n)

V1,72 € Gy

est équivalent a ¢gv € Z(Gv, Jy). La définition suivante prend donc tout son sens : La classe
de cohomologie [gv] € H'(Gy, Jy) est appelée la classe radiante de la représentation affine
(fv,qv). La classe de cohomologie [gv-] € H'(G'y+, Jy-) de la représentation affine ( fy-, gv+)
est appelée la classe radiante duale . Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer les
principaux résultats de ce travail :




Démonstration. Montrons d’abord que (1) implique (2). Soit —Y un point fixe de 'action
affine (fv, qv), alors

JeN(=Y0) +av(7) = =Yo, ¥y € Gy
Par conséquent, on a :

gv(7) = fe(v)(Yo) = Yo, Vv € Gy.

Donc le cocycle g est exact. Pour prouver que (2) implique (3), considérons I'isomorphisme
affine (e,Yy) qui n’est rien d’autre que la translation par Yj.

X = X +Y;

Nous calculons

(e, Y0)(fv (1), aw (1) (e, Yo) ™ = (fv(7),09)

ou Oy représente I’élément zéro de l'espace vectoriel Jy. Enfin, (3) implique (1). Cette as-
sertion signifie qu’il existe un isomorphisme affine

JVBY—>L(Y)+X0€JV

tel que

(Lu XO)(fV(V)?QV(/Y))(IﬁXO)_l = (fV(V)vOV% V’Y € GV

Le calcul du membre de gauche donne les identités suivantes :

(a): Liv()L™ = fo(y) (2.31)

(b) : Ligv(7)) + Xo — [L(fo (7))L "](Xo) = Oy. (2.32)
L’identité (b) donne :
gv(7) = oL (X)) — L7H(Xo), Vv €Gy.

En tenant compte de 'identité (a), on obtient :

av(7) = fv(7)(Xo) — Xo, Vv € Gy.

Donc le vecteur — X, est un point fixe de la représentation affine (fy, qv). O
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Définition 133. La représentation affine (fv, ¢v) s’appelle la représentation affine ca-
nonique de la variété localement plate (M, V).

Remarque 134. Lorsque l'action infinitésimale Jy est intégrable, la proposition ci-dessus
est un outil clé pour relier la représentation affine canonique de (M,V) et le probléme
d’hyperbolicité pour les orbites de Gv.

2.5 Application aux variétés statistiques

2.5.1 Variété hessienne

Définition 135. Une métrique riemannienne g sur une variété localement plate (M, V) est
appelée une métrique hessienne si g peut étre exprimée localement par

g="V’h;
c’est-a-dire :
B 0%h
bis = (9:1,'1817]

ou (x1,..,2,) est un systéme de coordonnées affines par rapport a V.

2.5.2 La KV-cohomologie & valeur scalaire et classe hessienne.

Soit (M, V) une variété localement plate. Soit Ay = (X (M), V) l'algébre de Koszul-
Vinberg associée a (M, V).

Définition 137. Pour une variété localement plate, le KV-complexe & valeurs scalaires est
I’espace vectoriel Z-gradué défini comme suit :

C(V) = ©4ezC1(V)

avec Cy(V),q > 0 les espaces vectoriels définis par :
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. L’opérateur cobord dxy: C4(V) — C97(V) est définit par :

Le complexe (C(V), dky) est le complexe de Koszul-Vinberg a valeurs scalaire de (M, V).
L’espace de cohomologie KV a valeurs réels est graduée par le sous-espace vectoriel :

Définition 138. Un élément gy dans Hz (V) est appelé une classe hessienne (resp.
hessienne non dégénérée, hessienne définie positive) s’il contient un cocycle symétrique (resp.
symétrique non dégénérée, symétrique définie positive).

2.5.3 Formulation homologique de la géométrie hessienne et de la
géomeétrie de Koszul

Dans [24] Michel Boyom a donné un analogue cohomologique de la proposition ci-dessus,
son résultat s’énonce comme suit :



Dans le formalisme cohomologique de Boyom, pour une variété hessienne (M, g, V), la
métrique hessienne admet deux classes hessiennes :

Le théoréme suivant, du a Koszul, caractérise I’hyperbolicité d’une connexion.

Il se reformule comme suit dans le formalisme de la KV-cohomologie de Boyom :

2.5.4 Feuilles hyperboliques dans une variété statistique

Soit (M, g, V, V*)une variété statistique compacte et V' la connexion de Levi-Civita de
g. Nous considérons les trois structures de jauges suivantes (M, V), (M, V*) and (M, V).
Par hypothése de compacité de M, les trois algébres associatives, Jv, Jv+ et Jyie sont des
actions infinitésimales des systémes dynamiques différentiables localement effectifs suivants :
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Remarque 144. Du point de vue de la géométrie riemannienne, les orbites de Gyic sont des
sous-variétés riemanniennes plates. A un revétement fini prés, chacune de ces orbites de
dimension n est isométrique a un cylindre plat sur un tore euclidien, a savoir
']I‘k

— xR

( T 90)
avec la métrique plate go induite de la métrique euclidienne ambiante de R™. L’entier k est
le premier nombre de Betti de l'orbite et I' est un groupe fini d’isométries, voir [5] pour plus
d’informations.

Notation : Nous noterons par Fy le feuilletage dont les feuilles sont les orbites du groupe
de Lie Gy et gy la restriction de g a Fy.

Démonstration. Soit V' € Jg, nous avons :
RY(X,Y)V = (V*V)(X,Y) — (V*V)(Y,X) = 0.

Les orbites de Gy sont donc des sous-variétés localement plates. Rappelons que (M, g, V)
satisfait I'identité suivante :

Vig(Y, Z) = Vig(X, Z), VX, Y, Z € X(M).

Puisque Jy est algeébre associative pour la loi X.Y = VY, alors toute orbite de Gy est V-
auto-paralléle, donc ces orbites sont des sous-variétés hessiennes. Ceci termine la preuve. [

Démonstration. D’aprés le théoréme les assertions (2), (3) et (4) sont équivalentes. Par
conséquent, il suffit de prouver que les assertions (1) et (2) sont équivalentes.
Démontrons d’abord que (1) implique (2)
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Supposons que la classe [gy] s’annule. Alors il existe une 1-forme différentielle 6 fermée
au sens de Rham telle que :

gv(X,Y)=-X0(Y)+0(VxY), V(X,Y).
Par la définition des variétés statistiques, il en résulte que :
Xgo(Y.Z) = gv(VXY.Z) + gv(Y,VxZ), V(X,Y,Z).
Soit H I'unique champ de vecteurs satisfaisant :
0(X)=gv(H,X), VX.
En utilisant une fois de plus la propriété de définition des variétés statistiques, nous obtenons :
Xgv(H,Y)—gv(VYH,Y)—gv(H,VxY)=0.

Puisque le membre de gauche est C°° (M )-multilinéaire, nous pouvons supposer que H € Jy
et nous obtenons 'identité suivante :

gv(VXH)Y) = Xgv(H,Y) —gv(H,VxY) =gv(—X,Y), V(X,Y)CX(M).

On a donc :
V¥(—H) - X =0y, VX € X(M).

Donc —H est un point fixe de (fy«, gv+).
Démontrons maintenant que (2) implique (1).
Supposons que ( fy«, gv+) admet un point fixe Yy € Jg«. Alors :

fo: (V) (Yo) + gv-(v) = Yo, Vv € Gy
A tout X € Jy-, nous associons le sous-groupe a un paramétre
{Ezp(tX),t € R} C Gy-.
Nous avons :
for(Exp(tX))(Yo) + qv+(Exp(tX)) =Yy, VLER.
En calculant la dérivée a t = 0, on obtient :
VYo + X =0.

Par dualité, nous avons :

Xgv(Y0,Y) = gu(ViY0,Y) + gv(Yo, VxY)
En utilisant V%Y, = —X, VX, on obtient l'identité suivante :

Xgv(Y0,Y) = —gv(X,Y) + gv (Y0, VxY).
En définissant 0 par : 0(Y) = —gv(Yy,Y), VY, on obtient :

gv(X,Y)=X0(Y)—-60(VxY), V(X,Y)

On a alors [gy] = 0 € Hz,,(V), ce qui conclut la preuve. O
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Démonstration. D’aprés le théoréme précédent et le théoréme de reformulation de Boyom
le théoréme se déduit assez facilement. O

Remarque 148. Le théoréme précédent prouve que la nullité de la classe hessienne
et la nullité de la classe radiante de représentation affine de la connexion duale
sont des reformulations cohomologiques de I'hyperbolicité d’un variété localement plate au
sens de Koszul. Nous déduisons que I'hyperbolicité au sens de Koszul peut étre décrite
par la nullité de la classe radiante duale de la représentation affine de la connexion duale.

Démonstration. Ce théoréme se démontre en deux étapes :
Premiére étape(]56] Lemme 3) :
D’apres le revétement universel M est difféomorphe & un céne convexe ne contenant

56



aucune droite entiére de R", que nous noterons C'. Soit ¢ le revétement affine de C' dans M
défini par : 3 3
g=moD tavecn: M - M etD: M —C.

Soit H € X(R") un champ de vecteur défini par H(z) = >, '5%. H est un champ d’ho-
mothéties (c’est-a-dire que ce champ est généré par un groupe a 1 parameétre d’homothéties
de centre 0 et de rapport e'). Nous avons, pour tout X € X(R"), la condition VY H = X
avec V' la connexion plate canonique sur R™. Le champ de vecteurs H est G L(R")-invariant.
Puisque C est un cone saillant de R™, alors toute transformation affine de C' est la restriction
d’un élément de GL(R™). La restriction de H & C est invariante par les transformations
affines de C. Par conséquent, il existe un et un seul champ de vecteurs H sur M tel que
dq(H)=H ". Nous savons que ¢ est localement un isomorphisme de variétés localement plates

ie(dg(V°) = V) Nous avons :

dg(V%H) =V H
VyH =X

Alors [gy] = 0 € HY(Gv, Jy).

Deuxiéme étape :

Par hypothése (M, V) est une variété hyperbolique compacte, donc il existe une 1-forme
différentielle fermée 0 telle que V@ soit définie positive, alors ¢ = V@ est une métrique
hessienne. Soit V* le dual de V par rapport a g, définit par :

V* est une connexion localement plate sur M et d’apres [146] nous déduisons que :

lav+] =0 € H'(Gy+, Jv+)

O

Les variétés hyperboliques sont étroitement liées aux variétés hessiennes

Démonstration. Soit (M, V) une variété hyperbolique, d’aprés il existe une 1-forme fer-
mée 0 telle que sa différentielle covariante V@ soit définie positive. VO est une métrique
Riemanienne. Puisque les formes fermées sont localement exactes, alors & = dh, pour une
certaine fonction h. Dans ce cas, V6 est exactement la hessienne de h (d?h). O
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Démonstration. En utilisant le théoréme la classe [gy| s’annule, d’aprés146, [gy+] s’an-
nule, nous en déduisons qu’il existe une 1-forme différentielle fermée 6 telle que V*@ soit
définie positive. O

O

Démonstration. Ce corollaire se déduit du précédent de fagon naturel.

2.5.5 Les orbites GGy sont des quotients de cones convexes

Les cones convexes sont des exemples de domaines bornés. L’étude des cones convexes
a été et continue a étre un sujet de premier plan en géométrie et en analyse. Les travaux
pionniers sont ceux d’Elie Cartan, mais il existe une multitude de travaux ultérieurs, cf : [28]
Cartan 1935, [54] Koszul 1961, [94] Vinberg 1967 et bien d’autres. De nos jours, I'analyse
dans les cones convexes joue un role clé dans la géométrie de I'information, voir Barbaresco
[7], [8]. Le théoreme fournit les conditions sous lesquelles les orbites compactes de Gy
sont hyperboliques. Nous allons démontrer qu’a difféomorphisme pres, les feuilles compactes
de Fy sont des quotients de cones convexes. Nous adoptons comme notations : Fy pour
les feuilles compactes de Fy et D(ﬁ’v) pour l'image du revétement universel de Fy par
I’application de développement D.




Démonstration. L’action
Gv X Fv — FV

donne lieu & 'action } 3
GV X FV — Fv.

(Fy, V) est homogene sous I'action du groupe de Lie Gy et Fy est le quotient de Fg par son
groupe fondamental 7 (Fy). Par conséquent, m(Fy) et Gy sont des sous-groupes du groupe
de

Aff(Fg, V).

Il est facile de vérifier que Gy est inclus dans le normalisateur de 7 (Fy).

Puisque l'action de Gy est transitive sur Fy, alors chaque orbite de Gy dans Fg est une
sous-variété ouverte de Fy. Puisque Fy est connexe, Paction de Gy sur Fy est transitive. Du
théoréme précédent [155], nous déduisons que les feuilles compactes de Fy sont difféeomorphes
au quotient d’un cone convexe saillant par un groupe discret de GL(R™). O

2.6 Modéles statistiques sur les feuilles de Fy

2.6.1 Fonction caractéristique et formalisme du Barbaresco

La structure localement plate de (M, V) se reléve sur son recouvrement universel M
comme une structure localement plate (M, V) pour laquelle la projection 7 : (M,V) —
(M, V) est une application affine. La structure localement plate sur M est définie par le
diffecomorphisme affine local D : (M,V) — (R",V°) ou V est la connexion standard
localement plate définie par V0.2 =0 Vi=1,2,....,n.
L’application développement donne lieu a une représentation H(V) du groupe fondamental
m (M) de M dans R™, appelée représentation holonomie de M.

Elle est définie par le diagramme commutatif suivant :

Do~y =H(V)oD,Vy e m(M).

Par le théoréme Q) est un cone convexe ouvert de R™ et H(V) C GI(R"), il existe
donc un difféomorphisme local D correspondant au diagramme suivant :
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.Soit © un cone convexe ouvert de R™ et soit ) 'adhérence de €. I’ensemble :
O ={V|(¥,z)>0VreQ—{0}}

s’appelle le cone duale de €.
L’holonomie H(V) agit sur Q* par représentation duale

HV): 3¢ —7=Eo0y e

ot v € H(V), pour plus d’informations voir [83].
J-L Koszul et E.B. Vinberg ont introduit l'intégrale suivante p sur un cone convexe saillant

QO

ou d§ est la mesure de Lebesgue de R*.

p est une fonction analytique sur €, avec pq(f) €]0, +oo[, appelée la fonction caractéris-
tique de Koszul-Vinberg sur le cone €. Elle satisfait & plusieurs conditions(voir [93]) :

1. pq est logarithmiquement strictement convexe et ®q(0) = log(pq) est strictement
convexe.

2. Siy € H(V) alors po(v0) = det(vy) ' pa(0).

3. 1-forme de Koszul : La 1-forme différentielle a = dlogpa = % est invariante par
H(V).Si0e€QetuecR" alors < ap,u >= — fﬂ* <& u> e <80>dE et ap € O

4. 2-forme de Koszul 3 : La 2-forme différentielle symétrique 8 = Va = d?log(pq) est
une forme bilinéaire symétrique définie positive sur R” invariante par H (V).

5. Métrique de Koszul-Vinberg : La métrique riemanienne d*logpq est une métrique
invariante par H (V).

Dans [9], Frédéric Barbaresco a introduit une densité de probabilité appelée densité de
Koszul et définie par :
Pour 6 € Q) et £ € 0", on définit
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Alors {P(0,¢),£ € 2} est une famille exponentielle de distributions de probabilités sur
Q* paramétrée par 0 € €.

2.6.2 Construction de la densité de probabilité sur les feuilles de
Fv

Notre objectif est de doter les feuilles de Fv de la structure d’un modéle statistique.

Le groupe H(V) C Gl(n,R) est un groupe moyennable, il existe donc une moyenne p €
Hom(L*(H(V)),R) définie par :

u(f) = fv)du(v)
H(V)
et satisfaisant :
1. It f >0, u(f)>0.
2. p(fon) =nulf), VfVy e HV).

3. pu(1) =1.
Soit :
foe:v 3 H(V) — P(07,6) = P(6,7'¢) € R.
Nous avons :
P(0y,6) <1
Alors :

foe € L*(H(V))
Proposition 157.
Q6.9 = n(Fog) = [ PO €)du(r)

H(V)

est H(V)-invariant c’est-a-dire :

Q(10,8) = Q(0,¢).
Proposition 158. Soit QQ 'application

Q :

) x O — R.

Nous avons

Q0,6)dg =1
Q*
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Démonstration.
[ eoi= [ ([ Porvedum
O* o JH(WV)

Par le théoréme de Fubini-Tonelli, nous avons

| .- P(O, (.

Q*xH(V)

L/mum: Mpm@mwm
o H(V) Jar

[ ewai= [ ae

/ Q0. €)de = 1.
N

Nous avons :
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Chapitre 3

Des structures duales aux variétés
presque de contact

3.1 Motivation

Il est fréquent de se poser la question de 'existence d’une structure particuliére sur une
variété différentielle. Dans ce chapitre, on tentera de répondre au probléme suivant : Soit
M une variété différentiable orientable de dimension impaire donnée. Existe-t-il sur M une
structure presque cosymplectique (presque de contact), une structure métrique
presque de contact, une structure de contact, une structure métrique de contact,
une structure quasi-contact(2-calibrée ou encore structure presque cosymplec-
tique contact), une structure cosymplectique, structure cokihlerienne ?

Approche de solution : Une structure duale sur une variété riemanienne M est un
triplet (M, g, V) avec g une métrique riemanienne et V une connexion affine, généralement
supposée étre sans torsion. A partir de g et de V, la connexion duale V* peut étre définie
et la paire (V,V*) est appelé structure dualistique sur M. La paire (V, V*) est un objet
de base en géométrie de 'information. Dans ce travail, nous donnons des conditions basées
sur cette notion pour qu’une variété orientable admette une structure presque de contact
et quelques structures liées aux structures presque de contact (structure presque de contact
métrique, structure de contact, structure métrique de contact, structure quasi-contact(2-
calibrée), structure cosymplectique, structure cokéhlerienne).

Rappel bref des structures concernées :

1. structure presque cosymplectique :(n,w) € Q' (M) x Q*(M) telles que
nAw" #0,
2. structure de contact :(n,w) € Q' (M) x Q*(M) telles que
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Conjecture de longue date en topologie de contact(conjecture Chern) :

Dans le cas de variétés ouvertes , le résultat est vrai et c’est 'une des premiéres applica-
tions du principe h de Gromov(1970).

Autrement dit, nous avons :

L’existence de structures de contact sur les variétés de dimension 3 a une longue histoire
qui commence par la question de S.S. Chern[31] en 1966 :



Toujours en 1970, Lutz[63] et Martinet [64] ont prouvé 'existence de structures de contact
pour les variétés compactes dimension 3.

Lutz[63] et Martinet [64] ont parallélement demontré I’équivalent du théoréme de Gromov
dans le cas des variétés fermées de dimension 3.

En 1971 H. Geiges prouve le méme théoréme dans le cadre des variétés fermées simplement
connexes de dimension 5 :

En 2012 cette question fut réglée pour les variétés fermées de dimension 5 dans [30] par
R. Casals, D.M. Pancholi and F. Presas .

En particulier, les variétés presque de contact orientées fermées de dimension 5 sont de
contact.

En 2014, un résultat Matthew Strom Borman, Yakov Eliashberg et Emmy Murphy [17]
généralise en toute dimension impaire les théorémes précédents.
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Conjecture de longue date en topologie de contact(conjecture Chern) :

Dans le cas de variétés ouvertes , le résultat est vrai et c’est I'une des premiéres applica-
tions du principe h de Gromov(1970).

Autrement dit, nous avons :

L’existence de structures de contact sur les variétés de dimension 3 a une longue histoire
qui commence par la question de S.S. Chern[31] en 1966 :

Toujours en 1970, Lutz[63] et Martinet [64] ont prouvé 'existence de structures de contact
pour les variétés compactes dimension 3.

Lutz[63] et Martinet [64] ont parallélement demontré 'équivalent du théoréme de Gromov
dans le cas des variétés fermées de dimension 3.
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En 1971 H. Geiges prouve le méme théoréme dans le cadre des variétés fermées simplement
connexes de dimension 5 :

En 2012 cette question fut réglée pour les variétés fermées de dimension 5 dans [30] par
R. Casals, D.M. Pancholi and F. Presas .

En particulier, les variétés presque de contact orientées fermées de dimension 5 sont de
contact.

En 2014, un résultat Matthew Strom Borman, Yakov Eliashberg et Emmy Murphy [17]
généralise en toute dimension impaire les théorémes précédents.
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3.2 'Transformations de jauge et parallélisme

Dans cette section, (M, g) est une variété riemannienne lisse. Soit TM — M le fibré
tangent de M, I'(T'M) désignant l’espace de ses sections lisses. Pour toute connexion affine V,
sa connexion duale V* est définie par la relation (V3 X )b = Vy X”, ou de maniére équivalente
comme satisfaisant pour tout triplet de champs vectoriels X, Y, Z dans T'(T' M), 'équation :

Z(g(X,Y))=g(VzX,Y)+g(X,V3Y)

Sur les 1-formes, la relation de dualité devient : (Vyw)® = Viw?, pour toute 1-forme w
et tout champ de vecteur X. Elle peut ausi s’écrire comme

3.2.1 Equation de jauge

Etant donné une paire de connexion duales V et V*, on dit quun (1, 1)-tenseur @ satisfait
I’équation de jauge si pour tous les champs vecteurs XY :

De maniére équivalente, en utilisant le tenseur différence D, nous obtenons :

Avec :

(D& 1)(0)(X,Y) =D (X,0Y), (12 D)(B)(X,Y) =6D(X,Y).

Dans le cadre des variétés statistiques, ’équation de jauge devient :

\] I
e}



Rappel
VO)(X,Y)=Vx0Y —0(VxY) VXY e (TM).
Lorsque V = V% I’équation se résume & V¢(#) = 0. Dans ce cas, I'équation
admet des solutions locales si les conditions decrites dans [4] sont satisfaites. En coordonnées,
I’équation de jauge devient, avec la convention d’Einstein sur les indices de sommation

ol les Ffj sont les symboles de Christoffel de V. Il est commode d’utiliser une base
orthonormée (X1, ...., X,,) et pour sa base duale (wl = X'l’, oWt = Xfl) pour représenter le
tenseur D : c’est-a-dire

D=DjX; @uw' @

Définition 184. Soit 6 un tenseur (1,1). Son adjoint 6* est défini, pour tout champ de
vecteurs X, Y, par la relation :

g(0X,Y)=g(X,0")

Démonstration. Pour tout champ de vecteurs X,Y, Z :

g((Vz0)X,Y) = g(Vz(0X),Y) — g (6VzX,Y) (3.6)
=Z(g(0X,Y))—g(0X,VzY)—g(OV,X,Y) (3.7)
=Z(g(X,07Y)) —g(X,0°VzY) — g (V;X,07Y) (3.8)
=g(X,Vz0"Y) —g(X,0°VY) (3.9)
Par hypothése 6 satisfait I’équation de gauge , V30 = —0D(Z,.), alors :
g((V20)X,Y) = =g (0D(Z, X),Y) = —g(D(Z,X),0"Y) = —g (X, D (Z,0"Y))
Nous avons alors :
0=g(X,D(Z,0°Y))+g(X,Vz0'Y) —g(X,0"'V5Y) (3.10)
=g(X,V3,0Y) —g(X,Vz0'Y)+ g (X,Vz0"Y) — g (X,0°V3,Y) (3.11)
=g(X,V30"Y) —g(X,0°VzY) (3.12)
Cette équation implique & son tour la propriété voulue :
V,0°Y =6"V,Y
O
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Démonstration. Pour tout champ vectoriel X,Y, Z :
(Vzpo) (X,Y) = Z (po(X,Y)) — po (V2X,Y) — py (X, V7Y)
=g((V30 - 0Vz) X, Y) =0
D’autre part :
=9(V20X.Y) —g(VZ0X,V7Y)
=—g(D(Z,0X),Y)
et par ’équation de jauge :

-9 (D(Z7 GX)’Y) =g ((VZH)Xv Y) :

O

Et cela prouve la seconde assertion

Démonstration. En utilisant la proposition précédente , nous avons

(=Vz9) (0X,Y) = (V39) (0X,Y) = g ((V20) X, Y)

O

le corollaire est ainsi démontré.



Démonstration. Pour une connexion sans torsion V et une forme w :

k
dw@ (XO; s 7Xk) = Z(_l)l (szw) (X07 ce 7Xi; s 7Xk:)
i=0
Puisque Vpy = 0, la formule précédente appliquée a py montre que dpy = 0. D’aprés [76], le
codifférentiel relatif & V agit sur les formes différentielles comme suit :
Nw = —tryVw

la formule précédente appliquée & py montre que 6¥py = 0, alors py est V-cofermée. O

3.3 Structure presque cosymplectique et connexions duales

Etre une variété presque de contact est une condition purement topologique. En dimen-
sion 5, elle se résume a la nullité de la troisiéme classe intégrale de Stiefel-Whitney. Dans
[10], cette propriété est utilisée pour classifier les variétés de presque contact simplement
connexes. Rappelons qu’ une variété presque cosymplectique (cf. [61],[3]) de dimension
2n + 1 est un triplet (M,w,n) tel que la 2-forme w et la 1-forme n satisfont w™ A n # 0.
[31] Dans le langage des G-structures, une structure presque cosymplectique peut étre
définie de maniére équivalente comme la donnée d’une 1 x Sp(n, R)-structure. D’aprés le [3],
toute structure presque cosymplectique sur M induit un isomorphisme de C'*°(M)-modules

[ xan o
Y X e w4 (X))

pour tout champ de vecteurs X € X'(M). Un isomorphisme de fibré vectoriels (noté avec le
méme symbole) b,y : TM — T*M est également induit. Le champ de vecteur

£ = b(_nl,w) (n)

sur M est appelé le champ de Reeb de la variété presque cosymplectique (M,n,w) et est
caractérisé par les conditions suivantes

ingo et Z&’I’]:l
Inversement, nous avons la caractérisation suivante des variétés presque cosymplectiques

qui découle de [3] [proposition 2]
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Proposition 191. [3/ Soit M une variété munie d’une 1-forme n et d’une 2-forme w, telle
que Uapplication b, .y : TM — T*M soit un isomorphisme. Supposons également qu’il existe
un champ de vecteurs & tel que icw = 0 et n(§) = 1. Alors, M est de dimension impaire et
(M,n,w) est une variété presque cosymplectique avec pour champ de Reeb &.

Démonstration. Prouvons la partie nécessaire (1) implique (2) : Supposons que M admette
une structure presque de contact (w,n), il existe un champ de vecteurs £ tel que iew =
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0 et n(&) = 1. Pour tout 2 € M, il existe une base adaptée (Xo, X1, .. X,, X1, ., X,,) de
T, M tel que

Xo=¢& et (X, X, X, ..,Xn) est une base symplectique de H = ker(n).
La base duale adaptée (ao =X},...,4" = Xﬁ) satisfait :

we=0a"'Nal4+.....+a"ANar et n, =a’
Nous avons selon [32], que le groupe de structure du fibré tangent de M est réductible a
Sp(n,R) x 1. Soit (Yo, Y1, ..., Y, Y1, ... Y,) et (Xo, X4, .., X0, X1, ..., X;,) deux bases adaptées
en z. Nous avons :
Y, =C/X; + DIX; et Y;=-DIX;+ CIX;
ou C, D € Gl(n,R). Ainsi les deux bases sont liées par la (2n + 1) x (2n + 1) matrice S :
C D
-D C
0 O

_ o O

Puisque le groupe de structure du fibré tangent de M est réductible & Sp(n,R) x 1, on peut
trouver des connexions adaptées (Sp(n, R) x 1-connexion) V préservant w, ¢ :

VE=0 et Vw=0.

D’aprés [13], & une structure presque cosymplectique (w, n) il existe une structure métrique
presque de contact (6,&,7,g) sur M avec les mémes ¢ et 1, dont la 2-forme fondamentale
coincide avec w. Nous définissons une métrique g sur M par :

9(X.Y) =gu(X,Y), g¢(X,§) =0, ¢g(§§ =1 VXY el(H).
Le tenseur de type (1, 1) 0 : TM — T'M est défini par :
0X = JX, 0£=0, VX eTD(H)

ou J? = —Idy ou Idy désigne I'application identité sur H et gy est une métrique sur H

telle que
QX,Y)=gy(JX,Y) VXY €T'(H).

Nous déduisons alors que

wX,Y)=QX,Y)=90X,Y) et ¢g(0X,Y)=—g(X,0Y), VX,Y € X(M).
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Nous avons
Vw=VQ=0

XQY, Z) = UV, Z) = QY, Vx Z) = 0
X.g(0Y, Z) - g(0V Y. Z) — g(0Y,VxZ) = 0
Par dualité entre V,V*, on a
g(V0Y,Z) —g(OVxY,Z) =0

on en déduit que
VLY =0VxY et ¢g(0X,Y)=—g(X,0Y)

Donc 6 est une solution antisymétrique de 1’équation de jauge de rang maximal.

La partie suffisante (2) implique (1) :

Soit # une solution antisymétrique de ’équation de jauge. Par hypothese, le rang de 6 est
2n, donc la 2-forme py est de rang maximal, c’est-a-dire que pj se s’annule nulle part. A
po est associée sa distribution de dimension 1 donnée par son noyau kerpg. Puisque M
est orientable, en utilisant 'opérateur de Hodge % sur M, on définit une 1-forme unique
ng telle que : ng =" py et satisfant naturellement pj A ng # 0. La 2-forme pp définie un
fibré en droites l,, = Usem{a,kerpj}, ot kerpj est le noyau de la 'application linéaire
p§ : TM, — TM} définie par X — ker pj(X,.). Soit & l'unique section de [, satisfaisant
ie,Mo = 1, la 1-forme 7y induit un champ d’hyperplans coorientés définit par : H™ = kerng
qui est partout transverse a [,,. Ainsi la paire (py, 19) induit une décomposition

TM = (lpmf@) D (HnoaﬁB)

du fibré tangent de M en un fibré en droites et un hyperplan presque symplectique
(H"  pg), o Py est la restriction de py & H".
O

Démonstration. Soit (w,n) une structure de presque de contact sur M. Il existe une Sp(n, R) x
1-connexion V tel que :

Vw=10,V¢=0.
(i))Vw = 0, soit Y € I'°(kerw). En utilisant 'identité

X.W(Y, Z) — w(VXY, Z) — w(Y, VXZ) =0.
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nous avons

VI*(kerw) C I'™°(kerw).
(i) V¢ = 0, Par dualité, on a :

(V'm(X,Y) = g(Vx&,Y).
Donc V*n = 0. Par un simple calcul, nous avons :

V*I'*(kern) C I'*°(kern).

O

Démonstration. En utilisant le corollaire précédent et le théoréme[3.3] nous avons le résultat.
O

Démonstration. Prouvons la partie nécessaire (1) implique (2) : soit a une forme de contact
sur M, en posant w = da, nous déduisons que la paire (o, w) est une structure presque de
contact sur M. Nous avons une inclusion canonique des structures de contact dans les struc-
tures presque de contact, d’aprés le théoréme précédent ’équation de jauge des connexions
duales sur M admet une solution antisymétrique de rang maximal.

La partie suffisante (2) implique (1).

Supposons que (2) est satisfaite, d’aprés le théoréme précédent, nous savons que M admet
une structure presque de contact, d’aprés [17], nous déduisons que M posséde une structure
de contact. O
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Démonstration. (1) <= (2) est exactement I’assertion du théoréme [195

Prouvons que (2) <= (3) : La partie nécessaire "(2) == (3)" : partons d’une structure
presque cosymplectique (w, n), d’aprés [13] il existe une structure métrique presque de contact
(0,&,m, g) sur M associée a la structure presque cosymplectique, d’aprés [82] nous savons que
W = M x R admet une structure presque complexe J définie par :

0

JX Ty = (0X — Jen(X) o).

Delon [37], 'existence d’une structure presque complexes sur une variété est équivalente a
Iexistence d’une structure presque symplectique.

La partie suffisante (2)<=(3).

Désignons par p: W =R x M — M la projection canonique et par ((a) = (0,a) : M —
W =R x M une section fixe. Soit € la 2-forme presque symplectique sur W ie (Q"+1 £ 0),
soit s la coordonnée dans R et % le champ de vecteurs sur R, nous définissons (7, w) par :

w=1"Q 777:l*i619-
Sur W = M x R nous avons
Q=p'w+pnAds.

D’apres [36], Q" = (n 4+ 1)p*(n A w™) A ds. La 2-forme Q satisfait Q"' = 0 donc n A w"
est une forme volume sur M, et par conséquent la paire (n,w) est une structure presque
cosymplectique sur M.

Prouvons que (3) <= (4):
La partie nécessaire "(3) = (4)".

Soit € une presque symplectique sur W, d’aprés [91],[19], il existe des connexions presque
symplectiques V définies par

VxY = V%Y + A(X,Y), ol A est un tenseur de type (2,1) sur W
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avec VY la connexion linéaire sur W, définie par :
V&Y, Z2) = QA(X,Y), Z).
Les connexions presque symplectiques satisfont :
VQ =0
Il existe 0 € T'(TW* @ TW) et une métrique riemannienne sur W telles que :
QX,Y)=g(0X,Y), 6*=—Idrw
L’identité
VQ=0

implique que :
XQY,Z2)-QVxY,Z)—QY,VxZ)=0

X.g(0Y, Z) — g(0V Y, Z) — g(0Y,VxZ) = 0
G(V50Y — VY, Z) =0
La partie suffisante "(3)<=(4)".

Soit # une solution antisymétrique de ’équation de jauge des connexions duales (V,V*)
de rang maximal sur W = M x R. La 2-forme py est non-dégénérée sur W, alors py induit

une structure presque symplectique sur W.

En procédant de la méme maniére, on a le théoréme suivant :
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Démonstration. Soit (6,n,&) une structure presque de contact ie :
bob+T=nE nE) =1
Par un simple calcul, on a
(Vx0)(0Y) +0((Vx0)Y) = n(Y)(VxE) + (Vxn)Y)E.
on déduit I’équivalence. O

Proposition 203. Soit (w,n) une variété presque cosymplectique a laquelle est associée une
structure métrique presque de contact (0,m,&,g). Si Vw = 0, alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Vo=0
2. g est V-paralléle i.e. (Vg =0),
3. (Vx&) =Vxn ou Vx&=(Vxn).

Démonstration. Prouvons que (1) <= (2)
.Prouvons que (1)<=(2) : Pour tout X,Y, Z, nous avons :

V2(W)(X,Y) = Z(g(6X,Y)) — g(0V2X,Y) — g(6X,VY)
g(V0X,Y) + g(0X,V,Y) — g(0V,X,Y) — g(6X,V,Y)
9(V20X,Y) — g(0V,X,Y)

9(Vz0)X,Y)

Nous déduisons donc la partie suffisante.

Prouvons a présent la partie nécessaire

(1)=-(2) Rappelons que, Vw = 0 est équivalent a Vi.0Y = VY, (1) implique Vx0Y =
V%0Y, on en déduit que V = V*, donc Vg = 0. Ceci prouve la partie nécessaire.

Prouvons que (1) <= (3) : prouvons la partie nécessaire.
(1)=(3) : supposons que VO = 0, alors V = V*, en utilisant la formule (Vi X)" =
Vy X (resp, (Vxw) = Viw?), on en déduit que (V&) = Vxn(resp, Vx& = (Vxn)h).
La partie suffisante : (1)<=(3) : par une simple observation (Vx¢)’ = Vxn = (V%£)’, donc
V = V*, alors (1) est démontrée. O

3.4 Structure métrique presque de contact et connexions
auto-duales

3.4.1 Variété de Riemann-Cartan
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Lorsque V = V*, I’équation de jauge est équivalente a :

V() =0 (3.13)

Démonstration. Ceci est essentiellement un corollaire du théoreme [195] Prouvons que (1)
implique (2).

Soit (6, &, n, g)-structure (structure métrique presque de contact) sur M, d’apres [82|[Théoréme
11],]67]| Théoréme 2|, il existe une connexion linéaire telle que :

VE=0 ,V0=0,Vy=0,Vg=0.

On en déduit que 6 est une solution antisymétrique de la connexion auto-duale V et que son
rang est maximal.

Prouvons a présent que (2) implique (1).

Soit # une solution antisymétrique de I’équation de jauge des connexions auto-duales V telle
que rank # = 2n. D’aprés M admet une structure presque cosymplectique (presque de
contact). D’apres [13], il existe une structure métrique presque de contact (6,&, 7, g) sur M.
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Démonstration. (1) <= (2) est exactement 'assertion du théoréme précédent. Prouvons
que (2) <= (3):

La partie nécessaire "(2) = (3)".

Soit (6,&, 7, g) une structure métrique presque de contact sur M, de [I3] la paire (J, h)
ou J est une structure presque complexe définie par :

JXF ) = (0X — fen(x) )

et h = g + dt? est une métrique produit sur W. On a

BICX, S50, I £ 50) = WX £ 5. (V. £ 5)

La paire (J, h) est une structure presque hermitienne sur W.

La partie suffisante "(2)<=(3) ".

Soit (J, h) une structure presque hermitienne sur W. La forme presque hermitienne définie
par Q(X,Y) = h(JX,Y) est une forme 2 non-dégénérée sur W. Soit s la coordonnée dans
R et % son champ de vecteurs de coordonnées sur R. Nous définissons (7, w) par :

w=1"Q ,n:l*iagQ.

ou la projection canonique et par l(a) = (0,a) : M — W = R x M. La paire (w,n) est une
structure presque cosymplectique surM. De [13] il existe une structure métrique presque de
contact (0,£,n,g) sur M.

(3) <= (4) : La partie nécessaire
"(3) = (4)" Soit (J, h) une structure presque hermitienne sur W. D’aprés [72] [Théoréme
15.1, corollaire 1] il existe des connexions presque hermitiennes, a savoir, des connexions
linéaires V (connexion de Bismut, connexion de Chern) définies par :

1
vV=V"-— 5JvhJ
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satisfaisant :
VJ=0 et Vh=0.

Alors I'équation de jauge des connexions auto-duales sur M admet une solution antisymé-
trique J telle que rank J = 2n + 2.

La partie suffisante "(3)<=(4) ".

Soit € une solution antisymétrique de 1’équation de jauge de connexions auto-duales V
sur W = M x R de rang maximal. La 2-forme py est non dégénérée sur W. Il existe sur W
une structure presque hermitienne (J, h) telle que pg(X,Y) = h(JX,Y). O

Démonstration. Ce théoréme se démontre en utilisant les mémes techniques que les théo-
rémes précédents. O

3.5 Variété presque statistique ou variété statistique ad-
mettant une torsion (SMAT) et structure 2-calibrée.

3.5.1 Variété presque statistique ou variété statistique admettant
une torsion

.Soit V une connexion sur M et V* sa connexion duale définie par :
ViY = (VYY)

La condition de dualité entraine que :
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ou

Nous avons TV = 0 si et seulement si

g(TV(X,Y), Z) + (V*9)(X,Y, Z) — (V*g)(V, X, Z) =0 VX,Y,Z € X(M)

D’une facon analogue TV = 0 si et seulement si g(TV(X,Y),Z) = —(Vg)(X,Y, Z) +
(Vo) (Y, X,Z) VX,Y,Z € X(M).

Pour plus de renseignements sur ces structures voir [65],[48],[47].

3.5.2 Equation de jauge dans une variété presque statistique

Soit V une connexion symétrique sur M et V* sa connexion duale, on dit qu'un (1, 1)-
tenseur 6 satisfait ’équation de jauge si pour tous les champs vecteurs X, Y :

3.5.3 Variété 2-calibrée (Variété quasi-contact)
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Les Variétés quasi-contact sont aussi nommeées dans la littérature par variétés presque-
cosymplectique contact, voir [51]. Lorsque H est intégrable, on parle de 2-feuilletages ca-
librés.

3.5.4 Feuilletage tendu

Définition 211. [40] Un feuilletage F de codimension 1 sur une variété M (quelconque) est
dit tendu si tout arc transverse a F se prolonge en un lacet transverse.

Proposition 212. Un feuilletage est tendu si et seulement si par tout point passe un lacet
transverse.

Cette définition, qui est de nature topologique, peut étre caractérisée comme suit :

Pour plus d’informations sur les variétés 2-calibrées voir [89],[50].

Démonstration. Prouvons en prémier temps la partie nécessaire (1) implique (2) :
supposons que M admette une structure 2-calibrée (w,n) et £ 'unique champ vecteur (champ
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de Reeb) tel que : n(§) = 1 et w(,.) = 0. Les conditions n A w™ # 0 et dw = 0 impliquent
que la restriction de w a I’hyperplan intégrable H = ker(n) est une forme symplectique. De
[12] les connexions V sont définies par :

VxY =V%Y + %N(X, Y) + %N(Y,X) VX,Y € I'(H)

sont des connexions symplectiques sur H, oit V¥ est une connexion linéaire quelconque sans
torsion sur H et N est un tenseur de type (2,1) vérifiant :

VSw(Y,Z) =w(N(X,Y),Z) VX,Y,Z cT'(H).
Le fibré tangent se décompose comme :
TM =R{G H

ou 7 : TM — H désignent la projection correspondante. Les connexions symplectiques V
le long de H admettent des relévements en connexions sans torsion V :

V:=7V|g et VE=0.
On notera que Vw = 0 implique :
Vw=0 and V¢&=0.

Toute variété 2-calibrée (M,w,n) admet une infinité de structures métriques presque de
contact (6, g) obtenues en polarisant w sur ’hyperplan H = ker(n), elles vérifient les identités
suivantes :

n(§) =1L0" = -Id+n®¢,g(0X,0Y) = g(X,Y) — n(X)n(Y)

La forme 2 fondamentale € de la structure métrique de contact coincide avec w et est
définie par :
w(X,Y) =g(0X,Y)

Il vient que :
Vw=VQ =0
XQY,2) - Q(VxY,Z)—QY,VxZ) =0
X.9(0Y,Z) — g(6VxY,Z) — g(0Y,VxZ) =0
g(V50Y, Z) = g(0VxY, Z) = 0

on en déduit alors :

ViY =60VxY et g(0X,Y) = —g(X,0Y).

Donc 6 est une solution antisymétrique de rang maximal de I’équation de jauge des connexions
duales presque statistiques sur M.
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(2) implique (1) :

Soit 6 une solution antisymétrique de 1’équation de jauge des connexions duales presque
statistiques (V, V*) sur M. D’apreés le corollaire pg est V-paralléle, donc py fermée. Par
hypothese, le rang de 6 est 2n, donc la 2-forme py est de rang maximal, c’est-a-dire telle
que py ne s’annule nulle part. Nous associons a py une feuilletage de dimension 1 définie par
kerpy = ker(f). La paire (pp, D) ot D = kerpy est une structure 2-calibrée sur M. Comme
M est orientable, sous cette hypotheése, le champ d’hyperplans D se laisse décrire comme le

champ des noyaux d’une 1-forme 7y globale, coorienté par 7y, alors (pg, 79) est une structure
2-calibrée sur M. O

Démonstration. (1) <= (2) est exactement le théoréme précédent.

(2) <= (3)

Prouvons la partie nécessaire (2)=(3) :(w,n) une structure 2-calibrée sur M, par symplec-
tisation, W admet une structure symplectique définie par :

Q:=w+d(ns)

avec s la coordonnée dans R.

La partie suffisante (2)<=(3).

Soit §2 une structure symplectique sur W, M est une hypersurface de W (M = M x {0} C
W). Une structure 2-calibrée sur M est obtenue par :

w=1"Q ,n:l*z'BQQ.
Avec
l(a)=(0,a): M =W =Rx M

(3) < (4)
La preuve de cette équivalence utilise le méme cheminement que 'équivalence (3) <= (4)
dans [200)

La partie nécessaire (3)=(4)
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De [12] les connexions V définies par :
1 1
VxY =V%Y + 5N(X, Y) + §N(Y, X) VX,Y €(TW)

sont des connexions symplectiques sur W, oit V? est une connexion linéaire quelconque
symétrique sur W et N est un tenseur de type (2,1) sur W vérifiant :

Viw(Y, 2) =w(N(X,Y), Z) VX,Y,Z cT(TW)
Les connexions symplectiques satisfont :
VQ=0
Il existe une 6 € I'(TW* @ TW) et une métrique riemannienne sur W telle que :
QUX,Y)=g(0X,Y), 6*=—Idrw
L’identité
VQ=0

implique que :
XQY,2)-QVxY,Z)—QY,VxZ)=0
X.g(0Y, Z) — g(0V <Y, Z) — g(0Y,VxZ) = 0
g(V0Y —0VxY, Z)=0

L’équation de jauge des connexions duales presque statistiques sur W admet une solution
antisymétrique de rang maximal.

La partie suffisante "(3)<=(4)"

Soit € une solution antisymétrique de I’équation de jauge des connexions duales presque
symétriques (V, V*) de rang maximal sur W = M x R. La 2-forme py est non-dégénérée sur

W. En utilisant on déduit que Vpy = 0, comme V est symétrique dpy = 0. La 2-forme
pp induit une structure symplectique sur W. O

Démonstration. La preuve de ce corollaire est similaire a celle du corollaire [I96] D’apreés le
théoréme précédent, nous savons qu’il existe des connexions sans torsion sur M telle que :

VE=0 ,Vw=0.

Par dualité, il en résulte que :

V([*kerw) C I'kerw ,V*(I'*°kern) C I'kern.
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Démonstration. En utilisant le corollaire précédent et le théoréme [3.3] le résultat est immé-
diat. 0

Démonstration. La condition de non intégrabilité implique qu’il existe deux champs de vec-
teurs X et Y de kern, tels que [X, Y] ¢ kern. De V*n = 0, on déduit que : VLY, Vi X € kern.
Supposons que TV = 0, alors [X,Y] € kern (absurde), donc :

ViY — VEX £ [X,Y].

O

3.5.5 Algeébre de déformation de deux connexions duales
Soit D le tenseur différence associé V* et V défini par :
D=V*-V
UM,D) = (X(M),o)

avec

XoY = D(X,Y)
est appelé algebre de déformation de V et V*( voir [90],[71]).

Démonstration. Par calcul, nous avons :
g(D(Xa Y)7 Z) - g(D(Y7 X)7 Z) = g(Tv*(X7 Y)7 Z)

Par hypothése U(M, D) est commutative alors TV = 0. Dans ce cas la distribution ker(n)
est un feuilletage calibré. La forme w™ est une forme volume lorsqu’elle est restreinte a une
feuille quelconque de H = ker(n). D’apreés le théoréme 213] H = ker(n) est un feuilletage
tendu. O
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3.6 Equation de jauge dans une variété statistique et va-
riété cosymplectique

Une "variété cosymplectique", est une variété M munie d’une 1-forme fermée 7 et
d’une 2-forme fermée w telles que w™ A7 soit une forme volume. Cette définition est due a P.
Libermann en 1959 [60]. La paire (1, w) est appelée une structure cosymplectique sur M.
Dans le document [I3], Blair donne une définition équivalente des variétés cosymplectiques,
qui est plus souvent mentionnée dans la littérature, voir [59], [I1], [34], [27], [39], [75], [74].
D’apreés Blair[13], une structure métrique presque de contact (0,£,7, g) sur une variété lisse
de dimension impaire M est cosymplectique si dn = df2 = 0, ou (2 est la 2-forme fondamen-
tale de la structure métrique presque de contact. Les variétés cosymplectiques peuvent
étre considérées comme la contrepartie en dimension impaire des variétés symplectiques. En
fait, sur toute variété cosymplectique (M, n,w), la distribution dite horizontale ker n est un
feuilletage symplectique de codimension 1. D’autre part, on a le résultat suivant di & Manuel
de Léon et Martin Saralegi :

Le théoréme de Darboux admet un équivalent en structure cosymplectique. Une
variété cosymplectique (M, n,w) de dimension 2n + 1 admet autour de tout point des coor-
données locales (t,¢%, pa), @ = 1,...,n, telles que :

0

wzz:dqa/\dpa, n = dt, fza

a=1

En 2008, le théoréme principal de HONGJUN LI dans [59] affirme que les variétés cosym-
plectiques sont équivalentes aux suspensions symplectiques. L’idée principale de la preuve
de Li provient du théoréme de Tischler|87], qui stipule qu’une variété compacte ad-
met une 1 forme fermée sans singularité si et seulement si elle est fibre sur le
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cercle (S'). Cette assertion est également équivalente a :" une variété compacte
est une suspension en tore si et seulement si elle admet une 1-forme fermée sans
singularité." Les feuilletages de codimension un, co-orientables, définis par le noyau d’une
1-forme fermées sans singularité sont appelés feuilletages unimodulaires. Dans [46] pour les
feuilletages co-orientables de codimension un, l'existence d’une 1-forme fermée tel que le
feuilletage soit unimodulaire est équivalente a la nullité de leur classe modulaire.

3.6.1 Equation de jauge dans une variété statistique

Une structure statistique dans une variété différentiable M est un triplet (g, V, V*). formé
de deux connexions symétriques (V, V*) et d’'une métrique riemanienne g vérifiant I'identité
suivante :

X.g(Y,Z) — g(VxY, Z) — g(Y, V% Z) = 0V(X,Y, Z) € X(M).

V4V
—
Les identités suivantes sont des conséquences directes de la définition précédente,

Dans ce cas : V=

Vxg(Y,Z) = Vyg(X, Z), VX,Y,Z € X(M).
Via(Y.Z) =Vyy(X,Z), VXY, Z € X(M).




Démonstration. Soit € une solution antisymétrique de I’équation de jauge des connexions
statistiques (V,V*). D’apres le corollair, la 2-forme py est V-paralléle, donc elle est
fermée. Par hypothése, le rang de 6 est 2n, donc la 2-forme py a un rang maximal, c¢’est-a-
dire telle que pj ne s’annule nulle part. Nous associons & py une distribution kerpy = ker(0).
de dimension 1 De pe est V-paralléle, donc kerpy est un feuilletage V-paralléle, c¢’est-a-
dire (VI'(kerpg) C I'(kerpy)). En utilisant la relation de dualité entre (V,V*) :

X.g(v,vt) = g(Vxv,0b) + g(v, Vo).

Nous déduisons que im# est V*-paralléle c’est-a-dire V*(I'(im#f)) C I'(im#), donc imf est
un feuilletage. En utilisant 'orientation sur M conjointement avec 'orientation transverse
Dy, nous orientons kerpy, alors imf devient un feuilletage transversalement orientable de
codimension un. Par hypothése, sa classe modulaire s’annule. D’aprés [46], il existe une 1-
forme fermée 7y sur M telle que im@ = ker(ny), nous en déduisons que (py, 79) une structure
cosymplectique sur M. En utilisant le théoréme clé de [59)], nous déduisons que M est une
suspension en tore symplectique. U

3.7 Equation jauge et structure hamiltonienne stable

Remarque 225. En utilisant la formule :
ix,y] = [ix, Ly]

Nous déduisons que V,, est un feuilletage.
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La stabilisation de w ne dépend que de la géodésiblité de son noyau V.

Soit M une variété orientable équipée d’une paire (w,n) ou 7 est une 1-forme et w une
2-forme sur M. Supposons que nous ayons une paire (w,n) une 1-forme 7 et une 2-forme w
sur M. Supposons que :

Pour plus de renseignements sur les structures hamiltoniennes stables voir [35],[38],[49].
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Dans un travail assez récent 'auteur utilise la cohomologie basique du feuilletage V,, pour
démontrer un résultat similaire en toute dimension.

Nous donnons ici un résultat utilisant la dualité :

Démonstration. En utilisant le théoréme [248| nous obtenons que kern est un feuilletage
calibré. En utilisant la condition d’intégrabilité, nous obtenons :

n([X,Y]) =0 VX,Y € T'(kern).

D’ou :
dn(X,Y)=0 VX,Y € T'(kern). (3.18)

En plus de la condition de stabilisation
dn(&,Y)=0 VY € X(M). (3.19)

Nous déduisons que 7 est fermée, donc (w,n) est une structure cosymplectique. O

3.8 Equation de jauge d’une connexion auto-duale sans
torsion (connexion de Levi-Civita) et existence d’une
structure cokahlerienne dans une variété de dimen-
sion 3.

Soit 6 une solution non triviale de 'équation de jauge V0 = O et py: (X,Y) — g (0X,Y).

Proposition 233. La 2-forme py est harmonique : A¥py = 0.

Démonstration. Pour une connexion sans torsion V et une k-forme w :

k
dw (Xo,.. ., X)) = 3 (—1) (Vxw) (XO, X ,Xk)
1=0
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Puisque Vpy = 0, la formule précédente appliquée a py montre que dpgy = 0. Soit 6 une
solution antisymétrique de I’équation de jauge, la 2-forme py (X,Y) — po(X,Y) = g(0X,Y)

satisfait :
2n

5lcp0(}/17 sy K‘—l) = - Z(szpG)(E“ 1/17 ceeey 3/;“—1)
=0

Apy = d(6"py) + 6'(dpg) = 0.
0

3.8.1 Solution de I’équation de jauge et structure pseudo-kihlerienne.

Les variétés pseudo-kihlerienne ont été introduites par André Lichnerowicz dans [62].

Démonstration. Prouvons (1)==-(2) : Supposons que M admet une structure pseudo-Kéhler
(9, g), d’aprés la définition précédente, nous avons VQ = Oet Q" # 0. Il existe un 6
symétrique de rang 2n, tel que :

Q(X,Y) = g(6X,Y) VXY € X(M).

A partir de 'identité
VieQ = g(VE0X,Y) — g(OVEX,Y)

La condition V*Q2 = 0 implique que V6 = 0.

(1)<=(2) : Soit g une métrique sur M et par V' sa connexion de Lévi-Civita. Soit @ la
solution antisymétrique de I’équation linéaire V¢ = 0 telle que le rang de 6 soit 2n. D’aprés
la proposition précédente, on a Vpy = Oet py # 0. On en déduit que (g, pg) est une structure
pseudo-Kahler sur M. O
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3.9 Solution de I’équation de jauge et structures K-
cosymplectiques

3.9.1 Structures k-cosymplectiques

Remarque 237. En utilisant la définition de Blair des variétés cosymplectiques, Giovanni Baz-
zoni et Oliver Goertsches dans [11] proposent une définition équivalente a la précédente, une
structure K-cosymplectique est une structure cosymplectique (6,&,7, g) telle que le champ
de vecteurs Reeb £ soit Killing pour la métrique g.

Démonstration. Soit 6 une solution antisymétrique de ’équation de jauge. Par hypotheése, le
rang de 0 est 2n, donc la forme 2 py a un rang maximal, c’est-a-dire tel que py ne s’annule
nulle part. L’équation de jauge (V@ = 0) implique que Vpy = 0 (dps = 0). Nous associons
A pyp la distribution donnée par son noyau kerpy de dimension 1. La condition (V0 = 0)
implique que la distribution kerpy est V-paralléle, alors kerpy est un feuilletage. En utilisant
I'orientation sur M ainsi que 'orientation transverse donnée par pjy, on oriente kerpy. Soit ég
une section unitaire de ker py. Dénotons par H le vecteur de courbure moyenne du feuilletage
kerpy

H= (VggO)'kerpé-
et g est la forme volumique de kerpy :
no(X) = g(X,&) VX € X(M).
Nous avons par simple calcul
dng(§0, X) = &o. < &9, X > =X |6 = < &, [0, X] >

R R 1 R
dnp(8e, X) =< V' &9, X > —§X.|§9|2 =< H X >
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le feuilletage ker py est minimalisable, donc
dng(€9, X) =0 VX € X(M). (3.20)

La distribution kerng est V¢-paralléle, alors kerng est un feuilletage co-orienté de codimension
un, en utilisant la condition d’intégrabilité :

ne([X,Y]) =0 VX,Y € '(kerny)
nous en déduisons que :
dne(X,Y) =0 VX,Y € I'(kerny) (3.21)

Des deux calculs précédents nous déduisons que
dng =0

(pg,me) est une structure cosymplectique sur M et é@ son champ de Reeb.
() A
Vlcée & =0.
& est un flot géodésique.
(ii) Par calcul :

(Lg,9)(X,Y) = g(V§&, Y) + (X, V¥&) =0 VX, Y € kern.

Alors & est un flot riemannien. D’aprés la proposition 10.10 de [88], (i) et (ii) impliquent
que le champ de vecteurs de Reeb & est un champ de vecteurs de Killing ie(Léa g=0).
O

Démonstration. W est un fibré sur S', soit 7 : W — S! la projection naturelle sur S'. Soit
da la forme angulaire sur S' et % son champ vectoriel dual . Elle satisfait a la condition

da(L) =1, et induit donc naturellement sur W une forme 1 fermée non nulle 7, = 7*(de)
et un champ de vecteurs non nul &, tels que :

d

=1
da)

Na(&a) = daf
Par hypothése, M admet une structure pseudo-Kahler (g, €2y), alors sur M nous avons :

VQp = 0et  QF 0.
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Soit p : W — M la projection naturelle. Désignons par €2y la 2-forme fermée définie par :

Nous avons B
Qy Ang #0  surW.

kengp est de dimension 1 pour tout p € W et Qy détermine un fibré en droites par :
la, = Upew (p, ker,)

ker(na) est un champ hyperplan transverse a lg, et donc Qp se restreint a une forme non
dégénérée sur ker(n,). Soient &, l'unique section de lg, qui satisfaisant 7,({,) = 1. Il est
facile de voir que € A n, # 0, donc le fibré tangent TA se décompose comme la somme
directe d’un fibré en droites, et d’un fibré symplectique :

TM =RE & (kerna, Q).

Soit h = g + (da)? une métrique de W, & est Killing pour la métrique h, alors (Qg, 74) est
une structure K-cosymplectique sur W = M x S'.
U

3.9.2 Structure cokidhlerienne en dimension trois et solution de I’équa-
tion de jauge

Une structure métrique presque de contact est cokihlerienne si et seulement si [74] Vin =
0 et V¢Q = 0, ot V' est la métrique de Levi-Civita de ¢ et Q la 2-forme fondamentale de
la structure métrique presque de contact. De [I3](Théoréme 6.7) nous avons l’affirmation
suivante :

D’aprés [59], les variétés coKéhleriennes sont des analogues de dimension impaire des
variétés de kdhlerienne :
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L’existence les structures cokdhlerienne a des fortes répercussions sur la topologie de la
variété.

Nous donnons une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une structure cokahle-
rienne pour les variétés de dimension 3.

Démonstration. La partie nécessaire (1) implique (2) :

Supposons que M admette une structure cokdhlerienne, alors il existe une structure métrique
presque de contact (6,&,7,g) sur M ou 7 est une forme 1, § est un endomorphisme de T M,
& est un champ de vecteur non nul tel que

nE) =1 et 2=-T+nRE.
La métrique riemannienne compatible g satisfait : :

X, Y € X(M). D’aprés [13](Théoréme 6.7), la connexion de Levi-Civita V' de la métrique
compatible g satisfait V!0 = 0. Nous déduisons alors qu’il existe une métrique g sur M telle
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que I’équation de jauge de la connexion de Levi-Civita admette une solution antisymétrique
non nulle .

Prouvons que la partie suffisante (2) implique (1) :
Soit # une solution antisymétrique de I'équation de jauge(V'6 = 0). Par hypothése, le rang de
6 est 2, d’aprés la théoréme [238] nous savons que M admet une structure K-cosymplectique.
De [11] [proposition 2.8] M admet une structure coKéhler.

O

3.10 Résumé du chapitre 4

M admits an almost
contact structure

* —_—
Sasaki and { V0 =0V
Hatakeyama 0 is maximal rank
M x R admits an almost Ehresmann M x R almost complex
—
symplectic structure structure

FIGURE 3.1 — variété presque de contact et équation de jauge
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M admits an almost V0 = 0V
B e ——————————
contact structure 0 is maximal rank
M. Borman
h—principle g : ﬂ""”;b”’;’
. Murphy
Vo =0V
M admits an # is maximal rank

contact structure
™=0

FIGURE 3.2 — variété de contact et équation de jauge

V0 = 0V
@ is maximal rank

™V =0

M admits a

2-calibrated structure

M admits an almost

symplectic structure
FIGURE 3.3 — variété de 2-calibrée et équation de jauge

M admits a

cosymplectic structure

’ H.Li

2n
M x S admits a il M = _Lrxfoq]
) —-— (%,0) ~ (px,1)
symplectic structure where  is a symplectic
diffeomorphism of L*"
| T <—  mod im0 =0
(Guillemin)
* V=0V M admits a M = 7“" x[0.1]
{ Vo =ov <—— { §is maximal rank . - _-— (6,0) ~ (1w, 1)
0 is maximal rank ™0 2-calibrated foliation where ¢ is a symplectic
B diffeomorphism of L*"
. Taut foliation
Vie=6v in dim. 3
0 is maximal rank
™V =0
v+
lc _
Vi=Ts

FIGURE 3.4 — variété cosymplectique et équation de jauge
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Annexes

Ce chapitre a pour but de rappeler quelques notions classiques de géométrie différentielle
qui seront utilisées régulierement dans le suite. Sauf mention contraire, les espaces topolo-
giques considérés sont connexes par arcs, séparés au sens de Haussdorf et paracompacts.

.1 Structures de variété différentielle

.1.1 Cartes locales et atlas

La construction la plus courante d’une variété différentielle exploite la notion de carte
locale, que I'on peut définir de fagon trés générale sur un ensemble.

Définition 247. Soit M un ensemble. Une carte de dimension n € N sur M est un couple
(U, @) avec U une partie de M et ¢: U — R™ une application bijective sur son image telle
que ¢(U) soit un ouvert de R™.

Définition 248. Soit k& un entier. Deux cartes locales de méme dimension (U, 1) et (Us, p2),
telles que Uy N U, # 0, sont dites C*-compatibles si ’application :

0ij = 201" ¢1(Ur NUs) — ¢2(Ur N Us)
est de classe C*.

Définition 249. Soit m, k deux entiers. Un atlas A de dimension m et de régularité C* de
M est la donnée d’une famille (U;, p;)ic; de cartes locales deux a deux C* compatibles telle
que M = U Us.

La donnée d’un atlas sur I’ensemble M permet de munir ce dernier de la topologie initiale
induite par la famille d’applications ¢;,¢ € I, qui deviennent alors des homémorphismes.

Définition 250. Soient A, A5 deux atlas de mémes dimension m et régularité k. On dira
qu’ils sont équivalents si leur réunion est encore un atlas de dimension m et de régularité k.
Cette relation est une relation d’équivalence.

La réunion de tous les atlas dans une méme classe d’équivalence donne un atlas maximal
au sens de l'inclusion.
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Définition 251. Soient m, k deux entiers et M un ensemble. Une structure de variété dif-
férentielle de dimension m et de classe C* sur M est la donnée d’une classe d’équivalences
d’atlas sur M.

Remarque 252. Une structure de variété différentielle s’obtient pratiquement par la donnée
d’un représentant de la classe d’atlas équivalents.

Dans la suite on fera 'hypothése que toutes les variétés différentielles sont de régularité
O, c’est a dire de classe C* pour tout entier k. On dira encore que de telles variétés sont
lisses.

Il est parfois plus simple de recourir & une construction par recollement pour décrire une
variété différentielle. Pour ce faire, on notera que si (U, 1), (Us, ¢2) sont deux cartes telles
que UyNUy # 0, pour & € UyNUs,y = ¢1(x) et z = @o(x) représentent deux points de R™ liés
par la relation 015y = z. Réciproquement, si y € ¢1(Uy), z € ¢o(Us) vérifient 61y = z, alors
01 (y) = p3'(2). En posant V; = ¢(U;),i € I, la variété différentielle M est homéomorphe

a:

Lvi/ ~

iel
onxz € Vi ~y € V;siet seulement si y = 0;;2. En réalité, I'objet ainsi construit est
difféomorphe de classe C* & M si M est de régularité C* comme cela apparaitra plus loin
dans le texte.

.1.2  Exemples de variétés

Exemple 253. I'espace R" est une variété pour l'atlas A = {(R",id)} se composant d’une
seule carte,

Exemple 254. Soit V' C M un ouvert d'une variété différentielle et soit A = {(U;, ;)icr un
atlas définissant M.
L’atlas (U; NV, p;/v.nv)ier fait de M une variété différentielle.

Exemple 255. Si M et M’ sont deux variétés différentielles, on note M x M et on I’appelle
variété produit, la variété différentielle dont ’espace topologique sous-jacent est le produit
M x M’ muni de la topologie produit et si (Uj, ¢;)ic1, respectivement (V}, ¥;) e, définissent
M, respectivement M/, on considere I'atlas differentiable (U; X v;, ¢; X ¥;); j)erxs pour définir
sur M x M’ une structure de variété differentiable.

Exemple 256. Dans R"*! considérons la n-sphére

n+1

S* = {z = (', ..., a"") € R"H/Z(gﬁ)? =1}

Un atlas lisse est donné par un couple de projections stéréographiques (S—(0, dots, 0,1), o ),(S—
(0,dots,0,—1), ps) avec :
1-2pn41

¢S($17 B 7wn+1) = %

{QﬁN(ml’""x”ﬂ) — @12n)
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Et on a, pour y € R" — {0}, Ons(y) = y/||y||* (méme forme pour I'application réciproque
Osn).

Exemple 257. L’espace projectif réel RP™ est 'ensemble des directions de droites passant
par lorigine de l'espace euclidien R™*!. On peut obtenir cet ensemble comme quotient de
R™*! par la relation d’équivalence :

r~y<s INA0,y= Az
Six = (21,...,2nq1) est tel que x; # 0, alors un représentant de sa classe d’équivalence est :
(w1/@i, w2 /iy L i1 [Ty o T [ T5)

Pour ¢ = 1...n 4+ 1, on posera U; la partie de RP" formée des directions de droites non
contenues dans I’hyperplan z; = 0. Les couples (U;, ¢;),i = 1...n+ 1 avec :

gzﬁz- ([(l’h ey L1, 1,.I'Z'+1, e ,In)D = ((L’l, ey i1, L1y - - - In+1)
forment un atlas lisse de RP". Les applications de changement de carte sont données par :

(I‘l,...,l’n) — (l’l/l'j,...,l‘i_l/ﬂfj,1/1’j,$i/l’j,...,xj_1/$j,$j+1/l'j,...,fEn/[Ej), 1 <]

(.1'1,...,.1’”) — (:Cl/xj,...,xj,l/xj,xjﬂ/xj,...,:Ci,l/a:j,1/:Uj,xi/:vj,...,xn/xj), 1 >j

.1.3 Applications différentiables

Soient (M, A(M)) et (N, A(N)) deux variétés différentielles. Une application f: M —
N est continue si et seulement si pour tout couple de cartes (U, ¢) € M, (V,¢) € N,
I'application 1) o f o ¢~! est continue lorsqu’elle est définie. Ceci est une conséquence directe
du fait qu’une variété différentielle est munie de la topologie initiale associée a la famille des
cartes locales.

Définition 258. Soit k un entier. Une application f : M — N est dite de classe C* si pour
tout couple de cartes (U,¢) € M, (V,9) € N, application 1) o f o ¢~ 1 est de classe C*
lorsqu’elle est définie.

La différentiabilité est une propriété locale, liée aux germes de fonction. Si f est une
application de classe C, et si z € M, alors pour deux cartes de M (Uy, ¢1), (U, ¢3) dont les
domaines contiennent x, et (V, ¢) une carte de N dont le domaine contient f(z), les dérivées
des germes de 1) o f o ¢ ' et 1 o f o ¢y en respectivement y; = ¢ (), yago(x) sont lices par

la relation :
/

Y2

(Wofoor') Oh(ys)=(ofody?)

Y1
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On note par C'(M) I'ensemble des fonctions différentiables de classe C! sur une variété
differentiable M.
On munit I'ensemble C'(M) des fonctions différentiables de classe C! de I’addition

(f+ @) = f@) + f (@)
et de la multiplication de deux fonctions
(Ff)() = fo)f

on obtient un anneau associatif commutatif.
Soient (M, A(M)) et (N, A(N)) deux variétés différentiables de méme dimension.

/

()

Définition 259. Un homéomorphisme f : M — N est appelé difféomorphisme de classe C*
de M dans N si f et f~! sont différentiables de classe C'.

L’ensemble Diff(M) des difféomorphismes d'une variété differentiable M dans elle méme

muni de la loi de composition d’applications est un groupe (abstrait).

.1.4 Paramétrisation

Définition 260. Une paramétrisation de M, de dimension n au point a € M est un homéo-
morphisme local ¢ de (0,R™) dans (a, M).

Définition 261. Deux paramétrisations de dimension n au point a € M ¢ et ¢* sont dites
differentiablement compatibles si homéomrphisme :

o to*: (R",0) — ((R™,0)
est un diffeomorphisme.

Définition 262. Une paramétrisation différentiable de M, de dimension n est une famille
de paramétrisation de dimension n,

P(M)={P,,a € M}
dont ses élements sont deux a deux différentiablement compatibles.

Définition 263. Une paramétrisation P(M) = {P,,a € M} differentiable de dimension n
est dite compléte si toute paramétrisation différentiable de dimension n ¢ qui est compatible
avec P, appartient a P(M).

Définition 264. Une structure de variété différentiable de classe C'*° et de dimension n dans
M est un couple (M, P) ou P est une paramétrisation compléte de classe C* et de dimension
n.
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Champs de vecteurs et formes différentielles (Atlas et paramétrisation)

Soient (M, A) une structure de variété differentiable définie par un atlas A. Soit a € M,
on pose C2([—1,1], M) I’ensemble des courbes paramétrées continues ¢ : [—1,1] — M tels
que ¢(0) =a

Définition 265. Deux courbes paramétrés c,é € CY([—1,1], M) appartiennent au méme
germe au point a s’il existe un nombre réel positif € < 1 tel que pour tout t €] — ¢, €[ entraine

c(t) = &(t).

La relation ci-dessus est une relation d’équivalence. La classe de la courbe c est notée

[c]a-

Cette classe est appelée germe des courbes paramétrées au point a.

Définition 266. Une courbe paramétrée ¢ € C°([—1, 1], M) est différentiable de classe C' si
pour toute différentiable f € C*(X) la fonction

t— flc(t))
est différentiable de classe C! dans lintervalle [—1, 1].

Soit ¢ € C°([—1, 1], M) une courbe paramétrée différentiable de classe C! et f € C'(M).
Posons a = ¢(0) ; la limite

fle(t) = fla)

; existe et ne dépend que du germe [c|,

limy

On définit ainsi I'application v, : C*(M) — R en posant

fle(t) = fla)

Vo (f) = limy— ;

L’application v, jouit des propriétés suivantes
1. elle est R-linéaire.

2. va(fg) = va(f)g + fla)va(g)

Définition 267. L’application linéaire de v, : C'(M) — R est appelé vecteur tangent & M
au point a.

On obtient ainsi une application injective qui associe a tout germe des courbes [c], une
application linéaire v, de C'(M) dans R.
On note T,M le sous-espace vectoriel Lg(C'(M),R) des applications linéaires engendré par
les v,.

Définition 268. L’espace vectoriel T,M est appelé espace tangent au point a a la variété
différentielle M.
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Nous signalons que la dimension de ’espace vectoriel T,M est la dimension de la variété
différentiable M.

Définition 269. Un champ de vecteurs tangents est une application v qui associe a chaque
point @ € M un vecteur tangent v, € T, M.

Soit (v, f) un couple formé d’un champ des vecteurs tangents v et d’une fonction f €
CY(M). On lui associe la fonction v(f) définie par

Le champ des vecteurs tangents v est dite de classe C! si v(f) est de classe C! pour tout
f de classe C'1. On note par X(M) I'ensemble des champs de vecteurs différentiables sur
M. C’est un R-espace vectoriel.

.1.5 Les structures fonctionnelles ou espace annelé

Définition 270. Soit M un espace topologique. Un préfaisceau d’anneaux sur M est la
donnée, pour tout ouvert U de M, d'un anneau F(U) et, pour U et V ouverts avec V' C U,
d’applications dites de restriction ry; : F(U) — F (V) vérifiant les deux propriétés suivantes :

1. v = r¥¥ or} pour tous ouverts W C V C U.
2. rY = Idy pour tout U.

On note par sy := F(i)(s) pour toute inclusion i : U — V et toute section sur V,
se F(V).

un préfaisceau F est un faisceau si pour tout recouvrement ouvert U;;c; d'un ouvert U,
1. (Localité) : lorsqu’on a s € F(U) et sy, = 0 pour chaque i € I, alors s =0;

2. (recollement) : lorsqu’on a s; € F(U;), pour chaque i € I tels que s;|v,nv; = $j|v,nu;,
alors il existe s € F(U) tel que s; = s

U;-

Exemple 271. 1. Faisceau de toutes les fonctions,
2. Faisceau des fonctions continues a valeurs dans R ou C.
3. Le faisceau des fonctions lisses sur une variété M.

4. Pour tout entier naturel p, le faisceau QP(M) des p-formes différentielles

sur une variété M.

Définition 272. Une structure fonctionnelle ou une structure d’espace annelé dans M est
la donnée de la pair (M, C>°(M)) ou C*(M) Le faisceau des fonctions lisses sur une variété
M.

La notion de champs de vecteurs peut étre interprétée en terme de dérivation de I’anneau
structural C>°(M).
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Définition 273. Un champ de de vecteurs différentiables sur M est la donnée d’une appli-
cation linéaire v : C>°(M) — C*°(M) vérifiant

v(fg) =v(f)g + fulg)
quels que soient f,g € C*°(M).

Naturellement tout champ des vecteurs tangents v vu comme dérivation de l'anneau
C*(M) définit en chaque point @ € M un vecteur tangent v,

va(f) = (v(f))(a)

En fait v, est une dérivation de 'anneau C'*°(M) a valeurs dans le C*°(M)-module R defini
par

foa=flaa
quels que soit @« € R et f € C*(M). Nous Rappelons que la loi du groupe abélien et le
produit dans ’anneau C'*°(M) sont 1’addition

(f +9)(a) = f(a) + g(a)
et la multiplication classique des fonctions réelles
(f9)(a) = f(a)g(a).

Avec ces deux lois de composition C*°(M) est une R-algébre associative commutative unitaire.
On y définit une loi de composition qui associe a deux dérivations D et D leur commutateur

[D,D]=DoD—-DoD

Cette loi est R-linéaire et anticommutative.
On observe que X'(M) est un C*°(M)-module, cependant le crochet n’est pas C*°(M)-linéaire.
Soient v,w € X(M) et f,g € C°(M). On a les formules suivantes

L (fv)(g) = fo(g)
2. v, fw] = flv, w] + v(f)w.
Le couple A(M) = (X(M),[,]) est une structure d’algebre de Lie dans X'(M). Le crochet

(v,w) = [v, W]
satisfait I'indentité de Jacobi suivante
[, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] =0

quels que soit u, v, w € A(M).

Dans ce formalisme faisceautique, nous avons la correspondance suivante :
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Définition 274. Etant donné un nombre entier non négatif q, une forme différentielle w de
degré q( ou g-forme différentielle) est une application C°°(M)-multilinéaire alternée

w:AM) X ... x A(M) — C=(M).

L’ensemble Q9(M) des g-formes differentielles est un module sur 'anneau C'*°(M). On
note Q(M) le C*°(M)-module Z-gradué par les sous-modules homogenes Q7(M).
Soient w et w’ deux formes differentielles de dégré k et k" respectivement.

Définition 275. Le produit extérieur w A w’ est une (k + k')-forme différentielle définie par
la formule suivante

(WAW)(ay,...oa—k+k)= Z sign(o)w(asqy, - ag(k))w/(aa(kH), ey Qg (ot k) -
oeS(k:k")

Dans la formule ci-dessus S(k : k') est le sous-ensemble des permutations de o de
(1,2,.,k + k') telle que

ok+1)<ok+2)<... <ok +k)
sing(o) est la signature de la permutation o.
Par C>°(M)-linéarité on étend le produit extérieur dans tout §2(M). Le produit extérieur est
associative, C'°°(M)-bilinéaire et commutatif gradué dans le sens suivant

WAW = (—1)kk,wl Aw.

Dérivation de Lie dans la direction d’'un champ des vecteurs tangents.
Soit X € A(M) et w € Q4(M). La dérivation de Lie dans la direction X est 'application
R-linéaire notée Ly : Q(M) — Q(M) définie par la formule suivante :

(Lxw)(Z1, ... Zg) = X (w(Z1, ., Zg) = Y w(Zh,os Lx 2, . Zy)

1<j<k
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Pour tout X € A(M), Lx est une dérivation du produit extérieur :
Lx(wA@)=LxwA®+wA Lx®

Produit intérieur par un champ des vecteurs tangents. C’est une application
R-linéaire de degré —1 notée ix et définie par la formule suivante :

(in)(Zl, ey Zq—l) = CLJ(X, Zl, ey Zq—l)

Siw € QIM). Clest aussi une dérivation d’algebre graduée dans le sens suivant. Pour
weQI(M)etwe QM) on ala formule :

iz(wAD) =iz(w) A@) + (—1)w Aigw.

Dérivation extérieure
La dérivation extérieure est une application R-linéaire de degré 1 notée d et définie comme
il suit : soit w € QI(M) et Zy,...., Zy+1 € A(M), nous avons

(dw)(Zo, s Zg) = Y (=1Y Zi(w(Zos ooes Zjs s Zg)) + > (V) 0((Z3, Z)), s Zi s 2, ).

0<j<q i<j
d peut étre interprétée comme une dérivation d’algébre graduée. On a donc

dwA®) =dw) AN+ (—1)w A d@).

avec w € QI(M). )
Formules importantes Soit Z, Z € A(M)

.1.6 Groupe de Lie et algébre de Lie

Nous rappelons les notions des groupes et algébres de lie. La référence principale est [46]
Définition 276. Un groupe de Lie est un groupe G muni d’une structure de variété diffe-
rentiable telle que les applications :

1. Multiplication u : G x G — G, u(g, h) = gh,

2. Inversion v : G — G, v(g) = g,

solent de classe C°.
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Exemples de groupe de Lie

1.1 le groupe linéaire général GL(n,R). C’est le groupe des matrices carrées d’ordre
n a coefficients réels et dont le déterminant est non nul; C’est un ouvert de l’es-
pace euclidien R™. le signe de déterminant partage ce groupe en deux composantes
connexes.

1.2 Le groupe linéaire spécial SL(n,R) est le sous-groupe du précédent constitué des
matrices carrées dont le déterminant est égal & —1 ou a +1. C’est une sous-variété
fermée de GL(n,R) de dimension n? — 1.

1.3 Le groupe orthogonal O(n) est le sous-groupe de SL(n,R) formé des matrices A
solution de

AA' =1,.

Dans le membre de gauche de la derniére égalité A? est la transposée de A, dans le
membre de droite [, est la matrice identité d’ordre n. Ce groupe est aussi un sous-
groupe fermé de GL(n,R); sa dimension est égale a @ Il posséde aussi deux
composantes connexes.

1.4 Le groupe symplectique Sp(2n,R) est le groupe des matrices solutions

SJSt=J

0o I,
avec J = <_[n 0)

1.5 Le produit direct (ou "semi-direct") de groupes de Lie.

1.6 Le quotient d’un groupe de Lie par un sous-groupe distingué et fermé est un groupe
de Lie.

1.7 Le groupe des difféomorphismes d’une variété préservant certaines structures. Par
exemple le groupe des isométries d’une variété riemannienne.

Définition 277. (Sous-groupe de Lie) Soit G un groupe de Lie. Un sous-groupe de Lie
H de G est un sous-groupe munie d’une topologie et d’'une structure différentiable qui en
font un groupe de Lie et tel que 'injection canonique j : H — G soit une immersion G.

.1.7  Algébre de Lie

Tout élément g € G d’un groupe G définit la translation a gauche L, et la translation a
droite R,. Ce sont des bijections de G dans G définies par :

R,(h) = hy.

Soit G un groupe de Lie. Pour tout g € G L, et R, sont des difféomorphismes de la variété
G.
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Définition 278. Un champ des vecteurs tangents £ € X'(G) est invariant & gauche si pour
tout g € G on a

d(Lg)(§) = €.
L’invariance & gauche signifie donc que pour tout g, h € G on a

(dn(Lg))(&(h)) = E(Ly(h))-

Le champ des vecteurs tangents £ est invariant a droite si pour tout g € G on a

(d(Ry))(€) = ¢

L’invariance & droite signifie donc que pour tout g,h € G on a

(dn(R))(§(h)) = E(Rg(R)).

Rappelons que le dérivée d(©) d'un difféeomorphisme O transforme un champ des vecteurs
tangents ¢ en un champ des vecteurs tangents (d(©)(§) . En outre, on a

(d(©))([&.€]) = [(d(©))(€), (d(©))¢].

Maintenant il est facile de voir que dans un groupe de lie G le crochet [é,é] des champs
des vecteurs tangents invariants a gauche est un champ des vecteurs tangents invariants a
gauche. Le crochet des champs des vecteurs satisfait 1'identité de Jacobi. L’ensemble des
champs de vecteurs invariants a gauche sur G est noté X'L9(G), c’est une sous algebre de Lie
de lalgebre de Lie des champs de vecteurs X1e(G).

Proposition 279. Lapplication ¢ : X € XLl¢(G) — X(e) € T.G est un isomorphisme
d’espace vectoriel.

On déduit de la proposition précédente que, les champ des vecteurs tangents invariants
a gauche ¢ sont définies par leur valeur {(e) en 1’élément neutre e du groupe de Lie G. La
dimension de I'espace vectoriel des champs de vecteurs tangents invariants a gauche est égale
a la dimension de la variété G.

Définition 280. Le sous-espace vectoriel G des champs de vecteurs invariants & gauche dans
un groupe de Lie G est appelé algébre de Lie du groupe de Lie G.

En dimension finie la topologie de G et la structure du groupe de Lie sont complétement
determinées par la structure d’algébre de Lie de 1'espace vectoriel G.

Systémes dynamiques abstraites.
Nous introduisons la notion d’action de groupe ou de loi d’opération. Soit M une variété

différentiable, Diff(M ) le groupe des C'*°-difféomorphismes.
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Définition 281. Une action de G sur M est un homomorphisme de groupes ¢ : G —
Dif f(M). Autrement dit, pour tout g € G, p(g) : M — M est un difféomorphisme tel que

w(gh) = ¢(g) o @(h).
L’action ¢ de G sur M est C*° si I'application évaluation :
(g,m) € Gx M — o(g,m) e M
est C*°.

Remarque 282. Ce que nous venons de définir est une action a gauche. On peut définir une
action a droite comme étant un antihomomorphisme ¢ : G — Dif f(M), ce qui se traduit
par :
¢(gh) = ¢(h) © 4(g).
Par composition avec I'inversion du groupe g — ¢! , on peut passer d’une action a droite
a une action a gauche et réciproquement.

Définition 283. 1. a Le sous-groupe G, formé des g € G tels que ga = a est appelé
sous-groupe d’isotropie au point a ( ou sous-groupe stabilisateur du point z).

b Le sous-ensemble G(a) C M formé des ga, g € G est appelé D’orbite du point a (
ou trajectoire de G passant par le point a).

¢ Larelation d’appartenance a la méme trajectoire est une relation d’équivalence dans £
dont I'espace quotient noté M\G = {G.a/a € M} est appelé D’espace des orbites.

Une loi d’opération (ou d’action ) d’'un groupe G dans un ensemble X peut porter les
qualificatifs qui suivent.

Définition 285. L’ensemble quotient G% est appelé espace homogéne du groupe G.

Exemples

1. Un groupe posséde trois lois d’opérations canoniques dans lui méme

113



L’action par les translations & gauche L, : h — gh.

T ®

L’action par les translations a droite Ry : h — hg.

—
o

L’action par les automorphismes intérieurs Ad(g) : h — g~ 'hg.

—~
(oW
~— ~— ~— ~—

Dans un groupe de Lie GG dont 'algébre de Lie est G toute translation & droite
R, transforme un champ de vecteurs invariant a gauche en un champ de vecteurs
invariant & gauche. Il en résulte que si £ € G

d(ad(g))(€) € G.

Il s’en suit une action linéaire G x G — G appelée représentation adjointe de
G dans G.

2. Tout groupe sous-groupe de GL(R™) opére sur R" par des transformations linéaires.

3. Le groupe orthogonal SO(n+1) C GL(n+1,R) opére effectivement et transitivement
dans la sphére unité S™. Les sous-groupes d’isotropie sont isomorphes & SO(n). On a
donc S™ est difféomorphe a ’espace homogéne

SO(n+1)
SO(n)

4. La donnée d’un champ de vecteurs sur une variété compacte équivaut a la donnée
d’une action (différentiable) de R sur M.

5. L’espace projectif RP™ est I’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension 1 dans
'espace euclidien R"!; Le groupe linéaire général GL(n + 1, R) opére transitivement
dans RP™ cette action n’est pas effective. En effet, le sous-groupe R"™! de GL(n+1,R)
préserve chaque sous-espace vectoriel de dimension 1.

6. Le tore est euclidien T" est le quotient du groupe additif R"™ par le sous-groupe additif
Z" des points & coordonnées entiéres.
L’action (linéaire ) naturelle du groupe GL(n,Z) C GL(n,R) des matrices inversibles
a coeflicients entiers préserve le sous-groupe additif Z™ C R". Cette action passe au
quotient et y définit une action libre GL(n,Z) x T — T".

7. Si H est un sous-groupe fermé de G, alors 'action homogeéne de G sur G/H est I'action
différentiable : (g,aH) — gaH.

Orbites vues comme sous-variétés et Champs fondamentaux
Soit ¢ : G — Dif f(M) une action différentiable et a € M. L’application évaluation

Yo : G — M,p.(9) =g.a

est différentiable.
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Champs fondamentaux Soit ¢ : G — Dif f(M) une action différentiable. Pour tout
vecteur g € G, l'application de R x M — M donnée par :

(s,a) = (expg(—sg)).a.

est une action différentiable de R sur M. C’est donc le flot d’un champ de vecteur complet
sur M ; on le note X9 . On 'appelle le champ de vecteurs fondamental associé a g. Pour tout

a€ M ,ona:
d

Es:O
Proposition 287. Soit ¢ : G — Dif f(M) une action différentiable et a € M. Alors :

1. L’espace tangent a l'orbite G-a en a est

X9 =

(expa(—sg)).a

To(G.a) ={X], 9 € G}
2. L’algebre de Lie G, du groupe d’isotropie est :
9o ={9€G,X] =0}

3. L’application ¢ : G — X (M), ¢(g) = X9 est un homomorphisme d’algébres de Lie de
G wvers l'algebre de Lie des champs de vecteurs sur M .

Nous terminons par un groupe de Lie qui est fondamental dans ce mémoire.

Le groupe de Lie Aff(n) et ’algébre de Lie af f(n).

Soit n un entier non nul et R™ 'espace affine réel de dimension n muni d’une orientation.
Nous identifions R” a I'hyperplan affine R" x {1} de R"*!.

On désigne par Aff(n) le groupe des automorphismes de R"™ préservant l'orientation. Via
I'identification ci-dessus, le groupe Af f(n) prend le forme

Aff(n) = {<’3 l{) € GL(n+1,R),Ac GL(n,R),bc R"}.

Le produit étant donné par la formule
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A b\ (A VY  [AA AV +D
0 1 0 1) \ 0 1 ’
Son action sur l'espace affine R est donné par
A b\ (v  [Av+D
0 1)\1) 1 '

L’algebre de Lie af f(n) du groupe de Lie Af f(n) s’identifie & 'ensemble

aff(n) = {(61 8) € GL(n+1,R),A e M(n,R),b € R"}.

Le crochet y est donné par

A b AV D\ [AA-AA AV - A'b
0 0/°\0 0/| 0 0 '

Définition 288. Le groupe Af f(n) est appelé groupe des transformations affines de R™.
Son algebre de Lie af f(n) est appelé algeébre des transformations affines de R™.

.2 Feuilletages

Dans cette section, M désigne une variété différentiable de dimension n et k un entier
naturel.

Définition 289. (Distribution). On appelle distribution de rang k sur M , tout sous-
ensemble D = (J,.,,{a} x D, du fibré tangent TM tel que Ya € M, D, soit un sous-espace
vectoriel de dimension k de la fibre T, M .

Définition 290. Une distribution D de rang k sur M est dite différentiable si tout point a
de M posséde un voisinage U, sur lequel il existe k champs de vecteurs, disons (X;);<;<x de
classe C tels que Va € U, , les valeurs en a (X;(a))1<;<x forment une base de la fibre D,.

Définition 291. On appelle intégrale d’une distribution D de rang k sur M toute immersion
i: F'— M d’une variété connexe S dans la variété M telle que Va € F, 'image d,i(7,S) de
la différentielle d,7 au point a, soit un sous espace vectoriel de Dj(, . La variété I est alors
appelée sous-variété intégrale de D.

Définition 292. Une sous-variété intégrale d'une distribution D est dite maximale si toute
sous-variété intégrale de D qui la contient lui est égale.
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Définition 294. Lorsqu’une distribution différentiable D de rang k sur M est complétement
intégrable, on montre que par chaque point x de M passe une unique sous-variété intégrale
maximale de D.

Définition 295. On appelle section différentiable de la distribution D tout champ de vecteur
X € X(M) tel que Va € M, X (a) € D,. On notera X (M) le sous ensemble de X' (M) formé
des sections différentiables de D.

Définition 297. Un feuilletage de rang k sur M est la donnée d’une distribution F de rang
k différentiable et complétement intégrable.

Autrement dit, un feuilletage de M est une distribution F C TM telle que pour tout
point a de M | il existe une unique sous-variété intégrale maximale F contenant a.

Définition 298. Les sous-variétés intégrales maximales F d’un feuilletage F sont appelées
les feuilles de F.

.3 Structures presque kahlériennes

La géomeétrie kihlérienne est 'une des branches les plus importantes de la géométrie diffé-
rentielle. Elle a été découverte par Erich Kahler en 1933.De nos jours les variétés kdhlériennes
ont été largement étudiées et des nombreux résultats importants ont été obtenus. Une variété
kdhlérienne ou variété de Kahler est une variété différentielle équipée d’une structure uni-
taire satisfaisant une condition d’intégrabilité. C’est en particulier une variété Riemannienne,
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une variété symplectique et une variété complexe, ces trois structures étant mutuellement
compatibles. Les variétés kihlériennes sont des objets d’étude naturel en géométrie complexe.

Dans cette section, nous introduisons quelques notions nécessaires(variétés complexes,
variétés hermitiennes et variétés presque kihlériennes ) qui nous permettra de définir les
variétés kahlériennes. Pour plus de détail, voir [53], [97] et [13].

.3.1 Structure presque complexe

Tenseur de Nijenhuis

Définition 300. Soit M une variété presque complexe munie d’une structure presque com-
plexe J. Le tenseur de torsion complexe N est un tenseur de type (1, 2) défini par :

N(X,Y)=2{[JX,JY] = J[X,JY] = JJX,Y] - [X,Y]},VX,Y € X(M)

Théoréme 301. Soit M une variété presque complexe munie d’une structure presque com-
plexe J. M est dite variété complexe si et seulement st N = 0.

Pour la preuve voir ([97],p124)

Remarque 302. Pour toute structure presque complexe J définie sur une variété de dimension
2ona, NX,Y)=N(X,JX)=0.

Théoréme 303. [97] Soit M une variété presque complexe munie d’une structure presque
complexe J. M est dite variété complexe si et seulement si M admet une connexion linéaire
V de torsion T telle que VJ =0 et T =0

Théoréme 304. [97] Une structure presque-complexe J est intégrable si et seulement si
N =0. ( Théoréme de Newlander-Nirenberg )

.3.2 Structures hermitiennes
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Proposition 306. Toute variété presque complexe (M, J) admet une structure hermitienne.
Démonstration. Soit g une métrique riemannienne sur M, on pose
MX,)Y)=g(JX,JY)+g(X,Y),VX,Y € X(M)

alors,
h(JX,JY)=g(X,Y)+g(JX,JY)=h(X,Y),VX,Y € X(M)

O

donc h est une métrique hermitienne.

Définition 308. Soit M une variété presque hermitienne munie d’une structure presque
complexe J et une métrique hermitienne g. On appelle 2—forme fondamentale ’application
Q) définie sur M par :

QX,Y) =g(X, JY)VX,Y € X(M).

Propriété 3009. 1. La 2-forme fondamentale € est antisymétrique c.a.d Q(X,Y) = —Q(Y, X).
2. Q(JX,JY) = Q(X,Y).

Pour la preuve voir ([53], p148)
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Démonstration. Pour tous VX,Y € X(M), on a

(a)=(b)
(VxQ)(Y, Z) = XY, Z) — Q(VxY, Z) — Y,V 2)
= Xg(Y,JZ) — g(VxY,JZ) — g(Y, J(VxZ))
=9(VxY,JZ) +9(Y,Vx(J2)) = g(VxY,JZ) = g(Y, J(Vx Z))
= g(Y7 (VXJ)Z)

(b)<=>(c) Supposons VQ = 0, d’aprés le lemme on ad) =0et N = 0. Inversement, si
d?=0et N =0 d’aprés le lemme BI0, VJ = 0 donc © = 0.

]

.3.3 Structures kihlériennes

Structures Presque kidhlériennes

Définition 312. Une variété presque hermitienne (M, g, J) est dite presque kihlérienne si
la 2-forme fondamentale €2 est fermée c.a.d. d€2 = 0.

Proposition 313. Pour tous VX,Y € X(M), on a
d=0<+= g((Vx )Y, Z2) + g((VyJ)Z, X) + g((VzJ)X,Y) = 0.
Démonstration. Pour la preuve utilisons la relation suivante
3dUX,Y, Z) = X(QUY, Z2))+Y(UZ, X))+ Z(Q(x,Y))
- QX Y], Z2) - Q[Y, Z], X) = Q([2, X],Y).
O

Proposition 314. Une variété strictement presque kahlérienne est une variété presque kdh-
lérienne dont la structure presque complexe n'est pas intégrable (c.a.d. N #0).

Structures kahlériennes

Définition 315. Soit M une variété presque complexe munie d’une structure presque com-
plexe J. La métrique hermitienne g est dite métrique kihlérienne si la 2-forme fondamentale
() est fermée c.a.d. d€) = 0.

Définition 316. Toute variété presque complexe M munie d’une métrique kidhlérienne est
dite variété presque kiahlérienne. De plus, toute variété complexe M munie d’'une métrique
kdhlérienne est dite variété kdahlérienne.
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Démonstration. D’apreés le théoréme (311)) la preuve est directe.

O

.4 Structures presque de contact

La géométrie de contact est une branche de la géométrie différentielle qui étudie les formes
et les structures de contact. Elle entretient d’étroits liens avec la géométrie symplectique, la
géométrie complexe, la théorie des feuilletages de codimension un. La géométrie de contact
classique est née de I’étude de la thermodynamique et de l'optique géométrique.

Dans cette section, nous rappelons quelques structures qui interviendront dans notre
travail.

Pour plus de détail, voir [20], [16], [13], [6], [97] ...

Variétés de contact

Remarque 319. En particulier, n A (dn)™ # 0 est un élément de volume de M ,donc une variété
de contact est orientable. Aussi le rang de dn est 2n sur I'algebre de Grassmann 7y M a chaque
point p € M, et donc nous avons un sous-espace de dimension 1, {X € T,M/dn(X,T,M) =
0}, dont 1 # 0 et qui est complémentaire au sous-espace défini par n = 0. Par conséquent, le
choix de &, dans ce sous-espace normalisée par 1(§,) = 1, nous avons un champ de vecteurs
global ¢ satisfaisant

¢ est appelé le champ de vecteur caractéristique ou le champ de Reeb de la structure de
contact n. Utilisant la dérivée de Lie on obtient immédiatement,
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On note D la distribution de contact ou sous-fibré défini par le sous-espace D, = {X €
TyM : n(X) = 0}. Grosso modo, le sens de la condition n A (dn)™ # 0, est que le sous-fibré
de contact est aussi loin d’étre intégrable que possible, en particulier, D tourne en un seul
mouvement sur la variété. Pour un sous-fibré défini par une 1-forme n d’étre intégrable, il
faut et il suffit que n A (dn)" = 0.

Exemple 322. 1. [I8]T%"*! posséde une structure de contact,

2. S, on considére sur R*"2 la une forme 6 = $(3°" | z;dy; — yidz;) et Papplication
d’inclusion 7 : S?"*1 — R?"*2 ]a 1-forme o = i*# est une forme de contact sur S***!

.4.1 Variétés presque de contact

Définition 323 ([16]). Soit M une variété différentiable de dimension impaire (2n + 1). On
appelle structure presque de contact sur M la donnée d’un triplet (1, &, ) tel que

- ¢ un champ de tenseur de type (1, 1)

- & un champ de vecteurs

- 1 une 1-forme sur M
vérifiant les conditions suivantes

nE) =1, ¢X=-X+nX)E.

Théoréme 325 ([15]). Soit (¢, &, n) une structure presque de contact , alors on a les pro-
Priétés survantes :

0§ =0,
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noy =0,
rangy = 2n.

Démonstration. 1- On a
n(€) =1 ¢’X=-X+nX)E
remplacent X par x4, on trouve :

©* = =+ ()€ = 0 = p(pf)

Ce qui implique : p& = 0 ou p¢ est un vecteur propre de ¢ qui correspond a la valeur 0.
Raisonnement par absurde : Supposons que p& # 0 on trouve

0 = *(p€) = —@& + n(p)¢

c’est-a-dire :

n(p€)§ = ¢
Donc :

n(p€)€ # 0
et :

N(p€)p€ = ¢*¢ =0
Contradiction, avec le fait que n(p€) # 0 et p& # 0, donc

¢ = 0.
2- Maintenant prenant @& = 0,

N(pX)E = @*X + X
= p(¢*X) + X
= p(=X + (X)) + X
= n(X)eg
=0
n(eX){=0=n(pX) =0
—nop=>0
3-Ona p§ =0, § #= 0 et rang(p) < 2n+1
supposons qu’il existe £ tel que 9§ =0
alors remplacer X par £ dans p?’X = —X + n(X)¢,
on trouve
0=¢*¢=—E+n(&)n=&=n()
€ est proportionnel par rapport a &

donc on a
rangy = 2n.
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.4.2 Variétés métriques presque de contact

Meétrique riemannienne associée a une structure presque de contact

Démonstration. Soit (M, p,&,n) une variété presque de contact. Pour tous X,Y € X (M),
on pose

9(X,Y) = h(X = n(X)§,Y = n(Y)E) + n(X)n(Y)
ol h est une métrique riemannienne sur M?"*!. On remplace Y par ¢ on aura
9(X, &) = h(X = n(X)E, & — (&) +n(X).n(&)
= h(X —n(X)§,0) +n(X)
= n(X)

O

Démonstration. Soit h une application définie pour tous X,Y € X(M) par h(X,Y) =
R(*X,02Y) +n(X)n(Y) ot I est une métrique riemannienne sur M2"*1 Alors, on a

h(E X) = W (9’ ¢*X) +n(&)n(X) = n(X)

on définit g par

9X,Y) = SO Y) + B X, oY) + n(X)n(Y ).
Donc g est une métrique riemannienne et :
§(pX, o) = T(A(PX, 6¥) + (=X +0(X)E ~Y +n(Y)§))
= l(h(sz oY)+ h(X,Y) = 2n(X)n(Y) + n(X)n(Y))

2
= g(X,Y) = n(X)n(Y).

O
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Variétés métriques presque de contact

Notation 329. Dans ce cas une variété métrique presque de contact est notée par (M, ¢,&, 1, g).

Définition 330. Pour chaque structure métrique presque de contact (¢,&,7,g) sur M on
définit la 2-forme fondamentale ® par,

O(X,Y) = g(X,¢Y).

Proposition 331 ([16]). On dit que M*" ™! admet une structure métrique presque de contact
st il existe une 1-forme différentielle globale n et une 2-forme différentielle globale ® sur M

telles que
nA®" #£ 0.

Proposition 332 ([16]). Si M?" ! une variété de contact avec la forme de contact n, alors il
existe une structure métrique presque de contact (p,&,n,g) telle que la 2-forme fondamentale
D est définie par,

b =dn.

O

Démonstration. voir( [16], page 26)

Normalité d’une structure presque de contact

Définition 334 ([86]). Soient (M?"*! & 1) une variété presque de contact et M+ x R
la variété produit ou (X, f %) un champ de vecteurs sur M x R tel que X un champ de
vecteurs sur M, f une fonction sur M?"*! x R et t systéme de coordonnée sur R. On définit
sur M?"*1 x R une structure presque complexe J par,

JX P9y = (X — fen(x) ).
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Remarque 335. Montrons que J est une structure presque complexe, ie : J2 = —I. On a

J
(

- <¢2X = ¢(fE) = n(X)E, (n(pX) — ”<f5)>%)
(
(

On sait que

donc
PO = (- xrg)
= ()
d’ou
JP=—1

Définition 336. Soit J une structure presque complexe sur M?* ™! x R, J est intégrable si
et seulement si le tenseur de Nijenhuis N,;(X,Y) = 0. ( voir théoreme [301] )

Définition 337 (|I6], page 80). Soit (¢,&,n,g) une structure métrique presque de contact
sur M. On dit que (¢, &, 7, g) est normale si la structure presque complexe J est intégrable.

Remarque 338. On va exprimer la condition de normalité en terme de N, le tenseur de
Nijenhuis de ¢ avec :

N,(X,Y) = Q[X, Y]+ [pX, 0Y] — 0[X, oY ] — ¢[pX,Y].

Puisque N; est un tenseur de type (1,2), alors il suffit de calculer N;((X,0),(Y,0)) et
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N, ((X,0),(0,4)). On trouve :

N;((X,0),(Y,0)) = J*[(X,0), (Y,0)] 4 [J(X,0), J(Y,0)] — J[(X,0), J(Y,0)] — J[J(X,0), (Y, 0)]
—([X,Y],0) + ([pX, Y], (¢ XY — oY 1(X)) %)

)
)

—(p([X, 0Y]), Xn(Y)E,n([X, pY])

= (X, Y1), Yn(X)& n([» X, Y])

—[X, Y]+ [pX, Y] = o([X, ¢Y])
—p([¢ X, Y]) = (Xn(Y) + Yn(X))¢
—(pXn(Y) — oV n(X) = n([X, ¢Y]) = n([pX, Y]) &
—* (X, Y]+ [pX, Y] — o([X, 9Y])
—p([¢ X, Y]) = (Xn(Y) +Yn(X))¢

—(eXn(Y) = n([pX,Y]) — ¥ n(X) = n([X, pY])) &

d
7

(NSO(X’ Y) + an(X> Y)> (SSOXU(Y) - ‘ngn(X))
(N'(X,Y),N*(X,Y))

On a aussi,

(0. (0.4)) = 20 0. ) 1.0, )
I EOE R RN ()

60X en(X) ) + (e, X)), nlle X)) )

(
_ ([g,ng] — (& X)), én(X )i —n(l¢ XD%)
(

d’on
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ND = N,(X,Y) + 2dn(X,Y)¢
N® = (Loxn)Y — (Loyn) X
N® = (L)X
N® = (&)X
Donc : La structure métrique presque de contact (¢, &, 7, g) est normale si

NO = N@ = O = y@) — (.

Lemme 340 ([13], p 82). Pour une structure métrique presque de contact (p,&,1,9), la
dérivée covariante de ¢ est donnée par,

20((Vxp)Y, Z) = 3d0(X, oY, pZ) — 3dV(X,Y, Z) + g(NV(Y, Z), o X) + NO(Y, Z)n(X)
+2dn(pY, X)n(Z) — 2dn(¢Z, X)n(Y').
Démonstration. Rappelons que la connexion riemannienne V de g donnée par
QQ(VXY, Z) = Xg(Y, Z) + Yg(X, Z) - Zg(X7 Y) + g([X, Y]v Z) + g([Z, X]7Y)
—g([Y, Z]vX)
et que la formule de d sur la 2-forme & est
dd(X,Y,7) = %(X@(Y, 2)+YO(Z, X))+ Zo(X,Y) - O([X,Y],Z2) — ®([Z, X],Y)
— (Y, Z],X))
alors
29((Vxp)Y, Z) = 29(VxpY, Z) +29(VxY,¢Z)
= Xg(pY, Z) + oY g(X,Z) = Zg(X, oY) + g([X, Y], Z) + g([Z, X], Y')
—9([¢Y. Z], X) + Xg(Y,0Z) + Yg(X,9Z) — 0Zg(X,Y) + g([X, Y], 0Z)
—|—g([QDZ, X]> Y) - g([Y7 @Z]’ X)
sachant que
2dn (Y, X) = oY (n(X)) — X(n(eY)) — n([»Y, X])
N(l)(Y7 Z) - Nw(Y; Z) + an(Y7 Z)f
= @[V, Z] + [pY, pZ] — ([Y, 9Z]) — ¢([¢Y, Z]) + 2dn (Y, Z)¢
N(Q)(Y7 Z) = (Swfl)z - (ScpZn)Y
= —n([Y,9Z]) + Y n(Z) — Zn(pY) — n([¢Y, Z]) — pZn(Y)
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done
29((Vxp)Y, Z) = 3d®(X, Y, pZ) — 3d®(X,Y, Z) + g(NV(Y, Z), o X) + NO(Y, Z)n(X)
+2dn(eY, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y).

O

.4.3 Variétés cosymplectique et coKahler

Structure cosymplectique :
Les variétés cosymplectiques ont été introduites par Libermann (voir [60], [61]).

Si (n,w) est une structure presque cosymplectique sur M, le triple (M, n, w) est considéré
comme une variété presque cosymplectique.

Structure coKéhler :
Historiquement, les variétés coKahler ont été définies par Blair dans [I5].

Remarque 343. Soient (M?*"*! ., £, n,g) une variété presque de contact métrique et w la
2-forme fondamentale. On peut distinguer les classes suivantes, on dit que :

- M est cosymplectique si dw = dn =0 (i.e, w et n sont fermées),

- M est coKéhler si elle est normale et cosymplectique.
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Démonstration. Supposons que M une variété coKéhler (i.e. dp =0, dn =0, et (¢,&,n) est
normale)
(p,&,n) est normale — ND
— N® = NGO = NW =

suivant le lemme [340] pour tous X,Y € X(M) on a,
29((Vxp)Y., Z) = 3d0(X, pY, pZ) — 3d2(X,Y, Z) + g(N(Y, Z), o X) + NO(Y, Z)n(X)
+2dn(pY, X)n(Z) — 2dn(eZ, X)n(Y')
=0
done
(Vxp)Y =0.
Pour l'inverse, supposons (Vx¢)Y =0 on a,
3dB(X,Y,Z) = XO(Y,Z) + YO(Z, X) + ZB(X,Y)
_(I)([X7 Y]u Z) - @([Z, X]? Y) - (I)([Y'u Z]) X)
=g(VxY,0Z) +g(Y,VxpZ) + g(VyZ,0X) + 9(Z,VypX) + g(Vz X, ¢Y)
+9(X,Vz0Y) = g(VxY = Vy X, 0Z) — g(VzX — VxZ,0Y)
—9(VyZ — VY, pX)

=0
alors d® =0 et
[, l(X,Y) = 0= NW(X,Y) = 2dn(X, V)¢
Maintenant
NE(Y,€) = (Lovn)(€)

= —n([¢Y,€])

= —g(§, Vey§ — Ve, V)

= g(§,¢VeY)

=0,
dans le lemmeMposonS Z = &, on obtient dn(¢Y, X) = 0,VX,Y.Dottdny = 0ie. NV =0
donc M est coKahler. O
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Démonstration. On a

(Vxw)(Y,Z) = Xw(Y, Z) —w(VxY,Z) —w(Y,VxZ)
= Xg(Y,0Z) — g(VxY,0Z) — g(Y,¢Vx Z)
=9(VxY,9Z) +g(Y,VxpZ) — (VxY,0Z) — g(Y,oVx Z)
=g(Y,(Vxp)Z)

(Vxw)(Y,Z) =0.
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