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Résumé

Les métamatériaux sont des matériaux architecturés de telle sorte qu’ils présentent des pro-
priétés exotiques, issues non pas du matériau constitutif, mais de leur structure interne. Bien
qu’ayant été étudiés depuis une vingtaine d’années, peu d’applications réelles ont été recen-
sées, notamment dans le domaine industriel. Cette thése est consacrée aux métamatériaux
élastiques susceptibles de réduire les vibrations dans les véhicules automobiles. En effet, une
meilleure isolation des principales sources vibratoires permettrait ’amélioration du confort
vibratoire et de la durée de vie des piéces mécaniques. Les résultats de calculs numériques
et essais expérimentaux montrent que les métamatériaux peuvent satisfaire des contraintes
contradictoires, et représentent donc des candidats intéressants pour la réalisation d’innova-
tions industrielles.

Ce type de solutions étant fondamentalement différent des systémes d’isolation actuels, le pre-
mier chapitre dresse un état de I’art des métamatériaux, afin d’en comprendre les mécanismes
et les méthodes numeériques permettant d’en calculer les performances. Le deuxiéme chapitre
aborde les techniques de caractérisation des matériaux employées pendant cette thése. Les
essais mécaniques ainsi que les résultats permettent de définir les modéles matériaux utilisés
par la suite. Dans le troisiéme chapitre, des calculs numériques appliqués a différentes archi-
tectures aident & mieux comprendre certains mécanismes des métamatériaux et a choisir le
meilleur candidat vis-a-vis des propriétés ciblées. Celui-ci est approfondi dans le quatriéme
chapitre, a travers des études paramétriques statiques et dynamiques. Des propositions d’amé-
liorations géométriques sont proposées, y compris un métamatériau hybride aux propriétés
supérieures. Afin de vérifier les résultats expérimentaux et d’acquérir une meilleure com-
préhension des mécanismes sous-jacents, le cinquiéme chapitre aborde finalement les essais
expérimentaux effectués, 'analyse de leurs résultats, et leur confrontation avec les résultats

numériques.

Mots-clés : vibroacoustique, métamatériaux, isolation vibratoire, matériaux auxétiques,
mécanique non-linéaire, bandes interdites, lambage.






Abstract

Metamaterials are architectured materials exhibiting exotic properties due to their internal
stucture rather than their constitutive material. They have now been studied for two decades,
but have yet to make their mark outside laboratories, especially for industrial applications.
This thesis focuses on elastic metamaterials that can contribute to fix vibration issues in
the automotive field. Better isolation of the main vibration sources would increase both the
vibroacoustic comfort in the vehicles and the safety of mechanical parts. Through computa-
tions and experimentations, it is shown that metamaterials can be designed to meet different
criteria usually contradictory and as such, are strong candidates for innovative breakthroughs

in industry.

As this kind of solutions differs radically from existing ones, the first chapter is a state-of-
the-art review, both to grasp the main mechanims behind the multitude of metamaterials
designs that can be found in the literature, as well as the methods used to modelize them.
The second chapter tackles the characterization of the materials used along this thesis. The
mechanical tests and results presented allow to determine the material models then inserted
in the computations. Through preliminary computations, the third chapter attempts to un-
derstand and select the most promising mechanisms to satisfy the expected specifications.
The chosen design properties are further investigated in the fourth chapter, through static
and dynamic computations, as well as parametric studies. A hybrid metamaterial with en-
hanced isolation properties is proposed. To finally assess the numerical results obtained and
reach better undestanding of the underlying mechanisms, the fifth chapter deals with the
performed experimental tests, their analysis, and their comparison with previous results.

Keywords : vibroacoustics, metamaterials, vibration isolation, auxetic materials, non-linear

mechanics, bandgaps, buckling harnessing.
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Introduction

Pendant les décennies qui ont suivi I'invention de I’automobile, les constructeurs se sont prin-
cipalement focalisés sur les performances des véhicules, domaine ou tout restait a faire. A
I’issue de multiples avancées technologiques, 'efficacité et le rendement des mécaniques se
sont progressivement stabilisés et ’écart entre les différents constructeurs s’est réduit. Gui-
dée, et parfois contrainte par les crises économiques, les préoccupations environnementales,
et les choix politiques, 'industrie automobile s’est sans cesse renouvelée et améliorée pour
atteindre son niveau actuel.

Aujourd’hui, la concurrence n’est plus tant déterminée par la puissance que par d’autres fac-
teurs comme le design, la sécurité, I'impact écologique, les fonctionnalités électroniques, et le
confort.

La vibroacoustique appartient & cette derniére catégorie. Bien qu’il soit relativement récent,
le domaine de ’acoustique et tous les métiers qui le composent se sont rapidement imposés
comme essentiels pour rester dans la course des constructeurs automobiles. A une époque,
les voitures étaient tellement bruyantes que le confort sonore est rapidement devenu un ar-
gument de vente majeur. A cet argument s’ajoute aujourd’hui la réglementation, nécessaire
devant le nombre toujours grandissant de véhicules terrestres. Celle-ci impose une diminution
d’environ 3dB tous les dix ans. La premiére directive européenne date de 1970 et limitait le
niveau sonore d’une voiture a 82dB. Au fil des directives, ce niveau est passé a 80dB (1984),
77dB(1988), 74dB (1995), et est limité depuis 2014 & 68dB.

Un exemple automobile d’avancée technologique souvent cité est le logo de Citroén. Il repré-
sente la forme des dentures d’engrenages imaginés par les créateurs de la marque. Auparavant
les dentures étaient droites (le logo deviendrait alors un signe "égal"), mais les chocs lors des
contacts entre dentures de deux roues engrenées produisaient beaucoup de bruit, notamment
au vu du nombre d’engrenages dans un véhicule. André Citroén a alors eu l'idée, inspirée
d’une roue en bois utilisée pour la minoterie, d’utiliser des dentures obliques. La denture
oblique double (les deux branches du "A") sert quant a elle & annuler effort axial qu’au-
rait généré une denture oblique simple. C’est probablement une des premiéres technologies
purement acoustiques, car elle n’offre pas d’avantage notable en termes de performance mé-
canique.

Parmi les autres technologies marquantes dans le domaine de 'acoustique, on peut également
citer le pot d’échappement dont la variation de section contribue & réduire les modes acous-
tiques de tuyau.

La voiture électrique est aussi une révolution acoustique car avec la suppression de la quasi
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totalité du bruit moteur, les voitures atteignent un niveau de silence inédit. Cependant, la
suppression de ce bruit basses fréquences peut révéler d’autres composantes jusqu’ici cachées
par le bruit moteur, notamment 'aérodynamique et le bruit de roulement, par phénomeéne

de masquage.

Aujourd’hui, les performances vibratoires et acoustiques automobiles sont radicalement diffé-
rentes de celles des premiéres voitures. Les principales sources de vibrations restent le moteur
et la liaison au sol. La maitrise vibratoire passe par des niveaux sonores faibles d’une part,
mais aussi par des bruits agréables, sans aspérités. Les vibrations sont engendrées par des
mécanismes internes, tels que piéces en mouvement (forces d’inertie et de contact) et forces
motrices (pression de combustion, forces électromagnétiques).

La nature des signaux rencontrés, et donc des solutions possibles, varie selon la source. Une
machine tournante générera des sollicitations périodiques et donc des fréquences pures. C’est
le cas des engrenages d’une ligne de transmission automobile, par exemple. A l'inverse, la pré-
sence de turbulences fluides donnera un bruit large bande et aléatoire. Les impacts peuvent
également générer des bruits transitoires difficiles & anticiper.

La vibroacoustique s’intéresse a la propagation d’ondes dans les structures, généralement
afin de réduire les vibrations et le bruit générés. Dans cette optique, la méthode classique
consiste & découpler les sources a 1’aide de liaisons viscoélastiques (ressorts), généralement en
caoutchouc, matiére alliant bonne tenue statique et amortissement important. A trés basses
fréquences, sources, liaisons, et structures réceptrices vibrent en phase, comme un systéme
unique. Au-dela d’une certaine fréquence, la mobilité de la source vue des liaisons élastiques
dépasse celle de la structure réceptrice. Cette condition conduit généralement & spécifier une
raideur dynamique d’accueil supérieure & la raideur des liaisons élastiques. La souplesse de
ces derniéres est limitée par :

e la nécessité d’assurer un bon fonctionnement de la source, c’est-a-dire de reprendre au

travers des liaisons élastiques les efforts statiques;

e l'apparition de modes de corps rigide en trés basses fréquences qui ne doivent pas

amplifier les sollicitations internes ni externes ;
e la durabilité des pieces souples sous sollicitations internes ou externes.

La figure 1 montre l'allure typique des raideurs des trois blocs prévus pour amortir les vi-
brations du moteur, dans leur direction principale respective. La cale droite est une cale
hydrodynamique, ce qui explique la présence d’une résonance autour de 11Hz, liée & un pic
d’amortissement ciblant un mode bien précis (figure 1a). Les deux autres cales sont des mon-
tages classiques en caoutchouc et aluminium. Exceptée la résonance de la cale droite, la
raideur en basses fréquences est relativement stable. En revanche, la figure 1b montre nette-
ment l'effet de rigidification du caoutchouc pour les plus hautes fréquences. A ces fréquences,
les vibrations transmises ne sont pas ressenties par les usagers, mais couplées a d’autres élé-
ments du véhicules, elles peuvent générer des nuisances sonores importantes. Concevoir des
systémes d’isolation dont la raideur dynamique reste faible peut donc étre profitable. De plus
on observe des pics de raideur sur les cales droite (270Hz) et anticouple (300Hz). Ces réso-

nances ne sont pas dues au matériau mais & ’assemblage constituant la cale. Dans certaines
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FIGURE 1 — Courbes de raideur de cales classiques d'isolation moteur pour les a) basses et b) moyennes
fréquences. — Cale gauche, composante verticale, — cale droite, composante verticale, et — cale anticouple,
composante longitudinale (repére véhicule).

configurations, il arrive qu’elles se produisent a des fréquences basses (autour de 100Hz), ce

qui peut nuire au confort vibroacoustique dans le véhicule.

En résumé, les propriétés mécaniques recherchées pour concevoir un systéme d’isolation effi-

cace sont les suivantes :

e une raideur statique suffisante pour assurer le fonctionnement du systéme sous une
charge conséquente (e.g. la masse d’un moteur thermique automobile actuel est d’envi-
ron 500kg répartis inégalement entre trois ou quatre points d’appui) ;

e une raideur dynamique faible dés les basses fréquences (=~ 20Hz) sur une large plage de
fréquence ;

e une bonne tenue en fatigue.

A ces propriétés cibles s’ajoutent les contraintes industrielles sévéres du domaine automobile.
Entre parenthéses sont indiquées les valeurs de référence des systémes actuels :

e masse limitée (~ 2kg);
e cout de fabrication réduit (quelques euros par piéce);
e encombrement minimal (& 20 x 20 x 10cm?).

Ce travail tente de satisfaire au mieux ces différents critéres en explorant le domaine des mé-
tamatériaux. Ce type de solutions étant fondamentalement différent des systémes d’isolation
actuels, le premier chapitre dresse un état de 'art des métamatériaux, afin d’en comprendre
les mécanismes et les méthodes numériques permettant d’en calculer les performances. Le
deuxiéme chapitre aborde les techniques de caractérisation des matériaux employées pendant
cette thése. Les essais mécaniques ainsi que les résultats permettent de définir les modéles
matériaux utilisés par la suite. Dans le troisiéme chapitre, des calculs numériques appliqués
a différentes architectures aident & mieux comprendre certains mécanismes des métamaté-
riaux et & choisir le meilleur candidat vis-a-vis des propriétés ciblées. Celui-ci est approfondi

dans le quatriéme chapitre, & travers des études paramétriques statiques et dynamiques. Des
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propositions d’améliorations géométriques sont proposées, y compris un métamatériau hy-
bride aux propriétés supérieures. Afin de vérifier les résultats expérimentaux et d’acquérir
une meilleure compréhension des mécanismes sous-jacents, le cinquiéme chapitre aborde fi-
nalement les essais expérimentaux effectués, 'analyse de leurs résultats, et leur confrontation

avec les résultats numériques.
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Chapitre 1

Etat de Part

1.1 Introduction aux métamatériaux

1.1.1 Définition

Le terme de métamatériaux reste aujourd’hui encore relativement vague, toutes les sources
ne s’accordant pas nécessairement sur les caractéristiques et les limites de ce domaine. Ety-
mologiquement, le préfixe "méta-" vient du mot grec pour "aprés", "au-dela". Au-dela des
matériaux, donc. Le premier article a utiliser le terme "métamatériau" semble étre Smith
et al.[116]. Bien qu’il ne donne pas de définition précise, on comprend qu’il représente ainsi
un milieu dont les propriétés effectives - en 'occurrence la permittivité diélectrique et la
perméabilité magnétique - ne peuvent étre observées dans des matériaux ordinaires. Cette
description est aujourd’hui encore la plus courante, bien qu’elle soit somme toute trés impré-
cise. Les métamatériaux sont plutot définis par ce qu’ils ne sont pas, plutdt que par ce qu’ils
sont.

Cummer [28], par exemple, décrit les matématériaux comme des matériaux avec des propriétés
sur commande, s’émancipant des limites imposées par la nature. En acoustique/élastodynamique,
la plupart des métamatériaux utilisent le principe de résonance pour obtenir ces propriétés
exotiques, mais ce n’est pas nécessairement le cas. De méme, si bon nombre d’entre eux pré-
sente un caractére périodique, d’autres adoptent plutdt des géométries a gradient, ou des
géométries fractales. Kim et al. ont posé les bases d’une définition rigoureuse des métama-
tériaux, notamment sur leurs propriétés de causalité, de réciprocité, et en termes de réseau
ondulatoire |53]. Certains auteurs vont jusqu’a inclure les cristaux phononiques dans la caté-
gorie, alors que la plupart les mettent plutot en opposition.

En résumé, certaines caractéristiques communes peuvent étre tirées de la littérature pour

avoir une idée générale de ce qu’est un métamatériau :

e il g’agit d’'un matériau structuré;

e au moins deux échelles peuvent étre distinguées : une échelle "microscopique” ou des
phénomeénes locaux prennent place et donnent lieu aux propriétés effectives exotiques

mesurables & 1’échelle "macroscopique" globale ;

e ces phénomeénes affectent les propriétés ondulatoires, et donc le comportement dyna-

mique, du matériau ;
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e les propriétés globales sont limitées a des plages de fréquences, dont les frontiéres s’af-
franchissent de la limite de Bragg.

Le dernier critére exclue les cristaux phononiques, décrits au paragraphe 1.2, de la catégorie

des métamatériaux, parti subjectif que nous prendrons donc ici.

1.1.2 Genése

Le point de départ des métamatériaux électromagnétiques et par extension, des métamaté-
riaux de maniére générale, est généralement attribué & un physicien russe en 1967, Viktor
Veselago [119], bien que d’autres chercheurs russes semblent avoir abordé le sujet antérieure-
ment [47]. A ’époque, Veselago partit de I’équation de dispersion d’ondes électromagnétiques

dans un milieu isotrope :
w
K= n? (1.1)
avec k le nombre d’onde, w la pulsation, c la vitesse de propagation des ondes dans le milieu,
et ou l'indice de réfraction s’exprime selon

n® = eu, (1.2)

avec € et p les deux variables fondamentales de I’électromagnétisme, & savoir la permittivité
diélectrique et la perméabilité magnétique, respectivement. Rappelons qu’elles caractérisent
les équations d’onde électromagnétique, dont les expressions de propagation dans le vide sont :

., 0? "
. 2H .
AH — pe 52 = 0, (1.4)

ou E et H désignent respectivement les champs électrique et magnétique, et ou A est 'opé-
rateur laplacien.

Veselago remarqua que le changement de signe simultané de ¢ et de p n’affecte pas les équa-
tions 1.1 et 1.2. Il s’interrogea alors sur les caractéristiques de matériaux qui présenteraient
des valeurs négatives de ces propriétés.

D’aprés ses calculs, un tel milieu - dit "main gauche" car la direction des vecteurs E, H, et K
s’obtiendrait visuellement sur la main gauche, et non sur la droite comme dans le cas général
- donnerait ainsi lieu & des phénomeénes non conventionnels, comme un effet Doppler inverse
- la fréquence regue par un capteur en mouvement serait plus basse que la fréquence d’émis-
sion, un effet Cerenkov inverse - le cone de radiation émis par une particule se déplacant a
une vitesse supérieure a celle de la lumiére sera dirigé vers ’arriére par rapport au sens de
déplacement, ou encore un indice de réfraction négatif. En particulier si n = —1, la réfraction
se ferait sans réflection, d’ou la possibilité de concevoir des lentilles "parfaites", sans pertes,
ou méme des lentilles plates.

Bien qu’a I’époque, les plasmas étaient déja connus pour exhiber une permittivité négative
en dessous de la fréquence de plasma, il n’existait pas de matériau présentant des valeurs né-
gatives de permeéabilité. Veselago ne put donc pas vérifier expérimentalement ses conclusions
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et son article passa inapercu.

Il fallut attendre une trentaine d’années pour qu’une structure en "split-ring resonators" (ou
SRR, soit "résonateurs en anneaux fendus", voir figure 1.1b) & permeéabilité négative fasse
son apparition grace a John Pendry [90], peu aprés qu'’il elit proposé une structure "en métal
dilué" (figure 1.1a) congue en fils tres fins (& ~ pum) de tungsténe couverts d’or qui présentait
une permittivité négative similaire aux plasmas mais a bien plus basses fréquences (de ’ordre
du GHz) |91, 89].

Immédiatement aprés, Smith et al. donnérent vie aux théories de Veselago en combinant les
deux structures de Pendry pour obtenir des valeurs simultanément négatives de € et de p,
c’est-a-dire un indice de réfraction négatif, pour des ondes de fréquence 4.845GH z [116].

L’article de Smith et al. manquait cependant d’application pratique, et 'engouement général
pour les métamatériaux électromagnétiques ne se manifesta qu’avec I’étude théorique par
Pendry d’une lentille parfaite ayant un indice de réfraction négatif (figure 1.1c). Alors qu’une
lentille classique ne rectifie que la phase des ondes propagatives incidentes afin de les focaliser
en un point, une telle "superlentille" rectifie également ’amplitude des ondes évanescentes, de
sorte que rien ne s’oppose a la reconstitution intégrale de I'image observée. La résolution s’en
trouve sensiblement améliorée, leurs simulations donnant une valeur de quelques nanometres,
avec une lentille sous forme de fine lamelle d’argent [88]. Bien qu'une étude ultérieure ait
démontré 'infaisabilité d’une lentille parfaite - la condition € = 4 = n = —1 enfreignant une
loi fondamentale de I’électrodynamisme - une configuration proche peut exister et offrir une
avancée considérable dans le domaine de l'optique [75].

FI1GURE 1.1 — Premiers métamatériaux électromagnétiques avec a) le réseau métallique [89], b) les SRR [116],
et c) la lentille parfaite de Pendry [88].

Mis & part I'obtention de lentilles & focalisation de source sub-longueur d’onde, les matériaux
a double négativité sont applicables pour des guides d’ondes, des modulateurs et des filtres
passe-bande [109]. L’application la plus retentissante des métamatériaux est certainement la
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cape d’invisibilité. Dés 2006, Schurig propose un concept de cape passive bidimensionnelle
fondé sur un réseau de SRR, dont le gradient oblige les ondes - autour de la fréquence de
résonance - a contourner ’aire intérieure de la cape [105]. Tout objet placé a l'intérieur de
cette aire ne provoquerait aucune diffraction, et serait donc "invisible" & la fréquence prévue
(figure 1.2).

FiGURE 1.2 — Cape d’invisibilité électromagnétique de Schurig. a) Réseau de SRR a gradient constituant
la cape. b) Champ électromagnétique théorique obtenu par simulations avec propriétés électromagnétiques

idéales. Les ondes incidentes (venant de la gauche) sont trés peu diffusées par la cape. Figures issues de [105].

Pour élargir I’éventail de possibilités des métamatériaux, le principal objectif fut, et est aujour-
d’hui encore, d’étendre la plage de fréquences pouvant étre contrdlées par les métamatériaux.
Un intérét évident est d’atteindre le domaine visible, c¢’est-a-dire de ’ordre de 104 — 10 H 2.
Des articles ont par exemple proposé des absorbeurs [85] et des capes [37] opérant a des
fréquences optiques.

1.2 Cristaux phononiques

Les cristaux phononiques/photoniques sont des structures périodiques artificielles qui s’ins-
pirent du modéle des réseaux cristallins a 1’échelle atomique, en le transposant a notre
échelle (macro, micro, nano). Elles sont généralement composées de deux phases (solides
et/ou fluides) : une pour les inclusions ("atomes") et une autre pour la matrice ("vide in-
teratomique"), comme présenté sur la figure 1.3. Ces différentes phases ont généralement des
propriétés - telles que modules élastiques (i.e. vitesse de propagation des ondes) et/ou masses
volumiques pour les ondes élastiques, indice de réfraction pour les ondes électromagnétiques
- trés contrastées, ce qui favorise la diffraction de Bragg [68].

Ce phénoméne a été mis en évidence par le miroir de Bragg, qui consiste en un empilement
alterné de deux matériaux d’indices de réfraction différents, et qui n’est autre qu’un cristal
photonique unidimensionnel. En pénétrant dans cette structure, certaines ondes, dont la fré-
quence correspond a la longueur d’onde dite de Bragg, seront fortement réfléchies, formant
ainsi des bandes fréquentielles o les ondes ne peuvent pas se propager, appelées bandes
interdites ou bandgaps, en se placant du point de vue de la transmission. Les indices op-
tiques et les épaisseurs de couches déterminent alors les fréquences affectées, tandis que le
coefficient de réflexion augmente exponentiellement avec le nombres de paires de couches suc-
cessives. Bien que ce systéme doive son nom a William Lawrence Bragg, physicien australien
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FI1GURE 1.3 — Exemple de structures phononiques simples 1D (gauche), 2D (milieu) et 3D (droite). Issue de
[70].

du XXeéme siécle, les premiéres observations sur une telle structure remontent aux travaux
de Lord Rayleigh en 1887.

A linstar des électrons qui ne peuvent occuper que certaines bandes d’énergie dans les ma-
tériaux semi-conducteurs [54], la diffraction de Bragg permet donc I'apparition de bandes
interdites, grace aux interférences destructives entre les multiples ondes réfléchies aux inter-
faces du cristal. Ces bandes, et la grande variété de configurations possibles, font des cristaux
phononiques/photoniques des candidats potentiels comme filtres, isolants, guides d’ondes, len-
tilles, avec des applications envisageables dans de nombreux domaines. L’article de Maldovan
et al. synthétise trés bien les différentes applications offertes par la phononique [70].

1.3 Meétamatériaux acoustiques

Bien qu’apparus aprés leurs équivalents électromagnétiques, les métamatériaux acoustiques
présentent ’avantage d’avoir des effets intéressants a des échelles plus grandes, donc plus
accessibles, qu’en électromagnétique et des applications inédites ont pu voir le jour grace a
I'acoustique.

L’équation d’onde s’applique aussi bien a ’électromagnétisme (voir équation 1.3) qu’a l’acous-
tique, raison pour laquelle la transposition entre les deux domaines est si courante. L’équation
d’onde acoustique est :

p 0°P
K o2’

avec P la pression. Les paramétres constitutifs de ’acoustique sont le module de compressibi-

AP - (1.5)

lité isostatique K et la masse volumique p. La masse volumique et le module de compressibilité
remplacent donc la perméabilité magnétique et la permittivité diélectrique, respectivement,
et tout comme eux, ils peuvent devenir négatifs, simultanément ou non, donnant ainsi lieu a

différentes applications potentielles.

La premiére conception d’un métamatériau acoustique est attribuée a Liu et al. pour un ré-
seau tridimensionnel de billes de plomb enrobées de silicone, le tout enchassé dans une matrice
en polymére époxyde. La résonance de ces billes entraine un module élastique effectif négatif
sur des plages limitées de fréquence, associé a une chute de transmissibilité [66].

27



Un cas simple pour illustrer ces propriétés négatives est la propagation d’ondes unidirec-
tionnelles dans un tube (figure 1.4). Si des membranes sont ajoutées périodiquement, celles-ci
vibreront en opposition de phase pour des fréquences inférieures a leur fréquence de résonance,
générant ainsi une force de direction inverse & celle de ’excitation. La masse volumique équi-
valente obtenue est alors négative. Au-dela de leur fréquence de résonance, les membranes
vibrent en phase avec l'onde incidente, et la masse volumique devient positive [59].

Si on remplace chaque membrane par un tube ouvert radialement dans la paroi, un module
de compressibilité négatif est obtenu pour les fréquences inférieures a une fréquence carac-
téristique dépendante des dimensions du tube ouvert et des propriétés du milieu, appelée
taux d’échappement. En effet, en dessous de cette fréquence, la surpression de ’onde peut
s’échapper par le tube ouvert, et la propagation ne peut s’accomplir. En revanche, peu d’air
s’échappe pour des cycles de fréquences supérieures au taux d’échappement, le module de
compressibilité devient alors positif, et la propagation est rétablie |60]. Le méme comporte-
ment peut étre observé en remplacant les tubes ouverts par des résonateurs de Helmholtz. Le
domaine de compressibilité négative est alors limité a une plage fréquentielle débutant & la
fréquence de résonance des résonateurs [58].

Au vu de ces deux mécanismes, il est possible de les combiner pour obtenir une double néga-
tivité simultanée sur une certaine plage fréquentielle. On obtient alors une vitesse de phase
négative [58]. Ce type de systémes, ou le milieu méme de propagation est modifié pour ob-
server des propriétés exotiques, est appelé ligne de transmission.

a) D @ pJE \f 5 pm;i If X ——> :[

— ) —

UNIT CELLj

id O 03 O

b) ¢ e, —

— ) —

UNIT CELL j

e Lie S e Lo

— ) —

UNIT CELL j

FIGURE 1.4 — Concept de ligne de transmission acoustique permettant d’obtenir a) p < 0, b) B < 0, et ¢)
p < 0 et B < 0 simultanément. Issu de [58].

Pour maitriser le bruit rayonné par une source, d’autres solutions, parfois appelées métasur-
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faces [28], préferent agir sur les surfaces de réflexion de ce bruit. On distingue plusieurs types
de designs, certains se basant sur des cavités résonantes de type résonateur quart d’onde, ou
résonateur de Helmholtz. Ces résonateurs sont connus pour atténuer un bruit tonal indési-
rable mais sont inefficaces en dehors de la fréquence choisie. En créant une surface périodique
dont chaque cellule est composée d’un résonateur, des plages de fréquences ol la masse vo-
lumique effective est négative peuvent apparaitre. Les fréquences atteintes étant directement
dépendantes des dimensions des résonateurs, des astuces géométriques sont souvent utilisées
pour atteindre des fréquences plus basses tout en conservant la compacité du métamatériau
[17].

D’autres designs utilisent des réseaux de membranes dans la méme optique. Un avantage
des membranes est qu’elles peuvent présenter plusieurs modes de résonances, soit autant de
bandgaps. Le principe peut étre amélioré par ’ajout de masses disposées sur les membranes
comme ’a montré 1’équipe de Ping Sheng |76]. Si beaucoup de ces solutions visent a atté-
nuer les réflexions acoustiques, voire absorber I’énergie acoustique, d’autres cherchent plutét
a maitriser la directivité de ces réflexions, avec par exemple un design a gradient d’indice.

Le principe de tube enroulé est aussi utilisé pour la propagation, ol des matériaux labyrin-
thiques peuvent ralentir considérablement la vitesse de propagation de ’onde, et également,
via des résonances de type Bragg, donner lieu & une double négativité caractérisée par une
vitesse de phase négative. Ce comportement induit notamment un coefficient de réflexion
négatif, utilisé pour des applications de guidage d’onde, de superlentilles et d’hyperlentilles,
reprenant le concept de lentille de John Pendry, transposé a ’acoustique |62]. Une illustration

de divers métamatériaux acoustiques est donnée en figure 1.5.

Les "capes d’invisibilité" ont également été transposées avec succes de 'électromagnétisme
aux ondes acoustiques, thermiques et élastiques. Bien qu’une multitude de méthodes existent
comme la méthode de transformation, le tapis d’invisibilité, ou encore les méthodes par an-
nulation de diffusion, I'objectif reste le méme : rétablir le champ ondulatoire pour qu’il ne soit
pas modifié par la présence d’un objet a camoufler. Si ces méthodes permettent théorique-
ment d’atteindre cet objectif, plusieurs problémes restent a résoudre pour obtenir une solution
expérimentale parfaite. Notamment, les diffusions résiduelles, le manque de robustesse, et les
domaines fréquentiels réduits figurent parmi les problémes les plus récurrents [86].

Toutes les structures présentées jusqu’ici sont dites passives car elles ne nécessitent aucun
apport extérieur d’énergie pour fonctionner. D’autres solutions appelées actives utilisent une
source d’énergie externe pour obtenir ou améliorer les propriétés ciblées. Généralement ces
solutions sont réalisées en mesurant la réponse & controler, puis en appliquant a ce signal
un gain arbitraire avant de le réinjecter dans le milieu. En acoustique, beaucoup de concepts
actifs sont des arrangements périodiques de haut-parleurs car la membrane de ceux-ci permet
simultanément de transformer la pression acoustique incidente en signal électrique et de gé-
nérer une pression en lui imposant un signal. Les métamatériaux actifs offrent des propriétés
étendues et facilement réglables en agissant sur le gain appliqué plutdt que sur la géométrie
méme, comme dans le cas des métamatériaux passifs. On peut notamment définir un gra-

dient spatial de propriétés. Diodes acoustiques [92], imagerie acoustique [93], et acoustique
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FIGURE 1.5 — Exemples de métamatériaux acoustiques. a) (A) Vue en coupe d'un résonateur de Liu et al.,
cellule constitutive de leur (B) "cristal sonique" pour l'isolation acoustique [66]. b) Membranes pondérées
comme meétasurface absorbante [76]. ¢) Guidage d’ondes par un réseau de tubes enroulées. L’encart montre la
microstructure agrandie de quelques cellules [62].

des salles sont quelques exemples d’applications possibles.

1.4 Meétamatériaux mécaniques

Les métamatériaux mécaniques différent de leurs équivalents électromagnétiques, acoustiques,
et thermodynamiques par leur diversité et leurs mécanismes originaux. Cela est notamment
di au fait que, contrairement aux fluides, ou seules les ondes longitudinales se propagent,
les solides supportent le cisaillement ce qui engendre les ondes transverses, et donc une plus
grande richesse modale. De plus, si les propriétés exotiques des systémes décrits précédem-
ment sont uniquement dynamiques, les métamatériaux mécaniques peuvent également donner
lieu & des propriétés statiques améliorées, souvent couplées & des comportements dynamiques
exotiques. Bien que cela soit contradictoire avec la définition donnée en 1.1.1, beaucoup d’ar-

ticles admettent ces structures dans la classe des métamatériaux.

Par exemple, ’agencement périodique de cellules constituées de poutres minces peut don-
ner des structures de masses volumiques trés faibles mais présentant une raideur équivalente
importante. Le rapport de ces deux grandeurs est alors meilleur que pour des matériaux ho-
mogeénes. D’autres systémes montrent les avantages d’une raideur négative pour l'isolation
vibratoire. Cette propriété peut étre obtenue de différentes maniéres, que ce soit par poutre
flambée [51, 33|, par des systémes & ressort non linéaire [19, 108], par des inclusions masse-
ressort-amortisseur [25], ou encore par des patches piézoélectriques [67].

Les structures pentamodes sont aussi fascinantes par leur comportement statique semblable
a celui d’un liquide, c’est-a-dire qui ne supporte pas de cisaillement mais avec un module de
compressibilité isostatique B important. Strictement parlant, toutes les valeurs propres de
leur tenseur d’élasticité équivalent sont nulles sauf une, égale & B. Cela entraine notamment
des modules de compression simple F et de cisaillement G nuls. Des designs de structures
pentamodes et de leurs équivalents 2D - appelés bimodes - ont été proposés indépendamment
par Sigmund [113] et par Milton et Cherkaev |77|, sous forme d’assemblage de poutres articu-
lées entre elles. Si les contacts y sont ponctuels, leur réalisation pratique nécessite cependant
des contacts de dimensions finies, ce qui donne des modules de compression et de cisaille-
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ment non nuls. Grace & 'impression par lithographie, Biickmann et al. ont ainsi montré la
faisabilité de ce type de structure avec un rapport B/G supérieur & 103, avec une application
comme cape "d’intouchabilite" [15] (figure 1.6a). Quant aux matériaux auxétiques, détaillés
par la suite, ils se définissent par un coefficient de Poisson négatif, rarement observé dans des

matériaux naturels.

H Control Multistable

Surface 1—'
z
a
elastic
waves
f\/. L Before
Soil
a) L) S : ©)
¥
elastic
waves
—_—
—_ After
Eg, vs,
soft effective spring srVs Psl
Eeff Veffs Peff Soil

FIGURE 1.6 — Exemples de métamatériaux mécaniques. a) Structure pentamode constituant une cape d’intou-
chabilité [15]. b) Cellule & masse résonante pour la protection sismique de batiments [55]. ¢) Essai d’absorption
de choc lors d’une chute d’un métamatériau multistable avec un oeuf fixé dessus : I'oeuf se brise sur la structure

de controle (4 gauche) mais reste intact sur la structure multistable (a droite) [107].

Comme pour les métamatériaux acoustiques, on trouve souvent dans la littérature des mé-
canismes de résonance pour obtenir des propriétés dynamiques négatives (figure 1.6b). Ces
propriétés comprennent toujours la masse volumique p et le module de compressibilité B mais
également le module de cisaillement G propre aux ondes solidiennes. On peut donc observer
des métamatériaux mécaniques avec une masse volumique négative [78, 71|, un module de
compressibilité négatif, un module de cisaillement négatif [126, 129], voire B et p simultané-
ment négatifs, ou G et p simultanément négatifs.

La notion de propriété négative peut étre difficile & appréhender, mais des exemples simples
permettent de comprendre ’approche qui aboutit & de telles propriétés. Le modéle le plus
simple est probablement le systéme masse-ressort 1D de masse m et de raideur k (voir figure
1.7a). Considérons un tel systéme soumis & un effort harmonique F = Fe~ ™! d’amplitude F
et de pulsation w. L’équation de mouvement décrivant le systéme se résume a F' = mii + ku
soit F' = (—w?m + k)u en considérant le déplacement harmonique u = @e~*". Soit encore

F
— =k —w?m = m(w} — w?) avec wy = /k/m appelé pulsation propre du systéme. La

U

force vue par la structure réceptrice étant opposée a celle vue par la masse (F, = —F),
F

on en déduit — = m(w? — w?). Hors, d’aprés le principe fondamental de la dynamique,

_ U

F

—~ = —w?M. On peut donc en déduire une masse effective M dépendante de la fréquence,

U
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décrivant le comportement dynamique du systéme :
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FIGURE 1.7 — Modéle de masse effective d'un systéme masse-ressort. a) Schéma. b) Comportement analytique
fréquentiel de la masse effective et ¢) fonction de transfert du systéme.

L’allure de cette masse en fonction de la fréquence est décrite sur la figure 1.7b). A basses
fréquences, le comportement du systéme est principalement régie par la raideur du ressort et
la masse effective est positive. Mais aprés la fréquence de résonance, c’est-a-dire pour w > wy,
le systéme vibre en opposition de phase par rapport & I'impulsion, et la masse effective de-
vient alors négative. Au vu de la fonction de transfert des efforts entrants et sortants, M < 0
est associée a une perte de transmission & hauteur de 40dB par décade, en excluant 'effet
transitoire autour de la fréquence de résonance.

Un modéle similaire pourrait également étre appliqué aux modules de compressibilité et de
cisaillement effectifs [58].

Un réseau de cylindres souples dans une matrice rigide est un autre exemple simple pour
comprendre les diverses propriétés mécaniques négatives. Sous l’effet d’ondes incidentes,
les cylindres vont entrer en résonance. Plusieurs modes peuvent alors étre distingués, les
trois premiers (voir figure 1.8) correspondant & des comportements monopolaire (contrac-
tion/expansion globale sans déplacement du centre de gravité), dipolaire (déplacement uni-
axiale du centre de gravité), et quadrupolaire (contractions/expansions longitudinale et trans-
versale en opposition de phase). Lors de sa résonance, chacun de ces modes est susceptible de
rendre négative une des trois propriétés mécaniques précédemment citées : le mode monopo-
laire engendrera un module de compressibilité effectif B négatif, le mode dipolaire entrainera
une masse volumique p négative, et le mode quadrupolaire sera associé & un module de ci-

saillement G négatif.

Lorsque B et p sont simultanément négatifs, cela donne comme en acoustique un coefficient
de réfraction et une vitesse de phase négatifs [31]. La combinaison G < 0 et p < 0 est plus ori-

ginale car elle provoque en plus une conversion de mode a la frontiére entre le métamatériau a
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FIGURE 1.8 — Résonances d’un cylindre souple dans une matrice rigide, associées & des comportements a)
dipolaire, b) quadrupolaire, et ¢) monopolaire. Les fleches indiquent la direction des déplacements, dont I’am-
plitude est représentée par la luminosité. Issu de [126].

double négativité et un matériau classique : une onde transverse sera non seulement réfractée
avec un coefficient négatif, mais sera également partiellement convertie en onde longitudinale

[127].

A linstar de lacoustique, les métamatériaux actifs s’appliquent également aux ondes mé-
caniques. De nombreuses solutions actives se basent cette fois sur la piézoélectricité. Les
patches piézoélectriques peuvent en effet jouer le role des haut-parleurs en acoustique : toute
déformation du patch générera un signal électrique (piézoélectricité directe) et application
d’un potentiel électrique entrainera une déformation (c’est la piézoélectricité réciproque). La
boucle de controle est effectuée grace a ces deux phénomeénes, de maniére similaire au cas
acoustique. Certains papiers montrent ainsi 'intérét de réseaux de patches pour le guidage
d’onde [20] et pour I’absorption vibratoire [1]. D’autres phénomeénes physiques ont démontré
un intérét pour améliorer I’adaptativité des performances des métamatériaux. Par exemple,
les bandes interdites phononiques peuvent étre réglées grace au piézomagnétisme [122], a la
magnétostriction |96, ou & la température |52].

On peut également mentionner les métamatériaux bistables, ou plus généralement multis-
tables. Les structures bistables (resp. multistables) sont caractérisés par deux (resp. plusieurs)
positions stables. Plus strictement, leur courbe d’énergie de déformation présente deux mi-
nima locaux séparés par un maximum local constituant une position métastable. De telles
structures sont intéressantes d’un point de vue énergétique. D’une part, une structure multis-
table ne nécessite aucune énergie pour se maintenir dans chacune de ses configurations géomé-
triques stables, ce qui est particuliérement utile pour concevoir des systémes déployables [94]
avec des applications dans la robotique [22] ou I’aérospatiale [24]. D’autre part, la transition
entre deux positions stables s’accompagne de stockage et de dissipation d’énergie ce qui fait
des stuctures métastables des candidats prometteurs comme absorbeurs de chocs légers et
réutilisables (figure 1.6¢) [107, 40].
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1.5 Matériaux auxétiques

1.5.1 Introduction

Le coefficient de Poisson v caractérise le taux de contraction transversale, lors de 1’étirement

longitudinal d’un matériau. Sa formule est :

b déformation transversale _%/% (1.6)
~ déformation longitudinale I, ' [ '

ou l; et [; correspondent aux longueurs transversale et longitudinale, respectivement.

Pour la plupart des matériaux naturels, ce coefficient est positif (la section diminue quand le
mateériau s’allonge), compris entre 0 (liege) et 0.5 (caoutchouc), cette limite maximale étant

associée aux matériaux incompressibles.

Mais certains matériaux peuvent avoir un coefficient négatif (ils se dilatent en traction et se
condensent en compression) comme certaines mousses, macrostuctures, et structures molécu-
laires. On les appelle alors "matériaux auxétiques", ce terme - provenant du grec avénrikos
[auxetikos| soit "augmentatif" - ayant vraisemblablement été introduit par Evans en 1991 [38].

L’auxétisme provient généralement d’une structuration particuliére de la matiére, donnant
naissance & un phénomeéne de "dépliage", lors d’une traction. Ce phénoméne peut intervenir
au niveau moléculaire, microscopique, ou macroscopique. Une simple feuille de papier frois-
sée en boule peut avoir un comportement auxétique : en tirant sur deux points opposés, sa
dimension augmentera vraisemblablement dans une ou plusieurs directions transverses, dans
une certaine limite. Ce n’est pas la matiére elleeméme qui s’expand, mais comme la fraction
de vide (ou d’air) par rapport a la matiére peut varier librement, le systéme peut s’allonger
dans plusieurs directions simultanément. Tout comme les métamatériaux, ’auxétisme impose
d’adopter un point de vue "effectif", ou le coefficient de Poisson calculé n’est pas appliqué au
matériau constitutif, mais aux dimensions globales d’un systéme hétérogene.

Ce n’est pas un comportement trés commun, et il ne manque pas de fasciner dés lors qu’on en
voit 'expression. La marque de jouet Hoberman 1’a bien compris, et est devenu célébre pour
ses jeux aux mécanismes exotiques (voir figure 1.9), dont plusieurs se révélent étre auxétiques,
comme le "Twist’O" et la "Transforming Sphere" qui a fait le succes de la marque [46].

Bien que des mousses et certains polymeéres présentent un caractére auxétique [3], ils ne
rentrent pas dans le champ d’étude de cette thése. Seules certaines architectures d’intérét

sont donc décrites ici.

1.5.2 Reéentrance

Une des premiéres architectures auxétiques apparues, attribuée a Masters et Evans [73], fut
réentrante. Elle est inspirée des structures de type nid-d’abeille : si ces derniéres sont gé-
néralement constituées de cellules hexagonales réguliéres, c’est-a-dire § = 30° (figure 1.10),
cet angle peut étre modifié sans affecter I’aspect périodique du matériau. Dés que 6 devient
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FIGURE 1.9 — Exemples de jouets auxétiques vendus par la société Hoberman : le "Twist’O™" (a gauche),
et la "Transforming Sphere™" (a droite).

négatif, on observe un comportement auxétique du matériau.

La figure 1.10 montre la géométrie d’une cellule de Evans, et le mécanisme auxétique en jeu.

(@, 2
h + [sinf
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FIGURE 1.10 — A gauche : géométrie et paramétres de cellules (a) hexagonal et (b) réentrante |73].

A droite : mécanisme d’articulation a l’origine du comportement auxétique : structure (a) initiale et (b) sous
traction [87].

Si ce dernier est basé sur le rotulage libre de poutres rigides entre elles, les mécanismes réels
reposent plutot sur la flexion des poutre, a cause de la raideur des jonctions. Des cellules
composites avec des jonctions souples et des poutres rigides permettent de mieux s’approcher
du comportement initial [102].

Ces géométries ont été étudiées en profondeur, aussi bien pour leurs propriétés élastiques
statiques [73], leurs propriétés de directionalité [100, 97], ou encore de dispersion des ondes
en flexion [97].
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1.5.3 Chiralité

La chiralité - mot dérivé du grec x&pe [cheri| : la main - désigne une propriété d’asymétrie
présente dans diverses branches de la science, comme la chimie, les mathématiques, ou la
physique.

Un objet chiral n’est pas superposable & son symétrique par rapport & un plan. L’exemple
classique, et qui est & l’origine du terme, est celui des mains : on ne peut pas superposer sa
main gauche & sa main droite, bien que l'une soit 'image miroir de ’autre. Par la suite on

appellera motif "main gauche" le motif initial, et motif "main droite" son image miroir.

Dans le contexte des matériaux architecturés, de nombreuses géométries auxétiques chirales
ont vu le jour et sont toutes concgues, en 2D, sur le méme principe : un réseau périodique
de formes géométriques simples (généralement des cercles) reliées entre elles par des liga-
ments tangents a ces formes. Inspirés de concepts moléculaires avancés par Wojciechowski
[125, 118, 65], le premier papier montrant une telle géométrie en mécanique semble étre celui
de Lakes, avec un motif hexachiral. Il y donne les conditions nécessaires pour obtenir une
structure chirale auxétique, & savoir des degrés de liberté en rotation associés a une forces
non-centrale ou & une déformation non-affine [56]. Un autre article fondateur en la matiére
est celui de Sigmund et al.[114], dans lequel une méthode d’optimisation topologique 3D
est appliquée a la conception d’hydrophones piézoélectriques. La finalité est d’améliorer la
sensibilité des hydrophones, c’est-a-dire augmenter le coefficient de couplage hydrostatique
dﬁl*) = dg;) + 2d%). Or dgg) et d%) - les coefficients piézoélectriques respectivement longitudi-
nal et transverse caractérisant la réponse diélectrique des compressions respectivement axiale
et latérale - sont généralement de signes opposés, résultant en une valeur faible de dg*). Le
signe du deuxiéme terme peut cependant changer si le coefficient de Poisson du matériau
est négatif. C’est pourquoi les blocs unitaires (figure 1.11a) pour deux des quatre variables
optimisées - dont dg*) - s'avérent étre auxétiques. Etrangement, les deux faces transversales
(plans 1-3 et 2-3) du bloc optimisé présentent chacune un motif auxétique bien connu, mais
différents I'un de 'autre : I'un est une cellule réentrante d’Evans (figure 1.11b), tandis que
I’autre s’inspire plutot du schéma anti-tetrachiral, inconnu a ’époque, et visible sur la figure
1.11c. On remarquera que le motif élémentaire de ce dernier - le quart de la face - est bien
chiral, mais que la cellule entiére, contenant autant de motifs main gauche que de motifs main
droite, ne ’est pas. On dira alors que cette cellule est racémique mais pas chirale, ce qui est
le cas de tous les schémas "anti-chiraux" [114, 44].

Depuis, de nombreux travaux ont été menés, notamment par Joseph N. Grima de University
of Malta, qui avec son équipe a introduit les structures "méta-chirales", c’est-a-dire partiel-
lement chirales, partiellement anti-chirales (figure 1.12.ii). Dans un article en collaboration
avec des universités britanniques, les coefficients mécaniques ont été déterminés pour toutes
les structures présentées sur la figure 1.12.i, avec des résultats intéressants notamment le fait
que les modeéles trichiraux soient en réalité toujours non auxétiques, et que le coefficient de
Poisson des anti-trichiraux change de signe selon la longueur des ligaments.

Etant donné que les mécanismes de déformation principaux des architectures chirales sont
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Ficure 1.11 — Résultats de 'optimisation topologique du coefficient de charge piézoélectrique dgf) : a) bloc
unitaire et représentations schématiques des faces b) 1-3 et ¢) 2-3. [114]
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F1GURE 1.12 —1) Motifs chiraux et anti-chiraux (a) Hexachiral ; (b) Trichiral ; (¢) Antitrichiral ; (d) Tetrachiral ;
(e) Antitetrachiral [4].
ii) Divers motifs méta-chiraux [44]

la rotation des cercles et la flexion des poutres, plusieurs équipes ont essayé quelques an-
nées plus tard d’améliorer le concept en remplissant les cercles, dont ’espace interne a peu
d’influence sur le comportement statique. S’inspirant des travaux fondateurs de I’équipe de
Ping Sheng [66] sur les métamatériaux acoustiques, Liu et al. ont par exemple effectué des
calculs numeériques sur des réseaux hexachiraux dont les cercles sont remplis d’un noyau dense
enveloppé d’une couche de matériau souple, combinant ainsi les propriétés d’amortissement
basses fréquences des inclusions résonantes, aux caractéristiques phononiques et statiques de
I’architecture chirale. Ils obtiennent ainsi des données variées comme la directionnalité, les dia-
grammes de bandes, ou encore 'influence de parameétres tels que densité du noyau, contraste
de rayons entre noyau et cercle chirale, sur le comportement dynamique de la structure [64].
Lepidi et Bacigalupo étudient une solution similaire sur une structure anti-tetrachiral, mon-
trant l’apparition d’une bande interdite basses fréquences grace aux résonateurs locaux [61].
Une autre étude menée par Baravelli and Ruzzene montre 'insertion de masses dans les

cercles chiraux d’une matrice en silicone souple (figure 1.13).

En intégrant cette structure dans un cadre rigide & méme de supporter les efforts statiques,
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FIGURE 1.13 — Poutre étudiée par Baravelli and Ruzzene, composée d'un cadre rigide (en vert), de motifs
chiraux souples(en beige), et d’inclusions (en marron). Exemples de structures a) périodique et b) a gradient
(de masse et de taille de cellule)[8].

les pics de résonances de ce dernier peuvent étre fortement atténués, ainsi que le niveau glo-
bal & plus hautes fréquences. Ils explorent également le concept de structure & gradient, avec
des masses résonantes variant le long de la structure. Contenant un faible nombre de masses
par rapport au premier cas, 'atténuation est moindre sur une grande partie de la plage fré-
quentielle, mais le premier mode de résonance du cadre - autour de 11Hz - sur lequel sont
réglées les plus grosses masses du métamatériau, observe une atténuation d’environ 40dB.
Une remarque intéressante est qu’autour de cette fréquence de résonance, de nombreux pics
de faibles amplitudes apparaissent lorsque le métamatériau est présent. Ils révélent en fait
autant de modes de résonances des poutres flexibles situées autour des masses en résonance.
Malgré certains problémes diis & la méconnaissance du matériau silicone utilisé, les auteurs
mettent ainsi en exergue des mécanismes originaux, dont la maitrise pourrait amener a une

nouvelle gamme de systémes d’isolation vibratoire [8].

FIGURE 1.14 — Différentes géométries de type ligament manquant. a) Anti-chirale carré, b) chirale carré, et

c) chirale losange. Issu de [36].

On peut également inclure dans les structures chirales les géométries a "ligament manquant"
(missing rib en anglais) proposé en 2000 par Smith et al. (figure 1.14). Obtenue en supprimant
certaines branches du motif d’un grillage rhombique, cette géométrie gagne ainsi son caractére
auxétique, et semble conférer une meilleure représentation de certaines mousses auxétiques
réticulées [115].

1.5.4 Polygones rotatifs

Une classe de géométries auxétiques tres répandue est celle des polygones rotatifs. Le caractére
auxétique repose ici sur un principe géométrique simple, illustré par la figure 1.15. La structure
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est constituée de polygones agencés périodiquement, qui en pivotant les uns par rapport aux
autres, vont modifier la taille globale du systéme.
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y @<
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FIGURE 1.15 — Mécanisme de base des carrés rotatifs. Configurations pour différents angles (45°, 30°, 15°, 0°)

Ces géométries furent proposées par Grima et Evans de University of Exeter en 2000. Ils
présentent alors non seulement la structure constituée de carrés, mais également d’autres en
parallélogrammes rotatifs et en triangles rotatifs. Bien que ce mécanisme soit effectivement
auxétique, un probléme se pose rapidement lors de la mise en ceuvre expérimentale de tels ma-
tériaux : comment concevoir les liaisons entre polygones, puisque celles-ci sont théoriquement
ponctuelles 7 Bien que certaines études présentent des applications avec des designs extréme-
ment proches de ceux de Grima et Evans, avec simplement une liaison de faible épaisseur
en lieu et place de la liaison ponctuelle [12], une technique courante est d’arrondir la forme
des trous inter-polygones. De cette maniére, on peut obtenir une épaisseur non nulle tout en
supprimant tous les angles vifs, ce qui limite les concentrations de contraintes mécaniques

dans le matériau (voir figure 1.16).

Ficure 1.16 — Comportement mécanique en compression d’un motif unitaire. Configurations pour différentes
valeurs de déformation (0%, 10%, 20%, ~ 30%)

Parallélogrammes

La géométrie la plus intensivement étudiée, notamment par ’équipe de Katia Bertoldi a
Harvard, est celle basée sur les carrés rotatifs (point de vue matériau), ou, en observant les
espaces vides, un réseau carré de trous circulaires (cylindriques en 3D). Comparés a la plupart
des autres types de polygones rotatifs, il présente I"avantage d’étre périodique selon les deux
directions orthogonales et ce, quel que soit son état de déformation (figure 1.16). Des articles
montrent 'impact important du flambage sur la raideur statique [81], sur la répartition de
bandes interdites 9], mais également sur la directionalité [121].

D’autres parallélogrammes peuvent étre obtenus en variant les dimensions de la cellule uni-
taire, comme les rectangles. Les losanges peuvent s’organiser de deux maniéres, I’'une ou les

directions de périodicité changent en fonction de la déformation, l'autre ou les trous ne se
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referment pas complétement. Les parallélogrammes quelconques auront les mémes types d’or-
ganisations. L’article de Grima et al. recense tous les pavages possibles de parallélogrammes
ainsi que leur mode de déformation théorique, en considérant les contacts inter-polygones
comme ponctuels [42].

Triangles, hexagones

En se restraignant aux géométries avec des trous circulaires, chacun entouré dun nombre
pair de ligaments et dont la distance inter-centres avec les trous adjacents est constante,
Shim et al. obtiennent un total de quatre pavages possibles, & savoir les pavages carrés,
triangulaires, trihexagonaux, et rhombitrihexagonaux. Un ensemble de simulations et d’essais
démontre ainsi I'importante différence de propriétés statiques (F, v) comme dynamiques
entre ces pavages. En particulier, il est intéressant de noter que le pavage triangulaire n’est
vraisemblablement pas auxétique [111, 112].

B. Expanded C. Compact
Configuration Configuration
4.4.4.4
1. %
Parallélogramme type I « Parallélogramme type I 3
2.
Losange type « Losange type 8
4. Parallélogramme type IT «  Parallélogramme type II

FIGURE 1.17 — Réseaux périodiques de polygones rotatifs. Configurations initiales et déformées de réseaux 1)
carré, 2) triangulaire, 3) trihexagonal, 4) rhombitrihexagonal (& gauche, issu de [112]), et réseaux de parallé-

logrammes (& droite, issu de [42]).

1.5.5 Variantes

Bien siir de multiples variantes dérivées de ces géométries peuvent étre obtenues. Une étude
notable est celle de Overvelde et al. ot un panel de formes géométriques dérivées de la cellule
en "carré rotatif'" est testé et comparé en compression statique [6]. Quelques concepts récur-
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rents pour étendre les propriétés des géomeétries auxétiques présentées précédemment sont
décrits ici.

Hiérarchie

Certains articles étudient plutot les structures hiérarchiques, c’est-a-dire dont on retrouve
le motif de base plusieurs fois & l'intérieur méme de la cellule périodique, de maniére sem-
blable aux fractales d’un chou romanesco (figure 1.18). En partant de structures hexagonales
non auxétiques, Mousanezhad et al. |80] parviennent en introduisant une hiérarchie d’ordre
supérieur & rendre ces structures auxétiques au-dela d’un certain seuil de compression. On
obtient donc un matériau a coefficient de Poisson ajustable selon son état de déformation,
bien que le seuil minimal "d’auxétisation" observé reste relativement élevé (¢ ~ 10%). Ce
concept géométrique a également été appliqué la méme année aux carrés rotatifs [41].

Regular honeycomb First order hierarchy Second order hierarchy

First order sl Second order
—> < ¢y —
hierarchy hierarchy
(0

FIGURE 1.18 — a) Les fractales naturelles du chou romanesco (Source :volodia.eklablog.com). b) Différents

ordres hiérarchiques appliqués a une structure nid-d’abeille conventionnelle [80)].

Dans un sens, les géométries en étoiles peuvent aussi étre inclues dans les développements
hiérarchiques de la cellule de Evans. Un motif & quatre branches est étudiée dés 1997 par
Theocaris et al.[117], mais il faudra attendre 2005 pour que Grima et al. proposent les géomé-
tries en étoiles & 3 ou 6 branches. Ces études portent principalement sur ’effet de parameétres
géométriques - tels que les angles de réentrance entre les branches des étoiles et les raideurs
de traction et rotulage - sur les propriétés mécaniques effectives E et v. Dans leur article,
Grima et al. donnent une description intéressante de ces structures, partant du principe que
le motif de base des cellules hexagonales réentrantes (paragraphe 1.5.2) n’est pas le polygone
entier, mais simplement une forme de fléche, le méme type de fleche qui par symétrie circulaire
compose les étoiles. En définissant ’ordre comme le nombre de fleches formant une étoile, on
obtient la classification illustrée par la figure 1.19.

On peut également inclure dans cette catégorie une géométrie un peu différente, appelée
structurally hezagonal re-entrant honeycomb (soit "nid-d’abeille réentrant stucturellement
hexagonal") ou plus simplement "cellule de Lakes". La premiére apparition remonte en effet
4 1991, dans un article de Lakes, dans lequel il étudie plusieurs structures auxétiques pour en
déduire les conditions, notamment en terme d’efforts et de géométrie, nécessaire a ’appari-
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FIGURE 1.19 — Classification des structures 2D auxétiques en étoiles [43], et cellule de Lakes (a droite) [56].

tion d’auxétisme [56]. Géométriquement, on peut en fait voir la cellule de Lakes comme une
étoiles a six branches, dont celles-ci ne sont plus en forme de fleche comme précédemment,

mais elles-mémes en forme d’étoiles & trois branches, comme illustré sur la figure 1.19.

D’autres travaux dérivés de géométries réentrantes ont vu le jour, sous forme de variantes
treés diverses, comme par exemple la cellule multi-réentrante développée par Lira et al.[63].
Ils montrent que les parameétres supplémentaires ainsi créés permettent d’élargir la plage de
coefficients de Poisson atteignable.

Gradient

En se basant sur les structures hexagonales vues au paragraphe 1.5.2, plusieurs équipes ont
cherché a les combiner et & comparer leurs performances comme noyau de plaques compo-
sites (figure 1.20). Ruzzene et Scarpa, associés a d’autres chercheurs, ont beaucoup étudié
ces systémes. Ils ont par exemple réalisé des calculs pour observer des effets importants de
I'alternance auxétique-conventionnel et de I’angle de réentrance sur la directionalité des ondes
se propageant dans ces plaques [98], ainsi que sur les fréquences de bandes interdites [99].
Avec Hou et al., ils ont également concu les noyaux des composites par Kirigami! pour en
étudier la résistance en compression sur la face et sur la tranche, ou encore ’absorption de
choc de la tranche. L’effet bénéfique de différents gradients sur ’amortissement de modes de
plaques composites a également été prouvé par Mazloomi et al.[?].

Dans un concept mentionné précédemment (section 1.5.3), Baravelli et Ruzzene ont également
appliqué le concept de gradient & leur géométrie chirale, montrant que ’amortissement des
vibrations dans un cadre rigide pouvait ainsi étre amélioré par rapport & un agencement

périodique, notamment en basses fréquences [8].

'Le Kirigami est une technique japonaise de fabrication basée sur du découpage (V] 3 [kiru] : couper) et
du pliage (#7 9 #K[origami] : papier pli€) qui permet de former des structures tridimensionnelles & partir d'un
matériau 2D. Elle est trés utilisée dans I'industrie du nid-d’abeille, car elle permet une production en continu
de ces matériaux. Voir les pages d’accueil des sites https://thermhex.com/fr/ ou http://www.econcore.com/en

pour des animations du processus de fabrication.
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Face sheets

Hexagonal Core

el ¢

FI1GURE 1.20 — A gauche : structure d’une plaque composite & noyau auxétique [98]. A droite : structures
nid-d’abeille & gradient [48].

Re-entrant Core

Inclusions

Certains articles explorent la possibilité d’ajouter des masses rigides & l'intérieur des cellules
afin de cumuler les effets de résonateur local avec les propriétés auxétiques de la structure.

Les géométries chirales s’y prétent tout particuliérement, en raison de la présence d’espaces
vides (généralement circulaires) subissant peu de déformation. Différents travaux montrent
ainsi 'ouverture d’'un bandgap en basses fréquences dii aux inclusions. Si ces inclusions sont
composées d’une masse enrobée de matiére souple, le bandgap est controlé par les résonances
propres des inclusions [64, 61]. En revanche, si seule la masse constitue l'inclusion, le band-
gap provient alors de la résonance des ligaments adjacents [8]. On remarquera que de telles
géométries sont alors trés proches d’un autre concept auxétique, dénommé nodule-fibrille,
inspiré de la microstructure de certains polymeéres [2].

De leur coté, Ma et al. montrent qu’en utilisant un matériau amortissant - du caoutchouc
meétallique (Metal Rubber) en l'occurrence - pour les inclusions, une réduction significative
des pics de résonances structurelles basses fréquences est obtenue [?].

Matrix

' coating
Cot;e Ay

Structural coating: array of beams

F1aure 1.21 — Différents concepts d’inclusions : dans des cellules hexachirales (& gauche, [64]) et des cellules
de type carré rotatif : dans la matiére (au milieu, [27]) et dans les espaces vides (4 droite, [120]).

D’autres travaux montrent également l’inclusion de masses dans les structures a polygones ro-

tatifs. Dans le cas de Deng et al., ces masses, en cuivres sont simplement destinées a augmenter
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I'inertie de la cellule, par rapport au matériau constituant, plus souple [29]. En revanche, Cui
et Harne ont réalisé un bloc en mousse polyuréthane & carrés rotatifs dont chaque polygone
contenait un cylindre métallique, destiné & améliorer les performances d’isolation vibratoire
et acoustique du systéme [27]. Mentionnons finalement les motifs des travaux de Wang et
al.. Leur structure initiale est proche d’une structure & carrés rotatifs, mais les masses sont
cette fois incluses dans les vides de cette structures, via des ligaments souples. Ces liga-
ments tendent a flamber lors de la compression du métamatériau, modifiant sensiblement ses

propriétés dispersives [120].

1.5.6 Geéomeétries auxétiques 3D

Si les formes géomeétriques auxétiques restent relativement simples et intuitives en deux di-
mensions, la mise en ceuvre d'un auxétisme tridimensionnel - un tel matériau, lors d’une
compression uniaxiale, se rétracterait aussi dans les deux directions transverses - est plus
complexe & visualiser et & simuler, sans parler de la fabrication. Un grand nombre de cas en
trois dimensions provient directement des structures planes, comme les formes réentrantes
de Buckmann et al.[16], ou encore les "cubes" rotatifs de Ren et al.[95] (voir figure 1.22).
L’article de Elipe et al.[36] dresse une liste assez compléte des géométries auxétiques 2D et
des structures 3D qui en découlent.

(a) (b)

FIGURE 1.22 — Exemples de structures auxétiques tridimensionnelles. A gauche : motif réentrant : a) cellule
unitaire et b) exemples de structures [16]. A droite : cubes rotatifs : a) cellule unitaire et b) exemple de

structure [95].

D’autres structures, bien qu’elles usent des mémes mécanismes géométriques qu’en 2D, sont
plus originales, dans le sens ol la transposition de ces structures en deux dimensions est im-
possible. On peut citer le cas de "I’egg rack" ou "boite d’ceufs". Cette forme, également appelé
pliage de Miura, était initialement créée pour concevoir des antennes spatiales déployables
[79]. Bien que la géométrie soit nécessairement tridimensionnelle, 1’auxétisme ainsi obtenu
n’est que selon deux directions, et ne correspond donc pas a la définition donnée plus haut
(figure 1.23).

Un des systémes les plus prometteurs est peut-étre la "Buckliball" introduite par l’équipe
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F1GURE 1.23 — Géométrie de type "egg rack" ou pliage de Miura. Issu de [104].

de Katia Bertoldi & Harvard [110]. Inspirée du "Twist-0", un jouet développé par Hoberman
[46], cette sphére présente un auxétisme tridimensionnel par géométries rotatives. En prenant
cette sphére comme cellule unitaire, on peut facilement obtenir un métamatériau - que Babaee
et al. ont étudié et nommé "Bucklicrystal" [7] - avec une structure cristalline périodique a
I'instar des cristaux phononiques, mais possédant en plus les propriétés liées a 'auxétisme
(figure 1.24).

FI1GURE 1.24 — Mécanisme d’une Buckliball en compression (en haut, [110]). Exemple de Bucklicristal, formé a
partir de Buckliballs en cuboactahédre (en bas, [7]) : configurations initiale (& gauche) et déformeée (& droite).

1.5.7 Propriétés et applications

Au-dela du coefficient de Poisson négatif qui lui est propre, 'auxétisme donne naissance a
de nombreuses propriétés d’intérét. Quelques propriétés des plus remarquables et certains
concepts applicatifs associés sont répertoriés dans cette section.

Synclasticité

La synclasticité désigne la capacité d’un matériau & se déformer en déme lors d’une flexion.
Par opposition, les matériaux anticlastiques prennent la forme d’une selle. C’est le cas des
matériaux non auxétiques. Lors de la flexion d’une plaque, la face inférieure est comprimée
dans la direction de flexion tandis que la face supérieure est en élongation. Du fait de 'effet
Poisson, les directions transversales subissent également des déformations opposées, résultant
en une forme de selle (figure 1.25).
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De par leur coefficient de Poisson négatif, les matériaux auxétiques présentent un caractére
synclastique qui peut étre utile pour la mise en forme du matériau selon des profils complexes,
sans recours & de l'usinage, avec par exemple des applications pour des panneaux composites
(sandwich) courbes, comme des nez d’avions [3|. Cette propriété peut également avoir de nom-
breuses applications dans le domaine textile [123], dans lequel de nombreux brevets existent,
déposés notamment par Nike pour des éléments de chaussures [57, 39]. On peut également
citer une application de masque anti-pollution s’adaptant mieux & la forme du visage, déposé
par 3M [72].

Anticlastic (saddle-shape) Synclastic (dome-shape)
curvature curvature

(v=>0) (v<0)

FIGURE 1.25 — Démonstration de la synclasticité par des réseau en nid-d’abeille a) hexagonal et b) réentrant.
Issu de [5].

Résistance mécanique

Lors d’une compression locale, un matériau non auxétique aura tendance a s’écraser : la ma-
tiére tendra a s’écarter dans les directions transversales pour dissiper I’énergie. A l'inverse,
dans un matériau auxétique, une densification locale sera observée au point de compression,
et le matériau présentera alors une meilleure résistance a ’enfoncement. Associée a la syn-
clasticité, cette propriété pourrait servir a la conception de systémes de protections améliorés,
notamment pour le sport [35].

La résistance accrue due a 'auxétisme est souvent expliquée par la formule de la dureté H

d’un matériau :
¥

E_|" (1.7)

1 -2

|

ou E est le module d’Young, v le coefficient de Poisson, et v une constante valant 1 ou 2/3
selon que la compression est globale (pression) ou locale, respectivement.

L’analyse de cette formule révéle que lorsque le coefficient de Poisson s’approche de -1, comme
il est souvent observé dans les matériaux auxétiques, la dureté tend vers 'infini. On nuancera
cette remarque en notant qu'un coefficient de Poisson proche de 1, bien que rarement observeé,
fait également tendre la dureté vers l'infini [18]. Cependant, cette formule n’est valable que
dans le cas d’'un matériau isotrope, alors que la majorité des matériaux auxétiques sont
anisotropes [101].

Une analyse similaire peut-étre effectuée concernant le cisaillement.
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La module de cisaillement G d’un matériau isotrope peut s’exprimer :

_3K(1-2v) E
o 2(1+v) 201 +vw)’ (18)

ou K est le module du compressibilité de ce matériau.
De méme que dans I’exemple isotrope précédent, si on suppose cette formule applicable & un
matériau auxétique dont le coefficient de Poisson approche -1, alors le module de cisaillement

tend vers l'infini.

En 1996, Choi et Lakes ont également montré que des mousses auxétiques, de géométries
réentrantes, présentaient une ténacité supérieure aux mousses conventionnelles, malgré un
module de Young plus faible [23]. D’autres travaux sur des composites auxétiques aboutissent
aux meémes conclusions [34, 11]. Autrement dit, 'auxétisme permet au matériau de mieux

résister & la propagation de fissures.

Isolation acoustique et vibratoire

Les propriétés supérieures d’absorption acoustique des matériaux auxétiques ont été observées
deés les années 90 pour des mousses [49]. Chekkai et al. ont ensuite montré que ces propriétés
étaient surtout marquées pour les fréquences inférieures a 1500Hz [21].

Du coté des structures auxétiques, plusieurs travaux démontrent les performances des nids-
d’abeille, notamment dans des structures composites de type sandwich, et & leurs propriétés
d’isolation acoustique, de bandes interdites et de directionnalité [103, 100, 99, 97].

D’autres publications montrent le potentiel de différentes structures auxétiques périodiques
pour l'isolation vibratoire grace a ’étude des diagrammes de dispersion (voir section 1.6.2).
Les géométries réentrantes, chirales, et les polygones rotatifs présentent ainsi des bandes
interdites trés attractives pour des applications de systémes isolants.

Permeéabilité variable

Les mécanismes auxétiques décrits précédemment présentent tous une fraction de vide qui
évolue en fonction de I’état de déformation du matériau : plus le matériau est comprimé, plus
la fraction de vide est faible, et inversement plus le matériau est étiré, plus cette fraction
est important. Cette propriété est avantageuse pour concevoir par exemple des filtres dont la
porosité s’adapte au degré d’encrassage. Des applications médicales sont également possibles,
avec des pansements diffusants des médicaments en fonction du gonflement de la contusion
[5], ou encore des stents plus performants et pouvant également diffuser des médicaments
(voir figure 1.26) [32, 12].
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FIGURE 1.26 — Concept de stent auxétique constitué de carrés rotatifs [12].

1.6 Calculs vibroacoustiques

1.6.1 Introduction

Le terme physique d’onde traduit la propagation d’une perturbation locale et réversible du
milieu, permettant un transport d’énergie sans transport de matiére. On peut distinguer les
ondes électromagnétiques, les ondes élastiques, et les ondes gravitationnelles, dont I'existence
n’a été prouvée que trés récemment. Les ondes radio, la lumiére visible, les rayonnements ra-
dioactifs correspondent tous & des ondes électromagnétiques de longueurs d’onde différentes.
De méme les ondes thermiques désignent simplement le domaine trés hautes fréquences des
ondes élastiques, catégorie plus connue pour les ondes acoustiques (se propageant dans les
fluides) et les vibrations (se propageant dans les solides). Contrairement aux autres types
d’ondes, les ondes élastiques ne peuvent donc pas se propager dans le vide, phénoméne a

lorigine de la célébre accroche "Dans I'espace, personne ne vous entend crier'?.

Les ondes acoustiques, tout comme les ondes électromagnétiques, se caractérisent par la pro-
pagation exclusive d’ondes longitudinales en milieu infini. Sous l'influence de ces ondes, les
particules se déplacent dans la direction de propagation de I’énergie, ce qui se présente sous
la forme d’une succession de zones de compression et de dilatation comme illustré par la
figure 1.27. Le couplage des ondes longitudinales avec les limites du milieu de propagation
peut donner naissance & des ondes de surface, par opposition aux ondes de volume dont la
longueur d’onde est petite comparée aux directions transverses. Les vagues observées prés des
plages sont un exemple simple d’ondes de surface.

—
T . . \ / /:
100 . et | ¥
T . \- — \\\ g \T}/ —
sooe ‘.|_' ¢/ e
a) Dilatation Compression b) o

FIGURE 1.27 — Schémas des modes de propagation a) longitudinal et b) transversal. 4= Direction du

mouvement des particules et === direction de propagation de l’onde.

% Alien, le huitieme passager de Ridley Scott, 1979
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En plus de la compression, les milieux solides supportent le cisaillement, et donc les ondes
dites transversales, ot le mouvement des particules est orthogonal & la direction de propaga-
tion. Ces ondes sont souvent dénommeées ondes S, pour secondaires, tandis que les ondes P
(primaires) qualifient les ondes longitudinales.

La vitesse de propagation des ondes est définie par ¢y, = Af ot A est la longueur d’onde
et f la fréquence de I'onde considérée. c4 est aussi appelée vitesse de phase, et dépend des
propriétés du milieu, mais également du type d’onde considéré. Pour les matériaux homogénes
et isotropes, les ondes longitudinales possédent une vitesse de phase ¢; 4 plus élevée que celle

des ondes transversales (¢ 4), tel que :

K+ 3G G
Clop =\ ——— > Ctop =4/ 1.9
o=\ 1.6 5 (1.9)

ou p est la masse volumique du matériau, et K et G sont respectivement les modules de
compression isostatique et de cisaillement, qui dépendent directement des module de Young

E et coefficient de Poisson v suivant les expressions K = —— et G = ———.
3(1—-2v) 2(1+v)
Le milieu est dit dispersif lorsque la vitesse de phase est dépendante de la fréquence. Dans
un tel milieu, les différentes fréquences composant généralement une onde se propagent a des
vitesses différentes, ce qui provoque une distorsion du signal initial, qui croit avec la distance.
De fait, tous les milieux, excepté le vide, sont dispersifs dans une certaine mesure. Heureu-
sement, l'air ’est trés peu, sans quoi la communication orale et la vision s’en trouveraient
sérieusement entravées. C’est par ailleurs la dispersion de la lumiére par les gouttelettes d’eau
en suspension dans l'air qui donne naissance aux arc-en-ciels (figure 1.28).

FiGure 1.28 — L’arc-en-ciel, un bel exemple des propriétés dispersives de ’eau.

La dispersion est décrite par la relation entre la fréquence f et la longueur d’onde A, exprimées
respectivement sous la forme de pulsation w = 27 f et de nombre d’onde k = 27 /. La vitesse
de phase vaut alors

w

co=", (1.10)

et le graphe illustrant la relation entre ces deux grandeurs est couramment appelé diagramme
de dispersion, ou diagramme de bandes. Théoriquement, ce diagramme présente une branche
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pour chaque mode propagatif, mais nous verrons plus tard que ces branches peuvent bifurquer,
notamment en cas de résonances internes.

Un autre indicateur important lié & la dispersion est la vitesse de groupe :

dw

Cg = — 1.11
g d/i Y ( )
Pour un milieu non dispersif, le diagramme de dispersion se résume & une droite, soit ¢, = cg.
En revanche, cette égalité n’est plus valable pour un milieu dispersif : ’énergie, portée par la

vitesse de groupe, ne se propage plus & la méme vitesse que ’onde.

Ficure 1.29 - Différence entre vitesse de groupe et vitesse de phase en milieu dispersif

La figure 1.29 illustre ce phénomeéne a un instant t : lorsque deux ondes de vitesses de phases
différentes (indiquées par leur longueur d’onde respective A; et Ay) s’additionnent (courbe
noire), la dispersion provoque la formation de "paquets d’ondes" dont ’enveloppe est repérée
en pointillés. Ces paquets d’onde transportent ’énergie a la vitesse de groupe ¢, : les points
verts, placés sur des nceuds et ventres de ’enveloppe, se déplacent donc a la vitesse ¢,. En
revanche, tous les points rouges, situés sur des extrema d’amplitude, se déplaceront tous a la

vitesse de phase cg.

1.6.2 Zone de Brillouin

Dans une structure périodique, la Zone de Brillouin (BZ pour Brillouin Zone en anglais) est
Iéquivalent de la cellule unitaire de la structure, mais dans l’espace réciproque (espace des
nombres d’onde) [14].

Si les vecteurs directeurs (en trois dimensions) de la cellule unitaire sont dy, dz, et dg, alors

les vecteurs de I'espace réciproque sont définis par :

dy x d
by = 2ﬂ-$
4 2a
by = 2w$ (1.12)
d
d, ¥ d
b = 277&

Va

ou Vy = dj - da xd3 est le volume défini par les trois vecteurs dans ’espace direct. Ce travail se

focalisera principalement sur les géométries bidimensionnelles, avec dy = L,ex et d; = Lyey
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orthogonaux, L, et L, étant les dimensions de la cellule en X et Y, respectivement. Cela
simplifie I’expression des vecteurs de la BZ :

d 2
b]_ = 27'('5’72 fwex
_— d‘li Q;e (1.13)
= LT — = —
2 Sq Ly~

Comme la cellule unitaire est répétée a I'infini dans la structure, tous les modes de propagation
de la structure peuvent étre obtenus & partir des seules données de la BZ. Brillouin montre
que les symeétries de la cellule unitaire peuvent étre mises a profit pour réduire encore la zone
d’étude, jusqu’a atteindre la Zone Irréductible de Brillouin (IBZ pour Irreductible Brillouin
Zone en anglais). Sur la figure 1.30, on voit que par symétries miroirs, toute la BZ peut étre

FiGure 1.30 — Représentation de la BZ et de I'IBZ pour une cellule unitaire 2D

représentée par un quart de sa surface. On est méme tenté de rediviser cette IBZ en deux
(par I'axe OB), mais dans cette configuration, 'IBZ n’est pas symétrique par rapport a OB.
Il existe bien une symétrique ponctuelle par rapport au centre de OABC, mais ce dernier
étant différent du point O, cette symétrie n’est pas valable pour I'IBZ. L’article de Maurin
et al.|74] décrit clairement les différents réseaux de Bravais bidimensionnels, ainsi que leurs
vecteurs de base associés, dans les espaces direct et réciproque [54].

L’article de Maurin et al. synthétise les IBZ en fonction de la cellule unitaire et des symétries
internes |74]. L’IBZ permet donc d’obtenir le comportement propagatif de toute la structure
périodique avec un temps de calcul optimisé. Autrement dit, le suivi des modes uniquement
dans I'IBZ suffit pour connaitre les modes présents dans ’ensemble de la structure. Lorsque
I'IBZ n’est pas unidimensionnelle, le diagramme de dispersion est généralement assemblé en
suivant les contours de I'TBZ. Bien que la plupart des articles ne calcule que ces contours, il est
intéressant de noter que d’autres montrent ’existence possible d’extrema & I’intérieur de ' BZ,
selon la forme de celle-ci [45, 74]. Si la détection préliminaire de bandgaps omnidirectionnels
peut étre réalisée sur le contour de I’'IBZ, la validation de leurs bornes nécessiterait le balayage
complet de celle-ci. Dans ce travail, on se satisfera généralement de cinq branches dont les
bornes sont définies par :

OA : Kk, € A°/Ly et K, =0
AB : k, =2n/L, et K, € A°/L,
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BC: k, € A°/L, et K, =27/L,
OC: k;=0et Ky € A°/L,
OB : k, € A°/L,, ky € A°/Ly, et £y = Ky

ou A° est U'intervalle balayé [0, 27]. Kk, (resp. ky) est la composante du vecteur nombre d’onde
k dans la direction z (resp. y). C'est-a-dire kK = Kyex + Ky€ey.

Un exemple de diagramme de dispersion est présenté sur la figure 1.31. On y voit tous les
modes obtenus sur les contours de I'IBZ par calcul de dispersion. Certaines bandes fréquen-
tielles ne comportent aucun mode : ce sont les bandes interdites (ou bandgaps). Si elles ne
concernent qu'une branche de I'IBZ, elles sont directionnelles (en rouge), tandis qu’elles sont
omnidirectionnelles si elles sont communes & toutes les branches de I'IBZ (en bleu). Dans
cette étude, on s’intéressera en priorité & ces derniéres qui présentent un fort potentiel pour

I’isolation vibratoire.

Ficure 1.31 — Exemple de diagramme de dispersion avec bandes interdites M directionnelles et ™ omnidirec-

tionnelles. wpg, désigne la largeur du premier bandgap omnidirectionnel.

1.6.3 Méthode de Floquet-Bloch

Le théoreme de Floquet-Bloch, ou théoréme de Floquet, est une méthode fondamentale pour

obtenir le comportement dynamique de systémes périodiques. Il s’applique aux équations
du(z)
x

différentielles unidimensionnelles de la forme = A(x)u(z), ot u(x) est une fonction
inconnue et A (z) est une fonction L-périodique?, et stipule que les solutions de ces équations
sont de la forme :

u(w, ) = t(w, z)e™ (1.14)
ou u est L-périodique. Les articles postérieurs de Bloch ont ensuite permis la généralisation
multidimensionnelle du théoréme de Floquet [26].

Appliquée a la propagation vibratoire dans un motif 2D périodique en X et Y, de dimensions
L, x L,, I'équation impose les déplacements aux frontiéres suivants :

uR = ULeINsz (1 15)
ur = uge®vlv

3cellule périodique de période (ici spatiale) L
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ol us = u(w,X,) et X, sont respectivement les vecteurs déplacement et position des points
appartenant a la frontiére e telle que e € {L,R, T, B}, correspondant respectivement aux
frontieres gauche, droite, supérieure, et inférieure (voir figure 1.32).

FIGURE 1.32 — Dénomination des frontiéres de la cellule périodique.

1.6.4 Meéthode d’éléments finis ondulatoires

La méthode d’éléments finis ondulatoires (ou WFEM pour Wave Finite Element Method)
permet de déterminer le diagramme de dispersion de structures périodiques. C’est une mé-
thode hybride, mélant éléments finis et approche analytique, pour modéliser des structures
complexes tout en conservant un temps de calcul réduit. Elle est partiellement décrite ici
sous sa forme unidirectionnelle, mais de nombreux papiers décrivent la WFEM de maniére
détaillée et pourront étre consultés pour plus de précisions [69, 128].

L’équation qui définit 1’équilibre dynamique du systéme est :

Du =F, (1.16)

avec D la matrice de raideur dynamique, et u et F les vecteurs respectifs de déplacements et
efforts nodaux. La dimension caractéristique des matrices et vecteurs correspond au nombre
de degrés de liberté (DDL).

Selon le modéle considéré, 'expression de D peut changer. Dans le cas non amorti, on a
D = —w?M+K avec w la pulsation, et M et K les matrices respectives de masse et de raideur.
L’introduction d’amortissement ajoute une composante imaginaire. Si cette composante est
dépendante de la fréquence (i.e. de la vitesse), amortissement est dit visqueux. S’il est
indépendant de la fréquence, il est alors structurel (ou hystérétique), ce qui donne les formules

suivantes :

Amortissement visqueux : D = —w?M + iwC + K
Amortissement structurel : D = —w?*M + (1 + in)K

Pour un grand nombre d’éléments finis, la taille des matrices peut rapidement devenir critique

vis-&-vis du temps de calcul. La méthode de réduction de Guyan est donc appliquée pour
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simplifier I’équation 1.16 en différenciant les DDL de frontiéres (L et R) des DDL internes
(indice )

Dy Dy Dk uy Fy
Dy Do Dir u, | = | FL (1.17)
Dr DgrL Drr ur Fr

La méthode du complément de Schur est ensuite utilisée. Pour cela, on extrait la premiére

ligne de ’équation 1.17 :
uy = D! [F; — DyLug, + Dirug], (1.18)

puis on l'injecte dans les deuxiéme et troisiéme lignes :

(1.19)

DDy ! [Fr — DiLug, + Dirug] + Dyjug, + Digug = Fp,
Dr Dy ! [F1 — DjLug, + Dirugr] + Driug, + Drrur = Fr ’

qu’on peut mettre sous forme matricielle :

[ DD 'F; 1 [ D  — DDy 'D. Dir— DD 'Dg 1 [ ur, 1 B [ Fr 1

Dr Dy 'Fy Dgr. — DDy 'Di. Dggr — DriDy 'Dir uRr Fr
(1.20)
soit
D F1 D Dkr Ur Fr
avec

D}, =DyD;!, Dj =DrD;!
D;, =Dy — DD, 'Dy, Djg=Dr~-DuDy 'Dgr
Dy, = Dgr. — DriDyi 'Dy, Dig = Drr — DriDyy 'Dig,

ou D* représente la matrice de raideur dynamique condensée aux frontiéres de la cellule.

On cherche ici les modes propagatifs, c’est-a-dire les solutions homogeénes de ’équation 1.16.
Les efforts internes s’annulent donc en tous points, c’est-a-dire F;y = 0. En revanche, les efforts
doivent étre pris en compte aux frontiéres de chaque cellule, suivant la loi de Floquet, soit ici
Fr = Frel®=L=. En développant I’équation condensée 1.21, on obtient donc :

ug = Dix ' [Fr, — Df u
{ R iR [FL L L]’ (1.22)

Fr = Dy ug, + DERDtR_l [Fr — Dy ug]

ou encore :

[ uRr ] _ [ -Diz'Dyy -Di ! ] [ uy, 1 (1.23)
Fr Di, — DgrDir 'Dyfy ‘ —DieDig ! Fr

(1.24)
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En définissant les vecteurs d’état a droite de la cellule @R = [ F
R

] et a gauche & =

ur, L.
, on peut alors écrire :

_FL
R — spl (1.25)
S — I ‘ -Dj ! ]
D}, — DigDir 'Dj | ~DprDir "

En appliquant le théoréme de Floquet 1.15 sur ugr et uy, et sur Fr et Fr, on obtient le

probléme aux valeurs propres suivant :
[S— AL @7 =0 ) =e"mile, (1.26)

ou j est I'indice de valeur propre, et Is, est la matrice identité de taille 2n, n étant le nombre
de DDL.

En résolvant 1.16 pour des solutions périodiques de type Floquet (équation 1.14), on peut
alors obtenir le diagramme de dispersion de la structure.

1.6.5 Meéthode du Shifted Cell Operator

Pour la méthode du Shifted Cell Operator (ou SCOM pour Shifted Cell Operator Method),
I’équation d’équilibre dynamique 1.16 est reformulée par décalage des nombres d’ondes dans
I'espace des dérivées :

pw*u+Ve =0, o=C:e, (1.27)

avec p la masse volumique du matériau, w la pulsation, o le tenseur des contraintes, C le

tenseur d’élasticité, et € le tenseur des déformations.

Plus spécifiquement, le probléme aux dérivées partielles (équation 1.27) est appliqué aux
ondes de Bloch (équation 1.14). En utilisant comme champ de déplacement le vecteur @
de I’équation 1.14, puis en appliquant une formulation faible & 1.27, ’équation aux valeurs
propres suivante est obtenue :

(K —w/M) + \L — A\?H| ®; = 0, i = jki, (1.28)

ou K et M sont les matrices respectives de masse et de raideur définies précédemment. Li et
H sont des matrices respectivement asymétrique et symétrique semi-définie positive, toutes
deux étant dépendantes de w et du tenseur d’élasticité [26]. Ces deux matrices sont liées aux
valeurs propres A\, maintenant incluses directement dans les équations de comportement de
la structure. De cette maniére, la périodicité est également incluse dans ces équations, et les
nouvelles conditions aux limites sont de simples conditions de périodicité, avec une fonction

périodique sur R de type :

=

Ut = D (1.29)
ﬁY+Ly = ﬁy
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Ce qui donne, en se limitant aux frontieres de la cellule (figure 1.32) :
ug =1
{ e (1.30)
uy —

Un avantage notable de la SCOM est qu’un amortissment viscoélastique, c’est-a-dire dépen-
dant de la fréquence, sera pris en compte, contrairement a la WFEM [13]. C’est particuliére-

ment utile pour les matériaux fortement viscoélastique comme certains polyméres.

La méthode détaillée est décrite dans 'article de Collet et al.[26].

1.6.6 Meéthodes utilisées

Pour la WFEM comme pour la SCOM, deux méthodes sont possibles pour résoudre le pro-

bléme aux valeurs propres bidimensionnel :

Méthode WFE (resp. SCO) directe Ici le nombre d’onde \; est fixé, on résout donc
léquation (1.26) (resp. (1.28)) pour trouver les pulsations propres w;, et donc les fré-
quences propres f;. L’ensemble du diagramme de dispersion est obtenu en opérant un

balayage de k; et k.

Méthode WFE (resp. SCO) inverse Ici la fréquence - c’est-a-dire w - est fixé, on résout
donc 'équation (1.26) (resp. (1.28)) pour trouver les valeurs propres \;, et donc les
nombres d’onde k;. L’ensemble du diagramme de dispersion est obtenu en opérant un
balayage fréquentiel.

Pour la SCOM directe, les variables sont exprimées selon un nombre d’onde Kk = |k| =
\/ K2 + k2 et Iangle 0.7¢ = arg(k), soit pour une IBZ rectangulaire :
0 ,
—0s0B s10€ (OAB)
/4
Ocrr = - -~ 1 (1.31)
20-2)+(0-2) 0 16 (OB
( 5 + 5 7[_/4,403 St E(O C)

— L
ou 40 = AOB = arctan <I>
Ly
En tout, quatre méthodes sont donc applicables. Une étude comparative est effectuée pour
choisir la méthode la plus intéressante pour la suite des calculs.

1.6.7 Comparaison des méthodes de calcul

Le paragraphe précédent décrit quatre méthodes de calcul pour obtenir la relation de disper-
sion des métamatériaux étudiés. Afin de choisir judicieusement quelle méthode utiliser, leur
comparaison est effectuée ici. En particulier, deux critéres sont choisis pour cette comparai-
son : la résolution observée & temps de calcul équivalent, et inversement le temps de calcul

pour obtenir une résolution satisfaisante sur chaque mode d’un cas choisi.
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Ficure 1.33 — Diagrammes de bande de la branche OA de 'IBZ du motif Sy précomprimé & hauteur de
€ = 10% dans la direction Y, obtenus pour un temps de calcul de 90 secondes. © WFEM, ¢ SCOM, ¢ WFEM

inverse, et x SCOM inverse.

Peu pertinent, le détail de la cellule choisie ici sera éludé. C’est un motif So comprimé a 10%,
décrit plus en détail au chapitre 3, section 3.2.2.

Pour la premiére comparaison, un temps de calcul fixe est choisi (90 secondes) et les dia-
grammes correspondants sont tracés sur la figure 1.33. Pour clarifier les résultats, seuls les
modes sous 1kH z sont affichés.

Une différence nette est observée entre les méthodes directes (cercles cyan et points bleus) et
les méthodes inverses (losanges noirs et croix rouges). Pour rappel, les premiéres sont définies
par un nombre d’onde fixé afin de trouver les fréquences propres, tandis que pour les se-
condes, la fréquence f est fixée pour trouver les nombres d’onde associées aux modes propres.
La lecture de ces derniers est bien plus aisée avec les méthodes directes qu’avec les méthodes
inverses. En particulier lorsque les vitesses de groupe sont trés faibles, c’est-a-dire lorsque les
branches sont quasi horizontales, trés peu de points sont observés avec les méthodes inverses.

Le mode proche de 700H z est par exemple indétectable par les méthodes inverses, & moins
d’effectuer les calculs avec un balayage paramétrique de résolution extrémement fine, ce qui
augmenterait le cotlit de calcul de maniére drastique. Entre les méthodes directes, la WFEM
(27 points par mode) donne des résultats légérement plus précis que la SCOM (21 points
par mode), mais cette différence s’accroit pour les méthodes inverse, ou la WFEM (resp.
SCOM) donne une résolution de 20Hz (resp. 38Hz). L’avantage des méthodes inverses est
que le nombre de valeurs propres & déterminer est souvent plus faible, mais le gain de temps

résultant est minime en comparaison avec la perte de résolution.

La différence du cotit de calcul entre les méthodes est estimée par un second critére. Obtenir
une résolution parfaitement identique avec les quatre méthodes étant impossible, on s’atta-
chera & comparer le temps nécessaire pour obtenir une résolution acceptable sur I'’ensemble
des modes, de maniére & en assurer une lecture aisée sur les diagrammes de bandes (figure
1.34).

Les méthodes directes sont trés faciles & régler car le nombre de points sur chaque branche
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Ficure 1.34 — Diagramme de bande pour la branche OA de I'IBZ, en considérent le motif Sp en compression
axiale (axe Y) ¢ = 10%. © WFEM, e SCOM, ¢ WFEM inverse, et x SCOM inverse. a) Diagrammes pour
chaque méthode et b) comparaison pour les modes compris entre 680Hz et 7T80H z.

est le nombre de pas choisi dans I’étude paramétrique. Les courbes cyan (WFEM) et bleue
(SCOM) sont ainsi obtenues avec 21 points selon k. Chaque branche y est parfaitement lisible.
Les résultats sont identiques mais la WFEM est légérement plus rapide (1'26) que la SCOM
(1°29).

Contrairement aux méthodes directes, les résultats obtenus par méthodes inverses (courbes
noire et rouge) sont trés sensibles a la vitesse de groupe des modes : plus ceux-ci seront plats,
plus la résolution doit étre fine. Avec un pas fréquentiel de 2H z, le temps de calcul est de
18715 pour la WFEM et 25’20 pour la SCOM. Malgré le cotit bien plus important qu’avec les
méthodes directes, 'agrandissement sur la figure 1.34b montre que le mode autour de 7T00H z
reste difficile & suivre avec les méthodes inverses.

Plus rapides et plus précises, les méthodes directes semblent plus adaptées & nos simulations.
Comme mentionné dans la description de la SCOM, celle-ci présente ’avantage de prendre
en compte ’amortissement, méme s'il est visqueux, c’est-a-dire dépendant de la fréquence. A
I'inverse, introduire un amortissement visqueux dans la WFEM implique un nombre d’onde
complexe, ce qui complique fortement la résolution du probléme aux valeurs propres. Ce-
pendant, comme ce ’amortissement est considéré constant en fréquence lors des calculs, la
méthode WFE directe est préférée car elle est 1égérement plus rapide que la SCOM directe.
Dans certains cas avec simultanément des vitesses de groupe trés basses et trés élevées, un
calcul par WFE inverse peut également venir compléter les résultats et faciliter la lecture des

modes tout en conservant un temps de calcul réduit.
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Chapitre 2

Caractérisation matériau

Afin d’utiliser des modeéles matériaux pertinents lors des étapes de calculs numériques, une
partie de la thése est dédiée a la caractérisation des élastomeéres utilisés par la suite. Dans
un premier temps, les principes de caractérisation et les phénoménes d’intérét liés au maté-
riau sont présentés. Le matériel d’essais est détaillé dans la deuxiéme partie, notamment le
banc d’essais dynamiques concu spécialement pour tester les performances de systémes mé-
caniques précontraints pour l’isolation. Un rapport d’essais de caractérisation matériau est
finalement présenté. Il comprend les résultats et I’analyse d’essais statiques et dynamiques

sur les matériaux élastomeéres utilisés pour fabriquer les échantillons.

2.1 Caractérisation mécanique des matériaux

Pour comprendre et modéliser correctement le comportement d’un matériau, des essais sur des
éprouvettes aux formes simples sont souvent réalisés. De maniére évidente, ces essais différent
selon les propriétés d’intérét et les applications prévues. Les travaux menés ici nécessitent
la connaissance des propriétés mécaniques statiques du matériau constitutif, indispensables
pour I'étude de la déformation des métamatériaux. Mais la composante vibroacoustique de
ce travail impose aussi de vérifier les propriétés dynamiques du matériau, c’est-a-dire si ses
propriétés mécaniques varient en fréquence. Dans une premiére partie, les principes d’essais
mécaniques utilisés sont expliqués, suivis des bancs d’essais associés. Enfin les résultats de
caractérisation pour deux matériaux sont détaillés.

2.1.1 Caractérisation statique : traction uniaxiale

Différents tests mécaniques existent afin de déterminer les propriétés mécaniques statiques
d’un matériau. Parmi les tests de caractérisation classiques, on recense les tests de traction,
de compression, de cisaillement pur, de cisaillement simple, de flexion. Toutefois, on considére
ici un modéle trés simplifié du matériau. Seul ’essai de traction uniaxiale est donc abordé et
mis en ceuvre. Le test de traction uniaxiale est le plus simple et le mieux connu des tests de
meécanique statique. Il consiste & tirer longitudinalement sur une éprouvette de type "haltére",
c’est & dire avec une partie fine comprise entre deux parties de section plus importante.
Des congés sont souvent ajoutés entre les deux sections pour réduire les concentrations de

contraintes. La longueur considérée reste celle ou la section est minimale et en cas de rupture,
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la fracture prendra place prés du milieu de 1’échantillon.
Cet essai est généralement utilisé pour déterminer la courbe de contrainte-déformation, et
donc le module de Young du matériau. Allié & des mesures optiques par corrélation d’images,

le coefficient de Poisson peut aussi étre obtenu.

2.1.2 Phénomeénes dissipatifs

Effet Mullins

Lors de I'é¢tude d’élastomeéres, un comportement non négligeable de ces matériaux est 1’effet
Mullins. Ce phénoméne, aussi appelé adoucissement ou accomodation, est nommé d’aprés
Leonard Mullins qui consacre plusieurs articles sur le sujet [82, 83, 84]. On peut résumer ses
caractéristiques de la maniére suivante.

Lors de cycles de déformation d’un élastomeére, la raideur diminue au fil des premiers cycles,
pour des déformations inférieures a la déformation maximale du premier cycle. L’adoucis-
sement maximal est observé entre les premier et deuxiéme cycles, et le comportement se
stabilise aprés quelques cycles.

Pour des déformations au-dela de la déformation maximale enregistrée par 1’éprouvette, le
matériau n’est pas adouci : la raideur augmente et tend vers la courbe qui serait obtenue par
une premiére traction uniaxiale.

On notera que 'effet Mullins est indépendant de la vitesse de sollicitation. Il est donc & dis-
tinguer de 'effet Payne, qui traduit la dépendance de la viscosité en fonction de ’amplitude

de déformation.

9] — Cyclic uniaxial tension test

8 — Simple uniaxial tension test

F/Sq (MPa)
(6]

1 15 2 2.5 3 35 4 4.5
Stretch (A=L/Lo)

FIGURE 2.1 — Mise en évidence de 'effet Mullins. Courbes contrainte-déformation d’un caoutchouc synthétique
(SBR) chargé au noir de carbone (50 PHR) soumis & une traction uniaxiale simple et a une traction uniaxiale

cyclique avec déformation maximale croissante tous les 5 cycles (Issu de [30])

Un graphe tiré de la littérature est montré sur la figure 2.1. On y voit nettement, pour
chacune des trois valeurs de déformation maximale, la différence entre le premier cycle et les
suivants. On notera également le raidissement au-deld de la valeur de déformation maximale,
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et Penveloppe formée par les premiers cycles, trés proche du test de traction simple (en gras).
L’effet Mullins est parfois assimilé & de I’endommagement, bien que les dégradations liées
a cet effet soient en réalité recouvrables. Selon la température, le matériau peut en effet
mettre plusieurs mois & retrouver son état initial. Etant donné que cet effet ne concerne
que les premiers cycles de sollicitation d’un matériau, la méthode classique consiste a ne
prendre en compte que le comportement stabilisé. Dans le cas d’un systéme réel, I'effet de
I'amplitude de déformation implique de connaitre la déformation maximale appliquée au
systéme en conditions réelles, afin de pouvoir en prédire le comportement, ce qui peut étre
problématique en cas de champ de déformation non homogéne dans le systéme.

Viscosité

La viscosité désigne leffet de la vitesse de sollicitation sur le matériau, et est généralement
associée au glissement relatif des chaines moléculaires. Plus strictement, cela se traduit par une
dépendance en fréquence de ’amortissement du matériau. En particulier, le module complexe

d’un matériau homogéne isotrope linéairement visqueux s’exprime :
E* = B@)(1+ Bns(w)), (2.1)

avec I le module conservatif et ng le facteur d’amortissement du matériau. Parmi les cas
particuliers de 2.1, on peut citer Pamortissement visqueux : E(w) = EY et np(w) = wn’, ou

encore 'amortissement hystérétique : E(w) = E° et np(w) = n°.

Les propriétés des élastomeéres dépendent fortement de la température, et ils présentent en
particulier une température de transition vitreuse T}, ot le matériau passe de I'état vitreux
a l'état caoutchouteux. En dessous de T}, I'élastomere est en effet trés rigide, tandis qu’au
dela, il acquiert ses propriétés élastiques remarquables. Dans ce domaine de température, le
module d’élasticité reste relativement stable : on parle alors de plateau caoutchoutique. En
revanche, les propriétés du matériau varient rapidement autour de 7}, notamment la viscosité
qui est maximale en ce point. Il est donc important de mesurer expérimentalement la visco-
sité des matériaux utilisés, afin de s’assurer de la tenue en température des éprouvettes et
de la robustesse des résultats. Ces mesures peuvent étre réalisées par une analyse mécanique
dynamique, dont le principe est détaillé a la section 2.1.3.

On notera qu’un matériau viscoélastique présente simultanément des caractéristiques vis-
queuses et élastiques. Comme pour un solide élastique, toute contrainte entraine une dé-
formation réversible. Mais comme pour un fluide visqueux, cette déformation dépend de la

vitesse de sollicitation.

2.1.3 Caractérisation dynamique - DMA

L’analyse mécanique dynamique - ou DMA pour Dynamic Mechanic Analysis - est une mé-
thode expérimentale de mesure de la viscoélasticité. Cette technique permet de caractériser
le comportement mécanique d’un matériau en fonction des fréquences et amplitudes de sol-
licitation, ainsi que des températures. Il est particulierement important pour 1’étude des po-
lymeéres, matériaux généralement assez sensibles aux variations fréquentielles ou thermiques.

Pour I’étude quasi-statique, I'utilisation de cette méthode de caractérisation permet donc de
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vérifier la stabilité des propriétés du matériau en température. En dynamique, cette vérifi-
cation est également valide, mais 'intérét premier de la méthode est alors la caractérisation
du comportement mécanique du polymére sur une trés large gamme de fréquence grace au
principe d’équivalence Temps-Température, détaillé par la suite.

Description de ’essai

La DMA consiste a effectuer des essais périodiques dont on peut faire varier la fréquence
de sollicitation, 'amplitude, ainsi que la température. L’essai classique consiste a solliciter
I’éprouvette en traction, avec ou sans tension initiale constante. Cela permet de déterminer le
module mécanique complexe du matériau E* = E'+ jE” ou E’ est le module de conservation
correspondant au comportement purement élastique du matériau tandis que le module de
perte E” correspond a ’amortissement du matériau.

La machine permet également la mesure du module de cisaillement du matériau, grace a des

mors spéciaux.

Il convient d’expliciter d’autres grandeurs obtenues par DMA qui seront souvent utilisées par

la suite. Par exemple, le facteur de perte tan(d) = — = ng(w) mesure I'amortissement. Il est
particulierement utile pour déterminer la température de transition vitreuse T}, température
a laquelle la valeur du facteur de perte est généralement maximale. Cette température peut
également étre déterminée par un essai DSC (pour Calorimétrie Différentielle & Balayage ou
Differential Scanning Calorimetry en anglais).

L’élasticité du matériau peut également étre exprimée via la raideur k* = k' + ik”. Ces
différentes grandeurs se déduisent de leur module E associé par la formule k° = E° x S/h
(pour une éprouvette de section S et de dimension longitudinale h), ou © peut étre remplacé
par {’,”* }. Il existe aussi des grandeurs G pour le cisaillement, équivalentes aux F présentés
ici pour la traction-compression. Un échantillon de petite taille est soumis & une contrainte
(contrdle en effort) ou a une déformation (controle en déplacement) sinusoidale. Pour des
raisons de temps de convergence, la deuxiéme méthode est ici préférée.

Le montage est placé dans une enceinte thermorégulée pour maitriser la température d’essai.
On peut ainsi chauffer le montage pour avoir des températures supérieures a celle de 'air
ambiant (jusqu’a 450°C) ou le refroidir a 'aide d’azote liquide (jusqu’a —140°C).

Balayage en température

Le balayage en température est la premiére étape pour caractériser un polymeére. Il consiste
a parcourir une grande gamme de température en mesurant E* pour quelques fréquences
de sollicitation. Ces courbes permettent de mettre en évidence le phénomeéne de transition
vitreuse caractérisé par la chute de module ainsi que le pic d’amortissement. Cela simplifie le
réglage des essais suivants notamment au niveau des pas de température : le matériau étant
bien plus sensible aux variations de température durant la transition vitreuse, une résolution
thermique importante est nécessaire autour de 7T,. Plus la température s’¢loigne de cette

valeur, plus la résolution peut étre faible.
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Principe d’équivalence temps-température

Dans le cas d’essais périodiques, l'effet de la fréquence de sollicitation sur les grandeurs visco-
élastiques d’un polymeére amorphe - tel qu'un élastomeére rhéologiquement simple - est inverse
a celui de la température. Les effets de la fréquence et de la température sont donc dépen-
dants. Or, les fréquences programmables lors d’un test DMA sont assez limitées (e.g. entre
0.01Hz et 100Hz sur la machine utilisée, voir la section 2.2.2). On utilise donc ce principe pour
étendre cet intervalle et ainsi réduire le nombre de mesures nécessaires & la caractérisation

du matériau.

Apres avoir déterminé les courbes isothermes grandeurs viscoélastiques-fréquence a différentes
températures, ce principe est appliqué en introduisant un facteur de translation a;(7") (ou
shift factor en anglais), afin de corréler ces grandeurs dans toute la gamme de température
et de fréequence de mesure. En effectuant un changement de variable de type f' = a.(T).f, les
courbes isothermes se superposent et constituent ainsi des courbes décrivant les propriétés
viscoélastiques & température constante sur un trés large intervalle de fréquences, appelées
courbes maitresses. En passant en échelle logarithmique, le changement de variable devient
une translation fréquentielle car log(f') = log(a:(T")) + log(f). Le schéma sur la figure 2.2
illustre ce principe.

Ig (module de conservation)
i |

T, Courbe
maitresse a T,
T,=T,
lg (frequence) Ig (frequence . ar)

FIGURE 2.2 — Illustration de I’application du principe d’équivalence temps-température (source : Techniques

de Pingénieur)

Courbe maitresse

La courbe maitresse d’un polymeére donne I’évolution du module mécanique complexe a une
température donnée en fonction de la fréquence. Pour cela, des mesures & différentes fré-
quences sont effectuées comme précédemment, mais avec des pas de température bien plus
fins. On peut alors plus facilement appliquer le principe d’équivalence temps-température dé-
crit précédemment. Cette courbe permet de s’affranchir de la limite fréquentielle du dispositif

expérimental, et de décrire ainsi une gamie de fréquence bien plus vaste que celle atteignable
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par le dispositif de DMA.

2.2 Bancs d’essais

2.2.1 Traction-compression

Les machines de traction-compression sont assez courantes car relativement simples d’utilisa-
tion, robustes, et trés polyvalentes. La machine de traction-compression utilisée pour la carac-
térisation des matériaux (section 2.1) est une Instron 3365 de capacité maximale 5kN (figure
2.3). Pour les échantillons de métamatériaux testés en compression, la force estimée par les
simulations étant plus importante que précédemment, une machine de traction-compression
Instron 3367 de capacité maximale 30kN a été choisie. Elle a également été utilisée pour
des essais de traction plane, non présentés ici; les sections des éprouvettes étant bien plus
grandes que celles en traction uniaxiale, l'effort nécessaire est également plus important. Dans
les deux cas, les essais sont pilotés grace au logiciel Bluehill 3 développé par Instron.

-

\d , Br ’ i

~
= Azote liquide peurla gestion
de la température

Fi1GURrE 2.3 — Machine de traction Instron 3365. F1GuRrE 2.4 - Dispositif pour les essais DMA.

Bien que le controle en effort soit possible, la stabilisation lors des essais est plus rapide
avec un controéle en déplacement. De plus, lorsque la contrainte est fortement non linéaire et
non monotone, le suivi en effort ne permet pas d’obtenir la courbe compléte. Le controle en
déplacement est donc choisi pour I’ensemble des essais de traction-compression présentés ici.

2.2.2 DMA

Pour effectuer les essais de caractérisation mécanique dynamique de matériau (section 2.1.3),
le banc DMA (pour Dynamic Mechanical Analysis) - appelé aussi viscoanalyseur - du labo-

64



ratoire a pu étre utilisé. Il s’agit d’'une machine permettant de mesurer la réponse dynamique
d’une éprouvette soumise a une sollicitation harmonique de faible amplitude. En particulier,
le retard de phase de la réponse permet de déduire la viscosité du matériau, en fonction de
la fréquence d’excitation.

La photo 2.4 présente la machine, avec les mors de traction-compression ainsi que la bou-
teille d’azote liquide permettant la descente en température. La machine est une DMA 50
(indiquant une force maximale de 50N) de la marque Metravib commandée via le logiciel

Dynatest.

2.3 Reésultats de caractérisation d’élastoméres

2.3.1 TPU 95A

Présentation

Les polyuréthanes thermoplastiques, ou TPU, sont des thermoplastiques élastomeéres. Celui
utilisé ici est le TPU 95A de la marque Ultimaker. Le terme "95A" représente la valeur de du-
reté Shore A. Les propriétés intéressantes pour nos applications sont ses taux d’allongements
importants et la possibilité de le mettre en forme par impression 3D. Parmi ses qualités, on
peut aussi citer de bonnes résistances a 'usure, & ’abrasion, a la corrosion, et aux impacts.
Toutefois, ses défauts notables sont son inadéquation avec des applications hautes tempé-
ratures (au-dela de 100°C), et sa température de transition vitreuse (—24°C) proche de la
température ambiante. Les propriétés principales issues des données fournisseur sont listées

sur la table 2.1. L’ensemble des données disponibles sont accessibles en annexe A.

Propriété Valeur
Module en traction 26.0MPa
Module de flexion 78.7MPa
Limite d’allongement élastique  55.0%
Allongement & rupture 580.0%
Transition vitreuse —24°C

TABLE 2.1 — Propriétés données par le fabricant du TPU utilisé.

Traction uniaxiale

Les essais de traction sont réalisés sur une éprouvette haltére de section rectangulaire, impri-
mée par fabrication additive. Les dimensions sont indiquées sur la figure 2.5.

Les tests de traction sont présentés sur la figure 2.6a. Ils sont composés de trois niveaux de dé-
formation &,,4. (20%, 35%, et 50%), chacun composé de cinq cycles de traction-compression,
a une vitesse de lmm/min. Le controle se fait en déplacement et le point de départ du nou-
veau cycle est fixé a € = 0, ce qui peut entrainer des valeurs de contrainte négatives, selon le

caractére viscoélastique du matériau.
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Fi1GURE 2.5 — Dimensions des éprouvettes de traction fabriquées. L’épaisseur en Z est de 4mm.
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FIGURE 2.6 — Cycles de traction du TPU. a) — 1°, géme . géme __ 4éme of — 5®™C cycles
pour chaque niveau de déformation €mqz(20%, 35%, et 50%). --- Courbe enveloppe extrapolée a partir des
premiers cycles. b) Module d’élasticité E pour le dernier cycle - - = & gmaz = 20%, === & €maxr = 35%, et - - -

A Emaz = D0%. Les phases de traction de chaque cycle sont indiquées par des cercles. c) Evolution de 1’énergie

dissipée Wy au fil des cycles pour — 20%, — €maz = 35%, et — €maz = 50%.

Une premiére spécificité des courbes est la différence importante existant entre les phases de
traction et les phases de compression. Cela montre le fort pouvoir dissipatif du matériau. En
effet, 'énergie dissipée Wy lors d’un cycle correspond & laire A de ce cycle, c’est-a-dire :

Wd =V /(U|traction - O-’compression)d6 (22)
€

ou V est le volume du systéme. La figure 2.6¢ présente cette énergie dissipée pour chaque
cycle. On voit que ’aire tend & se stabiliser, mais continue de décroitre aprés cing cycles.

La figure 2.6a montre également que le comportement du matériau change fortement quand
plusieurs essais sont réalisés a la suite. C’est I’expression de phénoménes dissipatifs comme
la viscosité et Peffet Mullins (voir section 2.1.2).

L’effet Mullins est clairement visible sur la figure 2.6a, ot les niveaux de contrainte des pre-
miéres tractions (en vert) pour chaque palier sont supérieurs aux autres. Sur la premiére
courbe des deuxieme et troisiéme niveaux, noter le changement de pente peu aprés avoir dé-
passer "amplitude maximale du niveau précédent. C’est une caractéristique typique de effet
Mullins, puisque ’accommodation du matériau ne concerne que les déformations inférieures

a la déformation maximale enregistrée par le matériau. La courbe tend donc & rejoindre la
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courbe de traction simple, qui serait proche de ’enveloppe tracée en pointillés noirs sur la
figure 2.6a. Ici, cette courbe est issue d’une extrapolation polynomiale d’ordre 6 destinée &
mieux visualiser ’allure d’une traction simple de grande amplitude.

Les cycles suivants de chaque palier sont presque confondus, mais cing cycles sont & peine
suffisants pour stabiliser le comportement du matériau. Cependant I'effet Mullins et la vis-
coélasticité sont difficiles & distinguer sur ces résultats. Concretement, ’effet Mullins aura
tendance & faire baisser les courbes mais avec peu d’influence sur I'aire du cycle. D’un autre
cOté, la viscosité sera considérée stabilisée si I’énergie dissipée reste constante. Au vu des
résultats de la figure 2.6¢, on peut donc supposer que ’effet Mullins s’exprime principalement
sur le premier cycle, et que la viscosité est responsable de la variation entre les cycles sui-
vants. Comme ['effet Mullins est indépendant de la vitesse de sollicitation, contrairement &
la viscosité, des essais complémentaires a différentes vitesses ainsi que des mesures du temps

de recouvrement du matériau donneraient des informations plus précises sur ce point.

Un autre phénomeéne a prendre en compte est la forte dépendance de la raideur par rapport a
la déformation (figure 2.6b). D’une part, la pente - i.e. le module d’élasticité - au cours d’un
cycle n’est presque jamais constante, notamment pour les déformations inférieures a 20% pour
lesquelles on observe un net assouplissement lorsque la déformation augmente. D’autre part,
en comparant l'allure des trois niveaux de déformation, on voit que la pente est sensiblement
plus faible pour les niveaux plus élevés. La déformation maximale enregistrée influe donc
sur la raideur pour une déformation inférieure : c’est ’effet d’histoire. Le module d’élasticité
du matériau dépend donc non seulement de I’état de déformation, mais également de 1’effet
d’histoire.

Ces effets sont mis en exergue sur la figure 2.6b, qui montre bien que le module d’élasticité est
fortement dépendant de la déformation e, mais également de "amplitude du cycle considéré
(courbes de couleurs différentes). On observe aussi la différence entre cycles de compression
(marqués par des cercles) et de traction (sans cercles). Finalement on notera que la valeur
initiale de la courbe de compression & 20% (en vert avec cercles) est proche de la valeur de
module donnée par le fabricant, a savoir 26MPa. On peut donc supposer que cette valeur
fournie correspond au module d’élasticité quasi-statique dans I’hypothése de petites déforma-
tions. Cette donnée seule est toutefois trés insuffisante pour caractériser le matériau lors de
grandes déformations. De plus, en examinant la courbe d’extrapolation (en pointillés noirs)
de la figure 2.6a, on peut supposer que pour des amplitudes de déformation inférieures a 20%
le module d’élasticité obtenu serait supérieur & 26MPa. Ce module tendrait alors vers une
valeur limite pour €,,,, — 0. D’apres les premiers points de mesure disponibles, cette valeur
est d’environ 47TMPa.

En résumé, le comportement statique du TPU est complexe : méme en s’affranchissant de
Ieffet Mullins, ce matériau est trés sensible a la déformation. Pour des structures complexes
comme les métamatériaux étudiés ici, la modélisation du matériau peut étre problématique

et fausser ainsi la précision des simulations.
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DMA

Afin de mesurer les proprétés dynamiques du TPU, des essais DMA sont réalisés. Un ba-
layage préliminaire en température est tout d’abord effectué avant les mesures plus précises
permettant de déterminer la courbe maitresse du matériau. Se reporter a la section 2.1.3 pour
une description plus détaillée du principe de ’essai.

Le balayage est réalisé de —120°C a 150°C pour 5 fréquences (0.3Hz, 1Hz, 3Hz, 10Hz, et
30Hz). La figure 2.7 ne présente que les deux fréquences les plus espacées (0.3 et 30Hz) pour
une meilleur lisibilité. Les deux grandeurs présentées correspondent au module de conserva-
tion E’ et au facteur d’amortissement tan(d) ou J est 'argument du module complexe E*.

1010
10.2
109 L
(E,) tand
Pa
10.1
108 L
107 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ' ‘ 0
-160 -80 0 80 160

FIGURE 2.7 — Balayage en température par DMA, & fréquence constante. Module de conservation E' & —
0.3Hz et a - -- 30Hz. Facteur d’amortissement tan§ & — 0.3Hz et a -- - 30Hz.

Ces courbes permettent de mettre en évidence le phénomeéne de transition vitreuse, caractérisé
par une chute du module ainsi qu'un pic d’amortissement. Cette transition est particuliére-
ment large car elle s’étend sur un intervalle d’une centaine de degré entre —50°C et 50°C.
Cela signifie qu’a température ambiante le matériau est en pleine transition vitreuse et donc
potentiellement assez sensible & de faibles variations de température ou de fréquence. On
peut également noter que le plateau caoutchoutique est assez court ce qui est caractéris-
tique des thermoplastiques. On observe & la fin de ce plateau le début de la « fusion » du
TPU aux alentours de 145°C. Ce terme de fusion est un abus de langage car il ne s’agit
pas d’une transition de phase comme la fusion au sens physique du terme. Pour les poly-
meres thermoplastiques, il correspond & la "zone d’écoulement”" du matériau, caractérisée par

une chute rapide de la raideur, et généralement recherchée pour la mise en forme du matériau.

Ce premier essai permet de régler les paramétres des essais suivants notamment au niveau
des pas de température. Le matériau étant bien plus sensible aux variations de température
durant la transition vitreuse, les pas de température sont fins entre —50°C et 50°C, et plus

importants en dehors de cet intervalle.
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Pour obtenir la courbe maitresse du TPU, les mesures DMA sont réalisées pour des isothermes
allant de —60°C & 110°C sur une gamme de fréquence entre 0.1Hz & 100Hz. Ces mesures sont
assez sensibles et de nombreux points peuvent étre incohérents notamment pour les fréquences
extrémes. La figure 2.8 montre deux courbes isothermes du module de conservation en fonction
de la fréquence, & —50°C et —45°C.

26
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107" 100 10" 102

FiGURE 2.8 — Courbe du module de conservation E’ pour les isothermes & =—6— —45°C et —H&— —50°C

On remarque que pour ces isothermes les derniers points sont incohérents car ils indiquent
une chute du module. Or, le principe d’équivalence temps-température stipule qu’une baisse
de la température est équivalente & une hausse de la fréquence. La figure 2.7 confirme que le
module augmente de maniére monotone quand la température diminue. Les chutes du mo-
dule E’ sur les courbes de la figure 2.8 ne sont donc pas physiques. Cela concerne aussi bien
les fréquences les plus hautes que les plus basses, comme sur la courbe isotherme & —50°C.
Un intervalle fréquentiel réduit est donc choisi pour chaque isotherme, comme illustré par la
fleche noire sur la figure 2.8, et les points hors de cet intervalle sont écartés lors du calcul
de la courbe maitresse. Ici, la fléche noire symbolise également la translation nécessaire pour
superposer les deux courbes. Malgré un écart de seulement 5°C entre les isothermes, seuls
quelque points des deux courbes se superposent. Lors du tracé de la courbe maitresse, une
extrapolation peut étre nécessaire pour superposer deux courbes qui n’ont pas d’ordonnées

communes, et trouver ainsi les coefficients a;.

Le tracé de la courbe maitresse nécessite une température de référence, sur laquelle toutes
les courbes isothermes seront rapportées. Ici les essais dynamiques sont réalisés & tempéra-
ture ambiante, 'isotherme & 22°C est donc choisie comme référence. Aprés avoir supprimé
tous les points incohérents et réalisé les extrapolations nécessaires, on obtient les facteurs de
translation thermiques de la table 2.2.

De maniére évidente, le facteur de translation de la température de référence est égal a 1 qui
correspond a un décalage nul. a; > 1 pour les températures inférieures, ce qui correspond & un
décalage vers les hautes fréquences. De méme, les hautes températures donnent des facteurs
de translation a; < 1, soit un décalage vers les basses fréquences.
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T (OC) Qy T (OC) Qg T (OC) Qg
—60 | 1.65 x 10?2 | —10.1 | 1.08 x 10° 45 1.30 x 1073

—55 | 1.72x10** || —1.1 | 3.01 x 103 50 3.27 x 1074
—50 | 4.86 x 10 2.6 7.33 x 102 55 9.22 x 107°
—45 | 3.79 x 10'7 10.8 3.71 x 10! 60 2.81 x 107°
—40 | 4.37 x 10%° 16 8.15 70 2.17 x 106
—35 | 1.26 x 10™ 22 1 80 2.47 x 1077

—30 | 7.68 x 10! 30 1.07 x 107! 90 4.39 x 10°8
—24.6 | 3.71 x 10° 35 2.67 x 1072 100 | 9.01 x 107?
—15.7 | 5.72 x 10° 40 5.62 x 1073 110 1.67 x 1072

TABLE 2.2 — Facteurs de translation thermique a; pour la détermination de la courbe maitresse du TPU a
22°C

Ces valeurs peuvent étre comparées a des modeéles existants afin de vérifier si elles suivent
une loi. Dans ce cas, une extrapolation fréquentielle peut étre facilement réalisée. Deux lois
classiques existent pour les facteurs thermiques : la loi d’Arrhénius [124] et la loi de Williams-
Landel-Ferry (WLF) [106]. La premiére est décrite par la relation :
E, (1 1

lo == <— - —) 2.3
ou E, (en Jmolfl) désigne 'énergie d’activation apparente, R = 8.314Jmol 'K~! est la
constante universelle des gaz parfaits, T' (en K) la température d’essais, et Tp (en K) la tem-

pérature de référence.

Quant a la loi WLF, elle s’exprime selon :

—CYU(T - Ty)
1 = — 2.4
o8(or) = G0 T (2.4)
soit :

T-Ty, T-Ty Cy (2.5)

log(ar) oy
ot CY et CY sont les constantes de la loi qui dépendent du polymére et de Tp. Les résultats
du TPU pour ces deux lois sont illustrés sur la figure 2.9.
Les courbes d’interpolation des deux lois sont proches des valeurs expérimentales associées,
et leurs coefficients de détermination respectifs sont corrects (R? > 0.93). Cependant, aucune
loi n’est adaptée a 'ensemble du domaine de température, et une extrapolation & partir des
courbes obtenues semble hasardeuse. Une telle interpolation est toutefois peu utile ici, car la
plage fréquentielle obtenue par équivalence temps-température est amplement suffisante pour
couvrir notre domaine d’intérét (voir les figures 2.10 et 2.11). Les valeurs initiales de facteurs
thermiques sont donc conservées pour le calcul des courbes maitresses.

Grace & ces facteurs, les courbes maitresses a 22°C sont obtenues pour le module de conserva-
tion E’ et le module de perte E”. On interpole ensuite ces points expérimentaux pour obtenir
des courbes lissées utilisées par la suite comme références (figure 2.10).
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FI1GURE 2.9 — Comparaison des valeurs expérimentales de ar du TPU avec les lois de type a) Arrhénius et b)

WLF. o Valeurs expérimentales et — interpolations linéaires.
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F1GURE 2.10 — Courbes maitresses du TPU a 22°C pour les modules de e conservation et de e perte, avec —
leurs courbes d’interpolation respectives. a) Plage fréquentielle compléte et b) agrandissement sur l'intervalle
[0 2]kHz.

Le principe d’équivalence temps-température semble bien vérifié pour le module de conserva-
tion E’ permettant une bonne superposition des différentes courbes. Pour le module de perte
E” la superposition est moins précise mais permet cependant d’avoir une courbe de tendance
proche des points expérimentaux et d’avoir une bonne idée du comportement en fréquence
du TPU. Sur ces courbes maitresses, on peut noter la partie extrapolée (entre 3 x 10"Hz et
5 x 109Hz), correspondant & I’espace entre les isothermes —15.7°C et —24.6°C. Cet écart de
température, trop important pour avoir des courbes superposables, s’explique par la conte-
nance limitée des réserves d’azote de la machine de DMA. Comme le TPU présente une
transition vitreuse trés étendue (—50°C a 50°C) il faut un pas de température assez fin dans
cette zone et la consommation d’azote est donc élevée, d’autant que chaque isotherme néces-
site un temps de stabilisation important, ce qui augmente la durée des mesures.

Globalement, les deux modules tracés varient fortement sur la plage fréquentielle compléte.
Le module de conservation augmente ainsi de 25MPa a 2.7GPa, et le module de perte passe
de 2.5MPa & 26MPa, avec un maximum & 158 MPa. Cette amplitude considérable est & mettre
en parallele de ’échelle des fréquences. En effet, le domaine fréquentiel étudié ici est assez
réduit, et il convient de vérifier la variation des grandeurs sur ce domaine. La figure 2.10b
montre que la variation des modules E’ et E” reste importante, notamment en basses fré-

quences. Méme en excluant les fréquences inférieures a 50Hz, ou la variation est la plus élevée,
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le module de conservation passe de 135MPa a 198MPa, soit une augmentation de 47%. Idem
pour le module de perte, qui subit une augmentation de 60% sur le méme intervalle, bien que
la dispersion des points autour de la courbe d’interpolation soit plus grande que pour E'.

Les imperfections observées pour le module de perte sont encore plus importantes pour
tan(d) = E”/E’, comme le montre la figure 2.11a). En effet, les incertitudes du module
de perte sont cumulées a celles du module de conservation lors du calcul du facteur d’amor-
tissement. Cette superposition imparfaite peut étre imputée a des imprécisions de mesure,
ou au fait que I'équivalence temps-température n’est pas parfaitement vérifiée pour le TPU.
Etant donné que la superposition est bonne pour le module de conservation, il s’agit vrai-
semblablement de la seconde hypothése. Sur la figure 2.11, la courbe interpolée de tan(d) est
calculée a partir des interpolations des courbes de E’ et E”.

10* 0.3 200 0.4
150 0.3
10.2
c ! . c
tano (]\IP(],)100 {V/( - 0.2 tand
101
50 0.1
0 0 - 0
10-10 100 1010 1020 0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
Hz f (kHz)
a) f(Hz) b)

F1GURE 2.11 — Courbes maitresses du TPU & 22 C' du e module de conservation et du e facteur d’amortisse-
ment, avec leurs — courbes d’interpolation respectives. a) Plage fréquentielle compléte et b) agrandissement
sur lintervalle [0, 2]kHz.

La courbe de tan(d) indique clairement que la transition vitreuse affecte une bande fréquen-
tielle trés étendue & température ambiante. En particulier, presque tout le domaine d’intérét
est inclus dans la zone ou I"'amortissement augmente. Cependant, la figure 2.11b montre que
la variation de tand est en réalité plus faible que celles de E' et E” : 10% sur 'intervalle
précédent ([50, 2000]Hz). On notera que la valeur limite de E’ en basses fréquences est de
25MPa, soit approximativement la valeur fabricant (table 2.1). Cette valeur est cependant

inadaptée & la description du comportement dynamique qui nous intéresse dans cette étude.

Etant donné que le modéle matériau recherché est linéaire, des valeurs constantes de E’ et
tan d sont retenues. Cependant, ’écart entre les modules d’élasticité statique et dynamique
obtenus justifie de prendre des valeurs différentes. Ces valeurs sont indiquées dans la table
2.3, complétée par la masse volumique mesurée et par un coefficient de Poisson choisi proche

de la valeur incompressible.

2.3.2 Silicone

Présentation

Le deuxiéme matériau utilisé dans cette thése est un silicone élastomére, nommé vinyl polysi-

loxane (ou PVS), plus simplement appelé "silicone" par la suite. Le produit choisi est le Elite
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Propriété Valeur

Module de conservation statique E 26MPa
Module de conservation dynamique E, 175MPa
Amortissement tan d 0.2
Masse volumique p 1183kg/m3
Coefficient de Poisson v 0.499

TABLE 2.3 — Propriétés obtenues pour le TPU utilisé.

Double 32 de la marque Zhermack. Il se présente initialement sous la forme d’une base et
d’un catalyseur liquides séparés. Leur mélange en proportions égales durcit en une trentaine
de minutes et donne un élastomeéres relativement souple. Le matériau étant majoritairement
utilisé pour du moulage dans le domaine dentaire, trés peu de propriétés mécaniques sont don-
nées par le fournisseur. Le nombre 32 indique la dureté Shore A du matériau. L’allongement
a rupture donné est de 350%. L’ensemble des données fabricant disponibles sont en annexe B.

Le silicone Zhermack Elite Double 32 est utilisé par Baravelli et al. [8], qui donnent les
propriétés présentées sur le tableau 2.4.

Propriété Valeur
Module d’élasticité ~ 1.37MPa
Masse volumique p  1240kg/m?

« )
B 2 x 1074

TABLE 2.4 — Propriétés du silicone données par [8]. « et 5 sont les coefficients d’amortissement de Rayleigh.

Ces données pourront étre comparées a nos résultats.

Traction uniaxiale

La plupart des parameétres d’essai de traction sont identiques & ceux choisis pour le TPU
(voir section 2.3.1). Le silicone étant trés élastique a température ambiante, un quatriéme
niveau de déformation est ajouté (soit 20%, 35%, 50%, et 70%). Contrairement au TPU, le
silicone étudié est mis en forme par moulage. Les conditions de moulage pouvant affecter les
propriétés du matériau, trois éprouvettes de méme dimensions ont été moulées a des dates
différentes, ce qui permet de confronter la robustesse des propriétés matériau.

La figure 2.12a présente les essais cycliques de traction-compression. En la comparant a la
figure 2.6a, on observe immédiatement plusieurs différences.

D’une part, 'effet Mullins est quasi inexistant ici, et les courbes associées a chaque cycle sont
pour ainsi dire confondues. La seule trace de ce phénoméne est le décalage visible entre les
différentes amplitudes de cycles. D’autre part, la différence entre les courbes de traction et
de compression est trés faible, ce qui montre la faible dissipation du matériau. La figure 2.6b

montre d’ailleurs I’énergie dissipée au fil des cycles. Mis a part pour le cas €4, = 70%, aucune
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FIGURE 2.12 — a) Cycles de traction du TPU pour quatre niveaux de déformation : — 20%, — 35%,
50%, et — 70%. b) Evolution de I’énergie dissipée Wy au fil des cycles pour - - - 20%, - - - 35%, 50%,

et --- 70% de déformation maximale.

différence significative n’est observée entre le premier cycle et les suivants. L’effet Mullins est
donc minime pour le silicone. Par ailleurs, les énergies calculées ici sont inférieures a 0.5% de
celles dissipées par le TPU, a déformation maximale équivalente. Enfin, les courbes sont bien
plus proches du cas idéal linéaire que celles du TPU, donc plus simples & modéliser.

1.2

(MPa)

0 10 20 30 40 0 10 20 30
e (%) e (%)
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FIGURE 2.13 - Dernier cycle de traction & 35% pour trois éprouvettes haltéres en silicone. a) Courbes de
contrainte pour — Sg1, — Sm2, et — Sus. b) Modules d’élasticité des mémes éprouvettes avec - - - leurs

courbes d’interpolation respectives.

La figure 2.13a montre les résultats d’essais de traction équivalents sur trois éprouvettes
de silicone, moulées a des instants et par des opérateurs différents. La dispersion observée
entre ces résultats est trés importante. Au vu du procédé de moulage utilisé, la cause la plus
probable est la différence de proportions base/catalyseur dans le matériau. La température
et l'intervalle de temps entre le moulage et 1’essai peuvent aussi influer sur les résultats. La
figure 2.13b souligne la différence entre les modules d’élasticité déduits. Par comparaison avec
le TPU, ces modules varient peu avec la déformation, mais la différence entre les cas extrémes
(courbes verte et bleue) est trés importante (environ 50%). En revanche les modules trouves
ici sont nettement plus faibles que celui de la table 2.4.

DMA

Une DMA est également réalisée sur des échantillons en silicone. Les premiers essais sont

effectués sur une large bande de fréquences, afin de déterminer la température de transition
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vitreuse. La figure 2.14a montre que T, ~ —40°C pour les deux fréquences extrémes mesu-
rées. Etant donné que les températures d’intérét pour notre systéme sont vraisemblablement
supérieures & T}, on s’affranchit des températures inférieures. D’autres mesures plus fines sur
le domaine [—30, 50]00 sont donc réalisées et présentées sur la figure 2.14b. Sur la plage
de température choisie, les propriétés du matériau semblent relativement stables, donc peu
dépendantes de la fréquence. Cependant, la croissance de E’ avec la température est problé-
matique. En effet, quel que soit le matériau, son module d’élasticité est supposé étre monotone
et décroissant lorsque T augmente. Plusieurs essais complémentaires réalisés, y compris des
essais en cisaillement, aboutissent au méme résultat. Dans cette situation, se baser sur les
modules d’élasticité pour déterminer les courbes maitresses n’a pas de sens. Par défaut, le
principe d’équivalence temps-température est donc appliqué au module de perte.

6 0.6
1.6 0.30
14} 0.24
E/
tand E .
(GPa) (MPa) 1.2 0.18 tand
e LT {0412
Y 0.8 0.06
-150 -100 -50 0 50 -40 20 0 20 40 60

T (°C)

a) b)

FIGURE 2.14 — Balayage en température par DMA, & fréquence constante. a) Module de conservation E’ a
— 0.3Hz et & — 30Hz. Facteur d’amortissement tand a --- 0.3Hz et & - - - 30Hz.

Comme pour le TPU, les facteurs de translation thermique préliminaires obtenus sont confron-
tés aux lois d’Arrhénius et WLF, pour vérifier s'ils suivent 1'une ou 'autre de ces lois (figure
2.15).

2 — — ‘ 20—
2, o)
R?=0.9896 - R220.6010
1
T 7,750
log(ar) 0 log(ar) |
a) b) (k) %
A
x1078 1
2 Aol
-1 05 0 0.5 1 80  -40 0 40 80 120
11 e 1 T-T (K)

FIGURE 2.15 — Comparaison des valeurs expérimentales de ar du silicone avec les lois de type a) Arrhénius

et b) WLF. o Valeurs expérimentales et — interpolations linéaires.

Contrairement a la loi WLF, la loi d’Arrhénius décrit correctement les facteurs de transla-
tion trouveés (figure 2.15a). L’énergie d’activation associée est E, = 11.7k.J/mol. De nouveaux
facteurs thermiques respectant la loi d’Arrhénius sont donc choisis et indiqués sur la table 2.5.
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T (°C) || -49.9 | -44.9 | -39.9 | -349 | -29.9 | -24.9 -19.9 -14.9 -9.9 -4.4 48
at 33.0 | 244 | 181 | 135 | 10.2 7.85 6.07 4.75 3.75 2.92 1.96
T (°C) || 12.3 | 16.6 | 19.3 | 21.1 | 25.1 30 35 40 45 50 95
at 145 | 1.23 | 1.11 | 1.03 | 0.893 | 0.750 | 0.631 | 0.534 | 0.455 | 0.389 | 0.334
T (°C) 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
ay 0.288 | 0.218 | 0.167 | 0.130 | 0.102 | 0.0817 | 0.0660 | 0.0538 | 0.0444 | 0.0369

TABLE 2.5 — Facteurs de translation thermique a; pour la détermination de la courbe maitresse du silicone a
22°C

On notera que la température de référence est conservée égale a 22°C, mais comme cette
température ne fait pas partie de la liste des températures de mesure, aucun facteur n’est
égale a 1, bien que la courbe d’interpolation (figure 2.15a) passe effectivement par le point
(0, 0). Les courbes maitresses sont ensuite calculées selon ces facteurs, et présentées sur la
figure 2.16.

1.8
R2=0.9767 240 ¢
16
E , 200
(MPa) (153 |
14 a
a) b) 160
12y ] 120 <% R2=0.9577
102 10" 100 10 102 108 102 10" 10 10! 102 10°
[ (Hz) f (H2)

0.16 |

0.12
C) tan(d)
0.08F
R?=0.8729
oot 102 10" 10° 10" 102 10°

f(Hz)

FIGURE 2.16 — Courbes maitresses a 22°C' du silicone. a) Module de conservation, b) module de perte, et c)

facteur d’amortissement. ¢ Données expérimentales et — courbes d’interpolation quadratique respectives.

Comme mentionné précédemment, le module de conservation du silicone n’est pas cohérent
vis-a-vis de I’équivalence temps-température, car sa courbe maitresse n’est pas monotone
croissante en fonction de la fréquence (figure 2.16a). Il est également difficile d’interpoler une
courbe sur ’ensemble des points. Le seul domaine ol I’équivalence temps-température semble
appliquée est pour les fréquences les plus hautes (c’est-a-dire les températures les plus basses).
Une courbe d’interpolation est donc tracée pour les températures inférieures a —15° C unique-
ment, de maniére & obtenir un coefficient de détermination satisfaisant. En considérant cette
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Propriété Valeur

Module de conservation E’ 1.4MPa

Amortissement tan 0.1
Masse volumique p 1150kg/m3
Coeflicient de Poisson v 0.499

TABLE 2.6 — Propriétés obtenues pour I’élastomeére silicone utilisé.

courbe d’interpolation, son allure décroissante vers les basses fréquences pourrait expliquer
la valeur statique faible obtenue par essai de traction (paragraphe 2.3.2).

Malgré le fait que la plage de température étudiée soit au-dela de la température de transition
vitreuse, on observe une variation importante du module de conservation sur le domaine de
la courbe d’interpolation ([0.1, 2000]Hz). Pour la suite de ce travail une valeur moyenne de
E’ = 1.4MPa est donc choisie comme module d’élasticité linéaire isotrope.

Le module de perte étant pris comme grandeur de référence pour la détermination des facteurs
de translation thermique, les données de mesure de E” sont assez cohérentes entre elles, et
le coefficient de détermination de la courbe d’interpolation quadratique est trés satisfaisant
(figure 2.16b). Bien que plus dispersés, les points de mesures de l’amortissement restent
relativement cohérents et la courbe d’interpolation semble bien suivre I’évolution des valeurs
notamment aux fréquences extrémes (figure 2.16c). Comme pour E’, les résultats indiquent
une variation fréquentielle importante. Pour la suite, un facteur d’amortissement constant
n =tand = 0.1 est considéré. I’ensemble des propriétés du silicone utilisées pour les calculs
est synthétisé sur la table 2.6.

Par rapport aux valeurs données au début de cette section, la valeur du module est proche,
mais une différence notable (7.8%) existe entre les masses volumiques, bien que l'origine
n’ait pas été déterminée. Concernant les valeurs d’amortissement, les coefficients de Rayleigh
tirés de la littérature sont adaptés a de trés basses fréquences ([0, 80]Hz)mais donnent un
amortissement aberrant au-deld de ce domaine. Malgré la variation dynamique constatée sur
la courbe maitresse, la valeur choisie est satisfaisante sur le domaine d’intérét ([0, 2]kHz).
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Chapitre 3

Architectures

3.1 Structures a résonateurs locaux

3.1.1 Modéles analytiques

Si une représentation analytique compléte d’'un métamatériau serait fastidieuse, des cas
simples unidimensionnels sont facilement abordables et donnent un apercu des mécanismes
en jeu et des parameétres déterminants le comportement du matériau. Tous les systémes consi-
dérés ici sont non dissipatifs, et infinis selon la dimension étudiée. Leurs modéles analytiques

sont détaillés en annexe C.

Masses identiques

Dans le cas idéal d’un matériau unidimensionnel, homogéne, non dispersif et non dissipatif,

le nombre d’onde et la pulsation sont liés de maniére proportionnelle par la vitesse de propa-
E

gation ¢; = 4/ — de l'onde longitudinale, o E et p sont respectivement le module d’Young

p
et la masse volumique du matériau. L’équation de dispersion est donc wpe, = Kk, avec k le

nombre d’onde. Cette équation n’est cependant plus valable pour les matériaux hétérogénes.
Prenons par exemple une poutre discrétisée My telle que présentée sur la figure 3.1a. Cette
structure peut étre représentée sous forme de chaine périodique de masses m identiques liées
par des ressorts de raideur k (figure 3.1b). Ces deux grandeurs dépendent alors des données

matériau selon les expressions k = — et m = pSa.
a

a)

d
k k k k
b) oo M- FAA WAV AW eee
un-l I_UB Un+1

FIGURE 3.1 — Systéme de type M. a) Poutre discrétisée (de section constante S) et b) représentation sché-

matique par chaine infinie de systémes masse-ressort.
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Cette chaine de masses-ressorts fut initialement imaginée au XVIII®™® siécle par Baden-
Powell, puis ameéliorée par Kelvin afin de modéliser la propagation des ondes [14]. Pour en
décrire le comportement, I’équation de mouvement » . F' = mii (ot F sont les efforts appliqués
a une masse m dont le déplacement est u et ’accélération i) est appliquée a chaque particule

n:
mii" = k(u"t —u™) + k(u"Tt —u™), (3.1)
ou u” est le déplacement de la particule n, et 4 = % = ‘f;—;‘.

L’équation de dispersion est obtenue en considérant des ondes de Bloch, de la forme :
u"(z, K, ) = Uetr@tna+it (3.2)

ol a est la dimension de la cellule périodique, x désigne le nombre d’onde, U est une fonction
de période a, et A = iw, ot w = 27 f la pulsation. La dispersion est alors décrite par I’équation :

4k
Winh = W = ‘sm(%)‘ X \/; = ﬂ\SK|w1, (3-3)

12k Ka . .
avec w; = \/ —, et S, = sin 5 On en déduit les fréquences limites de cette branche de la
m

T
courbe de dispersion, c’est-a-dire quand x = 0 (soit S, = 0) et K = — (soit S, = 1) :
a

0 siS.=0 5.4)
Winh = .
Vow, si S, =1

Pour ramener I’'équation 3.3 & son équivalent homogeéne, les propriétés d’un bloc homogéne
de longueur a et de section S (voir figure 3.1a) peuvent étre exprimées selon les données
matériau :

Ka

Winh = ’sm(;)‘ X

X Whom (3.5)

4ES  |sin(ka/2)| " E _ |sin(ka/2)|
pSh? a/2 P Ka/2

On remarque que pour les basses fréquences, les deux modeéles sont proches, commme illustré
par la figure 3.2. En fait, ’équation 3.1 correspond a la discrétisation au sens des diffé-
rences finies centrées de I’équation des ondes associée au mouvement d’une barre en trac-
tion/compression. De maniére logique, ces deux équations sont donc équivalentes pour une

discrétisation infiniment fine, ¢’est-a-dire lorsque a tend vers 0.

Comme ¢; est constante, on notera que la branche du cas homogeéne est droite, donc non
périodique, contrairement & la branche wj,p,.

Masse-et-masse

La structure Mg, dénommeée "masse-et-masse" (mass-and-mass en anglais [50]) par la suite,
est constituée d’une chaine périodique de deux sous-systémes masse-ressort différents en série,
initialement créée par Born [14] pour modéliser la propagation d’onde dans des cristaux
biatomiques tels que le chlorure de sodium. Le comportement des sous-systémes est défini
par leur masse m;, raideur k;, et déplacement wu; respectifs, on Uindice i € {1,2} dépend
du sous-systéme considéré (figure 3.3b). Par simplification on considérera que leur longueur
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0 wla
k
FIGURE 3.2 — Diagramme de dispersion - -- pour le matériau homogeéne non dispersif wpom et =B cas

inhomogéne w;n, d’une chaine Mp.

respective est identique et égale a a, soit une longueur de cellule périodique o’ = 2a. Le
systéme global représente le principe fondamental d’un cristal phononique unidimensionnel,
c’est-a-dire une poutre discrétisée composée d’une succession de poutres dont les propriétés

différent, comme schématisée sur la figure 3.3a.

n+l
Uy

FIGURE 3.3 - Systéme de type My . a) Poutre discrétisée (de section constante S) et b) représentation sché-

matique par chaine infinie de systémes masse-ressort.

L’équation de mouvement Y F = mi est appliquée a chaque sous-systéme :

myi} = ky(uy —ul) + ko(udt —ul) (3.6)
maily = ki(uf —up) + ko(uf ™ — u) '
Comme précédemment, on considére des ondes de Bloch de la forme :
u ZC K, t U em(:r-i-na )+t (37)

mim ki +k
En définissant les paramétres w; = , Wy = 2 = 12 K= Fit ke
my’ my +msg’ 2

Ka,
Sk = sin 7 I’équation de dispersion obtenue est de la forme :

w= M — wlwgSz (3.8)

A partir de cette équation on peut en tirer des cas simples en fonction des valeurs de m1, ma,
ki, ko, ainsi que valeurs limites des branches de la courbe de dispersion, c’est-a-dire quand

81



n:O(SH:O)etn:E

- (S = 1). Quatre cas sont recensés dans la table 3.1. Celle-ci

comprend la relation de dispersion analytique pour chacun de ces cas, ainsi que les fréquences
limites des deux branches de dispersion.

S.=0 S, =1

Cas Equation générale ,
Wo Wi

2K K K2
my # ma, k1 # ko w—\/M \/ —w1w252 0 Vﬁ \/M:t T

k2

mi1 # mo, k1 = ks :l: 1 — ww2S? 0 Vw? + w? w1
4K'2 > >

my =ma, k1 ke w= — w?w2S? 0 Vwi + ws w1
m?

mi1 = ma, k1 = ko w= w1\/1 =+ cos ka’ 0 V2w, w1

w2

w1

TABLE 3.1 — Syntheése analytique de structures masse-et-masse sans amortissement

La synthése analytique réveéle quatre fréquences propres, soit deux fois plus que dans le cas
précédent My. I en découle un nombre de branches également doublé, comme illustré figure
3.4. La premiére (lignes pleines) est généralement appelée branche acoustique et correspond
aux deux masses d’'une cellule vibrant en phase (en considérant des longueurs d’onde grandes
devant a'). La deuxiéme (lignes pointillées) est quant a elle nommeée branche optique, et
correspond au mode de propagation ou les deux masses vibrent en opposition de phase. Aug-
menter le nombre de degrés de liberté d’une cellule aura pour effet d’ajouter d’autres branches
optiques au diagramme de dispersion [14].

On peut remarquer qu’en fonction des propriétés matériau, les résonances du systéme s’ex-

. 2F, a1 2F5 L2 . .
K 9
priment w; = 4/ —5 X et wy = 4/ —75 X . Ces expressions montrent que si les
p1a a p2a a

fréquences a atteindre sont trés basses, il faut que la vitesse de propagation dans 1'un des

matériaux soit trés faible et/ou que son épaisseur soit trés grande. Cela met en lumiére une
grande limitation des cristaux phononiques pour les applications basses fréquences. On remar-
quera enfin que si comme ici, la longueur a est supposée égale pour les deux sous-systémes,
les propriétés de dispersion de la structure dépendent uniquement du contraste de propriétés
entre les deux sous-systémes, dont effet est illustré par la figure 3.4.

La figure 3.4 montre I'influence du rapport —Z sur le diagramme de dispersion, c’est-a-dire
my
I'influence du contraste de masse entre les deux systémes masse-ressort de chaque cellule. Plu-

sieurs effets peuvent étre notés. Comme prévu par la table 3.1, 'augmentation de mo entraine
la baisse de w) et de wy,. De plus, si ma/my # 1, alors w| # w) et une bande interdite (ou band-
gap) s’ouvre entre ces deux fréquences. On peut noter que w) peut appartenir & la branche
acoustique ou optique selon qu’elle est, respectivement, supérieure ou inférieure & la valeur
de . Autrement dit, la fréquence inférieure du bandgap est controlée par la résonance de
la masse la plus importante tandis que la plus faible définit la limite supérieure du bandgap.
Assez logiquement, augmenter la différence entre les deux masses augmente la différence entre
leurs résonances, et élargit donc le bandgap, ce que confirme ’examen de la figure 3.4. On
remarquera finalement qu’un facteur 0.5 (en vert) crée un bandgap vers les hautes fréquences
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Ficure 3.4 — Influence du contraste de propriétés entre les deux sous-systémes d’une cellule de chaine My,.
Diagramme de dispersion : branches —— acoustique et --- optique pour les cas — mao/m1 = 0.5, —

77’L2/m1 = 1, — M2/m1 = 2, et — TTL2/’ITL1 = 10.

plus large qu’un facteur 2 (en magenta). En résumé, a contraste égal, des masses plus faibles
générent un bandgap a plus hautes fréquences mais plus large qu’avec des masses importantes.

[’analyse de la table 3.1 montre qu’appliquer un facteur sur une des masses est entiérement
équivalent & la division de la raideur associée par ce méme facteur. Il en résulte que 'analyse
paramétrique du contraste de raideur serait identique a celle de la masse. Elle ne présente
donc pas d’intérét et ne sera pas détaillée ici.

Il est finalement intéressant de noter qu’en imposant m; = ms et ki = ko, la structure est
identique & My, excepté la taille de cellule qui vaut a’ = 2a. Dans ce cas, la zone de Brillouin
(BZ), dont les dimensions sont inversement proportionnelles a celles de la cellule, est deux
fois plus petite. Le choix d’une zone de dimensions supérieures a celles de la BZ provoque
alors le repliement des branches de dispersion, illustré par la figure 3.5.

N _@-8-8W
S ’E,B"D"D 0
So _a
. @
\\ 2 _
1%17%2
3
0
0 7la
k
FIGURE 3.5 — Diagramme de dispersion. Branches — acoustique et - - - optique de la chaine Mg, et com-
paraison avec O le cas M.
. T 2m. . . . Y
Ici k € |[0,— = —], il est donc normal que le diagramme pour My, soit symétrique par
) Bk q g p Y que p
a a
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K . . s

rapport & I’axe Kk = —. Du reste, la branche acoustique, ascendante, est bien superposée a
. 4a o ., . . .

celle du cas My, mais une deuxiéme branche "repliée", la branche dite optique, est maintenant

observée.

Masse-en-masse

La structure est maintenant constituée d’une chaine périodique de deux systémes masse-
ressort en paralléle. Autrement dit, chaque cellule de la chaine est un systéme a deux degrés
de liberté (figure 3.6b). Cette structure Mc est nommeée masse-en-masse (mass-in-mass en
anglais [50]), par comparaison & la structure précédente. Le comportement des deux systémes
est défini par leur masse m;, raideur k;, et déplacement u; respectifs, on l'indice i € {1,2}
dépend du sous-systéme considéré. Ce systéme modélise le comportement d’une poutre discré-
tisée & résonateurs locaux, telle que sur la figure 3.6a. A noter que la raideur du sous-systéme
interne est généralement choisie trés importante devant ks - soit E9S3/as > ko - de maniére

& pouvoir considérer celui-ci comme indéformable, et donc le ramener & une simple masse.

FIGURE 3.6 — Systéme de type Mc. a) Poutre discrétisée (de section constante S. La section et la longueur
de l’inclusion sont respectivement S» et az.) et b) représentation schématique par chaine infinie de systémes

masse-ressort.

L’équation de mouvement Y F' = ma est appliquée a chaque systéme :

ma iy + k1 (2u} — u?“ u?*l) — ko(uly —ul) =0 (3.9)
mgug + kg’u,g — kgu? =0 ‘

Les ondes de Bloch (3.7) sont ensuite 1ntr0du1tes dans lequatlon 3.9. En définissant les

mim Ka k
paramétres M = — 2 w3 =1/ — 5’,_6 = sin—, Ry = —, et
my 4+ ms’ 2 ks

m
R, = —2, on en déduit I'équation de dlspersmn :
mi

w=v- \/w3 +wiS2 £ \/ (W2 + w2S52)* — Wil S? (3.10)



A partir de cette équation on peut en tirer des cas simples en fonction des valeurs de m1, ma,
ki, ko, ainsi que valeurs limites des branches de la courbe de dispersion, c’est-a-dire quand
k=0 (S, =0) et k= T (Sx = 1). Quatre cas identiques & ceux étudiés au paragraphe
3.1.1 sont recensés dans laa table 3.1. Celle-ci est composée d’un premier tableau (I) avec
les relations de dispersion analytiques pour chaque cas, et d'un tableau (II) contenant les

fréquences limites des deux branches de dispersion.

I Equation générale
mi1 # ma, k1 # ko w—\/w3+w%52:|:\/w + w2S2)? — w2 S?
My £y by =y w = %\/1 4 Ry + ARpnS2 £ /(1 + Ry + 4R S2)% — 16R,, 52

m1 = ma, ki # ko W= %\/Hszsgi J1+4R2S4
mi = ma, k1 = ko w=%\/1+25,%:|:\/1+45$

SRZO SI{:]-
Wo wiawé
2 2 2 2)2 2,2
w3 "‘Wli\/(% + wi)” — wiwy
w
72\/1+5Rmi\/(1+5Rm)2—16Rm

mi=my ki £k 0 w %\/1+2Rki,/1+4}3§

mlzmz,kq:k‘g 0 w2 % 3:&\/5

TABLE 3.2 — Synthése analytique de structures M¢ sans amortissement : I) équations générales et II) fréquences

IT

o

mi # ma, ki # ko

my # ma, k1 = kg

o

limites

Pour Mg, on a vu que 'augmentation de la masse d’un sous-systéme et la diminution de sa
raideur ont un effet équivalent sur sa fréquence de résonance. Comme k; et m; sont ici fixés,
cela signifie que Ry et R, auront le méme effet sur wo. Mais contrairement aux structures
précédentes, la table 3.2 montre que la relation entre le propriétés matériaux et les fréquences
limites du diagramme de dispersion est plus complexe. Les deux rapports de contraste sont

donc étudiés pour M. Comme pour la structure My, différentes conﬁgurations sont tracées
Kk

sur la figure 3.7 qui illustre les effets respectifs des paramétres R,, = — 2 et Ry =
mp 2

La figure 3.7a montre que la masse du résonateur a une influence majeure sur le bandgap
résonant : d’une part celui-ci s’élargit quand R, augmente et simultanément ses fréquences
limites décroient. Les limites du bandgap ne sont donc plus seulement déterminées par la lon-
gueur et le matériau mais également par les parameétres du résonateur. Comparé a la structure
sans résonateurs, caractérisée par la résonance wq, la bande interdite peut ainsi atteindre des

fréquences trés basses si R, > 1.

L’influence de Ry (figure 3.7b) est sensiblement différente. Si les valeurs de w’ sont presque
identiques a celles visibles sur la figure 3.7a, on observe une chute importante de w{ quand Ry,
augmente. Une valeur importante de ce dernier permet donc d’atteindre les basses fréquences,
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FIGURE 3.7 — Influence du contraste de propriétés entre les deux sous-systémes d’une cellule de chaine Mc.
Diagramme de dispersion : branches — optique et --- acoustique. a) Ry = 1 fixé et — R, = 1, —
R, =2, et — Ry, =10. b) Ry, =1 fixé et — Ri =1, — Ry = 2, et — Ry, = 10.

mais au prix d’une bande interdite plus étroite.

Dans la littérature, cette structure est souvent associée au concept de masse négative. Généra-
lement, les propriétés négatives sont en effet obtenues par une vision effective de la structure,
fondement méme du principe de métamatériau. Dans le cas de la chaine M, la masse effec-
tive s’obtient en considérant chaque sous-systéme comme un simple systéme masse-ressort.
La structure obtenue est identique a la chaine M, mais avec cette fois une masse dépendante
de la fréquence, nommée m.ys;. En combinant les équations analytiques adaptées de My et
M¢c, on peut montrer que cette masse effective s’exprime :

ma

— A1
1—w?/w? (3:11)

Mefp =My +

ol wy = 4/ka/my correspond a la résonance du sous-systéme 2. La figure 3.8 illustre I'allure
de meff.

Fi1GURE 3.8 — Masse effective en fonction de la fréquence pour une structure Me¢.

L’équation 3.11 et la figure 3.8 mettent en évidence la dépendance fréquentielle de m.ys. Celle-
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ci est pilotée par la résonance interne, "cachée" lorsque le point de vue effectif est adopté.
Avant cette résonance, c’est-a-dire pour w < wy, la masse effective est proche de la masse
totale m; + my du systéme, car les deux masses se déplacent en phase. A I'inverse, la masse
effective tend vers m en hautes fréquences, quand la masse mo n’a plus d’influence. Enfin,
mess peut prendre une valeur négative juste aprés la fréquence de résonance myp. Les deux
masses sont alors en opposition de phase, et l'inertie de la deuxiéme masse est telle qu’elle
pilote le sens de déplacement du systéme. Ce dernier est alors opposé au sens de I’excitation

imposé, ce qui revient a une masse effective (ou une masse volumique) négative.

En résumé, si la masse ajoutée n’est pas problématique, une inclusion de masse importante
semble étre la meilleure solution pour obtenir une bande interdite basses fréquences relative-
ment large. Cependant, pour de nombreuses applications, notamment dans les transports, le
gain de masse est un critére important, souvent lié & la consommation d’énergie. Dans ce cas,
un compromis entre raideur faible et masse du résonateur local peut permettre d’optimiser

la largeur du bandgap en fouction des critéres souhaités.

3.1.2 Modéles de poutre unidimensionnelle

Les modéles analytiques ont permis de comprendre les mécanismes fondamentaux des cristaux
phononiques et des métamatériaux résonants dans le cas idéal unidimensionnel. Cependant,
d’autres problémes peuvent subvenir sur les structures réelles. En particulier, les dimensions
transverses finies supportent des modes transverses susceptibles de modifier le diagramme de
dispersion. Un cas relativement simple est donc modélisé ici afin de constater les spécificités
et les limites d’un métamatériau élastique résonant.

Structure de référence : poutre

Pour observer concrétement 'effet des résonateurs, une structure réceptrice sans inclusions
est préalablement modélisée.

La structure considérée est une poutre périodique infinie selon X. La cellule périodique (figure
3.9a) est de dimensions 10 x 10 x 1 mm3. Dans le plan, I’épaisseur est 1 mm dans la direction
Y et 0.5 mm dans la direction X, de maniére & obtenir une épaisseur de 1 mm lorsqu’on
juxtapose plusieurs cellules suivant ’axe X.

Le matériau choisi pour la structure est un aluminium dont les propriétés sont répertoriées
dans la table 3.3.

Pour calculer les diagrammes de dispersion, les méthodes WFE directe et inverse sont utilisées
conjointement, la méthode directe (resp. inverse) permettant ’observation de modes avec
des vitesses de groupe trés faibles (resp. trés élevées) avec un nombre de points réduit. Les
conditions de périodicité adéquates sont imposées sur les frontiéres 1 et 2 (figure 3.9b), soit :

uy = ugefele (3.12)

La figure 3.10 montre ’allure de dispersion d’une telle structure pour des fréquences relati-

vement basses (f € [0, 1]kHz). Quatre modes bien distincts sont observés. Le premier est
dw

e associée a la pente
K

le mode de compression longitudinal Py. Sa vitesse de groupe ¢, =
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Matériau E (GPa) v p (kg/m?) Couleur associée

Aluminium 70 0.33 2700 Gris clair
Acier 210 0.3 7800 Gris sombre
PMMA 6.174 0.322 1190 Vert clair

TABLE 3.3 — Propriétés des matériaux utilisés pour le modéle de poutre. La couleur indiquée est celle utilisée

sur les images des géomeétries.

FIGURE 3.9 — Géométrie de la poutre sans résonateurs : a) cellule unitaire, b) faces imposées en déplacement

et ¢) structure multicellulaire. Le volume occupé par une cellule est indiqué en bleu.
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F1cure 3.10 — Diagramme de dispersion de la poutre seule (& gauche) : ¢ WFEM et o WFEM inverse.

Déformées des modes propres de la structure (a droite).

de la branche modale, est trés grande. Cela s’explique par la raideur de compression, trés
importante en comparaison des raideurs de flexion et de cisaillement. Les branches suivantes
Tx, Sxv, et Sxz correspondent respectivement & des ondes de torsion d’axe X, de cisaille-
ment dans le plan, et de cisaillement hors plan. Sur le domaine fréquentiel étudié, la figure
montre que les modes ne se couplent pas entre eux. On notera également que les vitesses
de groupe des modes Py et Tx sont constantes, tandis que celles des modes de cisaillement
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augmentent avec la fréquence méme si elles tendent vers une valeur asymptotique. Ceci n’est
cependant vérifié que sur la plage étudiée, et d’autres modes et couplages s’expriment pour
des fréquences d’ordres plus élevés.

Poutre avec résonateurs

On ajoute a la structure précédente des résonateurs internes sous forme de masse en acier (ici
0.5g) reliées a la structure aluminium par des poutres souples en PMMA (voir table 3.3 pour
les propriétés matériaux). La cellule obtenue est représentée sur la figure 3.11. Les conditions

de périodicité sont identiques aux précédentes (équation 3.12).

FI1GURE 3.11 — Géomeétrie de la poutre avec résonateurs : a) cellule unitaire (les numéros indiquent les faces

imposées en déplacement) et b) structure multicellulaire. Le volume occupé par une cellule est indiqué en bleu.

La figure 3.12 montre que les courbes de dispersion sont trés fortement affectées par la présence
des résonateurs. En particulier, on notera 'apparition de branches presque plates, traduisant
des vitesses de groupe extrémement faibles. Ces branches proviennent du couplage des réso-
nances des inclusions avec les modes propres de la structure réceptrice.

Pour le vérifier, les premiéres fréquences de résonances du résonateur ont été calculées indé-
pendamment par analyse modale, en imposant un vecteur déplacement nul a 'extrémité de
la poutre flexible (figure 3.13).

L’analyse des déformées de modes (figure 3.12, en bas) suggeére que le mode de compression
longitudinale Py est fortement compatible avec le mode de flexion Pr des résonateurs : le
premier excitera facilement le second, et inversement, le second sera susceptible de perturber
la propagation du premier. Il en résulte une coupure dans la branche associée a Py entre 96 H z
et 184H z. La premiére fréquence correspond précisément au premier mode de résonateur vi-
sible sur la figure 3.13. Le mode Py est donc bien responsable de ’ouverture d’une bande ou

les ondes de compression ne se propagent plus.

Des constats similaires peuvent étre formulés pour tous les modes de structure précédem-
ment décrits, mais 'influence du résonateur est parfois si faible qu’elle en devient négligeable.
Des couplages entre Sxy et Pr xy (& 167Hz), et entre Tx et Try (& 167Hz), par exemple,
existent autour de leur fréquence de résonance respective mais ils sont tellement faibles que
méme 'agrandissement de la figure 3.12b ne suffit pas a les distinguer. Par ailleurs, le mode
de cisaillement Tx n’est pas affecté par les autres modes de résonateur présents sur la plage
de fréquence visible. Selon toute vraisemblance, il est susceptible de se coupler avec le mode
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FIGURE 3.12 - En haut : diagramme de dispersion de la poutre avec résonateurs locaux. ¢ WFEM et o WFEM

inverse.
En bas : modes propres de la poutre avec résonateurs. Modes de structure : compression longitudinale (Po),
torsion selon X (7x), cisaillement dans le plan (Sxy), et cisaillement hors plan (Sxz). Modes de résonateur :
translation selon X (Prg,x), rotation selon Y (7g,y), et translation selon Z (Pr,z).

Pr.x Try

, Pr.z Tr.z Tr,x Pry
‘ | z
\' L
L \ L X v

96H = 167Hz 406 H z 1031H = 2704H = 5060H z

FIGURE 3.13 — Champs de contraintes (contrainte de Von Mises) des premiers modes de résonance du réso-

nateur, et leur fréquence associée.

de compression Y du résonateur, mais la raideur de compression étant plus importante que
celles de flexion et de cisaillement, ce mode intervient bien plus haut en fréquences. L’analyse
modale du résonateur montre en effet que cette résonance, Pry, se produit & 5077H z.
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En revanche, le mode de cisaillement hors plan Sxz se couple nettement avec les deuxiéme et
troisieme modes de résonateurs. On observe cependant d’importantes différences dans ’ex-
pression de ces couplages, différences que 1’on peut expliquer physiquement. Pour le deuxiéme
mode TRy, le centre de gravité du résonateur reste trés proche du plan XY Il est ainsi trés
peu efficace sur le mode Sxz dont la composante principale est hors plan, et il n’ouvre qu'une
bande tres fine dans la branche initiale (167H z). En revanche le mode de résonateur hors plan
Pr,z est logiquement mieux couplé et ouvre donc une large bande entre 393H z et 850H z. On
remarquera que Pg z a également pour effet de coupler les modes Tx et Sxz : sous I'influence
du résonateur, la branche initiale du premier bifurque vers la branche hautes fréquences du
second. La partie intermédiaire, autour de 600H z est ainsi un mode de structure hybride
(torsion X + cisaillement hors plan) associé & la résonance Pp 7.

On peut finalement remarquer que, bien que la résonance Pp 7z se produise autour de 400H z,
son effet sur la structure est observé jusqu’a 850H z, fréquence & laquelle le mode Tx se
propage de nouveau. Cela souligne l'intérét du concept de métamatériaux périodiques, dont
I'effet est bien plus étendu qu’un systéme de résonateur accordé isolé.

Poutre avec résonateurs - deux cellules identiques

On utilise ici deux cellules identiques & celle de la partie précédente. La cellule considérée est

donc de taille L/, = 2L,. La structure compléte est théoriquement équivalente a la précédente
L kg Lo

’
z:ule

(voir figure 3.14) et I’équation 3.12 devient up = uye's=

FIGURE 3.14 — Géométrie de la poutre avec deux résonateurs identiques : a) cellule unitaire (les numéros
indiquent les faces imposées en déplacement) et b) structure multicellulaire. Le volume occupé par une cellule

est indiqué en bleu.

On retrouve bien un diagramme de bandes similaires au cas & une cellule (figure 3.12). Si
la plupart des modes sont strictement identiques, on observe 'apparition de plusieurs réso-
nances supplémentaires. Ces résonances, repérées par 'indice R” au lieu de R, correspondent
aux modes ot les deux résonateurs vibrent en opposition de phase. Par exemple les déformées
répertoriées sur la figure 3.15 montrent les modes de résonateurs en torsion Y : Try et Tr» y.
Le premier affiche clairement les masses résonantes en phase, tandis que le deuxiéme corres-
pond aux déplacements des masses en opposition de phase, méme si 'amplitude de la seconde
masse apparait nettement plus faible que celle de la premiére. Si ces modes supplémentaires
ne modifient pas sensiblement la dispersion, ils montrent que chaque résonateur est affecté
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FIGURE 3.15 — A gauche : diagramme de dispersion de la poutre avec 2 cellules a résonance locale identiques.

e WFEM et o WFEM inverse;
A droite : modes propres de la poutre avec résonateurs. Modes de structure : Po, Tx, Sxv, et Sxz. Modes de

résonateurs : Pr,x, Pr*.x, Tr,y, Tr" v, Pr.z, €t Pr» z.

par le comportement des autres. Il en résulte qu’ils ne réagissent pas simultanément aux ondes
incidentes, et que le comportement d’une structure périodique finie est susceptible de différer
du comportement idéal modélisé ici (sans compter effet de bords induit par la dimension
finie). Toutefois ’effet observé ici est minime et la description obtenue par le modéle a cellule

unique est considérée satisfaisante.

Poutre avec résonateurs - deux cellules en opposition

On utilise ici deux cellules identiques & celles de la partie précédente, mais en opposition,
pour créer une pseudo-symeétrie transversale de la structure. Le motif peut étre vu comme
chiral, c’est-a-dire qu’il n’est pas superposable & son image miroir (ce type de structure sera
étudié plus en détail en section 3.2.3). Comme précédemment, le motif périodique est de
longueur L/ = 2L, et les conditions de périodicité sont identiques. La structure compléte est

donc de méme masse, composée des mémes géométries, mais dont les cellules sont disposées
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difféeremment, telle qu’illustrée sur la figure 3.16.

FIGURE 3.16 — Géométrie de la poutre avec deux résonateurs en opposition : a) cellule unitaire (les numéros
indiquent les faces imposées en déplacement) et b) structure multicellulaire. Le volume occupé par une cellule

est indiqué en bleu.

La comparaison entre les deux derniers modéles résonants introduits est présentée sur la fi-
gure 3.17b. On peut remarquer plusieurs modifications importantes. La mise en opposition
des deux cellules a pour effet de totalement découpler les modes de structure Tx et Sxz :
tandis qu'une bifurcation de 'un vers l'autre avait été notée sur le modele & deux cellules
identiques, cette bifurcation disparait ici, au profit d’'un bandgap modal sur chacun de ces
modes ([393, 445]Hz pour Tx, et [393, 585]H z pour Sxz). Il semble donc que le moment du
résonateur autour de son point d’attache joue un réle dans la bifurcation initiale, et que I'an-
nulation de ce moment par la deuxiéme cellule en opposition empéche cette bifurcation. De
maniére assez logique, la résonance provoquant la coupure de Tx est le mode déphasé Pr» 7 :
pour des amplitudes égales des deux résonateurs, ’effort résultant est nul mais les moments
s’ajoutent pour un impact maximal sur le mode de torsion Y. A linverse, Sy est annulé
par le mode Ppg 7z : les moments des résonateurs se compensent tandis que leur déplacement
vertical (V') s’ajoutent, augmentant ainsi leur efficacité contre le mode de cisaillement hors
plan. On notera finalement que, si Tx est annulé plus efficacement, 'effet est moins étendu en
fréquence : le mode se propage de nouveau dés 445H z contre 850H z pour le modéle précédent.

3.1.3 Modéles a résonateur flambé
Principe

Grace aux équations analytiques, il est connu que la fréquence de résonance d’un résonateur
de type masse-ressort dépend de sa masse et de sa raideur selon la loi w = /k/m. Pour di-
minuer la fréquence de fonctionnement du résonateur on peut donc soit augmenter la masse,
soit, diminuer la raideur. La premiére solution est souvent la plus simple & mettre en ceuvre,
mais de maniére générale, les stratégies industrielles visent plutot & alléger au maximum les
structures, notamment dans le domaine des transports.

La deuxiéme solution, qui consiste a réduire la raideur du résonateur, est souvent limitée
par la stabilité du systéme. D’une part, la tenue statique du systéme peut étre compromise

par une réduction excessive de la raideur. D’autre part, pour un ressort linéaire, diminuer
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FIGURE 3.17 — a) Diagramme de dispersion de la poutre avec 2 cellules a résonance locale en opposition.

e WFEM et o WFEM inverse;
b) Comparaison des diagramme de dispersion des 2 géomeétries précédentes (WFEM et WFEM inverse com-

binées). ¢ 2 cellules identiques; e 2 Cellules en opposition.
¢) Modes propres de la poutre avec résonateurs en opposition. Modes de structure : Py, Tx, Sxv, et Sxz.

Modes de résonateurs : Pr x, Pr*.x, Tr,y, Tr*,v, Pr,z, €t Pr» 7.

la raideur entraine une augmentation de I’amplitude du systéme lors des résonances, ce qui

peut nuire & la compacité de celui-ci et a sa tenue en fatigue.

Comme mentionné dans la partie 1.5, certains auteurs utilisent le phénomeéne de flambement
pour obtenir des propriétés exotiques, en particulier pour la propagation des ondes |40, 9. En
effet, le flambement est associé a une chute de raideur de la structure, qui peut méme donner
lieu & une raideur négative [10]. Pour exploiter le flambement, le probléme a surmonter est la
stabilité, car c’est un phénoméne instable par définition lié & une bifurcation - souvent non

unique - par rapport au mode de déformation symétrique.

Le design présenté ici tente d’utiliser ce phénomene pour atteindre la faible raideur nécessaire

afin d’affecter les basses fréquences.
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Le concept consiste & maintenir le résonateur a I’état flambé en I’insérant dans un cadre rigide.
En adoptant un coété pratique, un systéme bidimensionnel extrudé pourrait étre réalisé de la
maniére suivante, illustrée par la figure 3.18 :

1. Fabrication d’une structure cellulaire rigide.
2. Insertion d’'un composant souple dans chaque cellule rigide.

3. L’insertion d’une masse dans chaque composant souple entraine la déformation et le

flambement de ceux-ci.

— —

L.

Ficure 3.18 — Concept de cellule a résonateur flambé

Cette suggestion ne constitue évidemment pas une solution satisfaisante pour un prototype
réel, car de nombreux détails d’importance, tels que ’assemblage des composants et la concen-
tration des contraintes, sont ici éludés. Elle permet cependant d’appuyer la faisabilité pratique
du design.

L’étude numeérique réalisée sur ce concept utilise toutefois une structure différente de celle
proposée précédemment. Cette modification est apportée afin de simplifier I'implémentation
numérique. La nouvelle cellule périodique est présenté sur la figure 3.19. Deux poutres ont
été supprimées. Cela permet d’appliquer une précompression transversale pour mettre le ré-
sonateur en flambement, sans compression notable de la structure rigide. En revanche, les
poutres restantes ne sont pas directement reliées entre elle, ce qui peut donner naissance a

de nouveaux modes et en supprimer d’autres.

@
L+dL ‘ * - L,
Y ﬁ o |

Lx | E | -
z

FIGUrE 3.19 — Dimensions caractéristiques et étape de précompression d’une cellule périodique.

 h
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FIGURE 3.20 — Exemple de poutre périodique constituée des cellules proposées (dL/L = 0). Le volume occupé

par une cellule est indiqué en bleu.

Etapes numériques

Comme mentionné, le flambement est un phénoméne instable, caractérisé par une bifurcation
par rapport au mode de déformation symétrique. Or, si la géométrie et les conditions aux li-
mites sont symétriques, il est théoriquement impossible d’obtenir un résultat non symétrique.

Afin d’obtenir le comportement post-flambement du systéme, plusieurs méthodes existent.

La premiére consiste a rechercher le point de chargement critique par une analyse de flambage
linéaire. Une fois ce point atteint, il s’agit de briser la symétrie de la matrice de raideur en
introduisant un défaut. Ainsi la suite de la sollicitation se fera le long de la branche bifur-
quée. L’autre méthode souvent employée consiste a introduire dans la géométrie initiale une
imperfection qui amorcera directement la bifurcation prés du point critique. Comme précé-
demment, la premiére étape consiste & effectuer une analyse de flambage linéaire. Le premier
mode bifurqué obtenu lors de cette étape est celui qui nécessite le moins d’énergie, et donc
le plus susceptible d’étre observé en pratique. L'imperfection introduite est alors de la forme
de ce premier mode, de maniére & amorcer la bifurcation avec la plus petite imperfection
possible et obtenir un comportement aussi proche que possible du comportement d’origine.
Cette derniére méthode est celle choisie pour la suite de ’étude car elle présente 'avantage
d’étre relativement simple & mettre en ceuvre sur le logiciel de simulations utilisé. Un facteur
d’imperfection Iy est donc choisi pour les calculs. Il correspond au ratio de la dimension de
Iimperfection par rapport a la dimension caractéristique de la cellule (e.g. la diagonale dans
le cas d’une cellule rectangle).

Un autre aspect a prendre en compte pour notre étude est 'influence des contraintes internes.
En effet, I’analyse dynamique de systémes précontraints implique non seulement effet du
champ de déformations mais également du champ de contraintes. Pour vérifier I'influence de
ce dernier, une bréve étude est réalisée ici sur une géométrie auxétique de type carrés rotatifs

(les détails de la géométrie sont donnés en section 3.2.2.

Les calculs de dispersion se basent sur la géométrie d’un motif périodique afin de déterminer
les modes de propagation dans la structure. Lorsque 1’on étudie ’évolution de ces modes en
fonction de ’état de déformation, la géométrie initiale des simulations varie pour chaque état
de déformation choisi. En outre, le champ de contraintes associé & cet état peut étre consi-
déré lors des calculs, ce qui a pour effet d’augmenter leur cotit. L’influence de ces contraintes
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internes est étudié ici, afin d’en estimer ’amplitude et vérifier I'intérét de ce parameétre pour

les calculs.

0.4

0.3

10.1

FI1GURE 3.21 — Effet des contraintes internes. a) Diagramme de bande du motif Sy sous compression axiale (axe
Y, e = 10% ) par WFEM directe. — Configuration initiale sans contraintes internes — et avec contraintes
internes. b) Evolution des bandgaps omnidirectionnels inférieur 4 2kHz en fonction de la déformation :

Configuration initiale sans contraintes internes, M et avec contraintes internes. - - - Module de Young effectif

2 E
E selon 'axe longitudinal. Les résultats sont normalisés par la pulsation de Bragg wg = i, / A1)

L’effet des contraintes internes est illustré par la figure 3.21. Ces contraintes tendent vi-
siblement a assouplir la structure, car les fréquences modales (figure 3.21a) observent une

diminution.

La figure 3.21b montre que cet effet dépend non linéairement de I’état de déformation consi-
déré. Pour le bandgap primaire (autour de w/wy = 1.4), le décalage fréquentiel induit par
les contraintes internes évolue surtout autour du point de flambage (¢ ~ 2%), notamment le
décalage de la limite supérieure du bandgap qui varie trés peu au-deld de ce point. En re-
vanche, le décalage observé sur la limite inférieure semble augmenter de maniére plus linéaire
en fonction de la déformation.

Pour les états de déformation les plus élevés, de nombreux bandgaps secondaires apparaissent,
principalement & des fréquences supérieures au bandgap primaire. Comme pour celui-ci, les
contraintes internes abaissent les plages fréquentielles associées aux bandgaps secondaires.
Cependant, d’autres effets sont également observables. Le bandgap autour de w/wy = 2 est
notamment affecté de plusieurs maniéres. Premiérement, la déformation minimale nécessaire
a son observation est réduite. Ensuite, sa largeur est globalement plus faible que celle calcu-
lée sans contraintes internes, notamment pour € > 14%. Finalement, le cas € = 20% semble

indiquer une scission du bandgap en deux, non observée sur le cas non contraint.

Au final, les contraintes internes semblent affecter non seulement les fréquences modales,
et donc la fréquence des bandgaps, mais également leur largeur en fonction de 'état de
déformation initial, les conditions de déformation associées & leur ouverture et leur fermeture,

mais également leur nombre. Le cotlit de calcul nécessaire & la prise en compte du champ
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de contraintes semble donc justifié pour les structures étudiées ici. L’ensemble des calculs

présentés inclue donc ce parameétre.

Résultats

Pour tous les résultats présentés ici, les matériaux utilisés sont ’aluminium pour le cadre
rigide, 'acier pour la masse résonante (voir propriétés table 3.3), et le silicone caractérisé
en section 2.3.2 pour le matériau souple (E = 1.4M Pa, v = 0.499, p = 1150kg/m?). Les
dimensions caractéristiques de la cellule unitaire sont : L, = L, = lem, e = e, = lmm, et
r = 1.bmm. Seul 'effet de dL, qui définit I’état de compression transversale du matériau, est
étudié. Cette grandeur est ici utilisée sous sa forme adimensionnelle %. La courbe 3.22 décrit
la contrainte de compression en fonction de dTL. Pour dTL = 0 (également appelé configuration
initiale par la suite), les poutres flexibles sont droites et non comprimées. La pente initiale
décrit la raideur de compression non flambée, tandis que le plateau a partir de % = 1.385

indique I'état flambé.

1.385
1.2 —
0871
o
(kPa)
041
0
0 1 2 3
dL/L(%)
FIGURE 3.22 — — Courbe de la contrainte de compression latérale en fonction de la déformation sur une
cellule, et --- déformation correspondant au point de bifurcation. Les schémas (en haut) indiquent I'état de

déformation de ’abscisse correspondante.

Pour amorcer le flambement, la méthode d’imperfection décrite au paragraphe précédent

(section 3.1.3, étapes numériques) est utilisée avec I; = 107°.

On suppose ici une structure périodique de type poutre, de longueur infinie (voir I’exemple
figure 3.20). Les calculs sont effectués pour une épaisseur hors plan h, = 40mm avec ’hypo-
these d’état plan de déformation. Une fois la précompression transverse appliquée, la méthode
d’éléments finis ondulatoire directe est utilisée (voir section 1.6.4) pour obtenir le diagramme
de dispersion de la direction longitudinale. Dans le cas d’une onde uniaxiale d’axe X, la zone
irréductible de Brillouin est composée d’'une seule branche OA (1.6.2). La figure 3.23 montre
la comparaison des diagrammes de dispersion pour la configuration initiale % = 0 et une
d

configuration flambée (4 = 2%). Les modes affichés sont représentés sur la figure 3.24. On
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notera que les modes P et S sont issus de la modification géométrique mentionnée plus
haut. La séparation du cadre provoque en effet ’émergence de modes ot les deux parties du
cadre sont en opposition de phase. A ce titre, leurs fréquences sont trés proches des modes
équivalents respectifs Py et Sp, oil les deux parties du cadres sont en phase.

Ficure 3.23 — Diagrammes de bandes pour deux états de compression différents : o % =0ete % = 3%.

a) Résultats sur l'intervalle [0, 1600]Hz et b) a) sur l'intervalle [0, 300]Hz. Les fléches indiquent le type de

mode correspondant & chaque branche.

Py So S

‘ l
le— —— — f— —
Pr Tr Sr

—— Y A— e e— ZL X

FIGURE 3.24 — Modes propres de la cellule. Modes de structure : longitudinaux Py et P, et transverses Sy et
Sj. Modes de résonateur : longitudinal Pg, torsion Tg, et transverse Sg.

Au premier abord, le diagramme de dispersion semble peu affecté par le flambage du réso-
nateur. La figure 3.23a montre que la résonance Sy interagit avec le mode &y pour ouvrir un
bandgap partiel entre 530H z et 795H z pour le cas initial % = 0. Ce bandgap est légérement
plus bas en fréquence et plus étroit ([510, 730]Hz) pour le cas flambé. Cependant, ces plages
ne correspondent pas & une bande interdite du mode longitudinal Py. Ce n’est donc pas un
bandgap complet et certaines ondes peuvent toujours se propager dans la structure. De ma-
niére générale, le domaine fréquentiel étudié ici ne présente aucun bandgap complet. Il est
néanmoins intéressant d’observer 'effet du flambement sur les modes de propagation.
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En particulier, la résonance en torsion 7x visible & 265H z (figure 3.23b) est clairement af-
fectée par le lambement. On la retrouve en effet autour de 90H z pour le cas flambé. 1l est
intéressant de noter que la bande ouverte par Tz dans le mode Sy est nettement plus large
en configuration flambée (2.5H z) que dans la configuration initiale (< 0.05Hz). De maniére
prévisible, la torsion du résonateur est donc facilitée par le flambement et son couplage avec
So est donc amplifié.

De méme, la résonance longitudinale Pg est sensiblement altérée par le flambement. D’une
part, la fréquence de couplage avec le mode Py est fortement réduite, passant ainsi de 96 H z &
environ 10H z. Comme pour 7, la bande ouverte dans le mode couplé est largement amplifié.
Le mode Py présente ainsi une bande interdite d’environ 9Hz a 16 H z. D’autre part, la forme
du mode résonant Pgr est fortement modifiée : alors que dans la configuration initiale le mode
totalement plat (exception faite du couplage avec Py), ce qui traduit une vitesse de groupe
virtuellement nulle, cette vitesse est sensiblement accrue pour le cas flambé, en particulier
pour le premier tiers de la branche. Pour mieux comprendre cet effet, une comparaison est

faite pour cinq états de déformation différents sur la figure 3.25.

160

o

1208 P \ 1
80 - !.- : . Tr
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— > f
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FIGURE 3.25 — Diagrammes de bandes sur I'intervalle [0, 160]Hz pour différents états de compression %= : o

1%, » 1.3%, © 1.385%, @ 1.5%, et @ 3%. Les fleches indiquent le type de mode correspondant & chaque branche.

Une premiére remarque est que mis a part Pgr, les modes varient trés peu. L’analyse de Pg

montre que si la branche correspondant & ce mode varie beaucoup en fonction de T cette
variation n’est pas monotone. Pour les deux cas non flambés 1% (en vert) et 1.3% (en cyan),
la fréquence de résonance semble diminuer quand la compression augmente. A l'inverse, une
fois que le résonateur est en flambement, cette fréquence augmente. Cette observation révéle
qu’une fréquence minimale existe. Cette valeur est obtenue pour le point de bifurcation de la
courbe statique (figure 3.22), c’est-a-dire pour a = 1.385%. Autour de ce point de flambe-
ment du résonateur, la fréquence de la résonance Pgr peut étre inférieure & 2H z.

Concernant 'augmentation de la vitesse de groupe mentionné précédemment, la figure 3.25

confirme que c’est un phénomeéne lié au flambement, puisque seuls les cas T > 1.385% y sont
sujets. De plus, l'effet est clairement amplifié lorsque le niveau de précompression augmente.
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La vitesse de groupe non nulle se traduit par la propagation d’onde. Etant donné la forme de
la déformée de Pr 3.24, cela provient vraisemblablement de la bistabilité du systéme souple
lorsqu’il est flambé. Dans cette configuration, le résonateur nécessite de I’énergie pour passer
d’un coté a l'autre de la position neutre. En d’autres termes, la raideur selon X du systéme
souple augmente au passage de la position neutre. L’article de Bertoldi et al. [10] évoque la
bistabilité de systéemes semblables. Cette bistabilité signifie que le résonateur posséde deux
positions stables séparées par une position métastable de plus haute énergie. Il faut donc
fournir de I’énergie au systéme pour que celui-ci passe d’un état stable & 'autre. Dans notre
cas, plus le systéme est compressé, plus I’énergie nécessaire a la transition est grande.

Au vu des courbes, une valeur de précompression supérieure au point de bifurcation mais trés
proche de celui-ci, semble plus profitable, car ’énergie transmise est moindre, et la fréquence
de couplage avec Py est minimale. Cependant, on notera que la transition entre deux points
stables s’accompagne d’une dissipation importante d’énergie. Par conséquent, si I’objectif du
matériau est de dissiper ’énergie vibratoire, il est potentiellement plus intéressant d’augmen-
ter la précompression. Une analyse du comportement bistable de ce design pourrait donc
éclaircir cet aspect.

En résumé, ’état flambé permet bien au résonateur de se coupler aux modes de propagation
a basses fréquences. Toutefois, les modes de résonateurs ne sont pas tous affectés de la méme
maniére par le flambement. Ici, le mode longitudinal Pg est le plus impacté. Une améliora-
tion des résultats est possible en modifiant la forme du résonateur de maniére & optimiser les
résonances. A titre d’exemple, le mode de torsion T peut étre amplifié par une répartition
plus excentrée de la masse résonante, de telle sorte que son inertie en rotation soit augmentée.
Quant au mode de flexion, la juxtaposition d’une deuxiéme cellule tournée d’un quart de tour
pourrait appliquer le principe proposé aux ondes transverses. Si les fréquences de couplages
des différents modes de résonateurs coincident, il est théoriquement possible d’obtenir un
bandgap complet.

Pour conclure, les résonateurs locaux sont bien adaptés pour annuler des modes spécifiques
a basses fréquences, avec un ajout de masse modéré et une bonne compacité. En revanche,
les plages fréquentielles d’efficacité sont généralement étroites, notamment a trés basses fré-
quences. De plus, contrairement aux ondes acoustiques, plusieurs types d’ondes peuvent se
propager dans les structures, et il est plus compliqué d’obtenir un bandgap complet car tous
les modes de propagation ne sont pas forcément annulés pour les mémes fréquences. D’un
autre coté, ’avantage des ondes mécaniques est que le milieu méme de propagation peut étre
modifié et architecturé. La section suivante se focalisera sur les architectures dites auxétiques.

3.2 Architectures auxétiques

Les matériaux auxétiques sont caractérisés par un coefficient de Poisson négatif (section 1.5).
Différentes géométries permettent d’obtenir cette propriété, mais leurs modes de déformation
originaux peuvent donner lieu & d’autres caractéristiques intéressantes comme les profils de

raideur non-linéaire obtenus par Bertoldi (figure 3.26). Le plateau de raideur qui caractérise
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la compression de ces structures est un aspect prometteur pour remplir les critéres cibles
mentionnés en introduction : la pente initiale correspond & une raideur & méme de supporter
une charge statique, tandis que le plateau traduit une raideur nulle, cas idéal pour ’isolation
vibratoire. L’objectif est ici de simuler différentes structures auxétiques afin d’en observer les

propriétés, en particulier en fonction de leur état de compression.

= 30t =
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FIGURE 3.26 — Géométrie auxétique proposée par Bertoldi et al. et la courbe de contrainte-déformation
associée. Issue de [9].

3.2.1 Paramétres de calcul

Pour toutes les géométries étudiées ici, les modeéles sont définis en deux dimensions, et un
état plan de déformation est supposé dans la troisiéme direction. Pour le post-traitement,
I’épaisseur en Z est fixée & e, = 40mm. De plus, la dimension caractéristique des cellules
unitaires est imposée de 'ordre du centimétre. De cette maniére, 'encombrement du méta-

matériau demeure raisonnable, méme composé d’un grand nombre de cellules.
Le matériau choisi est le méme élastomere silicone qu’utilisé précédemment.

Lorsqu'un phénomeéne de flambage est observé, la méthode de bifurcation décrite au para-
graphe 3.1.3 est utilisée avec un facteur Iy = 0.1%.

3.2.2 Modéles rotatifs

Carrés

Inspirés par les métamatériaux de ’équipe de Bertoldi, une premiére étape est de valider
les propriétés de ceux-ci par un ensemble de simulations. Comme illustré dans le chapitre
1, Pauxétisme de ces métamatériaux provient du phénoméne de flambage de poutre fines -
appelées ligaments - reliant entre eux des polygones (en deux dimensions) de matériau. Le
mécanisme de déformation pour des "carrés" rotatifs est rappelé sur la figure 3.27.

On remarque que si le motif périodique est composée d’une seule cellule a I’état initial (¢ = 0),

ce n’est plus vrai dés que flambent les ligaments. Quatre cellules sont alors nécessaires pour
obtenir le motif périodique, dont les parametres géométriques sont décrits sur la figure 3.28.
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FI1cURrE 3.27 — Comportement mécanique en compression d’un motif unitaire. Configurations pour différentes
valeurs de déformation (0%, 10%, 20%, ~ 30%)

al

FI1GURE 3.28 — Géométrie de type carrés rotatifs. a) Cellule unitaire et b) motif périodique.

Les parametres choisis pour les calculs sont L, = L, = 10mm, e = lmm. Le rayon et les
dimensions du motifs sont directement déduits de ces valeurs (r = (L, — €)/2), Lp, = 2L,
et Lp, = 2L,).

Une structure infinie est ensuite modélisée via les conditions aux limites du motif périodique.
Les frontiéres gauche, droite, supérieure, et inférieure, respectivement seront repérées par les

indices L, R, T, et B, respectivement.

D> up,y = up/2

D> Uty = —UBy

B> URy = ULy
.
D> UTg = UBg

Ol Ue = [Ue 1 Uey|" est le vecteur déplacement sur la frontiére e € {L, R, T, B}, correspondant
respectivement aux frontiéres gauche, droite, supérieure, et inférieure. ug est le déplacement
total imposé en compression selon la direction Y. La déformation effective est donc calculée

uo

Lpy,
statique sont présentés sur la figure 3.29.

selon 'expression € = -, ou l'indice ¢ indique la valeur initiale. Les résultats du calcul
K
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Ficure 3.29 — Comportement statique de carrés rotatifs en compression. — Contrainte effective o et —

module de Young effectif E suivant I’axe longitudinal Y

La courbe de contrainte (en bleu) pourrait passer pour une courbe classique de traction ho-
mogéne élastoplastique, mais le fait qu’elle soit associée & une compression purement élastique
en justifie I'intérét. Deux portions bien distinctes peuvent étre observées : une pente initiale
relativement raide par rapport a une pente secondaire stable. Ce comportement est mis en
évidence par la courbe du module d’¢lasticité longitudinal effectif £ = ﬁ—‘; (en rouge). Deux
paliers de raideur sont clairement visibles, le premier étant associé au mode symétrique de
déformation longitudinal, tandis que le deuxiéme correspond & 1’état flambé du métamaté-
riau. Ce second palier est faible mais non nul, et le plateau observé sur la figure 3.26 n’est
pas présent. Ceci est dii aux conditions aux limites imposées. Pour les structures finies, le
comportement des cellules centrales se rapproche de celui d’une structure infinie, mais globale-
ment, les effets de bords ne peuvent étre négligés. En particulier, la condition de déplacement
homogene sur les frontiéres gauche et droite (par symeétrie) est loin d’étre réaliste. Une simula-

tion sur structure finie composée de 10 x 10 cellules est réalisée pour vérifier cet effet de bords.

Différentes conditions aux limites sont comparées. Pour valider la représentativité du motif
périodique, la méme hypothése de plaque infinie est appliquée & la structure 10 x 10. Le
comportement de la structure finie est ensuite calculé pour deux types de conditions sur les

frontiéres supérieure et inférieure : appuis plans et encastrés.

Premiérement, on remarque que le motif périodique de dimensions 2 X 2 est bien représentatif,
car la contrainte (cercles noirs) est superposée a celle du motif de taille 10 x 10 (en vert). En
revanche, des différences sont observées avec les courbes de structures finies. Si les conditions
aux frontiéres latérales (L et R) sont retirées, en conservant des appuis plans sur T et B, le
matériau sera moins contraint donc moins raide (noter les niveaux de contrainte nettement
plus faibles des cellules latérales sur la figure 3.30b), au milieu). En résulte une contrainte
globale plus faible (en bleu), méme si l'allure reste identique ce qui montre que leffet de
bords est faible dans cette configuration. Si les déplacements transversaux sont bloqués sur
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Ficure 3.30 — Comportement statique de carrés rotatifs en compression.

=<0 = Plaque infinie - motif 2 x 2 cellules (Référence),

—¢=— Plaque infinie - motif 10 x 10 cellules,

—&— Structure finie 10 x 10 - appuis plans (frontiéres B et T), et

=& Structure finie 10 X 10 - appuis encastrés en X (frontiéres B et T).

o0

a) Courbes de contrainte-déformation. b) En haut : conditions aux frontiéres ( appui plan,

encastré,

et = déplacement imposé). En bas : états déformés (¢ = 6%) pour les trois structures 10 x 10.

T et B, la contrainte aprés flambage est sensiblement modifiée, avec une raideur proche de
zéro. Cette valeur n’est cependant pas nulle, contrairement & celle observée sur la figure de
Bertoldi 3.26. Ceci est vraisemblablement da a la taille de la structure. Plus les dimensions
sont importantes, plus son comportement sera proche du cas périodique infini, avec la pente

non nulle observée précédemment.

Le comportement statique est donc proche de ’objectif recherché. Cette étude doit étre

complétée par une analyse de la dispersion du matériau en dynamique. La méthode WFE est
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appliquée au motif périodique 2 X 2 pour obtenir le diagramme de dispersion. Ces diagrammes
étant beaucoup plus riches que ceux présentés en section 3.1, I’analyse portera principalement
sur les bandgaps omnidirectionnels obtenus.

Etant donnée la raideur non linéaire observée, le comportement dynamique est lui aussi sus-
ceptible de varier fortement en fonction de la déformation. Il est donc intéressant d’observer
I’évolution de ces bandgaps en fonction de I’état de compression statique du matériau. La
figure 3.40 présente ces résultats pour les carrés rotatifs.
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F1cure 3.31 — Variation fréquentielle des bandes interdites omnidirectionnelles en fonction de la déformation

du métamatériau a carré rotatifs. @ Bandgaps et — largeur wgsg, du bandgap primaire

Deux bandes interdites sont visibles. Par la suite, on qualifiera de bandgap primaire, la bande
interdite large et basses en fréquences (relativement aux autres bandgaps éventuels), présente
quelle que soit la déformation considérée. Les autres bandes pourront alors étre qualifiées de
secondaires.

Comme attendu, le bandgap observé varie sensiblement autour du point de bifurcation du
matériau. Avant flambage, la largeur du bandgap diminue, mais une fois le matériau flambé,
le bandgap s’élargit monotonement, méme si l'essentiel de la variation s’observe entre 2% et
4% de déformation. Au dela, le bandgap s’étend sur environ 650H z, compris entre 1.03kH z
et 1.72kHz. Ce résultat est trés satisfaisant, car la bande est relativement large pour des
fréquences aussi faibles, notamment en comparaison des résultats obtenus avec résonateurs

locaux (section 3.1).

Pour sélectionner I'architecture matériau la plus prometteuse, ce cas sera pris comme référence
pour les géométries présentées ensuite. En particulier, laire et la taille de la cellule pourront

étre imposées pour comparer les géométries & masse et & encombrement identiques.

Autres parallélogrammes

De nombreuses géométries peuvent étre créées en remplacant les carrés par d’autres polygones
tels que parallélogrammes ou triangles. Ici quelques uns de ces polygones sont choisis et
présentés, afin d’observer quelles propriétés pourraient étre ajustées par la géométrie de la
cellule. Pour faciliter la tenue en compression du matériau, seuls les motifs conservant une

périodicité orthogonale X et Y en déformation sont étudiés. Les polygones répondant a
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L,=L,
Carré Tyl =Tgo ="y = Ly —€]/2

Tyl =ry2 =1y = [L, —e] /2

Losange Te1l =Tgpo =1y =Ly —¢€]/2
Ty =Ty2 =1y = [Ly —€] /2

Tzl = [(1 + DR)LI — e] /2
’I”a;yg = [(1 — DR)Lw — 6] /2

Tyl =ry2 =1y = [L, —e] /2

Rectangle R,

A e —‘\
\ A\
= \ ]
A K
Ja

. Tx1 Te2 =Tz = [Lfl? - 6] /2

Rectangle R, ry1 = [(1+ Dgr)L, —¢€] /2

ry2 = [(1 = D)Ly — €] /2

n Tel = [(1+DR)L;E—€] /2

2o =1[(1—=Dg)L, — €] /2
Rectangle R, re2 = [l ?) 4/

ry1 = [(1+ Dr)Ly — €] /2

Y rya = (1 - D)L, — ] /2

TABLE 3.4 — Définition des parallélogrammes étudiés

ce critére sont les rectangles (Type I), losanges (Type ), et parallélogrammes (Type I )
proposés par Grima et al. [42|. La derniére catégorie correspondant a la combinaison des
deux premiéres, elle ne sera pas étudiée. En revanche, trois cas de rectangles peuvent étre
différenciés. La figure 3.32 donne la définition générale de ces géométries.

a) I I LPx

FIGURE 3.32 — Géométrie de type parallélogrammes rotatifs. a) Cellule unitaire et b) motif périodique.

En pratique, les paramétres géométriques sont identiques a ceux de la cellule en carré, en
ajoutant 7,1 et ry 1. On en déduit facilement 7,9 = L, —e —1,1 et ryo =L, —e—1,1. Les
parallélogrammes particuliers étudiés ici sont définis en fixant les paramétres comme indiqué
sur la table 3.4.

Pour simplifier la comparaison avec la structure & carrés rotatifs, I’épaisseur des ligaments
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(e = 1mm) est identique, ainsi que la masse totale de la cellule. Etant donné que la longueur
h. hors plan et le matériau sont les mémes, cela revient a imposer la surface S = S,y =
36.383mm?.

Pour les losanges, les parameétres r, et r, sont directement liés aux dimensions de la cellules
via vy, = (Ly —e)/2 et ry, = (L, — e)/2. La forme de la cellule est donc contrélée par L, et
L,. Comme la surface S est imposée constante, ces deux variables sont dépendantes suivant

la relation :
_ ASyep/m+e* — Lye

L. =
Y AL, /m — Ly +e

Pour cette étude, trois valeurs sont comparées : L, € {9,10, 11} mm, sachant que L, = 10mm

entraine automatiquement L, = 10mm, ce qui correspond au cas de référence.

0
[

a) (kPa)

e (%)

FIGURE 3.33 — Comparaison des cellules rhombiques et a carrés rotatifs. a) Contrainte effective statique o
en compression et b) diagrammes de bandes. =—=—/ = L, = 9mm, =-Q = /i.i L, = 10mm (Référence), et

—=—/m L, = 11mm.

La figure 3.33 synthétise les résultats obtenus pour les géométries rhombiques. Les courbes
de compression statique sont trés proches; ’augmentation de L, entraine une diminution de
la raideur initiale et un abaissement du plateau, mais l'effet reste extrémement faible. En
revanche, la modification géométrique altére sensiblement les bandgaps de la structure. Le
bandgap secondaire, notamment pour L, = 11mm, est bien plus développé, en contrepar-
tie d’un rétrécissement important de la bande interdite primaire. L’effet est moindre pour
des déformations importantes, mais & ’état initial, la largeur du bandgap primaire passe de
504 H z pour le cas de référence a 139Hz (L, = 11mm) voire 117Hz (L, = 11mm).

L’objectif étant plutot un large bandgap basses fréquences que plusieurs bandgaps plus étroits,

les losanges ne semblent pas conférer d’avantage notable ici.

Un autre type de parallélogramme envisagé est le rectangle. Comme illustré précédemment,
trois catégories sont différenciées ici : R,, Ry, et R,,, dont les définitions sont données sur
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la table 3.4. En pratique, on peut remarquer que chaque cellule de R, se caractérise par des
frontieres gauche et droite alignées verticalement, car r,; = ry2. De la méme maniére, les
frontiéres supérieure et inférieure des cellules de IR, sont alignées horizontalement. Pour R,,,
aucun alignement n’est observé. Globalement, les trois géométries semblent trés proches mais
ces alignements peuvent affecter les propriétés observées, notamment la reprise des efforts
statiques.

Pour les simulations, le parameétre variable est Dg, tandis que les paramétres L, = 10mm,
e = 1mm, et S = S,y sont imposés, de sorte que si Dr = 0 alors la géométrie obtenue est
celle de référence. L, est calculée pour obtenir la relation S = S,.¢, soit :

I 48,c5/m +€* — Lye
Y AL,/m— L, +e— L, D%

On notera qu’une valeur négative de Dy est équivalente & sa valeur absolue, puisque la cellule
obtenue est simplement décalée d’une demie période. La figure 3.34 présente les résultats pour
les rectangles de type R,, et la figure 3.35 regroupe les deux autres types de rectangles.

2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
e (%) e (%)

FI1GURE 3.34 — Comparaison des cellules rectangulaires de type R,. a) Contrainte effective statique o en
compression et b) diagrammes de bandes. =0 = /i.t Dp = 0 (Référence), —E— /B Dp = 0.1, et =/
Dgr =0.3.

L’augmentation de Dgi ne semble pas modifier la raideur statique initiale, et le plateau lié
au flambement est toujours présent. En revanche la contrainte associée a ce plateau diminue
quand Dpg augmente, et la bifurcation est plus progressive. Cela peut faciliter le dimension-
nement du matériau si I’on souhaite comprimer le matériau jusqu’a un point de raideur faible
mais non nulle. En dynamique, l'intérét est moindre, puisque qu’a D = 0.1 (en rouge), le
bandgap primaire est trés proche, mais légérement moins étendu que le cas de référence, et
le secondaire, pour les déformations les plus élevées, a disparu. Augmenter encore Dy semble
favoriser 'ouverture de bandgaps secondaires (autour de 1950H z et de 2850H z), mais ceci
au détriment du premier bandgap qui peut ainsi s’étrécir jusqu’a 67% (a e = 3%) de la valeur
de référence.

109



6 R AN
/ ol -
P / f P~~~ G- —O-——O—=—O-—= O - —@-—=O -~
47 ! 1 4 ©---0
a) (FFo) 3 b) (:i12)
o E RS S —
17 s :
0
0 2 4 6 8 10

e (%) e (%)

FIGURE 3.35 — Comparaison des cellules rectangulaires de type R, (Dr = 0.3) et R.y (Dr = 0.2). a)
Contrainte effective statique ¢ en compression et b) diagrammes de bandes. =“Q = /i_1 Sy (Référence), —=—/m
Ryy, et ===/ R,.

Les rectangles de catégories IR, et R;, sont regroupés car ils présentent des courbes de com-
pression similaires. Le décalage transversal des ligaments verticaux de la cellule empéche
I'occurrence du mode de compression pure et donc, du flambement. La bifurcation n’est plus
présente et la raideur, bien que non linéaire, est globalement faible ce qui limite les capacités
statiques de la structure. La taille des bandgaps est aussi diminuée en comparaison de ceux
obtenus avec les carrés rotatifs.

En résumé, les carrés semblent étre, & masse égale, les polygones rotatifs donnant les meilleurs
résultats dynamiques, aussi bien en terme de largeur de bande que de fréquence minimale
atteinte. Ce constat pourrait bien sir étre étayé en réalisant la méme étude sur d’autres
polygones. L’article de Shim et al. présente notamment une étude similaire sur quatre com-
binaisons de polygones rotatifs, dont les carrés. Si ces derniers présentent bien le bandgap
le plus large observé, des fréquences plus faibles semblent pouvoir étre atteintes, par des
arrangement de triangles et d’hexagones rotatifs [112].

3.2.3 Modéles chiraux

Les structures chirales constituent une autre classe de géométries auxétiques, particulierement
adaptées a linclusion de masses résonantes, comme différents articles ’ont proposée par le
passé 1.5.3.

L’étude portera uniquement sur la variante antitétrachirale, géométriquement proche de la

structure & carrés rotatifs, et qui posséde deux axes de symétries orthogonaux.

La figure 3.36 montre les parameétres géométriques de la cellule antitetrachirale, identiques
a ceux de la cellule & carrés rotatifs. La comparaison statique et dynamique entre ces deux
géométries est synthétisée sur la figure 3.37.

Bien que les géométries soient tres proches, leurs propriétés sont clairement différentes : le
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Fi1GUuRE 3.37 — Comparaison des cellules antitetrachirale et a carrés rotatifs. a) Comportement statique en
compression : contrainte effective o de la cellule —©— antitetrachirale et - - - & carrés rotatifs. b) Diagrammes
de bandes des cellules M antitetrachirale et M & carrés rotatifs. — Largeur wgg, du premier bandgap pour la

cellule antitetrachirale.

désalignement des poutres longitudinales supprime le mode de compression rigide observé sur
la cellule & carrés rotatifs; dés les faibles déformations, les disques de la cellules pivotent et
les ligaments fonctionnent immédiatement en flexion, d’out la raideur proche de I’état flambé
de la cellule a carrés rotatifs (figure 3.37a). Le bandgap obtenu, bien que relativement large,
est moins développé que celui de la cellule de référence (figure 3.37b). L’absence de flambage
provoque un bandgap assez régulier, bien que décroissant avec la déformation (voir la courbe

de wBGl).

3.2.4 Modéles réentrants

Comme énoncé dans le rapport bibliographique, les cellules réentrantes de Evans furent les
premiéres cellules auxétiques étudiées. Nombre d’articles ont étudié leurs propriétés depuis,

aussi bien statiques que dynamiques.
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Les cellules réentrantes sont définies par leurs dimensions et par leur angle de réentrance 6,
tels qu’indiqués sur la figure 3.38. Si I'angle 6 est strictement positif, la structure aura un
coeffient de Poisson positif tandis que si # < 0, la structure sera auxétique. Le cas 8 = 0
est plus délicat car selon la direction des efforts, la structure peut flamber et dans ce cas le
mode de déformation n’est pas trivial. Les simulations prédisent toutefois une déformation

non auxétique de cette cellule (voir table 3.5).

L L
L, L,
a) b) ¢)
FIGURE 3.38 — Dimensions caractéristiques a) du motif élémentaire choisi (ici § = —20°), b) d’une cellule
réentrante auxétique (6 = —20°) et ¢) d’une cellule hexagonale (§ = 30°). Les surfaces bleues correspondent

a laire d’un motif élémentaire.

Par rapport a la cellule d’Evans, une surface (en gris foncé sur I'image 3.38a) de dimensions
L., X e, est ajoutée. Elle permet de mieux controler la surface, et donc la masse m, de la cel-
lule. En particulier, il est possible de comparer les propriétés mécaniques de cellules d’angles
de réentrance 0 différents, mais avec L, L,, e, et m constants. Bien sir, il est également pos-
sible de fixer I’épaisseur e,,, mais si L, L,, et e, sont constants, la masse variera en fonction

de 6. Le cellule d’Evans correspond au cas particulier e,, = 0.

Pour toute ’é¢tude, les parameétres L, = L, = 10mm et e = 1lmm sont fixés. Cette partie
présente les résultats des deux comparaisons mentionnées, a savoir 'effet de 0 a e,,, = 0.5bmm
constant, et I'effet de 6 & masse constante. Les autres paramétres géométriques sont déduits
& partir de ces valeurs. Les relations entre paramétres sont détaillées en annexe D.

Epaisseur ¢, constante

Dans un premier temps les courbes de contrainte-déformation en compression des différentes

cellules réentrantes sont comparées. Les calculs sont réalisés pour § = {—30°, —20°, —10°,0°,10°,20°, 30°}.
Les géométries sont répertoriées table 3.5, et les résultats sont présentés sur la figure 3.39.

On observe que la seule géométrie présentant un changement de pente net est lorsque 6 = 0°.

C’est cohérent avec le fait que ce changement de pente est 1ié au flambage, car dés que 6 # 0,

la symétrie des poutres longitudinales est brisée. Celles-ci ne travaillent donc plus en compres-

sion pure et le flambage ne peut pas se produire. Pour ces géométries, la contrainte augmente

avec la déformation, mais la raideur décroit de maniére monotone. Cette décroissance est

toutefois plus prononcé pour les configurations non auxétiques.

Comme précédemment, seule I’évolution des bandgaps omnidirectionnels en fonction de I’état
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TABLE 3.5 — Géométries réentrantes & épaisseur constante pour des angles 6 différents. Les déformées affichées

correspondent aux champs de contrainte de Von Mises a £ = 10%.
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FIGURE 3.39 — Courbes de contrainte-déformation de cellules réentrantes avec e,, constant, en fonction de
I’angle de réentrance 6 : — —30°, — —20°, —10°, — 0°, 10°, — 20°, et — 30°

de compression statique du matériau est étudiée. La figure 3.40 présente ces résultats pour

les cellules réentrantes.

On remarque que la plupart des cellules ne présentent que des bandgaps trés étroits, voire
aucun (6 € {0°,10°}) sur le domaine étudié. L’échelle de fréquence est certes différente, mais
ici la largeur des bandgaps ne dépasse pas 300H z, contre 670H z pour les carrés rotatifs. Se-
lon toute vraisemblance, d’autres bandgaps pourraient étre trouvés a plus hautes fréquences,
mais cette solution n’est pas satisfaisante car le matériau recherché doit étre efficace & basses

fréquences tout en restant compact.

Parmi les cas ou des bandgaps sont observés, les plus basses fréquences affectées sont atteintes
pour 6 € {—30°,20°,30°}. Augmenter |f| peut donc favoriser I’émergence de bandgaps basses
fréquences. Les bandgaps variant beaucoup d’une géométrie a ’autre, il est cependant incer-
tain d’en tirer des régles de conception définitives. Augmenter le nombre d’angles 0 testés

pourrait venir confirmer ces observations.

Autant la compression semble participer & 'ouverture de bandgaps pour # = —30°, autant
elle peut également entrainer leur fermeture comme pour 6 = 20°. Difficile donc de tirer
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FIGURE 3.40 - Bandgaps omnidirectionnels en fonction de la précompression de cellules réentrantes : a)
6 = —30° b) § = —20° c) 8 = —10°, d) 8 = {0°,10°} (vides), e) 8 = 20°, et f) & = 30°. Les couleurs
correspondent & celles de la figure 3.39.

des conclusions sur cet aspect. En revanche, on remarque que les deux cas ou il n’y a pas
de bandgaps correspondent a des pentes initiales raides sur la figure 3.39, tandis que le cas
le plus favorable aux bandgaps larges et basses fréquences, a savoir § = 30°, correspond a
la pente initiale la plus faible. La raideur n’est cependant pas la seule responsable car des
contre-exemples sont visibles : en particulier la raideur de la cellule § = 0° est proche de zéro
quand ¢ > 5%, alors qu’aucun bandgap n’est observé en dynamique. Le profil non linéaire
de raideur, avec un plateau comme pour les carrés rotatifs, ne suffit donc pas & garantir
I’apparition d’un bandgap basses fréquences.

Masse m constante

Comme le matériau et I’épaisseur hors plan h, = 40mm sont fixés, la masse m est imposée
via la surface S = m/(ph,) de la cellule, qu’on impose égale a l’aire de la cellule unitaire a
carrés rotatifs étudiée précédemment, soit S = Syep = 36.383mm?. Les géométries obtenues
sont présentées sur la table 3.6.

De maniére identique a I’étude précédente, le comportement statique de chaque cas est calculé
et tracé sur la figure 3.41. On y retrouve les mémes caractéristiques que sur la figure 3.39.
Seules les raideurs sont modifiées, une réduction de e, tendant & assouplir la structure, et
réciproquement (& 6 constant).

En revanche, des différences intéressantes sont a noter sur les diagrammes de dispersion, pré-
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TABLE 3.6 — Géométries réentrantes & masse constante pour des angles 6 différents. Les déformées affichées

correspondent aux champs de contrainte de Von Mises a £ = 10%.
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FIGURE 3.41 — Courbes de contrainte-déformation de cellules réentrantes avec la masse m constante, en
fonction de I’angle de réentrance 6 : — —30°, — —20°, -10°, — 0°, 10°, — 20°, et — 30°

sentés en figure 3.42.

Certains diagrammes sont encore vides (6 € {—30°, —20°}), mais une évolution progressive des
bandgaps peut-étre remarquée. Parmi les cas ot des bandgaps sont observés, les plus basses
fréquences affectées sont atteintes pour 8 > 0. Augmenter 6 peut donc favoriser ’émergence

de bandgaps & basses fréquences.

On remarque que les deux cas ou il n’y a pas de bandgaps correspondent aux angles les plus
faibles, et incidemment aux valeurs de e,, les plus faibles. On peut donc raisonnablement
supposer qu’au moins 1'un de ces deux paramétres favorise ’émergence et ’élargissement de
bandgaps basses fréquences. L’étude paramétrique & épaisseur e, constante a montré que 6
seul n’a pas une influence évidente sur le développement de bandgaps. e,, semble donc jouer
un role important sur les bandgaps. On peut visualiser cette épaisseur comme directement
liée & la masse des poutres horizontales. Or, la masse de la cellule est ici imposée constante.
Ce n’est donc pas tant la masse globale qui affecte ici la dispersion, mais la répartition de la
masse. Cette importance de la répartition de matiére est d’autant plus évidente si on compare
les cellules réentrantes avec la cellule & carrés rotatifs étudiée précédemment. Pour rappel, la
surface de cette derniére définit la surface de référence choisie ici. Pour une méme masse de
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F1cure 3.42 — Bandgaps omnidirectionnels en fonction de la précompression de cellules réentrantes avec m
constante : a) § = {—30°,—20°} (vides), b) § = —10°, ¢) § = 0°, d) 6 = 10°, e) 6 = 20°, et ) 6§ = 30°. Les
couleurs correspondent & celles de la figure 3.41.

cellule, la différence de largeur et de fréquence des bandgaps est trés grande. Comme précé-
demment, le profil non linéaire de raideur obtenu pour § = 0°, avec un plateau comme pour

les carrés rotatifs, ne suffit donc pas a garantir 'apparition d’un bandgap basses fréquences.

Comme toutes les cellules sont ici de masse identique, la différence principale entre cellules
réentrantes et cellule & carrés rotatif est la répartition de la matiére dans la cellule. Cette
répartition est donc essentielle lors du design du métamatériau. Une optimisation topologique
pourrait donc étre réalisée afin de trouver la meilleure répartition vis-a-vis des propriétés
ciblées ici [114].

3.2.5 Etude comparative

Afin de choisir la géométrie la plus intéressante pour la suite de notre étude, une étude
comparative des différents modeéles auxétiques présentés précédemment est menée. Pour cela,
deux critéres sont choisis : la largeur du bandgap primaire wpg, et la limite fréquentielle
inférieure fr, pg, de ce méme bandgap. Le premier critére permet d’apprécier, & masse et
dimensions égales, la plage fréquentielle théoriquement atteinte par un systéme d’isolation
composé de métamatériau. Quant au second, il permet intrinséquement d’évaluer le potentiel
de compacité : plus la fréquence minimale atteinte est basse & dimensions identiques, plus
les dimensions de la cellule seront petites pour atteindre une fréquence cible, ce qui équi-
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vaut & une plus grande compacité de la structure finie (en considérant un nombre de cellules

constant).
1220
al
600 f -
1160
wpa, 400 7 frBe,
a) (Hz) b) (H2)
1100 |
2007
0 1040
0

F1cure 3.43 — Comparaison des différentes géométries auxétiques introduites, & masse et dimensions égales,
en fonction de deux critéres : a) la largeur du premier bandgap wgg, et b) la limite fréquentielle inférieure du

premier bandgap fr,Ba, -

Motif hexagonal (6 = 30°); — motif antitetrachiral; losanges rotatifs : L, = 9mm et
L; = 11mm; rectangles rotatifs R, : —S— Dr = 0.1 et =¥— Dgr = 0.3; — rectangles rotatifs R,
(Dgr = 0.3) ; — rectangles rotatifs Ry, (Dr = 0.2); et =B carrés rotatifs S.

La figure 3.43a montre les résultats pour le critére wpg,. Neuf géométries y sont comparées.
Parmi ’ensemble des motifs hexagonaux, seul le cas 8 = 30° est présent car il donne de
nettement meilleurs résultats (entre 410H z et 631Hz). Parmi tous les cas comparés, deux
géométries donnent un bandgap primaire nettement plus large que les autres : Sy et R,
(Dr = 0.1). Globalement, Sy est légérement meilleur, mais R, donne un bandgap plus au-
tour du point de flambement (1 —2%) : il semble que l'ovalisation des espaces vides adoucisse
la bifurcation. Cependant, une modification géométrique trop grande dégrade sensiblement
la largeur du bandgap, a l'instar du cas R, (Dr = 0.3). Parmi les cas restants, on note
une bonne performance des losanges rotatifs, mais seulement lorsqu’ils sont flambés, et plus
particulierement au-dela de ¢ = 4%. Les géométries ne présentant pas de flambement sont
beaucoup moins intéressantes du point de vue de ce critére (wpg, < 360H z).

Les résultats pour le critére f1, pg, sont présentés sur la figure 3.43b. Pour faciliter la lecture,
I’échelle est centrée sur les meilleurs résultats, excluant ainsi les géométries antitetrachi-
rale et hexagonale dont les valeurs se situent respectivement autour de 1400H z et 2800H z.
Parmi les autres géométries, plusieurs tendances peuvent étre déterminées. Pour les états
de déformation importants (e > 4%), les carrés et losanges donnent les meilleurs résultats
(1041Hz < fr e, < 1064H z) notamment la géométrie en losanges rotatifs avec L, = 11mm
(1041Hz < fr pa, < 1055Hz). Cependant, les deux géomeétries en losanges présentent de
moins bonnes performances pour € < 3%. Sur cette plage de déformation, Sy reste proche
de la valeur optimale, mais ce sont les rectangles R, qui donnent les meilleurs résultats. En
particulier, le paramétre D = 0.3 est le cas optimal autour de € = 1% (fL g, = 1127THz),
tandis que Dg = 0.1 reste intéressant jusqu’a 3%. On note qu’un état de déformation optimal
(autour de e = 5%) semble exister pour la plupart des géométries présentant un flambement.
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Pour résumer, selon 1’état déformation considéré, la géométrie optimale varie vis-a-vis du
critére fr, pa,, mais le cas Sy reste constamment proche de 'optimum et constitue donc une
géométrie prometteuse avec des résultats robustes. Ce constat vaut également pour le critére
wpa, - La géométrie & carrés rotatifs Sy est donc choisie comme modéle de référence pour la
suite de I’étude. Cependant, les deux critéres mettent en lumiére une amélioration potentielle
par ovalisation des espaces vides telle que sur la géométrie R, (Dr = 0.1). Cette derniére
donne en effet de trés bons résultats pour les deux critéres, parfois meilleurs que Sy pour de
faibles états de déformations (¢ < 3%).

Conclusion

A la suite des simulations présentées dans ce chapitre, il apparait que la plupart des géométries
sont peu compatibles avec des applications compactes, large bande, et basses fréquences. Si
par exemple intégrer des résonateurs locaux permet d’affecter facilement les basses fréquences,
obtenir un bandgap complet semble complexe. Architecturer le matériau est une alternative
possible. Cependant la plupart des architectures auxétiques simulées ne présentent que des
bandgaps étroits. Vis-a-vis de la largeur de bande interdite, les géométries & polygones ro-
tatifs donnent les meilleurs résultats. Parmi ces géométries, la plus prometteuse pour des
applications basses fréquences est le modeéle a carrés rotatifs, qui présente non seulement un
plateau de raideur mais également la plus étendue des bandes interdites observées dans cette
étude. C’est donc cette géométrie qui sera approfondie dans la suite de ce travail.
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Chapitre 4
Simulations vibroacoustiques

Le chapitre précédent a permis de mettre en lumiére les géométries permettant la création de
bandes interdites larges et basses fréquences. Parmi les mécanismes auxétiques éprouvés, les
structures a carrés rotatifs sont les plus prometteuses. Cette partie approfondit la compré-
hension de telles structures, & travers diverses études paramétriques. Des concepts originaux

d’améliorations sont finalement proposés et évalués.

4.1 Analyse paramétrique de la géométrie de référence

La premiére étape de cette section regroupe les analyses de différents paramétres géométriques
et matériaux afin d’observer leur effet sur les propriétés du métamatériau. Les dépendances
paramétriques simples obtenues peuvent permettre de simplifier le modéle en normalisant
les résultats. De plus les tendances observées donnent des clés de conception utiles pour le

dimensionnement et I’optimisation du métamatériau final.

4.1.1 Définitions

Les paramétres définissant la géométrie a carrés rotatifs vue dans le chapitre 3 sont rappelés

sur la figure 4.1.

B e
|
|
|
L

FIGURE 4.1 — Structure initiale Sp : a) cellule unitaire et b) motif périodique.
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Se restreindre a des polygones de type carré revient & imposer L, = L,, donc Lp, = Lp,.
Comme r = (L, —e)/2, seuls deux parametres sont indépendants : L, et e dont les effets sont
étudiés dans les deux premiers paragraphes. L’effet d’échelle, c’est-a-dire la variation uniforme
des dimensions avec le ratio L, /e constant, est identifié dans I’étude suivante, tandis que les
trois derniéres sont consacrées a l'effet des constantes matériau. Dans la suite de ce chapitre,
I’hypothése de déformations planes est conservée dans la troisiéme direction, et I’épaisseur
hors plan est fixée & h, = 40mm pour les calculs.

On suppose une structure infinie selon les directions X et Y, et les conditions aux limites
imposées sur les cellules lors des calculs sont identiques a celles détaillées dans le chapitre 3.
Pour I’étude en compression quasi-statique, les conditions aux limites de Dirichlet imposées

sont :
B> upy = 'LLO/2

D> Urg = UBx

> ury = —upy
8’U,L,m _ 8uR,I _
> or ~— dx 0

B URy =uLy

Avec Uy = [Ue zleyle -]" le vecteur déplacement sur la frontiére o € {L,R, T, B}, correspon-
dant respectivement aux frontiéres gauche, droite, supérieure, et inférieure. ug est le déplace-

ment total imposé en compression selon la direction Y.

Pour les études dynamiques, le calcul de dispersion s’effectue par la méthode WFE directe et

les conditions aux limites deviennent donc :

ugp = uLelfizLI
Fg = Frelmle il
ur = uge*vltv (1)

Fp = Fge'®vlv

ou K (resp. Ky) est le nombre d’onde dans la direction x (resp. y).

Le matériau choisi pour ces études paramétriques est 1’élastomeére silicone étudié en section
2.3.2 et dont les propriétés sont rappelées sur la table 4.1.

Matériau ~ E (GPa) v p (kg/m?)
Aluminium 70 0.33 2700
Acier 210 0.3 7800
Silicone 0.0014 0.499 1150

TABLE 4.1 — Propriétés des matériaux utilisés.
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4.1.2 Effet de I’épaisseur

Si l'on visualise la structure comme un réseau périodique de masses (polygones) liées par
des ressorts (ligaments), I’épaisseur joue un role évident dans la valeur de la raideur. Ce role
est illustré par la figure 4.2a. Il est clair que la raideur - associée & la pente de la courbe
o-€ - augmente avec ’épaisseur, ce qui provoque 1’élévation du plateau lié au lambement. Ce
raidissement est mis en évidence sur la figure 4.2b, notamment avant lambement. Cependant,
I’augmentation d’épaisseur ne correspond pas seulement & une augmentation de raideur, mais
également a un retard du phénomeéne de flambement. La figure 4.2b montre de maniére nette
ce retard, la chute de raideur se produisant pour des déformations ¢ plus importantes lorsque

e croit.

VAN VaN AN

g N
i {-(}0—0-0-0——o—e—o——O-O--@
g

WBG,

0 2 4 6 8 10
0.7 .
WBG
(kHz) 0-52
d. 7
0.3 '
0 2 4 6 8 10

FIGURE 4.2 — Effet de I'épaisseur e sur les propriétés statiques et dynamiques de structures a carrés rotatifs.
a) Contrainte nominale o, b) Module de raideur équivalent E, c¢) bandgaps, et d) largeur wpg, du bandgap

)
primaire. =>— /Ml e = 0.9mm, =< = /&' e = Imm (S)), et ==/ e = 1.1mm.

L’effet de e sur les propriétés de dispersion est plus complexe. Les figures 4.2c-d montrent
que pour une déformation nulle, le bandgap primaire baisse en fréquences lorsque e dimi-
nue, ce qui est cohérent avec la baisse de raideur statique remarquée plus tot. Cette baisse
est cependant associée a une augmentation de wpg,1. Diminuer I’épaisseur semble donc une
option intéressante dans le but d’obtenir une isolation basses fréquences large bande. Pour
rappel, on qualifie de bandgap primaire (parfois nommé BG1), la bande interdite large et
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basses en fréquences (relativement aux autres bandgaps éventuels), présente quelle que soit
la déformation considérée. Les autres bandes sont qualifiées de secondaires.

L’intérét est encore plus grand pour d’importants niveaux de déformation, ou la baisse de e
entraine non seulement 1’élargissement du bandgap primaire vers les basses fréquences mais
également, dans une moindre mesure, vers les hautes fréquences. D’une maniére générale, la
limite supérieure de ce bandgap dépend trés peu de e aprés flambement, mais le décalage ob-
servé sur la limite inférieure est stable quelle que soit la déformation considérée, ce qui résulte
en une plage fréquentielle plus large pour les e faibles, notamment apreés bifurcation (figure
4.2d). Par ailleurs, on notera qu’augmenter I’épaisseur tend a rétrécir le bandgap secondaire
observé pour € = 10% (figure 4.2¢).

Du point de vue des propriétés dynamiques, réduire 1’épaisseur semble donc entiérement
bénéfique. Plusieurs aspects sont néanmoins & prendre en compte pour le dimensionnement.
La réduction d’épaisseur entraine une baisse non négligeable des efforts statiques supportés
par la structure (figure 4.2a). Selon la masse du systéme a isoler, cela peut devenir un facteur
critique. De plus, la plage de dimensions disponibles peut étre limitée par le matériel de
fabrication utilisé. Enfin, selon le matériau, des parties trés fines seront plus susceptibles de
se dégrader au cours du temps, en particulier par fatigue. Il faut donc trouver un compromis

entre les différentes propriétés souhaitées, afin de dimensionner au mieux la cellule.

4.1.3 Effet de longueur

Augmenter la longueur, sans variation d’épaisseur, entraine une augmentation de la masse de
la cellule tout en allongeant la partie fine associée aux ligaments. Le premier effet contribue &
diminuer la fréquence des bandes interdites tandis que le deuxiéme diminue la raideur statique
mesurée. En revanche, comme la taille de la cellule augmente, cela réduit le nombre de cellules
contenues dans un volume imposé, et ’efficacité des bandgaps sera potentiellement moindre.

Les figures 4.3a-b montrent bien la perte de raideur lorsque L augmente. De maniére simi-
laire & une baisse de e, cette perte de raideur s’accompagne d’un abaissement conséquent du
plateau. La bifurcation est alors observée pour des déformations plus faibles.

Ce décalage est également visible sur les figures 4.3c-d, la bifurcation étant repérable & 1’élar-
gissement du bandgap primaire. L’effet de L sur les résultats dynamiques est assez net :
lorsque L augmente, les bandgaps tendent vers les basses fréquences mais la largeur wpg1
diminue également. Ce dernier point n’est toutefois pas valable pour tous les bandgaps, le
bandgap secondaire (ici visible pour ¢ = 10% uniquement) s’élargissant quand L augmente.
Augmenter la dimension de la cellule reste malgré tout trés intéressant : passer de L = 9mm
a L = 11mm entraine pour € = 0% par exemple une baisse de la limite inférieure du bandgap
de 1320H z & 1025 H z soit 22%, pour un rétrécissement de wpg,1 de 493H z & 423H z soit 14%,
mais pour € = 2%, on atteint une baisse de 24% (1289Hz — 974H z) de la limite inférieure
pour un élargissement de 11% de wpg1 (403Hz — 448H z).
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F1cure 4.3 — Effet de la longueur L sur les propriétés statiques et dynamiques de structures & carrés rotatifs.
a) Contrainte nominale o, b) Module de raideur équivalent E, c) bandgaps, et d) largeur wpe, du premier

r©
bandgap. == /M L = 9mm, =0 = /&' L = 10mm (S)), et ==/~ L = 11mm.

4.1.4 FEffet d’échelle

On peut également vérifier I'effet d’échelle sur les résultats c¢’est-a-dire modifier proportion-
nellement toutes les dimensions, sans changer ’aspect de la cellule. Comme I’hypotheése de
déformations planes permet d’exclure h,, cela se traduit par un ratio L/e constant. Les autres
dimensions sont alors définies par L, = L, = L = F, x L|g, et e = Fy x elg,, ou Fy € Rt
désigne le facteur d’échelle. Le cas Sy correspond alors & Fs; = 1.

L’échelle a un effet proportionnel sur les propriétés du matériau : il suffit d’appliquer le
facteur d’échelle pour retrouver les résultats initiaux. En compression statique, la force est
proportionnelle & la surface d’application quel que soit Fy, d’oit ¢ indépendant de celui-ci.
En revanche, les fréquences atteintes sont inversement proportionnelles & Fs. Cette relation
est évidente sur la figure 4.4b, ou F§ est directement intégré aux ordonnées. Cela signifie que
multiplier les dimensions par un facteur permet de réduire les fréquences de bandes interdite
par ce méme facteur. C’est une information trés intéressante pour le dimensionnement d’un
prototype. Augmenter 1’échelle présente toutefois deux inconvénients majeurs : d’une part la
largeur des bandes interdites est elle aussi divisée par Fj, et d’autre part, dans le cas d’une
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FIGURE 4.4 — Effet du facteur d’échelle F sur les propriétés statiques et dynamiques de structures a carrés

rotatifs. a) Contrainte nominale ¢ et c) bandgaps. = -G = /é-' Fs =1 (S0), et =—/M F, =2

structure de dimensions finies, soit la compacité, soit le nombre de cellules s’en trouvera

diminué.

4.1.5 Effet des propriétés du matériau

Malgré le comportement parfois complexe des élastoméres, tous les calculs de cette étude
sont réalisés avec un modéle de matériau élastique linéaire isotrope. Dans ce cas, seules trois
propriétés sont nécessaires pour modéliser le matériau : le module d’Young F, le coefficient de
Poisson v, et la masse volumique p. Leur contribution lors des calculs est alors relativement

simple a déterminer.

En statique, la loi de Hooke généralisée énonce o = Ce. Appliquée a un matériau isotrope
v

1+s ey €ij + 1=9, 2V€kk5ij> avec 5ij

le symbole de Kronecker et e la trace du tenseur des déformations. Les courbes statiques

et avec les notations indicielles, elle s’exprime : 0;; =

précédentes ont montré que, pour les métamatériaux, cette relation n’est pas linéaire (C ef-
fectif non constant) a cause de la structure et des mécanismes internes au métamatériau.
Cependant le matériau constitutif est bien régi par cette loi. Il est donc possible de normali-
ser la contrainte nominale par E' de maniére & la rendre indépendante du module d’Young.
Les déformations planes imposées ici contraignent le matériau lors de sa déformation, ce qui
modifie les propriétés selon E* = E/(1 — v?) et v* = v/(1 — v). Normaliser la contrainte par
o9 = E* permet ainsi de s’affranchir de F car il disparait du tenseur C. En revanche, il n’est
pas possible de factoriser une fonction de v de maniére a le faire disparaitre de C. L’effet de

v ne pourra donc pas étre ignoré par la suite.

La méme méthode peut étre appliquée aux résultats dynamiques. L’équation de dispersion
relie f (ouw) et K, via la vitesse de phase (équation 1.10), car w = K¢y, ou encore fA = c,. Les

équations analytiques ont montré que cette vitesse n’est pas constante dans les métamatériaux
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car 'hétérogénéité structurelle induit la dispersion des ondes (section 3.1.1). Le comportement
du matériau est toutefois dicté par cette relation. On en déduit la fréquence adimensionnelle :
fA/ey = 1. Par exemple, la vitesse de phase de 'onde transversale peut étre exprimée en

fonction des constantes du matériau, en prenant en compte ’hypothése de déformations

G L E
e = \/; - \/2p(1 + v*) - \/Qp(l +v) (42)

En pratique, la longueur d’onde A pour adimensionner peut étre choisie arbitraitrement,

planes :

mais dans le cas de matériaux périodiques, la fréquence de référence est généralement la
fréquence de Bragg, dont la longueur d’onde est égale au double de la taille de la cellule.
Soit, dans la direction de compression A = 2L,. La fréquence adimensionnelle s’exprime alors
fo =ci4/(2Ly). La figure 4.5 synthétise les résultats pour chaque propriété du matériau.

Bl

e (%) e (%)

FIGURE 4.5 — Effet de F, p, et v sur les propriétés statiques et dynamiques de structures a carrés rotatifs. a)

)
Contrainte nominale adimensionnée o/oo et b-d) bandgaps en fonction de la déformation. =-Q = /&' Cas de
référence SO (E = Esilicone: P = Psilicone, V = Vsilicone)y _e_/. E = IOEsiliconey _E_/. p = 2psilicon67
—<— /M v = 0.3, et =—>—/** v = 0.4. Les propriétés non spécifiées sont égales a celles du cas de référence,

et les fréquences sont adimensionnées par fo.

Les figures 4.5a-c montrent que les valeurs adimensionnées permettent effectivement de s’af-
franchir de Deffet de E et p. En statique comme en dynamique, les courbes de E (en bleu)
et de p (en rouge) sont bien superposées au cas Sy. La figure 4.5a montre en revanche une
légere différence lorsque v varie, différence mise en évidence sur la figure 4.5d. Les fréquences
du premier bandgap diminuent en effet lorsque v décroit. Comme estimé précédemment, ce
décalage est 1ié a la définition des différents coefficients de la matrice de raideur C, dont on

ne peut complétement extraire v.

En résumé, bien que la géomeétrie étudiée soit complexe, des régles de conception peuvent étre
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déduites des analyses paramétriques réalisées ici. En particulier, un facteur judicieusement
choisi peut permettre d’adimensionner les grandeurs tracées et ainsi s’affranchir de F, p,
ainsi que le facteur de forme L/e. Néanmoins, dans I'optique d’applications industrielles et
pour une meilleure visualisation des performances des métamatériaux étudiés ici, les résultats

suivants ne sont pas adimensionnés.

4.2 Optimisation géométrique

Le principe des carrés rotatifs, rappelé sur la figure 4.6a, montre que les vides entre polygones
se réduisent uniformément lors de la compression de la structure, jusqu’a leur fermeture com-

FIGURE 4.6 — Comportement mécanique en compression a) du mécanisme théorique et b) d’un motif unitaire
So.

En revanche, la géométrie approchée Sy présente une déformée trés différente. Pour des taux
de compression importants, les ligaments entrent en contact en premier et des espaces vides
demeurent. Ces contacts créent des voies de passage supplémentaires pour les vibrations,
ce qui est néfaste pour la performance d’isolation recherchée. La déformation aprés contact
n’est donc pas étudiée ici. Par conséquent, les vides résiduels constatés sur la figure 4.6b n’ont
aucune utilité pour le comportement du métamatériau. A partir de ce constat simple, ’analyse
de l'effet du remplissage de ces vides peut permettre d’améliorer les performances du systéme
sans modification notable de sa compacité ni de sa raideur statique. Une premiére réponse
est apportée dans cette partie par I’étude d’'une géométrie simple, inspirée et comparée a Sy,
mais ’application de méthodes d’optimisation topologique plus avancées pourrait affiner les
résultats obtenus.

4.2.1 Géométrie

De nombreuses modifications géométriques peuvent conduire au remplissage des espaces vides
mentionnés. Toutefois, conserver des propriétés statiques similaires & celles de Sy implique
de limiter la modification de la géométrie des ligaments et de privilégier celle de la partie

"carré". Comme ces deux parties ne sont pas délimitées précisément, une partie du travail
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consiste a déterminer quel niveau de modification est considéré acceptable pour conserver la

raideur statique sous un seuil donné.

La modification choisie ici consiste & ajouter un disque de matiére, centré sur la cellule ini-
tiale Sy (figure 4.1). La nouvelle cellule obtenue est décrite sur la figure 4.7. La déformée en

compression (figure 4.7¢) illustre la réduction des espaces vides, par comparaison au cas Sy.

F1aURE 4.7 — Exemple de géométrie modifiée avec ses dimensions caractéristiques : a. cellule unitaire, b. motif
périodique, et c. motif & =~ 30% de déformation.

Pour toutes les géométries présentées dans cette section, les parameétres initiaux suivants sont
imposés : L = L, g = Lyo = 10mm, e = lmm, et h, = 40mm. Les dimensions de la cellule
L, et L, varient en fonction de la déformation ¢ = (L, — Ly 0)/Ly0, €t ne sont a priori pas
égaux - bien que proches - dés que € > 0. La structure compléte est considérée infinie dans
les direction X et Y, et une condition de déformations planes est imposée en Z.

Le méme silicone que précédemment est choisi comme matériau constitutif (table 4.1).

Le parameétre déterminant permettant de controler la géométrie est ici le rayon R du disque
central. Cependant, on peut remarquer que ce paramétre n’a pas une influence linéaire car
toute valeur de R inférieure & la dimension minimale du carré central n’entraine pas de
modification géométrique. Avec les paramétres imposés ici, ces valeurs correspondent & R <
L(v/2—1)+e ~ 2.57mm. De plus, la quantité de matiére ajoutée n’est pas proportionnelle i la
variation de rayon. A cet égard, le rapport de masse ajoutée m, = (m—msg,)/ms, parait plus
pertinent. D’une part, deux géométries de rayons R différents ont nécessairement des valeurs
différentes de my et d’autre part, I’analyse paramétrique 3.1.1 a démontré 'importance de
la masse sur les résultats. Si R reste le parameétre imposé en entrée, la plupart des résultats
sont donc présentés en fonction de m., dont les correspondances sont indiquées sur la table
4.2.

4.2.2 Comparaison statique

L’étude permet ici d’observer si la raideur statique reste relativement proche de la valeur de
référence, choisie pour Sy. Les conditions aux limites sont identiques a celles de la section 4.1.1.

La figure 4.8a montre les résultats statiques pour quelques configurations géométriques. Dans

la mesure ou les déformations les plus importantes sont situées au niveau des ligaments,
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R(mm) | m(g) | m4(%)
0 6.7 0
275 | 68 | 2.04
2.875 | T | 457

3 72 | 773
3125 | 75 | 1146
325 | 7.7 | 157
3375 | 8.1 | 204
35 | 84 | 2555
3.625 | 88 | 3112
375 | 92 | 37.10
3.875 | 9.6 | 43.46
4 10.1 | 50.19
4125 | 105 | 57.28
425 | 11 | 6471
4375 | 115 | 72.48
45 | 121 | 80.58

TABLE 4.2 — Correspondances entre le rayon R, la masse m de la cellule, et m4 le rapport de masse ajoutée

par rapport & Sp. La premiére ligne correspond & Sp.

I’ajout de matiére a ici peu d’influence sur les courbes de compression. Cependant, augmen-
ter R au-dela d’une certaine valeur tend a réduire la longueur de la partie fine, et augmente

sensiblement la raideur.

Pour observer comment la raideur évolue par rapport au cas de référence, le taux de variation

o — U’SO

Te = de la contrainte nominale est tracé sur la figure 4.8b. Pour la plupart des

cas, on rﬂfﬁirque que ce taux présente deux valeurs stables : avant et aprés flambement, la
premiére étant supérieure a la seconde. Pour les cas R € {3, 3.5, 4} mm, ces deux valeurs
évoluent de maniére proportionnelle quand R croit : la différence entre elles croit donc éga-
lement de maniére proportionnelle. Cependant, cette relation ne s’applique pas pour le cas
extréeme R = 4.5mm : la différence entre les deux valeurs stable de 7, est alors plus faible
que pour le cas R = 4mm. Ce changement montre que dans cette configuration, la modifica-
tion géométrique est telle qu’elle affecte I’allure du comportement statique. Dans une optique
d’amélioration des propriétés dynamiques sans changement des propriétés statiques, cette

derniére géométrie est clairement & exclure.

Les deux premiers graphes montrent bien que la raideur augmente avec m,. La figure 4.8c
permet de mettre en évidence cette tendance. Le graphe présente la valeur maximale 7, 4z
du taux de variation de contrainte en fonction de la masse ajoutée. La pente observée n’est
pas linéaire mais augmente également avec la masse. Une limite de 7, mq. peut alors étre
choisie pour déterminer le rayon R maximal sous lequel les niveaux de contrainte sont consi-

dérées similaires. Cette limite est ici arbitrairement fixée a 10% (pointillés noirs). Les masses
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FIGURE 4.8 — Effet du rayon R sur le comportement statique : (a) contrainte nominale o et (b) contrainte
nominale 7, normalisée par rapport a Sy. =—6=— Cas Sp, —B— R = 3mm, —— R = 3.5mm, =—>— R = 4mm,
R = 4.5mm. (¢) — Valeur maximale de la contrainte nominale normalisée en fonction de la masse

ajoutée m4. - - - Seuil arbitraire de 10%.

ajoutées satisfaisant ce critére sont inférieures a 40%, ce qui correspond aux cas tels que
R < 3.75mm. Les autres configurations sont malgré tout conservées pour comparaison dans

I’étude dynamique.

4.2.3 Dynamique

La suite de 1’étude compare les bandgaps omnidirectionnels obtenus pour chaque configu-
ration et démontre 'influence de R sur les propriétés dynamiques du métamatériau. Une
optimisation géométrique est ainsi effectuée, pour trois critéres choisis : la largeur wpg, du
premier bandgap, la limite inférieure fi, g, de celui-ci, et la largeur totale wgg ¢ des bandgaps

obtenus sous 3kH z.
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FI1GURE 4.9 — Evolution des bandgaps omnidirectionnels en fonction de la précompression pour trois géométries

choisies : So, R = 3.25mm, et R = 4.25mm. B Bandgaps et — largeur wpg, du premier bandgap

Les premiers résultats, présentés sur la figure 4.9, montrent I’évolution des bandgaps omnidi-
rectionnels inférieurs a 3kH z en fonction de la déformation nominale. L’effet de celle-ci sur le
premier bandgap de Sy est bien visible, en particulier pour € < 5%, mais il s’estompe pour les
valeurs importantes de R. Les courbes de wpg, (en rouge) soulignent clairement ce constat,

puisqu’elles s’aplanissent quand R augmente.

Pour de faibles déformations (¢ < 2%), les deux premiéres configurations montrent un ré-

trécissement du bandgap ainsi qu’une légére baisse en fréquences quand e augmente. Ce
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comportement semble proche d’'une augmentation du contraste de raideur dans une chaine
masse-et-masse (voir les résultats analytiques section 3.1.1). Or, pour ces valeurs de déforma-
tion, la structure n’est pas flambée et peut étre assimilée & une chaine diatomique de masses-
ressorts fonctionnant principalement en traction-compression. La compression entraine une
répartition inhomogéne des déformations dans la direction longitudinale, celles-ci étant plus
importantes dans les ligaments. Le contraste de raideur entre les ligaments et les polygones
augmente alors. On peut donc supposer que la modification du bandgap est liée a cette varia-
tion de contraste. On notera toutefois que ce phénomeéne n’est pas observé pour R = 4.25mm.
L’augmentation de R semble donc modifier sensiblement le comportement dynamique pour
des ¢ faibles, avec notamment une variation monotone de la largeur wpg, sur l'intervalle

considéré.

Un autre point remarquable de la figure 4.9 est la taille du bandgap primaire pour la deuxiéme
géométrie, nettement supérieure & Sy. La différence est particuliérement évidente pour des
valeurs de déformation faibles, et est également valable pour le second bandgap, situé au-
tour de 2.1kHz. L’augmentation de R améliore donc sensiblement la largeur des bandgaps.
L’analyse pour R = 4.25mm révéle toutefois une réduction de cette largeur, confirmée par les
courbes de wpg,. Une valeur optimale de R semble donc exister. Pour le prouver, une analyse
des bandgaps en fonction de m, est effectuée. Les résultats de cette analyse pour quelques
valeurs de déformation statique sont présentés sur la figure 4.10.

Cette figure montre bien une variation non monotone des bandgaps, aussi bien & 1’égard de
leur limite inférieure, leur limite supérieure, ou de leur largeur. Le cas optimal varie selon
lequel de ces critéres est privilégié, mais la masse associée a ce cas optimal semble peu affectée
par la déformation. Les courbes de wpg, présentent en effet une zone optimale relativement
plate. De petites variations de masse auront donc peu d’influence, ce qui montre la robustesse
des résultats. La figure 4.11 et la table 4.3 synthétisent les résultats d’optimisation pour toutes
les configurations testées et pour les trois critéres suivants :

e la largeur wpg, du bandgap primaire
e la largeur totale wpa des bandgaps obtenus sous 3kH z

e la limite inférieure fi, gg, du bandgap primaire

L’analyse du premier critére (figure 4.11 - haut) montre que le rayon optimal varie entre
3.375mm et 3.5mm selon les états de déformation étudiés. La largeur maximale wpg, =
908.5H z est obtenue pour une déformation initiale de 7%. € a cependant peu d’influence
sur la valeur optimale, ce qui montre encore une fois la robustesse des résultats vis-a-vis de
ce parameétre. Par comparaison avec Sy, ’amélioration est trés importante, notamment pour
les faibles valeurs de déformation. En particulier, la largeur optimale obtenue pour ¢ = 1%
correspond a un élargissement de 103% par rapport au cas de référence.

Dans la plupart des cas, plusieurs bandgaps sont observés simultanément. Il peut parfois étre
intéressant d’avoir le plus grand nombre de fréquences incluses dans un bandgap quelconque,
plutdt que d’avoir un seul bandgap large. La figure 4.11 (centre) montre donc les résultats de
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FIGURE 4.10 — Evolution des bandgaps omnidirectionnels en fonction de la masse ajoutée pour trois états de

précompression : € = 0%, € = 2%, et ¢ = 10%. M Bandgaps et — largeur wpg, du premier bandgap.

I'optimisation de wgq,, soit la somme des largeurs de bandgaps inférieurs a 3kH z. Le rayon
optimal pour chaque cas de déformation est différent du premier critére : pour ¢ < 6%, le
R optimal est de 4mm tandis que pour € > 7%, Rop = 3.875mm. En outre, 'évolution du
maximum de wpg est quasi monotone en fonction de la déformation : méme quand wgg,
diminue, la somme de tous les bandgaps augmente, excepté avant flambage. Une valeur opti-
male existe peut-étre pour des valeurs de déformation supérieures, mais le domaine d’étude ne
permet pas de le vérifier. On notera également la différence de wgg ¢ optimal entre les cas non
flambés (¢ < 2%) et flambeés. Il semble donc qu’augmenter la déformation favorise le déve-

loppement de bandgaps secondaires, parfois au détriment du premier bandgap. Globalement,
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I’optimisation géométrique est trés intéressante pour wpg ¢, avec une augmentation de celui-ci
comprise entre 80% (pour ¢ = 6%) et 132% (pour € = 2%), selon I'état de déformation. Et
contrairement aux autres critéres, la déformation augmente sensiblement la valeur optimale
de wpgy @ un élargissement de 40% est ainsi observé pour € = 10%, par comparaison au cas

non précontraint.

Le troisiéme critére (Figure 4.11 - bas) donne des rayons optimaux assez proches de ceux du
deuxiéme critere. R,y reste en effet proche de 4mm, et la valeur optimale de fr, pq, est tres
peu affectée par I’état de déformation. La fréquence la plus basse est fi, g, = 926H z, obtenue
pour Ropy = 3.87bmm et € = 6%, soit seulement 55H z de moins que pour le cas optimal sans
compression initiale. La modification géométrique est toutefois bénéfique, avec une chute de
15% de fi,Bg, par rapport au cas de référence pour les deux valeurs de précompression les
plus faibles. Méme en se restreignant aux cas satisfaisant le critére de contrainte choisi lors
de l'analyse statique (paragraphe 4.2.2), cette valeur reste supérieure & 13% pour Ropy =
3.75mm, ce qui est appréciable au vu des fréquences considérées.

Wpay
(kHz) 0

wpey | W |*
I
(kHz)
06+

0.2

| S—

o
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fr.Ba,
(kH=z)

Ry (mm) I s s |
3.375 3.5 3.875 4 4.125

FIGURE 4.11 — Résultats d’optimisation pour trois critéres : wpa, (haut), wpa,: (centre), and fr pa, (bas).

Optimum pour chaque état de déformation, comparé au O cas de référence Sp.
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BGj le plus large Etendue maximale des BGs | Fréquence minimale de BG;
e (%) || R (mm) | wpg, (Hz) | R (mm) wpe, (Hz) R (mm) fuBa, (Hz)

Opt Opt | S Opt Opt So Opt Opt So
0 3.975 829 | 454 905 454 981 1156
I 836 | 411 896 411 4195 966 1143
2 35 846 | 434 1007 434 953 1114
3 871 | 539 4 1050 539 941 1063
4 ] 898 | 569 1069 | 569 | 4 | 930 | 1049
5 3.375 907 | 587 1076 87 || 927 1047
6 907 | 600 1079 600 926 1048
70 008 | 611 | | 1136 | 611 927 | 1050
8 907 | 619 1188 619 3875 929 1054

3.5 3.875
9 906 | 626 1234 626 932 1058
10 903 | 631 1275 676 935 1064

TABLE 4.3 — Valeurs optimales en fonction des critéres.

4.3 Géométrie a inclusions

4.3.1 Géométrie

Comme évoqué dans le premier chapitre (section 1.5.5), de nombreux exemples de la litté-
rature montrent qu’inclure des masses résonantes permet d’obtenir des propriétés améliorées
des métamatériaux, notamment en basses fréquences. Méme si 'augmentation de la masse
peut poser probléme, en particulier dans un contexte industriel, ces inclusions peuvent ap-
porter des propriétés trés intéressantes. Toutefois, peu de travaux traitent de telles inclusions
dans des géométries a carrés rotatifs. A la connaissance de ’auteur, les seuls articles abordant
le sujet sont ceux de Wang et al. [120] et de Cui et Harne [27]. Le premier montre l'intérét
d’inclusions dans les espaces vides du métamatériau, mais le comportement auxétique n’est
pas intégré a ’étude. Dans le second, les masses sont incluses dans les polygones de la struc-
ture, mais celle-ci est en mousse. Si cette double porosité permet de bonnes performances
acoustiques, la tenue mécanique du matériau est sensiblement différente. Le métamatériau
conserve son caractére auxétique en compression, mais le matériau constitutif étant lui-méme
poreux, le mécanisme de déformation est & différencier d’un flambage au sens strict. Cela en-
traine la disparition de toutes les propriétés qui caractérisent le phénoméne de flambage. A la
connaissance de l'auteur, le métamatériau présenté ici est donc la premiére étude exploitant
simultanément le flambage caractéristique des géométries & polygones rotatifs, et le concept
d’inclusions dans ces polygones.

La figure 4.12 décrit les paramétres de la géométrie proposée. On note que 'amélioration géo-
métrique étudiée dans la section précédente est également intégrée au design, ce qui permet
d’élargir la plage de diamétres d’inclusions possible. Afin de faciliter la réalisation expérimen-
tale d’un prototype, 'inclusion est de forme circulaire, concentrique au cercle exterieur de

rayon R,.
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I‘Px

FIGURE 4.12 — Géomeétrie avec inclusions Sgr et ses dimensions caractéristiques : a. cellule unitaire, b. motif

périodique, et c. motif & =~ 30% de déformation.

Les parametres de I’étude d’optimisation sont reprises ici : L = L, = L, = 10mm, e = Imm,
et h, = 40mm. Pour élargir la plage de diamétres, le rayon extérieur R, n’est pas fixé a l'une
des valeurs optimales obtenues précédemment, mais & une valeur supérieure (R, = 4.2mm).
La structure compléte est considérée infinie dans les direction X et Y, et une condition de

déformations planes est imposée en Z.

Le silicone est conservé comme matériau constitutif, tandis que 1’acier est choisi pour son
contraste important avec les propriétés du silicone. De plus c’est un matériau peu cher et
simple & usiner, ce qui en fait un excellent candidat pour une mise en ceuvre expérimentale.

Les propriétés d’intérét des matériaux sont rappelées sur la table 4.1.

L’objectif est ici de vérifier ’effet de I'inclusion, en fonction de sa masse. De maniére similaire
a ’étude précédente, le parameétre controlé est le rayon R; de l'inclusion mais les résultats
sont principalement présentés en fonction de la masse mp de l'inclusion (voir la table 4.4

pour les correspondances).

4.3.2 Comparaison statique

NS

La premiére étape consiste a étudier les courbes de contrainte-déformation, en fonction de
la masse ajoutée. Bien que Sy soit conservé comme cas de référence, les résultats avec inclu-
sions sont souvent comparés au cas R, = 4.2mm ; R; = Omm dénommé par la suite Sg. Les
résultats de compression sont synthétisés sur la figure 4.13.

L’étude précédente (section 4.2.2) a montré que la raideur statique augmente de maniére non
négligeable lorsque R, dépasse un certain seuil. La différence entre les cas Sy et Sg sur la figure
4.13a illustre aussi cette augmentation. En revanche, les courbes de contrainte semblent peu
affectées par la taille de I'inclusion, notamment au niveau du plateau de raideur. Mis a part
le cas extréme R; = 3mm, les plateaux des géométries & inclusions sont presque confondus
avec celui de Sg. Des variations plus importantes sont cependant notées entre les raideurs
pré-flambement. La raideur importante de ’acier rend l'inclusion trés peu déformable par
rapport au reste de la cellule. De maniére logique, plus la proportion d’acier est importante,
plus la raideur de compression pré-flambement est grande. En revanche, aprés bifurcation la

déformation est principalement liée aux ligaments, d’ou ’effet moindre de la composition des
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Ri(mm) | mg(g) | m(g) | m+(%)

(S0) 0 1.67 0
0 (Sg) 0 271 | 62
0.25 0.06 | 2.76 | 65
0.5 025 | 292 | 74
0.75 0.55 | 3.18 | 90
1 0.98 | 3.54 | 112
1.25 153 | 4.01 | 140
1.5 221 | 459 | 174
1.75 3.00 | 527 | 215
2 3.92 | 6.05 | 261
2.25 496 | 6.94 | 314
2.5 6.13 | 7.93 | 374
2.75 741 | 9.03 | 439
3 8.82 | 1023 | 511

TABLE 4.4 — Correspondances entre le rayon R;, la masse mpr de 'inclusion, m la masse totale d'une cellule,

et my = (m — mg,)/ms, le rapport de masse ajoutée par rapport a So.

polygones. La figure 4.13b met ce phénomeéne en évidence. On notera également le déclen-
chement avancé de la bifurcation associée au flambement, lorsque R; augmente, alors que la
valeur de ¢ marquant le début du plateau reste constante. Cette spécificité pourrait conférer
une meilleure robustesse a des systémes réels avec un rayon R; grand, par exemple si le point

de fonctionnement souhaité se situe prés de la bifurcation.

4.3.3 Dynamique

Les bandgaps omnidirectionnels sont ensuite comparés pour chaque configuration. En particu-
lier, 'influence de R; et de la précompression sur les propriétés dynamiques du métamatériau
est étudiée. La plage de fréquence est ici étendue a [0, 4]kHz afin que le premier bandgap
soit entiérement inclus dans cette plage, quelle que soit la configuration considérée.

La figure 4.14 présente ’évolution des bandgaps en fonction de I’état de compression initiale €
pour trois géomeétries : R; = 0Omm, R; = 1.bmm, et R; = 3mm (avec R, = 4.2mm constant).
On remarque immédiatement que les diagrammes de dispersion sont bien plus riches, notam-
ment pour les déformations les plus élevées. Concernant le bandgap primaire, 'augmentation
de R; entraine clairement un élargissement de la bande interdite, confirmé par les courbes de
wpg, tracées en rouge. Celle du troisiéme cas (R; = 3mm) montre un changement brusque
de comportement autour de la bifurcation, alors que pour les deux premiers cas, wpg, aug-
mente de maniére monotone avec la déformation, et 'effet du flambement est moins évident.
La cause de ce phénoméne est vraisemblablement la rigidité des polygones par rapport aux
ligaments. De nombreux bandgaps secondaires sont également visibles, mais il est difficile de
déduire une évolution avec seulement trois cas. Avec une telle quantité de bandes interdites,
I’évolution des bandgaps en fonction de R; est particuliérement intéressante. La figure 4.15
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FIGURE 4.13 — Effet du rayon R; de 'inclusion sur le comportement statique :
(a) contrainte nominale o et (b) taux de variation 7, de la contrainte nominale par rapport a So.
—6— Sy, —B— R, = 0mm (Sg), —S— R; = lmm, == R; = 2mm, R; = 3mm.

en montre les résultats pour trois états de déformation : € = 0%, € = 2%, et ¢ = 10%.

Le constat le plus évident est probablement D'effet de la masse ajoutée sur la largeur du
bandgap primaire. Quel que soit ’état de compression, ce dernier observe une augmentation
quasi monotone sur toute la plage de masses étudiées. Seuls quelques points entre 20% et
50% de masse ajoutée (visible sur les deux premiers graphes) présentent une décroissance.
Ces décroissances semblent liées & une valeur particuliére de m, présente pour les trois cas de
précompression, ot la limite supérieur du premier bandgap change brusquement de pente. Il
semble donc exister un rayon d’inclusion R; critique, au dela duquel I’évolution des propriétés
dynamiques change. La raison précise de ce changement n’a cependant pas été déterminée.
La valeur critique se situe & R; = 0.5mm. Au vu de Ueffet d’échelle observé en section
4.1.4, cette valeur peut étre généralisée a un ratio critique de rayon, soit R;/Ro ~ 12%.

Un autre aspect important de la figure 4.15 est ’évolution du nombre de bandgaps secondaires.
L’influence de la précompression était déja pressentie avec les courbes de la section 4.2.3, mais
apparait bien plus clairement ici, en particulier pour € = 10%. On notera ’apparition d’un
bandgap a des fréquences inférieures & celles du bandgap primaire. Le développement des
bandes secondaires est complexe : nombre d’entre elles ne sont observées que pour quelques
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FI1GURE 4.14 — Evolution des bandgaps omnidirectionnels en fonction de la précompression pour trois géomé-
tries & inclusions choisies : R; = O0mm (Sg), R; = 1.bmm, et R; = 3mm. M Bandgaps et — largeur wga, du
premier bandgap

géométries avant de se refermer. Une résolution plus précise pourrait affiner les résultats et
faciliter le suivi des bandgaps.

Une étude d’optimisation a été réalisée sur les géométries & inclusions. Dans le domaine
d’étude considéré, tous les critéres choisis précédemment, a savoir wpag,, WBG,t, et fr.BG:,
donnent la valeur maximale R; = 3mm comme optimum, quel que soit I’état de déformation
initial. Cependant, I’allure des courbes précédentes (notamment sur la figure 4.15) semble

indiquer que ce n’est pas un maximum local et que les critéres croitraient encore pour des
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FIGURE 4.15 — Evolution des bandgaps omnidirectionnels en fonction de la masse ajoutée pour trois états de

précompression. M Bandgaps et — largeur wpg, du bandgap primaire.

valeurs de R; supérieures. La figure 4.16 résume finalement les résultats obtenus pour les cas
S(), SE, et Rl = 3mm.

Comme attendu, les performances du métamatériau & inclusions sont largement supérieures
aux autres cas tracés. En particulier, le bandgap primaire est trés affecté, avec un gain de
largeur de plus de 2kH z, dont plus de 560H z vers les basses fréquences et ce, quel que soit
I’état de déformation initiale. En outre, I'influence du flambement est toujours perceptible
pour la géomeétrie & inclusions, notamment sur la courbes de wpg, , qui augmente sensiblement

aprés flambement.
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FIGURE 4.16 — Comparaison pour trois géomeétries différentes de trois critéres : wpe, (en haut), wpa: (au
centre), et fr Ba, (en bas). =-O = Géométrie de référence Sp, —B— géomeétrie améliorée Sg (R, = 4.2mm),

et == géométrie a inclusions (R, = 4.2mm, R; = 3mm).

4.4 Validation sur structure finie

Cette section aborde les calculs de structures finies. Dans la partie expérimentale menée au
chapitre 5, des structures de dimensions finies seront étudiées. Il est donc important de valider
les résultats numériques obtenus ici sur des modéles comportant un nombre fini de cellules.
La géométrie choisie pour réaliser cette vérification est la géométrie Sy. Deux modéles finis
sont ainsi compareés : un bidimensionnel (avec déformations planes imposées dans la troisiéme
direction) et un modéle tridimensionnel, de maniére a vérifier si I'hypothése bidimensionnelle

adoptée pour les calculs de dispersion de ce chapitre est satisfaisante.

4.4.1 Géométrie

Plus le nombre de cellules est grand, plus la structure est proche du cas infini étudié pré-
cédemment, et donc plus les diagrammes de dispersion obtenus sont prédictifs. 11 est donc
préférable d’avoir le plus grand nombre de cellules possible. En pratique, les dimensions sont
nécessairement limitées par des contraintes d’encombrement, de fabrication, ou de masse. Il
faut donc trouver un compromis entre ces aspects. Pour faciliter la fabrication et la caracté-
risation, on souhaite que la surface totale occupée dans le plan XY par la structure soit de
Pordre de 100 x 100mm?. En conservant les dimensions caractéristiques des cellules étudiées
jusqu’ici, les structures finies sont finalement réduites & 8 x 7 cellules, comme illustré par la
figure 4.17a pour le cas Sp.
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FIGURE 4.17 — Structures finies composées de 8x7 cellules Sy avec des conditions a) libres (S§') ou b) encastrées

(S) en X sur les frontiéres supérieure et inférieure.

Cette premiére géométrie peut cependant poser probléme lors de la réalisation expérimentale.
Des conditions de déplacements libres en X sur les frontiéres supérieure (T) et inférieure (B)
sont en effet complexes a reproduire en pratique, car un frottement existe nécessairement
entre les surfaces contraintes et le banc d’essais sur lequel elles sont fixées. D’autre part, si
les frontiéres supérieure et inférieure sont supposées encastrées, les ligaments appartenant &
ces frontiéres présenteront des concentrations de contraintes trés importantes. Pour éviter ces
problémes, une deuxiéme géomeétrie est créée en prévision de la mise en ceuvre expérimentale
détaillée au chapitre 5. Cette géométrie, présentée sur la figure 4.17b, est de mémes dimen-
sions que la premiére, mais ses frontiéres supérieure et inférieure sont décalées d’'une demie
cellule (L,/2) en Y. Ces frontiéres ne coupent plus les ligaments comme précédemment, mais
passent cette fois par les centres des cellules unitaires. Cette modification géométrique permet
de simplifier la réalisation expérimentale de conditions encastrées, et limite les concentrations
de contraintes aux frontiéres. En paralléle, la premiére géométrie (figure 4.17a) est conservée
avec des conditions libres en X, plus proches du cas périodique infini supposé lors des calculs
de dispersion. Ce type de conditions aux limites sera repéré par la suite par un exposant =,

tandis que des conditions d’encastrement en X seront symbolisées par ©.

A partir de ces géométries, deux structures tridimensionnelles sont déduites par extrusion,
telles qu’indiquées sur la figure 4.18. Les frontiéres de toutes les structures simulées sont

repérées par les indices répertoriés par la figure 4.19.

———
="

FIGURE 4.18 — Structures finies tridimensionnelles extrudées a partir des géométries a) S§' et b) S&°.
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Pour un déplacement imposé ug, les conditions aux

limites des modéles bidimensionnels s’expriment fi- T T
nalement :
B ury = —Ug L Z,
B> upy = 0

Y
il S
X

Fi1GURE 4.19 — Dénomination des frontiéres des

> Fr=FL=0
auxquelles s’ajoutent, pour le cas tridimensionnel :
échantillons tridimensionnels.
> Fz, =Fz,=0

Pour S¥, la condition upz = urz, = 0 est rajoutée, tandis que pour S§, cette condition de-
vient Fp, = Fr, = 0. Dans la troisieme direction, un état plan de déformation est considéré.
Enfin, des conditions ponctuelles adaptées sont rajoutées pour exclure les modes de corps
rigides.

Une étude en domaine fréquentiel est ensuite effectuée pour obtenir les fonctions de transfert

entre les surfaces supérieure et inférieure.

4.4.2 Comparaison statique

8
a = = £]
6 [ &-o--0-0-0-0--0-0-0
& —8—85—8—8
-
:Pa) 4|
(kPa) o
2l ¢
0
0 1 2 3 4 5 6
e (%)
FicurE 4.20 — Résultats numériques de compression statique. =@ = Plaque infinie 2D, S& 2D, et

SE 2D, =B— SE& 3D, et =8~ SZ 3D.

La figure 4.20 montre que la raideur initiale reste sensiblement la méme pour toutes les
géométries bidimensionnelles. Il en va de méme pour les géométries tridimensionnelles. En
revanche, une différence nette existe entre les cas 2D et les cas 3D. En effet, les déformations
planes imposées aux premiers les raidissent par rapport aux derniers, qui peuvent se déformer

dans la troisiéme direction. Cependant, la hauteur du plateau semble peu affectée.

Parmi les trois configurations bidimensionnelles, la hauteur du plateau est trés différente sui-
vant les cas. La plaque infinie et S ont théoriquement la méme déformée, excepté au niveau
des frontiéres latérales. S§ étant moins contrainte, elle flambe pour des déformations plus
faibles, mais les deux courbes restent relativement proches. Quant a S¥, ses contraintes sup-

plémentaires sur les frontiéres supérieure et inférieure entrainent un flammbement plus tardif.
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En résumé, les conditions aux frontiéres latérales n’affectent pas le comportement initial
des structures, mais font sensiblement varier la valeur de contrainte critique de flambage.
A Dinverse, passer de deux a trois dimensions abaisse la raideur initiale mais affecte peu
le plateau post-flambement. Bien que les courbes statiques soient relativement proches, les
conditions aux limites influent de maniére non négligeable sur les résultats, et des calculs

tridimensionnels semblent nécessaires pour une comparaison cohérente avec les essais.

4.4.3 Dynamique

1.16 1.61 1.05 1.65

40 T i i " — ; — 40

E/F ol Fy/F;
a. (dB) - b (dB)
120 : : 120 : ‘
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 0 0.4 0.8 1.2 1.6
FIGURE 4.21 — Résultats numériques dynamiques pour a) € = 0 et b) ¢ = 6%. S§ 2D, et SE 2D,

—B— S¢ 3D, et =H— S¥ 3D et i1 bandgap théorique.

Les courbes dynamiques sont présentées pour les deux cas extrémes de la compression statique
décrite précédemment : ¢ = 0 (figure 4.21a) et € = 6% (figure 4.21b). Dans le premier cas, les
courbes de S et SE sont presque confondues, que ce soit en 2D ou en 3D. Le passage en 3D
implique cependant plusieurs différences. En particulier les quatriéme (510H z) et cinquiéme
(7T00H z) modes sont remplacés par des antirésonances. Le comportement a ces fréquences
est donc trés mal prédit par le calcul bidimensionnel. Par ailleurs, 1’assouplissement noté sur
les courbes statiques (figure 4.20) se manifeste ici par un décalage des modes vers les basses
fréquences. Ce décalage est aussi observé sur la chute de transmission dont I'extremum passe
de 1450H z 2 1140H 2. Le bandgap théorique (en gris) est relativement bien corrélé aux plages
de faibles transmission.

Pour € = 6%, les niveaux de toutes les courbes sont relativement proches, notamment sous
1.2k H z (figure 4.21b). Le bandgap théorique (en gris) prédit remarquablement bien les plages
de faibles transmission, quel que soit le cas considéré. Apres cette plage (i.e. pour f > 1.65Hz2),
une différence de niveau est observée entre les cas S§ et S§ : ces derniers semblent en effet

offrir une meilleure isolation a hautes fréquences.

Au final, les résultats des géométries des cas 2D et 3D semblent bien corrélés, mais des
différences subsistent. Par exemple, la figure 4.21a montre la présence d’un pic de transmission
a 1310H z prédit par les calculs 3D, mais pas par les calculs 2D. Par conséquent, ’ensemble

des calculs numeériques destinés a la corrélation essais-calculs (chapitre 5) sera réalisé avec
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des modéles tridimensionnels.
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Chapitre 5
Validation expérimentale

Afin d’éprouver les résultats numériques présentés au chapitre 4, une partie importante de
ce travail a été dédiée a la mise en ceuvre expérimentale des métamatériaux choisis. Les
différentes étapes de cette mise en ceuvre sont détaillées dans ce chapitre. Dans un premier
temps, les procédés de fabrication utilisés sont décrits. De méme, le matériel d’essais est
détaillé dans la deuxiéme partie, notamment le banc d’essais dynamiques congu spécialement
pour tester la performance isolatoire de systémes mécaniques précontraints. Les résultats
d’isolation vibratoire obtenus pour les échantillons fabriqués sont finalement présentés, puis

comparés aux simulations numériques.

5.1 Eprouvettes

5.1.1 Géomeétries

Le chapitre précédent a montré l'intérét des architectures auxétiques a carrés rotatifs pour
Iisolation vibratoire, notamment en présence d’inclusions. A partir des cellules identifiées sur
la figure 5.1, huit éprouvettes de métamatériaux auxétiques ont donc été réalisées par moulage
ou fabrication additive, puis testées en compression. Leurs parameétres de fabrication respectifs
sont répertoriés dans la table 5.1, et leurs dimensions générales mesurées dans la table 5.2.
Une photographie de chaque type d’éprouvette est visible sur la figure 5.2. Les éprouvettes
So1, Soz, et Spz sont toutes issues du méme moule, une seule photographie (figure 5.2¢e) est
donc affichée. Les trois éprouvettes permettent de vérifier si les résultats varient de 'une a

Pautre.

5.1.2 Fabrication d’éprouvettes en TPU

Fabrication additive

Initiée dans les années 80, la fabrication additive (ou impression 3D) est en pleine expan-
sion depuis une dizaine d’années. Des technologies différentes ont vu le jour depuis, avec des
performances sans cesse meilleures, que ce soit au niveau de la précision, de la vitesse, de la
qualité, ou encore de la diversité des matériaux utilisés. Si nombre de ces techniques restent
aujourd’hui encore peu utilisées du fait de leur coiit élevé, certaines d’entre elles comme le

dépot de fil en fusion (ou FDM pour Fused Deposition Modeling) ou la stéréolithographie (ou

145



FIGURE 5.1 — Dimensions caractéristiques des géométries étudiées. Cellules unitaires a vides a) circulaires
ou b) ovalisés, et c) & inclusions. D) Structure multicellulaire (ici N = 8 et N, = 7). Pour 'ensemble des

géomeétries, I'épaisseur e, vaut S5mm.

Eprouvette | Matériau | N, x Ny | Ly,=L, | e r h, | R, | R;
Ty TPU 8x 8 15 1.2 6.9 50 |/ /
T TPU 8 x 7 10 1.2 4.4 40 | / /
Ty TPU 8 x 7 10 1.2 | {4.18, 4.62}" | 40 | / /
T3 TPU 8x 7 10 0.4 4.8 40 | / /
So1 Silicone 8 x 7 11.2 1.2 5 40 | / /
So2 Silicone 8 x 7 11.2 1.2 5 40 /| /
So3 Silicone 8 x 7 11.2 1.2 5 40 | / /
SrLr Sil. et acier 8 x 7 11.2 1.2 5 40 | 4.2 | 3

TABLE 5.1 — Dimensions caractéristiques des huit éprouvettes testées. Toutes les longueurs (Lg, Ly, €, h., Ro,
R;) sont exprimées en millimeétres. *Les espaces vides de I’éprouvette T> sont ovales et possédent donc deux

demi-axes 7 et r, selon X et Y, respectivement.

SLA pour Stereolithography Apparatus) sont aujourd’hui trés répandues, bien que leur usage

reste majoritairement professionnel.

La fabrication additive, de par sa grande polyvalence et la simplicité de sa mise en oeuvre,
est souvent utilisée pour du prototypage rapide. Pour ces mémes raisons, la fabrication de

structures complexes comme les métamatériaux est grandement simplifiée par l'utilisation
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Eprouvette | Ly, (mm) | Ly, (mm) | hy (mm) | m(g)
To 119.3 129.3 49.95 341.2
Ty 79.49 79.60 39.96 142.2
T, 79.79 79.71 39.90 142.1
T3 79.64 79.68 40.01 113.7
So1 87.96 87.34 42.41 168.3
So2 90.24 87.24 38.75 157.5
Sos 90.23 87.29 42.40 167.9
SLr 89.17 90.64 41.50 o77.5

TABLE 5.2 — Dimensions mesurées sur les éprouvettes.

T1 T2

rYyYowveeuwu-s

Y ywseew
T T
»»

I Iy Pesesed
TN 2 21 T
R I TN R T T
A1 ER L LT X
R L L EE L LT X
ER L L LY ER L LY
aANveces aAnaeese

FIGURE 5.2 — Echantillons testés.

d’imprimantes 3D. Cette technique s’est donc naturellement imposée lors du choix de fa-
brication des échantillons. Plusieurs imprimantes de type FDM sont accessibles a 1'Ecole

Centrale de Lyon et ont pu étre utilisées.

On notera que la méthode de FDM s’accompagne généralement de divers inconvénients liés
au processus. En particulier, les propriétés du matériau sont anisotropiques, du fait de la
différence entre I'impression dans le plan, et I'extrusion verticale. De méme, la taille de la
buse d’¢jection de matiére influe naturellement sur la qualité d’impression, et peut entrainer
des imperfections sur des détails fins.
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Le Fablab de I'Ecole Centrale de Lyon posséde plusieurs imprimantes de la marque Ultimaker.
Ces imprimantes grand public sont trés simples d’utilisation, mais la qualité de finition est
limitée. La finesse des détails est notamment restreinte par la buse de 0.4mm de diamétre (une
buse de 0.25mm est compatible, mais non disponible dans notre cas). L’avantage principale
de cette imprimante réside dans le large choix de matériaux aux propriétés trés variées.
En particulier, le TPU 95A est un élastomére imprimable capable de supporter les larges
déformations requises par nos matériaux (se référer a la section 2.3.1 pour plus de détails sur
ce matériau).

Le logiciel Ultimaker Cura est utilisé pour définir les parameétres d’impression. Bien que
plusieurs essais préalables aient été nécessaires pour obtenir un rendu satisfaisant, I'impression
d’échantillons sur un modéle Ultimaker 3 (figure 5.3) donne des résultats corrects, méme si

I’état de surface se dégrade pour les épaisseurs les plus fines.

FI1GURE 5.3 — Imprimante 3D Ultimaker 3 mise & disposition par le Fablab de I’Ecole Centrale de Lyon.

La FDM facilite grandement la fabrication de géométries complexes, mais il est impossible de
déposer du fil s’il n’y a pas de matiére sur les couches inférieures, ce qui peut poser probléme
pour des structures concaves. Dans cette situation, un matériau soluble est généralement
utilisé comme support, puis dissous une fois I'impression terminée. On notera toutefois que le
matériau soluble proposé par Ultimaker - le PVA! - est incompatible avec le TPU utilisé ici.
Toutefois, les échantillons présentés ici sont issus de géométries bidimensionnelles, extrudées
dans la troisiéme direction Z. Aucun support n’est donc nécessaire, mais ce probléme est a

prendre en compte en perspective d’'une extension tridimensionnelle.

Impression des éprouvettes

L’impression des éprouvettes en TPU est relativement simple, car elle ne requiert qu’un seul
matériau, et aucun ajout de support soluble. En revanche 'utilisation d’un matériau souple
et la présence de faibles épaisseurs rendent le choix des parameétres d’impression primordial
pour une impression et un état de finition corrects. Certains polymeéres usuels, comme le
PLA?, sont bien connus, et leur qualité d’impression est robuste. En revanche, le TPU est

! Alcool Polyvinylique
2 Acide Polylactique
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trés sensible aux paramétres, en particulier la température, et le fabricant donne peu d’infor-
mations & ce sujet. Plusieurs tests préalables ont donc di étre réalisés avant d’obtenir un état
de surface satisfaisant. Une fois les bons paramétres obtenus (voir annexe E), la fabrication
est trés simple, bien que longue.

Les premiéres tentatives d’impression ont également été déterminantes pour appliquer les
géométries auxétiques au domaine expérimental. Dans I'optique d’une application industrielle,
et pour simplifier la correspondance entre essais et simulations, des conditions d’encastrement
des frontiéres supérieure et inférieure (T et B, respectivement) sont imposées. A cette fin,
des blocs homogeénes de matériau sont rajoutés au niveau de ces frontiéres. A la jonction, la
structure auxétique est décalée d’une demie période (soit L,/2), pour éviter les concentrations
de contraintes (cf figures 5.1d et 5.2).

5.1.3 Fabrication d’éprouvettes en silicone
Moule

Pour obtenir des états de surface de qualité supérieure, le moulage est une solution intéres-
sante, notamment dans I'optique d’une implémentation industrielle.

Dans le cas d’un moule réutilisable, le moulage permet en effet d’avoir une cadence de produc-
tion plus importante, avec une qualité robuste. Toutefois, il faut prendre en compte lors de la
conception ’étape de démoulage du matériau, c’est-a-dire prévoir le démontage des différents
éléments de moule et le remontage de ce dernier. Cela limite les possibilités géométriques pour
les architectures tridimensionnelles : un ensemble de cavités internes reliées entre elles, par
exemple, ne peut étre réalisé de cette maniére. Dans cette situation, la technique de moulage
a modéle perdu, ot le moule est détruit lors du démoulage, est préférée. Lors d’un moulage
a modeéle perdu, le temps et le cott de fabrication sont toutefois augmentés par les étapes
systématiques de fabrication du moule et de sa destruction (généralement par dissolution
dans un bain spécial) aprés moulage.

Moulage

Le remplissage est également une étape primordiale. L’échappement de I’air lors cette étape
doit étre anticipé pour ne pas emprisonner de bulles lors de la solidification, et I’échec de la
mise en forme (Figure 5.4).

Le matériau sélectionné pour le moulage est un silicone bi-composant Elite Double 32 de la
marque Zhermack, spécialisée dans la duplication dentaire. Cet élastomeére est choisi pour
ses excellentes propriétés élastiques, sa faible raideur, et sa faible dissipation, étudiées et
mesurées dans la section 2.3.2. Une fois les deux composants mélangés en parts égales, le
silicone liquide est versé dans un moule. Celui dédié a la fabrication des éprouvettes Sy est
un moule en aluminium usiné au laboratoire (voir figure 5.5). A la suite du temps de prise

(environ 30 minutes), le matériau peut étre démoulé en démontant le moule.
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FIGURE 5.5 — Moule en aluminium a) assemblé et b) démonté, pour la fabrication d’éprouvettes de type So.

5.1.4 Fabrication d’éprouvettes a inclusions

Mboule

Deux imprimantes de la marque Stratasys, sont mises & disposition des laboratoires. Ces mo-
déles Fortus 250mc et 450mc, allient grande précision, vitesse d’impression élevée, et bonne
fiabilité. Cependant, le choix de matériaux est fortement limité. En particulier, aucune ma-
tiere élastomére n’est compatible. L'imprimante Fortus 450mc n’est donc pas viable pour
I'impression des échantillons eux-mémes, et a principalement été utilisée pour le moule de
I'échantillon Spr fabriqué en ABS-M30?, pour lequel une grande précision ainsi que I’ajout
de support soluble est préférable. Une image du moule et de ses différents composants est

présentée figure 5.6a.

Concernant les logiciels utilisés, les géométries 3D sont créées sur COMSOL Multiphysics,

tandis que les paramétres d’impression sont gérés sur le logiciel Stratasys Fortus Insight.

Moulage

L’opération de moulage est identique a celle des éprouvettes Sy (paragraphe 5.1.3). L’assem-
blage du moule et le démoulage sont toutefois plus longs car le moule est composé de plus de

3 Acrylonitrile Butadicne Styréne de la marque Stratasys.
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FIGURE 5.6 — a) Moule en ABS pour la fabrication d’éprouvettes de type Srr. b) Matrice en silicone moulé
d’une éprouvette Srr

piéces, et la faible épaisseur du matériau moulé rend le démoulage plus délicat (figure 5.6b).

Inclusions

La forme cylindrique des inclusions utilisées dans la géométrie Spr rend leur fabrication
beaucoup plus simple. Leur diameétre étant choisi parmi les tailles standards disponibles,
la production des inclusions est effectuée en coupant des barres cylindriques d’acier a la
longueur souhaitée. Si cette opération s’est révélée trés rapide, elle peut rapidement devenir
problématique pour des formes et tailles d’inclusions plus exotiques. Ce détail est & prendre en
compte, notamment en cas d’optimisation topologique de la géométrie. Quant & ’assemblage,
I'ingertion des inclusions, bien que chronophage, est simplifiée par ’élasticité de la matrice en

silicone.

5.2 Compression statique

5.2.1 Banc d’essais

Pour tester les éprouvettes en compression, on dispose du matériel décrit en section 2.2.1.
L’éprouvette est placée entre deux plateaux de compression, mais n’est pas fixée de maniére
rigide comme pour un test en traction. Une photographie prise lors d’un essai de compression

sur une éprouvette auxétique montre les plateaux utilisés pour ces essais (figure 5.7).

5.2.2 Conditions d’essais

La vitesse choisie pour les essais est de 1mm/min. Comme pour la caractérisation matériau,
la plupart des essais sont composés de cycles (compression et remontées successives) pour
observer les effets dépendants du temps comme I'effet Mullins et la viscosité.

Un probléme est apparu lors de 'utilisation en compression de la machine d’essai. Pour un
effort donné, on observe un palier sans sens physique sur les courbes de compression. En effet
un déplacement Au ~ 0.3mm associé a une variation d’effort faible et irréguliére est constaté.
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FIGure 5.7 — Banc de traction-compression utilisé avec les plateaux de compression --- supérieur - - -

inférieur. Seul le plateau supérieur est mobile.

Ce palier est également observé sur les cycles descentes, parfois avec un faible décalage en
effort. Etant donné que ce décalage n’est jamais observé sur les essais de traction, le probléme
provient vraisemblablement d’un jeu dans la machine, correspondant au déplacement Au
et dont la mise en place se produit autour d’une valeur d’effort constante (environ 15N).
Une révision technique de la machine pourrait probablement résoudre le probléme, mais un
technicien spécialisé est alors indispensable. Pour s’affranchir de cet effet indésirable, les
points correspondants au palier sont exclus, et une correction est appliquée sur les autres
points afin d’annuler le déplacement associé au jeu. Une courbe d’interpolation de type spline
lissée (Méthode Smoothing Spline dans Matlab, avec un parameétre de lissage p = 0.99)
est finalement appliquée pour reconstituer la courbe compleéte. Un exemple illustrant cette
correction est visible sur la figure 5.8.

8 8 8
6 6 6
©
24 4 4
a) T b) ¢)
2 2 2
0 0 0
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
¢ (%) ¢ (%) ¢ (%)

F1GURE 5.8 — Etapes de correction des données de compression statique pour compenser le jeu de la machine
d’essai : a) — données initiales, b) application de la correction, puis c) interpolation des données corrigées.

e Données corrigées et — courbe d’interpolation.

5.2.3 Reésultats

Dans cette section sont présentés les résultats des différents tests de compression quasi-
statique. Les figures 5.9a, 5.10a, 5.11a, 5.12a montrent les courbe de contrainte-déformation
obtenues pour les éprouvettes en TPU (T, a T3). La section 2.3.1 a montré que le TPU
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est trés sensible aux effets de cycle. Pour les éprouvettes en TPU, une série de cycles sem-
blables a donc été réalisée. Trois amplitudes de cycles sont présentées : une autour du point
de flambage, une sur le plateau, et une aprés contact entre cellules. Les dimensions globales
de 'éprouvette T étant plus grandes (cf table 5.1), les valeurs de déformations sont fixées
a 4mm (¢ = 3%), 8mm (¢ = 6.5%), et 12mm (¢ = 10%), alors que les niveaux des autres
éprouvettes sont de 3.5mm (e = 5%), Tmm (¢ = 10%), et 10.5mm (¢ = 15%).
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FIGURE 5.9 — Reésultats des essais de compression quasi-statique pour I’éprouvette Tp. a) Cycles successifs a

environ — 3%, — 6.5%, et — 10% de déformation, et b) — dernier cycle de chaque niveau (en haut)
avec - - - le module de raideur équivalent associé (en bas). Les phases de compression sont indiquées par les
cercles.
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FIGURE 5.10 — Résultats des essais de compression quasi-statique pour I’éprouvette T3. a) Cycles successifs

a environ — 5%, — 10%, et — 15% de déformation, et b) — dernier cycle de chaque niveau (en haut)
avec - - = le module de raideur équivalent associé (en bas). Les phases de compression sont indiquées par les
cercles.

Ces courbes confirment I'importance de l'effet Mullins et de la viscosité sur les éprouvettes
de TPU, du fait de la grande différence entre le premier cycle de chaque niveau et les cycles
suivants. L’aire des cycles tend a se stabiliser sur les derniers cycles, mais des différences sont

tout de méme perceptibles.

L’observation des trois différents niveaux montre aussi la variation de raideur en fonction de

la déformation maximale. Cette variation est mise en évidence par les figures 5.9b, 5.10b,
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FIGURE 5.11 — Résultats des essais de compression quasi-statique pour I’éprouvette T5. a) Cycles successifs

a environ — 5%, — 10%, et — 15% de déformation, et b) — dernier cycle de chaque niveau (en haut)
avec - == le module de raideur équivalent associé (en bas). Les phases de compression sont indiquées par les
cercles.
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FIGURE 5.12 — Résultats des essais de compression quasi-statique pour I’éprouvette T3. a) Cycles successifs

a environ — 5%, — 10%, et — 15% de déformation, et b) — dernier cycle de chaque niveau (en haut)
avec - == le module de raideur équivalent associé (en bas). Les phases de compression sont indiquées par les
cercles.

5.11b, et 5.12b. Le dernier cycle de chaque niveau est tracé et mis en paralléle avec le module
élastique tangent. Pour toutes les éprouvettes de TPU, I'assouplissement du métamatériau lié
a 'augmentation de la déformation maximale enregistrée est bien visible sur les courbes de
E, notamment pour les faibles déformations (¢ < 3%), ou la différence est plus importante.
C’est un facteur problématique car les champs de déformation en compression sont fortement
hétérogénes dans les métamatériaux étudiés ici. Pour rappel, les déformations sont principa-
lement concentrées dans les ligaments, en particulier aprés la bifurcation due au flambage. Si
une approximation de ces champs peut étre facilement obtenue par simulations, il est com-
plexe d’introduire un module de raideur dépendant de la déformation maximale appliquée.
Un modéle matériau aussi avancé n’entre pas dans les objectifs de ce travail. Comme men-
tionné dans la partie 2.3.1, on conserve donc un modéle purement élastique avec un module

d’élasticité constant.

Sur les courbes de F, on note également un accroissement rapide pour les déformations trés
faibles. Ce phénomeéne est dit au contact de I’échantillon avec la machine. Malgré une pre-
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miére approche jusqu’a contact avant le début des mesures, les imperfections géométriques
des échantillons entrainent un contact progressif et donc un effort non-uniforme sur la surface
d’appui. Ces imperfections sont dues en partie a la rétraction thermique lors de 'impression,
qui déforme la piéce finale, sans compter que la fabrication de piéces de tailles importantes

peut s’en trouver altérée.

Cette raideur initiale n’est donc pas représentative de la valeur homogéne. En premiére ap-
proximation, la pente pré-flambage sur les courbes de contrainte-déformation parait constante ;
on pourrait donc estimer la raideur initiale comme étant égale a la valeur atteinte lorsque
toute la surface de I’échantillon est en contact avec le plateau de compression, c’est-a-dire &
la valeur maximale observée sur la courbe de E. Cependant, le module d’élasticité observé
aprés ce maximum n’est jamais constant comme on l'attendrait d’un comportement pure-
ment élastique, ce qui confirme la forte viscoélasticité du TPU. A la place, on observe une
décroissance de F jusqu’au plateau indiquant 1’état flambé de I’échantillon.

Ce plateau de raideur valide expérimentalement le choix de ces structures, qui possédent
bien les propriétés statiques ciblées, & savoir un profil non-linéaire de raideur avec une valeur
importante & 1’état initial, et une valeur proche de zéro atteignable par compression. Sur
les courbes, les raideurs associées aux plateaux varient selon 1’éprouvette et I’amplitude du
cycle : on observe ainsi des valeurs faibles mais non négligeables (e.g. éprouvette Ts, figure
5.11b), virtuellement nulles (e.g. éprouvette T, figure 5.9b, deuxiéme et troisiéme niveaux),
voire méme négatives (voir la phase de compression de 1’éprouvette Sps, figure 5.13b).
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Ficure 5.13 — Reésultats des essais de compression quasi-statique pour les éprouvettes — Sp1, — So2, et
— Soz. a) b cycles successifs & environ 6%, et b) — dernier cycle de chaque éprouvette (en haut) avec - - -

le module d’élasticité équivalent associé (en bas). Les phases de compression sont indiquées par les cercles.

Les figures 5.13 et 5.14 montrent les résultats de compression pour les éprouvettes en silicone.
La section 2.3.2 a montré 'influence négligeable de l'effet Mullins et de la viscosité dans ce
matériau, ce que confirment les figures 5.13a et 5.14a, oul tous les cycles de chaque éprouvette
sont confondus, exception faite des premiers cycles respectifs de Spz et de Spr qui différent
légérement des cycles suivants. Les autres niveaux de compression seront donc omis ici et on

s’intéressera principalement aux derniers cycles de chaque cas, tracés en figures 5.13b et 5.14b.
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FIGURE 5.14 — Résultats des essais de compression quasi-statique pour ’éprouvette Spr. a) — 5 cycles
successifs & environ 6%, et b) — dernier cycle de chaque éprouvette (en haut) avec - - - le module de raideur

équivalent associé (en bas). Les phases de compression sont indiquées par les cercles.

La premiére montre qu’une dispersion non négligeable de propriétés existe entre des éprou-
vettes de géométrie identique mais moulées & des instants différents et par des opérateurs
différents. La pente initiale est particulierement affectée, comme le soulignent les courbes du
module d’élasticité E. Le silicone utilisé étant initialement sous forme de base et de catalyseur
séparés, on peut imputer cette dispersion a la différence de proportions de ces deux phases et
a ’lhomogénéité du mélange final. En outre, le silicone se fige plus ou moins rapidement selon
la température ambiante lors du moulage, et la présence de microbulles dans le matériau final

n’est pas a exclure.

Les courbes de Sp; et de Spr présentent une pente initiale non constante, similaire aux
résultats observés sur les éprouvettes en TPU, et qui sera imputée aux mémes causes expé-
rimentales. En revanche les éprouvettes en silicone présentent des plateaux de raideurs bien
plus nets que pour le TPU, comme le soulignent les courbes de E. Un plateau initial corres-
pondant au mode de compression symeétrique est clairement visible, suivi d’une chute rapide

jusqu’a un plateau proche de E' = 0 décrivant l’état flambé.

On notera que les courbes de traction et de compression sont trés proches, ce qui traduit le
caractére linéaire de ’élasticité et la faible dissipation du silicone.

5.2.4 Comparaison simulations essais

Afin de vérifier la corrélation essais calculs en statique, des simulations des éprouvettes sont
réalisées. Suite aux remarques du chapitre 4 (section 4.4.3), le choix de modéles tridimension-
nels est adopté.

La comparaison des courbes statiques précédentes est réalisée sur les figures 5.15 et 5.16. La
premiére montre les résultats pour les échantillons en TPU. Comme discuté dans le chapitre
2, le comportement du TPU est complexe, et le modéle matériau linéaire choisi ici ne décrit
que partiellement son comportement réel. En particulier, la dissipation visqueuse, nettement

observée sur les courbes expérimentales, est négligée par le modéle. Pour les courbes statiques

156



présentées sur la figure 5.15, le module de conservation E' = 26 M Pa est choisi.
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FiGUurRE 5.15 — Résultats de la compression statique pour les échantillons en TPU : a) Tp, T1, T», et Ts.
Comparaison des —&—=—6——6— données expérimentales a trois niveaux d’amplitude différents et des

résultats numériques avec ’épaisseur e =—H— théorique et =—&— mesurée numériques de I’échantillon Spr.

Une premiére observation est que les courbes théoriques (marquées par des carrés) sont bien
inférieures aux valeurs expérimentales. Les résultats semblent indiquer que la structure est
plus rigide que théoriquement. Le procédé utilisé ici, la fabrication additive par FDM (voir
section 5.1.2), n’est pas extrémement précis, notamment pour les dimensions faibles, & cause
de la taille de la buse et du retrait thermique. Il est donc susceptible d’engendrer une diffé-
rence entre les dimensions théoriques et réelles. Aprés mesure des échantillons, il s’avére que
les épaisseurs e sont en moyenne 0.3mm plus importantes que théoriquement (soit e = 1.5mm
pour Ty, Ty, et Ty, et e = 0.7mm pour T3). En ajustant le modéle numérique en conséquence,
les courbes marquées de losanges sont obtenues. Certaines caractéristiques sont bien mieux
décrites, comme la hauteur du plateau. Sur la figure 5.15c, la transition progressive associée
a 'ovalisation des espaces vides est également bien prédite. En revanche, la raideur initiale
reste mal évaluée par le modéle.

La figure 5.16a synthétise les résultats pour les éprouvettes en silicone, de type Sp. En s’af-
franchissant de l'effet - faible - de la viscosité, la courbe numérique est trés proche des cas
So2 et Sps, et plus particuliérement de ce dernier. En effet, la pente initiale et le plateau
(phase de traction) semblent tous deux captés par le modeéle. Seul le point de bifurcation
associé au flambement différe 1égérement. On notera que cette bifurcation est moins abrupte
sur les courbes expérimentales que numérique, ce qui peut laisser penser que les imperfec-
tions géométriques naturellement présentes dans la structure sont plus importantes que celles
considérées ici (I; = 5x107°). Comme Sp3 est le cas le mieux décrit par le modéle numérique,
seule cette éprouvette sera conservée pour la suite de ’étude.

157



a) (kPa)

2 4 6
e(%)

b) (kPa)

12

[}
T

4 6
(%)

FIGURE 5.16 — Résultats de la compression statique pour les échantillons en silicone. a) Comparaison des
données expérimentales — Sp1, — So2, — Sos, et == numeériques des échantillons Sy. b) Comparaison

des données —— expérimentales et == numériques de I’échantillon Sy g.

La figure 5.16b montre les mémes résultats pour ’éprouvette Spr. Comme mentionné dans le
paragraphe 5.2.3, la courbe expérimentale montre plusieurs effets parasites, notamment pour
des déformations faibles, qui ne sont pas observées dans les conditions idéales de simulation.
Toutefois, la pente stabilisée qui précéde le flambement est proche de la raideur obtenue
numériquement, et bien que le plateau expérimental soit plus élevé que pour la simulation,
la différence entre les deux est relativement faible. Ces deux aspects étant bien captés par la

courbe numeérique, le modeéle sera considéré satisfaisant.

5.3 Tests dynamiques

5.3.1 Banc d’essais dynamiques

Pot
vibrant

Téte
d’'impédance
>aetF

Masse statique
variable

Douilles a
2 | Dot T h billes
FL Y L eesssas RRELR R d
Echantillon

@Rk
' m i T sae .

\'V /71 Capteurs de
force

>F

b

7

F1GURE 5.17 — Banc d’essais pour la mesure d’isolation vibratoire.

Dans le cadre de ce travail, un banc d’essais a été spécialement congu pour observer les
propriétés d’isolation des métamatériaux étudiés. Le principe général est simple : une masse
inerte permet une précompression statique de I’échantillon. Une perturbation dynamique est
ensuite appliquée autour de ce point de fonctionnement, a ’aide d’un pot vibrant (figure
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| o 1 2 3 4 5 6 7
Masse (kg) | 0.460 0.526  0.991 1496 2.082 4.00 4.00 8.0

Matériau Aluminium Aluminium Acier Acier Acier Acier Acier Acier

TABLE 5.3 — Table des masses disponibles pour la précontrainte des échantillons.

5.17).
Afin de faciliter la fixation de 1’échantillon sur le banc, des plaques en PMMA?, fabriquées
par découpe laser, sont collées aux faces supérieure et inférieure des échantillons & tester. Les

plaques et un échantillon ainsi obtenu sont présentés sur la figure 5.18.

FIGURE 5.18 — Plaques a) supérieure (avec inserts métalliques) et b) inférieure, fabriquées en PMMA par
découpe laser et c¢) collées sur les échantillons & tester en dynamique. Les masses des plaques supérieure et

inférieure sont, respectivement, 87.7¢g et 86.7g.

Grace a ces plaques, ’échantillon peut étre vissé rapidement au banc afin de garantir la
solidarité de 'assemblage. L’échantillon est fixé entre deux plaques métalliques, la plaque
supérieure étant en aluminium, tandis que la plaque inférieure est en acier. Cette derniére est
reliée au marbre via trois capteurs de force ICP® 208C02 de la marque PCB Piezotronics.
Quant a la plaque supérieure, une ou plusieurs masses métalliques peuvent y étre apposées
et fixées grace & deux boulons (voir table 5.3). Cet ensemble supérieur, considéré comme un
solide indéformable, permet d’appliquer une précontrainte uniaxiale variable au métamaté-
riau afin d’en étudier 'effet sur la transmission vibratoire. L’excitation est générée par un
pot vibrant Briiel & Kjeer type 4809 suspendu au dessus de la plaque supérieure (et des
masses potentiellement ajoutées) et est rattaché a celle-ci par une tige d’aluminium et une
tete d’'impédance ICP® 288D01 PCB Piezotronics. Ce capteur, vissé sur Pensemble plaque

supérieure/masses, en mesure simultanément l’accélération et l'effort axiaux.

4 Polyméthacrylate de méthyle, plus couramment appelé plexiglas
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Sur la figure 5.17, on peut voir des douilles & billes fixées sur les plaques inférieure et supé-
rieure, permettant ainsi d’installer des guides cylindriques pour assurer un déplacement uni-
axial de I’ensemble supérieur. Cependant, des tests préliminaires ont montré que ces guides
tendent & transmettre les vibrations. Pour certaines gammes de fréquences, ces vibrations
peuvent étre supérieures a celles transmises par I’éprouvette elle-méme, et ainsi fausser com-
plétement les résultats. C’est pourquoi ’ensemble des résultats présentés dans cette section
a été obtenu sans guides. Par conséquent, des modes transverses non symétriques peuvent
exister. Néanmoins, pour de faibles perturbations statiques, le systéme est considéré assez ri-
gide pour que les déplacements transverses soient négligeables, et les modes transverses sont
ignorés lors des calculs.

Le pilotage des essais est effectué par un script Matlab commandant un module PXI 4472.
Un signal numérique converti par un module BNC2110 est envoyé au pot vibrant via un
amplificateur de tension DP PA100. Les réponses de chaque capteur sont envoyées au PXI
dont les données peuvent ensuite étre exploitées sur Matlab.

Ce banc permet de modifier rapidement la charge statique et ’éprouvette. Toutefois, la pré-
contrainte est ici imposée en effort via le poids des masses disponibles, ce qui peut poser pro-
bleme. D’une part les possibilités de chargement sont limitées aux combinaisons des masses
de la table 5.3, ce qui est critique pour une utilisation polyvalente et précise. D’autre part, en
cas de profil de compression fortement non-linéaire, avec des zones de raideur k£ < 0, certaines
plages de déformation peuvent étre inaccessibles. Typiquement, se placer sur le plateau de
raideur observé jusqu’ici sur les éprouvettes est virtuellement impossible, car lorsque 'effort
augmente, la structure passe extrémement rapidement de 1’état non flambé a la reprise d’effort
par contact intercellulaire.

5.3.2 Conditions d’essais

Comme mentionné précédemment, les mesures sont entiérement pilotées via le logiciel Mat-
lab. Cela permet de faire varier facilement un grand nombre de parameétres tels que la forme,
la fréquence, et I’amplitude du signal envoyé. Ici, on cherche & calculer la fonction de trans-
fert de la force transmise F), sur la force incidente Fj, via la densité spectrale de puissance
de type Welsh, sur la bande fréquentielle choisie [0, 2]kHz. Pour améliorer la cohérence des
spectres, le signal d’entrée est envoyé dans le systéme sous forme de balayage harmonique,
plutdét qu’un bruit blanc. Dans la méme optique, ce balayage est divisé en plages fréquentielles
réduites (d’environ 100Hz sur 20 secondes). Quant a l'amplitude du signal, elle est ajustée
selon la fréquence et la cohérence obtenue. On notera finalement que les fréquences inférieures
a 10H z sont trop basses pour donner des résultats fiables. Le comportement & ces fréquences
pourrait toutefois étre extrapolé & partir des fréquences supérieures et de la limite statique,
pour laquelle le métamatériau peut étre considéré comme rigide : tous les efforts incidents

: . F
sont transmis, ce qui donne — = 0dB.
i f=0Hz

Comme indiqué sur la table 5.3, le choix de masses pour précontraindre 1’échantillon est limité.
Par la suite, les masses statiques m, appliquées sont notées sous la forme m;; = m;+m; avec 4
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et j entiers entre 0 et 7 correspondant aux numéros de la table 5.3 (e.g. mg13 = mo+my+ms =
0.460 + 0.526 + 1.496 = 2.482kg). En combinant I’ensemble des masses, on atteint une masse
statique totale d’environ my,., = 21.5kg. L’objectif des essais dynamiques étant d’observer
I'effet de la raideur non linéaire du métamatériau sur 'isolation, seuls les échantillons dont
le plateau de raideur peut étre atteint par le poids associé & my,q: présentent un intérét.
Si le point de flambement des éprouvettes en silicone est rapidement atteint (=~ 3.3kg), les
éprouvettes Ty, 17, et Ty flambent théoriquement pour des masses appliqués supérieures a
70kg, ce qui est bien au-deld de la limite évoqué. Parmi les éprouvettes en TPU, seul T3
présente une masse critique atteignable (= 20kg). Etant donné qu’une seule éprouvette de
type Sp est conservée (voir paragraphe 5.2.4), les trois éprouvettes testées dans cette partie
sont T3, Sosz, et Spg.

5.3.3 Reésultats T3

La figure 5.19 présente les résultats expérimentaux de ’éprouvette 75 pour différents états
de précontrainte statique, décrits sur la figure 5.19a. La fonction de transfert, représentant
la transmissibilité, semble diminuer fortement lorsque la masse statique augmente (figure
5.19b). Cependant, il faut prendre en compte U'inertie de ces masses, qui a un effet direct sur
la fréquence du premier mode. La perte de niveau qui suit ce mode (cf modéle masse-ressort
chapitre 1, figure 1.7) est d’autant plus avancée que le premier mode est bas en fréquence. Ce
décalage proportionnel est particulierement visible au niveau du deuxiéme mode a 370H z.
Afin de n’observer que l'effet de la déformation du métamatériau, cet effet de la masse est
donc compensé sur les ordonnées de la figure 5.20a. En considérant l’effet de la masse de
I’éprouvette négligeable devant celui de la masse totale m; = mg + m,,, ot m, est la masse
de la plaque supérieure de PMMA fixée a I'éprouvette (voir figure 5.18), on peut s’affranchir
de Deffet de masse en multipliant les niveaux par m;. Cette compensation n’est valable que

pour les fréquences au-deld du premier mode observé.

100

a) (kPa) b)
Y A ) ) ) ) ) ) ) )
0 2 4 6 0 0.4 0.8 1.2 1.6
£(%) F(kH>)
FIGURE 5.19 — Résultats des essais sur I'éprouvette T3 en fonction de la masse appliquée : a) - -- niveaux de
chargement par rapport & la — compression statique et b) fonctions de transfert des cas — mg, — mo2,
™Mo1234, €6 —— Mo13s6-

La figure 5.20a montre une différence de niveaux négligeable pour le deuxiéme mode (370H z).
Aprés celui-ci, c’est-a-dire pour f > 500H z, une dispersion trés importante est observée.
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FIGURE 5.20 — Résultats des essais sur I’éprouvette T3 en fonction de la masse appliquée ms. a) Domaine
fréequentiel complet et b) premier mode de compression observé, en s’affranchissant de effet de la masse
statique ajoutée. Fonctions de transfert (en haut), phase ¢ (au milieu), et cohérence Cj, (en bas). Cas — my,

- Mo2, Mo1234, et — mo13s6-

Aucune relation proportionnelle nette n’apparait pour ces fréquences. Une densité modale
commune & toutes les courbes semble exister autour de 1930H z (particuliérement visible sur
la courbe rouge), fréquence a laquelle les niveaux obtenus sont de nouveau trés proches.

Sur la figure 5.20b, le premier mode est tracé en supprimant la contribution de la masse.
Ce mode correspondant au premier mode de compression longitudinal, le comportement de
I’échantillon & cette fréquence peut étre assimilé a un systéme masse-ressort & un degré de
liberté, I’éprouvette, souple, jouant le role de ressort. La résonance d’un tel systéme est dé-

finie par wg = 27 fy = \/Z . On peut donc s’affranchir de I'effet de masse en multipliant la
fréquence par /my, et n’observer ainsi que les variations éventuelles de raideur.

En l'occurrence, le mode varie trés peu en fonction de la masse, ce qui montre que la raideur
effective de ’éprouvette ne varie presque pas pour les précompressions testées. La fréquence
associée au cas my est légérement différente mais les trois autres sont si proches que 'effet
est considéré négligeable. De méme, 'amplitude des résonances ne varie presque pas : ’amor-
tissement est donc sensiblement identique entre les cas considérés.

Bien que les niveaux de filtration apparaissent bas dans certaines configurations, les courbes
de cohérences de la figure 5.20 sont globalement trés proches de 1 ce qui indique 'absence de
bandgap sur la plage fréquentielle étudiée. Le TPU étant relativement rigide en dynamique
(voir 2.3.1), il est logique que la bande interdite se situe a hautes fréquences. La valeur prédite
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par les diagrammes de dispersion théoriques est donnée au paragraphe 5.4.2.

5.3.4 Résultats Sy;

La méme comparaison est effectuée pour I’éprouvette Sps3. Les niveaux de précompression
atteints sont illustrés par la figure 5.21 et les mesures dynamiques associées sont présentées
sur la figure 5.22.

9
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ag
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3
0
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FIcurE 5.21 — Niveaux de chargement par rapport a la —— compression statique de I’éprouvette Spsz, pour
les cas - - - mo, =~ ~ Mo1, moi12, et --- mo23.

Les résultats associés a ’éprouvette silicone sont radicalement différents des précédents. En
basses fréquences, le premier mode est trés affecté par la précompression : a part les deux
premiéres courbes tres proches, ’augmentation de la précompression entraine une diminution
de la fréquence du premier mode (figure 5.22b). Sur la figure 5.22a, les deux modes suivants
sont trés peu affectés par la masse, autant en fréquence qu’en amplitude. En revanche, un
mode apparait vers 74H z pour les cas les plus contraints. L’encart de la figure 5.22a montre
en effet qu’il est présent sur la courbe de mg12, mais il est surtout efficace pour le cas mgog
ou l'antirésonance atteint —54dB.

La plage fréquentielle entre 400H z et 1500H z est trés particuliére, car la majeure partie de
cette plage se situe dans le niveau de bruit, c’est-a-dire qu’a ces fréquences le signal enregistré
par les capteurs de force est si faible qu’il est alors d’ordre égal ou inférieur au bruit de mesure.
Dans cette situation, la cohérence chute rapidement, car le bruit est aléatoire et sa cohérence
est par définition nulle. De fait, la cohérence de la figure 5.22a est tres faible, mises a part
quelques fréquences autour de 550H z et de 1300H z ou la cohérence remonte. Trois zones
peuvent donc étre distinguées : deux bandes étroites autour de 500H z et 1400H z, une bande
large entre 550H z et 1200H z.

La premiére est peu affectée par la masse statique, et sa largeur est estimée a 60H z. Pour le cas
my, ol le signal est le moins bruité, I’antirésonance est comprise entre 473H z et 535H z, avec
une valeur minimale de transfert de —62dB (sans facteur de correction my) observé a 506 H z.
A Dinverse, la bande vers 1400H z est nettement affectée par la précompression, la fréquence
augmentant lorsque la masse statique augmente. Exceptés les pics d’antirésonance des cas my;
et mp12 qui sont trés proches, cette relation se vérifie aussi bien pour la largeur de la bande
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FIGURE 5.22 — Résultats des essais sur l'éprouvette Sps en fonction de la masse appliquée ms. a) Domaine
frequentiel complet. L’encart est un agrandissement d’une antirésonance basses fréquences. b) Premier mode
de compression observé, en s’affranchissant de leffet de la masse statique ajoutée. Fonctions de transfert (en

haut), phase ¢ (au milieu), et cohérence C;, (en bas). Cas — mo, — mo1, mo12, € — Mmo2s.

(130Hz, 150H z, 155H z, et 190H z pour resp. mg, mo1, Mo12, €t Mg23), le niveau minimum
de transfert de force atteint (resp. —68dB, —76dB, —73dB, et —82dB), et la fréquence de
ce dernier (resp. 1368Hz, 1402H z, 1400H z, et 1453Hz). Enfin la bande la plus large est
extrémement bruitée et il est difficile de tirer une relation claire entre précompression et
résultats. On notera que la différence de niveau de bruit observée entre les fonctions de
transfert (figure 5.22a , en haut) est uniquement due au facteur de correction mg. En effet,
le niveau de bruit dépend principalement de la sensibilité du capteur et est donc identique
quelle que soit la configuration. Ces trois bandes correspondent & des niveaux d’isolation
trés importants et donc potentiellement a des bandes interdites. La section 5.4 confronte les

résultats numériques et expérimentaux pour comparer ces bandes aux bandgaps théoriques.

5.3.5 Résultats S;p

Finalement, les résultats dynamiques expérimentaux de I’éprouvette Spr sont présentés sur
la figure 5.24, en paralléle des niveaux de précompression atteints (figure 5.23).

Coté basses fréquences, le premier mode suit la méme tendance que précédemment avec glo-
balement une réduction de sa fréquence lorsque la masse augmente, excepté entre les cas mg et
myo1. La raison de cette inversion de tendance provient probablement des limites du modéle de

masse-ressort évoqué au paragraphe 5.3.3. Il ne prend pas en compte la masse de I’éprouvette
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FIGURE 5.23 — Niveaux de chargement par rapport a la —— compression statique de ’éprouvette Srr, pour

les cas - - - mo, - - - MTMo1, mo12, et - -~ mop23.
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FIGURE 5.24 — Résultats des essais sur I’éprouvette Sir en fonction de la masse appliquée ms. a) Domaine
fréquentiel complet et b) premier mode de compression observé, en s’affranchissant de leffet de la masse
statique ajoutée. Fonctions de transfert (en haut), phase ¢ (au milieu), et cohérence Cj, (en bas).

- o, moi, mo12, €t —— Mmo23.

elle-méme. Si pour les éprouvettes homogénes la différence de masse entre ’éprouvette et la
masse variable valide cette hypothése, les inclusions présentes dans Spr peuvent biaiser cette
hypothése. En revanche, ’amortissement accru lors de la précompression de I’éprouvette est
confirmé par les courbes de la figure 5.24b. On retrouve également la division du pic principal
en deux pour mg > myp1. Cette division et I’amortissement des pics sont probablement liés au
flambage dynamique des ligaments et a la rotation associée des masses. Des mesures complé-

mentaires, notamment optiques (voir paragraphe 5.5), pourraient valider cette hypothése.
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Comme pour I’éprouvette Spz, une antirésonance apparait autour de 70H z dés que m, > my.
Les résonances suivantes (102Hz, 207Hz, et 310H z) sont bien moins affectées par la pré-
compression que la premiére, mais les fréquences des deux derniéres tendent néanmoins a
augmenter légérement avec la charge statique. On notera que la résonance autour de 200H z
est en réalité composée de deux pics trés proches dont 1’écart croit avec la précompression (cf
figure 5.25).

-12
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FIGURE 5.25 — Résultats des essais sur 1’éprouvette Srr en fonction de la masse appliquée ms. a) Troisiéme
mode observé, en s’affranchissant de D'effet de la masse statique ajoutée. Fonctions de transfert (en haut),
phase ¢ (au milieu), et cohérence C;, (en bas). — mg, — mo1, mo12, et — mo23. b) Déformée modale

correspondante (210Hz).

Comme précédemment, le reste du domaine fréquentiel (f > 400Hz) est caractérisé par
des niveaux de transmission et de cohérence trés faibles. Seules les fréquences supérieures a
1850H z sont de nouveau cohérentes pour les quatre cas présentés. Si la cohérence du cas mga3
est trés mauvaise sur tout le domaine [400, 1850]H z, des zones de cohérence correcte existent
toutefois sur les cas moins contraints, comme les plages [1250, 1350]H z et [1500, 1850]H z,
ou les cas ms < mgjo présentent une bonne cohérence (C;, > 0.9). L’intervalle entre ces deux
plages est caractérisé par une chute de transmission semblable & celle observée sur le cas Sps.
Mais contrairement & ce dernier, les fréquences atteintes tendent plutét a décroitre avec la
précontrainte. Cette tendance est particuliérement visible sur les courbes de cohérence de la
figure 5.24a, ou la chute se produit de plus en plus bas en fréquences lorsqu’on augmente la
masse statique.
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Une autre chute de transmission est observée autour de 510Hz, suivie d’une large plage
fréquentielle ou les résultats sont tres fortement bruités. Il en résulte un intervalle fréquentielle
de 480Hz a 1150Hz ou les fonctions de transfert (non compensées) restent inférieures a
—50dB et ou la cohérence ne dépasse pas 0.9, quel que soit le cas de chargement considéré.
On peut supposer qu’une partie importante de ce domaine est confondue avec le bruit de
mesure, et que la perte de transmission réelle est encore plus importante que les valeurs
obtenues ici. Cette plage est liée au phénoméne de bandgap identifié au chapitre 4 et validé
par la comparaison avec les résultats numeériques, détaillée en section 5.4.

5.3.6 Comparaison Sy; - S.r

Afin de vérifier effet des inclusions sur le comportement dynamique du métamatériau, une
comparaison des résultats obtenus pour Spg et Sps - & masse statique égale mg; - est présentée
sur la figure 5.26.
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FIGURE 5.26 — Comparaison des mesures sur — Sp3 et — S r pour une masse mo1 : fonction de transfert

(a gauche), phase ¢ (a droite en haut), et cohérence Cj, (& droite en bas).

Pour une grande partie des résultats, principalement au dela de 1kH z, les résultats sont simi-
laires. En revanche, pour les fréquences plus basses, des différences notables sont observables.
Concernant les modes basses fréquences par exemple, si le premier mode est similaire pour
les deux éprouvettes (environ 19Hz), les suivants different en nombre comme en fréquence.
En effet, la courbe de Sp3 présente deux modes bien distincts (& 180H z et 350H z), tandis que
I’échantillon Spg présente trois modes autour de 102H z, 200H z, et 307H z. Ce plus grand
nombre de modes basses fréquences s’explique par la masse accrue des cellules qui diminue

leurs fréquences de résonances.

La différence la plus significative entre les deux courbes se situe autour de 550Hz. Pour
I’éprouvette Sps, une antirésonance est observée & 510H z, aprés quoi le niveau de la fonction
de transfert remonte, puis diminue de nouveau au-deld de 550H z. En revanche la courbe de
Str reste dans le niveau de bruit sur toute cette plage fréquentielle. Cette différence est trés
nette sur les courbes de cohérence. Alors que celle de Sy remonte jusqu’a C;, = 0.9, Sy g reste
inférieure & 0.5. L’ajout d’inclusions semble donc coupler le mode responsable de la perte de
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transmission (autour de 510H z) avec la bande extrémement bruitée au-dela de 600H z.

5.4 Corrélation simulations/essais dynamiques

5.4.1 Paramétres

Cette section est dédiée & la comparaison des courbes dynamiques obtenues expérimentale-
ment avec les résultats des modélisations numériques des échantillons. Les dimensions des
modeles correspondent aux valeurs théoriques (voir table 5.1), exceptée 1’épaisseur des liga-
ments de I’éprouvette T3 dont la valeur mesurée e = 0.7mm est choisie (cf paragraphe 5.2.3).

Les géomeétries sont en 3D pour prendre en compte les déformations hors plan. La masse
statique est considérée comme indéformable, et est donc modélisée par une force surfacique
sous forme de masse ajoutée au niveau de la frontiére supérieure (T) de 'échantillon.

T T

Les conditions aux limites sont imposées telles que :

> ug =0 L 2,
> FL=Fr=Fz;, =F,, =0 v
> urg =ur, =20 B XLZ
D> ury = Uug + Uqg FIGURE 5.27 — Dénomination des frontiéres des

échantillons tridimensionnels.

Ol Uy = [Ue s Ueyle:]" €t Foq = [Fy s Fy  F, .|" sont respectivement les vecteurs déplacement et
effort sur la frontiere ® € {L, R, T,B,Z1,Z2}. up et ug sont respectivement les déplacements
statique et dynamique imposés en compression selon la direction Y. Des formulations faibles
sont appliquées aux faces B et T, de maniére & récupérer les contraintes locales sous forme
de multiplicateurs de Lagrange. Ces derniers sont ensuite intégrés sur la surface supérieure
(resp. inférieure) pour obtenir I'effort incident (resp. transmis) total.

Les calculs sont décomposés en deux étapes. Une compression statique, équivalente a celle
présentée a la section 4.2.2 du chapitre 4, permet dans un premier temps d’atteindre le point de
fonctionnement correspondant & la précontrainte désirée. Puis une perturbation harmonique
linéaire est appliquée autour de ce point de fonctionnement pour calculer le comportement

dynamique du métamatériau.

5.4.2 Reésultats T3

Si les calculs statiques donnent des résultats tres satisfaisants pour les éprouvettes Sps et Spg,
une différence de raideur initiale non négligeable est obtenue pour T3 (section 5.2.4). Afin que
les champs de déformation et de contrainte initiaux lors des calculs dynamiques soient les
plus proches possibles du cas expérimental, le comportement en compression de T3 est recalé
via le module d’élasticité statique. La courbe rouge de la figure 5.28a est ainsi obtenue avec
un module £ = 40M Pa et un facteur d’imperfection Iy = 1074,
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La raideur initiale est correctement prédite, mais le niveau du plateau de contrainte est sur-
estimé par rapport au cas expérimental. Toutefois, la précontrainte est ici imposée en effort,
et se placer sur le plateau est impossible (voir paragraphe 5.3.1). La courbe numérique est
donc jugée satisfaisante sur la plage de déformation accessible. La figure 5.28a montre cette
courbe tracée en paralléle de la courbe expérimentale de compression a 4% (tirée de la figure
5.15d), décalée en e pour s’affranchir de l'effet de contact partiel mentionné au paragraphe
5.2.3. Cet effet sera ignoré pour les calculs dynamiques, car I’éprouvette étant collée aux
plaques de PMMA | le contact est considéré parfaitement homogéne. La courbe en pointillés
bleus indique le niveau de précontrainte imposé lors des calculs dynamiques.

a) (kPa)

0 ! 2 FON 5 6 0 0.5 1 15 2
e (%) f(kHz)

Ficure 5.28 — Comparaison des données expérimentales et des résultats numériques pour ’éprouvette T3,

sous chargement statique mg. a) Courbes de compression statique —— expérimentale et =—H— numeérique.
--- Contrainte de compression correspondante & mo. b) Reésultats dynamiques — expérimentaux et —
numériques : fonction de transfert (en haut), phase (au milieu), et cohérence (en bas). - - - Inertance mesurée.

¢) M Bandgap théorique.

La figure 5.28b montre les résultats dynamiques de T3 en situation de précompression mg. Sur
la courbe numeérique (en rouge), seuls deux modes apparaissent : & 230Hz et & 1920H z. Si
pour ces fréquences, les résultats obtenus expérimentalement sont proches, la courbe mesurée
présente de nombreux reliefs entre ces fréquences. La cohérence étant excellente sur ’ensemble
du domaine fréquentiel, cette différence n’est pas imputable au niveau de bruit des capteurs.
[’analyse paramétrique présentée sur la figure 5.20 avait toutefois montré une grande dis-
persion des résultats sur cette plage, sans relation évidente avec la précompression. De fait,
cette plage fréquentielle correspond & des valeurs d’inertance % trés proches de zéro. Autre-

7
ment dit, I’accélération incidente est trés faible devant la force exercée. Cette situation rend
le systéme trés sensible aux perturbations. Les résultats sont donc peu fiables. En revanche,
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ces explications ne justifient pas la présence du deuxiéme mode observé expérimentalement,
a 370Hz. 11 est observé quelle que soit la précontrainte appliquée et est trés peu affecté par
celle-ci. Apres réalisation d’essais au marteau de choc et vérification par calcul, ce mode est
un mode parasite de flexion de la poutre supportant le pot vibrant.

En s’intéressant au premier mode uniquement, un décalage fréquentiel est visible entre la va-
leur mesurée et celle calculée. Vraisemblablement, cela résulte d’une erreur dans la valeur de
module d’élasticité du matériau. Cette hypothése est cohérente avec la variation importante
du module dynamique observée en fonction de la fréquence lors des essais DMA (chapitre 2,
figure 2.11). Une valeur moyenne arbitraire E!, = 175M Pa avait été choisie, mais a basses
fréquences la valeur lue sur la courbe maitresse chute rapidement. A 230Hz, fréquence du
premier mode de T3, le module obtenu était égal & 158 M Pa. Assouplir ainsi le modéle ma-
tériau ferait baisser la fréquence du mode. La solution idéale serait toutefois de considérer
un modeéle matériau dépendant en fréquence, de maniére & améliorer encore la précision des

résultats.

Au vu de son amplitude, le premier mode semble indiquer une valeur cohérente de ’amortis-
sement obtenu par DMA (voir section 2.3.1).

On notera que les résultats de calculs de dispersion prédisent un premier bandgap & 3833 H z,
bien au-dela de la plage de fréquence considérée (figure 5.28).

5.4.3 Reésultats Sy;

La méme analyse est maintenant effectuée sur I’éprouvette Sy et présentée sur la figure 5.29.
Le point de fonctionnement est indiqué par la ligne en pointillés bleus de la figure 5.29a.

En comparant les fréquences des résonances et antirésonances notables sur les courbes numé-
rique et expérimentale de la fonction de transfert (figure 5.29b), il apparait qu’un décalage
existe. Cependant, en recalant le module d’élasticité pour le premier mode, tous les pics
constatés s’en trouvent bien corrélés. Le modéle matériau linéaire semble donc étre suffisant
pour décrire le comportement dynamique du silicone sur la plage fréquentielle étudiée mais
un facteur de correction par rapport a la valeur choisie de E’ au chapitre 2 est nécessaire.
Un module dynamique E!, = 1.7M Pa donne ainsi une trés bonne corrélation essais-calculs
(cf figure 5.30).

L’amplitude des pics semble correct, signe d’un coefficient d’amortissement structurel adapté.
En revanche, les niveaux de la courbe de simulation sont peu prédictifs par rapport aux va-
leurs expérimentales. Globalement, les calculs surestiment la perte de transmission provoquée
par le matériau, exceptée une zone autour de 600H, ol 'inverse est observé.

Plusieurs remarques peuvent étre faites sur la bande interdite prédite par les calculs de dis-
persion 2D. Si on la compare aux résultats numériques seuls, les résultats semblent cohérents
car la bande correspond a la plage fréquentielle ou les niveaux de fonction de transfert sont
les plus bas. En revanche, ’analyse de la courbe de cohérence expérimentale montre que le
bandgap le plus vraisemblablement détecté est situé entre 600H z et 1200H z. Lors des calculs
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Ficure 5.29 — Comparaison des données expérimentales et des résultats numériques pour ’éprouvette Sos,
sous chargement statique mg. a) Courbes de compression statique — expérimentale et —H— numeérique.
--- Contrainte de compression correspondante & mo. b) Résultats dynamiques — expérimentaux et —&—
numériques : fonction de transfert (en haut), phase (au milieu), et cohérence (en bas). M Bandgaps théoriques.

de dispersion 2D, ’hypothése de déformations planes adoptée rigidifie la structure, en empé-
chant toute déformation dans la troisiéme direction Z. Or, une raideur plus importante tend
a augmenter la fréquence des modes structuraux. Il est donc logique que les bandgaps obtenus
soient situés a des fréquences plus élevées que pour une stucture de dimension finie selon Z.
Un calcul de dispersion tridimensionnel pourrait donner des résultats plus précis. L’effet de
bords de la structure finie est aussi & prendre en compte. Les frontiéres transversales libres
de I'éprouvette rendent cette derniére plus souple qu’une structure de dimensions infinies, ol
chaque cellule est contrainte aux bords par la présence de cellules voisines.

Cependant cette explication n’explique pas la présence des antirésonances autour de 500H z
et 1400H z. Concernant ces phénomeénes, une piste peut étre trouvée dans 1’étude de la sec-
tion 4.3.3. Celle-ci a montré qu'un état de compression élevé favorise I'ouverture de bandes
interdites secondaires, notamment aprés flambement des ligaments. Ces bandes sont souvent
situées & plus hautes fréquences par rapport au bandgap primaire, mais parfois aussi plus
bas en fréquences. En prenant une valeur de précompression assez importante (¢ = 14%), et
en recalant les résultats de dispersion par rapport aux mesures, on obtient la figure 5.30. Le
recalage consiste & compenser le raidissement observé sur les calculs de dispersion 2D par un

module d’élasticité arbitraire plus faible.

Les résultats de la figure 5.30 montrent une corrélation forte entre les données recalées et les
mesures. Les premier ([519, 551]H z), deuxiéme ([697, 1108]H z), et quatriéme ([1796, 1813]H z)
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FIGURE 5.30 — a) M Bandgaps théoriques. b) Comparaison des données expérimentales et des résultats numé-
riques recalés pour ’éprouvette Sps, sous chargement statique mgo. Résultats dynamiques —— expérimentaux
et — numériques recalés (E' = 1.21E} .;j;con.) : fonction de transfert (en haut), phase (au milieu), et cohé-
rence (en bas). M Bandgaps recalés (E' = 0.41E} ,;;conc) Obtenus pour € = 14%.

bandgaps sont précisément sur des plages de bas niveaux et de faibles cohérences. Quant au
troisiéme, il est trés proche d’une telle zone. Etant donnée I'influence de 1’état de déformation
sur la fréquence des bandgaps, une étude étendue de dispersion pour de grandes déformations
pourrait mettre en lumiére des états de déformation donnant des bandgaps encore mieux cor-
rélés.

Un aspect primordial de ces résultats est la présence des bandgaps secondaires, car ces der-
niers sont associés a des états flambés de déformation. Or, le chargement my choisi ici est
beaucoup plus faible que la charge critique de flambement (figure 5.29a). Ces résultats in-
diquent donc que le flambement intervient ici de maniére dynamique, alors méme que le
métamatériau conserve sa tenue statique. Cela implique que contrairement au concept ciblé
lors de ce travail, le matériau ne nécessite pas d’étre comprimé jusqu’a un point proche du

plateau pour bénéficier des avantages de ce dernier en matiére d’isolation vibratoire.

Les modes locaux sont donc susceptibles de générer des flammbements dynamiques localisés
qui induisent une perte de raideur et 'apparition d’une bande interdite. A la connaissance
de l'auteur, c’est la premiére fois que ce phénomeéne est mis en évidence.

On peut émettre ’hypothése que ce lambement dynamique n’intervient que pour les ampli-
tudes importantes de signal. Ce phénomeéne dépendrait alors non-linéairement de ’amplitude

des vibrations incidentes. Des calculs et des mesures complémentaires sont nécessaires pour
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confronter cette hypotheése.

Finalement, ces résultats indiquent également une bonne corrélation des calculs 2D avec les

mesures expérimentales, a condition de corriger la raideur.

5.4.4 Résultats S;p

Finalement, une comparaison similaire est effectuée pour ’éprouvette Spg. La figure 5.31a
rappelle les résultats statiques pour cette éprouvette, avec le niveau de précompression en
pointillés. Comme pour T3, on s’affranchit de l'effet de contact partiel observé sur la mesure
de compression : le point de fonctionnement pour les calculs dynamiques se trouve donc a

I'intersection de la courbe numérique (en noir) et du niveau de précompression (en pointillés).

0.63 3.09 3.28 3.88

o | ] 250
0

F(kH )

F1cure 5.31 — Comparaison des données expérimentales et des résultats numériques pour I’éprouvette Srr,
sous chargement statique mgo. a) Courbes de compression statique — expérimentale et = numeérique.
--- Contrainte de compression correspondante & mg. b) Résultats dynamiques — expérimentaux et —

numériques : fonction de transfert (en haut), phase (au milieu), et cohérence (en bas). M Bandgaps théoriques.

Les résultats dynamiques de Spgr sont présentés sur la figure 5.31b. Ici la plage fréquentielle
est étendue & [0, 4]kH z afin de pouvoir observer les limites du bandgap primaire. En y ajou-
tant le bandgap secondaire, presque toutes les fréquences supérieures a 630H z sont incluses
dans un bandgap théorique. Or ’étude comparative menée au paragraphe 5.3.6 a montré que
peu de différences apparaissent entre les performances mesurées de Spz et Sy g, tandis que les
simulations (section 4.3.3) prédisent une amélioration importante des bandgaps obtenus par
rapport & la géométrie Sy. Ces deux aspects sont fortement contradictoires. Un recalage des
données, similaire a I’analyse de Sp3, est donc effectué pour vérifier la cohérence des bandgaps
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théoriques.
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F1GUuRrE 5.32 — Comparaison des données expérimentales et des résultats numériques recalés pour 'éprouvette
SR, sous chargement statique mg. Résultats dynamiques — expérimentaux et — numériques recalés (E' =
1.01E} yi1icone) : fonction de transfert (en haut), phase (au milieu), et cohérence (en bas). M Bandgaps recalés
(E" = 0.8E} siticone) Obtenus pour e = 9%.

La figure 5.32 montre de trés bonnes corrélations pour les deuxiéme et troisiéme bandgaps,
ainsi que pour les fréquences limites du premier. Cependant, une large plage fréquentielle
a l'intérieur du bandgap primaire présente une bonne cohérence associée a des niveaux peu
bruités de fonction de transfert. Mis & part les niveaux prédits par le calcul 3D, la corréla-
tion essais-calculs des événements notables est satisfaisante pour ’éprouvette Spr. On peut
remarquer par exemple la bonne prédiction de ’antirésonance & 1450H z, ou encore la forte
similitude des deux fonctions de transfert entre 2.4kH 2 et 4kH z. Les incohérences entre les
essais et les bandgaps prédits sont donc potentiellement causés par des modes transversaux
selon Z. La propagation de ces modes pourrait ainsi diviser le bandgap primaire théorique
en plusieurs bandgaps plus étroits, dont les plages approximatives seraient [520, 1240]|H z,
[1360, 2160]H z, et [2620, 2840]H z,.

Si les mesures effectuées sur I’éprouvette Sy r indiquent des performances d’isolation moins
importantes que celles obtenues au chapitre 4, cette géométrie permet néanmoins la création

d’un bandgap tres large a basses fréquences.
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5.5 Corrélation d’images et étude de modes

5.5.1 Corrélation d’images

La corrélation d’images est une méthode de mesure optique, ici bidimensionnelle, qui permet
d’évaluer le déplacement de points sur une surface lors de la déformation de celle-ci. Cette
méthode a ’avantage de ne pas étre intrusive, et permet de mesurer ’ensemble de la surface
simultanément. En revanche, la qualité des mesures dépend fortement de parameétres tels que
les résolutions optiques et temporelles des caméras utilisées, la distance & la surface. Un autre

inconvénient est le traitement numeérique relativement long.

Avant toute mesure, un calibrage a I’aide d’un étalon spécial est nécessaire. Celui-ci consiste
en une plaque crénelée noire, sur laquelle un réseau de points blancs est visible (voir figure
5.33a). En plagant cet étalon sur la surface de mesure, les caméras mesurent la différence
entre la position des points sur leurs images respectives. Etant donné que la position relative
des points est connue, cette étape permet de calibrer la position relative des caméras par
rapport & la surface & mesurer (figure 5.33b).

Banc d’essais

Plaque étalon

b) Lampe

Caméras

FIGURE 5.34 — a) Exemple de mouchetis sur ’éprouvette Sps et b) profil de luminosité capté par une caméra.

De plus, afin de faciliter la mesure des déplacements, la surface de ’échantillon doit étre
la plus contrastée possible. Pour cela, une technique classique est celle du mouchetage : un
mouchetis irrégulier est appliqué sur la surface, ici & l'aide d’encre noire. De cette manieére,
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le logiciel sera plus précis lors du post traitement. La figure 5.34a montre un exemple de
mouchetis appliqué sur I’éprouvette Sps. Le contraste octroyé par ce mouchetis est nettement
visible par les caméras, comme l’illustre la figure 5.34b.

La géométrie de nos échantillons pose cependant probléme pour ’application de la corrélation
d’image. En effet, les zones de faible épaisseur au niveau des ligaments ne permettent pas
un mouchetis suffisamment distinct, et le nombre de pixels en ces points est également trés
faible. En conséquence, les mesures de déformation des ligaments sont trés incertaines, voire

inexploitables ici.

Les caméras utilisées sont des Vision Research Phantom. Elles sont performantes pour des
mesures jusqu’a 800H z. Cependant, pour des fréquences élevées, les déplacements sont si
faibles qu’ils sont indécelables par les caméras. Dans ce travail, la fréquence maximale de
mesure est donc limitée & 600H z. Seuls les échantillons en silicone (Spg et Sps), riches en
modes basses fréquences et présentant un bandgap inférieur & 600H z, sont ici testés.
Concernant les parameétres de mesure, les caméras sont placées & environ 30cm de I’éprouvette,
et séparées de 20cm. Une lampe placée au-dessus des caméras permet un éclairage optimal
de I’éprouvette. Un trépied spécial supporte les caméras et la lampe, et permet d’ajuster le
positionnement de ces derniéres. Le logiciel utilisé pour le traitement des données de mesures
est DaVis de la marque LaVision.

5.5.2 FEtude de modes

Cette derniére section présente quelques résultats de la corrélation d’image, avec en paralléle
les modes de déformation obtenus numériquement. Pour les raisons mentionnées précédem-
ment, seuls les échantillons Spg et Spz sont ici étudiés (cf paragraphe 5.5.1). De plus, on se

contente ici de ’analyse des deux premiers modes du cas ms = my.

Cette derniére section présente quelques résultats de la corrélation d’image, avec en paralléle
les modes de déformation obtenus numériquement pour 1’échantillon Spr. En outre, on se
contente ici de ’analyse des deux premiers modes du cas ms = my.
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F1GURE 5.35 — Comparaison du mode de structure Spr & 25H z par a) corrélation d’image et b) par simulation.
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La figure 5.35 montre les résultats obtenus pour le premier mode de Sy situé a 25Hz. Les
mesures (figure 5.35a) sont plus difficiles a lire car les espaces vides ne sont pas retirés des
résultats. Cependant, ils sont facilement repérables car leur déplacement affiché est faible par
rapport aux points sur I’éprouvette. L'image de 1’éprouvette en fond permet de le confirmer
facilement. En excluant ces zones de vide, le profil de déplacement correspond parfaitement
a celui obtenu par simulations (figure 5.35b). Ce mode correspond au premier mode de com-
pression longitudinale. Il est facilement mesurable car son allure est simple et les amplitudes
de déplacement sont grandes.
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FIGURE 5.36 — Comparaison du mode de structure Spr & 98 H z par a) corrélation d’image et b) par simulation.

Dés le mode suivant, la déformeée est plus difficile a lire comme sur la figure 5.36a. Cependant,
on observe une différence entre les points sur le bord gauche et ceux au milieu de I’éprouvette,
autant en direction (fleches blanches) qu’en amplitude (couleur). Si les points du milieu sont
globalement colinéaires (comme pour le mode & 25Hz), les points a gauche présentent une
courbure mise en évidence par les fleches blanches. Cette courbure suit celle obtenue par
compression statique au-dela de la charge critique de flambage. On en déduit que pour ce
mode, les cellules flambent 1égérement. Par ailleurs la zone rouge a gauche des lignes centrales
de I’éprouvette indique la zone ou les déplacement sont le plus grands. Ce comportement est
aussi obtenu par simulations (figure 5.36b) : les zones de plus grands déplacements (en rouge
sombre) sont bien situées aux extrémités gauche et droite des lignes centrales. La courbure
des faces latérales, bien que faible, est également présente. Au final, le mode est ici un mode
de compression d’ordre 2, mais avec une composante transversale due au caractére auxétique
de la structure. On remarquera que sur les résultats expérimentaux, les niveaux semblent

beaucoup élevés a gauche car les points de la derniére colonne & droite n’ont pas été mesurés.
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Conclusions et perspectives

L’objectif de cette thése était de rechercher parmi les métamatériaux une solution permettant
d’ameéliorer l'isolation des sources vibratoires automobiles. Aprés un état de 'art en matiére
de métamatériaux, plusieurs topologies ont été explorées, notamment les matériaux a résona-
teurs locaux et les architectures auxétiques. En définissant les propriétés cibles d’un systéme
d’isolation idéal, les calculs de compression statique et de dispersion des ondes mécaniques
ont permis de sélectionner une géométrie auxétique prometteuse sur la base de carrés rota-
tifs. De nombreuses simulations ont alors été réalisées afin de mieux comprendre le lien entre
cette géométrie et les bandes interdites générées, et d’optimiser la réponse statique et vibroa-
coustique du matériau proposé. Enfin, des essais expérimentaux, complétés par des tests de
caractérisation matériau, ont permis de mesurer les caractéristiques statiques et dynamiques
d’éprouvettes fabriquées, et ainsi évaluer la corrélation entre essais et calculs. Ce travail s’est
articulé autour d’étapes importantes, donnant ainsi lieu & plusieurs contributions notables.

e La premiére contribution porte sur le concept de résonateur flambé. Sur le type de sys-
téme étudié, le niveau de précompression influe directement sur I’état du résonateur,
notamment sur son flambage statique. L’effet majeur de cette précompression sur le
couplage entre les modes de résonateur et les modes de structure est mis en évidence.
Le mode de translation longitudinal du résonateur est particulierement affecté, et sa
fréquence de couplage avec le mode de compression longitudinal de la structure récep-
trice varie fortement avec la précompression. Bien que des améliorations géométriques
soient nécessaires pour obtenir un bandgap complet, des réglages adéquats du systeme

pourraient ainsi générer une bande interdite a trés basses fréquences.

e La deuxiéme contribution concerne I'optimisation multicritére de la géométrie & carrés
rotatifs. Dans une certaine mesure, augmenter la taille de la partie "polygone" permet
d’augmenter les performances dynamiques, telles que la largeur des bandgaps et leur
fréquence inférieure, sans variation notable de la raideur statique. De plus ’ajout d’in-
clusions massiques dans les polygones améliore sensiblement les capacités d’isolation
de la structure. Cette derniére architecture est la premiére proposition d’une géométrie
alliant les effets du flambement des polygones rotatifs aux effets basses fréquences des
résonateurs locaux et fait I’objet d’un brevet déposé par PSA Groupe. Les résultats
dynamiques expérimentaux confirment que l’éprouvette a inclusions offre une bande
interdite plus large et & plus basses fréquences qu’une éprouvette a carrés rotatifs de
méme volume et de raideur statique comparable, bien que la différence soit moindre que
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celle prévue par les calculs. L’ensemble des calculs effectués posent les bases d’outils
pour la conception de métamatériaux pour isolation vibratoire. Cela inclue les calculs
de compression statique, les calculs de dispersion, et les calculs de transmission sur
structures finies.

e La troisiéme contribution concerne les essais dynamiques et le banc associé. La concep-
tion de celui-ci a permis de mesurer 'effet de la précontrainte sur les résultats dyna-
miques d’éprouvettes fabriquées, notamment sur les premiers modes et sur les fréquences
limmites des plages de forte isolation vibratoire. De telles plages ont en effet été obser-
vées, indiquant la présence de bandes interdites Dans la plupart des cas, les niveaux de
transmission correspondants sont inférieurs au bruit de mesure et la valeur exacte de
perte de transmission obtenue est impossible & déterminer. Les mesures ont également
mis en lumiére une chute de transmission a basses fréquence (70H z) apparaissant pour
les précontraintes les plus élevées des éprouvettes a base de silicone, indiquant ainsi une
isolation accrue lorsque le systéme est fortement précontraint.

e Ce banc a finalement participé a la quatriéme contribution de cette thése, & savoir
la mise en évidence de flambage des ligaments de la structure & carrés rotatifs sous
sollicitation dynamique, malgré une précontrainte statique bien inférieure & la contrainte
critique de flambement. Les mesures indiquent en effet I’apparition de bandgaps que les
calculs de dispersion ne prédisent que pour des états de déformation importants ou les
ligaments sont largement flambés. Cela signifie que méme dans un état de chargement
statique non flambé, la sollicitation dynamique ameéne les ligaments & flamber, modifiant
ainsi le comportement dynamique prévu par les calculs. C’est la premiére fois que ce
phénomeéne fondamentalement non-linéaire est prouvé expérimentalement, et un article

consacré a ces résultats sera publié prochainement.

Ces résultats sont prometteurs mais une étude plus approfondie est nécessaire pour mieux
comprendre le fonctionnement de ce flambage dynamique. L’aspect non-linéaire est parti-
culiérement important, et il peut étre intéressant de vérifier si le phénoméne dépend non-
linéairement de ’amplitude. Pour ce niveau de mesure, 'amélioration du banc d’essais dyna-
miques est nécessaire. Un pot vibrant avec une force statique trés importante pourrait ainsi
permettre d’affiner la gamme d’efforts statiques atteignables, de réduire les opérations de
montage et de démontage, et de s’affranchir de l'effet de la masse constaté ici. D’autre part,
des géométries avec un plus grand nombre de bandes interdites, et avec de plus grandes va-
riations de fréquences de ces derniéres, pourraient étendre la compréhension du phénomeéne,
en reliant plus précisément les données expérimentales et les calculs de dispersion. D’autre
part, les champs de déformation statique étant fortement hétérogeénes, il serait intéressant
d’observer la contribution de chaque cellule aux bandgaps en fonction de sa position dans
le matériau, et de vérifier si cette répartition est identique pour toutes les bandes interdites.
Finalement, on notera que les mesures préliminaires de corrélation d’images n’ont pas donné
de résultats satisfaisants jusqu’a présent, mais que des méthodes avancées de mesure optique,
comme la déflectométrie, permettraient certainement d’observer directement le flambage dy-
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namique.

Une autre perspective & développer concerne la corrélation essais-calculs. Des calculs de dis-
persion tridimensionnels seraient une premiére étape vers une meilleure prédiction des band-
gaps expérimentaux. Le nombre de cellules joue également un role évident sur les résultats
et il conviendrait d’en évaluer l'effet sur 'efficacité de l'isolation obtenue. Finalement, 'effet
important des conditions aux limites de structures finies n’est pas négligeable, ce qui pousse
a considérer I’élaboration d’un modele homogénéisé. En particulier, les approches micromor-
phiques pourraient étre une solution permettant la modélisation de ce type de matériaux.

En vue d’une implémentation industrielle, plusieurs problémes restent & résoudre. D’une
part, cette étude se focalise sur la propagation longitudinale des ondes dans le métamatériau.
Des études similaires en cisaillement selon XY et selon Y Z seraient utiles pour controler
I’ensemble des vibrations réellement transmises. D’autre part, les éprouvettes dont la trans-
mission vibratoire a été mesurée ici supportent peu de charge statique, et augmenter celle-ci
tendra & faire également croitre les fréquences des bandes interdites. Une application & basses
fréquences et forte raideur statique semble donc difficile & réaliser. En prenant en considé-
ration les coefficients de sécurité du domaine automobile, il semble également difficile de
dimensionner la piéce pour étre trés proche du plateau de raideur en toutes situations de
fonctionnement. Des géométries avec une raideur de "plateau" moins faible (comme les rec-
tangles rotatifs), ou avec un gradient, pourraient rendre le systéme plus robuste (voir figure

5.37).

L.

F1cure 5.37 — Géométrie possible a polygones rotatifs a gradient. Ici I’épaisseur en Y des ligaments et la

taille de chaque cellule en X sont constantes, mais le rayon des espaces vides et la dimension des cellule en Y

varient selon leur position Y.
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encastré, et ™ déplacement imposé). En bas : états déformés (e = 6%) pour
les trois structures 10 < 10. . . . . . . . . Lo o
Variation fréquentielle des bandes interdites omnidirectionnelles en fonction
de la déformation du métamatériau a carré rotatifs. m Bandgaps et — largeur
wpg, du bandgap primaire . . . . . . ... Lo o
Geéomeétrie de type parallélogrammes rotatifs. a) Cellule unitaire et b) motif
périodique. . . . . ..
Comparaison des cellules rhombiques et & carrés rotatifs. a) Contrainte effective
statique o en compression et b) diagrammes de bandes. ——/ L, = 9mm,
-0- /i L, = 10mm (Référence), et —=—/m L, = 11lmm. . . ... ......
Comparaison des cellules rectangulaires de type R,. a) Contrainte effective
statique o en compression et b) diagrammes de bandes. =-0= /i D = 0
(Référence), ===/ Dr =0.1,et ——/ Dp=03. . ... ... ... ....
Comparaison des cellules rectangulaires de type R, (Dr = 0.3) et R,y (Dg =
0.2). a) Contrainte effective statique o en compression et b) diagrammes de
bandes. =G = /i.i Sy (Référence), —=8—/B Ry, et ——/ Ry,. . . .. ... ...
Géomeétrie de type antitetrachiral. a) Cellule unitaire et b) motif périodique. .
Comparaison des cellules antitetrachirale et a carrés rotatifs. a) Comportement
statique en compression : contrainte effective o de la cellule —6=— antitetrachi-
rale et --- & carrés rotatifs. b) Diagrammes de bandes des cellules m antite-
trachirale et m & carrés rotatifs. — Largeur wpg, du premier bandgap pour la
cellule antitetrachirale. . . . . . . .. ..o oo oo
Dimensions caractéristiques a) du motif élémentaire choisi (ici § = —20°), b)
d’une cellule réentrante auxétique (0 = —20°) et c¢) d’une cellule hexagonale
(0 = 30°). Les surfaces bleues correspondent a laire d’un motif élémentaire.
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3.40

3.41

3.42

3.43

4.1
4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

Courbes de contrainte-déformation de cellules réentrantes avec e,, constant, en
fonction de ’angle de réentrance 6 : — —30°, — —20°, —10°, — 0°,
10°, — 20°, et — 30° . . . .o

Bandgaps omnidirectionnels en fonction de la précompression de cellules réen-
trantes : a) = —30°, b) § = —20°, c) 0 = —10°, d) 6 = {0°,10°} (vides), e)
0 = 20°, et f) @ = 30°. Les couleurs correspondent a celles de la figure 3.39. . .
Courbes de contrainte-déformation de cellules réentrantes avec la masse m
constante, en fonction de l’angle de réentrance 6 : — —30°, — —20°,

—10°, — 0°, 10°, — 20°, et — 30° . . ...

Bandgaps omnidirectionnels en fonction de la précompression de cellules ré-
entrantes avec m constante : a) § = {—30°,—20°} (vides), b) # = —10°, c)
0 =0°d) 0 =10°e) 0 =20° et f) § = 30°. Les couleurs correspondent &
celles de la figure 3.41. . . . . . . . . .
Comparaison des différentes géométries auxétiques introduites, a masse et di-
mensions égales, en fonction de deux critéres : a) la largeur du premier bandgap
wpa, et b) la limite fréquentielle inférieure du premier bandgap fr pa, -

Motif hexagonal (# = 30°); — motif antitetrachiral ; losanges rotatifs :
L, = 9mm et L, = 11mm; rectangles rotatifs R, : —=6— Dpr = 0.1 et
—%— Dpr = 0.3; — rectangles rotatifs R, (Dgr = 0.3); — rectangles rotatifs

Ry (Dr =0.2); et =B— carrés rotatifs Sp. . . .. ... ... ... ... ...

Structure initiale Sy : a) cellule unitaire et b) motif périodique. . . . . . . ..

Effet de I’épaisseur e sur les propriétés statiques et dynamiques de structures
a carrés rotatifs. a) Contrainte nominale o, b) Module de raideur équivalent
E, ¢) bandgaps, et d) largeur wpg, du bandgap primaire. —<— /M e = 0.9mm,
--O-/c-’-? e=1mm (Sp), et =o—/e=11mm. . . ... .. ... ... ....
Effet de la longueur L sur les propriétés statiques et dynamiques de structures
a carrés rotatifs. a) Contrainte nominale o, b) Module de raideur équivalent
E, ¢) bandgaps, et d) largeur wpg, du premier bandgap. —<—/M L = 9mm,
--O-/é-? L =10mm (Sp), et —=—/ L=11lmm. . . . . .. . ... ... ...
Effet du facteur d’échelle F; sur les propriétés statiques et dynamiques de

. : . -0
structures a carrés rotatifs. a) Contrainte nominale o et ¢) bandgaps. =0 - /e
Fs=1(Sy), et —=—/MF, =2 . . ... ...

Effet de E, p, et v sur les propriétés statiques et dynamiques de structures a
carrés rotatifs. a) Contrainte nominale adimensionnée o /o et b-d) bandgaps
en fonction de la déformation. - -G - /6-? Cas de référence Sy (F = Filicone,
P = Psilicones V = Vsilicone), —o— /M E = 10Esiticone; —B—/M p = 2pgiticone,
—~— /M v = 0.3, et =</ v = 0.4. Les propriétés non spécifiées sont égales
a celles du cas de référence, et les fréquences sont adimensionnées par fo. . . .
Comportement mécanique en compression a) du mécanisme théorique et b)

d’un motif unitaire Sp. . . . . . . ...

Exemple de géométrie modifiée avec ses dimensions caractéristiques : a. cellule
unitaire, b. motif périodique, et c. motif & ~ 30% de déformation. . . . . . . .
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4.8 Effet du rayon R sur le comportement statique : (a) contrainte nominale o et
(b) contrainte nominale 7, normalisée par rapport a Sy. —6— Cas Sy, —5—
R = 3mm, —6— R = 3.5mm, == R = 4mm, R = 4.5mm. (c) —
Valeur maximale de la contrainte nominale normalisée en fonction de la masse
ajoutée my. --- Seuil arbitraire de 10%. . . . . . . ... ... L.
4.9 Evolution des bandgaps omnidirectionnels en fonction de la précompression
pour trois géométries choisies : Sy, R = 3.25mm, et R = 4.25mm. m Bandgaps
et — largeur wpg, du premier bandgap . . . . . ... ..o
4.10 Evolution des bandgaps omnidirectionnels en fonction de la masse ajoutée pour
trois états de précompression : £ = 0%, ¢ = 2%, et ¢ = 10%. m Bandgaps et —
largeur wpg, du premier bandgap. . . . . . . ... oo 0oL
4.11 Reésultats d’optimisation pour trois critéres : wpg, (haut), wpg (centre), and
fuBa, (bas). Bl Optimum pour chaque état de déformation, comparé au O cas
de référence Sp. . . . . .. L
4.12 Géométrie avec inclusions Sk et ses dimensions caractéristiques : a. cellule
unitaire, b. motif périodique, et c. motif & ~ 30% de déformation. . . . . . . .
4.13 Effet du rayon R; de 'inclusion sur le comportement statique : (a) contrainte
nominale o et (b) taux de variation 7, de la contrainte nominale par rapport a
So. —— Sy, =8— R; = Omm (Sg), —— R; = lmm, —— R; = 2mm,
R;=3mm. . . . .
4.14 Evolution des bandgaps omnidirectionnels en fonction de la précompression
pour trois géométries & inclusions choisies : R; = Omm (Sg), R; = 1.bmm, et
R; = 3mm. m Bandgaps et — largeur wpg, du premier bandgap . . . . . . ..
4.15 Evolution des bandgaps omnidirectionnels en fonction de la masse ajoutée
pour trois états de précompression. m Bandgaps et — largeur wpg, du bandgap
PrimMaire. . . . . . o v o e e e e e e e e e e e e
4.16 Comparaison pour trois géométries différentes de trois critéres : wpg, (en
haut), wpg, (au centre), et fr g, (en bas). =<0 = Géomeétrie de référence Sy,
—8— géométrie améliorée Sg (R, = 4.2mm), et —&— géométrie a inclusions
(Ro=42mm, R; =3mm). . . . ... ... ..
4.17 Structures finies composées de 8x7 cellules Sy avec des conditions a) libres (SF)
ou b) encastrées (SF) en X sur les frontiéres supérieure et inférieure. . . . . .
4.18 Structures finies tridimensionnelles extrudées a partir des géométries a) S& et
D) SE.
4.19 Dénomination des frontiéres des échantillons tridimensionnels. . . . . . . . . .

4.20 Résultats numériques de compression statique. =-0 = Plaque infinie 2D,

Sk 2D, et SF oD, 8- SE 3D, et —8— SF3D. ...
4.21 Résultats numériques dynamiques pour a) e = 0 et b) ¢ = 6%. Sk 2D,
et S¥ 2D, =8~ S§ 3D, et =8~ S§ 3D et i_i bandgap théorique.

5.1 Dimensions caractéristiques des géométries étudiées. Cellules unitaires & vides
a) circulaires ou b) ovalisés, et c) & inclusions. D) Structure multicellulaire (ici
N, =8 et N, = 7). Pour I'ensemble des géométries, I’épaisseur e, vaut 5mm.

5.2 Echantillons testés. . . . . . . . . . . .
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5.3

5.4

9.5

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

Imprimante 3D Ultimaker 3 mise a disposition par le Fablab de I’'Ecole Centrale

Echec de moulage en silicone, pour cause de bulles d’air emprisonnées lors du
rempliSSage. . . . . . oL

Moule en aluminium a) assemblé et b) démonté, pour la fabrication d’éprou-
vettes de type So. - . . . . oL

a) Moule en ABS pour la fabrication d’éprouvettes de type Spr. b) Matrice en
silicone moulé d’une éprouvette Spr . . . . . . ...

Banc de traction-compression utilisé avec les plateaux de compression ---
supérieur --- inférieur. Seul le plateau supérieur est mobile. . . . . . . . . ..

Etapes de correction des données de compression statique pour compenser
le jeu de la machine d’essai : a) — données initiales, b) application de la
correction, puis ¢) interpolation des données corrigées. ® Données corrigées et

— courbe d’interpolation. . . . . ... ... oL o

Reésultats des essais de compression quasi-statique pour l’éprouvette Tp. a)
Cycles successifs a environ — 3%, — 6.5%, et — 10% de déformation, et b)
— dernier cycle de chaque niveau (en haut) avec --- le module de raideur
équivalent associé (en bas). Les phases de compression sont indiquées par les
cercles. . . . . .

Reésultats des essais de compression quasi-statique pour l’éprouvette 77. a)
Cycles successifs a environ — 5%, — 10%, et — 15% de déformation, et b)
— dernier cycle de chaque niveau (en haut) avec --- le module de raideur
équivalent associé (en bas). Les phases de compression sont indiquées par les
cercles. . . . Lo L

Reésultats des essais de compression quasi-statique pour l’éprouvette Th. a)
Cycles successifs a environ — 5%, — 10%, et — 15% de déformation, et b)
— dernier cycle de chaque niveau (en haut) avec --- le module de raideur
équivalent associé (en bas). Les phases de compression sont indiquées par les
cercles. . . . L

Reésultats des essais de compression quasi-statique pour l’éprouvette T3. a)
Cycles successifs a environ — 5%, — 10%, et — 15% de déformation, et b)
— dernier cycle de chaque niveau (en haut) avec --- le module de raideur
équivalent associé (en bas). Les phases de compression sont indiquées par les
cercles. . . . L

Reésultats des essais de compression quasi-statique pour les éprouvettes — Sy,
— Sp2, et — Sps. a) 5 cycles successifs a environ 6%, et b) — dernier cycle de
chaque éprouvette (en haut) avec --- le module d’élasticité équivalent associé
(en bas). Les phases de compression sont indiquées par les cercles. . . . . . . .

Résultats des essais de compression quasi-statique pour ’éprouvette Spp. a)
— 5 cycles successifs a environ 6%, et b) — dernier cycle de chaque éprouvette
(en haut) avec - -- le module de raideur équivalent associé (en bas). Les phases

de compression sont indiquées par les cercles. . . . .. . ... ... ... ...



9.15

5.16

5.17
5.18

5.19

9.20

5.21

5.22

5.23

5.24

9.25

5.26

Reésultats de la compression statique pour les échantillons en TPU : a) Ty,
11, Ty, et T3. Comparaison des —6—=—6——6— données expérimentales & trois
niveaux d’amplitude différents et des résultats numériques avec 1’épaisseur e
—H&— théorique et —6— mesurée numériques de ’échantillon Spp. . . . . . ..

Reésultats de la compression statique pour les échantillons en silicone. a) Com-
paraison des données expérimentales — Sg1, — Spo, — Sp3, et =—B— numé-
riques des échantillons Sy. b) Comparaison des données — expérimentales et

—&— numériques de ’échantillon Spp. . . . . . . . . ... L.
Banc d’essais pour la mesure d’isolation vibratoire. . . . . . .. . . ... ...
Plaques a) supérieure (avec inserts métalliques) et b) inférieure, fabriquées en
PMMA par découpe laser et c¢) collées sur les échantillons a tester en dyna-
mique. Les masses des plaques supérieure et inférieure sont, respectivement,

87.7g et 86.7g. . . .« . . .

Reésultats des essais sur I’éprouvette T3 en fonction de la masse appliquée : a)
--- niveaux de chargement par rapport a la — compression statique et b)
fonctions de transfert des cas — mg, — myqo, Mo1234, €6 — Mo1356-

Reésultats des essais sur I’éprouvette T3 en fonction de la masse appliquée ms.
a) Domaine fréquentiel complet et b) premier mode de compression observé, en
s’affranchissant de l'effet de la masse statique ajoutée. Fonctions de transfert
(en haut), phase ¢ (au milieu), et cohérence Cj, (en bas). Cas — mg, — mg2,

mMop1234, €0 = TNO1356- + « « « v e e e e e e e e e e e e e e e e

Niveaux de chargement par rapport a la — compression statique de 1’éprou-
vette 803, pour les cas --- mo, --- M™Mop1, mop12, et --- mgo3. . . . . . ...
Résultats des essais sur I'éprouvette Sps en fonction de la masse appliquée

ms. a) Domaine fréquentiel complet. L’encart est un agrandissement d’une
antirésonance basses fréquences. b) Premier mode de compression observé, en

s’affranchissant de I'effet de la masse statique ajoutée. Fonctions de transfert

(en haut), phase ¢ (au milieu), et cohérence Cj, (en bas). Cas — mg, — mo1,

mop12, e —— 123, - . . . o e e e
Niveaux de chargement par rapport & la — compression statique de 1’éprou-
vette Spg, pour les cas --- myg, --- mgo1, moie, €t === mea3. . . . . ..

Résultats des essais sur ’éprouvette Sy r en fonction de la masse appliquée m.
a) Domaine fréquentiel complet et b) premier mode de compression observé, en
s’affranchissant de l'effet de la masse statique ajoutée. Fonctions de transfert
(en haut), phase ¢ (au milieu), et cohérence Cj, (en bas). — mg, — moy,

mo12, €6 —— Ma3. - -« . o e
Résultats des essais sur I’éprouvette Sy i en fonction de la masse appliquée my.
a) Troisitme mode observé, en s’affranchissant de Deffet de la masse statique
ajoutée. Fonctions de transfert (en haut), phase ¢ (au milieu), et cohérence
Cio (en bas). — mg, — myoy, Mo12, €6 — mga3. b) Déformée modale
correspondante (210Hz). . . . . . . . oo
Comparaison des mesures sur — Sp3 et — S g pour une masse mg; : fonction
de transfert (& gauche), phase ¢ (a droite en haut), et cohérence C;, (a droite
en bas). . ...
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5.32

9.33

5.34

9.39

9.36

5.37

B.1

C.1

Dénomination des frontiéres des échantillons tridimensionnels. . . . . . . . . .
Comparaison des données expérimentales et des résultats numériques pour
I'éprouvette T3, sous chargement statique mg. a) Courbes de compression sta-
tique — expérimentale et =—B— numérique. --- Contrainte de compression
correspondante a mg. b) Résultats dynamiques — expérimentaux et — nu-
meériques : fonction de transfert (en haut), phase (au milieu), et cohérence (en
bas). - -- Inertance mesurée. c) m Bandgap théorique. . . . . . . .. . ... ..
Comparaison des données expérimentales et des résultats numériques pour
I'éprouvette Sp3, sous chargement statique mg. a) Courbes de compression
statique — expérimentale et —B— numérique. - -- Contrainte de compression
correspondante & mg. b) Résultats dynamiques — expérimentaux et —e—
numériques : fonction de transfert (en haut), phase (au milieu), et cohérence
(en bas). m Bandgaps théoriques. . . . . . . . .. ... o
a) m Bandgaps théoriques. b) Comparaison des données expérimentales et des
résultats numériques recalés pour 1’éprouvette Sps, sous chargement statique
mp. Résultats dynamiques — expérimentaux et — numériques recalés (E' =
L21E} jicone) © fonction de transfert (en haut), phase (au milieu), et cohérence
(en bas). m Bandgaps recalés (£ = 0.41E)

Comparaison des données expérimentales et des résultats numériques pour

silicone) Obtenus pour € = 14%. . . .
I'éprouvette Sppr, sous chargement statique mg. a) Courbes de compression
statique — expérimentale et —B— numérique. - -- Contrainte de compression
correspondante & mg. b) Résultats dynamiques — expérimentaux et — nu-
meériques : fonction de transfert (en haut), phase (au milieu), et cohérence (en
bas). m Bandgaps théoriques. . . . . ... ... Lo
Comparaison des données expérimentales et des résultats numériques recalés
pour ’éprouvette Spr, sous chargement statique mg. Résultats dynamiques
— expérimentaux et — numériques recalés (E' = 1.01E} j;.,,.) ¢ fonction
de transfert (en haut), phase (au milieu), et cohérence (en bas). m Bandgaps
recalés (E' = 0.8

a) Etalon pour la calibration des caméras, b) disposées devant le banc d’essais

silicone) ODtenus pour e =9%. . .. ..o
dynamiques. . . . . . . .. e e e e e
a) Exemple de mouchetis sur I'éprouvette Sps et b) profil de luminosité capté
PAT UNe CAMEATA. . . . . . v v v e e e e e e e e e e e e e e
Comparaison du mode de structure Spr & 25H 2z par a) corrélation d’image et
b) par simulation. . . . . ... ..o oL
Comparaison du mode de structure Spr & 98H z par a) corrélation d’image et
b) par simulation. . . . . . ... L
Géomeétrie possible a polygones rotatifs & gradient. Ici I'épaisseur en Y des
ligaments et la taille de chaque cellule en X sont constantes, mais le rayon des

espaces vides et la dimension des cellule en Y varient selon leur position Y.
Propriétés de différents silicones moulés de la marque Zhermack. . . . . . ..

Représentation schématique dune chaine infinie de systémes masse-ressort-
amortisseur de type My . . . . . . .
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D.1

Représentation schématique d’une chaine infinie de type Mg, . . . . . . . . .. IX
Représentation schématique d’une chaine infinie de type M. . . . . . . . .. XI
Dimensions caractéristiques a) du motif élémentaire choisi (ici § = —20°), b)
d’une cellule réentrante auxétique (0 = —20°) et c¢) d’une cellule hexagonale
(0 = 30°). Les surfaces bleues correspondent & ’aire d’un motif élémentaire. . XIII
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Annexe A

Fiche technique du TPU 95A

Propriétés matériau du TPU 95A, fournies par le fabricant, Ultimaker.



Fiche
technique:
TPU 95A

Nom chimique

Description

Caractéristiques clés

Applications

Non adapté a

Spécifications du filament

Diamétre
Ecart de circularité max.
Poids net du filament

Longueur du filament

Informations relatives aux couleurs

Fiche technique — Ultimaker TPU 95A

Ultimaker

Polyuréthane thermoplastique

Sa remarquable polyvalence dans les applications
industrielles fait du filamentTPU 95A la solution de choix
pour un large éventail de projets de fabrication exigeant
a la fois les qualités du caoutchouc et celles du plastique.
Concu pour une impression 3D homogéene, TPU 95A est
un filament semi-flexible offrant une résistance chimique
et une forte adhérence entre couches. Il permet en outre
d’'imprimer plus facilement et plus rapidement que les
autres filaments en TPU.

Exceptionnelle résistance a I'usure, haute résistance aux
chocs, dureté Shore A de 95, jusqu’a 580 % d’allongement
a la rupture et bonne résistance a la corrosion par

de nombreuses huiles industrielles et autres agents
chimiques courants.

Prototypage fonctionnel, surfaces de préhension (grips),
guides, charniéres, manchons, piéces a encliquetage et
boitier de protection.

Contact avec les denrées alimentaires et applications in
vivo. Exposition aux UV et/ou immersion dans I'humidité
a long terme et applications dans lesquelles la partie
imprimeée est exposée a des températures supérieures a
100 °C.

Valeur Méthode
2,90+0,13 mm Jauge laser 2 axes
0,07 mm Jauge laser 2 axes
750 g -

~96 m -

Couleur Code couleur
TPU 95A Blanc RAL 9010

TPU 95A Noir RAL 9005

TPU 95A Rouge RAL 3031

TPU 95A Bleu RAL 5002
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Propriétés mécaniques (*)

Module en traction

Limite d’élasticité a la traction
Limite de rupture a la traction
Allongement a la limite d'élasticité
Allongement a la rupture

Résistance a la flexion

Module de flexion

Moulage par injection

Valeur type Méthode d’essai

Résistance au choc Izod, éprouvette entaillée (a 23 °C)- -

Résistance au choc Charpy (a 23 °C)

Dureté

Résistance a |I'abrasion

Impression 3D

Propriétés thermiques

Indice de fluidité a chaud (MFR)

Température de fléchissement sous charge (HDT) a 0,455 MPa
Température de fléchissement sous charge (HDT) a 1,82 MPa
Transition vitreuse

Coefficient de dilatation thermique

Température de fusion

Retrait thermique

Propriétés électriques

Résistivité transversale

Résistance superficielle

(*) Voir notes.

Fiche technique — UltimakerTPU 95A

Valeur type

15,9 g/ 10 min

74 °C

49 °C
-24°C
100-10-¢°C""

220 °C

Valeur type
10" Q-m

2-10 Q

Page 2

Valeur type Méthode d’essai
26,0 MPa ASTM D638
8,6 MPa ASTM D638
39,0 MPa ASTM D638
55,0 % ASTM D638
580,0 % ASTM D638
4,3 MPa ISO 178
78,7 MPa ISO 178
34,4 kd/m? ISO 180
95 (Shore A) ASTM D2240
46 (Shore D) Durometre
0,06 g ASTM D4060
(perte de masse, 10000
cycles)

Méthode d'essai

ISO 1133

(225 °C, 1,2 kg)

ASTM D648

ASTM D648

DSC

ASTM E693

DSC

Méthode d'essai

IEC 60093

IEC 60093



Autres propriétés Valeur type Méthode d'essai

Poids spécifique 1,22 ASTM D782
Classification d'inflammabilité Classe HB CEIl 60695-11-10
Absorption d’humidité 0,18 % ASTM D570 (24 h)
Notes

Les propriétés indiquées ici représentent les valeurs moyennes d’un lot type. Les éprouvettes d’essai de traction ont été
imprimées avec 2 coques, un débit de matériau de 107 % une température de buse de 260 °C, une température du lit de
45 °C, un diametre de buse de 0,8 mm, une vitesse de remplissage de 40 mm/s, une vitesse d'impression de 30 mm/s et
une hauteur de couche de 0,3 mm. Les éprouvettes d’essai de flexion et de choc ont été imprimées dans le plan XY, avec
le profil de qualité normal Cura 2.1, une Ultimaker 2+, une buse de 0,4 mm, un remplissage a 90 %, une température

de buse de 235 °C et une température de plateau de 70 °C. Les valeurs correspondent a une moyenne obtenue pour

5 éprouvettes blanches et 5 noires lors des essais de flexion et de choc. La dureté Shore D a été mesurée a l'aide d'un
carré d'une épaisseur de 7 mm imprimé dans le plan XY, avec le profil de qualité normal Cura 2.5, une Ultimaker 3, un
Print Core de 0,4 mm et un remplissage a 100 %. Ultimaker s’efforce d’élargir les données disponibles dans ses fiches
techniques.

Clause de non-responsabilité

Vous acceptez a vos risques les informations techniques et I'assistance fournies dans ce document. Ultimaker et ses
sociétés affiliées n’offrent aucune garantie a cet égard. Ultimaker et ses sociétés affiliées ne sauraient en aucun cas étre
tenues responsables des conséquences de I'utilisation de ces informations ou des produits, méthodes ou appareils,
dont il vous incombe d'évaluer le caractere adapté et complet en termes d’utilisation, de protection de I’'environnement,
et de protection de la santé et de la sécurité de vos employés comme des personnes qui achétent vos produits. Nous
n’offrons aucune garantie quant a la valeur marchande ou I'adéquation de nos produits a un usage particulier. Aucune
disposition ne saurait étre interprétée comme une renonciation aux conditions de vente d'Ultimaker. Les spécifications
sont soumises a modification sans préavis.

Version Version 3.010

Ultimaker

Fiche technique — UltimakerTPU 95A Page 3



Annexe B

Fiche technique du silicone

Propriétés matériau du silicone Elite Double 32, fournies par le fabricant, Zhermack (figure

B.1).
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FiGURE B.1 — Propriétés de différents silicones moulés de la marque Zhermack.
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Annexe C

Modéles analytiques de chaines

périodiques 1D

Si une représentation analytique compléte d’'un métamatériau serait fastidieuse, des cas
simples unidimensionnels sont facilement abordables et donnent un apercu des mécanismes
en jeu et des paramétres déterminants le comportement du matériau. Le systeme considéré

ici est infini selon la dimension étudiée.

C.1 Masses identiques

La structure initiale M, est une simple chaine périodique de masses m identiques liées par
des ressort de raideur k et des amortisseurs de coefficient ¢, comme indiquée sur la figure C.1.

k k k k
LN ] LN )
— — — 1 —1—
C C C C
a

Ficure C.1 — Représentation schématique d’une chaine infinie de systémes masse-ressort-amortisseur de type
Mo

L’équation de mouvement »  F' = mi est appliquée a chaque particule n :

mii — C(ﬂn_l _ un) + C(ﬂn—H _ un) + k(un—l _ un) + k(un-&-l _ un) (Cl)
ou u" est le déplacement de la particule n, et & = % = ‘2272‘”. Soit
mii" + c(20" — @ — 0" + k(u" —u" T —uTh) =0 (C.2)

En considérant des ondes de Bloch de la forme :
u(z, K, t) = Ueatna+it (C.3)

ol a est la dimension de la cellule périodique, x désigne le nombre d’onde, U est une fonction
de période a, et A = iw. On injecte I’équation C.3 dans C.2, pour obtenir :

N4 Ae(2 — € — 7)) 4 k(2 — e — e7F) = 0 (C.4)
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soit
)\2m+4)\csin2(%) +4ksin2(%) =0 (C.5)

Ce qui peut étre ramené a une polyndéme du second ordre de la forme :

AN+ BA+C =0 (C.6)
Avec
[[|A = m
— 2 ka
B = c¢x4sin (7) (C.7)

Le déterminant prend alors la forme :
A=DB?—-4AC =16 siHQ(%) X (02 sinQ(%) - km) (C.8)

Et les solutions sont :

17 L . Ka \/2_214;@_ }
A= — e 2sin (—2 ):I:Q‘sm(—2 )‘ X 4/ % sin (—2 ) —km (C.9)
Soit
2 KaQ Ka Ka
_ _ = . el . et 2 o 2 el W
A= m‘sm(Q)‘x [c‘sm(z)’i\/c sm(2) k:m] (C.10)

Comme A = iw, I’équation de dispersion donne :

Ra

2
w=— ‘sin(;)‘ X [ic ‘sin(%)‘ + \/k‘m —c? sinz(,{a

=) (C.11)

Dans le cas ot ’on considére ’amortissement négligeable, c’est-a-dire ¢ = 0, et en ne gardant
que les fréquences positives, on obtient :

. ka 4k
w= ‘sm(;)‘ Y = sqrt2 | S| wr (C.12)

2k Ka . .
Avec wy =/ —, et S, = sin 5 On en déduit les fréquences limites de cette branche de la
m

. . < g s
courbe de dispersion, c’est-a-dire quand kK =0 et Kk = — :
a

0 stk=0
\/iwl .s:il-i:z ( )

a

C.2 Masse-et-masse

La structure My, qu’on nommera "masse-et-masse" (mass-and-mass en anglais), est mainte-
nant constituée d’une chaine périodique de deux systémes masse-ressort-amortisseur différents
en série. Leur comportement est défini par leur masse m;, raideur k;, amortissement c;, et
déplacement u; respectifs, ou 'indice ¢ € 1,2 dépend du systéme considéré. Le systéme global
est schématisé sur la figure C.2.
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Ficure C.2 — Représentation schématique d’'une chaine infinie de type My,

L’équation de mouvement »_ F' = ma est appliquée a chaque systéme :

miiiy = er(af —af) + eyt —at) + ki(up — ) + ka(up Tt — uf) (C.14)
mg’l'lg = C (u’f — ug) + Cg(ﬂ?+1 — Ug) + kl(u? — 'LLS) + kz(u?Jrl — ug) ‘
Soit
7’TL1’U]11 + Tl?(cl + CQ) — Cl’llg — Cg’llg_l + u?(l{:l + k‘g) — klug — kgug_l =0 (C 15)
matly + 45 (c1 + c2) — caf — CQQ?H + ub (k1 + ko) — ku? — kgu?ﬂ =0 .
En considérant des ondes de Bloch de la forme :
up(x, Kk, t) = U, ei@tna)+At (C.16)

On injecte ’équation C.16 dans C.15, pour obtenir :

)\zmlﬁl "‘ )\ (Ul(Cl + C2) — 01U2 _ CQUQB_iHG) _|_ Ul (kl + k2) _ k102 o k202€—ina _ O
)\2m202 + A (ﬁQ(Cl + 02) — 6101 — 02016ma) + Uz(lﬁ + kz) — klﬁl — kzﬁlei’w =0

C.17)
En isolant U, dans la deuxiéme équation pour l'injecter dans la premiére on trouve :
()\2m1 + Aer + ¢2) + ky + k) ()\ng + Aer + ¢2) + ky + k) (C.18)
= ()\ (Cl + Cge_ma) + ki + kge_ma) ()\ (Cl + Czema) + k1 + kgeim) ‘
Soit une équation de la forme :
aX' + X3+ e+ dh+e=0 (C.19)
Avec les coefficients :
( [lla = mimso
b= (m1 4+ ma)(c1 + c2)
. o Ka
c= (m1 + mg)(kl + kg) + 4cicy sin? 7 (CQO)
d= 4(01]€2 + Cgkl) sin® %
e = 4:161]{32 Sin2 @
\ 2

Si on retire les amortisseurs, c’est-a-dire ¢; = ¢ = 0, alors b = d = 0, et I’équation C.19 peut

s’exprimer comme un polynoéme d’ordre 2 :
AN* +BA+C =0 (C.21)
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avec A = X2, A =mimsy, B =

On a alors

Et

En définissant les paramétres w; = 1/ , Wy = 1/ 2

S, —bln

on en dedu1t :

A = B? —4AC

Bivﬁ

A=—

(m1 + mg)(kﬁl + k‘g), et C' = 4k1ko Sinz(

ra
o)

_mama

m1+m2

w=vV-A= \/M V —w1w252

A partir de cette équation on peut en tirer des cas simples en fonction des valeurs de my, ma,

o k1 + k2

(C.22)

(C.23)

(C.24)

ki, ko, ainsi que valeurs limites des branches de la courbe de dispersion, c’est-a-dire quand

s
k=0et k=—

a
Equation générale k=0 k=m/a
K K? 2K K K?
mi # ma, ki # ka w—\/M:I:\/Mz—wleSQ 53 \/M:I: W—w%w%
k1 k% 2 2 2
mi 75 ma, kl = kQ w = M + w1w25 w1 +OJ2 w1 w2
2K 2 2 2 P)
mi; = Mma, kl 7& kQ w = — —s wlsz,% w1 +OJ2 w1 w2
m mj
mi = mao, k1 = ko w = wiv1+Ecoska V2w w1 w1

TABLE C.1 — Synthése analytique de structures masse-et-masse sans amortissement

C.3 Masse-en-masse

La structure est maintenant constituée d’une chaine périodique de deux systémes masse-

ressort-amortisseur différents en paralléle. Autrement dit, chaque cellule de la chaine est un

systéme a deux degrés de liberté. Cette structure Me sera nommeé masse-en-masse (mass-

in-mass en anglais), par comparaison a la structure précédente. Le comportement des deux

systémes est défini par leur masse m;, raideur k;, amortissement c;, et déplacement u; respec-

tifs, ot 'indice ¢ € 1,2 dépend du systéme considéré. Le systéme global est schématisé sur la

figure C.3.

L’équation de mouvement Y F = ma est appliquée a chaque systéme :

N n+1
{mlul = (4]

mgug =

—al) + e (uf™

1—’1:L1)+02(

— ) + ky(uf ntl _ up) + k1 (u

ca(uy

?*1 —ul) + ka(u
—uy) + ka(u

(C.25)

X

5 —uy)

1 uy)



Figure C.3 — Représentation schématique d’une chaine infinie de type Me¢.

Soit

mgug + CQ'I:LS — CQT'L? + kzug — kgu? =0
(C.26)

{mlu? oo (2 — Wt — ATt — el — 4t + ke (2uf — uPt = wf ) — ko(uf —ul) =0

En considérant des ondes de Bloch de la forme :
U (z, ki, 1) = Uyetml@tna)+at (C.27)

ol A = jw.

On injecte ’équation C.27 dans C.15, pour obtenir :

)\leﬁl + A (U1(201 —+ co — clei’“‘ — Cleima) — Czﬁz) + U1(2k‘1 + ko — kle’m — k‘leima) — k‘QUQ =0
)\QmQUg + )\CQ (02 — 01) + kg (02 — [71) =0

(C.28)
9 = ~ . 9 Ka - ~ . 9 KQ .
NmUp + X <U1(401 sin® — + ¢) — 02U2> + Ui (4ky sin® — + ko) — koUs = 0
2 2 ~ (C.29)
(N°ma + Aca + ko) Us = (Aea + ko) Un
En isolant U, dans la deuxiéme équation pour l'injecter dans la premiére on trouve :

()\2m1 + A(4cy sin? % + ¢o) + 4k, sin? % + kg) ()\ng + Aeoy + k:z) = (Aeg + k2)2 (C.30)

Soit une équation de la forme :

ad* + b+ A +dh+e=0 (C.31)
Avec les coefficients :
[lla = mims
b= ca(my + my) + 4mgcy sin® %
. o ka
c= ko(my 4+ my) + 4(maoky — cic) sin® > (C.32)
d= 4(erks + c2kq) sin® %
e= Ak ko sin® %
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Cas non amorti Si on retire les amortisseurs, c’est-a-dire ¢; = co = 0, alors b=d =0, et

I’équation C.19 peut s’exprimer comme un polynéme d’ordre 2
AN+ BA+C =0 (C.33)

avec A = X2, A = myma, B = ko(my + my) + 4myk; sin’ %, et C' = 4k ky sin® %.
On a alors

A = B* - 4AC (C.34)
Et
B+ VA
A= ——"" " C.35
2A ( )
2k 2k k
En définissant les parameétres M = M, wy = —1, wy = —2, w3 = —2,
mi + Msy m1 mo 2M
k
S, = sin@, R, = —1, et Ry, = @, on en déduit :
2 ko my
2 @2 2 2
w=+V- \/w3 +wiS2 + \/ (w? +wiS2)” — wiw3S? (C.36)

A partir de cette équation on peut en tirer des cas simples en fonction des valeurs de m1, ma,
ki, ko, ainsi que valeurs limites des branches de la courbe de dispersion, c’est-a-dire quand
7r
k=0et k=—
a

Equation générale
my # ma, ki # ks w= \/Ld% +w?S2 + \/(wg +w%S,%) — wiw2S?
my £ my, iy = ky | w= %\/1 4 Ry +4RS2 £+ /(1 + Ry + AR S2)? — 16R,,.52
wa

my = ma, ki # k w= 2\ 1+ 2R, 82 + /11 4R2S]

1 2, k1 # ko NG k %

w

my = ma, k1 = ks w:72§\/1—|—25,%:|:\/1+45é

TABLE C.2 — Synthése analytique de structures masse-en-masse sans amortissement : équations générales

k=0 k=m/2a

2 2 2
my # ma, k1 # ke | 0| V2w \/C(;’—i—w%:t\/(a;’—i—w%) —wiw?

My A g, k= ky | 0| V2uws %\/1+5Rmi\/(1+5Rm)2—16

my=mg, k1 £ ks | 0| wo 3%\/1+2Rkiw/1+4Ri

T)’Ll:mg,k‘lzk‘g 0 w2 ﬂ 3i\/5

V2

TABLE C.3 — Synthése analytique de structures masse-en-masse sans amortissement : fréquences limites
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Annexe D

Définition des dimensions de la cellule

réentrante

Cette annexe détaille les relations entre les dimensions caractéristiques de la cellule réentrante
étudiée au chapitre 3. En fonction de I’étude paramétrique, les parameétres d’entrée varient
ce qui modifient certaines définitions géométriques. Cette annexe est donc composée de deux

sections, une pour chaque comparaison.

L,
e/2 [
en/2%
LX
a) L b) c)
Ly
LX

FI1GURE D.1 — Dimensions caractéristiques a) du motif élémentaire choisi (ici # = —20°), b) d’une cellule
réentrante auxétique (6 = —20°) et ¢) d’une cellule hexagonale (§ = 30°). Les surfaces bleues correspondent

a laire d’un motif élémentaire.
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0 —-30° —20° —10° 0° 10° 20° 30°

Géomeétrie

Initiale

Géomeétrie

Déformeée

S/ Sp—go 1.31 1.18 1.08 1 0.93 0.88 0.83

TABLE D.1 — Géométries réentrantes a épaisseur constante pour des angles 0 différents. Les déformées affichées

correspondent & & = 10%.

D.1 Epaisseur e,, constante

Pour toute I’¢tude, L, = L, = 10mm et e = 1mm sont fixés. Ces parameétres sont donc
connus, de méme que 6 dont on souhaite étudier D'effet. L’épaisseur e,, est arbitrairement

fixée a e, = 0.5mm.

Les dimensions caractéristiques restantes de la figure D.1 sont facilement déduites des para-

metres imposés :

L,/4— e,

* Loy = cos b

o Ly, = La/4 — Ly, sinf
e L,, =Ly, +e€/(2cosb)

Les géométries obtenues et leurs surfaces S respectives, normalisées par rapport a Sp—ge =
36mm? sont présentées sur la table D.1.

D.2 Masse m constante

Pour toute I'¢tude, L, = L, = 10mm et e = 1mm sont fixés. Ces parameétres sont donc
connus, de méme que 6 dont on souhaite étudier l’effet. Comme le matériau et 1’épaisseur
hors plan h, = 40mm sont fixés, la masse m est imposée via la surface S = m/(ph.) de la
cellule. Une valeur arbitraire S,.; = 3.6383m?2 est choisie.

Les dimensions caractéristiques restantes de la figure D.1 sont déduites des paramétres im-
posés. Typiquement :

e Ly, = La/4 — Ly, sinf
o L, =Ly, +e/(2cosb)
e ¢, =1L,/4— Ly, cosb
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La principale difficulté est de trouver la valeur de Ly, telle que S = S,.r. Pour simplifier
le développement des relations, la surface du motif est divisée en une partie "base" (en gris
clair sur la figure D.1a)) de valeur S, = §(4Lby + 2Ly, + etanf — 2/ cos ), et une partie
"masse" (en gris foncé sur la figure D.1a)) de valeur S,, = Ly,e,,. La surface totale est alors
S =8(Sy+ Sm).

L’analyse géométrique de ces surfaces donne :

2
85y = 8Lyye + 4Ly e + e? <tan 0 — )
cos

L
Y€ | 9Ly Ly — 8Ly Ly cos 0 — ALyye

85m = cos b

Soit

2 e
9> + Ly (2Los + ——) = 8Lu Ly, cos

S =de(Lp, + Lby) + €2 <tan6’ —
COS

On en déduit :

L
S — e? (tan@ — ) _ e 4e Ly,

cosf cos

L p—
b de + Ly — 8Ly, cos 0

Cette expression est introduite dans la relation Ly, = Lz /4 — Ly, sin ce qui donne :
AL}, + BLyy +C =0

Avec
A= —8cosfsind

B =2sin6 (2e + Ly) + 2Lz cos§ — 4e
2 L L
C:S—62<tan0— )— ye—Lx<e+i>

cos b cosf 2

Si6=0,A=0soit :

I O S+2°+ LyLy/2 — (La + Ly)e
T g T de — 2L,

Si 6 # 0, alors
_ —-BXVA
24

ot A = B2—4AC. 1l existe alors deux solutions Ly, et Ly, 2, mais seule Ly, = min(|Lyy1|, | Lyy|)

Ly,

est acceptable, 'autre aboutissant & une valeur de .Sy ou S, négative.
Les géométries obtenues sont présentées sur la table D.2.
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0 —30° —20° —10°

OO

10°

20°

30°

Géomeétrie

Initiale

Géométrie

Déformeée

TABLE D.2 — Géométries réentrantes a masse constante pour des angles 6 différents. Les déformées affichées

correspondent & & = 10%.
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Annexe E

Parameétres d’impression du TPU 95A

Le tableau E.1 synthétise les paramétres utilisés pour 'impression du TPU par fabrication
additive sur Ultimaker 3. Ces paramétres sont également valables sur Ultimaker 2. En par-
ticulier, les valeurs de vitesses, de températures, et de nombre de lignes de paroi sont pré-
pondérantes pour obtenir un état de surface final satisfaisant. Cependant, ces valeurs sont

empiriques et ne prétendent pas étre optimales.
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Paramétre

Valeur

Parameétres Cura

Hauteur de couche 0.15 mm
Epaisseur de paroi 0.4 mm
Nombre de lignes de paroi 1
Compensation chevauchement de paroi On
Remplissage espace interpariétal On
Densité de remplissage 100%
Motif de remplissage octaédrique
Pourcentage de chevauchement du remplissage 0%
Pourcentage de chevauchement de la couche extérieure 0%
Chevauchement de la couche extérieure 0
Etapes de remplissage progressif 0
Température d’impression 225°C
Température du plateau 70°C
Débit 100%
Vitesse d’impression 30 mm/s
Vitesse de déplacement 300 mm/s
Parameétres de 'imprimante
Ventilation 30%
Débit matériau 100%
Vitesse imprimante 100%
Température +0°C

TABLE E.1 — Paramétres recommandés d’impression 3D du TPU.
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