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Introduction

L’étude de phénomènes météorologiques et hydrauliques représente de nos jours
un enjeu d’étude majeur. En effet, les catastrophes naturelles de plus en plus vio-
lentes induisent un besoin croissant de compréhension et de prévision de ces phé-
nomènes, accentué par le fait que près de 40% de la population mondiale vit en zone
côtière, d’après les données de l’ONU en 2017 [UN17]. Dans ce travail, nous nous in-
téresserons ainsi à diverses problématiques concernant des mouvements de fluides
en eau peu profonde, associés à des phénomènes d’érosion et de sédimentation, ou
bien soumis à la force de Coriolis.

1 Équations de Saint-Venant

Les fluides newtoniens sont régis par les équations de Navier-Stokes. Dans des
cas d’études particuliers, il est possible de simplifier ces dernières en des systèmes
plus adaptés aux situations étudiées. Ainsi, lorsque l’on considère des cas d’eaux
peu profondes, c’est-à-dire des domaines pour lesquels la hauteur d’eau est négli-
geable par rapport à la longueur du domaine, on s’intéresse en général au système
de Saint-Venant, développé en 1871 par Barré de Saint-Venant [SV71], et qui s’écrit,
dans sa version la plus simple :

∂th + divx(hu) = 0 (1a)
∂t(hu) + divx(hu⊗ u) + g h∇h = −gh∇b, (1b)

avec h ∈ R+ la hauteur de l’eau, u = t(u, v) ∈ R2 sa vitesse horizontale et b la
topographie. Ces variables dépendent du temps t ∈ [0, T] et de la position dans le
domaine x ∈ Ω ⊂ R2 la position dans le domaine. Par ailleurs, g est l’accélération
gravitationnelle.

Ces équations sont obtenues en supposant une eau peu profonde, puis en inté-
grant le système sur la hauteur d’eau. Cela implique en particulier que la vitesse u
est une vitesse moyennée sur toute la hauteur d’eau. Les équations de Saint-Venant
sont particulièrement utilisées dans le cadre de l’hydrodynamique maritime ou flu-
viale, notamment pour le calcul des marées et des ondes de tempête, les écoulements
de rivières, la circulation de courants océaniques, la propagation de tsunamis ou en-
core l’étude des crues. Plus généralement, ces équations permettent aussi de décrire
les mouvements horizontaux de l’atmosphère, où le rapport d’aspect du fluide est
faible, mais aussi les avalanches, le trafic routier ou même la circulation sanguine.
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2 Équations de Saint-Venant avec force de Coriolis

Le système de Saint-Venant permet ainsi de décrire de multiples situations d’eaux
peu profondes. Afin d’étendre ses applications, et de modéliser de plus diverses ap-
plications, il est possible d’ajouter au système (1) des termes sources, tels que la
pluie, l’infiltration du sol, ou le frottement au fond. Pour de grandes étendues de
fluide, telles qu’un océan, un grand lac, ou l’atmosphère terrestre, il devient perti-
nent de prendre en compte l’action induite par la rotation de la Terre, appelée force
de Coriolis. Malgré son appellation de "force", ce n’en est pas une au sens propre
(c’est-à-dire l’action d’un corps sur un autre), mais une force fictive, créée par le
mouvement non-linéaire du référentiel terrestre. Décrite pour la première fois par
Gaspard-Gustave Coriolis dans [Cor32], puis [Cor35], la force de Coriolis s’écrit en
fonction de la vitesse de rotation de la Terre sur elle-même ΩT, et varie selon φ, la
latitude de l’objet considéré :

FC = −2Ω ∧ u avec Ω = ΩT (0, cos(φ), sin(φ)).

Partant des équations de Navier-Stokes, on peut intégrer cette force aux équa-
tions de Saint-Venant (voir par exemple [Mar05]), qui s’écrivent alors sous la forme
suivante :

∂th + div(hu) = 0 (2a)
∂t(hu) + div(hu⊗ u) + g h∇h = −ω h u⊥, (2b)

où ω = 2ΩT sin(φ).
Ce système possède deux propriétés principales que l’on souhaite pouvoir répli-

quer dans une simulation. Tout d’abord, comme les équations de Saint-Venant sans
force de Coriolis (1), il vérifie une égalité d’énergie :

1
2

∂t(gh2 + hu2) + div
((

1
2

u2 + gh
)

hu
)
= 0.

Elle est identique à celle vérifiée par le système (1), puisque le seul terme supplémen-
taire (−ω h u⊥) s’annule lors du calcul, où l’on multiplie l’équation des moments (2b)
par u.

Le modèle de Saint-Venant avec force de Coriolis (2) possède également une
vaste gamme d’équilibres, appelés équilibres géostrophiques, et s’écrivant comme
une égalité entre la force de Coriolis et le gradient de pression : g∇h = −ωu⊥.
Lors de simulations, la préservation des équilibres du système est importante si l’on
souhaite reproduire correctement les phénomènes observés, et les équilibres géo-
strophiques, préservés par les équations (2), sont donc un enjeu majeur dans l’étude
de ce système. Un certain nombre d’études traitent ainsi de cette préservation des
états d’équilibre, et on pourra citer [Aud+18], [Do17] dans le cas linéaire, [Bou04]
qui a adapté la reconstruction hydrostatique au cas avec terme source de Coriolis en
introduisant une topographie artificielle, ou encore [Thu+09] et [Rin+10] qui consi-
dèrent une grille d’Arakawa de type C, souvent utilisée par les météorologues et
océanographes.
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3 Processus de sédimentation en eaux peu profondes

Outre l’ajout de termes source, il est également possible d’étudier d’autres si-
tuations d’eau peu profondes en couplant les équations de Saint-Venant (1) à un
autre système d’équations. Cette technique permet ainsi de modéliser des processus
d’érosion et de sédimentation en eaux peu profondes. Ceux-ci surviennent dans une
grande variété d’environnements, et peuvent affecter de manière significative les
milieux naturels mais également les constructions humaines, telles que les canaux
ou les barrages ([AF03], [Ock+15]). L’étude de ces phénomènes est donc primordiale
pour prévoir la longévité et la résistance de telles constructions, et ainsi prévenir
de potentielles catastrophes [Mou+11], mais aussi pour assurer la qualité de l’eau
[Fu+19].

Les phénomènes d’érosion s’opèrent en général de deux manières : la suspen-
sion, pour les particules fines qui sont entraînées dans le flux d’eau, ou les écoule-
ments à grande vitesse, et le charriage, pour les particules plus grossières qui restent
plus proches du fond, et sont mises en mouvement par roulement, glissement ou
saltation (c’est-à-dire par sauts sur de courtes distances). Pour chacun de ces phé-
nomènes, de nombreux modèles permettent de représenter diverses situations. On
pourra ainsi citer [HBS02], décrivant l’érosion le long d’une pente, [Laj+13] pour le
charriage dans une rivière, [Gao+04] dans le cas de transport chimique.

L’équation d’Exner [Exn25] a été très largement utilisée, par exemple dans le
cadre de transport fluvial. Elle traduit la conservation de la masse de sédiments, et
s’écrit :

∂th2 + χdivqb = 0

où h2 est la hauteur de la couche de sédiments, χ est donné par (1−Φ0)−1, avec Φ0 la
porosité de la couche de sédiments, et qb le flux de sédiments. De nombreuses études
ont été menées pour déterminer empiriquement l’expression de qb. Citons ainsi les
formules de Grass [Gra81], de Meyer-Peter et Müller [MPM48], de Fernández Luque
et Van Beek [FLB76], de Nielsen [Nie92] et de Van Rijn[Rij84]. Toutes ces formules
ne sont valables que dans certaines gammes de paramètres, pour des conditions
expérimentales bien particulières.

4 Organisation du manuscrit

Cette thèse se décompose en trois chapitres indépendants.
Dans le chapitre 1, on s’intéresse au système de Saint-Venant-Exner (1.1) déve-

loppé dans [FN+17], décrivant des phénomènes de charriage de sédiments dans
des rivières, lacs, ou zones côtières. On y considère trois couches superposées : une
couche de sédiments fixes, servant d’apport et de zone de dépôt au système, une
couche de sédiments mobiles, et enfin une couche d’eau. Ce système possède la par-
ticularité d’avoir une énergie associée, grâce à la différence d’échelle prise entre la
vitesse de l’eau et celle des sédiments. Après avoir démontré l’égalité d’énergie, nous
montrerons la stabilité des solutions faibles du système, sous condition de régularité
du gradient de la hauteur d’eau.

Dans le chapitre 2, nous considérons également une situation de dépôt de parti-
cules et d’érosion dans un flux d’eau. Basé sur une loi de conservation, le système
(2.2) décrit l’évolution des concentrations d’une ou plusieurs classes de sédiments
dans l’eau et dans une couche de dépôt, ainsi que leur interaction via une fonction
d’échange G. Par couplage avec les équations de Saint-Venant (2.1), ce modèle per-
met ainsi de décrire de nombreuses situations d’érosion et de sédimentation par le
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choix de G et d’autres paramètres, et réunit donc un certain nombre de modèles de
la littérature, tels que ceux de Gao [Gao+04], de Hairsine et Rose [HBS02] ou de La-
jeunesse [Laj+13]. Après avoir décrit ce modèle, ainsi que son implémentation dans
le logiciel FullSWOF, nous nous intéresserons dans ce chapitre à sa validation sur
une expérience de laboratoire. On souhaite ainsi vérifier si l’on est capable de repro-
duire numériquement la sédimentation de particules entraînées dans un flux d’eau
de hauteur et de vitesse constantes. Nous commencerons par ajouter à FullSWOF
quelques fonctionnalités supplémentaires afin d’approfondir nos connaissances du
comportement de la simulation, notamment en terme de conservation de la masse
de sédiments. Puis, à l’aide des données expérimentales, nous vérifierons la solu-
tion numérique par rapport aux résultats de laboratoire. Une étude est en particulier
faite dans la section 2.4.3 afin de déterminer la répartition des vitesses de sédimen-
tation dans le mélange expérimental d’entrée, non mesurée en laboratoire. La to-
pographie de sortie du domaine (section 2.4.4), ainsi que la friction au fond du bac
(section 2.4.5), sont également pris en compte, et permettent d’obtenir des résultats
très proches de ceux obtenus en laboratoire comme on peut le voir sur les Figures
2.20 et 2.21, qui comparent respectivement le flux de sédiment en sortie du domaine
au cours du temps, et le profil de dépôt de sédiment dans le bac au temps final, pour
les résultats expérimentaux et la simulation.

Finalement, dans le chapitre 3, réalisé en collaboration avec Emmanuel Audusse,
Virgile Dubos et Yohann Penel, nous développerons un schéma aux volumes finis
colocalisé permettant de résoudre numériquement les équations de Saint-Venant
non-linéaires avec force de Coriolis (3.1). Les schémas aux volumes finis classiques
n’étant pas précis autour de l’équilibre géostrophique, on souhaite que notre schéma
préserve lesdits équilibres géostrophiques, en plus de vérifier inégalité d’énergie
semi-discrète. Pour ce faire, en nous inspirant de [Aud+18], on ajoute des corrections
appropriées s’annulant à l’équilibre. Au cours du travail, nous inventorierons ainsi
6 schémas, obtenus en ajoutant des corrections bien choisies à un schéma aux vo-
lumes finis classique, et étudierons leurs propriétés en terme d’énergie et de stabilité
à l’équilibre géostrophique. Ces schémas se distinguent en particulier par le place-
ment de l’équilibre géostrophique discret à différents endroits de la maille (centre,
arête, sommet), induisant le choix des opérateurs de gradient et de divergence utili-
sés, et par conséquent l’écriture des corrections appropriées. Pour chacun, nous illus-
trerons également leur comportement numérique sur quelques cas tests standards,
et mettrons en évidence les améliorations apportées en comparant à un schéma aux
volumes finis de type Godunov. En présentant nos réflexions, nous commencerons
par décrire 5 schémas ((3.13), (3.14), (3.27), (3.23) et (3.15)), fonctionnels, mais présen-
tant tous des défauts : certains ne vérifient pas la préservation des équilibres géostro-
phiques ou l’inégalité d’énergie, d’autres présentent, lors les simulations, des modes
parasites. Le stencil du schéma, c’est-à-dire le nombre de cellules intervenant dans le
calcul des valeurs des variables au sein d’une cellule donnée, devient également un
critère décisif au cours de notre réflexion. Ainsi, un schéma ayant un stencil de plus
de 9 points, i.e. ayant besoin de plus de cellules que les voisines immédiates (adja-
centes ou en diagonale) pour le calcul des variables, sera plus compliqué à coder,
mais également à intégrer à des codes existants, rendant ce schéma moins attrayant.
Finalement, un dernier schéma (3.31) est présenté, possédant un stencil de 9 points,
préservant les équilibres géostrophiques et vérifiant une inégalité d’énergie semi-
discrète.
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Chapitre 1

Stabilité de solutions pour un
modèle de sédimentation

Introduction

Dans ce premier chapitre, nous travaillons sur un modèle de sédimentation, qui
consiste en un couplage entre les équations de Saint-Venant et un modèle de type
Exner. Ce couplage permet de modéliser deux couches dans le domaine : la couche
supérieure est composée d’eau, qui se déplace à une certaine vitesse, et la couche
inférieure contient des sédiments, qui se déplacent au fond domaine, à une vitesse
plus faible. Le modèle, décrit dans [FN+17], ne repose pas sur des équations em-
piriques comme la formule de Meyer-Peter et Müller [MPM48] ou la formule de
Fernández Luque et Van Beek [FLB76], mais sur une dérivation à partir des équa-
tions de Navier-Stokes. Comme le flux de sédiments s’annule lorsque qu’il n’y a plus
de sédiments qui bougent au fond, ce modèle satisfait la conservation de la masse, ce
qui n’est pas toujours de cas de l’équation d’Exner. Il permet aussi de mieux prendre
en compte les fonds qui sont très variables, loin du fond plat.

Nous intéressons ici à un résultat de stabilité sur ce modèle. Pour cela, nous com-
mencerons par établir l’égalité d’énergie satisfaite par le système de Saint-Venant
Exner. Nous en déduirons ensuite des estimations a priori. Nous serons cependant
obligés de rajouter une hypothèse pour pouvoir conclure, les estimations a priori
n’étant pas suffisantes.

1.1 Présentation du modèle

Revenons tout d’abord sur le modèle décrit dans [FN+17]. Les auteurs consi-
dèrent un domaine de R3 composé de deux couches immiscibles aux caractéristiques
différentes : la couche supérieure est une couche d’eau, et la couche inférieure est
une couche de sédiments qui bougent plus lentement que le fluide. Cette couche de
sédiments est elle-même décomposée en deux couches, une couche de sédiments
mobiles qui est au-dessus d’une couche de sédiments fixes (cf Figure 1.1). Des trans-
ferts de sédiments peuvent avoir lieu entre ces couches, des sédiments fixes pouvant
devenir mobiles (érosion) et inversement (dépôt).

Les équations de Navier-Stokes sont écrites pour la couche d’eau et pour la
couche de sédiments. Les auteurs font alors l’hypothèse d’un rapport d’aspect ε
faible (avec ε = H/L rapport entre la longueur caractéristique L et la hauteur carac-
téristique H du domaine) : ils obtiennent tout d’abord un modèle de Saint-Venant
pour la couche d’eau. Pour les sédiments, ils supposent que la vitesse s’exprime en
ε2 par rapport à la vitesse de l’eau. Les échelles de temps caractéristiques des deux
couches sont donc différentes. Par ailleurs, les auteurs choisissent aussi deux types
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FIGURE 1.1 – Domaine d’étude, constitué d’une couche d’eau et de
deux couches de sédiments. Source : [FN+17]

de scalings différents sur la pression dans chacune des couches. Ils obtiennent ainsi
une équation de Reynolds pour modéliser le déplacement des sédiments.

Ces équations sont liées par des conditions entre les couches : une condition ci-
nématique à la surface de l’eau (en z = ηs), une condition cinématique ainsi qu’une
loi de frottement à l’interface fluide-sédiments (en z = η) et une condition de frotte-
ment de Coulomb à l’interface entre les sédiments mobiles et les sédiments fixes (en
z = η f ).

Dans le cas d’une loi de frottement linéaire à l’interface fluide-sédiments, les au-
teurs obtiennent le modèle de Saint-Venant-Exner suivant :

∂th1 + divxq1 = 0 (1.1a)

∂tq1 + divx(h1u1 ⊗ u1) +
g
2
∇h2

1 + gh1∇(b + h2) +
ghm

r
P = 0 (1.1b)

∂thm + divx(Khmvm) = Tm (1.1c)
∂th f = −Tm (1.1d)
∂tb = 0. (1.1e)

Dans les équations précédentes, l’indice 1 représente les variables liées à la couche
d’eau, et l’indice 2 celles liées aux couches de sédiments, divisées en l’indice m pour
la couche de particules mobiles, et f pour celle de particules fixes. Ainsi, h1, hm, h f
représentent la hauteur de la couche d’eau, de sédiments mobiles, et de sédiments
fixes respectivement, et h2 = hm + h f , tandis que u1 et vm sont respectivement les
vitesses (horizontales) de la couche d’eau et de la couche de sédiments. Le flux d’eau
est noté q1 = h1u1. De plus, b représente la topographie (constante en temps), g
l’accélération de la gravité, r =

ρ1

ρ2
est le ratio de la densité de l’eau ρ1 et de la

densité de sédiments ρ2, et K =

√
gds(

1
r
− 1) est une constante, où ds est le diamètre

moyen des particules. Enfin, Tm = ∂tze − ∂tzd est le transfert de masse entre les deux
couches de sédiments, avec ∂tze le taux d’érosion et ∂tzd le taux de dépôt.

D’après la dérivation faite dans [FN+17], on a de plus, pour une loi de friction
linéaire, les relations :

vm =
u1

K
− ϑ

1− r
P et sgn(vm) = sgn

(
u1

K
− ϑ

1− r
∇(rh1 + h2 + b)

)
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où P = ∇(rh1 + h2 + b) + (1− r)sgn(vm)tan(δ) et ϑ =
θc

tanδ
, θc étant le nombre de

Shields critique et tanδ le coefficient de friction correspondant à l’angle de friction
interne du matériau.

On pourra noter que, dans [FN+17], une loi de friction quadratique à l’interface
eau-sédiments est également proposée. Par souci de simplicité, nous nous intéres-
sons ici seulement au modèle créé par la loi linéaire. Le choix de friction quadra-
tique change seulement l’expression de la vitesse vm des sédiments, et donnera pro-
bablement les mêmes résultats que ceux présentés ci-après. De plus, comme le font
les auteurs dans [FN+17], nous considérerons par la suite que les taux de dépôt et
d’érosion se compensent, c’est-à-dire que nous prendrons Tm = 0 dans notre étude.

Nous nous intéresserons par la suite aux solutions du modèle (1.1).

1.2 Égalité d’énergie et estimations a priori

Commençons par étudier l’énergie du système (1.1). On se place sur le domaine
Ω ∈ R2 en espace et entre 0 et T > 0 en temps. Par la suite, pour un vecteur v donné,
on notera v2 = v · v.

Théorème 1.2.1. Le système (1.1) vérifie l’égalité d’énergie suivante :

1
2

d
dt

∫
Ω

h1u2
1 +

g
2

d
dt

∫
Ω
| h1 + h2 + b |2 +

K2

2ds

d
dt

∫
Ω
| h2 + b |2

+
gKϑ

r(1− r)

∫
Ω

hmP2 +
K3tanδ

ds

∫
Ω

hm‖vm‖1 = 0. (1.2)

Démonstration. On multiplie l’équation (1.1b) par u1 et on intègre sur Ω :∫
Ω

u1 · ∂tq1 +
∫

Ω
u1 · divx(q1 ⊗ u1) +

g
2

∫
Ω

u1 · ∇h2
1

+ g
∫

Ω
h1u1 · ∇(b + h2) +

g
r

∫
Ω

hmu1 · P = 0.

Calculons alors séparément les différents termes de cette équation :

•
∫

Ω
u1 · ∂tq1 +

∫
Ω

u1 · divx(q1 ⊗ u1)

=
∫

Ω
u2

1∂th1 +
∫

Ω
q1∂tu1 +

∫
Ω

u1divx(q1 ⊗ u1)

=
∫

Ω
q1∂tu1 +

∫
Ω

u1divx(q1 ⊗ u1)−
∫

Ω
u2

1divx(q1)

=
∫

Ω
q1∂tu1 +

∫
Ω

u1 · (q1 · ∇)u1

=
∫

Ω
q1∂tu1 +

∫
Ω

q1

2
∇u2

1

=
1
2

(∫
Ω

h1∂tu2
1 + u2

1∂th1

)
=

1
2

d
dt

∫
Ω

h1u2
1,

• g
2

∫
Ω

u1∇h2
1 + g

∫
Ω

q1∇(b + h2) = g
∫

Ω
q1∇(h1 + h2 + b)

= g
∫

Ω
(h1 + h2 + b)∂th1,
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• g
r

∫
Ω

hmu1 · P =
g
r

∫
Ω

hmP · (Kvm +
Kϑ

1− r
P)

=
gKϑ

r(1− r)

∫
Ω

hmP2 +
gK
r

∫
Ω

hmvm · P ,

•
∫

Ω
hmvm · P =

∫
Ω

hmvm · (∇(rh1 + h2 + b) + (1− r)sgn(vm)tanδ)

=
∫

Ω
hmvm · ∇((rh1 + h2 + b)) + (1− r)tanδ

∫
Ω

hmvm · sgnvm

= −
∫

Ω
(rh1 + h2 + b)div(hmvm) + (1− r)tanδ

∫
Ω

hmvm · sgnvm

=
1
K

∫
Ω
(rh1 + h2 + b)∂thm + (1− r)tanδ

∫
Ω

hm‖vm‖1.

Ainsi, en réunissant ces éléments, on trouve :

1
2

d
dt

∫
Ω

h1u2
1 + g

∫
Ω
(h1 + h2 + b)∂th1 +

gKϑ

r(1− r)

∫
Ω

hmP2 +
g
r

∫
Ω
(rh1 + h2 + b)∂thm

+
K3tanδ

ds

∫
Ω

hm‖vm‖1 = 0.

On obtient l’égalité d’énergie (1.2) en utilisant le fait que ∂thm = ∂t(h2 + b).

Théorème 1.2.2. On a les estimations a priori suivantes :

∗
√

h1u1 ∈ L∞([0, T], L2(Ω)2)

∗ h1 + h2 + b ∈ L∞([0, T], L2(Ω))

∗ h2 + b ∈ L∞([0, T], L2(Ω))

∗ h1 ∈ L∞([0, T], L2(Ω))

∗
√

hmP ∈ L2([0, T], L2(Ω))

∗ hmvm ∈ L1([0, T], L1(Ω)).

Démonstration. Immédiat en intégrant (1.2) par rapport au temps.

Remarque 1.2.3. On pourrait espérer obtenir une inégalité de type "BD entropie", comme
présentée dans [BD03] et [BD07], obtenue en dérivant l’équation de masse en espace, puis
en multipliant par des quantités appropriées et en intégrant sur le domaine. Cependant ce
résultat a initialement été développé pour un système de Saint-Venant visqueux, et repose sur
les termes supplémentaires ajoutés par la viscosité du fluide. Le système (1.1) ne possédant
pas les termes visqueux adéquats, une telle inégalité d’entropie n’est pas atteignable pour ce
système. Le choix de la loi de friction quadratique à l’interface eau-sédiment ne donne pas
de terme supplémentaire, mais change seulement l’expression de ceux déjà présents, et ne
permet donc pas non plus d’obtenir une BD entropie pour le système.
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1.3 Théorème de convergence

Énonçons maintenant le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 1.3.1. Soit (hn
1 , hn

m, qn
1) une suite de solutions faibles du système (1.1) satisfai-

sant l’égalité d’énergie (1.2), de conditions initiales (hn0
1 , hn0

m , qn0
1 ) vérifiant :

hn0
1 → h0

1 dans L1(Ω), hn0
m → h0

m dans L1(Ω), qn0
1 → q0

1 dans L1(Ω)

et satisfaisant l’inégalité :∫
Ω

hn0
1 (un0

1 )2 + g
∫

Ω
(hn0

1 + hn0
2 + b)2 +

K2

ds

∫
Ω
(hn0

2 + b)2 ≤ C.

Si de plus ∇h1 ∈ L∞([0, T], L2(Ω)2), alors à une sous-suite près, hn
1 , qn

1 et hn
m convergent

fortement vers une solution faible du système (1.1) satisfaisant l’égalité d’énergie (1.2) res-
pectivement dans C([0, T], W−1,2(Ω)), C([0, T], W−1, 3

2 (Ω)) et Lp([0, T], W−1,2(Ω)), pour
tout p > 1.

Afin de démontrer ce théorème, nous aurons besoin des résultats préliminaires
suivants :

Lemme 1.3.2 (Aubin-Lions). Soient X0 ⊂⊂ X ⊂ X1 trois ensembles, avec X0 inclus
compactement dans X, 1 ≤ p, q ≤ ∞ ainsi qu’une suite (un) telle que ∀n ∈ N, un ∈
Lp([0, T], X0) et ∂tun ∈ Lq([0, T], X1). Alors

(i) si p < ∞, alors il existe une sous-suite de (un) qui converge dans Lp([0, T], X).

(ii) si p = ∞ et q > 1, alors il existe une sous-suite de (un) qui converge dans C([0, T], X).

Lemme 1.3.3 (cf [FKP16] p.14). Soit Ω ∈ Rn un domaine borné, k > 0 et q < ∞ vérifiant :

• q >
p∗

p∗ − 1
si kp < n (avec p∗ =

np
n− kp

)

• q > 1 si kp = n

• q ≥ 1 si kp > n

Alors Lq(Ω) ⊂⊂W−k,p′(Ω), où 1
p +

1
p′ = 1.

Lemme 1.3.4. Soit Ω ∈ Rn borné et 1 ≤ p, q ≤ ∞. Si p < q alors W−1,q ⊂W−1,p.

Démonstration. D’après [KOF77] (théorème 5.9.2), il y a équivalence entre u ∈W−1,p

et l’écriture u = ∑k
|α|=0 Dαuα avec uα ∈ Lp pour tout multi-indice α. Comme p < q

et Ω borné, on a Lq ⊂ Lp et on obtient donc immédiatement le résultat voulu :
W−1,q ⊂W−1,p.

Lemme 1.3.5. Soient 1 ≤ p, q ≤ ∞. L’application

W1,p(Ω)×W−1,q(Ω) → W−1,r(Ω)
(u, v) 7→ uv

où r vérifie 1
r = 1

p +
1
q est bien définie et continue.
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Démonstration. (cf [BF06] p.177) Comme v ∈W−1,q(Ω), on peut écrire ([KOF77] théo-

rème 5.9.2) : v = v0 +
2

∑
j=1

∂vj

∂xj
.

Le produit uv s’écrit alors :

uv = uv0 +
2

∑
j=1

∂uvj

∂xj
−

2

∑
j=1

u
∂u
∂xj

.

Étant donné que u ∈W1,p(Ω), on a u ∈ Lp(Ω) et ∂u
∂xj
∈ Lp(Ω) pour tout j.

On obtient donc uv0 ∈ Lr(Ω), ∑2
j=1

∂uvj
∂xj
∈ W−1,r(Ω) et ∑2

j=1 u ∂u
∂xj
∈ Lr(Ω).

Comme Lr(Ω) ∈W−1,r(Ω), on obtient bien le résultat annoncé.

Nous pouvons donc maintenant revenir au résultat énoncé dans le théorème
1.3.1 :

Démonstration. On intègre les équations (1.1a) et (1.1c) sur Ω. En utilisant le lemme
de Green-Ostrogradski et la périodicité des conditions de bord, on obtient :

d
dt

∫
Ω

h1 = −
∫

Ω
divxq1 = 0 et

d
dt

∫
Ω

hm = −
∫

Ω
divxhmvm = 0.

Ainsi, h0
1 ∈ L1(Ω) et h0

m ∈ L1(Ω) impliquent que√
h1 ∈ L∞([0, T], L2(Ω)) et

√
hm ∈ L∞([0, T], L2(Ω)).

Comme de plus h1u1 =
√

h1(
√

h1u1), on déduit de l’estimation précédente que
h1u1 ∈ L∞([0, T], L1(Ω)2). Finalement les égalités

∂th1 = −divxq1 et ∂thm = −divx(Khmvm),

nous permettent de conclure que

∂th1 ∈ L∞([0, T], W−1,1(Ω)) et ∂thm ∈ L1([0, T], W−1,1(Ω)).

Grâce aux lemmes 1.3.3 et 1.3.4, on sait que L2(Ω) ⊂⊂ W−1,2(Ω) ⊂ W−1,1(Ω) : on
peut donc appliquer le lemme d’Aubin-Lions, et déduire la convergence forte, à une
sous suite près, de hn

1 dans C([0, T], W−1,2(Ω)). Par ailleurs, sachant que, pour tout
p > 1, L∞([0, T], L2(Ω)) ⊂ Lp([0, T], L2(Ω)) on déduit par le lemme d’Aubin-Lions
la convergence forte, à une sous suite près, de hn

m dans Lp([0, T], W−1,2(Ω)) pour tout
p > 1.

On souhaite maintenant obtenir un résultat similaire pour q1. On sait déjà que
q1 ∈ L∞([0, T], L1(Ω)2), il nous faut donc seulement étudier ∂tq1 afin de pouvoir
appliquer le lemme d’Aubin-Lions. Étant donné que

• divx(h1u1 ⊗ u1) = divx(
√
(h1)u1 ⊗

√
(h1)u1) ∈ L∞([0, T], W−1,1(Ω)2),

• ghm
r P =

g
r

√
hm(

√
hmP) ∈ L2([0, T], L1(Ω)2) ⊂ L2([0, T], W−1,1(Ω)2) et

• gh1∇(h1 + h2 + b) ∈ L∞([0, T], W−1,1(Ω)2),

on a :

∂tq1 = −divx(h1u1 ⊗ u1)− gh1∇(h1 + h2 + b)− ghm

r
P ∈ L2([0, T], W−1,1(Ω)2).
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Finalement, en utilisant l’hypothèse que ∇h1 ∈ L∞([0, T], L2(Ω)2) et, sachant grâce
à la proposition 1.3.5 que L1(Ω) ⊂⊂ W−1, 3

2 (Ω) ⊂ W−1,1(Ω), d’après le lemme
d’Aubin-Lions, à une sous suite près, qn

1 converge fortement dans C([0, T], W−1, 3
2 (Ω)).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donc pu déduire, grâce à l’égalité d’énergie, la sta-
bilité des solutions du système (1.1), sous condition sur le gradient de la hauteur
d’eau. Comme nous l’avons signalé, cette condition est due à l’absence de termes vis-
queux, qui nous auraient permis d’obtenir une équation de BD entropie. Afin d’éli-
miner cette hypothèse, il faudrait reprendre la dérivation du système à partir des
équations de Navier-Stokes faite dans [FN+17], soit en gardant des termes d’ordres
plus élevés, soit en changeant certaines des hypothèses. En particulier, un rapport
d’échelle de temps est choisi entre la couche de sédiments mobiles et la couche d’eau,
dont la modification pourrait mener à un système légèrement différent.
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Chapitre 2

Modèle polyvalent d’érosion
sédimentation et validation sur une
expérience de laboratoire

2.1 Introduction

Lors de sa thèse [NB16] à l’université d’Orléans, Amina Nouhou Bako a pré-
senté un modèle de transfert de sédiments régi par une fonction d’échange, dans
un domaine composé d’une couche de sédiments et d’une couche d’eau, ayant pour
variables les concentrations de sédiments dans l’eau et dans la couche de sédiments.
L’écriture du système au moyen de cette fonction d’échange présente l’avantage de
rendre le système polyvalent : différents choix permettent ainsi de reproduire une
variété de situations de sédimentation et d’érosion, telles que le charriage, la sédi-
mentation dans les rivières, ou le transport chimique. Pour ce faire, le système de
transfert de sédiments est couplé au système de Saint-Venant [SV71], qui modélise
le mouvement de la couche d’eau.

Grâce à son implémentation dans le logiciel FullSWOF (Full Shallow Water for
Overland Flow), qui permettait déjà la modélisation d’un flux d’eau par les équa-
tions de Saint-Venant, ce modèle a pu être validé sur un certains nombre de solutions
analytiques et de cas tests issus de la littérature (voir [NB+21]). Afin de s’assurer des
capacités de ce modèle à reproduire une situation réelle, nous nous intéressons ici à
la simulation d’une expérience de laboratoire présentée dans [NB+22], dans laquelle
des sédiments se déposent le long d’un canal dans un flux d’eau peu profonde. Les
résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans [GLD b].

Dans ce chapitre, nous présenterons dans un premier temps les équations nous
permettant de modéliser la situation, soit les équations de Saint-Venant [SV71] et
les équations de transfert de sédiments développées dans [NB16] et [NB+21]. Nous
nous intéresserons ensuite à l’implémentation de ces modèles dans le logiciel FullS-
WOF_1D. Après avoir décrit l’expérience, nous comparerons les résultats numé-
riques obtenus aux mesures. Nous commencerons par un cas simplifié des condi-
tions expérimentales, sur lequel nous étudierons l’influence de différents paramètres.
Progressivement, nous ajouterons les éléments permettant de finalement reproduire
l’expérience. Enfin, discuterons des limites du modèle et des améliorations possibles.

2.2 Présentation des modèles

On commence par présenter les systèmes nous permettant de modéliser la si-
tuation expérimentale que nous voulons reproduire. Celle-ci se compose d’un flux
d’eau dans un canal, dans lequel des sédiments en suspension sont entraînés par le
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courant, et peuvent se déposer. Nous allons donc utiliser deux systèmes, que nous
couplerons afin de décrire la situation dans son ensemble. Le premier permettra de
décrire l’écoulement fluide, et le second le transport et le transfert de sédiments. Ces
deux systèmes seront couplés, le second utilisant la hauteur et la vitesse d’eau don-
née par le premier. L’épaisseur de la couche de sédiments déposés étant négligeable
devant celle de la couche d’eau, il n’y a pas de rétroaction des sédiments sur le fluide
via la topographie, il est donc possible de résoudre les systèmes l’un après l’autre,
d’abord celui de l’eau, puis celui des sédiments, par une méthode dite de splitting.

2.2.1 Écoulement du fluide

On s’intéresse à un écoulement d’eau de très faible profondeur, dans un canal ho-
mogène en largeur. Ces dispositions vont nous permettre par la suite de faire deux
suppositions : tout d’abord, l’eau étant très peu profonde en comparaison à la lar-
geur et à la longueur du domaine considéré, on peut supposer que les variations ver-
ticales de vitesse sont négligeables. Ainsi, la vitesse sera considérée comme indépen-
dante de l’altitude, et ne dépendra que du temps et des variables horizontales x et
y. Partant des équations de Navier-Stokes, utilisées pour décrire le mouvement des
fluides, cette supposition conduit à l’écriture des équations de Saint-Venant [SV71],
modélisant un écoulement en eaux dites "peu profondes".

On considère par ailleurs que le canal est homogène en largeur. On peut donc
supposer que, pour x constant, la variable y (dont l’axe est dirigé parallèle à la lar-
geur du canal, perpendiculaire à l’écoulement) n’a pas d’influence sur la hauteur et
la vitesse de l’eau. Nos variables ne dépendent donc que du temps t et d’une di-
mension horizontale, x (direction de l’écoulement). On écrit donc les équations de
Saint-Venant (en 1D) correspondantes :{

∂th + ∂x(q) = 0 (2.1a)
∂t(q) + ∂x(h(u2 + gh/2)) = −gh(∂xb + S f ) (2.1b)

où h est la hauteur d’eau (m), u la vitesse du fluide (m/s), q = hu le flux d’eau

(m2/s), b la topographie (m), g l’accélération de la pesanteur et S f = n2 u|u|
h4/3 le terme

de frottement de Manning [CS07], avec n coefficient de Manning (voir Figure 2.1).

FIGURE 2.1 – Définition des variables hydrodynamiques
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Ces équations permettent de modéliser de très nombreuses situations, telles que
les crues, les ruptures de barrage et les écoulement fluides, mais également les cou-
rants océaniques, les flux atmosphériques ou les avalanches. Les restrictions sur le
ratio d’aspect des domaines considérés sont en effet assez larges pour permettre une
grande variété d’applications.

2.2.2 Système d’érosion-sédimentation

On présente maintenant le modèle de transfert développé dans [NB16], qui nous
permettra de modéliser les déplacements de sédiments lors de notre simulation. Ce
modèle présente la particularité intéressante d’unifier un certain nombre de mo-
dèles d’érosion, tels que le transport chimique décrit dans [Gao+04], l’érosion le long
d’une pente dans [HBS02] ou le charriage dans une rivière de [Laj+13] ; nous étudie-
rons plus en détail cette polyvalence dans la deuxième partie de cette section.

2.2.2.1 Présentation du modèle

On se place dans un domaine constitué d’une couche d’eau, contenant des sédi-
ments en suspension, d’une couche d’échange contenant les sédiments déposés, qui
peuvent potentiellement s’éroder, et d’une couche de sol initial, qui peut servir de
source aux deux autres couches précédentes (voir la Figure 2.2). Notre mélange de
sédiments est constitué de différentes classes, dénotées par l’indice i et déterminées
par le diamètre des sédiments. Pour chaque classe i, on note ci la concentration de sé-
diments dans le fluide (kg/m2) et Mi la concentration de sédiments dans la couche
d’échange (kg/m). On introduit un temps de relaxation tsi , caractérisant la vitesse
du processus d’érosion-sédimentation pour les particules de la classe i, ainsi qu’une
fonction d’échange Gi qui décrit les échanges de sédiments entre la couche d’eau
et la couche d’échange et qui doit vérifier, à l’équilibre, la relation Gi(M) = hci. Le
modèle s’écrit alors :

∂t(hci) + ∂x(qci) =
1
tsi

(Gi(M)− hci) + S1
i (2.2a)

A∂t(Mi) = − 1
tsi

(Gi(M)− hci) + S2
i , (2.2b)

où S1
i et S2

i sont les termes sources représentant les particules pouvant s’éroder de-
puis le sol initial, A est un coefficient représentant le poids entre les concentrations
ci et Mi, et M est le vecteur constitué des concentrations Mi.

On peut remarquer que le modèle vérifie alors la loi de conservation

∂t(hci) + ∂x(qci) = −A∂t(Mi) + S1
i + S2

i ,

qui exprime les échanges de particules dus au flux d’eau : les sédiments entrent
dans le flot, sont transportés, et peuvent se déposer dans la couche d’échange ou
s’en échapper.

On remarquera que la concentration de sédiments dans le fluide n’a pas de dé-
pendance en hauteur, car ce modèle a été pensé pour un couplage avec les équations
de Saint-Venant (2.1), qui ont la même particularité. Par ailleurs, on considère que
les variations de quantités de sédiments dans la couche d’échange, ainsi que l’ap-
port potentiel de particules depuis le sol initial sont suffisamment négligeables pour
ne pas influencer la topographie b dans les équations hydrodynamiques (2.1), ni la
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FIGURE 2.2 – Définition des variables de concentration pour une
classe i

friction de l’eau avec le sol. Il n’y a donc pas de rétroaction de l’érosion et de la
sédimentation sur le mouvement du fluide.

La fonction d’échange Gi, le temps de relaxation tsi et le coefficient A sont choi-
sis en fonction des cas que l’on cherche à simuler, permettant ainsi de reproduire
diverses situations grâce à un même modèle. On étudie par la suite un exemple de
cette polyvalence, en reproduisant le modèle développé par Hairsine et Rose dans
[HBS02].

2.2.2.2 Comparaison avec le modèle de Hairsine & Rose

Comme nous l’avons signalé précédemment, le modèle (2.2) est particulièrement
polyvalent, puisque permettant de reproduire un certain nombre de modèles de la
littérature. Plus de détails peuvent être trouvés dans [NB+21], avec des applications
au transport chimique et au charriage, mais nous détaillerons ici seulement le cas du
modèle de Hairsine & Rose [HBS02], qui nous sera utile par la suite. Ce dernier a
pour but de décrire l’érosion d’un sol en pente soumis à de la pluie, et inclut donc
des phénomènes d’érosion, et de dépôt. La sédimentation des particules crée une
couche de dépôt qui cause aussi un phénomène de ré-entraînement des sédiments.
Le modèle s’écrit alors :{

∂t(hci) + ∂x(qci) = ri + rri + ei + edi − di (2.3a)
∂t(Mdi) = di − rri − edi . (2.3b)

Dans le système (2.3), les particules sont encore une fois réparties selon leur taille
en différentes classes de sédiments indexées par i. Pour chacune de ces classes, ci est
la concentration de sédiments dans le fluide et Mdi la concentration de sédiments
dans la couche de dépôt. Dans la Figure 2.3, ri et ei sont les flux de sédiments prove-
nant du sol initial créés respectivement par le ruissellement et la pluie. De même, rri
et edi sont les flux de sédiments en provenance de la couche de dépôt créés respecti-
vement par le ruissellement et la pluie. Enfin, di est le taux de dépôt.

Des similarités évidentes sont présentes entre les deux systèmes, et pour retrou-
ver le système (2.2) à partir du modèle de Hairsine & Rose (2.3), il suffit de faire les
analogies suivantes :
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FIGURE 2.3 – Processus d’échange dans le modèle de Hairsine &
Rose.

• Mi = Mdi

• S1
i = ri + ei

• S2
i = 0

• A = 1

• tsi = h/vi, où vi est la vitesse de sédimentation des particules de la classe i,

• G(Mi) = tsi(rri + edi).

En prenant ces valeurs, le modèle (2.2) permet de reproduire les résultats de celui
de Hairsine & Rose (2.3), et donc de simuler une situation d’érosion-sédimentation
avec ré-entraînement. De manière similaire, on pourrait simuler du transport chi-
mique par comparaison avec le modèle de Gao et al [Gao+04] ou du charriage dans
une rivière suivant le modèle de Lajeunesse et al [Laj+13]. Ces exemples sont illustrés
dans [NB+21]

2.3 Implémentation du modèle dans le logiciel FullSWOF

Les modèles étant décrits, on s’intéresse maintenant à leur résolution numérique,
et à leur implémentation dans le logiciel FullSWFOF.

2.3.1 Historique de FullSWOF

Le logiciel FullSWOF (Full Shallow Water equations for Overland Flow) est dé-
veloppé à l’Institut Denis Poisson d’Orléans, en collaboration avec l’INRAE, depuis
2007. Il a débuté dans le cadre de la thèse d’Olivier DELESTRE [Del10], et avait ini-
tialement pour but de résoudre les équations de Saint-Venant afin de modéliser dif-
férents phénomènes d’écoulement, incluant potentiellement de la pluie ou de l’in-
filtration. La résolution des équations est faite via une méthode aux volumes finis,
et différents choix de flux et de reconstructions sont possibles. Deux versions du
logiciel existent selon que l’on souhaite considérer une ou deux dimensions hori-
zontales (FullSWOF_1D et FullSWOF_2D). Les deux sont codés en C++, libres de



18 Chapitre 2. Validation d’un modèle d’érosion sédimentation

droits et disponibles sur https://sourcesup.renater.fr/projects/fullswof-1d/
(respectivement https://sourcesup.renater.fr/projects/fullswof-2d/).

En 2016, lors de sa thèse, Amina Nouou-Bako [NB16] a ajouté à FullSWOF_1D la
possibilité de modéliser le transport de sédiments en y intégrant le schéma corres-
pondant aux équations (2.2). Le logiciel a ensuite été vérifié sur une solution analy-
tique composée de deux classes de sédiments dans un flux d’eau, puis sur un certain
nombre de cas tests issus de la littérature, pour s’assurer de la validité des résultats
obtenus.

Lors de mon travail, visant à vérifier la capacité du logiciel à reproduire une ex-
périence de laboratoire, je me suis rendue compte que certaines informations impor-
tantes, permettant de s’assurer de ne pas avoir d’aberrations physiques, manquaient.
En particulier, la conservation de la masse de sédiments, que j’ai ajoutée, ainsi qu’un
fichier permettant de connaître le flux de sédiments en sortie. Tous ces ajouts ont
entraîné la sortie d’une version 2.00.00 du logiciel en mai 2021.

Connaissant le développement du logiciel et le processus d’ajout de la fonction
de transfert de sédiments, on s’intéresse maintenant aux schémas numériques utili-
sés afin de résoudre les équations de Saint-Venant.

2.3.2 Schémas numériques

La résolution numérique des deux systèmes d’équations se fait séparément, mais
en utilisant les mêmes étapes. On commence par mailler l’espace [0, L] en Nx cellules
Cj = [xj− 1

2
, xj+ 1

2
] × ∆t centrées en xj et de taille ∆x, et le temps en posant t0 = 0

et tn+1 = tn + ∆t, avec ∆t pas de temps (cf Figure 2.4). On initialise ensuite les
différentes variables.

FIGURE 2.4 – Maillage de l’espace et du temps

Afin de simplifier la lecture, les schémas seront écrits pour une unique classe de
sédiments, et les variables de transfert seront seulement notées c et M. Toute classe
supplémentaire est traitée exactement de la même façon, et l’absence d’interaction
entre les sédiments rend cette généralisation possible sans problème.

Chaque pas de temps se déroule comme suit.

2.3.2.1 Reconstruction MUSCL

On commence par appliquer aux variables h, h+ b, q et r = hc une reconstruction
MUSCL (Monotonic Upwind Scheme for Conservation Law, [Lee79]), afin d’obtenir
un schéma d’ordre 2 en espace. Des fonctions affines sont donc appliquées aux diffé-
rentes variables de manière à obtenir une valeur reconstruite à droite et une à gauche

https://sourcesup.renater.fr/projects/fullswof-1d/
https://sourcesup.renater.fr/projects/fullswof-2d/
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de chaque interface j+ 1
2 . On considère les fonctions minmod définies à deux ou trois

arguments par :

minmod(ν, µ) =


min(ν, µ) si ν, µ > 0
max(ν, µ) si ν, µ 6 0

0 sinon

et minmod(ν, µ, λ) =


min(ν, µ, λ) si ν, µ, λ > 0
max(ν, µ, λ) si ν, µ, λ 6 0

0 sinon
.

On définit alors les valeurs de h et h + b reconstruites de chaque côté des interfaces
en appliquant les transformations (où s = h ou s = h + b) :{

s̃j− 1
2 ,d = sj − D(sj)

s̃j− 1
2 ,g = sj−1 + D(sj−1)

où D(sj) = minmod
(

sj−sj−1
2 , sj+1−sj

2

)
. On retrouve ensuite b en calculant (h + b)− h.

Afin d’assurer la relation de conservation qj =
qj−1/2,d + qj+1/2,g

2
, u est recons-

truit légèrement différemment : ũj− 1
2 ,d = uj −

h̃
j+ 1

2 ,g

hj
D(uj)

ũj+ 1
2 ,g = uj +

h̃
j− 1

2 ,d

hj
D(uj)

.

Enfin, pour la concentration de sédiments dans le fluide, on utilise la fonction
minmod à trois arguments, en posant{

r̃j− 1
2 ,d = rj − D̃(rj)

r̃j+ 1
2 ,g = rj + D̃(rj)

où D̃(rj) = minmod
(

rj−rj−1
2 , rj+1−rj

2 , rj+1−rj−1
4

)
. On en déduit alors c̃ = r̃/h̃, si h̃ > 0

(et c̃ = 0 sinon).
Ces premières reconstructions sur nos variables nous permettent ainsi d’obtenir

des schémas d’ordre 2 en espace. Plus de détails sur le choix des différentes recons-
tructions et leurs propriétés peuvent être trouvés dans [Del10] et [NB16].

2.3.2.2 Reconstruction hydrostatique

La reconstruction hydrostatique concerne en premier lieu les variables hydrody-
namiques, et est typique lors de la modélisation des équations de Saint-Venant (voir
[Aud04]). Elle permet de préserver la positivité de la hauteur d’eau, ainsi que les
états d’équilibre du système, tels que le lac au repos ou les équilibres de la forme
{h + b = cste ; u = cste}. On pose ainsi :{

hj− 1
2 ,d = (h̃j− 1

2 ,d + bj− 1
2 ,d −max(bj− 1

2 ,g, bj− 1
2 ,d))+

hj+ 1
2 ,g = (h̃j+ 1

2 ,g + bj+ 1
2 ,g −max(bj+ 1

2 ,g, bj+ 1
2 ,d))+

où (a)+ = max(a, 0).
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On recalcule alors les variables q et r à partir de ce nouveau h, en écrivant q = hũ et
r = hr̃.

2.3.2.3 Schéma aux volumes finis avec flux HLL

Maintenant que nous avons reconstruit les différentes variables afin d’avoir un
schéma d’ordre 2 préservant les équilibres du système de Saint-Venant, et assurant
la positivité de la hauteur d’eau, il est temps de leur appliquer le schéma numérique
à proprement parler. Le flux HLL [HLL83] a été choisi, en raison de sa robustesse
et de sa simplicité ([NB16], [Del10]). Les variables c et M n’intervenant pas dans
le système de Saint-Venant, on utilise une méthode de splitting, c’est-à-dire que les
systèmes seront résolus séparément. Les écritures de ces derniers vont varier très
légèrement, puisque le schéma numérique pour les équations de Saint-Venant sera
équilibré par un terme de flux centré.

On note avec un exposant n les variables au temps tn (ce qui n’avait pas été fait
auparavant afin de pas alourdir inutilement l’écriture). Ainsi, partant de hn, qn, bn,
rn et Mn, on commence par écrire un schéma aux volumes finis avec flux HLL afin
d’obtenir h, q et b au temps tn+1, en se servant de leur valeur au temps tn. Un autre
schéma aux volumes finis permet ensuite de calculer r au temps tn+1, toujours en
se servant des valeurs au temps tn (on ne souhaite pas impliciter le schéma, par
souci de simplicité). Enfin, le calcul de M au temps tn+1 se fait directement au vu de
l’écriture gouvernant ses variations dans le temps (2.2b), qui ne contient aucun flux.

En notant w =

(
h

hu

)
, on écrit donc :

w̃n+1
j = wn

j +
∆t
∆x

(Fn
j+ 1

2 ,g − Fn
j− 1

2 ,d − Fn
j,c)

où :

• Fn
j,c =

(
0

−ghn
j ∆bn

j

)
avec ∆bn

i = bj+ 1
2 ,g − bj− 1

2 ,d

• Fn
j+ 1

2 ,g
= F (wn

j+ 1
2 ,g

, wn
j+ 1

2 ,d
) + Sj+ 1

2 ,g

• Fn
j− 1

2 ,d
= F (wn

j− 1
2 ,g

, wn
j− 1

2 ,d
) + Sj− 1

2 ,d

• Sj+ 1
2 ,g − Sj− 1

2 ,d =
g
2

[(
0

h̃2
j+ 1

2 ,g
− h2

j+ 1
2 ,g

)
−
(

0
h̃2

j− 1
2 ,d
− h2

j− 1
2 ,d

)]
et F flux HLL donné par :

F (wg, wd) =


F(wg) si c− > 0
F(wd) si c+ < 0

c−F(wg)− c+F(wd)

c+ − c−
+

c+c−(wd − wg)

c+ − c−
sinon

où c− et c+ sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre du
système (2.1).

On obtient ainsi h et u au temps tn+1. Pour obtenir r (et donc c), on effectue
un procédé similaire. Par souci de cohérence, on utilise également un schéma aux
volumes finis avec flux HLL et on pose donc :

r̃n+1
j = rn

j +
∆t
∆x

(Fn
j+ 1

2 ,g − Fn
j− 1

2 ,d) +
∆t
ts
(G(Mn

j )− rn
j ) + S1,n

j
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avec Fn
j+ 1

2 ,g
= F (rn

j+ 1
2 ,g

, rn
j+ 1

2 ,d
) et Fn

j− 1
2 ,d

= F (rn
j− 1

2 ,g
, rn

j− 1
2 ,d
). Le flux F est défini

comme précédemment, avec les valeurs propres associées au système (2.1).
Pour finir, on calcule M au temps tn+1 :

M̃n+1
j = Mn

j −
∆t
ts
(G(Mn

j )− rn
j ) + S2,n

j .

2.3.2.4 Méthode de Heun

Afin d’obtenir un ordre 2 en temps, on applique finalement une dernière trans-
formation à nos variables. En notant, pour toute variable sn, s̃n+2 sa valeur au temps
tn+2 obtenue en effectuant les étapes décrites précédemment, on pose

sn+1 =
sn + s̃n+2

2
.

2.3.3 Sorties du logiciel et conservation de la masse

Tout au long de la simulation, FullSWOF_1D sauvegarde de nombreuses infor-
mations et variables. Depuis la première version, la hauteur et de la vitesse de l’eau,
ainsi que de la topographie aux temps initial, final, et à des temps intermédiaires
sont conservés dans des fichiers. Les volumes de pluie et d’infiltration au cours de
la simulation peuvent également être connus.

Suite à l’ajout de la fonction de transfert de sédiments, ont été ajoutés des fichiers
contenant, pour chaque classe, la concentration de particules dans l’eau et dans la
couche d’échange aux temps initial, final, ainsi qu’à des temps intermédiaires.

Lors de ce travail, j’ai ajouté un fichier sauvegardant le flux incrémental de sé-
diments sortis au cours de la simulation. Afin de m’assurer de la conservation de
la masse de sédiments lors des expériences, j’ai également ajouté un calcul de cette
dernière, en erreur absolue Ea ainsi qu’en erreur relative Er. Celles-ci sont calculées
comme suit :

Ea = Am0 + mi −mo −ms − Amd et Er =
Ea

Am0 + mi

où m0 est la masse de sédiments initialement présente dans le domaine, mi la masse
entrant dans le domaine au cours de la simulation, calculée grâce aux données en-
trées par l’utilisateur, mo la masse sortie du domaine au cours de la simulation, et ms
et md les masses de sédiments respectivement restés en suspension dans le fluide et
dans la couche d’échange au fond du bac à la fin de la simulation. La masse sortie
est calculée grâce au flux de sédiments sortant de la dernière cellule physique du do-
maine à chaque pas de temps. Ces informations sont disponibles pour chaque classe
de sédiments, ainsi que sur la masse globale de sédiments, comme on peut l’ob-
server sur la Figure 2.5, qui représente un fichier de sortie de FullSWOF pour une
simulation avec deux classes de sédiments. Sur cette figure, on différencie la masse
de sédiments initialement dans le domaine, soit l’intégrale de M sur le domaine à
t = 0, de la masse de sédiments "actifs" initialement dans le domaine, soit l’intégrale
de AM sur le domaine à t = 0. Cette différence est essentielle, car le modèle (2.2)
conserve la quantité AM + c. Les masses de sédiments entrantes et sortantes sont
calculées comme les intégrales discrètes respectivement sur la première et dernière
cellule du flux de sédiments dans l’eau c au cours de l’expérience.
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FIGURE 2.5 – Un exemple de fichier de vérification de conservation
de la masse par FullSWOF_1D pour deux classes de sédiments.

2.4 Validation du modèle sur une expérience de laboratoire

Après cette présentation du logiciel permettant de résoudre les équations de
Saint-Venant avec transfert, nous poursuivons notre étude en décrivant la situation
que l’on tente de reproduire. Partant des paramètres mesurés lors de cette expé-
rience, et en extrapolant ceux qui sont mal connus, on étudie la capacité du modèle
à simuler les résultats obtenus en laboratoire.

2.4.1 Description de l’expérience et résultats

On s’intéresse au dépôt de sédiments induit par un écoulement d’eau de flux et
hauteur constants, dans un canal horizontal. Le canal mesurait 1.9 m de long et 0.5
m de large, et avait un fond rugueux constitué de grains de sables collés (sauf au
niveau de la sortie). L’eau était ajoutée à une vitesse de 73.5 L/min puis disposait
d’une zone de stabilisation de 50 cm, au terme de laquelle elle avait une hauteur
constante de 26 mm, et une vitesse de 9 cm/s. Des sédiments étaient alors déposés
à la surface de l’eau à un débit de 0.23 ± 0.02 g/min/cm, et la zone expérimentale
commençait 9 cm plus loin. Celle-ci mesurait 53 cm de long, et était suivie par une
zone de 30 cm considérée comme la sortie (cf Figure 2.6).

Sachant que les sédiments avaient une densité de 2.3 g/cm et un diamètre de
100 à 200 µm, leur vitesse de sédimentation est estimée, grâce à la formule de Cheng
[Che97], entre 5 et 16 mm/s. Les conditions expérimentales étaient choisies de ma-
nière à éviter le détachement des particules déposées, et des tests préliminaires ont
confirmé que ce n’était en effet pas le cas. Après stabilisation du flux d’eau, l’ali-
mentation en sédiments était activée pendant 7 minutes. L’apport était arrêté après
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FIGURE 2.6 – Dispositif expérimental. Source : thèse de Amina Nou-
hou Bako [NB16]

ce temps, et l’expérience poursuivie 3 minutes supplémentaires pour permettre aux
sédiments restants de se déposer ou de sortir de la zone expérimentale. Cette ex-
périence a été répétée trois fois, et l’on pourra se reporter à [NB+22] pour plus de
détails.

Tout au long de l’expérience, le flux de sédiments en sortie était mesuré, en ré-
cupérant chaque minute les sédiments ayant dépassé la zone expérimentale, puis en
les séchant et en les pesant. On obtient ainsi la Figure 2.7A, où l’on a tracé le flux de
sédiments en sortie dans le domaine pour les trois expériences. On peut constater
que le flux de sédiments augmente très légèrement entre la première et la deuxième
minute, puis reste constant durant toute la durée de l’apport. Au bout de 7 minutes,
lorsque l’apport est coupé, le flux de sédiments en sortie diminue drastiquement, et
finit par devenir nul.

(A) Flux de sédiments
en sortie

(B) Dépôt de sédiments
dans le domaine

FIGURE 2.7 – Résultats des expériences de laboratoire.

De la même façon, à la fin de l’expérience, les sédiments déposés (cf la photo
prise à la fin de l’expérience en Figure 2.8) ont été récoltés en bandes de 2 à 6 cm, puis
séchés et pesés. Ces mesures, moyennées sur l’intervalle de prélèvement, ont permis
de donner la courbe de dépôt de sédiments présente en Figure 2.7B. On constate
tout d’abord une très faible quantité de sédiments déposés, suivie d’un pic vers 10-
15 cm, puis d’un lente décroissance de la masse. Ce plateau initial est dû au fait
que les particules sont déposées à la surface de l’eau, une certaine distance est donc
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FIGURE 2.8 – Dépôt de sédiments (en rouge) au fond du bac expéri-
mental après 10 minutes d’expérience. Source : thèse de Amina Nou-

hou Bako [NB16]

nécessaire aux particules transportées par le flux d’eau pour atteindre le fond du
domaine. En moyenne sur les trois expériences, 69.31 g sont déposés au fond du bac
et 7.81 g sont sortis à l’exutoire, 96% des sédiments introduits dans le domaine étant
recueillis.

2.4.2 Paramètres de la simulation

Afin d’utiliser le logiciel FullSWOF_1D pour résoudre à la fois les équations de
transfert et les équations de Saint-Venant, un certain nombre de paramètres doivent
être fixés. On soulignera le fait que, dans un premier temps, les paramètres phy-
siques ne sont pas calibrés pour obtenir la meilleure correspondance possible, mais
mesurés lors de l’expérience, ou pris dans la littérature. Pour la partie hydrodyna-
mique, il nous suffit, pour reproduire l’expérience, de choisir une condition initiale
avec une hauteur d’eau constante h0 = 26mm et une vitesse constante u0 = 9cm/s,
et d’imposer la hauteur d’eau sur les bords du domaine.

Afin de reproduire le fond rugueux de l’expérience, on souhaite également ajou-
ter une loi de frottement au fond du bac. Afin de simplifier l’étude, nous ne consi-
dérons pas ce point dans un premier temps. Le fond rugueux ayant pour objectif
d’empêcher un arrachement des particules déposées, on surveille à la fin des ex-
périences la quantité de particules ré-entraînées afin de vérifier que les conditions
d’études sont similaires. Cette dernière étant nulle dans toutes les simulations, et la
loi de frottement n’ayant pas d’influence sur le transfert de sédiments, on considère
nos résultats satisfaisants. Dans un second temps, afin d’améliorer la simulation, on
place au fond du bac une loi de frottement de Manning (voir section 2.4.5).

Pour les variables de concentration, d’autres paramètres sont nécessaires. Tout
d’abord il nous faut choisir le coefficient A, la fonction d’échange Gi et le temps
de relaxation tsi dans les équations (2.2). Le modèle de Hairsine & Rose étant as-
sez proche de la situation que l’on cherche à simuler, on pose A = 1, tsi = h/vi
où vi est la vitesse de sédimentation, et Gi fonction identiquement nulle. Les termes
sources sont également nuls. Ces deux derniers points sont dus au fait que, comme
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signalé plus tôt, les paramètres expérimentaux sont choisis spécifiquement pour évi-
ter l’arrachage de particules déposées : dans les équations (2.3), on a donc ri = rri =
ei = edi = 0. Au vu de leurs écritures respectives en fonction de ces paramètres, les
termes sources et la fonction d’échange sont donc naturellement nuls. Il reste alors
à connaître la vitesse de sédimentation des particules, qui a été estimée entre 5 et 16
mm/s, comme nous l’avons dit plus haut, ainsi que de leur répartition au sein de
cette gamme, qui n’a pas été mesurée et pour laquelle des tests et des ajustements
seront nécessaires. Initialement, il n’y a aucun sédiment dans le domaine, que ce soit
dans l’eau ou dans la couche d’échange.

Un point important doit maintenant être souligné. Dans les équations de trans-
fert (2.2), la concentration de sédiments dans le fluide est, en tout temps et en tout
point du domaine, uniforme sur la hauteur de l’eau. C’est en particulier le cas à
l’entrée du domaine, où les sédiments sont introduits de manière homogène sur la
hauteur. Dans l’expérience, au contraire, les particules sont déposées à la surface de
l’eau, 9 cm avant le début du domaine expérimental. Si cet espace leur a permis de se
répartir légèrement dans la hauteur de l’eau, elles n’ont malgré tout, dans le cadre
de l’expérience, pas une répartition uniforme. Cela induit un retard dans le début
du dépôt expérimental de sédiments, que l’on peut constater en Figure 2.7B (le pla-
teau initial évoqué précédemment) et qui n’est pas présent dans la simulation. Afin
de compenser cette différence, une translation des résultats numériques par rapport
aux résultats expérimentaux est nécessaire, nous discuterons plus en détail de ce
point par la suite.

2.4.3 Comparaison des résultats : influence de la vitesse de sédimentation

Comme nous l’avons expliqué précédemment, notre but est de comparer les si-
mulations numériques aux résultats expérimentaux. Dans les deux cas, il n’y a, à
la fin, plus de sédiments dans l’eau : tous se sont déposés au fond, ou sont sortis
du domaine. Les données hydrodynamiques ne sont pas présentées ici, puisqu’elles
sont exactement conformes à ce que l’ont attendait (i.e. la hauteur et la vitesse de
l’eau restent constantes en tout temps et en tout point du domaine). De même, les
simulations numériques conservent la masse de sédiment avec une erreur relative
de l’ordre de 10−8 dans toutes nos expériences, et ne sera donc pas précisée à chaque
simulation.

On compare donc uniquement ci-dessous les flux de sédiments sortant du do-
maine au cours du temps (Figures 2.10, 2.12, 2.14, 2.16) ainsi que le profil de dépôt
des sédiments dans le domaine à la fin de l’expérience (Figures 2.9, 2.11, 2.13, 2.15).
On rappelle que, du fait de la différence dans l’apport de sédiments, une transla-
tion des résultats numériques est nécessaire. Celle-ci est choisie arbitrairement pour
chaque simulation, selon ce qui semble, à vue d’œil, donner les meilleurs résultats.
Par ailleurs, et comme nous l’avons signalé précédemment, la distribution des par-
ticules au sein de la gamme de vitesse de sédimentation possible n’est pas connue :
il nous faut donc commencer par quelques tests préliminaires afin de choisir cette
distribution.

2.4.3.1 Choix de la répartition des vitesses de sédimentation

Les vitesses de sédimentation des particules sont réparties entre 5 et 16 mm/s,
pour des particules de diamètre compris entre 100 et 200 µm. On ignore cependant la
répartition des sédiments dans cette gamme de diamètres (et donc de vitesses), et on
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peut donc choisir cette dernière de multiples façons. Afin de déterminer quelle ré-
partition permet de mieux reproduire les résultats attendus, tant au niveau du dépôt
de sédiments que du flux de sortie, on commence par tester séparément différentes
vitesses de sédimentation. Plus précisément, on réalise plusieurs expériences pour
lesquelles on considère que les sédiments ont tous la même taille, et donc la même
vitesse de sédimentation.

On peut commencer par remarquer, sur la Figure 2.9, que le plateau initial lors
des expériences n’est pas du tout reproduit par la simulation, ce qui est cohérent
étant donné que ce plateau est dû à l’apport de sédiments à la surface de l’eau, phé-
nomène non reproduit dans la simulation. Nous sommes donc incapables de repro-
duire le comportement des sédiments sur les 15 premiers centimètres du domaine,
et sommes obligés de translater les résultats simulés pour compenser ce retard dans
le dépôt. On effectue ainsi une translation de 7 cm des résultats de FullSWOF avec
transfert, faite a posteriori. Le "bac expérimental" numérique est alors décalé de 7
cm vers la droite par rapport à l’expérience de laboratoire. Les courbes de la simula-
tion sont donc prolongées par rapport aux courbes expérimentales, et il y a un léger
manque dans le flux de sortie, le point de mesure étant décalé de 7 cm vers la droite.
Cela suffit cependant pour nous donner l’allure générale des courbes.

FIGURE 2.9 – Dépôt de sédiments dans le domaine à t = 10 min, pour
les expériences de laboratoire et pour différentes vitesses de sédimen-
tation entre 5 et 16 mm/s, avec un décalage de 7 cm pour les résultats

de FullSWOF avec transfert.

Sur la Figure 2.9, on voit que la vitesse de sédimentation a une grande influence
sur la courbure du dépôt, mais qu’aucune ne permet vraiment d’obtenir des résultats
satisfaisants : si la pente entre 15 et 20 cm est bien reproduite par les plus grandes
vitesses, le reste de la courbe est assez éloigné de l’expérience. En Figure 2.10, on
remarque que le flux de sortie a toujours la même allure, très similaire à celui de
l’expérience en laboratoire (cf Figure 2.7A), la vitesse de sédimentation influençant
seulement la hauteur d’eau. Pour les grandes vitesses, qui donnaient le dépôt le plus
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FIGURE 2.10 – Flux de sédiments en sortie en fonction du temps, pour
les expériences de laboratoire et pour différentes vitesses de sédimen-

tation entre 5 et 16 mm/s.

proche de l’expérience, on est loin d’avoir des valeurs satisfaisantes du flux de sédi-
ments en sortie (moins de 50% du flux mesuré). Aucune vitesse de sédimentation,
donc aucun choix de taille de sédiments, ne permet de reproduire l’expérience.

Les vitesses individuelles ne donnant pas des résultats comparables aux résultats
expérimentaux, à la fois pour le dépôt et pour le flux de sortie, on tente différentes
distributions de vitesses. On choisi les plus courantes, soit une répartition uniforme
et une répartition gaussienne (pour 12 classes équiréparties dans l’intervalle de vi-
tesses 5-16 mm/s), ainsi que des moyennes pondérées des deux vitesses extrêmes,
avec différents poids (voir annexe A pour les paramètres d’entrée de FullSWOF).
L’étude précédente nous ayant montré que les grandes vitesses reproduisent mieux
l’expérience, on place un poids de 1 pour la vitesse minimale de 5 mm/s, et un poids
de 2, 5 ou 9 pour la vitesse maximale de 16 mm/s. La translation est ici ajustée pour
chaque répartition. On a donc choisi, en Figure 2.11, un décalage de 7 cm pour les
ratios 1 pour 5 et 1 pour 9, de 8 cm pour le ratio 1 pour 2, et de 9 cm pour les répar-
titions gaussiennes et uniformes.

Sur la Figure 2.11, on peut voir que l’allure générale de la courbe expérimentale
est assez mal reproduite par les répartitions gaussiennes et uniformes, mais relati-
vement bien approchée par les moyenne pondérées, en particulier celles ayant un
rapport de 1 pour 5 et 1 pour 9. En ce qui concerne les flux de sédiments en sortie,
tracés en Figure 2.12, ces deux dernières ont aussi des résultats relativement satis-
faisants. Il est à noter qu’un très léger manque dans le flux en sortie est créé par le
décalage a posteriori du bac expérimental numérique (créant un bac plus long que
le bac expérimental, et une sortie d’autant plus éloignée). Dans la suite, ce déca-
lage sera pris en compte lors de la simulation, et le bac raccourci d’une distance
correspondant au décalage, afin de compenser pour cette différence et faire se cor-
respondre les sorties expérimentales et numériques. Bien que la pente du dépôt soit
très légèrement meilleure pour le ratio de 1 pour 9, le rapport de 1 pour 5 semble
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FIGURE 2.11 – Dépôt de sédiments dans le domaine à t = 10 min
pour les expériences de laboratoire et pour différentes distributions
des vitesses de sédimentation entre 5 et 16 mm/s, avec un décalage
de 7 cm pour les ratios 1 pour 5 et 1 pour 9, de 8 cm pour le ratio
1 pour 2, et de 9 cm pour les répartitions gaussiennes et uniformes,

pour les résultats de FullSWOF avec transfert.

FIGURE 2.12 – Flux de sédiments en sortie en fonction du temps, pour
les expériences de laboratoire et pour différentes distributions des vi-

tesses de sédimentation entre 5 et 16 mm/s.

permettre des meilleures résultats dans l’ensemble, et c’est donc cette répartition
que l’on considérera par la suite afin de reproduire l’expérience.
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2.4.3.2 Gamme réduite des vitesses de sédimentation

Grâce aux tests préliminaires, nous avons donc pu constater que les résultats
semblent être les plus proches des expériences en prenant un ratio de 1 pour 5 des
deux vitesses extrêmes, c’est-à-dire en plaçant dans le mélange en entrée un sixième
de particules ayant une vitesse de sédimentation de 5 mm/s, et cinq sixièmes de
particules ayant une vitesse de sédimentation de 16 mm/s. C’est la configuration
utilisée pour obtenir les Figures 2.13 et 2.14. La translation de la courbe est cette
fois prévue antérieurement à la simulation, puisque estimée grâce aux tests préli-
minaires, ce qui permet d’avoir des dépôts se finissant au même point, ainsi qu’un
meilleur calcul des flux en sortie. De plus, la translation est ici seulement de 5 cm,
car cette valeur semblait correspondre le mieux pour cette courbe. Cela explique
en particulier les différences de valeurs entre les Figures 2.12 et 2.14. Nous avons
également représenté, sur les Figures 2.13 et 2.14, les résultats des 3 répétitions de
l’expérience plutôt que de ne garder que leur moyenne. Cela permet de mieux se
rendre compte de la variabilité des résultats.

FIGURE 2.13 – Dépôt de sédiments dans le domaine à t = 10 min
pour les expériences de laboratoire et pour une simulation avec des
vitesses de sédimentation de 5 et 16 mm/s et un ratio respectif de 1

pour 5, avec un décalage de 5 cm.

Sur le graphe 2.13, on peut observer le dépôt de sédiments au sein du domaine
après 10 minutes, pour les trois expériences ainsi que pour la simulation numérique
donnée par FullSWOF_1D. La translation est ici choisie, arbitrairement, avec une
valeur de 5 cm (car celle-ci semble permettre les meilleurs résultats sur les deux
graphes). Contrairement aux Figures 2.9 et 2.11, on a réduit la longueur du bac ex-
périmental de façon à ce que les sorties expérimentales et numériques coïncident.
Une fois ces paramètres pris en compte, on peut constater que l’allure générale
des courbes expérimentales est assez bien reproduite par la simulation numérique,
même si la courbe du dépôt des sédiments aurait besoin d’être un peu plus creuse
afin d’être au plus proche de celle de l’expérience. Finalement, malgré ces diffé-
rences, la masse totale de sédiments déposés lors de la simulation numérique reste
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FIGURE 2.14 – Flux de sédiments en sortie en fonction du temps pour
les expériences de laboratoire et pour une simulation avec des vi-
tesses de sédimentation de 5 et 16 mm/s et un ratio respectif de 1

pour 5.

cohérente avec celle mesurée lors des expériences, avec 71 g dans le premier cas, et
une moyenne de 69,31 g dans le second (avec une perte de 2.8 g dans les mesures).

Sur la Figure 2.14, on peut observer le débit de sédiments sortants du domaine
en fonction du temps. Bien que FullSWOF_1D donne des valeurs numériques très
légèrement inférieures à celles de l’expérience à la fin du domaine, la forme générale
de la courbe est exactement celle attendue. De plus, cette différence de masse est
consistante avec le fait qu’un peu plus de sédiments (1 g) sont déposés à l’intérieur
du domaine lors de la simulation numérique.

2.4.3.3 Gamme étendue de vitesses de sédimentation

Bien que les résultats précédents soient satisfaisants, il semble naturel de se de-
mander s’ils ne pourraient pas être améliorés en relâchant certaines contraintes,
en particulier les vitesses de sédimentation qui n’ont pas été mesurées, mais esti-
mées avec l’aide de la littérature. Dans la suite, on s’autorise donc à considérer une
gamme plus étendue de vitesses de sédimentation, mais en utilisant à chaque fois
une unique classe de sédiments en entrée. Le dernier paramètre restant à déterminer
est alors le décalage spatial des résultats, choisi comme celui donnant, visuellement,
les meilleurs résultats parmi différentes valeurs testées. On simule le dépôt et le flux
en sortie de particules ayant des vitesses de sédimentation comprises entre 10 et 30
mm/s (Figures 2.15 et 2.16). Afin de ne pas surcharger les figures, les résultats des
simulations sont comparés à la moyenne des trois expériences de laboratoire.

Les profils des dépôts et des flux de sorties de sédiments sont conformes à ce
que l’on attend. En effet, lorsque la vitesse de sédimentation augmente, la distance
parcourue par les sédiments diminue et de plus en plus de sédiments sont déposés
près de l’entrée du domaine, ce qui entraîne une pente plus raide en Figure 2.15.
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FIGURE 2.15 – Dépôt de sédiments dans le domaine à t = 10 min pour
les expériences de laboratoire moyennées et pour une simulation avec
différentes vitesses de sédimentation, avec un décalage de 6 cm pour

les résultats de FullSWOF avec transfert.

FIGURE 2.16 – Flux de sédiments en sortie en fonction du temps, pour
les expériences de laboratoire moyennées et pour des simulation avec

différentes vitesses de sédimentation.

Ainsi, de moins en moins de sédiments atteignent la sortie du domaine, ce qui a
pour conséquence un flux en sortie moins important en Figure 2.16.

Ces deux graphes illustrent très clairement la nécessité de calibrer la répartition
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des différentes vitesses de sédimentation dans le flux d’entrée. Ainsi, une vitesse
de sédimentation de 22 mm/s semble être le meilleur choix pour le dépôt en Figure
2.15, tandis que le flux de sortie en Figure 2.16 serait plus proche de l’expérience pour
une vitesse plus faible, aux alentours de 13 mm/s. Aucune valeur unique de vitesse
de sédimentation, même hors de la gamme théorique et quel que soit le décalage
choisi, ne permet de reproduire parfaitement l’expérience. Pour obtenir les meilleurs
résultats possibles, il faut donc introduire dans le domaine un mélange de vitesses
approprié, permettant de s’approcher au mieux de l’allure générale ainsi que des
valeurs des deux graphes.

2.4.4 Comparaison des résultats : influence de la condition de bord en
sortie

Dans la section 2.4.3, nous avons présenté des résultats obtenus en imposant la
hauteur d’eau en sortie du bac expérimental. La topographie réellement utilisée dans
l’expérience forme une bosse à la suite du bac expérimental, comme on peut le voir
en Figure 2.17, qui représente une vue schématique du dispositif.

FIGURE 2.17 – Vue schématique du dispositif expérimental.

La zone de sortie, à la fin du bac expérimental, est composée d’une bosse, lisse
et ajustable, qui permet de fixer la hauteur d’eau dans le bac à une valeur choisie.
Nous allons étudier si cette forme a une influence sur les résultats.

Pour représenter la topographie expérimentale, nous choisissons la fonction :

b(x) =

 0 si x ∈ [0, 53[

(4− (0.5x− 28.5)2)
h
4

si x ∈ [53, 63].

Pour introduire un décalage dec, on utilisera la topographie b(x − dec) en un point
x, exprimé en cm.

On choisit une condition de Neumann en sortie du domaine ainsi "agrandi", ce
qui correspond à une sortie libre. Enfin, la hauteur de la bosse n’ayant pas été me-
surée expérimentalement, nous choisissons la valeur de h permettant de garder une
hauteur d’eau et un débit constants dans le domaine : on fixe h = 12.8196 cm.

Dans la section 2.4.3, nous avons vu que le ratio de 1 pour 5 avec les vitesses
5 mm/s et 16 mm/s respectivement donnait de bons résultats (Figure 2.13). Nous
allons donc reprendre cette expérience et comparer les résultats avec les deux condi-
tions de bord différentes. Ainsi, sur la Figure 2.18, nous avons superposé la concen-
tration de sédiments calculée en imposant la hauteur d’eau à droite, et les valeurs
obtenues en ajoutant la zone de sortie expérimentale.

Notons qu’on ne peut pas tracer simplement le flux de sédiments en sortie du
bac expérimental à partir des résultats de FullSWOF, puisque seules les valeurs aux
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FIGURE 2.18 – Dépôt de sédiments dans le domaine à t = 10 min
pour des simulations avec et sans zone de sortie expérimentale avec

un décalage de 5 cm, et les expériences de laboratoire.

bords du domaine sont sauvegardées. Il est donc nécessaire de modifier le code 1

pour avoir des valeurs au même point (à 53 cm), et obtenir la Figure 2.19.
Nous avons également testé d’autres choix de vitesses : nous constatons, comme

sur les Figures 2.18 et 2.19, qu’il n’y a pas de différence entre fixer la hauteur d’eau à
droite de la zone expérimentale et utiliser une sortie libre avec la vraie topographie
en sortie. Les résultats de la section 2.4.3 restent donc valables dans notre configura-
tion expérimentale.

2.4.5 Résultats complets : ajout du frottement au fond du bac

Pour obtenir les résultats des sections 2.4.3 et 2.4.4, nous avons pris un coefficient
de frottement n nul. Cependant, le fond du bac expérimental est rugueux, composé
de grains de sables collés pour éviter que les sédiments ne se redétachent. Ainsi,
pour vraiment représenter l’expérience, nous devons tenir compte du frottement au
fond 2. Nous avons choisi un coefficient de Manning n = 0.01. Avec un tel frotte-
ment, l’écoulement n’est plus stationnaire (homogène en espace) mais nous arrivons
à reproduire un état d’équilibre assez proche de l’état stationnaire sans frottement.

Nous pouvons à nouveau nous intéresser à la concentration de sédiments au
fond du bac (Figure 2.20) et au flux de sédiments à la sortie de la zone expérimentale
(Figure 2.21). Nous avons gardé le choix du ratio à 1 pour 5 pour les vitesses de 5
mm/s et 16 mm/s respectivement.

Sur la Figure 2.20, nous avons utilisé un décalage de 4 cm, contre 5 cm pour
les expériences sans frottement, et le même choix de vitesses de sédimentation. La

1. Dans le fichier libtransfer/libschemes_concentrations/scheme_conc.cpp, on modifie le calcul de
sedmass_out pour ne pas considérer le flux de sédiments sur la dernière cellule mais sur une cellule
choisie.

2. Expérimentalement, la bosse est lisse : nous devrions donc prendre un coefficient de frottement
différent. La version 1D de FullSWOF ne permet cependant pas la spatialisation du frottement.
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FIGURE 2.19 – Flux de sédiments en sortie en fonction du temps, pour
des simulations avec et sans zone de sortie expérimentale, et les ex-

périences de laboratoire.

FIGURE 2.20 – Dépôt de sédiments dans le domaine à t = 10 min
pour les expériences de laboratoire et les simulations avec frottement
de Manning au fond, avec un décalage de 4 cm et un ratio à 1 pour 5

pour les vitesses de 5 mm/s et 16 mm/s respectivement.

rugosité agit en effet comme un frein et les particules se déposent un peu moins loin
que sur un fond lisse.
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FIGURE 2.21 – Flux de sédiments en sortie en fonction du temps, pour
les expériences de laboratoire et les simulations avec frottement de
Manning au fond et un ratio à 1 pour 5 pour les vitesses de 5 mm/s

et 16 mm/s respectivement.

Sur les Figures 2.20 et 2.21, nous constatons que l’expérience est assez bien repro-
duite. L’ajout du frottement a tendance à changer légèrement la pente sur la concen-
tration au fond du bac et fait diminuer la quantité de sédiments en sortie de la zone
expérimentale.

Ce choix des valeurs des paramètres permettent de bien coller aux expériences
de laboratoire en utilisant la résolution numérique programmée dans FullSWOF.

2.4.6 Améliorations possibles du modèle

Le choix d’écrire la concentration de sédiments dans l’eau comme une fonction
ne dépendant que de la distance horizontale, et non de la hauteur, montre ici des
limites et induit la nécessité d’ajustements. En effet, et comme nous en avons parlé
précédemment, la concentration de particules n’est pas homogène sur la hauteur de
la lame d’eau, dans les expériences de laboratoire. La conséquence de cette distinc-
tion est très visible sur les figures, puisque les pics de dépôts ne sont pas superposés,
et donc difficilement comparables, sans la translation d’un des deux graphes.

Pour améliorer le modèle et représenter correctement le pic de dépôt sans recou-
rir à un décalage de courbe, il serait possible d’introduire une dépendance verticale
de la concentration de sédiments dans l’eau c. En connaissant simplement le profil
de répartition a priori des sédiments, une telle dépendance pourrait être obtenue à
partir des valeurs moyennes déjà obtenues par la simulation.

Une autre approche serait de revoir entièrement la modélisation du flux, soit en
utilisant les équations de Navier-Stokes [Sto51], soit en utilisant un modèle de Saint-
Venant multicouche [Aud+11]. Ainsi, la vitesse de l’eau varierait avec l’altitude, et,
en modifiant le système (2.2), la concentration de sédiments pourrait faire de même,
de manière à mieux correspondre à la situation expérimentale.
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2.5 Conclusion

En utilisant le modèle de transfert couplé aux équations de Saint-Venant, et le
logiciel FullSWOF_1D, nous avons donc été capables de reproduire les résultats
obtenus lors des expériences de laboratoire. Les dépôts au fond du bac à la fin
de l’expérience et les flux de sédiments en sortie au cours du temps coïncident
avec leurs homologues expérimentaux en utilisant uniquement les données expé-
rimentales, presque sans aucune calibration. Cependant, l’utilisation d’un modèle
de Saint-Venant monocouche induit la nécessité d’un léger ajustement spatial pour
améliorer l’adéquation des résultats ; ceci est dû à la non-homogénéité de la réparti-
tion des sédiments en hauteur dans les expériences, et qui ne peut pas être prise en
compte ou reproduite par les simulations.

Afin d’améliorer les résultats, il semblerait donc nécessaire d’introduire une dé-
pendance en z de la concentration c de sédiments dans l’eau, et d’utiliser éventuelle-
ment un autre modèle que Saint-Venant pour simuler la partie hydrodynamique,
telles que les équations de Navier-Stokes [Sto51], comme dans le logiciel Gerris
[Pop09], ou en considérant un modèle de Saint-Venant multicouche [Aud+11]. Une
rétroaction du dépôt de sédiments sur le flux d’eau, via la prise en compte de l’épais-
seur de la couche d’échange dans la topographie des équations de Saint-Venant (2.1)
pourrait aussi permettre d’améliorer les simulations, surtout dans le cas où le dé-
pôt n’aurait pas une hauteur négligeable. L’étude de cas tests supplémentaires serait
également très intéressante, car cela permettrait de mieux comprendre les capaci-
tés et les limites du modèle dans le cadre de la prédiction de phénomènes naturels.
Enfin, l’extension de ce modèle en deux dimensions horizontales, et son implémen-
tation dans FullSWOF_2D permettrait d’augmenter la plage d’utilisations possibles.
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Chapitre 3

Détermination d’un schéma
entropique et préservant
l’équilibre géostrophique pour les
équations de Saint-Venant avec
force de Coriolis

3.1 Introduction

Dans le cadre d’études d’eaux peu profondes, beaucoup de travaux ont été dé-
diés à l’amélioration de schémas numériques autour de l’équilibre du lac au repos,
comme on peut le voir dans [Ber+20]. Ces travaux sont la continuation d’études,
durant les 20 dernières années, de l’exactitude de schémas numériques pour des
systèmes hyperboliques avec termes sources autour de solutions stationnaires ou de
régimes asymptotiques. On pourra par exemple citer les travaux de [BVC94], [GL96]
et [Jin99] dans les années 90, et les livres [Bou04] et [Gos13] quelques années plus
tard. Dans le cas du système de Saint-Venant avec force de Coriolis (voir [Cor32]
et [Cor35]), les états stationnaires d’intérêt sont les équilibres géostrophiques, et
les schémas aux volumes finis classiques (tels que ceux de type Godunov, voir par
exemple [God59]) ne sont pas exacts autour de telles solutions, comme montré dans
[Aud+18] et [Do17]. Les premières recherches concernant l’exactitude de schémas
numériques autour des équilibres géostrophiques ont été conduites, à notre connais-
sance, par Bouchut, Le Sommer et Zeitlin [Bou04] (voir aussi [CALP08] et [Che+18]),
mais ces schémas n’étaient entièrement exacts que pour des flux unidimensionnels,
comme on peut le voir dans [Aud+18]. Récemment, deux travaux, [PV16] et [Zak17],
ont proposé des schémas implicites-explicites exacts pour les équilibres géostro-
phiques, mais nécessitant, du fait de la partie implicite, la résolution d’une équa-
tion de Laplace à chaque pas de temps. On notera qu’il existe également de nom-
breux travaux traitant de l’approximation du terme de Coriolis dans des schémas
sur grilles décalées, tels que [Thu+09] dans le cas linéaire, et [Rin+10] pour le non-
linéaire.

On s’intéresse dans ce chapitre au développement d’un schéma numérique aux
volumes finis colocalisé permettant de préserver au mieux ces équilibres géostro-
phiques, tout en préservant une inégalité d’énergie semi-discrète. Les idées présen-
tées dans [Aud+18] ont servi de base pour notre travail, puisqu’un tel schéma était
développé pour le cas du système de Saint-Venant linéarisé avec force de Corio-
lis. Cependant, comme nous allons le voir par la suite, le passage au système non-
linéaire nécessite de nombreux changements.
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Ce travail a été initié dans le cadre du CEMRACS 2019, en collaboration avec
Virgile Dubos et Youssouf Nasseri, sur un sujet proposé par Emmanuel Audusse,
Arnaud Duran et Yohan Pennel. Après une présentation générale des équations étu-
diées et des difficultés rencontrées avec les schémas aux volumes finis classiques,
nous commencerons notre étude, et aboutirons à deux schémas préliminaires. Cette
partie présentera ainsi le travail fait durant la session de recherche du CEMRACS,
au cours de laquelle une approche sur grille décalée, que nous ne présenterons pas
ici, avait aussi été étudiée (cf [Aud+21]). Ces premières réflexions nous ont permis
de mieux comprendre le processus de création des schémas, menant ainsi à trois
nouveaux schémas, présentant de bonnes propriétés, mais également quelques in-
convénients, que nous verrons dans la troisième partie. Finalement, ces derniers tra-
vaux nous ayant offert un recul supplémentaire sur la situation, un dernier schéma,
vérifiant toutes les propriétés voulues, a finalement été trouvé et est présenté dans
la dernière partie. Quelques-un des schémas présentés dans ce chapitre peuvent être
trouvés dans [Aud+22].

3.2 Les équations de Saint-Venant avec force de Coriolis

3.2.1 Le système de Saint-Venant avec force de Coriolis

Du fait de la rotation de la Terre sur elle-même, tous les corps sur la planète
subissent une force inertielle appelée force de Coriolis. Elle est caractérisée par ΩT,
la vitesse de rotation de la Terre sur elle-même, et varie selon φ, la latitude de l’objet
considéré :

FC = −2Ω ∧ u avec Ω = ΩT (0, cos(φ), sin(φ)).

Cette force est un sujet d’étude majeur dans le cadre de l’océanographie et de la
météorologie, puisque affectant les courants marins ainsi que les flux d’air dans l’at-
mosphère. Ainsi, en prenant en compte cet effet, les équations de Navier-Stokes 3D
pour un fluide homogène s’écrivent :

∂tu + div(u⊗ u) = divσ− 2Ω ∧ u− g
divu = 0,

où u est la vitesse de l’objet par rapport au référentiel terrestre, σ le tenseur des
contraintes et g = t(0, 0, g) la force de la gravité. Dans ces équations, ainsi que
partout par la suite, les quantités en gras sont des vecteurs.

Les océans pouvant être considérés comme des eaux peu profondes, leur pro-
fondeur moyenne (de l’ordre de 4 km pour les océans Atlantique et Pacifique par
exemple) étant faible relativement à leur largeur (comprise entre 3000 et 10000 km),
il est usuel de les modéliser au moyen des équations de Saint-Venant. Une dériva-
tion classique (voir par exemple [Luc07]) permet ainsi d’obtenir une expression plus
simple du terme créé par la force de Coriolis :

F̃C = −ωu⊥ avec ω = 2ΩT sin(φ).

Au premier ordre, on obtient ainsi l’écriture suivante des équations de Saint-Venant
à fond plat avec force de Coriolis :

∂th + div(hu) = 0 (3.1a)
∂t(hu) + div(hu⊗ u) + g h∇h = −ω h u⊥, (3.1b)
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avec h ∈ R+ la hauteur d’eau, u = t(u, v) ∈ R2 la vitesse horizontale de l’eau, g
l’accélération gravitationnelle et t ∈ [0, T] et x ∈ Ω.

Afin de simplifier les calculs, on supposera par la suite la force de Coriolis cons-
tante sur la surface du domaine considéré, c’est-à-dire que l’on néglige les poten-
tielles variations de latitude au sein du domaine. Un travail supplémentaire pourrait
permettre d’étendre les schémas développés ici afin de considérer une variation de
la force de Coriolis dans le domaine.

3.2.2 Quelques propriétés du système

Dans cette section, nous allons présenter deux types de propriétés vérifiées par
les équations de Saint-Venant avec force de Coriolis. Dans un premier temps, nous
démontrerons une égalité d’énergie satisfaite par ce système. Dans un second temps,
nous nous intéresserons aux équilibres satisfaits par ces équations. L’objectif sera en-
suite d’écrire des schémas numériques vérifiant une version discrétisée de ces pro-
priétés.

3.2.2.1 Conservation de l’énergie

Le système (3.1) vérifie l’égalité d’énergie suivante :

1
2

∂t(gh2 + hu2) + div
((

1
2

u2 + gh
)

hu
)
= 0. (3.2)

En effet, en multipliant l’équation de masse (3.1a) par gh et celle des moments (3.1b)
par u, le terme de Coriolis s’annule immédiatement, et des calculs rapides mènent
aux relations :

g
2

∂th2 + ghdiv(hu) = 0

∂t

(
hu2

2

)
+ div

(
hu3

2

)
+ gdiv(h2u)− ghdiv(hu) = 0.

L’égalité (3.2) est alors obtenue en sommant ces deux relations.

3.2.2.2 Équilibres du système et cas du vortex stationnaire

Les équilibres traditionnellement étudiés dans le cadre du système de Saint-
Venant avec terme de Coriolis sont en fait les équilibres du linéarisé du système
(3.1) autour de (h0, 0) :

∂th + h0div(u) = 0 (3.3a)
∂t(u) + g∇h = −ωu⊥. (3.3b)

Cet ensemble d’équilibres, nommés équilibres géostrophiques, vérifient donc l’équa-
tion g∇h = −ωu⊥. On remarquera que cette unique condition est suffisante carac-
tériser les équilibres du système (3.3), puisqu’elle implique que div(u) = 0. En effet,

g∇h = −ωu⊥ ⇒ div(u) = div
(
− g

ω
(∇h)⊥

)
= 0.

Le vortex stationnaire est un des exemples classiques d’équilibre géostrophique.
Il consiste, ainsi que son nom l’indique, en un tourbillon d’eau au milieu d’un lac au
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repos, cf Figure 3.1. On le définit (cf [Do17]), en coordonnées polaires dans le repère
(er, eθ), par une vitesse initiale :

u0(r, θ) = ν(r)eθ avec ν(r) = ε
(

5 r 1[0, 1
5 [
(r) + (2− 5r) 1[ 1

5 , 2
5 [
(r)
)

.

où ε est un petit paramètre influant sur la profondeur initiale du vortex (ainsi que
sa vitesse). La hauteur d’eau est ensuite obtenue comme solution de l’équation dif-
férentielle g∂rh0 = ων(r). Elle s’écrit donc :

h0(r) =


1 +

5εω

2g
r2 si 0 6 r <

1
5

,

1 +
εω

10g
+

εω

10g
(−25r2 + 20r− 3) si

1
5
6 r <

2
5

,

1 +
εω

5g
si r >

2
5

.

On l’associe usuellement à des conditions de bord périodiques, et on a choisi un
domaine de taille 1× 1 afin de tracer la Figure 3.1.

(A) Hauteur d’eau (en m)
et champ de vitesse

(B) Hauteur d’eau (en m)

(C) Première composante
de la vitesse u (en m/s)

(D) Seconde composante
de la vitesse v (en m/s)

FIGURE 3.1 – Equilibre géostrophique du vortex stationnaire pour
ε = 0.1.
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3.2.3 Non-conservation des états d’équilibre

Afin de résoudre numériquement le système (3.1), on peut penser, en premier
lieu, à simplement utiliser un schéma aux volumes finis de type Godunov (voir
[God59]) avec flux HLLC ([HLL83], [TSS94]) de la forme :

Qn+1
i = Qn

i −
∆t
∆x

(F(Qn
i , Qn

i+1)− F(Qn
i−1, Qn

i )), (3.4)

avec F le flux HLLC. L’une des principales caractéristiques que l’on souhaite pré-
server étant les états d’équilibre, on commence par vérifier le comportement de ce
schéma sur l’équilibre du vortex stationnaire présenté en section 3.2.2.2.

(A) t = 1s (B) t = 50s

FIGURE 3.2 – Hauteur d’eau (en m) à différents instants pour le
schéma HLLC et l’équilibre du vortex stationnaire.

(A) t = 1s (B) t = 50s

FIGURE 3.3 – Vitesse v (en m/s) à différents instants pour le schéma
HLLC et l’équilibre du vortex stationnaire.

Les résultats obtenus en appliquant le schéma aux volumes finis avec flux HLLC
aux équations de Saint-Venant avec force de Coriolis sont tracés sur les Figures 3.2,
3.3 et 3.4. Partant de l’état initial présenté en Figure 3.1 avec ε = 0.1, on remarque
que, dès la première seconde, le schéma (3.4) préserve mal le vortex stationnaire. Les
vitesses s’étalent, tout comme la hauteur d’eau. Au bout de 50 secondes, l’invariance
rotationelle de la hauteur d’eau est complètement perdue et le vortex s’affaisse, tan-
dis que les vitesses se polarisent. En temps long, le schéma finit par atteindre l’équi-
libre du lac au repos, comme on peut le voir sur la Figure 3.4.
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(A) Hauteur d’eau h (B) Seconde compo-
sante de la vitesse v

FIGURE 3.4 – Coupes en x = 0 du schéma HLLC pour l’équilibre du
vortex stationnaire à t = 500s, avec état initial.

Cette non-préservation de l’équilibre géostrophique par le schéma (3.4) a déjà été
soulevée par [Aud+18]. Dans le cadre linéaire, les auteurs résolvent ce problème par
l’ajout de corrections spécifiquement choisies pour le système. Différentes possibi-
lités sont présentées et comparées, ce qui nous permet d’obtenir des informations
précieuses que nous allons utiliser pour le passage au non linéaire.

3.3 Détermination de premiers schémas

Cette section présente le travail effectué au CIRM lors du CEMRACS 2019. Une
étude supplémentaire, concernant un schéma sur grille décalée, réalisée principale-
ment par Youssouf Nasseri et Arnaud Duran, peut être trouvée dans le proceeding
ayant suivi ce travail [Aud+21]. Un premier schéma est développé ici, et celui-ci a,
par la suite, servi de base pour la création d’autres, plus performants ou possédant
de meilleures propriétés.

3.3.1 Buts, réflexions initiales et restrictions

Ainsi qu’expliqué précédemment, nous souhaitions créer un schéma pouvant
résoudre le système de Saint-Venant avec force de Coriolis (3.1) et possédant deux
propriétés spécifiques. Tout d’abord, de la même manière que dans la version conti-
nue, le schéma devait vérifier une inégalité d’énergie idéalement discrète, sinon
semi-discrète en temps, afin d’obtenir une forme de stabilité au sens de l’énergie.
Ensuite, il était important que le noyau du linéarisé du schéma corresponde au
noyau du système de Saint-Venant linéarisé (3.3) : autrement dit, on souhaitait que
le schéma linéarisé possède pour ensemble d’équilibres exactement les équilibres
géostrophiques discrets.

Deux articles ont servi de sources principales : [Aud+18] et [CDV17]. Le pre-
mier s’intéressait au même problème que celui que nous venons de présenter, mais
dans un cadre linéaire. Après avoir démontré l’inefficacité d’un schéma de Godunov
afin de résoudre numériquement ce problème, les auteurs étudient l’impact de dif-
férentes corrections dans le schéma numérique, tant du point de vue théorique que
numérique, et en déduisent un schéma satisfaisant leurs conditions. Partant de ce
travail, nous souhaitons donc ajouter le terme non linéaire des équations de Saint-
Venant. Les corrections, écrites comme termes de diffusion sur le flux, apparaissent
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lors de cet ajout et nécessitent donc une attention particulière : elles doivent, en par-
ticulier, apporter suffisament de diffusion pour que le schéma soit stable, mais s’an-
nuler quand l’équilibre géostropique est réalisé. On s’aide de [CDV17] pour écrire la
version discrétisée du terme non linéaire du système de Saint-Venant.

Assez rapidement, quelques restrictions propres à notre problème nous sont ap-
parues. Ainsi, le terme de Coriolis nous impose, dans un premier temps, un maillage
cartésien. En effet, la présence de l’orthogonal de la vitesse rend tout maillage quel-
conque extrêmement difficile à écrire théoriquement, puis à coder, si le maillage n’est
pas cartésien. Comme dans [Aud+18], on se place donc sur un tel maillage.

3.3.2 Écriture générale du schéma et notations

On se place sur un espace Ω, muni d’une base orthonormée (ex, ey), décomposé
en Nx × Ny cellules Ki,j de dimension ∆x× ∆y (voir Figure 3.5). Afin de simplifier le
travail pour commencer, on ne discrétise pas le temps et on écrit nos schémas sous
une forme "semi-discrète", avec une dérivée en temps. On approxime nos variables
par des fonctions constantes par maille, et, pour toute variable a, on note ai,j sa valeur
dans la maille Ki,j. Pour faciliter la lecture, on notera aK = ai,j, la maille K étant, sauf
indication contraire, celle d’indice (i, j). On se munit également d’une divergence et
d’un gradient discrets définis, pour tout vecteur F et tout scalaire h, par :

divi,j(F ) =
(Fi+1,j −Fi−1,j) · ex

2∆x
+

(Fi,j+1 −Fi,j−1) · ey

2∆y
,

∇i,jh =


hi+1,j − hi−1,j

2∆x
hi,j+1 − hi,j−1

2∆y

 .

Ki,j Ki+1,j

Interface d’indice i + 1/2, j

∆x

∆y

FIGURE 3.5 – Notations géometriques.

Pour traiter le terme non linéaire, par analogie avec le schéma HLLC vu précé-
demment, on utilise un flux upwind. Suivant [DVB20], on écrit donc la discrétisation
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d’un terme de la forme div(U ⊗F ) :

divup
i,j (U,F ) = 1

2∆x

(
Uup

(i,i+1),j(Fi,j +Fi+1,j) · ex + Uup
(i−1,i),j(Fi,j +Fi−1,j) · ex

)
+

1
2∆y

(
Uup

i,(j,j+1)(Fi,j +Fi,j+1) · ey + Uup
i,(j−1,j)(Fi,j +Fi,j−1) · ey

)
,

où Uup
(i,k),j = Uup

(i,k),j(Fi,j,Fk,j) =

{
Ui,j si (Fi,j +Fk,j) · ex ≥ 0
Uk,j si (Fi,j +Fk,j) · ex < 0

et Uup
i,(j,k) = Uup

i,(j,k)(Fi,j,Fi,k) =

{
Ui,j si (Fi,j +Fi,k) · ey ≥ 0
Ui,k si (Fi,j +Fi,k) · ey < 0

.

Toujours suivant l’exemple de [Aud+18], on souhaite, pour préserver les équi-
libres géostrophiques, ajouter deux corrections : une sur le flux de masse Π et une
autre sur l’équation de quantité de mouvement Λ. On ne détaille pour l’instant pas
ces corrections. Le schéma ainsi obtenu s’écrit donc :

dhK

dt
+ divKF = 0 (3.5a)

d(hKUK)

dt
+ divup

K (U,F ) + hK∇KΦ = −ω(hKUK −ΠK)
⊥, (3.5b)

avec : FK = hKUK −ΠK et ΦK = ghK −ΛK.
Les corrections sont ici placées au même endroit que les différentes variables, soit

au centre de chaque maille.

3.3.3 Détermination des corrections et calcul de l’énergie

Afin d’étudier en détail le schéma (3.5), commençons par calculer l’énergie dans
le cas, plus simple, du schéma semi-discret :

d hi,j

dt
= −divi,jF , (3.6a)

d (hi,jUi,j)

dt
= −divup

i,j (U,F )− hi,j∇i,jΦ−ωhi,jU⊥i,j + ωΠ⊥i,j . (3.6b)

Ce calcul d’énergie nous servira par la suite à déterminer la forme des corrections
Π et Λ à appliquer.

3.3.3.1 Énergie potentielle

Pour obtenir l’expression de l’énergie potentielle, on multiplie l’équation de conser-
vation de la masse (3.6a) par ghi,j et on remplace F par sa valeur :

g
2

dh2
i,j

dt
= −ghi,j

(
(hi+1,jUi+1,j − hi−1,jUi−1,j) · ex

2∆x
+

(hi,j+1Ui,j+1 − hi,j−1Ui,j−1) · ey

2∆y

)
+ ghi,j

(
(Πi+1,j −Πi−1,j) · ex

2∆x
+

(Πi,j+1 −Πi,j−1) · ey

2∆y

)
,

= −ghi,j

(
(hi+1,jUi+1,j − hi−1,jUi−1,j) · ex

2∆x
+

(hi,j+1Ui,j+1 − hi,j−1Ui,j−1) · ey

2∆y

)
+ ghi,jdivi,j(Π). (3.7)
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Sachant que l’on souhaite, par la suite, sommer cette égalité pour tous les couples
(i, j), afin d’obtenir une égalité globale sur l’espace, nous allons réécrire l’expression
ci-dessus de manière à faciliter ladite somme. Pour cela, on sépare les variables en
une partie symétrique et une partie antisymétrique à travers chacune des interfaces.
Autrement dit, pour une variable wi,j, à l’interface entre les cellules Ki,j et Ki+1,j, on
écrit :

wi,j = wi+,j + wi+,j avec wi+,j =
wi,j + wi+1,j

2
et wi+,j =

wi,j − wi+1,j

2
,

wi+,j étant la partie symétrique et wi+,j la partie antisymétrique à travers l’interface
considérée. De même, à l’interface entre Ki,j et Ki−1,j, on a :

wi,j = wi−,j + wi−,j avec wi−,j =
wi,j + wi−1,j

2
et wi−,j =

wi,j − wi−1,j

2
.

On remarque alors que wi+,j = w(i+1)−,j et wi+,j = −w(i+1)−,j, et ces égalités nous
permettront des simplifications lorsque l’on sommera sur tout l’espace. On traite de
même les interfaces horizontales, en échangeant les rôles de i et j.
Avec ces nouvelles notations, on peut écrire :

divi,j(F ) =
(Fi+1,j −Fi−1,j) · ex

2∆x
+

(Fi,j+1 −Fi,j−1) · ey

2∆y

=
(Fi+,j −Fi−,j) · ex

∆x
+

(Fi,j+ −Fi,j−) · ey

∆y
,

∇i,jh =


hi+1,j − hi−1,j

2∆x
hi,j+1 − hi,j−1

2∆y

 =


hi+,j − hi−,j

∆x
hi,j+ − hi,j−

∆y

 ,

et divup
i,j (U,F ) = 1

∆x

(
Uup

(i,i+1),jFi+,j · ex + Uup
(i−1,i),jFi−,j · ex

)
+

1
∆y

(
Uup

i,(j,j+1)Fi,j+ · ey + Uup
i,(j−1,j)Fi,j− · ey

)
.

Ainsi, en sommant et soustrayant hi,jUi,j dans chacune des fractions de l’égalité (3.7),
on peut faire apparaître les quantités définies précédemment :

g
2

dh2
i,j

dt
= −ghi,j


(
(hu)i+,j − (hu)i−,j

)
∆x

+

(
(hv)i,j+ − (hv)i,j−

)
∆y

+ ghi,jdivi,j(Π)

= − g
∆x ∑

δ=±
δ(hiδ,j + hiδ,j)(hu)iδ,j −

g
∆y ∑

δ=±
δ(hi,jδ + hi,jδ)(hv)i,jδ + ghi,jdivi,j(Π)

= − g
∆x ∑

δ=±
δ
(

hiδ,j (hu)iδ,j + hi,jui,j hiδ,j − hiδ,j (hu)iδ,j

)
− g

∆y ∑
δ=±

(
δ hi,jδ (hv)i,jδ + hi,jvi,j hi,jδ − hi,jδ (hv)i,jδ

)
+ ghi,jdivi,j(Π).
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On obtient ainsi l’expression de l’énergie potentielle sur une cellule :

g
2

dh2
i,j

dt
= ghi,jdivi,j(Π)− g

∆x ∑
δ=±

δ
(

hiδ,j (hu)iδ,j + hi,jui,j hiδ,j − hiδ,j (hu)iδ,j

)
− g

∆y ∑
δ=±

(
δ hi,jδ (hv)i,jδ + hi,jvi,j hi,jδ − hi,jδ (hv)i,jδ

)
. (3.8)

Cette écriture permet de mettre en évidence les termes symétriques, qui se sim-
plifieront lorsque l’on sommera sur toutes les mailles

3.3.3.2 Énergie cinétique

On poursuit en multipliant l’équation des moments (3.6b) par Ui,j, afin de trouver
l’expression de l’énergie cinétique :

Ui,j ·
d
dt
(
hi,jUi,j

)
= −Ui,j · divup

i,j (U,F )− hi,jUi,j · ∇i,jΦ−ωhi,jUi,j ·U⊥i,j + ωUi,j ·Π⊥i,j.

Détaillons chacun des termes de cette équation :

• Ui,j ·
d
dt
(
hi,jUi,j

)
=

1
2

(
d
dt

(
hi,jU2

i,j

)
+ U2

i,j
d
dt
(
hi,j
))

=
1
2

(
d
dt

(
hi,jU2

i,j

)
−U2

i,jdivi,jF
)

en utilisant (3.6a),

• −ωhi,jUi,j ·U⊥i,j = 0,

• −hi,jUi,j · ∇i,jΦ = −hi,jUi,j · ∇i,j(gh−Λ)

= −ghi,jui,j
hi+,j − hi−,j

∆x
− ghi,jvi,j

hi,j+ − hi,j−

∆y
+ hi,jUi,j · ∇i,jΛ

= ghi,jui,j

hi+,j − hi−,j

∆x
+ ghi,jvi,j

hi,j+ − hi,j−

∆y
+ hi,jUi,j · ∇i,jΛ

=
g

∆x ∑
δ=±

δhi,jui,j hiδ,j +
g

∆y ∑
δ=±1

δhi,jvi,j hi,jδ + hi,jUi,j · ∇i,jΛ .

Pour un scalaire a, on note par la suite

a = a+ − a− avec a+ =
|a|+ a

2
et a− =

|a| − a
2

a+ et a− étant respectivement les parties positive et négative de a. De plus, afin
d’améliorer la lisibilité pour le terme non linéaire, on fait les calculs uniquement à
l’interface i + 1

2 , j (voir Figure 3.5), puis on les généralise aux autres interfaces. Cela



3.3. Détermination de premiers schémas 47

nous permet d’écrire le flux upwind −Ui,jdivup
i,j (U,F ) sous une forme plus manipu-

lable pour les calculs :

−Ui,j ·
1

∆x
Uup

(i,i+1),jFi+,j · ex = − 1
∆x

Ui,j ·
(
Ui,j(Fi+,j · ex)

+ −Ui+1,j(Fi+,j · ex)
−)

=
1

∆x
(
−||Ui,j||2Fi+,j · ex + Ui,j · (Ui+1,j −Ui,j)(Fi+,j · ex)

−)
=

1
∆x

(
−||Ui,j||2Fi+,j · ex +

1
2
(
||Ui+1,j||2 − ||Ui,j||2

−||Ui+1,j −Ui,j||2
)
(Fi+,j · ex)

−)
=

1
2∆x

(
−||Ui,j||2Fi+,j · ex − ||Ui,j||2(Fi+,j · ex)

+

+
(
||Ui+1,j||2 − ||Ui+1,j −Ui,j||2

)
(Fi+,j · ex)

−)
= − 1

2∆x
||Ui,j||2Fi+,j · ex −

1
2∆x
||Ui+1,j −Ui,j||2(Fi+,j · ex)

−

− 1
2∆x

(
||Ui,j||2(Fi+,j · ex)

+ − ||Ui+1,j||2(Fi+,j · ex)
−)

= − 1
2∆x
||Ui,j||2Fi+,j · ex −

1
2∆x
||Ui+1,j −Ui,j||2(Fi+,j · ex)

−

− 1
2∆x
||Uup

(i,i+1),j||
2Fi+,j · ex.

En généralisant ce terme aux autres interfaces, on obtient l’écriture suivante pour le
flux upwind :

−Ui,j · divup
i,j (U,F ) = −

||Ui,j||2

2
divi,jF −

1
2

divup
i,j (U

2,F )

− ∑
δ=±

(
1

2∆x
||Uiδ1,j −Ui,j||2 (Fiδ,j · ex)

− +
1

2∆y
||Ui,jδ1 −Ui,j||2 (Fi,jδ · ey)

−
)

.

La partie négative étant, par définition, positive, la somme dans l’égalité précédente
est positive. On a donc

−Ui,j · divup
i,j (U,F ) 6 −

||Ui,j||2

2
divi,jF −

1
2

divup
i,j (||U||

2,F ).

En combinant les termes précédemment calculés, on peut finalement écrire l’inéga-
lité d’énergie cinétique :

1
2

d
dt

(
hi,jU2

i,j

)
6 g ∑

δ=±
δhi,j

(
1

∆x
ui,jhiδ,j +

1
∆y

vi,j hi,jδ

)
+ hi,jUi,j · ∇i,jΛ

+ ωUi,j ·Π⊥i,j −
1
2

divup
i,j (||U||

2,F ). (3.9)
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3.3.3.3 Énergie totale

En sommant les énergies potentielle (3.8) et cinétique (3.9), on obtient l’inégalité
vérifiée par l’énergie totale sur une cellule :

1
2

d
dt

(
hi,j||Ui,j||2 + gh2

i,j

)
6 hi,jUi,j · ∇i,jΛ + ωUi,j ·Π⊥i,j + ghi,jdivi,j(Π)− 1

2
divup

i,j (U
2,F )

− ∑
δ=±

gδ

(
1

∆x

(
hiδ,j (hu)iδ,j − hiδ,j (hu)iδ,j

)
+

1
∆y

(
hi,jδ (hv)i,jδ − hi,jδ (hv)i,jδ

))
.

Dans cette dernière somme, on peut remarquer que tous les termes sont symétriques
aux interfaces, mais orientés vers l’extérieur de la cellule (de par la multiplication
par δ). Par conséquent, en sommant ces quantités sur toutes les cellules, chaque
terme sera sommé à son opposé, et la somme sera nulle, grâce aux conditions pério-
diques placées sur les bords du domaine. Par un raisonnement identique, le terme
divup

i,j (||U||2,F ) s’annulera également lors de la somme sur tout l’espace. Ainsi,
l’énergie totale sur Ω s’écrit :

1
2

d
dt ∑

i,j

(
hi,j||Ui,j||2 + gh2

i,j

)
6 ∑

i,j

(
hi,jUi,j · ∇i,jΛ + ωUi,j ·Π⊥i,j + ghi,jdivi,j(Π)

)
.

(3.10)

3.3.3.4 Détermination de la forme des corrections

Afin d’obtenir, comme nous le souhaitons, une décroissance de l’énergie, il nous
faut contrôler le signe de chacun des termes à droite de l’inégalité, en les imposant
négatifs ou nuls. Ce contrôle déterminera ainsi l’écriture des différentes corrections.
On sait que

hi,jUi,j · ∇i,jΛ = hi,jui,j
Λi+1,j −Λi−1,j

2∆x
+ hi,jvi,j

Λi,j+1 −Λi,j−1

2∆y
.

Afin de connaître l’écriture de Λi,j, observons les différentes contributions de ce der-
nier lorsque l’on somme l’expression pour toutes les valeurs de i et j. Ce terme in-
tervient quatre fois, dans les quatre cellules adjacentes à Ki,j. Par un changement
d’indice dans la somme, on obtient donc :

∑
i,j

hi,jUi,j · ∇i,jΛ = ∑
i,j

Λi,j

(
hi−1,jui−1,j − hi+1,jui+1,j

2∆x
+

hi,j−1vi,j−1 − hi,j+1vi,j+1

2∆y

)
= −∑

i,j
Λi,jdivi,j(hU). (3.11)

En choisissant
Λi,j = γ divi,j(hU), (3.12)

avec γ positif, on s’assure du signe de cette partie de l’expression.
Le choix (3.12) ne présente aucun problème au premier abord, mais, suivant

l’exemple de [Aud+18], on préférerait que la correction soit nulle sur un équilibre
géostrophique. La hauteur d’eau h étant positive, on remarque que le raisonnement
précédent n’est pas modifié en l’appliquant seulement à Ui,j · ∇i,jΛ, et (3.11) reste
positif. On choisit donc d’écrire Λi,j = γ divi,j(U). Cette formulation est plus satis-
faisante puisque, ainsi, à l’équilibre géostrophique, divi,jU = 0. La constante γ sera



3.3. Détermination de premiers schémas 49

déterminée par la suite, grâce à des considérations de dimensions, ainsi qu’à des
calages sur des cas tests.

En faisant une étude similaire sur Π, on constate que :

∑
i,j

(
ωUi,j ·Π⊥i,j + ghi,jdivi,j(Π)

)
= ∑

i,j
Πi,j ·

(
−ωU⊥i,j +

g(hi−1,j − hi+1,j)

2∆x
ex +

g(hi,j−1 − hi,j+1)

2∆y
ey

)
= ∑

i,j
−Πi,j ·

(
ωU⊥i,j + g∇i,jh

)
.

On choisit donc Πi,j = ν
(

ωU⊥i,j + g∇i,jh
)

, avec ν positif. Cette correction est bien
nulle à l’équilibre géostrophique, et la constante ν sera déterminée de la même ma-
nière que γ.

3.3.4 Écriture finale du schéma, propriétés et amélioration

Le schéma obtenu grâce aux calculs précédents s’écrit donc :
hn+1

i,j = hn
i,j − ∆t

(
divi,jF n)

hn+1
i,j Un+1

i,j = hn
i,jU

n
i,j

+∆t
(
−divup

i,j (U
n,F n)− hn

i,j∇i,jΦn −ωhn
i,j(U

n
i,j)
⊥ + ω(Πn

i,j)
⊥
) (3.13)

avec :

F n
i,j = hn

i,jU
n
i,j −Πn

i,j et Πi,j = ν
(

ωU⊥i,j + g∇i,jh
)

,

Φn
i,j = ghn

i,j −Λn
i,j et Λi,j = γhdivi,j(U),

et où γ et ν sont des constantes positives qui restent à déterminer, et où le schéma
discret est obtenu à partir de son équivalent semi-discret par une méthode d’Euler
explicite.

Par le choix des corrections, ce schéma possède une énergie semi-discrète dé-
croissante :

1
2

d
dt ∑

i,j

(
hi,j||Ui,j||2 + gh2

i,j

)
6 0.

Vérifions maintenant que la version linéarisée du schéma (3.13) préserve égale-
ment les équilibres géostrophiques. Autour de l’équilibre (h0, 0), le schéma s’écrit :{

hn+1
i,j = hn

i,j − ∆t
(
divi,jF n)

h0Un+1
i,j = h0Un

i,j + ∆t
(
−h0∇i,jΦn −ωh0(Un

i,j)
⊥ + ω(Πn

i,j)
⊥
)

avec :

F n
i,j = h0Un

i,j −Πn
i,j,

Πi,j = ν
(

ωU⊥i,j + g∇i,jh
)

,

Φn
i,j = ghn

i,j −Λn
i,j,

Λi,j = κh0divi,j(U).
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A l’équilibre géostrophique, i.e. quand ωU⊥i,j + g∇i,jh = 0, on a divi,jU = 0, les deux
corrections Π et Λ s’annulent et le schéma est, comme on le souhaite, à l’équilibre :{

hn+1
i,j = hn

i,j
Un+1

i,j = Un
i,j.

L’inclusion dans le sens inverse, c’est-à-dire vérifier que les seuls états d’équilibre du
schéma (3.13) sont les équilibres géostrophiques, est plus compliquée à étudier. Des
tests sur machines pour diverses conditions initiales seront donc nécessaires afin de
vérifier le comportement du schéma (3.13).

Le schéma (3.13) semble donc, dans un premier temps, satisfaire les objectifs que
nous souhaitions remplir : il possède une inégalité d’énergie semi-discrète et pré-
serve linéairement les équilibres géostrophiques. Il comporte cependant un désagré-
ment significatif : afin de calculer les valeurs de U et h au temps n + 1 en une cellule
Ki,j, on a besoin de leurs valeurs au temps n dans chaque cellule constituant le carré
de 5×5 entourant Ki,j. Le schéma (3.13) possède ainsi un stencil de 25 points, dû à
l’application successive de divergence et de gradient causés par les corrections, et
à l’écriture de ces opérateurs en fonction des cellules adjacentes à celle d’étude. Un
tel stencil est contraignant en terme de codage, puisque nécessitant deux rangées de
cellules fantômes, et des écritures spécifiques pour les conditions de bord : le schéma
(3.13) risque donc de ne pouvoir être ajouté dans des codes déjà existants, réduisant
ainsi son usage pratique.

Il est cependant assez aisé de transformer ce schéma afin de réduire le nombre
de points dans son stencil. Le problème venant en effet en partie du placement des
corrections au centre des cellules : la correction Π par exemple, lors de son appa-
rition dans le schéma, contient un gradient de h, qui subit ensuite une divergence.
Le gradient et la divergence transformant tous deux des quantités sur les cellules en
quantité sur les cellules, ils demandent plus de points que s’ils transformaient des
quantités sur les cellules en des quantités sur les arêtes, par exemple. En plaçant les
corrections ailleurs, sur les sommets ou les arêtes, on peut donc espérer réduire la
taille du stencil du schéma. On écrit donc le schéma suivant :

d
dt

hK + diva
K F a = 0,

d
dt

(hKuK) + diva,up
K (uK ⊗F a) + hK f a

K(∇K
a φK)−∇s

K Λs

= −ωhKu⊥K + ω( f a
K(Πa))⊥,

(3.14)

où :

F a = f K
a (hKuK)−Πa,

Πa = ν f K
a (hK)(ω f K

a (u
⊥
K ) +∇K

a φK),

Λs = γ f K
s (hK)divK

s uK.

Dans cette version, la graphie est simplifiée par la création d’opérateurs dédiés
pour chaque reconstruction, qui étaient auparavant utilisés sans être nommés ni
formellement identifiées comme tels. Ainsi, wi+,j =

wi,j+wi+1,j
2 défini précédemment
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transforme deux variables définies au centre des cellules (wi,j et wi+1,j) en une va-
riable définie sur l’arête i + 1/2, j, et est donc, par définition, un opérateur recons-
truction allant du centre des cellules vers les arêtes. Dans l’équation (3.14), on a uti-
lisé les notations suivantes :

diva
K ϕa =

1
mK

∑
a⊂∂K

ma ϕa · na,K

f K
a (ϕK) =

1
2
(ϕKa + ϕK)

f K
a (ϕK) =

1
2
(ϕKa +ϕK) · na,K na,K

(∇s
K ϕs)i,j =

1
2


ϕi+1/2,j+1/2 − ϕi−1/2,j+1/2

∆x
+

ϕi+1/2,j−1/2 − ϕi−1/2,j−1/2

∆x
ϕi+1/2,j+1/2 − ϕi+1/2,j−1/2

∆y
+

ϕi−1/2,j+1/2 − ϕi−1/2,j−1/2

∆y


(divK

s ϕK)i+1/2,j+1/2 =
1
2

(
ϕi+1,j+1 − ϕi,j+1

∆x
+

ϕi+1,j − ϕi,j

∆x

)
+

1
2

(
ϕi+1,j+1 − ϕi+1,j

∆y
+

ϕi,j+1 − ϕi,j

∆y

)
.

Ces opérateurs seront très utilisés par la suite, et nous détaillerons toutes les nota-
tions nécessaires à la section 3.4.1 et sur la Figure 3.16.

Ainsi écrit, le schéma (3.14) vérifie encore l’inégalité d’énergie (3.10), et possède
un stencil de 9 points. Il perd cependant son caractère équilibré. En effet, dans l’écri-
ture du schéma, l’équilibre géostrophique apparaît à deux endroits différents de la
cellule : aux arêtes dans la correction Π , aux centres dans l’équation de quantité de
mouvement. Pour que le schéma soit équilibré, il faudrait que, en imposant l’équi-
libre géostrophique à un endroit, il s’annule aussi à l’autre, ce qui n’est malheureu-
sement pas le cas et explique la perte de cette propriété. Ce problème est mis en
évidence sur les tests numériques suivants, qui nous permettront de juger des per-
formances de nos deux schémas, mais également de les comparer au schéma HLLC.

3.3.5 Tests et résultats numériques

On effectue maintenant des simulations sur différents cas tests afin de voir le
comportement des schémas (3.5) et (3.14) précédemment écrits. On souhaite en par-
ticulier vérifier s’ils préservent les équilibres géostrophiques : on comparera les ré-
sultats obtenus à ceux d’un schéma aux volumes finis avec flux HLLC, pour voir
si cette propriété a été améliorée. On souhaite également s’assurer, dans la mesure
du possible, qu’ils ne préservent pas d’autres équilibres que ceux voulus, c’est-à-
dire les équilibres géostrophiques. Dans la suite, on prend, sans perte de généralité,
ω = g = 1, et on fixe, suite à des tests préliminaires, γ = ν = 0.5 et la CFL à 0.5.
Sauf mention contraire, les simulations sont effectuées dans un domaine de taille
101×101. De plus, on légendera u la première composante de la vitesse, et v la se-
conde.

Dans toute la suite, lorsque l’axe des ordonnées d’un graphique affiche une échelle
du type "1e− a + b", avec a ∈N et b ∈ R, on lit la valeur sur l’axe correspondant en
multipliant la valeur lue par 10a, puis en ajoutant b.
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3.3.5.1 Vortex stationnaire

On commence par tester nos schémas sur la solution du vortex stationnaire non-
linéaire. Ce dernier est très similaire à l’équilibre géostrophique présenté en Figure
3.1, mais présente l’avantage d’être une solution exacte du système de Saint-Venant
avec force de Coriolis, et donc est censé être préservé de manière exacte par nos
schémas. Pour rappel, le vortex stationnaire vu en Figure 3.1, que l’on appellera par
la suite "vortex stationnaire linéaire", est un équilibre géostrophique, c’est-à-dire,
par définition, une solution du linéarisé du système de Saint-Venant avec force de
Coriolis. Ce n’est donc pas exactement un équilibre du système (3.1).

En coordonnées polaires, on définit le vortex stationnaire non-linéaire avec, comme
pour le linéaire, la vitesse :

u0(r, θ) = ν(r)eθ et ν(r) = ε
(

5 r 1[0, 1
5 [
(r) + (2− 5r) 1[ 1

5 , 2
5 [
(r)
)

.

La hauteur d’eau est ensuite obtenue comme solution de l’équation différentielle

g∂rh0 = ων(r) +
ν(r)2

r
.

La différence avec le vortex stationnaire linéaire se trouve dans la présence du terme
non-linéaire ν(r)2

r , provenant du terme non-linéaire des équations de Saint-Venant.
Des termes en ε2 sont ajoutés par rapport à l’écriture du linéaire, et la hauteur d’eau
s’écrit donc, dans ce cas :

h0(r) =



1 +
5εω

2g
r2 si 0 6 r <

1
5

,

1 +
εω

10g
+

εω

10g
(−25r2 + 20r− 3)

+
ε2

g
(3.5− 20r + 12.5r2 + 4 ln(5r)) si

1
5
6 r <

2
5

,

1 +
εω

5g
+

ε2

g
(4 ln(2)− 2.5) si r >

2
5

.

Comme dans le cas linéaire, ε est un petit paramètre influençant la profondeur
du vortex, et donc également la vitesse, à cause du lien créé entre ces quantités par
l’équilibre géostrophique. On remarquera également que, lorsque ε est petit, le terme
non linéaire dans la définition de la hauteur d’eau est très petit comparé au terme
linéaire, et le vortex stationnaire non-linéaire est ainsi très proche de l’équilibre géo-
strophique du vortex stationnaire linéaire.

On se place sur un domaine avec des conditions périodiques sur les bords, pour
une durée de simulation de 200 secondes et on choisit ε = 0.01.

Sur les Figures 3.6, 3.7 et 3.8, on représente les résultats numériques ainsi obte-
nus, que l’on compare à la solution initiale et au schéma HLLC. Sur ces figures, ainsi
que les suivantes, "Edge-based Entropic" correspond au schéma (3.14) et "Cell-based
(vertex version)" au schéma (3.13).

On peut tout d’abord constater, en observant les Figures 3.6 et 3.7 que les résultats
sont très similaires pour les schémas (3.13) et (3.14), qui, comme on le souhaitait,
restent très proches de la condition initiale, et d’autant plus près que le maillage en
espace est raffiné. Au début de la simulation, la profondeur diminue légèrement,
puis se stabilise et reste constante et telle que vue en Figure 3.6.
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FIGURE 3.6 – Coupe en y = 0 des hauteurs d’eau pour les schémas
(3.5), (3.13) et (3.14) à t = 200s pour ε = 0.01 pour le cas test du vortex

stationnaire.

(A) Coupe en y = 0 (B) Coupe en x = 0

FIGURE 3.7 – Coupes de la vitesse v pour les schémas (3.5), (3.13) et
(3.14) à t = 200s pour ε = 0.01 dans le cas du vortex stationnaire.

On peut aussi confirmer, grâce à la Figure 3.8, que l’énergie de nos schémas
durant cette simulation est bien décroissante, ce qui est l’une des propriétés pri-
mordiales que l’on souhaitait satisfaire. Elle semble décroître moins rapidement que
pour le schéma HLLC, mais cette comparaison n’est pas vraiment significative puisque
les schémas ont des comportements très différents, et ne se dirigent pas vers le même
équilibre : comme signalé précédemment, le schéma HLLC va tendre vers l’équilibre
du lac au repos, tandis que nos schémas préservent le vortex stationnaire.

3.3.5.2 Rivière

Le vortex stationnaire présentant des résultats satisfaisants, on s’intéresse main-
tenant à un autre équilibre, qui est l’équivalent du lac au repos pour le système de
Saint-Venant avec force de Coriolis. Il consiste en un flux d’eau parcourant un canal,
avec une surface libre inclinée, satisfaisant l’équilibre géostrophique g∇h + ωu⊥ =
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FIGURE 3.8 – Énergie des schémas (3.5), (3.13) et (3.14) pour ε = 0.01
dans le cas du vortex stationnaire.

0. On place des conditions de bord de type mur en x = −0.5 et x = 0.5, et des condi-
tions périodiques en y = −0.5 et y = 0.5, ces conditions permettant de reproduire
une rivière. Une des particularités intéressantes de ce cas test est qu’il est à la fois un
équilibre géostrophique et une solution stationnaire des équations de Saint-Venant
non-linéaires avec force de Coriolis. On espère donc que notre schéma numérique
préserve exactement cette solution.

La condition initiale s’écrit :

u =

(
0
ε
ω

)
et ∇h =

( ε
g
0

)
,

avec ε ∈ R+
∗ paramètre caractérisant la pente de la rivière.

Comme précédemment, sur les Figures 3.9 et 3.11, on compare nos résultats à
ceux du schéma HLLC, afin de juger des améliorations obtenues grâce aux correc-
tions, et on affiche également la solution initiale, qui est censée être préservée. Les
coupes sont prises en x = 0 et y = 0, mais sont identiques dans tout le domaine.

(A) Coupe en y = 0 (B) Coupe en x = 0

FIGURE 3.9 – Hauteurs d’eau pour les schémas (3.5), (3.13) et (3.14) à
t = 20s, pour ε = 0.01 et le cas test de la rivière.

Sur la Figure 3.9, on peut remarquer une différence de comportement entre nos
deux schémas : le schéma (3.13), à 25 points, préserve bien la forme générale de la
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FIGURE 3.10 – Zoom de la coupe en y = 0 des hauteurs d’eau pour
les schémas (3.5), (3.13) et (3.14) à t = 20s, pour ε = 0.01 et le cas test

de la rivière.

(A) Coupe en y = 0 (B) Coupe en x = 0

FIGURE 3.11 – Coupe de vitesse v pour les schémas (3.5), (3.13) et
(3.14) à t = 20s, pour ε = 0.01 et le cas test de la rivière.

FIGURE 3.12 – Énergie des schémas (3.5), (3.13) et (3.14) pour ε = 0.01
et le cas test de la rivière.

rivière, mais des oscillations se créent sur la coupe en y = 0, et trouvent leur équi-
valent sur la vitesse v en Figure 3.11A (les deux quantités étant liées par l’équilibre
géostrophique). Le schéma (3.14), à 9 points, semble préserver exactement la solu-
tion initiale, bien que l’on puisse noter des instabilités aux bords du domaine sur la
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coupe de vitesse (mieux visibles sur le zoom de la Figure 3.10). Dans les deux cas, les
résultats sont meilleurs que ceux du schéma HLLC, qui a tendance à revenir au lac
au repos. Cependant, bien que l’allure, à la fois de la hauteur d’eau et de la vitesse,
soit relativement bien conservée, les oscillations semblent assez problématiques, en
particulier si elles sont préservées. Cela tendrait à indiquer que nos schémas pré-
servent des équilibres autres que les équilibres géostrophiques.

3.3.5.3 Dents de scie

Afin de confirmer les observations précédentes, on crée des cas tests permet-
tant spécifiquement de vérifier le comportement de notre schéma lors de la présence
d’oscillations, afin d’étudier la préservation potentielle de modes parasites par nos
schémas. On construit donc deux cas tests "artificiels", en plaçant des dents de scie
sur la hauteur pour le premier :

h(i, j) =
{

h0 + ip si i pair
h1 + ip sinon ,

et l’une des composantes de la vitesse sur le deuxième :

v(i, j) = v0(−1)i,

puis en choisissant l’autre variable de manière à satisfaire l’équilibre géostrophique
g∇h+ωu⊥ = 0. Ci-dessus, h0, h1 et v1 sont des constantes arbitraires, et p représente
la pente moyenne de la hauteur d’eau.

On place les mêmes conditions aux bords que dans le cas test précédent, soit des
conditions de type mur en x = −0.5 et x = 0.5, et des conditions périodiques en
y = −0.5 et y = 0.5.

(A) t = 20s (B) t = 200s

FIGURE 3.13 – Coupe en y = 0 de la hauteur d’eau de la solution
initiale et des schémas (3.13) et (3.14) pour le premier cas test d’oscil-

lations.

On considère pour le premier cas test, représenté sur les Figures 3.13 et 3.14, une
hauteur d’eau initiale en dents de scie. On remarque, pour le schéma à 25 points, que
la condition initiale n’est pas exactement préservée : la hauteur des dents diminue
au cours du temps, comme on peut le voir en Figure 3.13, mais celles-ci ne dispa-
raissent pas, même au bout d’un temps assez long. Par ailleurs, comme le montre la
Figure 3.14, ces oscillations sont également transmises sur la vitesse et augmentent
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(A) t = 20s (B) t = 200s

FIGURE 3.14 – Coupe en y = 0 de la vitesse u de la solution initiale et
des schémas (3.13) et (3.14) pour le premier cas test d’oscillations.

légèrement au cours du temps. Dans le cas du schéma (3.14) à 9 points en revanche,
ces oscillations disparaissent immédiatement, bien que des instabilités apparaissent
à nouveau sur les bords de type mur du domaine.

(A) Hauteur d’eau (B) Vitesse u

FIGURE 3.15 – Coupe en y = 0 de la hauteur d’eau et de la vitesse
pour le second cas test d’oscillations, à t = 200s.

On trace en Figure 3.15 le cas du second cas test, pour lequel les oscillations sont
placées sur la vitesse. Les constatations sont relativement similaires au cas avec os-
cillations sur la hauteur, bien que les résultats numériques des deux schémas soient
cette fois impactés. On voit ainsi en Figure 3.15B que, au bout de 200 secondes, les so-
lutions numériques gardent la même forme que la solution initiale, bien qu’atténuée
en amplitude.

En regardant de plus près les opérateurs choisis pour le schéma à 25 points, la
présence d’oscillations telles que celles vues ici n’est en fait pas surprenante. En ef-
fet, nos opérateurs de gradient et de divergence lient les cellules paires entre elles,
et les cellules impaires entre elles, sans lien entre ces deux groupes. Des dents de
scie telles que créées dans nos cas tests d’oscillations ne sont donc pas "vues" par les
opérateurs, et donc peuvent être préservées. Dans le cas du schéma (3.14) à 9 points,
même si son comportement semble quelque peu meilleur, il ne préserve théorique-
ment pas les équilibres géostrophiques discrets.
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3.3.6 Améliorations possibles pour les schémas suivants

Ces deux premiers schémas nous ont permis de tirer un certain nombre de leçons,
dont nous allons pouvoir tirer parti par la suite afin de créer, plus facilement, des
schémas avec les propriétés recherchées. Ils restent tous deux acceptables, et donnent
de meilleurs résultats qu’un schéma HLLC classique en préservant les équilibres
géostrophiques, mais peuvent certainement être améliorés.

En premier lieu, la démonstration de l’inégalité d’énergie, bien que correcte telle
que présentée en section 3.3.3, est assez lourde. On peut la réécrire de manière
plus simple, en s’assurant au préalable que les opérateurs vérifient certaines pro-
priétés dites mimétiques, c’est-à-dire similaires à leur équivalent continu. On peut
par exemple citer l’annulation du gradient de la divergence, ou le lien entre ces
deux opérateurs via le produit scalaire. Ce point est également souligné, dans le
cas continu, dans l’article [Aud+18], et sera très utilisé par la suite.

Ensuite, il semble que l’écriture des opérateurs, sous forme centrée, soit l’un des
principaux problèmes du schéma à 25 points. C’est un sujet connu concernant ces
opérateurs, et auquel nous devrons faire attention par la suite en nous dirigeant vers
des opérateurs décentrés. Ainsi, afin d’éviter le même souci, créé par le fait que les
opérateurs prenaient des variables définies au centre de la cellule, et renvoyaient
des variables également définies au centre de la cellule, on s’intéressera donc à des
opérateurs ayant pour destination un sommet ou une arête. Les schémas resteront
cependant colocalisés, c’est-à-dire que toutes les variables restent définies au centre
de la cellule. Pour ce faire, des opérateurs de reconstruction devront également être
créés, comme cela a été fait pour le schéma à 9 points.

Finalement, un autre point que nous prendrons en compte lors de l’écriture de
nos schémas, sera relatif à la cohérence du placement de l’équilibre géostrophique
dans le schéma. C’est un problème mis en évidence dans le schéma à 9 points, et
qu’il nous sera utile de garder en tête, lorsqu’on utilisera par la suite des opéra-
teurs ayant pour destination les sommets ou les arêtes des cellules. En effet, dans
le schéma (3.14), l’équilibre est écrit de deux manières différentes, une fois sur les
arêtes et une fois au centre des cellules. Ainsi, même si l’on a l’équilibre sur l’un
de ces groupes, l’autre n’est pas nécessairement soumis à la même restriction, ce qui
crée des problèmes dans le schéma. Tirant leçon de cette restriction, on s’assurera par
la suite de toujours écrire, dans toutes ses apparitions au sein d’un même schéma,
l’équilibre géostrophique au même endroit dans la cellule.

3.4 Création de schémas par placement de l’équilibre géo-
strophique

Afin de résoudre les problèmes posés par les schémas précédents, il est donc né-
cessaire de changer les opérateurs utilisés. Ceux-ci sont cependant en partie garants
des propriétés d’un schéma, et un changement n’est pas aisé. Afin de contourner
le problème, on tente de placer l’équilibre géostrophique discret à différents empla-
cements dans la cellule et on étudie les schémas qui en découlent, ainsi que leurs
différentes propriétés. Sachant que l’on souhaite garder un schéma colocalisé, c’est-
à-dire que la hauteur et la vitesse d’eau sont définies dans la cellule, il existe ainsi
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trois possibilités pour l’équilibre géostrophique :

SK = ωu⊥K + g∇K
K hK

Ss = ω f K
s (u

⊥
K ) + g∇K

s hK

Sa = ω f K
a (u

⊥
K ) + g∇K

a hK

où K, a, et s correspondent respectivement aux centre, arête et sommet de la cellule.
Les opérateurs portent en exposant la position de la variable de départ et en indice
celle de la variable d’arrivée, et f ∗∗ est une reconstruction d’un endroit à un autre,
avec la même convention de notation que les opérateurs. Ainsi,∇K

K est un opérateur
de gradient prenant une variable définie au centre de la cellule et renvoyant une
variable définie de même, et f K

a est un opérateur de reconstruction transformant
une variable définie au centre d’une cellule en une variable définie sur une arête.

3.4.1 Opérateurs et propriétés mimétiques

Comme nous venons de le voir, afin de déplacer l’équilibre, il est nécessaire de
définir un certain nombre de nouveaux opérateurs. Ceux-ci sont choisis de manière
à être consistants avec leurs équivalents continus, et, ainsi que nous l’avons vu plus
haut, en s’assurant du respect de certaines propriétés mimétiques. Pour chaque en-
semble d’opérateurs, on aura besoin de deux divergences et de deux gradients (l’un
allant dans un sens, par exemple des arêtes aux sommets, et l’autre dans le sens
inverse), des reconstructions associées, ainsi que de la divergence upwind qui inter-
vient dans le flux. Les produits scalaires sur les différents ensembles de positions (i.e.
cellule, arête ou sommet) doivent aussi être définis.

On utilisera dans la suite les numérotations et identifications de variables pré-
sentées en Figure 3.16. Dans la cellule K, de taille ∆x× ∆y et d’aire mK, on note a (de
longueur ma = ∆x ou ∆y) l’arête commune avec la cellule voisine Ka et na,K la nor-
male à cette arête dirigée vers l’extérieur de K. Dans cette cellule, on notera par (i, j)
les variables centrées, et par (i± 1

2 , j) ou (i, j± 1
2 ) les variables sur les arêtes. Enfin,

les variables aux sommets sont désignées par (i ± 1
2 , j± 1

2 ). Selon les situations, au
sein d’une cellule K, et pour une arête a ∈ ∂K, on notera aussi parfois ϕK (ou juste
ϕK si on considère une variable scalaire) la variable considérée au centre de la cellule
et ϕKa (ou respectivement ϕKa) la valeur de la variable dans la cellule adjacente à K
via l’arête a.



60 Chapitre 3. Schéma pour Saint-Venant avec force de Coriolis

na,K

K Ka

a = ∂K ∩ ∂Ka

∆x

∆y

(A) Notations du
maillage.

(B) Numérotations des variables.

FIGURE 3.16 – Notations géometriques.

3.4.1.1 Opérateurs et reconstructions

Pour une variable ϕK = (ϕK, ψK) ∈ R2 définie au centre de la cellule (i, j), on
définit les opérateurs suivants aux sommets, déjà définis en section 3.3.4 :

(∇K
s ϕK)i+1/2,j+1/2 =

1
2


ϕi+1,j+1 − ϕi,j+1

∆x
+

ϕi+1,j − ϕi,j

∆x
ϕi+1,j+1 − ϕi+1,j

∆y
+

ϕi,j+1 − ϕi,j

∆y


(divK

s ϕK)i+1/2,j+1/2 =
1
2

(
ϕi+1,j+1 − ϕi,j+1

∆x
+

ϕi+1,j − ϕi,j

∆x

)
+

1
2

(
ϕi+1,j+1 − ϕi+1,j

∆y
+

ϕi,j+1 − ϕi,j

∆y

)
( f K

s (ϕK))i+1/2,j+1/2 =
1
4
(
ϕi+1,j+1 +ϕi,j+1 +ϕi+1,j +ϕi,j

)
.

Pour ϕs = (ϕs, ψs) défini aux sommets, on définit également les opérateurs
duaux nous permettant de passer des sommets aux centres des cellules :

(∇s
K ϕs)i,j =

1
2


ϕi+1/2,j+1/2 − ϕi−1/2,j+1/2

∆x
+

ϕi+1/2,j−1/2 − ϕi−1/2,j−1/2

∆x
ϕi+1/2,j+1/2 − ϕi+1/2,j−1/2

∆y
+

ϕi−1/2,j+1/2 − ϕi−1/2,j−1/2

∆y


(divs

K ϕs)i,j =
1
2

(
ϕi+1/2,j+1/2 − ϕi−1/2,j+1/2

∆x
+

ϕi+1/2,j−1/2 − ϕi−1/2,j−1/2

∆x

)
+

1
2

(
ψi+1/2,j+1/2 − ψi+1/2,j−1/2

∆y
+

ψi−1/2,j+1/2 − ψi−1/2,j−1/2

∆y

)
( f s

K(ϕs))i,j =
1
4
(
ϕi+1/2,j+1/2 +ϕi−1/2,j+1/2 +ϕi+1/2,j−1/2 +ϕi−1/2,j−1/2

)
.
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On définit également la divergence upwind :

divs,up
K (uK,Fs)i,j =

1
2∆x

(
ui,j
(
(Fi+1/2,j+1/2 +Fi+1/2,j−1/2) · ex

)+
+ ui+1,j

(
(Fi+1/2,j+1/2 +Fi+1/2,j−1/2) · ex

)−
+ ui,j

(
(Fi−1/2,j+1/2 +Fi−1/2,j−1/2) · (−ex)

)+
+ui−1,j

(
(Fi−1/2,j+1/2 +Fi−1/2,j−1/2) · (−ex)

)−)
+

1
2∆y

(
ui,j
(
(Fi+1/2,j+1/2 +Fi−1/2,j+1/2) · ey

)+
+ ui,j+1

(
(Fi+1/2,j+1/2 +Fi−1/2,j+1/2) · ey

)−
+ ui,j

(
(Fi+1/2,j−1/2 +Fi−1/2,j−1/2) · (−ey)

)+
+ui,j−1

(
(Fi+1/2,j−1/2 +Fi−1/2,j−1/2) · (−ey)

)−) .

On fait un travail similaire pour les opérateurs et reconstructions entre arêtes
et cellules. On peut ainsi définir les opérateurs cellules vers arêtes, ainsi que leurs
duaux :

∇K
a ϕK =

ma

mK
(ϕKa − ϕK)na,K

divK
a ϕK =

ma

mK
(ϕKa −ϕK) · na,K

f K
a (ϕK) =

1
2
(ϕKa + ϕK)

f K
a (ϕK) =

1
2
(ϕKa +ϕK) · na,K na,K

∇a
K ϕa =

1
mK

∑
a⊂∂K

ma ϕa na,K

diva
K ϕa =

1
mK

∑
a⊂∂K

ma ϕa · na,K

f a
K(ϕa) =

1
2 ∑

a⊂∂K
ϕa · na,K na,K.

On définit également la divergence upwind arête vers cellule :

diva,up
K (ψK ⊗ϕa) =

1
mK

∑
a⊂∂K

ma
(
ψK(ϕa · na,K)

+ + ψKa(ϕa · na,K)
−).

On aura aussi besoin de définir la divergence arête vers sommet suivante :

(diva
s Φa)i+1/2,j+1/2 =

1
∆x
(
Φi+1,j+1/2 −Φi,j+1/2

)
· ex

+
1

∆y
(
Φi+1/2,j+1 −Φi+1/2,j

)
· ey.

3.4.1.2 Produits scalaires

Afin d’étudier nos opérateurs, et de vérifier les propriétés qu’ils possèdent, nous
aurons besoin de produits scalaires sur nos différents ensembles. On note T l’en-
semble des cellules K du domaine, où K correspond à la cellule d’indice (i, j) (on ne
note pas Ki,j pour éviter d’alourdir les notations) et I , J les ensembles d’indices i
et j respectivement. On note également S l’ensemble des sommets s et A celui des
arêtes a du domaine. Ainsi, pour des variables vectorielles (ΦK)K∈T et (ΨK)K∈T dé-
finies aux cellules, (Φs)s∈S et (Ψs)s∈S définies aux sommets, et (Φa)a∈A et (Ψa)a∈A

définies aux arêtes, on définit les produits scalaires sur tout le domaine :
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〈ΦK, ΨK〉 = ∑
K∈T

ΦK ·ΨK = ∑
(i,j)∈I×J

(Φi,j ·Ψi,j)

〈Φs, Ψs〉 = ∑
s∈S

Φs ·Ψs

〈Φa, Ψa〉 = ∑
(i,j)∈I×J

(Φi+1/2,j · exΨi+1/2,j · ex + Φi,j+1/2 · eyΨi,j+1/2 · ey).

3.4.1.3 Propriétés mimétiques

On considère séparément nos deux ensembles d’opérateurs (soit ceux sur les
arêtes et ceux sur les sommets), et on vérifie qu’ils possèdent bien les propriétés dont
on aura besoin pour satisfaire l’inégalité d’énergie ainsi que les états d’équilibre du
schéma. Les démonstrations ne sont pas écrites en détail puisque nécessitant seule-
ment, en général, l’écriture des opérateurs avec quelques réarrangement de sommes.
Elles ont également été revérifiées par du calcul formel, grâce au logiciel Matlab.

Lemme 3.4.1. On a les propriétés suivantes pour les opérateurs sommets-cellules :

i) f K
s (u⊥K ) = ( f K

s (uK))
⊥ et f s

K(u
⊥
K ) = ( f s

K(uK))
⊥

ii) 〈 f s
K
(
∇K

s hK
)

, uK〉 = −〈hK, f s
K

(
divK

s uK

)
〉

iii) divs
K
(

f K
s uK

)
= f s

K

(
divK

s uK

)
iv) 〈 f s

K
(

f K
s (u⊥K )

)
, uK〉 = 0

v) 〈uK, f s
K(q
⊥
s )〉 = −〈 f K

s (u⊥K ), qs〉 et 〈φK, divs
K qs〉 = −〈∇K

s φK, qs〉.

Démonstration. i) et iii) : Des calculs simples permettent d’obtenir immédiatement le
résultat.
ii) et iv) : Le réarrangement permet d’obtenir le résultat, à la condition d’avoir des
conditions de bord périodiques sur hK et uK.
v) : Comme précédemment, on réarrange la somme afin d’obtenir le résultat. En plus
des conditions de bord périodiques, il faut aussi imposer qs = 0 sur les sommets des
bords intérieurs du domaine afin d’assurer l’élimination des termes de bords.

Lemme 3.4.2. On a les propriétés suivantes pour les opérateurs arêtes-cellules :

i) 〈 f a
K
(
∇K

a φK
)

, hKuK〉 = −〈φK, diva
K( f K

a (hKuK))〉

ii) 〈 f a
K

(
f K
a (u

⊥
K )
)

, uK〉 =
1
2 ∑

i,j

(
vi,j

ui,j+1 + ui,j−1

2
− ui,j

vi+1,j + vi−1,j

2

)
iii) 〈ω uK, ( f a

K(qa))⊥〉 = −〈ω f K
a (u⊥K ), qa〉 et 〈φK, diva

K qa〉 = −〈∇K
a φK, qa〉

iv) 〈πs, divK
s uK〉 = −〈∇s

K πs, uK〉
v) diva

s(( f K
a (u

⊥
K ))
⊥) = −divK

s uK.

Démonstration. i), ii) et v) : un réarrangement de sommes et des conditions de bord
périodiques sur hK et uk permettent d’obtenir le résultat de manière immédiate.
iii) : comme précédemment, on réarrange les sommes. Il faut alors placer des condi-
tions de bord périodiques et imposer qa = 0 sur les arêtes du bord (respectivement
πs = 0 aux sommets du bord).

Remarque 3.4.3. Contrairement au lemme 3.4.1 iv), l’expression du point ii) n’est pas
nulle. Ceci est dû au choix de f a

K et f K
a , sous forme unidirectionnelle, qui a pour conséquence

la non-commutativité des reconstructions et l’opérateur orthogonal.
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3.4.2 Équilibre sur les sommets

Comme nous l’avons vu précédemment, on tente de créer un schéma en plaçant
l’équilibre ailleurs qu’au centre des cellules. Ici, on le place sur les sommets du do-
maine, et on utilise les opérateurs sommets-cellules. Le schéma reste cependant co-
localisé, c’est-à-dire que les inconnues sont situées au centre des cellules. Ce schéma
peut être vu comme la version 2D non linéaire du schéma (4.26) de la thèse de M-H
Do [Do17].

3.4.2.1 Schéma semi-discret

Grâce aux opérateurs définis en section 3.4.1.1, on peut écrire le schéma semi-
discret :

d
dt

hK + divs
K F s = 0,

d
dt

(hKuK) + divs,up
K (uK,F s) + hK f s

K(∇K
s φK)− f s

K(∇K
s πK)

= −ω
(
hK f s

K( f K
s (uK))− f s

K(qs)
)⊥ ,

(3.15)

où
F s = f K

s (hKuK)− qs et φK = ghk , (3.16)

avec les corrections

qs = γ
λ

g
max(∆x, ∆y)(ω f K

s (u
⊥
K ) +∇K

s φK), (3.17)

et
πK = νλ max(∆x, ∆y)hK f s

K(divK
s uK), (3.18)

où γ et ν sont des constantes positives adimensionnées, et λ est une vitesse caracté-
ristique positive. Usuellement, et suivant l’exemple de [Aud+18], on prend

λ = max
K

(
‖uK‖+

√
ghK

)
.

Remarque 3.4.4. Le terme f s
K(∇K

s πK) force le schéma à nécessiter un stencil à 25 points,
sans cela, 9 points seraient suffisants. Comme pour le schéma (3.13), ce stencil est particu-
lièrement gênant pour la modélisation et l’intégration dans des codes pré-existants.

Les équations modifiées associées au schéma (3.15) sont :{
∂th + div(hu− q) = 0 ,
∂t(hu) + div

(
u⊗ (hu− q)

)
+ gh∇h−∇π + ω (hu− q)⊥ = 0 .

(3.19)

En effet, le terme f s
K( f K

s (uK)) est une moyenne pondérée de uK dans les 9 cellules
entourant la cellule K, et est donc bien consistant avec u. Les autres termes sont
clairement consistants avec leur équivalent continu, grâce à la définition de nos opé-
rateurs discrets.

On souhaite maintenant étudier les propriétés de ce schéma, en particulier la
décroissance de son énergie, ainsi que ses états d’équilibre.
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3.4.2.2 Énergie semi-discrète

Lemme 3.4.5 (Énergie potentielle). On pose EK =
1
2

g (hK)
2 pour tout K ∈ T. Alors :

d
dt
EK + φK divs

K( f K
s (hKuK))− φK divs

K qs = 0. (3.20)

Lemme 3.4.6 (Énergie cinétique). On pose KK =
1
2

hK‖uK‖2 pour tout K ∈ T. Alors :

d
dt
KK +

1
2

divs,up
K
(
‖uK‖2 ⊗F s

)
+ hKuK · f s

K (∇s
K φK)

≤ −ω(hKuK · f s
K( f K

s (u
⊥
K ))− uK · f s

K(q
⊥
s )) + uK · f s

K(∇K
s πK). (3.21)

Démonstration. En utilisant i) du lemme 3.4.1 ainsi que (3.15), on peut écrire :

d
dt

(
1
2

hK‖uK‖2
)
= uK ·

d
dt

(hKuK)−
1
2
‖uK‖2 d

dt
hK

= −hKuK · f s
K(∇K

s φK)− uK · divs,up
K (uK ⊗F s) + ωuK · ( f s

K(qs))
⊥

+
1
2
‖uK‖2 divs

K(F s) + uK · f s
K(∇K

s πK) −ωhKuK f s
K( f K

s (u
⊥
K )).

Quelques calculs nous permettent alors d’obtenir :

1
2
‖uK‖2 divs

K(F s)− uK · divs,up
K (uK ⊗F s)

= −1
2

divs,up
K (‖uK‖2 ⊗F s) +

1
2mK

∑
e⊂∂K
‖uK − uKe‖2 ( f s

a (F s) · ne,k)
− .

Le deuxième terme à droite de l’égalité étant positif, on obtient l’inégalité (3.20) .

On réunit les relations (3.20) et (3.21) afin d’obtenir les estimations suivantes sur
l’énergie EK = EK +KK :

d
dt

EK +
1
2

divs,up
K
(
‖uK‖2 ⊗F s

)
+ φK divs

K( f K
s (hKuK)) + hKuK · f s

K

(
∇K

s φk

)
≤ −ω(hKuK · f s

K( f K
s (u

⊥
K ))− uK · f s

K(q
⊥
s )) + φK divs

K qs + uK · f s
K(∇K

s πK).

Par télescopage, et grâce aux conditions de bord périodiques, on obtient :

∑
K∈T

(
divs,up

K
(
‖uK‖2 ⊗F s

))
= 0.

Les points ii) et iii) du lemme 3.4.1, puis le iv) du lemme 3.4.1 nous permettent alors
d’écrire :

∑
K∈T

(
φK divs

K( f K
s (hKuK)) + hKuK · f s

K

(
∇K

s φk

))
= 0,

∑
K∈T

(
hKuK · f s

K( f K
s (u

⊥
K )
)
= 0.
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Finalement, les points v) et ii) du lemme 3.4.1 conduisent à l’inégalité d’énergie semi-
discrète suivante :

∆x∆y
d
dt

(
∑

K∈T

EK

)

≤ −∆x∆y

(
∑

K∈T

(
πK f s

K(divK
s uK)

)
+ ∑

s∈S

(
qs · (ω f K

s (u
⊥
K ) +∇K

s (φK))
))

.

Avec nos choix de corrections (3.17) et (3.18), nous avons ainsi bien obtenu un équi-
valent semi-discret de l’égalité d’énergie continue (3.2).

3.4.2.3 États d’équilibre

Comme nous l’avons signalé en section 3.2.2.2, les équilibres géostrophiques
sont définis comme les solutions stationnaires de la version linéarisée du système
de Saint-Venant avec force de Coriolis. Afin d’étudier le comportement du schéma
(3.15) dans ce cas, il nous faut donc considérer son linéarisé, qui s’écrit :

d
dt

hK + h0 divs
K

(
f K
s (uK)

)
− h0 divs

K q̃s = 0,

d
dt

uK + f s
K(∇K

s φK)− f s
K(∇K

s π̃K) = −ω
(

f s
K( f K

s (uK))− f s
K(q̃s)

)⊥
,

(3.22)

où

q̃s = γ
λ

gh0
max(∆x, ∆y)

(
ω f K

s (u
⊥
K ) +∇K

s φK

)
et π̃K = νλ max(∆x, ∆y) f s

K(divK
s uK).

Cette écriture nous permet de voir immédiatement que l’ensemble des équilibres
géostrophiques exprimés aux sommets des cellules est inclus dans le noyau discret
du schéma :

ω f K
s (u

⊥
K ) +∇K

s φK = 0 =⇒ f s
K(ω f K

s (u
⊥
K ) +∇K

s φK) = 0.

Le schéma linéarisé n’assure par contre pas que divK
s uK = 0 lorsque l’on se place

à l’équilibre géostrophique. L’écriture de πK (3.18) permet cependant de contourner
ce problème, puisque l’on a bien f s

K(divK
s uK) = 0 à l’équilibre.

Démonstration. ω f K
s (u⊥K ) +∇K

s φK = 0 =⇒ f K
s (uK) =

(∇K
s φK)

⊥

ω

=⇒ divs
K

(
f K
s (uK)

)
= divs

K

(
(∇K

s φK)
⊥

ω

)
= 0

puis, en utilisant le iii) du lemme 3.4.1 : f s
K(divK

s uk) = 0.

Les corrections qs et πK sont donc bien nulles lorsque l’équilibre géostrophique
est maintenu sur les sommets, et le schéma linéarisé (3.22) préserve alors cet équi-
libre.

On a ainsi obtenu un schéma dans lequel l’équilibre géostrophique s’écrit sur les
sommets du domaine, qui vérifie une inégalité d’énergie et qui préserve les états
d’équilibre, mais dont le stencil comporte une fois encore 25 points. Comme pré-
cédemment, des tests seront nécessaires pour vérifier le comportement du schéma,
ainsi que s’assurer que son noyau ne contient pas de modes parasites, comme c’était
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le cas pour le schéma (3.14). Ces tests sont effectués après l’obtention des deux autres
schémas, qui reposent sur l’équilibre écrit sur les arêtes et les cellules respectivement.

3.4.3 Équilibre sur les arêtes

Le placement de l’équilibre sur les sommets ne semblant pas poser de problème,
on effectue le même travail en plaçant cette fois l’équilibre sur les arêtes. Cela nous
permettra de voir les différences induites par ce choix de placement, et ainsi d’ob-
tenir le meilleur schéma possible. On rappelle que les inconnues restent placées au
centre des cellules.

3.4.3.1 Schéma semi-discret

A l’aide des opérateurs sommets-arêtes définis en section 3.4.1.1, on peut écrire
le schéma semi-discret :

d
dt

hK + diva
K F a = 0,

d
dt

(hKuK) + diva,up
K (uK ⊗F a) + hK f a

K(∇K
a φK)

−∇s
K πs = −ωhK f a

K( f K
a (u⊥K )) + ω( f a

K(qa))⊥,

(3.23)

où le flux d’interface est défini par :

F a = f K
a (hKuK)− qa , (3.24)

avec
qa = γ

λ

g
max(∆x, ∆y)(ω f K

a (u
⊥
K ) +∇K

a φK), (3.25)

et
πs = νλ max(∆x, ∆y) f K

s (hK)divK
s (uK), (3.26)

où γ et ν sont des constantes positives adimensionnées, et λ est une vitesse caracté-
ristique positive donnée, comme précédemment, par λ = max

K

(
‖uK‖+

√
ghK

)
.

3.4.3.2 Énergie semi-discrète

En utilisant le lemme 3.4.2, les calculs sont similaires à ceux du schéma avec
équilibre sur les sommets (3.13), et nous permettent d’obtenir l’expression de π et
q. Cependant, contrairement au schéma (3.15), l’un des termes ne s’annule pas et
cause une création d’énergie : c’est le point ii) du lemme 3.4.2. Les tests tendent à
prouver que ce terme ne cause pas d’aberrations dans les simulations, sauf en temps
très long.

On notera que ce schéma est comparable au schéma à 9 points (3.14) présenté
dans la partie 3.3. Ainsi, ce dernier possédait aussi un équilibre écrit (entre autres)
sur les arêtes, et conservait, contrairement au schéma (3.23), une inégalité d’énergie
mais pas les états d’équilibre.
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3.4.3.3 États d’équilibre

Le linéarisé du schéma (3.23) s’écrit :
d
dt

hK + h0 diva
K( f K

a (uK))− h0 diva
K q̃a = 0,

d
dt

uK + f a
K(∇K

a φK)− ∇s
K π̃s = −ω f a

K( f K
a (u

⊥
K )) + ω( f a

K(q̃a))
⊥ ,

où q̃a = γ
λ

gh0
max(∆x, ∆y)

(
ω f K

a (u
⊥
K ) +∇K

a φK

)
et π̃s = νλ max(∆x, ∆y)divK

s uK.

Lorsque l’on place les arêtes à l’équilibre géostrophique, c’est-à-dire quand
ω f K

a (u⊥K ) +∇K
a φK = 0, on a :

• f a
K(∇K

a φK)+ω f a
K( f K

a (u⊥K )) = f a
K
(
∇K

a φK + ω f K
a (u⊥K )

)
= 0 en utilisant le lemme

3.4.2 v) ,

• diva
s(( f K

a (u
⊥
K ))
⊥) = −divK

s uK = diva
K

(
− (∇K

a φK)
⊥

ω

)
= 0,

On souhaiterait finalement annuler le terme diva
K( f K

a (uK)) afin d’avoir stabilité
des états d’équilibre. En se plaçant à l’équilibre géostrophique sur toutes les arêtes
du domaine, on parvient à exprimer l’exprimer dans la cellule (i, j), en utilisant
seulement les vitesses dans les cellules d’indices (i ± 2, j) et (i, j ± 2). De proche
en proche, nous pensons qu’il sera alors possible d’exprimer ce terme en utilisant
seulement les vitesses dans les cellules d’indices (i ± k, j) et (i, j ± k), avec k arbi-
trairement grand, ce qui permettrait ainsi de l’annuler en se servant des conditions
de bord. La complexité des calculs requis nous a cependant empêchés de démontrer
formellement ce résultat. Les cas tests numériques semblent néanmoins indiquer
que le schéma (3.23) a le même comportement que les autres schémas préservant
les équilibres géostrophiques : nous considérerons donc par la suite que le schéma
(3.23) vérifie bien cette propriété, même si nous sommes actuellement incapables de
le prouver, et dirons, afin de faire la distinction, qu’il pseudo-préserve les équilibres
géostrophiques.

3.4.4 Équilibre sur les cellules

Le problème du schéma (3.13) étant dû à l’écriture des opérateurs, et non au pla-
cement de l’équilibre géostrophique, on le revisite en utilisant des opérateurs arêtes-
cellules et sommets-cellules, mais en gardant l’équilibre au centre des cellules.

3.4.4.1 Schéma semi-discret

Le schéma semi-discret s’écrit dans ce cas :
d
dt

hK + diva
K( f K

a (FK)) = 0,
d
dt

(hKuK) + diva,up
K (uK ⊗ f K

a (FK)) + hK ∇a
K( f K

a (φK))

−∇s
K πs = −ω ( hKuK − qK)

⊥ ,

(3.27)

où le flux d’interface FK est défini par :

FK = hKuK − qK , (3.28)
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avec
qK = γ

λ

g
max(∆x, ∆y)

(
ωu⊥K +∇a

K( f K
a (φK))

)
, (3.29)

et
πs = νλ max(∆x, ∆y) f K

s (hK)divK
s uK, (3.30)

où, comme précédemment, γ et ν sont des constantes positives adimensionnées, et
λ est une vitesse caractéristique positive donnée par λ = max

K

(
‖uK‖+

√
ghK

)
.

On peut commencer par remarquer que ce schéma possède un stencil à 13 points,
qui nécessite à nouveau deux rangées de cellules fantômes. Ceci sera probablement
rédhibitoire, mais étudions quand même les propriétés de ce schéma en terme d’éner-
gie et d’états d’équilibre.

3.4.4.2 Énergie semi-discrète

En utilisant iv) du lemme 3.4.2 et v) du lemme 3.4.1, les calculs sont extrêmement
similaires à ceux du schéma (3.15) et nous permettent de déterminer l’expression des
corrections π et q. On obtient ainsi une inégalité d’énergie pour le schéma :

∆x∆y
d
dt

(
∑

K∈T

EK

)
≤ −∆x∆y

(
∑

K∈T

(
πs f K

s (hK)
)
+ ∑

v∈V

(
qK ·

(
ωu⊥K +∇a

K( f K
a (φK))

)))
.

3.4.4.3 États d’équilibre

Le linéarisé du schéma (3.27) s’écrit :
d
dt

hK + h0 diva
K( f K

a (uK))− h0 diva
K( f K

a (q̃K)) = 0,

d
dt

uK + ∇a
K( f K

a (φK))− ∇s
K π̃s = −ω(uK − q̃K)

⊥ ,

q̃K = γ
λ

gh0
max(∆x, ∆y)

(
ωu⊥K +∇a

K( f K
a (φK)

)
et π̃s = νλ max(∆x, ∆y)divK

s uK.

Lorsque l’équilibre géostrophique est conservé dans les cellules, c’est-à-dire quand
ωu⊥K +∇a

K( f K
a (φK)) = 0, on a :

• diva
K( f K

a (uK)) =
1
ω

diva
K

(
f K
a

(
(∇a

K( f K
a (φK)))

⊥
))

= 0,

• q̃K = γ
λ

gh0
max(∆x, ∆y)

(
ωu⊥K +∇a

K( f K
a (φK))

)
= 0,

• divK
s (uK) =

1
ω

divK
s

(
(∇a

K( f K
a (φK)))

⊥
)
= 0 d’où π̃s = 0.

On voit ainsi immédiatement que l’équilibre géostrophique sur les arêtes est in-
clus dans le noyau discret du système.

Remarque 3.4.7. Comme divK
a
(
(∇a

K( f K
a (φK)))

⊥) 6= 0, la localisation de la correction π
sur les arêtes n’est pas naturelle, et ne donnera pas les propriétés d’énergie et d’équilibres
voulues. Il est cependant impossible de placer π dans les cellules sans changer le stencil du
schéma, d’où son placement sur les sommets.

Remarque 3.4.8. Le schéma (3.27) repose sur une expression de l’équilibre géostrophique
dans les cellules, en passant par un opérateur sur les arêtes : ωu⊥K +∇a

K( f K
a (φK). Il est ce-

pendant également possible de passer par des opérateurs sur les sommets : ωu⊥K + f s
K(∇K

s (φK).
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Ce choix conduirait à une version différente du schéma en cellules avec un stencil à 25
points, et des propriétés similaires au schéma précédent. Cependant, cette version préserve
des équilibres autres que les géostrophiques, qui mènent à des oscillations similaires à celles
du schéma (3.23). On ne détaillera donc pas plus cette version.

3.4.5 Résultats numériques

On étudie maintenant sur différents cas tests les comportements des schémas
(3.15), (3.23) et (3.27), que l’on compare entre eux, ainsi qu’avec un schéma aux vo-
lumes finis avec flux HLLC. On étudie à chaque fois la hauteur d’eau h, la vitesse
u = (u, v), ainsi que l’énergie des schémas. Pour ces expériences, on considère un
domaine constitué de 101× 101 cellules, dont les conditions de bord changeront en
fonction des cas tests. On prend g = ω = 1, et les coefficients de diffusion, détermi-
nés par des tests préliminaires, sont choisis tels que γ = ν = 0.5.

3.4.5.1 Vortex stationnaire

Comme pour les premiers schémas présentés, on commence par le cas test du
vortex stationnaire non-linéaire. Des conditions de bord périodiques sont placées
sur le domaine, et on prend une profondeur de vortex ε = 0.01 et un temps de simu-
lation de 200 secondes. Pour ce cas test, les schémas (3.15), (3.23) et (3.27) donnent les
mêmes résultats. On choisit donc de n’en présenter qu’un, celui avec équilibre sur
les sommets (de manière arbitraire), ainsi que le schéma HLLC pour comparaison.
Sur les Figures 3.17, 3.18 et 3.19, on représente les hauteurs et vitesses d’eau obte-
nues à la fin de la simulation. Sur les Figures 3.20 et3.21, on représente l’évolution,
au cours de la simulation, de l’énergie et de l’erreur de profondeur du vortex.

(A) Schéma HLLC (B) Schéma avec équi-
libre sur les sommets

(3.15)

FIGURE 3.17 – Hauteur d’eau au temps final t = 200s pour le cas test
du vortex stationnaire.

Après 200 secondes, on remarque sur les Figures 3.17, 3.18 et 3.19 que le vortex
est essentiellement préservé par le schéma avec équilibre sur les sommets. Durant
ce laps de temps, la profondeur du vortex diminue légèrement, et les vitesses se
lissent et s’étalent un peu, mais la forme générale du vortex reste la même. Le schéma
HLLC, comme on a déjà pu le voir précédemment, ne préserve pour sa part pas
du tout cette allure, tendant vers un lac au repos. On remarque cependant sur la
Figure 3.20 que, pour les deux schémas, l’énergie décroît bien, ainsi que l’on s’y
attendait. On ne peut cependant pas tirer de conclusion de la différence de vitesse
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(A) Schéma HLLC (B) Schéma avec équi-
libre sur les sommets

(3.15)

FIGURE 3.18 – Vitesse v au temps final t = 200s pour le cas test du
vortex stationnaire.

(A) Hauteur d’eau (B) Vitesse v

FIGURE 3.19 – Coupe en y = 0 des différents schémas au temps final
t = 200s pour le cas test du vortex stationnaire.

de décroissance, puisque les schémas ont des comportements trop différents pour
permettre une comparaison significative des énergies.

FIGURE 3.20 – Energie du système en fonction du temps pour le cas
test du vortex stationnaire.
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(A) Erreur en
fonction de ε
au temps final

t = 200s.

(B) Erreur au cours du temps
pour différents ε.

FIGURE 3.21 – Erreur relative de la profondeur par rapport à l’état
initial pour différentes valeurs de ε pour le cas test du vortex station-

naire.

Afin de quantifier la préservation de l’équilibre géostrophique, on introduit l’er-
reur relative suivante, qui compare la profondeur du vortex aux temps initial et fi-
nal :

e =
|min(h f inal)−min(hinitial)|
max(hinitial)−min(hinitial)

.

On remarque ainsi sur la Figure 3.21A que l’erreur relative du schéma HLLC
reste constante quel que soit le ε considéré, tandis qu’elle est décroissante pour le
schéma avec équilibre sur les sommets. On rappelle que ε est lié à la profondeur
initiale du vortex : plus ε est petit, moins le vortex est donc profond initialement,
et plus le terme non-linéaire devient négligeable. Ainsi, le schéma HLLC a le même
comportement quelle que soit la valeur du coefficient ε : le vortex stationnaire n’étant
pas un équilibre pour ce schéma, ce dernier tente de rejoindre son équilibre le plus
proche, i.e. le lac au repos, sans que l’état initial ne fasse grande différence. Pour
le schéma avec équilibre sur les sommets (3.15), au contraire, le vortex stationnaire
est un quasi-équilibre, d’autant plus proche d’un équilibre géostrophique que ε (et
donc le terme non-linéaire) est petit. Ainsi, lorsque ε diminue, la préservation de
l’état initial s’améliore et l’erreur relative diminue. Cette interprétation du compor-
tement des schémas semble d’ailleurs confirmée par la Figure 3.21B. On voit ainsi
que l’erreur relative du schéma HLLC augmente drastiquement au début, avant de
se stabiliser, alors que celle du schéma (3.15) croît de manière plus ou moins linéaire,
la pente étant de moins en moins importante à mesure que ε diminue. Le schéma
HLLC s’éloigne ainsi immédiatement de l’état initial pour tenter de retourner vers
le lac au repos, tandis que le schéma (3.15) reste proche de son état initial, l’erreur
augmentant lentement au fur et à mesure des approximations de calculs.

3.4.5.2 Rivière

Pour rappel, ce cas test est un équilibre géostrophique qui peut être vu comme
l’équivalent du lac au repos, et qui consiste en un flux d’eau dans un canal, avec une
surface libre inclinée de manière à satisfaire g∇h + ωu⊥ = 0. On place des condi-
tions de type mur en x = −0.5 et x = 0.5, et des conditions de bord périodiques en
y = −0.5 et y = 0.5. Les schémas ayant des comportements différents, on représente
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sur la Figure 3.22 la hauteur et la vitesse de l’eau de nos trois schémas, ainsi que du
schéma HLLC pour comparaison, après 20s de simulation.

(A) Hauteur d’eau (B) Vitesse v

FIGURE 3.22 – Coupe en y = 0 des solutions à t = 20s pour les diffé-
rents schémas pour le cas test de la rivière.

FIGURE 3.23 – Coupe en y = 0 des hauteurs d’eau à t = 20s pour les
différents schémas pour le cas test de la rivière.

Sur les Figures 3.22A et 3.22B, on peut ainsi constater que les schémas avec équi-
libre sur les arêtes (3.23) et les sommets (3.15) préservent la condition initiale, mais
que le schéma avec équilibre au centre de la cellule (3.27) crée des oscillations comme
le premier schéma que nous avions étudié, qui sont mieux visibles sur le zoom des
hauteurs d’eau présenté en Figure 3.23. Celles-ci sont dues à la condition de type
mur, ainsi qu’au terme ∇a

K( f K
a (·)). On remarquera en section 3.4.5.4 que ces oscilla-

tions apparaissent aussi naturellement dans le test de la colonne d’eau, et sont en-
suite préservées, ce qui tend à prouver que ces oscillations sont dans le noyaux du
schéma. Comme précédemment, c’est un désavantage du schéma, même si on peut
noter que les valeurs moyennes de h et u correspondent à la solution stationnaire. La
décroissance d’énergie attendue pour nos schémas est confirmée par la Figure 3.24.

3.4.5.3 Vortex translaté

On combine maintenant les deux cas tests précédents : en sommant le cas test de
la rivière et celui du vortex stationnaire linéaire, qui sont tous deux des solutions sta-
tionnaires du système de Saint-Venant linéaire avec force de Coriolis, on obtient un
vortex translaté qui devrait également être une solution stationnaire pour le linéa-
risé. On s’intéresse donc au comportement des schémas (3.15), (3.23) et (3.27) avec
une telle condition initiale, en espérant que cette dernière soit préservée. Comme
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FIGURE 3.24 – Energie du système en fonction du temps pour le cas
test de la rivière.

pour la rivière, on place des conditions de bord de type mur x = −0.5 et x = 0.5,
et des conditions périodiques en y = −0.5 et y = 0.5. La pente de la rivière ainsi
que la profondeur du vortex sont toutes deux dictées par le paramètre ε, ici choisi à
ε = 0.01.

Après 10 secondes, on constate sur la Figure 3.25 que le schéma HLLC ne pré-
serve pas du tout l’état initial : le vortex s’aplatit, et la pente de la hauteur d’eau di-
minue. Après 500 secondes, ce schéma retourne au lac au repos. Les autres schémas
ont un comportement cohérent avec ce qu’on espérait, et consistant avec les résultats
des deux cas tests précédents : la profondeur du vortex diminue légèrement, mais
ce dernier est globalement préservé, et la pente de la hauteur d’eau reste constante,
bien que des oscillations fassent leur apparition en Figure 3.25A pour le schéma avec
équilibre au centre des cellules (3.27), comme on peut le voir sur le zoom présenté
en Figure 3.26. De plus, la rivière induit une translation du vortex le long de l’axe y,
comme mis en évidence sur la Figure 3.27, qui représente la coupe en x = 0 de la
hauteur d’eau pour une simulation de 25s.

Sur la Figure 3.28, on remarque que l’énergie est également celle à laquelle on
s’attendrait pour cette superposition de solutions : elle est presque constante (et dé-
croissante) pour nos trois schémas, et décroît de manière abrupte pour le schéma
HLLC.

(A) Coupe en y = 0 (B) Coupe en x = 0

FIGURE 3.25 – Coupe de la hauteur d’eau à l’état initial et en t = 10s
pour le cas test du vortex translaté.
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FIGURE 3.26 – Zoom de la coupe en y = 0 de la hauteur d’eau à l’état
initial et en t = 10s pour le cas test du vortex translaté.

FIGURE 3.27 – Coupe en x = 0 de la hauteur d’eau à l’état initial et
en t = 25s pour le cas test du vortex translaté.

FIGURE 3.28 – Energie du système en fonction du temps pour le cas
test du vortex translaté.

3.4.5.4 Colonne d’eau

Pour finir, on considère une rupture de barrage circulaire, avec des conditions
périodiques au bord du domaine. A t = 0, la vitesse est nulle dans tout le domaine,
et la hauteur d’eau est de 1m, sauf pour la colonne d’eau qui a une hauteur de 2m.
Cette condition est très loin d’un équilibre géostrophique, et l’on s’intéresse donc au
comportement de nos schémas avec un tel état initial.
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Sur la Figure 3.29, on peut voir que tous les schémas ont le même comporte-
ment au début de la simulation : la colonne d’eau s’écroule et des vagues se pro-
pagent à travers le domaine. On remarque également l’apparition d’oscillations sur
les schémas avec équilibre sur les sommets (3.15) et dans les cellules (3.27), qui dispa-
raissent progressivement quand le système se rapproche d’un équilibre. Il est égale-
ment évident sur cette simulation que nos trois schémas se dirigent vers un équilibre
différent de celui atteint par le schéma HLLC. En effet, ce dernier retrouve l’équilibre
du lac au repos après une centaine de secondes de simulation, alors que les autres
semblent se rapprocher ce que l’on pourrait comparer à un vortex stationnaire in-
versé (cf Figure 3.30).

(A) t = 1s (B) t = 3s

(C) t = 5s (D) t = 10s

(E) t = 50s (F) t = 100s

FIGURE 3.29 – Coupe en y = 0 et en différents instants des résultats
numériques et de la solution initiale pour le cas test de la colonne

d’eau.



76 Chapitre 3. Schéma pour Saint-Venant avec force de Coriolis

FIGURE 3.30 – Coupe en y = 0 de la vitesse u à t = 100s pour le cas
test de la colonne d’eau.

FIGURE 3.31 – Energie du système au cours du temps pour le cas test
de la colonne d’eau.

Sur la Figure 3.31, on peut également noter que tous les schémas ont une éner-
gie décroissante au cours de la simulation. Ces observations semblent montrer que,
pour ce cas test, le schéma avec équilibre sur les arêtes (3.15) a le meilleur compor-
tement (il ne crée pas d’oscillations), bien que ne possédant pas toutes les propriétés
voulues.

Pour mieux voir l’évolution en temps long, nous considérons une colonne d’eau
de hauteur 1.1. L’absence de décroissance de l’énergie du schéma (3.23) vue mathé-
matiquement plus haut peut alors s’observer sur ce cas test, comme on peut le voir
en Figure 3.32. En temps très long, on peut ainsi constater que l’énergie évolue en
un pic et que la vitesse connaît des oscillations.

Ainsi, sur ce cas test de la colonne d’eau, tous nos schémas présentent des dé-
fauts, qui peuvent être esquivés selon l’étude que l’on souhaite faire de la situation.
On choisira donc plutôt le schéma (3.23) avec équilibre sur les arêtes pour obser-
ver le comportement dynamique en temps court, et l’un des deux autres schémas,
(3.15) ou (3.27), afin d’étudier les équilibres en temps long. Malgré ces défauts, nos
schémas restent plus performants qu’un schéma HLLC classique dans la capture des
équilibres géostrophiques.
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(A) Coupe en y = 0 de la
vitesse u à t = 2000s.

(B) Énergie du système au
cours du temps.

FIGURE 3.32 – Instabilité du schéma avec équilibre sur les arêtes en
temps long, pour une colonne d’eau de hauteur 1.1.

3.4.6 Avantages et inconvénients des trois schémas

Les trois schémas présentés dans cette section sont intéressants, puisque meilleurs
que les schémas classiques, comme le schéma HLLC auquel nous les avons compa-
rés, mais présentent tout de même chacun quelques désagréments. Ainsi, le schéma
avec équilibre sur les arêtes (3.23) a l’avantage d’avoir un stencil à 9 points et pseudo-
préserve les équilibres géostrophiques, mais on ne peut assurer la préservation de
l’énergie semi-discrète. Même si cela ne semble pas poser de problème sur des simu-
lations courtes, on a pu voir en temps long que l’énergie peut augmenter. Le schéma
(3.27) avec équilibre au centre des cellules préserve également les équilibres géostro-
phiques et assure la décroissance de l’énergie semi-discrète. Cependant, le noyau du
schéma est trop gros et contient des équilibres autres que les géostrophiques, no-
tamment certaines oscillations. De plus, son stencil à 13 points impose deux rangées
de cellules de fantômes et limite son intégration à des codes déjà existants. Enfin, le
schéma avec équilibre sur les sommets (3.15) possède les mêmes propriétés d’énergie
semi-discrète et d’états d’équilibre, mais aussi les mêmes inconvénients : des modes
parasites apparaissent, moins fréquemment que pour l’autre schéma, et son stencil à
25 points limite son utilisation.

En étudiant les 5 schémas présentés jusqu’à présent, on constate ainsi que les
schémas sur les arêtes semblent permettre un stencil plus réduit, les opérateurs diffé-
rentiels y étant naturellement plus simples. Cependant, ce placement de l’équilibre
géostrophique ne permet pas de créer des schémas possédant les deux propriétés
voulues. Par ailleurs, les schémas semblent accepter des modes parasites, à l’excep-
tion du schéma (3.14) à 9 points présenté en partie 3.3. La robustesse de ce dernier
face à ce type de solution s’explique par la dualité d’écriture de l’équilibre géostro-
phique, une fois sur les arêtes et une fois au centre des cellules, qui a également
pour conséquence malvenue d’empêcher la préservation de certains équilibres géo-
strophiques.

Au vu de toutes ces informations, il semble donc que, pour obtenir le meilleur
schéma possible, il nous faudrait créer un schéma dans lequel deux écritures de
l’équilibre géostrophique (parmi les trois possibles), liées entre elles, apparaissent.
Ceci permettrait à la fois de limiter les modes parasites, mais aussi, par le lien entre
les écritures, de préserver les états d’équilibre.
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3.5 Schéma final

Partant de cette idée, on étudie les différentes écritures de l’équilibre géostro-
phique. On peut ainsi constater que l’équilibre sur les sommets est une reconstruc-
tion de celui sur les arêtes :

Ss = f a
s (Sa).

On écrit alors un schéma dans lequel l’équilibre géostrophique est reconstruit par-
fois sur les sommets et parfois sur les arêtes. Avant cela, de nouveaux opérateurs et
reconstructions, liant sommets et arêtes, doivent être définis. Pour une variable ϕ,
et en notant ∂a l’ensemble des sommets incidents à une arête a, et ∂s l’ensemble des
arêtes incidentes à un sommet s, on a ainsi :

f s
a (ϕs) =

1
2 ∑

s∈∂a
ϕs · na,K na,K

f a
s (ϕa) =

1
2 ∑

a∈∂s
ϕa

(diva
s ϕa)i+1/2,j+1/2 =

1
∆x
(
ϕi+1,j+1/2 −ϕi,j+1/2

)
· ex +

1
∆y
(
ϕi+1/2,j+1 −ϕi+1/2,j

)
· ey.

3.5.1 Schéma semi-discret

On écrit ainsi le schéma suivant :
d
dt

hK + diva
K(F a) = 0,

d
dt

(hKuK) + diva,up
K (uK ⊗F a) + hK f s

K(∇K
s φK)−∇s

K πs

= −ω
(
hK f s

K( f K
s uK)− f a

K(qa)
)⊥ ,

(3.31)

où le flux à l’interface a est défini par :

F a = f s
a ( f K

s (hKuK))− qa, (3.32)

et les corrections s’écrivent :

qa = γ
λ

g
max(∆x, ∆y)(ω f K

a (u
⊥
K )+∇K

a φK) et πs = νλ max(∆x, ∆y) f K
s (hK)divK

s uK,

avec, comme précédemment, γ et ν des constantes positives adimensionnées et λ =

max
K∈T

(
‖uK‖+

√
ghK

)
).

On pourra remarquer que, comme on l’espérait, ce schéma a un stencil de 9
points. Il est de plus très proche du schéma (3.23), avec quelques différences dans
les opérateurs, mais des corrections identiques. Étudions à présent ses propriétés
théoriques, puis les résultats numériques obtenus sur quelques exemples.



3.5. Schéma final 79

3.5.2 Énergie semi-discrète

Commençons par montrer que le schéma (3.31) vérifie une inégalité d’énergie
semi-discrète. Celle-ci se démontre de façon très similaire à celle des schémas précé-
dents, et repose sur les mêmes propriétés mimétiques, présentées dans les lemmes
3.4.1 et 3.4.2, mais auxquelles on doit ajouter la propriété suivante, qui nous permet
de calculer l’énergie cinétique :

Lemme 3.5.1. On a la relation suivante : divs
K( f K

s (hKuK)) = diva
K( f s

a ( f K
s (hKuK))).

Démonstration. Un réarrangement de sommes et des conditions périodiques sur h et
u permettent d’obtenir le résultat de manière immédiate.

On commence par l’étude des énergies potentielle et cinétique discrètes.

Lemme 3.5.2 (Énergie potentielle). En posant EK =
1
2

g (hK)
2, pour K quelconque dans

T, on a :
d
dt
EK + φK divs

K( f K
s (hKuK))− φK diva

K qa = 0. (3.33)

Lemme 3.5.3 (Énergie cinétique). En posant KK =
1
2

hK‖uK‖2 , pour K quelconque dans
T, on a :

d
dt
KK +

1
2

diva,up
K

(
‖uK‖2Fa · na,K

)
+ hKuK · f s

K

(
∇K

s φK

)
≤ −ω

(
hKuK · f s

K( f K
s (u

⊥
K ))− uK · ( f a

K qa)
⊥
)
+ uK · ∇s

K πs). (3.34)

Démonstration. La première équation de (3.31) nous donne :

d
dt

(
1
2

hK‖uK‖2
)
= uK ·

d
dt

(hKuK)−
1
2
‖uK‖2 d

dt
hK

= −hKuK · f s
K(∇K

s φK)− uK · diva,up
K (uK ⊗Fa · na,K) + ωuK · ( f a

K qa)
⊥

+
1
2
‖uK‖2 diva

K Fa · na,K + uK · ∇s
K πs −ωhKuK f s

K( f K
s (u

⊥
K )).

Après quelques calculs, on obtient donc la relation :

1
2
‖uK‖2 diva

K(Fa · na,K)− uK · diva,up
K (uK,Fa · na,K)

= −1
2

diva,up
K

(
‖uK‖2Fa · na,K

)
+

1
2∆x∆y ∑

e⊂∂K
me‖uK − uKe‖2 (Fe · ne,k·)− . (3.35)

Le dernier terme de cette équation étant positif, on obtient le résultat annoncé.

Proposition 3.5.4 (Décroissance de l’énergie semi-discrète). On définit l’énergie totale
EK = EK +KK et on obtient alors l’équivalent semi-discrète de (3.2).

d
dt

(
∑

K∈T

∆x∆yEK

)
≤ −∆x∆y max(∆x, ∆y)

(
∑
s∈S

(
νλ f K

s (hK)(divK
s uK)

2
)

+ ∑
a∈A

(
γ

λ

g
‖ω f K

a (u
⊥
K ) +∇K

a φK‖2
))

. (3.36)
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Démonstration. En sommant les relations (3.33) et (3.34), on obtient l’estimation sui-
vante pour l’énergie totale :

d
dt

EK +
1
2

diva,up
K

(
‖uK‖2Fa · na,K

)
+ φK divs

K( f K
s (hKuK)) + hKuK · f s

K

(
∇K

s φk

)
≤ −ω

(
hKuK · f s

K( f K
s (u

⊥
K ))− uK · ( f a

K qa)
⊥
)
+ φK diva

K qa + uK · ∇s
K πs.

Par télescopage et en utilisant les conditions de bord périodiques, on a :

∑
K∈T

diva,up
K

(
‖uK‖2Fa · na,K

)
= 0.

En utilisant ii) et iii) du lemme 3.4.1, on obtient :

∑
K∈T

(
φK divs

K( f K
s (hKuK)) + hKuK · f s

K

(
∇K

s φk

))
= 0.

Puis, avec le iv) du lemme 3.4.1, on peut écrire :

∑
K∈T

(
hKuK · f s

K( f K
s (u

⊥
K )
)
= 0.

Enfin, les points iii) et iv) du lemme 3.4.2 nous amènent à l’inégalité semi-discrète
suivante :

d
dt

(
∑

K∈T

∆x∆yEK

)
≤ −∆x∆y

(
∑

s∈Ss

(
πs divK

s uK

)
+ ∑

a∈Sa

(
qa · (ω f K

a (u
⊥
K ) +∇K

a φK)
))

.

Les choix de corrections q et π nous permettent ainsi d’obtenir le résultat.

Le schéma vérifiant bien une inégalité d’énergie semi-discrète, vérifions que son
linéarisé préserve également les équilibres géostrophiques.

3.5.3 Préservation de l’équilibre géostrophique

Le linéarisé du schéma (3.31) autour de l’équilibre (h0, 0) s’écrit :
d
dt

hK + h0 divs
K

(
f K
s uK

)
− h0 diva

K q̃a = 0,

d
dt

uK + f s
K(∇K

s φK)− ∇s
K π̃s = −ω

(
f s
K( f K

s uK)− f a
K q̃a

)⊥
,

(3.37)

où

q̃a = γ
λ

gh0
max(∆x, ∆y)

(
ω f K

a (u
⊥
K ) +∇K

a φK

)
et π̃s = νλ max(∆x, ∆y)divK

s uK.

Proposition 3.5.5. Le schéma linéarisé (3.37) préserve l’équilibre géostrophique discret.

Démonstration. Par construction des opérateurs, on a :

ω f K
s (u

⊥
K ) +∇K

s φK = f a
s

(
ω f K

a (u
⊥
K ) +∇K

a φK

)
.
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Ainsi, si on impose l’équilibre géostrophique sur les arêtes, c’est-à-dire si ω f K
a (u⊥K )+

∇K
a φK = 0, on obtient :

f s
K(ω f K

s (u
⊥
K ) +∇K

s φK) = 0

puis en utilisant la propriété v) du lemme 3.4.2 :

divK
s uK = −diva

s(( f K
a (u

⊥
K ))
⊥) = diva

s

(
(∇K

a φK)
⊥

ω

)
.

Des calculs simples nous permettent ensuite de déduire que divK
s uK = 0. En utilisant

iii) du lemme 3.4.1, on obtient divs
K( f K

s uK) = 0, et donc que π̃s vaut zéro quand
l’équilibre géostrophique est vérifié sur les arêtes. Le schéma (3.37) préserve donc
cet équilibre.

Les équilibres géostrophiques étant préservés, nous avons donc bien écrit un
schéma possédant les deux propriétés que nous souhaitions initialement. Intéressons-
nous maintenant à ses résultats numériques sur différents cas tests.

3.5.4 Résultats numériques

Afin d’étudier les performances de ce schéma (3.31), on le compare à celui avec
équilibre sur les sommets (3.15). Ayant déjà établi que les résultats sont meilleurs
que ceux obtenus avec un schéma à flux HLLC, on tente ici de voir si on arrive à
égaler ou améliorer les résultats précédents, en particulier en terme de modes para-
sites. On étudie donc les mêmes cas tests que précédemment, exactement dans les
mêmes conditions. Dans les légendes qui suivent, "Vertex-based" est le schéma (3.15)
et "Mixed Edge-Vertex" est le schéma (3.31).

3.5.4.1 Vortex stationnaire, rivière et vortex translaté

Sur les Figures 3.33, 3.34 et 3.35, on représente les résultats obtenus avec une
condition initiale, respectivement, de vortex stationnaire, de rivière, et de vortex
translaté, pour des temps de simulation précisés en légende. Pour chacun, on com-
pare la condition initiale aux résultats des schémas (3.15) et (3.31), sur la hauteur
d’eau ainsi que la seconde composante de la vitesse. Comme on peut le voir sur les
Figures 3.33, 3.34 et 3.35, le schéma (3.31) donne des résultats similaires au schéma
avec équilibre sur les sommets (3.15) pour les cas tests du vortex stationnaire, de la
rivière ainsi que du vortex translaté. On ne présente pas des équivalents à toutes les
figures vues à la section précédente, les évolutions des variables étant exactement
identiques pour les deux schémas. Ceci nous satisfait pleinement, le schéma (3.15)
ayant exactement le comportement attendu sur ces cas tests, comme nous l’avons
expliqué précédemment.

Remarque 3.5.6. Sur la Figure 3.36, on a représenté la solution du vortex stationnaire à t =
20s pour deux tailles de mailles différentes, sur un domaine de taille constante [−0.5, 0.5]×
[−0.5, 0.5]. On peut ainsi constater, ainsi que nous en avions parlé précédemment, que la
solution numérique s’améliore lorsque l’on raffine le maillage.

3.5.4.2 Colonne d’eau

Le cas test de la colonne d’eau est le principal point pouvant être amélioré (nu-
mériquement parlant) par ce nouveau schéma. On espère en effet éviter les oscilla-
tions créées par les schémas précédents. Au vu de la Figure 3.37, sur laquelle on a
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(A) Hauteur d’eau (B) Vitesse v

FIGURE 3.33 – Coupe en y = 0 des différents schémas à t = 200s pour
le cas test du vortex stationnaire.

(A) Hauteur d’eau (B) Vitesse v

FIGURE 3.34 – Coupe en y = 0 des solutions à t = 20s pour le cas test
de la rivière.

(A) Coupe en x = 0 (B) Coupe en y = 0

FIGURE 3.35 – Coupe de la hauteur d’eau à l’état initial et en t = 10s
pour le cas test du vortex translaté.

tracé une coupe de la hauteur d’eau à différents instants, il semble que l’écriture de
l’équilibre géostrophique sous deux formes a en effet permis de régler ce problème,
puisque la hauteur d’eau (ainsi que la vitesse) ne présente aucune oscillation dans
ce cas test.

Remarque 3.5.7. Bien qu’on ait réussi à empêcher la création spontanée de modes parasites,
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(A) Nx = Ny = 101 (B) Nx = Ny = 201

FIGURE 3.36 – Coupe en y = 0 de la hauteur d’eau à l’état initial et
en t = 20s pour le cas test du vortex stationnaire.

certains restent malgré tout présents dans le noyau du schéma. Ainsi, une solution de la
forme :

∀(i, j), φi,j = cst et ui,j =
(
(−1)i aj, (−1)j bi

)T
,

avec aj, bi ∈ R∗, est conservée par le schéma (3.31) du fait de la reconstruction sur la vitesse.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donc pu dériver six schémas permettant de modé-
liser les équations de Saint-Venant non linéaires avec force de Coriolis. Le premier
schéma (3.13) semblait avoir de bonnes propriétés théoriques, puisqu’il préservait
l’équilibre et possédait une énergie semi-discrète décroissante, mais l’écriture des
opérateurs induisait la présence de modes parasites, ainsi que leur apparition spon-
tanée dans certains cas tests. De plus, son stencil de 25 était rédhibitoire à son utili-
sation dans un code déjà existant. Même si ce critère n’était initialement pas décisif
dans la création d’un schéma, un stencil compact semble grandement préférable. La
tentative de réduction du stencil a ainsi mené à un nouveau schéma (3.14), à seule-
ment 9 points, mais ne présentant pas toutes les propriétés voulues.

Tirant leçon de ces schémas, nous avons pu ensuite en développer trois autres,
en changeant les opérateurs ou en déplaçant le lieu de l’équilibre géostrophique.
Le schéma avec équilibre sur les arêtes (3.23) a un stencil à 9 points et pseudo-
préserve les équilibres géostrophiques, mais on ne peut assurer la préservation semi-
discrète de l’énergie. Même si cela ne semble pas poser de problème sur des simula-
tions courtes, on a pu voir en temps long que l’énergie peut augmenter. Le schéma
avec équilibre au centre des cellules (3.27) préserve également les équilibres géostro-
phiques et assure la décroissance de l’énergie semi-discrète. Cependant, le noyau
du schéma est trop gros et contient des équilibres autres que les équilibres géostro-
phiques, notamment certaines oscillations. Il possède de plus un stencil à 13 points.
Finalement, le schéma avec équilibre sur les sommets (3.15) possède les mêmes pro-
priétés que celui au centre des cellules, mais semble posséder un noyau un peu plus
restreint , et les modes parasites semblent apparaître moins fréquemment dans nos
simulations. De plus, le stencil à 25 points est encore une fois rédhibitoire.

Enfin, en utilisant le lien entre la discrétisation de l’équilibre géostrophique sur
les arêtes et sur les sommets, nous avons pu créer un schéma à 9 points, préservant
à la fois les équilibres géostrophiques et une inégalité d’énergie semi-discrète. Des



84 Chapitre 3. Schéma pour Saint-Venant avec force de Coriolis

(A) t = 1s (B) t = 3s

(C) t = 5s (D) t = 10s

(E) t = 50s (F) t = 100s

FIGURE 3.37 – Coupe en y = 0 et en différents instants des résultats
numériques et de la solution initiale.

modes parasites théoriques peuvent être trouvés pour ce dernier, suggérant qu’une
amélioration est encore possible, mais ceux-ci ne semblent pas apparaître naturelle-
ment dans les cas tests que nous avons étudiés.

Afin de poursuivre ce travail, il serait intéressant d’aller au-delà de l’énergie
semi-discrète des schémas et d’étudier l’évolution de leur énergie totalement dis-
crète afin d’obtenir un résultat de stabilité entropique. Par ailleurs, plus de cas tests,
potentiellement tirés d’expériences en laboratoire afin de pouvoir comparer les ré-
sultats à la réalité, serait intéressants, puisque permettant de mieux comprendre les
capacités et les limites du schéma.
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Conclusions et perspectives

Nous avons présenté, dans ce travail, des résultats obtenus autour des équations
de Saint-Venant. D’une part, nous avons étudié les couplages avec des modèles de
sédimentation. Pour le premier, nous avons prouvé la stabilité de solutions, sous
une hypothèse de régularité sur le gradient de la hauteur d’eau. Le second modèle,
programmé dans le logiciel FullSWOF, nous a permis de reproduire une expérience
de laboratoire. D’autre part, nous avons considéré les équations de Saint-Venant avec
force de Coriolis, et trouvé un schéma colocalisé vérifiant une inégalité d’énergie et
préservant les équilibres géostrophiques.

Lors de ce travail, nous avons noté quelques perspectives qui permettraient de
pousser plus loin les résultats obtenus ici, afin d’améliorer leur précision ou leur
application dans d’autre domaines.

Dans le chapitre 1, afin d’éviter la condition de contrôle sur le gradient de la hau-
teur d’eau, il serait intéressant de reprendre la dérivation du système à partir des
équations de Navier-Stokes, et de voir si des termes supplémentaires, apparaissant
à des ordres plus élevés, ne permettraient pas de lever cette condition. Alternati-
vement, il serait également possible de tenter de changer le rapport d’échelle des
vitesses entre la couche de sédiments mobiles et la couche d’eau, ainsi que les adi-
mensionnements, afin de décrire la couche de sédiments, non pas par un modèle de
Reynolds avec lequel le travail a été fait ici, mais par un modèle de Stokes :

µ∆u = ∇h− ρ f

avec f la force massique exercée sur la couche de sédiments par la gravité ainsi que
la couche d’eau. Nous pourrions ainsi constater si des termes supplémentaires ap-
paraissent dans l’inégalité d’énergie, apportant des estimations a priori supplémen-
taires, qui permettraient de conclure sur la stabilité de solutions sans hypothèse.

Dans le chapitre 2, nous avons déjà mentionné la possibilité de faire varier la
concentration de sédiments dans l’eau en fonction de la hauteur d’eau, afin d’amé-
liorer les résultats du modèle lors de situations inhomogènes. Il pourrait par ailleurs
être intéressant de prendre en compte la rétroaction du dépôt de sédiments sur la
topographie et la friction au sein du domaine. Ainsi, à partir de la concentration de
sédiments dans la couche d’échange, il faudrait déduire la hauteur de cette dernière,
et ajouter cette valeur à la topographie, puis réintroduire cette valeur dans les équa-
tions de Saint-Venant. Un tel changement nécessiterait probablement de changer le
schéma numérique associé, et de considérer un schéma couplé, plutôt que la mé-
thode de splitting présentée ici. Par ailleurs, dans [NB16], les expériences présentées
ont aussi été réalisées avec de la pluie. Il serait alors intéressant d’écrire la vitesse
de sédimentation vs comme une fonction de la pluie P (vs = f (P)), avec f crois-
sante d’après l’étude faite dans [NB16], à déterminer. En particulier, des expériences
supplémentaires pourraient permettre de déterminer quelle(s) caractéristique(s) de
la pluie (intensité, taille des gouttes, moment des gouttes) impacte la vitesse de sédi-
mentation des particules. Une fois f déterminée expérimentalement, nous pourrions
alors regarder si le logiciel FullSWOF est capable de reproduire les expériences avec
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pluie.
Enfin, dans le chapitre 3, l’étude de l’énergie discrète du schéma, ainsi que la né-

cessité d’études sur plus de cas tests ont déjà été mentionnées. Afin d’aller plus loin,
il serait intéressant de voir s’il est possible d’adapter les schémas pour un terme de
Coriolis non constant, ce dernier variant nécessairement lors de l’étude de grandes
étendues d’eau. Par ailleurs, il pourrait être pertinent de considérer une dériva-
tion des équations de Saint-Venant à un ordre plus élevé, permettant de préserver
quelques termes en cosinus de la latitude dans la force de Coriolis :

F̃C = −2ΩT sin(φ)u⊥ + ΩT cos(φ)(∇x(uh2) + h2divx(u)e1).

d’après [Luc07], pour un domaine à fond plat. Une étude pourrait ainsi être menée,
dans ce cas, pour tracer, tout le long des calculs, l’influence de cette nouvelle écriture
de la force de Coriolis et les schémas résultants, ainsi que leurs propriétés.
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Annexe A

Valeur des concentrations de
sédiments en entrée de FullSWOF

On note Cin la quantité de sédiments qui arrivent à l’amont de la zone expéri-
mentale.

Dans l’expérience de laboratoire, le débit de sédiments est de 0.23± 0.02 g/min/cm,
et le bac a une largeur de 50 cm. On a donc un débit de sédiment en entrée de 11.5± 1
g/min, soit 0.19167± 0.0167 g/s, ou encore environ 0.00019 kg/s.

Dans FullSWOF, deux stratégies sont possibles :

• soit on veut savoir ce qu’il se passe lorsqu’il n’y a qu’une seule classe de sé-
diments utilisée pour toute l’expérience. Dans ce cas, on prend Cin = 0.00019
kg/s. Comme il n’y a pas d’interaction entre les classes et que les résultats sont
renvoyés pour chaque classe séparemment, il est possible de tester plusieurs
valeurs de vitesses de sédimentation en même temps, en mettant plusieurs
classes, chacune avec un Cin à 0.00019 kg/s.

• soit on veut faire une expérience où plusieurs classes de sédiments composent
le mélange entrant. Dans ce cas, la somme des Cin doit faire 0.00019 kg/s. Ainsi,

• pour un ratio de 1 pour 9, on prend 0.00019 et 0.000171 kg/s

• pour un ratio de 1 pour 5, on prend 0.0000317 et 0.000158 kg/s

• pour un ratio de 1 pour 2, on prend 0.000063 et 0.000127 kg/s

• pour une répartition uniforme avec N classes, on prends Cin =
0.00019

N
• pour une répartition gaussienne en 12 classes les concentrations sont don-

nées dans le tableau A.1, où vs est la vitesse de sédimentation en m/s et
Cin la concentration de sédiment en entrée du domaine, en kg/s.

vs 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
107 · Cin 9.5 32.3 83.6 175 287 363 363 287 175 83.6 32.3 9.5

TABLE A.1 – Concentration de sédiments en entrée pour les diffé-
rentes vitesses de sédimentation pour une répartition gaussienne.
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Noémie GAVEAU

Résultats numériques et théoriques sur les équations de Saint-Venant,
couplées à un modèle d’érosion ou avec force de Coriolis

Résumé :
Dans cette thèse, nous nous intéressons à deux problématiques liées à l’étude et la simulation numé-

rique de flux d’eaux peu profondes : le couplage avec un modèle de sédimentation et la prise en compte
de la force de Coriolis.

Dans une première partie, nous considérons un modèle de Saint-Venant-Exner pour le transport de
sédiments. Via une étude d’énergie, nous montrons, sous condition de régularité du gradient de la hau-
teur d’eau, la stabilité des solutions faibles du système.

On s’intéresse ensuite à un autre système d’équations, basé sur une loi de conservation, couplé aux
équations de Saint-Venant. Afin de valider ce modèle de transport et dépôt de sédiments, on reproduit
une expérience de laboratoire, consistant en des sédiments entraînés dans un canal. On utilise le logiciel
FullSWOF, qui résout numériquement les équations de Saint-Venant avec transport de sédiments, mo-
difié pour vérifier la conservation de la masse de sédiments. Une étude est menée pour déterminer la
répartition des vitesses de sédimentation dans le mélange expérimental d’entrée, non mesurée en labo-
ratoire.

Dans une dernière partie, on cherche à écrire un schéma pour la résolution numérique des équa-
tions de Saint-Venant non-linéaires avec force de Coriolis, préservant les équilibres géostrophiques et
vérifiant une inégalité d’énergie semi-discrète. Nous proposons six schémas, dérivés d’un schéma aux
volumes finis classique, et étudions leur énergie et la stabilité de l’équilibre géostrophique. Nous les
testons également sur des cas tests standards et mettons en évidence les améliorations apportées par
rapport à un schéma aux volumes finis de type Godunov.

Mots clés :
équations de Saint-Venant, modélisation, schémas numériques, sédimentation, force de Coriolis

Numerical and theoretical results on Shallow-Water equations,
coupled with an erosion model or with Coriolis force

Abstract :
In this work, we are interested in two issues related to the study and the numerical simulation of

shallow water flows : the coupling with a sedimentation model and taking the Coriolis force into consi-
deration.

In a first part, we consider a Saint-Venant-Exner model for sediment transport. Thanks to the study
of the energy of the system, we show the stability of the weak solutions under a smoothness condition
on the gradient of the water height.

Then we are interested in another set of equations, based on a conservation law and coupled to the
Shallow-Water equations. To validate this model which describes the transport and sedimentation of
particles, we reproduce a laboratory experiment, consisting in sediments flowed in a channel. We use
the FullSWOF software, solving the Shallow-Water equations with transport of sediments numerically,
modified to check the mass conservation of sediments. A study is lead in order to determine the dis-
tribution of sedimentation velocities in the experimental input, distribution which was not measured
experimentally.

In the last part, we aim at designing a scheme for the numerical resolution of the non-linear Shallow-
Water equations with Coriolis force, stable around the geostrophic equilibrium and verifying a semi-
discrete energy inequality. We propose six schemes, derived from a classical finite volumes scheme, and
we study their energy and the stability of the geostrophic equilibrium. We also test them against stan-
dard benchmarks, and we highlight the improvements they bring comparatively to a Godunov-type
finite volumes scheme.

Keywords :
Shallow-Water equations, modelisation, numerical schemes, sedimentation, Coriolis force
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