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Résumé :
Un modèle quasi-cinétique pour la fermeture non-locale
des équations de la MHD résistive est proposé dans le
cadre du transport non-local des électrons en FCI (Fu-
sion par Confinement Inertiel). Son objectif est d’amé-
liorer la modélisation du transport non local des élec-
trons dans les simulations de fluides. La construction
de ce modèle quasi-cinétique est basée sur l’approxi-
mation P1-Diffusion, qui réduit le système cinétique
6D-parabolique-hyperbolique en un ensemble d’équa-
tions 4D entièrement paraboliques. Une décomposi-
tion micro-macro est ensuite appliquée pour réaliser
un couplage avec les équations fluides conservatives.
Des schémas préservant l’asymptotique basés sur le
micro-macro ont été développés, entre autres, pour le
transport des neutrons [M. Lemou et al., SIAM J. Sci.
Comput., 2008], et le transport du rayonnement [P.

Anguill et al., soumis à J. Comput. Phys., 2021]. Bien
que ces schémas constituent des stratégies numériques
efficaces dans leurs propres applications, le transport
d’électrons introduit des difficultés spécifiques que nous
abordons dans ce travail, comme l’auto-consistance du
champ électrique pour la quasi-neutralité, et la pré-
sence d’un opérateur de collisions électron-électron in-
tégrodifférentiel. Pour atteindre la stabilité pour des
pas de temps fluides (échelle macro), même lorsque le
temps de collision (échelle micro) est petit, nous propo-
sons une discrétisation temporelle totalement implicite
de ce modèle cinétique réduit. Lors de la réalisation du
modèle numérique, un nouveau schéma pour l’opéra-
teur de collision électron-électron a également été déve-
loppé. Les hypothèses de construction et les propriétés
mathématiques du modèle seront présentées, avec des
résultats numériques.

Title : Mathematical and numerical analysis of a quasi-kinetic model for the resistive MHD non-local closure
Keywords : MHD, kinetic equations, numerical analysis

Abstract :
A new kinetic model for the non-local closure of fluid
equations is proposed in the framework of non-local
electron transport in ICF (Inertial Confinement Fu-
sion). It’s goal is to improve nonlocal electron transport
modeling in fluid simulations. The construction of this
new kinetic model is based on the P1-Diffusion approxi-
mation, which reduces the 6D-parabolic-hyperbolic ki-
netic system into a 4D fully parabolic set of equa-
tions. A micro-macro decomposition is then applied to
achieve a coupling with conservative fluid equations.
Micro-macro based asymptotic preserving schemes
have been developed, among others, for neutron trans-
port [M. Lemou et al., SIAM J. Sci. Comput., 2008],
and radiation transport [P. Anguill et al., submitted

to J. Comput. Phys., 2021]. Although these schemes
constitute efficient numerical strategies for their own
applications, electron transport introduces specific dif-
ficulties that we address in this work, such as auto-
consistency of the electric field for quasi-neutrality, and
an integrodifferential self-collision operator. To achieve
stability for fluid (macro-scale) time steps, even when
the collisional time (micro-scale) is small, we propose
a fully implicit time discretisation of this reduced kine-
tic model. In the making of the numerical model, new
schemes for collision operators have also been develo-
ped. Construction hypotheses and mathematical pro-
perties of the model will be presented, with numerical
results.
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Introduction

Dans ce chapitre introductif, le contexte et le positionnement de la thèse sont briè-
vement présentés au paragraphe 0.1. Les principaux résultats obtenus sont synthétisés et
leur originalité est soulignée. Dans un deuxième temps, le contexte est précisé dans les
paragraphes 0.2 à 0.4 . La méthode suivie est enfin détaillée au paragraphe 0.5, en lien
avec l’annonce du plan du manuscrit.

0.1 Enjeux et principales contributions de la thèse

Progresser dans la modélisation physico-numérique des effets liés à la délocalisation
du transport électronique au sein des plasmas créés par laser est aujourd’hui un enjeu
majeur pour la Fusion par Confinement Inertiel (FCI). Si le choix des modèles existants
était cohérent avec la puissance des machines de calculs alors, la montée en puissance des
super-calculateurs amène à repousser les limites de ces modèles afin d’améliorer la modé-
lisation des effets liés à la délocalisation du transport dans les simulations FCI.

Le transport "local" désigne l’ensemble des relations reliant les flux de quantités ma-
croscopiques aux gradients locaux des quantités comme les lois de Fick, Fourier, etc. Ces
relations sont valables dans la limite où la distribution en vitesse des particules suit une loi
normale. Elle est alors appelée distribution de Maxwell-Boltzmann. Nous décrirons plus
précisément par la suite le transport local et son rôle dans la fermeture des équations de
la MHD résistive. On parle de "délocalisation" du transport ou bien "d’effets non-locaux"
les effets nécessitant la prise en compte d’un couplage cinétique entre particules de toutes
énergies dans le système. L’écart de la fonction de distribution à l’équilibre de Maxwell-
Boltzmann entraîne l’apparition de phénomènes non-locaux : de transport entraînant la
violation les lois de fermetures locales classiques, mais également collisionnels, décrivant
la relaxation de la distribution vers l’équilibre de Maxwell-Boltzmann. On a donc ten-
dance à confondre par abus "non-local" et "hors-équilibre" ou "cinétique" pour qualifier le
transport, nous nous appliquerons dans la mesure du possible à distinguer "non-local" et
"hors-équilibre".

L’objectif principal de cette étude est de poser les bases mathématiques et numériques
d’un modèle quasi-cinétique, c’est-à-dire décrivant l’évolution de la partie scalaire isotrope
de la fonction de distribution électronique et possédant l’avantage de s’appuyer sur des
hypothèses peu restrictives et clairement identifiées. Plus globalement, cette étude s’inscrit
dans un projet dont l’objectif in fine est de mettre à disposition des physiciens du CEA
une nouvelle fermeture non-locale des équations de la MHD résistive dont le domaine de
validité doit être à la fois bien établi et élargi par rapport aux fermetures actuellement
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disponibles. Cette nouvelle fermeture doit également pouvoir être mise en œuvre dans
le cadre d’un code MHD lagrangien qui opère sur des maillages 2D/3D non-structurés,
comme le code TROLL [34], un code hydro-radiatif multimatériaux 3D ALE bitempéra-
tures du CEA.

Les modèles éligibles au couplage avec la MHD dans un code multi-D et multi physique
reposent nécessairement sur des réductions de dimension et des simplifications. Parmi les
principales contraintes justifiant ces approximations, on peut citer les contraintes de stabi-
lité pour des pas de temps hydrodynamiques, la capture du régime local, le coût de calcul
et l’empreinte mémoire. Ainsi, à notre connaissance, seuls les modèles locaux à flux limités
et le modèle SNB [47] ont été implémentés dans de tels contextes. L’objectif de ce travail
est d’élargir le champ des modèles éligibles avec le modèle P1-diffusion. Ce modèle a été
décrit dans la littérature comme un modèle pertinent dans notre contexte [47], en revanche
il n’a à notre connaissance, ni été analysé en détail, ni exploité. L’objet de ce travail de
thèse est de combler ce manque, sur la base d’une analyse mathématique et numérique
approfondie. Celle-ci a permis de proposer une discrétisation pertinente pour les objectifs
que nous nous sommes fixés, à savoir stabilité inconditionelle, capture d’effets cinétiques
non perturbatifs, et restitution de la limite asymptotique locale du transport de flux de
chaleur sans coût additionnel.

Les contibutions originales de ce travail sont les suivantes :

• reformulation Micro-Macro du modèle. A notre connaissance, c’est la première fois
que la méthode Micro-Macro est adaptée à des harmoniques sphériques. Pour rendre
possible cette adaptation, il a été nécessaire d’introduire un changement de variable
approprié pour la dimension de vitesse,

• décomposition de la première harmonique sphérique en contributions à courant nul,
par l’introduction de projecteurs, réinterprétation de chacune des contributions en
termes d’advection-diffusion généralisée.

• introduction d’un schéma implicite itératif, assurant une stabilité inconditionelle.

Les résultats de cette analyse ont permis d’obtenir des résultats prometteurs :

• un intérêt de la reformulation Micro-Macro est qu’elle permet de restituer simple-
ment l’asymptotique locale. Ceci a été illustré en 0D sur un cas de relaxation pour
l’opérateur de Fokker-Planck-Landau isotrope, avec des propriétés de précision et de
stabilité qui se comparent favorablement à celles de la littérature [36, 37, 8],

• une comparaison en 1D, avec un code cinétique de référence (OSHUN 1), a été menée.
Elle donne des résultats encourageants pour le modèle P1-diffusion,

• sur la base de ces résultats, une implémentation en 2D/3D sur maillage non-structuré
est envisagée à court terme.

1. OSHUN est un code Vlasov-Fokker-Planck parallèle et relativiste, 2D espace 3D vitesse, développé
principalement pour l’étude du transport électronique et des instabilités rencontrées en interaction laser-
plasma (ILP), il sera présenté plus en détail dans le chapitre 5.

2



0.2. La Fusion par Confinement Inertiel (FCI)

0.2 La Fusion par Confinement Inertiel (FCI)
Les réactions de fusion nucléaire sont la source d’énergie des étoiles, et l’une des prin-

cipales sources d’énergie dans l’univers observable. Dans les objets stellaires, c’est la force
gravitationnelle qui permet de confiner le "combustible" de fusion, atteignant ainsi les
conditions physiques requises pour les réactions nucléaires de fusion. La production contrô-
lée d’énergie de fusion sur terre suscite un intérêt évident pour la production d’électricité,
mais également pour la physique fondamentale, en particulier pour l’enrichissement et la
validation de modèles physiques utilisés dans le cadre du programme Simulation du CEA 2.
Les deux voies privilégiées de production d’énergie de fusion sont [5] :

• la Fusion par Confinement Magnétique. C’est la voie empruntée par exemple par le
projet ITER 3 (International Thermonuclear Experimental Reactor),

• la Fusion par Confinement Inertiel. C’est la voie empruntée par exemple au LMJ 4

(Laser MégaJoule) ou au NIF 5 (National Ignition Facility).

Dans les deux cas, la réaction de fusion ciblée est celle du deutérium et du tritium :

D + T −→ 4He + n , (1)

produisant 17.6 MeV de chaleur de réaction, soit ∼ 1012J par gramme. La réaction (1)
est celle ayant la section efficace la plus élevée parmi les différentes réactions mettant
en jeu des isotopes d’hydrogène ou d’hélium. Cela signifie qu’elle a une probabilité plus
importante de se produire, pour des conditions plasmas données. Dans la FCI, la cible
contenant le mélange de deutérium et de tritium est compressée et chauffée par des impul-
sions laser intenses, permettant d’atteindre des conditions telles qu’une fraction suffisante
des noyaux de deutérium et de tritium fusionnent par la réaction (1) et que ces réactions
s’auto-entretiennent. On appelle ce stade "Ignition", les conditions thermodynamiques de-
vant être réunies sont définies par un critère appelé critère de Lawson [5]. Le projet NIF,
à Livermore en Californie, a commencé en 1997 et réalisé sa première expérience en 2009,
mettant en jeu 192 lasers de puissance amplifiés par une seule source, sur une longueur de
cavité de 300 mètres. Les faisceaux sont redirigés vers une chambre d’expérience sphérique,
équipée de nombreux diagnostics, puis concentrés vers une cible contenant le combustible,
mesurant seulement quelques millimètres. Le LMJ, à Bordeaux, est basé sur le même
principe, avec à terme 176 faisceaux (22 lignes de 8 faisceaux), et a été mis en service en
2014 avec 8 faisceaux. La première expérience d’ignition réalisée en 2019 a mis en œuvre
48 faisceaux laser pendant 3 nanosecondes pour chauffer une cible de deutérium, permet-
tant ainsi de détecter les premiers neutrons de fusion au LMJ. Les expériences décrites
ci-dessus ont eu lieu dans la configuration appelée "attaque indirecte" (indirect drive), par
opposition à l’"attaque directe" (direct drive) [5] :

Attaque directe. Dans cette situation, les faisceaux laser sont dirigés directement vers
la cible FCI pour la comprimer et la chauffer (voir figure 0.1). L’avantage est que toute la
puissance laser est transmise à la capsule sous forme de chaleur/compression. Cependant,

2. https://www.cea.fr Le programme Simulation du CEA consiste en la conception, et en la garantie
de fiabilité et de sureté, des armes nucléaires françaises par la simulation numérique

3. http://www.iter.org
4. http://www-lmj.cea.fr
5. http://lasers.llnl.gov
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le chauffage n’est pas uniforme, ce qui a pour conséquence de générer des instabilités ren-
dant l’implosion non symétrique et pouvant aboutir à une perte d’énergie très importante.

Attaque indirecte. Dans cette situation, la capsule de combustible est placée dans une
cavité appelée "hohlraum", composée d’un matériau de numéro atomique Z élevé (typique-
ment de l’or). Les faisceaux lasers ciblent les parois internes de la cavité, le chauffage de
la cavité produit une émission importante de rayons X dirigés vers la capsule (voir figure
0.1). L’avantage est que le chauffage de la capsule est plus uniforme, minimisant ainsi les
instabilités hydrodynamiques venant perturber l’implosion. De plus, le rayonnement X est
mieux absorbé par les parois externes de la capsule. Le principal défaut de cette approche
est que dans le processus de chauffage de la cavité, jusqu’à 90% de la puissance laser peut
être perdue.

D+T D+T 5 mm

10 mm

Figure 0.1 – Illustration des différents types d’attaque en FCI. À gauche, la configuration
en attaque directe. À droite la configuration en attaque indirecte.

La modélisation numérique des expériences de FCI en attaque indirecte met en jeu
une physique extrêmement complexe mêlant Interaction Laser Plasmas (ILP), Hydro-
dynamique turbulente avec instabilités de type Rayleigh-Taylor et Ritchmeyer-Meshkov,
théorie cinétique des plasmas, transfert radiatif, physique nucléaire, etc. Nous allons ici
nous concentrer sur les aspects cinétiques du transport électronique dans les plasmas de
FCI. La délocalisation du transport électronique altère de façon importante le flux de
chaleur dans les régions de la cavité correspondant à une zone de transport, typiquement
située entre la zone d’absorption laser et le front d’ablation. Le milieu correspondant à
la zone de transport est située aux parois des cavités pour la FCI en attaque indirecte.
En attaque directe, elle est typiquement située dans le plasma en détente, provenant de
l’ablation des parois externes de la capsule.

La prise en compte de ces effets dans les codes hydrodynamiques implique de réaliser
un couplage entre les équations gouvernant la dynamique du fluide (ici les équations de la
MHD résistive), et les équations gouvernant la cinétique des particules de plasmas (ici les
équations de Vlasov-Fokker-Planck-Landau). Nous allons introduire ces équations et faire
quelques rappels de physique des plasmas.

0.3 Introduction à la physique des plasmas chauds
Un plasma est un gaz partiellement ou totalement ionisé, dont la dynamique est ca-

ractérisée par des phénomènes collectifs auxquels sont soumis et auxquels participent les
particules chargées, électrons et ions. On parle de plasmas chauds quand les électrons et les
ions ont des températures proches. L’agitation thermique du milieu suffit alors à maintenir
un taux d’ionisation élevé, les plasmas chauds sont donc souvent collisionnels. On parle
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de plasmas froids quand la température des ions est faible comparée à la température
des électrons. Dans les plasmas froids, souvent peu denses, les électrons accélérés par un
champ électro-magnétique externe peuvent acquérir l’énergie pour ioniser en cascade les
atomes du milieu. Dans le cas des plasmas de FCI, l’énergie déposée par le laser (∼ 2e6J)
et la durée de l’impulsion (∼ 10ns) est suffisante pour chauffer suffisamment le milieu et
créer un plasma chaud.

Nous allons présenter dans cette section les équations permettant de décrire la dyna-
mique des plasmas chauds, et illustrer la problématique de la fermeture. Pour cela, nous
allons partir de la description cinétique et montrer comment arriver jusqu’à la description
monofluide. Le passage de la description particulaire (problème à N corps) à la description
cinétique continue (équation de Boltzmann) en passant par les équations de Klimontovitch
et Liouville n’est pas traitée ici, on considère qu’aux échelles mésoscopiques, les moyennes
spatiales et temporelles fluctuent peu et qu’une description statistique continue du milieu
par l’équation de Boltzmann est pertinente.

Nous considérerons également le plasma classique et non-relativiste. Cela signifie que les
effets quantiques ondulatoires et statistiques des électrons (liés à la dualité onde-corpuscule
et à la nature fermionique des électrons) ainsi que les effets relativistes sont négligés. Nous
préciserons sous quelles conditions physiques ces effets peuvent être négligés.

Définition 0.3.1. Soit x ∈ R3 le vecteur 6 position, v ∈ R3 le vecteur vitesse, et t ∈ R+ le
temps. L’application continue f définie sur E = R+×R3×R3 :

f :
E 7−→ R+ ,

(t, x, v) −→ f(t, x, v) ,
(2)

est appelée fonction de distribution. Dans un système composé d’un grand nombre de
particules et à un temps donné t, la quantité f(t, x, v)dxdv représente le nombre de par-
ticules contenues dans le volume élémentaire dxdv. Le nombre total de particules N dans
le système et la densité n(t, x) sont définis par :

N(t) =
∫
R3

∫
R3
f(t, x′, v′)dv′dx′ et n(t, x) =

∫
R3
f(t, x, v′)dv′ . (3)

L’évolution de la fonction de distribution dans le temps est décrite par l’équation de
Boltzmann [49] :

∂

∂t
f + v · ∇xf + a · ∇vf = C(f) , (4)

où le vecteur a désigne l’accélération résultant des forces présentes dans le système. L’opé-
rateur C(f) modélise les variations de la fonction de distribution dues à l’ensemble des
collisions dans le système. Quand seule la force de Lorentz intervient, l’équation (4) est
renommée équation de Vlasov et on, a en unités CGS 7 :

ma = q

(
E + v

c
× B

)
,

avec m et q la masse et la charge électrique d’une particule, E le champ électrique, B le
champ magnétique et c la vitesse de la lumière dans le vide.

6. Dans tout le document, on note les vecteurs avec une police droite, les scalaires en italique, et les
tenseurs en police sans empattement (l’ensemble des notations est résumé en Annexe A.3)

7. Le système CSG (pour Centimètre Gramme Seconde) est un système d’unités de mesure des gran-
deurs physiques utilisant entre autres, les unités de Gauss pour l’électromagnétisme (voir Annexe A.1)
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Les moments de la fonction de distribution

Cette description statistique est intéressante car elle permet de définir simplement les
quantités macroscopiques observables, telles que la densité n, la vitesse macroscopique
locale (ou vitesse moyenne) u et la température cinétique T , de la façon suivante :

n(t, x) =
∫
R3
f(t, x, v) dv , (5)

nu(t, x) =
∫
R3

vf(t, x) dv , (6)

3
2nkBT (t, x) = 1

2m
∫
R3

∥v − u(t, x)∥2f(t, x, v) dv , (7)

avec kB la constante de Boltzmann. ∥·∥ désigne la norme euclidienne de R3. On suppose
que les intégrales (5),(6) et (7) sont bien définies. Pour cela, on suppose dans un premier
temps que f ∈ L1(R3) ∩ L2(R3), pour la variable v ∈ R3 et que f est exponentiellement
décroissante vers 0, lorsque ∥v∥ → +∞ . On définit également le tenseur de pression P :

P(t, x) = p(t, x) Id + Π(t, x) = m

∫
R3

[
v − u(t, x)

]
⊗
[
v − u(t, x)

]
f(t, x, v) dv , (8)

avec p(t, x)Id la partie isotrope et Π(t, x) la partie anisotrope du tenseur pression. Dans le
cas d’un gaz parfait monoatomique, on a p = nkBT . Le flux de chaleur, q, est défini par :

q (t, x) = 1
2m

∫
R3

∥v − u(t, x)∥2 [v − u(t, x)
]
f(t, x, v) dv . (9)

On peut ainsi reformuler le problème en terme de quantités macroscopiques, en intégrant
les moments

(
1, v, 1

2∥v∥2
)

de l’équation de Vlasov, dans l’espace des vitesses. Le système

d’équations obtenu est appelé système d’équations fluides. Écrivons les trois moments de
l’équation de Vlasov pour les électrons :

∂

∂t
ne + ∇x · (neue) = 0 ,

∂

∂t
(neue) + ∇x ·

(
neue ⊗ ue + Pe

me

)
+ nee

me

(
E + ue

c
× B

)
= R , (10)

∂

∂t

(
neεe + 1

2neu2
e

)
+ ∇x ·

((
ne εe + 1

2neu2
e

)
ue + Peue

me
+ qe

me

)
− nee

m
ue · E = Q+ ue · R ,

avec l’indice e désignant les électrons (voir notations Annexe A.3), neεe = 3
2nkBTe la

densité d’énergie électronique interne, R et Q les échanges collisionnels d’impulsion et
d’énergie entre les différentes espèces, définis par :

R(t, x) = me

∫
R3

[
v − ue(t, x)

]
C(f)(t, x, v) dv , (11)

Q(t, x) = 1
2me

∫
R3

∥v − ue(t, x)∥2 C(f)(t, x, v) dv . (12)

Les moments d’ordre plus élevé font apparaître de nouvelles quantités macroscopiques,
comme Pe et qe, ainsi que de nouveaux termes d’échange, R et Q, si le plasma présente
plusieurs espèces. Ainsi, la résolution du système d’équations fluides nécessite de fermer
le système en y rajoutant des équations. Des équations supplémentaires sont nécessaires
pour fermer le système, elles sont souvent présentées de la façon suivante :

6
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• une équation d’état reliant les quantités p, n et T ;
• des équations de fermeture reliant q, R, Π et Q aux autres quantités fluides.

Les équations classiques du transport peuvent être obtenues en supposant que f suit une
distribution de Maxwell-Boltzmann. Une équation d’état quelconque peut être utilisée,
mais nous prendrons pour exemple dans ce document celle des gaz parfaits pe = nekBTe.

Distribution d’équilibre et collisions

En thermodynamique, on sépare les variables dites extensives, proportionnelles aux
grandeurs caractéristiques du système (volume, masse, nombre de particules, énergie to-
tale, etc.) des variables intensives, qui n’en dépendent pas (température, pression, etc). Ces
dernières sont définies comme des rapports ou des taux de variation entre variables exten-
sives. On dit que le système est à l’équilibre thermodynamique quand toutes les variables
intensives sont uniformes dans le système. La thermodynamique approche l’évolution d’un
système comme des enchaînements d’états d’équilibre voisins, avec une évolution continue
des différentes grandeurs macroscopiques.

La physique statistique, quant à elle, permet de relier la description macroscopique de la
thermodynamique à la description microscopique statistique, en définissant la distribution
canonique, f , comme la loi de probabilité des micros-états, f(t, x, ε) (exprimée en fonction
de ε = 1/2m∥v∥2, l’énergie cinétique d’une particule), maximisant l’entropie statistique
de Gibbs [32],

S(t) = −kB

∫
R3

(∫
R
f(t, x, ε) ln f(t, x, ε)dε

)
dx ,

à un temps donné. Cela est fait par minimisation du potentiel thermodynamique,
Φ = U − TS, en utilisant le théorème des extrema liés, avec U l’énergie interne du système
et T la température :

U(t) =
∫
R3

(∫
R3
εf(t, x, ε)dε

)
dx et 1

T
= ∂S

∂U
.

À l’équilibre thermodynamique, la répartition de l’énergie entre particules suit ainsi
une loi normale en énergie appelée distribution de Boltzmann [32]. Pour un gaz parfait,
l’énergie d’une particule est uniquement fonction de son énergie cinétique. La distribution
d’équilibre devient alors une distribution de Maxwell-Boltzmann (ou maxwellienne 8 ) :

fM (t, x, v) = fM
T,n,u(v) = n

(2πkBTe/me)3/2 exp
(

−1
2
me

kBTe
(v − ue)2

)
.

Le régime d’équilibre thermodynamique local (ETL) peut être alors défini comme suit :
les variables intensives peuvent présenter des variations spatiales, tant que les particules
suivent localement une distribution de Maxwell-Boltzmann. Seuls les échanges d’impul-
sion et d’énergie entre particules déterminent le retour à l’équilibre thermodynamique.
L’opérateur de collision C(f) doit donc traduire cette relaxation vers l’ETL. Au niveau
macroscopique, sa contribution aux échanges d’énergie peut être exprimée comme une

8. On utilise couramment l’appellation "maxwellienne" en théorie cinétique des gaz, cette loi ayant
été établie par Maxwell en 1860, puis confirmée en 1872 par Boltzmann à partie des bases physiques qui
fonderont la physique statistique.
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relaxation en température entre les différentes espèces. Il existe plusieurs manières d’in-
troduire l’opérateur de collisions dans le cadre des interactions à deux corps :

• une approche cinématique décrivant C(f) à partir des sections efficaces différen-
tielles, elles-même résultant des potentiels d’interaction entre particules. Dans cette
approche C(f) est appelé opérateur de Boltzmann ;

• une approche statistique décrivant C(f) sous la forme d’une équation bilan faisant
intervenir un taux de probabilité de transition W d’un état (t, x, v) vers un état
(t + dt, x′, v′) de l’espace des phases, suite à une ou plusieurs collisions. L’équation
d’évolution associée à ce processus est appelée équation maîtresse (ME) et s’écrit :

∂

∂t
f(t, x, v) =

∫
R6

[
W (t, x′, v′ → t, x, v)f(t, x′, v′)

−W (t, x, v → t, x′, v′)f(t, x, v)
]
dx′dv′ .

(13)

Opérateur de Fokker-Planck non-linéaire

Dans le cadre d’un plasma totalement ionisé, les interactions entre particules se ré-
duisent aux interactions coulombiennes à deux corps, dont la portée est limitée par la
longueur de Debye (par l’écrantage du champ électrique). On considère que la dynamique
d’une population y est dominée par des collisions fréquentes, qui perturbent faiblement la
fonction de distribution. Un développement de Kramer-Moyal de W au deuxième ordre
permet d’obtenir une équation de Fokker-Planck [49] :

CFP(f) = −∇v · (f⟨∆v⟩) + 1
2∇v∇v : (f⟨∆v∆v⟩) , (14)

où ⟨∆v⟩/∥v∥ et ⟨∆v∆v⟩ sont appelés respectivement coefficient de friction dynamique et
coefficient de diffusion, conformément aux notations de [49].

Opérateur de Landau

L’opérateur de Landau est souvent considéré comme une approximation de l’opérateur
de Boltzmann, pour des collisions coulombiennes "rasantes" (i.e. pour des collisions à fort
paramètre d’impact) [1] :

CLandau
αβ (fα, fβ) = mα

2 Yαβ∇v ·
∫ S(v − vβ)

∥v − vβ∥
·
[
fβ

mα
∇vfα − fβ

mβ
∇vβ

fβ

]
dvβ , (15)

avec, conformément aux notations de [49] :

Yαβ =
4πZ2

αZ
2
βe

4 ln Λαβ

m2
α

et S(v) = Id − v ⊗ v
∥v∥2 (16)

avec ln Λαβ le logarithme coulombien des collisions entre espèces α et β [1], et Z le numéro
atomique. L’opérateur de Landau est valable pour les valeurs élevées du logarithme cou-
lombien ln Λαβ (i.e. quand il y a beaucoup de particules dans la sphère de Debye). Il est
équivalent à une équation de Fokker-Planck non-linéaire, formulée en terme de potentiels
de Rosenbluth [49]. Dans le cadre de notre étude, nous nous intéresserons à l’évolution
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des électrons dans un plasma constitué d’électrons et d’ions. L’équation de référence est
l’équation de Vlasov pour les électrons, complétée par un opérateur de collision de Landau
(équation de Vlasov-Fokker-Planck-Landau) :

∂

∂t
fe + v · ∇xfe − e

me

(
E + v

c
× B

)
· ∇vfe = CLandau

ei (fe, fi) + CLandau
ee (fe, fe) . (17)

Construction et fermeture des équations de la MHD résistive bitempérature
Nous allons construire, dans cette section, le système d’équations de la MHD résistive

bi-température. Il est possible de fermer ce système à partir de l’équation de Boltzmann ou
bien à partir de celle de Vlasov-Fokker-Planck-Landau. La MHD est une théorie monofluide
dont nous nous proposons de rappeler la construction. Le sytème MHD bitempérature est
composé d’une équation de continuité, d’une équation du mouvement pour le plasma,
d’une équation bilan d’énergie par espèce, d’une loi d’Ohm et d’une loi de Faraday. Ces
deux dernières lois assurent le couplage du plasma au champ électromagnétique. Nous
verrons que la plupart des approximations concernent le couplage entre champ électroma-
gnétique et matière. Parmi les principales, nous pouvons mentionner la quasi-neutralité,
l’absence de courant de déplacement ou d’effets inertiels dus aux électrons. Ces hypothèses
permettent de réduire le couplage entre plasma et champ électromagnétique à la détermi-
nation du champ électrique par la loi d’Ohm généralisée.

De Boltzmann aux équations monofluides

Les équations bifluides sont obtenues, pour α = e, i, par l’intégration du produit des
quantités

(
mα,mαvα,

1
2mα∥vα∥2

)
et de l’équation de Bolzmann (ou VFPL), conservative.

Les équations bi-fluides sont exprimées en fonction de la densité massique ρα = mαnα de
l’espèce α, suivant les notations de [1] :

∂

∂t
ρα + ∇x · (ραuα) = 0 , (18)

∂

∂t
(ραuα) + ∇x · (ραuα ⊗ uα + Pα)

− eZαnα

(
E + uα

c
× B

)
= Rαβ , (19)

∂

∂t

(3
2ραkBTα + 1

2ρα∥uα∥2
)

+ ∇x ·
((3

2ραkBTα + 1
2ραu2

α + Pα

)
uα + qα

)
− eZαnαE · uα = Qαβ + Rαβ · uα . (20)

L’énergie interne spécifique est définie par : Eα = 3
2
kBTα

mα
. Son équation est déduite

des équations (19) et (20)

∂

∂t
(ραEα) + ∇x · (ραEαuα + qα) + Tr(Pα(∇xuα)t) = Qαβ . (21)

Les termes d’échange d’impulsion et ceux d’échange d’énergie, Rαβ et Qαβ, vérifient
les relations de conservation suivantes :
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Rαβ + Rβα = 0 =⇒ Rαα = 0 ,
Qαβ + Rαβ · uα +Qβα + Rβα · uβ = 0 =⇒ Qαα = 0 .

(22)

Les champs électromagnétiques E et B sont résolus par les équations de Maxwell :

∂

∂t
B + c∇x × E = 0 , (Loi de Faraday) (23)

∂

∂t
E − c∇x × B = 4πJ , (Loi d’Ampère) (24)

∇x · B = 0 , (Absence de monopole magnétique libre) (25)

∇x · E = 4πQ , (Loi de Gauss) (26)

avec
Q = e

∑
α

Zαnα et J = e
∑

α

Zαnαuα .

En combinant les équations (18) et (19), on obtient les équations de conservation de
la charge et du courant :

∂

∂t
Q+ ∇x · J = 0 , (27)

∂

∂t
J + ∇x·

∑
α

eZα

(
nαuα ⊗ uα + Pα

mα

)
−
∑

α

e2Z2
αnα

mα

(
E + uα

c
× B

)
=
∑
α,β

eZα

mα
Rαβ . (28)

Les équations du fluide moyen sont construites en sommant les équations (18)-(19)-
(20) sur toutes les espèces α et en définissant les quantités fluides moyennes :

∂

∂t

∑
α

ρα + ∇x · (
∑

α

ραuα) = 0 , (29)

∂

∂t

∑
α

ραuα + ∇x ·
∑

α

(ραuα ⊗ uα + Pα) −QE − J
c

× B = 0 , (30)

∂

∂t

∑
α

(3
2ραkBTα + 1

2ραu2
α

)
+ ∇x ·

∑
α

(3
2ρα

kBTα

mα
uα + Pαuα + qα

)
− J · E = 0 . (31)

L’équation (29) traduit la conservation de la masse totale du système. Les équations
(30) et (31) présentent des termes non-conservatifs en présence de champs électromagné-
tiques. Pour un plasma bi-espèce composé d’électrons et d’ions (α = e, i), on définit les
quantités fluides moyennes de la façon suivante :

ρ = nimi + neme ,

ρu = nimiui + nemeue ,

Q = e(Zini − ne) ,
J = e(Ziniui − neue) .

Les équations (29) et (30) se réécrivent alors :
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∂

∂t
ρ + ∇x · (ρu) = 0 , (32)

∂

∂t
(ρu) + ∇x · (ρu ⊗ u + Pe + Pi) = J

c
× B . (33)

L’équation (31) traduit la conservation de l’énergie totale du système, déduite des
équations d’énergie par espèce.

Loi d’Ohm généralisée et quasi neutralité

La loi d’Ohm généralisée est une équation reliant le champ électrique au courant dans
le plasma. Elle permet, dans la limite non-relativiste, de fermer le système monofluide
obtenu. Dans la limite non-relativiste, on néglige le courant de déplacement 1/c ∂tE dans
l’équation (24). On obtient la loi d’Ampère :

J = c

4π∇x × B . (34)

La conservation de la charge se réécrit en injectant (34) dans (27) :

∂

∂t
Q = − c

4π∇x · (∇x × B) = 0 ,

d’où Q(t) = Q0.
En supposant me ≪ mi et en imposant la quasi neutralité, Q ≃ 0 on a :

ne = Zini et J = ne(ui − ue) . (35)

Les expressions des quantités du fluide moyen suivantes peuvent alors être simplifiées :

ue ≃ u − J
nee

, ui ≃ u , ρ ≃ nimi , ne ≃ Zini . (36)

La quasi-neutralité résulte de ce qu’on appelle le phénomène d’écrantage électrique.
Il existe une compétition entre d’une part, l’attraction coulombienne entraînant une ac-
cumulation d’électrons autour des ions du plasma, et d’autre part l’agitation thermique,
qui tend à lisser ces accumulations de charge. Il en résulte un équilibre où le plasma est
de charge globale nulle. La réponse du plasma à une perturbation électrique est une os-
cillation autour de la neutralité caractérisée par la fréquence plasma ωpe =

√
nee2/me.

La longueur caractéristique à partir de laquelle l’écrantage électrique est significatif est
appelée longueur de Debye, notée λD =

√
kBTe/nee2.

En réécrivant l’équation régissant le courant total (28), pour un plasma bi-espèce com-
posé d’électrons et d’ions, on obtient l’équation suivante :

me

nee2
∂

∂t
J =

(
1 + me

mi

Zini

ne

)
E +

((
ue + me

mi

Zini

ne
ui

)
× B

)
+ 1
nee

∇x ·
(

Pe + me

mi
Pi

)

+ me

nee
∇x ·

(
neue ⊗ ue − ui ⊗ ui

Zini

ne

)
− Rei

nee

(
1 + me

mi

)
.
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En utilisant les relations (36), on peut réécrire cette expression :

E = −u× B
c

+ 1
nee

J × B
c

− 1
nee

∇x · Pe + 1
nee

Rei

+ me

nee2

(
∂

∂t
J + ∇x ·

(
u ⊗ J + J ⊗ u − J ⊗ J

nee

))
.

(37)

En négligeant le terme d’inertie des électrons, proportionnel à me, on obtient une
expression instantanée du champ électrique local en fonction du courant :

E = −1
c

u × B − 1
nee

(
∇x · Pe + B × J

c
+ Rei

)
. (Loi d’Ohm généralisée) (38)

Conservation de l’énergie

On introduit Ēe ≡ (ρeEe)/ρ pour lever l’indétermination liée à la limite ρe ≃ 0. L’équa-
tion du bilan de l’énergie interne électronique s’écrit alors, en injectant (22) et (38) dans
(21) :

∂

∂t

(
ρĒe

)
+ ∇x ·

(
ρĒeue + qe

)
+ Tr(Pe(∇xue)t) = Qei ,

c’est-à-dire :

ρDtĒe + ∇x ·
(

qe −
(
ρĒeId + Pe

) J
nee

)
+ Tr(Pe(∇xu)t) = −Qie + J ·

(
E + u

c
× B

)
, (39)

avec Dt la dérivée lagrangienne définie par Dt = ∂

∂t
+u ·∇x, on a utilisé (33) pour éliminer

ue en écrivant ∂t(ρĒe) + ∇x · (ρueĒe) = ρDtĒe + ∇x ·
(
ρĒe

J

nee

)
. L’équation sur l’énergie

interne des ions devient :

∂

∂t
(ρEi) + ∇x · (ρEiui + qi) + Tr(Pi(∇xui)t) = Qie

c’est-à-dire :

ρDtEi + ∇x · qi + Tr(Pi(∇xu)t) = Qie . (40)

Système d’équations de la MHD résistive et problématique de la fermeture

On peut maintenant écrire le système MHD bitempératures complet, composé des
équations suivantes :
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0.3. Introduction à la physique des plasmas chauds

Système MHD

∂

∂t
ρ+ ∇x · (ρu) = 0 ,

∂

∂t
(ρu) + ∇x · (ρu ⊗ u + Pe + Pi) = J

c
× B ,

ρDtĒe + ∇x ·
(

qe −
(
ρĒeId + Pe

)
· J
nee

)
+ Tr(Pe(∇xu)t)

= −Qie + J ·
(

E + u
c

× B
)
,

ρDtEi + ∇x · qi + Tr(Pi(∇xu)t) = Qie ,

E = −1
c

u × B − 1
nee

(
∇x · Pe + B × J

c
+ Rei

)
,

∂

∂t
B = −c∇x × E ,

J = c

4π∇x × B .

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

Le système peut être fermé en se donnant des expressions pour :

• les contraintes visqueuses Πe = Pe − peId et Πi = Pi − piId (pe et pi étant donnés par
l’équation d’état) ;

• les flux de chaleur qe et qi ;

• les termes de transfert d’énergie et d’impulsion Rei et Qei ;
en fonction des quantités fluides : ρ, u, B, Te et Ti.

En thermodynamique hors équilibre, le transport se fait par enchaînement irréversible
d’états d’équilibre thermodynamique locaux. Les flux de variables extensives sont exprimés
en fonction de gradients de variables intensives, sous la forme générique ∂tS = −∇x · Φ,
le signe "moins", accompagnant la linéarité entre flux et gradients, représente ce méca-
nisme de relaxation local. L’équilibre thermodynamique global est atteint lorsque toutes
les variables intensives sont uniformes (densité, température, pression, etc.). Les flux de
variables extensives sont par exemple les flux de masse, de charge, d’impulsion et d’en-
thalpie, tandis que les gradients de variables intensives sont les gradients de densité, de
température, de pression et de potentiel électrique.

En physique des plasmas, la fermeture des équations fluides se fait par la définition
de coefficients de transport, dont la formulation la plus courante est celle introduite par
Braginskii [6] :

ene

(
E + u

c
× B

)
= −∇xpe + 1

c
J × B + 1

nee
αJ − neβ∇xTe , (48)
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qe = −κ∇x · T − βJT/e . (49)

Les paramètres α, β et κ sont les coefficients de transport. L’équation (48) vient rem-
placer l’équation (45) dans le système MHD, tandis que l’équation (49) viens s’injecter
dans l’équation (43). La détermination de ces coefficients de transport, dans le cas d’un
plasma proche de l’équilibre thermodynamique local (ETL), est effectuée en faisant appel
à des théories perturbatives comme le développement de Chapman-Enskog. Dans le cas
d’un plasma hors équilibre thermodynamique, les valeurs des coefficients de transport α,
β et κ sont déduites des termes échanges d’impulsion Rei et de flux de chaleur qe, à partir
de leurs expressions intégrales (9) et (49), via la résolution de la distribution fe.

0.4 État de l’art des modèles de fermeture
Dans ce chapitre, nous allons passer en revue les différents modèles permettant le

calcul des coefficients de transport dans les plasmas chauds. Nous commencerons par
décrire les modèles de transport local, à commencer par les modèles classiques de Spitzer-
Härm [50] et de Braginskii [6]. Nous introduirons ensuite les modèles de transport non-
locaux dans le cadre du couplage avec l’hydrodynamique. L’évolution des modèles de
transport électronique a suivi la montée en puissance des calculateurs et des améliorations
des diagnostics expérimentaux, les premiers modèles sont des fermetures algébriques ne
nécessitant presque aucune résolution numérique, puis l’évolution des capacités de calcul
ont permis la résolution couplée de modèles cinétiques réduits avec l’hydrodynamique. Ces
modèles cinétiques vont de la diffusion multigroupe stationnaire à des modèles proches des
équations cinétiques de référence.

0.4.1 Modèles de Spitzer-Härm et de Braginskii

Les premiers modèles de fermeture des équations de la MHD à avoir été proposés cor-
respondent aux premiers calculs de conductivité électrique et thermique dans les plasmas
proposés par L. Spizter et R. Härm en 1953 [50]. Ils résolvent numériquement l’équa-
tion (17) dans la limite non-magnétisée et pour plusieurs valeurs de charge ionique Z, à
l’aide d’un développement en polynômes de Laguerre de la distribution perturbée autour
de la Maxwellienne. Ce développement est tronqué à l’ordre N = 2 et une méthode de
différences finies est utilisée pour calculer la solution. Le flux de chaleur électronique de
Spitzer-Härm est donné par la formule classique suivante :

qSH = 64
√

2
π

Zime

Yei

( kB

me

)7/2
T 5/2

e ∇xTe . (50)

Ces coefficients ont ensuite été recalculés par Braginskii en 1965 [6], en présence cette
fois d’un champ magnétique, et toujours à l’aide d’un développement en polynômes de
Laguerre avec N = 3. Les coefficients de transport calculés par Braginskii ont pendant
longtemps fait référence, de par leur formulation plus adaptée à la fermeture, exprimés
comme des fonctions continues de l’intensité du champ magnétique et ce, pour Z = 1, 2, 3, 4
et +∞.

Entre temps, il a été montré que certains coefficients calculés par Braginskii étaient in-
corrects dans la limite fortement magnétisée (erreur jusqu’à 65%, mauvais comportement
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0.4. État de l’art des modèles de fermeture

asymptotique, etc.). La source de ces erreurs a été retracée à la troncature du développe-
ment en polynômes de Laguerre, le nombre N de termes du développement requis pour
la convergence augmentant rapidement avec la magnétisation. Ces coefficients ont été re-
calculés et corrigés par E. M. Epperlein et M. G. Haines [15], par une nouvelle méthode
basée sur le développement de la distribution en tenseurs cartésiens tronqués à l’ordre 1.
Ces coefficients corrigés font référence et sont toujours utilisés aujourd’hui, y compris dans
les fermetures à limitation de flux.

0.4.2 Modèles de transport non-locaux

Les effets liés à la délocalisation du transport électronique ont été mis en évidence
expérimentalement par de nombreuses expériences de diffusion Thomson sur des plasmas
créés par laser [18, 23, 24, 7, 27, 28]. Ces expériences consistent à tirer sur une plaque
composée d’un matériau de Z élevé (e.g. l’or Au, l’aluminium Al ou le Béryllium Be), à
l’aide d’un laser de puissance 9 afin de générer un plasma dans la zone d’ablation laser. Ce
plasma est ensuite sondé par un faisceau quadrupolaire dont les composantes diffusées par
le plasma sont mesurées. Les mesures de diffusion Thomson permettent de remonter au flux
de chaleur, et ont montré des écarts importants avec les modèles de Spitzer-Härm. La FCI
met en jeu des gradients raides de température et de densité propices à la délocalisation
du transport. Nous allons décrire les principaux modèles existants prenant en compte ces
effets.

Modèles à limitation de flux

Les modèles à limitation de flux sont appréciés pour leur simplicité : ils mettent en
œuvre une limitation ad hoc du flux local de Spitzer-Härm. En effet, en présence de
gradients raides, le modèle de Spitzer-Härm a tendance à surévaluer le flux de chaleur. Les
limiteurs de flux consistent à "corriger" le flux de Spitzer-Härm en le réduisant, de 3% à
15%, de sorte que les valeurs "physiques", mesurées expérimentalement ou calculées avec
des codes cinétiques, soient retrouvées. La limitation de flux permet de prendre en compte
empiriquement la délocalisation du transport.

Modèles de convolution

Les modèles de type convolution expriment le flux de chaleur comme la convolution
du flux de Spitzer-Härm qSH et d’un noyau de convolution w :

qe(x) =
∫

w[x, x′, λd(x′)] ⊗ qSH(x′)dx′ , (51)

où λd représente la longueur de délocalisation, proportionnelle dans [41] à la moyenne en
vitesse du libre parcours moyen des électrons λT

ei = 3(π/2)1/2λei(vT ) (notations [6]). Soit
LT = Te/∥∇xTe∥ la longueur de gradient thermique. Dans la limite locale, Kn = λei/LT ≪
1, le noyau de convolution wij [x, x′, λd(x′)] doit "tendre" vers la distribution de Dirac
δijδ(x, x′). Au contraire, dans la limite Kn ≫ 1, le flux de chaleur ne doit pas dépasser la
limite de free-streaming nevTkBTe. Cette méthode permet d’adapter plus finement le flux
de chaleur que les modèles à limitation de flux, tout en étant peu restrictive, laissant un

9. La dénomination "laser de puissance" désigne une catégorie de laser pulsé à milieu amplificateur solide
délivrant typiquement des intensité de l’ordre de 1014 W/cm2, utilisé dans les expériences d’interaction
laser-plasma (ILP) [5].
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large choix dans la forme des noyaux de convolution. Le noyau de convolution de le plus
simple est le noyau exponentiel [41, 39] :

w1(x, x′) = 1
2λd(x′) exp

(
− X

λd(x′)

)
avec X = 1

ne(x′)

∣∣∣∣∣
∫ x′

x
ne(x′′)dx′′

∣∣∣∣∣ , (52)

où la longueur de délocalisation λd s’exprime en fonction de la moyenne en vitesse du libre
parcours moyen λT

ei :
λd(x′) ≃ 30(Zi + 1)1/2λT

ei(x′) (53)

Les équations (51)-(52)-(53) permettent de décrire des effets non-locaux, car la valeur
du flux de chaleur en x dépend du profil de température dans une région autour de x bien
plus grande que λT

ei. En effet les électrons participant majoritairement au flux de chaleur
ont plusieurs fois la vitesse thermique et font en moyenne Z + 1 collisions avant de perdre
leur énergie : cela est pris en compte par le facteur (Z + 1)1/2 en accord avec la théorie
des marches aléatoires [41, 39].

Ce modèle a été proposé pour prendre empiriquement en compte des effets de déloca-
lisation, d’autres noyaux de convolution ont été proposés, basés sur des développement de
l’équation de Fokker-Planck en polynômes de Legendre et dans l’approximation diffusion
pour prendre en compte des effets de supplémentaires comme la description non-linéaire
du champ électrique permettant une condition de courant nul [40] ; ou basés sur des mé-
thodes de resommation des développements de Chapman-Enskog d’ordre élevé [38].

Modèles de type SNB

Le modèle SNB (Schurtz, Nicolaï et Busquet [47]) se démarque des modèles précédents
en proposant une résolution quasi-cinétique par diffusion multigroupe équivalente à un
système d’équations cinétiques réduit. Le modèle est inspiré des méthodes de convolution
en écrivant w comme la fonction de Green d’une équation de diffusion en qe. La lon-
gueur de convolution considérée s’écrit comme la moyenne harmonique du libre parcours
moyen électronique λee et de la distance d’arrêt kBTe/∥eE∥ associée au champ électrique
de Spitzer-Härm. Le système d’équations cinétiques réduit se ramène à une équation de
diffusion multigroupe pouvant s’écrire :[ 1

λee
− ∇x · λ

′
ei

3 ∇x
]
h0 = −∇x · gm

1 , (54)

h1 = −λei

3 ∇xh0 , (55)

où les parties isotrope et anisotrope de la distribution électronique sont respectivement
développées à l’ordre 1 autour de l’état d’équilibre avec f0 = fM

0 + h0 et f1 = fM
1 + h1.

L’effet du champ électrique est pris en compte de façon empirique à travers la réduction
du libre parcours moyen électron-ion par la longueur d’arrêt 1

λ′
ei

= 1
λei

+ |eEsh|
mekbTe

. Le flux

de chaleur électronique est calculé par intégration de f1v5 :

qe = 2πme

∫ ∞

0
(fM

1 + h1)v5dv = qe,sh + qe,nl . (56)

La résolution multigroupe de l’équation de diffusion (54) permet de calculer ensuite le
flux de chaleur non-local en injectant (55) dans (56). Le modèle SNB permet un calcul
quasi-cinétique du flux de chaleur, et ce, dans les trois directions de l’espace. L’ajout d’un
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champ magnétique au modèle a été réalisé par Nicolaï et. al. [43]. La forme en diffusion
multigroupe du modèle SNB en fait un modèle cinétique réduit, dont la résolution est
significativement moins coûteuse en temps de calcul en comparaison à une résolution
cinétique complète.

Évolutions récentes des modèles cinétiques réduits

Les avancées récentes en termes de transport non-local concernent principalement
l’amélioration du domaine de validité des modèles cinétiques réduits, par l’ajout d’har-
moniques d’ordre élevé pour une description plus fine de la composante anisotrope de la
distribution, ou par l’amélioration de la modélisation des collisions électron-électron Cee

et du champ électrique. Les auteurs de Del Sorbo et al.[12] proposent par exemple d’amé-
liorer le modèle SNB par une description plus fine de l’opérateur de collisions Cee et du
champ électrique, en remplaçant l’opérateur de collisions de Bhatnagar, Gross et Krook,
(BGK) par l’opérateur de Albritton et al., appelée AWBS [30] et en proposant d’intégrer
une description auto-consistante du champ électrique.
L’utilisation d’une approximation angulaire alternative de type "M1 entropique", déjà
utilisée en transfert radiatif [13], est également étudiée pour le transport électronique
[12, 26, 25].

De nombreuses améliorations dans la résolution numérique du modèle SNB ont égale-
ment été proposées par les différentes équipes ayant implanté ce type de modèle dans des
codes hydrodynamiques. Ces améliorations concernent principalement la stabilité numé-
rique dans le cadre du couplage à l’hydrodynamique.

Récemment, des modèles P1 stationnaires avec une description plus fine des termes de
collisions anisotropes, jouant un rôle important dans le calcul auto-consistant du champ
électrique, ont été proposés [9].

0.5 Résumé de la démarche
Le modèle cinétique réduit que nous proposons d’étudier a été initialement proposé par

Albritton [2]. Nous avons retrouvé ce modèle en suivant une démarche de clarification des
hypothèses constitutives des modèles de fermeture quasi-cinétiques existants, sans avoir
initialement connaissance des travaux d’Albritton. Nous proposons de poursuivre l’étude
de ce modèle dans le cadre de la fermeture des équations de la MHD résistive, en justifiant
par l’analyse asymptotique sa validité dans les conditions de la FCI, et en proposant une
méthode de résolution numérique stable du système couplé fluide / cinétique. Ce modèle
réduit est basé sur les approximations classiques P1 et diffusion, il est également non-
stationnaire pour certaines variables et non-perturbatif. Nos motivations entraînant ce
choix de modèle sont les suivantes :

• Nous ne souhaitons pas faire d’approximations dont le domaine de validité est mal
maîtrisé.

• Nous ne souhaitons pas faire d’hypothèse perturbative autour de l’équilibre thermo-
dynamique local, mais le modèle doit capturer cette limite.

On cherchera donc à simplifier au maximum le modèle cinétique basé sur l’équation de
Vlasov-Fokker-Planck-Landau dans le cadre strict de ces choix de modélisation, correspon-
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dant au cadre d’étude de la MHD résistive. On fera la liste des hypothèses constitutives
du modèle, que l’on différenciera des hypothèses simplificatrices qui sont faites dans cette
étude, mais sur lesquelles nous pourrons revenir dans des applications futures. Une at-
tention particulière est portée sur le fait que le modèle physico-numérique proposé puisse
évoluer pour incorporer ces éléments négligés dans le cadre de cette étude, le but final
étant de proposer aux physiciens une fermeture des équations de la MHD résistive dont le
domaine de validité est à la fois bien établi et élargi par rapport aux fermetures disponibles.

Dans le chapitre 1, nous construirons les bases du modèle P1-diffusion. Nous rappelle-
rons et préciserons les objectifs de la modélisation, ainsi que les hypothèses constitutives
et simplificatrices du modèle. Nous verrons que le modèle proposé possède un domaine
de validité bien maîtrisé et que les régimes asymptotiques rencontrés sont bien retrou-
vés. Nous vérifierons que les équations obtenues sont compatibles avec celles de la MHD
résistive, et nous proposerons une réécriture facilitant le couplage cohérent des équations
cinétiques avec les équations fluides.

Dans le chapitre 2, nous allons faire l’analyse variationnelle du modèle P1-Diffusion
linéarisé autour de l’équilibre maxwellien. Pour cela, nous proposerons une réécriture ma-
tricielle compacte de l’opérateur de transport P1-Diffusion noté T . Une décomposition des
flux cinétiques en contributions de courant nul permet de réécrire la limite linéaire, T (l),
de l’opérateur de transport P1-Diffusion en faisant apparaître un projecteur de courant
nul. Cette réécriture est adaptée à l’analyse variationnelle, et nous proposerons d’étudier
la coercivité de T (l).

Dans le chapitre 3, nous procéderons à la résolution numérique explicite 1D-espace 1D-
vitesse du système P1-diffusion dans sa forme canonique. Cette première étude numérique
permet de vérifier, d’une part, qu’il est possible de proposer une résolution numérique
conservative du modèle P1-diffusion, et d’autre part, que le modèle réponde bien aux ob-
jectifs de modélisation. Nous vérifierons en particulier que le modèle P1-diffusion décrit
qualitativement la délocalisation du transport électronique, et qu’il capture la limite de
Spitzer-Härm dans le régime fortement collisionnel. On proposera un schéma numérique
tout explicite permettant de garantir au niveau discret les propriétés de conservation. Le
schéma proposé est basé sur une approche volumes finis et une discrétisation conservative
des flux numériques en vitesse. Ces flux numériques sont discrétisés sur un maillage plan
1Dx-1Dv. Le terme de collisions est discrétisé d’après un schéma Chang et Cooper [8]. On
identifiera enfin les éventuelles contraintes CFL pouvant rendre difficile un couplage effectif
avec l’hydrodynamique. Cela nous amènera à considérer l’implicitation totale du modèle,
dans le chapitre suivant, étant donné le caractère parabolique du modèle P1-diffusion.

Dans le chapitre 4, nous proposerons un schéma numérique totalement implicite pour
résoudre le système couplé fluide/cinétique associé au modèle P1-diffusion. Le schéma nu-
mérique choisi est basé sur une discrétisation des équations reformulées selon la méthode
micro-macro du modèle P1-Diffusion. Ces équations seront discrétisées en espace et en
temps selon une méthode implicite itérative que nous illustrerons à l’aide d’un exemple
simple : l’advection-diffusion à coefficients constants. Nous analyserons les propriétés de ce
schéma numérique et nous justifierons en quoi il répond aux attentes. Nous appliquerons
enfin, ces principes de discrétisation au modèle P1-Diffusion Micro-Macro et nous réalise-
rons des tests numériques de vérification.
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Dans le chapitre 5, nous confronterons les résultats numériques obtenus avec un code
d’étude résolvant de façon totalement implicite des équations du modèle P1-Diffusion, par
la méthode décrite dans le chapitre 4, avec des résultats obtenus à l’aide du code PN
totalement cinétique OSHUN. Nous présenterons d’abord les spécificités du code OSHUN
ainsi que les différences de modélisation entre OSHUN et P1D. Nous décrirons ensuite les
différents cas-tests choisis pour comparer les solutions issues des calculs PN, P1-Diffusion,
et Spitzer-Härm. On proposera enfin une étude stationnaire afin de montrer que le modèle
est capable de capturer des états stationnaires non-locaux.
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CHAPITRE 1

Construction d’un nouveau modèle quasi-cinétique MHD
compatible
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1.1 Introduction
L’objectif de ce premier chapitre est de détailler la construction du modèle quasi-

cinétique qui nous servira de base pour la mise en place d’une fermeture non-locale des
équations de la MHD résistive. Ce modèle est appelé P1-Diffusion et se base sur deux
approximations, l’approximation P1 et l’approximation diffusion. Chacune de ces approxi-
mations est réalisée dans un domaine de validité contrôlé, et permet de réduire de façon
significative la dimension algébrique du problème initial. Il est important que les hypo-
thèses de construction soient minimales, et cohérentes avec les hypothèses de construction
de la MHD résistive. Nous ferons un résumé des propriétés du modèle obtenu ainsi qu’un
résumé des hypothèses physiques ayant été faites. Nous finirons par réécrire le modèle final
sous une forme micro-macro adaptée à l’étude du couplage fluide/cinétique.

Formulation des objectifs de la modélisation

Nous résumons en quelques points les principales propriétés que le modèle doit satisfaire
afin de répondre à la problématique générale de la fermeture non-locale des équations de
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la MHD résistive dans le cadre de la simulation des expériences de FCI en attaque directe
ou indirecte.

1. Le modèle propose une description cinétique des électrons dans les plasmas de FCI,
afin de pouvoir capturer les effets liés à la délocalisation des électrons, en particulier
dans le flux de chaleur.

2. Le modèle n’est pas perturbatif et reste valable quand l’écart à l’équilibre est im-
portant.

3. Le modèle présente une réduction de la dimension algébrique du problème pour
alléger les temps de calcul et l’empreinte mémoire associés à la résolution numérique
du système.

4. Le modèle reste compatible avec les hypothèses de construction de la MHD-lagrangienne
bitempérature, et permet de garantir la cohérence entre résolution des quantités
fluides et fermeture cinétique.

5. Le modèle capture différents régimes asymptotiques identifiés, comme la limite de
Spitzer-Härm [50] à l’ETL.

6. Le domaine de validité du modèle est maîtrisé.

Nous voulons construire dans ce chapitre un modèle mésoscopique satisfaisant au mieux
ces propriétés, en se restreignant au maximum à des hypothèses associées à la MHD résis-
tive et aux plasmas chauds. Nous ferons une distinction entre les hypothèses constitutives,
qui sont au cœur du modèle P1-Diffusion, et les hypothèses de simplification, qui sont
faites dans cette étude pour des raisons de simplification mais dont on souhaite que le
modèle puisse se passer à terme.

Les hypothèses constitutives sont des hypothèses classiques de la physique des plasmas
chauds, et très souvent faites pour décrire les plasmas de FCI. Le plasma étudié est un
plasma chaud, totalement ionisé, fortement collisionnel et non-relativiste, composé d’élec-
trons et d’une seule espèce d’ions.

Hypothèse constitutive 1. (disparité de masses) On suppose que la masse des ions mi

est très élevée par rapport à la masse des électrons me. Ce rapport est le plus faible pour
l’hydrogène, composé d’un unique proton (donc de numéro atomique Zi = 1) et vaut
mi/me ≃ 1836.2.

Hypothèse constitutive 2. (quasi-neutralité) La mobilité des électrons dans le plasma
induit un écrantage local des charges dans le plasma, on a en conséquence de cela :

ne ≃ Zini , (1.1)

avec ne la densité électronique et ni la densité ionique.

Hypothèse constitutive 3. (plasma totalement ionisé) On suppose que le plasma est to-
talement ionisé, cela signifie que toutes les espèces du plasma sont à leur niveau maximum
d’ionisation. Cela suppose que la température des électrons Te est très élevée par rapport
à l’énergie d’ionisation des espèces.

Hypothèse constitutive 4. (plasma chaud / fortement collisionnel) L’appellation "plasma
chaud", en opposition aux plasmas dits "froids", concerne la température des ions. On
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considère dans les plasmas chauds que la température des ions est comparable à la tem-
pérature des électrons, celle-ci étant supérieure à la température correspondant à l’énergie
d’ionisation des ions d’après l’hypothèse 3. Cette thermalisation est causée par les colli-
sions entre électrons et ions, c’est pour cela qu’elle est également associée à l’hypothèse de
plasma fortement collisionnel.

Ti ∼ Te (en ordre de grandeur) (1.2)

La fréquence des collisions électron-ion νei est néanmoins très grande devant la fré-
quence de relaxation en température νT

ei gouvernant la thermalisation entre espèces.

Hypothèse constitutive 5. (Plasma classique et non-relativiste) Les effets quantiques
ondulatoires et statistiques des électrons qui composent le plasma, ainsi que les effets re-
lativistes comme le courant de déplacement sont négligés.

Les effets quantiques des électrons sont négligeables si la longueur de De Broglie, définie
par λ = h/(meve,th) avec h = 6.6261×10−27 cm2 g s la constante de Planck, est faible
devant la distance inter-particules moyenne L = n

−1/3
e , on obtient le critère suivant :

(kBTe)3/2/ne ≪ h3/(2me)3/2 , (1.3)

Tandis que les effets relativistes sont négligeables quand la vitesse moyenne des particules
est faible devant la célérité de la lumière c :

kBTe ≪ mec
2 . (1.4)

Ces 5 hypothèses sont très courantes en physique des plasmas, les hypothèses 1 et 2 font
partie de la définition d’un plasma [1], tandis que les hypothèses 3 et 4 sont plus spécifiques
aux plasmas de fusion [5, 1]. Enfin, nous resterons dans des régimes physiques où les effets
quantiques restent négligeables. Au cours de la construction du modèle P1-Diffusion, nous
serons amenés à faire des hypothèses supplémentaires dites de "simplification". Ces hypo-
thèses sont faites dans cette étude pour simplifier l’analyse mais ne sont pas constitutives
du modèle P1-Diffusion. Par exemple, nous supposerons que le plasma est non-magnétisé,
mais nous ferons attention à ce que le modèle puisse facilement évoluer pour prendre en
compte la présence d’un champ magnétique non-nul.

Le premier point nous impose de travailler avec l’équation de Vlasov-Fokker-Planck-
Landau électronique

∂

∂t
fe + v · ∇xfe − e

me

(
E + v

c
× B

)
· ∇vfe = Qee(fe, fe) + Qei(fe, fi) , (1.5)

avec l’opérateur de collisions de Landau :

Qαβ =
2πZ2

αZ
2
βe

4 ln Λαβ

mα
∇v ·

∫
R3

S(vα − vβ)
|vα − vβ|

·
( 1
mα

fβ∇vαfα − 1
mβ

fα∇vβ
fβ

)
dvβ , (1.6)

où α et β désignent des électrons ou des ions. Cette équation à été présentée en introduc-
tion (4)-(15).

L’équation (1.5) est de dimension 7 (3D espace, 3D vitesse, 1D temps). Nous allons
proposer une série d’approximations permettant de réduire la dimension algébrique du
problème afin que sa résolution numérique dans le cadre d’un couplage avec un code
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fluide soit accessible en termes de temps de calcul et de consommation de mémoire. Les
différentes étapes de construction du modèle P1-Diffusion sont résumées dans le schéma
suivant :

VFPL Approx.
P1

Approx.
Diffusion

Proj.
MicroMacro

Sys.
P1-Diff

Sys.
P1-Diff-MM

Figure 1.1 – Schéma de la construction du modèle P1-Diffusion à partir de l’équation de VFPL.
Les flèches en trait plein correspondent aux approximations réalisées, les flèches en trait pointillés
ne désignent qu’une réécriture du système.

Chaque étape de construction fera l’objet d’une section, puis nous analyserons les
propriétés du modèle avant d’aborder la réécriture du système sous une forme micro-
macro, plus adaptée à l’étude du couplage fluide/cinétique.

1.2 Approximation angulaire P1

L’approximation angulaire "P1" consiste à exploiter les symétries de la fonction de
distribution dans l’espace des phases afin de réduire la dimension algébrique du problème.
Il s’agit d’un développement en harmoniques sphériques de la distribution que nous allons
tronquer à l’ordre 1. Dès 1957, Rosenbluth et. al. [45] utilisent les polynômes de Legendre
pour représenter les distributions présentant une symétrie cylindrique dans l’espace des
phases. Pour les distributions asymétriques, les développements en tenseurs cartésiens ont
été étudiés en détail par Shkarovski et. al. [48]. Johnston a ensuite montré [31] que les
développements en tenseurs cartésiens et en harmoniques sphériques étaient équivalents
jusqu’à l’ordre 3, ce qui s’avère suffisant pour la prise en compte de l’anisotropie du ten-
seur de pression dans la modélisation. La plupart des modèles ne prennent en compte
que les deux premiers termes du développement, on trouve ainsi plus souvent les tenseurs
cartésiens dans la littérature, pour des raisons de simplicité. En effet, les tenseurs carté-
siens présentent l’avantage de rendre trivial le développement de l’équation de Vlasov. Les
deux premiers termes des développements sphériques et cartésiens sont les mêmes, mais
la fermeture à imposer pour obtenir des équations équivalentes sont différentes. Cette dif-
férence entre fermetures est souvent source de confusion, en plus des différents choix de
normalisation pouvant être trouvés dans la littérature.

Nous choisissons de réaliser un développement en harmoniques sphériques de la distri-
bution électronique car la propriété d’orthogonalité permet de tronquer le développement
tout en conservant les premiers moments de la distribution. De plus, nous verrons par
la suite que la propriété d’être une base de vecteurs propres de l’opérateur Laplacien en
vitesse sera utile pour justifier cette troncature.
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ex

ey

ez

v̂

ϕ̂

θ̂v

vx

vy

vz

ϕ

θ

Figure 1.2 – Schéma du repère de coordonnées sphériques (v, θ, ϕ).

1.2.1 Notations et définitions
Commençons par introduire quelques notations et définitions pour les harmoniques

sphériques :

Notation 1.2.1. (Coordonnées sphériques) Soit v ∈ R3 le vecteur vitesse. On note sa norme
v = ∥v∥ et sa direction Ω = v

v
. On définit le changement de variables en coordonnées

sphériques suivant :

R+ × [0, π[×[0, 2π[ −→ R3

(v, θ, φ) 7−→

v sin θ cosφ
v sin θ sinφ
v cos θ

 = vΩ

Définition 1.2.2. (Harmoniques sphériques réelles) Les harmoniques sphériques réelles sont
des fonctions appartenant à L2(S2) et définies sur la sphère unité S2, pour l ≥ 0 et
−l ≤ m ≤ l :

Y m
l : S2 −→ R ,

(θ, φ) 7−→ Y m
l (θ, φ) ,

et définies de la façon suivante

Y m
l (θ, φ) =



√
2(−1)m

√
(2l + 1)

4π
(l − |m|)!
(l + |m|)! P

|m|
l (cos θ) sin(|m|φ) , si m < 0 ,√

2l + 1
4π P 0

l (cos θ) , si m = 0 ,

√
2(−1)m

√
(2l + 1)

4π
(l − |m|)!
(l + |m|)! P

|m|
l (cos θ) cos(|m|φ) , si m > 0 ,
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avec Pm
l , les polynômes de Legendre associés :

Pm
l = (−1)m

2ll! (1 − x2)m/2 d
l+m

dxl+m
(x2 − 1)l .

Proposition 1.2.3. Les harmoniques sphériques forment une base Hilbertienne de L2(S2),
la relation d’orthogonalité s’écrit :∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0
Y m

l (θ, φ)Y m′
l′ (θ, φ) sin θdθdφ = δll′δmm′ . (1.7)

Toute fonction f ∈ L2 admet donc un développement en harmoniques sphériques unique
s’écrivant :

f(v) =
+∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y m
l (θ, φ) fm

l (v) . (1.8)

Démonstration. La preuve de ce théorème peut être trouvée dans [22]. ■

Définition 1.2.4. (Fermeture PN) On appelle fermeture PN d’un développement en har-
moniques sphériques le fait de tronquer le développement à l’ordre l = N . On a donc
simplement

fP N (v) =
N∑

l=0

l∑
m=−l

Y m
l (θ, φ) fm

l (v) . (1.9)

La propriété d’orthogonalité des harmoniques sphériques permet de garantir la conser-
vation des moments de la distribution après troncature, ce que ne permettent pas d’autres
types de développements comme les développements en tenseurs cartésiens. Cependant,
les premiers termes de ces développements étant similaires, on peut retrouver les mêmes
résultats en adaptant la fermeture. On montre dans le tableau 1.1 les fermetures P1 équi-
valentes pour les harmoniques sphériques et les tenseurs cartésiens.

Harmoniques sphériques Tenseurs cartésiens

développement
angulaire f =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y m
l (θ, φ) fm

l (v) f = f0 + v · f1 + v ⊗ v : f2 + . . .

fermeture P1 fm
2 = 0 , −2 ≤ m ≤ 2 f2 = 1

2f0Id

Tableau 1.1 – Fermeture P1 pour les développement harmoniques sphériques et carté-
siens

Notation 1.2.5. La notation tensorielle est utilisée pour avoir une formulation plus com-
pacte et lisible des projections de fe sur les harmoniques sphériques, on note :

f0 = f0
0 , f1 =

 f1
1
f−1

1
f0

1

 et f2 =


−

√
3f2

2 − 1
2f

0
2

√
3f−2

2
1
2

√
3f1

2
√

3f−2
2

√
3f2

2 − 1
2f

0
2

1
2

√
3f−1

2
1
2

√
3f1

2
1
2

√
3f−1

2 f0
2

 .

(1.10)
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1.2.2 Développement en harmoniques sphériques de l’opérateur de Vlasov
On commence par projeter la partie Vlasov correspondant au membre de gauche de

l’équation (1.5) sur les deux premières composantes du développement en harmoniques
sphériques de fe. On injecte alors le développement en harmoniques sphériques de fe (1.8)
dans le membre de gauche de l’équation (1.5), et on prend les projections par rapport
à Y m

l avec l = 0, 1 et m = −l, . . . , l, pour obtenir les 4 équations suivantes (calculs en
annexe B.1) :


∂

∂t
f0 + v∇x · f1√

3
− eE
me

·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2 f1√

3

)]
= 0 ,

∂

∂t
f1 + v∇x

f0√
3

− 1√
3
eE
me

∂

∂v
f0 + e

mec
B × f1 + 2

5

√
5
3

[
v∇x · f2 − 1

v3
∂

∂v

(
v3f2 · eE

me

)]
= 0 .

(1.11)
On remarque que chaque équation de (1.11) fait apparaître un terme d’ordre supérieur

dans le développement harmoniques sphériques de fe, d’où la nécessité d’imposer une
fermeture en tronquant le développement à un ordre fini afin d’obtenir un système avec
autant d’équations que d’inconnues.

1.2.3 Développement en harmoniques sphériques de l’opérateur de
Fokker-Planck-Landau

Dans cette partie nous allons étudier le développement en harmoniques sphériques de
l’opérateur de Fokker-Planck-Landau, en commençant par le terme de collisions électrons-
ions. D’après l’équation (1.6), il s’écrit :

Cei = me
Yei

2 ∇ve ·
∫
R3

S(ve − vi)
|ve − vi|

·
( 1
me

fi∇vefe − 1
mi
fe∇vifi

)
dvi (1.12)

avec (conformément aux notations de [1]) :

Yei = 4πZ2
eZ

2
i e

4 ln Λei

m2
e

, (1.13)

et ln Λαβ le logarithme coulombien.

Avant de développer en harmoniques sphériques l’opérateur Cei, nous allons faire un
développement asymptotique en ε =

√
me/mi similaire à [11]. En effet, il est courant en

physique des plasmas d’exploiter la forte disparité de masse entre les ions et les électrons
pour faire des développements asymptotiques. En suivant les hypothèses 2 et 4, nous
allons adimensionner Cei. On considère T0 comme l’échelle de température du plasma, et
on définit les échelles de vitesses thermiques électronique et ionique :

vi,th =
√
kBT0/mi et ve,th =

√
kBT0/me , (1.14)

ce qui donne vi,th = εve,th. Nous allons utiliser vi,th et ve,th comme échelles de vitesse pour
adimensionner l’opérateur Cei en écrivant vi = vi,thṽi et ve = ve,thṽe. Les distributions
électroniques et ioniques sont également adimensionnées en écrivant fe = Fef̃e et fi = Fif̃i

avec :

Fe = ne/v
3
e,th et Fi = ni/v

3
i,th . (1.15)
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On trouve alors la forme adimensionnée suivante pour Cei :

Cei = Fe

τ0

1
2∇ṽe ·

∫ S(ṽe − εṽi)
∥ṽe − εṽi∥

·
[
f̃i∇ṽe f̃e − εf̃e∇ṽi f̃i

]
dṽi , (1.16)

avec τ0 = Yeini

v3
e,th

le temps caractéristique collisionnel.

Proposition 1.2.6. Le terme Cε0
ei d’ordre 0 en ε de l’opérateur Cei s’écrit :

Cε0
ei = Yei

ni

2 ∇v ·
(S(v)

∥v∥
· ∇vfe

)
. (1.17)

On remarque tout d’abord qu’à l’ordre 0, l’opérateur Cei ne dépend pas de fi mais
uniquement de la densité ni et qu’il est invariant par changement de référentiel galiléen.
De plus, Cei possède une forme de Laplacien en vitesse. On peut donc facilement développer
Cei en harmoniques sphériques.

Proposition 1.2.7. Le développement en harmoniques sphériques de Cei à l’ordre 0 en ε
s’écrit :

Cei =
∞∑

l=0

l∑
m=−l

C(l,m)
ei Y m

l +O(ε) , (1.18)

avec :
C(l,m)

ei = − l(l + 1)
2

niYei

v3 fm
l +O(ε) . (1.19)

L’équation (1.19) montre que l’opérateur de collision électrons-ions Cei joue un rôle de
rappel des composantes d’ordre l ≥ 1 du harmoniques sphériques de fe.

L’amortissement induit par l’opérateur de collision électrons-ions Cei augmente de
façon quadratique en l, on a donc une forte isotropisation de la distribution par l’effet
des collisions entre électrons et ions, justifiant ainsi l’approximation P1 consistant
à tronquer le développement en harmoniques sphériques à l’ordre 1.

Termes d’ordres élevés en ε

Parmi les termes d’ordre O(εp) avec p ≥ 1 de l’opérateur de collisions électrons-ions,
on trouve le terme d’ordre 1 :

Cε1
ei = ni∇v ·

[(
Idve · ui

∥ve∥2 + ve ⊗ ui + ui ⊗ ve

∥v∥3 − 3ve · ui
ve ⊗ ve

∥v∥4

)
· ∇vfe

]
. (1.20)

On réécrit ce terme sous la forme suivante :

Cε1
ei = niui · (−∇vD0(fe) +D0(∇vfe)) , (1.21)

avec
D0 = ∇v ·

(S(v)
∥v∥

· ∇vfe

)
. (1.22)
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L’opérateur Cε1
ei est nul dans la limite des ions figés (ui = 0).

Le terme d’ordre 2 en ε est isotrope et s’écrit :

Cε2
ei = Yeini

me

mi

( 1
v2

∂

∂v
f0

)
+ Yei

pi

mi

( 1
v2

∂

∂v

(1
v

∂

∂v
f0

))
. (1.23)

Ce terme permet de retrouver la relaxation en température entre électrons et ions.
Faisant intervenir des moments d’ordre faible, il est peu sensible à la délocalisation du
transport comparé au terme de conduction thermique. Il est cependant indispensable pour
modéliser la relaxation en température entre électrons et ions.

Hypothèse simplificatrice 1. Dans cette étude, nous considérons les ions figés. Nous ne
prenons donc pas en compte les termes Cε1

ei et Cε2
ei .

Termes de collisions électron-électron

Le terme de collisions s’écrit, conformément à (1.6) :

Cee = Yei

2 ∇ve ·
∫
R3

S(ve − ve)
|ve − ve|

·
(
fe∇vefe − fe∇vefe

)
dve (1.24)

Pour le développement de Cee en harmoniques sphériques, nous nous référons aux
calculs de I.P. Shkarofsky [48], nous développerons le calcul de la partie isotrope Cee(f0, f0)
en annexe. Dans le cadre de l’approximation P1, Cee se décompose de la façon suivante :

Cee = Cee
0 (f0, f0) + Cee

0 (f1, f1) + v
v

· Cee
1 (f0, f1) .

Proposition 1.2.8. La partie isotrope principale Cee
0 (f0, f0) s’écrit :

Cee
0 (f0, f0) = Yee

v2
∂

∂v

(
f0I

0
0 + v

3
∂f0
∂v

(
I0

2 + J0
−1
))

,

avec les intégrales d’Allis suivantes :

I l
n = 4π

vn

∫ v

0
v′n+2fl(v′)dv′ et J l

n = 4π
vn

∫ ∞

v
v′n+2fl(v′)dv′ .

La preuve est laissée en annexe B.2.

Le terme de collisions isotrope Cee
0 (f0, f0) est le terme principal car il dirige le retour

à l’équilibre maxwellien de la partie isotrope de la distribution. Les termes restants dans
le cadre de l’approximation P1 sont donnés par [48] :

• le terme isotrope quadratique en f1 :

Cee
0 (f1, f1) = Yee

15
1
v2

∂

∂v

(
v2 ∂

∂v

( f1
v

)
·
(
I1

3 + J1
−2
)

+ 5f1 · I1
1

)
,

• le terme bilinéaire vectoriel couplant f0 et f1 :

Cee
1 (f0, f1) = 1

v3
∂

∂v

(
3vf1I0

0
)

− 6 f1
v3 I

0
0 + 3

5
1
v3

∂

∂v

(
v2∂f0
∂v

(
I1

3 + J1
−2
))

+ 1
v3

∂

∂v

(
vf0(I1

1 − 2J1
−2)
)

+ 6f0
v3J

1
−2 .
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1.2.4 Système VFPL-P1 final

En appliquant la fermeture P1 à l’équation (1.11), et en rajoutant les termes de colli-
sions Cee

0 , Cei
0 , Cei

1 et Cee
1 , on obtient le système suivant :


∂

∂t
f0 + v∇x · f1√

3
− eE
me

·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2 f1√

3

)]
= Cee

0 (f0, f0) + Cee
0 (f1, f1) + Cei

0 (f0) ,

∂

∂t
f1 + v∇x

f0√
3

− 1√
3
eE
me

∂

∂v
f0 + e

mec
B × f1 = Cee

1 (f1, f0) − Yeini

v3 f1 ,
(1.25)

Nous choisissons dans cette étude de négliger le termes Cee
1 et Cee

0 (f1, f1). Le terme
Cee

0 (f1, f1) peut être considéré comme faible devant Cee
0 (f0, f0) dans le régime fortement

collisionnel, tandis que l’approximation consistant à négliger Cee
1 devant Cei

1 est valable
dans l’hypothèse où le numéro atomique ionique est élevé (Zi ≫ 1), cette hypothèse est
communément appelée hypothèse des plasmas de Lorentz. Nous allons faire cette hypothèse
pour illustrer la construction du modèle, mais elle n’est pas constitutive du modèle P1-
Diffusion. En pratique [16, 14, 17] le terme de collisions électron-électron vectoriel Cee

1
est souvent négligé, y compris dans la limite Zi faible, à travers une correction du terme
Yei par un fit en Zi permettant de retrouver la limite de Spitzer-Härm du coefficient de
conduction thermique. On note Y ∗

ei cette correction sur laquelle on reviendra par la suite.

Hypothèse simplificatrice 2. (Plasma de Lorentz) Dans l’hypothèse où le numéro atomique
ionique est élevé (Zi ≫ 1), on néglige Cee

1 (f0, f1) devant Cei
1 (f1)

Nous allons faire par la suite une nouvelle hypothèse simplificatrice en supposant le
plasma non-magnétisé (B = 0).

Hypothèse simplificatrice 3. (Plasma non-magnétisé) On suppose que le champ magné-
tique B est nul dans le plasma. Cela implique avec l’hypothèse 5 (non-relativiste) et l’équa-
tion de Maxwell-Ampère que le courant J est nul dans le plasma.

Sous les hypothèses simplificatrices 2 et 3, on obtient alors le système suivant qu’on
appelle VFPL-P1 prototype :

Système VFPL-P1 prototype
∂

∂t
f0 + v∇x · f1√

3
− eE
me

·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2 f1√

3

)]
= Cee

0 (f0, f0) ,

∂

∂t
f1 + v∇x

f0√
3

− 1√
3
eE
me

∂

∂v
f0 = −Y ∗

eini

v3 f1 .

(1.26)

(1.27)

Le système VFPL-P1 prototype est composé de deux équations hyperboliques portant
sur les composantes isotrope f0(t, x, v) et anisotrope f1(t, x, v) de la distribution électro-
nique. On est donc passé d’une équation hyperbolique de dimension 7 à deux équations
hyperboliques de dimension 5.

L’approximation P1 entraîne une redéfinition des moments de la distribution, intégrés
désormais uniquement en fonction de la coordonnée radiale en vitesse v et avec la mesure
v2dv. On introduit donc la notation suivante pour alléger la notation des moments de la
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distribution :
⟨ · ⟩ =

∫ ∞

0
· v2dv (1.28)

on résume les moments principaux de la distribution :

Moments de l’approximation P1

ne =
√

4π
∫ +∞

0
f0 v

2dv =
√

4π ⟨f0⟩ ,

neue =
√

4π
3

∫ +∞

0
f1 v3dv =

√
4π
3 ⟨vf1⟩ ,

3
2nekBTe = 1

2me

√
4π
∫ +∞

0
f0 v

4dv = 1
2me

√
4π ⟨v2f0⟩ ,

qe = 1
2me

√
4π
3

∫ +∞

0
f1 = 1

2me

√
4π
3 ⟨v3f1⟩ v5dv .

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

La section suivante porte sur une seconde approximation appelée approximation dif-
fusion, permettant de réduire encore la dimension du système étudié en passant de deux
équations hyperboliques de dimension 5 à une seule équation parabolique de dimension
5 portant sur la distribution électronique isotrope f0. Nous verrons également que l’ap-
proximation diffusion s’accompagne d’une définition du champ électrique E dite "auto-
consistante", permettant ainsi de fermer définitivement le système.

1.3 Approximation diffusion
Nous allons présenter dans cette section ce que nous appelons l’approximation diffu-

sion. Cette approximation consiste à négliger la dérivée en temps de la partie anisotrope
de la distribution f1 dans l’équation (1.27), tout en gardant la dérivée en temps de la
partie isotrope f0 dans l’équation (1.26). Dans beaucoup de modèles de fermeture utilisés
[47, 12, 43] la dérivée en temps de f0 est négligée. Nous souhaitons illustrer par l’analyse
asymptotique dans le scaling diffusion qu’il est nécessaire de conserver ∂tf0 tandis que ∂tf1
peut être négligé. Tout comme il est noté dans [25] que l’approximation diffusion n’est
pas une preuve mathématique rigoureuse, l’approche retenue pour obtenir le système final
appelé P1-Diffusion n’est que formelle.

L’analyse dimensionnelle est un prérequis à tout développement asymptotique. Nous
avons déjà traité l’opérateur de collision électron-ion en suivant la démarche de Degond et
Lucquin-Desreux [11]. Nous procéderons à l’adimensionnement de la partie transport et
de l’opérateur de collision électron-électron, afin d’étudier la limite asymptotique diffusive
du modèle P1.

1.3.1 Limite et scaling diffusion
Les variables adimensionnées sont données par les expressions suivantes :

t̃ = t/t∗ , x̃ = x/x∗ , ṽ = v/vth , Ẽ = Ex∗/v2
th .

Le scaling diffusion est caractérisé par les choix des paramètres t∗ et x∗. Ces paramètres
sont choisis tels que τei/t

∗ = ε2 et λei/x
∗ = ε, avec le temps de collisions électrons-ions
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donné par τei = v3
th/Y

∗
eini. On ajoute τee/t

∗ = ε avec le temps de collisions électrons-
électrons τee = v3

th/Yeene. On résume ces choix dans le tableau suivant :

Paramètres sans dimension τei/t
∗ λei/x

∗ Ex∗/v2
th τee/t

∗

Scaling ε2 ε ε ε

Tableau 1.2 – Paramètres du scaling diffusion

En appliquant cet adimensionnement au système P1 (1.26)-(1.27), on obtient le système
adimensionné suivant (on omet les tildes) :

∂tf0 + 1
ε
v∇x · f1√

3
− 1
ε

eE
me

·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2 f1√

3

)]
= 1
ε

Cee
0 (f0, f0) ,

∂tf1 + 1
ε
v∇x

f0√
3

− 1
ε

1√
3
eE
me

∂

∂v
f0 = − 1

ε2
Y ∗

eini

v3 f1 ,

(1.33)

(1.34)

sans perte de généralité et nous réécrivons le système précédent en multipliant par ε

l’équation (1.34) :
∂tf0 + 1

ε
v∇x · f1√

3
− 1
ε

eE
me

·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2 f1√

3

)]
= 1
ε

Cee
0 (f0, f0) ,

ε∂tf1 + v∇x
f0√

3
− 1√

3
eE
me

∂

∂v
f0 = −1

ε

Y ∗
eini

v3 f1 .

(1.35)

(1.36)

La suite consiste à développer la distribution par un développement de Hilbert en ε et
à l’injecter dans le système. Le développement de Hilbert de f ε

0 et fε
1 s’écrit :

f ε
0 = f0

0 + εf1
0 + ε2f2

0 + O(ε3)

fε
1 = f0

1 + εf1
1 + ε2f2

1 + O(ε3)

(1.37)

(1.38)

En injectant (1.37) et (1.38) dans (1.35) et (1.36), on obtient les équations suivantes :



∂t

(
f0

0 + εf1
0

)
+ 1
ε

1√
3
v∇x ·

(
f0
1 + εf1

1 + ε2f2
1

)
− 1
ε

1√
3
eE
me

·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2f0

1 + εf1
1 + ε2f2

1

)]
= 1
ε

Cee
0 (f0

0 , f
0
0 ) + 2Cee

0 (f0
0 , f

1
0 ) + εCee

0 (f1
0 , f

1
0 ) + ε2Cee

0 (f0
0 , f

2
0 ) + O(ε2) ,

ε∂t

(
f0
1 + εf1

1

)
+ 1√

3
v∇x

(
f0

0 + εf1
0 + ε2f2

0

)
− 1√

3
eE
me

∂

∂v

(
f0

0 + εf1
0 + ε2f2

0

)
= −1

ε

Y ∗
eini

v3

(
f0
1 + εf1

1 + ε2f2
1

)
+ O(ε3) ,

(1.39)

(1.40)

La suite consiste à identifier les termes de même exposant en ε, chaque ordre successif
en ε correspond à une nouvelle échelle de modélisation, nous allons identifier ces différentes
échelles jusqu’à observer des effets cinétiques sur le transport.
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Échelle collisionnelle ε−1

À l’ordre le plus bas en ε, la dynamique des électrons est dominée par les collisions,
modélisées par les termes des membres de droite des équations (1.39) et (1.40). On obtient
les équations suivantes :

1√
3
v∇x · f0

1 − 1√
3
eE
me

·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2f0

1

)]
= Cee

0 (f0
0 , f

0
0 ) ,

0 = −1
ε

Y ∗
eini

v3 f0
1 .

(1.41)

(1.42)

En injectant (1.42) dans (1.41), (1.41) devient :

Cee
0 (f0

0 , f
0
0 ) = 0 . (1.43)

Une solution de l’équation (1.43) (preuve dans [1]) est la Maxwellienne M donnée par :

M =
√

2
π

ne(t, x)
vth(t, x) exp

(
− v2

2v2
th(t, x)

)
. (1.44)

Des solutions du système (1.41) (1.42) sont donc données par :
{
f0

0 (t, x, v) = M

f0
1 (t, x, v) = 0

avec M =
√

2
π

ne(t, x)
vth(t, x) exp

(
− v2

2v2
th(t, x)

)
, (1.45)

et caractérisent l’équilibre thermodynamique local du système.

Échelle diffusive locale ε0

À l’ordre ε0, la distribution est perturbée par une contribution anisotrope permettant
une description de la conduction thermique proche de l’ETL, permettant de retrouver la
diffusion en température classique.


∂tf

0
0 + 1√

3
v∇x · f1

1 − 1√
3
eE
me

·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2f1

1

)]
= 2 Cee

0 (f0
0 , f

1
0 ) ,

1√
3
v∇xf

0
0 − 1√

3
eE
me

∂

∂v

(
f0

0

)
= −Y ∗

eini

v3 f1
1 .

(1.46)

(1.47)

Comme précédemment, on peut injecter (1.47) dans (1.46) pour obtenir une équation
de diffusion sur f0

0 . Le modèle contient ainsi tous les termes permettant de retrouver le
modèle classique de Spitzer-Härm, en effet en injectant (1.45) dans (1.47) et (1.46), et en
négligeant f1

0 , on obtient le système suivant :

∂tM + 1√

3
v∇x · fM

1 − 1√
3
eE
me

·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2fM

1

)]
= 0 ,

1√
3
v∇xM − 1√

3
eE
me

∂

∂v
M = −Y ∗

eini

v3 fM
1 .

(1.48)

(1.49)

Nous verrons par la suite que ce système permet de retrouver la loi de conduction en
température classique de Spitzer-Härm.
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Échelle diffusive hors-équilibre ε1

À l’ordre ε1, les effets cinétiques sur le transport apparaissent à travers les variables
f1

0 et f2
1 .


∂tf

1
0 + 1√

3
v∇x · f2

1 − 1√
3
eE
me

·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2f2

1

)]
= Cee

0 (f1
0 , f

1
0 ) + 2 Cee

0 (f0
0 , f

2
0 ) ,

∂tf0
1 + 1√

3
v∇xf

1
0 − 1√

3
eE
me

∂

∂v
f1

0 = −Y ∗
eini

v3 f2
1 .

(1.50)

(1.51)

Tandis que, toujours avec (1.45), la dérivée en temps de composante anisotrope de
la distribution ∂tf0

1 est toujours nulle. On obtient donc une équation de diffusion sur f1
0 ,

correspondant à la partie hors équilibre de la distribution isotrope. On peut écrire, en
posant g0 = f1

0 et g1 = f2
1 :

∂tg0 + 1√
3
v∇x · g1 − 1√

3
eE
me

·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2g1

)]
= Cee

0 (g0, g0) ,

1√
3
v∇xg0 − 1√

3
eE
me

∂

∂v
g0 = −Y ∗

eini

v3 g1 .

(1.52)

(1.53)

On résume dans le tableau suivant les principaux effets de la dynamique des électrons
à chaque échelle étudiée :

Ordre en ε Dynamique des électrons

ε−1 distribution à l’équilibre thermodynamique
ε0 transport local (diffusion en M)
ε1 transport hors-équilibre (diffusion en g0)

Tableau 1.3 – Dynamique des électrons aux différentes échelles

Troncature du développement et approximation diffusion

Si nous souhaitons conserver les propriétés des sous-systèmes obtenus comme la struc-
ture diffusive, nous ne souhaitons pas résoudre la diffusion locale et non-locale de façon
indépendante car nous nous intéressons justement au couplage entre équations fluides et
équations cinétiques. Nous voulons donc regrouper les systèmes d’ordre ε0 et ε1 afin d’ex-
primer une équation diffusive portant uniquement sur f0. Cette étape revient à additionner
les systèmes (1.46)-(1.47) et (1.52)-(1.53) puis à tronquer le développement de Hilbert de
f0 à l’ordre 1. On fait donc l’hypothèse que le terme Cee

0 (f0
0 , f

2
0 ) est négligeable en tron-

quant le terme f2
0 du développement de Hilbert. On obtient alors le système suivant :

∂tf0 + 1√
3
v∇x · f1 − 1√

3
eE
me

·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2f1

)]
= Cee

0 (f0, f0) , (1.54)

1√
3
v∇xf0 − 1√

3
eE
me

∂

∂v
g0 = −Y ∗

eini

v3 f1 , (1.55)
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La conséquence principale de l’application du scaling diffusion est la disparition du
terme ∂tf1 dans l’équation (1.55). Cette nouvelle équation vectorielle implique une
loi d’Ohm, qui avec la condition de courant nul dans la limite non-magnétisée nous
permet d’obtenir une expression auto-consistante du champ électrique.

Dans la limite non-magnétisée, la loi d’Ampère (47) implique propriété de courant nul
suivante :

J = c

4π∇x ×B = 0 .

Dans la limite des ions figés on a donc J = −eneue = 0, d’après l’équation (1.30) on a :
∫ ∞

0
f1v3dv = 0 . (1.56)

En injectant f1 issu de (1.55) dans (1.56) on obtient alors une formule auto-consistante
suivante du champs électrique E :

E = −me

e

∇x

∫ ∞

0
f0v

7dv

6
∫ ∞

0
f0v

5dv
(1.57)

On parle ici d’"auto-consistance" au sens de la physique statistique et des descriptions
dites de "champs moyen". Au lieu de ressentir des forces d’interaction avec un grand nombre
d’autres particules, par exemple en calculant le champ électrique à partir de l’équation
de Maxwell-Gauss (26), on calcule le champ électrique en considérant un effet "moyen"
comme ici l’annulation courant J. Cette approche fait souvent intervenir une équation dite
auto-consistante, où la quantité interagit avec elle même, et dont la résolution permet
d’obtenir des informations sur le système.

Remarque 1.3.1. Dans le cas magnétisé, l’idée est de réaliser l’approximation P1 dans
le repère en vitesse des électrons afin d’avoir par construction ⟨vf1⟩ = 0, et avoir une
propriété équivalente de courant effectif nul permettant de calculer un champ électrique
effectif auto-consistant.

Le système formé par les équations (1.54)-(1.55)-(1.57) est appelé "P1-Diffusion", et
se présente sous la forme d’une équation d’évolution portant uniquement sur la par-
tie scalaire isotrope de la fonction de distribution électronique f0. Nous avons effec-
tivement réduit de façon importante la dimension algébrique du problème, puisque
le système P1-Diffusion est de dimension 5 (temps, 3D espace, 1D vitesse) par rap-
port à l’équation de VFPL de dimension 7 (temps, 3D espace, 3D vitesse).

Nous allons désormais donner quelques propriétés du modèle P1-Diffusion afin d’éva-
luer s’il répond aux attentes énumérées en début de chapitre.
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1.4 Système P1-Diffusion final et propriétés
Désormais et ce jusqu’à la fin du manuscrit, nous laissons de côté la notation normalisée

des composantes harmoniques sphériques de la distribution :

f(v) = 1√
4π
f0(v) +

√
3

4π
v
v

· f1(v) (1.58)

pour la notation non-normalisée suivante pour alléger les notations futures :

f(v) = 1
4πf0(v) + 3

4π
v
v

· f1(v) (1.59)

On écrit les nouvelles relations aux moments :

Moments de l’approximation P1 (normalisation bis)

ne =
∫ +∞

0
f0 v

2dv = ⟨f0⟩ ,

neue =
∫ +∞

0
f1 v3dv = ⟨vf1⟩ ,

3
2nekBTe = 1

2me

∫ +∞

0
f0 v

4dv =
〈(1

2mev
2
)
f0
〉
,

qe = 1
2me

∫ +∞

0
f1 v5dv =

〈(1
2mev

2
)
vf1
〉
.

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

On appelle système P1-Diffusion le système d’équations suivant :

Système P1-Diffusion



∂tf0 + ∇x · (vf1) − e

me
E ·
[ 1
v2

∂

∂v
(v2f1)

]
= Cee

0 (f0, f0) ,

f1 = − Zi

3Yei

v3

ne

(
v∇xf0 − e

me
E ∂

∂v
f0
)
,

E = −me

e

∇x⟨f0v
5⟩

6 ⟨f0v3⟩
.

(1.64)

(1.65)

(1.66)

avec l’opérateur de collisions isotrope de Fokker-Planck-Landau :

Cee
0 (f0, f0) = Yee

8π
3

1
v2

∂

∂v

∫ ∞

0
g(v, v′)

(
f0(v′)1

v

∂

∂v
f0(v) − f0(v) 1

v′
∂

∂v′ f0(v′)
)
v′dv′ ,

(1.67)
avec g(v, v′) = inf

( 1
v3 ,

1
v′3

)
v3v′3 et ⟨ · ⟩ =

∫ ∞

0
· v2dv

C’est le système que nous étudierons tout au long de ce manuscrit. Nous nous inté-
resserons aux propriétés physiques et mathématiques de ce modèle, dans ce chapitre et
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dans le suivant. Nous étudierons ensuite sa discrétisation et sa résolution numérique en
géométrie 1D-espace 1D-vitesse dans les chapitres 3, 4 et 5. En particulier, nous allons
vérifier dans la suite de ce chapitre qu’il capture la limite asymptotique de Spitzer-Härm,
et qu’on retrouve par la prise aux moments les équations de la MHD résistive.

1.4.1 Système aux moments

Dans cette partie nous allons analyser les équations aux moments du système P1-
Diffusion afin de vérifier qu’elles sont bien compatibles avec les équations de la MHD
résistive. Sous les mêmes hypothèses simplificatrices 1, 2 et 3 (impliquant u = 0, J = 0 et
B = 0), réécrivons le système MHD (41)-(47) :

Système MHD prototype

∂

∂t
ne = 0 ,

3nekb

2
∂

∂t
Te + ∇x · qe = 0 ,

E = − 1
nee

(∇x · Pe + Rei) .

(1.68)

(1.69)

(1.70)

Proposition 1.4.1. (Compatibilité de la densité ne et de la température Te avec le système
MHD prototype). La prise aux moments de l’équation (1.64) permet d’obtenir les équations
suivantes :

∂

∂t
ne = 0 (1.71)

3kBne

2
∂

∂t
Te + ∇x · qe = 0 (1.72)

avec qe =
〈(1

2mev
2
)
vf1
〉

le flux de chaleur électronique, ne = ⟨f0⟩ la densité électro-

nique et Te = 2
3kBne

〈1
2mev

2f0
〉

la température électronique.

Preuve. On trouve ce résultat directement par la prise des moments d’ordre 0 et 2 : ⟨ · ⟩
et
〈

1
2mev

2 ·
〉

de l’équation (1.64) et par définition des moments (1.60) à (1.63). ■

Proposition 1.4.2. (Compatibilité du champs électrique E avec le système MHD prototype).
La prise aux moments de l’équation (1.65) permet d’obtenir la loi d’Ohm suivante :

eneE + ∇xPe = Rei , (1.73)

avec Rei = −3Yeineme

Zi

〈 f1
v2

〉
et Pe = 3

2
〈1

2mev
2f0
〉

Preuve. On trouve ce résultat directement par la prise au moment d’ordre 1 : ⟨v · ⟩ de
l’équation (1.65) divisée par v3, et par définition des moments (1.60) à (1.63). ■
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1. Construction d’un nouveau modèle quasi-cinétique MHD compatible

1.4.2 Limite de Spitzer-Härm
Une propriété importante que doit vérifier le modèle P1-Diffusion est la capture du

régime asymptotique de Spitzer-Härm, correspondant au régime fortement collisionnel,
quand la distribution f0 tend vers l’équilibre local maxwellien M .

Proposition 1.4.3. (Conduction thermique de Spitzer-Härm). La conduction thermique
de Spitzer-Härm est retrouvée dans le modèle P1-Diffusion, dans la limite de l’ETL. En
prenant f0 = M dans l’équation (1.65), et en prenant le moment d’ordre 2 sur vf1, on
trouve alors :

qSH =
〈(1

2mev
2
)
vfM

1

〉
= 64

√
2
π

Zime

Yei

( kB

me

)7/2
T 5/2

e ∇xTe (1.74)

Démonstration. Nous allons injecter f0 = M dans les équations (1.65) et (1.66) pour
calculer fM

1 . Ensuite, on calculera directement le flux de chaleur qe avec sa définition : qe =〈(1
2mev

2
)
vf1
〉
. Commençons par calculer le champ électrique EM . Soit M la maxwellienne

exprimée en fonction de la vitesse thermique ve,th =
√
kBTe/me

M =
√

2
π

ne

v3
e,th

exp
(
− v2

2v2
e,th

)
, (1.75)

on a d’une part :

∫ ∞

0
v7Mv =

√
2
π

ne

v3
e,th

∫ ∞

0
exp

−
(

v

ve,th

)2

/2

 v7dv

= −
√

2
π

ne

v3
e,th

(−v2
e,th)2

∫ ∞

0
6v5 exp

−
(

v

ve,th

)2

/2

 dv

= 6v2
e,th

∫ ∞

0
v5Mdv ,

(1.76)

et d’autre part :

∫ ∞

0
v5Mdv =

√
2
π

ne

v3
e,th

∫ ∞

0
exp

−
(

v

ve,th

)2

/2

 v5dv

= −
√

2
π

ne

v3
e,th

(−v2
e,th)2

∫ ∞

0
4v3 exp

−
(

v

ve,th

)2

/2

dv

=
√

2
π

ne

v3
e,th

(−v2
e,th)3

∫ ∞

0
8v exp

−
(

v

ve,th

)2

/2

dv

= 8
√

2
π
nev

3
e,th .

(1.77)

D’où l’expression du champ électrique de Spitzer-Härm :

EM = −me

e

∇x⟨v5M⟩
6⟨v3M⟩
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= −me

e

(
∇xv

2
e,th + v2

e,th

∇x⟨v3M⟩
⟨v3M⟩

)

= −me

e

(
∇xv

2
e,th + v2

e,th

∇x(nev
3
e,th)

nev3
e,th

)

= −me

e
v2

e,th

(
∇xv

2
e,th

v2
e,th

+ ∇xne

ne
+

∇xv
3
e,th

v3
e,th

)

= −me

e
v2

e,th

(
∇xne

ne
+ 5

2
∇xv

2
e,th

v2
e,th

)
.

On injecte ensuite EM dans f1 :

fM
1 = − Zi

3Yei

1
ne

[
v2

e,th

(
∇xne

ne
+ 5

2
∇xv

2
e,th

v2
e,th

)
v3∂vM + v4∇xM

]

= − Zi

3Yei

1
ne

[
−
√

2
π

v4

v3
e,th

exp(−1
2
v2

v2
e,th

)∇xne −
√

2
π

v4

v5
e,th

ne
5
2 exp(−1

2
v2

v2
e,th

)∇xv
2
e,th

+
√

2
π

v6

v7
e,th

ne
1
2 exp(−1

2
v2

v2
e,th

)∇xv
2
e,th

−
√

2
π

v4

v5
e,th

ne
3
2 exp(−1

2
v2

v2
e,th

)∇xv
2
e,th +

√
2
π

v4

v3
e,th

exp(−1
2
v2

v2
e,th

)∇xne

]

= − Zi

3Yei

1
ne

√
2
π
ne

1
ve,th

(
v

ve,th

)4 1
2

( v

ve,th

)2

− 8

 exp(−1
2
v2

v2
e,th

)∇xv
2
e,th

= − Zi

6Yei

√
2
π

1
ve,th

(
v

ve,th

)4
( v

ve,th

)2

− 8

 exp(−1
2
v2

v2
e,th

)∇xv
2
e,th .

Remarquons que les termes en ∇xne se compensent dans l’expression de f1, ce qui a une
conséquence importante : les gradients de densité du plasma ne génèrent aucun flux dans
la limite locale.

On calcule le flux de chaleur électronique, qM
e , en prenant le moment d’ordre 5 de fM

1 :

qM
e = 1

2me

∫ ∞

0
v5fM

1 dv

= −Zime

12Yei

√
2
π

∫ ∞

0

v5

ve,th

(
v

ve,th

)4
( v

ve,th

)2

− 8

 exp(−1
2
v2

v2
e,th

)∇xv
2
e,thdv

= −Zime

12Yei

√
2
π

∫ ∞

0

(
v

ve,th

)9
( v

ve,th

)2

− 8

 exp(−1
2
v2

v2
e,th

)v4
e,th∇xv

2
e,thdv .

On pose : h(x) = x9(x2 − 8)e−x2/2
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∫ ∞

0
h(x)dx =

∫ ∞

0
x11e−x2/2dx− 8

∫ ∞

0
x9e−x2/2dx

= (−1)5(−1)6 × 10 × 8 × 6 × 4 × 2 − 8 × (−1)4(−1)5 × 8 × 6 × 4 × 2
= 768 ,

d’où :

qM
e = −Zime

12Yei

√
2
π

∫ ∞

0
h(v/ve,th)d(v/ve,th)v5

e,th∇xv
2
e,th

= −768
12

Zime

Yei

√
2
π
v5

e,th∇xv
2
e,th .

On retrouve bien la conductivité thermique de Spitzer-Härm :

qM
e = −κSH∇xT avec κSH = 64

√
2
π

Zime

Yei

(
kB

me

)7/2
T 5/2 , (1.78)

où κSH est appelé coefficient de conductivité thermique. La loi reliant le flux de chaleur
au gradient de température, q = −κ∇xT , est appelée Loi de Fourier.

■

1.5 Reformulation micro-macro du modèle P1-Diffusion
Dans cette section, nous allons présenter la reformulation micro-macro du système

P1-Diffusion. La reformulation micro-macro, basée sur [35], repose sur une décomposition
classique de la fonction de distribution en ses composantes microscopique et macrosco-
pique. Cette décomposition est réalisée par une technique de projection permettant de
reformuler l’équation cinétique en un système couplant des équations d’évolution pour la
partie macroscopique fluide et pour la partie microscopique cinétique hors-équilibre. La
méthode de décomposition micro-macro a été notamment utilisée en transport neutronique
[35] et en transfert radiatif [4], dans des problèmes présentant des aspects multiéchelles
importants. Lorsque le libre parcours moyen des particules est grand devant l’échelle ma-
croscopique, le système est décrit au niveau microscopique par la théorie cinétique. Les
équations cinétiques mettant en jeu un grand nombre d’inconnues et de variables, l’usage de
super-calculateurs et de méthodes de parallélisme (comme la décomposition de domaine)
est souvent nécessaire pour permettre la résolution numérique d’un problème physique.
Lorsque le libre parcours moyen des particules est petit devant l’échelle macroscopique,
une description macroscopique, diffusive ou fluide est souvent suffisante pour modéliser
la dynamique et permet une résolution numérique plus rapide ; cet aspect multiéchelles
est caractérisé par un paramètre sans dimension, ici le nombre de Knudsen. On définit le
nombre de Knudsen par le rapport entre la longueur de gradient LT (échelle macrosco-
pique) et le libre parcours moyen λT

ei (échelle microscopique) :

Kn = LT /λT
ei

Les méthodes micro-macro permettent de construire des schémas numériques permet-
tant de résoudre ces problèmes multiéchelles en proposant des schémas traitant les termes
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1.5. Reformulation micro-macro du modèle P1-Diffusion

raides à travers cette décomposition. Ainsi, les schémas obtenus permettent de capturer
les limites asymptotiques, comme la limite fluide/diffusive quand le nombre de Knudsen
tend vers 0, sans générer de surcoût algorithmique, voire en le diminuant.
La décomposition micro-macro du modèle P1-Diffusion n’implique aucune hypothèse per-
turbative, ni de linéarisation : le nouveau système obtenu est équivalent et la distribution
électronique peut donc s’écarter arbitrairement de l’équilibre.

Construction des projecteurs micro-macro
La décomposition micro-macro du système P1-Diffusion se fait nécessairement à partir

de l’équilibre local défini par le noyau de l’opérateur de collisions. Dans notre cas, il s’agit
de l’opérateur de Fokker-Planck-Landau. Commençons par rappeler quelques-unes de ses
propriétés :

Proposition 1.5.1. (Consevativité) L’opérateur de collisions électron-électron isotrope Cee
0

est un opérateur bilinéaire, conservant la densité et l’énergie.∫ ∞

0
Cee

0 (f0, f0) v2dv =
∫ ∞

0
Cee

0 (f0, f0) v4dv = 0 (1.79)

la preuve de cette proposition peut être trouvée en Annexe B.3.

Proposition 1.5.2. (Théorème H de Boltzmann) L’opérateur de collisions électron-électron
isotrope Cee

0 dissipe l’entropie définie par :

S =
∫ ∞

0
Cee

0 (f0, f0) ln f0 v
2dv ≤ 0 . (1.80)

De plus, on a :
S = 0 ⇔ Cee

0 (f0, f0) = 0 ⇔ f0 = M , (1.81)
avec :

M(v) = ne

√
2
π

(kBTe

me

)−3/2
exp

(
− mev

2

kBTe

)
, (1.82)

La preuve de cette proposition peut être trouvée dans [1].

Avant de construire les projecteurs micro-macro, nous devons définir les espaces fonc-
tionnels sur lesquels ils agissent.

Définition 1.5.3. Soit l’espace de Hilbert suivant :

L2
M = L2([0,∞[ ; M−1v2dv)

muni du produit scalaire :
(ϕ, ψ) =

〈
ϕψ(M/ne)−1

〉
Proposition 1.5.4. L’espace L2

M (R+) est inclus dans L1(R+). Plus généralement, on a :

φ ∈ L2
M (R+) =⇒

∫ ∞

0

∣∣φ(v)
∣∣vαdv < +∞ ∀α > 1/2 (1.83)

Démonstration. On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

∥f0∥L1(R+,vαdv) =
∫ ∞

0
f0v

αdv =
∫ ∞

0
f0

v√
M
vα−1√

Mdv ,

≤
(∫ ∞

0
f2

0
v2

M
dv

)1/2(∫ ∞

0
Mv2(α−1)dv

)1/2

,
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• L’intégrale
∫ ∞

0
f2

0
v2

M
dv est définie si f0 ∈ L2

M (R+).

• L’intégrale
∫ ∞

0
Mv2(α−1)dv est définie si α > 1/2, en effet Mv2(α−1) n’est pas intégrable

en 0 pour α ≤ 1/2.

On a donc L2
M (R+) ⊂ L1(R+, v

αdv) pour tout α > 1/2.
■

L’opérateur Π0 est construit comme une projection sur une base orthogonale du noyau
de l’opérateur de collisions électron-électron linéarisé. On note ce noyau H0 ⊂ L2

M et on
a : H0 = Span(M,v2M)

Proposition 1.5.5. On note Lee
0 le linéarisé de l’opérateur de collisions autour de l’équilibre

M et H0 son noyau. L’opérateur Lee
0 est semi-défini négatif et auto-adjoint sur L2

M et

H0 = Span(M, v2M) ⊂ L2
M .

Démonstration. Le linéarisé de l’opérateur de Landau s’écrit de la façon suivante :

Lee
0 (g0) = 1

v2∂v

∫ ∞

0
g(v, v′)

(
g0(v′)1

v
∂vM(v) − g0(v) 1

v′∂v′M(v′)
)
v′dv′

+ 1
v2∂v

∫ ∞

0
g(v, v′)

(
M(v′)1

v
∂vg0(v) −M(v) 1

v′∂v′g0(v′)
)
v′dv′ ,

= 1
v2∂v

∫ ∞

0
g(v, v′)MM ′

(1
v
∂v( g0

M
) − 1

v′∂v′( g
′
0

M ′ )
)
v′dv′ .

On écrit la forme variationnelle de Lee
0 (g0) sous sa forme symétrique :〈

Lee
0 (g0), ϕ

〉
L2

M

=
∫ ∞

0

1
v2∂v

∫ ∞

0
g(v, v′)MM ′

(1
v
∂v( g0

M
) − 1

v′∂v′( g
′
0

M ′ )
)
v′dv′ϕM−1v2dv ,

= −
∫ ∞

0

∫ ∞

0
g(v, v′)MM ′

(1
v
∂v( g0

M
) − 1

v′∂v′( g
′
0

M ′ )
) 1
v
∂v( ϕ

M
)v′dv′vdv ,

= −1
2

∫ ∞

0

∫ ∞

0
g(v, v′)MM ′

(1
v
∂v( g0

M
) − 1

v′∂v′( g
′
0

M ′ )
)(1

v
∂v( ϕ

M
) − 1

v′∂v′( ϕ
′

M ′ )
)
v′dv′vdv .

On a bien :〈
Lee

0 (g0), ϕ
〉

L2
M

=
〈
Lee

0 (ϕ), g0
〉

L2
M

,
〈
Lee

0 (g0), g0
〉

L2
M

≤ 0 ,

ainsi que 〈
Lee

0 (M),M
〉

L2
M

=
〈
Lee

0 (v2M), v2M
〉

L2
M

= 0 .

■

Proposition 1.5.6. La base B =
{
M/ne,

(mev
2

kbTe
− 3

2
)
M/ne

}
est une base orthogonale de

H0, avec les relations suivantes :

(M/ne,M/ne) = 1, (1.84)((mev
2

kbTe
− 3

2
)
M/ne,

(mev
2

kbTe
− 3

2
)
M/ne

)
= 3

2 , (1.85)((mev
2

kbTe
− 3

2
)
M/ne,M/ne

)
= 0 . (1.86)
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Démonstration. On vérifie les équations (1.84)-(1.85)-(1.86) :

(M/ne,M/ne) = ⟨M⟩/ne = 1 ,

((mev
2

kbTe
− 3

2
)
M/ne,

(mev
2

kbTe
− 3

2
)
M/ne

)
= 9

4
⟨M⟩
ne

+ ⟨v4M⟩nev
4
e,th − 3⟨v2M⟩nev

2
e,th ,

= 9
4 + 5

2⟨v2M⟩nev
2
e,th − 9

2⟨M⟩ne ,

= 9
4 + 15

4 − 18
4 = 3

2 ,

((mev
2

kbTe
− 3

2
)
M/ne,M/ne

)
= −3

2
⟨M⟩
ne

+ ⟨v2M⟩nev
2
e,th ,

= −3
2 + 3

2 = 0 .

■

Proposition 1.5.7. Le projecteur orthogonal Π0 sur B0 peut s’écrire, pour tout ϕ ∈ L2
M ,

comme :

Π0(φ) = ⟨φ⟩M/ne +
〈
φ
(mev

2

kbTe
− 3

2
)〉
TeK , (1.87)

avec K = 2
3Te

(mev
2

kbTe
− 3

2
)
M/ne.

Démonstration. On utilise la formule classique de projection sur la base B pour écrire le
projecteur Π0 à l’aide du produit scalaire défini plus tôt :

Π0(φ) = (φ,M/ne)
(M/ne,M/ne)M/ne

+

(
φ,
(mev

2

kbTe
− 3

2
)
M/ne

)
((mev

2

kbTe
− 3

2
)
M/ne,

(mev
2

kbTe
− 3

2
)
M/ne

)M/ne ×
(mev

2

kbTe
− 3

2
)
M/ne .

En utilisant les formules (1.84), (1.85) et (1.86), on obtient :

Π0(φ) = ⟨φ⟩M/ne +
〈
φ
(mev

2

kbTe
− 3

2
)〉2

3
(mev

2

kbTe
− 3

2
)
M/ne .

■

Proposition 1.5.8. L’opérateur micro-macro Π0 est une projection, il décompose la partie
isotrope de la fonction de distribution électronique en f0 = M + g0 avec M = Π0(f0) la
contribution locale, et g0 = (I−Π0)(f0) la contribution non-locale. L’opérateur Π0 satisfait
également la propriété Π0(∂M) = ∂M , où ∂ est une dérivée en espace ou en temps.
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Démonstration. Soit M = ne

v3
e,th

exp − v2

v2
e,th

, prenons ∂ = ∇x, on a :

∇xM = M

[
∇xne

ne
+

∇xv
−3
e,th

v−3
e,th

− ∇x

(
v2

v2
e,th

)]
,

= M

[
∇xne

ne
− 3

2
∇xv

2
e,th

v2
e,th

− v2
(

∇xv
2
e,th

v4
e,th

)]
,

= M

[
∇xne

ne
+

∇xv
2
e,th

v2
e,th

(
v2

v2
e,th

− 3
2

)]
.

C’est la décomposition de ∇xM dans la base B, d’après (1.84)-(1.85)-(1.86) on a donc :

Π0(∇xM) = M

[
∇xne

ne
+

∇xv
2
e,th

v2
e,th

(
v2

v2
e,th

− 3
2

)]

■

Proposition 1.5.9. (Système micro-macro P1-Diffusion) Les projecteurs Π0 et (I − Π0)
peuvent désormais être appliqués aux équations du système P1-Diffusion afin de le refor-
muler sous la forme suivante :

Système P1-Diffusion Micro-Macro



∂

∂t
ne = 0 ,

3kBne

2
∂

∂t
Te + ∇x · qe = 0 ,

∂

∂t
g0 + ∇x · (vf1) − K̄ ∇x · qe − e

me
E ·
[ 1
v2

∂

∂v
(v2f1)

]
= Lee

0,M (g0) + Cee
0 (g0, g0) ,

(1.88)

(1.89)

(1.90)

avec

ne =
∫ ∞

0
f0v

2dv , qe = 1
2me

∫ ∞

0
f1v5dv , K̄ = 2

3kBTe

( mev
2

2kBTe
− 3

2
)M
ne

,

f1 = − Zi

3Yei

v3

ne

(
v∇xf0 − e

me
E ∂

∂v
f0
)

et E = −me

e

∇x⟨f0v
5⟩

6 ⟨f0v3⟩
.

Démonstration. D’après la propriété de courant nul ⟨vf1⟩ = 0, on a d’une part :

Π0

( 1
v2

∂

∂v

(
v2E · f1

))
= 0 − 2⟨vf1⟩ = 0 ,

et d’autre part :

Π0
(
∇x ·

(
vf1
))

= 0 −
(mev

2

kbTe
− 3

2
)〈3

2
mev

3

kBTe
f1
〉

= −K̄∇x · qe .
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On a également Π0
(
Lee

0,M (g0) + Cee
0 (g0, g0)

)
= 0 d’après la proposition 1.5.5, on en

déduit l’équation projetée sur Π0 et sur (I − Π0) :

∂

∂t
M + K̄ ∇x · qe = 0 ,

∂

∂t
g0 + ∇x · (vf1) − K̄ ∇x · qe − e

me
E ·
[ 1
v2

∂

∂v
(v2f1)

]
= Lee

0,M (g0) + Cee
0 (g0, g0)

■

Le système (1.88)-(1.89)-(1.90) est la reformulation Micro-Macro du système P1-Diffusion.

Proposition 1.5.10 (Équivalence entre les systèmes P1-Diffusion Micro-Macro et P1-Diffusion
canonique). Supposons que les conditions initiales vérifient la décomposition suivante,
f0 = M + g0, avec

ne = ⟨M⟩ = ⟨f0⟩ ,
3
2neTe =

〈(1
2mev

2
)
M

〉
=
〈(1

2mev
2
)
f0

〉
,

alors les solutions du système P1-Diffusion (1.64)-(1.65) sont par construction solution du
système (1.88)-(1.89)-(1.90).

Démonstration. La reformulation Micro-Macro (1.88)-(1.89)-(1.90) est une reformulation
équivalente du système P1-Diffusion (1.64)-(1.65) puisque le projecteurs (Π0, Id−Π0) sont
des projecteurs sur la base orthonormée B0 d’après la proposition 1.5.7. ■

Corollaire 1.5.11 (Préservation des invariants micro). La densité Micro ainsi que l’énergie
interne Micro ⟨g0⟩ et

〈(
1
2mev

2
)
g0
〉
, sont conservées.

Preuve du Corollaire 1.5.11. L’équation Micro (4.4) peut se reformuler comme les équa-
tions (4.28) et (4.30) à partir de la condition de courant nul, et à partir des relations sui-
vantes : ⟨ΠN (φ)⟩ = ⟨φ⟩, ∀φ ∈ L2

M et ⟨ΠT (φ)⟩ = 0, ∀φ ∈ L2
M , on obtient alors ∂

∂t
⟨g0⟩ = 0

et ∂

∂t

[(
1
2mev

2
)
g0
]

= 0 . ■

1.6 Conclusion
Nous avons construit le système P1-Diffusion, à partir de l’équation de Vlasov-Fokker-

Planck-Landau et avec des hypothèses constitutives compatibles avec la MHD résistive,
afin d’obtenir un modèle cinétique simplifié, dont la dimension passe de 7D à 5D. On qua-
lifie un tel modèle de "quasi-cinétique". Cela fait du modèle P1-Diffusion un bon candidat
pour étudier la fermeture non-locale des équations de la MHD résistive et pour le couplage
fluide/cinétique. On résume les hypothèses faites dans le tableau 1.4 :

Nous avons ensuite analysé les propriétés physiques de ce nouveau modèle pour véri-
fier qu’il répond bien aux objectifs de modélisation énumérés en début de chapitre. Nous
avons enfin reformulé le système sous forme micro-macro, adaptée à la problématique du
couplage entre les équations fluides et les équations cinétiques. Dans la section suivante,
nous allons faire l’analyse variationnelle de la partie transport du système P1-Diffusion,
linéarisée autour de l’équilibre local.
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1. Construction d’un nouveau modèle quasi-cinétique MHD compatible

Hypothèses constitutives Hypothèses simplificatrices
• mi ≫ me • B = 0
• Ti ∼ Te • Zi ≫ 1 ou fit de Yei

• plasma classique et non-relativiste • ions figés
• quasi-neutralité
• plasma totalement ionisé

Tableau 1.4 – Résumé des hypothèses constitutives du modèle P1-diffusion et des hy-
pothèses simplificatrices faites dans cette étude
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CHAPITRE 2

Analyse mathématique du modèle P1-diffusion
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2.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons faire l’analyse variationnelle du modèle P1-Diffusion
construit au chapitre précédent, et linéarisé autour de l’équilibre maxwellien. Pour cela,
nous proposons une réécriture matricielle compacte de l’opérateur de transport P1-Diffusion
noté T . Une décomposition des flux cinétiques en contributions de courant nul permet de
réécrire le linéarisé, T (l), de l’opérateur de transport P1-Diffusion en faisant apparaître
un projecteur de courant nul. Cette réécriture est plus adaptée à l’analyse variationnelle,
nous proposons alors d’étudier la coercivité de T (l).

Réécriture du système P1-diffusion

Repartons du système P1-diffusion dans sa forme conservative générale :

∂tf0 + ∇x · (vf1) − e

me
E ·
[ 1
v2

∂

∂v
(v2f1)

]
= Cee

0 (f0, f0) , (2.1)

f1 = − Zi

3Yei

v3

ne

(
v∇xf0 − e

me
E ∂

∂v
f0
)
, (2.2)

E = −me

e

∇x⟨f0v
5⟩

6 ⟨f0v3⟩
. (2.3)
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2. Analyse mathématique du modèle P1-diffusion

On peut le réécrire sous une forme développée, qui permet d’identifier le rôle des
différents termes :

∂tf0 − ∇x ·
(
αv5

ne
∇xf0

)
︸ ︷︷ ︸

Diffusion spatiale

+ ∇x ·
(
αv4

ne
∂vf0

eE
me

)
+ eE
me

· 1
v2∂v

(
αv6

ne
∇xf0

)
︸ ︷︷ ︸

Termes croisés

−
(
eE
me

· eE
me

) 1
v2∂v

(
αv5

ne
∂vf0

)
︸ ︷︷ ︸

Diffusion en vitesse

= Cee,0(f0)︸ ︷︷ ︸
Diffusion integro-diff en vitesse

.

(2.4)

Mais les termes croisés sont délicats à traiter. Une autre forme apporte un éclairage
nouveau sur cette équation :

Proposition 2.1.1. (Forme parabolique du transport P1-diffusion) L’opérateur de transport
du modèle P1-diffusion s’écrit sous la forme matricielle parabolique suivante en exprimant
les flux dans l’espace des phases Ω = R3 × [0,∞[ :

∂tf = ∇t
η

(
D ∇ηf

)
, (2.5)

avec :

∇η =

 ∇x
1
v2

∂

∂v

 et D = αv5

ne

 Id3 −v eE
me

−v eE
me

t

∥v eE
me

∥2

 . (2.6)

Démonstration. En développant l’équation (2.5) on retrouve bien l’équation (2.4). ■

Sous cette forme, on voit bien le caractère parabolique de l’opérateur de transport
P1-Diffusion

Proposition 2.1.2. Soit D = ne

αv5 D. La matrice D est semi-définie positive et ses valeurs
propres sont données par :

Sp(D) =
{

0, 1, 1 + ∥v eE
me

∥2
}
, (2.7)

Démonstration. L’équation aux valeurs propres s’écrit

(D − λId)X = 0 ⇐⇒


(1 − λ)Xi + v

eEi

me
= 0 i ∈ {1, 2, 3}

3∑
i=1

v
eXiEi

me
−
(
∥v eE
me

∥2 − λ
)
X4 = 0

(2.8)

(i) cas λ = 1.
D’après (2.8) on a

X4 = 0 et
3∑

i=1
XiEi = 0 .

On en déduit

ker(D − Id) = Vect
〈 −v eE

me
0

 ,
 0

1

〉⊥

(2.9)
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2.2. Linéarisation du système P1-diffusion autour d’un équilibre maxwellien

(ii) cas λ ̸= 1.
D’après (2.8) on a :

λ

(
1 + ∥v eE

me
∥2 − λ = 0

)
(2.10)

les solutions de (2.10) sont λ = 0 et λ = 1 + ∥v eE
me

∥2, leur espaces propres sont donnés
respectivement par :

ker D = Vect

 −v eE
me
1

 et ker
(

D −
(
1 + ∥v eE

me
∥2
)
Id
)

= Vect

 v
eE
me

∥v eE
me

∥2

 (2.11)

■

Lemme 2.1.3. La matrice D se décompose en AtA avec :

D = AtA , A =

√
αv5

ne

 Id3 −v eE
me

0 0

 . (2.12)

Les valeurs propres de A sont 0 et
√
αv5/ne :

E0 = ker A = Vect

v eEme
1

 , E1 = ker(A − Id) = Vect
(
X
0

)
avec X ∈ R3 . (2.13)

2.2 Linéarisation du système P1-diffusion autour d’un équilibre
maxwellien

Dans cette section nous allons linéariser le système autour d’un équilibre local maxwel-
lien afin de réaliser l’analyse mathématique linéaire de l’opérateur de transport T associé
au modèle P1-diffusion. Nous procéderons dans un premier temps à la séparation des
contributions locales et non-locales des flux cinétiques f1 et du champ électrique eE

me
, dans

un second temps nous allons montrer qu’on peut encore séparer ces contributions en contri-
butions de courant nul à dominance diffusive ou advective. Nous procéderons enfin à la
linéarisation du système P1-Diffusion, en remarquant qu’une factorisation de toutes les
composantes est possible en faisant apparaître une projection de courant nul P.

2.2.1 Splitting entre contributions locales et non-locales

On veut séparer les contributions locales et non-locales du flux f1. Soit le flux cinétique
local (vfM

1 ) :

vfM
1 = −αv5

ne

(
∇xM − eEM

me

1
v
∂vM

)
, (2.14)

où eEM

me
est le champ électrique de Spitzer-Härm normalisé donné par :

eEM

me
= −1

6
∇x⟨Mv5⟩

⟨Mv3⟩
. (2.15)
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2. Analyse mathématique du modèle P1-diffusion

Le flux de chaleur local (vfM
1 ) s’écrit également de façon matricielle :

vfM
1 = −αv5

ne
AM ∇ηM . (2.16)

Un simple calcul permet alors de montrer que :

∇ηM = −


eEM

me1
v

M

Te
−

∇xTe

Te

(1
2
v2

v2
e,th

− 4
)

0

M ,

d’où :

vfM
1 = −αv5

ne

(1
2
v2

v2
e,th

− 4
)∇xTe

Te
.

Le flux de chaleur de Spitzer-Härm qsh =
〈(1

2mev
2
)
vfM

1

〉
s’écrit alors (calculs propo-

sition 1.4.3) :

qsh = 1
2me

〈
αv7

neTe

(1
2
v2

v2
e,th

− 4
)〉∇xTe

Te
, (2.17)

= 64
√

2
π

Zime

Yei

( kB

me

)7/2
T 5/2

e ∇xTe , (2.18)

Nous allons réaliser une décomposition complète du flux cinétique (vf1). On commence
par séparer les contributions locales et non-locales, puis on décompose les flux restants
en contributions de courant nul à dominance advective ou diffusive. Cette décomposition
permet de préparer la discrétisation implicite du modèle et permet également de mettre
en lumière une linéarisation intéressante du système.

On commence par calculer la partie non-locale au flux cinétique en retranchant fM
1 à

f1 :

vg1 = vf1 − vfM
1 ,

= −αv5

ne

(
∇xf0 − ∇xM − eE

me

1
v
∂vf0 + eEM

me

1
v
∂vM

)
,

= −αv5

ne

(
∇xg0 − ( eE

me
− eEM

me
)1
v
∂vM − eE

me

1
v
∂vg0

)
.

Remarque 2.2.1.
Le flux (vg1) satisfait par construction la condition de courant nul ⟨vg1⟩ = 0.

Le flux (vg1) contient un terme en gradient d’espace −αv5

ne
∇xg0, un terme en gradient

de vitesse αv5

ne

eE
me

1
v
∂vg0 et un terme intégro-différentiel −

(
eE
me

− eEM

me

)
1
v
∂vM faisant

intervenir la composante non-locale du champ électrique. Ce dernier terme permet entre
autres de garantir la propriété de courant nul. Nous allons procéder à deux décompositions
différentes de (vg1). L’une va consister à isoler le terme en gradient d’espace ∇xg0 pour
écrire ∇x · (vg1) comme la somme d’un opérateur de diffusion généralisée en espace et d’un
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opérateur d’advection généralisée, et l’autre va consister à isoler le terme en gradient en
vitesse eE

me
∂vg0 pour écrire eE

me

1
v2∂v(v2g1) comme la somme d’un opérateur de diffusion

généralisée en vitesse et d’un opérateur d’advection généralisée.

Commençons par réaliser la décomposition du champ électrique :

eE
me

− eEM

me
, = −1

6
∇x⟨f0v

5⟩
⟨f0v3⟩

+ 1
6

∇x⟨Mv5⟩
⟨Mv3⟩

,

= −1
6

∇x⟨f0v
5⟩

⟨Mv3⟩
⟨Mv3⟩
⟨f0v3⟩

+ 1
6

∇x⟨Mv5⟩
⟨Mv3⟩

,

= −1
6

1
⟨Mv3⟩

[
∇x⟨Mv5⟩

(⟨Mv3⟩
⟨f0v3⟩

− 1
)

+ ∇x⟨g0v
5⟩⟨Mv3⟩

⟨f0v3⟩

]
,

= −⟨g0v
3⟩

⟨f0v3⟩
eEM

me
− 1

6
∇x⟨g0v

5⟩
⟨f0v3⟩

,

= eE
me

M,m

+ eE
me

m,m

,

avec
eE
me

M,m

= −⟨g0v
3⟩

⟨f0v3⟩
eEM

me
et eE

me

m,m

= −1
6

∇x⟨g0v
5⟩

⟨f0v3⟩
. (2.19)

2.2.2 Splitting des contributions non-locales
Séparation de la contribution en gradient spatial de g0

Soit vh1 le terme contenant la contribution en gradient spatial de g0, et satisfaisant la
condition de courant nul :

vh1 = −αv5

ne

(
∇xg0 − eE

me

m,m 1
v
∂vf0

)
. (2.20)

On définit ensuite le terme vl1 comme le flux restant vg1 − vh1 :

vl1 = vg1 − vh1 ,

= −αv5

ne

(
−
(
eE
me

M,m

+ eE
me

m,m
)

1
v
∂vM

−
(
eEM

me
+ eE
me

M,m

+ eE
me

m,m
)

1
v
∂vg0 + eE

me

m,m 1
v
∂vf0

)
,

= −αv5

ne

(
− eE
me

M,m 1
v
∂vf0 − eEM

me

1
v
∂vg0

)
.

Le flux vl1 se réécrit de la façon suivante :

vl1 = α

6ne

eEM

me

1
⟨f0v3⟩

(
⟨v4∂vg0⟩v4∂vM − ⟨v4∂vM⟩v4∂vg0

)
(2.21)

Le terme de divergence en espace final se décompose de la façon suivante :

∇x · (vf1) = ∇x ·
(
vfM

1 + vh1 + vl1
)

(2.22)

51



2. Analyse mathématique du modèle P1-diffusion

Séparation de la contribution en gradient de vitesse de g0

On commence par réécrire le terme de gradient de vitesse de g0 :

αv5

ne

eE
me

1
v
∂vg0 = − α

6ne

1
⟨v3f0⟩

(
⟨v5∇xg0⟩ + eEM

me
⟨v4∂vM⟩

)
v4∂vg0 . (2.23)

Pour annuler le courant généré par ce terme il faut ajouter le terme suivant :

α

6ne

1
⟨v3f0⟩

(
v5∇xg0 + eEM

me
v4∂vM

)
⟨v4∂vg0⟩ = −αv5

ne

(⟨v3g0⟩
⟨v3f0⟩

v5∇xg0 − eE
me

m,M

v4∂vM
)

(2.24)
On obtient alors le flux vb1 en sommant ces deux termes :

vb1 = −αv5

ne

(
⟨v3g0⟩
⟨v3f0⟩

v5∇xg0 − eE
me

m,M

v4∂vM − eE
me

1
v
∂vg0

)
(2.25)

Comme précédemment, on définit le flux restant vd1 = vg1 − vb1 :

vd1 = vg1 − vb1

= −αv5

ne

(
⟨v3M⟩
⟨v3f0⟩

∇xg0 − eE
me

m,m

v4∂vM

)
Le flux vd1 se réécrit également :

vd1 = α

6ne

1
⟨f0v3⟩

(
⟨v4∂vM⟩ v5∇xg0 − ∇x⟨v5g0⟩ v4∂vM

)
(2.26)

Le terme final de divergence en vitesse se décompose de la façon suivante :

1
v2∂v

(
v
eE
me

· (vf1)
)

= 1
v2∂v

(
v
eE
me

· (vfM
1 + vb1 + vd1)

)
(2.27)

Résumé de la décomposition

Les flux cinétiques associés au transport se décomposent de la manière suivante :

∂tf0 + ∇x ·
(
vfM

1 + vh1 + vl1
)

− 1
v2∂v

(
v
eE
me

(
vfM

1 + vb1 + vd1
))

= 0 , (2.28)

avec :

vh1 = −αv5

ne

(
∇xg0 − eE

me

m,m 1
v
∂vf0

)
, (2.29)

vl1 = α

6ne

eEM

me

1
⟨f0v3⟩

(
⟨v4∂vg0⟩v4∂vM − ⟨v4∂vM⟩v4∂vg0

)
, (2.30)

vb1 = −αv5

ne

(
⟨v3g0⟩
⟨v3f0⟩

v5∇xg0 − eE
me

m,M

v4∂vM − eE
me

1
v
∂vg0

)
, (2.31)

vd1 = α

6ne

1
⟨f0v3⟩

(
⟨v4∂vM⟩ v5∇xg0 − ∇x⟨v5g0⟩ v4∂vM

)
. (2.32)

où Em,m et Em,M sont donnés par (2.19).
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2.2.3 Linéarisation
Dans cette partie nous allons nous servir directement de la décomposition des flux pour

linéariser le système et faire apparaître un opérateur de projection des flux sur une variété
de courant nul.

vh1 = −αv5

ne

(
∇xg0 + 1

6
∇x⟨g0v

5⟩
⟨f0v3⟩

(v4∂vf0)
)
,

= − α

ne

(
v5∇xg0 − v4∂vf0

⟨v4∂vf0⟩
∇x⟨g0v

5⟩
)
.

Le linéarisé de vh1 s’écrit :

vh(l)
1 = − α

ne

(
v5∇xg0 − v4∂vM

⟨v4∂vM⟩
∇x⟨g0v

5⟩
)

(2.33)

En reprenant l’écriture de (2.21), on trouve immédiatement :

vl(l)1 = α

6ne

e

me
EM 1

⟨Mv3⟩

(
⟨v4∂vg0⟩v4∂vM − ⟨v4∂vM⟩v4∂vg0

)
,

ou encore :

vl(l)1 = α

ne

e

me
EM

(
v4∂vg0 − v4∂vM

⟨v4∂vM⟩
⟨v4∂vg0⟩

)
. (2.34)

On procède de la même manière à la linéarisation de vb1 et vd1, en remarquant qu’on
a simplement :

vb(l)
1 = vh(l)

1 et vd(l)
1 = vl(l)1 . (2.35)

Nous allons maintenant ré-exprimer les flux linéarisés en fonction du projecteur P
défini ci-dessous, et en faisant intervenir la formulation matricielle.

Définition 2.2.2. On définit la projection P suivante :

P : L1(Ω, v2dv) −→ L1(Ω, v2dv)

ϕ 7−→ ϕ− v4∂vM

⟨v4∂vM⟩
⟨ϕ⟩ .

(2.36)

On peut réécrire P sous la forme antisymétrique suivante :

P(ϕ) = ϕ− v5M

⟨v5M⟩
⟨ϕ⟩

= 1
⟨v5M⟩

∫
R+

(
M(v′)v′5ϕ(v) −M(v)v5ϕ(v′)

)
v′2dv′ ,

= 1
⟨v5M⟩

∫
R+
M(v)M(v′)v5v′5

( ϕ(v)
v5M(v) − ϕ(v′)

v′5M(v′)
)
v′2dv′ .

(2.37)
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Les flux linéarisés (2.33) et (2.34) se réécrivent avec (2.36) :

vh(l)
1 = vb(l)

1 = −P
(αv5

ne
∇xg0

)
, (2.38)

vl(l)1 = vd(l)
1 = P

(αv5

ne
(−v e

me
EM ) 1

v2∂vg0
)
. (2.39)

On ajoute (2.38) et (2.39) pour obtenir la forme factorisée de vg(l)
1 :

vg(l)
1 = vh(l)

1 + vl(l)1 = −P
(αv5

ne
AM ∇ηg0

)
(2.40)

Le flux de Spitzer-Härm vfM
1 étant de courant nul, on a : P

(
vfM

1
)

= vfM
1 . On obtient

alors la forme factorisée de vf(l)
1 en ajoutant (2.16) et (2.40) :

vf(l)
1 = vg(l)

1 + vfM
1 = −P

(αv5

ne
AM ∇ηf0

)
. (2.41)

Le système parabolique linéarisé complet s’écrit en injectant (2.41) dans (2.28), et en
réécrivant les divergences en espace et en vitesse sous forme matricielle :

∇t
ηAt

M · = ∇x · −v−2∂v(v e

me
EM · )

Système transport P1-Diffusion linéarisé

∂tf0 − ∇t
ηAt

M P
(αv5

ne
AM ∇ηf0

)
= 0 , (2.42)

avec ∇η =

 ∇x
1
v2

∂

∂v

 et AM =

 Id3 −v eE
M

me
0 0

 .

On note T (l) le linéarisé de l’opérateur P1-diffusion autour de l’équilibre M :

T (l) : H1
M (Ω) −→ L2

M (Ω) ,

g0 7−→ ∇t
ηAt

M P
(αv5

ne
AM ∇ηg0

)
.

(2.43)

Proposition 2.2.3. L’opérateur de transport P1-diffusion linéarisé conserve les propriétés
de l’opérateur de transport P1-diffusion telles que la condition de courant nul impliquant
la conservation de la masse.

La conservation de la masse est donné par :

∂tne =
〈
P
(αv5

ne
AM ∇ηg0

)〉
= 0 .

Démonstration. Cette proposition est satisfaite par définition du projecteur P,
⟨P(ϕ)⟩ = 0 ∀ϕ ∈ L1(Ω) . ■
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2.3 Analyse variationnelle de l’opérateur de transport
P1-diffusion linéaire

Maintenant que nous avons linéarisé l’opérateur de transport P1-diffusion autour de
l’équilibre maxwellien, nous allons pouvoir commencer à en faire l’analyse variationnelle.
Dans un premier temps, nous allons montrer que dans la limite où l’équilibre maxwellien
est homogène en température, T (l) est auto-adjoint par rapport au produit scalaire ⟨ ⟩L2

M
.

Ensuite nous montrerons que la forme bilinéaire auto-adjointe associée est définie positive,
puis nous conclurons sur la coercivité de T (l).

Jusqu’ici, nous avons linéarisé f autour de la distribution maxwellienne M sans faire
plus d’hypothèses sur M . Nous allons désormais supposer que l’équilibre est à température
homogène T0 = 1. On a alors :

f = M + h avec M(x, v) = ne(x) exp
(

− v2/2
)
. (2.44)

L’équation (2.42) devient équivalente à :

∂th− ∇t
ηAt

M P
(αv5

ne
AM ∇ηh

)
= 0 . (2.45)

En effet, d’après la condition de courant nul, on a ∂tne = 0 ⇒ ∂tM = 0, et on a
AM ∇ηM = 0. Nous allons écrire respectivement les problèmes aux conditions de bords de
Dirichlet et de Neumann associés à l’équation (2.45)

Problème 1. (P1-diffusion / Condition Limite (CL) de Dirichlet) Soit le problème de
Cauchy associé au transport P1-diffusion linéarisé avec condition aux bords de Dirichlet :

∂th− ∇t
ηAt

M P
(αv5

ne
AM ∇ηh

)
= 0 , ∀(x, v) ∈ Ω ,

h(t, x, v)
∣∣
(x,v)∈∂Ω = 0 ,

h(t = 0, x, v) = h0(x, v) .

(2.46)

Problème 2. (P1-diffusion / CL de Neumann) Soit le problème de Cauchy associé au
transport P1-diffusion linéarisé avec condition aux bords de Neumann :

∂th− ∇t
ηAt

M P
(αv5

ne
AM ∇ηh

)
= 0 , ∀(x, v) ∈ Ω ,

AM ∇ηh(t, x, v)
∣∣
x∈∂I

= 0

h(t, x, v)
∣∣
v∈{0,+∞} = 0 = 0 ,

h(t = 0, x, v) = h0(x, v) .

(2.47)

Nous allons nous intéresser à l’existence et l’unicité de solutions stationnaires à ces deux
problème par l’analyse variationnelle de l’opérateur de transport P1-diffusion linéarisé T (l).

2.3.1 Formulation variationnelle auto-adjointe de T (l)

La forme variationnelle associée à T (l) s’écrit de la façon suivante :

⟨T (l)h, ψ⟩L2
M (Ω) =

∫
Ω

∇t
ηAt

M P
(αv5

ne
AM ∇ηh

) ψ
M
v2dvdx . (2.48)
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Nous allons dans un premier temps supposer que ψ et h sont suffisamment régu-
lières pour appliquer les transformations nécessaires à l’écriture sous forme symétrique de
⟨T (l)h, ψ⟩L2

M (Ω). Nous verrons ensuite comment définir ces espaces fonctionnels. Par inté-
gration par partie de l’équation (2.48) on trouve :

⟨T (l)h, ψ⟩L2
M

=
∫

Ω
P
(αv5

ne
AM ∇ηh

)
· AM ∇η

ψ

M
v2dvdx + R

avec le terme de bord R suivant :

R =
[
P
(αv5

ne
AM ∇ηh

)
· AM n̂∂Ω

ψ

M
v2
]

∂Ω
.

Les conditions de Dirichlet (h et ψ valent 0 sur les bords) ou de Neumann (AM ∇ηh et
AM ∇ηψ valent 0 sur les bords) annulent de terme de bord R.

On remplace P par son expression antisymétrique (2.37) pour obtenir

⟨T (l)h, ψ⟩L2
M

=
∫

Ω

∫
R+
G(v, v′)

[ 1
M

AM ∇ηh
]

δ
· 1
M

AM ∇ηψ
v2dv

M

v′2dv′

M ′ dx

avec

G(x, v, v′) = α

ne

M2M ′2v5v′5

⟨v5M⟩
et

[
ψ
]

δ
(x, v, v′) = ψ(x, v) − ψ(x, v′) . (2.49)

La fonction G(x, v, v′) est positive et symétrique par permutation de v et v′ tandis que[
ψ
]

δ
(x, v, v′) est antisymétrique et linéaire en ψ. On utilise l’antisymétrie pour écrire :

⟨T (l)h, ψ⟩L2
M

= 1
2

∫∫
Ω′=Ω×R+

G(v, v′)
[ 1
M

AM ∇ηh
]

δ
·
[ 1
M

AM ∇ηψ
]

δ

v2dv

M

v′2dv′

M ′ dx . (2.50)

Ainsi, on peut réécrire :

⟨T (l)h, ψ⟩L2
M

=
∫
R+

⟨Aψ,Ah⟩L2
M

(v′) v′2dv′ = ⟨Aψ,Ah⟩L2
M (Ω∗)

avec

A :


L2

M (Ω) −→ L2
M (Ω∗)

ψ(x, v) 7−→
√
G(x, v, v′)

[ 1
M

AM ∇ηψ
]

δ
(x, v, v′)

(2.51)

et l’espace L2
M (Ω∗) défini par :

L2
M (Ω∗) = L2

(
Ω × R+,

v2dv

M

v′2dv′

M ′ dx

)
. (2.52)

Par symétrie, on a A[h](v, v′
0) ∈ L2

M (Ω) pour tout v′
0 ∈ R+
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2.3.2 L’espace H1
M

On cherche à définir l’espace H tel que ψ(v) ∈ L2
M , (Aψ)(v, ·) ∈ L2

M , on sait que Aψ
est antisymétrique par permutation de v et v′ et donné par :

A[ψ](x, v, v′) = α

ne

v5/2v′5/2MM ′

⟨v5M⟩

( 1
M

AM ∇ηψ − 1
M ′A

′
M ∇′

ηψ
′
)

Par symétrie, et d’après le théorème de Fubini, il faut que les intégrales suivantes soient
définies pour que A[ψ] ∈ L2

M (Ω∗) :

(i)
∫
R+

(v5M) v2dv , (ii)
∫
R+
v5(AM ∇ηh)2 1

M
v2dv et (iii)

∫
R+
v5AM ∇ηh v

2dv

On rappelle que L1(R+, v
αdv) ⊂ L2

M (R+) ∀α > 1/2. Il suffit donc d’avoir
v5/2AM ∇ηψ ∈ L2

M (Ω). On définit donc l’espace H1
M .

Définition 2.3.1. Soit H1
M l’espace suivant :

H1
M =

{
ψ ∈ L2

M

∣∣∣ v5/2AM ∇ηψ ∈ L2
M

}
2.3.3 Étude de la coercivité de T (l)

Maintenant que nous avons linéarisé et réécrit l’opérateur de transport sous forme
variationnelle, nous allons pouvoir étudier la coercivité de T (l).

Dans cette section nous allons montrer que la forme quadratique D(h) = ⟨h, Th⟩L2
M

est définie et positive, soit :

(i) D(h) ≥ 0 ,

(ii) D(h) = 0 =⇒ h = 0 .

Cela ne suffit cependant pas à avoir la coercivité de T (l), une inégalité de type Poincaré
permettrait de montrer la coercivité. Nous n’avons pas pu faire la démonstration d’une
telle inégalité, nous continuons quand même l’analyse des propriétés de T (l). Commençons
par étudier les propriétés de D(h) = ⟨h, Th⟩L2

M
.

Définition 2.3.2. (Coercivité) On dit que l’opérateur T : L2
M → L2

M est coercif si ∃C > 0
tel que :

∥T (l)h∥L2
M

≥ C∥h∥L2
M
, ∀h ∈ L2

M . (2.53)

D’après l’inégalité de Cauchy-Shwartz, on a :

⟨h, Th⟩L2
M

= D(h) ≤ ∥h∥L2
M

∥T (l)h∥L2
M
.

Proposition 2.3.3. La forme quadratique D : L2
M → R est positive.

Pour toute fonction h ∈ L2
M , on a : D[h] ≥ 0 .

Démonstration. (Positivité (2.3.3 - i))
Il suffit d’écrire D[h] à partir de la forme symétrique de ⟨T (l)h, h⟩.

D[h] = 1
2

∫∫
Ω∗
G(v, v′)

[ 1
M

AM ∇ηh
]2

δ
dµ(Ω∗) ≥ 0 . (2.54)
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avec G(v, v′) = α

ne⟨v5M⟩
M2M ′2v5v′5 > 0. On a donc bien D positive.

■

En vue de montrer le caractère positif de D, et plus encore sa coercivité, nous faisons
la conjecture suivante :

Conjecture 2.3.4. (Coercivité de T (l))
L’opérateur de transport P1-diffusion linéarisé T (l) est coercif sur H1

M . i.e. :

∃C > 0 , ∥T (l)h∥H1
M
> C∥h∥H1

M
, ∀h ∈ H1

M .

Proposition 2.3.5. (Entropie et théorème H)
La forme quadratique D[h] définit une entropie pour le problème. Il existe C > 0 tel que
D[h] soit exponentiellement décroissante :

∂tD + CD ≤ 0 .

avec :

∂tD < 0 avec D > 0

l’unique solution de D[h] = 0 est h = 0. D’où f = M unique solution du problème.

Démonstration. La dérivée temporelle de D est donnée par :

∂

∂t
D = 1

2

∫∫
Ω′
G(v, v′) ∂

∂t

[ 1
M

AM ∇ηg
]2

δ
v2v′2dv′dvdx

=
∫∫

Ω′
G(v, v′)

[ 1
M

AM ∇ηg
]

δ
·
[ 1
M

AM ∇η
∂

∂t
g
]

δ
v2v′2dv′dvdx

= −2
∫∫

Ω′
∇t

ηAt
MG(v, v′)

[ 1
M

AM ∇ηg
]

δ
· ∂
∂t
g

1
M
v2v′2dv′dvdx

= −2
∫∫

Ω′
∇t

ηAt
MG(v, v′)

[ 1
M

AM ∇ηg
]

δ
· ∇t

ηAt
M P

(αv5

ne
At

M ∇ηg
) 1
M
v2v′2dv′dvdx

= −
∫

Ω

[
∇t

ηAt
M P

(αv5

ne
At

M ∇ηg
)]2 1

M
v2dvdx

= −∥Tg ∥2
L2

M (Ω) ≤ 0 .

Or d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

D[h] ≤ ∥h∥L2
M

∥T (l)h∥L2
M
,

En multipliant par ∥T (l)h∥L2
M
/∥h∥L2

M
, on obtient

D[h]
∥T (l)h∥L2

M

∥h∥L2
M

≤ −∂tD ,

D’après la définition de la coercivité de T (l), il existe C > 0 tel que :

∂

∂t
D + C D ≤ 0 ,
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2.4. Conclusion

La résolution de cette inéquation différentielle donne

D(t) ≤ K expC(t0 − t)

On en déduit que D converge exponentiellement vers 0. ■

2.4 Conclusion
Nous avons commencé par montrer dans ce chapitre que le modèle P1-diffusion se

réécrivait sous une forme matricielle compacte pouvant être linéarisée avec l’introduction
d’un projecteur sur les composantes de courant nul. Cette forme linéarisée et compacte
permet l’analyse variationnelle du modèle. Nous avons cherché à étudier la coercivité
de l’opérateur de transport dans la limite non-collisionnelle. Nous ensuite montré que
l’opérateur de transport P1-diffusion linéarisé, autour de la maxwellienne de température
homogène, et sous l’hypothèse de coercivité, vérifie une loi entropique de type théorème
H. Dans le prochain chapitre, nous étudierons la discrétisation explicite du modèle P1-
Diffusion afin de réaliser une première étude numérique de vérification des propriétés du
modèle, comme la capture de la limite de Spitzer-Härm, ou la conservativité.
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CHAPITRE 3

Discrétisation explicite 1Dx-1Dv du système P1-Diffusion

Sommaire
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.2 Schéma semi-discret 1D-espace 1D-vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.2.1 Semi-discrétisation en vitesse de la partie Vlasov . . . . . . . 64
3.2.2 Semi-discrétisation en espace . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.3 Discrétisation conservative de l’opérateur de collisions . . . . . . . . . 70
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3.5 Tests élémentaires de vérification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.5.1 Cas-test de Rosenbluth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.5.2 Étude instationnaire de convergence vers la limite de Spitzer-

Härm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.1 Introduction
Dans ce chapitre nous allons réaliser une première étude numérique permettant de

vérifier que le modèle réponde bien aux objectifs de modélisation donné dans le chapitre 1,
comme la prise en compte des effets de délocalisation du transport, ou la capture du régime
de Spitzer-Härm dans le régime fortement collisionnel. Pour cela, nous allons proposer dans
un premier temps, pour des raisons de simplicité, une discrétisation explicite 1Dx-1Dv du
modèle P1-Diffusion de type Volumes Finis. Cette discrétisation permet de garantir au ni-
veau discret les lois de conservations. Nous procéderons à la résolution numérique explicite
du modèle P1-Diffusion et à l’analyse de la capture du régime de Spitzer-Härm dans le
régime fortement collisionnel. Nous identifierons les éventuelles contraintes CFL pouvant
rendre difficile un couplage effectif avec l’hydrodynamique Lagrangienne. Cela nous amè-
nera à considérer l’implicitation totale du modèle, étant donné le caractère parabolique
du modèle P1-diffusion.

Nous allons nous intéresser à la résolution du système P1-diffusion dans sa forme
canonique suivante :

∂tf0 + ∇x · (vf1) − e

me
E ·
[ 1
v2

∂

∂v
(v2f1)

]
= Cee

0 (f0, f0) (3.1)

f1 = − Zi

3Yei

v3

ne

(
v∇xf0 − e

me
E ∂

∂v
f0
)

(3.2)
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3. Discrétisation explicite 1Dx-1Dv du système P1-Diffusion

E = −me

e

∇x⟨f0v
5⟩

6 ⟨f0v3⟩
(3.3)

avec l’opérateur de collisions électron-électron isotrope de Landau :

Cee
0 (f0, f0) = Yee

8π
3

1
v2

∂

∂v

∫ ∞

0
g(v, v′)

(
f0(v′)1

v

∂

∂v
f0(v) − f0(v) 1

v′
∂

∂v′ f0(v′)
)
v′dv′ .

La discrétisation de l’opérateur de collisions électron-électron isotrope de Landau sera
également abordée, on utilisera un schéma de type Chang et Cooper [8]. Afin de préparer
la discrétisation en vitesse, on écrit sous une forme faible l’équation (3.1) pour ϕ(v) une
fonction test suffisamment régulière :

∫ ∞

0

(
∂tf0 + ∂x(vf1) − eE

me

1
v2∂v(v2f1)

)
ϕ(v)v2dv =

∫ ∞

0
Cee

0 ϕ(v)v2dv ,

et on réécrit le terme suivant par une intégration par partie :

∫ ∞

0
− eE
me

1
v2∂v(v2f1)ϕ(v)v2dv = eE

me

∫ ∞

0
(v2f1)1

v
∂vϕ(v)vdv .

Ainsi, on écrit l’opérateur de Fokker-Planck isotrope sous la forme faible et symétrique
suivante :∫ ∞

0
Cee

0 ϕ(v)v2dv = −2π
3 8π

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(1
v
∂vϕ+ 1

v′∂v′ϕ

)
inf
( 1
v3 ,

1
v′3

)
v3v′3(

f0(v′)1
v
∂vf0(v) − f0(v) 1

v′∂v′f0(v′)
)
v′dv′vdv .

Sous cette forme, on voit que la conservation de l’énergie de l’opérateur de collisions
est garantie par l’antisymétrie de l’opérateur par permutation des voies d’entrée et de
sortie v et v′. On doit donc faire attention à la discrétisation du terme v−1∂vϕ pour que
le schéma respecte la conservation de l’énergie au niveau discret. Dans la pratique, le
domaine d’intégration est borné dans la variable v ∈ [0,V], on considère donc le problème
approché suivant :

∫ V

0
(∂tf0 + ∂x(vf1))ϕ(v) v2dv + eE

me

∫ V

0
(v2f1)1

v
∂vϕ(v)vdv =

− 2π
3 8π

∫ V

0

∫ V

0

(1
v
∂vϕ(v) + 1

v′∂v′ϕ(v′)
)

inf
( 1
v3 ,

1
v′3

)
v3v′3(

f0(v′)1
v
∂vf0(v) − f0(v) 1

v′∂v′f0(v′)
)
v′dv′vdv

(3.4)

La discrétisation en vitesse se fera par l’utilisation d’une quadrature adaptée pour les
intégrales en vitesse, puis par identification des ϕj qui en résultent. Cette reformulation
sous forme faible permet ainsi, par construction, de respecter les invariants de masse et
d’énergie, au niveau discret, à la fois pour l’opérateur de transport (membre de gauche de
l’équation (3.4)) et pour l’opérateur de collisions (membre de droite de l’équation (3.4)).
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3.2 Schéma semi-discret 1D-espace 1D-vitesse
Maillage 1D en espace de (0, L)

On commence par définir le maillage admissible en espace de (0,L), donné par la
famille (xj)j=0,...,N+1 telle que :

x0 = x 1
2

= 0 < x1 < x 3
2
< · · · < xj− 1

2
< xj < xj+ 1

2
< · · · < xN < xN+ 1

2
= xN+1 = L

On note ∆xj = xj+ 1
2

− xj− 1
2
.

Les mailles fantômes x0 et xN+1 permettent de définir les conditions aux bords en y
imposant la valeur des inconnues discrètes (ici f0).

Maillage 1D en vitesse de (0, V)

On définit le maillage admissible en vitesse de (0,V), donné par la famille (vg)g=1,...,N

telle que :

v 1
2

= 0 < v1 < v 3
2
< · · · < vg− 1

2
< vj < vg+ 1

2
< · · · < vG < vG+ 1

2
= V

On note ∆vg = vg+ 1
2

− vg+ 1
2

et on définit les quantités suivantes :

(vp∆v)g =
∫ v

g+ 1
2

v
g− 1

2

vpdv et (vp∆v)g+ 1
2

=
∫ vg+1

vg

vpdv avec p ∈ N∗

En particulier on utilisera (v2∆v)g = 1
3(v3

g+ 1
2

− v3
g− 1

2
) et (v∆v)g+ 1

2
= 1

2(v2
g+1 − v2

g).

On définit les opérateurs de moyenne sur les mailles suivants :

⟨ · ⟩g = 1
(v2∆v)g

∫ v
g+ 1

2

v
g− 1

2

· v2dv et ( · )j = 1
∆xj

∫ x
j+ 1

2

x
j− 1

2

· dx

et on introduit la vitesse du groupe g, vg =
√

(v2∆v)g/∆vg, de façon cohérente avec la
mesure discrète (v2∆v)g, de sorte à ce que la formule :

G∑
g=0

⟨ϕ⟩g v
2
g∆vg =

∫ V

0
ϕ(v)v2dv

soit exacte pour toute fonction ϕ.

maille (j, g)

⟨f0⟩j,g

vg−1/2

vg+1/2

xj+1/2 xj+1/2

•

•

•

•

Figure 3.1 – Grille orthogonale de l’espace des phases, j allant de 1 à N et g allant de
1 à G.
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3. Discrétisation explicite 1Dx-1Dv du système P1-Diffusion

Les équations du système P1-diffusion discrétisées en espace et en vitesse auront pour
inconnues discrètes les ⟨f0⟩j,g avec j allant de 1 à N et g allant de 1 à G, qui représentent
les valeurs moyennes de f0 dans les différentes mailles de l’espace des phases.

vg−1/2

vg

vg+1/2

vg+1

xj+1/2 xj+1/2

•

•

•

•

⟨ · ⟩g+ 1
2

= 1
(v∆v)g+ 1

2

∫ vg+1

vg

· vdv

⟨ · ⟩g = 1
(v2∆v)g

∫ v
g+ 1

2

v
g− 1

2

· v2dv

Figure 3.2 – Schéma des maillages primal et dual en coordonnée de vitesse. À chaque
moyenne est associée une mesure spécifique.

La résolution numérique de certains opérateurs paraboliques fait intervenir un maillage
dual, permettant d’obtenir des propriétés de conservation au niveau discret. C’est le cas
notamment pour l’opérateur de collision électron-électron et sa résolution numérique dans
[8]. Nous procédons par analogie et introduisons le maillage dual de la figure 3.2. Dans le
cas du système P1-Diffusion, nous allons voir que la propriété de courant nul doit aussi
être vérifiée sur le maillage dual.

3.2.1 Semi-discrétisation en vitesse de la partie Vlasov

Commençons par discrétiser les trois termes de gauche de l’équation (3.4) qui repré-
sentent la partie transport du modèle. Si on suppose ϕ(v) constante par morceaux sur le
maillage primal, alors les deux premiers termes s’écrivent de façon exacte :

∫ V

0

∂

∂t
f0 ϕ(v)v2dv =

G∑
g=1

ϕg
∂

∂t
⟨f0⟩g(v2∆v)g (3.5)

∫ V

0

∂

∂x
(vf1)ϕ(v)v2dv =

G∑
g=1

ϕg
∂

∂x
⟨vf1⟩g(v2∆v)g (3.6)

où ϕg représente la valeur de ϕ(v) dans la maille d’indice g du maillage primal.

En revanche le troisième terme de l’équation (3.4), présente une dérivée en vitesse :
celle-ci est traitée de manière analogue à l’opérateur de collision électron-électron dans [8].
Après intégration par partie du troisième terme de l’équation (3.4), la fonction

(1
v

∂

∂v
ϕ

)
est discrétisée comme dans [8],(1

v

∂

∂v
ϕ(v)

)
g+ 1

2

= ϕg+1 − ϕg

(v∆v)g+ 1
2

. (3.7)

Il vient la formule de quadrature suivante, correspondant au pavage du domaine sur le
maillage dual {vg}1≤g≤G :
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3.2. Schéma semi-discret 1D-espace 1D-vitesse

eE
me

∫ V

0
(v2f1)1

v
∂vϕ(v)vdv ≃ eE

me

G−1∑
g=1

⟨v2f1⟩g+ 1
2

[1
v
∂vϕ(v)

]
g+ 1

2

(v∆v)g+ 1
2

= eE
me

G∑
g=1

[
⟨v2f1⟩g+ 1

2
− ⟨v2f1⟩g− 1

2

]
ϕg

− ⟨v2f1⟩ 1
2
ϕ0 + ⟨v2f1⟩G− 1

2
ϕG+1

(3.8)

Par identification des contributions associées à chacun des éléments de l’ensemble
{ϕg}0≤g≤G+1, le schéma semi-discret en vitesse pour la partie Vlasov va s’écrire :

∂

∂t
⟨f0⟩g + ∂

∂x
⟨vf1⟩g − eE

me

⟨v2f1⟩g+ 1
2

− ⟨v2f1⟩g− 1
2

(v2∆v)g
= 0 pour 1 ≤ g ≤ G , (3.9)

et avec ⟨v2f1⟩ 1
2

= ⟨v2f1⟩G+ 1
2

= 0. Les flux numériques ⟨vf1⟩g et E⟨v2f1⟩g+ 1
2

seront dis-
crétisés de sorte que la conservation de la masse soit satisfaite au niveau discret.

Proposition 3.2.1. (Lois de conservation semi-discrètes)
De l’équation discrète (3.9), on déduit les lois de conservations semi-discrètes sui-

vantes :

Équation de bilan de la masse :

∂

∂t

 G∑
g=1

⟨f0⟩g(v2∆v)g

+ ∂

∂x

 G∑
g=1

⟨vf1⟩g(v2∆v)g

 = 0 , (3.10)

Équation de bilan de l’énergie interne :

∂

∂t

 G∑
g=1

⟨f0⟩g

v2
g

2 (v2∆v)g

+ ∂

∂x

 G∑
g=1

⟨vf1⟩g

v2
g

2 (v2∆v)g



+ eE
me

G−1∑
g=1

⟨v2f1⟩g+ 1
2
(v∆v)g+ 1

2

 = 0 .

(3.11)

Ce qui est équivalent à exprimer les équations discrétisées sous forme faible en rem-
plaçant ϕg respectivement par 1 et par 1

2v
2
g .

Preuve. On trouve les équation (3.10) et (3.11) par prise directe aux moments de l’équation
(3.9). ■

Remarque 3.2.2. Les lois de conservations semi-discrètes de la masse (3.10) et de l’énergie
(3.11) font apparaître la condition de courant nul calculée sur les deux maillages en vitesse,
G∑

g=1
⟨vf1⟩g(v2∆v)g = 0 et

G−1∑
g=1

⟨v2f1⟩g+ 1
2
(v∆v)g+ 1

2
= 0. Elles sont les analogues semi-discrètes

des équations continues (1.71) et (1.72), faisant apparaître ∇x · J et E · J.
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Nous allons proposer une semi-discrétisation en vitesse de l’équation pour f1, sur chacun
des maillages primal et dual, permettant d’introduire la condition de courant nul dans les
lois de conservation discrètes (Proposition 3.2.1).

Semi-discrétisation en vitesse des flux numériques

Nous allons désormais exprimer les flux cinétiques ⟨vf1⟩g et ⟨v2f1⟩g+ 1
2

correspondant
respectivement aux flux numériques en espace et en vitesse. Nous allons reconstruire ces
termes par intégration de l’équation (3.2) respectivement sur la maille primale d’indice
g ∈ [1, G] et la maille duale d’indice g + 1

2 avec g ∈ [0, G]. Commençons par le premier

terme, intervenant dans ∂

∂x
⟨vf1⟩g. On obtient de manière exacte en intégrant le flux ciné-

tique vf1 sur l’intervalle [vg− 1
2
, vg+ 1

2
] l’expression suivante :

⟨vf1⟩g = − α

ne

(
∂

∂x
⟨v5f0⟩g − eE

me
⟨v4∂vf0⟩g

)
pour 1 ≤ g ≤ G . (3.12)

Il n’y a pas d’ambiguïté pour la discrétisation en vitesse du premier terme ∂x⟨v5f0⟩g

contrôlant la diffusion en espace, on l’approche simplement par v5
g∂x⟨f0⟩g . Le second terme

E⟨v4∂vf0⟩g, en revanche, fait intervenir des dérivées croisées espace-vitesse. Ce terme in-

tervient dans ∂

∂x
E
(
v4 ∂

∂v
f0
)

et est à mettre en parallèle avec le terme 1
v2

∂

∂v
E
(
v6 ∂

∂x
f0
)

rencontré dans E 1
v2

∂

∂v
(v2f1). Dans ces termes de dérivées croisées espace-vitesse, il appa-

raît la quantité ⟨v4∂vf0⟩g, qui peut être exprimée de manière exacte, après intégration par
parties :

⟨v4∂vf0⟩g = −6⟨v3f0⟩g +
[
(v6f0)g+ 1

2
− (v6f0)g− 1

2

]/
(v2∆v)g . (3.13)

Le terme ⟨v3f0⟩g est approché par v3
g⟨f0⟩g, ⟨f0⟩g étant la variable discrète du problème.

La discrétisation des (v6f0)g+ 1
2

sera abordée en section 3.2.2 car elle concerne également
la discrétisation en espace. On obtient finalement, en injectant (3.13) dans (3.12) et pour
1 ≤ g ≤ G :

⟨vf1⟩g = − α

ne

v5
g

∂

∂x
⟨f0⟩g + 6 eE

me
v3

g⟨f0⟩g − eE
me

(v6f0)g+ 1
2

− (v6f0)g− 1
2

(v2∆v)g

 . (3.14)

On fait la même chose sur le maillage dual en intégrant le flux cinétique v2f1 sur
l’intervalle [vg, vg+1] et la mesure vdv. On obtient l’expression suivante :

⟨v2f1⟩g+ 1
2

= − α

ne

(
∂

∂x
(v6f0)g+ 1

2
− eE
me

⟨v5∂vf0⟩g+ 1
2

)
pour 1 ≤ g ≤ G− 1 . (3.15)

Le terme ⟨v5∂vf0⟩g+ 1
2

correspond au terme de diffusion en vitesse. On choisit donc, de
le discrétiser de façon centrée comme suit :
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3.2. Schéma semi-discret 1D-espace 1D-vitesse

⟨v5∂vf0⟩g+ 1
2

= 1
(v∆v)g+ 1

2

∫ vg+1

vg

v5∂vf0 vdv ≃
v6

g+ 1
2

(v∆v)g+ 1
2

(
⟨f0⟩g+1 − ⟨f0⟩g

)
.

Le terme (v6f0)g+ 1
2

de l’équation (3.14) sera traité comme un terme croisé, tout comme
ceux de l’équation (3.14). On a finalement le terme de flux ⟨v2f1⟩g+ 1

2
pour 1 ≤ g ≤ G− 1

donné par :

⟨v2f1⟩g+ 1
2

= − α

ne

 ∂

∂x
(v6f0)g+ 1

2
− eE
me

v6
g+ 1

2

⟨f0⟩g+1 − ⟨f0⟩g

(v∆v)g+ 1
2

 . (3.16)

Il ne reste plus qu’à discrétiser en vitesse les termes (v6f0)g+ 1
2

ainsi que le champ élec-
trique E. Comme la discrétisation de ces termes concernent également la discrétisation en
espace, nous la réservons pour la sous-section suivante, où nous abordons la discrétisation
en espace du système P1-diffusion.

3.2.2 Semi-discrétisation en espace
L’équation (3.9) peut être discrétisée en espace de la façon suivante pour 1 ≤ g ≤ G

et 1 ≤ i ≤ N :

∂

∂t
⟨(f0)j⟩g +

⟨vf1⟩j+ 1
2 ,g − ⟨vf1⟩j− 1

2 ,g

∆xj
− eEj

me

⟨v2f1⟩j,g+ 1
2

− ⟨v2f1⟩j,g− 1
2

(v2∆v)g
= 0 . (3.17)

Par abus, on note ⟨f0⟩j,g = ⟨(f0)j⟩g dans la suite du document. On discrétise en espace
le terme ⟨vf1⟩j+ 1

2 ,g en intégrant dans la maille duale d’indice j + 1
2 , l’équation (3.14). Ici

le premier terme
[
∂xv

5
g⟨f0⟩g

]
j+ 1

2
correspond à de la diffusion spatiale : on choisit donc la

discrétisation centrée suivante[
∂

∂x
v5

g⟨f0⟩g

]
j+ 1

2

= v5
g

⟨f0⟩j+1,g − ⟨f0⟩j,g

∆xj+ 1
2

.

Le second terme
[
6 eE
me

v3
g⟨f0⟩g

]
j+ 1

2

, correspond à de l’advection spatiale, on choisit donc,

pour des raisons de stabilité, une discrétisation décentrée amont selon le signe de
eEj+ 1

2

me
:

[
6 eE
me

v3
g⟨f0⟩g

]
j+ 1

2

= 6 eE
me

v3
g⟨f0⟩up

g avec ⟨f0⟩up

j+ 1
2 ,g

=
⟨f0⟩j,g si eE

me j+1/2
< 0 ,

⟨f0⟩j+1,g si eE
me j+1/2

> 0 .

On note alors :

⟨vf1⟩j+ 1
2 ,g = − α

M2,j+ 1
2

v5
g

⟨f0⟩j+1,g − ⟨f0⟩j,g

∆xj+ 1
2

+ 6
eEj+ 1

2

me
v3

g⟨f0⟩up

j+ 1
2 ,g

−
eEj+ 1

2

me

(v6f0)∗
j+ 1

2 ,g+ 1
2

− (v6f0)∗
j+ 1

2 ,g− 1
2

(v2∆v)g

 ,

(3.18)
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3. Discrétisation explicite 1Dx-1Dv du système P1-Diffusion

avec M2,j+ 1
2

= 1
2(M2,i+1 +M2,i) , M2,i =

G∑
g=1

⟨f0⟩j,g(v2∆v)g.

Les termes (v6f0)∗ sont appelés termes croisés et sont à discrétiser sur les arêtes des
mailles d’espace et de vitesse. On discrétise en espace le terme ⟨v2f1⟩j,g+ 1

2
en intégrant

dans la maille primale d’indice j, l’équation (3.16) .

⟨v2f1⟩j,g+ 1
2

= − α

M2,i

(v6f0)∗
j+ 1

2 ,g+ 1
2

− (v6f0)∗
j− 1

2 ,g+ 1
2

∆xj

−eEj

me
v6

g+ 1
2

⟨f0⟩j,g+1 − ⟨f0⟩j,g

(v∆v)g+ 1
2

 (3.19)

Discrétisation du champ électrique auto-consistant et des termes croisés

Au niveau continu, le fait d’imposer la neutralité avec la contrainte du courant nul
⟨vf1⟩ = 0 dans le cas non-magnétisé permet d’obtenir une expression auto-consistante du

champ électrique eE
me

= −∂x⟨v5f0⟩
6⟨v3f0⟩

. Par analogie, nous obtenons, à partir des contraintes
de courant nul discrètes, des expressions pour le champ électrique sur le maillage primal
et dual en espace.

Proposition 3.2.3. (Condition de courant nul discrète)
Supposons (v6f0)∗

j+ 1
2 , 1

2
= (v6f0)∗

j+ 1
2 ,G+ 1

2
= 0 ∀i ∈ [0, N ]. Les champs électriques dis-

crets définis sur les maillages primal et dual :

eEj+ 1
2

me
= − 1

∆xj

G∑
g=1

(
⟨f0⟩j+1,g − ⟨f0⟩j,g

)
v5

g(v2∆v)g

(
6

G∑
g=1

⟨f0⟩up

j+ 1
2 ,g
v3

g(v2∆v)g

) ∀i ∈ [0, N ] , (3.20)

eEj

me
= − 1

∆xj

G−1∑
g=1

(
(v6f0)j+ 1

2 ,g+ 1
2

− (v6f0)j− 1
2 ,g+ 1

2

)
(v∆v)g+ 1

2

(
6

G−1∑
g=1

⟨f0⟩j,g(v5∆v)g + v6
G− 1

2
fG

) ∀i ∈ [1, N ] ,(3.21)

satisfont respectivement les contraintes de courant nul :

G∑
g=1

⟨vf1⟩j+ 1
2 ,g(v2∆v)g = 0 , (3.22)

G−1∑
g=1

⟨v2f1⟩j,g+ 1
2
(v∆v)g+ 1

2
= 0 . (3.23)

Démonstration. En injectant et dans (3.18) et (3.19) on obtient directement les relations
et par la prise aux moments. ■

On propose une discrétisation centrée pour les termes croisés (v6f0)∗
j+ 1

2 ,g+ 1
2

:
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(v6f0)j+ 1
2 ,g+ 1

2
= (v6)∗

g+ 1
2
⟨f0⟩j+ 1

2 ,g+ 1
2

∀i ∈ [0, N ] et ∀g ∈ [0, G] (3.24)

avec les {(v6)∗
g+ 1

2
} donnés par la suite récurrente (v6)∗

g+ 1
2

= (v6)∗
g− 1

2
+ 6v3

g(v2∆v)g et avec
(v6)∗

1
2

= 0. De sorte que la relation :

v4 ∂

∂v
f0 = 1

v2
∂

∂v
(v6f0) − 6v3f0 ,

soit satisfaite au niveau discret, La quantité ⟨f0⟩j+ 1
2 ,g+ 1

2
est ensuite discrétisée de façon

centrée en espace et en vitesse.

Lois de conservations discrètes

La schéma numérique proposé permet de garantir au niveau discret les lois de conser-
vations suivantes :

Proposition 3.2.4. (Conservation de la densité)
La densité discrète est conservée :

∂

∂t

 G∑
g=1

⟨f0⟩j,g(v2∆v)g

 = 0 (3.25)

avec la densité discrète ne,i =
G∑

g=1
⟨f0⟩j,g(v2∆v)g :=

∫ V

0
f0(xj , v) v2dv .

Démonstration. Cette propriété découle de la condition de courant nul discrète (3.2.2),
garantie par la discrétisation du champ électrique auto-consistant e

me
Ej+ 1

2
. L’équation de

conservation de la masse (3.10) devient donc l’équation (3.25) . ■

Proposition 3.2.5. (Conservation de l’énergie)
L’énergie discrète est conservée :

∂

∂t

[3
2ne,ikBTe,i

]
+
[
qe,j+ 1

2
− qe,j− 1

2

]
/∆xj = 0 , (3.26)

avec l’énergie interne électronique discrète, donnée par :

3
2ne,ikBTe,i =

G∑
g=1

⟨f0⟩j,g

v2
g

2 (v2∆v)g , (3.27)

et le flux de chaleur électronique discret, donné par :

qe,j+ 1
2

= 1
me

G∑
g=1

⟨vf1⟩j+ 1
2 ,g

v2
g

2 (v2∆v)g . (3.28)

Démonstration. Comme précédemment, la propriété découle de la condition de courant nul
discrète (3.2.2), garantie par la discrétisation du champ électrique auto-consistant e

me
Ej .

L’équation de conservation de la masse (3.11) devient donc l’équation (3.26) . ■
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On résume alors ainsi le système d’équations aux moments discrets :
∂

∂t
ne,i = 0 ,

∂

∂t

(3
2
kBne,iTe,i

me

)
+ ∂xqe,i = 0 .

(3.29)

La densité électronique étant stationnaire, on peut écrire l’équation de la chaleur dis-
crète suivante :

∂

∂t
Te,i + 1

3
2

kBne,i

me

qe,j+ 1
2

− qe,j− 1
2

∆xj
= 0 (3.30)

On souhaite que la discrétisation permette de retrouver les résultats du modèle de
Spitzer-Härm dans la limite fortement collisionnelle. Nous allons donc nous intéresser à
cette limite. Dans un premier temps, nous allons discrétiser l’opérateur de collisions de
Fokker-Planck isotrope. Puis dans un second temps, nous étudierons la convergence en
maillage du flux de chaleur qe vers le flux de Spitzer-Härm qSH dans la limite locale.

3.3 Discrétisation conservative de l’opérateur de collisions
Pour discrétiser l’opérateur de Fokker-Planck isotrope, on utilise le schéma S1 de C.

Buet et K.C. Le Thanh basé sur la méthode de Chang et Cooper [8]. Repartons de la
forme faible symétrique de l’opérateur de collisions, celle du terme de droite de l’équation
(3.4) :

(r.h.s) = −2π
3 8π

∫ V

0

∫ V

0

(1
v
∂vϕ(v) + 1

v′∂v′ϕ(v′)
)

inf
( 1
v3 ,

1
v′3

)
v3v′3(

f0(v′)1
v
∂vf0(v) − f0(v) 1

v′∂v′f0(v′)
)
v′dv′vdv

(3.31)

Sous cette forme symétrique la conservation de la masse et de l’énergie (ϕ = 1, v2) est
explicite. Mais pour la discrétisation, on part de la forme antisymétrique suivante :

(r.h.s) = −4π
3 8π

∫ V

0

1
v
∂vϕ

∫ V

0
inf
( 1
v3 ,

1
v′3

)
v3v′3(

f0(v′)1
v
∂vf0(v) − f0(v) 1

v′∂v′f0(v′)
)
v′dv′vdv .

(3.32)

De façon analogue au terme de diffusion en vitesse, on applique la quadrature suivante :

(r.h.s) ≃ −4π
3 8π

G−1∑
g=1

[1
v
∂vϕ

]
g+ 1

2

G−1∑
g′=1

inf
( 1
v3 ,

1
v′3

)
v3v′3

(
fg′+ 1

2

[1
v
∂vf0

]
g+ 1

2

− fg+ 1
2

[1
v
∂vf0

]
g′+ 1

2

)
(v∆v)g(v′∆v′)g′ ,

(3.33)

avec
[1
v
∂vϕ

]
g+ 1

2

= ϕg+1 − ϕg

(v∆v)g+ 1
2

et
[1
v
∂vf0

]
g+ 1

2

= f0,g+1 − f0,g

(v∆v)g+ 1
2

.

On pose ensuite :
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Kg+ 1
2

=
G−1∑
g′=1

inf(v3
g+ 1

2
, v3

g′+ 1
2
)
(
fg′+ 1

2

[1
v
∂vf0

]
g+ 1

2

− fg+ 1
2

[1
v
∂vf0

]
g′+ 1

2

)
(v′∆v′)g′ .

On peut réécrire Kg+ 1
2

de la façon suivante :

Kg+ 1
2

= Eg+ 1
2
fg+ 1

2
+Dg+ 1

2

⟨f0⟩g+1 − ⟨f0⟩g

(v∆v)g+ 1
2

avec g = 1, . . . , G− 1 (3.34)

où Eg+ 1
2

et Dg+ 1
2

sont des approximations consistantes des potentiels de Rosenbluth
[8] et sont données par :

Eg+ 1
2

=
g∑

j=1
3(v2∆v)j⟨f0⟩j − vg− 1

2
fG , g = 1, . . . , G− 1 (3.35)

Dg+ 1
2

=
g∑

j=1
v3

j+ 1
2

G−1∑
k=j

fk+ 1
2
(v∆v)k+ 1

2
, g = 1, . . . , G− 1 (3.36)

Par identification des ϕg, comme précédemment, on écrit la partie collision du schéma
numérique :

∂t⟨f0⟩j,g =
Kg+ 1

2
−Kg− 1

2

(v2∆v)g
pour 1 ≤ g ≤ G ,

avec K 1
2

= KG+ 1
2

= 0 .

Discrétisation de Kg+ 1
2

par la méthode de Chang et Cooper

La méthode de Chang et Cooper [8] consiste à interpoler fg+ 1
2

dans l’expression de
Kg+ 1

2
tel que les états d’équilibres soient préservés au niveau discret. fg+ 1

2
est une combi-

naison convexe de ⟨f0⟩g+1 et ⟨f0⟩g, appelé interpolé de Chang et Cooper :

fg+ 1
2

= δg+ 1
2
⟨f0⟩g + (1 − δg+ 1

2
)⟨f0⟩g+1 , (3.37)

avec :

δg+ 1
2

= 1
αg+ 1

2

− 1
expαg+ 1

2
− 1 , αg+ 1

2
=
Eg+ 1

2
(v∆v)g+ 1

2

Dg+ 1
2

. (3.38)

Il faut donc résoudre un système non-linéaire en fg+ 1
2

pour calculer δg+ 1
2
. Dans le cas

coulombien, en exprimant le système en Dg+ 1
2
, on montre que le système est tridiagonal.

L’interpolé de Chang et Cooper se calcule en résolvant le système MD = f δ où M est
une matrice tridiagonale, symétrique et définie positive ; et f δ est un vecteur dépendant
non-linéairement des Dg+ 1

2
. On résout le système par une méthode du point fixe.

Les composantes de la matrice M s’écrivent :
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3. Discrétisation explicite 1Dx-1Dv du système P1-Diffusion

M1,2 = 1
3(v2∆v)2

, M1,1 = −M1,2 + 1
3(v2∆v)1

,

Mg,g−1 = 1
3(v2∆v)g

, Mg,g+1 = 1
3(v2∆v)g+1

, Mg,g = −(Mg,g−1 − Mg,g+1) ,

MG−1,G−2 = 1
3(v2∆v)G−1

, MG−1,G−1 = −MG−1,G−2 .

La décomposition LLt de M est donnée par :

Lg,g =
√
δg et Lg,g−1 = Mg,g−1/

√
δg ,

avec δg+1 = Mg+1,g+1 − M2
g+1,g/δg et δ0 = M1,1.

L’algorithme du point fixe s’écrit :

MDn+1 = f δ(Dn) , D0 = βE , β > 0 ,

ou encore : {
LtDn+1 = y

Ly = f δ(Dn)

Résumé du schéma semi-discret

Le schéma semi-discret complet s’écrit :

∂t⟨f0⟩j,g +
⟨vf1⟩j+ 1

2 ,g − ⟨vf1⟩j− 1
2 ,g

∆xj
− eEj

me

(v2f1)j,g+ 1
2

− (v2f1)j,g− 1
2

(v2∆v)g

=
Kg+ 1

2
−Kg− 1

2

(v2∆v)g
pour 1 ≤ g ≤ G ,

avec les conditions aux bords en vitesse (v2f1)j, 1
2

= (v2f1)j,G+ 1
2

= K 1
2

= KG+ 1
2

= 0 ∀j
et les flux numériques suivants :

⟨vf1⟩j+ 1
2 ,g = − α

M2,j+ 1
2

(
v5

g

⟨f0⟩j+1,g − ⟨f0⟩j,g

xj+1 − xj
+ 6

eEj+ 1
2

me
v3

g⟨f0⟩up

j+ 1
2 ,g

−
eEj+ 1

2

me

(v6f0)∗
j+ 1

2 ,g+ 1
2

− (v6f0)∗
j+ 1

2 ,g− 1
2

(v2∆v)g

 ,

⟨v2f1⟩j,g+ 1
2

= − α

M2,i

(v6f0)∗
j+ 1

2 ,g+ 1
2

− (v6f0)∗
j− 1

2 ,g+ 1
2

∆xj
− eEj

me
v6

g+ 1
2

⟨f0⟩j,g+1 − ⟨f0⟩j,g

(v∆v)g+ 1
2

 ,

Kg+ 1
2

= Eg+ 1
2
fg+ 1

2
+Dg+ 1

2

⟨f0⟩g+1 − ⟨f0⟩g

(v∆v)g+ 1
2

, g = 1, . . . , G− 1 . (3.39)

Les expressions auto-consistantes du champ électrique garantissant la condition de
courant nul :

72



3.4. Discrétisation temporelle explicite et évaluation des contraintes CFL

eEj+ 1
2

me
= − 1

∆xj

G∑
g=1

(
⟨f0⟩j+1,g − ⟨f0⟩j,g

)
v5

g(v2∆v)g

/(
6

G∑
g=1

⟨f0⟩up

j+ 1
2 ,g
v3

g(v2∆v)g

)
,

et :

eEj

me
= − 1

∆xj

G−1∑
g=1

(
(v6f0)j+ 1

2 ,g+ 1
2
−(v6f0)j− 1

2 ,g+ 1
2

)
(v∆v)g+ 1

2

/(
6

G−1∑
g=1

⟨f0⟩j,g(v5∆v)g+v6
G− 1

2
fG

)
.

Les expressions des potentiels de Rosenbluth sont :

Eg+ 1
2

=
g∑

j=1
3(v2∆v)j⟨f0⟩j − vg− 1

2
fG , g = 1, . . . , G− 1 , (3.40)

Dg+ 1
2

=
g∑

j=1
v3

j+ 1
2

G−1∑
k=j

fk+ 1
2
(v∆v)k+ 1

2
, g = 1, . . . , G− 1 , (3.41)

fg+ 1
2

= δg+ 1
2
⟨f0⟩g + (1 − δg+ 1

2
)⟨f0⟩g+1 , (3.42)

avec :

δg+ 1
2

= 1
αg+ 1

2

− 1
expαg+ 1

2
− 1 , αg+ 1

2
=
Eg+ 1

2
(v∆v)g+ 1

2

Dg+ 1
2

(3.43)

L’interpolé de Chang et Cooper fg+ 1
2

se calcule en résolvant le système MD = f δ où M
est une matrice tridiagonale, symétrique et définie positive ; et f δ est un vecteur dépendant
non-linéairement des Dg+ 1

2
. On résout le système par une méthode du point fixe.

3.4 Discrétisation temporelle explicite et évaluation des
contraintes CFL

Nous allons désormais traiter la discrétisation temporelle du système P1-diffusion.
Nous présenterons le schéma explicite en temps et nous proposerons un critère de stabilité
de type CFL sous la forme d’une contrainte sur le pas de temps. Nous ferons des simu-
lations instationnaires pour vérifier si la limite Spitzer-Härm du modèle est bien retrouvée.

Le schéma explicite en temps s’écrit de la façon suivante :

⟨f0⟩n+1
j,g − ⟨f0⟩n

j,g

∆t +
⟨vf1⟩n

j+ 1
2 ,g

− ⟨vf1⟩n
j− 1

2 ,g

∆xj
− En

j

(v2f1)n
j,g+ 1

2
− (v2f1)n

j,g− 1
2

(v2∆v)g

=
Kn

g+ 1
2

−Kn
g− 1

2

(v2∆v)g
pour 1 ≤ g ≤ G ,

(3.44)

avec (v2f1)j, 1
2

= (v2f1)j,G+ 1
2

= K 1
2

= KG+ 1
2

= 0.
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3. Discrétisation explicite 1Dx-1Dv du système P1-Diffusion

Analyse de stabilité

Le modèle P1-diffusion étant non-linéaire et faisant intervenir de façon couplée tous
les groupes de vitesses, cela rend l’analyse de stabilité difficile. Dans la limite où le champ
électrique E est très faible, on peut se ramener à un problème de diffusion en espace, où
le schéma s’écrit simplement :

⟨f0⟩n+1
j,g = ⟨f0⟩j,g

[
1 −

αv5
g∆t

∆xj

(
1

(ne)j+ 1
2
∆xj+ 1

2

+ 1
(ne)j− 1

2
∆xj− 1

2

)]

+ ⟨f0⟩j+1,g

[
α∆t

(ne)j+ 1
2
∆xj

v5
g

∆xj+ 1
2

]

+ ⟨f0⟩j−1,g

[
α∆t

(ne)j− 1
2
∆xj

v5
g

∆xj− 1
2

]
.

Si on suppose le maillage uniforme ∆xj = ∆xj+ 1
2

= ∆x et la densité homogène
(ne)j = (ne)j+ 1

2
= ne, le schéma est linéaire et à coefficients constants. L’analyse de Von-

Neumann donne alors le coefficient d’amplification suivant :

⟨f0⟩n+1
j,g

⟨f0⟩n
j,g

= 1 − ∆t
∆x2Dg [1 − cos(∆x)] avec Dg =

αv5
g

ne
> 0 .

On en déduit que ⟨f0⟩n
j,g est L2-stable si :

∣∣∣⟨f0⟩n+1
j,g

⟨f0⟩n
j,g

∣∣∣ < 1 ⇐⇒ Dg
∆t

∆x2 < 1 .

Le coefficient Dg croît en v5
g . Le pas de temps CFL est donc contraint par le groupe

de vitesse maximal DG. Il faut que ∆t < ∆x2

DG
pour que f0 soit uniformément L2-stable

pour tous les groupes de vitesse dans la limite E = 0. Le caractère parabolique de cette
condition CFL rend ce critère de stabilité très contraignant sur le pas de temps. À cela on
ajoute la dépendance en v5, rendant le critère encore plus contraignant pour les groupes
de vitesse élevée. La situation physique où le plasma est dit "sous-critique" dans la zone
d’ablation de la cavité FCI risque de rendre impraticable les simulations avec schéma
temporel explicite, puisque le plasma y est peu dense (ne faible) et chaud (vG élevé pour
modéliser la distribution). Pour cette raison, nous allons étudier l’implicitation totale du
schéma dans le chapitre suivant. Mais avant cela, nous allons réaliser des tests élémentaires
de vérification du schéma explicite dans le présent chapitre.

3.5 Tests élémentaires de vérification
Bien que le schéma explicite du modèle P1-diffusion ne remplisse pas tous les objectifs

demandés, il permet de vérifier numériquement si le modèle P1-diffusion capture bien la
limite de Spitzer-Härm correspondant au régime fortement collisionnel. Nous avons donc
implémenté le schéma numérique dans un code d’étude 1D espace et 1D vitesse, écrit en
C++, afin de réaliser quelques tests numériques de vérification, ainsi que des observations
physiques qualitatives. Nous réservons l’étude de validation physique au chapitre 5, où
nous évaluerons le schéma implicite du modèle P1-Diffusion.
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3.5. Tests élémentaires de vérification

3.5.1 Cas-test de Rosenbluth

Dans un premier temps, nous allons tester le schéma de discrétisation de l’opérateur
de collisions Cee. Cet opérateur contrôle le retour à l’équilibre local de la distribution :
le test classique "0D" (indépendant de x) de Rosenbluth permet de mesurer ce retour à
l’équilibre. Ce test est extrait des travaux de Rosenbluth, MacDonald et Chuck [45], il est
également réalisé par C. Buet et K-C. Le Thanh dans [8] dont nous reproduisons certains
résultats. La distribution initiale est une gaussienne centrée en v = 0.3 vth donnée par la
formule suivante :

f0(t′ = 0, ξ) = 0.01 exp
[
−10

(
ξ − 0.3

0.3

)2]
, (3.45)

La distribution f0 est sans dimension. En effet le test se fait sous forme adimensionnée,
avec, conformément à [48] l’adimensionnement suivant :

f0(t, v) =
√

2
π

ne

u3
eF2

[F4
F2

]3/2
f0(t′, ξ) , (3.46)

v =
[F4
F2

]1/2
ξ et t =

√
π

3
1

F2

(F4
F2

) 3
2
t′ , (3.47)

F2 =
∫ ∞

0
f0(t = 0, ξ) ξ2dξ , F4 =

∫ ∞

0
f0(t = 0, ξ) ξ4dξ . (3.48)

On trace ensuite le profil de la distribution aux temps respectifs t = τee, t = 2τee et
t = 10τee, τee (figure 3.3) étant le temps caractéristique collisionnel, donné par :

τee =
√
π

3
1

F2

(F4
F2

) 3
2
. (3.49)

On retrouve bien les résultats de C. Buet et K-C. Le Thanh dans [8] sur les schémas S1
et S3. On trace également l’entropie et le moment d’ordre 4 de la distribution en fonction
du temps figure 3.4. On retrouve encore bien les résultats attendus.
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Figure 3.3 – Cas-test de Rosenbluth, profils de la distribution électronique à t = τee

(bleu), t = 2τee (orange) et t = 10τee (vert). Profil initial de Rosenbluth à t = 0 (noir).
Équillibre maxwellien (pointillés noir).
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Figure 3.4 – Cas-test de Rosenbluth. À gauche, Entropie adimensionnée en fonction du
temps t exprimé en temps collisionnels τee donné par (3.49). À droite Moment d’ordre 4
de f0 adimensionné en fonction du temps t exprimé en temps collisionnels τee donné par
(3.49).

On montre dans le tableau 3.1 que la masse et l’énergie sont bien conservées tout au
long de la simulation :

Dans les chapitres suivants, nous testerons des variantes implicites de ce schéma numé-
rique, notamment le schéma implicite contracté, ainsi qu’une variante micro-macro avec
l’implicitation totale du terme linéaire. Maintenant que nous avons discrétisé et testé le
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3.5. Tests élémentaires de vérification

temps t/τee t = 1 t = 2 t = 10
mom0 0.0001589084943277 0.000158908495926 0.0001589085225957
err. rel. 7.47541023881e− 08 8.48178981843e− 08 2.52642503745e− 07
mom2 1.78089767642e− 05 1.780898165855e− 05 1.780897790576e− 05
err. rel. 2.748247542774e− 07 3.72957153340e− 07 6.41004759865e− 08

Tableau 3.1 – conservation de la masse et de l’énergie

terme de collisions, nous allons pouvoir tester la limite fortement collisionnelle du modèle
P1-diffusion.

3.5.2 Étude instationnaire de convergence vers la limite de Spitzer-Härm

Commençons par présenter la condition initiale du cas test "Q1D", le but étant de
calculer un flux de chaleur, la condition initiale consiste en un gradient de température.
Ce gradient est donné par un profil en tangente hyperbolique de la température, dont la
raideur est paramétrable. Les températures sont données en Kelvins (K) et les distances en
centimètres (cm). La densité électronique est homogène et égale à ne = 5 · 1020 cm−3, et la
valeur du logarithme coulombien est prise constante : pour Z = 2, on a ln Λei = 7.09433.
Le profil initial de Te est :

Te,0(x) =
[
0.575 − 0.425 tanh

(
x− 0.045

0.005

)]
× 1.16045 · 10+7 K .
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Figure 3.5 – Profils initiaux de densité et de température du cas test Q1D

Dans la limite locale, f0 est une maxwellienne et le modèle P1-diffusion doit converger
vers le modèle de transport local de chaleur de Spitzer-Härm. On peut directement résoudre
numériquement ce problème de diffusion non-linéaire en température pour réaliser des
vérifications. Les résultats sont montrés Figure 3.6.

On voit que le profil de température converge vers l’unique solution stationnaire du
problème de Cauchy avec conditions aux limites de Dirichlet. Cette solution servira de
référence par la suite pour l’analyse du système P1-diffusion dans la limite fortement
collisionnelle.
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Figure 3.6 – Résolution numérique de l’équation de la chaleur avec flux de Spitzer-Härm,
solveur "Radau" de la librairie Scipy, discrétisation centrée, 100 mailles en espace.

Présentation des simulations

On réalise deux simulations ne différant que dans la fréquence de collision entre élec-
trons, paramétrée ici par le logarithme coulombien que l’on fixe arbitrairement. La pre-
mière simulation est non-collisionnelle avec ln Λee = 0 et la seconde est fortement col-
lisionnelle avec ln Λee = 1000. Pour chaque simulation, on a fait le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre t = 3 ps, résumé dans le tableau 3.2.

Simulation r0 r1
log coulombien ln Λee 0 1000
Nombre d’itérations 4123 2040645

Tableau 3.2 – log coulombien et nombre d’itérations des simulations r0 et r1

Les quantités extensives discrètes suivantes sont calculées pour vérifier les propriétés
de conservation :

Ns [cm−2] =
N∑

j=0

G∑
g=0

∆xj(v2∆v)g⟨f0⟩j,g ,

Es [erg.cm−2] = 1
2me

N∑
j=0

G∑
g=0

∆xj(v2∆v)g⟨f0⟩j,g .

On résume dans les tableaux 3.3 et 3.4 les évaluations numériques des quantités conser-
vatives :

La simulation fortement collisionnelle a nécessité beaucoup plus d’itérations pour ar-
river à t = 3 ps : en effet, l’augmentation de la fréquence de collision électron-électron
entraîne l’augmentation de la contrainte CFL sur le pas de temps explicite.

Comparaison des données

Si on compare dans un premier temps les profils de température issus d’un calcul
cinétique (système P1-diffusion) dans la limite collisionnelle et non collisionnelle, avec le
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temps t (ps) 0 1 2 3
itérations 0 1395 2766 4123
Ns [cm−2] 5.0081948e+ 19 5.0081951e+ 19 5.0081946e+ 19 5.0081946e+ 19
écart relatif 0.00000000e+ 00 5.99018232e− 08 3.99345490e− 08 3.99345490e− 08
Es [erg.cm−2] 8.44358512e+ 10 8.44357901e+ 10 8.44353219e+ 10 8.44344643e+ 10
écart relatif 0.00000000e+ 00 7.22832531e− 07 6.26814478e− 06 1.64255601e− 05

Tableau 3.3 – conservation de N et E dans la simulation r0

temps t (ps) 0 1 2 3
Itérations 0 682508 1362908 2040645
Ns [cm−2] 5.0081948e+ 19 5.0081947e+ 19 5.0081952e+ 19 5.0081948e+ 19
Écart relatif 0.00000000e+ 00 1.99672745e− 08 7.98690975e− 08 0.00000000e+ 00
Es [erg.cm−2] 8.44358512e+ 10 8.44358348e+ 10 8.44357195e+ 10 8.44356827e+ 10
Écart relatif 0.00000000e+ 00 1.94193814e− 07 1.55894479e− 06 1.99588087e− 06

Tableau 3.4 – conservation de N et E dans la simulation r1

profil de température donné par le calcul de Spitzer-Härm au temps t = 3 ps (figure 3.7),
on constate que d’une part le profil de température a significativement évolué dans tous
les cas et que d’autre part, la limite fortement collisionnelle correspond bien au calcul de
Spitzer-Härm.
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Figure 3.7 – Profils de température à t = 3 ps, en carrés rouge sans collisions élec-
troniques, en croix bleues dans la limite fortement collisionnelle, et en noir le profil de
température donné par un calcul Spitzer-Härm

À partir de la solution f0 de la simulation cinétique, on compare maintenant, figure
3.8, le flux de chaleur cinétique qe =

∫ ∞

0

(1
2mev

2
)
vf1v2dv, et sa contribution de Spitzer-

Härm qM
e =

∫ ∞

0

(1
2mev

2
)
vfM

1 v2dv. Cette comparaison est encore réalisée à t = 3 ps.
On constate d’abord que dans le cas non-collisionnel, le profil de flux de chaleur ciné-

tique est très éloigné du profil du flux de Spitzer-Härm (nous verrons que la distribution
est en effet très éloignée de la maxwellienne dans ce cas-là). Dans la limite fortement col-
lisionnelle, les flux de chaleur cinétiques et Spitzer-Härm sont plus proches mais un écart
significatif subsiste entre les deux. Nous allons chercher l’origine de l’écart constaté figure
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3.8, dans la limite fortement collisionnelle, entre le flux de chaleur cinétique et le flux de
chaleur de Spitzer-Härm.
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Figure 3.8 – Profils de flux de chaleur cinétique (à gauche) et de flux de chaleur de
Spitzer-Härm (à droite), à t = 3 ps Comparés à la solution de Spitzer-Härm.

Nous allons étudier les effets liés à la discrétisation spatiale des termes décentrés amont,
à travers l’analyse du champ électrique. En effet, pour que le flux de chaleur cinétique
converge vers la limite de Spitzer-Härm, il faut nécessairement que le champ électrique
auto-consistant converge également vers la limite de Spitzer-Härm. On trace alors le champ
électrique cinétique ainsi que sa limite théorique dans le modèle de Spitzer-Härm (figure
3.9). On constate, comme pour le flux de chaleur, que dans la limite fortement collisionnelle,
un écart s’observe au niveau du "pic" du champ électrique, mais que la limite Spitzer-Härm
est bien retrouvée dans tout le reste du domaine.
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Figure 3.9 – (à gauche) Profils de champ électrique à t = 3 ps, en trait noir le profil
théorique de Spitzer-Härm, en carrés rouges le profil calculé par le code P1diff dans le
cas non-collisionnel, et en croix bleues dans la limite fortement collisionnelle. (à droite)
Profils de champ électrique à t = 3 ps et limite fortement collisionnelle pour différentes
discrétisations spatiales de Ecin pour λ = 1000.

Afin de mettre en évidence les effets de la discrétisation spatiale décentrée, on calcule
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3.6. Conclusion

à partir des moments d’ordre 5 et 7 de la fonction de distribution, le champ électrique
centré, décentré amont et aval. On constate une forte sensibilité du champ électrique au
type de schéma spatial. Pour rendre compte de l’équilibre local, l’ensemble des vitesses
doit restituer la solution d’équilibre, or il existe des ordres de grandeur entre les valeurs
de distribution les plus hautes et les plus basses. La sensibilité au choix de décentrement
est localisée aux vitesses les plus hautes. Nous proposerons une solution pour s’affranchir
de ce problème au chapitre suivant, avec une reformulation Micro-Macro du modèle P1-
Diffusion, qui permet, par construction, de capturer la solution en régime d’équilibre local
(ETL).

3.6 Conclusion
On a montré que le modèle P1-diffusion capture bien la limite Spitzer-Härm dans le

cas fortement collisionnel, mais que la précision numérique du flux de chaleur cinétique
dans la limite locale, est sensible à la discrétisation spatiale, et devrait être améliorée, via
une discrétisation capturant l’équilibre. De plus, le calcul dans la limite fortement colli-
sionnelle s’est heurté à une forte contrainte CFL (parabolique) sur le pas de temps, ce qui
nous conduit à étudier l’implicitation du schéma numérique. Nous avons vu que les écarts à
la limite de Spitzer-Härm peuvent être dûs à l’erreur de troncature liée à la discrétisation
spatiale. Cet aspect pourra être amélioré avec une refomulation Micro-Macro pour une
meilleure capture de ce régime limite, notamment dans l’optique de diminuer le nombre
de mailles. Nous aborderons dans le chapitre suivant le couplage du modèle P1-Diffusion
avec les équations fluides et sa discrétisation implicite inconditionnellement stable.
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CHAPITRE 4

Discrétisation implicite d’un couplage fluide/cinétique
micro-macro du modèle P1-Diffusion
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4.1 Introduction

Le schéma explicite présenté au chapitre précédent souffre d’une contrainte de stabilité
trop contraignante, rendant certains calculs impraticables (notamment en limite station-
naire). Pour cette raison, dans ce chapitre, nous allons proposer un schéma numérique
totalement implicite pour résoudre le système couplé fluide/cinétique associé au modèle
P1-diffusion. Dans un premier temps, les objectifs de la discrétisation sont définis. On ré-
sume en quelques points les principales contraintes que l’on se donne pour la discrétisation
de la fermeture non-locale :

• le schéma numérique doit préserver au niveau discret les propriétés de conservation,

• le schéma numérique doit être inconditionnellement stable,

• le schéma numérique doit préserver le régime asymptotique de Spitzer-Härm sans
générer de surcoût algorithmique dans cette limite,
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• le schéma doit permettre un couplage fluide/cinétique consistant, avec un calcul co-
hérent des quantités fluides et des moments de la distribution,

• le schéma numérique doit pouvoir être appliqués à des configurations 2D-3D espace
sur des maillages non-structurés.

Le schéma numérique choisi est basé sur une discrétisation des équations micro-macro
SM(??), et une discrétisation implicite itérative en espace et en temps que nous illustre-
rons, dans un premier temps et par souci de pédagogie, à l’aide d’un exemple simple :
l’advection-diffusion à coefficients constants. La discrétisation implicite itérative est inspi-
rée du transfert radiatif [4], où la méthode est appliquée à des maillages 2D non-structurés.
La capacité du schéma à pouvoir fonctionner sur des maillages non-structurés nous inté-
resse particulièrement dans le cadre du couplage aux équations de la MHD Lagrangienne,
souvent discrétisées sur maillages non-structurés. La méthode implicite itérative choisie
consiste à discrétiser :

• en espace, la diffusion de façon centrée et l’advection de façon décentrée amont,

• en temps, les composantes diagonales de façon implicite, et les composantes extra-
diagonales de façon explicite.

Un algorithme de point fixe est mis en place afin de converger vers la limite totalement
implicite et consistante du schéma. Pour le modèle P1-diffusion, la discrétisation implicite
itérative consiste dans un premier temps à discrétiser les composantes diffusives de façon
centrée. Les composantes restantes, dont le signe est contrôlé par le champ électrique E,
sont assimilées à de l’advection spatiale et sont discrétisées de façon décentrée amont.
Dans un second temps, les termes diagonaux en espace sont implicités et une méthode
itérative de type point fixe est mise en place afin de converger vers un schéma totalement
implicite. Nous devrons opérer un travail de réécriture des flux cinétiques afin d’appliquer
cette stratégie de discrétisation. L’implicitation de l’opérateur de collisions par un schéma
implicite contracté [8] sera également abordée. L’originalité de la discrétisation choisie pour
l’opérateur de collision (et des propriétés de stabilité constatées) réside dans le choix des
variables de discrétisation : les variables choisies étant celles de la décomposition Micro-
Macro.

4.2 Reformulation du système P1-Diffusion Micro-Macro
On rappelle la reformulation Micro-Macro du système P1-Diffusion faite en Chapitre

1, consistant à exprimer, les équations d’évolution des quantités Macro et Micro, définies
à partir du noyau de l’opérateur de collision. L’état d’équilibre de l’opérateur de collisions
électron-électron (1.67) est une Maxwellienne d’expression :

M(v) = ne

(2πkBTe

me

)−3/2
exp

(
− mev

2

kBTe

)
, (4.1)

Cette expression représente la partie isotrope d’une distribution maxwellienne centrée
en 0, (car exprimée dans le repère des électrons). Elle s’exprime à partir de la densité
électronique ne, la température Te et doit être compatible avec les moments de f0 : ne =
⟨f0⟩ et 3nekBTe/me = ⟨v2f0⟩.
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Remarque 4.2.1. Dans cette étude, on suppose la vitesse des ions et le champ magnétique
nuls. On a donc équivalence entre les différents repères de vitesse des électrons, des ions
et du laboratoire. Mais dans la perspective d’ajouter l’hydrodynamique et le champ ma-
gnétique, le repère de choix est celui des électrons puisqu’il permet de réduire la méthode
Micro-Macro à la partie isotrope de la distribution en exprimant un état d’équilibre iso-
trope (4.1), sans faire appel à des harmoniques sphériques d’ordre supérieur [37].

Les projections Π0 et I−Π0 définies en Chapitre 1, sont appliquées à l’équation (1.64).
Le modèle P1-Diffusion Micro-Macro est donné en termes des variables de température Te

et de composante non-locale de la distribution anisotrope g0 :

∂

∂t
ne = 0 , (4.2)

3nekB

2
∂

∂t
Te + ∇x · qe = 0 , (4.3)

∂

∂t
g0 + ∇x · (vf1) −K∇x · qe − e

me
E ·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2f1

)]
= Lee

0,M (g0) + Cee
0 (g0, g0) ,(4.4)

− Zi

3Yei

v3

ne

(
v∇xf0 − e

me
E ∂

∂v
f0
)

= f1 , (4.5)

avec le linéarisé de l’opérateur de collisions électron-électron :

Lee
0,M (g0) = Yee

8π
3

1
v2

∂

∂v

∫ ∞

0
dv′v′g(v, v′)

(
M(v′)1

v

∂g0(v)
∂v

−M(v) 1
v′
∂g0(v′)
∂v′

)
+ Yee

8π
3

1
v2

∂

∂v

∫ ∞

0
dv′v′g(v, v′)

(
g0(v′)1

v

∂M(v)
∂v

− g0(v) 1
v′
∂M(v′)
∂v′

)
(4.6)

4.2.1 Reformulation des flux cinétiques

Dans le chapitre 2, nous avions reformulé les flux cinétiques en séparant les contri-
butions locales et non-locales, puis en exprimant les contributions non-locales en flux
d’advection et de diffusion généralisées à courant nul. La contribution locale du flux ciné-
tique f1 est donnée par :

fM
1 = −

[
ne

3Yeini

] [
−3

2 +
(
mev

2

2Te
− 5

2

)]
v4M

ne

∇xTe

Te
. (4.7)

La composante restante g1 = f1 − fM
1 , vérifie les relations :


v∇xg0 − e

me
Em∂M

∂v
− e

me
E∂g0
∂v

= −3Yeini

v3 g1 ,

E = EM + Em ,

Em = −EM

[ 〈
g0v

3〉
⟨Mv3⟩ + ⟨g0v3⟩

]
− 1

6
me

e

∇x
〈
g0v

5〉
⟨Mv3⟩ + ⟨g0v3⟩

,

(4.8)

où le champ électrique à été décomposé en une contribution Macro (Spitzer-Härm ) et
une contribution Micro, donnée ici par la condition de courant nul ⟨vg1⟩ = 0.
Le champ électrique Micro, Em, et le flux cinétique non-local g1 sont ensuite encore dé-
composés pour exprimer les flux d’advection et de diffusion généralisées en espace et à
courant nul.
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Expression du flux de diffusion généralisée en espace

Le flux spatial vf1 de l’équation (4.4) possède une composante diffusive, pouvant être

explicitement exprimée, vf1 = − v5

33Yeini
∇xg0 + · · ·. Cependant, tel quel, ce flux ne satisfait

pas la condition de courant nul. Une projection de ce flux sur une contribution de courant
nul est réalisée avec une décomposition appropriée du champ électrique micro Em. Ces
contributions au flux non-local sont notées g1 = h1 + l1, où h1 contribue à la diffusion
généralisée :

v∇xg0 − e

me
Em,m∂f0

∂v
= −3Yeini

v3 h1 , (4.9)

avec :

Em,m = −1
6
me

e

∇x
〈
g0v

5〉
⟨Mv3⟩ + ⟨g0v3⟩

. (4.10)

La condition de courant nul ⟨vh1⟩ = 0 permet d’exprimer une contribution Micro spé-
cifique du champ électrique, Em,m. Le flux complémentaire s’écrit :

− e

me
Em,M ∂f0

∂v
− e

me
EM ∂g0

∂v
= −3Yeini

v3 l1 , (4.11)

avec :

Em,M = −EM

[ 〈
g0v

3〉
⟨Mv3⟩ + ⟨g0v3⟩

]
, (4.12)

et la condition de courant nul ⟨vl1⟩ = 0, exprimant une contribution au champ électrique
Em,M = Em − Em,m.

On demande aux flux vh1 et vl1 de vérifier la condition de courant nul afin de préparer
une discrétisation permettant de conserver cette propriété en faisant apparaître des pro-
jections que nous expliciterons par la suite.

Expression du flux de diffusion généralisée en vitesse

De manière similaire, le flux en vitesse v2f1 de l’équation (4.4) comprend une contri-

bution diffusive, exprimée de façon explicite par v2f1 = v5

3Yeini

eE
me

∂g0
∂v

+ · · · . La projection
de cette contribution sur les flux de courant nul est réalisée par la décomposition suivante
g1 = b1 + d1, où b1 contribue à la diffusion généralisée en vitesse :

[
− e

me
E∂g0
∂v

+
〈
g0v

3〉
⟨g0v3⟩ + ⟨Mv3⟩

v∇xg0 − e

me
Em,M ∂M

∂v

]
= −3Yei

ni

v3 b1 . (4.13)

Le flux complémentaire s’écrit[ 〈
Mv3〉

⟨g0v3⟩ + ⟨Mv3⟩
v∇xg0 − e

me
Em,m∂M

∂v

]
= −3Yei

ni

v3 d1 . (4.14)

Les deux flux vérifient la condition de courant nul ⟨vb1⟩ = 0, ⟨vd1⟩ = 0.
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Ré-interprétation des flux restants en advection généralisée en espace

La contribution en divergence spatiale ∇x · (vl1), dans l’équation (4.4), est interprétée
comme un flux d’advection généralisée en espace. La partie "explicite" de cette contribution

d’advection s’écrit 18
3Yeini

eEM

me
v4∇xg0.

Remarque 4.2.2. On a utilisé la relation suivante v4∂g0
∂v

= −6v3g0+ 1
v2
∂
(
v6g0

)
∂v

pour rendre
la contribution d’advection explicite (en opposition aux termes de dérivées en coordonnées
d’espace et de vitesse croisées).

De façon similaire, la contribution en divergence en vitesse e

me
E ·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2d1

)]
, de

l’équation (4.4) , est également interprétée comme un flux d’advection généralisée en es-

pace. La partie explicite de cette contribution d’advection s’écrit − 15
3Yeini

〈
Mv3〉

⟨g0v3⟩ + ⟨Mv3⟩
v4∇xg0.

4.2.2 Reformulation des flux avec projecteurs de courant nul

On définit les opérateurs suivants :

Πf0 : L2
M → L2

M

φ 7→ φ−
v4 ∂f0

∂v〈
v4 ∂f0

∂v

〉 ⟨φ⟩ (4.15)

ΠM : L2
M → L2

M

φ 7→ φ−
v4 ∂M

∂v〈
v4 ∂M

∂v

〉 ⟨φ⟩ (4.16)

Π̂M : L2
M → L2

M

φ 7→ φ−
v
(
v4 ∂M

∂v

)
〈
v4 ∂M

∂v

〉 〈
φ

v

〉 (4.17)

Π̂g0 : L2
M → L2

M

φ 7→ φ−
v
(
v4 ∂g0

∂v

)
〈
v4 ∂g0

∂v

〉 〈
φ

v

〉 (4.18)

Les flux cinétiques, exprimés par les harmoniques d’ordre 1 f1 dans le système Micro-Macro
(4.3)-(4.4)-(4.5) sont décomposés en somme de contributions à courant nul f1 = fM

1 + g1,
g1 = h1 + l1 = b1 + d1 :

vfM
1 = − 1

3Yeini
ΠM

(
v5∇xM

)
, (4.19)

vh1 = − 1
3Yeini

Πf0

(
v5∇xg0

)
, (4.20)

vl1 = 1
3Yeini

[
e

me
EM

] 〈
Mv3〉

⟨Mv3⟩ + ⟨g0v3⟩
ΠM

(
v4∂g0
∂v

)
, (4.21)

v2fM
1 = − 1

3Yeini
Π̂M

(
v6∇xM

)
, (4.22)

v2b1 = 6
3Yeini

〈
g0v

3
〉

Π̂g0

(
v
eδE
me

)
, (4.23)
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v2d1 = − 1
3Yeini

〈
Mv3〉

⟨Mv3⟩ + ⟨g0v3⟩
Π̂M

(
v6∇xg0

)
. (4.24)

où chaque contribution de g1 permet de générer un terme d’advection généralisée (l1 and
d1) ou de diffusion généralisée (h1 et b1) dans l’équation Micro (4.4). Ici, δE est une
contribution cinétique au champ électrique, satisfaisant E = ⟨δE⟩. Elle est définie par :

eδE
me

=
v5∇xg0 +

[
eEM

me

]
v4∂M

∂v〈
v4∂M

∂v

〉
+
〈
v4∂g0
∂v

〉 . (4.25)

Proposition 4.2.3. Les opérateurs ΠM et Πf0, définis dans (4.15) et (4.16), sont des pro-
jecteurs et vérifient les relations de courant nul ⟨Πf0(φ)⟩ = ⟨ΠM (φ)⟩ = 0, ∀φ ∈ L2

M . De
la même manière, les opérateurs Π̂M et Π̂g0, définis dans (4.17) et (4.18), respectivement,

sont des projecteurs et vérifient les relations de courant nul
〈

Π̂f0(φ)
v

〉
=
〈

Π̂M (φ)
v

〉
= 0,

∀φ L2
M .

Démonstration. Les relations Π2
f0

= Πf0 , Π2
M = ΠM , Π̂2

M = Π̂M et Π̂2
g0 = Π̂g0 sont

vérifiées. ■

Le système Micro-Macro peut alors être reformulé comme

∂

∂t
ne = 0 , (4.26)

3ne

2
∂

∂t
Te + ∇x ·

〈(1
2mev

2
)
v
(
fM
1 + h1 + l1

)〉
= 0 , (4.27)

∂

∂t
g0 + ΠN

(
∇x ·

[
v
(
fM
1 + h1 + l1

)])
− e

me
E ·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2
(
fM
1 + b1 + d1

))]
=

[
Lee

0,M (g0) + Cee
0 (g0, g0)

]
. (4.28)

Nous avons introduit l’opérateur

ΠN : L2
M → L2

M

φ 7→ φ−K
〈(

1
2mev

2
)
φ
〉
.

(4.29)

Remarque 4.2.4. Seules les contributions h1 et l1 contribuent au flux de chaleur non-local.
Il est important de le prendre en compte pour la cohérence de la discrétisation des termes
de couplage.
Remarque 4.2.5. L’équation (4.28) peut également être réécrite

∂

∂t

[(1
2mev

2
)
g0

]
+ ΠT

(
∇x ·

[(1
2mev

2
)
v
(
fM
1 + h1 + l1

)])
−

(1
2mev

2
)

e

me
E ·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2
(
fM
1 + b1 + d1

))]
=

(1
2mev

2
) [

Lee
0,M (g0) + Cee

0 (g0, g0)
]
, (4.30)
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où

ΠT : L2
M → L2

M

φ 7→ φ−
(

1
2mev

2
)
K ⟨φ⟩ .

(4.31)

Proposition 4.2.6. L’opérateur ΠN est un projecteur.

Démonstration. Comme
〈
K
〉

= 0 et
〈(

1
2mev

2
)
K
〉

= 1, on a Π2
N = ΠN . ■

4.3 Discrétisation en Vitesse
Dans cette section nous allons étudier la discrétisation en vitesse du système P1-

Diffusion Micro-Macro. Tout comme dans le chapitre 2 pour la discrétisation explicite
du système P1-Diffusion, nous allons commencer par la semi-discrétisation en vitesse en
réécrivant les équations sous forme faible.

4.3.1 Écriture sous forme faible
Proposition 4.3.1. Soit φ : R+ → R une fonction test suffisament régulière pour que les
équations qui suivent puissent être définies. L’équation Micro (4.28) peut être réécrite,
après intégration par partie, de la façon suivante∫ +∞

0

[
∂

∂t
g0

]
φv2dv +

∫ +∞

0
∇x ·

[
v
(
fM
1 + h1 + l1

)]
Π∗

N (φ)v2dv

= − eE
me

·
∫ +∞

0

[
v2
(
fM
1 + b1 + d1

)](1
v

∂φ(v)
∂v

)
vdv (4.32)

+
∫ ∞

0

[
Lee

0,M (g0) + Cee
0 (g0, g0)

]
φv2dv ,

avec

Π∗
N : L2 ([0,∞[;Mv2dv

)
→ L2 ([0,∞[;Mv2dv

)
φ 7→ φ−

(
1
2mev

2
) 〈
Kφ

〉
,

(4.33)

le projecteur adjoint de ΠN .
La contribution isotrope des collisions électron-électron se réécrit également sous la forme
faible suivante :∫ ∞

0

[
Lee

0,M (g0) + Cee
0 (g0, g0)

]
φv2dv = (4.34)

−2π
3 Yee

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(1
v

∂φ(v)
∂v

− 1
v′
∂φ(v′)
∂v′

)
g(v, v′)

(
g0(v′)1

v

∂g0(v)
∂v

− g0(v)1
v

∂g0(v′)
∂v′

)
v′dv′vdv

−2π
3 Yee

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(1
v

∂φ(v)
∂v

− 1
v′
∂φ(v′)
∂v′

)
g(v, v′)

(
M(v′)1

v

∂g0(v)
∂v

−M(v)1
v

∂g0(v′)
∂v′

)
v′dv′vdv

−2π
3 Yee

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(1
v

∂φ(v)
∂v

− 1
v′
∂φ(v′)
∂v′

)
g(v, v′)

(
g0(v′)1

v

∂M(v)
∂v

− g0(v)1
v

∂M(v′)
∂v′

)
v′dv′vdv .

4.3.2 Discrétisation multigroupe
Notations multigroupes 1D

On reprend le même maillage en vitesse 1D que dans le chapitre 3, avec un maillage
primal et un maillage dual. On rappelle ici quelques notations :
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v 1
2

= 0 < v1 < v 3
2
< · · · < vg− 1

2
< vi < vg+ 1

2
< · · · < vG < vG+ 1

2
= V ,

vg− 1
2

vg

vg+ 1
2

vg+1

xj+1/2 xj+1/2

•

•

•

•

⟨ · ⟩g+ 1
2

= 1
(v∆v)g+ 1

2

∫ vg+1

vg

· vdv

⟨ · ⟩g = 1
(v2∆v)g

∫ v
g+ 1

2

v
g− 1

2

· v2dv

Figure 4.1 – Schéma du maillage dual en vitesse, avec moyenne spécifique à la mesure
en énergie

L’espace des vitesses est discrétisé tel que les vitesses de groupe (vg)g=1..G forment
un ensemble de G groupes pavant le domaine [0,V], et qu’on appelle maillage primal. On
introduit également (vg+ 1

2
)g=0..G l’ensemble des vitesse aux "bords" des groupes de vitesse,

et qu’on appelle maillage dual. Les bords du domaine en vitesse sont définis par v1/2 = 0
et vg+ 1

2
= V. Par convention on note v0 = v1/2 = 0, vG+1 = vg+ 1

2
= V.

(vp∆v)g =
∫ v

g+ 1
2

v
g− 1

2

vpdv , (vp∆v)g+ 1
2

=
∫ vg+1

vg

vpdv , (4.35)

On a en particulier (v2∆v)g = (v3
g+ 1

2
− v3

g− 1
2
) et (v∆v)g+ 1

2
= 1

2(v2
g+1 − v2

g). On introduit

également l’ensemble
{(
v6)

g+ 1
2

}
g=0..G

, défini par récurrence tel que :

(
v6
)

g+ 1
2

−
(
v6
)

g− 1
2

= 6v3
g(v2∆v)g et

(
v6
)

1/2
= 0 (4.36)

La densité et la température, ne et Te, sont des variables du système Micro-Macro.
Des approximations multigroupes de ces quantités peuvent être construites à partir de
l’expression multigroupe de l’état d’équilibre suivant :

Mg = M(vg) = ne

(2πkBT e

me

)−3/2
exp

(
−
mev

2
g

kBT e

)
. (4.37)

On définit ainsi les différentes approximations suivantes de ne et Te :

no
e =

G∑
g=1

Mg(v2∆v)g , (4.38)

kBT
o
e = 2

3

G∑
g=1

(1
2mev

2
g

)
Mg

no
e

(v2∆v)g , (4.39)

kBT
⋄
e = 2

3

G∑
g=1

(1
2mev

2
g

)(
mev

2
g

2kBT
o
e

− 3
2

)
Mg,i

no
e

(v2∆v)g , (4.40)
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kBT
⋆
e = me

8

G∑
g=1

v7
gMg

(
v2∆v

)
g

G∑
g=1

v5
gMg

(
v2∆v

)
g

, (4.41)

kBT
†
e = me

8

G∑
g=0

v8
g+ 1

2
Mg+ 1

2
(v∆v)g+ 1

2

G∑
g=0

v6
g+ 1

2
Mg+ 1

2
(v∆v)g+ 1

2

. (4.42)

Ces différentes expressions sont choisies afin de permettre de discrétiser les projecteurs
Micro-Macro de sorte que le respect des lois de conservation soit garanti à travers la
conservation des invariants Micro.

Discrétisation multigroupe des projecteurs Micro

Nous allons définir à l’aide des approximations de ne et de Te, de (4.38) à (4.42), une
discrétisation multigroupe conservative des projecteurs Micro.

Proposition 4.3.2. Soit g ∈ [1, G]. Si la fonction K est semi-discrétisée de la façon sui-
vante :

Kg = 2
3kBT

⋄
e

(
mev

2
g

2kBT
o
e

− 3
2

)
Mg

no
e

, (4.43)

alors les discrétisations multigroupes suivantes des projecteurs ΠN , Π∗
N et ΠT :

ΠN,g (φ) = φg −Kg

G∑
g′=1

(1
2mev

2
g′

)
φg′(v2∆v)g′ , (4.44)

Π∗
N,g (φ) = φg −

(1
2mev

2
g

) G∑
g′=1

Kg′φg′

(
v2∆v

)
g′
, (4.45)

ΠT,g (φ) = φg −
(1

2mev
2
g

)
Kg

G∑
g=1

φg′

(
v2∆v

)
g′
, (4.46)

satisfont les relations de projection discrètes (ΠN,g)2 = ΠN,g,
(
Π∗

N,g

)2
= Π∗

N,g, (ΠT,g)2 =
ΠT,g,
ainsi que les relations :

G∑
g=1

ΠN,g (φ) (v2∆v)g =
G∑

g=1
φg(v2∆v)g , (4.47)

G∑
g=1

ΠT,g (φ) (v2∆v)g = 0 , (4.48)

Π∗
N,g (1) = 1 , (4.49)

Π∗
N,g

(
v2
)

= 0 . (4.50)
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Démonstration. Les résulats sont déduits des relations discrètes :
G∑

g=1
Kg(v2∆v)g = 0 , (4.51)

G∑
g=1

Kg

(1
2mev

2
g

)
(v2∆v)g = 1 , (4.52)

étant données les expressions multigroupes T ⋄
e et T o

e par (4.39) et (4.40). ■

Discrétisation de la forme faible

Nous allons discrétiser le terme de gauche de l’équation (4.32) sur le domaine en vitesse
[0,V] suivant une approche Volumes Finis.

Proposition 4.3.3. Soient g0,g = 1
(v2∆v)g

∫ v
g+ 1

2

v
g− 1

2

g0v
2dv et (vf1)g = 1

(v2∆v)g

∫ v
g+ 1

2

v
g− 1

2

(vf1)v2dv,

avec g ∈ [1, G]. Les formules suivantes de quadrature sur le maillage primal :∫ V

0

[
∂

∂t
g0φ+ ∇x ·

(
vf1
3

)
Π∗

N (φ)
]
v2dv

≃
G∑

g=1

(
∂

∂t
g0,gφg + ∇x ·

[
(vf1)g Π∗

N,g(φ)
])

(v2∆v)g ,

(4.53)

sont exactes pour φg = 1, v2
g .

Démonstration. La relation
∫ V

0
(vf1) v2dv =

G∑
g=1

(vf1)g (v2∆v)g est exacte. ■

On considère désormais la discrétisation du RHS de l’équation (4.32) sur le domaine
en vitesse [0,V]. Cette contribution admet une dérivée en vitesse de la fonction-test φ, on
propose alors une formule de quadrature sur le maillage dual, conformément à [33, 8].

Proposition 4.3.4. Soit [v∆v]g+ 1
2

une mesure discrète et
(
v2f1

)
g+ 1

2

défini par

(
v2f1

)
g+ 1

2

= 1
(v∆v)g+ 1

2

∫ vg+1

vg

(
v2f1

)
vdv ,

avec g ∈ [0, G]. La formule de quadrature suivante sur le maillage dual :

− eE
me

·
∫ V

0

[
v2 (f1)

] (1
v

∂φ(v)
∂v

)
vdv +

∫ V

0

[
Lee

0,M (g0) + Cee
0 (g0, g0)

]
φv2dv

≃ − eE
me

·
G∑

g=0

(
v2f1

)
g+ 1

2

φg+1 − φg

(v∆v)g+ 1
2

(v∆v)g+ 1
2

(4.54)

− 2π
3 Yee

G∑
g=0

G∑
g′=0

φg+1 − φg

(v∆v)g+ 1
2

−
φg′+1 − φg′

(v∆v)g′+ 1
2

g0,g′+ 1
2

g0,g+1 − g0,g

[v∆v]g+ 1
2

− g0,g+ 1
2

g0,g′+1 − g0,g′

[v∆v]g′+ 1
2


× [v∆v]g+ 1

2
[v∆v]g′+ 1

2

− 2π
3 Yee

G∑
g=0

G∑
g′=0

φg+1 − φg

(v∆v)g+ 1
2

−
φg′+1 − φg′

(v∆v)g′+ 1
2

M0,g′+ 1
2

g0,g+1 − g0,g

[v∆v]g+ 1
2

−M0,g+ 1
2

g0,g′+1 − g0,g′

[v∆v]g′+ 1
2
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× [v∆v]g+ 1
2

[v∆v]g′+ 1
2

− 2π
3 Yee

G∑
g=0

G∑
g′=0

φg+1 − φg

(v∆v)g+ 1
2

−
φg′+1 − φg′

(v∆v)g′+ 1
2

g0,g′+ 1
2

M0,g+1 −M0,g

[v∆v]g+ 1
2

− g0,g+ 1
2

M0,g′+1 −M0,g′

[v∆v]g′+ 1
2


× [v∆v]g+ 1

2
[v∆v]g′+ 1

2
,

est exacte pour φ(v) = 1, v2.

Démonstration.

Pour φ = 1, on a :
φg+1 − φg

(v∆v)g+ 1
2

= 1 − 1
(v∆v)g+ 1

2

= 0 . (4.55)

Pour φ = v2, on a :
φg+1 − φg

(v∆v)g+ 1
2

=
v2

g+1 − v2
g

(v∆v)g+ 1
2

= 2 . (4.56)

La relation
∫ V

0

(
v2f1

)
vdv =

G∑
g=0

(
v2f1

)
g+ 1

2
(v∆v)g+ 1

2
étant exacte exacte, la formule

de quadrature (4.54) est également exacte. ■

Remarque 4.3.5. La mesure discrète [v∆v]g+ 1
2
, g ∈ [0, G], sera précisée en Section (4.3.2).

Ensuite, les équations (4.53) et (4.54) sont rassemblées en une seule équation discrète
et chaque contribution de la fonction-test discrète φg, est identifiée. Soit g ∈ [1, G], le
schéma résultant s’écrit :

∂

∂t
g0,g + ΠN,g (∇x · (vf1)) − e

me
E ·
[
(v2f1)g+ 1

2
− (v2f1)g− 1

2

]
/(v2∆v)g

=
[
Lee

0,M (g0) + Cee
0 (g0, g0)

]
g
, (4.57)

avec les conditions aux bords (v2f1)1/2 = (v2f1)g+ 1
2

= 0.
Le terme de droite prend la forme discrète suivante :[

Lee
0,M (g0) + Cee

0 (g0, g0)
]

g
=

(
Kg+ 1

2
−Kg− 1

2

)/(
v2∆v

)
g
, (4.58)

où les flux en vitesse sont discrétisés selon le schéma d’équilibre [33, 8]

Kg+ 1
2

= Eg+ 1
2

(M) g0,g+1 +Dg+ 1
2

(g0) Mg+1 −Mg

(v∆v)g+ 1
2

+ Eg+ 1
2

(g0)Mg+1 +Dg+ 1
2

(M) g0,g+1 − g0,g

(v∆v)g+ 1
2

+ Eg+ 1
2

(g0) g0,g+1 +Dg+ 1
2

(g0) g0,g+1 − g0,g

(v∆v)g+ 1
2

, g ∈ [1, G− 1] (4.59)

K1/2 = Kg+ 1
2

= 0 , (4.60)

sont réécrits comme des fonctions des discrétisations des potentiels de Rosenbluth :
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Eg+ 1
2
(f) =

[v∆v]g+ 1
2

(v∆v)g+ 1
2

3
G−1∑
g′=1

(
v2∆v

)
g′
fg′ − vg− 1

2
fG

 , (4.61)

Dg+ 1
2
(f) = 3

g∑
g′=1

(
v2∆v

)
g′

G−1∑
g′′=g′

fg′′+1 [v∆v]g′′+1/2 . (4.62)

Conformément à [33, 8], la mesure discrète [v∆v]g+1/2 est définie par :

[v∆v]g+ 1
2

= −
(∆M)g+ 1

2

βMg+1
=

exp(β(v∆v)g+ 1
2
) − 1

β
, (4.63)

avec β = −1/(2v2
e,th).

Discrétisation multigroupe des projecteurs de courant nul

Proposition 4.3.6 (Une classe de projecteurs multigroupes pour la discrétisation de h1
et l1). Soit g ∈ [1, G]. La discrétisation multigroupe suivante pour les projecteurs (4.15)et
(4.16),

Πf0,g (φ) = φg −

(
v4 ∂f0

∂v

)
g

G∑
g′=1

(
v4∂f0
∂v

)
g′

(
v2∆v

)
g′

G∑
g′=1

φg′

(
v2∆v

)
g′
, (4.64)

ΠM,g (φ) = φg −

(
v4 ∂M

∂v

)
g

G∑
g′=1

(
v4∂M

∂v

)
g′

(
v2∆v

)
g′

G∑
g′=1

φg′

(
v2∆v

)
g′
, (4.65)

satisfont les relations de projection discrètes (Πf0,g)2 = Πf0,g, (ΠM,g)2 = ΠM,g. De plus,
elles satisfont par construction les conditions de courant nul discrètes :

G∑
g=1

Πf0,g (φ) (v2∆v)g = 0 , (4.66)

G∑
g=1

ΠM,g (φ) (v2∆v)g = 0 . (4.67)

Démonstration. Ces relations sont vérifiées par construction, d’après les équations (4.64)
et (4.65). ■

Proposition 4.3.7 (Une classe de projecteurs multigroupes pour la discrétisation de b1
and d1). Soit g ∈ [0, G]. La discrétisation multigroupe suivante pour les projecteurs (4.17)
et (4.18),

Π̂M,g+ 1
2

(φ) = φg+ 1
2

−
vg+ 1

2

(
v4∂M

∂v

)
g+ 1

2
G∑

g′=0

(
v4∂M

∂v

)
g′+ 1

2

vg′+ 1
2

(v∆v)g′+ 1
2
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×
G∑

g′=0
φg′+ 1

2
(v∆v)g′+ 1

2
, (4.68)

Π̂g0,g+ 1
2

(φ) = φg+ 1
2

−
vg+ 1

2

(
v4∂g0
∂v

)
g+ 1

2
G∑

g′=0

(
v4∂g0
∂v

)
g′+ 1

2

vg′+ 1
2

(v∆v)g′+ 1
2

×
G∑

g′=0
φg′+ 1

2
(v∆v)g′+ 1

2
, (4.69)

satisfait les relations de projection discrètes
(
Π̂M,g+ 1

2

)2
= Π̂M,g+ 1

2
,
(
Π̂g0,g+ 1

2

)2
= Π̂g0,g+ 1

2
.

De plus, elles satisfont par construction les conditions de courant nul discrètes :

G∑
g=0

Π̂M,g+ 1
2

(φ) (v∆v)g+ 1
2

= 0 , (4.70)

G∑
g=0

Π̂g0,g+ 1
2

(φ) (v∆v)g+ 1
2

= 0 . (4.71)

Démonstration. Ces relations sont vérifiées par construction, d’après les équations (4.68)
et (4.69). ■

On discrétise sur le maillage primal les expressions (v4∂vM) et (v4∂vf0). Le terme(
v4 ∂f0

∂v

)
g

est discrétisé à l’aide de la formule exacte suivante :

(
v4∂f0
∂v

)
g

= 1
(v2∆v)g

∫ v
g+ 1

2

v
g− 1

2

(
v4∂f0
∂v

)
v2dv ,

= 1
(v2∆v)g

(v6f0
)

g+ 1
2

−
(
v6f0

)
g− 1

2
− 6

∫ v
g+ 1

2

v
g− 1

2

v3f0v
2dv

 , (4.72)

Puis une approximation d’ordre 2 sur maillage uniforme est proposée :

(
v4∂f0
∂v

)
g

≃ 1
(v2∆v)g

[(
v6
)

g+ 1
2

f0,g+ 1
2

−
(
v6
)

g− 1
2

f0,g− 1
2

− 6v3
g f0,g

(
v2∆v

)
g

]
(4.73)

où

f0,g+ 1
2

= 1
2 (f0,g+1 + f0,g) (4.74)

Le terme
(
v4 ∂M

∂v

)
g

est discrétisé de la façon suivante :

(
v4∂M

∂v

)
g

≃ − me

kBTe
v5

gMg , (4.75)
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On discrétise désormais sur le maillage dual les expressions (v4∂vM) et (v4∂vg0) en
définissant : (

v4∂M

∂v

)
g+ 1

2

= − me

kBTe
v5

g+ 1
2
Mg+ 1

2
, g ∈ [0, G] (4.76)(

v4∂g0
∂v

)
g+ 1

2

= v5
g+ 1

2

g0,g+1 − g0,g

(v∆v)g+ 1
2

, g ∈ [0, G− 1] (4.77)
(
v4∂g0
∂v

)
g+ 1

2

= 0 , (4.78)

où MG+ 1
2

= 0.

Contributions Spitzer-Härm multigroupes

Proposition 4.3.8. Les discrétisations multigroupes de l’équation (4.7) :

(
vfM

1

)
g

= −
[

ne

3Yeini

]
v5

g

Mg

ne

[
−3

2 +
(
mev

2
g

2kBT
⋆
e

− 5
2

)] [∇xTe

Te

]
, g ∈ [1, G],(4.79)

(
v2fM

1

)
g+ 1

2
= −

[
ne

3Yeini

]
v6

g+ 1
2

Mg+ 1
2

ne

−3
2 +

mev
2
g+ 1

2

2kBT
†
e

− 5
2

[∇xTe

Te

]
, (4.80)

g ∈ [0, G] ,

où MG+ 1
2

= 0, satisfont les conditions de courant nul discrètes

G∑
g=1

(
vfM

1

)
g

(v2∆v)g = 0 , (4.81)

G∑
g=0

(
v2fM

1

)
g+ 1

2
(v∆v)g+ 1

2
= 0 , (4.82)

et la condition limite (nécessaire au respect des lois de conservations) :(
v2fM

1

)
1/2

=
(
v2fM

1

)
G+ 1

2
= 0 .

Démonstration. Ces relations sont vérifiées par construction, d’après les équations (4.41)
et (4.42). ■

Contribution multigroupes pour la diffusion généralisée en espace

Une discrétisation du flux cinétique h1, contribuant à une diffusion généralisée en
espace, est construite à partir de la définition :

(vh1)g∈[1,G] = 1
(v2∆v)g

∫ v
g+ 1

2

v
g− 1

2

(vh1) v2dv ,

= − 1
3Yeini (v2∆v)g

∫ v
g+ 1

2

v
g− 1

2

Πf0

(
v5∇xg0

)
v2dv . (4.83)
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Proposition 4.3.9. Soit g ∈ [1, G]. La discrétisation multigroupes suivante :

(vh1)g = − 1
3Yeini

Πf0,g

(
v5∇xg0

)
, (4.84)

où (v5g0)g = v5
gg0,g, satisfait la condition de courant nul :

G∑
g=1

(
vh1

)
g

(
v2∆v

)
g

= 0 . (4.85)

Démonstration. La condition de courant nul est satisfaite par définition du projecteur
Πf0,g (voir proposition 4.3.6). ■

Discrétisation multigroupes pour l’advection généralisée en espace

La discrétisation multigroupe des flux cinétiques vl1 et vd1 contribuant à l’advection
généralisée en espace est construite à partir de la définition :

(vl1)g = 1
(v2∆v)g

∫ v
g+ 1

2

v
g− 1

2

(vl1) v2dv , g ∈ [1, G] ,

= 1
3Yeini

[
eEM

me

] 〈
Mv3〉

⟨f0v3⟩
1

(v2∆v)g

∫ v
g+ 1

2

v
g− 1

2

ΠM

(
v4∂g0
∂v

)
v2dv , (4.86)

(v2d1)g+ 1
2

= 1
(v∆v)g+ 1

2

∫ vg+1

vg

(
v2d1

)
vdv , g ∈ [0, G] ,

= − 1
3Yeini

〈
Mv3〉

⟨f0v3⟩
1

(v∆v)g+ 1
2

∫ vg+1

vg

Π̂M

(
v6∇xg0

)
vdv . (4.87)

Proposition 4.3.10. Les discrétisations multigroupes suivantes :

(vl1)g = 1
3Yeini

[
eEM

me

]


G∑
g′=1

Mg′v3
g′

(
v2∆v

)
g′

G∑
g′=1

f0,g′v3
g′

(
v2∆v

)
g′

ΠM,g

(
v4∂g0
∂v

)
, g ∈ [1, G] ,(4.88)

(v2d1)g+ 1
2

= − 1
3Yeini



G∑
g′=1

Mg′v3
g′

(
v2∆v

)
g′

G∑
g′=1

f0,g′v3
g′

(
v2∆v

)
g′

 Π̂M,g+ 1
2

(
v6∇xg0

)
, g ∈ [0, G] , (4.89)

où
(
v4∂g0
∂v

)
g

= 1
(v2∆v)g

[(
v6
)

g+ 1
2
g0,g+ 1

2
−
(
v6
)

g− 1
2
g0,g− 1

2
− 6v3

gg0,g

(
v2∆v

)
g

]
,

et
(
v6g0

)
g+ 1

2
= v6

g+ 1
2
g0,g+ 1

2
, faisant intervenir l’approximation d’ordre 2 sur maillage uni-

forme

g0,g+ 1
2

= 1
2 (g0,g+1 + g0,g) si g ∈ [0, G− 1] , (4.90)

g0,G+ 1
2

= 0 , (4.91)
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satisfont les relations de courant nul :
G∑

g=1
(vl1)g(v2∆v)g = 0 , (4.92)

G∑
g=0

(v2d1)g+ 1
2
(v∆v)g+ 1

2
= 0 , (4.93)

avec les conditions aux bords (v2d1)1/2 = (v2d1)G+ 1
2

= 0.

Démonstration. La condition de courant nul est satisfaite par définition des projecteurs
ΠM,g et Π̂M,g par définition des projecteurs discrets donnés équations (4.65) et (4.68) ■

Discrétisation multigroupes pour la diffusion généralisée en vitesse

On rappelle que vb1 correspond à la contribution de diffusion en vitesse du flux ciné-
tique total vf1.

Proposition 4.3.11. Soit g ∈ [0, G]. La discrétisation multigroupes suivante pour le produit
scalaire E · (v2b1) :

E =
G∑

g=0
δEg+ 1

2
vg+ 1

2

(
v∆v

)
g+ 1

2

, (4.94)

(v2b1)g+ 1
2

= 6
3Yeini

[ G∑
g′=1

g0,g′v3
g′

(
v2∆v

)
g′

]
Π̂g0,g+ 1

2

(
v
eδE
me

)
, (4.95)

avec :

[eδE
me

]
g+ 1

2

=
v5

g+ 1
2
∇xg0,g+ 1

2
+
[eEM

me

](
v4∂M

∂v

)
g+ 1

2[ G∑
g′=0

(
v4∂M

∂v

)
g′+ 1

2

vg′+ 1
2

(
v∆v

)
g′+ 1

2

]
− 6

[ G∑
g′=1

g0,g′v3
g′

(
v2∆v

)
g′

] ,
(4.96)(

v4∂M

∂v

)
g+ 1

2

= − me

kBTe
v5

g+ 1
2
Mg+ 1

2
, (4.97)

g0,g+ 1
2

= MG+ 1
2

= 0, and g0,g+ 1
2

= 1
2(g0,g+1 + g0,g) (approximation d’ordre 2 sur maillage

uniforme), satisfait la condition de courant nul :
G∑

g=0
(v2b1)g+ 1

2
(v∆v)g+ 1

2
= 0 , (4.98)

et la condition de bord requise (v2b1)1/2 = (v2b1)G+ 1
2

= 0.

Démonstration. La condition de courant nul est satisfaite par définition du projecteur
Π̂g0,g+ 1

2
donné équation (4.69) ■

Remarque 4.3.12. Considérons un plasma à l’équilibre thermodynamique local, où la
contribution Micro g0 et sa dérivée partielle en vitesse s’annulent. La discrétisation mul-
tigroupes (4.96) donne alors :

G∑
g=0

δEg+ 1
2
vg+ 1

2
(v∆v)g+ 1

2
= EM . (4.99)
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Discrétisation équilibre de l’opérateur de Fokker-Planck-Landau Micro

Un schéma d’équilibre est construit à partir de l’équation de Fokker-Planck-Landau,
suivant [33, 8], en remarquant que ∂

v∂v
= − me

kBTe
M

∂

∂M
. Dans ce schéma, la propriété

de conservation impose d’adopter la mesure discrète, [v∆v]g+ 1
2
, g ∈ [1, G− 1], dans l’ex-

pression des potentiels de Rosenbluth discrets.

Proposition 4.3.13. Supposons le flux de vitesse discret (4.59), les potentiels de Rosenbluth
(4.61) et (4.62) sont discrétisés avec [v∆v]g+ 1

2
= me

kBTe

Mg −Mg+1
Mg+1

, g0,g+ 1
2

= g0,g+1 et

Mg+ 1
2

= Mg+1, avec g ∈ [1, G− 1].
Alors, l’opérateur de Fokker-Planck-Landau préserve les états d’équilibre discrets, qui

sont les distributions maxwelliennes discrètes.

Démonstration. La preuve de cette proposition peut être trouvée dans [8]. ■

Conservation des invariants Micro multigroupes

Proposition 4.3.14 (Conservation des invariants Micro multigroupes). L’équation mul-
tigroupe (4.57), faisant intervenir les flux cinétiques discrets donnés propositions 4.3.9,
4.3.10 et 4.3.11, satisfait les relations discrètes suivantes pour les invariants Micro :

∂

∂t

 G∑
g=1

g0,g(v2∆v)g

 = 0 , (4.100)

∂

∂t

 G∑
g=1

g0,g

(1
2mev

2
g

)
(v2∆v)g

 = 0 . (4.101)

Démonstration. les invariants micro
∑G

g=1 g0,g(v2∆v)g et
∑G

g=1 g0,g

(
1
2mev

2
g

)
(v2∆v)g sont

conservés au niveau discret par définition des projecteurs discrets (4.64) (4.65) (4.69) (4.68)
et (4.44). ■

Discrétisation multigroupe cohérente des flux non-locaux dans l’équation Macro

L’équation Macro (4.27) est discrétisée dans le domaine en vitesse en toute cohérence
vis-à-vis de la discrétisation des flux cinétiques dans l’équation Micro, donnée dans les
Sections suivantes

Le schéma résultant s’écrit alors :

3kBne

2
∂

∂t
Te + ∇x · qM

e + ∇x ·

 G∑
g=1

[
(vh1)g + (vl1)g

] (1
2mev

2
g

)(
v2∆v

)
g

 = 0 , (4.102)

avec le flux de Spitzer-Härm semi-discret

qM
e =

G∑
g=1

(
vfM

1

)
g

(1
2mev

2
g

)(
v2∆v

)
g
, (4.103)
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qui peut se réécrire avec une expression semi-discrète du coefficient de diffusion de Spitzer-
Härm :

qM
e = −κSH∇xTe , (4.104)

κSH = 1
3YeikBniTe

G∑
g=1

v5
gMg

[
−3

2 +
(
mev

2
g

2kBT
⋆
e

− 5
2

)](1
2mev

2
g

)(
v2∆v

)
g
.(4.105)

4.4 Discrétisation Temps-Espace

Dans cette section, nous allons traiter de la discrétisation temps-espace du système P1-
Diffusion Micro-Macro. L’objectif étant de proposer une discrétisation totalement implicite
permettant de répondre aux objectifs de discrétisation énumérés en début de chapitre. La
discrétisation temps-espace proposée est basée sur une méthode implicite itérative que
nous illustrerons dans un premier temps et par souci de pédagogie, sur l’exemple simple
de l’advection-diffusion scalaire à coefficients constants. Dans un second temps, nous ap-
pliquerons les mêmes principes de discrétisation sur le problème plus complexe du système
P1-Diffusion Micro-Macro.

Commençons par rappeler les équations du système P1-diffusion Micro-Macro :

3kBne

2
∂

∂t
Te + ∇x ·

〈1
2mev

2
(
vfM

1 + vh1 + vl1
)〉

= 0 ,

∂

∂t
g0 + ΠN

[
∇x ·

(
vfM

1 + vh1 + vl1
)]

− e

me
E ·
[ 1
v2

∂

∂v

(
v2fM

1 + v2d1 + v2b1
)]

= Lee
0,M (g0) + Cee

0 (g0, g0) .

Dans chaque équation, il y a une contribution correspondant à de la diffusion en espace.
Il s’agit de ∇x ·

〈1
2mev

2
(
vfM

1

)〉
dans l’équation Macro, et ∇x · (vh1) dans l’équation Micro.

Il est courant de discrétiser de façon centrée la diffusion et de l’impliciter totalement.
C’est ce que nous ferons pour l’équation Macro, dans le cadre d’une méthode itérative
qui permettra également le couplage entre les deux équations. Le terme ∇x · (vh1), en
revanche, fait intervenir l’ensemble des groupes de vitesse dans la diffusion. Le discrétiser
de façon totalement implicite demanderait d’inverser un système de taille N ×N ×G×G
avec une matrice pleine dans les coordonnées de vitesse. Cette méthode ne serait pas
envisageable dans des géométries 2D/3D espace. Nous allons donc proposer une seconde
méthode permettant une implcitation totale, tout en rendant accessible une généralisation
aux maillages quelconques en géométries 2D/3D espace.

4.4.1 Introduction du schéma implicite itératif sur l’exemple simple d’une
équation d’advection diffusion

Nous allons introduire dans cette section la méthode de discrétisation temps-espace que
nous appliquerons par la suite au système P1-diffusion Micro-Macro. Mais avant cela, nous
allons illustrer les principes de la méthode sur un exemple simple : l’advection-diffusion
1D à coefficients constants, écrite ici dans la variable u, avec a,D > 0 :

100



4.4. Discrétisation Temps-Espace

Définition 4.4.1. Soit I = [0, 1] ⊂ R un intervalle, u ∈ L2(I) et a,D > 0. On définit
l’équation d’advection-diffusion à coefficients constants, avec conditions aux bords pério-
dique : 

∂

∂t
u+ a

∂

∂x
u−D

∂2

∂x2u = 0 , x ∈ I = [0, 1] ,

u(t, x = 0) = u(t, x = 1) .
(4.106)

La méthode choisie, dite Implicite Itérative, est inspirée de travaux sur le transfert
radiatif [4], où les auteurs ont appliqué la méthode au transfert radiatif linéaire sur des
maillages 2D non-structurés. Le transport électronique présente des différences majeures
avec le transfert radiatif comme la modélisation du champ électrique auto-consistant im-
pliquant un couplage non-linéaire entre tous les groupes de vitesse. Cette nouvelle difficulté
est en partie surmontée par la décomposition astucieuse du flux f1, en termes d’advection
et de diffusion généralisée. Le fait que cette méthode ait fait ses preuves sur des maillages
2D non-structurés [4] présente un avantage majeur pour notre étude, les derniers mois de
la thèse étant dédiés à l’adaptation du schéma sur maillage 2D non-structuré. La méthode
Implicite Itérative est basée sur une implicitation locale en espace des opérateurs d’advec-
tion et de diffusion. Une méthode itérative de type point fixe permet ensuite de converger
vers la limite totalement implicite du schéma. Une discrétisation en espace centrée pour
la diffusion et décentrée upwind pour l’advection permet d’assurer au schéma une struc-
ture sous forme de combinaisons convexes, et donc d’assurer stabilité inconditionnelle et
convergence.

Construction du schéma implicite itératif

Commençons par la discrétisation en espace. On discrétise la diffusion de façon centrée
et l’advection de façon décentrée upwind. On implicite ensuite localement en espace pour
obtenir le schéma un schéma semi-implicite.

Proposition 4.4.2. Soit un maillage 1D en espace, les mailles sont indicées par j ∈ [1, N ]
et ont pour volume ∆xj. On définit le schéma localement implicite suivant :

u
(n+1)
j − u

(n)
j

∆t + a
u

(n+1)
j − u

(n)
j−1

∆x −D
u

(n)
j+1 − 2u(n+1)

j + u
(n)
j−1

∆x2 = 0 . (4.107)

Le schéma (4.107) est non-conservatif, non-consistant et inconditionnellement stable,
pour toutes les normes Lp. Il se réécrit sous forme de combinaisons convexes de la manière
suivante :

u
(n+1)
i = u

(n)
i

1
1 + µ+ ν

+ un
i−1

µ+ 1/2ν
1 + µ+ ν

+ un
i+1

1/2ν
1 + µ+ ν

(4.108)

avec µ = a∆t
∆x et ν = 2D∆t

∆x2 .

Démonstration. On peut réécrire le schéma , en faisant apparaître ν et µ :

u
(n+1)
i − u

(n)
i + µ(u(n+1)

i − u
(n)
i−1) − ν(1/2u(n)

i+1 − u
(n+1)
i + 1/2u(n)

i−1) = 0 ,

⇐⇒ u
(n+1)
i (1 + µ+ ν) − u

(n)
i − µu

(n)
i−1 − 1/2ν(u(n)

i+1 + u
(n)
i−1) = 0 ,

⇐⇒ u
(n+1)
i = u

(n)
i

1
1 + µ+ ν

+ un
i−1

µ+ 1/2ν
1 + µ+ ν

+ un
i+1

1/2ν
1 + µ+ ν

.
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On a bien des combinaisons convexes car les coefficients sont tous strictement positifs et
leur somme vaut 1 :

1
1 + µ+ ν

+ µ+ 1/2ν
1 + µ+ ν

+ 1/2ν
1 + µ+ ν

= 1 avec ν > 0 , µ > 0 . (4.109)

Cela implique que le schéma semi-implicite est inconditionnellement stable pour toutes
les normes Lp.

Le schéma n’est pas consistant. En effet, si on calcule l’erreur de troncature du schéma,
on obtient une erreur en ∆t/∆x pour l’advection et en ∆t/∆x2 pour la diffusion. Si on
reprend l’équation (4.107) et que l’on injecte la solution exacte u, on trouve :

∂tu+ a∂xu+O
(∆t

∆x
)

−D∂2
xxu+O

( ∆t
∆x2

)
= 0 . (4.110)

Le schéma n’est donc pas consistant. ■

Le caractère non-consistant et non-conservatif du schéma (4.107) le rend évidemment
inutilisable. Pour retrouver la consistance et la conservativité, nous allons utiliser une
méthode itérative de Jacobi, convergeant vers la limite totalement implicite consistante et
conservative du schéma.

Proposition 4.4.3. Soit M un maillage uniforme 1D en espace, avec l’indice de maille
j ∈ [1, J], et le volume de maille ∆x. Soit la discrétisation localement implicite et itérative
suivante, avec k l’indice des sous-itérations.

u
(n+1),k+1
j = u

(n)
j

1
1 + µ+ ν

+ u
(n+1),k
j−1

µ+ 1/2ν
1 + µ+ ν

+ u
(n+1),k
j+1

1/2ν
1 + µ+ ν

. (4.111)

Le processus itératif de Jacobi k = 0, 1, . . . , initialisé par u(n+1),k=0
j = un

j , converge
uniformément vers la limite totalement implicite, consistante et conservative :

u
(n+1)
j = u

(n)
j

1
1 + µ+ ν

+ u
(n+1)
j−1

µ+ 1/2ν
1 + µ+ ν

+ u
(n+1)
j+1

1/2ν
1 + µ+ ν

, (4.112)

avec lim
k→∞

u
(n+1),k
j = u

(n+1)
j .

Démonstration. Pour prouver la convergence inconditionnelle du processus itératif de Ja-
cobi, nous allons utiliser le théorème de Gershgorin [3].

Soit M = (aij) ∈ Mn(C). Pour tout i ∈ [[1;n]] on nomme

Di = b
(
aii,

∑
i ̸=j

|aij |
)

=
{
z ∈ C , |aii − z| ≤

∑
i ̸=j

|aij |
}

(4.113)

le ième disque de Gershgorin de M . D’après le théorème de Gershgorin, L’ensemble des
valeurs propres de M est inclus dans la réunion des disques de Gershgorin, c’est-à-dire :

λ est une valeur propre de M ⇒ λ ∈
n⋃

i=1
Di .

on utilise ensuite le lemme suivant, dont la preuve peut être trouvée dans [3]
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Lemme 4.4.4. (Convergence de la méthode itérative) Soit M une matrice réelle inversible
de taille J × J . Soit également N une matrice réelle. La méthode itérative définie par :

{
U0 ∈ RJ ,

MUm+1 = NUm +B , m ≥ 0 ,
(4.114)

est convergente si et seulement si ρ
(
M−1N

)
< 1, avec ρ désignant le rayon spectral.

L’inconnue discrète uj , J ∈ [1, J ], dans la discrétisation (4.111), est rassemblée dans un
vecteur U ∈ RJ . Le schéma prend alors la forme vectorielle du lemme 4.4.4. L’analyse spec-
trale peut être conduite à l’aide du théorème de Gershgorin, ce qui donne ρ

(
M−1N

)
< 1.

En effet d’après (4.111), on a :

M = IdJ , N =



0 kd 0 · · · 0

kg
. . . . . . ...

0 . . . . . . . . . 0
... . . . . . . kd

0 · · · 0 kg 0


, B = kcU

0 (4.115)

avec :

kc = 1
1 + µ+ ν

+ , kg = µ+ 1/2ν
1 + µ+ ν

et kd = 1/2ν
1 + µ+ ν

. (4.116)

On a kc, kg et kd > 0 ainsi que kc + kg + kd = 1, on en déduit par le théorème de
Gershgorin que le rayon spectral de N est inférieur à 1. La méthode converge donc de
façon inconditionnelle d’après le lemme 4.4.4. ■

Illustrations numériques du schéma implicite itératif pour l’advection-diffusion

Nous allons tester ce schéma numérique sur un cas-test simple d’advection-diffusion
d’un pic de dirac avec conditions aux bords périodiques. On peut voir Figure 4.2 et Fi-
gure 4.3 la solution u(t, x) à des temps différents et pour deux valeurs de ∆t. La solution
converge vers une limite stationnaire homogène. La convergence des sous-itérations est
illustrée Figure 4.4 où l’on a tracé tous les sous-itérés entre la seconde et la troisième
itérations temporelles.
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Figure 4.2 – Illustration de la solution u(x) tracée à plusieurs temps de la simulation,
pour un pas de temps ∆t = 1e− 4.
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Figure 4.3 – Illustration de la solution u(x) tracée à plusieurs temps de la simulation,
pour un pas de temps ∆t = 1e− 3.
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Figure 4.4 – Illustration des sous-itérations pour passer de u1 à u2.

On retrouve numériquement les ordres de convergence en maillage, Figure 4.5 et Fi-
gure 4.6, dans des régimes dominés par l’advection ou par la diffusion.
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Figure 4.5 – Convergence en maillage du schéma implicite itératif en régime dominé par
la diffusion. On retrouve bien l’ordre de convergence classique de la diffusion discrétisée
de façon centrée en espace : p = 2.
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Figure 4.6 – Convergence en maillage du schéma implicite itératif en régime dominé par
l’advection. On retrouve bien l’ordre de convergence classique de l’advection discrétisée de
façon upwind en espace : p = 1.

Nous avons testé la stabilité du schéma en traçant, Figure 4.7, l’évolution de la norme
L2 de la solution en fonction du temps, pour des valeurs croissantes de ∆t.
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Figure 4.7 – Évolution de la norme L2 de la solution en fonction du temps, pour des
pas de temps différents. La norme L2 correspond à l’entropie mathématique de l’équation
d’advection-diffusion, on peut voir ici qu’elle décroît vers sa valeur stationnaire quelque
soit le pas de temps, témoignant de la stabilité du schéma.

Enfin, on mesure, Figure 4.8 et dans le tableau ci-dessous 4.1, la conservation de la
norme L1, à convergence ou non, du processus sous-itératif. Ceci est réalisé en modifiant
la valeur du seuil de convergence relative en norme L2, η, du processus sous-itératif, défini
par :
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η =

∣∣∣∥uk+1∥L1 − ∥uk∥L1

∣∣∣
∥uk∥L1

. (4.117)

Tolérance 1e-1 1e-2 1e-3 1e-4 1e-5 1e-10
Erreur de conser-
vation 0.2561 0.06288 0.007241 0.001174 0.0001582 6.987e-09

Tableau 4.1 – conservation de la norme L1 en fonction de la tolérance du critère de
convergence relative

On retrouve bien les propriétés de conservation présentées par les propositions 4.4.2 et
4.4.3 : le schéma n’est pas conservatif lorsque les sous-itérations ne convergent pas, ceci
étant illustré par les tests avec un critère de convergence relative à tolérance η très faible.
On retrouve la propriété de conservation de la norme L1 de u à convergence des sous
itérations, avec une précision qui suit bien la tolérance du critère.
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Figure 4.8 – À gauche, évolution de la norme L1 de la solution u en fonction du temps,
pour des critères de convergence différents. À droite, norme L1 de la solution u au temps
final, en fonction de la tolérance du critère de convergence relative.

Nous avons vérifié numériquement les principales propriétés du schéma numérique
Implicite-Itératif pour l’exemple simple de l’advection diffusion à coefficients constant. En
particulier, le schéma implicite itératif pour l’advection-diffusion est numériquement :

• inconditionnellement stable,
• consistant à l’ordre 2 en régime dominé par la diffusion et à l’ordre 1 en régime

dominé par l’advection,
• conservatif à convergence des sous-itérés k = 0, 1, . . . .

De plus, ce schéma a fait ses preuves sur des problèmes plus complexes comme le trans-
fert radiatif linéaire sur maillage 2D non-structuré [4]. Nous souhaitons appliquer cette
méthode à la discrétisation en espace et en temps du système P1-Diffusion Micro-Macro,
dans l’objectif d’obtenir un schéma totalement implicite inconditionnellement stable et
conservatif, pouvant être généralisé à des maillages 2D non-structurés.
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L’ajout d’une dimension en vitesse dans l’équation Micro et du champ électrique auto-
consistant couplant non-linéairement tous les groupes de vitesse introduit cependant des
difficultés que nous adressons dans la section suivante.

4.4.2 Discrétisation temps-espace des opérateurs de diffusion dans les
équations Micro et Macro

Nous allons étudier dans cette Section la discrétisation des opérateurs de diffusion
dans les équations Micro et Macro. Nous traiterons les termes restants dans les sections
suivantes. Reprenons la discussion du début de la section 4.4, on a choisi d’impliciter
les équations Micro par une méthode implicite itérative, permettant de se ramener à la
résolution de sous-systèmes de taille G × G. Prenons le modèle réduit suivant où les flux
non-locaux Micro se réduisent à leur composante diffusive spatiale vh1 :

3
2kBne

∂

∂t
Te + ∇x ·

〈1
2mev

2
(
vfM

1

)〉
= −∇x ·

〈1
2mev

2
(
vh1

)〉
, (4.118)

∂

∂t
g0 + ΠN

[
∇x ·

(
vh1

)]
= −ΠN

[
∇x ·

(
vfM

1

)]
. (4.119)

Dans les équations (4.118) et (4.119), on a un opérateur de diffusion non-linéaire dans
le terme de gauche et un terme de couplage dans le terme de droite. Laissons de côté le
couplage pour le moment et intéressons-nous d’abord à l’opérateur de diffusion du terme
de gauche. Les deux équations s’écrivent sous la forme canonique suivante :

∂u

∂t
− ∂

∂x

(
D(u, x) ∂

∂x
u

)
= 0 , D(u, x) > 0 , (4.120)

avec un coefficient de diffusion D(u, x), dépendant de la position x et de l’inconnue u.
C’est le cas de la diffusion de Spitzer-Härm dans l’équation Macro, avec u = Te et
D(Te, x) = KSH . Par ailleurs, le coefficient de diffusion de l’équation Micro contient deux
contributions : une première, dépendant uniquement des variables d’espace x et de vi-
tesse v, avec u = g0 et D(x) = v5/(33Yeini) ; et une seconde, faisant intervenir le champ
électrique, via un projecteur de courant nul, introduisant une non-linéarité et couplant
tout les groupes de vitesse entre eux. On propose la semi-discrétisation 1D en espace et
conservative suivante :

∂uj

∂t
−
Dj+ 1

2

uj+1 − uj

(∆xj+1 + ∆xj)/2 −Dj− 1
2

uj − uj−1
(∆xj + ∆xj−1)/2

∆xj
= 0 , (4.121)

où j ∈ [1, J ] est l’indice de maille, avec ∆xj le volume de maille.
De sorte à réduire la sensibilité de la discrétisation au volume des mailles, il est courant
de considérer un schéma d’équilibre, permettant de capturer les solutions stationnaires, et
ainsi assurer la continuité des flux aux interfaces des mailles. On pose :

Dj+ 1
2

uj+1 − uj

(∆xj+1 + ∆xj)/2 = Dj+1
uj+1 − uj+ 1

2

∆xj+1/2
= Dj

uj+ 1
2

− uj

∆xj/2
, (4.122)

ce qui donne :

uj+ 1
2

= ujDj/∆xj + uj+1Dj+1/∆xj+1
Dj/∆xj +Dj+1/∆xj+1

, (4.123)
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Dj+ 1
2

= ∆xj + ∆xj+1
∆xj∆xj+1

DjDj+1
Dj/∆xj +Dj+1/∆xj+1

. (4.124)

Concernant la discrétisation en temps, il est également courant de considérer une dis-
crétisation implicite, avec une procédure itérative. Nous aurons deux procédures itératives
distinctes pour l’équation Macro et l’équation Micro. D’une part, la discrétisation choisie
pour l’équation Macro est la suivante :

u
(n+1),M+1
j − u

(n)
j

∆t −D
(n+1),M
j+ 1

2

u
(n+1),M+1
j+1 − u
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(n+1),M
j− 1

2

u
(n+1),M+1
j − u

(n+1),M+1
j−1

∆xj(∆xj + ∆xj−1)/2 = 0 ,

(4.125)

où M désigne l’indice des sous-itérés de l’équation Macro. Pour l’équation Micro la
semi-discrétisation spatiale et temporelle choisie est la suivante :
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2 ,g′

u
(n+1),m+1
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∆xj(∆xj + ∆xj−1)/2

 = 0

(4.126)

où m désigne l’indice des itérations de l’équation Micro, et avec u et D donnés par :

u = g0 et D
(n+1),m
j+ 1

2 ,g′ =
Ziv

5
g′

3Yeine

δg,g′ −

 (1
v
∂vf0)

6
〈
v5f0

〉


m

i,g′

 .

Le stencil des deux schémas respectifs pour les équations de diffusion Micro (4.126) et
Macro (4.125) sont représentés sur la Figure 4.9. La résolution de chacune de ces équations
implique l’inversion d’un ou de plusieurs systèmes linéaires :

• l’itération Macro, consistant à calculer l’ensemble des uM+1
i pour i ∈ [1, N ], repose

sur l’inversion d’un système tri-diagonnal de taille N×N , requérant seulement O(N)
opérations. Le stencil du schéma implicite étant de trois points en espace comme le
montre la Figure 4.9

• l’itération Micro, consistant à calculer l’ensemble des um+1
i pour i ∈ [1, N ], repose

sur l’inversion de N systèmes de taille G × G. Le stencil du schéma implicite fait
intervenir tous les groupes de vitesse associés à la maille d’espace d’indice j comme
le montre la Figure 4.9
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Figure 4.9 – Illustration du stencil du schéma pour l’équation de diffusion Macro (4.125)
(à gauche) et pour l’équation de diffusion Micro (4.126) (à droite). Les points rouges
représentent les mailles où la variable discrète est implicitée au sens du processus itératif
(pris en m+1 ou en M +1), les points noirs représentent les mailles où la variable discrète
est explicitée.

Remarque 4.4.5. L’implicitation locale en espace des itérations Micro permet, d’une part,
de réduire la dimension des systèmes linéaires à la taille G×G ; et d’autre part, d’ouvrir
la possibilité de paralléliser cette étape de l’algorithme puisque l’inversion des N systèmes
linéaires peuvent se faire de façon totalement indépendante. Ceci est un argument im-
portant pour la capacité du schéma à s’adapter à des géométries d’espace 2D/3D, où la
multiplication des systèmes G×G à résoudre peut être rendue plus abordable en termes
de temps de calcul par une parallélisation massive de type décomposition de domaine.

Remarque 4.4.6. Deux procédures itératives distinctes ont été proposées, avec pour indices
respectifs m et M . Nous avons vu que chacune de ces équations présente un terme de
couplage en RHS, rendant les processus itératifs Micro et Macro dépendants l’un de l’autre.
Cela signifie que les processus itératifs doivent être imbriqués l’un dans l’autre.

Nous allons faire le choix d’imbriquer la boucle des itérations Micro dans la boucle
des itérations Macro. Ce choix est naturel dans le cadre d’un couplage fluide/cinétique
puisqu’on cherche d’abord à fermer le système d’équations fluides. C’est également le
caractère multi-échelle du système P1-diffusion qui nous encourage à imbriquer la boucle
de résolution des processus rapides dans la boucle de résolution des processus lents.

Structure de l’algorithme

En suivant les considérations développées en Section 4.4.2, on propose l’algorithme de
résolution suivant pour le système P1-diffusion Micro-Macro :
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BOUCLE MACRO EXTERNE - indice d’itération M à M + 1
Résolution implicite de l’équation Macro (4.102), comme un système

linéaire dans les coordonnées d’espace, résultant de le diffusion de Spitzer-
Härm. Les contributions non-locales Micro sont supposées nulles ou déjà
calculées implicitement.
BOUCLE MICRO INTERNE - indice d’itération m à m+ 1

BOUCLE SUR LES MAILLES EN ESPACE - j allant de 1 à N

Localement implicite, discrétisation itérative de l’équation Micro
(4.57), comme un système linéaire dans les coordonnées de vi-
tesse. (résolution d’un système de taille G×G)

TEST DE CONVERGENCE - FIN DE LA BOUCLE MICRO

TEST DE CONVERGENCE - FIN DE LA BOUCLE MACRO
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Figure 4.10 – Illustration de la structure algorithmique d’une itération temporelle dans
le cadre de la méthode Implicite Itérative Micro Macro.

Chaque étape de cet algorithme sera détaillée dans les sous-sections suivantes.

Remarque 4.4.7. L’algorithme proposé repose sur la convergence des sous-itérations Micro
et Macro. Nous n’avons pas de résultat théorique garantissant de telles propriétés. En
revanche, les tests numériques que nous avons réalisés et que nous présenterons en Section
4.5 montrent des calculs qui convergent sans difficulté. Pour y arriver, nous imposons,
dans les sections 4.4.3 et 4.4.3, d’une part, la cohérence entre les flux discrets Micro et
Macro, et d’autre part, la cohérence entre les critères de convergence des équations Micro
et Macro.

Discrétisation complète de l’équation Micro

Considérons ici et par la suite, une discrétisation 1D en espace similaire à celle pro-
posée dans le Chapitre 3. Le domaine est pavé par J mailles de taille ∆xj avec j ∈ [1, J ]
pour indice de maille. On introduit également ∆x0 = ∆xJ+1 = 0 et on note ∆xj±1/2 =
1
2 (∆xj + ∆xj±1) les tailles des mailles duales pour la diffusion spatiale. On suppose éga-
lement, en suivant l’algorithme proposé en Section 4.4.2, que la température est calculée
à l’itération Macro M , précédent les itérations Micro internes. L’équation Micro s’écrit
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donc, à une sous-itération m donnée et un groupe de vitesse g ∈ [1, G] donné :
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où les indices M des itérés Macro ont étés omis sans ambiguïté et :
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Les expressions discrètes de l’opérateur de collisions
[
Lee

0,M (g0) + Cee
0 (g0, g0)

](n+1),m,m+1

g,j
,

du champ électrique δE(n+1),m
x,g,j et aussi de celles associées aux flux g1,x et fM

1,x, seront don-
nées dans les Sections 4.4.2 à 4.4.3.

Flux localement implicites de diffusion généralisée en espace

La discrétisation du terme de flux de diffusion généralisée en espace, contenu dans la
contribution h1, est choisie localement implicite, suivant l’analyse de la Section 4.4.1. Elle
s’écrit, pour un groupe de vitesse g ∈ [1, G] donné comme :
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avec :
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et avec les flux spatiaux non-conservatifs et localement implicites :[
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Flux localement implicites d’advection généralisée en espace

La discrétisation des flux d’advection généralisée en espace, correspondant aux contri-
butions l1 et d1 du flux cinétique non-local, est localement implicite, suivant l’analyse de
la Section 4.4.1. Elle s’écrit, pour un groupe de vitesse g ∈ [1, G] donné comme :
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avec :
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La discrétisation upwind, localement implicite de l’advection généralisée des flux en
espace, s’exprime à l’aide des relations suivantes :

(
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2
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Discrétisation implicite des flux de diffusion généralisée en vitesse

La discrétisation des flux d’avection généralisée en espace, correspondant à la contri-
bution b1 du flux cinétique non-local, est implicite et conservative. Elle s’écrit, pour un
groupe de vitesse g ∈ [1, G] donné comme le produit de :
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et de :
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où :
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4.4.3 Schéma implicite contracté pour l’opérateur de collisions de
Fokker-Planck-Landau

L’opérateur de collisions de Fokker-Planck-Landau Micro-Macro, dans l’équation (4.127),
est implicité en temps en s’inspirant de la méthode implicite contractée proposée par M.
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Lemou et L. Mieussens [37], et également étudiée par C. Buet et K.C. Le Thanh [8] dans
sa variante S3 où le terme g0,g+ 1

2
est décentré, aussi appelé "schéma d’équilibre" et tiré

des travaux de E.W. Larsen [33]. Soit g ∈ [1;G] ; on omet le l’indice j de maille en espace.
L’opérateur de collision totalement discrétisé s’écrit de la façon suivante :

[
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avec les flux conservatifs en vitesse exprimés à l’aide des potentiels de Rosenbluth et
implicités de façon à conserver la symétrie globale de l’opérateur de collisions :
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avec g ∈ [1, G− 1] ,
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2
1/2 = K
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2

g+ 1
2

= 0 . (4.150)

La partie quadratique Cee
0 (g0, g0) est discrétisée de façon analogue au schéma S3 impli-

cite contracté [8], tandis que la partie linéaire Lee
0,M (g0), est totalement implicitée. Dans la

Section 4.5 dédiée aux tests numériques, nous réaliserons les tests classiques de Rosenbluth
et monoénergétique, et nous comparerons le schéma implicite contracté Micro-Macro avec
le schéma implicite contracté classique.

Discrétisation complète de l’équation Macro

On admet, suivant l’algorithme de résolution proposé en Section 4.4.2, que la distri-
bution Micro a été calculée suite à la convergence de la boucle itérative Micro. On omet
donc sans ambiguité l’indice m des itérés Micro. L’équation Macro discrète, conservative
et implicite, s’écrit donc à l’itération M de la façon suivante :
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(4.151)
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où le coefficient de Spitzer-Härm multigroupe est discrétisé avec une moyenne harmo-
nique aux interfaces des mailles, comme dans l’équation (4.124), à partir de leurs expres-
sions discrètes sur le maillage primal :
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(4.152)
Le flux de chaleur non-local dans le terme de droite de l’équation (4.151) :

G∑
g=1

(
vg1,x

)(n+1),M

g,j+ 1
2

(1
2mev

2
g

)(
v2∆v

)
g

avec g1,x = h1,x + l1,x ,

est discrétisé de façon consistante avec l’équation Micro. C’est possible car, à convergence

des itérations Micro, la discrétisation de
(
vg1,x

)(n+1),m+ 1
2

g,j+ 1
2

devient conservative au niveau

discret.

Critère de convergence cohérent entre les itérations Micro et Macro

Le flux de chaleur non-local dans l’équation Macro a été discrétisé de façon cohé-
rente avec le flux de chaleur correspondant dans l’équation Micro, comme décrit dans la
Section4.4.3. Cela nous amène à choisir un critère de convergence des boucles itératives
imbriquées Micro et Macro, qui est cohérent du point du vue du couplage. Le critère cal-
cule la norme L2(I) de la différence relative entre les états itérés, pour la température Te,
et le flux de chaleur non-local associé

〈(1
2mev

2
)(
vh1,x + vl1,x

)〉
.

4.5 Tests élémentaires de vérification
Dans cette section, nous allons présenter les tests de vérification du bon fonctionnement

du schéma numérique. Mais avant cela, nous allons décrire en quelques lignes l’implantation
du schéma dans le code d’étude ainsi que le solveur algébrique utilisé.

Le code d’étude implantant le schéma Implicite Itératif Micro-Macro du modèle P1-
Diffusion a été entièrement écrit en C++ au cours de la thèse et utilise pour la résolution
des systèmes linéaires Micro et Macro une librairie C++ du CEA/DAM appelée LIBAL-
GEBRA. L’algorithme mis en oeuvre pour la résolution des systèmes linéaires est une
méthode BiCGstab (de gradient bi-conjugué stabilisé).

Convergence des itérations Micro et Macro

Nous avons mesuré la convergence des sous-itérations Micro et Macro en norme L2(Ω)
lors de la première itération temporelle (voir Figure 4.12). Nous avons illustré Figure 4.11
l’effet des sous-itérations sur la distribution f0 (à gauche) et sur l’intégrant du flux de
chaleur f1v

5 (à droite) dans la zone froide en x = 0.14 cm. La distribution est initialement
maxwellienne et le flux de chaleur est initialement quasi-nul. On observe alors la délocali-
sation de la distribution au cours des sous itérations Micro (traits pleins), puis au cours des
itérations Macro (traits pointillés). On rappelle que les sous-itérations Micro et Macro sont
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imbriquées et qu’entre deux itérations Macro on refait converger la boucle Micro. Nous
n’avons tracé ici que la première boucle d’itérations Micro (n = 1,M = 1,m ∈ [1, 1120])
et la première boucle d’itérations Macro (n = 1,M =∈ [1, 16]), jusqu’à l’itéré n = 2 (en
trait noir plein).
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Figure 4.11 – Illustration des sous-itérations Micro (en traits pleins fin) et des sous-
itérations Macro (en traits pointillés) de la première itération temporelle (en trait plein
noir). Pour f0v

5 (à gauche) et f1v5 (à droite) en x = 0.14 cm.

0 200 400 600 800 1000
Indice d'itération Micro m

1.0000

1.0002

1.0004

1.0006

1.0008

1.0010

1.0012

No
rm

e 
L2 (

) d
e 

f 0

0 5 10
Indice d'itération Macro M

0.9980

0.9985

0.9990

0.9995

1.0000

No
rm

e 
L2 (

) d
e 

f 0

Figure 4.12 – Convergence en norme L2(Ω) des itérations Micro (à gauche) et Macro (à
droite) avec Ω = I × R+.

Analyse de stabilité de l’opérateur de collisions

Nous avons proposé en Section 4.4.3 une discrétisation de l’opérateur de collisions
électron-électron isotrope avec une adaptation du schéma d’équilibre implicite contracté
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[36, 37] pour la décomposition Micro-Macro. On ne considère pas les itérations Micro dans
ce cas-test, car elles ont été présentées dans le cadre du traitement de la discrétisation
spatio-temporelle, or nous présentons ici un cas-test 0D sans description spatiale. La dé-
composition Micro-Macro nous fait considérer g0 comme variable discrète, devant relaxer
vers zéro pour toutes les vitesses, par rapport à f0 relaxant vers la maxwellienne. Cette
réécriture nous permet d’impliciter totalement la partie linéaire de l’opérateur de colli-
sions, ce qui permet d’améliorer substantiellement la stabilité et la précision du schéma.
Rappelons que parmi les schémas implicites testés par C. Buet et K.-C. Le Thanh [8], le
schéma implicite contracté est le plus rapide, mais se présente moins robuste. Afin d’étu-
dier la stabilité et la précision du schéma implicite contracté Micro-Macro (ICMM), nous
allons reproduire le test 0D monoénergétique, se présentant comme une version plus raide
du cas-test classique de Rosenbluth [8, 45, 49]. Pour reproduire les résultats de C. Buet et
K.-C. Le Thanh[8], on introduit le même adimensionnement, basé sur le temps collisionnel
suivant :

τee =
√
π

3
1

⟨f0⟩

(
⟨v2f0⟩
⟨f0⟩

)3/2

,

construit au temps initial t = 0 à partir de la distribution initiale du cas-test monoéner-
gétique, qui est une distribution de Dirac centrée en v = 0.3 f0(t = 0, v) = δ(v − 0.3)/ v2.
Nous choisissons une répartition uniforme des G groupes de vitesse, avec la vitesse maxi-
male vG = 1. Sur les figures 4.13-4.15, on reproduit les résultats de C. Buet et K.-C. Le
Thanh [8] pour le schéma implicite contracté (CI). La fonction de distribution f0 = M+g0
est tracée Figure 4.13 à plusieurs temps pour illustrer la relaxation de la distribution vers
la maxwellienne, considérant un pas de temps constant ∆t = τee. L’évolution de l’entro-
pie ⟨f0 ln f0⟩ et du moment d’ordre quatre, ⟨v4f0⟩, sont montrées sur les figures 4.14-4.15
pour différents pas de temps et comparées à la résolution explicite, celle-ci souffrant d’une
contrainte CFL importante sur le pas de temps : ∆t = 0.001τee, tandis que le schéma im-
plicite contracté est stable pour des pas de temps de l’ordre de τee. Cependant, le schéma
implicite contracté devient instable pour des pas de temps atteignant ∆t = 10τee, avec
un taux de relaxation de l’entropie incorrect et un moment d’ordre quatre qui ne semble
pas converger. Le schéma implicite contracté Micro-Macro (noté MM), est stable et précis
pour des pas de temps de l’ordre de ∆t = 10τee. L’empreinte de la discontinuité initiale
de la distribution est également moins marquée sur les premières itérations en regardant
la figure 4.13.

Les pas de temps choisis sont constants, valant 0.1τee, τee, ou 10τee.

4.6 Conclusion
Nous avons construit dans ce chapitre un schéma totalement implicite pour le système

P1-Diffusion Micro-Macro. Ce schéma est basé sur une méthode itérative localement im-
plicite inspirée de travaux récents appliqués au transfert radiatif [4], et que nous avons
illustrée sur l’exemple simple de l’advection-diffusion. Ce schéma possède des propriétés
importantes dans le cadre de l’advection-diffusion comme la stabilité inconditionnelle (de
chaque sous-itération) et la conservativité (à convergence). Le schéma est basé sur un
processus itératif dont les étapes indépendantes sont facilement parallélisables. Le schéma
implicite itératif proposé pour le système P1-Diffusion Micro-Macro permet d’obtenir un
schéma totalement implicite dont la résolution se ramène à des opérations simples et in-
dépendantes (inversion de systèmes G×G) pouvant être parallélisées par une méthode de
décomposition de domaine par exemple. Ce type de schéma ayant fait ses preuves dans
des géométries 2D non-structurées [4], nous pensons qu’il est un bon candidat pour la
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Figure 4.13 – Distribution normalisée f0/∥f0∥∞ en fonction de la vitesse adimensionnée
v. Une comparaison des solutions obtenues à partir des schémas implicite contracté [36,
37, 8] (IC en rouge) et notre adaptation Micro-Macro (MM en bleu). Pour un pas de temps
constant : ∆t = τee.

discrétisation toute implicite du modèle P1-Diffusion Micro-Macro dans le cadre de la
fermeture des équations de la MHD résistive. Nous allons confronter ce schéma à des ré-
férences cinétiques sur des cas-tests représentatifs des configurations rencontrées en FCI
dans le chapitre suivant.
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Figure 4.14 – Entropie ⟨f0 ln f0⟩, en fonction du temps adimensionné t/τee. Les schémas
explicite (EXP), implicite contracté (CI), et implicite contracté Micro-Macro (MM), sont
comparés pour des pas de temps différents.
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Figure 4.15 – Moment d’ordre quatre ⟨f0v
4⟩, en fonction du temps adimensionné t/τee.

Les schémas explicite (EXP), implicite contracté (CI), et implicite contracté Micro-Macro
(MM), sont comparés pour des pas de temps différents.
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CHAPITRE 5

Évaluation physique du modèle P1-Diffusion
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5.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons étudier les résultats numériques obtenus à l’aide du

schéma développé dans le chapitre précédent. Un code d’étude 1Dx-1Dv implémente ce
schéma dans cet objectif. Nous allons confronter le modèle physico-numérique à un cas-test
proposé par A. Chrisment et al. dans [9], représentatif des plasmas de FCI. Ce cas-test
sera adapté pour capturer des solutions stationnaires. Nous comparerons nos résultats avec
ceux obtenus avec le code PN totalement cinétique OSHUN [51]. Paul-Edouard Masson-
Laborde (CEA) a réalisé les simulations OSHUN avec lesquelles nous nous comparons ici.

5.2 Présentation du Code OSHUN
OSHUN [51] est un code Vlasov-Fokker-Planck parallèle et relativiste, 2D espace 3D

vitesse, développé principalement pour l’étude du transport électronique et des instabili-
tés rencontrées en interaction laser-plasma (ILP). Le code résout les équations de VFP
développées en harmoniques sphériques, couplées aux équations de Maxwell, et avec un
opérateur de collisions de Fokker-Planck linéarisé. Le code OSHUN permet la résolution
convergée en harmoniques sphériques de problèmes de transport électronique en présence
de gradients raides, il est beaucoup utilisé pour la validation de modèles [10] [19] [42] [46].

Différences entre OSHUN et P1-Diffusion

Le modèle P1-Diffusion étant basé sur un développement harmonique sphérique de
l’équation de VFPL, on peut considérer qu’il est un modèle réduit des équations résolues
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par le code OSHUN. Nous allons donc énumérer toutes les différences entre OSHUN et
P1-Diffusion.

Harmoniques d’ordre élevé et approximation diffusion

Le modèle P1-Diffusion est basé sur l’approximation P1, consistant à tronquer le dé-
veloppement en harmoniques sphériques de la distribution à l’ordre 1. Contrairement à
OSHUN pouvant converger en harmoniques sphériques. L’approximation diffusion dans le
modèle P1-Diffusion consiste à négliger la dérivée temporelle ∂

∂t
f1 de la partie anisotrope

de la distribution, cette approximation n’est pas faite dans OSHUN.

Collisions électron-électron

Les termes de collisions électron-électron isotropes sont traités de la même manière
dans OSHUN et P1-Diffusion, en discrétisant l’opérateur de Fokker-Planck-Landau iso-
trope complet. Cependant, les termes anisotropes, linéarisés et intégrés dans la résolution
des équations dans OSHUN, sont négligés dans P1-Diffusion, avec un fit du libre parcours
moyen en Z pour récupérer le flux de Spitzer-Härm dans la limite Z faible. Cela se fait
au détriment du champ électrique de Spitzer-Härm non retrouvé dans cette limite. Cette
approximation cause dans la limite Z faible, un décalage systématique du profil des har-
moniques d’ordre 1, f1(v), vers la droite (hautes vitesses) [9].

Remarque 5.2.1. Des extensions au modèle P1-Diffusion de base peuvent être envisagées
pour inclure l’effet des contributions anisotropes de l’opérateur de collision [9]. Cette di-
rection n’a pas été explorée dans ce manuscrit.

5.3 Présentation du cas-test Q1D

Nous allons présenter dans cette section le cas-test Q1D. C’est le cas-test présenté
par A. Chrisment et al. [9], avec des paramètres identiques, décliné en deux variantes,
iso-densité et isobare. Il s’agit d’un gradient de température initial de profil tangente
hyperbolique, avec conditions aux bords à flux nul. La première variante du cas-test, Q1D-
A, est à densité homogène, tandis que la seconde variante, Q1D-B, est à densité variable
avec un profil tangente hyperbolique croisant le gradient de température de sorte à avoir
une pression thermique 3

2nekBTe homogène. La dernière variante du cas test, Q1D-C est
une étude stationnaire avec gradient de température et puits de densité.

Choix des paramètres physiques

Nous choisissons des paramètres physiques permettant de reproduire des conditions
rencontrées en Fusion par Confinement Inertiel. On prend une charge constante Z = 1,
correspondant à la charge des isotopes de l’hydrogène utilisés en FCI. Pour des raisons de
simplicité et de reproductibilité, on prend une valeur unique et constante de logarithme
coulombien, log Λ = 6.35, pour les collisions électron-électron et électron-ion. La vitesse
thermique de référence, v0

the =
√

kBTe
me

, est prise en Te = 1 keV. Le domaine 1D en espace
est compris entre x = 0 et x = 2017 µm, et le domaine 1D en vitesse est compris entre
v = 0 et v = 6v0

the. Le temps final des simulations est t = 22 ps.
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5.3. Présentation du cas-test Q1D

5.3.1 Profils initiaux et conditions aux bords
Le profil initial en température est identique pour les cas-tests Q1D-A et Q1D-B et

est donné, en keV, par

Te(x) = TH − TH − TC

2

[
1 + tanh

(
x− x0
∆x0

)]
, (5.1)

avec x exprimé en cm. Les profils de densité sont donnés, en cm−3, par

(Q1D-A) : ne(x) = 1.e21 cm−3 , (5.2)

(Q1D-B) : ne(x)Te(x) = nHTH , nH = 1.e21 cm−3 . (5.3)

La distribution initiale est la distribution Maxwellienne donnée par

M(t, x, v) = ne(x)
(2πkBTe(t, x)

me

)−3/2
exp

(
−v2 me

2kBTe(t, x)

)
. (5.4)

Les profils initiaux de température, densité, flux chaleur, des composantes isotropes et
anisotropes de distribution, pour les cas-tests Q1D-A et Q1D-B sont donnés respectivement
Figure 5.1 et Figure 5.2. Initialement pour les cas-tests Q1D-A et Q1D-B, les flux de
chaleurs sont identiques puisque le flux de chaleur de Spitzer-Härm ne dépend pas de la
densité. Les conditions aux bords imposées sont des conditions de Neumann en Te et g0,
imposant un flux de chaleur nul aux bords.

5.3.2 Solution de Spitzer-Härm
Nous allons commencer par calculer la solution de Spitzer-Härm correspondant à ce

problème. Le modèle de Spitzer-Härm a été retrouvé dans le chapitre 1 en injectant la
distribution Maxwellienne (5.4) dans les équations (1.65) et (1.66), puis dans (1.64), et en
intégrant en vitesse par rapport à 1

2mev
4dv. On obtient alors

∂

∂t
Te + 3kBne

2 ∇x · qe,sh = 0 , (5.5)

avec
qe,sh = 64

√
2
π

Zime

Y ∗
ei

( kB

me

)7/2
T 5/2

e ∇xTe . (5.6)

On résout numériquement l’équation (5.5) discrétisée en espace de façon centrée, im-
plicitement avec le solveur "Radau" de Scipy. On obtient, à t = 22 ps, les profils de
température, de flux de chaleur de distribution isotrope et anisotrope tracés en Figure 5.3
et Figure 5.4.

Les profils de température et de flux de chaleur sont très asymétriques du fait de la
forte dépendance en température du flux de chaleur qe,sh. La diffusion en température est
donc plus forte dans la partie chaude que dans la partie froide. Les profils des contributions
isotropes à la fonction de distribution, f0, sont maxwelliens, tandis que les profils de f1v5,
contribuant à la partie anisotrope de la distribution, semblent homothétiques, avec une
amplitude maximale plus élevée dans la zone de gradient, et avec une translation vers les
hautes vitesses dans la partie chaude du plasma et vers les basses vitesses dans la partie
froide du plasma. Entre les cas-tests Q1D-A et Q1D-A, la seule différence est que la densité
plus élevée dans la partie froide ralentit la diffusion en température dans cette zone.
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5. Évaluation physique du modèle P1-Diffusion
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Cas-test Q1D-A : condition initiale

Figure 5.1 – Profils initiaux du cas-test A, Les profils de distribution anisotrope f0v
2,

tracés en haut à gauche, sont les intégrants en trois points choisis (côté froid en x = 0.14,
côté chaud en x = 0.08 et zone de transition x = 0.12) de la température Te , tracée en
haut à droite. Les profils de distribution anisotrope f1v5, tracés en bas à gauche, sont les
intégrants du flux de chaleur qe tracés en bas à droite. Les profils de distribution f0v

2

et f1v5 sont normalisés par c/nc et 104/(2c2nc) avec nc une densité critique définie par
nc = ne/0.448.

5.4 Analyse des résultats obtenus avec OSHUN, P1-Diffusion
et Spitzer-Härm

Nous avons choisi de comparer les simulations OSHUN, P1-Diffusion et SH sur le cas-
test Q1D décrit dans la section précédente sur quatre grandeurs : la température Te, le
flux de chaleur qe, et les quantités cinétiques f0v

2 et f1v
5 correspondant respectivement

aux intégrants de Te et qe. Ces quantités seront comparées au temps final de la simulation
t = 22 ps, et les quantités cinétiques sont prises en 3 points du domaine :

1. en x = 0.08 cm, dans la partie chaude du plasma

2. en x = 0.12 cm, dans la zone de gradient raide du plasma
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Cas-test Q1D-B : condition initiale

Figure 5.2 – Profils initiaux du cas-test B, Les profils de distribution anisotrope f0v
2,

tracés en haut à gauche, sont les intégrants en trois points choisis (côté froid en x = 0.14,
côté chaud en x = 0.08 et zone de transition x = 0.12) de la température Te, tracée en
haut à droite. Les profils de distribution anisotrope f1v5, tracés en bas à gauche, sont les
intégrants du flux de chaleur qe tracés en bas à droite. Les profils de distribution f0v

2

et f1v5 sont normalisés par c/nc et 104/(2c2nc) avec nc une densité critique définie par
nc = ne/0.448.

3. en x = 0.14 cm, dans la partie froide du plasma

Les simulations P1-Diffusion sont réalisées sur un maillage uniforme en espace et en
vitesse avec 100×100 mailles, et un pas de temps ∆t = 1 ps. Les résultats de ces simulations
sont montrés à t = 22 ps sur les figures 5.5 à 5.10. Sur chaque figure, les profils des
composantes isotropes, f0v

2, et anisotrope, f1v5, de la distribution sont tracés en certains
points choisis du domaine. Nous allons comparer les résultats des simulation des cas-tests
Q1D-A et Q1D-B obtenues avec P1-Diffusion, OSHUN, et Spitzer-Härm.
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5. Évaluation physique du modèle P1-Diffusion
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Cas-test Q1D-A : solution de Spitzer-Härm

Figure 5.3 – Solution de Spitzer-Härm à t = 22 ps du cas-test A. Les profils de distri-
bution anisotrope f0v

2, tracés en haut à gauche, sont les intégrants en trois points choisis
(côté froid en x = 0.14, côté chaud en x = 0.08 et zone de transition x = 0.12) de la
température Te, tracée en haut à droite. Les profils de distribution anisotrope f1v5, tracés
en bas à gauche, sont les intégrants du flux de chaleur qe tracés en bas à droite. Les profils
de distribution f0v

2 et f1v5 sont normalisés par c/nc et 104/(2c2nc) avec nc une densité
critique définie par nc = ne/0.448.

Analyse des effets non-locaux

La première chose que l’on peut dire des figures 5.5 à 5.10 est qu’il y a un écart très
important entre les profils donnés par Spitzer-Härm et ceux donnés par P1-Diffusion et
OSHUN, témoignant d’une forte influence des effets non-locaux sur la dynamique du trans-
port électronique, et que cet écart n’est pas uniformément réparti.

Commençons par exemple par analyser les figures 5.5, 5.6 et 5.7 correspondant au
cas-test Q1D-A. Les simulations OSHUN et P1-Diffusion montrent un flux de chaleur
beaucoup plus élevé que pour la simulation Spitzer-Härm dans la partie froide du plasma,
pour x > 0.14 cm. En revanche, le flux de chaleur issu des simulations cinétiques est plus
faible que dans la simulation Spitzer-Härm pour x < 1000 µm. Cela rend les profils de
flux de chaleur et de température plus symétriques, comme si un phénomène non-local
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5.4. Analyse des résultats obtenus avec OSHUN, P1-Diffusion et Spitzer-Härm
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Cas-test Q1D-B : solution de Spitzer-Härm

Figure 5.4 – Solution de Spitzer-Härm à t=22 ps du cas-test B. Les profils de distribution
anisotrope f0v

2, tracés en haut à gauche, sont les intégrants en trois points choisis (côté
froid en x = 0.14, côté chaud en x = 0.08 et zone de transition x = 0.12) de la température
Te, tracée en haut à droite. Les profils de distribution anisotrope f1v5, tracés en bas à
gauche, sont les intégrant du flux de chaleur qe tracés en bas à droite. Les profils de
distribution f0v

2 et f1v5 sont normalisés par c/nc et 104/(2c2nc) avec nc une densité
critique définie par nc = ne/0.448.

de convection de chaleur venait compenser l’asymétrie de la diffusion locale. En obser-
vant les profils de distribution en Figure 5.5, on constate une accumulation d’électrons de
haute énergie (v/c > 0.12) par rapport à l’équilibre local dans la partie isotrope f0, et
une sur-représentation de ces électrons dans l’intégrant du plus chaleur f1v5. On observe
également une légère déplétion de ces électrons en Figure 5.6. Ce phénomène est d’origine
cinématique, en effet dans le cadre des interactions coulombiennes, le libre parcours moyen
des électrons augmente avec leur énergie cinétique [20], les électrons de haute énergie sont
donc moins collisionnels ; cela est caractéristique des interactions longue portée, car plus
les particules sont rapides, moins elles sont soumises longtemps au potentiel des autres
particules. Du point de vue macroscopique, pour la température électronique, cela se tra-
duit par un effet de préchauffage, car cette dynamique est plus rapide que la diffusion de
Spitzer-Härm et vient "chauffer" le plasma au pied du gradient de température, dans la
zone froide. Dans la zone chaude du plasma Figure 5.7, la délocalisation est moins forte,
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5. Évaluation physique du modèle P1-Diffusion

avec des écarts à la maxwellienne plus faibles, on observe tout de même une part moins
élevée des électrons chauds dans le flux de chaleur.

Dans le cas-test Q1D-B avec gradient de densité, illustré en figures 5.8, 5.9 et 5.10. Les
phénomènes de transport non-local peuvent être aussi observés. La densité, cinq fois plus
élevée dans la partie froide, ralentit beaucoup la diffusion de Spitzer-Härm et augmente
la fréquence des collisions électron-électron forçant le retour à la maxwellienne. Malgré
cela, le phénomène de préchauffage persiste, et le flux de chaleur montré en Figure 5.8
fortement dominé par les électrons chauds (v/c ∼ 0.2). La déplétion des électrons chauds
au flux de chaleur dans la zone chaude Figure 5.10 est également très visible.

Comparaison des profils cinétiques OSHUN et P1-Diffusion

Les profils obtenus avec OSHUN et P1-Diffusion montrent tout d’abord un très bon
accord général des profils de température, de flux de chaleur et des distributions. Cela
nous conforte dans les choix de constructions et hypothèses faites au chapitre 1 pour le
modèle P1-Diffusion. Des écarts légers, mais systématiques, sont tout de même observés
entre OSHUN et P1-Diffusion, nous allons les analyser dans cette section. On constate,
sur l’ensemble des profils de f1v5, un décalage vers la droite dans l’axe des vitesses de
P1-Diffusion par rapport à OSHUN. Ce décalage en vitesse de f1, plus marqué dans la
zone la plus raide du gradient, est typique de l’approximation de l’opérateur de collisions
C1

ee dans le RHS de l’équation vectorielle VFPL-P1 (1.25).

C1
ee + C1

ei ≃ −ζ(Z)νeif1 (5.7)

Nous avons vu dans le chapitre 1 que cette approximation était largement utilisée, e.g
[47, 21] car elle simplifie grandement l’implantation numérique. Elle est justifiée dans la
limite des plasmas de Z élevé, appelée régime de plasmas de Lorentz. Cette limite est
rencontrée dans les expériences FCI dans la zone d’ablation de la cavité (Z=79 pour l’or).
Dans la limite Z faible, que l’on rencontre dans le plasma de fusion (Z=1 pour l’hydrogène
et Z=2 pour l’hélium), il est courant d’utiliser un fit en Z, ζ(Z) dans l’équation (5.7), per-
mettant de retrouver le flux de chaleur de Spitzer-Härm théorique dans la limite locale.
Cependant, le champ électrique de Spitzer-Härm théorique n’est plus retrouvé. D’une
manière générale, le fit mentionné permet de retrouver de façon exacte la conductivité
thermique de Spitzer-Härm au détriment des autres coefficients de transports, incluant les
coefficients thermo-électriques rencontrés dans le calcul du champ électrique E par la loi
d’Ohm généralisée. Ces effets ont été explorés par A. Chrisment et al. [9], et il est possible
d’envisager une extension du modèle P1-diffusion pour les prendre en compte.
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Figure 5.5 – Profils des composantes f0v
2 et f1v5 à t = 22 ps (non-stationnaire) et

x = 0.14 cm pour le cas test Q1D-A, BC de Neumann (en température). Comparaison
entre OSHUN (en orange), P1-Diffusion (en bleu) et Spitzer-Härm (en pointillés noir). Les
profils de f0v

2, tracés en haut à gauche, sont les intégrants en un point choisi pour le profil
de température Te, tracé en haut à droite. Les profils de f1v5, tracés en bas à gauche, sont
les intégrants du flux de chaleur qe en un point choisi pour le profil de flux de chaleur
tracé en bas à droite. Les profils de distribution f0v

2 et f1v5 sont normalisés par c/nc et
104/(2c2nc) avec nc une densité critique définie par nc = ne/0.448.
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Figure 5.6 – Profils des composantes f0v
2 et f1v5 à t = 22 ps (non-stationnaire) et

x = 0.12 cm pour le cas test Q1D-A, BC de Neumann (en température). Comparaison
entre OSHUN (en orange), P1-Diffusion (en bleu) et Spitzer-Härm (en pointillés noir). Les
profils de f0v

2, tracés en haut à gauche, sont les intégrants en un point choisi pour le profil
de température Te, tracé en haut à droite. Les profils de f1v5, tracés en bas à gauche, sont
les intégrants du flux de chaleur qe en un point choisi pour le profil de flux de chaleur
tracé en bas à droite. Les profils de distribution f0v

2 et f1v5 sont normalisés par c/nc et
104/(2c2nc) avec nc une densité critique définie par nc = ne/0.448.
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Figure 5.7 – Profils des composantes f0v
2 et f1v5 à t = 22 ps (non-stationnaire) et

x = 0.08 cm pour le cas test Q1D-A, BC de Neumann (en température). Comparaison
entre OSHUN (en orange), P1-Diffusion (en bleu) et Spitzer-Härm (en pointillés noir). Les
profils de f0v

2, tracés en haut à gauche, sont les intégrants en un point choisi pour le profil
de température Te, tracé en haut à droite. Les profils de f1v5, tracés en bas à gauche, sont
les intégrants du flux de chaleur qe en un point choisi pour le profil de flux de chaleur
tracé en bas à droite. Les profils de distribution f0v

2 et f1v5 sont normalisés par c/nc et
104/(2c2nc) avec nc une densité critique définie par nc = ne/0.448.
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Figure 5.8 – Profils des composantes f0v
2 et f1v5 à t = 22 ps (non-stationnaire) et

x = 0.14 cm pour le cas test Q1D-B, BC de Neumann (en température). Comparaison
entre OSHUN (en orange), P1-Diffusion (en bleu) et Spitzer-Härm (en pointillés noir). Les
profils de f0v

2, tracés en haut à gauche, sont les intégrants en un point choisi pour le profil
de température Te, tracé en haut à droite. Les profils de f1v5, tracés en bas à gauche, sont
les intégrants du flux de chaleur qe en un point choisi pour le profil de flux de chaleur
tracé en bas à droite. Les profils de distribution f0v

2 et f1v5 sont normalisés par c/nc et
104/(2c2nc) avec nc une densité critique définie par nc = ne/0.448.
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Figure 5.9 – Profils des composantes f0v
2 et f1v5 à t = 22 ps (non-stationnaire) et

x = 0.12 cm pour le cas test Q1D-B, BC de Neumann (en température). Comparaison
entre OSHUN (en orange), P1-Diffusion (en bleu) et Spitzer-Härm (en pointillés noir). Les
profils de f0v

2, tracés en haut à gauche, sont les intégrants en un point choisi pour le profil
de température Te, tracé en haut à droite. Les profils de f1v5, tracés en bas à gauche, sont
les intégrants du flux de chaleur qe en un point choisi pour le profil de flux de chaleur
tracé en bas à droite. Les profils de distribution f0v

2 et f1v5 sont normalisés par c/nc et
104/(2c2nc) avec nc une densité critique définie par nc = ne/0.448.
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Figure 5.10 – Profils des composantes f0v
2 et f1v5 à t = 22 ps (non-stationnaire) et

x = 0.08 cm pour le cas test Q1D-B, BC de Neumann (en température). Comparaison
entre OSHUN (en orange), P1-Diffusion (en bleu) et Spitzer-Härm (en pointillés noir). Les
profils de f0v

2, tracés en haut à gauche, sont les intégrants en un point choisi pour le profil
de température Te, tracé en haut à droite. Les profils de f1v5, tracés en bas à gauche, sont
les intégrants du flux de chaleur qe en un point choisi pour le profil de flux de chaleur
tracé en bas à droite. Les profils de distribution f0v

2 et f1v5 sont normalisés par c/nc et
104/(2c2nc) avec nc une densité critique définie par nc = ne/0.448.

5.5 Cas-test stationnaire Q1D-C

Dans cette section nous allons présenter le cas-test stationnaire Q1D-C. Les condi-
tions initiales pour le cas-test Q1D-C sont très proches du cas-test isobare Q1D-B, mais
avec le profil de densité remontant sur le bord gauche du plasma pour atténuer les effets
indésirables de couche de Knudsen qui apparaissent aux temps longs, qu’il convient de
traiter dans le cas stationnaire. Le but de cette simulation est de montrer que le schéma
implicite P1-Diffusion Micro-Macro est capable de prendre des pas de temps suffisamment
élevés pour étudier les solutions stationnaires du problème aux conditions aux bords de
Dirichlet. On réalise la simulation pour deux profils initiaux de température numérotés
respectivement (1) et (2) afin d’étudier l’unicité de la solution stationnaire. Le premier
identique aux cas-test Q1D-A et Q1D-B, le deuxième affine par morceaux en x. Les profils
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initiaux du cas-test stationnaire Q1D-C sont montrés Figure 5.11.
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Figure 5.11 – Profils initiaux, tangente hyperbolique (CI-1) et affine (CI-2) en tempé-
rature, et profils de flux de chaleur pour cas-test stationnaire Q1D-C.

Les simulations sont réalisées sur un maillage uniforme de taille 100 × 100 et avec un
pas de temps ∆t = 2 ns. Le temps final de la simulation est t = 22 ns. Les résultats de ces
simulations sont montrés Figure 5.12. On observe que les deux simulations convergent bien
vers la même limite stationnaire, ce qui indique l’unicité de la solution stationnaire dans le
problème aux conditions aux bords de Dirichlet. On remarque que la présence de gradient
de densité perturbe la solution stationnaire et implique une délocalisation de la solution
stationnaire, avec une composante non-locale non nulle du flux de chaleur. Ce cas-test
permet d’une part de tester la stabilité du modèle P1-Diffusion pour des pas de temps
très grands (de l’ordre de la nanoseconde), et de montrer que des solutions stationnaires
non-locales uniques existent.

5.6 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que le modèle P1-Diffusion est capable de décrire
les effets du transport non-local sur un cas-test représentatif des régimes rencontrés en
FCI. On souligne donc la qualité des approximations P1 et Diffusion dans ces régimes
physique. On rappelle que ces approximations permettent de réduire la dimension algé-
brique du système de 7D à 5D, sur une seule variable f0, sans hypothèse perturbative. Cela
représente un gain important en terme de mémoire. Ce dernier point peut devenir limitant
si l’objectif est d’effectuer des simulations multiphysiques intégrées. En terme de temps de
calcul, on se ramène à des opérations simples comme des inversions de systèmes linéraires
de faible taille, séparant les dimensions d’espace et de vitesse, indépendants, et pouvant
être résolus de façon parallèle. Cela réduit le problème du temps de calcul à la vitesse de
convergence des processus itératifs, en particulier les itérations Micro. Nous n’avons pas
étudié l’accélération du processus itératif mais de nombreuses méthodes existent, basées
sur une meilleure initialisation, en calculant par exemple une solution sur un maillage plus
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grossier et dans une limite linéaire. Nous avons vu que dans la limite linéaire, les projec-
teurs de courant nul s’écrivent de façon identique, cela permet de réduire de façon drastique
le nombre d’opérations dans le remplissage des matrices de résolution des systèmes Micro.
Aussi le calcul des matrices à inverser peut être factorisé sur les itérations Micro, et effectué
en amont. Nous pouvons en attendre un gain important, car le remplissage des matrices
constitue le principal coût observé d’une itération Micro. La discrétisation Micro-Macro
Implicite Itérative permet l’utilisation de pas de temps suffisamment grands, permettant
d’étudier les solutions stationnaires à des problèmes de transport, et de capturer des so-
lutions stationnaires non-locales, comme on l’a vu pour le cas-test Q1D-C.
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Conclusions

Nous avons étudié dans cette étude le modèle quasi-cinétique P1-Diffusion dans le
cadre de la fermeture des équations de la MHD résistive en régime non-local. Les exi-
gences d’un couplage éventuel d’un tel modèle à un code hydrodynamique lagrangien sur
maillage 2D non-structuré comme TROLL [34] nous ont amené à rapidement identifier
des objectifs précis concernant la modélisation et les propriétés numériques du modèle.
Parmi ces objectifs principaux on compte : la maîtrise totale du domaine de validité du
modèle ; la capture des différents régimes asymptotiques ; la stabilité inconditionnelle de la
résolution numérique ; le respect strict des lois de conservations pour un couplage cohérent
avec l’hydrodynamique.

Nous avons construit le modèle P1-Diffusion dans le chapitre 1 à partir des équations
de référence de Vlasov-Fokker-Planck-Landau (VFPL) et justifié chaque approximation
par l’analyse asymptotique. Le modèle obtenu se ramène à un système parabolique de
dimension 5D (temps, 3D espace, 1D vitesse) dont l’inconnue est la partie isotrope f0 de
la distribution, en opposition au système VFPL, hyperbolique de dimension 7 (temps, 3D
espace, 3D vitesse). Nous avons proposé dans le chapitre 2 de faire l’analyse variationnelle
du modèle P1-Diffusion linéarisé autour de l’équilibre maxwellien. Pour cela, nous avons
proposé une réécriture matricielle compacte de l’opérateur de transport P1-Diffusion T , et
une décomposition des flux cinétiques en contributions de courant nul permettant de ré-
écrire la limite linéaire T (l) de l’opérateur de transport P1-Diffusion en faisant apparaître
un projecteur de courant nul. Cette réécriture adaptée à l’analyse variationnelle, nous a
permis d’étudier la coercivité de T (l). Nous avons proposé dans les chapitres 3 et 4 des
discrétisations du modèle P1-Diffusion, d’abord explicite pour vérifier certaines propriétés
importantes, puis totalement implicite dans le but de proposer un schéma inconditionnel-
lement stable pour résoudre le système couplé fluide/cinétique.

Nous avons enfin confronté dans le dernier chapitre les résultats numériques obtenus
avec le code d’étude résolvant de façon totalement implicite des équations du modèle P1-
Diffusion, par la méthode décrite dans le chapitre 4, avec des résultats obtenus à l’aide
du code PN totalement cinétique OSHUN. Nous avons aussi montré que le modèle P1-
Diffusion est capable de décrire les effets du transport non-local sur un cas-test représen-
tatif des régimes rencontrés en FCI, en comparant les profils de température, de flux de
chaleur et des distributions sur un cas-test instationnaire. Nous avons enfin montré que le
modèle P1-Diffusion était capable de capturer, en une seule itération en temps, des états
stationnaires non-locaux.
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Perspectives
Les principales perspectives de ce travail sont l’extension du modèle P1-Diffusion à

une résolution en 2D/3D sur maillages non-structurés ainsi que la prise en compte de
l’hydrodynamique et du champ magnétique. Ces perspectives s’inscrivent dans un objectif
de faire du modèle P1-Diffusion une fermeture précise et robuste pour les codes multi-
physiques utilisés pour simuler les expériences de FCI, comme le code TROLL [34]. En
particulier, les derniers mois de la thèse seront dédiés à l’adaptation du schéma implicite
itératif Micro-Macro sur maillage 2D non-structuré.

D’autres perspectives, comme l’accélération de la convergence des itérations micro via
l’amélioration des critères de convergence et l’utilisation de solveurs de type Krylov, ou par
l’exploitation de la forme très simplifiée de la limite linéaire pour initialiser la distribution
plus proche de la solution, peuvent être envisagées. Il y a également en perspective la
recherche d’un inégalité de type Poincaré pour l’analyse variationnelle de l’opérateur de
transport linéarisé, afin de compléter l’étude de la coercivité réalisée dans le chapitre 2.
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ANNEXE A

Unités et notations

A.1 Systèmes d’unités et conversions

Dimension Unité CGS Symb. Équiv. Unités SI
longueur centimètre cm 10−2 m
masse gramme g 10−3 kg
temps seconde s 1 s
énergie erg erg cm2 g s−2 10−7 J
charge statcoulomb q cm3/2 g1/2 s−1 1/3 × 10−9 C
induction magnétique gauss B cm−1/2 g1/2 s−1 10−4 T
champ électrique statvolt / cm E cm−1/2 g1/2 s−1 3 × 104 V/m

Tableau A.1 – Unités GCS utilisées en physique des plamas [29]

Remarque A.1.1. Les unités de longueur, de masse et de temps sont appelées unités de
base. Elles sont indépendantes et toutes les autres unités peuvent être dérivées à partir
d’elles.
Remarque A.1.2. Les champs électrique et magnétique E et B ont les mêmes unités Gaus-
siennes équivalentes.

A.2 Constantes physiques
célérité de la lumière c = 2.9979 × 1010 cm/s
charge électronique e = 4.8033 × 1010 statcoulomb
constante de Boltzmann kB = 1.3807 × 1016 erg/K
masse électronique me = 9.1096 × 10−28 g
masse d’un proton mp = 1.6726 × 10−24 g
rapport de masse proton/électron mp/me = 1836
température associée à 1 eV 1.1604 × 104 K

A.3 Symboles et notations
Nous listons dans cette section les symboles utilisés dans ce manuscrit. Inévitablement,

certains symboles utilisés dans différents chapitres ont des significations différentes. Par
exemple, le symbole e désigne à la fois la charge électronique, la constante d’Euler e =
2.718281828 . . . et l’indice pour désigner les électrons (ex. : température électronique Te).
Dans ces cas de figures, le sens d’un symbole devrait être clair dans le contexte de son
utilisation.
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A. Unités et notations

Indices/exposants fréquemment utilisés
e électron i ion
g groupe de vitesse j maille spatiale
n indice des itérations temporelles M,m indices des itérés Macro et Micro
l,m indices des harmoniques sphériques

Notations fréquemment utilisées
λee libre parcours moyen e-e λei libre parcours moyen e-i
λD longueur de Debye φ,ψ fonctions tests
τee temps collisionnel e-e τei temps collisionnel e-i
νee fréquence de collisions e-e νei fréquence de collisions e-i
ln Λ logarithme coulombien κ conductivité thermique

• Les scalaires sont notés en italique :

x norme de la position v norme de la vitesse
f0 harmonique sphérique d’ordre 0 de f ne densité électronique
Te température électronique B Champs magnétique
Qei Terme d’échange de chaleur e-i J densité de courant
Zi numéro atomique des ions i

• Les vecteurs sont notés en police "droite" :

x vecteur position v vecteur vitesse
f1 harmonique sphérique d’ordre 1 de f ue vecteur vitesse moyenne électronique
J densité de courant qe flux de chaleur électronique
E Champs électrique B Champs magnétique
Rei Terme d’échange d’impulsion e-i

• Les tenseurs sont notés en police sans empattement :

f2 harmonique sphérique d’ordre 2 de f Pe tenseur de pression électronique
Πe tenseur de pression anisotrope Id tenseur identité

A.4 Acronymes
FCI Fusion par Confinement Inertiel VFPL Vlasov-Fokker-Planck-Landau
LMJ Laser MegaJoule ETL Équilibre Thermodynamique Local
NIF National Ignition Facility BGK Bhatnagar-Gross-Krook
WKB Wentzel-Kramers-Brillouin SH Spitzer-Härm
ILP Interaction Laser-Plasma SNB Schurtz-Nicolaï-Busquet
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ANNEXE B

Développements en harmoniques sphériques

B.1 Opérateur de Vlasov
Identités vectorielles utiles

Soient u et v des champs vectoriels, f un champ scalaire, et P un champ tensoriel. Soient
les identités suivantes :

∇ · (u ⊗ v) = (∇ · u)v + (u · ∇)v , (B.1)
∇ · (fP) = ∇f · P + f∇ · P , (B.2)
∇ · (Pu) = u · (∇ · P) + Tr

(
P (∇u)t) . (B.3)

Calcul des
∫

Y p
1 Y q

1 Y m
l dΩ :

On rappelle que dΩ = sin θdθdφ désigne la mesure d’angle solide et que dv = v2dΩ avec
v = ∥v∥.

D’après la formule de Gaunt :∫
4π
Y p

1 Y
q

1 Y
m

l dΩ ∝
∫ 1

−1
P p

1P
q
1P

m
l dx = 0 si l ̸= 0 ou 2 .

cas l = 0 :

∫
4π
Y p

1 Y
q

1 Y
0

0 f
0
0dΩ = 1√

4π
δp,qf

0
0 = I3√

3
f0

0 .

cas l = 2 :

Pour l = 2, on a m ∈ [[−2, 2]]. On utilise les formules de récurrences suivantes pour se
ramener au calcul d’une intégrale d’un produit de deux polynômes de Legendre associés
et utiliser leur propriété d’orthogonalité :

√
1 − x2Pm

l (x) = 1
2l + 1

[
(l −m+ 1)(l −m+ 2)Pm−1

l+1 (x) − (l +m− 1)(l +m)Pm−1
l−1 (x)

]
,

(B.4)√
1 − x2Pm

l (x) = 1
2l + 1

[
−Pm+1

l+1 (x) + Pm+1
l−1 (x)

]
, (B.5)

xPm
l (x) = 1

2l + 1
[
(l +m)Pm

l−1(x) + (l −m+ 1)Pm
l+1(x)

]
. (B.6)
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B. Développements en harmoniques sphériques

L’intégrale du produit de deux polynômes de Legendre associés est donnée par :∫ 1

−1
Pm

l Pm′
l′ = 2(l +m)!

(2l + 1)(l −m)!δll′δmm′ . (B.7)

On peut alors calculer les
∫
Y p

1 Y
q

1 Y
m

l dΩ. Par exemple, si p = q = 1, on a :

∫
4π
Y 1

1 Y
1

1 Y
m

2 dΩ = 3
4π

√
5

4π
(2 − |m|)!
(2 + |m|)!

∫ 1

−1
P 1

1P
1
1P

|m|
2 dx

×
∫ 2π

0


√

2 cos2 φ cos(|m|φ)dφ si m > 0 ,
cos2 φ dφ si m = 0 ,√

2 cos2 φ sin(|m|φ)dφ si m < 0 .

La première formule de récurrence (B.4) permet d’écrire :

∫ 1

−1
P 1

1P
1
1P

|m|
2 dx = −

∫ 1

−1
P 1

1 (x)1
5
[
(3 − |m|)(4 − |m|)P |m|−1

3 (x) − (1 + |m|)(2 + |m|)P |m|−1
1 (x)

]
dx

= 1
5(3 − |m|)(4 − |m|)

∫ 1

−1
P 1

1P
1
3 dx δ2,|m| − 1

5(1 + |m|)(2 + |m|)
∫ 1

−1
P 1

1P
1
1 dx δ2,|m|

= −1
5(1 + |m|)(2 + |m|)

∫ 1

−1
P 1

1P
1
1 dx δ2,|m| = −4

3
1
53 × 4δ2,|m| ,

et la deuxième formule de récurrence (B.5) permet d’écrire :

∫ 1

−1
P 1

1P
1
1P

|m|
2 dx = −

∫ 1

−1
P 1

1 (x)1
5
[
−Pm+1

3 (x) + Pm+1
1 (x)

]
dx

= 1
5

∫ 1

−1
P 1

1P
1
3 dx δ0m − 1

5

∫ 1

−1
P 1

1P
1
1 dx δ0m

= −4
3

1
5δ0m .

Comme
∫ 2π

0 cos2 φdφ = π,
∫ 2π

0 cos2 φ cos(2φ)dφ = π/2 et
∫ 2π

0 cos2 φ sin(2φ)dφ = 0,
on a :

√
4π
3
∑
m

fm
l

∫
4π
Y 1

1 Y
1

1 Y
m

2 dΩ =
∑
m

∂xf
m
l v

√
3

4π

√
5

4π
(2 − |m|)!
(2 + |m|)!

[
−4

3
1
5δ0mπ − 4

3
1
53 × 4δ2,m

√
2 π/2

]

= v
2
5

√
5
3∂x

[
−

√
3f2

2 − 1
2f

0
2

]
.

Un calcul similaire pour
∫

4π Y
−1

1 Y −1
1 Y m

2 dΩ donne, avec
∫ 2π

0 sin2 φ cos(2φ)dφ = −π/2 :

v

√
4π
3
∑
m

∂yf
m
l

∫
4π
Y −1

1 Y −1
1 Y m

2 dΩ = v
2
5

√
5
3∂y

[
+

√
3f2

2 − 1
2f

0
2

]
.
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B.1. Opérateur de Vlasov

Pour
∫

4π Y
1

1 Y
−1

1 Y m
2 fm

l dΩ, on a :

∫
4π
Y 1

1 Y
−1

1 Y m
2 dΩ = 3

4π

√
5

4π
(2 − |m|)!
(2 + |m|)!

∫ 1

−1
P 1

1P
1
1P

|m|
2 dx

×
∫ 2π

0


(−1)m

√
2 cos(φ) sin(φ) cos(|m|φ)dφ si m > 0 ,

cos(φ) sin(φ)dφ si m = 0 ,
(−1)m

√
2 cos(φ) sin(φ) sin(|m|φ)dφ si m < 0 ,

avec :

∫ 1

−1
P 1

1P
1
1P

|m|
2 dx = −

∫ 1

−1
P 1

1 (x)1
5
[
(3 − |m|)(4 − |m|)P |m|−1

3 (x) − (1 + |m|)(2 + |m|)P |m|−1
1 (x)

]
dx

= 1
5(3 − |m|)(4 − |m|)

∫ 1

−1
P 1

1P
1
3 dx δ2,|m| − 1

5(1 + |m|)(2 + |m|)
∫ 1

−1
P 1

1P
1
1 dx δ2,|m|

= −1
5(1 + |m|)(2 + |m|)

∫ 1

−1
P 1

1P
1
1 dx δ2,|m| = −4

3
1
53 × 4δ2,|m| ,

et

∫ 1

−1
P 1

1P
1
1P

m
2 dx = −

∫ 1

−1
P 1

1 (x)1
5
[
−P |m|+1

3 (x) + P
|m|+1
1 (x)

]
dx

= 1
5

∫ 1

−1
P 1

1P
1
3 dx δ0m − 1

5

∫ 1

−1
P 1

1P
1
1 dx δ0m

= −4
3

1
5δ0m .

On a toujours m ∈ {−2, 0, 2}, de plus :

∫ 2π

0
cos(φ) sin(φ) cos(2φ)dφ = 0,

∫ 2π

0
cos(φ) sin(φ)dφ = 0,

∫ 2π

0
cos(φ) sin(φ) sin(2φ)dφ = π/2 .

Donc seul le cas m = −2 est non nul et on a :

√
4π
3
∑
m

∫
4π
Y 1

1 Y
1

1 Y
m

2 fm
l dΩ =

∑
m

√
4π
3

3
4π

√
5

4π
(2 −m)!
(2 +m)!

[
−4

3
1
53 × 4δ2m

√
2 π/2

]
fm

2

= 2
5

√
5
3
[√

3f−2
2

]
.

Les autres termes se calculent de façon similaire, on trouve finalement :



√
4π
3 fm

l P1
1 (ω ⊗ ωY m

l ) = v
1√
3
exf

0
0 + v

2
5

√
5
3

[
ex(−

√
3f2

2 − 1
2f

0
2 ) + ey(

√
3f−2

2 ) + ez(1
2

√
3f1

2 )
]
,√

4π
3 fm

l P−1
1 (ω ⊗ ωY m

l ) = v
1√
3
eyf

0
0 + v

2
5

√
5
3

[
ex(

√
3f−2

2 ) + ey(
√

3f2
2 − 1

2f
0
2 ) + ez(1

2
√

3f−1
2 )

]
,√

4π
3 fm

l P0
1 (ω ⊗ ωY m

l ) = v
1√
3
ezf

0
0 + v

2
5

√
5
3

[
ex(1

2
√

3f1
2 ) + ey(1

2
√

3f−1
2 ) + ez(f0

2 )
]
.

(B.8)
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B. Développements en harmoniques sphériques

Ou plus simplement :√
4π
3 fm

l P1(ω ⊗ ωY m
l ) = vId

f0√
3

+ v
2
5(
√

5
3f2) , (B.9)

avec f2 le tenseur suivant :

f2 =


−

√
3f2

2 − 1
2f

0
2

√
3f−2

2
1
2

√
3f1

2
√

3f−2
2

√
3f2

2 − 1
2f

0
2

1
2

√
3f−1

2
1
2

√
3f1

2
1
2

√
3f−1

2 f0
2

 . (B.10)

On remarque que f2 est symétrique et de trace nulle.

Calcul de A0(f)

Le terme d’advection s’écrit A(f) = v · ∇xf , on veut calculer A0(f) = P0
0 (A(f)) avec

f(x, v, t) =
∑

l,m fm
l (x, v, t)Y m

l (ω). On a :

A0 = P0
0
(
v · ∇x

(∑
l,m

fm
l Y

m
l

))
=
√

4π
3
∑
l,m

∇x ·
(
fm

l

 P0
0 (Y 1

1 Y
m

l )
P0

0 (Y −1
1 Y m

l )
P0

0 (Y 0
1 Y

m
l )

)

= 1√
3

∇x ·
(
v

 f1
1
f−1

1
f0

1

) ,
car P0

0 (Y m
l Y m′

l′ ) = 1√
4π

Pm
l (Y m′

l′ ) = 1√
4π
δll′δmm′ , d’où :

A0 = v∇x · f1√
3
. (B.11)

Calcul de E0(f)

Le terme de champ électrique s’écrit : E(f) = a · ∇vf , on a :

E0
0 = P0

0
(
E · ∇v

(∑
l,m

fm
l Y

m
l

))
=
∑
l,m

E · P0
0
(
fm

l ∇vY
m

l + Y m
l ∇vf

m
l

)
=
∑
l,m

E ·
[
fm

l P0
0
(
∇vY

m
l

)
+ P0

0
(
Y m

l ∇vf
m
l

)]
.

Calculons P0
0
(
∇vY

m
l

)
=
∫

4π Y
0

0 ∇vY
m

l dΩ, qu’on peut écrire sous la formulation faible sui-
vante :

∫
ψ(v)Y 0

0 ∇vY
m

l dv = 1√
4π

−
∫
ω
∂ψ(v)
∂

∂v

Y m
l dv


10



B.1. Opérateur de Vlasov

= − 1√
3

∫
∂ψ(v)
∂v

v2dv

∫  Y 1
1 Y

m
l

Y −1
1 Y m

l

Y 0
1 Y

m
l

 dΩ

= 1√
3

∫
2vψ(v)dv

∫  Y 1
1 Y

m
l

Y −1
1 Y m

l

Y 0
1 Y

m
l

 dΩ

= 2√
3

∫
ψ(v)
v

 Y 1
1 Y

m
l

Y −1
1 Y m

l

Y 0
1 Y

m
l

 dv .

Ceci étant vrai pour toute fonction ψ, on a donc :

fm
l P0

0
(
∇vY

m
l

)
= 2

√
4π
3
fm

l

v
P0

0

 Y 1
1 Y

m
l

Y −1
1 Y m

l

Y 0
1 Y

m
l


= 2√

3
f1
v
.

Pour P0
0
(
Y m

l ∇vf
m
l

)
, les fm

l ne dépendant que de v, on a alors :

P0
0
(
Y m

l ∇vf
m
l

)
=
√

4π
3
∂fm

l

∂v
P0

0

 Y 1
1 Y

m
l

Y −1
1 Y m

l

Y 0
1 Y

m
l


= 1√

3
∂f1
∂v

,

et on peut écrire :

E0 = E · 1√
3

1
v2

∂

∂v
(v2f1) . (B.12)

Calcul de B0(f)

Le terme de champ magnétique s’écrit : B(f) = (ωb × v) · ∇vf , on a :

B0 = P0
0
(
(v ×B) · ∇v

∑
l,m

fm
l Y

m
l

)
=
∑
l,m

P0
0
( 
 v

0
0

×

 Br

Bθ

Bφ


 · 1

v


v
∂

∂v
∂

∂θ
1

sin θ
∂

∂φ


fm

l Y
m

l

)

=
∑
l,m

fm
l P0

0
(

−Bφ
∂

∂θ
Y m

l +Bθ
1

sin θ
∂

∂φ
Y m

l

)
= −Bφ

∑
l,m

fm
l P0

0
( ∂
∂θ
Y m

l

)
+Bθ

∑
l,m

fm
l P0

0
( 1
sin θ

∂

∂φ
Y m

l

)
.
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B. Développements en harmoniques sphériques

On a d’une part :

P0
0
( 1
sin θ

∂

∂φ
Y m

l

)
= 1√

4π

∫
∂Y m

l

∂φ
dθdφ = 1√

4π

∫
[Y m

l ]φ=2π
φ=0 dθ = 0 ,

et d’autre part :

P0
0
(∂Y m

l

∂θ

)
= 1√

4π

∫
4π

∂Y m
l

∂θ
sin θdθdφ

= − 1√
4π

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0
sin θ ∂Y m

l

∂ cos θ sin θdθdφ

= − 1√
4π

√
(2l + 1)

4π
(l − |m|)!
(l + |m|)!

∫ 1

−1

√
1 − x2 ∂P

|m|
l

∂x
dx

×
∫ 2π

0


(−1)m

√
2 cos(|m|φ)dφ si m > 0 ,

dφ si m = 0 ,
(−1)m

√
2 sin(|m|φ)dφ si m < 0 .

= − 1√
4π

√
(2l + 1)

4π
(l − |m|)!
(l + |m|)!

∫ 1

−1

√
1 − x2 ∂P

|m|
l

∂x
dx 2πδ0m

= −
√
π

√
(2l + 1)

4π
(l − |m|)!
(l + |m|)!

∫ 1

−1
[12(l + |m|)(l + 1 − |m|)P |m|−1

l (x) − P
|m|+1
l (x)]dxδ0m

= −
√
π

√
(2l + 1)

4π

∫ 1

−1

[1
2 l(l + 1)P−1

l (x) − P 1
l (x)

]
dx

= 0 .

D’où :
B0

0 = 0 . (B.13)

On a utilisé la formule de récurrence suivante :

√
1 − x2 ∂

∂x
Pm

l (x) = 1
2(l +m)(l + 1 −m)Pm−1

l (x) − Pm+1
l (x) . (B.14)

L’équation sur ∂tf0 s’écrit alors :

∂tf0 + v∇ · f1√
3

+ a · 1√
3

1
v2

∂

∂v
(v2f1) . (B.15)

Calcul de A1(f)

Le terme d’advection s’écrit A(f) = v · ∇xf , on a :

A1 = P1
(
v · ∇x

(∑
l,m

fm
l Y

m
l

))
= v

√
4π
3
∑
l,m

∇x ·
(
fm

l

 Pn
1 (Y 1

1 Y
m

l )
Pn

1 (Y −1
1 Y m

l )
Pn

1 (Y 0
1 Y

m
l )

) .
12



B.1. Opérateur de Vlasov

Si on écrit :

P1 =

 P1
1

P−1
1

P0
1

 =
∫

4π

 Y 1
1
Y −1

1
Y 0

1

 (...) dΩ =
√

3
4π

∫
4π
ω(...) dΩ ,

alors :

A1 = v

√
3

4π∇x · (
∫
ω ⊗ ω fdΩ)

= v

√
3

4π
∑
l,m

∇x · (fm
l

∫
ω ⊗ ωY m

l dΩ)

= v

√
4π
3
∑
l,m

∇x ·

fm
l

∫  Y 1
1
Y −1

1
Y 0

1

⊗

 Y 1
1
Y −1

1
Y 0

1

Y m
l dΩ

 .

Le calcul des
∫
Y q

1 Y
p

1 Y
m

l dΩ fait plus tôt, nous permet d’écrire à l’aide de (B.8) :



A1
1 = v

1√
3
∂xf

0
0 + v

2
5

√
5
3

[
∂x(−

√
3f2

2 − 1
2f

0
2 ) + ∂y(

√
3f−2

2 ) + ∂z(1
2

√
3f1

2 )
]
,

A−1
1 = v

1√
3
∂yf

0
0 + v

2
5

√
5
3

[
∂x(

√
3f−2

2 ) + ∂y(
√

3f2
2 − 1

2f
0
2 ) + ∂z(1

2
√

3f−1
2 )

]
,

A0
1 = v

1√
3
∂zf

0
0 + v

2
5

√
5
3

[
∂x(1

2
√

3f1
2 ) + ∂y(1

2
√

3f−1
2 ) + ∂z(f0

2 )
]
.

(B.16)

ou plus simplement :

A1 = v∇x
f0√

3
+ v

2
5∇x · (

√
5
3f2) , (B.17)

avec f2 le tenseur suivant :

f2 =


−

√
3f2

2 − 1
2f

0
2

√
3f−2

2
1
2

√
3f1

2
√

3f−2
2

√
3f2

2 − 1
2f

0
2

1
2

√
3f−1

2
1
2

√
3f1

2
1
2

√
3f−1

2 f0
2

 . (B.18)

Calcul de E1(f)

Le terme de champ électrique s’écrit : E(f) = a · ∇vf , on a :

E1 = P1(a · ∇v
∑
l,m

fm
l Y

m
l ) .

13



B. Développements en harmoniques sphériques

On écrit P1 et E1 sous forme vectorielle :

E1 =
√

3
4π

∫
a ·∇v(

∑
l,m

fm
l Y

m
l ) ω dΩ

=
√

3
4π
∑
lm

∫ [
ω ⊗ ∇v(fm

l Y
m

l )
]

· a dΩ

=
√

3
4π
∑
lm

∫
(fm

l

[
ω ⊗ ∇vY

m
l︸ ︷︷ ︸

(a)

+Y m
l ω ⊗ ∇vf

m
l︸ ︷︷ ︸

(b)

]
dΩ) · a .

Pour calculer l’intégrale de (a) par rapport à dΩ, on écrit sous une formulation faible∫
ψ(v)ω ⊗ ∇vY

m
l dv avec ψ une fonction quelconque dépendant de v. On écrit le tenseur

ω ⊗ ∇vY
m

l sous la forme cartésienne ωi
∂

∂vj
Y m

l et on fait une intégration par partie par

rapport à la variable vj :

∫
R3
ψ(v)ωi

∂

∂vj
Y m

l dv = −
∫
R3

∂

∂vj
(ωiψ(v))Y m

l dv

= −
∫
R3

∂

∂vj
(vi

ψ(v)
v

)Y m
l dv

= −
∫
R3
δij
ψ(v)
v

Y m
l dv −

∫
R3

vi
∂

∂vj
(ψ(v)
v

)Y m
l dv .

La fonction ψ(v) ne dépend que de v donc on a ∂

∂vj
(ψ(v)
v

) = ωj
∂

∂v
(ψ(v)
v

) et on peut

séparer les intégrales en écrivant dv = v2dvdΩ dans le dernier terme :

∫
R3
ψ(v)ωi

∂

∂vj
Y m

l dv = −
∫
R3
δij
ψ(v)
v

Y m
l dv −

∫ ∞

0
v3 ∂

∂v
(ψ(v)
v

)dv
∫

4π
ωiωjY

m
l dΩ

= −
∫
R3
δij
ψ(v)
v

Y m
l dv +

∫ ∞

0
3v2ψ(v)

v
dv

∫
4π
ωiωjY

m
l dΩ

= −
∫
R3
δij
ψ(v)
v

Y m
l dv +

∫
R3

3
v
ψ(v)ωiωjY

m
l dv .

On peut écrire :

∫
R3
ψ(v)ωi

∂

∂vj
Y m

l dv = −
∫
R3
δij
ψ(v)
v

Y m
l dv +

∫
R3

3
v
fm

l ωiωjY
m

l dv .

Ceci est vrai pour toute fonction ψ(v), par conséquent, on a :

∫
4π
ωi

∂

∂vj
Y m

l dΩ = −
∫

4π
δij

1
v
Y m

l dΩ +
∫

4π

3
v
ωiωjY

m
l dΩ .

La contribution (a) à E1 s’écrit alors :

14



B.1. Opérateur de Vlasov

(a) = −I3
fm

l

v

∫
4π
Y m

l dΩ + 3
v
fm

l

∫
4π
ω ⊗ ωY m

l dΩ ,

et idem (b) s’écrit simplement :

(b) =
∫

4π
Y m

l ω ⊗ ∇vf
m
l dΩ = ∂

∂v
fm

l

∫
4π
ω ⊗ ωY m

l dΩ .

D’où :

E1 =
√

3
4π
∑
lm

[
−I3

fm
l

v

∫
4π
Y m

l dΩ + 3
v
fm

l

∫
4π
ω ⊗ ωY m

l dΩ + ∂

∂v
fm

l

∫
4π
ω ⊗ ωY m

l dΩ
]

· a

= −
√

3f0a

v
+ 3
v

[
1√
3
f0a+ 2

5

√
5
3f2 · a

]
+ 1√

3
∂

∂v
(f0a) + 2

5

√
5
3
∂

∂v
(f2 · a) ,

On a finalement :

E1 = 1√
3
∂

∂v
(af0) + 2

5

√
5
3

1
v3

∂

∂v
(v3f2 · a) . (B.19)

Calcul de B1(f)

Le terme de champ magnétique s’écrit B(f) = (ωb × v) · ∇vf , on a :

B1 =
√

3
4π

∫
4π

(v ×B) · ∇v
∑
l,m

fm
l Y

m
l ωdΩ

=
√

3
4π
∑
l,m

∫
4π


 v

0
0

×

 Br

Bθ

Bφ


 · 1

v


v
∂

∂v
∂

∂θ
1

sin θ
∂

∂φ


fm

l Y
m

l ωdΩ

=
√

3
4π
∑
l,m

fm
l

∫
4π

(
−Bφ ω

∂

∂θ
Y m

l +Bθ ω
1

sin θ
∂

∂φ
Y m

l

)
sin θdθdφ

=
√

3
4π
∑
l,m

fm
l

[
−Bφ

∫
4π
ω sin θ ∂

∂θ
Y m

l dθdφ+Bθ

∫
4π
ω
∂

∂φ
Y m

l dθdφ

]

=
√

3
4π
∑
l,m

fm
l

[
Bφ

∫
4π
Y m

l

∂(ω sin θ)
∂θ

dθdφ−Bθ

∫
4π
Y m

l

∂ω

∂φ
dθdφ

]

=
√

3
4π
∑
l,m

fm
l

[
Bφ

∫
4π
Y m

l (cos θ ω + sin θ eθ)dθdφ−Bθ

∫
4π
Y m

l sin θ eφdθdφ

]
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B. Développements en harmoniques sphériques

=
√

3
4π
∑
l,m

fm
l

[∫
4π

(Bφ eθ −Bθeφ)Y m
l dΩ +Bθ

∫
4π
Y m

l cos θ ωdθdφ
]

=
√

3
4π
∑
l,m

fm
l


∫

4π
(B × ω)Y m

l dΩ +Bθ

∫
4π
Y m

l cos θ ωdθdφ︸ ︷︷ ︸
R

 .

On a utilisé la relation
dω = dθeθ + sin θdφ eφ .

D’où :

R =
∑
l,m

fm
l Bθ

∫
4π
Y m

l cos θ ωdθdφ =
∑
l,m

fm
l Bθ

∫
4π

cos θ
sin θ ωY

m
l dΩ

=
√

4π
3
∑
l,m

fm
l Bθ

∫
4π

cos θ
sin θ

 Y 1
1
Y −1

1
Y 0

1

Y m
l dΩ .

On montre, composante par composante, que ce terme est identiquement nul :

composante x :

Rx = −
√

2l + 1
4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

∑
l,m

fm
l Bθ

∫ 1

−1

x√
1 − x2

P 1
1 (x)P |m|

l (x)dx

×
∫ 2π

0


(−1)m

√
2 cos(φ) cos(|m|φ)dφ si m > 0 ,

cos(φ)dφ si m = 0 ,
(−1)m

√
2 cos(φ) sin(|m|φ)dφ si m < 0 .

Si m = 0, alors Rx = 0 car
∫ 2π

0 cos(φ)dφ = 0. Même chose pour Ry avec
∫ 2π

0 sin(φ)dφ = 0 .

Pour m ̸= 0 on peut utiliser la formule de récurrence (B.20) on a alors :

Rx = −
√

2l + 1
4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

∑
l,m

fm
l Bθ

∫ 1

−1
− 1

2|m|

[
P 1

1P
|m|+1
l + (l + |m|)(l + 1 − |m|)P 1

1P
|m|−1
l

]
dx

×
∫ 2π

0

{
(−1)m

√
2 cos(|m|φ)dφ si m > 0 ,

(−1)m
√

2 sin(|m|φ)dφ si m < 0 ,

Alors Rx = 0, car :

∫ 1

−1
− 1

2|m|

[
P 1

1P
|m|+1
l + (l + |m|)(l + 1 − |m|)P 1

1P
|m|−1
l

]
dx = 0 , ∀m ̸= 0 .

16



B.1. Opérateur de Vlasov

Même chose pour Ry par symétrie.

Pour la composante Rz, on a :

Rz =
√

2l + 1
4π

(l −m)!
(l +m)!

∑
l,m

fm
l Bθ

∫ 1

−1

x√
1 − x2

P 0
1 (x)Pm

l (x)dx

∫ 2π

0


(−1)m

√
2 cos(|m|φ)dφ si m > 0 ,

dφ si m = 0 ,
(−1)m

√
2 sin(|m|φ)dφ si m < 0 .

Si m = 0 on fait une intégration par partie :

∫ 1

−1

x√
1 − x2

P 0
1 (x)P 0

l (x)dx = −
∫ 1

−1

√
1 − x2 ∂

∂x
(P 0

1P
0
l )dx

= −
∫ 1

−1

√
1 − x2P 0

l dx−
∫ 1

−1
P 0

1
√

1 − x2 ∂

∂x
P 0

l dx ,

puis on utilise les formules de récurence (B.21) et (B.22) :

∫ 1

−1

x√
1 − x2

P 0
1 (x)P 0

l (x)dx = −
∫ 1

−1

1
2l + 1

[
−P 1

l+1 + P 1
l−1

]
dx−

∫ 1

−1

1
2
[
l(l + 1)P 0

1P
−1
l − P 0

1P
1
l

]
dx

= 0 , ∀l .

Si m ̸= 0, alors on a toujours Rz = 0 car :

∫ 2π

0
cos(|m|φ)dφ =

∫ 2π

0
sin(|m|φ)dφ = 0 ∀m ∈ Z∗ .

On a montré que R = 0 ∀l,m , et on a utilisé les identités suivantes :

− 2mx√
1 − x2

Pm
l = Pm+1

l + (l +m)(l + 1 −m)Pm−1
l , (B.20)

√
1 − x2 Pm

l = 1
2l + 1

[
−Pm+1

l+1 + Pm+1
l−1

]
, (B.21)

√
1 − x2 ∂P

m
l

∂x
= 1

2
[
(l +m)(l + 1 −m)Pm−1

l − Pm+1
l

]
. (B.22)

On a finalement :

B1 =
√

3
4π
∑
l,m

fm
l

∫
4π
B × ωY m

l dΩ

=
√

3
4π
∑
l,m

fm
l B ×

∫
4π
ωY m

l dΩ ,
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B. Développements en harmoniques sphériques

d’où :

B1 = ωb × f1 . (B.23)

L’expression finale de l’équation sur ∂tf1 est :

∂tf1 + v∇x
f0√

3
+ 1√

3
∂

∂v
(af0) + ωb × f1 + 2

5

√
5
3

[
v∇x · (f2) + 1

v3
∂

∂v
(v3f2 · a)

]
= C1 .

(B.24)

B.2 Opérateur de Fokker-Planck-Landau
Calculs préliminaires

Sur l’intervalle [−1, 1], définissons la fonction :

G(x) = 1√
v2 + v′2 − 2vv′x

.

On peut développer G sur la base des polynômes de Legendre Pk :

G(x) =
∑
k≥0

gk(v, v′)Pk(x) ,

avec gk(v, v′) = v′k

vk+1 si v > v′. Par la suite on admettra que v > v′, dans le cas contraire
on utilise la symétrie de G.

Soient v, v′ ∈ R3 tels que v = ||v|| , v′ = ||v′|| et v · v′ = vv′x , on a :

G(x) = 1
||v − v′||

et d

dx
G(x) = vv′

||v − v′||3
.

Soit A défini par :

A =
∫ 1

−1

1
(v2 + v′2 − 2vv′µ)

3
2
dµ ,

on a :

A =
∫ 1

−1

1
vv′

d

dµ
G(µ)dµ

=
∫ 1

−1

1
vv′

d

dµ

∑
k≥0

gk(v, v′)Pk(µ)dµ

=
∑
k≥0

gk(v, v′)
vv′

∫ 1

−1
P0

d

dµ
Pk(µ)dµ

=
∑
k≥0

gk(v, v′)
vv′

∫ 1

−1
P0
∑
j≥0

Pk−(2j+1)(µ)
||Pk−(2j+1)||2

dµ

=
∑
k≥0

gk(v, v′)
vv′

∑
j≥0

2δk,2j+1

18



B.2. Opérateur de Fokker-Planck-Landau

= 2
vv′

∑
k≥0

g2k+1(v, v′)

= 2
vv′

∑
k≥0

v′2k+1

v2k+2

= 2
v3

∑
k≥0

v′2k

v2k

= 2
v3

1
(1 − v′2/v2) si v > v′ ,

= 2
v(v2 − v′2) si v < v′ .

Soit B défini par :

B =
∫ 1

−1

µ2

(v2 + v′2 − 2vv′µ)
3
2
dµ ,

avec :
µ2 = 1

3(2P2(µ) + P0(µ)) ,

on a :

B =
∑
k≥0

gk(v, v′)
vv′

∫ 1

−1

1
3(2P2(µ) + P0(µ)) d

dµ
Pk(µ)dµ

=
∑
k≥0

gk(v, v′)
vv′

∫ 1

−1

1
3(2P2(µ) + P0(µ))

∑
j≥0

Pk−(2j+1)(µ)
||Pk−(2j+1)||2

dµ

=
∑
k≥0

gk(v, v′)
vv′

∑
j≥0

(4
3δk,2j+3 + 2

3δk,2j+1)

= 2
vv′

∑
k≥0

(2
3g2k+3(v, v′) + 1

3g2k+1(v, v′))

= 2
vv′

∑
k≥0

(2
3
v′2k+3

v2k+4 + 1
3
v′2k+1

v2k+2 )

= 2
v3

∑
k≥0

(2
3
v′2k+2

v2k+2 + 1
3
v′2k

v2k
)

= 2
v3 (

∑
k≥0

(v
′2k

v2k
) − 2

3)

= 2
v(v2 − v′2) − 4

3
1
v3 si v > v′ ,

= 2
v(v2 − v′2) + 4

3
1
v3 si v < v′ .

On a calculé les intégrales suivantes :
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B. Développements en harmoniques sphériques

∫ 1

−1

1
(v2 + v′2 − 2vv′µ)

3
2
dµ =


2

v(v2 − v′2) si v > v′ ,

− 2
v′(v2 − v′2) si v < v′ ,

(B.25)

et

∫ 1

−1

µ2

(v2 + v′2 − 2vv′µ)
3
2
dµ =


−4

3
1
v3 + 2

v(v2 − v′2) si v > v′ ,

−4
3

1
v3 − 2

v′(v2 − v′2) si v < v′ .
(B.26)

Nous avons vu que pour les interactions Coulombiennes le terme de collision électron-
électron est donné par :

Cee(fe, fe) = Yee

2 ∇v ·
∫
R3

S(v − v′)
||v − v′||

(
fe(v′)∇vf

e(v) − fe(v)∇v′fe(v′)
)
dv′ , (B.27)

avec Yαβ = 4π ln Λee

m2
e

.

Soit ψ une fonction de distribution régulière de R3 dans R, indépendante du temps. L’opé-
rateur de collision s’écrit alors sous la formulation faible suivante :

2
Yee

∫
R3
ψ(v)Cee(fe, fe)dv =

∫
R3
ψ(v)∇v·

∫
R3

S(v − v′)
||v − v′||

(
fe(v′)∇vf

e(v)−fe(v)∇v′fe(v′)
)
dv′dv .

Si on remplace fe par la fonction de distribution isotrope fe
0 et qu’on suppose que ψ est

également isotrope , on a :

2
Yee

∫
R3
ψ(v)Cee(fe

0 , f
e
0 )dv =

∫
R3
ψ(v)∇v ·

∫
R3

S(v − v′)
||v − v′||

×
(
fe

0 (v′) v
||v||

∂

∂vf
e
0 (v) − fe

0 (v) v′

||v′||
∂

∂v′ f
e
0 (v′)

)
dv′dv .

Pour alléger les notations on pose :

F (v) =
∫
R3

S(v − v′)
||v − v′||

(
fe

0 (v′)v
v

∂

∂v
fe

0 (v) − fe
0 (v)v′

v′
∂

∂v′ f
e
0 (v′)

)
dv′ ,

on a donc :

∫
R3
ψ0(v)Cee(fe

0 )dv =
∫
R3
ψ0(v)∇v · F (v)dv

= −
∫
R3

∇vψ0(v) · F (v)dv

= −
∫
R3

∂

∂v
ψ0(v)v

v
· F (v)dv

= −
∫
R+

∫
S2

∂

∂v
ψ0(v) v · F (v)vdvdΩ .
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Pour calculer F , on va devoir intégrer
(
S(v − v′)
||v − v′||

v
)

· v et
(
S(v − v′)
||v − v′||

v
)

· v′ par rapport

à la mesure dΩdv′. Tout d’abord, on a :

S(v − v′)
||v − v′||

= ||v − v′||2I − (v − v′) ⊗ (v − v′)
||v − v′||3

= (v2 + v′2 − 2v · v′)I − v ⊗ v − v′ ⊗ v′ + v ⊗ v′ + v′ ⊗ v
(v2 + v′2 − 2v · v′)3/2 ,

avec µ = v · v′

vv′ , Ω = v
v

et Ω′ = v′

v′ on a :

S(v − v′)
||v − v′||

v = v′2vΩ + v2v′µΩ − v′2vµΩ′ + v2v′Ω′

(v2 + v′2 − 2vv′µ)3/2 ,

d’où :

(
S(v − v′)
||v − v′||

v
)

· v =
(
S(v − v′)
||v − v′||

v
)

· v′ = v2v′2(1 − µ2)
(v2 + v′2 − 2vv′µ)3/2 .

En revenant à la formulation faible suivante :

2
Yee

∫
R3
ψ0(v)Cee(fe

0 )dv = −
∫
R+

∫
S2

∂

∂v
ψ0(v)

∫
R3

v2v′2(1 − µ2)
(v2 + v′2 − 2vv′µ)

2
3(

fe
0 (v′)1

v

∂

∂v
fe

0 (v) − fe
0 (v) 1

v′
∂

∂v′ f
e
0 (v′)

)
dv′vdvdΩ ,

on écrit dv′ = v′2dv′dφdµ et on intègre par rapport à Ω :

2
Yee

∫
R3
ψ0(v)Cee(fe

0 )dv = −4π
∫
R+

∂

∂v
ψ0(v)

∫ 1

−1

∫ 2π

0

∫
R+

v2v′2(1 − µ2)
(v2 + v′2 − 2vv′µ)

2
3(

fe
0 (v′)1

v

∂

∂v
fe

0 (v) − fe
0 (v) 1

v′
∂

∂v′ f
e
0 (v′)

)
v′2dv′dφdµvdv

= −4π
∫
R+

∂

∂v
ψ0(v)

∫ 2π

0

∫
R+
v3v′4

∫ 1

−1

1 − µ2

(v2 + v′2 − 2vv′µ)
2
3
dµ(

fe
0 (v′)1

v

∂

∂v
fe

0 (v) − fe
0 (v) 1

v′
∂

∂v′ f
e
0 (v′)

)
dv′dφdv .

D’après les intégrales (B.25) et (B.26), on a :
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∫ 1

−1

1 − µ2

(v2 + v′2 − 2vv′µ)
2
3
dµ =


4
3

1
v3 si v ≥ v′ ,

4
3

1
v′3 si v ≤ v′ ,

= 4
3 inf( 1

v3 ,
1
v′3 ) ,

d’où :

2
Yee

∫
R3
ψ0(v)Cee(fe

0 )dv

= −4π
3 8π

∫
R+

∂

∂v
ψ0(v)

∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

(
fe

0 (v′)1
v

∂

∂v
fe

0 (v) − fe
0 (v) 1

v′
∂

∂v′ f
e
0 (v′)

)
dv′dv

= 8π
3

∫
R3
ψ0(v) 1

v2
∂

∂v

∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

(
fe

0 (v′)1
v

∂

∂v
fe

0 (v) − fe
0 (v) 1

v′
∂

∂v′ f
e
0 (v′)

)
dv′dv .

(B.28)
Cette identité est vérifiée pour toute fonction ψ0, par conséquent on peut écrire :

2
Yee

Cee(fe
0 ) = 8π

3
1
v2

∂

∂v

∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

(
fe

0 (v′)1
v

∂

∂v
fe

0 (v) − fe
0 (v) 1

v′
∂

∂v′ f
e
0 (v′)

)
dv′ .

On introduit les intégrales d’Allis :

I l
n = 4π

vn

∫ v

0
v′n+2fl(v′)dv′ et J l

n = 4π
vn

∫ ∞

v
v′n+2fl(v′)dv′ . (B.29)

On peut alors réécrire :

2
Yee

Cee(fe
0 , f

e
0 ) = 8π

3
1
v2

∂

∂v

∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

(
fe

0 (v′)1
v

∂

∂v
fe

0 (v) − fe
0 (v) 1

v′
∂

∂v′ f
e
0 (v′)

)
dv′

= 8π
3

1
v2

∂

∂v

[∫ v

0

1
v3 v

3v′4
(
fe

0 (v′)1
v

∂

∂v
fe

0 (v) − fe
0 (v) 1

v′
∂

∂v′ f
e
0 (v′)

)
dv′

+
∫ ∞

v

1
v′3 v

3v′4
(
fe

0 (v′)1
v

∂

∂v
fe

0 (v) − fe
0 (v) 1

v′
∂

∂v′ f
e
0 (v′)

)
dv′
]

= 8π
3

1
v2

∂

∂v

[∫ v

0

(
v′4fe

0 (v′)1
v

∂

∂v
fe

0 (v) − fe
0 (v)v′3 ∂

∂v′ f
e
0 (v′)

)
dv′

+
∫ ∞

v
v3
(
v′fe

0 (v′)1
v

∂

∂v
fe

0 (v) − fe
0 (v) ∂

∂v′ f
e
0 (v′)

)
dv′
]

= 8π
3

1
v2

∂

∂v

(
v

4π
∂fe

0
∂v

(
I0

2 + J0
−1
)

+ 3
4πf

e
0I

0
0

)
.

On a finalement :

Cee(fe
0 , f

e
0 ) = Yee

v2
∂

∂v

(
v

3
∂fe

0
∂v

(
I0

2 + J0
−1
)

+ fe
0I

0
0

)
. (B.30)
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B.3 Propriétés de Cee
0 (f0, f0)

Nous allons énoncer des propriétés relatives au termes de collision électron-électron que
nous venons de calculer.

Proposition B.3.1. La maxwellienne centrée M définie par :

M = n

(2πT/m)3/2 exp
(

−1
2
T

m
v2
)

est solution de l’équation Cee(fe
0 , f

e
0 ) = 0.

Démonstration. Pour montrer que Cee(fM
0 , fM

0 ) = 0 on revient à la notation intégrale :

2
Yee

Cee(fM
0 , fM

0 ) = 8π
3

1
v2

∂

∂v

∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

(
fM

0 (v′)1
v

∂

∂v
fM

0 (v) − fM
0 (v) 1

v′
∂

∂v′ f
M
0 (v′)

)
dv′

= 8π
3

1
v2

∂

∂v

∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

(
− T

m

)(
fM

0 (v′)fM
0 (v) − fM

0 (v)fM
0 (v′)

)
dv′

= 0 ,

avec :
1
v

∂

∂v
fM

0 (v) = − T

m
fM

0 (v)

■

Proposition B.3.2. L’opérateur de collisions Cee(fe
0 , f

e
0 ) conserve la densité (i) et l’énergie

(ii)

Démonstration. (i) Pour la conservation de la densité, partons de la formulation faible
suivante (eq (B.28)) :

2
Yee

∫
R3
ψ0(v)Cee(f0)dv = 8π

3

∫
R3
ψ0(v) 1

v2
∂

∂v

∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

×
(
f0(v′)1

v

∂

∂v
f0(v) − f0(v) 1

v′
∂

∂v′ f0(v′)
)
dv′dv ,

avec ψ0 = 1 on obtient :

2
Yee

∫
R3

Cee(f0)dv = 32π2

3

∫
R3

∂

∂v

∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

(
f0(v′)1

v

∂

∂v
f0(v) − f0(v) 1

v′
∂

∂v′ f0(v′)
)
dv′dv

= 32π2

3

[∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

(
f0(v′)1

v

∂

∂v
f0(v) − f0(v) 1

v′
∂

∂v′ f0(v′)
)
dv′
]+∞

v=0
.

Quand v → 0 :
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∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

(
f0(v′)1

v

∂

∂v
f0(v) − f0(v) 1

v′
∂

∂v′ f0(v′)
)
dv′

= v2
∫
R+

(
f0(v′)v′ ∂

∂v
f0(v) − f0(v)v ∂

∂v′ f0(v′)
)
dv′

=⇒
∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

(
f0(v′)1

v

∂

∂v
f0(v) − f0(v) 1

v′
∂

∂v′ f0(v′)
)
dv′ −→ 0 quand v → 0 ,

si f0 est bornée en 0 et que sa dérivée en 0 s’annule.

Quand v → +∞ :

∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

(
f0(v′)1

v

∂

∂v
f0(v) − f0(v) 1

v′
∂

∂v′ f0(v′)
)
dv′

=
∫
R+
v′4
(
f0(v′)v′ ∂

∂v
f0(v) − f0(v)v ∂

∂v′ f0(v′)
)
dv′

=⇒
∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

(
f0(v′)1

v

∂

∂v
f0(v) − f0(v) 1

v′
∂

∂v′ f0(v′)
)
dv′ −→ 0 quand v → +∞ ,

si f0 tend vers 0 en +∞ plus vite que 1
v

.

(ii) Pour la conservation de l’énergie, partons de la formulation faible suivante (eq (B.28)) :

2
Yee

∫
R3
ψ0(v)Cee(f0, f0)dv = −4π

3 8π
∫
R+

∂

∂v
ψ0(v)

∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

×
(
f0(v′)1

v

∂

∂v
f0(v) − f0(v) 1

v′
∂

∂v′ f0(v′)
)
dv′dv ,

avec ψ0 = v2 on obtient :

2
Yee

∫
R3
v2Cee(f0, f0)dv = −32π2

3

∫
R+

2v
∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v3v′4

×
(
f0(v′)1

v

∂

∂v
f0(v) − f0(v) 1

v′
∂

∂v′ f0(v′)
)
dv′dv

= −64π2

3

∫
R+

∫
R+

inf( 1
v3 ,

1
v′3 )v4v′4

×
(
f0(v′)1

v

∂

∂v
f0(v) − f0(v) 1

v′
∂

∂v′ f0(v′)
)
dv′dv

= 0 .

■
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