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Résumé

Cette thèse regroupe quelques travaux concernant des problèmes de rupture pour des
processus stochastiques.

Dans la partie I, nous nous intéressons au problème d’estimation, à partir de n obser-
vations indépendantes d’un processus de Poisson non-homogène, de la position de ce que
nous appelons une rupture lisse (un endroit où la fonction d’intensité du processus passe
d’un niveau à un autre d’une manière continue, mais sur un intervalle tellement petit,
que sa longueur δn peut être considérée comme convergeant vers 0). Nous montrons que
dans le cas où δn converge vers 0 moins vite que 1/n (cas lent), notre modèle est locale-
ment asymptotiquement normal (avec une vitesse non standard), et que dans le cas où δn
converge vers 0 plus vite que 1/n (cas rapide), notre modèle est non régulier et se com-
porte comme un modèle de rupture classique. Tous ces résultats sont obtenus en utilisant
la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance de Ibragimov et Khasminskii, qui ga-
rantit également la convergence des moments des estimateurs considérés. Par contre, pour
pouvoir appliquer cette méthode dans le cas rapide, nous avons dû d’abord l’adapter à la
topologie M1 sur l’espace de Skorokhod des fonctions càdlàg, ainsi que développer quelques
outils pour l’étude de convergence des fonctions dans cette topologie.

La partie II traite de la détection de rupture dans la régularité höldérienne. Nous étu-
dions la détection de rupture épidémique dans la régularité d’un n-échantillon de fonctions
aléatoires i.i.d. de régularité höldérienne globale α sous l’hypothèse nulle. Sous l’hypothèse
alternative, un segment d’échantillon de localisation et de longueur l⋆ < n inconnues subit
une diminution de la régularité höldérienne à l’exposant β < α. Nous utilisons ici une
statistique de type CUSUM à pondération höldérienne d’exposant 0 < γ < 1/2 construite
sur les normes α-höldériennes d’interpolations affines des fonctions aléatoires observées.
Le choix de γ, contraint par le degré d’intégrabilité des fonctions aléatoires, permet la
détection de très courtes ruptures, typiquement avec l⋆ de l’ordre de nδ où δ tend vers 0
quand γ tend vers 1/2. Nous réinvestissons ensuite cette technique dans l’étude de la rup-
ture de régularité höldérienne d’une seule fonction aléatoire ξ à trajectoires continues et
accroissements indépendants et de carré intégrable. Ce problème se ramène à la détection
de rupture épidémique pour le « paramètre » fonctionnel f dans le modèle ξ(t) = W (f(t)),
t ∈ [0, 1], où W est un mouvement brownien standard et f une fonction continue croissante.
On aboutit ainsi à un problème de rupture épidémique dans la variance des accroissements
de pas 1/n de ξ, et l’utilisation d’une statistique CUSUM à pondération höldérienne gé-
néralisée nous permet de détecter une très courte rupture. Tous ces résultats sont obtenus
en utilisant le principe d’invariance höldérien.
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Abstract

This Ph.D. thesis gathers some works concerning change-point problems for stochastic
processes.

In Part I, we are interested in the problem of the estimation, from n independent
observations of an inhomogeneous Poisson process, of the location of what we call a smooth
change-point (a point in which the intensity function of the process switches from one level
to another smoothly, but over such a small interval, that its length δn can be considered
as converging to 0). We show that in the case where δn goes to zero slower than 1/n (slow
case), our model is locally asymptotically normal (though with an unusual rate), and that
in the case where δn goes to zero faster than 1/n (fast case), our model is non-regular
and behaves like a classic change-point model. All these results are obtained using the
likelihood ratio analysis method of Ibragimov and Khasminskii, which equally yields the
convergence of moments of the considered estimators. However, in order to apply this
method in the fast case, we first had to adapt it to the topology M1 on the Skorokhod
space of càdlàg functions, as well as to develop some tools for the study of convergence of
functions in this topology.

The Part II deals with the detection of a change in the Hölder regularity. We study
the detection of an epidemic change in the regularity of an n-sample of i.i.d. random
functions with Hölder regularity α under null hypothesis. Under the alternative hypothesis,
a segment of the sample of an unknown location and length l⋆ < n undergoes a decrease
of the Hölder regularity to an exponent β < α. We use a CUSUM-type statistic with a
Hölderian weighting with exponent 0 < γ < 1/2 constructed on the α-Hölderian norms
of interpolations of the observed random functions. The choice of γ, constrained by the
degree of integrability of the random functions, allows the detection of very short changes,
typically with l⋆ of order of nδ, where δ goes to 0 when γ goes to 1/2. We then reinvest this
technique in the study of the change of the Hölder regularity of a single square integrable
random function ξ with continuous trajectories and independent increments. This problem
is reduced to the detection of an epidemic change for the functional “parameter” f in
the model ξ(t) = W (f(t)), t ∈ [0, 1], where W is a Brownian motion and f is a non-
decreasing continuous function. This leads to a problem of epidemic change in the variance
of increments of mesh size 1/n of ξ, and the use of a CUSUM statistic with a generalized
Hölderian weighting allows us to detect a very short epidemics. All these results are
obtained using the Hölderian invariance principle.
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Introduction

La notion de rupture (de manière informelle, une rupture est un changement abrupt
dans la loi statistique d’un phénomène) est d’une grande importance dans les études sta-
tistiques.

Dans le cadre de la théorie d’estimation paramétrique, le problème de rupture remonte
à Chernoff et Rubin [19] (rupture dans la densité des observations i.i.d.). Plus tard, une
étude complète de ce modèle a été menée par Ibragimov et Khasminskii dans [51, 52, 57].
Les problèmes de rupture pour des processus de Poisson ont été examinés par Kutoyants
dans [64,66,68]. Les modèles de rupture ont également été considérés pour le modèle d’un
signal discontinu dans un bruit blanc gaussien par Ibragimov et Khasminskii dans [55,57] ;
pour des systèmes dynamiques avec un petit bruit par Kutoyants dans [66, 67] ; pour des
processus de diffusion ergodiques par Kutoyants dans [69] ; pour des équation différentielles
stochastiques avec retard par Küchler et Kutoyants dans [62] ; pour un modèle i.i.d. de
rupture par Deshayes et Picard [36] ; pour le modèle d’un signal discontinu périodique
dans une diffusion non-homogène en temps par Höpfner et Kutoyants dans [50] ; pour des
processus de diffusion à seuil par Kutoyants dans [70] ; pour le modèle de régression à deux
régimes par Koul et Qian dans [61] et par Ciuperca dans [26] ; pour le modèle autorégressif
à seuil (TAR model) par Chan dans [15], par Chan et Kutoyants dans [16, 17] et par
Chigansky et Kutoyants dans [23,24] ; etc.

La détection de ruptures est également une question importante dans de nombreux
domaines : théorie du signal, imagerie, climat, finance, etc. Le problème basique du test
d’un changement d’espérance dans une suite de variables aléatoires avec ses multiples ap-
plications est l’objet d’une riche littérature (cf., par exemple, Basseville et Nikiforov [9],
Csörgo et Horváth [29], Brodsky et Darkhovsky [13], Chen et Gupta [18]). À l’intérieur
de ce domaine, la détection de rupture épidémique concerne le cas de rupture dans la loi
des variables aléatoires pour un segment de l’échantillon observé avec retour à la situation
d’avant la rupture après ce segment. Après l’article initial de Levin et Kline [76], cette
thématique s’est développée avec, entre autres, les travaux de Yao [100], Gombay [44],
Avery et Henderson [4], Ramanayake et Gupta [90], Račkauskas et Suquet [86]. L’utilisa-
tion de statistiques de test de détection construites sur des accroissements pondérés de
sommes partielles s’étend naturellement au cas d’observations vectorielles en grande di-
mension, voire en dimension infinie et l’on peut ainsi étudier la rupture dans la loi au
travers de « paramètres » fonctionnels : fonction de répartition, fonction caractéristique,
densité, matrice de covariance, etc. (cf. [88]).
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Mentionnons ici la session « Change-point detection, segmentation, and related to-
pics » [8] des Journées MAS 2018 qui contient une présentation de quelques développements
récents par leurs auteurs, ainsi qu’une riche bibliographie sur le sujet.

La présente thèse regroupe des travaux concernant les processus stochastiques et les
fonctions aléatoires avec un aspect paramétrique (rupture dans l’intensité d’un proces-
sus de Poisson) et non paramétrique (rupture dans la régularité höldérienne de fonctions
aléatoires).

Comme on le verra, dans les deux parties apparaissent en filigrane des questions topo-
logiques liées à la convergence faible des processus dans des espaces fonctionnels.

Estimation de la position d’une rupture lisse pour un mo-
dèle poissonnien

La première partie de ce manuscrit de thèse se situe dans le domaine de l’inférence
statistique pour des processus de Poisson non-homogènes.

Le modèle de processus de Poisson (non-homogène) est à la fois suffisamment simple
pour permettre son analyse statistique à l’aide de la vraisemblance, et suffisamment flexible
(grâce aux choix de la fonction d’intensité) pour modéliser de nombreux phénomènes aléa-
toires dans divers domaines appliqués, tels que la biologie, la communication, la sismologie,
l’astronomie, le traitement d’image, etc. (cf., par exemple, [14,28,92,95–97]).

Rappelons tout d’abord la définition d’un processus de Poisson non-homogène. Soit
λ(t), t ≥ 0, une fonction positive localement intégrable. On dit que X =

(
X(t), t ≥ 0

)
est

un processus de Poisson (non-homogène) de fonction d’intensité λ si X est à trajectoires
càdlàg (continues à droites et limitées à gauche) et à accroissements indépendants, s’il part
de 0, et si pour tout u, v ≥ 0 tels que u < v, son accroissement sur l’intervalle [u, v] est une
variable aléatoire de loi de Poisson de paramètre

∫ v

u
λ(t) dt.

Nous nous intéressons au problème d’estimation de la position d’un changement brusque
dans la fonction d’intensité d’un processus de Poisson non-homogène. Notons que nous
supposons que nous connaissons l’allure de cette fonction d’intensité et que, mis à part ce
changement, elle est lisse. Plus précisément, nous cherchons à estimer la position θ, où la
fonction d’intensité λ = λθ d’un processus de Poisson passe d’un niveau (disons λ0) à un
autre (disons λ0 + r).

Cette transition peut se produire de plusieurs manières. La fonction d’intensité peut
passer de λ0 à λ0 + r instantanément (cas de rupture) comme, par exemple, dans

λθ(t) = λ0 + r 1{t≥θ}.

Elle peut aussi passer de λ0 à λ0 + r d’une manière continue (lisse) sur un petit intervalle
de longueur fixe δ > 0 (cas régulier) comme, par exemple, dans

λθ(t) = λ0 +
r

δ
(t− θ) 1{θ≤t<θ+δ}(t) + r 1{t≥θ+δ}(t).
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Comme cas intermédiaire, on peut citer le cas d’une singularité de type cusp, où la fonction
d’intensité passe de λ0 à λ0 + r d’une manière continue sur un petit intervalle de longueur
fixe δ, mais tout en admettant une dérivée infinie en un point de cet intervalle comme, par
exemple, dans

λθ(t) = λ0 +
r

δκ
(t− θ)κ 1{θ≤t<θ+δ}(t) + r 1{t≥θ+δ}(t),

où κ ∈ ]0, 1/2[ est l’ordre du cusp.
Les trois fonctions d’intensité ci-dessus sont illustrées dans la figure 1.

0 θ θ + δ

λ0

λ0 + r

change−point
smooth
cusp

Figure 1 – Les cas de rupture, lisse et cusp (avec κ = 1/4)

Dans tous ces cas, le problème d’estimation est considéré dans un cadre asymptotique
comme, par exemple, celui où l’on observe n→ +∞ réalisations indépendantes d’un proces-
sus de Poisson de fonction d’intensité λθ sur un intervalle fixe [0, τ ] (asymptotique du grand
nombre d’observations). Notons que ce modèle d’observation est équivalent à celui où l’on
observe une seule réalisation sur l’intervalle [0, nτ ] d’un processus de Poisson de fonction
d’intensité τ -périodique égale à λθ sur la première période (asymptotique du temps d’ob-
servation long). Il est également équivalent au modèle où l’on observe une seule réalisation
sur l’intervalle [0, τ ] d’un processus de Poisson de fonction d’intensité nλθ (asymptotique
de la grande intensité).

Notons également que dans tous ces différents problèmes d’estimation, nous nous inté-
ressons à l’estimateur de maximum de vraisemblance et aux estimateurs bayésiens.

Dans le cas lisse, le modèle statistique est régulier. Les modèles réguliers pour des ob-
servations poissonniennes ont été étudiés par Kutoyants dans [63,65,66,68]. Il a été montré
que ces modèles réguliers sont localement asymptotiquement normaux (LAN), et que l’es-
timateur de maximum de vraisemblance et les estimateurs bayésiens (pour toute densité
a priori continue strictement positive) sont consistants, asymptotiquement normaux (avec
une vitesse classique 1/

√
n) et asymptotiquement efficaces (asymptotiquement localement
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minimax, pour être plus précis). Il faudrait mentionner ici que les notions de la normalité
asymptotique locale est de l’efficacité asymptotique sont dues à Le Cam et à Hájek. Nous
pouvons, par exemple, citer les travaux [46–48,72,73,75], ainsi que le livre [74] de Le Cam.

Le cas des modèles de rupture pour des observations poissonniennes a été étudié par
Kutoyants dans [64, 66, 68]. Les propriétés des estimateurs dans ce cas sont sensiblement
différentes. Il a été montré que l’estimateur de maximum de vraisemblance et les estima-
teurs bayésiens sont consistants, convergent à la vitesse 1/n, leurs lois limites sont données
par certaines fonctionnelles (différentes) d’un processus de Poisson, et seuls les estimateurs
bayésiens sont asymptotiquement efficaces.

Enfin, le cas de cusp a été étudié par Dachian dans [30]. Dans ce cas, il a été montré que
l’estimateur de maximum de vraisemblance et les estimateurs bayésiens sont consistants,
convergent à la vitesse 1/n

1
2κ+1 (qui est plus rapide que 1/

√
n et plus lente que 1/n),

leurs lois limites sont données par certaines fonctionnelles (différentes) d’un mouvement
brownien fractionnaire, et seuls les estimateurs bayésiens sont asymptotiquement efficaces.

Notons que des résultats similaires ont été obtenus pour les modèles i.i.d. par Ibragimov
et Khasminskii (pour le cas régulier et le cas des singularités de type cusp, cf. [51, 53, 54,
56,57], et pour le cas de rupture, cf. [51, 52,57]).

Notons également que toutes les études citées ci-dessus ont été menées en utilisant la
méthode d’analyse de rapport de vraisemblance introduite par Ibragimov et Khasminskii
dans [57]. Cette méthode consiste à montrer, dans un premier temps, que le rapport de
vraisemblance normalisé (avec une vitesse de normalisation bien choisie) converge vers une
limite non-dégénérée (dite rapport de vraisemblance limite). Les propriétés des estimateurs
(leur consistance, leur vitesse de convergence, qui est la même que celle de la normalisation,
ainsi que leurs lois limites) sont ensuite déduites. De surcroît, cette méthode garantit la
convergence des moments des estimateurs.

Notons finalement que récemment le problème de localisation d’une source d’émission
de signaux par des observations poissonniennes provenant de plusieurs détecteurs situés
dans le plan a été considéré dans les trois cas : le cas lisse, la cas de rupture et le cas de
cusp (cf. [3, 20–22,38]).

Dans la première partie de ce manuscrit de thèse, nous considérons le cas, que nous
appelons rupture lisse, où la fonction d’intensité passe de λ0 à λ0 + r d’une manière conti-
nue, mais sur un intervalle tellement petit que sa longueur peut être considérée comme
décroissante vers 0 lorsque n→ +∞. Une telle fonction d’intensité peut, par exemple, être
donnée par

λ
(n)
θ (t) = λ0 +

r

δn
(t− θ) 1{θ≤t<θ+δn}(t) + r 1{t≥θ+δn}(t),

où δn ↘ 0.
Nous montrons dans le chapitre 1 qu’il y a une « transition de phase » dans le compor-

tement asymptotique des estimateurs en fonction de la vitesse de convergence de δn vers 0.
Plus particulièrement, nous montrons que si δn tend vers 0 plus lentement que la vitesse
« critique » 1/n (c’est-à-dire si nδn → +∞), le comportement des estimateurs ressemble à
celui du cas lisse, et si δn tend vers 0 plus rapidement que 1/n (c’est-à-dire si nδn → 0), le

4



comportement des estimateurs est exactement le même que dans le cas de rupture. Nous
appelons ces deux situations respectivement cas lent et cas rapide.

Plus précisément, nous montrons que dans le cas lent notre modèle est localement
asymptotiquement normal, et que l’estimateur de maximum de vraisemblance et les es-
timateurs bayésiens sont consistants, asymptotiquement normaux et asymptotiquement
efficaces dans ce cas. Notons ici que tous ces résultats asymptotiques utilisent une vitesse
inhabituelle

√
δn/n, qui est plus rapide que la vitesse 1/

√
n du cas lisse et plus lente que

la vitesse 1/n du cas de rupture.
Nous montrons également dans ce chapitre que dans le cas rapide le comportement

asymptotique des estimateurs bayésiens dans notre modèle est identique à leur comporte-
ment dans le modèle de rupture : ils sont consistants, convergent à la vitesse 1/n, leur loi
limite est donnée par une fonctionnelle d’un processus de Poisson, et ils sont asymptoti-
quement efficaces. L’étude du comportement asymptotique de l’estimateur de maximum
de vraisemblance dans le cas rapide est ajournée au chapitre 2 pour des raisons qui seront
expliquées ci-dessous.

Notons que tous ces résultats ont été obtenus en utilisant la méthode d’analyse de
rapport de vraisemblance de Ibragimov et Khasminskii, qui garantit également la conver-
gence des moments des estimateurs considérés. Notons également que le rapport de vrai-
semblance normalisé et le rapport de vraisemblance limite sont vus comme des processus
stochastiques sur R. Si pour obtenir les propriétés des estimateurs bayésiens il suffit d’avoir
la convergence des lois fini-dimensionnelles de ces processus (complétée de deux inéga-
lités sur leurs accroissements et sur leurs queues), l’étude de l’estimateur du maximum
de vraisemblance, nécessite la convergence faible de ces processus dans un certain espace
fonctionnel.

Pour autant que nous le sachions, jusqu’à présent la méthode d’analyse de rapport
de vraisemblance n’a été appliquée qu’en utilisant soit l’espace des fonctions continues
sur R tendant vers zéro en ±∞ muni de la topologie uniforme (la topologie induite par la
norme sup), soit l’espace de Skorokhod des fonctions càdlàg sur R tendant vers zéro en ±∞
muni de la topologie usuelle de Skorokhod (introduite originellement, pour les fonctions
càdlàg sur un intervalle compact, par Skorokhod dans [94] sous le nom de la topologie J1).
Cependant, nous verrons que dans le cas rapide de notre modèle, cette convergence ne peut
avoir lieu sous aucune de ces deux topologies (puisqu’elles ne permettent pas la convergence
de fonctions continues vers une limite discontinue). Par conséquent, afin d’étudier l’estima-
teur du maximum de vraisemblance dans ce cas, nous avons besoin d’adapter la méthode
d’analyse de rapport de vraisemblance pour utiliser une autre topologie (plus faible que la
topologie usuelle de Skorokhod).

Nous réalisons cette adaptation dans le chapitre 2. Après avoir passé en revue les
différentes topologies introduites par Skorokhod dans [94], nous nous concentrons sur la
topologie M1 (car c’est la topologie la plus forte permettant la convergence de fonctions
continues vers une limite discontinue et dans laquelle la fonctionnelle « sup » est continue).
Nous étendons la topologie M1 (définie originellement pour les fonctions càdlàg sur un
intervalle compact) aux fonctions càdlàg sur R tendant vers zéro en ±∞, après quoi nous
montrons que les résultats obtenus par la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance
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utilisant l’espace de Skorokhod des fonctions càdlàg sur R tendant vers zéro en ±∞ muni
de la topologie J1 restent valable dans le cas où on munit cet espace de la topologie M1.

Nous développons ensuite des outils permettant l’étude du module de continuité de
la topologie M1 en introduisant, notamment, des notions telles que celles des modules de
croissance et de décroissance, ainsi que celles de croissance et de décroissance lipschitziennes
des fonctions (notons qu’après avoir introduit les notions des modules de croissance et de
décroissance, nous avons découvert que ces termes ont déjà été utilisés dans [2] et [7] pour
désigner des objets légèrement différents, et que nous n’avons pas trouvé dans la littérature
celles de croissance et de décroissance lipschitziennes).

Puis, en utilisant ces outils, nous montrons la convergence faible sous la topologie M1

du rapport de vraisemblance normalisé de notre modèle de rupture lisse dans le cas rapide,
ce qui nous permet de terminer l’étude du comportement asymptotique de l’estimateur
du maximum de vraisemblance dans ce cas (à l’aide de la « version M1 » de la méthode
d’analyse de rapport de vraisemblance). Plus précisément, nous montrons que dans ce cas
le comportement asymptotique de l’estimateur du maximum de vraisemblance dans notre
modèle est identique à son comportement dans le modèle de rupture : il est consistant,
converge à la vitesse 1/n, et sa loi limite est donnée par une fonctionnelle d’un processus
de Poisson.

Notons finalement que l’adaptation de la méthode d’analyse de rapport de vraisem-
blance à la topologie M1 permet également de simplifier, dans certains cas, les preuves
existantes pour des modèles de rupture classiques.

À notre avis, les résultats que nous obtenons pour le modèle de rupture lisse justifient
l’utilisation de modèles de rupture pour des applications réelles, malgré le fait que les
systèmes physiques ne peuvent pas passer immédiatement (d’une manière discontinue)
d’un niveau à un autre. En effet, si la transition se produit assez rapidement, il semble
plus approprié d’utiliser le cas rapide de notre modèle de rupture lisse. Or, dans celui-
ci, on obtient le même comportement asymptotique des estimateurs. D’un point de vue
plus pratique, on peut dire que pour un (grand) nombre donné n d’observations et un
signal donné (passant d’un niveau à un autre sur un intervalle de longueur donnée δ),
l’approximation des erreurs d’estimation est donnée par le modèle régulier lorsque nδ est
grand (et est donc gaussienne dans ce cas), et par le modèle de rupture lorsque nδ est petit.

Notons qu’une perspective possible de ce travail est d’étudier le comportement des
estimateurs dans le cas critique δn = c/n. Aussi, pour les modèles où le passage de la
fonction d’intensité de λ0 à λ0 + r se fait d’une manière continue sur un intervalle de
longueur δ mais avec une singularité de type cusp d’ordre κ en un certain point de cet
intervalle, il peut être intéressant d’étudier les cas (quelque peu similaires à notre modèle)
où δ = δn ↘ 0 et/ou κ = κn ↘ 0.

Enfin, il peut être intéressant de considérer des problèmes de rupture lisse pour d’autres
modèles d’observations, où nous pensons qu’il devrait être possible d’obtenir le même type
de résultats. Il convient de mentionner ici qu’un résultat similaire pour le modèle d’un
signal dans un bruit blanc gaussien serait cohérent avec les considérations heuristiques de
la section 5.3.6 de [98], où les auteurs concluent que pour un signal lisse (mais proche
d’un signal discontinu) donné, le modèle régulier est plus « adéquat » lorsque le rapport
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signal/bruit est important, et le modèle de rupture l’est lorsque le rapport signal/bruit est
modéré. En effet, le fait de considérer un signal donné correspond au fait de fixer la longueur
de l’intervalle de transition δ, et comme les grandes valeurs du rapport signal/bruit dans
le modèle d’un signal dans un bruit blanc gaussien correspondent aux grandes valeurs de n
dans notre modèle, le cas du rapport signal/bruit grand est cohérent avec le cas où nδ
est grand, et le cas du rapport signal/bruit modéré avec celui où nδ est petit (mais n est
grand).

Détection de rupture épidémique dans la régularité höl-
dérienne

La deuxième partie de ce manuscrit de thèse se situe dans le domaine de la statistique
non paramétrique où nous considérons un modèle de rupture (qui est, informellement, un
changement brusque dans la loi statistique d’un phénomène). Le modèle basique est celui
d’un changement dans l’espérance d’une suite de variables aléatoires. La portée de ce mo-
dèle va bien au delà du paramètre espérance d’une loi PX . On l’étend immédiatement aux
moments de la loi PX (mp(X) = EXp), à la variance, à la matrice de covariance lorsque
X est un vecteur aléatoire de Rd. La plupart des paramètres fonctionnels d’une loi peuvent
être aussi vus comme des paramètres infini-dimensionnels qui s’expriment comme une espé-
rance : fonction de répartition (FX(t) = P(X ≤ t) = E1[−∞,t](X), fonction caractéristique
(φX(t) = E exp(itX)), transformée de Laplace, etc. La loi PX elle même, peut-être vue
comme l’espérance d’une fonction de X : pour tout B élément de la tribu équipant l’espace
d’arrivée de X (R, Rd, espace de Banach, espace produit), PX(B) = E1B(X). Remplaçant
les variables aléatoires par des fonctions aléatoires, on peut généraliser ce modèle à une
rupture dans la loi d’un processus stochastique. Nous focalisons notre attention dans ce
travail sur les ruptures des propriétés de régularité höldérienne des trajectoires. Une idée
naturelle est alors de prendre comme paramètre l’espérance d’une norme höldérienne de
trajectoire du processus considéré.

Une question importante dans le vaste domaine des problèmes de rupture est de tester
l’hypothèse nulle d’aucun changement de paramètre dans un échantillon par rapport à l’hy-
pothèse alternative de changement de paramètres à un moment inconnu. Plus précisément,
on considère l’échantillon de n observations X1, . . . , Xn de paramètre respectifs µ1, . . . , µn.
On dit que cet échantillon présente une rupture épidémique s’il existe 1 < k⋆ < m⋆ < n
(dépendants de n) tels que{

µ1 = · · · = µk⋆ = µm⋆+1 = · · · = µn,

µk⋆+1 = µk⋆+2 = · · · = µm⋆ ̸= µ1.

Notons que quand m⋆ = n, nous avons une rupture simple.
Le problème de la rupture de manière générale a été traité dans différents cadres dans la

littérature, nous pouvons citer [9,13,29,76,81,82]. Le problème de rupture dans l’espérance
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a été traité dans la littérature pour plusieurs types de modèles, nous pouvons citer comme
références [9, 18, 29,45].

Notons que les modèles de rupture permettent de modéliser de nombreux phénomènes
aléatoires dans divers domaines appliqués, tels qu’en neurophysiologie, dans le contexte des
séquences d’ADN, en économétrie, etc. (cf., par exemple, [4, 27]).

Dans le chapitre 3, à partir de l’observation de n courbes aléatoires « journalières »
supposées de même régularité höldérienne α ∈ ]0, 1[, nous étudions la rupture épidémique
de cette régularité globale. Plus précisément, nous considérons un échantillon de n éléments
aléatoires X1, . . . , Xn de l’espace de Hölder Hα[0, 1], 0 < α < 1, indépendants, identique-
ment distribués sous l’hypothèse nulle. Nous nous intéressons à la rupture épidémique dans
la régularité höldérienne, sous l’hypothèse alternative, c’est-à-dire nous supposons que nos
observations Xi sont de régularité höldérienne β < α (et pas mieux) pour l⋆ valeurs de i
consécutives et qu’elles sont de régularité höldérienne α pour les autres i.

Pour cela nous traitons dans un premier temps le modèle plus simple d’une rupture
épidémique dans l’espérance de la norme α-höldérienne ∥ · ∥α de nos observations, c’est-à-
dire que nous supposons que la norme α-höldérienne de nos observations est d’espérance µ1

sur un ensemble d’observations de courbes aléatoires sur l⋆ journées consécutives et qu’elle
est d’espérance µ0 < µ1 en dehors de cet ensemble et nous étudions la détection d’une telle
rupture.

La rupture dans la régularité höldérienne, passage de l’exposant de régularité globale α à
l’exposant β < α, peut sembler un cas particulier trivial de ce modèle puisqu’alors la norme
α-höldérienne et donc son espérance µ1 deviennent infinies. Mais en pratique, on ne peut
généralement pas calculer exactement les normes höldériennes à partir de l’observation
des trajectoires et on a recours à des approximations par interpolation affine entre les
observations consécutives aux points d’échantillonage d’une même trajectoire. La détection
de rupture doit donc se faire à partir de ces approximations.

Dans ce travail, les espaces de Hölder interviennent à deux niveaux qu’il importe de ne
pas confondre.

1. Ils permettent de modéliser la régularité globale des trajectoires observées ;
2. La statistique de test proposée pour détecter la rupture peut être vue comme une

norme γ-Hölder discrète du processus de sommes partielles bâti sur les éléments
aléatoires Xi de l’espace Hα[0, 1] (ou Hβ[0, 1]) pour un certain 0 < γ < 1/2. La
possibilité de choisir γ proche de 1/2, liée au degré d’intégrabilité des v.a. ∥Xi∥α,
permet la détection d’épidémies « courtes », i.e. avec l⋆(n) = o(n1/2).

Nous décrivons maintenant le cadre höldérien minimal utilisé dans notre travail. Pour
plus d’information nous renvoyons à [25,49,84,93].

Soit ρ : [0, 1] → R+ une fonction poids ou module de continuité. Typiquement, ρ est
nulle et continue en 0, strictement positive sur ]0, 1] et croissante sur [0, 1]. L’appartenance
d’une fonction continue x : [0, 1] → R à l’espace de Hölder Hρ[0, 1] (resp. Ho

ρ[0, 1]) signifie
que |x(t+ h)− x(t)| = O(ρ(|h|)) (resp. o(ρ(|h|))) uniformément en t sur [0, 1]. Les espaces
de Hölder les plus classiques sont construits à partir de la famille de poids ρ(h) = hα,
0 < α < 1, et notés Hα[0, 1] (resp. Ho

α[0, 1]).

8



Nous explicitons maintenant la définition formelle des espaces Hρ[0, 1] et Ho
ρ[0, 1] utilisés

dans ce document. Nous notons C[0, 1] l’espace de Banach des fonctions continues x :
[0, 1] → R muni de la norme du supremum ∥x∥∞ := sup{|x(t)|; t ∈ [0, 1]}.

Définition. Soit ρ : [0, 1] → R une fonction de poids telle que ρ(0) = 0, pour tout h ∈]0, 1],
ρ(h) > 0 et ρ(h) = hαL(1/h) où 0 < α < 1 et L est à variation lente en +∞. Nous notons
Hρ[0, 1] ou Hρ l’espace de Hölder

Hρ[0, 1] := {x ∈ C[0, 1]; ωρ(x, δ) < +∞}

où
ωρ(x, δ) := sup

s,t∈[0,1],
0<t−s<δ

|x(t)− x(s)|
ρ(t− s)

muni de la norme
∥x∥ρ := |x(0)|+ ωρ(x, 1).

On note Ho
ρ[0, 1] ou Ho

ρ le sous-espace de Hρ

Ho
ρ[0, 1] := {x ∈ C[0, 1]; lim

δ→0
ωρ(x, δ) = 0}.

Muni de la norme ∥ ∥ρ, Hρ est un espace de Banach non séparable. Son sous-espace
fermé Ho

ρ est un espace de Banach séparable pour cette même norme.
Dans cette étude, nous utilisons essentiellement les espaces Hρ et Ho

ρ

— notés respectivement Hα et Ho
α lorsque ρ(h) = hα (0 < α < 1)

— notés respectivement Hα,β et Ho
α,β lorsque ρ(h) = ρα,β(h) = hα| lnh|β.

Rappelons maintenant la norme séquentielle ∥ ∥seqρ . Pour cela, nous commençons par
les notations suivantes. Notons par Dj l’ensemble des dyadiques de niveau j sur [0, 1], i.e.,

D0 = {0, 1}, Dj = {(2k − 1)2−j; 1 ≤ k ≤ 2j−1}, j ≥ 1.

Pour tout r ∈ Dj, j ≥ 0, posons

r− = r − 2−j, r+ = r + 2−j,

et pour toute fonction f continue sur [0, 1],

λr(f) := f(r)− 1

2

(
f(r+) + f(r−)

)
pour j ≥ 1 et λr(f) := f(r) si r ∈ D0.

La norme séquentielle sur l’espace Ho
ρ est donnée par

∥f∥seqρ := sup
j≥0

1

ρ(2−j)
max
r∈Dj

|λr(f)|.
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Notons que les normes ∥ ∥seqρ et ∥ ∥ρ sont équivalentes sur Ho
ρ (pour la preuve de cette

équivalence, nous pouvons citer [25,93]).
Nous passons maintenant au principe d’invariance qui donne la convergence en loi du

processus de sommes partielles noté ξn vers un mouvement brownien. Nous nous intéressons
au principe d’invariance höldérien dans le cas des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.), dont la première version est due à Lamperti [71]. Ce
processus ξn est la ligne polygonale aléatoire de sommets ( k

n
,
∑k

i=1Xi), 0 ≤ k ≤ n, où les
Xi sont i.i.d. et centrées. Lamperti dans [71] a montré que si E|X1|p < +∞ pour un p > 2,
alors n−1/2ξn converge en loi dans l’espace Ho

α vers un mouvement brownien standard pour
tout 0 < α < 1/2− 1/p. Ensuite, Račkauskas et Suquet dans [85,87] ont montré que pour
tout 0 < α < 1/2, n−1/2ξn converge en loi dans l’espace Ho

α vers un mouvement brownien
standard si et seulement si limt→+∞ tpP(|X1| > t) = 0, où p = (1/2−α)−1. Notons que cette
restriction à α < 1/2 est due à la régularité höldérienne du mouvement brownien. Plusieurs
travaux ont traité la généralisation du principe d’invariance höldérien dans divers cas de
dépendance pour les Xi, nous pouvons citer [37, 41–43, 49, 58–60, 79]. Le théorème limite
central fonctionnel (ou principe d’invariance) dans Hα[0, 1] requiert l’appartenance presque
sûre du mouvement brownien standard à Hα[0, 1]. En raison du résultat classique de Lévy
sur le module de continuité uniforme du mouvement brownien, ceci restreint l’échelle des
Hα utilisée pour le principe d’invariance à 0 < α < 1/2. Le même argument nous amène à
accorder une importance particulière aux espaces H1/2,β[0, 1] bâtis sur les fonctions poids
ρ(h) = h1/2 lnβ(c/h) pour β > 1/2.

Nous verrons et utiliserons au chapitre 4 une version générale du principe d’invariance
dans les espaces Ho

ρ.
Nous décrivons maintenant le principal résultat du chapitre 3. Comme mentionné ci-

dessus l’observation des fonctions aléatoires Xk, 1 ≤ k ≤ n ne nous permet pas en général
de calculer explicitement les ∥Xk∥α, on doit se contenter d’approximations. Nous avons
choisi des approximations par interpolation affine avec un pas de discrétisation de 1

N
où

N = N(n) tend vers l’infini avec n. Nous notons Xk,N la ligne polygonale de sommets(
i

N
,Xk

(
i

N

))
, 0 ≤ i ≤ N(n).

La vitesse de convergence de Xk,N vers Xk est donnée par l’inégalité

∥Xk,N −Xk∥α ≤ 4ωα

(
Xk,

1

N

)
.

On pose
Sk,N =

∑
1≤j≤k

∥Xj,N∥α, 1 ≤ k ≤ n,

et on définit la statistique

Tn,N =
1

σ
√
n

max
1≤k<m≤n

∣∣Sm,N − Sk,N −
(
m
n
− k

n

)
Sn,N

∣∣[(
m
n
− k

n

)(
1−

(
m
n
− k

n

))]γ .
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Le paramètre σ écart-type de ∥X1∥α est ici supposé connu pour ne pas trop alourdir
l’exposé. En pratique il faudra le remplacer par un estimateur consistant sous l’hypothèse
nulle. Un candidat naturel est la racine carrée de la variance empirique des ∥Xk,N∥α.

Nous obtenons alors le résultat suivant sous l’hypothèse nulle.

Théorème (Th. 3.20, p. 113). On suppose qu’il existe un réel p > 2 tel que

lim
t→+∞

tpP(∥X1∥α > t) = 0.

Alors, sous l’hypothèse nulle,
Tn,N

loi−−−−→
n→+∞

T,

où
T = sup

0<t−s<1

|W (t)−W (s)− (t− s)W (1)|(
(t− s)

(
1− (t− s)

))γ
et

γ =
1

2
− 1

p
.

Notons qu’ici la seule condition sur N = N(n) est que N(n) tende vers l’infini avec n.
Sous l’hypothèse alternative, nous obtenons la divergence de Tn,N au prix d’une condition
plus restrictive sur le choix de N .

Théorème (Th. 3.37, p. 133). On pose

hn =
l⋆

n

(
1− l⋆

n

)
.

On suppose que
hn −−−−→

n→+∞
0.

et qu’il existe 0 < δ < 1 tel que
√
nh1−γ

n N (α−β)(1−δ) −−−−→
n→+∞

+∞.

Alors sous l’hypothèse d’une rupture épidémique avec passage de la régularité d’exposant α
à l’exposant β < α durant l’épidémie,

Tn,N
P−−−−→

n→+∞
+∞.

Dans le chapitre 4, au lieu de considérer l’observation de n trajectoires de processus
stochastiques, on considère la trajectoire d’un seul processus ξ sur laquelle on se propose
de détecter une éventuelle rupture de régularité. On suppose ξ à trajectoires continues et
à accroissement indépendants. De plus, si on veut bénéficier du TLC, il est raisonnable de

11



supposer que ξ est du second ordre (Eξ(t)2 <∞ pour tout t ∈ [0, 1]). On sait alors depuis
les travaux de P. Lévy que ξ peut se représenter comme

ξ(t) = W (f(t)), t ∈ [0, 1],

où W est un mouvement brownien standard (notamment à trajectoires continues) et f(t) =
Eξ(t)2 est la variance de ξ(t) que l’on supposera centré pour simplifier. On supposera de plus
f continue et strictement croissante. La régularité höldérienne de ξ est alors complètement
caractérisée par la régularité de f .

Ceci réduit le problème de la détection d’une rupture épidémique dans la régularité
höldérienne de ξ à celui de la détection d’un changement du paramètre fonctionnel f
pendant l’intervalle épidémique [s⋆, t⋆] ⊂ [0, 1]. Si on découpe l’intervalle de temps [0, 1]
en n tranches consécutives de longueur 1/n, les accroissements de ξ génèrent les variables
aléatoires

Xn,k =
ξ( k

n
)− ξ(k−1

n
)(

f( k
n
)− f(k−1

n
)
)1/2 , 1 ≤ k ≤ n,

qui sont i.i.d. N (0, 1) sous (H0). On se ramène alors au modèle standard de rupture épi-
démique dans l’espérance d’un échantillon en introduisant les variables aléatoires centrées

Yn,i := X2
n,i − 1, 1 ≤ i ≤ n,

et leurs sommes partielles définies par

Sn(0) := 0, Sn(A) :=
∑
i∈A

Yn,i, Sn(t) := Sn([0, t]) =
∑
0<i≤t

Yn,i.

Nous utiliserons un poids höldérien à choisir convenablement dans la classe R des
fonctions croissantes ρ : [0, 1] → R, strictement positives sur ]0, 1], telles que ρ(0) = 0 et
vérifiant

i) il existe un α ∈]0, 1/2] et une fonction L normalisée à variation lente en +∞ tels que

ρ(h) = hαL(1/h), 0 < h ≤ 1 ;

ii) θ(t) := t1/2ρ(1/t) est C1 sur [1,∞) ;
iii) il existe un β > 1/2 et un a > 0, tels que θ(t) ln−β(t) est croissante sur [a,∞).

La pertinence de ces conditions est discutée au chapitre 4.
Suivant la méthode générale exposée dans [86], nous définissons la famille de statistiques

UI(n, ρ), ρ ∈ R par

UI(n, ρ) := max
1≤i<j≤n

∣∣Sn(j)− Sn(i)− j−i
n
Sn(n)

∣∣
ρ
((

j−i
n

)(
1− j−i

n

)) .
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Nous obtenons alors le résultat suivant sous l’hypothèse nulle.

Théorème (Th. 4.16, p. 155). Soit ρ ∈ R telle que

θ(u)

lnu
−−−−→
u→+∞

+∞.

Sous (H0), la statistique (2n)−1/2UI(n, ρ) converge en loi vers

UI(W, ρ) := sup
s,t∈[0,1],
0<t−s<1

|W (t)−W (s)− (t− s)W (1)|
ρ((t− s)(1− (t− s)))

.

Ceci s’applique en particulier avec les fonctions poids
— ρ(h) = ρ1/2,γ(h) := h1/2| lnh|γ, γ > 1,
— ρ(h) = ρ1/2,1,δ(h) := h1/2| lnh|| ln | lnh||δ, δ > 0.

Dans le but de détecter de courtes épidémies, nous introduisons une suite d’alternatives
(HAn)n≥n0 , où
(HAn) : ξ(t) = W

(
gn(t)

)
, t ∈ [0, 1], où gn est une perturbation épidémique inconnue de f ,

sur un intervalle [s⋆n, t
⋆
n] inconnu.

Et nous nous intéressons plus particulièrement au cas où t⋆n − s⋆n tend vers zéro avec ℓ∗
tendant vers l’infini (ℓ∗ = o(n)), où ℓ∗ est la longueur du sous-échantillon contaminé. En
l’état actuel de notre travail, nous restreignons provisoirement cette étude au cas où f est
l’identité sur [0, 1]. Nous avons ainsi obtenu le résultat suivant.

Théorème (Th. 4.20, p. 159). Sous (HAn), on suppose que f est l’identité et que gn vérifie
les hypothèses supplémentaires suivantes.

1. Pour tout n ≥ n0, il existe des constantes an, bn strictement positives telles que,

gn(t)− gn(s
⋆) ∼ an(t− s⋆)β, t ↓ s⋆

gn(t
⋆)− gn(t) ∼ bn(t

⋆ − t)β, t ↑ t⋆.

2.

lim
n→∞

sup
s⋆≤t≤s⋆+2/n

|gn(t)− gn(s
⋆)− an(t− s⋆)β|

an(t− s⋆)β
= 0

lim
n→∞

sup
t⋆−2/n≤t≤t⋆

|gn(t⋆)− gn(t)− bn(t
⋆ − t)β|

bn(t⋆ − t)β
= 0.

3. lim infn→∞ an > 0 et lim infn→∞ bn > 0.
On choisit la famille de poids höldériens

ρ1/2,γ(h) := h1/2| lnh|γ, γ > 1.
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On suppose finalement que la longueur ℓ∗ = ℓ∗(n) de l’échantillon épidémique vérifie :

ℓ∗ = o(n1−β)

quand n tend vers l’infini. Sous ces conditions,

(2n)−1/2UI(n, ργ)
P−−−−→

n→+∞
+∞.

Notons que ce travail est inachevé. Nous espérons que le théorème ci-dessus sera un
point d’appui pour des progrès ultérieurs. Une généralisation de ce travail nous semble
possible en considérant d’autres fonctions f que l’identité, avec une minoration convenable
des f((i+ 1)/n)− f(i/n) et des hypothèses adéquates sur les fonctions gn.
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Première partie

Estimation de la position d’une rupture
lisse pour un modèle poissonnien





Chapitre 1

Problème d’estimation de la rupture
lisse

Dans ce chapitre, nous entamons l’étude du problème d’estimation de la position de
ce que nous appelons une rupture lisse à partir de n observations indépendantes d’un
processus de Poisson non-homogène. La rupture lisse est une transition continue de la
fonction d’intensité du processus d’un niveau à un autre sur un intervalle tellement court,
que sa longueur δn est considérée comme décroissante vers 0 lorsque n→ +∞.

Après avoir présenté dans la section 1.1 notre modèle poissonnien de rupture lisse (et
l’avoir situé par rapport à d’autre modèles poissonniens réguliers et non-réguliers qui ont
été étudiés dans la littérature), nous verrons dans la section 1.2 qu’il y a une « transition de
phase » dans le comportement asymptotique du modèle en fonction de la vitesse à laquelle
δn tend vers 0. Plus précisément, le modèle se comporte différemment selon que δn converge
vers 0 plus lentement ou plus rapidement que la vitesse « critique » 1/n (c’est-à-dire selon
que nδn → +∞ ou nδn → 0). Nous appelons ces deux situations respectivement cas lent
et cas rapide.

Dans la section 1.3, nous considérerons le cas lent et montrerons que dans ce cas le
comportement de notre modèle poissonnien de rupture lisse ressemble à celui du cas régu-
lier (lisse) : notamment, le modèle est localement asymptotiquement normal (LAN), bien
qu’avec une vitesse inhabituelle

√
δn/n, et l’estimateur du maximum de vraisemblance

(EMV) et les estimateurs bayésiens (EB) sont consistants, asymptotiquement normaux et
asymptotiquement efficaces.

Finalement, dans la section 1.4, nous considérerons le cas rapide et montrerons que
dans ce cas notre modèle poissonnien de rupture lisse est non régulier et se comporte plutôt
comme un modèle de rupture classique : notamment, les EB sont consistants, convergent
à la vitesse 1/n vers une limite non-gaussienne et sont asymptotiquement efficaces.

Notons que tous ces résultats seront obtenus en utilisant la méthode d’analyse de rap-
port de vraisemblance développée par Ibragimov et Khasminskii dans [57], qui garantit
également la convergence des moments des estimateurs considérés. Cependant, lors de
l’étude de l’EMV avec cette méthode, on a besoin de la convergence faible (dans un espace
fonctionnel adapté muni d’une certaine topologie) de ce qu’on appelle processus de rap-
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port de vraisemblance normalisé vers un certain processus limite. Or, on verra que dans
le cas rapide de notre modèle de rupture lisse, cette convergence ne peut avoir lieu sous
aucune des topologies utilisées habituellement par la méthode d’analyse de rapport de vrai-
semblance. Ainsi, l’étude de l’EMV dans le cas rapide doit passer par l’adaptation de la
méthode d’analyse de rapport de vraisemblance pour utiliser une topologie alternative et
sera menée dans le chapitre 2.

Notons finalement que les résultats obtenus dans ce chapitre ont été publiés dans [1].

1.1 Modèle poissonnien de rupture lisse
Dans cette section, nous présentons le modèle poissonnien de rupture lisse et le situons

par rapport à d’autre modèles poissonniens réguliers et non-réguliers qui ont été étudiés
dans la littérature.

Rappelons tout d’abord la définition d’un processus de Poisson non-homogène. Soit
λ(t), t ≥ 0, une fonction positive localement intégrable. On dit que X =

(
X(t), t ≥ 0

)
est

un processus de Poisson (non-homogène) de fonction d’intensité λ si X est à trajectoires
càdlàg (continues à droites et limitées à gauche) et à accroissements indépendants, s’il
part de 0 (i.e., X(0) = 0), et si pour tout u, v ≥ 0 tels que u < v, son accroissement sur
l’intervalle [u, v] est une variable aléatoire de loi de Poisson de paramètre

∫ v

u
λ(t) dt :

P
(
X(v)−X(u) = k

)
=

(∫ v

u
λ(t) dt

)k
k!

exp

{
−
∫ v

u

λ(t) dt

}
(on adopte ici la convention 00 = 1 ou, autrement dit, on considère que la loi de Poisson
de paramètre 0 est concentrée en 0). Notons que nous voyons ici le processus de Poisson
comme un processus de comptage : pour tout t ≥ 0, on a X(t) = Card{i ∈ N∗ : ti ≤ t},
où 0 < t1 < t2 < · · · sont les « événements » du processus X, c’est-à-dire les points
(aléatoires) de discontinuité de sa trajectoire. Mais on peut également voir le processus
de Poisson comme un processus ponctuel (ensemble de points aléatoire {ti, i ∈ N∗}), ou
encore comme une mesure aléatoire (mesure de comptage sur {ti, i ∈ N∗}).

Rappelons également la définition de l’intégrale stochastique par rapport au processus
de Poisson X d’intensité λ, ainsi que ses propriétés de base (pour plus d’informations, on
peut se référer, par exemple, au chapitre 1 de [68]). Soit T > 0 et f(t), t ∈ [0, T ], une
fonction telle que

∫ T

0
|f(t)|λ(t) dt < +∞. L’intégrale stochastique de f par rapport à X

peut être définie par ∫ T

0

f(t) dX(t) =

X(T )∑
i=1

f(ti),

où ti est le i-ème « événement » de X (avec la convention
∑0

i=1 ai = 0). Son espérance est
donnée par

E

[∫ T

0

f(t) dX(t)

]
=

∫ T

0

f(t)λ(t) dt,
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et sa fonction caractéristique par

ϕ(u) = E exp

{
iu

∫ T

0

f(t) dX(t)

}
= exp

{∫ T

0

(
exp
{
iuf(t)

}
− 1
)
λ(t) dt

}
, u ∈ R.

Nous considérons le modèle d’observation de n ∈ N∗ réalisations indépendantes d’un
processus de Poisson non-homogène. Plus précisément, soit 0 < α < β < τ des constantes
connues, ψ une fonction connue strictement positive et continue sur [0, τ ], et r ̸= 0 une
constante connue vérifiant r > −min0≤t≤τ ψ(t). Soit également (δn)n∈N∗ une suite connue
décroissante vers 0. Soit finalement θ ∈ Θ = (α, β) un paramètre inconnu (unidimensionnel)
qu’on cherche à estimer dans l’asymptotique n → +∞. On suppose que l’on observe
X(n) = (X1, . . . , Xn), où Xj =

(
Xj(t), 0 ≤ t ≤ τ

)
, j = 1, . . . , n, sont des processus

de Poisson (sur l’intervalle [0, τ ]) indépendants de fonction d’intensité λθ = λ
(n)
θ , θ ∈ Θ,

donnée par

λ
(n)
θ (t) = ψ(t) +

r

δn
(t− θ) 1[θ,θ+δn[(t) + r 1[θ+δn,τ ](t), 0 ≤ t ≤ τ. (1.1)

Cette fonction d’intensité, dans un cas particulier important ψ ≡ λ0 > 0, est présentée
dans la figure 2 (avec r > 0).

0 τθ θ + δn

λ0

λ0 + r

Figure 2 – fonction d’intensité λ(n)θ , avec ψ ≡ λ0

Notons que ce modèle d’observation est équivalent à celui où l’on observe une seule
réalisation sur l’intervalle [0, nτ ] d’un processus de Poisson X =

(
X(t), 0 ≤ t ≤ nτ

)
de

fonction d’intensité τ -périodique égale à λ
(n)
θ sur la première période (asymptotique du

temps d’observation long). Il est également équivalent au modèle où l’on observe une seule
réalisation sur l’intervalle [0, τ ] d’un processus de Poisson Y (n) =

(
Y (n)(t), 0 ≤ t ≤ τ

)
de

fonction d’intensité Λ
(n)
θ = nλ

(n)
θ (asymptotique de la grande intensité).
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Rappelons que les modèles réguliers d’observations poissonniennes ont été traités pré-
cédemment par Kutoyants dans [63, 65, 66, 68] (cf. également [33], où le problème corres-
pondant de test d’hypothèse a été considéré), et qu’il y a été montré que ces modèles
sont localement asymptotiquement normaux (LAN). Un exemple d’un tel modèle régu-
lier est le modèle avec une fonction d’intensité λθ définie comme λ(n)θ dans (1.1), mais en
remplaçant δn par une constante strictement positive δ :

λθ(t) = ψ(t) +
r

δ
(t− θ) 1[θ,θ+δ[(t) + r 1[θ+δ,τ ](t), 0 ≤ t ≤ τ. (1.2)

Notons que dans ce cas, la fonction d’intensité est continue et ne dépend pas de n.
Rappelons également que plusieurs modèles non réguliers d’observations poissonniennes

ont déjà été traités dans la littérature. Le cas de rupture a été étudié par Kutoyants dans [64,
66,68], le cas cusp a été considéré par Dachian dans [30], et les cas de singularité de type 0
et de singularité de type ∞ ont été examinés par Dachian dans [32] (cf. également [34],
où le problème de test d’hypothèse a été considéré dans divers cas singuliers). Un exemple
d’un modèle de rupture est le modèle avec une fonction d’intensité λθ définie comme λ(n)θ

dans (1.1), mais en remplaçant δn par 0 :

λθ(t) = ψ(t) + r 1{t≥θ}, 0 ≤ t ≤ τ. (1.3)

Notons que dans ce cas, la fonction d’intensité est discontinue et ne dépend pas de n.
Pour notre modèle, la fonction d’intensité λ(n)θ est continue pour tout n ∈ N∗, mais sa

limite quand n→ +∞ est discontinue. C’est, dans un sens, l’inverse du cas traité dans [35],
où les auteurs considèrent le cas d’une fonction d’intensité ayant une discontinuité qui
disparaît lorsque n→ +∞.

Nous notons Pθ = P
(n)
θ la mesure de probabilité correspondant àX(n). Nous notons éga-

lement Eθ = E
(n)
θ l’espérance mathématique par rapport à cette mesure. La vraisemblance,

par rapport à la mesure P∗ = P
(n)
∗ correspondant à n processus de Poisson homogènes

d’intensité 1, est donnée (cf., par exemple, [78]) par

L
(
θ,X(n)

)
=

dPθ

(
X(n)

)
dP∗

= exp

{
n∑

j=1

∫ τ

0

ln
(
λθ(t)

)
dXj(t)−n

∫ τ

0

(
λθ(t)−1

)
dt

}
, θ ∈ Θ.

Afin d’estimer le paramètre inconnu θ, nous considérons l’estimateur du maximum de
vraisemblance (EMV) et les estimateurs bayésiens (EB).

Dans le cas où la vraisemblance L est continue, l’EMV θ̂n est défini comme une des
solutions de l’équation

L
(
θ̂n, X

(n)
)
= sup

θ∈Θ
L
(
θ,X(n)

)
.

Lorsque la vraisemblance L est une fonction càdlàg discontinue, l’EMV θ̂n est plutôt défini
comme une des solutions de l’équation

max
{
L
(
θ̂n−, X(n)

)
;L
(
θ̂n, X

(n)
)}

= sup
θ∈Θ

L
(
θ,X(n)

)
.
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Dans la suite, l’ensemble des solutions (ou la solution, dans le cas où celle-ci est unique)
de l’une ou l’autre de ces équations sera noté

argsup
θ∈Θ

L
(
θ,X(n)

)
.

Notons que dans le cas où il n’y a pas d’unicité, on choisit θ̂n comme un élément quelconque
de l’ensemble argsup

θ∈Θ
L
(
θ,X(n)

)
.

Quant à l’EB θ̃n, il est donné, pour la fonction de perte quadratique et une densité
a priori q (sur Θ), par

θ̃n =

∫ β

α
θ q(θ)L

(
θ,X(n)

)
dθ∫ β

α
q(θ)L

(
θ,X(n)

)
dθ

.

Aussi bien dans le cas régulier que dans les cas non réguliers cités ci-dessus, l’étude de
l’EMV et des EB a été menée en utilisant la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance
introduite par Ibragimov et Khasminskii dans [57]. Cette méthode consiste à étudier, dans
un premier temps, le (processus de) rapport de vraisemblance normalisé donné par

Zn(u) = Z(θ)
n (u) =

dPθ+uφn

(
X(n)

)
dPθ

=
L
(
θ + uφn, X

(n)
)

L
(
θ,X(n)

)
= exp

{
n∑

j=1

∫ τ

0

ln

(
λθ+uφn(t)

λθ(t)

)
dXj(t)− n

∫ τ

0

(
λθ+uφn(t)− λθ(t)

)
dt

}
, u ∈ Un,

où Un = ]φ−1
n (α−θ), φ−1

n (β−θ)[ et φn est une suite décroissante vers 0, dite vitesse de nor-
malisation de la vraisemblance. Cette vitesse doit être choisie de sorte que le processus Zn

converge faiblement vers un processus limite non dégénéré (c’est-à-dire non identiquement
égal à 1) défini sur tout R (notons que Un ↑ R), dit rapport de vraisemblance limite.
Ensuite, les propriétés de l’EMV et des EB sont déduites.

Dans le cas régulier (cf. [63,65,66,68]), la vitesse de normalisation de la vraisemblance
peut être choisie comme

φn =
1√
n
.

Notons que dans ce cas les processus Zn, n ∈ N∗, peuvent être étendus à tout R de sorte que
leurs trajectoires appartiennent presque sûrement à l’espace C0(R) des fonctions continues
sur R tendant vers zéro en ±∞. Le processus Zn converge, dans C0(R) muni de la topologie
uniforme (cf. chapitre 2 pour plus de détails sur cet espace), vers le processus Z◦

I(θ), où

I(θ) =

∫ τ

0

(
λ̇θ(t)

)2
λθ(t)

dt

(ici λ̇θ(t) désigne la dérivé de λθ(t) par rapport à θ) est l’information de Fisher, et pour
tout F ∈ R, le processus Z◦

F est défini par

Z◦
F (u) = exp

{
u ξF − u2

2
F

}
, u ∈ R. (1.4)
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Ici et dans la suite, ξF ∼ N (0, F ) est une variable aléatoire gaussienne (de variance F ).
En fait, dans ce cas le modèle est LAN (avec une vitesse classique 1/

√
n ). Bien entendu,

nous aurions également pu choisir la vitesse φn = 1/
√
nI(θ), auquel cas le rapport de

vraisemblance limite serait

Z◦
1(u) = exp

{
u ξ1 −

u2

2

}
, u ∈ R.

Alors, l’EMV et les EB (pour toute densité a priori continue strictement positive q)
sont consistants, sont asymptotiquement normaux avec une vitesse 1/

√
n :

√
n
(
θ̂n − θ

)
=⇒ ξ 1

I(θ)
et

√
n
(
θ̃n − θ

)
=⇒ ξ 1

I(θ)
,

nous avons la convergence des moments, et l’EMV et les EB sont tous les deux asymp-
totiquement efficaces. Ici et dans la suite, le symbole « =⇒ » désigne la convergence en
loi (sous θ).

Notons également que dans le cas de la fonction d’intensité (1.2), en utilisant le chan-
gement de variable

x =
r(t− θ)

δ
,

on obtient que l’information de Fisher est donnée par

I(θ) =

∫ θ+δ

θ

(
− r

δ

)2
ψ(t) + r

δ
(t− θ)

dt =
r

δ

∫ r

0

1

ψ
(
θ + δ

r
x
)
+ x

dx,

ce qui, dans le cas particulier ψ ≡ λ0, revient à

I(θ) =
r

δ
ln

(
λ0 + r

λ0

)
.

Quant au cas de rupture (cf. [64,66,68]), la vitesse de normalisation de la vraisemblance
peut être choisie comme

φn =
1

n
.

Notons que dans ce cas les processus Zn, n ∈ N∗, peuvent être étendus à tout R de sorte
que leurs trajectoires appartiennent presque sûrement à l’espace de Skorokhod D0(R) de
fonctions càdlàg tendant vers zéro en ±∞. Le processus Zn converge vers le processus Z⋆

a,b

donné par

Z⋆
a,b(u) =


exp
{
ln
(
a
b

)
Y +(u) + (b− a)u

}
, si u ∈ R+,

exp
{
ln
(
b
a

)
Y −((−u)−)+ (b− a)u

}
, si u ∈ R−,

(1.5)

où a, b > 0 sont des constantes, et Y + et Y − sont des processus de Poisson homogènes
indépendants sur R+ d’intensités respectives b et a. Ici, la convergence a lieu dans l’es-
pace D0(R) muni de la topologie usuelle de Skorokhod (plus de détails sur cette topologie
seront donnés dans le chapitre 2).
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Alors, l’EMV et les EB (pour toute densité a priori continue strictement positive q)
sont consistants, convergent à la vitesse 1/n :

n
(
θ̂n − θ

)
=⇒ ηa,b et n

(
θ̃n − θ

)
=⇒ ζa,b,

où
ηa,b = argsup

u∈R
Z⋆

a,b(u)

et

ζa,b =

∫
u∈R uZ

⋆
a,b(u) du∫

u∈R Z
⋆
a,b(u) du

, (1.6)

nous avons la convergence des moments, et les EB sont asymptotiquement efficaces.
Notons aussi que dans le cas de la fonction d’intensité (1.3), nous avons a = ψ(θ)

et b = ψ(θ) + r, ce qui, dans le cas particulier ψ ≡ λ0, équivaut à a = λ0 et b = λ0 + r.
Notons ici que les variables aléatoires ηa,b et ζa,b peuvent être récrites comme

ηa,b =
ηρ
a− b

et ζa,b =
ζρ

a− b
,

où ρ =
∣∣ln(a

b

)∣∣ et les variables aléatoires ηρ et ζρ sont définies de la même manière que ηa,b
et ζa,b, mais en utilisant le processus Z⋆

ρ(u), u ∈ R, donné par

Z⋆
ρ(x) =

 exp
{
ρΠ+(x)− x

}
, si x ≥ 0,

exp
{
−ρΠ−((−x)−)− x

}
, si x ≤ 0,

avec Π+ et Π− des processus de Poisson homogènes indépendants sur R+ d’intensités res-
pectives 1/(eρ − 1) et 1/(1− e−ρ).

Les variables aléatoires ηρ et ζρ, ainsi que leurs moments d’ordre 2 (donnant les erreurs
moyennes quadratiques limites des estimateurs), ont été étudiées par Dachian dans [31].
Il y a été montré que lorsque ρ → 0, les variables aléatoires ρ ηρ et ρ ζρ convergent en loi
respectivement vers

η0 = argsup
u∈R

Z⋆
0(u) et ζ0 =

∫
u∈R uZ

⋆
0(u) du∫

u∈R Z
⋆
0(u) du

,

avec
Z∗

0(u) = exp

{
W (u)− |u|

2

}
, u ∈ R,

oùW (u), u ∈ R, est un mouvement brownien standard bilatéral. De plus, la convergence des
moments a également lieu et, en particulier, lorsque ρ est petit, on a Eη2ρ ∼ Eη20/ρ

2 = 26/ρ2

et Eζ2ρ ∼ Eζ20/ρ
2 = 16 ζ(3)/ρ2 ≈ 19,2329/ρ2 (où ζ est la fonction zêta de Riemann). De

même, lorsque ρ → +∞, les variables aléatoires −ηρ et −ζρ convergent en loi respecti-
vement vers η et η − 1, où η est une variable aléatoire exponentielle standard. De plus,
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la convergence des moments a également lieu et, en particulier, lorsque ρ est grand, on a
Eη2ρ ∼ Eη2 = 2 et Eζ2ρ ∼ E(η−1)2 = 1. Les valeurs approchées de Eη2ρ et de Eζ2ρ (pour dif-
férentes valeurs de ρ) ont également été obtenues à l’aide des simulations numériques. Ces
simulations semblent, notamment, indiquer que l’efficacité relative asymptotique Eζ2ρ/Eη

2
ρ

de l’EMV est décroissante (comme fonction de ρ) et reste donc toujours comprise entre ses
valeurs limites en +∞ et en 0, c’est-à-dire entre 0,5 et 8 ζ(3)/13 ≈ 0,7397.

Notons enfin que pour notre modèle, les trajectoires des processus Zn, n ∈ N∗, (étendus
à tout R) appartiennent presque sûrement à l’espace C0(R). Nous verrons plus loin dans
ce chapitre que dans le cas nδn → +∞, les trajectoires du processus limite appartiennent
aussi à C0(R), et la convergence a lieu dans cet espace muni de la topologie uniforme.
Cependant, ce n’est plus le cas lorsque nδn → 0. Dans ce cas, les trajectoires du processus
limite doivent être discontinues (appartenir à D0(R) \ C0(R)), et donc la convergence ne
peut pas avoir lieu ni sous la topologie uniforme ni sous la topologie usuelle de Skorokhod
(cf. chapitre 2 pour plus de détails).

1.2 Vitesse de normalisation de la vraisemblance
Dans cette section, nous nous intéressons à la vitesse φn de normalisation de la vrai-

semblance de notre modèle. Nous montrons qu’il existe plusieurs cas (selon la vitesse de
convergence de δn vers 0) qui seront traités séparément dans la suite. Notons que nous
présentons ici la démarche que nous avions adoptée pour déterminer φn dans un intérêt
purement historique et pédagogique, car nous aurions pu simplement énoncer les différents
cas et directement passer à leur étude.

Afin de déterminer la vitesse de normalisation de la vraisemblance, nous étudions
Eθ lnZn(u) en cherchant la bonne vitesse φn pour que cette espérance converge vers une
limite finie non nulle (pour u ̸= 0). Notons que pour des raisons de simplicité, nous pré-
sentons ceci dans le cas particulier ψ ≡ λ0. Notons également qu’au signe près, Eθ lnZn(u)
est la divergence de Kullback-Leibler de Pθ par rapport à Pθ+uφn . En posant θu = θ+uφn,
on a

Eθ lnZn(u) = Eθ

[
n∑

j=1

∫ τ

0

ln

(
λθu(t)

λθ(t)

)
dXj(t)− n

∫ τ

0

(
λθu(t)− λθ(t)

)
dt

]

= n

∫ τ

0

λθ(t) ln

(
λθu(t)

λθ(t)

)
dt− n

∫ τ

0

(
λθu(t)− λθ(t)

)
dt

= nI − nJ

avec des notations évidentes.
On commence par la recherche de la bonne vitesse parmi les φn convergeant vers 0 plus

vite que δn, i.e., tels que
φn

δn
−−−−→
n→+∞

0. (1.7)

Nous considérons seulement le cas u > 0, le cas u < 0 se traitant de manière similaire.
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Notons que grâce à (1.7), pour n suffisamment grand, nous avons uφn < δn, et donc
θ < θ + uφn < θ + δn < θ + uφn + δn < τ . Par conséquent, dans ce cas, les fonctions λθ
et λθu ont l’allure présentée dans la figure 3 (où on a pris r > 0).

0 τθ θ + uϕn θ + δn θ + uϕn + δn

λ0

λ0 + r

λθ
λθu

Figure 3 – λθ et λθu dans le cas uφn < δn

Par un simple calcul d’aire, on a

J = −ruφn.

On note I1, I2 et I3 les intégrales suivantes :

I1 =

∫ θ+uφn

θ

λθ(t) ln

(
λθu(t)

λθ(t)

)
dt,

I2 =

∫ θ+δn

θ+uφn

λθ(t) ln

(
λθu(t)

λθ(t)

)
dt

et

I3 =

∫ θ+uφn+δn

θ+δn

λθ(t) ln

(
λθu(t)

λθ(t)

)
dt.

Comme ∫ θ

0

λθ(t) ln

(
λθu(t)

λθ(t)

)
dt =

∫ τ

θ+uφn+δn

λθ(t) ln

(
λθu(t)

λθ(t)

)
dt = 0,

on a
I = I1 + I2 + I3.
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Pour I1, en utilisant le changement de variable

x =
t− θ

uφn

et le développement limité à l’ordre 1 de s 7→ ln(1 + s) au voisinage de 0, on obtient

I1 =

∫ θ+uφn

θ

(
λ0 +

r

δn
(t− θ)

)
ln

(
λ0

λ0 +
r
δn

(t− θ)

)
dt

= −uφn

∫ 1

0

(
λ0 + ru

φn

δn
x

)
ln

(
1 +

ru

λ0

φn

δn
x

)
dx

= −uφn

∫ 1

0

(
λ0 + ru

φn

δn
x

)(
ru

λ0

φn

δn
x+ o

(φn

δn

))
dx

= −uφn

[∫ 1

0

ru
φn

δn
x dx+ o

(φn

δn

)]
= −ru

2

2

φ2
n

δn
+ o

(
φ2
n

δn

)
.

Pour I2, en utilisant le changement de variable

x =
t− θ

δn

et le développement limité à l’ordre 2 de s 7→ ln(1− s) au voisinage de 0, on trouve

I2 =

∫ θ+δn

θ+uφn

(
λ0 +

r

δn
(t− θ)

)
ln

(
λ0 +

r
δn

(t− θ − uφn)

λ0 +
r
δn

(t− θ)

)
dt

= δn

∫ 1

uφn
δn

(λ0 + rx) ln

(
λ0 + rx− ru φn

δn

λ0 + rx

)
dx

= δn

∫ 1

uφn
δn

(λ0 + rx) ln

(
1− ru

λ0 + rx

φn

δn

)
dx

= δn

∫ 1

uφn
δn

[
−ru φn

δn
− (ru)2

2(λ0 + rx)

φ2
n

δ2n
+ o

(
φ2
n

δ2n

)]
dx

= −ruφn

(
1− u

φn

δn

)
− (ru)2

2

φ2
n

δn

∫ 1

uφn
δn

dx

λ0 + rx
+ o

(
φ2
n

δn

)
= −ruφn

(
1− u

φn

δn

)
− ru2

2

φ2
n

δn

[
ln(λ0 + r)− ln

(
λ0 + ru

φn

δn

)]
+ o

(
φ2
n

δn

)
= −ruφn

(
1− u

φn

δn

)
− ru2

2

φ2
n

δn

[
ln(λ0 + r)− ln(λ0)− ln

(
1 +

ru

λ0

φn

δn

)]
+ o

(
φ2
n

δn

)
= −ruφn +

ru2

2

(
2 + ln

( λ0
λ0 + r

))φ2
n

δn
+ o

(
φ2
n

δn

)
.
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Pour I3, en posant

x =
t− θ − δn
uφn

,

on a

I3 =

∫ θ+δn+uφn

θ+δn

(λ0 + r) ln

(
λ0 +

r
δn

(t− θ − uφn)

λ0 + r

)
dt

= (λ0 + r)uφn

∫ 1

0

ln

(
1 +

(x− 1) ru

λ0 + r

φn

δn

)
dx

= (λ0 + r)uφn

∫ 1

0

[
(x− 1) ru

λ0 + r

φn

δn
+ o
(φn

δn

)]
dx

= ru2
φ2
n

δn

∫ 1

0

(x− 1) dx+ o

(
φ2
n

δn

)
= −ru

2

2

φ2
n

δn
+ o

(
φ2
n

δn

)
.

Ainsi, on obtient

I = I1 + I2 + I3

= −ru
2

2

φ2
n

δn
− ruφn +

ru2

2

(
2 + ln

( λ0
λ0 + r

))φ2
n

δn
− ru2

2

φ2
n

δn
+ o

(
φ2
n

δn

)
=

[
−ru

2

2
+
ru2

2

(
2 + ln

( λ0
λ0 + r

))
− ru2

2

]
φ2
n

δn
− ruφn + o

(
φ2
n

δn

)
=
ru2

2
ln
( λ0
λ0 + r

) φ2
n

δn
− ruφn + o

(
φ2
n

δn

)
.

Par conséquent,

Eθ lnZn(u) = nI − nJ =
ru2

2
ln
( λ0
λ0 + r

) nφ2
n

δn
+ o

(
nφ2

n

δn

)
,

et donc, pour que Eθ lnZn(u) converge vers une limite finie non nulle, il faut prendre

φn =

√
δn
n
.

Or ce φn doit satisfaire (1.7), ce qui veut dire qu’on doit avoir
√
δn√
nδn

=
1√
nδn

−−−−→
n→+∞

0,

ou encore
nδn −−−−→

n→+∞
+∞.
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Dans ce cas, en prenant

φn =

√
δn
n
,

on a bien
Eθ lnZn(u) −−−−→

n→+∞
−ru

2

2
ln
(λ0 + r

λ0

)
< 0

pour tout u > 0.
Notons que dans le cas u < 0 on obtient la même condition et la même limite.

Maintenant, cherchons la bonne vitesse parmi les φn convergeant vers 0 moins vite
que δn, i.e., tels que

φn

δn
−−−−→
n→+∞

+∞. (1.8)

Nous considérons de nouveau seulement le cas u > 0, le cas u < 0 se traitant de manière
similaire.

Notons que grâce à (1.8), pour n suffisamment grand, nous avons δn < uφn, et donc
θ < θ + δn < θ + uφn < θ + uφn + δn < τ . Par conséquent, dans ce cas, les fonctions λθ
et λθu ont l’allure présentée dans la figure 4 (où on a encore pris r > 0).

0 τθ θ + δn θ + uϕn θ + uϕn + δn

λ0

λ0 + r

λθ
λθu

Figure 4 – λθ et λθu dans le cas δn < uφn

Nous avons toujours
J = −ruφn.
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On note I ′1, I ′2 et I ′3 les intégrales suivantes :

I ′1 =

∫ θ+δn

θ

λθ(t) ln

(
λθu(t)

λθ(t)

)
dt,

I ′2 =

∫ θ+uφn

θ+δn

λθ(t) ln

(
λθu(t)

λθ(t)

)
dt

et

I ′3 =

∫ θ+uφn+δn

θ+uφn

λθ(t) ln

(
λθu(t)

λθ(t)

)
dt.

Comme ∫ θ

0

λθ(t) ln

(
λθu(t)

λθ(t)

)
dt =

∫ τ

θ+uφn+δn

λθ(t) ln

(
λθu(t)

λθ(t)

)
dt = 0,

on a
I = I ′1 + I ′2 + I ′3.

Pour I ′1, en utilisant le changement de variable

x =
t− θ

δn
,

on obtient

I ′1 =

∫ θ+δn

θ

(
λ0 +

r

δn
(t− θ)

)
ln

(
λ0

λ0 +
r
δn

(t− θ)

)
dt

= δn

∫ 1

0

(λ0 + rx) ln
( λ0
λ0 + r

)
dx

= C1δn.

Pour I ′2, on trouve

I ′2 =

∫ θ+uφn

θ+δn

(λ0 + r) ln
( λ0
λ0 + r

)
dt

= (uφn − δn) (λ0 + r) ln
( λ0
λ0 + r

)
= (λ0 + r) ln

( λ0
λ0 + r

)
uφn + C2δn.

Pour I ′3, en utilisant le changement de variable

x =
t− θ − uφn

δn
,

29



on a

I ′3 =

∫ θ+uφn+δn

θ+uφn

(λ0 + r) ln

(
λ0 +

r
δn

(t− θ − uφn)

λ0 + r

)
dt

= δn

∫ 1

0

(λ0 + r) ln
(λ0 + rx

λ0 + r

)
dx

= C3δn.

Ainsi, on obtient

I = I ′1 + I ′2 + I ′3 = (λ0 + r) ln
( λ0
λ0 + r

)
uφn + Cδn,

où C = C1 + C2 + C3 est une constante.
Par conséquent,

Eθ lnZn(u) = nI − nJ

= (λ0 + r) ln
( λ0
λ0 + r

)
unφn + Cnδn + runφn

=

[
r + (λ0 + r) ln

( λ0
λ0 + r

)]
unφn + Cnδn

=

[
r + (λ0 + r) ln

( λ0
λ0 + r

)]
unφn + o(nφn),

et donc, pour que Eθ lnZn(u) converge vers une limite finie non nulle, il faut prendre

φn =
1

n
.

Or ce φn doit satisfaire (1.8), ce qui veut dire qu’on doit avoir

1

nδn
−−−−→
n→+∞

+∞,

ou encore
nδn −−−−→

n→+∞
0.

Dans ce cas, en prenant

φn =
1

n
,

on a bien
Eθ lnZn(u) −−−−→

n→+∞
u

[
(λ0 + r) ln

( λ0
λ0 + r

)
+ r

]
< 0

pour tout u > 0.
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Notons que dans le cas u < 0 on obtient la même condition, mais une limite légèrement
différente :

Eθ lnZn(u) −−−−→
n→+∞

−u
[
λ0 ln

(λ0 + r

λ0

)
− r

]
< 0.

En résumé, nous avons montré que le comportement asymptotique de notre modèle
dépend de la vitesse de convergence de δn vers zéro. Plus précisément, il existe trois régimes
différents :

nδn −−−−→
n→+∞

+∞, (1.9)

nδn −−−−→
n→+∞

0 (1.10)

et

nδn −−−−→
n→+∞

c > 0. (1.11)

Dans ce chapitre, nous nous limitons à l’étude de l’EMV et des EB dans le cas (1.9),
que nous appelons cas lent, et à l’étude des EB dans le cas (1.10), que nous appelons cas
rapide.

L’étude de l’EMV dans le cas rapide est plus compliquée, puisque, comme nous l’avons
déjà mentionné, dans ce cas la convergence du rapport de vraisemblance normalisé ne peut
avoir lieu ni sous la topologie uniforme, ni sous le topologie usuelle de Skorokhod. Donc,
l’EMV dans le cas rapide sera traité dans le chapitre 2 en adaptant la méthode d’analyse
de rapport de vraisemblance pour utiliser une autre topologie (plus faible que la topologie
usuelle de Skorokhod). Quant au cas (1.11), il sera considéré dans des travaux futurs.

1.3 Étude de l’EMV et des EB dans le cas lent
Dans cette section, nous considérons le cas lent et montrons que dans ce cas notre

modèle poissonnien de rupture lisse est localement asymptotiquement normal (bien qu’avec
une vitesse inhabituelle

√
δn/n), et que l’estimateur du maximum de vraisemblance et les

estimateurs bayésiens sont consistants, asymptotiquement normaux et asymptotiquement
efficaces. Nous montrons également la convergence des moments polynomiaux de tout ordre
de ces estimateurs.

1.3.1 Résultats principaux

Afin d’étudier le comportement de l’EMV et des EB de θ dans le cas lent, nous consi-
dérons la vitesse de normalisation de la vraisemblance

φn =

√
δn
n
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et nous notons
F = F (θ) = r ln

(ψ(θ) + r

ψ(θ)

)
.

Rappelons également le processus aléatoire Z◦
F défini par (1.4) et notons que

argsup
u∈R

Z◦
F (u) =

∫
u∈R uZ

◦
F (u) du∫

u∈R Z
◦
F (u) du

=
ξF
F

∼ N
(
0,

1

F

)
.

On peut remarquer ici que φn tend vers zéro plus rapidement que 1/
√
n (la vitesse

classique du cas régulier) et, compte tenu de (1.9), plus lentement que 1/n (la vitesse du
cas de rupture).

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème suivant donnant une borne inférieure de
Hàjek-Le Cam sur les erreurs moyennes quadratiques de tous les estimateurs.

Théorème 1.1. Supposons que nδn → +∞. Alors, pour tout θ0 ∈ Θ, on a

lim
ϵ→0

lim
n→+∞

inf
θ̄n

sup
|θ−θ0|<ϵ

φ−2
n Eθ

(
θ̄n − θ

)2 ≥ 1

F (θ0)
,

où le inf est pris sur tous les estimateurs θ̄n du paramètre θ.

Ce théorème est une conséquence directe du fait que notre modèle est LAN (bien
qu’avec une vitesse inhabituelle φn =

√
δn/n ). Plus précisément, on a le lemme suivant,

qui sera démontré plus loin en appliquant le théorème 2.1 de [68], dont nous vérifierons les
conditions.

Lemme 1.2. Supposons que nδn → +∞. Alors, le rapport de vraisemblance normalisé
(défini par Zn(u) =

dPθ+uφn (X
(n))

dPθ
, u ∈ Un, en utilisant la vitesse φn =

√
δn/n) admet la

représentation

Zn(u) = exp

{
u∆n −

u2

2
F + εn(θ, u)

}
,

où ∆n =⇒ ξF est donné par

∆n(θ) = − r√
nδn

n∑
j=1

∫ θ+δn

θ

1

ψ(θ) + r
δn

(t− θ)
dXj(t) + r

√
nδn,

et εn(θ, u) converge en probabilité vers zéro.

Le théorème 1.1 nous permet d’introduire, comme on le fait d’habitude dans les mo-
dèles LAN, la définition suivante de l’efficacité de Hàjek-Le Cam.

Définition 1.3. Supposons que nδn → +∞. On dit qu’un estimateur θ∗n du paramètre θ
est asymptotiquement efficace, si on a

lim
ϵ→0

lim
n→+∞

sup
|θ−θ0|<ϵ

φ−2
n Eθ

(
θ∗n − θ

)2
=

1

F (θ0)

pour tout θ0 ∈ Θ.
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Enfin, les propriétés asymptotiques de l’EMV et des EB sont données par le théorème
suivant.

Théorème 1.4. Supposons que nδn → +∞. Alors, l’EMV θ̂n et l’EB θ̃n (pour toute
densité a priori continue strictement positive q) possèdent, uniformément par rapport à
θ ∈ K pour tout compact K ⊂ Θ, les propriétés suivantes :

— θ̂n et θ̃n sont consistants ;
— θ̂n et θ̃n sont asymptotiquement normaux avec la vitesse φn =

√
δn/n et la variance

limite 1/F , c’est-à-dire

φ−1
n

(
θ̂n − θ

)
=⇒ ξ1/F et φ−1

n

(
θ̃n − θ

)
=⇒ ξ1/F ;

— nous avons la convergence des moments polynomiaux de tout ordre, c’est-à-dire

lim
n→+∞

φ−p
n Eθ

∣∣θ̂n − θ
∣∣p = E|ξ1/F |p et lim

n→+∞
φ−p
n Eθ

∣∣θ̃n − θ
∣∣p = E|ξ1/F |p

pour tout p > 0 ;
— θ̂n et θ̃n sont asymptotiquement efficaces.

Notons que la propriété LAN implique, en particulier, la convergence des lois fini-
dimensionnelles du processus de rapport de vraisemblance normalisé Zn vers celles du
processus Z◦

F . Donc, afin de montrer le théorème 1.4, il suffira de prouver deux lemmes
(qui seront énoncés et prouvés ci-dessous) et d’appliquer les théorèmes 1.10.1 et 1.10.2
de [57].

1.3.2 Preuves

Afin de simplifier l’exposition et de rendre les idées des preuves plus compréhensibles,
nous les présentons dans le cas particulier ψ ≡ λ0. Notons que comme d’habitude dans
les problèmes singuliers toutes les informations proviennent du voisinage de la singularité,
ce n’est pas vraiment une perte de généralité. De plus, les preuves présentées peuvent
facilement être étendues au cas général (quelques détails seront donnés lorsque nécessaire).

Comme nous l’avons déjà expliqué plus haut, le lemme 1.2 sera démontré en appliquant
le théorème 2.1 de [68]. Il faut donc vérifier les conditions de ce théorème.

Pour cela, rappelons tout d’abord que notre modèle d’observation est équivalent à
celui où l’on observe une seule réalisation sur l’intervalle [0, τ ] d’un processus de Poisson
Y (n) =

(
Y (n)(t), 0 ≤ t ≤ τ

)
de fonction d’intensité Λ

(n)
θ = nλ

(n)
θ . Le processus Y (n) peut

être défini, par exemple, par Y (n)(t) =
∑n

j=1Xj(t).
Posons également

Sn(θ1, θ2, t) =
Λ

(n)
θ1

(t)

Λ
(n)
θ2

(t)
=
λ
(n)
θ1

(t)

λ
(n)
θ2

(t)

pour tout n ∈ N∗, t ∈ [0, τ ] et θ1, θ2 ∈ Θ.
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Les conditions du théorème 2.1 de [68] sont maintenant les suivantes.

A. Pour tout n ∈ N∗, les mesures d’intensité correspondant aux fonctions d’intensité
Λ

(n)
θ , θ ∈ Θ, (i.e., les ayant pour dérivées de Radon-Nikodym par rapport à la mesure

de Lebesgue) sont équivalentes.
B. Pour tout n ∈ N∗, il existe une fonction qn sur Θ× [0, τ ] telle que

Qn(θ) =

∫ τ

0

qn(θ, t)
2Λ

(n)
θ (t) dt

est strictement positive pour tout θ ∈ Θ et, pour tout ϵ > 0, on a∫ τ

0

∣∣∣Q− 1
2

n (θ)qn(θ, t)
∣∣∣21{|Q− 1

2
n (θ)qn(θ,t)|>ϵ}

Λ
(n)
θ (t) dt −−−−→

n→+∞
0.

C. On note θu = θ + uQ
− 1

2
n (θ) et U′

n = {u : θu ∈ Θ}. Pour tout u ∈ R, on a u ∈ U′
n

pour n suffisamment grand, ainsi que∫ τ

0

[
lnSn(θu, θ, t)− uQ

− 1
2

n (θ)qn(θ, t)
]2
Λ

(n)
θ (t) dt −−−−→

n→+∞
0 (1.12)

et ∫ τ

0

[
Sn(θu, θ, t)− 1− lnSn(θu, θ, t)−

1

2

(
uQ

− 1
2

n (θ)qn(θ, t)
)2]

Λ
(n)
θ (t) dt −−−−→

n→+∞
0.

(1.13)

Puisque les fonctions d’intensité Λ
(n)
θ , θ ∈ Θ, sont strictement positives, la condition A

est trivialement vérifiée.
Maintenant, afin de montrer les conditions B et C, nous posons

qn(θ, t) =
− r

δn

λ0 +
r
δn

(t− θ)
1[θ,θ+δn](t),

et donc

Qn(θ) = n

∫ θ+δn

θ

(
− r

δn

)2
λ0 +

r
δn

(t− θ)
dt = r

n

δn

∫ λ0+r

λ0

1

x
dx = r ln

(λ0 + r

λ0

) n
δn

= Fφ−2
n ,

où nous avons utilisé le changement de variable

x = λ0 +
r

δn
(t− θ).

Par conséquent, nous avons

Q
− 1

2
n (θ) =

1√
r ln
(
λ0+r
λ0

)
√
δn
n

=
φn√
F

= γφn,

34



où nous avons posé

γ =
1√
F
.

Preuve de la condition B. Soit θ ∈ Θ et ϵ > 0. En notant

Fn =

∫ τ

0

∣∣∣Q− 1
2

n (θ)qn(θ, t)
∣∣∣21{|Q− 1

2
n (θ)qn(θ,t)|>ϵ}

Λ
(n)
θ (t) dt,

nous avons besoin de montrer que
Fn −−−−→

n→+∞
0.

Or,

Fn =
(rγ)2

δn

∫ θ+δn

θ

1

λ0 +
r
δn

(t− θ)
1{

|− 1√
nδn

rγ
λ0+

r
δn

(t−θ) |>ϵ
} dt

=
1

ln
(
λ0+r
λ0

) ∫ λ0+r

λ0

1

x
1{ |r|γ

ϵ
√
nδn

>x} dx,

où nous avons encore utilisé le changement de variable

x = λ0 +
r

δn
(t− θ).

Comme
nδn −−−−→

n→+∞
+∞,

on a
Fn = 0

pour n suffisamment grand, et donc la condition B est vérifiée.

Preuve de la condition C. Notons tout d’abord que U′
n = ]φ−1

n γ−1(α− θ), φ−1
n γ−1(β − θ)[,

et comme φn ↘ 0, on a U′
n ↑ R. Donc, pour tout u ∈ R, on a u ∈ U′

n pour n suffisamment
grand.

Dans la suite, nous considérons seulement le cas où u > 0 et r > 0 (les autres cas
peuvent être traités de manière similaire).

Dans le but de faciliter la lecture de la preuve, nous présentons dans la figure 5 les
fonctions λθ et λθu , où θu = θ + uQ

− 1
2

n (θ) = θ + γuφn, avec u, r > 0 et n ≫ 1. Notons
que puisque nous sommes dans le cas lent, pour tout u > 0, nous avons γuφn < δn pour n
suffisamment grand.

Afin de montrer (1.12), on note

Gn =

∫ τ

0

[
lnSn(θu, θ, t)− uQ

− 1
2

n (θ)qn(θ, t)
]2
Λ

(n)
θ (t) dt.
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0 τθ θ + γuϕn θ + δn θ + γuϕn + δn

λ0

λ0 + r

λθ
λθu

Figure 5 – λθ et λθu avec u, r > 0 et n≫ 1 (cas lent)

Alors,

Gn = n

∫ θ+γuφn

θ

(
λ0 +

r

δn
(t− θ)

)[
ln

(
λ0

λ0 +
r
δn

(t− θ)

)
+
φn

δn

γru

λ0 +
r
δn

(t− θ)

]2
dt

+ n

∫ θ+δn

θ+γuφn

(
λ0 +

r

δn
(t− θ)

)[
ln

(
λ0 +

r
δn

(t− θ − γuφn)

λ0 +
r
δn

(t− θ)

)
+
φn

δn

γru

λ0 +
r
δn

(t− θ)

]2
dt

+ n

∫ θ+δn+γuφn

θ+δn

(λ0 + r) ln2

(
λ0 +

r
δn

(t− θ − γuφn)

λ0 + r

)
dt

= B1 +B2 +B3

avec des notations évidentes, et il suffit donc de montrer que B1, B2 et B3 convergent vers
zéro.

Vérifions, par exemple, que
B1 −−−−→

n→+∞
0.

En utilisant le changement de variable

x =
t− θ

γuφn

,

nous pouvons écrire

B1 = γunφn

∫ 1

0

(
λ0 + γru

φn

δn
x

)[
ln

(
1 +

γru

λ0

φn

δn
x

)
− φn

δn

γru

λ0 + γru φn

δn
x

]2
dx.
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Puisque, pour 0 ≤ x ≤ 1, on a

λ0 + γru
φn

δn
x ≤ λ0 + r

et[
ln

(
1 +

γru

λ0

φn

δn
x

)
− φn

δn

γru

λ0 + γru φn

δn
x

]2
≤ ln2

(
1 +

γru

λ0

φn

δn
x

)
+

[
φn

δn

γru

λ0 + γru φn

δn
x

]2
≤
[
γru

λ0

φn

δn
x

]2
+

[
φn

δn

γru

λ0 + γru φn

δn
x

]2
,

≤ 2
(γru)2

λ20

φ2
n

δ2n
,

on obtient
B1 ≤ 2

(λ0 + r)(γu)3r2

λ20

nφ3
n

δ2n
.

Par conséquent, comme
nφ3

n

δ2n
=

1√
nδn

−−−−→
n→+∞

0,

on a bien
B1 −−−−→

n→+∞
0.

Par un raisonnement similaire, il n’est pas difficile de vérifier que B2 et B3 convergent
vers zéro, et on obtient donc (1.12).

Maintenant, afin de prouver (1.13), on note

Hn =

∫ τ

0

hn(t) dt,

où
hn(t) =

[
Sn(θu, θ, t)− 1− lnSn(θu, θ, t)−

1

2

(
uQ

− 1
2

n (θ)qn(θ, t)
)2]

Λ
(n)
θ (t).

On a

|Hn| ≤
∫ θ+γuφn

θ

∣∣hn(t)∣∣ dt+ ∫ θ+δn

θ+γuφn

∣∣hn(t)∣∣ dt+ ∫ θ+γuφn+δn

θ+δn

∣∣hn(t)∣∣ dt
= D1 +D2 +D3

avec des notations évidentes, et il suffit donc de montrer que D1, D2 et D3 convergent vers
zéro.

Vérifions, par exemple, que
D1 −−−−→

n→+∞
0.
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En utilisant le changement de variable

x =
t− θ

γuφn

,

nous pouvons écrire

D1 = n

∫ θ+γuφn

θ

(
λ0 +

r

δn
(t− θ)

) ∣∣∣∣∣ λ0
λ0 +

r
δn

(t− θ)
− 1− ln

(
λ0

λ0 +
r
δn

(t− θ)

)

− (γru)2

2

φ2
n

δ2n

1(
λ0 +

r
δn

(t− θ)
)2
∣∣∣∣∣ dt

≤ γunφn

∫ 1

0

(λ0 + r)

∣∣∣∣∣ λ0
λ0 + γru φn

δn
x
− 1 + ln

(
1 +

γru

λ0

φn

δn
x

)

− (γru)2

2

φ2
n

δ2n

1(
λ0 + γru φn

δn
x
)2
∣∣∣∣∣ dx

= γunφn

∫ 1

0

(λ0 + r)

∣∣∣∣∣ln
(
1 +

γru

λ0

φn

δn
x

)
− γru

φn

δn

x

λ0 + γru φn

δn
x

− (γru)2

2

φ2
n

δ2n

1(
λ0 + γru φn

δn
x
)2
∣∣∣∣∣ dx.

Puisque, pour 0 ≤ x ≤ 1, on a∣∣∣∣∣ln
(
1 +

γru

λ0

φn

δn
x

)
− γru

φn

δn

x

λ0 + γru φn

δn
x
− (γru)2

2

φ2
n

δ2n

1(
λ0 + γru φn

δn
x
)2
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣ln
(
1 +

γru

λ0

φn

δn
x

)
− γru

λ0

φn

δn
x

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣γruλ0 φn

δn
x

(
1− λ0

λ0 + γru φn

δn
x

)∣∣∣∣∣
+

(γru)2

2

φ2
n

δ2n

1(
λ0 + γru φn

δn
x
)2

≤ 1

2

(
γru

λ0

φn

δn
x

)2

+
(γru)2

λ0

φ2
n

δ2n

x2

λ0 + γru φn

δn
x
+

(γru)2

2

φ2
n

δ2n

1(
λ0 + γru φn

δn
x
)2

≤ 2
(γru)2

λ20

φ2
n

δ2n
,

on obtient
D1 ≤ 2

(λ0 + r)(γu)3r2

λ20

nφ3
n

δ2n
−−−−→
n→+∞

0.

Par un raisonnement similaire, il n’est pas difficile de vérifier que D2 et D3 convergent
vers zéro, et on obtient donc (1.13).
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Maintenant, nous pouvons appliquer le théorème 2.1 de [68] et conclure que la famille
{P(n)

θ , θ ∈ Θ} est LAN avec la vitesse

φ′
n = Q

− 1
2

n (θ) = γφn.

Plus précisément, pour tout u ∈ U′
n, on a

Z ′
n(u) =

dPθ+uφ′
n

(
Y (n)

)
dPθ

= exp
{
u∆′

n(θ)−
u2

2
+ ε′n(θ, u)

}
,

où ∆′
n =⇒ ξ1 est donné par

∆′
n(θ) = Q

− 1
2

n (θ)

∫ τ

0

qn(θ, t)
[
dY (n)(t)− Λ

(n)
θ (t) dt

]
= γ

√
δn
n

∫ θ+δn

θ

− r
δn

λ
(n)
θ (t)

[
dY (n)(t)− nλ

(n)
θ (t) dt

]
= − rγ√

nδn

∫ θ+δn

θ

1

λ0 +
r
δn

(t− θ)
dY (n)(t) + rγ

√
nδn,

et ε′n(θ, u) converge en probabilité vers zéro.
Il reste a noter que nous pouvons clairement reformuler la propriété LAN de manière

équivalente en utilisant la vitesse

φn =
Q

− 1
2

n (θ)

γ
=

√
δn
n

et les observations X(n). Dans ce cas, pour tout u ∈ Un, on a

Zn(u) =
dPθ+uφn

(
X(n)

)
dPθ

= exp
{
u∆n(θ)−

u2

2
F + εn(θ, u)

}
,

où ∆n =⇒ ξF est donné par

∆n(θ) =
∆′

n(θ)

γ
= − r√

nδn

n∑
j=1

∫ θ+δn

θ

1

λ0 +
r
δn

(t− θ)
dXj(t) + r

√
nδn,

et εn(θ, u) = ε′n
(
θ, u

γ

)
converge en probabilité vers zéro.

Pour finir cette partie, notons qu’il n’est pas difficile d’adapter les preuves des condi-
tions B et C au cas où ψ est une fonction continue strictement positive (pas nécessairement
constante) sur [0, τ ]. Dans ce cas, en prenant

qn(θ, t) =
− r

δn

ψ(θ) + r
δn

(t− θ)
1[θ,θ+δn](t),
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on obtient

Qn(θ) =

∫ τ

0

q2n(θ, t)Λ
(n)
θ (t) dt =

nr2

δ2n

∫ θ+δn

θ

ψ(t) + r
δn

(t− θ)(
ψ(θ) + r

δn
(t− θ)

)2 dt

=
nr

δn

∫ r

0

ψ
(
θ + δn

r
x
)
+ x

(ψ(θ) + x)2
dx = Fφ−2

n + rφ−2
n

∫ r

0

ψ
(
θ + δn

r
x
)
− ψ(θ)

(ψ(θ) + x)2
dx

= Fφ−2
n

(
1 + o(1)

)
.

Notons aussi que puisque la fonction ψ est continue et strictement positive sur [0, τ ], elle
admet un minimum m > 0 et un maximum M > 0, qui peuvent remplacer λ0 dans
les différents majorations utilisées dans la preuves de la condition C. Pour le cas r < 0,
il est également important de rappeler que nous avons supposé que r > −m, et donc
M + r > m+ r > 0.

Alors, toutes les preuves peuvent être facilement adaptées, et nous obtenons ainsi le
lemme 1.2 et, par conséquent, le théorème 1.1.

Passons maintenant à la preuve du théorème 1.4. Comme il a déjà été noté ci-dessus, ce
théorème peut être prouvé en appliquant les théorèmes 1.10.1 et 1.10.2 de [57]. Il suffit donc
de vérifier les conditions de ces théorèmes. Puisque la convergence (uniforme par rapport à
θ ∈ K pour tout compact K ⊂ Θ) des lois fini-dimensionnelles du processus de rapport de
vraisemblance normalisé Zn vers celles du processus Z◦

F découle de la propriété LAN déjà
établie, il reste à montrer les deux lemmes suivants.

Lemme 1.5. Supposons que nδn → +∞. Alors, il existe une constante C > 0 telle que
pour n suffisamment grand, on a

Eθ

∣∣Z1/2
n (u)− Z1/2

n (v)
∣∣2 ≤ C|u− v|2 (1.14)

pour tout u, v ∈ Un et θ ∈ Θ.

Lemme 1.6. Supposons que nδn → +∞. Alors, il existe une constante κ > 0 telle que
pour n suffisamment grand, on a

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp

{
−κmin{|u|, u2}

}
(1.15)

pour tout u ∈ Un et θ ∈ Θ.

Preuve du lemme 1.5. Notons tout d’abord que comme pour |u− v| ≥ 1 on a

Eθ

∣∣Z1/2
n (u)− Z1/2

n (v)
∣∣2 ≤ 4 ≤ 4|u− v|2,

il suffit de considérer le cas |u− v| ≤ 1. Aussi, sans perte de généralité, on peut supposer
que u < v.

Dans la suite, nous considérons seulement le cas r > 0, le cas r < 0 se traitant de
manière similaire.
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D’après le lemme 1.5 de [68], on a

Eθ

∣∣Z1/2
n (u)− Z1/2

n (v)
∣∣2 ≤ n

∫ τ

0

(√
λθ+uφn(t)−

√
λθ+vφn(t)

)2
dt

= n

∫ τ

0

(
λθ+uφn(t)− λθ+vφn(t)

)2(√
λθ+uφn(t) +

√
λθ+vφn(t)

)2 dt

≤ n

4λ0

∫ τ

0

(
λθ+uφn(t)− λθ+vφn(t)

)2
dt =

n

4λ0

∫ τ

0

fn(t) dt,

où nous avons posé fn(t) =
(
λθ+uφn(t)− λθ+vφn(t)

)2.
Comme δn/φn =

√
nδn → +∞, pour n suffisamment grand (tel que nδn ≥ 1) on a

(v − u)φn ≤ φn ≤ δn, et donc vφn ≤ uφn + δn. Par conséquent,∫ τ

0

fn(t) dt =

∫ θ+vφn

θ+uφn

fn(t) dt+

∫ θ+uφn+δn

θ+vφn

fn(t) dt+

∫ θ+vφn+δn

θ+uφn+δn

fn(t) dt

= E1 + E2 + E3

avec des notations évidentes.
Pour E1, on a

E1 =

∫ θ+vφn

θ+uφn

( r
δn

(t− θ − uφn)
)2

dt =
r2

δ2n

(vφn − uφn)
3

3
=
r2

3

φ3
n

δ2n
(v − u)3,

et de la même manière, on trouve

E2 = r2
φ2
n

δn
(v − u)2 − r2

φ3
n

δ2n
(v − u)3 et E3 =

r2

3

φ3
n

δ2n
(v − u)3.

Ainsi, puisque nφ2
n/δn = 1, on obtient

Eθ

∣∣Z1/2
n (u)− Z1/2

n (v)
∣∣2 ≤ r2

4λ0

nφ2
n

δn
(v − u)2 − r2

12λ0

nφ3
n

δ2n
(v − u)3 ≤ r2

4λ0
(v − u)2,

et donc l’inégalité (1.14) est vérifiée avec C = max
{
4, r2

4λ0

}
.

Preuve du lemme 1.6. Nous considérons seulement le cas où u > 0 et r > 0 (les autres cas
peuvent être traités de manière similaire).

D’après le lemme 1.5 de [68], on a

EθZ
1/2
n (u) = exp

{
−n
2

∫ τ

0

(√
λθ+uφn(t)−

√
λθ(t)

)2
dt

}
= exp

{
−n
2

∫ τ

0

(
λθ+uφn(t)− λθ(t)

)2(√
λθ+uφn(t) +

√
λθ(t)

)2 dt

}
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≤ exp

{
− n

8(λ0 + r)

∫ τ

0

(
λθ+uφn(t)− λθ(t)

)2
dt

}
= exp

{
− n

8(λ0 + r)

∫ τ

0

gn(t) dt

}
,

où nous avons posé gn(t) =
(
λθ+uφn(t)− λθ(t)

)2.
Maintenant, nous étudions séparément deux cas : u ≤ δn/φn et u ≥ δn/φn. Dans le

premier cas, la situation est celle de la figure 3, et on peut donc écrire∫ τ

0

gn(t) dt =

∫ θ+uφn

θ

gn(t) dt+

∫ θ+δn

θ+uφn

gn(t) dt+

∫ θ+uφn+δn

θ+δn

gn(t) dt

= J1 + J2 + J2

avec des notations évidentes.
Pour J1, on a

J1 =

∫ θ+uφn

θ

( r
δn

(t− θ)
)2

dt =
r2

3

φ3
n

δ2n
u3,

et de la même manière, on trouve

J2 = r2
φ2
n

δn
u2 − r2

φ3
n

δ2n
u3 et J3 =

r2

3

φ3
n

δ2n
u3.

Ainsi, puisque u ≤ δn/φn, on obtient

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp

{
− r2

8(λ0 + r)

nφ2
n

δn
u2 +

r2

24(λ0 + r)

nφ3
n

δ2n
u3
}

≤ exp

{
− r2

12(λ0 + r)

nφ2
n

δn
u2
}

≤ exp

{
− r2

12(λ0 + r)

nφ2
n

δn
min{u, u2}

}
, (1.16)

et comme nφ2
n/δn = 1, on conclut que

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp

{
− r2

12(λ0 + r)
min{u, u2}

}
.

Dans le deuxième cas (u ≥ δn/φn), la situation est celle de la figure 4, et on peut donc
écrire ∫ τ

0

gn(t) dt =

∫ θ+δn

θ

gn(t) dt+

∫ θ+uφn

θ+δn

gn(t) dt+

∫ θ+uφn+δn

θ+uφn

gn(t) dt

= J ′
1 + J ′

2 + J ′
2

avec des notations évidentes.
Pour J ′

1, on a

J ′
1 =

∫ θ+δn

θ

( r
δn

(t− θ)
)2

dt =
r2

3
δn,
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et de la même manière, on trouve

J ′
2 = r2uφn − r2δn et J ′

3 =
r2

3
δn.

Ainsi, puisque δn ≤ uφn, on obtient

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp

{
− r2

8(λ0 + r)
nφnu+

r2

24(λ0 + r)
nδn

}
≤ exp

{
− r2

12(λ0 + r)
nφnu

}
≤ exp

{
− r2

12(λ0 + r)
nφnmin{u, u2}

}
, (1.17)

et comme nφn =
√
nδn → +∞, pour n suffisamment grand (tel que nδn ≥ 1) on conclut

de nouveau que

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp

{
− r2

12(λ0 + r)
min{u, u2}

}
.

Ainsi, l’inégalité (1.15) est vérifiée avec κ = r2

12(λ0+r)
.

Notons que nous pouvons facilement adapter les preuves des lemmes 1.5 et 1.6 au cas où
ψ est une fonction continue strictement positive (pas nécessairement constante) sur [0, τ ],
et donc le théorème 1.4 est démontré.

1.4 Étude des EB dans le cas rapide
Dans cette section, nous considérons le cas rapide et montrons que dans ce cas notre

modèle poissonnien de rupture lisse est non régulier, et que les estimateurs bayésiens sont
consistants, convergent à la vitesse 1/n vers une limite non-gaussienne (la même que dans
les modèles poissonniens de rupture classique) et sont asymptotiquement efficaces. Nous
montrons également la convergence des moments polynomiaux de tout ordre de ces esti-
mateurs.

1.4.1 Résultats principaux

Afin d’étudier le comportement des estimateurs bayésiens de θ dans le cas rapide, nous
considérons la vitesse de normalisation de la vraisemblance

φn =
1

n

et nous notons
a = a(θ) = ψ(θ) et b = b(θ) = ψ(θ) + r.

Rappelons également le processus aléatoire Z⋆
a,b défini par (1.5) et la variable aléatoire ζa,b

définie par (1.6).

43



Nous pouvons maintenant énoncer le théorème suivant donnant une borne inférieure de
type Hàjek-Le Cam sur les erreurs moyennes quadratiques de tous les estimateurs.

Théorème 1.7. Supposons que nδn → 0. Alors, pour tout θ0 ∈ Θ, on a

lim
ϵ→0

lim
n→+∞

inf
θ̄n

sup
|θ−θ0|<ϵ

n2 Eθ(θ̄n − θ)2 ≥ Eζ2a(θ0),b(θ0),

où le inf est pris sur tous les estimateurs θ̄n du paramètre θ.

Ce théorème nous permet d’introduire la définition suivante.

Définition 1.8. Supposons que nδn → 0. On dit qu’un estimateur θ∗n du paramètre θ est
asymptotiquement efficace, si on a

lim
ϵ→0

lim
n→+∞

sup
|θ−θ0|<ϵ

n2 Eθ(θ
∗
n − θ)2 = Eζ2a(θ0),b(θ0)

pour tout θ0 ∈ Θ.

Enfin, les propriétés asymptotiques des EB sont données par le théorème suivant.

Théorème 1.9. Supposons que nδn → 0. Alors, l’EB θ̃n (pour toute densité a priori
continue strictement positive q) possède, uniformément par rapport à θ ∈ K pour tout
compact K ⊂ Θ, les propriétés suivantes :

— θ̃n est consistant ;
— θ̃n converge à la vitesse φn = 1/n et sa loi limite est celle de la variable aléatoire ζa,b,

c’est-à-dire
n
(
θ̃n − θ

)
=⇒ ζa,b ;

— nous avons la convergence des moments polynomiaux de tout ordre, c’est-à-dire

lim
n→+∞

npEθ

∣∣θ̃n − θ
∣∣p = E|ζa,b|p

pour tout p > 0 ;
— θ̃n est asymptotiquement efficace.

Notons enfin que l’argument derrière les théorèmes 1.7 et 1.9 est la méthode d’analyse
de rapport de vraisemblance de Ibragimov et Khasminskii. Cependant, comme nous l’avons
déjà mentionné, dans ce cas la convergence du rapport de vraisemblance normalisé Zn vers
le rapport de vraisemblance limite Z⋆

a,b ne peut avoir lieu ni dans l’espace C0(R) muni de
la topologie uniforme, ni dans l’espace D0(R) muni de la topologie usuelle de Skorokhod.
Néanmoins, la convergence dans un espace fonctionnel n’est utile que pour les propriétés
de l’EMV ; afin d’obtenir la borne inférieure et les propriétés des EB, il suffit d’établir
la convergence des lois fini-dimensionnelles (ainsi que deux lemmes supplémentaires) et
d’appliquer les théorèmes 1.9.1 et 1.10.2 de [57]. Quant à l’EMV, il sera étudié dans le
chapitre 2 en adaptant la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance pour utiliser une
autre topologie (plus faible que la topologie usuelle de Skorokhod).
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1.4.2 Preuves

Comme nous venons de le dire, les théorèmes 1.7 et 1.9 peuvent être prouvés en appli-
quant les théorèmes 1.9.1 et 1.10.2 de [57]. Il suffit donc de vérifier les conditions de ces
théorèmes, c’est-à-dire de prouver les trois lemmes suivants.

Lemme 1.10. Supposons que nδn → 0. Alors, les lois fini-dimensionnelles du processus Zn

convergent, uniformément par rapport à θ ∈ K pour tout compact K ⊂ Θ, vers celles du
processus Z⋆

a,b avec a = ψ(θ) et b = ψ(θ) + r.

Lemme 1.11. Supposons que nδn → 0. Alors, il existe une constante C > 0 telle que

Eθ

∣∣Z1/2
n (u)− Z1/2

n (v)
∣∣2 ≤ C|u− v| (1.18)

pour tout n ∈ N∗, u, v ∈ Un et θ ∈ Θ.

Lemme 1.12. Supposons que nδn → 0. Alors, il existe une constante κ > 0 telle que pour
n suffisamment grand, on a

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp

{
−κmin{|u|, u2}

}
(1.19)

pour tout u ∈ Un et θ ∈ Θ.

Comme dans le cas lent, afin de simplifier l’exposition et de rendre les idées plus com-
préhensibles, nous présentons les preuves de ces lemmes dans le cas particulier ψ ≡ λ0.

Dans le but de faciliter la lecture et de mieux comprendre la différence avec le cas lent
(cf. figure 5), nous présentons dans la figure 6 les fonctions λθ et λθu , où θu = θ + uφn,
avec u, r > 0 et n ≫ 1 dans le cas rapide (rappelons que dans ce cas, pour tout u > 0,
nous avons uφn > δn pour n suffisamment grand).

Preuve du lemme 1.10. Nous étudions uniquement la convergence des lois bidimension-
nelles (la convergence des lois d-dimensionnelles pour d ≥ 3 peut être traitée de manière
similaire). Pour cela, nous fixons u, v ∈ R quelconques et considérons la loi du vecteur
aléatoire

(
lnZn(u), lnZn(v)

)
, où n est suffisamment grand pour que u, v ∈ Un. Sa fonction

caractéristique est donnée, pour tout x, y ∈ R, par

ϕ(lnZn(u),lnZn(v))
(
x, y
)
= Eθ exp

{
ix lnZn(u) + iy lnZn(v)

}
= Eθ exp

{
ix

n∑
j=1

[∫ τ

0

ln

(
λθ+uφn(t)

λθ(t)

)
dXj(t)−

∫ τ

0

(
λθ+uφn(t)− λθ(t)

)
dt
)]

+ iy
n∑

j=1

[∫ τ

0

ln

(
λθ+vφn(t)

λθ(t)

)
dXj(t)−

∫ τ

0

(
λθ+vφn(t)− λθ(t)

)
dt
)]}

= Eθ exp

{
ix

n∑
j=1

[∫ τ

0

ln

(
λθ+uφn(t)

λθ(t)

)
dXj(t) + ruφn

]

+ iy
n∑

j=1

[∫ τ

0

ln

(
λθ+vφn(t)

λθ(t)

)
dXj(t) + rvφn

]}
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0 τθ θ + δn θ + uϕn θ + uϕn + δn

λ0

λ0 + r

λθ
λθu

Figure 6 – λθ et λθu avec u, r > 0 et n≫ 1 (cas rapide)

= exp
{
nir(ux+ vy)φn

}
× Eθ exp

{
ix

n∑
j=1

∫ τ

0

ln

(
λθ+uφn(t)

λθ(t)

)
dXj(t) + iy

n∑
j=1

∫ τ

0

ln

(
λθ+vφn(t)

λθ(t)

)
dXj(t)

}
= exp

{
ir(ux+ vy)

}
× exp

{
n

∫ τ

0

(
exp

{
ix ln

(
λθ+uφn(t)

λθ(t)

)
+ iy ln

(
λθ+vφn(t)

λθ(t)

)}
− 1

)
λθ(t) dt

}

= exp
{
ir(ux+ vy)

}
exp

{
n

∫ τ

0

fn(t) dt

}
,

où nous avons posé

fn(t) =

(
exp

{
ix ln

(
λθ+uφn(t)

λθ(t)

)
+ iy ln

(
λθ+vφn(t)

λθ(t)

)}
− 1

)
λθ(t).

Nous considérons seulement le cas où v > u ≥ 0 et r > 0 (les autres cas peuvent être
traités de manière similaire). Dans ce cas, pour n suffisamment grand on a δn < uφn et
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uφn + δn < vφn, et on peut donc écrire∫ τ

0

fn(t) dt =

∫ θ+δn

θ

fn(t) dt+

∫ θ+uφn

θ+δn

fn(t) dt+

∫ θ+uφn+δn

θ+uφn

fn(t) dt

+

∫ θ+vφn

θ+uφn+δn

fn(t) dt+

∫ θ+vφn+δn

θ+vφn

fn(t) dt

=
5∑

j=1

Ij

avec des notations évidentes.
Pour I1, en utilisant le changement de variable

s =
t− θ

δn
,

on a

I1 =

∫ θ+δn

θ

fn(t) dt =

∫ θ+δn

θ

(
exp

{
ix ln

(
λθ+uφn(t)

λθ(t)

)
+ iy ln

(
λθ+vφn(t)

λθ(t)

)}
− 1

)
λθ(t) dt

=

∫ θ+δn

θ

(
exp

{
i(x+ y) ln

(
λ0

λ0 +
r
δn

(t− θ)

)}
− 1

)(
λ0 +

r

δn
(t− θ)

)
dt

= δn

∫ 1

0

(
exp
{
i(x+ y) ln

( λ0
λ0 + rs

)}
− 1

)
(λ0 + rs) ds = c1δn,

où c1 est une constante, et par un raisonnement similaire, on obtient I3 = c2δn et I5 = c3δn.
Pour I2, on a

I2 =

∫ θ+uφn

θ+δn

fn(t) dt =

∫ θ+uφn

θ+δn

(
exp
{
i(x+ y) ln

( λ0
λ0 + r

)}
− 1

)
(λ0 + r) dt

=

(
exp
{
i(x+ y) ln

( λ0
λ0 + r

)}
− 1

)
(λ0 + r)(uφn − δn),

et par un raisonnement similaire, on trouve

I4 =

(
exp
{
iy ln

( λ0
λ0 + r

)}
− 1

)
(λ0 + r)

(
(v − u)φn − δn

)
.

Ainsi,∫ τ

0

fn(t) dt = Cδn +

[
(v − u)

(
exp
{
iy ln

( λ0
λ0 + r

)}
− 1

)
+ u

(
exp
{
i(x+ y) ln

( λ0
λ0 + r

)}
− 1

)]
(λ0 + r)φn,
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et donc, vu que φn = 1/n, on obtient

exp

{
n

∫ τ

0

fn(t) dt

}
= exp{Cnδn} exp

{
u(λ0 + r)

(
exp
{
i(x+ y) ln

( λ0
λ0 + r

)}
− 1

)}
× exp

{
(v − u)(λ0 + r)

(
exp
{
iy ln

( λ0
λ0 + r

)}
− 1

)}
.

Comme
nδn −−−−→

n→+∞
0,

on conclut finalement que

ϕ(lnZn(u),lnZn(v))(x, y) −−−−→n→+∞
exp{ir(ux+ vy)}

× exp

{
u(λ0 + r)

(
exp
{
i(x+ y) ln

( λ0
λ0 + r

)}
− 1

)}
× exp

{
(v − u)(λ0 + r)

(
exp
{
iy ln

( λ0
λ0 + r

)}
− 1

)}
.

(1.20)

Maintenant, calculons (toujours pour v > u ≥ 0) la fonction caractéristique du vecteur
aléatoire

(
lnZ⋆

a,b(u), lnZ
⋆
a,b(v)

)
. Pour tout x, y ∈ R, on a

ϕ(lnZ⋆
a,b(u),lnZ⋆

a,b(v))
(x, y) = E exp

{
ix lnZ⋆

a,b(u) + iy lnZ⋆
a,b(v)

}
= E exp

{
ix

(
ln
(a
b

)
Y +(u) + (b− a)u

)
+ iy

(
ln
(a
b

)
Y +(v) + (b− a)v

)}
= exp{i(b− a)(ux+ vy)}E exp

{
ix ln

(a
b

)
Y +(u) + iy ln

(a
b

)
Y +(v)

}
.

Comme Y + est un processus de Poisson et v > u ≥ 0, on peut écrire

E exp
{
ix ln

(a
b

)
Y +(u) + iy ln

(a
b

)
Y +(v)

}
= E exp

{
i(x+ y) ln

(a
b

)
Y +(u)

}
E exp

{
iy ln

(a
b

)(
Y +(v)− Y +(u)

)}
= exp

{
ub

(
exp
{
i(x+ y) ln

(a
b

)}
− 1

)}
exp

{
(v − u)b

(
exp
{
iy ln

(a
b

)}
− 1

)}
.

Ainsi, on obtient

ϕ(lnZ⋆
a,b(u),lnZ⋆

a,b(v))
(x, y) = exp{i(b− a)(ux+ vy)} exp

{
ub

(
exp
{
i(x+ y) ln

(a
b

)}
− 1

)}
× exp

{
(v − u)b

(
exp
{
iy ln

(a
b

)}
− 1

)}
,

qui est, en prenant a = ψ(θ) = λ0 et b = ψ(θ)+r = λ0+r, identique au côté droit de (1.20).
Cela montre que

(
lnZn(u), lnZn(v)

)
converge en loi vers

(
lnZ⋆

λ0,λ0+r(u), lnZ
⋆
λ0,λ0+r(v)

)
, et

donc la convergence des lois bidimensionnelles de Zn vers celle de Z⋆
λ0,λ0+r est établie.
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Preuve du lemme 1.11. Nous considérons seulement le cas r > 0, le cas r < 0 se traitant
de manière similaire. Aussi, sans perte de généralité, on peut supposer que u < v.

D’après le lemme 1.5 de [68], on a

Eθ

∣∣Z1/2
n (u)− Z1/2

n (v)
∣∣2 ≤ n

∫ τ

0

(√
λθ+uφn(t)−

√
λθ+vφn(t)

)2
dt.

Comme
λθ+uφn(t) ≥ λθ+vφn(t)

et √
λθ+uφn(t)−

√
λθ+vφn(t) ≤

√
λθ+uφn(t)− λθ+vφn(t) ,

on obtient ∫ τ

0

(√
λθ+uφn(t)−

√
λθ+vφn(t)

)2
dt ≤

∫ τ

0

(
λθ+uφn(t)− λθ+vφn(t)

)
dt.

Par un simple calcul d’aire, on trouve∫ τ

0

(
λθ+uφn(t)− λθ+vφn(t)

)
dt = r(v − u)φn,

ce qui, en tenant compte de fait que φn = 1/n, implique l’inégalité (1.18) avec C = r.

Preuve du lemme 1.12. Nous considérons seulement le cas où u > 0 et r > 0 (les autres
cas peuvent être traités de manière similaire).

Comme dans la preuve du lemme 1.6, nous étudions séparément deux cas : u ≤ δn/φn

et u ≥ δn/φn. Dans le premier cas, nous avons déjà montré (cf. (1.16), dont la preuve reste
valable dans le cas rapide) que

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp

{
− r2

12(λ0 + r)

nφ2
n

δn
min{u, u2}

}
.

Par conséquent, comme nφ2
n

δn
= 1

nδn
→ +∞, pour n suffisamment grand (tel que nδn ≤ 1)

on obtient
EθZ

1/2
n (u) ≤ exp

{
− r2

12(λ0 + r)
min{u, u2}

}
.

Dans le deuxième cas (uφn ≥ δn), nous avons déjà montré (cf. (1.17), dont la preuve
reste valable dans le cas rapide) que

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp

{
− r2

12(λ0 + r)
nφnmin{u, u2}

}
.

Par conséquent, vu que φn = 1/n, on obtient de nouveau

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp

{
− r2

12(λ0 + r)
min{u, u2}

}
.

Ainsi, l’inégalité (1.19) est vérifiée avec κ = r2

12(λ0+r)
.
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Notons que nous pouvons facilement adapter les preuves des lemmes 1.10–1.12 au cas
où ψ est une fonction continue strictement positive (pas nécessairement constante) sur
[0, τ ], et donc les théorèmes 1.7 et 1.9 sont démontrés.

50



Chapitre 2

Estimation de la rupture lisse et
topologies de Skorokhod

Dans le chapitre précédent, nous avons commencé l’étude du problème d’estimation,
dans un modèle d’observations poissonniennes, de la position de ce que nous avons appelé
une rupture lisse, c’est-à-dire d’un endroit où la fonction d’intensité d’un processus de
Poisson non-homogène passe rapidement d’un niveau à un autre d’une manière continue.
Nous avons considéré l’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) et les estima-
teurs bayésiens (EB), que l’on étudie en appliquant la méthode d’analyse de rapport de
vraisemblance développée par Ibragimov et Khasminskii dans [57].

Rappelons que cette méthode consiste, dans un premier temps, à montrer que le rapport
de vraisemblance normalisé Zn (vu comme un processus sur R à valeur dans un certain
espace fonctionnel), converge faiblement vers un certain processus limite Z (dit rapport
de vraisemblance limite). Pour autant que nous le sachions, jusqu’à présent cette méthode
a toujours été appliquée soit en utilisant l’espace des fonctions continues sur R tendant
vers zéro en ±∞ muni la topologie uniforme, soit en utilisant l’espace des fonctions càdlàg
sur R tendant vers zéro en ±∞ muni de la topologie usuelle de Skorokhod. Or, dans
certaines situations (notamment, comme nous l’avons déjà vu, dans le cas rapide de notre
modèle de rupture lisse), la convergence de Zn vers Z ne peut avoir lieu sous aucune de
ces deux topologies. Nous avons donc besoin d’adapter la méthode d’analyse de rapport
de vraisemblance pour utiliser une autre topologie (plus faible que la topologie usuelle de
Skorokhod).

Rappelons également que dans son article originel [94], Skorokhod a introduit plusieurs
topologies sur l’espace des fonctions càdlàg : la topologie J1 (maintenant connue comme la
topologie usuelle de Skorokhod), mais également les topologies plus faibles M1, J2 et M2.

Nous commençons ce chapitre par une présentation dans la section 2.1 des différentes
topologies de Skorokhod (ainsi que de la topologie uniforme) pour des fonctions définies sur
un intervalle compact. Ensuite, nous verrons dans la section 2.2 comment ces topologies
peuvent s’étendre aux fonctions sur R tendant vers zéro en ±∞. Puis, nous montrerons
dans la section 2.3 que les techniques utilisées dans la méthode d’analyse de rapport de
vraisemblance peuvent s’adapter à la topologie M1. Nous développerons ensuite dans la
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section 2.4 quelques outils adaptés à l’étude de la convergence sous la topologie M1. Enfin,
dans la section 2.5, nous terminerons l’étude de notre modèle poissonnien de rupture lisse en
utilisant les résultats obtenus. Nous verrons également que ces résultats peuvent permettre,
dans certains cas, de simplifier les preuves existant pour des modèles de rupture classiques.

2.1 Convergences des fonctions càdlàg sur un intervalle
compact

Dans cette section, on présente l’espace des fonctions continues et l’espace des fonctions
càdlàg sur un intervalle compact, ainsi que les différentes topologies relatives à ces espaces.
Cette présentation est essentiellement basée sur l’article originel [94] de Skorokhod, mais
on peut également mentionner les livres [10] de Billingsley et [99] de Whitt, ainsi que
beaucoup d’autres travaux, dont, par exemple, [5, 6, 12, 80, 83]. Pour rester proche de [94],
on considère des fonctions définies sur l’intervalle [0, 1], mais les résultats se généralisent
directement à tout intervalle compact.

On introduit d’abord l’espace des fonctions continues muni de la topologie uniforme
(induite par la norme sup).

Définition 2.1. On note C ([0, 1]) l’espace des fonctions continues sur [0, 1] et on le mu-
nit de la topologie uniforme U , induite par la distance uniforme d(U), ou encore par la
norme sup ∥·∥∞ :

d(U)(f, g) = ∥f − g∥∞ = sup
u∈[0,1]

|f(u)− g(u)|, f, g ∈ C ([0, 1]).

Pour souligner la topologie utilisée, nous noterons parfois cet espace C (U)([0, 1]). De
manière générale, lorsqu’un espace X est muni d’une topologie S, nous utiliserons la
notation X (S).

Notons que l’espace C (U)([0, 1]) est polonais (il est séparable et complet sous la dis-
tance d(U)). C’est également un espace de Banach (il est complet pour la distance issue de
la norme sup).

Le module de continuité associé à la topologie U est donné par

ω
(U)
h (f) = sup

u,v∈[0,1] : |u−v|≤h

|f(u)− f(v)|

pour f ∈ C ([0, 1]) et h > 0. En particulier, la convergence dans C (U)([0, 1]) peut être
caractérisée comme suit.

Théorème 2.2. Soit fn, n ∈ N∗, et f des fonctions de C ([0, 1]). Alors, fn converge vers f
dans C (U)([0, 1]) si et seulement si :

— fn(u) converge vers f(u) pour tout u ∈ [0, 1] ;

— lim
h→0

lim
n→+∞

ω
(U)
h (fn) = 0.
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Un critère classique de convergence faible des processus à trajectoires dans C ([0, 1]) est
donné par le théorème suivant.

Théorème 2.3. Soit Yn, n ∈ N∗, et Y des processus stochastiques à trajectoires dans
C ([0, 1]). Alors, Yn converge faiblement vers Y dans C (U)([0, 1]) si et seulement si :

— les lois fini-dimensionnelles de Yn convergent vers celles de Y ;
— pour tout ε > 0, on a

lim
h→0

lim
n→+∞

P
(
ω
(U)
h (Yn) > ε

)
= 0.

Notons que la dernière condition (avec la convergence faible de Yn(0)) garantit l’équi-
tension de la famille des mesures de probabilité induites par les processus Yn, n ∈ N∗, sur
l’espace C (U)([0, 1]), et donc (avec la convergence des lois fini-dimensionnelles) la conver-
gence faible de Yn.

Un espace contenant l’espace C ([0, 1]) et permettant l’étude de la convergence des
fonctions discontinues (qui est notamment utile pour l’étude des processus admettant des
sauts comme, par exemple, les processus de Poisson) est l’espace des fonctions càdlàg.

Définition 2.4. On note D([0, 1]) l’espace des fonctions càdlàg sur [0, 1] et continues en 1.

Remarques 2.5.

1. Pour rester proche de l’article originel [94] de Skorokhod, nous utilisons ici la défi-
nition de l’espace D([0, 1]) imposant la continuité en 1 de ces éléments. Notons que
Billingsley dans [10] et Whitt dans [99] n’imposent pas cette continuité dans la défini-
tion de l’espace D([0, 1]), ce qui les oblige à rajouter des hypothèses supplémentaires
dans certains de leurs théorèmes.

2. Le fait de considérer des fonctions càdlàg (c’est-à-dire continues à droite et limitées à
gauche) revient essentiellement à considérer les fonctions qui n’ont que des disconti-
nuités de première espèce (c’est-à-dire limitées à gauche et à droite). La continuité à
droite n’est qu’une convention commode (on aurait tout aussi bien pu supposer que
les valeurs des fonctions aux points de discontinuité sont égales aux limites à gauche,
aux moyennes des deux limites, etc.).

La première idée est de munir cet espace de la topologie uniforme U . Voici un exemple
d’une suite de fonctions discontinues qui converge dans cette topologie.

Exemple 2.6. Pour n ∈ N∗, on définit la fonction fn par fn(u) =
(
1+ 1

n

)
1[ 12 ,1]

(u), u ∈ [0, 1].

Alors, fn converge dans D (U)([0, 1]) vers la fonction f(u) = 1[ 12 ,1]
(u), u ∈ [0, 1]. En effet,

d(U)(fn, f) = sup
u∈[0,1]

|fn(u)− f(u)| = 1

n
−−−−→
n→+∞

0.

Notons que les discontinuités de fn et de f dans l’exemple précédent ont lieu au même
point (à savoir en 1/2). Par ailleurs, comme le montre l’exemple suivant, si ces discontinuités
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ne se produisent pas tout à fait au même endroit, la convergence ne peut pas avoir lieu
dans D (U)([0, 1]).

Exemple 2.7. Pour n ≥ 3, on définit la fonction fn par fn(u) = 1[ 12+ 1
n
,1](u), u ∈ [0, 1].

Lorsque n augmente, la fonction fn ressemble de plus en plus à la fonction f(u) = 1[ 12 ,1]
(u),

u ∈ [0, 1]. Mais contrairement à ce que l’on pourrait attendre, fn ne converge pas vers f
dans D (U)([0, 1]). En effet,

d(U)(fn, f) = sup
u∈[0,1]

|fn(u)− f(u)| = 1.

En fait, pour que deux fonctions soient proches dans D (U)([0, 1]), il faut que leurs
« grandes » discontinuités se produisent exactement au même endroit ce qui rend la topo-
logie U trop restrictive. Pour pallier cela, Skorokhod a introduit dans [94] quatre topologies
plus faibles que la topologies uniforme.

Premièrement, pour permettre la convergence dans les cas similaires à l’exemple 2.7, on
introduit la topologie J1, dite également topologie usuelle de Skorokhod. Cette topologie
peut être définie comme la topologie induite par la distance d(J1) (dite parfois distance de
Skorokhod) définie ci-dessous.

Définition 2.8. La distance d(J1) est définie par

d(J1)(f, g) = inf

{
sup

u∈[0,1]

∣∣f(u)− g
(
λ(u)

)∣∣+ sup
u∈[0,1]

|u− λ(u)|
}
, f, g ∈ D([0, 1]),

où le inf est pris sur toutes les bijections λ continues croissantes de [0, 1] dans lui même.

Notons que Skorokhod dans [94] prend le inf sur les bijections λ continues (sans supposer
la croissance), mais les deux définitions sont équivalentes. En fait, la continuité est plutôt
équivalente à la monotonie, mais comme le inf ne peut pas être atteint pour une bijection λ
décroissante (à cause du deuxième sup dans la définition de d(J1)), les deux définitions
reviennent au même.

Intuitivement, deux fonctions seront proches s’il existe une petite « distorsion de temps »
les rendant proches au sens de la norme sup (donc, en particulier, faisant coïncider leurs
points de discontinuités).

En revenant sur l’exemple 2.7, notons que d(J1)(fn, f) = 1
n

, et donc fn converge bien
vers f dans D (J1)([0, 1]). En effet, le inf est atteint (entre autres) sur le changement de
temps linéaire par morceaux donné par λ(0) = 0, λ

(
1
2
+ 1

n

)
= 1

2
et λ(1) = 1.

On remarque que d(J1) ≤ d(U) (il suffit de prendre comme changement de temps la
fonction identité), et donc la convergence sous la topologie U implique la convergence sous
la topologie J1 (la topologie J1 est plus faible que la topologie U).

Le module de continuité associé à la topologie J1 est donné par

ω
(J1)
h (f) = sup

u,u′,u′′∈[0,1] : u−h≤u′≤u≤u′′≤u+h

min
{
|f(u)− f(u′)|, |f(u)− f(u′′)|

}
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pour f ∈ D([0, 1]) et h > 0. En particulier, la convergence dans D (J1)([0, 1]) peut être
caractérisée comme suit.

Théorème 2.9. Soit fn, n ∈ N∗, et f des fonctions de D([0, 1]). Alors, fn converge vers f
dans D (J1)([0, 1]) si et seulement si :

— fn(u) converge vers f(u) pour tout u ∈ T , où T est un sous-ensemble dense de [0, 1]
contenant 0 et 1 ;

— lim
h→0

lim
n→+∞

ω
(J1)
h (fn) = 0.

Remarque 2.10. Notons qu’en tant qu’ensemble T dans la première condition on peut
prendre l’ensemble

Tf = {u ∈ ]0, 1[ : f(u−) = f(u)} ∪ {0, 1}.
de points de continuité de f . À titre d’illustration, nous pouvons remarquer que dans
l’exemple 2.7, fn converge vers f pour tout u ∈ [0, 1], sauf pour u = 1

2
(le point de

discontinuité de f). Notons également qu’aux points de discontinuité de f , bien qu’elle ne
soit pas garantie, la convergence reste possible. En effet, si on remplace 1

2
+ 1

n
par 1

2
− 1

n

dans la définition de fn de l’exemple 2.7, on aura bien fn
(
1
2

)
→ f

(
1
2

)
.

Même si c’est sans importance pour nos considérations, notons que l’espace D([0, 1])
muni de la distance d(J1) n’est pas complet. Par contre, il devient complet (et est donc
polonais) si on le munit de la distance d(J1)0 équivalente à d(J1), dite distance de Prokhorov
et donnée par

d
(J1)
0 (f, g) = inf

{
sup

u∈[0,1]

∣∣f(u)−g(λ(u))∣∣+ sup
u,v∈[0,1] : u̸=v

∣∣∣∣ln λ(u)− λ(v)

u− v

∣∣∣∣}, f, g ∈ D([0, 1]),

où le inf est pris sur toutes les bijections λ continues croissantes de [0, 1] dans lui même.
En revanche, notons que D (J1)([0, 1]) n’est pas un espace de Banach, puisqu’on ne peut

pas le munir d’une norme (induisant la topologie J1). En effet, comme le montre l’exemple
suivant, l’addition n’est pas continue sur D (J1)([0, 1]).

Exemple 2.11. On définit les fonctions f et g, ainsi que les fonctions fn et gn pour n ≥ 3,
par fn(u) = 1[ 12− 1

n
,1](u), gn(u) = −1[ 12+ 1

n
,1](u), f(u) = 1[ 12 ,1]

(u) et g(u) = −1[ 12 ,1]
(u),

u ∈ [0, 1]. Nous avons bien la convergence de fn vers f et de gn vers g dans D (J1)([0, 1]).
Cependant, comme

fn(u) + gn(u) = 1[ 12− 1
n
, 1
2
+ 1

n ]
(u), u ∈ [0, 1],

et f + g ≡ 0, nous avons clairement d(J1)(fn + gn, f + g) = 1, et donc fn + gn ne converge
pas vers f + g dans D (J1)([0, 1]).

Néanmoins, la proposition suivante présente le cas où l’addition est continue.

Proposition 2.12. Soit f , g, fn et gn, n ∈ N∗, des fonctions de D([0, 1]). Si fn et gn
convergent respectivement vers f et g dans D (J1)([0, 1]), et si de plus f et g n’ont pas de
points de discontinuité communs, alors fn + gn converge vers f + g dans D (J1)([0, 1]).
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Notons que C ([0, 1]) est un sous ensemble fermé de D (J1)([0, 1]) : une suite de fonctions
continues ne peut pas converger dans D (J1)([0, 1]) vers une fonction discontinue. En fait,
comme le montre l’exemple suivant, la topologie J1 ne permet pas la « création » de sauts
dans la limite.

Exemple 2.13. Pour n ≥ 3, on définit la fonction fn par

fn(u) =


0, si 0 ≤ u ≤ 1

2
− 1

n
,

n
2

(
u− 1

2
+ 1

n

)
, si 1

2
− 1

n
≤ u ≤ 1

2
+ 1

n
,

1, si 1
2
+ 1

n
≤ u ≤ 1.

Lorsque n augmente, la fonction fn ressemble de plus en plus à la fonction f(u) = 1[ 12 ,1]
(u),

u ∈ [0, 1]. Mais contrairement à ce que l’on pourrait attendre, fn ne converge pas vers f dans
D (J1)([0, 1]). En effet, d(J1)(fn, f) = 1

2
, le inf étant atteint (entre autres) sur le changement

de temps donné par la fonction identité.

De la même manière, l’exemple suivant montre que J1 ne permet pas non plus la
« fusion » des sauts.

Exemple 2.14. Pour n ≥ 3, on définit la fonction fn par

fn(u) =


0, si 0 ≤ u < 1

2
− 1

n
,

1
2
, si 1

2
− 1

n
≤ u < 1

2
+ 1

n
,

1, si 1
2
+ 1

n
≤ u ≤ 1.

Lorsque n augmente, la fonction fn ressemble de plus en plus à la fonction f(u) = 1[ 12 ,1]
(u),

u ∈ [0, 1]. Mais contrairement à ce que l’on pourrait attendre, fn ne converge pas vers f dans
D (J1)([0, 1]). En effet, d(J1)(fn, f) = 1

2
, le inf étant atteint (entre autres) sur le changement

de temps donné par la fonction identité.

Notons qu’il s’agit ici de la fusion de sauts dans le même sens (de même signe). La fusion
des sauts de signes opposés n’est pas non plus permise, ce qui est (contrairement au cas
des sauts de même signe) logique. En effet, en revenant sur l’exemple 2.11, nous pouvons
constater que la fonction fn + gn qui ne converge pas vers la fonction identiquement nulle,
ne semble pas non plus ressembler à cette dernière pour n grand.

Pour permettre la convergence des fonctions dans les cas similaires aux exemples 2.13
et 2.14, on introduit la topologie M1. Cette dernière peut être définie comme la topologie
induite par une certaine distance d(M1). Afin de définir cette distance, on commence par
introduire les notions du graphe (on suit la terminologie utilisée par Skorokhod, même si
on devrait plutôt parler ici d’un « graphe continu » ou d’un « graphe connexe ») d’une
fonction de D([0, 1]), ainsi que de la représentation paramétrique de ce dernier.

Définition 2.15. Soit f une fonction de D([0, 1]). On définit le graphe de f , noté Γf ,
comme le sous ensemble fermé de [0, 1]× R donné par

Γf =
{
(u, v) ∈ [0, 1]× R ; u ∈ [0, 1], v ∈ [f(u−), f(u)]

}
.
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Ici et dans la suite, pour tout a, b ∈ R, la notation [a, b] désigne l’intervalle d’extrémités
a et b, que l’on ait a ≤ b ou l’inverse.

Maintenant, afin de définir la représentation paramétrique d’un graphe, on introduit
d’abord un ordre entre les points appartenant à un graphe d’une fonction. Soit f ∈ D([0, 1])
et (u1, v1), (u2, v2) ∈ Γf . Nous dirons que (u1, v1) ≤ (u2, v2) si soit on a u1 < u2, soit on a
u1 = u2 et |f(u1−)− v1| ≤ |f(u1−)− v2|.

Définition 2.16. Soit f une fonction de D([0, 1]) et Γf son graphe. Une représentation
paramétrique de Γf est donnée par un couple de fonctions continues (t, y) définies sur [0, 1],
telles que pour tout (u, v) ∈ Γf , il existe s ∈ [0, 1] vérifiant u = t(s) et v = y(s), et que
l’application s 7→

(
t(s), y(s)

)
est croissante dans le sens de l’ordre introduit ci-dessus, i.e.,

si s ≤ s′, alors
(
t(s), y(s)

)
≤
(
t(s′), y(s′)

)
.

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour définir une distance induisant la to-
pologie M1. Pour rester fidèle à l’article originel de Skorokhod, nous munissons R2, de la
distance de Manhattan

d1
(
(u1, v1), (u2, v2)

)
= |u1 − u2|+ |v1 − v2|, (u1, v1), (u2, v2) ∈ R2,

mais on obtiendrait la même topologie en le munissant de la distance euclidienne (ou de
n’importe quelle autre distance équivalente à d1).

Définition 2.17. La topologie M1 est la topologie induite par la distance d(M1) définie par

d(M1)(f, g) = inf sup
s∈[0,1]

d1

((
t1(s), y1(s)

)
;
(
t2(s), y2(s)

))
, f, g ∈ D([0, 1]),

où le inf est pris sur toutes les représentations paramétriques (t1, y1) de Γf et (t2, y2) de Γg.

Intuitivement, deux fonctions seront proches dans D (M1)([0, 1]) si on peut parcourir
simultanément leurs graphes en restant proches (dans [0, 1]× R).

Contrairement à la topologie J1, la topologie M1 permet la « création » de sauts dans
la limite. En particulier, une fonction continue peut bien converger vers une fonction dis-
continue dans cette topologie (et qui sera utile pour nous dans l’étude de notre modèle de
rupture lisse dans le cas rapide). En revenant sur l’exemple 2.13, il n’est pas difficile de voir
que d(M1)(fn, f) =

1
n

, et donc fn converge bien vers f dans D (M1)([0, 1]). La topologie M1

permet aussi la « fusion » des sauts qui sont dans le même sens comme dans l’exemple 2.14,
où nous pouvons encore voir que d(M1)(fn, f) =

1
n

.
Le module de continuité associé à la topologie M1 est donné par

ω
(M1)
h (f) = sup

u,u′,u′′∈[0,1] : u−h≤u′≤u≤u′′≤u+h

d
(
f(u); [f(u′), f(u′′)]

)
pour f ∈ D([0, 1]) et h > 0. Ici et dans la suite, pour a, b, c ∈ R, la notation d(c; [a, b])
désigne la distance entre c et [a, b], c’est-à-dire

d(c; [a, b]) = inf
x∈[a,b]

|c− x| =

{
0, si c ∈ [a, b],

min{|c− a|, |c− b|}, sinon.
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En particulier, la convergence dans D (M1)([0, 1]) peut être caractérisée comme suit.

Théorème 2.18. Soit fn, n ∈ N∗, et f des fonctions de D([0, 1]). Alors, fn converge
vers f dans D (M1)([0, 1]) si et seulement si :

— fn(u) converge vers f(u) pour tout u ∈ T , où T est un sous-ensemble dense de [0, 1]
contenant 0 et 1 ;

— lim
h→0

lim
n→+∞

ω
(M1)
h (fn) = 0.

Notons que comme pour le cas de la topologie J1, en tant qu’ensemble T on peut
prendre l’ensemble Tf des points de continuité de f .

Remarquons que la topologie M1 est plus faible que la topologie J1. En effet, comme

d
(
f(u); [f(u′), f(u′′)]

)
≤ min

{
|f(u)− f(u′)|, |f(u)− f(u′′)|

}
pour tout f ∈ D([0, 1]) et u, u′, u′′ ∈ [0, 1], on obtient ω(M1)

h (f) ≤ ω
(J1)
h (f) pour tout h > 0.

Remarquons également que si f est une fonction monotone, on a ω(M1)
h (f) = 0, pour

tout h > 0. En effet, dans ce cas, pour u′ ≤ u ≤ u′′, nous avons f(u) ∈ [f(u′), f(u′′)], et
donc d

(
f(u); [f(u′), f(u′′)]

)
= 0.

À l’image du cas de la topologie J1, l’espace D (M1)([0, 1]) est polonais (bien qu’il ne soit
pas complet sous de distance d(M1)), mais n’est pas un espace de Banach, car l’exemple 2.11
de non-continuité de l’addition est toujours d’actualité ! Néanmoins, la proposition suivante
présente le cas où l’addition est continue.

Proposition 2.19. Soit f , g, fn et gn, n ∈ N∗, des fonctions de D([0, 1]). Si fn et gn
convergent respectivement vers f et g dans D (M1)([0, 1]), et si de plus f et g n’ont pas des
points de discontinuité communs correspondant à des sauts de signes opposés, alors fn+gn
converge vers f + g dans D (M1)([0, 1]).

Même si nous allons pas nous en servir, pour des raisons de complétude, nous rap-
pelons brièvement les deux autres topologies (J2 et M2) introduites par Skorokhod sur
l’espace D([0, 1]).

La topologie J2 est un affaiblissement de la topologie J1, obtenue en remplaçant le inf
sur les bijections continues croissantes dans la définition de la distance d(J1) par un inf
sur toutes les bijections. Plus précisément, on définit la topologie J2 comme la topologie
induite par la distance

d(J2)(f, g) = inf

{
sup

u∈[0,1]

∣∣f(u)− g
(
λ(u)

)∣∣+ sup
u∈[0,1]

|u− λ(u)|
}
, f, g ∈ D([0, 1]),

où le inf est pris sur toutes les bijections λ de [0, 1] dans lui même.
Voici un exemple d’une suite de fonction qui converge dans D (J2)([0, 1]), mais pas

dans D (J1)([0, 1]).
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Exemple 2.20. Pour n ≥ 3, on définit la fonction fn par

fn(u) =


0, si 0 ≤ u < 1

2
− 1

n
,

1, si 1
2
− 1

n
≤ u < 1

2
,

0, si 1
2
≤ u < 1

2
+ 1

n
,

1, si 1
2
+ 1

n
≤ u ≤ 1.

Alors, fn converge vers la fonction f(u) = 1[ 12 ,1]
(u), u ∈ [0, 1], dans D (J2)([0, 1]), car il

n’est pas difficile de voir que d(J2)(fn, f) = 1
n

. En même temps, nous avons clairement
d(J1)(fn, f) = 1, et donc fn ne converge pas vers f dans D (J1)([0, 1]).

La convergence dans D (J2)([0, 1]) peut être caractérisée par un théorème similaire aux
théorèmes 2.9 et 2.18 en utilisant un module de continuité adapté. Un tel module de
continuité peut être défini de la même manière que le module de continuité ω(J1)

h associé à
la topologie J1, à ceci près que le sup est maintenant pris sur u ∈ [0, 1], u′ ∈ [uh, uh+h/2],
u′′ ∈ [u∗h − h/2, u∗h], où uh = max{0, u − h} et u∗h = min{1, u + h}. Pour comparaison,
remarquons que dans le module de continuité ω(J1)

h , le sup est en fait pris sur u ∈ [0, 1],
u′ ∈ [uh, u], u′′ ∈ [u, u∗h].

La topologie M2, quant à elle, est un affaiblissement de la topologie M1, obtenue en
considérant la distance de Hausdorff entre les graphes (plutôt qu’en comparant leurs repré-
sentations paramétriques). Plus précisément, on définit la topologie M2 comme la topologie
induite par la distance

d(M2)(f, g) =

{
sup

(u1,v1)∈Γf

d1
(
(u1, v1); Γg

)}
∨

{
sup

(u2,v2)∈Γg

d1
(
(u2, v2); Γf

)}
, f, g ∈ D([0, 1]).

Ici, pour a ∈ R2 et A ⊂ R2, la notation d1(a;A) désigne la distance de Manhattan entre le
point a et l’ensemble A, c’est-à-dire

d1(a;A) = inf
x∈A

d1(a;x).

Voici un exemple d’une suite de fonction qui converge dans D (M2)([0, 1]), mais pas
dans D (M1)([0, 1]).

Exemple 2.21. Pour n ≥ 7, on définit la fonction fn par

fn(u) =



0, si 0 ≤ u ≤ 1
2
− 3

n
,

n
2

(
u− 1

2
+ 3

n

)
, si 1

2
− 3

n
≤ u ≤ 1

2
− 1

n
,

1− n
2

(
u− 1

2
+ 1

n

)
, si 1

2
− 1

n
≤ u ≤ 1

2
+ 1

n
,

n
2

(
u− 1

2
− 1

n

)
, si 1

2
+ 1

n
≤ u ≤ 1

2
+ 3

n
,

1, si 1
2
+ 3

n
≤ u ≤ 1.

Alors, fn converge vers la fonction f(u) = 1[ 12 ,1]
(u), u ∈ [0, 1], dans D (M2)([0, 1]), car

nous avons clairement d(M2)(fn, f) =
3
n

. En même temps, il n’est pas difficile de voir que
d(M1)(fn, f) =

1
2
+ 1

n
, et donc fn ne converge pas vers f dans D (M1)([0, 1]).
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La convergence dans D (M2)([0, 1]) peut être caractérisée par un théorème similaire aux
théorèmes 2.9 et 2.18 en utilisant un module de continuité adapté. Un tel module de
continuité peut être défini de la même manière que le module de continuité ω(M1)

h associé à
la topologieM1, à ceci près qu’ici le sup est maintenant pris sur u ∈ [0, 1], u′ ∈ [uh, uh+h/2],
u′′ ∈ [u∗h − h/2, u∗h], avec uh et u∗h définis comme précédemment. Pour comparaison, re-
marquons que dans le module de continuité ω(M1)

h , le sup est en fait pris sur u ∈ [0, 1],
u′ ∈ [uh, u], u′′ ∈ [u, u∗h].

Notons que les topologies de Skorokhod sont ordonnées comme suit :

J1 ⇒ J2 ⇒M2 et J1 ⇒M1 ⇒M2,

où la notation S ⇒ T désigne le fait qu’une topologie T est plus faible qu’une autre
topologie S. Notons également que toutes ces « implications » sont strictes (nous avons
déjà vu les exemples correspondants, sauf pour J2 ⇒ M2, pour laquelle on peut utiliser
l’exemple 2.21), et que les topologies M1 et J2 ne sont pas comparables. En effet, dans
l’exemple 2.13, fn converge vers f sous M1, mais pas sous J2, et dans l’exemple 2.20,
fn converge vers f sous J2, mais pas sous M1.

Afin de mieux comprendre la nature de la convergences dans chacune des quatre to-
pologies de Skorokhod, ainsi que les différences entre elles, citons d’abord la proposition
suivante.

Proposition 2.22. Soit S une des quatre topologies de Skorokhod (J1, J2, M1 ou M2), et
soit f , g, fn et gn, n ∈ N∗, des fonctions de D([0, 1]).

1. Si fn converge vers f dans D (S)([0, 1]), alors fn(u) converge vers f(u) pour tout u
point de continuité de f . Pour les points de discontinuité de f , cette convergence n’est
pas forcément garantie.

2. Si fn converge dans D (S)([0, 1]) vers une limite f ∈ C ([0, 1]), alors fn converge vers f
dans D (U)([0, 1]).

En fait, cette proposition montre que pour toutes les topologies de Skorokhod, la conver-
gence de fn vers f est uniforme « en dehors des points de discontinuité » de f . La différence
entre les quatre topologies de Skorokhod, ainsi que la topologie uniforme sur D([0, 1]), se
joue donc au voisinage des points de discontinuité de f ou, plus précisément, dans la ma-
nière dont fn (pour n grand) peut passer d’environ f(u0−) à environ f(u0) au voisinage
d’un point de discontinuité u0 de f . Plus précisément :

1. pour la topologie uniforme U , ce passage doit se faire en un seul saut situé exactement
en u0 ;

2. pour la topologie usuelle de Skorokhod J1, ce passage doit également se faire en un
seul saut, mais qui peut être situé dans un petit voisinage de u0 ;

3. pour la topologie J2, la fonction fn a droit de faire plusieurs sauts entre envi-
ron f(u0−) et environ f(u0) dans un petit voisinage de u0 ;
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4. pour la topologieM1, la fonction fn peut passer d’environ f(u0−) à environ f(u0) « en
prenant des valeurs intermédiaires » (plus précisément, en restant toujours proche
de [f(u0−), f(u0)]) et en avançant « presque tout le temps » (il peut y avoir des
retours, mais ils doivent être petits) ;

5. pour la topologie M2 aussi, la fonction fn peut passer d’environ f(u0−) à envi-
ron f(u0) « en prenant des valeurs intermédiaires », mais maintenant elle a droit de
faire des allers-retours (les retours ne doivent pas forcément être petits).

Notons également que chacune des quatre topologies de Skorokhod peut être décrite
comme la topologie minimale pour laquelle certaines familles de fonctionnelles sont conti-
nues, ce qui permet de mieux comprendre la portée de chacune de ces topologies. Pour
cela, nous définissons les fonctionnelles suivantes.

Définition 2.23. Soient f ∈ D([0, 1]), [u′, u′′] ⊂ [0, 1] (avec u′ ̸= u′′) et [a, b] ⊂ R. On
note ν [a,b][u′,u′′](f) le nombre des fois que f « traverse » la bande [a, b] sur l’intervalle [u′, u′′].

Plus précisément, en supposant que a ≤ b, on a ν
[a,b]
[u′,u′′](f) = k s’il existe k + 1 points

u0 < u1 < · · · < uk de [u′, u′′] vérifiant soit f(u0) ≤ a, f(u1) ≥ b, f(u2) ≤ a, . . . , soit
f(u0) ≥ b, f(u1) ≤ a, f(u2) ≥ b, . . . , et s’il est impossible de trouver k + 2 tels points.

Définition 2.24. Soient f ∈ D([0, 1]), [u′, u′′] ⊂ [0, 1] (avec u′ ̸= u′′) et a ∈ R. On
note γ+[u′,u′′],a(f) le premier « excès » de f au dessus du niveau a sur l’intervalle [u′, u′′].
Plus précisément, en supposant que u′ < u′′, on pose

γ+[u′,u′′],a(f) = γ+[0,1],a(f̄),

où

f̄(t) =


f(u′), si u < u′,

f(u), si u′ ≤ u ≤ u′′,

f(u′′−), si u > u′′,

γ+[0,1],a(f) =

{
f(τa(f))− a, si τa(f) < 1,

−1, si τa(f) = 1,

et

τa(f) =

{
inf{u : f(u) ≥ a}, si {u : f(u) ≥ a} ≠ ∅,
1, si {u : f(u) ≥ a} = ∅.

Maintenant nous pouvons formuler la proposition suivante qui décrit les quatre topo-
logie de Skorokhod en utilisant ces fonctionnelles.

Proposition 2.25. Soient fn, n ∈ N∗, et f des fonctions de D([0, 1]). On note Tf l’en-
semble des points de continuité de f . Alors :

1. la fonction fn converge vers f dans D (M2)([0, 1]) si et seulement si supu∈[u′,u′′] fn(u)
converge vers supu∈[u′,u′′] f(u) et infu∈[u′,u′′] fn(u) converge vers infu∈[u′,u′′] f(u) pour
tout u′, u′′ ∈ Tf (avec u′ ̸= u′′) ;
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2. la fonction fn converge vers f dans D (M1)([0, 1]) si et seulement si ν [a,b][u′,u′′](fn) converge

vers ν [a,b][u′,u′′](f) pour tout u′, u′′ ∈ Tf (avec u′ ̸= u′′) et pour presque tout a, b ∈ R ;

3. la fonction fn converge vers f dans D (J2)([0, 1]) si et seulement si γ+[u′,u′′],a(fn) con-
verge vers γ+[u′,u′′],a(f) pour tout u′, u′′ ∈ Tf (avec u′ ̸= u′′) et pour presque tout a ∈ R ;

4. la fonction fn converge vers f dans D (J1)([0, 1]) si et seulement si ν [a,b][u′,u′′](fn) converge

vers ν [a,b][u′,u′′](f) et γ+[u′,u′′],a(fn) converge vers γ+[u′,u′′],a(f) pour tout u′, u′′ ∈ Tf (avec
u′ ̸= u′′) et pour presque tout a, b ∈ R.

Comme corollaire évident de cette proposition notons que la convergence sous la topo-
logie J1 est équivalente à la convergence simultanée sous les topologies J2 et M1.

Nous énonçons enfin le résultat principal de cette section, qui est un critère de conver-
gence faible des processus stochastiques à trajectoires dans D([0, 1]) sous les différentes
topologies de Skorokhod.

Théorème 2.26. Soit S une des quatre topologies de Skorokhod (J1, J2, M1 ou M2), et
soient Yn, n ∈ N∗, et Y des processus stochastiques à trajectoires dans D([0, 1]). Alors,
Yn converge faiblement vers Y dans D (S)([0, 1]) si et seulement si :

— les lois fini-dimensionnelles de Yn convergent vers celles de Y sur un sous-ensemble
dense T de [0, 1] contenant 0 et 1 ;

— pour tout ε > 0, on a
lim
h→0

lim
n→+∞

P
(
ω
(S)
h (Yn) > ε

)
= 0.

Notons qu’en présence de la convergence des lois fini-dimensionnelles de Yn vers Y ,
la deuxième condition implique que la famille des mesures de probabilité induites par les
processus Yn, n ∈ N∗, sur l’espace D (S)([0, 1]) est tendue, et garantit donc la convergence
faible de Yn vers Y dans cet espace. Notons également qu’en tant qu’ensemble T dans la
première condition on peut prendre l’ensemble

TY =
{
u ∈ ]0, 1[ : P

(
Y (u−) ̸= Y (u)

)
= 0
}
∪ {0, 1}.

Remarque 2.27. Rappelons que la convergence faible des processus implique la conver-
gence en loi des fonctionnelles continues. Par exemple, si Yn converge faiblement vers Y
dans une des quatre topologies de Skorokhod, alors supu∈[0,1] Yn(u) converge en loi vers
supu∈[0,1] Y (u). En fait, plus généralement, pour avoir la convergence en loi, il suffit que la
fonctionnelle soit continue presque partout par rapport à la mesure induite par le processus
limite. Nous pouvons donc affirmer, par exemple, la convergence en loi de supu∈[u′,u′′] Yn(u)
vers supu∈[u′,u′′] Y (u) si on sait que Yn converge faiblement vers Y dans une des quatre
topologies de Skorokhod et que u′, u′′ ∈ TY .

Nous finissons cette section par une discussion sur le choix, parmi les topologies de
Skorokhod, de celle que nous utiliserons afin de terminer l’étude de notre problème d’esti-
mation de la position d’une rupture lisse (plus précisément, afin d’étudier l’estimateur du
maximum de vraisemblance dans le cas rapide).
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Rappelons que nous utilisons la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance qui
consiste à montrer d’abord que le rapport de vraisemblance normalisé Zn converge faible-
ment vers un certain processus limite Z. Bien évidement, cette convergence doit avoir lieu
dans un certain espace fonctionnel muni d’une certaine topologie. Dans les différents cas
traités dans la littérature (pour autant que nous le sachions), cette convergence a lieu soit
sous la topologie uniforme U (dans le cas où Zn et Z sont à trajectoires continues), soit
sous la topologie usuelle de Skorokhod J1 (dans le cas où Zn et Z sont à trajectoires càdlàg
et celles de Zn admettent des discontinuités).

Cependant, nous avons déjà montré dans le chapitre précédent que dans le cas rapide
de notre modèle les trajectoires de Zn sont continues, et celles de sa limite potentielle Z
sont discontinues. Ainsi, la convergence de Zn vers Z n’est pas possible ni sous la topolo-
gie J1 (qui, comme on l’a vu, ne permet pas la création des sauts dans la limite), ni, bien
évidemment, sous la topologie U .

Ainsi, nous avons besoin d’une topologie (plus faible que J1) sous laquelle une suite
des fonctions continues fn peut converger vers une limite discontinue f . En même temps,
pour qu’on puisse terminer l’étude de l’estimateur du maximum de vraisemblance, cette
topologie doit assurer la convergence de supu fn(u) vers le supu f(u) (la fonctionnelle « sup »
doit être continue pour cette topologie).

Ces deux propriétés sont garanties par les topologies M1 et M2 de Skorokhod. Nous
avons fait le choix d’utiliser la topologie M1, puisque d’une part la topologie M1 est plus
forte que la topologie M2, et d’autre part le module de continuité de M1 est plus simple
que celui de M2.

Enfin, rappelons qu’afin de rester fidèle à l’article originel [94] de Skorokhod ainsi qu’aux
livres [10] de Billingsley et [99] de Whitt, nous avons considéré dans cette section des
fonctions définies sur l’intervalle [0, 1], tout en sachant que tout ces résultats restent vrais
en considérant des fonctions définies sur un intervalle [a, b] quelconque. Cependant, les
rapports de vraisemblance normalisés Zn et leurs limites Z sont des processus stochastiques
sur R. Nous avons donc besoin d’étendre ces résultats aux fonctions définies sur R. Cette
extension est possible grâce au fait que les trajectoires de Zn et de Z ont la propriété d’être
nulle en ±∞ et sera présente dans la section suivante.

2.2 La topologie M1 sur l’espace des fonctions càdlàg
sur R nulles en ±∞

Dans cette section, on présente une extension des résultats sur la convergence faible
des processus sur un intervalle compact au cas des processus sur tout R. Cette extension
est nécessaire pour la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance développée par
Ibragimov et Khasminskii dans [57]. En effet, pour un modèle paramétrique où on observe
X(n) de loi P

(n)
θ dépendant d’un paramètre inconnu (à estimer) θ ∈ Θ = (α, β), cette
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méthode consiste à étudier le rapport de vraisemblance normalisé

Zn(u) = Z(θ)
n (u) =

dP
(n)
θ+uφn

(
X(n)

)
dP

(n)
θ

, u ∈ Un,

où Un = ]φ−1
n (α − θ), φ−1

n (β − θ)[ et φn est une suite décroissante vers 0, dite vitesse de
normalisation de la vraisemblance. Une étape clé dans la méthode d’analyse de rapport de
vraisemblance est la convergence faible (moyennant le bon choix de φn) de Zn, n ∈ N∗,
vers un certain processus limite Z = Z(θ) (non identiquement égal à 1), dit rapport de
vraisemblance limite. Notons que, comme Un ↑ R, le rapport de vraisemblance limite doit
être défini sur tout R. Par conséquent, les rapports de vraisemblance normalisés Zn, n ∈ N∗,
ont aussi besoin d’être prolongés sur R. Comme les valeurs de u telles que |u| est grand
correspondent aux valeurs de paramètre θ + uφn éloignées de la vraie valeur θ, il est
naturel que Zn(u) soit petit pour ces valeurs de u. On étend donc le processus Zn sur R en
prolongeant ses trajectoires de sorte qu’elles décroissent vers 0 lorsque u s’éloigne de Un (en
les gardant continues ou càdlàg selon les cas), et on travaille soit dans l’espace des fonctions
continues sur R nulles en ±∞, soit dans l’espace des fonctions càdlàg sur R nulles en ±∞.
Notons également que cette propriété d’être nulle en ±∞ permet, grosso modo, de « rester »
dans le cadre des fonctions définies sur un compact (une compactification de R) et étendre
ainsi les résultats de la section précédente : si dans le cas d’un intervalle compact [a, b],
nous avions supposé la continuité aux bords (en a et en b), ici nous supposons encore la
continuité aux bords (en −∞ et en +∞), mais en fixant les valeurs (en −∞ et en +∞)
à 0 en plus.

Nous commençons par l’espace C (U)
0 (R) introduit par Ibragimov et Khasminskii pour

traiter les cas où les rapports de vraisemblance normalisés et le rapport de vraisemblance
limite sont des processus à trajectoires continues (comme, par exemple, dans les modèles
réguliers ou dans les modèles avec des singularités de type cusp).

Définition 2.28. On note C0(R) l’espace des fonctions continues sur R tendant vers zéro
en ±∞ et on le munit de la topologie uniforme U , induite par la distance uniforme d(U),
ou encore par la norme sup ∥·∥∞ :

d(U)(f, g) = ∥f − g∥∞ = sup
u∈R

|f(u)− g(u)|, f, g ∈ C0(R).

Le module de continuité associé à la topologie U est donné par

∆
(U)
h (f) = sup

u,v∈R : |u−v|≤h

|f(u)− f(v)|+ sup
|u|>1/h

|f(u)|

pour f ∈ C0(R) et h > 0. En particulier, la convergence dans C (U)
0 (R) peut être caractérisée

par un théorème similaire au théorème 2.2.
Un critère de convergence faible des processus à trajectoires dans C (U)

0 (R) est donné
par le théorème suivant.

Théorème 2.29. Soient Yn, n ∈ N∗, et Y des processus stochastiques à trajectoires dans
C0(R). Alors, Yn converge faiblement vers Y dans C (U)

0 (R) si et seulement si :
— les lois fini-dimensionnelles de Yn convergent vers celles de Y ;
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— pour tout ε > 0, on a

lim
h→0

lim
n→+∞

P
(
∆

(U)
h (Yn) > ε

)
= 0.

Nous rappelons maintenant l’espace D (J1)
0 (R) introduit par Ibragimov et Khasminskii

pour traiter les cas où les rapports de vraisemblance normalisés sont discontinus (comme,
par exemple, dans les modèles de rupture).

Définition 2.30. On note D0(R) l’espace des fonctions càdlàg sur R tendant vers zéro
en ±∞ et on le munit de la topologie J1 induite par la distance

d(J1)(f, g) = inf

{
sup
u∈R

∣∣f(u)− g
(
λ(u)

)∣∣+ sup
u∈R

|u− λ(u)|
}
, f, g ∈ D0(R),

où le inf est pris sur toutes les bijections λ continues croissantes de R dans lui même.

Le module de continuité associé à la topologie J1 est donné par

∆
(J1)
h (f) = sup

u,u′,u′′∈R : u−h≤u′≤u≤u′′≤u+h
min

{
|f(u)− f(u′)|, |f(u)− f(u′′)|

}
+ sup

|u|>1/h

|f(u)|

pour f ∈ D0(R) et h > 0. En particulier, la convergence dans D (J1)
0 (R) peut être caractérisée

par un théorème similaire au théorème 2.9.
Un critère de convergence faible des processus à trajectoires dans D (J1)

0 (R) est donné
par le théorème suivant.

Théorème 2.31. Soient Yn, n ∈ N∗, et Y des processus stochastiques à trajectoires dans
D0(R). Alors, Yn converge faiblement vers Y dans D (J1)

0 (R) si et seulement si :
— les lois fini-dimensionnelles de Yn convergent vers celles de Y sur un sous-ensemble

dense T de R ;
— pour tout ε > 0, on a

lim
h→0

lim
n→+∞

P
(
∆

(J1)
h (Yn) > ε

)
= 0.

Comme nous l’avons déjà mentionné, pour autant que nous le sachions, jusqu’à présent
la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance n’a été appliquée qu’en utilisant soit
l’espace C (U)

0 (R), soit l’espace D (J1)
0 (R). L’espace C (U)

0 (R) a été utilisé, par exemple, pour
les modèles i.i.d. par Ibragimov et Khasminskii dans le cas régulier et dans le cas des
singularités de type cusp (cf. [51, 53, 54, 56, 57]), et pour les modèles poissonniens par
Kutoyants dans le cas régulier (cf., par exemple, [63,65,66,68]), ainsi que par Dachian dans
le cas des singularités de type cusp (cf. [30]). Quant à l’espace D (J1)

0 (R), il a été utilisé, par
exemple, pour les modèles de rupture i.i.d. par Ibragimov et Khasminskii (cf. [51, 52, 57]),
et pour les modèles de rupture poissonniens par Kutoyants (cf. [64,66,68]). Notons que ces
espaces ont également été utilisés pour une multitude d’autres modèles d’observations.
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Cependant, nous ne pouvons utiliser aucun de ces deux espace pour l’étude de notre
modèle de rupture lisse dans le cas rapide. En effet, rappelons que dans ce cas Zn est à
trajectoires continues et que Z est a trajectoires discontinues ; la convergence de Zn vers Z
ne peut donc avoir lieu ni dans D (J1)

0 (R), ni dans C (U)
0 (R). Afin de pallier ce problème,

nous munissons l’espace D0(R) de la topologie M1 qui permet la convergence des fonctions
continues vers des limites discontinues.

Comme dans le cas des fonctions définies sur un intervalle compact considéré dans
la section précédente, afin de définir cette topologie, nous avons besoin des notions d’un
graphe d’une fonction de D0(R) et de sa représentation paramétrique, qui se définissent de
manière complètement analogue.

Définition 2.32. Soit f une fonction de D0(R).
1. Le graphe de f , noté Γf , est le sous ensemble fermé de R2 donné par

Γf =
{
(u, v) ∈ R2 ; u ∈ R, v ∈ [f(u−), f(u)]

}
.

2. Soit (u1, v1), (u2, v2) ∈ Γf . Nous dirons que (u1, v1) ≤ (u2, v2) si soit on a u1 < u2,
soit on a u1 = u2 et |f(u1−)− v1| ≤ |f(u1−)− v2|.

3. Une représentation paramétrique de Γf est donnée par un couple de fonctions conti-
nues (t, y) définies sur R, telles que pour tout (u, v) ∈ Γf , il existe s ∈ R vérifiant
u = t(s) et v = y(s), et que l’application s 7→

(
t(s), y(s)

)
est croissante dans le sens

de l’ordre introduit ci-dessus, i.e., si s ≤ s′, alors
(
t(s), y(s)

)
≤
(
t(s′), y(s′)

)
.

Nous pouvons maintenant définir la topologie M1 sur D0(R).

Définition 2.33. La topologie M1 sur D0(R) est la topologie induite par la distance d(M1)

définie par

d(M1)(f, g) = inf sup
s∈R

d1

((
t1(s), y1(s)

)
;
(
t2(s), y2(s)

))
, f, g ∈ D0(R),

où le inf est pris sur toutes représentations paramétriques (t1, y1) de Γf et (t2, y2) de Γg.

Le module de continuité associé à la topologie M1 est donné par

∆
(M1)
h (f) = sup

u,u′,u′′∈R : u−h≤u′≤u≤u′′≤u+h
d
(
f(u); [f(u′), f(u′′)]

)
+ sup

|u|>1/h

|f(u)|

pour f ∈ D0(R) et h > 0. En particulier, la convergence dans D (M1)
0 (R) peut être caracté-

risée par un théorème similaire au théorème 2.18.
Un critère de convergence faible des processus à trajectoires dans D (M1)

0 (R) est donné
par le théorème suivant.

Théorème 2.34. Soient Yn, n ∈ N∗, et Y des processus stochastiques à trajectoires dans
D0(R). Alors, Yn converge faiblement vers Y dans D (M1)

0 (R) si et seulement si :
— les lois fini-dimensionnelles de Yn convergent vers celles de Y sur un sous-ensemble

dense T de R ;
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— pour tout ε > 0, on a

lim
h→0

lim
n→+∞

P
(
∆

(M1)
h (Yn) > ε

)
= 0.

Notons que, comme dans le cas des processus sur un intervalle compact (et comme,
d’ailleurs, pour les deux théorèmes précédents), en présence de la convergence des lois fini-
dimensionnelles de Yn vers Y , la deuxième condition implique que la famille des mesures
de probabilité induites par les processus Yn, n ∈ N∗, sur l’espace D (M1)

0 (R) est tendue, et
garantit donc la convergence faible de Yn vers Y dans cet espace.

Notons également qu’en tant qu’ensemble T dans la première condition (ici, comme
dans le théorème précédent) on peut prendre l’ensemble

TY =
{
u ∈ R : P

(
Y (u−) ̸= Y (u)

)
= 0
}
.

Notons finalement que la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance permet souvent
d’obtenir les propriétés des estimateurs uniformément par rapport à θ ∈ K, où K est un
sous-ensemble compact (arbitraire) de Θ. Pour cela, la convergence faible de Zn = Z

(θ)
n

vers Z = Z(θ) doit être obtenue uniformément par rapport à θ ∈ K, et nous avons donc
besoin des « versions uniformes » des critères de convergence faible donnés ci-dessus. Pour
le cas de l’espace D (M1)

0 (R) une telle version peut être énoncée comme suit.

Théorème 2.35. Soit Σ un ensemble, et soient Y (ς)
n et Y (ς), n ∈ N∗ et ς ∈ Σ, des processus

stochastiques à trajectoires dans D0(R). On suppose que :

— les lois fini-dimensionnelles de Y (ς)
n convergent vers celles de Y (ς) uniformément par

rapport à ς ∈ Σ ;
— pour tout ε > 0, on a

lim
h→0

lim
n→+∞

sup
ς∈K

P
(
∆

(M1)
h

(
Y (ς)
n

)
> ε
)
= 0.

Alors, Y (ς)
n converge faiblement vers Y (ς) dans D (M1)

0 (R) uniformément par rapport à ς ∈ Σ.

2.3 Méthode d’analyse de rapport de vraisemblance et
l’espace D

(M1)
0 (R)

Dans cette section, nous montrons comment les techniques utilisées dans la méthode
d’analyse de rapport de vraisemblance dans le cas de l’espace D (J1)

0 (R) s’adaptent au cas
de l’espace D (M1)

0 (R).
On se place toujours dans le cadre (décrit au début de la section précédente) d’un modèle

paramétrique avec le rapport de vraisemblance normalisé Zn = Z
(θ)
n . Pour montrer que Zn

converge faiblement vers un rapport de vraisemblance limite Z = Z(θ) dans un des espaces
fonctionnels décrits dans la section précédente, nous avons besoin, en particulier, de vérifier
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la deuxième condition (celle sur les modules de continuité) du critère de convergence faible
correspondant. Dans le cadre de l’espace D (J1)

0 (R), cette condition est vérifiée en contrôlant
d’une part les « modules de continuité restreints » aux intervalles de longueur 1, et d’autre
part les queues de Zn (cf. la section 5.3 de Ibragimov et Khasminskii [57]). Le théorème
suivant montre que cette technique est également valable dans le cadre de l’espace D (M1)

0 (R).
Avant de l’énoncer, rappelons que le module de continuité associé à la topologie M1 est
donné (en récrivant le sup un peu différemment) par

∆
(M1)
h (f) = sup

u∈R
sup

u−h≤u′≤u≤u′′≤u+h
d
(
f(u); [f(u′), f(u′′)]

)
+ sup

|u|>1/h

|f(u)| (2.1)

pour f ∈ D0(R) et h > 0. Introduisons également le module de continuité restreint à un
intervalle [A,B] ⊂ R défini par

∆
(M1)
h (f ; [A,B]) = sup

u∈[A,B]

sup
u−h≤u′≤u≤u′′≤u+h

d
(
f(u); [f(u′), f(u′′)]

)
pour f ∈ D0(R) et h > 0.

Théorème 2.36. Soit un compact K ⊂ Θ. On suppose que :
(A) il existe γ > 0 tel que pour tout h > 0, n ∈ N∗, l ∈ Z et θ ∈ K, on a

Pθ

(
∆

(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
> hγ

)
≤ B(l)hγ, (2.2)

où B(·) est une fonction de croissance (au plus) polynomiale ;
(B) il existe κ > 0 tel que

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp{−κ |u|} (2.3)

pour tout n ∈ N∗, u ∈ R et θ ∈ K.
Alors :
(i) il existe b, C > 0 tels que pour tout n ∈ N∗, l ∈ Z et θ ∈ K, on a

Pθ

(
sup

l≤u≤l+1
Zn(u) > exp{−b |l|}

)
≤ C exp{−b |l|} ; (2.4)

(ii) il existe b, C > 0 tels que pour tout n ∈ N∗, A ∈ N et θ ∈ K, on a

Pθ

(
sup
|u|>A

Zn(u) > exp{−bA}
)

≤ C exp{−bA} ; (2.5)

(iii) pour tout ε > 0, on a

lim
h→0

lim
n→+∞

sup
θ∈K

Pθ

(
∆

(M1)
h (Zn) > ε

)
= 0.
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Avant de démontrer ce théorème, notons qu’en présence de la convergence (uniforme
par rapport à θ ∈ K) des lois fini-dimensionnelles de Zn vers Z, l’affirmation (iii) permet
d’appliquer le théorème 2.35 et d’obtenir ainsi la convergence faible (uniforme par rapport
à θ ∈ K) de Zn vers Z dans D (M1)

0 (R). La vitesse de convergence et la loi limite de l’EMV
peuvent ensuite être déduits de cette convergence faible (plus de détails seront donnés
dans la section 2.5).

Notons également que l’affirmation (ii) joue aussi un rôle important lors de l’étude
de l’EMV. Elle permet, notamment, d’obtenir la convergence des moments de cet estima-
teur (cf. la section 5.4 de Ibragimov et Khasminskii [57]).

Preuve. Notons tout d’abord que pour montrer (i), il suffit de montrer qu’il existe des
constantes b1, b2, C > 0 tels que

Pθ

(
sup

l≤u≤l+1
Zn(u) > exp{−b1 |l|}

)
≤ C exp{−b2 |l|}. (2.6)

En effet, en prenant b ≤ min{b1, b2}, on a exp{−bi |l|} ≤ exp{−b |l|}, i = 1, 2, et donc

Pθ

(
sup

l≤u≤l+1
Zn(u) > exp{−b |l|}

)
≤ Pθ

(
sup

l≤u≤l+1
Zn(u) > exp{−b1 |l|}

)
≤ C exp{−b2 |l|}
≤ C exp{−b |l|}.

Afin de montrer (2.6), on divise l’intervalle [l, l + 1] en m parties égales en utilisant
les points l = u0 < u1 < · · · < um = l + 1, où on fixera m plus tard. Donc, pour tout
l ≤ u ≤ l + 1, il existe 1 ≤ k ≤ m tel que uk−1 ≤ u ≤ uk, et on a

Z1/2
n (u) ≤ max

{
Z1/2

n (uk−1), Z
1/2
n (uk)

}
+ d
(
Z1/2

n (u); [Z1/2
n (uk−1), Z

1/2
n (uk)]

)
≤ max

{
Z1/2

n (uk−1), Z
1/2
n (uk)

}
+∆

(M1)
1/m

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
.

Par conséquent,

sup
l≤u≤l+1

Z1/2
n (u) ≤ max

0≤i≤m
Z1/2

n (ui) + ∆
(M1)
1/m

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
. (2.7)

Ainsi, pour tout b > 0, on peut écrire

Pθ

(
sup

l≤u≤l+1
Z1/2

n (u) > exp{−b |l|}
)

≤ Pθ

(
max
0≤i≤m

Z1/2
n (ui) >

exp{−b |l|}
2

)
+Pθ

(
∆

(M1)
1/m

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
>

exp{−b |l|}
2

)
.

Pour le premier terme, pour tout b′ > b, on a

Pθ

(
max
0≤i≤m

Z1/2
n (ui) >

exp{−b |l|}
2

)
≤ Pθ

(
max
0≤i≤m

Z1/2
n (ui) >

exp{−b′ |l|}
2

)
≤

m∑
i=0

Pθ

(
Z1/2

n (ui) >
exp{−b′ |l|}

2

)
.
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Or, en utilisant l’inégalité de Markov et (2.3), pour 0 ≤ l ≤ u ≤ l + 1, on obtient

Pθ

(
Z1/2

n (u) >
exp{−b′ |l|}

2

)
≤ 2 exp{b′ |l|}EθZ

1/2
n (u)

≤ 2 exp{b′ |l|} exp{−κ |u|}
≤ 2 exp{b′ |l|} exp{−κ |l|}
= 2 exp{(b′ − κ)|l|},

(2.8)

et pour l ≤ u ≤ l + 1 ≤ 0, on obtient

Pθ

(
Z1/2

n (u) >
exp{−b′ |l|}

2

)
≤ 2 exp{b′ |l|} exp{−κ |u|}

≤ 2 exp{b′ |l|} exp{−κ (|l| − 1)}
= 2eκ exp{(b′ − κ)|l|}.

Par conséquent,

Pθ

(
max
0≤i≤m

Z1/2
n (ui) >

exp{−b |l|}
2

)
≤

m∑
i=0

2eκ exp{(b′ − κ)|l|}

= 2eκ(m+ 1) exp{(b′ − κ)|l|}.

Pour majorer le deuxième terme, on choisit m = ⌊21/γ exp{b |l|/γ}⌋ + 1. Comme on a
m ≥ 21/γ exp{b |l|/γ}, on obtient (1/m)γ ≤ exp{−b |l|}/2, d’où

Pθ

(
∆

(M1)
1/m

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
>

exp{−b |l|}
2

)
≤ Pθ

(
∆

(M1)
1/m

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
>

1

mγ

)
≤ B(l)

mγ
.

Ainsi, en choisissant b et b′ tels que b < b′ et (1/2 + 1/γ)b+ b′ < κ, on obtient

Pθ

(
sup

l≤u≤l+1
Zn(u) > exp{−b |l|}

)
≤ Pθ

(
sup

l≤u≤l+1
Z1/2

n (u) > exp{−b |l|/2}
)

≤ Pθ

(
sup

l≤u≤l+1
Z1/2

n (u) > exp{−b |l|}
)

≤ 2eκ(m+ 1) exp{(b′ − κ)|l|}+ B(l)

mγ

≤ 2eκ
(
21/γ exp{b |l|/γ}+ 2

)
exp{(b′ − κ)|l|}+ B(l)

2
exp{−b |l|)

= 21/γ+1eκ exp{(b/γ + b′ − κ}|l|}+ 4eκ exp{(b′ − κ)|l|}+ B(l)

2
exp{−b |l|}

= exp{−b |l|/2}
[
21/γ+1eκ exp

{(
(1/2 + 1/γ)b+ b′ − κ

)
|l|
}

+ 4eκ exp{(b/2 + b′ − κ)|l|}+ B(l)

2
exp{−b |l|/2}

]
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≤ exp{−b |l|/2}
[
21/γ+1eκ + 4eκ +

B(l)

2
exp{−b |l|/2}

]
≤ C exp{−b |l|/2},

car B(l) exp{−b |l|/2} est borné. Comme on l’a déjà noté ci-dessus, ceci montre (i).
Maintenant pour (ii), on a

Pθ

(
sup
|u|>A

Zn(u) > exp{−bA}
)

≤
∑
l≥0

Pθ

(
sup

A+l≤u≤A+l+1
Zn(u) > exp{−bA}

)
+
∑
l≥0

Pθ

(
sup

−A−l−1≤u≤−A−l
Zn(u) > exp{−bA}

)
.

Pour la première somme, on obtient∑
l≥0

Pθ

(
sup

A+l≤u≤A+l+1
Zn(u) > exp{−bA}

)
≤
∑
l≥0

Pθ

(
sup

A+l≤u≤A+l+1
Zn(u) > exp{−b(A+ l)}

)
≤ C

∑
l≥0

exp{−b(A+ l)}

≤ C exp{−bA}
∑
l≥0

(
e−b
)l

≤ C exp{−bA} 1

1− e−b

= C ′ exp{−bA}.

La deuxième somme se traite de manière similaire, ce qui termine la preuve de (ii).
Il reste à montrer (iii). On commence par vérifier que l’inégalité suivante est valide dès

que h < 1/A :

Pθ

(
∆

(M1)
h (Zn) > ε

)
≤ Pθ

(
∆

(M1)
h (Zn; [−A,A]) >

ε

2

)
+Pθ

(
sup
|u|>A

Zn(u) >
ε

2

)
. (2.9)

Pour cela on montre l’inclusion{
∆

(M1)
h (Zn) > ε

}
⊂
{
∆

(M1)
h (Zn; [−A,A]) >

ε

2

}
∪
{
sup
|u|>A

(Zn) >
ε

2

}
. (2.10)

Par complémentaire, supposons que

∆
(M1)
h (Zn; [−A,A]) ≤

ε

2
et sup

|u|>A

(Zn) ≤
ε

2
,
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et montrons que
∆

(M1)
h (Zn) ≤ ε.

Pour le deuxième terme de la définition (2.1) de ∆
(M1)
h (Zn), comme 1/h > A, on a

sup
|u|>1/h

(Zn) ≤ sup
|u|>A

(Zn) ≤
ε

2
.

Afin de majorer le premier terme de ∆
(M1)
h (Zn), que l’on note

◦
∆

(M1)
h (Zn) = sup

u∈R
sup

u−h≤u′≤u≤u′′≤u+h
d
(
Zn(u), [Zn(u

′), Zn(u
′′)]
)
,

on majore d’abord la distance d
(
Zn(u), [Zn(u

′), Zn(u
′′)]
)
.

1. Pour u ∈ [−A,A], on a

d
(
Zn(u), [Zn(u

′), Zn(u
′′)]
)
≤ ∆

(M1)
h (Zn; [−A,A]) ≤

ε

2
.

2. Pour u /∈ [−A,A], on a soit u′ /∈ [−A,A], soit u′′ /∈ [−A,A] (supposons que c’est u′),
et donc

Zn(u), Zn(u
′) ≤ sup

|u|>A

Zn(u) ≤
ε

2
,

d’où
d
(
Zn(u), [Zn(u

′), Zn(u
′′)]
)
≤ |Zn(u)− Zn(u

′)| ≤ ε

2
.

Ainsi, on obtient
◦
∆

(M1)
h (Zn) ≤

ε

2

et, par conséquent, l’inclusion (2.10) et l’inégalité (2.9).
Pour le deuxième terme de (2.9), pour A assez grand (tel que ε/2 > exp{−bA}), on a

Pθ

(
sup
|u|>A

Zn(u) >
ε

2

)
≤ Pθ

(
sup
|u|>A

Zn(u) > exp{−bA}
)

≤ C exp{−bA}.

On peut donc rendre ce terme aussi petit que l’on veut en fixant un A suffisamment grand.
Maintenant, afin de majorer le premier terme de (2.9), on montre d’abord que

∆
(M1)
h (Zn; [−A,A]) ≤ 2Mn∆

(M1)
h (Z1/2

n ; [−A,A]), (2.11)

où Mn = sup|u|≤A+1 Z
1/2
n (u). On considère ici et dans la suite que h < 1. En utilisant

l’inégalité élémentaire

|a2 − b2| = |a− b| (a+ b) ≤ 2 |a− b|max{a, b}, a, b ≥ 0,
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pour tout −A ≤ u ≤ A et u− h ≤ v ≤ u+ h on obtient

|Zn(u)− Zn(v)| =
∣∣(Z1/2

n (u))2 − (Z1/2
n (v))2

∣∣
≤ 2

∣∣Z1/2
n (u)− Z1/2

n (v)
∣∣max

{
Z1/2

n (u), Z1/2
n (v)

}
≤ 2

∣∣Z1/2
n (u)− Z1/2

n (v)
∣∣Mn,

d’où (2.11).
Donc, pour tout 0 < h < 1, on a

Pθ

(
∆

(M1)
h (Zn; [−A,A]) > hγ/2

)
≤ Pθ

(
2Mn∆

(M1)
h (Z1/2

n ; [−A,A]) > hγ/2
)

≤ Pθ

(
∆

(M1)
h (Z1/2

n ; [−A,A]) > hγ
)
+Pθ

(
2Mn > h−γ/2

)
≤

A−1∑
l=−A

Pθ

(
∆

(M1)
h (Z1/2

n ; [l, l + 1]) > hγ
)
+Pθ

(
2Mn > h−γ/2

)
≤ B′(A)hγ +Pθ

(
2Mn > h−γ/2

)
,

où B′(A) =
∑A−1

l=−AB(l).
Pour majorer la dernière probabilité, on divise l’intervalle [−A−1, A+1] enm = ⌊h−γ/4⌋

parties égales en utilisant les points u0 = −A − 1 < u1 < · · · < um = A + 1. Par un
raisonnement similaire à celui qui a été fait pour montrer (2.7), on a

Mn ≤ max
0≤i≤m

Z1/2
n (ui) + ∆

(M1)
2A+2
m

(Z1/2
n ; [−A− 1, A+ 1]),

et par conséquent,

Pθ

(
Mn >

h−γ/2

2

)
≤ Pθ

(
max
0≤i≤m

Z1/2
n (ui) >

h−γ/2

4

)
+Pθ

(
∆

(M1)
2A+2
m

(Z1/2
n ; [−A− 1, A+ 1]) >

h−γ/2

4

)
.

Pour le premier terme, comme

EZ1/2
n (u) ≤ exp{−κ |u|} ≤ 1,

m ≤ h−γ/4 et h < 1, on obtient

Pθ

(
max
0≤i≤m

Z1/2
n (ui) >

h−γ/2

4

)
≤

m∑
i=0

Pθ

(
Z1/2

n (ui) >
h−γ/2

4

)

≤
m∑
i=0

EZ
1/2
n (ui)
h−γ/2

4

≤ 4(m+ 1)

h−γ/2
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≤ 8h−γ/4

h−γ/2

= 8hγ/4.

Pour majorer le deuxième terme, notons d’abord que comme

h−γ/2

4
−−→
h→0

+∞ et
(
2A+ 2

m

)γ

=

(
2A+ 2

⌊h−γ/4⌋

)γ

−−→
h→0

0,

pour h suffisamment petit on aura h−γ/2/4 >
(
(2A+2)/m

)γ. Par conséquent, et en notant
que m ≥ h−γ/4/2, on peut écrire

Pθ

(
∆

(M1)
2A+2
m

(Z1/2
n ; [−A− 1, A+ 1]) >

h−γ/2

4

)
≤ Pθ

(
∆

(M1)
2A+2
m

(Z1/2
n ; [−A− 1, A+ 1]) >

(
2A+ 2

m

)γ
)

≤
A∑

l=−A−1

B(l)

(
2A+ 2

m

)γ

= B′(A+ 1)

(
2A+ 2

m

)γ

≤ (4A+ 4)γ B′(A+ 1)hγ
2/4,

et finalement

Pθ

(
2Mn > h−γ/2

)
≤ 8hγ/4 + (4A+ 4)γ B′(A+ 1)hγ

2/4.

Ainsi, pour h suffisamment petit, on a

Pθ

(
∆

(M1)
h (Zn; [−A,A]) >

ε

2

)
≤ Pθ

(
∆

(M1)
h (Zn; [−A,A]) > hγ/2

)
≤ B′(A)hγ + 8hγ/4 + (4A+ 4)−γ B′(A+ 1)hγ

2/4,

et donc ce terme devient aussi petit que l’on veut lorsque h→ 0, ce qui termine la preuve
de (iii).

Nous finissons cette section par quelques remarques qui permettent d’élargir le champ
d’application du théorème 2.36.

Remarque 2.37. Le théorème 2.36 reste vrai si au lieu de (A) on suppose :
(A′) il existe γ1, γ2, h0 > 0 tels que pour tout 0 < h < h0, n ∈ N∗, l ∈ Z et θ ∈ K, on a

Pθ

(
∆

(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
> hγ1

)
≤ B(l)hγ2 , (2.12)

où B(·) est une fonction de croissance (au plus) polynomiale.
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En effet, en prenant γ ≤ min{γ1, γ2}, pour 0 < h < h0, on a

Pθ

(
∆

(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
> hγ

)
≤ Pθ

(
∆

(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
> hγ1

)
≤ B(l)hγ2 ≤ B(l)hγ,

et pour h ≥ h0, on a

Pθ

(
∆

(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
> hγ

)
≤ 1 ≤ 1

hγ0
hγ.

Ainsi, pour tout h > 0, on obtient

Pθ

(
∆

(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
> hγ

)
≤ B⋆(l)hγ

avec B⋆(l) = max{B(l), (1/h0)
γ}, ce qui démontre (A).

Remarque 2.38. Le théorème 2.36 reste vrai si au lieu de (B) on suppose :
(B′) il existe κ > 0 et une fonction g positive et croissante sur [0,+∞[ vérifiant g(l) ≥ κ l

pour tout l ∈ N, tels que

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp{−g(|u|)}, (2.13)

pour tout n ∈ N∗, u ∈ R et θ ∈ K.
En effet, il suffit de faire des petites adaptations dans la preuve. Par exemple, l’enchaîne-
ment d’inégalités (2.8) devient

Pθ

(
Z1/2

n (u) >
exp{−b′ |l|}

2

)
≤ 2 exp{b′ |l|}EθZ

1/2
n (u)

≤ 2 exp{b′ |l|} exp{−g(|u|)}
≤ 2 exp{b′ |l|} exp{−g(|l|)}
≤ 2 exp{b′ |l|} exp{−κ |l|}
= 2 exp{(b′ − κ)|l|}.

Notons que cette remarque permet, entre autres, d’appliquer le théorème dans le cas où
g(u) = κmin{u, u2} avec κ > 0.

Remarque 2.39. Si dans les hypothèses du théorème 2.36 on suppose que l’inégalité (2.2)
n’est vérifiée qu’à partir d’un certain rang n0 ∈ N∗ (au lieu de l’être pour tout n ∈
N∗), on aura évidemment les inégalités (2.4) et (2.5) à partir de ce même rang n0, et
l’affirmation (iii) restera vraie. Les mêmes considérations s’appliquent, bien entendu, aux
inégalités (2.3), (2.12) et (2.13).

Remarque 2.40. On peut remplacer A ∈ N par A ∈ [1,+∞[ dans l’affirmation (ii) du
théorème 2.36. En effet, pour tout A ≥ 1, on a A/2 ≤ ⌊A⌋ ≤ A, et on peut donc écrire

Pθ

(
sup
|u|>A

Zn(u) > exp(−bA/2)
)

≤ Pθ

(
sup

|u|>⌊A⌋
Zn(u) > exp(−b⌊A⌋)

)
≤ C exp(−b⌊A⌋)
≤ C exp(−bA/2).

Ainsi, on obtient bien l’inégalité (2.5) (avec b/2 à la place de b).
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2.4 Quelques outils pour l’étude du module de conti-
nuité associé à la topologie M1

Dans cette section, nous allons développer quelques outils pouvant faciliter l’étude des
modules de continuité associés à la topologie M1. Pour simplifier le cadre de l’exposi-
tion, nous considérons des fonctions définies sur un intervalle [a, b] ⊂ R et le module de
continuité correspondant ω(M1)

h (f). Cependant, les résultats qu’on obtient se transposent
directement aux modules de continuité restreints ∆

(M1)
h (f ; [A,B]) des fonctions définies

sur R (plus de détails seront donnés à la fin de la section). Notons également que toutes
les notions qu’on introduit, ainsi que la plupart des résultats qu’on obtient, se transposent
sans difficulté aux fonctions définies sur R. Par contre, ce n’est malheureusement pas le
cas des résultats concernant le module de continuité ω(M1)

h (f) (ni de ceux concernant le
module de continuité ω(U)

h (f)) à cause du deuxième terme de la définition (2.1) du module
de continuité ∆

(M1)
h (f). Néanmoins, comme on l’a vu dans la section précédente, dans le

cadre de la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance le module de continuité sur R
est contrôlé grâce au théorème 2.36, dont la condition (A) pourra être vérifiée en utilisant
les résultats sur les modules de continuité restreints.

2.4.1 Modules de croissance et de décroissance

Nous introduisons les modules de croissance et de décroissance à l’aide de la définition
suivante.

Définition 2.41. Soient f une fonction définie sur un intervalle [a, b] ⊂ R et h > 0.
1. On appelle module de croissance de f la quantité

ω+
h (f) = sup

u,v∈[a,b] : u≤v≤u+h

(
f(v)− f(u)

)
+
.

2. On appelle module de décroissance de f la quantité

ω−
h (f) = ω+

h (−f) = sup
u,v∈[a,b] : u≤v≤u+h

(
f(v)− f(u)

)
− .

Rappelons que, pour x ∈ R, les notations x+ et x− désignent respectivement la partie
positive et la partie négative de x, données par

x+ = max{x, 0} =
|x|+ x

2
et x− = (−x)+ = −min{x, 0} =

|x| − x

2
,

et que nous avons x = x+ − x− et |x| = x+ + x− = max{x+, x−}.
Notons qu’après avoir introduit les notions des modules de croissance et de décroissance,

nous avons découvert que ces termes ont déjà été utilisé dans [2] et [7] pour désigner des
objets très similaires. La différence est que dans leur définition |x|+x et |x|−x sont utilisés
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au lieu de la partie positive et de la partie négative respectivement (et comme cela abouti
à des quantités deux fois plus grandes, nous avons préféré garder notre définition initiale).

Notons également que si f est une fonction croissante, on a évidemment ω−
h (f) = 0 pour

tout h > 0. De même, si f est une fonction décroissante, on a ω+
h (f) = 0 pour tout h > 0.

Les résultats suivants présentent des relations entre certains modules de continuité
dans D([a, b]) et les modules de croissance et de décroissance.

Proposition 2.42. Soit f ∈ D([a, b]) et h > 0. Alors,

ω
(U)
h (f) = max

{
ω+
h (f), ω

−
h (f)

}
.

Preuve. On a

ω
(U)
h (f) = sup

u,u′∈[a,b] : |u−u′|≤h

|f(u)− f(u′)| = sup
u,v∈[a,b] : u≤v≤u+h

|f(v)− f(u)|

= sup
u,v∈[a,b] : u≤v≤u+h

max
{(
f(v)− f(u)

)
+
,
(
f(v)− f(u)

)
−

}
= max

{
ω+
h (f), ω

−
h (f)

}
,

ce qui termine la preuve.

Théorème 2.43. Soit f ∈ D([a, b]) et h > 0. Alors,

ω
(M1)
h (f) ≤ min

{
ω+
h (f), ω

−
h (f)

}
. (2.14)

Preuve. Rappelons tout d’abord que

ω
(M1)
h (f) = sup

u,u′,u′′∈[0,1] : u−h≤u′≤u≤u′′≤u+h

d
(
f(u); [f(u′), f(u′′)]

)
.

Si f(u) ∈ [f(u′), f(u′′)], nous avons d
(
f(u); [f(u′), f(u′′)]

)
= 0 ≤ min

{
ω+
h (f), ω

−
h (f)

}
.

Sinon, f(u)− f(u′) et f(u)− f(u′′) sont de même signe. Supposons qu’ils sont tous les
deux positifs (le cas où ils sont négatifs se traite de la même manière). Alors, on a

d
(
f(u); [f(u′), f(u′′)]

)
= min

{
f(u)− f(u′) , f(u)− f(u′′)

}
= min

{(
f(u)− f(u′)

)
+
,
(
f(u′′)− f(u)

)
−

}
≤ min

{
ω+
h (f), ω

−
h (f)

}
.

Ainsi, dans tous les cas nous avons d
(
f(u); [f(u′), f(u′′)]

)
≤ min

{
ω+
h (f), ω

−
h (f)

}
, d’où

le résultat.

Comme corollaire immédiat de ce théorème, on retrouve le fait que si f est une fonction
monotone, on a ω(M1)

h (f) = 0 pour tout h > 0.
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Notons également que, comme le montrent les deux exemples suivants, dans le théo-
rème 2.43 l’inégalité (2.14) peut être stricte, même si pour certaines fonctions il peut y
avoir égalité pour tout h > 0.

Exemple 2.44. Soit f la fonction définie sur [0, 3] par

f(u) =


u, si 0 ≤ u ≤ 1,

1, si 1 ≤ u ≤ 2,

3− u, si 2 ≤ u ≤ 3.

Nous avons clairement ω+
h (f) = ω−

h (f) = min{h, 1}. D’autre part, il n’est pas difficile de
voir que

ω
(M1)
h (f) =


0, si h ≤ 1

2
,

h− 1
2
, si 1

2
≤ h ≤ 3

2
,

1, si h ≥ 3
2
.

Nous voyons donc que ω(M1)
h (f) < min

{
ω+
h (f), ω

−
h (f)

}
pour 0 < h < 3/2.

Exemple 2.45. Soit f la fonction définie sur [0, 2] par

f(u) =

{
2u, si 0 ≤ u ≤ 1,

3− u, si 1 ≤ u ≤ 2.

Nous avons clairement ω+
h (f) = min{2h, 2} et ω−

h (f) = min{h, 1}. D’autre part, il n’est
pas difficile de voir que ω(M1)

h (f) = min{h, 1}. Par conséquent, nous avons bien l’égalité
ω
(M1)
h (f) = min

{
ω+
h (f), ω

−
h (f)

}
pour tout h > 0.

Les résultats précédents permettent, entre autres, de relier le module de continuité
correspondant à la topologie M1 d’une fonction dont tous les sauts sont de même signe
au module de continuité uniforme de sa partie continue. Notons que nous avons également
besoin de supposer la sommabilité des sauts pour garantir l’existence de la partie continue.
Plus généralement, la décomposition d’une fonction càdlàg f quelconque en une partie
continue et une partie « pur saut » est possible si et seulement si ses sauts sont (absolument)
sommables : ∑

t∈T

|f(t)− f(t−)| < +∞,

où T est l’ensemble (au plus dénombrable) des points de discontinuité de f . Notons enfin
que la partie continue est définie à une constante additive près. Cependant, les divers
modules de continuité (ainsi que ceux de croissance et de décroissance) sont bien définis,
car ils ne font intervenir que les accroissements de la fonction.

Théorème 2.46. Soit h > 0 et f ∈ D([a, b]) une fonction dont les sauts sont de même
signe et sommables. Alors, nous avons

ω
(M1)
h (f) ≤ ω

(U)
h (fc.),

où fc. est la partie continue de f .
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Preuve. Soit h > 0 et f ∈ D([a, b]).
Supposons que les sauts de f sont tous négatifs. Alors, pour tout u, v ∈ [a, b] tels

que u ≤ v ≤ u+ h, on a (
f(v)− f(u)

)
+
≤
(
fc.(v)− fc.(u)

)
+

et donc
ω+
h (f) ≤ ω+

h (fc.).

Ainsi, par la proposition 2.42 et le théorème 2.43, on obtient

ω
(M1)
h (f) ≤ min

{
ω+
h (f), ω

−
h (f)

}
≤ ω+

h (f)

≤ ω+
h (fc.) ≤ max

{
ω+
h (fc.), ω

−
h (fc.)

}
= ω

(U)
h (fc.).

Finalement, si les sauts de f sont tous positifs, il suffit d’appliquer le même raisonnement
en majorant ω−

h (f) plutôt que ω+
h (f).

2.4.2 Croissance et décroissance lipschitziennes

Nous introduisons maintenant les notions de croissance et de décroissance lipschit-
ziennes et montrons comment celles-ci sont reliées aux modules de croissance et de décrois-
sance.

Définition 2.47. Soient f une fonction définie sur un intervalle [a, b] ⊂ R.
1. On dit que f est de croissance lipschitzienne, s’il existe une constante L ≥ 0 telle

que (
f(v)− f(u)

)
+
≤ L(v − u)

pour tout u, v ∈ [a, b] tels que u ≤ v. Dans ce cas, on dit également que f est de
croissance L–lipschitzienne.

2. On dit que f est de décroissance lipschitzienne, si la fonction −f est de croissance
lipschitzienne, c’est-à-dire s’il existe une constante L ≥ 0 telle que(

f(v)− f(u)
)
− ≤ L(v − u)

pour tout u, v ∈ [a, b] tels que u ≤ v. Dans ce cas, on dit également que f est de
décroissance L–lipschitzienne.

Notons que dans la définition de la croissance L–lipschitzienne, d’une manière équiva-
lente, on pourrait utiliser f(v) − f(u) à la place de

(
f(v) − f(u)

)
+
, ou encore demander

simplement que le rapport
f(v)− f(u)

v − u
(2.15)

soit majoré par L pour tout u, v ∈ [a, b] tels que u ̸= v. De même, pour la décroissance
L–lipschitzienne, on pourrait utiliser −

(
f(v)−f(u)

)
à la place de

(
f(v)−f(u)

)
−, ou encore

demander que le rapport (2.15) soit minoré par L.
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Notons également que la proposition suivante est trivialement vérifiée.

Proposition 2.48. Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b] ⊂ R.
1. Si f est L–lipschitzienne (avec un certain L ≥ 0), alors f est à la fois de croissance

L–lipschitzienne et de décroissance L–lipschitzienne.
2. Si f est à la fois de croissance L1–lipschitzienne et de décroissance L2–lipschitzienne

(avec L1, L2 ≥ 0), alors f est L–lipschitzienne, avec L = max{L1, L2}.

Le théorème suivant montre le lien entre la croissance (resp. la décroissance) lipschit-
zienne et le module de croissance (resp. de décroissance).

Théorème 2.49. Soit L ≥ 0 et f une fonction définie sur un intervalle [a, b] ⊂ R.
1. La fonction f est de croissance L–lipschitzienne si est seulement si ω+

h (f) ≤ Lh,
pour tout h > 0.

2. La fonction f est de décroissance L–lipschitzienne si est seulement si ω−
h (f) ≤ Lh,

pour tout h > 0.

Preuve. Il suffit de montrer la première assertion du théorème (car la deuxième se ramène
à la première en considérant la fonction −f).

Soit f une fonction sur [a, b] de croissance L–lipschitzienne et h > 0. Alors, pour tout
u, v ∈ [a, b] tels que u ≤ v ≤ u+ h, on a(

f(v)− f(u)
)
+
≤ L(v − u) ≤ Lh,

et donc
ω+
h (f) ≤ Lh.

Soit maintenant f une fonction sur [a, b] telle que ω+
h (f) ≤ Lh pour tout h > 0. Alors,

pour tout u, v ∈ [a, b] tels que u ≤ v, nous avons(
f(v)− f(u)

)
+
≤ ω+

v−u(f) ≤ L(v − u),

ce qui termine la preuve.

Le théorème suivant montre qu’une fonction dérivable dont la dérivée est bornée su-
périeurement (resp. inférieurement) est forcément de croissance (resp. de décroissance)
lipschitzienne.

Théorème 2.50. Soit L ≥ 0, [a, b] ⊂ R et f ∈ C ([a, b]). On suppose de plus que f est
dérivable sur ]a, b[.

1. La fonction f est de croissance L–lipschitzienne si et seulement si f ′(t) ≤ L pour
tout t ∈ ]a, b[.

2. La fonction f est de décroissance L–lipschitzienne si et seulement si f ′(t) ≥ −L pour
tout t ∈ ]a, b[.
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À titre de comparaison, rappelons que sous les conditions de ce théorème, la fonction f
est L–lipschitzienne si et seulement si |f ′(t)| ≤ L pour tout t ∈ ]a, b[, ce qui, d’ailleurs,
peut se déduire directement du théorème (en tenant compte de la proposition 2.48).

Preuve. De nouveau, il suffit de montrer la première assertion du théorème (car la deuxième
se ramène à la première en considérant la fonction −f).

On suppose d’abord que f ′(t) ≤ L pour tout t ∈ ]a, b[. Alors, par le théorème des
accroissements finis, pour tout u, v ∈ [a, b] tels que u < v, il existe x ∈ ]u, v[ vérifiant

f(v)− f(u) = f ′(x)(v − u),

d’où
f(v)− f(u) ≤ L(v − u),

c’est-à-dire f est de croissance L–lipschitzienne.
Supposons maintenant qu’il existe u ∈ ]a, b[ tel que f ′(u) > L. Alors, au voisinage du

point u, on peut trouver un point v tel que

f(v)− f(u)

v − u
> L,

ce qui contredit le fait que f est de croissance L–lipschitzienne.

En fait, ce théorème se généralise aux fonctions de C ([a, b]) « dérivables par morceaux ».
Plus précisément, il se généralise aux fonctions continues sur [a, b] et dérivables partout
sur ]a, b[ sauf en un nombre fini de points ou, autrement dit, aux fonctions f ∈ C ([a, b])
telles que Card

(
]a, b[ \Df

)
< +∞, où l’on a noté

Df = {u ∈ ]a, b[ : f est dérivable au point u}

l’ensemble de points de dérivabilité de f .

Théorème 2.51. Soit L ≥ 0, [a, b] ⊂ R et f ∈ C ([a, b]) telle que Card
(
]a, b[ \Df

)
< +∞.

1. La fonction f est de croissance L–lipschitzienne si et seulement si f ′(t) ≤ L pour
tout t ∈ Df .

2. La fonction f est de décroissance L–lipschitzienne si et seulement si f ′(t) ≥ −L pour
tout t ∈ Df .

Preuve. Nous montrons toujours seulement la première assertion du théorème (car la
deuxième se ramène à la première en considérant la fonction −f). De plus, comme la
preuve de la nécessité faite dans le théorème précédent reste valable dans ce cas, nous
montrons uniquement la suffisance.

On suppose donc que f ′(t) ≤ L pour tout t ∈ Df , on fixe u, v ∈ [a, b] avec u < v,
on pose m = Card

(
]a, b[ \ Df

)
, et on note a = a0 < a1 < · · · < am < am+1 = b,

où {a1, . . . , am} = ]a, b[ \Df .
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S’il existe i ∈ {0, . . . ,m} tel que u, v ∈ [ai, ai+1], alors on peut utiliser le même raison-
nement que dans la preuve du théorème précédent pour conclure que

f(v)− f(u) ≤ L(v − u).

Maintenant, on suppose qu’il existe i ∈ {1, . . . ,m} tel que u ∈ [ai−1, ai[ et v ∈ ]ai, ai+1].
Alors, en appliquant le théorème des accroissements finis sur [u, ai] et sur [ai, v], on obtient
encore

f(v)− f(u) =
(
f(v)− f(ai)

)
+
(
f(ai)− f(u)

)
≤ L(v − ai) + L(ai − u) = L(u− v).

Ce raisonnement se généralise facilement au cas où il y a plusieurs points de non-
dérivabilité de f entre u et v. En effet, supposons qu’il existe i, j ∈ {0, . . . ,m} avec j−i > 1,
tels que u ∈ [ai, ai+1[ et v ∈ ]aj, aj+1]. Alors, en appliquant le théorème des accroissements
finis sur chacun des intervalles [u, ai+1], [ai+1, ai+2], . . . , [aj−1, aj], [aj, v], on obtient toujours

f(v)− f(u) =
(
f(v)− f(aj)

)
+
(
f(aj)− f(aj−1)

)
+ · · ·+

(
f(ai+2)− f(ai+1)

)
+
(
f(ai+1)− f(u)

)
≤ L(v − aj) + L(aj − aj−1) + · · ·+ L(ai+2 − ai+1) + L(ai+1 − u)

= L(v − u).

Ainsi, f est bien de croissance L–lipschitzienne.

Notons que ce théorème n’est pas valable si au lieu des fonctions de C ([a, b]) dérivables
par morceaux, on considère les fonctions de D([a, b]) dérivables par morceaux. En effet,
la fonction f(u) = 1{u≥1}, u ∈ [0, 2], est dérivable sur Df = ]0, 2[ \ {1} avec f ′(u) = 0
sur Df . Or, elle n’est pas de croissance lipschitzienne (notons qu’elle est de décroissance
L–lipschitzienne pour tout L ≥ 0). Cependant, si on considère qu’au point 1 cette fonction
admet une dérivée égale à +∞, le théorème « restera vrai » : la dérivée est minorée par −L
pour tout L ≥ 0, et n’est majorée par aucun L ≥ 0.

Une manière de généraliser le théorème précédent aux fonctions de D([a, b]) dérivables
par morceaux passe par l’extension suivante de la notion de la dérivée. Pour une fonc-
tion f ∈ D([a, b]), on note D̃f l’ensemble des points u ∈ ]a, b[ tels que

f(u+ δ)− f(u− δ′)

δ + δ′

admet une limite dans R ∪ {−∞,+∞} lorsque δ ↘ 0 et δ′ ↘ 0 simultanément. Pour
u ∈ D̃f , on appelle cette limite « dérivée étendue » de f au point u, et on la note f ◦(u).
Notons que f ◦(u) = f ′(u) si f est dérivable en u, et que f ◦(u) = +∞ si f admet un
saut positif au point u, et f ◦(u) = −∞ si f admet un saut négatif au point u. En par-
ticulier, D̃f contient Df , ainsi que l’ensemble T c

f des points de discontinuités de f (mais
il peut également contenir d’autres points comme, par exemple, des points au voisinage
desquels la fonction f se comporte comme la fonction u 7→ sign(u)

√
|u| le fait au voisinage
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de 0). Notons que pour la validité du théorème suivant il aurait suffi d’étendre la dérivée
à l’ensemble Df ∪ T c

f , mais nous trouvons l’extension proposée ci-dessus plus élégante.

Théorème 2.52. Soit L ≥ 0, [a, b] ⊂ R et f ∈ D([a, b]) telle que Card
(
]a, b[ \Df

)
< +∞.

1. La fonction f est de croissance L–lipschitzienne si et seulement si f ◦(t) ≤ L pour
tout t ∈ D̃f .

2. La fonction f est de décroissance L–lipschitzienne si et seulement si f ◦(t) ≥ −L pour
tout t ∈ D̃f .

Preuve. Nous montrons, encore une fois, seulement la première assertion du théorème (car
la deuxième se ramène à la première en considérant la fonction −f).

La preuve de la suffisance suit le même schéma que celle du théorème précédent. On
suppose que f ◦(t) ≤ L pour tout t ∈ D̃f et, comme avant, on fixe u, v ∈ [a, b] avec u < v,
on pose m = Card

(
]a, b[ \ Df

)
, et on note a = a0 < a1 < · · · < am < am+1 = b,

où {a1, . . . , am} = ]a, b[ \Df .
Nous traitons uniquement le cas où il y a plusieurs points de non-dérivabilité de f entre

u et v (le cas où il y en a un seul s’adapte de la même manière, et le cas où il n’y en a pas
est le même qu’avant). On suppose donc qu’il existe i, j ∈ {0, . . . ,m} avec j − i > 1, tels
que u ∈ [ai, ai+1[ et v ∈ ]aj, aj+1].

Notons que, comme f ◦(t) ≤ L < +∞, les sauts de la fonction f sont tous négatifs, et
donc, en particulier, f(ai)− f(ai−) ≤ 0 pour tout i ∈ {1, . . . ,m}.

Introduisons également, pour tout i ∈ {0, . . . ,m}, la fonction

fi(u) =

{
f(u), si u ∈ [ai, ai+1[,

f(ai+1−), si u = ai+1,

qui est, en fait, le prolongement continu sur [ai, ai+1] de la restriction sur ]ai, ai+1[ de f .
En appliquant le théorème des accroissements finis aux fonctions fi, fi+1, . . . , fj−1, fj

sur les intervalles [u, ai+1], [ai+1, ai+2], . . . , [aj−1, aj], [aj, v] respectivement, on peut écrire

f(v)− f(u) =
(
f(v)− f(aj)

)
+
(
f(aj)− f(aj−)

)
+
(
f(aj−)− f(aj−1)

)
+ · · ·+

(
f(ai+2−)− f(ai+1)

)
+
(
f(ai+1)− f(ai+1−)

)
+
(
f(ai+1−)− f(u)

)
≤
(
f(v)− f(aj)

)
+
(
f(aj−)− f(aj−1)

)
+ · · ·+

(
f(ai+2−)− f(ai+1)

)
+
(
f(ai+1−)− f(u)

)
=
(
fj(v)− fj(aj)

)
+
(
fj−1(aj)− fj−1(aj−1)

)
+ · · ·+

(
fi+1(ai+2)− fi+1(ai+1)

)
+
(
fi(ai+1)− fi(u)

)
≤ L(v − aj) + L(aj − aj−1) + · · ·+ L(ai+2 − ai+1) + L(ai+1 − u)

= L(v − u).

Ainsi, f est bien de croissance L–lipschitzienne.
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Supposons maintenant qu’il existe u ∈ D̃f tel que f ◦(u) > L. Alors, au voisinage du
point u, on peut trouver des points u′ et u′′ tels que

f(u′)− f(u′′)

u′ − u′′
> L,

ce qui contredit le fait que f est de croissance L–lipschitzienne.

Pour conclure cette section, précisons que les résultats présentés se transposent aux
modules de continuité restreints

∆
(M1)
h (f ; [A,B]) = sup

u∈[A,B]

sup
u−h≤u′≤u≤u′′≤u+h

d
(
f(u); [f(u′), f(u′′)]

)
et

∆
(U)
h (f ; [A,B]) = sup

u∈[A,B]

sup
u−h≤v≤u+h

|f(u)− f(v)|,

en utilisant les modules de croissance et de décroissance restreints

∆±
h (f ; [A,B]) = sup

(
f(v)− f(u)

)
± ,

où le sup est maintenant pris sur tous les réels u, v tels que (au moins) un des deux
appartient à [A,B] et u ≤ v ≤ u+ h.

2.5 Étude de l’EMV dans le cas rapide du modèle pois-
sonnien rupture lisse

Dans cette section, nous terminons l’étude du modèle poissonnien de rupture lisse en-
tamée dans le chapitre 1, en établissant les propriétés de l’estimateur du maximum de
vraisemblance dans le cas rapide. Pour cela, nous utilisons la « version M1 » de la méthode
d’analyse de rapport de vraisemblance développée dans les sections 2.2 et 2.3, ainsi que les
outils élaborés dans la section 2.4 pour l’étude des modules de continuité correspondant
à la topologie M1. Nous verrons également comment l’utilisation de la version M1 de la
méthode d’analyse de rapport de vraisemblance (au lieu de sa version classique utilisant
la topologie J1) peut permettre, dans certains cas, de simplifier l’étude de l’EMV dans des
modèles de rupture considérés auparavant.

Rappelons tout d’abord brièvement le modèle poissonnien de rupture lisse, ainsi que
les résultats obtenus pour ce modèle dans le chapitre 1. Soit 0 < α < β < τ des constantes
connues, ψ une fonction continue strictement positive connue sur [0, τ ], et r ̸= 0 une
constante connue vérifiant r > −min0≤t≤τ ψ(t). Soit également (δn)n∈N∗ une suite connue
décroissante vers 0. On observe X(n) = (X1, . . . , Xn), où les Xj =

(
Xj(t), 0 ≤ t ≤ τ

)
,

j = 1, . . . , n, sont des processus de Poisson (sur l’intervalle [0, τ ]) indépendants, de fonction
d’intensité λθ = λ

(n)
θ donnée par

λ
(n)
θ (t) = ψ(t) +

r

δn
(t− θ) 1[θ,θ+δn[(t) + r 1[θ+δn,τ ](t), 0 ≤ t ≤ τ,
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où θ ∈ Θ = (α, β) est un paramètre unidimensionnel inconnu que nous cherchons à estimer
dans l’asymptotique n → +∞. Pour cela, nous considérons l’estimateur du maximum de
vraisemblance et les estimateurs bayésiens, et nous les étudions en utilisant la méthode
d’analyse de rapport de vraisemblance. Notons que le rapport de vraisemblance normalisé
de ce modèle est donné par

Zn(u) = exp

{
n∑

j=1

∫ τ

0

ln

(
λθ+uφn(t)

λθ(t)

)
dXj(t)− n

∫ τ

0

(
λθ+uφn(t)− λθ(t)

)
dt

}
, u ∈ Un,

où Un = ]φ−1
n (α− θ), φ−1

n (β − θ)[ et φn ↘ 0 est la vitesse de normalisation de la vraisem-
blance.

Nous avons montré dans le chapitre 1 que le comportement asymptotique de notre
modèle (ainsi que les propriétés de l’EMV et des EB) dépend de la vitesse de convergence
de δn vers zéro. Plus précisément, nous avons établi que dans le cas nδn → +∞ (que
nous appelons le cas lent), le modèle est localement asymptotiquement normal (LAN) —
avec une vitesse de normalisation de la vraisemblance φn =

√
δn/n — et, par conséquent,

les EMV et les EB sont consistants, asymptotiquement normaux et asymptotiquement
efficaces (la convergence des moments des estimateurs a également lieu). Quant au cas
nδn → 0 (que nous appelons le cas rapide), en prenant comme vitesse de normalisation de
la vraisemblance φn = 1/n, nous avons montré que :

— les lois fini-dimensionnelles du rapport de vraisemblance normalisé Zn convergent
(uniformément par rapport à θ ∈ K pour tout compact K ⊂ Θ) vers celles de Z⋆

a,b, où
a = ψ(θ), b = ψ(θ) + r, et le processus Z⋆

a,b est défini par

Z⋆
a,b(u) =


exp
{
ln
(
a
b

)
Y +(u) + (b− a)u

}
, si u ∈ R+,

exp
{
ln
(
b
a

)
Y −((−u)−)+ (b− a)u

}
, si u ∈ R−,

avec Y + et Y − des processus de Poisson indépendants sur R+ d’intensités respectives
b et a (cf. lemme 1.10) ;

— il existe une constante C > 0 telle que

Eθ

∣∣Z1/2
n (u)− Z1/2

n (v)
∣∣2 ≤ C|u− v|

pour tout n ∈ N∗, u, v ∈ Un et θ ∈ Θ (cf. lemme 1.11) ;
— il existe une constante κ > 0 telle que pour n suffisamment grand, on a

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp

{
−κmin{|u|, u2}

}
pour tout u ∈ Un et θ ∈ Θ (cf. lemme 1.12).

Ensuite, grâce à la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance, nous avons pu en
déduire les propriétés des EB.
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Par contre, afin d’étudier l’EMV nous avions besoin de la convergence faible du rapport
de vraisemblance normalisé Zn vers le rapport de vraisemblance limite Z⋆

a,b. Or, nous voyons
que dans le cas rapide, Zn est un processus à trajectoires continues et Z⋆

a,b est un processus à
trajectoires càdlàg discontinues, ce qui implique que cette convergence ne peut pas avoir lieu
dans D (J1)

0 (R) (ni, bien sûr, dans C (U)
0 (R)). Pour établir les propriétés de l’EMV (énoncées

dans le théorème suivant), nous allons donc recourir à la versionM1 de la méthode d’analyse
de rapport de vraisemblance, c’est-à-dire établir la convergence faible de Zn vers Z⋆

a,b dans
l’espace D (M1)

0 (R) et en déduire ensuite les propriétés suivantes de l’EMV.

Théorème 2.53. Supposons que nδn → 0. Alors, l’EMV θ̂n possède, uniformément par
rapport à θ ∈ K pour tout compact K ⊂ Θ, les propriétés suivantes :

— θ̂n est consistant ;
— θ̂n converge à la vitesse φn = 1/n et sa loi limite est celle de la variable aléatoire

ηa,b = argsup
u∈R

Z⋆
a,b(u),

c’est-à-dire
n
(
θ̂n − θ

)
=⇒ ηa,b ;

— nous avons la convergence des moments polynomiaux de tout ordre, c’est-à-dire

lim
n→+∞

npEθ

∣∣θ̂n − θ
∣∣p = E|ηa,b|p

pour tout p > 0.

Comme nous l’avons déjà mentionné ci-dessus, nous allons démontrer ce théorème en
utilisant la version M1 de la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance. Pour cela,
nous allons utiliser le théorème 2.36 (rappelons que l’affirmation (iii) de ce théorème avec
le lemme 1.10 garantissent la convergence faible de Zn vers Z⋆

a,b dans l’espace D (M1)
0 (R)).

Avant de vérifier les hypothèses du théorème 2.36, nous avons besoin de préciser la
manière dont on étend sur R le processus Zn(u), u ∈ Un. Nous aurions, bien sûr, pu le
poser tout simplement égal à 0 à l’extérieur de l’intervalle Un (en mettant les bonnes valeurs
sur les bords de Un pour que les trajectoires appartiennent à l’espace D0(R)). Mais pour
faciliter l’étude du module de continuité nous allons procéder différemment.

Tout d’abord, nous notons u−n et u+n respectivement les bords gauche et droit de l’in-
tervalle Un, et nous prolongeons les trajectoires de Zn à ces deux points par continuité.
Ensuite, à l’extérieur de Un, nous faisons décroître (lorsque u s’éloigne de Un) les tra-
jectoires de lnZn linéairement avec une pente égale à |r|. Plus précisément, nous posons
Zn(u) = Zn(u

+
n ) exp {−|r|(u− u+n )} pour u > u+n , et Zn(u) = Zn(u

−
n ) exp {−|r|(u−n − u)}

pour u < u−n . Notons que le processus ainsi obtenu est bien à trajectoires dans l’es-
pace C0(R) ⊂ D0(R), et que nous avons le lemme suivant.

Lemme 2.54. La fonction lnZn(u), u ∈ R, est de croissance r-lipschitzienne dans le cas
r > 0 et de décroissance |r|-lipschitzienne dans le cas r < 0.
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Preuve. Nous considérons seulement le cas r > 0, le cas r < 0 se traitant de manière
similaire. Nous allons montrer le lemme en appliquant le théorème 2.51. Pour cela, notons
que pour u ∈ Un, on a

lnZn(u) =
n∑

j=1

∫ τ

0

ln

(
λθ+u

n
(t)

λθ(t)

)
dXj(t)− n

∫ τ

0

(
λθ+u

n
(t)− λθ(t)

)
dt

=
n∑

j=1

Xj(T )∑
i=1

ln

(
λθ+u

n
(ti,j)

λθ(ti,j)

)
+ ru,

où ti,j est le i-ème « événement » (point de discontinuité) du processus Xj.
Comme

λθ+u
n
(ti,j) = ψ(ti,j) +

r

δn

(
ti,j − θ − u

n

)
1[θ+u

n
,θ+u

n
+δn[(ti,j) + r 1[θ+u

n
+δn,τ ](ti,j),

chaque terme de la dernière somme est dérivable par rapport à u partout, sauf (au maxi-
mum) en deux points : n(ti,j−θ) et n(ti,j−θ)−nδn (selon s’ils appartiennent ou pas à Un).
La fonction lnZn est donc bien dérivable par morceaux.

De plus, pour tout j = 1, . . . , n, i = 1, . . . , Xj(T ) et u ∈ Un un point de dérivabilité de
λθ+u

n
(ti,j), on a

d

du
ln

(
λθ+u

n
(ti,j)

λθ(ti,j)

)
=

d

du
ln
(
λθ+u

n
(ti,j)

)
=

1

λθ+u
n
(ti,j)

d

du
λθ+u

n
(ti,j) ≤ 0.

En effet, λθ+u
n
(ti,j) ≥ 0 et d

du
λθ+u

n
(ti,j) ≤ 0, car

d

du
λθ+u

n
(ti,j) =

{
− r

nδn
, si u ∈ ]n(ti,j − θ)− nδn, n(ti,j − θ)[ ∩ Un,

0, si u ∈ [n(ti,j − θ)− nδn, n(ti,j − θ)]c ∩ Un.

Ainsi,
d

du
lnZn(u) =

n∑
j=1

Xj(T )∑
i=1

d

du
ln

(
λθ+u

n
(ti,j)

λθ(ti,j)

)
+ r ≤ r

pour tout point de dérivabilité u ∈ Un de lnZn.
Finalement, comme pour u > u+n on a d

du
lnZn(u) = −r, et pour u < u−n on a

d
du

lnZn(u) = r, on obtient d
du

lnZn(u) ≤ r pour tout point de dérivabilité u ∈ R de
lnZn. Par conséquent, d’après le théorème 2.51, la fonction lnZn(u), u ∈ R, est de crois-
sance r-lipschitzienne.

Il est intéressant de noter que ce lemme va permettre de contrôler les modules de
continuité restreintes de la fonction lnZn dans la preuve du lemme suivant. En effet, dans
le cas r > 0 par exemple, ce lemme garanti que lnZn est de croissance r-lipschitzienne,
et même si elle est seulement de décroissance r

nδn
-lipschitzienne (rappelons qu’on est dans
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le cas rapide, et qu’on a donc r
nδn

≫ r), grâce au théorème 2.43, la plus petite des deux
quantités prévaut.

Pour vérifier la condition (A) du théorème 2.36, il suffit, grâce à la remarque 2.37, de
vérifier la condition (A′). Or, celle-ci est remplie d’après le lemme suivant.

Lemme 2.55. Soit un compact K ⊂ Θ. Alors, il existe γ > 0 et h0 > 0 tels que pour tout
0 < h < h0, n ∈ N∗, l ∈ Z et θ ∈ K, on a

Pθ

(
∆

(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
> hγ

)
≤ C h2γ, (2.16)

où C est une constante positive.

Preuve. Nous considérons seulement le cas r > 0, le cas r < 0 se traitant de manière
similaire. Pour tout u, u′ ∈ [l, l + 1], par le théorème des accroissements finis appliqué à la
fonction exponentielle entre lnZ

1/2
n (u) et lnZ

1/2
n (u′), on a∣∣Z1/2

n (u)− Z1/2
n (u′)

∣∣ = ∣∣exp{lnZ1/2
n (u)

}
− exp

{
lnZ1/2

n (u′)
}∣∣

≤
∣∣lnZ1/2

n (u)− lnZ1/2
n (u′)

∣∣max{Z1/2
n (u), Z1/2

n (u′)}

≤ 1

2

∣∣lnZn(u)− lnZn(u
′)
∣∣ sup
v∈[l,l+1]

Z1/2
n (v),

ce qui implique (en notant que la fonction x 7→ exp{x/2} est monotone) que

∆
(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
≤ 1

2
∆

(M1)
h

(
lnZn; [l, l + 1]

)
sup

v∈[l,l+1]

Z1/2
n (v).

Comme la fonction lnZn est de croissance r-lipschitzienne, on a

lnZn(u) ≤ lnZn(l) + r

pour tout u ∈ [l, l + 1], ce qui implique

Z1/2
n (u) ≤ er/2 Z1/2

n (l).

Ainsi, on obtient

∆
(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
≤ 1

2
∆

(M1)
h

(
lnZn; [l, l + 1]

)
er/2 Z1/2

n (l).

En utilisant les théorèmes 2.43 et 2.49, nous avons

∆
(M1)
h

(
lnZn; [l, l + 1]

)
≤ min

{
∆+

h

(
lnZn; [l, l + 1]

)
,∆−

h

(
lnZn; [l, l + 1]

)}
≤ ∆+

h

(
lnZn; [l, l + 1]

)
≤ rh,
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et nous pouvons donc écrire

Pθ

(
∆

(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
> hγ

)
≤ Pθ

(
1

2
∆

(M1)
h

(
lnZn; [l, l + 1]

)
er/2 Z1/2

n (l) > hγ
)

≤ Pθ

(
rh > h2γ

)
+Pθ

(
1

2
er/2 Z1/2

n (l) > h−γ

)
.

Pour le premier terme, en prenant γ < 1/2 et en posant h0 = r
1

2γ−1 , on obtient

Pθ

(
rh > h2γ

)
= Pθ

(
r > h2γ−1

)
= Pθ(h0 < h) = 0

pour tout 0 < h < h0.
Pour le deuxième terme, par l’inégalité de Markov, on a

Pθ

(
1

2
er/2 Z1/2

n (l) > h−γ

)
= Pθ

(
Zn(l) > 4e−rh−2γ

)
≤ EθZn(l)

4e−rh−2γ
,

et comme EθZn(l) ≤ 1 (en fait, on a EθZn(l) = 1 si l ∈ Un, et on peut majorer EθZn(l)
par EθZn(u

+
n ) ou par EθZn(u

−
n ) sinon), on obtient

Pθ

(
1

2
er/2 Z1/2

n (l) > h−γ

)
≤ er

4
h2γ.

Ainsi,

Pθ

(
∆

(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
> hγ

)
≤ er

4
h2γ,

d’où l’inégalité (2.16) avec C = er/4.

Il nous reste à vérifier la condition (B) du théorème 2.36. Plus précisément, compte
tenu des remarques 2.38 et 2.39, nous allons plutôt montrer le lemme suivant.

Lemme 2.56. Soit un compact K ⊂ Θ. Alors, il existe une constante κ′ > 0 et un rang
n0 ∈ N∗ tels que pour n ≥ n0, on a

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp

{
−κ′ min{|u|, u2}

}
pour tout u ∈ R et θ ∈ K.

Preuve. Notons tout d’abord que si u ∈ Un, d’après le lemme 1.12 nous avons déjà le
résultat (et il est valable pour tout κ′ ≤ κ).

Maintenant si u ≥ u+n , en posant κ′ = min{κ, |r|/2}, on a

EθZ
1/2
n (u) = EθZ

1/2
n (u+n ) exp {−|r|(u− u+n )/2}

≤ exp{−κu+n } exp {−|r|(u− u+n )/2}
≤ exp{−κ′u+n } exp {−κ′(u− u+n )}
= exp {−κ′u}.

Ici, sans perte de généralité, nous avons supposé u+n ≥ 1 (en effet, il suffit d’ajuster n0).
Le cas u ≤ u−n se traite de la même manière, et on obtient ainsi le résultat pour

tout u ∈ R.
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Ainsi, toutes les conditions sont réunies, et nous pouvons donc déduire les affirma-
tions (i)–(iii) du théorème 2.36 (avec, dans les deux premières, les inégalités (2.4) et (2.5)
valables à partir du rang n0). En particulier, la convergence faible (uniforme par rapport
à θ ∈ K) de Zn vers Z⋆

a,b dans l’espace D (M1)
0 (R) est établie car, comme on l’a déjà dit, elle

découle du lemme 1.10 et de l’affirmation (iii).
Maintenant, nous allons montrer comment la vitesse de convergence et la loi limite

de l’EMV peuvent se déduire de la convergence de Zn vers Z⋆
a,b dans l’espace D (M1)

0 (R).
Le raisonnement est exactement le même que celui développé dans [57] par Ibragimov et
Khasminskii dans le cadre de la convergence dans D (J1)

0 (R).
Soit

θ̂+n = sup
{
argsup

t∈Θ
L
(
t,X(n)

)}
et θ̂−n = inf

{
argsup

t∈Θ
L
(
t,X(n)

)}
respectivement la plus grande et la plus petite « valeurs possibles » de l’EMV. Pour montrer
que φ−1

n

(
θ̂n−θ

)
=⇒ ηa,b, il suffit de montrer que φ−1

n

(
θ̂+n−θ

)
=⇒ ηa,b et φ−1

n

(
θ̂−n−θ

)
=⇒ ηa,b.

Nous traitons seulement la première convergence, la deuxième se montrant de manière
similaire.

Tout d’abord, en utilisant le changement de variable t = θ+uφn (et donc u = φ−1
n (t−θ)),

on peut écrire

φ−1
n (θ̂+n − θ) = sup

{
argsup
u∈Un

L
(
θ + uφn, X

(n)
)}

= sup
{
argsup
u∈Un

Zn(u)
}
.

Par conséquent, comme Zn est à trajectoires continues, pour tout x ∈ R on a

{φ−1
n (θ̂+n − θ) < x} =

{
sup
u≤x

Zn(u) > sup
u>x

Zn(u)

}
,

d’où
Pθ

(
φ−1
n (θ̂+n − θ) < x

)
= Pθ

(
sup
u≤x

Zn(u) > sup
u>x

Zn(u)

)
.

Bien que les trajectoires du processus Z⋆
a,b ne soient pas continues, on a également

P(ηa,b < x) = P

(
sup
u≤x

Z⋆
a,b(u) > sup

u>x
Z⋆

a,b(u)

)
.

En effet, en notant Ax =
{
Z⋆

a,b(x−) = Z⋆
a,b(x)

}
, on a

{ηa,b < x} ∩ Ax =
{
sup
u≤x

Z⋆
a,b(u) > sup

u>x
Z⋆

a,b(u)
}
∩ Ax,

et il reste à remarquer que P(Ax) = 1.
Une autre conséquence du fait que Ax est un événement de probabilité 1 est que

TZ⋆
a,b

=
{
x ∈ R : P

(
Z⋆

a,b(x−) ̸= Z⋆
a,b(x)

)
= 0
}
= R.
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Donc, en tenant compte de la remarque 2.27, nous obtenons la convergence en loi

sup
u≤x

Zn(u)− sup
u>x

Zn(u) =⇒ sup
u≤x

Z⋆
a,b(u)− sup

u>x
Z⋆

a,b(u).

Par conséquent,

Pθ

(
sup
u≤x

Zn(u) > sup
u>x

Zn(u)

)
−→ P

(
sup
u≤x

Z⋆
a,b(u) > sup

u>x
Z⋆

a,b(u)

)
à condition que

P

(
sup
u≤x

Z⋆
a,b(u) = sup

u>x
Z⋆

a,b(u)

)
= 0.

Or, en tenant compte du fait que l’argsup de Z⋆
a,b est unique, on a

P

(
sup
u≤x

Z⋆
a,b(u) = sup

u>x
Z⋆

a,b(u)

)
= P(ηa,b = x)

(notons que, comme ci-dessus, cette égalité entre probabilités est vraie non pas par égalité
des évènements concernés, mais par celle de leurs intersections avec Ax).

Ainsi, nous avons montré que

Pθ

(
φ−1
n (θ̂+n − θ) < x

)
−→ P(ηa,b < x)

à condition que
P(ηa,b = x) = 0.

La convergence en loi φ−1
n

(
θ̂+n − θ

)
=⇒ ηa,b est donc établie, et comme on l’a déjà dit, avec

φ−1
n

(
θ̂−n − θ

)
=⇒ ηa,b, on en déduit la vitesse de convergence et la loi limite de θ̂n :

φ−1
n

(
θ̂n − θ

)
=⇒ ηa,b.

Notons enfin que, la convergence des moments s’établit exactement de la même manière
que dans [57] en se servant de l’affirmation (ii) du théorème 2.36, ce qui termine la preuve
du théorème 2.53.

Pour terminer ce chapitre, voyons comment l’utilisation de la version M1 de la méthode
d’analyse de rapport de vraisemblance (au lieu de sa version classique utilisant la topolo-
gie J1) peut permettre de simplifier l’étude de l’EMV dans le cas particulier des modèles
de rupture ayant des rapports de vraisemblance normalisés Zn dont les sauts sont de même
signe (pour chaque n ∈ N∗). Cette hypothèse est, notamment, vérifiée aussi bien pour les
modèles de rupture i.i.d. considérés dans [57], que pour les modèles de rupture poissonniens
considérés dans [66], lorsque ceux-ci ne présentent qu’un seul point de rupture (c’est-à-dire
lorsque respectivement la densité ou la fonction d’intensité admet une seule discontinuité).

Aussi bien dans [57] que dans [66], la convergence faible du rapport de vraisemblance
normalisé Zn vers un rapport de vraisemblance limite Z dans D (J1)

0 (R) est démontrée en
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vérifiant les conditions du théorème 5.4.2 de [66] (qui, de fait, est déjà présent implicitement
dans [57] sans y être énoncé), dont nous donnons ici une reformulation adaptée.

Théorème 2.57. Soit Zn, n ∈ N∗, des rapports de vraisemblance normalisés tels que :
1. les lois fini-dimensionnelles de Zn convergent (uniformément par rapport à θ ∈ K

pour tout compact K ⊂ Θ) vers celles de Z ;
2. il existe une constante κ > 0 telle que

EθZ
1/2
n (u) ≤ exp{−κ|u|}

pour tout n ∈ N∗, u ∈ Un et θ ∈ K ;
3. il existe une constante C > 0 telle que

Eθ

∣∣Z1/2
n,a.c.(u)− Z1/2

n,a.c.(v)
∣∣2 ≤ C|u− v|2

pour tout n ∈ N∗, u, v ∈ Un et θ ∈ K, où Z1/2
n,a.c. désigne la partie absolument continue

de Z1/2
n ;

4. il existe des constantes C1, C2 > 0 telles que, en notant Ai = A
(n)
i (u, u + h) l’évé-

nement
{
Zn admet au moins i points de discontinuité sur l’intervalle ]u, u + h[

}
,

on a
Pθ(Ai) ≤ Cih

i, i = 1, 2,

pour tout h > 0, n ∈ N∗, u ∈ Un et θ ∈ K.
Alors, Zn converge vers Z dans D (J1)

0 (R).

Notons que nous parlons ici de la partie absolument continue (car les trajectoires de Z1/2
n

sont C1 par morceaux), mais ce n’est rien d’autre que la partie continue utilisée dans le
théorème 2.46.

La simplification que nous proposons consiste à utiliser à la place de ce théorème le
théorème suivant.

Théorème 2.58. Soit Zn, n ∈ N∗, des rapports de vraisemblance normalisés dont les sauts
sont de même signe (pour chaque n ∈ N∗) tels que les conditions 1–3 du théorème précédent
sont vérifiées. Alors, Zn converge vers Z dans D (M1)

0 (R).

Non seulement l’utilisation de ce théorème est considérablement plus facile (car il n’y a
plus besoin de vérifier la condition 4), mais aussi sa preuve est beaucoup plus simple grâce
aux outils développés dans ce chapitre. Remarquons également que la conclusion de ce
théorème est la convergence faible de Zn vers Z dans D (M1)

0 (R) (plutôt que dans D (J1)
0 (R)

comme dans le théorème 2.57). Mais, comme on l’a déjà vu ci-dessus, celle-ci est suffisante
pour l’étude de l’EMV.
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Pour montrer le théorème 2.58, nous appliquons le théorème 2.36. La condition (B)
n’étant rien d’autre que la condition 2, il nous reste à vérifier la condition (A). Or, celle-ci
est remplie d’après le lemme suivant.

Lemme 2.59. Sous la condition 3, il existe une constante C > 0 telle que

Pθ

(
∆

(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
> h1/4

)
≤ C h1/2

pour tout 0 < h < 1, n ∈ N∗, l ∈ Z et θ ∈ K.

Preuve. Notons tout d’abord que dans la preuve du théorème 5.4.2 de [66], il a été montré
que la condition 3 implique (grâce au lemme 5.3.2 de [66]) qu’il existe une constante C > 0
telle que

Pθ

(
sup

u,u′∈[l,l+1] : |u−u′|<h

∣∣Z1/2
n,a.c.(u)− Z1/2

n,a.c.(u
′)
∣∣ > h1/4

)
≤ C h1/2 (2.17)

pour tout h > 0, n ∈ N∗, l ∈ Z et θ ∈ K. En appliquant le même raisonnement sur
l’intervalle [l− 1, l+2] (à la place de l’intervalle [l, l+1]), nous obtenons plutôt l’inégalité

Pθ

(
sup

u,u′∈[l−1,l+2] : |u−u′|<h

∣∣Z1/2
n,a.c.(u)− Z1/2

n,a.c.(u
′)
∣∣ > h1/4

)
≤ C h1/2.

Par ailleurs, comme les sauts de Zn sont de même signe, d’après le théorème 2.46, nous
avons

∆
(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l+ 1]
)
≤ ∆

(U)
h

(
Z1/2

n,a.c.; [l, l+ 1]
)
≤ sup

u,u′∈[l−1,l+2] : |u−u′|<h

∣∣Z1/2
n,a.c.(u)−Z1/2

n,a.c.(u
′)
∣∣

pour tout 0 < h < 1.
Par conséquent,

Pθ

(
∆

(M1)
h

(
Z1/2

n ; [l, l + 1]
)
> h1/4

)
≤ C h1/2,

ce qui termine la preuve.

Notons que la preuve du théorème 5.4.2 de [66] est considérablement plus complexe,
car elle se base, en plus du contrôle de la partie absolument continue de Z1/2

n grâce à l’in-
égalité (2.17), sur le fait de contrôler la probabilité d’avoir deux saut rapprochés. C’est
précisément pour obtenir ce dernier contrôle qu’est utilisé la quatrième condition du théo-
rème, dont nous avons pu nous passer.

Notons également que la simplification qu’on propose peut s’appliquer, plus générale-
ment, aux modèles de ruptures i.i.d. et poissonniens présentant plusieurs ruptures « allant
dans le même sens » (c’est-à-dire lorsque les sauts de la densité ou de la fonction d’in-
tensité sont de même signe). Cependant, elle ne s’applique pas aux modèles présentant
des ruptures allant dans des sens opposés (qui rentrent dans le champs d’application du
théorème 5.4.2 de [66]). De même, les résultats que nous avons obtenus pour le modèle
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poissonnien de rupture lisse se généralisent directement aux modèles présentant plusieurs
ruptures lisses allant dans le même sens. Par contre, leur généralisation aux modèles pré-
sentant des ruptures lisses allant dans des sens opposés n’est pas triviale (notamment en ce
qui concerne la convergence faible du rapport de vraisemblance normalisé dans D (M1)

0 (R))
et reste ouvert pour l’instant.
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Deuxième partie

Détection de rupture épidémique dans
la régularité höldérienne





Chapitre 3

Détection de rupture épidémique dans
la régularité höldérienne d’un
échantillon de fonctions aléatoires

Une rupture est un changement brusque dans la loi statistique d’un phénomène. Une
question courante dans les problèmes de rupture consiste à tester l’hypothèse nulle d’aucun
changement dans la loi d’un phénomène contre l’hypothèse alternative de changement à un
moment inconnu. Dans ce chapitre, nous considérons le problème d’une rupture épidémique
(ainsi que le problème d’une rupture simple) dans la régularité höldérienne d’une suite de
fonctions aléatoires. Plus précisément, à partir de l’observation observation de n courbes
aléatoires « journalières », Xk : [k − 1, k] → R, t 7→ Xk(t), nous testons l’hypothèse nulle
(H0) X1, . . . , Xn sont des éléments aléatoires dans Ho

α([0, 1],R), indépendants, identique-
ment distribués, de régularité höldérienne α et de carré intégrable (E∥Xk∥2α < +∞),
où 0 < α < 1,

contre l’hypothèse alternative
(H1) il existe 1 < k⋆ < m⋆ < n dépendants de n tels qu’en notant In = [k⋆+1,m⋆] et Īn =

[1, n]\In, chacune des deux sous-suites (Xk)k∈In et (Xk)k∈Īn a ses termes indépendants
et identiquement distribués mais sur Īn les Xk sont de régularité höldérienne α et
de carré intégrable (i.e., E∥Xk∥2α < +∞) et sur In, avec une probabilité non nulle,
ils sont de régularité höldérienne β et pas mieux (c’est-à-dire, pour k ∈ In, Xk ∈
Hβ([0, 1],R) \ Hα([0, 1],R), avec une probabilité non nulle) et de carré intégrable
(i.e., E∥Xk∥2β < +∞), avec 0 < β < α < 1.

Remarque 3.1. Sous (H1), pour k ∈ In, l’évènement {Xk ∈ Hβ \ Hα} a une probabilité
strictement positive et comme sur cet évènement ∥Xk∥α = +∞, il est clair que E∥Xk∥α =
+∞. Nous n’incluons pas dans la formulation de l’ hypothèse alternative (H1), le cas plus
complexe où P(Xk ∈ Hα\Ho

α) = 1 pour lequel E∥Xk∥α peut être finie ou infinie. Néanmoins
nous ferons une étude préalable de la rupture dans l’espérance finie de Xk ∈ Ho

α.

Pour traiter ce problème de rupture, nous remplaçons, au moins théoriquement, les ob-
servations Xk par leurs normes α höldériennes. On se ramène ainsi à un problème de
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rupture en dimension 1. Théoriquement, en regardant le problème posé ici, on remarque
qu’en considérant n’importe quelle statistique construite sur les normes α höldériennes des
Xk qui devienne infinie lorsqu’au moins une de ces normes l’est, le problème est résolu
(puisque, sous l’hypothèse alternative, la norme α höldérienne des Xk est égale à +∞,
pour k⋆ < k ≤ m⋆). Mais ceci reste théorique, puisqu’en pratique nous ne pouvons en
général pas calculer la norme höldérienne des Xk et on n’a accès qu’à ses approximations
qui sont toujours finies (pour tout α) et donc le problème est plus complexe.

Notons que le changement de régularité peut être moins brutal en supposant qu’il se
produit dans la valeur (finie) de l’espérance de la norme höldérienne des Xk. Pour traiter
ce cas, on considère l’hypothèse alternative
(H ′

1) X1, . . . , Xn sont des éléments aléatoires de régularité höldérienne α et de carré in-
tégrable (i.e., E∥Xk∥2α < +∞) et il existe 1 < k⋆ < m⋆ < n dépendants de n tels
que chacune des deux sous-suites (Xk)k∈In et (Xk)k∈Īn a ses termes indépendants et
identiquement distribués, mais E∥Xk∥α = µ0 sur Īn et E∥Xk∥α = µ1 sur In, avec
µ0 ̸= µ1.

Notons que sous cette hypothèse alternative les Xk, k = 1, . . . , n, sont tous de même
régularité höldérienne α.

Dans ce chapitre, nous considérons, dans un premier temps, une statistique construite
sur les ∥Xk∥α et nous montrons sa divergence sous les hypothèses alternatives (H1) et
(H ′

1) ainsi que sa convergence en loi sous l’hypothèse nulle (H0). Dans un deuxième temps,
puisque nous n’avons pas accès aux ∥Xk∥α, nous considérons une statistique construite sur
des approximations des ∥Xk∥α et nous montrons sa divergence sous (H1) et (H ′

1) ainsi que
sa convergence en loi sous (H0).

Nous étudions aussi le problème d’une rupture simple (ou d’un seul point de rupture),
i.e., le cas particulier m⋆ = n. Dans le cas de changement dans la régularité höldérienne,
nous testons l’hypothèse nulle (H0), donnée ci-dessus, contre l’hypothèse alternative
(H̃1) il existe 1 < k⋆ < n dépendant de n tel que chacune des deux sous-suites (Xk)k<k⋆

et (Xk)k≥k⋆ a ses termes indépendants et identiquement distribués mais pour k < k⋆

les Xk sont de régularité höldérienne α et de carré intégrable (i.e., E∥Xk∥2α < +∞)
et pour k ≥ k⋆, avec une probabilité non nulle, ils sont de régularité höldérienne β
et pas mieux (c’est-à-dire, pour k ≥ k⋆, Xk ∈ Hβ([0, 1],R) \ Hα([0, 1],R), avec une
probabilité non nulle), avec 0 < β < α < 1.

Nous étudions également le problème d’une rupture simple dans l’espérance. Dans ce cas,
nous testons l’hypothèse nulle (H0) contre l’hypothèse alternative
(H̃ ′

1) X1, . . . , Xn sont des éléments aléatoires de régularité höldérienne α et de carré inté-
grable (i.e., E∥Xk∥2α < +∞) et il existe 1 < k⋆ < n dépendants de n tels que chacune
des deux sous-suites (Xk)k<k⋆ et (Xk)k≥k⋆ a ses termes indépendants et identique-
ment distribués, mais E∥Xk∥α = µ0 pour k < k⋆ et E∥Xk∥α = µ1 pour k ≥ k⋆, avec
µ0 ̸= µ1.

Afin d’étudier ceci, nous considérons une statistique construite sur les ∥Xk∥α et nous mon-
trons sa divergence sous (H̃1) et (H̃ ′

1) ainsi que sa convergence en loi sous (H0). Comme
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nous n’avons pas accès aux ∥Xk∥α, nous considérons une statistique construite sur des
approximations des ∥Xk∥α et nous montrons sa divergence sous (H̃1) et (H̃ ′

1) ainsi que sa
convergence en loi sous (H0).

Les statistiques considérées dans ce chapitre permettent de détecter, essentiellement, la
rupture épidémique (mais aussi la rupture simple). Elles permettent également la détection
des « petits changements » grâce à un facteur de pénalité dans leurs définitions.

3.1 Préliminaires
Pour simplifier les notations, on ramène [k−1, k] sur [0, 1], et on considère des éléments

aléatoires de l’espace Ho
α = Ho

α([0, 1],R). On pose

Yk := ∥Xk∥α, k ≥ 1.

On suppose que les Yk sont de carré intégrable (et même davantage, pour des raisons qui
apparaîtront plus tard, EY p

k < +∞ pour un certain p > 2) et on note

σ2 = VarY1 = Var(∥X1∥α).

Pour 1 ≤ a ≤ b ≤ n, a et b pas forcément entiers et A ⊂ [1, n], on note

S(A) =
∑
k∈A

Yk, S(a, b) =
∑

a≤k≤b

Yk, Sa = S(1, a), S0 = 0.

On note ξn le processus polygonal de sommes partielles bâti sur les Sk, 0 ≤ k ≤ n.
C’est la ligne polygonale aléatoire de sommets ( k

n
, Sk), 0 ≤ k ≤ n :

ξn(t) = S[nt] + (nt− [nt])Y[nt]+1, t ∈ [0, 1].

Pour toute fonction x : [0, 1] → R nulle en 0, on note xbr la fonction « pont » associée :

xbr(t) = x(t)− tx(1), t ∈ [0, 1].

Ainsi,
ξbrn (t) = ξn(t)− tξn(1), t ∈ [0, 1],

est un processus nul en t = 0 et en t = 1. C’est la ligne polygonale aléatoire de sommets(
k

n
, Sk −

k

n
Sn

)
, 0 ≤ k ≤ n.

Lorsque x est le mouvement brownien standard W , le processus B = W br est appelé pont
brownien.

Remarque 3.2. Notons que les Yk ne sont pas centrées, sinon toutes les fonctions aléatoires
Xk seraient identiquement nulles, ce qui évidemment est à écarter.
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On note
Y̊k = Yk − EYk = ∥Xk∥α − E∥Xk∥α, S̊a,b =

∑
a≤i≤b

Y̊i, etc.

Remarque 3.3. Notons ξ̊n et ξ̊brn les processus construits comme ξn et ξbrn sur les sommes
partielles des Y̊k au lieu de celles des Yk. Alors

ξ̊brn = ξbrn .

En effet pour tout 0 ≤ k ≤ n,

S̊k −
k

n
S̊n = Sk − kEY1 −

k

n
(Sn − nEY1) = Sk −

k

n
Sn.

Par conséquent, les lignes polygonales ξ̊brn et ξbrn ayant mêmes sommets sont égales sur tout
[0, 1].

Dans ce chapitre, afin d’étudier la rupture épidémique, nous considérons la statistique

Tn =
1

σ
√
n

max
1≤k<m≤n

∣∣Sm − Sk −
(
m
n
− k

n

)
Sn

∣∣[(
m
n
− k

n

)(
1−

(
m
n
− k

n

))]γ ,
où γ ∈ [0, 1/2[. Notons que ce paramètre sera choisi plus tard en fonction d’une hypothèse
d’intégrabilité sur ∥X1∥α.

Pour motiver le choix de cette statistique, nous expliquons heuristiquement l’utilité de
chacun de ses termes. Comme nous considérons un problème de rupture et nous cherchons
à détecter un changement dans la régularité höldérienne, et donc dans les Yk, nous construi-
sons une statistique sur les Yk. Puisque chacune des deux sous-suites (Xk)k∈In et (Xk)k∈Īn
a ses termes i.i.d., on applique ainsi une sorte de théorème central limite pour chacune
en estimant l’espérance des Yk par la moyenne empirique. Si la différence est « petite »,
on accepte l’hypothèse nulle (puisqu’il n’y aura pas de changement sous (H0) et donc la
différence va être petite) et si cette différence est « grande », on rejette l’hypothèse nulle
(on s’attend à ce que ça tende vers +∞ sous (H1) avec une certaine vitesse qu’on fixera
plus tard). Pour cela, on suppose que k⋆ et m⋆ sont connus et afin de simplifier le calcul
on suppose aussi que σ = 1. Comme |In| = l⋆ et |Īn| = n− l⋆, où l⋆ = m⋆ − k⋆ désigne la
longueur de l’épidémie, et comme S(Īn) = Sn − S(In) et S(In) = Sm⋆ − Sk⋆ , on obtient

S(In)− l⋆ Sn

n√
l⋆

−
S(Īn)− (n− l⋆)Sn

n√
n− l⋆

=
√
l⋆
(
S(In)

l⋆
− Sn

n

)
−
√
n− l⋆

(
S(Īn)

n− l⋆
− Sn

n

)
=

(√
l⋆

n
+

1√
n− l⋆

)
S(In)−

(√
l⋆

n
+

1√
n− l⋆

−
√
n− l⋆

n

)
Sn

=

√
l⋆ +

√
n− l⋆√

l⋆(n− l⋆)
S(In)−

(
1√
l⋆

+
n

l⋆
√
n− l⋆

−
√
n− l⋆

l⋆

)
l⋆

n
Sn
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=

√
l⋆ +

√
n− l⋆√

l⋆(n− l⋆)
S(In)−

√
l⋆(n− l⋆) + n− (n− l⋆)

l⋆
√
n− l⋆

l⋆

n
Sn

=

√
l⋆ +

√
n− l⋆√

l⋆(n− l⋆)
S(In)−

√
n− l⋆ +

√
l⋆√

l⋆(n− l⋆)

l⋆

n
Sn

=

√
n− l⋆ +

√
l⋆√

l⋆(n− l⋆)

(
S(In)−

l⋆

n
Sn

)

=

√
n
(√

1− l⋆

n
+
√

l⋆

n

)√
l⋆(n− l⋆)

(
S(In)−

l⋆

n
Sn

)

=

√
1− l⋆

n
+
√

l⋆

n

√
n
√

l⋆

n
(1− l⋆

n
)

(
S(In)−

l⋆

n
Sn

)

=
An

(
Sm⋆ − Sk⋆ −

(
m⋆

n
− k⋆

n

)
Sn

)
√
n
√(

m⋆

n
− k⋆

n

)(
1−

(
m⋆

n
− k⋆

n

))
avec An =

√
1− l⋆

n
+
√

l⋆

n
. Or

A2
n = 1− l⋆

n
+
l⋆

n
+ 2

√
l⋆

n

(
1− l⋆

n

)
= 1 + 2

√
l⋆

n

(
1− l⋆

n

)
,

et la fonction t 7→
√
t(1− t) atteint son maximum 1

4
en t = 1

2
. Ainsi 1 ≤ An ≤

√
2. Puisque

ce terme est borné, nous pouvons ne pas le prendre en compte dans notre statistique et
nous considérons la statistique

Sm⋆ − Sk⋆ −
(
m⋆

n
− k⋆

n

)
Sn

√
n
√(

m⋆

n
− k⋆

n

)(
1−

(
m⋆

n
− k⋆

n

)) .
Par ailleurs, à cause d’une condition de continuité de fonctionnelle qui permettra la conver-
gence de cette statistique et du fait que le principe d’invariance dans les espaces de Hölder
Ho

γ ne peut avoir lieu que pour 0 < γ < 1
2
, nous remplaçons le dénominateur par le terme[(

m
n
− k

n

)(
1 −

(
m
n
− k

n

))]γ, 0 < γ < 1
2
. En plus, ce dernier terme permet de détecter les

courtes épidémies telles que n
1−2γ
2(1−γ) = o(m⋆ − k⋆) ou n

1−2γ
2(1−γ) = o(n − (m⋆ − k⋆)), plus de

détails sur ce terme seront donnés dans la remarque 3.38. Nous prenons ensuite le max
puisque m⋆ et k⋆ sont inconnus et on obtient ainsi la statistique Tn.

Sous l’hypothèse nulle nous exprimons Tn comme une fonctionnelle des trajectoires d’un
processus convergeant en loi dans l’espace de Hölder Ho

γ.
Maintenant afin de détecter une rupture simple dans la régularité höldérienne, pour les

même raisons que pour Tn, nous considérons la statistique

∆n =
1

σ
√
n

max
0<k<n

∣∣Sk − k
n
Sn

∣∣(
k
n

(
1− k

n

))γ ,
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où le paramètre γ ∈ [0, 1/2[ sera choisi en fonction d’une hypothèse d’intégrabilité sur
∥X1∥α.

Notons enfin que la notation
Ho

γ−−−−→
n→+∞

désigne la convergence en loi dans l’espace de
Hölder Ho

γ muni de sa topologie forte.

3.2 Convergence en loi des statistiques Tn et ∆n sous
l’hypothèse nulle

Dans cette section, nous montrons la convergence en loi des statistiques Tn et ∆n dans
R+, en les exprimant comme des fonctionnelles des trajectoires de processus convergeant
en loi dans l’espace de Hölder Ho

γ.
Notons que dans un premier temps, on suppose que σ est connu.

3.2.1 Convergence en loi de la statistique Tn sous l’hypothèse nulle

Dans cette partie, nous montrons la convergence en loi de la statistique Tn sous l’hy-
pothèse nulle. Pour cela, nous exprimons Tn comme l’image des trajectoires du processus
ξn par la fonctionnelle gn définie sur Ho

γ par

gn(x) = max
1≤i<j≤n

I

(
x,
i

n
,
j

n

)
,

où

I(x, s, t) =

∣∣x(t)− x(s)− (t− s)x(1)
∣∣(

(t− s)(1− (t− s))
)γ , 0 < t− s < 1.

Ensuite, nous montrons que gn(ξn) converge en loi vers g(W ), où

g(x) = sup
0<s<t<1

I(x, s, t).

Pour cela, nous aurons besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.4. Soient (ηn)n une suite d’éléments aléatoires équitendus dans un espace de
Banach séparable B et gn, g : B → R deux fonctionnelles continues. On suppose en plus
que gn converge ponctuellement vers g dans B et que (gn)n est équicontinue. Alors

gn(ηn) = g(ηn) + oP(1).

Lemme 3.5. Soient (B, ∥∥) un espace vectoriel normé et q : B → R telle que
1. q est sous-additive : q(x+ y) ≤ q(x) + q(y), x, y ∈ B,
2. q est symétrique : q(−x) = q(x), x ∈ B,
3. il existe une constante c telle que q(x) ≤ c∥x∥, ∀x ∈ B.
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Alors q est lipschitzienne.

Preuve. Pour la preuve de ces deux lemmes, cf. [86].

Maintenant, la convergence de la statistique Tn est donnée par le théorème suivant.

Théorème 3.6. On suppose qu’il existe un réel p > 2 tel que

lim
t→+∞

tpP(Y1 > t) = 0. (3.1)

Alors, sous l’hypothèse nulle,
Tn

loi−−−−→
n→+∞

T, (3.2)

où
T = sup

0<t−s<1

|W (t)−W (s)− (t− s)W (1)|(
(t− s)

(
1− (t− s)

))γ
et

γ =
1

2
− 1

p
. (3.3)

Remarque 3.7. Sous l’hypothèse (3.1) et pour γ comme dans (3.3), ξn
σ
√
n

converge en loi
vers le mouvement brownien standard W dans l’espace de Hölder Ho

γ. Cette convergence
est donnée par le principe d’invariance dans les espaces de Hölder (pour plus de détails sur
le principe de variance dans les espaces de Hölder cf. [71, 85,87]).

Remarque 3.8. Notons que les espaces höldériens Ho
α et Ho

γ ne jouent absolument pas le
même rôle. En effet, Ho

α sert à quantifier la régularité höldérienne des Xk, tandis que Ho
γ

fournit un cadre fonctionnel pour la convergence en loi du processus ξn. Notons également
qu’avec ce théorème, l’hypothèse d’intégrabilité choisie nous limite à γ < 1

2
. Si on veut

aller jusqu’à la valeur critique γ = 1
2
, modulo une correction logarithmique pour le poids

höldérien, il faudra utiliser le FCLT höldérien plus général démontré dans [87].

Remarque 3.9. Si la variable aléatoire Y1 a un moment d’ordre p, elle vérifie (3.1). En
effet,

0 ≤ tp1{Y1>t} ≤ Y p
1 1{Y >t},

et comme EY p
1 < +∞, obtient (3.1) par le théorème de convergence dominée.

Preuve du théorème 3.6. Les détails de cette preuve sont donnés dans la preuve du théo-
rème 3 de [86]. On a

1

σ
√
n

∣∣Sj − Si −
(
j
n
− i

n

)
Sn

∣∣[(
j
n
− i

n

)(
1−

(
j
n
− i

n

))]γ =
1

σ
√
n

∣∣ξn( i
n
)− ξn(

j
n
)−

(
j
n
− i

n

)
ξn(1)

∣∣[(
j
n
− i

n

)(
1−

(
j
n
− i

n

))]γ = I
(
ηn,

i

n
,
j

n

)
,

en posant

ηn =
1

σ
√
n
ξn.

103



Donc
Tn = max

1≤i<j≤n
I
(
ηn,

i

n
,
j

n

)
= gn

(
ηn
)
.

et
T = sup

0<t−s<1

|W (t)−W (s)− (t− s)W (1)|(
(t− s)

(
1− (t− s)

))γ = sup
0<t−s<1

I(W, s, t) = g(W ).

Donc, le fait de montrer la convergence (3.2) est équivalent à montrer que

gn(ηn)
loi−−−−→

n→+∞
g(W ) (3.4)

et pour cela on applique le même raisonnement que la preuve du théorème 3 de [86] où il
a été montré que I(., s, t) est lipschitzienne sur G0

γ = {x ∈ Ho
γ ; x(0) = x(1) = 0}, grâce au

lemme 3.5, et donc g et gn le sont aussi. En plus (gn)n≥1 est équicontinue sur G0
γ . Il a été

montré aussi que gn converge simplement vers g sur G0
γ . Comme

ηn
Ho

γ−−−−→
n→+∞

W,

(ηn)n≥1 est équitendue, on obtient par le lemme 3.4

gn
(
ηn
)
= g
(
ηn
)
+ oP(1)

et donc la convergence (3.4). Ce qui prouve le théorème 3.6.

Remarque 3.10. Dans le théorème 3.6, σ est supposé connu. S’il ne l’est pas, on le rem-
place par un estimateur consistant.

3.2.2 Convergence en loi de la statistique ∆n sous l’hypothèse nulle

Dans cette partie, nous montrons la convergence en loi de la statistique ∆n sous l’hy-
pothèse nulle. Pour cela nous considérons la fonctionnelle

τγ(x) = sup
0<t<1

|x(t)|
(t(1− t))γ

,

pour tout x : [0, 1] → R. Ensuite nous montrons que ∆n = τγ
( ξbrn
σ
√
n

)
et que x 7→ xbr 7→

τγ(x
br) est continue 1 sur un sous-espace vectoriel fermé adéquat de Ho

γ. Enfin, comme

1

σ
√
n
ξn

Ho
γ−−−−→

n→+∞
W.

on obtient la convergence, par image continue, de la statistique ∆n vers τγ(B).
Afin de montrer ceci, nous aurons besoin des résultats suivants.

Proposition 3.11. Pour toute ligne polygonale f sur [0, 1] nulle en 0 et en 1, de sommets
(tk, f(tk)), où tk = k

n
, 0 ≤ k ≤ n,

τγ(f) = max
0<k<n

(
tk
(
1− tk

))−γ|f(tk)|.

1. continue pour la topologie induite par la norme ∥ ∥γ sur l’espace Ho
γ
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Afin démontrer cette proposition, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.12. Si f est affine sur [a, b] et r concave et strictement positive sur [a, b],

sup
t∈[a,b]

|f(t)|
r(t)

= max

(
|f(a)|
r(a)

;
|f(b)|
r(b)

)
.

Preuve. Soit f une fonction affine sur [a, b] et r une fonction concave et strictement positive
sur [a, b], montrons que

sup
t∈[a,b]

|f(t)|
r(t)

= max

(
|f(a)|
r(a)

;
|f(b)|
r(b)

)
.

Comme
sup
t∈[a,b]

|f(t)|
r(t)

≥ max

(
|f(a)|
r(a)

;
|f(b)|
r(b)

)
,

il reste à montrer que

sup
t∈[a,b]

|f(t)|
r(t)

≤ max

(
|f(a)|
r(a)

;
|f(b)|
r(b)

)
.

On paramétrise le segment [a, b] par

t = ua+ (1− u)b, u ∈ [0, 1].

Comme f est affine sur [a, b],

f(t) = f(ua+ (1− u)b) = uf(a) + (1− u)f(b), u ∈ [0, 1].

Par l’inégalité triangulaire et la concavité de la fonction r sur [a, b],

|f(t)|
r(t)

=
|uf(a) + (1− u)f(b)|

r(t)

≤ u|f(a)|+ (1− u)|f(b)|
r(t)

=
u|f(a)|+ (1− u)|f(b)|

r(ua+ (1− u)b)

≤ u|f(a)|+ (1− u)|f(b)|
ur(a) + (1− u)r(b)

= Ga,b(u).

Pour tout u ∈ [0, 1],

G′
a,b(u) =

(
|f(a)| − |f(b)|)(ur(a) + (1− u)r(b)

)
−
(
r(a)− r(b)

)(
u|f(a)|+ (1− u)|f(b)|

)(
ur(a) + (1− u)r(b)

)2
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=
|f(a)|r(b)− |f(b)|r(b)− |f(b)|r(a) + |f(b)|r(b)(

ur(a) + (1− u)r(b)
)2

=
|f(a)|r(b)− |f(b)|r(a)(
ur(a) + (1− u)r(b)

)2 .
Donc G′

a,b a un signe constant sur tout l’intervalle [0, 1], alors la fonction Ga,b est monotone
sur [a, b]. Ainsi, elle atteint son maximum en 0 ou en 1. D’où

Ga,b(u) ≤ max
(
Ga,b(0);Ga,b(1)

)
= max

(
|f(b)|
r(b)

;
|f(a)|
r(a)

)
, ∀u ∈ [0, 1].

Par conséquent,
|f(t)|
r(t)

≤ max

(
|f(b)|
r(b)

;
|f(a)|
r(a)

)
, ∀t ∈ [a, b],

ceci implique que

sup
t∈[a,b]

|f(t)|
r(t)

≤ max

(
|f(a)|
r(a)

;
|f(b)|
r(b)

)
.

Conclusion :
sup
t∈[a,b]

|f(t)|
r(t)

= max

(
|f(a)|
r(a)

;
|f(b)|
r(b)

)
.

Preuve de la proposition 3.11. La fonction f est une ligne polygonale sur [0, 1] de sommets
(tk, f(tk)), donc sur chaque segment [tk, tk+1] f est affine et la fonction t 7→

(
t(1− t)

)γ est
concave, on peut alors appliquer le lemme 3.12 sur chaque segment [tk, tk+1]. Donc pour
tout 0 < k < n,

sup
tk≤t≤tk+1

|f(t)|(
t(1− t)

)γ = max

(
|f(tk)|(

tk(1− tk)
)γ ; |f(tk+1)|(

tk+1(1− tk+1)
)γ).

Ainsi
τγ(f) = max

0<k<n

(
tk(1− tk)

)−γ|f(tk)|.

Théorème 3.13. On suppose qu’il existe un réel p > 2 tel que

lim
t→+∞

tpP(Y1 > t) = 0. (3.5)

Alors
1

σ
√
n
ξbrn

Ho
γ−−−−→

n→+∞
B, (3.6)

où
γ =

1

2
− 1

p
.
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Preuve. On rappelle que l’opérateur br est défini par

br : Ho
γ → Ho

γ, f 7→ fbr : t 7→ f(t)− tf(1).

Comme, sous l’hypothèse du théorème 3.13,

1

σ
√
n
ξn

Ho
γ−−−−→

n→+∞
W.

Donc, pour montrer la convergence (3.6), il suffit de vérifier la continuité de l’opérateur br
sur Ho

γ. Il est facile de vérifier la linéarité de br. En effet, pour tout f, g ∈ Ho
γ, t ∈ [0, 1] et

c ∈ R,

(f + cg)br(t) = (f + cg)(t)− t(f + cg)(1) = f(t)− tf(1)+ c
(
g(t)− tg(1)

)
=
(
fbr + cgbr

)
(t).

Pour établir la continuité de br sur Ho
γ, il suffit donc de montrer qu’il existe une constante

c > 0 telle que
∥fbr∥γ ≤ c∥f∥γ, ∀f ∈ Ho

γ. (3.7)

Pour cela, soit f ∈ Ho
γ,∣∣fbr(t)− fbr(s)
∣∣

|t− s|γ
=

|f(t)− tf(1)− f(s) + sf(1)|
|t− s|γ

≤ |f(t)− f(s)|
|t− s|γ

+
|sf(1)− tf(1)|

|t− s|γ

≤ |f(t)− f(s)|
|t− s|γ

+ |t− s|1−γ|f(1)|

≤ |f(t)− f(s)|
|t− s|γ

+ |t− s|1−γ|f(1)− f(0)|+ |t− s|1−γ|f(0)|.

Donc, puisque 1− γ > 0 et |t− s| ∈ [0, 1],

sup
0<|t−s|<1

∣∣fbr(t)− fbr(s)
∣∣

|t− s|γ
≤ sup

0<|t−s|<1

|f(t)− f(s)|
|t− s|γ

+ |f(1)− f(0)|+ |f(0)|

≤ 2 sup
0<|t−s|<1

|f(t)− f(s)|
|t− s|γ

+ |f(0)|.

Par suite, puisque fbr(0) = f(0),

sup
0<|t−s|<1

∣∣fbr(t)− fbr(s)
∣∣

|t− s|γ
+ |fbr(0)| ≤ 2

(
sup

0<|t−s|<1

|f(t)− f(s)|
|t− s|γ

+ |f(0)|
)
,

on obtient donc l’inégalité (3.7) avec c = 2, ce qui prouve la continuité de br et donc la
convergence (3.6).
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Remarque 3.14. Sans hypothèse supplémentaire sur x, τγ est à valeurs dans R+. Par
exemple si x est continue sur [0, 1] nulle en 0 et 1 et localement höldérienne d’exposant
β ≥ γ en 0 et 1, τγ(x) est fini (pour γ < 1).

Notons G0
γ = {x ∈ Ho

γ ; x(0) = x(1) = 0}. Nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.15. La restriction de τγ à G0
γ est continue pour la norme ∥ ∥γ.

Preuve. Afin de prouver la continuité de τγ sur G0
γ , montrons que sa restriction à G0

γ est
lipschitzienne pour la norme ∥ ∥γ. Pour cela, nous commençons par démontrer l’inégalité
suivante.

τγ(f) ≤ 2γ∥f∥γ ∀f ∈ G0
γ ,

en effet, comme f(0) = f(1) = 0, si 1/2 ≤ t < 1 alors

|f(t)|
(t(1− t))γ

≤ 2γ
|f(t)|

(1− t)γ

= 2γ
|f(1)− f(t)|

|1− t|γ

≤ 2γ sup
0<|t−s|<1

|f(t)− f(s)|
|t− s|γ

= 2γ∥f∥γ

et si 0 < t < 1/2 alors 1/2 ≤ 1− t < 1 et donc

|f(t)|
(t(1− t))γ

≤ 2γ
|f(t)|
tγ

= 2γ
|f(t)− f(0)|

tγ

≤ 2γ sup
0<|t−s|<1

|f(t)− f(s)|
|t− s|γ

= 2γ∥f∥γ.

Ainsi
|f(t)|

(t(1− t))γ
≤ 2γ∥f∥γ, ∀0 < t < 1

et donc
τγ(f) = sup

0<t<1

|f(t)|
(t(1− t))γ

≤ 2γ∥f∥γ.

Maintenant pour f, g ∈ G0
γ , on a

|f(t) + g(t)|
(t(1− t))γ

≤ |f(t)|
(t(1− t))γ

+
|g(t)|

(t(1− t))γ
≤ sup

0<t<1

|f(t)|
(t(1− t))γ

+ sup
0<t<1

|g(t)|
(t(1− t))γ
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et donc
τγ(f + g) ≤ τγ(f) + τγ(g).

Par cette dernière inégalité, on obtient

τγ(f) = τγ(g + (f − g)) ≤ τγ(g) + τγ(f − g)

ce qui implique que
τγ(f)− τγ(g) ≤ τγ(f − g).

On obtient aussi
τγ(g) = τγ(f + (g − f)) ≤ τγ(f) + τγ(g − f)

ce qui implique que
τγ(g)− τγ(f) ≤ τγ(g − f) = τγ(f − g).

Par conséquent
|τγ(f)− τγ(g)| ≤ 2γ∥f − g∥γ, ∀f, g ∈ G0

γ ,

et donc la restriction de τγ à G0
γ est lipschitzienne et donc continue.

Grâce à ce lemme nous pouvons établir le corollaire suivant du Théorème 3.13.

Corollaire 3.16. On suppose qu’il existe un réel p > 2 tel que

lim
t→+∞

tpP(Y1 > t) = 0.

Alors, sous l’hypothèse nulle,
∆n

loi−−−−→
n→+∞

∆,

où
∆ = sup

0<t<1

|W (t)− tW (1)|
(t(1− t))γ

et
γ =

1

2
− 1

p
.

Preuve. Comme ∆n = τγ
( ξbrn
σ
√
n

)
et

∆ = sup
0<t<1

|W (t)− tW (1)|
(t(1− t))γ

= sup
0<t<1

|B(t)|
(t(1− t))γ

= τγ(B),

par le théorème 3.13 et la continuité de τγ sur G0
γ , on obtient la convergence en loi de ∆n

vers ∆.
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3.3 Convergence en loi des statistiques Tn,N et ∆n,N sous
l’hypothèse nulle

D’un point de vue pratique, le problème c’est qu’on ne sait pas en général calculer
exactement les ∥Xk∥α et donc ni Tn ni ∆n. De plus, si on ne connaît pas σ, on ne pourra
pas l’estimer directement par la variance empirique construite sur les Yk.

On n’a accès qu’à des approximations de ∥Xk∥α. Nous utiliserons ici des approximations
par interpolation affine avec un pas de discrétisation de 1

N
où N = N(n) tend vers l’infini

avec n. Pour ce faire on notera Xk,N la ligne polygonale de sommets(
i

N
,Xk

(
i

N

))
, 0 ≤ i ≤ N(n).

C’est un élément aléatoire de Ho
α de norme

∥Xk,N∥α =
∣∣Xk,N(0)

∣∣+ max
0≤i<j≤N(n)

∣∣Xk

(
j
N

)
−Xk

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣α . (3.8)

En effet, comme les Xk,N sont des lignes polygonales de sommets aux points d’abscisse i
N

,
pour 0 ≤ i ≤ N(n), par un raisonnement similaire à la preuve de la proposition 3.11, on
obtient

sup
0≤t<s≤1

∣∣Xk,N(t)−Xk,N(s)
∣∣

|t− s|α
= max

0≤i<j≤N(n)

∣∣Xk,N

(
j
N

)
−Xk,N

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣α .

Ainsi, comme Xk,N

(
i
N

)
= Xk

(
i
N

)
, pour 0 ≤ i ≤ N , on obtient

ωα

(
Xk,

1

N

)
= max

0≤i<j≤N(n)

∣∣Xk

(
j
N

)
−Xk

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣α
et donc l’égalité (3.8).

Remarque 3.17. On a 0 ≤ ∥Xk,N∥α ≤ ∥Xk∥α et limn→+∞ ∥Xk,N∥α = ∥Xk∥α ponctuelle-
ment sur Ω. Plus précisément, la vitesse de cette convergence est reliée à la régularité de
Xk par

∥Xk,N −Xk∥α ≤ 4ωα

(
Xk,

1

N

)
. (3.9)

Preuve de (3.9). On note Zk,N = Xk,N −Xk. Comme Zk,N(0) = Xk,N(0)−Xk(0) = 0, donc
il suffit de montrer que

ωα

(
Zk,N , 1

)
≤ 4ωα

(
Xk,

1

N

)
.

Pour cela, soit f ∈ Ho
α et fN la ligne polygonale de sommets

(
i
N
, f
(

i
N

))
, pour 0 ≤ i ≤ N .

On note gn = fn − f . Afin de montrer (3.17), montrons que

ωα(gN , 1) ≤ 4ωα

(
f,

1

N

)
. (3.10)
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Fixons N quelconque et soient 0 ≤ s < t ≤ 1, alors il existe un unique i tel que i
N

≤ s < i+1
N

et un unique j ≥ i tel que j
N

≤ t < j+1
N

.
1. Si i = j, alors s, t ∈ [ i

N
, i+1

N
[. Puisque |t− s| ≤ 1/N ,

|gN(t)− gN(s)|
|t− s|α

=
|fN(t)− f(t)− fN(s) + f(s)|

|t− s|α

≤ |f(t)− f(s)|
|t− s|α

+
|fN(t)− fN(s)|

|t− s|α

≤ ωα

(
f,

1

N

)
+

|fN(t)− fN(s)|
|t− s|α

,

et comme fN est la ligne polygonale de sommets
(

i
N
, f
(

i
N

))
, donc affine sur chaque

[ i
N
, i+1

N
], fN

(
i
N

)
= f

(
i
N

)
et fN

(
i+1
N

)
= f

(
i+1
N

)
,

|fN(t)− fN(s)| =
∣∣fN( i+1

N

)
− fN

(
i
N

)∣∣
1
N

|t− s|

=

∣∣f( i+1
N

)
− f

(
i
N

)∣∣
1
N

|t− s|.

Donc ∣∣fN(t)− fN(s)
∣∣

|t− s|α
=

∣∣f( i+1
N

)
− f

(
i
N

)∣∣(
1
N

)α (
|t− s|

1
N

)1−α

≤
∣∣f( i+1

N

)
− f

(
i
N

)∣∣(
1
N

)α
≤ ωα

(
f,

1

N

)
.

Ainsi
|gN(t)− gN(s)|

|t− s|α
≤ 2ωα

(
f,

1

N

)
.

2. Maintenant si i
N

≤ s < i+1
N

≤ j
N
< t < j+1

N
, alors, puisque gN

(
j
N

)
= gN

(
i+1
N

)
= 0,

|gN(t)− gN(s)| ≤
∣∣∣gN(t)− gN

( j
N

)∣∣∣+ ∣∣∣gN(i+ 1

N

)
− gN(s)

∣∣∣.
On peut ensuite appliquer le même raisonnement que dans le premier cas sur les
intervalles [t, j

N
] et [s, i+1

N
] pour obtenir

|gN(t)− gN(s)|
|t− s|α

≤ 4ωα

(
f,

1

N

)
.
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Notons aussi que si t = j
N

, alors

|gN(t)− gN(s)|
|t− s|α

≤ 2ωα

(
f,

1

N

)
.

Par suite, pour tout 0 < |t− s| < 1,

|gN(t)− gN(s)|
|t− s|α

≤ 4ωα

(
f,

1

N

)
,

et donc l’inégalité (3.10), ce qui implique l’inégalité (3.9).

Notons ξn,N le processus polygonal des sommes partielles des ∥Xk,N∥α :

ξn,N(t) =

[nt]∑
k=1

∥Xk,N∥α + (nt− [nt])∥X[nt]+1,N∥α, t ∈ [0, 1].

On définit aussi Sk,N =
∑

i≤k ∥Xi,N∥α.

Remarque 3.18. Pour l’instant on suppose encore σ connu. On pourra ultérieurement le
remplacer par un estimateur construit sur les observations ∥Xk,N∥α. Un candidat naturel
étant fourni par la racine carrée de la variance empirique des ∥Xk,N∥α.

Maintenant, on définit les statistiques Tn,N et ∆n,N construites sur les ∥Xi,N∥α détectant
la rupture épidémique et la rupture simple respectivement. Dans le cas de la rupture
épidémique, on remplace la statistique Tn par la statistique Tn,N donnée par

Tn,N =
1

σ
√
n

max
1≤k<m≤n

∣∣Sm,N − Sk,N −
(
m
n
− k

n

)
Sn,N

∣∣[(
m
n
− k

n

)(
1−

(
m
n
− k

n

))]γ .

Dans le cas d’un seul point de rupture, on remplace la statistique ∆n par la statistique
∆n,N donnée par

∆n,N =
1

σ
√
n

max
1≤k<n

(
k

n

(
1− k

n

))−γ ∣∣∣∣Sk,N − k

n
Sn,N

∣∣∣∣ .
Un résultat fondamental pour montrer la convergence de ces statistiques sous l’hypo-

thèse nulle est le suivant.

Proposition 3.19. On suppose que N = N(n) → +∞ et on se place dans le cadre du
théorème 3.13. Alors ∥∥∥∥ 1√

n
ξbrn,N − 1√

n
ξbrn

∥∥∥∥
γ

P−−−−→
n→+∞

0.
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Nous admettrons provisoirement cette proposition pour ne pas interrompre le flux prin-
cipal de l’argumentation. Une preuve détaillée est fournie à partir de la page 115.

La convergence de ces statistiques sous l’hypothèse nulle est donnée par les théorèmes
suivants.

Théorème 3.20. On suppose qu’il existe un réel p > 2 tel que

lim
t→+∞

tpP(Y1 > t) = 0.

Alors, sous l’hypothèse nulle,
Tn,N

loi−−−−→
n→+∞

T,

où
T = sup

0<t−s<1

|W (t)−W (s)− (t− s)W (1)|(
(t− s)

(
1− (t− s)

))γ
et

γ =
1

2
− 1

p
.

Preuve. On souhaite montrer que quand N = N(n) tend vers l’infini avec n,

Tn,N
loi−−−−→

n→+∞
T.

Par le théorème 3.6, on sait déjà que

Tn
loi−−−−→

n→+∞
T,

donc par le lemme de Slutsky, il suffit de prouver que

|Tn,N − Tn|
P−−−−→

n→+∞
0. (3.11)

Or Tn = gn
(

1
σ
√
n
ξbrn
)

et Tn,N = gn
(

1
σ
√
n
ξbrn,N

)
et afin de montrer cette convergence, on

considère les fonctionnelles

g̃n(x) = max
1≤i<j≤n

Ĩ(x, i/n, j/n)

où

Ĩ(x, s, t) =

∣∣x(t)− x(s)
∣∣(

(t− s)(1− (t− s))
)γ .

Or

Ĩ
(
ξbrn , i/n, j/n

)
=

∣∣ξbrn ( i
n
)− ξbrn ( j

n
)
∣∣[(

j
n
− i

n

)(
1−

(
j
n
− i

n

))]γ
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=

∣∣ξn( i
n
)− ξn(

j
n
)−

(
j
n
− i

n

)
ξn(1)

∣∣[(
j
n
− i

n

)(
1−

(
j
n
− i

n

))]γ
= I(ξn, i/n, j/n),

et
Ĩ
(
ξbrn,N , i/n, j/n

)
= I(ξn,N , i/n, j/n)

et donc
g̃n
(
ξbrn
)
= gn(ξn) et g̃n

(
ξbrn,N

)
= gn(ξn,N).

Maintenant , comme

|Tn,N − Tn| ≤ g̃n

(
1

σ
√
n

(
ξbrn − ξbrn,N

))
≤ 2γ

∥∥∥∥ 1

σ
√
n

(
ξbrn − ξbrn,N

)∥∥∥∥
γ

,

afin de montrer la convergence (3.11), il suffit de montrer que∥∥∥∥ 1

σ
√
n
ξbrn,N − 1

σ
√
n
ξbrn

∥∥∥∥
γ

P−−−−→
n→+∞

0.

ce qui est garanti par la proposition 3.19.

Théorème 3.21. On suppose qu’il existe un réel p > 2 tel que

lim
t→+∞

tpP(Y1 > t) = 0.

Alors, sous l’hypothèse nulle,
∆n,N

loi−−−−→
n→+∞

∆,

où
∆ = sup

0<t<1

|W (t)− tW (1)|
(t(1− t))γ

et
γ =

1

2
− 1

p
.

Preuve. On souhaite montrer que quand N = N(n) tend vers l’infini avec n,

∆n,N
loi−−−−→

n→+∞
∆.

Par le corollaire 3.16, on sait déjà que

∆n
loi−−−−→

n→+∞
∆,

donc par le lemme de Slutsky, il suffit de prouver que

|∆n,N −∆n|
P−−−−→

n→+∞
0.
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Or ∆n = τγ
(

1
σ
√
n
ξbrn
)

et ∆n,N = τγ
(

1
σ
√
n
ξbrn,N

)
et comme

|∆n,N −∆n| ≤ τγ

(
1

σ
√
n

(
ξbrn − ξbrn,N

))
≤ 2γ

∥∥∥∥ 1

σ
√
n

(
ξbrn − ξbrn,N

)∥∥∥∥
γ

,

on obtient ainsi le résultat par la proposition 3.19.

Remarque 3.22. On s’attendrait à une normalisation en σ−1
n,N avec

σ2
n,N = Var(∥X1,N∥2α)

pour ξbrn,N , mais c’est plus simple de conserver σ au lieu de σn,N dans la définition de ∆n,N .
Noter que l’on ne cherche pas ici à prouver la convergence en loi dans Ho

γ de σ−1n−1/2ξbrn
vers B, même si cette dernière devrait découler de la convergence de σn,N vers σ.

Dans le reste de cette section, nous montrons la proposition 3.19. Pour cela, nous aurons
besoin d’introduire quelques notations et résultats. Notons

ζn = ξn − ξn,N .

Il est clair que ζn est le processus polygonal de sommes partielles des variables aléatoires

εn,k = ∥Xk∥α − ∥Xk,N∥α, 1 ≤ k ≤ n.

Ces variables n’étant pas centrées, on définit aussi les

ε̊n,k = εn,k − Eεn,k, 1 ≤ k ≤ n.

et le processus polygonal de sommes partielles ζ̊n associé.
Comme∥∥∥∥ 1

σ
√
n
ξbrn,N − 1

σ
√
n
ξbrn

∥∥∥∥
γ

=

∥∥∥∥ 1

σ
√
n
ζbrn

∥∥∥∥
γ

=

∥∥∥∥ 1

σ
√
n
ζ̊brn

∥∥∥∥
γ

≤ 2

∥∥∥∥ 1

σ
√
n
ζ̊n

∥∥∥∥
γ

,

afin de montrer la proposition 3.19, il suffit de montrer la proposition suivante

Proposition 3.23. On suppose que N = N(n) → +∞ et on se place dans le cadre du
théorème 3.13. Alors ∥∥∥∥ 1√

n
ζ̊n

∥∥∥∥
γ

P−−−−→
n→+∞

0. (3.12)

Afin de montrer cette dernière proposition, nous aurons besoin des lemmes suivants

Lemme 3.24. Soit X une variable aléatoire. Pour tout a > 0,

E
(
|X|1{|X|>a}

)
= aP

(
|X| > a

)
+

∫ ∞

a

P
(
|X| > s

)
ds.
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Preuve. Il est facile à vérifier que{
|X|1{|X|>a} > s

}
= {|X| > max(a, s)},

donc

E
(
|X|1{|X|>a}

)
=

∫ ∞

0

P
(
|X|1{|X|>a} > s

)
ds

=

∫ ∞

0

P
(
|X| > max(a, s)

)
ds

=

∫ a

0

P
(
|X| > a

)
ds+

∫ ∞

a

P
(
|X| > s

)
ds

= aP
(
|X| > a

)
+

∫ ∞

a

P
(
|X| > s

)
ds.

Lemme 3.25. Soient X une variable aléatoire positive et f une fonction croissante de
classe C1 sur [0,∞[ telle que f(0) = 0, alors pour toute constante c > 0,

E
(
f(X)1{X≤c}

)
=

∫ c

0

f ′(x)P(s ≤ X ≤ c) ds.

Preuve. Comme f est de classe C1,

f(x) =

∫ x

0

f ′(u) du

et par le théorème de Fubini-Tonelli,

E
(
f(X)1{X≤c}

)
=

∫ ∞

0

f(x)1{x≤c} dPX(x)

=

∫ ∞

0

(∫ x

0

f ′(u) du

)
1{x≤c} dPX(x)

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

f ′(u)1{u<x} du

)
1{x≤c} dPX(x)

=

∫ ∞

0

f ′(u)

(∫ ∞

0

1{u<x≤c} dPX(x)

)
du

=

∫ c

0

f ′(u)P(u < X ≤ c)) du.

Lemme 3.26. Soient (Yn)n et Z des variables aléatoires positives. On suppose que
Yn ≤ Z

Yn
P−−−→

n→∞
0

∃p > 0; spP(Z > s) −−−→
s→∞

0.
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Alors
sup
s>0

spP(Yn > s) −−−→
n→∞

0.

Preuve. Soit ε > 0. On note s0 = ε1/p, donc pour tout s ≤ s0,

spP(Yn > s) ≤ ε.

Comme
spP(Z > s)

P−−−→
s→∞

0,

il existe s1 > s0 tel que pour tout s ≥ s1

spP(Z > s) < ε

et puisque Yn ≤ Z, on obtient

spP(Yn > s) < ε, ∀s ≥ s1.

Comme
Yn

P−−−→
n→∞

0,

il existe n0 ≥ 0 tel que pour tout n ≥ n0

P(Yn > s0) <
ε

sp1

et donc pour tout s0 ≤ s ≤ s1

spP(Yn > s) < ε, ∀n ≥ n0.

Ainsi
sup
s>0

spP(Yn > s) < ε, ∀n ≥ n0.

Lemme 3.27. Soit X une variable aléatoire positive telle EXq existe. Alors

E|X − EX|q ≤ 2qEXq, ∀q > 1.

Preuve. Comme x 7→ xq, q > 1, est convexe(x
2
+
y

2

)q
≤ xq

2
+
yq

2
, x, y ≥ 0,

et comme en plus EXq existe, par l’inégalité de Jensen(
EX

)q ≤ E
(
Xq
)
.

Donc

|X−EX|q ≤ (|X|+ |EX|)q=2q
(
|X|
2

+
E|X|
2

)q

≤2q
(
|X|q

2
+
|EX|q

2

)
≤2q−1

(
|X|q+E|X|q

)
.

Ainsi
E|X − EX|q ≤ 2q−1E

(
|X|q + E|X|q

)
= 2qE|X|q.
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Preuve de la proposition 3.23. La preuve suivante suit la méthode de troncature utilisée
dans [89] pour un problème de convergence de moments. Il est commode d’utiliser ici
l’équivalence entre ∥.∥γ et la norme séquentielle basée sur les différences secondes dyadiques
définie par

∥f∥seqγ := max

(
|f(0)|, |f(1)|, sup

j≥1
2jγ max

0≤k<2j−1

∣∣∣∣f(2k + 1

2j

)
− 1

2

(
f
(k + 1

2j

)
+ f
( k
2j

))∣∣∣∣) .
L’équivalence de ces deux normes est prouvée dans Ciesielski [25]. Remplaçant donc ∥.∥γ
par ∥.∥seqγ , nous allons prouver la proposition 3.23 en établissant que pour tout t > 0,

P (n, t) := P

(∥∥∥∥ 1

σ
√
n
ζ̊n

∥∥∥∥seq
γ

> t

)
tend vers 0 quand n tend vers l’infini.

En remarquant que pour toute f dans Ho
γ nulle en 0,

∥f∥seqγ ≤ sup
j≥0

2jγ max
0≤k<2j

∣∣∣f(k + 1

2j

)
− f

( k
2j

)∣∣∣,
on a

P (n, t) ≤ P

(
sup
j≥0

2jγ max
0≤k<2j

∣∣∣ζ̊n(k + 1

2j

)
− ζ̊n

( k
2j

)∣∣∣ > σ
√
nt

)
≤ P1(n, t) + P2(n, t),

où
P1(n, t) = P

(
sup

0≤j≤log(n)

2jγ max
0≤k<2j

∣∣∣ζ̊n(k + 1

2j

)
− ζ̊n

( k
2j

)∣∣∣ > σ
√
nt

)
et

P2(n, t) = P

(
sup

j>log(n)

2jγ max
0≤k<2j

∣∣∣ζ̊n(k + 1

2j

)
− ζ̊n

( k
2j

)∣∣∣ > σ
√
nt

)
.

Dans ces formules et pour tout le chapitre, log(·) désigne le logarithme de base 2 (ainsi
log(2n) = n).

1. Traitement de P2(n, t). Si j > log n alors (k + 1)/2j − k/2j = 1/2j < 1/n. Donc si
k/2j ∈

[
i/n, (i+ 1)/n

)
, avec 1 ≤ i = ik,j ≤ n− 2, alors (k + 1)/2j ∈

(
i/n, (i+ 1)/n

]
ou
(
(i+ 1)/n, (i+ 2)/n

]
.

(a) Si k/2j, (k + 1)/2j ∈
[
i/n, (i+ 1)/n

)
alors∣∣∣ζ̊n(k + 1

2j

)
− ζ̊n

( k
2j

)∣∣∣ = ∣∣ζ̊n( i+1
n

)
− ζ̊n

(
i
n

)∣∣∣∣ i+1
n

− i
n

∣∣ ∣∣∣k + 1

2j
− k

2j

∣∣∣
=

n

2j

∣∣∣ζ̊n(i+ 1

n

)
− ζ̊n

( i
n

)∣∣∣.
Or ζ̊n

(
i
n

)
= S̊i, ζ̊n

(
i+1
n

)
= S̊i+1 et

∣∣ζ̊n( i+1
n

)
− ζ̊n

(
i
n

)∣∣ = ∣∣S̊i+1 − S̊i

∣∣ = ∣∣̊εn,i+1

∣∣, en
notant par S̊i la somme jusqu’à i des ε̊n,i. Donc∣∣∣ζ̊n(k + 1

2j

)
− ζ̊n

( k
2j

)∣∣∣ = n

2j
∣∣̊εn,i+1

∣∣ ≤ n

2j
max
1≤i≤n

∣∣̊εn,i∣∣.
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(b) Si k/2j ∈
[
i/n, (i+ 1)/n

)
et (k + 1)/2j ∈

(
(i+ 1)/n, (i+ 2)/n

]
alors∣∣∣ζ̊n(k + 1

2j

)
− ζ̊n

( k
2j

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣ζ̊n(k + 1

2j

)
− ζ̊n

(i+ 1

n

)∣∣∣+ ∣∣∣ζ̊n(i+ 1

n

)
− ζ̊n

( k
2j

)∣∣∣
=

∣∣ζ̊n( i+2
n

)
− ζ̊n

(
i+1
n

)∣∣∣∣ i+2
n

− i+1
n

∣∣ ∣∣∣k + 1

2j
− i+ 1

n

∣∣∣
+

∣∣ζ̊n( i+1
n

)
− ζ̊n

(
i
n

)∣∣∣∣ i+1
n

− i
n

∣∣ ∣∣∣i+ 1

n
− k

2j

∣∣∣
= n

∣∣̊εn,i+2

∣∣∣∣∣k + 1

2j
− i+ 1

n

∣∣∣+ n
∣∣̊εn,i+1

∣∣∣∣∣k + 1

2j
− i+ 1

n

∣∣∣
≤ n

2j
∣∣̊εn,i+2

∣∣+ n

2j
∣∣̊εn,i+1

∣∣
≤ 2

n

2j
max
1≤i≤n

∣∣̊εn,i∣∣.
Ainsi

P2(n, t) ≤ P

(
sup

j>log(n)

2j(γ−1)
√
n max

1≤i≤n

∣∣̊εn,i∣∣ > tσ

2

)
.

Comme j > log(n) et γ = 1/2 − 1/p < 1, on a 2j(γ−1) < nγ−1 donc
√
n2j(γ−1) <

nγ−1/2 = n−1/p. Ainsi, par la remarque 3.17, on obtient

P2(n, t) ≤ P

(
sup

j>log(n)

2j(γ−1)
√
n max

1≤i≤n

∣∣̊εn,i∣∣ > tσ

2

)
≤ P

(
max
1≤i≤n

∣∣̊εn,i∣∣ > tσn
1
p

2

)
≤ nP

(∣∣̊εn,1∣∣ > tσn
1
p

2

)
= nP

(
|εn,1 − Eεn,1| >

tσn
1
p

2

)
≤ nP

(
|εn,1|+ E|εn,1| >

tσn
1
p

2

)
≤ nP

(
|εn,1| >

tσn
1
p

4

)
+ nP

(
E|εn,1| >

tσn
1
p

4

)
≤ nP

(
∥X1∥α >

tσn
1
p

4

)
+ nP

(
E4ωα

(
X1,

1

N

)
>
tσn

1
p

4

)
= nP

(
∥X1∥α >

tσn
1
p

4

)
+ nP

(
n <

(
16Eωα

(
Xk,

1
N

)
tσ

)p)
.

On prend n assez grand tel que

n ≥
(
16Eωα

(
Xk,

1
N

)
tσ

)p

,
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donc

P2(n, t) ≤ nP

(
∥X1∥α >

tσn
1
p

4

)
.

Par la condition (3.5) du théorème 3.13,

P2(n, t) −−−→
n→∞

0

2. Traitement de P1(n, t). On note uk = [nk
2j
], donc uk ≤ nk

2j
≤ 1+ uk ≤ uk+1 ≤ n(k+1)

2j
≤

1 + uk+1. Donc∣∣∣ζ̊n(k + 1

2j

)
− ζ̊n

( k
2j

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣ζ̊n(k + 1

2j

)
− S̊uk+1

∣∣∣+ ∣∣S̊uk+1
− S̊uk

∣∣+ ∣∣∣S̊uk
− ζ̊n

( k
2j

)∣∣∣
≤
∣∣̊εn,1+uk+1

∣∣+ ∣∣S̊uk+1
− S̊uk

∣∣+ ∣∣̊εn,1+uk

∣∣
≤ 2 max

1≤i≤n

∣∣̊εn,i∣∣+ ∣∣S̊uk+1
− S̊uk

∣∣.
Ainsi

P1(n, t) ≤ P

(
sup

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

∣∣S̊uk+1
− S̊uk

∣∣ > σ
√
nt

2

)
+P

(
max

0≤j≤logn
2jγ max

1≤i≤n
|̊εn,i| >

σ
√
nt

4

)
= P1,1(n, t) + P1,2(n, t).

(a) Pour P1,2(n, t), comme max0≤j≤logn 2
jγ ≤ nγ et 1/2− γ = 1/p,

P1,2(n, t) ≤ P

(
max
1≤i≤n

|̊εn,i| >
σtn1/p

4

)
≤ nP

(
|̊εn,1| >

σtn1/p

4

)
.

Par le même raisonnement que pour P2(n, t), on en déduit que

P1,2(n, t) −−−→
n→∞

0.

(b) Pour P1,1(n, t), on utilise la méthode de troncature qui permet de travailler avec
des variables aléatoires bornées. Pour cela, soit t > 0, on note

˜̊εn,i = ε̊n,i1{|̊εn,i|≤tn1/p}

et S̃k est la somme jusqu’à k des ˜̊εn,i. On a

P1,1(n, t) = P

(
sup

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

∣∣S̊uk+1
− S̊uk

∣∣ > σ
√
nt

2

)
≤ P

(
sup

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

∣∣S̊uk+1
− S̊uk

∣∣ > σ
√
nt

2
, max

1≤i≤n
|̊εn,i| ≤ tn1/p

)
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+P

(
sup

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

∣∣S̊uk+1
− S̊uk

∣∣ > σ
√
nt

2
, max

1≤i≤n
|̊εn,i| > tn1/p

)
≤ P

(
sup

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

∣∣S̊uk+1
− S̊uk

∣∣ > σ
√
nt

2
, max

1≤i≤n
|̊εn,i| ≤ tn1/p

)
+P

(
max
1≤i≤n

|̊εn,i| > tn1/p

)
.

Or sur l’événement {max1≤i≤n |̊εn,i| ≤ tn1/p}, on a ε̊n,i = ˜̊εn,i et donc S̊k = S̃k.
Donc, si on note

P̃1,1(n, t) = P

(
sup

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

∣∣ ˜̊Suk+1
− ˜̊
Suk

∣∣ > σ
√
nt

2

)
,

on obtient
P1,1(n, t) ≤ P̃1,1(n, t) +P

(
max
1≤i≤n

|̊εn,i| > tn1/p

)
.

Maintenant on note
ε̊′n,i =

˜̊εn,i − E˜̊εn,i,

les S̊ ′
k sont les sommes jusqu’à k des ε̊′n,i et

P ′
1,1(n, t) = P

(
max

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

∣∣S̊ ′
uk+1

− S̊ ′
uk

∣∣ > σ
√
nt

4

)
.

Or

sup
0≤j≤logn

2jγ max
0≤k<2j

∣∣ ˜̊Suk+1
− ˜̊
Suk

∣∣ = sup
0≤j≤logn

2jγ max
0≤k<2j

∣∣∣∣uk+1∑
1+uk

˜̊εn,i

∣∣∣∣
= sup

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

∣∣∣∣uk+1∑
1+uk

(
˜̊εn,i − E˜̊εn,i + E˜̊εn,i

)∣∣∣∣
≤ sup

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

∣∣S̊ ′
uk+1

− S̊ ′
uk

∣∣
+ sup

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

uk+1∑
1+uk

E
∣∣˜̊εn,i∣∣,

donc

P̃1,1(n, t) ≤ P ′
1,1(n, t) +P

(
sup

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

uk+1∑
1+uk

E
∣∣˜̊εn,i∣∣ > σ

√
nt

4

)
.

Comme 2j ≤ n,

uk+1 − uk =
[n(k + 1)

2j

]
−
[nk
2j

]
<
n(k + 1)

2j
+ 1− nk

2j
=

n

2j
+ 1 ≤ 2n

2j
,
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et γ − 1 < 0, on obtient

sup
0≤j≤logn

2jγ max
0≤k<2j

uk+1∑
1+uk

E
∣∣˜̊εn,i∣∣ ≤ sup

0≤j≤logn
2j(γ−1)2nE

∣∣˜̊εn,1∣∣ ≤ 2nE
∣∣˜̊εn,1∣∣.

D’où

P

(
sup

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

uk+1∑
1+uk

E
∣∣˜̊εn,i∣∣ > σ

√
nt

4

)
≤ P

(
E
∣∣˜̊εn,i∣∣ > σt

8
√
n

)
.

Or
0 = E(ε̊n,1) = E

(
ε̊n,11{|̊εn,1|≤tn1/p} + ε̊n,11{|̊εn,1|>tn1/p}

)
,

alors ∣∣E(˜̊εn,1)∣∣ = ∣∣−E
(
ε̊n,11{|̊εn,1|>tn1/p}

)∣∣ ≤ E
(
|̊εn,1|1{|̊εn,1|>tn1/p}

)
.

Or, par le lemme 3.24,

E
(
|̊εn,1|1{|̊εn,1|>tn1/p}

)
= tn1/pP

(
|̊εn,1| > tn1/p

)
+

∫ ∞

tn1/p

P
(
|̊εn,1| > s

)
ds

et par la condition (3.5) du théorème 3.13, pour t assez grand et uniformément
par rapport à n,

(tn1/p)pP
(
|̊εn,1| > tn1/p

)
≤ K, K > 0.

Donc

E
(
|̊εn,1|1{|̊εn,1|>tn1/p}

)
≤ tn1/pK(tn1/p)−p +K

∫ ∞

tn1/p

s−p ds

= Kt1−pn1/p−1
(
1 +

1

p− 1

)
.

On note
t0 =

( 8Kp

σ(p− 1)

)1/p
,

pour tout t ≥ t0 et uniformément par rapport à n,

E
∣∣˜̊εn,i∣∣ ≤ σt

8
√
n

et par conséquent

P

(
sup

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

uk+1∑
1+uk

E
∣∣˜̊εn,i∣∣ > σ

√
nt

4

)
= 0.
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Ainsi
P̃1,1(n, t) ≤ P ′

1,1(n, t).

Or

P ′
1,1(n, t) = P

(
max

0≤j≤logn
2jγ max

0≤k<2j

∣∣S̊ ′
uk+1

− S̊ ′
uk

∣∣ > σ
√
nt

4

)
≤

log(n)∑
j=0

2j∑
k=0

P

(∣∣S̊ ′
uk+1

− S̊ ′
uk

∣∣ > σ
√
nt

4

)
.

Puisque

E
∣∣S̊ ′

uk+1
− S̊ ′

uk

∣∣q = E

∣∣∣∣uk+1∑
uk+1

ε̊′n,i

∣∣∣∣q <∞,

l’inégalité de Markov nous donne

P

(∣∣S̊ ′
uk+1

− S̊ ′
uk

∣∣ > σ
√
nt

4

)
≤

E
∣∣S̊ ′

uk+1
− S̊ ′

uk

∣∣q(
σ
√
nt

4

)q .

Par conséquent,

P ′
1,1(n, t) ≤

4q

tqnq/2

log(n)∑
j=0

2jγq
2j∑
k=0

E
∣∣S̊ ′

uk+1
− S̊ ′

uk

∣∣q.
Maintenant, afin de contrôler E

∣∣S̊ ′
uk+1

− S̊ ′
uk

∣∣q nous appliquons l’inégalité de
Rosenthal : comme les ε̊′n,i, i ≥ 1, sont indépendantes et centrées, il existe une
constante cq > 0 telle que

E
∣∣S̊ ′

uk+1
− S̊ ′

uk

∣∣q = E

∣∣∣∣ uk+1∑
i=1+uk

ε̊′n,i

∣∣∣∣q
≤ cq

[( uk+1∑
i=1+uk

Eε̊′
2

n,i

)q/2

+

uk+1∑
i=1+uk

E|ε̊′n,i|q
]

≤ cq

[
(uk+1 − uk)

q/2
(
Eε̊′

2

n,1

)q/2
+ (uk+1 − uk)E|ε̊′n,1|q

]
≤ cq

[
(uk+1 − uk)

q/2
(
Eε̊′

2

n,1

)q/2
+ (uk+1 − uk)E|ε̊′n,1|q

]
.

Puisque 2j ≤ n et uk+1 − uk ≤ 2n/2j, on obtient

E
∣∣S̊ ′

uk+1
− S̊ ′

uk

∣∣q ≤ cq

[(2n
2j

)q/2(
Eε̊′

2

n,1

)q/2
+

2n

2j
E|ε̊′n,1|q

]
.

123



Par suite,

P ′
1,1(n, t) ≤

4qcq
σqtqnq/2

log(n)∑
j=0

2jγq
2j−1∑
k=0

[(2n
2j

)q/2(
Eε̊′

2

n,1

)q/2
+

2n

2j
E|ε̊′n,1|q

]

=
4qcq

σqtqnq/2

log(n)∑
j=0

2j(γq+1)

[(2n
2j

)q/2(
Eε̊′

2

n,1

)q/2
+

2n

2j
E|ε̊′n,1|q

]

=
4qcq

σqtqnq/2

[
(2n)q/2

(
Eε̊′

2

n,1

)q/2 log(n)∑
j=0

2j(γq+1−q/2)

+ 2nE|ε̊′n,1|q
log(n)∑
j=0

2jγq

]
.

Or
log(n)∑
j=0

2jγq ≤ 2γq(log(n)+1) − 1

2γq − 1
=
nγq 2γq − 1

2γq − 1
≤ nγq 2γq

2γq − 1

et, comme γ − 1/2 = −1/p, on a

log(n)∑
j=0

2j(γq+1−q/2) ≤ 1− 2(γq+1−q/2)(log(n)+1)

1− 2γq+1−q/2
<

1

1− 2γq+1−q/2
=

1

1− 21−q/p
.

Ainsi

P ′
1,1(n, t) ≤

4qcq
σqtqnq/2

[
(2n)q/2

1− 21−q/p

(
Eε̊′

2

n,1

)q/2
+

(2n)γq

2qγ − 1
E|ε̊′n,1|q

]

=
c1(p, q)

σqtq
(
Eε̊′

2

n,1

)q/2
+
c2(p, q)n

1−q/p

σqtq
E|ε̊′n,1|q

où

c1(p, q) =
23q/2 cq

1− 21−q/p
et c2(p, q) =

2γq+1−q/2 cq
2γq − 1

.

i. Montrons que
(
Eε̊′

2

n,1

)q/2
tend vers 0 : on remarque que

Eε̊′
2

n,1 = E
(
˜̊εn,1 − E˜̊εn,1

)2
= Var(˜̊εn,1) ≤ E˜̊ε2n,1 ≤ Eε̊2n,1

et
Eε̊2n,1 = E

(
εn,1 − Eεn,1

)2
= Varεn,1 ≤ Eε2n,1.

Par la Remarque 3.17,

εn,1 = ∥X1∥α − ∥X1,N∥α ≤ ∥X1,N∥α −X1 ≤ 4ωα

(
X1,

1

N

)
,
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et donc
Eε2n,1 ≤ 16Eω2

α

(
X1,

1

N

)
.

Par conséquent, (
Eε̊′

2

n,1

)q/2
≤ 4q

(
Eω2

α

(
X1,

1

N

))q/2
,

et puisque Xk ∈ Ho
α[0, 1],

ω2
α

(
X1,

1

N

)
−−−→
n→∞

0.

D’autre part, comme ω2
α(X1, 1/N) ≤ ∥X1∥2α et E∥X1∥2α < +∞, on peut

appliquer le théorème de convergence dominée pour obtenir le résultat an-
noncé.

ii. Montrons que E|ε̊′n,1|q tend vers 0 : par le lemme 3.27,

E|ε̊′n,1|q = E|˜̊εn,1 − E˜̊εn,1|q ≤ 2qE|˜̊εn,1|q.

Par le lemme 3.25,

E|˜̊εn,1|q = E
(
|̊εn,1|q1{|̊εn,1|≤tn1/p}

)
=

∫ tn1/p

0

qsq−1P
(
s < |̊εn,1| ≤ tn1/p

)
ds

≤
∫ tn1/p

0

qsq−1P
(
|̊εn,1| > s

)
ds.

On note
Kn = sup

s>0
spP(|̊εn,1| > s),

on a

E|˜̊εn,1|q ≤ qKn

∫ tn1/p

0

sq−1−p ds =
q

q − p
Knt

q−pnq/p−1

et donc
c2(p, q)n

1−q/p

σqtq
E|ε̊′n,1|q ≤

c′2(p, q)

σqtp
Kn.

Maintenant, par le même raisonnement que pour P2(n, t), pour n assez
grand, on a

P(|̊εn,1| > s) ≤ P(|εn,1| > s)

et afin de contrôler Kn, on applique le lemme 3.26 avec Yn = |εn,1| et
Z = ∥X1∥α, en effet

0 ≤ |εn,1| = |∥X1∥α − ∥X1,N∥α| ≤ ∥X1∥α + ∥X1,N∥α ≤ 2∥X1∥α,
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par la condition (3.5) du théorème 3.13, on sait que

spP(∥X1∥α > s) −−−→
s→∞

0,

et par la remarque 3.17,

P(|εn,1| > s) = P(
∣∣∥X1∥α − ∥X1,N∥α

∣∣ > s) −−−→
n→∞

0.

Ainsi
sup
s>0

P(|εn,1| > s) −−−→
n→∞

0.

Par conséquent,
Kn −−−→

n→∞
0

et donc
c2(p, q)n

1−q/p

σqtp
E|ε̊′n,1|q −−−→

n→∞
0.

Par suite, on obtient l’inégalité (3.12) et ce qui prouve la proposition 3.23.

3.4 Étude de Tn et Tn,N sous différentes hypothèses al-
ternatives

Dans cette section, nous étudions les statistiques Tn et Tn,N sous différentes hypothèses
alternatives. Nous commençons par étudier la statistique Tn, ensuite on en déduit le com-
portement de la statistique Tn,N . Pour ce faire, nous aurons besoin des résultats suivants.

Lemme 3.28. Soit X un élément aléatoire dans Ho
α([0, 1],R), 0 < α < 1, et XN son

approximation par interpolation affine avec un pas de discrétisation de 1
N

, N ∈ N∗. On
suppose que E∥X∥α = µ ∈ R+. Alors

E∥XN∥α −−−−→
N→+∞

µ. (3.13)

Preuve. Par la remarque 3.17, limN→+∞ ∥XN∥α = ∥X∥α ponctuellement sur Ω et 0 ≤
∥XN∥α ≤ ∥X∥α. Donc par le théorème de convergence dominée on obtient la conver-
gence (3.13).

Pour les deux lemmes suivants, nous aurons besoin de la définition suivante.

Définition 3.29. Soit E un ensemble et Eδ ⊂ E, pour tout δ > 0. On dit que Eδ croît
vers E quand δ décroît vers 0 et on note Eδ ↑ E quand δ ↓ 0 si

— Eδ ⊂ Eδ′ pour 0 < δ′ < δ ;
— E = ∪δ>0Eδ.
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Lemme 3.30. Soit f une fonction définie sur un ensemble E et à valeurs positives. Si
Eδ ↑ E quand δ ↓ 0 alors supt∈Eδ

f(t) −−→
δ↓0

supt∈E f(t).

Preuve. On pose M = supt∈E f(t). Si M < +∞ alors pour ε > 0, il existe tε ∈ E tel que
f(tε) > M − ε. Comme E = ∪δ>0Eδ, il existe au moins un δ0 > 0 tel que tε ∈ Eδ0 . Donc

M ≥ sup
t∈Eδ0

f(t) ≥ f(tε) ≥M − ε

et pour tout δ < δ0, on a
sup
t∈Eδ

f(t) ≥ sup
t∈Eδ0

f(t) ≥M − ε.

Ainsi, pour tout 0 < δ < δ0

M ≥ sup
t∈Eδ

f(t) ≥ sup
t∈Eδ0

f(t) ≥M − ε.

Par conséquent,
sup
t∈Eδ

f(t) −−→
δ↓0

sup
t∈E

f(t).

Maintenant, si M = +∞ alors pour tout A > 0, il existe tA ∈ E tel que f(tA) ≥ A.
Comme E = ∪δ>0Eδ, il existe au moins un δ0 > 0 tel que tA ∈ Eδ0 . Donc

sup
t∈Eδ0

f(t) ≥ f(tA) ≥ A.

Ainsi, pour tout 0 < δ < δ0

sup
t∈Eδ

f(t) ≥ sup
t∈Eδ0

f(t) ≥ f(tA) ≥ A.

Par conséquent,
sup
t∈Eδ

f(t) −−→
δ↓0

+∞.

Lemme 3.31. Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que pour un α ∈ ]0, 1[, ∥f∥α =
+∞. Soit fN l’approximation par interpolation affine de f avec un pas de discrétisation de
1
N

, N ∈ N∗. Alors
∥fN∥α −−−−→

N→+∞
+∞.

Preuve. Notons tout d’abord que

∥fN∥α ≥ sup
0<t<s<1

|fN(t)− fN(s)|
|t− s|α

= max
0≤i<j≤N

∣∣fN ( j
N

)
− fN

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣α
= max

0≤i<j≤N

∣∣f ( j
N

)
− f

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣α .
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On prend maintenant

g : (s, t) 7→ |f(t)− f(s)|
|t− s|α

,

fonction définie sur l’ensemble A = [0, 1]2 \ {(s, t) ∈ [0, 1]2 : s = t}. Pour tout δ ∈ ]0, 1],
on pose Eδ = {(s, t) ∈ [0, 1]2 : |s− t| ≥ δ}. Pour tout N ∈ N∗, on pose Dδ,N =

{(
i
N
, j
N

)
∈

[0, 1]2 :
∣∣ i
N
− j

N

∣∣ ≥ δ
}
. On vérifie facilement que Dδ = ∪N≥1Dδ,N est dense dans Eδ. Il est

clair que
∥fN∥α ≥ sup

(s,t)∈Dδ

g(s, t).

Comme g est continue sur le compact Eδ alors elle atteint sa borne sup, il existe alors
(sδ, tδ) ∈ Eδ tel que

sup
(s,t)∈Eδ

g(s, t) = g(sδ, tδ).

Comme Dδ est dense dans Eδ, il existe une suite
(
(sN , tN)

)
N
⊂ Dδ telle que

(sN , tN) −−−−→
N→+∞

(sδ, tδ)

et par continuité de la fonction g on a g(sN , tN) −−−−→
N→+∞

g(sδ, tδ). Puisque g(sN , tN) ≤
sup(s,t)∈Dδ

g(s, t), on obtient

lim inf
N→+∞

g(sN , tN) ≤ lim inf
N→+∞

sup
(s,t)∈Dδ

g(s, t) ≤ lim inf
N→+∞

∥fN∥α.

Ainsi

sup
(s,t)∈Eδ

g(s, t) = g(sδ, tδ) = lim inf
N→+∞

g(sN , tN) ≤ lim inf
N→+∞

∥fN∥α, ∀0 < δ < 1.

Donc afin d’étudier ce dernier terme, nous commençons par montrer que Eδ ↑ A quand
δ ↓ 0. Comme Eδ ⊂ A, pour tout 0 < δ ≤ 1, il suffit de montrer que A ⊂

⋃
δ>0Eδ. Pour

cela, si on prend (s, t) ∈ A, avec δ′ := |t − s|, alors (s, t) ∈ Eδ pour tout 0 < δ < δ′ ≤ 1.
D’où A ⊂

⋃
δ>0Eδ et Eδ ↑ A quand δ ↓ 0.

Par conséquent, par le lemme 3.30, on obtient

lim
δ↓0

sup
(s,t)∈Eδ

g(s, t) = sup
(s,t)∈A

g(s, t) = ∥f∥α,

ce qui implique que
∥f∥α ≤ lim inf

N→+∞
∥fN∥α.

Comme ∥f∥α = +∞ par hypothèse, on obtient limN→+∞ ∥fN∥α = +∞.

Lemme 3.32. Soit X un élément aléatoire continu et XN son approximation par interpo-
lation affine avec un pas de discrétisation de 1

N
, N ∈ N∗. On suppose que E∥X∥α = +∞.

Alors
E∥XN∥α −−−−→

N→+∞
+∞.
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Preuve. Par le lemme de Fatou et la remarque 3.17,

lim inf
N→+∞

E∥XN∥α ≥ E
(
lim inf
N→+∞

∥XN∥α
)
= E

(
lim

N→+∞
∥XN∥α

)
= E∥X∥α = +∞

et donc limN→+∞ E∥XN∥α = +∞.

3.4.1 Étude de Tn et Tn,N dans le cas de changement de l’espérance

Dans cette partie, nous considérons l’hypothèse alternative (H ′
1), i.e., nous supposons

un changement dans la valeur de l’espérance des Yk, en distinguant deux cas : celui où la
différence entre l’espérance pendant et en dehors de l’épidémie est fixe et celui où elle tend
vers 0 quand n→ +∞. Pour cela, on note

EYi =

{
µ0, si i ∈ Īn,

µ1, si i ∈ In,

Y̊i =

{
Yi − µ0 si i ∈ Īn,

Yi − µ1 si i ∈ In

et

VarYi =

{
σ2
0, si i ∈ Īn,

σ2
1, si i ∈ In,

où σ2
0 = σ2 (pas forcément égale à σ2

1).

Le cas µ0 ̸= µ1 ∈ R+

La divergence de la statistique Tn sous cette hypothèse alternative est donnée par le
théorème suivant.

Théorème 3.33. On pose

hn =
l⋆

n

(
1− l⋆

n

)
.

On suppose que
hn −−−−→

n→+∞
0

et que √
nh1−γ

n −−−−→
n→+∞

+∞.

Alors
1√
n
Tn

P−−−−→
n→+∞

+∞. (3.14)
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Preuve. Le point clé de cette preuve est de montrer que

Tn ≥
√
n

σ
h1−γ
n |µ0 − µ1| −

1

σ
OP

(
h

1
p
n

)
et que sous les hypothèses du théorème, ce minorant tend vers +∞ en probabilité avec n.
Pour cela, nous allons utiliser la décomposition suivante

Sm⋆ − Sk⋆ −
l⋆

n
Sn = l⋆

(
1− l⋆

n

)
(µ0 − µ1) +Rn, (3.15)

où
Rn =

(
1− l⋆

n

)∑
i∈In

Y̊i −
l⋆

n

∑
i∈Īn

Y̊i.

Vérification de (3.15). En notant que Sn = S(In) + S(Īn), on obtient

Sm⋆ − Sk⋆ −
(m⋆

n
− k⋆

n

)
Sn = Sm⋆ − Sk⋆ −

l⋆

n
Sn

=
(
1− l⋆

n

)
S(In)−

l⋆

n
S(Īn)

=
(
1− l⋆

n

)∑
i∈In

(
Y̊i + µ1

)
− l⋆

n

∑
i∈Īn

(
Y̊i + µ0

)
= l⋆

(
1− l⋆

n

)
µ1 +

(
1− l⋆

n

)∑
i∈In

Y̊i +
l⋆

n
(n− l⋆)µ0 −

l⋆

n

∑
i∈Īn

Y̊i

= l⋆
(
1− l⋆

n

)
(µ1 − µ0) +Rn.

Or

Var

(
1√
n
Rn

)
= Var

(
1√
n

[(
1− l⋆

n

)∑
i∈In

Y̊i −
l⋆

n

∑
i∈Īn

Y̊i

])

=
1

n

(
1− l⋆

n

)2
l⋆σ2

1 +
1

n

( l⋆
n

)2
(n− l⋆)σ2

0

≤ 1

n

(
1− l⋆

n

)2
l⋆ς2 +

1

n

( l⋆
n

)2
(n− l⋆)ς2

= ς2
l⋆

n

(
1− l⋆

n

)(
1− l⋆

n
+
l⋆

n

)
= ς2hn,

où
ς2 = max

{
σ2
0, σ

2
1

}
.

Puisque les Y̊i sont centrées, par l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on obtient

1√
n
Rn = OP

(√
hn
)
.
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Ainsi

Tn =
1

σ
√
n

max
1≤k<m≤n

∣∣Sm − Sk −
(
m
n
− k

n

)
Sn

∣∣[(
m
n
− k

n

)(
1−

(
m
n
− k

n

))]γ
≥ 1

σ
√
n

∣∣Sm⋆ − Sk⋆ −
(
m⋆

n
− k⋆

n

)
Sn

∣∣[(
m⋆

n
− k⋆

n

)(
1−

(
m⋆

n
− k⋆

n

))]γ
=

1

σ
√
n
h−γ
n

∣∣∣l⋆(1− l⋆

n

)
(µ0 − µ1) +Rn

∣∣∣
=

1

σ
√
n
h−γ
n |nhn(µ0 − µ1) +Rn|

≥ 1

σ
√
n
h−γ
n (|nhn(µ0 − µ1)| − |Rn|)

=

√
n

σ
h−γ
n hn|µ0 − µ1| −

1

σ
√
n
h−γ
n |Rn|

=

√
n

σ
h1−γ
n |µ0 − µ1| −

h−γ
n

σ
OP

(√
hn
)

=

√
n

σ
h1−γ
n |µ0 − µ1| −

1

σ
OP

(
h

1
2
−γ

n

)
=

√
n

σ
h1−γ
n |µ0 − µ1| −

1

σ
OP

(
h

1
p
n

)
.

Par suite,

Tn ≥
√
n

σ
h1−γ
n |µ0 − µ1| −

1

σ
OP

(
h

1
p
n

)
.

Sous les hypothèse du théorème 3.33, on obtient (3.14).

Maintenant, afin d’étudier Tn,N sous l’hypothèse alternative, notons

EYi,N =

{
µ0,N , si i ∈ Īn,

µ1,N , si i ∈ In.

Théorème 3.34. On pose

hn =
l⋆

n

(
1− l⋆

n

)
.

On suppose que
hn −−−−→

n→+∞
0

et que √
nh1−γ

n −−−−→
n→+∞

+∞.

Alors
1√
n
Tn,N

P−−−−→
n→+∞

+∞.
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Preuve. Comme µ0,N −−−−→
n→+∞

µ0 et µ1,N −−−−→
n→+∞

µ1, et sous cette hypothèse alternative,
µ0 ̸= µ1, donc à partir d’un certain rang n0, µ0,N ̸= µ1,N . On obtient ainsi le résultat par
le même raisonnement que dans la preuve du théorème 3.33.

Le cas |µ0 − µ1| −−−−→
n→+∞

0

On suppose que µ0 = µ0(n) et µ1 = µ1(n) et que |µ0 − µ1| −−−−→
n→+∞

0. Notons que ce cas
nous permet de déterminer les plus petits changements que la statistique Tn peut détecter.

Théorème 3.35. On pose

hn =
l⋆

n

(
1− l⋆

n

)
.

On suppose que
hn −−−−→

n→+∞
0

et que √
nh1−γ

n |µ0 − µ1| −−−−→
n→+∞

+∞.

Alors
Tn

P−−−−→
n→+∞

+∞.

Preuve. Par le même raisonnement que dans la preuve du théorème 3.33, on montre que

Tn ≥
√
n

σ
h1−γ
n |µ0 − µ1| −

1

σ
OP

(
h

1
p
n

)
et comme

hn −−−−→
n→+∞

0

et √
nh1−γ

n |µ0 − µ1| −−−−→
n→+∞

+∞,

on aura le résultat.

Maintenant pour Tn,N , par un raisonnement similaire à la démonstration du théo-
rème 3.34, on montre le théorème suivant.

Théorème 3.36. On pose

hn =
l⋆

n

(
1− l⋆

n

)
.

On suppose que
hn −−−−→

n→+∞
0

et que √
nh1−γ

n |µ0 − µ1| −−−−→
n→+∞

+∞.

Alors
Tn,N

P−−−−→
n→+∞

+∞.
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3.4.2 Étude de Tn et Tn,N dans le cas de changement dans la régu-
larité höldérienne

Dans cette partie, nous considérons l’hypothèse alternative (H1), i.e., nous supposons
un changement de régularité höldérienne. En fait, sous cette hypothèse alternative on a
P(Yi = ∥Xi∥α = +∞) > 0 pour tout i ∈ In. Ainsi P(Sn =

∑n
i=1 Yi = +∞) > 0 et il

n’est alors même pas clair que le calcul explicite de Tn soit toujours possible à partir des
Yi à cause des différences « ∞−∞ » et donc que Tn soit définie sur un évènement Ω′ de
probabilité 1. En supposant que l’observateur ait accès aux valeurs exactes des Yi, dès qu’il
constate que l’une d’elles est infinie, il n’a plus de raison de tester l’existence d’une rupture
dans la régularité höldérienne puisque qu’il est alors sûr que pour le i correspondant,
P(Xi /∈ Hα) > 0. On pourrait prendre cela en compte en modifiant la définition de Tn en
convenant que, par exception, Tn vaut +∞ lorsque l’un au moins des Yi est infini. Nous
n’explorerons pas davantage cette voie car l’utilisation de Tn,N est bien plus réaliste.

Avec Tn,N , le problème des observations ayant une valeur infinie disparaît puisque Yi,N =
∥Xi,N∥α reste fini pour tout 1 ≤ i ≤ n. En effet, les Xi,N sont des lignes polygonales et
donc appartiennent à Ho

α([0, 1],R) pour tout 0 < α < 1.

Théorème 3.37. On pose

hn =
l⋆

n

(
1− l⋆

n

)
.

On suppose que
hn −−−−→

n→+∞
0.

et qu’il existe 0 < δ < 1 tel que
√
nh1−γ

n N (α−β)(1−δ) −−−−→
n→+∞

+∞.

Alors
Tn,N

P−−−−→
n→+∞

+∞. (3.16)

Preuve. Par le même raisonnement que dans la preuve du théorème 3.33, on a

Tn,N ≥
√
n

σ
h1−γ
n |µ0,N − µ1,N | −

1

σ
OP

(
h

1
p
n

)
.

Il suffit alors de montrer que
√
n

σ
h1−γ
n |µ0,N − µ1,N | −−−−→

n→+∞
+∞. (3.17)

Pour cela, on commence par minorer µ1,N :

∥Xm∗,N∥α =
∣∣Xm∗,N(0)

∣∣+ max
0≤i<j≤N

∣∣Xm∗
(

j
N

)
−Xm∗

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣α
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≥ max
0≤i<j≤N

∣∣Xm∗
(

j
N

)
−Xm∗

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣α
≥ max

0≤i<j≤N,
0<j−i≤Nδ

∣∣Xm∗
(

j
N

)
−Xm∗

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣β
∣∣∣∣j − i

N

∣∣∣∣β−α

≥ max
0≤i<j≤N,
0<j−i≤Nδ

∣∣Xm∗
(

j
N

)
−Xm∗

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣β min
0<j−i≤Nδ

∣∣∣∣j − i

N

∣∣∣∣β−α

= N (α−β)(1−δ) max
0≤i<j≤N,
0<j−i≤Nδ

∣∣Xm∗
(

j
N

)
−Xm∗

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣β ,

par suite

µ1,N = E∥Xm∗,N∥α ≥ N (α−β)(1−δ)E

 max
0≤i<j≤N,
0<j−i≤Nδ

∣∣Xm∗
(

j
N

)
−Xm∗

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣β
 .

Ainsi
√
n

σ
h1−γ
n |µ0,N − µ1,N | =

√
n

σ
h1−γ
n (µ1,N − µ0,N)

≥
√
n

σ
h1−γ
n

N (α−β)(1−δ)E

 max
0≤i<j≤N,
0<j−i≤Nδ

∣∣Xm∗
(

j
N

)
−Xm∗

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣β
− µ0,N


≥

√
n

σ
h1−γ
n N (α−β)(1−δ)

(
E

 max
0≤i<j≤N,
0<j−i≤Nδ

∣∣Xm∗
(

j
N

)
−Xm∗

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣β


−N (α−β)(δ−1)µ0,N

)
.

Remarquons maintenant que

lim inf
n→+∞

E

 max
0≤i<j≤N,
0<j−i≤Nδ

∣∣Xm∗
(

j
N

)
−Xm∗

(
i
N

)∣∣∣∣ j−i
N

∣∣β
 > 0.

Sinon il y aurait une sous-suite infinie strictement croissante d’indices nl pour lesquels cette
espérance serait nulle, ce qui entraînerait la nullité presque sûre de chaque terme du max,
donc en particulier de tous les accroissements Xm∗((i+1)/N(nl))−Xm∗(i/N(nl)), 0 ≤ i ≤
N(nl)−N(nl)

δ. Il en irait de même pour un élément aléatoire X fixé de même loi que Xm∗ .
Par continuité de X et densité de {i/N(nl), 0 ≤ i ≤ N(nl) − N(nl)

δ, l ∈ N∗} dans [0, 1]
on en déduirait que les trajectoires de X sont presque sûrement des fonctions constantes
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sur [0, 1] d’où P(X ∈ Ho
α) = 1 et comme Xm⋆ a même loi que X, P(Xm∗ ∈ Ho

α) = 1, en
contradiction avec l’hypothèse (H1) qui précise que P(Xm∗ ∈ Hβ \ Hα) n’est pas nulle.

On peut maintenant déduire, puisque N (α−β)(δ−1) −−−−→
n→+∞

0 et µ0,N −−−−→
n→+∞

µ0, (3.17) et

donc (3.16).

Remarque 3.38. Nous pouvons maintenant mieux voir l’utilité de facteur de pénalité[(
m
n
− k

n

)(
1 −

(
m
n
− k

n

))]−γ dans la définition de Tn (ainsi que dans celle de Tn,N). Nous
montrons que ce facteur permet à la statistique la détection d’une « très courte épidémie »,
c’est-à-dire pour l⋆/n proche de 0 ou d’une « très longue épidémie », c’est-à-dire pour l⋆/n
proche de 1.

1. Afin de mieux voir son utilité, commençons par supposer que ce facteur n’existe pas
dans la définition de Tn, c’est-à-dire γ = 0 et donc Tn est donnée par

Tn =
1

σ
√
n

max
1≤k<m≤n

∣∣∣Sm − Sk −
(m
n

− k

n

)
Sn

∣∣∣.
Dans ce cas, cette statistique ne peut détecter que le changement de régularité tel
que

√
n = o(l⋆) ou bien

√
n = o(n− l⋆). En effet, en suivant le même raisonnement,

par exemple, que la preuve du théorème 3.33, nous aurons

Tn =
1

σ
√
n

max
1≤k<m≤n

∣∣∣Sm − Sk −
(m
n

− k

n

)
Sn

∣∣∣
≥ 1

σ
√
n

∣∣∣Sm⋆ − Sk⋆ −
l⋆

n
Sn

∣∣∣
=

1

σ
√
n

∣∣∣l⋆(1− l⋆

n

)
(µ0 − µ1) +Rn

∣∣∣
=

√
n

σ
hn|µ0 − µ1| −

1

σ
√
n
|Rn|

≥
√
n

σ
hn|µ0 − µ1| −

1

σ
OP

(√
hn
)
.

Ensuite, on peut rendre le deuxième terme de ce dernier majorant aussi petit qu’on
veut dès que hn −−−−→

n→+∞
0 et pour avoir la divergence du premier, en supposant que

l⋆/n −−−−→
n→+∞

c, c ∈ [0, 1], il suffit que
√
nhn −−−−→

n→+∞
+∞ et pour avoir ceci, il faut que

soit
√
n = o(l⋆) soit

√
n = o(n− l⋆).

2. Maintenant, nous prenons 0 < γ < 1/2. Par la preuve du théorème 3.33,

Tn =
1

σ
√
n

max
1≤k<m≤n

∣∣Sm − Sk −
(
m
n
− k

n

)
Sn

∣∣[(
m
n
− k

n

)(
1−

(
m
n
− k

n

))]γ
≥ 1

σ
√
n

∣∣Sm⋆ − Sk⋆ −
(
m⋆

n
− k⋆

n

)
Sn

∣∣[(
m⋆

n
− k⋆

n

)(
1−

(
m⋆

n
− k⋆

n

))]γ
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≥
√
n

σ
h1−γ
n |µ0 − µ1| −

1

σ
OP

(
h

1
p
n

)
.

Donc pour avoir la divergence de la statistique Tn vers +∞, il suffit que

hn =
l⋆

n

(
1− l⋆

n

)
−−−−→
n→+∞

0 (3.18)

et que √
nh1−γ

n −−−−→
n→+∞

+∞. (3.19)

Pour cela, en supposant que l⋆/n −−−−→
n→+∞

c, c ∈ [0, 1], afin d’avoir (3.18), il faut que

soit c = 0 (et donc (l⋆) = o(n)) soit c = 1 (et donc n− l⋆ = o(n)). Maintenant pour
avoir (3.19), il faut que soit

1√
n
= o

(( l⋆
n

)1−γ
)
,

soit
1√
n
= o

((
1− l⋆

n

)1−γ
)

et donc soit n
1−2γ
2(1−γ) = o(l⋆) soit n

1−2γ
2(1−γ) = o(n−l⋆). Notons que (1−2γ)/2(1−γ) < 1/2,

pour tout 0 < γ < 1/2.
Par exemple, pour l⋆ ∼ nδ :

1. Si γ = 0,
√
n = o(l⋆) et donc

√
n = o(nδ), il faut alors que δ > 1/2.

2. Maintenant dans le cas γ ̸= 0, n
1−2γ
2(1−γ) = o(nδ), il faut alors que δ > 1−2γ

2(1−γ)
. Or la

fonction γ 7→ 1−2γ
2(1−γ)

, 0 < γ < 1/2, est décroissante et bornée par 0 et 1/2. Donc en
augmentant γ, on diminue δ pour être de en plus en plus proche de 0 lorsque γ est
proche de 1/2.

3.5 Étude de ∆n et ∆n,N sous différentes hypothèses al-
ternatives

Dans cette section, nous étudions les statistiques ∆n et ∆n,N sous les différentes hypo-
thèses alternatives.

3.5.1 Étude de ∆n et ∆n,N dans le cas de changement de l’espé-
rance

Dans cette partie, nous considérons l’hypothèse alternative (H̃1), i.e., nous supposons
un changement dans la valeur de l’espérance des Yk, en distinguant les cas où la différence
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entre l’espérance avant et après k⋆ est finie ou infinie. Pour cela, on note

EYi =

{
µ0, si i ≤ k⋆,

µ1, si i > k⋆,

Y̊i =

{
Yi − µ0 si i ≤ k⋆,

Yi − µ1 si i > k⋆

et

VarYi =

{
σ2
0, si i ≤ k⋆,

σ2
1, si i > k⋆,

où σ2
0 = σ2 (pas forcément égale à σ2

1).

Le cas µ0 ̸= µ1 ∈ R+

La divergence de la statistique ∆n sous cette hypothèse alternative est donnée par le
théorème suivant.

Théorème 3.39. On pose

hn =
k⋆

n

(
1− k⋆

n

)
.

On suppose que
hn −−−−→

n→+∞
0

et que √
nh1−γ

n −−−−→
n→+∞

+∞.

Alors
∆n

P−−−−→
n→+∞

+∞. (3.20)

Preuve. Par le même raisonnement que la preuve du théorème 3.33, nous montrons que

Sk⋆ −
k⋆

n
Sn = k⋆

(
1− k⋆

n

)
(µ0 − µ1) +Rn, (3.21)

où

Rn =
(
1− k⋆

n

) k⋆∑
i=1

Y̊i −
k⋆

n

n∑
i=k⋆+1

Y̊i.

Vérification de (3.21).

Sk⋆ −
k⋆

n
Sn =

k⋆∑
i=1

Yi −
k⋆

n

n∑
i=1

Yi
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=
k⋆∑
i=1

Yi −
k⋆

n

(
k⋆∑
i=1

Yi +
n∑

i=k⋆+1

Yi

)

=
k⋆∑
i=1

(
Y̊i + µ0

)
− k⋆

n

(
k⋆∑
i=1

(
Y̊i + µ0

)
+

n∑
i=k⋆+1

(
Y̊i + µ1

))

= k⋆µ0 +
k⋆∑
i=1

Y̊i −
k⋆

n

(
k⋆µ0 +

k⋆∑
i=1

Y̊i +
(
n− k⋆

)
µ1 +

n∑
i=k⋆+1

Y̊i

)

=

(
k⋆ − (k⋆)2

n

)
µ0 −

k⋆(n− k⋆)

n
µ1 +

(
1− k⋆

n

) k⋆∑
i=1

Y̊i −
k⋆

n

n∑
i=k⋆+1

Y̊i

= k⋆
(
1− k⋆

n

)
µ0 − k⋆

(
1− k⋆

n

)
µ1 +

(
1− k⋆

n

) k⋆∑
i=1

Y̊i −
k⋆

n

n∑
i=k⋆+1

Y̊i

= k⋆
(
1− k⋆

n

)
(µ0 − µ1) +

(
1− k⋆

n

) k⋆∑
i=1

Y̊i −
k⋆

n

n∑
i=k⋆+1

Y̊i

= k⋆
(
1− k⋆

n

)
(µ0 − µ1) +Rn.

Or

Var

(
1√
n
Rn

)
= Var

(
1√
n

[(
1− k⋆

n

) k⋆∑
i=1

Y̊i −
k⋆

n

n∑
i=k⋆+1

Y̊i

])
=

1

n

(
1− k⋆

n

)2
k⋆σ2

0 +
1

n

(k⋆
n

)2
(n− k⋆)σ2

1

≤ 1

n

(
1− k⋆

n

)2
k⋆ς2 +

1

n

(k⋆
n

)2
(n− k⋆)ς2

= ς2
k⋆

n

(
1− k⋆

n

)[
1− k⋆

n
+
k⋆

n

]
= ς2hn,

où
ς2 = max

{
σ2
0, σ

2
1

}
.

Puisque les Y̊i sont centrées, par l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on obtient

1√
n
Rn = OP(

√
hn).

Ainsi

∆n =
1

σ
√
n

max
0<k<n

(k
n

(
1− k

n

))−γ∣∣∣Sk −
k

n
Sn

∣∣∣
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≥ 1

σ
√
n

(k⋆
n

(
1− k⋆

n

))−γ∣∣∣Sk⋆ −
k⋆

n
Sn

∣∣∣
=

1

σ
√
n
h−γ
n

∣∣∣k⋆(1− k⋆

n

)
(µ0 − µ1) +Rn

∣∣∣
=

1

σ
√
n
h−γ
n |nhn(µ0 − µ1) +Rn|

≥ 1

σ
√
n
h−γ
n (|nhn(µ0 − µ1)| − |Rn|)

=

√
n

σ
h−γ
n hn|µ0 − µ1| −

1

σ
√
n
h−γ
n |Rn|

≥
√
n

σ
h−γ
n hn|µ0 − µ1| −

1

σ
h−γ
n |Rn|

=

√
n

σ
h1−γ
n |µ0 − µ1| −

h−γ
n

σ
OP

(√
hn
)

=

√
n

σ
h1−γ
n |µ0 − µ1| −

1

σ
OP

(
h

1
2
−γ

n

)
=

√
n

σ
h1−γ
n |µ0 − µ1| −

1

σ
OP

(
h

1
p
n

)
.

Sous les hypothèses du théorème 3.39, on obtient la convergence de ce dernier terme vers
+∞ et donc (3.20).

Maintenant, afin d’étudier ∆n,N sous l’hypothèse alternative, notons

EYi,N =

{
µ0,N , si i ≤ k⋆,

µ1,N , si i > k⋆.

Théorème 3.40. On pose

hn =
k⋆

n

(
1− k⋆

n

)
.

On suppose que
hn −−−−→

n→+∞
0

et que √
nh1−γ

n −−−−→
n→+∞

+∞.

Alors
∆n,N

P−−−−→
n→+∞

+∞.

Preuve. Par le même calcul que pour ∆n, on obtient

Sk⋆,N − k⋆

n
Sn,N = k⋆

(
1− k⋆

n

)
(µ0,N − µ1,N) +Rn,N
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où
1√
n
Rn = OP(

√
hn).

Donc
∆n,N ≥

√
n

σ
h1−γ
n |µ0,N − µ1,N | −

1

σ
OP

(
h

1
p
n

)
.

Donc sous les hypothèses du théorème 3.40 et comme

µ0,N −−−−→
n→+∞

µ0, µ1,N −−−−→
n→+∞

µ1 et µ0 ̸= µ1,

on aura
∆n,N

P−−−−→
n→+∞

+∞.

Le cas |µ0 − µ1| −−−−→
n→+∞

0

On suppose que µ0 = µ0(n) et µ1 = µ1(n) et que |µ0 − µ1| −−−−→
n→+∞

0. Notons que ce cas
nous permet de déterminer les plus petits changements que la statistique ∆n peut détecter.

Théorème 3.41. On pose

hn =
k⋆

n

(
1− k⋆

n

)
.

On suppose que
hn −−−−→

n→+∞
0

et que √
nh1−γ

n |µ0 − µ1| −−−−→
n→+∞

+∞.

Alors
∆n

P−−−−→
n→+∞

+∞.

Preuve. Par le même raisonnement que dans la preuve du théorème 3.39, on montre que

∆n ≥
√
n

σ
h1−γ
n |µ0 − µ1| −

1

σ
OP

(
h

1
p
n

)
et comme

hn −−−−→
n→+∞

0

et √
nh1−γ

n |µ0 − µ1| −−−−→
n→+∞

+∞,

on aura le résultat.
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Maintenant pour ∆n,N , par un raisonnement similaire à la démonstration du théo-
rème 3.40, on montre le théorème suivant.

Théorème 3.42. On pose

hn =
k⋆

n

(
1− k⋆

n

)
.

On suppose que
hn −−−−→

n→+∞
0

et que √
nh1−γ

n |µ0 − µ1| −−−−→
n→+∞

+∞.

Alors
∆n,N

P−−−−→
n→+∞

+∞.

3.5.2 Étude de ∆n,N dans le cas de changement dans la régularité
höldérienne

Pour la même raison qu’à la sous-section 3.4.2, nous nous limitons à l’étude du com-
portement de ∆n,N sous (H1).

Théorème 3.43. On pose

hn =
k⋆

n

(
1− k⋆

n

)
.

On suppose que
hn −−−−→

n→+∞
0.

et qu’il existe 0 < δ < 1 tel que
√
nh1−γ

n N (α−β)(1−δ) −−−−→
n→+∞

+∞.

Alors
∆n,N

P−−−−→
n→+∞

+∞.

Preuve. Pour la preuve de ce théorème, consulter la preuve du théorème 3.37.
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Chapitre 4

Détection de rupture épidémique dans
la régularité höldérienne d’un processus
continu à accroissements indépendants

Après avoir étudié la détection de rupture épidémique de la régularité höldérienne
dans une suite de n fonctions aléatoires, il est assez naturel d’essayer de réinvestir la
méthode utilisée pour détecter une rupture épidémique de régularité höldérienne pour une
seule fonction aléatoire ξ = (ξ(t), t ∈ [0, 1]). En effet, en découpant [0, 1] en n segments
consécutifs de longueur 1/n, les restrictions ξn,k, 1 ≤ k ≤ n, de ξ à chacun de ces segments
jouent le rôle des « données journalières » du chapitre précédent. Bien sûr cette approche
impose quelques restrictions que nous examinons maintenant.

D’abord, on souhaite que les fonctions aléatoires ξn,k, 1 ≤ k ≤ n, soient indépendantes.
Ce n’est visiblement pas le cas ici puisque ξ étant supposée à trajectoires continues, on
a les conditions de raccordement ξn,k(k/n) = ξ(k/n) = ξn,k+1(k/n), 1 ≤ k ≤ n. En effet,
pour x < y et 1 ≤ k ≤ n,

P
(
ξn,k(k/n) ≤ x, ξn,k+1(k/n) ≤ y

)
= P

(
ξ(k/n) ≤ x, ξ(k/n) ≤ y

)
= P

(
ξ(k/n) ≤ x

)
̸= P

(
ξ(k/n) ≤ x

)
P
(
ξ(k/n) ≤ y

)
.

Pour effacer cette dépendance, on considère plutôt les ξ̃n,k = ξn,k − ξ((k − 1)/n). Dans
le modèle des courbes « journalières » du chapitre précédent, cela revient à considérer
que Xk(k − 1) = 0 pour tout k, ce qui dans l’exemple de la consommation journalière
d’électricité correspond à une remise à zéro du compteur à chaque changement de date.
En ramenant [k − 1, k] sur [0, 1], cela revient à imposer la condition Xk(0) = 0 dans les
hypothèses du chapitre précédent, ce qui est juste un cas particulier dans les hypothèses
posées, sans influence sur les résultats obtenus. Revenant à ξ, ceci suppose que pour toute
suite (ti)1≤i≤n telle que pour chaque i, (k − 1)/n ≤ ti < k/n, les n variables aléatoires
réelles ξ(ti)− ξ((i−1)/n) soient indépendantes. Comme ceci doit en outre être vérifié pour
tout n, on est naturellement conduit à supposer que ξ est à accroissements indépendants.

Supposons donc ξ à trajectoires continues et à accroissements indépendants. On ne
changera pas ces propriétés en imposant ξ(0) = 0 pour alléger les écritures. De plus si on
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veut utiliser des techniques reposant sur le TLC, il est raisonnable de supposer que ξ est
du second ordre, i.e. Eξ(t)2 <∞ pour tout t ∈ [0, 1]. Dans ce cas, Eξ(t) existe pour tout t.
Il convient ici de remarquer qu’une rupture épidémique dans la régularité des trajectoires
de ξ peut entraîner une rupture sur la régularité de la fonction déterministe t 7→ Eξ(t).
Nous n’aborderons pas cette question dans cette première étude et nous contenterons de
supposer que ξ(t) est centrée pour tout t.

Regardons maintenant ce que ces hypothèses impliquent pour la variance de ξ(t). Nous
posons désormais

f(t) := Eξ(t)2, t ∈ [0, 1]. (4.1)

On remarque alors que

E
(
ξ(t)− ξ(s)

)2
= f(t)− f(s), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

En effet,

E
(
ξ(t)− ξ(s)

)2
= E

(
ξ(t)2 + ξ(s)2 − 2ξ(t)ξ(s)

)
= Eξ(t)2 + Eξ(s)2 − 2Eξ(t)ξ(s)

= f(t) + f(s)− 2Eξ(t)ξ(s)

= f(t) + f(s)− 2E
(
ξ(s)(ξ(s) + ξ(t)− ξ(s))

)
= f(t) + f(s)− 2

[
Eξ(s)2 + E

(
ξ(s)(ξ(t)− ξ(s))

)]
= f(t) + f(s)− 2

[
f(s) + E

(
ξ(s)(ξ(t)− ξ(s))

)]
= f(t)− f(s)− 2E

(
ξ(s)(ξ(t)− ξ(s))

)
= f(t)− f(s)

car ξ(s) est centrée et ξ(s) et (ξ(t) − ξ(s)) sont indépendants puisque ξ est supposé à
accroissements indépendants. Ainsi f(t)− f(s) ≥ 0, donc f est croissante sur [0, 1].

Cette fonction f est-elle continue ? C’est clairement le cas dans les deux situations
suivantes :

— le processus ξ est continu en moyenne quadratique (c’est-à-dire, si sn → s alors
E
(
ξ(sn) − ξ(s)

)2 → 0 quand n → +∞). En effet, supposons que tn → t, montrons
que f(tn) → f(t). Comme E

(
ξ(t)(ξ(tn)− ξ(t))

)
= 0, on a

E
(
ξ(tn)− ξ(t)

)2
= E

(
ξ(tn)− ξ(t)

)2
+ 2E

(
ξ(t)(ξ(tn)− ξ(t))

)
= E

[(
ξ(tn)− ξ(t)

)2
+ 2ξ(t)(ξ(tn)− ξ(t))

]
= E

[
ξ(tn)

2 + ξ(t)2 − 2ξ(tn)ξ(t)

+ 2ξ(tn)ξ(t)− 2ξ(t)2
]

= Eξ(tn)
2 − Eξ(t)2

= f(tn)− f(t).

Comme ξ est continu en moyenne quadratique, on obtient

f(tn) → f(t)
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quand tn → t et donc f est continue.
— E∥ξ∥2∞ <∞. En effet, comme ξ est à trajectoires continues et ξ(tn)2 ≤ ∥ξ∥2∞, par le

théorème de convergence dominée on obtient

f(tn) = Eξ(tn)
2 → Eξ(t)2 = f(t) quand tn → t

et donc f est continue.
Nous supposons désormais f continue. Pour tout u ∈ [f(0), f(1)], posons

f−1({u}) := {t ∈ [0, 1] : f(t) = u}.

Alors cet inverse ensembliste f−1({u}) est soit un singleton soit un sous-intervalle fermé
[a, b] (a < b) de [0, 1].

En effet, comme f est continue sur [0, 1], par le théorème des valeurs intermédiaires,
pour tout u ∈ [f(0), f(1)] il existe au moins un réel a ∈ [0, 1] tel que f(a) = u (et donc
a ∈ f−1({u})). Si ce réel a est unique, f−1({u}) est le singleton {a} = [a, a]. Sinon,
il existe au moins deux points distincts dans f−1({u}) et pour montrer que f−1({u})
est un intervalle, il suffit de vérifier que pour toute paire d’éléments c, d (c < d) de
f−1({u}), l’intervalle [c, d] est inclus dans f−1({u}). Comme f est croissante, on a pour
tout t ∈ [c, d] u = f(c) ≤ f(t) ≤ f(d) = u et donc f(t) = u d’où t ∈ f−1({u}), ce qui
prouve l’inclusion [c, d] ⊂ f−1({u}) pour tous c, d (c < d) dans f−1({u}). Donc f−1({u})
est bien un intervalle. D’autre part, comme f est continue et {u} est un fermé, f−1({u})
est un fermé. Finalement f−1({u}) est un intervalle fermé dans [0, 1], donc de la forme
[a, b] avec a = inf{t ∈ [0, 1] ; f(t) = u} et b = sup{t ∈ [0, 1] ; f(t) = u}.

Définition 4.1. Si f−1({u}) = [a, b] avec a < b, nous dirons que f admet un palier de
hauteur u sur [a, b].

Proposition 4.2. On suppose que ξ = (ξ(t), t ∈ [0, 1]) est un processus à accroissements
indépendants et à trajectoires continues. On suppose de plus que f définie par (4.1) est
continue sur [0, 1]. Alors

1. f admet au plus une famille dénombrable de paliers ;
2. si f admet un palier sur [a, b] et t ∈ [a, b], ξa = ξt = ξb p.s. ;
3. P(∀t ∈ [a, b], ξt = ξa) = 1.

Preuve. 1. Soit U l’ensemble des hauteurs des paliers de f et notons pour tout u ∈ U ,
f−1({u}) = [au, bu]. Il suffit de vérifier que U est au plus dénombrable. Ces paliers
sont 2 à 2 disjoints car si f a un palier de hauteur u sur [a, b] et un palier de hauteur
u′ ̸= u sur [a′, b′], f(t) = u pour tout t ∈ [a, b] et f(t) = u′ ̸= u pour tout t ∈ [a′, b′]
donc [a, b] ∩ [a′, b′] = ∅. Maintenant, par densité de Q dans R, il existe un rationnel
qu dans chaque palier [au, bu] et comme ces intervalles sont 2 à 2 disjoints, qu ̸= qu′

pour tout u ̸= u′ ∈ U . On a donc une injection de U dans Q, et donc U est au plus
dénombrable. Ainsi f admet au plus une famille dénombrable de paliers.
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2. Soit t ∈ [a, b] un palier de f . Montrons que P(|ξt − ξa| = 0) = 1, ceci est équivalent
à montrer que P(|ξt − ξa| > 0) = 0. Pour cela, on pose An = {|ξt − ξa| ≥ 1

n
}, n ∈ N∗,

et A = {|ξt − ξa| > 0}. Comme An est une suite croissante de réunion A, on a
limn→+∞ P(An) = P(A). Or, par l’inégalité de Markov

P(An) = P
(
|ξt − ξa| ≥

1

n

)
≤ n2E(ξt − ξa)

2 = n2(f(t)− f(a)) = 0,

puisque f admet un palier sur [a, b] et t ∈ [a, b] (et donc f(t) = f(a)). Par conséquent,
P(An) = 0, pour tout n ∈ N∗, et donc P(|ξt − ξa| > 0) = P(A) = 0, ce qui permet
de déduire que P(|ξt − ξa| = 0) = 1 et donc ξa = ξt p.s. Par le même raisonnement,
nous montrons que ξt = ξb, pour tout t ∈ [a, b], d’où le résultat.

3. Notons (Ω,F ,P) l’espace probabilisé sur lequel est défini le processus ξ. L’écriture
« ∀t ∈ [a, b], ξt = ξa » correspond au sous-ensemble A de Ω défini par :

A :=
⋂

t∈[a,b]

{ω ∈ Ω ; ξt(ω) = ξa(ω)} =
⋂

t∈[a,b]

{ξt = ξa}.

Les ensembles {ξt = ξa} sont bien des évènements, i.e. appartiennent à la tribu F ,
car les projections ξ 7→ ξs, s ∈ [0, 1] sont mesurables de par la définition d’un proces-
sus stochastique. Mais comme l’intersection définissant A est indexée par l’ensemble
non dénombrable [a, b], l’appartenance de A à F n’est pas garantie de même que la
définition de P(A). Ceci nous amène à introduire

A′ :=
⋂

r∈[a,b]∩Q

{ω ∈ Ω ; ξr(ω) = ξa(ω)}.

A′ est une intersection dénombrable d’évènements {ξr = ξa}, donc A′ ∈ F . Comme
tous ces {ξr = ξa} ont pour probabilité 1 par ii), il en va de même pour A′. Pour
obtenir iii), il nous suffit donc de justifier l’égalité A = A′. L’inclusion A ⊂ A′ est
évidente. Pour établir l’inclusion inverse, on commence par noter que A′ n’est pas vide
puisque P(A′) = 1. On remarque ensuite que pour tout ω ∈ A′ et tout r ∈ [a, b] ∩ Q,
ξr(ω) = ξa(ω). Fixons t arbitraire dans [a, b]. Il existe une suite (rn)n≥1 de rationnels
de [a, b] qui converge vers t (si t est rationnel on peut prendre rn = t pour tout
n ≥ 1, sinon on invoque la densité de [a, b]∩Q dans [a, b]). Comme observé ci-dessus,
ξrn(ω) = ξa(ω) pour tout n ≥ 1 et tout ω ∈ A′. Par continuité des trajectoires de ξ,
ξrn(ω) tend vers ξt(ω) pour tout ω ∈ Ω. En particulier pour ω ∈ A′, ceci implique
que ξa(ω) = ξt(ω). On vient ainsi de prouver que A′ ⊂ {ξa = ξt} pour tout t ∈ [a, b].
Comme A′ ne dépend pas de t, en prenant l’intersection pour t ∈ [a, b], on obtient
A′ ⊂ A, ce qui termine la preuve.

Ceci montre qu’aux paliers de f correspondent des intervalles de constance presque
sûre de ξ. Du point de vue de l’analyse statistique de la régularité de ξ, ces intervalles de
constance ne sont pas très intéressants (surtout si on arrive à les expliquer par une cause
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extérieure) et on peut les retirer de façon à récupérer par recollage une nouvelle fonction
f strictement croissante définie sur [0, c] avec c < 1. En pratique, seul un nombre fini de
paliers seront détectables à n fixé.

À partir de maintenant, nous simplifions le problème en nous limitant au cas où f est
strictement croissante sur [0, 1].

Les hypothèses introduites jusqu’ici ont une importante conséquence : le processus ξ est
forcément gaussien et plus précisément ξ est un processus de la forme {W (f(t)), t ∈ [0, 1]}
où W est un mouvement brownien standard sur [f(0), f(1)], en rappelant que f(0) = 0.

Justifions cette affirmation. Comme f est supposée maintenant continue strictement
croissante, elle réalise une bijection bicontinue entre [0, 1] et [f(0), f(1)] et nous noterons
encore f−1 son inverse ponctuel sans craindre la confusion avec l’inverse ensembliste em-
ployé ci-dessus. Ainsi pour tout u ∈ [f(0), f(1)], f−1(u) est l’unique réel t ∈ [0, 1] tel que
f(t) = u. En particulier,

Eξ(f−1(u))2 = f(f−1(u)) = u.

De plus il est immédiat de vérifier que le processus {ξ(f−1(u)), u ∈ [f(0), f(1)]} est à
accroissements indépendants, à trajectoires continues et centré. D’après le théorème 19.1,
p. 154, de Billingsley [10], voir aussi Feller [40], p. 304, ce processus est gaussien. Il en
résulte que ξ ◦ f−1 est un mouvement brownien standard sur [f(0), f(1)] que nous notons
W . Pour finir, les lois fini-dimensionnelles de ξ, c’est-à-dire les lois des vecteurs aléatoires(
ξ(t1), . . . , ξ(tm)

)
, m ≥ 1, (t1, . . . , tm) ∈ [0, 1]m, sont en posant ui := f(ti), 1 ≤ i ≤ m,

les lois des vecteurs
(
ξ(f−1(u1)), . . . , ξ(f

−1(um))
)
=
(
W (u1), . . . ,W (um)

)
qui sont gaus-

siennes. Donc ξ est un processus gaussien.
Nous avons ainsi réduit la détection du changement de régularité de ξ au même pro-

blème pour le processus W ◦f . La régularité höldérienne de W étant bien connue depuis le
théorème de Lévy sur le module de continuité uniforme du mouvement brownien, la régu-
larité höldérienne de ξ est déterminée par celle de la fonction f . Notons que la régularité
höldérienne d’un processus gaussien centré est contrôlée par la variance des accroissements
cf. par exemple le corollaire 4 de [84].

La réduction du problème que nous venons d’effectuer montre qu’il est naturel d’explo-
rer le changement « épidémique » de régularité höldérienne de ξ via le remplacement de f
par une autre fonction croissante g pendant l’intervalle d’épidémie. Autrement dit, au lieu
de tester le passage d’une régularité höldérienne d’exposant α à une régularité höldérienne
d’exposant β, on teste une rupture épidémique dans le paramètre fonctionnel f .

Avant d’adopter ce modèle général, essayons quand même de préciser ce que pourrait
être une rupture épidémique de régularité faisant passer l’exposant de Hölder « global »
de α à β < α sur l’intervalle d’épidémie. Notons ξa,b la restriction de la fonction aléatoire
ξ à l’intervalle [a, b] ⊂ [0, 1]. La formulation d’une rupture épidémique sur l’exposant de
Hölder global de ξ nous amènerait à adopter pour hypothèse nulle ξ ∈ Hα[0, 1] et pour
hypothèse alternative : les restrictions de ξ à [0, s⋆] et [t⋆, 1] sont dans Hα[0, s

⋆] et Hα[t
⋆, 1],

tandis que la restriction de ξ à [s⋆, t⋆] est dans Hβ[s
⋆, t⋆] en définissant

s⋆ := sup{s ∈ [0, 1] : P(ξ0,s ∈ Hα[0, s]) = 1}, t⋆ := inf{t ∈ [0, 1] : P(ξt,1 ∈ Hα[t, 1]) = 1}.
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Il faudrait aussi supposer que [s⋆, t⋆] n’est pas vide, ce qui implique s⋆ ≤ t⋆. Le cas parti-
culier s⋆ = t⋆ correspond à un changement de régularité höldérienne au seul point s∗ avec
retour immédiat à la régularité α en tout s ̸= s⋆. Ce cas est étudié en préliminaire à la
section 4.1

La situation générale où s⋆ < t⋆ est beaucoup plus riche en possibilités de variation de la
régularité Hölder et sera étudiée dans les sections suivantes comme une rupture épidémique
sur le paramètre fonctionnel f .

4.1 Détection d’une rupture ponctuelle de régularité
Nous traitons en préliminaire le problème particulier suivant. Ayant observé une tra-

jectoire du processus ξ =
(
ξ(t)

)
t∈[0,1], de la forme ξ(t) = W

(
f(t)

)
où W est un mouvement

brownien standard et t 7→ f(t) est le changement de temps, nous testons l’hypothèse nulle
(H0) ξ(t) = W

(
f(t)

)
, t ∈ [0, 1], où f est une fonction connue, continue, strictement crois-

sante, concave et de régularité höldérienne α, 0 < α < 1, sur [0, 1],
contre l’hypothèse alternative
(H1) ξ(t) = W

(
g(t)

)
, t ∈ [0, 1], où g est une fonction continue, croissante sur [0, 1] et il

existe 0 < θ < 1 telle que

g(t) =

{
f(t), si 0 ≤ t ≤ θ,

f(θ) + (t− θ)βL(t− θ), si θ < t ≤ 1,
(4.2)

où β < α et L est une fonction à variation lente en 0 et monotone sur un voisinage à
droite de 0 (pour plus d’information sur les fonctions à variation lente cf. [91]). Nous
supposons en plus que g est concave et de classe C1 sur un voisinage à droite de θ.
Remarquons qu’alors la régularité globale de la restriction de g à [θ, 1] ne peut être
meilleure que la régularité Hölder d’exposant β.

Afin d’étudier ce problème, nous considérons la statistique

Tn = max
0≤i<n

|ξ( i+1
n
)− ξ( i

n
)|√

f( i+1
n
)− f( i

n
)
.

Notons que cette statistique est bien définie, puisque f( i+1
n
) > f( i

n
), ∀0 ≤ i < n. Sous

l’hypothèse nulle, nous pouvons déterminer la loi exacte de la statistique Tn donnée par la
proposition suivante.

Proposition 4.3. Sous (H0), pour tout x ∈ R,

P(Tn ≤ x) = P
(
|X| ≤ x

)n
,

où X suit la loi normale standard N (0, 1).
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Remarque 4.4. Sous l’hypothèse nulle (H0), pour tout i = 0, . . . , n− 1,

|ξ( i+1
n
)− ξ( i

n
)|√

f( i+1
n
)− f( i

n
)
=

∣∣W(f( i+1
n
)
)
−W

(
f( i

n
)
)∣∣√

f( i+1
n
)− f( i

n
)

=: |Xn,i|,

où (Xn,i)0≤i<n est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées de loi normale centrée réduite. En effet, comme W est un mouvement brownien stan-
dard, alors d’une part, pour tout i = 0, . . . , n−1, les accroissements W (f( i+1

n
))−W (f( i

n
))

sont indépendants en raison de la croissance stricte de f , puisque f( i+1
n
) > f( i

n
), (et donc les

Xn,i le sont aussi) et d’autre part les accroissements W (f( i+1
n
))−W (f( i

n
)), i = 0, . . . , n−1,

sont des variables aléatoires normales de moyenne nulle et de variance f( i+1
n
)−f( i

n
). Ainsi

les Xn,i sont des variables aléatoires de loi normale de moyenne nulle et de variance

Var(Xn,i) = Var

(
W
(
f( i+1

n
)
)
−W

(
f( i

n
)
)√

f( i+1
n
)− f( i

n
)

)
=
f( i+1

n
)− f( i

n
)

f( i+1
n
)− f( i

n
)
= 1

pour tout i = 0, . . . , n− 1.

Preuve de la proposition 4.3. Pour tout x ∈ R, on a

P(Tn ≤ x) = P

(
max
0≤i<n

|ξ( i+1
n
)− ξ( i

n
)|√

f( i+1
n
)− f( i

n
)
≤ x

)

= P
(
max
0≤i<n

|Xn,i| ≤ x
)

= P

( ⋂
0≤i<n

{|Xn,i| ≤ x}

)
= P

(
|X1| ≤ x

)n
,

où X1 suit la loi normale standard N (0, 1), grâce à l’indépendance et à l’équidistribution
des Xn,i.

p
n 100 200 300 400 1000

0,9 5,149695 5,551763 5,777375 5,933560 6,411635
0,95 5,566815 5,947889 6,162543 6,311462 6,768795
0,99 6,435521 6,778759 6,973383 7,108913 7,527541

Table 1 – Seuils de rejet aux niveaux p = 0,9 ; 0,95 ; 0,99 pour n = 100, 200, 300, 400, 1000
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Maintenant, pour l’hypothèse alternative, nous montrons le théorème suivant.

Théorème 4.5. Sous l’hypothèse alternative (H1),

Tn
P−−−−→

n→+∞
+∞. (4.3)

Preuve. Afin de montrer (4.3) sous (H1), notons par (kn)n la suite donnée par

kn = [nθ] + 1, ∀n ∈ N∗.

Pour tout n ∈ N∗, on a

Tn = max
0≤i<n

∣∣ξ( i+1
n

)
− ξ

(
i
n

)∣∣√
f
(
i+1
n

)
− f

(
i
n

)
≥
∣∣ξ(kn+1

n

)
− ξ
(
kn
n

)∣∣√
f
(
kn+1
n

)
− f

(
kn
n

)
=

∣∣ξ(kn+1
n

)
− ξ
(
kn
n

)∣∣√
g
(
kn+1
n

)
− g
(
kn
n

)
√
g
(
kn+1
n

)
− g
(
kn
n

)
f
(
kn+1
n

)
− f

(
kn
n

)
=

∣∣W(g(kn+1
n

))
−W

(
g
(
kn
n

))∣∣√
g
(
kn+1
n

)
− g
(
kn
n

)
√
g
(
kn+1
n

)
− g
(
kn
n

)
f
(
kn+1
n

)
− f

(
kn
n

)
= |X|

√
g
(
kn+1
n

)
− g
(
kn
n

)
f
(
kn+1
n

)
− f

(
kn
n

)
où X est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Notons que cette dernière
égalité est seulement en loi. Maintenant, par les propriétés de f et g on a, sous réserve des
justifications fournies après le calcul,

g
(
kn+1
n

)
− g
(
kn
n

)
f
(
kn+1
n

)
− f

(
kn
n

) =

∫ kn+1
n

kn
n

g′(t) dt

f
(
kn+1
n

)
− f

(
kn
n

)
≥

∫ kn+1
n

kn
n

g′(t) dt(
kn+1
n

− kn
n

)α∥f∥α (4.4)

≥
(
kn+1
n

− kn
n

)
g′
(
kn+1
n

)(
kn+1
n

− kn
n

)α∥f∥α (4.5)

=
g′
(
kn+1
n

)(
1
n

)α−1∥f∥α

=
β c(β)

(
kn+1
n

− θ
)β−1

L
(
kn+1
n

− θ
)(

1
n

)α−1∥f∥α
(4.6)
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≥
β c(β)

(
2
n

)β−1
L
(
kn+1
n

− θ
)(

1
n

)α−1∥f∥α
(4.7)

= C(α, β)nα−βL
(kn + 1

n
− θ
)
. (4.8)

Justification de (4.4)–(4.7) :
(4.4) f est de régularité höldérienne α sur [0, 1] ;
(4.5) g est concave et de classe C1 sur un voisinage à droite de θ donc à dérivée décrois-

sante sur ce voisinage ;
(4.6) Comme g est sous la forme (4.2), alors g′ est sous la forme donnée ci-dessus, où

c(β) est une constante qui dépend de β (pour la justification, cf. [91, proposition 0.7b)]) ;
(4.7) kn+1

n
− θ ≤ [nθ]+2

n
− θ ≤ nθ+2

n
− θ = 2

n
et β < 1 ;

(4.8) où C(α, β) = β c(β)2β−1

∥f∥α .
Maintenant, comme L est monotone au voisinage de 0+, α > β et 1

n
≤ kn+1

n
− θ ≤ 2

n
,

on a pour n suffisamment grand :
• si L est décroissante, alors

L
(kn + 1

n
− θ
)
≥ L

( 2
n

)
,

et comme
nα−βL

( 2
n

)
−−−−→
n→+∞

+∞,

on aura le résultat ;
• si L est croissante, alors comme [nθ]− nθ > −1 d’où

kn + 1

n
− θ =

[nθ]− nθ + 2

n
=

[nθ]− nθ + 1

n
+

1

n
>

1

n

d’où
L
(kn + 1

n
− θ
)
≥ L

( 1
n

)
.

Comme
nα−βL

( 1
n

)
−−−−→
n→+∞

+∞,

on aura le résultat.
On obtient ainsi (4.3) sous l’hypothèse alternative.

4.2 Rupture épidémique dans la régularité de ξ
Revenons à la situation générale de ce chapitre. On observe une trajectoire du processus

ξ =
(
ξ(t)

)
t∈[0,1], avec ξ(t) = W

(
f(t)

)
où W est un mouvement brownien standard et f une
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fonction supposée connue, continue, strictement croissante sur [0, 1] et telle que f(0) = 0.
Pour formuler l’hypothèse alternative, il est commode d’introduire la définition suivante.

Définition 4.6. Soit f une fonction à valeurs réelles, continue, strictement croissante sur
[0, 1] et telle que f(0) = 0. Soient s⋆ et t⋆ deux réels tels que 0 ≤ s⋆ < t⋆ ≤ 1. On appelle
perturbation épidémique de f sur [s⋆, t⋆] toute fonction g réelle, continue et strictement
croissante sur [0, 1] telle que g = f sur [0, s⋆] ∪ [t⋆, 1] et

sup{s ∈ [0, 1] : f = g sur [0, s]} = s⋆, inf{t ∈ [0, 1] : f = g sur [t, 1]} = t⋆. (4.9)

Il résulte immédiatement de cette définition que g(s⋆) = f(s⋆), g(t⋆) = f(s⋆) et

∀δ > 0,∃s ∈]s⋆, s⋆ + δ[, f(s) ̸= g(s), ∀δ > 0,∃t ∈]t⋆ − δ, t⋆[, f(t) ̸= g(t). (4.10)

Nous testons l’hypothèse nulle
(H0) ξ(t) = W

(
f(t)

)
, t ∈ [0, 1], contre l’alternative

(HA) ξ(t) = W
(
g(t)

)
, t ∈ [0, 1], où g est une perturbation épidémique inconnue de f sur

un intervalle [s⋆, t⋆] inconnu.
Pour construire la statistique de test, nous utilisons la statistique UI(n, ρ) introduite

dans [86] conjuguée avec la méthode de détection de rupture épidémique pour une ma-
trice de covariance exposée dans [88], adaptée en dimension 1 pour détecter la rupture
épidémique dans la variance d’un échantillon.

En effet, sous (H0), les variables aléatoires

Xn,k =
ξ( k

n
)− ξ(k−1

n
)(

f( k
n
)− f(k−1

n
)
)1/2 , 1 ≤ k ≤ n,

sont i.i.d. N (0, 1). On se ramène alors au modèle standard de rupture épidémique dans
l’espérance d’un échantillon en introduisant les variables aléatoires centrées

Yn,i := X2
n,i − 1, 1 ≤ i ≤ n,

et leurs sommes partielles définies par

Sn(0) := 0, Sn(A) :=
∑
i∈A

Yn,i, Sn(t) := Sn([0, t]) =
∑
0<i≤t

Yn,i. (4.11)

Nous utiliserons un poids ρ höldérien à choisir convenablement dans la classe R définie
comme suit.

Définition 4.7. On note R la classe des fonctions croissantes ρ : [0, 1] → R, strictement
positives sur ]0, 1], telles que ρ(0) = 0 et vérifiant

i) il existe un α ∈]0, 1/2] et une fonction L normalisée à variation lente en +∞ tels
que

ρ(h) = hαL(1/h), 0 < h ≤ 1 ; (4.12)
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ii) θ(t) := t1/2ρ(1/t) est C1 sur [1,∞[ ;
iii) il existe un β > 1/2 et un a > 0, tels que θ(t) ln−β(t) est croissante sur [a,∞[.

Rappelons que toute fonction ℓ à variation lente en +∞ admet une représentation

ℓ(u) = c(u) exp

(∫ u

a

ε(v)

v
dv

)
, u ≥ a

pour a suffisamment grand, où c(u) est une fonction mesurable strictement positive ayant
une limite finie strictement positive en +∞ et ε une fonction tendant vers 0 en +∞.
On dit que ℓ est normalisée si dans la représentation ci-dessus on peut remplacer (quitte
à modifier ε) c(u) par une constante c ∈]0,+∞[, voir (1.3.4), p. 15, dans [11]. On sait
aussi que toute fonction ℓ à variation lente en +∞ est équivalente en +∞ à une fonction à
variation lente normalisée, voir le théorème 1.3.1, p. 12, dans [11], et que toute ℓ normalisée
à variation lente en +∞ appartient à la classe de Zygmund, c’est-à-dire que pour tout δ > 0,
uδℓ(u) est strictement croissante sur un voisinage de +∞ et que u−δℓ(u) est strictement
décroissante sur un voisinage de +∞, voir le théorème 1.5.5, p. 24, dans [11].

Remarque 4.8. La condition iii) ci-dessus est superflue lorsque α < 1/2 dans (4.12). Pour
le voir, on note que θ(u) = u1/2−αL(u), d’où θ(u)/ lnβ u = u1/2−αL(u)/ lnβ u. Comme δ :=
1/2−α > 0, il nous suffit de vérifier que la fonction L/ lnβ est normalisée à variation lente.
C’est clairement une fonction à variation lente comme quotient de deux telles fonctions.
Il nous suffit donc de vérifier que lnβ est normalisée, ce qui résulte du calcul élémentaire
suivant :

exp

(∫ u

e

β

v ln v
dv

)
= exp ([β ln ln v]ue ) = exp(β ln lnu) = lnβ u, u ≥ e.

la condition iii) n’est donc une restriction que pour α = 1/2. Si on la teste sur la famille
des poids ρ de la forme ρ(h) = h1/2| lnh|γ, on voit qu’elle est vérifiée pour tout γ > 1/2
mais pas pour γ ≤ 1/2.

Nous définissons maintenant la famille de statistiques UI(n, ρ), ρ ∈ R par

UI(n, ρ) := max
1≤i<j≤n

∣∣Sn(j)− Sn(i)− j−i
n
Sn(n)

∣∣
ρ
((

j−i
n

)(
1− j−i

n

)) . (4.13)

Remarquons que sous (H0), UI(n, ρ) est invariante par décentrage de toutes les variables
de l’échantillon. En particulier pour calculer UI(n, ρ), on peut remplacer les Yn,k = X2

n,k−1
par les X2

n,k.
Pour l’étude du comportement asymptotique de la statistique UI(n, ρ), il est commode

de noter
ϱ(h) = ρ(h(1− h)), h ∈ [0, 1]

et d’introduire les fonctionnelles suivantes définies au moins pour x ∈ Ho
ρ.

I(x, s, t) :=
|x(t)− x(s)− (t− s)x(1)|

ϱ(t− s)
, 0 < t− s < 1.
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UI(x, n, ρ) = max
1≤i<j≤n

I(x, i/n, j/n).

UI(x, ρ) := sup
0≤s<t≤1

I(x, s, t) = sup
0≤s<t≤1

|x(t)− x(s)− (x(1)− x(0))(t− s)|
ϱ(t− s)

.

On note enfin ζn le processus de sommes partielles qu’est la ligne polygonale de sommets(
k/n, Sn(k)

)
, 0 ≤ k ≤ n :

ζn(t) = S[nt] + (nt− [nt])Yn,[nt]+1, t ∈ [0, 1]. (4.14)

La statistique UI(n, ρ) définie par (4.13) apparaît alors comme fonctionnelle des trajec-
toires de ζn :

UI(n, ρ) = UI(ζn, n, ρ).

Nous rappelons maintenant les deux théorèmes qui vont nous fournir le comportement
asymptotique de UI(n, ρ) sous (H0). On part du comportement asymptotique en loi de ζn
dans Ho

ρ. Il s’agit du théorème limite central höldérien dans Ho
ρ([0, 1],R). On se donne une

suite i.i.d. (Yi)i≥1 où les Yi ont tous même loi que X2 − 1 où X est gaussienne N (0, 1).
On définit les sommes partielles S̃n comme les Sn, mais en remplaçant chaque Yn,k par
Yk. On définit le processus de somme partielles ζ̃n comme la ligne polygonale de sommets
(k/n, S̃n(k)), k = 0, 1, . . . , n.

Remarque 4.9. Au vu de cette construction, pour chaque n ≥ 1, les vecteurs aléatoires
(Y1, . . . , Yn) et (Yn,1, . . . , Yn,n) ont la même loi. Ceci implique :

1. que UI(ζn, n, ρ) et UI(ζ̃n, n, ρ) ont aussi même loi en tant que variables aléatoires
réelles ;

2. que les lignes polygonales aléatoires ζn et ζ̃n ont même loi en tant qu’éléments aléa-
toires de Ho

ρ (on vérifie facilement au passage que si ρ ∈ R, l’espace Ho
ρ contient

toutes les fonctions lignes polygonales (i.e. continues affines par morceaux avec rac-
cords continus) définies sur [0, 1]).

4.2.1 Comportement asymptotique de UI(n, ρ) sous (H0)

Nous énonçons maintenant le théorème limite central fonctionnel höldérien utilisé sous
(H0) qui est simplement le cas particulier où les fonctions aléatoires concernées sont à
valeurs dans l’espace de Banach B = R du théorème 8 dans [87], réécrit ici sous une forme
adaptée à notre contexte et aux notations fixées ci-dessus

Théorème 4.10. Soit ρ ∈ R. Avec les notations ci-dessus, la suite ((2n)−1/2ζ̃n)n≥1 con-
verge en loi vers le mouvement brownien standard W dans l’espace Ho

ρ si et seulement si
pour tout A > 0,

lim
u→∞

uP(X2 ≥ Aθ(u)) = 0, (4.15)

où θ(u) := u1/2ρ(1/u), u ≥ 1 et X est gaussienne N (0, 1).
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Remarque 4.11. La normalisation par (2n)−1/2 de ζ̃n prend en compte la variance de
(X2 − 1).

Remarque 4.12. Une adaptation automatique du théorème 8 dans [87] aurait du nous
conduire à remplacer X2 par |X2 − 1| dans (4.15), mais comme dans les deux cas celle-ci
ne peut se réaliser que si θ(u) tend vers zéro en +∞, les deux versions de (4.15) sont
équivalentes.

Remarque 4.13. Par le résultat de Lévy [77, théorème 52,2] sur le module de continuité
uniforme du brownien, une condition nécessaire pour la convergence en loi dans Ho

ρ de
(n−1/2ζ̃n)n≥1 vers W est

lim
u→∞

θ(u)

ln1/2 u
= ∞. (4.16)

Pour une justification détaillée, nous renvoyons à [87]. En fait cette condition nous fournit
une barrière naturelle pour l’application du théorème limite central fonctionnel dans Ho

ρ.
Comme les lignes polygonales et donc les trajectoires des fonctions aléatoires n−1/2ζ̃n sont
dans tous les Ho

ρ pour ρ ∈ R, seule la régularité höldérienne de W impose cette barrière.
On constate en effet que pour ρ(h) = ργ(h) := h1/2| lnh|γ, θ(u) = lnγ u donc (4.16) est
vérifiée pour γ > 1/2 mais pas pour γ ≤ 1/2. Ceci est en accord avec le fait que pour
γ = 1/2, W a une version dans Hρ mais pas dans Ho

ρ.

Corollaire 4.14. Soit ρ ∈ R. Avec les notations du théorème 4.10, la suite (n−1/2ζn)n≥1

converge en loi vers le mouvement brownien standard W dans l’espace Ho
ρ si et seulement

si pour tout A > 0, (4.15) est vérifiée.

En effet par la remarque 4.9-b), les éléments aléatoires n−1/2ζn et n−1/2ζ̃n dans Ho
ρ ont

même loi.
Passons au deuxième théorème sous-jacent au comportement asymptotique de UI(n, ρ)

sous (H0). Il s’agit du théorème 3 dans [86] réécrit ici sous une forme adaptée à notre
contexte et aux notations adoptées ci-dessus.

Théorème 4.15. Soit ρ ∈ R telle que (4.15) soit vérifiée. Alors (2n)−1/2UI(ζ̃n, n, ρ)
converge en loi vers UI(W, ρ).

Ces préliminaires nous permettent d’obtenir le comportement asymptotique de UI(n, ρ)
sous l’hypothèse nulle.

Théorème 4.16. Soit ρ ∈ R telle que

θ(u)

lnu
−−−−→
u→+∞

+∞. (4.17)

Sous (H0), la statistique (2n)−1/2UI(n, ρ) converge en loi vers

UI(W, ρ) = sup
s,t∈[0,1],
0<t−s<1

|W (t)−W (s)− (t− s)W (1)|
ρ((t− s)(1− (t− s)))

.
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Preuve. Par le théorème 4.15 et la remarque 4.9-a), (2n)−1/2UI(n, ρ) converge en loi vers
UI(W, ρ) pourvu que (4.15) soit vérifiée. Il nous suffit donc de montrer que (4.17) im-
plique (4.15). Pour cela, nous rappelons un encadrement classique de la queue de loi gaus-
sienne N (0, 1) :

∀y > 0,

(
1

y
− 1

y3

)
1√
2π

exp

(
−y

2

2

)
< P(X > y) <

1

y

1√
2π

exp

(
−y

2

2

)
,

voir par exemple le lemme 2, p. 166, dans [39]. Par symétrie et continuité de la loi de X,
il en résulte que

∀v > 0, P(X2 ≥ v) = P(|X| ≥ v1/2) = 2P(X > v1/2) ∼ 2√
2π
v−1/2 exp

(
−v
2

)
. (4.18)

Posons
R(A, u) := (Aπ/2)1/2uP(X2 ≥ Aθ(u)), q(u) :=

θ(u)

lnu
.

En utilisant (4.18), nous obtenons

R(A, u) ∼ u(q(u) lnu)−1/2 exp

(
−A
2
q(u) lnu

)
et il nous reste à vérifier que lnR(A, u) tend vers −∞ quand u tend vers +∞. Or

lnR(A, u) =

(
1− A

2
q(u)

)
lnu− ln(q(u))

2
− ln lnu

2
.

Par l’hypothèse (4.17), q(u) tend vers +∞, par conséquent lnR(A, u) tend vers −∞ pour
tout A > 0, ce qui termine la preuve.

Remarque 4.17. La condition (4.17) est optimale pour obtenir la convergence en loi de
UI(n, ρ) via le théorème limite central höldérien. En effet, si κ := lim infu→+∞ q(u) < +∞,
il existe une suite (un)n≥1 tendant vers +∞ telle que q(un) tende vers κ. Si κ > −∞,
(1−Aκ/2) est strictement positif pour A < 2/κ et dans ce cas lnR(A, un) ∼ (1−Aκ/2) lnun
donc lnR(A, un) tend vers l’infini de même que unP(X2 ≥ Aθ(un)) donc (4.15) n’est pas
vérifiée et par le théorème 4.10 ((2n)−1/2ζ̃n)n≥1 ne converge pas en loi dans Ho

ρ vers W . Il
en va de même si κ = −∞, puisqu’alors lnR(A, un) tend encore vers +∞.

Corollaire 4.18. Si ρ(h) = ρ1/2,γ(h) := h1/2| lnh|γ et γ > 1, ou si ρ(h) = ρ1/2,1,δ(h) :=
h1/2| lnh|| ln | lnh||δ et δ > 0, (2n)−1/2UI(n, ρ) converge en loi vers UI(W, ρ) sous (H0)).

4.2.2 Comportement asymptotique de UI(n, ρ) sous (HA)

Pour étudier le comportement asymptotique en loi de (2n)−1/2UI(n, ρ) sous (HA), nous
nous appuierons sur une décomposition du type

ζn = ζ ′n + ζ ′′n, n ≥ 1,

où les processus ζ ′n et ζ ′′n sont des lignes polygonales de sommes partielles vérifiant :
— la loi de ζ ′n sous (HA) est la même que celle de ζn sous (H0) ;
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— ζ ′′n « capture » le changement épidémique.
Ces processus seront explicitement construits ci-dessous.

Sous réserve de cette construction, la sous-additivité de la fonctionnelle x 7→ UI(x, n, ρ)
nous fournit la minoration

(2n)−1/2UI(n, ρ) = (2n)−1/2UI(ζn, n, ρ)

≥ (2n)−1/2UI(ζ ′′n, n, ρ)− (2n)−1/2UI(ζ ′n, n, ρ).

Par le théorème 4.16, pour ρ ∈ R et vérifiant (4.15), (2n)−1/2UI(ζ ′n, n, ρ) = OP(1) lorsque
n tend vers l’infini. Pour prouver que sous (HA), (2n)−1/2UI(n, ρ) tend en probabilité vers
l’infini, il nous suffira donc de vérifier que

(2n)−1/2UI(ζ ′′n, n, ρ)
P−−−−→

n→+∞
+∞. (4.19)

Nous construisons maintenant les processus ζ ′n et ζ ′′n. On définit d’abord pour chaque
n les extrémités k∗ = k∗(n) et m∗ = m∗(n) et la longueur ℓ∗ = ℓ∗(n) du sous-échantillon
contaminé par

k∗

n
≤ s⋆ <

k∗ + 1

n
,

m∗ − 1

n
< t⋆ ≤ m∗

n
, ℓ∗ = m∗ − k∗.

Afin d’alléger les écritures, posons pour n fixé,

∆iφ = φ
( i
n

)
− φ

(i− 1

n

)
, i = 1, . . . , n,

où φ désigne une fonction à valeurs réelles, déterministe ou aléatoire définie sur [0, 1]. Avec
cette notation,

Yn,i =
(∆iξ)

2

∆if
− 1 =

(∆iξ)
2

∆ig

∆ig

∆if
− 1 = (Y ′

n,i + 1)
∆ig

∆if
− 1

en posant

Y ′
n,i :=

(
ξ
(
i
n

)
− ξ

(
i−1
n

))2
g
(
i
n

)
− g

(
i−1
n

) − 1.

Il est clair que la loi de Y ′
n,i sous (HA) est la même que celle de Yn,i sous (H0), à sa-

voir N (0, 1). Ceci étant vrai pour i = 1, . . . , n, les vecteurs aléatoires (Y ′
n,1, . . . , Y

′
n,n) et

(Yn,1, . . . , Yn,n) ont même loi par indépendance de leurs composantes en raison de l’indé-
pendance des accroissements de ξ. Il en résulte que le processus ζ ′n défini comme ζn, voir
(4.11) et (4.14), en remplaçant les Yn,i par les Y ′

n,i, a sous (HA) la même loi que ζn sous
(H0).

On définit maintenant Y ′′
n,i := Yn,i − Y ′

n,i, ce qui donne explicitement

Y ′′
n,i =

(
(∆iξ)

2

∆if
− 1

)
−
(
(∆iξ)

2

∆ig
− 1

)
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=
∆i(g − f)

∆if∆ig
(∆iξ)

2

=
(g − f)

(
i
n

)
− (g − f)

(
i−1
n

)
f
(
i
n

)
− f

(
i−1
n

) ×
(
ξ
(
i
n

)
− ξ

(
i−1
n

))2
g
(
i
n

)
− g

(
i−1
n

) .

Notons ζ ′′n la ligne polygonale construite sur les sommes partielles de (Y ′′
n,1, . . . , Y

′′
n,n). Les

processus ζn, ζ ′n et ζ ′′n étant obtenus par interpolation affine entre deux sommets consécutifs,
les égalités Yn,i = Y ′

n,i + Y ′′
n,i impliquent

ζn = ζ ′n + ζ ′′n.

On remarque que Y ′′
n,i est nul pour i/n ≤ s⋆ ou (i − 1)/n ≥ t⋆. On en déduit l’expression

explicite suivante :

UI(ζ ′′n, n, ρ) = max
k∗≤k<k+ℓ≤m∗

1

ϱ(ℓ/n)

∣∣∣∣∣
k+ℓ∑

i=k+1

∆i(g − f)

∆if

(∆iξ)
2

∆ig
− ℓ

n

m∗∑
i=k∗+1

∆i(g − f)

∆if

(∆iξ)
2

∆ig

∣∣∣∣∣
En notant (Xi)i≥1 une suite i.i.d. N (0, 1), on voit que UI(ζ ′′n, n, ρ) a même loi sous (HA)
que

ŨI(ζ ′′n, n, ρ) := max
k∗≤k<k+ℓ≤m∗

1

ϱ(ℓ/n)

∣∣∣∣∣
k+ℓ∑

i=k+1

∆i(g − f)

∆if
X2

i −
ℓ

n

m∗∑
i=k∗+1

∆i(g − f)

∆if
X2

i

∣∣∣∣∣ (4.20)

Même si à première vue cette formule semble difficilement exploitable, notamment en
raison de possibles changements de signe des ∆i(g − f) et de la possibilité que f ait en
certains points de [s⋆, t⋆] une dérivée nulle on peut quand même en tirer quelques résultats
au prix d’hypothèses supplémentaires sur f et g. Nous nous contenterons dans un premier
temps d’examiner le cas où f est l’identité sur [0, 1].

Plutôt que l’alternative (HA) définie page 152 avec s⋆, t⋆ et g naturellement indépen-
dants de n, qui nous limiterait aux longueurs d’épidémie ℓ∗ ∼ (t⋆ − s⋆)n, nous considérons
une suite d’alternatives (HAn)n≥n0 , où

(HAn) ξ(t) = W
(
gn(t)

)
, t ∈ [0, 1], où gn est une perturbation épidémique inconnue de

l’identité sur [0, 1], sur un intervalle [s⋆n, t
⋆
n] inconnu.

Et nous nous intéressons plus particulièrement au cas où t⋆n − s⋆n tend vers zéro avec ℓ∗
tendant vers l’infini (ℓ∗ = o(n)).

Remarque 4.19. Il peut paraître incongru de supposer que l’intervalle de perturbation
épidémique [s⋆, t⋆] dépend de n alors que l’on n’observe qu’une seule trajectoire du proces-
sus ξ. Mais si l’on veut étudier la capacité du test à détecter des perturbations de très courte
durée, il faut bien en passer par là. En effet comment donner un sens à cette notion de
« courte durée » ? Intuitivement, plus l’échantillon de valeurs ponctuelles ξ(i/n) déduit de
la trajectoire est grand, plus il sera possible de détecter un intervalle épidémique de courte
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durée. Ceci amène à prendre comme unité de temps la fréquence d’échantillonage 1/n. Le
résultat théorique ci-dessous peut guider le praticien dans le choix d’une fréquence d’échan-
tillonage de ξ pour pouvoir détecter avec une forte probabilité une éventuelle perturbation
d’une durée donnée.

Théorème 4.20. Sous (HAn), on suppose que gn vérifie les hypothèses supplémentaires
suivantes.

i) Pour tout n ≥ n0, il existe des constantes an, bn strictement positives telles que,

gn(t)− gn(s
⋆
n) ∼ an(t− s⋆n)

β, t ↓ s⋆n (4.21)
gn(t

⋆
n)− gn(t) ∼ bn(t

⋆
n − t)β, t ↑ t⋆n. (4.22)

ii)

lim
n→∞

sup
s⋆n≤t≤s⋆n+2/n

|gn(t)− gn(s
⋆
n)− an(t− s⋆n)

β|
an(t− s⋆n)

β
= 0 (4.23)

lim
n→∞

sup
t⋆n−2/n≤t≤t⋆n

|gn(t⋆n)− gn(t)− bn(t
⋆
n − t)β|

bn(t⋆n − t)β
= 0. (4.24)

iii) lim infn→∞ an > 0 et lim infn→∞ bn > 0.
On choisit la famille de poids höldériens

ρ1/2,γ(h) := h1/2| lnh|γ, γ > 1.

On suppose finalement que la longueur ℓ∗ = ℓ∗(n) de l’échantillon épidémique vérifie :

ℓ∗ = o(n1−β) (4.25)

quand n tend vers l’infini. Sous ces conditions,

(2n)−1/2UI(n, ργ)
P−−−−→

n→+∞
+∞.

Notons que par i), la restriction de gn à [s⋆n, t
⋆
n] a au mieux, une régularité globale

höldérienne 0 < β < 1. La condition ii) sert à généraliser le résultat du théorème que l’on
pourrait obtenir avec le modèle plus simple suivant. On note ε et ε̃ deux fonctions définies
sur [0, 1], nulles en zéro et continues à droite en zéro. On fixe des constantes θ, θ̃ ∈]0, 1/2[,
a, b > 0. On définit alors gn à droite de s⋆ et à gauche de t⋆ par respectivement

gn(t) = gn(s
⋆) + a(t− s⋆)β

(
1 + ε(t− s⋆)

)
, s⋆ ≤ t ≤ s⋆ + θ(t⋆ − s⋆),

gn(t) = gn(t
⋆)− b(t⋆ − t)β

(
1 + ε̃(t⋆ − t)

)
, t⋆ − θ̃(t⋆ − s⋆) ≤ t ≤ t⋆.

On complète avec un raccord continu et croissant sur [s⋆ + θ(t⋆ − s⋆), t⋆ − θ̃(t⋆ − s⋆)]. Pour
que cette construction soit possible, on impose les contraintes supplémentaires suivantes :

— s⋆ + θ(t⋆ − s⋆) ≤ t⋆ − θ̃(t⋆ − s⋆) ;
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— la fonction u 7→ uβ(1+ε(u)) est croissante et continue sur [0, θ(t⋆−s⋆)] et la fonction
u 7→ uβ(1 + ε̃(u)) est décroissante et continue sur [0, θ̃(t⋆ − s⋆)] ;

— gn(s
⋆ + θ(t⋆ − s⋆)) ≤ gn(t

⋆ − θ̃(t⋆ − s⋆)).
L’idée sous-jacente à la preuve du théorème est que les contributions des deux singu-

larités aux extrémités de l’intervalle de rupture vont jouer un rôle prépondérant dans le
comportement asymptotique de UI(ζ ′′n, ργ, n) pourvu que ℓ∗ ne soit pas « trop grand ». Ceci
nous amène à prouver en préliminaire le lemme suivant.

Lemme 4.21. Les hypothèses du théorème 4.20 relatives à gn entraînent l’existence d’un
entier n1 et d’une constante c > 0 tels que pour tout n ≥ n1,

gn

(
k∗ + 2

n

)
− gn

(
k∗ + 1

n

)
≥ cn−β, gn

(
m∗ − 1

n

)
− gn

(
m∗ − 2

n

)
≥ cn−β. (4.26)

Preuve. On se contente de justifier la première inégalité dans (4.26), la seconde étant
analogue. En posant

εn(u) :=
gn(s

⋆ + u)− gn(s
⋆)− anu

β

anuβ
, 0 ≤ u ≤ t⋆ − s⋆,

on voit par i) que εn(u) tend vers zéro quand u tend vers zéro à droite et que

gn(t) = gn(s
⋆) + an(t− s⋆)β

(
1 + εn(t− s⋆)

)
, s⋆ ≤ t ≤ t⋆.

On en déduit que

gn

(
k∗ + 2

n

)
− gn

(
k∗ + 1

n

)
= an

(
k∗ + 2

n
− s⋆

)β

− an

(
k∗ + 1

n
− s⋆

)β

+Rn (4.27)

où

Rn := an

(
k∗ + 2

n
− s⋆

)β

εn

(
k∗ + 2

n
− s⋆

)
− an

(
k∗ + 1

n
− s⋆

)β

εn

(
k∗ + 1

n
− s⋆

)
.

Par un argument de décroissance de pente due à la concavité de la fonction t 7→ (t− s⋆)β,
on voit que l’accroissement de cette fonction entre (k∗ + 2)/n et (k∗ + 1)/n est minimal
pour la configuration où s∗ = k∗/n, ce qui nous donne(

k∗ + 2

n
− s⋆

)β

−
(
k∗ + 1

n
− s⋆

)β

≥
(
2

n

)β

−
(
1

n

)β

= (2β − 1)n−β. (4.28)

D’autre part on peut majorer le terme résiduel dans (4.27) par

|Rn| ≤ an

((
2

n

)β

+

(
1

n

)β
)
max

(∣∣∣∣εn(k∗ + 1

n
− s⋆

)∣∣∣∣ , ∣∣∣∣εn(k∗ + 2

n
− s⋆

)∣∣∣∣)
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=: an(2
β + 1)n−βδn. (4.29)

En combinant (4.27), (4.28) et (4.29), on obtient

gn

(
k∗ + 2

n

)
− gn

(
k∗ + 1

n

)
≥ an

(
2β − 1− (2β + 1)δn

)
.

En relisant la définition de εn et la condition ii), on voit que δn tend vers zéro quand n
tend vers l’infini. On en déduit que pour n assez grand,

gn

(
k∗ + 2

n

)
− gn

(
k∗ + 1

n

)
≥ 2β − 1

2
ann

−β.

Par la même méthode, on obtient une minoration analogue avec bn au lieu de an pour
l’accroissement de gn entre (m∗ − 2)/n et (m∗ − 1)/n et il ne reste plus qu’à utiliser iii)
pour en déduire (4.26).

Preuve du théorème 4.20. Compte-tenu du corollaire 4.18 appliqué avec ρ = ρ1/2,γ, γ > 1,
il reste à vérifier (4.19). Comme UI(ζ ′′n, n, ρ) a même loi que ŨI(ζ ′′n, n, ρ), cela revient à
prouver que

(2n)−1/2ŨI(ζ ′′n, n, ρ)
P−−−→

n→∞
+∞.

Pour cela, on commence à minorer le max dans la définition (4.20) de ŨI(ζ ′′n, n, ρ) par
l’unique terme correspondant à ℓ = ℓ∗. Comme f est l’identité, tous les dénominateurs ∆if
dans cette formule valent 1/n et l’on obtient ainsi

(2n)−1/2ŨI(ζ ′′n, n, ρ) ≥
n−1/2

√
2ϱ( ℓ

∗

n
)

(
1− ℓ∗

n

)
n

∣∣∣∣∣
m∗∑

i=k∗+1

X2
i ∆i(gn − f)

∣∣∣∣∣ . (4.30)

Puisque ℓ∗ = o(n), on peut procéder aux simplifications suivantes :

n−1/2

ϱ( ℓ
∗

n
)

(
1− ℓ∗

n

)
=

(
1− ℓ∗

n

)
n1/2( ℓ

∗

n
)1/2(1− ℓ∗

n
)1/2

∣∣ln( ℓ∗
n
(1− ℓ∗

n
))
∣∣γ

∼
(
1− ℓ∗

n

)1/2
ℓ∗1/2

∣∣ln ℓ∗

n

∣∣γ ∼ 1

ℓ∗1/2
∣∣ln ℓ∗

n

∣∣γ
En reportant ceci dans (4.30), on obtient

(2n)−1/2ŨI(ζ ′′n, n, ρ1/2,γ) ≥
qn√
2

1∣∣ln ℓ∗

n

∣∣γ n

ℓ∗1/2

∣∣∣∣∣
m∗∑

i=k∗+1

X2
i ∆i(gn − f)

∣∣∣∣∣ , (4.31)

où (qn)n≥n0 est une suite de réels strictement positifs convergente vers 1.
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Passons maintenant au traitement de la partie aléatoire dans le minorant (4.30).∣∣∣∣∣
m∗∑

i=k∗+1

X2
i ∆i(gn − f)

∣∣∣∣∣ ≥
m∗∑

i=k∗+1

X2
i ∆i(gn − f)

=
∑

∆i(gn−f)>0

X2
i ∆i(gn − f) +

∑
∆i(gn−f)<0

X2
i ∆i(gn − f). (4.32)

Le lemme 4.21 nous garantit que la première somme ci-dessus contient au moins les termes
d’indices i = k∗+2 et i = m∗−1. De plus comme ℓ∗ tend vers l’infini avec n, m∗−1 > k∗+2
pour n assez grand. En ne retenant que ces deux termes on en déduit que∑

∆i(gn−f)>0

X2
i ∆i(gn − f) ≥ cn−β(X2

k∗+2 +X2
m∗−1). (4.33)

Pour traiter la deuxième somme où les ∆i(gn − f) sont tous strictement négatifs, on note
que dans ce cas,

0 ≤ gn

(
i+ 1

n

)
− gn

(
i

n

)
< f

(
i+ 1

n

)
− f

(
i

n

)
=

1

n

et donc, pour tout i tel que ∆i(gn − f) < 0, ∆i(gn − f) ≥ −1
n

. Par conséquent,

∑
∆i(gn−f)<0

X2
i ∆i(gn − f) ≥ −1

n

∑
∆i(gn−f)<0

X2
i ≥ −1

n

m∗∑
i=k∗+1

X2
i . (4.34)

En reportant les minorations (4.32), (4.33) et (4.34) dans (4.31), il vient

(2n)−1/2ŨI(ζ ′′n, n, ρ1/2,γ) ≥
qn√
2

(
cn1−β

ℓ∗1/2
∣∣ln ℓ∗

n

∣∣γ (X2
k∗+2 +X2

m∗−1)−
1

ℓ∗1/2
∣∣ln ℓ∗

n

∣∣γ m∗∑
i=k∗+1

X2
i

)
=:

qn√
2
(Mn − Ln).

On vérifie immédiatement que

ELn =
ℓ∗1/2∣∣ln ℓ∗

n

∣∣γ , VarLn =
2∣∣ln ℓ∗

n

∣∣2γ .
Maintenant, par l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout u > 0, on a

P

(
Ln −

ℓ∗1/2∣∣ln ℓ∗

n

∣∣γ > u

)
≤ 2

u2
∣∣ln ℓ∗

n

∣∣2γ
ce qui permet de déduire que

Ln = ℓ∗1/2
(
ln(n/ℓ∗)

)−γ
+OP

((
ln(n/ℓ∗)

)−γ
)
. (4.35)
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Le facteur déterministe dans Mn tend vers l’infini avec n grâce à l’hypothèse (4.25) car

cn1−β

ℓ∗1/2
∣∣ln ℓ∗

n

∣∣γ = c
n1/2−β/2

ℓ∗1/2
n1/2−β/2

(lnn− ln ℓ∗)γ
> c

n1/2−β/2

ℓ∗1/2
n1/2−β/2

(lnn)γ
.

Le facteur aléatoire (X2
k∗+2 +X2

m∗−1) dépend de n à cause de indices k∗ et m∗, mais sa loi
est constante, c’est la loi χ2(2). Cette loi étant à support [0,+∞[ sans masse au point 0, il
est clair que Mn tend vers l’infini en probabilité. Compte tenu de (4.35), il ne nous reste
plus pour achever la preuve qu’à vérifier que

Qn :=

cn1−β

ℓ∗1/2|ln ℓ∗
n |

γ

ℓ∗1/2
(
ln(n/ℓ∗)

)−γ =
cn1−β

ℓ∗
−−−−→
n→+∞

+∞,

ce qui se réduit à (4.25) après simplifications.

Notons qu’une généralisation de ce travail peut être faite en ajoutant des hypothèses
supplémentaires sur la fonction f (autre que l’identité sur [0, 1]). Notons également que sous
l’hypothèse alternative la fonction gn peut être « presque » confondue avec la fonction f sur
« presque » tout l’intervalle de l’épidémie, il faut ainsi avoir des hypothèses raisonnables
sur gn pour pouvoir conclure sous (HAn).

Remarquons qu’ici on suppose que ℓ∗ ne soit pas « trop petit » (plus précisément ℓ∗ =
o(n1−β)) ce qui est en quelque sorte l’inverse de ce qu’on suppose en général. Ceci est dû au
rôle prépondérant attribué aux singularités aux deux extrémités de l’intervalle de rupture.
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