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Résumé

Cette thése regroupe quelques travaux concernant des problémes de rupture pour des
processus stochastiques.

Dans la partie I, nous nous intéressons au probléme d’estimation, a partir de n obser-
vations indépendantes d’un processus de Poisson non-homogéne, de la position de ce que
nous appelons une rupture lisse (un endroit ou la fonction d’intensité du processus passe
d’un niveau a un autre d’une maniére continue, mais sur un intervalle tellement petit,
que sa longueur ¢, peut étre considérée comme convergeant vers (). Nous montrons que
dans le cas ou §,, converge vers 0 moins vite que 1/n (cas lent), notre modéle est locale-
ment asymptotiquement normal (avec une vitesse non standard), et que dans le cas ou J,
converge vers 0 plus vite que 1/n (cas rapide), notre modeéle est non régulier et se com-
porte comme un modeéle de rupture classique. Tous ces résultats sont obtenus en utilisant
la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance de Ibragimov et Khasminskii, qui ga-
rantit également la convergence des moments des estimateurs considérés. Par contre, pour
pouvoir appliquer cette méthode dans le cas rapide, nous avons dt d’abord 'adapter a la
topologie M; sur ’espace de Skorokhod des fonctions cadlag, ainsi que développer quelques
outils pour I'étude de convergence des fonctions dans cette topologie.

La partie II traite de la détection de rupture dans la régularité héldérienne. Nous étu-
dions la détection de rupture épidémique dans la régularité d’un n-échantillon de fonctions
aléatoires i.i.d. de régularité holdérienne globale o sous I’hypothése nulle. Sous 'hypothése
alternative, un segment d’échantillon de localisation et de longueur {* < n inconnues subit
une diminution de la régularité holdérienne a I'exposant § < «a. Nous utilisons ici une
statistique de type CUSUM a pondération holdérienne d’exposant 0 < v < 1/2 construite
sur les normes a-holdériennes d’interpolations affines des fonctions aléatoires observées.
Le choix de =, contraint par le degré d’intégrabilité des fonctions aléatoires, permet la
détection de trés courtes ruptures, typiquement avec I* de l'ordre de n’ ot § tend vers 0
quand 7y tend vers 1/2. Nous réinvestissons ensuite cette technique dans I’étude de la rup-
ture de régularité holdérienne d’une seule fonction aléatoire £ a trajectoires continues et
accroissements indépendants et de carré intégrable. Ce probléme se rameéne a la détection
de rupture épidémique pour le « paramétre » fonctionnel f dans le modeéle £(t) = W (f(¢)),
t € [0, 1], ot W est un mouvement brownien standard et f une fonction continue croissante.
On aboutit ainsi & un probléme de rupture épidémique dans la variance des accroissements
de pas 1/n de &, et 'utilisation d’une statistique CUSUM a pondération holdérienne gé-
néralisée nous permet de détecter une trés courte rupture. Tous ces résultats sont obtenus
en utilisant le principe d’invariance holdérien.
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Abstract

This Ph.D. thesis gathers some works concerning change-point problems for stochastic
processes.

In Part I, we are interested in the problem of the estimation, from n independent
observations of an inhomogeneous Poisson process, of the location of what we call a smooth
change-point (a point in which the intensity function of the process switches from one level
to another smoothly, but over such a small interval, that its length ¢§,, can be considered
as converging to 0). We show that in the case where §,, goes to zero slower than 1/n (slow
case), our model is locally asymptotically normal (though with an unusual rate), and that
in the case where 0, goes to zero faster than 1/n (fast case), our model is non-regular
and behaves like a classic change-point model. All these results are obtained using the
likelihood ratio analysis method of Ibragimov and Khasminskii, which equally yields the
convergence of moments of the considered estimators. However, in order to apply this
method in the fast case, we first had to adapt it to the topology M; on the Skorokhod
space of cadlag functions, as well as to develop some tools for the study of convergence of
functions in this topology.

The Part I deals with the detection of a change in the Holder regularity. We study
the detection of an epidemic change in the regularity of an m-sample of i.i.d. random
functions with Holder regularity o under null hypothesis. Under the alternative hypothesis,
a segment of the sample of an unknown location and length [* < n undergoes a decrease
of the Holder regularity to an exponent 8 < «. We use a CUSUM-type statistic with a
Holderian weighting with exponent 0 < < 1/2 constructed on the a-Hélderian norms
of interpolations of the observed random functions. The choice of v, constrained by the
degree of integrability of the random functions, allows the detection of very short changes,
typically with [* of order of n°, where § goes to 0 when 7 goes to 1/2. We then reinvest this
technique in the study of the change of the Holder regularity of a single square integrable
random function £ with continuous trajectories and independent increments. This problem
is reduced to the detection of an epidemic change for the functional “parameter” f in
the model £(t) = W(f(t)), t € [0,1], where W is a Brownian motion and f is a non-
decreasing continuous function. This leads to a problem of epidemic change in the variance
of increments of mesh size 1/n of £, and the use of a CUSUM statistic with a generalized
Holderian weighting allows us to detect a very short epidemics. All these results are
obtained using the Hélderian invariance principle.
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Introduction

La notion de rupture (de maniére informelle, une rupture est un changement abrupt
dans la loi statistique d’un phénoméne) est d’une grande importance dans les études sta-
tistiques.

Dans le cadre de la théorie d’estimation paramétrique, le probléme de rupture remonte
a Chernoff et Rubin [19] (rupture dans la densité des observations i.i.d.). Plus tard, une
étude compléte de ce modeéle a été menée par Ibragimov et Khasminskii dans [51,52,57].
Les problémes de rupture pour des processus de Poisson ont été examinés par Kutoyants
dans [64,66,68|. Les modéles de rupture ont également été considérés pour le modéle d'un
signal discontinu dans un bruit blanc gaussien par Ibragimov et Khasminskii dans [55,57] ;
pour des systémes dynamiques avec un petit bruit par Kutoyants dans [66,67]; pour des
processus de diffusion ergodiques par Kutoyants dans [69] ; pour des équation différentielles
stochastiques avec retard par Kiichler et Kutoyants dans [62]; pour un modéle i.i.d. de
rupture par Deshayes et Picard [36]; pour le modéle d'un signal discontinu périodique
dans une diffusion non-homogéne en temps par Hopfner et Kutoyants dans [50]; pour des
processus de diffusion a seuil par Kutoyants dans [70] ; pour le modeéle de régression a deux
régimes par Koul et Qian dans [61] et par Ciuperca dans [26] ; pour le modéle autorégressif
a seuil (TAR model) par Chan dans [15], par Chan et Kutoyants dans [16, 17] et par
Chigansky et Kutoyants dans [23,24]; etc.

La détection de ruptures est également une question importante dans de nombreux
domaines : théorie du signal, imagerie, climat, finance, etc. Le probléme basique du test
d’un changement d’espérance dans une suite de variables aléatoires avec ses multiples ap-
plications est I'objet d’une riche littérature (cf., par exemple, Basseville et Nikiforov [9],
Csorgo et Horvath [29], Brodsky et Darkhovsky [13], Chen et Gupta [18]). A lintérieur
de ce domaine, la détection de rupture épidémique concerne le cas de rupture dans la loi
des variables aléatoires pour un segment de 1’échantillon observé avec retour a la situation
d’avant la rupture aprés ce segment. Aprés l'article initial de Levin et Kline [76], cette
thématique s’est développée avec, entre autres, les travaux de Yao [100], Gombay [44],
Avery et Henderson [4], Ramanayake et Gupta [90], Rackauskas et Suquet [86]. L'utilisa-
tion de statistiques de test de détection construites sur des accroissements pondérés de
sommes partielles s’étend naturellement au cas d’observations vectorielles en grande di-
mension, voire en dimension infinie et I'on peut ainsi étudier la rupture dans la loi au
travers de « parameétres » fonctionnels : fonction de répartition, fonction caractéristique,
densité, matrice de covariance, etc. (cf. [88]).



Mentionnons ici la session « Change-point detection, segmentation, and related to-
pics » 8] des Journées MAS 2018 qui contient une présentation de quelques développements
récents par leurs auteurs, ainsi qu’'une riche bibliographie sur le sujet.

La présente thése regroupe des travaux concernant les processus stochastiques et les
fonctions aléatoires avec un aspect paramétrique (rupture dans l'intensité d’un proces-
sus de Poisson) et non paramétrique (rupture dans la régularité holdérienne de fonctions
aléatoires).

Comme on le verra, dans les deux parties apparaissent en filigrane des questions topo-
logiques liées a la convergence faible des processus dans des espaces fonctionnels.

Estimation de la position d’une rupture lisse pour un mo-
déle poissonnien

La premiére partie de ce manuscrit de thése se situe dans le domaine de l'inférence
statistique pour des processus de Poisson non-homogénes.

Le modeéle de processus de Poisson (non-homogene) est a la fois suffisamment simple
pour permettre son analyse statistique a ’aide de la vraisemblance, et suffisamment flexible
(grace aux choix de la fonction d’intensité) pour modéliser de nombreux phénoménes aléa-
toires dans divers domaines appliqués, tels que la biologie, la communication, la sismologie,
'astronomie, le traitement d’image, etc. (cf., par exemple, [14,28,92,95-97|).

Rappelons tout d’abord la définition d’un processus de Poisson non-homogéne. Soit
A(t), t > 0, une fonction positive localement intégrable. On dit que X = (X (t), t> 0) est
un processus de Poisson (non-homogéne) de fonction d’intensité A si X est a trajectoires
cadlag (continues a droites et limitées & gauche) et & accroissements indépendants, s’il part
de 0, et si pour tout u, v > 0 tels que u < v, son accroissement sur U'intervalle [u, v] est une
variable aléatoire de loi de Poisson de parameétre [ A(t) dt.

Nous nous intéressons au probléme d’estimation de la position d’un changement brusque
dans la fonction d’intensité d’un processus de Poisson non-homogéne. Notons que nous
supposons que nous connaissons l'allure de cette fonction d’intensité et que, mis a part ce
changement, elle est lisse. Plus précisément, nous cherchons & estimer la position 6, ou la
fonction d’intensité A = Ay d’un processus de Poisson passe d’un niveau (disons Ag) & un
autre (disons \g + 7).

Cette transition peut se produire de plusieurs maniéres. La fonction d’intensité peut
passer de A\g & A\g + r instantanément (cas de rupture) comme, par exemple, dans

Ao(t) = Ao + 1 1>y

Elle peut aussi passer de Ag & A\g + 7 d’une maniére continue (lisse) sur un petit intervalle
de longueur fixe § > 0 (cas régulier) comme, par exemple, dans

’
No(t) = Xo + 5 (t = 0) Lip<icot5y(t) + 1 Lpzo10) (1)



Comme cas intermédiaire, on peut citer le cas d’une singularité de type cusp, ot la fonction
d’intensité passe de A\ & A\g + r d’une maniére continue sur un petit intervalle de longueur
fixe §, mais tout en admettant une dérivée infinie en un point de cet intervalle comme, par

exemple, dans
r

5%
ou s € ]0,1/2[ est ordre du cusp.
Les trois fonctions d’intensité ci-dessus sont illustrées dans la figure 1.

Ao(t) = Ao+ — (t = 0)" Lip<icorsy(t) + 1 L0153 (1),

Ao+r - - - -

L} = = change—point
S - =+ smooth
* cusp

Ao

FIGURE 1 — Les cas de rupture, lisse et cusp (avec s = 1/4)

Dans tous ces cas, le probléme d’estimation est considéré dans un cadre asymptotique
comme, par exemple, celui ot 'on observe n — +o0 réalisations indépendantes d’un proces-
sus de Poisson de fonction d’intensité Ay sur un intervalle fixe [0, 7| (asymptotique du grand
nombre d’observations). Notons que ce modéle d’observation est équivalent a celui ot I'on
observe une seule réalisation sur 'intervalle [0, n7] d’un processus de Poisson de fonction
d’intensité T-périodique égale & Ay sur la premiére période (asymptotique du temps d’ob-
servation long). Il est également équivalent au modéle ou I'on observe une seule réalisation
sur 'intervalle [0, 7] d'un processus de Poisson de fonction d’intensité n)y (asymptotique
de la grande intensité).

Notons également que dans tous ces différents problémes d’estimation, nous nous inté-
ressons a l’estimateur de maximum de vraisemblance et aux estimateurs bayésiens.

Dans le cas lisse, le modéle statistique est régulier. Les modéles réguliers pour des ob-
servations poissonniennes ont été étudiés par Kutoyants dans [63,65,66,68]. Il a été montré
que ces modeéles réguliers sont localement asymptotiquement normaux (LAN), et que 'es-
timateur de maximum de vraisemblance et les estimateurs bayésiens (pour toute densité
a priori continue strictement positive) sont consistants, asymptotiquement normaux (avec
une vitesse classique 1/4/n) et asymptotiquement efficaces (asymptotiquement localement



minimax, pour étre plus précis). Il faudrait mentionner ici que les notions de la normalité
asymptotique locale est de 'efficacité asymptotique sont dues & Le Cam et a Hajek. Nous
pouvons, par exemple, citer les travaux [46-48,72,73,75], ainsi que le livre |74] de Le Cam.

Le cas des modeles de rupture pour des observations poissonniennes a été étudié par
Kutoyants dans [64,66,68]. Les propriétés des estimateurs dans ce cas sont sensiblement
différentes. Il a été montré que 'estimateur de maximum de vraisemblance et les estima-
teurs bayésiens sont consistants, convergent a la vitesse 1/n, leurs lois limites sont données
par certaines fonctionnelles (différentes) d’un processus de Poisson, et seuls les estimateurs
bayésiens sont asymptotiquement efficaces.

Enfin, le cas de cusp a été étudié par Dachian dans [30]. Dans ce cas, il a été montré que
I’estimateur de maximum de vraisemblance et les estimateurs bayésiens sont consistants,
convergent a la vitesse 1 /nﬁ (qui est plus rapide que 1/4/n et plus lente que 1/n),
leurs lois limites sont données par certaines fonctionnelles (différentes) d’un mouvement
brownien fractionnaire, et seuls les estimateurs bayésiens sont asymptotiquement efficaces.

Notons que des résultats similaires ont été obtenus pour les modeéles i.i.d. par Ibragimov
et Khasminskii (pour le cas régulier et le cas des singularités de type cusp, cf. [51,53,54,
56,57], et pour le cas de rupture, cf. [51,52,57]).

Notons également que toutes les études citées ci-dessus ont été menées en utilisant la
méthode d’analyse de rapport de vraisemblance introduite par Ibragimov et Khasminskii
dans [57]. Cette méthode consiste & montrer, dans un premier temps, que le rapport de
vraisemblance normalisé (avec une vitesse de normalisation bien choisie) converge vers une
limite non-dégénérée (dite rapport de vraisemblance limite). Les propriétés des estimateurs
(leur consistance, leur vitesse de convergence, qui est la méme que celle de la normalisation,
ainsi que leurs lois limites) sont ensuite déduites. De surcroit, cette méthode garantit la
convergence des moments des estimateurs.

Notons finalement que récemment le probléme de localisation d’une source d’émission
de signaux par des observations poissonniennes provenant de plusieurs détecteurs situés
dans le plan a été considéré dans les trois cas : le cas lisse, la cas de rupture et le cas de
cusp (cf. [3,20-22,38]).

Dans la premiére partie de ce manuscrit de thése, nous considérons le cas, que nous
appelons rupture lisse, ou la fonction d’intensité passe de A\g & A\g + r d’une maniére conti-
nue, mais sur un intervalle tellement petit que sa longueur peut étre considérée comme
décroissante vers 0 lorsque n — 400. Une telle fonction d’intensité peut, par exemple, étre
donnée par

n T
/\é )(t) = )\0 + 5— (t — 9) 1{6§t<€+6n}(t) +r 1{t29+6n}(t)7

ol 0, \,0.

Nous montrons dans le chapitre 1 qu’il y a une « transition de phase » dans le compor-
tement asymptotique des estimateurs en fonction de la vitesse de convergence de ¢, vers 0.
Plus particuliérement, nous montrons que si §,, tend vers 0 plus lentement que la vitesse
« critique » 1/n (c’est-a-dire si nd,, — +00), le comportement des estimateurs ressemble &
celui du cas lisse, et si 0, tend vers 0 plus rapidement que 1/n (c’est-a-dire si nd,, — 0), le



comportement des estimateurs est exactement le méme que dans le cas de rupture. Nous
appelons ces deux situations respectivement cas lent et cas rapide.

Plus précisément, nous montrons que dans le cas lent notre modeéle est localement
asymptotiquement normal, et que l'estimateur de maximum de vraisemblance et les es-
timateurs bayésiens sont consistants, asymptotiquement normaux et asymptotiquement
efficaces dans ce cas. Notons ici que tous ces résultats asymptotiques utilisent une vitesse
inhabituelle /0, /n, qui est plus rapide que la vitesse 1/y/n du cas lisse et plus lente que
la vitesse 1/n du cas de rupture.

Nous montrons également dans ce chapitre que dans le cas rapide le comportement
asymptotique des estimateurs bayésiens dans notre modéle est identique & leur comporte-
ment dans le modéle de rupture : ils sont consistants, convergent a la vitesse 1/n, leur loi
limite est donnée par une fonctionnelle d’un processus de Poisson, et ils sont asymptoti-
quement efficaces. L’étude du comportement asymptotique de 'estimateur de maximum
de vraisemblance dans le cas rapide est ajournée au chapitre 2 pour des raisons qui seront
expliquées ci-dessous.

Notons que tous ces résultats ont été obtenus en utilisant la méthode d’analyse de
rapport de vraisemblance de Ibragimov et Khasminskii, qui garantit également la conver-
gence des moments des estimateurs considérés. Notons également que le rapport de vrai-
semblance normalisé et le rapport de vraisemblance limite sont vus comme des processus
stochastiques sur R. Si pour obtenir les propriétés des estimateurs bayésiens il suffit d’avoir
la convergence des lois fini-dimensionnelles de ces processus (complétée de deux inéga-
lités sur leurs accroissements et sur leurs queues), I'étude de I'estimateur du maximum
de vraisemblance, nécessite la convergence faible de ces processus dans un certain espace
fonctionnel.

Pour autant que nous le sachions, jusqu’a présent la méthode d’analyse de rapport
de vraisemblance n’a été appliquée qu’en utilisant soit ’espace des fonctions continues
sur R tendant vers zéro en +co muni de la topologie uniforme (la topologie induite par la
norme sup), soit I’espace de Skorokhod des fonctions cadlag sur R tendant vers zéro en 00
muni de la topologie usuelle de Skorokhod (introduite originellement, pour les fonctions
cadlag sur un intervalle compact, par Skorokhod dans [94] sous le nom de la topologie J;).
Cependant, nous verrons que dans le cas rapide de notre modéle, cette convergence ne peut
avoir lieu sous aucune de ces deux topologies (puisqu’elles ne permettent pas la convergence
de fonctions continues vers une limite discontinue). Par conséquent, afin d’étudier I’estima-
teur du maximum de vraisemblance dans ce cas, nous avons besoin d’adapter la méthode
d’analyse de rapport de vraisemblance pour utiliser une autre topologie (plus faible que la
topologie usuelle de Skorokhod).

Nous réalisons cette adaptation dans le chapitre 2. Aprés avoir passé en revue les
différentes topologies introduites par Skorokhod dans [94], nous nous concentrons sur la
topologie M; (car c’est la topologie la plus forte permettant la convergence de fonctions
continues vers une limite discontinue et dans laquelle la fonctionnelle « sup » est continue).
Nous étendons la topologie M; (définie originellement pour les fonctions cadlag sur un
intervalle compact) aux fonctions cadlag sur R tendant vers zéro en +o00o, aprés quoi nous
montrons que les résultats obtenus par la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance



utilisant I'espace de Skorokhod des fonctions cadlag sur R tendant vers zéro en +co muni
de la topologie J; restent valable dans le cas ot on munit cet espace de la topologie M.

Nous développons ensuite des outils permettant 1’étude du module de continuité de
la topologie M; en introduisant, notamment, des notions telles que celles des modules de
croissance et de décroissance, ainsi que celles de croissance et de décroissance lipschitziennes
des fonctions (notons qu’aprés avoir introduit les notions des modules de croissance et de
décroissance, nous avons découvert que ces termes ont déja été utilisés dans [2] et [7] pour
désigner des objets légérement différents, et que nous n’avons pas trouvé dans la littérature
celles de croissance et de décroissance lipschitziennes).

Puis, en utilisant ces outils, nous montrons la convergence faible sous la topologie M,
du rapport de vraisemblance normalisé de notre modéle de rupture lisse dans le cas rapide,
ce qui nous permet de terminer ’étude du comportement asymptotique de 'estimateur
du maximum de vraisemblance dans ce cas (a l'aide de la « version M; » de la méthode
d’analyse de rapport de vraisemblance). Plus précisément, nous montrons que dans ce cas
le comportement asymptotique de 'estimateur du maximum de vraisemblance dans notre
modeéle est identique a son comportement dans le modéle de rupture : il est consistant,
converge a la vitesse 1/n, et sa loi limite est donnée par une fonctionnelle d’un processus
de Poisson.

Notons finalement que 'adaptation de la méthode d’analyse de rapport de vraisem-
blance a la topologie M; permet également de simplifier, dans certains cas, les preuves
existantes pour des modéles de rupture classiques.

A notre avis, les résultats que nous obtenons pour le modéle de rupture lisse justifient
I'utilisation de modéles de rupture pour des applications réelles, malgré le fait que les
systémes physiques ne peuvent pas passer immédiatement (d’une maniére discontinue)
d’un niveau a un autre. En effet, si la transition se produit assez rapidement, il semble
plus approprié d’utiliser le cas rapide de notre modéle de rupture lisse. Or, dans celui-
ci, on obtient le méme comportement asymptotique des estimateurs. D’un point de vue
plus pratique, on peut dire que pour un (grand) nombre donné n d’observations et un
signal donné (passant d’un niveau & un autre sur un intervalle de longueur donnée 0),
I’approximation des erreurs d’estimation est donnée par le modele régulier lorsque nd est
grand (et est donc gaussienne dans ce cas), et par le modéle de rupture lorsque né est petit.

Notons qu’une perspective possible de ce travail est d’étudier le comportement des
estimateurs dans le cas critique 6, = ¢/n. Aussi, pour les modéles ou le passage de la
fonction d’intensité de Ao & Ay + r se fait d’une maniére continue sur un intervalle de
longueur § mais avec une singularité de type cusp d’ordre s en un certain point de cet
intervalle, il peut étre intéressant d’étudier les cas (quelque peu similaires a notre modéle)
ol 6 = 0, N\, 0 et/ou s = 3, \, 0.

Enfin, il peut étre intéressant de considérer des problémes de rupture lisse pour d’autres
modeéles d’observations, ott nous pensons qu’il devrait étre possible d’obtenir le méme type
de résultats. Il convient de mentionner ici qu'un résultat similaire pour le modéle d'un
signal dans un bruit blanc gaussien serait cohérent avec les considérations heuristiques de
la section 5.3.6 de [98], ou les auteurs concluent que pour un signal lisse (mais proche
d’un signal discontinu) donné, le modeéle régulier est plus « adéquat » lorsque le rapport
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signal /bruit est important, et le modeéle de rupture 1’est lorsque le rapport signal/bruit est
modéré. En effet, le fait de considérer un signal donné correspond au fait de fixer la longueur
de l'intervalle de transition §, et comme les grandes valeurs du rapport signal/bruit dans
le modele d’un signal dans un bruit blanc gaussien correspondent aux grandes valeurs de n
dans notre modéle, le cas du rapport signal/bruit grand est cohérent avec le cas ot nd
est grand, et le cas du rapport signal/bruit modéré avec celui ott nd est petit (mais n est
grand).

Détection de rupture épidémique dans la régularité hol-
dérienne

La deuxiéme partie de ce manuscrit de thése se situe dans le domaine de la statistique
non paramétrique ot nous considérons un modéle de rupture (qui est, informellement, un
changement brusque dans la loi statistique d’un phénoméne). Le modéle basique est celui
d’un changement dans [’espérance d’une suite de variables aléatoires. La portée de ce mo-
déle va bien au dela du paramétre espérance d’une loi Px. On I’étend immédiatement aux
moments de la loi Px (m,(X) = EX?), a la variance, a la matrice de covariance lorsque
X est un vecteur aléatoire de R?. La plupart des parameétres fonctionnels d'une loi peuvent
étre aussi vus comme des parameétres infini-dimensionnels qui s’expriment comme une espé-
rance : fonction de répartition (Fx(t) = P(X <t) = E1_ 4(X), fonction caractéristique
(px(t) = Eexp(itX)), transformée de Laplace, etc. La loi Px elle méme, peut-étre vue
comme 'espérance d’une fonction de X : pour tout B élément de la tribu équipant ’espace
d’arrivée de X (R, RY, espace de Banach, espace produit), Px(B) = E15(X). Remplagant
les variables aléatoires par des fonctions aléatoires, on peut généraliser ce modéle a une
rupture dans la loi d’un processus stochastique. Nous focalisons notre attention dans ce
travail sur les ruptures des propriétés de régularité holdérienne des trajectoires. Une idée
naturelle est alors de prendre comme parameétre ’espérance d’une norme héldérienne de
trajectoire du processus considéré.

Une question importante dans le vaste domaine des problémes de rupture est de tester
I’hypothése nulle d’aucun changement de parameétre dans un échantillon par rapport a 1’hy-
potheése alternative de changement de parameétres & un moment inconnu. Plus précisément,
on considére I’échantillon de n observations Xy, ..., X,, de parameétre respectifs py, ..., .
On dit que cet échantillon présente une rupture épidémique s’il existe 1 < k* < m* < n
(dépendants de n) tels que

M1 = = e = el = 000 = i,
Phr1 = flgrgg =+ = fms 7 f11

Notons que quand m* = n, nous avons une rupture simple.
Le probléme de la rupture de maniére générale a été traité dans différents cadres dans la
littérature, nous pouvons citer [9,13,29,76,81,82]. Le probléme de rupture dans I'espérance



a été traité dans la littérature pour plusieurs types de modeéles, nous pouvons citer comme
références |9, 18,29, 45].

Notons que les modéles de rupture permettent de modéliser de nombreux phénoménes
aléatoires dans divers domaines appliqués, tels qu’en neurophysiologie, dans le contexte des
séquences d’ADN; en économétrie, etc. (cf., par exemple, [4,27]).

Dans le chapitre 3, a partir de I'observation de n courbes aléatoires « journaliéres »
supposées de méme régularité holdérienne a € 10, 1[, nous étudions la rupture épidémique
de cette régularité globale. Plus précisément, nous considérons un échantillon de n éléments
aléatoires X, ..., X, de l'espace de Holder H,[0, 1], 0 < o < 1, indépendants, identique-
ment distribués sous '’hypothése nulle. Nous nous intéressons a la rupture épidémique dans
la régularité holdérienne, sous ’hypothése alternative, c¢’est-a-dire nous supposons que nos
observations X; sont de régularité holdérienne < « (et pas mieux) pour [* valeurs de i
consécutives et qu’elles sont de régularité héldérienne o pour les autres .

Pour cela nous traitons dans un premier temps le modéle plus simple d’une rupture
épidémique dans l'espérance de la norme a-héldérienne || - ||, de nos observations, c¢’est-a-
dire que nous supposons que la norme a-héldérienne de nos observations est d’espérance iy
sur un ensemble d’observations de courbes aléatoires sur [* journées consécutives et qu’elle
est d’espérance 1y < pp en dehors de cet ensemble et nous étudions la détection d’une telle
rupture.

La rupture dans la régularité holdérienne, passage de I’exposant de régularité globale o a
Iexposant § < «, peut sembler un cas particulier trivial de ce modéle puisqu’alors la norme
a-holdérienne et donc son espérance p; deviennent infinies. Mais en pratique, on ne peut
généralement pas calculer exactement les normes holdériennes a partir de 'observation
des trajectoires et on a recours a des approximations par interpolation affine entre les
observations consécutives aux points d’échantillonage d’'une méme trajectoire. La détection
de rupture doit donc se faire a partir de ces approximations.

Dans ce travail, les espaces de Holder interviennent a deux niveaux qu’il importe de ne
pas confondre.

1. Ils permettent de modéliser la régularité globale des trajectoires observées ;

2. La statistique de test proposée pour détecter la rupture peut étre vue comme une
norme y-Holder discréte du processus de sommes partielles bati sur les éléments
aleatoires X; de 'espace H,[0,1] (ou #Hpz[0,1]) pour un certain 0 < v < 1/2. La
possibilité de choisir v proche de 1/2, liée au degré d’intégrabilité des v.a. || X;]|q,
permet la détection d’épidémies « courtes », i.e. avec [*(n) = o(n'/?).

Nous décrivons maintenant le cadre holdérien minimal utilisé dans notre travail. Pour
plus d’information nous renvoyons a [25,49,84,93].

Soit p : [0,1] — R, une fonction poids ou module de continuité. Typiquement, p est
nulle et continue en 0, strictement positive sur |0, 1] et croissante sur [0, 1]. L’appartenance
d’une fonction continue x : [0,1] — R a I'espace de Hélder H,[0, 1] (resp. Hj[0, 1]) signifie
que |z(t+h) —x(t)] = O(p(|h])) (resp. o(p(]h|))) uniformément en ¢ sur [0, 1]. Les espaces
de Holder les plus classiques sont construits a partir de la famille de poids p(h) = h%,
0 < a <1, et notés H,[0, 1] (resp. H2[0, 1]).



Nous explicitons maintenant la définition formelle des espaces H,[0, 1] et H[0, 1] utilisés
dans ce document. Nous notons C[0,1] I'espace de Banach des fonctions continues z :
[0,1] = R muni de la norme du supremum ||z|| := sup{|x(¢)[|; t € [0,1]}.

Définition. Soit p : [0,1] — R une fonction de poids telle que p(0) = 0, pour tout h €]0, 1],
p(h) >0 et p(h) =h*L(1/h) 000 < o < 1 et L est a variation lente en +00. Nous notons
H,[0,1] ou H, Uespace de Hilder

H,[0,1] := {z € C[0,1]; wy(z,6) < +o0}

ou .
wy(x,0) ;== sup —\x( ) —2(s)]
s,t€[0,1], p(t —s)
0<t—s<d
munt de la norme
], :== [2(0)] + wpy(x, 1).

On note H7[0,1] ou Hj le sous-espace de H,

H)[0,1] == {z € C[0,1]; (lsi_r}(l)wp(:r,é) = 0}.

Muni de la norme || ||,, H, est un espace de Banach non séparable. Son sous-espace
fermé Hj est un espace de Banach séparable pour cette méme norme.
Dans cette étude, nous utilisons essentiellement les espaces H, et H

— notés respectivement H, et HS lorsque p(h) = h* (0 < a < 1)
— notés respectivement Ho g et H2 5 lorsque p(h) = pag(h) = h*|Inh|’.

Rappelons maintenant la norme séquentielle || [[5*9. Pour cela, nous commengons par
les notations suivantes. Notons par D; I'ensemble des dyadiques de niveau j sur [0, 1], i.e.,

Dy ={0,1}, D;={(k-1)277;1<k<27} j>1
Pour tout r € Dj, j > 0, posons
rm=r—27 rt=r4277,

et pour toute fonction f continue sur [0, 1],

M (f) 1= £0r) = 5 (F0) + 7))

pour j > 1 et A\.(f) := f(r) sir € Dy.
La norme séquentielle sur I'espace H est donnée par

1
*d = gu — max|\, .
15 = sup s ()



Notons que les normes || |54 et || ||, sont équivalentes sur H (pour la preuve de cette
équivalence, nous pouvons citer [25,93]).

Nous passons maintenant au principe d’invariance qui donne la convergence en loi du
processus de sommes partielles noté &, vers un mouvement brownien. Nous nous intéressons
au principe d’invariance holdérien dans le cas des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.), dont la premiére version est due a Lamperti [71]. Ce
processus &, est la ligne polygonale aléatoire de sommets (£, Zle X;), 0 <k <mn,ou les
X; sont i.i.d. et centrées. Lamperti dans |71] a montré que si E|X;|P < 400 pour un p > 2,
alors n~1/2¢, converge en loi dans l'espace H2 vers un mouvement brownien standard pour
tout 0 < o < 1/2 — 1/p. Ensuite, Rackauskas et Suquet dans [85,87] ont montré que pour
tout 0 < a < 1/2, n='/2¢, converge en loi dans I’espace H vers un mouvement brownien
standard si et seulement si limy_, o PP (| X;| > t) = 0, o p = (1/2—a)~*. Notons que cette
restriction & v < 1/2 est due a la régularité holdérienne du mouvement brownien. Plusieurs
travaux ont traité la généralisation du principe d’invariance holdérien dans divers cas de
dépendance pour les X, nous pouvons citer [37,41-43,49,58-60, 79]. Le théoréme limite
central fonctionnel (ou principe d’'invariance) dans H, [0, 1] requiert I'appartenance presque
stire du mouvement brownien standard a #,[0, 1]. En raison du résultat classique de Lévy
sur le module de continuité uniforme du mouvement brownien, ceci restreint 1’échelle des
H,, utilisée pour le principe d’invariance & 0 < a < 1/2. Le méme argument nous ameéne a
accorder une importance particuliére aux espaces Hj 2 5[0, 1] batis sur les fonctions poids
p(h) = h'/21n”(¢/h) pour B > 1/2.

Nous verrons et utiliserons au chapitre 4 une version générale du principe d’invariance
dans les espaces HJ.

Nous décrivons maintenant le principal résultat du chapitre 3. Comme mentionné ci-
dessus 'observation des fonctions aléatoires X, 1 < k < n ne nous permet pas en général
de calculer explicitement les || X}|o, on doit se contenter d’approximations. Nous avons
choisi des approximations par interpolation affine avec un pas de discrétisation de % ou
N = N(n) tend vers l'infini avec n. Nous notons X}, y la ligne polygonale de sommets

(%,Xk <%>) 0<i<N(n).

La vitesse de convergence de X y vers X est donnée par I'inégalité

1
1 X = Xilla < dwa (X ).

On pose
SkN = Z [Xjnllas 1<k <n,
1<j<k
et on définit la statistique
k
T o 1 A Sy — Sev — (2 — £) S, w]
n — )

N o/ 1<k<m<n [(m_%)(l_ (%_%))]7

n
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Le parameétre o écart-type de || X1/, est ici supposé connu pour ne pas trop alourdir
Iexposé. En pratique il faudra le remplacer par un estimateur consistant sous ’hypothése
nulle. Un candidat naturel est la racine carrée de la variance empirique des || X n||a-

Nous obtenons alors le résultat suivant sous I’hypothése nulle.

Théoréme (Th. 3.20, p. 113). On suppose qu’il existe un réel p > 2 tel que

lim P(]|Xyla > t) = 0.
t——+o00

Alors, sous ’hypothése nulle,

o

et

Notons qu’ici la seule condition sur N = N(n) est que N(n) tende vers 'infini avec n.
Sous I'hypothése alternative, nous obtenons la divergence de 7, y au prix d’une condition
plus restrictive sur le choix de N.

Théoréme (Th. 3.37, p. 133). On pose

On suppose que

et qu’il existe 0 < § < 1 tel que

Vnhi YN0 o,
n—+o0o
Alors sous Uhypothese d’une rupture épidémique avec passage de la régularité d’exposant o
a l'exposant B < « durant [’épidémie,

Tn,N L) +00.
n—-+o0o
Dans le chapitre 4, au lieu de considérer 1'observation de n trajectoires de processus
stochastiques, on considére la trajectoire d’un seul processus £ sur laquelle on se propose
de détecter une éventuelle rupture de régularité. On suppose £ a trajectoires continues et
a accroissement indépendants. De plus, si on veut bénéficier du TLC, il est raisonnable de
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supposer que & est du second ordre (E(#)? < oo pour tout ¢ € [0,1]). On sait alors depuis
les travaux de P. Lévy que & peut se représenter comme

() =W(ft), telo1],

ot W est un mouvement brownien standard (notamment a trajectoires continues) et f(t) =
E&(t)? est la variance de £(t) que ’on supposera centré pour simplifier. On supposera de plus
f continue et strictement croissante. La régularité holdérienne de £ est alors complétement
caractérisée par la régularité de f.

Ceci réduit le probléme de la détection d’une rupture épidémique dans la régularité
holdérienne de £ & celui de la détection d’'un changement du paramétre fonctionnel f
pendant 'intervalle épidémique [s*,¢*] C [0,1]. Si on découpe l'intervalle de temps [0, 1]
en n tranches consécutives de longueur 1/n, les accroissements de £ générent les variables
aléatoires i o

N DD
(FG) = F(5H)
qui sont i.i.d. N(0,1) sous (Hp). On se raméne alors au modeéle standard de rupture épi-
démique dans 'espérance d’un échantillon en introduisant les variables aléatoires centrées

Yo =X, —1, 1<i<n,

et leurs sommes partielles définies par

Su(0) =0, Sp(A):= Yoi Sult) :=S.(0,8) = ¥ V..

€A 0<i<t

Nous utiliserons un poids holdérien a choisir convenablement dans la classe R des
fonctions croissantes p : [0, 1] — R, strictement positives sur |0, 1], telles que p(0) = 0 et
vérifiant

i) il existe un o €]0, 1/2] et une fonction L normalisée & variation lente en +oo tels que
p(h) =h*L(1/h), 0<h<1;

i) O(t) :=t/2p(1/t) est C* sur [1,00);
iii) il existe un 8 > 1/2 et un a > 0, tels que () In""(#) est croissante sur [a, oo).

La pertinence de ces conditions est discutée au chapitre 4.
Suivant la méthode générale exposée dans [86], nous définissons la famille de statistiques
Ul(n, p), p € R par

Ul ) o= s 150 e (d
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Nous obtenons alors le résultat suivant sous I’hypothése nulle.
Théoréme (Th. 4.16, p. 155). Soit p € R telle que
0(u)

— ——— +00.
Inu w—+oo

Sous (Hy), la statistique (2n)~/2Ul(n, p) converge en loi vers

L W =ws) — - W)
UL(W, p) == e, plE—s) (1= (t—9)))

0<t—s<1

Ceci s’applique en particulier avec les fonctions poids
— p(h) = prj2y(h) == hY2|Inh|7, v > 1,
— p(h) = p1j2,15(h) := hY?|Inh||In|Inh|°, § > 0.

Dans le but de détecter de courtes épidémies, nous introduisons une suite d’alternatives
(HAn)nan ou
(Ha,) : £(t) = W(ga(t)), t € [0,1], ou g, est une perturbation é¢pidémique inconnue de f,
sur un intervalle [s7,¢r] inconnu.

Et nous nous intéressons plus particuliérement au cas ot ¢ — s} tend vers zéro avec (*
tendant vers l'infini (¢* = o(n)), ou £* est la longueur du sous-échantillon contaminé. En
I’état actuel de notre travail, nous restreignons provisoirement cette étude au cas ou f est

l'identité sur [0, 1]. Nous avons ainsi obtenu le résultat suivant.

Théoréme (Th. 4.20, p. 159). Sous (Ha, ), on suppose que f est l'identité et que g, vérifie
les hypotheses supplémentaires suivantes.

1. Pour tout n > ng, il existe des constantes a,, b, strictement positives telles que,

Gn(t) — gn(s*) ~ an(t — s*)?, t]s*

2.
nt — Yn *) — n t—s* B
lim sup 19n(1) = gn(s") = an SH:()
N0 ok <4<k 42/ an(t — s%)8
t*) — gn(t) — b, (t* — )P
lim sup |gn( ) gn( ) n< ) | —0.
n_>oot*—2/n§t§t* bn<t* _ t)ﬂ

3. liminf, . a, > 0 et liminf,,_,. b, > 0.

On choisit la famille de poids holdériens

p1y24(h) == K3 Inn", > 1.

13



On suppose finalement que la longueur ¢* = 0*(n) de l’échantillon épidémique vérifie :
= o(n'™")
quand n tend vers l'infini. Sous ces conditions,

(2n)~Y2Ul(n, P~) .
n—-+o0o
Notons que ce travail est inachevé. Nous espérons que le théoréme ci-dessus sera un
point d’appui pour des progrés ultérieurs. Une généralisation de ce travail nous semble
possible en considérant d’autres fonctions f que l'identité, avec une minoration convenable
des f((i +1)/n) — f(i/n) et des hypothéses adéquates sur les fonctions g,,.
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Premiére partie

Estimation de la position d’'une rupture
lisse pour un modéle poissonnien






Chapitre 1

Probléme d’estimation de la rupture
lisse

Dans ce chapitre, nous entamons 1’étude du probléme d’estimation de la position de
ce que nous appelons une rupture lisse & partir de n observations indépendantes d'un
processus de Poisson non-homogéne. La rupture lisse est une transition continue de la
fonction d’intensité du processus d’un niveau a un autre sur un intervalle tellement court,
que sa longueur d,, est considérée comme décroissante vers 0 lorsque n — —+o0.

Aprés avoir présenté dans la section 1.1 notre modéle poissonnien de rupture lisse (et
I’avoir situé par rapport a d’autre modeéles poissonniens réguliers et non-réguliers qui ont
été étudiés dans la littérature), nous verrons dans la section 1.2 qu’il y a une « transition de
phase » dans le comportement asymptotique du modéle en fonction de la vitesse a laquelle
0, tend vers 0. Plus précisément, le modéle se comporte différemment selon que §,, converge
vers 0 plus lentement ou plus rapidement que la vitesse « critique » 1/n (c’est-a-dire selon
que nd, — +oo ou nd, — 0). Nous appelons ces deux situations respectivement cas lent
et cas rapide.

Dans la section 1.3, nous considérerons le cas lent et montrerons que dans ce cas le
comportement de notre modéle poissonnien de rupture lisse ressemble a celui du cas régu-
lier (lisse) : notamment, le modeéle est localement asymptotiquement normal (LAN), bien
qu’avec une vitesse inhabituelle /4, /n, et 'estimateur du maximum de vraisemblance
(EMV) et les estimateurs bayésiens (EB) sont consistants, asymptotiquement normaux et
asymptotiquement efficaces.

Finalement, dans la section 1.4, nous considérerons le cas rapide et montrerons que
dans ce cas notre modéle poissonnien de rupture lisse est non régulier et se comporte plutot
comme un modéle de rupture classique : notamment, les EB sont consistants, convergent
a la vitesse 1/n vers une limite non-gaussienne et sont asymptotiquement efficaces.

Notons que tous ces résultats seront obtenus en utilisant la méthode d’analyse de rap-
port de vraisemblance développée par Ibragimov et Khasminskii dans [57], qui garantit
également la convergence des moments des estimateurs considérés. Cependant, lors de
I'étude de 'EMV avec cette méthode, on a besoin de la convergence faible (dans un espace
fonctionnel adapté muni d’une certaine topologie) de ce qu’'on appelle processus de rap-
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port de vraisemblance normalisé vers un certain processus limite. Or, on verra que dans
le cas rapide de notre modéle de rupture lisse, cette convergence ne peut avoir lieu sous
aucune des topologies utilisées habituellement par la méthode d’analyse de rapport de vrai-
semblance. Ainsi, I’étude de 'EMV dans le cas rapide doit passer par 'adaptation de la
méthode d’analyse de rapport de vraisemblance pour utiliser une topologie alternative et
sera menée dans le chapitre 2.

Notons finalement que les résultats obtenus dans ce chapitre ont été publiés dans [1].

1.1 Modéle poissonnien de rupture lisse

Dans cette section, nous présentons le modéle poissonnien de rupture lisse et le situons
par rapport a d’autre modéles poissonniens réguliers et non-réguliers qui ont été étudiés
dans la littérature.

Rappelons tout d’abord la définition d’un processus de Poisson non-homogéne. Soit
A(t), t > 0, une fonction positive localement intégrable. On dit que X = (X(t), t> O) est
un processus de Poisson (non-homogéne) de fonction d’intensité A si X est a trajectoires
cadlag (continues a droites et limitées & gauche) et a accroissements indépendants, s’il
part de 0 (i.e., X(0) = 0), et si pour tout u,v > 0 tels que u < v, son accroissement sur
Pintervalle [u,v] est une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre [ A(¢) d¢ :

P(X(v) - X(u) =k) = w exp{— /U A(t) dt}

(on adopte ici la convention 0° = 1 ou, autrement dit, on considére que la loi de Poisson
de paramétre 0 est concentrée en 0). Notons que nous voyons ici le processus de Poisson
comme un processus de comptage : pour tout ¢ > 0, on a X (t) = Card{i € N* : t; < t},
oun 0 < t; < ty < --- sont les « événements » du processus X, c’est-a-dire les points
(aléatoires) de discontinuité de sa trajectoire. Mais on peut également voir le processus
de Poisson comme un processus ponctuel (ensemble de points aléatoire {t;, i € N*}), ou
encore comme une mesure aléatoire (mesure de comptage sur {t;, ¢ € N*}).

Rappelons également la définition de I'intégrale stochastique par rapport au processus
de Poisson X d’intensité A, ainsi que ses propriétés de base (pour plus d’informations, on
peut se référer, par exemple, au chapitre 1 de [68]). Soit T" > 0 et f(t), t € [0,T], une
fonction telle que fOT] f(@)|A(t)dt < +oo. L'intégrale stochastique de f par rapport & X

peut étre définie par
X(T)

/de =3 st

N N P . 0 .
ou t; est le i-éme « événement » de X (avec la convention ) ,_, a; = 0). Son espérance est

donnée par
= [ soaxo] = [
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et sa fonction caractéristique par

b(u) = Eexp{iu /OTf(t) dX(t)} _ exp{/OT(exp{iuf(t)} ~1)A0) dt}, weR

Nous considérons le modéle d’observation de n € N* réalisations indépendantes d’un
processus de Poisson non-homogéne. Plus précisément, soit 0 < o« < 8 < 7 des constantes
connues, ¢ une fonction connue strictement positive et continue sur [0, 7], et 7 # 0 une
constante connue vérifiant r > — ming<;<, 1(¢). Soit également (9, ),en+ une suite connue
décroissante vers 0. Soit finalement § € © = («, ) un paramétre inconnu (unidimensionnel))
qu’'on cherche a estimer dans ’asymptotique n — 4o00. On suppose que l'on observe
XM = (Xy,...,X,), o X; = (Xj(t), 0<t< 7'), j = 1,...,n, sont des processus
de Poisson (sur l'intervalle [0, 7]) indépendants de fonction d’intensité A\g = )xé"), 6 € 0,
donnée par

n T
M) = 0(0) + = (8= ) Lpprs, () + T Lpas,(®), 0St<T (L)

Cette fonction d’intensité, dans un cas particulier important v = A\ > 0, est présentée
dans la figure 2 (avec r > 0).

Ao+r -

Ao

0 6 10+0, T

FIGURE 2 — fonction d’intensité )\E,"), avec 1 = \g

Notons que ce modéle d’observation est équivalent a celui ou 'on observe une seule
réalisation sur lintervalle [0,n7] d'un processus de Poisson X = (X(¢), 0 <t < n7) de
fonction d’intensité 7-périodique égale a )\én) sur la premiére période (asymptotique du
temps d’observation long). Il est également équivalent au modéle ot 'on observe une seule
réalisation sur I'intervalle [0, 7] d’un processus de Poisson Y™ = (Y™ (t), 0 <t < 1) de

fonction d’intensité Aé") =n )\é") (asymptotique de la grande intensité).
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Rappelons que les modeéles réguliers d’observations poissonniennes ont été traités pré-
cédemment par Kutoyants dans [63, 65,66, 68| (cf. également [33], ot le probléme corres-
pondant de test d’hypothése a été considéré), et qu’il y a été montré que ces modéles
sont localement asymptotiquement normaux (LAN). Un exemple d'un tel modéle régu-
lier est le modéle avec une fonction d’intensité Ay définie comme )\én) dans (1.1), mais en
remplacant 9, par une constante strictement positive ¢ :

Nolt) = 9(t) + g
Notons que dans ce cas, la fonction d’intensité est continue et ne dépend pas de n.
Rappelons également que plusieurs modéles non réguliers d’observations poissonniennes
ont déja été traités dans la littérature. Le cas de rupture a été étudié par Kutoyants dans |64,
66,68], le cas cusp a été considéré par Dachian dans [30], et les cas de singularité de type 0
et de singularité de type oo ont été examinés par Dachian dans [32] (cf. également [34],
ou le probléme de test d’hypothése a été considéré dans divers cas singuliers). Un exemple

(t—0) 1[9794_5[(25) +r 1[6—&-5,7} (1), 0<t<r. (1.2)

d’un modeéle de rupture est le modéle avec une fonction d’intensité Ay définie comme Aé")
dans (1.1), mais en remplagant ¢,, par O :

)\9(25) = w(t) + Tl{tzg}, 0 S t S T. (13)

Notons que dans ce cas, la fonction d’intensité est discontinue et ne dépend pas de n.

Pour notre modéle, la fonction d’intensité Aé") est continue pour tout n € N*, mais sa
limite quand n — +o00 est discontinue. C’est, dans un sens, 'inverse du cas traité dans [35],
ou les auteurs considérent le cas d’une fonction d’intensité ayant une discontinuité qui
disparait lorsque n — 400.

Nous notons Py = Pén) la mesure de probabilité correspondant & X ™. Nous notons éga-

lement Ey = Eén) I’espérance mathématique par rapport a cette mesure. La vraisemblance,

par rapport a la mesure P, = p correspondant a n processus de Poisson homogénes
d’intensité 1, est donnée (cf., par exemple, [78]) par

L(0, X)) = dPQd(lf —exp{Z/ln/\g ) X, () — /OT(Ag(t)—l)dt}, beo.

Afin d’estimer le paramétre inconnu €, nous considérons ’estimateur du maximum de
vraisemblance (EMV) et les estimateurs bayésiens (EB).

Dans le cas ou la vraisemblance L est continue, 'EMV 0, est défini comme une des
solutions de I’équation

L(0,, X™) = sup L(0, X™).
0cO

Lorsque la vraisemblance L est une fonction cadlag discontinue, 'EMV 6, est plutot défini
comme une des solutions de I’équation

max{L(0,—, X™); L(0,, X™)} = 21618L(9,X(")).
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Dans la suite, I’ensemble des solutions (ou la solution, dans le cas ou celle-ci est unique)
de 'une ou 'autre de ces équations sera noté

argsup L (0, X(”)) :
C)

Notons que dans le cas ol il n’y a pas d'unicité, on choisit 6,, comme un élément quelconque

de I'ensemble argsup L(@, X(")).
C)

Quant a I'EB én, il est donné, pour la fonction de perte quadratique et une densité

a priori q (sur ©), par
G _ 1764(6) L(6, X™) dg
[7q(8) L(8, X™) do

Aussi bien dans le cas régulier que dans les cas non réguliers cités ci-dessus, ’étude de
I’EMV et des EB a été menée en utilisant la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance
introduite par Ibragimov et Khasminskii dans [57]. Cette méthode consiste a étudier, dans
un premier temps, le (processus de) rapport de vraisemblance normalisé donné par

B dPy  L(6,X)

_ exp{ n /0111(”;:—*&)@) A, (1) —n/OT()\ngWn(t) _ )\g(t))dt}, weu,

Zn(u) = 2, (u)

J=1

ou U, = o, (a—0),0,(8—0)] et p, est une suite décroissante vers 0, dite vitesse de nor-
malisation de la vraisemblance. Cette vitesse doit étre choisie de sorte que le processus 7,
converge faiblement vers un processus limite non dégénéré (c’est-a-dire non identiquement
égal a 1) défini sur tout R (notons que U, 1 R), dit rapport de vraisemblance limite.
Ensuite, les propriétés de 'EMV et des EB sont déduites.

Dans le cas régulier (cf. [63,65,66,68]), la vitesse de normalisation de la vraisemblance

peut étre choisie comme
1

Pn = % .
Notons que dans ce cas les processus Z,,, n € N*, peuvent étre étendus a tout R de sorte que
leurs trajectoires appartiennent presque stirement a l'espace %,(R) des fonctions continues
sur R tendant vers zéro en +00. Le processus Z,, converge, dans %,(R) muni de la topologie
uniforme (cf. chapitre 2 pour plus de détails sur cet espace), vers le processus Z}’(Q), ou

- [ S8

(ici Ag(t) désigne la dérivé de Mg(t) par rapport a 6) est I'information de Fisher, et pour
tout F' € R, le processus Z}, est défini par

Z5(u) :exp{ufp—u;F}, u€R. (1.4)
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Ici et dans la suite, £ ~ N (0, F') est une variable aléatoire gaussienne (de variance F).
En fait, dans ce cas le modeéle est LAN (avec une vitesse classique 1/4/n ). Bien entendu,
nous aurions également pu choisir la vitesse ¢, = 1/4/nl(#), auquel cas le rapport de
vraisemblance limite serait

2
Zf(u):exp{ugl—?}, u€R.
Alors, 'EMV et les EB (pour toute densité a priori continue strictement positive q)
sont consistants, sont asymptotiquement normaux avec une vitesse 1/y/n :

\/ﬁ(én—e)ifi et \/ﬁ(én—9>:>fL,

1(0) 1(9)

nous avons la convergence des moments, et 'EMV et les EB sont tous les deux asymp-
totiquement efficaces. Ici et dans la suite, le symbole « = » désigne la convergence en
loi (sous 6).

Notons également que dans le cas de la fonction d’intensité (1.2), en utilisant le chan-
gement de variable

r(t —0)
=T
on obtient que I'information de Fisher est donnée par
0+5 (_z)2 _— 1
1(0) = J dt = —/ dz,
(6) o Y(t)+5(t—0) dJo v(O+22)+x

ce qui, dans le cas particulier ¢p = \g, revient a

r Ao+ 7
10)=-=1 .
0 =5 ()
Quant au cas de rupture (cf. [64,66,68]), la vitesse de normalisation de la vraisemblance
peut étre choisie comme

Pn = —.
n

Notons que dans ce cas les processus Z,, n € N*, peuvent étre étendus a tout R de sorte
que leurs trajectoires appartiennent presque strement a l’espace de Skorokhod Z,(R) de
fonctions cadlag tendant vers zéro en +oo. Le processus Z,, converge vers le processus Z;,
donné par

. exp{ln(%)Y*(u) + (b — a)u}, siu€Ry, .
" exp{ln(g)Y*((—u)—) +(b— a)u}, siu€eR_, '

o a,b > 0 sont des constantes, et Y et Y~ sont des processus de Poisson homogénes
indépendants sur R, d’intensités respectives b et a. Ici, la convergence a lieu dans l'es-
pace Zy(R) muni de la topologie usuelle de Skorokhod (plus de détails sur cette topologie
seront donnés dans le chapitre 2).
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Alors, 'TEMV et les EB (pour toute densité a priori continue strictement positive q)
sont consistants, convergent a la vitesse 1/n :

n(0n —0) = nap et n(0, —0) = Cup,

ou
Nap = argsup Z, ,(u)
u€ER
° Z d
uZ*, (u) du
Capy = Jucr jb( ) , (1.6)
fueR Za,b(u) du

nous avons la convergence des moments, et les EB sont asymptotiquement efficaces.
Notons aussi que dans le cas de la fonction d’intensité (1.3), nous avons a = (0)

et b=1(0) + r, ce qui, dans le cas particulier ¢ = \g, équivaut & a = A\g et b = A\g + .
Notons ici que les variables aléatoires 7, et (,, peuvent étre récrites comme

S

a—>b’

U
Nab = “ et Cmb::
a—b
oup = ’1n(%)| et les variables aléatoires 7, et (, sont définies de la méme maniére que 7
et (qp, mais en utilisant le processus Z;(u), u € R, donné par

exp{pIl*(z) — z}, siz >0,

Zy(x) = .
exp{—pII~((—z)—) —z}, siz <0,

avec ITT et II™ des processus de Poisson homogénes indépendants sur R, d’intensités res-
pectives 1/(e? — 1) et 1/(1 — e 7).

Les variables aléatoires 7, et (,, ainsi que leurs moments d’ordre 2 (donnant les erreurs
moyennes quadratiques limites des estimateurs), ont été étudiées par Dachian dans [31].
Il y a été montré que lorsque p — 0, les variables aléatoires pn, et p(, convergent en loi
respectivement vers

[ e uZg(u) du
= argsup Z5(u) et — JueR ,
o= argeup Zo(u) et Qo= e du

avec

Zy(u) = exp{W(u) — %}, u € R,
ou W(u), u € R, est un mouvement brownien standard bilatéral. De plus, la convergence des
moments a également lieu et, en particulier, lorsque p est petit, on a Eni ~ En2/p* = 26/ p*
et EC; ~ E(5/p* = 16((3)/p* ~ 19,2329/p> (ou ¢ est la fonction zéta de Riemann). De
méme, lorsque p — +o00, les variables aléatoires —n, et —(, convergent en loi respecti-
vement vers 1 et 7 — 1, ol 1 est une variable aléatoire exponentielle standard. De plus,
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la convergence des moments a également lieu et, en particulier, lorsque p est grand, on a
En? ~ En® =2 et EC? ~ E(n—1)* = 1. Les valeurs approchées de En? et de EC? (pour dif-
férentes valeurs de p) ont également été obtenues a 'aide des simulations numeériques. Ces
simulations semblent, notamment, indiquer que 'efficacité relative asymptotique ECg / Eng
de PTEMV est décroissante (comme fonction de p) et reste donc toujours comprise entre ses
valeurs limites en +o0o et en 0, c’est-a-dire entre 0,5 et 8(3)/13 ~ 0,7397.

Notons enfin que pour notre modéle, les trajectoires des processus Z,, n € N*, (étendus
a tout R) appartiennent presque siirement a I'espace %,(R). Nous verrons plus loin dans
ce chapitre que dans le cas nd,, — 400, les trajectoires du processus limite appartiennent
aussi a 6y(R), et la convergence a lieu dans cet espace muni de la topologie uniforme.
Cependant, ce n’est plus le cas lorsque nd,, — 0. Dans ce cas, les trajectoires du processus
limite doivent étre discontinues (appartenir & Zy(R) \ %(R)), et donc la convergence ne
peut pas avoir lieu ni sous la topologie uniforme ni sous la topologie usuelle de Skorokhod
(cf. chapitre 2 pour plus de détails).

1.2 Vitesse de normalisation de la vraisemblance

Dans cette section, nous nous intéressons a la vitesse ,, de normalisation de la vrai-
semblance de notre modeéle. Nous montrons qu'il existe plusieurs cas (selon la vitesse de
convergence de ¢, vers 0) qui seront traités séparément dans la suite. Notons que nous
présentons ici la démarche que nous avions adoptée pour déterminer ¢, dans un intérét
purement historique et pédagogique, car nous aurions pu simplement énoncer les différents
cas et directement passer a leur étude.

Afin de déterminer la vitesse de normalisation de la vraisemblance, nous étudions
EgIn Z,(u) en cherchant la bonne vitesse ¢, pour que cette espérance converge vers une
limite finie non nulle (pour u # 0). Notons que pour des raisons de simplicité, nous pré-
sentons ceci dans le cas particulier ¢ = X\g. Notons également qu’au signe preés, EgIn 7, (u)
est la divergence de Kullback-Leibler de Py par rapport & Py, . En posant 0, = 0+ up,,
on a

Eg In Zn(u) = Eg

é/(: 1“(199%)) d.X;(t) — n/OT(Aau(t) — Xo(1)) dt]
)

_ n/O No(t) 1“(19;(5 ) dt — n/OT()\gu(t) ~(0)) dt
ol —nJ

avec des notations évidentes.
On commence par la recherche de la bonne vitesse parmi les ¢,, convergeant vers 0 plus
vite que 9y, t.e., tels que
LA} (1.7)

5n n—-4oo

Nous considérons seulement le cas u > 0, le cas u < 0 se traitant de maniére similaire.
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Notons que grace a (1.7), pour n suffisamment grand, nous avons uy, < d,, et donc
0<0+up, <0+6, <0+up, +0, <7. Par conséquent, dans ce cas, les fonctions Ay
et g, ont 'allure présentée dans la figure 3 (o on a pris r > 0).

T T T T
0 8! 0+udy! 8+38, 8+ud,+8, T

FIGURE 3 — \g et )y, dans le cas up, < d,

Par un simple calcul d’aire, on a
J = —rup,.

On note I, I, et I3 les intégrales suivantes :

L= /9 o) m(ieg(%)) dt,
= [ (3

et
9+u§0n+6n )\9 (t))

I3 = Mo(t) In L dt.

o=, <A9<t>
Comme . ® o

o, (t /T ()\9 t)

Mo(t) In C dt = Mo(t) In dt =0,
[0 m(3) AR W)
on a
I=5L+1,+ 1.
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Pour Iy, en utilisant le changement de variable
t—0
WP

et le développement limité a 'ordre 1 de s — In(1 + s) au voisinage de 0, on obtient

O+upn r /\0
I, = M+ —(t—0))1 dt
' /9 (0 5, ¢ >) n<A0+L(t—9)>
1
:—ugon/ ()\0+ru—x) (1—|—Hﬁ >da:
0 n
1 w on .
:—ugon/ ()\ +ru—x)(—— >d33
o \ 7Y Xo 0 n)

: o)
:—ugon[/ ru—nxdx—i—o —
0 6

Tr =

Pour I, en utilisant le changement de variable

t—10
On

et le développement limité a ordre 2 de s + In(1 — s) au voisinage de 0, on trouve

0+0n r )\o—i-L(t—@—u(pn)
I, = M+—((t—=0)]In dt
? /9+ugon( ° 671( )) )‘0+ (t_e)
1 >\0+m—ru5"—
zén/ (Ao +7z) In dz
u% )\0+7“$
1 ru (%2
=0, A In(1-— Rl
Lpoutram(i- g5 a

1 2 2 2

Pn (ru)” ¢ %
— 4, PO U Gll? M ) n)lq
/[ TS, T 200 +ra) 53“(573)] v

Tr =

en)  (ruw)? @l / bde 02
— 1—u) - n $n
TW( u5n> 2 6 Jugn dotre O\,
— a1 w2} 2T g ) — g+ ru 22 ) | 4 o £2
= ©On 5 2 s, n(Ao+7)—Inl Ao+ ru-— 5 0 ;,
n ru? o2 ru Q, 2
:—rugpn(l—u?—n> —ng—n{ln()\o+r)—ln()\o)—ln( +)\—Dg§—n)} +0<§7>
ru? Ao 2 @2
- _ el US| ¥n Zn )
rugn + = ( + n<)\o+r>> (5n+0(5n)



Pour I3, en posant
_t=0-9,

Y
UPn

0+0n+upn A _|_L t—0—u "
[3:/ (Ao +7) ln< 0t 3, { d )) dt
0

T

on a

1

(x—l)rugon
= (A n Infl1+———"-1]d
(o—i-r)ugo/o n( + N o x

= ()\0+r)ugon/01 {w@jto(ﬂ)} dz

)\0 +r (5n 5n

Ainsi, on obtient

[:[1+[2+13
ru? o2 ru? Ao 02 ru? QP 2

_ ¥ (2 1( > n U ¥n Fn
5 5, Wt ( Rl Gy )(5n 2 +0(5n)

ru?  ru? o ru?] 2 02
B PR VI BT R
[ 2+2(+n)\0+r) 2}571 ruga+o( )

ru21< Ao >g0% n gpi
=—1In L —rup, +o|l =/ ).
2 )\O—i—r (Sn 7 (5n

Par conséquent,

ru? Ao\ ne? ne?
EylnZ,(u) =nl —nJ = - ln<)\0~|—7“) 5 +0( 5 ),

et donc, pour que Egyln Z,(u) converge vers une limite finie non nulle, il faut prendre

o,
Pn =\ —-
n

Or ce ¢, doit satisfaire (1.7), ce qui veut dire qu’on doit avoir

Vi, 1 .
\/ﬁén N ,/n5n n—-+o0o

ou encore

nd,, ——— +o0.
n—-+4o0o
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Dans ce cas, en prenant

on a bien

pour tout u > 0.
Notons que dans le cas u < 0 on obtient la méme condition et la méme limite.

Maintenant, cherchons la bonne vitesse parmi les ¢, convergeant vers (0 moins vite
que 9,, i.e., tels que
Pn

E m —+00. (1.8)

Nous considérons de nouveau seulement le cas u > 0, le cas u < 0 se traitant de maniére
similaire.

Notons que grace a (1.8), pour n suffisamment grand, nous avons d,, < up,, et donc
0 <0+, <0+ up, <0+up, +9, < 7. Par conséquent, dans ce cas, les fonctions Ay
et g, ont 'allure présentée dans la figure 4 (ot on a encore pris r > 0).

Ao+r

Ao 4

i i i
0 8 B+, 0+udy (0+ud,+5, T

FIGURE 4 — )\ et )y, dans le cas d,, < up,

Nous avons toujours
J = —rup,.
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On note I7, I} et I} les intégrales suivantes :

0+0n )\ (t)
I = In( 22
/ /6 No(t) n<>\0(t )dt,
6+USO7L )\0 )
I = Mo(1) In u dt
2 / o) (w))

et
0+upn+on A t
I :/ Xo(t) 1n< ou )) dt.
9+U<Pn >\€ (t)
Comme .
/ Ao(t) 1n(A9“<t>) dt = / Ao(t) 1n(A"“ (t)) dt =0,
0 Ao(t) O+uon+n Ao(t)
on a
I=I+1I+1I.
Pour I7, en utilisant le changement de variable
t—0
Tr =
Op
on obtient

1’—/6+5n<A +i(t—9)) In Ao dt
=, s, Ao+ 2 (t—0)

1
Ao
=0 A 1 d
(2
= C16,.

Pour I}, on trouve

O0+upn A
I’_/ o+ 7) In(—22) dt
2= ), Got) ()\ )

+65, ot+r

= (upn — 0n) Mo +7) ln()\o)\i r)

)wpn + %0,

A
= (o +7) In(3=

o+7r
Pour I3, en utilisant le changement de variable

t—0—up,
— 5 ,

T
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on a

O+upn+0on b + T (t—0—u n
I = / (Mo +7) ln< 0t 3, i )>dt
O+upn )\0 +7r

Ao+ rx
_5/ Xo +7) ln AOM)d

— (36,

Ainsi, on obtient

Ao
I=I+L+I=MN+T7) ln<>\0+r>ucpn+0(5n,

ou C' = C; + Cy + Cs est une constante.
Par conséquent,

EylnZ,(u) =nl —nJ
Ao

= (A 1
(do+7) n(A n

0

)ungon + Cnd, + runy,
r

A
= {r + (Ao +7) hl(/\o —(i)- T)}umpn + Cné,

= [r+()\0—|—1“) hq(/\A

unY, + o(ny,),
0+T)] @n + 0(nin)

et donc, pour que Eyln Z,(u) converge vers une limite finie non nulle, il faut prendre

1
Pn = —.
n

Or ce ¢, doit satisfaire (1.8), ce qui veut dire qu’on doit avoir

ou encore

Dans ce cas, en prenant

on a bien

E¢InZ,(u) —— U|:(A0+T) ln<)\0)‘ ) +T:| <0

n—-+o0o

pour tout u > 0.
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Notons que dans le cas u < 0 on obtient la méme condition, mais une limite légérement
différente :

E¢InZ,(u) —— —u [/\0 ln<)\0)\+r> - T:| < 0.

n—-+o0o 0

En résumé, nous avons montré que le comportement asymptotique de notre modeéle
dépend de la vitesse de convergence de 6, vers zéro. Plus précisément, il existe trois régimes
différents :

né, — +00, (1.9)
n—-+00
nd, — 0 (1.10)
n—-+00
et
nd, —— ¢ > 0. (1.11)
n—-+00

Dans ce chapitre, nous nous limitons a I’étude de 'EMV et des EB dans le cas (1.9),
que nous appelons cas lent, et a I’étude des EB dans le cas (1.10), que nous appelons cas
rapide.

L’étude de ’EMV dans le cas rapide est plus compliquée, puisque, comme nous 1’avons
déja mentionné, dans ce cas la convergence du rapport de vraisemblance normalisé ne peut
avoir lieu ni sous la topologie uniforme, ni sous le topologie usuelle de Skorokhod. Donc,
I’EMYV dans le cas rapide sera traité dans le chapitre 2 en adaptant la méthode d’analyse
de rapport de vraisemblance pour utiliser une autre topologie (plus faible que la topologie
usuelle de Skorokhod). Quant au cas (1.11), il sera considéré dans des travaux futurs.

1.3 Etude de 'EMYV et des EB dans le cas lent

Dans cette section, nous considérons le cas lent et montrons que dans ce cas notre
modéle poissonnien de rupture lisse est localement asymptotiquement normal (bien qu’avec
une vitesse inhabituelle /4, /n), et que I'estimateur du maximum de vraisemblance et les
estimateurs bayésiens sont consistants, asymptotiquement normaux et asymptotiquement
efficaces. Nous montrons également la convergence des moments polynomiaux de tout ordre
de ces estimateurs.

1.3.1 Résultats principaux

Afin d’étudier le comportement de 'EMV et des EB de 6 dans le cas lent, nous consi-
dérons la vitesse de normalisation de la vraisemblance

Pn = —_
n
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et nous notons
¥(0) + 7")
(o) /

Rappelons également le processus aléatoire Z3 défini par (1.4) et notons que

JoeruZp(u)du  ¢p 1
ZO — u€eR _ > O ip
angsup Zj () = 2 =~ N (0. 5)

F:F(G):rln(

On peut remarquer ici que ¢, tend vers zéro plus rapidement que 1//n (la vitesse
classique du cas régulier) et, compte tenu de (1.9), plus lentement que 1/n (la vitesse du
cas de rupture).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant donnant une borne inférieure de
Hajek-Le Cam sur les erreurs moyennes quadratiques de tous les estimateurs.

Théoréme 1.1. Supposons que nd, — +oo. Alors, pour tout 8y € ©, on a

- 1
lim lim inf sup ¢,% Ey(6, —0 ? > ,
=0 nst00 O |0—60|<e 0( ) F(QO)

ow le inf est pris sur tous les estimateurs 0, du paramétre 6.

Ce théoréme est une conséquence directe du fait que notre modéle est LAN (bien
qu’avec une vitesse inhabituelle ¢,, = /d,/n ). Plus précisément, on a le lemme suivant,
qui sera démontré plus loin en appliquant le théoréme 2.1 de [68|, dont nous vérifierons les
conditions.

Lemme 1.2. Supposons que nd, — +oo. Alors, le rapport de vraisemblance normalisé

. (n) .. .
(défini par Z,(u) = %ﬁl;x), u € U, en utilisant la vitesse @, = \/d,/n) admet la
représentation

2
Zn(u) = exp{uAn — % F+ En(é?,u)},

ou A, = &p est donné par

n

r 0+6n
M=~ 7= 3 T aX;(t) + rv/dy,

nd, & Z(t—0)

et £,(0,u) converge en probabilité vers zéro.

Le théoréme 1.1 nous permet d’introduire, comme on le fait d’habitude dans les mo-
déles LAN, la définition suivante de l'efficacité de Hajek-Le Cam.

Définition 1.3. Supposons que nd, — +0o. On dit qu’'un estimateur 0 du parametre 0
est asymptotiquement efficace, si on a

lim lim sup ¢,? E «9;1—6’2:
e—0 n—+oo ‘9—90|<6S0 0( ) F(GO)

pour tout 6y € O.
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Enfin, les propriétés asymptotiques de 'EMV et des EB sont données par le théoréme
suivant.

Théoréme 1.4. Supposons que nd, — +oo. Alors, VEMV 0, et 'EB 0, (pour toute
densité a priori continue strictement positive q) possédent, uniformément par rapport a
0 € K pour tout compact K C ©, les propriétés suivantes :

— én et én sont consistants ;

— én et én sont asymptotiquement normaux avec la vitesse @, = \/(5n/n et la variance
limite 1/F, c’est-a-dire

o' (00— 0) = &y et @ (00— 0) = Euyr;
— nous avons la convergence des moments polynomiaux de tout ordre, c’est-a-dire

lim P By|d, — 0" = Elgyrl’ et lim o, PEy|d, — 0|" = Elgyrl’

n—-+0o

pour tout p > 0;

— 0, et B, sont asymptotiquement efficaces.

Notons que la propriété LAN implique, en particulier, la convergence des lois fini-
dimensionnelles du processus de rapport de vraisemblance normalisé Z, vers celles du
processus Zz. Donc, afin de montrer le théoréme 1.4, il suffira de prouver deux lemmes
(qui seront énoncés et prouvés ci-dessous) et d’appliquer les théorémes 1.10.1 et 1.10.2
de [57].

1.3.2 Preuves

Afin de simplifier ’exposition et de rendre les idées des preuves plus compréhensibles,
nous les présentons dans le cas particulier v» = A\y. Notons que comme d’habitude dans
les problémes singuliers toutes les informations proviennent du voisinage de la singularité,
ce n'est pas vraiment une perte de généralité. De plus, les preuves présentées peuvent
facilement étre étendues au cas général (quelques détails seront donnés lorsque nécessaire).

Comme nous 'avons déja expliqué plus haut, le lemme 1.2 sera démontré en appliquant
le théoréme 2.1 de [68]. Il faut donc vérifier les conditions de ce théoréme.

Pour cela, rappelons tout d’abord que notre modeéle d’observation est équivalent a
celui ot I'on observe une seule réalisation sur U'intervalle [0, 7] d’un processus de Poisson
Y™ = (Y"(t), 0 <t < 7) de fonction d’intensité A((,,n) = n)\én). Le processus Y™ peut
étre défini, par exemple, par Y™ (t) = > i1 Xj(t).

Posons également

AW (¢ A (4
A92 <t> )\92 (t)

pour tout n € N*, ¢t € [0,7] et 6;,05 € O.
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Les conditions du théoréme 2.1 de [68] sont maintenant les suivantes.

A. Pour tout n € N*, les mesures d’intensité correspondant aux fonctions d’intensité
Ag”), 0 € O, (i.e., les ayant pour dérivées de Radon-Nikodym par rapport & la mesure
de Lebesgue) sont équivalentes.

B. Pour tout n € N*, il existe une fonction ¢, sur © x [0, 7] telle que
Qu(0) = / 0 (6,622 (1) dt
0
est strictement positive pour tout # € © et, pour tout € > 0, on a
J

_1
C. On note 0, = 0 +uQr?(0) et U, = {u: 6, € O}. Pour tout u € R, on a u € U,
pour n suffisamment grand, ainsi que

1. AM () dt — 0.
{|Qn%(9)(}n(97t)|>€} 0 ®) n—+o0

Qn (0)gn(6,1)

‘ 2

/ T[ln (0,0, 8) — 1 Q2 (8)g (0, t)] 2A§“’ (t)dt — 0 (1.12)

n—-4o0o

et

2 n—-+o0o

(1.13)

/T{Sn(eu, 0,t) — 1 —1InS,(0,,0,t) L (u Qné(Q)qn(Q,t)Y} APty dt —— 0.

Puisque les fonctions d’intensité Aén), 0 € O, sont strictement positives, la condition A
est trivialement vérifiée.
Maintenant, afin de montrer les conditions B et C, nous posons

r

n(0,1) = n 1 t),
q( ) )\O+£(t_9> [9,9+5n]()
et donc
o (—£) no (1 Ao+ 7\ 7
n(0) = o dt = —/ S dr=rn(220) 2 = Fp?
Qn(0) n/o )\o—i-i(t—Q) 7“5” N . x rn( " >5n o

ol nous avons utilisé le changement de variable

$:>\0+5L(t—9)

Par conséquent, nous avons




ol nous avons posé
1

VZF-

Preuve de la condition B. Soit § € © et € > 0. En notant

{ ’Qn 2 (0)gn(6,t) | >5}

nous avons besoin de montrer que

FE,— 0.
n—-+o0o

Or,

1 Aot q
= -1 dx,
In ()\O+T) /Ao T e\l/%>$} r

Ao

ol nous avons encore utilisé le changement de variable

T =X+ — (t—0).

571
Comme
nod, —— +00,
n—-+0o0o
on a
F,=0

pour n suffisamment grand, et donc la condition B est vérifiée.

Preuve de la condition C. Notons tout d’abord que U, = | 17 (a

1 2
2200, 1 A () dt,

0446, 1
P o= at
5 /9 Mo+ £ ﬂ‘ﬁmbe}

]

—0), 0, (B =0,

et comme @, \, 0, on a U/, T R. Donc, pour tout u € R, on a u € U/, pour n suffisamment

grand.

Dans la suite, nous considérons seulement le cas ot u > 0 et r > 0 (les autres cas

peuvent étre traités de maniére similaire).

Dans le but de faciliter la lecture de la preuve, nous présentons dans la figure 5 les

_1
fonctions Ag et Ag,, ot 0, = 0+ u@Qn?(0) = 0 + yup,, avec u,r > 0 et n > 1. Notons
que puisque nous sommes dans le cas lent, pour tout u > 0, nous avons yuy, < d, pour n

suffisamment grand.
Afin de montrer (1.12), on note

G, = / ' [10.5,(6,6,6) = 0 Qu* (0)3,(0,1)] AP 1)
0
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0 9‘ 9+yu¢n§ §e+5n §9+yu¢n+5n T
FIGURE 5 — Ay et \g, avec u,r > 0 et n > 1 (cas lent)

Alors,

6+ yupn r Ao @ ru ’
ann/ N+ —(t—10 [m( )+—" ]dt
; (0 5n( )> Ao+ £ (t—0) O Ao+ 2 (t—0)
2

0+0n Ao+ 5+ (t— 0 —yup,
_|_n/ <)\0+L(t—9)> |:hl( 0 5n< yue >> +‘Pn yru :|dt
0

o 5, Mo+ = (t—0) G0 Mo+ £ (t—0)
0+6n+yupn A +L t—0 — ~yu n
+n/ (Ao +7) In? 0+, ( 4Pn) dt
046, Ao+
= B+ By + Bs

avec des notations évidentes, et il suffit donc de montrer que By, By et Bs convergent vers
Z€ro.
Vérifions, par exemple, que

By —— 0.
n—-+4oo

En utilisant le changement de variable

nous pouvons écrire

1 2
Pn VU Pn fon  ru
B = . LA I PP O I A N Y A PP
LT e /0 ( oty x)[n( TN o ‘”) o0 Mot yruzza|
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Puisque, pour 0 < x <1, on a

)\g—i—”yru%xg)\ojtr

n

et

2 2
YU ©p ©On yru 9 YU ©p ©On yru
(14 L8 %ng) Pn AT g2 TP L
[n( * Ao On x) On )\0+7ru‘§—:x} - n( + Ao Op x)+{5n )\o+wu‘§—:x}

2 2
Tru ¥n ¥Pn yru

DG LA P IR Y e S ()

- l/\g On } {571 >\0+7ru“§—:x}

2 2
<9 (’Y”;) Pu
Ao OF
on obtient sy g
B, < o Lot nu)r” np,
- Af o
Par conséquent, comme
ney 1 0
(S% N \/nén n——+o00
on a bien
By —— 0.
n——+o0o

Par un raisonnement similaire, il n’est pas difficile de vérifier que By et B3 convergent
vers zéro, et on obtient donc (1.12).
Maintenant, afin de prouver (1.13), on note

H, = / ho () dt.
0

ho(t) = {sn(eu, 0,t) —1—1InS,(0,,0,t) — %(u Q;%(O)qn(ﬁ, t)ﬂ A ().

O+~yupn 046 0+~yupn~+0on
| H,,| g/ |hn(t)}dt+/ |hn(t)\dt+/ |h ()| dt
0 O+yupn 0+6n

:D1+D2+D3

avec des notations évidentes, et il suffit donc de montrer que Dy, D5 et D3 convergent vers
Z€T0.
Vérifions, par exemple, que



En utilisant le changement de variable

t—40
T = ,
YUPn
nous pouvons écrire
O+yupn r b\ )\0
Dy=n ()\ +—t—0> 0 —1—1n< )
! /9 0 5n( ) Ao+ 2 (t—0) Ao+ 3 (t—0)
_ (yrw)? o 1 it
2 42 T (+ —9))°
< /1(>\+) Ao 14+In(1+ 22 %n
unyy, r)|———— — n — =z
= e 0 Y Ao +yrufta Ao Op
2 2 1
_ (yrw) #n e
2 o (Mo +yrutex)
1
e Pn ¥n z
= yuny,, MM+r)|In(l+—"—-z) —yru — ————
yung /0(0 ) ( Xo On > s, Xo+yrugta
22
1
_ G e | a.
2 o (A0+7ru“§—:x)
Puisque, pour 0 <z <1, 0n a
VU Pn #n z (yrw)® ¢, 1
In 1+——x>—7ru— — =
< Ao On O Ao+ yrust 2 o (Ao+7ru‘§—:x)2
YU Py YU pp Yru Ao
<|ln{1+ -— "= - — = — =l —
= “( TN o x) S R DY cﬂ( AO+WTU§—Z$)
L brw? e 1
2
20 (Mo +yrura)
2 2 2 2 2 2
1
Sl(ﬂﬁx) L G 2 v LD i 2
2 2
R
on obtient 0 ) g
+7)(yu)’r® ny
Dy <222 n > 0
b= )\% 5% n—-+4o0o

Par un raisonnement similaire, il n’est pas difficile de vérifier que D, et D3 convergent
vers zéro, et on obtient donc (1.13).

]
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Maintenant, nous pouvons appliquer le théoréme 2.1 de [68] et conclure que la famille
{P{™, 6 € O} est LAN avec la vitesse

@, = Qn2(0) = ven.

Plus précisément, pour tout v € U], on a

o dP@HL% (Y(n)) ?

! ! u !
7 (u) ot = exp{ulk, (0) = 5+, (60,u) |,

o Al, = &; est donné par

8,0) = Qi (0) [ au(0.0) [V ~ A0 ]

\/57 0+6n _(SL ) )

=7y —n/ n—"dY"t—n)\ntdt

n J, Aé)@)[ () 0() }
7y

___"r AY ™ (t) 4 ryy/né,,
Vndy Jo Ao+ 5 (t—10) &) +ryvn

et € (6,u) converge en probabilité vers zéro.
Il reste a noter que nous pouvons clairement reformuler la propriété LAN de maniére
équivalente en utilisant la vitesse

et les observations X (™. Dans ce cas, pour tout u € U, on a

APy (X)) :

Zn(u) P, = exp{uAn(H) — % F+e,(0, u)},

ou A,, = &p est donné par

A
B (6) = =2 ——WZ/ pvetee e ROVURNRYTR

et en(0,u) = ¢, (9, %) converge en probabilité vers zéro.

Pour finir cette partie, notons qu’il n’est pas difficile d’adapter les preuves des condi-
tions B et C au cas ol ¥ est une fonction continue strictement positive (pas nécessairement
constante) sur [0, 7]. Dans ce cas, en prenant

qn(0,t) = on — Lio.o+5.)(0)



on obtient

Qn(G)—/OTqi(e,t)A (t)dt = L ¢(t)+£(t—6)2dt

Gl (s +£-0)

¥ 9+ ng) — ()
P(0) + x)?

dx

9 n
— /1/J+x;—:vd FS%‘H“S%/

= F<pn 2(1+0(1)).

Notons aussi que puisque la fonction 1) est continue et strictement positive sur [0, 7], elle
admet un minimum m > 0 et un maximum M > 0, qui peuvent remplacer \q dans
les différents majorations utilisées dans la preuves de la condition C. Pour le cas r < 0,
il est également important de rappeler que nous avons supposé que r > —m, et donc
MA4+r>m-+r>0.

Alors, toutes les preuves peuvent étre facilement adaptées, et nous obtenons ainsi le
lemme 1.2 et, par conséquent, le théoréme 1.1.

Passons maintenant & la preuve du théoréme 1.4. Comme il a déja été noté ci-dessus, ce
théoréme peut étre prouvé en appliquant les théorémes 1.10.1 et 1.10.2 de [57]. 11 suffit donc
de vérifier les conditions de ces théorémes. Puisque la convergence (uniforme par rapport a
0 € K pour tout compact K C ©) des lois fini-dimensionnelles du processus de rapport de
vraisemblance normalisé Z,, vers celles du processus Z3. découle de la propriété LAN déja
établie, il reste a montrer les deux lemmes suivants.

Lemme 1.5. Supposons que nd, — +oo. Alors, il existe une constante C > 0 telle que
pour n suffisamment grand, on a

Ey|ZY2(u) — ZY2(0)[* < Clu — v? (1.14)
pour tout u,v € U, et § € O.

Lemme 1.6. Supposons que né,, — +oo. Alors, il existe une constante k > 0 telle que
pour n suffisamment grand, on a

EoZ}?(u) < exp{—rmin{|ul,u*}} (1.15)
pour tout uw € U, et 6 € O.
Preuve du lemme 1.5. Notons tout d’abord que comme pour |u —v| > 1 on a
Ey|ZY2(u) — ZY2(0)|* < 4 < 4fu — v,

il suffit de considérer le cas |u — v| < 1. Aussi, sans perte de généralité, on peut supposer
que u < .

Dans la suite, nous considérons seulement le cas r» > 0, le cas r < 0 se traitant de
maniére similaire.
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D’aprés le lemme 1.5 de [68], on a

/ <\/)\9+uwn (t) — \/)‘9+wn (t)>2 dt

uf Mo () = Mo (1)
0 (Vg (D) 3 Mot (0)’

2 n [T
>~ 4_>\0 . ()‘0+u<pn (t) - )‘9+vson (t)) dt = m/o fn(t) dt
()\9+ug}n (t) - )\9+U(Pn (t))2'

Comme 9,,/pn, = /nd, — +oo, pour n suffisamment grand (tel que nd, > 1) on a
(v —u)pn < v, < by, et donc vy, < up, + 0,. Par conséquent

T 0+vipn O+upn+dén
| famar= |
0

w(t)d
O+upn f (t) t+/€

By| 23 (w) — Z2%(0

ol nous avons posé f,(t)

O0+vpn+on
fnaes [
+ven O0+upn+on
= F, + Ey + Ej
avec des notations évidentes
Pour Ei, on a
e r? (vpn —uen)* 1% g
E, = <—t—9— >dt i M= Ty —)?,
1 /9 5, uen) 23 EA
et de la méme maniére, on trouve
2 3 2 3
E2:r2(p—:(v—u)2—r2§—g(v u)? et Egz%ggg(v—u)?’
Ainsi, puisque ny; /6, = 1, on obtient
E ’21/2 21/2( )| < ey ( )2 r? ng) ( )3 < r’ ( )2
v — v—u v—u —(w—-u
o1 = 4X 6, 12 02 = 4N ’
et donc l'inégalité (1.14) est vérifice avec C' = max{4, L}

O
Preuve du lemme 1.6. Nous considérons seulement le cas ot u > 0 et 7 > 0 (les autres cas
peuvent étre traités de maniére similaire)

D’apres le lemme 1.5 de [68], on a

EoZ)(u )—exp{ /(\/)\ewn \/T) }

—oa{ -5 [ di::::( flﬁijﬁmz v}
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< GXP{—m /OT()\engan(t) - Ae(t))zdt}

ol nous avons posé g, (t) = (Agsug, (t) — )\g(t))Q.
Maintenant, nous étudions séparément deux cas

premier cas, la situation est celle de la figure 3, et on peut donc écrire

u < 0p/pn et u > 0,/p,. Dans le
T O+upn 0+6n
t/%MMZ/ %®&+/
0 9 9

+upn
=L+ o+ )

avec des notations évidentes.
Pour J;, on a

O04+upn+on
gn(t) dt + /
6

gn(t)dt
“F‘Sn

O+upn r 2 7,2 g03
Jy = C—t—e)dﬁ:——ﬂﬁ,
et de la méme maniére, on trouve
2 3 2 .3
_.2%n 2 2¥n 3 _ ¥y 3
JQ—T EU - T g’u et Jg—ggu
Ainsi, puisque u < 4, /., on obtient
2 ng? 2 n?
EpZY? (1) <expd ——————— —T142 o3
oZ (W) S ey~ s S S ) 8
2 ng? 2 ng?
<e — ny? s <e — “
—>®{1ﬂM+m<% }_.m{ 12(
et comme ny? /3§, = 1, on conclut que

N tr) o min{u,uQ}}, (1.16)

2
EgZ%(u) < exp{—m min{u,uQ}}.
écrire

Dans le deuxiéme cas (u > d,/¢n), la situation est celle de la figure 4, et on peut donc

T 0+6n O0+upn O+upn+6n
/ gn(t) dt :/ gn(t) dt—l—/ gn(t) dt—l—/
0 0 0+0n

gn(t)dt
9+u§0n
=J+ 5+ Jj
avec des notations évidentes.
Pour J{, on a



et de la méme maniére, on trouve
Jy = r*up, — r*6, et Jh=—20,.

Ainsi, puisque 6,, < up,, on obtient

2 2
| DAY < = - )
02y ") < exp{ 8(Ao+ 1) gt F 24(Ag + 1) "on

7,.2 7,2

< . < .~ - 2 ,
< exp{ 20 7] ngonu} < exp{ 200 7] N, min{u, u }}, (1.17)

et comme ny, = \/nd, — 400, pour n suffisamment grand (tel que nd, > 1) on conclut
de nouveau que

2
EgZ}?(u) < exp{—m min{u,uQ}}.
Ainsi, l'inégalité (1.15) est vérifiée avec k = ij) . O

Notons que nous pouvons facilement adapter les preuves des lemmes 1.5 et 1.6 au cas ou
1 est une fonction continue strictement positive (pas nécessairement constante) sur [0, 7],
et donc le théoréme 1.4 est démontré.

1.4 Etude des EB dans le cas rapide

Dans cette section, nous considérons le cas rapide et montrons que dans ce cas notre
modéle poissonnien de rupture lisse est non régulier, et que les estimateurs bayésiens sont
consistants, convergent a la vitesse 1/n vers une limite non-gaussienne (la méme que dans
les modéles poissonniens de rupture classique) et sont asymptotiquement efficaces. Nous
montrons également la convergence des moments polynomiaux de tout ordre de ces esti-
mateurs.

1.4.1 Reésultats principaux

Afin d’étudier le comportement des estimateurs bayésiens de 6 dans le cas rapide, nous
considérons la vitesse de normalisation de la vraisemblance

Pn = —
n

et nous notons

a=a(f)=v(0) et b=0bl)=1v(0)+r.

Rappelons également le processus aléatoire 7, défini par (1.5) et la variable aléatoire (,p
définie par (1.6).
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Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant donnant une borne inférieure de
type Hajek-Le Cam sur les erreurs moyennes quadratiques de tous les estimateurs.

Théoréme 1.7. Supposons que nd, — 0. Alors, pour tout 6y € ©, on a

lim lim inf sup n® Eg(0, — 0)> > ECp,) 000):

=0 nstoo On |[0—6p|<e

ou le inf est pris sur tous les estimateurs 60, du paramétre 0.
Ce théoréeme nous permet d’introduire la définition suivante.

Définition 1.8. Supposons que nd, — 0. On dit qu’un estimateur 0 du parametre 0 est
asymptotiquement efficace, si on a

lim lim  sup n® Ey(0) — 0)> = EC 4 000,)

e—0 n——+oo 10—00|<e

pour tout Oy € O.
Enfin, les propriétés asymptotiques des EB sont données par le théoréme suivant.

Théoréme 1.9. Supposons que nd, — 0. Alors, 'EB 6, (pour toute densité a priori
continue strictement positive q) posséde, uniformément par rapport o 6 € K pour tout
compact K C O, les propriétés suivantes :

— 0, est consistant;

— 0, converge a la vitesse v, = 1/n et sa loi limite est celle de la variable aléatoire oy,
c’est-a-dire

n(‘9n - 9) = ga,b ;
— nous avons la convergence des moments polynomiaux de tout ordre, c’est-a-dire

lim n? E9|én — 9}p = E’Cayb’p

n—-+4oo

pour tout p > 0;

— 0, est asymptotiquement efficace.

Notons enfin que 'argument derriére les théorémes 1.7 et 1.9 est la méthode d’analyse
de rapport de vraisemblance de Ibragimov et Khasminskii. Cependant, comme nous ’avons
déja mentionné, dans ce cas la convergence du rapport de vraisemblance normalisé Z,, vers
le rapport de vraisemblance limite Z;, ne peut avoir lieu ni dans I'espace %(R) muni de
la topologie uniforme, ni dans l'espace Zy(R) muni de la topologie usuelle de Skorokhod.
Néanmoins, la convergence dans un espace fonctionnel n’est utile que pour les propriétés
de 'EMYV ; afin d’obtenir la borne inférieure et les propriétés des EB, il suffit d’établir
la convergence des lois fini-dimensionnelles (ainsi que deux lemmes supplémentaires) et
d’appliquer les théorémes 1.9.1 et 1.10.2 de [57|. Quant & PEMV, il sera étudié¢ dans le
chapitre 2 en adaptant la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance pour utiliser une
autre topologie (plus faible que la topologie usuelle de Skorokhod).
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1.4.2 Preuves

Comme nous venons de le dire, les théoréemes 1.7 et 1.9 peuvent étre prouvés en appli-
quant les théoréemes 1.9.1 et 1.10.2 de [57]. 11 suffit donc de vérifier les conditions de ces
théorémes, c’est-a-dire de prouver les trois lemmes suivants.

Lemme 1.10. Supposons que nd, — 0. Alors, les lois fini-dimensionnelles du processus Z,,
convergent, uniformément par rapport a 6 € K pour tout compact K C O, vers celles du
processus Zy, avec a = () et b =1(0) +r.

Lemme 1.11. Supposons que nd,, — 0. Alors, il existe une constante C' > 0 telle que
Eg|ZY?(u) — ZY?(0)|* < Clu— 0| (1.18)
pour tout n € N*, u,v € U, et 0 € O.

Lemme 1.12. Supposons que nd,, — 0. Alors, il existe une constante k > 0 telle que pour
n suffisamment grand, on a

EyZ/%(u) < exp{—r min{|u|,u’}} (1.19)
pour tout uw € U,, et 6 € O.

Comme dans le cas lent, afin de simplifier I’exposition et de rendre les idées plus com-
préhensibles, nous présentons les preuves de ces lemmes dans le cas particulier ¢ = .

Dans le but de faciliter la lecture et de mieux comprendre la différence avec le cas lent
(cf. figure 5), nous présentons dans la figure 6 les fonctions \g et Ag,, ot 0, = 6 + up,,
avec u,r > 0 et n > 1 dans le cas rapide (rappelons que dans ce cas, pour tout u > 0,
nous avons up, > ¢, pour n suffisamment grand).

Preuve du lemme 1.10. Nous étudions uniquement la convergence des lois bidimension-
nelles (la convergence des lois d-dimensionnelles pour d > 3 peut étre traitée de maniére
similaire). Pour cela, nous fixons u,v € R quelconques et considérons la loi du vecteur
aléatoire (In Z,(u),In Z,(v)), ot n est suffisamment grand pour que u,v € U,. Sa fonction
caractéristique est donnée, pour tout =,y € R, par

¢(1n Zn(u) 0 Zn(v)) (x, y) = Ey exp{ix InZ,(u) +iyln Zn(v)}

_E p{z[ [ (2l ) 46,0 - [ (e - ral0) @)

. yz [ / ’ 1(AA_@<”) 4, (t) — / (Mot (6) = o(8)) dt)} }
_E, exp{m Z { /0 In (AQL—*&)@)) AX;(t) + TuSOn}

o[ () ax )]
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Ao+r -

Ao 4

0 0! 9+6n§ §e+u¢n §9+U¢n+6n T
FIGURE 6 — \g et A, avec u,r > 0 et n > 1 (cas rapide)

= exp{nir(uz + vy)pn, }

ngeXp{zxZ/ (“W" )dX +zyz / ln< "*W" )dxj(t)}

= exp{ir(uz + vy)}

« exp{n/OT (exp{ix m(A”;e—Z)(t)) + iy m(AQL—@)@)} - 1) No(t) dt}
= explir(uz + vy))} exp{n/OT £.00) dt},

ol nous avons posé

0 = (o250 ()}

Nous considérons seulement le cas ot v > u > 0 et r > 0 (les autres cas peuvent étre
traités de maniére similaire). Dans ce cas, pour n suffisamment grand on a 6, < uyp, et

46



up, + 0, < vp,, et on peut donc écrire

O+upn O-+upn+0n

T 6+,
/O fut)dt = /9 fultydt + /Mn fultyd + /ﬂ fult) dt
0+ven 0+vpn+in
+ /e () dt + / £t dt

+u¥7n+5n 0+'U¥7n
=31
i=1

avec des notations évidentes.
Pour Iy, en utilisant le changement de variable

-0
==

S

on a

L= /6 e by di = /9 o (exp{ix ln<)\9;:—?;)@)) iy 1n(A9;9—“(’t)(t))} - 1) No(t) dt
— /6“5" (exp{i(x +9) ln<)\0 — go(t — 9)>} - 1) (AO + % (t — 9)) dt

=0, /01 (exp{i(m +y) ln(/\o/_\fm)} — 1) (Ao + 7s)ds = ¢10,,

ol ¢; est une constante, et par un raisonnement similaire, on obtient I3 = 6, et I5 = c30,,.

Pour I», on a

I = /9 T ) /9 e (exp{i(x +4)Inf Aoﬁ )1 - 1) (o +7) dt

+6n +0n
— (exp{i(x + ) ln()\o)\i r)} - 1) (Ao + 1) (uepn — 6n),

et par un raisonnement similaire, on trouve

I, = (exp{iyln()\o/\j_ 7“>} — 1) (Ao + T)((U —u)py — 5n).

Ainsi,

/OT Falt)dt = €6, + [(v — ) (exp{iyln(AO)\_T_ r)} - 1)

n u<exp{i(m +y) 1n(AOAi 7~> b - 1)} (Mo + )@,
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et donc, vu que ¢, = 1/n, on obtient

exp{n /0 £.0) dt} — exp{Cné,} exp{u()\o 1) (exp{i(x +y) m(AOAi )} - 1) }

« exp{(v —w) (o +7) (exp{z’yln(}\;\i )1 - 1) }

nd, — 0,
n—-+00

Comme

on conclut finalement que

(b(ln Zp(u),In zn(v))($7 Y) m exp{ir(uzx + vy)}

<exp{u0n+ 1) (efie+ () - 1) )
<exp (0= w0+ 1) (exp{iyin(:20-)} 1) |

(1.20)

>

<

Maintenant, calculons (toujours pour v > u > 0) la fonction caractéristique du vecteur
aléatoire (InZ},(u),In Z},(v)). Pour tout z,5 € R, on a

gb(an;’b(u),ln Z;,(v)) (z,y) = Eexp{izIn Z;,(u) +iyIn Z;,(v) }

= Eexp {m <1n<%>Y+(u) +(b— a)u) + 1y (ln(%>Y+(v) +(b— a)v) }
= exp{i(b — a)(ux + vy)} Eexp{im ln<%>Y+(u) + iy ln(%)Y+(v)}.

Comme Y est un processus de Poisson et v > u > 0, on peut écrire

E exp{ix 1n(%>Y*(u) + 1y ln<%>Y+(v)}

a a

=Eexp {z(gj‘ +y) ln<g)Y+(u)} E exp {iy ln<g> (Y*(v) - Y*(u))}

—exp{us(xp{ita + n(5)} - 1) fen{ 0 = (exnfivm(5) } 1) }

Ainsi, on obtient

Oz iz ) () = 000 = )z + o)} xp un (exp{ie 4 )5 )} - 1)

x exp{(v - u)b(exp{iy ln(%>} - 1) }

qui est, en prenant a = ¥(0) = A\g et b = ¥(0)+r = Ao+, identique au coté droit de (1.20).
Cela montre que (In Z,(u),In Z,(v)) converge en loi vers (In Z3 , (u),InZ} , ..(v)), et
donc la convergence des lois bidimensionnelles de Z,, vers celle de Z3 , ., est établie. [
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Preuve du lemme 1.11. Nous considérons seulement le cas » > 0, le cas r < 0 se traitant
de maniére similaire. Aussi, sans perte de généralité, on peut supposer que u < v.
D’aprés le lemme 1.5 de [68], on a

1/2 _ 712 2 ! _ 2
Ba| 232 = 20 < [ (4 M0rseu0) = P )
Comme
Aotupn (1) 2 Aotop, (1)
et
V Aos0 () = Ao (B) <\ Ao (8) = Mo ()
on obtient

L (Vroaen® = 2o ®) 2t < [ Qo0 = Do ).

Par un simple calcul d’aire, on trouve

/0 (Maspn (8) = Aotop, (8)) dt = (0 — w)ipn,

ce qui, en tenant compte de fait que ¢, = 1/n, implique l'inégalité (1.18) avec C' =r. [

Preuve du lemme 1.12. Nous considérons seulement le cas ott u > 0 et r > 0 (les autres
cas peuvent étre traités de maniére similaire).

Comme dans la preuve du lemme 1.6, nous étudions séparément deux cas : u < 6, /¢n
et u > 0, /¢,. Dans le premier cas, nous avons déja montré (cf. (1.16), dont la preuve reste
valable dans le cas rapide) que

gt

12()\0 + T) (Sn

EgZ*(u) < exp{— min{u, uQ}}
Par conséquent, comme % = i — +o0, pour n suffisamment grand (tel que nd, < 1)

on obtient

7"2

ETeED) min{u,u2}}.

Dans le deuxiéme cas (up, > d,), nous avons déja montré (cf. (1.17), dont la preuve
reste valable dans le cas rapide) que

EyZ)/?(u) < exp{—

7“2

E@Zq}/2(u) S exp{—m

n, min{u, u*} }

Par conséquent, vu que ¢, = 1/n, on obtient de nouveau

2

EgZi/Q(U) < eXp{—m min{u, u2}}
Ainsi, I'inégalité (1.19) est vérifiée avec k = sz) . O]
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Notons que nous pouvons facilement adapter les preuves des lemmes 1.10-1.12 au cas
ou ¥ est une fonction continue strictement positive (pas nécessairement constante) sur
[0, 7], et donc les théorémes 1.7 et 1.9 sont démontrés.
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Chapitre 2

Estimation de la rupture lisse et
topologies de Skorokhod

Dans le chapitre précédent, nous avons commencé 1’étude du probleme d’estimation,
dans un modéle d’observations poissonniennes, de la position de ce que nous avons appelé
une rupture lisse, c’est-a-dire d'un endroit ou la fonction d’intensité d’un processus de
Poisson non-homogéne passe rapidement d’un niveau & un autre d’'une maniére continue.
Nous avons considéré I'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) et les estima-
teurs bayésiens (EB), que 'on étudie en appliquant la méthode d’analyse de rapport de
vraisemblance développée par Ibragimov et Khasminskii dans [57].

Rappelons que cette méthode consiste, dans un premier temps, & montrer que le rapport
de vraisemblance normalisé Z,, (vu comme un processus sur R & valeur dans un certain
espace fonctionnel), converge faiblement vers un certain processus limite Z (dit rapport
de vraisemblance limite). Pour autant que nous le sachions, jusqu’a présent cette méthode
a toujours été appliquée soit en utilisant I'espace des fonctions continues sur R tendant
vers zéro en 00 muni la topologie uniforme, soit en utilisant I'espace des fonctions cadlag
sur R tendant vers zéro en +oo muni de la topologie usuelle de Skorokhod. Or, dans
certaines situations (notamment, comme nous l’avons déja vu, dans le cas rapide de notre
modeéle de rupture lisse), la convergence de Z, vers Z ne peut avoir lieu sous aucune de
ces deux topologies. Nous avons donc besoin d’adapter la méthode d’analyse de rapport
de vraisemblance pour utiliser une autre topologie (plus faible que la topologie usuelle de
Skorokhod).

Rappelons également que dans son article originel [94], Skorokhod a introduit plusieurs
topologies sur l'espace des fonctions cadlag : la topologie J; (maintenant connue comme la
topologie usuelle de Skorokhod), mais également les topologies plus faibles My, Jy et M.

Nous commencons ce chapitre par une présentation dans la section 2.1 des différentes
topologies de Skorokhod (ainsi que de la topologie uniforme) pour des fonctions définies sur
un intervalle compact. Ensuite, nous verrons dans la section 2.2 comment ces topologies
peuvent s’étendre aux fonctions sur R tendant vers zéro en 4oo. Puis, nous montrerons
dans la section 2.3 que les techniques utilisées dans la méthode d’analyse de rapport de
vraisemblance peuvent s’adapter a la topologie M;. Nous développerons ensuite dans la
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section 2.4 quelques outils adaptés a ’étude de la convergence sous la topologie M. Enfin,
dans la section 2.5, nous terminerons 1’étude de notre modéle poissonnien de rupture lisse en
utilisant les résultats obtenus. Nous verrons également que ces résultats peuvent permettre,
dans certains cas, de simplifier les preuves existant pour des modéles de rupture classiques.

2.1 Convergences des fonctions cadlag sur un intervalle
compact

Dans cette section, on présente l'espace des fonctions continues et ’espace des fonctions
cadlag sur un intervalle compact, ainsi que les différentes topologies relatives a ces espaces.
Cette présentation est essentiellement basée sur 'article originel [94] de Skorokhod, mais
on peut également mentionner les livres [10] de Billingsley et [99] de Whitt, ainsi que
beaucoup d’autres travaux, dont, par exemple, [5,6,12,80,83|. Pour rester proche de [94],
on considére des fonctions définies sur 'intervalle [0, 1], mais les résultats se généralisent
directement a tout intervalle compact.

On introduit d’abord 'espace des fonctions continues muni de la topologie uniforme
(induite par la norme sup).

Définition 2.1. On note €([0,1]) l'espace des fonctions continues sur [0,1] et on le mu-
nit de la topologie uniforme U, induite par la distance uniforme dV), ou encore par la
norme sup |||

dV(f,9) = If = gll = il[tpl]’f(u) —g)l],  fg€%([0,1]).

Pour souligner la topologie utilisée, nous noterons parfois cet espace € V)([0,1]). De
maniére générale, lorsqu’'un espace 2 est muni d’une topologie S, nous utiliserons la
notation 2" ().

Notons que I'espace € Y)([0,1]) est polonais (il est séparable et complet sous la dis-
tance dV)). C’est également un espace de Banach (il est complet pour la distance issue de
la norme sup).

Le module de continuité associé a la topologie U est donné par

(= sup |f(w) = f(0)]

u,v€[0,1] : [u—v|<h

pour f € €([0,1]) et h > 0. En particulier, la convergence dans ¢ V)([0,1]) peut étre
caractérisée comme suit.

Théoréme 2.2. Soit f,,, n € N*, et f des fonctions de €([0,1]). Alors, f, converge vers f
dans €Y ([0,1]) si et seulement si :
— fu(u) converge vers f(u) pour tout u € [0,1];

IRRT T ) _
fy T () =0
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Un critére classique de convergence faible des processus a trajectoires dans ([0, 1]) est
donné par le théoréme suivant.

Théoréme 2.3. Soit Y,,, n € N*, et Y des processus stochastiques a trajectoires dans
€([0,1]). Alors, Y,, converge faiblement vers Y dans €U)([0,1]) si et seulement si :

— les lois fini-dimensionnelles de Y, convergent vers celles de Y ;

— pour tout € >0, on a -
lim  Tim P(w (Y, = 0.
hg% n—l>r—|1:loo (wh ( n) - 8)

Notons que la derniére condition (avec la convergence faible de Y,,(0)) garantit I’équi-
tension de la famille des mesures de probabilité induites par les processus Y,,, n € N*, sur
I'espace € V)(]0,1]), et donc (avec la convergence des lois fini-dimensionnelles) la conver-
gence faible de Y,,.

Un espace contenant 'espace ([0, 1]) et permettant 1'étude de la convergence des
fonctions discontinues (qui est notamment utile pour ’étude des processus admettant des
sauts comme, par exemple, les processus de Poisson) est l'espace des fonctions cadlag.

Définition 2.4. On note 2([0,1]) l’espace des fonctions cadlag sur [0, 1] et continues en 1.

Remarques 2.5.

1. Pour rester proche de l'article originel [94] de Skorokhod, nous utilisons ici la défi-
nition de 'espace Z(|[0, 1]) imposant la continuité en 1 de ces éléments. Notons que
Billingsley dans [10] et Whitt dans [99] n'imposent pas cette continuité dans la défini-
tion de l'espace Z([0, 1]), ce qui les oblige a rajouter des hypothéses supplémentaires
dans certains de leurs théoremes.

2. Le fait de considérer des fonctions cadlag (c’est-a-dire continues a droite et limitées a
gauche) revient essentiellement & considérer les fonctions qui n’ont que des disconti-
nuités de premiére espéce (c’est-a-dire limitées a gauche et a droite). La continuité a
droite n’est qu'une convention commode (on aurait tout aussi bien pu supposer que
les valeurs des fonctions aux points de discontinuité sont égales aux limites a gauche,
aux moyennes des deux limites, etc.).

La premieére idée est de munir cet espace de la topologie uniforme U. Voici un exemple
d’une suite de fonctions discontinues qui converge dans cette topologie.
Exemple 2.6. Pour n € N*, on définit la fonction f,, par f,(u) = (1—1—%)1[; 1 (u), u € 0,1].
3

Alors, f, converge dans 2V)(]0,1]) vers la fonction f(u) = 1[;71] (u), u € [0, 1]. En effet,

A (fo f) = sup |fu(u) — Fu)] = ~ ——0.

Notons que les discontinuités de f,, et de f dans I’exemple précédent ont lieu au méme
point (& savoir en 1/2). Par ailleurs, comme le montre I'exemple suivant, si ces discontinuités
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ne se produisent pas tout a fait au méme endroit, la convergence ne peut pas avoir lieu
dans 2¥)([0,1]).

Exemple 2.7. Pour n > 3, on définit la fonction f, par f,(u) = 1[;+;,1] (u), u € [0,1].
Lorsque n augmente, la fonction f,, ressemble de plus en plus a la fonction f(u) = 1[ 11] (u),

u € [0,1]. Mais contrairement & ce que ’on pourrait attendre, f,, ne converge pas vers f
dans 2V ([0, 1]). En effet,

d(U)(fnvf) = sup |fu(u) — f(u)| = 1.

u€el0,1]

En fait, pour que deux fonctions soient proches dans 2)([0,1]), il faut que leurs
« grandes » discontinuités se produisent exactement au méme endroit ce qui rend la topo-
logie U trop restrictive. Pour pallier cela, Skorokhod a introduit dans [94] quatre topologies
plus faibles que la topologies uniforme.

Premiérement, pour permettre la convergence dans les cas similaires a I’exemple 2.7, on
introduit la topologie .J;, dite également topologie usuelle de Skorokhod. Cette topologie
peut étre définie comme la topologie induite par la distance d/) (dite parfois distance de
Skorokhod) définie ci-dessous.

Définition 2.8. La distance dV) est définie par

dV(f,9) = inf{ sup | f(u) — g(A(w))| + sup |u— A(U)|}, fr9€ 2(10,1]),

uel0,1] u€l0,1]
ou le inf est pris sur toutes les bijections \ continues croissantes de [0, 1] dans lui méme.

Notons que Skorokhod dans [94] prend le inf sur les bijections A continues (sans supposer
la croissance), mais les deux définitions sont équivalentes. En fait, la continuité est plutot
équivalente a la monotonie, mais comme le inf ne peut pas étre atteint pour une bijection A
décroissante (a cause du deuxiéme sup dans la définition de d/*)), les deux définitions
reviennent au méme.

Intuitivement, deux fonctions seront proches s’il existe une petite « distorsion de temps »
les rendant proches au sens de la norme sup (donc, en particulier, faisant coincider leurs
points de discontinuités).

En revenant sur I'exemple 2.7, notons que d“V(f,, f) = %, et donc f,, converge bien
vers f dans 2(/1([0,1]). En effet, le inf est atteint (entre autres) sur le changement de
temps linéaire par morceaux donné par A(0) =0, A(3 + 2) = 1 et A\(1) = 1.

On remarque que d“V) < d©) (il suffit de prendre comme changement de temps la
fonction identité), et donc la convergence sous la topologie U implique la convergence sous
la topologie J; (la topologie J; est plus faible que la topologie U).

Le module de continuité associé a la topologie J; est donné par

w(f) = sup min{|f(u) — F(u)], [ f(u) — f(u")|}

wu/ w€[0,1] s u—h<w'<u<u’<u+h
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pour f € 2([0,1]) et h > 0. En particulier, la convergence dans 2(/V([0,1]) peut étre
caractérisée comme suit.

Théoréme 2.9. Soit f,,, n € N*, et f des fonctions de 2([0,1]). Alors, f, converge vers f
dans 2V([0,1]) si et seulement si :

— fu(w) converge vers f(u) pour tout u € T, ou T est un sous-ensemble dense de [0, 1]
contenant 0 et 1;

. im -0
hg% n—1>I-$I-loowh (fn) 0

Remarque 2.10. Notons qu’en tant qu’ensemble T dans la premiére condition on peut
prendre I’ensemble
Ty = {uelo1 : flu=) = f(u)} U{0,1}.

de points de continuité de f. A titre d’illustration, nous pouvons remarquer que dans
Pexemple 2.7, f, converge vers f pour tout u € [0,1], sauf pour u = 3 (le point de
discontinuité de f). Notons également qu’aux points de discontinuité de f, bien qu’elle ne
soit pas garantie, la convergence reste possible. En effet, si on remplace % + % par % — %
dans la définition de f,, de 'exemple 2.7, on aura bien fn(%) — f(%)

Méme si c’est sans importance pour nos considérations, notons que l'espace Z([0,1])
muni de la distance d/) n’est pas complet. Par contre, il devient complet (et est donc

polonais) si on le munit de la distance dé‘h) équivalente a d/V), dite distance de Prokhorov
et donnée par

A(u) = A(v)

u—v

In

& (f.g) = mf{ sup [F(w)—g(A@)|+  sup } £ € 2(0.1)),

u€(0,1] u,v€[0,1] : uFv
ou le inf est pris sur toutes les bijections A continues croissantes de [0, 1] dans lui méme.
En revanche, notons que 2(/1([0,1]) n’est pas un espace de Banach, puisqu’on ne peut
pas le munir d’une norme (induisant la topologie J;). En effet, comme le montre 1’exemple
suivant, 'addition n’est pas continue sur 2(/1)([0, 1)).

Exemple 2.11. On définit les fonctions f et g, ainsi que les fonctions f,, et g, pour n > 3,
par fulu) = 1y s (), galt) = ~1py, 0 (0), F(w) = Ly (u) et g(u) = ~1, (u),
u € [0,1]. Nous avons bien la convergence de f, vers f et de g, vers g dans 2(/1([0, 1]).
Cependant, comme

falw) + guw) =1y s (@), we 0,1]

D=

)

S|=

1
2

et f+ g =0, nous avons clairement d“V(f, + g,, f + g) = 1, et donc f, + g, ne converge
pas vers f + g dans 2U/1([0,1]).

Néanmoins, la proposition suivante présente le cas ou ’addition est continue.

Proposition 2.12. Soit f, g, f. et g,, n € N*, des fonctions de Z([0,1]). Si f, et g,
convergent respectivement vers f et g dans 2V([0,1)), et si de plus f et g n'ont pas de
points de discontinuité communs, alors f, + g, converge vers f + g dans 2V ([0, 1]).
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Notons que %'([0,1]) est un sous ensemble fermé de 2/1)([0, 1]) : une suite de fonctions
continues ne peut pas converger dans 2/1)([0,1]) vers une fonction discontinue. En fait,
comme le montre I'exemple suivant, la topologie J; ne permet pas la « création » de sauts
dans la limite.

Exemple 2.13. Pour n > 3, on définit la fonction f,, par

0, SIOSUS%—l,
n
1 1 1 1 1 1
falw)=q5@—5+3), sizg—s<u<i+;
1, sig+i<u<l.

Lorsque n augmente, la fonction f,, ressemble de plus en plus a la fonction f(u) = 1[%71] (u),

u € [0, 1]. Mais contrairement a ce que I’on pourrait attendre, f,, ne converge pas vers f dans
29([0,1]). En effet, d)(f,,, f) = %, le inf étant atteint (entre autres) sur le changement
de temps donné par la fonction identité.

De la méme maniére, I'exemple suivant montre que J; ne permet pas non plus la
« fusion » des sauts.

Exemple 2.14. Pour n > 3, on définit la fonction f, par

0, si0<u<i-—1
n
_J1 11 1,1
fn<u>_ 29 815—5§U<5+;,
21,1
I, sig+-<u<l

Lorsque n augmente, la fonction f,, ressemble de plus en plus a la fonction f(u) = 1[ 11] (u),

u € [0, 1]. Mais contrairement & ce que 1’on pourrait attendre, f,, ne converge pas vers f dans
29([0,1]). En effet, dV(f,, f) = 1, le inf étant atteint (entre autres) sur le changement
de temps donné par la fonction identité.

Notons qu’il s’agit ici de la fusion de sauts dans le méme sens (de méme signe). La fusion
des sauts de signes opposés n’est pas non plus permise, ce qui est (contrairement au cas
des sauts de méme signe) logique. En effet, en revenant sur 'exemple 2.11, nous pouvons
constater que la fonction f, 4+ g, qui ne converge pas vers la fonction identiquement nulle,
ne semble pas non plus ressembler & cette derniére pour n grand.

Pour permettre la convergence des fonctions dans les cas similaires aux exemples 2.13
et 2.14, on introduit la topologie M;. Cette derniére peut étre définie comme la topologie
induite par une certaine distance d™). Afin de définir cette distance, on commence par
introduire les notions du graphe (on suit la terminologie utilisée par Skorokhod, méme si
on devrait plutot parler ici d'un « graphe continu » ou d’un « graphe connexe ») d’une
fonction de 2([0, 1]), ainsi que de la représentation paramétrique de ce dernier.

Définition 2.15. Soit f une fonction de 2([0,1]). On définit le graphe de f, noté Iy,
comme le sous ensemble fermé de [0,1] x R donné par

Iy={(u,v) €[0,1]] xR; wel0,1], ve[f(u), flu)}.
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Ici et dans la suite, pour tout a, b € R, la notation [a, b] désigne I'intervalle d’extrémités
a et b, que l'on ait a < b ou 'inverse.

Maintenant, afin de définir la représentation paramétrique d’un graphe, on introduit
d’abord un ordre entre les points appartenant & un graphe d’une fonction. Soit f € Z([0, 1])
et (uy,v1), (u2,v2) € I'y. Nous dirons que (uy,vy) < (ug, ve) si soit on a u; < ug, soit on a
up = ug et [f(ui—) —vi| < |f(ur—) — val.

Définition 2.16. Soit f une fonction de 2([0,1]) et I'y son graphe. Une représentation
paramétrique de I'y est donnée par un couple de fonctions continues (t,y) définies sur [0, 1],
telles que pour tout (u,v) € I'y, il existe s € [0,1] vérifiant u = t(s) et v = y(s), et que
Uapplication s — (t(s), y(s)) est croissante dans le sens de l’ordre introduit ci-dessus, i.e.,
sis <, alors (t(s),y(s)) < (t(s),y(s)).

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour définir une distance induisant la to-
pologie M. Pour rester fidéle a I'article originel de Skorokhod, nous munissons R?, de la
distance de Manhattan

d1((U1,U1), (U27U2)) = |ur — ug| + [v1 — vo, (u1,v1), (u2,v2) € R?,

mais on obtiendrait la méme topologie en le munissant de la distance euclidienne (ou de
n’importe quelle autre distance équivalente a dy).

Définition 2.17. La topologie M est la topologie induite par la distance d™M?) définie par

d(Ml)(fa g) = inf sup dl((tl(s)vyl(5)>; (t2(3)a?/2(3))>> fr9€ 2((0,1]),

s€[0,1]
ou le inf est pris sur toutes les représentations paramétriques (t1,y1) de I'y et (t2,y2) de L.

Intuitivement, deux fonctions seront proches dans 2*1)([0,1]) si on peut parcourir
simultanément leurs graphes en restant proches (dans [0, 1] x R).

Contrairement a la topologie Ji, la topologie M; permet la « création » de sauts dans
la limite. En particulier, une fonction continue peut bien converger vers une fonction dis-
continue dans cette topologie (et qui sera utile pour nous dans I’étude de notre modeéle de
rupture lisse dans le cas rapide). En revenant sur I’exemple 2.13, il n’est pas difficile de voir
que dM)(f,, f) = L, et donc f, converge bien vers f dans 23)([0,1]). La topologie M,
permet aussi la « fusion » des sauts qui sont dans le méme sens comme dans I'exemple 2.14,

1

olt nous pouvons encore voir que dM(f,, f) =1

Le module de continuité associé a la topologie M; est donné par

WM (f) = sup d(f (w); [f(u'), f(u")])

w,u’ ' €[0,1] : u—h<u/<u<u” <u+h

pour f € 2([0,1]) et h > 0. Ici et dans la suite, pour a,b,c¢ € R, la notation d(c; [a, b])
désigne la distance entre c et [a, ], ¢’est-a-dire

I b
d(c;la,b]) = inf |c—z| = {0’ si ¢ € [a, b],

z€fab] min{|c — a|,|c — b|}, sinon.
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En particulier, la convergence dans 21 ([0, 1]) peut étre caractérisée comme suit.

Théoréme 2.18. Soit f,, n € N*, et f des fonctions de 2(]0,1]). Alors, f, converge
vers f dans 2V ([0,1]) si et seulement si :

— fu(u) converge vers f(u) pour tout w € T, ot T est un sous-ensemble dense de [0, 1]
contenant 0 et 1;
— lim  Tim W™ (f,) =0.
hgr(l) n—1>I—Poo “h (f )
Notons que comme pour le cas de la topologie Ji, en tant qu’ensemble 7" on peut
prendre I’ensemble T des points de continuité de f.
Remarquons que la topologie M; est plus faible que la topologie J;. En effet, comme

d(f(u); [f (), f(u")]) < min{|f(u) — f@)],[f(u) — f")]}

pour tout f € Z([0,1]) et u,u’,u” € [0, 1], on obtient w,(lMl)(f) < w,gjl)(f) pour tout h > 0.

Remarquons également que si f est une fonction monotone, on a w}(LMl)( f) =0, pour
tout h > 0. En effet, dans ce cas, pour v’ < u < u”, nous avons f(u) € [f(u'), f(u")], et
done d(f(u); [f(u!). f(u")]) = 0.

A l'image du cas de la topologie .J;, 'espace 2M1)([0, 1]) est polonais (bien qu’il ne soit
pas complet sous de distance d™1)), mais n’est pas un espace de Banach, car 'exemple 2.11
de non-continuité de ’addition est toujours d’actualité ! Néanmoins, la proposition suivante
présente le cas ou l’addition est continue.

Proposition 2.19. Soit f, g, f. et g,, n € N*, des fonctions de 2([0,1]). St f, et g,
convergent respectivement vers f et g dans 2MV([0,1]), et si de plus f et g n'ont pas des
points de discontinuité communs correspondant a des sauts de signes opposés, alors f,+ gn
converge vers f + g dans 2 ([0, 1]).

Méme si nous allons pas nous en servir, pour des raisons de complétude, nous rap-
pelons briévement les deux autres topologies (Jy et My) introduites par Skorokhod sur
I'espace 2([0,1]).

La topologie J5 est un affaiblissement de la topologie J;, obtenue en remplacant le inf
sur les bijections continues croissantes dans la définition de la distance d/V) par un inf
sur toutes les bijections. Plus précisément, on définit la topologie J, comme la topologie
induite par la distance

d)(f,g) = inf{ sup | f(u) — g(Mw)|+ sup |u— A<u>|}, f.9 € 2()0,1]),

ue(0,1] uel0,1]

ot le inf est pris sur toutes les bijections A de [0, 1] dans lui méme.

Voici un exemple d’une suite de fonction qui converge dans .@(J2)([0, 1]), mais pas
dans 2(71)([0,1]).
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Exemple 2.20. Pour n > 3, on définit la fonction f, par

0, si0<u<g—=

n’

1, sit—-1<u<i,
falu) = D1 1,1
0, sig<u<j;+-,
1, sis++<u<l,

|
|

Alors, f,, converge vers la fonction f(u) = 1] (u), u € [0,1], dans 22)([0,1]), car il

n’est pas difficile de voir que d“2)(f,, f) = % En méme temps, nous avons clairement
dYV(f,, f) =1, et donc f, ne converge pas vers f dans 2(/1([0, 1]).

La convergence dans 20/2)(]0,1]) peut étre caractérisée par un théoréme similaire aux
théorémes 2.9 et 2.18 en utilisant un module de continuité adapté. Un tel module de
continuité peut étre défini de la méme maniére que le module de continuité w}(LJl) associé a
la topologie Ji, & ceci prés que le sup est maintenant pris sur u € [0, 1], v’ € [up, up + h/2],
u’ € [uf — h/2,u}], ot up = max{0,u — h} et uj = min{l,u + h}. Pour comparaison,
remarquons que dans le module de continuité wf(LJl), le sup est en fait pris sur u € [0, 1],
u € [up,ul, u” € [u,u;].

La topologie Ms, quant a elle, est un affaiblissement de la topologie M;, obtenue en
considérant la distance de Hausdorff entre les graphes (plutot qu’en comparant leurs repré-
sentations paramétriques). Plus précisément, on définit la topologie Ms comme la topologie
induite par la distance

meﬁ9%={ sup ddwﬁmﬁfd}v{ sup dﬂw%w%Fﬂ}, fr9€ 2([0,1]).
(ul,m)el“f (u2,v2)€ly

Ici, pour a € R? et A C R?, la notation d;(a; A) désigne la distance de Manhattan entre le
point a et 'ensemble A, c’est-a-dire

di(a; A) = inf d;(a; z).

T€EA

Voici un exemple d'une suite de fonction qui converge dans 2™2)([0,1]), mais pas

dans 2M([0, 1)).
Exemple 2.21. Pour n > 7, on définit la fonction f, par

\

0, si0<u<i—2,
-3l sil-i<u<iob
ful) =41 =33+ 1), sig—t<u<itl
w30, sbei<u<il
|1, sig+2<u<l

Alors, f, converge vers la fonction f(u) = 1[1 1 (u), w € [0,1], dans 2M2)(]0,1]), car
3

nous avons clairement d™2)(f,, f) = % . En méme temps, il n’est pas difficile de voir que
dM)(f,, f) =3+ L, et donc f, ne converge pas vers f dans 2M([0,1]).
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La convergence dans 2™2)([0, 1]) peut étre caractérisée par un théoréme similaire aux
théorémes 2.9 et 2.18 en utilisant un module de continuité adapté. Un tel module de
continuité peut étre défini de la méme maniére que le module de continuité w,(LMl) associé a
la topologie M, a ceci prés qu’ici le sup est maintenant pris sur w € [0, 1], v € [up, up+h/2],
u” € [u; — h/2,u;], avec uy et ) définis comme précédemment. Pour comparaison, re-
marquons que dans le module de continuité w,ng), le sup est en fait pris sur u € [0, 1],
u € [up,ul, u” € [u,ui].

Notons que les topologies de Skorokhod sont ordonnées comme suit :

J1 = Jy = My et J1 = M, = M,

ou la notation S = T désigne le fait qu'une topologie T est plus faible qu'une autre
topologie S. Notons également que toutes ces « implications » sont strictes (nous avons
déja vu les exemples correspondants, sauf pour Jo = M,, pour laquelle on peut utiliser
I'exemple 2.21), et que les topologies M; et Jy ne sont pas comparables. En effet, dans
I'exemple 2.13, f, converge vers f sous M;, mais pas sous Jo, et dans I'exemple 2.20,
fn converge vers f sous .Jy, mais pas sous M.

Afin de mieux comprendre la nature de la convergences dans chacune des quatre to-
pologies de Skorokhod, ainsi que les différences entre elles, citons d’abord la proposition
suivante.

Proposition 2.22. Soit S une des quatre topologies de Skorokhod (Jy, Jo, My ou Ms), et
soit f, g, fn €t gn, n € N*, des fonctions de 2([0,1]).

1. Si f, converge vers f dans 29([0,1]), alors f,(u) converge vers f(u) pour tout u
point de continuité de f. Pour les points de discontinuité de f, cette convergence n’est
pas forcément garantie.

2. Si f,, converge dans 29 ([0, 1]) vers une limite f € €([0,1]), alors f, converge vers f
dans 2Y)([0,1]).

En fait, cette proposition montre que pour toutes les topologies de Skorokhod, la conver-
gence de f,, vers f est uniforme « en dehors des points de discontinuité » de f. La différence
entre les quatre topologies de Skorokhod, ainsi que la topologie uniforme sur 2(]0, 1]), se
joue donc au voisinage des points de discontinuité de f ou, plus précisément, dans la ma-
niére dont f,, (pour n grand) peut passer d’environ f(up—) & environ f(ug) au voisinage
d’un point de discontinuité uy de f. Plus précisément :

1. pour la topologie uniforme U, ce passage doit se faire en un seul saut situé exactement
en ug;

2. pour la topologie usuelle de Skorokhod .J;, ce passage doit également se faire en un
seul saut, mais qui peut étre situé dans un petit voisinage de g ;

3. pour la topologie J, la fonction f, a droit de faire plusieurs sauts entre envi-
ron f(up—) et environ f(ug) dans un petit voisinage de g ;

60



4. pour la topologie M, la fonction f,, peut passer d’environ f(uy—) & environ f(ug) « en
prenant des valeurs intermédiaires » (plus précisément, en restant toujours proche
de [f(ug—), f(uo)]) et en avancant « presque tout le temps » (il peut y avoir des
retours, mais ils doivent étre petits) ;

5. pour la topologie M, aussi, la fonction f, peut passer d’environ f(uy—) a envi-
ron f(up) « en prenant des valeurs intermédiaires », mais maintenant elle a droit de
faire des allers-retours (les retours ne doivent pas forcément étre petits).

Notons également que chacune des quatre topologies de Skorokhod peut étre décrite
comme la topologie minimale pour laquelle certaines familles de fonctionnelles sont conti-
nues, ce qui permet de mieux comprendre la portée de chacune de ces topologies. Pour
cela, nous définissons les fonctionnelles suivantes.

Définition 2.23. Soient f € 2([0,1]), [v/,u"] C [0,1] (avec u' # u") et [a,b] C R. On
[a,b]

['LL,,'U//

note Vi, (f) le nombre des fois que f « traverse » la bande [a,b] sur Uintervalle [u’,u"].

Plus précisément, en supposant que a < b, on a y[[Z}bi,,}(f) = k sl existe k + 1 points
uy < up < -o- < uy de [, u"] vérifiant soit f(ug) < a, f(ur) > b, f(uz) < a, ..., soit
flug) > b, f(uy) <a, f(ug) > b, ..., et s’il est impossible de trouver k + 2 tels points.

Définition 2.24. Soient f € 2([0,1]), [v/,u"] C [0,1] (avec v # u") et a € R. On
note ’y[z, w.a(f) le premier « excés » de [ au dessus du niveau a sur Uintervalle [, u"].
Plus précisément, en supposant que u' < u”, on pose

,y[—zlvu//La(f) = ry[—g,l],a(f_)’

ou
fu), stu <,
f) =9 flw),  siv <u<u,
fW' =), siu>u",
f(Ta(f)) —-a, St Ta(f) < 17
o) = {—1, si ) = 1.
et

o (f) = inf{u : f(u) >a}, sif{u: f(u)>a}#0,
¢ 1, si{u : f(u) >a}=0.

Maintenant nous pouvons formuler la proposition suivante qui décrit les quatre topo-
logie de Skorokhod en utilisant ces fonctionnelles.

Proposition 2.25. Soient f,, n € N*, et f des fonctions de 2([0,1]). On note Ty 'en-
semble des points de continuité de f. Alors :

1. la fonction f, converge vers f dans 2M2)([0,1]) si et seulement si SUDyefu w) fn(W)
converge vers SUPy ey o (1) et infucp wr fu(u) converge vers infyeps wm f(u) pour
tout v, u" € Ty (avec u' # u");
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2. la fonction f, converge vers f dans 2™ ([0,1]) si et seulement si V[[Z;bi//](fn) converge

vers y[[z,’bi,,}(f) pour tout u',u" € Ty (avec v’ # ") et pour presque tout a,b € R;

3. la fonction f, converge vers f dans 2V72([0,1]) si et seulement si V[Z, wi.a(fn) con-
verge vers V[Z' ] J(f) pour tout u',u" € Ty (avec u' # u") et pour presque tout a € R ;

4. la fonction f,, converge vers f dans 2/V([0,1]) si et seulement si el fn) converge
[ "]

vers v ,b] " et 7 na(fn) converge vers AT pour tout u',u” € Ty (avec
[/ ,u'"] (v u [u/ ,u"],a f

u' # u”) et pour presque tout a,b €R.

Comme corollaire évident de cette proposition notons que la convergence sous la topo-
logie J; est équivalente & la convergence simultanée sous les topologies J, et Mj.

Nous énoncons enfin le résultat principal de cette section, qui est un critére de conver-
gence faible des processus stochastiques a trajectoires dans ([0, 1]) sous les différentes
topologies de Skorokhod.

Théoréme 2.26. Soit S une des quatre topologies de Skorokhod (Jy, Jo, My ou Ms), et
sotent Y, n € N*, et Y des processus stochastiques a trajectoires dans 2([0,1]). Alors,
Y, converge faiblement vers Y dans 29)([0,1]) si et seulement si :

— les lois fini-dimensionnelles de Y, convergent vers celles de 'Y sur un sous-ensemble
dense T de [0, 1] contenant 0 et 1;

— pour tout € >0, on a s
li lim P Y, = 0.
hli}I(l] n—1>r—|liloo (wh ( n) > 8) 0
Notons qu’en présence de la convergence des lois fini-dimensionnelles de Y,, vers Y,
la deuxiéme condition implique que la famille des mesures de probabilité induites par les
processus Yy, n € N*, sur 'espace 2% ([0, 1]) est tendue, et garantit donc la convergence
faible de Y,, vers Y dans cet espace. Notons également qu’en tant qu’ensemble 7" dans la
premiére condition on peut prendre I’ensemble

Ty = {ue]0,1] : P(Y(u—) #Y(u)) =0} U{0,1}.

Remarque 2.27. Rappelons que la convergence faible des processus implique la conver-
gence en loi des fonctionnelles continues. Par exemple, si Y,, converge faiblement vers Y
dans une des quatre topologies de Skorokhod, alors sup,cj 1 Y, (u) converge en loi vers
SUPye0,1] Y (u). En fait, plus généralement, pour avoir la convergence en loi, il suffit que la
fonctionnelle soit continue presque partout par rapport a la mesure induite par le processus
limite. Nous pouvons donc affirmer, par exemple, la convergence en loi de sup,e(,s 1 Yo ()
Vers SUp,ep . Y (u) si on sait que Y, converge faiblement vers Y dans une des quatre
topologies de Skorokhod et que u', u” € Ty.

Nous finissons cette section par une discussion sur le choix, parmi les topologies de
Skorokhod, de celle que nous utiliserons afin de terminer I’étude de notre probléme d’esti-
mation de la position d’une rupture lisse (plus précisément, afin d’étudier 1’estimateur du
maximum de vraisemblance dans le cas rapide).
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Rappelons que nous utilisons la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance qui
consiste & montrer d’abord que le rapport de vraisemblance normalisé 7, converge faible-
ment vers un certain processus limite Z. Bien évidement, cette convergence doit avoir lieu
dans un certain espace fonctionnel muni d’une certaine topologie. Dans les différents cas
traités dans la littérature (pour autant que nous le sachions), cette convergence a lieu soit
sous la topologie uniforme U (dans le cas ou Z,, et Z sont a trajectoires continues), soit
sous la topologie usuelle de Skorokhod J; (dans le cas ou Z,, et Z sont a trajectoires cadlag
et celles de Z,, admettent des discontinuités).

Cependant, nous avons déja montré dans le chapitre précédent que dans le cas rapide
de notre modéle les trajectoires de Z,, sont continues, et celles de sa limite potentielle Z
sont discontinues. Ainsi, la convergence de Z, vers Z n’est pas possible ni sous la topolo-
gie J; (qui, comme on ’a vu, ne permet pas la création des sauts dans la limite), ni, bien
évidemment, sous la topologie U.

Ainsi, nous avons besoin d’une topologie (plus faible que J;) sous laquelle une suite
des fonctions continues f, peut converger vers une limite discontinue f. En méme temps,
pour qu’on puisse terminer I’étude de 'estimateur du maximum de vraisemblance, cette
topologie doit assurer la convergence de sup,, f,,(u) vers le sup,, f(u) (la fonctionnelle « sup »
doit étre continue pour cette topologie).

Ces deux propriétés sont garanties par les topologies M; et My de Skorokhod. Nous
avons fait le choix d’utiliser la topologie M;, puisque d'une part la topologie M; est plus
forte que la topologie M,, et d’autre part le module de continuité de M; est plus simple
que celui de Ms.

Enfin, rappelons qu’afin de rester fidéle a l'article originel [94] de Skorokhod ainsi qu’aux
livres [10] de Billingsley et [99] de Whitt, nous avons considéré dans cette section des
fonctions définies sur I'intervalle [0, 1], tout en sachant que tout ces résultats restent vrais
en considérant des fonctions définies sur un intervalle [a,b] quelconque. Cependant, les
rapports de vraisemblance normalisés Z,, et leurs limites Z sont des processus stochastiques
sur R. Nous avons donc besoin d’étendre ces résultats aux fonctions définies sur R. Cette
extension est possible grace au fait que les trajectoires de Z,, et de Z ont la propriété d’étre
nulle en +o00o et sera présente dans la section suivante.

2.2 La topologie M; sur ’espace des fonctions cadlag
sur R nulles en +oo

Dans cette section, on présente une extension des résultats sur la convergence faible
des processus sur un intervalle compact au cas des processus sur tout R. Cette extension
est nécessaire pour la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance développée par
Ibragimov et Khasminskii dans [57]. En effet, pour un modeéle paramétrique ott on observe

X® de loi Pén) dépendant d’un parameétre inconnu (a estimer) § € © = («, ), cette

63



méthode consiste a étudier le rapport de vraisemblance normalisé

AR, (x)

ap{

ou U, = Jo ' (a—0),0, (8 —0)[ et ¢, est une suite décroissante vers 0, dite vitesse de
normalisation de la vraisemblance. Une étape clé dans la méthode d’analyse de rapport de
vraisemblance est la convergence faible (moyennant le bon choix de ¢,) de Z,, n € N*¥
vers un certain processus limite Z = Z (non identiquement égal & 1), dit rapport de
vraisemblance limite. Notons que, comme U,, T R, le rapport de vraisemblance limite doit
étre défini sur tout R. Par conséquent, les rapports de vraisemblance normalisés Z,,, n € N*,
ont aussi besoin d’étre prolongés sur R. Comme les valeurs de u telles que |u| est grand
correspondent aux valeurs de parametre 6 + wup,, éloignées de la vraie valeur 6, il est
naturel que Z,(u) soit petit pour ces valeurs de u. On étend donc le processus Z,, sur R en
prolongeant ses trajectoires de sorte qu’elles décroissent vers 0 lorsque u s’éloigne de U,, (en
les gardant continues ou cadlag selon les cas), et on travaille soit dans I’espace des fonctions
continues sur R nulles en +00, soit dans 'espace des fonctions cadlag sur R nulles en +oo.
Notons également que cette propriété d’étre nulle en +o00 permet, grosso modo, de « rester »
dans le cadre des fonctions définies sur un compact (une compactification de R) et étendre
ainsi les résultats de la section précédente : si dans le cas d’un intervalle compact [a, b],
nous avions supposé la continuité aux bords (en a et en b), ici nous supposons encore la
continuité aux bords (en —oo et en +00), mais en fixant les valeurs (en —oo et en +00)
a 0 en plus.

Nous commencons par l'espace ‘KO(U)(R) introduit par Ibragimov et Khasminskii pour
traiter les cas ou les rapports de vraisemblance normalisés et le rapport de vraisemblance
limite sont des processus a trajectoires continues (comme, par exemple, dans les modéles
réguliers ou dans les modeéles avec des singularités de type cusp).

, u € U,,

Définition 2.28. On note 6,(R) espace des fonctions continues sur R tendant vers zéro
en +o00 et on le munit de la topologie uniforme U, induite par la distance uniforme d¥,
ou encore par la norme sup ||-||oo :

d(f.9)=1f —gllw = suplf(w) —g(wl,  f.9 € G(R).

Le module de continuité associé a la topologie U est donné par

A= s () = f@)[+ sup |f(u)
u,vER : Jlu—v|<h |u|>1/h
pour f € %y(R) et h > 0. En particulier, la convergence dans %O(U)(R) peut étre caractérisée
par un théoréme similaire au théoréme 2.2.
Un critére de convergence faible des processus a trajectoires dans CKO(U)(R) est donné
par le théoréme suivant.

Théoréme 2.29. Soient Y,,, n € N*, et Y des processus stochastiques a trajectoires dans
%o(R). Alors, Y, converge faiblement vers Y dans ‘KO(U)(R) si et seulement si :

— les lois fini-dimensionnelles de Y, convergent vers celles de Y ;
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— pour tout € > 0, on a

lim Tim P(AY(Y,) > ¢) = 0.

h—0 n—+oo

Nous rappelons maintenant 1’espace .@éJl)(R) introduit par Ibragimov et Khasminskii
pour traiter les cas ou les rapports de vraisemblance normalisés sont discontinus (comme,
par exemple, dans les modéles de rupture).

Définition 2.30. On note %y(R) l’espace des fonctions cadlag sur R tendant vers zéro
en +oo et on le munit de la topologie J, induite par la distance

A (f, g) = inf{ilelglf(w —g(Aw)| + sup [ — A(U)I}, f,9 € Do(R),

ot le inf est pris sur toutes les bijections A continues croissantes de R dans lui méme.

Le module de continuité associé a la topologie J; est donné par

AV(f) = sup min{|f(u) — f(u)],|f(u) — F(u")|} + sup |f(u)

u,u’ u” €R : u—h<u' <u<u’<u-+h |lu|>1/h

pour f € Zy(R) et h > 0. En particulier, la convergence dans @é‘h)(R) peut étre caractérisée
par un théoréme similaire au théoréme 2.9.

Un critére de convergence faible des processus a trajectoires dans Qéjl)(R) est donné
par le théoréme suivant.

Théoréme 2.31. Soient Y,,, n € N*, et Y des processus stochastiques a trajectoires dans
P0(R). Alors, Y,, converge faiblement vers Y dans .@éJl)(R) si et seulement si :

— les lois fini-dimensionnelles de Y, convergent vers celles de 'Y sur un sous-ensemble

dense T de R ;

— pour tout € > 0, on a

lim Tim P(AY(Y,) >¢) =0.

Comme nous ’avons déja mentionné, pour autant que nous le sachions, jusqu’a présent
la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance n’a été appliquée qu’en utilisant soit
'espace ‘KO(U)(R), soit Iespace .@éJl)(R). L’espace %O(U)(R) a été utilisé, par exemple, pour
les modeles i.i.d. par Ibragimov et Khasminskii dans le cas régulier et dans le cas des
singularités de type cusp (cf. [51, 53,54, 56, 57]), et pour les modéles poissonniens par
Kutoyants dans le cas régulier (cf., par exemple, [63,65,66,68]), ainsi que par Dachian dans
le cas des singularités de type cusp (cf. [30]). Quant & l'espace @éJl)(R), il a été utilisé, par
exemple, pour les modéles de rupture i.i.d. par Ibragimov et Khasminskii (cf. [51,52,57]),
et pour les modéles de rupture poissonniens par Kutoyants (cf. [64,66,68]). Notons que ces
espaces ont également été utilisés pour une multitude d’autres modéles d’observations.
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Cependant, nous ne pouvons utiliser aucun de ces deux espace pour ’étude de notre
modeéle de rupture lisse dans le cas rapide. En effet, rappelons que dans ce cas Z,, est a
trajectoires continues et que Z est a trajectoires discontinues; la convergence de Z,, vers Z
ne peut donc avoir lieu ni dans _@éJl)(R), ni dans %”O(U)(R). Afin de pallier ce probléme,
nous munissons 'espace Z,(R) de la topologie M; qui permet la convergence des fonctions
continues vers des limites discontinues.

Comme dans le cas des fonctions définies sur un intervalle compact considéré dans
la section précédente, afin de définir cette topologie, nous avons besoin des notions d'un
graphe d’une fonction de Zy(R) et de sa représentation paramétrique, qui se définissent de
maniére complétement analogue.

Définition 2.32. Soit f une fonction de Zy(R).

1. Le graphe de f, noté Ty, est le sous ensemble fermé de R* donné par
L= {(u,v) €R*; weR, vel[flur), flu)}.

2. Soit (uy,v1), (ug,v2) € I'y. Nous dirons que (uy,vy) < (uz,vs) $i soit on a u; < us,
soit on a uy = ug et |f(u;—) —v1] < |f(ur—) — wval.

3. Une représentation paramétrique de I'y est donnée par un couple de fonctions conti-
nues (t,y) définies sur R, telles que pour tout (u,v) € I'y, il existe s € R vérifiant
u=1(s) et v=y(s), et que Uapplication s — (t(s),y(s)) est croissante dans le sens
de Uordre introduit ci-dessus, i.e., si s < ¢, alors (t(s),y(s)) < (¢(s),y(s)).

Nous pouvons maintenant définir la topologie M; sur Zy(R).

Définition 2.33. La topologie M, sur Z,(R) est la topologie induite par la distance d)
définie par

dM)(f,g) =inf sup d; ((tl(s), yl(s)); (tg(s), yg(S))>, fr9 € Z(R),

seR
ou le inf est pris sur toutes représentations paramétriques (t1,y1) de I'y et (ta,y2) de T'.

Le module de continuité associé a la topologie M; est donné par

AMI(f) = sup d(f(u); [F (), F@)]) + sup | f(u)]

w,u’ u’ €R : u—h<u' <u<u’’<u-+th |lu|>1/h

pour f € Zy(R) et h > 0. En particulier, la convergence dans QéMl)(R) peut étre caracté-
risée par un théoréme similaire au théoreme 2.18.

Un critére de convergence faible des processus a trajectoires dans .@éMl)(R) est donné
par le théoréme suivant.

Théoréme 2.34. Soient Y,,, n € N*, et Y des processus stochastiques a trajectoires dans
20(R). Alors, Y,, converge faiblement vers Y dans _@éMl)(R) si et seulement si :

— les lois fini-dimensionnelles de Y,, convergent vers celles de Y sur un sous-ensemble
dense T de R ;
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— pour tout € > 0, on a

. v My
lim T P(AM(Y,) > ¢) =0.

Notons que, comme dans le cas des processus sur un intervalle compact (et comme,
d’ailleurs, pour les deux théorémes précédents), en présence de la convergence des lois fini-
dimensionnelles de Y,, vers Y, la deuxiéme condition implique que la famille des mesures
de probabilité induites par les processus Y, n € N*, sur l'espace .@éMl)(R) est tendue, et
garantit donc la convergence faible de Y,, vers Y dans cet espace.

Notons également qu’en tant qu’ensemble 7' dans la premiére condition (ici, comme
dans le théoréme précédent) on peut prendre I’ensemble

Ty ={ueR : P(Y(u—) #Y(u)) =0}.

Notons finalement que la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance permet souvent
d’obtenir les propriétés des estimateurs uniformément par rapport a 8 € K, ou K est un
sous-ensemble compact (arbitraire) de ©. Pour cela, la convergence faible de Z,, = z¥
vers Z = Z© doit étre obtenue uniformément par rapport & § € K, et nous avons donc
besoin des « versions uniformes » des critéres de convergence faible donnés ci-dessus. Pour
le cas de l'espace .@éMl)(R) une telle version peut étre énoncée comme suit.

Théoréme 2.35. Soit 3 un ensemble, et soient Yn(g) etY©) neN*etg e X, des processus
stochastiques a trajectoires dans Zy(R). On suppose que :

)

— les lois fini-dimensionnelles de v, convergent vers celles de Y uniformément par

rapport a ¢ € X ;
— pour tout € > 0, on a

lim Tim supP (A" (v,9) > 2) =0,

h—0 n—+4o0 ceK

Alors, v, converge faiblement vers Y©) dans @éMl)(R) uniformément par rapport a g € Y.

2.3 Meéthode d’analyse de rapport de vraisemblance et
9 (Ml)
I’espace 7, "(R)

Dans cette section, nous montrons comment les techniques utilisées dans la méthode
d’analyse de rapport de vraisemblance dans le cas de ’espace _@éJl)(R) s’adaptent au cas
de I'espace @éMl)(R).

On se place toujours dans le cadre (décrit au début de la section précédente) d’un modeéle
paramétrique avec le rapport de vraisemblance normalisé Z,, = Z” . Pour montrer que Z,
converge faiblement vers un rapport de vraisemblance limite Z = Z( dans un des espaces
fonctionnels décrits dans la section précédente, nous avons besoin, en particulier, de vérifier
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la deuxiéme condition (celle sur les modules de continuité) du critére de convergence faible

correspondant. Dans le cadre de ’espace .@é‘h)(R)7 cette condition est vérifiée en controlant
d’une part les « modules de continuité restreints » aux intervalles de longueur 1, et d’autre
part les queues de Z,, (cf. la section 5.3 de Ibragimov et Khasminskii [57]). Le théoréme

suivant montre que cette technique est également valable dans le cadre de ’espace @(EMI) (R).
Avant de I’énoncer, rappelons que le module de continuité associé & la topologie M; est
donné (en récrivant le sup un peu différemment) par

AP (f) = sup sup  d(f(u); [f(), f@)]) + suwp [f(w)]  (2.1)

ueR u—h<u/<u<u/’<u+t+h |u|>1/h

pour f € Zy(R) et h > 0. Introduisons également le module de continuité restreint & un
intervalle [A, B] C R défini par

AMI(f:[A,B]) = sup sup d(f(u); [f(), f(u")])

u€lA,B] u—h<u/'<u<lu”<u+h
pour f € Zy(R) et h > 0.
Théoréme 2.36. Soit un compact K C ©. On suppose que :
(A) il existe v > 0 tel que pour tout h >0, n e N, [ €Z et €K, on a

P, (AEZM”(Z}L”; 1,1+ 1]) > m) < B()n, (2.2)

ot B(-) est une fonction de croissance (au plus) polynomiale ;

(B) il existe k > 0 tel que
By ZY2(u) < exp{—s lul} (23)

pour tout n € N*, u € R et 0 € K.
Alors :
(1) il existe b,C' > 0 tels que pour tout n € N*, l € Z et § € K, on a

Pe( sup Zn<u>>exp{—b|u}) < Coxp{—bl]} : (2.4)

I<u<i+1

(71) il existe b,C > 0 tels que pour tout n € N*, A€ N et €K, ona

Pg(sup Zn(u) > exp{—bA}) < Cexp{—-bA}; (2.5)

|u|>A
(i13) pour tout e >0, on a

lim lim sup Pg(Ang)(Zn) >¢) =0.

h—0 n—+00 gek
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Avant de démontrer ce théoréme, notons qu’en présence de la convergence (uniforme
par rapport a 6 € K) des lois fini-dimensionnelles de Z,, vers Z, I'affirmation (iii) permet
d’appliquer le théoréme 2.35 et d’obtenir ainsi la convergence faible (uniforme par rapport

a0 € K) de Z, vers Z dans @éMl)(R). La vitesse de convergence et la loi limite de 'EMV
peuvent ensuite étre déduits de cette convergence faible (plus de détails seront donnés
dans la section 2.5).

Notons également que 'affirmation (ii) joue aussi un roéle important lors de 1'étude
de 'EMV. Elle permet, notamment, d’obtenir la convergence des moments de cet estima-
teur (cf. la section 5.4 de Ibragimov et Khasminskii [57]).

Preuve. Notons tout d’abord que pour montrer (i), il suffit de montrer qu’il existe des
constantes by, by, C' > 0 tels que

Po( sup () > exp{-bil} ) < Coxp{-bal} (26)
I<u<i+1
En effet, en prenant b < min{by, by}, on a exp{—>b; |l|} < exp{-0b|l|}, i = 1,2, et donc

P9< sup Zn(u)>exp{—b|l|}) §P9< sup  Z,(u) > exp{—b Ill})

I<u<i+1 I<u<i+1
< Cexp{—b2|l|}
< Cexp{-0|l}.
Afin de montrer (2.6), on divise l'intervalle [I,] + 1] en m parties égales en utilisant

les points | = ug < u; < --- < u,, = [+ 1, ot on fixera m plus tard. Donc, pour tout
[<u<l+1,ilexiste ] <k <mtel que up_; <u<ug etona

Z)?(u) < max{Z}*(wp_1), Zy/*(u) }+d(zl/2( ) (222 (up—), Zp? (uy)])
< max{ 2}/ (uw1), 2 (ui) } + AU (222 1,1+ 1]).
Par conséquent,

sup  ZY%(u) < max Z1/2(ul)+A1/m (ZY2 1,1+ 1)). (2.7)

I<u<l+1 0<i<m

Ainsi, pour tout b > 0, on peut écrire

—b|l
Pe( sup  Zp?(u) > exp{—b]l|}> < Pg(max ZM2(;) > exp{—b| ‘})
I<u<i+1 << 2

+ Py (AIA/{Q(ZW [1,1+1]) > eXp{%“”)

Pour le premier terme, pour tout & > b, on a

e g 72700 > S <, (s 270y LY

0<i<m 2 0<i<m 2
< = [l]}
<§ P.( 71/2 ; % )
B i=0 0( " (U) ~ 2
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Or, en utilisant I'inégalité de Markov et (2.3), pour 0 <[ <wu <1+ 1, on obtient
b |l
Py (Z}/z(u) > M) < 2exp{V/ |l\}E9Z71/2(u)
< 2exp{l |l|} exp{—x |u|} (2.8)
< 2exp{V/|l|} exp{—r |I[}
= 2exp{(t' — »)|ll},
et pour [ <u <[+ 1 <0, on obtient

-l
Po( 21w > S < poxp iy exp(r )
< 2exp{¥' I} exp{—r (| — 1)}
= 2e" exp{ (V' — K)|l|}.
Par conséquent,

P9<max ZY2 (u;) > M) < Zm:%“ exp{(t/ — x)|l|}

0<i<m 2
= 2e"(m + 1) exp{(t/ — r)|l|}.

Pour majorer le deuxiéme terme, on choisit m = |27 exp{b|l|/v}| + 1. Comme on a
m > 27 exp{b|l|/v}, on obtient (1/m)” < exp{—b|l|}/2, d’oil
(My) [ 71/2, exp{—b|l|} (M1 1/2. L
<Al/m(Z L1+ 1]) > —5 AP (71 [ll+1])>mV
B()
my
Ainsi, en choisissant b et b’ tels que b < b et (1/24 1/7)b+ ' < Kk, on obtient

o sup Zu) > exp{-bli}) < Po( sup 210> exp{-bll/2})

I<u<i+1 I<u<i+1

<

<Py sup 20) > expl-b11)
I<u<l+1

B()

< 2¢"(m+ D exp{ (V' — w)lIf} + —

< 26" (2 expb]/7} + 2) exp{(¥ — i} + 2 exp{-bJ1)

= 27 exp{ (b + 1/ — I} + e expl (0 — W)Y+ o exp{ b ]}
= exp{—b|l|/2} |2V e" exp{ ((1/2+ 1/)b+ b — k) |l|}
+4de” exp{(b/2 + b — r)|l|} + —= B(Z) exp{—b|l|/2}
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< exp{—b]l|/2} {ZI/VHe“ + 4e + @ exp{—b |l|/2}]
< Cexp{-0|l|/2},

car B(l)exp{—b|l|/2} est borné. Comme on ’a déja noté ci-dessus, ceci montre (7).
Maintenant pour (7i), on a

Pg(sup Zn(u) > exp{—bA}) < Zm( sup  Zn(u) > exp{—bA}>

Ju|>A = AH<u<A+I+1

+ ZPQ( sup Zy(u) > exp{—bA}).

>0 —A-l—1<u<—A—1

Pour la premiére somme, on obtient

Zm( sup Zn(u)>exp{—bA})

1>0 A+ISu<A+I+1

< Z P@( sup  Zn(u) > exp{—b(A + l)})
A+ISu<A+I+

<(C Z exp{—b(A+1)}

>0

< Cexp{—-bA} Z(e‘b)l

< Cexp{—bA} N ! —
—e

= " exp{—b A}.

La deuxiéme somme se traite de maniére similaire, ce qui termine la preuve de (i1).

Il reste & montrer (i77). On commence par vérifier que 'inégalité suivante est valide dés
que h < 1/A:

P, (A,&Mﬂ(zn) > e) <P, (AgM”(zn; [~ A, A]) > g) + P9<|i&a Zn(u) > %) (2.9)

Pour cela on montre l'inclusion
{AgMﬂ(Zn> > g} c {Afj””(zn; [~ A, A]) > g} U { sup (Z,) > g} (2.10)

Par complémentaire, supposons que

AM(Z,31-A, A)) <



et montrons que
AMI(z ) <&

Pour le deuxiéme terme de la définition (2.1) de AéMl)(Zn), comme 1/h > A, on a

sup (Z,) < sup (Z,) < E
[u|>1/h u|>A 2

Afin de majorer le premier terme de A%Ml)(Zn), que l'on note

AMNZ) =sup  sup d(Za(u), [Za(u), Za(u"),

ueER u—h<u/<u<u’’<u+h

on majore d’abord la distance d(Z,(u), [Z,(u'), Z,(u")]).
1. Pour u € [-A, A], on a

2. Pour u ¢ [—A, A], on a soit v’ ¢ [—A, A], soit u” ¢ [—A, A] (supposons que c’est u'),
et donc

d’ou
Ainsi, on obtient

et, par conséquent, I'inclusion (2.10) et Iinégalité (2.9).
Pour le deuxiéme terme de (2.9), pour A assez grand (tel que €/2 > exp{—bA}), on a

Pg(sup Z,(u) > g) < Pg(sup Z,(u) > exp{—bA}) < Cexp{—bA}.

|u|>A |u|>A

On peut donc rendre ce terme aussi petit que ’on veut en fixant un A suffisamment grand.
Maintenant, afin de majorer le premier terme de (2.9), on montre d’abord que

A (Z,; [~ A, A]) < 2M, A (2112 [ A, A)), (2.1

ot My, = Supj,1<a41 Z}/Q(u). On considére ici et dans la suite que h < 1. En utilisant

I'inégalité élémentaire

la*> — b*| = |a — b| (a +b) < 2]a — bl max{a,b}, a,b>0,
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pour tout —A <wu < Aetu—h<v<u+ h on obtient

|Zn(u) = Zn(v)| = [(Z3/*())* = (Z3/(v))?|
< 2|Z)2(u) — ZY?(v)| max{ Z,/*(u), Z}/*(v)}
< 2|Z)2(u) — ZY*(v)| M,
d’on (2.11).

Dongc, pour tout 0 < h < 1, on a

P, (AELM”(Z”; [~ A, A]) > mﬂ) < P9<2MnAng>(Z;/2; [~ A, A]) > h7/2>

< Py(AMM (213 [-A, A]) > ) + Py (20, > h12)
1

A

S P, (Ang)(Z;/Q; 1,1+1]) > m) + Py (2M, > h?)
——A

< B'(A)h +Py(2M,, > h™/?),

o~

ou B'(A) = S, B(D).

Pour majorer la derniére probabilité, on divise 'intervalle [-A—1, A+1] en m = [h~7/4]
parties égales en utilisant les points ug = A -1 < u; < -+ < u,, = A+ 1. Par un
raisonnement similaire & celui qui a été fait pour montrer (2.7), on a

M, < max Z*(u;) + A%(Z%Q;[—A—l,/l—i—l]),

0<i<m

et par conséquent,

h=/2 h=/2
Pg(Mn> 9 ) §P9(max Z1/2(u1)> 1 )

0<i<m

(My) 1/2. . h_7/2
+ Py AQM(Z [FA—-1,A+1]) > )

Pour le premier terme, comme
EZ)?(u) < exp{—r[ul} <1,

m < h="* et h < 1, on obtient

h—/2 m hﬂ/2
1/2 1/2(
Py (Orilzzgcn 712 (u;) > ) 5 Py (Z (u;) 1 )

2
<ZEZ”uZ

h—"/2

4(m—i—1)
= h/2
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8h~/4
L —
- h/2
= 8h/*,

Pour majorer le deuxiéme terme, notons d’abord que comme

h/? N . 2A+2\7  [(24+2Y 0
4 oo 0 ¢ m RN

pour h suffisamment petit on aura h=/2/4 > ((2A+2)/m)’. Par conséquent, et en notant
que m > h_7/4/2, on peut écrire

p A(Ml) ZI/Q‘ a4 h_’Y/Q
0 2147+2( n a[ A ]-7A+1D> 4

;
<p, (Aiﬁl(zy% CA—1A+1) > (2“2) )

m

< (4A+4) B'(A+ 1)/,
et finalement
Py (2M,, > h™/?) < 8h/* 4 (4A+4)Y B'(A+ 1) ""/4,
Ainsi, pour h suffisamment petit, on a
Py (AL (Zs[-A4, 4)) > 5) < Py (AN (Z,5[-A, 4]) > 1772
< B(AYVR + 804 + (4A+4)77 B'(A+ 1) k774,

et donc ce terme devient aussi petit que 'on veut lorsque h — 0, ce qui termine la preuve
de (ii). ]

Nous finissons cette section par quelques remarques qui permettent d’élargir le champ
d’application du théoréeme 2.36.

Remarque 2.37. Le théoréme 2.36 reste vrai si au lieu de (A) on suppose :
(A") il existe 1,72, hg > 0 tels que pour tout 0 < h < hg, n € N*, l € Z et 0 € K, on a

Pe(AgM”(Z;/?; 11+1]) > ml) < B(l) b, (2.12)
ot B(-) est une fonction de croissance (au plus) polynomiale.
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En effet, en prenant v < min{vy;,72}, pour 0 < h < hg, on a
P, (A,gMﬂ(Zg/Z; 1,1+1]) > m) <Py (Ang>(Z;/2; 1,1+1]) > ml) < B()I™ < B() I,

et pour h > hg, on a
1

K.
hg

P, (AELM”(Z;/Q; [0,1+1]) > h’Y) <1<
Ainsi, pour tout h > 0, on obtient
P, (AgM1>(Z;/2; 1,1+1]) > m) < B ()W
avec B*(1) = max{B(l), (1/ho)"}, ce qui démontre (A).

Remarque 2.38. Le théoréme 2.36 reste vrai si au lieu de () on suppose :
(B') il existe k > 0 et une fonction g positive et croissante sur [0, 4o00] vérifiant g(1) > k1
pour tout | € N, tels que
EoZ,/(u) < exp{—g(|ul)}, (2.13)

pour tout n € N*, u € R et € K.

En effet, il suffit de faire des petites adaptations dans la preuve. Par exemple, I’enchaine-
ment d’inégalités (2.8) devient
=V |l
Py <Z,1L/2(u) > M) < 2exp{l/ ||} EgZY/(u)

< 2exp{t [I|} exp{—g(|ul)}

< 2exp{V/[I]} exp{—g(|l])}

< 2exp{V/[l[} exp{—r [I[}

= 2exp{(V' — w)[I[}.
Notons que cette remarque permet, entre autres, d’appliquer le théoréeme dans le cas ou
g(u) = kmin{u,u*} avec k > 0.

Remarque 2.39. Si dans les hypothéses du théoréme 2.36 on suppose que I'inégalité (2.2)
n'est vérifiee qu’'a partir d'un certain rang ng € N* (au lieu de I’étre pour tout n €
N*), on aura évidemment les inégalités (2.4) et (2.5) a partir de ce méme rang ng, et
laffirmation (ii7) restera vraie. Les mémes considérations s’appliquent, bien entendu, aux
inégalités (2.3), (2.12) et (2.13).

Remarque 2.40. On peut remplacer A € N par A € [1, +oo[ dans laffirmation (i¢) du
théoréme 2.36. En effet, pour tout A > 1, on a A/2 < |A] < A, et on peut donc écrire

Py <|1SJ1>I?4 Zn(u) > exp(—b A/Q)) <Py (UTBEM Zn(u) > exp(—bLAJ))
< Cexp(—blA])
< Cexp(—bA/2).

Ainsi, on obtient bien I'inégalité (2.5) (avec b/2 a la place de b).
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2.4 Quelques outils pour I’étude du module de conti-
nuité associé a la topologie M,

Dans cette section, nous allons développer quelques outils pouvant faciliter I’étude des
modules de continuité associés a la topologie M;. Pour simplifier le cadre de l’exposi-

tion, nous considérons des fonctions définies sur un intervalle [a,b] C R et le module de

continuité correspondant w,(lMl)( f). Cependant, les résultats qu’on obtient se transposent

directement aux modules de continuité restreints A;LMI)( f;[A, B]) des fonctions définies
sur R (plus de détails seront donnés a la fin de la section). Notons également que toutes
les notions qu’on introduit, ainsi que la plupart des résultats qu’on obtient, se transposent
sans difficulté aux fonctions définies sur R. Par contre, ce n’est malheureusement pas le
cas des résultats concernant le module de continuité w,(lMl)( f) (ni de ceux concernant le

module de continuité waU)( f)) a cause du deuxiéme terme de la définition (2.1) du module

de continuité Agle)( f). Néanmoins, comme on l’a vu dans la section précédente, dans le
cadre de la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance le module de continuité sur R
est controlé grace au théoréme 2.36, dont la condition (.A) pourra étre vérifiée en utilisant
les résultats sur les modules de continuité restreints.

2.4.1 Modules de croissance et de décroissance

Nous introduisons les modules de croissance et de décroissance & 1’aide de la définition
suivante.

Définition 2.41. Soient f une fonction définie sur un intervalle [a,b] C R et h > 0.

1. On appelle module de croissance de f la quantité

GH) = s (o) = f(w), .

u,v€a,b] : u<v<u+h
2. On appelle module de décroissance de f la quantité

wy, (f) =wy (=f) = sup (f(v) = flu))_.

u,v€[a,b] : u<v<u+h

Rappelons que, pour = € R, les notations x, et x_ désignent respectivement la partie
positive et la partie négative de z, données par

ry = max{z,0} = |I|2+ - et  x_=(—x); = —min{z,0} = |x|2— ° :
et que nous avons x = x, —z_ et || =z, + x_ = max{r ,z_}.

Notons qu’aprés avoir introduit les notions des modules de croissance et de décroissance,
nous avons découvert que ces termes ont déja été utilisé dans [2] et [7] pour désigner des
objets trés similaires. La différence est que dans leur définition |z|+z et |x| —z sont utilisés
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au lieu de la partie positive et de la partie négative respectivement (et comme cela abouti
a des quantités deux fois plus grandes, nous avons préféré garder notre définition initiale).
Notons également que si f est une fonction croissante, on a évidemment w, (f) = 0 pour
tout » > 0. De méme, si f est une fonction décroissante, on a w; (f) = 0 pour tout h > 0.
Les résultats suivants présentent des relations entre certains modules de continuité
dans Z([a, b]) et les modules de croissance et de décroissance.

Proposition 2.42. Soit f € 9([a,b]) et h > 0. Alors,

Wi (f) = max{w;f (f),w; (f)}.

Preuve. On a

o= swp |fw) - fa)= sup [f(v) — f(u)]

u,u/ €[a,b] : lu—u/|<h u,v€a,b] : u<v<u+h

= sw max{(f(v) - fw). (fv) - f(w)_}

u,v€a,b] : u<v<u+h
= max{wy (f),wy, ()},
ce qui termine la preuve. O]

Théoréme 2.43. Soit f € P([a,b]) et h > 0. Alors,

™ (f) < min{wf (£), w5 ()} (2.14)
Preuve. Rappelons tout d’abord que
() = sup d(f(wy; [F(), (")

u,u/ u’€[0,1] : u—h<u'<u<u” <u+h

Si f(u) € [f(u), f(u")], nous avons d(f(w); [f(«'), f(u")]) = 0 < min{w; (f),w;, (f)}.
Sinon, f(u) — f(u') et f(u) — f(u”) sont de méme signe. Supposons qu’ils sont tous les
deux positifs (le cas ot ils sont négatifs se traite de la méme maniére). Alors, on a

A () (), F]) = min{ f(u) — £, F0) = ()}
= min{ (f(u) — f(u/))Jr, (f(u") = f(u)) _}
< min{w}! (f),w, (f)}.

Ainsi, dans tous les cas nous avons d(f(u); [f(«), f(u")]) < min{w/ (f),w; (f)}, don
le résultat. O

Comme corollaire immédiat de ce théoréme, on retrouve le fait que si f est une fonction
monotone, on a w,(lMl)(f) = 0 pour tout ~ > 0.
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Notons également que, comme le montrent les deux exemples suivants, dans le théo-
réme 2.43 l'inégalité (2.14) peut étre stricte, méme si pour certaines fonctions il peut y
avoir égalité pour tout h > 0.

Exemple 2.44. Soit f la fonction définie sur [0, 3] par
U, si0<u<l,
flu) =<1, sil<u<2,
3—u, si2<u<3.

Nous avons clairement w; (f) = w; (f) = min{h, 1}. D’autre part, il n’est pas difficile de
voir que

0, sihﬁ%,
wM(f)=3h-1L sil<h<i
1, sihzg.

Nous voyons donc que w,(lMl)(f) < min{wj (f),w;, (f)} pour 0 < h < 3/2.
Exemple 2.45. Soit f la fonction définie sur [0, 2] par

2u, si0<u
u) =
f(u) {3—u, sil<u

Nous avons clairement w; (f) = min{2h,2} et w; (f) = min{h, 1}. D’autre part, il n’est

pas difficile de voir que ngl)( f) = min{h, 1}. Par conséquent, nous avons bien 'égalité

w,(lMl)(f) = min{w; (f),w; (f)} pour tout A > 0.

Les résultats précédents permettent, entre autres, de relier le module de continuité
correspondant a la topologie M; d’une fonction dont tous les sauts sont de méme signe
au module de continuité uniforme de sa partie continue. Notons que nous avons également
besoin de supposer la sommabilité des sauts pour garantir ’existence de la partie continue.
Plus généralement, la décomposition d’une fonction cadlag f quelconque en une partie
continue et une partie « pur saut » est possible si et seulement si ses sauts sont (absolument)

sommables :
S IF() = f(t=)] < +oo,

teT

ot T est 'ensemble (au plus dénombrable) des points de discontinuité de f. Notons enfin
que la partie continue est définie a une constante additive prés. Cependant, les divers
modules de continuité (ainsi que ceux de croissance et de décroissance) sont bien définis,
car ils ne font intervenir que les accroissements de la fonction.

Théoréme 2.46. Soit h > 0 et f € P([a,b]) une fonction dont les sauts sont de méme
signe et sommables. Alors, nous avons

WM™ () <wP(f),

ot f.. est la partie continue de f.
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Preuve. Soit h > 0 et f € Z([a,]).
Supposons que les sauts de f sont tous négatifs. Alors, pour tout u,v € l[a,b] tels
queu <v<u-+h,ona

(fw) = fw), < (fe(v) = fo(uw)),
et donc

Ainsi, par la proposition 2.42 et le théoréme 2.43, on obtient

Wi (f) < min{wy (), wp ()} < wif (f)
< wi (fe) < max{wif (fo), wp (fo)} = Wi (fo).

Finalement, si les sauts de f sont tous positifs, il suffit d’appliquer le méme raisonnement
en majorant w;, (f) plutot que w;"(f). O

2.4.2 Croissance et décroissance lipschitziennes

Nous introduisons maintenant les notions de croissance et de décroissance lipschit-
ziennes et montrons comment celles-ci sont reliées aux modules de croissance et de décrois-
sance.

Définition 2.47. Soient f une fonction définie sur un intervalle [a,b] C R.

1. On dit que f est de croissance lipschitzienne, s’il existe une constante L > 0 telle
que

(f(v) = f(uw), < L(v—u)
pour tout u,v € [a,b] tels que u < v. Dans ce cas, on dit également que f est de
croissance L-lipschitzienne.

2. On dit que f est de décroissance lipschitzienne, si la fonction —f est de croissance
lipschitzienne, c’est-a-dire s’il existe une constante L > 0 telle que

(f(v) = f(w))_ < L(v —u)

pour tout u,v € [a,b] tels que u < v. Dans ce cas, on dit également que f est de
décroissance L—lipschitzienne.

Notons que dans la définition de la croissance L-lipschitzienne, d’une maniére équiva-
lente, on pourrait utiliser f(v) — f(u) a la place de (f(v) — f(u))+, ou encore demander
simplement que le rapport
v—u
soit majoré par L pour tout u,v € [a,b] tels que u # v. De méme, pour la décroissance
L-lipschitzienne, on pourrait utiliser — (f(v)— f(u)) ala place de (f(v)— f(u))_, ou encore
demander que le rapport (2.15) soit minoré par L.
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Notons également que la proposition suivante est trivialement vérifiée.

Proposition 2.48. Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b] C R.

1. Si f est L-lipschitzienne (avec un certain L > 0), alors f est a la fois de croissance
L-lipschitzienne et de décroissance L—lipschitzienne.

2. Si f est ala fois de croissance Li—lipschitzienne et de décroissance Lo—lipschitzienne
(avec Ly, Ly > 0), alors f est L-lipschitzienne, avec L = max{Li, Lo}.

Le théoréme suivant montre le lien entre la croissance (resp. la décroissance) lipschit-
zienne et le module de croissance (resp. de décroissance).
Théoréme 2.49. Soit L > 0 et f une fonction définie sur un intervalle [a,b] C R.

1. La fonction f est de croissance L-lipschitzienne si est seulement si w; (f) < Lh,
pour tout h > 0.

2. La fonction f est de décroissance L-lipschitzienne si est seulement st w; (f) < Lh,

pour tout h > 0.

Preuve. 11 suffit de montrer la premiére assertion du théoréme (car la deuxiéme se rameéne
a la premiére en considérant la fonction — f).

Soit f une fonction sur [a, b] de croissance L-lipschitzienne et h > 0. Alors, pour tout
u,v € [a,b] tels que u < v <wu+h, on a

(f(v) = f(u)), < L(v—wu) < Lh,
et donc
wyf (f) < Lh.

Soit maintenant f une fonction sur [a, ] telle que w; (f) < Lh pour tout h > 0. Alors,
pour tout u,v € [a,b] tels que u < v, nous avons

(f(v) = f(w), < wis (f) < L(v =),
ce qui termine la preuve. O

Le théoréme suivant montre qu’une fonction dérivable dont la dérivée est bornée su-
périeurement (resp. inférieurement) est forcément de croissance (resp. de décroissance)
lipschitzienne.

Théoréme 2.50. Soit L > 0, [a,b] C R et f € €(|a,b]). On suppose de plus que f est
dérivable sur ]a,bl.

1. La fonction f est de croissance L-lipschitzienne si et seulement si f'(t) < L pour
tout t € Ja, b|.

2. La fonction f est de décroissance L-lipschitzienne si et seulement si f'(t) > —L pour
tout t € |a,b].
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A titre de comparaison, rappelons que sous les conditions de ce théoréme, la fonction f
est L-lipschitzienne si et seulement si |f'(t)] < L pour tout ¢ € Ja,b], ce qui, d’ailleurs,
peut se déduire directement du théoréme (en tenant compte de la proposition 2.48).

Preuve. De nouveau, il suffit de montrer la premiére assertion du théoréme (car la deuxiéme
se raméne a la premiére en considérant la fonction — f).

On suppose d’abord que f’(t) < L pour tout t € Ja,b[. Alors, par le théoréme des
accroissements finis, pour tout u,v € [a, b tels que u < v, il existe x € Ju, v[ vérifiant

fw) = fu) = fi(z)(v - ),
d’ou
fw) = flu) < L{v —u),
c’est-a-dire f est de croissance L-lipschitzienne.

Supposons maintenant qu’il existe u € |a, b tel que f’(u) > L. Alors, au voisinage du
point u, on peut trouver un point v tel que

0=
v—u
ce qui contredit le fait que f est de croissance L-lipschitzienne. O

En fait, ce théoréme se généralise aux fonctions de € ([a, b]) « dérivables par morceaux ».
Plus précisément, il se généralise aux fonctions continues sur [a, b] et dérivables partout
sur |a, b[ sauf en un nombre fini de points ou, autrement dit, aux fonctions f € € ([a,b])
telles que Card(Ja,b[\ Dy) < +o0, ot I'on a noté

Dy ={u € a,b] : f est dérivable au point u}
I’ensemble de points de dérivabilité de f.

Théoréme 2.51. Soit L >0, [a,b] CR et f € €([a,b]) telle que Card(]a,b[\ D) < +o0.

1. La fonction f est de croissance L-lipschitzienne si et seulement si f'(t) < L pour
tout t € Dy.

2. La fonction f est de décroissance L-lipschitzienne si et seulement si f'(t) > —L pour
tout t € Dy.

Preuve. Nous montrons toujours seulement la premiére assertion du théoréme (car la
deuxiéme se raméne a la premiére en considérant la fonction —f). De plus, comme la
preuve de la nécessité faite dans le théoréme précédent reste valable dans ce cas, nous
montrons uniquement la suffisance.

On suppose donc que f'(t) < L pour tout ¢t € Dy, on fixe u,v € [a,b] avec u < v,
on pose m = Card(]a,b[\Df), et on note a = ay < a1 < - < Ay < Apy1 = b,
ot {ai,...,an} =la,b]\ Dy.
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S’il existe ¢ € {0,...,m} tel que u,v € [a;, a;41], alors on peut utiliser le méme raison-
nement que dans la preuve du théoréme précédent pour conclure que

fw) = f(u) < L(v —u).

Maintenant, on suppose qu’il existe i € {1,...,m} tel que u € [a;_1,a;[ et v € ]a;, a;11].
Alors, en appliquant le théoréme des accroissements finis sur [u, a;] et sur [a;, v], on obtient
encore

f) = f(u) = (f(v) = fa:)) + (f(a;) = f(u)) < L(v = ai) + L(a; — u) = L(u - v).

Ce raisonnement se généralise facilement au cas ou il y a plusieurs points de non-

dérivabilité de f entre u et v. En effet, supposons qu’il existe i, j € {0,...,m} avec j—i > 1,
tels que u € [a;, a;11] et v € ]a;, aj41]. Alors, en appliquant le théoréme des accroissements
finis sur chacun des intervalles [u, a;11], [@iy1, Gital, - - ., [aj_1,a;], [a;,v], on obtient toujours

f) = flu) = (f(v) = flaj)) + (f(a;) = f(a;-1))
+oee (f(az'+2) - f(ai+1>) + (f(ai—H) - f(u))

< L(v —a;) + L(a; — aj1) + -+ + L(air2 — i) + L(aiv — u)
= L(v—u).
Ainsi, f est bien de croissance L-lipschitzienne. [

Notons que ce théoréme n’est pas valable si au lieu des fonctions de €'([a, b]) dérivables
par morceaux, on considére les fonctions de Z([a,b]) dérivables par morceaux. En effet,
la fonction f(u) = 1g>1y, v € [0,2], est dérivable sur Dy = ]0,2[\ {1} avec f'(u) = 0
sur Dy. Or, elle n’est pas de croissance lipschitzienne (notons qu’elle est de décroissance
L-lipschitzienne pour tout L > 0). Cependant, si on considére qu’au point 1 cette fonction
admet une dérivée égale a 400, le théoréme « restera vrai » : la dérivée est minorée par —L
pour tout L > 0, et n’est majorée par aucun L > 0.

Une maniére de généraliser le théoréme précédent aux fonctions de Z([a, b]) dérivables
par morceaux passe par l'extension suivante de la notion de la dérivée. Pour une fonc-
tion f € Z([a,b]), on note Dy I'ensemble des points u € |a, b| tels que

flut9) = flu—29)
5+ 0

admet une limite dans R U {—o00, 400} lorsque § N\, 0 et ¢ \, 0 simultanément. Pour
u € ﬁf, on appelle cette limite « dérivée étendue » de f au point u, et on la note f°(u).
Notons que f°(u) = f'(u) si f est dérivable en u, et que f°(u) = +oo si f admet un
saut positif au point u, et f°(u) = —oo si f admet un saut négatif au point u. En par-
ticulier, Ef contient Dy, ainsi que 'ensemble T des points de discontinuités de f (mais
il peut également contenir d’autres points comme, par exemple, des points au voisinage
desquels la fonction f se comporte comme la fonction u — sign(u)\/m le fait au voisinage
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de 0). Notons que pour la validité du théoréme suivant il aurait suffi d’étendre la dérivée
a l'ensemble Dy U TF, mais nous trouvons l'extension proposée ci-dessus plus élégante.

Théoréme 2.52. Soit L >0, [a,b] CR et f € P([a,b]) telle que Card(]a, b\ D) < +oo0.

1. La fonction f est de croissance L-lipschitzienne si et seulement si f°(t) < L pour
tout t € Dy.

2. La fonction f est de décroissance L-lipschitzienne si et seulement si f°(t) > —L pour
tout t € Dy.

Preuve. Nous montrons, encore une fois, seulement la premiére assertion du théoréme (car
la deuxiéme se raméne a la premiére en considérant la fonction — f).

La preuve de la suffisance suit le méme schéma que celle du théoréme précédent. On
suppose que f°(t) < L pour tout ¢t € Dy et, comme avant, on fixe u,v € [a, b] avec u < v,
on pose m = Card(]a, b\ Df), et on note a = ag < a1 < < Ay < Gpy1 = b,
ou{ay,...,an} =la,b[\ Dy.

Nous traitons uniquement le cas ot il y a plusieurs points de non-dérivabilité de f entre
u et v (le cas ot il y en a un seul s’adapte de la méme maniére, et le cas ou il n’y en a pas
est le méme qu’avant). On suppose donc qu'il existe 7,5 € {0,...,m} avec j —¢ > 1, tels
que u € [a;, a;11] et v € |aj, ajiq].

Notons que, comme f°(t) < L < 400, les sauts de la fonction f sont tous négatifs, et
donc, en particulier, f(a;) — f(a;—) < 0 pour tout 7 € {1,...,m}.

Introduisons également, pour tout i € {0, ..., m}, la fonction

f(CLH_l—), siu= iy,

fi(u) = {f(U)j st u € [a, aial,

qui est, en fait, le prolongement continu sur [a;, a;41] de la restriction sur |a;, a;41[ de f.
En appliquant le théoréme des accroissements finis aux fonctions f;, fiy1,..., fi—1, f;
sur les intervalles [w, a;1], [@it1, @ival, - . ., [@j—1, a;], [a;, v] respectivement, on peut écrire

fw) = flu) = (f(v) = f(az)) + (flay) = fla;=)) + (f(a;=) = fla;-1))
+eeF (f(ai+2_) - f(az‘+1)) + (f(ai—i-l) - f(ai—i-l_)) + (f(ai+1—) - f(U))
< (f(v) = flay)) + (fla;=) = fla;-1))
+o (f(ai+2_) - f(az‘+1)) + (f(ai—l-l_) - f(u))
(fi(v) = fi(ay)) + (fi-r(a;) = f-1(a;0))
+ - 4 (firr(aive) = firr(ainr)) + (filai) — fi(uw))
< L(v—aj) + L(a; — aj—1) + - + L(@iy2 — aiy1) + L(aip1 — u)
L

(v—u).

v)
(v

Ainsi, f est bien de croissance L-lipschitzienne.
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Supposons maintenant qu’il existe u € 5f tel que f°(u) > L. Alors, au voisinage du
point u, on peut trouver des points v’ et u” tels que

flu) = f”)

u = u

> L,

ce qui contredit le fait que f est de croissance L-lipschitzienne. ]

Pour conclure cette section, précisons que les résultats présentés se transposent aux
modules de continuité restreints

AMI(f:[A,B]) = sup sup d(f(u); [f(u), f(u"))

u€lA,B] u—h<uw/ <u<lu/’ <u+h

et
AV(F1AB) = sup  sup  |f(u) — f(v)],

u€lA,B] u—h<v<u+h

en utilisant les modules de croissance et de décroissance restreints
Ay (f;[A, B]) = sup(f(v) — f(u)), .

ol le sup est maintenant pris sur tous les réels u,v tels que (au moins) un des deux
appartient a [A, Bl et u < v < u+ h.

2.5 Etude de PEMYV dans le cas rapide du modéle pois-
sonnien rupture lisse

Dans cette section, nous terminons I’étude du modéle poissonnien de rupture lisse en-
tamée dans le chapitre 1, en établissant les propriétés de 'estimateur du maximum de
vraisemblance dans le cas rapide. Pour cela, nous utilisons la « version M; » de la méthode
d’analyse de rapport de vraisemblance développée dans les sections 2.2 et 2.3, ainsi que les
outils élaborés dans la section 2.4 pour I’étude des modules de continuité correspondant
a la topologie M;. Nous verrons également comment l'utilisation de la version M; de la
méthode d’analyse de rapport de vraisemblance (au lieu de sa version classique utilisant
la topologie J;) peut permettre, dans certains cas, de simplifier ’étude de 'EMV dans des
modeéles de rupture considérés auparavant.

Rappelons tout d’abord briévement le modéle poissonnien de rupture lisse, ainsi que
les résultats obtenus pour ce modéle dans le chapitre 1. Soit 0 < @ < 8 < 7 des constantes
connues, ¥ une fonction continue strictement positive connue sur [0,7], et r # 0 une
constante connue vérifiant r > — ming<;<, 1(t). Soit également (d,), .y~ une suite connue
décroissante vers 0. On observe X™ = (Xy,...,X,,), ot les X; = (Xj(t), 0<t< 7'),
j=1,...,n,sont des processus de Poisson (sur I'intervalle [0, 7]) indépendants, de fonction

d’intensité Ay = )\é") donnée par
A (1) = (1) +

r

5 (t = 0) Ligors.1(t) + 7 Lig1s,7(t), 0<t<T,
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ou f € © = (q, 5) est un paramétre unidimensionnel inconnu que nous cherchons a estimer
dans 'asymptotique n — 400. Pour cela, nous considérons 'estimateur du maximum de
vraisemblance et les estimateurs bayésiens, et nous les étudions en utilisant la méthode
d’analyse de rapport de vraisemblance. Notons que le rapport de vraisemblance normalisé
de ce modele est donné par

_eXP{Z/ (>\9+u<pn ))dx() /OT(A9+u%(t)—A9(t))dt}, ue U,

ou U, = o (a—0), 0, (8 —0)] et v, \, 0 est la vitesse de normalisation de la vraisem-
blance.

Nous avons montré dans le chapitre 1 que le comportement asymptotique de notre
modeéle (ainsi que les propriétés de TEMV et des EB) dépend de la vitesse de convergence
de 6, vers zéro. Plus précisément, nous avons établi que dans le cas nd, — +oo (que
nous appelons le cas lent), le modéle est localement asymptotiquement normal (LAN) —
avec une vitesse de normalisation de la vraisemblance ¢,, = \/d,/n — et, par conséquent,
les EMV et les EB sont consistants, asymptotiquement normaux et asymptotiquement
efficaces (la convergence des moments des estimateurs a également lieu). Quant au cas
nd, — 0 (que nous appelons le cas rapide), en prenant comme vitesse de normalisation de
la vraisemblance ¢,, = 1/n, nous avons montré que :

— les lois fini-dimensionnelles du rapport de vraisemblance normalisé Z, convergent
(uniformément par rapport a 6 € K pour tout compact K C ©) vers celles de Z ,, o
a=1(0), b=1(0) +r, et le processus Z;, est défini par

exp{ln(%)Y*(u) + (b — a)u}, siu € Ry,

exp{ln( Y~ ((—u)—) + (b— a)u}, siuweR_,

avec Y et Y~ des processus de Poisson indépendants sur R, d’intensités respectives
bet a (cf. lemme 1.10);

— il existe une constante C' > 0 telle que

SEIS)

Ey| Z,/*(u) = Z,/*(v)|" < Clu — |

pour tout n € N*, u,v € U, et € © (cf. lemme 1.11);

— il existe une constante k > 0 telle que pour n suffisamment grand, on a
EyZ/%(u) < exp{—r min{|u|,u’}}

pour tout u € U,, et § € O (cf. lemme 1.12).

Ensuite, grace a la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance, nous avons pu en
déduire les propriétés des EB.
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Par contre, afin d’étudier 'EMV nous avions besoin de la convergence faible du rapport
de vraisemblance normalisé Z,, vers le rapport de vraisemblance limite Z} ;. Or, nous voyons
que dans le cas rapide, Z,, est un processus a trajectoires continues et Z* a,b €St UN processus a
trajectoires cadlag discontinues, ce (%UI 1mphque que cette convergence ne peut pas avoir lieu
dans .@é‘h)(R) (ni, bien sir, dans % ). Pour établir les propriétés de 'EMV (énoncées
dans le théoréme suivant), nous allons donc recourir a la version M; de la méthode d’analyse
de rapport de vraisemblance, c’est-a-dire établir la convergence faible de Z, vers Z;, dans

'espace .@éMl)(R) et en déduire ensuite les propriétés suivantes de 'EMV.

Théoréme 2.53. Supposons que nd, — 0. Alors, 'EMV 0., posséde, uniformément par
rapport a 8 € K pour tout compact K C O, les propriétés suivantes :

A

— 0, est consistant ;

— én converge & la vitesse p, = 1/n et sa loi limite est celle de la variable aléatoire

Tap = argsup Z, ,(u),
u€eR
c’est-a-dire R
n(bn, —0) = Nayp ;

— nous avons la convergence des moments polynomiaux de tout ordre, c’est-a-dire

lim ang‘e —9‘1) Elﬁa’b|p

n—-+o0o
pour tout p > 0.

Comme nous 'avons déja mentionné ci-dessus, nous allons démontrer ce théoréme en
utilisant la version M; de la méthode d’analyse de rapport de vraisemblance. Pour cela,
nous allons utiliser le théoréme 2.36 (rappelons que affirmation (iii) de ce théoréme avec
le lemme 1.10 garantissent la convergence faible de Z,, vers Z; , dans I'espace @éMl)(R)).

Avant de vérifier les hypothéses du théoréme 2.36, nous avons besoin de préciser la
maniére dont on étend sur R le processus Z,(u), v € U,. Nous aurions, bien sir, pu le
poser tout simplement égal & 0 & I’extérieur de I'intervalle U,, (en mettant les bonnes valeurs
sur les bords de U,, pour que les trajectoires appartiennent a ’espace %,(R)). Mais pour
faciliter I’étude du module de continuité nous allons procéder différemment.

Tout d’abord, nous notons w,, et u; respectivement les bords gauche et droit de 1'in-
tervalle U,,, et nous prolongeons les trajectoires de 7, a ces deux points par continuité.
Ensuite, a lextérieur de U, nous faisons décroitre (lorsque u s’éloigne de U,,) les tra-
jectoires de In Z,, linéairement avec une pente égale a |r|. Plus précisément, nous posons
Za(w) = Zu(u}) exp {—rl(u — u})} pour u > wl, et Zu(w) = Zy(uy ) exp {—|rl(uy — u)}
pour u < wu, . Notons que le processus ainsi obtenu est bien & trajectoires dans l'es-
pace 6o(R) C Zo(R), et que nous avons le lemme suivant.

Lemme 2.54. La fonction In Z,(u), u € R, est de croissance r-lipschitzienne dans le cas
r > 0 et de décroissance |r|-lipschitzienne dans le cas r < 0.
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Preuve. Nous considérons seulement le cas » > 0, le cas » < 0 se traitant de maniére
similaire. Nous allons montrer le lemme en appliquant le théoréeme 2.51. Pour cela, notons
que pour u € U,, on a

In Z,,( Z/ (

EE)

ou t; ; est le i-éme « événement » (point de discontinuité) du processus X;.
Comme

Ao (tig) = V(i) +

) 4X;(t) — n/OT(/\gﬂi(t) ~(0)) dt

r u
5 (ti,j —0— E> Ligru o uss,((tig) + 7 Lo nis,0(tis),
chaque terme de la derniére somme est dérivable par rapport a u partout, sauf (au maxi-
mum) en deux points : n(t; ; — ) et n(t; ; —6) —nd, (selon s’ils appartiennent ou pas a U,,).
La fonction In Z,, est donc bien dérivable par morceaux.

De plus, pour tout j =1, . ,i=1,...,X,(T) et w € U, un point de dérivabilité de
Aoz (i), on a

d )\9+E(tij) d 1 d
I | = - In(Mesx(ty) = ——— — Mgru(t; ;) < 0.
du n( Ao(ti;) ) Ju 00+ () Nosn(ti;) du oz (tig) <

En effet, Agyx(t;;) > 0 et 4 Aot (li;) <0, car

d _%7 slu € ]n<ti7j - Q) - némn(ti,j - ‘9)[ N Um
Aot (tiy) = 0 "

du siu € [n(tij —0) —ndp,n(ti; — 0)]° N U,.
Ainsi,
n X;(T)
d 4 d Aggn (i)
— InZ, — — 1 _n M7 <
AW =303 n(FhAR) erer

pour tout point de dérivabilité u € U,, de In Z,,.

Finalement, comme pour v > u} on a diu InZ,(u) = —r, et pour v < u, on a
L I Z,(u) = r, on obtient - InZ,(u) < r pour tout point de dérivabilité¢ u € R de
In Z,. Par conséquent, d’aprés le théoréme 2.51, la fonction In Z,(u), u € R, est de crois-
sance r-lipschitzienne. O

Il est intéressant de noter que ce lemme va permettre de controler les modules de
continuité restreintes de la fonction In Z,, dans la preuve du lemme suivant. En effet, dans
le cas r > 0 par exemple, ce lemme garanti que In Z,, est de croissance r-lipschitzienne,
et méme si elle est seulement de décroissance —&-lipschitzienne (rappelons qu’on est dans
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le cas rapide, et quon a donc & > 1), grace au théoréme 2.43; la plus petite des deux
quantités prévaut.

Pour vérifier la condition (A) du théoréme 2.36, il suffit, grace a la remarque 2.37, de
vérifier la condition (A’). Or, celle-ci est remplie d’aprés le lemme suivant.

Lemme 2.55. Soit un compact K C ©. Alors, il existe v > 0 et hg > 0 tels que pour tout
O<h<hy,neN,leZetbhecK, ona

P(,(AgM”(Z,{/Q; 11+1]) > m) < OR, (2.16)

ou C' est une constante positive.

Preuve. Nous considérons seulement le cas » > 0, le cas r < 0 se traitant de maniére

similaire. Pour tout u,u’ € [I,] + 1], par le théoréme des accroissements finis appliqué a la

fonction exponentielle entre In Z,/ *(u) et In Zy! (W), on a

|Z}L/2(u) — Z,l/z(u')‘ = ‘exp{ln Z}/Q(u)} — exp{ln Z}l/z(u’)}’
< | Z)2(u) = In Zy/*(u')| max{ Z\/*(u), Z,/* ()}

1
< | Z(u) —n Z, ()| sup ZY2(v),
2 ve(l,l41]

ce qui implique (en notant que la fonction x — exp{x/2} est monotone) que

AMNZ L+ 1) < S A (I Zys L1+ 1) sup 20 ().

ve[l,l+1]

N | —

Comme la fonction In Z,, est de croissance r-lipschitzienne, on a
InZ,(u) <InZ,(l)+r
pour tout u € [[,1 + 1], ce qui implique
Z2(u) < e? ZV(D).
Ainsi, on obtient
AM(ZY2 1,1+ 1]) < %Ang)(ln Zoi [1,1+1]) &2 Z)2(1).
En utilisant les théorémes 2.43 et 2.49, nous avons

AM (10 Z,; [1,1+ 1)) < min{ A} (In Z,,; 1,1+ 1)), A, (In Z,; [1,1+ 1)) }
<A (InZys; [1,1+1])
<rh,

88



et nous pouvons donc écrire

Pe(Ang>(Z;/2; 1,1+1]) > m) < PQG A (1n Z,: 1,1+ 1]) /2 ZY2(1) > m)

1
< Po(rh > 1) + P“’(§ e Z)2(1) > h”).

Pour le premier terme, en prenant v < 1/2 et en posant hy = rh%l, on obtient
Py(rh > h*) = Py(r > h*""') =Py(hg < h) =0

pour tout 0 < h < hyg.
Pour le deuxieme terme, par I'inégalité de Markov, on a

1 _ e EyZ,(1)

= r/2 71/2 v ry—2y 0%n
P9(2 "2 ZV2(1) > b ) - Pg(Zn(l) > de™"h ) <
et comme EyZ, () <1 (en fait, on a EgZ,(l) = 1 si l € U, et on peut majorer EyZ, (1)
par EgZ, (u;) ou par EyZ, (u,) sinon), on obtient

r

P, (% "2 ZV2(1) > h”) < %hzv_
Ainsi,
P, (A,QM”(Zg/?; 1,1+1]) > m) < %Th%,
d’ott I'inégalité (2.16) avec C' = e" /4. O

I nous reste a vérifier la condition (B) du théoréme 2.36. Plus précisément, compte
tenu des remarques 2.38 et 2.39, nous allons plutét montrer le lemme suivant.

Lemme 2.56. Soit un compact K C ©. Alors, il existe une constante k' > 0 et un rang
ng € N* tels que pour n > ngy, on a
E¢Z%(u) < exp{—+' min{|u|,u’}}
pour tout u € R et 6 € K.
Preuve. Notons tout d’abord que si u € U,, d’aprés le lemme 1.12 nous avons déja le
résultat (et il est valable pour tout ' < k).
Maintenant si v > u,}} | en posant " = min{x, |r|/2}, on a
EoZ,/*(u) = EoZ,/(u)) exp {~|r|(u — u})/2}
< exp{—ru, } exp {—|r|(u — u;)/2}
< exp{—r'u, } exp {—#"(u — u})}
= exp {—r'u}.
Ici, sans perte de généralité, nous avons supposé u;” > 1 (en effet, il suffit d’ajuster ng).

Le cas u < wu, se traite de la méme maniére, et on obtient ainsi le résultat pour
tout u € R. 0
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Ainsi, toutes les conditions sont réunies, et nous pouvons donc déduire les affirma-
tions (i)—(i7i) du théoréeme 2.36 (avec, dans les deux premicres, les inégalités (2.4) et (2.5)
valables & partir du rang ng). En particulier, la convergence faible (uniforme par rapport
a6 € K) de Z, vers Z, dans l'espace @éMl)(R) est établie car, comme on I'a déja dit, elle
découle du lemme 1.10 et de l'affirmation (ii7).

Maintenant, nous allons montrer comment la vitesse de convergence et la loi limite
de 'EMV peuvent se déduire de la convergence de Z, vers Z;, dans I'espace QéMl)(R).
Le raisonnement est exactement le méme que celui développé dans [57] par Ibragimov et
Khasminskii dans le cadre de la convergence dans .@éJl)(R).

Soit

o+ = sup{argsup L(t, X(”)) } et 0, = inf{argsup L(t, X(")) }
te® teo

respectivement la plus grande et la plus petite « valeurs possibles » de 'EMV. Pour montrer
que @, ! (én—e) = 7)., il suffit de montrer que ¢, (é;—@) = napet o, ! (é;—&) = Nup-
Nous traitons seulement la premiére convergence, la deuxiéme se montrant de maniére
similaire.

Tout d’abord, en utilisant le changement de variable t = 0+up, (et doncu = o, (t—0)),
on peut écrire

gpgl(é:{ —0) = sup{argsup L(9 + up,, X(”))} = Sup{argsup Zn(u)}

uGUn UEUn
Par conséquent, comme Z,, est a trajectoires continues, pour tout z € R on a

{07 - 0) <} = {sw 2,00) > swp 2,(0) |,

u<lzx u>x

~

Py(p, (6 —0) < z) =Py (Sup Zn(u) > sup Zn(u)).

u<lx u>xT

Bien que les trajectoires du processus Z;, ne soient pas continues, on a également

P(n,, <z)=P (sup Zyy(u) > sup Z;b(u))

u<lx u>x

En effet, en notant A, = {Z,(¢—) = Z;,()} , on a

[ap < 2} 0 Ay = {sup 27, () > sup Zzy(u) } 0 A,

ulzx u>x

et il reste a remarquer que P(A,) = 1.
Une autre conséquence du fait que A, est un événement de probabilité 1 est que

Ty, ={z€R: P(Z; (=) # Z3y(x)) =0} =R.
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Donc, en tenant compte de la remarque 2.27, nous obtenons la convergence en loi

sup Z,(u) — sup Z,(u) = sup Zgp(u) —sup Z; ,(u).

u<lx u>x ulzx u>r

Par conséquent,

u<x u>x u<x u>x

P, (sup Zn(u) > sup Z, (u)) — P (sup Zyy(u) > sup Z;b(u)>

a condition que

P (Sup Zgp(u) = sup Z;b(u)) = 0.

u<lzx u>x

Or, en tenant compte du fait que 'argsup de Z; , est unique, on a

p (sup Z:,(u) = sup Z;,b<u>) — Py = o)

ulzx u>r

(notons que, comme ci-dessus, cette égalité entre probabilités est vraie non pas par égalité
des événements concernés, mais par celle de leurs intersections avec A, ).
Ainsi, nous avons montré que

P9(80;1(9A: —0) <x) — P(ap < x)

a condition que
P(n., =) =0.

La convergence en loi ¢! (HA;[ — 9) = 1), est donc établie, et comme on 'a dé¢ja dit, avec
o1 (0; — 6) = 7ap, o0 en déduit la vitesse de convergence et la loi limite de 0, :

QO;l (én — 9) = Nab-

Notons enfin que, la convergence des moments s’établit exactement de la méme maniére
que dans [57] en se servant de laffirmation (i7) du théoréme 2.36, ce qui termine la preuve
du théoréme 2.53.

Pour terminer ce chapitre, voyons comment 1'utilisation de la version M; de la méthode
d’analyse de rapport de vraisemblance (au lieu de sa version classique utilisant la topolo-
gie Ji) peut permettre de simplifier ’étude de 'EMV dans le cas particulier des modéles
de rupture ayant des rapports de vraisemblance normalisés Z,, dont les sauts sont de méme
signe (pour chaque n € N*). Cette hypothése est, notamment, vérifiée aussi bien pour les
modeéles de rupture i.i.d. considérés dans [57|, que pour les modéles de rupture poissonniens
considérés dans [66], lorsque ceux-ci ne présentent qu’un seul point de rupture (c’est-a-dire
lorsque respectivement la densité ou la fonction d’intensité admet une seule discontinuité).

Aussi bien dans [57] que dans [66], la convergence faible du rapport de vraisemblance

normalisé Z,, vers un rapport de vraisemblance limite Z dans .@éJl)(R) est démontrée en
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vérifiant les conditions du théoréme 5.4.2 de [66] (qui, de fait, est déja présent implicitement
dans [57| sans y étre énoncé), dont nous donnons ici une reformulation adaptée.

Théoréme 2.57. Soit Z,, n € N*, des rapports de vraisemblance normalisés tels que :

1. les lois fini-dimensionnelles de Z, convergent (uniformément par rapport ¢ 0 € K
pour tout compact K C ©) vers celles de Z ;

2. il existe une constante k > 0 telle que
EyZ)?(u) < exp{—lul}

pour toutn € N*, u € U, et 0 € K;

3. il existe une constante C' > 0 telle que

1/2 1/2 2 2

E9|Zn/ac ) Zn/ac( )‘ §C|U—U|
pour tout n € N*, u,v € U, et § € K, o Zi/fc désigne la partie absolument continue
de Zy/* ;

4. il existe des constantes Cy,Cy > 0 telles que, en notant A; = AE")(u,u + h) [’évé-
nement {Zn admet au moins i points de discontinuité sur lintervalle Ju,u + h[},
on a

P@(AZ> < Czhla 1= 17 2a
pour tout h >0, n € N*, ue U, et § € K.

Alors, Z,, converge vers Z dans .@é‘h)(R).

Notons que nous parlons ici de la partie absolument continue (car les trajectoires de Zi?
sont C! par morceaux), mais ce n’est rien d’autre que la partie continue utilisée dans le
théoréme 2.46.

La simplification que nous proposons consiste & utiliser & la place de ce théoréme le
théoréme suivant.

Théoréme 2.58. Soit Z,,, n € N*, des rapports de vraisemblance normalisés dont les sauts
sont de méme signe (pour chaque n € N*) tels que les conditions 1-3 du théoréme précédent

sont vérifiées. Alors, Z,, converge vers Z dans .@éMl)(R).

Non seulement 'utilisation de ce théoréme est considérablement plus facile (car il n’y a
plus besoin de vérifier la condition 4), mais aussi sa preuve est beaucoup plus simple gréace
aux outils développés dans ce chapitre. Remarquons egalement que la conclusion de ce
théoréme est la convergence faible de Z,, vers Z dans @ (R) (plutot que dans Jl)( R)
comme dans le théoréme 2.57). Mais, comme on ’a déja vu ci-dessus, celle-ci est suffisante
pour I’étude de 'EMV.
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Pour montrer le théoréme 2.58, nous appliquons le théoréme 2.36. La condition (B)
n’étant rien d’autre que la condition 2, il nous reste a vérifier la condition (\A). Or, celle-ci
est remplie d’apreés le lemme suivant.

Lemme 2.59. Sous la condition 3, il existe une constante C > 0 telle que
P, (A,SM“(Z;/?; 1,1+ 1]) > h1/4> < Ch\?

pour tout 0 <h <1, neN*, leZethecK.

Preuve. Notons tout d’abord que dans la preuve du théoréme 5.4.2 de [66], il a été montré
que la condition 3 implique (grace au lemme 5.3.2 de [66]) qu’il existe une constante C' > 0
telle que
P9< sp |2V () = 22 ()] > h1/4> <on? (2.17)
w,u/ €[LIH1] : |lu—u!|[<h
pour tout h > 0, n € N*, [ € Z et § € K. En appliquant le méme raisonnement sur
I'intervalle [l — 1,1+ 2] (& la place de I'intervalle [I, 1+ 1]), nous obtenons plutdt 'inégalité

Pg( sup |Zl/2 — 72 (u | > h1/4) < Ch'2

n,a.c. n,a.c.
u,uw’ €[1—-1,142] : |lu—u'|<h

Par ailleurs, comme les sauts de Z,, sont de méme signe, d’aprés le théoréme 2.46, nous
avons

A(M1)(Z1/2 0,0+ ]) A( (Zl/2 0,0+ ]) sup |Z1/2 _ g2 (u /)‘

na.c.’ n,a.c. n,a.c.
w,u' €[l-1,142] : [u—u/|<h

pour tout 0 < h < 1.
Par conséquent,

Py (AP (2% 1,1+ 1)) > 1) < OB,

ce qui termine la preuve. 0]

Notons que la preuve du théoréme 5.4.2 de [66] est considérablement plus complexe,
car elle se base, en plus du contréle de la partie absolument continue de Z,i/ 2 grace a l'in-
égalité (2.17), sur le fait de controler la probabilité d’avoir deux saut rapprochés. C’est
précisément pour obtenir ce dernier contrdle qu’est utilisé la quatriéme condition du théo-
réme, dont nous avons pu nous passer.

Notons également que la simplification qu’on propose peut s’appliquer, plus générale-
ment, aux modéles de ruptures i.i.d. et poissonniens présentant plusieurs ruptures « allant
dans le méme sens » (c’est-a-dire lorsque les sauts de la densité ou de la fonction d’in-
tensité sont de méme signe). Cependant, elle ne s’applique pas aux modéles présentant
des ruptures allant dans des sens opposés (qui rentrent dans le champs d’application du
théoréme 5.4.2 de [66]). De méme, les résultats que nous avons obtenus pour le modéle
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poissonnien de rupture lisse se généralisent directement aux modéles présentant plusieurs
ruptures lisses allant dans le méme sens. Par contre, leur généralisation aux modéles pré-
sentant des ruptures lisses allant dans des sens opposés n’est pas triviale (notamment en ce
qui concerne la convergence faible du rapport de vraisemblance normalisé dans @éMl)(R))

et reste ouvert pour l'instant.
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Deuxiéme partie

Détection de rupture épidémique dans
la régularité holdérienne






Chapitre 3

Détection de rupture épidémique dans
la régularité holdérienne d’un
échantillon de fonctions aléatoires

Une rupture est un changement brusque dans la loi statistique d’'un phénomeéne. Une
question courante dans les problémes de rupture consiste a tester I’hypothése nulle d’aucun
changement dans la loi d'un phénomeéne contre I’hypothése alternative de changement a un
moment inconnu. Dans ce chapitre, nous considérons le probléme d’une rupture épidémique
(ainsi que le probléme d’une rupture simple) dans la régularité holdérienne d’une suite de
fonctions aléatoires. Plus précisément, a partir de I'observation observation de n courbes
aléatoires « journaliéres », Xy, : [k — 1, k] = R, t — Xj(t), nous testons I’hypothése nulle
(Hp) Xi,..., X, sont des éléments aléatoires dans HZ ([0, 1],R), indépendants, identique-
ment distribués, de régularité holdérienne « et de carré intégrable (E|| X% < +00),
oul<a<l,

contre I'hypothese alternative

(Hy) il existe 1 < k* < m* < n dépendants de n tels qu’en notant I,, = [k* +1,m*] et I,, =
[1,n]\I,,, chacune des deux sous-suites (Xj)ker, €t (Xi)rer, a ses termes indépendants
et identiquement distribués mais sur I, les X}, sont de régularité holdérienne o et
de carré¢ intégrable (i.e., E||X};]|2 < +00) et sur I,,, avec une probabilité non nulle,
ils sont de régularité holdérienne 5 et pas mieux (c’est-a-dire, pour k € I,, X €
Hs([0,1],R) \ Ha([0,1],R), avec une probabilité non nulle) et de carré intégrable
(i.e., B| Xp||3 < +00), avec 0 < f < a < 1.

Remarque 3.1. Sous (H,), pour k € I,,, 'événement {X; € Hg \ Ho} a une probabilité
strictement positive et comme sur cet événement || Xg||, = +00, il est clair que E|| X|, =
+00. Nous n’incluons pas dans la formulation de 1" hypothése alternative (Hy), le cas plus
complexe ot P( X} € H,\H?) = 1 pour lequel E|| X} ||, peut étre finie ou infinie. Néanmoins
nous ferons une étude préalable de la rupture dans l'espérance finie de X, € H?.

Pour traiter ce probléme de rupture, nous remplacons, au moins théoriquement, les ob-
servations Xy par leurs normes o holdériennes. On se raméne ainsi a un probléme de
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rupture en dimension 1. Théoriquement, en regardant le probléme posé ici, on remarque
qu’en considérant n’importe quelle statistique construite sur les normes « héldériennes des
X qui devienne infinie lorsqu’au moins une de ces normes l’est, le probléme est résolu
(puisque, sous I'hypothése alternative, la norme « holdérienne des X est égale a +oo,
pour k* < k < m*). Mais ceci reste théorique, puisqu’en pratique nous ne pouvons en
général pas calculer la norme holdérienne des X et on n’a accés qu’a ses approximations
qui sont toujours finies (pour tout «) et donc le probléme est plus complexe.

Notons que le changement de régularité peut étre moins brutal en supposant qu’il se
produit dans la valeur (finie) de I'espérance de la norme holdérienne des Xj. Pour traiter
ce cas, on considére I’hypothése alternative

(H}) Xi,...,X, sont des éléments aléatoires de régularité holdérienne « et de carré in-
tégrable (i.e., E|| X;||2 < +00) et il existe 1 < k* < m* < n dépendants de n tels
que chacune des deux sous-suites (Xj)ier, et (Xi)rer, @ ses termes indépendants et
identiquement distribués, mais E||X;||a = o sur I, et E|Xi|lo = p1 sur I, avec
o 7 H1.

Notons que sous cette hypothése alternative les X, £ = 1,...,n, sont tous de méme

régularité holdérienne a.

Dans ce chapitre, nous considérons, dans un premier temps, une statistique construite
sur les || X/« et nous montrons sa divergence sous les hypothéses alternatives (H;) et
(H{) ainsi que sa convergence en loi sous ’hypothése nulle (Hy). Dans un deuxiéme temps,
puisque nous n’avons pas accés aux || Xy||,, nous considérons une statistique construite sur
des approximations des || X[, et nous montrons sa divergence sous (Hy) et (H}) ainsi que
sa convergence en loi sous (Hy).

Nous étudions aussi le probléme d’une rupture simple (ou d’un seul point de rupture),
i.e., le cas particulier m* = n. Dans le cas de changement dans la régularité holdérienne,
nous testons 1’hypothése nulle (Hy), donnée ci-dessus, contre ’hypothése alternative

(Hy) il existe 1 < k* < n dépendant de n tel que chacune des deux sous-suites (Xj)peps
et (X)k>k+ a ses termes indépendants et identiquement distribués mais pour k < k*
les X}, sont de régularité holdérienne « et de carré intégrable (i.e., E|| X.||? < +o0)
et pour k > k*, avec une probabilité non nulle, ils sont de régularité holdérienne (3
et pas mieux (c’est-a-dire, pour k > k*, Xi € Hg([0,1],R) \ Ha([0, 1],R), avec une
probabilité non nulle), avec 0 < f < o < 1.

Nous étudions également le probléme d’une rupture simple dans ’espérance. Dans ce cas,
nous testons 1’hypothése nulle (Hy) contre I’hypothése alternative

(H!) Xi,...,X, sont des éléments aléatoires de régularité holdérienne a et de carré inté-
grable (i.e., E|| X;||2 < 4+00) et il existe 1 < k* < n dépendants de n tels que chacune
des deux sous-suites (Xy)g<rr €t (Xg)p>p+ @ ses termes indépendants et identique-
ment distribués, mais E|| Xg||o = po pour k < k* et E|| X||o = p1 pour k > k*, avec
o 7 H1.

Afin d’étudier ceci, nous considérons une statistique construite sur les || Xy||, et nous mon-

trons sa divergence sous (H;) et (H) ainsi que sa convergence en loi sous (Hy). Comme
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nous n’avons pas accés aux || Xg||«, nous considérons une statistique construite sur des
approximations des || X,||o et nous montrons sa divergence sous (H;) et (H}) ainsi que sa
convergence en loi sous (Hp).

Les statistiques considérées dans ce chapitre permettent de détecter, essentiellement, la
rupture épidémique (mais aussi la rupture simple). Elles permettent également la détection
des « petits changements » grace a un facteur de pénalité dans leurs définitions.

3.1 Préliminaires

Pour simplifier les notations, on raméne [k — 1, k] sur [0, 1], et on considére des éléments
aléatoires de I'espace HS = H2([0, 1],R). On pose

Yk = ||Xk||a7 ]C Z 1.

On suppose que les Y} sont de carré intégrable (et méme davantage, pour des raisons qui
apparaitront plus tard, EY;” < 400 pour un certain p > 2) et on note

o? = VarY; = Var(|| X1 |a).

Pour 1 <a < b < n, aet b pas forcément entiers et A C [1,n], on note

S(A) =) Y, Sab)= > Yi S.=5(La), S=0.

keA a<k<b

On note &, le processus polygonal de sommes partielles bati sur les Si, 0 < k& < n.
C’est la ligne polygonale aléatoire de sommets (%, Sk), 0<k<n:

gn(t) = S[nt] + (nt — [nt])Y[ntHl, te [0, 1]
Pour toute fonction z : [0, 1] — R nulle en 0, on note " la fonction « pont » associée :
() = 2(t) — tz(1), t€0,1].

Ainsi,
&1 (t) = &u(t) — t&,(1), t€[0,1],

est un processus nul en £ =0 et en t = 1. C’est la ligne polygonale aléatoire de sommets
k k
(—,Sk——sn), 0<k<n.
n n

Lorsque z est le mouvement brownien standard W, le processus B = W"" est appelé pont
brownien.

Remarque 3.2. Notons que les Y}, ne sont pas centrées, sinon toutes les fonctions aléatoires
X}, seraient identiquement nulles, ce qui évidemment est a écarter.

99



On note ) ) )
Vi =Y — BY, = | Xpllo — B[ Xkllar Sep= > Yiete.

a<i<b

Remarque 3.3. Notons fn et é}ir les processus construits comme &, et £ sur les sommes
partielles des Y} au lieu de celles des Y;,. Alors

o

gbr — é—br'
En effet pour tout 0 < k < n,
. ko k k
Sk - —Sn = Sk — k’EYl — —(Sn — nEYi) = Sk — —Sn.
n n n

Par conséquent, les lignes polygonales é}?f et £ ayant mémes sommets sont égales sur tout
[0, 1].

Dans ce chapitre, afin d’étudier la rupture épidémique, nous considérons la statistique

1 5 - 51 (2 - s
RV N (G e )

ou v € [0,1/2[. Notons que ce paramétre sera choisi plus tard en fonction d’une hypothése
d’intégrabilité sur ||.X ||,

Pour motiver le choix de cette statistique, nous expliquons heuristiquement 1'utilité de
chacun de ses termes. Comme nous considérons un probléme de rupture et nous cherchons
a détecter un changement dans la régularité héldérienne, et donc dans les Y}, nous construi-
sons une statistique sur les Y. Puisque chacune des deux sous-suites (X)ker, €t (Xi)rer,
a ses termes i.i.d., on applique ainsi une sorte de théoréme central limite pour chacune
en estimant l'espérance des Y} par la moyenne empirique. Si la différence est « petite »,
on accepte I'hypothése nulle (puisqu’il n’y aura pas de changement sous (Hy) et donc la
différence va étre petite) et si cette différence est « grande », on rejette I'hypothése nulle
(on s’attend a ce que ¢a tende vers 4+o00 sous (H;) avec une certaine vitesse qu’on fixera
plus tard). Pour cela, on suppose que k* et m* sont connus et afin de simplifier le calcul
on suppose aussi que o = 1. Comme |I,,| = I* et |I,| =n —I*, ot I* = m* — k* désigne la
longueur de I’épidémie, et comme S(I,) = S, — S(I,,) et S(I,,) = Sp» — Si+, on obtient

S(L) — 15 (L)~ (n—1)% W(sun) ) s_) B m(ﬂ B S_)

I n n—I0* n
(\/l_*+ ! )sun)—(\f*+ﬁ‘¢7)5"
:\/l_*+m5(ln)—<¢1l—*+l*¢%_\/?)ﬁs”

n




VIV =T VP =)+n—(n=1") 1
BGCER R N n
_\/l_*+ms(”_M+\/l_*ﬁS

— l*(n—l*) n l*(n—l*) n n

_ M+\/F<S(In) - %Sn)

B s0a-s)

VI (n—1%)

F f(S] rs)

vy /(1

Ay (S = S = (2 = ) 5,)

Ao E) - (k)

_ _ Ll
avec A, = /1 -+ +4/>. Or

w-1-C 0 l—(l—l—>:1+2
n n n n

et la fonction ¢ — /t(1 — t) atteint son maximum }l ent = % Ainsi 1 < A,, < /2. Puisque
ce terme est borné, nous pouvons ne pas le prendre en compte dans notre statistique et
nous considérons la statistique

*

Sy Sk* = (— — )3,

n
* k* )
vn \/ =)A= (2 -1)
Par ailleurs, a cause d’'une condition de continuité de fonctionnelle qui permettra la conver-

gence de cette statistique et du fait que le principe d’invariance dans les espaces de Holder
M7 ne peut avoir lieu que pour 0 <y < %, nous remplagons le dénominateur par le terme

[(% — %) (1 — (% — %))]7, 0<vy< % En plus, ce dernier terme permet de détecter les
courtes épidémies telles que nAy = o(m* — k*) ou nAy = o(n — (m* — k%)), plus de

détails sur ce terme seront donnés dans la remarque 3.38. Nous prenons ensuite le max
puisque m* et k* sont inconnus et on obtient ainsi la statistique 7T;,.

Sous I’hypothése nulle nous exprimons 7;, comme une fonctionnelle des trajectoires d’un
processus convergeant en loi dans I'espace de Holder H3.

Maintenant afin de détecter une rupture simple dans la régularité holdérienne, pour les
méme raisons que pour 1), nous considérons la statistique

1 |5k — 25|
o/ 0ok, (E(1—E5)7

n

A, =

101



ou le paramétre v € [0,1/2[ sera choisi en fonction d’une hypothése d’intégrabilité sur
14 . B
Notons enfin que la notation ——— désigne la convergence en loi dans ’espace de

n—-+o0o
Holder H? muni de sa topologie forte.

3.2 Convergence en loi des statistiques 1), et A, sous
I’hypothése nulle

Dans cette section, nous montrons la convergence en loi des statistiques 7T,, et A,, dans
Ry, en les exprimant comme des fonctionnelles des trajectoires de processus convergeant
en loi dans l'espace de Holder H7.

Notons que dans un premier temps, on suppose que ¢ est connu.

3.2.1 Convergence en loi de la statistique 7,, sous I’hypothése nulle

Dans cette partie, nous montrons la convergence en loi de la statistique 7,, sous 1’hy-
pothese nulle. Pour cela, nous exprimons 7;,, comme I'image des trajectoires du processus
&n par la fonctionnelle g, définie sur H? par

_ )
gn() = 1§I?<8§?;n[ <x’ n’ n) ’

" e ) — = 9t
S (T s S

Ensuite, nous montrons que g, (§,) converge en loi vers g(W), ot

O0<t—s<l1.

g(x) = sup I(z,s,t).
0<s<t<1

Pour cela, nous aurons besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.4. Soient (n,), une suite d’éléments aléatoires équitendus dans un espace de
Banach séparable B et g,, g : B — R deux fonctionnelles continues. On suppose en plus
que g, converge ponctuellement vers g dans B et que (g,), est équicontinue. Alors

gn(nn) = 9(77n) + OP(l)'

Lemme 3.5. Soient (B, ||||) un espace vectoriel normé et q : B — R telle que
1. q est sous-additive : q(x +y) < q(x) +q(y), =,y € B,
2. q est symétrique : q(—x) = q(z), =z € B,

3. il existe une constante c telle que q(x) < c||z||, Vz € B.
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Alors q est lipschitzienne.
Preuve. Pour la preuve de ces deux lemmes, cf. [86]. ]
Maintenant, la convergence de la statistique 7;, est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 3.6. On suppose qu’il existe un réel p > 2 tel que

1 p _
tBeroot P(Y;>1t)=0. (3.1)
Alors, sous ’hypotheése nulle,
T, —2 T, (3.2)
n—-+00
ou W) —-Ww t W1
e WO =W — (=901
o<t-s<1 ((t—s)(1—(t—9)))
et 11
=—-—-. 3.3
=575 (3.3)
Remarque 3.7. Sous 'hypothése (3.1) et pour v comme dans (3.3), f\% converge en loi

vers le mouvement brownien standard W dans P'espace de Holder H7. Cette convergence
est donnée par le principe d’invariance dans les espaces de Holder (pour plus de détails sur
le principe de variance dans les espaces de Holder cf. [71,85,87]).

Remarque 3.8. Notons que les espaces holdériens Hy, et HJ ne jouent absolument pas le
meéme role. En effet, Hg, sert a quantifier la régularité holdérienne des Xy, tandis que HY
fournit un cadre fonctionnel pour la convergence en loi du processus &,. Notons également
qu’avec ce théoréme, 'hypothése d’intégrabilité choisie nous limite a v < % Si on veut
aller jusqu’a la valeur critique v = %7 modulo une correction logarithmique pour le poids

holdérien, il faudra utiliser le FCLT holdérien plus général démontré dans [87].

Remarque 3.9. Si la variable aléatoire Y7 a un moment d’ordre p, elle vérifie (3.1). En
effet,
0 < tPliyvisny <Y1y,

et comme EYY < +o00, obtient (3.1) par le théoréme de convergence dominée.

Preuve du théoreme 3.6. Les détails de cette preuve sont donnés dans la preuve du théo-
réme 3 de [86]. On a

L 8=8-(F-28% _ 1 |G -0 -(E-)& 1)]:]<77 1)
oV [(L-H(1-(E-1)] ovn [E-H-(E-) ")
en posant
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Donc o
T, = max I(nna 17 l) = On (nn)
n n

1<i<j<n
) W)~ W(s) — (1 — )W)
—Wi(s)—(t—s
T = su = sup I(W,s,t)=g(W).
O<t—£)<1 (t—s)(1—(t— s)))’y 0<t—£)<1 ( ) =9(W)
Dong, le fait de montrer la convergence (3.2) est équivalent & montrer que
loi
gn (1) m g(W) (3.4)

et pour cela on applique le méme raisonnement que la preuve du théoréme 3 de [86] ou il
a été montré que I(., s,t) est lipschitzienne sur G = {z € H9; 2(0) = (1) = 0}, grace au
lemme 3.5, et donc g et g, le sont aussi. En plus (g,,),>1 est équicontinue sur QS 11 a été
montré aussi que g, converge simplement vers g sur Qg. Comme

(Mn)n>1 est équitendue, on obtient par le lemme 3.4
9n () = 9(1) +op(1)
et donc la convergence (3.4). Ce qui prouve le théoréme 3.6. ]

Remarque 3.10. Dans le théoréme 3.6, o est supposé connu. S’il ne I'est pas, on le rem-
place par un estimateur consistant.

3.2.2 Convergence en loi de la statistique A, sous ’hypothése nulle

Dans cette partie, nous montrons la convergence en loi de la statistique A,, sous I’hy-
potheése nulle. Pour cela nous considérons la fonctionnelle

(1)
() = sup —(t(l )y

0<t<1

pour tout z : [0,1] — R. Ensuite nous montrons que A,, = Ty(féﬁ) et que z — 2 —

7.,(z"T) est continue! sur un sous-espace vectoriel fermé adéquat de #H7. Enfin, comme
1 ¢ HS,
U\/ﬁ " n—-+o0o

on obtient la convergence, par image continue, de la statistique A,, vers 7, (B).
Afin de montrer ceci, nous aurons besoin des résultats suivants.

> W.

Proposition 3.11. Pour toute ligne polygonale f sur [0,1] nulle en 0 et en 1, de sommets
(ti, f(t)), ou ty =%, 0 <k <n,

() = g (41— ) 17

L. continue pour la topologie induite par la norme || ||, sur I'espace 13
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Afin démontrer cette proposition, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.12. Si f est affine sur [a,b] et r concave et strictement positive sur |a,b],

O (@] 10
ey (@) ()

Preuve. Soit f une fonction affine sur [a, b] et r une fonction concave et strictement positive
sur [a, b], montrons que

O] (MO LSO

s a) )
Comme ) @] 170
e (1) zmax( r(a) () )

il reste & montrer que

1ol @)l 1f0)
D) Smax( )

On paramétrise le segment [a, b] par
t=wua+ (1 —u)b, wuelo1].
Comme f est affine sur [a, b],

f@) = flua+ (1 —u)b) =uf(a) + (1 —u)f(b), wuel01].
Par I'inégalité triangulaire et la concavité de la fonction r sur [a, 8],

SOOI _ lufla) + (1 —u)f(b)
r(t) r(t)
< ulfla)]+ (1 = w)|f®)|
- r(t)
_ ulf(a)[ + (1 —u)[f(b)]
r(ua + (1 — u)b)
_ ulf(@]+ (0 — )
— wur(a) + (1 —u)r(b)

= Gmb(u).

Pour tout u € [0, 1],

(If(@)] = If ) (ur(a) + (1 = w)r(b)) — (r(a) — r(®b)) (ulf(a)] + (1 —u)|f(?)])

Caplu) = (ur(a) +(1
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|f(a)|r(b) — [£(b)|r(b) — [ (b)|r(a) + | f(b)|r(b)
(ur(a) +(1-— u)r(b))2

_ [f(@)r() — |f®)[r(a)

(ur(a) + (1 —u)r(b))’

Donc G, , a un signe constant sur tout I'intervalle [0, 1], alors la fonction G, est monotone
sur [a, b]. Ainsi, elle atteint son maximum en 0 ou en 1. D’ou

[f(0)] |/ (a)]
r(b) * r(a)

Gap(u) < max(Gap(0); Gap(l)) = max( ), YVu e [0,1].

Par conséquent,

ceci implique que

@O (1@l 1)
S0 S <rm>’rw>)

Conelusion 7 @) 1F0)
ey (D) :””X(rw>;rw>)‘

]

Preuve de la proposition 3.11. La fonction f est une ligne polygonale sur [0, 1] de sommets
(tk, f(tx)), donc sur chaque segment [ty, t511] f est affine et la fonction ¢ — (£(1 — 1)) est
concave, on peut alors appliquer le lemme 3.12 sur chaque segment [ty,tx.1]. Donc pour
tout 0 < k < n,

1) :nmx( L 1) >'

sup ——————— ;
b <t<tp41 (t(l — t))’y (tk(l - tk))’y (tk+1(1 — tk_H))FY
Ainsi
_ _ —y
(f) = Olil]?fn(tk(l tr)) S ()]
]
Théoréme 3.13. On suppose qu’il existe un réel p > 2 tel que
lim #*P(Y; >t) =0. (3.5)
t—-+o0
Alors ) 2o
br Y
> B 3.6
Uﬁgn n—s+too ( )
ol
11
7 - 2 p'



Preuve. On rappelle que 'opérateur br est défini par
br:HS — HI, oot f(E) —tf(1).
Comme, sous ’hypothése du théoréme 3.13,

1 HS

\
W.
a\/ﬁgn n—stoo

Donc, pour montrer la convergence (3.6), il suffit de vérifier la continuité de 'opérateur br
sur H3. Il est facile de vérifier la linéarité de br. En effet, pour tout f,g € H7, t € [0,1] et
c €R,

(f+cg)™(t) = (f +cg)(t) —t(f +cg)(1) = f(t) —tf(1) +c(g(t) — tg(1)) = (f* +cg™) (1)

Pour établir la continuité de br sur H7, il suffit donc de montrer qu’il existe une constante

¢ > 0 telle que
1Ny < ellflly, Y e He. (3.7)

Pour cela, soit f € H7,

[0 = )] 1S —tf (1) = f(s) + sf(1)]

|t — s|7 N |t —s|7
LS b - 0
<HOZION g pay)
i
< PO=EEe—sp170) = £O) e = 171 O)

Donc, puisque 1 —+ > 0 et |t — s| € [0, 1],

br _ brs _
ap O TTOL o VO=TO 0y )+ 5(0)
0<|t—s|<1 |t S|’y 0<|t—s|<1 |t s|’y

SQ sup |f(t)_f(8)| +|f<0)|

0<|t—s|<1 |t — s

Par suite, puisque f(0) = £(0),

ap Q=TT SZ( ap HO=IG)

0<|t—s|<1 |t — |7 0<|t—s|<1 |t — |7

+1f0)).

on obtient donc l'inégalité (3.7) avec ¢ = 2, ce qui prouve la continuité de br et donc la
convergence (3.6). O
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Remarque 3.14. Sans hypothése supplémentaire sur z, 7, est & valeurs dans R,. Par
exemple si = est continue sur [0, 1] nulle en 0 et 1 et localement holdérienne d’exposant
B>~en0etl, 7 (x) est fini (pour v < 1).

0 _ o. — — 1
Notons G7 = {z € HJ; #(0) = x(1) = 0}. Nous avons le lemme suivant.
Lemme 3.15. La restriction de 7, a G) est continue pour la norme || ||, .

Preuve. Afin de prouver la continuité de 7, sur gg, montrons que sa restriction a gg est
lipschitzienne pour la norme || ||,. Pour cela, nous commencgons par démontrer 'inégalité
suivante.

() <20 fll, vfegl,
en effet, comme f(0) = f(1) =0, si 1/2 <t < 1 alors

RO
-0y =2 @t

- 50
[1—tp
oy MOS0
0<|t—s|<1 it — s
=271l

etsi0<t<1/2alors1/2<1—t<1etdonc

Ol _ 0l

(t(1 =) — t
=10
+
e ap V-
o<lt—s|<1 |t — 8|7
=27[[fl,.
Ainsi )
et donc .
r(f) = sup O oy

o<t<1 (H(1 —1))Y —

Maintenant pour f,g € gg, on a

SO+ IfW)] LG R 110 I 0]
GA—0) @0 -0y T =07 S e Gl -0y R G-y
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et donc
Tv(f +g) < Tv(f) + Tv(Q)-

Par cette derniére inégalité, on obtient

Tw(f) = T”/(g +(f—9) <7y(9) + Tv(f -9)

ce qui implique que
On obtient aussi
ce qui implique que

Par conséquent
|7—’Y(f)_7_’7(g)’ SQ’YHf_gH’Y? Vf,gégg,

et donc la restriction de 7, a Q,? est lipschitzienne et donc continue. O
Grace a ce lemme nous pouvons établir le corollaire suivant du Théoréme 3.13.

Corollaire 3.16. On suppose qu’il existe un réel p > 2 tel que

lim #*P(Y; > t) = 0.

t—-+o0

Alors, sous ’hypotheése nulle,
A, —— A,

n——+00
ot Wi(t) —tW(1
A g V@ =W (1)
o<t<1  (t(1—=1))
et
_1 1
=375
Preuve. Comme A, = 77(05%) et
— 1 B
A g WOV BOL

o<t<1  (t(1—1))7 o<t<1 (t(1 =) 7

par le théoréme 3.13 et la continuité de 7., sur gg, on obtient la convergence en loi de A,
vers A. n
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3.3 Convergence en loi des statistiques 7, y et A, y sous
I’hypothése nulle

D’un point de vue pratique, le probléme c’est qu’on ne sait pas en général calculer
exactement les || X||o et donc ni T;, ni A,. De plus, si on ne connait pas ¢, on ne pourra
pas 'estimer directement par la variance empirique construite sur les Y.

On n’a acceés qu’a des approximations de || Xy ||,. Nous utiliserons ici des approximations
par interpolation affine avec un pas de discrétisation de % ot N = N(n) tend vers l'infini
avec n. Pour ce faire on notera Xj y la ligne polygonale de sommets

(L (L)) osism

C’est un élément aléatoire de H? de norme

X, (L) = X, (&
[ Xenlla = | Xen(0)| +  max X (N> .|ak ()] : (3.8)

0<i<j<N(n) }J;l
En effet, comme les X, y sont des lignes polygonales de sommets aux points d’abscisse %,
pour 0 < ¢ < N(n), par un raisonnement similaire a la preuve de la proposition 3.11, on
obtient

sup | X (t) — X (s)] C nex | X () - i(k,N (%] .
0<t<s<l |t — s|* 0<i<j<N(n) |

Ainsi, comme Xj, y (%) = Xk(%), pour 0 < i < N, on obtient

1y Xk () — Xk ()]
Wa (Xk’ N) N Ogiir;i)](\f(n) ‘J;l

et donc 'égalité (3.8).

Remarque 3.17. On a 0 < || Xg nlla < [|[Xklla et lim, oo || Xk n]|a = || Xk||o ponctuelle-

ment sur (2. Plus précisément, la vitesse de cette convergence est reliée a la régularité de
X par

1
X = Xilla < 4 (X 37 ): (3.9)

Preuve de (3.9). On note Z y = Xy ny — Xi. Comme Z; v(0) = Xp n(0) — X (0) = 0, donc
il suffit de montrer que

wu(Zi, 1) < (X1 ).

7

Pour cela, soit f € H? et fy la ligne polygonale de sommets (ﬁ, f(%)), pour 0 <i¢ < N.
On note g, = f, — f. Afin de montrer (3.17), montrons que

wa(gn, 1) < 4w (f, %) (3.10)
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Fixons N quelconque et soient 0 < s < t < 1, alors il existe un unique ¢ tel que ﬁ <s < %

et un unique j > 1 tel que % <t< ’%1
1

1. Sii=j, alors s,t € [+, [, Puisque |t — s| < 1/N,
lgn (t) = gn(s)| _ [fn(t) = f() = fn(s) + f(5)]
t—sl> |t — s
O =) Ul = fuls)
Tt |t — ]
1 [fn(t) — fn(s)]
<en(fiy) + T

et comme fy est la ligne polygonale de sommets (%, f (%)), donc affine sur chaque

v 5l I (%) = () et v () = £ (57,

) — fs)) = E) =G,

Donc

At lgn () — gx(s)] 1
gn — gn(s

<92 — ).

It — s —‘“’“(f’zv)

2. Maintenant si % <s< % < % <t < j%l, alors, puisque gy (%) = gN(%> =0,

() — ()] < Jow () — an ()] + o () — ow(s)]

On peut ensuite appliquer le méme raisonnement que dans le premier cas sur les
intervalles [t, 4] et [s, “t!] pour obtenir

|9N(‘?—_Sg’27<5)| < duw, (f, %)
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Notons aussi que si t = ¥, alors

|9N(|tt)__jg(5)| < %, ( f %)

Par suite, pour tout 0 < [t — s| < 1,

lgn(t) — gn(s)] 1
TP (£ 37):

et donc l'inégalité (3.10), ce qui implique l'inégalité (3.9).

Notons &, n le processus polygonal des sommes partielles des || X n|q :

[nt]

&) =D I Xenlla + (0t = ]| Xpngvllas ¢ € [0,1].
k=1

On définit aussi Sy y = Zigk | X v ] -

Remarque 3.18. Pour l'instant on suppose encore ¢ connu. On pourra ultérieurement le
remplacer par un estimateur construit sur les observations || Xy n|lo. Un candidat naturel
étant fourni par la racine carrée de la variance empirique des || X n|a-

Maintenant, on définit les statistiques T,, x et A, v construites sur les || X; y||o détectant
la rupture épidémique et la rupture simple respectivement. Dans le cas de la rupture
épidémique, on remplace la statistique 7;, par la statistique 7}, x donnée par

B S LAy o T
n,N — O+/N 1<k<m<n [(%_%)<1_ (%_%))]'y .

Dans le cas d'un seul point de rupture, on remplace la statistique A,, par la statistique

A, ny donnée par
1 k ENY 7
Any = —— max (_ (1 - _))
o+4/N 1<k<n \ N n

Un résultat fondamental pour montrer la convergence de ces statistiques sous 1’hypo-
these nulle est le suivant.

k
Sp.N — —Sn N
n

Proposition 3.19. On suppose que N = N(n) — 400 et on se place dans le cadre du
théoréme 3.13. Alors

1 . IR, P
e el P
H\/ﬁgn’N \/ﬁgn 4 THo0
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Nous admettrons provisoirement cette proposition pour ne pas interrompre le flux prin-
cipal de I'argumentation. Une preuve détaillée est fournie a partir de la page 115.

La convergence de ces statistiques sous 'hypothése nulle est donnée par les théorémes
suivants.

Théoréme 3.20. On suppose qu’il existe un réel p > 2 tel que

lim t*P(Yy >t) =0.

t—+o00

Alors, sous ’hypothése nulle,

o

et

Par le théoreme 3.6, on sait déja que

n—-+o0o

donc par le lemme de Slutsky, il suffit de prouver que

Tyn — To| —2— 0. (3.11)

n—-+00

Or T, = gn(#ﬁﬁgr) et T, v = gn(#H ,'fN) et afin de montrer cette convergence, on
consideére les fonctionnelles

gn(z) = max I(x i/n,j/n)

" N #(0) — 2(9)
TS = ga =)
Or

&%) —
) (1=
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G=20=G=]
= I({n,i/n,j/n),

et
L&y ifn.5/n) = I(&n-i/n.j/n)
et donc
gn (51?) = gn(§n) €t gn (£ETN> = gn(&n.n)-
Maintenant , comme

(& — &)

Y

v

1 1
Tn o Tn < ~n _— (¢br _ ¢br < || ——
’ N | >~9g (O‘\/ﬁ(gn 5n,N)> = O‘\/ﬁ

afin de montrer la convergence (3.11), il suffit de montrer que

n——+o00
~

1 gbr o 1 é-br
oyn"N oyn"

ce qui est garanti par la proposition 3.19.

Théoréme 3.21. On suppose qu’il existe un réel p > 2 tel que

lim "P(Y; > t) = 0.

t—-+o00

Alors, sous ’hypotheése nulle,

n——+o0
ou
Az WO —tW(D)
o<t<1 (1 —=1))
et

1
>

Preuve. On souhaite montrer que quand N = N(n) tend vers 'infini avec n,

Par le corollaire 3.16, on sait déja que

o
A, —— A,

n——+o0o

donc par le lemme de Slutsky, il suffit de prouver que

Ay — Ay —— 0.

n—-+4o00
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Or An — T’y(#ﬁégr) et An,N = T’Y(#ﬁ STN) et comme

1 1
o m(ﬁlﬁ — &)

on obtient ainsi le résultat par la proposition 3.19. ]

Y

o

Aoy — Al < ( (e — ﬁlsz)) <>

Remarque 3.22. On s’attendrait & une normalisation en o, ) avec

on.n = Var(|| Xy v[2)

pour &7y, mais c’est plus simple de conserver ¢ au lieu de o, x dans la définition de A, .

Noter que I'on ne cherche pas ici a prouver la convergence en loi dans HJ de o~ 'n=1/2¢Pr
vers B, méme si cette derniére devrait découler de la convergence de o,y vers o.

Dans le reste de cette section, nous montrons la proposition 3.19. Pour cela, nous aurons
besoin d’introduire quelques notations et résultats. Notons

Cn =& — &N
Il est clair que (, est le processus polygonal de sommes partielles des variables aléatoires
enk = [ Xilla = I X nllay 1<k <n.
Ces variables n’étant pas centrées, on définit aussi les
Enk =Enk — Benk, 1<k<n.

et le processus polygonal de sommes partielles Cn associé.
Comme

1 br

1 gbr
ovn N oy/n"

afin de montrer la proposition 3.19, il suffit de montrer la proposition suivante

1 br 1 “br
o nC” e nC"

<4'15
Y Y 'Y_ U\/ﬁ Y

Proposition 3.23. On suppose que N = N(n) — 400 et on se place dans le cadre du
théoréme 3.13. Alors

1 . P
ol

Afin de montrer cette derniére proposition, nous aurons besoin des lemmes suivants

Lemme 3.24. Soit X une variable aléatoire. Pour tout a > 0,
E(‘X’1{|X‘>a}) = aP(\X! > CL) —|—/ P(‘Xl > S) ds.
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Preuve. 1l est facile a vérifier que
{|X|1{|X|>a} > s} = {|X| > max(a, s)},

donc
o0

E(IX[1gxisap) = | P(X[Lgxsa) > s) ds

h
/0 P(|X| > max(a,s)) ds

_ P(|X|>a)ds+/ P(IX| > s) ds
0 a

Il
o

P(|X|>a)+ /:OP(|X\ > s) ds.

]

Lemme 3.25. Soient X une variable aléatoire positive et f une fonction croissante de
classe C' sur [0, 00 telle que f(0) =0, alors pour toute constante ¢ > 0,

E(f(X)Lixeg) = / " F@)P(s < X < ¢)ds.

Preuve. Comme f est de classe C!,

fa) = [ 1w

et par le théoréme de Fubini-Tonelli,

E(f(X)lix<q) = /O N f(@) <oy AP x ()

- /OOO </Ox f'(u) du) liz<ey dPx ()
_ /0 h ( /O ) L) du) 1p<ey AP (@)
_ / ) ( /O RETI dPX(x)> du

= /Oc f(w)Pu< X <c¢))du.

Lemme 3.26. Soient (Y,,), et Z des variables aléatoires positives. On suppose que

Y, < Z
Y, -2 0
n—oo

dp > 0; s"P(Z > s) —— 0.

§—00
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Alors
sup s"P(Y,, > s) —— 0.

s>0 n—oo
Preuve. Soit € > 0. On note sy = ¢!/, donc pour tout s < s,
sPP(Y, >s) <e.

Comme
SP(Z > s) —— 0,

5500
il existe s; > sy tel que pour tout s > s
sS"P(Z >s)<e
et puisque Y,, < Z, on obtient
sPP(Y, >s) <e, Vs> s.
Comme

YHLO,

n—oo

il existe ng > 0 tel que pour tout n > ng
€
P(Yn > 80) < )
51
et donc pour tout sy < s < s7

sPP(Y, >s) <e, VYn>mny.

Ainsi
sups"P(Y,, > s) <e, Vn > ny.
s>0
]
Lemme 3.27. Soit X une variable aléatoire positive telle EX? existe. Alors
E|X - EX|? <2/EX? V¢> 1.
Preuve. Comme x — x%, ¢ > 1, est convexe
z Q)q ceL Y >
<2+2 S5ty vzl
et comme en plus EX? existe, par I'inégalité de Jensen
(EX)? <E(X9).
Donc
X| E|X]\*? X|T |EX|?
=B < (1 Ex =2 1+ 2 <o (R B coms e mixr),
Ainsi
EX —EX|? < 2‘1_1E(\X|q + E\X\q) = 27E| X%
]
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Preuve de la proposition 3.23. La preuve suivante suit la méthode de troncature utilisée
dans [89] pour un probléme de convergence de moments. Il est commode d’utiliser ici
I'équivalence entre ||.||, et la norme séquentielle basée sur les différences secondes dyadiques

définie par
5 305 +1(3)))

L’équivalence de ces deux normes est prouvée dans Ciesielski [25]. Remplacant donc |||
par [|.[5°4, nous allons prouver la proposition 3.23 en établissant que pour tout ¢ > 0,

P(n,t) := P< ieq > t)

tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
En remarquant que pour toute f dans HJ nulle en 0,

1(55) - 1)l

Cn(k—i_-1> Cn( >‘>a\/ﬁt)§P1(n,t)+P2(n,t),

£ = max (rf<o>|, UL sup2” max

§>1 0<k<2i-1

1 o
PN

A5 < Sup 277 max
0<k<27

on a

P(n,t) < P(sup 277 max

>0 0<k<27 29
ou
Pl(n,t):P( sup 277 maxlén<k+.1> —Cn<£>‘ >a\/ﬁt)
0<j<log(n) ~ 0<k<2 2 2
et

Py(n,t) —P( sup 277 max

j>log(n)  0<k<2

C k1N sk

G(5) )| o),

Dans ces formules et pour tout le chapitre, log(-) désigne le logarithme de base 2 (ainsi
log(2™) = n).

1. Traitement de Py(n,t). Si j > logn alors (k +1)/2/ — k/2/ = 1/29 < 1/n. Donc si
k/27 € [ifn,(i+1)/n), avec 1 <i=1i; <n—2, alors (k+1)/27 € (i/n, (i + 1)/n]
ou (i +1)/m, (i +2)/n].

(a) Sik/27,(k+1)/27 € [i/n,(i+1)/n) alors
By e cky_ G G k1 &
6 (%5 )—@GN— -

‘m_z‘ 92
n n

25 2
~sla(50) -4l
Or Gu(£) = iy Ga() = Sia et W(%) ~G(3)

notant par S; la somme jusqu’a ¢ des €,,;. Donc

k+1 ok . .
G(57) = 6l55)| = g5 lEnanl < 55 max [0,

2J 1<i<n

= ‘Si—l-l - S@'} = |5n,i+1}7 en
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(b) Sik/27 € [i/n,(i+1)/n) et (k+1)/27 € ((i +1)/n, (i +2)/n] alors

G(5) o) = [a(55) -a (SR + e (50) -4 (5)]

(52 — G ”1|‘k+1 2+1‘

n

|z+2 H—l

Ifn%)—n(a)}iﬂ k
N

Y S R | kil it
= nlénsal |5 — |+ lénin |5 - =
< %|§n,i+2| + £|§n,i+1|

n 0
S 255 o[l

Ainsi
. t
Py(n,t) < P( sup 270-Y/n max‘é)m’ > —g>.
j>log(n) 1<i<n 2
Comme j > log(n) et v = 1/2 —1/p < 1, on a 27079 < p7~! donc /n270~Y
nY~Y2 = n=YP_ Ainsi, par la remarque 3.17, on obtient

P2<n,t>sP( sup 270 lfmax!em|>_>

j>log(n) 2
< P(max}sm‘ > tanp)
1<i<n 2
1
< np<|gn,1\ > t";’“’)

t
=nP| |len1 — Eepq| > %)

2

1

t
< nP<|€n1| +E‘€n1| > ﬂ)
( 1

P( X1 > T> + P (E4wa <X1, =

4
t 16Ew, (X5, ~)\?
:np<||xl||a ton )—I—nP( ( o (X N)> )

to

On prend n assez grand tel que

. (16Ewa(Xk,%))p’

to
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donc

1
tonr
Py(n,t) < nP(||X1Ha > "Z )

Par la condition (3.5) du théoréme 3.13,

Py(n,t) —— 0

n—oo

2. Traitement de P;(n,t). On note uy = [g—f], donc u; < g—f <THu <uppr < nlk+l)

1+ ug4q. Donc

)i ()]

‘

Ainsi

kE+1
23

27

-6k

Cn(k + 1) o guk+l

97 + ’§“k+1 - ch‘ +

S ‘én,1+uk+1| + |'§uk+1 - ‘So’uk| + én,1+uk|
< 21%1%};|8,”} + ‘Suk“ - Suk‘.
) o 0 ov/nt
Pint) <P 277 S — Sy, | >
) <P _mp 2" S = Sl > 75
. t
—|—P( max 277 max |§m|>g n)
0<j<logn 1<i<n = 4

= PLl(n, t) + PLQ(TL, t)

a) Pour Pjs(n,t), comme maxo<i<iopn 27 < n7 et 1/2 —~ = 1/p,
, <j<log

4

1<i<n

tnl/p tnt/p
Pl,g(n,t)gP(maX ’énﬂy > UZ ) SHP(’&ETLJ‘ > om )

Par le méme raisonnement que pour Py(n,t), on en déduit que

PLQ(n, t) — 0.

n—o0

(b) Pour P ;(n,t), on utilise la méthode de troncature qui permet de travailler avec
des variables aléatoires bornées. Pour cela, soit £ > 0, on note

Enyg = En,i1{|é’n,i|§tn1/P}

et Sy est la somme jusqu’a k des gm On a

Pt ) =P (

sup 277 max ‘ Su
0<j<logn 0<k<27

; o o or/nt
sup 277 mauxv‘Suk+1 - Suk‘ >
0<j<logn  0<k<2 2

— S| >

k+1

oy/nt .
T s e <)

120



o

— Suy| >

o\/nt

° 1/p

max [E,4 > tn

kol 2 1§i§n‘ n’l‘ )

—|—P( sup 27 maxv‘gu

0<j<logn 0<k<2s

. o o o+/nt .
S P sup 27 maX.’Suk-H - Suk‘ > \/_ , 1nax |€n7i| S tnl/p
0<j<logn  0<k<2i 2 1<i<n

+ P max |&,,] > tn'/? ).
1<i<n ’

Or sur 'événement {max;<i<, |, < tn'/P}, on a &,; = £,, et donc Sy, = Sj.

Donc, si on note

- . 3 t
Pm(n,t) = P( sup 277 maX.|Suk+1 - Suk’ > d 2” )7

0<j<logn 0<k<27

on obtient
Pl,l(n,t) < Pm(n,t) + P(max |§n,z| > tnl/p> .

1<i<n

Maintenant on note
of s 5
Eni = Eni — Ben,

les S}, sont les sommes jusqu’'a k des €], ; et

, o o t
Pl (n,t) = P( max 27 max [S",,, — S| > 7 4n )

0<j<logn 0<k<2i

Or
_ _ Uk+1
Vil s o | — Vil :
P2 B S = Sl = s 27 mac | S
0<j<logn = 0<j<logn = 1+up,
Uk+1

= sup 27 max E (€ni — Eén; + Epy)
0<j<logn 0<k<27 m

U

YAl < <] ‘
< sup 2 max_‘Suk+1 Sy
0<j<logn 0<k<2)
Uk+1

+ sup 277 max E
0<j<logn 0<k<27 m

s
Enyi

)

Y

Uk

donc

Uk+1
~ t
El|¢ |>a\/ﬁ).

Pi1i(n,t) < Pl (n,t —|—P( sup 27 max Eni
1,1( ) — 1,1( ) OSJSII‘Z%” 0<k<2 14uy 7 4
Comme 2/ < n,
n(k+1) nk n(k +1) nk n 2n
e e e e R e e i TR

121



et v —1 < 0, on obtient

Uk+1
sup 27 max E‘e’;m| < sup 2j(7’1)2nE‘§n,1} < 2nE|§n,1‘.

0<j<logn 0<k<27 o 0<j<logn

D’ou

Uk 41
. - t 5 t
P( sup 27 max Y EJE, | > T ) SP(E|§M} > 0_)

0<j<logn 0<k<27 h

+ug
Or
0=E(1) =EEnilye, <t + Enilie, smiimy);
alors 3
|E(5On,1)| = |_E(§n,11{|én,1|>tn1/ﬁ})} < E(yén,l‘1{|én71|>tn1/ﬁ})-
Or, par le lemme 3.24,
E(|§n71|1{|§n71|>tn1/1)}> = tnl/pP(|§n71| > tnl/p) +/ ) P(|€On71| > S) ds
tnl/P

et par la condition (3.5) du théoréme 3.13, pour t assez grand et uniformément
par rapport a n,

(tn )PP (€] > tn'/?) < K, K >0.

Donc
E(|§n71’1{|§n 1|>tnl/p}) S tnl/pK(tnl/p)fp -+ K s Pds
’ tnl/p
e (1 n L)
p—1
On note

pour tout t > ty et uniformément par rapport a n,

P ot
€n,i’ S

E
8vn

et par conséquent

o o/ nt
P( sup 27 max E|§n7i‘ > 1 ) =0.
; <k<2J
0<j<logn  0sk<2? 770

122



Ainsi 3
Pl,l(nv t) < Pl/,l(n7t)'

Or
/ — J'y _ 3 U\/_t
Pl,l (n7 t) p (0<rjn<ah§(gn 2 Og}fa;;] ‘S Uk+1 S Uk ‘
log(n) 27
. o/nt
< 3SR (18 - 5> )
j=0 k=0
Puisque
o o Uk+1 o q
E|Sluk+1 - S/uk|q =E Z 5/n,i < 00,
up+1

I'inégalité de Markov nous donne

o B ° q
P(‘gluwrl - éluk‘ > U\iﬁt> S E‘S/Uk+l SIUk‘ .

(=)’
4

Par conséquent,

log(n)

Pl (n,1) thq/Z Z QMZE}S/“M |

Maintenant, afin de controler E}S’ — §’uk ’q nous appliquons l'inégalité de

Uk 41
Rosenthal : comme les €/, ;, ¢ > 1, sont indépendantes et centrées, il existe une
constante ¢, > 0 telle que

Uk+1 q
N o q o
E|[S ., = Yul =B > &

i=1+ug
rs Uk+1 5 q/2 Uk+1

<e¢, (Z Ee/m) + ) Bl q}
- z=1+uk z:1+uk
i ) Q/2 o

2
< | (ursr — ug)? (E5'n,1> + (w1 — uk)E|€’n,1\q]

o9 \4/2 °
< cq | (upgr — up)?? (Eg,n,1> + (Ug41 — uk)E|€’n,1|q] :

Puisque 2/ < n et up,1 — ux, < 2n/27, on obtient

. o 2nN\N/2/_ .2 \I/2 2n
q
E[S s, — S| < cq“g) (Bh))" + 5 |an1|‘1}
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Par suite,

log(n

49¢ q/2 0,2 q/2 2n
/ -9 J’Yfl
Ply(n,t) < Ty Z kz {( > ( ”1> T 27 ’6 1
‘ 0
sac, log( ) vt I /2 EOIQ q/2 QnE .
T gutand/2 Z 2 (E) ( 5’“) o ]

10g

A4
- O'Qth,C';I/Q [(2n)q/2< ) Z p/beri=ald

. log(n) '
+2nEle ] ) 2m].

Jj=0

log(n)
, ovallog(n)+1) _ 1 pv49¥a _ 1  p¥49%4
Vel _

Z_:Q - 279 — 1 o — ] S27(1—1

et, comme v —1/2=—1/p, on a

log(n) +1—q/2)(log(n)+1
Z QiGeti-a/2) < 1 — 2(va+1—q/2)(log(n)+1) _ 1 _ 1 '
' 1 — 2va+1—q/2 1 — 2vg+1—q/2 1 —921-a/p
Ainsi
44¢ (2n)7/2 22 \9/2  (2n)1 _ -
/ q / / q
Fant) < [1 P (E ml) e — Bl

_alp,q) o2 a2, c(pgntTYP

= ga (BFn) o+ T Bl

ou 3¢/2 +1-q/2
2%/2 ¢, 9ri+1=a/2 ¢,
ci(psq) = T_oian c2(p:q) = Tow 1

. o2 \4/2
i. Montrons que (Ee’n 1) tend vers 0 : on remarque que

Ee’ nl = E(snl — E5n1)2 = Var(gm) < Es . < Esnl

et
. 2
Eeil = E(eml — Ean,l) = Vare,; < Eesi1

Par la Remarque 3.17,
1
nn = X lla = X vlle < [1X1lle = X1 < 4w (X1, 1),

124



il

et donc

1
Egi,l < 16Ew2 (Xb N) .

Par conséquent,

et puisque X € H[0, 1],

1
2 —_—
wa<X1, N) —>n 0.

D’autre part, comme w?(X;,1/N) < || X1]]2 et E||X1]|2 < +00, on peut
appliquer le théoréme de convergence dominée pour obtenir le résultat an-
nonceé.

Montrons que E|§’n71|q tend vers 0 : par le lemme 3.27,
Ele'n 1| = E|é,1 — Eé, 1|7 < 29E|E,, 1]
Par le lemme 3.25,
Bléna|” = B(12n1 e, <miiny)

tnl/P
= / gs?'P (s < €] < tnl/p) ds
0

tnl/P
< / qs? P (|Epa] > s) ds.
0

On note

K, =sup s"P(|€,1] > ),

s>0
on a
B tnl/P
El&, 1] < qKn/ s1717P s = LKntq—pnq/p—l
0 q—p
et donc ) /
—q/p
MEE’M q S 02(p7 Q) Kn-
ot4 ’ oatpr

Maintenant, par le méme raisonnement que pour P(n,t), pour n assez
grand, on a
P(‘égn’l’ > S) < P(|€n71| > S)

et afin de controler K,, on applique le lemme 3.26 avec Y, = |e,,1] et
Z = || X1|a, en effet

0 < lenal = lIXlla = Xanllal < (Xl + 1 X1 nlla < 2 X [la;
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par la condition (3.5) du théoréme 3.13, on sait que
s"P(| X1]la > s) — 0,
S5—00
et par la remarque 3.17,

P(lenil > 5) = P([| Xulla — [IX1nlla| > 5) —— 0.

n—oo
Ainsi
supP(len1| > s) —— 0.
s>0 n—o0
Par conséquent,
K, ——0
n—oo
et donc .y
co(p, q)nt—a/P .
2(p Q) E’E/n,1|q O
odtP n—00
Par suite, on obtient I'inégalité (3.12) et ce qui prouve la proposition 3.23. O

3.4 Etude de 7T}, et T, n.n sous différentes hypothéses al-
ternatives

Dans cette section, nous étudions les statistiques 7}, et T, y sous différentes hypothéses
alternatives. Nous commencons par étudier la statistique 7T;,, ensuite on en déduit le com-
portement de la statistique 7;, x. Pour ce faire, nous aurons besoin des résultats suivants.

Lemme 3.28. Soit X un élément aléatoire dans HS([0,1,R), 0 < a < 1, et Xy son
approximation par interpolation affine avec un pas de discrétisation de %, N € N*. On
suppose que E|| X ||, = p € Ry.. Alors

E|Xn|a Vo H (3.13)
Preuve. Par la remarque 3.17, limy 1o || Xn||a = || X|la ponctuellement sur ©Q et 0 <
| Xn|la < || X||la- Donc par le théoréme de convergence dominée on obtient la conver-
gence (3.13). O

Pour les deux lemmes suivants, nous aurons besoin de la définition suivante.

Définition 3.29. Soit E un ensemble et Es C E, pour tout 6 > 0. On dit que Ejs croit
vers B quand § décroit vers O et on note Es 1 E quand 6 | 0 si

— Es C Eg pour 0 < <96 ;
— F = UssoLs.
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Lemme 3.30. Soit f une fonction définie sur un ensemble E et a valeurs positives. Si
Es 1 E quand 6 | 0 alors sup;cp, f(t) &HO supsep f(1).

Preuve. On pose M = sup,.p f(t). Si M < +o0 alors pour ¢ > 0, il existe t. € E tel que
f(t:) > M — e. Comme E = Us~FEj, il existe au moins un dy > 0 tel que t. € Ej,. Donc

Mz sup f(t) = f(te) = M —¢

tEE50

et pour tout ¢ < dp, on a

sup f(t) > sup f(t) > M —e.
teEs t€E50

Ainsi, pour tout 0 < § < dg

M > sup f(t) > sup f(t) > M —e.
teEs t€E50
Par conséquent,

sup f(t) — sup f(1).
teEs 610 R

Maintenant, si M = 400 alors pour tout A > 0, il existe t4 € F tel que f(t4) > A.
Comme E = Us-oFEj, il existe au moins un oy > 0 tel que t4 € Ej,. Donc

sup f(t) = f(ta) = A.

tGEgO

Ainsi, pour tout 0 < § < dg

sup f() = sup f(t) = f(ta) = A.
teE; teEs,

Par conséquent,

su t) — +o0.
sup f(t) ~

]

Lemme 3.31. Soit f une fonction continue sur [0,1] telle que pour un o € [0, 1[, || flloa =

+00. Soit f Uapprozimation par interpolation affine de f avec un pas de discrétisation de
%, N € N*. Alors
[fnlla ——— +oo.
N—+o0

Preuve. Notons tout d’abord que

[fn () = fn(s)] I (%) = fn (%))
17wl > ocrcoct  [E—s[o 0<igjeN N|%]a -
e PR -1
0<i<j<N ‘J_J;l|



On prend maintenant

. £ (&) — (s)]
qg: (S,t) — W

fonction définie sur Uensemble A = [0, 1]*\ {(s,t) € [0,1]* : s = t}. Pour tout ¢ € ]0,1],
on pose Fs = {(s,t) € 10,1 : |s—t| > d}. Pour tout N € N*, on pose D5y = {(%, %) €

N'N
0,1]? } >0 } On vérifie facilement que Ds = Uy>1D;5 n est dense dans Ej. Il est
clair que

?

v -
HfNHaZ sup g<87t)'
(Svt)eDts

Comme ¢ est continue sur le compact Fs alors elle atteint sa borne sup, il existe alors
(85,755) € Ejs tel que

sup g(s,t) = g(ss,1s).
(s,t)EEs

Comme Ds est dense dans Ej, il existe une suite ((s N, tN)) ~ C Ds telle que

(SN, tN) m (357 t&)

et par continuité de la fonction g on a g(sy,tn) ﬁ g(ss,ts). Puisque g(sn,ty) <
— 400

SUD(s 1)ep; 9(8; ), on obtient

li f ty) <1 f t) <li f -
N infotom ) < el e, 0000 < Yl Wil

Ainsi

sup g(s,t) = g(ss, ts) = hmmfg(sN,tN) < hmmf 1N las V0 <d < 1.
(s,t)EES —r+o0
Donc afin d’étudier ce dernier terme, nous commencons par montrer que Fs T A quand
6 1 0. Comme Es5 C A, pour tout 0 < ¢ < 1, il suffit de montrer que A C J;., £s. Pour
cela, si on prend (s,t) € A, avec §' := |t — s]|, alors (s,t) € Es pour tout 0 < 0 < ¢ < 1.
D’ott A C Usog Es et Es T A quand 0 | 0.

Par conséquent, par le lemme 3.30, on obtient

lim sup g(s,t) = sup g(s,t) = || flla
640 (s,t)EES (sit)eA

ce qui implique que
[ flla < liminf || fxl[q-
N—+o0

Comme || f|la = +00 par hypothése, on obtient limy_, o || fv]la = +00. O

Lemme 3.32. Soit X un élément aléatoire continu et Xy son approximation par interpo-
lation affine avec un pas de discrétisation de , N € N*. On suppose que E|| X||, = +oc.
Alors
E|Xy|oa —— +o0.
N—+o0
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Preuve. Par le lemme de Fatou et la remarque 3.17,

lim nf B Xl > B(liminf | X]l.) =
N—+oo N—+o00

et donc limy_, oo E|| Xy |lo = +o0.

B,

lim [ X ]la) = Bl Xl = +00

—+o00

]

3.4.1 Etude de T, et T, v dans le cas de changement de ’espérance

Dans cette partie, nous considérons 1’hypothése alternative (H}), i.e., nous supposons
un changement dans la valeur de I'espérance des Y}, en distinguant deux cas : celui ou la
différence entre I'espérance pendant et en dehors de 1’épidémie est fixe et celui ou elle tend

vers 0 quand n — +o00. Pour cela, on note

,u17
. Y, —

Y= Ho

Y —

et

2

Vary, = {Ug’

o7,

S22 ‘ ; s 2
ot 0§ = 0 (pas forcément égale a o7).

Le cas po # 11 € Ry

sii€ I,
sit e I,
sii€ I,
sitel,
sii€ I,
sii €I,

La divergence de la statistique T, sous cette hypothése alternative est donnée par le

théoréme suivant.

Théoréme 3.33. On pose

i I
hy = — (1 - —)
n n
On suppose que
h, —— 0
n—-+o0o
et que
Vnh™ ——— 40
n—-400
Alors
1 P
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Preuve. Le point clé de cette preuve est de montrer que
n 1 L
T, > Vo hy o — | = =Op <h5>
o o

et que sous les hypothéses du théoréme, ce minorant tend vers +oo en probabilité avec n.
Pour cela, nous allons utiliser la décomposition suivante

*

I* z
Sme = S = =S = z*(1 - —)(uo — 1) + R, (3.15)

ou

an(l—%);ﬁ—%Zﬁ.

Vérification de (3.15). En notant que S,, = S(I,,) + S(I,), on obtient

Sm*—Sk*—<m7*—%>S S *_sk*—l—*s
- (1-D)su )—l—*S< i)
=(1—%>§(E+ul)—%§(ﬁ+uo)
:z*(l—%>p1+<1—%>2ﬁ+l (n—l*po——ZY
i€ln icly,
—l*<1_ﬁ>(lﬁ1 fto) + R
Or
Var(\/ﬁRn) :Var<in[<1—%)2m—52ﬁ >
i€l i€ly
L=yt Ko
LoDy Ao
=L (=)0 +0)
= ¢?hy,,
ol

= max{og, af}.

Puisque les Y; sont centrées, par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on obtient
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Ainsi

1 |Sm—Sk—(@—ﬁ)Sn\
o iskamen [ =5 (1= (5 = D)

1 [Sp —Sk*—(m?—ﬁsn|
Jf[(m* I Sk

*

(1= 2 o = m)

:_h'Y

0\/_
R h,,
a\/ﬁ ! Inh (1

U\/— h(Infn (0 = pa)| = [ Rn)

N
= Y i — ] — ——h|R,
g |:u0 :ul‘ \/— n | ’

\(/T_hl Mo — pua| — h;OP(\/_)

1 1_
= £hrll_7|/~bo —m| = —Op<h% V)
g g

n 1 1
= \/__h}fw’/io — | — —Op<hﬁ)-
o o

0— 1) + Ry

Par suite,

g — ]~ 20w ().

Sous les hypothése du théoréme 3.33, on obtient (3.14).

T, >

Maintenant, afin d’étudier 7;, ; sous ’hypothése alternative, notons

siiel
EK}N _ ,UO,Na n n
N, sii€ .

Théoréme 3.34. On pose

On suppose que

h, —— 0
n—-+o0o
et que
Vnhl ™ ——— 40
n—-+o0o
Alors



Preuve. Comme pigy — fto et puu v —— 41, et sous cette hypothése alternative,
n—-+00 n—-+0oo

to # ft1, donc a partir d'un certain rang ng, pon # p1,n. On obtient ainsi le résultat par
le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme 3.33. O]

Le cas |ug — pi| —— 0
n—-+0oo

On suppose que po = po(n) et py = pi(n) et que o — 1| — 0. Notons que ce cas
n—-+0oo

nous permet de déterminer les plus petits changements que la statistique 7, peut détecter.

)

Théoréme 3.35. On pose

On suppose que

et que

Alors

Preuve. Par le méme raisonnement que dans la preuve du théoréeme 3.33, on montre que

NG

1 1
T > ~—hy o — | — =Op <h5>
o o
et comme
h, —— 0
n—-+oo
et
Vihy o — | T T

on aura le résultat. O]

Maintenant pour 7, y, par un raisonnement similaire a la démonstration du théo-
réme 3.34, on montre le théoréme suivant.

Théoréme 3.36. On pose

On suppose que

h, —— 0
n—-+oo
et que
Vinhy o — pu| —— +oo.
n—-+4oo
Alors



3.4.2 Etude de T, et T, ~ dans le cas de changement dans la régu-
larité holdérienne

Dans cette partie, nous considérons 1’hypothése alternative (H;), i.e., nous supposons
un changement de régularité holdérienne. En fait, sous cette hypothése alternative on a
P(Y; = || Xi|la = +o0) > 0 pour tout i € I,. Ainsi P(S,, = > 7', Y; = +00) > 0 et il
n’est alors méme pas clair que le calcul explicite de T}, soit toujours possible a partir des
Y; a cause des différences « oo — 0o » et donc que T, soit définie sur un événement ' de
probabilité 1. En supposant que 1’observateur ait accés aux valeurs exactes des Y;, dés qu’il
constate que I'une d’elles est infinie, il n’a plus de raison de tester 'existence d’une rupture
dans la régularité holdérienne puisque qu’il est alors stir que pour le ¢ correspondant,
P(X; ¢ H,) > 0. On pourrait prendre cela en compte en modifiant la définition de T, en
convenant que, par exception, 7T, vaut +oo lorsque I'un au moins des Y; est infini. Nous
n’explorerons pas davantage cette voie car 'utilisation de T}, y est bien plus réaliste.

Avec T,, n, le probléme des observations ayant une valeur infinie disparait puisque Y; y =
| Xin o reste fini pour tout 1 < i < n. En effet, les X; y sont des lignes polygonales et
donc appartiennent a H¢ ([0, 1], R) pour tout 0 < av < 1.

)

Théoréme 3.37. On pose

On suppose que

et qu’il existe 0 < 6 < 1 tel que

VRhITN@AO=0) oo

n—+400

Alors
Ty N —— +00. (3.16)

n——+00
Preuve. Par le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme 3.33, on a

Jn

_ 1 1
T > Y — ]~ L 00 (1),
g g

Il suffit alors de montrer que

vn

_— h:l_”,uo,]\f — ,lL17N| — +00. (317)
o n—-+oo

Pour cela, on commence par minorer p; y :

Xl = [ X ¥ (O] + s, ==
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>  max ——
0<i<j<N ‘Jﬁl‘

o X (8) = X (5))] 'J —i"™
0<i<j<N, j—i|B N
0<j—i<N® | ’

S B ) e oo R
((])<§i<j<§]]\\/fé j];i‘ﬁ 0<j—i<Ns | N

j—i<

— N@=B)(1=8) | ax |Xm* (%)‘ X (1@)‘)

0<i<j<N, ’u‘ﬁ
0<j—i< N N

par suite

pin = E|| X nlla > N=A(=0)g max

0<i<j<N, }];l|’8
0<j—i<N?® N
Ainsi
\/_ﬁh}fvfﬂo,z\/ — pN| = _nh};’y(ul,N — Ho,N)
o o
\/ﬁ 1— (a—B)(1-9) ‘Xm* (%) — X (ﬁ)‘
2 Thn T N« E OSEE?}S(N, ‘J;l‘ﬁ — Ho,N
0<j—i<N¥ N
> @hlfny(OéﬁB)(lft;) E max |Xm* (%) — Xonr (%)|
o " 0<i<j<N, |j;7,‘5
0<j—i<N® N
_ N(Q*B)(‘S*l)uo N)_
Remarquons maintenant que
(L) — (L
liminf E max }Xm <N) ?m <N)‘ > 0.
n—+o0o 0§%<J§N, }j;l|
0<j—i<N?® N

Sinon il y aurait une sous-suite infinie strictement croissante d’indices n; pour lesquels cette
espérance serait nulle, ce qui entrainerait la nullité presque stire de chaque terme du max,
donc en particulier de tous les accroissements X« ((i+1)/N(n;)) — X+ (i/N(ny)), 0 < 1 <
N(n;) — N(n;)°. 1l en irait de méme pour un élément aléatoire X fixé de méme loi que X,
Par continuité de X et densité de {i/N(n;),0 < i < N(n;) — N(m;)?,1 € N*} dans [0, 1]
on en déduirait que les trajectoires de X sont presque stirement des fonctions constantes
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sur [0,1] d’'ou P(X € H?) = 1 et comme X, a méme loi que X, P(X,,- € H°) =1, en
contradiction avec I'hypothése (Hi) qui précise que P(X,,« € Hg \ H,) nest pas nulle.
On peut maintenant déduire, puisque N©@=AC=1) — 5 0 et o n o Moy (3.17) et

n—-+oo

donc (3.16). O

Remarque 3.38. Nous pouvons maintenant mieux voir l'utilité de facteur de pénalité
[(% — %) (1 — (% — %))}_7 dans la définition de T, (ainsi que dans celle de T;, n). Nous
montrons que ce facteur permet a la statistique la détection d’'une « trés courte épidémie »,
c’est-a-dire pour [* /n proche de 0 ou d’une « trés longue épidémie », c’est-a-dire pour [*/n

proche de 1.

1. Afin de mieux voir son utilité, commengons par supposer que ce facteur n’existe pas
dans la définition de T),, c’est-a-dire v = 0 et donc T, est donnée par

su-si- (2 s

T, = ——= max
O/ N 1<k<m<n

Dans ce cas, cette statistique ne peut détecter que le changement de régularité tel
que y/n = o(l*) ou bien \/n = o(n — I*). En effet, en suivant le méme raisonnement,
par exemple, que la preuve du théoréme 3.33, nous aurons

s (2 4)s
l*

Spe — Spr — — 8,
n

1
T, = ——= max
04/ N 1<k<m<n

1
>
_0\/—‘

a\/_
\/_
:_hn - - ——|{n

2 o = il = el

1
> ?hnWo — | — ;OP(\/h_n)-

Ensuite, on peut rendre le deuxiéme terme de ce dernier majorant aussi petit qu’on
veut dés que h, — 0 et pour avoir la divergence du premier, en supposant que
n—-+o0o

(1= 2 o = m)

*/n o Gce [0, 1], il suffit que /nh, o o et pour avoir ceci, il faut que
n——+oo n—+00

soit v/n = o(l*) soit /n = o(n — I*).

2. Maintenant, nous prenons 0 < v < 1/2. Par la preuve du théoréme 3.33,

1 55— (2 - £)5,
P (- (5 D))
L[S = 5= (5 - £)S,

Z oAl B (=)
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n 1 L
> V/n ho o — pa| — —OP<h7’{>-
o o

Donc pour avoir la divergence de la statistique T, vers +oo, il suffit que

I I
hn:—<1——> ———0 (3.18)
n n n—+00
et que
n—-+0oo

Pour cela, en supposant que I*/n —+> ¢, ¢ € [0,1], afin d’avoir (3.18), il faut que
n—-+0oo

soit ¢ = 0 (et donc (I*) = o(n)) soit ¢ =1 (et donc n — I* = o(n)). Maintenant pour

avoir (3.19), il faut que soit
1 [N\t
N 0((5) )

(-t
N ¢ n
et donc soit n70 7 = o(1*) soit nAET = o(n—1*). Notons que (1—2v)/2(1—7) < 1/2,
pour tout 0 < 7y < 1/2.

Par exemple, pour I* ~ n? :

1. Siy =0, v/n=o(l*) et donc \/n = o(n’), il faut alors que J > 1/2.

soit

1-2
2. Maintenant dans le cas v # 0, R = o(n®), il faut alors que § > 2%1__23) Or la
fonction v — %, 0 < v < 1/2, est décroissante et bornée par 0 et 1/2. Donc en

augmentant 7, on diminue § pour étre de en plus en plus proche de 0 lorsque v est
proche de 1/2.

3.5 Etude de A, et A, n sous différentes hypothéses al-
ternatives

Dans cette section, nous étudions les statistiques A,, et A, x sous les différentes hypo-
théses alternatives.

3.5.1 Etude de A, et A, ny dans le cas de changement de l’espé-
rance

Dans cette partie, nous considérons I’hypothése alternative (ﬁ[l), i.€., NOUS SUPPOSONS
un changement dans la valeur de ’espérance des Y}, en distinguant les cas ou la différence
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entre I'espérance avant et aprés k* est finie ou infinie. Pour cela, on note

EY, — Ho, S%ﬁék*,
f1, Sii>k*,
}/;l_ "<k*7

Vi = flo =
Y, —p sii>k*

et
2 L. *
oy, sii <k,

Vary, = ¢ 700 "
{, sit > k",

o

S o2 2 ‘ ‘ s 2
ot 0 = 0 (pas forcément égale a o7).

Le cas py # 11 € Ry

La divergence de la statistique A, sous cette hypothése alternative est donnée par le
théoréme suivant.

Théoréme 3.39. On pose

On suppose que
et que

Alors
A, —— +00. (3.20)

Preuve. Par le méme raisonnement que la preuve du théoréeme 3.33, nous montrons que

Sk == S =k (1 . —)(,Lbo — 1) + R, (3.21)

n

ou

Vérification de (3.21).
k* n

S s =YV T3y,
=1

=1
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1=1 i=k*+1

=k*uo+zfé-—%<k*uo+ZY+ n—k)pm+ Z Y)

:i(ﬁw()) —%(i(ffﬂruo) + Z (ffiﬂn))

:(k*—<k;)2)u k*(n_k*)u1+<1——)ZY—— Z Y,
:k:*(l k*)uo—k (1—k—)u1+(1——)23/—— Z Vi

i=k*+1

Or
x. F x
Var(\/ﬁRn) :Var<in[< —%);Yz——l:;ly;})

— %(1 — %)21503 + %(%)2(71 — k"ot
By i
- hp- £
= Chy,

ou

2 _ 2 2
¢“ = max{ao,al}.

Puisque les Y; sont centrées, par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on obtient

%Rn — Op(\/n).

An:L max (E<1—E>)_7
O+/N 0<k<n \ 1 n
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(-5 e

= ?h K k’*<1—k—>(uo—ul)
:U\/— n|nh( M1)+Rn|
> —=h,"(|nhn(po — pa)| — | Ral)

0\/_ o
Yl - ]~ bR

n
> NG B hlpto — il — B Rl
g o

h—’Y
= g he o — | — — Op (V/ )
Vo 1 ( l—v)
— h%

~—hy o — | — = Op
o o
n 1 1
_Vn hy o — | — —OP<h5>'
o o

Sous les hypothéses du théoréeme 3.39, on obtient la convergence de ce dernier terme vers
+00 et donc (3.20). O

Maintenant, afin d’étudier A,, y sous I’hypothése alternative, notons

si1 < k*
E}/i7N _ Ho,N a = ’
piN, sii> k"

Théoréme 3.40. On pose
k* k*
= (1-3)
n
On suppose que

h, —— 0
n—-+oo
et que
Vnht™ ——— 40,
n—-+4oo
Alors

Ap N —P oo
n——+o0o

Preuve. Par le méme calcul que pour A,,, on obtient
k* N k*
Sk N — —S N=Fk (1— —>(M0N—M1N)+RnN
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ou

%Rn — Op(v/hn).

Donc A
n._ q_ 1 1
Ay N> 7}1,11 Mo n — Han| — ;OP <hﬁ>
Donc sous les hypothéses du théoréme 3.40 et comme

foN —— flo, fiN —— fi1 €t o # p,
n—-+o00 n—-+00
on aura

P
A, N — +00.
T n—4oo

Le cas |ug — pi| —— 0
n—-+oo

On suppose que py = po(n) et py = pi(n) et que o — 1| o 0. Notons que ce cas
n—-+0oo

nous permet de déterminer les plus petits changements que la statistique A,, peut détecter.

Théoréme 3.41. On pose
k* k*
L)
n n

On suppose que

n—-+o0o
et que

Vinhy
Alors

Preuve. Par le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme 3.39, on montre que

n 1 1
B> YRy — ] 0p (1)
g g

et comme

h, —— 0
n—-+00
et

Vnhy o — pa| —— +o0,
n——+oo
on aura le résultat.

140



Maintenant pour A, y, par un raisonnement similaire a la démonstration du théo-
reme 3.40, on montre le théoréme suivant.

Théoréme 3.42. On pose
k* k*
o ==—(1-=).
n n
On suppose que

h, —— 0
n——+00
et que
Vil g — | ——— 400,
n—4o0o
Alors

P
A, Ny — +oo.
n—-4o00

3.5.2 Etude de A, n dans le cas de changement dans la régularité
holdérienne

Pour la méme raison qu’a la sous-section 3.4.2, nous nous limitons & 1’étude du com-
portement de A, y sous (Hy).

Théoréme 3.43. On pose

On suppose que

et qu’il existe 0 < 6 < 1 tel que

Vnhim YN0 o,

n——+0o00
Alors o
Ap, Ny —— +o00.
n—-+00
Preuve. Pour la preuve de ce théoréme, consulter la preuve du théoréme 3.37. O]
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Chapitre 4

Détection de rupture épidémique dans
la régularité holdérienne d’un processus
continu a accroissements indépendants

Aprés avoir étudié la détection de rupture épidémique de la régularité holdérienne
dans une suite de n fonctions aléatoires, il est assez naturel d’essayer de réinvestir la
méthode utilisée pour détecter une rupture épidémique de régularité holdérienne pour une
seule fonction aléatoire £ = (£(¢),t € [0,1]). En effet, en découpant [0, 1] en n segments
consécutifs de longueur 1/n, les restrictions &, , 1 < k <n, de £ a chacun de ces segments
jouent le role des « données journaliéres » du chapitre précédent. Bien stir cette approche
impose quelques restrictions que nous examinons maintenant.

D’abord, on souhaite que les fonctions aléatoires ,, ;, 1 < k < n, soient indépendantes.
Ce n’est visiblement pas le cas ici puisque £ étant supposée a trajectoires continues, on
a les conditions de raccordement &, x(k/n) = &(k/n) = &upr1(k/n), 1 < k < n. En effet,
pour z < yetl<k<n,

P(&ui(k/n) < @, &pir(k/n) < y) = P(E(k/n) < x,&(k/n) < y)
=P (&(k/n) <) # P(E(k/n) < 2)P(E(k/n) <y).

Pour effacer cette dépendance, on considére plutot les &, = &ux — E((k — 1)/n). Dans
le modéle des courbes « journaliéres » du chapitre précédent, cela revient a considérer
que Xi(k — 1) = 0 pour tout k, ce qui dans I'exemple de la consommation journaliére
d’électricité correspond & une remise a zéro du compteur a chaque changement de date.
En ramenant [k — 1, k| sur [0, 1], cela revient a imposer la condition X;(0) = 0 dans les
hypothéses du chapitre précédent, ce qui est juste un cas particulier dans les hypothéses
posées, sans influence sur les résultats obtenus. Revenant a &, ceci suppose que pour toute
suite (¢;)1<i<n telle que pour chaque i, (k — 1)/n < t; < k/n, les n variables aléatoires
réelles £(t;) —&((i —1)/n) soient indépendantes. Comme ceci doit en outre étre vérifié pour
tout n, on est naturellement conduit & supposer que £ est a accroissements indépendants.

Supposons donc & a trajectoires continues et a accroissements indépendants. On ne
changera pas ces propriétés en imposant £(0) = 0 pour alléger les écritures. De plus si on
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veut utiliser des techniques reposant sur le TLC, il est raisonnable de supposer que £ est
du second ordre, i.e. E£(t)? < oo pour tout ¢ € [0, 1]. Dans ce cas, E£() existe pour tout .
Il convient ici de remarquer qu’'une rupture épidémique dans la régularité des trajectoires
de & peut entrainer une rupture sur la régularité de la fonction déterministe ¢ — E&(t).
Nous n’aborderons pas cette question dans cette premiere étude et nous contenterons de
supposer que £(t) est centrée pour tout ¢.

Regardons maintenant ce que ces hypothéses impliquent pour la variance de £(t). Nous
posons désormais

f(t):=E&()?, teo,1)]. (4.1)

On remarque alors que

En effet,
E(£(t) — £(5))" = E(£(t)? + &(s) — 26(1)€(s))

= E£(t)? + E€(s)? — 2E€(1)E(s)
= f(t) + f(s) — 2EE(H)E(s)
= f(t) + f(s) — 2E(£(s)(E(s) + £() — £(5)))
= f(t) + f(s) — 2[E&(s)* + B(E(s)(E(t) — £(5)))]
= f(t) + f(s) = 2[f(5) + B(&(s)(E(t) — £(5)))]
= f(t) — f(s) — 2E(£(s)(E(t) — &(s)))
= f(t) — f(s)

car £(s) est centrée et £(s) et (£(t) — &(s)) sont indépendants puisque £ est supposé a
accroissements indépendants. Ainsi f(¢) — f(s) > 0, donc f est croissante sur [0, 1].
Cette fonction f est-elle continue? C’est clairement le cas dans les deux situations
suivantes :
— le processus ¢ est continu en moyenne quadratique (c’est-a-dire, si s, — s alors
E( ) — 0 quand n — 400). En effet, supposons que t,, — ¢, montrons

quef( ) F(2). COmmeE(a)(( a) —&(1)) =0,0na
E(&(t,) — £(1)" = B(&(t,) — £(t)

)? + 2B((1)(E(tn) — £(1))
—E[( s<t>>2+2s ()(E(tn) — ()]
=E[(t > +E(1)? — 26(ta)E(1)

+26(tn)E(1) — 26(1)°]
= E¢(t,)* — E{(1)°
= f(tn> - f(t)

Comme £ est continu en moyenne quadratique, on obtient
ftn) = f(1)
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quand t, — t et donc f est continue.

— E||¢]|% < co. En effet, comme £ est a trajectoires continues et £(t,)? < [|€||%, par le
théoréme de convergence dominée on obtient

f(t,) = E&(t,)? = EE(H)? = f(t) quand t, — ¢

et donc f est continue.

Nous supposons désormais f continue. Pour tout u € [f(0), f(1)], posons

o {ud) ={t€[0,1]: f(t) = u}.

Alors cet inverse ensembliste f~!({u}) est soit un singleton soit un sous-intervalle fermé
[a,b] (a < b) de [0,1].

En effet, comme f est continue sur [0, 1], par le théoréme des valeurs intermédiaires,
pour tout u € [f(0), f(1)] il existe au moins un réel a € [0,1] tel que f(a) = u (et donc
a € f7'({u})). Si ce réel a est unique, f~'({u}) est le singleton {a} = [a,a]. Sinon,
il existe au moins deux points distincts dans f~!'({u}) et pour montrer que f~'({u})
est un intervalle, il suffit de vérifier que pour toute paire d’éléments ¢, d (¢ < d) de
f7'({u}), lintervalle [c,d] est inclus dans f~'({u}). Comme f est croissante, on a pour
tout t € [c,d] u = f(c) < f(t) < f(d) = u et donc f(t) = u dou t € f~1({u}), ce qui
prouve l'inclusion [¢,d] C f~'({u}) pour tous c¢,d (¢ < d) dans f~'({u}). Donc f~'({u})
est bien un intervalle. D’autre part, comme f est continue et {u} est un fermé, f~'({u})
est un fermé. Finalement f~!'({u}) est un intervalle fermé dans [0, 1], donc de la forme
la,b] avec a = inf{t € [0,1]; f(t) = u} et b =sup{t € [0,1]; f(t) = u}.

Définition 4.1. Si f~'({u}) = [a,b] avec a < b, nous dirons que f admet un palier de
hauteur u sur [a,b].

Proposition 4.2. On suppose que £ = (£(t),t € [0,1]) est un processus a accroissements
indépendants et a trajectoires continues. On suppose de plus que f définie par (4.1) est
continue sur [0, 1]. Alors

1. f admet au plus une famille dénombrable de paliers;
2. si f admet un palier sur [a,b] et t € [a,b], £, = & =& p.s.;
3. P(Vt € [a,b],& =&,) = 1.

Preuve. 1. Soit U l'ensemble des hauteurs des paliers de f et notons pour tout u € U,
7 '{u}) = [au,b,). Il suffit de vérifier que U est au plus dénombrable. Ces paliers
sont 2 & 2 disjoints car si f a un palier de hauteur u sur [a, b] et un palier de hauteur
' # wsur [d, V], f(t) =u pour tout t € [a,b] et f(t) = u' # u pour tout ¢t € [a’, V]
donc [a,b] N [da’, ] = 0. Maintenant, par densité de Q dans R, il existe un rationnel
¢, dans chaque palier [a,,b,| et comme ces intervalles sont 2 & 2 disjoints, g, # Gu
pour tout u # u' € U. On a donc une injection de U dans Q, et donc U est au plus
dénombrable. Ainsi f admet au plus une famille dénombrable de paliers.
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2. Soit t € [a,b] un palier de f. Montrons que P(|§; — &,| = 0) = 1, ceci est équivalent
a montrer que P(|¢ — &,| > 0) = 0. Pour cela, on pose A, = {|& —&| > 1}, n € N*,
et A = {|¢& — &| > 0}. Comme A, est une suite croissante de réunion A, on a
lim, 400 P(A4,) = P(A). Or, par l'inégalité de Markov

P(4) =P(J& ~ &l > ) < nB(G — &) = n2(F(1) — f(a)) =0,

puisque f admet un palier sur [a,b] et t € [a, b] (et donc f(t) = f(a)). Par conséquent,
P(A,) = 0, pour tout n € N*, et donc P(|¢; — & | > 0) = P(A) = 0, ce qui permet
de déduire que P(|& — &,| = 0) = 1 et donc &, = & p.s. Par le méme raisonnement,
nous montrons que & = &, pour tout ¢ € [a, b], d’ou le résultat.

3. Notons (€2, F,P) l'espace probabilisé sur lequel est défini le processus £. L’écriture
« ¥Vt € [a,b],& = &, » correspond au sous-ensemble A de 2 défini par :

A= N {wei&w) =)= [ {& =24}

t€[a,b] tela,b]

Les ensembles {&;, = &,} sont bien des événements, i.e. appartiennent a la tribu F,
car les projections & — &, s € [0, 1] sont mesurables de par la définition d’un proces-
sus stochastique. Mais comme l'intersection définissant A est indexée par ’ensemble
non dénombrable [a, b], 'appartenance de A & F n’est pas garantie de méme que la
définition de P(A). Ceci nous ameéne a introduire

A= (] {wei&(w) =W}

r&la,b)NQ

A’ est une intersection dénombrable d’événements {§, = &,}, donc A’ € F. Comme
tous ces {&, = &} ont pour probabilité 1 par ii), il en va de méme pour A’. Pour
obtenir iii), il nous suffit donc de justifier I'égalité A = A’. L’inclusion A C A’ est
évidente. Pour établir I'inclusion inverse, on commence par noter que A’ n’est pas vide
puisque P(A’) = 1. On remarque ensuite que pour tout w € A’ et tout r € [a,b] N Q,
& (w) = &u(w). Fixons t arbitraire dans [a, b]. Il existe une suite (r,,),>1 de rationnels
de [a,b] qui converge vers t (si ¢ est rationnel on peut prendre r, = ¢ pour tout
n > 1, sinon on invoque la densité de [a, b] N Q dans [a, b]). Comme observé ci-dessus,
&, (w) = &4 (w) pour tout n > 1 et tout w € A’. Par continuité des trajectoires de &,
&, (w) tend vers &(w) pour tout w € Q. En particulier pour w € A’ ceci implique
que &, (w) = &(w). On vient ainsi de prouver que A" C {&, = &} pour tout ¢ € [a, b].
Comme A’ ne dépend pas de ¢, en prenant U'intersection pour ¢ € [a,b], on obtient
A’ C A, ce qui termine la preuve.

]

Ceci montre qu’aux paliers de f correspondent des intervalles de constance presque
stire de &. Du point de vue de 'analyse statistique de la régularité de &, ces intervalles de
constance ne sont pas trés intéressants (surtout si on arrive a les expliquer par une cause
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extérieure) et on peut les retirer de fagon a récupérer par recollage une nouvelle fonction
[ strictement croissante définie sur [0, ¢|] avec ¢ < 1. En pratique, seul un nombre fini de
paliers seront détectables a n fixé.

A partir de maintenant, nous simplifions le probléme en nous limitant au cas ot f est
strictement croissante sur [0, 1].

Les hypothéses introduites jusqu’ici ont une importante conséquence : le processus & est
forcément gaussien et plus précisément £ est un processus de la forme {W(f(t)),t € [0,1]}
ot W est un mouvement brownien standard sur [f(0), f(1)], en rappelant que f(0) = 0.

Justifions cette affirmation. Comme f est supposée maintenant continue strictement
croissante, elle réalise une bijection bicontinue entre [0, 1] et [f(0), f(1)] et nous noterons
encore f~! son inverse ponctuel sans craindre la confusion avec l'inverse ensembliste em-
ployé ci-dessus. Ainsi pour tout u € [£(0), f(1)], f~'(u) est Punique réel ¢ € [0,1] tel que
f(t) = u. En particulier,

BE(f () = £(/ () = u

De plus il est immeédiat de vérifier que le processus {£(f7'(u)),u € [f(0), f(1)]} est a
accroissements indépendants, a trajectoires continues et centré. D’aprés le théoréme 19.1,
p. 154, de Billingsley [10], voir aussi Feller [40], p. 304, ce processus est gaussien. Il en
résulte que € o f~! est un mouvement brownien standard sur [f(0), f(1)] que nous notons
W. Pour finir, les lois fini-dimensionnelles de &, c’est-a-dire les lois des vecteurs aléatoires
(Etr)s -, E(tm)), m > 1, (t1,...,ty) € [0,1]™, sont en posant u; == f(t;), 1 < i < m,
les lois des vecteurs (£(f7H(w1)),...,&(f"Hum))) = (W(w),...,W(un)) qui sont gaus-
siennes. Donc £ est un processus gaussien.

Nous avons ainsi réduit la détection du changement de régularité de & au méme pro-
bléme pour le processus W o f. La régularité holdérienne de W étant bien connue depuis le
théoréme de Lévy sur le module de continuité uniforme du mouvement brownien, la régu-
larité holdérienne de & est déterminée par celle de la fonction f. Notons que la régularité
holdérienne d’un processus gaussien centré est controlée par la variance des accroissements
cf. par exemple le corollaire 4 de [84].

La réduction du probléme que nous venons d’effectuer montre qu’il est naturel d’explo-
rer le changement « épidémique » de régularité holdérienne de £ via le remplacement de f
par une autre fonction croissante g pendant l'intervalle d’épidémie. Autrement dit, au lieu
de tester le passage d’une régularité holdérienne d’exposant o & une régularité holdérienne
d’exposant (3, on teste une rupture épidémique dans le paramétre fonctionnel f.

Avant d’adopter ce modéle général, essayons quand méme de préciser ce que pourrait
étre une rupture épidémique de régularité faisant passer l'exposant de Holder « global »
de a a 8 < « sur l'intervalle d’épidémie. Notons &, la restriction de la fonction aléatoire
¢ a l'intervalle [a,b] C [0, 1]. La formulation d’une rupture épidémique sur 'exposant de
Holder global de & nous aménerait a adopter pour hypothése nulle £ € H,[0, 1] et pour
hypothése alternative : les restrictions de £ a [0, s*] et [t*, 1] sont dans H, [0, s*] et H,[t*, 1],
tandis que la restriction de & a [s*,t*] est dans Hg[s*, t*] en définissant

s :==sup{s € [0,1] : P(&os € Hal0,s]) =1}, ¢* :=inf{t €[0,1]: P(&1 € Haolt, 1]) =1}
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Il faudrait aussi supposer que [s*,*] n’est pas vide, ce qui implique s* < t*. Le cas parti-
culier s* = t* correspond a un changement de régularité héldérienne au seul point s* avec
retour immeédiat & la régularité a en tout s # s*. Ce cas est étudié en préliminaire a la
section 4.1

La situation générale o1 s* < t* est beaucoup plus riche en possibilités de variation de la
régularité Holder et sera étudiée dans les sections suivantes comme une rupture épidémique
sur le parameétre fonctionnel f.

4.1 Détection d’une rupture ponctuelle de régularité

Nous traitons en préliminaire le probléme particulier suivant. Ayant observé une tra-
jectoire du processus £ = (£(t)), cioyp de la forme &(t) = W (f(t)) ou W est un mouvement
brownien standard et t — f(t) est le changement de temps, nous testons I’hypothése nulle

(Ho) &(t) =W (f(t)), t €[0,1], o f est une fonction connue, continue, strictement crois-
sante, concave et de régularité holdérienne o, 0 < o < 1, sur [0, 1],

contre I'hypotheése alternative

(Hy) &@t) = W(g(?)), t € [0,1], out g est une fonction continue, croissante sur [0, 1] et il
existe 0 < 6 < 1 telle que

fO) +(t—0)PLt—0), sif<t<l, (4.2)

g(t):{f(t)’ si0<t<8,
ol B < « et L est une fonction a variation lente en 0 et monotone sur un voisinage a
droite de 0 (pour plus d’information sur les fonctions a variation lente cf. [91]). Nous
supposons en plus que g est concave et de classe C! sur un voisinage a droite de 6.
Remarquons qu’alors la régularité globale de la restriction de g a [, 1] ne peut étre
meilleure que la régularité Holder d’exposant 5.

Afin d’étudier ce probléme, nous considérons la statistique

Notons que cette statistique est bien définie, puisque f (%) > f (%), V0 < i < n. Sous
I’hypothése nulle, nous pouvons déterminer la loi exacte de la statistique 7T;, donnée par la
proposition suivante.

Proposition 4.3. Sous (Hy), pour tout = € R,
P(T, <z)=P(|X| <z)",

ou X suit la loi normale standard N(0,1).
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Remarque 4.4. Sous I’hypothése nulle (Hy), pour tout ¢ =0,...,n — 1,

€D — Gl _ WD) - W)
FOE) = f(3) V) = 1)
= |Xn,i|7

olt (X,,i)o<i<n est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées de loi normale centrée réduite. En effet, comme W est un mouvement brownien stan-
dard, alors d'une part, pour tout ¢ = 0,...,n—1, les accroissements W (f(*4)) — W (f(%))
sont indépendants en raison de la croissance stricte de f, puisque f(*1) > f ( ), (et donc les
X,,i le sont aussi) et d’autre part les accroissements W(f(“2)) =W (f(%)), i = ,n—1,
sont des variables aléatoires normales de moyenne nulle et de variance f (5L — f ( ) Ainsi
les X, ; sont des variables aléatoires de loi normale de moyenne nulle et de variance

(f%) _fEH-I6)
FOED = S

Var(X,,;) :Var< ( n_ )
_1) _

>
:ﬁl

pour tout ¢ =0,...,n — 1.

Preuve de la proposition 4.3. Pour tout x € R, on a
iy _ g(L

P(T, <z) = P<gga<x €€ < ) g(”” x)

. fFOE) = f(3)

= P<maX]Xm| < x)

IN

0<i<n
=P ( () {1 Xnil < x})
0<i<n
=P(|1Xy| <2)",
ou X suit la loi normale standard A(0,1), grace a 'indépendance et a 1’équidistribution
des X, ;. O
» "1l 100 200 300 400 1000
0,9 5,149695 | 5,551763 | 5,777375 | 5,933560 | 6,411635
0,95 || 5,566815 | 5,947889 | 6,162543 | 6,311462 | 6,768795
0,99 || 6,435521 | 6,778759 | 6,973383 | 7,108913 | 7,527541

TABLE 1 — Seuils de rejet aux niveaux p = 0,9; 0,95; 0,99 pour n = 100, 200, 300, 400, 1000
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Maintenant, pour I'’hypothése alternative, nous montrons le théoréme suivant.

Théoréme 4.5. Sous l’hypothése alternative (Hy),
T, —2— +o0. (4.3)
Preuve. Afin de montrer (4.3) sous (H;), notons par (k,), la suite donnée par
ky, =[nf]+1, VneN"

Pour tout n € N*, on a

T, = max

v

n
k +
X

ot X est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Notons que cette derniére
égalité est seulement en loi. Maintenant, par les propriétés de f et g on a, sous réserve des
justifications fournies aprés le calcul,

[ g(t)dt
> T B, .
(kn+1 . k_n)g/(kn-i-l)
>3 n__ n/Jn 4.5
= (= )Tl (45)
_ g(=5)
(7M1 f1la
— 50(5) (%1_(10)161[/(% - 6) (4.6)
(51
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_ BeB)(2) Lt )
(BN

= C(a, 5)na_6L(kn;_ 1

—0). (4.8)

Justification de (4.4)—(4.7) :

(4.4) f est de régularité holdérienne « sur [0, 1];

(4.5) g est concave et de classe C! sur un voisinage a droite de 6 donc a dérivée décrois-
sante sur ce voisinage ;

(4.6) Comme g est sous la forme (4.2), alors ¢’ est sous la forme donnée ci-dessus, ou
¢(B) est une constante qui dépend de 8 (pour la justification, cf. [91, proposition 0.7b)]);

(A7) kbl g < 02 g cmier g 25,

(4.8) ot O, B) = 22—

Maintenant, comme L est monotone au voisinage de 07, o > 3 et % < k”n“ —-0<
on a pour n suffisamment grand :

3

Y

e si L est décroissante, alors

et comme 5
no‘"BL<—> — +o00,

n n——+oo

on aura le résultat ;

e si L est croissante, alors comme [nf] —nf > —1 d’on

kn+1 ) [nb]l—nf+2  [nf]—nb+1 —I—l 1
n n n n-on
d’ou
L(k" 1 0) > L(l>.
n n
Comme
na5L<l> — +00,
n n—-+o0o
on aura le résultat.
On obtient ainsi (4.3) sous ’hypothése alternative. O

4.2 Rupture épidémique dans la régularité de &

Revenons a la situation générale de ce chapitre. On observe une trajectoire du processus
£= (&), clo.1]? BVeC £(t) =W (f(t)) ot W est un mouvement brownien standard et f une
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fonction supposée connue, continue, strictement croissante sur [0, 1] et telle que f(0) = 0.
Pour formuler 'hypothése alternative, il est commode d’introduire la définition suivante.

Définition 4.6. Soit f une fonction a valeurs réelles, continue, strictement croissante sur
[0,1] et telle que f(0) = 0. Soient s* et t* deux réels tels que 0 < s* < t* < 1. On appelle
perturbation épidémique de f sur [s*,t*] toute fonction g réelle, continue et strictement
croissante sur [0,1] telle que g = f sur [0, s*] U [t*, 1] et

sup{s € [0,1]: f =g sur [0,s]} =s*, inf{t €[0,1]: f =g sur[t, 1]} =1t". (4.9)
Il résulte immédiatement de cette définition que g(s*) = f(s*), g(t*) = f(s*) et
Vo > 0,3s €]s*, 8"+ 6], f(s) #g(s), Vo >0,3te€|tr—0o,t*[, f(t)#g(t). (4.10)

Nous testons I'hypothése nulle
(Ho) &(t) =W (f(t)), t € [0,1], contre I'alternative

(Ha) &(t) = W(g(t)), t € [0,1], ot g est une perturbation épidémique inconnue de f sur
un intervalle [s*,¢*] inconnu.

Pour construire la statistique de test, nous utilisons la statistique Ul(n, p) introduite
dans [86] conjuguée avec la méthode de détection de rupture épidémique pour une ma-
trice de covariance exposée dans [88], adaptée en dimension 1 pour détecter la rupture
épidémique dans la variance d’un échantillon.

En effet, sous (Hy), les variables aléatoires

sont i.i.d. A(0,1). On se rameéne alors au modele standard de rupture épidémique dans
I’espérance d’un échantillon en introduisant les variables aléatoires centrées

V=X -1 1<i<n,

et leurs sommes partielles définies par

Sn(0) =0, Sp(A):= Yoi Sult) :=S.(0,8]) = > V.. (4.11)

i€A 0<i<t

Nous utiliserons un poids p héldérien a choisir convenablement dans la classe R définie
comme suit.

Définition 4.7. On note R la classe des fonctions croissantes p : [0,1] — R, strictement
positives sur ]0,1], telles que p(0) = 0 et vérifiant

i) il existe un « €)0,1/2] et une fonction L normalisée & variation lente en +oo tels
que
p(h) = h*“L(1/h), 0<h<1; (4.12)
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i) O(t) :==tY2p(1/t) est C* sur [1,00[;
iii) il existe un > 1/2 et un a > 0, tels que O(t) In"?(t) est croissante sur [a, ool.

Rappelons que toute fonction ¢ & variation lente en +00 admet une représentation

(u) = c(u) exp (/au@dv), u>a

v

pour a suffisamment grand, ou ¢(u) est une fonction mesurable strictement positive ayant
une limite finie strictement positive en +o0o et ¢ une fonction tendant vers 0 en +oo.
On dit que ¢ est normalisée si dans la représentation ci-dessus on peut remplacer (quitte
a modifier €) ¢(u) par une constante ¢ €0, +oco[, voir (1.3.4), p. 15, dans [11]. On sait
aussi que toute fonction ¢ a variation lente en +o00 est équivalente en +o00 a une fonction a
variation lente normalisée, voir le théoréme 1.3.1, p. 12, dans [11], et que toute £ normalisée
a variation lente en 400 appartient a la classe de Zygmund, c¢’est-a-dire que pour tout § > 0,
u®l(u) est strictement croissante sur un voisinage de +oo et que u~°/(u) est strictement
décroissante sur un voisinage de 400, voir le théoréme 1.5.5, p. 24, dans [11].

Remarque 4.8. La condition iii) ci-dessus est superflue lorsque o < 1/2 dans (4.12). Pour
le voir, on note que O(u) = u'/>~*L(u), d’ou O(u)/In” u = u'/>~*L(u)/In” u. Comme § :=
1/2 —a > 0, il nous suffit de vérifier que la fonction L/ In” est normalisée & variation lente.
C’est clairement une fonction & variation lente comme quotient de deux telles fonctions.
1l nous suffit donc de vérifier que In? est normalisée, ce qui résulte du calcul élémentaire
suivant :

o ([ av) = e (Flunel}) = exp(Bntue) =, wze

la condition iii) n’est donc une restriction que pour av = 1/2. Si on la teste sur la famille
des poids p de la forme p(h) = h'/2|Inh|7, on voit qu’elle est vérifiée pour tout v > 1/2
mais pas pour vy < 1/2.

Nous définissons maintenant la famille de statistiques Ul(n, p), p € R par

. N i
Ul(n, p) == max |Sn(]) _Sn(l) T_ n(n)|
e (=)
Remarquons que sous (Hp), Ul(n, p) est invariante par décentrage de toutes les variables
de I’échantillon. En particulier pour calculer Ul(n, p), on peut remplacer les Y,, , = Xi p— 1
par les X7 .
Pour ’étude du comportement asymptotique de la statistique Ul(n, p), il est commode
de noter

(4.13)

Q(h) = p(h(l - h))v h e [07 1}

et d’introduire les fonctionnelles suivantes définies au moins pour = € Hj.

z(t) — 2(s) — (t — s)z(1)|
o(t —s) ’
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Ul(xz,n,p) = max I(x,i/n,j/n).

1<i<j<n

Ul(z,p) :== sup I(x,s,t)= sup |z(t) — z(s) — (x(1) — z(0))(t — s)|

0<s<t<1 0<s<t<1 o(t — s)

On note enfin (, le processus de sommes partielles qu’est la ligne polygonale de sommets
(k/n, Sn(k)), 0<k<n:

Ga(t) = Spyy + (nt — [nt]) Y g1, £ € [0,1]. (4.14)

La statistique Ul(n, p) définie par (4.13) apparait alors comme fonctionnelle des trajec-
toires de (, :

Ul(n, p) = UL(Gn, 1, p)-

Nous rappelons maintenant les deux théorémes qui vont nous fournir le comportement
asymptotique de Ul(n, p) sous (Hp). On part du comportement asymptotique en loi de (,
dans Hj. 11 s’agit du théoréme limite central héldérien dans H([0, 1], R). On se donne une
suite i.i.d. (Y;);>1 ot les Y; ont tous méme loi que X% — 1 ot X est gaussienne N'(0,1).
On définit les sommes partielles S, comme les S,, mais en remplacant chaque Y, par
Y. On définit le processus de somme partielles ¢, comme la ligne polygonale de sommets

(k/n,Sn(k)), k=0,1,...,n.

Remarque 4.9. Au vu de cette construction, pour chaque n > 1, les vecteurs aléatoires
(Y1,....Y,) et (Ya1,...,Y,,) ont la méme loi. Ceci implique :

1. que UL(¢y,n,p) et UL(Cy,m, p) ont aussi méme loi en tant que variables aléatoires
réelles ;

2. que les lignes polygonales aléatoires (, et fn ont méme loi en tant qu’éléments aléa-
toires de Hj (on vérifie facilement au passage que si p € R, I'espace H; contient
toutes les fonctions lignes polygonales (i.e. continues affines par morceaux avec rac-
cords continus) définies sur [0, 1]).

4.2.1 Comportement asymptotique de Ul(n, p) sous (H)

Nous énongons maintenant le théoréme limite central fonctionnel holdérien utilisé sous
(Hp) qui est simplement le cas particulier ou les fonctions aléatoires concernées sont a
valeurs dans 'espace de Banach B = R du théoréme 8 dans [87], réécrit ici sous une forme
adaptée a notre contexte et aux notations fixées ci-dessus

Théoréme 4.10. Soit p € R. Avec les notations ci-dessus, la suite ((2n)"Y2(,)ns1 con-
verge en loi vers le mouvement brownien standard W dans lespace Hj si et seulement si
pour tout A >0,

lim uP(X? > Af(u)) = 0, (4.15)

U—00

ot O(u) = u'?p(1/u), u>1 et X est gaussienne N'(0,1).
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Remarque 4.11. La normalisation par (2n)~'/% de fn prend en compte la variance de
(X2 —1).

Remarque 4.12. Une adaptation automatique du théoréme 8 dans [87] aurait du nous
conduire & remplacer X? par |X? — 1| dans (4.15), mais comme dans les deux cas celle-ci
ne peut se réaliser que si 0(u) tend vers zéro en +oo, les deux versions de (4.15) sont
équivalentes.

Remarque 4.13. Par le résultat de Lévy |77, théoréme 52,2| sur le module de continuité
uniforme du brownien, une condition nécessaire pour la convergence en loi dans H de
(n=Y2(, )nz1 vers W est

0(u)

uh_}rgo N 0. (4.16)

Pour une justification détaillée, nous renvoyons a [87|. En fait cette condition nous fournit
une barriere naturelle pour I'application du théoréme limite central fonctionnel dans H?.
Comme les lignes polygonales et donc les trajectoires des fonctions aléatoires n=/2¢, sont
dans tous les Hy pour p € R, seule la régularité héldérienne de W impose cette barriére.
On constate en effet que pour p(h) = p,(h) := h'/?|Inh|?, O(u) = In" u donc (4.16) est
vérifiée pour v > 1/2 mais pas pour v < 1/2. Ceci est en accord avec le fait que pour
v =1/2, W a une version dans H, mais pas dans #.

Corollaire 4.14. Soit p € R. Avec les notations du théoreme 4.10, la suite (n‘l/QCn)nzl
converge en loi vers le mouvement brownien standard W dans Uespace Hj si et seulement
si pour tout A > 0, (4.15) est vérifiée.

En effet par la remarque 4.9-b), les éléments aléatoires n=1/2¢, et n=/ 2¢,, dans H; ont
méme loi.

Passons au deuxiéme théoréme sous-jacent au comportement asymptotique de Ul(n, p)
sous (Hp). Il s’agit du théoréeme 3 dans [86] réécrit ici sous une forme adaptée a notre
contexte et aux notations adoptées ci-dessus.

Théoréme 4.15. Soit p € R telle que (4.15) soit vérifice. Alors (2n)~/2UI(C,,n, p)
converge en loi vers UL(W, p).

Ces préliminaires nous permettent d’obtenir le comportement asymptotique de Ul(n, p)
sous I’hypothése nulle.

Théoréme 4.16. Soit p € R telle que

blu) —— +o0. (4.17)
Inu uw—+oo

Sous (Hy), la statistique (2n)~/?Ul(n, p) converge en loi vers

L W =) — (= W)
U ) = o (=)= (=)

0<t—s<1
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Preuve. Par le théoréme 4.15 et la remarque 4.9-a), (2n)~Y2UI(n, p) converge en loi vers
UI(W, p) pourvu que (4.15) soit vérifice. Il nous suffit donc de montrer que (4.17) im-
plique (4.15). Pour cela, nous rappelons un encadrement classique de la queue de loi gaus-
sienne N(0,1) :

1 1 1 yz) 11 ( y2>
Vy>0, (-—=)]—exp(-2)<P(X>y)<-——exp| -2,
/ <y y?’)\/ﬁ p( 2 (X>9) yvar P\ 2

voir par exemple le lemme 2, p. 166, dans [39]. Par symétrie et continuité de la loi de X,
il en résulte que

Vo0, POX 2 0) = P(X] 2 07 = 2P(X > 0/ ~ e (—3). (@19
Posons )
R(Au) = (An/2)2uP(X? > AO(w)), q(u) = @
nu

En utilisant (4.18), nous obtenons

A
R(A,u) ~ u(q(u) Inu) "% exp (—Eq(u) In u>
et il nous reste a vérifier que In R(A, u) tend vers —oo quand u tend vers +oo. Or

InR(A,u) = (1 - ng)) Inu— ln(qQ(u)) — ln12nu'

Par I'hypothése (4.17), ¢(u) tend vers +o0, par conséquent In R(A, u) tend vers —oo pour
tout A > 0, ce qui termine la preuve. ]

Remarque 4.17. La condition (4.17) est optimale pour obtenir la convergence en loi de
UI(n, p) via le théoréme limite central holdérien. En effet, si  := liminf, . ¢(u) < 400,
il existe une suite (u,),>1 tendant vers +oo telle que g(u,) tende vers k. Si K > —o0,
(1—Ar/2) est strictement positif pour A < 2/k et dans ce cas In R(A, u,) ~ (1—Ax/2) Inu,
donc In R(A, u,) tend vers U'infini de méme que u,P(X? > Af(u,)) donc (4.15) n’est pas
vérifiée et par le théoréme 4.10 ((2n)~'/2(,)n>1 ne converge pas en loi dans Hy vers W. 1l
en va de méme si kK = —oo, puisqu’alors In R(A, u,,) tend encore vers +oc.

Corollaire 4.18. Si p(h) = pija-(h) := h?[Inh|" et v > 1, ou si p(h) = p1j216(h) ==
RY2|Inh||In|Inh||® et § > 0, (2n)~Y/2Ul(n, p) converge en loi vers UL(W, p) sous (Hy)).

4.2.2 Comportement asymptotique de Ul(n, p) sous (H,)

Pour étudier le comportement asymptotique en loi de (2n)~/2UI(n, p) sous (H4), nous
nous appuierons sur une décomposition du type

ot les processus (), et ¢ sont des lignes polygonales de sommes partielles vérifiant :
— la loi de ¢/, sous (H,) est la méme que celle de ¢, sous (Hy);
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— (! «capture » le changement épidémique.

Ces processus seront explicitement construits ci-dessous.
Sous réserve de cette construction, la sous-additivité de la fonctionnelle x — Ul(x, n, p)
nous fournit la minoration

(2n)?UL(n, p) = (2n)"*UL(Cs, 1, p)
> (2n)"Y2UL(CY, n, p) — (20) 72UL(C,, n, p).

Par le théoréme 4.16, pour p € R et vérifiant (4.15), (2n)~Y2UI(¢), n, p) = Op(1) lorsque
n tend vers l'infini. Pour prouver que sous (H,4), (2n)~*/2UI(n, p) tend en probabilité vers
I'infini, il nous suffira donc de vérifier que

(2n)"V2UI(C, n, p) % +o0. (4.19)
n—-+0oo
Nous construisons maintenant les processus ¢/, et (/. On définit d’abord pour chaque
n les extrémités k* = k*(n) et m* = m*(n) et la longueur ¢* = ¢*(n) du sous-échantillon
contaminé par
k* E+1 m*—1 *

m
<< , <t < —, f=mf— k"
n n n n

Afin d’alléger les écritures, posons pour n fixé,

Az@:¢(1> _30<7/ )7 izla"wn?
n n

ol ¢ désigne une fonction a valeurs réelles, déterministe ou aléatoire définie sur [0, 1]. Avec
cette notation,

‘ _ (M) Aig
’ A f A A

Aig
A f

en posant
, G —e()
T e ()

Il est clair que la loi de Y, ; sous (H,) est la méme que celle de Y,,; sous (Hp), & sa-

voir M (0,1). Ceci étant vrai pour ¢ = 1,...,n, les vecteurs aléatoires (Y, ,,..., Y, ) et
(Yoq,...,Y,,) ont méme loi par indépendance de leurs composantes en raison de 'indé-

pendance des accroissements de €. I1 en résulte que le processus ¢/ défini comme (,, voir
(4.11) et (4.14), en remplacant les Y;,; par les Y, ;, a sous (H4) la méme loi que ¢, sous
(Ho).

On définit maintenant Y,';, :=Y,; — Y,

n,?

HCNCS
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Ai(g—f) 2
T AfAg Y
(9-H () —a- NP €G-
F) -5 g9(x)—9(5H)

Notons ¢, la ligne polygonale construite sur les sommes partielles de (Y,/;,...,Y ). Les

processus (,, ¢/, et ¢ étant obtenus par interpolation affine entre deux sommets consécutifs,
les égalités Y, ; =Y, ;, + Y,/ impliquent

Cn :C7/7,+<—7/”L/

On remarque que Y,’; est nul pour i/n < s* ou (7 — 1)/n > t*. On en déduit I'expression
explicite suivante :

BN = ) (06?2 0 TN Aulg— f)(A€)?
Z (9 —f) (A) Z (9 — 1) (A

Af  Ag  n Aif Ay

1
ke <hehit<m® o(f/n)

UI(CZ? n, P) =

i=k+1 i=k*+1

En notant (X;);>1 une suite i.i.d. N'(0,1), on voit que UI({/,n, p) a méme loi sous (H,)
que

k+e m*

Moo £ Ao )
DV D Dl v st

1
ke <kt i<m® o(¢/n)

UI(¢),m, p) == (4.20)

i=k+1 i=k*+1

Méme si a premiére vue cette formule semble difficilement exploitable, notamment en
raison de possibles changements de signe des A;(g — f) et de la possibilité que f ait en
certains points de [s*, t*] une dérivée nulle on peut quand méme en tirer quelques résultats
au prix d’hypothéses supplémentaires sur f et g. Nous nous contenterons dans un premier
temps d’examiner le cas ot f est 'identité sur [0, 1].

Plutot que lalternative (H4) définie page 152 avec s*, t* et ¢g naturellement indépen-
dants de n, qui nous limiterait aux longueurs d’épidémie ¢* ~ (t* — s*)n, nous considérons
une suite d’alternatives (Ha, )n>n,, OU

(Ha,) &(t) = W(gn(t)), t € [0,1], ot g, est une perturbation épidémique inconnue de
l'identité sur [0, 1], sur un intervalle [s}, 7] inconnu.

Et nous nous intéressons plus particuliérement au cas ou ¢t} — s}, tend vers zéro avec (*
tendant vers U'infini (¢* = o(n)).

Remarque 4.19. Il peut paraitre incongru de supposer que l'intervalle de perturbation
épidémique [s*, t*] dépend de n alors que I'on n’observe qu'une seule trajectoire du proces-
sus £. Mais si l'on veut étudier la capacité du test a détecter des perturbations de trés courte
durée, il faut bien en passer par la. En effet comment donner un sens a cette notion de
« courte durée » ? Intuitivement, plus 1’échantillon de valeurs ponctuelles £(i/n) déduit de
la trajectoire est grand, plus il sera possible de détecter un intervalle épidémique de courte
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durée. Ceci améne a prendre comme unité de temps la fréquence d’échantillonage 1/n. Le
résultat théorique ci-dessous peut guider le praticien dans le choix d’une fréquence d’échan-
tillonage de & pour pouvoir détecter avec une forte probabilité une éventuelle perturbation
d’une durée donnée.

Théoréme 4.20. Sous (Ha,), on suppose que g, vérifie les hypothéses supplémentaires
sutvantes.

i) Pour tout n > nyg, il existe des constantes a,, b, strictement positives telles que,

gn(t) - gn(SZ) ~ an(t - S;)/Ba 3 \L 3; (421)
gn(th) = gn(t) ~ bu(th — )%, 115 (4.22)

[9n(t) = gn(s3) — an(t — s3)"|

lim sup =0 4.23
N0 gk 1< sx 12/ any, (t — s;)ﬁ ( )
n(t5) = gn(t) — bp(ts — t)P
200 4 9 /n<t<ty bn(t;; - t)’B

ii1) liminf, . a, > 0 et liminf,, . b, > 0.

On choisit la famille de poids héldériens
p1/2-(R) =AY Inn[Y, 4> 1.
On suppose finalement que la longueur ¢* = 0*(n) de l’échantillon épidémique vérifie :
¢t = o(n*") (4.25)
quand n tend vers linfini. Sous ces conditions,

(2n)~Y?Ul(n, p,) % +o00.
n—-+0oo

Notons que par i), la restriction de g, a [s5,t%] a au mieux, une régularité globale
holdérienne 0 < 8 < 1. La condition i) sert & généraliser le résultat du théoréme que I'on
pourrait obtenir avec le modéle plus simple suivant. On note ¢ et £ deux fonctions définies
sur [0,1], nulles en zéro et continues & droite en zéro. On fixe des constantes 6,6 €]0,1/2[,

a,b > 0. On définit alors g, a droite de s* et a gauche de t* par respectivement

gn(t) = gn(s*) +a(t — )P (1 +e(t — s*)), s <t < s+ 0t —sY),

gn(t) = gu(t) = b(t* — 1) (1 + £(t* — 1)), =0t — ) <t <t

On compléte avec un raccord continu et croissant sur [s* 4 0(t* — s*), t* — 6(t* — s*)]. Pour
que cette construction soit possible, on impose les contraintes supplémentaires suivantes :

— S Ot — 7)) <t —O(t" — s7);
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— la fonction u — u”(1+¢(u)) est croissante et continue sur [0, 0(t* — s*)] et la fonction
u > uP(1 + (u)) est décroissante et continue sur [0, 0(t* — s*)];

— gals* + 0" — 51) < gu(t* — 0" — 5)).

L’idée sous-jacente a la preuve du théoréme est que les contributions des deux singu-
larités aux extrémités de l'intervalle de rupture vont jouer un réle prépondérant dans le
comportement asymptotique de UI((, py,n) pourvu que £* ne soit pas « trop grand ». Ceci
nous amene a prouver en préliminaire le lemme suivant.

Lemme 4.21. Les hypothéses du théoreme 4.20 relatives a g, entrainent l’existence d’un
entier ny et d’une constante ¢ > 0 tels que pour tout n > nq,

k* +2 k*+1 -1 =2
9n ( i ) — Gn ( i > Z Cn_ﬂa 9n <m ) — Gn <m ) Z Cn_ﬁ' (426)
n n n n

Preuve. On se contente de justifier la premiére inégalité dans (4.26), la seconde étant
analogue. En posant

* o *\ B
En(U) — gn(s +U) g,,;(S ) antl 7 0 S u S t* _ S*,
anU

on voit par i) que €,(u) tend vers zéro quand u tend vers zéro a droite et que

IN

9n(t) = gu(s*) +an(t — )P (1 +e,(t — s%)), s <t<itm

On en déduit que

E* 42 E* 41 E* 4+ 2 p E* 41 p
On ( + ) — g ( + > =a, ( te s*) —an, ( T s*) + R, (4.27)
n n n n

(k*+2 *>5 <k:*+2 ) (k*+1 *)B <k:*+1 )
R, =a, -5 €n —s | —a, -5 €n — s .
n n n n

Par un argument de décroissance de pente due a la concavité de la fonction ¢ — (t — s*)¥,
on voit que l'accroissement de cette fonction entre (k* + 2)/n et (k* + 1)/n est minimal
pour la configuration ou s* = k*/n, ce qui nous donne

(- (2 )

D’autre part on peut majorer le terme résiduel dans (4.27) par
E*+ 2
= (57 0))
n

o () () Yo (52 )
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=:a,(2° + 1)n77,. (4.29)

En combinant (4.27), (4.28) et (4.29), on obtient

42 41
gn(k ki )_gn<k;— )Zan<25_1_(2ﬁ+1)5n)

n

En relisant la définition de ¢, et la condition ii), on voit que d,, tend vers zéro quand n
tend vers 'infini. On en déduit que pour n assez grand,

E*+2 E*+1 26 1
gn ( + ) - gn < + ) Z anniﬁ-
n n 2

Par la méme méthode, on obtient une minoration analogue avec b,, au lieu de a, pour
l'accroissement de g, entre (m* — 2)/n et (m* — 1)/n et il ne reste plus qu’a utiliser iii)
pour en déduire (4.26). O

Preuve du théoreme 4.20. Compte-tenu du corollaire 4.18 appliqué avec p = py/2,, v > 1,

/,

il reste a vérifier (4.19). Comme UI({’,n,p) a méme loi que [Aﬁ( " n,p), cela revient &

n
prouver que
(2n)"V2UI(C", n, p) —— +00.
n—o0
Pour cela, on commence & minorer le max dans la définition (4.20) de UIL(C”,n,p) par
I'unique terme correspondant a ¢ = ¢*. Comme f est 'identité, tous les dénominateurs A, f
dans cette formule valent 1/n et I'on obtient ainsi

__ n-1/2 /¥ m*
(2n)"Y2UL(C 0, p) >~ <1 — —> n X7Ni(gn — )] - (4.30)
\/EQ(%) n ikz*—i—l
Puisque ¢* = o(n), on peut procéder aux simplifications suivantes :
L (-5)
o(%) (1-%)- WAL= SR E( - D)
(S
e PRI E] T g R
En reportant ceci dans (4.30), on obtient
~ 1 n o
2n)~HAUT(¢!  n, >4 - N X2A (g, — DI, 4.31
( ) (Cn p1/2,’y) = \/5 “n% 'yg*l/g i:;l i (g f) ( )

ol (¢n)n>n, €St une suite de réels strictement positifs convergente vers 1.
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Passons maintenant au traitement de la partie aléatoire dans le minorant (4.30).

3 xa S XA -

i=k*+1 i=k*+1
= > Xg-H+ D XEAg— ). (432)
Ai(gn—F)>0 Ai(gn—1)<0

Le lemme 4.21 nous garantit que la premiére somme ci-dessus contient au moins les termes
d’indices i = k*+2 et i = m*—1. De plus comme ¢* tend vers l'infini avec n, m*—1 > k*+42
pour n assez grand. En ne retenant que ces deux termes on en déduit que

> XA — ) = en P (X + X0 ). (4.33)
Ai(gn_f)>0

Pour traiter la deuxiéme somme ot les A;(g, — f) sont tous strictement négatifs, on note

que dans ce cas,
t+1 i 1+ 1 7 1
so(50) o (5) < (50) -0 ()
n n n n n

et donc, pour tout i tel que A;(g, — f) <0, Aj(gn — f) > _71 Par conséquent,

> XMAilge—f) = %1 >ooXP>— Z X2, (4.34)

Ai(gn—f)<0 Ai(gn—f)<0 i=k*+1

En reportant les minorations (4.32), (4.33) et (4.34) dans (4.31), il vient

1-8
Gn cn 2 2 2
(2n)” 1/2UI<<n=” P1/2,y ) > < 1/2 0 W(Xk*+2 + Xoeo1) — 1/2 o Z X; >
V2 \ 12 I el s] \1 et

O
= 5 (Mo = L),

On vérifie immédiatement que

n

Maintenant, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout u > 0, on a

6*1/2 2
P\lL,—-——>u| < ——
WeT ) S E e

ce qui permet de déduire que

L, =2 (In(n/)) " + Op (( 1n(n/e*))*”) . (4.35)
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Le facteur déterministe dans M, tend vers l'infini avec n grace a 'hypothése (4.25) car

cnl—hB nl/2=B8/2  1/2-8/2 nl/2—B/2 ,1/2—B/2

¢x1/2 n & 7= ¢<1/2 (Inn — In *)7 ¢ ¢x1/2 (lnn)r

Le facteur aléatoire (X7.,, + X72._;) dépend de n & cause de indices k* et m*, mais sa loi
est constante, c’est la loi x?(2). Cette loi étant a support [0, +-00[ sans masse au point 0, il
est clair que M,, tend vers l'infini en probabilité. Compte tenu de (4.35), il ne nous reste
plus pour achever la preuve qu’a vérifier que

cnl=B
E*1/2‘lnﬁ ol Cnl_ﬁ
Qn = - —~ = ~+00,
G GOV
ce qui se réduit a (4.25) apres simplifications. [

Notons qu’une généralisation de ce travail peut étre faite en ajoutant des hypothéses
supplémentaires sur la fonction f (autre que I'identité sur [0, 1]). Notons également que sous
I’hypothése alternative la fonction g, peut étre « presque » confondue avec la fonction f sur
« presque » tout l'intervalle de 1’épidémie, il faut ainsi avoir des hypothéses raisonnables
sur g, pour pouvoir conclure sous (Hy,).

Remarquons qu’ici on suppose que £* ne soit pas « trop petit » (plus précisément ¢* =
o(n'=?)) ce qui est en quelque sorte I'inverse de ce qu’on suppose en général. Ceci est dti au
role prépondérant attribué aux singularités aux deux extrémités de 'intervalle de rupture.
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