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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Motivations générales

L’utilisation par les humains de moyens pour estimer des quantités remonte au début
de leur Histoire. En effet ceux-ci ont éprouvé tres tot le besoin de calculer. Ainsi nous
en retrouvons des traces précoces. Par exemple, une des plus anciennes sources écrites
découverte a ce jour montre la présence de calculs a la fin du IVe millénaire avant J.-C, en
Mésopotamie. Ces données archéologiques se présentent sous la forme d’une tablette de
compatibilité gravée dans I'argile!. On observe une grande diversité des usages et des cal-
culs deviennent nécessaires, des méthodes se développent dans de nombreux champs pour
organiser les activités quotidiennes comme dans l'agriculture, les activités marchandes,
les déplacements ou encore les activités militaires mais également dans le développement
des sciences et des connaissances de fagon générale telles que la géométrie, I'architecture,
I’astronomie, etc. Au fil du temps, les besoins d’outils et de méthodes n’ont fait que croitre
pour répondre a des problemes de plus en plus complexes. Les progres technologiques ont
notamment apporté des questionnements supplémentaires et une nécessité de pousser le

développement de ces méthodes.

La complexification des probléemes a résoudre implique une charge supplémentaire pour
I’étre humain qui atteint certaines limites : erreurs de calcul, cotit en temps tres important,
etc. Ainsi des méthodes ont vu le jour afin de rendre les calculs plus efficaces et plus fiables.
Les algorithmes sont des méthodes de calcul qui ont été particulierement développées et
sophistiquées pour permettre une assistance a la résolution de ces problemes complexes.
Ce sont des suites d’opérations a suivre pas a pas, suites d’opérations qui peuvent ensuite
étre automatisées notamment avec ’aide d’outils informatiques, remplagant ainsi le travail

fastidieux et moins fiable des humains.

1. Musée du Louvre : https://collections.louvre.fr/ark:/53355/c1010120676
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Introduction

1.1.1 Vérification formelle

Une des techniques utilisées est celle des méthodes dites formelles. Les méthodes for-
melles sont des techniques permettant une rigueur mathématique et 1'utilisation de la lo-
gique afin de s’assurer de la fiabilité du résultat. Il s’agit dans un premier temps d’abstraire
le probléeme avec un modele mathématique ce qui permet de l'isoler et de le considérer
en lui-méme, indépendamment d’éléments contextuels liés aux cas particuliers. Dans un
second temps le probléme ainsi abstrait est résolu. Il est ensuite possible, dans un dernier
temps, d’appliquer la solution ainsi trouvée au probléeme concret.

Nous pouvons rapidement comprendre les avantages a utiliser un modele. Cela permet
de manipuler un objet purement mathématique. Il est ainsi possible de s’affranchir de
la réalité qui implique de nombreuses difficultés dans le déroulement de résolutions de
problemes. En effet, le modele permet de ne pas prendre en compte certaines spécificités
relatives aux cas particuliers afin de généraliser le probleme. Les algorithmes interviennent
dans l'identification ou la vérification de propriétés mathématiques sur le modele. Il est
ensuite possible d’apporter la preuve mathématique que les solutions ainsi déterminées
sont correctes (sur le modele).

Cependant des méthodes mathématiques entrainent un surcotit lors des phases de
développement qui sont alors plus longues. Ce défaut est néanmoins compensé par le
niveau de fiabilité supérieur apporté par de telles méthodes qui peuvent rendre plus rapides
les phases de validation mais qui sont surtout nécessaires dans de nombreux domaines qui
ne peuvent pas se permettre une fiabilité moindre. En effet si lors d’une réunion par visio-
conférence la perte d'une image ne sera pas dommageable pour la qualité, la fluidité ou
la compréhension de la conversation, dans des domaines tels que la stireté nucléaire ou les
systemes embarqués il est indispensable d’avoir des algorithmes beaucoup plus fiables.

Nous pouvons donc dégager deux grands axes a cette méthode. D’une part les informa-
tions importantes et nécessaires a la résolution du probléme sont identifiées puis traduites
en un modele adapté. D’autre part, le probleme est résolu mathématiquement dans ce
modele. Tous ces éléments appartiennent a des domaines différents des mathématiques.
Le travail de cette these s’inscrit dans ce dernier axe, celui des méthodes mathématiques
utilisées pour résoudre des problemes sur les modeles abstraits.

Ces méthodes, dites formelles [Woo+09], permettent d’avoir des outils mathématiques
a disposition, applicables a tout probleme une fois abstrait, qu’il soit initialement connu
ou non. Une fois une situation modélisée, la méthode est applicable indépendamment

de la nature du probleme et fournit une solution clés en main sur le modele et donc
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des pistes privilégiées de solutions pour le probleme réel, méme s’il n’a pas encore été
étudié spécifiquement. Nous avons choisi ici de nous intéresser a la famille d’abstractions

mathématiques que sont les graphes.

1.1.2 Graphes

Prenons un exemple. Imaginons que nous souhaitions abstraire un réseau routier. Il est
alors possible de symboliser les villes par des points et les routes par des traits. Deux points
seront donc reliés par un trait si une route existe dans la réalité entre ces deux villes. Nous
pouvons nous poser une question, un probleme, plutét simple pour commencer : puis-je
aller de la ville A a la ville B par la route? Ce qui revient a se demander s’il existe un
réseau de routes suffisant pour relier A et B sans discontinuité. En effet, nous pourrions
aisément imaginer des cas ou deux villes A et B ne seraient pas reliées par des routes, si
une des deux villes se trouve sur une ile ou un autre continent par exemple. Ainsi sur notre
modele la question revient a savoir si en partant du point correspondant a la ville A, il est
possible, en passant de trait en trait, d’aller jusqu’au point correspondant a la ville B. Ce
type de modele s’appelle un graphe. On notera qu’au sein des graphes ce que nous avons
appelé des points et des traits se nomment respectivement des sommets et des arcs non
orientés. La question posée revient quant a elle a se demander si A et B appartiennent a
la méme composante connexe de ce graphe. Ici le modele permet de traiter le probleme en
excluant les données non nécessaires telles que la largeur des routes ou encore le nombre
de voies.

Un des avantages majeurs de ces modélisations est, comme évoqué plus tot, leur gé-
néralisation a des problémes divers. Ainsi les outils qui permettent de répondre a ce type
de probleme permettent également de répondre a des problemes appartenant a d’autres
domaines. Prenons I’exemple du domaine des réseaux sociaux. Il est possible, a 'instar de
notre exemple précédent, de modéliser les composantes d'un réseau social par des som-
mets et des arcs non orientés. Les sommets représenteront les personnes au lieu des villes
et les arcs non orientés représenteront les relations entre des personnes au lieu des routes.
Par exemple, un arc non orienté peut étre considéré comme une relation « d’ami » sur
Facebook, Snapchat ou encore Whatsapp, la particularité de ces réseaux sociaux étant le
caractere symétrique des relations. Sur ces réseaux sociaux deux personnes doivent étre
« amies » pour pouvoir échanger des contenus dans les deux sens et étudier la structure
des graphes peut aider a comprendre certains processus sociaux a l'ccuvre comme par

exemple ’étude des liens sociaux des organisations terroristes [CNMO6]. Dans le cas des
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réseaux sociaux la question que nous nous posons pourrait étre de savoir quel utilisateur
du réseau social pourra potentiellement voir le contenu partagé par un autre utilisateur.
Par exemple si un utilisateur A partage une photo, est-ce que 'utilisateur B pourra la
voir 7 Au méme titre que dans I'exemple du réseau routier cette question revient a se
demander si A et B appartiennent a la méme composante connexe de ce graphe. Ainsi le
méme algorithme appliqué a cette méme modélisation permettra de répondre aussi bien
aux deux questions : Peut-on se rendre de la ville A a la ville B par la route ? L’utilisa-
teur B du réseau social pourra t-il voir le contenu partagé par l'utilisateur A ? La méme
technique de résolution peut ainsi étre appliquée a des problemes différents.

Il est possible de complexifier ce modele de graphe pour prendre en compte des subtili-
tés supplémentaires en faisant non pas des arcs non orientés mais des arcs qui bénéficieront
d’une orientation, ce qui revient a symboliser des relations possibles dans un seul sens plu-
tot que dans les deux. Ainsi dans notre exemple de réseau routier un arc allant d’un point
A & un point B signifierait que la route est en sens unique, les usagers de la route pouvant
se rendre de la ville A a la ville B par ce biais mais pas de la ville B a la ville A. Sur
notre exemple des réseaux sociaux un arc allant d’un point A a un point B signifierait
une relation asymétrique entre la personne A et la personne B. C’est le cas par exemple
dans des réseaux sociaux tels que Twitter, Instagram ou TikTok ou la personne A suit la
personne B. La personne A recgoit alors du contenu de la part de la personne B sans que
I'inverse ne soit vrai, B pouvant ne pas suivre A. On retrouve aussi ces modeles dans le
fonctionnement des abonnements des plateformes telles que Twitch ou Youtube.

Ce modele est un graphe orienté et les méthodes qui seront utilisées sur ce graphe
seront les mémes, indépendamment de la nature du probleme réel modélisé, que ce soit
une carte routiére, un réseau social [NMD18]| ou tout autre probléme qui puisse étre

abstrait dans ce modele.

1.1.3 Energies

A Tinstar de notre exemple de réseau routier nous pouvons aisément imaginer des
problemes plus complexes, impliquant davantage de variables. Prenons pour exemple le cas
de la consommation énergétique d’un robot. Les différentes positions du robot, modélisées
a nouveau par un graphe, sont notées A, B, C, etc. Dans ce contexte deux positions
différentes du robot sont reliées par des actions et différentes actions ou séries d’actions
peuvent permettre de passer de la position A a la position B (par des successions d’arcs

différents). Une action pourrait étre un déplacement par exemple. Il est également possible
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de considérer que le robot effectue une action sans changer de position. Cette action
pourrait étre de se recharger par exemple. L’arc reliera alors le point A a ce méme point
A. La question serait alors de savoir quelles actions seraient les plus a méme de réaliser
une tache donnée. Il est possible de complexifier de nouveau le modele pour répondre
a cette problématique. Cela serait représenté sur le graphe par des nombres que nous
associerions aux arcs et qui correspondent dans notre exemple a 1'énergie de l'action
symbolisée par cet arc. Bien que ces nombres soient parfois appelés « colit » ou « poids
» des arcs, nous avons choisi de les appeler « énergie » des arcs pour la suite. En effet le
terme d’énergie correspond mieux aux problemes que nous étudierons dans cette these.
Dans notre exemple de robot ces nombres représentent 1'énergie utilisée par le robot
pour effectuer 'action considérée ce qui peut permettre de modéliser I'autonomie de la
batterie du robot mais cela pourrait également correspondre a tout autre consommation
d’énergie. Ces valeurs peuvent alors étre positives, 'action apporte de ’énergie au robot,
ou négatives, comme dans des cas ou le robot utilise de I’énergie pour effectuer une action
ou que l’arc symbolise de la déperdition d’énergie comme sur une batterie inactive. Par
exemple, I'arc qui se verrait attribuer I’énergie —12,7 entre la position A et la position B
indiquerait qu’il existe une action permettant de passer de la position A a la position B
et qu’il faut consommer 12, 7 unités d’énergie pour 'effectuer. Une fois cette modélisation
réalisée, elle permet de considérer plusieurs questions : quelles sont les actions optimales
(qui consomment le moins d’énergie par exemple) pour mettre le robot dans une position
donnée ou encore comment effectuer une série d’actions en conservant une énergie positive
(ne pas tomber a court de batterie) ? Résoudre ce genre de problémes devient possible dans
ce modele ol nous associons des énergies aux arcs. Le modele alors utilisé est appelé graphe
orienté pondéré puisqu’il inclut les deux possibilités de complexification : 'orientation des
relations entre les éléments modélisés et I'ajout d’énergie aux arcs. Le terme « pondéré
» est ici employé pour des raisons historiques. En effet, nous avons vu que le terme «
poids » est une autre appellation possible pour 1’énergie associée a un arc. Ces graphes
peuvent servir a répondre a des problémes tels que ceux posés aux robots comme dans
notre exemple mais ne s’y limitent pas. Ils peuvent également s’appliquer a de nombreux
problémes tels que des problemes d’organisations de réseau de télécommunication ou
encore a des problemes de gestions de stock. L’abstraction mathématique constitue ainsi
un moyen d’étudier des problémes potentiellement inconnus uniquement a la condition
qu’ils puissent étre modélisés par un objet mathématique connu, ce qui permet de ne pas

devoir commencer 1’étude d’un tel nouveau probleme en créant des méthodes et outils
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spécifiques a partir de rien. Lorsque des méthodes pour résoudre ce nouveau probleme sur
le modele existent, seule la modélisation du probleme réel et ’application de la solution

a ce probleme sont a faire.

1.1.4 Parameétres

Pour prolonger notre exemple de robot, des séries d’actions peuvent étre plus perti-
nentes que d’autres pour réaliser une tache donnée en fonction de différentes variables
comme certaines conditions environnementales ou des imprécisions dans 1’estimation de
I’énergie nécessaires pour effectuer une action par exemple. Des conditions environnemen-
tales changeantes (conditions climatiques par exemple) pourraient provoquer des change-
ments dans la consommation d’énergie provoquée par une action en 'augmentant ou la
diminuant. Les imprécisions pourraient quant a elles se manifester quand 1’énergie néces-
saire a une action ne peut pas étre définie exactement. Par exemple considérons que nous
voulons réaliser une tache et qu’il existe deux séries d’actions permettant cela : effectuer
la premiere série d’actions nécessite la consommation 55ua (unité arbitraire) d’énergie par
le robot et effectuer la seconde série d’actions demande une consommation plus élevée de
58ua d’énergie. D’apres une approche non paramétrée, la premiere série d’actions serait
alors a privilégier pour réaliser la tache car elle demande moins d’énergie que la seconde.
Cependant nous pouvons imaginer qu’il y ait bua d’énergie de marge d’erreur dans l’esti-
mation de la consommation d’énergie pour la premiere série ce qui implique que 1’énergie
totale de la série d’actions est comprise entre 50ua et 60ua. Imaginons que la seconde
série d’actions ait une consommation d’énergie moins variable dont la marge d’erreur
n’est que de lua d’énergie, ce qui implique que I’énergie totale nécessaire pour cette série
d’actions est comprise entre 57ua et 59ua d’énergie. Il peut alors étre plus intéressant de
privilégier la seconde série d’actions selon les cas car elle est plus précise dans la certitude
des résultats obtenus. En effet s’il est critique pour le robot de ne pas consommer 60ua
d’énergie nous souhaiterons privilégier la seconde série d’actions méme si nous nous at-
tendons a ce qu’elle demande plus d’énergie que la premiere. Nous voyons ainsi que nous
pouvons envisager des situations ou il serait préférable d’effectuer une tache en utilisant
une certaine série d’actions, a priori moins efficace, mais avec peu de marge d’erreur que
de Veffectuer avec une série d’actions, a priori plus efficace, mais avec d’avantage de marge
d’erreur. Pour adapter notre modele a ces considérations, il est ici nécessaire d’ajouter
des parametres aux énergies des arcs afin de modéliser les imprécisions des estimations

de la consommation d’énergie. Par exemple un arc avec 'expression « —12, 7+ Ay » entre
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Introduction

la position A et la position B indiquera qu’il existe une action reliant la position A a la
position B et qu’il faut 12,74 A\; ua d’énergie pour 'effectuer. Dans ce type de situation,
le concours de plusieurs variables complexifie la recherche du chemin le plus intéressant
entre la position A et la position B. En effet le chemin le plus intéressant ne le sera pas
de maniere absolue mais dépendra de la valeur du parametre \;. Ainsi un chemin sera
le plus intéressant uniquement pour certaines valeurs de parametre. Le modele que nous
obtenons avec I'ajout de parametres est appelé graphe orienté a énergie paramétrée et il

permet de considérer plusieurs types de questions dont voici quelques exemples :

— Quelles sont les valeurs des parametres telles quun chemin (série d’actions) du
point A au point B soit minimal ? Cela signifie que nous cherchons les valeurs de
parametres qui permettent qu’une série d’actions donnée allant de A a B demande
moins d’énergie que les autres séries d’actions envisageables reliant ces deux points ?

— Quels sont les chemins demandant le moins d’énergie pour aller du point A au point
B en fonction des valeurs des parametres ? Ici, contrairement au point précédent,
nous cherchons, étant données des valeurs des parametres, le chemin qui consomme
le moins d’énergie pour aller de A a B.

— Est-il possible de trouver des valeurs des parametres telles qu'un chemin du point
A au point B ne dépasse pas une énergie donnée ? C’est-a-dire dans notre exemple,
est-il possible de trouver des seuils d’imprécision tels qu’au moins un chemin entre

la position A et la position B ne dépasse pas une certaine consommation d’énergie ?

Ainsi comme nous avons pu l'aborder, la modélisation mathématique est une étape
dans la résolution de problemes complexes, les systéemes de résolution ainsi obtenus seront
fiables, généralisables et transposables. Cette méthode formelle peut prendre la forme de
graphes a différents niveaux de complexité. Les graphes orientés a énergie paramétrée

constituent la classe d’objets mathématiques que nous manipulerons dans cette these.

Nous nous intéresserons dans le cadre de cette these a la recherche de chemins dans
les graphes paramétrés. Cela signifie que nous allons nous intéresser non seulement a
la recherche de chemins dans des graphes mais également imposer que ’énergie de ces
chemins vérifie certaines propriétés comme par exemple étre minimale ou encore ne pas

sortir d’'un intervalle donné.
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1.2 Définitions

Dans cette partie nous allons d’abord définir les principaux objets que nous considé-
rerons, puis les problemes sur lesquels nous nous concentrerons.

Pour tout (a,b) € Z?*, nous noterons par [a, b] I'ensemble de tous les entiers i tels que
a<i<b.

1.2.1 Graphes orientés a énergie paramétrée

Les principaux objets qui seront considérés sont les graphes orientés a énergie para-
métrée dont nous allons définir formellement la structure dans cette section ainsi que
différentes notions sur les graphes dont nous aurons besoin.

Considérons A un sous anneau des nombres réels car nous avons besoin d’un ensemble
équipé de I'addition, de la multiplication ainsi que d’une relation d’ordre totale. Dans la

pratique nous aurons A € R, Q, Z.

Définition 1.1 (Graphe orienté multi-dimensionnel & énergie paramétrée). Un Graphe
orienté multi-dimensionnel a énergie paramétrée avec d dimensions et n parameétres est
un n-uplet G = (V, E, d, n, (pie, 0 )ee, (T )vev) 01 :

— V' est un ensemble fini de sommets,

— E CV xV estl’ensemble des arcs,

— d est la dimension du graphe,

— n est le nombre de paramétres du graphe,

— Pour tout e € E, . € N est le coefficient de 'arc,

— Pour tout e € E, o, : A" — A? est une fonction affine a coefficients dans A, que

nous appelons la fonction d’énergie de 'arc,

— Pour tout v € V, m, € Z est la priorité du sommet v.

Dans la figure 1.1 nous avons représenté un exemple G., de graphe orienté multi-
dimensionnel a énergie paramétrée. Les sommets sont nommés u; us . .. us et sont repré-
sentés par des disques oranges et les arcs nommés e; e ...eg par des fleches noires. Les
aspects « multi-dimensionnel » et « a énergie paramétrée » du graphe ne sont pas direc-
tement représentés sur la figure par souci de lisibilité. En effet les représenter impliquerait
de développer les définitions des arcs e; pour faire apparaitre les valeurs des i, ainsi que

les expressions mathématiques correspondants aux a,.
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FIGURE 1.1 — Un exemple g., de graphe orienté multi-dimensionnel a énergie paramétrée.

Par la suite, pour tout a appartenant a S*, avec S € {N,R, A, Z,Q} et k € N nous

noterons a; la i-éme coordonnée de a.

Définition 1.2 (Chemins). Soit G = (V, E,d,n, (lte, Qe)ecr, (Ty)vey) un graphe multi-

dimensionel orienté a énergie paramétrée, soit p = ejes... une suite potentiellement

infinie d’arcs avec pour tout i > 1, e; = (v;,v}). Nous avons p un chemin de G si et
seulement si pour tout i > 1, v;yqy = vi. Le sommet vy € V est le sommet initial de p.

Un chemin est dit infini si la suite d’arc p est infinie et dit fini sinon. Si p est un chemin
fini, alors lentier k tel que p = ey ...ex est la longueur du chemin, que nous notons |p|.

Le sommet vy € V est le sommet final de p.

Nous disons que 'arc e = (u,v) est dirigé vers v.

Dans la suite, en 'absence de spécification un chemin pourra étre fini ou infini.

Soient p et p’ des chemins tels que p soit un chemin fini et que le sommet final de p soit
également le sommet initial de p’. Nous noterons pp’ le chemin issu de la concaténation
des chemins p et p'.

Nous avons représenté sur la figure 1.2 le chemin p; = ejezeqeq et sur la figure 1.3 le

chemin p; = ejese eges, des chemins du graphe G, de la figure 1.1.

Définition 1.3 (Cycle). Un chemin fini est un cycle si et seulement si son sommet initial

est égal a son sommet final.

Nous avons représenté sur la figure 1.4 le chemin egeqege; de Ge,. Ce chemin est un

cycle car son sommet initial et son sommet final sont us.
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FIGURE 1.3 — Le chemin py de G,.

FIGURE 1.4 — Un cycle de G,.
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Définition 1.4 (Chemin simple). Soit G = (V, E,d,n, (tte, e )ecr, (Ty)vev) un graphe
multi-dimensionel orienté a énergie paramétrée, soit p = e; ...ex un chemin fini tel que
pour tout i € [1,k], e; = (v;,v;11). Le chemin p est un chemin simple si et seulement si p

est le chemin vide ou si pour tout (j,7') € [1,k + 1]? tel que j # j', nous avons v; # v;.

Intuitivement un chemin simple est un chemin sans aucun cycle, ¢’est a dire un chemin
ou chaque sommet apparait au plus une seule fois.

Nous pouvons remarquer que le chemin p; de la figure 1.2 est un chemin simple car
aucun sommet n’est visité deux fois tandis que le chemin py de la figure 1.3 n’est pas un

chemin simple car le sommet ug est visité deux fois.

Définition 1.5 (Cycle simple). Soit G = (V, E,d,n, (fe, @c)ecr, (Ty)vev) un graphe multi-
dimensionel orienté a énergie paramétrée, soit p = ey ...e, un chemin fini avec pour tout
i € [1,k], e = (vi,vi41). Le chemin p est un cycle simple si et seulement si p est vide
ou :

— pour tout (j,7") € [1,k]? tels que j # j', v; # vy,

— et p est un cycle.

Intuitivement un cycle simple est un cycle dans lequel le seul sommet qui apparait
deux fois est le sommet initial (et final).
Nous pouvons remarquer que le cycle représenté sur la figure 1.4 est un cycle simple

car le seul sommet visité deux fois est le sommet initial (et final) du cycle.

Définition 1.6 (Préfixe). Soit G = (V, E,d,n, (lie, Qc)ecr, (Ty)vev) un graphe multi-
dimensionel orienté a énergie paramétrée. Soit p = ejey ... un chemin de G, un préfixe de
p est le chemin vide ou tout chemin p; = ey ...e; avec 1 < 1. Nous définissons également

pref(p) comme I'ensemble des préfixes de p.

Nous avons représenté sur la figure 1.5 les cinq préfixes du chemin p; de la figure 1.2.
Notons que p; est un préfixe de lui-méme et que le chemin vide est un préfixe de tous les

chemins.

Définition 1.7 (Energie d’un arc). Pour tout e € E et x € A", soit ¢¥ : A? — A y
e * Yy + ae(z) énergie de e. Avec pour tout i € [0,d — 1] , (pe * y)i = (tte)iYi-

La figure 1.6 consiste en un arc ey tel que e, = (2,2) et ae, : © +— (3— 22+ 5xg, —x1 +
x9). Nous pouvons observer I’aspect multi-dimensionnel du graphe avec la dimension de

I'espace d’arrivé de a, : le graphe auquel appartient e; est de dimension 2 (d = 2). De plus
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FIGURE 1.5 — Les préfixes du chemin p;.
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e, () = (3 — xy + Bxg, —x1 + T2)

Hey = (2’2 @

FIGURE 1.6 — L’arc e;.

comme z4 apparait dans a,, nous avons au moins 4 parametres (n > 4) dans le graphe
auquel appartient e;. Enfin, en prenant y € A? la valeur de ’énergie avant d’emprunter
e1, nous avons ¥y = (2y1 + 3 — 22 + 5y, 2y2 — 1 + x2) la valeur de 'énergie en uy en

fonction des valeurs des parametres.

Définition 1.8 (Energie d’un chemin). Pour tout chemin fini p = ey ...ex et pour tout
r € A", soit ¢7(p) 1= ¢f, o0 ¢f D'énergie du chemin p.

Pour un chemin p, une valeur y € A? et des valeurs de parameétres x € A", afin
d’alléger les notations nous noterons ¢*(p)(y) : ¢*(y, p)

Un arc e € E est un arc croissant si et seulement si (1.); > 1 pour tout i. Un arc e
est un arc constant si et seulement si (u.); = 0 pour tout i.

Les arcs sont dits constants car I’énergie d'un chemin sera toujours la méme indépen-
damment de la valeur de I’énergie avant d’emprunter cet arc : les arcs constants modifient
I’énergie mais la valeur prise par 1’énergie suite a un arc constant donné est toujours la

méme.

Qe, (T (14 25,23)  Qey(x —2,x3)
FI1GURE 1.7 — Un exemple de chemin.

Nous pouvons observer sur la figure 1.7 un exemple de chemin composé de trois arcs :
eireses avec ep arc détaillé sur la figure 1.6. Supposons que la valeur de I’énergie soit de
y € A% avant d’emprunter e;, nous avons alors une énergie de (2y; + 3 — x5 + Hxy, 2yp —
r1 + xo) avant d’emprunter es. Puisque e, = (1,1) et ae, :  — (1 + x5, x3), la valeur
de I'énergie en ug est de (1(2y1 + 3 — 22 + 5x4) + 1 + 25, 1(2y2 — 21 + 22) + x3) soit
(2y1 + 4 — 29 + by + 5, 2y2 — 1 + T2 + x3). Enfin comme g, = (0,0) I'énergie prend la
valeur (—2,z3) apres avoir fini de parcourir la totalité du chemin.

Nous pouvons remarquer que la valeur finale de I’énergie ne dépend pas de y et par
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conséquent pas de la valeur de I’énergie avant le parcours du chemin, cela est dii au fait
que ez est un arc constant, la valeur de 'énergie sera donc toujours de (—2,x3) en uy

c’est-a-dire la valeur a,(z).

Offset d’énergie Certaines modélisations des graphes définissent un offset d’énergie
E,¢¢, ce qui implique que ’énergie initiale n’est pas zéro mais E,rr. Nous n’utiliserons
pas ce concept car il est inclu dans notre modele, en effet nous pouvons représenter
n’importe quel offset sur ’énergie par un arc en début de chemin qui augmente 1’énergie
de la valeur d’un parametre, ce parametre pouvant prendre toutes les valeurs possibles de

Eoz¢ et ainsi modéliser un offset d’énergie.

1.2.2 Machine a compteurs

Dans cette section nous définissons les machines a deux compteurs qui sont utiles aux
preuves d’indécidabilité ainsi que différentes notions sur les machines a compteurs dont

nous aurons besoin.

Définition 1.9 (Machine a deux compteurs). Une machine a deux compteurs est un
n-uplet M = (Q, qo, h,T,0,C1,Cs) ot :

— (@ est un ensemble fini d’états,

— qo € @ est un état initial,

— h € Q est un état d’arrét,

— T CQ xQ est l’ensemble des transitions,

— (] et Cy sont des compteurs,

— 0: T = {Cy,Co} x{—,+,=, >} est la fonction qui associe une instruction d chaque

transition.

Définition 1.10 (Configuration). Soit M = (Q, qo, h,T,9,C1,Cy) une machine a deux
compteurs, une configuration (q,x1,x2) de M est telle que g € Q est un état, x; € N est

une valeur du compteur C, et xo9 € N est une valeur du compteur Cs.

Définition 1.11 (Accessible en une étape). Soit M = (Q, qo, h, T, 0, Cy, Cs) une machine
d deux compteurs. Une configuration ¢ = (s',2),2) est dite accessible en une étape
dans M depuis une configuration ¢ = (s, x1,x2) si et seulement si il existe une transition
t=(s,8) €T telle que :
— (2, xh) = (z1+ 1, mq) (resp. (2, x}) = (x1,220+ 1)) si 6(t) = (C1,+) (resp. 6(t) =
(C2,+)),
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— (2,2y) = (x1 — L, xq) (resp. (2}, 2h) = (1,20 — 1)) st 0(t) = (Cy,—) et x1 > 0
(resp. 0(t) = (Ca, —) et x9 > 0),

— (2, 2h) = (x1,29) et 1y =0 (resp. xo =0) si 6(t) = (C1,=) (resp. 6(t) = (Cq,=)),

— (2, 2}) = (z1,22) et &1 >0 (resp. x5 > 0) si 6(t) = (C1,>) (resp. 6(t) = (Ca,>)).

Nous le noterons (s, x1, 1) — (s, @, 2}) et nous disons que t est tirable depuis la confi-

guration c.

Définition 1.12 (Exécution et chemin). Soit M = (Q, qo, h, T,0,C4,Cy) une machine a
deur compteurs, une exécution dans M est une séquence r = 17, ... de configurations
telles que ~; LN Yiy1 avec t; € T pour tout i € [1,k — 1].

Nous appellons v, la configuration initiale de r.

Le chemin correspondant a r est la séquence de transitions p = tits. . ..

Sir est finie alors nous avons r = y1ys ... Y. Nous appelons k la longueur de r, et v la

configuration finale de r.

Définition 1.13 (Accessibilité). Soit M = (Q, qo, h,T,0,Cy,Cy) une machine a deux
compteurs, une configuration y est dite accessible dans M s’il existe une exécution r telle

que 7y est la configuration finale de r et que la configuration initiale de r soit (qo,0,0).

Nous définissons les préfixes d'un chemin dans une machine a deux compteurs de
maniere analogue aux graphes.

Soit M = (Q, qo, h, T, 9,1, Cs) une machine a deux compteurs, soient r = 7y - . . Y
une exécution et p = tity... ¢ son chemin associé. Soit v, = (sk, X1k, T2x), DOUS NOtONS
c1(p) = c1(r) = 1 (vesp. ca(p) = c2(r) = x2y) la valeur de Cy (resp. Cy) apres le parcours

du chemin p ou de maniere équivalente apres I'exécution 7.

1.2.3 Problémes

Dans cette section nous définissons les différents problemes que nous considérerons.
Sauf indication contraire les problémes sont définis dans le cadre de G = (V, E,d,n,
(Hete)ecr, (Ty)vey) un graphe multi-dimensionel orienté & énergie paramétrée.

Par souci de lisibilité nous noterons (L;, U;)}¥ Pensemble de couples {(L;,U;), pour
i€ [1,k]}.

Définition 1.14 (Chemin borné). Soient p un chemin de G et les bornes (L;, U;)¢ € (AU
{—00,+00})%. Nous dirons que p est borné par les contraintes (L;, U;)4 pour X € A" si
et seulement si Vu € pref(p) eti € [1,d], L; < ¢*(u); < U;.
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Définition 1.15 (Probléeme d’accessibilité bornée). Soient (v,w) € V? deux sommets,
soient (L,U) € (AY)? des contraintes. Nous appellerons probléme LU total sur G la
question de savoir st AN € A" et p un chemin de G de v a w tel que p est borné par
(L;, Uy)§.

Nous notons ce probléme EnTotry (G, (Li, U, A, v, w).
Définition 1.16 (Probléme d’accessibilité avec borne inférieure). Soient (v, w) € V? deux
sommets. Nous appellerons probleme L total sur G la question de savoir si A\ € A™ et p

un chemin de G de v a w tel que p est borné par (0, +00)4.

Nous notons ce probléme EnTotr (G, A, v, w).

Pour tout u € Z*, inf(u) est ’ensemble des entiers qui apparaissent infiniment souvent

dans wu.
Définition 1.17 (Parité d'un chemin). Soient p = ejes... un chemin et pour tout i,
e = (U, Vig1). Soit w(p) = Ty, Ty, - -+ € Z¥, nous dirons que p est pair si et seulement si

man(inf(mw(p))) est pair et que p est impair sinon.

Notons que pour tout chemin infini p, inf(7w(p)) est non vide car V est fini, il y a
donc au moins un sommet qui apparait infiniment souvent dans p et inf(7(p)) contient au
moins la parité de ce sommet. De plus min est bien défini car les sommets étant en nombre
fini, il ne peut y avoir un nombre infini de parités présentes dans inf(7(p)). Remarquons

également que la parité d’'un chemin ne dépend pas de la valeur des parametres.

Définition 1.18 (Probléme a parité avec borne inférieure). Pour tout A € A™, nous
définissons W» C E“ tel que p € W* si et seulement si p est pair et pour tout k € N
nous avons 0 < ¢*(px, 0) avec py le préfize de p de longueur k. Nous appelons probléme

a parité avec borne inférieure sur G la question de savoir si IN € A" tel que W # ().

Nous définissons enfin le probleme de 'arrét sur les machines a compteurs dont nous

nous servirons dans certaines preuves.

Définition 1.19 (Probleme de l'arrét). Soit M = (Q, qo, h, T, 0,Cy,Cy) une machine d
deuxr compteurs. Nous appelons probleme de 'arrét sur M la question de savoir s’il existe
ou non une exécution r = y1,%vs ... telle que y1 = (o, 0,0) et v, = (h, c1(p), c2(p)) avec
p le chemin associé a r.

Nous disons que M s’arréte s’il existe une telle exécution.

Le probléme de l'arrét est connu pour étre indécidable et [])-complet [Min67].

22



Introduction

1.3 Etat de l’art

1.3.1 Plus courts chemins

De nombreuses réponses ont été apportées au probleme consistant a calculer le plus
court chemin entre deux sommets dans un graphe pondéré non paramétré. Les algorithmes
les plus utilisés pour répondre a cette question sont les algorithmes de Dijkstra et de
Bellman-Ford ainsi que I'algorithme A*.

L’algorithme de Dijkstra [Dij59] renvoie le chemin le plus court entre deux sommets
dans un graphe orienté dans lequel I'énergie des arcs se limite a des réels positifs. Sa
complexité en pire cas est en O(|E| + [V]log|V]).

L’algorithme de Bellman-Ford [For56] permet de considérer une pondération négative
des arcs et sa complexité est en O(|E||V]). Il permet également de détecter l'existence
d’'un cycle de colit négatif, configuration pour laquelle la notion de plus court chemin
n’existera pas.

L’algorithme A* [HNR68] [HNR72| est un algorithme de recherche de chemin entre
deux sommets donnés qui étend I’algorithme de Dijkstra. Il a la particularité, contrai-
rement aux algorithmes précédemment cités, d’utiliser une heuristique. Celle-ci consiste
en une méthode d’approximation visant a prioriser I’exploration des solutions potentielles
afin de commencer par celles étant les plus prometteuses, 'algorithme de Dijkstra pouvant
étre vu comme un cas particulier de A* lorsqu’une certaine heuristique est utilisée.

Il existe également ’algorithme de Floyd-Warshall [Flo62] [War62] qui vise a déter-
miner des plus courts chemins entre toutes les paires de sommets dans un graphe orienté
pondéré avec une complexité en O(|V[?). A Iinstar de Palgorithme de Bellman-Ford on
peut considérer des arcs possédant une énergie négative, dans la mesure o1, il n’existe pas

de cycle a énergie strictement négative.

1.3.2 Problemes d’accessibilité paramétrée en dimension 1

Quand des systemes qui ne sont pas encore bien connus sont abordés, la phase amont
du processus de conception peut générer des incertitudes. Dans de telles circonstances
nous rappelons que ces incertitudes peuvent étre modélisées par I'utilisation de parametres
dans les énergies au sein de ces systémes. Les problemes qui suscitent l'intérét sont les
problémes de synthése des parametres dans lesquels nous tentons par exemple de trouver

les valeurs de parametres telles que certains chemins s’averent optimaux, ou encore qu’'un

23



Introduction

sommet, cible puisse étre atteint avec une borne imposée sur I’énergie accumulée.

Automates temporisés paramétrés

De maniére surprenante, ces problemes n’ont pas été beaucoup étudiés pour la configu-
ration dans laquelle les énergies elles-mémes sont des parametres. Un Automate Temporisé
Paramétré (PTA) [AHV93] permet que les horloges soient testées contre les parametres
ce qui pourrait, dans une certaine mesure, permettre la réalisation de simulations d’éner-
gies paramétrées. En effet les contraintes sur les transitions peuvent étre utilisées pour
modéliser ’énergie d’un arc. L’accessibilité lorsque 'on peut comparer des horloges aux
valeurs des parametres a été étudiée et différents cas ont été identifiés selon le nombre
d’horloges différentes pouvant étre testées contre les parametres. Lorsqu’une seule hor-
loge est paramétrée, quel que soit le nombre de parametres, le probleme est décidable et
NEXP-complet [AHV93; BO14; BO17|. Lorsque deux horloges peuvent étre comparées
aux parametres le probleme de 'accessibilité a été démontré décidable s’il n’y a qu'un
parametre une complexité EXPSPACE-compleéte a été prouvée [BO14 ; BO17; GH21]. De
plus des lors qu’il y a au moins trois horloges paramétrées 1’accessibilité devient indéci-
dable [BO14 ; AHV93]. Récemment, le probléme de 'accessibilité dans un temps optimal a
également été étudié et montré indécidable pour les automates temporisés lorsque les dé-
lais sont paramétrés [And+19a]. De fagon similaire, le probleme d’accessibilité en énergie
bornée a été démontré indécidable pour un formalisme en lien avec les automates tempo-
risés paramétrés appelé réseau de Petri a temps paramétré dans [LRS19]. L’accessibilité a
temps borné a également été étudiée pour les réseaux de Pétri a temps paramétré, elle est
prouvée indécidable dans [MLA20]. Dans [And+19b], les auteurs étendent le modele des
automates temporisés paramétrés en ajoutant des énergies dans les arcs pour modéliser
les problemes de sécurité. Cependant la topologie du systéme considéré est toujours celle

d’un arbre.

Machines paramétrées a un compteur

De fagon tres différente, les machines paramétrées a un compteur devraient pouvoir
modéliser une énergie paramétrée a une dimension, la valeur du compteur représentant la
valeur de l'énergie. Les problemes de syntheése de parametre n’ont pas été étudiés sur ce
type de modele mais les problemes d’existence sont considérés, ce qui pourrait permettre
tout de méme de modéliser des bornes sur I'énergie. Des questions d’accessibilités sont

étudiées dans [Haa+09] et les auteurs démontrent que le probléeme de 'accessibilité dans
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les machines paramétrées a un compteur est décidable lorsque les parametres ne prennent
que des valeurs positives. Des propriétés de logique temporelle ont aussi été abordées
sur les machines paramétrées a un compteur. La vérification d’une propriété LTL (Li-
near Temporal Logic) est décidable avec une complexité coNP-complete [G6l+10] lorsque
la propriété est fixée et coNEXP-complete lorsqu’elle est quelconque [G61+10]. Les pro-
blemes de vérification de propriétés CTL (Computation Tree Logic) [CES86] et de u-calcul
sont quant & eux indécidables avec une complexité [[-complete & la fois pour la version
du probléme ou la propriété est fixée et celle ou la propriété est quelconque [G614-10].
Certaines classes de machines paramétrées a un compteur ont également été étudiées de
part leurs liens avec les automates temporisés et dans [BO17] nous avons que l'accessi-
bilité dans les machines paramétrées a un compteur est décidable pour deux classes de
machines a compteurs. La premiere classe est composée des machines avec un nombre
quelconque de parametres x;, telles que les seules modifications de compteurs soient —1,
0 et +1 et que les seules comparaisons possibles soient > x; et < 1. La seconde classe est
celle des machines n’ayant qu'un seul parameétre x mais ayant plus d’opérations permises
que pour les machines de la premiere classe tout en conservant les mémes comparaisons,
les modifications permises étant —k, +k, —x ou +x avec k € N.

Les machines paramétrées a un compteur sont tres proches du modele des graphes a éner-
gie paramétrée. Les problemes que nous considérons sont immédiatement transposables
a ces machines, le compteur représentant la valeur de I’énergie. Cependant il réside dans
les opérations possibles une différence subtile bien qu’importante entre les graphes et les
machines a compteur. En effet il ne semble pas immédiat de modéliser le test a zéro de
la valeur de I’énergie dans notre modele. Ainsi nous ne pouvons donc pas réutiliser faci-
lement les résultats sur les machines a compteur pour les transposer a nos problemes sur

les graphes paramétrés.

Graphes orientés a énergie paramétrée

Dans [And10], 'auteur propose un algorithme qui calcul un chemin d’énergie minimale
entre deux sommets grace a l'algorithme de Floyd-Warshall puis renvoie des inégalités
dépendant des énergies des arcs, vues comme des parametres. Ces inégalités doivent étre
vérifiées pour que le chemin calculé reste d’énergie minimale.

Dans [KO81] les auteurs considerent des graphes dans lesquels les énergies sont ex-
primées comme une fonction d’un seul parametre. Ils partitionnent les nombres réels de

facon finie, telle que pour deux valeurs de parametre dans une partition donnée, les che-
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mins optimaux depuis un certain sommet source vers tous les autres sommets soient les
mémes. Les arbres ainsi constitués par ces chemins sont également explicités dans 1’ar-
ticle. De tels graphes paramétrés, avec un unique parametre, ont été étudiés par la suite
dans [YTO91] et dans [Cha+10a] pour leur intérét dans les applications, notamment aux

télécommunications, aux questions de chemins les plus courts.

1.3.3 Accessibilité avec contraintes sur I’énergie dans les graphes

non paramétrés

De nombreuses questions d’accessibilité avec contraintes ont été posées dans les graphes
non paramétrés, en plus des problémes d’accessibilité bornée ou d’accessibilité avec borne
inférieure que nous avons déja définis. Des contraintes peuvent étre imposées sur 1’énergie
moyenne des chemins ou encore sur leur variation moyenne d’énergie et nous pouvons

définir de nouveaux problémes comme suit :

Définition 1.20 (Probleme d’accessibilité avec contrainte sur 'énergie moyenne). Soit
G = (V,E, 1,0, (e, O )ecE, (To)vev) un graphe non paramétré a une dimension. Soient
(u,v) € V? deur sommets, et s € R un seuil, nous appelons probléme d’accessibilité avec
contrainte sur ’énergie moyenne sur G la question de savoir s’il existe un chemin p de G
de v d w tel que pour tout préfive non vide p' € pref(p) nous ayons s < ﬁ(p—’,’]).
Définition 1.21 (Probléme d’accessibilité avec contrainte sur la variation d’énergie moyenne).
Soit G = (V,E, 1,0, (te; Q) eck, (Ty)vev) un graphe non paramétré a une dimension.
Soient (u,v) € V? deuzr sommets, et s € R un seuil, nous appelons probléme d’acces-
sibilité avec contrainte sur la variation d’énergie moyenne sur G la question de savoir s’il
existe un chemin p = e1...e, de G de v a4 w tel que pour tout i € [1,k] nous ayons
s < ijil 12331 Qe,, ce qui est équivalent a avoir p tel que pour tout i € [1,k] nous ayons

s< 1t Xlllgb(el...ei).

Notons que dans les définitions précédentes les a, sont constants car les graphes consi-
dérés sont non paramétrés.

Les résultats proposés par la littérature considerent généralement des chemins infinis
car ceux-ci sont vus comme des cas particuliers lors de ’étude des jeux a énergie sur des
graphes [Bou+18; Bou+17; Bou+08], les contraintes sur 'énergie devant toujours étre
vérifiées pour tous les préfixes du chemin. En effet la recherche d’'un chemin infini corres-

pond au cas particulier de la recherche d'une stratégie gagnante d’un jeu dans lequel un
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joueur controle tous les sommets. Les jeux a énergie sur des graphes consistent a attri-
buer chaque sommet du graphe a un joueur, cela signifie que c’est le joueur qui controéle
le sommet qui décide quel arc est emprunté lorsque la question se pose. Les probléemes
sur les jeux consistent a se demander s’il est possible pour un joueur d’imposer certaines
propriétés aux chemins formés lors de I'exécution du jeu. Ces jeux sont tres utiles pour
modéliser des systemes devant s’adapter ou résister a des actions extérieures, que ce soit
d’agents ou de I'environnement car il suffit alors de voir si le joueur symbolisant le sys-
teme modélisé peut atteindre son objectif malgré les actions de ’environnement. En effet
la recherche de chemins infinis vérifiant certaines propriétés dans un graphe correspond
au cas particulier d’un jeu a énergie imposant aux chemins gagnants de vérifier certaines
propriétés lorsqu’un joueur ne controle aucun sommet. Nous pouvons constater que les
chemins finis ne sont que tres peu étudiés pour les types de problemes ne s’intéressant
pas a ’accessibilité avec contrainte sur I’énergie moyenne.

Nous pouvons également remarquer que les questions relatives a ’accessibilité bornée
et a l'accessibilité avec contrainte sur la variation d’énergie moyenne ont aussi été étudiées
en conjonction avec des problemes de borne. Les différents résultats concernant les graphes
mono-dimensionnels sont compilés dans le tableau suivant. Les colonnes indiquent si le
probléeme d’accessibilité avec contrainte sur la variation d’énergie moyenne est considéré
et les lignes indiquent le type de bornes imposées aux chemins. Par exemple la deuxiéme
case de la deuxieme ligne correspond a la décidabilité de savoir s’il existe un chemin
étant solution a la fois du probleme d’accessibilité avec borne inférieure et du probleme

d’accessibilité avec contrainte sur la variation d’énergie moyenne.

Variation d’énergie moyenne / Variation d’énergie moyenne X
EnTot;, | PSPACE-facile / NP-difficile [Bou+18] P [Bou+08]
EnTotry PSPACE-complet [Bou+18§] PSPACE-complet [FJ15]
EnToty, ? P [Bou+08]
0 P [Bou+18] NLOGSPACE [Goul9]

La derniere case de la derniere ligne du tableau correspond au cas du probleme de 1’ac-
cessibilité puisqu’aucune contrainte n’est imposée a 1’énergie du chemin ni a la variation
d’énergie moyenne.

L’avant derniere ligne du tableau correspond a EnTot;, le probleme de I'accessibilité
bornée avec borne supérieure faible, la définition du probleme est la méme que dans le

cas de EnTotyy mais le calcul de I'énergie est modifié. En effet, dans les graphes définis
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précédemment, pour un chemin p = e; ... e, nous avons ¢(p) := ¢, © - - - 0 P, alors que
dans le cas du probleme d’accessibilité bornée avec borne supérieure faible nous avons
une énergie telle que ¢*(p); = max(d(p);, U;), avec ¢(p) I'énergie de p comme définie
précédemment et U la borne supérieure faible. Intuitivement cela revient a dire que la
borne supérieure est indépassable et que si un arc devait faire augmenter 1’énergie d’un
chemin a plus de U alors il fait augmenter 1’énergie du chemin a U a la place, comme une

batterie qui ne pourrait pas excéder sa charge maximale par exemple.

1.3.4 Problemes multi-dimensionnels
Dans les graphes non paramétrés

Les problemes auxquels nous nous intéressons ont été étudiés sur les graphes multi-
dimensionnels de dimension au moins égale a 2 dans leurs versions non paramétrées. Nous
savons grace a [Fah+411] que la version de dimension quelconque du probleme EnTot;, est
EXPSPACE-complete et que celles de EnT'otr; et EnTot}; sont PSPACE-compléetes. Les
versions multi-dimensionnelles dont la dimension est fixée ont également été considérées
et les problemes EnTot; dont I'énergie est de dimension k sont NP-difficiles [Fah+11]
et sont dans k-EXPTIME [BJK10]. Les variantes des problemes EnTotry de dimension
k et celles de EnTot},; lorsque la dimension est au moins 4 (k > 4) sont PSPACE-
completes [Fah+11] et les versions de EnT ot} pour k € {2,3} sont NP-difficiles et dans

PSPACE. Nous résumons ces différents résultats dans le tableau suivant :

Dimension quelconque Dimension £ fixée

EnTot; | EXPSPACE-complet [Fah+11] NP-difficile [Fah+11] et k-EXPTIME
[BJK10]

EnTotry | PSPACE-complet [Fah+11] PSPACE-complet [Fah+11]
2< k<3 k>4

EnTot},; | PSPACE-complet [Fah+11] .
NP-difficile et PSPACE-complet
PSPACE [Fah+11] | [Fah+11]

Dans les jeux sur des graphes non paramétrés

De plus, les problemes que nous considérons ont également été étudiés dans leurs
variantes adaptées aux cas des jeux d’énergie a plusieurs dimensions, I’ajout de dimensions
supplémentaires a 1’énergie permettant de modéliser des objectifs ne se focalisant pas sur

un seul critére mais plusieurs. Une énergie a deux dimensions peut notamment représenter
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deux ressources énergétiques différentes (électrique et thermique par exemple). C’est le cas
dans [Bou+17] ou le probléme de la variation moyenne d’énergie dans lequel on ajoute des
bornes au chemin est prouvé comme appartenant a NEXPTIME N coNEXPTIME. Notons
que ce probleme est 'application aux jeux d’énergie a plusieurs dimensions du probleme
d’accessibilité bornée avec borne supérieure faible en conjonction avec des contraintes sur
la variation d’énergie moyenne. C’est le probleme analogue a celui de la case avec un point
d’interrogation du tableau présenté dans la section précédente. Nous pouvons remarquer
que ce genre de résultat peut donner des pistes de réflexion concernant ’approche des
probléemes dans leurs versions paramétrées. Les variantes adaptées aux jeux d’énergie
multi-dimensonnelle des problemes EnTot;, EnTotry et EnTot;;; ont également été
considérées. Que la dimension soit quelconque ou fixée et supérieure ou égale a 2, nous
avons que la version de EnTot; est EXPSPACE-difficile [Fah+11] et celles de EnTotry
et EnTot};; sont EXPTIME-completes [Fah+11]. Les variantes des problemes EnTot,
dont ’énergie est de dimension k sont également dans k-EXPTIME [BJK10]. Ces derniers

résultats sont récapitulés dans le tableau suivant :

Dimension quelconque Dimension k fixée (> 2)
EnTot; | EXPSPACE-difficile [Fah+11] EXPSPACE-difficile [Fah+11] et
k-EXPTIME [BJK10]
EnToty | EXPSPACE-complet [Fah+11] EXPSPACE-complet [Fah+11]
EnTot},; | EXPSPACE-complet [Fah+11] EXPSPACE-complet [Fah+11]

Dans les jeux sur des graphes paramétrés

Des versions paramétrées des problemes EnToty,, EnTot et EnTot};; dans les cas ou
I’énergie est multi-dimensionnelle ont été étudiées dans leur application aux jeux d’énergie
dans [JGR13]. Une contrainte est cependant imposée aux arcs, lorsquun ou plusieurs pa-
rametres interviennent dans I’énergie d’un arc, cette énergie ne peut pas étre négative. Les
auteurs montrent qu’avec cette condition les problemes EnToty, EnTotry et EnTot};
sont décidables quel que soit le nombre de parametres.

Plusieurs résultats d’indécidabilité sont également prouvés dans [Bou+17]. Le pro-
bléeme de la variation moyenne d’énergie est indécidable pour les jeux d’énergie lorsque la
dimension de I'énergie est supérieure ou égale a 3. Le probleme de la variation moyenne
d’énergie avec borne inférieure est quant a lui indécidable pour ces jeux lorsque la dimen-
sion de 'énergie est supérieure ou égale a 2. Ces preuves se basent sur la réduction de

problemes connus pour étre indécidables aux problemes étudiés. La premiere preuve est
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obtenue en réduisant le probléme a une version particuliere du probleme de I’arrét appelée
jeu robotique bidimensionnel [NPR16] et la seconde est une réduction au probléme étudié
du probleme de I'arrét dans les machines a deux compteurs. Notons que ces résultats
d’indécidabilité ne peuvent pas s’étendre naturellement aux graphes dont I'énergie est
multi-dimensionnelle mais peuvent étre de bons points de départ dans la recherche de la

décidabilité de telles questions.

Une autre approche est adoptée pour la généralisation aux graphes et aux jeux a plu-
sieurs dimensions d’énergie des problemes EnTotr,, EnTotyy et EnTot;,; dans [Fah+11]
ainsi que dans [JGR13] et [Cha+10b]. En effet le probleme abordé est celui de la recherche
des bornes supérieures telles qu’il existe un chemin vérifiant les contraintes dans le graphe
ou que le joueur 1 soit gagnant dans le jeu. Dans [JGR13|, les problemes EnTotyy et
EnTot};; sont démontrés décidables et il est prouvé que la version du probleme EnT oty
dans les jeux a énergie multi-dimensionnelle lorsqu’on cherche quelles sont les bornes su-
périeures telles que le joueur 1 ait une stratégie gagnante appartient a 2k-EXPTIME ou &
est le nombre de dimensions de I'énergie. Les versions de EnToty,, EnTotry et EnTot};
étudiées sur les graphes sont quant a elles paramétrées, les parametres étant le crédit
initial ainsi que la borne supérieure dans le cas des problemes EnTotyy et EnTot},
I'objectif étant de savoir s’il existe des valeurs de parametres telles qu’il y ait un chemin
vérifiant les contraintes sur I’énergie. Cette variante du probleme EnToty, est décidable en
temps polynomial quelle que soit la dimension de 1’énergie [Cha+10b] et les variantes des
problemes EnTotry et EnTot};; sont décidables en temps polynomial si les parametres
correspondant a la borne supérieure n’interviennent pas dans les énergies des arcs quelle
que soit la dimension de I"énergie [Fah+11]. Si les parametres correspondant a la borne su-
périeure peuvent apparaitre dans les énergies des arcs, les variantes du probleme EnT oty
sont indécidables quelle que soit la dimension (supérieure a 2) de 'énergie [Fah+11] et
les versions des problemes EnT'ot};; sont indécidables lorsque 1’énergie est de dimension
supérieure ou égale a 4 [Fah+11], la décidabilité des problemes de dimensions 2 et 3 étant

toujours ouverte. Ces derniers résultats sont présentés dans le tableau suivant :

Parametres de U absents des énergies | Parametres de U dans les énergies
EnTot P [Fah+11] Indécidable pour k > 2 [Fah+11]
2<k<3 k>4
EnTot},; P [Fah+11] .
? Indécidable [Fah+11]
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Dans les automates temporisés

Des problemes multi-dimensionnels ont également été étudiés pour les jeux sur des
automates temporisés. Les variantes des problemes EnTot;, EnTotyy et EnTot};; ont
été prouvées comme indécidables dans les jeux sur les automates temporisés multidi-
dimensionnels & une horloge quelle que soit la dimension (supérieure ou égale a 2) [Fah+11].
Concernant les variations de ces problemes appliquées aux automates temporisés multi-
dimensionnels a une horloge, les versions du probleme EnTot; sont indécidables quelle
que soit la dimension [Fah+11] et les problemes EnToty et EnT ot} sont indécidables
pour les dimensions supérieures ou égales a 4 [Fah+11]. Nous résumons ces résultats dans

le tableau suivant :

Dimension k € {2;3} Dimension k > 4
EnTot;, | Indécidable [Fah+11] | Indécidable [Fah+11]

EnTotpy ? Indécidable [Fah+11]

EnTot}; ? Indécidable [Fah+11]

Une autre approche est adoptée dans [LRO5], en effet les auteurs montrent la dé-
cidabilité de 'accessibilité dans les automates temporisés multi-dimensionnels lorsqu’on
cherche a minimiser 1’énergie d'une dimension donnée et que 1’on souhaite que chaque
autre dimension de I'énergie ne dépasse pas une certaine borne. Ces travaux sont pour-
suivis dans [LLRO8| qui apporte la preuve de la décidabilité du probleme de I’accessibilité
dans les automates temporisés telle que chaque dimension de 1’énergie soit minimale. Nous
pouvons remarquer que la résolution de ce probleme implique de trouver toutes les solu-
tions qui ne sont pas comparables entre elles, en effet nous pouvons par exemple dire que

(0,2) < (1,3) mais nous ne pouvons pas comparer (0,2) et (1,1).

Un autre aspect des problemes multi-dimensionnels est abordé dans [BBLOS]. En ef-
fet les auteurs s’intéressent au cas des chemins infinis dans les automates temporisés a
deux dimensions en considérant une notion de chemin d’énergie minimale étendue avec
la recherche de chemins minimisant le ratio de la premiere dimension de 1’énergie par sa
seconde dimension. Les auteurs prouvent la décidabilité de ce probléeme et montrent qu’il
est PSPACE-complet.
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1.4 Contributions et plan

La prolongation des résultats de [KO81| aux graphes paramétrés avec de multiples
parametres rend le probleme beaucoup plus complexe puisqu’il ne faut plus partitionner
un espace monodimensionnel mais un espace réel de dimension n (ol n est le nombre de
parametres). Le chapitre 2 se concentre sur l’extension du calcul des plus courts chemins
depuis un sommet donné a tous les autres sommets d'un graphe paramétré a une seule
dimension comprenant un nombre quelconque de parametres. Nous présentons un algo-
rithme et nous prouvons qu’il a une complexité temporelle exponentielle dans le nombre
de sommets et polynomiale dans le nombre d’arcs ainsi que dans le nombre de parametres
du graphe considéré et permet de considérer des graphes avec un nombre quelconque
de parametres. Ce travail a abouti a la publication d’'un article a la conférence LATA

2021 [JLS21b] ayant obtenu le prix du meilleur article de la conférence.

L’accessibilité bornée avec contraintes ayant été largement étudiée dans un cadre non
paramétré, nous avons cherché a étendre les résultats concernant le probleme d’accessibi-
lité bornée au cas des graphes paramétrés. Cependant il n’existe pas une unique maniere de
paramétrer le probleme d’accessibilité bornée. En effet, ’espace des valeurs des parameétres
peut différer et nous nous concentrons, dans le chapitre 3, sur la preuve de la décidabilité
et de la complexité PSPACE-compleéte du probleme d’accessibilité bornée dans les graphes
paramétrés multi-dimensionnels de dimension quelconque lorsque les parametres prennent
des valeurs entieéres (section 3.2). Nous prouvons également I'indécidabilité du probleme
d’accessibilité bornée dans les graphes paramétrés multi-dimensionnels de dimension su-
périeure ou égale a 2 lorsque I'espace des valeurs des parametres contient Q dés lors qu'un

parametre intervient dans I’énergie des arcs (section 3.3).

Nous nous intéressons ensuite a 'accessibilité avec borne inférieure ainsi qu’au pro-
bléeme a parité avec borne inférieure dans les graphes paramétrés a une seule dimension.
Dans un travail effectué avec Stéphane Le Roux, nous prouvons dans le chapitre 4 la dé-
cidabilité de I'accessibilité avec borne inférieure dans les graphes paramétrés a une seule
dimension ainsi qu’au probleme a parité avec borne inférieure dans ces mémes graphes.
Nous généralisons ensuite ces résultats aux cas des jeux de parité a énergie paramétrée
et nous prouvons des bornes de la complexité des problemes a un et a deux joueurs. Le
probleme a un joueur est NP-complet et le probleme a deux joueurs est PSPACE-difficile
ainsi que NEXPTIME [Jez+on].

En parallele des travaux rapportés dans ce manuscrit nous avons également travaillé
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sur la question de I'accessibilité dans les réseaux de Petri ce qui a abouti a la publication
d’un article a la conférence Petri Nets 2021 [JLS21a] dans lequel nous proposons un
algorithme paresseux de calcul de l'accessibilité dans les réseaux de Petri avec et sans
arcs inhibiteurs. Nous prouvons cet algorithme ainsi que sa complexité et nous discutons
également les résultats expérimentaux d’une implémentation de cet algorithme dans le
model-checker ROMEO [Lim+09].
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CHAPITRE 2

ARBRES DES PLUS COURTS CHEMINS

2.1 Introduction

Comme nous 'avons déja expliqué précédemment, des graphes dans lesquels les éner-
gies sont exprimées comme une fonction d'un seul parametre ont déja été étudiés [KOS81].
L’objectif étant de partitionner les nombres réels de fagon finie, de telle sorte que pour
deux valeurs de parametre dans une partition donnée, les chemins optimaux depuis un
certain sommet source vers tous les autres sommets soient les mémes. Ces chemins op-
timaux sont donnés sous la forme d’un arbre couvrant du graphe. La prolongation de
ces résultats aux graphes paramétrés avec plusieurs parametres rend le probleme beau-
coup plus complexe puisqu’il faut partitionner un espace réel de dimension n (ot n est le
nombre de parametres). La difficulté vient notamment du fait que lorsque la dimension
devient supérieure ou égale a deux, nous ne pouvons plus chercher a trouver I'unique
borne supérieure d’un intervalle, élément central de I'approche de [KO81], puisqu’il n’y a
plus d’intervalle.

Nous proposons dans ce chapitre un algorithme prenant en entrée un graphe mono-
dimensionnel orienté a énergie paramétrée GG ainsi qu'un sommet s de GG et renvoyant en
sortie une liste d’arbres associés a des zones de 1’espace des parametres. Chaque arbre de
la liste contient tous les sommets du graphe et est associé a une zone contenant des va-
leurs de parametres pour lesquelles I'arbre représente les chemins d’énergie minimale dans
le graphe. Les zones renvoyées par ’algorithme ne se recouvrent que sur leur éventuelle
frontiere en commun et I'algorithme prend en compte le cas ou il n’existe pas de chemin
d’énergie minimale c’est-a-dire les valeurs de parametres pour lesquelles il existe au moins
un cycle faisant strictement diminuer 1’énergie. Cet algorithme a une complexité tempo-
relle exponentielle dans le nombre de sommets et est polynomial dans le nombre d’arcs
ainsi que dans le nombre de parametres du graphe considéré et permet de considérer des
graphes avec un nombre quelconque de parametres. Ce travail a été I'objet d’un article
publié¢ & LATA 2021 et ayant obtenu le prix du meilleur article de la conférence [JLS21b].

35



Partie , Chapitre 2 — Arbres des plus courts chemins

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante : dans la Section 2.2 nous introdui-
sons les notations utilisées ainsi que les définitions induites par les spécificités de notre
probléme; dans la Section 2.3 nous présentons notre algorithme de fagon informelle a
I’aide d'un exemple complet ; dans la Section 2.4, nous développons l'algorithme avec les
preuves associées de correction, de complétude, de terminaison et de complexité; dans la

Section 2.6 nous conclurons.

2.2 Définitions

Dans cette section nous introduisons les spécificités liées aux problemes que nous
considérons ainsi qu’une définition simplifiée des graphes. Nous définissons ensuite de

nouveaux objets et notations qui seront utiles pour la résolution du probleme.

2.2.1 Graphes paramétrés

Dans ce chapitre nous prendrons A = R. De plus, avec un léger abus de notations, nous
noterons \; non seulement les parametres mais également leurs valeurs. Nous utiliserons
également la notation = (A1 ).

Nous ne considérerons dans ce chapitre que des graphes G = (V, E,d,n, (tte, Q) eck,
(7, )vev) & une seule dimension, c¢’est-a-dire tels que d = 1. Les coefficients des arcs seront
tous égaux a 1 : Ve € E, u. = 1. De plus pour tout e € E, A € A" nous aurons
ae(Y) = f(e) + f: Aili(e). Avec f une fonction a valeurs réelles et A; une fonction a
valeurs dans {0, —Zi,ll} De plus nous ne considérerons que des chemins finis, les priorités
. ne seront donc pas considérées.

Nous avons représenté un exemple de graphe que nous allons considérer dans ce chapitre
sur la figure 2.1. Nous pouvons constater que dans les différentes fonctions a. les \; ne
sont pas multipliés entre eux. Les parameétres ne sont pas non plus multipliés par d’autres
entiers que 0, 1 et —1. Nous faisons cela sans perte de généralité. En effet un arc qui
ajoute 21 a la valeur de I’énergie peut étre représenté par deux arcs ajoutant chacun A\; a
I’énergie ainsi qu’'un sommet intermédiaire n’intervenant dans aucun autre arc du graphe.

Nous obtenons la définition suivante pour les graphes mono-dimensionnels orientés a
énergie paramétrée, que nous appellerons graphes paramétrés par soucis de concision : un
graphe paramétré avec n parametres sera le 4-uplet G = (V, E, n, (@) ecp)-

Etant données les simplifications des coefficients et des fonctions d’énergie des arcs
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2.2. Définitions

F1GURE 2.1 — Un exemple de graphe paramétré mono-dimensionel a trois parametres.

nous pouvons redéfinir les énergies des arcs et des chemins comme suit :

Définition 2.1 (Energie d’'un arc). Soit G = (V,E,n, (q)ecr) un graphe paramétre,

I’énergie d’un arc e € E est de la forme :
ﬁ n
ae( )‘) - fe + Z /\iAi,e-
i=1

Avec f. € R la part de l’énergie ne dépendant pas des paramétres et avec \;. € {—1,0,1}.

Définition 2.2 (Energie d’un chemin). Soit G = (V, E,n, (e)ecr) un graphe paramétré,
soit p=ey...ex un chemin de G, I'énergie de p est :

— k — k n k n k

$p, X) = £, (X) = X (fleg) + £ Milen)) = £ o) + £ A X Aiey).

= = i= = =1 =

Définition 2.3 (Chemin d’énergie minimale). Soit G = (V, E, n, (ae)cer) un graphe para-
métré. Soient p un chemin de G et X) € R". Le chemin p est un chemin d’énergie minimale

%
pour X\ si et seulement si pour tout chemin p' ayant les mémes sommets initiaux et finaux
— L=
A) < oo, A).

Il ne peut y avoir des chemins d’énergie minimale que s’il n’existe pas de cycle dimi-

que p nous avons : ¢(p,

nuant strictement 1’énergie. Nous définissons les cycles négatifs qui sont les cycles dimi-

nuant strictement 1’énergie.

Définition 2.4 (Cycle négatif). Soit G = (V, E,n, (q¢)ecr) un graphe paramétré. Soient c
_>
un cycle de G et X € R™. Nous appelons énergie de ¢ la valeur dont est modifiée ’énergie
%
aprés avoir parcouru ¢, c’est-a-dire la valeur ¢(c, \).

_>
Le cycle ¢ sera dit négatif pour \ si et seulement si son énergie est strictement négative.
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2.2.2 Arbres sur des graphes paramétrés

Par la suite, lorsque nous considérerons un graphe G = (V, E,n, (®)ecr), nous nous
intéresserons aux chemins d’énergie minimale d’'un sommet s donné vers tous les autres

sommets de V. Nous supposerons que de tels chemins existent dans G.

Définition 2.5 (Arbre). Soient G = (V, E, n, (a.)ecr) un graphe paramétré et un sommet
s € V. Nous définissons un arbre de G enraciné en s (ou de source s) comme le graphe
particulier représenté par le 3-uplet T = (Vp, Er, (Q)ecr,) tel que :
— Vr=V,
— Ep C E est tel que pour v € V \ {s}, [{(u,v) : (u,v) € Er} =1, et pour tout
{(u,s): (u,s) € Er} =0 et il n’y a pas de cycle dans T.

Nous noterons que de tels arbres comportent systématiquement |V'| — 1 arcs. De plus,

il y a toujours exactement un chemin depuis s vers chaque sommet.

1A1@\3A1 1—A1@

(a) - Un graphe G (b) - Un arbre T de G

FIGURE 2.2 — Un graphe G et un exemple d’un arbre 7" de G.

Dans la Figure 2.2 (a), nous montrons un exemple G d’un graphe avec un parametre,

A1. Nous représentons 7' dans la Figure 2.2 (b), un exemple d’arbre de G enraciné en s.

Définition 2.6 (Energie). Soient G = (V, E,n, (o )ecr) un graphe paramétré et un som-
met s € V. Soit T' = (Vr, Er, (Q)ecr,) un arbre de G enraciné en s. Soit v un sommet

_>
de G, I'énergie d(T,v, \) est I’énergie de l'unique chemin de s d v dans T.

Définition 2.7 (Energies partielles). Soient G = (V,E,n, (ae)ecr) un graphe paramé-

tré et un sommet s € V. Soit T' = (Vr, Er, (c)ecr,) un arbre de G enraciné en s. Soit v
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un sommet de G et soit ey ...ex 'unique chemin de s a v dans T. L’energie partielle non

paramétrée entre s et v dans T est :

k

de(T,v) = Zf(ej).

=1

Pour tout i € [1,n], les énergies partielles paramétrées entre s et v sont :

d, (T’ v) = Z Al(ej)

J=1

% n
Nous pouvons remarquer que d(T,v, X) = ds(T,v) + > Ndp, (T, v).
i=1

Définition 2.8 (Arbre d’énergies minimales). Soient G = (V, E,n, (¢ )ecr) un graphe
paramétré et s € V un sommet.Soit T = (Vr, B, (0e)eepy) un arbre de G enraciné en
s. Nous disons que T est un arbre d’énergies minimales pour A € R" si et seulement si

pour tout v € V', l'unique chemin de s a v dans T est un chemin d’énergie minimale pour
% \
A des av dans G.

%
De plus, soit S C R"™ tel que T" est un arbre d’énergies minimales pour tout A € S,

nous dirons que T est un arbre d’énergies minimales sur S.

Définition 2.9 (Voisins). Soient G = (V, E,n, ()cer) un graphe paramétré et s € V un
sommet. Soit T = (Vp, Er, (®)ecr,) un arbre de G enraciné en s. Soit e = (u,v) un arc
de E, le voisin de T généré par e est le n-uplet N(T,e) = (Vy, EN, Qc)ecry) tel que :

— W=V,

— Ey = (Ep \ {(¢,v) : (v,v) € Ep})U{e}.

En d’autres termes, N (T, e) est obtenu a partir de 7" en retirant le seul arc ¢/ = (u/, v')
tel que v' = v et en ajoutant e.

Nous pouvons tout d’abord remarquer que pour tout arc e € Ep, N(T,e) = T. De
plus notons que pour un arc ¢’ = (u,v) qui n’est pas dans un arbre (¢/ € E \ Er), un
arc dirigé vers le sommet v n’existe pas nécessairement dans T'. En effet un arc e tel que
e = (u, s) ne sera jamais dans T (T étant un arbre enraciné en s) et peut générer un voisin
de T' comme n’importe quel autre arc. En particulier, cela signifie que le voisin d’un arbre
n’est pas nécessairement un arbre.

Nous pouvons par exemple considérer le graphe G de la Figure 2.2 et prendre e =

(s,u3), e; = (u1,u3) et ea = (uy,usz). La Figure 2.2 (b) représente un arbre 7" enraciné en
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(a) - Arbre voisin  (b) - Voisin avec un cycle

FIGURE 2.3 — Deux exemples de voisins de 1" dans G de la Figure 2.2.

s, la Figure 2.3 (a) représente N(T, e1), qui est également un arbre, et la Figure 2.3 (b)
représente N (T, ez), qui n’est pas un arbre.
Les propositions suivantes précisent les cas dans lesquels un voisin d’'un arbre sera

effectivement un arbre.

Proposition 2.1. Soient G = (V, E,n, (®)ecr) un graphe paramétré et s € V. un som-
met. Soient T'= (Vr, Er, (0 )ecry) un arbre de G enraciné en s et e = (u,v) € E un arc.

N(T,e) est un arbre si et seulement si v n’est pas sur l'unique chemin de s a u dans T.

Démonstration. Soient G = (V, E,n, (q,)ecr) un graphe paramétré et s € V un sommet.
Soient T' = (Vr, B, (qe)ecp,) un arbre de G enraciné en s et e = (u,v) un arc.

Dans le cas ot e = (u, s) la proposition est vraie parce que : (1) s est sur le chemin
de s & n’importe quel sommet ; (2) aucun arc ne sera retiré de 7' pour construire N (7T, e)
puisqu’il n’y aucun sommet v de T" tel que (v, s) soit un arc de 7', par définition de T'; et
(3) il y a un chemin de s & u dans T" par définition, par conséquent ajouter e a T créera
un cycle. Dans le reste de cette preuve nous considérerons que v # s.

Dans le cas ol e = (u,u) le lemme est vrai parce que : (1) u est sur le chemin de s a
u, et (2) ajouter e a T" créera nécessairement un cycle. Dans le reste de cette preuve nous
considérerons que v # u.

(=) Supposons que v est sur le chemin p de s & v dans 7. Nous avons p = e;...¢; et
Vi e [L k], e; = (vi,vis1) tel que vy = s, Vg1 = u, et 35 € [2, k] tel que v; = v. Sachant
que N (T, e) est obtenu en retirant e;_; et en ajoutant e a T'. Puisque e = (u, v) n’apparait

pas dans 1" et que v; = v, le chemin p’ = eejejyq ... e est un chemin de N (T} e). De plus,
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comme v, 1 = u, le sommet initial et le sommet final de p’ sont identiques, et nous avons
donc que p’ est un cycle de N(T,e). Par conséquent, si v est sur 'unique chemin de s a
u dans T alors N (T, e) n’est pas un arbre.

(<) Supposons que v n’est pas sur le chemin de s & u dans T'. Nous avons p = e; ... ¢
et pour tout i € [1,k], e; = (vi, vip1) tel que vy = s, Vg1 = u, et Vi € [1,k + 1], v; # v.
Pour tout w € V, soit p' le chemin de s & w dans T'. p/ = € ... ¢}, et pour tout i € [1, k],
ei = (v,vj,,) tel que v} = s et vy, = w. Pour obtenir N (7, e) nous retirons de 7" le seul
arc e, = (u,,v,) tel que v, = v, un tel arc existe car v # s. Dans le cas ou v n’apparait
pas dans p', cela signifie que Vi € [1, k" + 1], v} # v, et donc que e, n’apparait pas dans
p'. Par conséquent p’ existe dans N (T, e) : il y a ainsi un chemin de s & w dans N(Te).

Dans le cas ou v apparait dans p', cela signifie que 35 € [1, k'] tel que v; = v. En d’autres

’
Jj—1

un chemin de N(7,e). De plus v; = s et v},,; = w, nous avons donc un chemin de s & w
dans N(T,e).

En conclusion, dans tous les cas nous avons :

. , . o /N /
termes, nous avons e, = € Par conséquent, le chemin p,, = e; ... €KEE;€] - .. €}y €St

— (a) Un chemin de s & w dans N(T, e), pour tout sommet w € V.

— (b) T et N(T,e) ont le méme nombre d’arcs. En effet, exactement un arc (e,) a
été retiré de T et exactement un arc (e) a été ajouté a 7' dans le processus de
construction de N(T)e).

En considérant (a) d'une part et (b) d’autre part, nous pouvons conclure que N (T, e) est

un arbre. ]

Avant de pouvoir donner d’autres propriétés des arbres et de leurs voisins, nous avons
besoin de définir quelques notations. Pour un arc e = (u,v) € E nous noterons :

— Af(T.€) = dy(T,u) + f(e) — dy(T,v),

— Vie[1,n],An(T,e) = da, (T, u) + Ai(e) — dp, (T, v).

Ces deltas représentent les différences d’énergie de s a v entre T' et son voisin généré
par e. Ay est la différence de la part non paramétrée de I'’énergie. Chaque Ay, représente
les différences du nombre d’occurrences du parametre \; correspondant. Nous pouvons
remarquer que pour tout arc e € Ep, nous avons toujours Ay, (T, e) = 0.

Par exemple dans la Figure 2.2, avec les mémes notations que précédemment nous
avons : Ay(T,e1) = dp(T,uy) + fler) —dp(Tyus) = 1+3 -2 = 2, et Ay, (T,e1) =
da, (Tyuy) + Ai(er) —dp, (Tyug) =141 —1.

Nous nous intéressons maintenant aux propriétés des voisins d’un arbre et lorsque

nous avons A¢(T,e) + > N\Ay, (T, e) = 0. Nous montrons que, quand cela est vérifié, si
i=1
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le voisin est un arbre alors les énergies des sommets sont les mémes dans I'arbre et dans

son voisin, et si le voisin n’est pas un arbre alors il a un cycle d’énergie nulle.

Proposition 2.2. Soient G = (V, E,n, ()ecr) un graphe paramétré et s € V. un som-
met. Soit T = (Vp, Er, (0)ecry) un arbre de G enraciné en s. Soit e = (u,v) un arc tel
que e ¢ Ep. Si N(T,e) est un arbre alors Yw € V,d(T,w, X)) = d(N(T,e),w, X)) si et
seulement si Ay(T,e) + il Ny, (T e) = 0.

Démonstration. Soient G = (V, E,n, (q)eep) un graphe paramétré et s € V' un sommet.
Soit T'= (Vr, Er, (@ )ecr,) un arbre de G enraciné en s. Soit e = (u,v) € E'\ Er un arc
tel que N(T,e) est un arbre.

Pour tous les sommets w tels que v n’est pas sur I'unique chemin de s a w dans T nous
avons ‘v’y € R" d(T,w, Y) = d(N(T, e),w,Y). En effet, dans ce cas, 'arc e, = (u,,v)
qui est retiré de T afin d’obtenir N (T, e) n’apparait pas dans le chemin de s a w.

Considérons maintenant les sommets w tels que v est sur le chemin de s & w dans 7.
Soient p, le chemin de s a v dans T', p, le chemin de s a v dans 7', et p,, le chemin de
v a w dans T. Le chemin de s & w est p,p, et le chemin de s & w dans T" est p,ep.,.
Par conséquent, les valeurs de Y telles que d(T', w, Y) =d(N(T,e),w, Y) sont les mémes
que les valeurs telles que d(T,v,Y) = d(N(T,e),v, X)) En d’autres termes, ce sont les
valeurs de Y telles que l'énergie de p, soit la méme que ’énergie de p, plus 'énergie
de e. De plus, pour tout i € [1,n] nous avons da,(N(T,e),v) = da,(T,v) + Ap,(T,e)
et d;(N(T,e),v) = dp(T,v) + Ag(T, €). Ainsi, d(N(T, e),v, X) = d(T,v) + Ap(T, e) +
iﬁl N(da, (T, v) + Ap, (T, €)).

Il en découle que d(N (T e€),v, Y) =d(T,v, Y) + As(T,e) + f: N, (T e).
i=1
— — —
Par conséquent, les valeurs de A telles que d(N(T,e),v, \) = d(T,v, X) sont celles
vérifiant Ay(T,e) + > NiAy, (T, e) = 0. O
i=1

Proposition 2.3. Soient G = (V, E,n, (e)ecr) un graphe paramétré et s € V un som-
met. Soit T = (Vr, Er, (®)ecry) un arbre de G enraciné en s. Soit e = (u,v) € E un
arc. Si N(T,e) n’est pas un arbre alors N(T,e) a un cycle d’énergie 0 si et seulement si
X est tel que Ay(T,e) + iAiAAi(T, e) =0.

=

Démonstration. Soient G = (V, E,n, (q)eep) un graphe paramétré et s € V' un sommet.
Soit T' = (Vr, E7, (Qc)ecr,) un arbre de G enraciné en s. Soit e = (u,v) un arc tel que

N(T,e) n’est pas un arbre. Cela signifie que v est sur le chemin de s & u dans T par la
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Proposition 2.1, d’ot le fait qu'un cycle de G soit formé par le chemin de v a u auquel nous
ajoutons 'arc e. L’énergie de ce cycle est : dy(T,u) — d¢(T,v) + f(e) + > Ni(da, (T, u) —
i=1

A, (T.0) + fu(€)) = Ag(T.e) + £ Al (Te).

_)
Par conséquent les valeurs de A telles que G a un cycle d’énergie nulle vérifient :

Af(T,e) + 3 NA, (T, ) = 0. O
=1

2.2.3 Contraintes et zones associées aux arbres

Pour les définitions suivantes nous considérerons G = (V, E,n, (a.)ecp) un graphe

paramétré, s € V un sommet et T' = (Vr, Er, (ae)ecr,) un arbre de G enraciné en s.

Définition 2.10 (Contrainte). Soite € E\ Ex un arc n’appartenant pas 4 T', la contrainte

associée a e est :

CT,e . Af(T, 6) + Z)‘ZAAz (T, 6) 2 0.

i=1

Définition 2.11 (Zone). Soit E. C E \ Ep un ensemble d’arcs tel que Ve. € E., 3i €

[1,n], A, (T e.) # 0. La zone définie par les contraintes associées aux arcs de E, est
% n

Uensemble S tel que : X € S si et seulement si Ve, € E., Ap(T,e.)+ > NMiAn, (T, e.) > 0.
i=1

Nous pouvons remarquer que les zones sont convexes par construction.

Définition 2.12 (Contrainte active). Soit E. C E \ Er un ensemble d’arcs tel que
Ve. € E.,Ji € [1,n],Ax,(T,e.) # 0. Soit e. € E. un arc. Soit S la zone définie par
les contraintes associées aux arcs de E,. Soit S., la zone définie par les contraintes asso-

cices aux arcs de E,\ {e.}. La contrainte Cp,, est dite active si et seulement si Sj., 7 S.

2.3 Présentation de notre algorithme de calcul des

énergies minimales

Dans cette section, nous illustrons sur un exemple I'algorithme avant de le présenter
formellement dans la section suivante. Notre algorithme prend en entrée un graphe G et
renvoie une liste d’arbres et une liste de zones disjointes a leur frontiere pres. Chaque
arbre T" est associé a une zone S, telle que T" est un arbre d’énergies minimales sur S. De

plus, 'union des zones renvoyées est une zone de R™ pour laquelle il n’existe pas de cycle
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65110—)\1—>\2

F1GURE 2.4 — Un graphe G¢,.

négatif dans GG. Dans cette section, nous montrons comment cet algorithme fonctionne
sur I'exemple G, un graphe paramétré avec deux parametres, présenté en Figure 2.4.

La premiere étape de I'algorithme consiste a trouver la zone Z.yqes>0 pour laquelle le
concept d’énergie minimale est pertinent. Il s’agit des valeurs de Ay and Ay pour lesquelles
il n’existe pas de cycle négatif. Ici, 'unique cycle est eseses . ... Ainsi, le seul cycle négatif
possible intervient quand 1’énergie de e5 est négative, donc quand 10 — A\; — Ay < 0. Nous
avons donc Zeyeesso = {(A1, A2) € R? : A\; + Xy < 10}.

L’objectif sera de couvrir Z.yqes>0 avec des zones associées a des arbres d’énergies
minimales. Pour cela 'algorithme énumere des zones, associées avec des arbres, allant
d’une zone a une autre en considérant les arbres voisins des arbres associés. L’algorithme
commence par calculer un premier arbre Ty. Cet arbre est un arbre d’énergies minimales
pour une paire (Aiinit, A2init) telle qu’il n’existe pas de cycle négatif dans G. Ici nous
prenons (Aiinit, A2init) = (—20, —20), en effet cette valeur nous assure qu’aucun arc ne
diminuera strictement ’énergie ce qui garantit qu’il n’y a pas de cycle négatif dans le
graphe pour ces valeurs des parametres. Ce choix de Tj est représenté en Figure 2.5.

Nous regardons maintenant les contraintes associées avec les voisins de Ty pour carac-
tériser la zone associée Sy. Les contraintes actives nous permettront également de savoir
quels arbres seront considérés par la suite. Ici, les arcs qui générent les voisins sont eg, es,
e4 et es. Ainsi, il faut considérer les contraintes Cy, C3, Cy et C5 associées respectivement
a N(Ty,ep), N(To,es), N(Ty,eq) et N(Tp,es).

Nous avons Cy : 14X =X >0, C3:6—X >0, Cy :7T—A1 =2 0et C5: 10X — Xy > 0.
Parmi ces contraintes, Cy, C3 et C5 sont actives : la zone définie par les contraintes Cy,

C5 et C5 est égale a la zone définie par les contraintes Cy, C3, Cy et C5. Par conséquent,
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A2

Z, cycle<O

6121—)\1 Q
S Uy

At
et —5— A\
@ (At imits A2,imir 20
FIGURE 2.5 — Tp. FIGURE 2.6 — (A1 init, A2,init) €t So.

nous prenons Sop = {(A;, do) €ER? : 14+ A=Ay >0,6—X; >0,10— A\ — Ay > 0}, comme
représenté en figure 2.6. Les parties grises correspondent aux zones que nous n’avons pas
encore considérées et les parties blanches sont les zones déja considérées et sont identifiées
par leur nom. Pour I'instant nous n’avons identifié que Sy donc il n’y a qu’une zone blanche
sur la figure 2.6. Les droites noires représentent les contraintes que nous avons identifiées
comme actives et la zone en rouge correspond aux valeurs de parametres pour lesquelles
il existe au moins un cycle négatif dans le graphe.

Etant donné que N(Tp, eg) et N(Tp, es) sont associés & des contraintes actives et n’ont
pas encore été considérés, ils sont ajoutés dans une liste d’arbres pour étre considérés ulté-
rieurement. Cette liste est nommeée liste AFaire. N(1Ty,es) n’est pas ajouté a listeAFaire
car il ne s’agit pas d'un arbre. La paire (Tj, Sp) est ajoutée a une liste nommée liste Explo.
Cette liste sera renvoyée par I'algorithme a la fin de ses calculs.

A ce moment nous avons donc :

— listeAFaire = {N(Ty, e0), N(Tp, e3)},

— listeExplo = {(Ty, So) }-

A partir de cette étape, Ialgorithme considére de facon itérative les arbres de la liste
listeAFaire. Considérons, par exemple, que cela débute avec N(Tp,eq) = 17, représenté
sur la Figure 2.7. Les arcs qui géneérent des voisins sont ej, e3, e4 et e5. Les contraintes
associéessont O : —1—=A\+X =20, C5:7=X3 20,04 : 88Xy = 0et C5:10—X1— Xy > 0.
Parmi ces dernicres, Cy, Cs, et Cs sont actives. A partir de cela il nous est possible de
définir Sy, représentée sur la Figure 2.8. Etant donné que N (T, e1) = Tp a préalablement
été considéré, seul N (77, e3) est ajouté a listeAFaire (nous rappelons que N (77, e5) n’est
pas un arbre). (77, S1) est ajouté a liste Explo.

Nous avons alors :
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— listeAFaire = {N(Ty,e3), N(T1,e3)},
— listeExplo = {(Tv, Sy), (11, 51)}.

€ - 2 — )\2
Ay
5! ®
N
Y
At
—20
FIGURE 2.7 — Tj. FIGURE 2.8 — 5 et 5;.

Imaginons que l'algorithme considére N(Ty,e3) = T, par la suite. Cet arbre est re-
présenté sur la Figure 2.9. Les contraintes utilisées afin de définir S5 sont celles asso-
ciées a eg, ey et es. ey n'est pas considéré car Ap, Ty, ey = Ap,Th,e4 = 0. Toutes les
contraintes sont actives. La zone Sy est représentée sur la Figure 2.10. Aucun arbre n’est
ajouté a listeAFaire puisque nous avons N (T, eq) = N (T}, e3), qui est déja inclus dans
listeAFaire et N(Ty,es) = Tp, qui a déja été considéré. (Ty,S2) est ajouté a listeExplo.

Apres cette étape nous avons :

— listeAFaire = {N(T1,e3)},

— listeExplo = {(Ty, So), (11, S1), (T, Sa) }.

A2
20 1
chcleSO
er:1—X\
S Uy
/\[\N =\
. —20 10 10 20
> !
~10
Sy
So
—20
FIGURE 2.9 — T5. FIGURE 2.10 — Sy, S7 et Ss.
Il nous reste ensuite a considérer N(T7,e3) = T3, représenté sur la Figure 2.11.

Trois contraintes sont considérées, elles sont cette fois associées a ey, ey et es. Toutes

les contraintes sont actives. La surface S3 ainsi obtenue est représentée sur la Figure 2.12.
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Les voisins de T3 sont N(73,e1) qui correspond a Ty, N (T3, e) qui correspond a T} et
N(T3, e5). Aucun arbre n’est ajouté a liste AFaire. En effet les deux premiers voisins, T}
et Ty, ont déja été considérés et N (T3, e5) n’est pas un arbre.

Nous ajoutons ensuite (73, S3) a liste Explo.
Apres cette étape nous avons :

— listeAF aire est vide,
T lzsteEa:‘plo = {(T07 SO)? (T17 Sl)7 <T27 52)7 (T37 53)}

be
€o - 2— )\2 20
Zeyele<0
@/_\ S0
» A N
e —20  -10 10 20
i) !
~10
Sy S
20
FIGURE 2.11 — T5. FIGURE 2.12 — Sy, S1, S9, et S3.

Quand nous arrivons a ce stade, I’algorithme termine car liste AFaire est vide. Il
renvoie listeExplo qui contient les couples (7o, Sy), (T1,S51), (T2, S2) et (T3, S3). Nous

pouvons noter que nous avons bien Sy U S; U S5 U S3 = Zoyaes<o-

Nous avons bien que les zones Sy, S, S et S3 sont disjointes a leur frontiere pres et
leur union est exactement Z.yqes>0, ce qui signifie que toute valeur de parametre est soit
associée a un arbre, soit correspond a un cas ou il existe au moins un cycle négatif dans
le graphe. Les arbres sont bien des arbres d’énergies minimales sur les zones auxquelles
ils sont associés. Cela reste vrai dans le cas général car nous construisons les zones avec

les contraintes actives associées aux voisins ce qui nous permet de garantir ces propriétés.

2.4 Présentation formelle de notre algorithme

Dans cette section nous formalisons I'algorithme qui a été présenté dans I'exemple de

la section précédente. Nous nous attachons ensuite a prouver la validité de ’algorithme.
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2.4.1 L’algorithme

L’algorithme 1 est un algorithme qui, étant donné un graphe paramétré G et un
sommet s, renvoie une liste de paires (7, 5) telles que chaque T est un arbre d’énergies
minimales sur S et que 'union de toutes les zones S au sein de la liste est égale a la zone

telle qu’il n’existe pas de cycle négatif dans G.

Algorithme 1 Arbres d’énergies minimales de G = (V, E, f, (\)T, (A)}).

1 Siil exis‘u_e> une valeur de Y telle qu’il n’y a pas de cycle négatif dans G Alors

2: Soit A un tel A

3 Sinon renvoyer ()

4+ Fin Si

5. Soit listeExplo = ().

6. Soit Ty un arbre d’énergies minimales pour X}im«t

7. Soit listeAFaire = {Tp}

s Tant que listeAFaire # () Faire

9: Choisir un arbre T dans listeAF aire (et le supprimer de liste AF aire)

10: Soit Neighbours 1'ensemble de tous les arcs e possibles tels que 3i € [1,n], Ap, (T, e) # 0.

11: Soit S la zone définie par les contraintes associées aux arcs de Neighbours

12: Soit Active le sous-ensemble de Neighbours ne contenant que les arcs associés a des
contraintes actives

13: Pour chaque arc e dans Active tel que N(T),e) est un arbre Faire

14: Soit Ty = N(T,e)

15: SiTx ¢ listeAFaire et Ty ¢ listeExplo Alors

16: Ajouter Ty a listeAFaire

17: Fin Si

18: Fin Pour

19: Ajouter (T,S5) a listeExplo
20. Fin Tant que
21 Renvoyer liste Explo

Remarquons que le calcul de T a la ligne 6 de ’algorithme se fait avec un algorithme
classique de calcul des plus courts chemins.

Pour la suite et tout comme dans I'exemple de la section précédente nous ferons
référence a la zone ou il n’y a pas de cycle négatif comme étant Z,yces>0. Nous appellerons
Zeaplo I'union des zones dans liste Explo.

L’algorithme 1 commence par calculer une valeur des parametres pour laquelle il
n’existe pas de cycle négatif a la premiere ligne. S’il n’existe pas de telles valeurs alors
I’algorithme termine et renvoie la liste vide avec l'instruction de la ligne 3, sinon nous

_>
prenons 1'une de ces valeurs pour étre A ;,; a la ligne 2. Ensuite T} est calculé a la ligne 6
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comme un arbre d’énergies minimales pour Yimt, cet arbre est I'arbre a partir duquel
I'espace des valeurs des parametres commencera a étre exploré. Nous choisissons ainsi
cet arbre initial afin de nous assurer que 'utilisation du concept d’énergie minimale est
pertinente, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de cycle négatif pour la valeur des parametres
retenue pour calculer Ty. Nous ajoutons ensuite Ty a liste AFaire a la ligne 7, cette liste
représente les arbres que 'algorithme doit encore considérer.

Pour chaque arbre T considéré, I'algorithme commence par énumérer tous les arcs e
qui peuvent générer un voisin avec 'instruction de la ligne 10. A partir des contraintes
associées nous caractérisons S a la ligne 11, une zone ou 7' est un arbre d’énergies mini-
males. Ensuite I'algorithme effectue deux actions : (1) a la ligne 16 il ajoute a liste AFaire
tous les arbres voisins associés a des contraintes actives et qui n’ont pas encore été consi-
dérés par l'algorithme (c’est-a-dire ceux qui ne sont pas déja dans listeAFaire ou dans
listeExplo) et (2) il ajoute les nouveaux résultats dans la liste renvoyée en ajoutant 7" et
S a listeFxplo a la ligne 19. Nous pouvons noter que, par construction, les zones dans
listeExplo sont disjointes a leur éventuelle frontiere en commun pres.

Quand listeAFaire est vide 'algorithme renvoie liste Explo avec 'instruction de la
ligne 21.

Nous noterons que dans le cas ou il n’y aurait qu'un seul parametre notre algorithme est
équivalent & l’algorithme présenté dans [KOS81] puisque les contraintes ont une meilleure
forme, ce qui rend le calcul des contraintes actives équivalent a une recherche de maximum.
Ainsi il est possible d’effectuer une exploration plus efficace en raison de la présence d’une

unique dimension.

2.4.2 Preuve de P’algorithme

Dans cette partie nous allons prouver que notre algorithme termine et qu’il renvoie des
résultats exacts. Pour cela nous commencons par prouver grace a un invariant de boucle
que les couples (7', S) renvoyés par l'algorithme sont tels que 7' soit un arbre d’énergies
minimales sur S, que S ne contient aucune valeur de parametre telle qu’il y ait un cycle
négatif dans le graphe et que les différentes zones renvoyées sont disjointes entre elles &
leur frontiere pres.

Le premier lemme de cette partie prouve I'invariant de boucle qui sera un outil pour

la démonstration de la validité des résultats de ’algorithme.
Lemme 2.1 (Invariant de boucle). Soit Z,ongapio = Zeycles>0 \ Zewplos @ chaque itération
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de la boucle tant que de l’algorithme 1 nous avons :
%
(1) : Zewpio U ZnonEzpio = cyeles0 (en particulier il n’y a pas de X € Zeypio tel qu’il y
ait un cycle négatif dans G pour X ).
(2) : Pour tout (T,S) € listeExplo, T est un arbre d’énergies minimales pour tout
%
A €es.

Démonstration. Initialement nous avons Ze,p, = 0 donc Zongaplo = Zeyereso €t (1) est
vraie. Par ailleurs liste Explo est vide donc (2) est vraie.

Supposons que l'invariant de boucle est vrai pour les k£ premieres itérations :
k

Nous avons listeExplo = (T}, S;)& et Zewpo = U Si, comme l'invariant de boucle est
i=0

vrai pour les k premiéres itérations nous avons Zegpo C Zeyaesso €t pour tout (7T, 5) €
listeExplo, T est un arbre d’énergies minimales pour tout A € S.

Si l'algorithme termine avant la (k 4 1)-éme itération alors l'invariant de boucle est
vrai, si l'algorithme ne termine pas, a la fin de la (k + 1)-éme itération nous avons un
arbre T}, et sa zone associée Si1 ajoutés a liste Explo.

(1) est vraie apres la (k + 1)-eéme itération si et seulement si Sy11 C Zyeesso (Cest a
dire qu’il n’y a pas Y € Sy tel qu'il existe un cycle négatif dans G pour X)) et (2) est
vraie si et seulement si T est un arbre d’énergies minimales sur Sy, car (1) et (2) sont
vraies pour les premieres k itérations.

Si (2) est fausse cela signifie qu’il existe F € Siy1 tel qu’il y ait un arbre 7”7 et un
sommet v’ tel que d(TkH,v’,ﬁ) > d(T',v’,?) et pour tout v € V, d(TkH,v,v) >
AT, 0, N).

Soit v* le premier sommet sur le chemin allant de s a v" dans 7" tel que d(7}41, v*, ;Z) >
(T’ v*, F) Soient svqv3...v;, les sommets du chemin allant de s a v* dans 7" et soit
e = (v, v"). Nous avons e ¢ Ty car les énergies de s a v, sont les mémes dans 7" et dans
Try1. Etant donné que l'invariant de boucle est vrai pour les k premiéres itérations il est
également vrai pour toutes les frontieres de Sy, avec les S;<;, car par la proposition 2.2 les
énergies sont les mémes sur les frontieres avec les voisins. L’arbre T}, est nécessairement
le voisin d’au moins un 7j<; et comme les énergies sont les mémes sur les frontieres, Ty,
est un arbre d’énergies minimales sur cette frontiere, cela signifie que pour tout v € V,
d(Tgs1,v, )T;) < d(T', v, )Tf)) avec Ay les valeurs des parametres appartenant a la frontiere.

Soit T* = N(Ty41,€e), nous remarquerons que T est toujours strictement meilleur
que Tyyq1 car d(Tyyq, 0", ;Z) > d(T*,v*, ?) La contrainte associée & T* est Ap(Tj41, e)_—>

> ANiAp, (Tet1,e) = 0 et d’apres la proposition 2.2 les énergies sont les mémes pour A
i=1
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n
sur la frontiere définie par Af(Tyy1,e) — > NiAp, (Tht1,€e) = 0. Soit cette contrainte est
i=1

active et cela signifie que ;Z ¢ Si.1, soit cette contrainte n’est pas active, ce qui signifie
qu’il existe une contrainte plus restrictive et nous avons également ? ¢ Sit+1. Comme (2)
est vraie dans tous les cas nous avons donc que (2) est vraie apres la (k+1)-éme itération.

Si (1) est fausse cela signifie qu'il existe une valeur A* € Sk, telle qu’il y ait un cycle
négatif dans G. Comme l'invariant de boucle est vrai avant la derniére itération, 1’énergie
de ce cycle sur la frontiere de Sii1 avec les S;<k est positive comme illustré dans un cas

avec deux parametres sur la figure 2.13.

A2 Az

A

M

FIGURE 2.13 — L’invariant de boucle est vraiF IGURE 2.14 — (A}, A3) tel que le cycle soit
sur la frontiere. d’énergie nulle.

Puisque Sii1 est convexe, cela signifie qu’il existe X’> € Ski1 tel qu'il n’y ait pas de
cycle négatif et un cycle d’énergie nulle comprenant au moins un parametre dans 1’énergie
d’'un de ses arcs comme illustré dans un cas avec deux parametres sur la figure 2.14.

Soit €' = ejey...e; I'un de ces cycles et soit j' tel que e ¢ Tjyq. Soit e =
(vjr_1,vj). Comme nous avons que Tj;; est un arbre d’énergies minimales, nous avons
que dy(Tepr,vy) + 3 Mo, (Tran, vy) = dy(Ti, vya) 4 J(ey) + 3 N(da, (T, vye) +

fa,;(€ej)). Par conséquent Af(Tyi1,e€j) + an NiAp; (T, €57) = 0, ce qui signifie que N est
sur la contrainte associée a e;. Dans le cé?oﬁ cette contrainte est active alors nous avons
7 qui est sur la frontiere de Sy, ce qui contredit que F € Sii1 comme illustré dans
un cas avec deux parametres sur la figure 2.15. Dans le cas ou cette contrainte n’est pas
active, cela signifie qu’il existe des contraintes plus restrictives et donc X’) ¢ Syy1 ce qui
contredit également que ? € Sky1. Par conséquent (1) est vraie dans tous les cas et nous
avons donc que (1) est vraie apres la (k + 1)-eéme itération.

Puisque (1) et (2) sont vraies apres la (k + 1)-éme itération nous avons que l'invariant

est vrai apres la (k 4+ 1)-éme itération. Par conséquent nous avons démontré I'invariant de
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Az

At

FIGURE 2.15 — (A}, A\}) n’est pas dans Ski1.

boucle. O

En nous appuyant sur les lemmes précédents, nous prouvons le théoreme principal
de ce chapitre, qui dit que l'algorithme que nous avons présenté termine et renvoie des

résultats exacts.

Théoréme 2.1. L’algorithme termine et renvoie liste Explo telle que pour tout (T,5) €

_>
listeExplo, T soit un arbre d’énergies minimales pour tout X € S, et U S =
(T,S)elisteExplo

%
Zeyetesso et pour tout (T,S) dans listeExplo et X € S nous avons qu’il existe (1", 5")
% n
avec S # S tel que N € S’ si et seulement si il existe C : A¢(T,e.) + > MAy, (T, e.) >0
i=1

%
une contrainte active définissant S avec N(T,e.) = T', telle que X wvérifie A¢(T,e.) +
Z )\zAAZ(T7 60) =0.
i=1

Le derniere condition du théoréme signifie que si A appartient a deux zones différentes
de listeExplo alors A appartient a la frontiere de ces zones, c’est-a-dire que les zones de

listeExplo sont disjointes entre elles a ’exception de leur éventuelle frontiere commune.

Démonstration. Si 'algorithme termine et renvoie () via la ligne 3 alors le théoréme est
vrai.

Dans le cas ou 'algorithme ne termine pas cela signifie qu’il y a une boucle infinie.

Puisque nous considérons un nouvel arbre a chaque tour de boucle et qu’il y a un
nombre fini d’arbres (possibles), il est impossible d’avoir une boucle infinie et donc 1'algo-
rithme termine bien. Nous avons également besoin que Zezpio = Zeycies>0 s0it vrai a la fin
de I'algorithme, c’est-a-dire lorsque liste AF'aire est vide. Dans les cas olt Zegpio = Zeycles>0
serait faux cela signifie que I'algorithme a manqué une ou plusieurs zones et cela n’est pos-

sible uniquement s’il existe au moins une zone S, telle que pour tout (7, S) € Liste Explo,
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Sp n’ait pas de frontiere commune avec S. Ce qui est impossible car Z.yqes>0 est convexe

par définition. En effet en prenant Cy I'ensemble des cycles simples de G' nous pouvons
— —

définir Z,yees>0 comme suit : Zyaesso = { A tel que pour tout ¢ € Cy, ¢p(p, A) = 0}.

Par conséquent l’algorithme termine et nous avons U S = Zeycles>0-
(T,S)€ListeExplo

Pour tout (7, S) € liste Explo nous avons également que T" est arbre d’énergies mini-

%
males pour tout A € S et U S = Zeyaes>0 d’apres l'invariant de boucle.
(T,S)eListeExplo

Enfin, considérons (7', S) et (17,S") appartenant liste Explo tels que S # S et X tel
que Y € Set X) € §’. Nous avons donc que les zones S et S’ sont voisines, soient e et
e’ les arcs tels que 7" = N(T,e) et que T'= N(T",¢’'). Nous pouvons noter que les arcs e
et ¢ ont par définition le méme sommet d’arrivée, soient les sommets u, u’ et v tels que
e = (u,v) et e = (v, v).

Soient C' la contrainte associée a e et C” celle associée a €’. Nous avons alors C (X)) =
A{(T,¢) + il MNAL (T e) et C(X) = Af(T, &) + il MO (T, ). Avec -

— Ap(Te) = dg(T,u) + f(e) — dy(T,v),

— pour tout i € [1,n], Ap,(T,e) = da,(T,u) + Ai(e) — dp, (T, v),

— AU ) = dp (T ) + () — dg(T ),

— pour tout i € [1,n], Ap,(T7,€") = dp, (T",0') + Ni(€') — dp, (T, v).

Comme T'= N(T",¢€’) alors nous avons que d¢(1",u") + f(e') = ds(T,v) et pour tout
i € [1,n], nous avons que dy,(T",u’) + A;(€') = dp, (T, v).

De maniére symétrique, comme 7" = N(T,e) alors nous avons que dy(T,u) + f(e) =
d¢(T",v) et pour tout ¢ € [1,n], nous avons que d,(T,u) + A;(e) = dp, (1", v).
Par conséquent nous avons que C(\) = —C'( \).

Par ailleurs puisque nous avons Y € S, nous avons également C' (Y) > 0 et comme
nous avons A € §' nous avons aussi C’(Y) > 0. Or comme C(X) = —C"( \) nous avons
que C(Y) = 0, c’est-a-dire que X vérifie bien A¢(T,e.) + Zn:l N, (T, e.) = 0.

_>
Nous avons donc bien que si A appartient a deux zones différentes de liste Explo alors

%
nous avons une contrainte active C' telle que C( X ) = 0.
O

2.4.3 Complexité

Nous concluons la présentation de l'algorithme 1 en développant sa complexité tem-

porelle dans le pire des cas. Nous prouvons qu’elle est exponentielle dans le nombre de

23



Partie , Chapitre 2 — Arbres des plus courts chemins

sommets et polynomiale dans le nombre d’arcs ainsi que dans le nombre de parametres
du graphe donné en entrée de l'algorithme. Cette complexité est due a l'opération de
calcul des contraintes actives effectuée a chaque itération, en effet pour savoir si une
contrainte est active nous avons besoin de tester 1’égalité entre la zone définie par toutes
les contraintes et celle définie par toutes les contraintes sauf celle considérée. Si les zones
sont égales alors la contrainte n’est pas active si non elle I'est, ce test d’égalité doit étre
effectué pour chaque contrainte générée c’est-a-dire pour chaque voisin possible de I’arbre
considéré par l'algorithme. De plus nous devons répéter cela a chaque itération ce qui

explique la complexité.

Théoréme 2.2. La complexité en pire cas de lalgorithme 1 est bornée par O(|V |VI=1(|E|—
[VI)*n®log(M)).

Démonstmtion La complexité C'p de I’Algorithme 1 peut étre notée : Cp = A\g + Tinir +
Ajout(0 )+ Z (C’ +.5;+ Z Cti(e)+Ai+k; Test+ArbreZ(Rechi(Ltodoi)+Rechi(L6xpi))—I—
|ArbreAF; ]Ajout(Ltodoz) —l— ]ArbreExpz\Ajout(Lexpl))

— )Xo est le nombre d’opérations nécessaires au calcul de A,

— T, est le nombre d’opérations nécessaires pour calculer T,

— Ajout(l) est le nombre d’opérations nécessaires pour ajouter un élément dans une
liste de longueur [,

— n; est le nombre d’itérations de la boucle tant que dans I’algorithme 1,

— (C; est le nombre d’opérations nécessaires pour choisir un arbre dans liste AFaire
et le supprimer apres cela dans la i-eme itération,

— 5; est le nombre d’opérations nécessaires pour chercher tous les arcs e qui génerent
des voisins qui ont au moins un  tel que Ay, (7}, e) > 0 dans la i-eme itération de
boucle,

— FE; est I'ensemble de tels arcs,

— Ct;(e) est le nombre d’opérations nécessaires pour calculer les contraintes associées
a e dans la ¢-eme itération,

— A; est le nombre d’opérations nécessaires pour déterminer les contraintes actives
dans la i-eme itération,

— k; est le nombre de contraintes actives qui définissent la zone associée a Tj,

— Test est le nombre d’opérations nécessaires pour tester si un voisin est un arbre,

— Arbre; est le nombre de contraintes actives associées a des arbres, considérées dans

la i-eme itération,
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— Rech(l) est le nombre d’opérations nécessaires pour chercher si un arbre apparait

dans une liste de longueur [,

— Ltodo; est la longueur de liste AFaire dans la i-éme itération, avant d’y ajouter un

arbre et apres avoir supprimé 7T; de celle-ci,

— Lexp,; est la longueur de liste Explo dans la i-éme itération, avant d’y ajouter un

arbre,

— ArbreAF; est 'ensemble d’arbres associés a des contraintes actives qui ne sont pas

dans listeAFaire dans la i-eme itération,

— ArbreEzp, est 'ensemble d’arbres associés a des contraintes actives qui ne sont pas

dans listeExplo dans la i-eme itération.

Dans la perspective ou nous nous intéressons a la complexité dans le pire des cas
nous pouvons donner une borne supérieure pour beaucoup des opérations développées
auparavant, concernant le nombre de sommets |V| dans G, le nombre d’arcs |E| dans G,
et le nombre de parametres n.

Tout d’abord nous rassemblons les différentes opérations intervenant dans la com-
plexité en sept termes qui sont :

— Init = Ao + Tinir + Ajout(0) les opérations effectuées avant l'entrée dans la boucle

"tant que'.

— Voisins = n'itZOI(Cﬁ—Si) toutes les opérations de sélection d’'un arbre et de recherche

i=

de tous ses voisins effectuées dans la boucle "tant que'.

NGt
— Ct= Y ¥ Ct;e) toutes les opérations de calcul des contraintes associées aux

=0 e€FE;
voisins effectuées dans la boucle "tant que'.
nit—1
— Clyer = Z A, toutes les opérations de calcul des contraintes actives effectuées

dans la boucle "tant que'.

— TestArbre = nil k; Test toutes les opérations pour tester si un voisin associé a une
contrainte actli?/% est un arbre ou non effectuées dans la boucle "tant que'.

— Recherche = ngl Arbre;( Rech;(Ltodo;) + Rech;(Lezp,)) toutes les opérations de re-
cherche d’aurblrle:s0 dans les listes liste AF aire et liste Explo effectuées dans la boucle
"tant que'.

— AjoutListe = (|A7"b7"eAF | Ajout(Ltodo;) + |ArbreExp,;|Ajout(Lexp;)) toutes les
opérations d’ aJout d’arbres dans les listes liste AF aire et liste Explo effectuées dans

la boucle "tant que".

Ce qui aboutit a I'expression de la complexité suivante : Cp = Init + Voisins + Ct +
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Cluer + TestArbre + Recherche 4+ AjoutListe.

Commencons par remarquer la somme nfl qui intervient dans tous les termes a
I'exception de Init et qui correspond au nomlgl(r)e d’itérations de la boucle "tant que" de
I’algorithme. Dans le pire des cas notre algorithme doit considérer chaque arbre enraciné
en s possible et donc ny; = O(|V[VI71) d’aprés la formule de Cayley [Cay89].

Terme principal : Ct,;. Considérons a présent Ct,., = nfl A;, le terme responsable
de la complexité de ’algorithme. =

Soit Z; une zone définie par k; contraintes et Zs une zone définie par ks contraintes. Nous
prenons la contrainte complémentaire de I'une des contraintes de Z, et nous testons si
la zone définie par les k; contraintes de Z; et cette contrainte complémentaire est vide
en utilisant la méthode de l'ellipsoide [GL81]. Dans le cas ou pour chaque contrainte de
Z5, la zone définie par sa contrainte complémentaire et les k; contraintes de Z; est vide
alors Z; C Z,. Nous procédons de maniere analogue pour tester si Z, C Z;. Comme la
méthode de 'ellipsoide termine en moins de 6n%L opérations, avec L la taille de 'espace
utilisé pour définir le probléme, nous avons Eq(ky, ko) < (ki + k2)6n*L, avec Eq(ky, ks)
le nombre d’opérations nécessaires pour déterminer si une zone définie par k; contraintes
est égale a une zone définie par ko contraintes.

Comme nous avons nb, = max(ky, ko) + 1 contraintes pour les zones manipulées par notre
algorithme nous avons L < (nbyn + n)log(M) avec M la plus grande constante appa-
raissant dans les contraintes. Puisque les constantes des contraintes sont les deltas, nous
avons : M = max((X.cp Ni(€))i=1.m, >ecr | f(€)]). Donc pour toutes les zones considérées
par I'algorithme nous avons : Eq(ky, ko) < 6(|E|— (|[V]|—1))n®*(|E| — (|V] = 1) +2)log(M)
et Bqki, kz) = O((|E| — |V])2n log(M)).

Comme nous devons tester chaque contrainte pour savoir si elle est active ou non, nous
devons faire | E;| tests d’égalité. Dans le pire des cas toutes les contraintes sont actives. En
effet si une contrainte n’est pas active nous pouvons la supprimer et ne plus la considérer
dans les prochains tests d’égalité. Pour tout i, nous avons A; < |E;| Eq(|E;| + 1,|E;|)
et donc nous avons A; < 6(|E| — (V] — 1))*n*(|E] — (V]| — 1) + 2)log(M) et A; =
O((|E| - [V)*n® log(M)).

Par conséquent nous avons Ct,; = O(|[V|[IVIZY(|E| — |V|)*n® log(M)).

Init. Intéressons nous maintenant au terme Init représentant les opérations effectuées

avant d’entrer dans la boucle "tant que".
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Il y a au plus 2!Vl cycles simples dans G qui générent le méme nombre de contraintes
sur A. Nous pouvons savoir si une zone définie par 2/V! contraintes est vide en utilisant
la méthode de 1'ellipsoide [GL81]. Nous n’avons & considérer que les cycles simples car si
un cycle négatif ¢ est une combinaison de deux ou plus cycles simples, alors la contrainte
générée par c sera une combinaison des contraintes générées par les cycles simples qui
composent ¢, par exemple si un cycle C' est la cominaison de deux cycles simples C et Cs,
la contrainte Cc > 0 associée a C sera la somme des contraintes C¢, > 0 associée a C
et Ce, = 0 associée a Cy, c’est a dire Co = Cg, + Cp,. Comme la méthode de 'ellipsoide
termine en moins de 6n*L. opérations, avec L, la taille de 'espace utilisé pour définir le
probléme (voir le point suivant). Nous avons donc \g = 6n?L..

Comme dans le pire des cas nous avons 2!V! contraintes pour définir la zone, nous avons
L. < (2Vln+n)log(M,) avec M, la plus grande constante apparaissant dans les contraintes.

Puisque les contraintes sont les énergies totales des cycles, nous avons :

M, = max((z Ai(€))i=1.n Z |f(e)])-

eck ecE

Par conséquent nous avons \g = O(6n2(2!VIn + n)log(M.)).
En calculant T} avec I'algorithme de Bellman-Ford nous avons T}, = O(|V||E|) [For56].
Enfin Ajout(0) consiste a ajouter un élément a une liste donc nous avons Ajout(0) = 0(1).
Nous avons donc Init = O(6n%(2VIn +n)log(M.)) + O(|V||E|) + O(1) c’est-a-dire Init =
O(6n%(2VIn + n)log(M,)) et nous avons bien Init << Ctqq,.

Voisins. Examinons maintenant le terme Voisins correspondant aux opérations de sé-
lection d'un arbre et de recherche de tous ses voisins dans la boucle "tant que".

Comme nous pouvons toujours prendre le premier élément de liste AFaire nous pouvons
considérer que pour tout i, C; = 1.

Considérons un arbre T, chaque arc qui n’est pas dans 1" peut générer un voisin et nous
avons donc S; = |E| — (|V| — 1) puisque T a |V| — 1 arcs soit S; = O(|E| — |V]).

Nous avons Voisins = O(|V|IVI=L(|E| — |V])) et par conséquent Voisins << Ctye;.

Ct. Nous considérons a présent le terme Ct représentant les calculs des contraintes as-
sociées aux voisins dans la boucle "tant que”.

Comme chaque arbre n’appartenant pas a un arbre peut générer un voisin nous avons
E; = |E| = (|JV| —1) dans le pire des cas tout comme S; = |E| — (|V| — 1) dans le pire des
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Partie , Chapitre 2 — Arbres des plus courts chemins

cas.
Soit T" un arbre et e = (u,v) un arc qui n’est pas dans 7. Pour calculer la contrainte
associée & N (T, e) nous avons besoin de calculer le chemin de s & u ainsi que le chemin
de s a v dans T. Comme chaque arbre a |V| — 1 arcs, quel que soit 4, quel que soit e qui
n’est pas dans T; nous avons Ct;(e) < 2(|V| — 1) et donc nous avons Ct; = O(|V]).

Par conséquent nous avons Ct = O(|V|VI=L(|E| — |V|)|V/|, nous avons donc bien Ct <<
Clact-

TestArbre. Nous nous intéressons a présent au terme TestArbre correspondant aux tests
pour savoir si les voisins associés a une contrainte active sont ou non des arbres.

Dans le pire des cas, durant la i-eme itération tous les arcs e qui ne sont pas dans 7T; sont
associés a des contraintes actives et nous avons k; < |E| — (|V| — 1). Ce qui revient a
ki = O(|E] = [V]).

Soit T un arbre et e un arc qui n’est pas dans 7', nous avons seulement besoin de vérifier
si v est sur le chemin de s a w dans 7" pour savoir si nous sommes dans le cas ou N (7T, e)
est un arbre ou non. Nous avons donc Test < |V| — 1 et Test = O(|V]).

Par conséquent TestArbre = O(|V|VI=L(|E| — [V|)|V], et nous avons bien TestArbre <<
Otact-

Recherche. Considérons maintenant le terme Recherche des opérations de recherche
d’arbres dans les listes liste AFaire et liste Explo.

Dans le pire des cas, durant la i-éme itération tous les voisins qui sont associés a des
contraintes actives sont des arbres et nous avons Arbre; < k; soit Arbre; < |E|—(|[V|—1).
Ce qui revient & Arbre; = O(|E| — |V]).

Puisque nous vérifions si un arbre n’est pas déja dans une liste avant de 'ajouter a
cette liste, dans le pire des cas tous les arbres possibles sont dans cette liste et pour
tout i nous avons Ltodo; < |V|* et Lexp; < |V]* donc nous avons Ltodo; = O(|V]?) et
Lexp; = O(|V'[?).

Si nous représentons les arbres manipulés par l'algorithme par des tableaux de taille
|[V| — 1, avec une case pour chaque sommet v de V' \ {s}, donnant le prédécesseur de v,
et si liste AFaire et liste Explo sont des arbres binaires de recherche auto-équilibrés nous
avons Rech(l) = O(log((|V'| — 1)|I]))-

Par conséquent Recherche = O(|V|VIZY(|E| — [V)|V[2log((|V| — 1), et nous avons bien
Recherche << Ctyyy.
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2.5. Cas avec des parameétres a valeurs entiéres

AjoutListe. Pour finir examinons le terme AjoutListe des opérations d’ajout d’arbres
dans les listes listeAF aire et liste Explo.

En utilisant le méme raisonnement que pour Arbre; nous obtenons que |ArbreAF;| <
|E| — ([V] = 1) et |ArbreEzp,| < |E| — (|V| = 1). Clest-a-dire |ArbreAF;| = O(|E| — |V|)
et |ArbreEzp,| = O(|E| — |V]).

Pour des raisons identiques au calcul de Rech(l) nous avons Ajout(l) = O(log((|V']|—1)|1])).
Par conséquent AjoutListe = O(|V|VI=Y(|E| — |[V)|V[Plog((|V| — 1), et nous avons bien
AjoutListe << Clyey.

Tous les termes de l'expression de la complexité de l'algorithme sont négligeables
devant Ct,e, par conséquent nous avons bien Cp = O(|V|IVI=Y(|E| — |V])?*n®log(M)) ce

qui conclut cette preuve. 0

2.5 Cas avec des parametres a valeurs entieres

Nous pouvons nous demander s’il serait possible d’adapter les preuves de ’algorithme
présentées ici au cas ou les parametres peuvent uniquement prendre des valeurs dans Z
afin de ne pas avoir a considérer des valeurs réelles de parametres pour ensuite restreindre
les résultats renvoyés par notre algorithme. En effet I’algorithme ne peut pas simplement
étre appliqué a des graphes paramétrés dont les parametres prennent uniquement des

valeurs entieres comme nous le montrons dans ’exemple présenté sur la figure 2.16.
2 3

FIGURE 2.16 — Un graphe G avec un parametre.

Ce graphe n’a qu’'un seul parametre et quatre sous graphes qui sont des arbres, nous
les avons représentés dans la Figure 2.17.

Notons que T} est un arbre d’énergies minimales pour tout A < 0, que 75 est un arbre
d’énergies minimales pour tout A > 1 et que pour tout A € Z, T3 et T ne sont pas des
arbres d’énergies minimales. Comme 7 et T, ne sont pas voisins notre algorithme n’est

plus applicable quand les parametres prennent des valeurs de nombres entiers.
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(a) - Ty
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FIGURE 2.17 — Les quatre arbres sous graphes du graphe G.

2.6 Conclusion

Nous avons proposé un algorithme visant a trouver les chemins optimaux pour aller
d’une unique source a tous les autres sommets dans un graphe paramétré dans lequel
les énergies des arcs font appel & un nombre arbitraire de parameétres a valeurs réelles.
Puisque ces chemins optimaux changent avec les valeurs des parametres, le résultat de
notre algorithme est un ensemble fini d’arbres, chacun de ces arbres étant associé par
I’algorithme a une zone de 'espace des parametres sur laquelle il est optimal. Ces zones
couvrent ’espace des parametres pour lequel il n’y a pas de cycle d’énergie négative au
sein du graphe. Cet algorithme permet de généraliser des travaux préalablement réalisés
par Karp et Orlin dans lesquels seul un unique parametre était considéré [KO81].

De futurs travaux visant a prolonger le travail sur les plus courts chemins d’une source
a tous les autres sommets d’un graphe paramétré pourraient consister en une implémen-
tation de l'algorithme ainsi qu’une évaluation de son efficacité sur des études de cas réels.
Il serait également possible de s’intéresser au cas ou les parameétres prennent des valeurs
entieres. En effet dans ce cas la notion d’arbres voisins ne permettrait plus d’énumérer les
arbres de maniere exhaustive car certains arbres voisins qui sont optimaux pour certaines
valeurs rationnelles ne sont optimaux pour aucune valeur entiere ce qui implique des mo-

difications importantes de I’algorithme si nous voulons qu’il puisse prendre en compte ce
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2.6. Conclusion

cas. Nous pourrions également essayer de généraliser la notion d’arbres voisins aux cas ou
I’énergie a plusieurs dimensions afin de chercher a étendre notre algorithme aux graphes

multi-dimensionnels dans lesquels la définition d’énergie minimale ne s’applique plus.
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CHAPITRE 3

ETUDE DE LA DECIDABILITE DE DEUX
PROBLEMES LU TOTAUX EN FONCTION
DES VALEURS PRISES PAR LES
PARAMETRES

3.1 Introduction

Nous avons étudié dans le chapitre précédent le sujet des chemins avec une énergie la

plus faible possible qui consiste a imposer une contrainte sur I’énergie relative aux énergies
des autres chemins. Cependant ce genre de problématique est incapable de répondre a
des questions concernant des contraintes plus absolues sur 1’énergie. La notion d’énergie
minimale disparait également lorsque 1’énergie est a plusieurs dimensions. En effet a moins
d’imposer arbitrairement une convention, un chemin ayant une énergie de (1,2) et un
autre ayant une énergie de (2,1) ne sont pas comparables au sens des chemins & énergie
minimale.
Nous allons a présent nous intéresser a un type de contraintes plus absolu a imposer a
I’énergie des chemins. Un tel modele pourrait servir a représenter par exemple un moteur
hybride. En effet, la présence de deux sources d’énergie différentes pour faire fonctionner
un moteur thermique et un moteur électrique implique des contraintes différentes sur
la gestion des deux sources d’énergie. Nous allons donc chercher a savoir s’il existe un
chemin allant d’un sommet donné a un autre tel que son énergie reste comprise entre des
bornes. De plus nous allons considérer une énergie multi-dimensionnelle, chaque dimension
pouvant avoir ses propres bornes, et nous nous intéresserons a la décidabilité de différents
problémes ou nous imposons a 1’énergie d’étre bornée.

Dans ce chapitre nous nous intéresserons a plusieurs variations du probleme

EnTotry (G, (Li, Up)$, A, v, w). Les différents problémes sont obtenus en faisant varier dif-
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férents aspects. Nous allons en effet nous intéresser a la décidabilité du probleme LU total
en faisant varier d le nombre de dimension de I’énergie mais également en modifiant 1’en-
semble des valeurs possibles des parameétres, c’est-a-dire en faisant varier A. Les probléemes
LU totaux étant des problemes d’accessibilité nous ne nous préoccuperons pas des parités
des arcs dans ce chapitre.

Nous proposons dans ce chapitre des preuves de décidabilité sur deux variations du
probleme LU total. Nous prouvons tout d’abord la décidabilité du probleme LU total
lorsque les parametres sont a valeurs dans Z. Nous prouvons que ce résultat reste valide
et que le probleme est PSPACE-complet quels que soient la dimension de 'énergie et
le nombre de parametres. Nous nous intéressons ensuite au probleme LU total lorsque
les parametres peuvent prendre des valeurs rationnelles et nous prouvons que des que la
dimension du graphe est d’au moins 2 (d > 2), alors le probleme LU total est indécidable
dés qu’il y a au moins un parameétre qui intervient dans les énergies des arcs (n > 1).

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante : dans la Section 3.2 nous prouvons que
la version du probleme LU total est décidable et PSPACE-complet indépendamment de la
dimension de I'énergie lorsque les parametres sont a valeurs entieres ; dans la Section 3.3,
nous prouvons que le probleme LU total est indécidable dans sa version ou les parametres
peuvent prendre des valeurs rationnelles et que 1’énergie est de dimension au moins deux;

enfin dans la Section 3.4 nous concluons.

3.2 Probleme LU total avec parametres a valeurs en-
tieres

Soit G = (V, E,d,n, (e, @) ecr, (Ty)verv) un graphe multi-dimensionel orienté & éner-
gie paramétrée. Soient L € Z% et U € Z%. Nous considérons dans cette section le probléme
EnTotry (G, (Li, U;)$, Z,v,w) ol les parametres prennent des valeurs entiéres. Nous prou-
vons que ce probleme est décidable et PSPACE-complet quelle que soit la dimension d de
G.

Pour cela nous commencons par identifier les arcs du graphe dont I’énergie est influen-
cée par les parametres.

Nous cherchons ensuite les valeurs de parametres telles qu’au moins un arc soit emprun-
table parmi ceux dont I’énergie est influencée par les parametres.
Enfin nous montrons que de telles valeurs de parametres sont en nombre fini et nous

pouvons donc les énumérer afin de résoudre EnTot (G, L, U, Z,v,w).
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3.2. Probleme LU total avec parameétres a valeurs entiéres

Théoréme 3.1. Soient G = (V, E,d,n, (fte, O )ecr, (Ty)vev) un graphe multi-dimensionel
orienté a énergie paramétrée, m € N, L € Z4 et U € Z%. Le probléme EnTotr (G, (L;, U;)4,
Z, v, w) est décidable et est PSPACE-complet.

Démonstration. Soient G = (V, E,d,n, (fte, @ )eck, (Ty)vev) un graphe multi-dimensionel
orienté A énergie paramétrée, d € N, L € Z? et U € Z% Pour tout i € [1,d] nous
définissons E; 'ensemble des arcs e € E tels que Jy € Z, I\ € Z" et IN € Z" tels
que A # X et ¢X(y); # ¢ (v);. Intuitivement E) ; est I'ensemble des arcs dont la i-eme
dimension de I’énergie est influencée par la valeur des parametres.

Soit S; I'ensemble des A € Z™ valeurs des parametres pour lesquelles il existe un
e € Ey; et y € [L;,Uy] tels que ¢2(y); € [Li,U;]. Intuitivement S; est 'ensemble des
valeurs de parametres telles qu'au moins un arc de E) ; puisse étre emprunté dans G en
respectant la contrainte sur la i-éme dimension de 1’énergie.

Pour tout i € [1,d] et e € E), soit S§ 'ensemble des A € Z™ valeurs des parametres
pour lesquelles il existe y € [L;, U;] tel que ¢X(y); € [Ls, Ui]. Cest-a-dire que S¢ est
I’ensemble des valeurs des parametres telles qu’il soit possible d’emprunter I'arc e sans
enfreindre les contraintes sur la i-eme dimension de 1’énergie. Notons que pour tout ¢ €
[1,d] nous avons S; = Ueep, S5

Pour tout ¢ € [1,d], pour tout e € E) ;, nous avons ¢, une fonction affine de coefficient
directeur non nul et donc il n’existe qu'un nombre fini de valeurs possibles A telles que
pour tout y € [L;,U;] nous ayons ¢ (y); € [L;, U], puisque ¢ (y); = y + ac(N). Par
conséquent S¢ est un ensemble fini, quels que soient i € [1,d] et e € E);. Comme E est
fini, E\ C E est également fini et pour tout ¢, S; = Ueep, S; est un ensemble fini.

Nous définissons S = ;e qp S5, U'ensemble des valeurs de parametres telles qu’il y ait
au moins un arc e € Iy ; qui puisse étre emprunté dans GG en respectant les contraintes
sur toutes les dimensions de ’énergie. Comme les S; sont des ensembles finis quel que soit
¢ nous avons que S est un ensemble fini.

Pour tout A € S, soit G le graphe ou les valeurs des parameétres ont été fixées
a A. Comme S est fini, nous avons un nombre fini de G, et nous pouvons résoudre
EnTotry(Gy, L,U,Z,v,w) pour chaque A € S. En effet le probleme EnToty(Gy, L, U, Z,
v, w) ne fait intervenir aucun parametre, est décidable et est PSPACE-complet [Fah+11].
S’il existe A, tel que la réponse & EnTotpy (G, (Li, Uy)$, Z, v, w) soit oui alors la réponse
a EnTotry (G, (L, U;)¢, Z,v,w) est oui et un chemin de G, vérifiant les contraintes sur
I’énergie est également un chemin de G vérifiant les contraintes sur ’énergie lorsque les

parametres prennent la valeur \,. Pour les mémes raisons, si pour tout A € S, la réponse
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A EnTotry(Gy, (Li, Us)4, Z,v,w) est non alors la réponse a EnTotyy (G, L, U, Z,v,w) est
non.

Dans tous les cas cela nous permet de conclure que EnTot (G, L,U,7Z,v,w) est bien
décidable.

Comme la construction de chaque S; nécessite I’énumération des |E| arcs de G, nous
pouvons construire S en temps polynomial en d la dimension de G et |E| son nombre
d’arcs. Pour tout A € S, puisque la création de G, consiste a fixer la valeur de 1’énergie
de chaque arc dans lesquels interviennent des parameétres, nous pouvons construire G
en temps polynomial en |E| le nombre d’arcs de G. Enfin puisque pour tout A € S, le
probleme EnTotry(Gy, (Li, U;)4, Z, v, w) est PSPACE-complet [Fah+11] nous avons que
le probleme EnTotry (G, (Li, U))¢, Z,v,w) est PSPACE-complet. ]

Nous pouvons remarquer que les résultats sont toujours valides si les parametres sont
a valeurs dans N au lieu d’étre a valeurs dans Z. Par conséquent la variante du probléme
LU total lorsque les parametres prennent des valeurs dans N est également décidable

indépendamment de la dimension de ’énergie et est également PSPACE-complet.

3.3 Probleme LU total avec parameétres a valeurs ra-

tionnelles

Soit G = (V, E,d,n, (fte, 0te)eck, (T )vev ) un graphe multi-dimensionel orienté a énergie
paramétrée tel que d > 2. Soient L € R? et U € R?. Nous considérons dans cette section
le probleme EnTotry (G, L, U, A, v, w) avec Q C A ou les parameétres prennent des valeurs
pouvant étres rationnelles.

Nous prouvons avec le théoréme suivant que EnTotpy (G, L, U, A, v,w) avec Q C A
et d > 2 est indécidable deés lors qu'un parametre intervient dans les énergies des arcs,
c’est-a-dire si n > 1. Nous montrons cela en réduisant notre probleme au probleme de
l'arrét des machines a deux compteurs qui est connu pour étre indécidable [Min67].
Pour cela nous commencons par définir une transformation qui permet de créer un graphe
G a partir d’'une machine a deux compteurs M. Cela nous permettra d’associer n’'importe
quel chemin de la machine a compteurs a un chemin du graphe mais également d’appli-
quer le probleme EnTotpy (G, L, U, A,v,w) a ce graphe particulier.

Nous montrons ensuite par récurrence que si M s’arréte alors il existe un chemin dans G

tel que la réponse a EnTotry (G, L, U, A, v, w) soit oui. Puis nous prouvons que, récipro-
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quement, s’il existe un chemin dans G tel que la réponse a EnTotry (G, L, U, A, v, w) soit
oui, alors M s’arréte.
Nous pouvons alors conclure étant donné que le probleme de I’arrét est indécidable et que

M s’arréte si et seulement si la réponse a EnTot (G, L, U, A, v, w) est oui.

Théoréme 3.2. Soient A tel que Q C A et G = (V, E,d,n, (tte, e )eck, (Ty)vev) un graphe
multi-dimensionel orienté a énergie paramétrée tel que d > 2 et n > 1. Soient (v,w) € V?
et (L,U) € (RY)2. Le probléeme EnTotry (G, (L, U), A, v,w) est indécidable.

Démonstration. Nous prouvons l'indécidabilité en réduisant le probléeme de l'arrét pour
les machines a deux compteurs a une sous-classe de notre probleme : les problemes de la
forme EnTotry (G, (ﬁ, ?), Ajv,w).

Soit M = (Q,qo,h,T,0,C1,Cy) une machine a deux compteurs. Nous construisons
G=(V,E,d,n, (te, ®)ecr) et U € R™ tels que EIX> € A" et un chemin p de G ayant pour
sommet initial v et sommet final w tel que p est borné par (6), ?) si et seulement si M
s’arréte. Avec ﬁ tel que pour tout ¢, ﬁ, =0et 1 tel que pour tout i, ?Z =1

Nous définissons F, 'ensemble des arcs de GG ainsi que les fonctions d’énergie des arcs
ae : A" — A4 A partir de T I'ensemble des transitions de M et de 6.

Comme nous ne ferons intervenir qu’'un seul parametre dans G, nous prendrons n = 1
pour la suite de cette preuve et Y =\

Soit t = (qu,q)) € T une transition de M, soit go (resp. q;) le sommet de G
correspondant a gy (resp. ¢j,). Nous avons §(t) = (C;, ~) avec i € {1,2} et ~€ {—,+,=
,>1

— si ~ est — alors nous avons e; = (qg, q;;) € E tel que e, (A); = =X et ae, (A); =0

pour j # i comme représenté dans la figure 3.1 pour le cas ¢ = 1. Nous disons alors

que le chemin p = e; dans G est le chemin associé a ¢.

(= (-A0)

F1GURE 3.1 — Un gadget qui soustrait 1 du compteur C}.

— si ~ est + alors nous avons es = (qg, q;;) € E tel que a.,(N); = +X et a,(A); =0
pour j # i comme représenté dans la figure 3.2 pour le cas ¢ = 2. Nous disons alors

que le chemin p = e; dans G est le chemin associé a t.
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€2 = (07 +/\)

Fi1GURE 3.2 — Un gadget qui ajoute 1 au compteur Cj.

— si ~ est = alors nous avons un sommet spécial g5 € Q5 et deux arcs e3 = (qg, ¢s1)
et es = (¢s1,q5), (e3,e4) € E? tels que g, (N)i = i, ag(N); = 0 pour j # i,
et ae,(N); = —i, et e, (N); = 0 pour j # 4. Nous avons représenté cela dans la

figure 3.3 pour le cas ¢ = 1. Nous disons alors que le chemin p = ezey dans G est

es = (1,0) @ es = (—1,0)

FIGURE 3.3 — Un gadget qui teste si le compteur C est a zéro.

le chemin associé a t.

— si ~ est > alors nous avons un sommet spécial g2 € Qs et deux arcs e5 = (qa, s2)
et eg = (¢s2,q5), (€5,65) € E* avec e tel que e, (N); = —A, et e, (\); = 0 pour
J # i exactement comme e; défini précédemment. Avec eg tel que g (N); = A et
Qeg(A); = 0 pour j # i exactement comme ey défini précédemment. Nous avons
représenté ce gadget dans la figure 3.4 pour le cas i = 2. Nous disons alors que le

chemin p = eseg dans G est le chemin associé a t.

es = (0, —\) @ e = (0,4))

FI1GURE 3.4 — Un gadget qui teste si le compteur C5 est supérieur a zéro.

Nous prenons (s ’ensemble contenant tous les sommets spéciaux (nommés ¢s; et gso
dans la définition de E) induits par la transformation des transitions telles que ~ soit =

ou que ~ soit >.
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Les autres éléments de G sont définis comme suit :

— V=0 UQ; avec (); 'ensemble des sommets spéciaux défini précédemment.

— n > 1 puisque seul un parametre interviendra dans 1’énergie mais nous pouvons en

avoir un nombre quelconque.

— d > 2 en effet les arcs ne modifient que les deux premieres dimensions de 1’énergie.

— ue = 1 pour tout e € E.

Nous appelons g ¢ le sommet de G correspondant a 1'état initial go de M et hg le sommet
de G correspondant a ’état d’arrét h de M.

Soit ppr = tity...tx un chemin de M, nous définissons son chemin associé pg un
chemin de G. Pour tout j € [1,k] soit 6(t;) = (Cj,~;) avec C; € {Cy,Cs} et ~j€
{—,+,=,>}. Nous avons pg = p1p2...px tel que pour tout i € [1, k], p; est le chemin
associé a t;.

Nous pouvons remarquer que, par construction, nous avons pg = ejes...e avec | > k.

Soit pg un chemin de G dont le sommet final n’appartient pas a ()5, nous définissons
de maniere analogue py; le chemin de M associé a pg. Nous pouvons faire cela car les
seules ambiguités potentielles sont entre des arcs tels que ey et es définis précédemment
ou entre des arcs tels que e; et eg définis précédemment. Cependant les arcs e; et e; ne
font pas intervenir de sommet de (), contrairement aux arcs e et eg ce qui signifie qu’il
n’y a bien aucune ambiguité et que pys est bien défini. En effet comme M est déterministe
nous pouvons définir la projection de pg sur @) puis py; a l'aide de celle-ci.

Remarquons que, pour un chemin pg de G dont le sommet final appartient a (), nous
ne pouvons pas définir de chemin associé dans M car les sommets de (), correspondent a
des étapes intermédiaires dans la transcription des transitions de M lors de la construction
de G.

Il nous reste a prouver que pour tout A tel que Q C A et d > 2, 3\ € A et p un
chemin de G de ¢ ¢ a hg tel que p soit borné par (ﬁ, ?) si est seulement si M s’arréte.

Soit rpr = 0goy ... 0y une exécution dans M telle que M s’arréte. Soit pyy = tito ... 1y
le chemin correspondant a r,. Nous appelons pys; le préfixe de longueur 7 de py,. Pour

tout i € [0,£], soit o; = (i, c1(pari), ca(parsi)). Soient maz, = ‘H%[%}e(]] c1(pai) et mazy =
1€| 0,

max ColPprri)-
i€[0,4] (Pai)
Soit le chemin de G associé & pjs, nous nommons pg; le préfixe de associé a
G ) G, G
pu,i- Notons que pg; n'est pas nécessairement le préfixe de longueur @ de pg.
Nous commencgons par prouver par récurrence que si M s’arréte alors 9\ € A et p un

— =
chemin de G de v a w tel que p soit borné par (0, 1) avec v = qp¢ et w = hg.
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Soit maxrc = max (max;).
ie{1,2}

Si maxc = 0, cela signifie que les valeurs des deux compteurs restent constantes égales
a zéro pendant toute I'exécution c’est-a-dire que pour tout i, v, = (¢;,0,0). Toutes les
transitions sont donc des tests a zéro c’est-a-dire que pour tout ¢, nous avons d(t;) =
(Cy,,=) avec Cy, € {C},Cy}. Comme les cas Cy, = Cy et Cy, = Cy sont symétriques nous
ne considérerons que le cas Cy, = C.

Pour tout ¢, soit p; le chemin associé a t;, nous avons p; = e;1€;2 avec pour tout A,
aei,l()\)Z = aei,Z()\)2 = 07 aei,l ()‘)1 =1let 0461',2(>‘)1 = -1

Nous avons donc que pour tout préfixe py.; de pg, pour tout A € A% ¢*0, ppres €
T, 7)

De plus comme 1’état initial de py; est gy et que son état final est h, nous avons que p

{0,1}. Le chemin p est donc borné par (

est un chemin de g ¢ a hg.
Par conséquement si M s’arréte et maxc = 0, pour tout A nous avons pg un chemin
. - = N
borné par (0, 1) allant de go ¢ & hg.
Si max 0, soit A* = min )
c 70, i€{1,2}(m‘ui)
Soit rp; = 0goy ... 0y une exécution dans M telle que M s’arréte. Soit py; = tity. .. 1y

le chemin correspondant a r;. Soit pg le chemin de G associé a pyy.

Hypothése de récurrence : Pour tout & € [0,¢] et pour i € [1,2], ¢(pgr, \*)i =
ci(parg) * A* et pour tout p € pref(par), 0 < ¢(p, A*); < 1.

Initialisation : Pour k£ = 0, pour ¢ € [1,2] nous avons ¢(pgo, A*); = 0 et donc 0 <
é(pco, A*)i < 1. De plus comme la valeur initiale des compteurs est nulle nous avons

ci(paro) = 0 et c(pao, A*)i = ci(pao) * A*. Comme pref(pco) = {pco} 'hypothese de
récurrence est vraie pour k = 0.

Hérédité : Supposons I'hypothese de récurrence vraie pour un k£ > 0. Donc pour ¢ €
[1,2] nous avons que, ¢(pei, A*)i = ci(pmr) * A* et pour tout p € pref(per), 0 <
o(p, \*); < 1. Soit tyyq la k + 1-eéme transition de py; avec 0(try1) = (Cra1, ~pr1). Il 0’y
a que huit possibilités :

1. ~pp= — et Oy = Gy,

2. ~p=+ et Cppy = C,
3. ~pp1== et Cpyq = (1,
4

. ~pp1=> et Ck+1 = Cl,

70



3.3. Probleme LU total avec paramétres a valeurs rationnelles

5. ~py1= — et Cpyq = Oy,
6. ~pr1=+ et Cp = Cy,
7. ~pp== et Cpqq = Oy,
8. ~pyp1=> et Cyyq = Ch.
Nous pouvons commencer par remarquer la symétrie des différents cas entre C et Cy

et donc que les cas (5) a (8) sont symétriques aux cas (1) a (4). Dans la suite nous ne

traiterons donc que les cas (1) a (4).

Cas (1). Nousavons d(tg+1) = (C1, —) et pgr+1 n'a qu'un arc e de plus que pg . Comme
nous avons a.(A*)2 = 0, ¢(pcir+1, A\ )2 = d(pak, A*)2 = calpar) * X = ca(par 1) * A* et
comme 0 < ¢(pex, A*)2 < 1 nous avons également 0 < ¢(pg g1, A*)2 < 1.

Comme nous avons a(A*); = —X*, c1(pmr+1) = c1(par) — 1, d(pe i, A*)1 = c1(parp) * A*
et d(pa i1, A)1 = ci(pmp) ¥ A + ae(A*)1, nous avons que ¢(pg 41, A*)1 = c1(Paris1) * A*
puisque a.(A*); = —A.

De plus, comme ¢;(parr+1) = 0 nous avons que 0 < ¢(pg r+1, A*)1 et nous avons également

d(pcp+1: A)1 < @(par, A*)1 < 1. L'hypothese de récurrence est donc vraie pour k + 1.

Cas (2). Nousavons d(tg+1) = (C1, +) et per+1 n'a qu'un arc e de plus que pg . Comme
nous avons a.(A*)2 = 0, ¢(pci+1, A\ )2 = d(pak, A*)2 = calpar) * X = ca(pars1) * A* et
comme 0 < ¢(per, A*)2 < 1 nous avons également 0 < ¢(pg g1, A*)2 < 1.

Comme nous avons a.(A*); = X, ¢1(pmrp+1) = c1(Pmk) + 1, ¢(per, A)1 = c1(parg) * A*
et d(par+1, A)1 = c1(park) * A + ae(A*)1 nous avons que ¢(pa rt1, A)1 = c1(parps1) * A*
puisque a.(A*); = A*.

De plus, comme A* = min (——
i€{1,2} mati

de récurrence est vraie pour k + 1.

) nous avons que 0 < ¢(pgr+1,A*)1 < 1 et hypothese

Cas (3). Nous avons 0(tg+1) = (C1,=), per+1 & deux arcs e; et ey de plus que pg k.
Soient e l'arc tel que ap, (A*); = 1 et ey l'arc tel que ap,(A*); = —1. Soit p’ le chemin
pe.k suivi de larc ey (c’est-a-dire pg 41 sans son dernier arc : e;). Comme nous avons
ey (N )2 = ey (N )2 = 0, d(parr1, N2 = 00, N )2 = d(pars1, A )2 = calparn) * A =
ca(parg+1) * A et comme 0 < ¢(pg, A*)2 < 1 nous avons également 0 < ¢(p/, \*)a < 1 et
0 < o(paps1, A)2 < 1.

Comme nous avons e, (A*); + ae,(A*)1 = 0, c1(paprr+1) = c1(pmr) = 0, d(par, )1 = 0

et d(pa i1, A)1 = ci(park) * A* + ey (A)1 + e, (A*)1 nous avons que @(pg rr1, )1 =
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c1(parg+1) * A* puisque a,, (A*); =1 et ae,(A); = —1.
De plus nous avons que ¢(p', \*)1 = ¢(pa i, A*)1 = 1 et 0 = ¢(par+1, A*)1 et Phypothese

de récurrence est vraie pour k + 1.

Cas (4). Nous avons 0(tg+1) = (C1,>), par+1 & deux arcs ey et ey de plus que pg k.
Soient ey l'arc tel que ag, (A*)1 = —A* et es arc tel que ae,(A*); = A*. Soit p’ le chemin
pc.x suivi de larc ey (c’est-a-dire pg 41 sans son dernier arc : ey). Comme nous avons
ey (AN )2 = ey (N )2 = 0, d(pair1, AN )2 = 00, N )2 = d(pa i1, \)2 = calpag) * A =
ca(pap+1) * A* et comme 0 < ¢(pgr, A*)2 < 1 nous avons également 0 < ¢(p/, \*)2 < 1 et
0 < @(pri1, A)2 < 1.

Comme nous avons e, (A\*); + a,(A*); = 0, nous avons que ¢1(paprt1) = c1(park),
cilpar) = 1, d(par, N)1 = cilpark) * A* et d(parr1, A)1 = crlpap) * A"+ ae, (A1 +
Qey (A*)1. Nous en déduisons que ¢(pg r, A*)1 = c1(parpr1) * A* puisque e, (A*); = —A* et
ey (A")1 = A%

De plus, comme ¢1(pprx) = 1 nous avons que 0 < ¢(pa i, A*)1 — A" = ¢(p', A*)1 et nous

avons également ¢(p', A*)1 < ¢(pgr, A*)1 < 1. Comme \* = min ( ) nous avons que

~X
ie{1,2} " Mati
d(pe i1, A*)1 < 1 et nous avons aussi 0 < ¢(p', A*)1 < d(pgrt1, A*)1. L'hypothese de

récurrence est donc vraie pour k£ + 1.

Comme 'hypothese de récurrence est vraie dans tous les cas nous avons que I’hypothese

de récurrence est vraie pour k + 1.

Par conséquent si M s’arréte nous avons un chemin pg de go ¢ & he et une valuation

des parametres \* € Q telle que pour tout chemin p € pref(pg), pour i € {1,2}, 0 <
. A , N - =

d(p, \*); < 1 et donc si M s’arréte alors la réponse & EnTotry (G, (0, 1)3,A, q0.q, he)

est oui.

Réciproquement si 9\ > 0 tel que A € A et p un chemin de G de v a w tel que p soit
. - = . . A
borné par (0, 1) nous prouvons par induction que M s’arréte.

Considérons A\* € A tel que A* > 0 et un chemin pg de ¢o¢ a hg dans G tel que
Vp € pref(pe)eti € {1,2},0 < ¢(p, A*); < 1. Puisque hg ¢ Q5 nous avons pyy = tity. ..ty
le chemin associé a pg. Nous avons pg = p1ps . .. pe tel que pour tout ¢ € [1,£], p; soit le
chemin associé a t;. Pour j € [1, /], nous appelons py; = t;...t; le préfixe de longueur
J de pasj, m; Uexécution correspondant a pys; et pgj = p1 ... p; le préfixe de pg associé a

PM.,j-
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Hypothése de récurrence : Pour tout k € [0,¢] et pour i € [1,2], ¢;(pax) = 0 et

&(pcr, \Y)i = ci(park) * A*. La transition t; est tirable si elle existe.

Initialisation : Dans le cas k = 0, pour i € [1,2] nous avons ¢(pgo, A*); = 0. Puisque
la valeur initiale des compteurs est zéro nous avons ¢;(pa0) = 0 et donc ¢(pgo, A*); =
ci(parp) * X et ¢i(pao) = 0 pour i € {1,2}.

Hérédité : Supposons 'hypothese de récurrence vraie pour un k& > 0. Pour i € [1,2]
nous avons donc ¢(pa i, A*)i = ¢i(pari)*A* et ¢;(parg) = 0. Soit tg41 la k+1-éme transition

de par avec 0(tgy1) = (Cry1, ~k+1)- Il 0’y a que 8 configurations possibles :
1. ~ppi= — et O = Oy,

~pp1= + et Cppq = C,

~pr1== et Cpq1 = O,

~pp1=> et Cpyp = Oy,

~pp1= — et Cpyq = Oy,

~pp1= + et Cpp = Cs,

~pp1== et Cpy = Cf,

e T AT ol B o

~pp1=> et Cpyq = Ch.

Nous pouvons remarquer comme précédemment la symétrie des différents cas entre C
et Cy c’est-a-dire que les cas (5) a (8) sont symétriques aux cas (1) a (4). Dans la suite

nous ne traiterons donc que les cas (1) a (4).

Cas (1). Nous avons §(tx41) = (C1, —), pee+1 'a qu'un arc e de plus que pg ;. Comme
nous avons (A )2 = 0, ¢(pert+1, \)2 = O(pars AF)2 = calpar) * X = ca(parr+1) * A" et
comme co(par) = 0 nous avons ca(park+1) = 0.

Comme nous avons ae(A*); = —X*, c1(pppt1) = c(pamr—1) et ¢(par, N)1 = c1(pare) *A*
nous avons que ¢(pg 1, A*)1 = c1(pamp+1) * A*. De plus comme 0 < ¢(pg 1, A)1 < 1
nous avons que 0 < ¢1(parp41) * A* et donc ¢y (park+1) = 0. Nous avons donc tgq tirable

et I’hypothese de récurrence est vraie pour k + 1.

Cas (2). Nous avons 0(tg+1) = (C1,+), per+1 N'a quun arc e de plus que pg . Nous
avons 1 tirable. Comme nous avons a.(A\)y = 0, ¢(peri1, N )2 = O(per, A*)2 =

ca(park) * A = ca(parr+1) * A" et comme ca(pprx) = 0 nous avons ca(ppr k1) = 0.
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Comme nous avons a.(A*);1 = A, c1(pmp+1) = c1(pmr + 1) et d(par, )1 = c1(par) *
A* nous avons que ¢(pgi+1, A )1 = c1(pmps1) * A*. De plus comme ¢(parr) = 0 et
c1(pag+1) = c1(pax) + 1, nous avons que ¢1(parr+1) = 0 et hypothese de récurrence est

vraie pour k + 1.

Cas (3). Nous avons 0(tg+1) = (C1,=), pgr+1 & deux arcs e; et ey de plus que pg k.
Soient e l'arc tel que ae, (A*); = 1 et ey l'arc tel que o, (A*); = —1. Soit p’ le chemin
pc.x suivi de larc ey (c’est-a-dire pg 41 sans son dernier arc : ey). Comme nous avons
ey (A)2 = ey (A*)2 = 0 nous avons que ¢(papr1, A*)2 = O(par+1, A )2 = calpar) * X' =
ca(pamp+1) * A* et puisque ca(parx) = 0 nous avons ca(pas 1) = 0.

Comme nous avons ., (A*); + @e,(A*)1 = 0 et c1(ppmrs+1) = ci(park) nous avons que
O(pe s )1 = c1(park+1) * A*. De plus comme 0 < ¢(per, A*)1 < 1,0 < o(p, A\*)1 < 1et
A, (A)1 = 1 nous avons que ¢(pg, A*)1 = 0. Par conséquent ¢;(pari) = 0 ce qui signifie
que ¢1(papp+1) = 0. Nous avons donc ¢y tirable et I'hypothese de récurrence est vraie
pour k + 1.

Cas (4). Nous avons 0(tg11) = (C1,>), par+1 & deux arcs ey et ey de plus que pg k.
Soient ey l'arc tel que ae, (A*)1 = —A* et es arc tel que a,,(A*); = A*. Soit p’ le chemin
pc.x suivi de larc ey (c’est-a-dire pg 41 sans son dernier arc : e;). Comme nous avons
Oéel()\*)z = Qe, ()\*)2 = 0 nous avons que ¢(PG,I¢+1, )\*)2 = ¢(PG,1¢+1, >\*)2 = 02(,0M,k) * N\ =
ca(pamp+1) * A" et puisque ca(parx) = 0 nous avons co(pas 1) = 0.

Comme nous avons ., (A*); + @e,(A*)1 = 0 et c1(ppmr+1) = ci(park) nous avons que
AP s )1 = c1(park+1) * A*. De plus comme 0 < ¢(per, A*)1 < 1,0 < o(p, A\*)1 < 1et
Qe, (A*)1 = —A* avec A* > 0 nous avons que ¢ (parx) > 0 ce qui signifie que ¢y (pasr+1) > 0.
Nous avons donc t;, tirable et 'hypothese de récurrence est vraie pour k + 1.

Comme I’hypothese de récurrence est vraie dans tous les cas nous avons que ’hypothese
de récurrence est vraie pour k + 1.

Nous avons donc pp; un chemin de M de ¢y a h dont toutes les transitions sont
tirables et r son exécution correspondante dont la configuration initiale est (go,0,0) et
dont la configuration finale est (h, c1(par), c2(par)). Par conséquent si I\ € A tel que A > 0
et p un chemin de G de v a w tel que p soit borné par (6), ?) nous avons un chemin
valide dans M qui va de I’état initial a 1’état d’arrét et donc M s’arréte.

Comme nous avons déja prouvé que si M s’arréte alors la réponse & EnTot i (G, (0, 1),

A v, w) est oui. La décidabilité du probleme EnToty (G, (ﬁ,?),A,v,w) est donc au
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moins aussi difficile que celle du probleme de I'arrét. Par conséquent, pour un graphe
G(V,E,d,n, (fte, e )ecr), un ensemble A de valeur des parametres, des contraintes L et
U dans RY, et u et v deux sommets de G, la question de savoir s’il existe Y € A" et pun
chemin de G de v & w tel que p soit borné par (L, U) est indécidable lorsque n > 1 pour
tout A tel que Q C A. O

3.4 Conclusion

Nous avons considéré dans ce chapitre le probleme LU total tout d’abord dans le cas ou
les parametres prennent des valeurs entieres et que I’énergie est de dimension quelconque,
et dans un second temps lorsque les parametres prennent des valeurs rationnelles et que
I’énergie est de dimension supérieure ou égale a deux. Nous avons prouvé la décidabilité
avec complexité PSPACE-complete du probleme lorsque les parametres sont a valeurs
entieres, quelle que soit la dimension de 1’énergie, ainsi que 'indécidabilité du probléme
lorsque les parametres prennent des valeurs dans tout ensemble qui comprend les nombres
rationnels et que I'énergie est de dimension supérieure ou égale a deux, a partir du moment
ol au moins un parametre intervient dans I’énergie des arcs.

Ces travaux pourraient étre prolongés par I’étude de variantes de ces problemes. Le fait
que la preuve d’indécidabilité du probleme LU total avec parametres a valeurs rationnelles
n’est plus valide lorsque I’énergie est de dimension 1 peut laisser penser que le probleme
pourrait étre décidable dans ce cas. Nous pourrions aussi étudier les variations de ces
problemes cherchant a connaitre les valeurs de parametres pour que tous les chemins
vérifient les conditions et non plus de chercher I'existence d’un chemin. Il serait également
possible de se pencher sur d’autres types de problémes, notamment lorsque 1’on supprime
la contrainte de la borne supérieure. En effet les gadgets utilisés pour tester 1'égalité a
zéro nécessitent que 1’énergie des chemins soit bornée. Une variante de ce probleme lorsque

I’énergie est mono-dimensionnelle sera étudiée dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE 4

JEUX DE PARITE A ENERGIE
PARAMETREE

4.1 Introduction

Les jeux sur les graphes ont un grand nombre d’applications possibles, notamment les
problemes de synthese de controleur pour les systemes réactifs. Dans ce contexte, en plus
de propriétés qualitatives comme la vivacité ou la sureté, nous voulons habituellement
nous assurer de certaines propriétés quantitatives, qui peuvent par exemple avoir un lien
avec I’énergie ou le temps.

En parallele, dans les phases de développement précoces d'un systeme, il existe beau-
coup d’aspects quantitatifs qui ne sont pas encore finalisés a ce stade. Par exemple, le
modele précis d’un microcontroleur qui sera utilisé n’a pas encore été choisi, et par consé-
quent la consommation d’énergie n’est pas précisément connue. Il est cependant bien
connu qu’il est d’autant plus facile et économique de fixer le design d’un systeme que 'on
est tot dans le cycle de développement. Dans cette optique, nous voulons modéliser des
fonctionnalités quantitatives inconnues avec des parametres en nous demandant quelles
valeurs de parametres nous assurent de ’existence d’un controleur.

Dans ce chapitre, nous considérerons des jeux a deux joueurs avec un double objectif :
un objectif quantitatif sur I’énergie qui consiste a vouloir que la valeur de I’énergie reste au
dessus d’un seuil donné comme dans les précédentes sections, ainsi qu’un objectif qualitatif
sur la parité qui consiste a attribuer un nombre entier a chaque sommet que l'on appelle
parité et a imposer que la parité minimale apparaissant infiniment souvent soit paire, d’ou
le nom. Les jeux que nous considérerons seront donc sur des graphes orientés a énergie
paramétrée.

Un probleme similaire a été étudié par Chatterjee et Doyen dans [CD12] dans sa version
non paramétrée. En plus de ces parametres, notre modele comporte quelques différences

importantes comme le fait que le jeu débute avec un niveau fixe d’énergie (0), tandis qu’ils
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cherchaient un niveau d’énergie initial qui permettait 1’existence d’une stratégie gagnante.
Nous pourrions aisément modéliser cela par un parametre, mais c’est également possible
dans un modele non paramétré avec une boucle initial permettant d’augmenter 1’énergie
jusqu’a une valeur arbitrairement haute.

Plusieurs travaux de Ouaknine et al. considérent des automates a un compteur para-
métré, avec des propriétés d’accessibilité [Haa+09; BO14] ou des propriétés de logiques
temporelles (CTL, LTL, p-calcul) [G6l4+10]. Bien que cela soit assez proche de notre
modele, avec le compteur représentant la valeur de 1’énergie, une différence subtile bien
qu'importante est qu’il ne semble pas immédiat de modéliser le test a zéro de la valeur
de I’énergie dans notre cas.

Nous prouvons dans ce chapitre la décidabilité ainsi que des bornes de la complexité
du probleme dans les cas a un et a deux joueurs. Dans le cas a un joueur, qui consiste
a étudier des propriétés des chemins dans un graphe comme nous 'avons fait dans les
chapitres précédents, nous ajoutons au modele des arcs qui fixent la valeur de 1’énergie
quelle qu’ait été sa valeur précédente. Nous montrons que le probleme dans sa version a
un joueur est NP-complet et que le probléeme a deux joueurs est PSPACE-difficile ainsi
que dans NEXPTIME.

Dans ce chapitre, apres avoir défini les concepts qui nous seront utiles pour traiter des
jeux sur les graphes paramétrés dans la section 4.2 nous commencerons par considérer
le probleme dans le cas ou il n'y a qu'un seul joueur dans la section 4.3 en prenant en
compte des arcs qui fixent I’énergie a une valeur donnée indépendamment de sa valeur
précédente. Nous aborderons ensuite le probleme dans sa version avec deux joueurs dans
la section 4.4 et enfin nous discuterons des résultats que nous avons sur ce probléme dans

la section 4.5.

4.2 Définitions

Nous ne considérerons dans ce chapitre que des graphes G = (V, E, d, n, (fe, ¢)eck,
(7y)vey) & une seule dimension, c’est-a-dire tels que d = 1. Nous rappellons qu'un arc
e € IV sera un arc croissant si . > 1 et sera un arc constant si p. = 0.

Nous prendrons également A = Z. De plus comme nous allons considérer des jeux a
deux joueurs sur des graphes, I'ensemble V' sera partitionné en deux parties V; et V5
représentant respectivement les sommets controlés par le joueur 1 et ceux contrdlés par

le joueur 2.
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4.8. Cas d un joueur

Nous présenterons donc les jeux de parités a énergie paramétrée sous la forme d’un 7-
Uplet G = (‘/17 ‘/27 E7 s, n, (,uea ae)eEEa (Tr’l})’UEV)'

Un chemin sera dit croissant si tous les arcs qui le composent sont croissants.

Nous rappelons que pour tout u € Z“, inf(u) est 'ensemble des entiers qui apparaissent
infiniment souvent dans u.

Dans les problémes que nous considérerons nous chercherons a savoir s’il existe une
maniere pour le joueur 1 d’étre str de créer un chemin qui vérifie certaines propriétés.
Comme ils sont 'objectif du joueur 1 nous appellerons les chemins qui vérifient ces pro-

priétés des chemins gagnants.

Définition 4.1 (Chemin gagnant). Soit G = (Vi, Vs, E, 5,0, (fte, Oe)eck, (T )vev) un jeu
de parité a énergie paramétrée. Pour tout x € Z™, nous définissons W* C E¥ [’ensemble
des chemins gagnants par p € W* si et seulement si minoinf o (p) est pair et pour tout
p € Pref(p) on a0 < ¢™(p'). S’il existe v € Z™ tel que W* #£ () alors on dit que le joueur
1 gagne.

Nous pouvons remarquer que les propriétés vérifiées par un chemin gagnant sont la
combinaison d'une condition sur la parité des chemins ainsi que d’une condition sur I’éner-

gie totale des chemins qui est analogue au probleme EnTot; pour les chemins infinis.

4.3 Cas a un joueur

Dans cette section, comme il n’y a qu’un seul joueur nous avons V5 = ().

4.3.1 Définitions

Nous définissons dans cette section des notions qui ne nous serviront que dans le cas

des jeux a un joueur.

Définition 4.2 (Chemin simple pour les arcs constants). Soit G = (V1,0, E, s,n, (fie, e )ecE,
(my)vev) un jeu de parité a énergie paramétrée a un joueur, soit p = ey ...e, un chemin
fini et soient e;,, ..., e;, ses arcs constants par ordre d’occurrence. Le chemin p est un
chemin simple pour les arcs constants si et seulement si p est le chemin vide ou si pour

tout (j,1) € [1,m]? tel que j # | nous avons e;; # €;,.

Intuitivement un chemin simple pour les arcs constants est un chemin ou chaque arc

constant apparait au plus une fois.
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Définition 4.3 (Schéma d’itération et chemin de schéma d’itération). Soit G = (V4,0),
E, s,n, (le, Ce)eck, (Ty)vey) un jeu de parité a énergie paramétrée a un joueur. Soit p =
ey ...e, un chemin fini, p est un chemin de schéma d’itération s’l est croissant, qu’il y a
pp €t ps, deux chemins simples de G et p. un cycle simple de G' ou le chemin vide, tels que
p = pppips avec k = 1. Le triplet (py, pe, ps) tel que p, ait une longueur minimale parmi

tous les p, possibles est le schéma d’itération de p.

4.3.2 Transformation d’un chemin en schéma d’itération

Nous commencgons par mettre en place des transformations permettant de créer un
schéma d’itération a partir d’'un chemin croissant et nous prouvons ensuite plusieurs
propriétés des schémas d’itération ainsi créés.

Nous cherchons a construire des schémas d’itération car, comme le montre le lemme
suivant, les schémas d’itération sont en nombre fini ce qui nous permet de pouvoir les

énumérer.

Lemme 4.1. Soit G = (V1,0, E, s,n, (e, Q) eer, (To)vev) un jeu de parité a énergie pa-

ramétrée a un joueur, il y a un nombre fini de schémas d’itération.

Démonstration. Soit G = (V1,0, E, s,n, (fte, @e)eck, (Ty)vey) un jeu de parité a énergie
paramétrée a un joueur et soit n = |V|. Comme un chemin simple est au plus de longueur
n, il n’y a qu’un nombre fini de chemins simples. De maniéere similaire, un cycle simple
est de longueur inférieure ou égale a n 4 1, il y a donc un nombre fini de cycles simples.

Par conséquent, il n’y a qu'un nombre fini de schémas d’itérations dans G. O]

Nous commencons par définir la transformation 6 qui, a partir d’'un chemin croissant
donné p et de x € Z", retire tous les cycles de p, a I'exception du premier cycle de p qui
augmente strictement ’énergie. Nous utilisons ensuite € pour définir ©, qui construit un
schéma d’itération depuis p grace a 6(p).

Commencons par décrire le fonctionnement de la transformation 6 avec un exemple
avant de la définir formellement. Nous considérerons dans cet exemple le graphe Gj re-
présenté dans la figure 4.1.

Nous allons étudier la transformation du chemin py, de longueur 9. Ce chemin a pour
sommet initial s et sommet terminal ¢ et est représenté dans la figure 4.2. Pour plus de
fluidité nous appellerons dans la suite de cet exemple :

— (' le cycle simple esey,
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6921 @

FIGURE 4.1 — Un graphe Gj.

— (% le cycle simple eseseg,
— (5 le cycle simple eg,
— 04 le CYCIG €9€3€4€5€C¢.

e :2 /'U_l\ ey 1 @63171@\84172@ es: 1 /1/4\86:71/’0_1\ er:2 /1}5\68171/”_5\ eg: 1 "
A A A4 A A4 A A\ 4 A 4

FIGURE 4.2 — Le chemin py.

La transformation 6 cherche a identifier un cycle simple qui augmente strictement
I’énergie du chemin et a supprimer tous les autres cycles du chemin. Pour cela nous allons
parcourir py en commencant par son sommet initial.

Le premier cycle simple identifié est C}, apres avoir considéré les quatre premiers arcs de
ps- Nous regardons alors quel impact a C sur ’énergie lorsqu’il est parcouru et puisqu’il
diminue I’énergie de 3 a chaque emprunt la transformation 6 supprime C de py. Nous

avons alors le chemin pj, représenté sur la figure 4.3.

@ e :2 @ el @ es: 1 @eﬁz—1@ er:2 @68:—1@ e: 1 @

FIGURE 4.3 — Le chemin pj.

Comme nous n’avons pas terminé de parcourir pj suite a la suppression de C} nous
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continuons a énumérer les arcs de p, a la suite des arcs e; et es que nous avons déja
considéré et que nous n’avons pas retiré.
Nous identifions un second cycle simple apres avoir parcouru deux arcs supplémentaires,
il s’agit de C5. Nous constatons alors qu’a chaque emprunt, C5 augmente 1’énergie du
chemin de 1, nous avons donc trouvé un cycle augmentant strictement 1’énergie. A partir
de ce moment nous ne cherchons plus qu’a supprimer tous les éventuels cycles du suffixe
de pp commencant a la fin de Cs.
Lors de cette étape nous identifions alors un troisieme et dernier cycle simple, C5. Nous le
supprimons indépendamment de son impact sur I’énergie puisque nous avons déja iden-
tifié le cycle C5 qui 'augmente strictement a chaque emprunt. Une fois que nous avons
considéré tous les arcs de py, le procédé se termine et nous obtenons alors 6(py), représenté
sur la figure 4.4.

@ er:2 @ ey 1 @ es: 1 @ eg: —1 @ er:2 @ eg: 1 @

FIGURE 4.4 — Le chemin 6(py).

Nous pouvons constater que dans le chemin py les cycles C7, Cs et Cy sont directement
présents et ils diminuent tous trois 1’énergie du chemin lorsqu’ils sont empruntés. La
transformation 6, en ne considérant que les cycles simples permet cependant d’identifier
tout de méme le cycle Cy qui augmente strictement I’énergie lorsqu’il est parcouru.

La transformation # ayant identifié et isolé le premier cycle simple augmentant stricte-
ment 1’énergie, nous pouvons ensuite créer un schéma d’itération avec ©. Pour cela il suffit
d’isoler le cycle conservé par 6 et de prendre le préfixe de 0(py) se terminant au sommet
initial du cycle ainsi que le suffixe de 0(py) commengant au sommet final du cycle. Ainsi
pour notre exemple nous avons O(pg) = (e1, Cy, e7eg).

Formalisons a présent les transformations que nous venons de présenter sur I’exemple

de py avec les définitions suivantes.

Définition 4.4 (Transformation ). Fizons x € Z". Soity = e; ... e, un chemin croissant
fini de G* avec e, = (v, vg41) pour k € [1,£]. Soit y € Z. Nous construisons le chemin
0% (y,v) = 07 (y,7) de la maniére itérative suivante :
— 05(y,7) =€ etmo =1,
— Pour k € [[176]]; 19%(%’7) = 91?—1(.%7)61@ = €k -+ €k
— Stk <my_y :
— Si3i € [1,p] tel que vy, = vp,q1, s0It VE (Y, 7) = €xy €k, -
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— Si¢"(y, Uk sy, 7)) < 0"y, 9%y, 7)), alors O (y, v) = U5y, ) et my, =k,
— St ¢™(y, U5 (y,7)) = ¢"(y, U5y, 7)), alors 05 (y,v) = 9% (y,7) et my =
2
— SiVi e [1,p], vk, # Vi1, alors 0% (y,v) = 9 (y, ) et my, =L,
— Sik>myg_y alors my =my_y et onac= |0  (y,7)|,
— Si3i € [c+ 1,p] tel que vy, = vg,41, alors OF(y,7) = ek, - .. €x,_,,
— SiVie [c+ 1,p], vk, # Vk,41, alors 0% (y,v) = V5(y, 7).

sommet 1n1t1al cz >0 sommet final
(7 Q (7 (7
(o Vo U3 Vg

(a) - Un chemin p

.. C2
sommet initial O sommet final
| | | |
L I I I I hd
U1 V2 U3 Uy

(b) - Le chemin 6*(p)
FIGURE 4.5 — Un chemin p et le chemin 6%(p).

Nous résumons schématiquement ’action de la transformation 6 avec la figure 4.5.
Nous avons représenté dans la figure 4.5 (a) un exemple de chemin p ayant quatre cycles
simples, les ¢; pour i € [1,4]. Nous appelons v; le sommet initial (et final) du cycle ¢;.
Le cycle ¢; est tel qu’il diminue ’énergie totale du chemin : pour tout chemin ~ et tout
y € Z, v (y,v) = ¥ (y,ver). Le cycle ¢ quant a lui augmente strictement ’énergie totale
du chemin ce qui signifie que, contrairement a c¢;, pour tout chemin v et tout y € Z nous
avons ¥*(y,y) = ¥*(y,vce). Les modifications de I'énergie provoquées par les cycles c3 et
¢4 peuvent étre quelconques. En effet lors de la construction du chemin 6%(p) le premier
cycle identifié sera le cycle ¢, or puisqu’il diminue I’énergie totale du chemin il ne sera pas
conservé dans 0 (p). Le second cycle considéré sera ¢y, qui augmente strictement 1’énergie
du chemin. Une fois ¢, identifié¢ la fin de la construction de 6%(p) consiste uniquement en

la suppression des cycles dans le suffixe de p commencant en vy, le sommet final de cs.
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Nous pouvons observer cela sur la figure 4.5 (b) qui représente le chemin 6*(p) ainsi
obtenu. Lors de la construction de 6%(p) le cycle ¢; est bien supprimé puisqu’il diminue
I’énergie totale. Nous trouvons bien ¢, dans le chemin 6%(p) puisque c’est un cycle qui
augmente ’énergie ce qui entraine que les cycles c3 et ¢4 soient absents de 6%(p) quels que

soient les modifications qu’ils appliquent a 1’énergie de p.

Définition 4.5 (Transformation ©). Soit G = (V1,0, E, s,n, (fte, Q) ecr, (Ty)vev) un jeu
de parité a énergie paramétrée a un joueur. Fizons x € Z". Soient v = ey...ep un
chemin fini croissant de G* et y € Z. Soient 0*(y,v) = e1...e, et my tels que définis
précédemment. Nous définissons ©*(y,~) de la maniére suivante :

— Simy =1L et vy = vpiq, alors O%(y,y) = (g,¢,¢). Avec € le chemin vide.

— Simy =1L et vy # veyq, alors O%(y,v) = (g,¢,0%(y,7)).

— Simy =k < £ alors nous avons ¢ = |0¢(y,v)| et i € [1,c] tel que v; = veyq, soit

O%(y,y) = (e1...€i-1,€i...€c€ci1...6€,) (notons que selon les valeurs de i et c, il

est possible d’avoir des chemins vides dans ©%(y,~)).

Nous commencons par démontrer plusieurs propriétés des transformations 6 et ©. Nous
montrons que la transformation 6 ne fait que retirer des cycles de v sans ajouter d’arcs
et qu’en notant ©%(y,v) = (7, Ve, Y) OUS avons que v, et v, sont des chemins simples et

v. est un cycle simple qui augmente strictement 1’énergie.

Lemme 4.2. Soit G = (V1,0, E, s,n, (e, Qe)ecr, (Ty)vev) un jeu de parité d énergie pa-
ramétrée a un joueur. Fizons x € 2. Sotent v = ey ...ep un chemin fini croissant de G*
et y € Z. Soient 6% (y,7y) et O (y,7) = (Vp, Ve, Vs) tels que définis précédemment.

Nous prouvons les propriétés suivantes :

— (a) - La transformation 0 ne supprime que des cycles.

— (b) - Pour tout arc e € 0*(y,7), e € 7.

— (¢) - 7. est soit le chemin vide, soit un cycle simple qui augmente strictement

I’énergie.

— (d) - 7, et s sont des chemins simples.

Démonstration. Soit G = (V1,0, E, s,n, (fte, e )eck, (Ty)vey) un jeu de parité a énergie
paramétrée a un joueur. Fixons z € Z". Soient v = e;...e;, un chemin fini croissant
de G* et y € Z. Soient 6*(y,y) = e1...¢e, et my tels que définis précédemment avec
e; = (v;,vi11) pour tout 7 € [1,p]. Pour k € [0, £] nous aurons 6§ (y,vy) = e, - .. ex,. Soit
©%(y,7) = (Vps Ve, Vs)- Nous noterons ¢ le chemin vide.

Nous prouvons les résultats par récurrence :
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Hypothése de récurrence : Pour tout k € [0, (], 0% (y,~) vérifie :

— (1) -Sik > 1et |0¢(y,y)] < |07_1(y,7)| alors le chemin supprimé a 'étape k est
un cycle.

— (2) - Pour tout arc e € 0%(y,7), e € 7.

— (3) - Si my, = ¢ alors 6¢(y, ) est un chemin simple.

— (4) - Simy # (, avec c = |0, (y,7)| et iy, € [1,c] tels que v;, = v.11 nous avons :
— (4.1
(42

- Vpk = Chy - - - €k, _, €St UN chemin simple.
- Ysk = €keyy - - - €k, €St un chemin simple.
- Ve = €k, - - - €k, €St un cycle simple.
- Ve augmente strictement 1’énergie.
Lorsque (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4) seront vraies nous résumerons en notant que (4) est
vraie.
Nous pouvons remarquer que d’apres la définition de ©, si (3) et (4) sont vraies pour

I'étape ¢ alors (c) et (d) sont vraies.

Initialisation : Pour k£ = 0 nous avons (1) vraie. Puisque 6%(y,v) = € (2) est vraie et
comme mg = ¢ nous avons (4) vraie et (3) est également vraie car € est un chemin simple.

L’hypothese de récurrence est donc vraie pour k = 0.

Hérédité : Supposons 'hypothese de récurrence vraie pour un k > 0. Cela signifie que
07 (y,y) vérifie (1), (2), (3) et (4).

Soit Vi1 (y,v) = thetag(y, v)ert1 = €xi1, - - - €xt1,,-

Dans le cas ou il existe j € [1,¢] tel que v; = vy41, nous noterons Vg, (y,7) =

ekl “ e ek+1j71.

Cas mpy1 = Simy,, = ( alors cela signifie que my, = £ et nous avons donc k+1 < my. [l
n’y a que deux possibilités pour que cela se produise, la premiere lorsqu’il existe j € [1, ¢'[
tel que v; = vy et ¢ (y, Vi1, (y,7)) = 6" (y, Vi1 (Y, 7)), et la seconde lorsque pour tout
J € [[Lq/]]a Uj 7é Ug'+1-

Dans tous les cas nous avons (4) vérifiée par thetaj, ,(y,~) puisque my4; = £.

Supposons tout d’abord que pour tout j € [1,¢'], v; # vy+1. Nous avons alors
071 (y,v) = thetai(y,v)ers1 et (1) est vérifiée puisque aucun arc n’a été retiré lors de
I’étape k£ + 1. De plus comme 'hypothese de récurrence est vraie pour k, nous avons

que thetaf(y,v) est un chemin simple dont tous les arcs appartiennent a . Puisque
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er41 € 7y nous avons (2) vérifiée par thetai,,(y,7). Enfin comme nous avons que pour
tout j € [1,¢'], v; # vg41, nous avons que thetaj ,(y,7) est un chemin simple et (3) est
bien vérifiée.

Supposons maintenant qu'il existe j € [1,¢'] tel que v; = vy et ¢ (y, 95, (v,7)) =
¢*(y, ¥%41(y,7)). Nous avons donc thetay, (y,v) = V51 (¥,7) = €hy1y - €ry;_, €t le
chemin retiré a I'étape k + 1 est vyup = €xy1; - - - €1, - Hors comme v; = vy41 nous avons
que 7Ysyp est un cycle et donc (1) est bien vérifiée. De plus comme thetaf ,(y,y) est un
préfixe de thetaj(y, ), nous avons bien que thetaf_ (y,y) est un chemin simple dont tous
les arcs appartiennent a v et donc (2) et (3) sont vérifiées.

Par conséquent 'hypothese de récurrence est vraie pour k + 1 lorsque my1 = /.

Cas mpy1 # 0 et mpy = £ Si mp1 # € et my = (£ alors cela signifie qu’il existe

i1 € [1,¢] tel que v;,,, = vy et ¢%(y, V5, (y,7)) < ¢"(y,95.1(y,7)). Nous avons

donc my41 = k + 1 et cela signifie également que le cycle Yo 11 =€k, ... ey, augmente

strictement énergie et donc (4.4) est vérifiée. Puisque aucun arc n’;;tl supprimé a cette
étape nous avons également (1) vérifiée et comme myyq # ¢, (3) est également vérifiée.
Puisque 'hypothese de récurrence est vraie a 'étape k, que epy1 € 7y et que 07, ,(y,7y) =
thetai(y,y)ers1 nous avons que (2) est vraie a I'étape k + 1.

Puisque ’hypothese de récurrence est vraie a 1’étape précédente et que my = £, nous
avons que theta}(y, ) est un chemin simple. Nous avons donc v, y+1 = €41, - - - Chily, 1
et ey, --- €k, , des chemins simples. Par conséquent (4.1) et (4.3) sont vérifiées a I'étape
k 4 1. De plus nous avons 7 x+1 le chemin vide donc (4.2) est également vérifiée.

Par conséquent I'hypothese de récurrence est vraie pour k + 1 lorsque myy; # ¢ et

Cas mpy1 # £ et my # £ Soit ¢ = |07, (y,7)|, si mpy1 # £ et my # £ alors soit il
existe j € e+ 1,4 tel que vgy1; = vpya,,,, soit pour tout j € Je + 1,4¢'] nous avons
Vk+1; #* Uk+1yr 44 -

Dans les deux cas, puisque mg.1 # £, (3) est vérifiée a I'étape k + 1.

Dans les deux cas, le préfixe de taille ¢ de thetaf,,(y,~) et celui de theta}(y,~) sont
identiques et puisque I'hypothese de récurrence est vraie pour k, nous avons donc que
(4.1), (4.3) et (4.4) sont vérifiées a I'étape k + 1.

Supposons tout d’abord qu’il existe j € [c+1,¢'] tel que vg41, = Vk1,,,- Nous avons

alors thetaf, (Y,7) = k41, - - €kt1,_1s Vsl = Chtlos, - - - Cht1,_, €t le chemin supprimé a
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cette étape est Youp = €xp1; - - - Cht1,- Puisque tous les arcs de thetay +1(y, 7) sont des arcs
de thetai(y,y) et que I'hypothese de récurrence est vraie pour k, nous avons que tous les
arcs de thetaj,,(y,7) appartiennent a 7 et (2) est donc vérifiée a I’étape k + 1. De plus
NOUS avons Ugt1; = Vk+1,,,, dONC Ysup €st un cycle et (1) est vérifiée. Enfin, puisque (4.2)
est vraie a I’étape £ nous avons que vsi = €piio,, - - - €t1,_, €St un chemin simple, par
conséquent s 41 est un chemin simple et (4.2) est vérifiée a I'étape k + 1.

Supposons maintenant que pour tout j € [c + 1,¢'] nous ayons vipy1, # Vkt1,,, -
Puisque aucun arc n’est supprimé nous avons bien (1) vérifiée. Nous avons thetaj ,(y,7) =
thetaf(y, v)er+1, comme (2) est vérifiée a 'étape k et g1 € 7, (2) est bien vérifiée a I’étape
k+1. Enfin nous avons v, p4+1 = €xq1.,, - - - €rt1, €t d’apres 'hypothese de récurrence nous
avons également que v, = €py1.,, - - - €rt1,_, est un chemin simple, puisque pour tout
j € [e+1,¢'] nous avons vy, # Ug+1,,, la propriété (4.2) est vérifiée a 1'étape k + 1.

Par conséquent 'hypothese de récurrence est vraie pour k + 1 lorsque my.1 # ¢ et
my # L.

Puisque I’hypothese de récurrence est vraie pour k + 1 dans tous les cas nous avons
que I'hypothese de récurrence est vraie pour k + 1.

Soient x € Z™, vy un chemin et ©%(y, ) = (7, Ve, Vs)- Nous avons donc montré que la
transformation 6 ne supprime que des cycles de v et n’ajoute aucun arc, que v, et -y, sont
des chemins simples et que 7. est soit le chemin vide soit un cycle simple qui augmente

strictement 1’énergie. O

Nous prouvons avec les lemmes suivants que pour x € Z" et y € Z, nous pouvons
construire un schéma d’itération ©%(y, p) depuis un chemin fini croissant p (lemme 4.3).
Nous prouvons également que grace a ©*(y, p) nous pouvons construire un chemin qui
augmente plus 'énergie que p tout en ayant les mémes sommets initiaux et finaux. De
plus si tous les préfixes de p ont une énergie positive alors ce sera également le cas du
chemin construit de cette maniere (lemme 4.4). Enfin nous prouvons avec le lemme 4.5
que le chemin construit de cette maniere a une parité minimale supérieure ou égale a la
parité minimale de p.

Pour les trois lemmes suivants ainsi que leurs preuves nous considérerons G = (V,), E,
S, M, (fes Qe )ec ks (Ty)ver) un jeu de parité a énergie paramétrée a un joueur, un chemin

fini croissant -y, une valeur des parametres € Z" et un entier y € N. On note ©%(y, ) =

(Pps Pes Ps)-
Lemme 4.3. Nous avons que O%(y,v) est un schéma d’itération.
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Démonstration. Commengons par le cas ou p. = €. Dans ce cas nous avons donc my = /¢
dans 6%(y,~) ce qui implique que ©%(y,v) = (e,e,e) ou ©*(y,v) = (&,6,0°(y,7)) en
fonction de si v1 # vp41 ou v1 = ve41. Dans ces deux cas nous avons alors p, = € et par
conséquent p, est nécessairement un chemin simple de longueur minimale. Quant a p.
il est bien soit un cycle soit le chemin vide puisqu’il est le chemin vide. Si nous avons
ps = ¢ alors pg est également un chemin simple et ©%(y,~) est un schéma d’itération. Si
au contraire nous avons ps # ¢ alors cela signifie que le sommet initial de 0%(y, ) n’est
pas son sommet final et donc que ps = 0*(y,7y) est un chemin simple, par conséquent
©%(y,) est bien un schéma d’itération.

Considérons a présent le cas ou p. # ¢ alors p. est un cycle dont le sommet initial
est le sommet final de p, et est aussi le sommet initial de ps. De plus par construction
de 6*(y, ), nous avons que p, est de taille ¢ telle que v; soit la premiere occurrence du
sommet initial de p.. Par conséquent nous avons que p, est bien de taille minimale et

donc nous avons que ©%(y,~y) est un schéma d’itération. O

Lemme 4.4. Si pour tout p préfive de v, nous avons 0 < ¢*(y, p) alors il existe i € N
tel que ppp'ps est un chemin vide ou avec les mémes sommets initiauz et finauz que vy et

pour tout p' préfize de p,pLps, nous avons 0 < ¢*(y, p).

Démonstration. Remarquons que si pp, p. et ps sont tous les trois des chemins vides alors
le reste de ce lemme est trivialement vrai. Dans la suite de cette preuve nous considérerons
qu’au moins p,, p. ou ps n’est pas le chemin vide.

Puisque la transformation 6 ne supprime que des cycles de p nous avons que pour tout
(e N, v = pyplps ales mémes sommets initiaux et finaux que 7.

Supposons que pour tout préfixe p de v, nous ayons 0 < ¢*(y, p), alors pour tout préfixe
p,, de p, nous avons que 0 < ¢*(y, p,,) puisque la transformation ¢ ne commence par retirer
que les cycles qui diminuent I'énergie. Nous avons également ¢*(y,v,) < ¢ (y, p,) avec v,
le préfixe de v dont le sommet final est la premiere occurrence du sommet initial de p..
De plus, comme p. augmente strictement ’énergie nous avons que pour tout M € N, il
existe iy tel que M < ¢*(y, ppp™). En particulier nous pouvons choisir i tel que pour
tout p. préfixe de ps nous ayons 0 < ¢”(y, pyp.p,). Par conséquent si pour tout p préfixe
de ~, nous avons 0 < ¢*(y, p) alors il existe i € N tel que pour tout p’ préfixe de p,p’ps,
nous ayons 0 < ¢*(y, o). O

Lemme 4.5. Nous avons min(7 (7)) = min(7w (0% (y,7)).
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Démonstration. Puisque la transformation © ne fait que retirer des arcs et n’en ajoute
aucun, tous les sommets présents dans ©%(y,y) sont présents dans 7 et nous avons que
min((7y)) 2 min(7(0%(y, 7))-

O

4.3.3 Transformation d’un chemin en schéma multiple d’itéra-
tion

De la méme maniére qu'un chemin croissant peut étre simplifié en un chemin de
schéma d’itération avec les mémes sommets initiaux et finaux grace a la transformation
O, tout chemin peut étre (moins) simplifié en un chemin simple pour les arcs constants
ayant les mémes sommets initiaux et finaux avec la transformation x. Nous allons ensuite
définir la notion de schéma multiple d’itération, structure analogue au schéma d’itération
prenant en compte les arcs constants, ainsi que la transformation ¢ qui simplifie un chemin
quelconque en un chemin de schéma multiple d’itération, a l'instar de la transformation
0 qui permet de simplifier les chemins croissants.

Avant de définir la transformation x qui va chercher a simplifier les chemins contenants
des arcs constants, nous avons besoin de définir les facteurs croissants maximaux d’un
chemin qui représentent les chemins croissants compris entre chaque arc constant de ce

chemin.

Définition 4.6 (Facteur croissant maximal). Soit € le chemin vide. Soit p =e;...e, un
chemin fini. Soient (eij)’f ses arcs constants par ordre d’apparition. Soient py = ey ...¢€;, 1,
Pkl = €ipt1...€n €t pour j € [2,k] soient p; = €i41---Ci;y—1, on appelle facteurs

croissants maximaux de p les p;.

Commencons par décrire le fonctionnement de la transformation x avec un exemple
avant de la définir formellement. Nous considérerons dans cet exemple le graphe G re-
présenté dans la figure 4.6.

Nous allons étudier la transformation du chemin p, = ejesesesesesegereseseg, de lon-
gueur 11. Ce chemin a pour sommet initial s et sommet terminal ¢ et est représenté dans la
figure 4.7. L’énergie des arcs n’a pas été représentée car la transformation x ne considere
que le fait qu'un arc soit constant ou non. Afin d’expliciter les arcs constants nous les
avons représentés en rouge sur les figures. Pour la suite de cet exemple nous appellerons
les arcs de p :

— e;, la premiere occurrence de ’arc constant es,
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€3
e e m
€9

€s

FIGURE 4.6 — Un graphe G¥.

D
o

,, la seconde occurrence de ’arc constant es,
— €, la premiere occurrence de ’arc constant es,
— ¢;, I'arc constant ez,

— e;; la seconde occurrence de ’arc constant es,

— €, 'arc constant eg.

:
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FI1GURE 4.7 — Le chemin p,.

C

Le chemin p, a sept facteurs croissants maximaux que nous noterons :

— fi=e,
— fa=e3,
— [f3= ey,
— J1= e,
— fs=g¢,
— Jfo = es,
— fr=c¢.

La transformation s a pour objectif de rendre simple pour les arcs constants un chemin
quelconque, pour cela nous allons parcourir p, en commencgant par son sommet initial et
nous supprimerons les cycles dont le sommet initial est un arc constant. Ainsi nous allons
supprimer les arcs constants présents plusieurs fois ce qui rendra le chemin simple pour

les arcs constants.
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Le premier cycle identifié est ese;,, la transformation x supprime le cycle de p, ce qui en

retire le facteur fy. Nous avons alors le chemin p!. représenté sur la figure 4.8.

FIGURE 4.8 — Le chemin p.

Comme nous n’avons pas terminé de parcourir p/, suite a la suppression de ce premier
cycle, nous continuons a énumérer les arcs de pl..
Nous identifions un second cycle qui est ege;, e, qui est alors retiré de p,, ce qui supprime
alors les facteurs f; et f5 du chemin.
Une fois que nous avons considéré tous les arcs de p,., le procédé se termine et nous

obtenons alors k(p,), représenté sur la figure 4.9.

FIGURE 4.9 — Le chemin «(py).

Nous pouvons constater que dans le chemin p, seuls les arcs constants e, et e; sont
présents plusieurs fois. La transformation p supprime cependant également ’arc constant
e7. Ainsi, bien que seuls deux doublons soient présents, la transformation x a retiré trois
facteurs croissants maximaux du chemin.

Formalisons a présent la transformation x que nous venons de présenter sur I’exemple
de p, avec la définition suivante.

Définition 4.7 (Transformation ). Soit v un chemin fini quelconque. Soient e;, .. .e;,
ses arcs constants par ordre d’apparition et soient vy ... Vky1 ses facteurs croissants mazi-

maux.
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Pour a € [1,k] nous appelons p, le chemin ~y,e;, qui est la concaténation du a-iéme fac-
teur croissant mazimal de vy et du a-iéme arc constant de . De plus, pxi1 = Vet1-
Soit k(p1) = p1 et pour j € [2, k] définissons k(p;) tel que k(p;) =€ slilyal <jetl >j
tels que e;, = e;, et k(p;) = p; sinon. Enfin, k(pry1) est toujours pry1.

Nous définissons k() = k(p1)...k(pr+1) le chemin simple pour les arcs constants

issus de .

Nous pouvons remarquer que, pour un facteur croissant maximal donné, soit la trans-
formation x laisse le facteur inchangé, soit elle le supprime completement. De plus si
est un chemin croissant alors on a k() = v puisqu’il n’y a aucun arc constant dans -y.

Nous prouvons avec les lemmes suivants qu’a partir d’'un chemin quelconque 7, la
transformation x permet d’obtenir un chemin () qui est simple pour les arcs constants
et a les mémes sommets initiaux et finaux que . De plus si tous les préfixes de v ont une
énergie positive alors ce sera également le cas du chemin construit avec k£ (lemme 4.6).
Enfin nous prouvons avec le lemme 4.7 que le chemin () a une parité minimale supérieure

ou égale a la parité minimale de ~.

Lemme 4.6. Considérons x € 7", y € N, et un chemin v, nous avons k() un chemin
simple pour les arcs constants qui a les mémes sommets initiauzr et finaur que 7y et est

tel que si pour tout p, préfive de v, 0 < ¢*(y, py) alors pour tout p, préfive de k(7),
0 < ¢"(Ys pr)-

Démonstration. Soit G = (V1,0, E, s,n, (fte, e )eck, (Ty)vey) un jeu de parité a énergie

paramétrée a un joueur, et soit v = e;...e, un chemin de 