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Chapitre 1

INTRODUCTION

1.1 Motivations générales

L’utilisation par les humains de moyens pour estimer des quantités remonte au début
de leur Histoire. En effet ceux-ci ont éprouvé très tôt le besoin de calculer. Ainsi nous
en retrouvons des traces précoces. Par exemple, une des plus anciennes sources écrites
découverte à ce jour montre la présence de calculs à la fin du IVe millénaire avant J.-C, en
Mésopotamie. Ces données archéologiques se présentent sous la forme d’une tablette de
compatibilité gravée dans l’argile 1. On observe une grande diversité des usages et des cal-
culs deviennent nécessaires, des méthodes se développent dans de nombreux champs pour
organiser les activités quotidiennes comme dans l’agriculture, les activités marchandes,
les déplacements ou encore les activités militaires mais également dans le développement
des sciences et des connaissances de façon générale telles que la géométrie, l’architecture,
l’astronomie, etc. Au fil du temps, les besoins d’outils et de méthodes n’ont fait que croître
pour répondre à des problèmes de plus en plus complexes. Les progrès technologiques ont
notamment apporté des questionnements supplémentaires et une nécessité de pousser le
développement de ces méthodes.

La complexification des problèmes à résoudre implique une charge supplémentaire pour
l’être humain qui atteint certaines limites : erreurs de calcul, coût en temps très important,
etc. Ainsi des méthodes ont vu le jour afin de rendre les calculs plus efficaces et plus fiables.
Les algorithmes sont des méthodes de calcul qui ont été particulièrement développées et
sophistiquées pour permettre une assistance à la résolution de ces problèmes complexes.
Ce sont des suites d’opérations à suivre pas à pas, suites d’opérations qui peuvent ensuite
être automatisées notamment avec l’aide d’outils informatiques, remplaçant ainsi le travail
fastidieux et moins fiable des humains.

1. Musée du Louvre : https://collections.louvre.fr/ark:/53355/cl010120676
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Introduction

1.1.1 Vérification formelle

Une des techniques utilisées est celle des méthodes dites formelles. Les méthodes for-
melles sont des techniques permettant une rigueur mathématique et l’utilisation de la lo-
gique afin de s’assurer de la fiabilité du résultat. Il s’agit dans un premier temps d’abstraire
le problème avec un modèle mathématique ce qui permet de l’isoler et de le considérer
en lui-même, indépendamment d’éléments contextuels liés aux cas particuliers. Dans un
second temps le problème ainsi abstrait est résolu. Il est ensuite possible, dans un dernier
temps, d’appliquer la solution ainsi trouvée au problème concret.

Nous pouvons rapidement comprendre les avantages à utiliser un modèle. Cela permet
de manipuler un objet purement mathématique. Il est ainsi possible de s’affranchir de
la réalité qui implique de nombreuses difficultés dans le déroulement de résolutions de
problèmes. En effet, le modèle permet de ne pas prendre en compte certaines spécificités
relatives aux cas particuliers afin de généraliser le problème. Les algorithmes interviennent
dans l’identification ou la vérification de propriétés mathématiques sur le modèle. Il est
ensuite possible d’apporter la preuve mathématique que les solutions ainsi déterminées
sont correctes (sur le modèle).

Cependant des méthodes mathématiques entraînent un surcoût lors des phases de
développement qui sont alors plus longues. Ce défaut est néanmoins compensé par le
niveau de fiabilité supérieur apporté par de telles méthodes qui peuvent rendre plus rapides
les phases de validation mais qui sont surtout nécessaires dans de nombreux domaines qui
ne peuvent pas se permettre une fiabilité moindre. En effet si lors d’une réunion par visio-
conférence la perte d’une image ne sera pas dommageable pour la qualité, la fluidité ou
la compréhension de la conversation, dans des domaines tels que la sûreté nucléaire ou les
systèmes embarqués il est indispensable d’avoir des algorithmes beaucoup plus fiables.

Nous pouvons donc dégager deux grands axes à cette méthode. D’une part les informa-
tions importantes et nécessaires à la résolution du problème sont identifiées puis traduites
en un modèle adapté. D’autre part, le problème est résolu mathématiquement dans ce
modèle. Tous ces éléments appartiennent à des domaines différents des mathématiques.
Le travail de cette thèse s’inscrit dans ce dernier axe, celui des méthodes mathématiques
utilisées pour résoudre des problèmes sur les modèles abstraits.

Ces méthodes, dites formelles [Woo+09], permettent d’avoir des outils mathématiques
à disposition, applicables à tout problème une fois abstrait, qu’il soit initialement connu
ou non. Une fois une situation modélisée, la méthode est applicable indépendamment
de la nature du problème et fournit une solution clés en main sur le modèle et donc
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Introduction

des pistes privilégiées de solutions pour le problème réel, même s’il n’a pas encore été
étudié spécifiquement. Nous avons choisi ici de nous intéresser à la famille d’abstractions
mathématiques que sont les graphes.

1.1.2 Graphes

Prenons un exemple. Imaginons que nous souhaitions abstraire un réseau routier. Il est
alors possible de symboliser les villes par des points et les routes par des traits. Deux points
seront donc reliés par un trait si une route existe dans la réalité entre ces deux villes. Nous
pouvons nous poser une question, un problème, plutôt simple pour commencer : puis-je
aller de la ville A à la ville B par la route ? Ce qui revient à se demander s’il existe un
réseau de routes suffisant pour relier A et B sans discontinuité. En effet, nous pourrions
aisément imaginer des cas où deux villes A et B ne seraient pas reliées par des routes, si
une des deux villes se trouve sur une île ou un autre continent par exemple. Ainsi sur notre
modèle la question revient à savoir si en partant du point correspondant à la ville A, il est
possible, en passant de trait en trait, d’aller jusqu’au point correspondant à la ville B. Ce
type de modèle s’appelle un graphe. On notera qu’au sein des graphes ce que nous avons
appelé des points et des traits se nomment respectivement des sommets et des arcs non
orientés. La question posée revient quant à elle à se demander si A et B appartiennent à
la même composante connexe de ce graphe. Ici le modèle permet de traiter le problème en
excluant les données non nécessaires telles que la largeur des routes ou encore le nombre
de voies.

Un des avantages majeurs de ces modélisations est, comme évoqué plus tôt, leur gé-
néralisation à des problèmes divers. Ainsi les outils qui permettent de répondre à ce type
de problème permettent également de répondre à des problèmes appartenant à d’autres
domaines. Prenons l’exemple du domaine des réseaux sociaux. Il est possible, à l’instar de
notre exemple précédent, de modéliser les composantes d’un réseau social par des som-
mets et des arcs non orientés. Les sommets représenteront les personnes au lieu des villes
et les arcs non orientés représenteront les relations entre des personnes au lieu des routes.
Par exemple, un arc non orienté peut être considéré comme une relation « d’ami » sur
Facebook, Snapchat ou encore Whatsapp, la particularité de ces réseaux sociaux étant le
caractère symétrique des relations. Sur ces réseaux sociaux deux personnes doivent être
« amies » pour pouvoir échanger des contenus dans les deux sens et étudier la structure
des graphes peut aider à comprendre certains processus sociaux à l’œuvre comme par
exemple l’étude des liens sociaux des organisations terroristes [CNM06]. Dans le cas des
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réseaux sociaux la question que nous nous posons pourrait être de savoir quel utilisateur
du réseau social pourra potentiellement voir le contenu partagé par un autre utilisateur.
Par exemple si un utilisateur A partage une photo, est-ce que l’utilisateur B pourra la
voir ? Au même titre que dans l’exemple du réseau routier cette question revient à se
demander si A et B appartiennent à la même composante connexe de ce graphe. Ainsi le
même algorithme appliqué à cette même modélisation permettra de répondre aussi bien
aux deux questions : Peut-on se rendre de la ville A à la ville B par la route ? L’utilisa-
teur B du réseau social pourra t-il voir le contenu partagé par l’utilisateur A ? La même
technique de résolution peut ainsi être appliquée à des problèmes différents.

Il est possible de complexifier ce modèle de graphe pour prendre en compte des subtili-
tés supplémentaires en faisant non pas des arcs non orientés mais des arcs qui bénéficieront
d’une orientation, ce qui revient à symboliser des relations possibles dans un seul sens plu-
tôt que dans les deux. Ainsi dans notre exemple de réseau routier un arc allant d’un point
A à un point B signifierait que la route est en sens unique, les usagers de la route pouvant
se rendre de la ville A à la ville B par ce biais mais pas de la ville B à la ville A. Sur
notre exemple des réseaux sociaux un arc allant d’un point A à un point B signifierait
une relation asymétrique entre la personne A et la personne B. C’est le cas par exemple
dans des réseaux sociaux tels que Twitter, Instagram ou TikTok où la personne A suit la
personne B. La personne A reçoit alors du contenu de la part de la personne B sans que
l’inverse ne soit vrai, B pouvant ne pas suivre A. On retrouve aussi ces modèles dans le
fonctionnement des abonnements des plateformes telles que Twitch ou Youtube.

Ce modèle est un graphe orienté et les méthodes qui seront utilisées sur ce graphe
seront les mêmes, indépendamment de la nature du problème réel modélisé, que ce soit
une carte routière, un réseau social [NMD18] ou tout autre problème qui puisse être
abstrait dans ce modèle.

1.1.3 Énergies

À l’instar de notre exemple de réseau routier nous pouvons aisément imaginer des
problèmes plus complexes, impliquant davantage de variables. Prenons pour exemple le cas
de la consommation énergétique d’un robot. Les différentes positions du robot, modélisées
à nouveau par un graphe, sont notées A, B, C, etc. Dans ce contexte deux positions
différentes du robot sont reliées par des actions et différentes actions ou séries d’actions
peuvent permettre de passer de la position A à la position B (par des successions d’arcs
différents). Une action pourrait être un déplacement par exemple. Il est également possible
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de considérer que le robot effectue une action sans changer de position. Cette action
pourrait être de se recharger par exemple. L’arc reliera alors le point A à ce même point
A. La question serait alors de savoir quelles actions seraient les plus à même de réaliser
une tâche donnée. Il est possible de complexifier de nouveau le modèle pour répondre
à cette problématique. Cela serait représenté sur le graphe par des nombres que nous
associerions aux arcs et qui correspondent dans notre exemple à l’énergie de l’action
symbolisée par cet arc. Bien que ces nombres soient parfois appelés « coût » ou « poids
» des arcs, nous avons choisi de les appeler « énergie » des arcs pour la suite. En effet le
terme d’énergie correspond mieux aux problèmes que nous étudierons dans cette thèse.
Dans notre exemple de robot ces nombres représentent l’énergie utilisée par le robot
pour effectuer l’action considérée ce qui peut permettre de modéliser l’autonomie de la
batterie du robot mais cela pourrait également correspondre à tout autre consommation
d’énergie. Ces valeurs peuvent alors être positives, l’action apporte de l’énergie au robot,
ou négatives, comme dans des cas où le robot utilise de l’énergie pour effectuer une action
ou que l’arc symbolise de la déperdition d’énergie comme sur une batterie inactive. Par
exemple, l’arc qui se verrait attribuer l’énergie −12, 7 entre la position A et la position B
indiquerait qu’il existe une action permettant de passer de la position A à la position B
et qu’il faut consommer 12, 7 unités d’énergie pour l’effectuer. Une fois cette modélisation
réalisée, elle permet de considérer plusieurs questions : quelles sont les actions optimales
(qui consomment le moins d’énergie par exemple) pour mettre le robot dans une position
donnée ou encore comment effectuer une série d’actions en conservant une énergie positive
(ne pas tomber à court de batterie) ? Résoudre ce genre de problèmes devient possible dans
ce modèle où nous associons des énergies aux arcs. Le modèle alors utilisé est appelé graphe
orienté pondéré puisqu’il inclut les deux possibilités de complexification : l’orientation des
relations entre les éléments modélisés et l’ajout d’énergie aux arcs. Le terme « pondéré
» est ici employé pour des raisons historiques. En effet, nous avons vu que le terme «
poids » est une autre appellation possible pour l’énergie associée à un arc. Ces graphes
peuvent servir à répondre à des problèmes tels que ceux posés aux robots comme dans
notre exemple mais ne s’y limitent pas. Ils peuvent également s’appliquer à de nombreux
problèmes tels que des problèmes d’organisations de réseau de télécommunication ou
encore a des problèmes de gestions de stock. L’abstraction mathématique constitue ainsi
un moyen d’étudier des problèmes potentiellement inconnus uniquement à la condition
qu’ils puissent être modélisés par un objet mathématique connu, ce qui permet de ne pas
devoir commencer l’étude d’un tel nouveau problème en créant des méthodes et outils
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spécifiques à partir de rien. Lorsque des méthodes pour résoudre ce nouveau problème sur
le modèle existent, seule la modélisation du problème réel et l’application de la solution
à ce problème sont à faire.

1.1.4 Paramètres

Pour prolonger notre exemple de robot, des séries d’actions peuvent être plus perti-
nentes que d’autres pour réaliser une tâche donnée en fonction de différentes variables
comme certaines conditions environnementales ou des imprécisions dans l’estimation de
l’énergie nécessaires pour effectuer une action par exemple. Des conditions environnemen-
tales changeantes (conditions climatiques par exemple) pourraient provoquer des change-
ments dans la consommation d’énergie provoquée par une action en l’augmentant ou la
diminuant. Les imprécisions pourraient quant à elles se manifester quand l’énergie néces-
saire à une action ne peut pas être définie exactement. Par exemple considérons que nous
voulons réaliser une tâche et qu’il existe deux séries d’actions permettant cela : effectuer
la première série d’actions nécessite la consommation 55ua (unité arbitraire) d’énergie par
le robot et effectuer la seconde série d’actions demande une consommation plus élevée de
58ua d’énergie. D’après une approche non paramétrée, la première série d’actions serait
alors à privilégier pour réaliser la tâche car elle demande moins d’énergie que la seconde.
Cependant nous pouvons imaginer qu’il y ait 5ua d’énergie de marge d’erreur dans l’esti-
mation de la consommation d’énergie pour la première série ce qui implique que l’énergie
totale de la série d’actions est comprise entre 50ua et 60ua. Imaginons que la seconde
série d’actions ait une consommation d’énergie moins variable dont la marge d’erreur
n’est que de 1ua d’énergie, ce qui implique que l’énergie totale nécessaire pour cette série
d’actions est comprise entre 57ua et 59ua d’énergie. Il peut alors être plus intéressant de
privilégier la seconde série d’actions selon les cas car elle est plus précise dans la certitude
des résultats obtenus. En effet s’il est critique pour le robot de ne pas consommer 60ua
d’énergie nous souhaiterons privilégier la seconde série d’actions même si nous nous at-
tendons à ce qu’elle demande plus d’énergie que la première. Nous voyons ainsi que nous
pouvons envisager des situations où il serait préférable d’effectuer une tâche en utilisant
une certaine série d’actions, a priori moins efficace, mais avec peu de marge d’erreur que
de l’effectuer avec une série d’actions, à priori plus efficace, mais avec d’avantage de marge
d’erreur. Pour adapter notre modèle à ces considérations, il est ici nécessaire d’ajouter
des paramètres aux énergies des arcs afin de modéliser les imprécisions des estimations
de la consommation d’énergie. Par exemple un arc avec l’expression « −12, 7 +λ1 » entre

12



Introduction

la position A et la position B indiquera qu’il existe une action reliant la position A à la
position B et qu’il faut 12, 7 + λ1 ua d’énergie pour l’effectuer. Dans ce type de situation,
le concours de plusieurs variables complexifie la recherche du chemin le plus intéressant
entre la position A et la position B. En effet le chemin le plus intéressant ne le sera pas
de manière absolue mais dépendra de la valeur du paramètre λ1. Ainsi un chemin sera
le plus intéressant uniquement pour certaines valeurs de paramètre. Le modèle que nous
obtenons avec l’ajout de paramètres est appelé graphe orienté à énergie paramétrée et il
permet de considérer plusieurs types de questions dont voici quelques exemples :

— Quelles sont les valeurs des paramètres telles qu’un chemin (série d’actions) du
point A au point B soit minimal ? Cela signifie que nous cherchons les valeurs de
paramètres qui permettent qu’une série d’actions donnée allant de A à B demande
moins d’énergie que les autres séries d’actions envisageables reliant ces deux points ?

— Quels sont les chemins demandant le moins d’énergie pour aller du point A au point
B en fonction des valeurs des paramètres ? Ici, contrairement au point précédent,
nous cherchons, étant données des valeurs des paramètres, le chemin qui consomme
le moins d’énergie pour aller de A à B.

— Est-il possible de trouver des valeurs des paramètres telles qu’un chemin du point
A au point B ne dépasse pas une énergie donnée ? C’est-à-dire dans notre exemple,
est-il possible de trouver des seuils d’imprécision tels qu’au moins un chemin entre
la position A et la position B ne dépasse pas une certaine consommation d’énergie ?

Ainsi comme nous avons pu l’aborder, la modélisation mathématique est une étape
dans la résolution de problèmes complexes, les systèmes de résolution ainsi obtenus seront
fiables, généralisables et transposables. Cette méthode formelle peut prendre la forme de
graphes à différents niveaux de complexité. Les graphes orientés à énergie paramétrée
constituent la classe d’objets mathématiques que nous manipulerons dans cette thèse.

Nous nous intéresserons dans le cadre de cette thèse à la recherche de chemins dans
les graphes paramétrés. Cela signifie que nous allons nous intéresser non seulement à
la recherche de chemins dans des graphes mais également imposer que l’énergie de ces
chemins vérifie certaines propriétés comme par exemple être minimale ou encore ne pas
sortir d’un intervalle donné.
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1.2 Définitions

Dans cette partie nous allons d’abord définir les principaux objets que nous considé-
rerons, puis les problèmes sur lesquels nous nous concentrerons.

Pour tout (a, b) ∈ Z2, nous noterons par Ja, bK l’ensemble de tous les entiers i tels que
a ⩽ i ⩽ b.

1.2.1 Graphes orientés à énergie paramétrée

Les principaux objets qui seront considérés sont les graphes orientés à énergie para-
métrée dont nous allons définir formellement la structure dans cette section ainsi que
différentes notions sur les graphes dont nous aurons besoin.

Considérons A un sous anneau des nombres réels car nous avons besoin d’un ensemble
équipé de l’addition, de la multiplication ainsi que d’une relation d’ordre totale. Dans la
pratique nous aurons A ∈ R,Q,Z.

Définition 1.1 (Graphe orienté multi-dimensionnel à énergie paramétrée). Un Graphe
orienté multi-dimensionnel à énergie paramétrée avec d dimensions et n paramètres est
un n-uplet G = (V,E, d, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) où :

— V est un ensemble fini de sommets,
— E ⊆ V × V est l’ensemble des arcs,
— d est la dimension du graphe,
— n est le nombre de paramètres du graphe,
— Pour tout e ∈ E, µe ∈ Nd est le coefficient de l’arc,
— Pour tout e ∈ E, αe : An → Ad est une fonction affine à coefficients dans A, que

nous appelons la fonction d’énergie de l’arc,
— Pour tout v ∈ V , πv ∈ Z est la priorité du sommet v.

Dans la figure 1.1 nous avons représenté un exemple Gex de graphe orienté multi-
dimensionnel à énergie paramétrée. Les sommets sont nommés u1 u2 . . . u5 et sont repré-
sentés par des disques oranges et les arcs nommés e1 e2 . . . e8 par des flèches noires. Les
aspects « multi-dimensionnel » et « à énergie paramétrée » du graphe ne sont pas direc-
tement représentés sur la figure par souci de lisibilité. En effet les représenter impliquerait
de développer les définitions des arcs ei pour faire apparaitre les valeurs des µei

ainsi que
les expressions mathématiques correspondants aux αei

.
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u5

u1

u2

u3

u4

e1

e2

e3

e4e5

e6e7
e8

Figure 1.1 – Un exemple gex de graphe orienté multi-dimensionnel à énergie paramétrée.

Par la suite, pour tout a appartenant à Sk, avec S ∈ {N,R,A,Z,Q} et k ∈ N nous
noterons ai la i-ème coordonnée de a.

Définition 1.2 (Chemins). Soit G = (V,E, d, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un graphe multi-
dimensionel orienté à énergie paramétrée, soit ρ = e1e2 . . . une suite potentiellement
infinie d’arcs avec pour tout i ⩾ 1, ei = (vi, v′

i). Nous avons ρ un chemin de G si et
seulement si pour tout i ⩾ 1, vi+1 = v′

i. Le sommet v1 ∈ V est le sommet initial de ρ.
Un chemin est dit infini si la suite d’arc ρ est infinie et dit fini sinon. Si ρ est un chemin
fini, alors l’entier k tel que ρ = e1 . . . ek est la longueur du chemin, que nous notons |ρ|.
Le sommet vk+1 ∈ V est le sommet final de ρ.

Nous disons que l’arc e = (u, v) est dirigé vers v.
Dans la suite, en l’absence de spécification un chemin pourra être fini ou infini.
Soient ρ et ρ′ des chemins tels que ρ soit un chemin fini et que le sommet final de ρ soit

également le sommet initial de ρ′. Nous noterons ρρ′ le chemin issu de la concaténation
des chemins ρ et ρ′.

Nous avons représenté sur la figure 1.2 le chemin ρ1 = e1e3e4e6 et sur la figure 1.3 le
chemin ρ2 = e1e3e4e6e8, des chemins du graphe Gex de la figure 1.1.

Définition 1.3 (Cycle). Un chemin fini est un cycle si et seulement si son sommet initial
est égal à son sommet final.

Nous avons représenté sur la figure 1.4 le chemin e2e4e6e7 de Gex. Ce chemin est un
cycle car son sommet initial et son sommet final sont u5.
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u5

u1

u2

u3

u4

e1 e3

e4

e6

Figure 1.2 – Le chemin ρ1 de Gex.

u5

u1

u2

u3

u4

e1 e3

e4

e6
e8

Figure 1.3 – Le chemin ρ2 de Gex.

u5

u1

u2

u3

u4

e2

e4

e6e7

Figure 1.4 – Un cycle de Gex.
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Définition 1.4 (Chemin simple). Soit G = (V,E, d, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un graphe
multi-dimensionel orienté à énergie paramétrée, soit ρ = e1 . . . ek un chemin fini tel que
pour tout i ∈ J1, kK, ei = (vi, vi+1). Le chemin ρ est un chemin simple si et seulement si ρ
est le chemin vide ou si pour tout (j, j′) ∈ J1, k + 1K2 tel que j ̸= j′, nous avons vj ̸= vj′.

Intuitivement un chemin simple est un chemin sans aucun cycle, c’est à dire un chemin
où chaque sommet apparait au plus une seule fois.

Nous pouvons remarquer que le chemin ρ1 de la figure 1.2 est un chemin simple car
aucun sommet n’est visité deux fois tandis que le chemin ρ2 de la figure 1.3 n’est pas un
chemin simple car le sommet u3 est visité deux fois.

Définition 1.5 (Cycle simple). Soit G = (V,E, d, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un graphe multi-
dimensionel orienté à énergie paramétrée, soit ρ = e1 . . . ek un chemin fini avec pour tout
i ∈ J1, kK, ei = (vi, vi+1). Le chemin ρ est un cycle simple si et seulement si ρ est vide
ou :

— pour tout (j, j′) ∈ J1, kK2 tels que j ̸= j′, vj ̸= vj′,
— et ρ est un cycle.

Intuitivement un cycle simple est un cycle dans lequel le seul sommet qui apparait
deux fois est le sommet initial (et final).

Nous pouvons remarquer que le cycle représenté sur la figure 1.4 est un cycle simple
car le seul sommet visité deux fois est le sommet initial (et final) du cycle.

Définition 1.6 (Préfixe). Soit G = (V,E, d, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un graphe multi-
dimensionel orienté à énergie paramétrée. Soit ρ = e1e2 . . . un chemin de G, un préfixe de
ρ est le chemin vide ou tout chemin ρi = e1 . . . ei avec 1 ⩽ i. Nous définissons également
pref(ρ) comme l’ensemble des préfixes de ρ.

Nous avons représenté sur la figure 1.5 les cinq préfixes du chemin ρ1 de la figure 1.2.
Notons que ρ1 est un préfixe de lui-même et que le chemin vide est un préfixe de tous les
chemins.

Définition 1.7 (Énergie d’un arc). Pour tout e ∈ E et x ∈ An, soit ϕxe : Ad → Ad, y 7→
µe ∗ y + αe(x) l’énergie de e. Avec pour tout i ∈ J0, d− 1K , (µe ∗ y)i = (µe)iyi.

La figure 1.6 consiste en un arc e1 tel que µe1 = (2, 2) et αe1 : x 7→ (3−x2 +5x4,−x1 +
x2). Nous pouvons observer l’aspect multi-dimensionnel du graphe avec la dimension de
l’espace d’arrivé de αe1 : le graphe auquel appartient e1 est de dimension 2 (d = 2). De plus
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Figure 1.5 – Les préfixes du chemin ρ1.
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ui uf

αe1(x) = (3 − x2 + 5x4,−x1 + x2)
µe1 = (2, 2)

Figure 1.6 – L’arc e1.

comme x4 apparait dans αe1 nous avons au moins 4 paramètres (n ⩾ 4) dans le graphe
auquel appartient e1. Enfin, en prenant y ∈ A2 la valeur de l’énergie avant d’emprunter
e1, nous avons y′ = (2y1 + 3 − x2 + 5x4, 2y2 − x1 + x2) la valeur de l’énergie en uf en
fonction des valeurs des paramètres.

Définition 1.8 (Énergie d’un chemin). Pour tout chemin fini ρ = e1 . . . ek et pour tout
x ∈ An, soit ϕx(ρ) := ϕxek

◦ · · · ◦ ϕxe1 l’énergie du chemin ρ.

Pour un chemin ρ, une valeur y ∈ Ad et des valeurs de paramètres x ∈ An, afin
d’alléger les notations nous noterons ϕx(ρ)(y) : ϕx(y, ρ)

Un arc e ∈ E est un arc croissant si et seulement si (µe)i ⩾ 1 pour tout i. Un arc e
est un arc constant si et seulement si (µe)i = 0 pour tout i.

Les arcs sont dits constants car l’énergie d’un chemin sera toujours la même indépen-
damment de la valeur de l’énergie avant d’emprunter cet arc : les arcs constants modifient
l’énergie mais la valeur prise par l’énergie suite à un arc constant donné est toujours la
même.

u1 u2 u3 uf

e1 αe2(x) = (1 + x5, x3)
µe2 = (1, 1)

αe3(x) = (−2, x3)
µe3 = (0, 0)

Figure 1.7 – Un exemple de chemin.

Nous pouvons observer sur la figure 1.7 un exemple de chemin composé de trois arcs :
e1e2e3 avec e1 l’arc détaillé sur la figure 1.6. Supposons que la valeur de l’énergie soit de
y ∈ A2 avant d’emprunter e1, nous avons alors une énergie de (2y1 + 3 − x2 + 5x4, 2y2 −
x1 + x2) avant d’emprunter e2. Puisque µe2 = (1, 1) et αe2 : x 7→ (1 + x5, x3), la valeur
de l’énergie en u3 est de (1(2y1 + 3 − x2 + 5x4) + 1 + x5, 1(2y2 − x1 + x2) + x3) soit
(2y1 + 4 − x2 + 5x4 + x5, 2y2 − x1 + x2 + x3). Enfin comme µe3 = (0, 0) l’énergie prend la
valeur (−2, x3) après avoir fini de parcourir la totalité du chemin.
Nous pouvons remarquer que la valeur finale de l’énergie ne dépend pas de y et par
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conséquent pas de la valeur de l’énergie avant le parcours du chemin, cela est dû au fait
que e3 est un arc constant, la valeur de l’énergie sera donc toujours de (−2, x3) en uf

c’est-à-dire la valeur αe3(x).

Offset d’énergie Certaines modélisations des graphes définissent un offset d’énergie
Eoff , ce qui implique que l’énergie initiale n’est pas zéro mais Eoff . Nous n’utiliserons
pas ce concept car il est inclu dans notre modèle, en effet nous pouvons représenter
n’importe quel offset sur l’énergie par un arc en début de chemin qui augmente l’énergie
de la valeur d’un paramètre, ce paramètre pouvant prendre toutes les valeurs possibles de
Eoff et ainsi modéliser un offset d’énergie.

1.2.2 Machine à compteurs

Dans cette section nous définissons les machines à deux compteurs qui sont utiles aux
preuves d’indécidabilité ainsi que différentes notions sur les machines à compteurs dont
nous aurons besoin.

Définition 1.9 (Machine à deux compteurs). Une machine à deux compteurs est un
n-uplet M = (Q, q0, h, T, δ, C1, C2) où :

— Q est un ensemble fini d’états,
— q0 ∈ Q est un état initial,
— h ∈ Q est un état d’arrêt,
— T ⊆ Q×Q est l’ensemble des transitions,
— C1 et C2 sont des compteurs,
— δ : T → {C1, C2}×{−,+,=, >} est la fonction qui associe une instruction à chaque

transition.

Définition 1.10 (Configuration). Soit M = (Q, q0, h, T, δ, C1, C2) une machine à deux
compteurs, une configuration (q, x1, x2) de M est telle que q ∈ Q est un état, x1 ∈ N est
une valeur du compteur C1, et x2 ∈ N est une valeur du compteur C2.

Définition 1.11 (Accessible en une étape). Soit M = (Q, q0, h, T, δ, C1, C2) une machine
à deux compteurs. Une configuration c′ = (s′, x′

1, x
′
2) est dite accessible en une étape

dans M depuis une configuration c = (s, x1, x2) si et seulement si il existe une transition
t = (s, s′) ∈ T telle que :

— (x′
1, x

′
2) = (x1 + 1, x2) (resp. (x′

1, x
′
2) = (x1, x2 + 1)) si δ(t) = (C1,+) (resp. δ(t) =

(C2,+)),
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— (x′
1, x

′
2) = (x1 − 1, x2) (resp. (x′

1, x
′
2) = (x1, x2 − 1)) si δ(t) = (C1,−) et x1 > 0

(resp. δ(t) = (C2,−) et x2 > 0),
— (x′

1, x
′
2) = (x1, x2) et x1 = 0 (resp. x2 = 0) si δ(t) = (C1,=) (resp. δ(t) = (C2,=)),

— (x′
1, x

′
2) = (x1, x2) et x1 > 0 (resp. x2 > 0) si δ(t) = (C1, >) (resp. δ(t) = (C2, >)).

Nous le noterons (s, x1, x2) t−→ (s′, x′
1, x

′
2) et nous disons que t est tirable depuis la confi-

guration c.

Définition 1.12 (Exécution et chemin). Soit M = (Q, q0, h, T, δ, C1, C2) une machine à
deux compteurs, une exécution dans M est une séquence r = γ1γ2 . . . de configurations
telles que γi

ti−→ γi+1 avec ti ∈ T pour tout i ∈ J1, k − 1K.
Nous appellons γ1 la configuration initiale de r.
Le chemin correspondant à r est la séquence de transitions ρ = t1t2 . . . .
Si r est finie alors nous avons r = γ1γ2 . . . γk. Nous appelons k la longueur de r, et γk la
configuration finale de r.

Définition 1.13 (Accessibilité). Soit M = (Q, q0, h, T, δ, C1, C2) une machine à deux
compteurs, une configuration γ est dite accessible dans M s’il existe une exécution r telle
que γ est la configuration finale de r et que la configuration initiale de r soit (q0, 0, 0).

Nous définissons les préfixes d’un chemin dans une machine à deux compteurs de
manière analogue aux graphes.

Soit M = (Q, q0, h, T, δ, C1, C2) une machine à deux compteurs, soient r = γ0γ1 . . . γk

une exécution et ρ = t1t2 . . . tl son chemin associé. Soit γk = (sk, x1,k, x2,k), nous notons
c1(ρ) = c1(r) = x1,k (resp. c2(ρ) = c2(r) = x2,k) la valeur de C1 (resp. C2) après le parcours
du chemin ρ ou de manière équivalente après l’exécution r.

1.2.3 Problèmes

Dans cette section nous définissons les différents problèmes que nous considérerons.
Sauf indication contraire les problèmes sont définis dans le cadre de G = (V,E, d, n,
(µeαe)e∈E, (πv)v∈V ) un graphe multi-dimensionel orienté à énergie paramétrée.

Par souci de lisibilité nous noterons (Li, Ui)k1 l’ensemble de couples {(Li, Ui), pour
i ∈ J1, kK}.

Définition 1.14 (Chemin borné). Soient ρ un chemin de G et les bornes (Li, Ui)d1 ∈ (A∪
{−∞,+∞})d. Nous dirons que ρ est borné par les contraintes (Li, Ui)d1 pour λ ∈ An si
et seulement si ∀u ∈ pref(ρ) et i ∈ J1, dK, Li ⩽ ϕλ(u)i ⩽ Ui.
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Définition 1.15 (Problème d’accessibilité bornée). Soient (v, w) ∈ V 2 deux sommets,
soient (L,U) ∈ (Ad)2 des contraintes. Nous appellerons problème LU total sur G la
question de savoir si ∃λ ∈ An et ρ un chemin de G de v à w tel que ρ est borné par
(Li, Ui)d1.

Nous notons ce problème EnTotLU(G, (Li, Ui)d1,A, v, w).

Définition 1.16 (Problème d’accessibilité avec borne inférieure). Soient (v, w) ∈ V 2 deux
sommets. Nous appellerons problème L total sur G la question de savoir si ∃λ ∈ An et ρ
un chemin de G de v à w tel que ρ est borné par (0,+∞)d1.

Nous notons ce problème EnTotL(G,A, v, w).

Pour tout u ∈ Zω, inf(u) est l’ensemble des entiers qui apparaissent infiniment souvent
dans u.

Définition 1.17 (Parité d’un chemin). Soient ρ = e1e2 . . . un chemin et pour tout i,
ei = (vi, vi+1). Soit π(ρ) = πv1πv2 · · · ∈ Zω, nous dirons que ρ est pair si et seulement si
min(inf(π(ρ))) est pair et que ρ est impair sinon.

Notons que pour tout chemin infini ρ, inf(π(ρ)) est non vide car V est fini, il y a
donc au moins un sommet qui apparait infiniment souvent dans ρ et inf(π(ρ)) contient au
moins la parité de ce sommet. De plus min est bien défini car les sommets étant en nombre
fini, il ne peut y avoir un nombre infini de parités présentes dans inf(π(ρ)). Remarquons
également que la parité d’un chemin ne dépend pas de la valeur des paramètres.

Définition 1.18 (Problème à parité avec borne inférieure). Pour tout λ ∈ An, nous
définissons W λ ⊆ Eω tel que ρ ∈ W λ si et seulement si ρ est pair et pour tout k ∈ N
nous avons 0 ⩽ ϕλ(ρk, 0) avec ρk le préfixe de ρ de longueur k. Nous appelons problème
à parité avec borne inférieure sur G la question de savoir si ∃λ ∈ An tel que W λ ̸= ∅.

Nous définissons enfin le problème de l’arrêt sur les machines à compteurs dont nous
nous servirons dans certaines preuves.

Définition 1.19 (Problème de l’arrêt). Soit M = (Q, q0, h, T, δ, C1, C2) une machine à
deux compteurs. Nous appelons problème de l’arrêt sur M la question de savoir s’il existe
ou non une exécution r = γ1, γ2 . . . γk telle que γ1 = (q0, 0, 0) et γk = (h, c1(ρ), c2(ρ)) avec
ρ le chemin associé à r.
Nous disons que M s’arrête s’il existe une telle exécution.

Le problème de l’arrêt est connu pour être indécidable et ∏0
1-complèt [Min67].
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1.3 État de l’art

1.3.1 Plus courts chemins

De nombreuses réponses ont été apportées au problème consistant à calculer le plus
court chemin entre deux sommets dans un graphe pondéré non paramétré. Les algorithmes
les plus utilisés pour répondre à cette question sont les algorithmes de Dijkstra et de
Bellman-Ford ainsi que l’algorithme A*.

L’algorithme de Dijkstra [Dij59] renvoie le chemin le plus court entre deux sommets
dans un graphe orienté dans lequel l’énergie des arcs se limite à des réels positifs. Sa
complexité en pire cas est en O(|E| + |V | log |V |).

L’algorithme de Bellman-Ford [For56] permet de considérer une pondération négative
des arcs et sa complexité est en O(|E||V |). Il permet également de détecter l’existence
d’un cycle de coût négatif, configuration pour laquelle la notion de plus court chemin
n’existera pas.

L’algorithme A* [HNR68] [HNR72] est un algorithme de recherche de chemin entre
deux sommets donnés qui étend l’algorithme de Dijkstra. Il a la particularité, contrai-
rement aux algorithmes précédemment cités, d’utiliser une heuristique. Celle-ci consiste
en une méthode d’approximation visant à prioriser l’exploration des solutions potentielles
afin de commencer par celles étant les plus prometteuses, l’algorithme de Dijkstra pouvant
être vu comme un cas particulier de A* lorsqu’une certaine heuristique est utilisée.

Il existe également l’algorithme de Floyd-Warshall [Flo62] [War62] qui vise à déter-
miner des plus courts chemins entre toutes les paires de sommets dans un graphe orienté
pondéré avec une complexité en O(|V |3). À l’instar de l’algorithme de Bellman-Ford on
peut considérer des arcs possédant une énergie négative, dans la mesure où, il n’existe pas
de cycle à énergie strictement négative.

1.3.2 Problèmes d’accessibilité paramétrée en dimension 1

Quand des systèmes qui ne sont pas encore bien connus sont abordés, la phase amont
du processus de conception peut générer des incertitudes. Dans de telles circonstances
nous rappelons que ces incertitudes peuvent être modélisées par l’utilisation de paramètres
dans les énergies au sein de ces systèmes. Les problèmes qui suscitent l’intérêt sont les
problèmes de synthèse des paramètres dans lesquels nous tentons par exemple de trouver
les valeurs de paramètres telles que certains chemins s’avèrent optimaux, ou encore qu’un
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sommet cible puisse être atteint avec une borne imposée sur l’énergie accumulée.

Automates temporisés paramétrés

De manière surprenante, ces problèmes n’ont pas été beaucoup étudiés pour la configu-
ration dans laquelle les énergies elles-mêmes sont des paramètres. Un Automate Temporisé
Paramétré (PTA) [AHV93] permet que les horloges soient testées contre les paramètres
ce qui pourrait, dans une certaine mesure, permettre la réalisation de simulations d’éner-
gies paramétrées. En effet les contraintes sur les transitions peuvent être utilisées pour
modéliser l’énergie d’un arc. L’accessibilité lorsque l’on peut comparer des horloges aux
valeurs des paramètres a été étudiée et différents cas ont été identifiés selon le nombre
d’horloges différentes pouvant être testées contre les paramètres. Lorsqu’une seule hor-
loge est paramétrée, quel que soit le nombre de paramètres, le problème est décidable et
NEXP-complet [AHV93 ; BO14 ; BO17]. Lorsque deux horloges peuvent être comparées
aux paramètres le problème de l’accessibilité a été démontré décidable s’il n’y a qu’un
paramètre une complexité EXPSPACE-complète a été prouvée [BO14 ; BO17 ; GH21]. De
plus dès lors qu’il y a au moins trois horloges paramétrées l’accessibilité devient indéci-
dable [BO14 ; AHV93]. Récemment, le problème de l’accessibilité dans un temps optimal a
également été étudié et montré indécidable pour les automates temporisés lorsque les dé-
lais sont paramétrés [And+19a]. De façon similaire, le problème d’accessibilité en énergie
bornée a été démontré indécidable pour un formalisme en lien avec les automates tempo-
risés paramétrés appelé réseau de Petri à temps paramétré dans [LRS19]. L’accessibilité à
temps borné a également été étudiée pour les réseaux de Pétri à temps paramétré, elle est
prouvée indécidable dans [MLA20]. Dans [And+19b], les auteurs étendent le modèle des
automates temporisés paramétrés en ajoutant des énergies dans les arcs pour modéliser
les problèmes de sécurité. Cependant la topologie du système considéré est toujours celle
d’un arbre.

Machines paramétrées à un compteur

De façon très différente, les machines paramétrées à un compteur devraient pouvoir
modéliser une énergie paramétrée à une dimension, la valeur du compteur représentant la
valeur de l’énergie. Les problèmes de synthèse de paramètre n’ont pas été étudiés sur ce
type de modèle mais les problèmes d’existence sont considérés, ce qui pourrait permettre
tout de même de modéliser des bornes sur l’énergie. Des questions d’accessibilités sont
étudiées dans [Haa+09] et les auteurs démontrent que le problème de l’accessibilité dans
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les machines paramétrées à un compteur est décidable lorsque les paramètres ne prennent
que des valeurs positives. Des propriétés de logique temporelle ont aussi été abordées
sur les machines paramétrées à un compteur. La vérification d’une propriété LTL (Li-
near Temporal Logic) est décidable avec une complexité coNP-complète [Göl+10] lorsque
la propriété est fixée et coNEXP-complète lorsqu’elle est quelconque [Göl+10]. Les pro-
blèmes de vérification de propriétés CTL (Computation Tree Logic) [CES86] et de µ-calcul
sont quant à eux indécidables avec une complexité ∏0

1-complète à la fois pour la version
du problème où la propriété est fixée et celle où la propriété est quelconque [Göl+10].
Certaines classes de machines paramétrées à un compteur ont également été étudiées de
part leurs liens avec les automates temporisés et dans [BO17] nous avons que l’accessi-
bilité dans les machines paramétrées à un compteur est décidable pour deux classes de
machines à compteurs. La première classe est composée des machines avec un nombre
quelconque de paramètres xi, telles que les seules modifications de compteurs soient −1,
0 et +1 et que les seules comparaisons possibles soient ⩾ xi et ⩽ 1. La seconde classe est
celle des machines n’ayant qu’un seul paramètre x mais ayant plus d’opérations permises
que pour les machines de la première classe tout en conservant les mêmes comparaisons,
les modifications permises étant −k, +k, −x ou +x avec k ∈ N.
Les machines paramétrées à un compteur sont très proches du modèle des graphes à éner-
gie paramétrée. Les problèmes que nous considérons sont immédiatement transposables
à ces machines, le compteur représentant la valeur de l’énergie. Cependant il réside dans
les opérations possibles une différence subtile bien qu’importante entre les graphes et les
machines à compteur. En effet il ne semble pas immédiat de modéliser le test à zéro de
la valeur de l’énergie dans notre modèle. Ainsi nous ne pouvons donc pas réutiliser faci-
lement les résultats sur les machines à compteur pour les transposer à nos problèmes sur
les graphes paramétrés.

Graphes orientés à énergie paramétrée

Dans [And10], l’auteur propose un algorithme qui calcul un chemin d’énergie minimale
entre deux sommets grâce à l’algorithme de Floyd-Warshall puis renvoie des inégalités
dépendant des énergies des arcs, vues comme des paramètres. Ces inégalités doivent être
vérifiées pour que le chemin calculé reste d’énergie minimale.

Dans [KO81] les auteurs considèrent des graphes dans lesquels les énergies sont ex-
primées comme une fonction d’un seul paramètre. Ils partitionnent les nombres réels de
façon finie, telle que pour deux valeurs de paramètre dans une partition donnée, les che-
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mins optimaux depuis un certain sommet source vers tous les autres sommets soient les
mêmes. Les arbres ainsi constitués par ces chemins sont également explicités dans l’ar-
ticle. De tels graphes paramétrés, avec un unique paramètre, ont été étudiés par la suite
dans [YTO91] et dans [Cha+10a] pour leur intérêt dans les applications, notamment aux
télécommunications, aux questions de chemins les plus courts.

1.3.3 Accessibilité avec contraintes sur l’énergie dans les graphes
non paramétrés

De nombreuses questions d’accessibilité avec contraintes ont été posées dans les graphes
non paramétrés, en plus des problèmes d’accessibilité bornée ou d’accessibilité avec borne
inférieure que nous avons déjà définis. Des contraintes peuvent être imposées sur l’énergie
moyenne des chemins ou encore sur leur variation moyenne d’énergie et nous pouvons
définir de nouveaux problèmes comme suit :

Définition 1.20 (Problème d’accessibilité avec contrainte sur l’énergie moyenne). Soit
G = (V,E, 1, 0, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un graphe non paramétré à une dimension. Soient
(u, v) ∈ V 2 deux sommets, et s ∈ R un seuil, nous appelons problème d’accessibilité avec
contrainte sur l’énergie moyenne sur G la question de savoir s’il existe un chemin ρ de G
de v à w tel que pour tout préfixe non vide ρ′ ∈ pref(ρ) nous ayons s ⩽ ϕ(ρ′)

|ρ′| .

Définition 1.21 (Problème d’accessibilité avec contrainte sur la variation d’énergie moyenne).
Soit G = (V,E, 1, 0, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un graphe non paramétré à une dimension.
Soient (u, v) ∈ V 2 deux sommets, et s ∈ R un seuil, nous appelons problème d’acces-
sibilité avec contrainte sur la variation d’énergie moyenne sur G la question de savoir s’il
existe un chemin ρ = e1 . . . ek de G de v à w tel que pour tout i ∈ J1, kK nous ayons
s ⩽ 1

i

i∑
j=1

j∑
l=1

αel
, ce qui est équivalent à avoir ρ tel que pour tout i ∈ J1, kK nous ayons

s ⩽ 1
i

i∑
j=1

ϕ(e1 . . . ei).

Notons que dans les définitions précédentes les αe sont constants car les graphes consi-
dérés sont non paramétrés.

Les résultats proposés par la littérature considèrent généralement des chemins infinis
car ceux-ci sont vus comme des cas particuliers lors de l’étude des jeux à énergie sur des
graphes [Bou+18 ; Bou+17 ; Bou+08], les contraintes sur l’énergie devant toujours être
vérifiées pour tous les préfixes du chemin. En effet la recherche d’un chemin infini corres-
pond au cas particulier de la recherche d’une stratégie gagnante d’un jeu dans lequel un
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joueur contrôle tous les sommets. Les jeux à énergie sur des graphes consistent à attri-
buer chaque sommet du graphe à un joueur, cela signifie que c’est le joueur qui contrôle
le sommet qui décide quel arc est emprunté lorsque la question se pose. Les problèmes
sur les jeux consistent à se demander s’il est possible pour un joueur d’imposer certaines
propriétés aux chemins formés lors de l’exécution du jeu. Ces jeux sont très utiles pour
modéliser des systèmes devant s’adapter ou résister à des actions extérieures, que ce soit
d’agents ou de l’environnement car il suffit alors de voir si le joueur symbolisant le sys-
tème modélisé peut atteindre son objectif malgré les actions de l’environnement. En effet
la recherche de chemins infinis vérifiant certaines propriétés dans un graphe correspond
au cas particulier d’un jeu à énergie imposant aux chemins gagnants de vérifier certaines
propriétés lorsqu’un joueur ne contrôle aucun sommet. Nous pouvons constater que les
chemins finis ne sont que très peu étudiés pour les types de problèmes ne s’intéressant
pas à l’accessibilité avec contrainte sur l’énergie moyenne.

Nous pouvons également remarquer que les questions relatives à l’accessibilité bornée
et à l’accessibilité avec contrainte sur la variation d’énergie moyenne ont aussi été étudiées
en conjonction avec des problèmes de borne. Les différents résultats concernant les graphes
mono-dimensionnels sont compilés dans le tableau suivant. Les colonnes indiquent si le
problème d’accessibilité avec contrainte sur la variation d’énergie moyenne est considéré
et les lignes indiquent le type de bornes imposées aux chemins. Par exemple la deuxième
case de la deuxième ligne correspond à la décidabilité de savoir s’il existe un chemin
étant solution à la fois du problème d’accessibilité avec borne inférieure et du problème
d’accessibilité avec contrainte sur la variation d’énergie moyenne.

Variation d’énergie moyenne
√

Variation d’énergie moyenne ×
EnTotL PSPACE-facile / NP-difficile [Bou+18] P [Bou+08]
EnTotLU PSPACE-complet [Bou+18] PSPACE-complet [FJ15]
EnTot∗LU ? P [Bou+08]

∅ P [Bou+18] NLOGSPACE [Gou19]

La dernière case de la dernière ligne du tableau correspond au cas du problème de l’ac-
cessibilité puisqu’aucune contrainte n’est imposée à l’énergie du chemin ni à la variation
d’énergie moyenne.

L’avant dernière ligne du tableau correspond à EnTot∗LU , le problème de l’accessibilité
bornée avec borne supérieure faible, la définition du problème est la même que dans le
cas de EnTotLU mais le calcul de l’énergie est modifié. En effet, dans les graphes définis

27



Introduction

précédemment, pour un chemin ρ = e1 . . . ek, nous avons ϕ(ρ) := ϕek
◦ · · · ◦ ϕe1 alors que

dans le cas du problème d’accessibilité bornée avec borne supérieure faible nous avons
une énergie telle que ϕ∗(ρ)i = max(ϕ(ρ)i, Ui), avec ϕ(ρ) l’énergie de ρ comme définie
précédemment et U la borne supérieure faible. Intuitivement cela revient à dire que la
borne supérieure est indépassable et que si un arc devait faire augmenter l’énergie d’un
chemin à plus de U alors il fait augmenter l’énergie du chemin à U à la place, comme une
batterie qui ne pourrait pas excéder sa charge maximale par exemple.

1.3.4 Problèmes multi-dimensionnels

Dans les graphes non paramétrés

Les problèmes auxquels nous nous intéressons ont été étudiés sur les graphes multi-
dimensionnels de dimension au moins égale à 2 dans leurs versions non paramétrées. Nous
savons grâce à [Fah+11] que la version de dimension quelconque du problème EnTotL est
EXPSPACE-complète et que celles de EnTotLU et EnTot∗LU sont PSPACE-complètes. Les
versions multi-dimensionnelles dont la dimension est fixée ont également été considérées
et les problèmes EnTotL dont l’énergie est de dimension k sont NP-difficiles [Fah+11]
et sont dans k-EXPTIME [BJK10]. Les variantes des problèmes EnTotLU de dimension
k et celles de EnTot∗LU lorsque la dimension est au moins 4 (k ⩾ 4) sont PSPACE-
complètes [Fah+11] et les versions de EnTot∗LU pour k ∈ {2, 3} sont NP-difficiles et dans
PSPACE. Nous résumons ces différents résultats dans le tableau suivant :

Dimension quelconque Dimension k fixée
EnTotL EXPSPACE-complet [Fah+11] NP-difficile [Fah+11] et k-EXPTIME

[BJK10]
EnTotLU PSPACE-complet [Fah+11] PSPACE-complet [Fah+11]

EnTot∗LU PSPACE-complet [Fah+11]
2 ⩽ k ⩽ 3 k ⩾ 4
NP-difficile et
PSPACE [Fah+11]

PSPACE-complet
[Fah+11]

Dans les jeux sur des graphes non paramétrés

De plus, les problèmes que nous considérons ont également été étudiés dans leurs
variantes adaptées aux cas des jeux d’énergie à plusieurs dimensions, l’ajout de dimensions
supplémentaires à l’énergie permettant de modéliser des objectifs ne se focalisant pas sur
un seul critère mais plusieurs. Une énergie à deux dimensions peut notamment représenter
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deux ressources énergétiques différentes (électrique et thermique par exemple). C’est le cas
dans [Bou+17] où le problème de la variation moyenne d’énergie dans lequel on ajoute des
bornes au chemin est prouvé comme appartenant à NEXPTIME ∩ coNEXPTIME. Notons
que ce problème est l’application aux jeux d’énergie à plusieurs dimensions du problème
d’accessibilité bornée avec borne supérieure faible en conjonction avec des contraintes sur
la variation d’énergie moyenne. C’est le problème analogue à celui de la case avec un point
d’interrogation du tableau présenté dans la section précédente. Nous pouvons remarquer
que ce genre de résultat peut donner des pistes de réflexion concernant l’approche des
problèmes dans leurs versions paramétrées. Les variantes adaptées aux jeux d’énergie
multi-dimensonnelle des problèmes EnTotL, EnTotLU et EnTot∗LU ont également été
considérées. Que la dimension soit quelconque ou fixée et supérieure ou égale à 2, nous
avons que la version de EnTotL est EXPSPACE-difficile [Fah+11] et celles de EnTotLU
et EnTot∗LU sont EXPTIME-complètes [Fah+11]. Les variantes des problèmes EnTotL
dont l’énergie est de dimension k sont également dans k-EXPTIME [BJK10]. Ces derniers
résultats sont récapitulés dans le tableau suivant :

Dimension quelconque Dimension k fixée (⩾ 2)
EnTotL EXPSPACE-difficile [Fah+11] EXPSPACE-difficile [Fah+11] et

k-EXPTIME [BJK10]
EnTotLU EXPSPACE-complet [Fah+11] EXPSPACE-complet [Fah+11]
EnTot∗LU EXPSPACE-complet [Fah+11] EXPSPACE-complet [Fah+11]

Dans les jeux sur des graphes paramétrés

Des versions paramétrées des problèmes EnTotL, EnTotLU et EnTot∗LU dans les cas où
l’énergie est multi-dimensionnelle ont été étudiées dans leur application aux jeux d’énergie
dans [JGR13]. Une contrainte est cependant imposée aux arcs, lorsqu’un ou plusieurs pa-
ramètres interviennent dans l’énergie d’un arc, cette énergie ne peut pas être négative. Les
auteurs montrent qu’avec cette condition les problèmes EnTotL, EnTotLU et EnTot∗LU
sont décidables quel que soit le nombre de paramètres.

Plusieurs résultats d’indécidabilité sont également prouvés dans [Bou+17]. Le pro-
blème de la variation moyenne d’énergie est indécidable pour les jeux d’énergie lorsque la
dimension de l’énergie est supérieure ou égale à 3. Le problème de la variation moyenne
d’énergie avec borne inférieure est quant à lui indécidable pour ces jeux lorsque la dimen-
sion de l’énergie est supérieure ou égale à 2. Ces preuves se basent sur la réduction de
problèmes connus pour être indécidables aux problèmes étudiés. La première preuve est
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obtenue en réduisant le problème à une version particulière du problème de l’arrêt appelée
jeu robotique bidimensionnel [NPR16] et la seconde est une réduction au problème étudié
du problème de l’arrêt dans les machines à deux compteurs. Notons que ces résultats
d’indécidabilité ne peuvent pas s’étendre naturellement aux graphes dont l’énergie est
multi-dimensionnelle mais peuvent être de bons points de départ dans la recherche de la
décidabilité de telles questions.

Une autre approche est adoptée pour la généralisation aux graphes et aux jeux à plu-
sieurs dimensions d’énergie des problèmes EnTotL, EnTotLU et EnTot∗LU dans [Fah+11]
ainsi que dans [JGR13] et [Cha+10b]. En effet le problème abordé est celui de la recherche
des bornes supérieures telles qu’il existe un chemin vérifiant les contraintes dans le graphe
ou que le joueur 1 soit gagnant dans le jeu. Dans [JGR13], les problèmes EnTotLU et
EnTot∗LU sont démontrés décidables et il est prouvé que la version du problème EnTotLU
dans les jeux à énergie multi-dimensionnelle lorsqu’on cherche quelles sont les bornes su-
périeures telles que le joueur 1 ait une stratégie gagnante appartient à 2k-EXPTIME où k
est le nombre de dimensions de l’énergie. Les versions de EnTotL, EnTotLU et EnTot∗LU
étudiées sur les graphes sont quant à elles paramétrées, les paramètres étant le crédit
initial ainsi que la borne supérieure dans le cas des problèmes EnTotLU et EnTot∗LU ,
l’objectif étant de savoir s’il existe des valeurs de paramètres telles qu’il y ait un chemin
vérifiant les contraintes sur l’énergie. Cette variante du problème EnTotL est décidable en
temps polynomial quelle que soit la dimension de l’énergie [Cha+10b] et les variantes des
problèmes EnTotLU et EnTot∗LU sont décidables en temps polynomial si les paramètres
correspondant à la borne supérieure n’interviennent pas dans les énergies des arcs quelle
que soit la dimension de l’énergie [Fah+11]. Si les paramètres correspondant à la borne su-
périeure peuvent apparaitre dans les énergies des arcs, les variantes du problème EnTotLU
sont indécidables quelle que soit la dimension (supérieure à 2) de l’énergie [Fah+11] et
les versions des problèmes EnTot∗LU sont indécidables lorsque l’énergie est de dimension
supérieure ou égale à 4 [Fah+11], la décidabilité des problèmes de dimensions 2 et 3 étant
toujours ouverte. Ces derniers résultats sont présentés dans le tableau suivant :

Paramètres de U absents des énergies Paramètres de U dans les énergies
EnTotLU P [Fah+11] Indécidable pour k ⩾ 2 [Fah+11]

EnTot∗LU P [Fah+11]
2 ⩽ k ⩽ 3 k ⩾ 4

? Indécidable [Fah+11]
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Dans les automates temporisés

Des problèmes multi-dimensionnels ont également été étudiés pour les jeux sur des
automates temporisés. Les variantes des problèmes EnTotL, EnTotLU et EnTot∗LU ont
été prouvées comme indécidables dans les jeux sur les automates temporisés multidi-
dimensionnels à une horloge quelle que soit la dimension (supérieure ou égale à 2) [Fah+11].
Concernant les variations de ces problèmes appliquées aux automates temporisés multi-
dimensionnels à une horloge, les versions du problème EnTotL sont indécidables quelle
que soit la dimension [Fah+11] et les problèmes EnTotLU et EnTot∗LU sont indécidables
pour les dimensions supérieures ou égales à 4 [Fah+11]. Nous résumons ces résultats dans
le tableau suivant :

Dimension k ∈ {2; 3} Dimension k ⩾ 4
EnTotL Indécidable [Fah+11] Indécidable [Fah+11]
EnTotLU ? Indécidable [Fah+11]
EnTot∗LU ? Indécidable [Fah+11]

Une autre approche est adoptée dans [LR05], en effet les auteurs montrent la dé-
cidabilité de l’accessibilité dans les automates temporisés multi-dimensionnels lorsqu’on
cherche à minimiser l’énergie d’une dimension donnée et que l’on souhaite que chaque
autre dimension de l’énergie ne dépasse pas une certaine borne. Ces travaux sont pour-
suivis dans [LR08] qui apporte la preuve de la décidabilité du problème de l’accessibilité
dans les automates temporisés telle que chaque dimension de l’énergie soit minimale. Nous
pouvons remarquer que la résolution de ce problème implique de trouver toutes les solu-
tions qui ne sont pas comparables entre elles, en effet nous pouvons par exemple dire que
(0, 2) < (1, 3) mais nous ne pouvons pas comparer (0, 2) et (1, 1).

Un autre aspect des problèmes multi-dimensionnels est abordé dans [BBL08]. En ef-
fet les auteurs s’intéressent au cas des chemins infinis dans les automates temporisés à
deux dimensions en considérant une notion de chemin d’énergie minimale étendue avec
la recherche de chemins minimisant le ratio de la première dimension de l’énergie par sa
seconde dimension. Les auteurs prouvent la décidabilité de ce problème et montrent qu’il
est PSPACE-complet.
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1.4 Contributions et plan

La prolongation des résultats de [KO81] aux graphes paramétrés avec de multiples
paramètres rend le problème beaucoup plus complexe puisqu’il ne faut plus partitionner
un espace monodimensionnel mais un espace réel de dimension n (où n est le nombre de
paramètres). Le chapitre 2 se concentre sur l’extension du calcul des plus courts chemins
depuis un sommet donné à tous les autres sommets d’un graphe paramétré à une seule
dimension comprenant un nombre quelconque de paramètres. Nous présentons un algo-
rithme et nous prouvons qu’il a une complexité temporelle exponentielle dans le nombre
de sommets et polynomiale dans le nombre d’arcs ainsi que dans le nombre de paramètres
du graphe considéré et permet de considérer des graphes avec un nombre quelconque
de paramètres. Ce travail a abouti à la publication d’un article à la conférence LATA
2021 [JLS21b] ayant obtenu le prix du meilleur article de la conférence.

L’accessibilité bornée avec contraintes ayant été largement étudiée dans un cadre non
paramétré, nous avons cherché à étendre les résultats concernant le problème d’accessibi-
lité bornée au cas des graphes paramétrés. Cependant il n’existe pas une unique manière de
paramétrer le problème d’accessibilité bornée. En effet, l’espace des valeurs des paramètres
peut différer et nous nous concentrons, dans le chapitre 3, sur la preuve de la décidabilité
et de la complexité PSPACE-complète du problème d’accessibilité bornée dans les graphes
paramétrés multi-dimensionnels de dimension quelconque lorsque les paramètres prennent
des valeurs entières (section 3.2). Nous prouvons également l’indécidabilité du problème
d’accessibilité bornée dans les graphes paramétrés multi-dimensionnels de dimension su-
périeure ou égale à 2 lorsque l’espace des valeurs des paramètres contient Q dès lors qu’un
paramètre intervient dans l’énergie des arcs (section 3.3).

Nous nous intéressons ensuite à l’accessibilité avec borne inférieure ainsi qu’au pro-
blème à parité avec borne inférieure dans les graphes paramétrés à une seule dimension.
Dans un travail effectué avec Stéphane Le Roux, nous prouvons dans le chapitre 4 la dé-
cidabilité de l’accessibilité avec borne inférieure dans les graphes paramétrés à une seule
dimension ainsi qu’au problème à parité avec borne inférieure dans ces mêmes graphes.
Nous généralisons ensuite ces résultats aux cas des jeux de parité à énergie paramétrée
et nous prouvons des bornes de la complexité des problèmes à un et à deux joueurs. Le
problème à un joueur est NP-complet et le problème à deux joueurs est PSPACE-difficile
ainsi que NEXPTIME [Jez+on].

En parallèle des travaux rapportés dans ce manuscrit nous avons également travaillé
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sur la question de l’accessibilité dans les réseaux de Petri ce qui a abouti à la publication
d’un article à la conférence Petri Nets 2021 [JLS21a] dans lequel nous proposons un
algorithme paresseux de calcul de l’accessibilité dans les réseaux de Petri avec et sans
arcs inhibiteurs. Nous prouvons cet algorithme ainsi que sa complexité et nous discutons
également les résultats expérimentaux d’une implémentation de cet algorithme dans le
model-checker ROMEO [Lim+09].
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Chapitre 2

ARBRES DES PLUS COURTS CHEMINS

2.1 Introduction

Comme nous l’avons déjà expliqué précédemment, des graphes dans lesquels les éner-
gies sont exprimées comme une fonction d’un seul paramètre ont déjà été étudiés [KO81].
L’objectif étant de partitionner les nombres réels de façon finie, de telle sorte que pour
deux valeurs de paramètre dans une partition donnée, les chemins optimaux depuis un
certain sommet source vers tous les autres sommets soient les mêmes. Ces chemins op-
timaux sont donnés sous la forme d’un arbre couvrant du graphe. La prolongation de
ces résultats aux graphes paramétrés avec plusieurs paramètres rend le problème beau-
coup plus complexe puisqu’il faut partitionner un espace réel de dimension n (où n est le
nombre de paramètres). La difficulté vient notamment du fait que lorsque la dimension
devient supérieure ou égale à deux, nous ne pouvons plus chercher à trouver l’unique
borne supérieure d’un intervalle, élément central de l’approche de [KO81], puisqu’il n’y a
plus d’intervalle.

Nous proposons dans ce chapitre un algorithme prenant en entrée un graphe mono-
dimensionnel orienté à énergie paramétrée G ainsi qu’un sommet s de G et renvoyant en
sortie une liste d’arbres associés à des zones de l’espace des paramètres. Chaque arbre de
la liste contient tous les sommets du graphe et est associé à une zone contenant des va-
leurs de paramètres pour lesquelles l’arbre représente les chemins d’énergie minimale dans
le graphe. Les zones renvoyées par l’algorithme ne se recouvrent que sur leur éventuelle
frontière en commun et l’algorithme prend en compte le cas où il n’existe pas de chemin
d’énergie minimale c’est-à-dire les valeurs de paramètres pour lesquelles il existe au moins
un cycle faisant strictement diminuer l’énergie. Cet algorithme a une complexité tempo-
relle exponentielle dans le nombre de sommets et est polynomial dans le nombre d’arcs
ainsi que dans le nombre de paramètres du graphe considéré et permet de considérer des
graphes avec un nombre quelconque de paramètres. Ce travail a été l’objet d’un article
publié à LATA 2021 et ayant obtenu le prix du meilleur article de la conférence [JLS21b].
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Ce chapitre est organisé de la manière suivante : dans la Section 2.2 nous introdui-
sons les notations utilisées ainsi que les définitions induites par les spécificités de notre
problème ; dans la Section 2.3 nous présentons notre algorithme de façon informelle à
l’aide d’un exemple complet ; dans la Section 2.4, nous développons l’algorithme avec les
preuves associées de correction, de complétude, de terminaison et de complexité ; dans la
Section 2.6 nous conclurons.

2.2 Définitions

Dans cette section nous introduisons les spécificités liées aux problèmes que nous
considérons ainsi qu’une définition simplifiée des graphes. Nous définissons ensuite de
nouveaux objets et notations qui seront utiles pour la résolution du problème.

2.2.1 Graphes paramétrés

Dans ce chapitre nous prendrons A = R. De plus, avec un léger abus de notations, nous
noterons λi non seulement les paramètres mais également leurs valeurs. Nous utiliserons
également la notation −→

λ = (λ1 . . . λn).
Nous ne considérerons dans ce chapitre que des graphes G = (V,E, d, n, (µe, αe)e∈E,

(πv)v∈V ) à une seule dimension, c’est-à-dire tels que d = 1. Les coefficients des arcs seront
tous égaux à 1 : ∀e ∈ E, µe = 1. De plus pour tout e ∈ E, λ ∈ An nous aurons
αe(

−→
λ ) = f(e) +

n∑
i=1

λiΛi(e). Avec f une fonction à valeurs réelles et Λi une fonction à
valeurs dans {0,−1, 1}. De plus nous ne considérerons que des chemins finis, les priorités
πe ne seront donc pas considérées.
Nous avons représenté un exemple de graphe que nous allons considérer dans ce chapitre
sur la figure 2.1. Nous pouvons constater que dans les différentes fonctions αe les λi ne
sont pas multipliés entre eux. Les paramètres ne sont pas non plus multipliés par d’autres
entiers que 0, 1 et −1. Nous faisons cela sans perte de généralité. En effet un arc qui
ajoute 2λ1 à la valeur de l’énergie peut être représenté par deux arcs ajoutant chacun λ1 à
l’énergie ainsi qu’un sommet intermédiaire n’intervenant dans aucun autre arc du graphe.

Nous obtenons la définition suivante pour les graphes mono-dimensionnels orientés à
énergie paramétrée, que nous appellerons graphes paramétrés par soucis de concision : un
graphe paramétré avec n paramètres sera le 4-uplet G = (V,E, n, (αe)e∈E).

Étant données les simplifications des coefficients et des fonctions d’énergie des arcs
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s

u1

u2

u3

u4

1 − λ1

2 − λ2

3 − λ1 − λ3

21

32 − λ2

3

Figure 2.1 – Un exemple de graphe paramétré mono-dimensionel à trois paramètres.

nous pouvons redéfinir les énergies des arcs et des chemins comme suit :

Définition 2.1 (Énergie d’un arc). Soit G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe paramétré,
l’énergie d’un arc e ∈ E est de la forme :

αe(
−→
λ ) = fe +

n∑
i=1

λiΛi,e.

Avec fe ∈ R la part de l’énergie ne dépendant pas des paramètres et avec Λi,e ∈ {−1, 0, 1}.

Définition 2.2 (Énergie d’un chemin). Soit G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe paramétré,
soit ρ = e1 . . . ek un chemin de G, l’énergie de ρ est :
ϕ(ρ,−→λ ) =

k∑
j=1

αej
(−→λ ) =

k∑
j=1

(
f(ej) +

n∑
i=1

λiΛi(ej)
)

=
k∑
j=1

f(ej) +
n∑
i=1

λi
k∑
j=1

Λi(ej).

Définition 2.3 (Chemin d’énergie minimale). Soit G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe para-
métré. Soient ρ un chemin de G et −→

λ ∈ Rn. Le chemin ρ est un chemin d’énergie minimale
pour −→

λ si et seulement si pour tout chemin ρ′ ayant les mêmes sommets initiaux et finaux
que ρ nous avons : ϕ(ρ,−→λ ) ⩽ ϕ(ρ′,

−→
λ ).

Il ne peut y avoir des chemins d’énergie minimale que s’il n’existe pas de cycle dimi-
nuant strictement l’énergie. Nous définissons les cycles négatifs qui sont les cycles dimi-
nuant strictement l’énergie.

Définition 2.4 (Cycle négatif). Soit G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe paramétré. Soient c
un cycle de G et −→

λ ∈ Rn. Nous appelons énergie de c la valeur dont est modifiée l’énergie
après avoir parcouru c, c’est-à-dire la valeur ϕ(c,−→λ ).
Le cycle c sera dit négatif pour −→

λ si et seulement si son énergie est strictement négative.
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2.2.2 Arbres sur des graphes paramétrés

Par la suite, lorsque nous considérerons un graphe G = (V,E, n, (αe)e∈E), nous nous
intéresserons aux chemins d’énergie minimale d’un sommet s donné vers tous les autres
sommets de V . Nous supposerons que de tels chemins existent dans G.

Définition 2.5 (Arbre). Soient G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe paramétré et un sommet
s ∈ V . Nous définissons un arbre de G enraciné en s (ou de source s) comme le graphe
particulier représenté par le 3-uplet T = (VT , ET , (αe)e∈ET

) tel que :
— VT = V ,
— ET ⊆ E est tel que pour v ∈ V \ {s}, |{(u, v) : (u, v) ∈ ET}| = 1, et pour tout

{(u, s) : (u, s) ∈ ET} = ∅ et il n’y a pas de cycle dans T .

Nous noterons que de tels arbres comportent systématiquement |V | − 1 arcs. De plus,
il y a toujours exactement un chemin depuis s vers chaque sommet.

s

u1

u2

u3

u4

1 − λ1

2 − λ1

3 − λ1

21

32 − λ1

3

(a) - Un graphe G

s

u1

u2

u3

u4

1 − λ1

2 − λ1

2

3

(b) - Un arbre T de G

Figure 2.2 – Un graphe G et un exemple d’un arbre T de G.

Dans la Figure 2.2 (a), nous montrons un exemple G d’un graphe avec un paramètre,
λ1. Nous représentons T dans la Figure 2.2 (b), un exemple d’arbre de G enraciné en s.

Définition 2.6 (Énergie). Soient G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe paramétré et un som-
met s ∈ V . Soit T = (VT , ET , (αe)e∈ET

) un arbre de G enraciné en s. Soit v un sommet
de G, l’énergie d(T, v,−→λ ) est l’énergie de l’unique chemin de s à v dans T .

Définition 2.7 (Énergies partielles). Soient G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe paramé-
tré et un sommet s ∈ V . Soit T = (VT , ET , (αe)e∈ET

) un arbre de G enraciné en s. Soit v
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un sommet de G et soit e1 . . . ek l’unique chemin de s à v dans T . L’energie partielle non
paramétrée entre s et v dans T est :

df (T, v) =
k∑
j=1

f(ej).

Pour tout i ∈ J1, nK, les énergies partielles paramétrées entre s et v sont :

dΛi
(T, v) =

k∑
j=1

Λi(ej).

Nous pouvons remarquer que d(T, v,−→λ ) = df (T, v) +
n∑
i=1

λidΛi
(T, v).

Définition 2.8 (Arbre d’énergies minimales). Soient G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe
paramétré et s ∈ V un sommet.Soit T = (VT , ET , (αe)e∈ET

) un arbre de G enraciné en
s. Nous disons que T est un arbre d’énergies minimales pour −→

λ ∈ Rn si et seulement si
pour tout v ∈ V , l’unique chemin de s à v dans T est un chemin d’énergie minimale pour
−→
λ de s à v dans G.

De plus, soit S ⊆ Rn tel que T est un arbre d’énergies minimales pour tout −→
λ ∈ S,

nous dirons que T est un arbre d’énergies minimales sur S.

Définition 2.9 (Voisins). Soient G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe paramétré et s ∈ V un
sommet. Soit T = (VT , ET , (αe)e∈ET

) un arbre de G enraciné en s. Soit e = (u, v) un arc
de E, le voisin de T généré par e est le n-uplet N(T, e) = (VN , EN , αe)e∈EN

) tel que :
— VN = V ,
— EN = (ET \ {(u′, v) : (u′, v) ∈ ET}) ∪ {e}.

En d’autres termes, N(T, e) est obtenu à partir de T en retirant le seul arc e′ = (u′, v′)
tel que v′ = v et en ajoutant e.

Nous pouvons tout d’abord remarquer que pour tout arc e ∈ ET , N(T, e) = T . De
plus notons que pour un arc e′ = (u, v) qui n’est pas dans un arbre (e′ ∈ E \ ET ), un
arc dirigé vers le sommet v n’existe pas nécessairement dans T . En effet un arc e tel que
e = (u, s) ne sera jamais dans T (T étant un arbre enraciné en s) et peut générer un voisin
de T comme n’importe quel autre arc. En particulier, cela signifie que le voisin d’un arbre
n’est pas nécessairement un arbre.

Nous pouvons par exemple considérer le graphe G de la Figure 2.2 et prendre e =
(s, u3), e1 = (u1, u3) et e2 = (u4, u3). La Figure 2.2 (b) représente un arbre T enraciné en
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s

u1

u2

u3

u4

1 − λ1 3 − λ1

2

3

(a) - Arbre voisin

s

u1

u2

u3

u4

1 − λ1

2

3
3

(b) - Voisin avec un cycle

Figure 2.3 – Deux exemples de voisins de T dans G de la Figure 2.2.

s, la Figure 2.3 (a) représente N(T, e1), qui est également un arbre, et la Figure 2.3 (b)
représente N(T, e2), qui n’est pas un arbre.

Les propositions suivantes précisent les cas dans lesquels un voisin d’un arbre sera
effectivement un arbre.

Proposition 2.1. Soient G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe paramétré et s ∈ V un som-
met. Soient T = (VT , ET , (αe)e∈ET

) un arbre de G enraciné en s et e = (u, v) ∈ E un arc.
N(T, e) est un arbre si et seulement si v n’est pas sur l’unique chemin de s à u dans T .

Démonstration. Soient G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe paramétré et s ∈ V un sommet.
Soient T = (VT , ET , (αe)e∈ET

) un arbre de G enraciné en s et e = (u, v) un arc.
Dans le cas où e = (u, s) la proposition est vraie parce que : (1) s est sur le chemin

de s à n’importe quel sommet ; (2) aucun arc ne sera retiré de T pour construire N(T, e)
puisqu’il n’y aucun sommet v de T tel que (v, s) soit un arc de T , par définition de T ; et
(3) il y a un chemin de s à u dans T par définition, par conséquent ajouter e à T créera
un cycle. Dans le reste de cette preuve nous considérerons que v ̸= s.

Dans le cas où e = (u, u) le lemme est vrai parce que : (1) u est sur le chemin de s à
u, et (2) ajouter e à T créera nécessairement un cycle. Dans le reste de cette preuve nous
considérerons que v ̸= u.

(⇒) Supposons que v est sur le chemin ρ de s à u dans T . Nous avons ρ = e1 . . . ek et
∀i ∈ J1, kK, ei = (vi, vi+1) tel que v1 = s, vk+1 = u, et ∃j ∈ J2, kK tel que vj = v. Sachant
que N(T, e) est obtenu en retirant ej−1 et en ajoutant e à T . Puisque e = (u, v) n’apparait
pas dans T et que vj = v, le chemin ρ′ = eejej+1 . . . ek est un chemin de N(T, e). De plus,
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comme vk+1 = u, le sommet initial et le sommet final de ρ′ sont identiques, et nous avons
donc que ρ′ est un cycle de N(T, e). Par conséquent, si v est sur l’unique chemin de s à
u dans T alors N(T, e) n’est pas un arbre.

(⇐) Supposons que v n’est pas sur le chemin de s à u dans T . Nous avons ρ = e1 . . . ek

et pour tout i ∈ J1, kK, ei = (vi, vi+1) tel que v1 = s, vk+1 = u, et ∀i ∈ J1, k + 1K, vi ̸= v.
Pour tout w ∈ V , soit ρ′ le chemin de s à w dans T . ρ′ = e′

1 . . . e
′
k′ et pour tout i ∈ J1, kK,

e′
i = (v′

i, v
′
i+1) tel que v′

1 = s et v′
k′+1 = w. Pour obtenir N(T, e) nous retirons de T le seul

arc er = (ur, vr) tel que vr = v, un tel arc existe car v ̸= s. Dans le cas où v n’apparait
pas dans ρ′, cela signifie que ∀i ∈ J1, k′ + 1K, v′

i ̸= v, et donc que er n’apparait pas dans
ρ′. Par conséquent ρ′ existe dans N(T, e) : il y a ainsi un chemin de s à w dans N(T, e).
Dans le cas où v apparait dans ρ′, cela signifie que ∃j ∈ J1, k′K tel que v′

j = v. En d’autres
termes, nous avons er = e′

j−1. Par conséquent, le chemin ρw = e1 . . . ekee
′
je

′
j+1 . . . e

′
k′ est

un chemin de N(T, e). De plus v1 = s et v′
k′+1 = w, nous avons donc un chemin de s à w

dans N(T, e).
En conclusion, dans tous les cas nous avons :

— (a) Un chemin de s à w dans N(T, e), pour tout sommet w ∈ V .
— (b) T et N(T, e) ont le même nombre d’arcs. En effet, exactement un arc (er) a

été retiré de T et exactement un arc (e) a été ajouté à T dans le processus de
construction de N(T, e).

En considérant (a) d’une part et (b) d’autre part, nous pouvons conclure que N(T, e) est
un arbre.

Avant de pouvoir donner d’autres propriétés des arbres et de leurs voisins, nous avons
besoin de définir quelques notations. Pour un arc e = (u, v) ∈ E nous noterons :

— ∆f (T, e) = df (T, u) + f(e) − df (T, v),
— ∀i ∈ J1, nK,∆Λi

(T, e) = dΛi
(T, u) + Λi(e) − dΛi

(T, v).
Ces deltas représentent les différences d’énergie de s à v entre T et son voisin généré

par e. ∆f est la différence de la part non paramétrée de l’énergie. Chaque ∆Λi
représente

les différences du nombre d’occurrences du paramètre λi correspondant. Nous pouvons
remarquer que pour tout arc e ∈ ET , nous avons toujours ∆Λi

(T, e) = 0.
Par exemple dans la Figure 2.2, avec les mêmes notations que précédemment nous

avons : ∆f (T, e1) = df (T, u1) + f(e1) − df (T, u3) = 1 + 3 − 2 = 2, et ∆Λ1(T, e1) =
dΛ1(T, u1) + Λ1(e1) − dΛ1(T, u3) = 1 + 1 − 1.

Nous nous intéressons maintenant aux propriétés des voisins d’un arbre et lorsque
nous avons ∆f (T, e) +

n∑
i=1

λi∆Λi
(T, e) = 0. Nous montrons que, quand cela est vérifié, si
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le voisin est un arbre alors les énergies des sommets sont les mêmes dans l’arbre et dans
son voisin, et si le voisin n’est pas un arbre alors il a un cycle d’énergie nulle.

Proposition 2.2. Soient G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe paramétré et s ∈ V un som-
met. Soit T = (VT , ET , (αe)e∈ET

) un arbre de G enraciné en s. Soit e = (u, v) un arc tel
que e /∈ ET . Si N(T, e) est un arbre alors ∀w ∈ V, d(T,w,−→λ ) = d(N(T, e), w,−→λ ) si et
seulement si ∆f (T, e) +

n∑
i=1

λi∆Λi
(T, e) = 0.

Démonstration. Soient G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe paramétré et s ∈ V un sommet.
Soit T = (VT , ET , (αe)e∈ET

) un arbre de G enraciné en s. Soit e = (u, v) ∈ E \ ET un arc
tel que N(T, e) est un arbre.

Pour tous les sommets w tels que v n’est pas sur l’unique chemin de s à w dans T nous
avons ∀

−→
λ ∈ Rn, d(T,w,−→λ ) = d(N(T, e), w,−→λ ). En effet, dans ce cas, l’arc er = (ur, v)

qui est retiré de T afin d’obtenir N(T, e) n’apparait pas dans le chemin de s à w.
Considérons maintenant les sommets w tels que v est sur le chemin de s à w dans T .

Soient ρu le chemin de s à u dans T , ρv le chemin de s à v dans T , et ρw le chemin de
v à w dans T . Le chemin de s à w est ρvρw et le chemin de s à w dans T ′ est ρueρw.
Par conséquent, les valeurs de −→

λ telles que d(T,w,−→λ ) = d(N(T, e), w,−→λ ) sont les mêmes
que les valeurs telles que d(T, v,−→λ ) = d(N(T, e), v,−→λ ). En d’autres termes, ce sont les
valeurs de −→

λ telles que l’énergie de ρv soit la même que l’énergie de ρu plus l’énergie
de e. De plus, pour tout i ∈ J1, nK nous avons dΛi

(N(T, e), v) = dΛi
(T, v) + ∆Λi

(T, e)
et df (N(T, e), v) = df (T, v) + ∆f (T, e). Ainsi, d(N(T, e), v,−→λ ) = df (T, v) + ∆f (T, e) +
n∑
i=1

λi(dΛi
(T, v) + ∆Λi

(T, e)).

Il en découle que d(N(T, e), v,−→λ ) = d(T, v,−→λ ) + ∆f (T, e) +
n∑
i=1

λi∆Λi
(T, e).

Par conséquent, les valeurs de −→
λ telles que d(N(T, e), v,−→λ ) = d(T, v,−→λ ) sont celles

vérifiant ∆f (T, e) +
n∑
i=1

λi∆Λi
(T, e) = 0.

Proposition 2.3. Soient G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe paramétré et s ∈ V un som-
met. Soit T = (VT , ET , (αe)e∈ET

) un arbre de G enraciné en s. Soit e = (u, v) ∈ E un
arc. Si N(T, e) n’est pas un arbre alors N(T, e) a un cycle d’énergie 0 si et seulement si
−→
λ est tel que ∆f (T, e) +

n∑
i=1

λi∆Λi
(T, e) = 0.

Démonstration. Soient G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe paramétré et s ∈ V un sommet.
Soit T = (VT , ET , (αe)e∈ET

) un arbre de G enraciné en s. Soit e = (u, v) un arc tel que
N(T, e) n’est pas un arbre. Cela signifie que v est sur le chemin de s à u dans T par la
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Proposition 2.1, d’où le fait qu’un cycle de G soit formé par le chemin de v à u auquel nous
ajoutons l’arc e. L’énergie de ce cycle est : df (T, u) − df (T, v) + f(e) +

n∑
i=1

λi(dΛi
(T, u) −

dΛi
(T, v) + fΛi

(e)) = ∆f (T, e) +
n∑
i=1

λi∆Λi
(T, e).

Par conséquent les valeurs de −→
λ telles que G a un cycle d’énergie nulle vérifient :

∆f (T, e) +
n∑
i=1

λi∆Λi
(T, e) = 0.

2.2.3 Contraintes et zones associées aux arbres

Pour les définitions suivantes nous considérerons G = (V,E, n, (αe)e∈E) un graphe
paramétré, s ∈ V un sommet et T = (VT , ET , (αe)e∈ET

) un arbre de G enraciné en s.

Définition 2.10 (Contrainte). Soit e ∈ E\ET un arc n’appartenant pas à T , la contrainte
associée à e est :

CT,e : ∆f (T, e) +
n∑
i=1

λi∆Λi
(T, e) ⩾ 0.

Définition 2.11 (Zone). Soit Ec ⊆ E \ ET un ensemble d’arcs tel que ∀ec ∈ Ec,∃i ∈
J1, nK,∆Λi

(T, ec) ̸= 0. La zone définie par les contraintes associées aux arcs de Ec est
l’ensemble S tel que : −→

λ ∈ S si et seulement si ∀ec ∈ Ec,∆f (T, ec) +
n∑
i=1

λi∆Λi
(T, ec) ≥ 0.

Nous pouvons remarquer que les zones sont convexes par construction.

Définition 2.12 (Contrainte active). Soit Ec ⊆ E \ ET un ensemble d’arcs tel que
∀ec ∈ Ec,∃i ∈ J1, nK,∆Λi

(T, ec) ̸= 0. Soit ec ∈ Ec un arc. Soit S la zone définie par
les contraintes associées aux arcs de Ec. Soit S/ec la zone définie par les contraintes asso-
ciées aux arcs de Ec \ {ec}. La contrainte CT,ec est dite active si et seulement si S/ec ̸= S.

2.3 Présentation de notre algorithme de calcul des
énergies minimales

Dans cette section, nous illustrons sur un exemple l’algorithme avant de le présenter
formellement dans la section suivante. Notre algorithme prend en entrée un graphe G et
renvoie une liste d’arbres et une liste de zones disjointes à leur frontière près. Chaque
arbre T est associé à une zone S, telle que T est un arbre d’énergies minimales sur S. De
plus, l’union des zones renvoyées est une zone de Rn pour laquelle il n’existe pas de cycle
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s

u2

u1

e0 : 2 − λ2

e1 : 1 − λ1
e2 : −5 −

λ
1

e5 : 10 − λ1 − λ2

e 3
: −
λ 1

e4 : 1 − λ1

Figure 2.4 – Un graphe Gex.

négatif dans G. Dans cette section, nous montrons comment cet algorithme fonctionne
sur l’exemple Gex, un graphe paramétré avec deux paramètres, présenté en Figure 2.4.

La première étape de l’algorithme consiste à trouver la zone Zcycles⩾0 pour laquelle le
concept d’énergie minimale est pertinent. Il s’agit des valeurs de λ1 and λ2 pour lesquelles
il n’existe pas de cycle négatif. Ici, l’unique cycle est e5e5e5 . . . . Ainsi, le seul cycle négatif
possible intervient quand l’énergie de e5 est négative, donc quand 10 − λ1 − λ2 < 0. Nous
avons donc Zcycles⩾0 = {(λ1, λ2) ∈ R2 : λ1 + λ2 ⩽ 10}.

L’objectif sera de couvrir Zcycles⩾0 avec des zones associées à des arbres d’énergies
minimales. Pour cela l’algorithme énumère des zones, associées avec des arbres, allant
d’une zone à une autre en considérant les arbres voisins des arbres associés. L’algorithme
commence par calculer un premier arbre T0. Cet arbre est un arbre d’énergies minimales
pour une paire (λ1,init, λ2,init) telle qu’il n’existe pas de cycle négatif dans G. Ici nous
prenons (λ1,init, λ2,init) = (−20,−20), en effet cette valeur nous assure qu’aucun arc ne
diminuera strictement l’énergie ce qui garantit qu’il n’y a pas de cycle négatif dans le
graphe pour ces valeurs des paramètres. Ce choix de T0 est représenté en Figure 2.5.

Nous regardons maintenant les contraintes associées avec les voisins de T0 pour carac-
tériser la zone associée S0. Les contraintes actives nous permettront également de savoir
quels arbres seront considérés par la suite. Ici, les arcs qui génèrent les voisins sont e0, e3,
e4 et e5. Ainsi, il faut considérer les contraintes C0, C3, C4 et C5 associées respectivement
à N(T0, e0), N(T0, e3), N(T0, e4) et N(T0, e5).

Nous avons C0 : 1+λ1−λ2 ⩾ 0, C3 : 6−λ1 ⩾ 0, C4 : 7−λ1 ⩾ 0 et C5 : 10−λ1−λ2 ⩾ 0.
Parmi ces contraintes, C0, C3 et C5 sont actives : la zone définie par les contraintes C0,
C3 et C5 est égale à la zone définie par les contraintes C0, C3, C4 et C5. Par conséquent,
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s

u2

u1
e1 : 1 − λ1

e2 : −5 − λ1

Figure 2.5 – T0.

−20 −10 10 20

−20

−10

10

20

(λ1,init, λ2,init)

S0

Zcycle⩽0

λ1

λ2

Figure 2.6 – (λ1,init, λ2,init) et S0.

nous prenons S0 = {(λ1, λ2) ∈ R2 : 1+λ1 −λ2 ⩾ 0, 6−λ1 ⩾ 0, 10−λ1 −λ2 ⩾ 0}, comme
représenté en figure 2.6. Les parties grises correspondent aux zones que nous n’avons pas
encore considérées et les parties blanches sont les zones déjà considérées et sont identifiées
par leur nom. Pour l’instant nous n’avons identifié que S0 donc il n’y a qu’une zone blanche
sur la figure 2.6. Les droites noires représentent les contraintes que nous avons identifiées
comme actives et la zone en rouge correspond aux valeurs de paramètres pour lesquelles
il existe au moins un cycle négatif dans le graphe.

Étant donné que N(T0, e0) et N(T0, e3) sont associés à des contraintes actives et n’ont
pas encore été considérés, ils sont ajoutés dans une liste d’arbres pour être considérés ulté-
rieurement. Cette liste est nommée listeAFaire. N(T0, e5) n’est pas ajouté à listeAFaire
car il ne s’agit pas d’un arbre. La paire (T0, S0) est ajoutée à une liste nommée listeExplo.
Cette liste sera renvoyée par l’algorithme à la fin de ses calculs.

À ce moment nous avons donc :
— listeAFaire = {N(T0, e0), N(T0, e3)},
— listeExplo = {(T0, S0)}.
À partir de cette étape, l’algorithme considère de façon itérative les arbres de la liste

listeAFaire. Considérons, par exemple, que cela débute avec N(T0, e0) = T1, représenté
sur la Figure 2.7. Les arcs qui génèrent des voisins sont e1, e3, e4 et e5. Les contraintes
associées sont C1 : −1−λ1+λ2 ⩾ 0, C3 : 7−λ2 ⩾ 0, C4 : 8−λ2 ⩾ 0 et C5 : 10−λ1−λ2 ⩾ 0.
Parmi ces dernières, C1, C3, et C5 sont actives. À partir de cela il nous est possible de
définir S1, représentée sur la Figure 2.8. Étant donné que N(T1, e1) = T0 a préalablement
été considéré, seul N(T1, e3) est ajouté à listeAFaire (nous rappelons que N(T1, e5) n’est
pas un arbre). (T1, S1) est ajouté à listeExplo.

Nous avons alors :
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— listeAFaire = {N(T0, e3), N(T1, e3)},
— listeExplo = {(T0, S0), (T1, S1)}.

s

u2

u1

e0 : 2 − λ2

e2 : −5 −
λ
1

Figure 2.7 – T1.
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Zcycle⩽0

λ1

λ2

Figure 2.8 – S0 et S1.

Imaginons que l’algorithme considère N(T0, e3) = T2 par la suite. Cet arbre est re-
présenté sur la Figure 2.9. Les contraintes utilisées afin de définir S2 sont celles asso-
ciées à e0, e2 et e5. e4 n’est pas considéré car ∆Λ1T2, e4 = ∆Λ2T2, e4 = 0. Toutes les
contraintes sont actives. La zone S2 est représentée sur la Figure 2.10. Aucun arbre n’est
ajouté à listeAFaire puisque nous avons N(T2, e0) = N(T1, e3), qui est déjà inclus dans
listeAFaire et N(T2, e2) = T0, qui a déjà été considéré. (T2, S2) est ajouté à listeExplo.

Après cette étape nous avons :
— listeAFaire = {N(T1, e3)},
— listeExplo = {(T0, S0), (T1, S1), (T2, S2)}.

s

u2

u1
e1 : 1 − λ1

e 3
: −
λ 1

Figure 2.9 – T2.
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Figure 2.10 – S0, S1 et S2.

Il nous reste ensuite à considérer N(T1, e3) = T3, représenté sur la Figure 2.11.
Trois contraintes sont considérées, elles sont cette fois associées à e1, e2 et e5. Toutes
les contraintes sont actives. La surface S3 ainsi obtenue est représentée sur la Figure 2.12.
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Les voisins de T3 sont N(T3, e1) qui correspond à T2, N(T3, e2) qui correspond à T1 et
N(T3, e5). Aucun arbre n’est ajouté à listeAFaire. En effet les deux premiers voisins, T1

et T2, ont déjà été considérés et N(T3, e5) n’est pas un arbre.
Nous ajoutons ensuite (T3, S3) à listeExplo.

Après cette étape nous avons :

— listeAFaire est vide,
— listeExplo = {(T0, S0), (T1, S1), (T2, S2), (T3, S3)}.

s

u2

u1

e0 : 2 − λ2

e 3
: −
λ 1

Figure 2.11 – T3.
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Figure 2.12 – S0, S1, S2, et S3.

Quand nous arrivons à ce stade, l’algorithme termine car listeAFaire est vide. Il
renvoie listeExplo qui contient les couples (T0, S0), (T1, S1), (T2, S2) et (T3, S3). Nous
pouvons noter que nous avons bien S0 ∪ S1 ∪ S2 ∪ S3 = Zcycles⩽0.

Nous avons bien que les zones S0, S1, S2 et S3 sont disjointes à leur frontière près et
leur union est exactement Zcycles⩾0, ce qui signifie que toute valeur de paramètre est soit
associée à un arbre, soit correspond à un cas où il existe au moins un cycle négatif dans
le graphe. Les arbres sont bien des arbres d’énergies minimales sur les zones auxquelles
ils sont associés. Cela reste vrai dans le cas général car nous construisons les zones avec
les contraintes actives associées aux voisins ce qui nous permet de garantir ces propriétés.

2.4 Présentation formelle de notre algorithme

Dans cette section nous formalisons l’algorithme qui a été présenté dans l’exemple de
la section précédente. Nous nous attachons ensuite à prouver la validité de l’algorithme.
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2.4.1 L’algorithme

L’algorithme 1 est un algorithme qui, étant donné un graphe paramétré G et un
sommet s, renvoie une liste de paires (T, S) telles que chaque T est un arbre d’énergies
minimales sur S et que l’union de toutes les zones S au sein de la liste est égale à la zone
telle qu’il n’existe pas de cycle négatif dans G.

Algorithme 1 Arbres d’énergies minimales de G = (V,E, f, (λi)n1 , (Λi)n1 ).
1: Si il existe une valeur de

−→
λ telle qu’il n’y a pas de cycle négatif dans G Alors

2: Soit −→
λ init un tel

−→
λ

3: Sinon renvoyer ∅
4: Fin Si
5: Soit listeExplo = ∅.
6: Soit T0 un arbre d’énergies minimales pour

−→
λ init

7: Soit listeAFaire = {T0}
8: Tant que listeAFaire ̸= ∅ Faire
9: Choisir un arbre T dans listeAFaire (et le supprimer de listeAFaire)

10: Soit Neighbours l’ensemble de tous les arcs e possibles tels que ∃i ∈ J1, nK, ∆Λi
(T, e) ̸= 0.

11: Soit S la zone définie par les contraintes associées aux arcs de Neighbours
12: Soit Active le sous-ensemble de Neighbours ne contenant que les arcs associés à des

contraintes actives
13: Pour chaque arc e dans Active tel que N(T, e) est un arbre Faire
14: Soit TN = N(T, e)
15: Si TN /∈ listeAFaire et TN /∈ listeExplo Alors
16: Ajouter TN à listeAFaire
17: Fin Si
18: Fin Pour
19: Ajouter (T, S) à listeExplo
20: Fin Tant que
21: Renvoyer listeExplo

Remarquons que le calcul de T0 à la ligne 6 de l’algorithme se fait avec un algorithme
classique de calcul des plus courts chemins.

Pour la suite et tout comme dans l’exemple de la section précédente nous ferons
référence à la zone où il n’y a pas de cycle négatif comme étant Zcycles⩾0. Nous appellerons
Zexplo l’union des zones dans listeExplo.

L’algorithme 1 commence par calculer une valeur des paramètres pour laquelle il
n’existe pas de cycle négatif à la première ligne. S’il n’existe pas de telles valeurs alors
l’algorithme termine et renvoie la liste vide avec l’instruction de la ligne 3, sinon nous
prenons l’une de ces valeurs pour être −→

λ init à la ligne 2. Ensuite T0 est calculé à la ligne 6
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comme un arbre d’énergies minimales pour −→
λ init, cet arbre est l’arbre à partir duquel

l’espace des valeurs des paramètres commencera à être exploré. Nous choisissons ainsi
cet arbre initial afin de nous assurer que l’utilisation du concept d’énergie minimale est
pertinente, c’est-à-dire qu’il n’existe pas de cycle négatif pour la valeur des paramètres
retenue pour calculer T0. Nous ajoutons ensuite T0 à listeAFaire à la ligne 7, cette liste
représente les arbres que l’algorithme doit encore considérer.

Pour chaque arbre T considéré, l’algorithme commence par énumérer tous les arcs e
qui peuvent générer un voisin avec l’instruction de la ligne 10. A partir des contraintes
associées nous caractérisons S à la ligne 11, une zone où T est un arbre d’énergies mini-
males. Ensuite l’algorithme effectue deux actions : (1) à la ligne 16 il ajoute à listeAFaire
tous les arbres voisins associés à des contraintes actives et qui n’ont pas encore été consi-
dérés par l’algorithme (c’est-à-dire ceux qui ne sont pas déjà dans listeAFaire ou dans
listeExplo) et (2) il ajoute les nouveaux résultats dans la liste renvoyée en ajoutant T et
S à listeExplo à la ligne 19. Nous pouvons noter que, par construction, les zones dans
listeExplo sont disjointes à leur éventuelle frontière en commun près.

Quand listeAFaire est vide l’algorithme renvoie listeExplo avec l’instruction de la
ligne 21.

Nous noterons que dans le cas où il n’y aurait qu’un seul paramètre notre algorithme est
équivalent à l’algorithme présenté dans [KO81] puisque les contraintes ont une meilleure
forme, ce qui rend le calcul des contraintes actives équivalent à une recherche de maximum.
Ainsi il est possible d’effectuer une exploration plus efficace en raison de la présence d’une
unique dimension.

2.4.2 Preuve de l’algorithme

Dans cette partie nous allons prouver que notre algorithme termine et qu’il renvoie des
résultats exacts. Pour cela nous commençons par prouver grâce à un invariant de boucle
que les couples (T, S) renvoyés par l’algorithme sont tels que T soit un arbre d’énergies
minimales sur S, que S ne contient aucune valeur de paramètre telle qu’il y ait un cycle
négatif dans le graphe et que les différentes zones renvoyées sont disjointes entre elles à
leur frontière près.

Le premier lemme de cette partie prouve l’invariant de boucle qui sera un outil pour
la démonstration de la validité des résultats de l’algorithme.

Lemme 2.1 (Invariant de boucle). Soit ZnonExplo = Zcycles⩾0 \ Zexplo, à chaque itération
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de la boucle tant que de l’algorithme 1 nous avons :
(1) : Zexplo ∪ ZnonExplo = Zcycles⩾0 (en particulier il n’y a pas de −→

λ ∈ Zexplo tel qu’il y
ait un cycle négatif dans G pour −→

λ ).
(2) : Pour tout (T, S) ∈ listeExplo, T est un arbre d’énergies minimales pour tout

−→
λ ∈ S.

Démonstration. Initialement nous avons Zexplo = ∅ donc ZnonExplo = Zcycles⩾0 et (1) est
vraie. Par ailleurs listeExplo est vide donc (2) est vraie.

Supposons que l’invariant de boucle est vrai pour les k premières itérations :
Nous avons listeExplo = (Ti, Si)k0 et Zexplo =

k⋃
i=0

Si, comme l’invariant de boucle est
vrai pour les k premières itérations nous avons Zexplo ⊆ Zcycles⩾0 et pour tout (T, S) ∈
listeExplo, T est un arbre d’énergies minimales pour tout −→

λ ∈ S.
Si l’algorithme termine avant la (k + 1)-ème itération alors l’invariant de boucle est

vrai, si l’algorithme ne termine pas, à la fin de la (k + 1)-ème itération nous avons un
arbre Tk+1 et sa zone associée Sk+1 ajoutés à listeExplo.

(1) est vraie après la (k + 1)-ème itération si et seulement si Sk+1 ⊆ Zcycles⩾0 (c’est à
dire qu’il n’y a pas −→

λ ∈ Sk+1 tel qu’il existe un cycle négatif dans G pour −→
λ ) et (2) est

vraie si et seulement si Tk+1 est un arbre d’énergies minimales sur Sk+1 car (1) et (2) sont
vraies pour les premières k itérations.

Si (2) est fausse cela signifie qu’il existe −→
λ∗ ∈ Sk+1 tel qu’il y ait un arbre T ′ et un

sommet v′ tel que d(Tk+1, v
′,

−→
λ∗) > d(T ′, v′,

−→
λ∗) et pour tout v ∈ V , d(Tk+1, v,

−→
λ∗) ⩾

d(T ′, v,
−→
λ∗).

Soit v∗ le premier sommet sur le chemin allant de s à v′ dans T ′ tel que d(Tk+1, v
∗,

−→
λ∗) >

d(T ′, v∗,
−→
λ∗). Soient sv1v2 . . . vi0 les sommets du chemin allant de s à v∗ dans T ′ et soit

e = (vi0 , v∗). Nous avons e /∈ Tk+1 car les énergies de s à vi0 sont les mêmes dans T ′ et dans
Tk+1. Étant donné que l’invariant de boucle est vrai pour les k premières itérations il est
également vrai pour toutes les frontières de Sk+1 avec les Si⩽k car par la proposition 2.2 les
énergies sont les mêmes sur les frontières avec les voisins. L’arbre Tk+1 est nécessairement
le voisin d’au moins un Ti⩽k et comme les énergies sont les mêmes sur les frontières, Tk+1

est un arbre d’énergies minimales sur cette frontière, cela signifie que pour tout v ∈ V ,
d(Tk+1, v,

−→
λf ) ⩽ d(T ′, v,

−→
λf ) avec λf les valeurs des paramètres appartenant à la frontière.

Soit T ∗ = N(Tk+1, e), nous remarquerons que T ∗ est toujours strictement meilleur
que Tk+1 car d(Tk+1, v

∗,
−→
λ∗) > d(T ∗, v∗,

−→
λ∗). La contrainte associée à T ∗ est ∆f (Tk+1, e) −

n∑
i=1

λi∆Λi
(Tk+1, e) ⩾ 0 et d’après la proposition 2.2 les énergies sont les mêmes pour −→

λ
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sur la frontière définie par ∆f (Tk+1, e) −
n∑
i=1

λi∆Λi
(Tk+1, e) = 0. Soit cette contrainte est

active et cela signifie que −→
λ∗ /∈ Sk+1, soit cette contrainte n’est pas active, ce qui signifie

qu’il existe une contrainte plus restrictive et nous avons également −→
λ∗ /∈ Sk+1. Comme (2)

est vraie dans tous les cas nous avons donc que (2) est vraie après la (k+1)-ème itération.
Si (1) est fausse cela signifie qu’il existe une valeur −→

λ∗ ∈ Sk+1 telle qu’il y ait un cycle
négatif dans G. Comme l’invariant de boucle est vrai avant la dernière itération, l’énergie
de ce cycle sur la frontière de Sk+1 avec les Si⩽k est positive comme illustré dans un cas
avec deux paramètres sur la figure 2.13.

Si⩽k

Sk+1
(λ∗

1, λ
∗
2)

λ1

λ2

Figure 2.13 – L’invariant de boucle est vrai
sur la frontière.

Si⩽k

Sk+1
(λ∗

1, λ
∗
2)

(λ′
1, λ

′
2)

λ1

λ2

Figure 2.14 – (λ′
1, λ

′
2) tel que le cycle soit

d’énergie nulle.

Puisque Sk+1 est convexe, cela signifie qu’il existe
−→
λ′ ∈ Sk+1 tel qu’il n’y ait pas de

cycle négatif et un cycle d’énergie nulle comprenant au moins un paramètre dans l’énergie
d’un de ses arcs comme illustré dans un cas avec deux paramètres sur la figure 2.14.

Soit C ′ = e1e2 . . . ej l’un de ces cycles et soit j′ tel que ej′ /∈ Tk+1. Soit ej′ =
(vj′−1, vj′). Comme nous avons que Tk+1 est un arbre d’énergies minimales, nous avons
que df (Tk+1, vj′) +

n∑
i=1

λ′
idΛi

(Tk+1, vj′) = df (Tk+1, vj′−1) + f(ej′) +
n∑
i=1

λ′
i(dΛi

(Tk+1, vj′−1) +

fΛi
(ej′)). Par conséquent ∆f (Tk+1, ej′) +

n∑
i=1

λ′
i∆Λi

(Tk+1, ej′) = 0, ce qui signifie que
−→
λ′ est

sur la contrainte associée à ej′ . Dans le cas où cette contrainte est active alors nous avons
−→
λ′ qui est sur la frontière de Sk+1, ce qui contredit que −→

λ∗ ∈ Sk+1 comme illustré dans
un cas avec deux paramètres sur la figure 2.15. Dans le cas où cette contrainte n’est pas
active, cela signifie qu’il existe des contraintes plus restrictives et donc

−→
λ′ /∈ Sk+1 ce qui

contredit également que −→
λ∗ ∈ Sk+1. Par conséquent (1) est vraie dans tous les cas et nous

avons donc que (1) est vraie après la (k + 1)-ème itération.
Puisque (1) et (2) sont vraies après la (k+ 1)-ème itération nous avons que l’invariant

est vrai après la (k+ 1)-ème itération. Par conséquent nous avons démontré l’invariant de
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Si⩽k

Sk+1
(λ∗

1, λ
∗
2)

(λ′
1, λ

′
2)

λ1

λ2

Figure 2.15 – (λ∗
1, λ

∗
2) n’est pas dans Sk+1.

boucle.

En nous appuyant sur les lemmes précédents, nous prouvons le théorème principal
de ce chapitre, qui dit que l’algorithme que nous avons présenté termine et renvoie des
résultats exacts.

Théorème 2.1. L’algorithme termine et renvoie listeExplo telle que pour tout (T, S) ∈
listeExplo, T soit un arbre d’énergies minimales pour tout −→

λ ∈ S, et ⋃
(T,S)∈listeExplo

S =

Zcycles⩾0 et pour tout (T, S) dans listeExplo et −→
λ ∈ S nous avons qu’il existe (T ′, S ′)

avec S ̸= S ′ tel que −→
λ ∈ S ′ si et seulement si il existe C : ∆f (T, ec) +

n∑
i=1

λi∆Λi
(T, ec) ≥ 0

une contrainte active définissant S avec N(T, ec) = T ′, telle que −→
λ vérifie ∆f (T, ec) +

n∑
i=1

λi∆Λi
(T, ec) = 0.

Le dernière condition du théorème signifie que si λ appartient à deux zones différentes
de listeExplo alors λ appartient à la frontière de ces zones, c’est-à-dire que les zones de
listeExplo sont disjointes entre elles à l’exception de leur éventuelle frontière commune.

Démonstration. Si l’algorithme termine et renvoie ∅ via la ligne 3 alors le théorème est
vrai.

Dans le cas où l’algorithme ne termine pas cela signifie qu’il y a une boucle infinie.
Puisque nous considérons un nouvel arbre à chaque tour de boucle et qu’il y a un

nombre fini d’arbres (possibles), il est impossible d’avoir une boucle infinie et donc l’algo-
rithme termine bien. Nous avons également besoin que Zexplo = Zcycles⩾0 soit vrai à la fin
de l’algorithme, c’est-à-dire lorsque listeAFaire est vide. Dans les cas où Zexplo = Zcycles⩾0

serait faux cela signifie que l’algorithme a manqué une ou plusieurs zones et cela n’est pos-
sible uniquement s’il existe au moins une zone Sp telle que pour tout (T, S) ∈ ListeExplo,

52



2.4. Présentation formelle de notre algorithme

Sp n’ait pas de frontière commune avec S. Ce qui est impossible car Zcycles⩾0 est convexe
par définition. En effet en prenant Cy l’ensemble des cycles simples de G nous pouvons
définir Zcycles⩾0 comme suit : Zcycles⩾0 = {

−→
λ tel que pour tout c ∈ Cy, ϕ(ρ,−→λ ) ⩾ 0}.

Par conséquent l’algorithme termine et nous avons ⋃
(T,S)∈ListeExplo

S = Zcycles⩾0.

Pour tout (T, S) ∈ listeExplo nous avons également que T est arbre d’énergies mini-
males pour tout −→

λ ∈ S et ⋃
(T,S)∈ListeExplo

S = Zcycles⩾0 d’après l’invariant de boucle.

Enfin, considérons (T, S) et (T ′, S ′) appartenant listeExplo tels que S ̸= S ′ et −→
λ tel

que −→
λ ∈ S et −→

λ ∈ S ′. Nous avons donc que les zones S et S ′ sont voisines, soient e et
e′ les arcs tels que T ′ = N(T, e) et que T = N(T ′, e′). Nous pouvons noter que les arcs e
et e′ ont par définition le même sommet d’arrivée, soient les sommets u, u′ et v tels que
e = (u, v) et e′ = (u′, v).

Soient C la contrainte associée à e et C ′ celle associée à e′. Nous avons alors C(−→λ ) =
∆f (T, e) +

n∑
i=1

λi∆Λi
(T, e) et C ′(−→λ ) = ∆f (T ′, e′) +

n∑
i=1

λi∆Λi
(T ′, e′). Avec :

— ∆f (T, e) = df (T, u) + f(e) − df (T, v),
— pour tout i ∈ J1, nK, ∆Λi

(T, e) = dΛi
(T, u) + Λi(e) − dΛi

(T, v),
— ∆f (T ′, e′) = df (T ′, u′) + f(e′) − df (T ′, v),
— pour tout i ∈ J1, nK, ∆Λi

(T ′, e′) = dΛi
(T ′, u′) + Λi(e′) − dΛi

(T ′, v).
Comme T = N(T ′, e′) alors nous avons que df (T ′, u′) + f(e′) = df (T, v) et pour tout

i ∈ J1, nK, nous avons que dΛi
(T ′, u′) + Λi(e′) = dΛi

(T, v).
De manière symétrique, comme T ′ = N(T, e) alors nous avons que df (T, u) + f(e) =
df (T ′, v) et pour tout i ∈ J1, nK, nous avons que dΛi

(T, u) + Λi(e) = dΛi
(T ′, v).

Par conséquent nous avons que C(−→λ ) = −C ′(−→λ ).
Par ailleurs puisque nous avons −→

λ ∈ S, nous avons également C(−→λ ) ⩾ 0 et comme
nous avons −→

λ ∈ S ′ nous avons aussi C ′(−→λ ) ⩾ 0. Or comme C(−→λ ) = −C ′(−→λ ) nous avons
que C(−→λ ) = 0, c’est-à-dire que −→

λ vérifie bien ∆f (T, ec) +
n∑
i=1

λi∆Λi
(T, ec) = 0.

Nous avons donc bien que si −→
λ appartient à deux zones différentes de listeExplo alors

nous avons une contrainte active C telle que C(−→λ ) = 0.

2.4.3 Complexité

Nous concluons la présentation de l’algorithme 1 en développant sa complexité tem-
porelle dans le pire des cas. Nous prouvons qu’elle est exponentielle dans le nombre de
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sommets et polynomiale dans le nombre d’arcs ainsi que dans le nombre de paramètres
du graphe donné en entrée de l’algorithme. Cette complexité est due à l’opération de
calcul des contraintes actives effectuée à chaque itération, en effet pour savoir si une
contrainte est active nous avons besoin de tester l’égalité entre la zone définie par toutes
les contraintes et celle définie par toutes les contraintes sauf celle considérée. Si les zones
sont égales alors la contrainte n’est pas active si non elle l’est, ce test d’égalité doit être
effectué pour chaque contrainte générée c’est-à-dire pour chaque voisin possible de l’arbre
considéré par l’algorithme. De plus nous devons répéter cela à chaque itération ce qui
explique la complexité.

Théorème 2.2. La complexité en pire cas de l’algorithme 1 est bornée par O(|V ||V |−1(|E|−
|V |)3n3 log(M)).

Démonstration. La complexité Cp de l’Algorithme 1 peut être notée : Cp = λ0 + Tinit +
Ajout(0)+

nit−1∑
i=0

(Ci+Si+
∑
e∈Ei

Cti(e)+Ai+kiTest +Arbrei(Rechi(Ltodoi)+Rechi(Lexpi))+

|ArbreAF i|Ajout(Ltodoi) + |ArbreExpi|Ajout(Lexpi)), où :
— λ0 est le nombre d’opérations nécessaires au calcul de λinit,
— Tinit est le nombre d’opérations nécessaires pour calculer T0,
— Ajout(l) est le nombre d’opérations nécessaires pour ajouter un élément dans une

liste de longueur l,
— nit est le nombre d’itérations de la boucle tant que dans l’algorithme 1,
— Ci est le nombre d’opérations nécessaires pour choisir un arbre dans listeAFaire

et le supprimer après cela dans la i-ème itération,
— Si est le nombre d’opérations nécessaires pour chercher tous les arcs e qui génèrent

des voisins qui ont au moins un l tel que ∆Λl
(Ti, e) > 0 dans la i-ème itération de

boucle,
— Ei est l’ensemble de tels arcs,
— Cti(e) est le nombre d’opérations nécessaires pour calculer les contraintes associées

à e dans la i-ème itération,
— Ai est le nombre d’opérations nécessaires pour déterminer les contraintes actives

dans la i-ème itération,
— ki est le nombre de contraintes actives qui définissent la zone associée à Ti,
— Test est le nombre d’opérations nécessaires pour tester si un voisin est un arbre,
— Arbrei est le nombre de contraintes actives associées à des arbres, considérées dans

la i-ème itération,
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— Rech(l) est le nombre d’opérations nécessaires pour chercher si un arbre apparaît
dans une liste de longueur l,

— Ltodoi est la longueur de listeAFaire dans la i-ème itération, avant d’y ajouter un
arbre et après avoir supprimé Ti de celle-ci,

— Lexpi est la longueur de listeExplo dans la i-ème itération, avant d’y ajouter un
arbre,

— ArbreAF i est l’ensemble d’arbres associés à des contraintes actives qui ne sont pas
dans listeAFaire dans la i-ème itération,

— ArbreExpi est l’ensemble d’arbres associés à des contraintes actives qui ne sont pas
dans listeExplo dans la i-ème itération.

Dans la perspective où nous nous intéressons à la complexité dans le pire des cas
nous pouvons donner une borne supérieure pour beaucoup des opérations développées
auparavant, concernant le nombre de sommets |V | dans G, le nombre d’arcs |E| dans G,
et le nombre de paramètres n.

Tout d’abord nous rassemblons les différentes opérations intervenant dans la com-
plexité en sept termes qui sont :

— Init = λ0 + Tinit + Ajout(0) les opérations effectuées avant l’entrée dans la boucle
"tant que".

— Voisins =
nit−1∑
i=0

(Ci+Si) toutes les opérations de sélection d’un arbre et de recherche
de tous ses voisins effectuées dans la boucle "tant que".

— Ct =
nit−1∑
i=0

∑
e∈Ei

Cti(e) toutes les opérations de calcul des contraintes associées aux
voisins effectuées dans la boucle "tant que".

— Ctact =
nit−1∑
i=0

Ai toutes les opérations de calcul des contraintes actives effectuées
dans la boucle "tant que".

— TestArbre =
nit−1∑
i=0

kiTest toutes les opérations pour tester si un voisin associé à une
contrainte active est un arbre ou non effectuées dans la boucle "tant que".

— Recherche =
nit−1∑
i=0

Arbrei(Rechi(Ltodoi) + Rechi(Lexpi)) toutes les opérations de re-
cherche d’arbres dans les listes listeAFaire et listeExplo effectuées dans la boucle
"tant que".

— AjoutListe =
nit−1∑
i=0

(|ArbreAF i|Ajout(Ltodoi) + |ArbreExpi|Ajout(Lexpi)) toutes les
opérations d’ajout d’arbres dans les listes listeAFaire et listeExplo effectuées dans
la boucle "tant que".

Ce qui aboutit à l’expression de la complexité suivante : Cp = Init + Voisins + Ct +

55



Partie , Chapitre 2 – Arbres des plus courts chemins

Ctact + TestArbre + Recherche + AjoutListe.
Commençons par remarquer la somme

nit−1∑
i=0

qui intervient dans tous les termes à
l’exception de Init et qui correspond au nombre d’itérations de la boucle "tant que" de
l’algorithme. Dans le pire des cas notre algorithme doit considérer chaque arbre enraciné
en s possible et donc nit = O(|V ||V |−1) d’après la formule de Cayley [Cay89].

Terme principal : Ctact. Considérons à présent Ctact =
nit−1∑
i=0

Ai, le terme responsable
de la complexité de l’algorithme.
Soit Z1 une zone définie par k1 contraintes et Z2 une zone définie par k2 contraintes. Nous
prenons la contrainte complémentaire de l’une des contraintes de Z2 et nous testons si
la zone définie par les k1 contraintes de Z1 et cette contrainte complémentaire est vide
en utilisant la méthode de l’ellipsoïde [GL81]. Dans le cas où pour chaque contrainte de
Z2, la zone définie par sa contrainte complémentaire et les k1 contraintes de Z1 est vide
alors Z1 ⊆ Z2. Nous procédons de manière analogue pour tester si Z2 ⊆ Z1. Comme la
méthode de l’ellipsoïde termine en moins de 6n2L opérations, avec L la taille de l’espace
utilisé pour définir le problème, nous avons Eq(k1, k2) ⩽ (k1 + k2)6n2L, avec Eq(k1, k2)
le nombre d’opérations nécessaires pour déterminer si une zone définie par k1 contraintes
est égale à une zone définie par k2 contraintes.
Comme nous avons nbct = max(k1, k2)+1 contraintes pour les zones manipulées par notre
algorithme nous avons L ⩽ (nbctn + n) log(M) avec M la plus grande constante appa-
raissant dans les contraintes. Puisque les constantes des contraintes sont les deltas, nous
avons : M = max((∑

e∈E Λi(e))i=1..n,
∑
e∈E |f(e)|). Donc pour toutes les zones considérées

par l’algorithme nous avons : Eq(k1, k2) ⩽ 6(|E| − (|V | − 1))n3(|E| − (|V | − 1) + 2)log(M)
et Eq(k1, k2) = O((|E| − |V |)2n3 log(M)).
Comme nous devons tester chaque contrainte pour savoir si elle est active ou non, nous
devons faire |Ei| tests d’égalité. Dans le pire des cas toutes les contraintes sont actives. En
effet si une contrainte n’est pas active nous pouvons la supprimer et ne plus la considérer
dans les prochains tests d’égalité. Pour tout i, nous avons Ai ⩽ |Ei| Eq(|Ei| + 1, |Ei|)
et donc nous avons Ai ⩽ 6(|E| − (|V | − 1))2n3(|E| − (|V | − 1) + 2) log(M) et Ai =
O((|E| − |V |)3n3 log(M)).
Par conséquent nous avons Ctact = O(|V ||V |−1(|E| − |V |)3n3 log(M)).

Init. Intéressons nous maintenant au terme Init représentant les opérations effectuées
avant d’entrer dans la boucle "tant que".
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Il y a au plus 2|V | cycles simples dans G qui génèrent le même nombre de contraintes
sur λ. Nous pouvons savoir si une zone définie par 2|V | contraintes est vide en utilisant
la méthode de l’ellipsoïde [GL81]. Nous n’avons à considérer que les cycles simples car si
un cycle négatif c est une combinaison de deux ou plus cycles simples, alors la contrainte
générée par c sera une combinaison des contraintes générées par les cycles simples qui
composent c, par exemple si un cycle C est la cominaison de deux cycles simples C1 et C2,
la contrainte CC ⩾ 0 associée à C sera la somme des contraintes CC1 ⩾ 0 associée à C1

et CC2 ⩾ 0 associée à C2, c’est à dire CC = CC1 +CC2 . Comme la méthode de l’ellipsoïde
termine en moins de 6n2Lc opérations, avec Lc la taille de l’espace utilisé pour définir le
problème (voir le point suivant). Nous avons donc λ0 = 6n2Lc.
Comme dans le pire des cas nous avons 2|V | contraintes pour définir la zone, nous avons
Lc ⩽ (2|V |n+n) log(Mc) avecMc la plus grande constante apparaissant dans les contraintes.
Puisque les contraintes sont les énergies totales des cycles, nous avons :

Mc = max((
∑
e∈E

Λi(e))i=1..n,
∑
e∈E

|f(e)|).

Par conséquent nous avons λ0 = O(6n2(2|V |n+ n) log(Mc)).
En calculant T0 avec l’algorithme de Bellman-Ford nous avons Tinit = O(|V ||E|) [For56].
Enfin Ajout(0) consiste à ajouter un élément à une liste donc nous avons Ajout(0) = 0(1).
Nous avons donc Init = O(6n2(2|V |n+ n) log(Mc)) +O(|V ||E|) +O(1) c’est-à-dire Init =
O(6n2(2|V |n+ n) log(Mc)) et nous avons bien Init << Ctact .

Voisins. Examinons maintenant le terme Voisins correspondant aux opérations de sé-
lection d’un arbre et de recherche de tous ses voisins dans la boucle "tant que".
Comme nous pouvons toujours prendre le premier élément de listeAFaire nous pouvons
considérer que pour tout i, Ci = 1.
Considérons un arbre T , chaque arc qui n’est pas dans T peut générer un voisin et nous
avons donc Si = |E| − (|V | − 1) puisque T a |V | − 1 arcs soit Si = O(|E| − |V |).
Nous avons Voisins = O(|V ||V |−1(|E| − |V |)) et par conséquent Voisins << Ctact .

Ct. Nous considérons à présent le terme Ct représentant les calculs des contraintes as-
sociées aux voisins dans la boucle "tant que".
Comme chaque arbre n’appartenant pas à un arbre peut générer un voisin nous avons
Ei = |E| − (|V | − 1) dans le pire des cas tout comme Si = |E| − (|V | − 1) dans le pire des
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cas.
Soit T un arbre et e = (u, v) un arc qui n’est pas dans T . Pour calculer la contrainte
associée à N(T, e) nous avons besoin de calculer le chemin de s à u ainsi que le chemin
de s à v dans T . Comme chaque arbre a |V | − 1 arcs, quel que soit i, quel que soit e qui
n’est pas dans Ti nous avons Cti(e) ⩽ 2(|V | − 1) et donc nous avons Cti = O(|V |).
Par conséquent nous avons Ct = O(|V ||V |−1(|E| − |V |)|V |, nous avons donc bien Ct <<
Ctact .

TestArbre. Nous nous intéressons à présent au terme TestArbre correspondant aux tests
pour savoir si les voisins associés à une contrainte active sont ou non des arbres.
Dans le pire des cas, durant la i-ème itération tous les arcs e qui ne sont pas dans Ti sont
associés à des contraintes actives et nous avons ki ⩽ |E| − (|V | − 1). Ce qui revient à
ki = O(|E| − |V |).
Soit T un arbre et e un arc qui n’est pas dans T , nous avons seulement besoin de vérifier
si v est sur le chemin de s à u dans T pour savoir si nous sommes dans le cas où N(T, e)
est un arbre ou non. Nous avons donc Test ⩽ |V | − 1 et Test = O(|V |).
Par conséquent TestArbre = O(|V ||V |−1(|E| − |V |)|V |, et nous avons bien TestArbre <<
Ctact .

Recherche. Considérons maintenant le terme Recherche des opérations de recherche
d’arbres dans les listes listeAFaire et listeExplo.
Dans le pire des cas, durant la i-ème itération tous les voisins qui sont associés à des
contraintes actives sont des arbres et nous avons Arbrei ⩽ ki soit Arbrei ⩽ |E|− (|V |−1).
Ce qui revient à Arbrei = O(|E| − |V |).
Puisque nous vérifions si un arbre n’est pas déjà dans une liste avant de l’ajouter à
cette liste, dans le pire des cas tous les arbres possibles sont dans cette liste et pour
tout i nous avons Ltodoi ⩽ |V |2 et Lexpi ⩽ |V |2 donc nous avons Ltodoi = O(|V |2) et
Lexpi = O(|V |2).
Si nous représentons les arbres manipulés par l’algorithme par des tableaux de taille
|V | − 1, avec une case pour chaque sommet v de V \ {s}, donnant le prédécesseur de v,
et si listeAFaire et listeExplo sont des arbres binaires de recherche auto-équilibrés nous
avons Rech(l) = O(log((|V | − 1)|l|)).
Par conséquent Recherche = O(|V ||V |−1(|E| − |V |)|V |3 log((|V | − 1), et nous avons bien
Recherche << Ctact .
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AjoutListe. Pour finir examinons le terme AjoutListe des opérations d’ajout d’arbres
dans les listes listeAFaire et listeExplo.
En utilisant le même raisonnement que pour Arbrei nous obtenons que |ArbreAF i| ⩽

|E| − (|V | − 1) et |ArbreExpi| ⩽ |E| − (|V | − 1). C’est-à-dire |ArbreAF i| = O(|E| − |V |)
et |ArbreExpi| = O(|E| − |V |).
Pour des raisons identiques au calcul de Rech(l) nous avons Ajout(l) = O(log((|V |−1)|l|)).
Par conséquent AjoutListe = O(|V ||V |−1(|E| − |V |)|V |3 log((|V | − 1), et nous avons bien
AjoutListe << Ctact .

Tous les termes de l’expression de la complexité de l’algorithme sont négligeables
devant Ctact , par conséquent nous avons bien Cp = O(|V ||V |−1(|E| − |V |)3n3 log(M)) ce
qui conclut cette preuve.

2.5 Cas avec des paramètres à valeurs entières

Nous pouvons nous demander s’il serait possible d’adapter les preuves de l’algorithme
présentées ici au cas où les paramètres peuvent uniquement prendre des valeurs dans Z
afin de ne pas avoir à considérer des valeurs réelles de paramètres pour ensuite restreindre
les résultats renvoyés par notre algorithme. En effet l’algorithme ne peut pas simplement
être appliqué à des graphes paramétrés dont les paramètres prennent uniquement des
valeurs entières comme nous le montrons dans l’exemple présenté sur la figure 2.16.

s u1 u2 u3 u3 u3 u3 u3
λ1

2

λ1 λ1 λ1

3

λ1 λ1 λ1

Figure 2.16 – Un graphe G avec un paramètre.

Ce graphe n’a qu’un seul paramètre et quatre sous graphes qui sont des arbres, nous
les avons représentés dans la Figure 2.17.

Notons que T1 est un arbre d’énergies minimales pour tout λ ⩽ 0, que T2 est un arbre
d’énergies minimales pour tout λ ⩾ 1 et que pour tout λ ∈ Z, T3 et T4 ne sont pas des
arbres d’énergies minimales. Comme T1 et T2 ne sont pas voisins notre algorithme n’est
plus applicable quand les paramètres prennent des valeurs de nombres entiers.
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s u1 u2 u3 u3 u3 u3 u3

(a) - T1

λ1 λ1 λ1 λ1 λ1 λ1 λ1

s u1 u2 u3 u3 u3 u3 u3

(B) - T2

λ1

2

λ1 λ1

3

λ1 λ1

s u1 u2 u3 u3 u3 u3 u3

(c) - T3

λ1

2

λ1 λ1 λ1 λ1 λ1

s u1 u2 u3 u3 u3 u3 u3

(d) - T4

λ1 λ1 λ1 λ1

3

λ1 λ1

Figure 2.17 – Les quatre arbres sous graphes du graphe G.

2.6 Conclusion

Nous avons proposé un algorithme visant à trouver les chemins optimaux pour aller
d’une unique source à tous les autres sommets dans un graphe paramétré dans lequel
les énergies des arcs font appel à un nombre arbitraire de paramètres à valeurs réelles.
Puisque ces chemins optimaux changent avec les valeurs des paramètres, le résultat de
notre algorithme est un ensemble fini d’arbres, chacun de ces arbres étant associé par
l’algorithme à une zone de l’espace des paramètres sur laquelle il est optimal. Ces zones
couvrent l’espace des paramètres pour lequel il n’y a pas de cycle d’énergie négative au
sein du graphe. Cet algorithme permet de généraliser des travaux préalablement réalisés
par Karp et Orlin dans lesquels seul un unique paramètre était considéré [KO81].

De futurs travaux visant à prolonger le travail sur les plus courts chemins d’une source
à tous les autres sommets d’un graphe paramétré pourraient consister en une implémen-
tation de l’algorithme ainsi qu’une évaluation de son efficacité sur des études de cas réels.
Il serait également possible de s’intéresser au cas où les paramètres prennent des valeurs
entières. En effet dans ce cas la notion d’arbres voisins ne permettrait plus d’énumérer les
arbres de manière exhaustive car certains arbres voisins qui sont optimaux pour certaines
valeurs rationnelles ne sont optimaux pour aucune valeur entière ce qui implique des mo-
difications importantes de l’algorithme si nous voulons qu’il puisse prendre en compte ce
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cas. Nous pourrions également essayer de généraliser la notion d’arbres voisins aux cas où
l’énergie a plusieurs dimensions afin de chercher à étendre notre algorithme aux graphes
multi-dimensionnels dans lesquels la définition d’énergie minimale ne s’applique plus.
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Chapitre 3

ETUDE DE LA DÉCIDABILITÉ DE DEUX

PROBLÈMES LU TOTAUX EN FONCTION

DES VALEURS PRISES PAR LES

PARAMÈTRES

3.1 Introduction

Nous avons étudié dans le chapitre précédent le sujet des chemins avec une énergie la
plus faible possible qui consiste à imposer une contrainte sur l’énergie relative aux énergies
des autres chemins. Cependant ce genre de problématique est incapable de répondre à
des questions concernant des contraintes plus absolues sur l’énergie. La notion d’énergie
minimale disparait également lorsque l’énergie est à plusieurs dimensions. En effet à moins
d’imposer arbitrairement une convention, un chemin ayant une énergie de (1, 2) et un
autre ayant une énergie de (2, 1) ne sont pas comparables au sens des chemins à énergie
minimale.
Nous allons à présent nous intéresser à un type de contraintes plus absolu à imposer à
l’énergie des chemins. Un tel modèle pourrait servir à représenter par exemple un moteur
hybride. En effet, la présence de deux sources d’énergie différentes pour faire fonctionner
un moteur thermique et un moteur électrique implique des contraintes différentes sur
la gestion des deux sources d’énergie. Nous allons donc chercher à savoir s’il existe un
chemin allant d’un sommet donné à un autre tel que son énergie reste comprise entre des
bornes. De plus nous allons considérer une énergie multi-dimensionnelle, chaque dimension
pouvant avoir ses propres bornes, et nous nous intéresserons à la décidabilité de différents
problèmes où nous imposons à l’énergie d’être bornée.

Dans ce chapitre nous nous intéresserons à plusieurs variations du problème
EnTotLU(G, (Li, Ui)d1,A, v, w). Les différents problèmes sont obtenus en faisant varier dif-
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férents aspects. Nous allons en effet nous intéresser à la décidabilité du problème LU total
en faisant varier d le nombre de dimension de l’énergie mais également en modifiant l’en-
semble des valeurs possibles des paramètres, c’est-à-dire en faisant varier A. Les problèmes
LU totaux étant des problèmes d’accessibilité nous ne nous préoccuperons pas des parités
des arcs dans ce chapitre.

Nous proposons dans ce chapitre des preuves de décidabilité sur deux variations du
problème LU total. Nous prouvons tout d’abord la décidabilité du problème LU total
lorsque les paramètres sont à valeurs dans Z. Nous prouvons que ce résultat reste valide
et que le problème est PSPACE-complet quels que soient la dimension de l’énergie et
le nombre de paramètres. Nous nous intéressons ensuite au problème LU total lorsque
les paramètres peuvent prendre des valeurs rationnelles et nous prouvons que dès que la
dimension du graphe est d’au moins 2 (d ⩾ 2), alors le problème LU total est indécidable
dès qu’il y a au moins un paramètre qui intervient dans les énergies des arcs (n ⩾ 1).

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : dans la Section 3.2 nous prouvons que
la version du problème LU total est décidable et PSPACE-complet indépendamment de la
dimension de l’énergie lorsque les paramètres sont à valeurs entières ; dans la Section 3.3,
nous prouvons que le problème LU total est indécidable dans sa version où les paramètres
peuvent prendre des valeurs rationnelles et que l’énergie est de dimension au moins deux ;
enfin dans la Section 3.4 nous concluons.

3.2 Problème LU total avec paramètres à valeurs en-
tières

Soit G = (V,E, d, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un graphe multi-dimensionel orienté à éner-
gie paramétrée. Soient L ∈ Zd et U ∈ Zd. Nous considérons dans cette section le problème
EnTotLU(G, (Li, Ui)d1,Z, v, w) où les paramètres prennent des valeurs entières. Nous prou-
vons que ce problème est décidable et PSPACE-complet quelle que soit la dimension d de
G.

Pour cela nous commençons par identifier les arcs du graphe dont l’énergie est influen-
cée par les paramètres.
Nous cherchons ensuite les valeurs de paramètres telles qu’au moins un arc soit emprun-
table parmi ceux dont l’énergie est influencée par les paramètres.
Enfin nous montrons que de telles valeurs de paramètres sont en nombre fini et nous
pouvons donc les énumérer afin de résoudre EnTotLU(G,L, U,Z, v, w).
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Théorème 3.1. Soient G = (V,E, d, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un graphe multi-dimensionel
orienté à énergie paramétrée, m ∈ N, L ∈ Zd et U ∈ Zd. Le problème EnTotLU(G, (Li, Ui)d1,
Z, v, w) est décidable et est PSPACE-complet.

Démonstration. Soient G = (V,E, d, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un graphe multi-dimensionel
orienté à énergie paramétrée, d ∈ N, L ∈ Zd et U ∈ Zd. Pour tout i ∈ J1, dK nous
définissons Eλ,i l’ensemble des arcs e ∈ E tels que ∃y ∈ Z, ∃λ ∈ Zn et ∃λ′ ∈ Zn tels
que λ ̸= λ′ et ϕλe (y)i ̸= ϕλ

′
e (y)i. Intuitivement Eλ,i est l’ensemble des arcs dont la i-ème

dimension de l’énergie est influencée par la valeur des paramètres.
Soit Si l’ensemble des λ ∈ Zn valeurs des paramètres pour lesquelles il existe un

e ∈ Eλ,i et y ∈ [Li, Ui] tels que ϕλe (y)i ∈ [Li, Ui]. Intuitivement Si est l’ensemble des
valeurs de paramètres telles qu’au moins un arc de Eλ,i puisse être emprunté dans G en
respectant la contrainte sur la i-ème dimension de l’énergie.

Pour tout i ∈ J1, dK et e ∈ Eλi
soit Sei l’ensemble des λ ∈ Zn valeurs des paramètres

pour lesquelles il existe y ∈ [Li, Ui] tel que ϕλe (y)i ∈ [Li, Ui]. C’est-à-dire que Sei est
l’ensemble des valeurs des paramètres telles qu’il soit possible d’emprunter l’arc e sans
enfreindre les contraintes sur la i-ème dimension de l’énergie. Notons que pour tout i ∈
J1, dK nous avons Si = ⋃

e∈Eλ
Sei .

Pour tout i ∈ J1, dK, pour tout e ∈ Eλ,i, nous avons αe une fonction affine de coefficient
directeur non nul et donc il n’existe qu’un nombre fini de valeurs possibles λ telles que
pour tout y ∈ [Li, Ui] nous ayons ϕλe (y)i ∈ [Li, Ui], puisque ϕλe (y)i = y + αe(λ). Par
conséquent Sei est un ensemble fini, quels que soient i ∈ J1, dK et e ∈ Eλ,i. Comme E est
fini, Eλ ⊂ E est également fini et pour tout i, Si = ⋃

e∈Eλ
Sei est un ensemble fini.

Nous définissons S = ⋂
i∈J1,dK S

e
i , l’ensemble des valeurs de paramètres telles qu’il y ait

au moins un arc e ∈ Eλ,i qui puisse être emprunté dans G en respectant les contraintes
sur toutes les dimensions de l’énergie. Comme les Si sont des ensembles finis quel que soit
i nous avons que S est un ensemble fini.

Pour tout λ ∈ S, soit Gλ le graphe où les valeurs des paramètres ont été fixées
à λ. Comme S est fini, nous avons un nombre fini de Gλ et nous pouvons résoudre
EnTotLU(Gλ, L, U,Z, v, w) pour chaque λ ∈ S. En effet le problème EnTotLU(Gλ, L, U,Z,
v, w) ne fait intervenir aucun paramètre, est décidable et est PSPACE-complet [Fah+11].
S’il existe λs tel que la réponse à EnTotLU(Gλs , (Li, Ui)d1,Z, v, w) soit oui alors la réponse
à EnTotLU(G, (Li, Ui)d1,Z, v, w) est oui et un chemin de Gλs vérifiant les contraintes sur
l’énergie est également un chemin de G vérifiant les contraintes sur l’énergie lorsque les
paramètres prennent la valeur λs. Pour les mêmes raisons, si pour tout λ ∈ S, la réponse
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à EnTotLU(Gλ, (Li, Ui)d1,Z, v, w) est non alors la réponse à EnTotLU(G,L, U,Z, v, w) est
non.

Dans tous les cas cela nous permet de conclure que EnTotLU(G,L, U,Z, v, w) est bien
décidable.

Comme la construction de chaque Si nécessite l’énumération des |E| arcs de G, nous
pouvons construire S en temps polynomial en d la dimension de G et |E| son nombre
d’arcs. Pour tout λ ∈ S, puisque la création de Gλ consiste à fixer la valeur de l’énergie
de chaque arc dans lesquels interviennent des paramètres, nous pouvons construire Gλ

en temps polynomial en |E| le nombre d’arcs de G. Enfin puisque pour tout λ ∈ S, le
problème EnTotLU(Gλ, (Li, Ui)d1,Z, v, w) est PSPACE-complet [Fah+11] nous avons que
le problème EnTotLU(G, (Li, Ui)d1,Z, v, w) est PSPACE-complet.

Nous pouvons remarquer que les résultats sont toujours valides si les paramètres sont
à valeurs dans N au lieu d’être à valeurs dans Z. Par conséquent la variante du problème
LU total lorsque les paramètres prennent des valeurs dans N est également décidable
indépendamment de la dimension de l’énergie et est également PSPACE-complet.

3.3 Problème LU total avec paramètres à valeurs ra-
tionnelles

SoitG = (V,E, d, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un graphe multi-dimensionel orienté à énergie
paramétrée tel que d ⩾ 2. Soient L ∈ Rd et U ∈ Rd. Nous considérons dans cette section
le problème EnTotLU(G,L, U,A, v, w) avec Q ⊆ A où les paramètres prennent des valeurs
pouvant êtres rationnelles.

Nous prouvons avec le théorème suivant que EnTotLU(G,L, U,A, v, w) avec Q ⊆ A
et d ⩾ 2 est indécidable dès lors qu’un paramètre intervient dans les énergies des arcs,
c’est-à-dire si n ⩾ 1. Nous montrons cela en réduisant notre problème au problème de
l’arrêt des machines à deux compteurs qui est connu pour être indécidable [Min67].
Pour cela nous commençons par définir une transformation qui permet de créer un graphe
G à partir d’une machine à deux compteurs M . Cela nous permettra d’associer n’importe
quel chemin de la machine à compteurs à un chemin du graphe mais également d’appli-
quer le problème EnTotLU(G,L, U,A, v, w) à ce graphe particulier.
Nous montrons ensuite par récurrence que si M s’arrête alors il existe un chemin dans G
tel que la réponse à EnTotLU(G,L, U,A, v, w) soit oui. Puis nous prouvons que, récipro-
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quement, s’il existe un chemin dans G tel que la réponse à EnTotLU(G,L, U,A, v, w) soit
oui, alors M s’arrête.
Nous pouvons alors conclure étant donné que le problème de l’arrêt est indécidable et que
M s’arrête si et seulement si la réponse à EnTotLU(G,L, U,A, v, w) est oui.

Théorème 3.2. Soient A tel que Q ⊆ A et G = (V,E, d, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un graphe
multi-dimensionel orienté à énergie paramétrée tel que d ⩾ 2 et n ⩾ 1. Soient (v, w) ∈ V 2

et (L,U) ∈ (Rd)2. Le problème EnTotLU(G, (L,U),A, v, w) est indécidable.

Démonstration. Nous prouvons l’indécidabilité en réduisant le problème de l’arrêt pour
les machines à deux compteurs à une sous-classe de notre problème : les problèmes de la
forme EnTotLU(G, (−→0 ,−→1 ),A, v, w).

Soit M = (Q, q0, h, T, δ, C1, C2) une machine à deux compteurs. Nous construisons
G = (V,E, d, n, (µe, αe)e∈E) et U ∈ Rm tels que ∃

−→
λ ∈ An et un chemin ρ de G ayant pour

sommet initial v et sommet final w tel que ρ est borné par (−→0 ,−→1 ) si et seulement si M
s’arrête. Avec −→0 tel que pour tout i, −→0 i = 0 et −→1 tel que pour tout i, −→1 i = 1.

Nous définissons E, l’ensemble des arcs de G ainsi que les fonctions d’énergie des arcs
αe : An → Ad à partir de T l’ensemble des transitions de M et de δ.

Comme nous ne ferons intervenir qu’un seul paramètre dans G, nous prendrons n = 1
pour la suite de cette preuve et −→

λ = λ.
Soit t = (qM , q′

M) ∈ T une transition de M , soit qG (resp. q′
G) le sommet de G

correspondant à qM (resp. q′
M). Nous avons δ(t) = (Ci,∼) avec i ∈ {1, 2} et ∼∈ {−,+,=

, >} :
— si ∼ est − alors nous avons e1 = (qG, q′

G) ∈ E tel que αe1(λ)i = −λ et αe1(λ)j = 0
pour j ̸= i comme représenté dans la figure 3.1 pour le cas i = 1. Nous disons alors
que le chemin ρ = e1 dans G est le chemin associé à t.

qG

q′
Ge1 = (−λ, 0)

Figure 3.1 – Un gadget qui soustrait 1 du compteur C1.

— si ∼ est + alors nous avons e2 = (qG, q′
G) ∈ E tel que αe2(λ)i = +λ et αe2(λ)j = 0

pour j ̸= i comme représenté dans la figure 3.2 pour le cas i = 2. Nous disons alors
que le chemin ρ = e2 dans G est le chemin associé à t.
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qG

q′
Ge2 = (0,+λ)

Figure 3.2 – Un gadget qui ajoute 1 au compteur C2.

— si ∼ est = alors nous avons un sommet spécial qs1 ∈ Qs et deux arcs e3 = (qG, qs1)
et e4 = (qs1, q′

G), (e3, e4) ∈ E2 tels que αe3(λ)i = i, αe3(λ)j = 0 pour j ̸= i,
et αe4(λ)i = −i, et αe4(λ)j = 0 pour j ̸= i. Nous avons représenté cela dans la
figure 3.3 pour le cas i = 1. Nous disons alors que le chemin ρ = e3e4 dans G est
le chemin associé à t.

qG

qs1

q′
G

e3 = (1, 0) e4 = (−1, 0)

Figure 3.3 – Un gadget qui teste si le compteur C1 est à zéro.

— si ∼ est > alors nous avons un sommet spécial qs2 ∈ Qs et deux arcs e5 = (qG, qs2)
et e6 = (qs2, q′

G), (e5, e6) ∈ E2 avec e5 tel que αe5(λ)i = −λ, et αe5(λ)j = 0 pour
j ̸= i exactement comme e1 défini précédemment. Avec e6 tel que αe6(λ)i = λ et
αe6(λ)j = 0 pour j ̸= i exactement comme e2 défini précédemment. Nous avons
représenté ce gadget dans la figure 3.4 pour le cas i = 2. Nous disons alors que le
chemin ρ = e5e6 dans G est le chemin associé à t.

qG

qs2

q′
G

e5 = (0,−λ) e6 = (0,+λ)

Figure 3.4 – Un gadget qui teste si le compteur C2 est supérieur à zéro.

Nous prenons Qs l’ensemble contenant tous les sommets spéciaux (nommés qs1 et qs2
dans la définition de E) induits par la transformation des transitions telles que ∼ soit =
ou que ∼ soit >.
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Les autres éléments de G sont définis comme suit :
— V = Q ∪Qs avec Qs l’ensemble des sommets spéciaux défini précédemment.
— n ⩾ 1 puisque seul un paramètre interviendra dans l’énergie mais nous pouvons en

avoir un nombre quelconque.
— d ⩾ 2 en effet les arcs ne modifient que les deux premières dimensions de l’énergie.
— µe = 1 pour tout e ∈ E.

Nous appelons q0,G le sommet de G correspondant à l’état initial q0 de M et hG le sommet
de G correspondant à l’état d’arrêt h de M .

Soit ρM = t1t2 . . . tk un chemin de M , nous définissons son chemin associé ρG un
chemin de G. Pour tout j ∈ J1, kK soit δ(tj) = (Cj,∼j) avec Cj ∈ {C1, C2} et ∼j∈
{−,+,=, >}. Nous avons ρG = ρ1ρ2 . . . ρk tel que pour tout i ∈ J1, kK, ρi est le chemin
associé à ti.

Nous pouvons remarquer que, par construction, nous avons ρG = e1e2 . . . el avec l ⩾ k.
Soit ρG un chemin de G dont le sommet final n’appartient pas à Qs, nous définissons

de manière analogue ρM le chemin de M associé à ρG. Nous pouvons faire cela car les
seules ambiguïtés potentielles sont entre des arcs tels que e1 et e5 définis précédemment
ou entre des arcs tels que e2 et e6 définis précédemment. Cependant les arcs e1 et e2 ne
font pas intervenir de sommet de Qs contrairement aux arcs e5 et e6 ce qui signifie qu’il
n’y a bien aucune ambiguïté et que ρM est bien défini. En effet comme M est déterministe
nous pouvons définir la projection de ρG sur Q puis ρM à l’aide de celle-ci.

Remarquons que, pour un chemin ρG de G dont le sommet final appartient à Qs, nous
ne pouvons pas définir de chemin associé dans M car les sommets de Qs correspondent à
des étapes intermédiaires dans la transcription des transitions de M lors de la construction
de G.

Il nous reste à prouver que pour tout A tel que Q ⊆ A et d ⩾ 2, ∃λ ∈ A et ρ un
chemin de G de q0,G à hG tel que ρ soit borné par (−→0 ,−→1 ) si est seulement si M s’arrête.

Soit rM = σ0σ1 . . . σℓ une exécution dans M telle que M s’arrête. Soit ρM = t1t2 . . . tℓ

le chemin correspondant à rM . Nous appelons ρM,i le préfixe de longueur i de ρM . Pour
tout i ∈ J0, ℓK, soit σi = (qi, c1(ρM,i), c2(ρM,i)). Soient max1 = max

i∈J0,ℓK
c1(ρM,i) et max2 =

max
i∈J0,ℓK

c2(ρM,i).
Soit ρG le chemin de G associé à ρM , nous nommons ρG,i le préfixe de ρG associé à

ρM,i. Notons que ρG,i n’est pas nécessairement le préfixe de longueur i de ρG.
Nous commençons par prouver par récurrence que si M s’arrête alors ∃λ ∈ A et ρ un

chemin de G de v à w tel que ρ soit borné par (−→0 ,−→1 ) avec v = q0,G et w = hG.
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Soit maxC = max
i∈{1,2}

(maxi).
Si maxC = 0, cela signifie que les valeurs des deux compteurs restent constantes égales

à zéro pendant toute l’exécution c’est-à-dire que pour tout i, γi = (qi, 0, 0). Toutes les
transitions sont donc des tests à zéro c’est-à-dire que pour tout i, nous avons δ(ti) =
(Cti ,=) avec Cti ∈ {C1, C2}. Comme les cas Cti = C1 et Cti = C2 sont symétriques nous
ne considérerons que le cas Cti = C1.

Pour tout i, soit ρi le chemin associé à ti, nous avons ρi = ei,1ei,2 avec pour tout λ,
αei,1(λ)2 = αei,2(λ)2 = 0, αei,1(λ)1 = 1 et αei,2(λ)1 = −1.

Nous avons donc que pour tout préfixe ρpref de ρG, pour tout λ ∈ A2, ϕλ(0, ρpref ∈
{0, 1}. Le chemin ρ est donc borné par (−→0 ,−→1 ).

De plus comme l’état initial de ρM est q0 et que son état final est h, nous avons que ρ
est un chemin de q0,G à hG.

Par conséquement si M s’arrête et maxC = 0, pour tout λ nous avons ρG un chemin
borné par (−→0 ,−→1 ) allant de q0,G à hG.

Si maxC ̸= 0, soit λ∗ = min
i∈{1,2}

( 1
maxi

).
Soit rM = σ0σ1 . . . σℓ une exécution dans M telle que M s’arrête. Soit ρM = t1t2 . . . tℓ

le chemin correspondant à rM . Soit ρG le chemin de G associé à ρM .

Hypothèse de récurrence : Pour tout k ∈ J0, ℓK et pour i ∈ J1, 2K, ϕ(ρG,k, λ∗)i =
ci(ρM,k) ∗ λ∗ et pour tout ρ ∈ pref(ρG,k), 0 ⩽ ϕ(ρ, λ∗)i ⩽ 1.

Initialisation : Pour k = 0, pour i ∈ J1, 2K nous avons ϕ(ρG,0, λ∗)i = 0 et donc 0 ⩽

ϕ(ρG,0, λ∗)i ⩽ 1. De plus comme la valeur initiale des compteurs est nulle nous avons
ci(ρM,0) = 0 et c(ρG,0, λ∗)i = ci(ρM,0) ∗ λ∗. Comme pref(ρG,0) = {ρG,0} l’hypothèse de
récurrence est vraie pour k = 0.

Hérédité : Supposons l’hypothèse de récurrence vraie pour un k ⩾ 0. Donc pour i ∈
J1, 2K nous avons que, ϕ(ρG,k, λ∗)i = ci(ρM,k) ∗ λ∗ et pour tout ρ ∈ pref(ρG,k), 0 ⩽

ϕ(ρ, λ∗)i ⩽ 1. Soit tk+1 la k + 1-ème transition de ρM avec δ(tk+1) = (Ck+1,∼k+1). Il n’y
a que huit possibilités :

1. ∼k+1= − et Ck+1 = C1,

2. ∼k+1= + et Ck+1 = C1,

3. ∼k+1== et Ck+1 = C1,

4. ∼k+1=> et Ck+1 = C1,
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5. ∼k+1= − et Ck+1 = C2,

6. ∼k+1= + et Ck+1 = C2,

7. ∼k+1== et Ck+1 = C2,

8. ∼k+1=> et Ck+1 = C2.

Nous pouvons commencer par remarquer la symétrie des différents cas entre C1 et C2

et donc que les cas (5) à (8) sont symétriques aux cas (1) à (4). Dans la suite nous ne
traiterons donc que les cas (1) à (4).

Cas (1). Nous avons δ(tk+1) = (C1,−) et ρG,k+1 n’a qu’un arc e de plus que ρG,k. Comme
nous avons αe(λ∗)2 = 0, ϕ(ρG,k+1, λ

∗)2 = ϕ(ρG,k, λ∗)2 = c2(ρM,k) ∗ λ∗ = c2(ρM,k+1) ∗ λ∗ et
comme 0 ⩽ ϕ(ρG,k, λ∗)2 ⩽ 1 nous avons également 0 ⩽ ϕ(ρG,k+1, λ

∗)2 ⩽ 1.
Comme nous avons αe(λ∗)1 = −λ∗, c1(ρM,k+1) = c1(ρM,k) − 1, ϕ(ρG,k, λ∗)1 = c1(ρM,k) ∗ λ∗

et ϕ(ρG,k+1, λ
∗)1 = c1(ρM,k) ∗λ∗ +αe(λ∗)1, nous avons que ϕ(ρG,k+1, λ

∗)1 = c1(ρM,k+1) ∗λ∗

puisque αe(λ∗)1 = −λ.
De plus, comme c1(ρM,k+1) ⩾ 0 nous avons que 0 ⩽ ϕ(ρG,k+1, λ

∗)1 et nous avons également
ϕ(ρG,k+1, λ

∗)1 < ϕ(ρG,k, λ∗)1 ⩽ 1. L’hypothèse de récurrence est donc vraie pour k + 1.

Cas (2). Nous avons δ(tk+1) = (C1,+) et ρG,k+1 n’a qu’un arc e de plus que ρG,k. Comme
nous avons αe(λ∗)2 = 0, ϕ(ρG,k+1, λ

∗)2 = ϕ(ρG,k, λ∗)2 = c2(ρM,k) ∗ λ∗ = c2(ρM,k+1) ∗ λ∗ et
comme 0 ⩽ ϕ(ρG,k, λ∗)2 ⩽ 1 nous avons également 0 ⩽ ϕ(ρG,k+1, λ

∗)2 ⩽ 1.
Comme nous avons αe(λ∗)1 = λ∗, c1(ρM,k+1) = c1(pM,k) + 1, ϕ(ρG,k, λ∗)1 = c1(ρM,k) ∗ λ∗

et ϕ(ρG,k+1, λ
∗)1 = c1(ρM,k) ∗ λ∗ +αe(λ∗)1 nous avons que ϕ(ρG,k+1, λ

∗)1 = c1(ρM,k+1) ∗ λ∗

puisque αe(λ∗)1 = λ∗.
De plus, comme λ∗ = min

i∈{1,2}
( 1
maxi

) nous avons que 0 ⩽ ϕ(ρG,k+1, λ
∗)1 ⩽ 1 et l’hypothèse

de récurrence est vraie pour k + 1.

Cas (3). Nous avons δ(tk+1) = (C1,=), ρG,k+1 a deux arcs e1 et e2 de plus que ρG,k.
Soient e1 l’arc tel que αe1(λ∗)1 = 1 et e2 l’arc tel que αe2(λ∗)1 = −1. Soit ρ′ le chemin
ρG,k suivi de l’arc e1 (c’est-à-dire ρG,k+1 sans son dernier arc : e2). Comme nous avons
αe1(λ∗)2 = αe2(λ∗)2 = 0, ϕ(ρG,k+1, λ

∗)2 = ϕ(ρ′, λ∗)2 = ϕ(ρG,k+1, λ
∗)2 = c2(ρM,k) ∗ λ∗ =

c2(ρM,k+1) ∗ λ∗ et comme 0 ⩽ ϕ(ρG,k, λ∗)2 ⩽ 1 nous avons également 0 ⩽ ϕ(ρ′, λ∗)2 ⩽ 1 et
0 ⩽ ϕ(ρG,k+1, λ

∗)2 ⩽ 1.
Comme nous avons αe1(λ∗)1 + αe2(λ∗)1 = 0, c1(ρM,k+1) = c1(ρM,k) = 0, ϕ(ρG,k, λ∗)1 = 0
et ϕ(ρG,k+1, λ

∗)1 = c1(ρM,k) ∗ λ∗ + αe1(λ∗)1 + αe2(λ∗)1 nous avons que ϕ(ρG,k+1, λ
∗)1 =
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c1(ρM,k+1) ∗ λ∗ puisque αe1(λ∗)1 = 1 et αe2(λ)1 = −1.
De plus nous avons que ϕ(ρ′, λ∗)1 = ϕ(ρG,k, λ∗)1 = 1 et 0 = ϕ(ρG,k+1, λ

∗)1 et l’hypothèse
de récurrence est vraie pour k + 1.

Cas (4). Nous avons δ(tk+1) = (C1, >), ρG,k+1 a deux arcs e1 et e2 de plus que ρG,k.
Soient e1 l’arc tel que αe1(λ∗)1 = −λ∗ et e2 l’arc tel que αe2(λ∗)1 = λ∗. Soit ρ′ le chemin
ρG,k suivi de l’arc e1 (c’est-à-dire ρG,k+1 sans son dernier arc : e2). Comme nous avons
αe1(λ∗)2 = αe2(λ∗)2 = 0, ϕ(ρG,k+1, λ

∗)2 = ϕ(ρ′, λ∗)2 = ϕ(ρG,k+1, λ
∗)2 = c2(ρM,k) ∗ λ∗ =

c2(ρM,k+1) ∗ λ∗ et comme 0 ⩽ ϕ(ρG,k, λ∗)2 ⩽ 1 nous avons également 0 ⩽ ϕ(ρ′, λ∗)2 ⩽ 1 et
0 ⩽ ϕ(ρG,k+1, λ

∗)2 ⩽ 1.
Comme nous avons αe1(λ∗)1 + αe2(λ∗)1 = 0, nous avons que c1(ρM,k+1) = c1(ρM,k),
c1(ρM,k) ⩾ 1, ϕ(ρG,k, λ∗)1 = c1(ρM,k) ∗ λ∗ et ϕ(ρG,k+1, λ

∗)1 = c1(ρM,k) ∗ λ∗ + αe1(λ∗)1 +
αe2(λ∗)1. Nous en déduisons que ϕ(ρG,k, λ∗)1 = c1(ρM,k+1) ∗ λ∗ puisque αe1(λ∗)1 = −λ∗ et
αe2(λ∗)1 = λ∗.
De plus, comme c1(ρM,k) ⩾ 1 nous avons que 0 ⩽ ϕ(ρG,k, λ∗)1 − λ∗ = ϕ(ρ′, λ∗)1 et nous
avons également ϕ(ρ′, λ∗)1 < ϕ(ρG,k, λ∗)1 ⩽ 1. Comme λ∗ = min

i∈{1,2}
( 1
maxi

) nous avons que
ϕ(ρG,k+1, λ

∗)1 ⩽ 1 et nous avons aussi 0 ⩽ ϕ(ρ′, λ∗)1 ⩽ ϕ(ρG,k+1, λ
∗)1. L’hypothèse de

récurrence est donc vraie pour k + 1.

Comme l’hypothèse de récurrence est vraie dans tous les cas nous avons que l’hypothèse
de récurrence est vraie pour k + 1.

Par conséquent si M s’arrête nous avons un chemin ρG de q0,G à hG et une valuation
des paramètres λ∗ ∈ Q telle que pour tout chemin ρ ∈ pref(ρG), pour i ∈ {1, 2}, 0 ⩽

ϕ(ρ, λ∗)i ⩽ 1 et donc si M s’arrête alors la réponse à EnTotLU(G, (−→0 ,−→1 )2
1,A, q0,G, hG)

est oui.

Réciproquement si ∃λ > 0 tel que λ ∈ A et ρ un chemin de G de v à w tel que ρ soit
borné par (−→0 ,−→1 ) nous prouvons par induction que M s’arrête.

Considérons λ∗ ∈ A tel que λ∗ > 0 et un chemin ρG de q0,G à hG dans G tel que
∀ρ ∈ pref(ρG) et i ∈ {1, 2}, 0 ⩽ ϕ(ρ, λ∗)i ⩽ 1. Puisque hG /∈ Qs nous avons ρM = t1t2 . . . tℓ

le chemin associé à ρG. Nous avons ρG = ρ1ρ2 . . . ρℓ tel que pour tout i ∈ J1, ℓK, ρi soit le
chemin associé à ti. Pour j ∈ J1, ℓK, nous appelons ρM,j = t1 . . . tj le préfixe de longueur
j de ρM,j, rj l’exécution correspondant à ρM,j et ρG,j = ρ1 . . . ρj le préfixe de ρG associé à
ρM,j.
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Hypothèse de récurrence : Pour tout k ∈ J0, ℓK et pour i ∈ J1, 2K, ci(ρM,k) ⩾ 0 et
ϕ(ρG,k, λ∗)i = ci(ρM,k) ∗ λ∗. La transition tk est tirable si elle existe.

Initialisation : Dans le cas k = 0, pour i ∈ J1, 2K nous avons ϕ(ρG,0, λ∗)i = 0. Puisque
la valeur initiale des compteurs est zéro nous avons ci(ρM,0) = 0 et donc ϕ(ρG,0, λ∗)i =
ci(ρM,0) ∗ λ∗ et ci(ρM,0) ⩾ 0 pour i ∈ {1, 2}.

Hérédité : Supposons l’hypothèse de récurrence vraie pour un k ⩾ 0. Pour i ∈ J1, 2K
nous avons donc ϕ(ρG,k, λ∗)i = ci(ρM,k)∗λ∗ et ci(ρM,k) ⩾ 0. Soit tk+1 la k+1-ème transition
de ρM avec δ(tk+1) = (Ck+1,∼k+1). Il n’y a que 8 configurations possibles :

1. ∼k+1= − et Ck+1 = C1,

2. ∼k+1= + et Ck+1 = C1,

3. ∼k+1== et Ck+1 = C1,

4. ∼k+1=> et Ck+1 = C1,

5. ∼k+1= − et Ck+1 = C2,

6. ∼k+1= + et Ck+1 = C2,

7. ∼k+1== et Ck+1 = C2,

8. ∼k+1=> et Ck+1 = C2.

Nous pouvons remarquer comme précédemment la symétrie des différents cas entre C1

et C2 c’est-à-dire que les cas (5) à (8) sont symétriques aux cas (1) à (4). Dans la suite
nous ne traiterons donc que les cas (1) à (4).

Cas (1). Nous avons δ(tk+1) = (C1,−), ρG,k+1 n’a qu’un arc e de plus que ρG,k. Comme
nous avons αe(λ∗)2 = 0, ϕ(ρG,k+1, λ

∗)2 = ϕ(ρG,k, λ∗)2 = c2(ρM,k) ∗ λ∗ = c2(ρM,k+1) ∗ λ∗ et
comme c2(ρM,k) ⩾ 0 nous avons c2(ρM,k+1) ⩾ 0.
Comme nous avons αe(λ∗)1 = −λ∗, c1(ρM,k+1) = c1(ρM,k−1) et ϕ(ρG,k, λ∗)1 = c1(ρM,k)∗λ∗

nous avons que ϕ(ρG,k+1, λ
∗)1 = c1(ρM,k+1) ∗ λ∗. De plus comme 0 ⩽ ϕ(ρG,k+1, λ

∗)1 ⩽ 1
nous avons que 0 ⩽ c1(ρM,k+1) ∗ λ∗ et donc c1(ρM,k+1) ⩾ 0. Nous avons donc tk+1 tirable
et l’hypothèse de récurrence est vraie pour k + 1.

Cas (2). Nous avons δ(tk+1) = (C1,+), ρG,k+1 n’a qu’un arc e de plus que ρG,k. Nous
avons tk+1 tirable. Comme nous avons αe(λ∗)2 = 0, ϕ(ρG,k+1, λ

∗)2 = ϕ(ρG,k, λ∗)2 =
c2(ρM,k) ∗ λ∗ = c2(ρM,k+1) ∗ λ∗ et comme c2(ρM,k) ⩾ 0 nous avons c2(ρM,k+1) ⩾ 0.
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Comme nous avons αe(λ∗)1 = λ∗, c1(ρM,k+1) = c1(ρM,k + 1) et ϕ(ρG,k, λ∗)1 = c1(ρM,k) ∗
λ∗ nous avons que ϕ(ρG,k+1, λ

∗)1 = c1(ρM,k+1) ∗ λ∗. De plus comme c1(ρM,k) ⩾ 0 et
c1(ρM,k+1) = c1(ρM,k) + 1, nous avons que c1(ρM,k+1) ⩾ 0 et l’hypothèse de récurrence est
vraie pour k + 1.

Cas (3). Nous avons δ(tk+1) = (C1,=), ρG,k+1 a deux arcs e1 et e2 de plus que ρG,k.
Soient e1 l’arc tel que αe1(λ∗)1 = 1 et e2 l’arc tel que αe2(λ∗)1 = −1. Soit ρ′ le chemin
ρG,k suivi de l’arc e1 (c’est-à-dire ρG,k+1 sans son dernier arc : e2). Comme nous avons
αe1(λ∗)2 = αe2(λ∗)2 = 0 nous avons que ϕ(ρG,k+1, λ

∗)2 = ϕ(ρG,k+1, λ
∗)2 = c2(ρM,k) ∗ λ∗ =

c2(ρM,k+1) ∗ λ∗ et puisque c2(ρM,k) ⩾ 0 nous avons c2(ρM,k+1) ⩾ 0.
Comme nous avons αe1(λ∗)1 + αe2(λ∗)1 = 0 et c1(ρM,k+1) = c1(ρM,k) nous avons que
ϕ(ρG,k, λ∗)1 = c1(ρM,k+1) ∗ λ∗. De plus comme 0 ⩽ ϕ(ρG,k, λ∗)1 ⩽ 1, 0 ⩽ ϕ(ρ′, λ∗)1 ⩽ 1 et
αe1(λ)1 = 1 nous avons que ϕ(ρG,k, λ∗)1 = 0. Par conséquent c1(ρM,k) = 0 ce qui signifie
que c1(ρM,k+1) = 0. Nous avons donc tk+1 tirable et l’hypothèse de récurrence est vraie
pour k + 1.

Cas (4). Nous avons δ(tk+1) = (C1, >), ρG,k+1 a deux arcs e1 et e2 de plus que ρG,k.
Soient e1 l’arc tel que αe1(λ∗)1 = −λ∗ et e2 l’arc tel que αe2(λ∗)1 = λ∗. Soit ρ′ le chemin
ρG,k suivi de l’arc e1 (c’est-à-dire ρG,k+1 sans son dernier arc : e2). Comme nous avons
αe1(λ∗)2 = αe2(λ∗)2 = 0 nous avons que ϕ(ρG,k+1, λ

∗)2 = ϕ(ρG,k+1, λ
∗)2 = c2(ρM,k) ∗ λ∗ =

c2(ρM,k+1) ∗ λ∗ et puisque c2(ρM,k) ⩾ 0 nous avons c2(ρM,k+1) ⩾ 0.
Comme nous avons αe1(λ∗)1 + αe2(λ∗)1 = 0 et c1(ρM,k+1) = c1(ρM,k) nous avons que
ϕ(ρG,k, λ∗)1 = c1(ρM,k+1) ∗ λ∗. De plus comme 0 ⩽ ϕ(ρG,k, λ∗)1 ⩽ 1, 0 ⩽ ϕ(ρ′, λ∗)1 ⩽ 1 et
αe1(λ∗)1 = −λ∗ avec λ∗ > 0 nous avons que c1(ρM,k) > 0 ce qui signifie que c1(pM,k+1) > 0.
Nous avons donc tk+1 tirable et l’hypothèse de récurrence est vraie pour k + 1.

Comme l’hypothèse de récurrence est vraie dans tous les cas nous avons que l’hypothèse
de récurrence est vraie pour k + 1.

Nous avons donc ρM un chemin de M de q0 à h dont toutes les transitions sont
tirables et r son exécution correspondante dont la configuration initiale est (q0, 0, 0) et
dont la configuration finale est (h, c1(ρM), c2(ρM)). Par conséquent si ∃λ ∈ A tel que λ > 0
et ρ un chemin de G de v à w tel que ρ soit borné par (−→0 ,−→1 ) nous avons un chemin
valide dans M qui va de l’état initial à l’état d’arrêt et donc M s’arrête.

Comme nous avons déjà prouvé que siM s’arrête alors la réponse à EnTotLU(G, (−→0 ,−→1 ),
A, v, w) est oui. La décidabilité du problème EnTotLU(G, (−→0 ,−→1 ),A, v, w) est donc au
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moins aussi difficile que celle du problème de l’arrêt. Par conséquent, pour un graphe
G(V,E, d, n, (µe, αe)e∈E), un ensemble A de valeur des paramètres, des contraintes L et
U dans Rd, et u et v deux sommets de G, la question de savoir s’il existe −→

λ ∈ An et ρ un
chemin de G de v à w tel que ρ soit borné par (L,U) est indécidable lorsque n ⩾ 1 pour
tout A tel que Q ⊆ A.

3.4 Conclusion

Nous avons considéré dans ce chapitre le problème LU total tout d’abord dans le cas où
les paramètres prennent des valeurs entières et que l’énergie est de dimension quelconque,
et dans un second temps lorsque les paramètres prennent des valeurs rationnelles et que
l’énergie est de dimension supérieure ou égale à deux. Nous avons prouvé la décidabilité
avec complexité PSPACE-complète du problème lorsque les paramètres sont à valeurs
entières, quelle que soit la dimension de l’énergie, ainsi que l’indécidabilité du problème
lorsque les paramètres prennent des valeurs dans tout ensemble qui comprend les nombres
rationnels et que l’énergie est de dimension supérieure ou égale à deux, à partir du moment
où au moins un paramètre intervient dans l’énergie des arcs.

Ces travaux pourraient être prolongés par l’étude de variantes de ces problèmes. Le fait
que la preuve d’indécidabilité du problème LU total avec paramètres à valeurs rationnelles
n’est plus valide lorsque l’énergie est de dimension 1 peut laisser penser que le problème
pourrait être décidable dans ce cas. Nous pourrions aussi étudier les variations de ces
problèmes cherchant à connaitre les valeurs de paramètres pour que tous les chemins
vérifient les conditions et non plus de chercher l’existence d’un chemin. Il serait également
possible de se pencher sur d’autres types de problèmes, notamment lorsque l’on supprime
la contrainte de la borne supérieure. En effet les gadgets utilisés pour tester l’égalité à
zéro nécessitent que l’énergie des chemins soit bornée. Une variante de ce problème lorsque
l’énergie est mono-dimensionnelle sera étudiée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

JEUX DE PARITÉ À ÉNERGIE

PARAMÉTRÉE

4.1 Introduction

Les jeux sur les graphes ont un grand nombre d’applications possibles, notamment les
problèmes de synthèse de contrôleur pour les systèmes réactifs. Dans ce contexte, en plus
de propriétés qualitatives comme la vivacité ou la sureté, nous voulons habituellement
nous assurer de certaines propriétés quantitatives, qui peuvent par exemple avoir un lien
avec l’énergie ou le temps.

En parallèle, dans les phases de développement précoces d’un système, il existe beau-
coup d’aspects quantitatifs qui ne sont pas encore finalisés à ce stade. Par exemple, le
modèle précis d’un microcontrôleur qui sera utilisé n’a pas encore été choisi, et par consé-
quent la consommation d’énergie n’est pas précisément connue. Il est cependant bien
connu qu’il est d’autant plus facile et économique de fixer le design d’un système que l’on
est tôt dans le cycle de développement. Dans cette optique, nous voulons modéliser des
fonctionnalités quantitatives inconnues avec des paramètres en nous demandant quelles
valeurs de paramètres nous assurent de l’existence d’un contrôleur.

Dans ce chapitre, nous considérerons des jeux à deux joueurs avec un double objectif :
un objectif quantitatif sur l’énergie qui consiste à vouloir que la valeur de l’énergie reste au
dessus d’un seuil donné comme dans les précédentes sections, ainsi qu’un objectif qualitatif
sur la parité qui consiste à attribuer un nombre entier à chaque sommet que l’on appelle
parité et à imposer que la parité minimale apparaissant infiniment souvent soit paire, d’où
le nom. Les jeux que nous considérerons seront donc sur des graphes orientés à énergie
paramétrée.

Un problème similaire a été étudié par Chatterjee et Doyen dans [CD12] dans sa version
non paramétrée. En plus de ces paramètres, notre modèle comporte quelques différences
importantes comme le fait que le jeu débute avec un niveau fixe d’énergie (0), tandis qu’ils
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cherchaient un niveau d’énergie initial qui permettait l’existence d’une stratégie gagnante.
Nous pourrions aisément modéliser cela par un paramètre, mais c’est également possible
dans un modèle non paramétré avec une boucle initial permettant d’augmenter l’énergie
jusqu’à une valeur arbitrairement haute.

Plusieurs travaux de Ouaknine et al. considèrent des automates à un compteur para-
métré, avec des propriétés d’accessibilité [Haa+09 ; BO14] ou des propriétés de logiques
temporelles (CTL, LTL, µ-calcul) [Göl+10]. Bien que cela soit assez proche de notre
modèle, avec le compteur représentant la valeur de l’énergie, une différence subtile bien
qu’importante est qu’il ne semble pas immédiat de modéliser le test à zéro de la valeur
de l’énergie dans notre cas.

Nous prouvons dans ce chapitre la décidabilité ainsi que des bornes de la complexité
du problème dans les cas à un et à deux joueurs. Dans le cas à un joueur, qui consiste
à étudier des propriétés des chemins dans un graphe comme nous l’avons fait dans les
chapitres précédents, nous ajoutons au modèle des arcs qui fixent la valeur de l’énergie
quelle qu’ait été sa valeur précédente. Nous montrons que le problème dans sa version à
un joueur est NP-complet et que le problème à deux joueurs est PSPACE-difficile ainsi
que dans NEXPTIME.

Dans ce chapitre, après avoir défini les concepts qui nous seront utiles pour traiter des
jeux sur les graphes paramétrés dans la section 4.2 nous commencerons par considérer
le problème dans le cas où il n’y a qu’un seul joueur dans la section 4.3 en prenant en
compte des arcs qui fixent l’énergie à une valeur donnée indépendamment de sa valeur
précédente. Nous aborderons ensuite le problème dans sa version avec deux joueurs dans
la section 4.4 et enfin nous discuterons des résultats que nous avons sur ce problème dans
la section 4.5.

4.2 Définitions

Nous ne considérerons dans ce chapitre que des graphes G = (V,E, d, n, (µe, αe)e∈E,
(πv)v∈V ) à une seule dimension, c’est-à-dire tels que d = 1. Nous rappellons qu’un arc
e ∈ E sera un arc croissant si µe ⩾ 1 et sera un arc constant si µe = 0.
Nous prendrons également A = Z. De plus comme nous allons considérer des jeux à
deux joueurs sur des graphes, l’ensemble V sera partitionné en deux parties V1 et V2

représentant respectivement les sommets contrôlés par le joueur 1 et ceux contrôlés par
le joueur 2.
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Nous présenterons donc les jeux de parités à énergie paramétrée sous la forme d’un 7-
uplet : G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ).

Un chemin sera dit croissant si tous les arcs qui le composent sont croissants.
Nous rappelons que pour tout u ∈ Zω, inf(u) est l’ensemble des entiers qui apparaissent

infiniment souvent dans u.
Dans les problèmes que nous considérerons nous chercherons à savoir s’il existe une

manière pour le joueur 1 d’être sûr de créer un chemin qui vérifie certaines propriétés.
Comme ils sont l’objectif du joueur 1 nous appellerons les chemins qui vérifient ces pro-
priétés des chemins gagnants.

Définition 4.1 (Chemin gagnant). Soit G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu
de parité à énergie paramétrée. Pour tout x ∈ Zn, nous définissons W x ⊆ Eω l’ensemble
des chemins gagnants par ρ ∈ W x si et seulement si min ◦ inf ◦π(ρ) est pair et pour tout
ρ′ ∈ Pref(ρ) on a 0 ≤ ϕx(ρ′). S’il existe x ∈ Zn tel que W x ̸= ∅ alors on dit que le joueur
1 gagne.

Nous pouvons remarquer que les propriétés vérifiées par un chemin gagnant sont la
combinaison d’une condition sur la parité des chemins ainsi que d’une condition sur l’éner-
gie totale des chemins qui est analogue au problème EnTotL pour les chemins infinis.

4.3 Cas à un joueur

Dans cette section, comme il n’y a qu’un seul joueur nous avons V2 = ∅.

4.3.1 Définitions

Nous définissons dans cette section des notions qui ne nous serviront que dans le cas
des jeux à un joueur.

Définition 4.2 (Chemin simple pour les arcs constants). Soit G = (V1, ∅, E, s, n, (µe, αe)e∈E,
(πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie paramétrée à un joueur, soit ρ = e1 . . . ek un chemin
fini et soient ei1 , . . . , eim ses arcs constants par ordre d’occurrence. Le chemin ρ est un
chemin simple pour les arcs constants si et seulement si ρ est le chemin vide ou si pour
tout (j, l) ∈ J1,mK2 tel que j ̸= l nous avons eij ̸= eil.

Intuitivement un chemin simple pour les arcs constants est un chemin où chaque arc
constant apparait au plus une fois.
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Définition 4.3 (Schéma d’itération et chemin de schéma d’itération). Soit G = (V1, ∅,
E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie paramétrée à un joueur. Soit ρ =
e1 . . . en un chemin fini, ρ est un chemin de schéma d’itération s’il est croissant, qu’il y a
ρp et ρs, deux chemins simples de G et ρc un cycle simple de G ou le chemin vide, tels que
ρ = ρpρ

k
cρs avec k ⩾ 1. Le triplet (ρp, ρc, ρs) tel que ρp ait une longueur minimale parmi

tous les ρp possibles est le schéma d’itération de ρ.

4.3.2 Transformation d’un chemin en schéma d’itération

Nous commençons par mettre en place des transformations permettant de créer un
schéma d’itération à partir d’un chemin croissant et nous prouvons ensuite plusieurs
propriétés des schémas d’itération ainsi créés.

Nous cherchons à construire des schémas d’itération car, comme le montre le lemme
suivant, les schémas d’itération sont en nombre fini ce qui nous permet de pouvoir les
énumérer.

Lemme 4.1. Soit G = (V1, ∅, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie pa-
ramétrée à un joueur, il y a un nombre fini de schémas d’itération.

Démonstration. Soit G = (V1, ∅, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée à un joueur et soit n = |V |. Comme un chemin simple est au plus de longueur
n, il n’y a qu’un nombre fini de chemins simples. De manière similaire, un cycle simple
est de longueur inférieure ou égale à n + 1, il y a donc un nombre fini de cycles simples.
Par conséquent, il n’y a qu’un nombre fini de schémas d’itérations dans G.

Nous commençons par définir la transformation θ qui, à partir d’un chemin croissant
donné ρ et de x ∈ Zn, retire tous les cycles de ρ, à l’exception du premier cycle de ρ qui
augmente strictement l’énergie. Nous utilisons ensuite θ pour définir Θ, qui construit un
schéma d’itération depuis ρ grâce à θ(ρ).

Commençons par décrire le fonctionnement de la transformation θ avec un exemple
avant de la définir formellement. Nous considérerons dans cet exemple le graphe Gx

θ re-
présenté dans la figure 4.1.

Nous allons étudier la transformation du chemin ρθ, de longueur 9. Ce chemin a pour
sommet initial s et sommet terminal t et est représenté dans la figure 4.2. Pour plus de
fluidité nous appellerons dans la suite de cet exemple :

— C1 le cycle simple e3e4,
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s v1

v2

v3

v4

v5 t
e1 : 2

e2 : 1

e7 : 2

e3 : −1

e5 : 1

e4 : −2

e6 : −1

e8 : −1

e9 : 1

Figure 4.1 – Un graphe Gx
θ .

— C2 le cycle simple e2e5e6,
— C3 le cycle simple e8,
— C4 le cycle e2e3e4e5e6.

s v1 v2 v3 v2 v4 v1 v5 v5 t
e1 : 2 e2 : 1 e7 : 2e3 : −1 e5 : 1e4 : −2 e6 : −1 e8 : −1 e9 : 1

Figure 4.2 – Le chemin ρθ.

La transformation θ cherche à identifier un cycle simple qui augmente strictement
l’énergie du chemin et à supprimer tous les autres cycles du chemin. Pour cela nous allons
parcourir ρθ en commençant par son sommet initial.
Le premier cycle simple identifié est C1, après avoir considéré les quatre premiers arcs de
ρθ. Nous regardons alors quel impact a C1 sur l’énergie lorsqu’il est parcouru et puisqu’il
diminue l’énergie de 3 à chaque emprunt la transformation θ supprime C1 de ρθ. Nous
avons alors le chemin ρ′

θ représenté sur la figure 4.3.

s v1 v2 v4 v1 v5 v5 t
e1 : 2 e2 : 1 e7 : 2e5 : 1 e6 : −1 e8 : −1 e9 : 1

Figure 4.3 – Le chemin ρ′
θ.

Comme nous n’avons pas terminé de parcourir ρ′
θ suite à la suppression de C1 nous
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continuons à énumérer les arcs de ρ′
θ à la suite des arcs e1 et e2 que nous avons déjà

considéré et que nous n’avons pas retiré.
Nous identifions un second cycle simple après avoir parcouru deux arcs supplémentaires,
il s’agit de C2. Nous constatons alors qu’à chaque emprunt, C2 augmente l’énergie du
chemin de 1, nous avons donc trouvé un cycle augmentant strictement l’énergie. A partir
de ce moment nous ne cherchons plus qu’à supprimer tous les éventuels cycles du suffixe
de ρ′

θ commençant à la fin de C2.
Lors de cette étape nous identifions alors un troisième et dernier cycle simple, C3. Nous le
supprimons indépendamment de son impact sur l’énergie puisque nous avons déjà iden-
tifié le cycle C2 qui l’augmente strictement à chaque emprunt. Une fois que nous avons
considéré tous les arcs de ρθ, le procédé se termine et nous obtenons alors θ(ρθ), représenté
sur la figure 4.4.

s v1 v2 v4 v1 v5 t
e1 : 2 e2 : 1 e7 : 2e5 : 1 e6 : −1 e9 : 1

Figure 4.4 – Le chemin θ(ρθ).

Nous pouvons constater que dans le chemin ρθ les cycles C1, C3 et C4 sont directement
présents et ils diminuent tous trois l’énergie du chemin lorsqu’ils sont empruntés. La
transformation θ, en ne considérant que les cycles simples permet cependant d’identifier
tout de même le cycle C2 qui augmente strictement l’énergie lorsqu’il est parcouru.

La transformation θ ayant identifié et isolé le premier cycle simple augmentant stricte-
ment l’énergie, nous pouvons ensuite créer un schéma d’itération avec Θ. Pour cela il suffit
d’isoler le cycle conservé par θ et de prendre le préfixe de θ(ρθ) se terminant au sommet
initial du cycle ainsi que le suffixe de θ(ρθ) commençant au sommet final du cycle. Ainsi
pour notre exemple nous avons Θ(ρθ) = (e1, C2, e7e9).

Formalisons à présent les transformations que nous venons de présenter sur l’exemple
de ρθ avec les définitions suivantes.

Définition 4.4 (Transformation θ). Fixons x ∈ Zn. Soit γ = e1 . . . eℓ un chemin croissant
fini de Gx avec ek = (vk, vk+1) pour k ∈ J1, ℓK. Soit y ∈ Z. Nous construisons le chemin
θx(y, γ) = θxℓ (y, γ) de la manière itérative suivante :

— θx0(y, γ) = ε et m0 = ℓ,
— Pour k ∈ J1, ℓK, ϑxk(y, γ) = θxk−1(y, γ)ek = ek1 . . . ekp,

— Si k ≤ mk−1 :
— Si ∃i ∈ J1, pK tel que vki

= vkp+1, soit ϑxk,s(y, γ) = ek1 . . . eki−1 :
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— Si ϕx(y, ϑxk,s(y, γ)) < ϕx(y, ϑxk(y, γ)), alors θxk(y, γ) = ϑxk(y, γ) et mk = k,
— Si ϕx(y, ϑxk,s(y, γ)) ⩾ ϕx(y, ϑxk(y, γ)), alors θxk(y, γ) = ϑxk,s(y, γ) et mk =

ℓ,
— Si ∀i ∈ J1, pK, vki

̸= vkp+1, alors θxk(y, γ) = ϑxk(y, γ) et mk = ℓ,
— Si k > mk−1 alors mk = mk−1 et on a c = |θxmk−1

(y, γ)|,
— Si ∃i ∈ Jc+ 1, pK tel que vki

= vkp+1, alors θxk(y, γ) = ek1 . . . eki−1,
— Si ∀i ∈ Jc+ 1, pK, vki

̸= vkp+1, alors θxk(y, γ) = ϑxk(y, γ).

v1 v2 v3 v4

sommet initial sommet finalc1 ⩽ 0 c2 > 0 c3 c4

(a) - Un chemin ρ

v1 v2 v3 v4

sommet initial sommet finalc2

(b) - Le chemin θx(ρ)

Figure 4.5 – Un chemin ρ et le chemin θx(ρ).

Nous résumons schématiquement l’action de la transformation θ avec la figure 4.5.
Nous avons représenté dans la figure 4.5 (a) un exemple de chemin ρ ayant quatre cycles
simples, les ci pour i ∈ J1, 4K. Nous appelons vi le sommet initial (et final) du cycle ci.
Le cycle c1 est tel qu’il diminue l’énergie totale du chemin : pour tout chemin γ et tout
y ∈ Z, ψx(y, γ) ⩾ ψx(y, γc1). Le cycle c2 quant à lui augmente strictement l’énergie totale
du chemin ce qui signifie que, contrairement à c1, pour tout chemin γ et tout y ∈ Z nous
avons ψx(y, γ) ⩾ ψx(y, γc2). Les modifications de l’énergie provoquées par les cycles c3 et
c4 peuvent être quelconques. En effet lors de la construction du chemin θx(ρ) le premier
cycle identifié sera le cycle c1, or puisqu’il diminue l’énergie totale du chemin il ne sera pas
conservé dans θx(ρ). Le second cycle considéré sera c2, qui augmente strictement l’énergie
du chemin. Une fois c2 identifié la fin de la construction de θx(ρ) consiste uniquement en
la suppression des cycles dans le suffixe de ρ commençant en v2, le sommet final de c2.
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Nous pouvons observer cela sur la figure 4.5 (b) qui représente le chemin θx(ρ) ainsi
obtenu. Lors de la construction de θx(ρ) le cycle c1 est bien supprimé puisqu’il diminue
l’énergie totale. Nous trouvons bien c2 dans le chemin θx(ρ) puisque c’est un cycle qui
augmente l’énergie ce qui entraine que les cycles c3 et c4 soient absents de θx(ρ) quels que
soient les modifications qu’ils appliquent à l’énergie de ρ.

Définition 4.5 (Transformation Θ). Soit G = (V1, ∅, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu
de parité à énergie paramétrée à un joueur. Fixons x ∈ Zn. Soient γ = e1 . . . eℓ un
chemin fini croissant de Gx et y ∈ Z. Soient θx(y, γ) = e1 . . . ep et mℓ tels que définis
précédemment. Nous définissons Θx(y, γ) de la manière suivante :

— Si mℓ = ℓ et v1 = vℓ+1, alors Θx(y, γ) = (ε, ε, ε). Avec ε le chemin vide.
— Si mℓ = ℓ et v1 ̸= vℓ+1, alors Θx(y, γ) = (ε, ε, θx(y, γ)).
— Si mℓ = k < ℓ alors nous avons c = |θxk(y, γ)| et i ∈ J1, cK tel que vi = vc+1, soit

Θx(y, γ) = (e1 . . . ei−1, ei . . . ec, ec+1 . . . ep) (notons que selon les valeurs de i et c, il
est possible d’avoir des chemins vides dans Θx(y, γ)).

Nous commençons par démontrer plusieurs propriétés des transformations θ et Θ. Nous
montrons que la transformation θ ne fait que retirer des cycles de γ sans ajouter d’arcs
et qu’en notant Θx(y, γ) = (γp, γc, γ) nous avons que γp et γs sont des chemins simples et
γc est un cycle simple qui augmente strictement l’énergie.

Lemme 4.2. Soit G = (V1, ∅, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie pa-
ramétrée à un joueur. Fixons x ∈ Zn. Soient γ = e1 . . . eℓ un chemin fini croissant de Gx

et y ∈ Z. Soient θx(y, γ) et Θx(y, γ) = (γp, γc, γs) tels que définis précédemment.
Nous prouvons les propriétés suivantes :
— (a) - La transformation θx ne supprime que des cycles.
— (b) - Pour tout arc e ∈ θx(y, γ), e ∈ γ.
— (c) - γc est soit le chemin vide, soit un cycle simple qui augmente strictement

l’énergie.
— (d) - γp et γs sont des chemins simples.

Démonstration. Soit G = (V1, ∅, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée à un joueur. Fixons x ∈ Zn. Soient γ = e1 . . . eℓ un chemin fini croissant
de Gx et y ∈ Z. Soient θx(y, γ) = e1 . . . ep et mℓ tels que définis précédemment avec
ei = (vi, vi+1) pour tout i ∈ J1, pK. Pour k ∈ J0, ℓK nous aurons θxk(y, γ) = ek1 . . . ekq . Soit
Θx(y, γ) = (γp, γc, γs). Nous noterons ε le chemin vide.

Nous prouvons les résultats par récurrence :
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Hypothèse de récurrence : Pour tout k ∈ J0, ℓK, θxk(y, γ) vérifie :
— (1) - Si k ⩾ 1 et |θxk(y, γ)| ⩽ |θxk−1(y, γ)| alors le chemin supprimé à l’étape k est

un cycle.
— (2) - Pour tout arc e ∈ θx(y, γ), e ∈ γ.
— (3) - Si mk = ℓ alors θxk(y, γ) est un chemin simple.
— (4) - Si mk ̸= ℓ, avec c = |θxmk

(y, γ)| et ik ∈ J1, cK tels que vik = vc+1 nous avons :
— (4.1) - γp,k = ek1 . . . ekik−1 est un chemin simple.
— (4.2) - γs,k = ekc+1 . . . ekq est un chemin simple.
— (4.3) - γc,k = ekik

. . . ekc est un cycle simple.
— (4.4) - γc,k augmente strictement l’énergie.

Lorsque (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4) seront vraies nous résumerons en notant que (4) est
vraie.

Nous pouvons remarquer que d’après la définition de Θ, si (3) et (4) sont vraies pour
l’étape ℓ alors (c) et (d) sont vraies.

Initialisation : Pour k = 0 nous avons (1) vraie. Puisque θx0(y, γ) = ε (2) est vraie et
comme m0 = ℓ nous avons (4) vraie et (3) est également vraie car ε est un chemin simple.
L’hypothèse de récurrence est donc vraie pour k = 0.

Hérédité : Supposons l’hypothèse de récurrence vraie pour un k ⩾ 0. Cela signifie que
θxk(y, γ) vérifie (1), (2), (3) et (4).

Soit ϑxk+1(y, γ) = thetaxk(y, γ)ek+1 = ek+11 . . . ek+1q′ .
Dans le cas où il existe j ∈ J1, q′K tel que vj = vq′+1, nous noterons ϑxk+1,s(y, γ) =

ek1 . . . ek+1j−1 .

Cas mk+1 = ℓ Simk+1 = ℓ alors cela signifie quemk = ℓ et nous avons donc k+1 ⩽ mk. Il
n’y a que deux possibilités pour que cela se produise, la première lorsqu’il existe j ∈ J1, q′K
tel que vj = vq′+1 et ϕx(y, ϑxk+1,s(y, γ)) ⩾ ϕx(y, ϑxk+1(y, γ)), et la seconde lorsque pour tout
j ∈ J1, q′K, vj ̸= vq′+1.

Dans tous les cas nous avons (4) vérifiée par thetaxk+1(y, γ) puisque mk+1 = ℓ.
Supposons tout d’abord que pour tout j ∈ J1, q′K, vj ̸= vq′+1. Nous avons alors

θxk+1(y, γ) = thetaxk(y, γ)ek+1 et (1) est vérifiée puisque aucun arc n’a été retiré lors de
l’étape k + 1. De plus comme l’hypothèse de récurrence est vraie pour k, nous avons
que thetaxk(y, γ) est un chemin simple dont tous les arcs appartiennent à γ. Puisque
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ek+1 ∈ γ nous avons (2) vérifiée par thetaxk+1(y, γ). Enfin comme nous avons que pour
tout j ∈ J1, q′K, vj ̸= vq′+1, nous avons que thetaxk+1(y, γ) est un chemin simple et (3) est
bien vérifiée.

Supposons maintenant qu’il existe j ∈ J1, q′K tel que vj = vq′+1 et ϕx(y, ϑxk+1,s(y, γ)) ⩾
ϕx(y, ϑxk+1(y, γ)). Nous avons donc thetaxk+1(y, γ) = ϑxk+1,s(y, γ) = ek+11 . . . ek+1j−1 et le
chemin retiré à l’étape k+ 1 est γsup = ek+1j

. . . ek+1q′ . Hors comme vj = vq′+1 nous avons
que γsup est un cycle et donc (1) est bien vérifiée. De plus comme thetaxk+1(y, γ) est un
préfixe de thetaxk(y, γ), nous avons bien que thetaxk+1(y, γ) est un chemin simple dont tous
les arcs appartiennent à γ et donc (2) et (3) sont vérifiées.

Par conséquent l’hypothèse de récurrence est vraie pour k + 1 lorsque mk+1 = ℓ.

Cas mk+1 ̸= ℓ et mk = ℓ Si mk+1 ̸= ℓ et mk = ℓ alors cela signifie qu’il existe
ik+1 ∈ J1, q′K tel que vik+1 = vq′+1 et ϕx(y, ϑxk+1,s(y, γ)) < ϕx(y, ϑxk+1(y, γ)). Nous avons
donc mk+1 = k + 1 et cela signifie également que le cycle γc,k+1 = ekik+1

. . . ekq′ augmente
strictement l’énergie et donc (4.4) est vérifiée. Puisque aucun arc n’est supprimé à cette
étape nous avons également (1) vérifiée et comme mk+1 ̸= ℓ, (3) est également vérifiée.
Puisque l’hypothèse de récurrence est vraie à l’étape k, que ek+1 ∈ γ et que θxk+1(y, γ) =
thetaxk(y, γ)ek+1 nous avons que (2) est vraie à l’étape k + 1.

Puisque l’hypothèse de récurrence est vraie à l’étape précédente et que mk = ℓ, nous
avons que thetaxk(y, γ) est un chemin simple. Nous avons donc γp,k+1 = ek+11 . . . ek+1ik+1−1

et ekik+1
. . . ekq′−1 des chemins simples. Par conséquent (4.1) et (4.3) sont vérifiées à l’étape

k + 1. De plus nous avons γs,k+1 le chemin vide donc (4.2) est également vérifiée.
Par conséquent l’hypothèse de récurrence est vraie pour k + 1 lorsque mk+1 ̸= ℓ et

mk = ℓ.

Cas mk+1 ̸= ℓ et mk ̸= ℓ Soit c = |θxmk
(y, γ)|, si mk+1 ̸= ℓ et mk ̸= ℓ alors soit il

existe j ∈ Jc + 1, q′K tel que vk+1j
= vk+1q′+1 , soit pour tout j ∈ Jc + 1, q′K nous avons

vk+1j
̸= vk+1q′+1 .

Dans les deux cas, puisque mk+1 ̸= ℓ, (3) est vérifiée à l’étape k + 1.
Dans les deux cas, le préfixe de taille c de thetaxk+1(y, γ) et celui de thetaxk(y, γ) sont

identiques et puisque l’hypothèse de récurrence est vraie pour k, nous avons donc que
(4.1), (4.3) et (4.4) sont vérifiées à l’étape k + 1.

Supposons tout d’abord qu’il existe j ∈ Jc+ 1, q′K tel que vk+1j
= vk+1q′+1 . Nous avons

alors thetaxk+1(y, γ) = ek+11 . . . ek+1j−1 , γs,k+1 = ek+1c+1 . . . ek+1j−1 et le chemin supprimé à
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cette étape est γsup = ek+1j
. . . ek+1q′ . Puisque tous les arcs de thetaxk+1(y, γ) sont des arcs

de thetaxk(y, γ) et que l’hypothèse de récurrence est vraie pour k, nous avons que tous les
arcs de thetaxk+1(y, γ) appartiennent à γ et (2) est donc vérifiée à l’étape k + 1. De plus
nous avons vk+1j

= vk+1q′+1 donc γsup est un cycle et (1) est vérifiée. Enfin, puisque (4.2)
est vraie à l’étape k nous avons que γs,k = ek+1c+1 . . . ek+1q′−1 est un chemin simple, par
conséquent γs,k+1 est un chemin simple et (4.2) est vérifiée à l’étape k + 1.

Supposons maintenant que pour tout j ∈ Jc + 1, q′K nous ayons vk+1j
̸= vk+1q′+1 .

Puisque aucun arc n’est supprimé nous avons bien (1) vérifiée. Nous avons thetaxk+1(y, γ) =
thetaxk(y, γ)ek+1, comme (2) est vérifiée à l’étape k et ek+1 ∈ γ, (2) est bien vérifiée à l’étape
k+1. Enfin nous avons γs,k+1 = ek+1c+1 . . . ek+1q′ et d’après l’hypothèse de récurrence nous
avons également que γs,k = ek+1c+1 . . . ek+1q′−1 est un chemin simple, puisque pour tout
j ∈ Jc+ 1, q′K nous avons vk+1j

̸= vk+1q′+1 la propriété (4.2) est vérifiée à l’étape k + 1.
Par conséquent l’hypothèse de récurrence est vraie pour k + 1 lorsque mk+1 ̸= ℓ et

mk ̸= ℓ.
Puisque l’hypothèse de récurrence est vraie pour k + 1 dans tous les cas nous avons

que l’hypothèse de récurrence est vraie pour k + 1.
Soient x ∈ Zn, γ un chemin et Θx(y, γ) = (γp, γc, γs). Nous avons donc montré que la

transformation θx ne supprime que des cycles de γ et n’ajoute aucun arc, que γp et γs sont
des chemins simples et que γc est soit le chemin vide soit un cycle simple qui augmente
strictement l’énergie.

Nous prouvons avec les lemmes suivants que pour x ∈ Zn et y ∈ Z, nous pouvons
construire un schéma d’itération Θx(y, ρ) depuis un chemin fini croissant ρ (lemme 4.3).
Nous prouvons également que grâce à Θx(y, ρ) nous pouvons construire un chemin qui
augmente plus l’énergie que ρ tout en ayant les mêmes sommets initiaux et finaux. De
plus si tous les préfixes de ρ ont une énergie positive alors ce sera également le cas du
chemin construit de cette manière (lemme 4.4). Enfin nous prouvons avec le lemme 4.5
que le chemin construit de cette manière a une parité minimale supérieure ou égale à la
parité minimale de ρ.

Pour les trois lemmes suivants ainsi que leurs preuves nous considérerons G = (V1, ∅, E,
s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie paramétrée à un joueur, un chemin
fini croissant γ, une valeur des paramètres x ∈ Zn et un entier y ∈ N. On note Θx(y, γ) =
(ρp, ρc, ρs).

Lemme 4.3. Nous avons que Θx(y, γ) est un schéma d’itération.
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Démonstration. Commençons par le cas où ρc = ε. Dans ce cas nous avons donc mℓ = ℓ

dans θx(y, γ) ce qui implique que Θx(y, γ) = (ε, ε, ε) ou Θx(y, γ) = (ε, ε, θx(y, γ)) en
fonction de si v1 ̸= vℓ+1 ou v1 = vℓ+1. Dans ces deux cas nous avons alors ρp = ε et par
conséquent ρp est nécessairement un chemin simple de longueur minimale. Quant à ρc

il est bien soit un cycle soit le chemin vide puisqu’il est le chemin vide. Si nous avons
ρs = ε alors ρs est également un chemin simple et Θx(y, γ) est un schéma d’itération. Si
au contraire nous avons ρs ̸= ε alors cela signifie que le sommet initial de θx(y, γ) n’est
pas son sommet final et donc que ρs = θx(y, γ) est un chemin simple, par conséquent
Θx(y, γ) est bien un schéma d’itération.

Considérons à présent le cas où ρc ̸= ε alors ρc est un cycle dont le sommet initial
est le sommet final de ρp et est aussi le sommet initial de ρs. De plus par construction
de θx(y, γ), nous avons que ρp est de taille i telle que vi soit la première occurrence du
sommet initial de ρc. Par conséquent nous avons que ρp est bien de taille minimale et
donc nous avons que Θx(y, γ) est un schéma d’itération.

Lemme 4.4. Si pour tout ρ préfixe de γ, nous avons 0 ⩽ ϕx(y, ρ) alors il existe i ∈ N
tel que ρpρicρs est un chemin vide ou avec les mêmes sommets initiaux et finaux que γ et
pour tout ρ′ préfixe de ρpρicρs, nous avons 0 ⩽ ϕx(y, ρ′).

Démonstration. Remarquons que si ρp, ρc et ρs sont tous les trois des chemins vides alors
le reste de ce lemme est trivialement vrai. Dans la suite de cette preuve nous considérerons
qu’au moins ρp, ρc ou ρs n’est pas le chemin vide.

Puisque la transformation θ ne supprime que des cycles de ρ nous avons que pour tout
ℓ ∈ N, γ′ = ρpρ

i
cρs a les mêmes sommets initiaux et finaux que γ.

Supposons que pour tout préfixe ρ de γ, nous ayons 0 ⩽ ϕx(y, ρ), alors pour tout préfixe
ρ′
p de ρp nous avons que 0 ⩽ ϕx(y, ρ′

p) puisque la transformation θ ne commence par retirer
que les cycles qui diminuent l’énergie. Nous avons également ϕx(y, γp) ⩽ ϕx(y, ρ′

p) avec γp
le préfixe de γ dont le sommet final est la première occurrence du sommet initial de ρc.
De plus, comme ρc augmente strictement l’énergie nous avons que pour tout M ∈ N, il
existe iM tel que M ⩽ ϕx(y, ρpρiMc ). En particulier nous pouvons choisir i tel que pour
tout ρ′

s préfixe de ρs nous ayons 0 ⩽ ϕx(y, ρpρicρ′
s). Par conséquent si pour tout ρ préfixe

de γ, nous avons 0 ⩽ ϕx(y, ρ) alors il existe i ∈ N tel que pour tout ρ′ préfixe de ρpρicρs,
nous ayons 0 ⩽ ϕx(y, ρ′).

Lemme 4.5. Nous avons min(π(γ)) ⩾ min(π(Θx(y, γ)).
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Démonstration. Puisque la transformation Θ ne fait que retirer des arcs et n’en ajoute
aucun, tous les sommets présents dans Θx(y, γ) sont présents dans γ et nous avons que
min(π(γ)) ⩾ min(π(Θx(y, γ)).

4.3.3 Transformation d’un chemin en schéma multiple d’itéra-
tion

De la même manière qu’un chemin croissant peut être simplifié en un chemin de
schéma d’itération avec les mêmes sommets initiaux et finaux grâce à la transformation
Θ, tout chemin peut être (moins) simplifié en un chemin simple pour les arcs constants
ayant les mêmes sommets initiaux et finaux avec la transformation κ. Nous allons ensuite
définir la notion de schéma multiple d’itération, structure analogue au schéma d’itération
prenant en compte les arcs constants, ainsi que la transformation ψ qui simplifie un chemin
quelconque en un chemin de schéma multiple d’itération, à l’instar de la transformation
θ qui permet de simplifier les chemins croissants.

Avant de définir la transformation κ qui va chercher à simplifier les chemins contenants
des arcs constants, nous avons besoin de définir les facteurs croissants maximaux d’un
chemin qui représentent les chemins croissants compris entre chaque arc constant de ce
chemin.

Définition 4.6 (Facteur croissant maximal). Soit ε le chemin vide. Soit ρ = e1 . . . en un
chemin fini. Soient (eij )k1 ses arcs constants par ordre d’apparition. Soient ρ1 = e1 . . . ei1−1,
ρk+1 = eik+1 . . . en et pour j ∈ J2, kK soient ρj = eij+1 . . . eij+1−1, on appelle facteurs
croissants maximaux de ρ les ρj.

Commençons par décrire le fonctionnement de la transformation κ avec un exemple
avant de la définir formellement. Nous considérerons dans cet exemple le graphe Gx

κ re-
présenté dans la figure 4.6.

Nous allons étudier la transformation du chemin ρκ = e1e2e3e2e4e5e6e7e5e8e9, de lon-
gueur 11. Ce chemin a pour sommet initial s et sommet terminal t et est représenté dans la
figure 4.7. L’énergie des arcs n’a pas été représentée car la transformation κ ne considère
que le fait qu’un arc soit constant ou non. Afin d’expliciter les arcs constants nous les
avons représentés en rouge sur les figures. Pour la suite de cet exemple nous appellerons
les arcs de ρκ :

— ei1 la première occurrence de l’arc constant e2,
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s v1 v2 v3 v4 v5

v6 t

e1

e2

e4

e3

e5 e6

e8

e7

e9

Figure 4.6 – Un graphe Gx
κ.

— ei2 la seconde occurrence de l’arc constant e2,
— ei3 la première occurrence de l’arc constant e5,
— ei4 l’arc constant e7,
— ei5 la seconde occurrence de l’arc constant e5,
— ei6 l’arc constant e9.

s v1 v2 v1 v2 v3

v4v5v3v4v6t

e1 ei1 e3 ei2 e4

ei3

e6ei4ei5e8ei6

Figure 4.7 – Le chemin ρκ.

Le chemin ρκ a sept facteurs croissants maximaux que nous noterons :
— f1 = e1,
— f2 = e3,
— f3 = e4,
— f4 = e6,
— f5 = ε,
— f6 = e8,
— f7 = ε.
La transformation κ a pour objectif de rendre simple pour les arcs constants un chemin

quelconque, pour cela nous allons parcourir ρκ en commençant par son sommet initial et
nous supprimerons les cycles dont le sommet initial est un arc constant. Ainsi nous allons
supprimer les arcs constants présents plusieurs fois ce qui rendra le chemin simple pour
les arcs constants.
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Le premier cycle identifié est e3ei2 , la transformation κ supprime le cycle de ρκ ce qui en
retire le facteur f2. Nous avons alors le chemin ρ′

κ représenté sur la figure 4.8.

s v1 v2 v3

v4v5v3v4v6t

e1 ei1 e4

ei3

e6ei4ei5e8ei6

Figure 4.8 – Le chemin ρ′
κ.

Comme nous n’avons pas terminé de parcourir ρ′
κ suite à la suppression de ce premier

cycle, nous continuons à énumérer les arcs de ρ′
κ.

Nous identifions un second cycle qui est e6ei4ei5 qui est alors retiré de ρκ, ce qui supprime
alors les facteurs f4 et f5 du chemin.
Une fois que nous avons considéré tous les arcs de ρκ, le procédé se termine et nous
obtenons alors κ(ρκ), représenté sur la figure 4.9.

s v1 v2 v3

v4v6t

e1 ei1 e4

ei3

e8ei6

Figure 4.9 – Le chemin κ(ρκ).

Nous pouvons constater que dans le chemin ρκ seuls les arcs constants e2 et e5 sont
présents plusieurs fois. La transformation ρ supprime cependant également l’arc constant
e7. Ainsi, bien que seuls deux doublons soient présents, la transformation κ a retiré trois
facteurs croissants maximaux du chemin.

Formalisons à présent la transformation κ que nous venons de présenter sur l’exemple
de ρκ avec la définition suivante.

Définition 4.7 (Transformation κ). Soit γ un chemin fini quelconque. Soient ei1 . . . eik
ses arcs constants par ordre d’apparition et soient γ1 . . . γk+1 ses facteurs croissants maxi-
maux.
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Pour a ∈ J1, kK nous appelons ρa le chemin γaeia qui est la concaténation du a-ième fac-
teur croissant maximal de γ et du a-ième arc constant de γ. De plus, ρk+1 = γk+1.
Soit κ(ρ1) = ρ1 et pour j ∈ J2, kK définissons κ(ρj) tel que κ(ρj) = ε s’il y a l < j et l′ ⩾ j

tels que eil = eil′ et κ(ρj) = ρj sinon. Enfin, κ(ρk+1) est toujours ρk+1.
Nous définissons κ(γ) = κ(ρ1) . . . κ(ρk+1) le chemin simple pour les arcs constants

issus de γ.

Nous pouvons remarquer que, pour un facteur croissant maximal donné, soit la trans-
formation κ laisse le facteur inchangé, soit elle le supprime complètement. De plus si γ
est un chemin croissant alors on a κ(γ) = γ puisqu’il n’y a aucun arc constant dans γ.

Nous prouvons avec les lemmes suivants qu’à partir d’un chemin quelconque γ, la
transformation κ permet d’obtenir un chemin κ(γ) qui est simple pour les arcs constants
et a les mêmes sommets initiaux et finaux que γ. De plus si tous les préfixes de γ ont une
énergie positive alors ce sera également le cas du chemin construit avec κ (lemme 4.6).
Enfin nous prouvons avec le lemme 4.7 que le chemin κ(γ) a une parité minimale supérieure
ou égale à la parité minimale de γ.

Lemme 4.6. Considérons x ∈ Zn, y ∈ N, et un chemin γ, nous avons κ(γ) un chemin
simple pour les arcs constants qui a les mêmes sommets initiaux et finaux que γ et est
tel que si pour tout ργ préfixe de γ, 0 ⩽ ϕx(y, ργ) alors pour tout ρκ préfixe de κ(γ),
0 ⩽ ϕx(y, ρκ).

Démonstration. Soit G = (V1, ∅, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée à un joueur, et soit γ = e1 . . . en un chemin de G. Soient les ei1 , . . . , eik les
arcs constant de γ par ordre d’occurrence. Soient les γi, pour i ∈ J1, k + 1K les facteurs
croissants maximaux de γ, les ρi et κ(γ) = κ(ρ1) . . . κ(ρk+1) comme définit précédemment.

Comme par définition κ(ρ1) = ρ1, nous avons que κ(γ) a le même sommet initial que
γ et comme par définition κ(ρk+1) = ρk+1, nous avons que κ(γ) a le même sommet final
que γ.

Supposons que κ(γ) ne soit pas simple pour les arcs constants, cela signifie qu’il existe
j et ℓ tels que eij = eiℓ et j ̸= ℓ, tout en ayant κ(ρj) ̸= ε et κ(ρℓ) ̸= ε. Supposons sans
perte de généralité que j < l, nous avons alors par construction que κ(ρℓ) = ε, puisque
c’est impossible cela signifie que κ(γ) est simple pour les arcs constants.

Supposons ensuite que pour tout préfixe pγ de γ, 0 ⩽ ϕx(y, pγ), alors pour tout préfixe
pℓ de γℓ on a 0 ⩽ ϕx(y, pℓ). En effet soit pγ,ℓ le préfixe de γ se terminant par pℓ, nous
avons alors pγ,ℓ = γ1ei1 . . . eiℓ−1pℓ. Étant donné que les arcs constants fixent l’énergie à

92



4.3. Cas à un joueur

une valeur donnée indépendamment de la valeur précédente de l’énergie (µeiℓ
= 0), nous

avons ϕx(y, pγ,ℓ) = ϕx(y, pℓ). Or 0 ⩽ ϕx(y, pγ,ℓ) puisque pγ,ℓ est un préfixe de γ, nous avons
donc bien 0 ⩽ ϕx(y, pℓ).
Comme nous avons que soit κ(ρi) = ρi, soit κ(ρi) = ε, alors pour tout préfixe pκ,i de
κ(ρi) nous avons 0 ⩽ ϕx(y, pκ,i). De plus puisque les arcs constants réinitialisent l’énergie
à 0 (µeiℓ

= 0 pour tout ℓ), pour tout préfixe pκ de κ(γ), nous avons 0 ⩽ ϕx(y, pκ). Par
conséquent si pour tout préfixe pγ de γ, nous avons 0 ⩽ ϕx(y, pγ) alors pour tout préfixe
pκ de κ(γ), nous avons 0 ⩽ ϕx(y, pκ).

Lemme 4.7. Soit γ un chemin, nous avons que min(π(γ)) ⩾ min(π(κ(y, γ)).

Démonstration. Puisque la transformation κ ne fait que potentiellement retirer des som-
mets sans en ajouter aucun nous avons que min(π(γ)) ⩾ min(π(κ(y, γ)).

ei1 ei2 ei3 ei5 ei6ei4 = ei2sommet initial sommet final

f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7

(a) - Un chemin ρ

ei1 ei2 = ei4 ei5 ei6sommet initial sommet final

f1 f2 f5 f6 f7

(b) - Le chemin κ(ρ)

Figure 4.10 – Un chemin ρ et le chemin κ(ρ).

Dans la figure 4.10 (a) nous avons représenté un chemin ρ comme une ligne horizontale.
Nous avons mis en valeur ses arcs constants qui sont les ei1 ...ei6 ainsi que ses facteurs
croissants maximaux, les f1...f7. Dans la figure 4.10 (b) nous avons représenté κ(ρ) pour
montrer comme la transformation κ fonctionne et en quoi elle laisse inchangé ou supprime
complètement les facteurs croissants maximaux de ρ.
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Nous nous intéressons maintenant à la notion de schéma multiple d’itération afin
de créer une structure analogue aux schémas d’itération qui prend en compte les arcs
constants. Nous définissons aussi la transformation ψ qui permet d’obtenir un schéma
multiple d’itération à partir d’un chemin simple pour les arcs constants. Nous prouvons
ensuite que nous pouvons créer des chemins ayant des propriétés intéressantes grâce à la
transformation ψ.

Définition 4.8 (Chemin de schéma multiple d’itération). Considérons un chemin ρ =
e1 . . . en. Soient les ei1 , . . . , eik ses arcs constants par ordre d’occurrence. Le chemin ρ est
dit "de schéma multiple d’itération" s’il est simple pour les arcs constants et si ses facteurs
croissants maximaux sont des chemins de schéma d’itération.

Définition 4.9 (Schéma multiple d’itération). Soit ρ = e1 . . . en un chemin de schéma
multiple d’itération. Soient les ei1 , . . . , eik ses arcs constants par ordre d’occurrence. Soient
les (ρpj

, ρcj
, ρsj

) pour j ∈ J1, k + 1K les schémas d’itérations des facteurs croissants maxi-
maux de ρ. Le 2(k+1)-uplet (ρp1 , ρc1 , ρs1 , ei1 , . . . , eik , ρpk+1 , ρck+1 , ρsk+1) est appelé le schéma
multiple d’itération du chemin ρ.

Nous cherchons à construire des schémas multiples d’itération car ils sont en nombre
fini comme le montre le lemme 4.8. Cela nous permettra de les énumérer.

Lemme 4.8. Soit G un jeu de parité à énergie paramétrée, il y a un nombre fini de
schémas multiples d’itération.

Démonstration. Il y a un nombre fini de schéma d’itération d’après le lemme 4.1 et puisque
E est fini il y a également un nombre fini d’arcs constants. Un schéma multiple d’itération
est une combinaison finie de différents arcs constants ainsi que de schémas d’itération.
Comme il n’y a qu’un nombre fini de chacun de ces éléments il n’y a également qu’un
nombre fini de schémas multiples d’itération.

Commençons par décrire le fonctionnement de la transformation ψ avec un exemple
avant de la définir formellement. Nous considérerons dans cet exemple le graphe Gx

ψ re-
présenté dans la figure 4.11.

Nous allons étudier la transformation du chemin ρψ, de longueur 11. Ce chemin a pour
sommet initial s et sommet terminal t et est représenté dans la figure 4.12. Ce chemin
contient un arc constant, ei0 et a deux facteurs croissants maximaux :
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s a1 s1 v1

v2

v3

v4

v5 t
e0 : 1 ei0 = 0 e1 : 2

e2 : 1

e7 : 1

e3 : −1
e5 : 1

e4 : −2

e6 : −1

e8 : 1

e9 : 1

Figure 4.11 – Un graphe Gx
ψ.

— f1 = e0,
— f2 = e1 . . . e9.
Nous pouvons remarquer que f2 est identique au chemin ρθ qui nous a servi à illustrer

le fonctionnement des transformations θ et Θ. En effet la transformation ψ fait appel à
la transformation Θ comme nous le verrons dans cet exemple.

s a1 s1 v1 v2 v3

v2v4v1v5v5t

e0 : 1 ei0 = 0 e1 : 2 e2 : 1

e7 : 1

e3 : −1

e5 : 1

e4 : −2

e6 : −1e8 : 1e9 : 1

Figure 4.12 – Le chemin ρψ.

La transformation ψ cherche à créer un schéma multiple d’itération à partir d’un che-
min simple pour les arcs constants. Pour cela nous commençons par identifier les différents
facteurs croissants maximaux qui sont f1 et f2.
Nous avons donc une première décomposition de notre chemin qui nous servira de base
pour créer ψ(ρψ) : ρ′

ψ = (f1, ei0 , f2). Cependant nous souhaitons obtenir un schéma mul-
tiple d’itération et pour cela nous avons besoin de remplacer f1 et f2 par des schémas
d’itération. Pour cela nous utilisons la transformation θ qui va associer des schémas d’ité-
ration Θ(f1) et Θ(f2) aux chemins croissants que sont les facteurs croissants maximaux
de ρψ.

La transformation Θ ayant construit les schémas d’itérations associés aux facteurs
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croissants maximaux nous pouvons ensuite créer un schéma multiple d’itération avec ψ.
Nous obtenons alors ψ(ρψ) = (Θ(f1), ei0 ,Θ(f2)), c’est-à-dire ψ(ρψ) = ((ε, ε, 0), ei0 , (e1,
e2e5e6, e7e9)).

Formalisons à présent la transformation que nous venons de décrire sur l’exemple de
ρψ avec la définition suivante.

Définition 4.10 (Transformation ψ). Soit G = (V1, ∅, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un
jeu de parité à énergie paramétrée à un joueur. Fixons x ∈ Zn et y ∈ N. Soit γ =
e1 . . . en un chemin simple pour les arcs constants de Gx. Nous construisons un schéma
multiple d’itération ψx(y, γ) en créant un schéma d’itération pour chaque facteur croissant
maximal de γ. Plus spécifiquement, soient ei1 , . . . eik les arcs constants de γ par ordre
d’occurrence et les fi ses facteurs croissants maximaux. Nous décomposons le chemin γ

comme f1eiif2ei2 . . . eikfk+1.
Finalement nous avons ψx(y, γ) = (Θx(y, f1), ei1 ,Θx(αei1

(x), f2), ei2 , . . . , eik ,Θx(αeik
(x),

fk+1)).

Nous prouvons avec les lemmes suivants plusieurs propriétés de la transformation ψ.
Tout d’abord nous montrons qu’à partir d’un chemin simple pour les arcs constants γ,
la transformation ψ permet d’obtenir un schéma multiple d’itération dont les sommets
initiaux et finaux sont les mêmes que ceux de γ avec le lemme 4.9. De plus nous montrons
avec le lemme 4.10 que si tous les préfixes de γ ont une énergie positive alors il est
possible de construire un chemin de schéma multiple d’itération qui vérifie également
cette propriété.

Lemme 4.9. Considérons x ∈ Zn, y ∈ N, et un chemin γ simple pour les arcs constants.
Nous avons ψ(γ) un schéma multiple d’itération tel que les chemins de schéma multiple
d’itération associés à ψ(γ) aient les mêmes sommets initiaux et finaux que γ.

Démonstration. Soit G = (V1, ∅, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée à un joueur. Soient x ∈ Zn et γ = e1 . . . en un chemin. Soient ei1 , . . . , eik les arcs
constants de γ par ordre d’occurrence. Soient γj, pour j ∈ J1, k+1K les facteurs croissants
maximaux de γ et ψx(y, γ) = (Θx(y, γ1), ei1 ,Θx(αei1

(x), γ2), ei2 , . . . , eik ,Θx(αeik
(x), γk+1))

comme défini précédemment.
Pour tout j ∈ J1, k + 1K, soit zj = y si j = 1 et zj = αeij−1

(x) sinon. D’après le
lemme 4.3, nous avons Θx(zj, uj) un schéma d’itération avec les mêmes sommets initiaux
et finaux que uj. Par conséquent nous avons ψ(γ) un schéma multiple d’itération tel que
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les chemins de schéma multiple d’itération associés aient les mêmes sommets initiaux et
finaux que γ.

Lemme 4.10. Considérons x ∈ Zn, y ∈ N, et un chemin γ simple pour les arcs constants.
Si pour tout préfixe ργ de γ, nous avons 0 ⩽ ϕx(y, ργ) alors il existe p un chemin de
schéma multiple d’itération associé à ψ(γ) tel que pour tout préfixe ρp de p, nous ayons
0 ⩽ ϕx(y, ρp).

Démonstration. Soit G = (V1, ∅, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée à un joueur. Soient x ∈ Zn et γ = e1 . . . en un chemin. Soient ei1 , . . . , eik les arcs
constants de γ par ordre d’occurrence. Soient γj, pour j ∈ J1, k+1K les facteurs croissants
maximaux de γ et ψx(y, γ) = (Θx(y, γ1), ei1 ,Θx(αei1

(x), γ2), ei2 , . . . , eik ,Θx(αeik
(x), γk+1))

comme défini précédemment.
Nous avons ψ(γ) un schéma multiple d’itération d’après le lemme précédent.
Supposons que pour tout préfixe ργ de γ, nous ayons 0 ⩽ ϕx(y, ργ), alors pour tout

préfixe ρℓ de γℓ nous avons 0 ⩽ ϕx(y, ρℓ) car ϕx(y, ρℓ) = ϕx(y, γ1ei1 . . . eiℓ−1ρℓ) puisque
eiℓ−1 est un arc constant et que le chemin γ1ei1 . . . eiℓ−1ρℓ est un préfixe de γ.
Pour j ∈ J2, k+ 1K, soit zj = αeij

(x) et soit z1 = y. Comme pour tout j, Θx(zj, γj) est un
schéma d’itération, d’après le lemme 4.4 il existe un chemin pj ayant les mêmes sommets
initiaux et finaux que γj et tel que pour tout préfixe p′ de pj, nous avons 0 ⩽ ϕx(zj, pj).
Soit p = p1ei1 . . . eik+1pk+1, p est un chemin de schéma multiple d’itération associé à ψ(γ)
et pour tout préfixe ρp de p, nous avons 0 ⩽ ϕx(y, ρp). Par conséquent si pour tout préfixe
ργ de γ, nous avons 0 ⩽ ϕx(y, ργ) alors il existe p un chemin de schéma multiple d’itération
associé à ψ(γ) tel que pour tout préfixe ρp de p, nous ayons 0 ⩽ ϕx(y, ρp).

4.3.4 Chemins gagnants

Maintenant que nous avons défini toutes ces transformations nous nous intéressons ici
aux chemins gagnants. Nous commençons par prouver que s’il existe au moins un chemin
gagnant, alors il existe un chemin gagnant qui est composé de deux schémas multiples
d’itération. Nous montrons ensuite les propriétés que doivent avoir ces schémas multiples
d’itération ce qui nous donne une méthode pour chercher un chemin gagnant qui consiste
à énumérer les schémas multiples d’itération en testant si certains vérifient ces propriétés.

Le lemme suivant montre l’existence d’un chemin gagnant ayant une certaine forme
dès l’instant où il existe au moins un chemin gagnant.
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De manière informelle, nous montrons que si nous avons un chemin gagnant ρ alors
nous pouvons construire un chemin qui a une structure donnée ce qui nous assure que
nous n’avons qu’à tester certaines propriétés du graphe pour dire s’il existe un chemin
gagnant ou non.
Pour cela nous commençons par chercher un sommet responsable de la parité minimale
qui apparait infiniment souvent, nous l’avons nommé s1 dans la figure 4.13 qui représente
un chemin gagnant quelconque.

s s1 s1 s1 . . .
ρpref C1 C2 C3

Figure 4.13 – Un chemin gagnant ρ.

Puisque nous avons un chemin infini dont l’énergie est toujours positive, il y a au moins
un cycle ne diminuant pas l’énergie qui commence (et se finit) en s1. Disons que le cycle
Ci0 ayant pour sommet initial s1 vérifie cette propriété. Nous pouvons alors simplifier le
chemin ρ en ρ′ comme illustré sur la figure 4.14.

s s1
ρpref

Ci0

Figure 4.14 – Un chemin gagnant ρ′.

Nous pouvons alors simplifier le cycle Ci0 avec les transformations κ et ψ en retirant
les parties superflues comme les cycles qui diminuent l’énergie ou les cycles commençant
par un arc constant comme illustré sur la figure 4.15. Cela fait nous avons v, la partie du
chemin que nous allons répéter indéfiniment.

Nous avons également besoin d’atteindre le point de départ de v donc nous prenons
le préfixe ρ qui se termine à la première apparition de s1. Nous simplifions également
ρpref avec les transformations κ et ψ pour obtenir u, la partie du chemin qui nous permet
d’atteindre v. Enfin, nous construisons le chemin gagnant ρg = uvω tel que u et v soient des
chemins de schéma multiple d’itération, ce qui nous garantit que lorsque nous cherchons
un chemin gagnant il nous suffit de vérifier les chemins de schéma multiple d’itération
pour savoir s’il en existe un ou non.
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s s1
κ(ρpref )

κ(Ci0)

Figure 4.15 – Un chemin gagnant ρg.

Lemme 4.11. Soient G = (V1, ∅, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée à un joueur et x ∈ Zn. S’il existe un chemin gagnant dans Gx, alors il existe
également un chemin gagnant uvω tel que u et v soient des chemins de schéma multiple
d’itération.

Démonstration. Soit ρ = e1e2 . . . un tel chemin gagnant avec pour tout i ⩾ 1, ei =
(vi, vi+1). Soit I := inf(π(ρ)) l’ensemble des priorités qui apparaissent infiniment souvent
dans ρ. Soit ν un sommet apparaissant infiniment souvent dans ρ et tel que sa parité soit
minimale parmi celles apparaissant infiniment souvent dans ρ, c’est-à-dire πν = min(I).

Puisque le chemin est un chemin gagnant, l’énergie du chemin est toujours positive
ou nulle. Par conséquent il y a au moins deux occurrences consécutives d’arcs dirigés
vers ν dans ρ, aux positions i < j, telles que ϕx(0, e1 . . . ei−1) ⩽ ϕx(0, e1 . . . ej−1). Soient
u := ψx(0, κ(e1 . . . ei−1)), et y := ϕx(0, e1 . . . ei−1), et soit v := ψx(y, κ(ei . . . ej−1)). D’après
le lemme 4.6, nous avons que κ(e1 . . . ei−1) et κ(ei . . . ej−1) sont simples pour les arcs
constants et donc d’après le lemme 4.9 nous avons que u et v sont des chemins de schéma
multiple d’itération. Par construction nous avons que inf(π(uvω)) ⊆ I. De plus comme
le sommet initial de v est ν nous avons que πν ∈ inf(π(uvω)) et que min(inf(π(uvω))) =
min(I). Puisque ρ est un chemin gagnant nous savons donc que min(inf(π(uvω))) est
pair.

D’après le lemme 4.6 nous avons que pour tout préfixe p de κ(e1 . . . ei−1) (resp.
κ(ei . . . ej−1)), il existe un préfixe p′ de e1 . . . ei−1 (resp. ei . . . ej−1) tel que ϕx(0, p) =
ϕx(0, p′) (resp. ϕx(y, κ(ei . . . ej−1)) = ϕx(y, ei . . . ej−1)) et comme ρ est un chemin gagnant
l’énergie de ses préfixes est toujours positive. Par conséquent l’énergie des préfixes de u
et de v est positive et nous avons que uvω est un chemin gagnant tel que u et v soient des
chemins de schéma multiple d’itération.

Nous définissons à présent la notion de sureté pour une valeur donnée qui indique si
un schéma d’itération peut permettre de créer des chemins de schéma d’itération dont
l’énergie reste positive si l’énergie de départ prend la valeur considérée. Nous étendons
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également cette notion aux schémas multiples d’itération qui sont sûrs lorsque tous les
schémas d’itération les composant le sont pour certaines valeurs.

Définition 4.11 (Sureté). Soient x ∈ Zn et y ∈ N. Soit f = (ρp, ρc, ρs) un schéma
d’itération. Si ρc est le chemin vide, nous disons que f est sûr pour y si 0 ⩽ ϕx(y, w)
pour tout préfixe w de ρpρs. Si ρc est non-vide nous disons que f est sûr pour y si 0 ⩽

ϕx(y, w) pour tout préfixe w de ρpρc, et si ϕx(y, ρp) < ϕx(y, ρpρc). Considérons maintenant
un schéma multiple d’itération f = ((ρp1 , ρc1 , ρs1), ei1 , . . . , eik , (ρpk+1 , ρck+1 , ρsk+1)). Nous
disons que f est sûr pour y si (ρp1 , ρc1 , ρs1) est sûr pour y, et chaque (ρpj+1 , ρcj+1 , ρsj+1)
est sûr pour αeij

(x).

Théorème 4.1. Soient G = (V1, ∅, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée à un joueur et x ∈ Zn. Les affirmations suivantes sont équivalentes.

1. Il existe un chemin gagnant dans Gx qui a pour sommet initial s.

2. Il existe un schéma multiple d’itération f = ((ρp1 , ρc1 , ρs1), ei1 , . . . , eik , (ρpk+1 , ρck+1,
ρsk+1)) avec s le sommet initial de ρp1 et un schéma multiple d’itération f ′ =
((ρ′

p1 , ρ
′
c1 , ρ

′
s1), ei′1 , . . . , ei′k′

, (ρ′
pk′+1

, ρ′
ck′+1

, ρ′
sk′+1

)) commençant et terminant à la fin
de ρsk+1, et vérifiant les énoncés suivants :
— f est sûr pour 0.
— Si ρck+1 est le chemin vide et k = 0, alors f ′ est sûr pour ϕx(0, ρp1ρs1).
— Si ρck+1 est le chemin vide et k ̸= 0, alors f ′ est sûr pour ϕx(αeik

(x), ρpk+1ρsk+1).
— Si ρck+1 est non-vide, il existe y ∈ N tel que f ′ est sûr y.
— La parité minimale apparaissant dans f ′ est paire.

Démonstration. Pour le sens 1 ⇒ 2, s’il existe un chemin gagnant ayant pour sommet
initial s dans Gx, d’après le lemme 4.11 nous avons u et v des chemins de schéma multiple
d’itération tels que uvω soit un chemin gagnant de Gx avec pour sommet initial s. Soit f
le schéma multiple d’itération de u et f ′ le schéma multiple d’itération de v. Soient f =
(ρp1 , ρc1 , ρs1 , ei1 , . . . , eik , ρpk+1 , ρck+1 , ρsk+1) et f ′ = (ρ′

p1 , ρ
′
c1 , ρ

′
s1 , ei′1 , . . . , ei′k′

, ρ′
pk′+1

, ρ′
ck′+1

,
ρ′
sk′+1

).
Puisque uvω est un chemin gagnant, f est sûr pour 0.
Si ρck+1 est le chemin vide et k = 0, alors u = ρp1ρs1 et comme uvω est un chemin

gagnant, f ′ est sûr pour ϕx(0, ρp1ρs1).
Si ρck+1 est le chemin vide et k ̸= 0, alors le dernier chemin de schéma d’itération de u

est ρpk+1ρvk+1 et f ′ est sûr pour ϕx(αeik
(x), ρpk+1ρvk+1) puisque uvω est un chemin gagnant.
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Pour les mêmes raisons si ρck+1 est le chemin non vide, alors f ′ est sûr pour y = ϕx(0, u).
De plus comme uvω est un chemin gagnant, nous avons que min ◦ inf ◦π(uvω) est pair.

Par conséquent la priorité minimale apparaissant dans v est paire et donc la priorité
minimale apparaissant dans f ′ est paire.

Dans tous les cas l’implication est vraie donc nous avons bien que 1 ⇒ 2.
Pour le sens 2 ⇒ 1, soient f = (ρp1 , ρc1 , ρs1 , ei1 , . . . , eik , ρpk+1 , ρck+1 , ρsk+1) et f ′ =

(ρ′
p1 , ρ

′
c1 , ρ

′
s1 , ei′1 , . . . , ei′k′

, ρ′
pk′+1

, ρ′
ck′+1

, ρ′
sk′+1

) des schémas multiples d’itération tels que f
soit sûr pour 0, que la priorité minimale apparaissant dans f ′ soit paire, que s soit le
sommet initial de ρp1 et que le sommet initial de ρ′

pk′+1
soit le sommet final de ρsk+1 ainsi

que celui de ρ′
sk′+1

.
Commençons par considérer le cas où ρck+1 est le chemin vide, avec k = 0, et où f ′ est

sûr pour ϕx(0, ρp1ρs1)). Soient u = ρp1ρs1 et v = ρ′
p1ρ

′
c1
j′

1ρ′
s1ei′1 . . . ei′k′

ρ′
pk′+1

ρ′
ck′+1

j′
k′+1ρ′

sk′+1

avec pour tout ℓ ∈ J1, k + 1K, j′
ℓ ∈ N minimal tel que ϕx(y, ρ′

pℓ
) < ϕx(y, ρ′

pℓ
ρ′
cℓ

j′
ℓρ′
sℓ

). Nous
avons alors uvω un chemin tel que l’énergie de tous ses préfixes soit positive puisque
f est sûr pour 0 et que f ′ est sûr pour ϕx(0, u). De plus, comme la priorité minimale
apparaissant dans f ′ est paire, la parité minimale apparaissant dans v est également
paire. Par conséquent, uvω est un chemin gagnant de Gx dont le sommet initial est s.

Considérons maintenant le cas où ρck+1 est le chemin vide, avec k ̸= 0 et où f ′ est
sûr pour ϕx(αeik

(x), ρpk+1ρsk+1). Soit u = ρp1ρc1
j1ρs1ei1 . . . eikρpk+1ρsk+1 avec pour tout

ℓ ∈ J1, k + 1K, j′
ℓ ∈ N, jℓ ∈ N minimal tel que l’énergie de tous les préfixes de ρpℓ

ρcℓ

jℓρsℓ

soit positive. Un tel jℓ existe car pour tout y ∈ Z, nous avons ϕx(y′, ρpℓ
) < ϕx(y′, ρpℓ

ρcℓ
).

Soit v = ρ′
p1ρ

′
c1
j′

1ρ′
s1ei′1 . . . ei′k′

ρ′
pk′+1

ρ′
ck′+1

j′
k′+1ρ′

sk′+1
avec j′

ℓ ∈ N minimal tel que ϕx(y, ρ′
pℓ

) <
ϕx(y, ρ′

pℓ
ρ′
cℓ

j′
ℓρ′
sℓ

). Nous avons uvω un chemin tel que l’énergie de tous ses préfixes soit po-
sitive puisque f est sûr pour 0. Nous avons également que f ′ est sûr pour ϕx(0, u) puisque
ϕx(0, u) = ϕx(αeik

(x), ρpk+1ρsk+1). De plus comme la priorité minimale apparaissant dans
f ′ est paire, nous avons que la priorité minimale apparaissant dans v est également paire.
Par conséquent uvω est un chemin gagnant de Gx dont le sommet initial est s.

Enfin, considérons le cas où ρck+1 est non vide et où f ′ est sûr pour un y ∈ N. Soit
jℓ ∈ N pour ℓ ∈ J1, kK, minimal tel que l’énergie de tous les préfixes de ρpℓ

ρcℓ

jℓρsℓ
soit

positive, un tel jℓ existe car pour tout y′ ∈ Z, nous avons ϕx(y′, ρpℓ
) < ϕx(y′, ρpℓ

ρcℓ
).

Soit jk+1 ∈ N minimal tel que l’énergie de tous les préfixes de ρpk+1ρck+1
jk+1ρsk+1 soit

positive et ϕx(0, ρpk+1ρck+1
jk+1ρsk+1) ⩾ y, un tel jk+1 existe car pour tout y′ ∈ Z, nous

avons ϕx(y′, ρpk+1) < ϕx(y′, ρpk+1ρck+1). Soit u = ρp1ρc1
j1ρs1ei1 . . . eikρpk+1ρck+1

jk+1ρsk+1 .
Soit v = ρ′

p1ρ
′
c1
j′

1ρ′
s1ei′1 . . . ei′k′

ρ′
pk′+1

ρ′
ck′+1

j′
k′+1ρ′

sk′+1
avec j′

ℓ ∈ N minimal tel que ϕx(y, ρ′
pℓ

) <
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ϕx(y, ρ′
pℓ
ρ′
cℓ

j′
ℓρ′
sℓ

). Nous avons uvω un chemin tel que l’énergie de tous ses préfixes soit
positive puisque f est sûr pour 0 et f ′ est sûr pour ϕx(0, u) puisque ϕx(0, u) = ϕx(αeik

(x),
ρpk+1ρck+1

jk+1ρsk+1) ⩾ y. Comme la priorité minimale apparaissant dans f ′ est paire, la
priorité minimale apparaissant dans v est également paire et par conséquent uvω est un
chemin gagnant de Gx dont le sommet initial est s.

Dans tous les cas il y a un chemin gagnant dans Gx dont le sommet initial est s et
donc l’implication 2 ⇒ 1 est vraie.

Finalement comme nous avons 1 ⇒ 2 et 2 ⇒ 1, le théorème est vrai.

4.3.5 Complexité

Nous nous concentrons maintenant sur la décidabilité et la complexité du problème
des jeux de parité à énergie paramétrée dans le cas à un joueur.

Décidabilité D’après le lemme 4.8 nous pouvons énumérer les schémas multiples d’ité-
ration en temps fini et nous pouvons vérifier en temps fini les propriétés listées dans le
théorème 4.1 sur chaque schéma multiple d’itération en temps fini. Le problème consistant
à trouver s’il existe x ∈ Zn tel qu’il existe un chemin gagnant dans un jeu de parité à
énergie paramétrée avec un seul joueur, est décidable.

Corollaire 4.1. Considérons le problème suivant.
— Entrée : un jeu de parité à énergie paramétrée à un joueur.
— Sortie : l’existence de x ∈ Zn tel qu’il existe un chemin gagnant dans Gx dont le

sommet initial est s.
Ce problème est NP-complet.

Démonstration. Commençons par l’appartenance à NP.
Considérons la machine de Turing non déterministe qui effectue les actions suivantes :

1. Deviner les schémas multiples d’itération f et f ′ du Théorème 4.1 ainsi que les
écrire sur la bande.

2. Ecrire les inégalités sur les paramètres traduisant que f et f ′ satisfassent les condi-
tions de Théorème 4.1.

3. Décider si ces inégalités sont satisfiables ou non et si la priorité minimale apparais-
sant dans f ′ est paire ou non.
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D’après le Théorème 4.1, nous avons bien que si la machine termine, elle répond "oui"
si et seulement si il existe un chemin gagnant dont le sommet initial est s.

Considérons maintenant les différentes étapes plus en détails.
Tout d’abord, chaque schéma d’itération multiple peut être décrit comme une chaîne

de symboles qui est linéaire en la taille de G : nous avons au plus 3|V | + 1 sommets dans
un schéma d’itération, et considérons que nous utilisons deux marques spéciales pour
séparer les deux chemins simples et le cycle simple. Le même raisonnement s’applique aux
schémas multiples d’itération : nous avons tout au plus |E| arcs constants par conséquent
nous avons besoin d’écrire au plus |E| + 1 schémas d’itération et |E| arcs pour les séparer
afin de décrire un schéma multiple d’itération. Par conséquent, l’étape 1 est faite en temps
polynomial par rapport à |G|.

Ensuite, décider si ck+1 est vide ou non et si k est égal à zéro ou non est également
fait en temps linéaire. Calculer les expressions affines correspondant à l’énergie dépensée
sur chaque chemin et sur chaque cycle du schéma multiple d’itération est fait en temps
polynomial. Par conséquent les contraintes de sûreté du théorème 4.1 sont écrites en temps
polynomial. Notons également qu’elles forment une conjonction de contraintes affines.

Trouver la priorité minimale apparaissant dans f ′ est fait en temps linéaire et déci-
der de la satisfiabilité d’une conjonction de contraintes affines peut être effectué avec la
programmation linéaire en nombres entiers (ILP, integer linear programming) [Sch98], en
temps polynomial non déterministe.

En prenant tout cela en compte, la machine que nous avons construite termine toujours
et opère dans NP.

Considérons maintenant l’aspect NP-difficile, nous prouvons que nous pouvons décider
la satisfiabilité d’une conjonction de contraintes affines sur des variables entières avec notre
problème.

Considérons une inégalité affine I = (L ≥ 0), avec L une fonction affine des variables
x1, . . . xm. Nous construisons un graphe paramétré correspondant qui contient :

— Trois sommets vI0 , vI1 et vI2 ,
— Un arc eI0 de vI0 à vI1 avec µeI = 1 et αeI = L,
— Un arc eI1 de vI1 à vI2 avec µeI = 1 et αeI = −L.

La figure 4.16 illustre un graphe pour une inégalité L.
Nous constatons que nous pouvons aller de vI0 à vI1 si et seulement si L ≥ 0. Puis nous

pouvons aller à vI2 avec aucune contrainte supplémentaire et avoir la même énergie que
nous avions à vI0 .
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vI0

vI1

vI2

eI0 = L eI1 = −L

Figure 4.16 – Un gadget qui teste si L est positive.

Si nous avons une conjonction I1, . . . , Ip de telles contraintes affines nous n’avons besoin
que de concaténer les graphes correspondants avec des arcs de vIj

2 à vIj+1
0 et d’énergie 0

(µ = 1 et α la fonction constante à zéro).
Dans le graphe correspondant que nous avons construit il n’y a qu’un seul chemin pour

atteindre le dernier sommet. Nous pouvons atteindre ce dernier sommet si et seulement
si la conjonction des contraintes affines est satisfaite. En prenant les xi comme variables
entières, ceci est équivalent à ILP qui est NP-difficile.

Nous pouvons remarquer que si les paramètres prennent des valeurs dans Q et non
dans Z alors les preuves sont toujours valides à l’exception du fait que nous n’avons plus
qu’une borne inférieure pour la complexité.

4.4 Cas à deux joueurs

D’après le lemme 3 de l’article [CD12], si le joueur 2 peut gagner dans un jeu de parité
à énergie traditionnel, alors il peut gagner avec des stratégies sans mémoire. Ce résultat
est toujours valide pour nos jeux légérement plus généraux, où l’énergie est également
multipliée par un facteur non négatif. Nous utiliserons une preuve à la structure similaire
à celle du lemme 5 de [CD12]. Avec une preuve analogue nous montrons que les stratégies
à mémoire finie suffisent au joueur 1 pour gagner.

4.4.1 Définitions

Nous commençons par poser quelques définitions pour compléter la notion de chemin
en ajoutant le fait que les joueurs ne contrôlent qu’une partie des sommets et non la
totalité du graphe comme dans le cas à un joueur.

Définition 4.12 (Partie). Un jeu de parité à énergie paramétrée sur G commençant
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depuis un sommet v1 ∈ V est joué en tours comme suit. Si le jeu est dans un sommet
appartenant au joueur 1, alors le joueur 1 choisit quel arc sera emprunté parmi l’ensemble
des arcs partant du sommet. Sinon le jeu est dans un sommet appartenant au joueur 2,
et c’est donc le joueur 2 qui choisit le prochain arc à être emprunté.
Le jeu génère une partie commençant en v1 qui est un chemin infini ρ = e1e2 . . . tel que
ei = (vi, vi+1) pour tout i ⩾ 1.

Définition 4.13 (Décomposition en cycles). Soit G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V )
un jeu de parité à énergie paramétrée. Soit ρ = e1e2 . . . un chemin infini de G. La décom-
position en cycles de ρ est une suite infinie de cycles simples C1, C2, . . . obtenue comme
suit :

— On débute avec une liste et une décomposition en cycles vides,
— On ajoute successivement à la liste les arcs de ρ en commençant par e1, e2 . . . ,
— Dès que l’on ajoute un arc dont le sommet final est le sommet initial d’un arc qui

est déjà dans la liste alors on vient de former un cycle,
— On supprime le cycle de la liste et on l’ajoute à la décomposition en cycle.

Nous pouvons remarquer que la décomposition en cycle contient exactement tous les cycles
simples présents dans ρ et que le contenu de la liste est toujours un chemin simple de
longueur maximale |V |.

Notre modèle contient maintenant deux joueurs et la notion de chemin ne suffit plus à
exprimer les possibilités d’un joueur. Nous définissons les stratégies sur un jeu et quelques
types spécifiques de stratégies qui nous serons utiles pour résoudre notre problème.

Définition 4.14 (Stratégie). Soit G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de pa-
rité à énergie paramétrée. Soit P1 = {e1 . . . en, vn+1 ∈ V1} l’ensemble des chemins finis
dont le sommet final appartient à V1. Une stratégie pour le joueur 1 est une fonction
σ : P1 → E telle que σ(ρ) parte du sommet final de ρ, pour tout ρ ∈ P1.
Une exécution de σ est une partie e1e2 . . . telle que σ(e1 . . . ei) = ei+1 pour tout i ⩾ 0 tel
que e1 . . . ei ∈ P1.
Nous définissons les stratégies pour le joueur 2 de manière analogue.

Définition 4.15 (Stratégie sans mémoire). Soit G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V )
un jeu de parité à énergie paramétrée. Une stratégie σ0 est dite sans mémoire si elle peut
être représentée par une fonction f : V1 → E.

En d’autres termes cela signifie que l’arc choisi par une stratégie sans mémoire depuis
un sommet v ∈ V1 est toujours le même et ne dépend pas du chemin qui a amené à v.
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Définition 4.16 (Stratégie à mémoire finie). Soit G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V )
un jeu de parité à énergie paramétrée. Une stratégie est dite à mémoire finie si elle peut
être représentée par un 4-uplet (M,m0, υu, υn) où :

— M est un ensemble fini qui est la mémoire de la stratégie,
— m0 ∈ M est la valeur initiale de la mémoire,
— υu : M × V → M est une fonction d’actualisation,
— υn : M × V1 → E est une fonction de prochain mouvement.

La taille de la stratégie est le nombre |M | de valeurs possibles pour la mémoire. Si le jeu
est dans un sommet v du joueur 1 et que m est la valeur courante de la mémoire, alors
l’arc choisi par la stratégie est e = υn(m, v) et la valeur de la mémoire est actualisée en
υu(m, v).

Définition 4.17 (Restriction d’un graphe à une stratégie sans mémoire). Soit G =
(V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie paramétrée. Soit σ une
stratégie sans mémoire. Le graphe Gσ = (V1, V2, Eσ, s, d, (µe,σ, αe,σ)e∈Eσ , (πv,σ)v∈V ) est la
représentation en graphe de σ telle que :

— Eσ ⊆ E tel que (v, v′) ∈ Eσ si et seulement si v ∈ V2 et (v, v′) ∈ E, ou v ∈ V1 et
(v, v′) = σ(v).

— Pour e ∈ Eσ, µe,σ = µe, et pour tout x ∈ Zn, nous avons αe,σ(x) = αe(x).

Définition 4.18 (Stratégie gagnante). Soit G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un
jeu de parité à énergie paramétrée. Une stratégie σ du joueur 1 est dite gagnante depuis
un sommet v ∈ V pour x ∈ Zn, si pour toutes les exécutions ρ de σ depuis v, nous avons
ρ ∈ W x avec W x l’ensemble des chemins gagnants pour le joueur 1 pour x. Nous disons
également que le joueur 1 gagne depuis v pour x ou que v est un sommet gagnant pour x.

Le dernier type de stratégie que nous souhaitons définir est celui des stratégies sans
danger pour l’énergie. Ce sont des stratégies qui assurent que l’énergie restera positive
tant qu’elles sont suivies. De plus ces stratégies assurent que dans le cas où l’énergie reste
constante alors la parité minimale est paire. Cette notion est très proche de la définition
des stratégies "good-for-energy" utilisées dans [CD12] et nous étudierons les différences
entre ces deux notions dans la section suivante.

Définition 4.19 (Stratégie sans danger pour l’énergie).
Soit G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie paramétrée. Une
stratégie σ du joueur 1 est sans danger pour l’énergie dans un sommet v ∈ V pour x ∈ Zn

si pour toute exécution ρ de σ telle que son sommet initial de ρ soit v nous avons :
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— Pour tout cycle C appartenant à la décomposition en cycles de ρ, soit ϕx(C) > 0,
soit ϕx(C) = 0 et la priorité minimale des sommets apparaissant dans C soit paire.

— Pour tout préfixe ρ′ de ρ, nous avons ϕx(ρ′) ⩾ 0.
.

4.4.2 Stratégies particulières

Les deux lemmes suivants montrent les ressources nécessaires pour vérifier si une stra-
tégie donnée est sans danger pour l’énergie ou non ou si elle peut forcer la visite d’un
sommet de priorité 0 ou non.
En effet nous allons manipuler des stratégies ayant de telles propriétés afin de construire
une stratégie gagnante, ce qui nous permettra de ne vérifier que ces propriétés pour savoir
s’il existe une stratégie gagnante pour le joueur 1.

Lemme 4.12. Soit G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée. Soient v ∈ V un sommet, et σ une stratégie sans mémoire. Le problème de
décider si σ est sans danger pour l’énergie dans v pour un x ∈ Zn ou non, peut être résolu
en temps exponentiel non déterministe.

Démonstration. Soit G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée. Soient x ∈ Zn, v ∈ V , et une stratégie σ sans mémoire. Soit Gσ la repré-
sentation en graphe de σ. Soit G′ = (V ′

1 , V
′

2 , E
′, s, d, (µ′

e, α
′
e)e∈E, (πv)v∈V ′) la restriction de

Gσ aux sommets accessibles depuis v. Pour vérifier si la stratégie σ est sans danger pour
l’énergie nous avons seulement besoin de vérifier que pour tout γ exécution de σ :

— (A) pour tout ρ apparaissant dans γ tel que ρ soit un chemin simple dont le sommet
initial est v, nous avons ϕx(ρ) ⩾ 0,

— (B) pour tout cycle simple c apparaissant dans la décomposition en cycle de γ, nous
avons ϕx(c) > 0, ou ϕx(c) = 0 et la priorité minimale des sommets apparaissant
dans c est paire.

Nous commençons par prouver que si nous avons (A) et (B) alors pour tout cycle c

apparaissant dans γ nous avons ϕx(c) > 0, ou ϕx(c) = 0 et la priorité minimale des
sommets apparaissant dans c est paire.
Soit c un cycle apparaissant dans une exécution de σ. Soit ci pour i ∈ J1, kK les cycles
simples formant c. Puisque pour tout ci nous avons ϕx(ci) ⩾ 0 d’après (B), nous avons
que ϕx(c) ⩾ 0. De plus si ϕx(c) = 0 cela signifie que pour tout i, nous avons ϕx(ci) = 0
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d’après (B) et la priorité minimale apparaissant dans chaque ci est paire. Par conséquent
la priorité minimale apparaissant dans c est également paire.

Nous prouvons maintenant que pour toute exécution de σ à partir de v, l’énergie de
tous ses préfixes est positive si (A) et (B) sont vraies.
Toute exécution de σ est un chemin ρ = e1e2 . . . de G′ dont le sommet initial est v. Il
peut être décomposé en une succession de chemins simples potentiellement vides ρi et de
cycles simples ou des chemins vides ci tels que ρ = ρ1c1ρ2c2 . . . . Supposons qu’il y ait
j ∈ N tel que ϕx(e1 . . . ej) < 0. Soit i0 tel que ej ∈ ρi0ci0 , nous avons deux possibilités :
(1) ej ∈ ρi0 ,
(2) ej ∈ ci0 .

Supposons (1) (resp. (2) ), soit γ le préfixe de ρi0 se terminant avec ej (resp. le préfixe
de ci0), nous avons e1 . . . ej = ρ1c1 . . . ci0−1γ (resp. e1 . . . ej = ρ1c1 . . . ρi0γ). Soit ρ′ =
ρ1 . . . ρi0−1γ (resp. ρ′ = ρ1 . . . ρi0γ), comme l’énergie de tout ci est supérieure ou égale à
zéro d’après (B), nous avons ϕx(ρ′) ⩽ ϕx(e1 . . . ej). Soit ρ0 le chemin ρ′ sans aucun cycle,
nous avons ϕx(ρ0) ⩽ ϕx(ρ′) ⩽ ϕx(e1 . . . ej). Comme il n’y a aucun cycle dans ρ0 nous avons
que ρ0 est un chemin simple dont le sommet initial est v et donc ϕx(ρ0) ⩾ 0 d’après (A).
Ainsi ϕx(e1 . . . ej) ⩾ 0 ce qui prouve que dans les deux cas l’énergie de toute exécution de
σ est positive si nous avons (A) et (B).

Par conséquent si nous avons σ telle que les propriétés (A) et (B) soient vraies nous
avons que σ est sans danger pour l’énergie.

Pour savoir s’il existe un x ∈ Zn tel que la stratégie σ soit sans danger pour l’énergie
nous avons besoin de savoir s’il y a un x tel que (A) et (B) soient vraies. Ainsi pour chaque
ρ qui est un chemin simple ou un cycle simple dont la priorité minimale des sommets y
apparaissant est paire, nous générons une contrainte sur x qui est ϕx(ρ) ⩾ 0. Pour chaque
cycle simple c dont la priorité minimale des sommets y apparaissant est impaire, nous
générons une contrainte ϕx(c) > 0. Enfin nous devons vérifier si la zone définie par les
contraintes ainsi générées est vide ou non.

Comme nous avons au plus |V |! chemins simples dont le sommet initial est v et au
plus 2|V | cycles simples, nous avons au plus |V |! + 2|V | contraintes.

Savoir si la conjonction de contraintes affine est satisfiable ou non peut être fait avec
la programmation linéaire en nombres entiers (ILP) [Sch98], en temps polynomial non
déterministe. Nous avons donc montré que décider si une stratégie σ est sans danger pour
l’énergie ou non dans v pour un x ∈ Zn peut être fait au moins en temps exponentiel non
déterministe.

108



4.4. Cas à deux joueurs

Lemme 4.13. Soit G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée. Soient x ∈ Zn et une stratégie σ sans mémoire. Le problème de savoir si σ
peut forcer ou non la visite d’un sommet v tel que πv = 0 depuis tous les sommets de V ,
peut être résolu en temps polynomial.

Démonstration. Soit G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée. Soit σ une stratégie sans mémoire. Soit Gσ = (V1, V2, Eσ, s, d, (µe,σ, αe,σ)e∈Eσ ,
(πv)v∈V ) la représentation en graphe de σ. Soit S0 = {v ∈ V , πv = 0} l’ensemble des
sommets de parité nulle.
Nous cherchons à vérifier que pour tout v sommet de Gσ nous pouvons atteindre un
sommet de S0. Soit v ∈ V , en notant avec un léger abus de notations S0 la propriété des
sommets qui est vraie lorsque le sommet considéré appartient à S0 et qui est fausse sinon,
la propriété que nous voulons vérifier peut s’exprimer sous la forme de la formule CTL
(Computation Tree Logic) : AF (S0). En effet nous pouvons représenter les chemins dont
le sommet initial est v par des arbres et nous pouvons donc bien chercher à savoir si ces
arbres vérifient des propriétés CTL. Comme nous voulons que quel que soit le chemin (A)
nous puissions visiter à un moment (F ) un sommet appartenant à S0, pour chaque v ∈ V

nous voulons bien vérifier que l’arbre représentant les chemins dont le sommet initial est
v vérifie la propriété AF (S0).

Nous avons donc V formules CTL à vérifier (une par sommet) afin de savoir si σ peut
forcer ou non la visite d’un sommet v tel que πv = 0 depuis tous les sommets de V .
Comme les propriétés CTL peuvent être vérifiées en un temps polynomial nous pouvons
bien vérifier que σ peut forcer la visite de S0 depuis tous les sommets de V en temps
polynomial.

Par la suite nous allons avoir besoin d’utiliser plusieurs lemmes de [CD12] dans nos
preuves. Cependant comme nous avons une définition légèrement différente d’une stratégie
sans danger pour l’énergie nous prouvons avec le lemme suivant que les conditions utilisées
dans [CD12] pour être certain de l’existence d’une stratégie sans danger pour l’énergie
sont toujours valides dans notre modèle.

Nous commençons par rappeler la définition d’une stratégie sans danger pour l’énergie
présente dans [CD12] que nous allons appeler stratégie GFE dans la définition suivante
car elle est appelée "good-for-energy" dans [CD12] :

Définition 4.20 (Stratégie GFE). Soit G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu
de parité à énergie paramétrée. Une stratégie σ pour le joueur 1 est dite GFE dans un

109



Partie , Chapitre 4 – Jeux de parité à énergie paramétrée

sommet v ∈ V pour x ∈ Zn si pour toute exécution ρ de σ telle que le sommet initial de ρ
soit v, nous avons que pour tout cycle C de la décomposition en cycles de ρ, ϕx(C) > 0,
ou ϕx(C) = 0 et la priorité minimale des sommets apparaissant dans C est paire.

Une fois qu’une valeur a été fixée pour les paramètres, la seule différence entre notre
modèle de jeu de parité à énergie et le modèle de [CD12] est la présence d’un crédit initial
dans [CD12]. Notre définition de stratégie sans danger pour l’énergie peut être vue comme
celle d’une stratégie GFE avec un crédit initial de zéro pour le modèle de [CD12].

Puisque notre définition de stratégie sans danger pour l’énergie (pour notre modèle)
implique la définition de stratégie sans danger pour l’énergie du modèle de [CD12] (GFE),
si une stratégie σ est sans danger pour l’énergie dans un sommet v ∈ V pour une valeur
de paramètre x ∈ Zn alors σ est GFE dans v ∈ V pour x ∈ Zn.

Le prochain lemme montre l’existence d’une stratégie sans danger pour l’énergie ayant
une certaine forme à partir du moment où il existe au moins une stratégie gagnante
pour le joueur 1. Cela nous est utile pour prouver la complexité du problème que nous
considérons.

Lemme 4.14. Soient G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée et x ∈ Zn. Soit Win l’ensemble des sommets gagnants pour le joueur 1 dans
Gx, il existe une stratégie sans mémoire pour le joueur 1 qui est sans danger pour l’énergie
dans chaque v ∈ Win.

Démonstration. Tout d’abord, la définition d’une stratégie sans danger pour l’énergie
dans un sommet q peut être vue comme celle d’une stratégie gagnante dans un jeu fini de
création de cycle à partir de q où le jeu s’arrête lorsqu’un cycle C est formé pendant une
partie ρ. Le vainqueur est ensuite déterminé comme suit :

— Le joueur 1 perd s’il existe un préfixe ρ′ de ρ tel que nous ayons ϕx(ρ′) < 0,
— Si ce n’est pas le cas alors le joueur 1 gagne si ϕx(C) > 0 ou si ϕx(C) = 0 et

min({πv, v ∈ C}) est pair (c’est-à-dire si la priorité minimale apparaissant dans C
est paire) et perd sinon.

D’après le théorème 5.1 de [BSV04], qui dit que dans ce que nous avons appelé jeu fini
de création de cycle, si l’un des joueurs à une stratégie gagnante, alors il a une stratégie
sans mémoire gagnante.
Soient G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie paramétrée et
x ∈ Zn. Supposons que le joueur 1 gagne dans Gx depuis un sommet v ∈ V . Si le joueur 1
n’a pas de stratégie sans danger pour l’énergie depuis v, cela signifie que le joueur 2 a une
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stratégie sans mémoire gagnante σ2 dans le jeu fini de création de cycle. Si nous fixons
cette stratégie dans Gx cela signifie que tous les cycles ont soit une énergie négative, soit
une énergie nulle et une priorité minimale impaire, ou enfin que le joueur 2 arrive à faire
prendre une valeur strictement négative à l’énergie. Ainsi le joueur 1 perd Gx depuis v,
ce qui est impossible puisque nous avons que v ∈ Win. Par conséquent le joueur 1 a une
stratégie gagnante dans le jeu fini de création de cycle, cela signifie qu’il a une stratégie
gagnante sans mémoire de ce jeu. Par conséquent le joueur 1 a donc une stratégie σv sans
danger pour l’énergie depuis v.

Finalement, nous pouvons définir une stratégie σ pour le joueur 1 qui est sans danger
pour l’énergie dans chaque sommet de Win :

Nous fixons un ordre total sur les sommets de Win : nous avons alors v1 < v2 < · · · <
vn. Soit Out(vi) l’ensemble des sommets apparaissant dans les exécutions de σvi

. Nous
avons alors σ(vi) = σvj

(vi) avec j = min{k|vi ∈ Out(vk)}. Nous avons ainsi un stratégie
σ pour le joueur 1 qui est sans danger pour l’énergie dans chaque sommet de Win.

Par conséquent nous avons bien qu’il existe une stratégie sans mémoire qui est sans
danger pour l’énergie dans chaque sommet v ∈ Win.

4.4.3 Complexité

Les prochains théorèmes prouvent des bornes sur la complexité du problème : il est
dans NEXPTIME et PSPACE-difficile.

Théorème 4.2. Soient G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée et v ∈ V .
Le problème de décider s’il existe une valeur de paramètres x ∈ Zn telle que le joueur 1
gagne dans G depuis v est dans NEXPTIME.

Démonstration. Soient G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée et un sommet v ∈ V .

Considérons la machine de Turing non déterministe effectuant les actions suivantes :
1. Deviner Win l’ensemble des sommets gagnants pour le joueur 1 et l’écrire sur la

bande.
2. Deviner les deux stratégies sans mémoire σGFE et σ0 et les écrire sur la bande.
3. Ecrire les inégalités sur les paramètres qui sont énumérées dans la preuve du

lemme 4.12 traduisant que σGFE est sans danger pour l’énergie dans chaque som-
met v de Win (une telle stratégie existe d’après le lemme 4.14).
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4. Décider si ces inégalités sont satisfiables ou non et si la stratégie σ0 peut forcer ou
non la visite d’un sommet w tel que πw = 0 depuis chaque sommet de Win.

D’après le lemme 10 de [CD12] nous avons que le problème de décider s’il existe un
crédit initial tel que le joueur 1 ait une stratégie gagnante depuis un sommet q dans un
jeu de parité à énergie (non paramétrée) est dans NP. Il prouve également que le joueur
1 a une stratégie gagnante si et seulement s’il existe deux stratégies sans mémoire, l’une
étant GFE et l’autre pouvant forcer la visite d’un sommet de parité nulle. De plus, si une
stratégie est sans danger pour l’énergie pour une valeur y ∈ Zn alors cette stratégie est
également GFE pour ce y. Nous avons donc que si la machine termine alors il existe un
x ∈ Zn tel que le joueur 1 gagne dans G si et seulement si la machine répond oui.

A présent considérons les différentes étapes plus en détails :
— Chaque stratégie peut être décrite en un espace qui est linéaire dans la taille de

V1. En effet nous avons seulement besoin d’indiquer quel arc doit être choisi par le
joueur 1 pour chaque sommet de V1.

— Pour écrire le nombre exponentiel de contraintes qui sont générées par le lemme 4.12
nous avons besoin d’un temps exponentiel.

— D’après le lemme 4.13 nous pouvons vérifier si σ0 peut forcer la visite d’un sommet
w tel que πw = 0 depuis chaque sommet de Win en temps polynomial et nous
pouvons décider si la conjonction de contraintes affine est satisfiable en temps
exponentiel non déterministe avec la programmation linéaire en nombres entiers
(ILP) [Sch98].

Tout cela pris en compte, la machine que nous avons construite termine toujours et
opère dans NEXPTIME.

Théorème 4.3. Soient G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) un jeu de parité à énergie
paramétrée et le sommet v ∈ V .
Le problème de décider s’il existe une valeur de paramètre x ∈ Zn telle que le joueur 1
gagne dans G depuis v est PSPACE-difficile.

Démonstration. Soit QBF = q1x1 . . . qnxnf(x1 . . . xn) une formule booléenne quantifiée
en forme prénexe. C’est-à-dire, pour tout i ∈ J1, nK nous avons qi ∈ {∀,∃}, avec les xi
des variables booléennes, et f une formule booléenne non quantifiée en forme normale
conjonctive : f(x1 . . . xn) = ∧k

j=1 cj, avec k ∈ N et pour tout j, nous avons cj une clause.
Pour toute clause c nous avons c = ∨l

j=1 p
ij avec l ∈ N et pour tout j, nous avons pij la

variable booléenne xij ou sa négation.
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Le problème de savoir si une formule booléenne quantifiée est vraie ou non est connu pour
être dans PSPACE [GJ79].

Nous allons construire un graphe G = (V1, V2, E, s, n, (µe, αe)e∈E, (πv)v∈V ) tel qu’il
existe une valeur des paramètres x ∈ Zn telle que W x ̸= ∅ si est seulement si la formule
QBF est vraie. Le graphe G aura autant de paramètres qu’il y a de variables booléennes
différentes dansQBF . Avec un léger abus de notations nous noterons xi le i-ème paramètre
de x, qui représentera la variable booléenne xi. Tous les sommets auront la même priorité
paire : pour tout v ∈ V , nous avons πv = 0, par conséquent le seul critère qu’il reste est
celui portant sur l’énergie.

Nous voulons tout d’abord limiter les valeurs possibles de xi pour qu’elles soient dans
{0, 1}, avec xi = 0 signifiant que xi est fausse et xi = 1 signifiant que xi est vraie. Pour cela
nous utilisons le gadget décrit dans la figure 4.17. Nous modélisons le fait que qi ∈ {∀,∃}
en donnant le contrôle de vi au joueur 1 (vi ∈ V1) si qi = ∃ et au joueur 2 (vi ∈ V2) si
qi = ∀. Nous avons représenté cela dans la figure par le fait que les sommets du joueur
1 sont en orange, que les sommets du joueur 2 sont en cyan et que les sommets qui sont
dans V1 ou V2 en fonction des qi sont oranges avec des hachures cyans.

Xi

×1 ×2 ×3

✓1 ✓2 ✓3

Xi+1

−xi

xi xi

−xi

xi − 1

1 − xi1 − xi

xi − 1

xi−1

1 − xi−1

−xi+1

xi+1 − 1

Figure 4.17 – Un gadget pour assurer que xi ∈ {0, 1}.

Nous pouvons commencer en remarquant que les arcs d’un gadget ne modifient pas
l’énergie et qu’initialement la valeur de l’énergie est nulle. De plus pour le joueur 1 l’énergie
doit rester positive ou nulle et la seule possibilité pour que ce soit le cas en empruntant
le premier arc est d’avoir :

— xi ⩽ 0 si l’arc ×1 est emprunté, et ensuite xi ⩾ 0 lorsque nous prenons l’arc entre
×2 et ×3.

— xi ⩾ 1 si l’arc ✓1 est emprunté, et ensuite xi ⩽ 1 lorsque nous prenons l’arc entre
✓2 et ✓3.

Ainsi lorsque nous sommes au sommet Xi+1 nous avons que xi ∈ {0, 1} et l’énergie est
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nulle à nouveau.
Nous montrons dans la figure 4.17 comment nous mettons les gadgets pour chaque

dimensions les uns à la suite des autres en commençant par s = X1 et en terminant
par un sommet Xn+1 qui n’est associé à aucune dimension des paramètres. Ce sommet
est dans V2 et est utilisé pour permettre au joueur 2 de choisir parmi toutes les clauses
laquelle sera testée comme nous pouvons l’observer sur la figure 4.18. En effet s’il existe
au moins une clause qui est fausse, les stratégies gagnantes pour le joueur 2 consistent à
tester l’une de ces clauses.

Xn+1

c2

c1

. . .

ck

0

0

0

Figure 4.18 – Le joueur 2 choisit la clause à tester.

Nous définissons ensuite un gadget pour chaque clause comme montré dans la fi-
gure 4.19, dans lequel ejs dépend du littéral pjs :

— Si pjs est la variable booléenne xi alors ejs = xjs − 1. En effet pjs est vrai si xjs
est vraie et nous voulons donc tester si xjs = 1. Comme xjs ∈ {0, 1} nous n’avons
besoin que d’un seul arc et comme l’énergie est nulle nous avons que si xjs = 0
alors le joueur 1 perd bien si cet arc est emprunté.

— Si pjs est la négation de la variable booléenne xjs alors ejs = −xjs . En effet pjs
est vrai si xjs est fausse et nous voulons donc tester si xjs = 0. Ainsi si xjs = 1 le
joueur 1 perd si cet arc est emprunté.

Comme les clauses sont des conjonctions, nous avons que cj ∈ V1. En effet s’il existe
un littéral pjs dans cj qui soit vrai alors c’est une stratégie gagnante pour le joueur 1
d’emprunter l’arc ejs .

Pour conclure si le littéral pjs est vrai alors le joueur 1 ne perd pas si l’arc associé est
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cj

Pj2

Pj1

. . .

Pjs

,

ei1

ei2

eis

0

0

0

0

Figure 4.19 – Un gadget qui teste si une clause est vraie.

emprunté et le jeu arrive dans un sommet de priorité 0 avec un arc qui part et arrive de ce
sommet. Cela permet au joueur 1 de gagner comme montré sur la figure 4.20 dans laquelle
les différents gadgets ne sont pas détaillés. En effet si nous arrivons dans le sommet ,
avec une énergie positive cela signifie qu’après avoir contraint la valeur de chaque xi à
être dans {0, 1} dans la figure 4.17, le joueur 2 n’a pas pu choisir une clause dans la
figure 4.18 telle que tous ses littéraux soient faux ce qui aurait contraint le joueur 1 à
choisir d’emprunter un arc représentant un littéral qui est faux dans la figure 4.19. Par
conséquent si le joueur 1 gagne dans G depuis s cela signifie que QBF est vraie.

Réciproquement, si QBF est vraie alors il existe une valuation de (xi)n1 telle que pour
tout i tel que qi = ∃, le joueur 1 ait une stratégie qui force les valeurs correspondantes des
xi telles que toutes les clauses soient vraies. Cela signifie que lorsque le jeu est dans Xn+1,
le joueur 2 ne peut pas forcer la visite d’un gadget d’une clause fausse, ce qui implique
que le joueur 1 a une stratégie gagnante dans chaque gadget correspondant à une clause.
Par conséquent si QBF est vraie alors le joueur 1 gagne dans G depuis s.

En conclusion, le joueur 1 gagne dans G depuis s si et seulement si QBF est vraie ce
qui prouve que le problème de décider s’il existe une valeur de paramètre x ∈ Zn telle que
le joueur 1 gagne dans G depuis v est PSPACE-difficile.
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s = X1 X2 . . . Xn+1

x1 = 0

x1 = 1

x2 = 0

x2 = 1

xn = 0

xn = 1

c2

c1

. . .

ck

,

0

0

0

c1 vraie

c2 vraie

cl vraie

0

Figure 4.20 – Une vue d’ensemble du graphe construit.

4.5 Conclusion

Nous avons étudié le problème de savoir s’il existe une stratégie gagnante pour le
joueur 1 dans un jeu de parité à énergie paramétrée dans les cas où il y a un ou deux
joueurs, en ajoutant des arcs pouvant fixer l’énergie à une valeur donnée dans le cas à
un joueur. Dans ces jeux l’énergie des arcs implique un nombre arbitraire de paramètres
à valeurs entières. Nous avons proposé des preuves de décidabilité du problème dans les
deux cas ainsi que des bornes sur la complexité du problème. Ce chapitre généralise un
travail précédent réalisé par Chatterjee et Doyen dans lequel la version non paramétrée
du problème est considérée [CD12]. Nous avons prouvé la décidabilité du problème dans
les deux cas et nous avons montré que le problème à un joueur est NP-complet et que le
problème à deux joueurs est PSPACE-difficile et NEXPTIME.

De futurs travaux pourraient consister à affiner les bornes sur la complexité ou encore
à implémenter notre méthode dans un algorithme afin d’évaluer son efficacité sur des
études de cas réels. Nous pourrions également considérer des paramètres prenant des
valeurs rationnelles ou réelles. En effet, les preuves concernant la borne supérieure de la
décidabilité font appel à la programmation linéaire en nombres entiers à la fois pour le cas
à un joueur mais aussi pour celui à deux joueurs. Il serait aussi envisageable d’étudier un
modèle de jeux de parité à énergie paramétrée à deux joueurs qui prend en considération

116



4.5. Conclusion

les arcs constants ce qui forcerait à complexifier la notion de stratégie sans danger pour
l’énergie. Une autre piste pourrait être d’essayer de généraliser les notions de schéma
d’itération et de schéma multiple d’itération aux stratégies afin d’avoir des stratégies ne
considérant pas les arcs constants.
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Chapitre 5

CONCLUSION

5.1 Principaux résultats

Nous avons tout d’abord proposé un algorithme visant à trouver les chemins optimaux
pour aller d’une unique source à tous les autres sommets d’un graphe paramétré dans
lequel les énergies des arcs font appel à un nombre arbitraire de paramètres à valeurs
réelles. Puisque ces chemins optimaux changent avec les valeurs des paramètres, le résultat
de notre algorithme est un ensemble fini d’arbres, chacun de ces arbres étant associé par
l’algorithme à une zone de l’espace des paramètres sur laquelle il est optimal. Ces zones
couvrent l’espace des paramètres pour lequel il n’y a pas de cycle d’énergie négative au
sein du graphe. Cet algorithme permet de généraliser des travaux préalablement réalisés
par Karp et Orlin dans lesquels seul un unique paramètre était considéré [KO81].

Nous avons ensuite considéré, dans le chapitre 3, le problème LU total tout d’abord
dans le cas où les paramètres prennent des valeurs entières et que l’énergie est de dimen-
sion quelconque, et dans un second temps lorsque les paramètres prennent des valeurs
rationnelles et que l’énergie est de dimension supérieure ou égale à deux. Nous avons
prouvé la décidabilité avec complexité PSPACE-complète du problème lorsque les para-
mètres sont à valeurs entières, quelle que soit la dimension de l’énergie. Nous apportons
également la preuve de l’indécidabilité du problème lorsque les paramètres prennent des
valeurs dans tout ensemble qui comprend les nombres rationnels et que l’énergie est de
dimension supérieure ou égale à deux, à partir du moment où au moins un paramètre
intervient dans l’énergie des arcs.

Enfin dans le dernier chapitre, nous avons étudié le problème de savoir s’il existe une
stratégie gagnante pour le joueur 1 dans un jeu de parité à énergie paramétrée dans
les cas où il y a un ou deux joueurs, en ajoutant des arcs pouvant fixer l’énergie à une
valeur donnée dans le cas à un joueur. Dans ces jeux l’énergie des arcs implique un
nombre arbitraire de paramètres à valeurs entières. Nous avons proposé des preuves de
décidabilité du problème dans les deux cas ainsi que des bornes sur la complexité du
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problème. Ce chapitre généralise un travail précédent réalisé par Chatterjee et Doyen dans
lequel la version non paramétrée du problème est considérée [CD12]. Nous avons prouvé
la décidabilité du problème dans les deux cas et nous avons montré que le problème à
un joueur est NP-complet et que le problème à deux joueurs est PSPACE-difficile et
NEXPTIME.

5.1.1 Perspectives et futurs travaux

De futurs travaux visant à prolonger le travail sur les plus courts chemins d’une source
à tous les autres sommets d’un graphe paramétré pourraient consister en une implémen-
tation de l’algorithme ainsi qu’une évaluation de son efficacité sur des études de cas réels.
Il serait également possible de s’intéresser au cas où les paramètres prennent des valeurs
entières. En effet dans ce cas la notion d’arbres voisins ne permettrait plus d’énumérer les
arbres de manière exhaustive car certains arbres voisins qui sont optimaux pour certaines
valeurs rationnelles ne sont optimaux pour aucune valeur entière ce qui implique des mo-
difications importantes de l’algorithme si nous voulons qu’il puisse prendre en compte ce
cas. Nous pourrions également essayer de généraliser la notion d’arbre voisin aux cas où
l’énergie a plusieurs dimensions afin de chercher à étendre notre algorithme aux graphes
multi-dimensionnels.

Les travaux sur les problèmes LU totaux pourraient être prolongés par l’étude de leurs
variantes. Le fait que la preuve d’indécidabilité du problème LU total avec paramètres
à valeurs rationnelles n’est plus valide lorsque l’énergie est de dimension 1 peut laisser
penser que le problème pourrait être décidable dans ce cas. Nous pourrions aussi étudier
les variations de ces problèmes consistant à connaitre les valeurs de paramètre pour que
tous les chemins vérifient les conditions. Contrairement aux problèmes que nous avons
considérés dans lesquels nous cherchons l’existence d’un chemin qui vérifie des conditions.
Il serait également possible de se pencher sur d’autres types de problèmes, notamment
lorsque l’on supprime la contrainte de la borne supérieure. En effet les gadgets utilisés
pour tester l’égalité à zéro nécessitent que l’énergie des chemins soit bornée.

D’autres travaux pourraient consister à affiner les bornes de la complexité de nos
résultats sur les jeux à un ou deux joueurs, ou encore à implémenter notre méthode dans
un algorithme afin d’évaluer son efficacité sur des études de cas réels. Nous pourrions
également considérer des paramètres prenant des valeurs rationnelles ou réelles. En effet
les preuves concernant la borne supérieure de la décidabilité font appel à la programmation
linéaire en nombres entiers à la fois pour le cas à un joueur mais aussi pour celui à
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deux joueurs. Il serait aussi envisageable d’étudier un modèle de jeux de parité à énergie
paramétrée à deux joueurs qui prend en considération les arcs constants ce qui forcerait
à complexifier la notion de stratégie bonne pour l’énergie.

Une autre approche possible serait d’essayer d’adapter nos preuves à de la recherche
de chemins vérifiant des propriétés portant sur d’autres critères que l’énergie totale. Nous
pourrions par exemple nous demander si les méthodes que nous avons utilisées s’appliquent
lorsque nous ne cherchons plus un chemin dont l’énergie reste bornée, ou supérieure à une
borne donnée, mais lorsque c’est l’énergie moyenne qui est soumise à ces bornes. Nous
pourrions également nous poser ces questions concernant la variation moyenne d’énergie,
dont les différents problèmes sans paramètre ont été largement étudiés. Le principal obs-
tacle à l’utilisation de nos méthodes sur des critères comme la variation d’énergie moyenne
ou l’énergie moyenne est la nature même du critère qui nécessite de prendre en compte
la longueur du chemin, critère que nous n’avons pas eu besoin de considérer lorsque nous
travaillions sur l’énergie totale des chemins.

Nous pouvons aussi penser à combiner ces différentes contraintes sur les chemins pour
créer de nouveaux problèmes à étudier. Nous pourrions chercher à savoir s’il est possible
de rendre décidable le problème LU total avec des paramètres rationnels lorsque l’énergie
est de dimension supérieure ou égale à deux, en ajoutant des contraintes sur l’énergie
moyenne ou sur la variation d’énergie moyenne. Cela pourrait peut être, en fonction
des relations entre les bornes sur l’énergie et les bornes sur l’énergie moyenne ou sur la
variation d’énergie moyenne, limiter par exemple le nombre de test à zéro qu’il est possible
d’effectuer sur un chemin donné.

Il est également envisageable de généraliser les problèmes sur l’énergie moyenne ou sur
la variation moyenne d’énergie ainsi que les problèmes étant une combinaison de plusieurs
contraintes évoquées précédemment à des jeux à deux joueurs et de chercher s’il existe une
stratégie pour que le joueur 1 puisse forcer le chemin à respecter les contraintes. Chaque
jeu ainsi créé aurait lui-même une variante qui consisterait à ajouter une contrainte sur
la parité des chemins comme nous l’avons fait dans le dernier chapitre.
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Titre : Problèmes d’optimisation dans les graphes paramétrés

Mot clés : automate, graphes paramétrés, plus court chemin, jeux sur les graphes, objectifs

de parité, contraintes sur l’énergie, model-checking

Résumé : Nous considérons des graphes
orientés pondérés dont l’énergie est paramé-
trée. Nous proposons dans un premier temps
un algorithme qui, étant donné un graphe
et un de ses sommets, renvoie des arbres,
chaque arbre représentant les plus courts
chemins depuis la source vers tous les autres
sommets du graphe pour une zone particu-
lière de l’espace des paramètres. De plus
l’union de ces zones couvre l’espace des
paramètres. Nous considérons ensuite l’ac-
cessibilité dans les graphes à énergie multi-
dimensionnelle, avec un type de contraintes
plus absolues qui imposent que l’énergie reste
entre des bornes. Nous montrons la décida-

bilité et la complexité du problème quel que
soit le nombre de paramètres et de dimen-
sions lorsque les paramètres prennent des va-
leurs entières. Nous montrons également l’in-
décidabilité de ce problème avec au moins
un paramètre lorsque la dimension est supé-
rieure ou égale à deux. Nous étudions enfin
des jeux de parité à un et deux joueurs sur
les graphes paramétrés dont l’objectif est la
conjonction d’une condition qualitative sur la
parité et d’une condition quantitative : l’énergie
doit rester positive. Nous montrons la décida-
bilité et prouvons des bornes de la complexité
du problème de la recherche d’une stratégie
gagnante dans les cas à un et à deux joueurs.

Title: Optimisation problems in parametrized graphs

Keywords: automata, parametrized graphs, shortest paths, games on graphs, parity objec-

tives, energy constraints, model-checking

Abstract: We are considering weighted ori-
ented graphs with parametrized energy. Firstly
we propose an algorithm that, given a graph
and one of its vertices, returns trees, ev-
ery tree representing shortest-paths from the
source to every other vertex for a particu-
lar zone of the parameter space. Moreover,
union of these zones is a covering of the pa-
rameter space. Then we consider reachability
in graphs with multi-dimensional energy, with
stricter constraints that enforce the energy to
stay between bounds. We prove decidabilty
and complexity of this problem regardless of

the dimension and the number of parameters
when parameters take integer values. We also
prove the undecidability of this problem when
there is at least one parameter and the di-
mension is at least two. Finally we study parity
games on parametrized graphs with one and
two players whose objective is the conjunc-
tion of a qualitative condition on the parity and
quantitative one : energy must stay positive.
We show the decidability and prove bounds
on the complexity of the problem of searching
a winning strategy in both cases with one and
two players.
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