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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Le dictionnaire Larousse définit un signal comme tout signe, geste, cri, son, etc., destiné à aver-
tir, à donner une consigne, un ordre. Ainsi, plus généralement, tout support d’une information
peut être considéré comme un signal : la parole, l’image, la vidéo, les ondes électromagnétiques,
... Par extension encore, toute forme de données porteuses d’information peut être qualifiée de
signal. Au-delà de l’existence d’un signal, la définition du Larousse fait également apparaître que
l’information portée par ce signal doit être émise, captée et interprétée. L’interprétation, en par-
ticulier, peut être délicate car un signal capté peut provenir de sources multiples, être atténué,
déformé, bruité,... d’où le besoin de traiter le signal afin d’en extraire l’information.

Depuis que Joseph Fourier (1768-1830) a interprété la diffusion de la chaleur comme une
superposition d’harmoniques et développé une méthode d’analyse de ces composantes harmo-
niques [1], la nature des capteurs s’est diversifiée mais aussi et surtout, l’informatique est deve-
nue le support privilégié de l’information. Indépendamment de leur interprétation physique, d’un
point de vue mathématique, toute série de valeurs numériques peut alors être considérée comme
la version discrète d’un signal et toute fonction d’une ou plusieurs variables, à valeurs dans R

n

ou C
n , comme la version continue d’un signal. Traiter un signal initial vu comme une fonction

discrète ou continue en le modifiant en une autre fonction discrète ou continue revient donc à
l’application d’un ou plusieurs opérateurs agissant entre des espaces fonctionnels.

De nombreuses méthodes de traitement du signal s’attachent ainsi à « débruiter » des données,
à les « séparer » en constituants significatifs, et à les « reconstruire » en tenant compte de la résolu-
tion limitée des instruments d’acquisition. L’opérateur de Teager-Kaiser présente la particularité
d’estimer l’amplitude instantanée et la fréquence instantanée d’un signal à partir de l’expression
ponctuelle d’une fonction, dans sa version continue, ou de seulement trois occurrences d’une sé-
rie de valeurs, dans sa version discrète. Il est ainsi bien adapté pour extraire l’information d’un
signal dont les caractéristiques varient relativement rapidement au cours du temps. En raison de
sa simplicité de mise en œuvre et de son excellente résolution temporelle, l’opérateur de Teager-
Kaiser a ainsi donné lieu à de nombreux travaux de recherche et à une multitude d’applications
concernant le traitement de la parole [2], [3],[4], [5], les télécommunications [6], [7], [8], [9], [10],
[11], le multimédia [12], [13], [14], [15], [16], l’optique [17], le diagnostic [18], la biologie [19], [20],
[21], [22] et l’acoustique [23], [24], [25].

La construction de l’opérateur de Teager-Kaiser est fondée sur une démarche inhabituelle, à
savoir la prise en compte de l’énergie requise pour générer le signal et non directement l’informa-
tion véhiculée par ce signal. Nous allons ainsi aborder, au chapitre 1, le concept d’énergie, quantité
physique permettant de quantifier la capacité d’un système à modifier son état et produire du tra-
vail, avant de considérer la notion d’énergie au sens "traitement du signal" liée, elle, au contenu en
information véhiculée. Nous nous intéresserons ensuite à l’énergie au sens de Teager et présente-
rons la genèse de l’opérateur dit de Teager-Kaiser, dont la sortie est proportionnelle à la quantité
d’énergie nécessaire pour générer le signal. Nous examinerons ensuite le comportement de l’opé-
rateur appliqué à différents signaux élémentaires, tels les signaux modulés. Puis, nous détaille-
rons et illustrerons la méthode de démodulation ESA (Energy Separation Algorithm) permettant,
combinée à l’opérateur, d’estimer l’amplitude et la fréquence instantanées d’un signal. Nous pré-
senterons enfin, dans ce premier chapitre, différentes extensions mathématiques de l’opérateur,
adaptées à l’analyse de signaux uni-dimensionnels et multi-dimensionnels, à valeurs réelles ou
complexes.

La nature différentielle et non-linéaire de l’opérateur de Teager-Kaiser ainsi que sa capacité
à être combiné avec d’autres outils de traitement du signal (filtrage en sous-bandes, classifica-
tion,. . .) soulèvent plusieurs difficultés pour lesquels des verrous scientifiques restent à lever. C’est
le cas, en particulier, de la positivité de la sortie de l’opérateur qui, si elle est garantie dans le cas
d’un signal harmonique ne l’est pas dans le cas général, ce qui rend problématique une interpréta-

14



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

tion en termes d’énergie. Le chapitre 2 est ainsi dévolu à la question de la positivité de l’opérateur.
Nous étendrons les résultats déjà obtenus sur cette question [26], [27] et nous énoncerons un cer-
tain nombre de critères permettant de mieux cerner les caractéristiques des signaux pour lesquels
la positivité de la sortie de l’opérateur peut être garantie. Nous nous intéresserons plus particu-
lièrement à son application à des signaux AM-FM. Nous illustrerons ces critères en les appliquant
à des signaux "chirp" [28] et à un signal réel. A l’occasion de cet exemple réel nous mettrons en
évidence les causes de non positivité de la sortie de l’opérateur dues au bruit et à la fréquence
d’échantillonnage.

Nous nous intéresserons ensuite à la démodulation du signal. Les méthodes usuelles de dé-
modulation d’un signal discrétisé s’appuient sur une suite de valeurs indicées considérées, à un
changement de variable près, comme une suite temporelle de pas de discrétisation égal à 1. Ces
méthodes ont été détaillées par Maragos et al. [29],[30]. Le pas de discrétisation influe pourtant
sur la sortie de l’opérateur de Teager-Kaiser et le choix d’un pas égal à 1 n’exploite pas cette in-
fluence. C’est pourquoi nous proposerons une version revisitée de l’opérateur : hΨ, prenant en
compte le pas. D’une part, combiné à un ré-échantillonnage du signal par la formule de Shannon
[31], cet opérateur permettra d’adapter l’échantillonnage aux caractéristiques du signal ; d’autre
part, hΨ, en exploitant les sorties de l’opérateur pour différents pas, nous amènera à proposer
de nouvelles versions de l’opérateur. En particulier nous introduirons l’opérateur hT permettant
d’éliminer, statistiquement, le bruit et ainsi d’obtenir une meilleure qualité de démodulation de
l’amplitude et de la fréquence instantanée d’un signal en environnement bruité.

Puis, bien que l’opérateur de Teager-Kaiser soit, par construction, un opérateur local, nous
nous intéresserons aux propriétés statistiques d’un signal, en entrée et en sortie de l’opérateur,
dans un environnement bruité. La prise en compte du bruit est, en effet, directement liée à une
approche statistique et l’étude des moments statistiques permet d’extraire des informations sur la
nature du signal utile et sur celle du bruit. Or l’opérateur de Teager-Kaiser possède la propriété de
diminuer la dispersion relative des valeurs à sa sortie et permet ainsi une meilleure discrimination
des informations présentes dans le signal. En nous appuyant sur cette propriété nous serons ainsi
amenés, à proposer une méthode de détection d’un signal faible en environnement bruité.

Enfin, nous présenterons les conclusions des résultats obtenus et dégagerons les perspectives
ouvertes pour de futurs travaux.
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CHAPITRE 1. TEAGER-KAISER : UN OPÉRATEUR D’ÉNERGIE

1.1 Le concept d’énergie

Le concept scientifique d’énergie est apparu avec Aristote ("Une force en action") et a forte-
ment évolué au cours du temps [32], [33], [34], [35]. Thomas Young est le premier à avoir intro-
duit, en 1800, le mot "énergie" en physique [36] puis on doit à Gustave Gaspard de Coriolis et à
Jean-Victor Poncelet la définition, en 1828, du terme "travail", qui est une des formes "palpables"
de l’énergie [37]. Vient ensuite la formulation, entre 1842 et 1847, de ce que nous appelons au-
jourd’hui la loi de conservation de l’énergie par Julius Robert von Mayer, James Prescott Joule et
Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz. Ainsi, l’énergie ne peut être ni créée ni détruite ; elle
peut seulement être transformée d’une forme à une autre. L’exploitation du mot "énergie", en
1852, pour désigner toute sorte de "force" dans toutes les branches de la science revient à William
Thomson Kelvin et William Rankine [38],[39]. Enfin, en 1905, Albert Einstein avec sa théorie de
la relativité a établi l’équivalence générale de l’énergie et de la masse [40],[41]. Depuis cette date,
le concept d’énergie a été généralisé sous la forme que nous utilisons aujourd’hui. Pour autant,
l’énergie reste un concept abstrait [42],[43]. Bien qu’elle soit liée à la matière, l’énergie ne peut être
définie qu’indirectement. La quantité d’énergie peut être associée à tout système (physique, bio-
logique,. . .) et elle est fonction de divers paramètres caractérisant l’état de ce système. Pour être
assimilé, le concept d’énergie suppose ainsi une familiarisation avec ses divers aspects et avec
les phénomènes au sein desquels il intervient. Le prix Nobel, Richard Feyman déclara lors de ses
conférences dans les années soixante : "It is important to realize that in physics today we have no

knowledge of what energy is" [44]. Plus récemment, l’extension du concept d’énergie à de nou-
veaux domaines tels le traitement du signal ou la finance, atteste du caractère "universel" de cette
quantité [45], [46], [47].

1.1.1 Définition de l’énergie

Le mot "énergie" vient du Grec ancien energhia qui signifie "force en action", c’est-à-dire la
capacité à produire un mouvement et, donc, la capacité à effectuer un travail (une force agit et
génère un changement). L’énergie peut être ainsi définie comme une grandeur physique qui re-
présente et quantifie la capacité d’un système à modifier un état, à produire un travail entraînant
un mouvement, un rayonnement électromagnétique ou de la chaleur. L’énergie pure n’existe pas ;
suivant le système considéré, on associera à ce système, par exemple, une énergie mécanique, une
énergie thermique ou une énergie électrique. La propriété fondamentale de l’énergie est de pou-
voir se transférer d’un système à un autre ou, plus exactement, se convertir d’une forme en une
autre, en vérifiant le principe de conservation suivant lequel, dans tous les cas, l’énergie totale
d’un système isolé est conservée. Comme un système peut évoluer de différentes manières sous
l’action de forces différentes, l’énergie se manifeste de différentes manières. L’énergie est ainsi ob-
servée indirectement par, par exemple, des variations de vitesse, de pression ou d’intensité élec-
trique. En effet, la manifestation d’un phénomène tel le mouvement sous l’action d’une force im-
plique non seulement que le système considéré possède de l’énergie intrinsèque, mais aussi qu’il
y a transfert d’énergie. Pour autant, ce que l’on mesure n’est pas l’énergie en elle-même, mais sa
variation. Lorsqu’on effectue le bilan d’énergie d’un système physique, on définit son énergie mé-
canique comme la somme de son énergie cinétique et de ses énergies potentielles. L’énergie totale
du système s’écrit ainsi comme la somme de l’énergie mécanique et d’une énergie appelée éner-
gie interne. En mécanique, l’énergie interne n’est pas prise en compte et l’énergie totale est alors
la somme de l’énergie potentielle et de l’énergie cinétique. C’est sur ces deux quantités physiques
qu’est fondé l’opérateur de Teager-Kaiser ainsi que nous le verrons plus loin. Puisque, dans un
système isolé, l’énergie totale est toujours conservée (premier principe de la thermodynamique),
toute consommation ou déperdition d’énergie est exclue.

Une autre quantité physique associée à un système et liée à l’énergie est la puissance, qui re-
flète la vitesse à laquelle un travail est fourni [48]. La puissance est la quantité d’énergie par unité
de temps que fournit un système à un autre système. On parle alors de débit d’énergie. Ainsi, si
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deux systèmes différents fournissent le même travail, le plus puissant des deux est celui dont le
délai d’accomplissement de ce travail est le plus faible.

1.1.2 Énergie et puissance d’un signal

Les notions d’énergie et de puissance, appliquées au domaine des signaux, sont très impor-
tantes en transmission et traitement de l’information véhiculée par un signal [49], [50], [51], [52],
[53], [54], [55], [56], [57]. En effet, toute transmission d’information est liée à une transmission
d’énergie (Télécommunications) et dès lors qu’on effectue une mesure, le dispositif de mesure
(métrologie et instrumentation) prélève de l’énergie au processus mesuré [50], [55]. De plus, dès
lors qu’on aborde les propriétés des signaux ou leur classification, on est amené à faire appel aux
concepts d’énergie et de puissance [52], [53], [54]. Différents systèmes physiques peuvent être uti-
lisés pour introduire ces concepts [54]. Appuyons nous sur l’exemple, simple, d’un circuit élec-
trique.

Considérons un système constitué d’un dipôle électrique parcouru par un courant i (t ) et sou-
mis à une différence de potentiel u(t ). La puissance instantanée fournie à ce dipôle s’écrit

p(t ) = u(t ).i (t ) (1.1)

et dans le cas d’une résistance linéaire R, la puissance est donnée par

p(t ) = R.i 2(t ) =
1

R
.u2(t ) (1.2)

L’énergie dissipée sur un intervalle de temps [ t1 ; t2 ] est l’intégrale de cette puissance instantanée,
mesurée en joules :

E(t1, t2) =
t2∫

t1

p(t )d t = R

t2∫

t1

i 2(t )d t , (1.3)

et la puissance moyenne sur la durée [ t1 ; t2 ], mesurée en watts, s’écrit :

P(t1, t2) =
1

t2 − t1

t2∫

t1

p(t )d t =
R

t2 − t1

t2∫

t1

i 2(t )d t =
1

R.(t2 − t1)

t2∫

t1

u2(t )d t (1.4)

Par analogie, on définit l’énergie normalisée et la puissance moyenne normalisée d’un signal réel
x(t ), calculée sur l’intervalle [ t1 ; t2 ], par les quantités quadratiques suivantes :

Ex (t1, t2) =
t2∫

t1

x2(t )d t , (1.5)

Px (t1, t2) =
1

t2 − t1

t2∫

t1

x2(t )d t . (1.6)

Ainsi, la puissance moyenne normalisée possède une dimension égale au carré de celle du signal
x(t ). En multipliant encore par l’unité de temps, on obtient la dimension de l’énergie normalisée.
Si le signal x(t ) est un courant ou une tension électrique, les relations (1.5) et (1.6) correspondent
respectivement à l’énergie et la puissance dissipées par une résistance R de valeur 1 ohm, obte-
nues par les relations (1.2) et (1.3).

En étendant l’intervalle de temps à R tout entier, les relations (1.5) et (1.6) se généralisent à
tous les signaux, qu’ils soient à valeurs réelles ou complexes sous la forme :
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Ex =
+∞∫

−∞

|x(t )|2d t (1.7)

Px = lim
T→∞

1

T

+∞∫

−∞

|x(t )|2d t (1.8)

La quantité |x(t )|2 est appelée puissance instantanée normalisée du signal x(t ) à l’instant t car elle
est implicitement rapportée à une résistance normalisée R de 1 ohm. Si l’intégrale de la relation
(1.7) est convergente, on dit que le signal est à énergie finie, ce qui correspond aux signaux phy-
siques et permet d’interpréter la quantité Ex comme une énergie dans de nombreuses situations
physiques. On est cependant amené à manipuler également des signaux pour lesquels la quantité
Ex est infinie. L’exemple le plus commun est celui des signaux périodiques qui sont très souvent
utilisés comme modèles de phénomènes physiques. Pour cette classe de signaux, dits à puissance
moyenne finie, on utilisera la relation (1.8). Cette quantité n’a pas d’utilité pour les signaux d’éner-
gie finie qui possèdent une puissance moyenne nulle.

Pour les signaux d’énergie finie, la transformée de Fourier et son inverse sont définies, ce qui
permet d’établir une nouvelle définition de l’énergie d’un signal x(t ). Soit ainsi,

F [x(t )] = X( f ) =
+∞∫

−∞

x(t )e− j 2π f t d t , (1.9)

on peut alors utiliser la valeur absolue au carré |X( f )|2 des différentes fréquences comme mesure
du niveau d’énergie rapporté à ces fréquences : la quantité |X( f )|2 correspond à l’énergie que le
signal contient à la fréquence f ; on parle de densité d’énergie par unité de fréquence. Le lien entre
l’énergie calculée en temps et en fréquence est alors donné par la relation de Parseval :

Ex =
+∞∫

−∞

|x(t )|2d t =
+∞∫

−∞

|X( f )|2d f . (1.10)

L’interprétation de la relation (1.10) est immédiate d’un point de vue physique : puisque l’énergie
ne dépend pas du mode d’observation "t" ou " f ", cette relation traduit le fait que la quantité Ex

est l’invariant énergie du signal dans les représentations temporelle et fréquentielle.

Remarque :
formellement, l’utilisation de la transformée de Fourier et de son inverse suppose que x(t ) ∈ L1

⋂
L2.

Nous considèrerons, comme c’est l’usage, que cette condition est vérifiée dans le cadre d’une ap-
plication à des phénomènes physiques.

1.1.3 Énergie de Teager-Kaiser

Quand bien même les relations (1.7) et (1.8) permettent de mesurer l’activité d’un signal, il
n’est pas immédiat d’appréhender comment le contenu en fréquence de ce signal signal inter-
vient dans le calcul de son énergie et de sa puissance. En effet, la relation (1.10) montre que tous
les échantillons, aussi bien en temps qu’en fréquence sont traités de manière indifférenciée, ce qui
est physiquement surprenant. Par ailleurs, la définition de l’énergie en traitement du signal diffère
de celle utilisée en physique, qui est une mesure du travail effectué (ou qui peut potentiellement
être effectué), sans connaître directement ni avoir accès au système qui génère le signal. Enfin, la
définition donnée par la relation (1.7) ne fait intervenir ni l’énergie potentielle ni l’énergie ciné-
tique du signal ; elle est uniquement fondée sur le calcul des amplitudes du signal.
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Cette limitation du concept d’énergie, au sens de la physique, en traitement du signal a été mise
en avant dans le domaine du traitement de la parole par Herbert et Shushan Teager [58], [59], ainsi
que par James Kaiser [60], [61]. Sur la base de preuves expérimentales, Herbert Teager et Shushan
Teager ont mis en évidence la présence de processus non linéaires comme principaux mécanismes
de production du son dans le conduit vocal pendant la phonation. En effet, les résultats présen-
tés par les auteurs et en particulier la courbe d’énergie nécessaire à la production de la parole,
ont montré que cette production provient de l’interaction, pendant la phonation, entre le vortex
tourbillonnaire du flux d’air et la géométrie confinée du conduit vocal, cette interaction jouant
le rôle d’oscillateur actif dans la réalisation des modulations [58], [59], [62]. Le modèle en résul-
tant est ainsi fondamentalement non linéaire. Cependant, l’algorithme ou la méthode de calcul
de l’énergie du système ayant généré le signal de parole n’a pas été explicitement présenté par les
auteurs [59]. Ces mêmes auteurs ont également montré que les résonances (fréquences propres)
ou formants du conduit vocal du signal de parole peuvent varier rapidement en fréquence et en
amplitude [199], ces variations de caractéristiques du signal de parole pouvant être modélisées
comme une combinaison linéaire de signaux AM-FM.

L’absence dans les travaux de Herbert et Shushan Teager de la méthode de calcul de l’éner-
gie associée au signal de la parole a suscité l’intérêt de James Kaiser. Ce dernier [60] est parti du
constat suivant : deux signaux acoustiques d’amplitude unité, l’un avec une fréquence de 1 Hz et
le second à 1000 Hz ont la même énergie d’après la relation (1.7). Cependant l’énergie, vue comme
le travail fourni nécessaire pour générer le signal acoustique de 1000 Hz, est bien plus importante
que celle pour générer celui de 1 Hz [60]. Il a également observé, en étudiant une équation diffé-
rentielle du second ordre, que l’énergie nécessaire pour générer une simple sinusoïde dépend à la
fois de l’amplitude et de la fréquence. Il y a ainsi une différence fondamentale entre l’énergie vé-
hiculée par le signal, ne prenant en compte que l’amplitude, et l’énergie produite par un système
source pour générer ce signal. Afin de mieux comprendre la différence entre ces deux énergies,
nous présentons dans ce qui suit le processus de génération du signal introduit par Herbert Tea-
ger et Shushan Teager [58],[59] ainsi que le calcul de l’énergie associée.

James Kaiser, pour expliquer cette différence d’énergie, s’appuie sur l’exemple simple d’un
système constitué d’un oscillateur harmonique, au sein duquel l’énergie nécessaire pour créer le
signal oscillant est proportionnelle au carré du produit de l’amplitude et de la fréquence du si-
gnal. Ce modèle correspond à celui de l’énergie nécessaire à la création d’un signal. James Kaiser
a proposé ainsi une mesure de l’énergie, s’appuyant sur les travaux de Herbert et Shushan Tea-
ger, qui prend en compte non seulement l’amplitude mais également la fréquence du signal [60].
En utilisant cette définition, dite de Teager-Kaiser, des signaux d’amplitude unitaire possédant
des fréquences différentes, présentent également des énergies différentes. Cette approche diffère
également de la mesure usuelle de l’énergie car il s’agit d’une mesure instantanée et non sur un
intervalle de temps. On dispose alors d’une énergie instantanée, fonction du temps, permettant
de suivre les changements de l’énergie du signal et, donc, du système.

1.2 L’opérateur de Teager-Kaiser

1.2.1 Genèse d’un opérateur d’énergie

Beaucoup de systèmes physiques réels pour lesquels l’influence des frottements est négli-
geable se comportent comme des systèmes oscillants et peuvent être modélisés par des oscilla-
teurs harmoniques [63]. Le système masse-ressort constitue un modèle simplifié d’oscillateur har-
monique permettant d’introduire dans de nombreux domaines des phénomènes plus complexes,
par exemple en mécanique, en électricité, en électronique ou en optique. Cet oscillateur permet
de décrire l’évolution du système physique au voisinage d’une position d’équilibre stable par une
fonction oscillante dont la fréquence ne dépend que des caractéristiques du système et dont l’am-
plitude est constante. Pour calculer l’énergie totale d’un signal, James Kaiser suppose ainsi que
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le modèle de la source est analogue à ce simple système ressort-masse, pour lequel la physique
newtonienne décrit l’énergie totale du système en mouvement comme la somme de l’énergie po-
tentielle du ressort et de l’énergie cinétique de la masse.

Considérons l’oscillateur mécanique libre formé par une masse m suspendue à un ressort de
raideur K. La position de la masse à l’instant t , repérée par rapport à sa position d’équilibre est
notée x(t ). L’application du principe fondamental de la dynamique à ce système permet d’écrire :

d 2x(t )

d t 2 +
K

m
x(t ) = 0. (1.11)

Cette équation différentielle du second ordre (Eq. 1.11) décrit un mouvement d’oscillation de la
masse autour de sa position d’équilibre. La fréquence d’oscillation de ce mouvement est donnée

par ω0 =
√

K
m

et ne dépend pas de l’amplitude initiale de déplacement de la masse. La solution de
l’équation différentielle (Eq. 1.11) est une oscillation donnée par

x(t ) = Acos(ω0t +φ) , (1.12)

où A est l’amplitude des oscillations et φ la phase initiale. Le mouvement est qualifié d’harmo-
nique, de pulsation propre ω0, caractéristique du système.

En multipliant la relation (1.11) par
d x(t )

d t
on obtient

d 2x(t )

d t 2

d x(t )

d t
+

K

m

d x(t )

d t
x(t ) = 0. (1.13)

Soit encore, en multipliant par m

d

d t

[
m

2

(
d x(t )

d t

)2

+
K

2
x2(t )

]

︸ ︷︷ ︸

=Constante

= 0. (1.14)

La quantité entre crochets, n’est autre que l’énergie totale Ex du système oscillateur harmonique,
c’est à dire la somme de l’énergie cinétique de la masse et l’énergie potentielle du ressort :

Ex =
m

2

(
d x(t )

d t

)2

+
K

2
x2(t ) . (1.15)

La relation (1.15) traduit le fait qu’il y a conservation de l’énergie totale du système. En remplaçant
la solution x(t ) donnée par (1.12) dans (1.14) on obtient

Ex =
m

2
ω2

0A2 ∝ω2
0A2 . (1.16)

La relation (1.16) montre que l’énergie de l’oscillateur est proportionnelle au carré de l’amplitude
et au carré de la pulsation des oscillations [60]. La valeur de Ex correspond à l’énergie du système
masse-ressort nécessaire pour générer le signal sinusoïdal x(t ). Ce résultat coïncide avec les ob-
servations expérimentales de Herbert et Shushan Teager et va conduire à la genèse de l’opérateur,
dit de Teager-Kaiser.

1.2.2 Algorithme de Teager-Kaiser

Herbert et Shushan Teager se sont alors intéressés à un signal harmonique discrétisé. Soit
x(nTe ) la version discrète de l’oscillation de x(t ) où Te est la période d’échantillonnage et fe = 1/Te

est la fréquence d’échantillonnage. Par un changement d’échelle ramenant les abscisses à des va-
leurs entières, nous allons noter le signal discrétisé sous la forme

x(n) = Acos(Ωn +φ) (1.17)
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Ex (n) = x2(n)−x(n −1)x(n +1) ≈ A2Ω2 . (1.22)

La quantité Ex (n), donne ainsi une mesure interprétable comme l’énergie du signal x(n) dès lors
que le rapport d’échantillonnage est supérieur à 8, c’est-à-dire dès lors que la fréquence d’échan-
tillonnage est supérieure à quatre fois la fréquence de Shannon. L’estimation de l’énergie instan-
tanée du signal par la formule

Ex (n) ≈ x2(n)−x(n −1)x(n +1) . (1.23)

est qualifiée d’algorithme de Teager-Kaiser. On considère usuellement que l’approximation est ac-
ceptable pour une erreur inférieure à 10%, c’est à dire pour une fréquence d’échantillonnage au
moins égale à 4 fois la fréquence de Shannon [64], ce qui revient également à disposer d’au moins
deux échantillons dans chaque quart du cycle de l’oscillation sinusoïdale. Notons que l’estimation
de l’énergie Ex suppose que le signal x(t ) est mono-composante. L’algorithme est facile et rapide à
mettre en œuvre car il ne nécessite que trois échantillons. Enfin, notons la différence entre l’éner-
gie véhiculée par le signal et celle pour le générer :

∑

n∈Z
x2(n) ̸=

∑

n∈Z
(x2(n)−x(n −1)x(n +1)) (1.24)

1.2.3 Définitions de l’opérateur de Teager-Kaiser

Opérateur continu

Bien qu’historiquement la version discrète de l’opérateur de Teager-Kaiser ait été définie avant
la version continue, il est plus naturel de commencer par présenter cette dernière.

Définition L’opérateur d’énergie de Teager-Kaiser d’un signal à temps continu et à valeurs réelles,
cΨ est défini par :

cΨ : x 7−→ cΨx : t 7−→
(

d x(t )

d t

)2

−x(t )
d x2(t )

d t 2 . (1.25)

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté et afin d’alléger les notations nous noterons la sortie de l’opérateur
cψx(t ) au lieu de

(
cΨx

)

(t ).

La relation (1.25) montre que l’opérateur de Teager-Kaiser est un opérateur différentiel non-linéaire
dont l’expression fait intervenir le signal ainsi que ses dérivées première et seconde. On parle
d’opérateur instantané.

Appliquons maintenant l’opérateur cΨ à un signal sinusoïdal x(t ) = Acos(ωt +φ). On a

cΨx(t )] = A2ω2 cos2(ωt +φ)−Asin(ωt +φ)×−Aω2 sin(ωt +φ)

= A2ω2 . (1.26)

En combinant (1.16) et (1.26) on a ainsi

Ex =
m

2
.cΨx(t ) . (1.27)

En d’autres termes, lorsque cΨ est appliqué à un signal harmonique, la sortie est constante et
égale à l’énergie de la source produisant l’oscillation. Pour cette raison cΨ est qualifié d’opérateur

d’énergie.
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Opérateur discret

Plusieurs schémas aux différences finies permettent de discrétiser la version continue de l’opé-
rateur cΨ. Nous allons procéder comme suit. Soit un pas de discrétisation h, pour un temps t

quelconque, en notant xn−1 = x(t −h), xn = x(t ) et xn+1 = x(t +h), on a

d x(t )

d t
≃

xn −xn−1

h
≃

xn+1 −xn

h
(1.28)

d 2x(t )

d t 2 ≃
xn+1 −2xn +xn+1

h2 . (1.29)

(1.30)

Par conséquent

cΨx(t ) =
(

d x(t )

d t

)2

−x(t )
d x2(t )

d t 2 ≃
( xn −xn−1

h

)( xn+1 −xn

h

)

−xn .
xn+1 −2xn +xn+1

h2 , (1.31)

d’où, en développant

cΨx(t ) ≃
x2

n −xn−1xn+1

h2 (1.32)

En considérant xn−1, xn et xn+1 comme trois échantillons consécutifs de x(t ) et procédant à un
changement de variable, comme pour (1.17), ramenant à l’unité l’écart h entre les échantillons,
on obtient alors la définition de l’opérateur discret de Teager-Kaiser.

Définition Soit x(n) un signal discret à valeurs réelles, la version discrète dΨ de l’opérateur d’énergie

de Teager-Kaiser est définie par :

dΨx(n) = x2(n)−x(n −1)x(n +1) . (1.33)

Dans le cas d’un signal harmonique, on retrouve par la relation (1.21), la propriété, similaire à
celle de l’opérateur continu :

dΨx(n) = A2 sin2(Ω) ≃ A2Ω2 pour Ω petit . (1.34)

La relation (1.33) montre une propriété importante de l’opérateur de Teager-Kaiser qui est son ca-
ractère instantané dans le sens où trois échantillons seulement, à savoir x(n −1), x(n) et x(n +1),
suffisent à estimer l’énergie à chaque instant discrétisé. Cette résolution temporelle permet de
capturer les fluctuations d’énergie et, également, d’estimer la fréquence instantanée d’un signal
non-stationnaire. La plupart des travaux de la littérature portant sur l’opérateur de Teager-Kaiser
et ses différentes extensions d’ordre supérieur se limitent à des schémas de discrétisation avec un
pas de discrétisation (ou pas temporel) h = 1. L’opérateur dans sa formulation est fonction de va-
leurs indicées qui ne tiennent pas compte directement de la fréquence d’échantillonnage. Nous
généralisons au chapitre 3 les schémas de discrétisations de l’opérateur avec un pas temporel h

correspondant à la période d’échantillonnage du signal, revisitant ainsi la version classique de
l’opérateur et les méthodes de démodulation associées.

Précisions sur les notations :
Soit [[1 ; N]] un intervalle de N, un signal discret est une suite (xn)n∈[[1 ;N]] de l 2 telle que xn = x(tn)
où x est un signal continu et où (tn)n∈[[1 ;N]] est une suite arithmétique de raison h. h est le pas

(fixe) d’échantillonnage et fe =
1

h
la fréquence d’échantillonnage.

L’opérateur discret de Teager Kaiser, dΨ, est défini formellement par :
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dΨ : l 2
(

[[1 ; N]]
)

→ l 2
(

[[2 ; N−1]]
)

(xp ) 7→
(

dΨ(xp )
)

n avec dΨ(xp )n = x2
n −xn−1xn+1

(1.35)

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité et afin d’alléger les notations nous noterons, par abus de lan-

gage, dΨxn la suite des valeurs de sortie de l’opérateur au lieu de
(d
Ψ(xp )

)

n et dΨx(n) au lieu
de dΨ(xp )n .

1.3 Quelques propriétés de l’opérateur de Teager-Kaiser

1.3.1 Comportement de l’opérateur vis à vis d’un bruit

L’opérateur, par sa nature différentielle, est sensible au bruit. Afin d’analyser le comportement
de l’opérateur cΨ lorsqu’il est appliqué à un signal bruité, il est utile auparavant de considérer la
situation dans laquelle il est excité uniquement par du bruit. Soit b(t ) un processus gaussien de
moyenne nulle, stationnaire au sens large (SSL), l’opérateur s’écrit :

cΨb(t ) = ḃ2(t )−b(t )b̈(t ) . (1.36)

Les dérivées de ce processus, ḃ(t ) et b̈(t ), dans ce cas, sont également des processus gaussiens SSL
[65] et on a :

E
[

cΨb(t )
]

= E
[

ḃ2(t )
]

−E
[

b(t )b̈(t )
]

. (1.37)

Par ailleurs, la corrélation croisée des dérivées respectives d’ordre m et d’ordre n de processus SSL
x(t ) et y(t ) est donnée par la relation suivante [65] :

E
[

x(m)(t +τ)y (n)(t )
]

= (−1)n
d m+nRx y (τ)

dτm+n
. (1.38)

En combinant (1.37) et (1.38), on obtient alors

E
[

cΨb(t )
]

=−R(2)
bb

(0)−R(2)
bb

(0) (1.39)

=−2R(2)
bb

(0) . (1.40)

Ainsi, l’espérance mathématique du processus aléatoire Ψ(b(t )) est le double de la variance du
processus ḃ(t ). Si b(t ) un est processus gaussien SSL et centré avec une fonction d’auto-corrélation
Rbb(τ) = q2δ(τ), l’espérance mathématique du processus Ψ(b(t )) est donnée par

E[Ψ(b(t ))] =−2q2δ(0) =−2q2 (1.41)

La figure (1.2) représente la sortie de l’opérateur de Teager-Kaiser E[Ψ(b(t ))] pour b(t ) un bruit
blanc gaussien. À une normalisation près, c’est une impulsion de Dirac à l’origine. Ce résultat est
analogue à celui de l’auto-corrélation d’un bruit blanc.

Faisons maintenant le même calcul sur la sortie de l’opérateur à un signal s(t ) entaché d’un
bruit additif b(t ). Soit l’observation suivante

x(t ) = s(t )+b(t ) (1.42)

où s(t ) est un signal non bruité et b(t ) un bruit blanc gaussien centré de variance Rbb(0). Les si-
gnaux s(t ) et b(t ) sont supposés statiquement indépendants. L’espérance mathématique deΨ

(

x(t )
)

est donnée par
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ce qui, en développant, conduit immédiatement à la relation

cΨ[x y](t ) = x2(t )cΨy(t )+ y2(t )cΨx(t ) . (1.47)

Cette propriété est utile pour l’application de l’opérateur à un certain nombre de signaux, en par-
ticulier à des signaux modulés : AM, FM, PM et AM-FM.

Signal d’amplitude exponentielle modulé par une sinusoïde

Considérons en premier lieu un signal exponentiel de la forme e(t ) = e−at . On constate immé-
diatement que

(

ė(t )
)2 −e(t )ë(t ) = 0. On a donc

cΨe(t ) = 0 (1.48)

Soit maintenant un signal de la forme x(t ) = Ae−at cos(ωt +φ). En posant e(t ) = e−at et y(t ) =
Acos(ωt +φ), on a alors x(t ) = e(t )y(t ) et en appliquant la relation (1.47) et le résultat (1.48) pré-
cédent, on a alors

cΨx(t ) = e2(t )cΨy(t )+ y2(t )cΨe(t ) = e2(t )cΨy(t ) = e−2at A2ω2 = e−2at cΨ[Acos(ωt +φ)] . (1.49)

L’expression obtenue est valable quel que soit le signe de a mais seul a > 0, correspond, en de-
hors éventuellement d’intervalles de temps limités, à des signaux physiques. Pour a > 0 la sortie
de l’opérateur appliquée à x(t ) est un amortissement de celle appliquée à un signal purement
sinusoïdal :

cΨ
[

e−at .Acos(ωt +φ)
]

= e−2at .cΨ[Acos(ωt +φ)] . (1.50)

Signaux modulés

La transmission d’un signal porteur d’informations (message, signal utile ou signal informatif)
dans la bande passante d’un canal de communication (fibres optiques, radio mobiles,. . .), impose
de transposer la gamme de fréquence occupée par le signal dans la bande passante propre du ca-
nal [54]. La modulation est une méthode permettant de transformer un signal utile sous une forme
qui lui permette d’être transmis dans un tel canal de transmission. En effet, le signal utile est limité
en largeur de bande fréquentielle et un moyen de réaliser cette transposition consiste à moduler
un signal appelé porteuse par le signal contenant l’information, c’est-à-dire de faire varier une des
caractéristiques (amplitude, phase ou fréquence) de cette porteuse en fonction du signal utile. On
qualifie le signal obtenu de porteuse modulée, le signal utile de signal modulant et le domaine
spectral occupé par le signal utile est appelé signal en bande de base (spectre centré en zéro).
La valeur de la fréquence de la porteuse est en général beaucoup plus élevé que celle du signal
utile. Les types usuels de modulation sont : la modulation d’amplitude (AM pour amplitude mo-
dulation), la modulation de phase (PM pour phase modulation), la modulation de fréquence (FM
pour frequency modulation) et la modulation en amplitude et en fréquence (AM-FM pour ampli-
tude and frequency modulations). Pour chacun de ces types de modulation nous allons calculer
la sortie de l’opérateur. Nous présenterons un peu plus loin (paragraphe 1.3.5) la méthode de dé-
modulation ESA (Energy Separation Algorithm), adaptée à ces types de signaux .

Signal AM
Soit x(t ) un signal AM, obtenu en modifiant la porteuse par une fonction linéaire :

x(t ) = A
[

1+κm(t )
]

︸ ︷︷ ︸

a(t )

cos(ωc t +φ) (1.51)
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Signal FM
Soit x(t ) un signal FM, modélisé par la combinaison d’une porteuse et d’un signal modulant en
bande de base; la fréquence de la porteuse étant modifiée comme suit par le signal modulant :

x(t ) = Acos
(

φ(t )
)

= Acos

(

ωc t +ωm

∫t

0
m(τ)dτ+θ

)

, (1.58)

avec

ωi (t ) =
dφ(t )

d t
=ωc +ωmm(t ) , (1.59)

φ(t ) =
∫t

0
ωi (τ)dτ+θ , (1.60)

où fc = ωc

2π est la fréquence de la porteuse, m(t ) est le signal modulant à bande de base (−1 ≤
m(t ) ≤ +1), A est l’amplitude du signal, ωi (t ) est la fréquence instantanée du signal, φ(t ) est la
phase instantanée du signal et θ=φ(0) est la phase initiale. ωm est la déviation maximale en fré-
quence (ωm <ωc ) de ωi (t ) par rapport à ωc . On a ainsi 0 <ωc −ωm ≤ωi (t ) ≤ωc +ωm < 2ωc . La
déviation est choisie de manière à ce que le signal modulant varie lentement en fréquence par
rapport au signal de la porteuse cos(ωc t ).

La sortie de l’opérateur cΨ pour un tel signal FM est alors

cΨx(t ) = A2φ̇2(t )sin2 (

φ(t )
)

−Acos
(

φ(t )
)[

−Acos
(

φ(t )
)

φ̇2(t )−Asin
(

φ(t )
)

φ̈(t )
]

(1.61)

= A2φ̇2(t )+A2 cos
(

φ(t )
)

sin
(

φ(t )
)

φ̈(t ) = A2φ̇2(t )
︸ ︷︷ ︸

D(t )

+A2φ̈(t )
sin

(

2φ(t )
)

2
︸ ︷︷ ︸

Er (t )

(1.62)

= A2φ̇2(t )

[

1+
φ̈(t )

2φ̇2(t )
sin

(

2φ(t )
)
]

= A2φ̇2(t )
[

1+ϵ(t )
]

(1.63)

L’opérateur de Teager-Kaiser, appliqué à un signal FM, permet d’estimer la fréquence instan-
tanée de ce signal par la démodulation en fréquence de ce signal. En effet, comme dans le cas d’un
signal AM, la condition Er (t ) << D(t ), équivalente à φ̈(t ) << 2φ̇2(t ), est vérifiée lorsque x(t ) est un
signal à bande étroite (ωm <<ωc ) [30], [29]. Ainsi, si le signal FM x(t ) (ou m(t )) est à bande étroite,
la sortie de l’opérateur est approchée par la relation

cΨx(t ) ∝ φ̇2(t ) =ω2
i (t ) (1.64)

Cette relation est illustrée par la figure (1.4) qui présente la réponse de l’opérateur à une entrée
de type chirp. Nous observons une sortie quadratique conforme à l’approximation (1.64). Nous
constatons ici la capacité de l’opérateur à poursuive la modulation du signal chirp et, également,
l’estimation de la fréquence instantanée.

Signal AM-FM
Rappelons que les signaux AM-FM permettent de modéliser de très nombreux phénomènes phy-
siques et biologiques, tels, par exemple, des systèmes de transmission et de détection comme le
Radar et le Sonar. La modélisation d’un tel signal, x(t ) consiste en un signal FM dont l’amplitude
varie comme l’enveloppe d’un signal AM :

x(t ) = a(t )cos
(

φ(t )
)

= a(t )cos

(

ωc t +ωm

∫t

0
m(τ)dτ+θ

)

(1.65)

En utilisant les relations (1.47) et (1.64), la sortie de l’opérateur de Teager-Kaiser pour ce type de
signal s’écrit alors

30



CHAPITRE 1. TEAGER-KAISER : UN OPÉRATEUR D’ÉNERGIE

FIGURE 1.4 – Réponse de l’opérateur de Teager-Kaiser à un signal FM.

cΨx(t ) = a2(t )

[

φ̇2(t )+ φ̈(t )
sin

(

2φ(t )
)

2

]

+cos2(φ(t ))cΨa(t ) (1.66)

= a2(t )φ̇2(t )
︸ ︷︷ ︸

D(t )

+a2(t )φ̈(t )
sin

(

2φ(t )
)

2
+cos2 (

φ(t )
)

cΨa(t )
︸ ︷︷ ︸

Er (t )

(1.67)

= a2(t )φ̇2(t )

[

1+
φ̈(t )

2φ̇2(t )
sin(2φ(t ))+

cΨa(t )

a2(t )φ̇2(t )
cos2 (

φ(t )
)
]

(1.68)

= a2(t )φ̇2(t )
[

1+ϵ(t )
]

(1.69)

Comme dans les deux cas précédents, la condition Er (t ) << D(t ), qui est équivalente à φ̈(t ) <<
2φ̇2(t ) et Ψ[a(t )] << a2(t )φ̇2(t ), est vérifiée si a(t ) et m(t ) sont des signaux à bande étroite dont la
fréquence la plus élevée est très petite par rapport à ωc . Ainsi, si le signal AM-FM x(t ) est à bande
étroite, la sortie de l’opérateur cΨ conduit à l’approximation :

cΨx(t ) ≈ a2(t )φ̇2(t ) (1.70)

Le résultat illustré par relation (1.70) généralise les deux résultats précédents, à savoir la détection
de l’enveloppe du signal et l’estimation de sa fréquence instantanée. Il montre aussi et surtout l’in-
térêt de l’utilisation de l’opérateur de Teager-Kaiser pour la poursuite des modulations AM et FM
des signaux non-stationnaires. Cette aptitude de l’opérateur à poursuivre les amplitudes et fré-
quences instantanées représente son intérêt majeur et l’essentiel de son utilisation. L’exploitation
de cette capacité de l’opérateur et son extension à plusieurs autres types de signaux (images,. . .)
ont donné lieu à de nombreux travaux de recherche [67].

1.3.3 Filtrage en sous-bandes

On a pu voir que pour des signaux harmoniques et des signaux AM, FM ou AM-FM à bandes

étroites, c’est-à-dire tels que ωm <<ωc ou
fcn

2B
avec fcn la fréquence centrale du signal et 2B sa lar-

geur de bande, la sortie de l’opérateur de Teager-Kaiser est une bonne approximation du carré du
produit de l’amplitude instantanée et de la fréquence instantanée du signal. Cette propriété s’ap-
plique aussi aux signaux mono-composantes, qui ne comportent qu’une seule loi de fréquence :
[67], [68], [69], [70], [71], [72], [73], [74], [75], [76], [77], [78]. Notons que cette condition de bande
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étroite s’applique également à des méthodes comme par exemple la transformée de Hilbert pour
l’estimation de l’amplitude instantanée et la fréquence instantanée. Comme pour cette transfor-
mée, l’utilisation de l’opérateur, pour autant, n’est pas réduite aux signaux précités. En effet il
peut-être appliqué aux signaux large bande ou multi-composantes sous réserve de procéder au
préalable à une décomposition en sous-bandes du signal d’entrée [79], [69], [80], [81].

L’exemple, présenté ci-après, de l’application de l’opérateur à une somme de deux sinusoïdes,
illustre le besoin d’un filtrage préalable en sous-bandes. Soit

x(t ) = x1(t )+x2(t ) = α1 cos(2π f1t )+α2 cos(2π f2t ) . (1.71)

La sortie de l’opérateur cΨ pour ce signal s’écrit

cΨx(t ) = cΨx1(t )+ cΨx2(t )+α1α2
[

1−cos
(

2π( f1 + f2)t
)][

cos
(

2π( f1 − f2)t
)]

︸ ︷︷ ︸

Termes croisés

(1.72)

En raison des termes croisés, on ne peut extraire les quantités d’énergie cΨx1(t ) et cΨx2(t ) à par-
tir de cΨx(t ). Cette restriction provient du caractère quadratique de l’opérateur qui limite ainsi la
poursuite des modulations ou de l’énergie aux signaux mono-composante. Pour un signal large
bande, il est ainsi nécessaire de décomposer ce signal en sous-bandes et d’appliquer l’opérateur
séparément à chaque sous-bande extraite.

Dans le cas, donc, d’un signal multi-composantes x(t ) le filtrage du signal peut s’effectuer, pour
chaque sous-bande considérée, par un filtre de réponse impulsionnelle hi (t ). L’expression de l’opé-
rateur appliquée à une sous-bande étroite et donc à une composante xi (t ), en utilisant la commu-
tation entre la dérivation et le produit de convolution, s’écrit alors

cΨ
[

x(t )∗hi (t )
]

=
(

x(t )∗
dhi (t )

d t

)2

−
(

x(t )∗hi (t )
)
(

x(t )∗
dh2

i
(t )

d t 2

)

. (1.73)

Notons que les dérivations s’appliquent à la réponse impulsionnelle et non au signal x(t), ce qui
permet d’avoir une robustesse de l’opérateur au bruit quand le signal x(t ) est très bruité.

L’équation (1.73) nécessite toutefois le calcul de trois produits de convolution, ce qui augmente
notablement le temps de calcul. Afin de réduire ce temps, le calcul peut être effectué dans le do-
maine fréquentiel via la transformée de Fourier :

d nhi (t )

d t n
←→ ( j 2π f )n

F
[

hi (t )
]

, (1.74)

où F désigne la transformée de Fourier. Soient X( f ) et Hi ( f ) les transformées de Fourier respec-
tives de x(t ) et hi (t ). La version de l’expression (1.73) utilisant la transformée Fourier est alors
donnée par :

cΨ
[

x(t )∗h(t )
]

=
(

F
−1[ j 2π f X( f )Hi ( f )

])2
−

(

F
−1[X( f )Hi ( f )

])(

F
−1[−4π f 2X( f )Hi ( f )

])

, (1.75)

où F
−1 est la transformée de Fourier inverse. La sortie cΨ [x(t )∗hi (t )] est alors calculée en utili-

sant la transformée de Fourier rapide (FFT).

Nous verrons au chapitre 3 que, dans le cas d’un signal à deux composantes, l’opérateur de
Teager-Kaiser avec prise en compte du pas de discrétisation permet d’éviter ce recours au filtrage
en sous-bandes.
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Multi-résolution discrète

La définition de l’opérateur discret dΨ utilise trois échantillons consécutifs, séparés temporel-
lement d’un écart d’indice 1 dans la suite des valeurs échantillonnées (1.33 et 1.34). Choisissons
maintenant des échantillons séparés par un écart d’indice p ⩾ 1 ([82]) :

xn−p = Acos(Ω(n −p)+φ) (1.76)

xn = Acos(Ωn +φ) (1.77)

xn+p = Acos(Ω(n +p)+φ) (1.78)

En utilisant la relation trigonométrique (1.19), on a

xn−p xn+p = A2 cos2(Ωn +φ)−A2 sin2(pΩ) , (1.79)

d’où

A2 sin2(pΩ) = x2
n −xn−p xn+p (1.80)

De manière similaire au cas d’indices consécutifs (p = 1), pour pΩ suffisamment petit, nous avons
l’approximation sin(pΩ) ≈ pΩ. Si nous nous limitons à des valeurs de pΩ telles que pΩ < π

4 , et

donc re =
fe

f
> 8p, la relation (1.80) est approchée comme suit :

p2A2Ω2 ≈ x2
n −xn−p xn+p (1.81)

La quantité p2A2Ω2 peut donc être vue comme l’énergie de l’opérateur pour générer le signal avec
la résolution p. La relation (1.81) correspond ainsi une analyse multi-résolution en terme d’éner-
gie du signal, sachant que pour p = 1, nous retrouvons l’énergie requise pour générer le signal
sinusoïdal de fréquence Ω. L’analyse fréquentielle de l’opérateur par l’utilisation de la relation
(1.81) permet par exemple de séparer deux harmoniques dont les fréquences sont très proches
[82]. Combiné avec un filtrage en sous-bandes, cet opérateur est également exploité en traitement
de la parole et en biomédecine pour la détection de pointes [19], [83], [84], [85], [86], [87], [88].

1.3.4 Analyse fréquentielle de l’opérateur de Teager-Kaiser

Une analyse fréquentielle permet de mieux comprendre le comportement de l’opérateur de
Teager-Kaiser. Rappelons que l’opérateur de Teager-Kaiser peut être considéré comme un filtre de
Voltera et également comme un filtre quadratique. Cette analyse fréquentielle de l’opérateur va
ainsi pouvoir s’appuyer sur les propriétés de ces filtres.

La relation entre l’opérateur de Teager-Kaiser et les opérateurs non-linéaires de Volterra a été
établie par Moore et al. [89]. L’opérateur de Volterra à une dimension (1D) s’applique à un signal
réel à temps discret x(n) et sa sortie y(n) est obtenue par la convolution 2D des produits d’échan-
tillons x(n1).x(n2) et d’un noyau 2D h2(n1,n2) :

y(n) =
∑

n1∈Z

∑

n2∈Z
h2(n1,n2)x(n −n1)x(n −n2) (1.82)

En comparant les relations (1.33) et (1.82), on reconnait dans l’expression de cΨ un filtre de Voltera
dont le noyau, qu’on appelle également réponse impulsionnelle du filtre, est donné par

h2(n1,n2) = δ(n1,n2)−δ(n1 +1,n2 −1) (1.83)

où δ(.) est l’impulsion de Dirac

δ(n1,n2) =
{

1 n1 = n2 = 0
0 sinon

(1.84)
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Comme dΨx(n) dépend uniquement de l’échantillon constitué des trois valeurs x(n −1), x(n) et
x(n +1), on peut estimer µ à partir de la moyenne empirique de l’échantillon; à savoir

µ≈
1

3

(

x(n −1)+x(n)+x(n +1)
)

. (1.96)

L’opérateur est ainsi approché par un filtre passe-haut pondéré par la valeur moyenne locale du
signal :

dΨx(n) ≈ (Moyenne locale)× (Filtre passe-haut) (1.97)

Compte tenu de son aspect quadratique, le comportement de l’opérateur n’est cependant pas
aussi simple que celui d’un filtre passe-haut linéaire classique. La relation (1.97) confirme le fait
que l’opérateur a un comportement, certes, de filtre passe-haut, mais différent d’un filtre passe-
haut linéaire classique. L’approximation (Eq. 1.97) est valable tant que la valeur moyenne locale
du signal est beaucoup plus importante que la variance du signal.

1.3.5 Séparation en énergie - cas continu

On a pu voir que l’opérateur de Teager-Kaiser permet de poursuivre les modulations en ampli-
tude et en fréquence des signaux à bande étroite, et que sa sortie est une bonne approximation du
carré du produit de l’amplitude instantanée et de la fréquence instantanée du signal d’entrée sous
réserve de respecter la condition de bande étroite. L’intérêt de l’utilisation de l’opérateur réside
dans la possibilité de pouvoir reconstituer les amplitude et fréquence instantanées du signal par
la méthode de démodulation ESA (Energy Separation Algorithm) :

Pour un signal harmonique x(t ) = Acos(ωt +Φ), on a vu (relation 1.26) que cΨx(t ) = A2ω2. La
dérivée de x(t ) est alors

ẋ(t ) =−Aωc sin(ωc t +φ) (1.98)

et on a donc par la relation (1.26) :

cΨẋ(t ) = A2ω4 . (1.99)

En combinant les relations (1.26) et (1.99) on obtient alors

ω=

√
cΨẋ(t )
cΨx(t )

, (1.100)

A =
cΨx(t )
p

cΨẋ(t )
. (1.101)

L’algorithme ESA continu est ainsi défini par les relations (1.100) et (1.101).

Soit maintenant x(t ) un signal AM-FM décrit par

x(t ) = a(t )cos
(

φ(t )
)

(1.102)

De même que dans la relation (1.65), supposons que φ̈(t ) << 2φ̇2(t ) et Ψ[a(t )] << a2(t )φ̇2(t ) sont
vérifiées, c’est à dire que a(t ) et m(t ) sont des signaux à bande étroite dont la fréquence la plus
élevée est très petite par rapport à ωc [79], [29]. Nous pouvons alors utiliser les approximations
suivantes :

cΨx(t ) ≈ a2(t )φ̇2(t ) , (1.103)
cΨẋ(t ) ≈ a2(t )φ̇4(t ) . (1.104)
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En combinant les relations (1.103) et (1.104), nous généralisons les relations (1.100) et (1.101) de
l’ESA à l’amplitude et la fréquence instantanées, variant dans le temps.

ω(t ) =

√
cΨẋ(t )
cΨx(t )

, (1.105)

a(t ) =
cΨx(t )
p

cΨẋ(t )
. (1.106)

A chaque instant t l’algorithme ESA, défini par les realations (1.105) et (1.106) estime donc l’am-
plitude instantanée et la fréquence instantanée, uniquement à partir des sorties instantanées de
l’opérateur appliqué au signal et à sa dérivée. L’intérêt de l’opérateur de Teager-Kaiser réside ainsi
dans son aspect local lié à sa forme différentielle. Ce caractère local présente une différence fon-
damentale avec d’autres outils tel le signal analytique de Gabor, reposant sur la transformation
de Hilbert qui, par son approche intégrale [95], demande d’utiliser toute la durée du signal pour
estimer l’amplitude et la fréquence.

L’ESA présente néanmoins des limitations. Pour les signaux à large bande, il est nécessaire de
procéder au préalable à une décomposition en sous-bandes. Par ailleurs, l’aspect local de l’opéra-
teur, s’il est son point d’attrait majeur, le rend également moins robuste au bruit que l’approche
signal analytique de Gabor qui est une opération globale (filtrage passe-bas). De plus, l’ESA sup-
pose que les sorties de l’opérateur sont positives ; nous reviendrons au chapitre 2 sur le problème
de la positivité de l’opérateur, en particulier pour la classe des signaux AM-FM. Enfin, un recen-
trage du signal peut s’avérer nécessaire. En effet, considérons un signal x(t ) dont l’expression est

x(t ) = Acos(ωc t +φ)+λ (1.107)

où λ est une constante. Il est facile de vérifier que l’algorithme ESA ne permet de calculer ni la
fréquence ni l’amplitude du signal :

ω2
c =

(√
cΨẋ(t )
cΨx(t )

)2
A+λcos(ωc +φ)

A
(1.108)

A2 =
( cΨx(t )
p

cΨẋ(t )

)2

−λ2 cos(ωc +φ)+2Aλcos(ωc +φ) (1.109)

Ainsi, pour pouvoir estimer l’amplitude et la fréquence du signal, la constante λ doit être nulle. Le
signal d’entrée doit donc être centré avant sa démodulation par l’ESA du second d’ordre. Notons
que cette difficulté a également été soulevée par Huang et al. [68],[96] dans le cas de la démodula-
tion d’un signal non centré via le calcul du signal analytique (transformée Hilbert). Nous verrons
plus loin que cette contrainte sera relaxée en utilisant l’algorithme ESA basée sur l’extension de
l’opérateur de Teager-Kaiser aux ordres supérieurs.

1.3.6 Séparation en énergie - cas discret

Nous avons présenté l’algorithme ESA en lien avec l’opérateur continu cΨ. L’adaptation de
l’algorithme à un signal discret et, donc, à l’opérateur discret de Teager-Kaiser dΨ, peut se faire de
différentes manières. Maragos et al. ont proposé plusieurs versions d’algorithmes DESA (Disrete
Energy Separation Algorithm) : DESA-1a et DESA-1 s’appuyant sur des différences finies d’ordre 1,
asymétriques pour DESA-1a, ainsi que DESA-2 utilisant des différences finies d’ordre 2 [29], [30].

Algorithme DESA-1a appliqué à un signal harmonique

Soit
(

x(t )
)

n un signal harmonique discret, d’amplitude constante A et de pulsation par échan-
tillon Ω constante :
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xn = Acos(Ωn +θ) (1.110)

où Ω =
ω

fe
, fe étant la fréquence d’échantillonnage. Les échantillons indicés apparaissent ainsi

comme correspondant à pas de discrétisation h égal à 1. L’approximation de la dérivée ẋ(t ) avec
une différence finie rétrograde est alors donnée par

yn = xn −xn−1 = A
[

cos(Ωn +θ)−cos(Ω(n −1)+θ)
]

(1.111)

=−2Asin

(
Ω

2

)

sin
(

Ωn −
Ω

2
+θ

)

. (1.112)

L’application de l’opérateur de Teager-Kaiser aux signaux yn and xn donne

dΨxn = A2 sin2(Ω) (1.113)

dΨyn = 4A2 sin2
(Ω

2

)

sin2(Ω) . (1.114)

En combinant les équations (1.113) et (1.114) on obtient

dΨyn

2 dΨxn

= 1−cos(Ω) . (1.115)

Des relations (1.113) et (1.115), on peut ainsi calculer l’amplitude et la fréquence du signal xn , qui
sont constantes, comme suit :

G(n) = 1−
dΨ [xn −xn−1]

2 dΨxn

(1.116)

|A| =

√
√
√
√

dΨxn

1−
(

G(n)
)2 (1.117)

Ω= arccos
(

1−G(n)
)

(1.118)

Remarque
Les relations (1.116), (1.117) et (1.118) peuvent également être établies en utilisant une différence
finie progressive yn = xn+1 −xn .

Algorithme DESA-1a appliqué à un signal AM-FM

Soit x(t ) un signal AM-FM à valeurs réelles, dont la version discrète est donnée par

xn = A
[

1+κm(n)
]

︸ ︷︷ ︸

a(n)

cos
[

Ωc n +Ωm

∫n

0
m(k)dk +θ

︸ ︷︷ ︸

φ(n)

]

, (1.119)

où a(n) est l’amplitude instantanée du signal modulé (xn). a(n) est un signal enveloppe variant
plus lentement que la porteuse, A est l’amplitude du signal, κ est le facteur de modulation (0 ≤ κ≤
+1), fc = Ωc

2π est la fréquence par échantillonde la porteuse, m(n) est le signal modulant à bande de
base (−1 ≤ m(k) ≤ +1), φ(n) est la phase instantanée du signal et θ est la phase initiale, θ = φ(0).
La pulsation instantanée de x(n) est décrite par

Ωi (n) =
dφ(n)

dn
=Ωc +Ωmm(n) . (1.120)

Le signal modulant m(n) varie lentement par rapport au signal de la porteuse cos(Ωc n), et ωm est
la déviation maximale en fréquence (Ωm <Ωc ) de Ωi (n) par rapport à Ωc : 0 <Ωc −Ωm ≤Ωi (n) ≤
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Ωc +Ωm < 2Ωc , Ωm ∈ [0,Ωc ] la déviation en fréquence.

En utilisant la condition de bande étroite et l’approximation asymétrique de la dérivée ẋ(t ),
yn = xn−xn−1, les sorties de l’opérateur de Teager-Kaiser à ces signaux sont données par [29],[30] :

dΨxn ≈ a2(n)sin2 (

Ωi (n)
)

(1.121)
dΨyn ≈ 4a2(n)sin2 (

Ωi (n −0.5)/2
)

. sin2 (

Ωi (n −0.5)
)

(1.122)

L’approximation Ωi (n) ≈Ωi (n −0.5), et la combinaison des relations (1.121) et (1.122) permettent
d’obtenir un algorithme qui estime l’amplitude instantanée et la fréquence instantanée :

G(n) = 1−
dΨ [xn −xn−1]

2 dΨxn

(1.123)

|a(n)| =

√

dΨxn

1− (G(n))2 (1.124)

Ωi (n) = arccos
(

1−G(n)
)

(1.125)

Les relations (1.124) et (1.125) sont similaires aux relations (1.117) et (1.118) obtenues dans le cas
harmonique. Elles constituent l’algorithme DESA-1a, où "a" et "1" font référence au fait que l’ap-
proximation de la dérivée est asymétrique et utilise une discrétisation du premier ordre.

Algorithme DESA-1

Nous avons vu que l’algorithme DESA-1a était basé sur l’approximation de la dérivée ẋ(t ) par
une différence finie rétrograde. On peut espérer améliorer les résultats de démodulation en symé-
trisant la sortie de l’opérateur [29],[30], ce qui est possible en utilisant une différence finie centrée,
ce qui revient à utiliser la moyenne des sorties de l’opérateur pour les différences rétrograde yn et
progressive zn :

yn = xn −xn−1 et zn = xn+1 −xn = yn+1 . (1.126)

Sous l’hypothèse de bande étroite, on obtient pour zn :

dΨzn ≃ 4a2(n)sin2 (

Ωi (n +0.5)/2
)

. sin2 (

Ωi (n +0.5)
)

(1.127)

La moyenne des termes (1.122) et (1.127) conduit alors à l’approximation

dΨyn +dΨzn

2
≃ 4a2(n)sin2 (

Ωi (n)/2
)

. sin2 (

Ωi (n)
)

(1.128)

Ainsi l’application de l’opérateur sur des dérivées asymétriques est partiellement symétrisée en
moyennant les sorties dΨyn et dΨzn . La combinaison des termes (1.122) et (1.127) permet d’ob-
tenir l’algorithme DESA-1 :

G(n) = 1−
dΨyn +dΨyn+1

4 dΨxn

(1.129)

Ωi (n) ≃ arccos
(

1−G(n)
)

(1.130)

|a(n)| ≃

√
√
√
√

dΨxn

1−
(

G(n)
)2 (1.131)

(1.132)
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G(n) = 1−
dΨyn +dΨyn+1

4 dΨxn

(1.133)

|a(n)| =

√

dΨxn

1− (G(n))2 (1.134)

ωi (n) = arccos
(

1−G(n)
)

(1.135)

Le "1" fait référence à l’approximation par une différence finie d’ordre 1. L’estimation de la fré-
quence instantanée suppose que 0 < Ωi (n) < π, ainsi, l’algorithme DESA-1 peut estimer les fré-
quences instantanées jusqu’à fe /2, où fe est le nombre de valeurs mesurées par seconde pour un
signal discret.

Algorithme DESA-2

Une autre façon d’éviter les fractions d’échantillons, comme dans les termes (1.122) et (1.127),
est d’approcher la dérivée première par une différence finie symétrique. Pour ce faire on utilise
une différence à deux échantillons :

sn = [(xn+1 −xn)+ (xn −xn−1)]/2 = [xn+1 −xn−1]/2 (1.136)

En utilisant la relation (1.119) et la condition de bande étroite on obtient :

sn ≈−a(n)sin(ωi (n))sin(φ(n)) (1.137)
dΨzn ≈ a2(n)sin4(ωi (n)) (1.138)

La combinaison des relations (1.121), (1.137) et (1.138) permet d’obtenir les estimations de l’am-
plitude et de la fréquence instantanées :

|a(n)| ≈
2 dΨxn

√
dΨ [xn+1 −xn−1]

(1.139)

ωi (n) ≈
1

2
arccos

(

1−
dΨ [xn+1 −xn−1]

2 dΨxn

)

(1.140)

Les relations (1.139) et (1.140) constituent l’algorithme DESA-2 où "2" fait référence à l’approxima-
tion de la dérivée avec deux échantillons. L’estimation de la fréquence instantanée suppose que
0 <ωi (n) <π/2. Ainsi, l’algorithme DESA-2 peut estimer les fréquences instantanées jusqu’à Fe /4.
Cela étant, en sur-échantillonnant le signal à 2Fe l’algorithme DESA-2 peut estimer les fréquences
instantanées jusqu’à Fe /2.

1.3.7 Exemples de démodulation

Considérons, à titre d’exemple, un signal AM-FM possédant une phase polynomiale et une
modulation d’amplitude gaussienne :

x(t ) = A.exp

(

−
(t − t0)2

γ

)

cos
(

φ(t )
)

, (1.141)

où φ(t ) = 2π(αt 2 +β), 0 ≤ t ≤ 250, A = 10, γ= 2000, t0 = 128, α= 0.0005 et β= 0.01.
Les résultats de la démodulation du signal x(t ) par l’algorithme DESA-1a sont représentés sur la
figure (1.7). Ces résultats montrent la capacité de l’opérateur de Teager-Kaiser à suivre les modu-
lations du signal AM-FM en donnant une bonne estimation des amplitude et fréquence instanta-
nées du signal.
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FIGURE 1.7 – Démodulation d’un signal AM-FM par l’algorithme DESA-1a.

Signal exponentiel modulé par une sinusoïde

Considérons le cas particulier d’un signal x(t ) décrivant une exponentielle décroissante mo-
dulée par une sinusoïde :

x(t ) = Ae−at cos(ωc t +φ) , (1.142)

où les paramètres A, a, ωc et φ sont supposés constants. La sortie de l’opérateur pour les signaux
x(t ) et ẋ(t ) est alors :

cΨx(t ) = A2ω2
c e−2at (1.143)

cΨẋ(t ) = A2ω4
c e−2at

(

1+
a2

ω2
c

)

(1.144)

En supposant
(

a
ωc

)2
<< 1, l’algorithme ESA conduit à

√
cΨẋ(t )
cΨx(t )

=ωc

√

1+
a2

ω2
c

≈ωc , (1.145)

cΨx(t )
p

cΨẋ(t )
=

|A|e−at

√

1+ a2

ω2
c

≈ |A|e−at . (1.146)

Ainsi, si la constante de décroissance de l’exponentiel |a| est très petite par rapport à la fréquence
ωc , l’algorithme ESA permet d’estimer l’amplitude et la fréquence d’un signal exponentiel modulé
par une sinusoïde.
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1.3.8 Les extensions de l’opérateur de Teager-Kaiser

L’opérateur de Teager-Kaiser a été initialement défini pour des signaux unidimensionnel (1D)
à valeurs réelles. Différentes extensions de cet opérateur ont depuis été proposées pour les images,
les signaux multidimensionnels, les signaux à valeurs complexes et également pour mesurer les
interactions entre deux signaux (mesure de similarité).

Signaux complexes

Les signaux à valeurs complexes sont beaucoup utilisés dans des domaines comme l’analyse
temps-fréquence, le traitement d’antenne et dans des applications comme l’optique et le Radar.
De plus, l’extension au cas complexe de l’opérateur de Teager-Kaiser permet d’établir un lien avec
les fonctions d’auto-corrélation et de corrélation croisée instantanées, qui interviennent dans dif-
férentes représentations temps-fréquences [97], [98]. A notre connaissance la première version
complexe, discrète, ψc de l’opérateur a été introduite par Lin et Chitrapu [99] :

ψc x(n) = x(n)x∗(n)−0.5
[

x(n +1)x∗(n −1)+x∗(n +1)x(n −1))
]

. (1.147)

Une version complexe, continue, a ensuite été introduite par Hamila et al. [100] :

ψc x(t ) = ẋ(t )ẋ∗(t )−0.5
[

ẍ(t )x∗(t )+x(t )ẍ∗(t )
]

(1.148)

La version complexe ψc de l’opérateur présente plusieurs propriétés intéressantes. Soit x(t ) =
xr (t )+ j xi (t ) un signal complexe. La sortie de l’opérateur de Teager-Kaiser d’un signal complexe
est une quantité réelle, égale à la somme des sorties de l’opérateur réel cΨ aux parties réelle et
imaginaire du signal [101], [102] :

ψc x(t ) = cΨxr (t )+ cΨxi (t ) . (1.149)

Soit Rxx (t ,τ) la fonction d’auto-corrélation instantanée de x(t ) :

Rxx (t ,τ) = x
(

t +
τ

2

)

.x∗
(

t −
τ

2

)

, (1.150)

on peut en déduire la relation [102] :

cΨx(t ) =−2
∂2Rxx (t ,τ)

∂τ2

∣
∣
∣
∣
τ=0

. (1.151)

La relation (1.151) relie l’opérateur de Teager-Kaiser et l’auto-corrélation et établit, par consé-
quent, un lien entre l’opérateur et les transformations temps-fréquence, telles la transformation
de Wigner-Ville ou la fonction d’ambiguïté [97], [98], [101], [102]. Par exemple, l’opérateur est lié à
la transformation Wigner-Ville Wx (t ,ν) comme suit :

cΨx(t ) = 8π2
∫+∞

−∞
ν2Wx (t ,ν)dν (1.152)

Wx (t ,ν) =
+∞∫

−∞

Rx (t ,τ)e− j 2πτνdτ (1.153)

La relation (1.152) permet de calculer le moment d’ordre deux en fréquence de la transformation
de Wigner-Ville du signal x(t ). Ce moment est utilisé, par exemple, pour la classification des si-
gnaux [103], [104].
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Interaction entre deux signaux complexes

Kaiser a proposé une extension de l’opérateur, ΨR, appelée opérateur de Teager-Kaiser croisé ,
faisant intervenir deux signaux [61]. De manière similaire à une fonction d’inter-corrélation, l’opé-
rateur croisé permet de quantifier l’interaction entre deux signaux :

ΨR

[

x(t ), y(t )
]

= ẋ(t )ẏ(t )−x(t )ÿ(t ) (1.154)

Cet opérateur présente cependant l’inconvénient de ne pas être commutatif :

ΨR

[

x(t ), y(t )
]

̸=ΨR

[

y(t ), x(t )
]

. (1.155)

Cexus et Boudraa ont développé une extension complexe, ΨB, de l’opérateur [101], [102], [105]
permettant de mesurer l’interaction entre deux signaux complexes tout en conservant la symétrie :

ΨB

[

x(t ), y(t )
]

= 0.5
[

ΨC

[

x(t ), y(t )
]

+ΨC

[

y(t ), x(t )
]]

, (1.156)

où

ΨC

[

x(t ), y(t )
]

= 0.5
[

ẋ∗(t )ẏ(t )+ ẋ(t )ẏ∗(t )
]

−0.5
[

x(t )ÿ∗(t )+ ẍ∗(t )y(t )
]

. (1.157)

Lorsque y(t ) = x(t ), on retrouve immédiatement la définition de l’opérateur ψc donnée par la re-
lation (1.148) : ΨB

[

x(t ), x(t )
]

=ΨC

[

x(t ), x(t )
]

=ψc x(t ). Des applications de l’opérateur ΨB ont été
développées pour l’analyse temps-fréquence [47], [97], [98], la démodulation [106], la détection
des signaux [93], [107], les transitoires [108], l’estimation des temps de retards [109] et la mesure
de similarité pour la coalescence des signaux [110], [111], [112].

Une version hermitienne, ΨH, de l’opérateur de Teager-Kaiser croisé, permettant d’avoir une
expression de l’opérateur ΨB plus compacte, et donc plus commode à manipuler, a été également
développée [113] :

ΨH

[

x(t ), y(t )
]

= ẋ(t )ẏ∗(t )−0.5
[

x(t )ÿ∗(t )+ ẍ(t )y∗(t )
]

. (1.158)

On peut aisément vérifier que cet opérateur est hermitien car sesquilinéaire à droite et possédant
une symétrie hermitienne. Un tel opérateur présente l’intérêt de pouvoir mesurer l’interaction
entre deux signaux, aussi bien dans le domaine temporel que dans le domaine fréquentiel [113].

Cas des images

La capacité de l’opérateur de Teager-Kaiser à démoduler des signaux non-stationnaires, en
particulier ceux représentés par un modèle AM-FM, a suscité l’intérêt de la communauté du trai-
tement des images. Les images réelles sont, en général, non-stationnaires, présentant des textures
et des contrastes variables. La richesse du domaine de l’image en terme de contenu fréquentiel
variable a ainsi conduit Bovik et al. [114], [115], [116] à étendre l’opérateur de Teager-Kaiser au cas
2D en l’appliquant à des images modélisées sous forme AM-FM.

Soit I(x, y) une image à valeurs réelles. En notant u = (x, y), l’opérateur de Teager-Kaiser 2D,
φ2, s’écrit :

φ2

[

I(u)
]

= ||∇I(u)||2 − I(u) ·∇2[I(u)
]

, (1.159)

où ∇I(u) est le gradient de I(u)

∇
[

I(u)
]

=
[
∂I(x, y)

∂x
,
∂I(x, y)

∂y

]T

. (1.160)

La relation (1.159) peut également s’écrire sous la forme matricielle suivante :
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φ2

[

I(u)
]

=
[

∇I(u)
][

∇I(u)
]T − I(u)THI(u) , (1.161)

où H =∇∇T désigne la matrice Hessienne.

Une version discrète de l’opérateur (1.159) s’obtient en appliquant l’opérateur de Teager-Kaiser
1D (1.33) à une version discrète de l’image I(m,n) avec m,n ∈ N, selon les deux axes du repère
[117] :

φ2(m,n) = 2I2(m,n)− I(m −1,n)I(m +1,n)− I(m,n −1)I(m,n +1) . (1.162)

Les axes peuvent être les axes horizontal et vertical usuels mais d’autres directions sont possibles,
par exemple, le long des directions diagonales de l’image [94], [118]. De manière similaire à la
relation (1.97), l’opérateur de Teager-Kaiser 2D donné par la relation (Eq. 1.162) peut être approché
comme suit [94] :

φ2(m,n) ≈µ(m,n)× (4I(m,n)− I(m,n −1)− I(m,n +1)− I(m +1,n)− I(m −1,n)) (1.163)

où µ(m,n) est la moyenne locale. Alors que l’opérateur de Teager-Kaiser 1D se comporte comme
un filtre passe-haut pondéré par la valeur locale du signal, l’équation (1.163) montre que la version
2D de l’opérateur se comporte, elle, comme un filtre moyenneur local pondéré par un filtre passe-
bande :

φ2(m,n) ≈ (Filtre moyenneur local)× (Filtre passe-bande). (1.164)

Cette relation intéressante rappelle la loi de Weber qui stipule que la "différence de juste per-
ceptible" (JND pour Just Noticeable Difference) de la luminosité du système visuel humain est
proportionnelle à l’intensité moyenne des pixels environnants. Ainsi, le fait que l’opérateur de
Teager-Kaiser soit performant pour extraire l’information locale de l’image, explique sa capacité à
améliorer le contraste d’une image, qui repose sur une information locale, par comparaison à la
méthode de rehaussement de contraste conventionnel, dite de masque flou, basée elle sur un filtre
2D passe-haut. L’opérateur Teager-Kaiser 2D a donnée lieu à de nombreuses applications dans le
domaine 2D comme la démodulation [67] ,[119], [120], [121], [122], [123], [124], [125], le rehausse-
ment de contraste [94], [118], [126], [127], [128], la segmentation et le seuillage des images [129],
[130], [131], [132] et la mesure de saillance [133], [134].

1.3.9 Opérateurs d’énergie d’ordre supérieur

Nous avons vu plus haut que l’opérateur de Teager-Kaiser permet de mesurer l’interaction
entre deux signaux x(t ) and y(t ), comme le traduisent les relations (Eqs. (1.154) et (1.156)). Une
approche alternative pour quantifier ce couplage est possible en utilisant un commutateur défini
comme suit par un crochet de Lie L[x(t ), y(t )] :

L
[

x(t ), y(t )
]

= ẋ(t )y(t )−x(t )ẏ(t ) . (1.165)

Cette expression permet en effet de mesurer à chaque instant le taux relatif de variation entre les
deux signaux x(t ) et y(t ) [135]. Compte tenu des relations (1.154) et (1.165), l’opérateur de Teager-
Kaiser croisé peut ainsi s’exprimer sous la forme d’un commutateur de Lie :

ΨR

[

x(t ), y(t )
]

= L
[

x(t ), ẏ(t )
]

. (1.166)

La relation (1.166) quantifie ainsi l’interaction entre un signal et la dérivée d’un second signal. En
choisissant x(t ) = y(t ), on observe alors que l’opérateur cΨ de Teager-Kaiser n’est autre que le
commutateur de Lie d’un signal et de sa dérivée première :

44



CHAPITRE 1. TEAGER-KAISER : UN OPÉRATEUR D’ÉNERGIE

cΨx(t ) = L
[

x(t ), ẋ(t )
]

. (1.167)

S’appuyant sur ce constat, Maragos et Potamianos [135] ont généralisé la relation (1.167) afin
de mesurer l’interaction entre le signal x(t ) et ses dérivées d’ordre supérieur (k −1) en définissant
l’opérateur Γk :

Γk x(t ) = L
[

x(t ), x(k−1)(t )
]

(1.168)

= x(1)(t )x(k−1)(t )−x(0)(t )x(k)(t ) . (1.169)

Γk est appelé opérateur différentiel d’ordre supérieur, HODEO (Higher Order Differential Energy
Operator). Γk désigne une classe d’opérateurs d’énergie indicés par l’ordre de dérivation k et, pour
k = 2, on retrouve l’opérateur différentiel d’ordre deux, dΨ.

La version discrète de Γk est donnée par

Γk x(n) = x(n)x(n +k −2)−x(n −1)x(n +k −1) . (1.170)

Le choix de l’ordre k peut permettre d’obtenir, selon le signal analysé, de meilleures estimations
de l’amplitude et de la fréquence que l’opérateur dΨ d’ordre 2 [136], [137].

Une extension plus générale des opérateurs HODEO, appelée opérateurs d’ordre supérieur
généralisés GHEO (Generalized higher energy operator),Ψp,q,m,l , a été développée par Salzenstein
et al. [138], [139]. Sa définition est la suivante :

Ψp,q,m,l x(t ) = x(p)(t )x(q)(t )−x(m)(t )x(l )(t ) (1.171)

où p, q , l et m vérifient les condition p+q = m+ l et (p, q) ̸= (m, l ). Alors que l’opérateur Γk quan-
tifie l’interaction entre le signal x(t ) et sa dérivée d’ordre supérieur (k − 1), l’opérateur Ψp,q,m,l

mesure l’interaction entre des dérivées d’ordres différents de x(t ). Les opérateurs Γk =Ψ1,k−1,0,k

et cΨ=Ψ1,1,0,2 apparaissent ainsi comme des cas particuliers de l’opérateur généralisé Ψp,q,m,l .

Nous avons mis en évidence au paragraphe (1.3.5) la mauvaise adaptation de l’opérateur de Teager-
Kaiser aux signaux de moyennes non nulles (1.107). Appliquons maintenant l’opérateur généralisé
à x(t ) = Acos(ωc t +φ)+λ (Eq. 1.107). En utilisant l’algorithme de séparation d’énergie ESA basé
sur l’opérateur Ψp,q,m,l , au lieu de l’opérateur cΨ, on obtient

ωc ≃

√

Ψ3,3,2,4 [x(t )]

Ψ2,2,1,3 [x(t )]
(1.172)

|A| ≃

(√

Ψ2,2,1,3 [x(t )]
)3

Ψ3,3,2,4 [x(t )]
(1.173)

Ainsi, l’estimation de l’amplitude ainsi que celle de la fréquence du signal obtenues par l’opérateur
d’ordre supérieur sont indépendantes de la constante λ alors que ce n’était pas le cas en utilisant
l’ESA d’ordre deux (Eqs. 1.108, 1.109).

Une extension de l’opérateur Γk aux cas des signaux multi-dimensionnels a été proposée par Sal-
zenstein, Boudraa et Chonavel [140], [141]. Cette extension, motivée par le récent développement
de données multi-capteurs, présente un interêt, par exemple, pour la démodulation des images
d’interférométrie optique [142]. Soit u = (x1, x2, ...xn) un vecteur à n dimensions et I(u) un signal
multi-dimensionnel, l’extension s’écrit sous forme tensorielle comme suit, ’⊗’ représentant le pro-
duit de Kronecker :
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ΨHk,2p,2m+1 [I(u)] =
d 2m+1I

du2m+1 ⊗
(

d 2l+1I

du2l+1

)T

−
d 2p I

du2p
⊗

(
d 2q I

du2q

)T

(1.174)

dans le cas d’un tenseur pair, avec k = 2p +2q = 2m +1+2l +1 ;

ΨHk,2p,2m+1 [I(u)] =
d 2m+1I

du2m+1 ⊗
(

d 2l I

du2l

)

−
d 2p I

du2p
⊗

(
d 2q+1I

du2q+1

)

(1.175)

dans le cas d’un tenseur impair, avec k = 2p +2q +1 = 2m +2l +1 et (m, l ) ̸= (p, q).

La dérivée directionnelle par rapport à u définit l’opérateur ΨHk,2p,2m
comme multi-directionnel

[143],[140]. Pour le cas particulier u = (x, y), nous retrouvons l’extension de l’opérateur HODEO
aux cas des images.

1.4 Conclusion

La genèse de l’opérateur Teager-Kaiser est fondée sur le concept d’énergie d’un système phy-
sique. Dans le cas d’un signal, l’énergie traduit alors la capacité du système à générer ce signal.
Cette vision de l’énergie diffère de celle utilisée usuellement en traitement du signal liée, elle, au
contenu en information véhiculée par le signal. Nous avons donc rappelé ces concepts avant de
définir l’opérateur de Teager-Kaiser afin d’éclairer, d’une part la démarche conduite par Herbert
et Sushan Teager, d’autre part le comportement de l’opérateur dont la sortie a vocation à être pro-
portionnelle à la quantité d’énergie nécessaire à la génération du signal auquel il est appliqué.

Nous avons ensuite constaté l’aspect "local" de l’opérateur qui, dans sa version continue, per-
met d’obtenir une information ponctuelle sur le signal à partir de son expression et qui, dans sa
version discrète, extrait cette information à partir de seulement trois valeurs discrétisées. Nous
avons alors étudié les algorithmes permettant d’approcher la fréquence et l’amplitude instantan-
nées du signal à partir de la sortie de l’opérateur. En appliquant l’opérateur à des signaux simples,
nous avons constaté la pertinence des valeurs démodulées dans le cas de signaux modulés en am-
plitude et en fréquence, en particulier lorsque ces derniers sont à bande étroite.

Puis, nous avons présenté les différentes extensions de l’opérateur, développées depuis les
travaux de Herbert et Sushan Teager et de James Kaiser, ainsi que la combinaison de cΨ avec
d’autres outils de traitement du signal (filtrage en sous-bandes, classification,. . .). Nous avons ainsi
pu constater sa capacité à analyser une large classe de signaux aussi bien uni-dimensionnels que
multi-dimensionnels, à valeurs réelles ou complexes, ouvrant ainsi un large spectre de domaines
d’application.

Nous avons pu voir, dans ce chapitre, que l’utilisation de l’opérateur de Teager-Kaiser et de
ses extensions, ainsi que les outils développés autour de cet opérateur, se fondent sur la positivité
supposée de sa sortie. Le chapitre 2 est ainsi consacré à la question de la positivité de l’opérateur
qui est un verrou scientifique restant à lever. Nous ciblerons plus spécifiquement la classe des
signaux AM-FM pour laquelle nous étudierons de manière détaillée les conditions de positivité de
l’opérateur et mettrons en évidence, en particulier, l’influence de la phase initiale du signal.
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Chapitre 2

Positivité de l’opérateur

« La société ne vit point d’idées

négatives, mais d’idées positives »

Comte de Saint-Simon
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CHAPITRE 2. POSITIVITÉ DE L’OPÉRATEUR

2.1 Introduction

La notion de positivité de l’opérateur d’énergie de Teager-Kaiser est intimement liée à la dé-
finition même d’un opérateur d’énergie idéal - une énergie négative n’ayant pas de signification
physique - mais l’opérateur d’énergie de Teager-Kaiser ne fait qu’approcher cet idéal [27]. La po-
sitivité de la version idéalisée de l’opérateur, définie initialement pour un signal harmonique,
x(t ) = a cos(ωt +φ), est garantie car sa sortie est une quantité élevée au carré :

cΨx(t ) = a2ω2 . (2.1)

En revanche, pour un signal quelconque, l’opérateur a vocation à approcher a2(t )Φ̇(t )2 (1.70) mais
la positivité n’est plus garantie, ce qui est pénalisant en raison, d’une part, de son interprétation
en termes d’énergie et, d’autre part, afin de permettre l’utilisation de certaines propriétés reposant
sur la positivité [67], [144]. Ainsi, la positivité de l’opérateur s’avère une propriété essentielle pour,
entres autres, [26] :

1. L’interprétation de la sortie de l’opérateur en termes d’énergie d’une grandeur physique ;

2. l’algorithme ESA permettant la démodulation du signal, qui repose sur la manipulation de
quantités positives [30], de même que pour la démodulation des versions de l’opérateur
d’ordre supérieur [142], [70] ;

3. la version croisée de l’opérateur qui nécessite une sortie positive pour que celle-ci puisse
être interprétée comme une mesure de similarité pour la classification des signaux et l’esti-
mation des temps de retard [144], [110].

Dans toutes les applications de l’opérateur de Teager-Kaiser rapportées dans la littérature, on
force sa sortie à être positive en utilisant la fonction valeur absolue. Ce pré-traitement étant justi-
fiée par le postulat qu’un opérateur d’énergie ne peut être que positif et que les valeurs négatives
proviennent du bruit et de la discrétisation. Les valeurs de sortie négatives peuvent cependant
provenir de la structure même du signal, auquel cas l’utilisation de valeurs absolues introduit un
biais lors de la démodulation. Il est donc particulièrement important de pouvoir préciser les carac-
téristiques des signaux pour lesquels la sortie de l’opérateur, appliqué dans des conditions idéales,
va être positive.

A notre connaissance, très peu de travaux ont été publiés dans la littérature, concernant la
question de la positivité de l’opérateur. Une première étude des conditions de positivité de la sor-
tie de l’opérateur a été menée par Bovik et Maragos [26], rendant compte des cas les plus simples
garantissant la positivité, à savoir les signaux linéaires, sinusoïdaux et exponentiels. Le cas, plus
général des signaux ayant une concavité logarithmique "suffisamment douce" y est également
abordé. Une étude complémentaire a été menée depuis par Larkin dans le cas où le signal d’en-
trée est de type AM-FM [27].

Nous allons dans ce chapitre revenir sur les cas élémentaires en mettant en relief le rôle char-
nière de la fonction exponentielle qui constitue une courbure frontière entre les sorties positives et
négatives de l’opérateur. Nous mènerons ensuite une analyse détaillée des conditions permettant
une sortie positive de l’opérateur de Teager-Kaiser en nous appuyant sur une forme AM-FM avec
une amplitude logarithmique : x(t ) = eρ(t ) cos

(

φ(t )
)

. Le choix de la forme AM-FM se justifie, d’une
part par la large classe de signaux qu’elle modélise et, d’autre part, ainsi que nous l’exposerons
au paragraphe 2.3.1, car cette forme ne restreint pas pour autant l’étude aux signaux considérés
usuellement comme appartenant à la classe AM-FM. Cette étude, généralisant les résultats de Bo-
vik et Maragos [26], permettra d’établir des conditions de positivité portant sur les composants
ρ(t ) et φ(t ) du signal. En particulier, nous retrouverons et étendrons une interprétation géomé-
trique des conditions de positivité établie par Larkin [27].
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Nous étudierons plus présisément le cas où la phase et l’amplitude logarithmique du signal
sont des polynômes du second degré en t et que nous qualifierons de signal quadratique. Nous
mettrons en évidence pour ce type de signal, correspondant également à une approximation lo-
cale d’un signal de forme plus générale, l’existence potentielle d’un temps critique et d’un inter-
valle critique en dehors duquel la sortie de l’opérateur est positive.

Nous montrerons ensuite, à titre d’exemple d’application, que pour un signal de type "chirp"
linéaire [28] (cf. paragraphe 2.4.5), la sortie de l’opérateur est toujours positive. Puis nous appli-
querons les critères de positivité à l’étude d’un signal réel : un signal d’écholocalisation de chauve-
souris. Nous aborderons, à l’occasion de ce dernier exemple, les causes de non positivité n’étant
pas propres à la strucure du signal mais provenant du bruit et de la fréquence d’échantillonnage
appliquée lors de la mesure du signal réel.

Remarque :
Compte tenu de l’aspect formel d’une partie de ce chapitre, nous avons opté pour une présenta-
tion de certains résultats sous forme de théorèmes et de corollaires.

2.2 Influence de la concavité

Signal pseudo-harmonique

Un signal harmonique x(t ) de la forme a cos(ωt+ϕ) possède la propriété d’avoir une concavité
positive lorsque x(t ) est positif et négative lorsque x(t ) est négatif. Le produit x(t )ẍ(t ) est alors tou-
jours positif et, a fortiori, cΨx(t ) =

(

ẋ(t )
)2 −x(t )ẍ(t ) également. La condition x(t ) et ẋ(t ) de même

signe est ainsi une condition suffisante pour que cΨx(t ) soit positif. Le signal x(t ) = sin(t 2 + t +2)
illustre cette propriété (figures 2.1 et 2.2).

FIGURE 2.1 – Signal pseudo-harmonique.

D’une manière générale, la sortie de l’opérateur sera positive pour tout signal pseudo-périodique,
c’est-à-dire conservant des signes opposés pour x(t ) et ẍ(t ) .

Cette condition est suffisante mais pas nécessaire puisqu’il suffit que l’inégalité
[

ẋ(t )
]2
⩾ x(t )ẍ(t ),

soit vérifiée pour que cΨx(t ) soit positif. Nous allons donc définir plus précisément la limite de
positivité en termes de concavité. Nous séparerons l’étude du cas discret et du cas continu. Le cas
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— le cas où on a un seul changement de signe (++−, +−−, −−+ ou −++), auquel cas il est
immédiat que le produit x1x3 est toujours positif et, donc, l’opérateur également.

— le cas où on a deux changements de signe (+−+ ou −+−), auquel le signe de l’opérateur est
déterminé par la position de −x2 par rapport à l’exponentielle passant par x1 et x3.

Concavité limite dans le cas continu

Soit
(

E0
)

l’équation différentielle ẏ2 − y ÿ = 0. L’équation
(

E0
)

peut s’écrire sous la forme Ẏ =
F(t ,Y) où Y est la fonction vectorielle (y, ẏ). Cette forme permettrait de conclure, par le théorème
de Cauchy-Lipschitz, à l’unicité de la solution y si la fonction F était lipschitzienne en Y mais ce
n’est pas le cas.

On peut toutefois résoudre l’équation
(

E0
)

et même, plus généralement, l’équation
(

Ea
)

: ẏ2−y ÿ =
a. En effet, en dérivant les deux membres de ẏ2 − y ÿ = a, on obtient

ẏ ÿ − y y (3) = 0, (2.4)

ce qui implique que y est de la forme

αt +β (2.5)

ou que

y (3)

ÿ
=

ẏ

y
(2.6)

et y doit dans ce cas vérifier

ln |ÿ | = ln |y |+Cte , (2.7)

Le cas (2.5) et l’équation (2.7) dont la résolution est immédiate impliquent ainsi que les solutions
sont d’une des formes suivantes : linéaire, sinusoïdale ou exponentielle.

La démarche ne reposant pas sur des équivalences, il nous faut vérifier que ces solutions vé-
rifient l’équation

(

E0
)

, ce qui conduit au final au résultat suivant (pour les solutions maximales,
deux fois dérivables en tout point) :







si a < 0 pas de solutions
si a = 0 y(t ) =µeλt

si a > 0 y(t ) = Acos(ωt +ϕ) avec A2ω2 = a ou y =
p

at +b .
(2.8)

On retrouve d’une part le cas des signaux harmoniques pour lesquels la sortie de l’opérateur cΨ

est une constante et on constate d’autre part le rôle particulier des exponentielles pour lesquelles
la sortie de l’opérateur est identiquement nulle. En complétant l’équation

(

E0
)

par les conditions
initiales y(t1) = y1 et ẏ(t1) = y ′

1 en un point (t1 ; y1), on obtient une trajectoire exponentielle limite,
µeλt , pour laquelle la sortie de cΨ est nulle, avec

λ=
y ′

1

y1
et µ= y1e−

y ′1
y1

t1 . (2.9)

La forme de l’équation
(

E0
)

ne permet toutefois pas de conclure directement que les trajec-
toires des solutions ne peuvent se couper et, donc, que cette exponentielle sépare les sorties po-
sitives et négatives de l’opérateur. Nous allons toutefois pouvoir parvenir à cette conclusion en
utilisant le logarithme d’un signal x(t ). En effet, en dérivant ce dernier, on peut faire apparaître la
version continue, cΨ, de l’opérateur de Teager-Kaiser :

[

log
(

x(t )
)]′′ =

(
ẋ(t )

x(t )

)′
=

x(t )ẍ(t )− ẋ(t )

x2(t )
=−

cΨx(t )

x2(t )
(2.10)
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Le signe de la sortie de l’opérateur appliqué à un signal x(t ) est donc égal à celui de ü(t ), où u(t ) =
log

(

x(t )
)

et la condition de positivité de la sortie de l’opérateur peut ainsi s’exprimer sous la forme

[

log
(

x(t )
)]′′ < 0. (2.11)

En utilisant les logarithmes des signaux et en représentant graphiquement les points
(

t ; u(t )
)

n−1,
la positivité de la sortie de l’opérateur correspond alors à l’inverse de la courbure de u(t ). Les si-
gnaux pour lesquels la sortie de l’opérateur est nulle apparaissent alors comme des droites. La
fonction logarithme étant bijective, cette condition graphique se traduit localement, en un point
donné, par la position de la courbe par rapport à l’exponentielle ayant même tangente et passant
par ce point, c’est à dire définie par les formules (2.9).

Cette propriété est illustrée par les graphiques (2.5) et (2.6).La courbe bleue y représente une
portion du signal positif x(t ) = t (t−2)+3, dont la courbure est également positive. Pour un premier
point M1, d’abscisse 1,25, cette courbe est au-dessus de l’exponentielle limite, en vert, et cψx(t )
est négatif au voisinage de M1. Pour un deuxième point M2, d’abscisse 3, la courbe est en-dessous
de l’exponentielle limite, en rouge, et cΨx(t ) est positif au voisinage de M2.
Deux agrandissements autour de M1 et M2 permettent de mieux visualiser la position des courbes.

FIGURE 2.5 – Limite de courbure pour la positivité de l’opérateur.

FIGURE 2.6 – Limite de courbure pour la positivité de l’opérateur : zoom.

2.3 Signaux de type AM-FM

2.3.1 Forme AM-FM générale

Afin de déterminer des conditions de positivité plus précises, nous allons travailler, dans la
suite de ce chapitre, avec des signaux de la forme AM-FM, c’est-à-dire de la forme x(t ) = a(t )sin

(

Φ(t )
)

,
où a(t ) est une fonction positive du temps. Il est important de noter que, d’un point de vue formel
et indépendamment de son interprétation physique, toute fonction continue, deux fois dérivable,
f (t ) peut être mise sous la forme f (t ) = a(t )cos

(

φ(t )
)

, où a(t ) et φ(t ) sont des fonctions conti-
nues, deux fois dérivables et où a(t ) est une fonction positive.

En effet, soit un signal x(t ), défini sur un intervalle de valeurs I. Notons M = sup
t∈I

|x(t )|. On a

alors
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que présenté au paragraphe (2.3.1), est en fait générale.

Nous allons utiliser une forme exponentielle de l’amplitude instantanée pour illustrer l’inter-
action entre la modulation d’amplitude et la modulation de phase et allons généraliser les travaux
de [26] s’appuyant déjà sur cette forme. La forme exponentielle est en effet particulièrement adap-
tée pour exploiter la condition (2.11) portant sur la concavité logarithmique.

Nous allons donc définir l’amplitude logarithmique par

log
(

a(t )
)

= ρ(t ) ; (2.14)

et nous utiliserons alors pour l’expression d’un signal AM-FM la forme :

x(t ) = eρ(t ) cos
(

φ(t )
)

. (2.15)

En s’appuyant sur ce modèle, nous allons tout d’abord établir une condition générale de posi-
tivité sous la forme d’un premier théorème.

Condition générale de positivité

Théorème 1
Soit un signal x(t ) = eρ(t ) cos

(

φ(t )
)

, la sortie cΨx(t ) de l’opérateur de Teager-Kaiser est positive
pour tous les t ∈R pour lesquels la condition CS1 et vérifiée :

CS1 : φ̇2(t ) >
1

2

(

ρ̈(t )+
√

φ̈2(t )+ ρ̈2(t )

)

. (2.16)

Preuve
Pour la lisibilité des calculs, nous omettrons de préciser, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté, la variable t

dans l’écriture des fonctions utilisées dans cette preuve.

Les expressions des dérivées première et seconde du signal sont :

ẋ = eρ
(

ρ̇cosφ− φ̇sinφ
)

(2.17)

ẍ = eρ
[(

ρ̈+ ρ̇2 − φ̇2)cosφ−
(

2ρ̇φ̇+ φ̈
)

sinφ
]

(2.18)

ce qui nous permet d’obtenir après simplification :

ẋ 2 −xẍ = e2ρ [

φ̇2 + φ̈sinφcosφ− ρ̈cos2φ
]

(2.19)

Par conséquent

cΨx(t ) = e2ρg (t ) (2.20)

où la fonction g est définie par

g (t ) = φ̇2(t )+ φ̈(t )sin
(

φ(t )
)

cos
(

φ(t )
)

− ρ̈′′(t )cos2 (

φ(t )
)

. (2.21)

Remarque importante
On constate à partir de l’égalité (2.20) que la positivité du premier facteur est toujours vérifiée. Par
conséquent la positivité de cΨx(t ) ne dépend ni de l’atténuation ρ(t ) ni de sa première dérivée
ρ̇(t ). Ainsi, l’étude de la positivité de cΨx(t ) se ramène à l’étude de celle de g (t ).

Sous réserve que ρ̈(t ) et φ̈(t ) ne sont pas simultanément nuls, on a, en utilisant les relations
sinφcosφ = 1

2 sin2φ et cos2φ= 1
2

(

1+cos2φ
)

:
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g = φ̇2 +
φ̈

2
sin2φ−

ρ̈

2
−
ρ̈

2
cos2φ

= φ̇2 +

√

φ̈2 + ρ̈2

2

( φ̈
√

φ̈2 + ρ̈2
sin2φ−

ρ̈
√

φ̈2 + ρ̈2
cos2φ

)

, (2.22)

or, puisque






φ̈
√

φ̈2 + ρ̈2






2

+






ρ̈
√

φ̈2 + ρ̈2






2

= 1, il existe un unique déphasage ψ(t ) ∈ ]−π , π ] tel que

cosψ=
φ̈

√

φ̈2 + ρ̈2
et sinψ=

ρ̈
√

φ̈2 + ρ̈2
.

Ce déphasage vaut

ψ=







arcsin






ρ̈
√

φ̈2 + ρ̈2




 lorsque φ̈⩾ 0

π−arcsin






ρ̈
√

φ̈2 + ρ̈2




 lorsque φ̈< 0 et ρ̈⩾ 0

−π−arcsin






ρ̈
√

φ̈2 + ρ̈2




 lorsque φ̈< 0 et ρ̈< 0.

r i en (2.23)

La fonction g (t ) peut donc se réécrire sous la forme

g (t ) =
(

φ̇2(t )−
ρ̈(t )

2

)

+

√

φ̈2(t )+ ρ̈2(t )

2
sin

(

2φ(t )−ψ(t )
)

. (2.24)

Cette quantité est positive si

∣
∣
∣
∣φ̇

2(t )−
ρ̈(t )

2

∣
∣
∣
∣>

√

φ̈2(t )+ ρ̈2(t )

2
, (2.25)

donc l’une des deux inégalités suivantes est vérifiée :

φ̇2(t )−
ρ̈(t )

2
>

√

φ̈2(t )+ ρ̈2(t )

2
(2.26)

−φ̇2(t )+
ρ̈(t )

2
>

√

φ̈2(t )+ ρ̈2(t )

2
(2.27)

or l’inégalité (2.27) s’écrit également φ̇2(t ) <
1

2

(

ρ̈(t )−
√

φ̈2(t )+ ρ̈2(t )

)

, ce qui ne peut pas être vé-

rifié puisque, ∀t ∈R,
√

φ̈2(t )+ ρ̈2(t ) > ρ̈(t ).

La condition se ramène ainsi à

φ̇2(t ) >
1

2

(

ρ̈(t )+
√

φ̈2(t )+ ρ̈2(t )

)

, (2.28)
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ce qui achève la preuve.

Commentaire
La condition CS1 dépend de φ̇, φ̈, et φ̈. Nous allons pouvoir obtenir une nouvelle formulation
de cette condition en normalisant la relation (2.28) par φ̇2(t ) ou par

∣
∣φ̈2(t )

∣
∣ afin de diminuer le

nombre de paramètres. La normalisation par φ̇2(t ) conduit à identifier une région de positivité
bornée par une parabole. Cette condition parabolique de positivité, déjà identifiée par [27] va pou-
voir se déduire, de manière plus directe, du Théorème 1. La normalisation par

∣
∣φ̈2(t )

∣
∣, bien que

concernant une classe de signaux plus limitée, permettra une approche géométrique particulière.

Normalisation par φ̇(t )

Par analogie avec les taux de chirp normalisés [27], nous allons introduire les courbures nor-
malisées α(t ) et β(t ) définies par :

α(t ) =
ρ̈(t )

φ̇2(t )
et β(t ) =

φ̈(t )

φ̇2(t )
. (2.29)

En divisant les deux membres de la condition CS1 par φ̇(t ), on obtient alors

2−α(t ) >
√

α2(t )+β2(t ) . (2.30)

Cette inégalité est équivalente à







(

2−α(t )
)2 > α2(t )+β2(t )

α(t ) < 2,

ce qui se ramène à l’unique inégalité

1−α(t ) >
(
β(t )

2

)2

. (2.31)

On obtient ainsi une nouvelle expression de la condition de positivité :

Corollaire 1.1
Soit un signal x(t ) = eρ(t ) cos

(

φ(t )
)

, la sortie cΨx(t ) de l’opérateur de Teager-Kaiser est positive
pour tous les t ∈R pour lesquels la condition CS2 et vérifiée :

CS2 : |β(t ) | < 2
√

1−α(t ) . (2.32)

Commentaire
La condition CS2 peut s’interpréter de manière géométrique dans le plan (α , β). En effet, dans
ce plan, on constate qu’on obtient une zone de positivité délimitée par la parabole d’équation
β(α) = 2

p
1−α. L’étude de ces paraboles, obtenues en fonction de t , a été détaillée par Larkin [27].

Les conditions CS1 et CS2 ont été établies en majorant |sin
(

2φ(t )−ψ(t )
)
| par 1. Afin de compléter

l’étude liée à la normalisation par φ̇(t ), nous allons maintenant prendre en compte la dépendance
de la phase dans l’expression de g (t ). Nous allons ainsi établir que la positivité de l’opérateur peut
être modélisée par des régions séparées par des hyperboles.

Proposition 1
Les régions de positivité de la sortie de l’opérateur sont délimitées par une famille d’hyperboles,
définies par

α2
1(t )−β2(t ) = 4

(

1+τ2(t )
)

(2.33)

où θ(t ) = 2φ(t )−ψ(t ), τ(t ) = tan
(

θ(t )
)

et α1(t ) =
α(t )−2

(

1+τ2(t )
)

τ(t )
.
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Preuve
Pour la lisibilité des calculs, nous omettrons de préciser, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté, la variable
t dans l’écriture des fonctions utilisées dans cette preuve.

En introduisant α, β et θ= 2φ−ψ dans la relation (2.24), on obtient

g =
φ̇2

2
v
(

α,β,θ
)

(2.34)

avec

v
(

α,β,θ
)

=
[

2−α+
√

α2 +β2 sinθ

]

. (2.35)

La positivité de g est la même que celle de v , elle est donc déterminée par l’inégalité

√

α2 +β2 sinθ⩾ α−2. (2.36)

Pour une valeur de θ fixée, on obtient donc une région du plan R
2 au sein de laquelle la condition

est vérifiée pour les couples
(

α , β
)

et la frontière de cette région vérifie l’égalité :

(α2 +β2)sin2θ=
(

2−α
)2. (2.37)

Dès lors que θ ̸= 2kπ, k ∈Z, en posant τ= tanθ, cette égalité équivaux à

(

α−2
(

1+τ2
)

τ

)2

−β2 = 4
(

1+τ2) , (2.38)

qui n’est autre que l’équation d’une hyperbole.

Pour obtenir une forme plus simple de cette équation, il suffit d’effectuer un changement de
système de coordonnées en posant

α1 =
α−2

(

1+τ2
)

τ
, (2.39)

ce qui démontre la proposition.

On notera que le cas où τ(t ) = 0, écarté dans la démonstration, est trivial. La condition de po-
sitivité se réduit simplement à α(t ) < 2.

La famille d’hyperboles obtenue est décrite par la figure (2.8). Pour une même hyperbole, plusieurs
cas se présentent en fonction de θ(t ). Les régions de positivité de cΨx(t ) sont coloriées en vert sur
la figure (2.9).

Normalisation par |φ̈(t ) |

Une alternative pour ramener la condition CS1 à deux paramètres est de normaliser par |φ̈(t ) |.
Étudions auparavant le cas où φ̈(t ) est identiquement nulle, c’est à dire le cas d’une phase linéaire
φ(t ) =φ0 +φ1t .

Dans ce cas, la relation (2.21) devient

g (t ) =φ2
1 − ρ̈(t )cos2(φ0 +φ1t ) (2.40)

Par conséquent, g (t ) est positive si et seulement si

ρ̈(t ) <
φ2

1

cos2(φ0 +φ1t )
(2.41)
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FIGURE 2.10 – Région de positivité dans le cas d’une phase linéaire délimitée par la courbe de f (t ).

Corollaire 1.2
Si φ̈(t ) ̸≡ 0, la condition CS1 est équivalente à la condition

CS3 : µ(t ) > h
(

λ(t )
)

. (2.42)

où µ(t ) =
φ̇2(t )

|φ̈(t ) |
, λ(t ) =

ρ̈(t )

|φ̈(t ) |
et h(λ) = 1

2

(

λ+
p

1+λ2
)

Interprétation
La positivité de Ψc est ramenée à une relation entre les deux rapports

λ(t ) =
ρ̈(t )

|φ̈(t ) |
et µ(t ) =

φ̇2(t )

|φ̈(t ) |
. (2.43)

La condition CS2 garantit la positivité de cΨ en dehors de la zone hachurée illustrée par la figure
(2.11).

Remarque
La condition CS3 se simplifie selon l’ordre de grandeur de λ.

• Lorsque λ∼ 0, h(λ) ∼ 1
2 (1+λ) ;

• Lorsque λ>> 1, h(λ) =
1

2

(

λ+λ

√

1+
1

λ2

)

∼
1

2

(

λ+λ

(

1+
1

2
×

1

λ2

))

∼ λ

• Lorsque λ<<−1, h(λ) =
1

2

(

λ−λ

√

1+
1

λ2

)

∼
1

2

(

λ−λ

(

1+
1

2
×

1

λ2

))

∼−
1

4λ

En revenant aux notations φ et ρ, on obtient des conditions approchées, particulièrement
simples dans les deux premiers cas :

• Lorsque |φ̈(t ) | >> | ρ̈(t ) |, CS3 devient φ̇2(t ) >
|φ̈(t ) |

2
.

• Le cas λ>> 1 conduit à exprimer une condition suffisante de positivité sous la forme :

φ̇2(t ) > ρ̈(t ) >> | ¨Φ(t )| . (2.44)
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2.4.1 Formulation alternative de g

Nous allons procéder à un changement de variable non bijectif dans l’expression de la fonc-
tion g afin d’obtenir une nouvelle formulation de la condition de positivité, dans le cas où le signal
est quadratique. On obtient ainsi le théorème suivant :

Théorème 2
Lorsque le signal x(t ) est quadratique, la positivité cΨx(t ) sur un domaine Dt ⊂ R est équiva-
lente à la satisfaction de l’inégalité

(au +b)−k sin(Ωu +ϕ) > 0 sur un domaine Du ⊂R
+ (2.48)

où a, k et Ω sont des réels positifs.

Preuve : Dans le cas où x(t ) est quadratique, la relation (2.24) devient

g (t ) =
(

φ̇2(t )−ρ2
)

+
√

φ2
2 +ρ2

2 sin
(

2φ(t )−ψ
)

, (2.49)

où ψ=ψ(ρ2,φ2) = Cte.

Nous allons réécrire la condition g (t ) > 0 en procédant à un changement de paramètre non
bijectif mais toutefois bijectif par intervalles. En effet, dans un repère (O, t , y), si φ2 ̸= 0, la fonc-
tion φ(t ) = φ0 +φ1t +φ2t 2 est représentée par une parabole, symétrique par rapport à la droite

t =−
φ1

2φ2
. On peut donc la découper en deux parties selon que l’inégalité t >−

φ1

2φ2
est vérifiée ou

non et, dans chacune de ces parties, nous allons procéder à un changement de paramètre désor-
mais bijectif.

Posons

d =−
φ1

2φ2
. (2.50)

On a alors

φ(t ) =φ2.(t 2 −2d t )+φ0 =φ2.(t −d)2 +φ0 −φ2d 2 . (2.51)

Posons maintenant

u = (t −d)2 , (2.52)

d’où

φ=
ω

2
u +ψ0 avec ω= 2φ2 et ψ0 =φ0 −φ2d 2 , (2.53)

et, inversement,

t = ϵ
p

u +d où ϵ= 1 si t ⩾ d et ϵ=−1 si t < d . (2.54)

Les valeurs prises par g (t ) sont ainsi l’union de celles prises par g+(u) et g−(u) :

g+(u) = g
(p

u +d
)

et g−(u) = g
(

−
p

u +d
)

. (2.55)

Remarque
Si t prend des valeurs sur R tout entier, alors g+ et g− sont définies sur R

+. En revanche, si le
domaine de validité de t est limité, classiquement R+ pour une variable temporelle, ce n’est plus
le cas ; les valeurs sur lesquelles il est nécessaire d’étudier les gϵ sont limitées. Dans le cas général
où t prend ses valeurs sur un intervalle [T1 , T2 ] ⊂ R on a plus précisément :
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• Si −d < T1, g+(u) est définie sur [(T1 −d)2 , (T2 −d)2 ] et g− n’est pas définie.

• Si T1 < d < T2, g+(u) est définie sur [0, (T2 −d)2 ] et g− sur [0, (T1 −d)2 ].

• Si −d > T2, g−(u) est définie sur [(T2 −d)2 , (T1 −d)2 ] et g+ n’est pas définie.

Par ailleurs, φ̇(t ) =φ1 +2φ2t = 2φ2(t −d), donc φ̇2 = 4φ2
2u, ce qui permet d’obtenir

g (u) = 4φ2
2u −ρ2 +φ2 sin(ωu +2ψ0)−ρ2 cos(ωu +2ψ0) . (2.56)

En regroupant les termes en sinus et cosinus, suivant le même processus qu’en (2.22), on obtient
alors

g (u) = (a u +b)−k sin(ωu +Ψ0) , (2.57)

avec

• u = (t −d)2, où d =−
φ1

2φ2

• ω= 2φ2

• a = 4φ2
2 =ω2

• b =−ρ2

• k =
√

φ2
2 +ρ2

2 > 0

• Ψ0 = 2φ0 −2φ2 d 2 −ψ+π où ψ=







arcsin
(ρ2

k

)

lorsque φ2 ⩾ 0

π−arcsin
(ρ2

k

)

lorsque φ2 < 0 et ρ2 ⩾ 0

−π−arcsin
(ρ2

k

)

lorsque φ2 < 0 et ρ2 < 0.

On remarque que l’expression de g ne dépend pas de ϵ ; ce dernier influe toutefois sur le do-
maine d’étude dès lors que t ne décrit pas R tout entier. Par ailleurs a et k sont des quantités
positives (et même strictement positives dans le cas général) mais ce n’est pas le cas de ω tel que
nous l’avons défini. Afin de pouvoir interpréter, dans l’expression du sinus, le facteur de t comme
une pulsation, posons Ω= |ω|. Nous avons alors deux cas :

• si φ2 ⩾ 0, alors Ω=ω et φ= arcsin
(ρ2

k

)

donc Ψ0 = 2φ0−2φ2 d 2+π−arcsin
(ρ2

k

)

et on obtient

sin(ωu +Ψ0) = sin
(

Ωu +2φ0 −2φ2 d 2 +π−arcsin
(ρ2

k

))

; (2.58)

• si φ2 < 0, alors Ω=−ω et ψ=π−2δπ−arcsin
(ρ2

k

)

, avec δ ∈ {0 ; 1}, donc

Ψ0 = 2φ0 −2φ2 d 2 −
(

π−arcsin
(ρ2

k

)

+δ2π
)

+π≡ 2φ0 −2φ2 d 2 +arcsin
(ρ2

k

)

et dans ce cas

sin(ωu +Ψ0) = sin
(

−Ωu +2φ0 −2φ2 d 2 +arcsin
(ρ2

k

))

= sin
(

π+Ωu −2φ0 +2φ2 d 2 −arcsin
(ρ2

k

))

. (2.59)

En posant ϕ=π−arcsin
(ρ2

k

)

+ϵ1(2φ0−2φ2d 2) et ϵ1 = 1 si φ2 >= 0, −1 sinon, on peut donc regrou-

per les deux cas sous la forme sin(Ωu +ϕ) ce qui achève la preuve.

Les différents paramètres sont donc, finalement :

• u = (t −d)2, où d =−
φ1

2φ2
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FIGURE 2.13 – Sortie négative de l’opérateur de Teager-Kaiser.

{(

u ; l (u)
)}

, représentée en pointillé sur la figure (2.13), est en-dessous de la sinusoïde s(u). En re-
vanche, pour les valeurs de u pour lesquelles l (u) > k, la positivité de cΨ(.) est garantie.

Plus généralement, lorsque la phase initiale Φ0 varie les valeurs prises par la sinusoïde s(u)
vont être comprises entre −k et k. Dès lors que l (u) sera supérieure à k, la positivité sera donc
vérifiée quelle que soit la phase initiale, ce qu’illustre la figure (2.14).

Nous allons en déduire l’existence d’un intervalle critique en dehors duquel la sortie cΨ(.) de
l’opérateur est garantie et un temps critique τc à partir duquel la positivité est garantie. Lorsque
τc < 0 l’opérateur sera ainsi positif sur R+, ce qui correspond à l’interprétation usuelle de t comme
une variable représentant le temps et, donc, positive.

Nous allons préciser et démontrer ces propriétés dans les paragraphes suivants et nous in-
téresser également au comportement de l − u au voisinage de zéro, ce qui sera utile pour une
interprétation locale du signal quadratique comme un développement limité.

2.4.3 Intervalle critique et phase initiale

Théorème 3
Lorsque le signal x(t ) est quadratique
rien (1) cΨx(t ) > 0 en dehors d’un intervalle

Ic =
[

d −γ,d +γ
]

(2.61)

rienoù

γ=
1

2
√

|φ2|

√

λq +
√

1+λ2
q et λq =

ρ2

|φ2|
. (2.62)

rien(2) si t ∈ Ic il existe alors une valeur de la phase initiale φ0 pour laquelle cΨx(t ) < 0 ;

Preuve (1)
En repartant de la forme (2.60), nous avons g (u) = l (u)−s(u), avec l (u) = au+b, s(u) = k sin(Ωu+
ϕ) et u ∈ Iu = [u0 ; uF ] ⊂ R+. Puisque a > 0, l (u) croît de l (u0) à l (uF). Par ailleurs, par construc-
tion, ϕ décrit [−π ; π ] lorsque la phase initiale φ0 décrit R et s(t ) = k sin(Ωt +ϕ) décrit l’intervalle
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[−k ; k ].

Pour que g (t ) > 0 indépendamment de φ0, on doit donc avoir

[ l (u0) ; l (uF) ]
⋂

[−k ; k ] =∅ . (2.63)

Or −
√

φ2
2 +ρ2

2 ⩽−ρ2, donc −k ⩽ b = l (0) ⩽ l (u0), par conséquent, la condition (2.63) équivaut à
l (u0) > k, ce qui se traduit en fonction des variables initiales par

4φ2
2(t −d)2 −ρ2 >

√

φ2
2 +ρ2

2 , (2.64)

soit encore

|t −d | >
1

2|φ2|

√

ρ2 +
√

φ2
2 +ρ2

2 . (2.65)

En notant λ=
ρ2

|φ2|
( cf. 2.43), on obtient

|t −d | >
1

2
√

|φ2|

√

λ+
√

1+λ2 . (2.66)

La condition (2.63) équivaut donc à [T0 ; TF ]
⋂[

d −γ ; d +γ
]

=∅, avec d =−
φ1

2φ2
et

γ =
1

2
√

|φ2|

√

λ+
p

1+λ2. La sortie de l’opérateur cΨ, pour un signal quadratique, est donc posi-

tive en dehors d’un intervalle centré sur la valeur d =−
φ1

2φ2
.

Preuve (2)
Si [T0 ; TF ]

⋂[

d −γ ; d +γ
]

̸= ∅, dans les cas limites, TF = d −γ et T0 = d +γ, on a cΨx(t ) ⩾ 0 et
sinon, il existe des valeurs de φ0 et de t pour lesquelles cΨx(t ) < 0. La continuité de l et s implique
que ces valeurs ne sont pas isolées et qu’il existe des intervalles de valeurs de φ0 et de t pour les-
quelles cΨx(t ) < 0.

Nous qualifierons Ic d’intervalle critique. Le signe de la sortie de l’opérateur dépend de la phase
initiale pour t ∈ Ic , mais pas en dehors de Ic .

Interprétation
On a montré qu’à l’intérieur d’un intervalle critique Ic la positivité de l’opérateur était sensible à
la phase initiale et qu’en dehors de cet intervalle elle était garantie. Ce constat correspond géomé-
triquement, ainsi qu’on peut le voir sur la figure (2.14), à l’intersection de la demi-droite l (u) avec
la bande horizontale comprise entre les ordonnées −k et k, dans laquelle toutes les valeurs sont
atteintes par s(u) lorsque φ0 varie et où, donc, on observe toujours, pour certaines valeurs de φ0,
s(u) > l (u).

Corollaire 3.1
Pour un signal AM-FM quadratique x(t ) défini sur R, il existe toujours des valeurs de la phase
initiale φ0 pour lesquelles cΨx(t )<0.

Preuve

Puisque t décrit R, la valeur d = −
φ1

2φ2
est atteinte. L’intervalle critique est donc non vide, ce qui

implique d’après le Théorème 3 (2) qu’il existe des valeurs de la phase initiale φ0 pour lesquelles
cΨx(t ) < 0.
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D’une part d est négatif si, et seulement si, φ1 and φ2 sont de même signe, d’autre part l’inégalité
d 2 < γ2 équivaut à

φ2
1

4φ2
2

>
1

4|φ2|

(

λq +
√

1+λ2
q

)

, (2.69)

où λq =
ρ2

|φ2|
. Il suffit donc de noter µq =

φ2
1

2|φ2
2|

pour obtenir le résultat recherché.

Le tracé de h(λ) =
√

λ+
p

1+λ2, présenté sur la figure (2.15), indique les valeurs de µ pour les-
quelles τ= 0. Cela permet d’en déduire une zone, en fonction de λ et µ, dans laquelle τ est négatif
et, donc, cΨx(t ) > 0. La zone à exclure apparait hachurée sur la figure (2.15).

FIGURE 2.15 – Région de positivité pour un signal quadratique défini sur R
+.

Corollaire 3.4
Pour un signal quadratique, si la condition CS3 est vérifiée, alors cΨx(0) > 0.

Preuve
La valeur 0 ne doit pas appartenir à l’intervalle critique Ic , ce qui se traduit par les deux cas sui-
vants :

1. Soit d +γ < 0, ce qui correspond à l’étude effectuée sur R
+ et, donc, à la condition CS3b,

vérifiée si d < 0 et si CS3 est vérifiée ;

2. soit d −γ > 0, ce qui implique d > 0 et conduit également à ce que la condition CS3 soit
vérifiée.

Ainsi, quel que soit le signe de d , nous sommes ramenés à la condition CS3. Le signe de d n’inter-
vient pas. Ce résultat va nous être utile pour considérer le modèle quadratique local.

2.4.4 Modèle quadratique local

Revenons au cas plus général d’un signal AM-FM de la forme x(t ) = eρ(t ) cosφ(t ). En utilisant
localement un développement limité d’ordre 2, nous allons nous ramener au cas quadratique. En
approchant, autour d’une valeur t0, ρ et φ par leur développement limité d’ordre 2, on a

φ(t ) ≃φ(t0)+ (t − t0)φ′(t0)+
(t − t0)2

2
φ′′(t0) (2.70)

et

ρ(t ) ≃ ρ(t0)+ (t − t0)ρ′(t0)+
(t − t0)2

2
ρ′′(t0) (2.71)
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En notant φ0 =φ(t0), φ1 =φ′(t0), φ2 = 1
2φ

′′(t0), ρ0 = ρ(t0), ρ1 = ρ′(t0) et ρ2 = 1
2ρ

′′(t0), on a alors

x(t ) ≃ xq (t − t0) , (2.72)

avec
xq (t ) = eρ cosφ ρq (t ) = ρ0 +ρ1t +ρ2t 2, et φq (t ) =φ0 +φ1t +φ2t 2 . (2.73)

où xq (t ) est un signal quadratique. La condition de la positivité de cΨx(t ) en t0 revient donc à
celle de cΨxq (t ) en zéro. Cette dernière est vérifiée dès lors que zéro n’appartient pas à l’intervalle
Ic =

[

d −γ , d +γ
]

, ce qui revient, d’après le Corollaire 3.4, à la vérification de la condition CS3.
C’est à dire :

µq >
1

2
h(λq ) avec µq =

φ2
1

2|φ2|
, λq =

ρ2

|φ2|
et h(λ) = λ+

√

1+λ2 . (2.74)

Remarque :

Compte tenu des expressions des ρi et des φi , on a µq =
φ ′ 2(t0)

φ′′(t0)
=µ(t0) et λq =

ρ′′(t0)

φ′′(t0)
= λ(t0). On

retrouve la condition de positivité énoncée dans le cas général d’un signal AM-FM.

2.4.5 Chirp linéaire

Un signal x(t ) = a(t )cosφ(t ) est qualifié de chirp s’il vérifie les conditions [28] :

(C1) :

∣
∣
∣
∣

ȧ(t )

a(t )φ̇(t )

∣
∣
∣
∣<< 1 et (C2) :

∣
∣
∣
∣

φ̈(t )

φ̇2(t )

∣
∣
∣
∣<< 1. (2.75)

En notant l’amplitude sous la forme a(t ) = eρ(t ) ces conditions deviennent

(C11) :

∣
∣
∣
∣

ρ̇(t )

φ̇(t )

∣
∣
∣
∣<< 1 et (C21) :

∣
∣
∣
∣

φ̈(t )

φ̇2(t )

∣
∣
∣
∣<< 1. (2.76)

Nous qualifierons ce chirp de linéaire si les variations de ρ et φ sont linéaires, c’est-à-dire si x(t )
est, de plus, quadratique.

La figure (2.16) présente un tel chirp, à savoir x1(t ) = eρ(t ) cos
(

φ(t )
)

avec ρ(t ) = −4+ 0.2 t −
0.0016 t 2 et φ(t ) = 2+0.1 t +0.01 t 2.

FIGURE 2.16 – Chirp linéaire
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Proposition 2
La sortie de l’opérateur cΨ est positive pour un chirp linéaire défini sur R

+.

Preuve
Pour un signal étant de plus quadratique, les conditions (C11) et (C21) deviennent

(C12) :

∣
∣
∣
∣

ρ1 +2ρ2t

φ1 +2φ2t

∣
∣
∣
∣<< 1 et (C22) :

∣
∣
∣
∣

2φ2

(φ1 +2φ2t )2

∣
∣
∣
∣<< 1, (2.77)

soit encore, en posant d =−
φ1

2φ2
, m =−

ρ1

2ρ2
et λ=

ρ2

|φ2|
:

(C13) :

∣
∣
∣
∣λ

t −m

t −d

∣
∣
∣
∣<< 1 et (C23) :

∣
∣
∣
∣

1

2φ2(t −d)2

∣
∣
∣
∣<< 1. (2.78)

La condition (C23) ne peut pas être vérifiée sur R tout entier puisque le premier membre tend
vers l’infini lorsque t est proche de d . Nous allons donc nous placer dans R

+.

D’après la condition CS3b, cΨx(t ) > 0 si φ1 et φ2 sont de même signe et si µ> h(λ), avec µ=
φ2

1

2|φ2|
,

λ=
ρ2

|φ2|
et h(λ) = 1

2

(

λ+
p

1+λ2
)

.

Pour que la condition (C23) soit vérifiée sur R
+, on doit avoir d < 0 par conséquent

φ1 et ρ1 doivent être de même signe. (R1).

Par ailleurs, lorsque t tend vers l’infini, la condition (C13) impose |λ| << 1 et lorsque t est proche
de zéro, la condition (C22) impose µ>> 1. On a donc µ>> 1 >> |λ|. Or, pour λ petit, h(λ) ∼ 1, par
conséquent

µ>> h(λ) = 1
2

(

λ+
p

1+λ2
)

(R2).

Compte tenu de (R1) et (R2), le Corolaire 3.4 s’applique et, donc, cΨx(t ) est positif.

2.5 Application des critères à un signal AM-FM quadratique

Nous allons illustrer l’influence de la phase initiale et l’intervalle critique à partir de trois si-
gnaux AM-FM quadratiques x1(t ), x2(t ) et x3(t ), dont les expressions sont proches mais qui ne
respectent pas les mêmes critères. Pour ces trois signaux, nous allons faire varier la phase initiale
et observer graphiquement le comportement de la sortie de l’opérateur cΨ à ces variations en su-
perposant les différentes sorties de manière à obtenir une nappe décrivant l’ensemble des valeurs
prises lorsque la phase initiale décrit l’intervalle [−π , π ].

x1(t ) =eρ1(t ) cos
(

Φ1(t )
)

où ρ1(t ) =−4+0.2 t −0.0016 t 2 et Φ1(t ) =φ0,1 +0.1 t +0.01 t 2

x2(t ) =eρ2(t ) cos
(

Φ2(t )
)

où ρ2(t ) =−4+0.2 t −0.016 t 2 et Φ2(t ) =φ0,2 +0.1 t +0.01 t 2

x3(t ) =eρ3(t ) cos
(

Φ3(t )
)

où ρ3(t ) =−4+0.2 t −0.016 t 2 et Φ3(t ) =φ0,3 +0.11 t −0.01 t 2 , (2.79)

où φ0,1, φ0,2 et φ0,3 sont des phases initiales dont nous allons faire varier les valeurs.

Le signal x1(t ) est un chirp, à la différence de x2(t ) et x3(t ) pour lesquels les valeurs de |ρ2 |
sont plus élevées et le critère (C12) n’est pas vérifié. La figure (2.17) présente la nappe obtenue
pour la sortie cΨx1(t ) lorsque Φ0,1 décrit [−π , π ]. On constate que la sortie est très peu affectée
par la phase initiale et que la positivité est assurée, indépendamment de la phase initiale.
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(2.24) et (2.25).

FIGURE 2.24 – Approximation de ρ(t ) par les fonctions fi (t ).

FIGURE 2.25 – Approximation de ω(t ) par les fonctions gk (t ).

La figure (2.26) permet de constater que l’établissement du critère CS1 à partir du modèle ana-
lytique du signal prévoit deux intervalles sur lesquels la positivité n’est pas garantie. Un zoom sur
l’intervalle de temps [0.25, 0.35] (figure 2.27) permet de mieux mettre en évidence la zone concer-
née.

Comparons maintenant la sortie de l’opérateur appliqué au signal analytique et la prédiction
établie par le critère CS1. La figure (Fig. 2.28) et l’agrandissement opéré sur l’intervalle de temps
[0.25, 0.35] (figure 2.27) montrent que la sortie de l’opérateur prend bien des valeur négatives sur
les deux intervalles pour lesquels le critère CS1 n’est pas vérifié. Cependant, des valeurs négatives
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apparaissent également sur d’autres intervalles pour lesquels le critère est pourtant respecté, ce
qui semble en contradiction avec la validité du critère. Ce phénomène est en fait dû au pas de
discrétisation dont nous allons étudier l’influence.

²

FIGURE 2.28 – Représentation logarithmique du critère de positivité CS1 et de la sortie de l’opérateur ap-
pliqué au modèle analytique approchant le signal.

2.6.3 Influence de la fréquence d’échantillonnage

Pour représenter l’opérateur appliqué au signal analytique sur les figures (2.28) et (2.29) nous
avions, par défaut, pris le même pas de discrétisation que celui du signal réel, pas correspondant
à une fréquence d’échantillonnage de 230,6 kHz. Puisque nous disposons de l’expression analy-
tique, nous pouvons en fait choisir librement ce pas. La figure (2.30) présente les mêmes éléments
que la figure (2.28) mais le pas a désormais été divisé par 4.

Nous constatons que, désormais, dès lors que la condition CS1 est respectée, la sortie de l’opé-
rateur est effectivement positive. Les seules valeurs négatives apparaissent sur l’un des deux inter-
valles, le second, sur lesquels CS1 n’est pas respectée. La sortie reste positive sur le premier inter-
valle ce qui ne contredit pas la condition CS1 qui est suffisante mais pas nécessaire.

La figure (2.31) représente le rapport d’échantillonnage initial re =
fe

f
, obtenu d’une part par la

démodulation du signal réel (en bleu) et d’autre part à partir du signal analytique (en rouge). On
constate qu’il est faible (compris en 3,5 et 6,1). Pour un signal idéal, dès lors que re > 2, qui est la
valeur minimale de reconstitution du signal établie par le théorème d’échantillonnage de Nyquist-
Shannon, on peut utiliser la relation (1.34). Toutefois, dès lors que la fréquence et l’amplitude du
signal varient, pour capter la pulsation et l’amplitude instantanée, le rapport d’échantillonnage
doit être d’autant plus grand que ces variations sont fortes. Dans notre exemple et en général dans
le cas des signaux AM-FM, il est souhaitable d’avoir re > 8 (cf .paragraphe 1.2.2). C’est le cas de la
figure (2.30) où nous avons augmenté le rapport re , dont le minimum est alors de 14. Les valeurs
négatives liées à un échantillonage trop faible ont disparu ; nous reviendrons plus en détail sur le
rôle de la fréquence d’échantillonnage au chapitre 3.

2.6.4 Dépendance de la phase initiale

L’influence de la phase initiale du signal d’entrée doit également être prise en compte. Pour un
pas de discrétisation en temps h donné, modifier la phase initiale revient à décaler les échantillons
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l’opérateur de Teager-Kaiser et peut être étendue au cas des images. Nous avons également, au
cours de cette étude, mis en évidence le rôle de la phase initiale qui, pour certains signaux, peut
influer sur la positivité de la sortie de l’opérateur.

Application à un cas réel

Les critères de positivité que nous avons établis permettent de déterminer si, pour un type
de signal donné, en modélisant celui-ci sous une forme AM-FM, l’utilisation de l’opérateur de
Teager-Kaiser est susceptible ou non de générer des valeurs négatives dont nous avons exposé
les inconvénients en introduction. L’utilisation de signaux "modèles" permet de déterminer si le
modèle théorique respecte les critères sur un intervalle de temps donné. Cette première conclu-
sion s’applique toutefois à un signal idéal ; l’application à un cas réel, en l’occurence à un signal
d’écholocalisation de chauve-souris, a mis en évidence deux autres causes d’appartition de va-
leurs négatives, à savoir le rapport d’échantillonnage et le bruit.

Le problème de la positivité de l’opérateur ne peut être totalement apréhendé sans prendre
en compte la sensibilité de l’opérateur au bruit et au pas d’échantillonnage. Nous étudierons au
chapitre 3 l’influence du pas sur la sortie de l’opérateur et proposerons une version revisitée hΨ

de l’opérateur qui s’adapte mieux aux caractéristiques du signal que la version standard. En ex-
ploitant hΨ pour différents pas, nous proposerons de nouveaux opérateurs, plus robustes au bruit
et permettant ainsi une meilleure qualité de la démodulation en environnement bruité.
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Appendice 1 : Procédure de démodulation et reconstruction du signal

Le traitement du signal xbat d’écholocalisation de chauve-souris a été effectué suivant la pro-
cédure suivante, établie plus généralement pour des signaux réels.

— Pré-traitement
- Lissage Savitsky-Golay (SG) [146] - Non activé pour xbat

- Suréchantillonnage par la formule de Shannon [31] - Non activé pour xbat

— Teager-Kaiser
- Application de l’algorithme de Teager-Kaiser discret dΨ

- 1er lissage SG - Polynôme d’ordre 2 - fenêtre de 31 points
- 2nd lissage SG - Polynôme d’ordre 1 - fenêtre de 51 points

— Détermination de cos ESA
- Calcul des différences yn = xn −xn−1

- Application de l’algorithme de Teager-Kaiser discret dΨ à y

- 1er lissage SG - Polynôme d’ordre 2 - fenêtre de 11 points
- 2nd lissage SG - Polynôme d’ordre 1 - fenêtre de 51 points
- calcul du cosinus.

— DESA pour la pulsation - Application de l’algorithme pour ω
- 1er lissage SG - Polynôme d’ordre 2 - fenêtre de 21 points
- 2nd lissage SG - Polynôme d’ordre 1 - fenêtre de 101 points

— DESA pour l’amplitude

— Sortie des fichiers au format csv.

Remarques
- L’application d’un lissage par un polynôme d’ordre 2 avant celui par polynôme d’ordre 1 permet
d’améliorer le lissage tout en limitant l’atténuation des variations effectives du signal.
- Le lissage de la sortie de l’opérateur permet de ramener l’essentiel des valeurs dans l’intervalle
[−1; 1 ] avant d’appliquer un arc cosinus.
- L’amplitude ne subit pas de lissage après démodulation car étant reconstruite à partir de la pul-
sation lissée, elle a subi le même niveau de lissage que ω.

Le graphique (2.34) présente l’application de la procédure au signal d’écholocalisation de chauve-
souris xbat.
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Appendice 2 : modélisation analytique du signal de chauve-souris

L’amplitude exponentielle ρ et la pulsation ω ont été modélisée par les fonctions suivantes :

ρ(t ) = f1(t )+ f2(t )+ f3(t ) et ω(t ) = g1(t )+ g2(t )+ g3(t )+ g4(t ) avec

f1(t ) = (M1 −m1)




1−e

−
(

t − t1

λ1

)k1



 , f2(t ) = m1 − (M1 −m2)e

−
(

t − t2

λ2

)k2

,

f3(t ) =
a1

s1
p

2π
e
−

(
t −e1

s1

)2

, g1(t ) = (M3 −m3)e
u3

(
t − t3

λ3

)k3

g2(t ) = (M3 −m4)




1−e

u4

(
t − t4

λ4

)k4



 , g3(t ) = m3 +

a3

s3
p

2π
e
−

(
t −e3

s3

)2

,

et g4(t ) =
a4

s4
p

2π
e
−

(
t −e4

s4

)2

où M1 = 6,6, m1 = 3,46, m2 = 3,8, t1 = 0, λ1 = 0,375, k1 = 8, t2 = 1,05, λ2 = 0,31, k2 = 12, a1 = 0,08,
s1 = 0,02, e1 = 0,285, M3 = 3000, m3 = 2395, m4 = 2550, t3 = 0, λ3 = 0,5, k3 = 5, u3 = −1,3,
t4 = 0,073, λ4 = 0,7, k4 = 120, u4 =−1, a3 = 46, s3 = 0,05, e3 = 0,32, a4 = 80, s4 = 0,032, e4 = 0,269.

On a alors ρ̇(t ) = ḟ1(t )+ ḟ2(t )+ ḟ3(t ), ω̇(t ) = ġ1(t )+ ġ2(t )+ ġ3(t )+ ġ4(t ), ρ̈(t ) = f̈1(t )+ f̈2(t )+ f̈3(t ),
et ω̈(t ) = g̈1(t )+ g̈2(t )+ g̈3(t )+ g̈4(t ) avec :

ḟ1(t ) = (M1 −m1)
k1

λ1

(
t − t1

λ1

)k1−1

e
−

(
t − t1

λ1

)k1

,

ḟ2(t ) = (M1 −m2)
k2

λ2

(
t − t2

λ2

)k2−1

e
−

(
t − t2

λ2

)k2

,

ḟ3(t ) =−
2a1

s3
1

p
2π

(t −e1)e
−

(
t −e1

s1

)2

ġ1(t ) = (M3 −m3)
k3u3

λ3

(
t − t3

λ3

)k3−1

e
−

(
t − t3

λ3

)k3

,

ġ2(t ) =−(M3 −m4)
k4u4

λ4

(
t − t4

λ4

)k4−1

e
−

(
t − t4

λ4

)k4

,

ġ3(t ) =−
2a3

s3
3

p
2π

(t −e3)e
−

(
t −e3

s3

)2

,

ġ4(t ) =−
2a4

s3
3

p
2π

(t −e4)e
−

(
t −e4

s4

)2

,

f̈1(t ) = (M1 −m1)
k1

λ1

[

k1 −1

λ1

(
t − t1

λ1

)k1−2

−
k1

λ1

(
t − t1

λ1

)2k1−2
]

e
−

(
t − t1

λ1

)k1

,

f̈2(t ) = (M1 −m2)
k2

λ2

[

k2 −1

λ2

(
t − t2

λ2

)k2−2

−
k2

λ2

(
t − t2

λ2

)2k2−2
]

e
−

(
t − t2

λ2

)k2

,
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f̈3(t ) =
2a1

s3
1

p
2π

[

2

s2
1

(t −e1)2 −1

]

e
−

(
t −e1

s1

)2

g̈1(t ) = (M3 −m3)
k3u3

λ3

[

k3 −1

λ3

(
t − t3

λ3

)k3−2

+
k3u3

λ3

(
t − t3

λ3

)2k3−2
]

e
u3

(
t − t3

λ3

)k3

,

g̈2(t ) =−(M3 −m4)
k4u4

λ4

[

k4 −1

λ4

(
t − t4

λ4

)k4−2

+
k4u4

λ4

(
t − t4

λ4

)2k4−2
]

e
u4

(
t − t4

λ4

)k4

,

g̈3(t ) =
2a3

s3
3

p
2π

[

2

s2
3

(t −e3)2 −1

]

e
−

(
t −e3

s3

)2

,

g̈4(x) =
2a4

s3
4

p
2π

[

2

s2
4

(t −e4)2 −1

]

e
−

(
t −e4

s4

)2

.

On détermine alors φ(t ) =ω(t ).t , φ̇(t ) = ω̇(t ).t +ω(t ) et φ̈(t ) = ω̈(t ).t +2ω̇(t ).
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Chapitre 3

Prise en compte du pas

« Nous sommes obligés de penser

que les choses ne sont pas et ne se

passent pas comme nous les

voyons, que certaines que nous

sommes contraints de penser

immuables ou égales sont variables

ou inégales. »

Paul Valéry
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hΨ qui, en rendant comparables les valeurs de sortie pour des pas variables, va remédier à ce pro-
blème de convergence et rendre possible une analyse multi-échelle.

La version continue cΨde l’opérateur, lorsqu’appliquée à un signal harmonique x(t ) = a cos(ωt+
ϕ), possède la propriété

cΨx(t ) = a2ω2 . (3.1)

La version discrète utilise un pas unitaire qui se traduit par un changement d’échelle horizontale

et en posant Ω= 2π
f

fe
, on a alors

dΨx(t ) = a2 sin2Ω . (3.2)

Pour fe >> f , on peut approcher sinΩ par Ω. La sortie de l’opérateur approche alors a2ω2 et non
a2ω2 :

dΨx(t ) ≃ a2Ω2 . (3.3)

Notons h le pas d’échantillonnage, on a alors h =
1

fe
et Ω= hω. La sortie de l’opérateur peut donc

s’écrire

dΨx(t ) = a2 sin2(ωh) . (3.4)

Par conséquent

dΨx(t ) ≃ a2h2ω2 pour hω<< 1. (3.5)

Cette expression ne converge pas vers la sortie continue de l’opérateur lorsque h tend vers zéro.
Elle tend vers zéro, ce qui correspond au fait que, dans ce cas, xn ≃ xn−1 ≃ xn+1. Afin d’obtenir une
sortie de l’opérateur discret convergent vers la sortie de l’opérateur continu, à savoir a2ω2 dans le
cas d’un signal harmonique, il est donc intéressant de définir, comme suit, un nouvel opérateur
discret :

Définition : l’opérateur de Teager-Kaiser à pas variable, hΨ, est défini par

hΨxn =
1

h2
dΨxn =

1

h2

(

x2
n −xn−1xn+1

)

. (3.6)

A notre connaissance, c’est la première fois dans la littérature que l’opérateur de Teager-Kaiser est
formulé et analysé en fonction du pas d’échantillonnage h.

En utilisant la fonction sinus cardinal, définie par sinc α =
sinα

α
, on a alors, pour un signal

harmonique :

hΨxn =
1

h2 a2 sin2(hω) = a2ω2 sin2
c (hω) . (3.7)

L’opérateur hΨ possède ainsi, pour un signal harmonique, la propriété

lim
h→0

hΨx(t ) = a2ω2 = cΨx . (3.8)

Plus généralement

hΨx(t ) ≃
x2

n −xn−1xn+1

h2 =
( xn −xn−1

h

)( xn+1 −xn

h

)

−xn .
xn+1 −2xn +xn+1

h2 (3.9)
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3.3 Méthode ESA revisitée

La variation de la sortie de l’opérateur en fonction de l’échantillonnage est une source d’in-
formation. Nous allons en tirer profit en introduisant de nouveaux opérateurs, les opérateurs ∆pq ,
s’appuyant sur la différence entre deux rééchantillonnages d’un même signal, et les opérateurs
Rpq s’appuyant sur les rapport de ces rééchantillonnages. Leur construction permet de tirer parti
des variations de la sortie de l’opérateur hΨ induites par la prise en compte du pas.

3.3.1 Opérateurs ∆pq et Rpq

Les nouveaux opérateurs ∆pq et Rpq sont construits à partir de hΨ. Ils sont définis, pour
(p, q) ∈N

2 par

∆pq = p2 × (ph)Ψ−q2 × (qh)Ψ (3.17)

et

Rpq =
(ph)Ψ

(qh)Ψ
. (3.18)

Dans ce paragraphe nous nous contenterons d’exprimer simplement leur expression de sortie
pour un signal harmonique, nous justifierons plus loin leur utilisation pour la démodulation et
également le débruitage des signaux AM-FM.

Soient p et q deux entiers positifs non nuls, en appliquant l’opérateur hΨ à un signal x(t ) =
a cos(ωt ) discrétisé avec les pas ph et qh, on a :

(ph)Ψxn =
1

(ph)2

[(

a cos(ωtn)
)2 −

(

a cos
(

ω(tn +ph)
))(

a cos
(

ω(tn −ph)
))]

=
a2

(ph)2 sin2 (

phω
)

(3.19)

(qh)Ψxn =
1

(qh)2

[

(a cos2(ωtn))2 −
(

a cos
(

ω(tn +qh)
))(

a cos
(

ω(tn −qh)
))]

=
a2

(qh)2 sin2 (

qhω
)

(3.20)
on en déduit immédiatement l’expression suivante, indépendante de n, de Rpq xn :

Rpq xn =
(

q

p
×

sin
(

phω
)

sin
(

qhω
)

)2

. (3.21)

Remarquons par ailleurs que
p2 × (ph)Ψxn

sin2
(

phω
) =

a2

h2 ne dépend pas de p. On a ainsi

h2∆pq xn = (ph)2 × phΨx̄n − (qh)2 × (qh)Ψx̄n

= a2
(

sin2 (

phω
)

− sin2 (

qhω
))

= a2
(

sin
(

phω
)

− sin
(

qhω
))(

sin
(

phω
)

+ sin
(

qhω
))

= 4a2 sin
( p −q

2
hω

)

sin
( p +q

2
hω

)

cos
( p −q

2
hω

)

cos
( p +q

2
hω

)

= a2 sin
(

(p −q)hω
)

sin
(

(p +q)hω
)

=
a2

2

(

cos
(

2qhω
)

−cos
(

2phω
))

. (3.22)

D’où, finalement :

∆pq xn =
a2

2h2

(

cos
(

2qhω
)

−cos
(

2phω
))

. (3.23)
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3.3.2 Démodulation par les opérateurs hDESA

Ainsi que présenté en introduction, la fréquence instantanée et l’amplitude instantanée du
signal sont obtenues par des algorithmes de démodulation, qualifiés d’ESA (Energie Separation
Algorithme) dans le cas continu et de DESA (Discrete Energie Separation Algorithme) dans le cas
discret.

Pour obtenir la démodulation du signal, ces algorithmes utilisent la fonction arc cosinus qui
n’est définie que sur l’intervalle [−1; 1], or dans le cas général et en particulier pour des signaux
bruités, les valeurs obtenues avant l’application d’arc cosinus ne sont pas toujours dans cet in-
tervalle. Afin de distinguer la démarche de démodulation conduisant à un cosinus du processus
d’exploitation des valeurs par arc cosinus, nous allons revisiter les opérateurs de démodulation.

Les algorithmes les plus utilisés sont DESA-1a, DESA et DESA-2, présentés au paragraphe 1.3.6.
Les opérateurs correspondants, que nous noterons respectivement hD1a , hD1 et hD2 obtenus en
tenant compte du pas avec hΨ et que nous qualifierons d’hDESA, sont obtenus de manière simi-
laire. Nous ne détaillerons le calcul que dans le cas hD1a ce qui permettra également d’expliciter
la séparation en un opérateur de démodulation et un algorithme final.

Opérateur hD1a

Les algorithmes DESA s’appuient sur la propriété
cΨ ˙̄x
cΨx̄

= Cte = ω2 lorsque x̄ est harmonique.

Dans le cas discret on retrouve, en tenant compte du pas h, la propriété équivalente comme suit :

Notons xn = a cos(ωt ), xn−1 = a cos
(

ω(t −h)
)

et plus généralement xn+p = a cos
(

ω(t +ph)
)

, n ∈Z,
on définit la suite (y)n par

yn = xn −xn−1 . (3.24)

On a alors, en utilisant la relation (3.6) :

h2.hΨyn =
(

xn −xn−1
)2 −

(

xn−1 −xn−2
)(

xn+1 −xn

)

=
(

x2
n −xn−1xn+1

)

+
(

x2
n−1 −xn−2xn

)

+xn+1xn−2 −xn xn−1

= h2.hΨxn +h2.hΨxn−1 +
(

xn+1xn−2 −xn xn−1
)

(3.25)

Par conséquent, puisque hΨxn = hΨxn−1 = Cte, on obtient

hΨyn = 2.hΨxn +
1

h2

(

xn+1xn−2 −xn xn−1
)

. (3.26)

Par ailleurs

xn+1xn−2 −xn xn−1 = a2
[

cos
(

ω(t +h)
)

cos
(

ω(t −2h)
)

−cos(ωt )cos
(

ω(t −h)
)]

=
a2

2

[

cos
(

ω(2t −h)
)

+cos(3ωh)−
(

cos(ωh)+cos
(

ω(2t −h)
))]

=
a2

2

[

cos(3ωh)−cos(ωh)
]

=−a2 sin(2ωh)sin(ωh)

=−2a2 sin2(ωh)cos(ωh)

=−2h2. hΨxn cos(ωh) . (3.27)

(3.28)

En combinant (3.41) et (3.44), on obtient donc
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hΨyn = 2 hΨxn −2 hΨxn cos(ωh) (3.29)

soit encore

cos(ωh) = 1−
hΨyn

2 hΨxn

, (3.30)

Ce qui permet d’en déduire

ω=
1

h

[

±arccos

(

1−
hΨyn

2 hΨxn

)

+2kπ

]

. (3.31)

Ainsi qu’évoqué plus haut, l’utilisation de la fonction arccos suppose que les valeurs en entrée
de cette fonction soient entre -1 et 1. Afin d’utiliser un opérateur bien défini (sauf pour hΨxn = 0 )
et de séparer la gestion des valeurs non incluses dans [−1; 1], nous préférerons définir l’opérateur
hD1a par

hD1a xn = 1−
hΨyn

2 hΨxn

où yn = xn −xn−1 . (3.32)

La pulsation instantannée du signal est alors obtenue par

ωn =
1

h

[

±arccos
(

hD1a xn

)

+2kπ
]

. (3.33)

En remarquant que 1−
(

hD1a xn

)2
n = sin2(ωnh) et en utilsant (3.7), on obtient l’amplitude instan-

tannée du signal :

an = h.

√
√
√
√

hΨxn

1−
(

hD1a xn

)2 (3.34)

Levée d’ambiguïté

La résolution mathématique de cos t = α admet une infinité de solutions. Dans le cas présent
plusieurs valeurs de la pulsation ω, de la forme (3.31) existent et, donc, plusieurs valeurs de la fré-
quence f sont a priori possibles. Nous allons lever cette ambiguïté.

Notons f0 la solution que nous qualifierons de naturelle :

f0 =
1

2πh
arccos

(
hD1a xn

)

(3.35)

La fonction arc cosinus ne prend que des valeurs positives et ω doit prendre des valeurs positives.
Les fréquences solutions forment alors deux suites ( f +

n )n∈N et ( f −
n )n∈N∗ :

f +
k =

1

2πh

(

arccos
(

hD1a xn

)

+2kπ
)

= f0 +
k

h
(3.36)

et

f −
k =−

1

2πh

(

arccos
(

hD1a xn

)

+2kπ
)

=− f0 +
k

h
. (3.37)

En notant r+
k
=

fe

f +
k

et r−
k
=

fe

f −
k

les rapports d’échantillonnages correspondants et en utilisant
1

h
=

fe on obtient

1

r+
k

= k +
1

r0
+ et

1

r−
k

= k −
1

r0
. (3.38)
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Les rapports d’échantillonnage forment ainsi deux suites telles que

r+
k =

r0

kr0 +1
et r−

k =
r0

kr0 −1
. (3.39)

Les deux suites sont décroissantes. Si r0 < 2, tous les termes le sont également et si r0 > 2, on
constate immédiatement que, ∀k ∈N

∗, r (+)
k

< 1 et r (−)
k

< 2. Ainsi, en dehors, éventuellement, de la
solution "naturelle" f0, toutes les autres fréquences obtenues sont trop élevées pour respecter le
critère de Nyquist-Shannon. On peut donc lever l’ambiguïté de la relation 3.33 et on écrira :

ωn =
1

h
arccos

(
hD1a xn

)

. (3.40)

Opérateur hD1

En procédant comme pour hD1a , pour lequel les indices sont asymétriques, on définit l’opé-
rateur hD1 reposant, de même que l’algorithme DESA-1 sur une symétrisation des indices, par :

hD1xn = 1−
hΨyn +hΨyn+1

4 hΨxn

où yn = xn −xn−1 . (3.41)

Les caractéristiques instantanées du signal sont alors obtenues par

ωn =
1

h
arccos

(
hD1xn

)

. (3.42)

et

an = h.

√
√
√
√

hΨxn

1−
(

hD1xn

)2 (3.43)

Opérateur hD2

On définit également l’opérateur hD2 reposant, de même que DESA-2 sur une discrétisation
d’ordre supérieur de la dérivée, par :

hD2xn = 1−
3 dΨzn

2
(

dΨxn−1 +dΨxn +dΨxn+1
) où zn = xn+1 −xn−1 . (3.44)

Les caractéristiques instantanées du signal sont alors obtenues par

ωn =
1

2h
arccos

(
hD2xn

)

. (3.45)

et

an = h.

√
√
√
√

hΨxn

1−
(

hD2xn

)2 (3.46)

Remarque

L’ambiguïté pour l’utilisation de la fonction arc cosinus dans le cas de hD1a et hD2 se lève avec le
même raisonnement que celui présenté pour hD1.
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3.3.3 Démodulation avec R21

Nous avons défini l’opérateur Rpq au paragraphe 3.3.1. Dans le cas où p = 1 et q = 2 nous pou-
vons obtenir une expression explicite des caractéristiques du signal.

Proposition
Pour tout n ∈ [[2 ; N−1]] :

R21xn = cos2 (

hω
)

(3.47)

ωn =
1

h
arccos

(√

R21xn

)

(3.48)

an =
h

|sin(hω)|

√

hΨxn =
2h

|sin(2hω)|

√

2hΨxn . (3.49)

Preuve
On obtient la relation (3.47) par

R21xn =
2hΨxn

hΨxn

=
(

1

2
×

sin
(

2hω
)

sin
(

hω
)

)2

=
(

2sin(hω)cos(hω)

2sin(hω)

)2

= cos2(hω) . (3.50)

On a alors

cos(ωh) =
√

R21xn , (3.51)

ce qui permet d’obtenir la relation (3.48).

On en déduit alors que

a2
n =

h2

sin2(hω)
hΨxn =

4h2

sin2(2hω)
2hΨxn , (3.52)

d’où la relation (3.49).

Formulation alternative pour la pulsation instantanée :
Afin d’éviter l’apparition dans la relation (3.48) de termes négatifs sous la racine, on peut utiliser

la relation cos2α=
1

2

(

1+ cos2α
)

. On démodule alors l’opérateur R21, appliqué à un signal x, par

ωn =±
1

2h

[

arccos
(

2R21xn −1
)

+2kπ
]

. (3.53)

Remarque 1

En raison du facteur
1

2h
et non plus

1

h
, la levée d’ambiguïté est incomplète. Deux solutions sont

possibles ; nous y reviendrons au paragraphe 3.4.2.

Remarque 2
La démodulation à partir de l’opérateur ∆21 est possible mais peu pratique ; elle implique la réso-
lution d’une équation du second degré bicarrée et, donc, plusieurs cas à traiter. Nous ne la détaille-
rons pas ici et nous préférerons utiliser l’opérateur hT (cf. paragraphe 3.4.2) car l’interêt principal
des propriétés de ∆21 réside dans la construction de l’opérateur hT.
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3.4 Opérateur hT

3.4.1 Opérateur ∆pq et débruitage statistique

Si les caractéristiques statistiques du bruit sont indépendantes du pas, ∆pq permet, statisti-
quement, de débruiter le signal car l’espérance de ∆pq ne dépend pas du bruit. En effet, consi-
dérons un signal x(t ) composé d’une partie déterministe s(t ) et d’un bruit blanc b(t ) d’espérance
nulle : x(t ) = s(t )+b(t ). Alors :

(ph)Ψxn = (ph)Ψ(s +b)n

=
1

(ph)2

[

(sn +bn)2 − (sn−1 +bn−1)(sn+1 +bn+1)
]

=
1

(ph)2

[

s2
n +b2

n −2snbn − sn−1sn+1 −bn−1bn+1 − sn−1bn+1 − sn+1bn−1
]

=
1

(ph)2

[(

s2
n − sn−1sn+1

)

+
(

b2
n −bn−1bn+1

)

−
(

2snbn + sn−1bn+1 + sn+1bn−1
)]

= (ph)Ψsn + (ph)Ψbn −
(

Rp (s,b)
)

n , (3.54)

où

(

Rp (s,b)
)

n =
1

(ph)2

(

2snbn + sn−1bn+1 + sn+1bn−1
)

. (3.55)

En considérant l’espérance de ces quantités, on a donc

E
(

phΨx
)

= E
(

phΨs
)

+E
(

phΨb
)

−E
(

Rp (s,b)
)

, (3.56)

or, le bruit étant indépendant du signal déterministe, on a

p2h2E
(

Rp (s,b)
)

= 2E(s)E(b)+E(s)E(b)+E(s)E(b) = 4E(s)E(b) . (3.57)

Puisque E(b) = 0, on a ainsi E
(

Rp (s,b)
)

= 0, d’où la relation :

E
(

phΨx
)

= E
(

phΨs
)

+E
(

phΨb
)

. (3.58)

Intéressons nous maintenant à E
(

phΨb
)

. Dès lors que chaque réalisation de b est indépen-

dante des autres, puisque phΨbn =
1

(ph)2

(

b2
n −bn−p bn+p

)

, on a

E
(

phΨb
)

=
1

(ph)2

[

E
(

b2)−
(

E(b)
)2

]

=
1

(ph)2 E
(

b2) , (3.59)

Remarque

Notons que, d’après la formule de Huyguens, E
(

b2
)

−
(

E(b)
)2 = V(b), d’où la relation découlant de

(3.59) établie à l’occasion de ce calcul :

∀h ∈R
∗ , E

(
hΨb

)

=
1

h2 V(b) . (3.60)

On déduit également de (3.59) que E
(

phΨb
)

et E
(

qhΨb
)

sont liées par la relation

E
(

qhΨb
)

=
p2

q2 E
(

phΨb
)

. (3.61)

Pour ∆pq = p2 phΨ−q2 qhΨ, on a donc
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E
(

∆pq x
)

= p2E
(

phΨx
)

−q2E
(

qhΨx
)

= p2
[

E
(

phΨs
)

+E
(

phΨb
)]

−q2
[

E
(

qhΨs
)

+E
(

qhΨb
)]

= E
(

p2 phΨs −q2 qhΨs
)

+p2E
(

phΨb
)

−q2E
(

qhΨb
)

= E
(

∆pq s
)

+p2E
(

phΨb
)

−q2E
(

qhΨb
)

= E
(

∆pq s
)

. (3.62)

L’espérance de la sortie de l’opérateur ∆pq n’est donc pas modifiée par le bruit.

Remarque :
Ce résultat est lié à l’hypothèse selon laquelle chaque réalisation du bruit est indépendante des
autres et, donc, que les caractéristiques statistiques du bruit ne dépendent pas du pas de discréti-
sation. Cette hypothèse peut ne s’avérer que partiellement vérifiée par les caractéristiques du bruit
mais aussi, et surtout, ne pas être vérifiée par la modélisation du bruit et les traitements opérés sur
un signal discret lors de son étude.

3.4.2 hT : un opérateur de débruitage statistique

Puisque ∆pq , statistiquement, donne une caractérisation du signal indépendante du bruit,
nous allons chercher à démoduler le signal en utilisant uniquement l’opérateur ∆pq . En effec-
tuant le rapport de deux opérateurs de ce type (∆pq et ∆p ′q ′), nous allons éliminer l’amplitude a

et obtenir la pulsation ω. Une fois ω connue, a s’obtiendra alors facilement.

Débruitage statistique :
Pour un signal x̄(t ) = a cos(ωt ) harmonique, on a

∆21x̄n = 4. (2h)Ψx̄n −hΨx̄n =
a2

h2

(

sin2(2hω)− sin2(hω)
)

(3.63)

et

∆31x̄n = 9. (3h)Ψx̄n −hΨx̄n =
a2

h2

(

sin2(3hω)− sin2(hω)
)

(3.64)

Soit hT l’opérateur défini par

hT =
∆31

∆21
, (3.65)

on obtient alors l’expression suivante :

hTx̄n =
∆31x̄n

∆21x̄n
=

sin2(3hω)− sin2(hω)

sin2(2hω)− sin2(hω)
, (3.66)

expression qui ne dépend pas de a.

En utilisant maintenant dans la relation 3.66, les expressions trigonométriques

sin3x = sin x
(

3−4sin2 x) (3.67)

et

sin2 2x − sin2 x = sin2 x
(

3−4sin2 x
)

, (3.68)

on a alors
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hTx̄n =
(

3−4sin2(hω))2 −1

3−4sin2(hω)
= u −

1

u
, (3.69)

avec

u = 3−4sin2(hω) = 1+2cos
(

2hω
)

. r i en . (3.70)

u doit vérifier l’équation

u2 −hTx̄nu −1 = 0 (3.71)

qui admet deux solutions réelles

u+ =
hTx̄n +

√

(hTx̄n)2 +4

2
et u− =

hTx̄n −
√

(hTx̄n)2 +4

2
, (3.72)

d’où

u =
hTx̄n ±

√

(hTx̄n)2 +4

2
, (3.73)

et on a la relation

cos
(

2hω
)

=
u −1

2
. (3.74)

La pulsation ω doit donc être de la forme

ωn =
1

2h

[

±arccos

(
un −1

2

)

+2kπ

]

avec un =
hTxn ±

√

(hTxn)2 +4

2
. (3.75)

Levée d’ambiguïté

De même qu’au paragraphe (3.3.2), nous rencontrons une ambiguïté dans la résolution de
l’équation (3.74) que nous allons étudier avant de nous intéresser aux deux expressions possibles
de u : u+ et u− (cf. 3.72).

En notant U =
u −1

2
et en reprenant les notation de (3.37), on obtient pour les rapports d’échan-

tillonnage.

r+
k =

4

2k +
1

π
arccos(U)

et r−
k =

4

2k −
1

π
arccos(U)

(3.76)

Les rapports devant être supérieurs à 2 pour respecter le critère de Nyquist-Shannon et arccos(U)
appartenant à l’intervalle [0, π ], seules deux expressions sont possibles :

r+
0 =

4π

arccos(U)
qui peut prendre des valeurs sur [4, +∞ ] (3.77)

et

r−
1 =

4π

2π−arccos(U)
qui peut prendre des valeurs sur [2, 4] . (3.78)

En prenant en compte, de plus, les valeurs que peut prendre U compte tenu de expressions
de u+ et u− et de la positivité de hTxn , on obtient finalement quatre expressions possibles pour la
démodulation

ω(1)
n =

1

2h
arccos

(
u−

n −1

2

)

avec u−
n =

hTxn −
√

(hTxn)2 +4

2
, (3.79)
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ω(2)
n =

1

2h
arccos

(
u+

n −1

2

)

avec u+
n =

hTxn +
√

(hTxn)2 +4

2
. (3.80)

ω(3)
n =

1

2h

[

2π−arccos

(
u−

n −1

2

)]

avec u−
n =

hTxn −
√

(hTxn)2 +4

2
, (3.81)

ω(4)
n =

1

2h

[

2π−arccos

(
u+

n −1

2

)]

avec u+
n =

hTxn +
√

(hTxn)2 +4

2
. (3.82)

Chacune des expression traque la pulsation instantanée pour un rapport d’échantillonnage situé
dans une gamme donnée :

ω(2)
n pour r ∈ [6 ; +∞ ] , ω(1)

n pour r ∈ [4 ; 6] , ω(3)
n pour r ∈ [3 ; 4] , ω(4)

n pour r ∈ [2 ; 3] . (3.83)

Dès lors que l’échantillonnage est suffisant pour avoir un rapport d’échantillonnage supérieur
à 6, on utilisera ainsi la démodulation par ω(2)

n . Si ce n’est pas le cas, il suffit de sur-échantillonner
le signal par la formule de Shannon pour se ramener au cas précédent. Nous utiliserons donc sys-
tématiquement ω(2)

n par la suite.

Nous ne donnons pas ici de démodulation spécifique pour hT. Il suffit d’utiliser la même dé-
modulation que pour R21 (3.49) dont le calcul des différents éléments est effectué lors de l’utilisa-
tion de hT. Nous proposerons une méthode alternative au paragraphe 3.7, justifiée par la précision
de la démodulation de la pulsation par hT.

Remarque importante :
Les résultats précédents ont été présentés pour des signaux harmoniques. Notre objectif est bien
de les étendre aux signaux AM-FM. Nous allons ainsi nous intéresser à de tels signaux à partir du
paragraphe suivant.

3.5 Démodulation des signaux AM-FM

Nous avons présenté la démodulation, pour les opérateurs hΨ, R21 et hT dans le cas d’un si-
gnal harmonique xh = Acos(ωt ). Dans le cas d’un signal AM-FM, x(t ) = a(t )cos

(

Φ(t )
)

, de même
que pour l’opérateur discret de Teager-Kaiser, dΨ, les algorithmes de démodulation reposent sur
l’approximation hΨx(t ) ≃ a2(t )sin2

c

(

hΦ̇(t )
)

. Cette approximation est valide dans le cas d’un signal
à bande étroite (cf. 1.3.2) et son application aux algorithmes DESA a été détaillée par Maragos et al.
[29], [30]. Les valeurs A et ω obtenues en sorties des algorithmes sont alors an et Φ̇n . Plus généra-
lement l’approximation est valable lorsque φ̈(t ) << 2φ̇2(t ) et hΨa(t ) << a2(t )Φ̇2(t ). Ces dernières
conditions, établies au paragraphe AM-FM pour un signal modulé en amplitude et en fréquence,
s’appliquent en fait à tout signal écrit sous la forme AM-FM. En effet, nous avons vu au paragraphe
2.3.1 que tout signal pouvait s’écrire sous cette forme et la démonstration suivante suppose uni-
quement que l’écriture du signal est x(t ) = a(t )cos

(

Φ(t )
)

.

Notons c(t ) = cos
(

Φ(t )
)

, on a alors x(t ) = a(t )c(t ) et, en utilisant la formule (1.47), on obtient

hΨx(t ) = hΨa(t )× c2(t )+a2(t )hΨc(t ) , (3.84)

qui revient au facteur h−2 près, à

cΨx(t ) = cΨa(t )× c2(t )+a2(t )cΨc(t ) . (3.85)

Or
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Puissance du signal

Puissance du bruit
=

Énergie du signal

Énergie du bruit
=

E
(

hΨs(t )
)

E
(

hΨb(t )
) =

a2ω2 sin2
c (hω)

σ2 . (3.101)

En notant f =
ω

2π
la fréquence du signal, fe la fréquence d’échantillonnage, re =

fe

f
le rapport

d’échantillonnage et h =
1

fe
, on obtient alors

Puissance du signal

Puissance du bruit
= 2

(
a2

2σ2

)

sin2
(

2π

re

)

. (3.102)

A notre connaissance, c’est la première fois que cette approche a été menée. Elle nous conduit à la
définition suivante :

Définition : Rapport Signal sur Bruit au sens de Teager-Kaiser :

RSBΨ = 10log10

(
hΨ

[

signal non bruité
]

hΨ
[

Bruit
]

)

(3.103)

Dans le cas présent, avec s(t ) et b(t ), cette définition permet d’établir la relation suivante :

RSBΨ(re ) = 10log10

(
hΨs(t )
hΨb(t )

)

= RSB+10log10(2)+20log10

[

sin

(
2π

re

)]

. (3.104)

Ce lien entre RSB au sens classique et au sens de Teager-Kaiser est représenté sur le graphique
(3.36), qui fait apparaître l’écart entre RSB et RSBΨ en fonction du rapport d’échantillonnage.

FIGURE 3.36 – Variation du rapport signal sur bruit rectifié en fonction du rapport d’échantillonnage.

On remarque également sur le graphique (3.36) que l’influence du bruit est minimale pour un
rapport d’échantillonnage de 4. Cette valeur s’obtient immédiatement en dérivant RSBΨ(re ). En
effet on obtient
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RSB′
Ψ(re ) =

−40πcos

(
2π

re

)

sin

(
2π

re

) . (3.105)

Sur l’intervalle ]0,8 ; +∞[ cette dérivée s’annule, une fois et une seule, pour re = 4 qui correspond
ainsi au maximum de RSBΨ(re ) et au minimum de l’influence du bruit.

Cette mesure rectifiée du rapport signal sur bruit, appliquée au signal test AM-FM, fait appa-
raître (figure 3.37) une influence du bruit sensiblement plus importante sur la première moitié de
l’intervalle de temps considéré (figures 3.30, 3.34 et 3.35), qui rend compte, pour l’essentiel, de
la moins bonne précision des fréquences et amplitudes instantanées estimées par les différents
opérateurs sur cette partie du signal. La structure des variations de l’amplitude et de la fréquence
étant un autre facteur, mais secondaire.

FIGURE 3.37 – Rapport signal sur bruit rectifié pour le signal test AM-FM.

Remarque
La définition (3.103) du rapport d’échantillonnage rectifié RSBΨ permet de mieux rendre compte
du niveau de bruit perturbant l’opérateur de Teager-Kaiser. La formule (3.104) pour estimer RSBΨ

n’est toutefois valable que pour un bruit gaussien tel que nous l’avons construit.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un nouvel opérateur, l’opérateur hΨ qui, en prenant en
compte le pas de discrétisation, ce qui n’est pas le cas de l’opérateur discret de Teager-Kaiser dΨ,
exploite une information supplémentaire provenant du signal. Cet opérateur à pas variable, hΨ,
permet, combiné à la formule de Shannon (3.12), d’adapter le pas d’échantillonnage aux carac-
téristiques du signal. Il permet également d’introduire de nouveaux opérateurs qui, en exploitant
l’information provenant de la fréquence d’échantillonnage, conduisent à une démodulation plus
précise de la fréquence et de l’amplitude instantanées du signal.

En particulier, nous avons introduit les opérateurs ∆pq qui permettent d’éliminer, statistique-
ment, l’influence d’un bruit d’espérance nulle et à partir desquels nous avons construit l’opérateur
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hT, permettant une démodulation plus précise des fréquence et amplitude instantanées du signal
que celle des algorithmes DESA classiques. Cette démodulation repose sur l’algorithme suivant :

Φ̇n ≃
1

2h
arccos

(
u+

n −1

2

)

avec u+
n =

hTxn +
√

(
hTxn

)2 +4

2

an ≃ h

√
√
√
√

4. (2h)Ψxn −hΨxn

sin2
(

2hΦ̇n

)

− sin2
(

hΦ̇n

) . (3.106)

A l’occasion de l’étude de hT, nous avons également abordé l’influence notable du bruit sur
l’utilisation des différentes versions de l’opérateur de Teager-Kaiser et constaté le lien entre cette
influence et la fréquence de discrétisation, ce qui nous a conduit à proposer un rapport signal sur
bruit rectifié, adapté au mode opératoire suivi.

Remarquons enfin que l’introduction de l’opérateur à pas variable hΨ n’est pas indispensable
à la définition des opérateurs Rpq , ∆pq et hT pour lesquels nous n’avons utilisé que des multiples
du pas d’échantillonnage initial et dont des versions aux propriétés similaires auraient pu être
établies à partir de dΨ. Nous pensons néanmoins que l’opérateur hΨ, combiné avec l’utilisation
de la formule de Shannon, ouvre le champ des développements possibles à partir de l’opérateur
de Teager-Kaiser, champ dont nous n’avons exploré ici que certains aspects. Tous les développe-
ments présentés pouvant, en particulier, être étendus au cas des opérateurs de Teager-Kaiser 2D
et, donc, aux images.

Dans le chapitre suivant nous nous intéresserons aux propriétés statistiques d’un signal à l’en-
trée et à la sortie de l’opérateur. Nous montrerons que les moments d’ordre supérieurs centrés
réduits, ainsi que le coefficient de variation, ne dépendent que du rapport signal sur bruit. En
combinant l’utilisation des moments et l’utilisation de l’opérateur de Teager-Kaiser, qui possède
la propriété de diminuer la dispersion relative des valeurs à sa sortie, nous établirons une stratégie
de detection d’un signal d’intêret en environnement tres bruité.
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Chapitre 4

Étude des densités

« Les êtres qui se sentent aimés ont

une consistance, une densité, une

liberté intérieure qui les rend plus

ouverts. »

Jacques Salomé
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ments d’un signal harmonique et d’un bruit gaussien. Par ailleurs, les fluctuations des valeurs des
moments autour de leur valeur moyenne augmentent avec l’ordre de ces moments. La taille des
échantillons permettant d’obtenir des valeurs statistiques fiables augmente donc également avec
cet ordre. C’est pourquoi nous nous intéresserons également aux valeurs absolues des signaux
|H(t )| et |B(t )| qui possèdent un coefficient de variation, moment d’ordre 2, ce qui n’est pas la cas
de signaux d’espérance nulle comme H(t ) et B(t ). L’étude des moments statistiques du mélange
additif S(t ) nous amènera à développer une méthode de détection de la présence d’un signal dé-
terministe au sein d’un bruit.

Nous nous intéresserons ensuite aux caractéristiques statistiques de la sortie de l’opérateur
de Teager-Kaiser. Du fait de sa définition, cet opérateur a vocation à donner une information lo-
cale sur le signal puisque sa forme continue se fonde sur une unique valeur t et sa forme discrète
n’utilise que 3 valeurs discrétisées successives. Néanmoins, la sortie de l’opérateur présente éga-
lement un intérêt statistique, en effet, lorsque l’opérateur est appliqué à un signal harmonique,
cette sortie est constante et sa densité de probabilité se traduit par une impulsion de Dirac. Lors-
qu’il est appliqué à un signal AM-FM bruité, il a donc tendance à concentrer la densité de proba-
bilité de sa sortie autour d’un intervalle de valeurs plus réduit que celui des valeurs prises par le
signal initial. Cette tendance est d’autant plus marquée que les caractéristiques instantanées du
signal (fréquence et amplitude) varient peu au regard de la fréquence d’échantillonnage. En nous
appuyant sur cette propriété nous allons ainsi montrer son intérêt pour la détection d’un signal
faible dans un environnement fortement bruité. En effet, ce signal va modifier les caractéristiques
statistiques du bruit sur les intervalles de temps où il est présent et l’opérateur de Teager-Kaiser va
amplifier ce phénomène, favorisant ainsi la détection du signal. Ces propriétés nous conduirons
ainsi à proposer une méthode de détection d’un signal faible que nous appelleront "méthode du
moment d’énergie".

Nous constaterons également, au cours de cette étude que la symétrie de la répartition des va-
leurs prises par de nombreux signaux, est brisée lors de l’utilisation de l’opérateur de Teager-Kaiser
et provoque un biais lors de la démodulation dès lors que le bruit est important. Nous observerons
que l’étude de cette dissymétrie donne alors une indication sur le rapport signal sur bruit et sur le
biais induit.

4.2 Résultats préliminaires

Avant de manipuler la densité et les moments du signal additif S, nous allons établir plusieurs
résultats concernant les VAR B et H suivant respectivement une loi normale et une loi harmonique.

4.2.1 Généralités

Densités de probabilité

Nous allons considérer un signal S(t ) comme étant une variable aléatoire réelle (VAR) S. Les
valeurs prises par les échantillons d’un signal discrétisé apparaissent alors comme des réalisations
de cette VAR. Une telle VAR, S, peut être caractérisée par sa densité de probabilité fS ou par sa
fonction de répartition FS , où

FS(x) =
∫x

−∞
fS(u)du . (4.1)

Nous utiliserons également la densité de probabilité f|S| de la VAR |S|, dont les valeurs prises
sont les valeurs absolues de celles prises par S. Cette densité s’obtient simplement à partir de celle
de S. En effet, en notant F|S| sa fonction de répartition, on a :
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F|S|(x) = p
(

|S| < x
)

=
{

0 si x ⩽ 0
p
(

−x < S < x
)

si x > 0
, (4.2)

donc

F|S|(x) =
{

0 si x ⩽ 0
FS(x)−FS(−x) si x > 0

, (4.3)

et, par dérivation :

f|S|(x) =
{

0 si x ⩽ 0
fS(x)+ fS(−x) si x > 0

. (4.4)

Dans le cas particulier où la densité fS est paire on en déduit également l’expression suivante, qui
nous sera utile par la suite :

f|S|(x) =
{

0 si x ⩽ 0
2 fS(x) si x > 0

. (4.5)

Moments

Les moments de S caractérisent sa dispersion. On distingue les moments ordinaires mk (S) (on
omet généralement le qualificatif ordinaire) d’ordre k, les moments centrés µk (S) d’ordre k et les
moments centrés réduits Mk d’ordre k. Les moments ordinaires sont définis par

mk (S) =
∫+∞

−∞
xk fS (x)dx (4.6)

m0(S) existe toujours et vaut 1 ; les moments d’ordre k ⩾ 1 n’existent pas toujours mais, pour un
signal physique de durée finie, nous supposerons sans que cela restreigne l’étude qu’ils sont défi-
nis. Par ailleurs m1(S) = E(S) est l’espérance de S. Les moments centrés, permettant de comparer
les dispersions autour de VAR ayant des espérances différentes sont, eux, définis à partir de l’es-
pérance par

µk (S) = E
[(

S −E(S)
)k

]

. (4.7)

Par construction µ0 (S) = 1 et µ1 (S) = 0 ; le premier moment utile est la variance µ2 (S) = V (S), dont
on déduit l’écart-type σ(S) =

p
V(S), permettant d’exprimer la dispersion des valeurs de S dans la

même unité que S :

Afin de comparer les dispersions indépendamment des unités utilisées pour la mesure d’une
VAR et obtenir des mesures intrinsèques à la forme de la distribution des valeurs, nous nous inté-
resserons aux moments centrés réduits mk (S). Ces derniers sont définis par

Mk (S) =
µk (S)

σk (S)
= E

[(
S −E(S)

σ(S)

)k
]

. (4.8)

Nous utiliserons plus particulièrement

− le moment centré réduit d’ordre 3, qui donne une information sur la symétrie d’une distri-
bution. Il est appelé coefficient d’asymétrie ou Skewness et noté γ :

γ(S) = M3(S) =
µ3(S)

σ3(S)
; (4.9)

− le moment centré réduit d’ordre 4, qui donne une information sur la forme d’une distribu-
tion et qui est appelé coefficient d’aplatissement ou Kurtosis et noté κ :

κ(S) = M4(S) =
µ4(S)

σ4(S)
. (4.10)
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Remarquons queγ et leκ sont définis pour toutes les distributions, néanmoins, leur interprétation
en termes de symétrie et d’aplatissement, n’est pertinente que pour des courbes unimodales. Par
ailleurs, la référence en termes d’aplatissement est souvent prise comme étant celle de la courbe
de la loi normale. Pour cette dernière, on a κ(N ) = 3 et on définit à partir de cette valeur le Kurtosis
normalisé :

κN(S) =κ(S)−3. (4.11)

Nous utiliserons également un autre indicateur de dispersion, le coefficient de variation, noté
CV. En effet, l’écart-type mesure la dispersion absolue des valeurs autour de l’espérance et il
s’avère fructueux d’utiliser un coefficient qui mesure, lui, la dispersion relative de ces valeurs au-
tour de l’espérance. CV(S) est défini par

CV(S) =
σ(S)

E(S)
. (4.12)

Le coefficient de variation ne peut toutefois être défini que pour un signal d’espérance non nulle,
ce qui nous amènera à nous intéresser également à |S| lorsque l’espérance de S est nulle.

Rôle des puissances d’une VAR

Les moments centrés réduits d’ordre n d’une VAR X peuvent s’exprimer en fonction de l’écart-
type de X, σ(X) et des espérances des puissances de X. En effet :

µn(X) = E
([

X−E(X)
]n

)

= E

(
n∑

k=0
(−1)n−k

(

n

k

)

[

E(X)
]n−k Xk

)

=
n∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−k
[

E(X)
]n−k E

(

Xk
)

=
n∑

k=2

(

n

k

)

(−1)n−k
[

E(X)
]n−k E

(

Xk
)

− (−1)n(n −1)
[

E(X)
]n , (4.13)

d’où :

Mn(X) =
1

σ(X)n

(
n∑

k=2

(

n

k

)

(−1)n−k
[

E(X)
]n−k E

(

Xk
)

− (−1)n(n −1)
[

E(X)
]n

)

. (4.14)

La formule (4.14) va ainsi nous permettre de déterminer les expression des moments Mn des
signaux que nous allons étudier dans la suite de cette section.

VAR semblables

Soient deux VAR X et Y reliées par une relation de proportionnalité Y = kX, nous les qualifieront
de variables semblables car leurs densités sont homothétiques et car elles admettent les mêmes
moments centrés réduits. Ces propriétés sont développées en annexe A et se résument comme
suit :
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VAR semblables - Synthèse :

FY(x) = FX

( x

k

)

, (4.15)

fY(x) =
1

k
fX

( x

k

)

, (4.16)

E(Y) = kE(X) , (4.17)

σY = kσX , (4.18)

Mn(Y) = Mn(X) , (4.19)

Remarque :
L’utilisation du qualificatif homothétique pour les densités est un abus de langage volontaire, ainsi
que justifié au paragraphe A.1 de l’annexe A.

4.2.2 Signal harmonique

Densité de probabilité d’un signal harmonique

Soit un signal harmonique h(t ) = a cos(ωt +ϕ), périodique de période 2π
ω . La densité de h(t )

est donc identique à celle obtenue sur l’intervalle

[

−
ϕ

ω
;

2π−ϕ

ω

]

et la symétrie par rapport à la

droite t = π−ϕ
ω permet de réduire cet intervalle à

[
π−ϕ

ω
;

2π−ϕ

ω

]

sur lequel les valeurs prises par

h(t ) parcourent l’intervalle [−a ; a ] avec la même densité que sur [−∞ ; ∞ ]. Par translation, cette

densité est la même que celle de h0(t ) = a. sin(ωt ) sur l’intervalle I =
[

−
π

2ω
;
π

2ω

]

.

Soient alors deux réels α et β tels que −1 ⩽ α < β⩽ 1, les fonctions h1(t ) et h−1
1 (t ) =

1

ω
arcsin

(
t

a

)

étant strictement croissantes, on a

p
(

h(t ) ∈
[

α , β
])

= p

(

t ∈
[

1

ω
arcsin

(
β

a

)

,
1

ω
arcsin

(α

a

)])

=
[

1

ω
arcsin

(
β

a

)

−
1

ω
arcsin

(α

a

)]/π

ω
.

=
1

π

[

arcsin

(
β

a

)

−arcsin
(α

a

)]

. (4.20)

La fonction de répartition de H étant définie par FH(x) = p
(

h(t ) ∈ [−∞ , x ]
)

, on en déduit que :

FH(x) =







0 si x <−1
1

π
arcsin

( x

a

)

+
1

2
si −a ⩽ x ⩽ a

1 si x > 1,

(4.21)

et que la densité de H, obtenue par la dérivée de FH(x) vaut

fH(x) =







1

π

1
p

a2 −x2
si −a < x < a

0 sinon.
(4.22)

Le graphique (4.4) présente la densité de probabilités d’un signal harmonique d’amplitude 5.
Remarque :
la densité obtenue ne dépend pas ni de la phase initiale ϕ ni de la pulsation ω.
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E
(

H2p
)

=
( a

2

)2p
(

2p

p

)

. (4.29)

On en déduit, en particulier, la variance et l’écart-type de H :

V(H) = E(H2)−E(H)2 = E(H2) =
( a

2

)2
×2 =

a2

2
et, donc, σ(H) =

a
p

2
. (4.30)

Puisque E(H) = 0, on a E
([

H−E(H)
]2p

)

= E
(

H2p
)

. Compte tenu des relations (4.29) et (4.30), on en

déduit les moments pairs d’ordre supérieur à 2 :

M2p =
1

σ2p
E
([

H−E(H)
]2p

)

=
1

σ2p
E
(

H2p
)

=
2p

a2p

( a

2

)2p
(

2p

p

)

=
1

2p

(

2p

p

)

. (4.31)

En particulier, le Kurtosis κ(H) = M4(H) et le Kurtosis normalisé κN(H) = κ(H)−3 valent res-
pectivement

κ(H) =
3

2
et κN(H) =−

3

2
(4.32)

Signal harmonique - Synthèse :

fH(x) =







1

π

1
p

a2 −x2
si −a < x < a

0 sinon.
(4.33)

E
(

H
)

= 0 σ
(

H
)

=
a
p

2
CV

(

H
)

non défini γ
(

H
)

= 0 κN
(

H
)

=−
3

2
, (4.34)

M2p+1
(

H
)

= 0 M2p

(

H
)

=
1

2p

(

2p

p

)

. (4.35)

Remarque
On peut constater que les moments centrés réduits d’ordre supérieur ou égal à 3 sont indépen-
dants de l’amplitude du signal harmonique.

4.2.3 Valeur absolue d’un signal harmonique

Densité de la valeur absolue du signal harmonique

Dans le cas d’une VAR |H| représentant la valeur absolue d’un signal harmonique, par applica-
tion de la formule (4.5), on obtient :

f|H|(x) =







0 si x ⩽ 0
2

π
p

a2 −x2
si 0 < x < a

. (4.36)

Moments de la valeur absolue du signal harmonique

Compte tenu de (4.36) et (4.24), on a

E
(

|H|n
)

=
∫

R

xn f|H|(x)dx =
2

π

∫a

0

xn

p
a2 −x2

dx =
2an

π
In (4.37)
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où In est donné par (4.25).

Pour n = 1, on obtient donc, en particulier

E
(

|H|
)

=
2aI1

π
=

2a

π
. (4.38)

Dans le cas où n est pair, nous avons obtenu précédemment que I2p =
π

22p+1

(

2p

p

)

(cf. 4.28). Dans

le cas impair, la linéarisation de sin2p+1 est donnée par la formule

sin2p+1(t ) =
(−1)p

22p

p∑

k=0
(−1)k

(

2p +1

k

)

sin
[

(2p +1−2k)t
]

. (4.39)

Puisque
∫ π

2

0
sin

[

(2p +1−2k)t
]

dt =
1

2p −2k +1
, on a donc

I2p+1 =
(−1)p

22p

p∑

k=0

(−1)k

2p −2k +1

(

2p +1

k

)

. (4.40)

Ainsi

E
(

|H|2p
)

=
( a

2

)2p
(

2p

p

)

et E
(

|H|2p+1)=
(−1)p a2p+1

22p−1π

p∑

k=0

(−1)k

2p −2k +1

(

2p +1

k

)

. (4.41)

On obtient, en particulier, à partir de (4.41) que

E
(

|H|2
)

=
a2

2
, E

(

|H|3
)

=
4a3

3π
et E

(

|H|4
)

=
3a4

8
. (4.42)

La formule (4.13) nous permet alors d’obtenir :

V
(

|H|
)

= E
(

|H|2
)

−E
(

|H|
)2 =

a2

2
−

(
2a

π

)2

=
a2

2π2 (π2 −8) , (4.43)

σ
(

|H|
)

=
√

V|H|
)

=
a

π
p

2

√

π2 −8, (4.44)

γ
(

|H|
)

= M3
(

|H|
)

=
1

σ
(

|H|
)3

(

−3E
(

|H|
)

E
(

|H|2
)

+E
(

|H|3
)

+2
[

E
(

|H|
)]3

)

=
(

π
p

2

a
p
π2 −8

)3 (

−3
2a

π
×

a2

2
+

4a3

3π
+2

[
2a

π

]3)

=
2
p

2

3

48−5π2

(π2 −8)3/2
, (4.45)

κ
(

|H|
)

= M4
(

|H|
)

=
1

σ
(

|H|
)4

(

6E
(

|H|
)2E

(

|H|2
)

−4E
(

|H|
)

E
(

|H|3
)

+E
(

|H|4
)

−3
[

E
(

|H|
)]4

)

=
(

π
p

2

a
p
π2 −8

)4 (

6

(
2a

π

)2

×
a2

2
−4

2a

π
×

4a3

3π
+

3a4

8
−3

(
2a

π

)4)

=
4π4

(π2 −8)2

(
12

π2 −
32

3π2 +
3

8
−

48

π4

)

=
1

(π2 −8)2

(
3

2
π4 +

16

3
π2 −192

)

=
8

3

[
11

π2 −8
−

20

(π2 −8)2

]

+
3

2
(4.46)

et
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κN
(

|H|
)

=κ
(

|H|
)

−3 =
8

3

[
11

π2 −8
−

20

(π2 −8)2

]

−
3

2
. (4.47)

Les relations (4.14), (4.41) et (4.44) permettent de calculer les moments d’ordre supérieur à 4 mais,
faute d’avoir établi une expression générique simple, nous ne les avons pas inclus dans la synthèse
ci-après :

Valeur absolue d’un signal harmonique - Synthèse :

E
(

|H|n
)

=
2an

π
In (4.48)

avec I2p =
π

22p+1

(

2p

p

)

et I2p+1 =
(−1)p

22p

p∑

k=0

(−1)k

2p −2k +1

(

2p +1

k

)

,

E
(

|H|
)

=
2a

π
, σ

(

|H|
)

=
a

π
p

2

√

π2 −8, CV
(

|H|
)

=

√

π2

8
−1, (4.49)

γ
(

|H|
)

=
2
p

2

3

48−5π2

(π2 −8)3/2
et κN

(

|H|
)

=
8

3

[
11

π2 −8
−

20

(π2 −8)2

]

−
3

2
. (4.50)

Remarque
On peut constater que le coefficient de variation et les moments centrés réduits d’ordre supérieur
ou égal à 3 sont indépendants de a.

4.2.4 Loi normale

Soit B une VAR suivant la loi normale centrée N
(

0; σ
)

. La densité de B est donnée par la
formule usuelle :

ϕ(x) =
1

σ
p

2π
e−

1
2

(
x
σ

)2

. (4.51)

Pour déterminer les moments de B, calculons au préalable Jn =
∫+∞

0
xne−

1
2

x2

σ2 dx. En posant t =

x2

2σ2 , on a

Jn =
∫+∞

0
2

n
2 σn t

n
2 e−t σ

2t−
1
2 dt

σ
p

2
=

(p
2
)n−1

σn+1
∫+∞

0
t

n−1
2 e−t dt , (4.52)

soit encore

Jn =
(p

2
)n−1

σn+1Γ

(
n +1

2

)

, (4.53)

où Γ est la fonction Gamma d’Euler définie sur R
+∗ par

Γ : x 7→
∫+∞

0
t x−1 e−t dt . (4.54)

La densité fB étant paire, ses moments impairs sont nuls et ses moments pairs vérifient alors

M2p =
1

σ2p
E
([

B−E(B)
]2p

)

=
1

σ2p
E
(

B2p
)

=
2p

p
π
Γ

(

p +
1

2

)

=
2p

p
π

(2p)!

22p p !

p
π=

(2p)!

2p p !
. (4.55)

Remarque :
On retrouve bien, par la formule générale, les valeurs connues des variance, écart-type, Kurtosis et
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kurtosis normalisé de la loi normale.

Loi normale - Synthèse :

fB(x) =
1

σ
p

2π
e−

1
2

(
x
σ

)2

. (4.56)

E
(

B
)

= 0 σ
(

B
)

=σ, CV
(

B
)

non défini γ
(

B
)

= 0, κN
(

B
)

= 0, (4.57)

M2p+1
(

B
)

= 0, M2p

(

B
)

=
(2p)!

2p p !
. (4.58)

Remarque
On peut constater que les moments centrés réduits d’ordre supérieur ou égal à 3 sont indépen-
dants de la variance du bruit.

4.2.5 Valeur absolue de la loi normale

Densité de la valeur absolue de la loi normale

Dans le cas d’une VAR |B| représentant la valeur absolue d’un bruit gaussien, par application
de la formule (4.5), on a :

f|B|(x) =







0 si x < 0
2

σ
p

2π
e−

1
2

(
x
σ

)2

si x ⩾ 0
. (4.59)

Moments de la valeur absolue de la loi normale

On déduit de (4.59) que

E
(

|B|n
)

=
∫

R

xn f|B|(x)dx =
2

σ
p

2π

∫+∞

0
xne−

1
2

(
x
σ

)2

dx =
p

2

σ
p
π

Jn , (4.60)

c’est à dire, compte tenu de l’égalité (4.53) :

E
(

|B|n
)

=
p

2

σ
p
π

Jn =
p

2

σ
p
π

(p
2
)n−1

σn+1Γ

(
n +1

2

)

=
(p

2
)n
σn

p
π

Γ

(
n +1

2

)

. (4.61)

On en déduit alors immédiatement que

E
(

|B|
)

=
p

2σ
p
π

Γ (1) =σ

√

2

π
, (4.62)

V
(

|B|
)

= E
(

|B|2
)

−
[

E
(

|B|
)]2 =

2σ2

p
π
Γ

(
3

2

)

−
2σ2

π
=

2σ2

p
π

p
π

2
−

2σ2

π
=σ2

(

1−
2

π

)

, (4.63)

σ
(

|B|
)

=
√

V
(

|B|
)

=σ

√

1−
2

π
, (4.64)

et, en utilisant la relation, (4.14), que

138



CHAPITRE 4. ÉTUDE DES DENSITÉS

γ
(

|B|
)

= M3
(

|B|
)

=
1

σ
(

|B|
)3

(

−3E
(

|B|
)

E
(

|B|2
)

+E
(

|B|3
)

+2
[

E
(

|B|
)]3

)

=
1

σ3 (1−2/π)
3
2

(

−3σ

√

2

π
×

2σ2

p
π
Γ

(
3

2

)

+
(p

2
)3
σ3

p
π

Γ (2)+2

[

σ

√

2

π

]3)

=
π

3
2

(π−2)
3
2

(

−
6
p

2

π
×
p
π

2
+

2
p

2
p
π

×2+
4
p

2

π
p
π

)

=
p

2(4−π)

(π−2)
3
2

, (4.65)

que

κ
(

|B|
)

= M4
(

|B|
)

=
1

σ
(

|B|
)4

(

6E
(

|B|
)2E

(

|B|2
)

−4E
(

|B|
)

E
(

|B|3
)

+E
(

|B|4
)

−3
[

E
(

|B|
)]3

)

=
1

σ4 (1−2/π)2

(

6σ2 2

π
×

2σ2

p
π
Γ

(
3

2

)

−4
σ
p

2
p
π

×
(p

2
)3
σ3

p
π

Γ (2)+
4σ4

p
π
Γ

(
5

2

)

−3

[

σ

√

2

π

]4)

=
π2

(π−2)2

(
24

π
p
π
×
p
π

2
−

16

π
×1+

4
p
π

3
p
π

4
−

12

π2

)

= 8
π−3

(π−2)2 +3. (4.66)

et, donc, que κN
(

|B|
)

= 8
π−3

(π−2)2 .

Valeur absolue de la loi normale - Synthèse :

f|B|(x) =







0 si x < 0
2

σ
p

2π
e−

1
2

(
x
σ

)2

si x ⩾ 0
. (4.67)

E
(

|B|
)

=σ

√

2

π
σ

(

|B|
)

=σ

√

1−
2

π
, CV

(

|B|
)

=
√

π

2
−1, (4.68)

γ
(

|B|
)

=
p

2(4−π)

(π−2)
3
2

, κN
(

|B|
)

= 8
π−3

(π−2)2 . (4.69)

Remarque
On constate que le coefficient de variation et les moments centrés réduits d’ordre supérieur ou
égal à 3 sont indépendants de la variance du bruit.

4.3 Moments du signal bruité

Nous allons utiliser les résultats précédents pour nous intéresser désormais à un signal S(t ) =
H(t )+B(t ) composé d’un signal harmonique H(t ) et d’un bruit gaussien B(t ). Les éléments sta-
tistiques d’un tel signal vont s’avérer utiles car, ainsi que nous allons le démontrer au paragraphe
suivant, ils ne dépendent que de RSB.

4.3.1 Paramétrage par le rapport signal sur bruit

Nous avons vu précédemment (cf. 4.51 et 4.22) que les VAR B et H admettent pour densités
respectives :
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fB(x) =
1

σ
p

2π
e−

1
2

(
x
σ

)2

et fH(x) =







1

π

1
p

a2 −x2
si −a < x < a

0 sinon, .

Par conséquent, par convolution, S = H+B admet pour densité

fS(t ) =
1

σ
p

2π3/2

∫a

−a

1
p

a2 −x2
e−

1
2

(
t−x
σ

)2

dx . (4.70)

Par le changement de variable y =
x

a
, on a alors

fS(t ) =
1

σ
p

2π3/2

∫1

−1

1
√

1− y2
e−

1
2

[
a
σ

(
t
a
−y

)]2

dy . (4.71)

En introduisant le rapport signal sur bruit non exprimé en décibels ρ=
Puissance du signal

Puissance du bruit
=

a2

2σ2 ,

l’expression précédente peut s’écrire

fS(t ) =
1

a

√
ρ

π3

∫1

−1

1
√

1− y2
e−ρ

(
t
a
−y

)2

dy . (4.72)

On a donc

fS(t ) =
1

a
fS,ρ

(
t

a

)

, (4.73)

où fS,ρ est la densité normalisée de S :

fS,ρ(t ) =
√

ρ

π3

∫1

−1

1
√

1− y2
e−ρ(t−y)2

dy , (4.74)

Ainsi, les densités fS(t ) et fS,ρ(t ) sont homothétiques, ce qui entraine que les moments des VAR S
et Sρ = 1

a
S sont semblables et que les moments centrés réduits de S sont identiques à ceux de Sρ

(cf. 4.19), qui ne dépendent que de ρ.

L’étude de S peut donc s’effectuer avec le RSB comme seul paramètre. Le lien entre ρ et le rap-
port signal sur bruit en décibel étant donné par RSB = 10log10(ρ). De plus en fixant, par exemple,
l’amplitude à 1, les moments peuvent ne dépendre que de l’écart-type σ. Les résultats pouvant
ensuite être transposés par homothétie à tout couple (a,σ).

Remarque :
Une autre manière de présenter le résultat précédent consiste à observer que lorsque deux couples
(H1 ; B1 ) et (H2 ; B2 ) ont un même rapport ρ, il existe alors une constante k telle que H2 = kH1

et B2 = kB1. Les VAR S1 = H1 +B1 et S2 = S2 +B2 sont donc proportionnelles : S2 = kS1. Or deux
VAR proportionnelles ont des densités homothétiques et des moments centrés réduits égaux (A.1).
Nous avons privilégié le calcul précédent à ce constat simple afin de disposer d’une expression de
la densité obtenue en fonction de ρ.

4.3.2 Calcul des moments de B+H

A partir des moments de H et B, nous pouvons déterminer ceux de B+H d’après la formule
A.20 :

Mn

(

X+Y
)

=
1

(σ2
X +σ2

Y)
n
2

n∑

0

(

n

k

)

σk
Xσ

n−k
Y Mk

(

X
)

Mn−k

(

Y
)

.

En utilisant σH =
a
p

2
(4.34) et σB =σ (4.57), on a donc :
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Mn

(

H+B
)

=
1

(
a2

2 +σ2
) n

2

n∑

0

(

n

k

)(
a
p

2

)k

σn−k Mk

(

H
)

Mn−k

(

B
)

. (4.75)

En introduisant ρ=
a2

2σ2 , on obtient alors

Mn

(

H+B
)

=
1

(1+ρ)
n
2

n∑

0

(

n

k

)

ρ
k
2 Mk

(

H
)

Mn−k

(

B
)

. (4.76)

Par symétrie, les moments impairs de H+B sont nuls et on peut écrire, pour les moments pairs,
que

M2n

(

H+B
)

=
1

(1+ρ)n

n∑

q=0

(

2n

2q

)

ρq M2q

(

H
)

M2n−2q

(

B
)

. (4.77)

Le κN de B+H peut s’obtenir en utilisant la formule (4.77) pour n = 4, mais il est plus aisé de
reprendre la formule (A.19) qui s’écrit

κ(H+B) =
1

(
a2

2 +σ2
)2

(

3σ4 +3a2σ2 +3
a4

8

)

(4.78)

ce qui conduit après simplification, en introduisant ρ=
a2

2σ2 , à

κ(H+B) =
3

2
.
ρ2 +4ρ+2

(1+ρ)2 et κN(H+B) =−
3ρ2

2(1+ρ)2 . (4.79)

Ces résultats peuvent être synthétisés comme suit, en incluant la densité normalisée de H+B
introduite par la formule (4.74) :

Somme d’un signal source harmonique et d’un bruit gaussien - Synthèse :

fρ(t ) =
√

ρ

π3

∫1

−1

1
√

1− y2
e−ρ(t−y)2

dy , (4.80)

σ
(

B+H
)

=

√

a2

2
+σ2 , (4.81)

E
(

B+H
)

= 0 CV(B+H) n’est pas défini γ
(

B+H
)

= 0, (4.82)

κN(H+B) =−
3ρ2

2(1+ρ)2 . (4.83)

Les expressions des moments d’ordre supérieur peuvent être obtenues à partir des relation
(4.77), (4.35) et (4.58). Nous avons, en particulier, déterminé les expressions de M6

(

H+B
)

et M6
(

H+B
)

en fonction de ρ que nous utiliserons plus loin. Après simplification, ces expressions sont :

M6
(

H+B
)

=
1

(1+ρ)3

[

15+45ρ+
45

2
ρ2 +

5

2
ρ3

]

(4.84)

et

M8
(

H+B
)

=
1

(1+ρ)4

[

105+420ρ+315ρ2 +70ρ3 +
35

8
ρ4

]

. (4.85)
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empiriques vers les moments théoriques amène une perte de précision mais, surtout, ainsi que
nous avons pu le constater en étudiant le Kurtosis (paragraphe 4.4.1), les variations des mesures
de ces moments empiriques autour de leur espérance est importante et dépend de la taille de
l’échantillon considéré. Nous allons donc étudier de plus près la variance des moments empi-
riques.

4.4.5 Variance des moments empiriques

Moments empiriques

Les deux difficultés déjà évoquées lors de l’utilisation des moments empiriques sont l’intro-
duction d’un biais et la variance des mesures :

− Le biais introduit par la variance empirique d’un échantillon de taille n est connu. La va-
riance estimée d’une population s’obtient à partir de la variance empirique par l’introduc-

tion d’un facteur
n

n +1
. Dans le cas général le biais des moments d’ordre supérieur, en re-

vanche, n’est connu qu’asymptotiquement ainsi que nous l’évoquerons au prochain para-
graphe. Le biais n’a toutefois pas d’incidence dans une problématique de détection car l’im-
précision générée est négligeable dès lors que le nombre d’échantillons n’est pas très petit.

− La variance des moments s’avère, elle, en revanche, plus pénalisante. Elle croît, en général
très vite, avec l’ordre des moments, ce qui implique d’utiliser des échantillons de grande
taille afin d’obtenir des résultats fiables pour estimer des moments d’ordre élevé.

Nous allons ainsi nous intéresser plus particulièrement aux premiers moments centrés, le
Skewness (ordre 3) et le Kurtosis (ordre 4), ainsi qu’au au coefficient de variation (rapport de l’es-
pérance sur l’écart-type) dont le calcul ne fait intervenir que l’ordre 2. La moindre variance du
coefficient de variation rend son utilisation particulièrement intéressante. Comme, toutefois, il ne
peut être défini que pour un signal d’espérance non nulle, nous allons également travailler avec la
valeur absolue du signal pour établir certains résultats.

Croissance de la variance avec l’ordre des moments

L’approche théorique de la variance de moments empiriques est très limitée. Nous allons l’évo-
quer rapidement dans ce paragraphe avant de procéder par des simulations. On dispose d’estima-
tions de la variance des moments empiriques centrés, mais il n’y a pas de résultats généraux établis
pour la variance des moments empiriques centrés réduits. Pour une variable gaussienne, les esti-
mations des moments centrés font apparaître une croissance exponentielle de la variance de ces
moments avec l’ordre. Bien que l’étude de la variance des moments réduits ne puisse être qu’ex-
périmentale, cette tendance est confirmée par les tests que nous avons effectués.

Le biais introduit par la variance empirique est un résultat classique : Vestimée =
n

n −1
Vempirique.

La variance de la variance estimée est également connue [148] :

V (Vestimée) =
1

n(n −1)

[

(n −1)µ4 − (n −3)µ2
2

]

où µk = E
([

X−E(X)
]k

)

. (4.88)

Nous ne disposons pas de résultats généraux pour déterminer le biais introduit par la variance des
moments empiriques d’ordre supérieur à 2, mais nous pouvons toutefois nous appuyer sur des
résultats asymptotiques. En particulier, nous avons la convergence en loi suivante :

p
n

µe
k
−µk

√

k2µk−1µ2 +2kµk−1µk+1 +µ2k −µ2
k

→N (0 ; 1) , (4.89)

qui implique que µe
k
→µk et que
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V
(

Vempi r i que

)

→ Vℓ
k =

k2µk−1µ2 +2kµk−1µk+1 +µ2k −µ2
k

n
. (4.90)

La formule (4.90) s’avère peu pratique à exploiter. Elle garantit toutefois la décroissance de
V

(

Vempi r i que

)

en fonction de n et sa limite nulle lorsque n tend vers l’infini. Par ailleurs, bien
que dans le cas général la formule (4.90) ne permet pas de conclure sur le comportement de
V

(

Vempi r i que

)

en fonction de l’ordre k, nous l’avons appliquée à une VAR gaussienne. On constate
dans ce cas une croissance exponentielle en fonction de k, proche d’une proportionnalité à e3,25k .
La figure (4.17) présente la variation de Vℓ

k
en utilisant une échelle logarithmique en ordonnée.

Cette quantité croît rapidement avec l’ordre du moment considéré ainsi qu’on peut le constater

sur les graphiques (4.17) et (4.18) qui présentent log10

(

Vℓ
k

)

et log10

(
Vℓ

k

µk

)

FIGURE 4.17 – Variance des moments d’un bruit gaussien en fonction de l’ordre k de ces moments.

Les valeurs prises par les moments étant également croissantes, il est en fait préférable de s’in-

téresser à l’erreur statistique de mesure relative plutôt qu’absolue, indiquée par
Vℓ

k

µk
. Bien que cette

croissance en fonction de l’ordre k des moments soit plus faible, elle reste néanmoins exponen-

tielle, proche d’une proportionnalité à e1,9k . La figure (4.18) présente la variation de
Vℓ

k

µk
en utilisant

une échelle logarithmique en ordonnée.

Cette augmentation rapide de la variance des moments estimés en fonction de leur ordre, im-
plique que la taille des échantillons nécessaires à l’estimation des moments croît également très
rapidement avec l’ordre de ces derniers et rend peu exploitables, en pratique, les moments d’ordre
élevé, sauf à disposer d’acquisitions du signal de taille très élevée.

Comparaison des seuils de détection de référence

Nous avons introduit au paragraphe 4.4.3, à propos du Kurtosis, un seuil de détection de réfé-
rence, établi à partir d’un fenêtrage de 5 000 points. Suivant le même principe que présenté sur la
figure (4.13), la prise en compte combinée de la position des courbes des moments par rapport à
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FIGURE 4.18 – Variance relative des moments d’un bruit gaussien en fonction de l’ordre k de ces moments.

leur asymptote et de la variance de ces moments conduit à établir le tableau (4.1).

TABLEAU 4.1 – Comparaison des seuils de référence de détection d’un signal harmonique au sein d’un bruit
gaussien par différents moments.

Type de signal Ordre du moment Seuil de référence

H+B
κ -5,9 dB

M6 -5,7 dB

M8 -5,2 dB

Ces seuils établissent une comparaison a priori sur la capacité des différents moments à détecter
la présence d’un signal au sein d’un bruit. En pratique, pour évaluer les seuils effectifs et permettre
cette détection, nous allons utiliser la méthode des moments décrite ci-apprès.

4.4.6 Détection par la méthode des moments

Utilisation du Kurtosis

Pour utiliser les propriétés des moments que nous avons développées précedemment, nous
allons simuler un signal discret de la forme S(n) = H(n)+B(n), composé d’un signal harmonique
H(n) et d’un bruit gaussien B(n). Nous allons ensuite faire défiler une fenêtre glissante dont le
contenu constitue un échantillon de la VAR S = H+B, puis nous allons calculer les moments de
cet échantillon. En comparant les valeurs obtenues à celles correspondant au bruit pur, nous al-
lons pouvoir repérer la présence d’un signal au sein du bruit.

La figure (4.19) présente le Kurtosis d’un signal S composé d’un bruit pur et d’un signal har-
monique H(t ) qui a été superposé à ce bruit sur la période d’enregistrement allant de Ti = 10000 à
Ti = 20000. La fréquence de H(t ) est de 100 Hz et re = 50, ces paramètres n’ayant pas d’influence,
dès lors que re est élevé. RSB= 0 dB et la taille de la fenêtre glissante est de 5 000 points. Les valeurs
du Kurtosis obtenues pour chaque position de la fenêtre glissante sont tracées en bleu, la moyenne
E(B) du signal correspondant au bruit pur est tracée en vert et elle est encadrée par les tracés, en
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rouge, de E(B)− 3σ(B) et E(B)+ 3σ(B). La bande entre les droites horizontales rouge matérialise
ainsi une zone dans laquelle le tracé du bruit pur doit, très probablement se situer (la probabilité
est d’environ 99% pour une valeur isolée et est d’autant plus faible que la fenêtre est large) ; nous
appellerons cette bande "limite des 3σ". On constate que l’intervalle du signal pendant laquelle la
composante harmonique a été ajoutée correspond à des valeurs de κ(S) sortant nettement de la
limite des 3σ et indiquant ainsi la présence d’un signal utile au sein du bruit.

FIGURE 4.19 – Kurtosis de H+B obtenu par fenêtre glissante de 5 000 points pour RSB = 0 dB.

La capacité à discriminer la présence d’un signal utile au sein du bruit en utilisant le Kurto-
sis dépend de la taille de la fenêtre utilisée. Par exemple une fenêtre de 500 points permet une
détection à 3 dB, une fenêtre de 5 000 points une détection à -3 dB, une fenêtre de 50 000 points
une détection à -7 dB. Ces valeurs n’ont cependant du sens que si les signaux recherchés ont une
longueur plus élevée que celle de la fenêtre. Une fenêtre large permettra ainsi de mieux détecter
des signaux apparaissant sur une période de discrétisation importante dans un bruit élevé mais
ne capturera pas des signaux brefs, y compris dans un bruit modéré.

Remarques :

• Nous avons choisi pour les graphiques présentant la détection du signal utile, de graduer
les abscisses en indices des points de discrétisation et non en temps, afin de mieux faire
apparaître l’influence de la taille de la fenêtre glissante.

• La détection du signal débute dès que la fenêtre glissante commence à recouvrir l’intervalle
pendant lequel la composante harmonique a été ajoutée. Sur la figure (4.19) cela concerne
ainsi les points indicés de 5 000 à 25 000. On constate que la valeur de κ, initialement proche
de 3 correspondant au Kurtosis d’un bruit pur (cf. 4.11), est sensible à la variation forte des
caractéristiques du signal se produisant pendant le recouvrement avant de tendre vers la
valeur 2,5 correspondant à κ(H+B) pour RSB = 0 (cf. 4.5).

• Rappelons ici que les moments centrés réduits d’un signal harmonique ne dépendent pas
de la fréquence de ce signal et que ceux de de la somme d’un bruit et d’un signal d’espérance
nulle ne dépendent que de RSB. Les résultats énoncés ici sont ainsi transposables directe-
ment aux signaux AM-FM.
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Comparaison des moments

Nous avons vu que d’une part la capacité théorique de détection d’un signal augmente avec
l’ordre théorique des moments utilisés (4.16) mais que, d’autre part, cette capacité reposait en
pratique sur l’estimation des moments empriques d’un échantillon dont la variance pénalise la
détection (4.13). Pour faire la part de ces deux tendances, nous avons calculé les moments κ, M6

et M8 du même signal simulé que celui de la figure (4.19). Ils sont présentés sur les figures (4.20)
et (4.21). Rappelons ici que seuls les moments pairs sont non nuls et donc exploitables pour un
signal d’espérance nulle (cf. 4.31).

FIGURE 4.20 – Moment d’ordre 6 de H+B obtenu par fenêtre glissante de 5 000 points pour RSB = 0 dB -
comparaison des moments.

FIGURE 4.21 – Moment d’ordre 8 de H+B obtenu par fenêtre glissante de 5 000 points pour RSB = 0 dB -
comparaison des moments.

L’allure générale des graphiques (4.19), (4.20) et (4.21) est similaire, toutefois la zone des courbes
des moments indiquant la présence d’un signal d’intérêt, située entre les points d’indice 10 000 et
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FIGURE 4.26 – Comparaison des kurtosis de H+B et de |H+B|.

FIGURE 4.27 – Comparaison des moments de |H+B|.
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Nous avons, jusqu’à présent, étudié dans ce chapitre les moments du signal et leur aptitude à
la détection en environnement bruité. Nous allons maintenant étudier les caractéristiques statis-
tiques de la sortie de l’opérateur de Teager-Kaiser et nous établirons son apport pour cette problé-
matique de détection.

4.5 Comportement de l’opérateur de Teager-Kaiser en présence d’un
bruit gaussien

Ainsi que nous l’avons exposé au chapitre 1, l’opérateur de Teager-Kaiser s’applique de pré-
férence à des signaux oscillants ou AM-FM. Cependant, quand bien même l’évolution de nom-
breuses grandeurs physiques peut être décrite par un tel modèle, en général leur mesure est brui-
tée. Or, en raison de sa nature différentielle, l’opérateur de Teager-Kaiser est sensible au bruit et
son comportement est alors très différent de celui attendu, en particulier, en environnement très
bruité. Très peu de travaux ont été reportés dans la littérature sur le comportement de l’opérateur
Ψ vis-à-vis du bruit [79], [149], [150], [151] et ces travaux sont essentiellement basés sur le compor-
tement de signaux bruités. Dans le but de clarifier le comportement de l’opérateur en présence de
bruit, nous allons nous intéresser, dans un premier temps, à certaines caractéristiques statistiques
de dΨ appliqué, non pas à un signal bruité, mais à un bruit seul. Nous étudierons ensuite cer-
taines conséquences du bruit sur les algorithmes de démodulation et aborderons ensuite l’intérêt
de l’opérateur pour la détection par la méthode des moments, présentée au paragraphe 4.4.6.

4.5.1 Propriétés statistiques de dΨB

Considérons un bruit gaussien b(t ). La sortie discrète de dΨ appliqué à b(n) est alors

dΨbn = b2
n −b(n−1) ·b(n+1) (4.94)

Nous allons considérer par la suite chaque valeur bi prise par ce bruit comme une réalisation,
indépendante des autres, d’une VAR B suivant la loi normale N (0,σ), centrée et d’écart-type σ. La
sortie de l’opérateur peut alors être considérée comme une VAR dΨB, définie par

dΨB = B2
2 −B1B3 , (4.95)

où B1, B2 et B3 sont trois VAR indépendantes suivant la loi N (0,σ). Notons par ailleurs que les
caractéristiques de hΨ sont similaires à celles de dΨ car les VAR hΨB et dΨB sont semblables (cf.
4.16). Nous avons préféré travailler avec dΨ afin de disposer d’un référentiel de comparaisons plus
simple.

Loi de dΨB

Lorsqu’une VAR N suit la loi normale centrée réduite N (0,1), alors la VAR N2 suit la loi du χ2 à
un degré de liberté, qui n’est autre que la loi Γ

(1
2 , 1

2

)

[152] dont la densité, représentée sur la figure
(4.28), est donnée par

fN2 (x) =







0 si x < 0
1

p
2πx

e
(

− x
2

)

si x ⩾ 0
. (4.96)

Or, puisque la VAR B2 suit N (0,σ), la VAR définie par son carré, B2
2, est semblable à N2 avec un

coefficient de proportionnalité k =σ2, on en déduit donc, par la relation (4.16) que
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fB2
2
(x) =







0 si x < 0
1

σ
p

2πx
e

(

− x

2σ2

)

si x ⩾ 0
. (4.97)

FIGURE 4.28 – Densité de la loi de B2
2 pour σ= 1.

Par ailleurs, le produit de deux variables gaussiennes Nσ1 et Nσ2 , centrées, d’écarts-types respectifs
σ1 et σ2, suit une loi de Bessel [153] dont la densité est

fNσ1 Nσ2
(x) =

1

πσ1σ2
K0

( |x|
σ1σ2

)

, (4.98)

où K0 est la fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce et d’ordre 0. Cette fonction possède
plusieurs expressions équivalentes [154] :

K0(t ) =
∫+∞

0
e−t cosh(x)dx =

∫+∞

t

e−x

p
x2 − t 2

dx =
∫+∞

1

e−t x

p
x2 −1

dx =
∫+∞

0
cos

(

t sinh(x)
)

dx . (4.99)

La loi de B1B3 suit donc la loi de Bessel de densité

fB1B3 (x) =
1

πσ2 K0

( |x|
σ2

)

. (4.100)

Cette densité est représentée sur la figure (4.29). Elle possède une asymptote verticale pour x = 0.

Par parité de la fonction fB1B3 , la VAR −B1B3 suit la même loi que B1B3. Par conséquent, la densité
de la loi de dΨB = B2

2 −B1B3 est le produit de convolution de fB2
2

et fB1B3 :

fdΨB(x) = fB2
2
(x)∗ fB1B3 (x) . (4.101)

L’expression analytique de fdΨB(x) est peu exploitable. La figure (4.30) représente cette densité
pour σ = 1. On constate que la loi est asymétrique avec une queue de distribution étalée vers la
droite.
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FIGURE 4.29 – Densité de la loi de B1B3 pour σ= 1.

FIGURE 4.30 – Densité de la sortie de l’opérateur appliqué à un bruit gaussien pour σ= 1.
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sur la figure (4.33).

FIGURE 4.33 – Comparaison des densités de la sortie de l’opérateur appliqué à des bruits gaussien pour
différents écarts-types.

Espérance de dΨB

En utilisant la formule (3.60) établie au paragraphe 3.4.1, appliquée à dΨ, donc pour h = 1, on
obtient immédiatement :

E
(

dΨB
)

= V(B) =σ2 . (4.102)

Variance de dΨB

dΨB = B2
2 −B1B3 donc, par indépendance mutuelle de B1, B2 et B3, on a

V
(

dΨB
)

= V
(

B2
2

)

+V
(

B1B2
)

(4.103)

B2 suit la loi N (0,σ), donc la VAR
B2

σb
suit la loi

B2

σ
. Or le carré d’une VAR suivant la loi normale

centrée réduite, suit la loi Γ
(

1
2 , 1

2

)

(cf. 4.96) dont la variance vaut 2. On a donc

V

(

B2
2

σ2

)

= 2, (4.104)

or, par les propriétés de la variance, V
(

B2
2

σ2

)

=
1

σ4 V
(

B2
2

)

, par conséquent

V
(

B2
2

)

= 2σ4 . (4.105)

Par ailleurs, par la formule d’Huygens
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V
(

B1B3
)

= E
[

(B1B3)2]−
(

E[B1B3]
)2

= E
(

B2
1B2

2

)

−
(

E[B1]E[B2]
)2

= E
(

B2
1

)

E
(

B2
1

)

−02 =σ2σ2 =σ4 (4.106)

En reportant (4.104) et (4.106) dans (4.103), on a donc V
(

dΨB
)

= 2σ4 +σ4 = 3σ4, d’où

σ
(

dΨB
)

=
p

3σ2 . (4.107)

Coefficient de variation de dΨB

On constate, à partir des relations (4.102) et (4.107), que l’écart-type et l’espérance mathématique
de l’opérateur dΨ, dans le cas d’un bruit gaussien centré, sont proportionnelles. Le coefficient de
variation de dΨB est donc constant et vaut

CV
(

dΨB
)

=
σ

(
dΨB

)

E
(

dΨB
) =

p
3. (4.108)

Skewness de dΨB

En appliquant la formule (4.14) pour n = 3, nous avons

γ
(

dΨB
)

=
1

σ
(

dΨB
)3

[

E
([

dΨB
]3

)

−3E
(

dΨB
)

E
([

dΨB
]2

)

+2
(

E
[

dΨB
])3]

(4.109)

Nous connaissons E
[

dΨB
]

=σ2, σ
(

dΨB
)

=
p

3σ2 et, par la formule de Huygens, nous avons

E
([

dΨB
]2

)

= V
(

dΨB
)

+
(

E
[

dΨB
])2

= 3σ4 +σ4 = 4σ4, (4.110)

d’où

γ
(

dΨB
)

=
1

3
p

3σ6

[

E
([

dΨB
]3

)

−10σ6
]

. (4.111)

En notant Z = B1B3 et T = B2
2 pour simplifier les écritures, nous avons par ailleurs, par indépen-

dance de Z et T :

E
([

dΨB
]3

)

= E
([

T−Z
]3

)

= E
(

T3)−3E
(

T2)E
(

Z
)

+3E
(

T
)

E
(

Z2)+E
(

Z3) . (4.112)

Par symétrie de la distribution de Z (4.100), nous avons E
(

Z3
)

= E
(

Z
)

= 0, de plus, nous avons vu (cf.
4.106) que E

(

Z2
)

= E
(

B2
1B2

3

)

= σ4, et enfin, en utilisant le tableau (A.2), nous avons E
(

T
)

= E
(

B2
)

=
σ2 et E

(

T3
)

= E
(

B6
)

= 15σ6,

par conséquent

E
([

dΨB
]3

)

= 15σ6 +3σ2σ4 = 18σ6 . (4.113)

En reportant le résultat (4.113) dans (4.111), on obtient donc

γ
(

dΨB
)

=
8

3
p

3
. (4.114)
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Kurtosis de dΨB

En utilisant la relation (A.19), en conservant les notations Z = B1B3 et T = B2
2 et en remarquant

que, pour toute VAR X, σ(−X) =σ(−X) et κ(−X) =κ(−X), on a

κ
(

dΨB
)

=
[

σ(T)
]4
κ(T)+6

[

σ(T)
]2[

σ(Z)
]2 +

[

σ(Z)
]4
κ(Z)

[(

σ(T)
)2 +

(

σ(Z)
)2

]2 (4.115)

Compte tenu de la relation (4.105) nous avons σ(T) =
p

2σ2, compte tenu de la relation (4.106)
nous avons σ(Z) =σ2 et d’après le tableau (A.2) nous connaissons également κ(T) =κ

(

B2
)

= 15, il
nous reste donc à déterminer κ(Z).

Par définition κ(Z) =
E
[(

Z−E(Z)
)4

]

(

σ(Z)
)4 , or E(Z) = 0, par conséquent

κ(Z) =
1

(

σ(Z)
)4 E

(

Z4)=
1

σ8 E
(

B4
1B4

3

)

=
1

σ8 E
(

B4
1

)

E
(

B4
3

)

=

[

E
(

B4
)]2

σ8 (4.116)

et puisque, d’après le tableau (A.2), E
(

B4
)

= 3σ4, on obtient κ(Z) = 9. La relation (4.115) devient
alors

κ
(

dΨB
)

=
4σ8.15+6.2σ4.σ4 +σ8.9

(2σ4 +σ4)2 = 9. (4.117)

Teager-Kaiser de la loi Normale - Synthèse :

fdΨB(x) = fN2
σ

(x)∗
1

πσ2 K0

( |x|
σ2

)

, (4.118)

où fN2
σ

(x) =







0 si x < 0
1

σ
p

2πx
e

(

− x

2σ2

)

si x ⩾ 0
. (4.119)

E
(

dΨB
)

=σ2, σ
(

dΨB
)

=
p

3σ2, CV
(

dΨB
)

=
p

3, (4.120)

γ
(

dΨB
)

=
8

3
p

3
, κ

(
dΨB

)

= 9. (4.121)

Remarque :

On constate que le Kurtosis et le Skewness de dΨB ne dépendent pas de la variance du bruit et
vérifient bien l’inégalité de Pearson [156] :

κ
(

Ψσ

)

≥ γ2(Ψσ

)

−2. (4.122)

Le coefficient de variation est également constant, indiquant ainsi que la dispersion relative des
valeurs de dΨB autour de leur moyenne est constante.

4.5.2 Démodulation et densités

Nous avons défini les opérateurs hDESA au paragraphe 3.3.2 où nous avons séparé le proces-
sus de démodulation en deux parties : en premier lieu l’action d’un opérateur et, en deuxième lieu,
à partir de la sortie de cet opérateur, l’obtention des fréquence et amplitude instantanées appro-
chées. Cette démarche va nous permettre de mieux caractériser l’action de l’opérateur en amont
de l’utilisation de racines carrées ou de fonctions trigonométriques inverses dont les domaines de
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TDB =
UB−1

2
où UB =

hTB+
√

(hTB)2 +4

2
. (4.128)

La densité de TDB est représentée sur la figure (4.40).

FIGURE 4.40 – Densité de hT appliqué à un bruit gaussien.

Valeurs non conformes

Ainsi qu’évoqué dans le cas de hD1a, lors de l’enregistrement d’un signal discret (xn), la pré-
sence de bruit entraine l’apparition de valeurs non conformes, en ce sens qu’elles ne peuvent être
démodulées par l’utilisation de la fonction arc cosinus (4.124). En effet, les algorithmes permettant
la démodulation de la fréquence instantanée, s’appuient sur les égalités

fn =
1

2πh
arccos

(
hD1a xn

)

=
1

2πh
arccos

(
hD1xn

)

=
1

4πh
arccos

(
hD2xn

)

=
1

2πh
arccos

(√

hR21xn

)

. (4.129)

Le tableau (4.3) présente les pourcentages de ces valeurs non conformes obtenues en sortie de ces
différents opérateurs, pour un signal harmonique d’une fréquence de 318 Hz, échantillonné avec
un rapport d’échantillonnage de 7,9, bruité par un bruit gaussien avec un rapport signal sur bruit
de 15 dB.

TABLEAU 4.3 – Exemple de la répartition des valeurs non démodulables ( f = 318 Hz, RSB = 15 dB, re =7,9).

Opérateur Intervalle % gauche % droit
hD1a [−1; 1] 1,9 % 15,2 %

hD1 [−1; 1] 0,3 % 3,6 %

hD2 [−1; 1] 8,3 % 5,1 %

R21 [0 ; 1] 2,1 % 9,5 %

Remarque :

L’opérateur hT n’a pas été inclus dans ce tableau car les valeurs non conformes apparaissant lors
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de son utilisation ne sont pas directement comparables à celles des autres opérateurs. Elles dé-
pendent de l’algorithme de démodulation qui dépend lui-même du rapport d’échantillonnage
estimé.

Le pourcentage et la répartition gauche/droite des valeurs non conformes permettent d’esti-
mer le rapport signal sur bruit et cette estimation permet de corriger le biais provoqué par le bruit,
évoqué à propos de l’opérateur hD1a (cf. 4.124). Cette démarche sera développée lors de travaux
ultérieurs.

4.5.3 Méthode des moments et opérateur de Teager-Kaiser

La sortie de l’opérateur de Teager-Kaiser est constante lorsqu’il est appliqué à un signal har-
monique et la densité de probabilité de cette sortie est alors une impulsion de Dirac. Une consé-
quence de cette propriété se traduit par une tendance de l’opérateur à diminuer la dispersion des
valeurs du signal auquel il est appliqué. La présence d’un signal, en particulier si ce dernier est à
bande étroite, au sein d’un bruit de fond va ainsi influencer fortement la variance et le coefficient
de variation de la sortie de l’opérateur et, par conséquent permettre la détection de sa présence
par la méthode des moments. Nous allons dans ce paragraphe étudier les moments de la sortie de
l’opérateur appliqué à un bruit gaussien et en déduire son intérêt pour la détection d’un signal.

Pour utiliser la méthode des moments, présentée au paragraphe 4.4.6, nous allons simuler, sur
un intervalle discret d’indices, I = [[1 ; N]], un signal discret de la forme S(n) = H(n).χJ+B(n), com-
posé d’un signal harmonique H(n) et d’un bruit gaussien B(n). χJ est l’indicatrice de l’intervalle
discret J = [[T1 ; T2]] ⊂ I, pendant lequel le signal harmonique H(n) est présent au sein du bruit
B(n). Nous allons ensuite faire défiler une fenêtre glissante, de longueur L, dont le contenu consti-
tue un échantillon de la VAR S = H+B, puis nous allons calculer le Kurtosis de cet échantillon, qui
est le moment le plus efficace pour détecter la présence du signal utile H(n) au sein du bruit, ainsi
que récapitulé dans le tableau (4.2).

La figure (4.41) présente le Kurtosis de S obtenu ainsi, pour un signal de fréquence 2 kHz
avec un rapport d’échantillonnage de 50, bruité avec RSB =−2 dB, en ayant choisi les paramètres
N = 70000 points, T2 −T1 = 10000 points, et L = 7500 points. Dans ces conditions la présence du
signal n’est pas détectable, ou du moins pas avec le critère de fiabilité de 3σ que nous avons choisi.

FIGURE 4.41 – Utilisation directe de la méthode des moments dans des conditions de détection défavo-
rables.
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En employant maintenant la méthode des moments, non plus sur le signal S(n), mais sur la sortie
hΨS(n) de l’opérateur hΨ appliqué au signal, et en choisissant de la mettre en œuvre avec le coef-
ficient de variation et non avec le Kurtosis, on observe sur la figure (4.42) que la présence du signal
apparait très nettement sur l’intervalle de valeurs où il est actif.

FIGURE 4.42 – Utilisation par l’intermédiaire de hΨ de la méthode des moments dans des conditions de
détection défavorables.

L’utilisation combinée de la méthode des moments et de l’opérateur de Teager-Kaiser permet ainsi
une bien meilleure détection. La courbe de la figure (4.42) a été obtenue en appliquant la mé-
thode avec le coefficient de variation, car c’est bien la capacité de l’opérateur à limiter la disper-
sion des valeurs qui permet cette amélioration de la détection; l’utilisation des autres moments
avec hΨS(n) s’avère effectivement inefficace. Nous qualifierons cette combinaison de la méthode
des moments et du coefficient de variation de l’opérateur de Teager-Kaiser de "méthode du mo-
ment d’énergie".

En appliquant la méthode du moment d’énergie pour le même signal et les même paramètres que
précédemment à l’exception du rapport signal sur bruit, nous constatons que nous atteignons un
seuil de détection pour RSB =−14 dB, valeur du rapport signal ur bruit en deçà de laquelle le signal
n’est plus détectable au regard du critère des 3σ. La graphique limite correspondant est présenté
sur la figure (4.43).

Outre la durée d’enregistrement du signal et la taille de la fenêtre, la capacité de détection dé-
pend, non seulement de RSB, mais également du rapport d’échantillonnage re . Plus ce dernier
est élevé - en dehors de très faibles valeurs du rapport d’échantillonnage - plus la détection est
efficace. La figure (4.44) présente l’évolution de la valeur du coefficient de variation de hΨS en
fonction de re , pour un signal harmonique d’amplitude 1 et de fréquence 2 kHz, bruité à 5 dB.

La variation du coefficient de variation de hΨS(n) en fonction du rapport signal sur bruit, pré-
sentée sur la figure (4.45), n’est toutefois pas monotone. Selon la combinaison des valeurs du rap-
port d’échantillonnage et de RSB, la méthode du moment d’énergie peut ainsi ne pas être efficace.
En effet, son pouvoir de discrimination est faible pour de faibles rapports d’échantillonnage, ainsi
que pour des valeurs de RSB proches de l’intersection de la courbe de CV

(
hΨS

)

avec la droite ho-
rizontale représentant la valeur CV = 3

p
3, tracée en rouge sur la figure (4.45).

Nous pouvons remédier à ce problème en utilisant l’opérateur ∆21. Celui-ci est en général moins
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FIGURE 4.43 – Détection par la méthode du moment d’énergie.

FIGURE 4.44 – Variation du coefficient de variation de hΨS en fonction du rapport d’échantillonnage.

FIGURE 4.45 – Variation du coefficient de variation de hΨS en fonction de RSB.
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ainsi d’asseoir l’étude des signaux continus sur la seule influence du rapport signal sur bruit en
ajoutant, pour les signaux discret, l’influence du rapport d’échantillonnage.

En adoptant le point de vue, non pas d’un signal perturbé par un bruit, mais d’un bruit envi-
ronnant modifié par un signal, nous avons utilisé les propriétés des moments pour proposer une
méthode de détection. Cette méthode, fondée sur la perturbation des moments du bruit, permet
de détecter la présence d’un signal dans un environnement bruité, jusqu’à un rapport signal sur
bruit d’environ -4 à -5 dB selon la durée du signal.

En combinant cette démarche avec l’utilisation de l’opérateur de Teager-Kaiser, nous avons
présenté la méthode du "moment d’énergie", permettant d’abaisser ce seuil d’environ 10 dB. En
effet, l’opérateur possède la propriété de limiter la dispersion des valeurs, ce qui provient du fait
que, dans le cas d’un signal harmonique, sa sortie est constante. Ainsi, si la fréquence instantanée
du signal varie lentement, les valeurs de la sortie de l’opérateur se concentrent sur une plage li-
mitée. Cette propriété se retrouve dans les valeurs prises par son coefficient de variation, rapport
de l’écart-type sur l’espérance, qui varient fortement en présence d’un signal faible, permettant la
détection de ce dernier.

Nous avons également mis en relief la dissymétrie de la répartition des valeurs de sortie de
l’opérateur de Teager-Kaiser en présence d’un bruit et l’introduction d’un biais dans l’estimation
par démodulation des fréquence et amplitude instantanées du signal dû à cette dissymétrie. La
quantification de la dissymétrie en sortie des opérateurs de démodulation introduits au chapitre
3 permet alors d’estimer le rapport signal sur bruit et de limiter ce biais. L’optimisation de cette
démarche reste à développer dans des travaux ultérieurs.
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Nous nous sommes attachés dans cette thèse à approfondir plusieurs propriétés de l’opérateur
de Teager-Kaiser, à savoir sa positivité, sa discrétisation et les densités de probabilités générées par
son emploi en environnement bruité. Afin de mettre en relief les propriétés de l’opérateur, nous
avons adopté une approche théorique en travaillant essentiellement sur des expressions analy-
tique du signal ou sur des signaux simulés permettant de maîtriser les paramètres de l’étude et
d’en analyser les effets. Ce travail nous a permis d’apporter plusieurs contributions à l’emploi de
l’opérateur.

Établissement de critères de positivité

Afin de pouvoir être interprétée en termes d’énergie, la sortie de l’opérateur doit être positive.
Ce n’est pourtant pas toujours le cas. Des valeurs négatives de la sortie de l’opérateur peuvent
être générées par un environnement bruité, mais nous avons montré que les caractéristiques de
forme du signal ainsi que sa discrétisation peuvent être également des causes de non positivité. Au
chapitre 2 nous avons établi, en prolongation des travaux menées par Bovik et Maragos [26] ainsi
que par Larkin [27], des critères de positivité permettant de déterminer si, pour un type de signal
donné, l’utilisation de l’opérateur de Teager-Kaiser est susceptible ou non, en dehors des pertur-
bation dues au bruit, de générer des valeurs négatives. Ces résultats sont basés sur une forme
modulée en amplitude et en fréquence du signal, utilisant l’amplitude logarithmique (2.15). Cette
forme, correspondant aux signaux AM-FM, ne restreint toutefois pas la portée de l’étude puisque,
ainsi que nous l’avons montré au paragraphe 2.3, tout signal peut, formellement, être écrit par ce
modèle. Les critères que nous avons établis permettent de cibler au mieux les catégories de si-
gnaux, tels les "chirps" [28], pour lesquels l’opérateur de Teager-Kaiser est particulièrement bien
adapté. La démarche que nous avons adoptée pourra ainsi être appliquée à différentes classes de
signaux afin d’évaluer l’opportunité d’utiliser l’opérateur de Teager-Kaiser pour leur démodula-
tion. Au cours de cette étude, nous avons également mis en évidence le rôle du rapport d’échan-
tillonnage qui, s’il est inférieur à 8 peut générer des valeurs négatives, ainsi que celui de la phase
initiale, susceptible de générer également des valeurs négatives sur certains intervalles. A notre
connaissance ces résultats sont les premiers de la littérature mettant en évidence le rôle de la
phase initiale du signal et l’existence d’un intervalle critique où cette phase a une influence sur la
positivité de l’opérateur.

Introduction d’opérateurs à pas variable

L’expression discrète de l’opérateur de Teager-Kaiser repose sur une suite de valeurs indicées
par des entiers naturels : (xn)n∈[[1 ;N]]. Ainsi, son expression ne tient pas compte du pas d’échan-
tillonnage, pourtant porteur d’information. Ce constat nous a conduit à introduire une version
revisitée de l’opérateur, que nous avons baptisée hΨ, tenant compte du pas. L’opérateur hΨ nous
a alors permis, combiné à la formule de Shannon, de démontrer la capacité de l’opérateur à ex-
traire des fréquences.

A partir de hΨ, en utilisant les différences et les rapports de plusieurs sorties de l’opérateur éta-
blies par ré-échantillonnage d’un signal initial, nous avons défini de nouveaux opérateurs : Rpq

et ∆pq et établi les algorithmes de démodulation associés. Ces opérateurs, en exploitant l’infor-
mation provenant de la fréquence d’échantillonnage, permettent une démodulation plus précise
de la fréquence et de l’amplitude instantanées du signal. Les propriétés de débruitage statistique
des opérateurs ∆pq nous ont alors conduit à définir l’opérateur hT, conservant cette propriété de
débruitage statistique et améliorant sensiblement la précision de la démodulation en environne-
ment bruité.

A l’occasion de l’étude de hT, nous avons également abordé l’influence notable du bruit sur
l’utilisation des différentes versions de l’opérateur de Teager-Kaiser. En constatant le lien entre
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cette influence et la fréquence de discrétisation, nous avons été conduits à proposer un rapport
signal sur bruit rectifié, adapté à la mise en œuvre de l’opérateur, que nous avons dénommé "Rap-
port signal sur bruit au sens de Teager-Kaiser".

Elaboration d’une méthode de détection fondée sur les densités de probabilités

L’opérateur de Teager Kaiser, appliqué à un signal harmonique possède la propriété de pro-
duire une sortie constante, interprétable en termes d’énergie. Bien que, par construction, l’opé-
rateur a vocation à donner une information locale sur le signal cette propriété possède un inté-
rêt statistique. En effet, la densité de probabilité d’une constante n’est autre qu’une impulsion
de Dirac et la dispersion des valeurs est alors nulle. Ainsi, en assimilant les valeurs de sortie de
l’opérateur aux réalisations d’une variable aléatoire et en l’appliquant à un signal AM-FM bruité,
nous avons constaté que l’opérateur tend à concentrer la densité de probabilité de sa sortie au-
tour d’un intervalle de valeurs réduit. En adoptant le point de vue, non pas d’un signal perturbé
par un bruit, mais d’un bruit environnant modifié par un signal et en nous appuyant sur cette
propriété, l’utilisation du coefficient de variation de la sortie de l’opérateur nous a amenés à déve-
lopper une méthode, que nous avons qualifiée de "Méthode du moment d’énergie", permettant la
détection d’un signal faible dans un environnement fortement bruité. Le coefficient de variation
présente, en effet, l’intérêt de ne pas dépendre de la fréquence du signal et, à un facteur d’échelle
près, de son amplitude. La détection ne dépend ainsi que du rapport signal sur bruit et du rapport
d’échantillonnage. Nous avons ainsi montré la capacité de la méthode à détecter un signal bruité
à -16 dB.

Perspectives

• La positivité de l’opérateur s’avère une propriété essentielle pour de nombreuses applica-
tions [142], [70], [110] et nous avons montré qu’elle dépendait non seulement du bruit et
de la discrétisation mais également de la structure même du signal. Toutefois, afin de s’af-
franchir des valeurs négatives, l’emploi usuel de l’opérateur consiste à forcer sa sortie à
être positive par l’utilisation de la valeur absolue, sans tenir compte du biais ainsi généré.
Cette méthode est très repandue dans la littérature car elle s’avère efficace. En effet, l’ordre
de grandeur des sorties négatives est, en général, nettement plus faible que celui des sor-
ties positives, limitant ainsi l’erreur commise. Il serait, par conséquent intéressant d’étendre
l’étude, que nous avons menée, de la stricte positivité de l’opérateur à celle de sa positivité
relative, en déterminant les conditions pour lesquelles les valeurs négatives peuvent légiti-
mement être négligées. Par ailleurs, le problème de la positivité n’est pas limité à l’opérateur
de Teager-Kaiser usuel, d’ordre 2. Il se pose également pour les opérateurs d’énergie d’ordre
supérieur [135], [138], [139] et multidimensionnels [140], [141]. Il serait intéressant d’étendre
l’analyse de la positivité à ces classes d’opérateurs qui ont de nombreuses applications en
traitement d’image et pour les données multi-capteurs.

• La version revisitée de l’opérateur, hΨ, que nous avons proposée, ouvre un large champ
d’étude. La capacité à isoler des fréquences en combinant l’opérateur avec un rééchantillon-
nage du signal mérite en particulier d’être développée. Par ailleurs, si nous avons proposé,
à partir de hΨ, plusieurs opérateurs améliorant la démodulation en environnement bruité,
nous n’avons pour autant exploré qu’une faible partie de l’analyse multi-échelle permise par
l’introduction d’un pas variable dans l’utilisation de l’opérateur. Une direction de recherche
consisterait à approfondir cette analyse multi-résolution, qui n’est pas tributaire d’une fonc-
tion pré-définie, afin de comparer l’analyse de données multi-échelles s’appuyant sur hΨ à
celle fondée sur une fonction pré-définie, telle la transformée en ondelettes [157].

• L’étude que nous avons menée des moments statistiques du signal bruité est restée très
théorique en s’appuyant sur un signal harmonique et un bruit gaussien. Nous prévoyons
d’une part d’étendre cette étude à des signaux plus complexes et à d’autres types de bruit et,
d’autre part, de comparer l’efficacité de la méthode que nous avons développée du moment
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d’énergie (4.5.3) à celle d’autres méthodes, en l’appliquant à des signaux réels. Les résultats
portant sur le comportement de l’opérateur de Teager-Kaiser dans le cas du bruit blanc de-
mandent à être étendus au bruit gaussien fractionnaire [158]. Ce processus stochastique, qui
est une généralisation du bruit blanc, est caractérisé par son coefficient de Hurst, H, qui vaut
0,5 dans le cas du bruit blanc. L’analyse du bruit blanc fractionnaire par l’opérateur pourrait
permettre, par exemple, l’estimation de H [159]. Une autre extension possible serait d’ana-
lyser le comportement de l’opérateur vis-à-vis des distributions α−stables symétriques, qui
constituent un modèle de bruits impulsifs et qui sont également une généralisation de la loi
gaussienne [160]. L’objectif étant alors d’estimer, à partir de la sortie de l’opérateur, les pa-
ramètres de ce type de processus, à savoir le coefficient α contrôlant la longueur des queues
de distribution et le paramètre d’échelle γ [161]. L’analyse du comportement de l’opérateur
en présence d’un bruit mérite, par ailleurs, d’être étendue au cas des images et des signaux
multi-dimensionnels. Les récents résultats obtenus pour l’opérateur de Teager-Kaiser 2D
sont prometteurs [162].

• L’estimation du rapport signal sur bruit est une étape importante pour, entre autres, carac-
tériser un système de transmission, mesurer la qualité de la transmisssion d’une informa-
tion, évaluer une méthode de filtrage, de débruitage ou de détection [163], [164], [165], [166].
Son évaluation reste toutefois une question délicate. La formule (4.83) établie pour le Kur-
tosis d’un signal additif, composé d’un signal harmonique et d’un bruit gaussien, permet de
déduire la valeur de RSB à partir de celle du Kurtosis. Elle permet donc de résoudre cette
question mais uniquement dans un cas très particulier qu’il semble difficile d’étendre; une
faible variation des caractéristiques modifiant très fortement la valeur de RSB calculée. Nous
pensons, en revanche, que la dissymétrie des valeurs obtenues en présence de bruit en sor-
tie de l’opérateur, est un indicateur plus fiable permettant de mesurer RSB. Nous prévoyons
de développer dans de prochains travaux l’approche consistant à quantifier la dissymétrie
en sortie de l’opérateur afin d’estimer le rapport signal sur bruit et d’optimiser le rapport
d’échantillonage en conséquence.

• L’extraction des attributs pour la classification des signaux à partir de la sortie de l’opérateur
de Teager-Kaiser 1D ainsi que les traitements d’image comme le rehaussement de contraste,
basés sur la version 2D de l’opérateur mériteraient d’être revisités en adoptant la stratégie
de discrétisation avec un pas variable. L’adaptation du pas au contenu en information du
signal ou de l’image en entrée doit permettre d’améliorer la pertinence des attributs ou des
traitements dans le cas 2D.
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Densité translatée

La modification seule de l’espérance, pour la loi normale, se traduit géométriquement par un
changement de l’origine de l’axe des abscisses. Elle correspond à des VAR égales à une constante
près. Pour les densités de ces VAR, nous donnerons la définition suivante :

Définition :
Soient deux VAR X et Y de densités respectives fX et fY, on qualifiera ces densités de translatées
lorsqu’elles vérifient la propriété

∃ T ∈R tel que ∀x ∈R, fY(x) = fX(x −T). (A.1)

Les VAR X et Y sont alors reliées par la relation Y = X+T.

Densité homothétique

La modification seule de l’écart-type, pour la loi normale se traduit géométriquement par une

homothétie d’un rapport k pour la variable en abscisse et
1

k
pour les valeurs prises par la fonction

en ordonnée. Plus généralement nous donnerons la définition suivante :

Définition :
Soient deux VAR X et Y de densités respectives fX et fY, on qualifiera ces densités d’homothétiques,
de rapport k, lorsqu’elles vérifient la propriété

∃ k ∈R
+ tel que ∀x ∈R, fY(x) =

1

k
fX

( x

k

)

. (A.2)

Autrement dit, deux densités homothétiques s’obtiennent par une dilatation de rapport k de l’axe
des abscisses et une normalisation par k. Cette propriété correspond à une proportionnalité des
VAR X et Y. En effet, supposons que Y = kX, k ∈R

∗, on a alors

FY(x) = p(Y < x) = p
(

X <
x

k

)

= FX

( x

k

)

, (A.3)

d’où, par dérivation

fY(x) =
1

k
fX

( x

k

)

. (A.4)

Variables aléatoires semblables

La propriété précédente correspond au fait que
Y

k
et X suivent la même loi de probabilité. Elle

en constitue une forme "géométrique" appliquée aux fonctions de répartition. Elle peut égale-

ment s’écrire avec les fonctions de répartition de X et Y : FY(x) = FX

( x

k

)

ou bien sous forme de

probabilités : P
(

kY < x
)

= p
(

X < x
)

. En particulier, dans le cas de la loi normale, la propriété d’ho-

mothétie des densités traduit le fait que si Y suit N (0,σ), alors
Y

σ
suit N (0,1).

Pour des commodités de langage, lorsque nous serons amené à évoquer des VAR plutôt que
leurs densités nous parlerons de variables homothétiques lorsque leurs densités le sont et de va-
riables translatées lorsque leurs densités le sont. De plus nous dirons que X et Y sont semblables

lorsqu’il existe deux réels a et b tels que X et
Y−a

b
admettent la même loi de probabilité.
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Propriétés des variables aléatoires semblables

Soient deux VAR X et Y semblables, vérifiant Y = kX+τ, (k,τ) ∈R
2, k > 0, alors

1. FY(x) = FX

( x −τ

k

)

r i en (A.5)

2. fY(x) =
1

k
fX

( x −τ

k

)

r i en (A.6)

3. E(Y) = kE(X)+τ r i en (A.7)

4. σY = kσX r i en (A.8)

5. CVY = CVX lorsque τ= 0 r i en (A.9)

6. Mn(Y) = Mn(X) . r i en (A.10)

Preuve :

Les propriétés 1. et 2. s’obtiennent immédiatement en procédant comme pour (A.3) et (A.4)
avec x + T. La propriété 3. découle de la linéarité de l’espérance. La propriété 4. découle de la
propriété usuelle de la variance : V(λZ+µ) = λ2V(Z). Les propriétés 5. et 6. s’établissent comme
suit :

CVY =
σY

E(Y)
=

kσX

kE(Y)+T
=

kσX

kE(Y)
= CVX lorsque T = 0, (A.11)

et

Mn(Y) = E

([
Y−E(Y)

σY

]n)

= E

([
kX+T−kE(X)−T

kσX

]n)

= E

([
X−E(X)

σX

]n)

= Mn(X) . (A.12)

La propriété 6. signifie que des VAR semblables admettent les mêmes moments centrés ré-
duits. La propriété 5. indique que des VAR homothétiques admettent, de plus, le même coefficient
de variation.

Somme de densités homothétiques

Soient deux VAR Xk et Yk dont les densités fX,k et fY,k sont homothétiques, de même rapport k,
avec les lois fX et fY de deux VAR X et Y. Alors les densités fZ et fZ,k des VAR Z = X+Y et Zk = Xk+Yk

sont homothétiques, de rapport k.

En effet

fZ,k (x) =
∫

R

fX,k (t ) fY,k (x − t )dt =
∫

R

1

k
fX

(
t

k

)
1

k
fY,k

(
x − t

k

)

dt . (A.13)

En posant u =
t

k
on a donc

fZ,k (x) =
1

k2

∫

R

fX (u) fY

( x

k
−u

)

kdu =
1

k
fZ

( x

k

)

. (A.14)

La propriété d’homothétie est ainsi conservée par la somme.

A.2 Moments de la somme de deux variables aléatoires

Soient X et Y deux VAR indépendantes et soit Z = X+Y. Par indépendance, on a V(Z) = V(X)+
V(Y) et, donc

σZ =
√

σ2
X +σ2

Y . (A.15)
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Les moments centrés réduits de Z sont définis par

Mn

(

Z
)

=
1

(σZ)n
E
([

Z−E
(

Z
)]n

)

(A.16)

Par linéarité de l’espérance et en utilisant (A.15), on a donc

Mn

(

Z
)

=
1

(√

σ2
X +σ2

Y

)n E
([

X+Y−E
(

X+Y
)]n

)

=
1

(σ2
X +σ2

Y)
n
2

E
([(

X−E(X)
)

+
(

Y−E(Y)
)]n

)

=
1

(σ2
X +σ2

Y)
n
2

n∑

0

(

n

k

)

(

X−E(X)
)k(

Y−E(Y)
)n−k

=
1

(σ2
X +σ2

Y)
n
2

n∑

0

(

n

k

)

σk
Xσ

n−k
Y Mk

(

X
)

Mn−k

(

Y
)

. (A.17)

En appliquant l’expression (A.17) pour n = 3 et n = 4, on obtient immédiatement les expressions
du Skewness, γ(Z), et du Kurtosis normalisé, κN(Z) de Z. Ces résultats conduisent à la synthèse
suivante :

γ(Z) =
σ3

Xγ(X)+σ3
Yγ(Y)

(

σ2
X +σ2

Y

) 3
2

, (A.18)

κN(Z) =
σ4

X

(

κN(X)+3
)

+6σ2
Xσ

2
Y +σ4

Y

(

κN(Y)+3
)

(

σ2
X +σ2

Y

)2 −3, (A.19)

et, plus généralement

Mn

(

Z
)

=
1

(σ2
X +σ2

Y)
n
2

n∑

0

(

n

k

)

σk
Xσ

n−k
Y Mk

(

X
)

Mn−k

(

Y
)

. (A.20)

A.3 Moments des puissances d’une loi normale

Considérons une VAR B suivant la loi normale N (0 , σ ). Les moments de B1 = B et B2 sont
connus de manière classique (citons par exemple [152]) et ont été présentés au paragraphe 4.5.1.
En revanche et bien que leur détermination soit simple, nous n’avons pas trouvé de résultats
concernant les moments des puissances Bn pour n > 2. Ces moments nous étant utiles pour les
calculs du chapitre 4 nous les avons déterminé ici.

Espérance

Par symétrie, pour n impair, l’espérance de Bn est nulle : E(Bn) = 0. Supposons maintenant n

pair et posons p =
n

2
. On a alors Bn = Gp où G est une VAR suivant Γ

(
1
2 , 1

2

)

(cf. 4.96).

Notons fGα,β la densité de probabilité de la loi Γ(α,β) :

fGα,β (x) =







0 si x ⩽ 0
βα

Γ (α)
xα−1e−βx si x > 0

. (A.21)

On a alors
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E
(

Gp

α,β

)

=
∫

R

xp fGα,β(x)dx =
∫+∞

0

βα

Γ (α)
xα−1+p e−βx dx

=
Γ(α+p)

Γ(α)β

∫+∞

0

βα+p

Γ
(

α+p
) x(α+p)−1e−βx dx , (A.22)

or la densité de la loi Γ(α+p,β) n’est autre que

fGα,β (x) =







0 si x ⩽ 0
βα+p

Γ
(

α+p
) xα+p−1e−βx si x > 0

, (A.23)

par conséquent

∫+∞

0

βα+p

Γ
(

α+p
) x(α+p)−1e−βx dx = 1 (A.24)

et on a donc, en reportant (A.24) dans (A.22),

E(Gp

α,β) =
Γ(α+p)

Γ(α)βp
. (A.25)

Puisque la fonction Γ possède la propriété Γ(x +1) = xΓ(x) [152], on obtient ainsi

E
(

Gp

α,β

)

=
α(α+1) . . . (α+p −1)

βp
(A.26)

et, pourle cas α= β=
1

2
:

E
(

Gp
)

= 1×3×5× . . .× (2p −1) =
(2p)!

2p p !
. (A.27)

Par conséquent, pour n pair :

E
(

Bn
)

= E
(

Gp
)

=
n!

2n/2 (n/2)!
. (A.28)

Variance et Écart-type

On obtient la variance de Bn par la formule de Huygens : V
(

Bn
)

= E
(

B2n
)

−E
(

Bn
)2. On obtient

donc, en utilisant la relation (A.28) :

V
(

Bn
)

=







(2n)!

2n (n)!
si n est impair

1

2n

(
(2n)!

(n)!
−

(
n!
n/2

)2)

si n est pair

. (A.29)

On en déduit immédiatement l’écart-type, puisque σ
(

Bn
)

=
√

V
(

Bn
)

.

Asymétrie

Pour une VAR X son coefficient d’asymétrie, ou Skewness, est défini par

γ(X) =
1

(

σ(X)
)3 E

((

X−E(X)
)3

)

. (A.30)

On a donc
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γ(X) =
1

(

σ(X)
)3 E

(

X3 −3E(X)X2 +3E(X)2X−E(X)3
)

=
1

(

σ(X)
)3

(

E
(

X3)−3E
(

X
)

E
(

X2)+3E
(

X
)2E(X)−E(X)3

)

=
1

(

σ(X)
)3

(

E
(

X3)−3E
(

X
)

E
(

X2)+2E(X)3) . (A.31)

On en déduit que

γ
(

Bn
)

=
1

σ3n

(

E
(

B3n
)

−3E
(

Bn
)

E
(

B2n
)

+2
(

E
(

Bn
))3

)

. (A.32)

Cette relation nous permet alors d’obtenir γ
(

Bn
)

à partir des espérances E
(

Bk
)

, k = n, 2n, 3n éta-
blies par la formule (A.28).

Kurtosis

Procédons de même que pour l’asymétrie. Pour une VAR X son Kurtosis normalisé est défini
par

κN(X) =
1

(

σ(X)
)4 E

((

X−E(X)
)4

)

−3. (A.33)

On a donc

κN(X) =
1

(

σ(X)
)4 E

(

X4 −4E(X)X3 +6E(X)2X2 −4E(X)3X+E(X)4
)

−3

=
1

(

σ(X)
)4

(

E
(

X4)−4E
(

X
)

E
(

X3)+6E
(

X
)2E

(

X2)−4E
(

X
)3E

(

X
)

+E(X)4
)

−3

=
1

(

σ(X)
)4

(

E
(

X4)−4E
(

X
)

E
(

X3)+6E
(

X
)2E

(

X2)−3E(X)4
)

−3

Par conséquent

κN
(

Bn
)

=
1

σ4n

(

E
(

B4n
)

−4E
(

Bn
)

E
(

B3n
)

+6
(

E
(

Bn
))2

E
(

B2n
)

−3
(

E
(

Bn
))4

)

−3. (A.34)

Cette relation nous permet alors d’obtenir κN
(

Bn
)

à partir des espérances E
(

Bk
)

, k = n, 2n, 3n, 4n

établies par la formule (A.28).

Tableau des premières valeurs

Les formules (A.28) (A.29), (A.32) et (A.34) nous permetent alors de construire les tableaux (A.1)
et (A.2) :
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TABLEAU A.1 – Moments des puissances d’un bruit gaussien centré réduit.

σ= 1 E V σ γ κN

B 0 1 1 0 0

B2 1 2
p

2 2
p

2 12

B3 0 15
p

3
p

5 0
216

5

B4 3 96 4
p

2
p

3
263

p
2
p

3

64
204

B5 0 945 3
p

3
p

5
p

7 0
46000

63

B6 15 10 170 3
p

1130
337690

339
p

1130

38749404

12769

TABLEAU A.2 – Moments des puissances d’un bruit gaussien centré d’écart-type σ.

σ E V σ γ κN

B 0 σ2 σ 0 0

B2 σ2 2σ4
p

2σ2 2
p

2 12

B3 0 15σ6
p

3
p

5σ3 0
216

5

B4 3σ4 96σ8 4
p

2
p

3σ4 263
p

2
p

3

64
204

B5 0 945σ10 3
p

3
p

5
p

7σ5 0
46000

63

B6 15σ6 10170σ12 3
p

1130σ6 337690

339
p

1130

38749404

12769
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Annexe B

Procédure de Savitsky-Golay

Nous avons eu besoin à de nombreuses reprises de lisser les courbes présentées dans ce ma-
nuscrit. Nous avons choisi pour cela la procédure de Savitsky-Golay, d’une part pour son faible
coût en temps de calcul, d’autre parce qu’elle fournit en chaque point calculé des valeurs opti-
males. En effet, souvent présentée comme un filtre ou sous forme d’algorithme, cette méthode est
en fait une optimisation polynomiale qui détermine localement la valeur du polynôme de degré
choisi minimisant l’écart quadratique entre ses points et une fenêtre de valeurs mesurée de lar-
geur choisie. La méthode a été présentée par Abraham Savitsky et Marcel Golay [146] mais l’article
n’est pas complètement explicite. N’ayant pas trouvé de document exposant en détail la méthode,
nous avons rédigé sa description détaillée et avons estimé utile de l’annexer a ce manuscrit de
thèse.

B.1 Position du problème

Disposant d’une série de N couples de valeurs (Xi ,Yi ), on peut trouver par la méthode de La-
grange, un polynôme L passant exactement par les points Mi : (Xi ,Yi ). Un tel polynôme, devant
vérifier les N équations L(Xi ) = Yi , sera alors de degré N−1. Cette démarche est une forme d’op-
timisation mais ne permet pas de maîtriser les valeurs prises par le polynôme entre les points et
conduit en général à un polynôme de degré élevé présentant de fortes variations entre les points
imposés. Pour approcher un ensemble de points par un polynôme dans une optique de "lissage"
nous allons donc poser le problème différemment :

Problème :
"Disposant d’une série de N couples de valeurs (Xi ,Yi ), nous allons rechercher le polynôme de degré

n, Pn =
n∑

k=0
ak xk , (n choisi et inférieur à N) minimisant l’écart entre les points Mi : (Xi ,Yi ) et les

points Ni :
(

Xi ,P(Xi )
)

".

La méthode que nous allons employer, dite des "moindres carrés" est classique et se décrit sim-
plement :

Notons ei = Mi Ni = |Yi −Pn(Xi )| la distance entre Mi et Ni . Minimiser les écarts entre les Mi et les
Ni s’interprète comme minimiser la norme du N-uplet e1 , ... , eN qu’on identifie à celle du vecteur
E(e1, . . . ,eN) représentant ces distances, ce qui équivaut à minimiser le carré de la norme de E :

∥E∥2 =
N∑

i=1

(

Pn(Xi )−Yi

)2 . (B.1)

Considérons pour cela ∥E∥2 comme une fonction f des n +1 variables a0, a1, . . . an :
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f (a0, . . . , an) =
N∑

i=1

(
n∑

k=0
ak Xk

i −Yi

)2

. (B.2)

Pour minimiser cette fonction il nous faut déterminer les points critiques annulant son gradient
∇ f dont les composantes sont de la forme :

∂ f

∂aq
=

N∑

i=1
2Xq

i

(
n∑

k=0
ak Xk

i −Yi

)

= 2
N∑

i=1

n∑

k=0
ak Xq+k

i
+2

N∑

i=1
Yi Xq

i
, (B.3)

soit encore, en notant U j =
N∑

k=1
X j

k
et T j =

N∑

k=1
Yk X j

k
:

∂ f

∂aq
= 2

n∑

k=0
ak Uq+k −2Tq . (B.4)

Annuler∇ f revient donc à résoudre un système de n+1 équations linéaires de la forme
n∑

k=0
ak Uq+k = Tq .

Il suffit alors d’écrire ce système sous la forme matricielle UA = T :








U0 U1 . . . Un

U1 U2 . . . Un+1

. . . . . . . . . . . .
Un Un+1 . . . U2n















a0

a1

. . .
an







=








T0

T1

. . .
Tn








. (B.5)

pour obtenir les coefficients ak en inversant le système. Ce sont alors les coordonnées du vecteur

A = U−1T . (B.6)

Le lissage d’un courbe comportant un nombre de points de discrétisation élevé demande ce-
pendant de procéder à de nombreux calculs de ce type en utilisant une fenêtre glissante. Or l’inver-
sion des matrices est couteuse en temps de calcul et peut poser des difficultés numérique dès lors
que la matrice n’est pas bien conditionnée. L’idée maîtresse d’Abraham Savitsky et Marcel Golay
consiste à exploiter des propriétés issues d’une discrétisation régulière des valeurs Xi .

B.2 Discrétisation régulière

Lorsque les N valeurs X1, . . . XN sont issues d’une discrétisation régulières, de pas h, on a la rela-
tion Xp = X1+(p−1)h pour p ∈ [[1 ; N]]. On peut alors procéder à un changement de repère, en pre-
nant pour origine des abscisses X0 = X1−h et en appliquant une dilatation des abscisses d’un fac-

teur
1

h
. Les X̃k =

Xk −X0

h
prennent alors les valeurs entières 1, 2, . . .,N. Dans ce nouveau repère RN,

on cherche donc maintenant à approcher les points M̃k

(

X̃k ,Yk

)

par un polynôme P̃n =
n∑

0
ãk xk . On

remarque qu’alors Ũk =
N∑

i=1
X̃k

i =
N∑

i=1
i k ne dépend plus des valeurs Xi et que Tk =

N∑

i=1
Yi i k ne dé-

pend que des Yi . La matrice U ne dépend alors uniquement du nombre N de points et de l’ordre n

du polynôme choisi. Son inverse U−1, indépendamment du problème étudié, peut alors être pré-
calculé pour chaque couple (N; n).

Une fois obtenu ainsi le polynôme optimal P̃n(x) =
n∑

0
ãk xk dans le repère RN, pour revenir au

problème initial, il restera à retrouver les coefficients ap de Pn(x) =
n∑

0
ak xk , ce qui pourra être

réalisé car
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Pn(x) = P̃n

(
x −X0

h

)

=
n∑

k=0
ãk

(
x −X0

h

)k

=
n∑

k=0

ãk

hk

k∑

j=0
(−1) j

(

k

j

)

Xk− j
0 x j , (B.7)

d’où

ap =
n∑

i=p

ãi

hi
(−1)i−p

(

i

p

)

Xi−p
0 (B.8)

B.3 Fenêtrage

Supposons maintenant qu’on dispose d’un grand nombre NT de points provenant d’une dis-
crétisation régulière de pas h. On ne va pas chercher à interpoler simultanément l’ensemble des
points mais plutôt rechercher une interpolation locale calculée sur une partie de ces points. On
appellera ainsi fenêtre de largeur N centrée sur Mq , où N = 2m +1 est impair et m < q ⩽ NT −m,
l’ensemble des points Mq−m , Mq−m+1, . . . Mq+m .

On peut appliquer la méthode précédente sur les N points de la fenêtre mais, compte tenu de
l’imparité de N, il va s’avérer plus intéressant d’apporter une légère modification à cette méthode :
on va choisir pour origine des abscisses, celle du centre de la fenêtre, plutôt que celle de son pre-
mier point.

Dans ce nouveau repère Rq , les X̃k =
Xk −Xp

h
prennent alors les valeurs X̃p−m = −m, . . ., X̃p+m =

m. En posant xi = X̃p+i , on obtient ainsi xi = i pour i ∈ [[−m ; m ]]. Ce résultat peut s’énoncer
comme suit :

L’interpolation d’une fenêtre de N = 2m+1 couples de valeurs (X j ,Y j ) centrée sur Xk , se ramène
à celles des couples (i , yi ) avec i ∈ [[−m ; m ]] et yi = Yk+i .

L’expression des Ũk =
m∑

i=−m

i k devient donc, selon k,

Ũ0 = SN,0, Ũk = 0 si k est impair, Ũk = 2Sm,k si k est pair, (B.9)

où

Sm,k =
m∑

i=0
i k (B.10)

est la somme des puissances k ièmes des m premiers entiers non nuls.

Nous avons vu que les coefficients du polynôme, dans Rq , s’obtenaient par la relation matri-
cielle (B.6) qui, ici, nous donne








ã0

ã1

. . .
ãn







=















Ũ0 Ũ1 . . . Ũn

Ũ1 Ũ2 . . . Ũn+1

. . . . . . . . . . . .
Ũn Ũn+1 . . . Ũ2n















−1 






T̃0

T̃1

. . .
T̃n








. (B.11)

Si l’ordre n du polynôme est pair, on a donc










ã0

ã1

ã2

. . .
ãn










=



















N 0 2Sm,2 . . . 2Sm,n

0 2Sm,2 0 . . . 0
2Sm,2 0 2Sm,4 . . . 2Sm,n+2

. . . . . . . . . . . .
2Sm,n 0 2Sm,n+2 . . . 2Sm,2n



















−1 








T̃0

T̃1

T̃2

. . .
T̃n










(B.12)
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et si n est impair










ã0

ã1

ã2

. . .
ãn










=



















N 0 2Sm,2 . . . 0
0 2Sm,2 0 . . . 2Sm,n+1

2Sm,2 0 2Sm,4 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 2Sm,n+1 0 . . . 2Sm,2n



















−1 








T̃0

T̃1

T̃2

. . .
T̃n










. (B.13)

Remarque :
Le calcul des coefficients du polynôme dans le repère initial s’obtient par la même formule que
précédemment, avec Xq à la place de X0 :

ap =
n∑

i=p

ãi

hi
(−1)i−p

(

i

p

)

Xi−p
q . (B.14)

B.4 Polynôme glissant

Dans le cas de valeurs mesurées, lorsqu’on dispose d’un grand nombre NT de points initiaux,
l’objectif, bien souvent, n’est pas d’approcher cet ensemble par un expression analytique globale
ou par morceaux. On va plutôt chercher à "lisser" cet ensemble afin de diminuer l’effet de pertur-
bations supposées ou pour extraire une information ciblée.

Pour chaque fenêtre le polynôme d’interpolation n’est alors pas un objectif en soi mais une
méthode pour remplacer la valeur Yq mesurée au centre de la fenêtre par P(Xq ) supposée plus
pertinente. En décalant, point par point la fenêtre, on disposera alors d’un polynôme Pq pour
chaque fenêtre et d’une valeur y q = Pq (Xq ) qu’on substitue à Yq pour obtenir un nouvel ensemble

de point "lissé"
{(

Xk ; yk )
}

.

Dans le repère Rq vu précédemment, on ne s’intéresse donc qu’à la valeur du polynôme en
x = 0. Cette valeur n’est autre que ã0 et n’est pas modifiée par le retour au repère initial. Les yk sont
donc obtenus par le calcul du seul terme constant du polynôme d’interpolation.

Remarque :
Les points d’interpolation obtenus sont compris entre les indices initiaux m et NT−m. La méthode
doit donc être adaptée pour les points proches du premier et du dernier point de l’ensemble initial
en diminuant progressivement la taille de la fenêtre.

B.5 Procédure de lissage de Savitsky-Golay

Abraham Savitsky et Marcel Golay ont publié en 1964 un article dont le titre est "Smoothing
and Differentiation of Data by Simplified Least Squares Procedures". La méthode proposée s’ap-
puie sur les étapes que nous avons développés plus haut. Bien qu’elle soit qualifiée parfois de filtre,
de convolution (interprétation d’ailleurs évoquée dans l’article), ou d’algorithme de Savitsky-Golay,
nous préférerons parler de procédure, conformément au titre de l’article, car, indépendamment
du domaine d’application, cette méthode est une procédure d’interpolation optimisée.

Cette procédure s’applique au lissage d’un ensemble initial de points, régulièrement discré-
tisé, en approchant, point par point, le centre d’une fenêtre glissante par la valeur en l’abscisse de
ce point du polynôme d’interpolation issu de la méthode des moindres carrés.

Revenons sur le vecteur T̃ dont les composantes sont les T̃k =
m∑

i=−m

i k yi avec yi = Yk+i et i ∈

[[−m ; m ]]. On peut écrire
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T = LY (B.15)

où

L =








1 1 . . . 1
−m −m +1 . . . m

. . . . . . . . . . . .
(−m)n (−m +1)n . . . (m)n








(B.16)

On a alors 






1 1 . . . 1
−m −m +1 . . . m

. . . . . . . . . . . .
(−m)n (−m +1)n . . . (m)n















y−m

y−m+1

. . .
ym







=








T0

T1

. . .
Tn








, (B.17)

or on a vu que Ã = Ũ−1T̃ :








ã0

ã1

. . .
ãn







=















Ũ0 Ũ1 . . . Ũn

Ũ1 Ũ2 . . . Ũn+1

. . . . . . . . . . . .
Ũn Ũn+1 . . . Ũ2n















−1 






T̃0

T̃1

. . .
T̃n








. (B.18)

On a donc







ã0

ã1

. . .
ãn







=















Ũ0 Ũ1 . . . Ũn

Ũ1 Ũ2 . . . Ũn+1

. . . . . . . . . . . .
Ũn Ũn+1 . . . Ũ2n















−1 






1 1 . . . 1
−m −m +1 . . . m

. . . . . . . . . . . .
(−m)n (−m +1)n . . . (m)n















y−m

y−m+1

. . .
ym








, (B.19)

soit encore

Ã = GY où G = Ũ−1L = (G)i , j est la matrice de Savitsky-Golay. (B.20)

En fait, seul le calcul du coefficient ã0 nous intéresse, il nous suffit en fait de disposer unique-
ment de la première ligne de cette matrice. En notant gs = G1,s−m−1, on a alors

y = ã0 =
m∑

s=−m

gs ys . (B.21)

Puisque gs ne dépend que de la largeur N de la fenêtre et du degré n, choisi, du polynôme d’inter-
prétation, les coefficients gs peuvent être pré-calculés et sont fournis dans des tables. Le calcul des
y est alors immédiat car c’est une combinaison linéaire des valeurs des ordonnées des points de
la fenêtre.

Exemple : Recherchons y pour la fenêtre de 5 points : (1,12; 2,44), (1,47; 2,54), (1,82; 3,16),

(2,17; 3,05), (2,52; 4,1) et pour un polynôme d’ordre 3. On a

G =















5 0 10 0
0 10 0 34

10 0 34 0
0 34 0 130















−1 






1 1 1 1 1
−2 −1 0 1 2
4 1 0 1 4
−8 −1 0 1 8







=




















−3

35

12

35

17

35

12

35

−3

35

1

12

−2

3
0

2

3

−1

12

1

7

−1

14

−1

7

−1

14

1

7

−1

12

1

6
0

−1

6

1

12




















. (B.22)
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La première ligne de G nous permet de calculer

y =
−3×2,44+12×2,54+17×3,16+12×3,05−3×4,1

35
≃ 2,89. (B.23)

Plutôt que d’effectuer le calcul matriciel, la table de lissage de Savitsky-Golay indique, pour 5 points

et un polynôme d’ordre 3, que les coefficients sont -3, 12, 17, 12, -3 et que la normalisation est 35, ce

qui nous permet d’écrire directement la formule précédente.

B.6 Calcul des coefficients de Savitsky-Golay

B.6.1 Parité du polynôme d’interpolation

On a vu que la forme de la matrice Ũ pouvait être décomposée en deux cas (B.9). Nous la
noterons SP si le degré n du polynôme d’interpolation est pair, SI s’il est impair :

SP(n,m) =










N 0 2Sm,2 . . . 2Sm,n

0 2Sm,2 0 . . . 0
2Sm,2 0 2Sm,4 . . . 2Sm,n+2

. . . . . . . . . . . .
2Sm,n 0 2Sm,n+2 . . . 2Sm,2n










(B.24)

et

SI(n,m) =










N 0 2Sm,2 . . . 0
0 2Sm,2 0 . . . 2Sm,n+1

2Sm,2 0 2Sm,4 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 2Sm,n+1 0 . . . 2Sm,2n










. (B.25)

Nous allons alors pouvoir exploiter la propriété suivante (non démontrée ici) :

Propriété 1 : Si une matrice carrée inversible An,n , n pair, est de la forme

A =










a1,1 0 a1,3 . . . 0 a1,n

0 a2,2 0 . . . a2,n−1 0
a3,1 0 a3,3 . . . 0 a3,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 0 an,3 . . . 0 an,n










,

alors A−1 est de la forme

A−1 =










α1,1 0 α1,3 . . . 0 α1,n

0 α2,2 0 . . . α2,n 0
α3,1 0 α3,3 . . . 0 α3,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
αn,1 0 αn,3 . . . 0 αn,n










,

de plus, toute matrice inversible B de la forme

B =












a1,1 0 a1,3 . . . 0 a1,n 0
0 a2,2 0 . . . a2,n 0 b2,n+1

a3,1 0 a3,3 . . . 0 a3,n 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an,1 0 an,3 . . . 0 an,n 0
0 bn+1,2 0 . . . bn+1,n−1 0 bn+1,n+1












,

194



ANNEXE B. PROCÉDURE DE SAVITSKY-GOLAY

possède alors un inverse de la forme

B−1 =












α1,1 0 α1,3 . . . 0 α1,n 0
0 β2,2 0 . . . β2,n 0 β2,n+1

α3,1 0 α3,3 . . . 0 α3,n 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αn,1 0 αn,3 . . . 0 αn,n 0

0 βn+1,2 0 . . . βn+1,n−1 0 βn+1,n+1












.

Cette propriété implique que les lignes impaires sont conservées lors de l’inversion et, en particu-
lier, que la première ligne de S−1

I (m,ν) est identique à celle de S−1
P (m,ν−1) complétée par un zéro.

Cela va nous permettre d’obtenir une nouvelle propriété :

Propriété 2 : Pour une même fenêtre, la valeur d’interpolation y obtenue par la procédure
de Savitsky-Golay est la même pour une interpolation par un polynôme d’ordre 2p et par un
polynôme d’ordre 2p +1.

Preuve :
Dans le cas de l’interpolation par un polynôme de degré n pair, S−1

P (n,m) est de la forme

S−1
P (n,m) =










σ1,1 0 σ1,3 . . . σ1,n

0 σ2,2 0 . . . 0
σ3,1 0 σ3,3 . . . σ3,n+2

. . . . . . . . . . . .
σn,1 0 σn,3 . . . σn,n










(B.26)

et on a

G = S−1
P L =










σ1,1 0 σ1,3 . . . σ1,n

0 σ2,2 0 . . . 0
σ3,1 0 σ3,3 . . . σ3,n+2

. . . . . . . . . . . .
σn,1 0 σn,3 . . . σn,n

















1 1 . . . 1
−m −m +1 . . . m

. . . . . . . . . . . .
(−m)n (−m +1)n . . . (m)n








. (B.27)

Seule la première ligne de G est utilisée pour le calcul de y . On obtient ainsi

gk =
n∑

p=1
σ1,p kp−1 . (B.28)

De même, dans le cas d’un polynôme de degré n +1 pair, on a

S−1
P (n +1,m) =












σ1,1 0 σ1,3 . . . σ1,n 0
0 σ2,2 0 . . . 0 σ2,n+1

σ3,1 0 σ3,3 . . . σ3,n 0
. . . . . . . . . . . . . . .
σn,1 0 σn,3 . . . σn,n 0

0 σn+1,2 0 . . . 0 σn+1,n+1












(B.29)

et y s’en déduit de manière similaire au cas précédent. Puisque le dernier terme de la première
ligne de S−1

P (n +1,m) est nul, on retrouve alors la formule (B.28), ce qui prouve la proposition.

Remarque :
les polynômes d’ordre n = 2p et n +1 = 2p +1 conduisent à la même valeur de y mais ne sont pas
identiques pour autant.
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B.6.2 Réduction de la dimension de la matrice

Seul le cas où n est pair nous intéresse, compte tenu du résultat précédent. On a, dans ce cas,
la relation 








N 0 2Sm,2 . . . 2Sm,n

0 2Sm,2 0 . . . 0
2Sm,2 0 2Sm,4 . . . 2Sm,n+2

. . . . . . . . . . . .
2Sm,n 0 2Sm,n+2 . . . 2Sm,2n



















ã0

ã1

ã2

. . .
ãn










=










T̃0

T̃1

T̃2

. . .
T̃n










, (B.30)

qui peut se décomposer en








N 2Sm,2 2Sm,4 . . . 2Sm,n

2Sm,2 2Sm,4 2Sm,6 . . . 2Sm,n+2

. . . . . . . . . . . .
2Sm,n 2Sm,n+2 2Sm,n+4 . . . 2Sm,2n















ã0

ã2

. . .
ãn







=








T̃0

T̃2

. . .
T̃n








(B.31)

et








2Sm,2 2Sm,4 2Sm,6 . . . 2Sm,n

2Sm,4 2Sm,6 2Sm,8 . . . 2Sm,n+2

. . . . . . . . . . . .
2Sm,n 2Sm,n+2 2Sm,n+4 . . . 2Sm,2n−2















ã1

ã3

. . .
˜an−1







=








T̃1

T̃3

. . .
˜Tn−1








. (B.32)

Puisque nous recherchons uniquement ã0, il nous suffit donc de résoudre SPAP = TP avec

SP =








N 2Sm,2 . . . 2Sm,n

2Sm,2 2Sm,4 . . . 2Sm,n+2

. . . . . . . . .
2Sm,n 2Sm,n+2 . . . 2Sm,2n








, AP =








ã0

ã2

. . .
ãn








, et TP =








T̃0

T̃2

. . .
T̃n








, (B.33)

De manière similaire à la matrice L, on introduit alors la matrice LP :

LP =








1 1 . . . 1
(−m)2 (−m +1)2 . . . m2

. . . . . . . . . . . .
(−m)n (−m +1)n . . . (m)n








, (B.34)

et on a alors

GP = S−1
P LP . (B.35)

En écrivant la première ligne de GP sous forme fractionnaire avec un dénominateur commun,
qualifié de normalisation, on obtient ainsi les coefficients de Savitsky-Golay correspondant à n et
m.

B.6.3 Tableaux

Les valeurs sont usuellement présentées en tableaux, néanmoins l’article initial comportait
quelques erreurs d”écriture ; ainsi de nombreux tableaux en usage reproduisent ces erreurs ou ne
présentent que des corrections partielles. Les tableaux ci-après contiennent les valeurs que nous
avons recalculées et vérifiées. L’utilisation de ces tableaux se fait conformément à l’exemple décrit
au paragraphe (B.5).

Le nombre de points qu’il est nécessaire d’utiliser pour une opération de lissage peut, bien
entendu, être plus élevé, voire beaucoup plus élevé que dans ces tableaux pour le lissage. Nous
avons créé pour les besoins des lissages utilisés dans ce manuscrit un fichier des valeurs allant
jusqu’à 241 points.
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TABLEAU B.1 – Coefficients de Savitsky-Golay pour des polynômes d’ordre 2 et 3.

TABLEAU B.2 – Coefficients de Savitsky-Golay pour des polynômes d’ordre 4 et 5.
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TABLEAU B.3 – Coefficients de Savitsky-Golay pour des polynômes d’ordre 6 et 7.

B.7 Exemple d’application

Les figures (B.1) et (B.2) présentent un signal bruité, représenté en bleu, lissé par la procédure
de Saviysky-Golay par un polynôme d’ordre 2 et une fenêtre de 21 points pour la figure (B.1), par
un polynôme d’ordre 1 et une fenêtre de 51 points pour la figure (B.2). Les courbes lissées sont
représentées en rouge.

Remarque :
La procédure proposée dans l’article de 1969 de Savitsky et Golay, aborde, en sus des valeurs "lis-
sées", le calcul les valeurs prises par les dérivées successives du polynôme d’interpolation, en
chaque point sur lequel une fenêtre est centrée. Nous n’avons pas repris l’élaboration des coef-
ficients des dérivées dans cette annexe.
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