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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Le dictionnaire Larousse définit un signal comme tout signe, geste, cri, son, etc., destiné a aver-
tir, a donner une consigne, un ordre. Ainsi, plus généralement, tout support d'une information
peut étre considéré comme un signal : la parole, I'image, la vidéo, les ondes électromagnétiques,
... Par extension encore, toute forme de données porteuses d'information peut étre qualifiée de
signal. Au-dela de 'existence d’'un signal, la définition du Larousse fait également apparaitre que
I'information portée par ce signal doit étre émise, captée et interprétée. Linterprétation, en par-
ticulier, peut étre délicate car un signal capté peut provenir de sources multiples, étre atténué,
déformé, bruité,... d’ou le besoin de traiter le signal afin d’en extraire I'information.

Depuis que Joseph Fourier (1768-1830) a interprété la diffusion de la chaleur comme une
superposition d’harmoniques et développé une méthode d’analyse de ces composantes harmo-
niques [1], la nature des capteurs s’est diversifiée mais aussi et surtout, I'informatique est deve-
nue le support privilégié de I'information. Indépendamment de leur interprétation physique, d'un
point de vue mathématique, toute série de valeurs numériques peut alors étre considérée comme
la version discréte d'un signal et toute fonction d'une ou plusieurs variables, a valeurs dans R”
ou C", comme la version continue d'un signal. Traiter un signal initial vu comme une fonction
discrete ou continue en le modifiant en une autre fonction discréte ou continue revient donc a
I'application d'un ou plusieurs opérateurs agissant entre des espaces fonctionnels.

De nombreuses méthodes de traitement du signal s’attachent ainsi a « débruiter » des données,
ales « séparer » en constituants significatifs, et a les « reconstruire » en tenant compte de la résolu-
tion limitée des instruments d’acquisition. Lopérateur de Teager-Kaiser présente la particularité
d’estimer I’amplitude instantanée et la fréquence instantanée d’un signal a partir de |'expression
ponctuelle d’'une fonction, dans sa version continue, ou de seulement trois occurrences d'une sé-
rie de valeurs, dans sa version discrete. Il est ainsi bien adapté pour extraire I'information d'un
signal dont les caractéristiques varient relativement rapidement au cours du temps. En raison de
sa simplicité de mise en ceuvre et de son excellente résolution temporelle, I'opérateur de Teager-
Kaiser a ainsi donné lieu a de nombreux travaux de recherche et a une multitude d’applications
concernant le traitement de la parole [2], [3],[4], [5], les télécommunications [6], [7], [8], [9], [10],
[11], le multimédia [12], [13], [14], [15], [16], I'optique [17], le diagnostic [18], 1a biologie [19], [20],
[21], [22] et 'acoustique [23], [24], [25].

La construction de 'opérateur de Teager-Kaiser est fondée sur une démarche inhabituelle, a
savoir la prise en compte de I'énergie requise pour générer le signal et non directement 'informa-
tion véhiculée par ce signal. Nous allons ainsi aborder, au chapitre 1, le concept d’énergie, quantité
physique permettant de quantifier la capacité d'un systeme a modifier son état et produire du tra-
vail, avant de considérer la notion d’énergie au sens "traitement du signal" liée, elle, au contenu en
information véhiculée. Nous nous intéresserons ensuite a I’énergie au sens de Teager et présente-
rons la genese de I'opérateur dit de Teager-Kaiser, dont la sortie est proportionnelle a la quantité
d’énergie nécessaire pour générer le signal. Nous examinerons ensuite le comportement de I'opé-
rateur appliqué a différents signaux élémentaires, tels les signaux modulés. Puis, nous détaille-
rons et illustrerons la méthode de démodulation ESA (Energy Separation Algorithm) permettant,
combinée a I'opérateur, d’estimer I’amplitude et la fréquence instantanées d'un signal. Nous pré-
senterons enfin, dans ce premier chapitre, différentes extensions mathématiques de 1'opérateur,
adaptées a I'analyse de signaux uni-dimensionnels et multi-dimensionnels, a valeurs réelles ou
complexes.

La nature différentielle et non-linéaire de 'opérateur de Teager-Kaiser ainsi que sa capacité
a étre combiné avec d’autres outils de traitement du signal (filtrage en sous-bandes, classifica-
tion,...) soulévent plusieurs difficultés pour lesquels des verrous scientifiques restent a lever. C’est
le cas, en particulier, de la positivité de la sortie de 'opérateur qui, si elle est garantie dans le cas
d’un signal harmonique ne I’est pas dans le cas général, ce qui rend problématique une interpréta-
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

tion en termes d’énergie. Le chapitre 2 est ainsi dévolu a la question de la positivité de 'opérateur.
Nous étendrons les résultats déja obtenus sur cette question [26], [27] et nous énoncerons un cer-
tain nombre de criteres permettant de mieux cerner les caractéristiques des signaux pour lesquels
la positivité de la sortie de 'opérateur peut étre garantie. Nous nous intéresserons plus particu-
lierement a son application a des signaux AM-FM. Nous illustrerons ces criteres en les appliquant
a des signaux "chirp" [28] et a un signal réel. A 'occasion de cet exemple réel nous mettrons en
évidence les causes de non positivité de la sortie de I'opérateur dues au bruit et a la fréquence
d’échantillonnage.

Nous nous intéresserons ensuite a la démodulation du signal. Les méthodes usuelles de dé-
modulation d'un signal discrétisé s’appuient sur une suite de valeurs indicées considérées, a un
changement de variable prés, comme une suite temporelle de pas de discrétisation égal a 1. Ces
méthodes ont été détaillées par Maragos et al. [29],[30]. Le pas de discrétisation influe pourtant
sur la sortie de 'opérateur de Teager-Kaiser et le choix d'un pas égal a 1 n’exploite pas cette in-
fluence. C’est pourquoi nous proposerons une version revisitée de I'opérateur : "W, prenant en
compte le pas. D'une part, combiné a un ré-échantillonnage du signal par la formule de Shannon
[31], cet opérateur permettra d’adapter ’échantillonnage aux caractéristiques du signal; d’autre
part, "W, en exploitant les sorties de I'opérateur pour différents pas, nous ameénera a proposer
de nouvelles versions de I'opérateur. En particulier nous introduirons 'opérateur T permettant
d’éliminer, statistiquement, le bruit et ainsi d’obtenir une meilleure qualité de démodulation de
I'amplitude et de la fréquence instantanée d'un signal en environnement bruité.

Puis, bien que 'opérateur de Teager-Kaiser soit, par construction, un opérateur local, nous
nous intéresserons aux propriétés statistiques d'un signal, en entrée et en sortie de 'opérateur,
dans un environnement bruité. La prise en compte du bruit est, en effet, directement liée a une
approche statistique et I'étude des moments statistiques permet d’extraire des informations sur la
nature du signal utile et sur celle du bruit. Or 'opérateur de Teager-Kaiser posséde la propriété de
diminuer la dispersion relative des valeurs a sa sortie et permet ainsi une meilleure discrimination
des informations présentes dans le signal. En nous appuyant sur cette propriété nous serons ainsi
amenés, a proposer une méthode de détection d'un signal faible en environnement bruité.

Enfin, nous présenterons les conclusions des résultats obtenus et dégagerons les perspectives
ouvertes pour de futurs travaux.
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Chapitre 1

Teager-Kaiser : un opérateur d’énergie

« La contradiction existe au sein
du plus petit grain d’énergie»

Stéphane Lupasco
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CHAPITRE 1. TEAGER-KAISER : UN OPERATEUR D’ENERGIE

1.1 Le concept d’énergie

Le concept scientifique d’énergie est apparu avec Aristote ("Une force en action") et a forte-
ment évolué au cours du temps [32], [33], [34], [35]. Thomas Young est le premier a avoir intro-
duit, en 1800, le mot "énergie" en physique [36] puis on doit a Gustave Gaspard de Coriolis et a
Jean-Victor Poncelet la définition, en 1828, du terme "travail", qui est une des formes "palpables”
de I'énergie [37]. Vient ensuite la formulation, entre 1842 et 1847, de ce que nous appelons au-
jourd’hui la loi de conservation de I’énergie par Julius Robert von Mayer, James Prescott Joule et
Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz. Ainsi, I'énergie ne peut étre ni créée ni détruite; elle
peut seulement étre transformée d'une forme a une autre. L'exploitation du mot "énergie", en
1852, pour désigner toute sorte de "force" dans toutes les branches de la science revient a William
Thomson Kelvin et William Rankine [38],[39]. Enfin, en 1905, Albert Einstein avec sa théorie de
la relativité a établi I’équivalence générale de I'énergie et de la masse [40],[41]. Depuis cette date,
le concept d’énergie a été généralisé sous la forme que nous utilisons aujourd’hui. Pour autant,
I'énergie reste un concept abstrait [42],[43]. Bien qu’elle soit liée a la matiere, I'énergie ne peut étre
définie qu’'indirectement. La quantité d’énergie peut étre associée a tout systeme (physique, bio-
logique,...) et elle est fonction de divers parametres caractérisant I'état de ce systeme. Pour étre
assimilé, le concept d’énergie suppose ainsi une familiarisation avec ses divers aspects et avec
les phénomeénes au sein desquels il intervient. Le prix Nobel, Richard Feyman déclara lors de ses
conférences dans les années soixante : "It is important to realize that in physics today we have no
knowledge of what energy is" [44]. Plus récemment, 'extension du concept d’énergie a de nou-
veaux domaines tels le traitement du signal ou la finance, atteste du caractére "universel" de cette
quantité [45], [46], [47].

1.1.1 Définition de I'énergie

Le mot "énergie" vient du Grec ancien energhia qui signifie "force en action", c’est-a-dire la
capacité a produire un mouvement et, donc, la capacité a effectuer un travail (une force agit et
génére un changement). L'énergie peut étre ainsi définie comme une grandeur physique qui re-
présente et quantifie la capacité d'un systéme a modifier un état, a produire un travail entrainant
un mouvement, un rayonnement électromagnétique ou de la chaleur. L'énergie pure n’existe pas;
suivant le systéme considéré, on associera a ce systeme, par exemple, une énergie mécanique, une
énergie thermique ou une énergie électrique. La propriété fondamentale de I'énergie est de pou-
voir se transférer d'un systeme a un autre ou, plus exactement, se convertir d'une forme en une
autre, en vérifiant le principe de conservation suivant lequel, dans tous les cas, 'énergie totale
d’'un systéme isolé est conservée. Comme un systéme peut évoluer de différentes manieres sous
I'action de forces différentes, I'énergie se manifeste de différentes manieres. L'énergie est ainsi ob-
servée indirectement par, par exemple, des variations de vitesse, de pression ou d’intensité élec-
trique. En effet, la manifestation d'un phénomene tel le mouvement sous I’action d'une force im-
plique non seulement que le systeme considéré possede de I'énergie intrinseque, mais aussi qu’il
y a transfert d’énergie. Pour autant, ce que I’'on mesure n’est pas 'énergie en elle-méme, mais sa
variation. Lorsqu’on effectue le bilan d’énergie d'un systeme physique, on définit son énergie mé-
canique comme la somme de son énergie cinétique et de ses énergies potentielles. L'énergie totale
du systeme s’écrit ainsi comme la somme de I'énergie mécanique et d'une énergie appelée éner-
gie interne. En mécanique, I'énergie interne n’est pas prise en compte et I'énergie totale est alors
la somme de I'énergie potentielle et de I'énergie cinétique. C’est sur ces deux quantités physiques
qu’est fondé I'opérateur de Teager-Kaiser ainsi que nous le verrons plus loin. Puisque, dans un
systeme isolé, I'énergie totale est toujours conservée (premier principe de la thermodynamique),
toute consommation ou déperdition d’énergie est exclue.

Une autre quantité physique associée a un systeme et liée a I'énergie est la puissance, qui re-
flete la vitesse a laquelle un travail est fourni [48]. La puissance est la quantité d’énergie par unité
de temps que fournit un systeme a un autre systeme. On parle alors de débit d’énergie. Ainsi, si
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deux systemes différents fournissent le méme travail, le plus puissant des deux est celui dont le
délai d’accomplissement de ce travail est le plus faible.

1.1.2 Energie et puissance d’un signal

Les notions d’énergie et de puissance, appliquées au domaine des signaux, sont trés impor-
tantes en transmission et traitement de I'information véhiculée par un signal [49], [50], [51], [52],
[53], [54], [55], [56], [57]. En effet, toute transmission d’information est liée a une transmission
d’énergie (Télécommunications) et dés lors qu'on effectue une mesure, le dispositif de mesure
(métrologie et instrumentation) préleve de |'énergie au processus mesuré [50], [55]. De plus, des
lors qu’on aborde les propriétés des signaux ou leur classification, on est amené a faire appel aux
concepts d’énergie et de puissance [52], [53], [54]. Différents systémes physiques peuvent étre uti-
lisés pour introduire ces concepts [54]. Appuyons nous sur 'exemple, simple, d'un circuit élec-
trique.

Considérons un systeme constitué d'un dipdle électrique parcouru par un courant i(¢) et sou-
mis a une différence de potentiel u(t). La puissance instantanée fournie a ce dipodle s’écrit

p() = u(r).i(t) (1.1)

et dans le cas d'une résistance linéaire R, la puissance est donnée par
2 1 5
MH=le=ﬁu(n (1.2)

L'énergie dissipée sur un intervalle de temps [ #;; £2] est'intégrale de cette puissance instantanée,
mesurée en joules :

t t

E(tl,tz):fp(t)dt:Rfiz(t)dt, (1.3)

151 151

et la puissance moyenne sur la durée [ #;; £ ], mesurée en watts, s'écrit :

123

tz t2
1 R 1
P(f, 1) = f (Hdt = fiz ¢ dt:—fuz(t)dt (1.4)
b2 l'g—tlt p l'z—l'lt (2) R.(l’z—l’l)t
1 1 1

Par analogie, on définit I'énergie normalisée et la puissance moyenne normalisée d'un signal réel
x(t), calculée sur l'intervalle [ #;; £ ], par les quantités quadratiques suivantes :

123

Ex(f1, 1) =fx2(t)dt, (1.5)
151

Iy

fxzmdz. (1.6)

151

1
Pi(f, )=
x\t1, 82 P

Ainsi, la puissance moyenne normalisée possede une dimension égale au carré de celle du signal
x(t). En multipliant encore par 'unité de temps, on obtient la dimension de I’énergie normalisée.
Si le signal x(f) est un courant ou une tension électrique, les relations (1.5) et (1.6) correspondent
respectivement a I'énergie et la puissance dissipées par une résistance R de valeur 1 ohm, obte-
nues par les relations (1.2) et (1.3).

En étendant I'intervalle de temps a R tout entier, les relations (1.5) et (1.6) se généralisent a
tous les signaux, qu’ils soient a valeurs réelles ou complexes sous la forme :
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+00
E,= f lx(0)?dt (1.7)
- +00
P, = lim ~ Hi*de 1.8
x—ngonlx()l (1.8)

La quantité | x(#)|? est appelée puissance instantanée normalisée du signal x(¢) a I'instant ¢ car elle
est implicitement rapportée a une résistance normalisée R de 1 ohm. Si I'intégrale de la relation
(1.7) est convergente, on dit que le signal est a énergie finie, ce qui correspond aux signaux phy-
siques et permet d’'interpréter la quantité E, comme une énergie dans de nombreuses situations
physiques. On est cependant amené a manipuler également des signaux pour lesquels la quantité
E, est infinie. Lexemple le plus commun est celui des signaux périodiques qui sont tres souvent
utilisés comme modeles de phénomenes physiques. Pour cette classe de signaux, dits a puissance
moyenne finie, on utilisera la relation (1.8). Cette quantité n'a pas d’utilité pour les signaux d’éner-
gie finie qui possédent une puissance moyenne nulle.

Pour les signaux d’énergie finie, la transformée de Fourier et son inverse sont définies, ce qui
permet d’établir une nouvelle définition de I'énergie d'un signal x(¢). Soit ainsi,

+00
F (0] = X(f) = f (e gy, (1.9)

—00

on peut alors utiliser la valeur absolue au carré |X(f) 12 des différentes fréquences comme mesure
du niveau d’énergie rapporté a ces fréquences : la quantité [X(f)|? correspond a I'énergie que le
signal contient a la fréquence f'; on parle de densité d’énergie par unité de fréquence. Le lien entre
I'énergie calculée en temps et en fréquence est alors donné par la relation de Parseval :

+00 +00
Ex:flx(t)|2dt:f|X(f)|2df. (1.10)

Linterprétation de la relation (1.10) est immédiate d'un point de vue physique : puisque I'énergie
ne dépend pas du mode d’observation "t" ou " f", cette relation traduit le fait que la quantité E,
est 'invariant énergie du signal dans les représentations temporelle et fréquentielle.

Remarque :

formellement, I'utilisation de la transformée de Fourier et de son inverse suppose que x(t) € L1 Lo.
Nous considérerons, comme c’est 'usage, que cette condition est vérifiée dans le cadre d'une ap-
plication a des phénomeénes physiques.

1.1.3 Energie de Teager-Kaiser

Quand bien méme les relations (1.7) et (1.8) permettent de mesurer I'activité d’'un signal, il
n'est pas immédiat d’appréhender comment le contenu en fréquence de ce signal signal inter-
vient dans le calcul de son énergie et de sa puissance. En effet, la relation (1.10) montre que tous
les échantillons, aussi bien en temps qu’en fréquence sont traités de maniere indifférenciée, ce qui
est physiquement surprenant. Par ailleurs, la définition de I'énergie en traitement du signal differe
de celle utilisée en physique, qui est une mesure du travail effectué (ou qui peut potentiellement
étre effectué), sans connaitre directement ni avoir acces au systéme qui géneére le signal. Enfin, la
définition donnée par la relation (1.7) ne fait intervenir ni I'énergie potentielle ni I’énergie ciné-
tique du signal; elle est uniquement fondée sur le calcul des amplitudes du signal.
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Cette limitation du concept d’énergie, au sens de la physique, en traitement du signal a été mise
en avant dans le domaine du traitement de la parole par Herbert et Shushan Teager [58], [59], ainsi
que par James Kaiser [60], [61]. Sur la base de preuves expérimentales, Herbert Teager et Shushan
Teager ont mis en évidence la présence de processus non linéaires comme principaux mécanismes
de production du son dans le conduit vocal pendant la phonation. En effet, les résultats présen-
tés par les auteurs et en particulier la courbe d’énergie nécessaire a la production de la parole,
ont montré que cette production provient de I'interaction, pendant la phonation, entre le vortex
tourbillonnaire du flux d’air et la géométrie confinée du conduit vocal, cette interaction jouant
le role d’oscillateur actif dans la réalisation des modulations [58], [59], [62]. Le modele en résul-
tant est ainsi fondamentalement non linéaire. Cependant, I'algorithme ou la méthode de calcul
de I'énergie du systeme ayant généré le signal de parole n’a pas été explicitement présenté par les
auteurs [59]. Ces mémes auteurs ont également montré que les résonances (fréquences propres)
ou formants du conduit vocal du signal de parole peuvent varier rapidement en fréquence et en
amplitude [199], ces variations de caractéristiques du signal de parole pouvant étre modélisées
comme une combinaison linéaire de signaux AM-FM.

Labsence dans les travaux de Herbert et Shushan Teager de la méthode de calcul de I'éner-
gie associée au signal de la parole a suscité 'intérét de James Kaiser. Ce dernier [60] est parti du
constat suivant : deux signaux acoustiques d’amplitude unité, I'un avec une fréquence de 1 Hz et
le second a 1000 Hz ont la méme énergie d’apres larelation (1.7). Cependant I'énergie, vue comme
le travail fourni nécessaire pour générer le signal acoustique de 1000 Hz, est bien plus importante
que celle pour générer celui de 1 Hz [60]. Il a également observé, en étudiant une équation diffé-
rentielle du second ordre, que I'énergie nécessaire pour générer une simple sinusoide dépend a la
fois de 'amplitude et de la fréquence. Il y a ainsi une différence fondamentale entre I'énergie vé-
hiculée par le signal, ne prenant en compte que I’amplitude, et I'énergie produite par un systéme
source pour générer ce signal. Afin de mieux comprendre la différence entre ces deux énergies,
nous présentons dans ce qui suit le processus de génération du signal introduit par Herbert Tea-
ger et Shushan Teager [58],[59] ainsi que le calcul de I'énergie associée.

James Kaiser, pour expliquer cette différence d’énergie, s’appuie sur I'exemple simple d'un
systeme constitué d’'un oscillateur harmonique, au sein duquel I’énergie nécessaire pour créer le
signal oscillant est proportionnelle au carré du produit de 'amplitude et de la fréquence du si-
gnal. Ce modele correspond a celui de I'énergie nécessaire a la création d’'un signal. James Kaiser
a proposé ainsi une mesure de 1'énergie, s'appuyant sur les travaux de Herbert et Shushan Tea-
ger, qui prend en compte non seulement 'amplitude mais également la fréquence du signal [60].
En utilisant cette définition, dite de Teager-Kaiser, des signaux d’amplitude unitaire possédant
des fréquences différentes, présentent également des énergies différentes. Cette approche differe
également de la mesure usuelle de I'énergie car il s’agit d'une mesure instantanée et non sur un
intervalle de temps. On dispose alors d’'une énergie instantanée, fonction du temps, permettant
de suivre les changements de I"énergie du signal et, donc, du systeme.

1.2 Lopérateur de Teager-Kaiser

1.2.1 Genese d’'un opérateur d’énergie

Beaucoup de systémes physiques réels pour lesquels l'influence des frottements est négli-
geable se comportent comme des systemes oscillants et peuvent étre modélisés par des oscilla-
teurs harmoniques [63]. Le systéme masse-ressort constitue un modeéle simplifié d’oscillateur har-
monique permettant d'introduire dans de nombreux domaines des phénomenes plus complexes,
par exemple en mécanique, en électricité, en électronique ou en optique. Cet oscillateur permet
de décrire I'évolution du systeme physique au voisinage d'une position d’équilibre stable par une
fonction oscillante dont la fréquence ne dépend que des caractéristiques du systeme et dont 'am-
plitude est constante. Pour calculer I'énergie totale d’'un signal, James Kaiser suppose ainsi que
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le modéle de la source est analogue a ce simple systéme ressort-masse, pour lequel la physique
newtonienne décrit I'énergie totale du systeme en mouvement comme la somme de I'énergie po-
tentielle du ressort et de I'énergie cinétique de la masse.

Considérons l'oscillateur mécanique libre formé par une masse m suspendue a un ressort de
raideur K. La position de la masse a l'instant f, repérée par rapport a sa position d’équilibre est
notée x(t). Lapplication du principe fondamental de la dynamique a ce systéme permet d’écrire :

ax(

dar?
Cette équation différentielle du second ordre (Eq. 1.11) décrit un mouvement d’oscillation de la
masse autour de sa position d’équilibre. La fréquence d’oscillation de ce mouvement est donnée

K
+—x(1)=0. (1.11)
m

par wg =/ % et ne dépend pas de 'amplitude initiale de déplacement de la masse. La solution de
I'équation différentielle (Eq. 1.11) est une oscillation donnée par
x(t) =Acos(wot +¢), (1.12)

ol A est 'amplitude des oscillations et ¢ la phase initiale. Le mouvement est qualifié d’harmo-
nique, de pulsation propre w, caractéristique du systeme.

En multipliant la relation (1.11) par ) on obtient

d?x(t) dx(t) .\ K dx(2)

) =0. 1.13
az dr m oar X0 (1.13)

Soit encore, en multipliant par m

i[ﬂ(dx(t))2+g z(t)]—() (1.14)
dr| 2\ dt 2" o '

N

=Constante

La quantité entre crochets, n’est autre que I'énergie totale E du systeme oscillateur harmonique,
c’est a dire la somme de I'énergie cinétique de la masse et I'énergie potentielle du ressort :

m(dx(t))2 K,
Ex=— +—=x°(). (1.15)
dt

2 2
Larelation (1.15) traduit le fait qu’il y a conservation de I’énergie totale du systeme. En remplacant
la solution x(#) donnée par (1.12) dans (1.14) on obtient

m
Ex= ?‘”%AZ x WHA? . (1.16)

La relation (1.16) montre que I'énergie de |'oscillateur est proportionnelle au carré de 'amplitude
et au carré de la pulsation des oscillations [60]. La valeur de E, correspond a I'énergie du systéme
masse-ressort nécessaire pour générer le signal sinusoidal x(#). Ce résultat coincide avec les ob-
servations expérimentales de Herbert et Shushan Teager et va conduire a la genése de I'opérateur,
dit de Teager-Kaiser.

1.2.2 Algorithme de Teager-Kaiser

Herbert et Shushan Teager se sont alors intéressés a un signal harmonique discrétisé. Soit
x(nT,) laversion discrete de l'oscillation de x(f) ou T, estla période d’échantillonnage et fo = 1/T,
est la fréquence d’échantillonnage. Par un changement d’échelle ramenant les abscisses a des va-
leurs entieres, nous allons noter le signal discrétisé sous la forme

x(n) =Acos(Qn+ ) (1.17)
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271
ou Q= —f est la pulsation en radians par échantillon et f la fréquence continue. La relation
e
(1.17) a trois parametres a savoir, A, Q et ¢ qu’il est possible d’estimer moyennant trois échan-
tillons, par exemple x(n —1), x(x) et x(n+ 1) dont les valeurs correspondantes du signal dont don-
nées par
x(n—1)=Acos(Q2(n—-1)+)
x(n) =Acos(Qn+P)
x(n+1)=Acos(Q2(n+1)+) (1.18)

En utilisant la relation trigonométrique

cos? a—sin?P = cos(a + P) cos(x — P) (1.19)

aveca =Qn+ ¢ et p =Q, on obtient

cos® (Qn +d) — cos (Qn + 1) + d)cos (Qn - 1) + ¢) = sin® Q. (1.20)

Il suffit alors de multiplier les deux membres de la relation (1.20) par A pour identifier les expres-
sions de x(n), x(n+ 1) et x(n— 1) (relations 1.18) et obtenir

() —x(n-Dx(n+1) =A%sin(Q). (1.21)

Notons que, pour une valeur du membre de gauche de I'égalité (1.21) fixée, il existe une infinité de
valeurs de Q vérifiant 1'égalité. Cette valeur est unique en restreignant les solutions a I'intervalle

Tt . . N ) 2 . f e . , N
[0 ; 2 ], ce qui revient a supposer le rapport d’échantillonnage r, = 7 au moins égal a 4.

Par ailleurs, pour des faibles valeurs de (2, nous avons I'approximation sin(Q) = Q. Si nous nous
[sin(Q2) — Q|

sin(€2)
en approchant sin(Q) par Q reste inférieure a 10%; ce résultat est illustré par la figure (1.1).

.. R L R . .
limitons a des valeurs de Q telles que Q < rE et donc r, > 8, 'erreur relative commise

0.7 T T T T
—SiN(X) v

— /
06 ,/ i

0.4 y b

sin(z)

0.3 4

0.1 4

T

FIGURE 1.1 — Approximation linéaire de la fonction sinus dans I'intervalle [0, 7t/4].

Ainsi, en acceptant cette erreur relative, I'expression (1.21) est approchée par
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Ex(n) =x*(n)—x(n-Dx(n+1) ~ A2Q°. (1.22)

La quantité E,(n), donne ainsi une mesure interprétable comme 'énergie du signal x(n) des lors
que le rapport d’échantillonnage est supérieur a 8, c’est-a-dire dés lors que la fréquence d’échan-
tillonnage est supérieure a quatre fois la fréquence de Shannon. Lestimation de I'énergie instan-
tanée du signal par la formule

Ex(n):xz(n)—x(n—l)x(n+1). (1.23)

est qualifiée d’algorithme de Teager-Kaiser. On considere usuellement que I’approximation est ac-
ceptable pour une erreur inférieure a 10%, c’est a dire pour une fréquence d’échantillonnage au
moins égale a 4 fois la fréquence de Shannon [64], ce qui revient également a disposer d’au moins
deux échantillons dans chaque quart du cycle de I'oscillation sinusoidale. Notons que I'estimation
del’énergie E, suppose que le signal x(#) est mono-composante. L'algorithme est facile et rapide a
mettre en ceuvre car il ne nécessite que trois échantillons. Enfin, notons la différence entre I'éner-
gie véhiculée par le signal et celle pour le générer :

Y ) #£ Y () —x(n-Dx(n+1) (1.24)

nez ne”zZ

1.2.3 Définitions de I'opérateur de Teager-Kaiser
Opérateur continu

Bien qu’historiquement la version discrete de 'opérateur de Teager-Kaiser ait été définie avant
la version continue, il est plus naturel de commencer par présenter cette derniere.

Définition Lopérateur d’énergie de Teager-Kaiser d’'un signal a temps continu et a valeurs réelles,
°W est défini par :

dx(t))z_xm dx% (1)
dt ar? -

Lorsqu’il n'y a pas d'ambiguité et afin d'alléger les notations nous noterons la sortie de l'opérateur
“wx(1) au lieu de (“¥x)(1).

‘§@oox— Wy : t#»( (1.25)

Larelation (1.25) montre que l'opérateur de Teager-Kaiser est un opérateur différentiel non-linéaire
dont I'expression fait intervenir le signal ainsi que ses dérivées premiere et seconde. On parle
d’opérateur instantané.

Appliquons maintenant I'opérateur ¥ a un signal sinusoidal x(¢) = Acos(w? + ¢). On a

‘Wx(1)] = A2w? cos®(wt + ) — Asin(wt + P) x —Aw?sin(wt + )
= A%02. (1.26)
En combinant (1.16) et (1.26) on a ainsi

m
Ex= ?.C‘l’x(t). (1.27)

En d’autres termes, lorsque ¥ est appliqué a un signal harmonique, la sortie est constante et
égale al'énergie de la source produisant I'oscillation. Pour cette raison ¥ est qualifié d’ opérateur
d’énergie.
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Opérateur discret

Plusieurs schémas aux différences finies permettent de discrétiser la version continue de 'opé-
rateur “¥. Nous allons procéder comme suit. Soit un pas de discrétisation h, pour un temps ¢
quelconque, en notant x,_; = x(t — h), x, = x(t) et x,+1 = x(t+ h), on a

dx(r) _Xn—Xn-1 _ Xn+1—Xn

~ =~ 1.28
dt h h (1.28)
d?x(t —2x, +
dJ;(Z ) - Xn+1 ;:Zn Xn+1 . (1.29)
(1.30)
Par conséquent
dx(t) 2 de(l.) Xn—Xn-1)(Xn+1 — Xn Xp+1—2Xp + Xp+1
C - pa— ~ p—
210, _( ) x()=— _( - )( . ) . — . .31
d’ot, en développant
c x%_xn—lxnﬂ
Wx(f) s oo (1.32)

h2
En considérant x,_;, x, et x,+1 comme trois échantillons consécutifs de x(t) et procédant a un
changement de variable, comme pour (1.17), ramenant a 'unité I'écart & entre les échantillons,
on obtient alors la définition de I'opérateur discret de Teager-Kaiser.

Définition Soit x(n) un signal discret a valeurs réelles, la version discréte ?V de I'opérateur d'énergie
de Teager-Kaiser est définie par :

d‘l’x(n) :xz(n) —x(n-1x(n+1). (1.33)

Dans le cas d’un signal harmonique, on retrouve par la relation (1.21), la propriété, similaire a
celle de 'opérateur continu :

g x(n) = A%sin®(Q) =~ A>Q? pour Q petit. (1.34)

Larelation (1.33) montre une propriété importante de 'opérateur de Teager-Kaiser qui est son ca-
ractere instantané dans le sens ou trois échantillons seulement, a savoir x(n—1), x(n) et x(n + 1),
suffisent a estimer I'énergie a chaque instant discrétisé. Cette résolution temporelle permet de
capturer les fluctuations d’énergie et, également, d’estimer la fréquence instantanée d’un signal
non-stationnaire. La plupart des travaux de la littérature portant sur I'opérateur de Teager-Kaiser
et ses différentes extensions d’ordre supérieur se limitent a des schémas de discrétisation avec un
pas de discrétisation (ou pas temporel) i = 1. Lopérateur dans sa formulation est fonction de va-
leurs indicées qui ne tiennent pas compte directement de la fréquence d’échantillonnage. Nous
généralisons au chapitre 3 les schémas de discrétisations de I'opérateur avec un pas temporel h
correspondant a la période d’échantillonnage du signal, revisitant ainsi la version classique de
I'opérateur et les méthodes de démodulation associées.

Précisions sur les notations :

Soit [[1; N un intervalle de N, un signal discret est une suite (x,) se1;N) de 12 telle que x, = x(t,)
ol x est un signal continu et ol (£,) ze[1;N) €st une suite arithmétique de raison h. & est le pas

1
(fixe) d’échantillonnage et f, = i la fréquence d’échantillonnage.

Lopérateur discret de Teager Kaiser, dy  est défini formellement par:
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dg . 2(I1;ND) — 2([2;N-11)
4 4 ) (1.35)
(xp) —  ("W(xp), avec W(xp), =X - Xp_1Xns1

Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité et afin d’alléger les notations nous noterons, par abus de lan-

gage, d‘l’xn la suite des valeurs de sortie de 'opérateur au lieu de (d‘l’(xp))n et “Wx(n) au lieu
de Y (xp) .

1.3 Quelques propriétés de 'opérateur de Teager-Kaiser

1.3.1 Comportement de 'opérateur vis a vis d'un bruit

Lopérateur, par sa nature différentielle, est sensible au bruit. Afin d’analyser le comportement
de I'opérateur ¥ lorsqu'’il est appliqué a un signal bruité, il est utile auparavant de considérer la
situation dans laquelle il est excité uniquement par du bruit. Soit b(f) un processus gaussien de
moyenne nulle, stationnaire au sens large (SSL), I'opérateur s’écrit :

“Wh(r) = b*(r) - b(H)b(1). (1.36)

Les dérivées de ce processus, b(t) et b(t), dans ce cas, sont également des processus gaussiens SSL
[65] etona:

E[°Wh()] = E[b?* ()] - E[b(1)b(1)]. (1.37)

Par ailleurs, la corrélation croisée des dérivées respectives d’ordre m et d’ordre n de processus SSL
x(t) et y(t) est donnée par la relation suivante [65] :

dm+}'lR T)
E[x™ (t+ 0y (0)] = (-1)" —dTmfﬁ( (3%
En combinant (1.37) et (1.38), on obtient alors
E[°¥b(1)] = -RE)(0) - RY)(0) (1.39)
=-2R%)(0). (1.40)

Ainsi, I'espérance mathématique du processus aléatoire W (b(¢)) est le double de la variance du
processus b(f). Si b(t) un est processus gaussien SSL et centré avec une fonction d’auto-corrélation
Ry5 (1) = g?8(7), 'espérance mathématique du processus W (b(t)) est donnée par

E[¥ (b(1)] = -2¢°8(0) = —24> (1.41)

La figure (1.2) représente la sortie de 'opérateur de Teager-Kaiser E[W (b(¢))] pour b(#) un bruit
blanc gaussien. A une normalisation pres, c’est une impulsion de Dirac a I'origine. Ce résultat est
analogue a celui de 'auto-corrélation d'un bruit blanc.

Faisons maintenant le méme calcul sur la sortie de 'opérateur a un signal s(¢) entaché d'un
bruit additif b(¢). Soit 'observation suivante

x(t) =s()+ b(1) (1.42)

ou s(t) est un signal non bruité et b(f) un bruit blanc gaussien centré de variance Ry, (0). Les si-
gnaux s(#) et b(¢) sont supposés statiquement indépendants. L'espérance mathématique de ¥ (x(1))
est donnée par
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FIGURE 1.2 - Réponse de I'opérateur de Teager-Kaiser a un bruit blanc.
E[¥ [x(0)]] = E[Y(($(1) + D())*)] = E[Y (((s(1) + b)) ((5(1) + b(0)))] (1.43)

= E[W(s(t)] +E[¥(b(1))] + E[¥ (2b(1) §(1) — s(1)b(t) — b(1) §(1))] (1.44)

Termes-croisés

Comme s(f) et b(t) sont indépendants, les termes croisés sont nuls. Ainsi,

E[¥ (x(1)] = E[¥(s(1))] —2R{) (0). (1.45)

En environnement bruité, 'estimation de I'énergie de Teager-Kaiser est biaisée par le double de la
variance du processus b(t). En général, 'opérateur de Teager-Kaiser est sensible au bruit car c’est
un opérateur différentiel. Nous présenterons au chapitre 4 une analyse détaillée du comportement
de 'opérateur en présence d'un bruit blanc, donnerons I'expression de sa densité probabilité et
calculerons ses statistiques d’ordre supérieur. A notre connaissance, c’est la premiere analyse sta-
tistique de la littérature sur le comportement de I'opérateur de Teager-Kaiser [66].

1.3.2 Application de 'opérateur a des signaux simples

La construction de I'opérateur de Teager-Kaiser est fondée au départ sur les propriétés des os-
cillations sinusoidales dont les parametres d’amplitude, de fréquence et de phase sont des constantes.
Nous allons présenter dans cette sous-section, le comportement de la sortie de I'opérateur lors-
qu’il est appliqué a des signaux dont la fréquence ou 'amplitude varie dans le temps ou les deux
en méme temps. Considérons en premier lieu le comportement de 'opérateur “¥ appliqué au
produit de deux signaux.

Produit de deux signaux
Soient x(t) et y(t) deux signaux a valeurs réelles. La sortie de I'opérateur est donnée par
2

. d 2 q
Yxyl(t) = (E(x(t)y(t))) —@(x(t)y(t)), (1.46)
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ce qui, en développant, conduit immédiatement a la relation

Wxyl() = x2(D°Py(t) + y*(DWx(1). (1.47)

Cette propriété est utile pour I'application de I'opérateur a un certain nombre de signaux, en par-
ticulier a des signaux modulés : AM, FM, PM et AM-FM.

Signal d’amplitude exponentielle modulé par une sinusoide

Considérons en premier lieu un signal exponentiel de la forme e(#) = e~ %, On constate immé-
diatement que (e'(t))2 —e(1)é(r) =0.Onadonc

‘We(t)=0 (1.48)

Soit maintenant un signal de la forme x(¢) = Ae~ %' cos(wt + ¢). En posant e(r) = e~ et y(1) =
Acos(wt + §), on a alors x(t) = e() y(¢) et en appliquant la relation (1.47) et le résultat (1.48) pré-
cédent, on a alors

Wx(t) = 2()°Wy(1) + y* (1) We(t) = (1) Wy(1) = e 2 A%w? = e 29 W [Acos(wt +P)]. (1.49)

Lexpression obtenue est valable quel que soit le signe de a mais seul a > 0, correspond, en de-
hors éventuellement d’intervalles de temps limités, a des signaux physiques. Pour a > 0 la sortie
de l'opérateur appliquée a x(t) est un amortissement de celle appliquée a un signal purement
sinusoidal :

‘Wle . Acos(wt+d)] = e 2 “W[Acos(wt +d)]. (1.50)

Signaux modulés

La transmission d'un signal porteur d’'informations (message, signal utile ou signal informatif)

dans la bande passante d'un canal de communication (fibres optiques, radio mobiles,...), impose
de transposer la gamme de fréquence occupée par le signal dans la bande passante propre du ca-
nal [54]. Lamodulation est une méthode permettant de transformer un signal utile sous une forme
qui lui permette d’étre transmis dans un tel canal de transmission. En effet, le signal utile est limité
en largeur de bande fréquentielle et un moyen de réaliser cette transposition consiste a moduler
un signal appelé porteuse par le signal contenant I'information, c’est-a-dire de faire varier une des
caractéristiques (amplitude, phase ou fréquence) de cette porteuse en fonction du signal utile. On
qualifie le signal obtenu de porteuse modulée, le signal utile de signal modulant et le domaine
spectral occupé par le signal utile est appelé signal en bande de base (spectre centré en zéro).
La valeur de la fréquence de la porteuse est en général beaucoup plus élevé que celle du signal
utile. Les types usuels de modulation sont : la modulation d’amplitude (AM pour amplitude mo-
dulation), la modulation de phase (PM pour phase modulation), la modulation de fréquence (FM
pour frequency modulation) et la modulation en amplitude et en fréquence (AM-FM pour ampli-
tude and frequency modulations). Pour chacun de ces types de modulation nous allons calculer
la sortie de 'opérateur. Nous présenterons un peu plus loin (paragraphe 1.3.5) la méthode de dé-
modulation ESA (Energy Separation Algorithm), adaptée a ces types de signaux.

Signal AM
Soit x(¢) un signal AM, obtenu en modifiant la porteuse par une fonction linéaire :

x(8) = A[1+xm(t)] cos(wct + ) (1.51)
a(t)
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ol m(t) est le signal modulant (-1 = m(t) < +1), A est 'amplitude du signal, x est le facteur de
modulation (0 <k < +1), fc = 5= estla fréquence de la porteuse et ¢ est la phase initiale. La fonc-
tion a(t) est’amplitude 1nstantanee du signal modulé x (). a(t) est un signal enveloppe - on parle
d’enveloppe AM - qui varie plus lentement que la porteuse. .

En utilisant la propriété (1.47), lasortie de 'opérateur de Teager-Kaiser, W, appliqué a un tel signal
AM s’écrit alors

“Wx(t) = a®()°¥[cos(wct +P)| +cos® (et +P) ¥ [a(t)] (1.52)
=a*(Hw?+ gosz(mcm G Wa(r) (1.53)
Do B (1)
= (w2 |1+ cos? (et + ) “Pa(n) (1.54)
a?(Hw?
= a*(D?[1+e()]. (1.55)

Dans ce contexte, la sortie de I'opérateur permet d’estimer I’enveloppe du signal, a savoir |a(t)|,

qui est comprise dans le terme D(¢). La condition E, () << D(£), équivalente a W[a(f)] << (a(H)w)?,
est vérifiée si a(r) est un signal a bande étroite dont la fréquence maximale w, vérifie w, << w,

[30], [29]. Ainsi, si le signal AM x(¢) (ou a(¢)) est a bande étroite, nous avons

‘Wx(t) = a’(Hw?, (1.56)

ce qui permet d’en déduire

la(f)| o< /W x(L). (1.57)

Lopérateur de Teager-Kaiser agit ainsi comme un défecteur d’enveloppe quand il excité par un
signal AM a bande étroite. La figure (1.3) illustre la réponse de I'opérateur a un signal AM dont
I'enveloppe est une fonction sinusoidale. Notons la capacité de poursuite de la modulation AM par
I'opérateur (Fig. 1.3(b)) ainsi que la détection d’enveloppe (Eq. 1.57) illustrée par la figure (1.3(c)).

2 : : ‘ (a) Sigpal AM ‘ :

2 I 1 1 I I I 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(b) Sortle Teager-Kalser

0.8 T
— 0.6
£
5 04
= 0.2
500 600 700 800

0 200 300 1000

(c) Detecteur

0 ,”th,,,”;HHHHHHHMmH l U Hn,,,,,umH””le,,,.,,,HH

) ! I I 1 ! I 1 I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

U [a(n)]

FIGURE 1.3 — Réponse de I'opérateur de Teager-Kaiser a un signal AM et détection de son enveloppe (su-
perposé sur le signal AM).
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Signal FM
Soit x(#) un signal FM, modélisé par la combinaison d'une porteuse et d’'un signal modulant en
bande de base; la fréquence de la porteuse étant modifiée comme suit par le signal modulant :

t
x(2) = Acos (1)) = Acos (wct+wmf m(t)dt +e) , (1.58)
0
avec
w; () = de( =Wc+w,m(t), (1.59)
dt
t
q>(t)=f w;(t)dT+8, (1.60)
0

ou f, = % est la fréquence de la porteuse, m(t) est le signal modulant & bande de base (-1 <
m(t) < +1), A est 'amplitude du signal, w; () est la fréquence instantanée du signal, () est la
phase instantanée du signal et 8 = ¢(0) est la phase initiale. w, est la déviation maximale en fré-
quence (w;, < w.) de w;(#) par rapport a w.. On a ainsi 0 < W, — W,y < W; () S W+ 0,y <2w.. La
déviation est choisie de maniére a ce que le signal modulant varie lentement en fréquence par
rapport au signal de la porteuse cos(w.1).

La sortie de I'opérateur “¥ pour un tel signal FM est alors

“Wx (1) = A%p* (1) sin? (d(1)) — Acos (b(2))[ — Acos (b)) (1) — Asin (b () b(1)] (1.61)
. . . . sin(2¢(t
= A%p* (1) + A% cos (P (1)) sin (P (1)) (1) = A%p* (1) +A2¢>(zr)M (1.62)
N—— 2 ,
D(1) E?(ft)
= A2¢2(p) 1+2$£?t) sin (2¢(1)) =A24>2(t)[1 +e(t)] (1.63)

Lopérateur de Teager-Kaiser, appliqué a un signal FM, permet d’estimer la fréquence instan-
tanée de ce signal par la démodulation en fréquence de ce signal. En effet, comme dans le cas d'un
signal AM, la condition E, () << D(¢#), équivalente a (]S(t) << 2(b2(t), est vérifiée lorsque x(¢) est un
signal a bande étroite (0w, << w.) [30], [29]. Ainsi, sile signal FM x(#) (ou m(t)) est a bande étroite,
la sortie de I'opérateur est approchée par la relation

“Wx(f) x $*(1) = w3 (1) (1.64)

Cette relation est illustrée par la figure (1.4) qui présente la réponse de 'opérateur a une entrée
de type chirp. Nous observons une sortie quadratique conforme a ’approximation (1.64). Nous
constatons ici la capacité de I'opérateur a poursuive la modulation du signal chirp et, également,
I'estimation de la fréquence instantanée.

Signal AM-FM

Rappelons que les signaux AM-FM permettent de modéliser de tres nombreux phénomenes phy-
siques et biologiques, tels, par exemple, des systémes de transmission et de détection comme le
Radar et le Sonar. La modélisation d’'un tel signal, x(¢) consiste en un signal FM dont 'amplitude
varie comme |'enveloppe d'un signal AM :

t
x(8) = a(t) cos (Pp(1)) = a(r) cos | wct + wmf m(T)dT+e) (1.65)
0

En utilisant les relations (1.47) et (1.64), la sortie de I'opérateur de Teager-Kaiser pour ce type de
signal s’écrit alors
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FIGURE 1.4 — Réponse de I'opérateur de Teager-Kaiser a un signal FM.

. . sin(2
‘Wx(1) = a?(t) [¢2(t) +q>(r)w +cos?(B(1))Ya(r) (1.66)
. . sin(2
=a? ()P (1) + az(t)cp(t)w +cos? (b(1) WYa(p) (1.67)
—_—— 2 B
D(1) E:Et)
2,2 G ‘Wal(r) 2
=a* () (D |1+ 2620 s1n(2¢(t))+mcos (b(0) (1.68)
=a2(t)q>2(t)[1 +e(t)] (1.69)

Comme dans les deux cas précédents, la condition E, () << D(¢), qui est équivalente a ¢(¢) <<
2(b2(t) et ¥Y[a(y)] << az(t)(j)z(t), est vérifiée si a(f) et m(t) sont des signaux a bande étroite dont la
fréquence la plus élevée est trés petite par rapport a w.. Ainsi, si le signal AM-FM x(t) est a bande
étroite, la sortie de 'opérateur ¥ conduit a I'approximation :

‘Wx(t) = a® ()P (¢) (1.70)

Le résultat illustré par relation (1.70) généralise les deux résultats précédents, a savoir la détection
del’enveloppe du signal et I'estimation de sa fréquence instantanée. Il montre aussi et surtout I'in-
térét de |'utilisation de 'opérateur de Teager-Kaiser pour la poursuite des modulations AM et FM
des signaux non-stationnaires. Cette aptitude de 'opérateur a poursuivre les amplitudes et fré-
quences instantanées représente son intérét majeur et I'essentiel de son utilisation. L'exploitation
de cette capacité de 'opérateur et son extension a plusieurs autres types de signaux (images,...)
ont donné lieu a de nombreux travaux de recherche [67].

1.3.3 Filtrage en sous-bandes

On a pu voir que pour des signaux harmoniques et des signaux AM, FM ou AM-FM a bandes

étroites, c’est-a-dire tels que w,, << w, ou % avec f¢, la fréquence centrale du signal et 2B sa lar-
geur de bande, la sortie de I'opérateur de Teager-Kaiser est une bonne approximation du carré du
produit de 'amplitude instantanée et de la fréquence instantanée du signal. Cette propriété s’ap-
plique aussi aux signaux mono-composantes, qui ne comportent qu'une seule loi de fréquence :
(671, [68], [69], [70], [71], [72], [73], [74], [75], [76], [77], [78]. Notons que cette condition de bande

31



CHAPITRE 1. TEAGER-KAISER : UN OPERATEUR D’ENERGIE

étroite s’applique également a des méthodes comme par exemple la transformée de Hilbert pour
I'estimation de 'amplitude instantanée et la fréquence instantanée. Comme pour cette transfor-
mée, 'utilisation de I'opérateur, pour autant, n'est pas réduite aux signaux précités. En effet il
peut-étre appliqué aux signaux large bande ou multi-composantes sous réserve de procéder au
préalable a une décomposition en sous-bandes du signal d’entrée [79], [69], [80], [81].

Lexemple, présenté ci-apres, de 'application de I'opérateur a une somme de deux sinusoides,
illustre le besoin d'un filtrage préalable en sous-bandes. Soit

x(t) = x1(8) + x2(£) = oy cos(2m f1 1) + xx cos(2m fo 1) . 1.71)

La sortie de I'opérateur ¥ pour ce signal s'écrit

Wx(r) = “Wxi (1) + “Wxz(0) + o2 [1 - cos (2 (fi + f2) 1) ][ cos (2n(fi — f2) )] (1.72)

Termes croisés

En raison des termes croisés, on ne peut extraire les quantités d’énergie “Wx; (¢) et “¥x,(f) a par-
tir de “Wx(#). Cette restriction provient du caractere quadratique de I’opérateur qui limite ainsi la
poursuite des modulations ou de I'énergie aux signaux mono-composante. Pour un signal large
bande, il est ainsi nécessaire de décomposer ce signal en sous-bandes et d’appliquer 'opérateur
séparément a chaque sous-bande extraite.

Dans le cas, donc, d'un signal multi-composantes x(¢) le filtrage du signal peut s’effectuer, pour

chaque sous-bande considérée, par un filtre de réponse impulsionnelle £;(#). Lexpression del'opé-
rateur appliquée a une sous-bande étroite et donc a une composante x;(f), en utilisant la commu-

tation entre la dérivation et le produit de convolution, s’écrit alors

. 2
W[x(0)* hi(0)] = (x(t) s %) = (x(2) hi(t))(x(t) *

dh (1)
) (1.73)

dat?

Notons que les dérivations s’appliquent a la réponse impulsionnelle et non au signal x(t), ce qui
permet d’avoir une robustesse de 'opérateur au bruit quand le signal x(t) est trés bruité.
L'équation (1.73) nécessite toutefois le calcul de trois produits de convolution, ce qui augmente
notablement le temps de calcul. Afin de réduire ce temps, le calcul peut étre effectué dans le do-
maine fréquentiel via la transformée de Fourier :

d"h;(1)
dat?

— (j2nf)"F[hi(1)], (1.74)

ou & désigne la transformée de Fourier. Soient X(f) et H;(f) les transformées de Fourier respec-
tives de x(t) et h;(t). La version de I'expression (1.73) utilisant la transformée Fourier est alors
donnée par :

2

W[x(0) (0] = (F ' j2nfXOHD]) - (FXOHA]) (7 -4 XOHAP]), (1.75)

o1 Z ! est la transformée de Fourier inverse. La sortie W [x(f) * h;(¢)] est alors calculée en utili-
sant la transformée de Fourier rapide (FFT).

Nous verrons au chapitre 3 que, dans le cas d'un signal a deux composantes, I'opérateur de

Teager-Kaiser avec prise en compte du pas de discrétisation permet d’éviter ce recours au filtrage
en sous-bandes.
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Multi-résolution discrete

La définition de I'opérateur discret ¢ ¥ utilise trois échantillons consécutifs, séparés temporel-
lement d'un écart d’'indice 1 dans la suite des valeurs échantillonnées (1.33 et 1.34). Choisissons
maintenant des échantillons séparés par un écart d’indice p > 1 ([82]) :

Xn-p =Acos(Q(n—p)+P) (1.76)
Xp =Acos(Qn+d) (1.77)
Xn+p =Acos(Q(n+ p) +¢) (1.78)

En utilisant la relation trigonométrique (1.19), on a

Xn—pXn+p = A? c0s*(Qn + ¢) — A?sin®(pQ), (1.79)

A%sin®(pQ) = X% — Xn—pXnsp (1.80)

De maniere similaire au cas d’indices consécutifs (p = 1), pour pQ suffisamment petit, nous avons
I'approximation sin(pQ) = pQ. Si nous nous limitons a des valeurs de pQ telles que pQ < 7, et

doncr, = % > 8p, larelation (1.80) est approchée comme suit :

PPAZQ® = X5 — Xn—pXnsp (1.81)

La quantité p>A2Q? peut donc étre vue comme 1'énergie de I'opérateur pour générer le signal avec
la résolution p. La relation (1.81) correspond ainsi une analyse multi-résolution en terme d’éner-
gie du signal, sachant que pour p = 1, nous retrouvons 1'énergie requise pour générer le signal
sinusoidal de fréquence Q. L'analyse fréquentielle de 'opérateur par 'utilisation de la relation
(1.81) permet par exemple de séparer deux harmoniques dont les fréquences sont treés proches
[82]. Combiné avec un filtrage en sous-bandes, cet opérateur est également exploité en traitement
de la parole et en biomédecine pour la détection de pointes [19], [83], [84], [85], [86], [87], [88].

1.3.4 Analyse fréquentielle de 'opérateur de Teager-Kaiser

Une analyse fréquentielle permet de mieux comprendre le comportement de I'opérateur de
Teager-Kaiser. Rappelons que I'opérateur de Teager-Kaiser peut étre considéré comme un filtre de
Voltera et également comme un filtre quadratique. Cette analyse fréquentielle de I'opérateur va
ainsi pouvoir s’appuyer sur les propriétés de ces filtres.

La relation entre I'opérateur de Teager-Kaiser et les opérateurs non-linéaires de Volterra a été
établie par Moore et al. [89]. Lopérateur de Volterra a une dimension (1D) s’applique a un signal
réel a temps discret x(n) et sa sortie y(n) est obtenue par la convolution 2D des produits d’échan-
tillons x(n;).x(ny) et d'un noyau 2D hy(n;, ny) :

y) =Y Y ho(n,n)x(n—n)x(n—ny) (1.82)

meZnyeZ

En comparant les relations (1.33) et (1.82), on reconnait dans I’expression de “¥ un filtre de Voltera
dont le noyau, qu’'on appelle également réponse impulsionnelle du filtre, est donné par

hy(ny,n2) =6(ny,np) —d(ny +1,n2-1) (1.83)

ol 6(.) est'impulsion de Dirac

1 ni=n=0
6(n1,n2)={ 0 Siilonz (1.84)
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En considérant donc, d’apres la relation (1.83), 'opérateur “¥’ comme un filtre de Voltera 2D [90],
nous pouvons obtenir la réponse fréquentielle de ce filtre, en appliquant la transformée de Fourier
a hy(nq, ny). On obtient alors :

Hp(e/®1,el®2) =1 — g /(@270 (1.85)

CACENTES

= \/2(1 - cos(@; ~ ). (1.86)

Les relations (1.85) et (1.86) montrent ainsi que I'opérateur de Teager-Kaiser a un comportement
de filtre passe-haut.

Lopérateur de Teager-Kaiser peut également étre vu comme un cas particulier de la classe des
filtres ou opérateurs quadratiques qui sont définis par [91] :

M-1
Ex(n) =) x(n+m)x(n—m)h(m) (1.87)
m=0
ol h(m) représente les coefficients du filtre quadratique. On identifie alors les coefficients du filtre
en comparant les relations (1.33) et (1.87) :

1 m=0
hrx(m)=< -1 m=1 (1.88)
0 sinon.

La réponse impulsionnelle en fréquence est donnée ainsi par

2
=2(1-cos(w)). (1.89)

M-1 _
Y hrx(m)e /™

m=0

’H(ej"’)|2 =

La figure (1.5) représente la réponse fréquentielle de 'opérateur de Teager-Kaiser. On y observe un
comportement analogue a celui d'un filtre passe-haut pour lequel la sortie du filtre contient prin-
cipalement les hautes fréquences de 'entrée. En appliquant I'opérateur d’énergie de Teager-Kaiser
a un signal comportant deux composantes sinusoidales dont une basse fréquence, I'influence de
la composante basse fréquence sur la sortie de 'opérateur sera tres faible.

2 T

[H ()2

0.8 [ b

0.6 1

04t .

0.2 - b

FIGURE 1.5 — Réponse fréquentielle de 'opérateur de Teager-Kaiser.
Laspect filtre passe-haut de I'opérateur de Teager-Kaiser est lié a la nature différentielle de I'opéra-

teur et a motivé I'intérét porté a ce dernier pour la détection de pointes (spikes) et des transitoires
[91], [92], [93], [20], [9]. La figure (1.6) illustre I'application de I'opérateur sur un signal de trains
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d’impulsions Gaussiennes entaché d’un bruit blanc Gaussien avec un rapport signal sur bruit de
17 dB, ou les pics du signal sont bien détectés par 'opérateur.

-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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n
T T T T T T T T
0.6 =
=
5 04 B
=]
02 A -
0 L I 1 L A A /\L A\ A A
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n

FIGURE 1.6 — Détection des pics d'un signal bruité par 'opérateur de Teager-Kaiser.

Le comportement passe-haut de I'opérateur peut étre mis en évidence différemment, en considé-
rant sa version discréte /¥ appliquée a un signal d’entrée x(n), de moyenne . En notant x; (n) =
x(n) — p la version centrée de ce signal, on a:

Wx() = (xm+p)° = (x(m—1) + W (n+1) +p) (1.90)
=p(2x(n) —x1(n—1) —x1(n+1)) +9Wx, (). (1.91)
Y1?n)

Afin de s’intéresser aux ordres de grandeur supposons, pour simplifier, que x; (1) est une variable
aléatoire uniformément distribuée sur l'intervalle [-A, + A]. Notons y»(n) = AP x, (n) = x1 (M) x; (n—
1) —x1(n+1). {y1(n)} et {y1(n)} forment deux séries de valeurs. En assimilant ces valeurs a des
occurrences indépendantes de la variable aléatoire, les variances de {y; (1)} et {y;(n)} sont

V(y1(n) = 2p2A? (1.92)
A4
Viy2(m)=—, (1.93)

donc

V(nm) 10

V(y2(n)) A%
Siu > A, le terme dominant de I’équation (1.91) est alors y; (n) [94], et on peut approcher la sortie
de l'opérateur par celui-ci :

(1.94)

A x(n) =~ p(2x(m) —x(n-1) - x(n+1)). (1.95)
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Comme ¥x(n) dépend uniquement de I'’échantillon constitué des trois valeurs x(n — 1), x(n) et
x(n+1), on peut estimer p a partir de la moyenne empirique de I’échantillon; a savoir

g %(x(n—l)+x(n)+x(n+1)). (1.96)

Lopérateur est ainsi approché par un filtre passe-haut pondéré par la valeur moyenne locale du
signal :

d‘I’x(n) =~ (Moyenne locale) x (Filtre passe-haut) (1.97)

Compte tenu de son aspect quadratique, le comportement de I'opérateur n’est cependant pas
aussi simple que celui d’'un filtre passe-haut linéaire classique. La relation (1.97) confirme le fait
que 'opérateur a un comportement, certes, de filtre passe-haut, mais différent d'un filtre passe-
haut linéaire classique. Lapproximation (Eq. 1.97) est valable tant que la valeur moyenne locale
du signal est beaucoup plus importante que la variance du signal.

1.3.5 Séparation en énergie - cas continu

On a pu voir que I'opérateur de Teager-Kaiser permet de poursuivre les modulations en ampli-
tude et en fréquence des signaux a bande étroite, et que sa sortie est une bonne approximation du
carré du produit de 'amplitude instantanée et de la fréquence instantanée du signal d’entrée sous
réserve de respecter la condition de bande étroite. L'intérét de l'utilisation de 1'opérateur réside
dans la possibilité de pouvoir reconstituer les amplitude et fréquence instantanées du signal par
la méthode de démodulation ESA (Energy Separation Algorithm) :

Pour un signal harmonique x(#) = Acos(w? + @), on a vu (relation 1.26) que “Wx(¢) = A2w2. 1a
dérivée de x(?) est alors

X() = —Awcsin(w .t + ¢) (1.98)

et on a donc par la relation (1.26) :

‘Wi(t) = A2, (1.99)

En combinant les relations (1.26) et (1.99) on obtient alors

[C¥ (1)
w=1/——=, (1.100)
Wx(t)

‘Wx(t)
A=—— (1.101)

V()

L'algorithme ESA continu est ainsi défini par les relations (1.100) et (1.101).
Soit maintenant x(¢) un signal AM-FM décrit par

x(1) = a(r) cos (d(1)) (1.102)

De méme que dans la relation (1.65), supposons que ¢ () << 2¢p?(2) et ¥[a(1)] << a?(1)? () sont
vérifiées, c’est a dire que a(t) et m(t) sont des signaux a bande étroite dont la fréquence la plus
élevée est tres petite par rapport a w. [79], [29]. Nous pouvons alors utiliser les approximations
suivantes :

‘Wx(t) = a’ (1) (1), (1.103)
‘Wi(t) = a®(t)pi(z). (1.104)
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En combinant les relations (1.103) et (1.104), nous généralisons les relations (1.100) et (1.101) de
I'ESA al’amplitude et la fréquence instantanées, variant dans le temps.

Wi(1)
0=\ g (1.105)

“Wx(1)
Va 2168
A chaque instant ¢ I'algorithme ESA, défini par les realations (1.105) et (1.106) estime donc I'am-
plitude instantanée et la fréquence instantanée, uniquement a partir des sorties instantanées de
l'opérateur appliqué au signal et a sa dérivée. Lintérét de I'opérateur de Teager-Kaiser réside ainsi
dans son aspect local lié a sa forme différentielle. Ce caractere local présente une différence fon-
damentale avec d’autres outils tel le signal analytique de Gabor, reposant sur la transformation
de Hilbert qui, par son approche intégrale [95], demande d’utiliser toute la durée du signal pour
estimer I'amplitude et la fréquence.

a(t) = (1.106)

L'ESA présente néanmoins des limitations. Pour les signaux a large bande, il est nécessaire de
procéder au préalable a une décomposition en sous-bandes. Par ailleurs, I'aspect local de I'opéra-
teur, s’il est son point d’attrait majeur, le rend également moins robuste au bruit que 'approche
signal analytique de Gabor qui est une opération globale (filtrage passe-bas). De plus, 'ESA sup-
pose que les sorties de I'opérateur sont positives; nous reviendrons au chapitre 2 sur le probleme
de la positivité de 'opérateur, en particulier pour la classe des signaux AM-FM. Enfin, un recen-
trage du signal peut s’avérer nécessaire. En effet, considérons un signal x(#) dont I'expression est

x(t) =Acos(w;t+d) + A (1.107)

ol A est une constante. Il est facile de vérifier que 1'algorithme ESA ne permet de calculer ni la
fréquence ni 'amplitude du signal :

2
Wl = ‘Wi(t)| A+Acos(w.+®) (1.108)
¢ ‘Wx(t) A
c 2
2 (\/:P‘PL%) — A2 cos(we + d) +2AA cos(we + P) (1.109)

Ainsi, pour pouvoir estimer I’amplitude et la fréquence du signal, la constante A doit étre nulle. Le
signal d’entrée doit donc étre centré avant sa démodulation par 'ESA du second d’ordre. Notons
que cette difficulté a également été soulevée par Huang et al. [68],[96] dans le cas de la démodula-
tion d'un signal non centré via le calcul du signal analytique (transformée Hilbert). Nous verrons
plus loin que cette contrainte sera relaxée en utilisant I'algorithme ESA basée sur I'extension de
I'opérateur de Teager-Kaiser aux ordres supérieurs.

1.3.6 Séparation en énergie - cas discret

Nous avons présenté 'algorithme ESA en lien avec 'opérateur continu “¥. L'adaptation de
I'algorithme 4 un signal discret et, donc, 4 I'opérateur discret de Teager-Kaiser ¥, peut se faire de
différentes maniéres. Maragos et al. ont proposé plusieurs versions d’algorithmes DESA (Disrete
Energy Separation Algorithm) : DESA-1a et DESA-1 s’appuyant sur des différences finies d’ordre 1,
asymétriques pour DESA-1a, ainsi que DESA-2 utilisant des différences finies d’ordre 2 [29], [30].

Algorithme DESA-1a appliqué a un signal harmonique

Soit (x(1)) , un signal harmonique discret, d’amplitude constante A et de pulsation par échan-
tillon Q constante :
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Xn =Acos(Qn+0) (1.110)

(}‘) . ’ . . . ’, . . .
ol Q = 7, fe étant la fréquence d’échantillonnage. Les échantillons indicés apparaissent ainsi
e

comme correspondant a pas de discrétisation & égal a 1. Lapproximation de la dérivée x(t) avec
une différence finie rétrograde est alors donnée par

Yn =Xpn— Xp-1 =A[cos(Qn+6) —cos(Q(n-1)+6)] (1.111)

. (Q) . Q
= —2Asin|— sm(Qn——+9). (1.112)
2 2
Lapplication de 'opérateur de Teager-Kaiser aux signaux y, and x, donne
Ay x, = Asin®(Q) (1.113)
Q
dyy, = 4A2 sinz(E) sin?(Q). (1.114)

En combinant les équations (1.113) et (1.114) on obtient

=1-cos(Q)). (1.115)

Des relations (1.113) et (1.115), on peut ainsi calculer 'amplitude et la fréquence du signal x,, qui
sont constantes, comme suit :

A [x, — xp-1]

G =1-—F 1.116
) v (1.116)
Al = (1.117)

Q = arccos(1-G(n)) (1.118)

Remarque
Les relations (1.116), (1.117) et (1.118) peuvent également étre établies en utilisant une différence
finie progressive y, = X;+1 — Xp-

Algorithme DESA-1a appliqué a un signal AM-FM

Soit x(¢) un signal AM-FM a valeurs réelles, dont la version discréte est donnée par

n
xn=A[1+Km(n)]cos[an+me mk)dk+0|, (1.119)
—_— . 0
a(n) D
¢(n)

ou a(n) est 'amplitude instantanée du signal modulé (x,). a(n) est un signal enveloppe variant
plus lentement que la porteuse, A est 'amplitude du signal, k est le facteur de modulation (0 < x <
+1), fc = % estla fréquence par échantillonde la porteuse, m(n) est le signal modulant a bande de
base (-1 < m(k) < +1), d(n) est la phase instantanée du signal et 0 est la phase initiale, 6 = ¢(0).
La pulsation instantanée de x(n) est décrite par

Q;(n) = p =Q:+Qpmn). (1.120)

Le signal modulant m(n) varie lentement par rapport au signal de la porteuse cos(Q.n), et w, est
la déviation maximale en fréquence (Q;; < Q.) de Q;(n) par rapporta Q. : 0< Q.- Q,, <Q;(n) <
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Qc+Qp <2Q¢, Qpy €10,Q,] 1a déviation en fréquence.

En utilisant la condition de bande étroite et 'approximation asymétrique de la dérivée x(i),
Yn = Xn—Xn-1, les sorties de 'opérateur de Teager-Kaiser a ces signaux sont données par [29],[30] :

Y x, = a*(n)sin® (Q;(n)) (1.121)
¥y, ~ 4a®(n)sin® (Q;(n - 0.5)/2).sin* (Q;(n - 0.5)) (1.122)

Lapproximation Q;(n) = Q;(n—0.5), et la combinaison des relations (1.121) et (1.122) permettent
d’obtenir un algorithme qui estime I’amplitude instantanée et la fréquence instantanée :

I [x, — Xp_1]

Gn)=1-—— 1.123
(n) ris, (1.123)
la(n)] =/ _ M (1.124)
~V 1-(G(n)? '
Q;(n) = arccos(1-G(n)) (1.125)

Les relations (1.124) et (1.125) sont similaires aux relations (1.117) et (1.118) obtenues dans le cas

harmonique. Elles constituent I'algorithme DESA-1a, o1 "a" et "1" font référence au fait que I'ap-
proximation de la dérivée est asymétrique et utilise une discrétisation du premier ordre.

Algorithme DESA-1

Nous avons vu que I'algorithme DESA-1a était basé sur 'approximation de la dérivée x(¢) par
une différence finie rétrograde. On peut espérer améliorer les résultats de démodulation en symé-
trisant la sortie de I’opérateur [29],[30], ce qui est possible en utilisant une différence finie centrée,
ce qui revient a utiliser la moyenne des sorties de 'opérateur pour les différences rétrograde y, et
progressive z;, :

Yn=Xn—Xn-1€02,=Xp+1 —Xn=Yn+1- (1.126)

Sous I'’hypothése de bande étroite, on obtient pour z, :

Yz, = 4a*(n) sin® (Q; (n +0.5)/2).sin® (Q; (n +0.5)) (1.127)

La moyenne des termes (1.122) et (1.127) conduit alors a I’approximation

d‘l’yn+d‘l’zn

5 =~ 4a*(n)sin® (Q;(n)/2).sin” (Q; (n)) (1.128)

Ainsi I'application de 'opérateur sur des dérivées asymétriques est partiellement symétrisée en
moyennant les sorties dyy Yn et d‘l’zn. La combinaison des termes (1.122) et (1.127) permet d’ob-
tenir I'algorithme DESA-1 :

d‘PJ’n +d\P,Vn+1
Gn)=1-——7F—"—"— 1.129
(n) 2%, ( )
Q;(n) =~ arccos(1 - G(n)) (1.130)
la(n)| = (1.131)
(1.132)
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Ay, 4d
Yn+"¥yni1
=1l-—— 1.133
G(n) T (1.133)
d
la(m)| =/ P (1.134)
1-(G(n))?
w;(n) = arccos(1 - G(n)) (1.135)

Le "1" fait référence a 'approximation par une différence finie d’ordre 1. L'estimation de la fré-
quence instantanée suppose que 0 < Q;(n) < 7, ainsi, I'algorithme DESA-1 peut estimer les fré-
quences instantanées jusqu’a f,/2, ou f, estle nombre de valeurs mesurées par seconde pour un
signal discret.

Algorithme DESA-2

Une autre facon d’éviter les fractions d’échantillons, comme dans les termes (1.122) et (1.127),
est d’approcher la dérivée premiere par une différence finie symétrique. Pour ce faire on utilise
une différence a deux échantillons :

Sn = [(Xp1 = Xp) + (X — X112 = [Xp41 — Xp—11/2 (1.136)
En utilisant la relation (1.119) et la condition de bande étroite on obtient :

sp = —a(n) sin(w;(n)) sin(dp(n)) (1.137)
Az, ~ a®(n)sin®(w;(n)) (1.138)

La combinaison des relations (1.121), (1.137) et (1.138) permet d’obtenir les estimations de 'am-
plitude et de la fréquence instantanées :

Zd‘l’xn
la(n)| = - (1.139)
VA [Xpi1 — Xp-1]
I (x40 — Xp1]

1
w;(n) = —arccos|1— (1.140)
' 2 24y,

Lesrelations (1.139) et (1.140) constituent ’algorithme DESA-2 ou1 "2" fait référence a 'approxima-
tion de la dérivée avec deux échantillons. Lestimation de la fréquence instantanée suppose que
0 < w;(n) < m/2. Ainsi, I'algorithme DESA-2 peut estimer les fréquences instantanées jusqu’a F,/4.
Cela étant, en sur-échantillonnant le signal a 2F, I'algorithme DESA-2 peut estimer les fréquences
instantanées jusqu'a F,/2.

1.3.7 Exemples de démodulation

Considérons, a titre d’exemple, un signal AM-FM possédant une phase polynomiale et une
modulation d’amplitude gaussienne :

x(t) =A.exp

2
(—(t o) )cos((p(t)), (1.141)

ott ¢(r) = 2m(at? +P), 0= £ =250, A=10, y = 2000, fp = 128, o= 0.0005 et p = 0.01.
Les résultats de la démodulation du signal x(¢) par I'algorithme DESA-1a sont représentés sur la
figure (1.7). Ces résultats montrent la capacité de I'opérateur de Teager-Kaiser a suivre les modu-

lations du signal AM-FM en donnant une bonne estimation des amplitude et fréquence instanta-
nées du signal.
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FIGURE 1.7 — Démodulation d'un signal AM-FM par I'algorithme DESA-1a.

Signal exponentiel modulé par une sinusoide

Considérons le cas particulier d'un signal x(¢) décrivant une exponentielle décroissante mo-

dulée par une sinusoide :

x(t) = Ae” “ cos(wet+ ),

(1.142)

ol les parametres A, a, w. et ¢ sont supposés constants. La sortie de I'opérateur pour les signaux

x(t) et x(t) est alors:

2,2 -2
‘Wx(t) =A*wie ="

>
‘Wi(t) = Azw‘;e—z'”(1 + —)
(‘UC
2
En supposant (wic) << 1, l'algorithme ESA conduit a

“Wx(r) a?
=we/ 1+ — = w,
Wx(t) u)%

Wx(r) _ |Ale™?
VVED N1

~|Ale” %,

(1.143)

(1.144)

(1.145)

(1.146)

Ainsi, sila constante de décroissance de I’exponentiel |a| est trés petite par rapport a la fréquence
¢, l'algorithme ESA permet d’estimer 'amplitude et la fréquence d'un signal exponentiel modulé

par une sinusoide.
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1.3.8 Les extensions de 'opérateur de Teager-Kaiser

Lopérateur de Teager-Kaiser a été initialement défini pour des signaux unidimensionnel (1D)
avaleurs réelles. Différentes extensions de cet opérateur ont depuis été proposées pour les images,
les signaux multidimensionnels, les signaux a valeurs complexes et également pour mesurer les
interactions entre deux signaux (mesure de similarité).

Signaux complexes

Les signaux a valeurs complexes sont beaucoup utilisés dans des domaines comme 'analyse
temps-fréquence, le traitement d’antenne et dans des applications comme 'optique et le Radar.
De plus, I'extension au cas complexe de I'opérateur de Teager-Kaiser permet d’établir un lien avec
les fonctions d’auto-corrélation et de corrélation croisée instantanées, qui interviennent dans dif-
férentes représentations temps-fréquences [97], [98]. A notre connaissance la premiere version
complexe, discrete, . de I'opérateur a été introduite par Lin et Chitrapu [99] :

Yex(n) =x(n)x*(n)—0.5 [x(n +Dx*(n-D+x*"(n+Dx(n- 1))] . (1.147)

Une version complexe, continue, a ensuite été introduite par Hamila et al. [100] :

Wex(f) = £(OF* (1) - 0.5 [x(r)x* (1) + x(0) & (r)] (1.148)

La version complexe . de I'opérateur présente plusieurs propriétés intéressantes. Soit x(t) =
xr(f) + jx; () un signal complexe. La sortie de I'opérateur de Teager-Kaiser d'un signal complexe
est une quantité réelle, égale a la somme des sorties de 'opérateur réel “¥ aux parties réelle et
imaginaire du signal [101], [102] :

Wex(t) = “Wax, (1) + “Wx;(1). (1.149)

Soit Ry (, T) la fonction d’auto-corrélation instantanée de x(¢) :

Rxx(t,'r)zx(t+%).x*(t—§), (1.150)

on peut en déduire la relation [102] :

aszx(t, 1)

“Wx(r)=-2
() ot

(1.151)

=0

La relation (1.151) relie I'opérateur de Teager-Kaiser et I'auto-corrélation et établit, par consé-
quent, un lien entre 'opérateur et les transformations temps-fréquence, telles la transformation
de Wigner-Ville ou la fonction d’ambiguité [97], [98], [101], [102]. Par exemple, 'opérateur est lié a
la transformation Wigner-Ville W (¢, v) comme suit :

+00
“Wx(t) = 8n? f VW, (£, v)dv (1.152)
—00
+00
W, (t,V) = fo(t,r)e*fZ“”dr (1.153)
—00

La relation (1.152) permet de calculer le moment d’ordre deux en fréquence de la transformation
de Wigner-Ville du signal x(#). Ce moment est utilisé, par exemple, pour la classification des si-
gnaux [103], [104].
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Interaction entre deux signaux complexes

Kaiser a proposé une extension de 'opérateur, Vg, appelée opérateur de Teager-Kaiser croisé,
faisant intervenir deux signaux [61]. De maniere similaire a une fonction d’inter-corrélation, I'opé-
rateur croisé permet de quantifier I'interaction entre deux signaux :

Wr[x(0), y(8)] = (D) (1) — x(8)j (1) (1.154)

Cet opérateur présente cependant I'inconvénient de ne pas étre commutatif :

Wr[x(0), y(0)] # Yr[y(0), x(D)]. (1.155)

Cexus et Boudraa ont développé une extension complexe, ¥y, de 'opérateur [101], [102], [105]
permettant de mesurer 'interaction entre deux signaux complexes tout en conservant la symétrie :

Wy [x(8), y(1)] = 0.5 We x(1), ()] + We (0, x(0)] |, (1.156)

Welx(0), ()] =0.5[x" (0)y(8) + x(0)y* (1] —0.5[x(0) " (1) + X" () y(1)] . (1.157)

Lorsque y() = x(f), on retrouve immédiatement la définition de I'opérateur v, donnée par la re-
lation (1.148) : Wg[x(1), x()] = W [x(1), x(1)] = wcx(1). Des applications de I'opérateur Wy ont été
développées pour I'analyse temps-fréquence [47], [97], [98], la démodulation [106], la détection
des signaux [93], [107], les transitoires [108], 'estimation des temps de retards [109] et la mesure
de similarité pour la coalescence des signaux [110], [111], [112].

Une version hermitienne, Wy, de 'opérateur de Teager-Kaiser croisé, permettant d’avoir une
expression de 'opérateur Wy plus compacte, et donc plus commode a manipuler, a été également
développée [113] :

Wy[x(0), y(O] = 203" (1) = 0.5[x()j* (1) + &) y™ (1)]. (1.158)

On peut aisément vérifier que cet opérateur est hermitien car sesquilinéaire a droite et possédant
une symétrie hermitienne. Un tel opérateur présente l'intérét de pouvoir mesurer l'interaction
entre deux signaux, aussi bien dans le domaine temporel que dans le domaine fréquentiel [113].

Cas des images

La capacité de I'opérateur de Teager-Kaiser a démoduler des signaux non-stationnaires, en
particulier ceux représentés par un modele AM-FM, a suscité I'intérét de la communauté du trai-
tement des images. Les images réelles sont, en général, non-stationnaires, présentant des textures
et des contrastes variables. La richesse du domaine de 'image en terme de contenu fréquentiel
variable a ainsi conduit Bovik et al. [114], [115], [116] a étendre 'opérateur de Teager-Kaiser au cas
2D en l'appliquant a des images modélisées sous forme AM-FM.

Soit I(x, y) une image a valeurs réelles. En notant u = (x, y), 'opérateur de Teager-Kaiser 2D,
d,, s’écrit :
¢, [Tw] = IVI@W)])* - Iw) - vV [Iw)], (1.159)
ol VI(u) est le gradient de I(u)
dl(x,y) dl(x, )"
ox oy ’

Larelation (1.159) peut également s’écrire sous la forme matricielle suivante :

V[Iw)] =

(1.160)
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¢, [1w)] = [VIWw] [VIw]" —Iw "Hi(w), (1.161)

ot H = VV! désigne la matrice Hessienne.

Une version discrete de I'opérateur (1.159) s’obtient en appliquant 'opérateur de Teager-Kaiser
1D (1.33) a une version discrete de I'image 1(m, n) avec m,n € N, selon les deux axes du repere
[117]:

¢, (m,n) =21%(m,n) —1(m-1,m)I(m+1,n) - I(m,n—DI(m,n+1). (1.162)

Les axes peuvent étre les axes horizontal et vertical usuels mais d’autres directions sont possibles,
par exemple, le long des directions diagonales de I'image [94], [118]. De maniére similaire a la
relation (1.97), 'opérateur de Teager-Kaiser 2D donné par la relation (Eq. 1.162) peut étre approché
comme suit [94] :

¢, (m,n) = uim,n) x 4l(m,n)-I(m,n-1)-1Im,n+1)-1Im+1,n) -1(m -1, n)) (1.163)

ol pu(m, n) est la moyenne locale. Alors que 'opérateur de Teager-Kaiser 1D se comporte comme
un filtre passe-haut pondéré par la valeur locale du signal, I'équation (1.163) montre que la version
2D de l'opérateur se comporte, elle, comme un filtre moyenneur local pondéré par un filtre passe-
bande :

¢2(m, n) = (Filtre moyenneur local) x (Filtre passe-bande). (1.164)

Cette relation intéressante rappelle la loi de Weber qui stipule que la "différence de juste per-
ceptible" (JND pour Just Noticeable Difference) de la luminosité du systeme visuel humain est
proportionnelle a I'intensité moyenne des pixels environnants. Ainsi, le fait que 1'opérateur de
Teager-Kaiser soit performant pour extraire I'information locale de I'image, explique sa capacité a
améliorer le contraste d’'une image, qui repose sur une information locale, par comparaison a la
méthode de rehaussement de contraste conventionnel, dite de masque flou, basée elle sur un filtre
2D passe-haut. L'opérateur Teager-Kaiser 2D a donnée lieu a de nombreuses applications dans le
domaine 2D comme la démodulation [67],[119], [120], [121], [122], [123], [124], [125], le rehausse-
ment de contraste [94], [118], [126], [127], [128], la segmentation et le seuillage des images [129],
[130], [131], [132] et la mesure de saillance [133], [134].

1.3.9 Opérateurs d’énergie d’ordre supérieur

Nous avons vu plus haut que 'opérateur de Teager-Kaiser permet de mesurer 'interaction
entre deux signaux x(f) and y(f), comme le traduisent les relations (Egs. (1.154) et (1.156)). Une
approche alternative pour quantifier ce couplage est possible en utilisant un commutateur défini
comme suit par un crochet de Lie L[x(£), y(#)] :

L[x(), y(0)] = (8 y(1) - x(0) (). (1.165)

Cette expression permet en effet de mesurer a chaque instant le taux relatif de variation entre les
deux signaux x(t) et y(¢) [135]. Compte tenu des relations (1.154) et (1.165), 'opérateur de Teager-
Kaiser croisé peut ainsi s’exprimer sous la forme d'un commutateur de Lie :

Wg([x(1), y(0)] =L[x(0), 7(0)]. (1.166)

Larelation (1.166) quantifie ainsi 'interaction entre un signal et la dérivée d'un second signal. En
choisissant x(f) = y(¢), on observe alors que I'opérateur ‘¥ de Teager-Kaiser n'est autre que le
commutateur de Lie d'un signal et de sa dérivée premiere :
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“Wx () =L[x(1), x(1)]. (1.167)

S’appuyant sur ce constat, Maragos et Potamianos [135] ont généralisé la relation (1.167) afin
de mesurer l'interaction entre le signal x(¢) et ses dérivées d’ordre supérieur (k — 1) en définissant
l'opérateur I'y. :

Tx(t) = L[x(8), x* V(8] (1.168)
=xP O x* V) - xO)x® (p). (1.169)

I’y est appelé opérateur différentiel d’ordre supérieur, HODEO (Higher Order Differential Energy
Operator). I'y. désigne une classe d’opérateurs d’énergie indicés par ’ordre de dérivation k et, pour
k =2, on retrouve I'opérateur différentiel d’ordre deux, dy

La version discrete de I'y est donnée par

I'ix(n)=x(n)x(n+k-2)—x(n—-1x(n+k-1). (1.170)

Le choix de 'ordre k peut permettre d’obtenir, selon le signal analysé, de meilleures estimations
de 'amplitude et de la fréquence que I'opérateur dy d’ordre 2 [136], [137].

Une extension plus générale des opérateurs HODEO, appelée opérateurs d’ordre supérieur
généralisés GHEO (Generalized higher energy operator), ¥, ; 1, a été développée par Salzenstein
etal. [138], [139]. Sa définition est la suivante :

Wy g1 x(8) = xP (0)xD (1) - x (2P (1) (1.171)

ol p, q, l et mvérifient les condition p+ g =m+1 et (p, q) # (m, ). Alors que 'opérateur 'y quan-
tifie I'interaction entre le signal x(¢) et sa dérivée d’ordre supérieur (k — 1), I'opérateur ¥, ; 1,1
mesure l'interaction entre des dérivées d’ordres différents de x(#). Les opérateurs I'y = W1 x_1,0,%
et “¥ =Wy 1 9,2 apparaissent ainsi comme des cas particuliers de I'opérateur généralisé ¥, ; ;.

Nous avons mis en évidence au paragraphe (1.3.5) lamauvaise adaptation de I'opérateur de Teager-
Kaiser aux signaux de moyennes non nulles (1.107). Appliquons maintenant I’opérateur généralisé
a x(t) = Acos(wct+ d) + A (Eqg. 1.107). En utilisant I'algorithme de séparation d’énergie ESA basé
sur 'opérateur ¥, 4 1,1, au lieu de I'opérateur “¥, on obtient

wp = 1 | 23324 1X(D] (1.172)
‘"I"g’gyl‘g [X(t)]
3
( ‘P2,2,1,3[x(t)])

|A| = (1.173)
V3324 [x(1)]

Ainsi, 'estimation de 'amplitude ainsi que celle de la fréquence du signal obtenues par 'opérateur
d’ordre supérieur sont indépendantes de la constante A alors que ce n’était pas le cas en utilisant
I'ESA d’ordre deux (Egs. 1.108, 1.109).

Une extension de I'opérateur I'y aux cas des signaux multi-dimensionnels a été proposée par Sal-
zenstein, Boudraa et Chonavel [140], [141]. Cette extension, motivée par le récent développement
de données multi-capteurs, présente un interét, par exemple, pour la démodulation des images
d’interférométrie optique [142]. Soit u = (x1, X2, ...X,) un vecteur a n dimensions et I(u) un signal
multi-dimensionnel, I'extension s’écrit sous forme tensorielle comme suit, '®’ représentant le pro-
duit de Kronecker :
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d2m+11 o ( d2l+lI )T deI ( quI )T

PHgapona I = Zomm @ | — o |~ 2aer |\ qaza (1.174)
dans le cas d'un tenseur pair, avec k =2p+2qg=2m+1+21+1;
d2m+11 dZII deI d2q+11
Fizpana 1= 5 mmy @ (du2’ )_ auzr © (du2q+1) (1175)

dans le cas d’'un tenseur impair, avec k =2p+2g+1=2m+2l+1et (m,I) # (p,q).

La dérivée directionnelle par rapport a u définit 'opérateur ¥y, ,,,,, comme multi-directionnel
[143],[140]. Pour le cas particulier u = (x, y), nous retrouvons l'extension de 'opérateur HODEO
aux cas des images.

1.4 Conclusion

La genese de I'opérateur Teager-Kaiser est fondée sur le concept d’énergie d'un systeme phy-
sique. Dans le cas d'un signal, I'énergie traduit alors la capacité du systéme a générer ce signal.
Cette vision de I'énergie differe de celle utilisée usuellement en traitement du signal liée, elle, au
contenu en information véhiculée par le signal. Nous avons donc rappelé ces concepts avant de
définir 'opérateur de Teager-Kaiser afin d’éclairer, d'une part la démarche conduite par Herbert
et Sushan Teager, d’autre part le comportement de I’opérateur dont la sortie a vocation a étre pro-
portionnelle a la quantité d’énergie nécessaire a la génération du signal auquel il est appliqué.

Nous avons ensuite constaté 'aspect "local" de 'opérateur qui, dans sa version continue, per-
met d’obtenir une information ponctuelle sur le signal a partir de son expression et qui, dans sa
version discrete, extrait cette information a partir de seulement trois valeurs discrétisées. Nous
avons alors étudié les algorithmes permettant d’approcher la fréquence et 'amplitude instantan-
nées du signal a partir de la sortie de 'opérateur. En appliquant |'opérateur a des signaux simples,
nous avons constaté la pertinence des valeurs démodulées dans le cas de signaux modulés en am-
plitude et en fréquence, en particulier lorsque ces derniers sont a bande étroite.

Puis, nous avons présenté les différentes extensions de 1'opérateur, développées depuis les
travaux de Herbert et Sushan Teager et de James Kaiser, ainsi que la combinaison de ‘¥ avec
d’autres outils de traitement du signal (filtrage en sous-bandes, classification,...). Nous avons ainsi
pu constater sa capacité a analyser une large classe de signaux aussi bien uni-dimensionnels que
multi-dimensionnels, a valeurs réelles ou complexes, ouvrant ainsi un large spectre de domaines
d’application.

Nous avons pu voir, dans ce chapitre, que 'utilisation de 'opérateur de Teager-Kaiser et de
ses extensions, ainsi que les outils développés autour de cet opérateur, se fondent sur la positivité
supposée de sa sortie. Le chapitre 2 est ainsi consacré a la question de la positivité de I'opérateur
qui est un verrou scientifique restant a lever. Nous ciblerons plus spécifiquement la classe des
signaux AM-FM pour laquelle nous étudierons de maniere détaillée les conditions de positivité de
I'opérateur et mettrons en évidence, en particulier, 'influence de la phase initiale du signal.
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Chapitre 2

Positivité de 'opérateur

« La société ne vit point d’idées
négatives, mais d’idées positives »

Comte de Saint-Simon
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CHAPITRE 2. POSITIVITE DE L’OPERATEUR

2.1 Introduction

La notion de positivité de 'opérateur d’énergie de Teager-Kaiser est intimement liée a la dé-
finition méme d’'un opérateur d’énergie idéal - une énergie négative n’ayant pas de signification
physique - mais 'opérateur d’énergie de Teager-Kaiser ne fait qu’approcher cet idéal [27]. La po-
sitivité de la version idéalisée de 1'opérateur, définie initialement pour un signal harmonique,
x(t) = acos(wt + ¢), est garantie car sa sortie est une quantité élevée au carré :

‘Wx(f) = a’w’. 2.1)

Enrevanche, pour un signal quelconque, 'opérateur a vocation a approcher a?(H)®(1)? (1.70) mais
la positivité n’est plus garantie, ce qui est pénalisant en raison, d’'une part, de son interprétation
en termes d’énergie et, d’autre part, afin de permettre I'utilisation de certaines propriétés reposant
sur la positivité [67], [144]. Ainsi, la positivité de I'opérateur s’avére une propriété essentielle pour,
entres autres, [26] :

1. Linterprétation de la sortie de I'opérateur en termes d’énergie d'une grandeur physique;

2. l'algorithme ESA permettant la démodulation du signal, qui repose sur la manipulation de
quantités positives [30], de méme que pour la démodulation des versions de I'opérateur
d’ordre supérieur [142], [70];

3. la version croisée de I'opérateur qui nécessite une sortie positive pour que celle-ci puisse
étre interprétée comme une mesure de similarité pour la classification des signaux et I'esti-
mation des temps de retard [144], [110].

Dans toutes les applications de 'opérateur de Teager-Kaiser rapportées dans la littérature, on
force sa sortie a étre positive en utilisant la fonction valeur absolue. Ce pré-traitement étant justi-
fiée par le postulat qu'un opérateur d’énergie ne peut étre que positif et que les valeurs négatives
proviennent du bruit et de la discrétisation. Les valeurs de sortie négatives peuvent cependant
provenir de la structure méme du signal, auquel cas l'utilisation de valeurs absolues introduit un
biais lors de la démodulation. Il est donc particulierement important de pouvoir préciser les carac-
téristiques des signaux pour lesquels la sortie de I'opérateur, appliqué dans des conditions idéales,
va étre positive.

A notre connaissance, trés peu de travaux ont été publiés dans la littérature, concernant la
question de la positivité de I'opérateur. Une premiere étude des conditions de positivité de la sor-
tie de 'opérateur a été menée par Bovik et Maragos [26], rendant compte des cas les plus simples
garantissant la positivité, a savoir les signaux linéaires, sinusoidaux et exponentiels. Le cas, plus
général des signaux ayant une concavité logarithmique "suffisamment douce" y est également
abordé. Une étude complémentaire a été menée depuis par Larkin dans le cas ot le signal d’en-
trée est de type AM-FM [27].

Nous allons dans ce chapitre revenir sur les cas élémentaires en mettant en relief le role char-
niere de la fonction exponentielle qui constitue une courbure frontiere entre les sorties positives et
négatives de 'opérateur. Nous meénerons ensuite une analyse détaillée des conditions permettant
une sortie positive de 'opérateur de Teager-Kaiser en nous appuyant sur une forme AM-FM avec
une amplitude logarithmique : x(¢) = e*” cos (¢(#)). Le choix de la forme AM-FM se justifie, d'une
part par la large classe de signaux qu’elle modélise et, d’autre part, ainsi que nous ’exposerons
au paragraphe 2.3.1, car cette forme ne restreint pas pour autant I'étude aux signaux considérés
usuellement comme appartenant a la classe AM-FM. Cette étude, généralisant les résultats de Bo-
vik et Maragos [26], permettra d’établir des conditions de positivité portant sur les composants
p(t) et d(¢) du signal. En particulier, nous retrouverons et étendrons une interprétation géomé-
trique des conditions de positivité établie par Larkin [27].
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Nous étudierons plus présisément le cas ou la phase et 'amplitude logarithmique du signal
sont des polynémes du second degré en ¢ et que nous qualifierons de signal quadratique. Nous
mettrons en évidence pour ce type de signal, correspondant également a une approximation lo-
cale d’'un signal de forme plus générale, I'existence potentielle d'un temps critique et d'un inter-
valle critique en dehors duquel la sortie de I'opérateur est positive.

Nous montrerons ensuite, a titre d’exemple d’application, que pour un signal de type "chirp"
linéaire [28] (cf. paragraphe 2.4.5), la sortie de 'opérateur est toujours positive. Puis nous appli-
querons les criteres de positivité al’étude d'un signal réel : un signal d’écholocalisation de chauve-
souris. Nous aborderons, a 'occasion de ce dernier exemple, les causes de non positivité n’étant
pas propres a la strucure du signal mais provenant du bruit et de la fréquence d’échantillonnage
appliquée lors de la mesure du signal réel.

Remarque:
Compte tenu de 'aspect formel d’'une partie de ce chapitre, nous avons opté pour une présenta-
tion de certains résultats sous forme de théorémes et de corollaires.

2.2 Influence de la concavité

Signal pseudo-harmonique

Un signal harmonique x(#) de la forme acos(wt+) posséde la propriété d’avoir une concavité
positive lorsque x(t) est positif et négative lorsque x(¢) est négatif. Le produit x(¢) X(t) est alors tou-
jours positif et, a fortiori, “Wx(¢) = (J'c(t))2 — x(t)%(t) également. La condition x(z) et X(¢) de méme
signe est ainsi une condition suffisante pour que ‘¥ x() soit positif. Le signal x(¢) = sin(£> + t +2)
illustre cette propriété (figures 2.1 et 2.2).

0.8+
0.8+
0.4+

0.2+

0.2 4
0.4 4
0.5 4

-0.28 4

1.2 T T T T T T T
[u] 0.0005 0.001 0.0015 0.00z2 0.0025 0.003 0.0035

t

FIGURE 2.1 - Signal pseudo-harmonique.

D’une manieére générale, la sortie de 'opérateur sera positive pour tout signal pseudo-périodique,
c’est-a-dire conservant des signes opposés pour x(t) et X(f) .

Cette condition est suffisante mais pas nécessaire puisqu'il suffit que I'inégalité [J'c(t) ] 2 > x(D)X(1),

soit vérifiée pour que “Wx(¢) soit positif. Nous allons donc définir plus précisément la limite de
positivité en termes de concavité. Nous séparerons I’étude du cas discret et du cas continu. Le cas
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1.8e08

1.6e08

1.4e08 o

1.2e08

1e08

"pa(t)

8e07

Ge07

4e07 o

2e07 H

De00 . . . . . —————r
0 0.0005 0.001 00015 0002 00025 0003  0.0035

t

FIGURE 2.2 — Sortie de 'opérateur appliqué a un signal pseudo-harmonique.

discret n'est une conséquence du cas continu que pour un pas #, entre les valeurs temporelles dis-
crétisées, tendant vers 0. Il est donc intéressant de disposer d’un critére s’appliquant a un signal
discrétisé dont la forme continue n’est pas connue.

Concavité limite dans le cas discret

Soient x; = x(#1), X2 = x(¢; + h) et x3 = x(&; + 2h), trois valeurs consécutives d'un signal x()
discrétisé. Nous supposerons h suffisamment petit pour que x;, X2 et x3 soient de méme signe et,
dans un premier temps, que ce signe est positif. Considérons une fonction exponentielle y(t) =
pe“ prenant les valeurs x; et x, aux instants #; et f» = t; + h. Une telle fonction vérifie y(¢;) =
per = xp et y(t; + h) = pe* @+ = x, ce qui détermine de maniere unique A et p en fonction de
h,h xietxy:

h+h % 2
1 X X 1 xh

A= —ln(—z) et u= 1 - = 1,1 . (2.2)
h \x x,! "

Xy

Il existe ainsi une fonction exponentielle et une seule dont la courbe passe par les points (¢;; x;)
et (f2; x2).

Intéressons nous maintenant a la version discrete, ¥, de 'opérateur de Teager-Kaiser. La

2

X
condition ¥ x(f,) > 0, dans le cas considéré ol x1, x; et X3 sont positifs, s’écrit x3 < 22 Ce qui, en

X1

utilisant x; = y(f1) et xo = y(t2), équivaut a:
pzez"(“”” N ;
X3 < =per2h — () ou 3=t +2h. (2.3)
pe)\ll

Cela signifie que Ay x(1,) > 0 si et seulement si (pour x1, x2, X3 positifs) x3 est inférieur a la valeur
en f3 de 'exponentielle passant par x; et x,. C’est ce qu'illustre la figure (2.3).
On obtient immédiatement que pour xi, Xy et x3 négatifs, on a de maniere similaire la situation
présentée sur la figure (2.4).

Lorsque x1, X2 et x3 ne sont pas tous de méme signe, I'interprétation exponentielle n’est plus
pertinente. On a une discrétisation trop grossiere par rapport aux tendances de la courbe. On peut
toutefois distinguer
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FIGURE 2.3 - Limite de positivité dans le cas discret positif.
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t
»
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FIGURE 2.4 - Limite de positivité dans le cas discret négatif.
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— le cas o1 on a un seul changement de signe (+ + —, + — —, — — + ou — + +), auquel cas il est
immeédiat que le produit x; x3 est toujours positif et, donc, 'opérateur également.

— le cas o1 on a deux changements de signe (+ —+ ou — + —), auquel le signe de 'opérateur est
déterminé par la position de —x, par rapport a 'exponentielle passant par x; et x3.

Concavité limite dans le cas continu

Soit (Eo) I'équation différentielle j* — yj = 0. Léquation (Eo) peut s'écrire sous la forme Y =
F(t,Y) ou Y est la fonction vectorielle (y, y). Cette forme permettrait de conclure, par le théoreme
de Cauchy-Lipschitz, a 'unicité de la solution y si la fonction F était lipschitzienne en Y mais ce
n'est pas le cas.

On peut toutefois résoudre 'équation (Eg) et méme, plus généralement, 'équation (E,) : j* — yji =
a. En effet, en dérivant les deux membres de j? — yj = a, on obtient

yi-yy® =0, 2.4)

ce qui implique que y est de la forme

at+f (2.5)
ouque
@3
r -z (2.6)
y oy
et y doit dans ce cas vérifier
In|j| =In|y| +C', 2.7)

Le cas (2.5) et 'équation (2.7) dont la résolution est immédiate impliquent ainsi que les solutions
sont d’'une des formes suivantes : linéaire, sinusoidale ou exponentielle.

La démarche ne reposant pas sur des équivalences, il nous faut vérifier que ces solutions vé-
rifient I'équation (Eo), ce qui conduit au final au résultat suivant (pour les solutions maximales,
deux fois dérivables en tout point) :

sia<0 pasdesolutions
sia=0 y(t) = peM (2.8)
sia>0 y(f)=Acos(wi+y) avecA’w?=a ou y=\/ﬁt+ b.

On retrouve d’'une part le cas des signaux harmoniques pour lesquels la sortie de 'opérateur ‘¥
est une constante et on constate d’autre part le role particulier des exponentielles pour lesquelles
la sortie de 'opérateur est identiquement nulle. En complétant I'équation (Eo) par les conditions
initiales y(#) = y; et y(#1) = y; enun point (f;; y1), on obtient une trajectoire exponentielle limite,
neM, pour laquelle la sortie de ¥ est nulle, avec
" 4 f
A=— et u=ye n" . (2.9)
N
La forme de I'équation (Eg) ne permet toutefois pas de conclure directement que les trajec-
toires des solutions ne peuvent se couper et, donc, que cette exponentielle sépare les sorties po-
sitives et négatives de I'opérateur. Nous allons toutefois pouvoir parvenir a cette conclusion en
utilisant le logarithme d’un signal x(#). En effet, en dérivant ce dernier, on peut faire apparaitre la
version continue, ‘¥, de 'opérateur de Teager-Kaiser :

)'c(t)) _x(EO-x() _ C¥x() (2.10)
x(r)

[log(x(0)]" = ( 20 20
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Le signe de la sortie de 'opérateur appliqué a un signal x(¢) est donc égal a celui de ii(t), ot u(t) =
log(x(#)) etla condition de positivité de la sortie de I'opérateur peut ainsi s’exprimer sous la forme

[log(x(1))]" <o0. 2.11)

En utilisant les logarithmes des signaux et en représentant graphiquement les points (z; u(t)) N1’
la positivité de la sortie de 'opérateur correspond alors a I'inverse de la courbure de u(t). Les si-
gnaux pour lesquels la sortie de 'opérateur est nulle apparaissent alors comme des droites. La
fonction logarithme étant bijective, cette condition graphique se traduit localement, en un point
donné, par la position de la courbe par rapport a I’exponentielle ayant méme tangente et passant
par ce point, c’est a dire définie par les formules (2.9).

Cette propriété est illustrée par les graphiques (2.5) et (2.6).La courbe bleue y représente une
portion du signal positif x(¢) = £(t—2)+3, dont la courbure est également positive. Pour un premier
point M, d’abscisse 1,25, cette courbe est au-dessus de I'exponentielle limite, en vert, et “yx(¢)
est négatif au voisinage de M;. Pour un deuxiéme point My, d’abscisse 3, la courbe est en-dessous
de I'exponentielle limite, en rouge, et ¥ x(t) est positif au voisinage de M.

Deux agrandissements autour de M; et M, permettent de mieux visualiser la position des courbes.

/

M,

e

FIGURE 2.5 — Limite de courbure pour la positivité de I'opérateur.

Vava

/4
y4
4
/

—— s
_//. My /

FIGURE 2.6 — Limite de courbure pour la positivité de 'opérateur : zoom.

2.3 Signaux de type AM-FM

2.3.1 Forme AM-FM générale

Afin de déterminer des conditions de positivité plus précises, nous allons travailler, dans la
suite de ce chapitre, avec des signaux de la forme AM-FM, c’est-a-dire de la forme x(t) = a(t) sin (®(1)),
ou a(t) est une fonction positive du temps. Il estimportant de noter que, d'un point de vue formel
etindépendamment de son interprétation physique, toute fonction continue, deux fois dérivable,

f (1) peut étre mise sous la forme f(f) = a(f)cos (q)(t)), ol a(t) et ¢(¢) sont des fonctions conti-
nues, deux fois dérivables et ou a(t) est une fonction positive.

En effet, soit un signal x(¢), défini sur un intervalle de valeurs I. Notons M = sup|x(?)]. On a
tel
alors
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0 x(1) S.n(x(t)) M si (x(t)) 2.12)
x(1) = i = inf—|. .
. (x(t)] M . (x(t)) M
sin| —— sing | ——
M
x(1) NP . . . . (x(0)
M est une quantité toujours comprise entre -1 et 1, ce qui garantit que sin, ™M > 0.
Ainsi, en posant
a(z)—Msin(’C(”]]_1 et (=X (2.13)
B Y 2 M’ '

on a bien obtenu une expression x(t) = a(#) cos (¢(¢)) de la forme AM-FM ot a(1) et p(¢) sont des
fonctions continues, de méme classe que x(f) et ot de plus a(t) >0, Vtel.

Remarque
Lutilisation de la fonction sinus cardinal permet de garantir la stricte positivité de a mais la forme
proposée n’est, bien siir, pas unique.

Exemple

Prenons une fonction polynéme que nous qualifierons de signal. En utilisant les formules (2.13)
pour x(2) = (£-0,9)(¢—1,8)(1—3)(r—4,5) sur I = [0,5; 4,6], on obtient bien x(¢) = a(t) cos (p(1)), out
a(t) et ¢(r) sont des fonctions continues, deux fois dérivables et o1 a(t) est une fonction positive.
Les fonctions x(f), a(t) et ¢(¢) sont représentées sur la figure 2.7.

f(t)

(t)
= —
\

a
x(t)

FIGURE 2.7 — Décomposition AM-FM

Les résultats établis par la suite a partir d'une forme AM-FM ne sont donc pas restreints, d'un point
de vue formel, a une catégorie limitée de signaux.

2.3.2 Condition générale et formulation logarithmique

Les signaux AM-FM sont définis initialement comme des signaux modulés en amplitude et
en fréquence. Ce modele est utilisé pour la transmission d’information (radio, radar, sonar [145])
mais également dans de nombreux domaines de la physique et de la biologie (Traitement de la pa-
role, signaux biomédicaux, image, étude des mammiféres marins, ...). Par ailleurs, ainsi qu’'évoqué
au paragraphe (1.3.2), par construction, 'opérateur de Teager-Kaiser est bien adapté a ce type de
signaux. Nous allons ainsi analyser les conditions de positivité de 'opérateur “¥ pour ce type de
signaux tout en gardant a I’esprit que I’écriture formelle d'un signal sous une forme AM-FM, ainsi

54



CHAPITRE 2. POSITIVITE DE ' OPERATEUR

que présenté au paragraphe (2.3.1), est en fait générale.

Nous allons utiliser une forme exponentielle de I'amplitude instantanée pour illustrer I'inter-
action entre la modulation d’amplitude et la modulation de phase et allons généraliser les travaux
de [26] s’appuyant déja sur cette forme. La forme exponentielle est en effet particulierement adap-
tée pour exploiter la condition (2.11) portant sur la concavité logarithmique.

Nous allons donc définir 'amplitude logarithmique par

log(a(n) =p(®); (2.14)
et nous utiliserons alors pour I'expression d'un signal AM-FM la forme :

x(8) = e”? cos (¢ (1)) (2.15)

En s’appuyant sur ce modele, nous allons tout d’abord établir une condition générale de posi-
tivité sous la forme d'un premier théoréeme.

Condition générale de positivité

Théoréeme 1
Soit un signal x(f) = eP cos ((p(t)), la sortie “Wx(#) de I'opérateur de Teager-Kaiser est positive
pour tous les t € R pour lesquels la condition CS1 et vérifiée :

Lo 1 o
csl: ¢ (t)>E(p(t)+\/q)2(t)+p2(t)). (2.16)

Preuve
Pour la lisibilité des calculs, nous omettrons de préciser, lorsqu’il 'y a pas d'ambiguité, la variable t
dans Uécriture des fonctions utilisées dans cette preuve.

Les expressions des dérivées premiére et seconde du signal sont :

x=eP (pcosp— Psing) (2.17)

¥=eP[(p+p*-db?) cosd - (2p¢ + ) sin] (2.18)
ce qui nous permet d’obtenir apres simplification :

.2 v 202, s .. 2

% —xk=e"® [P+ Psinpcosd—pcos” ] (2.19)
Par conséquent

‘Wx(t)=e*Pg(t) (2.20)

ol la fonction g est définie par

g(1) =2 () + P sin (Pp(1)) cos (d(2)) —p” (1) cos? (b (D). (2.21)

Remarque importante

On constate a partir de I’égalité (2.20) que la positivité du premier facteur est toujours vérifiée. Par
conséquent la positivité de “W¥ x(¢) ne dépend ni de I'atténuation p(¢) ni de sa premiere dérivée
p(1). Ainsi, I’étude de la positivité de “Wx(¢) se ramene a I’étude de celle de g(1).

Sous réserve que p(t) et ¢p(¢) ne sont pas simultanément nuls, on a, en utilisant les relations
singpcosd = 1 sin2¢p etcos? P =3 (1 +cos2¢):
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%sinzq)— g - gcoszq)

g=¢*+

b

=p*+ sin2¢p — ———=cos2¢|, (2.22)
2 ( /2 + p2 /2 + p2 )
2 2
. b p . . .
or, puisque + =1, il existe un unique déphasage w(f) € ] -, n] tel que
b . p
cosYy=——— et siny=——.

Ce déphasage vaut
arcsin lorsque ¢ >0
lorsque ¢p<0 et p >0

Y=< m-—arcsin

—7t —arcsin lorsque ¢ <0 et p<O0.

@
ﬁ
ﬁ

(2.23)
La fonction g(t) peut donc se réécrire sous la forme
. o)) VP +p2()
g(t) = (q)z(t)—¥)+fsm(2¢(ﬂ—w(t)). (2.24)
Cette quantité est positive si
. H2 52
Ly p(1) G2 +p4(1)
s 2.2
b (1) 5 > > ) (2.25)
donc I'une des deux inégalités suivantes est vérifiée :
.. h2 52
o _& b= (1) +p4(1)
o°(n) 5 > — (2.26)
: o) P2 +p2(0)
_h2( + % S (2.27)

. 1 "
or I'inégalité (2.27) s'écrit également $? () < 3 (ﬁ(t) —\/b2(0) + ﬁz(t)), ce qui ne peut pas étre vé-

rifié puisque, V£ € R, \/G2(1) +p2(2) > p(2).

La condition se rameéne ainsi a

. 1 -
> (1) > > (ﬁ(t)+\/q)2(t)+p2(t)), (2.28)
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ce qui achéve la preuve.

Commentaire

La condition CS1 dépend de ¢, ¢, et ¢. Nous allons pouvoir obtenir une nouvelle formulation
de cette condition en normalisant la relation (2.28) par (bz(t) ou par |{[52(t)| afin de diminuer le
nombre de parametres. La normalisation par ¢?(#) conduit a identifier une région de positivité
bornée par une parabole. Cette condition parabolique de positivité, déja identifiée par [27] va pou-
voir se déduire, de maniére plus directe, du Théoréme 1. La normalisation par |$?(#)|, bien que
concernant une classe de signaux plus limitée, permettra une approche géométrique particuliere.

Normalisation par ci)(t)

Par analogie avec les taux de chirp normalisés [27], nous allons introduire les courbures nor-
malisées a(t) et f(¢) définies par :

_ b _ %
$2(1) (1)

En divisant les deux membres de la condition CS1 par ¢ (), on obtient alors

2—a(t) > /o? (1) +p2(r). (2.30)

2-an)® > o) +pA(1)

a(t)

B(1) (2.29)

Cette inégalité est équivalente a

a(t) <2,
ce qui se rameéne a I'unique inégalité
)2
1-a(2) > (%) . (2.31)

On obtient ainsi une nouvelle expression de la condition de positivité :

Corollaire 1.1
Soit un signal x(f) = eP cos (q)(t)), la sortie “Wx(#) de I'opérateur de Teager-Kaiser est positive
pour tous les t € R pour lesquels la condition CS2 et vérifiée :

CS2 : [p(NI<2v1-alt). (2.32)

Commentaire

La condition CS2 peut s'interpréter de maniere géométrique dans le plan («, f). En effet, dans
ce plan, on constate qu’'on obtient une zone de positivité délimitée par la parabole d’équation
Bla) = 2v/1—a. Létude de ces paraboles, obtenues en fonction de ¢, a été détaillée par Larkin [27].

Les conditions CS1 et CS2 ont été établies en majorant | sin (Zq)(t) - u!(t))l par 1. Afin de compléter
I'étude liée a la normalisation par ¢ (¢), nous allons maintenant prendre en compte la dépendance
de la phase dans I'expression de g(). Nous allons ainsi établir que la positivité de 'opérateur peut
étre modélisée par des régions séparées par des hyperboles.

Proposition 1
Les régions de positivité de la sortie de I'opérateur sont délimitées par une famille d’hyperboles,
définies par
of (1) —B*(1) = 4(1+T2(D) (2.33)
a(n)—2(1+7%(0)
(1)

ol 0() =2¢() —w(1), T(t) =tan(B(1) et oy (r) =
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Preuve
Pour la lisibilité des calculs, nous omettrons de préciser, lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité, la variable
t dans I’écriture des fonctions utilisées dans cette preuve.

En introduisant «, f et 6 = 2¢ — v dans la relation (2.24), on obtient

(i)Z
8= v(a,B,6) (2.34)

2—a+4/a?+p%sind

La positivité de g est la méme que celle de v, elle est donc déterminée par I'inégalité

\/ a2 +P2sinf > a—2. (2.36)

Pour une valeur de 0 fixée, on obtient donc une région du plan R? au sein de laquelle la condition
est vérifiée pour les couples («, B) et la frontiere de cette région vérifie 1'égalité :

avec
. (2.35)

v(a,B,0) =

(o® +p?)sin®0 = (2 - a)’. 2.37)

Deés lors que 0 # 2km, k € Z, en posant T = tan0, cette égalité équivaux a

((X—Z(i+‘r2) ?

) —p*=4(1+1%), (2.38)

qui n’est autre que I’équation d'une hyperbole.

Pour obtenir une forme plus simple de cette équation, il suffit d’effectuer un changement de
systeme de coordonnées en posant

o _0(—2(1+T2) 2 39
1— T » (- )

ce qui démontre la proposition.

On notera que le cas ot 1(¢) = 0, écarté dans la démonstration, est trivial. La condition de po-
sitivité se réduit simplement a a(t) < 2.

La famille d’hyperboles obtenue est décrite par la figure (2.8). Pour une méme hyperbole, plusieurs
cas se présentent en fonction de 6(¢). Les régions de positivité de ¥ x(¢) sont coloriées en vert sur
la figure (2.9).

Normalisation par | $(?) |

Une alternative pour ramener la condition CS1 a deux parametres est de normaliser par | (I)(t) l.
Etudions auparavant le cas o1 ((¢) est identiquement nulle, c’est a dire le cas d'une phase linéaire

b(1) = o + P 1.
Dans ce cas, la relation (2.21) devient

g(1) = — p(1) cos® (o + d1 1) (2.40)
Par conséquent, g(t) est positive si et seulement si

$?

cos?((pg + P11) 2.41)

p(r) <
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FIGURE 2.8 — Hyperboles obtenues en fonction de la phase du signal.

G(t)e —n ——[ B(t)e . 0]
G(t)(—:[O —] G(t)c—:[—,n

FIGURE 2.9 — Quatre régions de positivité illustrant la dépendance de la sortie de “¥ x(¢) en fonction de 0(z).

ol le second membre de I'inégalité peut éventuellement étre +oo. La positivité est ainsi vérifiée
dés lors que p(t) < q)f(t) et, plus précisément si et seulement si p(#) < f(t) ot f () est la fonction
2
Py
cos?(Po +P1 1)

f=

La condition de positivité est illustrée par la figure (2.10) ot les régions de positivité de W x(t) sont
coloriées en vert.

Supposons maintenant ¢(£) non nulle sauf pour un nombre fini de valeurs de ¢. En divisant les
deux membres de la condition CS1 par | $(#) |, on obtient immédiatement la condition suivante :
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FIGURE 2.10 — Région de positivité dans le cas d'une phase linéaire délimitée par la courbe de f (7).

Corollaire 1.2
Si ¢(1) # 0, la condition CS1 est équivalente a la condition

CS3 : () >h(A(®). (2.42)
. $2(1) p(1) .
(=——, ANt)=— t hA)=5A+V1+A2
ol p 16| 160 € 2( )
Interprétation

La positivité de ¥ est ramenée a une relation entre les deux rapports

p(o) 2(1)
A() = ——— t (1) = —= .
ol o MY T E0

La condition CS2 garantit la positivité de “¥ en dehors de la zone hachurée illustrée par la figure
(2.11).

(2.43)

Remarque
La condition CS3 se simplifie selon I'ordre de grandeur de A.

« Lorsque A ~ 0, A(A) ~ $(1+A);

1 1 1 1 1
e Lorsque A>>1, h(A)=E()\+M/1+p)~§()\+)\(1+§Xﬁ))~)\
1 ) 1 1 1 1
e Lorsque A << -1, h(A):E()\—)\\/1+F)~E()\—)\(1+5x)\—))~—ﬂ

En revenant aux notations ¢ et p, on obtient des conditions approchées, particulierement
simples dans les deux premiers cas :

b1
5
e Le cas A >>1 conduit a exprimer une condition suffisante de positivité sous la forme :

o Lorsque |{p(1)|>>|p(1)], CS3devient ¢p?(r) >

G2(1) > p(1) >> | O(1)]. (2.44)
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-5 0 5

FIGURE 2.11 - Condition CS3.

2.4 Cas quadratique

La fonction g, définie par la formule (2.24), peut également étre considérée comme la diffé-
rence de deux fonctions, ainsi la positivité de ¥ se raméne au signe de I’écart entre ces fonctions :

8(1) = g(t) — g1 (1) (2.45)
avec
s
a0 =L 42
2
V20 +p2(0)
(1) =—————sin 201 —w(1) (2.46)

Selon la nature de p et ¢, cette formulation du probléme peut s’avérer intéressante. Nous allons
I'exploiter dans le cas d'un signal quadratique.

Considérons donc le cas plus particulier ot 'opérateur “¥ est appliqué a un signal AM-FM
dont l'atténuation et la phase sont des polynémes de degré 2 en ¢ et que nous qualifierons de
quadratique :

x(f)=ePPcos(@(1)) avec p(t)=po+pit+pat® et G(1)=do+Prt+at®. (2.47)
ott (po, 1, P2, Po, G1) €R® et P € R*.

Remarquons qu'un tel type d’expression peut toujours étre obtenu localement, autour d'une va-
leur £y, par un développement limité de p et ¢ autour d'un instant 7y donné.

Nous allons montrer dans ce cas I'existence alors d'un intervalle critique sur lequel la positi-

vité dépend de la phase initiale du signal d’entrée et mettre en avant le role de la phase initiale du
signal. Nous allons tout d’abord nous appuyer sur une formulation géométrique du probléme.
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2.4.1 Formulation alternative de g

Nous allons procéder a un changement de variable non bijectif dans I’expression de la fonc-
tion g afin d’obtenir une nouvelle formulation de la condition de positivité, dans le cas ol le signal
est quadratique. On obtient ainsi le théoréme suivant :

Théoréeme 2
Lorsque le signal x(¢) est quadratique, la positivité “¥x(¢) sur un domaine Z; c R est équiva-
lente a la satisfaction de I'inégalité

(au+ b) — ksin(Qu+ @) > 0 sur un domaine 2, c R* (2.48)

ol a, k et Q sont des réels positifs.

Preuve : Dans le cas ou x(#) est quadratique, la relation (2.24) devient

g(0) = (P2(1) — p2) + /&% + 3 sin (2¢(1) — ), (2.49)
olt Y =y(pz,¢2) =C*.

Nous allons réécrire la condition g(¢) > 0 en procédant a un changement de parameétre non
bijectif mais toutefois bijectif par intervalles. En effet, dans un repere (O, t, y), si ¢ # 0, la fonc-
tion (1) = P + Pp1t + P2 t> est représentée par une parabole, symétrique par rapport a la droite
f=-—-.0n peut donc la découper en deux parties selon que I'inégalité ¢ > _ b est vérifiée ou

2¢o 2¢2
non et, dans chacune de ces parties, nous allons procéder a un changement de parametre désor-

mais bijectif.

Posons
=9 (2.50)
202
On a alors
G(8) = Po. (12 =2d 1) + Po = Go.(t — d)? + Po — Ppod?. (2.51)
Posons maintenant
u=(t-d?, (2.52)
d’ol
w 2
‘b:E”“"O avec w=2¢2 et Wo=ddo—dd-, (2.53)
et, inversement,
t=evu+d ou e=1sit>d et e=-1sit<d. (2.54)

Les valeurs prises par g(t) sont ainsi I'union de celles prises par g (u) et g_(u) :

grw=g(Vu+d) et g (w=g(-vVu+d). (2.55)

Remarque

Si t prend des valeurs sur R tout entier, alors g, et g_ sont définies sur R*. En revanche, si le
domaine de validité de ¢ est limité, classiquement R* pour une variable temporelle, ce n’est plus
le cas; les valeurs sur lesquelles il est nécessaire d’étudier les g. sont limitées. Dans le cas général
ou ¢ prend ses valeurs sur un intervalle [T}, T2 ] < Rona plus précisément :
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e Si—d < T, g+(u) est définie sur [(T; — d)?, (T, —d)?] et g- n'est pas définie.
e SiT; <d<T,, g (u) estdéfinie sur [0, (T, — d)?] et g_ sur [0, (T} — d)?].
o Si—d>T,, g_(u) estdéfinie sur [ (T, — d)?, (T; — d)?] et g, n’est pas définie.

Par ailleurs, ci)(t) =01 +2P2t =20,(t—d), donc (i)z = 4([)% u, ce qui permet d’obtenir

glu) = 4([)% u—p2+easin(wu +2Yp) —p2cos(wu +2Wp) . (2.56)

En regroupant les termes en sinus et cosinus, suivant le méme processus qu’en (2.22), on obtient
alors

g(u)=(au+b)—ksin(wu+Y¥y), (2.57)
avec
. u=(-dp?, on d=-2L
2¢»
° 03:24)2
] a:4([_)§:(1)2
° b:—p2

o k=1/d5+p5>0

arcsin (f) lorsque ¢, >0

o‘P0:2¢0—2¢2d2—xp+n ou Y= n—arcsin(p—kz) lorsque ¢, <0 et p2 =0

- arcsin(p—kz) lorsque ¢ <0 et py <O0.

On remarque que 'expression de g ne dépend pas de €; ce dernier influe toutefois sur le do-
maine d’étude des lors que ¢ ne décrit pas R tout entier. Par ailleurs a et k sont des quantités
positives (et méme strictement positives dans le cas général) mais ce n’est pas le cas de w tel que
nous 'avons défini. Afin de pouvoir interpréter, dans I'’expression du sinus, le facteur de t comme
une pulsation, posons Q = |w|. Nous avons alors deux cas :

e siy >0, alors Q = w et p = arcsin (P_kz) donc W = 2¢pg—2¢, d? +m—arcsin (%2) et on obtient
sin(wu+ ¥g) =sin (Q U+2do—2¢s d? + 1t — arcsin (P_kz)) ; (2.58)

e sidp<0,alorsQ=-wetw= n—26n—arcsin(p—kz), avec 6 €{0; 1}, donc

W0 =2y —2d d? - (n —arcsin (%) + 621’() + 70 = 2 — 2 d? + arcsin (p_kz) et dans ce cas
sin(w u + ¥y) =sin (—Q u+2hy—2¢» d? + arcsin (p_kz))
=sin (7[+Qu—2¢0 + 2o dz—arcsin(p—kz)). (2.59)

En posant ¢p = m—arcsin (p_kZ) +€12Po— 2¢)2d2) ete; =1sid, >=0, —1 sinon, on peut donc regrou-
per les deux cas sous la forme sin(Q u + ¢) ce qui achéve la preuve.

Les différents parameétres sont donc, finalement :

¢1

o u=(t—-dy? ot d=-——

2¢»
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o Q:2|¢2|
] a:4([)§:Q2
° b:—p2
o k=1\/dP5+p5>0
n— arcsin(p—kz) + @b —2b2d?) si hp >0
[ ] (p:
n—wncﬁn(%?)—(2¢o—2¢2d2) si b <0

On notera que a, b, k, Q et ¢ sont des constantes ne dépendant que de @, 1, ®, et p».

2.4.2 Interprétation géométrique

IR
—I(u)
—s(u)

/

FIGURE 2.12 - Interprétation géométrique de la positivité de 'opérateur d’énergie de Teager-Kaiser appli-
qué a un signal quadratique.

Lécriture de g sous la forme (2.48) va nous permettre une interprétation géométrique simple
de la positivité de “Wx(¢). En effet, déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles la sortie de I'opé-
rateur est positive revient a résoudre (au + b) — ksin(Qu + W) > 0 sur un domaine Z,, < R* ce qui
revient encore, d'un point de vue géométrique, a déterminer les valeurs de u pour lesquelles la
demi-droite /(1) = au+ b est au-dessus de la sinusoide s(u) = ksin(Qu + V). La figure 2.12 illustre
cette interprétation de I'écriture

gw) =1(u) —s(u) (2.60)

Remarque

Bien que le probleme géométrique soit trés simple, on ne sait pas déterminer analytiquement,
dans le cas général, I'intersection d'une droite et d'une sinusoide. Ce probléme se raméne en effet
a la résolution de tan x = x dont les solutions n'ont pas d’expressions simples. Il va donc falloir
considérer des cas particuliers ou des approximations.

Compte tenu du changement de parametre non bijectif, la demi-droite est parcourue deux fois
lorsque ¢ décrit R. Elle est parcourue en totalité ou partiellement lorsque les valeurs de ¢ sont li-
mitées a un intervalle [Ty; Tr]. Plagons nous dans le cas ol ¢ décrit R, alors u décrit ] —oo; 0] puis
[0; +o0]. La figure (2.13) illustre que dans ce cas, la sortie de 'opérateur sera négative pour deux
intervalles de t, symétriques par rapport a t = d qui est la valeur pour laquelle u = 0.

Par ailleurs [(0) = b = —p, appartient toujours a l'intervalle [—k; k], puisque k = ,/q)g +p§ ce
qui implique qu'’il existe des valeurs de la phase initiale ¢ telles qu'une partie de la demi-droite
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FIGURE 2.13 — Sortie négative de 'opérateur de Teager-Kaiser.

{(u; I(w)}, représentée en pointillé sur la figure (2.13), est en-dessous de la sinusoide s(u). En re-
vanche, pour les valeurs de u pour lesquelles I(u) > k, la positivité de “W(.) est garantie.

Plus généralement, lorsque la phase initiale ®, varie les valeurs prises par la sinusoide s(u)
vont étre comprises entre —k et k. Des lors que [(u) sera supérieure a k, la positivité sera donc
vérifiée quelle que soit la phase initiale, ce qu’illustre la figure (2.14).

Nous allons en déduire I'existence d'un intervalle critique en dehors duquel la sortie “¥(.) de
I'opérateur est garantie et un temps critique T, a partir duquel la positivité est garantie. Lorsque
T, < 0'opérateur sera ainsi positif sur R*, ce qui correspond a I'interprétation usuelle de  comme
une variable représentant le temps et, donc, positive.

Nous allons préciser et démontrer ces propriétés dans les paragraphes suivants et nous in-
téresser également au comportement de [ — u au voisinage de zéro, ce qui sera utile pour une
interprétation locale du signal quadratique comme un développement limité.

2.4.3 Intervalle critique et phase initiale

Théoréeme 3
Lorsque le signal x(f) est quadratique
(1) “¥x(t) > 0 en dehors d'un intervalle

Io=[d-y,d+Y] (2.61)
ou
1 P2
Y= Ag+1/1+A% et Ayj=——. (2.62)
2y/10a] V1 I T 12l

(2) si t € I.. il existe alors une valeur de la phase initiale ¢y pour laquelle “¥x(r) <0;

Preuve (1)

Enrepartant de la forme (2.60), nous avons g(u) = I(u)—s(u), avec l(u) = au+b, s(u) = ksin(Qu+
@) et uel,=[uy; uglc R*. Puisque a > 0, I(u) croit de I(ug) a I(ug). Par ailleurs, par construc-
tion, ¢ décrit [—m; ] lorsque la phase initiale ¢g décrit R et s(t) = ksin(Qf + ¢) décrit 'intervalle
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[-k; k).
Pour que g(t) > 0 indépendamment de ¢y, on doit donc avoir

[(uo); Lup) 1) [—k; k] =2. (2.63)

Or —, /(pg + p% < —p2, donc —k < b = 1(0) < I(up), par conséquent, la condition (2.63) équivaut a
I(up) > k, ce qui se traduit en fonction des variables initiales par

A3 (t—d)? —p2 > \/P3 +p3, (2.64)

soit encore

1
|t—d|>m p2+1/d5 +p3. (2.65)
2

En notant A = % (cf. 2.43), on obtient
2

1
A+ V1+A2Z, (2.66)
2¢/1d2l
®1

La condition (2.63) équivaut donca [To; TEIN[d-Y;d+Y]| =92, avec d = —E et
2
o
2y/12|

tive en dehors d’un intervalle centré sur la valeur d = ———.

[t—d|>

V A+ V1+ A2 La sortie de I'opérateur “¥, pour un signal quadratique, est donc posi-

Preuve (2)

Si [TO;TF]ﬂ[d—y; d+y] # &, dans les cas limites, Tr =d -y et To=d+y,ona ‘“¥x(r) > 0et
sinon, il existe des valeurs de ¢ et de ¢ pour lesquelles W x(#) < 0. La continuité de [ et s implique
que ces valeurs ne sont pas isolées et qu’il existe des intervalles de valeurs de ¢ et de ¢ pour les-
quelles “¥x(t) < 0.

Nous qualifierons I, d’intervalle critique. Le signe de la sortie de I'opérateur dépend de la phase
initiale pour t € I, mais pas en dehors de I..

Interprétation

On a montré qu’a I'intérieur d'un intervalle critique I, la positivité de I'opérateur était sensible a
la phase initiale et qu’en dehors de cet intervalle elle était garantie. Ce constat correspond géomé-
triquement, ainsi qu’on peut le voir sur la figure (2.14), a l'intersection de la demi-droite /(1) avec
la bande horizontale comprise entre les ordonnées —k et k, dans laquelle toutes les valeurs sont
atteintes par s(u) lorsque ¢ varie et ou, donc, on observe toujours, pour certaines valeurs de ¢y,
s(u) > l(u).

Corollaire 3.1
Pour un signal AM-FM quadratique x(¢) défini sur R, il existe toujours des valeurs de la phase
initiale ¢ pour lesquelles W x(#)<O0.

Preuve

Puisque ¢ décrit R, la valeur d = —;i est atteinte. L'intervalle critique est donc non vide, ce qui

implique d’apres le Théoréme 3 (2) qu’il existe des valeurs de la phase initiale ¢y pour lesquelles
‘W x(1) <0.
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-k

FIGURE 2.14 - Intervalle critique de positivité de 'opérateur de Teager-Kaiser.

Autrement dit, quel que soit le choix de pg, p1, p2, ®1, G2 # 0, il existe des valeurs de ¢g et ¢
pour lesquelles ‘W x(£) < 0.

Corollaire 3.2
Pour un signal AM-FM quadratique x(?), il existe une valeur critique T, a partir de laquelle
‘Wx(t)>0,Vt>T1,.

Preuve

D’apres le Théoréeme 3 (1), la positivité de W x(r) > 0 est garantie en dehors de I'intervalle critique
I., par conséquent, dés que ¢ est plus grand que la borne supérieure de cet intervalle, on a bien
‘Wx(r) >0 avec

20y \ 4ldal ol

On en déduit le corollaire suivant, utile pour un signal défini sur R* :

TC=d+Y=—£+\/ ! A+ V1+A2) o= L2 (2.67)

Corollaire 3.3
Pour un signal AM-FM quadratique x(t), si ¢; et ¢ sont de méme signe et que la condition
CS3b est vérifiée alors, pour tout £ € R*, on a “¥x(t) > 0.

CS3b : ;> h\,). (2.68)
ol
®F P2 1
=———, Ag=— et h(A\y)==|Ag+/1+A2]|.
HC/ 2|(p2| q I(b2| q 2( q 6])
Preuve

Compte tenu du corollaire 3.2, si 1, < 0, la positivité de la sortie de 'opérateur étant garantie pour
t> 1, elle 'est sur R*. Nous allons donc expliciter la condition 1. < 0.

T, =d+Yory, par définition (cf. 2.62), est toujours positif, nous devons donc avoir simultanément
d<0etd?® >y
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D’une part d est négatif si, et seulement si, ¢; and ¢, sont de méme signe, d’autre part 'inégalité
d? < y? équivaut a

¢F _ 1 >
@>r¢2|()\q+,/1+)\q), (2.69)

2
1

2102

Le tracé de h(A\) = VA + V1 + A2, présenté sur la figure (2.15), indique les valeurs de p pour les-
quelles T = 0. Cela permet d’en déduire une zone, en fonction de A et |, dans laquelle 1 est négatif
et, donc, ‘¥ x(t) > 0. La zone a exclure apparait hachurée sur la figure (2.15).

oulAg = &I Il suffit donc de noter pg, =

[O2)

pour obtenir le résultat recherché.

Y, positif

3 |

N
=

e

FIGURE 2.15 — Région de positivité pour un signal quadratique défini sur R*.

Corollaire 3.4
Pour un signal quadratique, si la condition CS3 est vérifiée, alors ¥ x(0) > 0.

Preuve
La valeur 0 ne doit pas appartenir a I'intervalle critique I., ce qui se traduit par les deux cas sui-
vants :

1. Soit d +y < 0, ce qui correspond a I'étude effectuée sur R* et, donc, a la condition CS3b,
vérifiée si d < 0 et si CS3 est vérifiée;

2. soit d —y > 0, ce qui implique d > 0 et conduit également a ce que la condition CS3 soit
vérifiée.
Ainsi, quel que soit le signe de d, nous sommes ramenés a la condition CS3. Le signe de d n'inter-
vient pas. Ce résultat va nous étre utile pour considérer le modele quadratique local.

2.4.4 Modéele quadratique local

Revenons au cas plus général d'un signal AM-FM de la forme x(¢) = e cos ®(2). En utilisant
localement un développement limité d’ordre 2, nous allons nous ramener au cas quadratique. En
approchant, autour d'une valeur y, p et ¢ par leur développement limité d’ordre 2, on a

(- 1p)?

G(1) = G(to) + (£ — t0)d' (f) + T(b"(to) (2.70)

et
(£ - 19)?

p(r) = p(to) + (£ - fo)p'(l‘o)+Tp"(l‘0) (2.71)
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En notant ¢ = ¢(to), d1 =/ (f9), 2 =3¢" (1), po=p(te), p1=p(fo) et p2 = 5p" (fy), on a alors
x(1) = xq(t - tp), (2.72)

avec
xq(1)=€Pcosd pg(t) =po+pi1t+pat®, et $g(t)=do+Prt+dat®. (2.73)

ol x4(¢) est un signal quadratique. La condition de la positivité de ‘“W¥x(1) en ty revient donc a
celle de “¥ x, (1) en zéro. Cette derniere est vérifiée dés lors que zéro n’appartient pas a I'intervalle
I, = [d -Y,d+ Y], ce qui revient, d’aprés le Corollaire 3.4, a la vérification de la condition CS3.
C’est a dire :

1 2
Lg>=h(\y) avec pg= b Ag=—12 et h)=A+VIFAZ, (2.74)
2 2|Ppo| b
Remarque:
12 17 e
Compte tenu des expressions des p; et des ¢, ona pg = % = u(tp) et Ay = % = A(%). On
retrouve la condition de positivité énoncée dans le cas général d'un signal AM-FM.
2.4.5 Chirp linéaire
Un signal x(#) = a(f) cos(¥) est qualifié de chirp s’il vérifie les conditions [28] :
" it
cn: |- o1 et c2): |29 | ar, (2.75)
a(t)p(r) $2(1)
En notant 'amplitude sous la forme a(t) = e ces conditions deviennent
(f it
(C11): &) <<1 et (C21): ﬁ <<1. (2.76)
b(1) G2 (1)

Nous qualifierons ce chirp de linéaire si les variations de p et ¢ sont linéaires, c’est-a-dire si x()
est, de plus, quadratique.

La figure (2.16) présente un tel chirp, a savoir x;(f) = e cos (q)(t)) avec p(t) = -4+0.2¢1 -
0.0016 12 et (1) =2+0.1£+0.01 £2.

10

-10

0 50 100 150

FIGURE 2.16 — Chirp linéaire
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Proposition 2
La sortie de I'opérateur “¥ est positive pour un chirp linéaire défini sur R™*.

Preuve
Pour un signal étant de plus quadratique, les conditions (C11) et (C21) deviennent

+2p2t 2
C12): [P0 1 et (c22): ‘LZ <<1, (2.77)
b1 +202t (b1 +2¢21)
soit encore, enposantd:—ﬂ, m:—& et )\:&:
2¢o 2p2 b2l
t—m 1
C13): |A <<l et (C23): |—=|<<1. 2.78
(C13) — et (C23) ‘Z(bz(t—d)z (2.78)

La condition (C23) ne peut pas étre vérifiée sur R tout entier puisque le premier membre tend
vers l'infini lorsque ¢ est proche de d. Nous allons donc nous placer dans R*.

2
1

2|

D’apres la condition CS3b, “Wx() > 0si ¢; et ¢ sont de méme signe et si 1 > h(A), avec pu =

- P2 —L(A+VIT A2
A—|¢2|eth(A)—2(A+ T+22).

Pour que la condition (C23) soit vérifiée sur R*, on doit avoir d < 0 par conséquent

)

¢, et p; doivent étre de méme signe. (R1).

Par ailleurs, lorsque ¢ tend vers 'infini, la condition (C13) impose |A| << 1 et lorsque ¢ est proche
de zéro, la condition (C22) impose 1 >> 1. On a donc pu >> 1 >> |A|. Or, pour A petit, 2(A) ~ 1, par
conséquent

p>>h) = A+ VIFR)  (R2).

Compte tenu de (R1) et (R2), le Corolaire 3.4 s’applique et, donc, “¥x(t) est positif.

2.5 Application des criteres a un signal AM-FM quadratique

Nous allons illustrer I'influence de la phase initiale et I'intervalle critique a partir de trois si-
gnaux AM-FM quadratiques x;(t), x2(f) et x3(¢), dont les expressions sont proches mais qui ne
respectent pas les mémes critéres. Pour ces trois signaux, nous allons faire varier la phase initiale
et observer graphiquement le comportement de la sortie de I'opérateur ¥ a ces variations en su-
perposant les différentes sorties de maniére a obtenir une nappe décrivant 'ensemble des valeurs
prises lorsque la phase initiale décrit 'intervalle [ -7, 7 ].

x1 (1) =™ cos (@ (1)) ol p1 () = —4+0.2£—0.0016 1> et @1 (t) = do,1 +0.1£+0.01 £
x2(1) =€ cos (D, (1)) ot pa(t) = —-4+0.2¢-0.016 1% et ®a(t) =Po2 +0.1£+0.01 £
x3(1) =e” cos (@3(2)) ot p3(f) = —4+0.2¢-0.0161 et ®3(f) = Pg3+0.11£-0.012%, (2.79)

ol1 g1, Go2 et Gg 3 sont des phases initiales dont nous allons faire varier les valeurs.

Le signal x; () est un chirp, a la différence de x»(¢) et x3(¢) pour lesquels les valeurs de |p; |
sont plus élevées et le critere (C12) n'est pas vérifié. La figure (2.17) présente la nappe obtenue
pour la sortie “¥x; (¢) lorsque ®¢; décrit [-m, m]. On constate que la sortie est trés peu affectée
par la phase initiale et que la positivité est assurée, indépendamment de la phase initiale.
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180

160

120 +

100

Wy (t)

804

B0

FIGURE 2.17 — Sortie de I'opérateur ¥ pour un chirp quadratique.

Les signaux x» () et x3(¢) différent par le signe du coefficient de > dans les expressions de @, (f)
et ®3(1). Les figures (2.18) et (2.19) présentent les nappes obtenues pour, respectivement, W x, (f)
et “Wx3(¢). Dans les deux cas le critere CS3b est respecté mais, dans le cas de x»(t), les coefficients
de t et de £ sont de méme signe alors que ce n'est pas le cas pour x3(£).

Ainsi, conformément au corolaire 3.3, la positivité de ¥ x» () est indépendante de la phase
initiale ¢ alors que celle de “Wx,(¢) fait apparaitre un intervalle critique de valeurs de ¢ : (1. =
[2.5,7.5]), centré autour de d = —{1/2¢, = 5, au sein duquel la positivité dépend de la phase ini-
tiale ®o,3.

FIGURE 2.18 - Corollaire 3.3 vérifié pour x» ().
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x107°

W (x(t))

FIGURE 2.19 - Corollaire 3.3 non vérifié pour x3(t). Lintervalle critique est encadré.

2.6 Application a un signal réel

Les conditions de positivité de 'opérateur ont été établies pour un signal AM-FM continu.
Nous allons vérifier 'application de ces conditions pour un enregistrement (discret, réel) d'un si-
gnal provenant d'une chauve-souris. Ce signal d’écholocalisation a été enregistré a une fréquence
d’échantillonnage de 230,6 kHz et couvre une bande passante effective de 8 a 80 kHz. Cette émis-
sion d’écholocalisation est de type AM-FM. Pour faciliter la lecture et, en particulier I'utilisation
d’'un modele analytique du signal (paragraphe 2.6.2), les échelles de temps ont été exprimées en
centisecondes.

2.6.1 Mise en oeuvre de 'opérateur
Lenregistrement initial apparait sur la figure (2.20).

800 T T

FIGURE 2.20 - Signal d’écholocalisation de chauve-souris.

Lapplication de la version discréte, “ W, de I'opérateur fait apparaitre un certain nombre de va-
leurs négatives. Pour mettre en lumiére les valeurs positives ou négatives de la sortie de ’opérateur,
nous avons utilisé pour la figure (2.22) une représentation logarithmique signée de 'opérateur :
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log, W () = sign("¥ () log,o (1+|"¥0)|) . (2.80)
25 M

-30 T T T T T T T T T T
o 01 02 03 04 05 06 07 LE] 09 1 1.1 12

t

FIGURE 2.21 - Teager-Kaiser logarithmique d'un signal réel.

La figure (2.21) laisse apparaitre deux domaines temporels au sein desquels 'opérateur ¥, ap-
pliqué au signal réel x(¢), prend des valeurs négatives. Un lissage du signal, effectué dans le cas
présent par le filtre de Savitsky-Golay [146], [147] (cf. Annexe B), avec un fenétrage et une largeur
de fenétre adaptés, permet cependant d’obtenir une sortie de 'opérateur positive sur tout 'in-
tervalle de mesure (Fig. 2.22). La procédure détaillée de lissage et de démodulation du signal est
décrite en appendice 1

log, ! Way (1)
8

21 T T T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 0s 06 07 ose [oX] 1 1.1 12

t

FIGURE 2.22 — Teager-Kaiser logarithmique d'un signal réel lissé.

Pour tester les conditions de positivité, nous avons défini la fonction critére suivante, positive
lorsque la condition CS1 est respectée.

. 1 "
CSl(t)=cb2(t)—5(ﬁi(t)+\/cp2(t)+p2(t)]. (2.81)

A partir des pulsation et phase instantanées obtenues par 'algorithme DESA [67], nous avons
constitué les suites (p,) et (®,) permettant de reconstituer le signal sous la forme AM-FM donnée
par larelation (2.15). Ces suites nous ont également permis, par un calcul de taux d’accroissement,
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de déterminer les dérivées premieres et seconde de p et ® et donc de calculer CS;(¢) en chaque
point de discrétisation.

La figure (2.23) présente, sur un méme graphique, la fonction critére CS; (#) (en noir) ainsi que
lasortie de I'opérateur de Teager-Kaiser discret, “ ¥, appliqué 4 un signal AM-FM reconstruit aprés
démodulation (en rouge).

T T T T T T T T T
.J',--———~~'\‘
T l‘. "
10 |- \i ) '
b~ ~\ WAL \‘"u‘l ff l i w"\' AL ‘“'ﬂ' e
I

WW \ l ] ' I i :
| | 1
5 | | ' I 1 ;
~ | i | |
= \ | [ 1
5 ' -.
S’ ‘ log(CS1) | I I | I
= il [— — log(¥(2(1) | 1| L
> 0fF a4
= | I I { :
| ] Ll
| ] i1
| ] UG
5E s 'I
1 | .
| Tl
! I ‘I I | | |' .3
| NI N HT

'I | ! \l | 1
_10 1 | 1 1 1 1 1 1 | 1 I

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

FIGURE 2.23 — Représentation logarithmique du signal démodulé et du critere de positivité.

La fonction critere CS; met en évidence les zones au sein desquelles des valeurs négatives de la
sortie de 'opérateur sont susceptibles d’apparaitre. Toutefois les valeurs négatives que I'on peut
observer sur la figure (2.23) ne semblent pas cohérentes avec le lien attendu entre la positivité
de CS; et celle de la sortie de I'opérateur. Différentes raisons en sont potentiellement la cause : la
contamination du signal par le bruit, la fréquence d’échantillonnage du signal ou sa phase initiale.
Pour comprendre I'influence des différents facteurs et apporter une solution aux problemes qu'’ils
posent, nous allons approcher le signal par un modeéle mathématique adapté.

2.6.2 Modele analytique

Nous avons construit un modele analytique représentant la loi empirique sous-tendant le jeu
de données constituant le signal. Ce modele est destiné a mettre en lumiere ce qui, dans la posi-
tivité de la sortie de I'opérateur, reléve du type de signal et non d’autre causes. Nous avons ainsi
construit un signal analytique ' Xappr modélisant le signal réel, sous la forme

Xappr = €D cos (Dpppr (1)) (2.82)

ol pappr (£) et @appr(£) approchent les composantes modulées p(£) et @(£) du signal réel :

o) =pappr () = filD)+ fo(D) + f(D)
o) = appr() = g1(D+ga(0) + g3(0) + ga(1) (2.83)

Il

Les expressions mathématiques des fonctions f;(#) and gi(¢) et de leur dérivées sont détaillées en
appendice 2. Les approximations pappr (£) et @appr(£) de p(#) et @(z) sont présentées sur les figures

1. Nous ne faisons pas référence ici au signal analytique au sens de Gabor.
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(2.24) et (2.25).

p(t)
— == pappr(t)

_1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

FIGURE 2.24 — Approximation de p(t) par les fonctions f;(f).

4500 T T T

—_—t)

4000

2500 |

2000 1 1 1 1 1

FIGURE 2.25 — Approximation de w(#) par les fonctions g (?).

La figure (2.26) permet de constater que I'établissement du critére CS1 a partir du modele ana-
lytique du signal prévoit deux intervalles sur lesquels la positivité n'est pas garantie. Un zoom sur
I'intervalle de temps [0.25, 0.35] (figure 2.27) permet de mieux mettre en évidence la zone concer-
née.

Comparons maintenant la sortie de 'opérateur appliqué au signal analytique et la prédiction
établie par le critére CS1. La figure (Fig. 2.28) et 'agrandissement opéré sur 'intervalle de temps
[0.25, 0.35] (figure 2.27) montrent que la sortie de 'opérateur prend bien des valeur négatives sur
les deux intervalles pour lesquels le critere CS1 n’est pas vérifié. Cependant, des valeurs négatives
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log(CS1)

I I 1 I 1 I I 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

FIGURE 2.26 - Représentation logarithmique du critére de positivité SC1 appliqué au modele analytique
approchant le signal.

log(CS1)

4k U U ]

1 1 1 1 1 1 1 1
0.25 0.26 0.27 0.28 0.29 0.3 0.31 0.32 0.33 0.34 0.35
t

FIGURE 2.27 — Zoom sur l'intervalle de temps [0.25, 0.35] de CS; (#).
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apparaissent également sur d’autres intervalles pour lesquels le critére est pourtant respecté, ce
qui semble en contradiction avec la validité du critere. Ce phénomeéne est en fait dii au pas de
discrétisation dont nous allons étudier I'influence.

10 . . . .

= 47 1 7
S b e = ,' — = mm = 0000000MY
S 2f hy log(CS1) ]
> 1 | | B0
< |
Or | | J
I
2t ' ' 4
4t 1
_6 1 1 1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
2 t

FIGURE 2.28 — Représentation logarithmique du critére de positivité CS1 et de la sortie de I'opérateur ap-
pliqué au modele analytique approchant le signal.

2.6.3 Influence de la fréquence d’échantillonnage

Pour représenter 'opérateur appliqué au signal analytique sur les figures (2.28) et (2.29) nous
avions, par défaut, pris le méme pas de discrétisation que celui du signal réel, pas correspondant
a une fréquence d’échantillonnage de 230,6 kHz. Puisque nous disposons de I'expression analy-
tique, nous pouvons en fait choisir librement ce pas. La figure (2.30) présente les mémes éléments
que la figure (2.28) mais le pas a désormais été divisé par 4.

Nous constatons que, désormais, des lors que la condition CS1 est respectée, la sortie de 'opé-
rateur est effectivement positive. Les seules valeurs négatives apparaissent sur 'un des deux inter-
valles, le second, sur lesquels CS1 n’est pas respectée. La sortie reste positive sur le premier inter-
valle ce qui ne contredit pas la condition CS1 qui est suffisante mais pas nécessaire.

La figure (2.31) représente le rapport d’échantillonnage initial r. = E, obtenu d’une part par la
démodulation du signal réel (en bleu) et d’autre part a partir du signal analytique (en rouge). On
constate qu’il est faible (compris en 3,5 et 6,1). Pour un signal idéal, des lors que re > 2, qui est la
valeur minimale de reconstitution du signal établie par le théoréeme d’échantillonnage de Nyquist-
Shannon, on peut utiliser la relation (1.34). Toutefois, des lors que la fréquence et 'amplitude du
signal varient, pour capter la pulsation et 'amplitude instantanée, le rapport d’échantillonnage
doit étre d’autant plus grand que ces variations sont fortes. Dans notre exemple et en général dans
le cas des signaux AM-FM, il est souhaitable d’avoir r, > 8 (cf .paragraphe 1.2.2). C’est le cas de la
figure (2.30) ou nous avons augmenté le rapport r,, dont le minimum est alors de 14. Les valeurs
négatives liées a un échantillonage trop faible ont disparu; nous reviendrons plus en détail sur le
role de la fréquence d’échantillonnage au chapitre 3.

2.6.4 Dépendance de la phase initiale

Linfluence de la phase initiale du signal d’entrée doit également étre prise en compte. Pour un
pas de discrétisation en temps & donné, modifier la phase initiale revient a décaler les échantillons
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log(W(x(t)))

= = log(CS1)

log (¥ (x(1)))

|
1
I
I

7
-~

0.25 0.26 0.27

0.29

0.3 0.31 0.32
t

0.33 0.34 0.35

FIGURE 2.29 - Représentation logarithmique du critere de positivité CS1 et de la sortie de 'opérateur ap-
pliqué au modele analytique approchant le signal.
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FIGURE 2.30 — Comparaison du critere CS1 et de 'opérateur avec un facteur de suréchantillonage de 4.
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FIGURE 2.31 — Rapport d’échantillonnage du signal de chauve-souris.

d’une valeur inférieure a h. Il s’avere que la sortie de I'opérateur dépend de cet alignement de la
grille de discrétisation temporelle.

La figure (2.32), représente la famille de courbes obtenues en faisant varier les valeurs de phase
initiale de —m a m. Ces courbes mettent en évidence la sensibilité de la sortie de 'opérateur a la
valeur de phase initiale du signal d’entrée. Cette sensibilité a la phase initiale n’a d’influence sur le
signe de 'opérateur que sur les intervalles de temps ol le critére de positivité n’est pas satisfait.
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FIGURE 2.32 - Comparaison du critere CS1 et de 'opérateur pour différentes valeurs de la phase initiale du
signal.

2.6.5 Critere simplifié
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