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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Le dictionnaire Larousse définit un signal comme tout signe, geste, cri, son, etc., destiné a aver-
tir, a donner une consigne, un ordre. Ainsi, plus généralement, tout support d'une information
peut étre considéré comme un signal : la parole, I'image, la vidéo, les ondes électromagnétiques,
... Par extension encore, toute forme de données porteuses d'information peut étre qualifiée de
signal. Au-dela de 'existence d’'un signal, la définition du Larousse fait également apparaitre que
I'information portée par ce signal doit étre émise, captée et interprétée. Linterprétation, en par-
ticulier, peut étre délicate car un signal capté peut provenir de sources multiples, étre atténué,
déformé, bruité,... d’ou le besoin de traiter le signal afin d’en extraire I'information.

Depuis que Joseph Fourier (1768-1830) a interprété la diffusion de la chaleur comme une
superposition d’harmoniques et développé une méthode d’analyse de ces composantes harmo-
niques [1], la nature des capteurs s’est diversifiée mais aussi et surtout, I'informatique est deve-
nue le support privilégié de I'information. Indépendamment de leur interprétation physique, d'un
point de vue mathématique, toute série de valeurs numériques peut alors étre considérée comme
la version discréte d'un signal et toute fonction d'une ou plusieurs variables, a valeurs dans R”
ou C", comme la version continue d'un signal. Traiter un signal initial vu comme une fonction
discrete ou continue en le modifiant en une autre fonction discréte ou continue revient donc a
I'application d'un ou plusieurs opérateurs agissant entre des espaces fonctionnels.

De nombreuses méthodes de traitement du signal s’attachent ainsi a « débruiter » des données,
ales « séparer » en constituants significatifs, et a les « reconstruire » en tenant compte de la résolu-
tion limitée des instruments d’acquisition. Lopérateur de Teager-Kaiser présente la particularité
d’estimer I’amplitude instantanée et la fréquence instantanée d’un signal a partir de |'expression
ponctuelle d’'une fonction, dans sa version continue, ou de seulement trois occurrences d'une sé-
rie de valeurs, dans sa version discrete. Il est ainsi bien adapté pour extraire I'information d'un
signal dont les caractéristiques varient relativement rapidement au cours du temps. En raison de
sa simplicité de mise en ceuvre et de son excellente résolution temporelle, I'opérateur de Teager-
Kaiser a ainsi donné lieu a de nombreux travaux de recherche et a une multitude d’applications
concernant le traitement de la parole [2], [3],[4], [5], les télécommunications [6], [7], [8], [9], [10],
[11], le multimédia [12], [13], [14], [15], [16], I'optique [17], le diagnostic [18], 1a biologie [19], [20],
[21], [22] et 'acoustique [23], [24], [25].

La construction de 'opérateur de Teager-Kaiser est fondée sur une démarche inhabituelle, a
savoir la prise en compte de I'énergie requise pour générer le signal et non directement 'informa-
tion véhiculée par ce signal. Nous allons ainsi aborder, au chapitre 1, le concept d’énergie, quantité
physique permettant de quantifier la capacité d'un systeme a modifier son état et produire du tra-
vail, avant de considérer la notion d’énergie au sens "traitement du signal" liée, elle, au contenu en
information véhiculée. Nous nous intéresserons ensuite a I’énergie au sens de Teager et présente-
rons la genese de I'opérateur dit de Teager-Kaiser, dont la sortie est proportionnelle a la quantité
d’énergie nécessaire pour générer le signal. Nous examinerons ensuite le comportement de I'opé-
rateur appliqué a différents signaux élémentaires, tels les signaux modulés. Puis, nous détaille-
rons et illustrerons la méthode de démodulation ESA (Energy Separation Algorithm) permettant,
combinée a I'opérateur, d’estimer I’amplitude et la fréquence instantanées d'un signal. Nous pré-
senterons enfin, dans ce premier chapitre, différentes extensions mathématiques de 1'opérateur,
adaptées a I'analyse de signaux uni-dimensionnels et multi-dimensionnels, a valeurs réelles ou
complexes.

La nature différentielle et non-linéaire de 'opérateur de Teager-Kaiser ainsi que sa capacité
a étre combiné avec d’autres outils de traitement du signal (filtrage en sous-bandes, classifica-
tion,...) soulévent plusieurs difficultés pour lesquels des verrous scientifiques restent a lever. C’est
le cas, en particulier, de la positivité de la sortie de 'opérateur qui, si elle est garantie dans le cas
d’un signal harmonique ne I’est pas dans le cas général, ce qui rend problématique une interpréta-
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

tion en termes d’énergie. Le chapitre 2 est ainsi dévolu a la question de la positivité de 'opérateur.
Nous étendrons les résultats déja obtenus sur cette question [26], [27] et nous énoncerons un cer-
tain nombre de criteres permettant de mieux cerner les caractéristiques des signaux pour lesquels
la positivité de la sortie de 'opérateur peut étre garantie. Nous nous intéresserons plus particu-
lierement a son application a des signaux AM-FM. Nous illustrerons ces criteres en les appliquant
a des signaux "chirp" [28] et a un signal réel. A 'occasion de cet exemple réel nous mettrons en
évidence les causes de non positivité de la sortie de I'opérateur dues au bruit et a la fréquence
d’échantillonnage.

Nous nous intéresserons ensuite a la démodulation du signal. Les méthodes usuelles de dé-
modulation d'un signal discrétisé s’appuient sur une suite de valeurs indicées considérées, a un
changement de variable prés, comme une suite temporelle de pas de discrétisation égal a 1. Ces
méthodes ont été détaillées par Maragos et al. [29],[30]. Le pas de discrétisation influe pourtant
sur la sortie de 'opérateur de Teager-Kaiser et le choix d'un pas égal a 1 n’exploite pas cette in-
fluence. C’est pourquoi nous proposerons une version revisitée de I'opérateur : "W, prenant en
compte le pas. D'une part, combiné a un ré-échantillonnage du signal par la formule de Shannon
[31], cet opérateur permettra d’adapter ’échantillonnage aux caractéristiques du signal; d’autre
part, "W, en exploitant les sorties de I'opérateur pour différents pas, nous ameénera a proposer
de nouvelles versions de I'opérateur. En particulier nous introduirons 'opérateur T permettant
d’éliminer, statistiquement, le bruit et ainsi d’obtenir une meilleure qualité de démodulation de
I'amplitude et de la fréquence instantanée d'un signal en environnement bruité.

Puis, bien que 'opérateur de Teager-Kaiser soit, par construction, un opérateur local, nous
nous intéresserons aux propriétés statistiques d'un signal, en entrée et en sortie de 'opérateur,
dans un environnement bruité. La prise en compte du bruit est, en effet, directement liée a une
approche statistique et I'étude des moments statistiques permet d’extraire des informations sur la
nature du signal utile et sur celle du bruit. Or 'opérateur de Teager-Kaiser posséde la propriété de
diminuer la dispersion relative des valeurs a sa sortie et permet ainsi une meilleure discrimination
des informations présentes dans le signal. En nous appuyant sur cette propriété nous serons ainsi
amenés, a proposer une méthode de détection d'un signal faible en environnement bruité.

Enfin, nous présenterons les conclusions des résultats obtenus et dégagerons les perspectives
ouvertes pour de futurs travaux.
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Chapitre 1

Teager-Kaiser : un opérateur d’énergie

« La contradiction existe au sein
du plus petit grain d’énergie»

Stéphane Lupasco
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CHAPITRE 1. TEAGER-KAISER : UN OPERATEUR D’ENERGIE

1.1 Le concept d’énergie

Le concept scientifique d’énergie est apparu avec Aristote ("Une force en action") et a forte-
ment évolué au cours du temps [32], [33], [34], [35]. Thomas Young est le premier a avoir intro-
duit, en 1800, le mot "énergie" en physique [36] puis on doit a Gustave Gaspard de Coriolis et a
Jean-Victor Poncelet la définition, en 1828, du terme "travail", qui est une des formes "palpables”
de I'énergie [37]. Vient ensuite la formulation, entre 1842 et 1847, de ce que nous appelons au-
jourd’hui la loi de conservation de I’énergie par Julius Robert von Mayer, James Prescott Joule et
Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz. Ainsi, I'énergie ne peut étre ni créée ni détruite; elle
peut seulement étre transformée d'une forme a une autre. L'exploitation du mot "énergie", en
1852, pour désigner toute sorte de "force" dans toutes les branches de la science revient a William
Thomson Kelvin et William Rankine [38],[39]. Enfin, en 1905, Albert Einstein avec sa théorie de
la relativité a établi I’équivalence générale de I'énergie et de la masse [40],[41]. Depuis cette date,
le concept d’énergie a été généralisé sous la forme que nous utilisons aujourd’hui. Pour autant,
I'énergie reste un concept abstrait [42],[43]. Bien qu’elle soit liée a la matiere, I'énergie ne peut étre
définie qu’'indirectement. La quantité d’énergie peut étre associée a tout systeme (physique, bio-
logique,...) et elle est fonction de divers parametres caractérisant I'état de ce systeme. Pour étre
assimilé, le concept d’énergie suppose ainsi une familiarisation avec ses divers aspects et avec
les phénomeénes au sein desquels il intervient. Le prix Nobel, Richard Feyman déclara lors de ses
conférences dans les années soixante : "It is important to realize that in physics today we have no
knowledge of what energy is" [44]. Plus récemment, 'extension du concept d’énergie a de nou-
veaux domaines tels le traitement du signal ou la finance, atteste du caractére "universel" de cette
quantité [45], [46], [47].

1.1.1 Définition de I'énergie

Le mot "énergie" vient du Grec ancien energhia qui signifie "force en action", c’est-a-dire la
capacité a produire un mouvement et, donc, la capacité a effectuer un travail (une force agit et
génére un changement). L'énergie peut étre ainsi définie comme une grandeur physique qui re-
présente et quantifie la capacité d'un systéme a modifier un état, a produire un travail entrainant
un mouvement, un rayonnement électromagnétique ou de la chaleur. L'énergie pure n’existe pas;
suivant le systéme considéré, on associera a ce systeme, par exemple, une énergie mécanique, une
énergie thermique ou une énergie électrique. La propriété fondamentale de I'énergie est de pou-
voir se transférer d'un systeme a un autre ou, plus exactement, se convertir d'une forme en une
autre, en vérifiant le principe de conservation suivant lequel, dans tous les cas, 'énergie totale
d’'un systéme isolé est conservée. Comme un systéme peut évoluer de différentes manieres sous
I'action de forces différentes, I'énergie se manifeste de différentes manieres. L'énergie est ainsi ob-
servée indirectement par, par exemple, des variations de vitesse, de pression ou d’intensité élec-
trique. En effet, la manifestation d'un phénomene tel le mouvement sous I’action d'une force im-
plique non seulement que le systeme considéré possede de I'énergie intrinseque, mais aussi qu’il
y a transfert d’énergie. Pour autant, ce que I’'on mesure n’est pas 'énergie en elle-méme, mais sa
variation. Lorsqu’on effectue le bilan d’énergie d'un systeme physique, on définit son énergie mé-
canique comme la somme de son énergie cinétique et de ses énergies potentielles. L'énergie totale
du systeme s’écrit ainsi comme la somme de I'énergie mécanique et d'une énergie appelée éner-
gie interne. En mécanique, I'énergie interne n’est pas prise en compte et I'énergie totale est alors
la somme de I'énergie potentielle et de I'énergie cinétique. C’est sur ces deux quantités physiques
qu’est fondé I'opérateur de Teager-Kaiser ainsi que nous le verrons plus loin. Puisque, dans un
systeme isolé, I'énergie totale est toujours conservée (premier principe de la thermodynamique),
toute consommation ou déperdition d’énergie est exclue.

Une autre quantité physique associée a un systeme et liée a I'énergie est la puissance, qui re-
flete la vitesse a laquelle un travail est fourni [48]. La puissance est la quantité d’énergie par unité
de temps que fournit un systeme a un autre systeme. On parle alors de débit d’énergie. Ainsi, si
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deux systemes différents fournissent le méme travail, le plus puissant des deux est celui dont le
délai d’accomplissement de ce travail est le plus faible.

1.1.2 Energie et puissance d’un signal

Les notions d’énergie et de puissance, appliquées au domaine des signaux, sont trés impor-
tantes en transmission et traitement de I'information véhiculée par un signal [49], [50], [51], [52],
[53], [54], [55], [56], [57]. En effet, toute transmission d’information est liée a une transmission
d’énergie (Télécommunications) et dés lors qu'on effectue une mesure, le dispositif de mesure
(métrologie et instrumentation) préleve de |'énergie au processus mesuré [50], [55]. De plus, des
lors qu’on aborde les propriétés des signaux ou leur classification, on est amené a faire appel aux
concepts d’énergie et de puissance [52], [53], [54]. Différents systémes physiques peuvent étre uti-
lisés pour introduire ces concepts [54]. Appuyons nous sur 'exemple, simple, d'un circuit élec-
trique.

Considérons un systeme constitué d'un dipdle électrique parcouru par un courant i(¢) et sou-
mis a une différence de potentiel u(t). La puissance instantanée fournie a ce dipodle s’écrit

p() = u(r).i(t) (1.1)

et dans le cas d'une résistance linéaire R, la puissance est donnée par
2 1 5
MH=le=ﬁu(n (1.2)

L'énergie dissipée sur un intervalle de temps [ #;; £2] est'intégrale de cette puissance instantanée,
mesurée en joules :

t t

E(tl,tz):fp(t)dt:Rfiz(t)dt, (1.3)

151 151

et la puissance moyenne sur la durée [ #;; £ ], mesurée en watts, s'écrit :

123

tz t2
1 R 1
P(f, 1) = f (Hdt = fiz ¢ dt:—fuz(t)dt (1.4)
b2 l'g—tlt p l'z—l'lt (2) R.(l’z—l’l)t
1 1 1

Par analogie, on définit I'énergie normalisée et la puissance moyenne normalisée d'un signal réel
x(t), calculée sur l'intervalle [ #;; £ ], par les quantités quadratiques suivantes :

123

Ex(f1, 1) =fx2(t)dt, (1.5)
151

Iy

fxzmdz. (1.6)

151

1
Pi(f, )=
x\t1, 82 P

Ainsi, la puissance moyenne normalisée possede une dimension égale au carré de celle du signal
x(t). En multipliant encore par 'unité de temps, on obtient la dimension de I’énergie normalisée.
Si le signal x(f) est un courant ou une tension électrique, les relations (1.5) et (1.6) correspondent
respectivement a I'énergie et la puissance dissipées par une résistance R de valeur 1 ohm, obte-
nues par les relations (1.2) et (1.3).

En étendant I'intervalle de temps a R tout entier, les relations (1.5) et (1.6) se généralisent a
tous les signaux, qu’ils soient a valeurs réelles ou complexes sous la forme :
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+00
E,= f lx(0)?dt (1.7)
- +00
P, = lim ~ Hi*de 1.8
x—ngonlx()l (1.8)

La quantité | x(#)|? est appelée puissance instantanée normalisée du signal x(¢) a I'instant ¢ car elle
est implicitement rapportée a une résistance normalisée R de 1 ohm. Si I'intégrale de la relation
(1.7) est convergente, on dit que le signal est a énergie finie, ce qui correspond aux signaux phy-
siques et permet d’'interpréter la quantité E, comme une énergie dans de nombreuses situations
physiques. On est cependant amené a manipuler également des signaux pour lesquels la quantité
E, est infinie. Lexemple le plus commun est celui des signaux périodiques qui sont tres souvent
utilisés comme modeles de phénomenes physiques. Pour cette classe de signaux, dits a puissance
moyenne finie, on utilisera la relation (1.8). Cette quantité n'a pas d’utilité pour les signaux d’éner-
gie finie qui possédent une puissance moyenne nulle.

Pour les signaux d’énergie finie, la transformée de Fourier et son inverse sont définies, ce qui
permet d’établir une nouvelle définition de I'énergie d'un signal x(¢). Soit ainsi,

+00
F (0] = X(f) = f (e gy, (1.9)

—00

on peut alors utiliser la valeur absolue au carré |X(f) 12 des différentes fréquences comme mesure
du niveau d’énergie rapporté a ces fréquences : la quantité [X(f)|? correspond a I'énergie que le
signal contient a la fréquence f'; on parle de densité d’énergie par unité de fréquence. Le lien entre
I'énergie calculée en temps et en fréquence est alors donné par la relation de Parseval :

+00 +00
Ex:flx(t)|2dt:f|X(f)|2df. (1.10)

Linterprétation de la relation (1.10) est immédiate d'un point de vue physique : puisque I'énergie
ne dépend pas du mode d’observation "t" ou " f", cette relation traduit le fait que la quantité E,
est 'invariant énergie du signal dans les représentations temporelle et fréquentielle.

Remarque :

formellement, I'utilisation de la transformée de Fourier et de son inverse suppose que x(t) € L1 Lo.
Nous considérerons, comme c’est 'usage, que cette condition est vérifiée dans le cadre d'une ap-
plication a des phénomeénes physiques.

1.1.3 Energie de Teager-Kaiser

Quand bien méme les relations (1.7) et (1.8) permettent de mesurer I'activité d’'un signal, il
n'est pas immédiat d’appréhender comment le contenu en fréquence de ce signal signal inter-
vient dans le calcul de son énergie et de sa puissance. En effet, la relation (1.10) montre que tous
les échantillons, aussi bien en temps qu’en fréquence sont traités de maniere indifférenciée, ce qui
est physiquement surprenant. Par ailleurs, la définition de I'énergie en traitement du signal differe
de celle utilisée en physique, qui est une mesure du travail effectué (ou qui peut potentiellement
étre effectué), sans connaitre directement ni avoir acces au systéme qui géneére le signal. Enfin, la
définition donnée par la relation (1.7) ne fait intervenir ni I'énergie potentielle ni I’énergie ciné-
tique du signal; elle est uniquement fondée sur le calcul des amplitudes du signal.
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Cette limitation du concept d’énergie, au sens de la physique, en traitement du signal a été mise
en avant dans le domaine du traitement de la parole par Herbert et Shushan Teager [58], [59], ainsi
que par James Kaiser [60], [61]. Sur la base de preuves expérimentales, Herbert Teager et Shushan
Teager ont mis en évidence la présence de processus non linéaires comme principaux mécanismes
de production du son dans le conduit vocal pendant la phonation. En effet, les résultats présen-
tés par les auteurs et en particulier la courbe d’énergie nécessaire a la production de la parole,
ont montré que cette production provient de I'interaction, pendant la phonation, entre le vortex
tourbillonnaire du flux d’air et la géométrie confinée du conduit vocal, cette interaction jouant
le role d’oscillateur actif dans la réalisation des modulations [58], [59], [62]. Le modele en résul-
tant est ainsi fondamentalement non linéaire. Cependant, I'algorithme ou la méthode de calcul
de I'énergie du systeme ayant généré le signal de parole n’a pas été explicitement présenté par les
auteurs [59]. Ces mémes auteurs ont également montré que les résonances (fréquences propres)
ou formants du conduit vocal du signal de parole peuvent varier rapidement en fréquence et en
amplitude [199], ces variations de caractéristiques du signal de parole pouvant étre modélisées
comme une combinaison linéaire de signaux AM-FM.

Labsence dans les travaux de Herbert et Shushan Teager de la méthode de calcul de I'éner-
gie associée au signal de la parole a suscité 'intérét de James Kaiser. Ce dernier [60] est parti du
constat suivant : deux signaux acoustiques d’amplitude unité, I'un avec une fréquence de 1 Hz et
le second a 1000 Hz ont la méme énergie d’apres larelation (1.7). Cependant I'énergie, vue comme
le travail fourni nécessaire pour générer le signal acoustique de 1000 Hz, est bien plus importante
que celle pour générer celui de 1 Hz [60]. Il a également observé, en étudiant une équation diffé-
rentielle du second ordre, que I'énergie nécessaire pour générer une simple sinusoide dépend a la
fois de 'amplitude et de la fréquence. Il y a ainsi une différence fondamentale entre I'énergie vé-
hiculée par le signal, ne prenant en compte que I’amplitude, et I'énergie produite par un systéme
source pour générer ce signal. Afin de mieux comprendre la différence entre ces deux énergies,
nous présentons dans ce qui suit le processus de génération du signal introduit par Herbert Tea-
ger et Shushan Teager [58],[59] ainsi que le calcul de I'énergie associée.

James Kaiser, pour expliquer cette différence d’énergie, s’appuie sur I'exemple simple d'un
systeme constitué d’'un oscillateur harmonique, au sein duquel I’énergie nécessaire pour créer le
signal oscillant est proportionnelle au carré du produit de 'amplitude et de la fréquence du si-
gnal. Ce modele correspond a celui de I'énergie nécessaire a la création d’'un signal. James Kaiser
a proposé ainsi une mesure de 1'énergie, s'appuyant sur les travaux de Herbert et Shushan Tea-
ger, qui prend en compte non seulement 'amplitude mais également la fréquence du signal [60].
En utilisant cette définition, dite de Teager-Kaiser, des signaux d’amplitude unitaire possédant
des fréquences différentes, présentent également des énergies différentes. Cette approche differe
également de la mesure usuelle de I'énergie car il s’agit d'une mesure instantanée et non sur un
intervalle de temps. On dispose alors d’'une énergie instantanée, fonction du temps, permettant
de suivre les changements de I"énergie du signal et, donc, du systeme.

1.2 Lopérateur de Teager-Kaiser

1.2.1 Genese d’'un opérateur d’énergie

Beaucoup de systémes physiques réels pour lesquels l'influence des frottements est négli-
geable se comportent comme des systemes oscillants et peuvent étre modélisés par des oscilla-
teurs harmoniques [63]. Le systéme masse-ressort constitue un modeéle simplifié d’oscillateur har-
monique permettant d'introduire dans de nombreux domaines des phénomenes plus complexes,
par exemple en mécanique, en électricité, en électronique ou en optique. Cet oscillateur permet
de décrire I'évolution du systeme physique au voisinage d'une position d’équilibre stable par une
fonction oscillante dont la fréquence ne dépend que des caractéristiques du systeme et dont 'am-
plitude est constante. Pour calculer I'énergie totale d’'un signal, James Kaiser suppose ainsi que
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le modéle de la source est analogue a ce simple systéme ressort-masse, pour lequel la physique
newtonienne décrit I'énergie totale du systeme en mouvement comme la somme de I'énergie po-
tentielle du ressort et de I'énergie cinétique de la masse.

Considérons l'oscillateur mécanique libre formé par une masse m suspendue a un ressort de
raideur K. La position de la masse a l'instant f, repérée par rapport a sa position d’équilibre est
notée x(t). Lapplication du principe fondamental de la dynamique a ce systéme permet d’écrire :

ax(

dar?
Cette équation différentielle du second ordre (Eq. 1.11) décrit un mouvement d’oscillation de la
masse autour de sa position d’équilibre. La fréquence d’oscillation de ce mouvement est donnée

K
+—x(1)=0. (1.11)
m

par wg =/ % et ne dépend pas de 'amplitude initiale de déplacement de la masse. La solution de
I'équation différentielle (Eq. 1.11) est une oscillation donnée par
x(t) =Acos(wot +¢), (1.12)

ol A est 'amplitude des oscillations et ¢ la phase initiale. Le mouvement est qualifié d’harmo-
nique, de pulsation propre w, caractéristique du systeme.

En multipliant la relation (1.11) par ) on obtient

d?x(t) dx(t) .\ K dx(2)

) =0. 1.13
az dr m oar X0 (1.13)

Soit encore, en multipliant par m

i[ﬂ(dx(t))2+g z(t)]—() (1.14)
dr| 2\ dt 2" o '

N

=Constante

La quantité entre crochets, n’est autre que I'énergie totale E du systeme oscillateur harmonique,
c’est a dire la somme de I'énergie cinétique de la masse et I'énergie potentielle du ressort :

m(dx(t))2 K,
Ex=— +—=x°(). (1.15)
dt

2 2
Larelation (1.15) traduit le fait qu’il y a conservation de I’énergie totale du systeme. En remplacant
la solution x(#) donnée par (1.12) dans (1.14) on obtient

m
Ex= ?‘”%AZ x WHA? . (1.16)

La relation (1.16) montre que I'énergie de |'oscillateur est proportionnelle au carré de 'amplitude
et au carré de la pulsation des oscillations [60]. La valeur de E, correspond a I'énergie du systéme
masse-ressort nécessaire pour générer le signal sinusoidal x(#). Ce résultat coincide avec les ob-
servations expérimentales de Herbert et Shushan Teager et va conduire a la genése de I'opérateur,
dit de Teager-Kaiser.

1.2.2 Algorithme de Teager-Kaiser

Herbert et Shushan Teager se sont alors intéressés a un signal harmonique discrétisé. Soit
x(nT,) laversion discrete de l'oscillation de x(f) ou T, estla période d’échantillonnage et fo = 1/T,
est la fréquence d’échantillonnage. Par un changement d’échelle ramenant les abscisses a des va-
leurs entieres, nous allons noter le signal discrétisé sous la forme

x(n) =Acos(Qn+ ) (1.17)
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271
ou Q= —f est la pulsation en radians par échantillon et f la fréquence continue. La relation
e
(1.17) a trois parametres a savoir, A, Q et ¢ qu’il est possible d’estimer moyennant trois échan-
tillons, par exemple x(n —1), x(x) et x(n+ 1) dont les valeurs correspondantes du signal dont don-
nées par
x(n—1)=Acos(Q2(n—-1)+)
x(n) =Acos(Qn+P)
x(n+1)=Acos(Q2(n+1)+) (1.18)

En utilisant la relation trigonométrique

cos? a—sin?P = cos(a + P) cos(x — P) (1.19)

aveca =Qn+ ¢ et p =Q, on obtient

cos® (Qn +d) — cos (Qn + 1) + d)cos (Qn - 1) + ¢) = sin® Q. (1.20)

Il suffit alors de multiplier les deux membres de la relation (1.20) par A pour identifier les expres-
sions de x(n), x(n+ 1) et x(n— 1) (relations 1.18) et obtenir

() —x(n-Dx(n+1) =A%sin(Q). (1.21)

Notons que, pour une valeur du membre de gauche de I'égalité (1.21) fixée, il existe une infinité de
valeurs de Q vérifiant 1'égalité. Cette valeur est unique en restreignant les solutions a I'intervalle

Tt . . N ) 2 . f e . , N
[0 ; 2 ], ce qui revient a supposer le rapport d’échantillonnage r, = 7 au moins égal a 4.

Par ailleurs, pour des faibles valeurs de (2, nous avons I'approximation sin(Q) = Q. Si nous nous
[sin(Q2) — Q|

sin(€2)
en approchant sin(Q) par Q reste inférieure a 10%; ce résultat est illustré par la figure (1.1).

.. R L R . .
limitons a des valeurs de Q telles que Q < rE et donc r, > 8, 'erreur relative commise

0.7 T T T T
—SiN(X) v

— /
06 ,/ i

0.4 y b

sin(z)

0.3 4

0.1 4

T

FIGURE 1.1 — Approximation linéaire de la fonction sinus dans I'intervalle [0, 7t/4].

Ainsi, en acceptant cette erreur relative, I'expression (1.21) est approchée par

23



CHAPITRE 1. TEAGER-KAISER : UN OPERATEUR D’ENERGIE

Ex(n) =x*(n)—x(n-Dx(n+1) ~ A2Q°. (1.22)

La quantité E,(n), donne ainsi une mesure interprétable comme 'énergie du signal x(n) des lors
que le rapport d’échantillonnage est supérieur a 8, c’est-a-dire dés lors que la fréquence d’échan-
tillonnage est supérieure a quatre fois la fréquence de Shannon. Lestimation de I'énergie instan-
tanée du signal par la formule

Ex(n):xz(n)—x(n—l)x(n+1). (1.23)

est qualifiée d’algorithme de Teager-Kaiser. On considere usuellement que I’approximation est ac-
ceptable pour une erreur inférieure a 10%, c’est a dire pour une fréquence d’échantillonnage au
moins égale a 4 fois la fréquence de Shannon [64], ce qui revient également a disposer d’au moins
deux échantillons dans chaque quart du cycle de I'oscillation sinusoidale. Notons que I'estimation
del’énergie E, suppose que le signal x(#) est mono-composante. L'algorithme est facile et rapide a
mettre en ceuvre car il ne nécessite que trois échantillons. Enfin, notons la différence entre I'éner-
gie véhiculée par le signal et celle pour le générer :

Y ) #£ Y () —x(n-Dx(n+1) (1.24)

nez ne”zZ

1.2.3 Définitions de I'opérateur de Teager-Kaiser
Opérateur continu

Bien qu’historiquement la version discrete de 'opérateur de Teager-Kaiser ait été définie avant
la version continue, il est plus naturel de commencer par présenter cette derniere.

Définition Lopérateur d’énergie de Teager-Kaiser d’'un signal a temps continu et a valeurs réelles,
°W est défini par :

dx(t))z_xm dx% (1)
dt ar? -

Lorsqu’il n'y a pas d'ambiguité et afin d'alléger les notations nous noterons la sortie de l'opérateur
“wx(1) au lieu de (“¥x)(1).

‘§@oox— Wy : t#»( (1.25)

Larelation (1.25) montre que l'opérateur de Teager-Kaiser est un opérateur différentiel non-linéaire
dont I'expression fait intervenir le signal ainsi que ses dérivées premiere et seconde. On parle
d’opérateur instantané.

Appliquons maintenant I'opérateur ¥ a un signal sinusoidal x(¢) = Acos(w? + ¢). On a

‘Wx(1)] = A2w? cos®(wt + ) — Asin(wt + P) x —Aw?sin(wt + )
= A%02. (1.26)
En combinant (1.16) et (1.26) on a ainsi

m
Ex= ?.C‘l’x(t). (1.27)

En d’autres termes, lorsque ¥ est appliqué a un signal harmonique, la sortie est constante et
égale al'énergie de la source produisant I'oscillation. Pour cette raison ¥ est qualifié d’ opérateur
d’énergie.
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Opérateur discret

Plusieurs schémas aux différences finies permettent de discrétiser la version continue de 'opé-
rateur “¥. Nous allons procéder comme suit. Soit un pas de discrétisation h, pour un temps ¢
quelconque, en notant x,_; = x(t — h), x, = x(t) et x,+1 = x(t+ h), on a

dx(r) _Xn—Xn-1 _ Xn+1—Xn

~ =~ 1.28
dt h h (1.28)
d?x(t —2x, +
dJ;(Z ) - Xn+1 ;:Zn Xn+1 . (1.29)
(1.30)
Par conséquent
dx(t) 2 de(l.) Xn—Xn-1)(Xn+1 — Xn Xp+1—2Xp + Xp+1
C - pa— ~ p—
210, _( ) x()=— _( - )( . ) . — . .31
d’ot, en développant
c x%_xn—lxnﬂ
Wx(f) s oo (1.32)

h2
En considérant x,_;, x, et x,+1 comme trois échantillons consécutifs de x(t) et procédant a un
changement de variable, comme pour (1.17), ramenant a 'unité I'écart & entre les échantillons,
on obtient alors la définition de I'opérateur discret de Teager-Kaiser.

Définition Soit x(n) un signal discret a valeurs réelles, la version discréte ?V de I'opérateur d'énergie
de Teager-Kaiser est définie par :

d‘l’x(n) :xz(n) —x(n-1x(n+1). (1.33)

Dans le cas d’un signal harmonique, on retrouve par la relation (1.21), la propriété, similaire a
celle de 'opérateur continu :

g x(n) = A%sin®(Q) =~ A>Q? pour Q petit. (1.34)

Larelation (1.33) montre une propriété importante de 'opérateur de Teager-Kaiser qui est son ca-
ractere instantané dans le sens ou trois échantillons seulement, a savoir x(n—1), x(n) et x(n + 1),
suffisent a estimer I'énergie a chaque instant discrétisé. Cette résolution temporelle permet de
capturer les fluctuations d’énergie et, également, d’estimer la fréquence instantanée d’un signal
non-stationnaire. La plupart des travaux de la littérature portant sur I'opérateur de Teager-Kaiser
et ses différentes extensions d’ordre supérieur se limitent a des schémas de discrétisation avec un
pas de discrétisation (ou pas temporel) i = 1. Lopérateur dans sa formulation est fonction de va-
leurs indicées qui ne tiennent pas compte directement de la fréquence d’échantillonnage. Nous
généralisons au chapitre 3 les schémas de discrétisations de I'opérateur avec un pas temporel h
correspondant a la période d’échantillonnage du signal, revisitant ainsi la version classique de
I'opérateur et les méthodes de démodulation associées.

Précisions sur les notations :

Soit [[1; N un intervalle de N, un signal discret est une suite (x,) se1;N) de 12 telle que x, = x(t,)
ol x est un signal continu et ol (£,) ze[1;N) €st une suite arithmétique de raison h. & est le pas

1
(fixe) d’échantillonnage et f, = i la fréquence d’échantillonnage.

Lopérateur discret de Teager Kaiser, dy  est défini formellement par:
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dg . 2(I1;ND) — 2([2;N-11)
4 4 ) (1.35)
(xp) —  ("W(xp), avec W(xp), =X - Xp_1Xns1

Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité et afin d’alléger les notations nous noterons, par abus de lan-

gage, d‘l’xn la suite des valeurs de sortie de 'opérateur au lieu de (d‘l’(xp))n et “Wx(n) au lieu
de Y (xp) .

1.3 Quelques propriétés de 'opérateur de Teager-Kaiser

1.3.1 Comportement de 'opérateur vis a vis d'un bruit

Lopérateur, par sa nature différentielle, est sensible au bruit. Afin d’analyser le comportement
de I'opérateur ¥ lorsqu'’il est appliqué a un signal bruité, il est utile auparavant de considérer la
situation dans laquelle il est excité uniquement par du bruit. Soit b(f) un processus gaussien de
moyenne nulle, stationnaire au sens large (SSL), I'opérateur s’écrit :

“Wh(r) = b*(r) - b(H)b(1). (1.36)

Les dérivées de ce processus, b(t) et b(t), dans ce cas, sont également des processus gaussiens SSL
[65] etona:

E[°Wh()] = E[b?* ()] - E[b(1)b(1)]. (1.37)

Par ailleurs, la corrélation croisée des dérivées respectives d’ordre m et d’ordre n de processus SSL
x(t) et y(t) est donnée par la relation suivante [65] :

dm+}'lR T)
E[x™ (t+ 0y (0)] = (-1)" —dTmfﬁ( (3%
En combinant (1.37) et (1.38), on obtient alors
E[°¥b(1)] = -RE)(0) - RY)(0) (1.39)
=-2R%)(0). (1.40)

Ainsi, I'espérance mathématique du processus aléatoire W (b(¢)) est le double de la variance du
processus b(f). Si b(t) un est processus gaussien SSL et centré avec une fonction d’auto-corrélation
Ry5 (1) = g?8(7), 'espérance mathématique du processus W (b(t)) est donnée par

E[¥ (b(1)] = -2¢°8(0) = —24> (1.41)

La figure (1.2) représente la sortie de 'opérateur de Teager-Kaiser E[W (b(¢))] pour b(#) un bruit
blanc gaussien. A une normalisation pres, c’est une impulsion de Dirac a I'origine. Ce résultat est
analogue a celui de 'auto-corrélation d'un bruit blanc.

Faisons maintenant le méme calcul sur la sortie de 'opérateur a un signal s(¢) entaché d'un
bruit additif b(¢). Soit 'observation suivante

x(t) =s()+ b(1) (1.42)

ou s(t) est un signal non bruité et b(f) un bruit blanc gaussien centré de variance Ry, (0). Les si-
gnaux s(#) et b(¢) sont supposés statiquement indépendants. L'espérance mathématique de ¥ (x(1))
est donnée par
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FIGURE 1.2 - Réponse de I'opérateur de Teager-Kaiser a un bruit blanc.
E[¥ [x(0)]] = E[Y(($(1) + D())*)] = E[Y (((s(1) + b)) ((5(1) + b(0)))] (1.43)

= E[W(s(t)] +E[¥(b(1))] + E[¥ (2b(1) §(1) — s(1)b(t) — b(1) §(1))] (1.44)

Termes-croisés

Comme s(f) et b(t) sont indépendants, les termes croisés sont nuls. Ainsi,

E[¥ (x(1)] = E[¥(s(1))] —2R{) (0). (1.45)

En environnement bruité, 'estimation de I'énergie de Teager-Kaiser est biaisée par le double de la
variance du processus b(t). En général, 'opérateur de Teager-Kaiser est sensible au bruit car c’est
un opérateur différentiel. Nous présenterons au chapitre 4 une analyse détaillée du comportement
de 'opérateur en présence d'un bruit blanc, donnerons I'expression de sa densité probabilité et
calculerons ses statistiques d’ordre supérieur. A notre connaissance, c’est la premiere analyse sta-
tistique de la littérature sur le comportement de I'opérateur de Teager-Kaiser [66].

1.3.2 Application de 'opérateur a des signaux simples

La construction de I'opérateur de Teager-Kaiser est fondée au départ sur les propriétés des os-
cillations sinusoidales dont les parametres d’amplitude, de fréquence et de phase sont des constantes.
Nous allons présenter dans cette sous-section, le comportement de la sortie de I'opérateur lors-
qu’il est appliqué a des signaux dont la fréquence ou 'amplitude varie dans le temps ou les deux
en méme temps. Considérons en premier lieu le comportement de 'opérateur “¥ appliqué au
produit de deux signaux.

Produit de deux signaux
Soient x(t) et y(t) deux signaux a valeurs réelles. La sortie de I'opérateur est donnée par
2

. d 2 q
Yxyl(t) = (E(x(t)y(t))) —@(x(t)y(t)), (1.46)
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ce qui, en développant, conduit immédiatement a la relation

Wxyl() = x2(D°Py(t) + y*(DWx(1). (1.47)

Cette propriété est utile pour I'application de I'opérateur a un certain nombre de signaux, en par-
ticulier a des signaux modulés : AM, FM, PM et AM-FM.

Signal d’amplitude exponentielle modulé par une sinusoide

Considérons en premier lieu un signal exponentiel de la forme e(#) = e~ %, On constate immé-
diatement que (e'(t))2 —e(1)é(r) =0.Onadonc

‘We(t)=0 (1.48)

Soit maintenant un signal de la forme x(¢) = Ae~ %' cos(wt + ¢). En posant e(r) = e~ et y(1) =
Acos(wt + §), on a alors x(t) = e() y(¢) et en appliquant la relation (1.47) et le résultat (1.48) pré-
cédent, on a alors

Wx(t) = 2()°Wy(1) + y* (1) We(t) = (1) Wy(1) = e 2 A%w? = e 29 W [Acos(wt +P)]. (1.49)

Lexpression obtenue est valable quel que soit le signe de a mais seul a > 0, correspond, en de-
hors éventuellement d’intervalles de temps limités, a des signaux physiques. Pour a > 0 la sortie
de l'opérateur appliquée a x(t) est un amortissement de celle appliquée a un signal purement
sinusoidal :

‘Wle . Acos(wt+d)] = e 2 “W[Acos(wt +d)]. (1.50)

Signaux modulés

La transmission d'un signal porteur d’'informations (message, signal utile ou signal informatif)

dans la bande passante d'un canal de communication (fibres optiques, radio mobiles,...), impose
de transposer la gamme de fréquence occupée par le signal dans la bande passante propre du ca-
nal [54]. Lamodulation est une méthode permettant de transformer un signal utile sous une forme
qui lui permette d’étre transmis dans un tel canal de transmission. En effet, le signal utile est limité
en largeur de bande fréquentielle et un moyen de réaliser cette transposition consiste a moduler
un signal appelé porteuse par le signal contenant I'information, c’est-a-dire de faire varier une des
caractéristiques (amplitude, phase ou fréquence) de cette porteuse en fonction du signal utile. On
qualifie le signal obtenu de porteuse modulée, le signal utile de signal modulant et le domaine
spectral occupé par le signal utile est appelé signal en bande de base (spectre centré en zéro).
La valeur de la fréquence de la porteuse est en général beaucoup plus élevé que celle du signal
utile. Les types usuels de modulation sont : la modulation d’amplitude (AM pour amplitude mo-
dulation), la modulation de phase (PM pour phase modulation), la modulation de fréquence (FM
pour frequency modulation) et la modulation en amplitude et en fréquence (AM-FM pour ampli-
tude and frequency modulations). Pour chacun de ces types de modulation nous allons calculer
la sortie de 'opérateur. Nous présenterons un peu plus loin (paragraphe 1.3.5) la méthode de dé-
modulation ESA (Energy Separation Algorithm), adaptée a ces types de signaux.

Signal AM
Soit x(¢) un signal AM, obtenu en modifiant la porteuse par une fonction linéaire :

x(8) = A[1+xm(t)] cos(wct + ) (1.51)
a(t)
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ol m(t) est le signal modulant (-1 = m(t) < +1), A est 'amplitude du signal, x est le facteur de
modulation (0 <k < +1), fc = 5= estla fréquence de la porteuse et ¢ est la phase initiale. La fonc-
tion a(t) est’amplitude 1nstantanee du signal modulé x (). a(t) est un signal enveloppe - on parle
d’enveloppe AM - qui varie plus lentement que la porteuse. .

En utilisant la propriété (1.47), lasortie de 'opérateur de Teager-Kaiser, W, appliqué a un tel signal
AM s’écrit alors

“Wx(t) = a®()°¥[cos(wct +P)| +cos® (et +P) ¥ [a(t)] (1.52)
=a*(Hw?+ gosz(mcm G Wa(r) (1.53)
Do B (1)
= (w2 |1+ cos? (et + ) “Pa(n) (1.54)
a?(Hw?
= a*(D?[1+e()]. (1.55)

Dans ce contexte, la sortie de I'opérateur permet d’estimer I’enveloppe du signal, a savoir |a(t)|,

qui est comprise dans le terme D(¢). La condition E, () << D(£), équivalente a W[a(f)] << (a(H)w)?,
est vérifiée si a(r) est un signal a bande étroite dont la fréquence maximale w, vérifie w, << w,

[30], [29]. Ainsi, si le signal AM x(¢) (ou a(¢)) est a bande étroite, nous avons

‘Wx(t) = a’(Hw?, (1.56)

ce qui permet d’en déduire

la(f)| o< /W x(L). (1.57)

Lopérateur de Teager-Kaiser agit ainsi comme un défecteur d’enveloppe quand il excité par un
signal AM a bande étroite. La figure (1.3) illustre la réponse de I'opérateur a un signal AM dont
I'enveloppe est une fonction sinusoidale. Notons la capacité de poursuite de la modulation AM par
I'opérateur (Fig. 1.3(b)) ainsi que la détection d’enveloppe (Eq. 1.57) illustrée par la figure (1.3(c)).

2 : : ‘ (a) Sigpal AM ‘ :

2 I 1 1 I I I 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(b) Sortle Teager-Kalser

0.8 T
— 0.6
£
5 04
= 0.2
500 600 700 800

0 200 300 1000

(c) Detecteur

0 ,”th,,,”;HHHHHHHMmH l U Hn,,,,,umH””le,,,.,,,HH

) ! I I 1 ! I 1 I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

U [a(n)]

FIGURE 1.3 — Réponse de I'opérateur de Teager-Kaiser a un signal AM et détection de son enveloppe (su-
perposé sur le signal AM).
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Signal FM
Soit x(#) un signal FM, modélisé par la combinaison d'une porteuse et d’'un signal modulant en
bande de base; la fréquence de la porteuse étant modifiée comme suit par le signal modulant :

t
x(2) = Acos (1)) = Acos (wct+wmf m(t)dt +e) , (1.58)
0
avec
w; () = de( =Wc+w,m(t), (1.59)
dt
t
q>(t)=f w;(t)dT+8, (1.60)
0

ou f, = % est la fréquence de la porteuse, m(t) est le signal modulant & bande de base (-1 <
m(t) < +1), A est 'amplitude du signal, w; () est la fréquence instantanée du signal, () est la
phase instantanée du signal et 8 = ¢(0) est la phase initiale. w, est la déviation maximale en fré-
quence (w;, < w.) de w;(#) par rapport a w.. On a ainsi 0 < W, — W,y < W; () S W+ 0,y <2w.. La
déviation est choisie de maniére a ce que le signal modulant varie lentement en fréquence par
rapport au signal de la porteuse cos(w.1).

La sortie de I'opérateur “¥ pour un tel signal FM est alors

“Wx (1) = A%p* (1) sin? (d(1)) — Acos (b(2))[ — Acos (b)) (1) — Asin (b () b(1)] (1.61)
. . . . sin(2¢(t
= A%p* (1) + A% cos (P (1)) sin (P (1)) (1) = A%p* (1) +A2¢>(zr)M (1.62)
N—— 2 ,
D(1) E?(ft)
= A2¢2(p) 1+2$£?t) sin (2¢(1)) =A24>2(t)[1 +e(t)] (1.63)

Lopérateur de Teager-Kaiser, appliqué a un signal FM, permet d’estimer la fréquence instan-
tanée de ce signal par la démodulation en fréquence de ce signal. En effet, comme dans le cas d'un
signal AM, la condition E, () << D(¢#), équivalente a (]S(t) << 2(b2(t), est vérifiée lorsque x(¢) est un
signal a bande étroite (0w, << w.) [30], [29]. Ainsi, sile signal FM x(#) (ou m(t)) est a bande étroite,
la sortie de I'opérateur est approchée par la relation

“Wx(f) x $*(1) = w3 (1) (1.64)

Cette relation est illustrée par la figure (1.4) qui présente la réponse de 'opérateur a une entrée
de type chirp. Nous observons une sortie quadratique conforme a ’approximation (1.64). Nous
constatons ici la capacité de I'opérateur a poursuive la modulation du signal chirp et, également,
I'estimation de la fréquence instantanée.

Signal AM-FM

Rappelons que les signaux AM-FM permettent de modéliser de tres nombreux phénomenes phy-
siques et biologiques, tels, par exemple, des systémes de transmission et de détection comme le
Radar et le Sonar. La modélisation d’'un tel signal, x(¢) consiste en un signal FM dont 'amplitude
varie comme |'enveloppe d'un signal AM :

t
x(8) = a(t) cos (Pp(1)) = a(r) cos | wct + wmf m(T)dT+e) (1.65)
0

En utilisant les relations (1.47) et (1.64), la sortie de I'opérateur de Teager-Kaiser pour ce type de
signal s’écrit alors
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FIGURE 1.4 — Réponse de I'opérateur de Teager-Kaiser a un signal FM.

. . sin(2
‘Wx(1) = a?(t) [¢2(t) +q>(r)w +cos?(B(1))Ya(r) (1.66)
. . sin(2
=a? ()P (1) + az(t)cp(t)w +cos? (b(1) WYa(p) (1.67)
—_—— 2 B
D(1) E:Et)
2,2 G ‘Wal(r) 2
=a* () (D |1+ 2620 s1n(2¢(t))+mcos (b(0) (1.68)
=a2(t)q>2(t)[1 +e(t)] (1.69)

Comme dans les deux cas précédents, la condition E, () << D(¢), qui est équivalente a ¢(¢) <<
2(b2(t) et ¥Y[a(y)] << az(t)(j)z(t), est vérifiée si a(f) et m(t) sont des signaux a bande étroite dont la
fréquence la plus élevée est trés petite par rapport a w.. Ainsi, si le signal AM-FM x(t) est a bande
étroite, la sortie de 'opérateur ¥ conduit a I'approximation :

‘Wx(t) = a® ()P (¢) (1.70)

Le résultat illustré par relation (1.70) généralise les deux résultats précédents, a savoir la détection
del’enveloppe du signal et I'estimation de sa fréquence instantanée. Il montre aussi et surtout I'in-
térét de |'utilisation de 'opérateur de Teager-Kaiser pour la poursuite des modulations AM et FM
des signaux non-stationnaires. Cette aptitude de 'opérateur a poursuivre les amplitudes et fré-
quences instantanées représente son intérét majeur et I'essentiel de son utilisation. L'exploitation
de cette capacité de 'opérateur et son extension a plusieurs autres types de signaux (images,...)
ont donné lieu a de nombreux travaux de recherche [67].

1.3.3 Filtrage en sous-bandes

On a pu voir que pour des signaux harmoniques et des signaux AM, FM ou AM-FM a bandes

étroites, c’est-a-dire tels que w,, << w, ou % avec f¢, la fréquence centrale du signal et 2B sa lar-
geur de bande, la sortie de I'opérateur de Teager-Kaiser est une bonne approximation du carré du
produit de 'amplitude instantanée et de la fréquence instantanée du signal. Cette propriété s’ap-
plique aussi aux signaux mono-composantes, qui ne comportent qu'une seule loi de fréquence :
(671, [68], [69], [70], [71], [72], [73], [74], [75], [76], [77], [78]. Notons que cette condition de bande
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étroite s’applique également a des méthodes comme par exemple la transformée de Hilbert pour
I'estimation de 'amplitude instantanée et la fréquence instantanée. Comme pour cette transfor-
mée, 'utilisation de I'opérateur, pour autant, n'est pas réduite aux signaux précités. En effet il
peut-étre appliqué aux signaux large bande ou multi-composantes sous réserve de procéder au
préalable a une décomposition en sous-bandes du signal d’entrée [79], [69], [80], [81].

Lexemple, présenté ci-apres, de 'application de I'opérateur a une somme de deux sinusoides,
illustre le besoin d'un filtrage préalable en sous-bandes. Soit

x(t) = x1(8) + x2(£) = oy cos(2m f1 1) + xx cos(2m fo 1) . 1.71)

La sortie de I'opérateur ¥ pour ce signal s'écrit

Wx(r) = “Wxi (1) + “Wxz(0) + o2 [1 - cos (2 (fi + f2) 1) ][ cos (2n(fi — f2) )] (1.72)

Termes croisés

En raison des termes croisés, on ne peut extraire les quantités d’énergie “Wx; (¢) et “¥x,(f) a par-
tir de “Wx(#). Cette restriction provient du caractere quadratique de I’opérateur qui limite ainsi la
poursuite des modulations ou de I'énergie aux signaux mono-composante. Pour un signal large
bande, il est ainsi nécessaire de décomposer ce signal en sous-bandes et d’appliquer 'opérateur
séparément a chaque sous-bande extraite.

Dans le cas, donc, d'un signal multi-composantes x(¢) le filtrage du signal peut s’effectuer, pour

chaque sous-bande considérée, par un filtre de réponse impulsionnelle £;(#). Lexpression del'opé-
rateur appliquée a une sous-bande étroite et donc a une composante x;(f), en utilisant la commu-

tation entre la dérivation et le produit de convolution, s’écrit alors

. 2
W[x(0)* hi(0)] = (x(t) s %) = (x(2) hi(t))(x(t) *

dh (1)
) (1.73)

dat?

Notons que les dérivations s’appliquent a la réponse impulsionnelle et non au signal x(t), ce qui
permet d’avoir une robustesse de 'opérateur au bruit quand le signal x(t) est trés bruité.
L'équation (1.73) nécessite toutefois le calcul de trois produits de convolution, ce qui augmente
notablement le temps de calcul. Afin de réduire ce temps, le calcul peut étre effectué dans le do-
maine fréquentiel via la transformée de Fourier :

d"h;(1)
dat?

— (j2nf)"F[hi(1)], (1.74)

ou & désigne la transformée de Fourier. Soient X(f) et H;(f) les transformées de Fourier respec-
tives de x(t) et h;(t). La version de I'expression (1.73) utilisant la transformée Fourier est alors
donnée par :

2

W[x(0) (0] = (F ' j2nfXOHD]) - (FXOHA]) (7 -4 XOHAP]), (1.75)

o1 Z ! est la transformée de Fourier inverse. La sortie W [x(f) * h;(¢)] est alors calculée en utili-
sant la transformée de Fourier rapide (FFT).

Nous verrons au chapitre 3 que, dans le cas d'un signal a deux composantes, I'opérateur de

Teager-Kaiser avec prise en compte du pas de discrétisation permet d’éviter ce recours au filtrage
en sous-bandes.
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Multi-résolution discrete

La définition de I'opérateur discret ¢ ¥ utilise trois échantillons consécutifs, séparés temporel-
lement d'un écart d’'indice 1 dans la suite des valeurs échantillonnées (1.33 et 1.34). Choisissons
maintenant des échantillons séparés par un écart d’indice p > 1 ([82]) :

Xn-p =Acos(Q(n—p)+P) (1.76)
Xp =Acos(Qn+d) (1.77)
Xn+p =Acos(Q(n+ p) +¢) (1.78)

En utilisant la relation trigonométrique (1.19), on a

Xn—pXn+p = A? c0s*(Qn + ¢) — A?sin®(pQ), (1.79)

A%sin®(pQ) = X% — Xn—pXnsp (1.80)

De maniere similaire au cas d’indices consécutifs (p = 1), pour pQ suffisamment petit, nous avons
I'approximation sin(pQ) = pQ. Si nous nous limitons a des valeurs de pQ telles que pQ < 7, et

doncr, = % > 8p, larelation (1.80) est approchée comme suit :

PPAZQ® = X5 — Xn—pXnsp (1.81)

La quantité p>A2Q? peut donc étre vue comme 1'énergie de I'opérateur pour générer le signal avec
la résolution p. La relation (1.81) correspond ainsi une analyse multi-résolution en terme d’éner-
gie du signal, sachant que pour p = 1, nous retrouvons 1'énergie requise pour générer le signal
sinusoidal de fréquence Q. L'analyse fréquentielle de 'opérateur par 'utilisation de la relation
(1.81) permet par exemple de séparer deux harmoniques dont les fréquences sont treés proches
[82]. Combiné avec un filtrage en sous-bandes, cet opérateur est également exploité en traitement
de la parole et en biomédecine pour la détection de pointes [19], [83], [84], [85], [86], [87], [88].

1.3.4 Analyse fréquentielle de 'opérateur de Teager-Kaiser

Une analyse fréquentielle permet de mieux comprendre le comportement de I'opérateur de
Teager-Kaiser. Rappelons que I'opérateur de Teager-Kaiser peut étre considéré comme un filtre de
Voltera et également comme un filtre quadratique. Cette analyse fréquentielle de I'opérateur va
ainsi pouvoir s’appuyer sur les propriétés de ces filtres.

La relation entre I'opérateur de Teager-Kaiser et les opérateurs non-linéaires de Volterra a été
établie par Moore et al. [89]. Lopérateur de Volterra a une dimension (1D) s’applique a un signal
réel a temps discret x(n) et sa sortie y(n) est obtenue par la convolution 2D des produits d’échan-
tillons x(n;).x(ny) et d'un noyau 2D hy(n;, ny) :

y) =Y Y ho(n,n)x(n—n)x(n—ny) (1.82)

meZnyeZ

En comparant les relations (1.33) et (1.82), on reconnait dans I’expression de “¥ un filtre de Voltera
dont le noyau, qu’'on appelle également réponse impulsionnelle du filtre, est donné par

hy(ny,n2) =6(ny,np) —d(ny +1,n2-1) (1.83)

ol 6(.) est'impulsion de Dirac

1 ni=n=0
6(n1,n2)={ 0 Siilonz (1.84)
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En considérant donc, d’apres la relation (1.83), 'opérateur “¥’ comme un filtre de Voltera 2D [90],
nous pouvons obtenir la réponse fréquentielle de ce filtre, en appliquant la transformée de Fourier
a hy(nq, ny). On obtient alors :

Hp(e/®1,el®2) =1 — g /(@270 (1.85)

CACENTES

= \/2(1 - cos(@; ~ ). (1.86)

Les relations (1.85) et (1.86) montrent ainsi que I'opérateur de Teager-Kaiser a un comportement
de filtre passe-haut.

Lopérateur de Teager-Kaiser peut également étre vu comme un cas particulier de la classe des
filtres ou opérateurs quadratiques qui sont définis par [91] :

M-1
Ex(n) =) x(n+m)x(n—m)h(m) (1.87)
m=0
ol h(m) représente les coefficients du filtre quadratique. On identifie alors les coefficients du filtre
en comparant les relations (1.33) et (1.87) :

1 m=0
hrx(m)=< -1 m=1 (1.88)
0 sinon.

La réponse impulsionnelle en fréquence est donnée ainsi par

2
=2(1-cos(w)). (1.89)

M-1 _
Y hrx(m)e /™

m=0

’H(ej"’)|2 =

La figure (1.5) représente la réponse fréquentielle de 'opérateur de Teager-Kaiser. On y observe un
comportement analogue a celui d'un filtre passe-haut pour lequel la sortie du filtre contient prin-
cipalement les hautes fréquences de 'entrée. En appliquant I'opérateur d’énergie de Teager-Kaiser
a un signal comportant deux composantes sinusoidales dont une basse fréquence, I'influence de
la composante basse fréquence sur la sortie de 'opérateur sera tres faible.

2 T

[H ()2

0.8 [ b

0.6 1

04t .

0.2 - b

FIGURE 1.5 — Réponse fréquentielle de 'opérateur de Teager-Kaiser.
Laspect filtre passe-haut de I'opérateur de Teager-Kaiser est lié a la nature différentielle de I'opéra-

teur et a motivé I'intérét porté a ce dernier pour la détection de pointes (spikes) et des transitoires
[91], [92], [93], [20], [9]. La figure (1.6) illustre I'application de I'opérateur sur un signal de trains
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d’impulsions Gaussiennes entaché d’un bruit blanc Gaussien avec un rapport signal sur bruit de
17 dB, ou les pics du signal sont bien détectés par 'opérateur.

-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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n
T T T T T T T T
0.6 =
=
5 04 B
=]
02 A -
0 L I 1 L A A /\L A\ A A
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n

FIGURE 1.6 — Détection des pics d'un signal bruité par 'opérateur de Teager-Kaiser.

Le comportement passe-haut de I'opérateur peut étre mis en évidence différemment, en considé-
rant sa version discréte /¥ appliquée a un signal d’entrée x(n), de moyenne . En notant x; (n) =
x(n) — p la version centrée de ce signal, on a:

Wx() = (xm+p)° = (x(m—1) + W (n+1) +p) (1.90)
=p(2x(n) —x1(n—1) —x1(n+1)) +9Wx, (). (1.91)
Y1?n)

Afin de s’intéresser aux ordres de grandeur supposons, pour simplifier, que x; (1) est une variable
aléatoire uniformément distribuée sur l'intervalle [-A, + A]. Notons y»(n) = AP x, (n) = x1 (M) x; (n—
1) —x1(n+1). {y1(n)} et {y1(n)} forment deux séries de valeurs. En assimilant ces valeurs a des
occurrences indépendantes de la variable aléatoire, les variances de {y; (1)} et {y;(n)} sont

V(y1(n) = 2p2A? (1.92)
A4
Viy2(m)=—, (1.93)

donc

V(nm) 10

V(y2(n)) A%
Siu > A, le terme dominant de I’équation (1.91) est alors y; (n) [94], et on peut approcher la sortie
de l'opérateur par celui-ci :

(1.94)

A x(n) =~ p(2x(m) —x(n-1) - x(n+1)). (1.95)
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Comme ¥x(n) dépend uniquement de I'’échantillon constitué des trois valeurs x(n — 1), x(n) et
x(n+1), on peut estimer p a partir de la moyenne empirique de I’échantillon; a savoir

g %(x(n—l)+x(n)+x(n+1)). (1.96)

Lopérateur est ainsi approché par un filtre passe-haut pondéré par la valeur moyenne locale du
signal :

d‘I’x(n) =~ (Moyenne locale) x (Filtre passe-haut) (1.97)

Compte tenu de son aspect quadratique, le comportement de I'opérateur n’est cependant pas
aussi simple que celui d’'un filtre passe-haut linéaire classique. La relation (1.97) confirme le fait
que 'opérateur a un comportement, certes, de filtre passe-haut, mais différent d'un filtre passe-
haut linéaire classique. Lapproximation (Eq. 1.97) est valable tant que la valeur moyenne locale
du signal est beaucoup plus importante que la variance du signal.

1.3.5 Séparation en énergie - cas continu

On a pu voir que I'opérateur de Teager-Kaiser permet de poursuivre les modulations en ampli-
tude et en fréquence des signaux a bande étroite, et que sa sortie est une bonne approximation du
carré du produit de 'amplitude instantanée et de la fréquence instantanée du signal d’entrée sous
réserve de respecter la condition de bande étroite. L'intérét de l'utilisation de 1'opérateur réside
dans la possibilité de pouvoir reconstituer les amplitude et fréquence instantanées du signal par
la méthode de démodulation ESA (Energy Separation Algorithm) :

Pour un signal harmonique x(#) = Acos(w? + @), on a vu (relation 1.26) que “Wx(¢) = A2w2. 1a
dérivée de x(?) est alors

X() = —Awcsin(w .t + ¢) (1.98)

et on a donc par la relation (1.26) :

‘Wi(t) = A2, (1.99)

En combinant les relations (1.26) et (1.99) on obtient alors

[C¥ (1)
w=1/——=, (1.100)
Wx(t)

‘Wx(t)
A=—— (1.101)

V()

L'algorithme ESA continu est ainsi défini par les relations (1.100) et (1.101).
Soit maintenant x(¢) un signal AM-FM décrit par

x(1) = a(r) cos (d(1)) (1.102)

De méme que dans la relation (1.65), supposons que ¢ () << 2¢p?(2) et ¥[a(1)] << a?(1)? () sont
vérifiées, c’est a dire que a(t) et m(t) sont des signaux a bande étroite dont la fréquence la plus
élevée est tres petite par rapport a w. [79], [29]. Nous pouvons alors utiliser les approximations
suivantes :

‘Wx(t) = a’ (1) (1), (1.103)
‘Wi(t) = a®(t)pi(z). (1.104)
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En combinant les relations (1.103) et (1.104), nous généralisons les relations (1.100) et (1.101) de
I'ESA al’amplitude et la fréquence instantanées, variant dans le temps.

Wi(1)
0=\ g (1.105)

“Wx(1)
Va 2168
A chaque instant ¢ I'algorithme ESA, défini par les realations (1.105) et (1.106) estime donc I'am-
plitude instantanée et la fréquence instantanée, uniquement a partir des sorties instantanées de
l'opérateur appliqué au signal et a sa dérivée. Lintérét de I'opérateur de Teager-Kaiser réside ainsi
dans son aspect local lié a sa forme différentielle. Ce caractere local présente une différence fon-
damentale avec d’autres outils tel le signal analytique de Gabor, reposant sur la transformation
de Hilbert qui, par son approche intégrale [95], demande d’utiliser toute la durée du signal pour
estimer I'amplitude et la fréquence.

a(t) = (1.106)

L'ESA présente néanmoins des limitations. Pour les signaux a large bande, il est nécessaire de
procéder au préalable a une décomposition en sous-bandes. Par ailleurs, I'aspect local de I'opéra-
teur, s’il est son point d’attrait majeur, le rend également moins robuste au bruit que 'approche
signal analytique de Gabor qui est une opération globale (filtrage passe-bas). De plus, 'ESA sup-
pose que les sorties de I'opérateur sont positives; nous reviendrons au chapitre 2 sur le probleme
de la positivité de 'opérateur, en particulier pour la classe des signaux AM-FM. Enfin, un recen-
trage du signal peut s’avérer nécessaire. En effet, considérons un signal x(#) dont I'expression est

x(t) =Acos(w;t+d) + A (1.107)

ol A est une constante. Il est facile de vérifier que 1'algorithme ESA ne permet de calculer ni la
fréquence ni 'amplitude du signal :

2
Wl = ‘Wi(t)| A+Acos(w.+®) (1.108)
¢ ‘Wx(t) A
c 2
2 (\/:P‘PL%) — A2 cos(we + d) +2AA cos(we + P) (1.109)

Ainsi, pour pouvoir estimer I’amplitude et la fréquence du signal, la constante A doit étre nulle. Le
signal d’entrée doit donc étre centré avant sa démodulation par 'ESA du second d’ordre. Notons
que cette difficulté a également été soulevée par Huang et al. [68],[96] dans le cas de la démodula-
tion d'un signal non centré via le calcul du signal analytique (transformée Hilbert). Nous verrons
plus loin que cette contrainte sera relaxée en utilisant I'algorithme ESA basée sur I'extension de
I'opérateur de Teager-Kaiser aux ordres supérieurs.

1.3.6 Séparation en énergie - cas discret

Nous avons présenté 'algorithme ESA en lien avec 'opérateur continu “¥. L'adaptation de
I'algorithme 4 un signal discret et, donc, 4 I'opérateur discret de Teager-Kaiser ¥, peut se faire de
différentes maniéres. Maragos et al. ont proposé plusieurs versions d’algorithmes DESA (Disrete
Energy Separation Algorithm) : DESA-1a et DESA-1 s’appuyant sur des différences finies d’ordre 1,
asymétriques pour DESA-1a, ainsi que DESA-2 utilisant des différences finies d’ordre 2 [29], [30].

Algorithme DESA-1a appliqué a un signal harmonique

Soit (x(1)) , un signal harmonique discret, d’amplitude constante A et de pulsation par échan-
tillon Q constante :
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Xn =Acos(Qn+0) (1.110)

(}‘) . ’ . . . ’, . . .
ol Q = 7, fe étant la fréquence d’échantillonnage. Les échantillons indicés apparaissent ainsi
e

comme correspondant a pas de discrétisation & égal a 1. Lapproximation de la dérivée x(t) avec
une différence finie rétrograde est alors donnée par

Yn =Xpn— Xp-1 =A[cos(Qn+6) —cos(Q(n-1)+6)] (1.111)

. (Q) . Q
= —2Asin|— sm(Qn——+9). (1.112)
2 2
Lapplication de 'opérateur de Teager-Kaiser aux signaux y, and x, donne
Ay x, = Asin®(Q) (1.113)
Q
dyy, = 4A2 sinz(E) sin?(Q). (1.114)

En combinant les équations (1.113) et (1.114) on obtient

=1-cos(Q)). (1.115)

Des relations (1.113) et (1.115), on peut ainsi calculer 'amplitude et la fréquence du signal x,, qui
sont constantes, comme suit :

A [x, — xp-1]

G =1-—F 1.116
) v (1.116)
Al = (1.117)

Q = arccos(1-G(n)) (1.118)

Remarque
Les relations (1.116), (1.117) et (1.118) peuvent également étre établies en utilisant une différence
finie progressive y, = X;+1 — Xp-

Algorithme DESA-1a appliqué a un signal AM-FM

Soit x(¢) un signal AM-FM a valeurs réelles, dont la version discréte est donnée par

n
xn=A[1+Km(n)]cos[an+me mk)dk+0|, (1.119)
—_— . 0
a(n) D
¢(n)

ou a(n) est 'amplitude instantanée du signal modulé (x,). a(n) est un signal enveloppe variant
plus lentement que la porteuse, A est 'amplitude du signal, k est le facteur de modulation (0 < x <
+1), fc = % estla fréquence par échantillonde la porteuse, m(n) est le signal modulant a bande de
base (-1 < m(k) < +1), d(n) est la phase instantanée du signal et 0 est la phase initiale, 6 = ¢(0).
La pulsation instantanée de x(n) est décrite par

Q;(n) = p =Q:+Qpmn). (1.120)

Le signal modulant m(n) varie lentement par rapport au signal de la porteuse cos(Q.n), et w, est
la déviation maximale en fréquence (Q;; < Q.) de Q;(n) par rapporta Q. : 0< Q.- Q,, <Q;(n) <
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Qc+Qp <2Q¢, Qpy €10,Q,] 1a déviation en fréquence.

En utilisant la condition de bande étroite et 'approximation asymétrique de la dérivée x(i),
Yn = Xn—Xn-1, les sorties de 'opérateur de Teager-Kaiser a ces signaux sont données par [29],[30] :

Y x, = a*(n)sin® (Q;(n)) (1.121)
¥y, ~ 4a®(n)sin® (Q;(n - 0.5)/2).sin* (Q;(n - 0.5)) (1.122)

Lapproximation Q;(n) = Q;(n—0.5), et la combinaison des relations (1.121) et (1.122) permettent
d’obtenir un algorithme qui estime I’amplitude instantanée et la fréquence instantanée :

I [x, — Xp_1]

Gn)=1-—— 1.123
(n) ris, (1.123)
la(n)] =/ _ M (1.124)
~V 1-(G(n)? '
Q;(n) = arccos(1-G(n)) (1.125)

Les relations (1.124) et (1.125) sont similaires aux relations (1.117) et (1.118) obtenues dans le cas

harmonique. Elles constituent I'algorithme DESA-1a, o1 "a" et "1" font référence au fait que I'ap-
proximation de la dérivée est asymétrique et utilise une discrétisation du premier ordre.

Algorithme DESA-1

Nous avons vu que I'algorithme DESA-1a était basé sur 'approximation de la dérivée x(¢) par
une différence finie rétrograde. On peut espérer améliorer les résultats de démodulation en symé-
trisant la sortie de I’opérateur [29],[30], ce qui est possible en utilisant une différence finie centrée,
ce qui revient a utiliser la moyenne des sorties de 'opérateur pour les différences rétrograde y, et
progressive z;, :

Yn=Xn—Xn-1€02,=Xp+1 —Xn=Yn+1- (1.126)

Sous I'’hypothése de bande étroite, on obtient pour z, :

Yz, = 4a*(n) sin® (Q; (n +0.5)/2).sin® (Q; (n +0.5)) (1.127)

La moyenne des termes (1.122) et (1.127) conduit alors a I’approximation

d‘l’yn+d‘l’zn

5 =~ 4a*(n)sin® (Q;(n)/2).sin” (Q; (n)) (1.128)

Ainsi I'application de 'opérateur sur des dérivées asymétriques est partiellement symétrisée en
moyennant les sorties dyy Yn et d‘l’zn. La combinaison des termes (1.122) et (1.127) permet d’ob-
tenir I'algorithme DESA-1 :

d‘PJ’n +d\P,Vn+1
Gn)=1-——7F—"—"— 1.129
(n) 2%, ( )
Q;(n) =~ arccos(1 - G(n)) (1.130)
la(n)| = (1.131)
(1.132)
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Ay, 4d
Yn+"¥yni1
=1l-—— 1.133
G(n) T (1.133)
d
la(m)| =/ P (1.134)
1-(G(n))?
w;(n) = arccos(1 - G(n)) (1.135)

Le "1" fait référence a 'approximation par une différence finie d’ordre 1. L'estimation de la fré-
quence instantanée suppose que 0 < Q;(n) < 7, ainsi, I'algorithme DESA-1 peut estimer les fré-
quences instantanées jusqu’a f,/2, ou f, estle nombre de valeurs mesurées par seconde pour un
signal discret.

Algorithme DESA-2

Une autre facon d’éviter les fractions d’échantillons, comme dans les termes (1.122) et (1.127),
est d’approcher la dérivée premiere par une différence finie symétrique. Pour ce faire on utilise
une différence a deux échantillons :

Sn = [(Xp1 = Xp) + (X — X112 = [Xp41 — Xp—11/2 (1.136)
En utilisant la relation (1.119) et la condition de bande étroite on obtient :

sp = —a(n) sin(w;(n)) sin(dp(n)) (1.137)
Az, ~ a®(n)sin®(w;(n)) (1.138)

La combinaison des relations (1.121), (1.137) et (1.138) permet d’obtenir les estimations de 'am-
plitude et de la fréquence instantanées :

Zd‘l’xn
la(n)| = - (1.139)
VA [Xpi1 — Xp-1]
I (x40 — Xp1]

1
w;(n) = —arccos|1— (1.140)
' 2 24y,

Lesrelations (1.139) et (1.140) constituent ’algorithme DESA-2 ou1 "2" fait référence a 'approxima-
tion de la dérivée avec deux échantillons. Lestimation de la fréquence instantanée suppose que
0 < w;(n) < m/2. Ainsi, I'algorithme DESA-2 peut estimer les fréquences instantanées jusqu’a F,/4.
Cela étant, en sur-échantillonnant le signal a 2F, I'algorithme DESA-2 peut estimer les fréquences
instantanées jusqu'a F,/2.

1.3.7 Exemples de démodulation

Considérons, a titre d’exemple, un signal AM-FM possédant une phase polynomiale et une
modulation d’amplitude gaussienne :

x(t) =A.exp

2
(—(t o) )cos((p(t)), (1.141)

ott ¢(r) = 2m(at? +P), 0= £ =250, A=10, y = 2000, fp = 128, o= 0.0005 et p = 0.01.
Les résultats de la démodulation du signal x(¢) par I'algorithme DESA-1a sont représentés sur la
figure (1.7). Ces résultats montrent la capacité de I'opérateur de Teager-Kaiser a suivre les modu-

lations du signal AM-FM en donnant une bonne estimation des amplitude et fréquence instanta-
nées du signal.
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FIGURE 1.7 — Démodulation d'un signal AM-FM par I'algorithme DESA-1a.

Signal exponentiel modulé par une sinusoide

Considérons le cas particulier d'un signal x(¢) décrivant une exponentielle décroissante mo-

dulée par une sinusoide :

x(t) = Ae” “ cos(wet+ ),

(1.142)

ol les parametres A, a, w. et ¢ sont supposés constants. La sortie de I'opérateur pour les signaux

x(t) et x(t) est alors:

2,2 -2
‘Wx(t) =A*wie ="

>
‘Wi(t) = Azw‘;e—z'”(1 + —)
(‘UC
2
En supposant (wic) << 1, l'algorithme ESA conduit a

“Wx(r) a?
=we/ 1+ — = w,
Wx(t) u)%

Wx(r) _ |Ale™?
VVED N1

~|Ale” %,

(1.143)

(1.144)

(1.145)

(1.146)

Ainsi, sila constante de décroissance de I’exponentiel |a| est trés petite par rapport a la fréquence
¢, l'algorithme ESA permet d’estimer 'amplitude et la fréquence d'un signal exponentiel modulé

par une sinusoide.
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1.3.8 Les extensions de 'opérateur de Teager-Kaiser

Lopérateur de Teager-Kaiser a été initialement défini pour des signaux unidimensionnel (1D)
avaleurs réelles. Différentes extensions de cet opérateur ont depuis été proposées pour les images,
les signaux multidimensionnels, les signaux a valeurs complexes et également pour mesurer les
interactions entre deux signaux (mesure de similarité).

Signaux complexes

Les signaux a valeurs complexes sont beaucoup utilisés dans des domaines comme 'analyse
temps-fréquence, le traitement d’antenne et dans des applications comme 'optique et le Radar.
De plus, I'extension au cas complexe de I'opérateur de Teager-Kaiser permet d’établir un lien avec
les fonctions d’auto-corrélation et de corrélation croisée instantanées, qui interviennent dans dif-
férentes représentations temps-fréquences [97], [98]. A notre connaissance la premiere version
complexe, discrete, . de I'opérateur a été introduite par Lin et Chitrapu [99] :

Yex(n) =x(n)x*(n)—0.5 [x(n +Dx*(n-D+x*"(n+Dx(n- 1))] . (1.147)

Une version complexe, continue, a ensuite été introduite par Hamila et al. [100] :

Wex(f) = £(OF* (1) - 0.5 [x(r)x* (1) + x(0) & (r)] (1.148)

La version complexe . de I'opérateur présente plusieurs propriétés intéressantes. Soit x(t) =
xr(f) + jx; () un signal complexe. La sortie de I'opérateur de Teager-Kaiser d'un signal complexe
est une quantité réelle, égale a la somme des sorties de 'opérateur réel “¥ aux parties réelle et
imaginaire du signal [101], [102] :

Wex(t) = “Wax, (1) + “Wx;(1). (1.149)

Soit Ry (, T) la fonction d’auto-corrélation instantanée de x(¢) :

Rxx(t,'r)zx(t+%).x*(t—§), (1.150)

on peut en déduire la relation [102] :

aszx(t, 1)

“Wx(r)=-2
() ot

(1.151)

=0

La relation (1.151) relie I'opérateur de Teager-Kaiser et I'auto-corrélation et établit, par consé-
quent, un lien entre 'opérateur et les transformations temps-fréquence, telles la transformation
de Wigner-Ville ou la fonction d’ambiguité [97], [98], [101], [102]. Par exemple, 'opérateur est lié a
la transformation Wigner-Ville W (¢, v) comme suit :

+00
“Wx(t) = 8n? f VW, (£, v)dv (1.152)
—00
+00
W, (t,V) = fo(t,r)e*fZ“”dr (1.153)
—00

La relation (1.152) permet de calculer le moment d’ordre deux en fréquence de la transformation
de Wigner-Ville du signal x(#). Ce moment est utilisé, par exemple, pour la classification des si-
gnaux [103], [104].
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Interaction entre deux signaux complexes

Kaiser a proposé une extension de 'opérateur, Vg, appelée opérateur de Teager-Kaiser croisé,
faisant intervenir deux signaux [61]. De maniere similaire a une fonction d’inter-corrélation, I'opé-
rateur croisé permet de quantifier I'interaction entre deux signaux :

Wr[x(0), y(8)] = (D) (1) — x(8)j (1) (1.154)

Cet opérateur présente cependant I'inconvénient de ne pas étre commutatif :

Wr[x(0), y(0)] # Yr[y(0), x(D)]. (1.155)

Cexus et Boudraa ont développé une extension complexe, ¥y, de 'opérateur [101], [102], [105]
permettant de mesurer 'interaction entre deux signaux complexes tout en conservant la symétrie :

Wy [x(8), y(1)] = 0.5 We x(1), ()] + We (0, x(0)] |, (1.156)

Welx(0), ()] =0.5[x" (0)y(8) + x(0)y* (1] —0.5[x(0) " (1) + X" () y(1)] . (1.157)

Lorsque y() = x(f), on retrouve immédiatement la définition de I'opérateur v, donnée par la re-
lation (1.148) : Wg[x(1), x()] = W [x(1), x(1)] = wcx(1). Des applications de I'opérateur Wy ont été
développées pour I'analyse temps-fréquence [47], [97], [98], la démodulation [106], la détection
des signaux [93], [107], les transitoires [108], 'estimation des temps de retards [109] et la mesure
de similarité pour la coalescence des signaux [110], [111], [112].

Une version hermitienne, Wy, de 'opérateur de Teager-Kaiser croisé, permettant d’avoir une
expression de 'opérateur Wy plus compacte, et donc plus commode a manipuler, a été également
développée [113] :

Wy[x(0), y(O] = 203" (1) = 0.5[x()j* (1) + &) y™ (1)]. (1.158)

On peut aisément vérifier que cet opérateur est hermitien car sesquilinéaire a droite et possédant
une symétrie hermitienne. Un tel opérateur présente l'intérét de pouvoir mesurer l'interaction
entre deux signaux, aussi bien dans le domaine temporel que dans le domaine fréquentiel [113].

Cas des images

La capacité de I'opérateur de Teager-Kaiser a démoduler des signaux non-stationnaires, en
particulier ceux représentés par un modele AM-FM, a suscité I'intérét de la communauté du trai-
tement des images. Les images réelles sont, en général, non-stationnaires, présentant des textures
et des contrastes variables. La richesse du domaine de 'image en terme de contenu fréquentiel
variable a ainsi conduit Bovik et al. [114], [115], [116] a étendre 'opérateur de Teager-Kaiser au cas
2D en l'appliquant a des images modélisées sous forme AM-FM.

Soit I(x, y) une image a valeurs réelles. En notant u = (x, y), 'opérateur de Teager-Kaiser 2D,
d,, s’écrit :
¢, [Tw] = IVI@W)])* - Iw) - vV [Iw)], (1.159)
ol VI(u) est le gradient de I(u)
dl(x,y) dl(x, )"
ox oy ’

Larelation (1.159) peut également s’écrire sous la forme matricielle suivante :

V[Iw)] =

(1.160)
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¢, [1w)] = [VIWw] [VIw]" —Iw "Hi(w), (1.161)

ot H = VV! désigne la matrice Hessienne.

Une version discrete de I'opérateur (1.159) s’obtient en appliquant 'opérateur de Teager-Kaiser
1D (1.33) a une version discrete de I'image 1(m, n) avec m,n € N, selon les deux axes du repere
[117]:

¢, (m,n) =21%(m,n) —1(m-1,m)I(m+1,n) - I(m,n—DI(m,n+1). (1.162)

Les axes peuvent étre les axes horizontal et vertical usuels mais d’autres directions sont possibles,
par exemple, le long des directions diagonales de I'image [94], [118]. De maniére similaire a la
relation (1.97), 'opérateur de Teager-Kaiser 2D donné par la relation (Eq. 1.162) peut étre approché
comme suit [94] :

¢, (m,n) = uim,n) x 4l(m,n)-I(m,n-1)-1Im,n+1)-1Im+1,n) -1(m -1, n)) (1.163)

ol pu(m, n) est la moyenne locale. Alors que 'opérateur de Teager-Kaiser 1D se comporte comme
un filtre passe-haut pondéré par la valeur locale du signal, I'équation (1.163) montre que la version
2D de l'opérateur se comporte, elle, comme un filtre moyenneur local pondéré par un filtre passe-
bande :

¢2(m, n) = (Filtre moyenneur local) x (Filtre passe-bande). (1.164)

Cette relation intéressante rappelle la loi de Weber qui stipule que la "différence de juste per-
ceptible" (JND pour Just Noticeable Difference) de la luminosité du systeme visuel humain est
proportionnelle a I'intensité moyenne des pixels environnants. Ainsi, le fait que 1'opérateur de
Teager-Kaiser soit performant pour extraire I'information locale de I'image, explique sa capacité a
améliorer le contraste d’'une image, qui repose sur une information locale, par comparaison a la
méthode de rehaussement de contraste conventionnel, dite de masque flou, basée elle sur un filtre
2D passe-haut. L'opérateur Teager-Kaiser 2D a donnée lieu a de nombreuses applications dans le
domaine 2D comme la démodulation [67],[119], [120], [121], [122], [123], [124], [125], le rehausse-
ment de contraste [94], [118], [126], [127], [128], la segmentation et le seuillage des images [129],
[130], [131], [132] et la mesure de saillance [133], [134].

1.3.9 Opérateurs d’énergie d’ordre supérieur

Nous avons vu plus haut que 'opérateur de Teager-Kaiser permet de mesurer 'interaction
entre deux signaux x(f) and y(f), comme le traduisent les relations (Egs. (1.154) et (1.156)). Une
approche alternative pour quantifier ce couplage est possible en utilisant un commutateur défini
comme suit par un crochet de Lie L[x(£), y(#)] :

L[x(), y(0)] = (8 y(1) - x(0) (). (1.165)

Cette expression permet en effet de mesurer a chaque instant le taux relatif de variation entre les
deux signaux x(t) et y(¢) [135]. Compte tenu des relations (1.154) et (1.165), 'opérateur de Teager-
Kaiser croisé peut ainsi s’exprimer sous la forme d'un commutateur de Lie :

Wg([x(1), y(0)] =L[x(0), 7(0)]. (1.166)

Larelation (1.166) quantifie ainsi 'interaction entre un signal et la dérivée d'un second signal. En
choisissant x(f) = y(¢), on observe alors que I'opérateur ‘¥ de Teager-Kaiser n'est autre que le
commutateur de Lie d'un signal et de sa dérivée premiere :
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“Wx () =L[x(1), x(1)]. (1.167)

S’appuyant sur ce constat, Maragos et Potamianos [135] ont généralisé la relation (1.167) afin
de mesurer l'interaction entre le signal x(¢) et ses dérivées d’ordre supérieur (k — 1) en définissant
l'opérateur I'y. :

Tx(t) = L[x(8), x* V(8] (1.168)
=xP O x* V) - xO)x® (p). (1.169)

I’y est appelé opérateur différentiel d’ordre supérieur, HODEO (Higher Order Differential Energy
Operator). I'y. désigne une classe d’opérateurs d’énergie indicés par ’ordre de dérivation k et, pour
k =2, on retrouve I'opérateur différentiel d’ordre deux, dy

La version discrete de I'y est donnée par

I'ix(n)=x(n)x(n+k-2)—x(n—-1x(n+k-1). (1.170)

Le choix de 'ordre k peut permettre d’obtenir, selon le signal analysé, de meilleures estimations
de 'amplitude et de la fréquence que I'opérateur dy d’ordre 2 [136], [137].

Une extension plus générale des opérateurs HODEO, appelée opérateurs d’ordre supérieur
généralisés GHEO (Generalized higher energy operator), ¥, ; 1, a été développée par Salzenstein
etal. [138], [139]. Sa définition est la suivante :

Wy g1 x(8) = xP (0)xD (1) - x (2P (1) (1.171)

ol p, q, l et mvérifient les condition p+ g =m+1 et (p, q) # (m, ). Alors que 'opérateur 'y quan-
tifie I'interaction entre le signal x(¢) et sa dérivée d’ordre supérieur (k — 1), I'opérateur ¥, ; 1,1
mesure l'interaction entre des dérivées d’ordres différents de x(#). Les opérateurs I'y = W1 x_1,0,%
et “¥ =Wy 1 9,2 apparaissent ainsi comme des cas particuliers de I'opérateur généralisé ¥, ; ;.

Nous avons mis en évidence au paragraphe (1.3.5) lamauvaise adaptation de I'opérateur de Teager-
Kaiser aux signaux de moyennes non nulles (1.107). Appliquons maintenant I’opérateur généralisé
a x(t) = Acos(wct+ d) + A (Eqg. 1.107). En utilisant I'algorithme de séparation d’énergie ESA basé
sur 'opérateur ¥, 4 1,1, au lieu de I'opérateur “¥, on obtient

wp = 1 | 23324 1X(D] (1.172)
‘"I"g’gyl‘g [X(t)]
3
( ‘P2,2,1,3[x(t)])

|A| = (1.173)
V3324 [x(1)]

Ainsi, 'estimation de 'amplitude ainsi que celle de la fréquence du signal obtenues par 'opérateur
d’ordre supérieur sont indépendantes de la constante A alors que ce n’était pas le cas en utilisant
I'ESA d’ordre deux (Egs. 1.108, 1.109).

Une extension de I'opérateur I'y aux cas des signaux multi-dimensionnels a été proposée par Sal-
zenstein, Boudraa et Chonavel [140], [141]. Cette extension, motivée par le récent développement
de données multi-capteurs, présente un interét, par exemple, pour la démodulation des images
d’interférométrie optique [142]. Soit u = (x1, X2, ...X,) un vecteur a n dimensions et I(u) un signal
multi-dimensionnel, I'extension s’écrit sous forme tensorielle comme suit, '®’ représentant le pro-
duit de Kronecker :
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d2m+11 o ( d2l+lI )T deI ( quI )T

PHgapona I = Zomm @ | — o |~ 2aer |\ qaza (1.174)
dans le cas d'un tenseur pair, avec k =2p+2qg=2m+1+21+1;
d2m+11 dZII deI d2q+11
Fizpana 1= 5 mmy @ (du2’ )_ auzr © (du2q+1) (1175)

dans le cas d’'un tenseur impair, avec k =2p+2g+1=2m+2l+1et (m,I) # (p,q).

La dérivée directionnelle par rapport a u définit 'opérateur ¥y, ,,,,, comme multi-directionnel
[143],[140]. Pour le cas particulier u = (x, y), nous retrouvons l'extension de 'opérateur HODEO
aux cas des images.

1.4 Conclusion

La genese de I'opérateur Teager-Kaiser est fondée sur le concept d’énergie d'un systeme phy-
sique. Dans le cas d'un signal, I'énergie traduit alors la capacité du systéme a générer ce signal.
Cette vision de I'énergie differe de celle utilisée usuellement en traitement du signal liée, elle, au
contenu en information véhiculée par le signal. Nous avons donc rappelé ces concepts avant de
définir 'opérateur de Teager-Kaiser afin d’éclairer, d'une part la démarche conduite par Herbert
et Sushan Teager, d’autre part le comportement de I’opérateur dont la sortie a vocation a étre pro-
portionnelle a la quantité d’énergie nécessaire a la génération du signal auquel il est appliqué.

Nous avons ensuite constaté 'aspect "local" de 'opérateur qui, dans sa version continue, per-
met d’obtenir une information ponctuelle sur le signal a partir de son expression et qui, dans sa
version discrete, extrait cette information a partir de seulement trois valeurs discrétisées. Nous
avons alors étudié les algorithmes permettant d’approcher la fréquence et 'amplitude instantan-
nées du signal a partir de la sortie de 'opérateur. En appliquant |'opérateur a des signaux simples,
nous avons constaté la pertinence des valeurs démodulées dans le cas de signaux modulés en am-
plitude et en fréquence, en particulier lorsque ces derniers sont a bande étroite.

Puis, nous avons présenté les différentes extensions de 1'opérateur, développées depuis les
travaux de Herbert et Sushan Teager et de James Kaiser, ainsi que la combinaison de ‘¥ avec
d’autres outils de traitement du signal (filtrage en sous-bandes, classification,...). Nous avons ainsi
pu constater sa capacité a analyser une large classe de signaux aussi bien uni-dimensionnels que
multi-dimensionnels, a valeurs réelles ou complexes, ouvrant ainsi un large spectre de domaines
d’application.

Nous avons pu voir, dans ce chapitre, que 'utilisation de 'opérateur de Teager-Kaiser et de
ses extensions, ainsi que les outils développés autour de cet opérateur, se fondent sur la positivité
supposée de sa sortie. Le chapitre 2 est ainsi consacré a la question de la positivité de I'opérateur
qui est un verrou scientifique restant a lever. Nous ciblerons plus spécifiquement la classe des
signaux AM-FM pour laquelle nous étudierons de maniere détaillée les conditions de positivité de
I'opérateur et mettrons en évidence, en particulier, 'influence de la phase initiale du signal.
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Chapitre 2

Positivité de 'opérateur

« La société ne vit point d’idées
négatives, mais d’idées positives »

Comte de Saint-Simon
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CHAPITRE 2. POSITIVITE DE L’OPERATEUR

2.1 Introduction

La notion de positivité de 'opérateur d’énergie de Teager-Kaiser est intimement liée a la dé-
finition méme d’'un opérateur d’énergie idéal - une énergie négative n’ayant pas de signification
physique - mais 'opérateur d’énergie de Teager-Kaiser ne fait qu’approcher cet idéal [27]. La po-
sitivité de la version idéalisée de 1'opérateur, définie initialement pour un signal harmonique,
x(t) = acos(wt + ¢), est garantie car sa sortie est une quantité élevée au carré :

‘Wx(f) = a’w’. 2.1)

Enrevanche, pour un signal quelconque, 'opérateur a vocation a approcher a?(H)®(1)? (1.70) mais
la positivité n’est plus garantie, ce qui est pénalisant en raison, d’'une part, de son interprétation
en termes d’énergie et, d’autre part, afin de permettre I'utilisation de certaines propriétés reposant
sur la positivité [67], [144]. Ainsi, la positivité de I'opérateur s’avére une propriété essentielle pour,
entres autres, [26] :

1. Linterprétation de la sortie de I'opérateur en termes d’énergie d'une grandeur physique;

2. l'algorithme ESA permettant la démodulation du signal, qui repose sur la manipulation de
quantités positives [30], de méme que pour la démodulation des versions de I'opérateur
d’ordre supérieur [142], [70];

3. la version croisée de I'opérateur qui nécessite une sortie positive pour que celle-ci puisse
étre interprétée comme une mesure de similarité pour la classification des signaux et I'esti-
mation des temps de retard [144], [110].

Dans toutes les applications de 'opérateur de Teager-Kaiser rapportées dans la littérature, on
force sa sortie a étre positive en utilisant la fonction valeur absolue. Ce pré-traitement étant justi-
fiée par le postulat qu'un opérateur d’énergie ne peut étre que positif et que les valeurs négatives
proviennent du bruit et de la discrétisation. Les valeurs de sortie négatives peuvent cependant
provenir de la structure méme du signal, auquel cas l'utilisation de valeurs absolues introduit un
biais lors de la démodulation. Il est donc particulierement important de pouvoir préciser les carac-
téristiques des signaux pour lesquels la sortie de I'opérateur, appliqué dans des conditions idéales,
va étre positive.

A notre connaissance, trés peu de travaux ont été publiés dans la littérature, concernant la
question de la positivité de I'opérateur. Une premiere étude des conditions de positivité de la sor-
tie de 'opérateur a été menée par Bovik et Maragos [26], rendant compte des cas les plus simples
garantissant la positivité, a savoir les signaux linéaires, sinusoidaux et exponentiels. Le cas, plus
général des signaux ayant une concavité logarithmique "suffisamment douce" y est également
abordé. Une étude complémentaire a été menée depuis par Larkin dans le cas ot le signal d’en-
trée est de type AM-FM [27].

Nous allons dans ce chapitre revenir sur les cas élémentaires en mettant en relief le role char-
niere de la fonction exponentielle qui constitue une courbure frontiere entre les sorties positives et
négatives de 'opérateur. Nous meénerons ensuite une analyse détaillée des conditions permettant
une sortie positive de 'opérateur de Teager-Kaiser en nous appuyant sur une forme AM-FM avec
une amplitude logarithmique : x(¢) = e*” cos (¢(#)). Le choix de la forme AM-FM se justifie, d'une
part par la large classe de signaux qu’elle modélise et, d’autre part, ainsi que nous ’exposerons
au paragraphe 2.3.1, car cette forme ne restreint pas pour autant I'étude aux signaux considérés
usuellement comme appartenant a la classe AM-FM. Cette étude, généralisant les résultats de Bo-
vik et Maragos [26], permettra d’établir des conditions de positivité portant sur les composants
p(t) et d(¢) du signal. En particulier, nous retrouverons et étendrons une interprétation géomé-
trique des conditions de positivité établie par Larkin [27].
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Nous étudierons plus présisément le cas ou la phase et 'amplitude logarithmique du signal
sont des polynémes du second degré en ¢ et que nous qualifierons de signal quadratique. Nous
mettrons en évidence pour ce type de signal, correspondant également a une approximation lo-
cale d’'un signal de forme plus générale, I'existence potentielle d'un temps critique et d'un inter-
valle critique en dehors duquel la sortie de I'opérateur est positive.

Nous montrerons ensuite, a titre d’exemple d’application, que pour un signal de type "chirp"
linéaire [28] (cf. paragraphe 2.4.5), la sortie de 'opérateur est toujours positive. Puis nous appli-
querons les criteres de positivité al’étude d'un signal réel : un signal d’écholocalisation de chauve-
souris. Nous aborderons, a 'occasion de ce dernier exemple, les causes de non positivité n’étant
pas propres a la strucure du signal mais provenant du bruit et de la fréquence d’échantillonnage
appliquée lors de la mesure du signal réel.

Remarque:
Compte tenu de 'aspect formel d’'une partie de ce chapitre, nous avons opté pour une présenta-
tion de certains résultats sous forme de théorémes et de corollaires.

2.2 Influence de la concavité

Signal pseudo-harmonique

Un signal harmonique x(#) de la forme acos(wt+) posséde la propriété d’avoir une concavité
positive lorsque x(t) est positif et négative lorsque x(¢) est négatif. Le produit x(¢) X(t) est alors tou-
jours positif et, a fortiori, “Wx(¢) = (J'c(t))2 — x(t)%(t) également. La condition x(z) et X(¢) de méme
signe est ainsi une condition suffisante pour que ‘¥ x() soit positif. Le signal x(¢) = sin(£> + t +2)
illustre cette propriété (figures 2.1 et 2.2).

0.8+
0.8+
0.4+

0.2+

0.2 4
0.4 4
0.5 4

-0.28 4

1.2 T T T T T T T
[u] 0.0005 0.001 0.0015 0.00z2 0.0025 0.003 0.0035

t

FIGURE 2.1 - Signal pseudo-harmonique.

D’une manieére générale, la sortie de 'opérateur sera positive pour tout signal pseudo-périodique,
c’est-a-dire conservant des signes opposés pour x(t) et X(f) .

Cette condition est suffisante mais pas nécessaire puisqu'il suffit que I'inégalité [J'c(t) ] 2 > x(D)X(1),

soit vérifiée pour que “Wx(¢) soit positif. Nous allons donc définir plus précisément la limite de
positivité en termes de concavité. Nous séparerons I’étude du cas discret et du cas continu. Le cas

49



CHAPITRE 2. POSITIVITE DE LOPERATEUR
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FIGURE 2.2 — Sortie de 'opérateur appliqué a un signal pseudo-harmonique.

discret n'est une conséquence du cas continu que pour un pas #, entre les valeurs temporelles dis-
crétisées, tendant vers 0. Il est donc intéressant de disposer d’un critére s’appliquant a un signal
discrétisé dont la forme continue n’est pas connue.

Concavité limite dans le cas discret

Soient x; = x(#1), X2 = x(¢; + h) et x3 = x(&; + 2h), trois valeurs consécutives d'un signal x()
discrétisé. Nous supposerons h suffisamment petit pour que x;, X2 et x3 soient de méme signe et,
dans un premier temps, que ce signe est positif. Considérons une fonction exponentielle y(t) =
pe“ prenant les valeurs x; et x, aux instants #; et f» = t; + h. Une telle fonction vérifie y(¢;) =
per = xp et y(t; + h) = pe* @+ = x, ce qui détermine de maniere unique A et p en fonction de
h,h xietxy:

h+h % 2
1 X X 1 xh

A= —ln(—z) et u= 1 - = 1,1 . (2.2)
h \x x,! "

Xy

Il existe ainsi une fonction exponentielle et une seule dont la courbe passe par les points (¢;; x;)
et (f2; x2).

Intéressons nous maintenant a la version discrete, ¥, de 'opérateur de Teager-Kaiser. La

2

X
condition ¥ x(f,) > 0, dans le cas considéré ol x1, x; et X3 sont positifs, s’écrit x3 < 22 Ce qui, en

X1

utilisant x; = y(f1) et xo = y(t2), équivaut a:
pzez"(“”” N ;
X3 < =per2h — () ou 3=t +2h. (2.3)
pe)\ll

Cela signifie que Ay x(1,) > 0 si et seulement si (pour x1, x2, X3 positifs) x3 est inférieur a la valeur
en f3 de 'exponentielle passant par x; et x,. C’est ce qu'illustre la figure (2.3).
On obtient immédiatement que pour xi, Xy et x3 négatifs, on a de maniere similaire la situation
présentée sur la figure (2.4).

Lorsque x1, X2 et x3 ne sont pas tous de méme signe, I'interprétation exponentielle n’est plus
pertinente. On a une discrétisation trop grossiere par rapport aux tendances de la courbe. On peut
toutefois distinguer
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FIGURE 2.3 - Limite de positivité dans le cas discret positif.
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»
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FIGURE 2.4 - Limite de positivité dans le cas discret négatif.
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— le cas o1 on a un seul changement de signe (+ + —, + — —, — — + ou — + +), auquel cas il est
immeédiat que le produit x; x3 est toujours positif et, donc, 'opérateur également.

— le cas o1 on a deux changements de signe (+ —+ ou — + —), auquel le signe de 'opérateur est
déterminé par la position de —x, par rapport a 'exponentielle passant par x; et x3.

Concavité limite dans le cas continu

Soit (Eo) I'équation différentielle j* — yj = 0. Léquation (Eo) peut s'écrire sous la forme Y =
F(t,Y) ou Y est la fonction vectorielle (y, y). Cette forme permettrait de conclure, par le théoreme
de Cauchy-Lipschitz, a 'unicité de la solution y si la fonction F était lipschitzienne en Y mais ce
n'est pas le cas.

On peut toutefois résoudre 'équation (Eg) et méme, plus généralement, 'équation (E,) : j* — yji =
a. En effet, en dérivant les deux membres de j? — yj = a, on obtient

yi-yy® =0, 2.4)

ce qui implique que y est de la forme

at+f (2.5)
ouque
@3
r -z (2.6)
y oy
et y doit dans ce cas vérifier
In|j| =In|y| +C', 2.7)

Le cas (2.5) et 'équation (2.7) dont la résolution est immédiate impliquent ainsi que les solutions
sont d’'une des formes suivantes : linéaire, sinusoidale ou exponentielle.

La démarche ne reposant pas sur des équivalences, il nous faut vérifier que ces solutions vé-
rifient I'équation (Eo), ce qui conduit au final au résultat suivant (pour les solutions maximales,
deux fois dérivables en tout point) :

sia<0 pasdesolutions
sia=0 y(t) = peM (2.8)
sia>0 y(f)=Acos(wi+y) avecA’w?=a ou y=\/ﬁt+ b.

On retrouve d’'une part le cas des signaux harmoniques pour lesquels la sortie de 'opérateur ‘¥
est une constante et on constate d’autre part le role particulier des exponentielles pour lesquelles
la sortie de 'opérateur est identiquement nulle. En complétant I'équation (Eo) par les conditions
initiales y(#) = y; et y(#1) = y; enun point (f;; y1), on obtient une trajectoire exponentielle limite,
neM, pour laquelle la sortie de ¥ est nulle, avec
" 4 f
A=— et u=ye n" . (2.9)
N
La forme de I'équation (Eg) ne permet toutefois pas de conclure directement que les trajec-
toires des solutions ne peuvent se couper et, donc, que cette exponentielle sépare les sorties po-
sitives et négatives de I'opérateur. Nous allons toutefois pouvoir parvenir a cette conclusion en
utilisant le logarithme d’un signal x(#). En effet, en dérivant ce dernier, on peut faire apparaitre la
version continue, ‘¥, de 'opérateur de Teager-Kaiser :

)'c(t)) _x(EO-x() _ C¥x() (2.10)
x(r)

[log(x(0)]" = ( 20 20

52



CHAPITRE 2. POSITIVITE DE ' OPERATEUR

Le signe de la sortie de 'opérateur appliqué a un signal x(¢) est donc égal a celui de ii(t), ot u(t) =
log(x(#)) etla condition de positivité de la sortie de I'opérateur peut ainsi s’exprimer sous la forme

[log(x(1))]" <o0. 2.11)

En utilisant les logarithmes des signaux et en représentant graphiquement les points (z; u(t)) N1’
la positivité de la sortie de 'opérateur correspond alors a I'inverse de la courbure de u(t). Les si-
gnaux pour lesquels la sortie de 'opérateur est nulle apparaissent alors comme des droites. La
fonction logarithme étant bijective, cette condition graphique se traduit localement, en un point
donné, par la position de la courbe par rapport a I’exponentielle ayant méme tangente et passant
par ce point, c’est a dire définie par les formules (2.9).

Cette propriété est illustrée par les graphiques (2.5) et (2.6).La courbe bleue y représente une
portion du signal positif x(¢) = £(t—2)+3, dont la courbure est également positive. Pour un premier
point M, d’abscisse 1,25, cette courbe est au-dessus de I'exponentielle limite, en vert, et “yx(¢)
est négatif au voisinage de M;. Pour un deuxiéme point My, d’abscisse 3, la courbe est en-dessous
de I'exponentielle limite, en rouge, et ¥ x(t) est positif au voisinage de M.

Deux agrandissements autour de M; et M, permettent de mieux visualiser la position des courbes.

/

M,

e

FIGURE 2.5 — Limite de courbure pour la positivité de I'opérateur.

Vava

/4
y4
4
/

—— s
_//. My /

FIGURE 2.6 — Limite de courbure pour la positivité de 'opérateur : zoom.

2.3 Signaux de type AM-FM

2.3.1 Forme AM-FM générale

Afin de déterminer des conditions de positivité plus précises, nous allons travailler, dans la
suite de ce chapitre, avec des signaux de la forme AM-FM, c’est-a-dire de la forme x(t) = a(t) sin (®(1)),
ou a(t) est une fonction positive du temps. Il estimportant de noter que, d'un point de vue formel
etindépendamment de son interprétation physique, toute fonction continue, deux fois dérivable,

f (1) peut étre mise sous la forme f(f) = a(f)cos (q)(t)), ol a(t) et ¢(¢) sont des fonctions conti-
nues, deux fois dérivables et ou a(t) est une fonction positive.

En effet, soit un signal x(¢), défini sur un intervalle de valeurs I. Notons M = sup|x(?)]. On a
tel
alors
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0 x(1) S.n(x(t)) M si (x(t)) 2.12)
x(1) = i = inf—|. .
. (x(t)] M . (x(t)) M
sin| —— sing | ——
M
x(1) NP . . . . (x(0)
M est une quantité toujours comprise entre -1 et 1, ce qui garantit que sin, ™M > 0.
Ainsi, en posant
a(z)—Msin(’C(”]]_1 et (=X (2.13)
B Y 2 M’ '

on a bien obtenu une expression x(t) = a(#) cos (¢(¢)) de la forme AM-FM ot a(1) et p(¢) sont des
fonctions continues, de méme classe que x(f) et ot de plus a(t) >0, Vtel.

Remarque
Lutilisation de la fonction sinus cardinal permet de garantir la stricte positivité de a mais la forme
proposée n’est, bien siir, pas unique.

Exemple

Prenons une fonction polynéme que nous qualifierons de signal. En utilisant les formules (2.13)
pour x(2) = (£-0,9)(¢—1,8)(1—3)(r—4,5) sur I = [0,5; 4,6], on obtient bien x(¢) = a(t) cos (p(1)), out
a(t) et ¢(r) sont des fonctions continues, deux fois dérivables et o1 a(t) est une fonction positive.
Les fonctions x(f), a(t) et ¢(¢) sont représentées sur la figure 2.7.

f(t)

(t)
= —
\

a
x(t)

FIGURE 2.7 — Décomposition AM-FM

Les résultats établis par la suite a partir d'une forme AM-FM ne sont donc pas restreints, d'un point
de vue formel, a une catégorie limitée de signaux.

2.3.2 Condition générale et formulation logarithmique

Les signaux AM-FM sont définis initialement comme des signaux modulés en amplitude et
en fréquence. Ce modele est utilisé pour la transmission d’information (radio, radar, sonar [145])
mais également dans de nombreux domaines de la physique et de la biologie (Traitement de la pa-
role, signaux biomédicaux, image, étude des mammiféres marins, ...). Par ailleurs, ainsi qu’'évoqué
au paragraphe (1.3.2), par construction, 'opérateur de Teager-Kaiser est bien adapté a ce type de
signaux. Nous allons ainsi analyser les conditions de positivité de 'opérateur “¥ pour ce type de
signaux tout en gardant a I’esprit que I’écriture formelle d'un signal sous une forme AM-FM, ainsi
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que présenté au paragraphe (2.3.1), est en fait générale.

Nous allons utiliser une forme exponentielle de I'amplitude instantanée pour illustrer I'inter-
action entre la modulation d’amplitude et la modulation de phase et allons généraliser les travaux
de [26] s’appuyant déja sur cette forme. La forme exponentielle est en effet particulierement adap-
tée pour exploiter la condition (2.11) portant sur la concavité logarithmique.

Nous allons donc définir 'amplitude logarithmique par

log(a(n) =p(®); (2.14)
et nous utiliserons alors pour I'expression d'un signal AM-FM la forme :

x(8) = e”? cos (¢ (1)) (2.15)

En s’appuyant sur ce modele, nous allons tout d’abord établir une condition générale de posi-
tivité sous la forme d'un premier théoréeme.

Condition générale de positivité

Théoréeme 1
Soit un signal x(f) = eP cos ((p(t)), la sortie “Wx(#) de I'opérateur de Teager-Kaiser est positive
pour tous les t € R pour lesquels la condition CS1 et vérifiée :

Lo 1 o
csl: ¢ (t)>E(p(t)+\/q)2(t)+p2(t)). (2.16)

Preuve
Pour la lisibilité des calculs, nous omettrons de préciser, lorsqu’il 'y a pas d'ambiguité, la variable t
dans Uécriture des fonctions utilisées dans cette preuve.

Les expressions des dérivées premiére et seconde du signal sont :

x=eP (pcosp— Psing) (2.17)

¥=eP[(p+p*-db?) cosd - (2p¢ + ) sin] (2.18)
ce qui nous permet d’obtenir apres simplification :

.2 v 202, s .. 2

% —xk=e"® [P+ Psinpcosd—pcos” ] (2.19)
Par conséquent

‘Wx(t)=e*Pg(t) (2.20)

ol la fonction g est définie par

g(1) =2 () + P sin (Pp(1)) cos (d(2)) —p” (1) cos? (b (D). (2.21)

Remarque importante

On constate a partir de I’égalité (2.20) que la positivité du premier facteur est toujours vérifiée. Par
conséquent la positivité de “W¥ x(¢) ne dépend ni de I'atténuation p(¢) ni de sa premiere dérivée
p(1). Ainsi, I’étude de la positivité de “Wx(¢) se ramene a I’étude de celle de g(1).

Sous réserve que p(t) et ¢p(¢) ne sont pas simultanément nuls, on a, en utilisant les relations
singpcosd = 1 sin2¢p etcos? P =3 (1 +cos2¢):
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%sinzq)— g - gcoszq)

g=¢*+

b

=p*+ sin2¢p — ———=cos2¢|, (2.22)
2 ( /2 + p2 /2 + p2 )
2 2
. b p . . .
or, puisque + =1, il existe un unique déphasage w(f) € ] -, n] tel que
b . p
cosYy=——— et siny=——.

Ce déphasage vaut
arcsin lorsque ¢ >0
lorsque ¢p<0 et p >0

Y=< m-—arcsin

—7t —arcsin lorsque ¢ <0 et p<O0.

@
ﬁ
ﬁ

(2.23)
La fonction g(t) peut donc se réécrire sous la forme
. o)) VP +p2()
g(t) = (q)z(t)—¥)+fsm(2¢(ﬂ—w(t)). (2.24)
Cette quantité est positive si
. H2 52
Ly p(1) G2 +p4(1)
s 2.2
b (1) 5 > > ) (2.25)
donc I'une des deux inégalités suivantes est vérifiée :
.. h2 52
o _& b= (1) +p4(1)
o°(n) 5 > — (2.26)
: o) P2 +p2(0)
_h2( + % S (2.27)

. 1 "
or I'inégalité (2.27) s'écrit également $? () < 3 (ﬁ(t) —\/b2(0) + ﬁz(t)), ce qui ne peut pas étre vé-

rifié puisque, V£ € R, \/G2(1) +p2(2) > p(2).

La condition se rameéne ainsi a

. 1 -
> (1) > > (ﬁ(t)+\/q)2(t)+p2(t)), (2.28)
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ce qui achéve la preuve.

Commentaire

La condition CS1 dépend de ¢, ¢, et ¢. Nous allons pouvoir obtenir une nouvelle formulation
de cette condition en normalisant la relation (2.28) par (bz(t) ou par |{[52(t)| afin de diminuer le
nombre de parametres. La normalisation par ¢?(#) conduit a identifier une région de positivité
bornée par une parabole. Cette condition parabolique de positivité, déja identifiée par [27] va pou-
voir se déduire, de maniére plus directe, du Théoréme 1. La normalisation par |$?(#)|, bien que
concernant une classe de signaux plus limitée, permettra une approche géométrique particuliere.

Normalisation par ci)(t)

Par analogie avec les taux de chirp normalisés [27], nous allons introduire les courbures nor-
malisées a(t) et f(¢) définies par :

_ b _ %
$2(1) (1)

En divisant les deux membres de la condition CS1 par ¢ (), on obtient alors

2—a(t) > /o? (1) +p2(r). (2.30)

2-an)® > o) +pA(1)

a(t)

B(1) (2.29)

Cette inégalité est équivalente a

a(t) <2,
ce qui se rameéne a I'unique inégalité
)2
1-a(2) > (%) . (2.31)

On obtient ainsi une nouvelle expression de la condition de positivité :

Corollaire 1.1
Soit un signal x(f) = eP cos (q)(t)), la sortie “Wx(#) de I'opérateur de Teager-Kaiser est positive
pour tous les t € R pour lesquels la condition CS2 et vérifiée :

CS2 : [p(NI<2v1-alt). (2.32)

Commentaire

La condition CS2 peut s'interpréter de maniere géométrique dans le plan («, f). En effet, dans
ce plan, on constate qu’'on obtient une zone de positivité délimitée par la parabole d’équation
Bla) = 2v/1—a. Létude de ces paraboles, obtenues en fonction de ¢, a été détaillée par Larkin [27].

Les conditions CS1 et CS2 ont été établies en majorant | sin (Zq)(t) - u!(t))l par 1. Afin de compléter
I'étude liée a la normalisation par ¢ (¢), nous allons maintenant prendre en compte la dépendance
de la phase dans I'expression de g(). Nous allons ainsi établir que la positivité de 'opérateur peut
étre modélisée par des régions séparées par des hyperboles.

Proposition 1
Les régions de positivité de la sortie de I'opérateur sont délimitées par une famille d’hyperboles,
définies par
of (1) —B*(1) = 4(1+T2(D) (2.33)
a(n)—2(1+7%(0)
(1)

ol 0() =2¢() —w(1), T(t) =tan(B(1) et oy (r) =
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Preuve
Pour la lisibilité des calculs, nous omettrons de préciser, lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité, la variable
t dans I’écriture des fonctions utilisées dans cette preuve.

En introduisant «, f et 6 = 2¢ — v dans la relation (2.24), on obtient

(i)Z
8= v(a,B,6) (2.34)

2—a+4/a?+p%sind

La positivité de g est la méme que celle de v, elle est donc déterminée par I'inégalité

\/ a2 +P2sinf > a—2. (2.36)

Pour une valeur de 0 fixée, on obtient donc une région du plan R? au sein de laquelle la condition
est vérifiée pour les couples («, B) et la frontiere de cette région vérifie 1'égalité :

avec
. (2.35)

v(a,B,0) =

(o® +p?)sin®0 = (2 - a)’. 2.37)

Deés lors que 0 # 2km, k € Z, en posant T = tan0, cette égalité équivaux a

((X—Z(i+‘r2) ?

) —p*=4(1+1%), (2.38)

qui n’est autre que I’équation d'une hyperbole.

Pour obtenir une forme plus simple de cette équation, il suffit d’effectuer un changement de
systeme de coordonnées en posant

o _0(—2(1+T2) 2 39
1— T » (- )

ce qui démontre la proposition.

On notera que le cas ot 1(¢) = 0, écarté dans la démonstration, est trivial. La condition de po-
sitivité se réduit simplement a a(t) < 2.

La famille d’hyperboles obtenue est décrite par la figure (2.8). Pour une méme hyperbole, plusieurs
cas se présentent en fonction de 6(¢). Les régions de positivité de ¥ x(¢) sont coloriées en vert sur
la figure (2.9).

Normalisation par | $(?) |

Une alternative pour ramener la condition CS1 a deux parametres est de normaliser par | (I)(t) l.
Etudions auparavant le cas o1 ((¢) est identiquement nulle, c’est a dire le cas d'une phase linéaire

b(1) = o + P 1.
Dans ce cas, la relation (2.21) devient

g(1) = — p(1) cos® (o + d1 1) (2.40)
Par conséquent, g(t) est positive si et seulement si

$?

cos?((pg + P11) 2.41)

p(r) <
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FIGURE 2.8 — Hyperboles obtenues en fonction de la phase du signal.

G(t)e —n ——[ B(t)e . 0]
G(t)(—:[O —] G(t)c—:[—,n

FIGURE 2.9 — Quatre régions de positivité illustrant la dépendance de la sortie de “¥ x(¢) en fonction de 0(z).

ol le second membre de I'inégalité peut éventuellement étre +oo. La positivité est ainsi vérifiée
dés lors que p(t) < q)f(t) et, plus précisément si et seulement si p(#) < f(t) ot f () est la fonction
2
Py
cos?(Po +P1 1)

f=

La condition de positivité est illustrée par la figure (2.10) ot les régions de positivité de W x(t) sont
coloriées en vert.

Supposons maintenant ¢(£) non nulle sauf pour un nombre fini de valeurs de ¢. En divisant les
deux membres de la condition CS1 par | $(#) |, on obtient immédiatement la condition suivante :
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FIGURE 2.10 — Région de positivité dans le cas d'une phase linéaire délimitée par la courbe de f (7).

Corollaire 1.2
Si ¢(1) # 0, la condition CS1 est équivalente a la condition

CS3 : () >h(A(®). (2.42)
. $2(1) p(1) .
(=——, ANt)=— t hA)=5A+V1+A2
ol p 16| 160 € 2( )
Interprétation

La positivité de ¥ est ramenée a une relation entre les deux rapports

p(o) 2(1)
A() = ——— t (1) = —= .
ol o MY T E0

La condition CS2 garantit la positivité de “¥ en dehors de la zone hachurée illustrée par la figure
(2.11).

(2.43)

Remarque
La condition CS3 se simplifie selon I'ordre de grandeur de A.

« Lorsque A ~ 0, A(A) ~ $(1+A);

1 1 1 1 1
e Lorsque A>>1, h(A)=E()\+M/1+p)~§()\+)\(1+§Xﬁ))~)\
1 ) 1 1 1 1
e Lorsque A << -1, h(A):E()\—)\\/1+F)~E()\—)\(1+5x)\—))~—ﬂ

En revenant aux notations ¢ et p, on obtient des conditions approchées, particulierement
simples dans les deux premiers cas :

b1
5
e Le cas A >>1 conduit a exprimer une condition suffisante de positivité sous la forme :

o Lorsque |{p(1)|>>|p(1)], CS3devient ¢p?(r) >

G2(1) > p(1) >> | O(1)]. (2.44)
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-5 0 5

FIGURE 2.11 - Condition CS3.

2.4 Cas quadratique

La fonction g, définie par la formule (2.24), peut également étre considérée comme la diffé-
rence de deux fonctions, ainsi la positivité de ¥ se raméne au signe de I’écart entre ces fonctions :

8(1) = g(t) — g1 (1) (2.45)
avec
s
a0 =L 42
2
V20 +p2(0)
(1) =—————sin 201 —w(1) (2.46)

Selon la nature de p et ¢, cette formulation du probléme peut s’avérer intéressante. Nous allons
I'exploiter dans le cas d'un signal quadratique.

Considérons donc le cas plus particulier ot 'opérateur “¥ est appliqué a un signal AM-FM
dont l'atténuation et la phase sont des polynémes de degré 2 en ¢ et que nous qualifierons de
quadratique :

x(f)=ePPcos(@(1)) avec p(t)=po+pit+pat® et G(1)=do+Prt+at®. (2.47)
ott (po, 1, P2, Po, G1) €R® et P € R*.

Remarquons qu'un tel type d’expression peut toujours étre obtenu localement, autour d'une va-
leur £y, par un développement limité de p et ¢ autour d'un instant 7y donné.

Nous allons montrer dans ce cas I'existence alors d'un intervalle critique sur lequel la positi-

vité dépend de la phase initiale du signal d’entrée et mettre en avant le role de la phase initiale du
signal. Nous allons tout d’abord nous appuyer sur une formulation géométrique du probléme.
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2.4.1 Formulation alternative de g

Nous allons procéder a un changement de variable non bijectif dans I’expression de la fonc-
tion g afin d’obtenir une nouvelle formulation de la condition de positivité, dans le cas ol le signal
est quadratique. On obtient ainsi le théoréme suivant :

Théoréeme 2
Lorsque le signal x(¢) est quadratique, la positivité “¥x(¢) sur un domaine Z; c R est équiva-
lente a la satisfaction de I'inégalité

(au+ b) — ksin(Qu+ @) > 0 sur un domaine 2, c R* (2.48)

ol a, k et Q sont des réels positifs.

Preuve : Dans le cas ou x(#) est quadratique, la relation (2.24) devient

g(0) = (P2(1) — p2) + /&% + 3 sin (2¢(1) — ), (2.49)
olt Y =y(pz,¢2) =C*.

Nous allons réécrire la condition g(¢) > 0 en procédant a un changement de parameétre non
bijectif mais toutefois bijectif par intervalles. En effet, dans un repere (O, t, y), si ¢ # 0, la fonc-
tion (1) = P + Pp1t + P2 t> est représentée par une parabole, symétrique par rapport a la droite
f=-—-.0n peut donc la découper en deux parties selon que I'inégalité ¢ > _ b est vérifiée ou

2¢o 2¢2
non et, dans chacune de ces parties, nous allons procéder a un changement de parametre désor-

mais bijectif.

Posons
=9 (2.50)
202
On a alors
G(8) = Po. (12 =2d 1) + Po = Go.(t — d)? + Po — Ppod?. (2.51)
Posons maintenant
u=(t-d?, (2.52)
d’ol
w 2
‘b:E”“"O avec w=2¢2 et Wo=ddo—dd-, (2.53)
et, inversement,
t=evu+d ou e=1sit>d et e=-1sit<d. (2.54)

Les valeurs prises par g(t) sont ainsi I'union de celles prises par g (u) et g_(u) :

grw=g(Vu+d) et g (w=g(-vVu+d). (2.55)

Remarque

Si t prend des valeurs sur R tout entier, alors g, et g_ sont définies sur R*. En revanche, si le
domaine de validité de ¢ est limité, classiquement R* pour une variable temporelle, ce n’est plus
le cas; les valeurs sur lesquelles il est nécessaire d’étudier les g. sont limitées. Dans le cas général
ou ¢ prend ses valeurs sur un intervalle [T}, T2 ] < Rona plus précisément :
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e Si—d < T, g+(u) est définie sur [(T; — d)?, (T, —d)?] et g- n'est pas définie.
e SiT; <d<T,, g (u) estdéfinie sur [0, (T, — d)?] et g_ sur [0, (T} — d)?].
o Si—d>T,, g_(u) estdéfinie sur [ (T, — d)?, (T; — d)?] et g, n’est pas définie.

Par ailleurs, ci)(t) =01 +2P2t =20,(t—d), donc (i)z = 4([)% u, ce qui permet d’obtenir

glu) = 4([)% u—p2+easin(wu +2Yp) —p2cos(wu +2Wp) . (2.56)

En regroupant les termes en sinus et cosinus, suivant le méme processus qu’en (2.22), on obtient
alors

g(u)=(au+b)—ksin(wu+Y¥y), (2.57)
avec
. u=(-dp?, on d=-2L
2¢»
° 03:24)2
] a:4([_)§:(1)2
° b:—p2

o k=1/d5+p5>0

arcsin (f) lorsque ¢, >0

o‘P0:2¢0—2¢2d2—xp+n ou Y= n—arcsin(p—kz) lorsque ¢, <0 et p2 =0

- arcsin(p—kz) lorsque ¢ <0 et py <O0.

On remarque que 'expression de g ne dépend pas de €; ce dernier influe toutefois sur le do-
maine d’étude des lors que ¢ ne décrit pas R tout entier. Par ailleurs a et k sont des quantités
positives (et méme strictement positives dans le cas général) mais ce n’est pas le cas de w tel que
nous 'avons défini. Afin de pouvoir interpréter, dans I'’expression du sinus, le facteur de t comme
une pulsation, posons Q = |w|. Nous avons alors deux cas :

e siy >0, alors Q = w et p = arcsin (P_kz) donc W = 2¢pg—2¢, d? +m—arcsin (%2) et on obtient
sin(wu+ ¥g) =sin (Q U+2do—2¢s d? + 1t — arcsin (P_kz)) ; (2.58)

e sidp<0,alorsQ=-wetw= n—26n—arcsin(p—kz), avec 6 €{0; 1}, donc

W0 =2y —2d d? - (n —arcsin (%) + 621’() + 70 = 2 — 2 d? + arcsin (p_kz) et dans ce cas
sin(w u + ¥y) =sin (—Q u+2hy—2¢» d? + arcsin (p_kz))
=sin (7[+Qu—2¢0 + 2o dz—arcsin(p—kz)). (2.59)

En posant ¢p = m—arcsin (p_kZ) +€12Po— 2¢)2d2) ete; =1sid, >=0, —1 sinon, on peut donc regrou-
per les deux cas sous la forme sin(Q u + ¢) ce qui achéve la preuve.

Les différents parameétres sont donc, finalement :

¢1

o u=(t—-dy? ot d=-——

2¢»
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o Q:2|¢2|
] a:4([)§:Q2
° b:—p2
o k=1\/dP5+p5>0
n— arcsin(p—kz) + @b —2b2d?) si hp >0
[ ] (p:
n—wncﬁn(%?)—(2¢o—2¢2d2) si b <0

On notera que a, b, k, Q et ¢ sont des constantes ne dépendant que de @, 1, ®, et p».

2.4.2 Interprétation géométrique

IR
—I(u)
—s(u)

/

FIGURE 2.12 - Interprétation géométrique de la positivité de 'opérateur d’énergie de Teager-Kaiser appli-
qué a un signal quadratique.

Lécriture de g sous la forme (2.48) va nous permettre une interprétation géométrique simple
de la positivité de “Wx(¢). En effet, déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles la sortie de I'opé-
rateur est positive revient a résoudre (au + b) — ksin(Qu + W) > 0 sur un domaine Z,, < R* ce qui
revient encore, d'un point de vue géométrique, a déterminer les valeurs de u pour lesquelles la
demi-droite /(1) = au+ b est au-dessus de la sinusoide s(u) = ksin(Qu + V). La figure 2.12 illustre
cette interprétation de I'écriture

gw) =1(u) —s(u) (2.60)

Remarque

Bien que le probleme géométrique soit trés simple, on ne sait pas déterminer analytiquement,
dans le cas général, I'intersection d'une droite et d'une sinusoide. Ce probléme se raméne en effet
a la résolution de tan x = x dont les solutions n'ont pas d’expressions simples. Il va donc falloir
considérer des cas particuliers ou des approximations.

Compte tenu du changement de parametre non bijectif, la demi-droite est parcourue deux fois
lorsque ¢ décrit R. Elle est parcourue en totalité ou partiellement lorsque les valeurs de ¢ sont li-
mitées a un intervalle [Ty; Tr]. Plagons nous dans le cas ol ¢ décrit R, alors u décrit ] —oo; 0] puis
[0; +o0]. La figure (2.13) illustre que dans ce cas, la sortie de 'opérateur sera négative pour deux
intervalles de t, symétriques par rapport a t = d qui est la valeur pour laquelle u = 0.

Par ailleurs [(0) = b = —p, appartient toujours a l'intervalle [—k; k], puisque k = ,/q)g +p§ ce
qui implique qu'’il existe des valeurs de la phase initiale ¢ telles qu'une partie de la demi-droite
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FIGURE 2.13 — Sortie négative de 'opérateur de Teager-Kaiser.

{(u; I(w)}, représentée en pointillé sur la figure (2.13), est en-dessous de la sinusoide s(u). En re-
vanche, pour les valeurs de u pour lesquelles I(u) > k, la positivité de “W(.) est garantie.

Plus généralement, lorsque la phase initiale ®, varie les valeurs prises par la sinusoide s(u)
vont étre comprises entre —k et k. Des lors que [(u) sera supérieure a k, la positivité sera donc
vérifiée quelle que soit la phase initiale, ce qu’illustre la figure (2.14).

Nous allons en déduire I'existence d'un intervalle critique en dehors duquel la sortie “¥(.) de
I'opérateur est garantie et un temps critique T, a partir duquel la positivité est garantie. Lorsque
T, < 0'opérateur sera ainsi positif sur R*, ce qui correspond a I'interprétation usuelle de  comme
une variable représentant le temps et, donc, positive.

Nous allons préciser et démontrer ces propriétés dans les paragraphes suivants et nous in-
téresser également au comportement de [ — u au voisinage de zéro, ce qui sera utile pour une
interprétation locale du signal quadratique comme un développement limité.

2.4.3 Intervalle critique et phase initiale

Théoréeme 3
Lorsque le signal x(f) est quadratique
(1) “¥x(t) > 0 en dehors d'un intervalle

Io=[d-y,d+Y] (2.61)
ou
1 P2
Y= Ag+1/1+A% et Ayj=——. (2.62)
2y/10a] V1 I T 12l

(2) si t € I.. il existe alors une valeur de la phase initiale ¢y pour laquelle “¥x(r) <0;

Preuve (1)

Enrepartant de la forme (2.60), nous avons g(u) = I(u)—s(u), avec l(u) = au+b, s(u) = ksin(Qu+
@) et uel,=[uy; uglc R*. Puisque a > 0, I(u) croit de I(ug) a I(ug). Par ailleurs, par construc-
tion, ¢ décrit [—m; ] lorsque la phase initiale ¢g décrit R et s(t) = ksin(Qf + ¢) décrit 'intervalle
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[-k; k).
Pour que g(t) > 0 indépendamment de ¢y, on doit donc avoir

[(uo); Lup) 1) [—k; k] =2. (2.63)

Or —, /(pg + p% < —p2, donc —k < b = 1(0) < I(up), par conséquent, la condition (2.63) équivaut a
I(up) > k, ce qui se traduit en fonction des variables initiales par

A3 (t—d)? —p2 > \/P3 +p3, (2.64)

soit encore

1
|t—d|>m p2+1/d5 +p3. (2.65)
2

En notant A = % (cf. 2.43), on obtient
2

1
A+ V1+A2Z, (2.66)
2¢/1d2l
®1

La condition (2.63) équivaut donca [To; TEIN[d-Y;d+Y]| =92, avec d = —E et
2
o
2y/12|

tive en dehors d’un intervalle centré sur la valeur d = ———.

[t—d|>

V A+ V1+ A2 La sortie de I'opérateur “¥, pour un signal quadratique, est donc posi-

Preuve (2)

Si [TO;TF]ﬂ[d—y; d+y] # &, dans les cas limites, Tr =d -y et To=d+y,ona ‘“¥x(r) > 0et
sinon, il existe des valeurs de ¢ et de ¢ pour lesquelles W x(#) < 0. La continuité de [ et s implique
que ces valeurs ne sont pas isolées et qu’il existe des intervalles de valeurs de ¢ et de ¢ pour les-
quelles “¥x(t) < 0.

Nous qualifierons I, d’intervalle critique. Le signe de la sortie de I'opérateur dépend de la phase
initiale pour t € I, mais pas en dehors de I..

Interprétation

On a montré qu’a I'intérieur d'un intervalle critique I, la positivité de I'opérateur était sensible a
la phase initiale et qu’en dehors de cet intervalle elle était garantie. Ce constat correspond géomé-
triquement, ainsi qu’on peut le voir sur la figure (2.14), a l'intersection de la demi-droite /(1) avec
la bande horizontale comprise entre les ordonnées —k et k, dans laquelle toutes les valeurs sont
atteintes par s(u) lorsque ¢ varie et ou, donc, on observe toujours, pour certaines valeurs de ¢y,
s(u) > l(u).

Corollaire 3.1
Pour un signal AM-FM quadratique x(¢) défini sur R, il existe toujours des valeurs de la phase
initiale ¢ pour lesquelles W x(#)<O0.

Preuve

Puisque ¢ décrit R, la valeur d = —;i est atteinte. L'intervalle critique est donc non vide, ce qui

implique d’apres le Théoréme 3 (2) qu’il existe des valeurs de la phase initiale ¢y pour lesquelles
‘W x(1) <0.
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-k

FIGURE 2.14 - Intervalle critique de positivité de 'opérateur de Teager-Kaiser.

Autrement dit, quel que soit le choix de pg, p1, p2, ®1, G2 # 0, il existe des valeurs de ¢g et ¢
pour lesquelles ‘W x(£) < 0.

Corollaire 3.2
Pour un signal AM-FM quadratique x(?), il existe une valeur critique T, a partir de laquelle
‘Wx(t)>0,Vt>T1,.

Preuve

D’apres le Théoréeme 3 (1), la positivité de W x(r) > 0 est garantie en dehors de I'intervalle critique
I., par conséquent, dés que ¢ est plus grand que la borne supérieure de cet intervalle, on a bien
‘Wx(r) >0 avec

20y \ 4ldal ol

On en déduit le corollaire suivant, utile pour un signal défini sur R* :

TC=d+Y=—£+\/ ! A+ V1+A2) o= L2 (2.67)

Corollaire 3.3
Pour un signal AM-FM quadratique x(t), si ¢; et ¢ sont de méme signe et que la condition
CS3b est vérifiée alors, pour tout £ € R*, on a “¥x(t) > 0.

CS3b : ;> h\,). (2.68)
ol
®F P2 1
=———, Ag=— et h(A\y)==|Ag+/1+A2]|.
HC/ 2|(p2| q I(b2| q 2( q 6])
Preuve

Compte tenu du corollaire 3.2, si 1, < 0, la positivité de la sortie de 'opérateur étant garantie pour
t> 1, elle 'est sur R*. Nous allons donc expliciter la condition 1. < 0.

T, =d+Yory, par définition (cf. 2.62), est toujours positif, nous devons donc avoir simultanément
d<0etd?® >y
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D’une part d est négatif si, et seulement si, ¢; and ¢, sont de méme signe, d’autre part 'inégalité
d? < y? équivaut a

¢F _ 1 >
@>r¢2|()\q+,/1+)\q), (2.69)

2
1

2102

Le tracé de h(A\) = VA + V1 + A2, présenté sur la figure (2.15), indique les valeurs de p pour les-
quelles T = 0. Cela permet d’en déduire une zone, en fonction de A et |, dans laquelle 1 est négatif
et, donc, ‘¥ x(t) > 0. La zone a exclure apparait hachurée sur la figure (2.15).

oulAg = &I Il suffit donc de noter pg, =

[O2)

pour obtenir le résultat recherché.

Y, positif

3 |

N
=

e

FIGURE 2.15 — Région de positivité pour un signal quadratique défini sur R*.

Corollaire 3.4
Pour un signal quadratique, si la condition CS3 est vérifiée, alors ¥ x(0) > 0.

Preuve
La valeur 0 ne doit pas appartenir a I'intervalle critique I., ce qui se traduit par les deux cas sui-
vants :

1. Soit d +y < 0, ce qui correspond a I'étude effectuée sur R* et, donc, a la condition CS3b,
vérifiée si d < 0 et si CS3 est vérifiée;

2. soit d —y > 0, ce qui implique d > 0 et conduit également a ce que la condition CS3 soit
vérifiée.
Ainsi, quel que soit le signe de d, nous sommes ramenés a la condition CS3. Le signe de d n'inter-
vient pas. Ce résultat va nous étre utile pour considérer le modele quadratique local.

2.4.4 Modéele quadratique local

Revenons au cas plus général d'un signal AM-FM de la forme x(¢) = e cos ®(2). En utilisant
localement un développement limité d’ordre 2, nous allons nous ramener au cas quadratique. En
approchant, autour d'une valeur y, p et ¢ par leur développement limité d’ordre 2, on a

(- 1p)?

G(1) = G(to) + (£ — t0)d' (f) + T(b"(to) (2.70)

et
(£ - 19)?

p(r) = p(to) + (£ - fo)p'(l‘o)+Tp"(l‘0) (2.71)
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En notant ¢ = ¢(to), d1 =/ (f9), 2 =3¢" (1), po=p(te), p1=p(fo) et p2 = 5p" (fy), on a alors
x(1) = xq(t - tp), (2.72)

avec
xq(1)=€Pcosd pg(t) =po+pi1t+pat®, et $g(t)=do+Prt+dat®. (2.73)

ol x4(¢) est un signal quadratique. La condition de la positivité de ‘“W¥x(1) en ty revient donc a
celle de “¥ x, (1) en zéro. Cette derniere est vérifiée dés lors que zéro n’appartient pas a I'intervalle
I, = [d -Y,d+ Y], ce qui revient, d’aprés le Corollaire 3.4, a la vérification de la condition CS3.
C’est a dire :

1 2
Lg>=h(\y) avec pg= b Ag=—12 et h)=A+VIFAZ, (2.74)
2 2|Ppo| b
Remarque:
12 17 e
Compte tenu des expressions des p; et des ¢, ona pg = % = u(tp) et Ay = % = A(%). On
retrouve la condition de positivité énoncée dans le cas général d'un signal AM-FM.
2.4.5 Chirp linéaire
Un signal x(#) = a(f) cos(¥) est qualifié de chirp s’il vérifie les conditions [28] :
" it
cn: |- o1 et c2): |29 | ar, (2.75)
a(t)p(r) $2(1)
En notant 'amplitude sous la forme a(t) = e ces conditions deviennent
(f it
(C11): &) <<1 et (C21): ﬁ <<1. (2.76)
b(1) G2 (1)

Nous qualifierons ce chirp de linéaire si les variations de p et ¢ sont linéaires, c’est-a-dire si x()
est, de plus, quadratique.

La figure (2.16) présente un tel chirp, a savoir x;(f) = e cos (q)(t)) avec p(t) = -4+0.2¢1 -
0.0016 12 et (1) =2+0.1£+0.01 £2.

10

-10

0 50 100 150

FIGURE 2.16 — Chirp linéaire
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Proposition 2
La sortie de I'opérateur “¥ est positive pour un chirp linéaire défini sur R™*.

Preuve
Pour un signal étant de plus quadratique, les conditions (C11) et (C21) deviennent

+2p2t 2
C12): [P0 1 et (c22): ‘LZ <<1, (2.77)
b1 +202t (b1 +2¢21)
soit encore, enposantd:—ﬂ, m:—& et )\:&:
2¢o 2p2 b2l
t—m 1
C13): |A <<l et (C23): |—=|<<1. 2.78
(C13) — et (C23) ‘Z(bz(t—d)z (2.78)

La condition (C23) ne peut pas étre vérifiée sur R tout entier puisque le premier membre tend
vers l'infini lorsque ¢ est proche de d. Nous allons donc nous placer dans R*.

2
1

2|

D’apres la condition CS3b, “Wx() > 0si ¢; et ¢ sont de méme signe et si 1 > h(A), avec pu =

- P2 —L(A+VIT A2
A—|¢2|eth(A)—2(A+ T+22).

Pour que la condition (C23) soit vérifiée sur R*, on doit avoir d < 0 par conséquent

)

¢, et p; doivent étre de méme signe. (R1).

Par ailleurs, lorsque ¢ tend vers 'infini, la condition (C13) impose |A| << 1 et lorsque ¢ est proche
de zéro, la condition (C22) impose 1 >> 1. On a donc pu >> 1 >> |A|. Or, pour A petit, 2(A) ~ 1, par
conséquent

p>>h) = A+ VIFR)  (R2).

Compte tenu de (R1) et (R2), le Corolaire 3.4 s’applique et, donc, “¥x(t) est positif.

2.5 Application des criteres a un signal AM-FM quadratique

Nous allons illustrer I'influence de la phase initiale et I'intervalle critique a partir de trois si-
gnaux AM-FM quadratiques x;(t), x2(f) et x3(¢), dont les expressions sont proches mais qui ne
respectent pas les mémes critéres. Pour ces trois signaux, nous allons faire varier la phase initiale
et observer graphiquement le comportement de la sortie de I'opérateur ¥ a ces variations en su-
perposant les différentes sorties de maniére a obtenir une nappe décrivant 'ensemble des valeurs
prises lorsque la phase initiale décrit 'intervalle [ -7, 7 ].

x1 (1) =™ cos (@ (1)) ol p1 () = —4+0.2£—0.0016 1> et @1 (t) = do,1 +0.1£+0.01 £
x2(1) =€ cos (D, (1)) ot pa(t) = —-4+0.2¢-0.016 1% et ®a(t) =Po2 +0.1£+0.01 £
x3(1) =e” cos (@3(2)) ot p3(f) = —4+0.2¢-0.0161 et ®3(f) = Pg3+0.11£-0.012%, (2.79)

ol1 g1, Go2 et Gg 3 sont des phases initiales dont nous allons faire varier les valeurs.

Le signal x; () est un chirp, a la différence de x»(¢) et x3(¢) pour lesquels les valeurs de |p; |
sont plus élevées et le critere (C12) n'est pas vérifié. La figure (2.17) présente la nappe obtenue
pour la sortie “¥x; (¢) lorsque ®¢; décrit [-m, m]. On constate que la sortie est trés peu affectée
par la phase initiale et que la positivité est assurée, indépendamment de la phase initiale.
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180

160

120 +

100

Wy (t)

804

B0

FIGURE 2.17 — Sortie de I'opérateur ¥ pour un chirp quadratique.

Les signaux x» () et x3(¢) différent par le signe du coefficient de > dans les expressions de @, (f)
et ®3(1). Les figures (2.18) et (2.19) présentent les nappes obtenues pour, respectivement, W x, (f)
et “Wx3(¢). Dans les deux cas le critere CS3b est respecté mais, dans le cas de x»(t), les coefficients
de t et de £ sont de méme signe alors que ce n'est pas le cas pour x3(£).

Ainsi, conformément au corolaire 3.3, la positivité de ¥ x» () est indépendante de la phase
initiale ¢ alors que celle de “Wx,(¢) fait apparaitre un intervalle critique de valeurs de ¢ : (1. =
[2.5,7.5]), centré autour de d = —{1/2¢, = 5, au sein duquel la positivité dépend de la phase ini-
tiale ®o,3.

FIGURE 2.18 - Corollaire 3.3 vérifié pour x» ().
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x107°

W (x(t))

FIGURE 2.19 - Corollaire 3.3 non vérifié pour x3(t). Lintervalle critique est encadré.

2.6 Application a un signal réel

Les conditions de positivité de 'opérateur ont été établies pour un signal AM-FM continu.
Nous allons vérifier 'application de ces conditions pour un enregistrement (discret, réel) d'un si-
gnal provenant d'une chauve-souris. Ce signal d’écholocalisation a été enregistré a une fréquence
d’échantillonnage de 230,6 kHz et couvre une bande passante effective de 8 a 80 kHz. Cette émis-
sion d’écholocalisation est de type AM-FM. Pour faciliter la lecture et, en particulier I'utilisation
d’'un modele analytique du signal (paragraphe 2.6.2), les échelles de temps ont été exprimées en
centisecondes.

2.6.1 Mise en oeuvre de 'opérateur
Lenregistrement initial apparait sur la figure (2.20).

800 T T

FIGURE 2.20 - Signal d’écholocalisation de chauve-souris.

Lapplication de la version discréte, “ W, de I'opérateur fait apparaitre un certain nombre de va-
leurs négatives. Pour mettre en lumiére les valeurs positives ou négatives de la sortie de ’opérateur,
nous avons utilisé pour la figure (2.22) une représentation logarithmique signée de 'opérateur :

72



CHAPITRE 2. POSITIVITE DE OPERATEUR

log, W () = sign("¥ () log,o (1+|"¥0)|) . (2.80)
25 M

-30 T T T T T T T T T T
o 01 02 03 04 05 06 07 LE] 09 1 1.1 12

t

FIGURE 2.21 - Teager-Kaiser logarithmique d'un signal réel.

La figure (2.21) laisse apparaitre deux domaines temporels au sein desquels 'opérateur ¥, ap-
pliqué au signal réel x(¢), prend des valeurs négatives. Un lissage du signal, effectué dans le cas
présent par le filtre de Savitsky-Golay [146], [147] (cf. Annexe B), avec un fenétrage et une largeur
de fenétre adaptés, permet cependant d’obtenir une sortie de 'opérateur positive sur tout 'in-
tervalle de mesure (Fig. 2.22). La procédure détaillée de lissage et de démodulation du signal est
décrite en appendice 1

log, ! Way (1)
8

21 T T T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 0s 06 07 ose [oX] 1 1.1 12

t

FIGURE 2.22 — Teager-Kaiser logarithmique d'un signal réel lissé.

Pour tester les conditions de positivité, nous avons défini la fonction critére suivante, positive
lorsque la condition CS1 est respectée.

. 1 "
CSl(t)=cb2(t)—5(ﬁi(t)+\/cp2(t)+p2(t)]. (2.81)

A partir des pulsation et phase instantanées obtenues par 'algorithme DESA [67], nous avons
constitué les suites (p,) et (®,) permettant de reconstituer le signal sous la forme AM-FM donnée
par larelation (2.15). Ces suites nous ont également permis, par un calcul de taux d’accroissement,
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de déterminer les dérivées premieres et seconde de p et ® et donc de calculer CS;(¢) en chaque
point de discrétisation.

La figure (2.23) présente, sur un méme graphique, la fonction critére CS; (#) (en noir) ainsi que
lasortie de I'opérateur de Teager-Kaiser discret, “ ¥, appliqué 4 un signal AM-FM reconstruit aprés
démodulation (en rouge).

T T T T T T T T T
.J',--———~~'\‘
T l‘. "
10 |- \i ) '
b~ ~\ WAL \‘"u‘l ff l i w"\' AL ‘“'ﬂ' e
I

WW \ l ] ' I i :
| | 1
5 | | ' I 1 ;
~ | i | |
= \ | [ 1
5 ' -.
S’ ‘ log(CS1) | I I | I
= il [— — log(¥(2(1) | 1| L
> 0fF a4
= | I I { :
| ] Ll
| ] i1
| ] UG
5E s 'I
1 | .
| Tl
! I ‘I I | | |' .3
| NI N HT

'I | ! \l | 1
_10 1 | 1 1 1 1 1 1 | 1 I

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

FIGURE 2.23 — Représentation logarithmique du signal démodulé et du critere de positivité.

La fonction critere CS; met en évidence les zones au sein desquelles des valeurs négatives de la
sortie de 'opérateur sont susceptibles d’apparaitre. Toutefois les valeurs négatives que I'on peut
observer sur la figure (2.23) ne semblent pas cohérentes avec le lien attendu entre la positivité
de CS; et celle de la sortie de I'opérateur. Différentes raisons en sont potentiellement la cause : la
contamination du signal par le bruit, la fréquence d’échantillonnage du signal ou sa phase initiale.
Pour comprendre I'influence des différents facteurs et apporter une solution aux problemes qu'’ils
posent, nous allons approcher le signal par un modeéle mathématique adapté.

2.6.2 Modele analytique

Nous avons construit un modele analytique représentant la loi empirique sous-tendant le jeu
de données constituant le signal. Ce modele est destiné a mettre en lumiere ce qui, dans la posi-
tivité de la sortie de I'opérateur, reléve du type de signal et non d’autre causes. Nous avons ainsi
construit un signal analytique ' Xappr modélisant le signal réel, sous la forme

Xappr = €D cos (Dpppr (1)) (2.82)

ol pappr (£) et @appr(£) approchent les composantes modulées p(£) et @(£) du signal réel :

o) =pappr () = filD)+ fo(D) + f(D)
o) = appr() = g1(D+ga(0) + g3(0) + ga(1) (2.83)

Il

Les expressions mathématiques des fonctions f;(#) and gi(¢) et de leur dérivées sont détaillées en
appendice 2. Les approximations pappr (£) et @appr(£) de p(#) et @(z) sont présentées sur les figures

1. Nous ne faisons pas référence ici au signal analytique au sens de Gabor.
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(2.24) et (2.25).

p(t)
— == pappr(t)

_1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

FIGURE 2.24 — Approximation de p(t) par les fonctions f;(f).

4500 T T T

—_—t)

4000

2500 |

2000 1 1 1 1 1

FIGURE 2.25 — Approximation de w(#) par les fonctions g (?).

La figure (2.26) permet de constater que I'établissement du critére CS1 a partir du modele ana-
lytique du signal prévoit deux intervalles sur lesquels la positivité n'est pas garantie. Un zoom sur
I'intervalle de temps [0.25, 0.35] (figure 2.27) permet de mieux mettre en évidence la zone concer-
née.

Comparons maintenant la sortie de 'opérateur appliqué au signal analytique et la prédiction
établie par le critére CS1. La figure (Fig. 2.28) et 'agrandissement opéré sur 'intervalle de temps
[0.25, 0.35] (figure 2.27) montrent que la sortie de 'opérateur prend bien des valeur négatives sur
les deux intervalles pour lesquels le critere CS1 n’est pas vérifié. Cependant, des valeurs négatives
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log(CS1)

I I 1 I 1 I I 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

FIGURE 2.26 - Représentation logarithmique du critére de positivité SC1 appliqué au modele analytique
approchant le signal.

log(CS1)

4k U U ]

1 1 1 1 1 1 1 1
0.25 0.26 0.27 0.28 0.29 0.3 0.31 0.32 0.33 0.34 0.35
t

FIGURE 2.27 — Zoom sur l'intervalle de temps [0.25, 0.35] de CS; (#).

76



CHAPITRE 2. POSITIVITE DE ' OPERATEUR

apparaissent également sur d’autres intervalles pour lesquels le critére est pourtant respecté, ce
qui semble en contradiction avec la validité du critere. Ce phénomeéne est en fait dii au pas de
discrétisation dont nous allons étudier I'influence.

10 . . . .

= 47 1 7
S b e = ,' — = mm = 0000000MY
S 2f hy log(CS1) ]
> 1 | | B0
< |
Or | | J
I
2t ' ' 4
4t 1
_6 1 1 1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
2 t

FIGURE 2.28 — Représentation logarithmique du critére de positivité CS1 et de la sortie de I'opérateur ap-
pliqué au modele analytique approchant le signal.

2.6.3 Influence de la fréquence d’échantillonnage

Pour représenter 'opérateur appliqué au signal analytique sur les figures (2.28) et (2.29) nous
avions, par défaut, pris le méme pas de discrétisation que celui du signal réel, pas correspondant
a une fréquence d’échantillonnage de 230,6 kHz. Puisque nous disposons de I'expression analy-
tique, nous pouvons en fait choisir librement ce pas. La figure (2.30) présente les mémes éléments
que la figure (2.28) mais le pas a désormais été divisé par 4.

Nous constatons que, désormais, des lors que la condition CS1 est respectée, la sortie de 'opé-
rateur est effectivement positive. Les seules valeurs négatives apparaissent sur 'un des deux inter-
valles, le second, sur lesquels CS1 n’est pas respectée. La sortie reste positive sur le premier inter-
valle ce qui ne contredit pas la condition CS1 qui est suffisante mais pas nécessaire.

La figure (2.31) représente le rapport d’échantillonnage initial r. = E, obtenu d’une part par la
démodulation du signal réel (en bleu) et d’autre part a partir du signal analytique (en rouge). On
constate qu’il est faible (compris en 3,5 et 6,1). Pour un signal idéal, des lors que re > 2, qui est la
valeur minimale de reconstitution du signal établie par le théoréeme d’échantillonnage de Nyquist-
Shannon, on peut utiliser la relation (1.34). Toutefois, des lors que la fréquence et 'amplitude du
signal varient, pour capter la pulsation et 'amplitude instantanée, le rapport d’échantillonnage
doit étre d’autant plus grand que ces variations sont fortes. Dans notre exemple et en général dans
le cas des signaux AM-FM, il est souhaitable d’avoir r, > 8 (cf .paragraphe 1.2.2). C’est le cas de la
figure (2.30) ou nous avons augmenté le rapport r,, dont le minimum est alors de 14. Les valeurs
négatives liées a un échantillonage trop faible ont disparu; nous reviendrons plus en détail sur le
role de la fréquence d’échantillonnage au chapitre 3.

2.6.4 Dépendance de la phase initiale

Linfluence de la phase initiale du signal d’entrée doit également étre prise en compte. Pour un
pas de discrétisation en temps & donné, modifier la phase initiale revient a décaler les échantillons
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log(W(x(t)))

= = log(CS1)

log (¥ (x(1)))

|
1
I
I
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0.25 0.26 0.27
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0.3 0.31 0.32
t

0.33 0.34 0.35

FIGURE 2.29 - Représentation logarithmique du critere de positivité CS1 et de la sortie de 'opérateur ap-
pliqué au modele analytique approchant le signal.
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B log(CS1)
> — - log(¥(z(t))
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t

FIGURE 2.30 — Comparaison du critere CS1 et de 'opérateur avec un facteur de suréchantillonage de 4.
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FIGURE 2.31 — Rapport d’échantillonnage du signal de chauve-souris.

d’une valeur inférieure a h. Il s’avere que la sortie de I'opérateur dépend de cet alignement de la
grille de discrétisation temporelle.

La figure (2.32), représente la famille de courbes obtenues en faisant varier les valeurs de phase
initiale de —m a m. Ces courbes mettent en évidence la sensibilité de la sortie de 'opérateur a la
valeur de phase initiale du signal d’entrée. Cette sensibilité a la phase initiale n’a d’influence sur le
signe de 'opérateur que sur les intervalles de temps ol le critére de positivité n’est pas satisfait.

10

0 Cs1
— 0°
11° ‘
22°
37.5° |
5T 57° 1 ]
75°
81°
90°
_10 1 1 1 1
0.27 0.28 0.29 0.3 0.31 0.32

t

FIGURE 2.32 - Comparaison du critere CS1 et de 'opérateur pour différentes valeurs de la phase initiale du
signal.

2.6.5 Critere simplifié

. 1 "
y . o e . 2 Il S 2 Py
Revenons sur I'expression de la condition CS1: ¢“ > 5 (p +1/=+p )

Dés lors que ¢ = 0, la condition ne peut étre vérifiée. Plus généralement, lorsque ¢ — 0 elle risque
de ne pas étre vérifiée et, méme si elle I'est, la sortie sera tres sensible aux perturbations (bruit, rap-
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port d’échantillonnage faible). Le graphique (2.33) présente ®(¢) pour le signal de chauve-souris
sur l'intervalle de temps [ 0,25; 0,35]. On constate la présence de deux extrema pour lesquels ® = 0
correspondant aux deux intervalles sur lesquels la condition CS1 n’est pas vérifiée.

1140

1120

1100

1080

1060

1040

(i)

1020

1000

980

960

940

920 T T T T T T T T T
025 028 027 028 029 0.3 031 032 033 034 035

t

FIGURE 2.33 — Extrema locaux de ®.

La non vérification de la condition CS1 n'implique pas que la sortie de 'opérateur soit négative
et cette condition peut ne pas étre vérifiée sans que ¢ — 0, néanmoins, la présence de valeurs f;
pour lesquelles ¢ = 0 est un indicateur simple de la présence d’intervalles pour lesquels la sortie
de I'opérateur risque d’étre négative.

Remarque:

¢
4)2
remplit plus les conditions pour étre considéré comme un "Chirp".

>>1et B

¢ << 1 correspond également, dans le cas du signal étudié, a >> 1; le signal ne

2.7 Conclusion

Conditions de positivité

Nous avons établi des conditions générales de positivité d'un signal x(#), fondées sur I'écriture
de ce signal sous une forme modulée en amplitude et en fréquence et utilisant 'amplitude loga-
rithmique (2.15). Cette forme, correspondant aux signaux AM-FM, pour lesquels I'opérateur de
Teager-Kaiser est bien adapté, ne restreint toutefois pas la portée de I'étude puisque, ainsi qu'on
a pu le voir au paragraphe 2.3, tout signal peut étre écrit sous cette forme (2.12). Ces conditions
générales restant toutefois complexes a exploiter, nous avons étudié de maniere plus détaillée leur
application a un signal quadratique, cas particulier qui présente 1’avantage d’étre une modélisa-
tion locale d'un signal.

Anotre connaissance, il s’agit de la premiére étude détaillée portant sur la positivité de la sortie
del’opérateur. Les conditions que nous avons établies permettent de cibler au mieux les catégories
de signaux pour lesquels I'opérateur “W est particulierement bien adapté. Nous avons appliqué les
conditions de positivité a des signaux de type "chirp" [28], pour lesquels nous avons pu monttrer
que la positivité de la sortie de 'opérateur était garantie. La démarche que nous avons adoptée
peut étre reproduite pour d’autres classes de signaux afin d’évaluer I'opportunité de leur appliquer
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l'opérateur de Teager-Kaiser et peut étre étendue au cas des images. Nous avons également, au
cours de cette étude, mis en évidence le role de la phase initiale qui, pour certains signaux, peut
influer sur la positivité de la sortie de 'opérateur.

Application a un cas réel

Les criteres de positivité que nous avons établis permettent de déterminer si, pour un type
de signal donné, en modélisant celui-ci sous une forme AM-FM, l'utilisation de I'opérateur de
Teager-Kaiser est susceptible ou non de générer des valeurs négatives dont nous avons exposé
les inconvénients en introduction. Lutilisation de signaux "modeles" permet de déterminer si le
modele théorique respecte les critéres sur un intervalle de temps donné. Cette premiere conclu-
sion s’applique toutefois a un signal idéal; I'application a un cas réel, en 'occurence a un signal
d’écholocalisation de chauve-souris, a mis en évidence deux autres causes d’appartition de va-
leurs négatives, a savoir le rapport d’échantillonnage et le bruit.

Le probleme de la positivité de 'opérateur ne peut étre totalement apréhendé sans prendre
en compte la sensibilité de I'opérateur au bruit et au pas d’échantillonnage. Nous étudierons au
chapitre 3 I'influence du pas sur la sortie de I'opérateur et proposerons une version revisitée "W
de 'opérateur qui s’adapte mieux aux caractéristiques du signal que la version standard. En ex-
ploitant ¥ pour différents pas, nous proposerons de nouveaux opérateurs, plus robustes au bruit
et permettant ainsi une meilleure qualité de la démodulation en environnement bruité.
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Appendice 1 : Procédure de démodulation et reconstruction du signal

Le traitement du signal xp,¢ d’écholocalisation de chauve-souris a été effectué suivant la pro-
cédure suivante, établie plus généralement pour des signaux réels.

— Pré-traitement
- Lissage Savitsky-Golay (SG) [146] - Non activé pour Xpa¢
- Suréchantillonnage par la formule de Shannon [31] - Non activé pour xpa¢

— Teager-Kaiser
- Application de I'algorithme de Teager-Kaiser discret ¢ ¥
- 1¢" lissage SG - Polynéme d’ordre 2 - fenétre de 31 points
- 2" Jissage SG - Polynome d’ordre 1 - fenétre de 51 points

— Détermination de cos ESA
- Calcul des différences y, = x,, — x;—1
- Application de I'algorithme de Teager-Kaiser discret W a y
- 1°" lissage SG - Polynéme d’ordre 2 - fenétre de 11 points
- 2" Jissage SG - Polynome d’ordre 1 - fenétre de 51 points
- calcul du cosinus.

— DESA pour la pulsation - Application de l’algorithme pour w
- 1¢" lissage SG - Polynéme d’ordre 2 - fenétre de 21 points
- 2" Jissage SG - Polynome d’ordre 1 - fenétre de 101 points

— DESA pour 'amplitude

— Sortie des fichiers au format csv.

Remarques

- Lapplication d'un lissage par un polyndme d’ordre 2 avant celui par polynéme d’ordre 1 permet
d’améliorer le lissage tout en limitant ’atténuation des variations effectives du signal.

- Le lissage de la sortie de I'opérateur permet de ramener I'essentiel des valeurs dans I'intervalle
[—1; 1] avant d’appliquer un arc cosinus.

- Lamplitude ne subit pas de lissage aprés démodulation car étant reconstruite a partir de la pul-
sation lissée, elle a subi le méme niveau de lissage que w.

Le graphique (2.34) présente ’application de la procédure au signal d’écholocalisation de chauve-
SOUTiS Xpat-
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FIGURE 2.34 - Etapes de la démodulation.
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Appendice 2 : modélisation analytique du signal de chauve-souris

L'amplitude exponentielle p et la pulsation w ont été modélisée par les fonctions suivantes :

P =i+ L)+ f3(0) et w(@®)=g1(8)+g(t)+g3(t)+ga(t) avec

(t—rl)kl (I—tg)kz
AM=M —my) [1-e \ M . L =m— M —mye \ A2
52 Sel
a - us
= L_e |\ 51 , &(t)=Mz—-m3)e A3
s1V2m
Swl 52
Uy -
g()=Mz—my) |[1-e | A , @) =mz+ e\ 83/,
S3V2m
(t—e4)2
ay -
et g4(t) = e S4
84 S4V2m

ouM; =6,6, m; =3,46, m»=3,8, 11 =0,A1 =0,375, k1 =8, £, =1,05, A, = 0,31, kp =12, a; = 0,08,
s = 0,02, e; = 0,285, Mg = 3000, m3 = 2395, mq = 2550, t3 = 0, A3 = 0,5, k3 = 5, ug = —1,3,
l'4 = 0,073, )\4 = 0,7, k4 = 120, Uy = —1, as = 46, S3 = 0, 05, €3 = 0,32, as = 80, S = 0,032, €4 = 0,269.

Onaalors p(t) = i+ LoD+ (D), &) =g(D+&(OD+&O+8(1D), pO)=hH1O+FHE)+f0D),
et O =0+ () +g3(t)+84(t) avec:

ko1 (t‘fl)k'
. k t—t 1=t =
fl(t)z(Ml—ml)A—l( 1) el A )
1

A
A
t—tr\*
. k> t—b)kz_l _( b\ )
)=M™M; - — 2 s
() =My mZ))\z( I e
(t—e1)2
. 2a -
() =- (t—epe \ 1
3 KN 1
k-1 t—t5)"
. ksus(f—tg) 3T _( A )
1) = (Mz — _ 3
£1(t) = (M3 —mg3) s X e
_ k,
) (1) = —(M _m)w(t—a)h—le_(t 4t4)4
8= 3 4 e e )
t—es3\’
&3(0) =- 243 (l‘—eg)e_( 83 )
$Von ’
t—ey)?
84(8) =— 204 (t—€4)e_( $4
s3v2n '
t—n\o
" ky kl—l(t—tl)kl_z kl(t—tl)Zkl_z —( \ )
)= (M; — —_ e 1 ,
Ao =M ml)M[ A1 A1 Ml A ©
t—t\*
" ko k2—1(t—t2)k2—2 kz(t—tg)zkz_z —( \ )
)= M; — — - — 2 ,
L =0 mz))\zi » X %\ e
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t—e\?
A 2&1 2 2 _( )
(=——|=(t—e)°—1]e \
55 s3v2n [sf ! ]
ks—2 2kz—2 L= t3)"
- ksus ks—l(t—t3) 3T ksug(t—t3) 3~ us( X )
t)= M — m + — e 3
§1(1) = M3 —mg) s " X ol
ks—2 2hy—2 Iz
.. kaug k4—1(t—t4) 47 k4u4(t—t4) 4= u4( X )
£) = —(Ms— + 4 )
8>(1) (M3 — my) " N " " X e
r—es)?
.. 2as 2 2 —( )
(B)=——=|5—-e3)*—1|e 3/,
8 s3V2m | 55 3
t—ey\?
. 2&4 2 2 _( )
(X)=—— | =(t—eg)*—1|e Sa ),
&4 si\/Zn sﬁ 4 ]

On détermine alors ¢(1) = w(1).t, G(t) = d(D).t+w(t) et GE) = O(1).1+20m/(L).
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Chapitre 3

Prise en compte du pas

« Nous sommes obligés de penser
que les choses ne sont pas et ne se
passent pas comme nous les
voyons, que certaines que nous
sommes contraints de penser
immuables ou égales sont variables
ou inégales. »

Paul Valéry
Sommaire
31 MOtIVation . . . v v v v v i ittt e e e et e e e e 88
3.2 Opérateur d’énergie prenantencomptelepas . . . . . ................ 89
3.2.1 Dopérateur "W . . . ... 89
3.2.2 Modification du pas par laformulede Shannon . . . . . ... ... ...... 92
3.2.3 Application de "¥ 2 un signal rééchantillonné . . . .. ... .......... 95
3.2.4 Extraction de fréquencesavec "W . .. ... ... .. ... ... .. ... ... 99
3.3 MéthodeESArevisitée . .. ... ...t i ittt ittt tneeneeenenens 103
3.3.1 OpérateursApzetRpg . .. ..o oo 103
3.3.2 Démodulation parles opérateurs "DESA . . . ... ... ... .. ....... 104
3.3.3 DémodulationavecRy; . . . . . . .. 107
3.4 Opérateur T, . .ot i ittt it e e e e e e e 108
3.4.1 Opérateur A, et débruitage statistique . . . . ................. 108
3.4.2 T :un opérateur de débruitage statistique . . . . ... ............. 109
3.5 Démodulationdessignaux AM-FM . . ... ...ttt ittt tenenenenns 111
3.6 Mise en ceuvre et comparaison des opérateurs MPetRy v oo v e v eeienen 112
3.6.1 Miseenceuvrede™W . . . . ... . ... ... ... 113
3.6.2 ApplicationdeRo; . . . . . . .. 115
3.7 Signalbruité etmiseenceuvrede "T. .. .. ... .00 vii e enen.n. 117
3.7.1 Démodulation de la fréquence instantannée . . . . . .. ... ... ... ... 117
3.7.2 Démodulation de 'amplitude instantanée . . . ... ... ... ........ 119
3.7.3 Sensibilité au bruit de 'opérateur de Teager-Kaiser . . . . ... ... ... .. 121
38 ConcluSion . .« v v v v vttt it i i e e e e e e 124

87



CHAPITRE 3. PRISE EN COMPTE DU PAS

3.1 motivation

Létude d’'un signal réel repose sur son acquisition sous forme discrete qui fait ainsi intervenir
une fréquence d’échantillonnage, f,. Cette fréquence est importante a plusieurs titres, en particu-
lier en raison du théoréeme de Nyquist-Shannon qui démontre qu’on ne peut récupérer (du moins
pas avec certitude) les fréquences d'un signal qui ne sont pas au plus deux fois inférieures a f,.
Lutilisation de 'opérateur de Teager-Kaiser, non seulement ne contourne pas cette limite, mais
fait apparaitre deux autres difficultés. D'une part I'apparition d’'un terme en sinus carré limite la
capacité de résolution de 'opérateur a des fréquences quatre fois supérieures a f,, ainsi qu’ex-
posé au paragraphe 1.2.2. D’autre part, I'interprétation de la sortie de I'opérateur comme égale au
produit des carrés de 'amplitude et de la fréquence instantanées du signal (1.70) est une approxi-
mation, introduisant une erreur supérieure a 10 % pour des fréquences n’étant pas inférieures a
huit fois f, (cf. 1.1). En effet, la démodulation s’appuie sur I'approximation sin? Q ~ Q?, o1 Q = Zr—’:

est la pulsation par échantillon et r, = % le rapport d’échantillonnage. L'approximation est 1égi-

time lorsque la pulsation Q est petite mais introduit dans le cas général 'erreur relative présentée
en fonction de r, sur le graphique (3.1). Lincidence de cette approximation reste limitée car les
algorithmiques de démodulation font intervenir des rapports entre quantités ainsi biaisées ce qui
diminue I'influence sur la précision du résultat.

s |
1
o] |
o] |

15 |

Erreur relative en %

10 Y

T
FIGURE 3.1 — Erreur relative due a 'approximation sin?(Q) = Q2 en fonction de r,.

Ces inconvénients, liés a 'opérateur de Teager-Kaiser, ne se posent pas lorsque la fréquence
d’échantillonnage est suffisamment élevée, c’est-a-dire lorsque I'ordre de grandeur de la fréquence
d’'un signal étudié est connue et que la fréquence d’échantillonnage a été établie en conséquence.
Ce n'est toutefois pas toujours le cas, en particulier si le signal n’est pas a bande étroite ou dans
le cas d’enregistrement provenant de capteurs placés dans un environnement complexe comme,
par exemple, des capteurs placés sur les fonds océaniques et susceptibles d’enregistrer des pas-
sages de bateaux, des sons de mammiféres marins, des ondes sismiques, ... dont les fréquences
ne sont maitrisées a priori. Par ailleurs, la variation de la sortie de 'opérateur en fonction de la
fréquence d’échantillonnage est également une source d’information. Plusieurs acquisitions d'un
méme signal effectuées avec des fréquences d’échantillonnage différentes, ou bien le rééchan-
tillonnage d’'un enregistrement, générent des sorties différentes de I'opérateur et ces différences
peuvent étre exploitées pour mieux analyser le signal.

Lexpression de 'opérateur de Teager-Kaiser discret, “W¥, repose sur une suite discréte de va-
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FIGURE 3.2 — Approximation de a’w? en fonction du rapport d’échantillonnage

leurs indicées par des entiers naturels : (x,)c[1;N]- SOon expression ne fait pas apparaitre la fré-
quence d’échantillonnage et, a notre connaissance, les travaux de la littérature ne font pas in-
tervenir directement le lien entre la suite des valeurs indicées (x,),e[1;N7 €t la suite temporelle
(tn) neq1;Ny des échantillons dans la mise en ceuvre de 'opérateur. Cela entraine qu'une partie de
I'information disponible n’est pas utilisée par 'opérateur “¥ et ne permet pas la comparaison
directe de signaux échantillonnés a des fréquences différentes. Ce chapitre a pour objectif de re-
visiter la discrétisation de I'opérateur et les algorithmes de démodulation associés. Pour ce faire,
nous allons introduire I'opérateur, ¥, prenant en compte le pas de discrétisation.

La prise en compte du pas est liée a la capacité de disposer de versions du signal échantillon-
nées a différentes résolutions. Ce peut étre le cas si plusieurs mesures, effectuées avec des fré-
quences d’échantillonnage différentes sont disponibles, mais aussi et surtout si une méme mesure
est exploitée de différente maniere. Cette derniere approche est possible en sélectionnant un pas
multiple du pas initial et nous explorerons cette voie en introduisant deux nouveaux opérateurs,
notés A, et Ry,. C'est également possible en ré-échantillonnant le signal par I'utilisation de la
formule de Shannon et nous développerons cette approche.

Nous verrons que les opérateurs A, en exploitant la différence de comportement du signal
en fonction de la fréquence d’échantillonnage, permettent d’éliminer, statistiquement, I'influence
du bruit sur la sortie de 'opérateur. Ils nous permettront d’introduire un autre opérateur, noté T,
exploitant cette propriété et permettant de démoduler les fréquences et amplitudes instantanées
avec plus de précision que les algorithmes de démodulation (DESA) usuels présentés au para-
graphe 1.3.6.

3.2 Opérateur d’énergie prenant en compte le pas

3.2.1 Lopérateur "¥

La sortie de la version discrete, ¥, de 'opérateur, lorsque le pas de discrétisation tend vers
zéro, ne converge pas vers la sortie de la version continue, “¥. Nous allons introduire I'opérateur
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"y qui, en rendant comparables les valeurs de sortie pour des pas variables, va remédier a ce pro-
bléme de convergence et rendre possible une analyse multi-échelle.

Laversion continue ¥ de I'opérateur, lorsqu’appliquée a un signal harmonique x(¢) = acos(w ¢+
), possede la propriété

‘Wx(t) = a’w?. 3.1)

La version discrete utilise un pas unitaire qui se traduit par un changement d’échelle horizontale

f

et en posant Q = 21—, on a alors
e

Ay (f) = a?sin® Q. (3.2)

2

Pour f, >> f, on peut approcher sinQ par Q. La sortie de I'opérateur approche alors a’o? et non

a2m2 :

Ipyx(r) =~ a’Q?. (3.3)

1

Notons & le pas d’échantillonnage, on a alors h = — et Q = hw. La sortie de 'opérateur peut donc
e

s’écrire

AP x(r) = a®sin®(wh). (3.4)

Par conséquent

Iy x(r) = a’ h*w? pour hw<<l1. (3.5)

Cette expression ne converge pas vers la sortie continue de 'opérateur lorsque % tend vers zéro.
Elle tend vers zéro, ce qui correspond au fait que, dans ce cas, x, = X1 = X,+1. Afin d’obtenir une
sortie de 'opérateur discret convergent vers la sortie de 'opérateur continu, a savoir a’w? dans le
cas d'un signal harmonique, il est donc intéressant de définir, comme suit, un nouvel opérateur
discret :

Définition : I'opérateur de Teager-Kaiser a pas variable, "W, est défini par

1 1
h ., = ﬁd‘l’xn =73 (x2 = xp-1%n+1) |- (3.6)

A notre connaissance, c’est la premiere fois dans la littérature que I'opérateur de Teager-Kaiser est
formulé et analysé en fonction du pas d’échantillonnage /.

- . . . e . sina .
En utilisant la fonction sinus cardinal, définie par sin,a = ——, on a alors, pour un signal
o
harmonique :
h I 5.9 2 2 .2
Yx, = ﬁa sin“(hw) = a“w”sing (hw) |. 3.7)

Lopérateur "W possede ainsi, pour un signal harmonique, la propriété
lim "wx(t) = a*w?® = “¥x. (3.8)

Plus généralement

() =

2
n~ Xn-1Xn+1 Xn—=Xn-1)(Xn+1 — Xn Xp+1 = 2Xp + Xp+1
= - Xp. (3.9

h? h h h?
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or
. Xp—Xp-1 .. Xpsl—Xn . Xp-1—2Xp+ Xpt1
lim =lim =x(t et lim =X(t 3.10
h—0 h h—0 h (tn) h—0 h? (tn) (3-10)
donc, pour tout signal xt)
lim Ty (1) = Wx(1). 3.11)

Les valeurs prises par la sortie de "W restent dépendantes du rapport d’échantillonnage 7, en
raison de I'approximation de sin. par 1 (3.7), mais elles sont désormais comparables entre elles et
ala valeur attendue a®w?. La figure (3.3) présente la sortie de 'opérateur ¥ appliqué a un signal
harmonique discrétisé d’amplitude a = 1 et de fréquence f = 200 Hz obtenue en faisant varier la

fréquence d’échantillonnage, f, et, donc, le rapport d’échantillonnage r, = ==. Lorsque 7, devient

grand et donc que le pas de discrétisation & tend vers zéro, la sortie de I'opérateur a pour asymp-
tote la valeur a’w? correspondant 2 la sortie de ’opérateur continu. Lorsque 7, devient petit et
donc que h tend vers l'infini, la sortie de I'opérateur tend vers zéro. La figure (3.3) permet éga-
lement d’observer I'effet filtrant de 'opérateur "W sur les fréquences proches ou inférieures a la
fréquence d’échantillonnage. Nous reviendrons sur cet aspect au paragraphe 3.2.4.

16208
1.4208 o~
1.2e08 o /
4 I"
1606 Ill.f'
{
Se05 /
Be0s | II/
) |
4e05 fl
1 |
2605 ||I
{0
0eoo LV
-2e05 T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 am 35 40 45 50

FIGURE 3.3 — Sortie de ¥ en fonction de r, pour un signal harmonique.

La figure (3.4), agrandissement de la figure (3.3), permet d’observer les lobes apparaissant
lorsque . est inférieur a 2. Ils proviennent du terme sinus cardinal. La sortie 'opérateur décroit
quand r, décroit jusqu’a s’annuler pour r, = 2. On a alors wh =2n f/ f, = m et, donc, sin.(wh) = 0.
Cette valeur correspond au critére de Nyquist-Shannon f, > 2 f; les valeurs de r,, inférieures a 2 ne
sont plus interprétables en terme de pulsation.

Définir 'opérateur "W est intéressant lorsqu’on peut faire varier la valeur & du pas d’échan-
tillonnage or, en général, on ne dispose que d'un unique enregistrement réalisé avec un pas # fixe.
Nous allons contourner ce probleme par une meilleure exploitation de I'information disponible
dans un signal discret initial. Nous allons utiliser la formule de Shannon pour créer, a partir de ce
signal discrétisé initial, de nouveaux signaux discrétisés possédant un pas quelconque.
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FIGURE 3.4 - Sortie de "W pour un rapport d’échantillonnage petit.

3.2.2 Modification du pas par la formule de Shannon

Formule de Shannon

La formule de Shannon [31] est un cas particulier de la formule sommatoire de Poisson, ob-
tenue par une égalité entre les valeurs d'une fonction et ses coefficients de Fourier. Elle concerne
essentiellement les signaux a bandes étroites, c’est a dire dont les variations en fréquence sont

faibles autour d'une fréquence centrale. Pour que le signal puisse étre entierement reconstruit a
partir des échantillons, il faut et il suffit alors que la fréquence d’échantillonnage vérifie f, > 2 fnax-

Soit un signal échantillonné formé d’une série discrete de couples de valeurs (¢, x,). Si le si-
(3.12)

gnal initial x(#) respecte la condition f > 2 fiyax, On a alors :
+00
x(0) =Y x;sing (nfo(t—17)).
—00

En pratique, pour reconstituer la valeur du signal a un instant ¢, on applique la formule sur un
intervalle discret de valeurs échantillonnées, centré sur une valeur #; proche de ¢. Un tel intervalle
est de la forme [[j — Np; j + Np]l. Afin de simplifier les écritures, nous décalerons les indices et
noterons l'intervalle [[ -Nr; Ng]] en le qualifiant de fenétre et gardant en mémoire que les indices

effectifs dépendent de 'instant ¢ considéré. On a alors
(3.13)

—Ng

Nr
x(8) = snp (8) = Y xising (nfe(t— 7).
Par abus de langage, on appellera Nr la largeur de fenétre dans le cas d'un intervalle discret de

largeur 2Ng + 1, de la forme [[-Ng; Ng]l.

Reconstruction du signal
La reconstruction du signal par la formule de Shannon demande, en théorie, une fenétre in-
finie mais, pour des signaux usuels a bande limitée, converge rapidement en fonction de N vers
sa limite. Lapproximation est ainsi de bonne qualité, y compris pour des largeurs de fenétre assez
faibles. La figure (3.5) est tirée d'une reconstruction a partir d'une fenétre de largeur N = 55.
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Signal discrétisé Signal reconstitué par la formule de Shannon
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FIGURE 3.5 — Comparaison des signaux discret et reconstruit.

L'écart entre le signal réel x et celui x; reconstruit par la formule de Shannon a partir d'un

échantillonnage x, de x dépend de plusieurs parameétres dont il est utile d’estimer I'influence
avant de mettre en ceuvre la formule :

— lerapport d’échantillonnage initial r, = f./ f entre x, et x;

— le déphasage entre le signal et 'échantillonnage, c’est-a-dire le positionnement de la pre-
miere valeur échantillonnée (#1, x1) au sein du signal réel x;

— lalargeur de fenétre Nr choisie;

— le coefficient de rééchantillonnage, cre = hs/ h, représentant le rapport entre le pas d’échan-
tillonnage initial, h, et celui, hg, du signal reconstruit par la formule de Shannon.

Seule la largeur de fenétre s’avere en fait significative. La figure (3.6) présente I'erreur maxi-
male commise entre x et x, en fonction de N, pour un signal harmonique d’amplitude a =1 et de
fréquence fs; = 100 Hz, un rapport d’échantillonnage r,=3,1, un coefficient de ré-échantillonnage

cre = 31. Lerreur considérée est I'écart relatif maximal, exprimé en pourcentage, observé sur une
période de 0,5 s au niveau des extrémas locaux du signal.

erreur (%)

T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 =lu}

-"\"F

100

FIGURE 3.6 — Erreur de reconstruction en fonction de Ng.
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Lirrégularité de la courbe (3.6) provient du déphasage dont I'influence reste cependant faible.
La figure (3.7) représente |'erreur, pour un fenétrage étroit (Ny = 15), en fonction du déphasage. Le
signal initial est harmonique d’amplitude a = 1 et de fréquence f = 200 Hz, échantillonné a 573
Hz. Le coefficient de rééchantillonnage est cre = 8. Le signal x apparait en noir et les signaux xs,
pour différentes phases, en bleu; les écarts sont peu significatifs.

084

0.8

0.7 o

0.6

054

0.4+

T et rg

1.179 1.1795 1.18 1.1805 1.181 1.1815

t

FIGURE 3.7 - Erreur de reconstruction en fonction du déphasage.

Le coefficient de rééchantillonnage s’appliquant sur une méme information récupérée a tres
peu d’influence lorsqu’il est supérieur a 1. Il diminue cependant I'erreur commise pour des si-
gnaux sous-échantillonnés (cre < 1). Son réle sera détaillé au paragraphe 3.2.3.

Le rapport d’échantillonnage initial influe sur la qualité du résultat puisque, plus ce rapport
est élevé, plus le nombre de valeurs initiales par unité de temps est élevé et plus nous disposons
ainsi d’'information initiale, ce qui induit une meilleure qualité du signal reconstitué. Pour diffé-
rentes valeurs de 7., le comportement en fonction de la taille de la fenétre reste similaire, ainsi
qu’on peut le constater sur la figure (3.8) ol1 sont tracées, en fonction de N, les erreurs commises
pour deux rapports d’échantillonnage r, = 3,1 (courbe noire) et r, = 11 (courbe rouge).

En pratique, en I'absence d’information sur le signal initial, le rapport d’échantillonnage 7,
n’est pas connu et nous ne pouvons agir sur celui-ci. Pour rééchantillonner un signal, notre choix
va porter sur le coefficient de rééchantillonnage, cre, qui n'a qu'une faible influence sur la qualité
des résultats, ainsi que sur la largeur de fenétre Np. Ce dernier choix doit tenir compte de deux
éléments contradictoires. Lorsque le signal est harmonique, I'erreur résultant de la reconstruction
diminue d’autant plus que la largeur de fenétre augmente, toutefois, lorsque la fréquence du si-
gnal varie avec le temps, la pertinence des informations provenant des points de discrétisation
diminue lorsque ces derniers sont éloignés du centre de la fenétre, ce qui incite a diminuer Ny.
Nous opterons par la suite pour des tailles de fenétre allant de 15 a une cinquantaine de points.
Nous verrons toutefois que dans certains cas des tailles de fenétre plus élevées peuvent s’avérer
utiles.
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FIGURE 3.8 — Erreur de reconstruction pour différents cye.

3.2.3 Application de "¥ a un signal rééchantillonné
Sensibilité

Lopérateur de Teager-Kaiser est tres sensible aux variations de courbure. Méme dans le cas
d’un signal harmonique, les faibles écarts entre le signal reconstitué sy (¢) et le signal réel s(¢) suf-
fisent a générer de fortes variations sur la sortie de 'opérateur. La figure (3.9) présente la sensibilité
de cette sortie pour un signal initial harmonique d’amplitude a = 1 et de fréquence f = 200 Hz,
échantillonné a 1573 Hz. Le coefficient de rééchantillonnage est cre = 10, la largeur de fenétre est
N = 55. La valeur a®w? attendue pour la sortie de I'opérateur est tracée en rouge sur le graphique.

La dispersion des valeurs diminue lorsque la largeur de fenétre augmente. C’est ce que pré-
sente la figure (3.10). Lopérateur "W sy a été appliqué a un signal rééchantillonné avec un coeffi-
cient de rééchantillonnage valant cre = 8 et pour des largeurs Np de fenétre variant de 15 a 65. Le
signal initial a été choisi harmonique, d’amplitude a = 1, de fréquence f =200 Hz, échantillonné
initialement a 1573 Hz. La figure présente la valeur de sortie moyenne de 'opérateur, en noir, ainsi
que cette moyenne augmentée et diminuée d'un écart-type (courbes rouges).

Pour quantifier I'erreur relative statistique, nous pouvons également utiliser le coefficient de
variation défini comme le rapport de I'écart-type sur la moyenne et que nous emploierons a plu-
sieurs reprises au chapitre 4. Pour une variable aléatoire X, ce coefficient est défini comme étant
le rapport de I'écart-type a la moyenne de cette variable :

o(X)
CV(X) = B (3.14)

La sensibilité a Ng, pour le méme signal que sur la figure (3.10), est présenté sur la figure (3.11) en

illustrant cette sensibilité par le coefficient de variation. Les valeurs mesurées sont représentées
en noir et la courbe de tendance en rouge.

Lutilisation du coefficient de variation permet de mettre en relief le comportement de I'opéra-
teur "W lorsqu’on fait varier le coefficient de rééchantillonnage. En appliquant la méme logique de
représentation que la figure (3.11), la figure (3.12) présente, pour différentes valeurs du coefficient
cre, les courbes de tendance du coefficient de variation en fonction de la largeur de fenétre.
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FIGURE 3.9 - Sensibilité de la sortie de 'opérateur.
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FIGURE 3.11 - Sensibilité de "W sy a Ny : coefficient de variation.

— Lorsque cre = 1, le signal n’est pas réchantillonné, 1'écart-type est nul et, donc, CV égale-
ment.

— Lorsque le signal est sous-échantillonné, on observe avec les courbes figurées en pointillé,
que CV augmente mais reste faible, pour cre = 0,1, c’est-a-dire pour un signal sous-
échantillonné avec un facteur 10, CV, qui indique l'erreur statistique relative, ne dépasse
pas 4 % pour une largeur de fenétre de 15.

— En revanche, la dispersion augmente fortement avec ¢ pour un signal sur-échantillonné.
On observe (courbe magenta) que pour cre = 0, 1, CV atteint 15 % pour une largeur de fenétre
Nr =30.

0.3

0.25

Sy
[

i

0.2

0.15 4

CV(" sy

0.1

0.05

%

15 20 25 30 35 40 45 a0 55 G0 G5

FIGURE 3.12 - Sensibilité de "W au coefficient de rééchantillonnage.

La dispersion des valeurs doit ainsi étre prise en compte en utilisant un fenétrage plus large
lorsque le signal est sur-échantillonné; c’est 'exception a I'usage de fenétre de largeur de 15 a 50
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points évoquée a la fin du paragraphe 3.2.2. Le biais di a la dispersion des valeurs est cependant
peu pénalisant car il peut étre, pour 'essentiel, compensé par I'utilisation d’'une moyenne glis-
sante des valeurs de sortie de "W. En effet, bien que I'opérateur de Teager-Kaiser soit intéressant
pour sa capacité a récupérer les caractéristiques instantanées du signal, en sur-échantillonnant le
signal, le nombre de points a été multiplié; l'utilisation d'une moyenne appliquée a une fenétre li-
mitée pénalise donc peu le caractere instantané du résultat. De plus, on constate sur la figure (3.9)
que la dispersion des résultats due a I'utilisation de la formule de Shannon présente une régularité
qui rend trés efficace I'utilisation d'une moyenne glissante effectuée sur peu de points. La figure
(3.13) présente le méme signal que la figure (3.9). On y représente ainsi un signal rééchantillonné
avec un facteur 10 avant que "W soit appliqué. En rouge, apparait la moyenne glissante des valeurs
de sortie de I'opérateur, effectuée sur une fenétre de demi-largeur 5, c’est-a-dire sur 11 points. On
constate que la dispersion a été a peu pres compensée tout en ne perdant pas I'aspect instan-
tané de 'opérateur puisque 1'ordre de grandeur du fenétrage de la moyenne correspond a celui
d’échantillonnage initial du signal. Finalement, le seul facteur dimensionnant dans 'utilisation
de la formule de Shannon est ainsi la largeur de fenétre.

2.6e05

2.4e05 o

2.2e05

2e06 S

1.8e08 -

1.eeoe_‘_l.l ll'_ll i in

1.4e08 -

_..
_
=£
-
2
=5
— -
-
e
__f-
=

L sy

1.2e08 o

1e06

SelS5

GelS5

405

2e05

T T T T T T T T T T
1.154 1156 1.158 1.16 1162 1.184 1168 1.168 1.17 1.172

t

FIGURE 3.13 - Sensibilité de la sortie de 'opérateur.

Convergence asymptotique

Nous avons vu qu’un signal x, échantillonné avec un rapport d’échantillonnage r,;, peut étre
rééchantillonné par I'utilisation de la formule de Shannon afin d’obtenir un nouveau signal discret
sy ayant un rapport d’échantillonnage re2, Ol r'ep = Cre.Te1, Cre étant coefficient de rééchantillon-
nage. Nous avons étudié au paragraphe précédent |'effet combiné de la formule de Shannon et de
'opérateur de Teager-Kaiser a pas variable, "W pour un signal initial échantillonné avec un méme
rapport d’échantillonnage proche de 8. Nous allons maintenant étudier I'incidence du rapport
d’échantillonnage initial sur la sortie de 'opérateur.

Pour un signal initial, harmonique, d’amplitude a = 1 et de fréquence f = 200 Hz, échan-
tillonné sur une seconde, nous avons simulé 'application successive de la formule de Shannon
et de "W pour deux discrétisations initiales différentes. r, = 34,1 pour la figure (3.14) et r, = 19,7
pour la figure (3.15). Dans les deux cas, la largeur de la fenétre est de 51 points et la figure pré-
sente, en noir, la sortie de I'opérateur en fonction du rapport d’échantillonnage final r., obtenu.
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La valeur cible a®w? et la valeur de sortie attendue a?w? sin% (hw) sont tracées en rouge. Le rapport
d’échantillonnage initial est rappelé sur chaque figure par un segment vertical en vert. Sur la figure
(3.14), on constate que lorsque le rapport d’échantillonnage est élevé, la sortie est conforme au ré-
sultat attendu : la sortie en noir est a peu prés confondue avec la courbe rouge correspondant a
la figure (3.3), tendant vers la valeur asymptotique a’w? lorsque le rapport d’échantillonnage croit.
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FIGURE 3.14 — Rééchantillonnage pour r, = 34,1 et Ng = 51.

En revanche lorsque r,; diminue, les valeurs sous-échantillonnées ne sont pas notablement
impactées mais les valeurs sur-échantillonnées surestiment la valeur asymptotique. Ce phéno-
mene provient de la diminution de la période temporelle couverte par la fenétre lorsque c;e croit
et, donc, a2 une moins bonne approximation par le signal reconstitué xy du signal initial x. En
augmentant la largeur de fenétre on améliore toutefois le comportement asymptotique. La figure
(3.16) reprend le cas de la figure (3.15) pour une taille de fenétre augmentée a 301 points.

Ces résultats montrent que, ne connaissant a priori le rapport d’échantillonnage d’un signal
échantillonné x,, on peut le sur-échantillonner pour, en appliquant 'opérateur "W, faire tendre
la sortie vers la valeur a>w? et obtenir ensuite des caractéristiques plus précises du signal par dé-
modulation. Toutefois, dans ce cas, il peut étre nécessaire de recourir a des largeurs de fenétre Ng
plus élevées pour conserver une sortie fiable.

3.2.4 Extraction de fréquences avec "'V

En sur-échantillonnant le signal initial, on a vu qu’on gagnait en précision sur I'estimation de
ses caractéristiques. En le sous-échantillonnant, en revanche, I'information diminue et, pour un
signal harmonique x(¢) = acos (2n f;¢), la sortie de 'opérateur "y tend vers 0. La fréquence f; a
été complétement atténuée.

Considérons maintenant un signal composite x(t) = x;(¢) + x2(#) constitué de deux harmo-
niques x; (f) = a; cos(w1 £) et x2(f) = a» cos(wzt). On a alors :
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FIGURE 3.15 — Rééchantillonnage pour r, = 34,1 et Np = 51.
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FIGURE 3.16 — Rééchantillonnage pour r, = 34,1 et Ng = 301.

100



CHAPITRE 3. PRISE EN COMPTE DU PAS

“Wx(t) = “Wx1 () + “Wxa (1) +2x1 (1) X2 (1) — x1 (1) K2 (£) — x2(£) K1 ().

=Ux () + P (t) + % [(w1— w7)? cos (w1 +w2) 1) + (wy + 07)? cos (w1 —w2)1)]

. v
g

Terme croisé

(3.15)

ayaz

Léspérance du terme [(w1 — w2)? cos (w1 +w2) 1) + (01 + w2)? cos (w1 — wp) )] étantnulle, on

adonc

B("wx) =E("Wx: |+ B("¥x ) = afwd + a3 (3.16)

Par conséquent, la sortie de 'opérateur ne permet pas de distinguer a priori les composantes x; (£)
et x»(¢). En revanche, en sous-échantillonnant le signal x(#), nous allons pouvoir filtrer la compo-
sante de plus haute fréquence ainsi que présenté dans I’exemple suivant :

w
Considérons le signal s(#) = a; cos(w;t) + azcos(wzt), ot a; =5, fi = 2—1 =300 Hz, a» = 0.9,
|

)
o= 2—2 = 3700 Hz, échantillonné a 50 kHz, représenté sur la figure (3.17). La sortie de I'opérateur
7

discret ?W, appliqué a s(f) est représentée sur la figure (3.18). La moyenne de cette sortie, tracée
en vert, vaut aw? + asw3 conformément au calcul d’espérance précédent.

s(t)

T T T T T T T T T
1 1.001 1.002 1.003 1.004 1.005 1006 1.007 1.008 1.009 1.01

t

FIGURE 3.17 — Signal a deux composantes.

Le graphique (3.19) présente la sortie de I'opérateur ¥ obtenue en rééchantillonnant le signal
pour des valeurs du coefficient ¢, comprises entre 0,025 et 10. L'axe des abscisses a été gradué en

échelle logarithmique afin de mettre en valeur le réle du sous-échantillonnage. Les sorties afm%,

a%u)g et afu)% + agmg sont représentées respectivement en magenta, vert et rouge. On voit appa-
raitre sur le graphique un plateau de valeurs pour log(cre) compris entre -1 et -2,5 : on récupere
ainsi I'information afu)% concernant le signal x; = a; cos(w; f) dont la fréquence est moins élevée.
La plus haute fréquence, x» = a, cos(wz 1), a été filtrée par "W¥. Linformation ag wg, correspondant
a x se déduit par la différence entre 'asymptote (en rouge) et 'estimation de af w% correspondant
au plateau.
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FIGURE 3.18 - "W pour un signal a deux composantes
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3.3 Meéthode ESA revisitée

La variation de la sortie de I'opérateur en fonction de I'échantillonnage est une source d’in-
formation. Nous allons en tirer profit en introduisant de nouveaux opérateurs, les opérateurs A 4,
s’appuyant sur la différence entre deux rééchantillonnages d’'un méme signal, et les opérateurs
Rp4 s'appuyant sur les rapport de ces rééchantillonnages. Leur construction permet de tirer parti
des variations de la sortie de 'opérateur "¥ induites par la prise en compte du pas.

3.3.1 Opérateurs A, etR,,

Les nouveaux opérateurs A,, et Ry, sont construits a partir de "y 1ls sont définis, pour
(p, q) € N? par

qu — p2 x Py _ qz x @ (3.17)
et
(P
Rpq = —(qh)\y . (3.18)

Dans ce paragraphe nous nous contenterons d’exprimer simplement leur expression de sortie
pour un signal harmonique, nous justifierons plus loin leur utilisation pour la démodulation et
également le débruitage des signaux AM-FM.

Soient p et g deux entiers positifs non nuls, en appliquant I'opérateur ¥ a un signal x() =
acos(wt) discrétisé avec les pas ph et gh,ona:

2

1 a
(ph) — 2 _ _ — in2
Wi, = T [(acos(wtn)) (acos(w(tn+ph)))(acos (w(ty ph)))] = o sin” (phw)
(3.19)
1 a?
(gh) _ 2 2 _ _ - in?
Wiy, = ) [(acos (wtp)) (acos(w(tn+qh)))(acos (w(tn qh)))] = G sin” (qho)
(3.20)
on en déduit immédiatement I'expression suivante, indépendante de 7, de Ry x;, :
. h 2
R, x, = (ﬂ x m) . (3.21)
p sin(ghw)
2x Phwy,  a?
Remarquons par ailleurs que —————— = — ne dépend pas de p. On a ainsi
sin®(phw)  h
W2 A pgxn = (ph)? x V"W, — (gh)? x W g,
= az(sin2 (phw) —sin® (qhw))
= az(sin (phw) —sin (qhw)) (sin (phw) +sin (qhm))
=4a®sin (p;q hu)) sin (m hm) cos (p;q hu)) cos ( Prq hm)
2 2 2
= a’sin ((p—g)hw)sin((p + g) hw)
a2
= ?(cos (2ghw) - cos (thoo)) ) (3.22)
D’ou, finalement :
a2
ApgXn= W(cos (2ghw) - cos (thu))) . (3.23)
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3.3.2 Démodulation par les opérateurs "DESA

Ainsi que présenté en introduction, la fréquence instantanée et I'amplitude instantanée du
signal sont obtenues par des algorithmes de démodulation, qualifiés d’ESA (Energie Separation
Algorithme) dans le cas continu et de DESA (Discrete Energie Separation Algorithme) dans le cas
discret.

Pour obtenir la démodulation du signal, ces algorithmes utilisent la fonction arc cosinus qui
n'est définie que sur 'intervalle [-1; 1], or dans le cas général et en particulier pour des signaux
bruités, les valeurs obtenues avant 'application d’arc cosinus ne sont pas toujours dans cet in-
tervalle. Afin de distinguer la démarche de démodulation conduisant a un cosinus du processus
d’exploitation des valeurs par arc cosinus, nous allons revisiter les opérateurs de démodulation.

Les algorithmes les plus utilisés sont DESA-1a, DESA et DESA-2, présentés au paragraphe 1.3.6.
Les opérateurs correspondants, que nous noterons respectivement "D, "D, et "D, obtenus en
tenant compte du pas avec "W et que nous qualifierons d’*DESA, sont obtenus de maniére simi-
laire. Nous ne détaillerons le calcul que dans le cas "D, ce qui permettra également d’expliciter
la séparation en un opérateur de démodulation et un algorithme final.

Opérateur "D,

C -
X

Les algorithmes DESA s’appuient sur la propriété vio C' = w? lorsque X est harmonique.
X

Cc
Dans le cas discret on retrouve, en tenant compte du pas h, la propriété équivalente comme suit :

Notons x, = acos(w?), X,—1 = acos (w(t— h)) et plus généralement x,,, = acos (w(t+ph)), nez,
on définit la suite (y), par

Yn=Xp—Xn-1.- (3.24)

On a alors, en utilisant la relation (3.6) :

hz'h‘yYn = (xn - xn—l)2 - (xn—l - xn—Z)(xn+1 - xn)
= (%2 = Xp_1Xn+1) + (X2_) = Xn—2Xp) + X1 Xn—2 — XpXp_1

= "Wx, + B2 W, ) + (Xn+1%n-2 = XpXn-1) (3.25)

Par conséquent, puisque "Wx, = "Wx,_; = C'¢, on obtient

1
"Wyn =2 W0+ (Xns1 22~ Xnn-1). (3.26)
Par ailleurs
X1 Xp—p — XnXn_1 = a° [ cos (w(t + h)) cos(w(t—2h)) - cos(wt) cos (w(t — h))]

2
= %[cos (m(2t— h)) +cos(3wh) — (cos(mh) + cos (oo(zt— h)))]

a2
= 7[cos(3mh) —cos(wh)]

= —a®sin(2wh) sin(wh)

= —2a”sin®(wh) cos(wh)

= —2h%. "W x, cos(wh). (3.27)
(3.28)

En combinant (3.41) et (3.44), on obtient donc
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"y, =2, - 2"Wx, cos(wh) (3.29)
soit encore
h
vy
cos(wh) =1— —2" | (3.30)
2hyy,
Ce qui permet d’en déduire
1 hy
w=—|+arccos|1 - —2" | +2kn (3.31)
h 2hwyx,

Ainsi qu’évoqué plus haut, I'utilisation de la fonction arccos suppose que les valeurs en entrée
de cette fonction soient entre -1 et 1. Afin d’utiliser un opérateur bien défini (sauf pour "¥x,, =0)
et de séparer la gestion des valeurs non incluses dans [—1; 1], nous préférerons définir I'opérateur
)

la Par

"y,

h
Digxp=1-
latn 2h‘l’xn

ol yYp=Xp—Xp-1- (3.32)

La pulsation instantannée du signal est alors obtenue par

W,y = % [iarccos (thaxn) +2kn] . (3.33)

En remarquant que 1 — (th axn)i =sin®(w,h) et en utilsant (3.7), on obtient I'amplitude instan-
tannée du signal :

(3.34)

Levée d’ambiguité

La résolution mathématique de cos t = a« admet une infinité de solutions. Dans le cas présent
plusieurs valeurs de la pulsation w, de la forme (3.31) existent et, donc, plusieurs valeurs de la fré-
quence f sont a priori possibles. Nous allons lever cette ambiguité.

Notons fp la solution que nous qualifierons de naturelle :

1
fo= 5707, arceos ("D1axn) (3.35)

La fonction arc cosinus ne prend que des valeurs positives et w doit prendre des valeurs positives.
Les fréquences solutions forment alors deux suites (f,; ) nen €t (f;; ) nen-

1 k
+ _ h = —
= P (arccos( Diaxy) +2kn) fo+ p (3.36)
et
_ 1 n k
fr = —ﬂ(arccos( Diaxy) +2kn) =—fo+ - (3.37)
1
En notant r,j = % etr, = % les rapports d’échantillonnages correspondants et en utilisant 5=
k k
fe on obtient
1 1 1 1
—=k+—+ et —=k-—. (3.38)
rk o I’k o
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Les rapports d’échantillonnage forment ainsi deux suites telles que

o t _ To
e r, = .
kl‘0+1 k kr()—l

+ _
rh= (3.39)

Les deux suites sont décroissantes. Si ro < 2, tous les termes le sont également et si rp > 2, on
constate immédiatement que, Vk € N*, r,(:) <let r](c_) < 2. Ainsi, en dehors, éventuellement, de la
solution "naturelle" fj, toutes les autres fréquences obtenues sont trop élevées pour respecter le
critere de Nyquist-Shannon. On peut donc lever 'ambiguité de la relation 3.33 et on écrira :

1
Wy, = 5 arccos (thxn) . (3.40)

Opérateur hp,

En procédant comme pour "Dy, pour lequel les indices sont asymétriques, on définit I'opé-
rateur "D; reposant, de méme que I'algorithme DESA-1 sur une symétrisation des indices, par :

h‘PJ/n + h‘PJ/n+1

h
Dix,=1-
o 4y,

ol Yn=Xn—Xp-1- (3.41)

Les caractéristiques instantanées du signal sont alors obtenues par

1 h
Wy, = 5 arccos( Dlxn) . (3.42)

et

(3.43)

Opérateur "D,

On définit également I'opérateur "D, reposant, de méme que DESA-2 sur une discrétisation
d’ordre supérieur de la dérivée, par :

3d‘I’zn
2(9Wxp_1 +9Wxp + TWx 1)

thxn =1- ol ZzZ,=2Xp+1—Xn—-1- (3.44)

Les caractéristiques instantanées du signal sont alors obtenues par

1
Wy = E arccos (hDgxn) . (3.45)

et

(3.46)

Remarque

L'ambiguité pour I'utilisation de la fonction arc cosinus dans le cas de hD,, et "D, se leve avec le
méme raisonnement que celui présenté pour hD;.
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3.3.3 Démodulation avec Ry;

Nous avons défini 'opérateur R4 au paragraphe 3.3.1. Dans le cas oti p = 1 et g = 2 nous pou-
vons obtenir une expression explicite des caractéristiques du signal.

Proposition
Pourtoutne[[2;N-1]:

Ry1 X, = cos” (hw) (3.47)

Wy, = %arccos(\/Rglxn) (3.48)

h 2h
_ S = 2 gy | 3.49
an |sin(hw)| n |sin(2hw)| n (349

Preuve
On obtient la relation (3.47) par

hyy, (1 sin (Zhw))z _ (Zsin(hw) cos(hw)

2
- _ 2
2" sin (hw) 2sin(hw) ) cos” (hw). (3.50)

On a alors

cos(wh) =+v/Ro1 x5, (3.51)

ce qui permet d’obtenir la relation (3.48).

On en déduit alors que

h? 412
2 h ———2hyy,, (3.52)

a,=————"W¥x, =
sin?(hw) " sin? 2hw)
d’ot1 la relation (3.49).
Formulation alternative pour la pulsation instantanée :

Afin d’éviter 'apparition dans la relation (3.48) de termes négatifs sous la racine, on peut utiliser
2

1
la relation cos“ o = 3 (1+ cos2a). On démodule alors I'opérateur Ry, appliqué a un signal x, par

[arccos (2Rp1 x, — 1) + 2k7] (3.53)

L
Wy =x—
"TTon

Remarque 1

. 1 1 b S R .
En raison du facteur h et non plus 7 la levée d’ambiguité est incomplete. Deux solutions sont
possibles; nous y reviendrons au paragraphe 3.4.2.

Remarque 2

La démodulation a partir de 'opérateur Ay est possible mais peu pratique; elle implique la réso-
lution d’'une équation du second degré bicarrée et, donc, plusieurs cas a traiter. Nous ne la détaille-
rons pas ici et nous préférerons utiliser 'opérateur T (cf. paragraphe 3.4.2) car l'interét principal
des propriétés de Ay réside dans la construction de I'opérateur "T.
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3.4 Opérateur "T

3.4.1 Opérateur A, et débruitage statistique

Si les caractéristiques statistiques du bruit sont indépendantes du pas, A, permet, statisti-
quement, de débruiter le signal car 'espérance de A, ne dépend pas du bruit. En effet, consi-
dérons un signal x(f) composé d'une partie déterministe s(¢) et d'un bruit blanc b(¢) d’espérance
nulle : x(¢) = s(¢) + b(¢). Alors :

Py, = PP (s+b),

1
= Ph? [(Sn+bn)? = (Sn—1+ bp—-1)(Sps1+ bps1)]

1
= —(ph)z [32 + bfl —28nbn—Sn-1Sn+1— bn—1bn+1 — Sn—1bn+1 — sn+1bn—1]

1
B (P—h)2 (S%l - Sn_lan) * (bfl N b"_lb’“'l) - (anbn +Sp—1bp+1 + sn+1bn—1)]
=Py, + PP, — (Ry(s, b)), (3.54)

oll
1
(Rp(s, b))ﬂ = w—h)z(zsnbn + Sn_lbn+1 + SI’H'lbn—l) . (355)

En considérant I'espérance de ces quantités, on a donc
E(""wx) = B(P"ws) + B(""Wb) - E(R, (5, b)), (3.56)
or, le bruit étant indépendant du signal déterministe, on a
p? hZE(Rp(s, b)) = 2E(s)E(b) + E(S)E(D) + E(S)E(D) = 4E()E(D) . (3.57)
Puisque E(b) =0, on a ainsi E(Rp(s, b)) =0, d’ou larelation :
E(""wx) = B(""ws) + B(""wb). (3.58)

Intéressons nous maintenant a E(”h‘l’b). Dés lors que chaque réalisation de b est indépen-

dante des autres, puisque P"Wh,, = (b2 = bu-pbpsp), ona

(ph)?
1
(ph)?

E(""wb) = [E(b) - (E®)’| E(b?), (3.59)

1
(ph)?
Remarque

Notons que, d’apres la formule de Huyguens, E(b?) — (E(b))2 =V(b), d’ol1 la relation découlant de
(3.59) établie a 'occasion de ce calcul :

h % h _ 1

VheR*, E( ‘I’b) = 5Vb). (3.60)
On déduit également de (3.59) que E(p h‘l’b) et E(q h‘l’b) sont liées par la relation
h p° h
E|9"Wwb| = =E|P"Wb]|. (3.61)
(" wb) = E(" )

Pour A, = p* Py — 24", on a donc
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B(Apqx) = p?B(""Wx) - ¢°B( ")
- e - (e ()
= E(p2 Phys— g qh‘l’s) + pZE(’”h‘Pb) - qZE(qh‘Pb)
=E(Apqs) + p*E(""b) - ¢*E( 1" WD)
=E(Aqs). (3.62)

L'espérance de la sortie de 'opérateur A, n’est donc pas modifiée par le bruit.

Remarque :

Ce résultat est lié a 'hypothese selon laquelle chaque réalisation du bruit est indépendante des
autres et, donc, que les caractéristiques statistiques du bruit ne dépendent pas du pas de discréti-
sation. Cette hypothése peut ne s’avérer que partiellement vérifiée par les caractéristiques du bruit
mais aussi, et surtout, ne pas étre vérifiée par la modélisation du bruit et les traitements opérés sur
un signal discret lors de son étude.

3.4.2 "T:un opérateur de débruitage statistique

Puisque A, statistiquement, donne une caractérisation du signal indépendante du bruit,
nous allons chercher a démoduler le signal en utilisant uniquement I'opérateur A 4. En effec-
tuant le rapport de deux opérateurs de ce type (A4 et Ay 4 ), nous allons éliminer I'amplitude a
et obtenir la pulsation w. Une fois w connue, a s’obtiendra alors facilement.

Débruitage statistique :
Pour un signal X(¢) = acos(wt?) harmonique, on a

2
a
Ap %y =4.CNWx, - "wz, = ﬁ(sinz (2hw) - sin? (hw)) (3.63)

et

2
a
A3 %, =9.0"Wx, - "Wz, = ﬁ(sinz (3hw) —sin® (hw)) (3.64)

Soit T I'opérateur défini par

A
hp= 3L (3.65)
Az
on obtient alors I'expression suivante :
As31%, sin?(3hw) —sin?(hw
hg, = 281%n _ Sl 2( ) : 2( )’ (3.66)
Ao xp,  sin®(2hw) —sin“ (hw)
expression qui ne dépend pas de a.
En utilisant maintenant dans la relation 3.66, les expressions trigonométriques
sin3x = sin x(3 — 4sin® x) (3.67)
et
sin®2x —sin® x = sin” x(3 — 4sin® x), (3.68)
on a alors
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3 —4sin’(hw))?> -1 1
thnz( — —u-—, (3.69)
3—-4sin“(hw) u
avec
u=3-4sin’(hw) = 1 +2cos (2hw). : (3.70)
u doit vérifier 'équation
W -"Tx,u—1=0 (3.71)
qui admet deux solutions réelles
hry o+ /(hT%.)2 hrz. — /(PT3%.)2
Tx, + Tx,)c+4 Tx, — Tx,)=+4
", = nt+V ("Txy) of 1 = n—V ("TXy) ’ 3.72)
2 2
d’ou
hos [(WT % )2
Tx, + Tx,)+4
= Tt VOTX)"+4 (3.73)
2
et on ala relation
u-1
cos (2hw) = (3.74)
La pulsation w doit donc étre de la forme
1 Up— "x, + v/ ("Tx,)? +4
Wy, = ﬁ J_rarccos( n2 ) +2kmn avec U= 1 ; n) . (3.75)

Levée d’ambiguité

De méme qu’au paragraphe (3.3.2), nous rencontrons une ambiguité dans la résolution de
I’équation (3.74) que nous allons étudier avant de nous intéresser aux deux expressions possibles
de u: uy et u_ (cf. 3.72).

u
En notant U = et en reprenant les notation de (3.37), on obtient pour les rapports d’échan-

tillonnage.

+ 4 - 4
re = et .= (3.76)

1 1
2k + —arccos(U) 2k — —arccos(U)
U I

Les rapports devant étre supérieurs a 2 pour respecter le critere de Nyquist-Shannon et arccos(U)
appartenant a l'intervalle [0, 1], seules deux expressions sont possibles :

re an ui peut prendre des valeurs sur [4, +o0] (3.77)
= , TOO .
0 arccos(U) qup P
et
_ 47 .
r qui peut prendre des valeurs sur [2,4]. (3.78)

- 2m — arccos(U)

En prenant en compte, de plus, les valeurs que peut prendre U compte tenu de expressions
de u, et u_ et de la positivité de "Tx,,, on obtient finalement quatre expressions possibles pour la
démodulation

hrx, —/("Tx,)2 +4

2

u, -1

) (3.79)

avec U, =
2h ) "

1
u)gl” =— arccos(
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1 uf -1 "Tx,+/(PTx,)2 + 4
w?=— arccos( z ) avec u)=—2" ()" +4. (3.80)
2h 2 2

1 u, -1 "xn =V ("Txp)? +4

0 =—|2n- arccos( i ) avec u, = —— (L) ; (3.81)
2h 2 2

1 uh — "x, + v/ ("Tx,)2 + 4

u)(,f) = 2m— arccos( n2 ) avec u, = 1 (2 n) ) (3.82)

Chacune des expression traque la pulsation instantanée pour un rapport d’échantillonnage situé
dans une gamme donnée :

wg)pourr€[6;+oo], m(nl)pourre[4;6], wg)pourr€[3;4], m%)pourre[z;?;]. (3.83)

Des lors que I'’échantillonnage est suffisant pour avoir un rapport d’échantillonnage supérieur
a 6, on utilisera ainsi la démodulation par u)s,z). Si ce n'est pas le cas, il suffit de sur-échantillonner
le signal par la formule de Shannon pour se ramener au cas précédent. Nous utiliserons donc sys-
tématiquement m(nz) par la suite.

Nous ne donnons pas ici de démodulation spécifique pour T. Il suffit d’utiliser la méme dé-
modulation que pour Ry; (3.49) dont le calcul des différents éléments est effectué lors de 'utilisa-
tion de "T. Nous proposerons une méthode alternative au paragraphe 3.7, justifiée par la précision
de la démodulation de la pulsation par "T.

Remarque importante :

Les résultats précédents ont été présentés pour des signaux harmoniques. Notre objectif est bien
de les étendre aux signaux AM-FM. Nous allons ainsi nous intéresser a de tels signaux a partir du
paragraphe suivant.

3.5 Démodulation des signaux AM-FM

Nous avons présenté la démodulation, pour les opérateurs "W, Ry; et T dans le cas d’un si-
gnal harmonique xj, = Acos(wt). Dans le cas d'un signal AM-FM, x(¢) = a(t) cos ((D(t)), de méme
que pour 'opérateur discret de Teager-Kaiser, ¢ ¥, les algorithmes de démodulation reposent sur
I’approximation X (1) ~ a? (1) sin% (hfi)(t)). Cette approximation est valide dans le cas d'un signal
a bande étroite (cf. 1.3.2) et son application aux algorithmes DESA a été détaillée par Maragos et al.
[29], [30]. Les valeurs A et w obtenues en sorties des algorithmes sont alors a, et ®,,. Plus généra-
lement I'approximation est valable lorsque {(t) << 2¢?(¢) et "Wa(t) << a?(H)®?(t). Ces derniéres
conditions, établies au paragraphe AM-FM pour un signal modulé en amplitude et en fréquence,
s’appliquent en fait a tout signal écrit sous la forme AM-FM. En effet, nous avons vu au paragraphe
2.3.1 que tout signal pouvait s’écrire sous cette forme et la démonstration suivante suppose uni-
quement que I'écriture du signal est x(¢) = a(f) cos (CD(L‘)).

Notons c(t) = cos ((D(t)), on a alors x(¢) = a(t)c(t) et, en utilisant la formule (1.47), on obtient

hoxr) ="Wa(e) x 2(6) + a®(0)"¥c(p), (3.84)

qui revient au facteur h~2 pres, a

‘Wx(t) = “Wa(r) x (1) + a®()°¥c(t). (3.85)
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“We(t) = D (1) sin® (D(1))) + D(1) sin (D(1)) cos (@(1)) + D*(£) cos® (D(1)))
= ®?(£) + D(1) sin (© (1) cos (D(1)) . (3.86)

d’on

" x(t) ="Wa(r) x 2 (t) + a®(t) [dﬂ(t) +®(1)sin (®(1)) cos (cb(t))] : (3.87)

Par conséquent

() - a2 (00| = ["Wa( (1) + @ (1) sin (©(1)) cos (0(1)

<["waw|+aw|dm). (3.88)
Lapproximation suivante est donc valide dés lors que |®(£)| << ®?(¢) et ’h\l’a(t)| << a®()P%(1).

N x(6) = a® (D% (1) (3.89)

3.6 Mise en ceuvre et comparaison des opérateurs ¥ et R,;

Afin d’évaluer 'efficacité des différents opérateurs, nous avons généré un signal test AM-FM
x(t) = a(t) cos (q)(t)) (figure 3.20) dont les amplitudes et fréquences instantanées sont présentées
sur la figure (3.21). Nous allons utiliser ce signal pour illustrer la mise en ceuvre des opérateurs "W
et Ryy, ainsi que de 'opérateur "T dans la section 3.7.

z(t)

~

FIGURE 3.20 - Signal test AM-FM.
Les composantes du signal x(#) = a(#) cos (¢()) sont

r+1
a(t) = > cos(2t) +3 (3.90)

et

¢(£) =200t1/5t +4+0.8cos(5¢). (3.91)

La fréquence instantannée de x(t) est obtenue par f(f) = %c'p(t).
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a(t)

f(t)

FIGURE 3.21 — Composantes du signal test AM-FM.

3.6.1 Mise en ceuvre de "W

Dans un premier temps le signal a été échantillonné a une fréquence f, = 1 kHz. La mise en
ceuvre de I'algorithme discret de Teager-Kaiser, “ ¥, combiné avec I’algorithme de démodulation,
permet de reconstituer avec précision les caractéristiques du signal test. Les valeurs obtenues par
démodulation apparaissent en bleu sur la figure (3.22). Elles sont a peu pres confondues avec les
valeurs exactes en noir. L'erreur relative maximale est de 0,26 %.

85 260

220

200 4

180

a(t)

160

J(t)

120

100 +

80 4

15 T T T T T T T 60 T T T T T T T

FIGURE 3.22 — Démodulation par ¥ du signal test AM-FM échantillonné a 1 kHz.

Dans un deuxieme temps le signalx(¢) a été échantillonné a une fréquence f, = 440 Hz. Le
rapport d’échantillonnage, devient alors trop faible pour pouvoir reconstituer les parties du signal
pour lesquelles 7, est inférieur a 2 ou1 trés légérement supérieur a 2, ainsi qu’on peut ’observer sur
la figure (3.23), sur laquelle sont tracées la fréquence instantanée du signal en noir, la fréquence
démodulée en bleu et la fréquence limite % fe enrouge.

En revanche, en combinant I'opérateur a pas variable "W avec un sur-échantillonnage par
Shannon, avec ici un coefficient c.e= 2, les caractéristiques du signal sont de nouveau estimées
avec précision par la démodulation. La figure (3.24) présente le rapport d’échantillonnage initial,
en noir, et celui obtenu apres sur-échantillonnage en magenta.La limite r,= 2 est tracée en rouge.

Les fréquence et pulsation instantanées obtenues apres sur-échantillonnage sont présentées
sur la figure (3.25) en magenta. Les décrochages observés sur la figure (3.23) ont disparu et les va-
leurs démodulées sont presque confondues avec les valeurs exactes; I'erreur relative maximale est
de 0,27%.
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40
300
354 — Réfdrence
250 - /‘\ ———— Friquence démodulée
200 -
= 150
S
100
50 -
0 T T T T T T T
0 05 1 15 2 25 3 35 4

FIGURE 3.23 — Démodulation par “¥ du signal test AM-FM échantillonné a 440 Hz.

—_— f =140 He

Vakur lmite v, =2

— f, = 880 Hz

~~ N

FIGURE 3.24 — Rapports d’échantillonnage du signal test avant et apres sur-échantillonnage.

114



CHAPITRE 3. PRISE EN COMPTE DU PAS

240 o

220

200

180 -

Référence

— = Auplitide démedulée

FIGURE 3.25 — Démodulation par "W du signal test AM-FM, échantillonné a 440 Hz puis sur-échantillonné
(Cre=2).

3.6.2 Application de Ry,

Lopérateur Ry; est plus précis que “W¥ (ou que "W qui n’apporte pas de précision particu-
liere par rapport a “¥). La reconstitution de la fréquence et de 'amplitude instantanées, pour un
signal non bruité, étant déja précise (cf. figure 3.23), cette différence est peu apparente en présen-
tant I’ensemble du signal, c’est pourquoi la figure (3.26) présente des focales de ces fonctions sur
de faibles intervalles de temps. La précision obtenue avec Ry; est, en moyenne, environ dix fois
supérieure a celle de 'opérateur de Teager-Kaiser classique et, au niveau des extrémums locaux
de la fréquence instantanée, '’erreur due a la démodulation par Ry; approche 0.

206.2
208.14
206 +

2050 +

. 20584
= 2057
2058 -

2055

a(t)

2054 4

T T T T T T T T T T T T T T T T Y
1675 168 1885 1.89 1.895 17 1705 1.71 1715 222 223 224 225 228 227 228 220

t t

FIGURE 3.26 — Comparaison des démodulations du signal test AM-FM par Iy (en bleu) et Ry (en rouge).

Cependant, 'opérateur Ry, est plus sensible que "W au rapport d’échantillonnage en raison de
I'ambigiiité évoquée au paragraphe 3.3.3 ainsi qu'on peut 'observer sur la figure 3.27 qui repré-
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sente la fréquence instantanée du signal test AM-FM, en noir, et celle obtenue par démodulation
avec Rp; en magenta. Lhorizontale tracée en rouge, correspond a 4 fois la fréquence d’échan-
tillonnage, soit un rapport d’échantillonnage égal a 4. Lorsque la fréquence instantanée du signal
est supérieure a E, I'algorithme ne récupeére plus la valeur effective de la dérivée de la phase et,

donc, de la fréquence instantanée. La démodulation de 'amplitude instantanée n’est toutefois pas
affectée.

55

250

200
F

354 —
5= 1504

a(t)

25 100 4

50

FIGURE 3.27 - Démodulations du signal test AM-FM par Ry; pour une fréquence d’échantillonnage de 700
Hz.

Cette plus grande difficulté de I'opérateur Ry; a récupérer I'information d'un signal faiblement
échantillonné peut étre compensée par un sur-échantillonnage. Les graphiques de la figure (3.28)
présentent le rapport d’échantillonnage avant et aprés sur-échantillonnage par un facteur 2. Les
valeurs apres sur-échantillonnage sont indiquées en vert. Le "décrochage"” de la fréquence instan-
tanée estimée constaté en magenta sur la figure (3.27), a disparu apres sur échantillonnage.
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FIGURE 3.28 — Sur-échantillonnage du signal test AM-FM pour éviter le décrochage de 'opérateur Ry;.

3.7 Signal bruité et mise en ceuvre de "'T

Lintérét de 'opérateur "T est de permettre I'élimination statistique du bruit. Nous allons consta-
ter ici sa grande efficacité pour I'estimation de la fréquence instantanée et en déduire une démo-
dulation alternative de I’amplitude instantanée.

Pour la génération du bruit, nous avons ajouté un bruit gaussien, appliqué chaque échantillon.
Le niveau de bruit a été quantifié par le rapport signal sur bruit défini, en décibel, par

a(t)
ot 3 3)

ol a(t) est’amplitude instantanée du signal et o I’écart-type du bruit gaussien. Le niveau de bruit
appliqué au signal est évalué en prenant la valeur moyenne de a(t) surl'intervalle de temps étudié.

(3.92)

Puissance du signal

Puissance du bruit

Nous reviendrons au paragraphe 3.7.3 sur la pertinence de la valeur de ce rapport dans le cadre
de la démarche proposée.

3.7.1 Démodulation de la fréquence instantannée

La figure (3.29) présente les fréquences et amplitudes instantanées obtenues apres démodu-
lation, pour le signal test AM-FM faiblement bruité avec RSB= 27 dB, auquel ont été appliqués
les opérateurs "Dy, Ry; et "T. La qualité de la démodulation est bonne, quel que soit 'opérateur
utilisé. Une focale sur les fréquences instantanées démodulées autour de ¢ = 1,55 s permet d’ob-
server que Ry, et "T sont plus efficaces que "D, mais I'intérét de I'utilisation de "T n’est pas mis
en évidence.
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f(t)
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FIGURE 3.29 - Efficacité comparée de la démodulation du signal test AM-FM, bruité a RSB=27 dB, pour une
fréquence d’échantillonnage de 2000 Hz.

En revanche, lorsque le bruit augmente, I'opérateur "T s’avere nettement plus efficace que les
autres. La figure (3.30) présente les mémes sorties que la figure (3.29) avec cette fois un rapport
signal sur bruit RSB= 12 dB. On constate que la fréquence instantanée démodulée avec T est trés
proche de la fréquence instantanée exacte alors que, sur certaines parties du signal, la précision de
la démodulation par hD, et Ry; n'est pas bonne. Lerreur relative maximale lors de la démodulation
avec T est de 3,6 %, alors qu’elle atteint 20 % avec Ry, et 36 % avec hp,.

200 4
180 /
> 160 3

- fods NY
A/
’“:”,;f/

100 4

804

T T
05 1 15 2
t

FIGURE 3.30 — Efficacité comparée de la démodulation du du signal test AM-FM, bruité a RSB=12 dB, pour
une fréquence d’échantillonnage de 2000 Hz.

Remarque :

Les choix effectués pour lisser le signal en tenant compte des particularités de celui-ci, ainsi que
le lissage et des étapes intermédiaires de la démodulation permettent d’optimiser I'utilisation de
chaque opérateur mais la supériorité de I'opérateur "T reste avérée.

Ainsi qu’évoqué au paragraphe 3.4.2, nous n’avons pas défini d’algorithme de démodulation
spécifique de 'amplitude instantanée par "T mais proposé par défaut d’utiliser 'amplitude ins-
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tantanée démodulée par Ry;. Nous avons cependant fait apparaitre sur les figures (3.29) et (3.30),
une amplitude démodulée associée a "T. Elle a été calculée par la formule

—?hdm N (3.93)

a(t) = —
| sin

déduite de la relation (3.7). Cette démodulation de mauvaise qualité va nous permettre d’aborder
I'influence du lissage du signal et de proposer ensuite un algorithme de démodulation.

3.7.2 Démodulation de 'amplitude instantanée
Influence du lissage du signal

Les fréquences et amplitudes démodulées présentées sur les graphiques (3.29) et (3.30) ont été
obtenues en appliquant les différents opérateurs sur un signal lissé. Ce lissage améliore la démo-
dulation de la fréquence mais son influence sur la démodulation de 'amplitude par les opérateurs
hD, et Ry est faible et fausse la démodulation associée a I'opérateur h par la formule (3.93) des
lors que le bruit est significatif. En revanche, en appliquant la formule (3.93) au signal non lissé,
la précision de la démodulation obtenue est comparable a celle des opérateurs "D, et Ry;. La fi-
gure (3.31) présente ladémodulation de 'amplitude instantanée du signal test AM-FM, bruité avec
RSB=17 dB en utilisant la formule (3.93) au signal lissé et non lissé.

— A rplitide din sigoal test
- MPappligné an signal lisd

“Tappligné an sigoal pon lssd

05 1 158 2 25 3 35

FIGURE 3.31 — Démodulation en amplitude du signal test AM-FM, bruité a RSB=17 dB, lissé et non lissé.

Cet exemple illustre I'influence importante du lissage du signal sur la sortie de 'opérateur de
Teager-Kaiser. La figure (3.32) montre, dans le cas de cet exemple ot RSB= 17 dB, les sorties de
'opérateur "W pour un signal test AM-FM lissé et non lissé. La sortie de I'opérateur, pour le signal
Xp, bruité, non lissé, est proche de celle du signal non bruité xy, elle méme décalée par rapport a la
sortie "idéale" a(f)®(f) en raison du facteur sin.?(h®) (cf. 3.1). La sortie correspondant au signal
lissé est, elle, notablement différente.

Zh\{/x h

Yn
—  pour Ry; (3.21) ou
(D) p 21 (3.21) W,

"D, (3.30), or le rapport effectif de ces quantités pour le signal non bruité est mieux approché en
utilisant le signal lissé que le signal non lissé car 2hy x(1) et "Wx(r) sont affectés de maniere si-
milaire par le lissage ainsi qu’on peut I'observer sur la figure (3.33). Le lissage doit toutefois étre
modéré car son influence est plus importants sur 'amplitude instantanée que sur la fréquence
instantannée.

Néanmoins, la démodulation fait intervenir le rapport pour
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FIGURE 3.32 - Influence du bruit sur la démodulation.
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FIGURE 3.33 - Influence du bruit sur la démodulation.
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Démodulation optimisée

La démodulation de la fréquence instantanée par "T est statistiquement indépendante du
bruit et estime cette fréquence avec une excellente précision. Nous allons utiliser ces caractéris-
tique pour obtenir une démodulation alternative de 'amplitude.

Pour un signal bruité, de la forme x = s+ b, ou s est le signal non bruité, on a vu (3.62) que la
sortie des opérateurs A, est statistiquement indépendante du bruit :

E(Apqx) =E(Apgs), (3.94)
On a alors, pour Ay x(f)

a* (1)
hz

Ag1x(f) = 4. P (1) - "Wx(1) = [sin? (2hd(1)) - sin® (hd(1))] (3.95)

4.@Wy ) —rwx(r)

~h - -
att sin? (2h® (1)) —sin? (hd(1))

(3.96)

La figure (3.34) présente les sorties démodulées du signal AM-FM, bruité avec RSB= 15 dB, de
méme que pour la figure (3.30) oi1 la sortie "*T initial" correspond cette fois-ci a 'application de la
formule (3.93) au signal non lissé. La démodulation optimisée de 'amplitude instantanée par T
et la formule (3.96) est tracée en rouge. La figure met en évidence la précision supérieure de cette
derniére méthode sur les autres méthodes de démodulation de I'amplitude.

200 M

100 —f\rﬁﬁ

a(t)

I

50+

FIGURE 3.34 - Efficacité comparée de la démodulation du signal test AM-FM, bruité a RSB =12 dB, pour une
fréquence d’échantillonnage de 2000 Hz - version optimisée.

Avec la formule (3.96), la démodulation par "T s’avere efficace en environnement bruité. La
figure (3.35) présente les fréquences et amplitudes instantannées démodulées par "T du signal
test AM-FM bruité avec RSB = 2dB.

3.7.3 Sensibilité au bruit de 'opérateur de Teager-Kaiser

L'étude du bruit et de ses caractéristiques statistiques est détaillée au chapitre 4. Pour ce qui
nous intéresse ici, la puissance d’un bruit gaussien b(1), d’écart type o vaut E(B?) = 0?. Considé-

a
rons un signal harmonique s(¢) = acos(wt);la puissance d'un tel signal vaut —. Ces deux résultats

étant statistiquement indépendants de I’échantillonnage, on obtient dans ce cas le rapport signal
sur bruit
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FIGURE 3.35 — Démodulation par "T du signal test AM-FM, bruité a RSB=2 dB, pour une fréquence
d’échantillonnage de 2000 Hz - version optimisée.

a
RSB =20.1o (—) . (3.97)
810 0_\/5

Toutefois, I'opérateur de Teager-Kaiser, par sa nature différentielle, fait intervenir les dérivées
premiere et seconde du signal et s’avere tres sensible au bruit. En augmentantI’échantillonnage du
signal, I'introduction du bruit sur chaque échantillon augmente les variations des dérivées pour
un méme rapport RSB, tel que défini ci-dessus. Ce paradoxe apparent est lié a la construction de
I'opérateur °?Y comme un opérateur d’énergie, prenant en compte 1'énergie totale du systeme.
Reprenons le signal harmonique s(¢) ainsi que le bruit gaussien b(t) et considérons la sortie de
l'opérateur appliqué a s(t) et b(¢) sous cette vision énergétique.

On a vu précédemment (3.58) et ce sera développé au chapitre 4, que pour le signal x(¢) =
s(t)+b(t),ona

E("wx() = E("Ws(0) +E("¥h(1)). (3.98)

Linfluence du bruit sur la sortie de 'opérateur appliqué a x(¢) est donc donnée par la sortie de
I'opérateur appliqué a b(t). Or

E("¥s(1)) = a*w?sin? (hw) (3.99)

et

1
E(“Wh(1)) = ﬁoz (cf. chapitre 4). (3.100)

Ces deux quantités représentent les énergies de s(t) et b(f) au sens de Teager-Kaiser et comme
elles sont constantes (statistiquement pour “¥b(t) ) on peut écrire
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Puissance du signal _ Energie dusignal  E("¥s(r))  a?w?sin? (ho) (3.101)
Puissance du bruit  Energie du bruit ~ E("¥h(1)) 02 ' '

o)
En notant f = Py la fréquence du signal, f, la fréquence d’échantillonnage, r, = % le rapport
n

1
d’échantillonnage et i = ?, on obtient alors
e

Puissance du signal a\ . ,(2n
=2|——|si (3.102)

Puissance du bruit 202 Te

A notre connaissance, c’est la premiere fois que cette approche a été menée. Elle nous conduit a la
définition suivante :

Définition : Rapport Signal sur Bruit au sens de Teager-Kaiser :

RSBu = 101 g [signal non bruité| (3.103)
= (0] .
¥ 810 hy [Bruit]
Dans le cas présent, avec s(t) et b(t), cette définition permet d’établir la relation suivante :
RSBy (r,) = 1010 "W _ psh 4 1010 2) +201lo sin(zn)] (3.104)
y(re) = 810 | 810 810 )l :

Ce lien entre RSB au sens classique et au sens de Teager-Kaiser est représenté sur le graphique
(3.36), qui fait apparaitre I'écart entre RSB et RSBy en fonction du rapport d’échantillonnage.

RSBy

8] 10 20 a0 40 &0 G0 7O a0 a0 100 110 120

Rapport d'échantillonnage

FIGURE 3.36 — Variation du rapport signal sur bruit rectifié en fonction du rapport d’échantillonnage.

On remarque également sur le graphique (3.36) que 'influence du bruit est minimale pour un
rapport d’échantillonnage de 4. Cette valeur s’obtient immédiatement en dérivant RSBy (7). En
effet on obtient
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Sur I'intervalle ] 0,8; +oo cette dérivée s’annule, une fois et une seule, pour r, = 4 qui correspond
ainsi au maximum de RSBy (r,) et au minimum de l'influence du bruit.

RSB, (re) = (3.105)

Cette mesure rectifiée du rapport signal sur bruit, appliquée au signal test AM-FM, fait appa-
raitre (figure 3.37) une influence du bruit sensiblement plus importante sur la premiére moitié de
l'intervalle de temps considéré (figures 3.30, 3.34 et 3.35), qui rend compte, pour 'essentiel, de
la moins bonne précision des fréquences et amplitudes instantanées estimées par les différents
opérateurs sur cette partie du signal. La structure des variations de 'amplitude et de la fréquence
étant un autre facteur, mais secondaire.

RSBy

A0 T

FIGURE 3.37 — Rapport signal sur bruit rectifié pour le signal test AM-FM.

Remarque

La définition (3.103) du rapport d’échantillonnage rectifié RSBy permet de mieux rendre compte
du niveau de bruit perturbant I'opérateur de Teager-Kaiser. La formule (3.104) pour estimer RSBy
n’est toutefois valable que pour un bruit gaussien tel que nous I’avons construit.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un nouvel opérateur, I'opérateur ¥ qui, en prenant en
compte le pas de discrétisation, ce qui n’est pas le cas de 'opérateur discret de Teager-Kaiser W,
exploite une information supplémentaire provenant du signal. Cet opérateur a pas variable, "W,
permet, combiné a la formule de Shannon (3.12), d’adapter le pas d’échantillonnage aux carac-
téristiques du signal. Il permet également d’introduire de nouveaux opérateurs qui, en exploitant
I'information provenant de la fréquence d’échantillonnage, conduisent a une démodulation plus
précise de la fréquence et de 'amplitude instantanées du signal.

En particulier, nous avons introduit les opérateurs A 4 qui permettent d’éliminer, statistique-
ment, 'influence d'un bruit d’espérance nulle et a partir desquels nous avons construit I'opérateur
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"T, permettant une démodulation plus précise des fréquence et amplitude instantanées du signal
que celle des algorithmes DESA classiques. Cette démodulation repose sur I'algorithme suivant :

+

+ "Tx, +1/ ("Tx,)” +4

2

. 1
@, ~ — arccos avec u; =

2h

4, (Zh)‘l’xn - h‘I’xn
sin? (2h®),) —sin? (hd,,)

ay = (3.106)

A 'occasion de I'étude de "T, nous avons également abordé l'influence notable du bruit sur
l'utilisation des différentes versions de I'opérateur de Teager-Kaiser et constaté le lien entre cette
influence et la fréquence de discrétisation, ce qui nous a conduit a proposer un rapport signal sur
bruit rectifié, adapté au mode opératoire suivi.

Remarquons enfin que l'introduction de 'opérateur a pas variable ¥ n’est pas indispensable
a la définition des opérateurs Ry4, A et "T pour lesquels nous n’avons utilisé que des multiples
du pas d’échantillonnage initial et dont des versions aux propriétés similaires auraient pu étre
établies a partir de ?W. Nous pensons néanmoins que I'opérateur "W, combiné avec l'utilisation
de la formule de Shannon, ouvre le champ des développements possibles a partir de I'opérateur
de Teager-Kaiser, champ dont nous n’avons exploré ici que certains aspects. Tous les développe-
ments présentés pouvant, en particulier, étre étendus au cas des opérateurs de Teager-Kaiser 2D
et, donc, aux images.

Dans le chapitre suivant nous nous intéresserons aux propriétés statistiques d'un signal al’en-
trée et a la sortie de 'opérateur. Nous montrerons que les moments d’ordre supérieurs centrés
réduits, ainsi que le coefficient de variation, ne dépendent que du rapport signal sur bruit. En
combinant I'utilisation des moments et I'utilisation de I'opérateur de Teager-Kaiser, qui possede
la propriété de diminuer la dispersion relative des valeurs a sa sortie, nous établirons une stratégie
de detection d'un signal d’intéret en environnement tres bruité.
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Chapitre 4

Etude des densités

« Les étres qui se sentent aimés ont
une consistance, une densité, une
liberté intérieure qui les rend plus

ouverts. »
Jacques Salomé
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4.1 Introduction

Nous nous intéresserons dans ce chapitre a I'étude statistique d'un signal bruité S(t), com-

posé d’'un signal source déterministe X(¢) et d'un bruit B(#) dont les caractéristiques statistiques
sont constantes : S(t) = X(¢) + B(t). Les lois de probabilités et moments statistiques afférents sont
construits en considérant les suites de valeurs mesurées [S(#1); S(%); ... S(¢,)] comme des réali-
sation [s;; $2; ... S,] devariables aléatoires Sy, S»,...,S,; indépendantes, de méme loi S, et non plus
comme des séries temporelles.
Nous nous appuierons au cours de cette étude sur le cas d'un signal source harmonique H(#) (nous
noterons H(#) plutdt que X(¢) le signal déterministe des lors que ce dernier est choisi harmonique)
et d'un bruit gaussien. Ce choix nous permettra de quantifier les résultats et de disposer, pour une
grande part, de résultats théoriques. Les méthodes que nous développerons dans le cadre d'un
signal harmonique et d’'un bruit gaussien ont pour objectif d’étre étendues a une large gamme de
signaux bruités.

Pour étayer notre propos, considérons les graphiques (4.1), (4.2) et (4.3). Le graphique (4.1)
représente la densité de probabilités, fi;, d'un signal harmonique d’amplitude 1. La courbe de fi1
ne dépend pas de la fréquence du signal et, a un changement d’échelle prés ne dépend pas de
I'amplitude. Le graphique (4.2) représente la densité de probabilités d'un bruit gaussien, fi;, dont
la courbe, a un changement d’échelle pres, ne dépend pas de I'écart-type.

ful(x)

084

0.6+

0.4+

0.z T T T T T T T T T

FIGURE 4.1 - Densité d'un signal harmonique d’amplitude 1.

Le graphique (4.3) présente une nappe, au sein de laquelle chaque courbe représente la densité
de probabilité fs du mélange additif S(#) = H(#) + B(¢) pour un rapport signal sur bruit (noté RSB)
donné, renormalisée sur un intervalle de valeurs fixé a [—1; 1], des valeurs prises par S(z). Nous
montrerons que la forme de chaque courbe ne dépend que de la valeur de RSB. Les courbes des
densités obtenues en faisant varier RSB se déforment progressivement depuis la courbe de la fi-
gure (4.1) pour RSB — +oo a celle de la figure (4.2) pour RSB — —oo.

Lorsque 'amplitude du signal harmonique est modifiée, cette nappe est identique a un change-
ment d’échelle pres. Cette invariance de la densité par changement d’échelle se traduit par une
invariance des moments centrés réduits d’ordre 3 et plus. Les statistiques du signal S(¢), donnent
donc une information sur la valeur de RSB.

Afin d’étudier les caractéristiques du signal, en particulier son coefficient de variation, son
Skewness et son Kurtosis, nous allons au préalable établir certains résultats concernant les mo-
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FIGURE 4.2 — Densité d'un bruit gaussien d’écart-type 1.
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FIGURE 4.3 - Densités de probabilité d'un signal harmonique bruité par un bruit gaussien lorsque RSB varie
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ments d'un signal harmonique et d'un bruit gaussien. Par ailleurs, les fluctuations des valeurs des
moments autour de leur valeur moyenne augmentent avec ’ordre de ces moments. La taille des
échantillons permettant d’obtenir des valeurs statistiques fiables augmente donc également avec
cet ordre. C’est pourquoi nous nous intéresserons également aux valeurs absolues des signaux
|[H(#)| et |B(#)| qui possedent un coefficient de variation, moment d’ordre 2, ce qui n’est pas la cas
de signaux d’espérance nulle comme H(#) et B(#). Létude des moments statistiques du mélange
additif S(#) nous amenera a développer une méthode de détection de la présence d'un signal dé-
terministe au sein d'un bruit.

Nous nous intéresserons ensuite aux caractéristiques statistiques de la sortie de 1'opérateur
de Teager-Kaiser. Du fait de sa définition, cet opérateur a vocation a donner une information lo-
cale sur le signal puisque sa forme continue se fonde sur une unique valeur ¢ et sa forme discrete
n'utilise que 3 valeurs discrétisées successives. Néanmoins, la sortie de 'opérateur présente éga-
lement un intérét statistique, en effet, lorsque I'opérateur est appliqué a un signal harmonique,
cette sortie est constante et sa densité de probabilité se traduit par une impulsion de Dirac. Lors-
qu’il est appliqué a un signal AM-FM bruité, il a donc tendance a concentrer la densité de proba-
bilité de sa sortie autour d’'un intervalle de valeurs plus réduit que celui des valeurs prises par le
signal initial. Cette tendance est d’autant plus marquée que les caractéristiques instantanées du
signal (fréquence et amplitude) varient peu au regard de la fréquence d’échantillonnage. En nous
appuyant sur cette propriété nous allons ainsi montrer son intérét pour la détection d'un signal
faible dans un environnement fortement bruité. En effet, ce signal va modifier les caractéristiques
statistiques du bruit sur les intervalles de temps ot il est présent et I’opérateur de Teager-Kaiser va
amplifier ce phénomene, favorisant ainsi la détection du signal. Ces propriétés nous conduirons
ainsi a proposer une méthode de détection d’un signal faible que nous appelleront "méthode du
moment d’énergie".

Nous constaterons également, au cours de cette étude que la symétrie de la répartition des va-
leurs prises par de nombreux signaux, est brisée lors de I'utilisation de I'opérateur de Teager-Kaiser
et provoque un biais lors de la démodulation des lors que le bruit est important. Nous observerons
que I’étude de cette dissymétrie donne alors une indication sur le rapport signal sur bruit et sur le
biais induit.

4.2 Résultats préliminaires

Avant de manipuler la densité et les moments du signal additif S, nous allons établir plusieurs
résultats concernant les VAR B et H suivant respectivement une loi normale et une loi harmonique.

4.2.1 Généralités
Densités de probabilité

Nous allons considérer un signal S(f) comme étant une variable aléatoire réelle (VAR) S. Les
valeurs prises par les échantillons d'un signal discrétisé apparaissent alors comme des réalisations
de cette VAR. Une telle VAR, S, peut étre caractérisée par sa densité de probabilité fs ou par sa
fonction de répartition Fg, o1

X
Fg(x) =f fswdu. 4.1)
—oo
Nous utiliserons également la densité de probabilité fis; de la VAR [S|, dont les valeurs prises

sont les valeurs absolues de celles prises par S. Cette densité s'obtient simplement a partir de celle
de S. En effet, en notant F5) sa fonction de répartition, on a:
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0 six<0
FISI(x)__p(lskx)_{p(—x<S<x) six>0 (4-2)
donc
0 six<0
Fis(0) = { Fs(x)—Fg(-x) six>0 ’ (4.3)
et, par dérivation :
0 six<0
fisi () = { fo(0+ fs(=x) six>0 (4.4)

Dans le cas particulier ol1 la densité fs est paire on en déduit également I’expression suivante, qui
nous sera utile par la suite :

0 six<0
Jisi) = { 2fs(x) six>0 (4.5)

Moments

Les moments de S caractérisent sa dispersion. On distingue les moments ordinaires my (S) (on
omet généralement le qualificatif ordinaire) d’ordre k, les moments centrés p;(S) d’ordre k et les
moments centrés réduits My d’ordre k. Les moments ordinaires sont définis par

+00
mg(S) = f x* fs (x) dx (4.6)

(o.0]
my(S) existe toujours et vaut 1; les moments d’ordre k > 1 n’existent pas toujours mais, pour un
signal physique de durée finie, nous supposerons sans que cela restreigne I'étude qu’ils sont défi-
nis. Par ailleurs m; (S) = E(S) est 'espérance de S. Les moments centrés, permettant de comparer
les dispersions autour de VAR ayant des espérances différentes sont, eux, définis a partir de I'es-
pérance par

() =E[(S-E@®)"]. 4.7)

Par construction p, (S) = 1 et u, (S) = 0; le premier moment utile est la variance p, (S) = V(S), dont
on déduit I'écart-type o (S) = vV(S), permettant d’exprimer la dispersion des valeurs de S dans la
méme unité que S :

Afin de comparer les dispersions indépendamment des unités utilisées pour la mesure d’'une
VAR et obtenir des mesures intrinséques a la forme de la distribution des valeurs, nous nous inté-
resserons aux moments centrés réduits m(S). Ces derniers sont définis par

G o

M (S) = =
k(S) s

_ k
AR s

a(S)

Nous utiliserons plus particulierement

— le moment centré réduit d’ordre 3, qui donne une information sur la symétrie d'une distri-
bution. Il est appelé coefficient d’asymétrie ou Skewness et noté y :

3 (S)
S)=M3(S) = ; 4.9
Y(S) 3(8) 03(S) (4.9)
— le moment centré réduit d’ordre 4, qui donne une information sur la forme d’une distribu-
tion et qui est appelé coefficient d’aplatissement ou Kurtosis et noté K :

K, (S)
a4(S)’

K(S) =My (S) = (4.10)

131



CHAPITRE 4. ETUDE DES DENSITES

Remarquons que y et le k sont définis pour toutes les distributions, néanmoins, leur interprétation
en termes de symétrie et d’aplatissement, n’est pertinente que pour des courbes unimodales. Par
ailleurs, la référence en termes d’aplatissement est souvent prise comme étant celle de la courbe
de laloi normale. Pour cette derniére, on a k(4) = 3 et on définit a partir de cette valeur le Kurtosis
normalisé :

Kn(S) =x(S) -3. 4.11)

Nous utiliserons également un autre indicateur de dispersion, le coefficient de variation, noté
CV. En effet, 'écart-type mesure la dispersion absolue des valeurs autour de l'espérance et il
s’avere fructueux d’utiliser un coefficient qui mesure, lui, la dispersion relative de ces valeurs au-
tour de I'espérance. CV(S) est défini par

()'(S)
CV(S) = E(S) (4.12)

Le coefficient de variation ne peut toutefois étre défini que pour un signal d’espérance non nulle,
ce qui nous amenera a nous intéresser également a |S| lorsque I'espérance de S est nulle.

Roéle des puissances d'une VAR

Les moments centrés réduits d’ordre n d’'une VAR X peuvent s’exprimer en fonction de I'écart-
type de X, o(X) et des espérances des puissances de X. En effet :

1, (%) = E([X-E00]")

E(é( " ’“( )[E(X)]

0

=% (1) cortmoor ey
k=0
= I;g (Z)(—l)"‘k[E(X)]n_kE(Xk) - (-D"(n-D[EX]", (4.13)
d’ ol
M,X)= —— i " )" EX)]" FEXF) - ()" (n- D[EX)]"|. (4.14)
" oX)" | &\ k

La formule (4.14) va ainsi nous permettre de déterminer les expression des moments M,, des
signaux que nous allons étudier dans la suite de cette section.

VAR semblables

Soient deux VAR X et Y reliées par une relation de proportionnalité Y = kX, nous les qualifieront
de variables semblables car leurs densités sont homothétiques et car elles admettent les mémes
moments centrés réduits. Ces propriétés sont développées en annexe A et se résument comme
suit:
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VAR semblables - Synthese :

Fy () = Fx (7 (4.15)

yYX) = Fx ) .
= (%) (4.16)

Y - k X k ) .
E(Y) = kE(X), (4.17)
oy = koy, (4.18)
M,Y)=M,X), (4.19)

Remarque :
Lutilisation du qualificatif homothétique pour les densités est un abus de langage volontaire, ainsi
que justifié au paragraphe A.1 de 'annexe A.

4.2.2 Signal harmonique
Densité de probabilité d’'un signal harmonique

Soit un signal harmonique h(t) = acos(wt+ @), périodique de période %’T La densité de h(1)
@ 2n—-¢@

)

0w
T—@ 2n0—¢ )
droite t = =2 permet de réduire cet intervalle a ; sur lequel les valeurs prises par
) )
h(?) parcourent I'intervalle [—a; a] avec la méme densité que sur [ —oo; co]. Par translation, cette
L
densité est la méme que celle de hy(f) = a.sin(w?) sur I'intervalle I = [ "0 ; 2a)
h)

est donc identique a celle obtenue sur I'intervalle et la symétrie par rapport a la

1 t
Soient alors deux réels o et p tels que —1 < a < p < 1, les fonctions h, () et hl‘l(t) = — arcsin (—)
) a

étant strictement croissantes, on a

(2] L]
/_

= — |arcsin (E) —arcsin (E)] . (4.20)
T a a

(0 € [« p])=p| e

el
— arcsin ——arcsm( )
w a

La fonction de répartition de H étant définie par Fyy(x) = p(h(#) € [-o00, x1), on en déduit que :

0 six<-1
1 (X 1 .
Fy(x) = —arcsm(—) +> si—a<x<a @.21)
T a 2
1 six>1,

et que la densité de H, obtenue par la dérivée de Fy(x) vaut

0 sinon.

11 _
fH(X):{ AZ e et rsa 4.22)

Le graphique (4.4) présente la densité de probabilités d'un signal harmonique d’amplitude 5.
Remarque :
la densité obtenue ne dépend pas ni de la phase initiale ¢ ni de la pulsation w.
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05

0.45

0.44

0.35

0.3+

ful(z)
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0.24

0.15

0.1

0.05

FIGURE 4.4 — Densités de probabilité d'un signal harmonique d’amplitude 5.

Moments d’un signal harmonique

Soit H une VAR suivant la loi de densité f;. Le signal harmonique étant d’espérance nulle, le
coefficient de variation de H n’est pas défini.

La densité de probabilité étant symétrique les moments impairs de H sont nuls. Pour déterminer
les moments pairs, calculons E(H??).

E(H”)—fx”f (x)dx—falx—ndx—gfax—ndx (4.23)
kT CeanvV@Z—2 | mndo Vaz—2 ’

En posant x = asin y on obtient donc

n
a' sin” _a'sin"y 2ad" (5 .,
f ————acosydy= - fo sin” ydy, (4.24)
ay/1-sin?y
soit encore

2a" 2
E(H") = T 1, avec In:fzsin”ydy. (4.25)

I 0

Dans le cas oi1 7 est pair, en notant 7 = 2p, la linéarisation de sin?” est donnée par la formule

oy (CDP [RZH2p (-1 (2p
sin p([)_w{kzb . cos[2(p- k)] + e (4.26)

Par intégration entre 0 et 5 tous les termes en cosinus valent 0. On obtient donc

D7 =DP2p) =
Iop = 291 92 (P) 5 (4.27)
soit finalement
T (2p
Ih),=—— , (4.28)
p 22p+1(p)

ce qui entraine, compte tenu de la relation (4.25)
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E(H%) = (g)z'g (2: ) (4.29)

On en déduit, en particulier, la variance et I'écart-type de H :

V(H) = E(H?) - E(H)? = E(H?) = (3)2 2=% et done, (=L (4.30)
- - Y T2 ’ V2 '
Puisque E(H) =0, on a E([H — E(H)]Zp) = E(H?P). Compte tenu des relations (4.29) et (4.30), on en
déduit les moments pairs d’ordre supérieur a 2 :

1 ap)y 1 apy_ 2P (ay2r(2p) 1 (2p
M,, = ﬁE([H—E(H)] = )= = (5) =3y | 4.31)
En particulier, le Kurtosis k (H) = My (H) et le Kurtosis normalisé kn(H) = k(H) — 3 valent res-

pectivement

3 3
k(M) = P et kny(H) = 3 (4.32)
Signal harmonique - Synthese :
1 1 .
——— si-a<x<a
fux) =4 mV/aZ 52 (4.33)
0 sinon.
3
EH)=0 o(H)= % CV(H) nondéfini y(H) =0 wx(H) = -3, (4.34)
1 (2p
Mzp.1(H) =0 Myp(H) = z—p( » ) (4.35)

Remarque
On peut constater que les moments centrés réduits d’ordre supérieur ou égal a 3 sont indépen-
dants de 'amplitude du signal harmonique.

4.2.3 Valeur absolue d’un signal harmonique

Densité de la valeur absolue du signal harmonique

Dans le cas d'une VAR |[H| représentant la valeur absolue d'un signal harmonique, par applica-
tion de la formule (4.5), on obtient :

0 six<0
= 2
S (x) si0<xi<a (4.36)
v a? — x?

Moments de la valeur absolue du signal harmonique

Compte tenu de (4.36) et (4.24), on a

n n 2.+ x" 2a"
E(/H| )=fo f|H|(x)dx:;f0 \/ﬁdx: - I, (4.37)

135



CHAPITRE 4. ETUDE DES DENSITES

ou I, est donné par (4.25).

Pour n =1, on obtient donc, en particulier

2al;  2a
E(/H|) = — (4.38)

o2
Dans le cas ol n est pair, nous avons obtenu précédemment que I, = W( p ) (cf. 4.28). Dans
p

le cas impair, la linéarisation de sin?”*! est donnée par la formule
-nr L 2p+1
sin?P*1 () = Y D[P  sin[@p +1-26)6]. (4.39)
22r = k
z 1
Puisquefo2 sin[2p+1-2k)t]dr= m,onadonc
P & =Dk [2p+1
I = . 4.40
2P Tozp ,;)Zp—2k+l k (440
Ainsi
ay2p (2 (-DPa?Ptt 2 (-DF [2p+1
E(HP) = (2)7 7P| et Bupr) == S— Y PrR. (4.41)
2 p 2°P7in (Z2p-2k+1\| Kk
On obtient, en particulier, a partir de (4.41) que
a? 4a3 3a*
E(H?)=—, E(HP)=— et E(H*)=—. 4.42
(HP) =%, B(HF) =5 et B(H")= (4.42)
La formule (4.13) nous permet alors d’obtenir :
a® (2a\* da?
V(/H|) =E HZ—EHZ:——(—) = —(@*-8), 4.43
(1) = E(HP) - (1)’ = 5 - (2] = 0 -9) @.43)
a
o(|H|) =4/VIH|) = —=Vn2-38, (4.44)
(1) = Vet =
1
Y(IHI) = M3(IHl) = —— (—3E(|H|)E(|H|2) +E(JHP) +2 [E(|H|)]3)
o(IH))
2 3( 2a a® 4a® 2a 3)
=|l———| | 3—x—+—+2|—
avnl -8 T 3n T
2V2 48-5n?
_2v2 48-51° , (4.45)
3 (JT2—8)3/2
x([HI) = My(JHI) = T (6B(1H1)*E(1HI%) - 4E(1H)E(HP) + E(HI*) - 3 [E(1H])|*)
o
V2 4( (2(1)2 a’> 2a 4a® 3a* (2a)4)
=l —— | [6]=| x——4=x — 4+ _3|=
avnl—8 T 2 T 3n 8 T
_ant (12 32 .3 48)
Cm2-82\n2 3m2 8 mt
S (3n4+16n2—192)—8 Ho_ 20 ]+3 (4.46)
- (m2-8)2\2 3 S 3[n2-8 (n2-8)2| 2 '

et
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8 11 20 3
(M) =x(H) =3=3 | 55~ Ge—ar| "2
Lesrelations (4.14), (4.41) et (4.44) permettent de calculer les moments d’ordre supérieur a 4 mais,
faute d’avoir établi une expression générique simple, nous ne les avons pas inclus dans la synthese

ci-apres:

(4.47)

Valeur absolue d'un signal harmonique - Synthése :
2 n
U
n [2p DP & D (2p+1
avec I2P—W(p) et Izpr1= 220 =2p-2k+1|\ k |
2a a n
E(H)=—, o(H)=—2Vr*-8 CV(H)=\/--1, @49
(1H1) n (1) V2 () 8
2v2 48-5n? 8[ 11 20 3
H|) = 2V& 287 H) =2 - -= 4.50
Remarque

On peut constater que le coefficient de variation et les moments centrés réduits d’ordre supérieur
ou égal a 3 sont indépendants de a.

4.2.4 Loinormale

Soit B une VAR suivant la loi normale centrée A (0; 0). La densité de B est donnée par la
formule usuelle :

() 4.51)

D=

@x) =

1 _
+00

e
oV2n
x2
n

14
Pour déterminer les moments de B, calculons au préalable J, = f x"e 20 dx. En posant ¢ =
0

x ona
202’
oo, n Ozt_%dt — too
]nzf 2:0"t2e —— = (V2)" 10”“[ t'7 e dr, (4.52)
0 ov?2 0
soit encore .
_ n+
Jn=(v2)" o™ T (— , (4.53)
ou I est la fonction Gamma d’Euler définie sur R** par
+00
r: x»—»f e tdr. (4.54)
0

La densité fg étant paire, ses moments impairs sont nuls et ses moments pairs vérifient alors

(4.55)

1 1
M,, = G—E([B—E(B)]Zp) = —_E(B¥)=

2P ( 1) 2P 2p)! 2p)!
- T — —
2p O-Zp

+=|==— = :
v P72 T Uz VT e

Remarque :
On retrouve bien, par la formule générale, les valeurs connues des variance, écart-type, Kurtosis et
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kurtosis normalisé de la loi normale.

Loi normale - Synthese :
fo) = ——e () (4.56)
ov2n
E(B)=0 o¢(B)=0, CV(B)nondéfini y(B)=0, xn(B)=0, (4.57)
@2p)!
M;p+1(B) =0, My,(B)= T (4.58)

Remarque
On peut constater que les moments centrés réduits d’ordre supérieur ou égal a 3 sont indépen-
dants de la variance du bruit.

4.2.5 Valeur absolue de laloi normale
Densité de la valeur absolue de la loi normale

Dans le cas d'une VAR |B| représentant la valeur absolue d'un bruit gaussien, par application
de la formule (4.5),ona:

0 six<O0
fiBi(x) = 2o sixso0 - (4.59)
oV2m

Moments de la valeur absolue de la loi normale

On déduit de (4.59) que

2 +oo 1(x)2 \/E
E(|B|" =fx” (x)dx = / x"e 2(5) dx= X2, (4.60)
(1B1*) R o av2nJo oym "
c’est a dire, compte tenu de 1'égalité (4.53) :
V2 V2 4 n+1) (vV2)"0"_(n+1
Ean—] :—\/zn 0'n+lr = F( ) 461
(1BI") oyn ' T[( ) 2 VT 2 (4.61)
On en déduit alors immédiatement que
V20 \/7
E(|B|)=—T (1) = -, 4.62
(1BI) NG =0/~ (4.62)

3 (4.63)

V(|B|):E(|B|2)—[E(|B|)]2:2;\/‘; (3)—2%2_2\;’;? 2;’2 02(1 2),

o(IBl) = /V(IBI) :0\/1—%, (4.64)

et, en utilisant la relation, (4.14), que
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v(IBI) = Ms(IBl) =

o (B (~3E(BI)E(IBI?) + E(1BI®) + 2 [E(1B) |

= ;(—%@x ﬁr(§) +@r(2)+2

Cod(1-2/m)3 NV m

0

n ( 6vV2 VI 2v2 4\/5)
= —x =+ —=x2+—
(n—2)2 U 2 Vs /T
:‘/5(4—_’:), (4.65)
(m—-2)2

que

K (1BI) = My (jB) = —— (6E(1BI)*E(1BI?) - 4E(1BI)E(IBI*) + B(1BI') - 3 [E(1BI)])

o(|B|
1 2 202 2 (vV2)’e? 40" 2"
=" 60‘2_Xir(%)_4ix(\/_ir(2)+ir(§)_3 o/ 2
o4 (1-2/m)? T yu (2 VT VT vTo\2 n
2 ( 24 Jm 16 4 3ym 12)
= —x———xl+t—=——-—=
m-22\nyn 2 = vn 4 w2
_g 73 4 (4.66)
CTm-22 7 '
n-3
et, donc, que kn(|Bl) = SW.
Valeur absolue de la loi normale - Synthése :
0 six<0
fBi(x0) = 2 M g0 (4.67)
oV2n g
2 2 i
E(|B|) = — Bl) = 1-—, CV(|B|)=4/=--1, 4.68
(B)=0y/2 a)=oy/1-2, cv(s)=,/2 (.68
V2(4-m) -3
|IB|) = ———, xn(|Bl])=8—=. (4.69)
Y( ) (T[—Z)% N( ) (ﬂ—2)2

Remarque
On constate que le coefficient de variation et les moments centrés réduits d’ordre supérieur ou
égal a 3 sont indépendants de la variance du bruit.

4.3 Moments du signal bruité

Nous allons utiliser les résultats précédents pour nous intéresser désormais a un signal S(t) =
H(?) + B(#) composé d'un signal harmonique H(t) et d'un bruit gaussien B(#). Les éléments sta-
tistiques d'un tel signal vont s’avérer utiles car, ainsi que nous allons le démontrer au paragraphe
suivant, ils ne dépendent que de RSB.

4.3.1 Paramétrage par le rapport signal sur bruit

Nous avons vu précédemment (cf. 4.51 et 4.22) que les VAR B et H admettent pour densités
respectives :
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1 1
1 x)2 ——— si—-a<x<a
fa(x) = e et f0={ "VZ_2
ov2n 0 sinon, .
Par conséquent, par convolution, S = H + B admet pour densité
1 a 1 1(t=x)2
S0 = ——— f e 2 (%) dx. (4.70)
f 0-\/57[/2 _a,/az_x?_
x
Par le changement de variable y = —, on a alors
a
1 1 1 a 2
fS(I) = e‘%[&(ﬁ‘)’)] dy. 4.71)
o

Puissance du signal ~ a?

Enintroduisant le rapport signal sur bruit non exprimé en décibels p = —; —=—,
) . . e Puissance du bruit 2o
I'expression précédente peut s’écrire

f(t)zl £fl 1 oli-y'yg 4.72)
5=\ ) — y. .

On adonc
1 t
fs() = Efs,p (5) , (4.73)

ou fs , estla densité normalisée de S :

PPl ey
fsp() = n3f_1 me dy, (4.74)

Ainsi, les densités fs(1) et fs ,(#) sont homothétiques, ce qui entraine que les moments des VAR S
etSp = éS sont semblables et que les moments centrés réduits de S sont identiques a ceux de Sy
(cf. 4.19), qui ne dépendent que de p.

Létude de S peut donc s’effectuer avec le RSB comme seul parametre. Le lien entre p et le rap-
port signal sur bruit en décibel étant donné par RSB = 10log,,(p). De plus en fixant, par exemple,
I'amplitude a 1, les moments peuvent ne dépendre que de 1'écart-type o. Les résultats pouvant
ensuite étre transposés par homothétie a tout couple (a, ).

Remarque :

Une autre maniere de présenter le résultat précédent consiste a observer que lorsque deux couples
(Hy;Bp) et (Hy; B) ont un méme rapport p, il existe alors une constante k telle que Hy = kH;
et B, = kB;. Les VAR S; = H; +B; et Sy = S, + B, sont donc proportionnelles : S, = kS;. Or deux
VAR proportionnelles ont des densités homothétiques et des moments centrés réduits égaux (A.1).
Nous avons privilégié le calcul précédent a ce constat simple afin de disposer d'une expression de
la densité obtenue en fonction de p.

4.3.2 Calcul des momentsde B+ H

A partir des moments de H et B, nous pouvons déterminer ceux de B + H d’apres la formule
A.20:

() ko

; (k)oxog My (X)M,— i (Y).
a

En utilisant oy = E (4.34) et og =0 (4.57), onadonc:
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T2 f % (Z) (i)k""_kMk(H)Mn-k(B). (4.75)

En introduisant p = 292’ o0 obtient alors
o

M,(H+B)=

TN (SN ) -

u+p%

Par symétrie, les moments impairs de H + B sont nuls et on peut écrire, pour les moments pairs,
que

M (18] = L 3 (2o 1)) 47

(1+p)" |29

Le xy de B + H peut s’obtenir en utilisant la formule (4.77) pour n = 4, mais il est plus aisé de
reprendre la formule (A.19) qui s’écrit

4 2 2 at
kH+B) = 3 30" +3a°c +3E (4.78)

a | 2
(% +0?)

. . L . . . . a” .
ce qui conduit apres simplification, en introduisant p = 252" a
o

p’+4p+2 3p?

(1 n p)2 et KN(H+ B) = _2(1—-}—‘))2 . (479)

kH+B) = 3
=5

Ces résultats peuvent étre synthétisés comme suit, en incluant la densité normalisée de H + B
introduite par la formule (4.74) :

Somme d’un signal source harmonique et d'un bruit gaussien - Synthese :

1 1 2
fo) =4/ %f_l \/1—__J/ze—p(t—y) dy, (4.80)
a2
¢(B+H)= 7+ﬁ, (4.81)

E(B+H)=0 CV(B+H) n'estpasdéfini y(B+H)=0, (4.82)
Ky (H+B) = - & (4.83)
N T 21+ p2 '

Les expressions des moments d’ordre supérieur peuvent étre obtenues a partir des relation
(4.77), (4.35) et (4.58). Nous avons, en particulier, déterminé les expressions de Mg (H+B) et Mg (H+ B)
en fonction de p que nous utiliserons plus loin. Aprés simplification, ces expressions sont :

Ms(H+B

45 53]
=—|15+45p+ —p“ + — 4.84
) ETE PP P (4.84)

et

35
Mg (H + B) [105+420p+315p2 +70p% + Ep“] . (4.85)

(1+p)*
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4.4 Estimation du rapport signal sur bruit et détection

4.4.1 Utilisation du Kurtosis

Le premier moment défini et non nul de la VAR H+B, modélisant le signal S(#) = H(t) + B(¢) est
son Kurtosis, k(H + B). La figure (4.5) présente la courbe du Kurtosis (non normalisé) en fonction
du rapport RSB. La courbe établie d’apres la formule (4.79) est tracée en rouge, la courbe tracée en
bleu représente les valeurs de x(H + B) obtenues par une simulation d'un signal de 50 000 points
répété 400 fois affin de moyenner les valeurs obtenues. Les deux courbes sont a peu pres confon-
dues. Sachant que le signal mesuré est la somme d’un signal harmonique et d’'un bruit gaussien
et que la courbe ne dépend que de RSB, le k observé permet ainsi d’estimer la valeur du rapport
signal sur bruit.

Kk(H + B)

RSB

FIGURE 4.5 — Kurtosis de la somme d’un signal harmonique et d'un bruit gaussien en fonction de RSB.

On constate, en particulier, que la courbe de k(H + B) possede deux asymptotes horizontales
correspondant a k=3 pour un bruit gaussien pur et a k=1,5 pour un signal harmonique non bruité.
Pour une précision de mesure fixée, permettant de considérer la courbe confondue avec son asymp-
tote, la transition de la courbe d’'une asymptote a I'autre s’effectue sur un intervalle de valeurs de
RSB limité. Les bornes de cet intervalle (a une erreur fixée pres) permettent donc de détecter 'ap-
parition de bruit dans un signal harmonique pur mais aussi et surtout détecter I’existence d'un
signal au sein du bruit gaussien. Le graphique (4.6) présente, en rouge les deux asymptotes corres-
pondant a un bruit pur ou un signal harmonique pur. Le tracé, en bleu, de la courbe du Kurtosis,
kK(H+ B) = kn(H+B) +3, ol1 ky est obtenu par la formule (4.83), illustre la possibilité de détecter la
présence d'un signal au sein du bruit.

Le graphique (4.7), présente un focus du graphique (4.6) sur un intervalle de valeurs de RSB centré
autour de -15 dB. La précision du graphique permet une détection de la présence du signal au sein
du bruit entre RSB=-17 dB et RSB=-15 dB.

Au dela du cas d'un bruit gaussien et d'un signal harmonique, pour lesquels nous avons quan-
tifié les valeurs, Le suivi de la mesure du Kurtosis dans un environnement bruité va ainsi permettre
de détecter I'apparition d'un signal au sein de ce bruit. Toutefois, les moments calculés a partir
d’un échantillon mesuré ne sont pas les moments théoriques. On les qualifie de moments empi-
riques et leur utilisation souléve deux difficultés : le biais et la variance de ces moments.
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3 Bruit blanc gaussien
2.8
2.6 H
2.4

224

k(H + B)

Signal harmonique

FIGURE 4.6 — Asymptotes de k(H + B).

3.1+

3.05

2.85

x(H + B)

2.0+

2.85

284

FIGURE 4.7 — Asymptotes de k(H + B) - focus.
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4.4.2 Biais du Kurtosis

Le Kurtosis obtenu a partir d'un échantillon est d’autant plus proche de la valeur théorique
attendue que la taille, 2, de cet échantillon est importante. La figure (4.8) permet de constater que
pour n =500 les valeurs obtenues (tracées en bleu) sont éloignées de la valeur théorique attendue
(tracée en rouge), alors que pour zn = 5000, les valeurs mesurées (tracées en noir) en sont proches.
La figure (4.9) permet de constater qu'un écart subsiste mais qu’il est faible.

3
2.8 -
2.6
5 2.4 4
f
:t; 2.2
4
2
18
500 points
5000 points
1.6 = & Théurigue
T T T T T T T T T T
50 40 30 20 -10 s} 10 20 30 40
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FIGURE 4.8 - Biais du Kurtosis empirique de H + B.
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2.88 o

2.86 -

FIGURE 4.9 - Biais du kurtosis empirique de H+ B - focus.

Dans une problématique de détection ce biais n’est toutefois pas pénalisant car ce n’est pas la
valeur du Kurtosis qui nous intéresse, mais 1'observation d’'une variation de cette valeur par rap-
port a la valeur obtenue pour un bruit pur.
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4.4.3 Variance du Kurtosis
Incertitude de la mesure de

Si le biais du Kurtosis est peu pénalisant dans une problématique de détection d’un signal, il
en va autrement de sa variance. En effet, les courbes bleue et noire des figures (4.8) et (4.9) ont
été construites en moyennant 8000 mesures de k pour chaque point car les mesures different
sensiblement entre elles en raison de la variance significative du Kurtosis empirique ainsi qu'on
peut 'observer sur la figure (4.10). Cette figure montre les variations observées sur 5000 mesures
simulées du Kurtosis de H+ B, pour RSB =-30 dB et une taille d’échantillon de 500 en bleu, de 5000
en vert. La valeur théorique attendue du Kurtosis, k = 3 étant indiquée en rouge.

4.4

4.2 4 500 points
1 5000 points

& Théorigne

Mesure de &

22

T T T 1
o 1000 2000 3000 4000 5 000

Essais

FIGURE 4.10 — Variabilité des mesures du Kurtosis empirique.

Intervalles de confiance asymptotiques

Lincertitude sur la mesure de Kurtosis empirique ne permet pas d’exploiter le seuil de détec-
tion, tel que présenté au paragraphe 4.4.1. Cette incertitude peut étre toutefois étre quantifiée par
I'écart-type de k empirique. En effet, lorsqu’on considére une VAR X, la moyenne empirique, cor-
respondant a la moyenne observée X,, d’un échantillon composé de 7 réalisations de cette variable
est un estimateur convergent et sans biais de E(X). On sait de plus, d’apres le théoréme central

X, —EX
limite, que /n n(rT)() converge en loi vers la loi normale A (0, 1). On dit alors, qu’asymptoti-
agX)

quement, X,, suit laloi normale A (E(X) , T ) et un l'intervalle de confiance asymptotique pour
n

EX) est de la forme

o) 3 4 —U(X)] (4.86)
\/ﬁ ) n (04 \/ﬁ » .

«
oll « est le risque, £, est défini par o = @1 (1 - E) et @ est la fonction de répartition de la loi nor-

[Xn—ta

male centrée réduite A (0, 1).

Le théoréme de Slutsky, complete ce résultat en garantissant que, asymptotiquement, o (X) peut
étre remplacé par I'écart-type empirique S, déduit de I'échantillon, ce qui permet d’utiliser des
intervalles de la forme

Xn— taﬁ , Xn+ to‘\/_ﬁ . (4.87)
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Remarque:

En utilisant un échantillon de n occurrences d’'une VAR suivant une loi d’écart-type o, il faut distin-
guer |'écart-type empirique S, de I'écart-type mesuré o,. S, est un estimateur de o se déduisant
de o, parS, =0.\/n.

Ainsi, pour une valeur de RSB fixée, les valeurs du Kurtosis mesurées pour chaque échantillon,
K;, vont se répartir autour de leur moyenne p; selon une loi normale. En notant o; I'écart-type me-
suré, on obtient ainsi qu’environ 68% des valeurs seront situées dans l'intervalle [ Mi—0i; Wi +0; ],
95% des valeurs seront situées dans l'intervalle [pi —20;; Wi +20 i] et 99% des valeurs seront si-
tuées dans l'intervalle | p; —30;; p; +30; |.

Représentation de la dispersion des mesures du Kurtosis

Les figures (4.11) et (4.12) présentent la courbe théorique de k(H + B) en fonction de RSB, tra-
cée en rouge, ainsi que les courbes obtenues en augmentant et diminuant d’'un écart-type mesuré
(moyenné) cette courbe théorique. Cette représentation permet de visualiser la dispersion des va-
leurs et comment cette dispersion dépend de RSB ainsi que du nombre de mesures.

34

3.2 4

k(H+ B)

FIGURE 4.11 - Dispersion des valeurs du Kurtosis empirique - échantillon de 500 points.

Une maniére de quantifier la capacité a détecter la présence d’un signal utile au sein du bruit,
compte-tenu de la dispersion des valeurs, est illustrée par la figure (4.13). Compte tenu de cette
dispersion des valeurs la distinction entre la courbe et son asymptote, que nous avions observée
sur la figure (4.7) dés -15 dB ne s’avere plus possible. En revanche, 'intersection de 1'asymptote
K = 3 avec la courbe de k; + 0; qui est matérialisée par les segments verts est un indicateur exploi-
table. Connaissant I’espérance E(B) du bruit pur, I'intersection correspond a un rapport signal sur
bruit pour lequel 84% des valeurs mesurées de k seront situées en dessous de E(B). La valeur de
ce dernier pourcentage n’est pas importante en soi et nous verrons au paragraphe 4.4.6 comment
procéder en pratique a la détection du signal sur une fenétre glissante. Ce seuil va en fait nous ser-
vir pour comparer différents moments dans la suite de ce chapitre. Il nous indique ici une valeur
du seuil de référence, pour 5000 points, valant RSB = —3,1 dB.

L'utilisation du Kurtosis pour la détection d'un signal dans un environnement bruité demande
ainsi, a priori, de disposer d'un grand nombre de points pour étre utilisée avec profit. Elle nous a
toutefois permis de poser le principe d'une méthode de détection par les moments, que nous
allons continuer d’explorer.
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FIGURE 4.12 - Dispersion des valeurs du Kurtosis empirique - échantillon de 5000 points.
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FIGURE 4.13 — Détection du signal source bruité a partir du Kurtosis empirique d'un échantillon de 5000
points.
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4.4.4 Utilisation de moments d’ordre supérieur
Moments Mg et Mg

De méme que nous 'avons fait au paragraphe précédent pour le Kurtosis, nous pouvons tracer
les moments Mg(H + B) et Mg(H + B) de la VAR H+B. La figure (4.14) présente ainsi les courbes de
Mg (H+B) et Mg(H+B) en fonction du rapport RSB. Les courbes établies d’apres les formules (4.84)
et (4.85) sont représentées en rouge, celles obtenues par simulation, de méme que pour x(H + B),
figurent en bleu et sont tres proches des courbes rouges. On constate que les courbes de Mg (H + B)
et Mg (H + B) sont similaires entre elles et a celle de k (H+ B) (figure 4.5). Les asymptotes, tracées en
vert, correspondent a Mg(B) = 15, Mg(H) = %, Mg(B) =105 et Mg(H) = %.

16
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=
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]
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2 T T T T T T T T T T T
80 50 40 -30 20 10 o 10 20 30 40 50 [5u]
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-60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 &0

FIGURE 4.14 — Moments d’ordre 6 et 8 de la somme d’'un signal harmonique et d'un bruit gaussien en fonc-
tion de RSB.

Lestimation de RSB et la détection d'un signal au sein d'un bruit fort peuvent ainsi étre envi-
sagées avec les différents moments de H+B, de méme qu’en utilisant le Kurtosis. Reste a comparer
la qualité de I'information fournie par I'étude des différents moments.

Comparaison des moments

Afin de pouvoir comparer la capacité des moments a détecter la présence d'un signal, nous
avons normalisé les différents moments de maniére a ramener leur variation en ordonnée sur une
échelle de variation allant de 0 pour un signal harmonique pur a 1 pour un bruit gaussien. La fi-
gure (4.15) présente sur cette échelle commune les moments d’ordre 4, 8, 12, 26 et 50 de H+ B en
fonction de RSB. Les moments d’ordre supérieur a 8 ont été calculés a partir des formules (4.77),
(4.58) et (4.35) sans expliciter leurs expression en fonction de RSB.
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FIGURE 4.15 — Comparaison des moments de H + B en fonction de RSB - k (rouge), Mg (bleu), M;» (vert),
My (jaune), M5o (magenta).

On constate que le seuil de détection du signal au sein du bruit est d’autant meilleur que I'ordre
du moment est élevé. La figure (4.16) présente un focus de la figure (4.16) centré sur RSB=-16 dB
et présentant les différentes courbes a proximité de 'asymptote horizontale d’ordonnée 1, corres-
pondant a un bruit pur. En observant ainsi plus précisément la position des courbes on constate
que, pour le moment d’ordre 50, le signal est détectable au sein du bruit pour pour une capacité
de détection approchant RSB=-25 dB.

0.00 T

0.98 - N

0.97 - N

0.06 o kY

Moments de H+B

FIGURE 4.16 — Comparaison des moments de H + B en fonction de RSB - focus - k (rouge), Mg (bleu), M;»
(vert), Mg (jaune), M5g (magenta).

Un moment d’ordre aussi élevé que 50 n’est pas exploitable mais illustre le potentiel des mo-
ments d’ordre élevé pour la détection d'un signal dans un environnement tres fortement bruité.
Nous allons toutefois étre confrontés a un obstacle majeur. En effet, les résultats précédents sont
établis a partir de moments théoriques dont nous connaissons les expressions, alors qu'un signal
enregistré constitue un échantillon de réalisations d’'une VAR et la mesure des moments de cette
échantillon fournit seulement des moments empiriques. La convergence lente de ces moments
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empiriques vers les moments théoriques améne une perte de précision mais, surtout, ainsi que
nous avons pu le constater en étudiant le Kurtosis (paragraphe 4.4.1), les variations des mesures
de ces moments empiriques autour de leur espérance est importante et dépend de la taille de
I'échantillon considéré. Nous allons donc étudier de plus pres la variance des moments empi-
riques.

4.4.5 Variance des moments empiriques
Moments empiriques

Les deux difficultés déja évoquées lors de 'utilisation des moments empiriques sont I'intro-
duction d’un biais et la variance des mesures :

— Le biais introduit par la variance empirique d'un échantillon de taille 7 est connu. La va-
riance estimée d'une population s’obtient a partir de la variance empirique par I'introduc-

tion d’un facteur

T Dans le cas général le biais des moments d’ordre supérieur, en re-

n
vanche, n'est connu qu’asymptotiquement ainsi que nous I’évoquerons au prochain para-
graphe. Le biais n’'a toutefois pas d’incidence dans une problématique de détection car I'im-
précision générée est négligeable des lors que le nombre d’échantillons n’est pas tres petit.

— La variance des moments s’avere, elle, en revanche, plus pénalisante. Elle croit, en général
tres vite, avec 'ordre des moments, ce qui implique d’utiliser des échantillons de grande
taille afin d’obtenir des résultats fiables pour estimer des moments d’ordre élevé.

Nous allons ainsi nous intéresser plus particulierement aux premiers moments centrés, le
Skewness (ordre 3) et le Kurtosis (ordre 4), ainsi qu’au au coefficient de variation (rapport de I'es-
pérance sur I'écart-type) dont le calcul ne fait intervenir que I'ordre 2. La moindre variance du
coefficient de variation rend son utilisation particulierement intéressante. Comme, toutefois, il ne
peut étre défini que pour un signal d’espérance non nulle, nous allons également travailler avec la
valeur absolue du signal pour établir certains résultats.

Croissance de la variance avec I’ordre des moments

Lapproche théorique de la variance de moments empiriques est trés limitée. Nous allons 1'évo-
quer rapidement dans ce paragraphe avant de procéder par des simulations. On dispose d’estima-
tions de la variance des moments empiriques centrés, mais il n’y a pas de résultats généraux établis
pour la variance des moments empiriques centrés réduits. Pour une variable gaussienne, les esti-
mations des moments centrés font apparaitre une croissance exponentielle de la variance de ces
moments avec ’ordre. Bien que I'étude de la variance des moments réduits ne puisse étre qu’ex-
périmentale, cette tendance est confirmée par les tests que nous avons effectués.

n
Le biais introduit par la variance empirique est un résultat classique : Vestimge = mvempirique.
La variance de la variance estimée est également connue [148] :
1 R k
V (Vestimée) = m [(n -Dpa—(n —3”1%] ou Wi = E([X— E(X)] ) . (4.88)

Nous ne disposons pas de résultats généraux pour déterminer le biais introduit par la variance des
moments empiriques d’ordre supérieur a 2, mais nous pouvons toutefois nous appuyer sur des
résultats asymptotiques. En particulier, nous avons la convergence en loi suivante :

M — Mk

vn — AN (0;1), (4.89)

\/kzuk_luz + 2K o1 Mies1 + M2k — M5

qui implique que pi — Ui et que
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k* -1 M2 + 2k k-1 Men + Mok — K5
. .

V(Vempirique) - V;; = (4.90)

La formule (4.90) s’avere peu pratique a exploiter. Elle garantit toutefois la décroissance de
V(Vempirique) en fonction de n et sa limite nulle lorsque 7 tend vers I'infini. Par ailleurs, bien
que dans le cas général la formule (4.90) ne permet pas de conclure sur le comportement de
V(Vem piriq ue) en fonction de l'ordre k, nous!’avons appliquée a une VAR gaussienne. On constate
dans ce cas une croissance exponentielle en fonction de k, proche d’une proportionnalité a e325%,
La figure (4.17) présente la variation de V;; en utilisant une échelle logarithmique en ordonnée.
Cette quantité croit rapidement avec I'ordre du moment considéré ainsi qu'on peut le constater

V€
sur les graphiques (4.17) et (4.18) qui présentent log;, (Vi) etlog,, (—k)
Mk

logo( 1-",-‘." )

2 4 [} a 10 12 14 16 12 20

FIGURE 4.17 - Variance des moments d'un bruit gaussien en fonction de I'ordre k de ces moments.

Les valeurs prises par les moments étant également croissantes, il est en fait préférable de s'in-
Ve
téresser a l'erreur statistique de mesure relative plutét qu'absolue, indiquée par —k Bien que cette
k
croissance en fonction de 'ordre k des moments soit plus faible, elle reste néanmoins exponen-
0

tielle, proche d’une proportionnalité a e"?%. La figure (4.18) présente la variation de —* en utilisant
Mk
une échelle logarithmique en ordonnée.

Cette augmentation rapide de la variance des moments estimés en fonction de leur ordre, im-
plique que la taille des échantillons nécessaires a ’estimation des moments croit également trées
rapidement avec I'ordre de ces derniers et rend peu exploitables, en pratique, les moments d’ordre
élevé, sauf a disposer d’acquisitions du signal de taille trés élevée.

Comparaison des seuils de détection de référence

Nous avons introduit au paragraphe 4.4.3, a propos du Kurtosis, un seuil de détection de réfé-
rence, établi a partir d'un fenétrage de 5000 points. Suivant le méme principe que présenté sur la
figure (4.13), la prise en compte combinée de la position des courbes des moments par rapport a
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FIGURE 4.18 - Variance relative des moments d'un bruit gaussien en fonction de I'ordre k de ces moments.

leur asymptote et de la variance de ces moments conduit a établir le tableau (4.1).

TABLEAU 4.1 — Comparaison des seuils de référence de détection d'un signal harmonique au sein d'un bruit
gaussien par différents moments.

Type de signal Ordre du moment Seuil de référence
K -5,9dB
H+B Mg -5,7dB
M; -5,2dB

Ces seuils établissent une comparaison a priori sur la capacité des différents moments a détecter
la présence d'un signal au sein d'un bruit. En pratique, pour évaluer les seuils effectifs et permettre
cette détection, nous allons utiliser la méthode des moments décrite ci-appres.

4.4.6 Détection par la méthode des moments
Utilisation du Kurtosis

Pour utiliser les propriétés des moments que nous avons développées précedemment, nous
allons simuler un signal discret de la forme S(n) = H(n) + B(n), composé d’un signal harmonique
H(n) et d’'un bruit gaussien B(n). Nous allons ensuite faire défiler une fenétre glissante dont le
contenu constitue un échantillon de la VAR S = H + B, puis nous allons calculer les moments de
cet échantillon. En comparant les valeurs obtenues a celles correspondant au bruit pur, nous al-
lons pouvoir repérer la présence d’'un signal au sein du bruit.

La figure (4.19) présente le Kurtosis d'un signal S composé d'un bruit pur et d'un signal har-
monique H(#) qui a été superposé a ce bruit sur la période d’enregistrement allant de T; = 10000 a
T; =20000. La fréquence de H(#) est de 100 Hz et r, =50, ces parametres n’ayant pas d’influence,
des lors que r, est élevé. RSB = 0 dB et la taille de la fenétre glissante est de 5000 points. Les valeurs
du Kurtosis obtenues pour chaque position de la fenétre glissante sont tracées en bleu, la moyenne
E(B) du signal correspondant au bruit pur est tracée en vert et elle est encadrée par les tracés, en
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rouge, de E(B) —30(B) et E(B) + 30(B). La bande entre les droites horizontales rouge matérialise
ainsi une zone dans laquelle le tracé du bruit pur doit, trés probablement se situer (la probabilité
est d’environ 99% pour une valeur isolée et est d’autant plus faible que la fenétre est large) ; nous
appellerons cette bande "limite des 3¢". On constate que I'intervalle du signal pendant laquelle la
composante harmonique a été ajoutée correspond a des valeurs de k(S) sortant nettement de la
limite des 3o et indiquant ainsi la présence d’'un signal utile au sein du bruit.

32
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FIGURE 4.19 - Kurtosis de H + B obtenu par fenétre glissante de 5000 points pour RSB = 0 dB.

La capacité a discriminer la présence d’'un signal utile au sein du bruit en utilisant le Kurto-
sis dépend de la taille de la fenétre utilisée. Par exemple une fenétre de 500 points permet une
détection a 3 dB, une fenétre de 5000 points une détection a -3 dB, une fenétre de 50 000 points
une détection a -7 dB. Ces valeurs n'ont cependant du sens que si les signaux recherchés ont une
longueur plus élevée que celle de la fenétre. Une fenétre large permettra ainsi de mieux détecter
des signaux apparaissant sur une période de discrétisation importante dans un bruit élevé mais
ne capturera pas des signaux brefs, y compris dans un bruit modéré.

Remarques :

» Nous avons choisi pour les graphiques présentant la détection du signal utile, de graduer
les abscisses en indices des points de discrétisation et non en temps, afin de mieux faire
apparaitre I'influence de la taille de la fenétre glissante.

o Ladétection du signal débute dés que la fenétre glissante commence a recouvrir I'intervalle
pendant lequel la composante harmonique a été ajoutée. Sur la figure (4.19) cela concerne
ainsi les points indicés de 5000 a 25 000. On constate que la valeur de K, initialement proche
de 3 correspondant au Kurtosis d'un bruit pur (cf. 4.11), est sensible a la variation forte des
caractéristiques du signal se produisant pendant le recouvrement avant de tendre vers la
valeur 2,5 correspondant a x (H + B) pour RSB = 0 (cf. 4.5).

« Rappelons ici que les moments centrés réduits d’'un signal harmonique ne dépendent pas
dela fréquence de ce signal et que ceux de de la somme d’un bruit et d'un signal d’espérance
nulle ne dépendent que de RSB. Les résultats énoncés ici sont ainsi transposables directe-
ment aux signaux AM-FM.
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Comparaison des moments

Nous avons vu que d'une part la capacité théorique de détection d’'un signal augmente avec
l'ordre théorique des moments utilisés (4.16) mais que, d’autre part, cette capacité reposait en
pratique sur I'estimation des moments empriques d'un échantillon dont la variance pénalise la
détection (4.13). Pour faire la part de ces deux tendances, nous avons calculé les moments k, Mg
et Mg du méme signal simulé que celui de la figure (4.19). Ils sont présentés sur les figures (4.20)
et (4.21). Rappelons ici que seuls les moments pairs sont non nuls et donc exploitables pour un
signal d’espérance nulle (cf. 4.31).

I.\-"].[J' (H - B)
R
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FIGURE 4.20 — Moment d’ordre 6 de H + B obtenu par fenétre glissante de 5000 points pour RSB =0 dB -
comparaison des moments.
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FIGURE 4.21 — Moment d’ordre 8 de H + B obtenu par fenétre glissante de 5000 points pour RSB = 0 dB -
comparaison des moments.

Lallure générale des graphiques (4.19), (4.20) et (4.21) est similaire, toutefois la zone des courbes
des moments indiquant la présence d'un signal d’intérét, située entre les points d’indice 10 000 et
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20000, se démarque d’autant moins de la limite des 3¢ que I'ordre est élevé.

Pour une fenétre de 10000 points, la capacité du Kurtosis a discriminer le signal au sein du
bruit, en fondant cette limite sur les 30, ne permet pas d’aller au-dela de RSB = —3 dB. L'utilisa-
tion de moments d’ordre supérieur diminue légerement cette limite : -2 dB pour Mg et -1 dB pour
Ms. Le graphique (4.22) présente k(H + B) avec les mémes conditions de simulation que précé-
demment mais avec RSB =-3 dB.
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FIGURE 4.22 - Kurtosis de H + B obtenu par fenétre glissante de 5000 points pour RSB = -3 dB.

En augmentant la taille de la fenétre, on améliore le pouvoir de discrimination du signal. Cette
discrimination reste toutefois d’autant meilleure que ’ordre du moment utilisé est petit. La figure
(4.23) présente le Kurtosis et le moment d’ordre 6 du signal pour une fenétre de 15000 points et
RSB =-5 dB qui constitue la limite de discrimination pour le Kurtosis et qui ne permet pa la détec-
tion du signal pour Mg.
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FIGURE 4.23 - Kurtosis et Mg de H + B obtenus par fenétre glissante de 15000 points pour RSB = -5 dB.

Nous avons établi le principe de la méthode des moments pour la détection d’un signal dans
un environnement bruité. Cependant, son pouvoir de discrimination reste relativement faible,
sauf a disposer d’enregistrements de grande taille. Nous avons également pu constater que la dis-
crimination diminue lorsque 'ordre de moments augmente. Une premiére voie pour améliorer
la méthode va consister a utiliser la valeur absolue du signal. En effet, I'espérance de la valeur
absolue est non nulle, ce qui permet d’utiliser le Skewness et le coefficient de variation du signal.
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4.4.7 Utilisation de la valeur absolue du signal

Nous avons vu au paragraphe 4.4.1 que le premier moment utilisable de H+ B est son Kurtosis,
qui est d’ordre 4. En effet, en raison de 'espérance nulle de H+ B, son coefficient de variation n’est
pas défini et, par symétrie de la densité de H+B, son Skewness est identiquement nul et n’apporte
pas d’'information, ainsi que ses moments impairs d’ordre supérieur. Or, nous avons également
constaté qu’afin de limiter la dispersion des valeurs des moments empiriques mesurés, il est inté-
ressant d’utiliser des moments dont I’ordre est aussi faible que possible, ce qui nous améne ainsi a
nous intéresser a la valeur absolue du signal, |S| = [H+BJ|, pour laquelle le Skewness et le coefficient
de variation de |H + B| sont définis et porteurs d’information.

Moments de |H+B|

Nous ne disposons pas d’expressions explicites des moments de |H + B| en fonction de ceux
de |H| et de |B|. Il est avéré utile pour les modélisations effectuées de disposer d’expression appro-
chées de fonctions générant des courbes approchées plutdt que de les construire par des simula-
tions répétées de VAR.

La figure (4.24) présente le coefficient de variation de |[H + BJ, figuré en vert, établi par simu-
lation a partir d'un échantillon de 50 000 points, répétée 400 fois afin de moyenner les résultats.
En I'absence d’expression analytique et afin de simplifier les simulations suivantes, la courbe de
CV(IH + BJ), a été approchée par la courbe de la fonction fcy, dont I'expression est

fev(p) = a2CVig| + ﬁzCV|H| (4.91)

1\ _
olt Pr=1-00, azz(m) L ra= AP0 20,511, A= 1,73, k2 =0,716, pag=1,95,
2

. T T2 o . . .
ou CVg| =/ 5" letCViy = e 1 en application des relations (4.68) et (4.49) et ou la variable

p représente RSB pour la commodité des écritures.

08

0.75 4
0.7 o
0.65 H

0.6

CV(|H + B|)

0.55 4

0.5

0.45 e N E S S S H L S

FIGURE 4.24 - Coefficient de variation de |H + Blen fonction de RSB.

De méme la figure (4.25) présente, tracés en vert, le Skewness et le Kurtosis de |H + B| en fonction
de RSB, établis par simulation a partir d'un échantillon de 50 000 points, répétée 2 000 fois pour y
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et 5000 fois pour k. Ces courbes sont approchées par les courbes, respectivement, des fonctions
fy et fx, figurées en rouge, dont les expressions sont

Jy () = asy g +Psyn (4.92)

1
ol =1-a3, az=
Ps 3, O3 (1+r3

V2(4-m) 2v/2 48 —57?

ms
) , r3 = AP0 s 20,63, A3 =1,51, k3 =0,73, pso=4,5 et

ol = e = —— ———— en application des relations (4.69) et (4.50).
YiBl -2 Y = =3 2 _g)3i2
et
Ji () = aukp| + PaKy (4.93)
N 1 m ks(p—pa,0)
ou ﬁ4=1—0(4, g = T+r , 7‘4:)\2 , m4:0,6, )\421,63, k4=0,716, p4,0:O,1
4
et ol K 8 n-3 +3etk 8 [ 11 20 + — en application des relations (4.69) et
u =8——— = - — icati relati .
B = S 2)2 M =328 2—g2| 2 PP
(4.50).
1] 4
384
084
06+ 244
%’ 0.4 ~— 3249
)
| 02 | ]
Ev E 28
F 0 E’ 26
02 244
0.4 7]
24
0.6 T T T T T T T T T T T 18 T T T T T T T T T T T
50 40 30 20 10 0 10 20 30 40 50 -80 50 40 30 20 10 0 10 20 30 40 50 60
RSB RSB

FIGURE 4.25 — Skewness et Kurtosis de |H + Blen fonction de RSB.

En utilisant la méthode de détermination des seuils de référence (4.4.3), nous avons comparé
la capacité de détection de moments du signal, en prenant en compte, ou non, la valeur absolue :

TABLEAU 4.2 — Comparaison des seuils de référence de détection d'un signal harmonique au sein d'un bruit
gaussien en utilisant la valeur absolue du signal.

Type de signal Ordre du moment Seuil de référence
K -5,9dB
H+B Mg -5,7dB
Mg -5,2 dB
Cv -5,4dB
|H + B| Y -5,8dB
-5,3dB
Mg -4 dB
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—_— r(H+H

wl|H + H)
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FIGURE 4.26 — Comparaison des kurtosis de H+B et de |H+B]|.
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FIGURE 4.27 - Comparaison des moments de |H + B|.
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Nous avons, jusqu’a présent, étudié dans ce chapitre les moments du signal et leur aptitude a
la détection en environnement bruité. Nous allons maintenant étudier les caractéristiques statis-
tiques de la sortie de ’opérateur de Teager-Kaiser et nous établirons son apport pour cette problé-
matique de détection.

4.5 Comportement de 'opérateur de Teager-Kaiser en présence d'un
bruit gaussien

Ainsi que nous I'avons exposé au chapitre 1, 'opérateur de Teager-Kaiser s’applique de pré-
férence a des signaux oscillants ou AM-FM. Cependant, quand bien méme 1'évolution de nom-
breuses grandeurs physiques peut étre décrite par un tel modele, en général leur mesure est brui-
tée. Or, en raison de sa nature différentielle, I'opérateur de Teager-Kaiser est sensible au bruit et
son comportement est alors tres différent de celui attendu, en particulier, en environnement tres
bruité. Trés peu de travaux ont été reportés dans la littérature sur le comportement de I'opérateur
Y vis-a-vis du bruit [79], [149], [150], [151] et ces travaux sont essentiellement basés sur le compor-
tement de signaux bruités. Dans le but de clarifier le comportement de I'opérateur en présence de
bruit, nous allons nous intéresser, dans un premier temps, a certaines caractéristiques statistiques
de W appliqué, non pas a un signal bruité, mais a un bruit seul. Nous étudierons ensuite cer-
taines conséquences du bruit sur les algorithmes de démodulation et aborderons ensuite I'intérét
de I'opérateur pour la détection par la méthode des moments, présentée au paragraphe 4.4.6.

4.5.1 Propriétés statistiques de “¥B

Considérons un bruit gaussien b(t). La sortie discrete de dy appliqué a b(n) est alors

Wb, = b2 - b1y - b (4.94)

Nous allons considérer par la suite chaque valeur b; prise par ce bruit comme une réalisation,
indépendante des autres, d'une VAR B suivant la loi normale .4 (0, o), centrée et d’écart-type o. La
sortie de 'opérateur peut alors étre considérée comme une VAR 4WB, définie par

dyB = B2 -B;Bs, (4.95)

ol By, By et Bs sont trois VAR indépendantes suivant la loi .4(0,0). Notons par ailleurs que les
caractéristiques de "W sont similaires a celles de “W car les VAR "WB et WB sont semblables (cf.
4.16). Nous avons préféré travailler avec ¥ afin de disposer d’un référentiel de comparaisons plus
simple.

Loi de “¥B

Lorsqu’'une VAR N suit la loi normale centrée réduite .4'(0, 1), alors la VAR N2 suit la loi du X2 a
un degré de liberté, qui n'est autre que la loi I' (%, %) [152] dont la densité, représentée sur la figure
(4.28), est donnée par

0 six<O0
fNZ (JC) = —1 e(_%)
21X

six>0 (4.96)

Or, puisque la VAR B, suit .4 (0,0), la VAR définie par son carré, Bg, est semblable a N avec un
coefficient de proportionnalité k = o2, on en déduit donc, par la relation (4.16) que
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0 six<O0
= 1 PR
fBg(x) e( 262] six>0 (4.97)
oV2nx
2.5+
24
:_‘:,- 1.5 4
o
e
1
0454
D T T T T T T T T T
n] 0.z 0.4 0.5 [ i< 1 1.2 1.4 1.6 1.8

FIGURE 4.28 - Densité de la loi de B pour o = 1.

Par ailleurs, le produit de deux variables gaussiennes Ny, et Ng,, centrées, d’ écarts-types respectifs
01 et 09, suit une loi de Bessel [153] dont la densité est

1
oy Ng, () = — Ko( il ) (4.98)

0102 0102

ol K est la fonction de Bessel modifiée de deuxieme espece et d’ordre 0. Cette fonction possede
plusieurs expressions équivalentes [154] :

+00 +00
Ko (1) =f e 1eosh(x) g, — f cos(zsinh(x))dx. (4.99)
0 0

[ T
La loi de B1Bj3 suit donc la loi de Bessel de densité

1 |x|
JB,B, (%) = Ko . (4.100)

Cette densité est représentée sur la figure (4.29). Elle posséde une asymptote verticale pour x = 0.

Par parité de la fonction f3,s,,la VAR —B1B3 suit la méme loi que B;Bs. Par conséquent, la densité
delaloide 9WB = Bg — B B3 est le produit de convolution de fsg et fg,B, :

Jawp(x) = fp2 (x) * f,B, (X). 4.101)

L'expression analytique de fayg(x) est peu exploitable. La figure (4.30) représente cette densité
pour o = 1. On constate que la loi est asymétrique avec une queue de distribution étalée vers la
droite.
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FIGURE 4.29 - Densité de la loi de B; B3 pour o = 1.
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FIGURE 4.30 - Densité de la sortie de I'opérateur appliqué a un bruit gaussien pour o = 1.
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Remarque 1 :

La loi de WB posséde des similarités avec une loi de type log-Laplace. La figure (4.31) présente,
sur un méme graphique, la loi de ¥B, pour o = 1 et celle d’une loi de log-Laplace asymétrique, 2
trois parametres a = 2,6, 3 = 10; § =4 [155], translatée de d.

06

0.55
05 l
0.45 4 Il
0.4 “
035
\m I \
=
] B
2 o3 \
2 l
0O o025 \
0.2 l
0.15 f \
o\
N\
.
0.05 X ~
L...'”-u.
o — S/ T
T T L | T | —— 1 T T T T T
8 8 -4 2 o 2 4 8 8 0 12

FIGURE 4.31 — Similarité de la loi de “¥B (en rouge) avec une loi log-Laplace asymétrique translatée.

Remarque 2 :

Du fait de 'asymétrie, il faut étre attentif a I'interprétation des indicateurs de position de la distri-
bution : moyenne, mode, médiane. La figure (4.32) présente, sur un méme graphique, la densité
de probabilités de ?WB, ainsi, a titre de référence, qu'une courbe de Gauss, de mémes moyenne et
écart-type. La moyenne my, la médiane medy et le mode modey de “¥B sont également repré-
sentés sur la figure.

|
0.12 fras _ |
— ANy, o) |
— — = Ty |
01 medy |
— — - modey |
|
0.08 4 | :
= (R
2 |
i |
aant
| |
|
0.04 4 | |
| |
| |
0.02 | |
| |
| |
| |
0 f T T T T T T T T
20 15 1D -5 0 5 10 15 20 25

FIGURE 4.32 — Densité de ¥B, pour ¢ = 2, comparée a une loi normale.

Remarque 3 :
Plus la variance du bruit augmente, plus I'asymétrie est prononcée, ainsi qu’on peut le constater
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sur la figure (4.33).

0.8

08+

0.7 o

06—

04—

Jowp(x)

0.4

0.3 o

0.2+

0.1+

FIGURE 4.33 — Comparaison des densités de la sortie de I'opérateur appliqué a des bruits gaussien pour
différents écarts-types.

Espérance de “WB

En utilisant la formule (3.60) établie au paragraphe 3.4.1, appliquée a *¥, donc pour 1 =1, on
obtient immédiatement :

E(“¥B) = V(B) = ¢°. (4.102)

Variance de “¥B

dyR = B% —B;B3 dongc, par indépendance mutuelle de By, B, et B3, ona
V(“wB) = V(B3) + V(B,By) (4.103)

B B
B, suit la loi .A4(0,0), donc la VAR 22 suitlaloi =2. Or le carré d'une VAR suivant la loi normale
Op (o)
11

centrée réduite, suit la loi F(z, 5) (cf. 4.96) dont la variance vaut 2. On a donc

2
B2

v|2|=2, (4.104)
o

2y 1
or, par les propriétés de la variance, V(%) = —4V(B§), par conséquent
o
V(B3) = 20*. (4.105)
Par ailleurs, par la formule d’'Huygens
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V(B1Bs) = E[(B1B3)*] - (E[B: B])’
= E(B7B3) - (E[BIE[B;])”
=E(B?)E(B?) - 0? = 0%0% = 0* (4.106)

En reportant (4.104) et (4.106) dans (4.103), on a donc V(¥B) = 26* + o* = 30*, d’ott

o(*¥B) = V302. (4.107)

Coefficient de variation de ¥B

On constate, a partir des relations (4.102) et (4.107), que I'écart-type et 'espérance mathématique
de I'opérateur ¥, dans le cas d’un bruit gaussien centré, sont proportionnelles. Le coefficient de
variation de W¥B est donc constant et vaut

dyp
CV(‘¥B) = —:E d\PBg =V3. (4.108)
Skewness de ‘¥B

En appliquant la formule (4.14) pour n = 3, nous avons

- [E(|"wB]’) - 3E(*wB)E([¥B]*) + 2(E[d\PB])3] (4.109)

v(“¥B)= - )

Nous connaissons E[*¥B]| = 02, 6(“¥B) = /302 et, par la formule de Huygens, nous avons

2
B([“wB]?) = V("wB) + (E["WB]) =30"+ 0" =40, (4.110)

Y(4¥B) = [E( [“wB] ) 1006]. 4.111)

3\/_06

En notant Z=B;Bsz et T = Bg pour simplifier les écritures, nous avons par ailleurs, par indépen-
dancedeZetT:

E([“wB)*) =E([T - 2]°) = E(1°) - 3E(T?)E(2) + 3E(T)E(2?) + E(Z°). (4.112)

Par symétrie de la distribution de Z (4.100), nous avons E(Z3) = E(Z) = 0, de plus, nous avons vu (cf.
4.106) que E(Z?) = E(BfB%) = o4, et enfin, en utilisant le tableau (A.2), nous avons E(T) = E(B?) =
o? et E(T®) =E(B®) = 150°,

par conséquent
E([“¥B]*) = 150° + 30%0* = 180°. (4.113)
En reportant le résultat (4.113) dans (4.111), on obtient donc

8

(4.114)
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Kurtosis de “¥B

En utilisant la relation (A.19), en conservant les notations Z=B1Bs et T = Bg et en remarquant
que, pour toute VAR X, 0(—X) = 0(—X) et k(—X) = k(—X), on a

(6] +6[c(M]*[c@] +[0@)] k@)
2
(e + (e2)*]

K(“¥B) = (4.115)

Compte tenu de la relation (4.105) nous avons o(T) = v202, compte tenu de la relation (4.106)
nous avons o (Z) = 02 et d’apres le tableau (A.2) nous connaissons également k(T) = K(BZ) =15, il
nous reste donc a déterminer k(7).

E[(Z—E(Z))4]

Par définition k(Z) = > or E(Z) =0, par conséquent
(0)
2
2) = E(z*) = iE(B‘*B‘*) = iE(B“)E(B‘*) = [E(B4)] (4.116)
“  (o@)* Cot gt TR gt '

et puisque, d’aprés le tableau (A.2), E(B4) = 30%, on obtient k(Z) = 9. La relation (4.115) devient
alors

408.15+6.20%.0* + 8.9 B

d
¥B) = =9. 4.117
K( ) (20-4+0-4)2 ( )
Teager-Kaiser de la loi Normale - Synthése :
B 1 | x|
fawp(X) = frg () x ——5 Ko | 5], (4.118)
0 six<0
ol frz (0) = 1 e(_ﬁ) §ix>0 - (4.119)
ovV2nx
E(“¥B)=0?, o(?¥B)=Vv3c% CV(¥B)=V3, (4.120)
8
d d
¥YB)=——, x("¥B)=9. (4.121)
v((¥B) ===, «("¥B)

Remarque :

On constate que le Kurtosis et le Skewness de “WB ne dépendent pas de la variance du bruit et
vérifient bien I'inégalité de Pearson [156] :

K(Po) = Y2 (¥s) - 2. (4.122)

Le coefficient de variation est également constant, indiquant ainsi que la dispersion relative des
valeurs de “WB autour de leur moyenne est constante.

4.5.2 Démodulation et densités

Nous avons défini les opérateurs "DESA au paragraphe 3.3.2 oi1 nous avons séparé le proces-
sus de démodulation en deux parties : en premier lieu I'action d'un opérateur et, en deuxieme lieu,
a partir de la sortie de cet opérateur, 'obtention des fréquence et amplitude instantanées appro-
chées. Cette démarche va nous permettre de mieux caractériser I’action de I'opérateur en amont
de l'utilisation de racines carrées ou de fonctions trigonométriques inverses dont les domaines de
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définition sont restreints.

La construction des expressions exactes des densités des VAR associées a ces opérateurs est
complexe et peu exploitable. De plus, leurs moments ne sont pas définis, ainsi que c’est générale-
ment le cas des VAR obtenues par des quotients d’autres variables, telle la loi de Cauchy obtenue
par le quotient de deux lois normales. Nous procéderons donc par simulation pour obtenir les lois
et moments présentés dans ce paragraphe.

Opérateur "Dla

Lopérateur hD,, a été défini par la formule (3.32). Les occurrences de la VAR "D, ,B corres-
pondant a la sortie de 'opérateur appliqué a un bruit gaussien b(n), est ainsi obtenue par :

),
2hwp,
La figure (4.34) présente la densité fip, g dela VAR "D, ,B. Cette VAR n’admet pas de moyenne
et de Skewness, néanmoins sa médiane existe et vaut med., p=0,38.

"D1,B,=1 ott bl,=b,—by_. (4.123)

0.5

0.45
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fDl-x(-"‘)
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0.05 4

FIGURE 4.34 - Densités de la sortie de 'opérateur "D1a appliqué a un bruit gaussien.

Les caractéristiques de cette courbe ont deux conséquences sur la démodulation :

o Lopérateur "D1a permet d’obtenir les fréquence et amplitude démodulées d'un signal dis-
cret (x,) par les formules (cf. 3.3.2) :

1
fn = ———arccos (thax,,) et a,=h. (4.124)

" 2mth

Il est ainsi nécessaire d'utiliser la fonction arc cosinus, or cette fonction n’est définie qu’entre
-1 et 1. Lorsqu’un signal est bruité, une proportion des valeurs de sortie de 'opérateur "D1a
ne sera pas comprise dans l'intervalle [—1; 1] et ne pourra pas étre interprétée. La dispersion
des valeurs observées sur la figure (4.34) va influer sur cette dispersion de maniére significa-
tive, méme pour des signaux faiblement bruités, en raison de la forme de la distribution d'un
signal harmonique (4.4). Une forte proportion des valeurs est en effet proche de -1 ou de 1
et, donc, susceptible de sortir de I'intervalle [—1; 1] sous I'effet d'une faible perturbation.
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o La dissymétrie par rapport a 0 de la courbe de la figure (4.34), entraine que la perturbation
du signal par le bruit a une moyenne non nulle et, donc, qu’elle introduit un biais sur les
valeurs exploitables, c’est-a-dire comprises dans 'intervalle [—1; 1].

La figure (4.35) présente la distribution de la sortie de I'opérateur "D1a appliqué a un signal
s(t) = b(t) + h(t) ou b(t) est un bruit gaussien, h(t) un signal harmonique, d’amplitude 1 et de
fréquence 2 kHz. Le rapport d’échantillonnage vaut 8 et le rapport signal sur bruit vaut 20 dB. 1,9
% des valeurs de fip;, sont inférieures a -1 et 15,2 % sont supérieures a 1. La moyenne des valeurs
démodulables par la fonction arc cosinus est figurée par la ligne pointillée en rouge; la moyenne
attendue pour un le signal non bruité est figurée par la ligne pointillée noire. Les valeurs du cosi-
nus de la pulsation du signal sont ainsi sous-estimées et, par conséquent, la fréquence du signal
obtenue par la formule (3.42) est surestimée.

fDl‘,(.f'J

FIGURE 4.35 — Partie conforme de la densités de la sortie de 'opérateur "D1a appliqué a un bruit gaussien.

Comparaison des opérateurs "DESA

Ces opérateurs, a savoir, th, th et th, ont été définis par le formules (3.32), (3.41) et (3.44).
Les occurrences des VAR "Dy ,B, "D1,B et "D, ;B correspondant aux sorties des opérateurs appli-
qués a un bruit gaussien b(n), sont ainsi obtenues par les formules (4.123) et

h /! . h !
¥h +"Wh
h _1_ n n+1 N r _
DB, =1 o bl,=by—by_1. (4.125)
39wp!
2(1Wby_1 +9Wh, +9W¥h,,)

"D,B, =1 ott bl =byi1—by-1. (4.126)

De méme que "D, ,, les distributions de "D, et "D, induisent des valeurs non conformes pour la
démodulation par arc cosinus, ainsi qu'un biais di a leur dissymétrie. La figure (4.36) présente,
sur un méme graphique, les densités des VAR "D, 4B, "D1,B et "D, ,B.

Opérateurs Ry; et ht

Une des raisons de I'efficacité des opérateurs Ry et "T provient d’une moindre dispersion du
bruit que les opérateurs "DESA, ainsi qu’on peut 'observer sur les figures (4.37) et (4.40). La dé-
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FIGURE 4.36 — Comparaison des densités des opérateurs DESA appliqués a un bruit gaussien.

modulation a partir de Ry fait toutefois appel a la valeur absolue de la sortie de I'opérateur (cf.
formule 3.48), ce qui limite les valeurs démodulables a I'intervalle [0; 1] et amoindrit cette effica-
cité. La figure (4.37) présente la densité de Ry; ainsi qu'une comparaison entre celle-ci et celle de
hp, qui permet d’observer la moindre dispersion des valeurs de Ry; .

184 184 |[—— Ry
h
101 1o D,
1.4 144
1.2 w 124
_ 2
= % a
= c
st @
08 0O o5
06 064
0.4+ 0.4+
02 02

FIGURE 4.37 — Densité de Ry appliqué a un bruit gaussien et comparaison avec la densité de "D;.

Lutilisation de I'opérateur "'T fait, elle, appel 2 un processus plus complexe, décrit au paragraphe
3.4.2. D’une part, T est constuit comme le rapport des opérateurs A,; et Az;. Ces opérateurs ont
tous deux, pour un bruit gaussien, la méme densité en sortie, présentée sur la figure (4.38). Celle

h A2 B
de "TB =

A3 B

La sortie de T, a la différence des autres opérateurs étudiés, n’est toutefois pas directement dé-
modulable par arc cosinus mais fait appel a une formule intermédiaire qui dépend du rapport
d’échantillonnage. Pour un rapport supérieur a 6 ( cf. 3.83), la fréquence instantanée est ainsi ob-
tenue par

est présentée sur la figure (4.39).

1 U,-1 " x, + 1/ ("Tx,)? + 4
= —— arccos avec U, = . 4.127
I 4mth ( 2 ) v " 2 ( )

La densité avant démodulation correspondant a 'opérateur T est alors, pour un bruit gaus-
sien, celle de la VAR TpB construite comme suit :
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fA;n(('l‘)

FIGURE 4.38 - Densité de A ;4 appliqué a un bruit gaussien.
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FIGURE 4.39 — Densité de T appliqué a un bruit gaussien.
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UB-1 hTB + v/ ("TB)2 + 4
TpB = ou UB= ( ) .

2 2
La densité de TpB est représentée sur la figure (4.40).

(4.128)
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044
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FIGURE 4.40 — Densité de T appliqué a un bruit gaussien.

Valeurs non conformes

Ainsi qu’évoqué dans le cas de "D1a, lors de I'enregistrement d’un signal discret (x,,), la pré-
sence de bruit entraine 'apparition de valeurs non conformes, en ce sens qu’elles ne peuvent étre
démodulées par |'utilisation de la fonction arc cosinus (4.124). En effet, les algorithmes permettant
la démodulation de la fréquence instantanée, s’appuient sur les égalités

1 h 1 h 1 h
fn=— arccos( Dlaxn) = —arccos( Dlxn) = T arccos( szn)
T

- 2nh 2nh
= ——arccos Xn|.
27h 214n

(4.129)
1

Le tableau (4.3) présente les pourcentages de ces valeurs non conformes obtenues en sortie de ces
différents opérateurs, pour un signal harmonique d'une fréquence de 318 Hz, échantillonné avec
un rapport d’échantillonnage de 7,9, bruité par un bruit gaussien avec un rapport signal sur bruit
de 15 dB.

TABLEAU 4.3 — Exemple de la répartition des valeurs non démodulables (f = 318 Hz, RSB = 15 dB, r, =7,9).

Opérateur Intervalle % gauche % droit
"D1g [-1;1] 1,9% 15,2 %
hp, [-1;1] 0,3 % 3,6 %
"D, [-1;1] 8,3 % 51%
Ry [0;1] 2,1% 9,5%
Remarque :

Lopérateur "T n’a pas été inclus dans ce tableau car les valeurs non conformes apparaissant lors
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de son utilisation ne sont pas directement comparables a celles des autres opérateurs. Elles dé-
pendent de I'algorithme de démodulation qui dépend lui-méme du rapport d’échantillonnage
estimé.

Le pourcentage et la répartition gauche/droite des valeurs non conformes permettent d’esti-
mer le rapport signal sur bruit et cette estimation permet de corriger le biais provoqué par le bruit,
évoqué a propos de 'opérateur "D1a (cf. 4.124). Cette démarche sera développée lors de travaux
ultérieurs.

4.5.3 Méthode des moments et opérateur de Teager-Kaiser

La sortie de 'opérateur de Teager-Kaiser est constante lorsqu’il est appliqué a un signal har-
monique et la densité de probabilité de cette sortie est alors une impulsion de Dirac. Une consé-
quence de cette propriété se traduit par une tendance de 'opérateur a diminuer la dispersion des
valeurs du signal auquel il est appliqué. La présence d'un signal, en particulier si ce dernier est a
bande étroite, au sein d'un bruit de fond va ainsi influencer fortement la variance et le coefficient
de variation de la sortie de 'opérateur et, par conséquent permettre la détection de sa présence
par la méthode des moments. Nous allons dans ce paragraphe étudier les moments de la sortie de
I'opérateur appliqué a un bruit gaussien et en déduire son intérét pour la détection d'un signal.

Pour utiliser la méthode des moments, présentée au paragraphe 4.4.6, nous allons simuler, sur
un intervalle discret d’indices, I = [ 1; N]], un signal discret de la forme S(n) = H(n).x; +B(n), com-
posé d’'un signal harmonique H(n) et d'un bruit gaussien B(n). xj est 'indicatrice de I'intervalle
discret ] = [[T;; T2]] < I, pendant lequel le signal harmonique H(n) est présent au sein du bruit
B(n). Nous allons ensuite faire défiler une fenétre glissante, de longueur L, dont le contenu consti-
tue un échantillon de la VAR S = H + B, puis nous allons calculer le Kurtosis de cet échantillon, qui
est le moment le plus efficace pour détecter la présence du signal utile H(rn) au sein du bruit, ainsi
que récapitulé dans le tableau (4.2).

La figure (4.41) présente le Kurtosis de S obtenu ainsi, pour un signal de fréquence 2 kHz
avec un rapport d’échantillonnage de 50, bruité avec RSB = —2 dB, en ayant choisi les parametres
N = 70000 points, T, —T; = 10000 points, et L = 7500 points. Dans ces conditions la présence du
signal n’est pas détectable, ou du moins pas avec le critére de fiabilité de 30 que nous avons choisi.

3.15 4

3.1+

3.05 o

£ 205

2.0+

2.85 4

2.8+

T T T T T T
o 10000 20 000 30 000 40 000 50 000 G0 000
n

FIGURE 4.41 - Utilisation directe de la méthode des moments dans des conditions de détection défavo-
rables.
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En employant maintenant la méthode des moments, non plus sur le signal S(n), mais sur la sortie
"y (n) de I'opérateur "W appliqué au signal, et en choisissant de la mettre en ceuvre avec le coef-
ficient de variation et non avec le Kurtosis, on observe sur la figure (4.42) que la présence du signal
apparait trés nettement sur l'intervalle de valeurs ot il est actif.

2.8+

2.5

244

2.3+

224

2.1

cv("ws)

T T T T T T
[u] 10 000 20 00D 30 000 <40 000 50 000 G0 000
mn

FIGURE 4.42 — Utilisation par l'intermédiaire de ¥ de la méthode des moments dans des conditions de
détection défavorables.

Lutilisation combinée de la méthode des moments et de I'opérateur de Teager-Kaiser permet ainsi
une bien meilleure détection. La courbe de la figure (4.42) a été obtenue en appliquant la mé-
thode avec le coefficient de variation, car c’est bien la capacité de 'opérateur a limiter la disper-
sion des valeurs qui permet cette amélioration de la détection; I'utilisation des autres moments
avec "WS(n) s’avere effectivement inefficace. Nous qualifierons cette combinaison de la méthode
des moments et du coefficient de variation de I'opérateur de Teager-Kaiser de "méthode du mo-
ment d’énergie".

En appliquant la méthode du moment d’énergie pour le méme signal et les méme parametres que
précédemment a I'exception du rapport signal sur bruit, nous constatons que nous atteignons un
seuil de détection pour RSB = —14 dB, valeur du rapport signal ur bruit en de¢a de laquelle le signal
n'est plus détectable au regard du critére des 30. La graphique limite correspondant est présenté
sur la figure (4.43).

Outre la durée d’enregistrement du signal et la taille de la fenétre, la capacité de détection dé-
pend, non seulement de RSB, mais également du rapport d’échantillonnage r.. Plus ce dernier
est élevé - en dehors de tres faibles valeurs du rapport d’échantillonnage - plus la détection est
efficace. La figure (4.44) présente 1’évolution de la valeur du coefficient de variation de hys en
fonction de r,, pour un signal harmonique d’amplitude 1 et de fréquence 2 kHz, bruité a 5 dB.

La variation du coefficient de variation de "¥$ (n) en fonction du rapport signal sur bruit, pré-
sentée sur la figure (4.45), n’est toutefois pas monotone. Selon la combinaison des valeurs du rap-
port d’échantillonnage et de RSB, la méthode du moment d’énergie peut ainsi ne pas étre efficace.
En effet, son pouvoir de discrimination est faible pour de faibles rapports d’échantillonnage, ainsi
que pour des valeurs de RSB proches de l'intersection de la courbe de CV(h‘I’S) avec la droite ho-
rizontale représentant la valeur CV = 3+v/3, tracée en rouge sur la figure (4.45).

Nous pouvons remédier a ce probleme en utilisant 'opérateur A,;. Celui-ci est en général moins
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FIGURE 4.43 — Détection par la méthode du moment d’énergie.
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FIGURE 4.44 — Variation du coefficient de variation de "¥S en fonction du rapport d’échantillonnage.
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FIGURE 4.45 — Variation du coefficient de variation de "¥S en fonction de RSB.
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efficace que "¥ pour la détection du signal mais ne présente pas de faiblesse de détection pour
les mémes valeurs de RSB que "W. La figure (4.46) compare la méthode du moment d’énergie
appliquée avec "¥ et avec A,;, pour un signal d’amplitude 1 et de fréquence 2 kHz avec un rapport
d’échantillonnage de 10, bruité a -2 dB. On constate que la détection par "W est 2 un seuil limite,
alors que la détection par Ay, est trés nette.

176

174

172 V

1.7 144
168

T T T T T T T T T T T T
0 10000 20000 30000 40 000 50000 60 000 70000 o 10 000 20000 30000 40 000 50 000 60000
n n

cv('ws)
CV(AyS)

FIGURE 4.46 — Détection alternative par A,; pour les valeurs faibles de .

En I'absence de connaissance a priori du rapport d’échantillonnage et afin de couvrir un plus
grand éventail de fréquences détectables, il est souhaitable d’utiliser la méthode du moment
d’énergie conjointement avec les opérateurs "W et Ay, .

On a pu voir sur la figure (4.43) que la détection d’'un signal utile était possible dans un envi-
ronnement bruité a -14 dB; c’est effectivement la limite de la méthode telle que présentée. Il est
toutefois possible de gagner 2 dB en élaguant les valeurs WS, s’écartant beaucoup de la moyenne,
imputables a priori au bruit. La figure (4.47) présente ainsi un signal d’amplitude 1, de fréquence
320 Hz, échantillonné avec un rapport d’échantillonnage de 100, présent dans un environnement
bruité avec un rapport signal sur bruit de -16 dB. Les valeurs de sortie de 'opérateur présentant un
écart a la moyenne de plus de 4,50 ont été élaguées. Lintervalle sur lequel le signal harmonique
est présent est délimité par les segments verticaux apparaissant en magenta sur la figure.
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FIGURE 4.47 — Détection optimisée a -16 dB par la méthode du moment d’énergie.

4.6 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre, les densités et les moments statistiques d'un signal har-
monique bruité par un bruit gaussien, avec et sans I’application de I'opérateur de Teager-Kaiser.
Les moments centrés réduits et le coefficient de variation présentent, en effet, 'intérét d’étre indé-
pendants de la fréquence du signal et, a un facteur d’échelle prés, de son amplitude, permettant
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ainsi d’asseoir I'étude des signaux continus sur la seule influence du rapport signal sur bruit en
ajoutant, pour les signaux discret, 'influence du rapport d’échantillonnage.

En adoptant le point de vue, non pas d'un signal perturbé par un bruit, mais d'un bruit envi-
ronnant modifié par un signal, nous avons utilisé les propriétés des moments pour proposer une
méthode de détection. Cette méthode, fondée sur la perturbation des moments du bruit, permet
de détecter la présence d’'un signal dans un environnement bruité, jusqu’a un rapport signal sur
bruit d’environ -4 a -5 dB selon la durée du signal.

En combinant cette démarche avec l'utilisation de 'opérateur de Teager-Kaiser, nous avons
présenté la méthode du "moment d’énergie", permettant d’abaisser ce seuil d’environ 10 dB. En
effet, 'opérateur possede la propriété de limiter la dispersion des valeurs, ce qui provient du fait
que, dans le cas d'un signal harmonique, sa sortie est constante. Ainsi, si la fréquence instantanée
du signal varie lentement, les valeurs de la sortie de 'opérateur se concentrent sur une plage li-
mitée. Cette propriété se retrouve dans les valeurs prises par son coefficient de variation, rapport
de I'écart-type sur I'espérance, qui varient fortement en présence d'un signal faible, permettant la
détection de ce dernier.

Nous avons également mis en relief la dissymétrie de la répartition des valeurs de sortie de
I'opérateur de Teager-Kaiser en présence d’'un bruit et I'introduction d'un biais dans I'estimation
par démodulation des fréquence et amplitude instantanées du signal da a cette dissymétrie. La
quantification de la dissymétrie en sortie des opérateurs de démodulation introduits au chapitre
3 permet alors d’estimer le rapport signal sur bruit et de limiter ce biais. Loptimisation de cette
démarche reste a développer dans des travaux ultérieurs.
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Bilan et perspectives

« La vie est l'art de tirer des
conclusions suffisantes de
prémisses insuffisantes. »

Samuel Butler
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Nous nous sommes attachés dans cette these a approfondir plusieurs propriétés del'opérateur
de Teager-Kaiser, a savoir sa positivité, sa discrétisation et les densités de probabilités générées par
son emploi en environnement bruité. Afin de mettre en relief les propriétés de 'opérateur, nous
avons adopté une approche théorique en travaillant essentiellement sur des expressions analy-
tique du signal ou sur des signaux simulés permettant de maitriser les parametres de I'étude et
d’en analyser les effets. Ce travail nous a permis d’apporter plusieurs contributions a I’emploi de
I'opérateur.

Ftablissement de critéres de positivité

Afin de pouvoir étre interprétée en termes d’énergie, la sortie de 'opérateur doit étre positive.
Ce n'est pourtant pas toujours le cas. Des valeurs négatives de la sortie de 'opérateur peuvent
étre générées par un environnement bruité, mais nous avons montré que les caractéristiques de
forme du signal ainsi que sa discrétisation peuvent étre également des causes de non positivité. Au
chapitre 2 nous avons établi, en prolongation des travaux menées par Bovik et Maragos [26] ainsi
que par Larkin [27], des criteres de positivité permettant de déterminer si, pour un type de signal
donné, I'utilisation de I'opérateur de Teager-Kaiser est susceptible ou non, en dehors des pertur-
bation dues au bruit, de générer des valeurs négatives. Ces résultats sont basés sur une forme
modulée en amplitude et en fréquence du signal, utilisant I'amplitude logarithmique (2.15). Cette
forme, correspondant aux signaux AM-FM, ne restreint toutefois pas la portée de I’étude puisque,
ainsi que nous I'avons montré au paragraphe 2.3, tout signal peut, formellement, étre écrit par ce
modele. Les critéres que nous avons établis permettent de cibler au mieux les catégories de si-
gnaux, tels les "chirps" [28], pour lesquels 'opérateur de Teager-Kaiser est particulierement bien
adapté. La démarche que nous avons adoptée pourra ainsi étre appliquée a différentes classes de
signaux afin d’évaluer I'opportunité d’utiliser 'opérateur de Teager-Kaiser pour leur démodula-
tion. Au cours de cette étude, nous avons également mis en évidence le role du rapport d’échan-
tillonnage qui, s'il est inférieur a 8 peut générer des valeurs négatives, ainsi que celui de la phase
initiale, susceptible de générer également des valeurs négatives sur certains intervalles. A notre
connaissance ces résultats sont les premiers de la littérature mettant en évidence le rble de la
phase initiale du signal et I'existence d’un intervalle critique ol cette phase a une influence sur la
positivité de I'opérateur.

Introduction d’opérateurs a pas variable

L'expression discréte de 'opérateur de Teager-Kaiser repose sur une suite de valeurs indicées
par des entiers naturels : (x,),¢1;N]- Ainsi, son expression ne tient pas compte du pas d’échan-
tillonnage, pourtant porteur d’'information. Ce constat nous a conduit a introduire une version
revisitée de I'opérateur, que nous avons baptisée ¥, tenant compte du pas. Lopérateur "W nous
a alors permis, combiné a la formule de Shannon, de démontrer la capacité de I'opérateur a ex-
traire des fréquences.

A partir de "W, en utilisant les différences et les rapports de plusieurs sorties de I'opérateur éta-
blies par ré-échantillonnage d'un signal initial, nous avons défini de nouveaux opérateurs : R,
et Apq et établi les algorithmes de démodulation associés. Ces opérateurs, en exploitant I'infor-
mation provenant de la fréquence d’échantillonnage, permettent une démodulation plus précise
de la fréquence et de 'amplitude instantanées du signal. Les propriétés de débruitage statistique
des opérateurs A 4 nous ont alors conduit a définir I'opérateur T, conservant cette propriété de
débruitage statistique et améliorant sensiblement la précision de la démodulation en environne-
ment bruité.

A l'occasion de I'étude de "T, nous avons également abordé I'influence notable du bruit sur
I'utilisation des différentes versions de 'opérateur de Teager-Kaiser. En constatant le lien entre
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cette influence et la fréquence de discrétisation, nous avons été conduits a proposer un rapport
signal sur bruit rectifié, adapté a la mise en ceuvre de I'opérateur, que nous avons dénommé "Rap-
port signal sur bruit au sens de Teager-Kaiser".

Elaboration d’'une méthode de détection fondée sur les densités de probabilités

Lopérateur de Teager Kaiser, appliqué a un signal harmonique posséde la propriété de pro-
duire une sortie constante, interprétable en termes d’énergie. Bien que, par construction, I'opé-
rateur a vocation a donner une information locale sur le signal cette propriété posséde un inté-
rét statistique. En effet, la densité de probabilité d’'une constante n’est autre qu'une impulsion
de Dirac et la dispersion des valeurs est alors nulle. Ainsi, en assimilant les valeurs de sortie de
I'opérateur aux réalisations d'une variable aléatoire et en I'appliquant a un signal AM-FM bruité,
nous avons constaté que 'opérateur tend a concentrer la densité de probabilité de sa sortie au-
tour d’'un intervalle de valeurs réduit. En adoptant le point de vue, non pas d'un signal perturbé
par un bruit, mais d’'un bruit environnant modifié par un signal et en nous appuyant sur cette
propriété, I'utilisation du coefficient de variation de la sortie de I'’opérateur nous a amenés a déve-
lopper une méthode, que nous avons qualifiée de "Méthode du moment d’énergie", permettant la
détection d’'un signal faible dans un environnement fortement bruité. Le coefficient de variation
présente, en effet, I'intérét de ne pas dépendre de la fréquence du signal et, a un facteur d’échelle
pres, de son amplitude. La détection ne dépend ainsi que du rapport signal sur bruit et du rapport
d’échantillonnage. Nous avons ainsi montré la capacité de la méthode a détecter un signal bruité
a-16dB.

Perspectives

« La positivité de 'opérateur s’avere une propriété essentielle pour de nombreuses applica-
tions [142], [70], [110] et nous avons montré qu’elle dépendait non seulement du bruit et
de la discrétisation mais également de la structure méme du signal. Toutefois, afin de s’af-
franchir des valeurs négatives, I'emploi usuel de 'opérateur consiste a forcer sa sortie a
étre positive par I'utilisation de la valeur absolue, sans tenir compte du biais ainsi généré.
Cette méthode est trés repandue dans la littérature car elle s’avere efficace. En effet, 'ordre
de grandeur des sorties négatives est, en général, nettement plus faible que celui des sor-
ties positives, limitant ainsiI’erreur commise. Il serait, par conséquent intéressant d’étendre
I’étude, que nous avons menée, de la stricte positivité de I'opérateur a celle de sa positivité
relative, en déterminant les conditions pour lesquelles les valeurs négatives peuvent 1égiti-
mement étre négligées. Par ailleurs, le probléme de la positivité n’est pas limité a I'opérateur
de Teager-Kaiser usuel, d’ordre 2. Il se pose également pour les opérateurs d’énergie d’ordre
supérieur [135], [138], [139] et multidimensionnels [140], [141]. Il serait intéressant d’étendre
I'analyse de la positivité a ces classes d'opérateurs qui ont de nombreuses applications en
traitement d’'image et pour les données multi-capteurs.

o La version revisitée de 'opérateur, "W, que nous avons proposée, ouvre un large champ
d’étude. La capacité a isoler des fréquences en combinant I'opérateur avec un rééchantillon-
nage du signal mérite en particulier d’étre développée. Par ailleurs, si nous avons proposé,
a partir de "W, plusieurs opérateurs améliorant la démodulation en environnement bruité,
nous n'avons pour autant exploré qu’une faible partie de I'analyse multi-échelle permise par
I'introduction d’'un pas variable dans 'utilisation de I'opérateur. Une direction de recherche
consisterait a approfondir cette analyse multi-résolution, qui n’est pas tributaire d'une fonc-
tion pré-définie, afin de comparer I'analyse de données multi-échelles s’appuyant sur "W a
celle fondée sur une fonction pré-définie, telle la transformée en ondelettes [157].

o L'étude que nous avons menée des moments statistiques du signal bruité est restée trés
théorique en s’appuyant sur un signal harmonique et un bruit gaussien. Nous prévoyons
d’une part d’étendre cette étude a des signaux plus complexes et a d’autres types de bruit et,
d’autre part, de comparer I'efficacité de la méthode que nous avons développée du moment

179



CHAPITRE 5. BILAN ET PERSPECTIVES
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d’énergie (4.5.3) a celle d’autres méthodes, en 'appliquant a des signaux réels. Les résultats
portant sur le comportement de I'opérateur de Teager-Kaiser dans le cas du bruit blanc de-
mandent a étre étendus au bruit gaussien fractionnaire [158]. Ce processus stochastique, qui
est une généralisation du bruit blanc, est caractérisé par son coefficient de Hurst, H, qui vaut
0,5 dans le cas du bruit blanc. L'analyse du bruit blanc fractionnaire par 1'opérateur pourrait
permettre, par exemple, 'estimation de H [159]. Une autre extension possible serait d’ana-
lyser le comportement de I'opérateur vis-a-vis des distributions a—stables symétriques, qui
constituent un modele de bruits impulsifs et qui sont également une généralisation de la loi
gaussienne [160]. L'objectif étant alors d’estimer, a partir de la sortie de 'opérateur, les pa-
rametres de ce type de processus, a savoir le coefficient a contrélant la longueur des queues
de distribution et le parametre d’échelle y [161]. L'analyse du comportement de 'opérateur
en présence d'un bruit mérite, par ailleurs, d’étre étendue au cas des images et des signaux
multi-dimensionnels. Les récents résultats obtenus pour I'opérateur de Teager-Kaiser 2D
sont prometteurs [162].

Lestimation du rapport signal sur bruit est une étape importante pour, entre autres, carac-
tériser un systéme de transmission, mesurer la qualité de la transmisssion d'une informa-
tion, évaluer une méthode de filtrage, de débruitage ou de détection [163], [164], [165], [166].
Son évaluation reste toutefois une question délicate. La formule (4.83) établie pour le Kur-
tosis d’un signal additif, composé d’'un signal harmonique et d'un bruit gaussien, permet de
déduire la valeur de RSB a partir de celle du Kurtosis. Elle permet donc de résoudre cette
question mais uniquement dans un cas tres particulier qu'il semble difficile d’étendre; une
faible variation des caractéristiques modifiant tres fortement la valeur de RSB calculée. Nous
pensons, en revanche, que la dissymétrie des valeurs obtenues en présence de bruit en sor-
tie de I'opérateur, est un indicateur plus fiable permettant de mesurer RSB. Nous prévoyons
de développer dans de prochains travaux I’approche consistant a quantifier la dissymétrie
en sortie de 'opérateur afin d’estimer le rapport signal sur bruit et d’optimiser le rapport
d’échantillonage en conséquence.

Lextraction des attributs pour la classification des signaux a partir de la sortie de I'opérateur
de Teager-Kaiser 1D ainsi que les traitements d'image comme le rehaussement de contraste,
basés sur la version 2D de I'opérateur mériteraient d’étre revisités en adoptant la stratégie
de discrétisation avec un pas variable. L'adaptation du pas au contenu en information du
signal ou de 'image en entrée doit permettre d’améliorer la pertinence des attributs ou des
traitements dans le cas 2D.



Annexe A

Compléments sur les densités et les
moments

A.1 Variables aléatoires semblables et densités homothétiques

Exemple de la loi normale

Toutes les lois normales sont représentées par la célebre courbe "en cloche", dite de Gauss
(figure A.1). Cette courbe est la densité de probabilité de la loi normale considérée et dépend de
deux parametres, 'espérance m et I'écart-type o de la loi.

0.4

0.35 1

0.3+

0.25 o

— D24

0.15

0.14

0.05 o

FIGURE A.1 - Densité de probabilité de la loi normale (m=2,0=1)

Quels que soient les valeurs de ces parameétres, la forme de la courbe caractérise la loi normale.
Les courbes obtenues pour différentes valeurs sont "similaires" en ce sens qu’elles se déduisent les
unes des autres par translation et homothétie. Plus précisément, les calculs de probabilité concer-
nant une variable Y, suivant la loi normale .4 (m, 0) se raménent a ceux concernant la variable,
dite centrée et réduite, X = Y_T’" qui suit alors la loi A7(0, 1).

De telles similarités entre des densités de probabilité sont la conséquence de VAR liées par une
relation linéaire. Nous allons les caractériser clairement afin de pouvoir les reconnaitre et utiliser
les propriétés qui en découlent, en particulier lors de 'utilisation des moments de ces VAR.
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Densité translatée

La modification seule de I'espérance, pour la loi normale, se traduit géométriquement par un
changement de |'origine de ’axe des abscisses. Elle correspond a des VAR égales a une constante
prées. Pour les densités de ces VAR, nous donnerons la définition suivante :

Définition :
Soient deux VAR X et Y de densités respectives fx et fy, on qualifiera ces densités de translatées
lorsqu’elles vérifient la propriété

AT eR telque VxeR, fy(x) = fx(x-T). (A.1)

Les VAR X et Y sont alors reliées par la relation Y =X + T.

Densité homothétique

La modification seule de I'écart-type, pour la loi normale se traduit géométriquement par une
. . . 1 . .
homothétie d'un rapport k pour la variable en abscisse et — pour les valeurs prises par la fonction

en ordonnée. Plus généralement nous donnerons la définition suivante :

Définition :
Soientdeux VAR X et Y de densités respectives fx et fy, on qualifiera ces densités d’homothétiques,
de rapport k, lorsqu’elles vérifient la propriété

1
JkeR" tel que VxeR, fr(x) =k (%) . (A.2)

Autrement dit, deux densités homothétiques s’obtiennent par une dilatation de rapport k de I'axe
des abscisses et une normalisation par k. Cette propriété correspond a une proportionnalité des
VAR X et Y. En effet, supposons que Y = kX, k € R*, on a alors

Fy(x) = p(Y < X) =p(x< f) - Fx(f) A.3)
k k)
d’ot, par dérivation
RO=15 (f) (A.4)
Y = A X A . .

Variables aléatoires semblables

Y
La propriété précédente correspond au fait que — et X suivent la méme loi de probabilité. Elle
en constitue une forme "géométrique" appliquée aux fonctions de répartition. Elle peut égale-
. . . .. X .
ment s’écrire avec les fonctions de répartition de X et Y : Fy(x) = Fx (E) ou bien sous forme de

probabilités : P(kY < x) = p(X < x). En particulier, dans le cas de la loi normale, la propriété d’ho-

Y
mothétie des densités traduit le fait que si Y suit A (0, 0), alors p suit A (0,1).

Pour des commodités de langage, lorsque nous serons amené a évoquer des VAR plut6t que
leurs densités nous parlerons de variables homothétiques lorsque leurs densités le sont et de va-
riables translatées lorsque leurs densités le sont. De plus nous dirons que X et Y sont semblables

a
lorsqu’il existe deux réels a et b tels que X et admettent la méme loi de probabilité.
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Propriétés des variables aléatoires semblables

Soient deux VAR X et Y semblables, vérifiant Y = kX + T, (k, T) € R?, k > 0, alors

1. Fy(x) =Fx(x_T) (A5)
k

2. fr(x) = % Ix (X—;T) (A.6)

3. E(Y) = kEX) + T A7)

4. oy = kox (A.8)

5. CVy =CVx lorsque 1=0 (A.9)

6. M, (Y) =M, (X). (A.10)

Preuve :

Les propriétés 1. et 2. s'obtiennent immédiatement en procédant comme pour (A.3) et (A.4)
avec x + T. La propriété 3. découle de la linéarité de I'espérance. La propriété 4. découle de la
propriété usuelle de la variance : VI(AZ + 1) = A>V(Z). Les propriétés 5. et 6. s'établissent comme
suit :

_ oy _ k()'x _ kO'X
T E(Y) KEM)+T KkE(Y)

CVy =CVx lorsque T =0, (A.11)

et

Y-E(®)
Oy

") _E([kX+T—kE(X)—T

Mn(Y)=E([ kO’X

R

ox

n
) =M;X). (A.12)
La propriété 6. signifie que des VAR semblables admettent les mémes moments centrés ré-

duits. La propriété 5. indique que des VAR homothétiques admettent, de plus, le méme coefficient
de variation.

Somme de densités homothétiques

Soient deux VAR Xy, et Yy dontles densités fx i et fy ; sont homothétiques, de méme rapport k,
avecleslois fx et fy de deux VAR X et Y. Alors les densités fz et f7  desVARZ =X+Y et Zy = X+ Y
sont homothétiques, de rapport k.

En effet

xX—1

1 r)1
fz,k(x)ZfRfX,k(t)fY,k(x—I)dl‘ZfR%fX(%)EfY,k(T) dr. (A.13)

t
En posant u = zona donc

frro) = %fo(u)fy(%—u) kdu = %fz(%) (A.14)

La propriété d’homothétie est ainsi conservée par la somme.

A.2 Moments de la somme de deux variables aléatoires

Soient X et Y deux VAR indépendantes et soit Z = X + Y. Par indépendance, on a V(Z) = V(X) +

V(Y) et, donc
Gz=\/0§(+0%. (A.15)
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Les moments centrés réduits de Z sont définis par

1
(oz)"

M,(Z) =

Par linéarité de 'espérance et en utilisant (A.15), on a donc

E([z-E(2)]") (A.16)

M, (Z) = ;E( [X+Y-E(X+Y)]")

(/o2 +03)
1 "
= — E[[(X-EX) )+ (Y-E()
o (10c-E00) + (v~ 00) )
" x-E0) (Y- Em)"

n
(0 +0 %%’
= ror ;( )axag M (X)M,, 1 (Y). (A.17)

X Y

En appliquant I'’expression (A.17) pour n = 3 et n = 4, on obtient immédiatement les expressions
du Skewness, y(Z), et du Kurtosis normalisé, kn(Z) de Z. Ces résultats conduisent a la synthese
suivante :

YY) = ()'%Y(X) +G%Y(Y) (A.18)
(03 +02)"
X)+3)+6 Y)+3
KN(Z)ZG Y (KN (X) + )2— GXGY):GY(KN( )+ )_3’ A19)
0% + 02

et, plus généralement

M,(2)=——— 3|7 lokot MM, (Y). (A.20)
(0X+0Y)2 0

A.3 Moments des puissances d’'une loi normale

Considérons une VAR B suivant la loi normale .#'(0, o). Les moments de B! = B et B? sont
connus de maniere classique (citons par exemple [152]) et ont été présentés au paragraphe 4.5.1.
En revanche et bien que leur détermination soit simple, nous n'avons pas trouvé de résultats
concernant les moments des puissances B” pour n > 2. Ces moments nous étant utiles pour les
calculs du chapitre 4 nous les avons déterminé ici.

Espérance

Par symétrie, pour n impair, I'espérance de B” est nulle : E(B”) = 0. Supposons maintenant n
n
pair et posons p = 7 On a alors B” = G” ou1 G est une VAR suivant F(z, 2) (cf. 4.96).

Notons fg,, 1a densité de probabilité de laloi I'(a, ) :

0 six<0

JGup ) =4 B R (A.21)
I (@)

On a alors
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E(Gp)— xP fo, ., (x)dx = +ooﬁ—O[x"‘_lJr”e_ﬁxdx
ap) " JgT Ty T@

_ F(a+p) +00 ﬁ(x+p

1Pl Prqy
F@p Jo T(a+p)

or la densité de la loi I'(a + p, ) n’est autre que

0 six<O0
_ a+p

JGup () = ﬁ—x‘”’”_le_ﬁx six>0 "’
['(a+p)

par conséquent

oo gatp
f —_x@rPlePrgy =
o T(a+p)

et on a dong, en reportant (A.24) dans (A.22),

I'la+p)
PN _
E(Ga,ﬁ)_ (PP .

Puisque la fonction I" posséde la propriété I'(x + 1) = xI'(x) [152], on obtient ainsi

E(Gp )_ al@+1)...(a+p-1)

af) pP

1
et,pourlecasa =0 = 3 :

2p)!
B(GP) = 1x3x5x...x 2p—1 = 2"
2P p!

Par conséquent, pour n pair :

n!
S 2kt

E(B") =E(G”)

Variance et Ecart-type

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

On obtient la variance de B” par la formule de Huygens : V(B") = E(B2") — E(B")°. On obtient

donc, en utilisant la relation (A.28) :

2n)! . . .
27 si n est impair
V(B") =
1 (2! (nh)3 . .
2_n W - ”_/2 sl n est pair
On en déduit immédiatement I'écart-type, puisque & (B") = /V(B").

Asymétrie

Pour une VAR X son coefficient d’asymétrie, ou Skewness, est défini par

1 3
YO0 = ooy L B0

On adonc

(A.29)

(A.30)
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yX) = - E(X° - SECOX? + 3E)?X — E(0°)
- (G(;))s (E(x3) —3E(X)E(X?) +3E(X)°E(X) —E(X)3)
- (G;{))s (E(X?) - 3E(X)E(X?) + 2E(X)*). (A.31)
On en déduit que
Y(B") = % E(B*") - 3E(B")E(B2") + 2(E(B”))3) . (A.32)

Cette relation nous permet alors d’obtenir y(B") a partir des espérances E(B¥), k = n, 2n, 3n éta-
blies par la formule (A.28).

Kurtosis

Procédons de méme que pour I'asymétrie. Pour une VAR X son Kurtosis normalisé est défini
par

KnX) = E((X-EX))*|-3. (A.33)
(000)"* ( )
On adonc
KN (X) = — E(X4 —4E0OX3 + 6E(X)2X2 — 4E(X)3X + E(X)4) _3
[0}
o ! K (E(X4)—4E(X)E(X3)+6E(X)2E(X2)—4E(X)3E(X)+E(X)4)—3
o(X)
- ! 1 (E(x*) - 4B(X)E(X®) + 6E(X)*E(X?) - 3E0*) - 3
o(X)
Par conséquent
n 1 4n n 3n n 2 2n n 4
xn (B ):W(E(B ) - 4E(B")E(B*") + 6(E(B")) E(B*") - 3(E(B")) )—3. (A.34)

Cette relation nous permet alors d’obtenir kx(B") a partir des espérances E(BX), k = n, 2n, 3n, 4n
établies par la formule (A.28).

Tableau des premieres valeurs

Les formules (A.28) (A.29), (A.32) et (A.34) nous permetent alors de construire les tableaux (A.1)
et (A.2):
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TABLEAU A.1 - Moments des puissances d'un bruit gaussien centré réduit.

lo=1[[E|] V | o [ y | xx
B 0 1 1 0 0
B2 1 2 V2 2V2 12

216

B3 0 15 V3v5 0 =

263v/2V/3

B* || 3| 96 423 % 204

46000
B® 0 | 945 | 3v3V5V7 0 3
337690 38749404

B® 15 | 10170 | 341130
339v/1130 12769

TABLEAU A.2 — Moments des puissances d'un bruit gaussien centré d’écart-type o.

(o E] Vv | o [ KN
B 0 o? o 0 0
B2 o2 20* V202 2v2 12
216
B3 0 150 v3v503 0 =
263v2v/3
B* || 30% 9608 4v/2v/30% % 204
46000
B 0 94500 | 3v/3V5V70° 0 3
337690 | 38749404
BS || 150% | 1017002 | 3v/11300°
33911130 12769
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Annexe B

Procédure de Savitsky-Golay

Nous avons eu besoin a de nombreuses reprises de lisser les courbes présentées dans ce ma-
nuscrit. Nous avons choisi pour cela la procédure de Savitsky-Golay, d'une part pour son faible
colit en temps de calcul, d’autre parce qu’elle fournit en chaque point calculé des valeurs opti-
males. En effet, souvent présentée comme un filtre ou sous forme d’algorithme, cette méthode est
en fait une optimisation polynomiale qui détermine localement la valeur du polynéme de degré
choisi minimisant I’écart quadratique entre ses points et une fenétre de valeurs mesurée de lar-
geur choisie. La méthode a été présentée par Abraham Savitsky et Marcel Golay [146] mais I'article
n’est pas completement explicite. N’ayant pas trouvé de document exposant en détail la méthode,
nous avons rédigé sa description détaillée et avons estimé utile de 'annexer a ce manuscrit de
these.

B.1 Position du probleme

Disposant d'une série de N couples de valeurs (X;,Y;), on peut trouver par la méthode de La-
grange, un polyndme L passant exactement par les points M; : (X;,Y;). Un tel polynéme, devant
vérifier les N équations L(X;) =Y;, sera alors de degré N — 1. Cette démarche est une forme d’op-
timisation mais ne permet pas de maitriser les valeurs prises par le polynéme entre les points et
conduit en général a un polynome de degré élevé présentant de fortes variations entre les points
imposés. Pour approcher un ensemble de points par un polynéme dans une optique de "lissage"
nous allons donc poser le probleme différemment :

Probléme:

"Disposant d'une série de N couples de valeurs (X;,Y;), nous allons rechercher le polynome de degré
n

n, P, = Z akxk, (n choisi et inférieur a N) minimisant l'écart entre les points M; : (X;,Y;) et les

k=0
pointsN; : (X;, P(X;))".

La méthode que nous allons employer, dite des "moindres carrés” est classique et se décrit sim-
plement :

Notons e; = M;N; = |Y; — P, (X;)| la distance entre M; et N;. Minimiser les écarts entre les M; et les
N; s'interprete comme minimiser la norme du N-uplet ey, ..., ey qu'on identifie a celle du vecteur
E(ey,..., en) représentant ces distances, ce qui équivaut a minimiser le carré de la norme de E :

N
IEIZ =Y (Po(Xi) - V). (B.1)

i=1

Considérons pour cela IE|I? comme une fonction f des n+ 1 variables ay, ay,...ay :
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N n 2
flag,...,an) =Y (Z akxf—Yi) . (B.2)

i=1\k=0

Pour minimiser cette fonction il nous faut déterminer les points critiques annulant son gradient
V f dont les composantes sont de la forme :

af N q n k N n g+k N q
a:.szi Y apXi-Y; :ZZZale. +2_ZY,-Xl., (B.3)
q i=1 k=0 i=1k=0 i=1
N N )
soit encore, ennotant Uj = )" X{ et Tj = ) ViX] :
k=1 k=1
a n
a_f =2 arUgp—2T4. (B.4)
A k=0

n
Annuler V f revient donc a résoudre un systéme de n+1 équations linéaires de la forme Z arUgir = Tg.
k=0
Il suffit alors d’écrire ce systeme sous la forme matricielle UA=T :

U U ... Uy \fao To

T
U U Unsi|fa|_| T . (B.5)
Up, Upyr ... Uy an Ty

pour obtenir les coefficients a; en inversant le systéme. Ce sont alors les coordonnées du vecteur

A=U"IT. (B.6)

Le lissage d'un courbe comportant un nombre de points de discrétisation élevé demande ce-
pendant de procéder a de nombreux calculs de ce type en utilisant une fenétre glissante. Or I'inver-
sion des matrices est couteuse en temps de calcul et peut poser des difficultés numérique des lors
que la matrice n'est pas bien conditionnée. L'idée maitresse d’Abraham Savitsky et Marcel Golay
consiste a exploiter des propriétés issues d'une discrétisation réguliere des valeurs X;.

B.2 Discrétisation réguliere

Lorsque les N valeurs Xy, ... Xy sont issues d'une discrétisation régulieres, de pas &, on alarela-
tionX, =X;+(p—1)hpour p € [[1; N]I. On peut alors procéder a un changement de repére, en pre-
nant pour origine des abscisses X = X; — & et en appliquant une dilatation des abscisses d'un fac-
X —Xo

1 > .
teur W LesXy = prennent alors les valeurs entieres 1, 2, ...,N. Dans ce nouveau repeére %y,

n
on cherche donc maintenant a approcher les points My (X, Yx) par un polynome P, = Z arx®. on
0

N N N
remarque qu’alors Uy = Z Xf = Z i* ne dépend plus des valeurs X; et que Ty = Z Y;i* ne dé-
i=1 i=1 i=1
pend que des Y;. La matrice U ne dépend alors uniquement du nombre N de points et de 'ordre n
du polynéme choisi. Son inverse U™}, indépendamment du probléme étudié, peut alors étre pré-

calculé pour chaque couple (N; n).

n
Une fois obtenu ainsi le polynéme optimal P, (x) = Z dkxk dans le repére %y, pour revenir au
0

n
probleme initial, il restera a retrouver les coefficients ap de Pp(x) = Zakxk, ce qui pourra étre
0

réalisé car
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- (x-X 1 x=Xo\* & ap & Ak ki
Pn(x):Pn( h 0): Zak( A O) = Z_I]zz(_l)] . X](; Ix, (B.7)
k=0 =0 h"* =0 J
d’ou
a = il(—n"f’ i X P (B.8)
i:p hl p

B.3 Fenétrage

Supposons maintenant qu’on dispose d'un grand nombre Nt de points provenant d'une dis-
crétisation réguliere de pas k. On ne va pas chercher a interpoler simultanément I'’ensemble des
points mais plutdt rechercher une interpolation locale calculée sur une partie de ces points. On
appellera ainsi fenétre de largeur N centrée sur My, ou N = 2m + 1 est impair et m < g < Nt —m,
I'ensemble des points Mg, Mg-m+1, - .- Mgim.

On peut appliquer la méthode précédente sur les N points de la fenétre mais, compte tenu de
I'imparité de N, il va s’avérer plus intéressant d’apporter une légere modification a cette méthode :
on va choisir pour origine des abscisses, celle du centre de la fenétre, plutot que celle de son pre-
mier point.

Xi — X,

Dans ce nouveau repere %’q, les Xk = prennent alors les valeurs 5(,,_ m=-m, ..., X,H m=

m. En posant x; = Xp+l~, on obtient ainsi x; = i pour i € [[—m; m]]. Ce résultat peut s’énoncer
comme suit :

Linterpolation d’'une fenétre de N = 2/m + 1 couples de valeurs (X;,Y;) centrée sur X, se rameéne
acelles des couples (i, y;) aveci € [[-m; m]l et y; = Yi;.

m
Lexpression des Uy = Z i* devient donc, selon k,
i=—m

Uo =Sn,0, U =0 si k estimpair, Uy =2S,, s si k est pair, (B.9)

m
Smk=Y ik (B.10)
i=0
est la somme des puissances k™ des m premiers entiers non nuls.

Nous avons vu que les coefficients du polynéme, dans %, s’'obtenaient par la relation matri-
cielle (B.6) qui, ici, nous donne

-1 ~

ﬁo 00 U1 e On T0
a) _ U1 Uz Un+1 T1 ' B.11)
an Ijn Ijn+1 GZn fn
Sil'ordre n du polynéme est pair, on a donc

do N 0 2Smz ... 2Smn \17'(To

a 0 2S;» 0 - 0 T1

a |=1]2Sm2 0 2Sma .o 2Spns2 T, (B.12)

dn ZSm,n 0 28 m,n+2 e ZSmyzn rfn
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et si n est impair

1

do N 0 2Sm2 ... 0 T
a 0 2Sm,2 0 ... 2Smn+1 T)
a |=||2Sm2 0 2Sma - 0 T, . (B.13)
dn 0 ZSm,n+1 O e ZSm'Zn fn

Remarque:
Le calcul des coefficients du polyndme dans le repere initial s’obtient par la méme formule que
précédemment, avec X, a la place de X :

n .

a .
ap=7). h—;(—l)l_”

FIxEr (B.14)
p

B.4 Polynome glissant

Dans le cas de valeurs mesurées, lorsqu’on dispose d’'un grand nombre Nt de points initiaux,
I'objectif, bien souvent, n’est pas d’approcher cet ensemble par un expression analytique globale
ou par morceaux. On va plutét chercher a "lisser" cet ensemble afin de diminuer I'effet de pertur-
bations supposées ou pour extraire une information ciblée.

Pour chaque fenétre le polynome d’interpolation n’est alors pas un objectif en soi mais une
méthode pour remplacer la valeur Y, mesurée au centre de la fenétre par P(X;) supposée plus
pertinente. En décalant, point par point la fenétre, on disposera alors d'un polynome P, pour
chaque fenétre et d'une valeur y , = P;(X4) qu'on substitue a Y, pour obtenir un nouvel ensemble
de point "lissé" {(Xx; )}

Dans le repére %, vu précédemment, on ne s’intéresse donc qu’a la valeur du polynéme en
x = 0. Cette valeur n’est autre que d et n’est pas modifiée par le retour au repére initial. Les y; sont
donc obtenus par le calcul du seul terme constant du polynome d’interpolation.

Remarque:

Les points d’interpolation obtenus sont compris entre les indices initiaux m et Nt —m. La méthode
doit donc étre adaptée pour les points proches du premier et du dernier point de 'ensemble initial
en diminuant progressivement la taille de la fenétre.

B.5 Procédure de lissage de Savitsky-Golay

Abraham Savitsky et Marcel Golay ont publié en 1964 un article dont le titre est "Smoothing
and Differentiation of Data by Simplified Least Squares Procedures". La méthode proposée s’ap-
puie sur les étapes que nous avons développés plus haut. Bien qu’elle soit qualifiée parfois de filtre,
de convolution (interprétation d’ailleurs évoquée dans'article), ou d’algorithme de Savitsky-Golay,
nous préférerons parler de procédure, conformément au titre de I'article, car, indépendamment
du domaine d’application, cette méthode est une procédure d’interpolation optimisée.

Cette procédure s’applique au lissage d'un ensemble initial de points, régulierement discré-
tisé, en approchant, point par point, le centre d'une fenétre glissante par la valeur en I'abscisse de
ce point du polynéme d’interpolation issu de la méthode des moindres carrés.

m
Revenons sur le vecteur T dont les composantes sont les Ty = Z ik yiavec y;i =Yg eti€
i=—m
[[—m; m]]. On peut écrire
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T=LY (B.15)
ou
1 1 1
- - 1
L=| ™ m+ m (B.16)
m)" (m+1D" ... (m)"
On a alors
1 1 1 Y-m To
-m -m+1 m Vom+1 _ T, (B.17)
=m" (m+D" ... (m)" Ym T,
oronavuqueA:fJ_lT:
ay U, U U, ! To
aq _ U, U, ... U, T, (B.18)
dn Un Un+1 I~J2n T~n
On a donc
do O, O, ... 0,\]7'( 1 1 o1 m
a; _ U, U, .. Upnr -m -m+1 m Y-m+1 (B.19)
dy U, U1 ... Uy -m)"* (—m+D" ... (m" VYm
soit encore
A=GY out G=U"'L=(G);, estlamatrice de Savitsky-Golay. (B.20)

En fait, seul le calcul du coefficient dy nous intéresse, il nous suffit en fait de disposer unique-
ment de la premiere ligne de cette matrice. En notant gg = Gy s—;—1, on a alors

m
V=do= ). &s- (B.21)

s=—m
Puisque gs ne dépend que de la largeur N de la fenétre et du degré n, choisi, du polynéme d’inter-
prétation, les coefficients g; peuvent étre pré-calculés et sont fournis dans des tables. Le calcul des
y est alors immédiat car c’est une combinaison linéaire des valeurs des ordonnées des points de
la fenétre.

Exemple : Recherchonsy pour la fenétre de 5 points : (1,12;2,44), (1,47, 2,54), (1,82;3,16),
(2,17, 3,05), (2,52; 4,1) et pour un polynéme d’ordre 3. On a

-3 12 17 12 -3
35 35 35 35 35

5 0 10 o\] (1 1 111} (L =2 , 2 -1
_y _ 12 3 3 12
a|[0 10 o a4 2 -1 01 2|_ e

10 0 34 0 4 1 01 4|7, 4 1 1 1

0 34 0 130 8 -1018 |7 7 = 77
11 11

__0__

12 6 6 12
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La premiére ligne de G nous permet de calculer

_ —3x2,44+12x2,54+17x3,16+12x3,056-3x 4,1
7= = =2,89. (B.23)

Plutot que d'effectuer le calcul matriciel, la table de lissage de Savitsky-Golay indique, pour 5 points
et un polynéme d’ordre 3, que les coefficients sont -3, 12, 17, 12, -3 et que la normalisation est 35, ce
qui nous permet d’écrire directement la formule précédente.

B.6 Calcul des coefficients de Savitsky-Golay

B.6.1 Parité du polynome d’interpolation

On a vu que la forme de la matrice U pouvait étre décomposée en deux cas (B.9). Nous la
noterons Sp sile degré n du polyndme d’interpolation est pair, S; il est impair :

N 0 Zsm’z cee ZSm’n
0  2Spo 0 0
Sp(m,m)=|2Sm2 0  2Sm4 ... 2Spnio (B.24)
2Smn 0 2Spnsz ... 2Smon
et
N 0 2Smo ... 0
0 2S .2 0 ... 2Sp;ns
Si(n,m) = | 2S .2 0 2Sma .. o |. (B.25)
0 2Smni1 O ... 2Smon

Nous allons alors pouvoir exploiter la propriété suivante (non démontrée ici) :

Propriété 1 : Si une matrice carrée inversible A, ,, n pair, est de la forme

ain 0 ays ... 0 ai,n
0 an 0 oo A2 p—1 0
A= as | 0 aszs ... 0 asn |,
an1 0 apz .. 0 Qan,n
alors A™! est de la forme
0,1 0 o3 ... 0 o1,n
0 2,2 0 ... O p 0
-1
A= Q3,1 0 33 ... 0 asn |»
o1 0 a3 ... 0 apn

de plus, toute matrice inversible B de la forme

ain 0 ay3 ... 0 ai,n 0
0 ap o 0 . az n 0 b2,n+1
as 0 azs ... 0 as n 0
B= ,
anyl 0 an'g o 0 an,n 0
0 bpy12 0 ..o bpyin-1 0 Dbuprina
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possede alors un inverse de la forme
11 0 a3 ... 0 x1,n 0
0 B2,2 0o ... B2,n 0 B2,n+1
B_l _ 3,1 0 33 ... 0 Qa3,n 0
Op,1 0 o3 ... 0 Op,n 0
0 ﬁn+1,2 0 Bn+1,n—1 0 ﬁn+1,n+1

Cette propriété implique que les lignes impaires sont conservées lors de 'inversion et, en particu-
lier, que la premiere ligne de S; 1(m,v) estidentique a celle de Sp 1(m,v—1) complétée par un zéro.
Cela va nous permettre d’obtenir une nouvelle propriété :

Propriété 2 : Pour une méme fenétre, la valeur d’interpolation y obtenue par la procédure
de Savitsky-Golay est la méme pour une interpolation par un polynéme d’ordre 2p et par un
polyndéme d’ordre 2p + 1.

Preuve :
Dans le cas de I'interpolation par un polynome de degré n pair, S, 1(n, m) est de la forme

01,1 0 o1,3 ... O1,n
0 022 0 0
Splm,m)=|o31 0 033 ... O3nr2 (B.26)
On,l 0 Op3 ... Onpn
etona
0'1,1 0 0'1’3 Gl,n 1 1 1
0 02,2 0 0 —m —ma+l m
G=Sp'L=|031 0 033 ... O3ps2 : (B.27)
-m)" (-m+D" ... (m)"
Op1 0 Op3 ... Opn

Seule la premiere ligne de G est utilisée pour le calcul de 3. On obtient ainsi

n
gk=) o1kt (B.28)
p=1

De méme, dans le cas d'un polyndéme de degré n + 1 pair, on a

01,1 0 013 ... O1n 0
0 022 0 0 02 n+1
— 031 0 033 ... O3, 0
Spl(n+1,m)= " (B.29)
On1 0 Op3 ... Opn 0
0 opt12 0 ... 0  Op+pnd

et ¥ s’en déduit de maniére similaire au cas précédent. Puisque le dernier terme de la premieére
ligne de Sp L(n+ 1, m) est nul, on retrouve alors la formule (B.28), ce qui prouve la proposition.

Remarque :

les polynémes d’ordre n=2p et n+1 =2p + 1 conduisent a la méme valeur de y mais ne sont pas
identiques pour autant.
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B.6.2 Réduction de la dimension de la matrice

Seul le cas ol1 n est pair nous intéresse, compte tenu du résultat précédent. On a, dans ce cas,
la relation

N 0 2Sm2 ... 2Smn dy To
0 2S;» 0 .. 0 a T)
2Sm2 0 2Sma - 22|l @|=[T2|, (B.30)
ZSm'n O 28m)n+2 cee ZSm,Zn dn fn
qui peut se décomposer en
N 2Sm2  2Sma ... 2Smn [ do To
2S m,2 ZSmy4 ZSm,G Zsm'n_;_z (iz _ T2 (B.31)
28 m,n 28 m,n+2 28 mn+4 ... 28 m,2n dn fn
et
28 m,2 28 m,4 ZSmyG cee 28 m,n dl T]
2Sma  2Sme 2Sms - 2Smpe2 as _ T3 ‘ (B.32)
28m,n 28m,n+2 ZSm,n+4 28m,2n—2 ap—1 Tr:—l
Puisque nous recherchons uniquement dy, il nous suffit donc de résoudre SpAp = Tp avec
N 2Sm2 ... 2Smn do To
28 28 ... 28 7 T.
Sp = m,2 m,4 m,n+2 . Ap= ap et Tp= 2 ’ (B.33)
28m,n 28 mn+2 .. 2Sm,Zn dn T~n
De manieére similaire a la matrice L, on introduit alors la matrice Lp :
1 1 1
2 2 2
- -m+1
Lp=| M mtl) ™o (B.34)
=m)" (-m+D" ... (m)"
et on a alors
Gp=S;'Lp. (B.35)

En écrivant la premiére ligne de Gp sous forme fractionnaire avec un dénominateur commun,
qualifié de normalisation, on obtient ainsi les coefficients de Savitsky-Golay correspondant a n et
m.

B.6.3 Tableaux

Les valeurs sont usuellement présentées en tableaux, néanmoins l'article initial comportait
quelques erreurs d”écriture; ainsi de nombreux tableaux en usage reproduisent ces erreurs ou ne
présentent que des corrections partielles. Les tableaux ci-apres contiennent les valeurs que nous
avons recalculées et vérifiées. Lutilisation de ces tableaux se fait conformément a I'’exemple décrit
au paragraphe (B.5).

Le nombre de points qu’il est nécessaire d’utiliser pour une opération de lissage peut, bien
entendu, étre plus élevé, voire beaucoup plus élevé que dans ces tableaux pour le lissage. Nous
avons créé pour les besoins des lissages utilisés dans ce manuscrit un fichier des valeurs allant
jusqu’a 241 points.
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TABLEAU B.1 - Coefficients de Savitsky-Golay pour des polynémes d’ordre 2 et 3.

Coefficients de lissage de Savitsky-Golay a I'ordre 2 et 3

Points 25 23 21 19 17 15 13 11 9 7 5
-12 -253 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-11 -138 -42 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-10 -33 -21 -171 0 0 0 0 0 0 0 0
-9 62 -2 -76 -136 0 0 0 0 0 0 0
-8 147 15 9 -51 -21 0 0 0 0 0 0
=7 222 30 84 24 -6 -78 0 0 0 0 0
-6 287 43 149 89 7 -13 -11 0 0 0 0
= 342 54 204 144 18 42 0 -36 0 0 0
-4 387 63 249 189 27 87 9 9 -21 0 0
=L 422 70 284 224 34 122 16 44 14 -2 0
-2 447 75 309 249 39 147 21 69 39 3 -3
-1 462 78 324 264 42 162 24 34 54 6 12
0 467 79 329 269 43 167 25 89 59 7 17
1 462 78 324 264 42 162 24 34 54 6 12
2 447 75 309 249 39 147 21 69 39 3 -3
3 422 70 284 224 34 122 16 44 14 -2 0
4 387 63 249 189 27 87 9 9 -21 0 0
5 342 54 204 144 18 42 0 -36 0 0 0
6 287 43 149 89 7 -13 -11 0 0 0 0
7 222 30 84 24 -6 -78 0 0 0 0 0
8 147 15 9 -51 -21 0 0 0 0 0 0
9 62 -2 -76 -136 0 0 0 0 0 0 0
10 -33 -21 -171 0 0 0 0 0 0 0 0
11 -138 -42 0 0 0 0 0 0 0 0 0
12 -253 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

TABLEAU B.2 - Coefficients de Savitsky-Golay pour des polynémes d’ordre 4 et 5.

Coefficients de lissage de Savitsky-Golay & I'ordre 4 et 5

Paoints 25 23 21 19 17 15 13 11 9 7
-12 1265 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-11 -345 95 0 0 0 0 0 0 0 0
-10 -1122 -38 11628 0 0 0 0 0 0 0
=L -1255 -95 -6460 340 0 0 0 0 0 0
-8 -915 -95 -13005 -255 195 0 0 0 0 0
-7 -255 -55 -11220 -420 -195 2145 0 0 0 0
-6 590 10 -3940 -290 -260 -2860 110 0 0 0
-5 1503 87 6378 18 -117 -2937 -198 18 0 0
-4 2385 165 17655 405 135 -165 -135 -45 15 0
-3 3155 235 28190 790 415 3755 110 0 -55 5
-2 3750 290 36660 1110 660 7500 390 60 30 -30
=il 4125 325 42120 1320 825 10125 600 120 135 75
0 4253 337 44003 1393 883 11063 677 143 179 131
1 4125 325 42120 1320 825 10125 600 120 135 75
2 3750 290 36660 1110 660 7500 390 60 30 -30
3 3155 235 28190 790 415 3755 110 0 -55 5
4 2385 165 17655 405 135 -165 -135 -45 15 0
5 1503 87 6378 18 -117 -2937 -198 18 0 0
6 590 10 -3940 -290 -260 -2860 110 0 0 0
7 -255 -55 -11220 -420 -195 2145 0 0 0 0
8 -915 -95 -13005 -255 195 0 0 0 0 0
9 -1255 -95 -6460 340 0 0 0 0 0 0
10 -1122 -38 11628 0 0 0 0 0 0 0
11 -345 95 0 0 0 0 0 0 0 0
12 1265 0 0 0 0 0 0 0 0 0

[ o | soms [ ames [ ae0o1s | 7420 | 4100 [ asuey [ 2e3 | a0 [ a0 [ 231 |
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TABLEAU B.3 - Coefficients de Savitsky-Golay pour des polyndmes d’ordre 6 et 7.

Coefficients de lissage de Savitsky-Golay a I'ordre 6 et 7
Points 25 23 21 19 17 15 13 11 9
=1L2 -168245 0 0 0 0 0 0 0 0
-11 244720 -90440 0 0 0 0 0 0 0
-10 187264 153748 -9044 0 0 0 0 0 0
-9 -31920 90440 18088 -952 0 0 0 0 0
-8 -224105 -56525 7021 2261 -2275 0 0 0 0
=7 -293360 -159800 -11016 344 6500 -260 0 0 0
-6 -212240 -164220 -19908 -1918 -910 910 -770 0 0
-5 -336 -65352 -14364 -2380 -6916 -476 3388 -28 0
-4 294315 109095 3801 -679 -5215 -1085 -3605 161 -7/
-3 610960 315000 28812 2492 3500 -140 -3500 -308 56
-2 889000 504700 53508 5978 15050 1750 4550 28 -196
=il 1078000 637000 71344 8624 24500 3500 14000 784 392
0 1144839 684323 77821 9605 28109 4199 18063 1157 797
1 1078000 637000 71344 8624 24500 3500 14000 784 392
2 889000 504700 53508 5978 15050 1750 4550 28 -196
3 610960 315000 28812 2492 3500 -140 -3500 -308 56
4 294315 109095 3801 -679 -5215 -1085 -3605 161 -/
5 -336 -65352 -14364 -2380 -6916 -476 3388 -28 0
6 -212240 -164220 -19908 -1918 -910 910 -770 0 0
7 -293360 -159800 -11016 344 6500 -260 0 0 0
8 -224105 -56525 7021 2261 -2275 0 0 0 0
9 -31920 90440 18088 -952 0 0 0 0 0
10 187264 153748 -9044 0 0 0 0 0 0
11 244720 -90440 0 0 0 0 0 0 0
12 -168245 0 0 0 0 0 0 0 0
| 0 [ smoooas [ 3omae1s [ asasos | smaas [ oess7 [ 1aso7 [ acnss [ aam | nar |

B.7 Exemple d’application

Les figures (B.1) et (B.2) présentent un signal bruité, représenté en bleu, lissé par la procédure
de Saviysky-Golay par un polynéme d’ordre 2 et une fenétre de 21 points pour la figure (B.1), par
un polyndéme d’ordre 1 et une fenétre de 51 points pour la figure (B.2). Les courbes lissées sont
représentées en rouge.

Remarque :

La procédure proposée dans 'article de 1969 de Savitsky et Golay, aborde, en sus des valeurs "lis-
sées", le calcul les valeurs prises par les dérivées successives du polyndome d’interpolation, en
chaque point sur lequel une fenétre est centrée. Nous n’avons pas repris 1'élaboration des coef-
ficients des dérivées dans cette annexe.

198



ANNEXE B. PROCEDURE DE SAVITSKY-GOLAY

FIGURE B.1 - Lissage par la procédure de Saviysky-Golay par un polynéme d’ordre 2 et une fenétre de 21
points.

0.5 o

054

FIGURE B.2 - Lissage par la procédure de Saviysky-Golay par un polynéome d’ordre 1 et une fenétre de 51
points.
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Résumé : La construction de l'opérateur de Teager-
Kaiser est fondée sur une démarche inhabituelle, a
savoir I'énergie requise pour générer un signal et non
directement [linformation véhiculée par ce signal.
Cet opérateur est bien adapté pour extraire
l'information d'un signal dont les caractéristiques
varient relativement rapidement au cours du temps
car il présente la particularité d'estimer I'amplitude et
la fréquence instantanées d'un signal a partir de
I'expression ponctuelle d'une fonction, dans sa
version continue, ou de seulement trois occurrences
d'une série de valeurs, dans sa version discréte. La
nature différentielle et non-linéaire de l'opérateur de
Teager-Kaiser souléve toutefois plusieurs difficultés,
en particulier la positivité de sa sortie, la discrétisation
employée et la sensibilité de l'opérateur au bruit,
auxquelles nous apportons les réponses suivantes :

- Nous mettons en évidence, dans un premier temps
l'existence d’intervalles critiques sur lesquels la
positivité dépend de la phase initiale et du pas de
discrétisation, et nous proposons des critéres
permettant de cibler au mieux les catégories de
sighaux pour lesquels 'opérateur est adaptée.

- Puis nous introduisons une version revisitée de
lopérateur prenant en compte le pas de
discrétisation et définissons, a partir de cette version,
de nouveaux opérateurs, plus robustes au bruit et
permettant une démodulation plus précise des
sighaux.

- Enfin, en s’appuyant sur les -caractéristiques
statistiques du bruit, nous avons développé une
méthode de détection d’'un signal faible dans un
environnement fortement bruité.

Contribution to the analysis of the Teager-Kaiser energy operator: Application to signal processing.

Keywords : Teager-Kaiser, Detection, Signal, Statistical analysis

Abstract : The construction of the Teager-Kaiser
operator is based on an unusual approach, namely
the energy required to generate a signal and not
directly the information conveyed by this signal. This
operator is well suited to extract information from a
signal whose characteristics vary relatively quickly
over time because it has the particularity of
estimating the instantaneous amplitude and
frequency of a signal from the specific expression of
a function, in its continuous version, or of only three
occurrences of a series of values, in its discrete
version. The differential and non-linear nature of the
Teager-Kaiser operator however raises several
difficulties, in particular the positivity of its output, the
discretization employed and the sensitivity of the
operator to noise, for which we provide the following
answers :
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- We first highlight the existence of critical intervals
on which the positivity depends on the initial phase
and the step of discretization, and we propose
criteria allowing to better target the classes of signals
for which the operator is adapted.

- Then we introduce a revisited version of the
operator taking into account the step of discretization
and introduce, from this version, new operators,
more robust against noise and allowing a more
precise demodulation of the signals.

- Finally, based on the statistical characteristics of
noise, we have developed a method for detecting a
weak signal in a highly noisy environment.
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