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Résumé xi

Simulation et modélisation des transferts thermiques au sein des

écoulements turbulents diphasiques à bulles

Résumé

Cette thèse se compose de deux parties. La première s’intéresse à la modélisation des
transferts de chaleur dans les écoulements à bulles sans variations de propriétés ther-
miques. Le code TrioCFD-IJK est employé pour simuler ces écoulements grâce à la mé-
thode de suivi d’interface, la formulation monofluide et des schémas volumes finis. Des
simulations de canaux monophasiques et diphasiques sont présentées pour montrer la
capacité du code à décrire la température dans les écoulements turbulents. Les résultats
permettent de valider le code et d’obtenir de nouvelles informations sur les transferts
thermiques en fonction du nombre de Prandtl liquide. Enfin, une étude de convergence
en maillage sur un essaim homogène de bulles pour différents nombres de Reynolds de
bulles (avec un taux de vide α = 6%) donne des corrélations des transferts thermiques
aux interfaces dans les essaims. Les corrélations sont similaires à celles obtenues pour des
bulles individuelles, mais une intensification des transferts d’environ 10% est observée
pour des nombres de Prandtl proches de l’unité.
Dans une seconde partie, une recherche de formulation numérique fiable pour la simu-
lation d’écoulements avec saut de propriétés thermiques est menée. Le code 1D léger
et souple FluidDyn est développé en Python. Il sert à développer et valider de nou-
veaux schémas de convection-diffusion pour des écoulements à bulles. Plusieurs études
sont menées dans un cas diphasique 1D avec des sauts de propriétés et permettent de
dégager une nouvelle formulation conservative unidimensionnelle. Cette formulation est
finalement adaptée au cas tri-dimensionnel, demandant notamment un certain nombre de
calculs d’intersections de géométries et d’interpolations, spécifiques au suivi d’interface.
Ces développements géométriques permettent aussi l’analyse des champs interpolés aux
interfaces dans le cadre de la formulation monofluide en température, indispensable pour
la prise de statistiques interfaciales nécessaire à l’obtention des corrélations en essaim.

Mots clés : écoulement diphasiques, suivi d’interface, formulation conservative,
transferts thermiques, discontinuité de propriétés, volumes finis, formulations mo-
nofluide, interpolations à l’interface

CEA, ISAS, DM2S, STMF – Laboratoire de Modélisation et Simulation
en Mécanique de Fluides
Commisariat à l’Énergie Atomique de Saclay – 91191, Gif-sur-Yvette – France



xii Résumé

Abstract

This thesis is organised in two parts. The first part deals with the modelling of heat
transfer in bubble flows in the absence of thermal property jumps. The code TrioCFD-
IJK is used to simulate these flows with the interface tracking method, the single-fluid
formulation and finite volume schemes. Examples of simulations in both single and two-
phase channels are presented to show the ability of the code to describe the temperature
in turbulent flows. These studies allow a validation of the code under these conditions
and new results concerning heat transfer as a function of the heat transfer as a function
of the liquid Prandtl number. Finally, a detailed study with convergence in mesh has
been carried out on the case of a homogeneous swarm of bubbles. It reveals correlations
of heat transfers at the interfaces, in swarms, very close to the correlations deduced on
single bubbles, but still presenting an intensification of the transfers of the order of 10%
for Prandtl numbers in the studied conditions.
In a second part, a search for a reliable numerical formulation for the simulation of flows
with jump in thermal properties is conducted. The light and flexible 1D code FluidDyn
is developed in Python. It is used to develop and validate new convection-diffusion
schemes for bubble flows. Several studies are conducted in a case with property jumps
and allow to derive a new one-dimensional conservative formulation. This formulation is
finally adapted to the three-dimensional case, requiring in particular a certain number of
calculations of intersections of meshes and interpolations, specific to the front-tracking.
These geometric developments also allow the analysis of the interpolated fields at the
interfaces in the context of the temperature single-fluid formulation, which is essential
for taking the interfacial statistics necessary to obtain the swarm correlations.

Keywords: two-phase flow, front-tracking, conservative formulation, heat transfer,
properties discontinuity, one-fluid formulation, interfacial flux interpolation, finite
volume
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La turbulence et les transferts thermiques en écou-
lement à bulles, un cas industriel

Depuis des années, le CEA se place dans le paysage des entreprises françaises en
tant que référence dans le transfert d’expérience de la recherche à l’industrie. Au
DM2S, Département de Modélisation des Systèmes et Structures, cette remontée
de l’abstrait au concret s’incarne dans les efforts de remontée d’échelle développés
pour transférer la compréhension des phénomènes locaux aux comportements de
systèmes globaux. Les effets locaux sont étudiés à l’aide de simulations fines ou
expérimentalement, et les phénomènes globaux sont principalement implémentés
dans le code système industriel de référence, Cathare. Il s’agit du logiciel principal
de simulation complète de la thermo-hydraulique, mécanique et neutronique d’un

7



8 Introduction

réacteur nucléaire. Un objectif du CEA est la mise en place d’un jumeau numérique
complet d’une centrale. Un tel outil est ou pourrait être utilisé en amont, pour des
études de sécurité, la conception et la validation par l’autorité de sûreté. Il s’inscrit
aussi dans l’opérationnel, pour la formation des opérateurs et le contrôle en temps
réel de la puissance. La turbulence de bulles et les transferts thermiques associés,
sujets de cette thèse, s’inscrivent donc dans le cadre de la recherche aux échelles
fines, en amont de la remontée d’échelles pour la thermo-hydraulique.

Les transferts de chaleur, une question explosive

Les transferts de chaleur au sein des écoulements sont un problème majeur
pour la conception et le pilotage de toute centrale thermique refroidie par liquide.
C’est le cas notamment des centrales nucléaires, dont le refroidissement présente en
plus une importance évidente en termes de sécurité. C’est aussi le cas des centrales
solaires par concentration. Dans les deux cas, la source de chaleur doit être refroidie
de manière contrôlée de sorte que la température des parties en contact avec la
source de chaleur soit maîtrisée. L’objectif est de rester dans les gammes que le
matériaux est capable de supporter sans s’endommager de manière excessive. Le
problème que l’on cherche typiquement à éviter est celui de la crise d’ébullition.
Dans certaines conditions, les transferts de chaleur entre la source et le liquide
sont trop importants et mènent à une trop grande production de vapeur. Cette
vapeur commence à se former sous forme de bulles, de poches, puis de film en paroi.
Dans ce cas, la vapeur ayant une conductivité thermique plus faible que le liquide,
les transferts de chaleur vers le liquide diminuent brusquement. La température
des parois monte et mène à une dégradation de celles-ci. Ce problème industriel
majeur a mené à une recherche scientifique et industrielle phénoménologique sur
des maquettes des parties du cœur concerné. En effet, les phénomènes en œuvre
sont d’une grande complexité :

— turbulence
— nucléation
— évaporation
— recondensation
— transferts aux parois
— . . .

Cette diversité de phénomènes et de régimes, représentés Fig. 1, est aujourd’hui
partiellement décrite et peu comprise dans son ensemble. Les études et corrélations
utilisées sont pour certaines tirées de relations phénoménologiques issues d’expé-
rimentations. Ces études ont notamment lieu au CEA par exemple dans le cadre
des thèses de Berne [6], Bricard [13] et Manon [58] avant les années 2000.
Cette diversité de phénomènes rend la tâche de les séparer expérimentalement
très compliquée. Suite à une amélioration sans précédent des capacités de calcul



La turbulence et les transferts thermiques en écoulement à bulles, un cas industriel9

ces 30 dernières années, la simulation numérique est de plus en plus utilisée pour
la simulation et permet d’atteindre des degrés de description suffisant pour des
conditions d’écoulement proches de conditions industrielles. Ces logiciels de simu-
lations ont été développés petit à petit, traitant toujours davantage de phénomènes
physiques. Aujourd’hui, bien qu’une bonne part des phénomènes physiques et nu-
mérique soient encore en étude, certains problèmes ont été levés pour le traitement
de la dynamique des écoulements à bulles en simulation fine. C’est donc depuis
quelques années au tour des transferts thermiques de faire l’objet d’un recherche
de résolution numérique fiable. C’est dans ce cadre que la simulation des transferts
thermiques dans les écoulements diphasiques intéresse particulièrement le milieu
de la recherche sur la mécanique des fluides diphasiques numérique.

Figure 1 – Différents régimes d’ébullition selon le taux de vide. Les écoulements
à bulles se situent avant l’apparition de la crise. Image tirée de [29].

La bulle au cœur de nos préoccupations

Le phénomène d’ébullition et de transfert de chaleur dans un liquide avec des
bulles et entre le liquide et les bulles sont peu décrits dans la littérature. Les
recherches les plus actives concernant des transferts de chaleur dans des écoule-
ments complexes portent la plupart du temps sur des particules solides. Certaines
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similarités peuvent être remarquées entre les approches et modélisations, mais les
particules sont d’habitude considérées comme étant plus petites que l’échelle de
Kolmogorov de la turbulence étudiée. Elles n’ont donc pas d’impact individuelle-
ment sur la turbulence. Au contraire les bulles induisent d’elles même différents
phénomènes turbulents ou non : une oscillation naturelle due à leur déformabi-
lité, des sillages moyens, la turbulence de sillages, une interaction turbulente de
ces sillages. Ces trajectoires oscillantes et les sillages ont un effet direct sur la
convection de la température dans la phase liquide.

La simulation diphasique plus largement

La simulation d’écoulement multiphase a une portée plus grande que celle des
écoulements à bulles. Qu’il s’agisse d’interface libre, d’écoulement à lit de parti-
cules fluidisé, de gouttes ou d’inversion de phase, toutes ces configurations sont
des sujets de recherches actifs. Ils font aujourd’hui de plus en plus appel à la si-
mulation numérique. Ainsi de nouvelles méthodes sont développées, il s’agit soit
d’outils de résolution génériques, soit de réponses à un cas particulier. Les multiples
cas d’application expliquent donc la diversité des méthodes numériques existantes
et leurs nombreuses variantes. Ces méthodes numériques présentent chacune des
avantages et des inconvénients, mais sont pour la plupart demandeuses d’une cer-
taine complexité dans leur implémentation. Certaines demandent un réglage fin
de méta-paramètres pour mitiger certains effets numériques indésirables dans la
configuration simulée.

La remontée d’échelle par la simulation fine comme
méthode

Qu’est-ce que la Simulation Numérique Directe ?

Comment définir la simulation numérique directe ? La question peut sembler
naïve, mais n’est pas si futile. Serions-nous capables avec de telles simulations de
mimer parfaitement un écoulement réel en supposant que les conditions initiales et
aux limites imposées soient parfaites ? De créer une forme de daìmon de Laplace
restreint aux écoulements ? Une “intelligence qui, à un instant donné, connaîtrait
toutes les forces dont la nature est animée et la situation respective des êtres qui la
composent, si d’ailleurs elle était suffisamment vaste pour soumettre ces données
à l’analyse, embrasserait dans la même formule les mouvements des plus grands
corps de l’univers et ceux du plus léger atome ; rien ne serait incertain pour elle,
et l’avenir, comme le passé, serait présent à ses yeux.”. Devant l’immensité d’un
tel objectif, le doute est de mise.
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Figure 2 – Remontée d’échelle. La simulation la plus à gauche est réalisée avec
TrioCFD-IJK et représente la turbulence aux échelles fines, la simulation au centre
est faite à l’aide de NeptuneCFD et est le résultat d’une simulation dans le cadre
Euler-Euler, et enfin à droite se trouve une simulation Cathare qui modélise le
comportement d’une centrale nucléaire à l’échelle système. Image tirée de [29].

Un tout premier obstacle à la simulation directe se dresse : la mise en équation.
Cette mise en équation, repose sur des hypothèses de comportement des fluides,
dans le cadre de la mécanique des milieux continus. Ces hypothèses font d’ailleurs
l’objet de la première section du premier chapitre de ce manuscrit. Ces hypothèses,
forme de modélisation primaire, sont associées à une approximation des compor-
tements physiques mésoscopiques mesurés. Ces comportements sont capturés dans
leurs tendances statistiques dans certaines conditions (vitesse, pression, tempé-
rature, etc). À l’échelle de l’atome, ils ne se mesurent pas. Cependant, le saut
d’échelle entre un atome et une particule fluide est tel dans les conditions qui nous
intéressent, que ces moyennes sont réalisées sur de grandes quantités de molécules.
Cela garantit un comportement très stable et bien décrit de ces lois. Il s’agit du
cadre classique de la physique des milieux continus. C’est dans ce cadre là que la
simulation numérique directe vise à percer le secret des fluides. Le modèle de ce
cadre est différent de la modélisation qui est réalisée lors du changement d’échelle
dont il est question dans ce manuscrit. Cette dernière pourrait être qualifiée de mo-
délisation secondaire. Elle consiste à passer à une vision moyennée à deux fluides,
dite Euler-Euler.

Une fois ces hypothèses acceptées, considérons que les fluides observés dans
notre expérience ont exactement les mêmes propriétés que nos fluides simulés. Ou
tout au moins que la différence provoquée par ces incohérences sont négligeables
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au point de ne pas être mesurables. Imaginons que nous disposions de capacités
de calcul sans limite. Sommes-nous capables de déterminer tous les mouvements,
les transferts de chaleur, présent et futur d’un écoulement par la simulation ? Il
est de bon ton de se rapeler que les mathématiciens les plus éminents n’ont pas
encore réussi à démontrer l’existence et l’unicité de la solution de l’équation de
Navier-Stokes. . .monophasique. Autant dire que les écoulements à bulles sortent
du cadre mathématique dans lequel le physicien numéricien est assuré que ses sché-
mas numériques sont consistants, stables sous certaines conditions et convergents.

Mais la simulation numérique directe est aussi porteuse de promesses. Promesse
de remplacer une expérience, couteuse, par une simulation, moins couteuse. Mais
surtout promesse de pouvoir s’affranchir des limitations de l’instrumentation. En
effet, les résultats d’une simulation sont connus en tout point de l’espace simulé, en
tout temps simulé. Autant de données qui permettent la mise en place de modèles
précis, l’étude et l’analyse des différents phénomènes étudiés séparément les uns
des autres. La simulation permet parfois même de produire des résultats dans
des conditions que la nature ne peut reproduire. À l’heure de l’essor des méthodes
d’apprentissage machine, ces quantités de données représentent la potentialité d’un
jour découvrir de nouvelles méthodes de modélisation, plus précises, plus fiables.

Tentés par ces promesses, mais conscient de leur fragilité, quelle est donc la
démarche à suivre pour ne pas tomber dans l’écueil de la confiance aveugle ? Si la
simulation numérique directe n’a pas la prétention, ni de décrire le comportement
d’un fluide réel, ni l’assurance d’en trouver la bonne solution, que faire ? Il reste à
la simulation numérique la mesure de convergence, la conservation et la comparai-
son à l’expérience. La convergence vers une solution, supposée être statistiquement
identique à la solution réelle, est mesurée à partir du résidu, ou de l’écart à une
solution analytique ou par défaut à une solution plus fine. La conservation de cer-
taines quantités, caractéristiques des phénomènes physiques étudiés, assure quant
à elle que la solution est en partie cohérente physiquement. La comparaison à
l’expérience est la validation ultime, mais elle n’est pas toujours accessible et les
informations mesurées sont limitées. C’est à travers les prismes de la conservation
et de la convergence que sera traitée la question de la simulation numérique dans
cette thèse.

L’approche à deux fluides

L’approche à deux fluides, sus-mentionnée, aussi appelée Euler-Euler, est à
mettre en correspondance dans le cadre monophasique avec la moyenne de Rey-
nolds, appelée méthode RANS. L’approche RANS suppose l’existence d’une moyenne
statistique de l’écoulement. Cette moyenne statistique est obtenue théoriquement
en réalisant un grand nombre de fois la même expérience dans les mêmes condi-
tions, et en moyennant en tout point de l’espace en tout temps les caractéristiques
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de l’écoulement sur ces différentes réalisations. Cet opérateur de moyenne permet
de décomposer une variable turbulente, comme la vitesse, en sa partie moyenne et
sa partie fluctuante. La partie fluctuante est de moyenne nulle, mais est caractéri-
sée par son moment d’ordre 2, c’est-à-dire la moyenne de son carré, qui n’est pas
nulle. Dans la pratique, selon les symétries des configurations, ou les conditions
aux limites, les physiciens ont recours à deux autres moyennes qui, suivant l’hypo-
thèse d’ergodicité sont considérées équivalentes à une moyenne statistique. Il s’agit
de la moyenne temporelle d’un écoulement dans le cas où il est statistiquement
stationnaire et de la moyenne spatiale d’un écoulement dans une direction où il
est statistiquement homogène. Dans tous les cas, cet opérateur permet d’accéder
à une compréhension générale de l’écoulement en lissant les profils des champs. Il
semble dès lors intéressant de moyenner directement les équations de Navier-Stokes
et de résoudre ce champ moyen sur un maillage plus grossier que celui nécessaire à
capturer les échelles de turbulence. Cela permet de s’affranchir de mailler suffisam-
ment finement pour décrire toutes les échelles de turbulence. Cependant l’équation
de Navier-Stokes ainsi modifiée n’est plus “fermée”. Cela signifie qu’elle ne se suffit
plus à elle-même pour la résolution, il manque une corrélation entre les différentes
variables pour avoir autant d’inconnues que d’équations nécessaires à leur déter-
mination. C’est cette partie, cette corrélation qui intéresse les physiciens puis les
ingénieurs pour leur permettre de simuler l’écoulement moyen correspondant à leur
configuration particulière.

Dans l’approche à deux fluides, chaque phase présente des caractéristiques
moyennes. Un taux de présence de phase moyen remplace la localisation exacte de
chaque phase. La phase vapeur a sa propre vitesse moyenne partout, de même que
la phase liquide. Et de la même manière que dans le cas monofluide, appliquer ces
opérateurs de moyenne de phase aux équations de Navier-Stokes demande ensuite
de fermer les équations moyennées obtenues. À nouveau, nous avons besoin de
modèles pour les fluctuations dans chaque phase et les transferts interfaciaux.

La suite de l’échelle, encore des moyennes

Cette étape de modélisation, permettant de simuler les écoulements moyens
locaux, est loin de représenter la fin du processus de remontée d’échelle. Des
moyennes par tranche de section de conduite sont réalisées, occultant cette fois les
hétérogénéités sur une section et devant rendre compte des phénomènes internes
à la section par la création de nouveaux modèles. Il s’agit de l’échelle composant.
Ensuite des tuyaux entiers peuvent être moyennés sur leur hauteur, groupés en fais-
ceaux, jusqu’à l’échelle dite système. À cette échelle, le comportement de chaque
système est représenté par un modèle 0D ou faiblement discrétisé par quelques
éléments 1D et des jonctions pour les connecter, nourri des moyennes précédentes.
Ainsi, un réacteur complet est modélisé. Et un tel modèle numérique de réacteur
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permet, en temps réel, d’estimer des nappes de puissances, des températures de
cœur, des pressions, de simuler un régime transitoire lors de l’apparition d’une
brèche, etc. Tout cela en temps réel, sans supercalculateur.

Méthodes et articulation de la thèse

Le numérique, une responsabilité supplémentaire pour un
physicien

Depuis l’expansion de l’utilisation de la simulation numérique, nous sommes
forcés de constater que la complexité associée à un code informatique, ne facilite
pas la démarche scientifique physique. En effet, ce type de code a recours à de nom-
breux méta-paramètres dans différents blocs, à différents niveaux, dont la présence
est facilement occultée par une mauvaise documentation, voire une documentation
inexistante. Il est aussi bon de rappler que la technologie associée à l’informatique
représente une telle somme de savoir que nul ne saurait en maîtriser les éléments
sur toute la chaîne. Pour passer du code au résultat de simulation, les étapes sont
nombreuses. Le code fait appel à de nombreuses librairies externes, dont le déve-
loppement et le contenu n’est pas à la main du chercheur. Puis le code est traduit
à la suite dans divers langages par un compilateur, avant de passer directement des
instructions aux systèmes. Celles-ci sont elles-mêmes interprétées par l’OS avant
d’être exécutées par le processeur. Les évolutions de formats, standards, versions,
plateformes, rendent difficile l’atteinte du critère de reproductibilité, voire impos-
sible. En effet, la plupart des firmwares ne sont pas à source ouverte. Enfin, les
bogues étant courants et pouvant être d’impact différents sur la solution, la cer-
titude d’obtenir des résultats fiables est fragile. En moyenne selon l’étude [32],
un développeur produit environ 20 bogues pour 1000 lignes de code après la pre-
mière compilation. Certains bogues sont même devenus historiques, conduisant par
exemple à l’explosion en vol de la première fusée Ariane 5. Il est donc illusoire de
considérer qu’en “faisant attention”, un chercheur, surtout physicien de formation,
saura passer outre cette problématique.

Devant tant de défis, les informaticiens développent diverses méthodes, normes
ou outils pour résoudre ces questions auxquelles ils sont eux-mêmes confrontés.
Tout physicien numéricien marche donc au bord d’un précipice, retenu par quelques
filets de bonnes pratiques et de bons outils. Aborder le sujet des outils et des normes
est donc loin d’être accessoire quand, comme dans ce cas, l’étude physique repose
uniquement sur des moyens informatiques. Les outils suivants ont été utilisés pour
cette thèse (la liste n’est pas exhaustive) :

— les ressources de calcul d’Occigen du CINES et d’IRENE au TGCC,
— les OS Ubuntu et RedHat basés sur le noyau Linux,
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— l’éditeur de texte Vim et de nombreux plugins,
— les langages de programmation Python, C++ et Bash,
— le gestionnaire de suivi de version Git,
— les codes open-source Trust, TrioCFD-IJK et FluidDyn développés au CEA,
— le module PyTest pour la mise en place de tests en Python,
— le module Sphinx pour la génération de documentation pour Python,
— le module Jupyter Notebook permettant la création de cahiers de laboratoire

informatiques,
— les packages NumPy, pandas, SciPy et SymPy pour les opérations de post-

traitement des données,
— le package de tracé de figures Matplotlib,
— et enfin le système de création de documents pdf, LATEX, et son module de

dessin TikZ.
Dans le mesure du possible, des efforts ont étés faits pour que les résultats de
la thèse soient open source, testés, validés et documentés ; en particulier pour les
travaux réalisés avec FluidDyn. Je remercie la communauté du logiciel libre dans
son ensemble sans laquelle cette thèse comme tant d’autres n’aurait pas pu être
possible.

Plan de thèse

Cette thèse visait initialement à développer des modèles physiques de transferts
thermiques à partir de simulations numériques réalisées dans des cas variés. Mes
travaux précédents avaient porté sur l’apprentissage machine de la fermeture du
tenseur de Reynolds dans le cadre RANS monophasique. J’étais donc disposé à
étendre les méthodes et la recherche réalisée sur la turbulence monophasique au
cas des transferts thermiques diphasiques. Cependant au cours de cette thèse,
nous avons dû faire face à un problème d’ordre numérique imprévu. En effet,
comme il sera présenté, la perte d’énergie dans le domaine simulé en présence de
saut de propriétés thermiques avec la méthode monofluide est prohibitive. Un tel
manque de conservation ne nous permettait pas d’étudier les cas prévus. Cette
thèse s’articule donc en deux parties.

Une réponse à un besoin de modèles dans ces conditions. Dans la pre-
mière partie, le code numérique est présenté, notamment la résolution des champs
thermiques au Chap. 1. Puis des études en canaux sont réalisées pour la validation
des performances thermiques en l’absence de saut de propriétés au Chap. 2. Les
détails des modèles à deux fluides y sont introduits dans le cas général, puis adap-
tés au cas du canal. Pour finir, un cas simple mais nouveau dans la littérature,
l’essaim de bulles, est simulé et analysé au Chap. 3. Ces résultats sont nouveaux
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et pourrons notamment servir à la meilleure prise en compte des phénomènes de
transfert entre les phases dans les approches Euler-Euler.

Une recherche de méthodes numériques fiables. Dans cette deuxième par-
tie, une méthode numérique conservant l’énergie thermique est recherchée. Pour
cela une maquette logicielle 1D de TrioCFD-IJK a été développée, il s’agit de
FluidDyn qui est présentée au Chap. 4. La recherche d’une formulation conserva-
tice est détaillée au Chap. 5 et enfin les résultats de cette recherche sont reportés
en 3D dans TrioCFD-IJK avec les adaptations présentées au Chap. 6.

Enfin, les perspectives dans la suite de ce travail seront dégagées.



Première partie

Simulation de transferts thermiques
sans saut de propriétés
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20 CHAPITRE 1. SND des transferts thermiques dans les écoulements à bulles

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la simulation d’écoulements à bulles
sans changement de phase, dans le cas où les propriétés thermiques du liquide et de
la vapeur sont les mêmes. Ces écoulements sont un premier pas vers la simulation
avec changement de phase. Après une présentation des hypothèses physiques réali-
sées dans cette étude en Sec. 1.1, les méthodes de simulations numériques adaptées
à la résolution de ces écoulements sont présentées en Sec. 1.2. Une revue de litté-
rature des différentes simulations numériques réalisées sur des cas complexes est
présentée en Sec. 1.3. Puis la méthode que nous utilisons, avec TrioCFD-IJK, est
détaillée pour la résolution de la dynamique de l’écoulement en Sec. 1.4 et pour la
résolution des transferts thermiques en Sec. 1.5.

1.1 Écoulements turbulents diphasiques à bulles

Les écoulements auxquels nous nous intéressons possèdent la particularité d’être
à bulles, il y a donc la présence d’interfaces. La simulation numérique d’interfaces
est un large domaine de recherche, aux méthodes qui lui sont propres. Il existe
plusieurs approches de simulation qui ont chacune leurs avantages et leurs incon-
vénients. Les problématiques rencontrées sont notamment celles de la description
discrète de l’interface, de la convergence des schémas utilisés, en particulier du
schéma convectif, et de la conservation de l’énergie thermique.

1.1.1 Hypothèses de modélisation dans chaque fluide

Pour la dynamique dans les simulations réalisées, les phénomènes suivants sont
considérés pour la dynamique de l’écoulement dans chaque phase :

— L’écoulement est incompressible, la divergence du champ de vitesse est donc
nulle.

— La force de viscosité suit la loi de Newton de proportionnalité au tenseur
des contraintes.

— Le coefficient de viscosité est constant.
— La gravité s’exerce de manière constante et uniforme.
— La température n’a aucune action sur la dynamique de l’écoulement, donc

la masse volumique et les autres propriétés dynamiques sont constantes
et homogènes par phase. De tels écoulements présentent l’avantage de ne
pas faire dépendre la dynamique de la thermique. Ainsi pour un même
écoulement dynamique, selon les propriétés matérielles de la phase des bulles
et de la phase liquide, une solution thermique différente est obtenue.

Pour la thermique les hypothèses suivantes sont faites.
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— Les transferts conductifs de chaleur suivent la loi de Fourier de proportion-
nalité au gradient de température.

— Les coefficient de capacité thermique massique et de conductivité thermique
sont constants et homogènes par phase, donc indépendants de la tempéra-
ture locale.

Les différentes équations dans une phase du fluide sous ces hypothèses s’écrivent :

∂χk

∂t
+ vk · ∇χk = 0 (1.1)

∇ · vk = 0 (1.2)

∂ρkvk
∂t

+∇ · (ρkvk · vk) = −∇pk + ρkg +∇ ·
(
µk

(
∇vk +∇

⊤vk
))

(1.3)

∂ρkcpkTk

∂t
+∇ · (ρkcpkTkvk) = ∇ · (λk∇Tk) (1.4)

1.1.2 Conditions limites aux interfaces

Pour la dynamique
— la gravité et la différence de masse volumique induisent une poussée d’Ar-

chimède,
— la tension de surface est caractérisée par un coefficient de tension de surface

σ constant et homogène à la surface des bulles.

Pour la thermique les phénomènes à l’interface sont modélisés de la manière
suivante. Cela correspond au cas d’un écoulement eau-air, mais comme le cas
industriel visé est l’ébullition, les termes de liquide et vapeur seront employés pour
désigner la phase du fluide majoritaire et celle des bulles.

— Il n’y a pas de changement de phase.
— L’interface n’a pas d’énergie thermique interfaciale.

Conséquences
— À cause de la viscosité, il y a continuité de la vitesse tangentielle.
— Comme il n’y a pas de changement de phase, la vitesse normale à l’interface

est continue.
— Comme l’écoulement est aussi incompressible, il n’y a pas de changement

de volume du liquide simulé dans le domaine.
— Il y a continuité de la température, grâce à l’absence de capacité thermique

surface de l’interface.
— Le flux de chaleur est continu dans la direction normale à l’interface.



22 CHAPITRE 1. SND des transferts thermiques dans les écoulements à bulles

Ces relations s’écrivent de la manière suivante,

vl = vv, (1.5)
∑

k

T
k
· nk = σκnI , (1.6)

Tl = Tv, (1.7)
∑

k

λk∇Tk · nk = 0, (1.8)

avec T
k
= −I pk +µk

(
∇vk +∇

⊤vk
)

le tenseur des contraintes, σ le coefficient de
tension de surface et κ = ∇s · nvI

le rayon de courbure.

1.1.3 La turbulence, les bulles, les sillages

Les phénomènes ayant lieu dans les écoulements à bulles sont multiples. En
présence de parois, la phase liquide développe une turbulence de paroi due au ci-
saillement de l’écoulement. Cette turbulence influence la localisation des bulles, qui
en retour influence la turbulence monophasique. Les bulles créent des phénomènes
turbulents sans paroi. Les sillages des bulles peuvent être décomposés en une partie
moyenne, et une partie fluctuante. Cette fluctuation est elle-même la somme d’une
fluctuation naturelle et d’une fluctuation liée aux effets d’essaim, c’est-à-dire des
interactions entre les sillages. Cette dynamique complexe a été étudiée en détail
par Du Cluzeau [29], et des modèles ont été proposés suite à l’analyse de SND
en essaim avec des bulles fixes et mobiles puis en canal à bulles.

1.2 Stratégies de résolution numériques

1.2.1 Stratégies de maillage

La présence d’interfaces mobiles complique particulièrement la résolution nu-
mérique d’un tel problème. La question du maillage, prérequis de toute simulation,
est traitée de trois manières différentes. Ces différentes méthodes sont représentées
Fig. 1.1.

Maillage adaptatif La première méthode consiste à construire un maillage mo-
bile avec les interfaces. Cette stratégie se retrouve notamment dans le cadre de
la simulation de déformation de structures. Elle est cependant peu adaptée aux
fluides, et encore moins aux bulles. Il existe une méthode dérivée, qui permet
de dépasser quelques limitations, où le maillage ne bouge pas avec le fluide mais
s’adapte uniquement à la présence des bulles. Il s’agit de simulation à maillage
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(a) Maillage adaptatif, tiré
de Legendre et Ma-

gnaudet [49]

(b) Maillage de l’interface
implicite, par reconstruc-
tion, tiré de Tryggva-

son, Scardovelli et Za-

leski [97]

(c) Maillage par suivi d’in-
terfaces, tiré de Tryggva-

son, Scardovelli et Za-

leski [97]

Figure 1.1 – Illustration des différentes stratégies de maillage pour la simulation
d’écoulements diphasiques avec interface.

adaptatif. Ces déformations de maillages au voisinage des bulles ont l’avantage de
pouvoir résoudre plus précisément l’écoulement aux interfaces, mais requiert une
grande complexité d’implémentation, de mise en œuvre et de réglage. Elles sont
également limitées à des déformations relativement lentes. Elle ne sera pas étudiée
dans cette thèse.

Front implicite La deuxième méthode de maillage consiste tout simplement à
ne pas prendre en compte par le maillage de la présence de la bulle. Il s’agit de
la stratégie la plus communément répandue, car la plus simple à implémenter et
mettre en œuvre. Elle est dérivée en de multiples variantes, qui tâchent de prendre
en compte du mieux qu’elles peuvent la présence d’une discontinuité à l’interface
sans la localiser par un maillage. Cette méthode ne sera pas non plus utilisée dans
cette thèse, mais certains travaux peuvent néanmoins servir à la mise en place de
schéma pour la troisième méthode.

Suivi d’interface (FT) Cette dernière est la méthode utilisée dans TrioCFD-
IJK. Le fluide est porté par un maillage fixe, cartésien pour plus de simplicité. Le
front d’interface des bulles est suivi par un second maillage, surfacique lagrangien.
Les points de ce maillage sont désignés sous la dénomination de marqueurs de
l’interface. Ce maillage surfacique interagit avec les champs de vitesse et de pres-
sion portés par le maillage Eulérien. Il permet d’exprimer de manière naturelle
des discontinuités et des forces interfaciales. En effet, la présence de marqueurs
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permet typiquement le calcul précis de la courbure locale de l’interface, nécessaire
à la détermination de la force de tension de surface. La présence d’une géométrie
d’interface permet aussi le calcul géométrique de la fraction de volume occupée
par une phase dans un élément Eulérien. Ce type de méthode demande néanmoins
aussi une certaine complexité d’implémentation et de réglage. En effet, afin de
garantir une bonne qualité de maillage et éviter la présence d’éléments de tailles
disparates, celui-ci doit être remaillé régulièrement. Ce remaillage introduit de lé-
gère perturbations à l’interface qu’il convient de stabiliser. Cette méthode n’est
pas non plus naturellement conservative du volume de chaque bulle dans le cas
incompressible. Le volume doit donc être ajusté à la marge pour éviter des dérives
au cours du temps de simulation.

1.2.2 Localisation de l’interface

Les formulations numériques présentées ici sont associées aux deux dernières
méthodes de maillage décrites ci-dessus, c’est-à-dire la reconstruction de front et
le suivi d’interface. En effet, la première méthode ne nécessite pas de travail parti-
culier pour localiser l’interface vu qu’elle est déjà prise en compte dans le maillage.

VOF La méthode de Volume Of Fluid est certainement la plus répandue dans
le domaine de la simulation numérique d’écoulement multi-phasique. La méthode
a été mise en place par Hirt et Nichols [39]. Elle repose sur la convection numé-
rique d’une fonction indicatrice de phase. Cette fonction prend des valeurs entre
0 et 1 pour matérialiser le taux de présence associé à une phase dans une cel-
lule. Comme la convection de cette indicatrice pose des problèmes de diffusion
numérique, des méthodes de reconstruction géométriques de l’interface ont été
développées pour garder l’aspect discontinu de l’interface. Cette méthode pré-
sente l’avantage, dans le cadre de l’utilisation de schémas de type volume finis,
de conserver naturellement les volumes. Différentes versions de cette méthode ont
été développées et proposées en autres par Massoni et al. [59], Agarwal et al.
[1], Sint Annaland, Deen et Kuipers [79], Palmore et Desjardins [68]
et Malan et al. [57]. Des méthodes de reconstruction d’interface peuvent être
mises en place pour pallier la diffusivité numérique de la méthode. La plus ré-
pandue est la méthode Piecewise Linear Interface Construction (PLIC) présentée
par Youngs [101]. Puis des méthodes de reconstruction d’ordre plus élevé sont
proposées par Scardovelli et Zaleski [78] et Ii et al. [40]. Un benchmark des
différentes méthodes de reconstruction est réalisé par Aulisa et al. [3].

Level-set La méthode est similaire au volume of fluid. Il s’agit de convecter non
pas une indicatrice de phase, mais une distance signée à l’interface. Cette dis-
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tance permet ensuite de reconstruire l’interface sous la forme de plan dans chaque
cellule, et d’en déduire l’indicatrice de phase. Elle garde davantage d’informa-
tion que la première sur la localisation de l’interface. En revanche, elle n’est pas
naturellement conservative du volume. Elle peut être couplée à la première mé-
thode pour améliorer son caractère conservatif, comme le propose Sussman et al.
[81]. D’autres améliorations sont présentées sous l’acronyme Accurate Conservative
Level-Set (ACLS) par Desjardins, Moureau et Pitsch [24] et Desjardins et
Moureau [23]. Des benchmarks des différentes méthodes VOF et level-set sont
présentés par Tanguy et al. [85] et Boniou, Schmitt et Vié [12].

Suivi d’interface Cette méthode consiste à utiliser le maillage Lagrangien pour
calculer géométriquement l’indicatrice de phase. Elle a été imaginée par Glimm et
al. [36, 35], puis développée par Tryggvason et al. [96] et Tryggvason, Scar-

dovelli et Zaleski [97]. L’information de la position de l’interface est mieux
gardée. En effet, le nombre de marqueurs utilisé peut s’adapter à des formes d’in-
terfaces variées et peut excéder le ratio d’un marqueur par cellule. Cependant
pour des raisons de stabilité de convection de l’interface lors de l’interpolation
de la vitesse du maillage Eulérien au maillage Lagrangien, ce ratio est limité. Le
suivi d’interface permet des calculs géométriques précis, mais s’accompagne d’une
complexité algorithmique supplémentaire (remaillage) et de quelques problèmes de
stabilité.

1.2.3 Discrétisation spatiale

Une fois la forme de maillage choisie et la stratégie pour représenter et localiser
le front d’interface, il reste à choisir le traitement des champs Eulériens. Les sché-
mas numériques de convection et de diffusion utilisés dans la suite sont de type
volume finis. Ces schémas présente l’avantage de conserver la grandeur intégrée en
exprimant les divergence sous forme de flux. Dans le cadre des volumes finis, les
champs peuvent être localisés aux faces des cellules ou au centre. Puis suite à un
jeu d’interpolation, les valeurs manquantes aux faces ou au centre peuvent être
retrouvées.

Schéma colocalisé Dans le cadre de schémas colocalisés, les valeurs qui évo-
luent, c’est à dire celles qui sont dans la dérivée en temps, sont situées au même
endroit que là où sont stockés les informations nécessaires au calcul des flux pour
le schéma volume fini.

Schéma décalé Dans un schéma décalé, certaines valeurs sont représentées au
centre de mailles et d’autres aux faces. Les valeurs intégrées sont au centre des
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mailles, c’est-à-dire la pression, la température, et les grandeurs liées aux flux sont
aux faces comme la vitesse d’écoulement, et le gradient de température. Cette dis-
crétisation permet naturellement d’appliquer des schémas de type volumes finis.
C’est la configuration qui est implémentée et utilisée dans TrioCFD-IJK, repré-
sentée Fig. 1.2.

1.3 Simulation numérique directe de transferts ther-
miques en écoulements diphasiques dans la lit-
térature

1.3.1 La simulation de transferts de chaleur monophasique

La simulation numérique directe de transferts thermiques commence dans les
années 90 avec les calculs de transfert de chaleur en paroi dans des écoulements
monophasiques réalisés par exemple par Lyons, Hanratty et McLaughlin [54],
Kawamura, Abe et Matsuo [45] et Lakehal et al. [48]. Elle se développe de
pair avec la simulation du transport et diffusion d’un scalaire passif, dont elle
est très proche, comme celle réalisée par Kasagi, Tomita et Kuroda [43]. Ces
simulations se réfèrent à des expériences et parviennent à reproduire assez fidèle-
ment les résultats expérimentaux à des nombres de Reynolds pariétaux donnant
des écoulements faiblement turbulents, de l’ordre de 180. La simulation dont nous
utiliserons les résultats en tant que référence est celle de Kawamura, Abe et
Matsuo [45] grace à la base de données des simulations disponible en ligne [27].

1.3.2 La simulation diphasique

La simulation adiabatique d’écoulements diphasiques apparaît plus tard, avec
la profusion de méthodes décrites Sec. 1.2. Kawamura et Kodama [47] mettent
ainsi en place la simulation d’une montée de bulle en utilisant une méthode de
type suivi d’interface. Agarwal et al. [1] utilisent une version modifiée de la
méthode VOF pour décrire la dynamique d’écoulement du détachement d’une bulle
à partir d’un film de vapeur. Puis Lu et Tryggvason [53] simulent un ensemble
de bulles dans un canal avec la méthode front-tracking aussi. Cette configuration
est reprise par d’autres, dans des études de la turbulence induite par les bulles,
comme Cifani [17], Bois et Cluzeau [7], Cluzeau [19], Hasslberger et al.
[38], Innocenti et al. [41] et Nemati et al. [65]. Un autre sujet de recherche
important est celui des gouttes et des écoulements où la tension de surface joue
un rôle clef, comme le déferlement de vagues. Popinet [72] présente ainsi un code
VOF avec une résolution précise de la tension de surface, calculant la courbure
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locale à partir d’une fonction de hauteur. Baraldi, Dodd et Ferrante [5] réalise
des simulations de gouttes dans un écoulement de turbulence homogène isotrope
avec la méthode VOF aussi. La bibliographie réalisée ici n’est pas exhaustive.

1.3.3 La simulation diphasique de transferts thermiques

La littérature fait encore peu état de simulations numériques directes de trans-
ferts thermiques en écoulements diphasiques dispersés. Il existe cependant quelques
cas réalisés ces dernières années. Dans le domaine des lits fluidisés, des simulations
sont réalisées notamment par Thiam [89], Thiam et al. [88], Carbone, Bragg

et Iovieno [14] et Chadil, Vincent et Estivalèzes [15]. Ces méthodes uti-
lisent une pénalisation de l’équation de Navier-Stokes pour le liquide selon la pré-
sence de particules. Ma et Bothe [55] simulent des transferts de chaleur dans un
écoulement thermocapillaire, avec une méthode VOF. Il s’agit de l’instabilité de
Bénard-Marangoni : dans un domaine fermé en présence d’une interface libre et
de bords chauffés à température imposée, des recirculations se crééent et donnent
des formes particulières à l’interface selon le ratio hauteur largeur de la boite.

Tanaka [83] utilise aussi une méthode VOF pour simuler la montée de bulles
dans un canal avec des parois à flux imposés. Il compare ainsi des résultats pour
une simulation de bulles, une simulation de gouttes et une simulation monopha-
sique. Il note cependant que les ratios de propriétés utilisés sont faibles, et que
les résultats de simulation gagneraient à être mieux convergés. Deen et Kuipers

[22] utilisent aussi la méthode VOF pour simuler la montée de bulles proche d’une
paroi chauffée à température imposée. Ils mesurent ainsi l’effet du passage de la
bulle sur le transfert thermique en paroi. Enfin, Dabiri et Tryggvason [21] si-
mulent un canal de bulles à différents nombres de Reynolds, différents nombres
d’Eötvös et à quelques nombres de Prandtl. Ces simulations sont réalisées avec la
méthode de suivi d’interface. C’est cette étude qui nous servira de référence dans
le cas de simulation en canal. Piedra et al. [71] s’intéressent la même année à
l’effet de l’inclinaison du canal sur les transferts thermiques en présence de bulles
dans un cas laminaire à Reτ = 49 et un cas turbulent à Reτ = 150. Les bulles
sont peu déformables, avec une nombre d’Eötvös de 0,31. Plus récemment, un cas
test de transfert thermique entre deux gouttes qui coalescent a été réalisé par Ta-

lebanfard, Nemati et Boersma [82]. Panda et al. [69] valident un algorithme
dit Local Front Reconstruction Method (LFRM) pour une configuration avec une
bulle sans écoulement, puis en monophasique dans trois configurations, dans un
canal rectangulaire avec les parois à température constante, dans un canal plan
avec un écart de température imposé entre les parois, et dans un canal plan avec
un flux imposé aux deux parois. Ils l’utilisent ensuite pour réaliser une simula-
tion de canal à bulles, avec une paroi chaude et une paroi froide, à température
imposée et en présence de gravité. La résolution des bulles est de 24 mailles par
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diamètre, le nombre d’Eötvös est de 2,17, le nombre de Morton de 2,62 × 10−11

et le nombre de Prandtl de 1,00. Ils étudient particulièrement l’influence du taux
de vide sur les transferts thermiques à la paroi sur une plage de α ∈ [2%, 20%]
en jouant sur la hauteur du canal. Le nombre de Reynolds de bulle obtenu dé-
pend du taux de vide de la simulation, ils sont dans une gamme Reb ∈ [500, 800].
Cependant, les résultats obtenus pour les transfert thermiques sont différents des
observations expérimentales de Gvozdić et al. [37] dans une configuration simi-
laire. Selon les auteurs, cette différence est due à l’écart entre la largeur des canaux
utilisés expérimentalement et numériquement.

1.4 Monofluide et suivi d’interface dans TrioCFD-
IJK

Les méthodes utilisées dans TrioCFD-IJK sont donc le suivi d’interface et des
schémas décalés dans le cadre des volumes finis. Cette dualité Euler-Lagrange
s’articule notamment autour de la vision monofluide. Le fonctionnement général
de TrioCFD-IJK est expliqué dans cette Section, en particulier le traitement des
champs thermiques, qui est nouveau. Le schéma en temps utilisé est soit un schéma
de type Euler, soit de type RK3. Dans les deux configurations un pas ou sous-pas
de temps est calculé de la manière suivante :

— calcul de la dynamique de l’écoulement du pas/sous-pas de temps suivant
avec étape de prédiction puis de correction,

— évolution de tous les différents champs thermiques, avec les propriétés mo-
nofluides du début du pas de temps,

— déplacement des interfaces, calcul des propriétés monofluides pour le pas ou
sous-pas de temps suivant.

Ces sous-étapes sont répétées trois fois dans le cadre du RK3 et appliquées au fur
et à mesure aux différents champs dans le cadre de la méthode dite low-storage
de Williamson [100].

1.4.1 Géométrie, conditions aux limites, discrétisation

La géométrie du domaine simulé par TrioCFD-IJK est un pavé droit. Le maillage
est hexaédrique et régulier dans chaque direction, d’où le nom IJK. En effet, chaque
cellule est identifiée par le triplet d’entier (i, j, k). Cette simplicité de maillage per-
met des optimisations dans certains algorithmes, notamment pour la résolution du
gradient de pression. Les conditions aux limites sont donc dans chaque direction,
sur la face haute et sur la face basse, sur la face de droite et celle de gauche et enfin
sur la face du fond et celle de face. Deux configurations seront montrées dans cette
thèse, le canal plan dont les faces de gauche et droite sont des parois et toutes les
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Figure 1.2 – Représentation du suivi d’interface par maillage Lagrangien dans
une représentation volumique Eulérienne. Localisation des champs sur le maillage
Eulérien. La vitesse est aux triangles sur les faces, la pression, l’indicatrice de
phase et la température aux cercles au centre des cellules. Les conditions limites
sont imposées aux faces des cellules sous la forme de flux. Tiré de Bois [9].

autres des conditions de périodicité, et l’essaim homogène, où à chaque face est
imposée une condition de périodicité avec la face qui lui est en vis-à-vis.

Le code TrioCFD-IJK est parallèle grâce à sa base, la plateforme logicielle
Trust. Le domaine pavé est découpé en blocs et chaque bloc ne connaît les infor-
mations de ses blocs voisins que sur quelques cellules d’épaisseur. Ce fonctionne-
ment permet de traiter le calcul de chaque bloc indépendamment jusqu’à l’échange
de ces quelques couches de cellules. L’avantage des méthodes locales est qu’elles
peuvent être résolues localement et ne nécéssitent donc pas la connaissance des
valeurs dans tout le domaine. Le traitement d’une simulation d’écoulement est
donc naturellement parallélisable dans ce cas, à l’exception du cas de la pression
résolue implicitement qui impacte la performance du solveur.

1.4.2 Le suivi d’interface

Le suivi d’interface est central dans cette méthode numérique. Particulièrement
complexe, son traitement mérite quelques explications. Des détails supplémentaires
peuvent être trouvés dans [9]. Comme précisé précédemment, le maillage de l’in-
terface est constitué de marqueurs, reliés afin de former des triangles. Il s’agit d’un
maillage surfacique mobile. Ce maillage évolue selon plusieurs types de contraintes :

— physiques
— et numériques.
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(a) (b)

Figure 1.3 – Schéma d’un canal 1.3a et d’un essaim 1.3b, tiré de Du Cluzeau

[29].
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Dynamique La première catégorie concerne la convection. La vitesse est calculée
sur la grille Eulérienne puis interpolée aux marqueurs. Ce calcul de vitesse sur
la grille Eulérienne utilise lui-même la géométrie de l’interface. Ainsi la force de
flottabilité dépend de la surface d’interface et de sa normale, et la tension de surface
de la courbure de l’interface. Lors de la convection par vitesse interpolée, le volume
total de la bulle peut dévier légèrement ; une première correction semi-locale du
volume est effectuée en déplaçant les marqueurs pour recouvrer un volume cible
obtenu par évaluation de la convection d’une fonction couleur comme en VOF.
Puis, si une dérive résiduelle est observée, il convient pour respecter la contrainte
de conservation de la masse de corriger cette dérive quand elle dépasse un certain
seuil. Ainsi dans ce cas, les marqueurs sont déplacés par homothétie à partir du
centre de gravité de la bulle afin de retrouver le bon volume.

Conditions aux limites et interactions Les conditions aux limites, contraintes
physiques par définition sont aussi prises en compte par les bulles. La présence
d’une paroi est prise en compte naturellement par la vitesse de convection qui
tend vers zéro dans la direction normale. Cependant cette configuration peut tout
de même mener à deux problèmes. Le premier est une sortie de l’interface du do-
maine par les parois. Pour éviter ce cas, une très faible force normale aux parois lui
est appliqué dans la dernière cellule avant la paroi. Le deuxième problème est lié
à la capture d’un marqueur dans une zone à vitesse quasi-nulle. Ce marqueur est
alors immobile par rapport à la paroi, contrairement au reste de la bulle. Les algo-
rithmes de remaillages et de lissage présentés ci-dessous permettent de résoudre ce
cas. Dans le cas où deux bulles sont trop rapprochées, il se peut que la résolution
de l’écoulement dans le film ainsi formé ne soit pas suffisante et que les bulles
s’interpénètrent. Ce cas est donc similaire à celui des conditions de parois. Il ne
conduit pas à un crash de la simulation mais à des incohérences dans certains cal-
culs, comme celui de l’indicatrice. Pour y remédier, une légère force de répulsion
est appliquée sur une distance d’environ une diagonale de cellule. Cette force est
linéairement croissante dans le liquide à l’approche de l’interface jusqu’à un maxi-
mum à l’interface, puis nulle dans la bulle. Enfin la dernière condition aux limites
est celle de périodicité. Elle est traitée par la duplication de certaines bulles. Les
bulles qui commencent à passer par une face périodique sont dupliquées au niveau
de la face en vis-à-vis. Cette duplication est représentée Fig. 1.4.

Stabilité numérique Lors de la convection après interpolation de la vitesse
depuis la grille Eulérienne, des instabilités peuvent survenir, menant à une défor-
mation de l’interface. Ces instabilités sont particulièrement marquées quand il y a
plus d’un marqueur en moyenne par cellule diphasique. Afin de régler ce problème,
un lissage géométrique de l’interface est réalisé régulièrement. Ce lissage est cal-
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Figure 1.4 – Répartition initiales des bulles dans un essaim. Représentation du
maillage Eulérien en vert, des bulles en rouges et des bulles fantômes pour la
gestion de la périodicité en bleu/gris. Tiré de [29].

culé à partir des marqueurs voisins, et conduit à une légère perte de volume qui
est corrigée par la suite. Cette instabilité est cependant stabilisée par les forces de
tension de surface. Enfin, comme précisé, il est nécessaire que le ratio de marqueurs
par rapport au nombre de cellules diphasiques soit proche de l’unité. Trop grand,
l’interface est instable, trop petit, elle est mal résolue et le suivi d’interface perd
son intérêt. Pour cela un algorithme de remaillage surface est utilisé. Il garantit
une certaine régularité dans la distribution des marqueurs à l’interface.

Calculs géométriques Une fois ces contraintes respectées, le maillage Lagran-
gien apporte des informations précises et essentielles pour le calcul de la dynamique
de l’écoulement aux interfaces. L’intersection entre une cellule hexaédrique et la
portion d’interface qui la traverse renseigne sur le volume de chaque phase dans
cette cellule, la surface d’interface présente dans cette cellule, la direction normale
à l’interface, la courbure moyenne, etc. Toutes ces informations sont calculées géo-
métriquement à chaque instant dans chaque cellule diphasique.

Parallélisme Le calcul parallèle pour les interfaces se matérialise par une ré-
partition du maillage sur chaque bloc de découpage en processus précédemment
mentionnés. Ainsi, si un marqueur est localisé dans un certain bloc, il est traité par
le processeur associé. De la même manière que pour les variables Eulériennes, le
traitement de l’interface est local. Il suffit donc pour traiter un point de connaître
ses informations et celles de ces voisins. Il suffit donc de gérer les marqueurs qui
sont aux bords de cette découpe (imaginons une bulle à cheval entre deux blocs,
et deux marqueurs à sa surface, voisins, l’un sur chaque bloc). Pour cela ces mar-
queurs voisins localisés en dehors du bloc sont dupliqués, et stockés sous forme de
fantômes, dans le processus associé au bloc, puis mis à jour lors des communica-
tions entre processus. Les connectivités doivent être maintenues et les intersections
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réévaluées.

1.4.3 L’expression monofluide, la dynamique

Le détail des équations présentées ici est pour une grande partie développé dans
les livres de Morel [62] et Ishii et Hibiki [42]. L’indicatrice de phase est notée χk

et vaut 1 dans la phase k et 0 à l’extérieur. Dans la description diphasique du sys-
tème, les variables de l’écoulement dans une phase ne sont pas définie dans l’autre.
L’astuce est donc de multiplier toutes ces valeurs par l’indicatrice, définie sur l’en-
semble du domaine et nulle dans la partie non définie qui se trouve dans l’autre
phase. Ensuite, une variable dite monofluide est définie pour les deux phases, dans
l’ensemble du domaine, liquide ou vapeur, comme la somme des variables dans
chaque phase, pondérées par l’indicatrice de la phase correspondante.

ρ =
∑

k

ρkχk ν =
∑

k

νkχk v =
∑

k

vkχk (1.9)

λ =
∑

k

λkχk cp =
∑

k

cpkχk T =
∑

k

Tkχk (1.10)

· · ·

Les équations diphasiques, valables dans chaque phase indépendamment, peuvent
être unifiées par l’utilisation de ces variables monofluides. Ces équations mono-
fluides prennent aussi en compte les conditions à l’interface entre les deux phases.
Le détail de l’utilisation de ce formalisme est présenté pour les équations ther-
miques Sec. 1.5.1.

Les équations monofluides pour la dynamique s’écrivent de la manière sui-
vante :

∇ · v = 0 (1.11)

∂ρv

∂t
+∇ · (ρvv) = −∇p+∇ ·

(
µ
(
∇v +∇

⊤v
))

+ ρg − σκnδI (1.12)

Ces équations sont discrétisées et résolues en volume finis. La forme volume finis
de l’équation sur la quantité de mouvement monofluide Éq. (1.12) s’écrit :

1

V

∫

dV

∂v

∂t
dV =

1

V

(

−
∮

S

v v · ndS

+
1

ρa

∮

S

(
µ
(
∇v +∇

⊤v
)
+ I p

)
· ndS

+

∫

V

gdV − 1

ρa

∫

SI

σκnIdS

)

,

(1.13)
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avec V le volume d’une cellule décalée, S sa surface fermée, ρa la masse volumique
moyenne sur la cellule décalée et SI la surface d’interface contenue dans la cellule.
Les termes convectif et diffusif sont calculés avec un schéma centré d’ordre respecti-
vement 4 et 2. Le terme de tension de surface est pris en compte géométriquement.
Le détail de cette discrétisation se trouve dans Du Cluzeau [29]. Le gradient de
pression est résolu après l’étape de projection par un algorithme itératif et multi-
grille, dont les détails sont présentés dans Toutant et al. [90]. Finalement, une
dérive de la quantité de mouvement peut apparaître dans certaines conditions.
Cette dérive, non-physique, est compensée par un terme correctif distribué dans
tout le domaine, mis en place par Gabriel Ramirez.

1.5 Résolution de l’équation d’énergie thermique

1.5.1 L’équation d’énergie thermique

Passage au monofluide Le passage à l’écriture monofluide se fait à partir de
l’expression phasique

∂ρkcpkTk

∂t
+∇ · (ρkcpkTkvk) = ∇ · (λk∇Tk), (1.14)

ce qui donne par multiplication par χk

∂χkρkcpkTk

∂t
+∇ · (χkρkcpkTkvk)

− ρkcpkTk

(
∂χk

∂t
+ vk · ∇χk

)

︸ ︷︷ ︸
=0

eq transport interface

= ∇ · (χkλk∇Tk)

− λk∇Tk · ∇χk
︸︷︷︸

=−nkδI

,

(1.15)
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puis en sommant sur k, et en appliquant consécutivement la continuité des flux
thermiques normaux à l’interface et la continuité de la température :

∂ρcpT

∂t
+∇ · (ρcpTv) = ∇ ·

(

λ
∑

k

χk∇Tk

)

+
∑

k

λk∇Tk · nkδI

︸ ︷︷ ︸
=0

continuité flux

(1.16)

= ∇ ·
(
λ∇T + λ

∑

k

TknkδI

︸ ︷︷ ︸
=0

continuité température

)
, (1.17)

et donc :
∂ρcpT

∂t
+∇ · (ρcpTv) = ∇ ·

(
λ∇T

)
. (1.18)

Cette équation s’écrit encore (en simplifiant ∂ρcp/∂t+ v ·∇(ρcp)) :

∂T

∂t
+∇ · (Tv) =

1

ρcp
∇ ·

(
λ∇T

)
. (1.19)

Moyenne harmoniques et arithmétiques D’apparence simple, la complexité
diphasique est cachée dans l’Éq. (1.19), mais ressort lors de sa discrétisation.
Ainsi, la formation monofluide discrétisée laisse plusieurs possibilités. En notant
Ik = 1

V

∫

V
χkdV , l’intégrale des différents termes demande une approximation qui

s’écrit :

1

V

∫

V

1

ρcp
∇ · (λ∇T )dV ≈ 1

V

∫

V

1

ρcp
dV × 1

V

∮

S

λ∇T · ndS (1.20)

=

(
Il
ρcpl

+
Iv
ρcpv

)

× 1

V

∮

S

λ∇T · ndS (1.21)

Dans ce cas-là, la moyenne de ρcp effective dans la cellule est donc une moyenne
harmonique. Mais en écrivant l’équation en énergie, en intégrant puis en passant le
ρcp intégré de l’autre côté, il aurait été aussi naturel d’utiliser un ρcp arithmétique.

Pour trancher entre ces deux discrétisations, différentes simulations ont été réa-
lisées et sont présentées Sec. 5.1.8. La conclusion est que la moyenne harmonique,
présentée en Éq. (1.21) prédit mieux la solution de diffusion pure pour une résolu-
tion donnée. Il en est de même pour la moyenne de la conductivité thermique λ.
Ce sont donc ces deux moyennes qui sont utilisées dans les simulations présentées.

Discrétisations spatiales La vision monofluide des équations diphasique est
ensuite intégrée sur une cellule pour être discrétisée spatialement. Cette intégration
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s’écrit :

d

dt

(
1

V

∫

V

TdV

)

=
1

V

(

−
∫

S

Tv · ndS +
1

ρcph

∫

S

λh∇T · ndS

)

. (1.22)

La discrétisation donne :

dTi

dt
=

1

V

(

−
∑

f

TfvfSf +
1

ρcphi

∑

f

(λh∇T )f · nfSf

)

. (1.23)

Dans cette discrétisation, l’indice f dénote que la valeur est discrétisée sur une face
et i qu’elle est moyennée sur le volume de la cellule. vf est déjà connue aux faces,
Tf est déterminée à l’aide d’un schéma d’ordre 3 QUICK, 1/ρcphi

est déterminé
géométriquement à partir de Ii l’indicatrice de phase intégrée sur la cellule et
(λh∇T )f est déterminé à partir d’un schéma de différence centré d’ordre 2 :

(λh∇T )i+ 1

2

=
2

1
λhi

+ 1
λhi+1

× Ti+1 − Ti

∆x
(1.24)

= λh
i+1

2

Ti+1 − Ti

∆x
, (1.25)

avec λh
i+1

2

la moyenne harmonique associée à Ii+ 1

2

= Ii+Ii+1

2
.

Discrétisation en temps Le schéma en temps de l’évolution des champs de
température est soit un Euler explicite, soit un schéma RK3 low-storage. Il est
identique, et couplé dans le cas du RK3, au schéma appliqué pour la vitesse. Ainsi
dans le cas du schéma d’Euler :

(
dTi

dt

)(n)

=
1

V

(

−
∑

f

T
(n)
f v

(n)
f Sf +

1

ρcp
(n)
hi

∑

f

(

λ
(n)
h ∇T (n)

)

f
· nfSf

)

(1.26)

et

T
(n+1)
i = T

(n)
i +∆t

(
dTi

dt

)(n)

(1.27)

1.5.2 La convergence des opérateurs utilisés

Dans cette section, le bon fonctionnement et la pertinence des méthodes uti-
lisées, décrites jusqu’ici sont démontrés. Cette validation numérique est réalisée
dans le cas le plus simple possible et vise à vérifier les ordres de convergence des
différents schémas. Pour cela une configuration résolue analytiquement est utilisée.
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Dans chaque cas d’étude d’un opérateur, les autres opérateurs sont désactivés.

Convection Pour ce cas test, la fonction convectée est la suivante : T0(x) =
1
2
cos
(
2πx
L

)
× cos

(
2πx
L

)
. Les conditions aux limites sont périodiques dans les trois

directions. La vitesse de convection est selon la direction y, vy = 0,10, de va-
leur constante et uniforme. La fonction de température s’écrit donc au cours du
temps : T (x, t) = T0(x − vt). Il est alors possible de résoudre numériquement sur
un certain laps de temps la convection de cette fonction de température, puis de
regarder l’évolution de l’écart à la solution analytique de référence selon la finesse
du maillage utilisé. Le profil de température, comparé à la référence analytique
est visible Fig. 1.5a. Il permet de constater l’activation du limiteur du QUICK,
conduisant à cette impression de décalage. Ce décalage reste de faible valeur. La
convergence en fonction de la taille du maillage est représentée Fig. 1.5b. Cette
convergence suit un ordre 3, comme cela était attendu avec le schéma QUICK.

(a) Coupe de l’écart à la solution analy-
tique.

(b) Convergence de l’écart à la solution
analytique.

Figure 1.5 – Évaluation de l’opérateur de convection, dans un cas sans diffusion.

Diffusion Pour ce cas test, la fonction diffusée est la suivante : T0(x) =
1
2
cos
(
2πx
L

)
×

cos
(
2πx
L

)
. Les conditions aux limites sont périodiques dans les trois directions. La

vitesse est nulle partout, il n’y a donc pas de phénomènes de convection. Dans cette
configuration, une solution analytique est obtenue par séparation des variables :

T (x, t) = f(x)×g(t) = 1
2
e
− λ

ρcp
2(2π/L)2t

cos
(
2πx
L

)
×cos

(
2πx
L

)
. Comme dans le premier

cas, l’équation est résolue numériquement sur un temps t = 1,04× 10−4 s pour
plusieurs maillages, puis comparée à la solution analytique. Une coupe de l’écart
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à la solution analytique est représentée Fig. 1.6a et la convergence en maillage est
tracée Fig. 1.6b. Celle-ci suit bien un ordre 2, qui est l’ordre du schéma centré
utilisé pour la diffusion.

(a) Coupe de l’écart à la solution analy-
tique.

(b) Convergence de l’écart à la solution
analytique.

Figure 1.6 – Évaluation de l’opérateur de diffusion, dans un cas sans convection.
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Conclusions

Résumé du chapitre

Les différentes catégories de méthodes numériques utilisées dans la littéra-
ture sont présentées, afin de mieux placer TrioCFD-IJK, le code utilisé dans
cette thèse pour les simulations 3D, dans son cadre et le contexte de la simu-
lation d’écoulements diphasiques. Le code TrioCFD-IJK s’inscrit dans la liste
des logiciels de simulation d’écoulements diphasiques à bulles aux échelles
fines performants, adaptés à la recherche sur les écoulements à bulles par la
réalisation de simulations faisant office d’expérience numérique.
Les méthodes numériques utilisées sont le suivi d’interface, la formulation
monofluide et des schémas volumes finis, QUICK ou centrés. Le schéma en
temps utilisé est explicite, Euler ou Runge-Kutta d’ordre 3. Le traitement
des équations thermiques est réalisé dans le même cadre monofluide. La par-
ticularité des écoulements traités est l’indépendance du champ dynamique
par rapport à la thermique de l’écoulement. TrioCFD-IJK tire avantageu-
sement partie de cette hypothèse en simulant plusieurs champs thermiques
pour un même champ dynamique calculé, et réduisant ainsi fortement le
coût de calcul d’un champ thermique.
Enfin, les différents opérateurs utilisés pour la résolution spécifique des
champs thermiques sont testés dans des cas simples. La diffusion et la convec-
tion sont validées indépendamment. Les ordres de convergence théoriques
sont retrouvés, c’est-à-dire 2 pour la diffusion et 3 pour la convection.
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Conclusions 70

Dans ce chapitre, deux études en canal sont menées. En premier lieu, une étude
monophasique, qui vise à montrer la performance de la résolution monophasique
d’un champ thermique en canal. Cette simulation est comparée à une simulation
classique de la littérature, celle de Kawamura, Abe et Matsuo [45]. Si les ré-
sultats pour des transferts thermiques dans les écoulements à bulles sont rares, ce
n’est pas le cas dans la configuration monophasique. Puis une configuration avec
des bulles est présentée. Elle est comparée à l’étude de Dabiri et Tryggvason

[21], qui est à notre connaissance la seule simulation DNS des transferts thermiques
réalisée sur un canal plan avec plusieurs bulles en suivi d’interface.

2.1 Présentation du cas du canal

2.1.1 Conditions aux limites

(a) Domaine de l’écoulement. (b) Conditions aux limites thermiques.

Figure 2.1 – Conditions aux limites dans le cas du canal, tiré de [45].

La simulation d’un canal est réalisée dans un domaine géométrique de la forme
d’un pavé droit. Deux parois sont placées face à face. Elles présentent des condi-
tions limites de non-glissement. Les autres faces sont associées à des conditions de
périodicité. Une valeur de flux thermique qw est imposée aux parois. Il est à noter
que cette condition est légèrement différente de celle utilisée par Kawamura qui
impose non pas le flux thermique local, mais le flux thermique moyen.

2.1.2 Changement de variable

Dans les cas monophasique et diphasique, un changement de variable est ef-
fectué pour éliminer l’évolution de la température le long du canal et réaliser des
statistiques le long de l’écoulement :

θ =
dTm

dx
x− T, (2.1)
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avec Tm = 2qw/
∫ 2δ

0
〈ρcpu〉dy, où u est la vitesse dans la direction axiale (x) et

〈·〉 désigne une moyenne temporelle et dans le plan (x, z), selon les directions
d’homogénéité (y est la direction normale aux parois). Dans le cas diphasique,
ces valeurs sont monofluide. Ce changement de variable donne dans l’équation de
convection-diffusion de la température :

∂θ

∂t
= −∇ · (θv) +∇ ·

(
dTm

dx
xv

)

+
λ

ρcp
∇ ·

(

∇θ −∇

(
dTm

dx
x

))

(2.2)

= −∇ · (θv) +
dTm

dx
vx +

λ

ρcp
∇ · (∇θ) (2.3)

Il y a donc un terme supplémentaire dans cette équation par rapport à l’équation
classique de la température. Ce terme sera désigné sous le nom de terme source,
mais il ne s’agit pas d’une source mise en place pour représenter un phénomène, il
vient purement du changement de variable.

2.1.3 Nombres adimensionnés

Pour la dynamique Dans un canal, il existe deux distances pertinentes pour
adimensionner les différentes variables. La première est simplement la demi-largeur
du canal δ. La deuxième est déduite de la contrainte pariétale τw = µ ∂u/∂y|0.
Cette contrainte permet de définir une vitesse pariétale uτ =

√

τw/ρl, puis un
nombre de Reynolds pariétal Reτ = ρluτδ/µl et enfin la distance pariétale yτ =
δ/Reτ . C’est cette deuxième distance qui permet d’obtenir une loi d’abord linéaire
en paroi puis logarithmique universelle, quel que soit le nombre de Reynolds de
l’écoulement. L’inverse de la pente de cette loi logarithmique est appelée constante
de Von Kármán, notée κ et qui vaut à peu près 0,41.

Dynamique des bulles La dynamique des bulles dépend fortement de leur
déformabilité. Cette déformabilité se caractérise par le nombre d’Eötvös, qui re-
présente le rapport entre la force de flottabilité et la force de tension de surface.
Ainsi le nombre d’Eötvös s’écrit,

Eo =
∆ρgD2

b

σ
, (2.4)

avec ∆ρ = ρl − ρg la différence entre les deux masses volumiques. Plus le nombre
d’Eötvös est élévé et plus les bulles sont déformables. La dynamique des bulles se
caractérise aussi par le nombre d’Archimède, qui caractérise le ratio entre la force
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de gravité et la force de viscosité,

Ar =
gD3

b

ν2
l

, (2.5)

ou bien par le nombre de Reynolds de bulle,

Reb =
ρl(u

v − ul)Db

µl

, (2.6)

construit à partir de la différence de vitesse entre la phase liquide et la phase
vapeur. Contrairement au nombre d’Archimède, celui-ci n’est pas connu à partir
des paramètres de simulation ; il nécessite les résultats de la simulation.

Pour la thermique Pour la température, il existe aussi un adimensionnement
avec la distance de la demi-largeur du canal. Et un second est défini à partir de
la distance correspondant à la distance partiétale yτ , divisée par le nombre de
Prandtl. La température d’adimensionnement Tτ est définie selon les conditions
en paroi soit comme la température imposée en paroi, soit à partir du flux imposé
en paroi. C’est ce deuxième cas qui nous intéresse ici et donc Tτ = qw/

(
ρlcpluτ

)
.

Cette température permet de retrouver une loi linéaire proche paroi puis logarith-
mique loin de la paroi, simulaire à la loi observée sur la vitesse moyenne axiale. Un
autre adimensionnement peut-être fait sans avoir recours à la vitesse pariétal, il
utilise T ∗ = qwδ/λl. Les équations de convection-diffusion de la température adi-
mensionnée font apparaître un autre nombre adimensionné, le nombre de Prandtl
multiplié par le nombre de Reynolds, qui correspond au rapport entre le terme
de convection et le terme de diffusion de la température. Le nombre de Prandlt
s’écrit :

Prl =
µ

λcp
. (2.7)

Le nombre de Nusselt est défini dans le cas du canal avec flux imposé aux parois
de la manière suivante :

Nu =
2

θ∗m
, (2.8)

avec

θ∗m =

∫ 2δ

0
〈ρcpuθ/T ∗〉dy
∫ 2δ

0
〈ρcpu〉dy

. (2.9)
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2.2 Écoulement moyen

Afin d’étudier les écoulements turbulents, nous avons recours à la moyenne de
Reynolds. Celle-ci permet de décomposer chaque variable en une partie moyenne,
et une partie fluctuante. L’hypothèse d’ergodicité est faite, aussi cette moyenne
pourra aussi bien être calculée statistiquement, que temporellement dans un cas
statistiquement stationnaire, ou spatialement dans une direction statistiquement
homogène.

2.2.1 La moyenne de Reynolds, une moyenne statistique

Les notations suivantes seront utilisées :

— la moyenne au sens statistique (moyenne d’un grand nombre d’expériences
avec les mêmes conditions initiales expérimentales) : a

— la moyenne spatiale dans les dimensions d’homogénéité : aX

— la moyenne temporelle d’un champ statistiquement stationnaire : at

— la moyenne par phase : akk ≡ akχk

χk
cette fois-ci, la moyenne se fait en temps

et dans les directions d’homogénéité. La moyenne de l’indicatrice de phase
est notée χk ≡ αk.

La moyenne par phase est une application linéaire, ainsi

ak + bk
k
= ak

k + bk
k

(2.10)

cak + d
k
= cak

k + d, (2.11)

avec ak et bk deux variables et c et d deux constantes. De plus on a aussi l’idem-
potence :

ak
k
k
= ak

k. (2.12)

Les propriétés classiques de la moyenne de Reynolds monophasique sont donc
retrouvées pour la moyenne par phase. De la même manière, on définit le pendant
de la fluctuation monophasique, la fluctuation par phase. Celle-ci est telle que :

ak = ak
k + a′k, (2.13)

avec ak une variable quelconque et a′k la fluctuation de ak. Les fluctuations moyennes

sont nulles, donc a′k
k
= 0. La moyenne d’un produit de deux variables ak et bk donne
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donc,

akbk
k
=
(
ak

k + a′k
)
×
(

bk
k
+ b′k

)k

(2.14)

= ak
k
bk

k
+ a′kbk

k
+ b′kak

k + a′kb
′
k

k

(2.15)

= ak
k
bk

k
+ a′kb

′
k

k
. (2.16)

2.2.2 Application à l’équation diphasique de température

Avant d’appliquer la moyenne de Reynolds à l’équation de la température,
l’opération est réalisée au préalable sur les équations de transport de l’interface et
de conservation de la masse Éqs. (1.1) et (1.2). Cela donne pour le transport de
l’interface :

∂αk

∂t
+ vk · ∇χk = 0, (2.17)

avec ∇χk = −nkδI . Et dans notre cadre incompressible, cela conduit pour la
conservation de la masse à :

χk∇ · vk = 0 (2.18)

−vk · ∇χk +∇ · (χkvk) = 0 (2.19)

∂αk

∂t
+∇ ·

(
αkvk

k
)
= 0. (2.20)

Une équation diphasique de température valable dans tout le domaine Éq. (2.22)
est obtenue en multipliant l’équation monophasique Éq. (2.21), valable uniquement
dans la phase k considérée par l’indicatrice de phase.

∂ρkcpkTk

∂t
= −∇ · (ρkcpkTkvk) +∇ · (λk∇Tk), ∀x ∈ Phasek(t) (2.21)

χk
∂ρkcpkTk

∂t
= −χk∇ · (ρkcpkTkvk) + χk∇ · (λk∇Tk), ∀x ∈ Domaine. (2.22)

La moyenne de Reynolds est appliquée à l’Éq. (2.22) donnant l’Éq. (2.23), puis
les indicatrices sont passées sous les dérivées Éq. (2.24). L’équation de transport
de l’interface Éq. (1.1) permet de simplifier quelques termes, et les moyennes de
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Reynolds sont transformées en moyennes de phase Éq. (2.25).

χk
∂ρkcpkTk

∂t
= −χk∇ · (ρkcpkTkvk) + χk∇ · (λk∇Tk) (2.23)

∂χkρkcpkTk

∂t
− ρkcpkTk

∂χk

∂t
= −∇ · (χkρkcpkTkvk) + ρkcpkTkvk · ∇χk (2.24)

+∇ · (χkλk∇Tk)− λk∇Tk · ∇χk

∂αkT
k

∂t
= −∇ ·

(

αkTv
k
)

(2.25)

+
1

ρkcpk

(

λk∇ ·
(
∇
(
χkTk

)
− Tk∇χk

)
− q

k
· nkδI

)

,

avec q
k
= −λk∇Tk et en utilisant des propriétés ρkcpk et λk constantes par phase.

Puis le gradient de température est développé de sorte à retrouver seulement des

variables moyennes par phase, ∇
(
χkTk

)
= ∇

(

αkTk
k
)

= αk∇Tk
k
+Tk

k
∇αk. C’est

ainsi qu’est obtenue l’équation Euler-Euler de la température dans le cas général
diphasique Éq. (2.26), selon les hypothèses présentées au Chap. 1.

∂αkT
k

∂t
+∇ ·

(

αkT
k
vk
)

= −∇ ·

(

αkT ′v′
k
)

+
λk

ρkcpk
∇ ·

(

αk∇T
k
)

− λk

ρkcpk
∇ ·

(

Tk∇χk − T
k
∇αk

)

− 1

ρkcpk
q
k
· nkδI

(2.26)

Dans cette équation, 3 termes ne sont pas fermés :
— la moyenne du vecteur normal à l’interface des bulles pondéré par la tem-

pérature Tk∇χk = −TInkδI ,
— la moyenne du flux interfacial normal, q

k
· nkδI ,

— et le flux thermique turbulent, JT
k = T ′v′

k
.

Usuellement seuls les deux derniers termes sont fermés, il n’existe pas à notre
connaissance de travaux sur le premier. Dans le cadre de l’ébullition, la relation
thermodynamqieu à l’équilibre conduit à TI = Tsat. Si l’on suppose la temperature
de saturation constante, cela conduit à un terme (Tsat − Tk

k
)∇αk qui est fermé

(mais jamais vu à notre connaissance dans les codes moyennés). Le flux thermique

turbulent est fermé avec un modèle de nombre de Prandtl turbulent, T ′v′
k
=

1
PrT

u′v′
k

duk/dy
dT

k

dy
([46]), et le flux interfacial normal à partir d’un modèle de nombre

de Nusselt, Nu = f (Re,Pr, αk, . . .).
Une équation portant sur le flux thermique turbulent JT

k peut être obtenue
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comme pour l’équation sur u′
iu

′
j

k
. Son obtention est décrite par Morel [62] en

Éq. (6.90).

∂αkJ
T
k,i

∂t
+

∂αkJ
T
k,ivj

k

∂xj

= −αkJ
T
k,j

∂vi
k

∂xj

− αkRk,ij
∂T

k

∂xj

−
∂αkT ′v′iv

′
j

k

∂xj

− αk
T ′

ρk

∂p′

∂xi

k

+ αkνkT ′∂
2v′i
∂x2

j

k

+ αkv′i
∂2T ′

∂x2
j

k

, (2.27)

avec Rk,ij = v′iv
′
j

k
. Cette fois-ci, les 4 derniers termes de l’équation demandent

une fermeture supplémentaire, mais il n’y a pas de termes interfaciaux qui inter-
viennent. En revanche, il y a des statistiques d’ordre 3, coûteuses à faire converger
dans une simulation numérique diphasique.

2.2.3 L’équation moyennée de la température dans le cas
du canal

Dans le cas du canal, les directions x et z sont des directions statistiquement ho-
mogènes. Ainsi les dérivées selon ces directions de variables moyennes sont nulles.
De plus, le terme source permettant de retirer l’énergie thermique injectée aux pa-
rois équilibre la solution au cours du temps, qui est donc aussi statistiquement sta-
tionnaire. Ainsi les dérivées en temps de grandeurs moyennes sont nulles. L’équa-
tion Euler-Euler de la température Éq. (2.26) devient donc avec le changement de
variable présenté Éq. (2.1) :

dαkθ
k
vy

k

dy
= −

dαkθ′v′y
k

dy
+

λk

ρkcpk

dαkdθ
k
/dy

dy

− λk

ρkcpk

d

dy

(

−θknk · eyδI − θ
k dαk

dy

)

+
1

ρkcpk
λk∇θk · nkδI +

dTm

dx
αkvx

kex.

(2.28)

avec e le vecteur unitaire. Avec la conservation de la masse et l’incompressibilité,
on a aussi sur la vitesse :

∇ · (vk) = 0, (2.29)

ainsi qu’en moyenne,
∇ ·

(
αkvk

k
)
= 0 (2.30)
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et en prenant en compte les caractéristiques du cas du canal,

dαkvy
k

dy
= 0. (2.31)

Or en paroi la vitesse normale est nulle,

αkvy
k
∣
∣
0
= 0, (2.32)

donc,
αkvy

k(y) = 0. (2.33)

Cela donne pour l’équation Euler-Euler Éq. (2.28)

0 = −
dαkθ′v′y

k

dy
+

λk

ρkcpk

dαkdθ
k
/dy

dy

− λk

ρkcpk

d

dy

(

−θknk · eyδI − θ
k dαk

dy

)

+
1

ρkcpk
λk∇θk · nkδI +

dTm

dx
αkvx

kex.

(2.34)

2.3 Le canal de Kawamura, monophasique

Le calcul d’un écoulement dans un canal monophasique, déjà mis en place
dans la littérature répond à plusieurs besoins. Le premier est d’avoir un cas test
sur un cas turbulent pour évaluer le code TrioCFD-IJK pour la résolution de
l’équation de l’énergie thermique en canal. Le deuxième est de pouvoir comparer
les résultats obtenus à des résultats de la littérature pour s’assurer de l’absence
d’erreur impactant la résolution monophasique. Par simplicité, la température dans
le canal est notée T plutôt que θ dans les équations suivantes. Cependant, il s’agit
bien d’une température statistiquement stationnaire, le puit d’énergie thermique
présenté en Éq. (2.1) est bien présent.

2.3.1 Configuration

Dans ce cas, il n’y a pas de bulle, il n’y a donc qu’une seule phase, la phase
liquide. Les paramètres physiques de la simulation sont présentés Tab. 2.1. Ils ont
été choisis identiques à ceux utilisés par Kawamura, Abe et Matsuo [45].
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Lx m π × 10−2

Ly m 1,00 × 10−2

Lz m π/2× 10−2

ρ kg m−3 5,94 × 102

µ Pa s 6,83 × 10−5

Reτ − 180
Prl − 1,00

Tableau 2.1 – Paramètres dynamiques utilisés pour les simulations en canal mo-
nophasique.

2.3.2 Étude en maillages

La simulation est lancée sur trois maillages pour évaluer la convergence des
résultats obtenus. Les trois maillages sont décrits Tab. 2.2. Le y+ renseigné cor-
respond à la distance du premier centre de cellule à la paroi. Le temps de prise de

no Maillage Nx Ny Nz Ntot y+ ∆t∗stats

0 grossier 192 576 96 10,6 × 106 0,31 12,85
1 fin 384 1152 192 84,9 × 106 0,15 3,93
2 très fin 576 1728 288 286,7 × 106 0,10 0,81

Tableau 2.2 – Maillages mis en place pour la convergence en maillage.

statistiques est noté ∆t∗stats. t
∗ est obtenu en adimensionnant le temps physique de

simulation avec tτ = δ/uτ .

2.3.3 Dynamique de l’écoulement

L’étude en maillage révèle que pour ces trois simulations les statistiques de
vitesse axiale et du produit des fluctuations de vitesse axiale sont convergées. En
effet, les Figs. 2.2 et 2.3 montrent que pour les trois maillages, les courbes sont
quasiment superposées. La Fig. 2.2b permet d’observer la loi linéaire proche paroi
puis la loi logarithmique universelle loin de la paroi. Cette loi suit une pente en
1/κ avec κ = 0,41 la constante de Von Kármán.

Les valeurs du produit des fluctuations des différentes composantes de la vitesse
sont tracées Figs. 2.3 et 2.4. Les profils correspondent à ce qui est attendu et les
trois courbes ne présentent pas de différences majeures. Toutefois, la simulation
la plus fine semble avoir des statistiques moins bien convergées que celles des
deux autres simulations (cf. Tab. 2.2). Cela provient du temps plus faible de prise



2.3. Le canal de Kawamura, monophasique 51

0 25 50 75 100 125 150 175

y/yτ

0

5

10

15

20

u
+

Ny = 576

Ny = 1152

Ny = 1728

(a) En échelle linéaire.

10−1 100 101 102

y/yτ

0

5

10

15

20

u
+

Ny = 576

Ny = 1152

Ny = 1728
1

0.41
log y

yτ
+ C

x = y

(b) En échelle logarithmique.

Figure 2.2 – Profil de vitesse moyenne axiale dans le canal plan.
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de statistiques, dû au coût important du calcul. Ce coût est lui-même lié aux
limitations du code, qui n’est pas adapté à un maillage fin en paroi car il est
uniforme par direction. Ainsi, un maillage fin en paroi impose un maillage fin de
tout le canal dans la direction considérée. Ce choix d’implémentation vient de
l’absence de besoin de construire un maillage non-uniforme en présence de bulles,
cœur de l’objectif de TrioCFD-IJK.
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Figure 2.3 – Profil de la moyenne du carré des fluctuations de vitesses.

2.3.4 Profil de température

Dans ce cadre là, l’adimensionnement de la température proposé par Kawa-

mura est le suivant :

T+ =
Tρcpuτ

qw
, (2.35)

avec uτ =

√

νl
∂u
∂y

∣
∣
∣
0

la vitesse caractéristique de cisaillement. yτ = δ/Reτ désigne

la distance à la paroi adimensionnée, avec δ la demi distance entre les paroi et Reτ
le nombre de Reynolds pariétal de l’écoulement. Cela donne la distance adimen-
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Figure 2.4 – Profil de la moyenne du produit des fluctuations de la vitesse axiale
et normale aux parois.

Figure 2.5 – Température dans le canal de Kawamura, vue perpendiculaire aux
parois et au sens de l’écoulement.
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sionnée
y+ =

y

yτ
. (2.36)

Les données de référence de Kawamura accessibles dans la base de données
https://www.rs.tus.ac.jp/t2lab/db/poi/poi.html. Le profil de température, adi-
mensionné, est représenté dans le canal Fig. 2.5. Les parois sont respectivement les
faces en haut et en bas du pavé. L’écoulement va gauche à droite. L’écoulement
forme des stries de température aux parois, comme cela se retrouve dans l’article
de Dabiri et Tryggvason [21] par exemple. Perpendiculairement aux parois, on
voit bien des structures turbulentes. Ces définitions donnent :

dT
+

dy+

∣
∣
∣
∣
∣
0

=
1

Prl
. (2.37)

Cette valeur est bien retrouvée sur la Fig. 2.6 proche de y+ = 0,00, la pente est de
1,00. Cette figure montre aussi la convergence de la solution obtenue avec TrioCFD-
IJK vers la solution numérique de Kawamura, qui se superposent parfaitement
pour le maillage le plus fin. Ce profil de température dans le canal est représenté
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Figure 2.6 – Profil proche paroi de T+ comparé à la simulation de Kawamura.

complètement Fig. 2.7 dans différentes échelles. La visualisation en échelle loga-
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rithmique permet de retrouver une relation affine en log y+. La pente observée est
proche du coefficient 1/0,43 obtenu par Kawamura, mais la différence est tout de
même visible. Cette différence provient probablement d’une résolution numérique
différente au centre du canal et d’un temps de prise de statistiques un peu court
(≈ 0,80 unités de temps adimensionné).

10−1 100 101 102

y/yτ

0.0

2.5

5.0

7.5

10.0

12.5

15.0

17.5

20.0

T+, simu 0

T+, simu 1

T+, simu 2

Linear regression, ∝ 1/0.33

T+ Kawa 4th Pr=1

Figure 2.7 – Convergence en maillage du profil de température selon l’axe normal
aux parois en échelle logarithmique.

2.3.5 Statistiques de fluctuations vitesse-température

Le profil des fluctuations vitesse température dans la direction de l’écoulement
diffère en paroi entre les simulation comme le montre la Fig. 2.8. Cette diffé-
rence est due aux différentes conditions aux limites entre les simulations, celle de
TrioCFD-IJK utilisant un flux constant imposé, et celle de Kawamura un flux
moyen constant. Cela change aussi la valeur du pic proche paroi et décale aussi
légèrement le maximum plus proche de 0,00. Cependant au centre du canal les
deux simulations se rejoignent, les effets proche paroi étant atténués. Il en est de
même pour la fluctuation v′+T ′+ représentée aussi Fig. 2.8. La fluctuation w′T ′

n’est pas représentée car elle est négligeable dans cette direction d’homogénéité.
Il y a de faibles différences entre les deux simulations les plus fines et les résultats
sont très simulaires à ceux obtenus par Kawamura, ce qui permet de valider nos
schémas de résolution spaciaux et temporels. La Fig. 2.9 montre que le bilan de
transferts thermiques est proche du développement à l’ordre 1 théorique 1− y+

Reτ
.



56 CHAPITRE 2. Études des transferts thermiques en canaux

0

2

4

6

8

10

u
′+
T

′+
Ny = 576

Ny = 1152

Ny = 1728

Kawamura 4th, Prl = 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

y/δ

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

−
v
′+
T

′+
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2.3.6 Nombre de Nusselt pariétal

Les nombres de Nusselt obtenus pour les trois simulations en fonction du temps
sont tracés Fig. 2.10. Plus le maillage est fin et plus les simulations sont coûteuses,
aussi le temps de statistique pris est plus court. Les nombres de Nusselt moyens
obtenus sont proches de la valeur observée par Kawamura, Abe et Matsuo [46]
(Nu = 21,54).

2.4 Le canal de Dabiri, diphasique à bulles

Ces concordances en statistiques dynamiques, thermiques, fluctuations mixtes
et nombre de Nusselt permettent de valider le comportement du logiciel TrioCFD-
IJK pour un cas monophasique. Cette fois-ci, c’est un écoulement en canal di-
phasique qui est étudié. L’écoulement est dans les mêmes conditions que le cas 2
présenté par Dabiri et Tryggvason [21].

2.4.1 Configuration

Dans ce cadre là, l’adimensionnement de la température proposé par Dabiri

est le suivant :

T ∗ =
θλl

qwδ
, (2.38)

avec δ la demi distance entre les parois du canal. Cette température adimension-
nelle est représentée Fig. 2.11. L’écoulement va de gauche à droite et les parois
sont en haut et en bas du pavé. La gravité est dirigé de droite à gauche, dans la
direction x. L’axe normal aux parois est l’axe y. Ce sont ici les résultats pour un
nombre de Prandtl égal à 1,00 ; d’autres valeurs du nb de Prandtl sont présentées
ensuite.

Le maillage utilisé pour la simulation est présenté Tab. 2.3. Il s’agit d’un
maillage identique à celui utilisé par Dabiri et Tryggvason [21]. Une étude de
convergence en maillage aurait été souhaitable, mais n’a pas été réalisée pour des
questions de moyen et de temps. Les paramètres concernant la taille du domaine,

Nx Ny Nz Ntot y+

512 192 256 25,17 × 106 0,61

Tableau 2.3 – Maillage utilisé pour la simulation du canal de bulles.

la dynamique de l’écoulement et les schémas de résolution de la dynamique sont
répertoriés Tab. 2.4. Les paramètres adimensionnés de l’écoulement sont présentés
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Figure 2.10 – Évolution au cours du temps physique du nombre de Nusselt. En
pointillée les limites temporelle de début et de fin de prise de statistiques.
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Figure 2.11 – Transferts thermiques en écoulement diphasique en canal à bulle
(les bulles sur la droite qui dépassent du champ thermique sont dans un domaine
étendu périodique, elles sont dupliquées dans la partie du champ qui apparaît vide
à gauche, et interragissent avec le champ, mais ne sont pas représentées ici).

Lx m 2π
Ly m 2,00
Lz m π
Db m 0,30
Nb − 84

ρl kg m−3 1,00
ρv kg m−3 0,10
µl Pa s 3,33 × 10−4

µv Pa s 3,33 × 10−4

σ Nm−1 3,00 × 10−3

g ms−2 0,10

Schéma temps RK3
Convection Centré
Diffusion Centré 4

Tableau 2.4 – Paramètres dynamiques utilisés pour les simulations en canal à
bulles.
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Tab. 2.5. Ils correspondent à un cas de canal faiblement turbulent (Reτ = 127),
avec un taux de vide faible et des bulles légèrement déformables, qui vont princi-
palement se répartir proches des parois.

α − 3%
Reτ − 117
Eo − 3,0
Ar − 2,43 × 104

Tableau 2.5 – Nombres adimensionnés de l’écoulement pour les simulations en
canal à bulles. Le nombre de Reynolds est un résultat relevé sur la simulation,
basé sur la mesure du frottement pariétal.

Les paramètres thermiques de l’écoulement sont décrits aux Tabs. 2.6 et 2.7.
Huit champs thermiques sont résolus, avec des nombres de Prandtl allant de 0,10
à 7,00. Dans tous les cas, un flux constant est imposé aux parois et le terme source
présenté en Éq. (2.1) est utilisé pour compenser l’énergie injectée, et rendre ainsi
la température statistiquement stationnaire.

qw Wm−2 1,00
λl Wm−1 K−1 0,10
λl/λv − 1,00
ρcpl/ρcpv − 1,00

Schéma temps RK3
Convection QUICK 3
Diffusion Centré 2

Tableau 2.6 – Paramètres thermiques utilisés pour les simulations en canal à
bulles.

2.4.2 La dynamique de l’écoulement à bulles en canal

La dynamique de ce type d’écoulement a été analysée et décrite dans la thèse
de Du Cluzeau [29]. Nous retrouvons ici une répartition du taux de vide piqué
en paroi comme le montre la Fig. 2.12. Le profil de la vitesse liquide moyenne
dans le canal est représenté en échelle logarithmique de la distance adimensionnée
à la paroi Fig. 2.13. Ce profil montre bien que la vitesse axiale suit toujours en
paroi la loi linéaire, malgré la présence de bulles, puis une loi logarithmique avec
une constante modifiée par rapport à la constante universelle de Von Kármán. La
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no cpl Prl
J kg−1K−1 −

0 2,10 × 103 7,00
1 7,85 × 102 2,62
2 4,23 × 102 1,41
3 3,00 × 102 1,00
4 2,13 × 102 0,71
5 1,50 × 102 0,50
6 6,00 × 101 0,20
7 3,00 × 101 0,10

Tableau 2.7 – Nombres de Prandtl associés aux capacités thermiques massique
des champs thermiques simulés.
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Figure 2.12 – Taux de vide dans le profil du canal.
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Figure 2.13 – Profil de vitesse liquide dans le canal en échelle logarithmique, loi
linéaire en paroi et logarithmique au cœur du canal.

pente est plus faible, montrant une vitesse plus homogène au cœur du canal. La
présence de bulles vient donc homogénéiser la vitesse au centre. Les fluctuations

moyennes du tenseur de Reynolds liquide u′+
i u′+

j

l
sont représentées aux Figs 2.14

pour la partie diagonale, et 2.15 pour la partie croisée. Elles ont un profil similaire
aux fluctuations observées dans le cas monophasique. Le nombre de Reynolds
pariétal plus faible ici est compensé par la présence de bulles qui augmentent les
fluctuations.

2.4.3 Profil moyen des statistiques de température

Le profil de température moyenne du liquide dans le canal est représenté
Figs. 2.16a, 2.16b et 2.16c, avec l’adimensionnement par Tτ . Une pente en T+

l
= Prl y

+

est observée à la paroi. Puis une loi logarithmique est observée au cœur du ca-
nal, dont la pente est renseignée Fig. 2.16c, et tracée en fonction du nombre de
Prandtl Fig. 2.17. L’inverse du coefficient de pente de cette loi logarithmique, κth

(T+
l
= 1

κth
log(Prl y

+) + c) suit une loi inverse du nombre de Prandtl et tend vers
0,24 aux forts nombres de Prandtl. Autour d’un nombre de Prandtl de 1,00, les va-
leurs de κth observées en diphasiques sont nettement plus faibles que celles relevées
en monophasique (0,26 contre 0,33 dans notre simulation monophasique et 0,43
dans la simulation de Kawamura à Prl = 1). Ces résultats ne sont pas obtenus
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Figure 2.17 – Coefficient de la loi logarithmique en fonction du nombre de
Prandtl.

avec les mêmes nombres de Reynolds, mais en supposant que la dépendance au
nombre de Reynolds est de second ordre, cela permet d’en déduire que la présence
de bulles augmente la pente de la loi logarithmique pour un même nombre de
Prandtl. En effet, la température adimensionnée dans le canal au début de la loi
logarithmique (y+ ≈ 30) est plus élevée dans le canal monophasique, et la tem-
pérature à la fin de la loi logarithmique (y+ ≈ 100) est à peu près identique. La
présence des bulles refroidit comparativement le liquide dans la zone tampon pour
ce nombre de Prandtl.

2.4.4 Statistiques des fluctuations vitesse-température

Le profil des statistiques de fluctuations vitesse-température Fig. 2.18 est si-
milaire à celui obtenu dans le cas monophasique. Dans le cadre du modèle Simple
Gradient Diffusion Hypothesis, la fluctuation v′+T ′+l

est supposée proportionelle
au gradient de température moyenne. Ainsi,

v′+T ′+l
=

µt

Prt
dT+

l

dy+
, (2.39)

avec µt = u′+v′+
l

du+
l
/dy+

le coefficient de viscosité turbulente. Un modèle de viscosité

turbulente est alors aussi nécessaire, par exemple : µt = ρCµk
2/ǫ dans le cadre
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des modèles k–ǫ. Le coefficient de Prandtl turbulent est évalué pour les différents
champs de température et son profil est tracé Fig. 2.19, ainsi que les résultats du
modèle comparé aux statistiques obtenues. Le coefficient de viscosité turbulente
est ici calculé à partir de sa définition et non selon son modèle. La valeur classique
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Figure 2.19 – Modèle SGDH pour v′+T ′+l
.

du nombre de Prandtl turbulent dans ce modèle en monophasique est de 0,90. Les
valeurs obtenues ici sont plus élevées. Plus le nombre de prandtl est élevé, et donc
plus les phénomènes de turbulence thermique sont importants et à petite échelle,
plus ce nombre décroît et tend vers une valeur proche de l’unité. Il est intéressant

de noter que les fluctations v′kT
′
k

k
sont très bien approchées par ce type de modèle

à condition cependant que la contrainte turbulente dynamique u′
kv

′
k

k
soit bien

prédite. On remarque aussi que la corrélation semble très bien fonctionner avec
la fluctuation totale de vitesse, incluant sans distinction les effets monophasiques
classiques, la turbulence induite par les bulles et les effets de sillages. Ces premiers
résultats sont très prometteurs et ouvrent des perspectives très intéressantes à
étendre à des conditions physiques et d’écoulement plus larges.
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Figure 2.20 – Nombre de Prandtl turbulent en fonction du nombre de Prandtl
liquide.

2.4.5 Nombre de Nusselt de canal

Le nombre de Nusselt de transfert de chaleur en paroi est défini dans ce canal
à bulle de la manière suivante :

Nu =
2

〈θ+〉y
(2.40)

Dabiri obtient une nombre de Nusselt moyen de 41,90 pour un nombre de Prandtl
égal à 7,00, qui est très proche du nombre de Nusselt moyen de 41,70 observé dans
nos simulations. Nous employons un maillage similiaire au leur, probablement pas
totalement convergé pour ce nombre de Prandtl. Cependant, ces résultats très
proches avec 2 outils numériques différents sont très intéressants et confortent
la validité de nos simulations. Le nombre de Nusselt évolue avec le nombre de
Prandtl selon une loi puissance sur la Fig. 2.21. Ainsi, les données suivent une
loi telle que Nu = 1,48 + 15,17

√
Prl. À nouveau, ce sont des résultats originaux

qui pourront être poursuivi par la suite dans des études à différents nombres de
Reynolds, différents taux de vide et différents rapports de paramètres thermiques.
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Figure 2.21 – Nombre de Nusselt en fonction du nombre de Prandtl liquide.
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Conclusions

Résumé du chapitre

Des exemples de simulations en canaux, monophasiques et diphasiques, sont
présentés pour montrer la capacité du code à décrire la température dans
des écoulements turbulents.
Pour le cas du canal monophasique les résultats obtenus sont très proches de
ceux obtenus par Kawamura, Abe et Matsuo, ce qui permet de valider
la résolution de l’équation thermique en absence de bulles.
Pour le cas du canal diphasique, les résultats obtenus sont concordants avec
ceux de Dabiri et Tryggvason. Ce calcul a permis une première étude en
nombre de Prandtl, avec notamment l’évolution pour un nombre de Reynolds
donné du coefficient de la loi logarithmique thermique en fonction du nombre
de Prandtl liquide, du coefficient de Prandtl turbulent dans le cadre du
modèle SGDH et du nombre de Nusselt des transferts pariétaux.
Ces résultats sont très concluants et viennent apporter de nouvelles informa-
tions sur les corrélations de fermetures diphasiques à Reτ = 127. Les moyens
de calculs actuels permettent d’envisager la bonne convergence de ce type
de simulations à des nombre de Reynods un peu plus élevés et nos travaux
ont permis de montrer à la fois les capacités numériques de l’outil et la per-
tinence physique de ce type de simulation pour améliorer la modélisation.
Cependant quelques limites dans la formulation des conditions aux limites
en paroi (différente de celles de Kawamura) et la complexité de la conver-
gence d’un calcul en présence de paroi nous ont amené à considérer dans un
premier temps des écoulements plus simples. C’est dans cette optique que
l’étude sur des essaims est réalisée et présentée au Chap. 3.
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Figure 3.1 – Schéma des bulles dans le domaine de simulation.

Dans ce chapitre, les résultats obtenus pour plusieurs calculs en essaims sans
saut de propriétés thermiques sont présentés. Ces simulations sont réalisées sur
différents maillages pour étudier la convergence des résultats, à différents nombres
de Reynolds et avec différentes propriétés thermiques, afin de modéliser les com-
portements thermiques en fonction du nombre de Prandtl par exemple. Après la
présentation du cas de l’essaim Sec. 3.1, une étude de convergence en maillage est
réalisée Sec. 3.2 pour montrer le domaine dans lequel nos simulations sont valides.
Puis le cas de l’essaim à Reb = 400 est étudié en détail Sec. 3.3, notamment la
dépendance du nombre de Nusselt aux variables de l’écoulement. Enfin, une étude
en nombre de Reynolds est réalisée en Sec. 3.4 sur la plage 200− 800.

3.1 La physique d’un essaim homogène de bulles

Un essaim de bulles est un cas où des bulles sont réparties dans une boite fic-
tive. La boite présente des conditions de périodicité dans chaque direction pour
la vitesse, la température et les bulles. Ainsi, quand une bulle sort par l’un des
bords de la boite, elle rentre du côté opposé. L’essaim étudié est monodispersé.
L’écoulement est soumis à la gravité. Les bulles, sous l’action de la poussée d’Ar-
chimède remontent dans la direction opposée et leur vitesse atteint un régime
statistiquement stationnaire qui correspond à l’équilibre avec les frottements dus
à la viscosité. C’est cette phase de l’écoulement, statistiquement stationnaire, qui
nous intéresse. Pour ce qui est de la température, dans ce cas elle n’est pas statis-
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tiquement stationnaire. En effet, un déséquilibre de température entre les phases
est imposé initialement et tend au cours du temps vers une même valeur à cause
de la diffusion. Donc les valeurs de température moyennées par phase sont fonction
du temps. Nous utiliserons ensuite un adimensionnement indépendant du temps,
présenté Éq. (3.11).

3.1.1 Équations locales

Hypothèses Les hypothèses physiques faites pour cette simulation d’essaim sont
les mêmes que pour l’écoulement en canal :

— l’écoulement est incompressible et le fluide newtonien,
— le coefficient de tension de surface σ est constant,
— il n’y a pas de coalescence ni de fragmentation,
— les transferts thermiques suivent une loi de Fourier,
— et il n’y a pas de changement de phase.

Sous ces hypothèses, les équations de Navier-Stokes s’écrivent de la manière sui-
vante dans chaque phase k :

∇ · vk = 0 (3.1)

∂ρkvk
∂t

= −∇ · (ρkvkvk)−∇pk + ρkg +∇ ·
(
νk
(
∇vk +∇

⊤vk
))

(3.2)

∂ρkcpkTk

∂t
= −∇ · (ρkcpkvkTk) +∇ · (λk∇Tk) (3.3)

Et les conditions aux interfaces entre les deux phases sont les suivantes :

vl = vv (3.4)

Tl = Tv, (3.5)
∑

k

λk∇Tk · nk = 0, (3.6)

avec nk le vecteur unitaire normal à l’interface dirigé vers l’extérieur de la phase
k (par convention).

Conditions aux limites Les conditions imposées sont la périodicité dans les
trois directions. Seule la direction de la gravité est donc disctincte des deux autres.
C’est la gravité, par le biais de la force de flottabilité qui induit un écoulement.
Cet écoulement présente une vitesse relative moyenne entre les bulles et le fluide
moyenne qui finit par s’établir en partant d’un champ de vitesse initiallement nul.
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3.1.2 Écoulement et transferts moyens

Moyennes dans un essaim L’écoulement est considéré statistiquement homo-
gène dans les trois directions étant donnée la périodicité imposée. Ainsi,

∂x· = 0, (3.7)

∂y· = 0, (3.8)

∂z· = 0, (3.9)

(3.10)

avec · n’importe quelle variable locale de l’écoulement. Dans le cas du swarm :

— la moyenne statistique devient : a(t) =
∑

i,j,k ai,j,k(t)

n
, avec n le nombre de

cellules, ou encore n =
∑

i,j,k 1.
— la moyenne par phase s’écrit de la même manière ak(t) = akχk

χk
.

Le code IJK post-traite les moyennes χkak. Afin d’évaluer les différents termes de
ces équations, les valeurs mesurées dans l’essaim seront :

— la température moyenne de chaque phase au cours du temps,
— la température de l’interface au cours du temps,
— la vitesse moyenne de chaque phase au cours du temps.

Statistiques de température La nécessité de prendre des statistiques pour
mesurer des valeurs donne dans le cadre numérique des résultats plus ou moins
bien convergés selon la taille du domaine, le temps d’intégration, et même l’état
de stationnarité statistique atteint. La moyenne la plus fiable porte donc simulta-
nément sur le temps et l’espace (dans les directions homogènes). Cependant, dans
le cas du swarm, le problème est que les variables d’intérêt ne tendent pas vers un
état statistique homogène qui nous intéresse (elles tendent à s’uniformiser, toutes
les dérivées tendent vers zéro). Les statistiques ne vont donc pas être directement
calculées sur la variable d’intérêt T , mais sur θ une température adimensionnée.
Cette température s’écrit :

θ(x, y, z, t) =
T (x, y, z, t)− Tf

T
v
(t)− T

l
(t)

, (3.11)

avec Tf la température finale uniforme dans l’essaim, T
l
et T

v
les moyennes par

phase de température liquide et vapeur, qui seront aussi notées Tl et Tv. La
moyenne spatiale de θ(x, y, z, t) donne une variable statistiquement stationnaire. Il
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s’agit ici d’une intuition, qui est vérifiée Fig. 3.12. En effet, θχ = θχ
X
(t)

t

et donc

T
k
= Tf +

θχk
Xt

χk
Xt

(

T
v − T

l
)

. (3.12)

Équation de température moyenne L’équation Euler-Euler Éq. (2.26) de la
température devient donc :

ρkcpk
dTk

k

dt
= −

q
k
· nkδI

αk

. (3.13)

En remplaçant la moyenne statistique par une intégrale sur le volume de calcul,
cela donne :

ρkcpk
dTk

dt
= − 1

V αk

∫

V

q
k
· nkδIdV, (3.14)

qui s’écrit encore

ρkcpk
dTk

dt
= − 1

Vk

∫

SI

q
k
· nkdS. (3.15)

Le nombre de Nusselt des transferts interfaciaux est défini comme :

Nuk =
QDb

SIλk∆T
, (3.16)

avec Ql = −
∫

SI
q
l
· nldS. Et donc, l’équation Éq. (3.15) s’écrit :

Nuk =
ρkcpk

dTk

dt
DbVk

SIλk∆T
, (3.17)

avec Tk la température moyenne de la phase k, Db le diamètre d’une bulle, Vk le
volume total occupé par la phase k, SI l’aire de la surface d’échange et ∆T =
Tv − Tl. Si le nombre de Nusselt tends vers une constante, alors on peut résoudre
l’équation sur T

l
qui donne :

∆T = ∆T0 exp(−(Kl −Kv)t) (3.18)

T
l
= Tl0 exp(−(Kl −Kv)t) + Tf (3.19)

Et on retrouve donc bien (3.12) avec θ
l
=

Tl0

∆T0
. On en déduit que χk ne dépend pas

du nombre de Nusselt, mais uniquement des conditions initiales de température.
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3.1.3 La mise en place du calcul

Méthodes numériques La simulation utilise le formalisme monofluide, des
schémas de type volumes différences finis et le front-tracking, décrits au Chap. 1.
Ce formalisme a été validé pour la dynamique dans la thèse de Du Cluzeau [29].
Il est valable pour la thermique dans la mesure où il n’y a pas de saut de propriétés
entre les deux phases. Cela a été validé dans le cas monophasique et diphasique
en canal au Chap. 2.

Géométrie Le domaine de simulation est pris tel que décrit Tab. 3.1. Le taux de
vide est de 6% pour toutes les simulations. Ce taux de vide correspond à un régime
où les phénomènes de coalescence et de fragmentation peuvent être négligés. Les
bulles sont initialement sphériques et distribuées aléatoirement dans le domaine
de manière à ne pas s’intersecter.

Lx (m) Ly (m) Lz (m) Nb Db (m) α

0,020 0,005 0,005 57 1,00 × 10−3 6%

Tableau 3.1 – Valeurs géométriques de la simulation.

Dynamique Pour arriver à simuler la décroissance de l’écart de température
moyen entre les phases au cours du temps, la simulation est d’abord amenée à
convergence sur la dynamique sans inclure de champ de température. Des simu-
lations sont réalisées pour plusieurs nombres de Reynolds visés. Pour cela, le rap-
port de viscosité entre les deux phases change entre ces simulations, comme décrit
Tab. 3.2. Les autres valeurs, notamment celles des masses volumiques des deux
phases restent identiques pour toutes les simulations, comme présenté Tab. 3.3.

Thermique Quand l’écoulement est établi, c’est-à-dire que le nombre de Rey-
nolds de l’écoulement, déterminé à partir de la différence de vitesse entre la phase
vapeur et la phase liquide est à peu près stable, la partie thermique est introduite
dans la simulation. Une température de 1K est imposée dans la phase vapeur et
de 0K dans la phase liquide. Il est à noter que ces valeurs initiales de tempéra-
ture peuvent être choisies abitrairement car l’équation d’évolution de la tempé-
rature est invariante par translation de la température. L’écart initial n’est pas
non plus une valeur importante car l’équation est aussi invariante par multipli-
cation par un scalaire. Après avoir imposé ce champ de température initiale, la
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Nombre de
Reynolds visé

µ (Pa s)

Liquide Vapeur

200 7,06 × 10−4 1,35 × 10−5

400 3,53 × 10−4 1,35 × 10−5

600 2,38 × 10−4 1,35 × 10−5

800 1,89 × 10−4 1,35 × 10−5

Tableau 3.2 – Paramètres dynamiques utilisés pour les différentes simulations
selon le nombre de Reynolds visé.

Propriété Unité Valeur

ρl kg m−3 1,17 × 103

ρv kg m−3 8,76 × 101

σ Nm−1 1,81 × 10−2

g · nx ms−2 −9,81

Tableau 3.3 – Paramètres dynamiques utilisés pour toutes les différentes simula-
tions.

simulation est reprise avec plusieurs champs de température utilisant des proprié-
tés différentes afin d’avoir des résultats pour plusieurs nombres de Prandtl. Dans
ces simulations, la conductivité thermique est constante dans les deux phases,
λ = 1,00× 10−1Wm−1K−1. Le rapport de capacité thermique massique entre le
liquide et la vapeur est constant, de sorte que le produit avec la masse volumique
soit constant sur les deux phases. Les valeurs sont reportées Tab. 3.4. Ces valeurs
sont choisies de sorte à être dans la même gamme de propriétés qu’un écoulement
eau-vapeur à 150 bars.

3.2 Convergence en maillage des simulations

Les simulations ont été mises en place sur plusieurs maillages afin d’étudier leur
convergence. Cette convergence est étudiée sur deux valeurs intégrées sur le do-
maine, le nombre de Nusselt associé à l’écoulement et l’évolution de la température
interfaciale.
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no

cp
J kg−1 K−1

Liquide Vapeur

1 1,98 × 103 2,65 × 104

2 7,41 × 102 9,92 × 103

3 3,99 × 102 5,34 × 103

4 3,61 × 102 4,83 × 103

5 2,83 × 102 3,79 × 103

6 2,51 × 102 3,36 × 103

7 2,01 × 102 2,69 × 103

8 1,70 × 102 2,27 × 103

9 1,42 × 102 1,90 × 103

10 1,13 × 102 1,51 × 103

11 8,49 × 101 1,14 × 103

12 5,66 × 101 7,57 × 102

13 2,83 × 101 3,78 × 102

Tableau 3.4 – Paramètres thermiques utilisés pour les différents champs ther-
miques.

3.2.1 Mise en place de 4 maillages

Les 4 maillages utilisés pour les simulations sont décrits Tab. 3.5. Ils ont été
choisis à peu près un facteur

√
2 entre deux maillages consécutifs. Mais la définition

d’un maillage, selon le nombre de mailles dans chaque direction, réparties sur un
certain nombre de processeurs dans chaque direction, eux-mêmes répartis sur un
nombre défini de nœuds, donne des facteurs et des charges par processeur un peu
différents d’un maillage à l’autre.

Tableau 3.5 – Description des 4 maillages et des coûts de calcul associés (perfor-
mance observée sur Occigen).

no Nom
nmailles nmaillestot nprocs nprocstot

Temps calcul
x y z (en millions) x y z / timestep (s)

1 coarse 384 96 96 3,54 12 3 3 108 6,62
2 normal 512 128 128 8,39 16 4 4 256 11,03
3 fin 720 192 192 26,54 15 6 4 360 24,27
4 tfin 1056 256 256 69,21 22 8 6 1056 27,44
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Les temps de calcul par pas de temps varient principalement selon deux para-
mètres : le nombre de processeurs et le nombre de mailles réparti par processeur.
Le premier augmente le temps de de communication entre les processeurs, mais
permet de baisser le second, qui augmente le temps de calcul lors des parcours des
mailles. L’évolution de ce temps est représenté Fig. 3.2. Il est à noter que la valeur
du pas de temps elle-même diminue aussi en fonction du nombre de mailles par
direction, à cause des contraintes de stabilité. Mais cette augmentation du nombre
de pas de temps pour un même temps de simulation n’est pas représentée ici.
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Figure 3.2 – Évolution du temps de calcul par pas de temps en fonction de la
taille du calcul (nombre de mailles par cœur et nombre total de cœurs).

Dynamique La dynamique de l’écoulement n’est pas exactement identique entre
les quatre simulations comme cela est représenté Fig. 3.3. Le maillage le plus fin
donne un nombre de Reynolds légèrement plus grand que les autres. Un temps de
simulation plus grand aurait été souhaitable pour le maillage le plus fin, mais il a
été limité pour des raisons techniques.

3.2.2 Convergence de la thermique

La température La Fig. 3.4 montre l’évolution de la température instantannée
moyenne pour chaque phase pour les quatre maillages. Cette figure met en évidence
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Figure 3.3 – Nombre de Reynolds en fonction du temps pour les différents
maillages.

la convergence des profils d’évolution de température. Plus le maillage est fin, moins
l’écart avec le maillage précédent est important.

Le nombre de Nusselt La Fig. 3.5 montre que les courbes de nombre de Nus-
selt, défini Éq. (3.16), au cours du temps convergent aussi vers un une valeur
stable identique pour t ∈ [0,01; 0,08]. Une deuxième tendance peut être observée
sur ces courbes : plus le maillage est fin et plus le nombre de Nusselt est constant
longtemps. Cela montre que pour un maillage plus grossier, les résultats avec un
nombre Nusselt constant au cours du temps sont stables moins longtemps. Cela est
aussi pris en compte dans le calcul du nombre de Nusselt moyen pour les différents
maillages. La Fig. 3.9 montre quant à elle la convergence du nombre de Nusselt
mesuré pour un même champ thermique (même nombre de Prandtl) sur les dif-
férents maillages. Une interpolation en fonction puissance nous donne une valeur
théorique d’un nombre de Nusselt à pas de maillage nul. Ce pas est défini comme
étant la longueur de la diagonale d’une maille. L’interpolation est réalisée, comme
les autres interpolations de ce chapitre grâce à la méthode curve_fit de SciPy.
La puissance de convergence, de l’ordre de 2,40 est du bon ordre de grandeur (≈ 2
pour la diffusion). L’ordonnée à l’origine détermine la valeur d’un nombre de Nus-
selt théorique pour un maillage infiniment fin. Ces valeurs sont désignées sous le
nom de nombre de Nusselt déterminé par interpolation de Richardson. Il ne s’agit
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Figure 3.4 – Évolution des températures par phase pour les différents maillages
pour le champ thermique à Prl = 0,71.
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Figure 3.5 – Évolution du nombre de Nusselt au cours du temps pour Prl = 0,71
pour les différents maillages.
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pas strictement d’une interpolation de Richardson [76], qui est classiquement
réalisée avec trois points, espacés exactement de la même manière. La méthode
suppose une forme en loi puissance avec ordonnée à l’origine. Ne disposant pas
de cette configuration, la supposition en loi puissance est gardée et l’interpolation
déterminée avec la méthode complexe implémentée dans curve_fit.
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Figure 3.6 – Convergence du nombre de Nusselt en fonction de h pour une simu-
lation à un nombre de Prandtl de 0,71.

Convergence selon le nombre de Prandtl La méthode présentée ci-dessus
est appliquée pour tous les champs thermiques, et permet d’obtenir une valeur de
Nu |h=0 dans chacun de ces cas. La courbe de l’écart relatif du nombre de Nusselt
entre le maillage très fin et l’interpolation en fonction puissance représentée Fig. 3.7
reste en dessous de 5% pour des nombres de Prandtl inférieurs à l’unité. Cette
simulation est donc considérée convergée pour ces valeurs de nombre de Prandtl.

3.3 Étude en nombre de Prandtl à Re = 400

Les résultats présentés pour ce nombre de Reynolds sont tirés de la simula-
tion réalisée avec le maillage le plus fin (maillage 4 Tab. 3.5). Ces résultats sont
convergés à 5% pour ce nombre de Reynolds tant que le nombre de Prandtl reste
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Figure 3.7 – Écart relatif entre le nombre de Nusselt moyen mesuré et le nombre
de Nusselt limite quand h = 0.

inférieur à l’unité, comme cela est montré Sec. 3.2. Les paramètres géométriques,
de la dynamique et de la thermique sont ceux présentés en Sec. 3.1.

3.3.1 Vue d’ensemble

La Fig. 3.8a permet de visualiser une coupe du champ de température. Les
bulles sont caractérisées par la présence d’un point chaud par rapport au liquide
environnant. Les bulles à ce nombre d’Eötvös prennent une forme ovale. Le champ
thermique visualisé est le numéro 2 sur la Tab. 3.4. Cela correspond à un nombre
de Prandtl égal à 2,60. Ce n’est pas celui le mieux résolu, mais il s’agit de celui
où la turbulence des sillages est la mieux visible via le champ de température.
La Fig. 3.8b représente le même champ thermique, mais avec la température post-
traitée aux interfaces. C’est la moyenne de cette valeur qui est utilisée pour obtenir
la température interfaciale décrite Sec. 3.3.5. L’obtention de cette température in-
terfaciale à partir des températures monofluides sur la grille Eulérienne est décrite
Sec. 6. La Fig. 3.8b met en évidence que sans saut de propriétés thermiques à
l’interface, la température interfaciale varie d’une bulle à l’autre et à la surface
d’une même bulle. De plus, des variations de température importantes sont pré-
sentes dans les bulles, dues à une perte par diffusion importante accélérée par la
convection interne et externe. Des tourbillons de circulations peuvent en effet être
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repérés dans chaque bulle. Cette figure montre aussi la tendance des bulles à for-
mer un cluster dans ces conditions, comme cela a déjà été montré par Cluzeau

et al. [20].

(a) Vue en coupe

(b) Vue de la température interfaciale

Figure 3.8 – Répartition de la température dans un essaim de bulles

Le graphique Fig. 3.9 représente les évolutions des températures moyennes de
chaque phase au cours du temps, ainsi que celles de l’interface. La température
interfaciale décroit au cours du temps, suivant le comportement de la température
moyenne de la phase vapeur. Au contraire, la température moyenne de la phase
liquide augmente de manière à ce que l’énergie thermique totale contenue dans le
domaine soit conservée.
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Figure 3.9 – Températures moyenne de la phase vapeur, de la phase liquide, et
de l’interface au cours du temps pour la simulation à nombre de Prandtl liquide
de 0,71.

3.3.2 Invariance par adimensionnement

Afin de vérifier que la simulation numérique n’est pas sensible à l’invariance
(λ, ρcp) → (aλ, aρcp) avec a une constante réelle quelconque, une deuxième si-
mulation est réalisées avec a = 10 par rapport à une référence. La simulation de
référence est le champ thermique numéro 9. Le champ numéro 14, utilisant les
propriétés renseignées en Tab. 3.6 est supposé donner des résultats identiques. En
effet, l’équation sans saut de propriétés thermiques s’écrit :

∂T

∂t
= −∇ · Tv +

λ

ρcp
∇ ·∇T, (3.20)

avec T et v des variables monofluides. La Fig. 3.10 montre bien que cette invariance
est respectée. En effet, les courbes de température par phase se supperposent
parfaitement pour ces deux cas.

3.3.3 Nombre de Nusselt global

Une évolution de l’écart de température en loi puissance L’évolution au
cours du temps de la température pour les différents champs thermiques est tracée
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no

λ cp
Wm−1 K−1 J kg−1 K−1

Liquide et vapeur Liquide Vapeur

9 0,10 1,42 × 102 1,90 × 103

14 1,00 1,42 × 103 1,90 × 104

Tableau 3.6 – Paramètres thermiques utilisés pour la validation de l’invariance
par adimensionnement.

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12

Time (s)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

T
em

p
er
at
u
re

(K
)

Simu 9

Simu 14

Tl

Tv

Figure 3.10 – Superposition des courbes d’évolution de la température pour des
simulations à différentes propriétés thermiques à Prl = 0,50.
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Fig. 3.11 en échelle logarithmique. Cette courbe est d’abord une droite dans cette
échelle, puis les imprécisions de calcul deviennent trop grandes devant l’écart entre
les températures moyennes de chaque phase. Deux seuils sont fixés. Un seuil en
temps à un moment qui correspond au début de la partie linéaire en échelle loga-
rithmique pour tous les champs thermiques. Ce seuil est aussi représenté Fig. 3.13
où son intérêt est mieux visible. Le deuxième seuil dépend du champ thermique et
est déterminé comme étant le premier moment où l’écart de température moyenne
entre les phases passe sous 2,00× 10−2 K. Cette température a été choisie arbitrai-
rement de sorte que pour tous les champs de température l’écart de température
au cours du temps suive une loi exponentielle (linéaire en échelle logarithmique).
L’évolution en loi puissance de l’écart de température en fonction du temps se
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Figure 3.11 – Évolution au cours du temps de ∆T la différence entre la tempé-
rature moyenne de la vapeur et du liquide pour différents nombres de Prandtl.

retrouve en supposant que le nombre de Nusselt est constant au cours du temps.
En effet, en écrivant le système suivant :

ρlcplVl
dTl

dt
= −Ql→v, (3.21)

ρvcpvVv
dTv

dt
= −Qv→l, (3.22)

avec Ql→v le flux thermique de la phase liquide vers le phase vapeur, et Qv→l le
contraire qui prend un signe opposé (pas de changement de phase). La différence
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entre Éq. (3.21) et Éq. (3.22) donne :

d (Tv − Tl)

dt
=

(
1

ρvcpvVv

+
1

ρlcplVl

)

Ql→v. (3.23)

Et en injectant l’écriture du nombre de Nusselt Nu = Qv→lDb

λl∆T
, présentée Éq. (3.16),

d∆T

dt
= −

(
1

ρlcplVl

+
1

ρvcpvVv

)
Nuλl

Db

∆T, (3.24)

avec ∆T (t) = Tv(t)−Tl(t). Cette équation est une équation aux dérivées ordinaires
du premier ordre dont la solution est une fonction exponentielle,

∆T = Ae
−Nuλ

Db

(

1

ρlcplVl
+ 1

ρvcpvVv

)

t
. (3.25)

L’écart de température mesuré suivant cette loi, cela montre bien que le nombre
de Nusselt est constant au cours du temps.

Relation affine entre la température d’une phase et l’écart entre les deux
phases La figure Fig. 3.12 permet de constater que quelles que soient les proprié-
tés thermiques utilisées dans la simulation, la variation de la température de l’une
des phases, la phase liquide par exemple, en fonction de l’écart de température
entre les phases est linéaire. Il est normal que ces droites soient identiques, car
l’une des extrémités correspond au temps initial de la simulation, commun à tous
les champs thermiques, avec un écart de température de 1 et une température
de la phase liquide égale initialement à 0. L’autre extrémité est déterminée par
la situation finale. L’ordonnée est la température finale, qui dépend uniquement
du taux de vide dans la mesure où les capacités thermiques sont identiques dans
les deux phases (voir Éq. (3.28)), et abscisse est l’écart de température entre les
phases qui est nul au bout d’un temps long. Cette variation strictement linéaire
entre ces deux points s’interprète par la possibilité d’adimensionner l’équation par
l’écart de température entre les phases. S’il semble assez naturel de le faire avec
une constante comme cela est expliqué en Sec. 3.1, il n’était pas évident que ce
soit possible avec un écart de température qui est fonction du temps. Cet adimen-
sionnement peut s’interpréter comme le fait que l’équation de l’énergie est une
équation aux dérivées partielles d’ordre 1 en temps. Il n’y a donc pas d’influence
de la dérivé temporelle de la température initiale sur la solution. En effet, si la
simulation est arrêtée puis reprise, seule la température est utilisée pour la re-
prise et non sa dérivée. Cette écart de température moyen peut donc être employé
au moment de cette reprise fictive de simulation pour adimensionner l’équation.
L’opération pouvant être reproduite à tout instant, cela nous donne bien la pos-
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Figure 3.12 – Évolution de la température moyenne du liquide en fonction de la
différence moyenne de température pour différents nombres de Prandtl.

sibilité d’adimensionner par l’écart de température moyenne de chaque phase au
cours du temps. La température de chaque phase s’écrit donc comme une fonction
affine de cet écart de température. Donc,

Tl = a∆T + b, (3.26)

= (Tl0 − Tf ) e
−
(

1

ρcplVl
+ 1

ρcpvVv

)

Nuλl
Db

t
+ Tf , (3.27)

avec Tf la température finale de mélange,

Tf =
(
αρcpvTv0 + (1− α)ρcplTl0

)
/
(
αρcpv + (1− α)ρcpl

)
= α (3.28)

dans ce cas. Il en est de même pour la température de l’autre phase.

Moyenne du nombre de Nusselt au cours du temps Une autre manière
de déterminer le nombre de Nusselt associé au champ thermique simuler est de
moyenner en temps le nombre de Nusselt évalué instantanément. Pour cela il est
calculé à partir de dTl

dt
et ∆T (t) = Tv − Tl par la formule Éq. (3.16). La Fig. 3.13

montre que le nombre de Nusselt est bien constant au cours du temps après un
court instant d’établissement et jusqu’au phénomène de bruitage de l’écart de
température entre les phases.
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Figure 3.13 – Évolution du nombre de Nusselt en fonction du temps pour diffé-
rents nombres de Prandtl.

Mise en regard des deux méthodes Les deux méthodes sont comparées
Fig. 3.14. Une droite correspondant à des résultats identiques (x = y) est utilisée
comme référence. Les résultats obtenus, quel que soit le nombre de Prandtl asso-
cié à la simulation, sont situés de manière quasiment indistincte sur cette droite.
Cela montre que les deux méthodes sont équivalentes. Dans la suite, la deuxième
méthode — celle de la moyenne directe du nombre de Nusselt instantané — est
utilisée.

3.3.4 Modèles de nombre de Nusselt de la littérature

Un intérêt des simulations réalisées dans le cadre de cette thèse, est de déter-
miner des corrélations de transferts thermiques dans les écoulements diphasiques
à bulles. Le cas d’application visé est le régime d’ébullition nucléée. Ce cas est
malheureusement peu décrit dans la littérature, que ce soit expérimentalement
ou numériquement. L’absence de corrélations purement expérimentales s’explique
très bien par les conditions difficiles de mesure de température aux petites échelles,
localisées à l’interface, dans un écoulement turbulent bouillant. L’absence de si-
mulation numérique DNS vient principalement de la complexité numérique et des
ressources en terme d’heures de calcul nécessaires à ce type de simulation. Cepen-
dant des corrélations ont été établies dans des cas connexes ou similaires. Ces cas
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Figure 3.14 – Comparaison des nombres de Nusselt en fonction du nombre de
Prandtl de la simulation, obtenus avec la méthode par moyenne temporelle et par
régression linéaire de log |∆T | = f(t).

sont présentés en Tab. 3.7. Le nombre de Péclet est noté Pe = Pr×Re. Tout ces cas
utilisent comme température de référence des particules une valeur constante. En
effet, dans le cas des simulations de particules ou sphère, la température est fixée,
et dans le cas de bulles, la température est celle de la saturation. La température
de référence pour le liquide, nécessaire au calcul de l’écart de température pour
le calcul du nombre de Nusselt, est une température à l’infini pour Michaelides

[61], Ranz et Marshall Jr [75] et Ruckenstein [77].

Ces différentes méthodes sont comparées aux résultats obtenus pour l’essaim
Fig. 3.15. Un écart significatif est observé. Cependant l’évolution de la tendance
est similaire, avec approximativement la même pente. Cette différence amène à se
poser la question de la définition du nombre de Nusselt de transfert de chaleur
entre les bulles et le liquide. Le nombre de Nusselt utilisé pour caractériser nos
simulations d’essaims provient d’une différence de température entre les moyennes
par phase de chaque phase. D’autre définition de température auraient pu être
retenues. Par exemple, la température minimum dans le liquide pourrait servir de
référence. Cependant, l’objectif applicatif reste l’utilisation dans un code Euler-
Euler. Ainsi ce genre de référence n’est pas adapté. Cette démarche de recherche
de la bonne définition du nombre de Nusselt est à mettre en parallèle avec celle
de Thiam [89] qui travaille sur des transferts de chaleur dans le cadre d’écoulements
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Corrélation Catégorie Données Formule Nu

Ranz Marshall [75]
Goutte,

évaporation
Expé.,

analytique
2 + 0,60Re0,50 Pr0,33

Ruckenstein [77]
Bulle,

condensation
Expé.,

analytique
2√
π
Pe0,50

Michaelides [61]
pages 130–131

{
2−rµ
2

Nu0 +
4rµ
6+rµ

Nu2 si rµ < 2,
4

rµ+2
Nu2 +

rµ−2

rµ+2
Nu∞ sinon.

Sphère
non-

visqueuse

Simu.
2D-axi,

analytique

Nu0 = 0,65Pe0,50
(

1,03 +
0,61Re

Re+ 21

)

+

(

1,60− 0,61Re

Re+ 21

)

,

Sphère
visqueuse

Simu.
2D-axi,

analytique

Nu2 = 1,41

+ 0,64Pe0,43
(
1 + 0,23Re0,29

)

− 0,15Re0,29,

Sphère
rigide

Expé.,
analytique

Nu∞= 1,30

+ 0,85Pe0,33
(
1 + 0,23Re0,29

)

− 0,18Re0,36

et rµ = µv

µl
.

Tableau 3.7 – Corrélations du nombre de Nusselt pour des particules ou des
gouttes dans la littérature.
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chargés en particules. Il montre que dans sa configuration le nombre de Nusselt qui
correspond aux résultats expérimentaux doit être défini à partir d’une température
moyennée avec une pondération par la vitesse axiale.
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∝ Pr0.47l , R2 = 0.9998
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Michaelides (2005)

Ruckenstein (1959)

Figure 3.15 – Comparaison des différents modèles de l’évolution du nombre de
Nusselt en fonction du nombre de Péclet en échelle logarithmique pour une simu-
lation à un nombre de Reynolds de 521.

3.3.5 Nombre de Nusselt liquide

Le nombre de Nusselt global présenté Éq. (3.16), bien qu’utile notamment pour
la simulation Euler-Euler, ne permet donc pas la comparaison aux corrélations
présentées Sec. 3.3.4. En effet, celles-ci sont faites en utilisant une différence de
température constante, avec une température des particules ou bulles imposée et
constante et une température du fluide prise à l’infini, constante aussi. Cela ne
correspond donc pas au cas de l’essaim de bulle homogène. La solution retenue
pour avoir des nombres de Nusselt comparables est d’utiliser la différence non pas
entre les températures des deux phases, mais entre la température moyenne de
la phase liquide et la température moyenne de l’interface. L’évolution de cette
différence est tracée sur la Fig. 3.16. L’écart est décroissant et tend vers zéro. Ce
nombre de Nusselt utilisant plutôt la température d’interface des bulles que la
température moyenne de la phase vapeur est appelé nombre de Nusselt liquide.
En effet, il ne prend en compte que les transfert entre l’interface des bulles et le



94 CHAPITRE 3. Étude en essaim de bulles

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Temps (s)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

T
I
−
T
l
(K

)

Prl = 7

Prl = 2.6

Prl = 1.4

Prl = 1.3

Prl = 1

Prl = 0.89

Prl = 0.71

Prl = 0.6

Prl = 0.5

Prl = 0.4

Prl = 0.3

Prl = 0.2

Prl = 0.1

Figure 3.16 – Évolution au cours du temps de l’écart entre la température liquide
moyenne et la température moyenne à l’interface pour des simulations à différents
nombres de Prandtl.

liquide. Il s’écrit

Nul =
Ql→vDb

λl(TI − Tl)
, (3.29)

avec Ql→v = QI→v = −Qv→l car il n’y a pas de changement de phase et que
l’interface n’a pas de capacité thermique propre. Ce nombre de Nusselt liquide
est comparé Fig. 3.17 en échelle linéaire et en échelle logarithmique avec les diffé-
rents modèles de la littérature présentés en Sec. 3.3.4. Les résultats de simulation
s’accordent très bien avec les corrélations de Ruckenstein [77] et Michaelides

[61]. Pourtant les corrélations de ceux-ci sont réalisées avec une seule bulle et
ne prennent donc pas en compte les effets d’essaim dans la tubulence. Cela est
donc plutôt surprenant, l’une des explications possibles est la compensations de
différents phénomènes. Dans la suite de l’étude les résultats de simulation seront
comparés à la corrélation de Michaelides car il s’agit de la corrélation la plus
complète et la plus proche de l’essaim de bulles.
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Figure 3.17 – Comparaison des différents modèles de l’évolution du nombre de
Nusselt en fonction du nombre de Prandtl en échelle logarithmique pour une simu-
lation à un nombre de Reynolds de 521. Régression logarithmique pour Prl ≤ 1,00.
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3.3.6 Utilisation d’une interpolation type Richardson pour
le nombre de Nusselt liquide

Ici les données utilisées pour la mise en place de la corrélation ne sont plus
celles mesurées sur le maillage très fin, mais celles interpolées à partir des 4 me-
sures sur les différents maillages. La méthode d’interpolation est décrite Sec. 3.2.2.
Elle permet d’obtenir la courbe Fig. 3.18 du nombre de Nusselt liquide en fonction
du nombre de Prandtl. Cette courbe donne des nombres de Nusselt plus faibles
que ceux mesurés pour le maillage très fin. De plus, il semble que plus le maillage
soit fin et moins la partie linéaire de la courbe est importante. Cela est confirmé
par la Fig. 3.19. Une corrélation est déterminée à partir des données pour chaque
maillage. La forme recherchée est celle d’une fonction puissance, avec une ordonnée
à l’origine à zéro, puis à partir d’un certain seuil d’une fonction linéaire. La jonction
est faite de manière à ce que la fonction de corrélation soit continue et dérivable.
Plus le maillage est fin et plus le nombre de Prandtl critique à partir duquel la
courbe est mieux approximée par une fonction affine est grand. Il semble encore une
fois que pour le maillage très fin la simulation est bien résolue tant que le nombre
de Prandtl est inférieur à l’unité. L’interpolation de Richardson pour le nombre
de Nusselt permet même visiblement d’augmenter la plage de nombre de Prandtl
pour laquelle l’interpolation en loi puissance est meilleure que l’interpolation en loi
affine. Une deuxième observation peut être faite Fig. 3.19 : mieux la simulation est
résolue et plus petit est le coefficient de puissance du nombre de Prandtl, avec une
limite entre 0,52 et 0,53. Il n’est donc pas impossible qu’une résolution supérieure
rapproche davantage ce coefficient du 0,50 classiquement utilisé parmi les diverses
corrélations de la littérature. La corrélation obtenue est représentée Fig. 3.20. Elle
est comparée à la corrélation de Michaelides pour les mêmes paramètres ther-
miques et dynamiques, ainsi que le même taux de vide. Sur la Fig. 3.20a, la partie
pointillée représente la part linéaire de la corrélation, au-delà de Pr = 1,48. La
partie précédente est fitée sur une fonction de la forme Nu = Nu0 + aPrb. Dans
ce cas-là les bornes imposées lors du fit sont Nu0 ≥ 0, a ≥ 0 et 0,20 < b < 1,00.
Cela donne les résultats présents sur la Fig. 3.20a. Il est à noter que dans ce cas,
la valeur de Nu0 qui donne le moindre écart entre les points et la corrélation est
Nu0 = 0,00. Cependant des mesures plus proches de Pr = 0,00 sont nécessaires
pour en déduire vraiment la valeur à l’origine. La corrélation de Michaelides s’au-
torise une plus grande complexité fonctionnelle étant donné qu’elle fait intervenir
plusieurs puissances du nombre de Prandtl. Elle donne un nombre de Nusselt plus
important pour des nombres de Prandtl inférieurs à 0,30 et inférieur au-dessus. En
dessous d’un nombre de Prandtl de 0,30, les données observées s’accordent avec la
corrélation sur une bulle unique. Dans ce cas en effet, la turbulence thermique est
faible, et les interactions entre les sillages des bulles ne jouent pas. Au-delà de ce
nombre de Prandtl, le transfert de chaleur dans l’essaim est plus rapide pour une
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Figure 3.18 – Extrapolation de type Richardson pour estimer une courbe du
nombre de Nusselt liquide en fonction du nombre de Prandtl à pas d’espace nul à
Re = 521.

même différence de température et une même conductivité thermique que dans le
cas de la goutte unique de Michaelides. Cela peut s’interpréter par l’effet de la
turbulence de sillages, qui vient légèrement accélérer les transferts en interagissant
avec les autres bulles. Cela dit, pour ce régime cet effet est relativement faible.

3.4 Étude en nombre de Reynolds

Les différents nombres de Reynolds étudiés sont présentés en Tab. 3.2. Ces
quatre nombres de Reynolds sont issus des simulations présentées dans la thèse de
Du Cluzeau [29]. Ainsi, les champs dynamiques sont repris tels qu’ils étaient à
la fin des simulations présentées dans cette thèse. Ils sont donc tous établis. Les
différents champs thermiques sont ajoutés à un instant t avec une température
égale à 1,00 dans les bulles et à 0,00 en dehors. Des études similaires à celle
présentée précédemment sont réalisées, en maillage et nombre de Prandtl. Les
résultats sont présentés uniquement pour le maillage le plus fin plutôt que sur tous
les maillages par souci de synthèse, et plutôt que sur l’interpolation de Richarson
car le maillage très fin est considéré comme étant convergé.
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Figure 3.20 – Corrélation de l’évolution du nombre de Nusselt liquide en fonction
du nombre de Prandtl à partir des données interpolées à un pas d’espace nul,
comparaison aux corrélations principales de la littérature.
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3.4.1 Des champs dynamiques différents

L’évolution temporelle du nombre de Reynolds au cours du temps est représen-
tée Fig. 3.21. Ils sont donc tous un peu supérieurs aux valeurs visées en connaissant
le rapport des viscosités. Une tendance se dégage, plus le nombre de Reynolds est
important et plus la variabilité en temps est grande.
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Figure 3.21 – Évolution du nombre de Reynolds au cours du temps pour les quatre
nombres de Reynolds simulés sur le maillage le plus fin. L’incertitude représente
deux écarts-types.

3.4.2 Des champs thermiques différents

Les résultats de l’évolution du nombre de Nusselt en fonction du nombre de
Prandtl selon le nombre de Reynolds de la simulation sont présentés Fig. 3.22.
Cette courbe montre que les résultats semblent très dépendant du nombre de
Reynolds. Et en toute logique, plus le nombre de Reynolds est important et plus
les transferts sont rapides pour un même nombre de Prandtl. Il semble aussi que
plus le nombre de Reynolds de la simulation est élevé et plus vite la courbe est
linéaire. Cela signifie que la résolution du maillage est plus vite limitante pour des
nombres de Reynolds plus élevés. Il reste donc à trouver une loi de dépendance au
nombre de Reynolds.
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Figure 3.22 – Nombre de Nusselt en fonction du nombre de Prandtl pour différents
nombres de Reynolds simulés. La hauteur des croix matérialise les deux écarts-
types de variabilité temporelle.

3.4.3 Une dépendance du nombre de Nusselt au nombre de
Péclet

En traçant Fig. 3.23a le nombre de Nusselt en fonction du nombre de Péclet,
les courbes se superposent pour différents nombres de Reynolds. Le nombre de
Péclet est donc le bon nombre adimensionné pour décrire les transferts thermiques
dans ces conditions. L’incertitude sur le nombre de Péclet est due à sa dépendance
au nombre de Reynolds, qui est moyenné en temps (Pe = Pr×Re). Un fit d’une
fonction en loi puissance du nombre de Péclet puis linéaire, utilisant la même mé-
thode que celle décrite précédemment, est utilisé sur l’ensemble des données issues
des différentes simulations, simultanément. La corrélation trouvée ainsi donne à
nouveau une meilleure correspondance aux données pour un nombre de Nusselt
à l’origine égal à zéro. La limite de résolution semble être autour d’un nombre
de Péclet de 660. La puissance globale sur le nombre de Péclet est un peu plus
grande que celle fittée pour le nombre de Prandtl avec les seuls résultats pour le
nombre de Reynolds proche de 400, elle est de 0,55. La Fig. 3.23b compare les
résultats pour la partie résolue à la corrélation de Michaelides. Celle-ci est re-
présentée pour les quatre nombres de Reynolds correspondant à nos simulations.
Une faible différence peut être observée entre les courbes issues de la corrélation
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de Michaelides, mais cet écart étant de l’ordre de grandeur de l’écart-type de
mesure temporelle des nombres de Nusselt de ces simulations, il est impossible de
constater cette tendance de dépendance au nombre de Reynolds dans les données
issues des simulations. Le croisement de la corrélation de Michaelides avec celle
issue des données DNS se fait aux alentours de Pe = 120. Cependant, une certaine
dispersion des mesures couplée à une incertitude relativement grande pour les si-
mulations à faible nombre de Péclet ne permettent pas de décrire précisément les
phénomènes dans ce régime. Avant cette limite, l’essaim a un nombre de Nusselt
légèrement plus faible, mais qui correspond très bien avec ce qui est observé par
Michaelides. Cet écart augmente avec le nombre de Péclet.
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Figure 3.23 – Nombre de Nusselt mesuré en fonction du nombre de Péclet de la
simulation, comparé aux prédictions du modèle de Michaelides. La taille des croix,
en largeur et hauteur représente deux écarts types de la variabilité en temps de la
valeur.
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Conclusions

Résumé du chapitre

Les simulations en essaims décrites dans ce chapitre ont permis de montrer
plusieurs points :

— La simulation DNS 3D avec front-tracking et schéma VDF est perti-
nente pour simuler ce type d’écoulement complexe.

— La différence de température entre les phases est le bon critère pour
adimensionner l’équation de la chaleur résolue ici.

— La corrélation de Michaelides est utilisée comme comparaison à nos
résultats, malgré des différences fondamentales au cas expérimenté.

— Au-delà d’un nombre de Prandtl correspondant à une faible turbu-
lence thermique, les transferts sont plus importants (8% à Prl = 1)
pour l’essaim que pour le cas de Michaelides.

— Dans ces gammes de nombres de Reynolds, le nombre de Nusselt
dépend essentiellement du nombre de Péclet.

— Les corrélations sur des gouttes de la littérature sont proches des
corrélations pour un essaim, particulièrement pour Pe < 300. Au-
delà une intensification des transferts de l’ordre de 10 à 15% semble
se produire dans ces essaims à 6% de taux de vide.

— Une corrélation sur un maillage convergé valable sur la plage Reb ∼
200 − 800 et Pe ∼ 50 − 660 pour un essaim de bulles à α = 6% et
sans saut de propriétés thermiques a été obtenue :

Nu = 0.88Pe0.55, (3.30)

valide sur une large gamme de nombre de Reynolds (∼ 200 − 800)
pour un taux de vide de 6% et un rapport de propriétés thermiques
de 1,00. Ce rapport peut-être une raison pour laquelle le Peclet est
suffisant dans la correlation. Il n’est pas impossible qu’un autre rap-
port influence les puissances en nombre de Prandtl et de Reynolds
différemment.

Les perspectives pour la remontée d’échelle sont très prometteuses. Ces
études pourraient être enrichies par une étude de la dépendance au taux
de vide et surtout au rapport des propriétés thermiques entre les phases. En
effet, la simulation d’une température non constante dans la phase vapeur
change significativement les résultats par rapport aux cas présents dans la
littérature. Pour cette raison, nous nous attachons dans la partie suivante à
développer une méthode numérique fiable permettant de résoudre des écou-
lements avec des sauts de propriétés thermiques tout en conservant l’énergie
thermique initialement contenue dans le domaine. D’autres grandeurs statis-
tiques intéressantes comme le vecteur des fluctuations vitesse-température
peuvent aussi être analysés en utilisant l’adimensionnement par l’écart de
température pour observer des grandeurs statistiques.
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4.1 Introduction

Face à la difficulté d’obtenir un schéma conservatif à partir de la formulation
monofluide, mes recherches se sont portées sur la mise au point d’un tel schéma.
Devant la diversité des discrétisations possible de l’équation de conservation d’éner-
gie en diphasique, des multiples formulations et des schémas numériques utilisables
à tester, il semblait essentiel de simplifier l’approche tri-dimensionnelle dans une
première phase exploratoire. De plus, aucun outil existant ne semblait répondre
au besoin présent de tester toutes ces configurations.

FluidDyn a ainsi été développé en Python dans l’objectif d’être capable de
tester dans un cas simple unidimensionnel un grand nombre de manières de ré-
soudre l’équation de la température. À cause de cette complexité d’options et
d’algorithmes, un soin particulier est apporté à l’architecture logicielle de ce code
orienté-objet. Dans les sous-parties suivantes, la configuration et l’architecture im-
plémentée sont décrites et expliquées.

Ce code, bien qu’utilisé et écrit dans le cadre de simulations unidimensionnelles
adopte finalement une architecture très générale qui va au-delà de la résolution de
l’équation de la chaleur 1D. Cependant pour le moment il s’agit bien du seul cas
applicatif. Il est donc présenté sous cet aspect unique.

4.1.1 Description du problème physique résolu

L’objectif de FluidDyn est d’évaluer des schémas numériques sur un problème
à une dimension, similaire au problème qui est traité en trois dimensions. Pour
cela, une configuration avec un domaine périodique de largeur L est imaginée. Ce
domaine est maillé de manière régulière par des cellules de largeur ∆x. Le centre
de la première cellule se situe en ∆x/2 et le dernier en L−∆x/2. Ainsi les cellules
utilisées pour les schémas volumes finis couvrent tout le domaine. Les flux sont
calculés pour réaliser notre schéma volume fini aux faces des cellules et les valeurs
calculées représentant l’intégrale sur le volume de la cellule sont assimilées aux
valeurs au centre des cellules.

× ×
Db

• • • • • • • • • • • •| | | | | | | | | | | | |
x = 0 x = L

∆x T
−−→∇T

−−→∇T

Figure 4.1 – Schéma du domaine 1D avec maillage cartésien et front-tracking de
l’interface d’une bulle tel qu’il est implémenté dans FluidDyn

Dans ce domaine se déplacent une ou plusieurs bulles de même diamètre.
Comme le problème est unidimensionnel, ce qui est appelé bulle ici est en réa-
lité un segment de droite contenu dans notre domaine. Comme dans la simulation
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tri-dimensionnelle, les bulles, qui sont représentées par deux marqueurs, sont ad-
vectées directement. Ainsi les marqueurs donnent la position exacte de l’interface
comme en front-tracking tri-dimensionnel. En une dimension, l’incompressibilité
du fluide mène à une vitesse uniforme sur tout le domaine, il n’y a donc ici aucune
difficultés liées aux opérations de remaillage et de vérification de conservation du
volume contrairement au cas 3D. La vitesse est choisie constante dans l’objectif
de simuler des écoulements dans un état stationnaire. Il est aussi à noter qu’il n’y
a pas de vitesse relative entre les phases en une dimension. La seule vitesse qui
existe est la vitesse avec laquelle la bulle est convectée. Cette vitesse est choisie
de sorte qu’elle corresponde aux vitesses terminales observées de la phase vapeur
dans nos simulations d’essaim (environ 0.2 m/s). Toutes ces considérations n’ont
rien de physique étant donné que par changement de référentiel n’importe quelle
vitesse terminale peut être obtenue, elles sont faites sur la base de considération
de résolution de schémas numériques. La vitesse de convection est en réalité un
paramètre d’adimensionnement du système.

Dans ce domaine périodique avec des bulles se déplaçant à vitesse constante,
une équation de température unidimensionnelle peut-être résolue. La température
initiale est convectée et diffusée. Des flux convectifs et conductifs sont calculés en
utilisant les températures des cellules, les propriétés des deux fluides, la vitesse
constante et la position des interfaces. Les flux sont calculés aux faces des cellules
de la discrétisation. Puis ils sont appliqués à la température de manière différente
selon la formulation numérique retenue.

4.1.2 Architecture générale du simulateur

L’architecture générale permet de définir une simulation avec plusieurs objets
de données, d’initialiser un état avec sa propre équation d’évolution et de le faire
évoluer selon le schéma en temps choisi tout en post-traitant des statistiques et
affichant les profils de température. Ainsi, la manière de définir une simulation et
la manière de l’instancier pour un calcul sont séparées. De plus, le calcul est réalisé
avec une séparation des objectifs. Le StateProblem implémente la discrétisation
spatiale d’une équation. Les algorithmes d’évolution du problème sont séparés.
Cette séparation permet d’obtenir une interface claire de l’évolution en temps de
notre problème. Comme les évolutions en temps peuvent être différentes selon le
schéma choisi (Euler, RK3), cela permet d’isoler cet algorithme et de simplifier
l’écriture de l’équation d’évolution, qui est le vrai objet d’analyse de ce travail.
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lda: MonofluidVar
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compute_time_derivative()

update_markers(step_frac)

Figure 4.2 – Schéma de l’instanciation d’un StateProblem à partir de la définition
du problème à résoudre.
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TimeScheme

...

step(StateProblem)

Statistics

...

collect(StateProblem)

StateProblem

...

compute_derivative()

update_markers(...)

TimeProblem

time_scheme

statistics

state_problem

compute_timesteps(...)

load_or_compute(...)

Figure 4.3 – Schéma de l’instanciation d’un TimeProblem à partir du schéma en
temps choisi et de l’équation d’état définie avec sa discrétisation.

4.1.3 Définition du jeu de données

Plusieurs objets sont implémentés pour décrire une simulation et la lancer. Les
deux premiers objets correspondent aux paramètres physiques et numériques de
la simulation. Ils sont séparés dans le but de pouvoir lancer des simulations aux
paramètres physiques identiques avec des paramètres numériques différents, sans
risquer de modifier ces premiers. Ces classes sont essentiellement des classes de
paramètres, un peu comme des dictionnaires.

PhysicalProperties La classe des paramètres physiques PhysicalProperties
contient :

— la longueur du domaine L,
— les conductivités thermiques λ du liquide et de la vapeur,
— les capacités thermiques massiques ρCp des deux phases,
— la vitesse constante de convection,
— le taux de vide du domaine (fraction de taux de présence de bulle sur volume

total),
— le coefficient de fraction surface volumique aI , et la surface d’une face d’une

cellule (dans les 2 autres directions que la direction décrite)
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— et enfin si la simulation considère la diffusion ou si elle la néglige. Ce der-
nier paramètre, bien qu’étant un artefact de calcul donne bien lieu à la
description d’un problème physique différent.

Ces paramètres sont choisis à partir du jeu de donnée qui sert à initialiser TrioCFD-
IJK.

NumericalProperties La classe des paramètres numériques NumericalProperties
comporte les informations suivantes :

— le pas d’espace ∆x,
— le nombre de Courant Friedrichs Lewy maximum,
— le nombre de Fourier maximum,
— le pas de temps ∆t maximum,
— le schéma d’intégration en temps (Euler, RK3, RK4),
— le schéma de convection monofluide (upwind, QUICK, WENO),
— le schéma de diffusion monofluide (centré 2 harmonique, centré 2 arithmé-

tique)
— et les éventuelles méthodes de correction des schémas à proximité de l’in-

terface.

Il est important de noter que ces valeurs sont les valeurs maximum souhaitées de
pas de temps, mais que le pas de temps réel de la simulation dépend de la vitesse
de convection et des propriétés physiques des fluides (λ). Sa détermination est
déléguée à la classe StateProblem qui connaît toutes les informations nécessaires
à son calcul (∆x, CFLmax, schéma, . . . ).

Bulles Une classe Bulles est implémentée pour décrire les interfaces des bulles.
Elle peut être initialisée de nombreuses manières différentes et contient un tableau
des doublets des positions de chaque interface pour chaque bulle (une interface
amont liquide vapeur et une interface avale vapeur liquide). Elle permet aussi
de porter des champs à l’interface pour post-traitement (température, gradient,
autre). Elle implémente une méthode qui calcule l’indicatrice sur toute la discré-
tisation du domaine, ainsi qu’une méthode qui déplace les bulles (et gère la pé-
riodicité du domaine). Cette classe est capable de gérer plusieurs bulles, avec des
diamètres différents de manière transparente, mais la plupart du temps elle n’est
utilisée que pour décrire une seule bulle. Comme les bulles sont représentées par
des couples de marqueurs, il n’y a pas besoin d’avoir recours à des algorithmes de
composante connexe compliqués pour savoir dans quelle bulle se situe une cellule.



4.1. Introduction 113

4.1.4 La simulation à un instant donné, calcul des flux

La classe StateProblem

Définition et déclaration Cette classe est la base d’une simulation. Elle connaît
toutes les informations relatives à une simulation et porte les champs sur le do-
maine. Elle est instanciée à partir d’un jeu de paramètres physiques, d’un jeu de
paramètres numériques, d’une instance de Bulles et d’une fonction de tempéra-
ture initiale. Cette classe décrit n’importe quelle simulation à un instant donné.
Elle permet de calculer la dérivée temporelle de la valeur qu’elle contient (la tempé-
rature dans le cas classique, l’énergie éventuellement). Pour cela, elle détermine les
différents termes de l’équation d’évolution. Les termes d’advection et de diffusion
sont donc calculés dans cette classe. Par défaut les flux convectifs et diffusifs sont
calculés à l’aide d’opérateurs QUICK et Centré 2 respectivement, sans correction
à proximité de l’interface.

Les opérateurs d’interpolation Les différents opérateurs d’interpolation ont
tous en commun de prendre en entrée un tableau de valeurs aux centres des cellules
et de renvoyer un tableau de Flux de taille un de plus. Ils supposent tous des
conditions aux bords périodiques et que la vitesse est positive de gauche à droite.
Ils sont complètement indépendants du reste du code et sont accessibles à travers la
méthode unique face_val = interpolate(center_val, schema=’type’). Les
opérateurs suivants sont implémentés :

— amont fi+1/2 = fi,
— centré 2 : fi+1/2 =

fi+fi+1

2
,

— centré harmonique : 2
fi+1/2

= 1
fi
+ 1

fi+1
,

— QUICK de Leonard [50],
— et WENO de Liu, Osher et Chan [52].

Surclassement de la classe StateProblem

Pour adapter l’équation résolue, le choix fait est de surclasser la classe abstraite
StateProblem pour chaque nouvelle formulation. Cela présente l’avantage de pou-
voir garder telles quelles chacune des formulations testées et d’en implémenter de
nouvelles séparément sans risquer d’impacter le comportement des premières tant
que le comportement de StateProblem n’est pas changé. Chacune d’entre elles
réimplémente la méthode compute_time_derivative, qui permet de calculer la
dérivée temporelle de la variable principale du schéma (souvent la température).
Pour cela, elle calcule les flux nécessaires ainsi que les termes supplémentaires
éventuels. En revanche cette méthode ne modifie pas l’état du StateProblem. Les
formulations qui sont testées sont représentées dans le schéma Fig. 4.4 et peuvent
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StateProblem

StateProblemDiscontinuEStateProblemDiscontinuT

StateProblemDiscontinuE-T

StateProblemContinuE

StateProblemContinuT

DiscEFluxCorrige DiscEConvCorrigeDiscTMono DiscTSepInt

DiscETMono DiscETSepInt

Figure 4.4 – Schéma simplifié des différentes formulations implémentées. En clair
les classes abstraites et en foncé leurs dérivées concrètes.

être classées grossièrement dans 4 groupes, distincts des groupes correspondant au
schéma d’héritage :

— les formulations en température (continues et discontinues), étudiées dans
ce chapitre et en Chap. 5,

— les formulations en énergie présentées en Chap. 5 (continues et disconti-
nues) et leurs variations (dégradées pour se rapprocher de la solution 3D cf.
Chap. 6),

— les formulations en énergie utilisant des cellules ghost (comme la solution
3D finalement implémentée) étudiées Chap. 6,

— les formulations utilisant le couple de variables Température-Énergie et la
résolution couplée des deux équations présentées en Annexe A.1.

4.1.5 Correction des flux à proximité de l’interface

Afin de corriger les problèmes de conservation liés à la présence d’interfaces, il
est nécessaire de pouvoir calculer différemment les flux aux faces quand celles-ci
sont proches d’une interface. Pour cela, une méthode particulière est appelée sys-
tématiquement après le calcul des flux dans l’approximation monofluide afin de les
corriger localement si souhaité avant de les appliquer pour le calcul de la dérivée en
temps de la température. Cette correction des flux monofluides est indépendante
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des schémas appliqués précédemment pour les calculer. Elle est séparée en deux
étapes, qui sont chacune exécutées dans une classe différente. Dans ces classes, un
flux corrigé est calculé à proximité de l’interface. Ainsi pour tout groupe de cel-
lules proches de l’interface, l’interpolation des température et flux thermiques aux
positions des interfaces présentes dans l’objet Bulles est appelée. Elle est suivie
d’une réinterpolation des flux aux faces quand le stencil d’interpolation inclut des
cellules diphasiques (1 face en amont de l’interface et 2 en aval pour le stencil du
QUICK). Ces deux méthodes sont indépendantes et cette architecture permet de
tester de nombreuses combinaisons. Les tests sont présentés en Annexe B.

InterfaceInterpolation

dx

interp_type

volume_integration: bool

interpolate_on_interf(

T, lda, alpha)

get_T_I()

get_q_I()

get_dTdx_g()

get_dTdx_d()

FaceInterpolation

schema_conv

schema_diff

time_intergration

vdt

interpolate_on_faces(

rhocp,

interface_interp)

get_rho_cp_f()

get_lda_f()

get_T_f()

get_gradT_f()

Figure 4.5 – Classes d’interpolation à l’interface de la température et des flux
aux faces à proximité.

La classe InterfaceInterpolation

Dans cette classe l’interpolation des valeurs de température et flux à l’interface
est réalisée. Cette classe est instanciée de manière unique, puis à chaque interface
rencontrée elle calcule les températures, flux, dérivées spatiales de la température,
etc à l’interface. Pour cela elle s’appuie sur les températures des cellules à proximité
de l’interface (3 avant, la température de la cellule diphasique et 3 après) et la
position de l’interface dans la cellule diphasique. Plusieurs méthodes de calcul
sont implémentées dans des classes filles. La méthode principalement utilisée est la
plus simple, l’interpolation d’ordre 1 à l’aide de l’équation de continuité des flux.
Ainsi malgré la perte d’information que constitue l’abandon de la température
monofluide de la maille diphasique, l’ajout d’une équation permet de garder un
ordre 1. Les valeurs de température et de gradient à l’interface sont déterminés
à l’aide de la relation de continuité du flux thermique normal : λg∇Tg · nI =
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λd∇Td · nI et de la température : TI = Tg = Td. Les indices g et d désignent les
valeurs respectivement à gauche et à droite de l’interface. Cette méthode peut être
appliquée à différents ordres en réalisant un développement de Taylor à l’ordre n
de la fonction de température à droite et à gauche. L’effet de l’ordre d’interpolation
est étudié en Annexe B. Une interpolation du premier ordre est utilisée dans toutes
les études présentées par la suite,

λg
TI − Tg

dg
= λd

Td − TI

dd
. (4.1)

Les notations sont présentées Fig. 4.6.

∇Tg

dg

∇Td

dd

Tg

λg

Td

λd

TI

Figure 4.6 – Schéma de calcul de la température et des gradients à l’interface.

La classe FaceInterpolation

Cette classe est implémentée spécifiquement pour corriger les flux aux faces
des cellules qui sont proches de l’interface. Elle calcule de manière interne toutes
les interpolations qui mènent au calcul des flux convectifs ou diffusifs corrigés avec
les valeurs à l’interface et sans utiliser la valeur de la température de la cellule
diphasique (qui est incomplète et ne permet pas de retrouver la température et
le gradient à l’interface). Cette classe mère est déclinée en de nombreuses classes
filles selon les interpolations des flux convectifs et diffusifs choisies. L’une de ces
méthodes est présentée Chap. 5 et les autres en Chap. 6. Elles diffèrent par l’ordre
de l’interpolation choisie et son type et par la méthode de prise en compte de
la variation temporelle de la surface mouillée des faces diphasiques (absente, par
Cranck-Nicolson ou exacte dans le cas 1D).
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4.1.6 La gestion temporelle d’une simulation

Les différents schémas temporels, sous-classes de TimeScheme

Différents schémas temporels sont implémentés. Ceux-ci font appels au StateProblem

pour calculer la dérivée, puis l’appliquent différemment selon les variables primaires
de l’équation et le schéma temporel choisi. Les TimeScheme suivants sont implé-
mentés :

— EulerTimeStep
— RK3TimeStep
— TemperatureEnergieEulerTimeStep
— TemperatureEnergieRK3TimeStep
— RK4TimeStep

Il s’agit d’adaptations aux différentes variables du problème des schémas clas-
sique Euler explicite et RK3 explicite low-storage de Williamson [100]. Ces
TimeScheme sont intimement associés à certains types de StateProblem, mais
ils sont séparés pour traiter des cas variés de manière plus souple. Ainsi, un
EulerTimeScheme peut traiter aussi bien un cas en température qu’un cas en
énergie. En revanche, il ne peut pas traiter un cas où l’équation d’évolution fait
intervenir différemment les termes de flux. La responsabilité de faire évoluer un
StateProblem est entièrement déléguée au TimeScheme. Ainsi en plus de mettre
à jour le champ de température, il est aussi responsable de la mise à jour de la
position des marqueurs des bulles. Cette mise à jour provoque à son tour la mise
à jour automatique du tableau d’indicatrice, sous la responsabilité de la classe
StateProblem, qui doit être synchronisée à tout moment avec la position des
bulles. Le TimeScheme couple l’évolution de la dynamique et de la thermique.
Ainsi dans un schéma de type RK3 par exemple, dans chaque sous-pas de temps
l’indicatrice est recalculée et les nouvelles propriétés thermiques correspondantes
sont utilisées pour le calcul des flux thermiques.

La classe TimeProblem

L’orchestrateur La classe TimeProblem orchestre les différents éléments : elle
fait évoluer en temps le StateProblem avec le TimeScheme associé, collecte les
statistiques dans la classe Statistics et gère aussi l’affichage. Cette classe de très
haut niveau ne fait appel qu’à des méthodes de haut niveau de ses attributs pour
être le plus clair possible. Elle pourrait aussi bien être utilisée pour traiter des cas
tris-dimensionnels.

Sauvegarde et reprise Initialement, chaque calcul était lancé dans un Jupyter
Notebook , utilisé lors de la session, puis oubliée à la fin de la session. Les calculs
étant légers (quelques minutes de temps de simulation au maximum), cela semblait
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suffisant. Mais l’arrivée de classes modifiant le flux aux interfaces et la comparai-
son systématique de nouveaux calculs au calcul de référence sur un maillage fin,
augmente le temps de calcul. De plus, le code étant en évolution constante, le
risque de modifier la référence au cours du temps devenait de plus en plus grand.
Il était alors peu pratique de devoir lancer à nouveau chaque simulation depuis le
début pour retravailler sur les résultats et leur visualisation. Aussi, un système de
sauvegarde reprise est développé avec une approche simple mais très complète im-
plémentée par la méthode load_or_compute. Cette méthode de la classe Problem

regarde dans le dossier de base de donnée si un calcul du même nom existe déjà.
Elle liste tous les calculs enregistrés à différents instants, et charge celui qui est
le plus près du temps de simulation visé. Ainsi, pour voir le calcul de la référence
(diffusion pure sur une grille fine) au bout de deux secondes, si le calcul a déjà été
lancé et enregistré au bout d’une seconde de simulation, la reprise se fait automa-
tiquement à ce moment. La sauvegarde d’un calcul se fait à l’aide de la librairie
native Python pickle. La reprise se fait selon le concept du patron de conception
prototype qui permet de ne récupérer que les données de la simulation qui est re-
chargée, sans hériter de son ancien code avec pickle. Des tests sont menés pour
vérifier que la simulation reprise correspond exactement à la simulation souhaitée
(PhysicalProperties, NumericalProperties et Bulles). L’établissement d’une
telle base de calcul est possible car il est assez léger de sauver un calcul grâce à
leur faible empreinte mémoire (quelques Mo).

4.2 Validation du code

Afin de s’assurer de la pertinence des résultats qui sont présentés dans la suite,
il convient de valider le code FluidDyn. La difficulté de cette validation est qu’il
n’existe pas de solution analytique au problème général étudié. Qui plus est, il ne
s’agit pas forcément de valider la pertinence physique du schéma en question dans
une situation correspondant à un essaim de bulle avec convection et diffusion, étant
donné que celui-ci n’est justement pas conservatif par exemple. Aussi la validation
est faite en plusieurs étapes.

Dans une première partie, les opérateurs d’interpolation, représentant la partie
du code la plus difficile à lire, sont validés indépendamment des objets qui les
utilisent. Il s’agit de tests unitaires, une pratique courante en informatique pour
vérifier l’absence de bogues évidents, ou le changement de comportement non désiré
d’un code. Puis, les différents ordres de convergence des schémas temporels et
d’interpolation spatiale sont validés.

Les méthodes plus haut-niveau du code sont validées le plus indépendamment
les une des autres que possible, sur des cas simples. Ainsi, la sauvegarde et la
reprise d’un cas complet est étudiée car elle représente un bon test par son appel
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général à tous les attributs d’un calcul ; et un cas physique de diffusion pure, dont
pouvons analyser les résultats, est réalisé.

4.2.1 Ordres d’interpolation et de convergences

Pour évaluer des ordres de convergence, l’erreur de la solution calculée par
rapport à la solution de référence analytique est définie comme l’intégrale de la
différence au carré entre le champ interpolé et la solution analytique sur tout le
domaine. Ainsi, une norme L2 est évaluée :

ǫ =

√
√
√
√

(
n−1∑

k=0

(Trefk − Tcalculéek)
2

)

/n. (4.2)

L’ordre est défini comme la valeur de l’exposant b calculé en faisant la régression
linéaire classique : log ǫ = a+ b log∆x.

L’ordre des opérateurs d’interpolation

La validation des opérateurs d’interpolation est traitée ici. Pour cela une mesure
de leur ordre de convergence est réalisée. L’ordre de convergence des différents
schéma est évalué dans deux cas. Le cas classique, avec comme fonction initiale un
sinus de période 1 et le cas avec un créneau qui vaut :

T0(x) =

{

1 si x0 < x < x1,

0 sinon,
(4.3)

avec x0 = 0,3125m et x1 = 0,6042m. Dans ces deux cas, les conditions aux bords
du domaine (x = 0 et x = 1) sont des conditions de périodicité.

La manière suivante de procéder est adoptée : une interpolation aux faces est
réalisée à partir de la valeur de la solution initiale au centre de chaque cellule.
Ensuite, cette interpolation est comparée à la valeur de la fonction analytique
aux faces. Cette opération est effectuée pour chaque interpolateur pour différents
maillages.

La Fig. 4.7 permet de constater que les schémas d’interpolation sont à peu près
d’ordre 1 pour le upwind, 2 pour les autres et 3 pour le QUICK. Il est surprenant
que le WENO ne soit que d’ordre 2, mais son ordre plus élevé apparaît en réalité
non sur l’interpolation, mais sur l’opération totale de convection en volume finis
(avec la différence des flux) comme cela est montré dans la section suivante.

En revanche, pour l’interpolation des valeurs aux faces dans la discrétisation
d’un créneau, la Fig. 4.8 montre que tous les schémas sont d’ordre à peu près 1.
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Center h, O(∆x1.71), R2 = 0.998227

QUICK, O(∆x2.79), R2 = 0.99707
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Figure 4.7 – Ordre de convergence des différents schémas d’interpolation pour le
cas d’un sinus.
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QUICK, O(∆x0.961), R2 = 0.98856

WENO, O(∆x1.05), R2 = 0.997052

Figure 4.8 – Ordre de convergence des différents schémas d’interpolation pour le
cas d’un créneau.
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Cela est dû à la supposition de continuité et dérivabilité de la fonction interpolée
nécessaire à l’établissement de schémas d’ordre élevés. Un schéma d’ordre supérieur
spécifique au cas du créneau peut-être développé, mais ce cas ne nous intéresse pas
exclusivement, le cas visé présentant une continuité de la température à l’interface.

L’ordre de convergence des opérateurs de convection

La configuration utilisée ici est celle de la convection pure d’un scalaire pas-
sif avec une vitesse constante. Le schéma en temps utilisé est un schéma Euler
explicite. Ce schéma est choisi pour sa simplicité d’implémentation, minimisant
le risque d’erreur. En effet, le but n’est pas de tester un TimeProblem complet,
mais seulement les schémas spatiaux de manière isolée. Un pas de temps unique
∆t = 2× 10−6 s est choisi très petit devant le pas de temps limite donné par un
nombre CFL de l’ordre de l’unité afin que les erreurs dues à l’intégration en temps
soient négligeables devant les erreurs sur le calcul des flux convectifs. De plus,
le temps de simulation est limité pour que ces erreurs accumulées au cours du
temps soient encore petites devant les erreurs des schémas spatiaux. À nouveau,
les tests sont faits pour la convection d’une fonction sinus, et la convection d’un
créneau. Les conditions aux limites sont périodiques. Les simulations sont réalisées
sur différents maillages, de plus en plus fin. La manière suivante de procéder est
adoptée : l’interpolation aux faces pour le calcul du flux convectif est réalisée à
partir des valeurs aux centres des cellules. Ces valeurs sont initialement calculées
comme la valeur de l’intégrale de la solution initiale exacte sur chaque cellule.
Dans ces conditions de convection pure avec une vitesse constante v, la solution
de référence s’écrit

f(x, t) = f(x− vt, 0) = f0(x− vt), (4.4)

avec f0 la fonction initiale de notre problème (le sinus ou le créneau).
Tous les paramètres physiques, la taille du domaine et la vitesse de convection

sont pris égaux à l’unité. Le nombre de CFL est de 1 × 10−4 et la simulation est
lancée sur un temps telle que la fonction soit convectée sur 3% de la longueur du
domaine.

Fig. 4.9 les ordres attendus sont bien retrouvés, 1 pour le schéma amont, 3 pour
le schéma QUICK et 5 pour le schéma WENO. L’ordre mesuré du schéma QUICK
(2,26) peut sembler un peu faible, mais cela est dû à l’activation de son limiteur
localisée à certains endroits, qui vient diminuer son ordre global. La Fig. 4.10 révèle
qu’à proximité des variations de gradient les plus fortes (aux extrema du sinus) les
erreurs des schémas QUICK et WENO sont beaucoup plus importantes qu’ailleurs.
Cela est dû à leur comportement non linéaire, avec dégradation de l’ordre dans ces
zones.
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Figure 4.9 – Ordre de convergence pour la convection d’un sinus.
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Figure 4.10 – Profils des solutions et erreurs obtenues pour la convection d’un
sinus.
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Figure 4.11 – Ordre de convergence pour la convection d’un créneau.
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Figure 4.12 – Profils des solutions et erreurs obtenues pour la convection d’un
créneau.
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Pour la convection du créneau, la même dégradation d’ordre est observée que
pour l’interpolation, pour les mêmes raisons. Ainsi pour les trois schémas l’ordre
de convergence est inférieur à l’unité comme rapporté Fig. 4.11. Pour ce qui est
du profil de la solution, il peut être constaté que le schéma QUICK est légèrement
oscillant à proximité du front contrairement aux deux autres. Le profil de l’erreur
rapporté Fig. 4.12 met en exergue le fait qu’à proximité de la discontinuité les trois
schémas font une erreur similaire, mais qu’ils ne la limitent et ne la propagent pas
de la même manière. Les schémas Upwind et QUICK sont purement amonts, ils
ne propagent donc l’erreur que dans le sens de la vitesse. Les schémas QUICK et
WENO diminuent beaucoup plus vite que le schéma Upwind la valeur de l’erreur
qu’ils propagent. Ainsi l’erreur totale sur le WENO est plus faible que celle obtenue
avec le QUICK, qui est elle-même plus faible que celle obtenue avec le schéma
Upwind.

L’ordre de convergence des schémas spatiaux de diffusion

Pour tester le schéma de diffusion utilisé, un schéma classique centré linéaire
d’ordre 2, une configuration identique à la précédente est utilisée, mais sans convec-
tion et avec de la diffusion cette fois-ci. Le schéma s’écrit

∇T |i+ 1

2

=
Ti+1 − Ti

∆x
. (4.5)

Dans cette configuration, l’équation résolue est

∂T

∂t
= λ∇2T (4.6)

et en partant d’une solution sinusoïdale, la solution au bout d’un temps t s’écrit

T (x, t) = sin(2πx) exp(−t/2π). (4.7)

La Fig. 4.13 montre que l’erreur mesurée en norme 2 est bien quadratique de
la taille de maille. La Fig. 4.14 met en lumière que contrairement aux schémas
QUICK et WENO l’erreur par rapport à la solution est continue et ne varie pas
brusquement, le schéma étant linéaire en les valeurs voisines pour le calcul des flux
(sans limiteur ni coefficient non-linéaire).

L’ordre du schéma en temps

Pour la validation du schéma en temps, un TimeProblem complet est utilisé,
mais en désactivant la convection et la diffusion. Une source est ajoutée pour avoir
une solution en temps non triviale. En effet, il n’est pas possible d’observer l’ordre
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Figure 4.13 – Ordre de convergence de l’opérateur de gradient utilisé pour le
calcul de la diffusion.
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Figure 4.14 – Profil de température et de l’erreur obtenue dans une simulation
de la diffusion d’un sinus.
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en temps avec la convection ou la diffusion, dans la mesure où le pas de temps
maximum est borné par les conditions de stabilité de CFL ou respectivement de
Fourier. Mais pour des valeurs plus petites de pas de temps, l’erreur spatiale pré-
domine, empêchant la convergence globale de la solution vers la référence avec
l’ordre du schéma en temps. C’est pour cette raison que la diffusion et la convec-
tion sont désactivées. La source utilisée est T . Ainsi l’équation à résoudre devient
simplement

dT

dt
= T, (4.8)

une EDO du premier ordre dont la solution s’écrit T (t) = T0 exp(t). En par-
tant d’une solution spatiale initiale sinusoïdale, la solution de référence T (x, t) =
sin(2πx) exp(t) est obtenue. La solution explose donc au cours du temps. Le temps
de simulation est choisi arbitrairement à t = 5,00 s pour avoir des résultats qui
montrent une erreur visible pour le cas d’Euler, mais pas trop grande pour rester
dans le bon régime de convergence.

Les ordres des schémas Euler et RK3 implémentés sont bien respectivement
estimés d’ordre 1 et 3 Fig. 4.15. Sur la Fig. 4.16 les profils d’erreurs sont similaires,
mais le Runge-Kutta donne des erreurs bien plus faibles. Sur ce graphique il est
indistinct à l’œil de la solution analytique.
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Figure 4.15 – Ordre de convergence des schémas en temps sans convection ni
diffusion, avec un terme source.
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Figure 4.16 – Profil de la solution et erreur de la résolution d’un cas avec terme
source.
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4.2.2 Le cas sans saut de propriété : pseudo-monophasique

Instanciation d’un cas, sauvegarde et reprise

Dans ce cas test, un cas complet est utilisé. Un créneau de température est
convecté et diffusé au cours du temps. Il ne présente cependant pas de réelles dis-
continuités étant donné que la diffusion régularise le créneau et que les paramètres
physiques sont tous égaux à l’unité. Le taux de vide, qui correspond à la largeur
du créneau sur la largeur du domaine est de 6%. Dans ce cadre-là, une première
simulation est lancée sur un temps t0 = 0,02 s. Cette simulation est ensuite sau-
vegardée. Une autre instance de simulation est créée avec les mêmes paramètres
physiques que la précédente, puis elle reprend la première en lisant les fichiers de
sauvegarde (StateProblem et Statistics sont donc repris). Puis la simulation
est à nouveau avancée jusqu’à t = 0,04 s. D’autre part, une simulation identique
aux deux autres est instanciée puis lancée d’une traite sur t = 0,04 s.

Les deux profils de températures obtenus sont comparés Fig. 4.17 et la diffé-
rence entre les deux et bien identiquement nulle. Il peut en être déduit que toutes
les variables nécessaires au calcul sont reprises avec succès.
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Figure 4.17 – Solution en température pour le cas sans sauvegarde ni reprise et
pour le cas repris après une sauvegarde à mi-temps.

Analyse des résultats dans un cas plus réaliste

Définition du cas Dans ce cas-ci, les résultats obtenus pour les différents sché-
mas en espace sont comparés pour un cas complet pseudo-monophasique, c’est-à-
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dire sans saut de propriété, en partant d’un créneau de température. Ces simula-
tions sont réalisées avec les paramètres reportés Tab. 4.1 et Tab. 4.2. Ce genre de

Tableau 4.1 – Paramètres physiques utilisés dans les simulations monophasiques

ρcp JK−1 m−3 7,03 × 104

λ WK−1 m−1 5,50 × 10−2

L m 0,02
α − 6%

nbulle − 1
v ms−1 0,20

Tableau 4.2 – Paramètres numériques utilisés dans ces simulations monopha-
siques

Db/∆x − 30
∆x m 3,91 × 10−5

CFLmax − 0,50
Fomax − 0,50
∆t (lim. par CFL) s 9,77 × 10−5

Schéma temporel RK3
Schéma diffusion Centré 2

simulation unidimensionnelle permet d’obtenir par exemple un nombre de Nusselt.
Celui-ci est défini de la manière suivante,

Nu =
ρlcpl

dTl

dt
3Db

λl∆T
, (4.9)

avec ∆T = |Tl − Tv|, Tk = αk

L

∫

L
Tk(x, t)dx et αk = 1

L

∫

L
Ik(x)dx, où Ik est l’indi-

catrice de présence de la phase k.

Obtention d’une solution semi-analytique La mise en place d’une solution
semi-analytique permet de valider plus rigoureusement les résultats obtenus avec
les différents opérateurs et l’instanciation d’un TimeProblem qu’en utilisant un cas
sans convection mieux résolu. Dans ce cas particulier, l’équation à résoudre s’écrit
de la manière suivante :

∂T

∂t
=

λ

ρcp

∂2T

∂x2
(4.10)
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Une solution de cette équation peut être obtenue grâce à la décomposition en série
de Fourier de la solution initiale. En effet, en supposant qu’une solution peut être
trouvée sous la forme particulière de la décomposition de variable, des solutions
de cette forme sont obtenues,

Tn(x, t) = e
−t λ

ρCp
ω2
n (An cos(ωnx) + Bn sin(ωnx)) . (4.11)

Donc en prenant ωn = 2πn
L

, les coefficients An et Bn sont déterminés par la décom-
position en série de Fourier,

T (x, 0) = A0 +

( ∞∑

n=1

An cos(ωnx) + Bn sin(ωnx)

)

, (4.12)

qui donne,

pour n = 0, A0 =
1

L

∫ L

0

T0(x)dx, (4.13)

∀n > 0, An =
2

L

∫ L

0

T0(x) cos(ωnx)dx (4.14)

∀n > 0, Bn =
2

L

∫ L

0

T0(x) sin(ωnx)dx, (4.15)

faciles à calculer car T0 est une fonction créneau. La solution de ce problème s’écrit
donc,

T (x, t) = A0 +
∞∑

n=1

Tn(x, t). (4.16)

Le nombre de Nusselt sur un créneau de température 1D défini en Éq. (4.9) est
donc calculé numériquement à partir de cette solution. Ce calcul fait appel à trois
paramètres numériques, le nombre de points utilisés pour le calcul de la dérivée de
Tl, noté nt, le nombre de points sur le domaine spatial [0, L] utilisés pour le calcul
de l’intégrale de Tl(t) =

∫ L

0
Il(x, t)T (x, t)dx/

∫ L

0
Il(x, t)dx, noté nk, et le nombre

de modes de Fourier nn. Trois études en convergence sont réalisées pour obtenir la
solution de référence la plus fiable. Dans chaque cas, l’un de ces paramètres change
et les deux autres sont fixés aux valeurs qui seront considérées comme convergées.
La Fig. 4.18 montre que nt = 100 est suffisant, dans ce cas. La Fig. 4.19 montre
que nk = 150 donne une convergence satisfaisante. Et la Fig. 4.20 montre que
100 modes permettent d’obtenir une bonne solution. Ce sont donc les paramètres
retenus dans la suite.
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Figure 4.18 – Convergence du nombre de Nusselt calculé à partir de la solution
en série de Fourier pour différents nt
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en série de Fourier pour différents nk
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Figure 4.20 – Convergence du nombre de Nusselt calculé à partir de la solution
en série de Fourier pour différents nn

Résultats numériques La simulation est lancée sur 2 parcours complets du
domaine. Le profil reporté Fig. 4.21 est obtenu. Les schémas WENO et QUICK
donnent des profils de température relativement proches de la référence pour ce
raffinement de maillage (30 mailles par diamètre de bulle, contre 60 pour la ré-
férence, qui n’est pas convectée). Cela s’observe aussi sur l’évolution temporelle
de la température par phase. Cette température est calculée à tout pas de temps
comme étant

Tk(t) =

∫

L
T (x, t)Ik(x, t)dx
∫

L
Ik(x, t)

. (4.17)

Elle est tracée Fig. 4.22. Là aussi que les résultats obtenus pour les schémas QUICK
et WENO sont peu discernables et très proches de la référence, contrairement aux
résultats obtenus avec le schéma Upwind qui est très diffusif. Toutes ces simu-
lations sont conservatives, ce qui était attendu puisque les schémas utilisés sont
de type volumes finis dans une équation aux propriétés constantes. La Fig. 4.23
permet de constater que le nombre de Nusselt tend vers une constante au fur et à
mesure que la solution à proximité de la bulle commence à “oublier” la forme ini-
tiale du créneau de température. Elle confirme aussi le fait que le schéma Upwind
est très loin d’être convergé contrairement aux deux autres, qui sont proches de la
solution de référence sans convection et de la solution de référence semi-analytique
calculée à partir de la série de Fourier décrite précédemment. En plus de montrer
la convergence du nombre de Nusselt vers une valeur constante, ce test est beau-
coup plus restrictif sur la convergence de la solution que la simple observation de
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Figure 4.21 – Profils de température obtenus dans une simulation complète, sans
saut de propriété entre les deux phase.
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dans une simulation sans saut de propriété.
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l’évolution des températures par phase, étant donné que le nombre de Nusselt fait
intervenir une dérivée en temps de la température par phase, moins bien résolue
a priori.
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Figure 4.23 – Nombre de Nusselt mesuré dans une simulation sans saut de pro-
priété.

4.3 Études préliminaires sur le schéma tempéra-
ture monofluide avec propriétés discontinues

Dans cette section les différentes études réalisées mais non présentées Chap. 5
sont détaillées. Elles apportent un éclairage sur les choix qui ne sont pas démontrés
Chap. 5 mais qui sont tout de même utilisés dans l’orientation des recherches. Une
configuration similaire à celle utilisée pour les études 3D réalisées avec TrioCFD-
IJK sans saut de propriétés thermiques entre les phases est mise en place. Les
paramètres sont présentés Tab. 4.3. Les simulations sont toutes réalisées avec un
schéma RK3 en temps et un schéma QUICK pour la convection. La diffusion utilise
un schéma centré 2, comme renseigné Tab. 4.4. La température initiale est prise
égale à 1 dans les bulles et 0 en dehors. À l’interface la température est calculée de
sorte que quelle que soit la position de l’interface initiale, l’énergie dans le domaine
soit identique. Elle est donc prise comme une moyenne de l’énergie dans la cellule
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divisée par la moyenne de la capacité thermique massique,

T =







0 si Il = 1,

1 si Il = 0,
ρcpvIv

ρcpvIv+ρcplIl
si 0 < Il < 1.

(4.18)

Le schéma utilisé est construit à partir de l’équation continue monofluide de tem-

Tableau 4.3 – Paramètres physiques utilisés par défaut dans chaque simulation

Liquide Vapeur
ρcp JK−1 m−3 7,03 × 104 7,03 × 105

λ WK−1 m−1 5,50 × 10−2 1,55 × 101

L m 0,02
α − 0,06

nbulle − 1
v ms−1 0,20

Tableau 4.4 – Paramètres numériques utilisés par défaut dans chaque simulation

Db/∆x − 30
∆x m 3,91 × 10−5

CFLmax − 0,50
Fomax − 0,50
∆t (lim. par Fo) s 5,56 × 10−6

Schéma temporel RK3
Schéma convection QUICK
Schéma diffusion Centré 2

pérature dans le domaine. Il est discrétisé en intégrant sur les volumes élémentaires
de la manière suivante :

∂

∂t

(
1

Vcell

∫

Vcell

TdV

)

= −
∮

Scell

Tv · ndS −
(

αl

ρcpl
+

αv

ρcpv

)∮

Scell

q · ndS. (4.19)

Dans cette formulation, présentée en Sec. 1.5.1, les températures sont connues au
centre des mailles, et les gradients aux faces.
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Tableau 4.5 – Paramètres numériques utilisés pour la référence (sans convection)

Db/∆x − 59
∆x m 2,00 × 10−5

CFLmax − -
Fomax − 0,50
∆t (lim. par Fo) s 9,10 × 10−8

Schéma temporel RK3
Schéma convection -
Schéma diffusion Centré 2

4.3.1 Étude de convergence numérique de la perte d’énergie

Ici seule la convergence en temps est regardée. La convergence spatiale est
étudiée en Sec. 5.2.2. La simulation est lancée sur 0,10 s avec une taille de maille
∆x = 7,00× 10−5 m. La Fig. 4.24 montre pour les profils de température ne se
rapprochent pas de la référence quand le pas de temps est plus petit. L’étude de
la convergence en pas de temps mène donc à la conclusion qu’un pas de temps
plus petit ne réduit pas la perte d’énergie. Lorsque l’on augmente le nombre de
pas au cours d’une simulation, la perte d’énergie globale cumulée tend à être plus
importante. La relation observée sur la Fig. 4.25 est décroissante en fonction de la
valeur du pas de temps, conduisant à une perte énergétique limite pour un pas de
temps infiniment petit qui peut être estimée à 7903 J/m3 pour ce maillage.

4.3.2 Études de l’influence respective des erreurs de convec-
tion et de diffusion sur la perte d’énergie

L’étude est réalisée avec les paramètres physiques reportés Tab. 4.3 à l’excep-
tion de la vitesse qui varie selon les valeurs reportées Tab. 4.6, et les paramètres
numériques reportés Tab. 4.4. Le temps de simulation utilisé est d’une seconde.
L’objectif de cette étude est de comprendre l’origine de la perte d’énergie obser-
vée dans un essaim de bulles 3D présenté Sec. 5.2.1. Afin de ne pas modifier le
comportement de la diffusion, le seul paramètre qui est ajusté pour comprendre le
rapport d’influence sur la perte d’énergie de la convection et de la diffusion est la
vitesse constante de convection des bulles ici.

La Fig. 4.26 montre des profils de température superposés pour comparer les
solutions après une seconde de convection et de diffusion du créneau initial de
température. La bulle est représentée par la partie grisée et l’échelle en x est
adimensionnée par rapport à celle-ci. Les profils de température des simulations
à plus grande vitesse ont une température plus faible dans la phase vapeur. Il ne
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Figure 4.25 – Convergence en temps, perte d’énergie en fonction du pas de temps.
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Tableau 4.6 – Vitesses utilisées pour l’étude de l’influence de la convection sur
la perte d’énergie

v
m/s

0,00
0,01
0,02
0,05
0,20
0,30
0,50

semble toutefois pas s’agir d’une simple diffusion numérique de la température. En
effet, une simple diffusion numérique aurait mené à une température plus élevée
dans le liquide pour des simulations ayant une température plus faible dans la
vapeur. Il s’agit donc d’une perte d’énergie thermique, et celle-ci semble d’autant
plus importante que la vitesse de convection est élevée (à même diffusion).

L’évolution de l’énergie en fonction du temps tracée sur la Fig. 4.27 permet bien
de constater que l’énergie thermique est perdue au cours du temps dans toutes les
simulations — à l’exception de celle où il n’y a pas de convection qui présente une
perte négligeable devant le reste — et que la vitesse augmente cette perte d’énergie
thermique de manière systématique.

L’évolution de cette perte d’énergie en fonction de la vitesse est présentée sur
la Fig. 4.28. La perte d’énergie augmente très vite pour des petites vitesses, puis
semble croître lentement pour des vitesses plus importantes. À la vitesse corres-
pondant à notre simulation d’essaim en trois dimensions (avec une vitesse relative
ur = 0,20m/s), la perte est aux alentours de 34%. Pour réduire la perte à 10% il
faudrait diviser cette vitesse par un facteur 10, cela correspondrait à un nombre de
Reynolds de bulle très faible ne faisant pas apparaître de phénomènes turbulents.

Il est intéressant de remarquer qu’en traçant sur la Fig. 4.29 l’énergie dans la
simulation en fonction de la distance parcourue par la bulle, les courbes semblent
correspondre. Ainsi le facteur de similarité serait la distance parcourue par la bulle.
Cela signifie que même en étudiant des phénomènes à faible vitesse, si la simulation
vise à observer la bulle parcourir une grande distance, la perte d’énergie thermique
est tout de même importante.

Plusieurs conclusions peuvent en être tirées. Tout d’abord, la convection de la
température est prépondérante sur la perte d’énergie. Ensuite, la solution de la
simulation sans convection présente une perte d’énergie complètement négligeable
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Figure 4.26 – Profil de température selon la vitesse au bout de 1s.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t[s]

20000

25000

30000

35000

40000

45000

E0

E
to
t[
J
/m

3
]

v = 0.00m/s

v = 0.01m/s

v = 0.02m/s

v = 0.05m/s

v = 0.20m/s

v = 0.30m/s

v = 0.40m/s

v = 0.50m/s

Figure 4.27 – Évolution de l’énergie dans le volume selon la vitesse.
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Figure 4.28 – Perte d’énergie en fonction de la vitesse constante de convection.
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Figure 4.29 – Évolution de l’énergie en fonction de la distance parcourue par la
bulle.
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par rapport aux autres simulations et elle présente un profil de température qui
reste symétrique, ce qui était attendu car l’opérateur de diffusion est symétrique.
Des simulations sans convection sont donc utilisées sur des maillages plus fins en
tant que référence dans la suite. Enfin, la correction de ces pertes d’énergie est
inévitable pour mener à bien une simulation satisfaisante avec de tels sauts de
propriété.

4.3.3 Étude de l’influence des paramètres physiques sur la
perte d’énergie

Afin de caractériser le problème de perte d’énergie, une étude est faite sur
les paramètres physiques de la simulation. Pour cela, les nombres adimensionnés
suivants sont définis :

— λl/λv le rapport des conductivités thermiques, qui pilote le rapport des
pentes à l’interface,

— ρcpl/ρcpv le rapport des capacités thermiques massiques, qui pilote l’inertie
thermique d’une phase en rapport à l’autre.

Ensuite l’effet de la diffusivité thermique du liquide sur l’énergie est étudié,
en gardant des rapports constants de propriétés thermiques liquide/vapeur. Ce
paramètre reste dimensionné dans la mesure où cet écoulement ne définit pas
vraiment un nombre de Reynolds car il n’y a pas de vitesse relative d’écoulement
entre les deux phases et qu’un nombre de Prandtl ne peut pas vraiment être défini
pour la même raison.

L’étude de perte d’énergie en fonction des rapports de λ et de ρcp est réalisée
sur la grille de paramètres présentée Tab. 4.7. Cette grille ne couvre que la partie
ou la vapeur est plus conductive et présente une plus grande inertie que le liquide.
Cela peut paraître surprenant, mais cela répond à notre volonté de simuler du
changement de phase en forçant la température à être constante et uniforme dans
les bulles par des propriétés particulières.

La Fig. 4.30 représente la perte d’énergie relative dans la simulation au bout
de 0,20 s selon la grille de paramètres. Ces simulations sont réalisées pour κl =
7,83× 10−7 m2/s. Plusieurs choses peuvent êtres remarquées.

— D’abord, quand le rapport de capacité thermique est de 1,00, il n’y a quasi-
ment aucune perte d’énergie. Cela confirme que la perte d’énergie vient de
la division par ρcpa dans l’Éq. (5.25).

— Ensuite, l’évolution de la perte d’énergie n’est pas monotone en fixant l’un
des deux paramètres. Elle semble donc difficile à interpréter en tant que
valeur intégrée sur le domaine.

— Enfin, une tendance se dégage tout de même : pour une valeur suffisamment
faible du rapport de conductivité thermique, plus celle-ci est petite, plus les
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Tableau 4.7 – Grille des rapports de conductivité et de capacité utilisés. Le cercle
représente les rapports visés.

ρcpl/ρcpv
0,001 0,01 0,1 0,5 1,0

λl/λv

1,00 X X X X X
1,00 × 10−1 X X X X X
1,00 × 10−2 X X X X X
3,55 × 10−3 X X © X X
1,00 × 10−3 X X X X X
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Figure 4.30 – Heatmap de la perte relative d’énergie selon les rapports de ρcp et
de λ au bout de 0,20 s.
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pertes sont importantes.

Trois profils de température sont comparés sur la Fig. 4.31, associés à leur
solution de référence (sur un maillage plus fin et sans convection) pour des rapports
de λ différents avec le même rapport de capacité thermique. Plus ce rapport est
important, plus le profil de température dans la bulle est symétrique. Cela est dû
au fait que la diffusion étant plus importante dans la vapeur, la température est
davantage forcée au même niveau. Mais si la forme symétrique est plus proche de
la solution, cela se fait au détriment de la valeur de température. En effet il semble
que la température dans la bulle est pilotée par la température la plus basse à
l’interface. Ainsi, quand un déséquilibre numérique se produisait entre l’amont et
l’aval de la bulle avec un certain λ, ce déséquilibre disparaît avec un λ plus fort,
mais la solution s’aligne sur la valeur la plus basse (qui ne correspond pas à la
température de référence).
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Figure 4.31 – Profils de température pour ρcpl/ρcpv = 0.1 au bout de 0,20 s.



144 FluidDyn : simulation de transferts thermiques en 1D

-1 0 1 2

x/Db

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

T

ρCpl/ρCpv = 1.00

ρCpl/ρCpv = 0.50

ρCpl/ρCpv = 0.10

ρCpl/ρCpv = 0.01

Ref

Figure 4.32 – Profils de température pour λl/λv = 0.00355 au bout de 0,20 s.

Tableau 4.8 – Valeurs de diffusivité thermique κl = λl/ρcpl utilisées.

κ
m2/s

7,83 × 10−8

3,91 × 10−7

7,83 × 10−7

1,57 × 10−6

3,91 × 10−6

7,83 × 10−6
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Figure 4.33 – Profils de température pour ρcpl/ρcpv = 0.1 et λl/λv = 0.00355 au
bout de 0,20 s.
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Figure 4.34 – Perte d’énergie en fonction de κ au bout de 0,20 s.
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Conclusions

Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, la mise en place du code 1D FluidDyn est présentée. Ce
code s’inscrit dans le cadre d’une recherche extensive sur les schémas numé-
riques pour le front-tracking dans le cadre des transferts thermiques. L’ar-
chitecture générale du code est exposée. Cette librairie permet de résoudre
des problèmes diphasiques en front-tracking et utilise des schémas spatiaux
volumes finis et temporels type Euler explicite ou Runge-Kutta d’ordre 3.
Ces schémas sont validés dans des cas simples pour déterminer leur bon
ordre de convergence. Puis un cas complet monophasique est étudié pour
validation générale. Ensuite, plusieurs études sont menées dans un cas di-
phasique avec saut de propriétés et apportent des éclaircissements et des
résultats nouveaux :

— La sur-contrainte du pas de temps n’apporte pas de convergence.
— La méthode de résolution de la formulation en température mono-

fluide perd d’autant plus d’énergie que le rapport des λ est élevé à
rapport de ρcp constant.

— Quel que soit le jeux de paramètres choisis, la perte en énergie est im-
portante et la convergence en maillage qui correspond à une résolution
acceptable n’est pas atteignable avec une formulation monofluide.

FluidDyn est une base légère et souple qui sert à développer et valider de
nouveaux schémas de convection-diffusion pour des écoulements à bulles. Ce
code est utilisé Chap. 5 et Chap. 6 dans ce cadre.
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Introduction

Heat transfer simulations in turbulent bubbly flows take an increasing place
in numerous domains, such as naval propulsion, vapour generation, simulation of
accidents in nuclear power plant. This article concerns the numerical formulation
of heat transfer calculations in incompressible bubbly flows without phase-change
nor wall for large scale simulation, and especially the treatment of discontinuous
properties. This kind of simulation consists in approximating the local variables of
the flow at different times on a grid of points. In the case of a large scale simulation
of a two-phase flow, the interface is also simulated. The interface calculation,
in order to treat discontinuities is of primary importance. Several methods are
actively used and none of them seem to take precedence in the literature. Few
methods are purely Eulerian, and does not rely on the interface position [26],
but they present interface diffusion issues. The most widespread sharp method
is the Volume of Fluids (VOF), introduced by Hirt and Nichols [39]. In this
method, a colour function (with a value of one in the liquid and zero in the gas) is
convected. It holds great simplicity, and it regularizes the discontinuous properties,
allowing a stable resolution. But this regularization is artificial, so the interface
needs a reconstruction method. Various improvements of this method have been
proposed [59], [1], [68], [57]. To improve the interface tracking, Tanguy et al. [86]
and Tryggvason, Scardovelli, and Zaleski [97] refer to the level set (LS) method. In
this paradigm, the interface is represented by a signed 3D distance function. This
function is also convected. Different variations of this method exist, such as the
coupling of VOF and LS by Sussman et al. [81], or the CLS method by Olsson and
Kreiss [66] and Olsson, Kreiss, and Zahedi [67], or ACLS by Desjardins, Moureau,
and Pitsch [24] and Desjardins and Moureau [23]. Some efforts have also been
made to develop this method on unstructured grids by Balcázar et al. [4].

Benchmarks of the different methods was done by Boniou, Schmitt, and Vié
[12] and Tanguy et al. [85]. Both VOF and LS are used with various interfacial
reconstruction possibilities. The most common reconstruction is the PLIC (Piece-
wise Linear Interface Construction) method presented by Youngs [101]. Higher
order reconstructions were proposed by Scardovelli and Zaleski [78]. A benchmark
of different interface reconstruction methods was done by Aulisa et al. [3]. Those
methods are not used in this article, but some numerical schemes are inspired
from them. Another popular interface calculation method is the front-tracking
(FT) method developed by Glimm et al. [36, 35], and further improved by Un-
verdi and Tryggvason [98], Tryggvason et al. [96], and Tryggvason, Scardovelli,



Introduction 149

and Zaleski [97]. Its advantages are the precise description of the front for the cal-
culation of surface tension forces and the control over topological changes; it does
not need an interface reconstruction method afterwards. Thus, it holds greater
precision. Besides, the phase indicator function and physical properties can be
considered sharply, without artificial thickening further than the cell size. The
drawbacks mainly consist in the difficult implementation of the algorithm and its
computational cost. In this method, the interface localization is known with high
precision, but the evolution of discontinuous properties is not synchronized with
the evolution of volumetric fields (such as velocity or temperature). This leads to a
conservation issue or even instabilities in some schemes, as we shall see respectively
in Sec. 5.2.1 and 5.3.1.

In addition to the choice of the numerical method to deal with the interface
a discretization has to be chosen. Some use a modified Finite Element Method
to tackle the discontinuity and conservation issues such as Garajeu and Medale
[33]. This method has a good geometrical flexibility in three-dimensional cases
with a good accuracy. In this article the finite volume (FV) method is considered,
it is one of the most common methods used. It has the property to conserve the
transported value. The equations are integrated over small volumes (in our case,
a regular mesh of hexahedral volumes in 3D), divergence terms are changed into
the integral of fluxes over the faces of the cell (thanks to Gauss’s theorem). This is
fully illustrated in Sec. 5.1. The other classical method used is the finite difference
method [25, 12, . . . ].

The discontinuity of the fluid properties across the interface can be handled
with different methods. Usually, the grid discretization does not correspond to
the interface localization. When an interfacial condition has to be satisfied across
the interface, the ghost-fluid method is commonly used to tackle the discontinu-
ity of velocity for compressible or incompressible flows with phase change. The
ghost-fluid method was introduced by Fedkiw et al. [31] and applied to the VOF
paradigm. It was later improved in [2], [24] and [51]. It was also successfuly
adapted to the LS framework by Tanguy, Ménard, and Berlemont [84] and Gi-
bou et al. [34], and enhanced by Li et al. [51]; Terashima and Tryggvason [87]
and Donghong et al. [28] introduced it in the FT framework. Another method to
treat interface conditions is the one-fluid integrated formulation described in Pros-
peretti and Tryggvason [73], Toutant et al. [90] and [62] and used in [7]. In this
method, fluid properties are expressed as a continuous function of the volume frac-
tion of the fluid in the cell. This method is at the foundation of some formulations
presented in this article.

All those methods have to tackle the issue of thermal energy conservation,
which is particularly difficult to attain in heat transfer because of the jump of
properties at the interface. Several studies and proposition were made, but mostly
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with a VOF method and with phase change [57, 103]. The aim of the article is to
present the limitations of various formulations in the finite volume front-tracking
framework, and to propose improvements. By formulation, we do not mean the
specific discretization used to interpolate the values where needed, but rather the
way the local thermal equation is written just before its integration on a cell vol-
ume (finite volume method) and in time. As represented on Fig. 5.1, a complete
formulation involves multiple coherent choices and approximations. At each step,
several choices are possible. This complexity is mainly due to the discontinuity of
the fluid properties. The issue of thermal energy conservation can be compared
to the conservation of momentum in simulations where there is a discontinuity
of density and viscosity which has been a topic of more publications [57, 24, 99]
in particular for studies on droplets or liquid jet fragmentation. Some simula-
tions were made with a jump of thermal properties (O(10 − 50) in Dabiri and
Tryggvason [21]), especially in the field of thermocapillary simulations (Nas and
Tryggvason [64] and Nas, Muradoglu, and Tryggvason [63]). But these simulations
do not specifically concern heat transfer at the interfaces, nor directly observe the
conservation of thermal energy. Ma and Bothe [56] propose a solution in the VOF
scheme to suppress the energy conservation issue, and analyse a simulation using
this scheme for a small discontinuity ratio of heat mass capacity and conductivity
(1/2).
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Local formulation choice

Energy conservation or tempera-
ture variations.

Space and time integration

schemes

Approximations of the integrals
of products with discontinuous
terms.

Discretisation

• Interpolation of fluxes (convec-
tion and diffusion) at the faces.

• Temporal integration of discon-
tinuous properties.

Figure 5.1 – Steps necessary to get a co-
herent formulation

The paper is organized as follows. In the first part, the classical one-fluid formu-
lation is presented for heat transfer resolution (Sec. 5.1). Then, in Sec. 5.2 several
3D simulations are done in this paradigm using TrioCFD-IJK [95] to demonstrate
first the improvement of the one-fluid formulation in a purely diffusive case, and
second the drawbacks of this formulation on the thermal energy conservation when
convection is also involved. In Sec. 5.2.2 this observation is reproduced with a 1D
code FluidDyn [80], which aims to test and evaluate easily several formulations.
Different tests are made in order to characterize the origin of the energy loss: one
on the effect of different space interpolation schemes and one on the evolution of
the energy loss depending on the space and time steps. Finally, in Sec. 5.3, several
new formulations are presented in the front-tracking, finite volume paradigm; they
are tested on the same case as in Sec. 5.2 and compared with each other.
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5.1 Mathematical formulation of the Temperature
One-Fluid method (TOF)

In this section, a complete formulation and the process to obtain it is presented.
This formulation is a way to compute the evolution of the temperature field in a
one-fluid paradigm with a staggered grid representation. Few improvements are
made from the classical one-fluid formulation presented by Tryggvason, Scardovelli,
and Zaleski [97], see Eq. (5.19). Their benefits are illustrated in Sec. 5.1.8.

5.1.1 Front-tracking method (FT)

The FT method is used in direct numerical simulations of bubbly flows with
a growing success. It brings more complexity than LS methods, which explains
why it is less widespread, but it can reach more accuracy. FT does not lead
to numerical diffusion of the interface position and discontinuities can thus be
considered sharply, without smearing. This method consists in using a Lagrangian
mesh, made of triangular elements, to represent the interface between liquid and
gas phases (see Fig. 5.2). The markers of this mesh are moved by interpolating
the velocity from the Eulerian mesh to the Lagrangian mesh. Then, the phase
indicator function, computed on the Eulerian mesh, is calculated according to the
volume rate of each phase in each cell. To know where the liquid and gas are, an
algorithm of connex components is used. Thus, the indicator is 1 in the bubble,
0 outside, and has an intermediate value in cells crossed by the interface. The
treatment of those so-called two-phase cells is of great importance as shall be seen
in the rest of the paper. Indeed, it is necessary to prevent the diffusion of the
physical characteristics between the two phases. The phase indicator function χk,
with the indices k corresponding to the phase in which the indicator equals one, is
governed by the following transport equation:

∂χk

∂t
+ vk ·∇χk = 0 (5.1)

5.1.2 Hypotheses on the flow dynamics

In each phase For the flow dynamics, the following phenomena are considered
in each phase:

— The fluid is incompressible, the divergence of the velocity field is therefore
zero.



5.1. Mathematical formulation of the Temperature One-Fluid method (TOF) 153

Figure 5.2 – Lagrangian mesh over the bubble and slices of the Eulerian mesh,
coloured respectively by the curvature and integrated phase indicator function.

— The viscous force follows Newton’s law of proportionality to the stress ten-
sor.

— Gravity acts in a constant and uniform manner.
— There is no phase-change and the temperature has no effect on the flow

dynamics, so the density and the viscosity are constant and uniform per
phase. Such flows have the advantage of making the velocity and inter-
faces independent of the thermal fields. Thus for the same flow dynamics,
depending on the material properties of the bubble phase and the liquid
phase, different thermal solutions are obtained.

Naviez-Stokes equations in each phase under these assumptions are written:

∇ · vk = 0, (5.2)

∂ρkvk
∂t

+∇ · (ρkvkvk) = −∇p+ ρkg +∇ · (µk∇vk). (5.3)

At interfaces The surface tension force is characterized by a constant and uni-
form surface tension coefficient σ on the surface of the bubbles. This coefficient is
supposed independent from the temperature, because of the nature of the flow we
aim to model in future works: a boiling flow. Consequently, Marangoni’s effects
are not considered.



154 CHAPTER 5. Conservation de l’énergie avec saut de propriétés

Consequences Under those hypotheses, the conditions at the interfaces on the
velocity field and the mass field are the following.

— Because of the viscosity, there is continuity of the tangential speed.
— As there is no phase change, the normal speed at the interface is continuous.
— As the flow is also incompressible, there is no volume change of the simulated

liquid and gas in the domain.

These relations are written as follows,

vlI = vvI (5.4)
∑

k

T
k
· nkI

= σκnvI
, (5.5)

with T
k
= −pkI + µk

(
∇vk +∇

⊤vk
)

the stress tensor, κ = ∇s · nvI
the local

interface curvature and nvI
the normal vector to the interface directed towards the

liquid phase.

5.1.3 Temperature equation in the local one-fluid paradigm

In this section, we focus only on the description of the evolution of the tem-
perature field. The complete set of equations fully describing the evolution of the
two-phase mixture is given in Sec. 5.2.1 by the equation system (5.26). Under the
hypothesis that

— the thermal energy production due to viscous dissipation is neglected,
— the conductive heat flux can be written using the Fourier law q

k
= −λk∇Tk,

one can write in phase k:

∂Tk

∂t
+∇ · (Tkvk) =

1

ρkcpk
∇ · (λk∇Tk) (5.6)

The corresponding interfacial jump conditions associated to this temperature trans-
port equation are given by the temperature continuity

Tk|I = TI (5.7)

and the equality of interfacial fluxes:
∑

k

λk ∇Tk|I · nkI = 0 (5.8)
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The interfacial jump of normal velocity is null in this case because phase change
is not considered: ∑

k

vk · nkI = 0 (5.9)

One-fluid variables are defined over the whole domain (over both phases) by

T =
∑

k

χkTk λ =
∑

k

χkλk

ρcp =
∑

k

χkρkcpk v =
∑

k

χkvk
(5.10)

in order to obtain the following equation using Eq. (5.1) and after applying the
interfacial jump conditions (5.7), (5.8) and (5.9):

∂T

∂t
+∇ · (Tv) =

1

ρcp
∇ · (λ∇T ) (5.11)

This method was introduced by Kataoka [44] for the equation of movement and
the same method was used on the temperature field by Morel [62].

5.1.4 Numerical resolution of the flow dynamics

The one-fluid Navier-Stokes equations are written as follows:

∇ · v = 0 (5.12)

∂v

∂t
+∇ · (vv) = −1

ρ
∇p+

1

ρ
∇ ·

(
µ
(
∇v +∇

⊤v
))

+ g − 1

ρ
σκnvI

δI (5.13)

These equations are discretized and solved in finite volumes. The finite volume
form of the one-fluid momentum equation Eq. (5.13) is written:

1

V

∫

dV

∂v

∂t
dV =

1

V

(

−
∮

S

v v · ndS

+
1

ρa

∮

S

(
µ
(
∇v +∇

⊤v
)
− pI

)
· ndS

+

∫

V

gdV − 1

ρa

∫

SI

σκnIdS

)

,

(5.14)

with V the volume of a dual cell, S its closed surface, SI the interfacial area
contained in the dual cell and ρa the arithmetic averaged density in a dual cell.
As explained in Cluzeau, Bois, and Toutant [18], the Navier–Stokes equations are
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then solved by a projection method (Puckett et al. [74]) using respectively fourth-
order and second-order central differentiations for evaluation of the convective
and diffusive terms on a fixed, staggered Cartesian grid. Fractional time stepping
leads to a third-order Runge–Kutta scheme (Williamson [100]). In the two-step
prediction–correction algorithm, a surface tension source is added to the main
flow source term and to the evaluation of the convection and diffusion operators in
order to obtain the predicted velocity (see Mathieu [60] for further information).
The surface tension is computed geometrically from the mesh curvature based on
the surface divergence of the interface normal vector. Then, an elliptic pressure
equation is solved by an algebraic multigrid method to impose a divergence-free
velocity field. TrioCFD has already been used for two-phase (Toutant et al. [94],
Toutant et al. [92, 93], Toutant, Mathieu, and Lebaigue [91], Bois et al. [11], Bois
and Cluzeau [10], Bois [8], and Cluzeau, Bois, and Toutant [18]) and single-phase
(Chandesris and Jamet [16] and Dupuy, Toutant, and Bataille [30]) flow studies.

5.1.5 Finite volume, formulation choices

In this part, details of the numerical schemes are discussed, with a particu-
lar emphasis on the interpolation of the discontinuous variables such as physical
properties. The finite volume methods consist in integrating the diffusion con-
vection equation (5.11) over each control volume. The integrated values are later
assimilated to the values at the centre of the cell to calculate the values at the
faces (convective and diffusive fluxes). The integration of Eq. (5.11) over a control
volume Vcell using Gauss’s theorem gives

∂Tm

∂t
= − 1

Vcell

∮

Scell

Tv · ndS +
1

Vcell

∫

Vcell

1

ρcp
∇ · (λ∇T )dV (5.15)

with Tm = 1/Vcell

∫

Vcell
TdV the mean temperature on a control volume. But in

this expression, the diffusive term is not expressed as the integral of a flux over a
surface. In order to do so, the following approximation is used

∫

Vcellk

∇ · (λ∇T )dV ≈ Ik

∫

Vcell

∇ · (λ∇T )dV (5.16)

which leads to
∫

Vcell

1

ρcp
∇ · (λ∇T )dV =

1

ρcph

∫

Vcell

∇ · (λ∇T ) (5.17)
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where Ik = 1/Vcell

∫

Vcell
χkdV is the volume rate of phase k in the cell, and ρcph is

the harmonic mean of the mass heat capacity defined by:

1

ρcph
=

Il
ρcpl

+
Iv
ρcpv

(5.18)

To the best of our knowledge, this expression is original, the usual mean used
being a classical arithmetic mean, ρcpa = Ilρcpl + Ivρcpv. This new expression is
used with success in simulations without convection (on a comparison with Panda
et al. [69], see Sec. 5.1.8). Finally, the diffusive term is expressed as

1

ρcph

∮

Scell

λ∇T · ndS (5.19)

which leads to the following finite-volume integration of the temperature equation:

∂Tm

∂t
= − 1

Vcell

∮

Scell

Tv · ndS +
1

Vcell

1

ρcph

∮

Scell

λ∇T · ndS (5.20)

5.1.6 Discretization, finite difference interpolation

Once the simplification of the diffusion is made, one has to express the con-
vective and diffusive fluxes as functions of the mean temperature over the control
volume of several cells. In the framework of the staggered grid finite difference
method, the scalar values (pressure, temperature, physical properties, phase in-
dicator, etc.) are represented at the cell centres, and their space derivatives are
located at the faces of the elementary volumes. Thus, the velocity is at the faces
of those elements whereas the temperature is located at their centre. Hence, in
Eq. 5.21, because of the staggered representation, the interpolation of the different
fluxes has to be chosen

∂Tm

∂t
= − 1

Vcell

∑

f

TfvfSf +
1

Vcellρcph

∑

f

qfSf (5.21)

with the indices f indexing the faces of the cell, vf = vf ·nf and qf = (λ∇T )f ·nf .

Convection To calculate the convective term
∫

Vcell
∇ · (Tv)dV =

∮

Scell
Tv · ndS

at the faces (S) it is necessary to interpolate the temperature from the centres of
the volumes to the faces. The integral is calculated as:

∮

Scell
Tv · ndS ≈∑f TfvfSf

with vf = vf · nf . The following numerical schemes are used in the rest of the
article to calculate Tf :

— The upwind scheme is the lowest order stable scheme for convection. It has
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the advantage of being non-oscillatory and stable, but it leads to a very
large numerical diffusion compared to higher order schemes. It is also used
by Boniou, Schmitt, and Vié [12] near the interfaces.

— The QUICK scheme uses a stencil of size 3. It takes into account 2 upstream
values and one downstream. Thus, to interpolate the value at face i + 1/2
if the velocity component is positive in this direction, the values of cells
{i−1; i; i+1} are used. The interpolation is non-linear as it is corrected
by slope limiters. It was introduced by Leonard [50].

— The WENO scheme uses a stencil of size 5 and is non-oscillatory, which gives
it an advantage over the QUICK type scheme. In the case where the velocity
is positive at face i + 1/2, the temperature is interpolated at this location
using the values of the cells {i − 2; i − 1; i; i + 1; i + 2}. Three
linear interpolations are calculated with the stencils {i − 2; i − 1; i},
{i − 1; i; i + 1} and {i; i + 1; i + 2}. Then, non-linear coefficients
are calculated to weight the results of those 3 interpolations and form the
final value. It was introduced by Liu, Osher, and Chan [52], [102].

Diffusion The diffusive term is written as the product of the facial harmonic
mean of the thermal conductivity λhf

and the temperature gradient ∇fT . The
values of λh and Tm are known at cell centres. Face values λhf

and ∇fT must be
deduced from them. The treatment of λf is handled in the part on discontinuous
properties below. For the assessment of the discontinuous temperature gradient
at the face ∇fT , a centred linear discretization of order 2 is used as described in
Eq. (5.22). This scheme is classical for a discretization of a gradient to faces. It
has a stencil of size two.

∇fT =
Tmi+1

− Tmi

∆x
(5.22)

Discontinuous properties The interpolation of the thermal conductivity λ to
faces is done with the following method. First, the value of the conductivity at the
cell centre is chosen such that 1/λh = Il/λl + Iv/λv where the subscript h denotes
the harmonic mean as stated by Patankar [70]. Then, this variable is evaluated at
multiple cell centres, which are marked with the subscript i. Finally, the value of
the thermal conductivity λ can be interpolated from the cell centres with a second
order harmonic centred interpolation as in Eq. (5.23). This scheme is particular
in the case of interpolation of the conductivity which is piecewise constant and
strongly discontinuous. Actually it corresponds to the harmonic mean of λ using
a linear interpolation of the void fraction at the face.

λhf
= 2

λhi
λhi+1

λhi
+ λhi+1

(5.23)
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In this formulation, 1/ρcph does not require interpolation because it is needed
at cell centres.

5.1.7 Temporal integration

In direct simulations of interfacial flows, time integration is usually explicit
due to the natural limitations of the sharp properties’ variations that strongly
constrains the time step. For more accuracy a third-order Runge-Kutta method
with low memory borrowing from Williamson [100] is used, but in this article for
the simplicity of the notations all temporal discretizations are written using the
Euler explicit scheme. Moreover, all results presented use the Euler scheme when
it is not specifically expressed otherwise. The time step is limited by the CFL and
Fourier numbers.

Integrating Eq. (5.21) over a time step ∆t, one gets:

T (n+1)
m − T (n)

m = − 1

Vcell

∫

∆t

∑

f

TfvfSfdt+
1

Vcell

∫

∆t

1

ρcph

∑

f

λhf
∇fTSfdt (5.24)

After discretization with an Euler time scheme, Eq. (5.24) becomes:

T (n+1)
m − T (n)

m = − 1

Vcell

∑

f

T
(n)
f v

(n)
f Sf∆t+

1

Vcell

1

ρcp
(n)
h

∑

f

λ
(n)
hf

∇fT
(n)Sf∆t (5.25)

5.1.8 Heat diffusion around a single bubble

In this section a 3D simulation of a single bubble was made. The set-up is
the same as that presented by Panda et al. [69]. The whole simulation is without
velocity as the bubble is static. Initially the temperature of the bubble is different
from the temperature of the surrounding fluid. A thermal property jump is set
between the bubble and the fluid. As the simulation is symmetric, the results are
shown along the radius of spherical coordinates. The simulation was made in order
to test the different possibilities of means (arithmetic and harmonic) in the TOF
formulation and their effects. A temperature reference solution was computed
in 1D with the semi-analytical method described in [69]. The temperature is
initialized at T0 = 373K and T1 = 273K. The time step for the 1D case (in
spherical coordinates) is chosen to be ∆t1D = 2,00× 10−4s and is coupled with
a grid resolution Db/∆r = 80 which has led to convergence according to Panda
et al. [69].

In these simulations the heat transfer properties, i.e. the thermal conductivity
λ and the mass heat capacity ρcp are constant and uniform in each phase. The
profiles of temperature at different times are reported on Fig. 5.3. The grey part
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corresponds to bubble’s inside while the white part is for the surrounding fluid.
In Figs. 5.3a and 5.3c, the ratio of thermal conductivity is λin/λout = 200 (“in”
means inside the spherical grey part, i.e. r < Db or r̃ < 1) and the heat capacity is
constant. In Figs. 5.3b and 5.3d, the ratio of heat capacity is ρcpout/(ρcpin) = 200
and the thermal conductivity is constant. Those ratios are choosen so that the
temperature in the phase r > Db stays almost constant and that the interfacial
temperature is close to the bubble temperature.

Figure 5.3 clearly shows that the harmonic mean of 1/ρcp (see Eq. (5.20)) gives
good results, contrary to the arithmetic one.

5.2 TOF formulation, a conservation issue

At first, the lack of conservation of the integrated TOF formulation is shown
on a 3D homogeneous bubbly flow in Sec. 5.2.1. Then, in Sec. 5.2.2, a similar
one dimensional simulation with temperature convection and diffusion is made in
order to demonstrate that this case induces an equivalent energy loss. It justifies
the use of one-dimensional simulations in this paper, in particular to study the
effect of the convection interpolation scheme (Sec. 5.2.2) and to characterize mesh
convergence (Sec. 5.2.2). Those analyses lead to the conclusion that the use of a
better scheme with a finer mesh is not sufficient to achieve a reasonable energy
conservation in cases with large property discontinuities.

5.2.1 A homogeneous bubbly flow

This simulation was made in the objective to quantify the conservativeness of
the TOF method in the bulk of bubbly flows.

The hypotheses stated in Sec. 5.1.3 lead to the following one-fluid equation
system

∂χk

∂t
+ v ·∇χk = 0

∇ · v = 0

∂v

∂t
+∇ · (v v) = −1

ρ
∇p+ g +

1

ρ
∇ ·

(
µ
(
∇v +∇

⊤v
))

+
1

ρ
σκn δI

∂T

∂t
+∇ · (Tv) =

1

ρcp
∇ · (λ∇T )







(5.26)

with p the pressure, g the gravity acceleration, µ the dynamic viscosity, σ the
surface tension coefficient and κ the bubble local curvature. It is important to
note that the only choice in the equation system (5.26) that has a consequence
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Figure 5.3 – Study of the impact of the use of arithmetic or harmonic means
for 1/ρcp and λ. r̃ = r/Db is the non-dimensional radius and Θ is the non-
dimensional temperature. The temperature profiles are represented at different
simulation times (s) both using TrioCFD-IJK and the semi-analytical solution
(1D-FD presented by Panda et al. [69]).
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over the study of the formulation for the temperature equation is that of the
incompressibility.

Set up

Geometry The simulation is periodic in any direction and the computational
domain is described in Tab. 5.3.

Initial conditions Initially the velocity field was established without any tem-
perature field calculation. Bubbles were uniformly distributed to create a void
fraction of α = 6% (see Tab. 5.2). The temperature is initially set unity in the
bubbles and zero in the liquid.

Parameter values The set-up was chosen so that the temperature in the bubble
remains more or less constant, i. e.,with a higher diffusivity and heat capacity in
the bubbles than in the liquid. Parameters are constant by phase and reported in
Tab. 5.1. The subscript b stands for “bubble”. For the flow dynamics, parameters
are identical to the case at Reb = 400 in Cluzeau et al. [20], with Reb = ρlurDb/µl

and ur the mean relative velocity between the liquid and the gas (l denotes a liquid
value). In Tab. 5.2, the Eötvös number (Eo = ∆ρgD2

b/σ) refers to the deformation
capacity of the bubbles, the Prandtl number (Prl = cplµl/λl) characterizes the
thermal diffusivity with respect to the dynamic diffusivity and αv is the void
fraction of the gas (v denotes a gas value). Finally, numerical parameters are
reported in Tab. 5.3, the timestep is chosen such that the Fourier number Fo =
λmax∆t/(ρcpmin∆x2) and the Courant number CFL = u∆t/∆x are lower than 1.

Liquid Gas

ρ (kgm−3) 1,17 × 103 8,75 × 101

µ (Pa s) 3,53 × 10−4 1,35 × 10−5

λ (W m−1K−1) 5,54 × 10−2 1,54 × 101

cp (J kg−1 K−1) 6,03 × 101 8,07 × 103

σ (Nm−1) 1,81 × 10−2

g (m s−2) 9,81
Db (m) 1,00 × 10−3

Table 5.1 – Physical parameters
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Reb Eo ρl
ρv

µl

µv
Prl Prv

ρlcpl
ρvcpv

αv

400 0.636 13.4 26.2 0.384 0.00705 0.1 6%

Table 5.2 – Dimensionless quantities

nx ny nz Nb Lx (m) Ly (m) Lz (m) Db/∆x

512 128 128 57 0.02 0.005 0.005 25.6

Table 5.3 – Numerical values

Results and analysis

To exploit this DNS, statistics are taken in space (average according to the 3
spatial directions) for each phase. The time evolution of the temperature of each
phase and of the Nusselt number are illustrated in Fig. 5.4. This simulation shows
that the temperatures converge towards each other; this leads to deacreasing heat
flux and Nusselt number with time.

Nu(t) =

∫

Ab
q · ndSDb

λl∆T0Ab

(5.27)

with Ab the total area of the bubbles interface, Db their mean diameter and ∆T0 =
Tl0 − Tv0 the mean temperature difference between the phases at time t0.

The energy present in the channel Etot =
∫

Vtot
ρcpTdV is represented as a

function of time in Fig. 5.5. A very significant part of the energy is lost (about
50%).

This energy loss is far too important and it motivates further studies to find
more conservative formulations as proposed in the following.

5.2.2 A 1D periodic bubbly flow with heat transfer

In order to propose and test various formulations in this one-dimensional con-
figuration, a light research code was written in the form of a python library, called
FluidDyn, destined to solve one-dimensional flows using the front-tracking and
finite volume frameworks. In the following, simulations are done with FluidDyn.

The velocity v is considered constant, the bubbles are marked by 1D discontin-
uous functions computed as two markers for each Heaviside associated to a bubble.
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Figure 5.4 – Phase temperature and Nusselt number evolution in a homogeneous
bubbly flow as a function of time.

The domain is periodic. The only equation that is no longer trivial in this case is
the temperature equation (5.10). Its convection and diffusion terms keep the same
form as in the 3D case without becoming trivial. The major difference with the
3D case is that the velocity is now constant.

Simulation set-up

Physical parameters To obtain similar conditions as in the previous 3D anal-
ysis, the same physical parameters (λ, cp and ρ) as presented in Tab. 5.1 are
used. The simulation is carried out with the same length in the velocity direction,
Ltot = 0.02m and the same void fraction α = 6%; to satisfy those conditions in
one dimension, we have: Ltotα = NbDb. The number of bubbles and the bubbles’
diameter still needs to be adjusted. The choice was to preserve the interfacial area,
and so the number of bubbles in the 1D simulation is set to Nb = 4, then leading
to Db = 3× 10−4m. The velocity is chosen to be identical to the relative velocity
of the three-dimensional homogeneous bubbly flow, v = 0.2m/s.

Numerical parameters The number of cells in the length of the simulation
is chosen to be as in 3D i. e.,ntot = 512 and ∆x = 3.91 × 10−5m and the non-
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Figure 5.5 – Energy loss in the homogeneous bubbly flow as a function of time.
The simulation uses a RK3 time scheme and a QUICK interpolation.
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dimensional numbers for numerical convergence (the Fourier number Fo and the
Courant number CFL) are imposed by the same constraints as in 3D simulations
(see Tab. 5.4).

ntot ∆x (m) Ltot (m) α aI (m
−1) Nb Db (m) v (m s−1)

512 3,91× 10−5 0.02 6% 358 4 3× 10−4 0.2

Table 5.4 – Numerical values used in the 1D simulation aimed to reproduce the
energy loss observed in a 3D homogeneous bubbly flow.
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Figure 5.6 – Energy loss as a function of time in the equivalent 1D configuration.
The simulation uses a RK3 time scheme and QUICK interpolation, as the 3D
simulation.

Analysis of temperature profiles

As the simulation is one dimensional, the velocity is constant. It is therefore
possible to obtain a solution for the diffusion-convection problem simply by trans-
lation of the solution of the diffusion problem. This translation is x = y − vt.
Then a reference solution (termed as semi-analytical, or Ref on the figures) can be
obtained by translation of the solution of the pure diffusion problem on a very fine
grid (twice finer, with ∆x = 2,00× 10−5 m). Without convection, the simulation
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using harmonic means of properties is almost conservative in energy, as observed in
Sec. 5.1.8. We use this methodology to provide reference solutions for convection
and convection/diffusion problems. In practice, we translate the solution of the
pure diffusion problem by a distance −v∆t for the graphical comparison of the
curves. As one can see on Fig. 5.7, the TOF method leads to an under-evaluation

x/Db

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

T

Ref

TOF

Figure 5.7 – Temperature profile at t = 0.4s for the 1D simulation compared to the
semi-analytical reference. The simulation uses a RK3 time scheme and QUICK
interpolation, as the 3D simulation.

of the bubbles’ temperature, which leads to a large energy loss (see Fig. 5.6). A
loss of energy in this simulation is observed as in the three-dimensional case pre-
sented in Sec. 5.2. It encourages us in considering the test case of Sec. 5.2.2 as a
simple but meaningful test case for three-dimensional simulations. Thus, this test
case is used to evaluate new formulations using FluidDyn solver.

In all the following, 1D simulations are performed with the same parameters
as presented in Sec. 5.2.2, except for the number of bubbles which is chosen to
be one in order to increase the resolution without increasing the computational
cost. Thus, α, Ltot and ntot are kept the same, but aI and Db change, leading to a
decreasing energy loss over the same time (the exchange surface diminishes) and
an increased resolution (the number of cells per bubble diameter increases from
around 8 to 30).
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Convective schemes

This study is carried out to validate the impact of using a QUICK scheme
rather than a WENO scheme. The set-up is identical to Sec. 5.2.2 with Db =
1,20× 10−3m.

The superposition of the results on the finer meshes for the three interpolation
methods can be seen on Fig. 5.9. As expected, the WENO scheme gives the best
results, the upwind scheme is far too diffusive compared to the other two, and the
QUICK is not too diffusive. Its potential oscillatory behaviour is compensated
by the diffusion. As the energy loss is almost the same using WENO or QUICK
(see Fig. 5.8), it shows that the energy is not lost only due to the lesser capability
of the QUICK scheme. Moreover the temperature profileis are almost identical
with both schemes (see Fig. 5.9); hence the QUICK scheme is satisfactory in those
conditions and with the mesh refinement considered. This leads to the conclusion
that the enhancements that have to be made to attain greater energy conservation
are mainly not a matter of interpolation.
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Figure 5.8 – Comparison of the different convection schemes: effects on the energy.

Mesh convergence for a convection-diffusion simulation

The mesh convergence observed in Fig. 5.10 has a coefficient of approximately
−0.38. This gives us a rough idea of the number of cells per diameter the mesh will
need in order for the energy loss to be lower than 5% using a logarithmic regression.
As an example, on this short simulation time, the mesh requirement would be
Db/∆x > 700, which is approximately 30 times the number of cells per diameter
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Figure 5.9 – Comparison of the different convection schemes after a simulation
time of 0.4s using an Euler time scheme.

originally used in the 3D simulation; in three dimensions, the number of cells should
then be multiplied by 27000. Moreover, considering that in this simulation the
interfacial area is four times less than in the 3D simulation presented, reaching 5%
of energy loss would be even harder in the 3D homogeneous bubbly flow. Finally,
it should be noted that the mesh chosen for the 3D simulation gives a result almost
converged for the corresponding dynamic simulation (see [20]). Consequently, a
mesh convergence on the full three-dimensional simulation is not a satisfactory
solution to tackle the energy conservation issue.

In summary, the new formulation based on the one-fluid temperature proposed
in Sec. 5.1.7 relies on harmonic means of heat capacity and conductivity. How-
ever, even though this change gives good results in a pure diffusion case, it fails
to eliminate the large energy loss observed in a convection-diffusion case. More-
over, only few improvements can be expected from the change of the interpolation
method as observed in Sec. 5.2.2, and mesh convergence of the energy loss is really
slow compared to an acceptable mesh refinement. The conservation issue is much
more complex and has to be treated using a different formulation. In Sec. 5.3,
new temperature and energy formulations are then introduced, different from that
presented in Eq. (5.25) and used until now.
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5.3 New formulations: quest for conservative and
accurate formulations

In this section, new and original methods are presented in order to hold greater
conservativeness. First, come two formulations starting with the temperature
equation (Sec. 5.3.1 and 5.3.1). Then, two formulations using the energy equa-
tion (Sec. 5.3.2 and 5.3.2) are introduced. Those different formulations are sum-
marized in Tab. 5.5. In those formulations, the values are discretized at different
locations, notably at the cell centres, faces or at the interface in two-phase cells, see
Fig. 5.11. Each formulation is implemented in FluidDyn [80]. They are expressed
in this paper in a general three-dimensional framework, but some particularity
of the one-dimensional case are used in the implementation, especially for the
interfacial temperature and heat flux calculus, which is described in Sec 5.3.1.

Tm

n, vf

Vl, ρCpl
, λl,

Il

SI

Vv, ρCpv
, λv

Iv,
Sfv

Sfl

Figure 5.11 – Scheme of a cell illustrating the known values from which other
values are interpolated.

5.3.1 Improvement of the temperature equation integration
in the temperature formulation

The local one-fluid temperature equation used in this part is Eq. (5.11). In
Sec. 5.1, the mean values over the cell of the discontinuous properties λ and ρcp
are used. Sec. 5.2.1 showed that the main drawback of this one-fluid approach
(TOF) is that the evolution of the fluxes is inaccurate and the total energy is not
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Table 5.5 – Panel of methods used. In this table f refers to an arbitrary interpolation function, and thus f(Y )
is an interpolation using Y values taken from several cells. TOF: temperature one-fluid, EOFm: energy one-fluid
modified, TSP: temperature with single-phase fluxes, ESP: energy with single-phase fluxes, TSV: temperature
separated volume integral.

Temperature Energy

One-fluid

TOF, Eq. (5.26).
Interp.: Tf = f(Tm), qf = λf∇fT ,

with λf = f(λh) and ∇fT = f(Tm).
Hyp. (5.17): diffusion divided by ρcph.

EOFm, Eq. (5.43).
Interp.: hf = f(hm), qf = λf∇fT ,

with λf = f(λh) and ∇fT = f(Tm).
Hyp. (5.38): hm = ρcpa × Tm.

Single-phase

TSP, Eq. (5.31).
Interp.: Tf = f(Tk, TI), qf = f(λk, Tk, qI)
with TI = f(λk, Tk) and qI = f(λk, Tk).
Hyp. (5.17): diffusion divided by ρcph.

ESP, Eq. (5.49).
Interp.: Tf = f(Tk, TI), qf = f(λf , Tk, qI)
with TI = f(λk, Tk) and qI = f(λk, Tk).
Hyp. (5.45), Tf and vf constant over

a whole face during a time step.
Identical to ESV.

Separated volumes
(Additional interfacial terms)

TSV, Eq. (5.35).
Interp.: Same as TSP.

Hyp. (5.34), q constant over a whole
face/interface during a time step.
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naturally conserved in the presence of convection. This section presents alternative
methods in order to improve the integration of the temperature equation (5.11).
There are two possibilities to improve the conservativeness of the temperature
formulation:

— either keeping the formulation presented in Sec. 5.1, but calculating the
fluxes with an interpolation of single-phase and interfacial values at the
faces as shown in Fig. 5.12,

— or by separating the volume integral over both phases and using the dis-
continuous properties of each phase and interfacial fluxes.

Both methods need the calculation of interfacial values to make single-phase inter-
polations (interpolation without using values at mixed cells), which is presented
immediately in Sec. 5.3.1.

Temperature and heat flux reconstruction at the interface with a finite
difference approach in one dimension

i − 1

i − 1
2

i

i + 1
2

i + 1

TI

∇T
I−

∇T
I+

di−1 di+1

Figure 5.12 – Interpolation scheme for the temperature and the heat flux at the
interface.

The temperature reconstruction is done using the continuity of the temperature
(Eq (5.7)) and of the normal heat flux (Eq (5.8)) at the interface along with the
Taylor series of the temperature in each phase k:

Tk(x) = TI +
n∑

i=1

∂iT

∂xi

∣
∣
∣
∣
Ik

(x− xI)
i

i!
+O((x− xI)

n) (5.28)

∂iT/∂xi|Ik is the ith derivative of the temperature evaluated at the interface in
the phase k (it is discontinuous across the interface for i = 1). By evaluating
the expression in adjacent single-phase cells, we obtain the following first-order
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reconstruction 





Ti−1 = TI −∇TI−di−1

Ti+1 = TI +∇TI+di+1

λI−∇TI− = λI+∇TI+

(5.29)

with di the distance between the centre of the cell i and the interface, and ∇TI±

the space derivative of the temperature immediately before of after the interface.
The equation system (5.29) can never be stiff because the distances di−1 and di+1

are greater than ∆x/2. One can note that the temperature Ti in the mixed element
is not used at all in this reconstruction. The resolution of this system is used to
deduce TI , ∇TI− and ∇TI+ .

Temperature with Single-Phase fluxes (TSP)

The main idea in this section is to compute single-phase fluxes i. e., fluxes
interpolated from phase or interfacial values only, but not from values of the other
phase nor mean values on mixed cells. Then, the formulation used is still that
presented in Eq. (5.20), but the fluxes interpolations are changed in the following
ways:

Temperature interpolation at the faces Tf In 1D, a face is always pure thus
it can be associated to a given phase. In this method, Tf is an interpolation of
Tm of single-phase cells (with the same phase as the face) and of the interfacial
temperature TI . The interpolation used for the temperature is a third order upwind
interpolation, using qI = λ∇T |I ·nI if needed (on the face i+1/2). The values used
are represented on Fig. 5.13. Here are the interpolations used near the interface
assuming the velocity is positive from left to right:

— for i−3/2 and i−1/2, a linear third order upwind scheme is used, with a 3
points stencil, using the temperature and position of the interface instead
of the temperature of the two-phase cell i if needed.

— on i + 1/2, a linear third order upwind scheme is used, using the interfa-
cial temperature instead of the temperature of the mixed cell i, the mean
temperature of the cell i+ 1, and the interface flux qI .

— for i+3/2 and i+5/2, a linear third order upwind scheme is used, with a 3
points stencil similar to the first case, using the temperature and position
of the interface instead of the temperature of the two-phase cell i if needed.

In those interpolations, the spacing between points is non-uniform due to the
moving position of the interface. Besides, at face i + 1/2, the interpolation is
based on two temperatures and a gradient instead of 3 temperatures.
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Figure 5.13 – Values used for the interpolation of the temperature near the interface
in one dimension with the fluid velocity positive from left to right. The green values
are used to interpolate the red values.
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Heat flux qf discretization at the faces The discretization used is a second
order centred linear interpolation when the cells are single-phase. On the particular
faces i−1/2 and i+1/2, TI and qI are used with the pure values of the temperatures
at i±1 and i±2 in a third order “centred” interpolation (the same number of values
is used from each part of the face, but they are not necessarily evenly spaced).

Heat mass capacity ρcph time integration The integral over time of 1/ρcph
is calculated using a Cranck-Nicolson second order centred time scheme:

∫

∆t

1

ρcph
dt ≈ ∆t

2

(

1

ρcp
(n+1)
h

+
1

ρcp
(n)
h

)

(5.30)

This change brings more precision when the jump 1/ρcpl − 1/ρcpv is large, but it
is not mandatory. Simulations were made without this improved time scheme in
FluidDyn and the results were not very different for the chosen parameters. Using
all those discretizations, the following equation is obtained:

T (n+1)
m − T (n)

m =
∆t

Vcell

(

−
∑

f

T
(n)
f v

(n)
f Sf +

1

2

(

1

ρcp
(n+1)
h

+
1

ρcp
(n)
h

)
∑

f

q
(n)
f Sf

)

(5.31)

Temperature with Separation of the Volume integral over both phases
(TSV)

This section presents a method based on the decomposition of the volume
integral over each phase separately. A similar method was also introduced very
recently by Zhao, Zhang, and Ni [103] in the context of simulations of boiling
flows. The concept is to write conservative equations over both sub-volumes of
each phase. Splitting the volume integral, Eq. (5.20) becomes

∂Tm

∂t
=

1

Vcell

(

−
∮

Scell

Tfvf · ndS +
1

ρcpl

∮

Scelll

λl∇Tl · ndS +
1

ρcpv

∮

Scellv

λv∇Tv · ndS
)

(5.32)

=
1

Vcell

(

−
∮

Scell

Tfvf · ndS +

∮

Scell

λ

ρcp
∇T · ndS +

(
1

ρcpl
− 1

ρcpv

)∫

ScellI

λ∇TI · nIl
dS

)

(5.33)

using the interfacial flux equality Eq. (5.8). As 1/ρcp is not continuous over a
face during a time step when the interface pass through the face, but λ∇T is, the
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Figure 5.14 – Scheme of a cell illustrating the volume tracking of each phase in a
conservative approach.

following approximations are made:

∫

∆t

(
∫

Sf

λ

ρcp
∇T · ndS

)

dt ≈ q
(n)
f

(
∑

k

1

ρcpk

∫

∆t

Sfk(t)dt

)

∫

∆t

(∫

SI

λ∇T · nIl
dS

)

dt ≈ q
(n)
Il

∫

∆t

SIdt

(5.34)

The different terms, and especially the part of the surface Sfk wetted by phase k,
are defined on Fig. 5.14. Here, the face values of temperature Tf and heat transfer
qf are computed in the same way as in Sec. 5.3.1. qIl is the normal interfacial heat
flux going from the liquid to the gas. After time integration, discretization and
using Eq. (5.34) it gives:

T (n+1)
m − T (n)

m = − ∆t

Vcell

∑

f

T
(n)
f v

(n)
f Sf +

1

Vcell

∑

f

(
∑

k

1

ρcpk

∫

∆t

Sfk(t)dt

)

q
(n)
f

+
1

Vcell

(
1

ρcpl
− 1

ρcpv

)

q
(n)
Il

∫

∆t

SIdt (5.35)
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Comparison of the temperature formulations (TOF, TSP, TSV)

As one can see on Fig. 5.15, none of those new formulations is purely conserva-
tive, but both new formulations hold better conservation properties. The default
of the TSP method is that it gains energy and the temperature is no longer sym-
metric as it should be (see Fig. 5.16). TSP only gains half as much energy as
the TOF method loses; moreover, the TSV method gains energy too, but less
than the TSP formulation. The advantages of those methods lay in the fact that
they still use a temperature point of view. But obviously, their conservation is
not sufficient given the highly difficult conditions (large ρcp and λ jumps) used in
this study. In both cases as one can see in Fig. 5.16, the diffusion profile is not
symmetrical with respect to the bubble centre at x = 0.5Db as it should be. The
temperature gradient inside the bubble is almost constant. The peaks observed
at the interface of the bubble comes from a flux jump across the interface that
should not be observed, thus showing that the diffusion flux is miscalculated at
the interface. Hence, the new methods are more conservative but they produce
temperature profiles less satisfactory than the TOF method.
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Figure 5.15 – Energy evolution with different temperature formulations.

5.3.2 Energy formulation

Even if the improvements proposed in Sec. 5.3.1 are significant, none of those
formulations is genuinely conservative. In order to get a conservative formulation
of the temperature equation, the most natural way is to write the local equation in
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Figure 5.16 – Final temperature and diffusion flux (at t = 2s) with different
temperature formulations. The fluid goes from left to right and the domain is
actually much larger. An Euler time scheme and a QUICK interpolation (except
at the interface vicinity) are used.



180 CHAPTER 5. Conservation de l’énergie avec saut de propriétés

energy. In this section, this local equation derived from the phase local equations,
the jump conditions (Eqs. (5.8), (5.7) and (5.9)) and the one-fluid conventions
(Eq. (5.10)), is used:

∂ρcpT

∂t
= −∇ · (ρcpTv) +∇ · (λ∇T ) (5.36)

Energy One-Fluid formulation (EOF and EOFm)

After space integration, equation (5.36) becomes:

∂
∫

Vcell
ρcpTdV

∂t
= −

∮

Scell

ρcpTv · ndS +

∮

Scell

λ∇T · ndS (5.37)

To discretize it, two new problems arise: one for the computation of ∇T and the
other for the computation of ρcpT at the faces. On the one hand, assessing the
gradient ∇T at the faces requires an expression to build the temperature at the
cell centres; this issue is addressed using Eq. (5.38). On the other hand, the in-
terpolation of ρcpT to the face is not straightforward because of the discontinuity
of ρcp which in practice makes a linear interpolation very inaccurate and imprac-
tical. For these two reasons (flux assessment and non-linear interpolation of the
discontinuous ρcpT ), we want to keep the cell temperature Tm and the cell mass
heat capacity ρcpa as separate variables instead of using a cell enthalpy defined
as hm =

∫

Vcell
ρcpTdV . Then, the following approximation is used and it is exact

when the cell is single-phase:

hm ≈ 1

Vcell

∫

Vcell

TdV × 1

Vcell

∫

Vcell

ρcpdV = ρcpa × Tm (5.38)

With this hypothesis, a straightforward method can be written to discretize the
energy equation (5.37):

ρcp
(n+1)T (n+1)

m − ρcp
(n)T (n)

m =

− ∆t

Vcell

∑

f

(ρcp
(n)
a T (n)

m )
f
v
(n)
f Sf +

∆t

Vcell

∑

f

λ
(n)
hf

∇fT
(n)Sf (5.39)

However, as Eq. (5.38) is no longer valid for cells crossed by the interface, this
formulation leads to numerical instabilities. Precautions have to be taken to ensure
the convergence of the scheme using the cell temperature Tm. A way to take care of
the instabilities that occur in the straightforward EOF method is to use a modified
EOF method (EOFm) inspired by a method presented by Boniou, Schmitt, and
Vié [12] for the density and momentum. A convection equation of ρcp is written
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as follows

ρcp
∗
a − ρcp

(n)
a = − 1

Vcell

∫

∆t

∮

Scell

ρcpv · ndSdt (5.40)

where ρcp
∗
a is a temporary variable for the time advancement of the heat mass

capacity. For simplicity ρcp
∗
a is written as an explicit Euler evolution of ρcp, but

it is possible to do this evolution using a Runge-Kutta scheme if the rest of the
numerical scheme is also Runge-Kutta. This ρcp∗a is obtained consistently with Tm

during a convection step:

ρcp
∗
aT

(n+1)
m − ρcp

(n)
a T (n)

m =
1

Vcell

∫

∆t

(

−
∮

Scell

ρcpTv · ndS +

∮

Scell

λ∇T · ndS
)

dt

(5.41)
Manipulating equation (5.41) to explicitly introduce the time increment of tem-
perature and using equation (5.40) leads to:

ρcp
∗
a

(
T (n+1)
m − T (n)

m

)
=

1

Vcell

∫

∆t

(

−T (n)
m

∮

Scell

ρcpv · ndS −
∮

Scell

ρcpTv · ndS

+

∮

Scell

λ∇T · ndS
)

dt (5.42)

The convective flux of ρcpT is interpolated at the faces from the value at the cell
centre of ρcpaTm. The convective flux of ρcp at the faces in Eq. (5.40) is calculated
using the same interpolation scheme to ensure accuracy. It is an essential precau-
tion to use the same scheme for both interpolations to guarantee the coherency of
both fluxes. Besides, the diffusive flux is defined as the product of λhf

and ∇fT .
It is easy now to calculate ∇fT as a function of Tm as the cell temperature is
chosen as a main variable of the problem even in this energy formulation. Finally,
after time integration and an Euler explicit discretization, Eq. (5.43) is obtained:

ρcp
∗
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T
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(n)
m
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= − 1
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T (n)
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a T (n)

m )
f
v
(n)
f Sf

+
1

Vcell

∑

f

λ
(n)
hf

∇fT
(n)Sf (5.43)

Face interpolations are made using the following schemes:

— the face energy (ρcpaTm)f and mass capacity ρcpaf are interpolated with
a QUICK scheme from ρcpaTm and ρcpa, and as stated in [12], an upwind
interpolation is used when the interface crosses the QUICK stencil;

— the thermal conductivity λhf
is interpolated with a harmonic second-order
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scheme from λh as in Eq. (5.23);
— the temperature gradient ∇fT is computed with a second-order central

difference scheme from Tm as in Eq. (5.22).

It should be noted that ρcp
∗ is an intermediate variable. It is forgotten at the

end of the time step as ρcpn+1 is recomputed from the front position and from the
colour function In+1, in the classical way used for any other physical property. This
replacement of ρcp∗a by ρcp

n+1
a is responsible for the loss of the energy conservation

property of the numerical scheme, which was ensured by the formulation (5.37).
But in this formulation, it is inevitable due to the fact that keeping ρcp

∗ diffuses this
property, and not going through this intermediate leads to a numerical instability.
The hypothesis which seems the most flawed is that of the continuity of ρcpTv.
Therefore, it is necessary to compute the fluxes (especially the convective one) to
the faces more accurately.

Energy with Single-Phase fluxes (ESP)

The first and highest order error lies in the values of the physical characteristics
at the interfaces. In 1D, it seems obvious that the physical properties at a face are
single-phase and not weighted by a phase indicator function. Actually, a problem
arises when the interface passes through a face during the time step. Indeed, this
problem appears clearly if one considers only convection. If we use a pure ρcp
while it changes during the time step, an important error on the energy transfer
through this face occurs. This error comes from the inequality (for an explicit
Euler integration):

∫

∆t

∮

Scell

ρcpTv · ndSdt 6= ∆t
∑

f

ρcp
(n)
f T

(n)
f v

(n)
f Sf (5.44)

As the temperature is continuous, we can imagine a case where the temperature
is constant everywhere and the interface was immediately upstream of the face
at step n. In this case, we have a maximum error on this time step which is
(ρlcpl − ρvcpv)TvScell∆t. When integrated in time and space, this error is large
even though it is located only at the interface. It is thus necessary to correct this
error by better estimating the integral

∫

∆t

∮

Scell
ρcpTv · ndSdt. To improve this

estimation, the effect of the temperature’s variation on a face and on a single time
step is neglected compared to the variation of the thermal mass capacity. Then,
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the integral on a face Scellf is calculated in the following way

∫

∆t

∫

Scellf

ρcpTv · ndSdt ≈
∫

∆t

∫
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ρcpdSdt× T
(n)
f v

(n)
f (5.45)
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∫
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(
∑

k

ρcpkSfk(t)

)

dt× T
(n)
f v

(n)
f (5.46)

with vf = v · n. In the particular case where the simulation is one-dimensional,
this integration can be easily calculated as:

∫

∆t

(
∑

k

ρcpkSfk(t))dt = Sf

∑

k

ρcpk

∫

∆t

χk(t)dt (5.47)

because χk is either zero or one on the whole face, and its time evolution is known.
Thus, the time integration of the wetted surface Sfk(t) is straightforward in this
case.

The same time/phase integration is not made on λ because the product λ∇T
is continuous. Then, λ∇T is directly estimated from λ∇TI and the neighbouring
single-phase values. Interpolations of interfacial values are described in Sec. 5.3.1.
Now that the discontinuous terms have been integrated by phase, the use of ρcp∗

is no longer needed to maintain stability. And so this time the formulation is
genuinely conservative. It can directly be written as
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(5.48)
and after discretization it gives:
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f Sf
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(5.49)

The same reasoning as in the temperature formulation can be done in the
separation of volumes, but it actually leads to the same equation (Eq. (5.49)).
That is because no hypothesis on mean properties is made (such as in Eq. (5.17)),
and as the energy is a conservative variable, its energy balance over a volume
equals the sum of both balance over two sub-volumes. So the separation on each
phase does not lead to a different formulation.
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Comparison of the energy formulations (EOFm and ESP) to the stan-
dard temperature formulation (TOF)

In the energy paradigm, the main advantage lays in the inherent conservation
properties of the formulation. The problem comes from the difficulty to recover
the temperature gradient ∇fT necessary to the diffusive term. Because of this
difficulty, the formulation adapted for stability reasons (EOFm) uses a convected
volume heat capacity, which thus is numerically diffused, and which is forgotten
at the end of the time step. As a consequence, this methods is no longer conserva-
tive. As one can see in Fig. 5.17, it leads to an augmentation of the global thermal
energy in the simulation. This comes from the fact that the gas temperature is
over-estimated and that this phase contains most of the energy (see Fig. 5.18), as
the higher value of heat capacity is in the bubbles in our conditions. Moreover,
the temperature gradient inside the bubble is clearly different from the reference
one as it is almost always positive, which is non physical (it should be negative
in the part between the centre of the bubble and x/Db = 1, so that it is symmet-
rical). The change from ρcp

∗ to ρcp
(n+1) creates an energy increase in the mixed

cell. On the contrary, the ESP method is purely conservative. This perfect con-
servation property comes from the finite volume method used with fluxes taken
identicals on a face shared by two cells. This does not mean that there are no
errors in this scheme, the errors come from the fluxes estimations as classically
encountered with any discretization method. However, one can see on Fig. 5.18
that the reconstructed temperature profile is very satisfactory and almost matches
the reference temperature. The diffusive flux at the interfaces seems to be very
slightly under-estimated compared to the reference one because the temperature
is slightly greater than the reference in the bubble and slightly lower than the
reference in the liquid far away from the bubble.

5.3.3 Convergence order of the ESP mehtod

The order of convergence of the newly developed method (the ESP method)
is compared to the convergence of the temperature one-fluid (TOF) method. The
simulations use the same parameters than in Sec. 5.2.2, reported Tab. 5.1, but
with only one bubble. The reference used to compute the L2 error is the result
of a computation with the TOF method, without convection. This reference is
computed with Db/∆x = 170. The error is evaluated after a simulation time of
0,10 s. This corresponds to the travel of a domain length by the bubble. As the
meshes used might not coincide with the reference mesh, a linear interpolation of
the reference temperature at the tested mesh is done. For the meshes assessed, the
timestep of the simulation corresponds to the smallest timestep chosen to satisfy
the numerical stability constraints (∆t = 9,09× 10−7 s). Fig. 5.19 shows that
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Figure 5.17 – Energy evolution with different energy formulations.

the proposed numerical formulation possesses both a higher order and a smaller
initial error for the range of resolution considered. The poor order of the TOF
method comes form the lack of conservation. The second order observed for the
ESP method corresponds to the diffusion method order.

Conclusions

In this article, the energy conservation property of different numerical formu-
lations was evaluated for the temperature equation without phase change in the
finite volume/front-tracking framework. At first, the natural method considering
the temperature as a one-fluid variable was improved (see Sec. 5.1.8) to tackle
the interface condition issue that appears without this modification (see Figs. 5.3a
and 5.3b) in a pure diffusion case. But this improved formulation still does not
conserve the thermal energy in the fluid. An error of 50% is obtained. Several new
and original formulations are proposed and tested to improve the energy conser-
vation and the scheme accuracy. We show that as long as the equation is written
as the time derivative of the temperature (and not the energy), it does not hold
energy conservation in a full convection-diffusion simulation (see Sec. 5.2.1). With
a temperature evolution equation, conservation is not attained because of the heat
capacity discontinuity between the phases which prevents the possibility to write
the equation in a conservative way (only with fluxes). On the contrary, an energy
formulation is naturally conservative, provided that the temperature is calculated
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Figure 5.19 – L2 error compared to a non-convected reference solution.

with a consistent ρcp over time, but it is not the case for the stability. The temper-
ature has to be reconstructed with particular care so as to have a stable numerical
scheme and a correct assessment of diffusive fluxes. Finally, a conservative formu-
lation (Energy with Single-Phase fluxes, ESP) was proposed, with good interfacial
temperature prediction (see Sec. 5.3.2) by discarding some approximations. Dis-
continuous properties are integrated over space and time on the wetted part of
the face. Besides, the temperature used in the convective flux and in the heat
diffusion flux are not calculated using the temperature of the mixed cell. They
are reconstructed from the interface values and values located in the same phase.
This new numerical method will be implemented and tested in three-dimensional
cases in future works, opening a way to conservative simulations of bubbly flows
with highly discontinuous thermal properties in the front-tracking framework.
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Résumé du chapitre en français

Dans cet article, la propriété de conservation d’énergie de différentes for-
mulations numériques a été évaluée pour l’équation de température sans
changement de phase dans le cadre du volume fini avec front-tracking. Dans
un premier temps, la méthode naturelle considérant la température comme
une variable monofluide a été améliorée (voir Sec. 5.1.8) pour résoudre le pro-
blème de la condition d’interface qui apparaît sans cette modification (voir
Figs. 5.3a et 5.3b) dans un cas de diffusion pure. Mais cette formulation
améliorée ne permet toujours pas de conserver l’énergie thermique dans le
fluide. Une erreur de 50% est faite. Plusieurs formulations nouvelles et origi-
nales sont déterminées et testées. Nous montrons que tant que l’équation est
écrite comme la dérivée temporelle de la température (et non de l’énergie),
elle ne tient pas la conservation de l’énergie dans une simulation complète
de convection-diffusion (voir Sec. 5.2.1). Avec une équation d’évolution de
température, la conservation n’est pas atteinte à cause de la discontinuité de
la capacité thermique entre les phases qui empêche d’écrire l’équation d’une
manière conservative (seulement avec des flux). Au contraire, une formula-
tion énergétique est naturellement conservative, à condition que la tempéra-
ture soit calculée avec un ρcp constant dans le temps. En revanche elle n’est
pas nécessairement stable. La température doit être reconstruite avec un soin
particulier afin d’avoir un schéma numérique stable. Finalement, une formu-
lation conservatrice (Energy with Single-Phase fluxes, ESP) a été obtenue,
avec une bonne prédiction de la température interfaciale (voir Sec. 5.3.2)
en écartant certaines approximations. Les propriétés discontinues sont inté-
grées dans l’espace et le temps sur la partie mouillée de la face. De plus,
les températures utilisées dans le flux convectif et dans le flux de diffusion
de la chaleur ne sont pas calculées à partir des températures des cellules
diphasiques. Elles sont reconstruites à partir des valeurs de l’interface et des
valeurs situées dans le même fluide.
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Dans ce chapitre, le travail qui a été réalisé en dimension 1 est porté dans le code
TrioCFD-IJK en trois dimensions. Ce travail a demandé un effort d’implémentation
important car la structure initiale de TrioCFD-IJK a dû être adaptée afin de
permettre une modification des flux calculés aux faces des cellules et d’implémenter
une nouvelle équation en énergie. Ce travail ayant eu lieu à la fin de la thèse, seuls
des cas tests simples sont réalisés.

6.1 Études 1D du passage en 3D de la méthode
ESP

Dans cette section, l’objectif est d’arriver à une solution implémentable dans le
code TrioCFD-IJK . Aussi des compromis sont fait pour faciliter l’implémentation
dans le code existant et d’autres développements sont dus aux spécificités du 3D
qui ne sont pas retrouvées en 1D et n’étaient pas pris en compte dans la formulation
présentée au Chap 5. L’équation s’écrit sous la forme générale :

ρcp
(n+1)T (n+1) − ρcp

(n)T (n) = − 1

V

∑

f

∑

k

ρcpkT
(n)
fk

S
(n+1/2)
fk

+
1

V

∑

f

q
(n)
f Sf (6.1)

avec

Tfk =

{

QUICK(Tmonofluide) si Interface /∈ Stencil(fk),

Interp.(Tmonophasique, TI , qI) sinon.
(6.2)

Plusieurs méthodes de discrétisations peuvent être utilisées. Des simplifications
successives de la méthode ESP sont évaluées, dans l’ordre logique dans lequel elles
ont été réalisées. Ainsi, dans un premier temps nous évaluons s’il est possible de
ne corriger le schéma monofluide qu’aux faces rouges de la la Fig. 6.1. Puis nous
nous remplaçons la méthode d’intégration en temps géométrique par une méthode
approchée par nécessité. Ensuite, nous adaptons l’interpolation de la température
à l’interface dans un cas 3D. Enfin, nous étudions la possibilité de ne corriger
que le flux convectif, principale source d’erreur dans la perte d’énergie dans la
formulation monofluide. Les notations présentées Tab. 6.1 sont utilisées dans les
légendes pour désigner les choix correspondants.

Les différents changements proposés pour la formulation sont tous implémen-
tés en 1D et évalués dans un premier temps, afin d’être validés en vue de leur
implémentation dans le cas 3D. Cette validation est faite sur la simulation d’une
bulle 1D aux paramètres thermiques employés précédemment au Chap. 5 présen-
tés Tab. 5.1. Les paramètres numériques utilisés sont ceux reportés Tab. 6.2. Les
profils sont étudiés après 0,05 s de simulation, ce qui correspond au parcours d’une
fois le domaine par la bulle.
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Tableau 6.1 – Nomenclature de la mise en place des différentes méthodes de
discrétisation à proximité de l’interface.

Catégorie Discrétisation pour le 1D Solution adaptée au 3D

Flux convectif Qref : schéma quick avec
la température de
l’interface.

Qg : schéma quick avec des
températures ghosts.
Qm : schéma quick mono-
fluide.

Flux diffusif Dref : Correction du flux
diffusif.

Dm : Diffusion mono-
fluide.

Intégration temporelle Int : Intégration analy-
tique de la fraction de sur-
face vapeur.

CN : schéma Cranck-
Nicolson pour intégrer les
fractions de surface.

Tableau 6.2 – Paramètres numériques utilisés dans la validation des modifications
étudiées pour le passage au 3D.

Db/∆x − 80
∆x m 1,50 × 10−5

CFLmax − 0,50
Fomax − 0,50
∆t (lim. par Fo) s 5,10 × 10−7

Schéma temporel RK3
Schéma convection QUICK
Schéma diffusion Centré 2
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6.1.1 Correction des flux aux faces non diphasiques

v

Figure 6.1 – Schéma des différents types de face selon la position de l’interface.
En gris fin les faces loin de l’interface, en bleu foncé les faces dont le stencil d’in-
terpolation QUICK contient une cellule diphasique et en rouge les faces coupées
par l’interface.

Ici des tests sont faits en 1D, pour déterminer s’il est envisageable de ne pas
corriger les flux aux faces bleu foncé sur la Fig. 6.1 (le cas 2D est représenté mais
chaque direction étant traitée indépendamment, il s’agit des mêmes faces dans le
cas 1D). Ces faces n’étant pas traversées par l’interface, on peut se demander si
l’erreur d’interpolation de température est vraiment rédhibitoire sur la précision
de la solution obtenue (cela ne change pas le caractère conservatif de la solution).

Dans la mesure où en une dimension les faces sont toujours monophasiques, le
seul moment où le flux est corrigé est le moment où l’interface passe à travers la
face dans le pas de temps. Cette correction utilise la température interpolée à la
face au temps (n), à partir de la température interpolée à l’interface, et corrige
l’intégrale temporelle du flux à l’aide de l’intégrale de Sfk au cours du temps. Elle
ne corrige pas le calcul des flux aux faces non diphasique (équivalent aux faces en
gris et bleu Fig. 6.1), c’est-à-dire qui ne sont pas traversées par l’interface au cours
du pas de temps. En 1D, sur certains pas de temps, il peut n’y avoir aucune face
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traversée par l’interface. En particulier, les faces bleu utilisent pour le calcul des
flux les températures au centre de certaines cellules diphasiques, et non une valeur
interpolée à l’interface dans un schéma particulier. Le cas unidimensionnel semble
donc être un cas particulier peu favorable à la non-correction des flux aux faces
monophasiques. Cependant comme ce cas unidimensionnel se retrouve à chaque
endroit où l’interface est parallèle à une face, il reste dimensionnant pour le cas
général.
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Figure 6.2 – Profil de température obtenu avec la formulation ESP sans la cor-
rection des flux convectif et diffusif des faces qui ne sont pas diphasiques.

La Fig. 6.2 montre que le profil de température est assez éloigné du profil
de référence en amont de la bulle. Cette forme simplifiée conduit à une erreur
importante en amont de la bulle avec une très forte sous-estimation. La Fig. 6.2
présente aussi la solution TOF correspondant à la version “classique” actuellement
implémentée dans le code TrioIJK. L’implémentation d’une correction des flux aux
faces monophasiques mais proches de l’interface est donc de mise.

6.1.2 Intégration en temps des fractions de surface mouillées

L’intégration des faces mouillées au cours du temps semble être un point im-
portant dans la formulation unidimensionnelle. Cependant, en trois dimensions,
la complexité géométrique ne permet pas d’intégrer la surface mouillée géomé-
triquement sur un pas de temps. Il n’existe à notre connaissance pas de formule
analytique permettant de calculer l’intégrale de la surface au cours du temps d’un
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rectangle coupé par une surface composée de triangles qui se déplacent. Ainsi
dans le cadre de cette thèse, l’intégrale temporelle de cette surface est approximée
simplement avec un schéma centré en temps, le schéma Cranck-Nicolson :

1

∆t

∫

∆t

Sfkdt ≈
S
(n)
fk

+ S
(n+1)
fk

2
. (6.3)

Le passage du schéma utilisé au Chap. 5 à l’utilisation d’un schéma Cranck-
Nicolson donne les résultats présentés Fig. 6.3. La méthode Cranck-Nicolson donne
des résultats excellents, quasiment indiscernables de l’intégration géométrique quand
elle est couplé au schéma RK3 utilisé ici. En revanche, ce n’est plus le cas avec le
schéma Euler, où les différences sont plus visibles.
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Figure 6.3 – Comparaison des profils de température après 0,05 s avec l’intégra-
tion exacte de surface mouillées au cours du temps lors du franchissement des faces
par l’interface, et en utilisant la méthode Cranck-Nicolson.

6.1.3 Utilisation de températures ghost pour l’interpolation
des flux et nouveaux schémas d’interpolation

La correction du flux convectif utilisée dans le cas de la formulation ESP uti-
lise des interpolations linéaires de différents ordres se servant de la température
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et du flux thermique à l’interface. Cette interpolation repose sur le fait qu’en une
dimension le flux normal est aligné avec les points utilisés pour l’interpolation. Ce
n’est pas le cas en trois dimensions. Une possibilité est d’avoir recours, comme
pour l’interpolation de la température et du flux à l’interface, à des interpolations
de températures monophasiques lointaines sur une droite qui passe par le point
d’interpolation final (le centre de la face monophasique) et alignée avec la normale
à l’interface. Le problème de cette approche repose dans l’éloignement entre la
face monophasique et le point où l’on souhaite faire notre interpolation. Il faudrait
pouvoir calculer la position du point sur l’interface le plus proche d’un point quel-
conque dans le domaine. Bien que ce genre d’algorithme existe, ils demandent soit
un temps de calcul important, soit une mise en place complexe.

La méthode retenue pour le 3D est donc celle du calcul de températures ghosts
aux centre des mailles diphasiques. Le terme ghost désigne le fait que deux tem-
pératures sont interpolées dans les cellules diphasiques, au centre de la cellule,
comme si la phase était prolongée et qu’il n’y avait pas d’interface. L’une de ces
températures correspond à la phase qui est réellement présente et l’autre non. Le
passage par des températures ghost à l’avantage de revenir au cas classique 3D
utilisé dans IJK. Traiter des températures aux centres des mailles est beaucoup
plus simple dans la pratique que d’utiliser des températures qui ne sont pas loca-
lisées dans l’alignement des autres. Les températures ghosts sont interpolées avec

Ti−1

Vapeur

i − 1
2

Ti

Tgvap , Tgliq

i + 1
2

Ti+1

LiquideTI

Figure 6.4 – Schéma des notations utilisées pour le calcul des températures ghost
dans des cellules en une dimension.

un schéma d’ordre 1 à partir de la valeur à l’interface et du gradient correspondant
à chaque phase. La température Tgvap est utilisée avec Ti−1 et Ti−2 pour calculer
la température à la face en i− 1/2 avec un schéma QUICK pour le flux convectif.
La température Tgliq est utilisée avec les températures Ti+1 et Ti+2 pour le calcul
avec un schéma QUICK de la température à la face i + 3/2. Pour la face i + 1/2
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la température est calculée à partir de Tgliq et du gradient interpolé à l’interface
avec une extrapolation amont d’ordre 1.

La Fig. 6.5 montre que la différence entre les deux méthodes d’interpolation de
la température a un effet minime sur le profil de température. Cela semble raison-
nable car dans les deux cas, l’ordre d’interpolation minimum utilisé est l’ordre 1. Il
n’y a donc pas un schéma d’un ordre plus grand que l’autre proche de l’interface.
Cependant, une différence est observée sur le calcul du flux amont. Dans la mesure
ou celui-ci n’est pas post-traité localement, cette erreur est acceptable. En faisant
ce compromis, le changement proposé répond aux contraintes d’implémentation
tri-dimensionnelle.
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Figure 6.5 – Comparaison des résultats obtenus en ayant recours à un flux convec-
tif calculé à partir d’une température ghost, sans utiliser directement la tempéra-
ture interpolée à l’interface.

6.1.4 Correction du flux diffusif

Cette dernière étude est d’un ordre purement pratique, visant à réduire les
modifications à apporter au code 3D TrioCFD-IJK. Est-il nécessaire de corriger
aussi le flux diffusif en plus du flux convectif ? Les études précédentes montrent
que l’influence du terme convectif est prédominante dans la formulation en énergie
pour obtenir un bon profil, et qu’il est prédominant en température sur la perte
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d’énergie thermique dans le domaine. Afin de simplifier l’implémentation en trois
dimensions, un test est réalisé sur la correction seule du flux convectif dans la
formulation en énergie, dans l’objectif de s’affranchir de la correction sur le flux
diffusif, afin de ne pas entreprendre des développements supplémentaires s’ils ne
sont pas nécessaires.
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Figure 6.6 – Comparaison des profils de température après 0,05 s de simulation
sans la correction du flux diffusif.

La Fig. 6.6 montre que la retrait de cette correction, précédemment mise en
place en 1D, augmente légèrement l’oscillation de température à l’interface, mais
ne modifie pas fondamentalement le profil de température. Ces oscillations se tra-
duisent néanmoins par une moins bonne évaluation du flux à l’interface. L’éva-
luation du flux interfacial sera beaucoup plus difficile sans cette correction. Néan-
moins, pour réduire l’effort de développement, cette correction du flux diffusif ne
sera pas mise en place en 3D. Ce compromis n’est donc pas souhaitable à terme.
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6.1.5 Formulation retenue pour l’implémentation 3D dans
TrioIJK

Résumé des choix pour la formulation retenue

La formulation 3D retenue présente donc les caractéristiques suivantes :
— Le flux convectif est corrigé aux faces diphasiques, mais aussi aux

faces qui ont dans leur stencil d’interpolation une cellule diphasique
(faces bleu et rouge). Cette double correction est essentielle pour ob-
tenir un profil de température acceptable proche de l’interface.

— Les surfaces mouillées seront intégrées sur le pas de temps en utilisant
le schéma de Cranck-Nicolson. La différence entre une intégration
exacte et une intégration avec ce schéma est minime dans le cas du
schéma RK3.

— Le flux convectif est corrigé de la manière suivante proche des inter-
faces :
— Pour les faces bleu, avec un schéma QUICK classique utilisant une

valeur ghost à la place de la valeur monofluide.
— Pour les faces rouges en utilisant une extrapolation linéaire d’ordre

1 à partir de la valeur ghost et du gradient normal interfacial
projeté.

— La correction du flux diffusif est négligée. En effet, elle demanderait
des changements trop importants dans le code TrioIJK pour être im-
plémentés dans le cadre de cette thèse. Mais sa mise en place théorique
ne représente pas de difficulté particulière et permettrai d’améliorer
la solution et très largement l’estimation des flux interfaciaux. Si des
efforts doivent être faits pour améliorer ce schéma, c’est par cette
correction qu’il faudra commencer.

Elle s’écrit :

ρcp
(n+1)T (n+1) − ρcp

(n)T (n) =

1
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∑

f

∑

k

ρcpk
S
(n+1)
fk

+ S
(n)
fk

2
Tfkvf +

1
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∑

f

λhf
∇Tf · nfSf (6.4)
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Figure 6.7 – Comparaison de la solution obtenue avec la formulation ESP
et la formulation adaptée pour un cas 3D.

6.2 Méthode numérique en 3D

La formulation et sa discrétisation présentée dans la Sec. 6.1 demande d’avoir
recours à davantage de valeur géométriques résultants de l’intersection entre le
maillage Lagrangien des bulles et le maillage Eulérien du domaine que précédem-
ment. Ainsi, les barycentres et surfaces des fractions de faces mouillées par la va-
peur, la normale moyenne d’une interface dans une cellule et la normale moyenne
d’une interface entre deux cellules sont nécessaires au calcul de la correction du
flux convectif d’énergie thermique.

6.2.1 Le calcul des faces mouillées

Pour calculer avec précision le flux convectif d’énergie thermique aux faces
de chaque cellule, il faut connaître la fraction de face occupée par chaque phase.
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+
~x1

+
~x2

Sf1

Sf2

+

Figure 6.8 – Schéma d’une cellule traversée par une bulle pleine en coupe, vi-
sualisation de la surface mouillée par la bulle sur une face de la cellule et de son
barycentre.
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En 1D ce calcul n’avait pas besoin d’être réalisé car l’interface était systémati-
quement considérée parallèle aux faces des cellules. Désormais dans la majorité
des cas, l’interface intersecte les faces des cellules. Cela présente un avantage et
un inconvénient. L’avantage est le passage plus doux de l’interface à travers une
face. A priori l’interface met plusieurs pas de temps avant de traverser une face
complètement. Cet avantage est compensé par l’absence de formulation analytique
permettant d’intégrer la fraction de surface au cours d’un pas de temps. Ce calcul
est approximé avec un schéma temporel de type Cranck-Nicolson, cf. Éq. (6.3).

L’algorithme de calcul de la surface occupée par la vapeur sur une face du
maillage est décrit ci-dessous en Python par simplicité à des fins démonstratives,
mais est implémenté en C++ dans TrioCFD-IJK.

Algorithme de calcul des surfaces mouillées

1 surfaces_vapeur_par_face = Tableau.initialise(maillage_euler)

2 barycentres_vapeur_par_face = Tableau.initialise(maillage_euler,3)

3 for d in ['i','j','k']:

4 grille = maillage_euler.construit_grille_dans_la_direction(d)

5 for i, coordonnee_coupe in enumerate(

6 maillage_euler.get_faces_dans_la_direction(d)):

7 tranche_bulles = bulles.coupe(d, coordonnee_coupe)

8 fusion, indices_correspondance_avec_grille = \

9 decoupe_maillage_2d_avec_ligne(grille, tranche_bulles)

10 surfaces, barycentres = calcule_surfaces_2d(fusion)

11 indices_phase_vapeur = recupere_phase_vapeur_par_face(

12 fusion,

13 indices_correspondance_avec_grille)

14 surfaces_vapeur = surfaces[indices_phase_vapeur]

15 barycentres_vapeur = barycentres[indices_phase_vapeur]

16 surfaces_vapeur_par_face.set(surfaces_vapeur, d, i)

17 barycentres_vapeur_par_face.set(barycentres_vapeur, d, i)

Le calcul de la coupe de plusieurs bulles par un plan, de la découpe d’un maillage
cartésien 2D par un ensemble de lignes brisées (coupe de bulles) et enfin de la
surfaces des polygones qui constituent les cellules obtenues par cette découpe sont
effectués à l’aide du code open-source MedCoupling, développé en partenariat
avec EDF au CEA.

6.2.2 Interpolation de la température à l’interface

Pour calculer la température interfaciale et le flux interfacial il est aussi néces-
saire de modifier la méthode utilisée en dimension 1. En effet, dans le cas unidimen-
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sionnel, les points monophasiques à proximité de l’interface sont situés de manière
pratique dans l’alignement avec la normale à l’interface. Ce n’est évidemment que
très rarement le cas en 3D. De plus, les mailles à proximité immédiate de l’interface
sont aussi très probablement diphasiques. L’utilisation des valeurs de température
aux cellules pour le calcul des flux mène à de grandes imprécisions de la méthode
de convection de l’énergie. Ainsi il faut s’assurer que les températures utilisées
pour trouver la température interfaciale sont bien monophasiques. Selon l’objectif
d’interpolation de la température à l’interface, pour réaliser une interpolation aux
fractions de face mouillées par le liquide ou la vapeur, ou pour interpoler les tem-
pératures ghosts aux centres des mailles IJK, une interface moyenne différente est
utilisée, mais le processus est identique. L’interpolation est représentée Fig. 6.9.
Des valeurs monophasiques (Tlinterp.

et Tvinterp.
) sont interpolées à distance fixe d3D

de l’interface dans la direction normale moyenne de celle-ci, dont la valeur est dé-
crite Sec. 6.2.2. Cette interpolation est réalisée de part et d’autre de l’interface
avec la méthode décrite Sec. 6.2.2. Puis une interpolation d’ordre 1 est réalisée à
partir de ces deux valeurs et des conductivités thermiques liquide et vapeur :

λl

Tlinterp.
− TI

d3D

= λv

TI − Tvinterp.

d3D

. (6.5)

•
TI

•
Tlinterp.

•Tvinterp.

d 3
D

d 3
D

+ +

+

+

+

+

Figure 6.9 – Schéma d’interpolation de la température à l’interface.
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Interpolation monophasique dans un tétraèdre

L’interpolation dans un tétraèdre est faite de la manière suivante. Selon la
position du point d’interpolation I dans la cellule, les valeurs de température en 4
points sont utilisées :

— (i, j, k),
— (i− 1, j, k) ou (i+ 1, j, k),
— (i, j − 1, k) ou (i, j + 1, k)
— et (i, j, k − 1) ou (i, j, k + 1).

Les 4 points ainsi choisis forment un tétraèdre comme représenté Fig. 6.10. Des
gradients de température sont calculés dans les 3 directions et appliqués à partir
du sommet présent dans la cellule dans laquelle se situe le point d’interpolation.
L’interpolation s’écrit donc :

i, j, ki− 1, j, k

i, j, k − 1

i, j − 1, k

I

Figure 6.10 – Schéma des cellules considérées pour l’interpolation monophasique
proche de l’interface. En bleu le point I où l’interpolation est réalisée. Ce point se
situe dans la cellule centrale.

T (xI) = Ti,j,k +∇Ti,j,k · (xI − xi,j,k) (6.6)

Distance à l’interface pour une interpolation monophasique

Il est important pour le calcul des gradients et donc de l’interpolation de s’as-
surer que toutes les cellules sont entièrement monophasiques. Ainsi, la distance à
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l’interface à laquelle est interpolé cette valeur monophasique doit être choisie suffi-
samment grande. Le pire des cas est représenté Fig. 6.11. Dans cette configuration,
l’interface passe dans le coin de la cellule dessinée le plus à droite. Cette cellule est
donc diphasique et sa température ne doit pas être utilisée pour l’interpolation. Le
centre de la maille est en rouge. Dans le pire des cas, la normale à cette interface
suit la direction du segment représenté. Dans ces conditions, la distance mini-
mum pour que la température soit calculée au point d’interpolation sans utiliser

la température de la maille de droite est donc de dmin =
√

(1.5∆x)2 +∆y2 +∆z2.
Dans les cas de maillages cartésiens anisotropes, il faut prendre le maximum de

Interface

1.5∆x
∆z

∆y

Figure 6.11 – Distance minimum d’interpolation dans le pire des cas. Les points
verts représentent les centres des cellules dont la température est utilisée pour
l’interpolation.

cette distance sur les permutations de x, y et z. Dans ce cas-là, rendre la distance
d’interpolation dépendante de la direction de la normale à l’interface pourrait per-
mettre de réduire cette distance dans un grand nombre de cas. Mais comme la
configuration qui nous intéresse est celle d’un essaim homogène de bulles, porté
par un maillage isotrope, cette piste n’a pas été explorée. Il est à noter que dans
le cas d’essaims de bulles, cette distance peut être occasionnellement plus grande
que la distance entre deux bulles. Pour éviter au maximum ce cas-là, avec une
interpolation hasardeuse de la température mélangeant des températures des deux
phases, associée à une mauvaise description de l’écoulement liquide entre les deux
interfaces, une force de répulsion est activée dans les simulations d’essaim sur une
distance égale au double de cette distance minimum. Cette force de répulsion déjà
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en place dans les simulations présentées au Chap. 3 permet d’éviter les collisions
de bulles, le code ne prenant pas en compte le phénomène de coalescence. Son
utilisation limite dans la pratique les taux de vides pouvant être étudiés aux taux
de vides suffisamment faibles (/ 12%), tels que le travail de cette force soit négli-
geable (c’est-à-dire la distance moyenne entre les bulles grande devant la distance
d’activation).

6.2.3 Interpolation de la température pour le calcul du flux
convectif aux faces diphasiques

La première correction des flux est effectuée directement aux faces traversées
par l’interface. Cette interpolation est représentée Fig. 6.12. Afin de réaliser l’in-

•GL

•
GV

•
IL

•
TLl

•TLv

•
IV

•
TVl

•TVv

+ +

+

+

+

+

+ +

Figure 6.12 – Schéma d’interpolation de la température monophasique aux ba-
rycentres des faces mouillées GL et GV .

terpolation, l’interface est moyennée sur les cellules de part et d’autre de la face
(segment noir). Une normale moyenne et un barycentre sont ainsi obtenus et uti-
lisés pour déterminer les positions des températures monophasiques de part et
d’autre (TLk

et TVk
), et de la température d’interface (en Ik).

Le recours à une interface plane moyenne permet de ne faire que deux interpo-
lations pour chaque face diphasique et évite les cas particuliers où l’interpolation
aurait pu être envisagée aussi bien d’un côté que de l’autre. Ce cas se présente au
sommet d’une bulle 2D par exemple, schématisé Fig. 6.13. Les interfaces moyennes
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dans chacune des cellules de chaque côté de la face sont dans une direction avec
un vecteur normal ayant une composante en x opposée. L’une des faces mouillées
présente alors deux points d’interpolation proches de l’interface, et l’autre n’en pré-
sente aucun. Cette situation s’améliore évidemment quand la résolution augmente,

Ti

i + 1
2

Ti+1

•

•

• •

• •

Figure 6.13 – Situation où le choix entre les cellules gauches et droites n’est pas
souhaitable. Les points d’interpolation rouges sont loin de l’interface, et dans des
directions différentes. Les points d’interpolations verts sont proches de l’interface,
mais aussi dans des directions différentes.

mais pour éviter ce genre de problèmes géométriques le choix retenu est bien celui
de l’utilisation d’une interface moyenne entre les deux cellules horizontales de la
Fig. 6.13.

Après l’interpolation des températures monophasiques et interfaciales (TKk
et

TIk), des températures monophasique sont interpolées aux centres de gravité de
chacune des fractions de face (Gk). Cette interpolation est faite entre la tempéra-
ture interpolée à l’interface et la température monophasique qui avait été interpolée
à partir des valeurs cartésiennes pour déterminer la température interfaciale.

Le flux convectif monofluide calculé avec la température monofluide est donc
remplacé par le flux suivant :

φconv =
∑

k

ρcpkTfkSfk , (6.7)

avec Tfk = Interp.
(
TI , Tkinterp.

)
.



6.2. Méthode numérique en 3D 207

6.2.4 L’interpolation de la température pour le flux convec-
tif avec les cellules ghosts

La seconde correction du flux convectif est celle qui est appliquée aux faces
monophasiques qui utilisent des valeurs de température diphasique pour l’inter-
polation QUICK de température aux faces (faces bleu sur la Fig. 6.1). Dans ces
cas-là, le flux est remplacé par un flux calculé à partir des valeurs de température
ghost. Le calcul est illustré Fig. 6.14. Afin de réaliser l’interpolation, l’interface est

•
Tg

•TI

•T1

•
T2

d 1

d 2

+

+

+

+

+

+

Figure 6.14 – Schéma d’interpolation de la température aux cellules ghost.

moyennée dans la cellule. Une normale moyenne et un barycentre sont ainsi obte-
nus et utilisés pour déterminer les positions des températures monophasiques de
part et d’autre, et de la température d’interface. Le recours à une interface plane
moyenne permet de ne faire qu’une seule interpolation dans la cellule et évite les
cas ou la droite passant par le centre de la cellule dans la direction normale à une
facette de l’interface coupe le plan formé par la facette trop loin de la position
réelle de l’interface.

Deux cas sont distingués, le cas où la face est en amont de l’interface ou en
aval mais pas immédiatement (en bleu sur la Fig. 6.15), et le cas où la face est
immédiatement avale de l’interface (en vert sur la Fig. 6.15). Ici amont et aval sont
bien pris selon le sens de la vitesse de l’écoulement. Dans le premier cas un schéma
QUICK classique utilisant l’une des valeurs ghost est utilisé, dans le deuxième
une interpolation d’ordre 1 est effectuée en utilisant la température ghost et le
gradient de température à l’interface dans la phase correspondante, projeté selon
la direction de la face. Ainsi, le flux convectif s’écrit :

φconv = ρcpkTfkSf , (6.8)



208 CHAPITRE 6. Application en 3D de la formulation conservative

v

Figure 6.15 – Schéma des différents types de faces différenciés pour la correction
des flux convectifs. En rouge la face est diphasique, en vert elle est monophasique
mais immédiatement en aval d’une cellule diphasique, et en bleu elle est mono-
phasique, dans le stencil du schéma QUICK, mais pas immédiatement en aval de
l’interface.

avec Tfk = QUICK(Tgk , Ti±1, Ti±2) ou Tfk = Tgk +∇TIk ·nf ×df , avec df la moitié
du pas d’espace dans la direction f .
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6.2.5 Résumé des étapes de correction du flux à proximité
de l’interface

Algorithme de correction du flux convectif

1 flux_conv = compute_flux_convection_T_monofluide(T_mono)

2 T_fk = interpole_temperature_aux_faces_mouillees() # Fig. 6.12

3 T_g, q_I = interpole_temperature_ghost() # Fig. 6.14

4 # f is "i", "j" or "k"

5 for f, face in parcours_faces(maillage_euler):

6 # Les couleurs sont celles de la Fig. 6.15

7 if stencil_quick_inclut_interface(face): # face colorée

8 if face_diphasique(face): # face rouge

9 flux_conv[face] = (

10 rho_cp['liquide']

11 * T_fk['liquide'](face)

12 * (S[f] - S_vapeur_CN[face])

13 + rho_cp['vapeur']

14 * T_fk['vapeur'](face)

15 * S_vapeur_CN[face]

16 ) * vitesse[face]

17 elif face_avale_interface(face): # face verte

18 k = phase(face) # k is "liquide" or "vapeur"

19 flux_conv[face] = (

20 T_g[k](face.elem)

21 + scalaire(q_I[face.elem], n[f]) / lda[k]

22 * maillage_euler.get_delta(f) / 2.

23 ) * vitesse[face] * rho_cp[k] * S[f]

24 else: # face bleu

25 k = phase(face)

26 flux_conv[face] = (

27 quick_interp_ghost(T_g[k], T_mono, face)

28 * S[f]

29 * rho_cp[k]

30 * vitesse[face]

31 )

32 else: # face grise

33 k = phase(face)

34 flux_conv[face] *= rho_cp[k]
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6.3 Cas test de validation

6.3.1 Validation de l’interpolation de la température à l’in-
terface

Dans un premier temps, cette validation est faite de manière sommaire. Une
rampe de température est initialement mise en place dans un domaine avec une
bulle. La bulle a les mêmes propriétés thermiques que le liquide qui l’entoure. La
température est interpolée à l’interface. La validation est uniquement visuelle, la
Fig. 6.16 montre que la température interpolée se confond avec la température du
fluide dans ce plan.

Figure 6.16 – Coupe de l’interpolation de la température à l’interface avec une
rampe de température en x et des propriétés constantes dans le domaine.

Afin de valider la bonne interpolation en fonction des conductivités thermiques,
il suffit de regarder la température qui est interpolée initialement uniformément
à l’interface dans un cas où une température constante est imposée dans chaque
phase. La Fig. 6.17 montre bien que la température interpolée (0, 909) correspond
à l’interpolation théorique utilisant seulement les valeurs purement monophasiques
de chaque phase avec Tl = 0, Tv = 1, λl = 1 et λv = 100.
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Figure 6.17 – Interpolation de la température à l’interface avec une température
constante par phase et une conductivité thermique dans la vapeur 100 fois plus
grande que dans le liquide.
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6.3.2 Validation du calcul des faces mouillées et du bary-
centre

Le calcul des surfaces mouillées par la phase vapeur devrait être validé rigou-
reusement en extrayant des surfaces vapeurs par face calculées et en les comparant
dans un cas où l’on connaît de manière analytique la valeur de cette surface. Cela
étant difficile à mettre en place, pour le moment on se satisfera d’une valida-
tion visuelle. Dans toutes les directions, des résultats similaires à ceux observés
Fig. 6.18. Cependant les limitations de l’avancement actuel de l’implémentation

Figure 6.18 – Fraction de la surface de la vapeur par face orientée dans la direction
x.

de l’algorithme en trois dimensions sont dues à des erreurs dans ce calcul, lors de
la présence de trop petites surfaces. Dans ce cas-là, la surface reportée correspond
à celle de la mauvaise phase. Un réglage fin de ce problème est nécessaire pour une
validation finale.

De la même façon, le calcul des barycentres des fractions de surfaces mouillées
est vérifié visuellement. La Fig. 6.19 montre ainsi les valeurs de la composante y
pour les faces mouillées orientée dans la direction normale à l’axe x. Comme on
peut s’y attendre, la composante y est a peu près uniforme sur une même ligne de
cellules en y coupées par l’interface et elle augmente avec la position en y de la
face considérée.



Cas test de validation 213

Figure 6.19 – Composante dans la direction y de la position du barycentre de la
fraction de face vapeur de chaque face diphasique orientée dans la direction x (0
si la face est monophasique).

6.3.3 Validation globale

Pour valider cette formulation complète, le problème vient de l’absence de
solution analytiques dans un cas de convection diffusion autour d’une bulle avec
saut de propriétés thermiques. Ainsi, un cas test similaire au cas test utilisé dans
le cas 1D avec FluidDyn est imaginé. Il consiste à

— convecter et diffuser un créneau initial de température dans la bulles (une
température de 1 dans la bulle et de 0 dans le liquide), avec une vitesse
constante et dans une direction

— et comparer le résultat obtenu à une simulation de diffusion pure sans
convection, avec la bulle initialement localisée au point d’arrivée de la pre-
mière simulation.

Pour arriver au résultat du deuxième calcul, celui-ci doit être fait en deux étapes.
D’abord l’interface est purement convectée, sans champ de température. Cela as-
sure que la comparaison est faite sur des maillages strictement identiques, mais
décalés. Puis le calcul de diffusion pure est fait sur la même durée que dans le
cas de convection-diffusion, en partant d’un champ de température initialisé de la
même manière que le calcul en convection-diffusion, à partir de l’indicatrice.
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Conclusions

Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, la formulation retenue au Chap. 5 est adaptée au cas
tri-dimensionnel.

Dans un premier temps, la formulation unidimensionnelle est succes-
sivement modifiée pour être adaptée d’une part aux exigences du cas tri-
dimensionnel, d’autre part pour être simplifiée, dans l’objectif d’être implé-
mentée de manière incrémentale. Ces différentes modifications de la formu-
lation ESP (Energy with Single-Phase fluxes) conservent toujours les points
clefs de la réussite de cette formulation, c’est-à-dire une formulation en éner-
gie couplée à un calcul des flux monophasiques, à partir des valeurs inter-
faciales, et une intégration précise aux faces des propriétés discontinues né-
cessaires au calcul des flux. Ces évolutions sont évaluées grâce à FluidDyn
dans un cas unidimensionnel. Elles conduisent au total à une faible dégrada-
tion de la solution, qui semble acceptable pour une première implémentation
tri-dimensionnelle.

Puis les différentes interpolations à l’interface sont mises en place en
trois dimensions. L’interpolation à l’interface unidimensionnelle est trans-
formée en interpolation selon la normale à l’interface, à partir de tempéra-
tures monophasiques de part et d’autre de l’interface. Elle est essentielle au
calcul des températures aux faces pour en déduire les flux convectifs. En
effet, ces températures aux faces à proximité de l’interface sont interpolées
à partir de températures fantômes calculées dans les cellules diphasiques et
des températures de la phase dans laquelle la température est interpolée. Les
températures fantômes sont directement issues des interpolations de tempé-
ratures interfaciales. D’autre part, les fractions de surfaces mouillées par la
vapeur sont calculées à l’aide d’intersections entre les maillages des bulles
et du domaine. La surface des faces intersectées est ensuite réattribuée à la
face du domaine fluide traversée par une interface. Ce calcul pose aujourd’hui
problème dans certaines configurations où les fractions de faces générées sont
très petites. Il s’agit malheureusement d’un problème purement informatique
qui n’a pas encore été réglé.

Enfin, des premières validations des travaux numériques réalisés en trois
dimensions sont présentées, démontrant le bon fonctionnement de l’algo-
rithme d’interpolation de la température et du calcul des fractions de faces
mouillées par la vapeur quand la géométrie ne pose pas de problème.
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Conclusion

Cette thèse s’articule donc en deux parties. La première porte sur la modélisa-
tion de transferts thermiques dans les écoulements à bulles en absence de saut de
propriétés thermiques. Les résultats obtenus dans cette partie s’appuient sur des
simulations numériques directes réalisées grâce au code TrioCFD-IJK. Ce code est
utilisé pour simuler des écoulements diphasiques en 3D, il est adapté à la recherche
sur les écoulements à bulles et utilise des méthodes numériques telles que le suivi
d’interface, la formulation monofluide et les schémas de type volumes finis. Il est
capable de simuler plusieurs champs thermiques pour un seul champ dynamique,
réduisant ainsi le coût de calcul. La convergence des opérateurs d’interpolation
volume finis est validée dans des cas simples. Puis, des exemples de simulations
dans des canaux, à la fois monophasiques et diphasiques, sont présentés pour mon-
trer la capacité du code à décrire la température dans des écoulements turbulents.
Ces études permettent une validation du code dans ces conditions et des résultats
nouveaux. L’évolution du nombre de Nusselt pariétal en fonction du nombre de
Prandtl, la dépendance du coefficient de la loi logarithmique thermique au nombre
de Prandtl liquide sont analysés en détails. Les transferts thermiques turbulents
sont aussi analysés en vue de leur modélisation vis-à-vis des tensions de Reynolds
dans une approche moyennée à deux fluides. Enfin, une étude détaillée avec conver-
gence en maillage a été réalisée sur le cas d’un essaim homogène de bulles, avec un
taux de vide de 6% et des nombres de Reynolds de bulles entre 200 et 800. Elle met
à jour des corrélations de transferts thermiques aux interfaces, dans des essaims,
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très proches des corrélations déduites sur des bulles uniques, mais présentant tout
de même une intensification des transferts de l’ordre de 10% pour les conditions
étudiées.

Dans une seconde partie, une recherche d’un schéma numérique apte à simu-
ler des écoulements avec sauts de propriétés thermiques est menée. À cette fin, le
code 1D FluidDyn est développé. FluidDyn est une base légère et souple en Py-
thon qui sert à développer et valider de nouveaux schémas de convection-diffusion
pour des écoulements à bulles. Il permet une recherche amont sur les schémas
numériques pour le suivi de frontière dans le contexte des transferts thermiques.
L’architecture générale du code est documentée, elle permet de tester les nom-
breuses combinaisons possibles de méthodes numériques et d’interpolation pour
gérer cette discontinuité aux interfaces. Ces schémas sont validés dans des cas
simples pour déterminer leur bon ordre de convergence. Ensuite, un cas complet
monophasique est étudié pour une validation générale. Puis, plusieurs études sont
menées dans un cas diphasique avec des sauts de propriétés. L’ordre de grandeur de
perte d’énergie au cours du temps de la simulation est trouvé comparable entre la
simulation unidimensionnelle et le cas de l’essaim de bulles homogène. Différentes
formulations en température et en énergie sont étudiées. Ces études permettent
de dégager une formulation conservative unidimensionnelle robuste et précise. Les
points-clefs de cette formulations sont : l’expression en énergie, l’integration des
surfaces mouillées pour chaque phase aux faces pour trouver des propriétés dipha-
siques précises et la séparation des phases dans l’interpolation des flux en passant
par les valeurs interpolées à l’interface. Cette formulation est finalement adap-
tée au cas tri-dimensionnel, demandant notamment un certain nombre de calculs
d’intersections de géométries et d’interpolations, spécifiques au suivi d’interface.
Ces développements géométriques permettent aussi l’analyse des champs interpo-
lés aux interfaces dans le cadre de la formulation monofluide en température. Ces
statistiques interfaciales sont indispensables pour obtenir les corrélations en essaim
présentées dans la première partie.

Perspectives

Cette thèse ouvre finalement de nouvelles pistes dans l’analyse des transferts
thermiques en écoulements à bulles, après avoir mis à jour les difficultés de conser-
vation de l’énergie thermique avec la formulation classique monofluide en tempé-
rature en présence de sauts de propriétés. Sans ces sauts de propriétés thermiques,
pour la première fois, des études de trainsferts afféctés par un groupe de bulles sur
un nombre important de nombres de Prandtl ont été réalisées. Elles permettent
non seulement de comparer les résultats obtenus aux corrélations de la littératures,
mais aussi de calibrer des modèles avec une bonne fiabilité. Cette particularité des
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écoulements avec résolution de champs thermiques indépendants des champs dy-
namiques continuera à être exploitée avantageusement à l’avenir. Notamment, elle
permettra de suivre une démarche de modélisation par effets séparés, similaire à
celle réalisée sur la dynamique dans la thèse de Du Cluzeau [29]. Ainsi les diffé-
rentes contributions au produit des fluctuations de vitesse-température pourrons
être analysées, en ajoutant à l’étude sur la dynamique la dimension thermique,
portée par le nombre de Prandtl, sans en augmenter significativement le coût
CPU.

Dans une seconde partie, cette thèse, après avoir démontré la non-adéquation
du schéma monofluide pour simuler les transferts thermiques dans les écoulements
à bulles, a ouvert une nouvelle voie. Les formulations imaginées, évaluées en 1D
grâce à FluidDyn, montrent l’importance de l’évaluation précise des valeurs géo-
métriques liées à l’interface et la nécessité de traiter les phase séparément proche
de l’interface, tout en prenant en compte les conditions de saut. Dans ce cadre, la
méthode front-tracking utilisée dans TrioCFD-IJK s’est révélée tout à fait adaptée,
donnant accès à des informations géométriques précises. Une partie conséquente
des développements a été réalisée ; des améliorations doivent encore être faites pour
compléter la démarche entreprise, ainsi qu’une validation à l’échelle sur un essaim
de bulles. Mais ce schéma permettra d’étudier l’influence des sauts de propriétés
entre les deux fluides sur les transferts de chaleur.

Les termes de l’équation Euler-Euler de la température qui ont besoin d’une
fermeture sont le terme des fluctuations vitesse-température, le terme des flux ther-
mique interfacial et un terme vectoriel de température interfaciale. Des modèles ont
été étudiés pour les deux premiers, le troisième terme n’est à notre connaissance pas
pris en compte dans les modèles existants, et son étude, grâce aux développements
d’interpolations à l’interface réalisés dans cette partie, est désormais envisageable.
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A.1 Études de la formulation couplée Température-
Énergie

Ici nous présenterons les recherches menées sur le couplage température-énergie
pour résoudre l’équation de température de manière conservative, en gardant une
bonne précision sur l’estimation locale de la température à proximité de l’interface.

Plusieurs méthodes ont été testées, mais elles utilisent toutes le même principe.
Deux équations sont résolues simultanément, l’équation formulée en température
et celle formulée en énergie :

∂ 1
dV

∫

dV
TdV

∂t
= −

∮

dS

Tv · ndS +
1

ρcpa

∮

dS

q · ndS

∂ 1
dV

∫

dV
ρcpTdV

∂t
= −

∮

dS

ρcpTv · ndS +

∮

dS

q · ndS
(A.1)

L’équation Éq. (A.1) permet de calculer le flux à partir du gradient de T , et de
corriger la température de la convection avec des flux utilisant le couple h, T de
la maille diphasique. Le flux diffusif dans l’équation en énergie est calculé à partir
du champs de température corrigé à l’interface en couplant aussi les informations
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de température et d’énergie. Ainsi, le couplage à l’interface s’écrit de la manière
suivante :

ρcp1α1T1 + ρcp2α2T2 = hcell

α1T1 + α2T2 = Tcell

λ1
TI − T1

d1
− λ2

T2 − TI

d2
= 0

(A.2)

Ce couplage présente plusieurs avantages. D’une part, la déduction de TI est
locale (utilise les valeurs de la cellule) et ne suppose pas une linéarité sur plusieurs
cellules, d’autre part, nous avons désormais accès à la température de la maille
ainsi qu’a son énergie, alors que sans les deux équations nous n’avons qu’une seule
des deux valeurs.

(
ρcp1α ρcp2(1− α)
α 1− α

)(
T1

T2

)

=

(
hcell

Tcell

)

(A.3)

Cependant plusieurs problèmes peuvent être remarqués avant même de réaliser
des tests. D’abord, le système qui permet de trouver T1 et T2 n’est pas inversible
quand α = 0 ou 1. Dans ce cas là, il est impossible de déduire localement les
températures T1 et T2. Si α1 = 0 (respectivement α2 = 0), T1 (resp. T2) n’est pas
définie, et T2 = Tcell = hcell/ρcp2. Pour pallier à ce problème, il faut avoir recours
à Ti−1 (resp. à Ti+1).

• •
i− 1 i+ 1T1

×
T2
×

α1 α2

TI
×

Tcell, hcell

d1 d2

Figure A.1 – Variables dans une cellule diphasique dans le cadre du couplage des
équations d’énergie et de température.

Ensuite, la résolution du système ne donne pas de garantie sur le fait que TI

soit borné entre Ti−1 et Ti+1. Quand le système est proche de la colinéarité, les
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erreurs sur Tcell et hcell peuvent mener à de grande variations de TI .
Ici, le système d’équation est discrétisé en utilisant l’approche monofluide pour

la température, avec correction des flux à partir de valeurs monophasiques ou
calculées à l’interface. Ce schéma est détaillé Éq. (5.31) en Sec. 5.3.1. Pour ce qui
est de l’énergie, elle est discrétisée suivant la méthode en Éq. (5.49) en Sec. 5.3.2.

Après un temps très court de simulation, nous pouvons observer que ce schéma
est instable. En effet Fig. A.2 nous voyons bien que la température proche de
l’interface diverge alors que l’énergie reste quasiment constante.
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Energie température

0 1 2
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−150000
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−50000

0

λ
∇
T

λ∇T

ρCpTf

0.00

0.05
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0.15

0.20

ρ
C

p
T

Figure A.2 – Profil de température après 2 pas de temps de simulation avec la
formulation Énergie-Température.

A.2 Full monophasique

Une approche purement monophasique a été immaginée sans porter de fruits
dans le cas unidimensionnel. Cette approche consiste à traiter l’interface comme
étant à une face. Pour cela, la cellule contenant l’interface est divisée en deux
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parties par celle-ci, et des températures sont calculées aux barycentres de chaque
sous-cellules. Une équation spécifique est résolue dans cette cellule pour détermi-
ner l’évolution des températures aux barycentres des sous-cellules. Cette équation
prend en compte la convection de l’interface et la condition de saut de gradient de
température (ou continuité du flux) entre les deux phases. Dans ce cadre là, on a :

d

dt

(∫

Vk

ρkcpkTkdV

)

=

∮

Sk

ρkcpkTk

(
vk − vSk

)
· nkdS +

∮

Sk

λk∇Tk · nkdS (A.4)

Ce qui donne en reprenant les notations du schéma Fig. A.1,
∮

S1

ρcp1T1

(
v1 − vS1

)
· n1dS = ρcp1Ti−1/2vi−1/2 · n1S (A.5)

et ∮

S1

λ1∇T1 · n1dS = λ1∇Ti−1/2 · ni−1/2S − q
1
· nIS. (A.6)

La difficulté vient de la disparition et de l’apparition de bouts de cellules. Au
moment de la disparition, la température de la cellule se perd, et au contraire,
à l’apparition il faut l’attribuer arbitrairement selon les températures des cellules
voisines. Une idée pour simplifier ce problème est d’associer la cellule avale au bout
de cellule diphasique (i + 1 et V2). Il faut alors dissocier ces deux volumes quand
l’interface passe dans la cellule i + 1. Cette dissociation peut se faire de manière
linéaire et ne semble pas présenter de difficultés. Cette solution peut s’imaginer en
1D, mais n’est plus satisfaisante en dimension suppérieure. En effet, il n’est plus
évident de savoir dans quelle cellule est passée le bout de cellule diphasique. Cette
solution n’a donc pas été implémentée en 1D.
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B.1 Interpolation linéaire par morçeau à l’ordre n

La démarche adoptée ici est de déduire la valeur de la température et du flux
à l’interface à partir de valeurs monophasiques lointaines. Nous allons faire un
développement de Taylor tronqué à l’ordre n en TI . Ce développement est couplé
avec l’égalité des flux thermiques à l’interface pour donner l’équation Éq. (B.1)
. En évaluant le développement de Taylor en n points à gauche et n points à
droite, nous obtenons un système à 2n équations et le même nombre d’inconnues
(en substituant les gradients de température droit et gauche par le flux normal
pondéré par la conductivité thermique). Ainsi nous pouvons résoudre ce système.

Tk = TI +
qI
λk

∆xk +
n∑

i=2

∂iT

∂xi

∣
∣
∣
∣
Ik

∆xk
i

i!
(B.1)

Il n’y a pas de problème d’anulation du déterminant car les coefficients du système
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Figure B.1 – Comparaison des différents ordres d’interpolation de la température
à l’interface.
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sont fonctions des distances entre les points. Ceux-ci sont à des distances fixes les
uns des autres, il est donc facile de montrer que le déterminant est non-nul (matrice
de Vandermonde).

B.2 Interpolation mixte entre l’énergie et les condi-
tions aux limites

• • •
i− 1 i+ 1iT1

×
T2
×

TI
×

d1 d2dg dd

Figure B.2 – Schéma des températures dans une cellule diphasique.

En résolvant le problème en température, nous connaisons l’énergie contenue
dans la maille diphasique. S’il est impossible de retrouver la valeur de la tempéra-
ture d’interface à partir de cette seule information (même en connaissant la postion
de l’interface), cette information n’est pas décorrélée de celle de la température.

Une méthode envisagée est donc de choisir une approche mixte. Nous considé-
rons la cellule avec pour énergie e, découpée en 2 parties, avec T1 au centre de la
partie gauche et T2 au centre de la partie droite. Les températures monophasiques
des voisins de notre cellule sont notées Tg et Td pour les voisines respectivement
à gauche et à droite. En considérant que la température est une fonction linéaire
par morceau dans la cellule, nous pouvons écrire :

ρcp1T1α1 + ρcp2T2α2 = e (B.2)

λ1
TI − T1

d1
= λ2

T2 − TI

d2
(B.3)

Et maintenant nous allons écrire les relation d’extrapolation linéaire de la tempé-
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rature des deux côtés (gauche et droite) et les relaxer :

TI = T1 +
T1 − Tg

dg
d1 + ǫ(d1 + dg) (B.4)

TI = T2 −
Td − T2

dd
d2 + ǫ(d2 + dd) (B.5)

Ici l’erreur sur un TI linéaire est d’autant plus grande que l’interface est éloignée du
point considéré, c’est pour cela que ǫ est pondéré par une distance. Il existe dans
certains cas une solution analytique pour TI . La solution peut-être déterminée à
l’aide d’un logiciel de calcul formel tel que Sympy. Le déterminant du sytème est
de degré 5 en alpha, donc il n’est pas garanti qu’il y ait une solution de manière
systématique.
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