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INTRODUCTION

Les nombreuses contributions de l’analyse p-adique à la théorie des nombres
ont motivé le développement d’une géométrie analytique sur Qp, analogue à la
géométrie analytique complexe. Mais les corps non-archimédiens étant totalement
discontinus, ils admettent trop de fonctions localement développables en série en-
tière pour que l’approche naïve d’une telle théorie soit fructueuse. Afin de palier à
ce problème, de nombreuses théories ont vu le jour : les fibres génériques de sché-
mas formels de A. Grothendieck et M. Raynaud ([Gro60], [Ray74]), les espaces
analytiques rigides de J. Tate ([Tat71]), les espaces adique de R. Huber ([Hub93],
[Hub94]), les espaces analytiques de V. Berkovich ([Ber90]), etc. Cette dernière,
à laquelle on doit de nombreuses applications, notamment dans le programme de
Langlands, en théorie de Hodge p-adique et en dynamique, est riche de bonnes pro-
priétés topologiques : les espaces y sont localement compacts, localement connexes
par arc et localement contractiles. C’est aussi dans ce cadre qu’est définie pour la
première fois une notion de topologie étale analytique sur Qp ([Ber93]), motivée
par une conjecture de Carayol et Drinfeld concernant le programme de Langlands
([Car90]). Notons que cette conjecture a été démontrée via ces outils, de même
que l’a été une conjecture de Deligne sur les cycles évanescents ([Ber94]).

De plus, la géométrie de Berkovich présente un autre intérêt : les espaces ana-
lytiques, communément définis sur des corps complets non-archimédiens, peuvent
en fait être définis sur n’importe quel anneau de Banach. En particulier, on peut
construire des espaces analytiques sur les anneaux C et Z, tous deux munis de la
valeur absolue usuelle. Dans le premier cas, on retrouve exactement les espaces
analytiques complexes tandis que, dans le second cas, on obtient des espaces fibrés
en espaces analytiques complexes et p-adiques. Bien que ces exemples soient don-
nés dans le premier chapitre de [Ber90], les espaces analytiques sur Z ne sont pas
plus étudiés dans cet ouvrage. La première description approfondie d’un tel espace
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est celle, due à J. Poineau, présentée dans [Poi10] et qui traite le cas de la droite
affine.

Dans cette thèse, on se propose d’étudier la topologie étale des espaces analy-
tiques sur Z ou sur un autre anneau d’entiers de corps de nombres. Pour ce faire,
on développe d’abord la théorie des morphismes étales entre de tels espaces, in-
duisant un isomorphisme local entre les fibres complexes et un morphisme étale au
sens de [Ber93] entre les fibres p-adiques. On traite ces deux cas de façon unifiée.
Ensuite, on étudie la structure « étale locale » de différentes classes de morphismes
ainsi que le groupe fondamental étale. Les méthodes utilisées permettent d’obtenir
les résultats sur une classe d’anneaux plus générale, comprenant les corps valués
complets et les anneaux de valuation discrète.

Dans le premier chapitre, on démontre des propriétés générales des espaces ana-
lytiques. Les deux premières sections contiennent principalement des résultats issus
de travaux antérieurs dus à Berkovich, Lemanissier et Poineau : la première sec-
tion est consacrée aux espaces sur un anneau de Banach quelconque tandis que la
deuxième section traite d’espaces sur des classes d’anneaux plus restreintes (an-
neaux de base géométrique, définition 1.2.5 et anneaux de Dedekind analytique,
définition 1.2.19). Soit S un espace analytique sur un anneau de base géométrique.
Dans la troisième section, on étudie la notion d’espaces analytiques relatifs, au-
dessus de S. On y trouvera notamment la propriété universelle des espaces affines
(proposition 1.3.3) ainsi que la caractérisation suivante des morphismes finis :
Théorème (Théorème 1.3.14). — Un morphisme f : X → S d’espaces A-
analytiques est fini si et seulement si le faisceau de OS-algèbres f∗OX est cohérent.

La quatrième section est consacrée aux propriétés essentielles des morphismes
rigides épais qui sont au cœur de la démonstration du théorème 2.1.3. Dans la
cinquième et dernière section, on étudie la dimension de Krull des anneaux lo-
caux en certains points particuliers ; ces résultats sont utilisés afin de démontrer
le corollaire 2.2.5.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude des morphismes plats, non rami-
fiés, étales et lisses. Dans la première section, on établit des critères par fibres et
par analytification pour les morphismes plats. On note l’utilisation centrale du
théorème 2.1.3. La deuxième section se concentre sur le critère de ramification
par fibres et ses corollaires, notamment le critère de ramification par analytifica-
tion. Les résultats concernant la structure locale des morphismes non ramifiés se
trouvent dans la troisième section, dont on notera le critère suivant :



INTRODUCTION 3

Proposition (Proposition 2.3.6). — Soient f : X → S un morphisme d’es-
paces A-analytiques et x ∈ X. Alors f : X → S est non ramifié en x si et
seulement si le morphisme diagonal ∆f : X → X ×S X est un isomorphisme local
en x.

C’est aussi dans cette section que l’on trouvera la définition de morphisme étale,
dont l’étude systématique est faite dans la section 4. Outre les critères par fibres
et par analytification, on notera la description locale suivante :
Proposition (Corollaire 2.4.5). — Soient f : X → S un morphisme d’espaces
A-analytiques, x ∈ X et s = f(x). Alors f est étale en x si et seulement si
on dispose d’un polynôme unitaire P (T ) ∈ Os[T ] dont l’image dans κ(s)[T ] est
irréductible et séparable et tel que f induise un isomorphisme :

Os[T ]
/

(P (T ))
∼= Ox.

Dans la cinquième et dernière section de ce chapitre, on applique les résultats
des sections précédentes afin d’étudier les morphismes lisses.

Le troisième chapitre adopte un point de vue plus topologique, au sens de la
topologie étale. Dans la première section, on étudie le caractère local au but des
morphismes non ramifiés et étales ainsi que leur structure locale pour cette topo-
logie :
Proposition (Corollaire 3.1.11). — Soient f : X → S un morphisme d’es-
paces A-analytiques et s ∈ S. On suppose que f est non ramifié (resp. étale) et fini.
Il existe alors un voisinage étale (U, s̄) → (S, s) de s ainsi qu’une décomposition
finie

XU =
∐
i

Wi

de sorte que Wi → U est une immersion fermée (resp. un isomorphisme).
L’objectif de la seconde section est d’établir l’existence et les premières propriétés

du groupe fondamental étale d’un espace analytique en utilisant le formalisme des
catégories galoisiennes. En particulier, on obtient :
Théorème (Corollaire 3.2.12). — Soient S un espace A-analytique et s̄ un
point géométrique de S. Alors la catégorie des revêtements étales de S est équiva-
lente à la catégories des πét

1 (S, s̄)-ensembles finis.





CHAPITRE 1

ESPACES ANALYTIQUES

L’objectif de ce chapitre est de démontrer certaines propriétés générales des es-
paces analytiques. On y rappelle la définition d’espaces analytiques sur un anneau
de Banach A puis celle d’anneau de base géométrique, à laquelle on restreindra
notre baseA pour toute la suite du document. De plus, une partie de ce chapitre est
consacrée à l’étude des espaces analytiques au-dessus d’une base S elle-même ana-
lytique sur A. Parmi ces résultats, on peut noter ceux concernant les morphismes
rigides épais qui constituent un outil central dans la stratégie de démonstration
des critères par fibres dans le chapitre 2.

1.1. Espaces A-analytiques

L’objectif de cette section est de rappeler la définition d’espace analytique sur
un anneau de Banach quelconque présentée dans le premier chapitre de [Ber90]. Le
lecteur trouvera une référence plus précise en [LP20], notamment dans les chapitres
1 et 2.

Dans cette section, n ∈ N et (A, ‖.‖A) désigne un anneau de Banach, c’est-à-dire
un anneau normé et complet pour cette norme.
Définition 1.1.1. — Une application |.| : A[T1, . . . , Tn] → R+ est une
semi-norme multiplicative sur A[T1, . . . , Tn] bornée sur A si, pour tout P,Q ∈
A[T1, . . . , Tn] et pour tout a ∈ A, on a :

— |0| = 0,
— |1| = 1,
— |P +Q| ≤ |P |+ |Q|,
— |PQ| = |P ||Q|,
— |a| ≤ ‖a‖A.



6 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES

Définition 1.1.2. — On appelle espace affine analytique de dimension n sur A
l’ensemble des semi-normes multiplicatives sur A[T1, . . . , Tn] bornées sur A. Cet
ensemble est noté An

A. On poseM(A) = A0
A.

On munit An
A de la topologie de la convergence simple, c’est-à-dire la topologie

la plus grossière telle que les applications d’évaluations An
A → R+, |.| 7→ |P | soient

continues pour P ∈ A[T1, . . . , Tn].
Proposition 1.1.3 ([Poi13, Corollaire 6.8]). — Le morphisme naturel An

A →
M(A) est ouvert.

On pensera aux éléments de An
A comme aux points d’un espace et, si x ∈ An

A,
on notera |.|x : A[T1, . . . , Tn] → R+ la semi-norme associée. On cherche à présent
à construire un faisceau structural sur An

A.
Définition 1.1.4. — Soit x ∈ An

A. L’idéal ker(|.|x) ⊂ A[T1, . . . , Tn] est premier
et |.|x induit une valeur absolue sur

Frac
(
A[T1, . . . , Tn]

/
ker(|.|x)

)
.

Le complété de ce corps est appelé corps résiduel complété en x et noté H(x).

On note evx : A[T1, . . . , Tn]→ H(x) l’application f 7→ |f |x. Si f ∈ A[T1, . . . , Tn],
evx(f) est noté f(x).
Définition 1.1.5. — Soit V ⊂ An

A une partie compacte. Le localisé de
A[T1, . . . , Tn] en {f ∈ A[T1, . . . , Tn] | ∀x ∈ V, f(x) 6= 0} est appelé an-
neau des fractions rationnelles sans pôles sur V et noté K(V ). L’application
A[T1, . . . , Tn] → R+, P 7→ maxx∈V (|P |x) s’étend en une semi-norme sur K(V ),
appelée semi-norme uniforme sur V et notée ‖.‖V .
Définition 1.1.6. — Soit U ⊂ An

A un ouvert. L’ensemble des applications f :
U → ⊔

x∈U H(x) vérifiant, pour tout x ∈ U :
— f(x) ∈ H(x)
— il existe un voisinage compact V de x dans U et une suite d’éléments de
K(V ) qui converge vers f |V pour la semi-norme uniforme sur V .

est noté O(U).

Pour tout x ∈ U , l’application d’évaluation evx s’étend à O(U) et, si f ∈ O(U),
evx(f) est encore noté f(x).

Le foncteur contravariant V 7→ O(V ) est un faisceau munissant An
A d’une struc-

ture d’espace localement annelé. Si x est un point de An
A, le corps résiduel de Ox est

appelé corps résiduel en x et noté κ(x). On définit à présent les notions d’espace
A-analytique et de morphisme d’espaces A-analytiques.
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Définition 1.1.7. — Soient m,n ∈ N et U ⊂ Am
A et V ⊂ An

A des ouverts.
Un morphisme d’espaces localement annelés (f, f ]) : (U,OU) → (V,OV ) est un
morphisme d’espaces A-analytiques si, pour tout x ∈ U , le morphisme f ]x induit
un plongement isométrique de corps κ(f(x))→ κ(x).
Définition 1.1.8. — Soit U ⊂ An

A un ouvert. Un fermé analytique de U est un
espace localement annelé de la forme (Supp (OU/I) , ι−1(OU/I)) où I ⊂ OU est
un faisceau cohérent d’idéaux et ι : Supp (OU/I) ↪→ U est l’inclusion canonique.
Dans ce cas, on dit que ι est une immersion fermée.

Un fermé analytique d’un ouvert de An
A est appelé modèle local d’espace A-

analytique. Un morphisme entre modèles locaux d’espace A-analytique est un mor-
phisme d’espaces A-analytiques s’il provient localement d’un morphisme d’espaces
A-analytiques entre ouverts d’espaces affines.
Remarque 1.1.9. — Une immersion fermée est un morphisme d’espaces A-
analytiques.
Définition 1.1.10. — Un espace A-analytique est un espace localement annelé
localement isomorphe à un modèle local d’espace A-analytique. Les notions de
morphisme d’espaces A-analytiques et d’immersion fermée se prolongent naturel-
lement aux morphismes entre espaces A-analytiques.

Si x est un point d’un espace A-analytique, le corps résiduel de l’anneau local
Ox sera encore noté κ(x).
Remarque 1.1.11. — Contrairement à la construction des espaces analytiques
sur un corps ultramétrique complet présentée dans [Ber90], les disques fermés ne
sont pas des espaces A-analytiques en général.
Définition 1.1.12. — Un morphisme d’espaces A-analytiques X → S est une
immersion ouverte s’il induit un isomorphisme entre X et un ouvert de S.

Un morphisme d’espaces A-analytiques est une immersion s’il s’écrit comme la
composée à gauche d’une immersion ouverte par une immersion fermée.
Proposition 1.1.13 ([LP20, Proposition 2.3.7]). — Soient f : X → S un
morphisme d’espaces A-analytiques et ι : Y → S une immersion fermée induisant
un isomorphisme Y ∼= Supp (OS/I) où I ⊂ OS est un faisceau cohérent d’idéaux.
Alors f se factorise par ι si et seulement si f ∗I = 0. Dans ce cas, cette factorisation
est unique.
Proposition 1.1.14 ([Poi13, Corollaire 5.3]). — Soient X un espace A-
analytique et x ∈ X. Alors le corps κ(x) est hensélien.
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Corollaire 1.1.15. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques,
x ∈ X et s = f(x). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) κ(x) est une extension finie séparable de κ(s)
ii) H(x) est une extension finie séparable de H(s)

Démonstration. — D’après la proposition 1.1.14, κ(s) est hensélien. Or, H(x) est
le complété de κ(x) et H(s) est celui de κ(s). On obtient donc le résultat d’après
[Ber93, Proposition 2.4.1].

1.2. Anneaux de base géométriques

On rappelle la définition, issue de [LP20], d’une classe d’anneaux contenant Z
et possédant de bonnes propriétés permettant d’approfondir l’étude des espaces
analytiques sur ceux-ci. Parmi les résultats principaux, on notera la cohérence
du faisceau structural (théorème 1.2.7), l’existence de produits fibrés finis et d’un
foncteur d’analytification des schémas (théorème 1.2.10) ainsi que des analogues du
théorème de l’application finie (théorème 1.2.16) et du Nullstellensatz de Rückert
(théorème 1.2.18).

Dans cette section, A désigne un anneau de Banach.
Définition 1.2.1. — Soient n ∈ N et V ⊂ An

A une partie compacte. On note
B(V ) le séparé complété de K(V ) pour la semi-norme uniforme sur V . Le mor-
phisme naturel A[T1, . . . , Tn] → B(V ) induit un morphisme d’espaces localement
annelés fV : M(B(V )) → An

A. On dit que V est spectralement convexe si fV
induit un homéomorphisme M(B(V )) → V ainsi qu’un isomorphisme d’espaces
localement annelés f−1

V (V̊ )→ V̊ .
On notera qu’il est démontré dans [Poi10] que tout point de An

A admet un
système fondamental de voisinages compacts et spectralement convexes.
Définition 1.2.2. — Soient X un espace topologique et x ∈ X. Un système
fondamental Vx de voisinages de x est fin s’il contient un système fondamental de
voisinages de chacun de ses éléments.
Définition 1.2.3. — Soient m,n ∈ N, x ∈ Am

A et Vx un système fondamental fin
de voisinages compacts spectralement convexes de x. On dit que Ox est fortement
régulier de dimension n relativement à Vx si Ox est noethérien de dimension n et
s’il existe des éléments f1, . . . , fn ∈ mx vérifiant :

— pour tous V ∈ Vx et i ∈ [[1, . . . , n]], fi appartient à l’image du morphisme
naturel B(V )→ Ox,
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— pour tout voisinage compact U de x, on dispose d’une famille de réels stric-
tement positifs (CV )V ∈Vx telle que, pour tout f ∈ mx appartenant à l’image
du morphisme naturel B(U) → Ox et tout élément V ∈ Vx contenu dans
Ů , on dispose de a1, . . . , an ∈ B(V ) vérifiant, pour tout i ∈ [[1, . . . , n]],
‖ai‖V ≤ CV ‖f‖U et f = a1f1 + · · ·+ anfn.

Définition 1.2.4. — Soient X un espace localement annelé et x ∈ X. Alors X
satisfait le principe du prolongement analytique en x si, pour tout f ∈ Ox non nul,
on dispose d’un voisinage ouvert U ⊂ X de x tel que, pour tout t ∈ U , l’image
de f dans Ot est non nulle. On dit que X satisfait le principe du prolongement
analytique si c’est le cas en tout point.
Définition 1.2.5. — Un anneau de Banach (A, ‖.‖A) est appelé un anneau
de base géométrique si M(A) satisfait le principe du prolongement analytique
et si tout x ∈ M(A) admet un système fondamental Vx de voisinages d’intérieur
connexe et vérifiant :

— Ox est fortement régulier de dimension ≤ 1 relativement à Vx,
— Si H(x) est trivialement valué et de caractéristique positive alors, pour tout

voisinage V ∈ Vx, il existe un fermé fini Γ ⊂ V tel que, pour tout f ∈ B(V ),
‖f‖Γ = ‖f‖V et tout point d’un tel voisinage V correspond à une semi-norme
ultramétrique.

Exemple 1.2.6. — Les exemples suivants sont des anneaux de base géomé-
triques :

— les corps valués complets,
— les anneaux d’entiers de corps de nombres A munis de la valeur absolue

maxσ(|σ(.)|∞) où σ parcourt l’ensemble des plongements complexes de
Frac(A) et |.|∞ désigne la valeur absolue usuelle sur C,

— les corps hybrides au sens de [LP20, Exemple 1.1.15],
— les anneaux de valuation discrète,
— les anneaux de Dedekind trivialement valués.
Dans la suite de cet article, A désignera un anneau de base géométrique.

Théorème 1.2.7 ([Poi13, Théorème 11.9]). — Le faisceau structural d’un
espace A-analytique est cohérent.
Lemme 1.2.8. — Soient ι : X ↪→ Y une immersion d’espaces A-analytiques et
x ∈ X. Alors ι est plat en x si et seulement si c’est un isomorphisme local en x.
Démonstration. — Si ι est une immersion alors on dispose d’un idéal I ⊂ Oy
vérifiant Ox ∼= Oy/I. On suppose que ι]x : Oy → Ox est plat. Comme Oy est
noethérien, on déduit de [Stacks, Tag 05KK] que I est engendré par un idempotent

https://stacks.math.columbia.edu/tag/05KK
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e ∈ Oy. Or, e 6= 1 car Oy/I 6= 0. L’anneau Oy étant local et donc connexe, on
obtient e = 0. Cela signifie que Ox ∼= Oy et ι est un isomorphisme local en x. La
réciproque est immédiate.

Lemme 1.2.9. — Soient f : X → Y un morphisme d’espaces A-analytiques,
x ∈ X et y = f(x). Si f ]x : Oy → Ox est surjectif alors il existe un voisinage
ouvert U ⊂ X de x tel que f |U soit une immersion.
Démonstration. — L’idéal I = ker(f ]x) ⊂ Oy est de type fini car Oy est noethérien
et on choisit donc une famille génératrice finie d’éléments de I. Soit V ⊂ Y un
voisinage ouvert de y sur lequel ces générateurs sont définis et U = f−1(V ). Ils
engendrent alors un faisceau d’idéaux I ⊂ OV vérifiant Iy = I et (f ∗(I))x = 0 et
qui est cohérent d’après le théorème 1.2.7. Quitte à rétrécir U , on peut supposer
f ∗(I) = 0. Alors, d’après la proposition 1.1.13, f |U : U → V se factorise par
l’immersion fermée ι : Supp (OV /I) ↪→ V . On note g : U → Supp (OV /I) le
morphisme obtenu. Comme f ]x est surjectif, le morphisme g]x : Og(x) ∼= Oy/I → Ox
est un isomorphisme, g est un isomorphisme local en x et f |U : U → V est une
immersion fermée.

Théorème 1.2.10 ([LP20, Théorèmes 4.1.13 et 4.3.8])
La catégorie des espaces A-analytiques admet des produits fibrés finis ainsi

qu’un foncteur d’analytification X 7→ X an depuis la catégorie des A-schémas
localement de présentation finie.

Si X est un A-schéma localement de présentation finie, on note ρ : X an →X
le morphisme canonique.
Lemme 1.2.11 (Preuve de [LP20, Lemme 6.5.2])

Soient f : X → S un morphisme entre A-schémas localement de présentation
finie et s ∈ S an. On a alors un isomorphisme canonique :(

Xρ(s) ⊗κ(ρ(s)) H(s)
)an ∼= (X an)s .

Lemme 1.2.12. — Soient S un espace A-analytique, X et Y des espaces au-
dessus de S, s ∈ S et x ∈ X un point au-dessus de s tel que H(x) soit une extension
séparable de H(s) de degré d. On note pX et pY les projections X ×S Y → X et
X ×S Y → Y . Alors, pour tout point y ∈ Y , l’ensemble p−1

X ({x}) ∩ p−1
Y ({y}) est

fini et de cardinal inférieur à d. De plus, si H(y) contient H(x), alors p−1
X ({x}) ∩

p−1
Y ({y}) est de cardinal d.
Démonstration. — Soit y ∈ Y . On commence par remarquer que si y ne s’envoie
pas sur s alors p−1

X ({x})∩ p−1
Y ({y}) = ∅. On peut donc supposer que y ∈ Ys et que

les produits fibrés se font sur H(s). On pose {x} ×S {y} = p−1
X ({x}) ∩ p−1

Y ({y}).
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Soient n,m ∈ N, U (respectivement V ) un voisinage ouvert de x (respectivement
y) et i : U ↪→ An

H(s) et j : V ↪→ Am
H(s) des immersions. Comme i et j induisent une

immersion X ×H(s) Y ↪→ An+m
H(s) puis une bijection {x} ×H(s) {y} ↪→ {i(x)} ×H(s)

{j(y)}, on se ramène au cas X = An
H(s) et Y = Am

H(s).

On sait que {x} (respectivement {y}) est une partie compacte spectralement
convexe de An

H(s) (respectivement Am
H(s)). Donc, d’après la proposition [LP20, Pro-

position 4.4.9], on a B({x} ×H(s) {y}) ∼= B({x})⊗̂sp
H(s)B({y}) ∼= H(x)⊗̂sp

H(s)H(y)
qui s’écrit

r∏
i=1

Ki où les Ki sont des extensions de H(s) et r ≤ d d’après [Wei95,

Proposition III.2.2]. On en déduit que {x}×H(s){y} est homéomorphe àM(
r∏
i=1

Ki)
qui est composé de r points.

Pour conclure, il suffit de remarquer que, dans le cas où H(y) contient H(x), on
a H(x)⊗̂sp

H(s)H(y) ∼=
∏
d
H(y).

Proposition 1.2.13 ([LP20, Proposition 4.5.7]). — Soient S un espace A-
analytiques et f : X → Y un morphisme d’espaces A-analytiques au-dessus de S.
Alors le graphe Γf : X → X ×S Y est une immersion.
Définition 1.2.14. — Un morphisme d’espaces A-analytiques est fini s’il est
fini au sens topologique, c’est-à-dire s’il est fermé à fibres finies.
Proposition 1.2.15 ([LP20, Proposition 5.1.8]). — Soient f : X → S un
morphisme fini d’espaces A-analytiques, F un faisceau de OX-modules et s ∈ S.
Alors le morphisme naturel

(f∗F)s
∏

x∈Xs
Fx

est un isomorphisme de Os-modules.
Théorème 1.2.16 ([LP20, Théorème 5.2.6]). — Soient f : X → S un mor-
phisme fini d’espaces A-analytiques et F un faisceau cohérent sur X. Alors f∗F
est un faisceau cohérent sur S.
Corollaire 1.2.17. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques,
x ∈ X et s = f(x). Si f est fini en x alors Ox est un Os-module de présentation
finie.
Démonstration. — On applique le théorème 1.2.16 au faisceau structural OX et
on en déduit que Ox est de type fini sur Os. De plus, Os étant noethérien, on en
déduit que Ox est de présentation finie.
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Théorème 1.2.18 (Nullstellensatz de Rückert, [LP20, Théorème 5.5.5])
Soient X un espace A-analytique, F un faisceau cohérent sur X et f ∈ O(X).

On suppose que f(x) = 0 pour tout x ∈ Supp (F). Alors, pour tout x ∈ X, il existe
n ∈ N tel que fnFx = 0.

Même si la plupart des résultats de cet article traitent des espaces analytiques
sur un anneau de base géométrique quelconque, certaines propriétés d’analytifica-
tion ne sont établies que sur une classe plus restreinte d’anneaux que l’on définit
maintenant.
Définition 1.2.19. — Un anneau de base géométrique A est un anneau de
Dedekind analytique si :

— A est un anneau de Dedekind,
— le morphisme ρ :M(A)→ Spec(A) est surjectif,
— si ξ ∈ Spec(A) est tel que Oξ soit un corps alors, pour tout x ∈ ρ−1(ξ), Ox

est un corps,
— si ξ ∈ Spec(A) est tel que Oξ soit un anneau de valuation discrète alors, pour

tout x ∈ ρ−1(ξ), Ox est un anneau de valuation discrète et ρ]x : Oξ → Ox est
le morphisme de complétion.

Exemple 1.2.20. — Les exemples 1.2.6 sont tous des anneaux de Dedekind
analytiques.
Théorème 1.2.21 ([LP20, Théorème 6.6.4]). — On suppose que A est un
anneau de Dedekind analytique. Soit X un A-schéma localement de présentation
finie. Alors le morphisme d’analytification ρ : X an →X est plat.
Corollaire 1.2.22. — On suppose que A est un anneau de Dedekind analytique.
Soient f : X → S un morphisme entre A-schémas localement de présentation
finie et x ∈X an. Si f an est plat en x alors f est plat en ρ(x).
Démonstration. — On note ξ = ρ(x), s = f an(x) et σ = ρ(s) = f(ξ). D’après le
théorème 1.2.21, les morphismes Oξ → Ox et Oσ → Os sont plats. En particulier,
Ox est fidèlement plat sur Os et Oξ et on conclut par [Stacks, Tag 039V].

1.3. Espaces S-analytiques

Soient A un anneau de base géométrique et S un espace A-analytique.
Définition 1.3.1. — On appellera espace S-analytique tout espaceA-analytique
muni d’un morphisme vers S, appelé projection sur S. Si X et Y sont deux espaces
S-analytiques, un morphisme d’espaces S-analytiques X → Y est un morphisme

https://stacks.math.columbia.edu/tag/039V
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d’espaces A-analytiques qui commute aux projections vers S. On note AnA la
catégorie des espaces A-analytiques et AnS la catégorie des espaces S-analytiques.

Si n est un entier, on appellera espace affine S-analytique de dimension n et
on notera An

S le produit fibré An
A ×A S et πS : An

S → S la projection sur S.
On appellera alors coordonnées de An

S les relevées des coordonnées de An
A par la

projection An
S → An

A. Si U est un sous-espace A-analytique de An
S muni de la

projection vers S induite par πS, on dira que c’est un modèle local d’espace S-
analytique.

Si S est un schéma et n ∈ N, on notera encore An
S l’espace affine schématique

de dimension n au-dessus de S . Afin d’alléger l’écriture, An
Spec(A) sera noté An,sch

A .
Lemme 1.3.2. — Soit f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques. Alors
X admet un recouvrement par des modèles locaux d’espace S-analytique et l’inclu-
sion d’un tel modèle local dans X est un morphisme d’espaces S-analytiques.
Démonstration. — Soient U ⊂ X un modèle local d’espace A-analytique, n ∈ N
et ι : U ↪→ An

A une immersion. D’après la proposition 1.2.13, le graphe Γf : U ↪→
U ×A S de f |U est une immersion. En la composant avec ι× IdS : U ×A S ↪→ An

S,
on obtient un diagramme commutatif :

U An
S

S

Γ

f

πS

où Γ désigne (ι×IdS)◦Γf : U ↪→ An
S. Comme Γ est une immersion, on en déduit que

U est un modèle local d’espace S-analytique. On peut effectuer ce raisonnement
pour un recouvrement de X par des modèles locaux d’espace A-analytique et on
en déduit le résultat.

Proposition 1.3.3. — Soit n ∈ N. Le préfaisceau sur AnS qui, à un espace S-
analytique X, associe l’ensemble Γ(X,OX)n est représentable par An

S. De plus, en
notant T1, . . . , Tn les coordonnées de An

S, une transformation naturelle

HomS(X,An
S) Γ(X,OX)n

est donnée par f 7→
(
f ](T1), . . . , f ](Tn)

)
.

Démonstration. — On suppose tout d’abord que S est un modèle local d’espace
A-analytique. On dispose alors de m ∈ N et d’une immersion ι : S ↪→ Am

A . Soient
π : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques et (f1, . . . , fn) ∈ Γ(X,OX)n.
On note S1, . . . , Sm les coordonnées de Am

A et h1, . . . , hm ∈ Γ(S,OS) leurs relevés
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par ι. D’après [LP20, Proposition 4.1.1], on dispose d’un unique morphisme g :
X → Am+n

A tel que, en notant encore S1, . . . , Sm, T1, . . . , Tn les coordonnées de
Am+n
A , on a g](Si) = π](hi) pour i ∈ [[1, . . . ,m]] et g](Tj) = fj pour j ∈ [[1, . . . , n]].

On obtient le diagramme commutatif suivant :

X Am+n
A

S Am
A

g

π πn

ι

.

Alors, en notant I le faisceau d’idéaux définissant ι sur un certain ouvert de Am
A ,

on a g∗(π∗n(I)) = π∗(ι∗(I)) = 0 et, d’après [LP20, Proposition 2.3.7], g se factorise
de façon unique par l’immersion IdAnA ×A ι : An

S ↪→ Am+n
A définie par π∗n(I). On

note ϕf1,...,fn : X → An
S le morphisme résultant de cette factorisation et on a ainsi

construit une application Γ(X,OX)n → HomS(X,An
S), (f1, . . . , fn) 7→ ϕf1,...,fn . De

plus, on a bien ϕ]f1,...,fn(Tj) = fj pour tout j ∈ [[1, . . . , n]] car g](Tj) = fj par
définition, et il reste à montrer que, pour tout f ∈ HomS(X,An

S), ϕf](T1),...,f](Tn) =
f . Par construction, cela revient à montrer que g = f̃ , où f̃ désigne la composée
(IdAnA ×A ι) ◦ f . Or, en notant p : An

S → S la projection naturelle, on a

f̃ ](Si) = f ](p](hi)) = π](hi) = g](Si)
pour tout i ∈ [[1, . . . ,m]] et f̃ ](Tj) = f ](Tj) = g](Tj) pour tout j ∈ [[1, . . . , n]]. On
conclut par [LP20, Proposition 4.1.1].

On traite à présent le cas général. Soient π : X → S un morphisme d’espaces
A-analytiques et (f1, . . . , fn) ∈ Γ(X,OX)n. On pose {Ui}i un recouvrement de S
par des modèles locaux d’espace A-analytique et, pour tout i, Xi = π−1(Ui) et
ψi : An

Ui
↪→ An

S l’immersion induite par Ui ↪→ S. D’après le cas précédent, on
dispose pour tout i d’un unique morphisme d’espaces S-analytiques ϕi : Xi → An

Ui

vérifiant ϕ]i(Tj) = fj pour tout j ∈ [[1, . . . , n]]. L’existence d’un unique morphisme
d’espaces S-analytiques ϕ : X → An

S coïncidant avec ψi ◦ ϕi sur Xi pour tout i
est alors assurée par [LP20, Proposition 2.1.23 i)]. De plus, pour j ∈ [[1, . . . , n]],
on a ϕ](Tj) = fj car ϕ]i(ψ

]
i(Tj)) = fj pour tout i. Il reste donc à montrer que, si

f ∈ HomS(X,An
S) et si fj = f ](Tj) pour tout j, alors ϕ = f . Par construction,

cela équivaut à montrer que f coïncide avec ψi ◦ ϕi sur Xi pour tout i, ce qui se
déduit de la propriété universelle de ϕi. Cela conclut la démonstration.

Pour n ∈ N, r ∈ R+ et V une partie de S, on note DV (r) le disque fermé
{x ∈ An

V | ∀i, |Ti(x)| ≤ r} et D(r) = DS(r).
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Proposition 1.3.4. — Tout point s ∈ S admet un voisinage compact V ⊂ S tel
que, pour tout r ∈ R+, le disque fermé DV (r) est compact. En particulier, pour
tout disque D(r), l’application π|D(r) : D(r)→ S est propre.
Démonstration. — Soit s ∈ S. D’après [Poi22, Lemme 2.1], on dispose d’un voi-
sinage compact V de s, d’une A-algèbre de Banach B et d’un homéomorphisme
ϕ : An

B → An
V dont on vérifie qu’il identifie DB(r) = {x ∈ An

B | ∀i, |Ti(x)| ≤ r} à
DV (r). On déduit alors de [Poi10, Proposition 1.1.11] que DV (r) est compact. La
deuxième assertion découle de [LP20, Lemme 4.4.5 ii)].

Corollaire 1.3.5. — Soient P ∈ O(S)[T ] un polynôme unitaire non constant et
X = Supp

(
OA1

S
/P (T )

)
. Alors le morphisme naturel X → S est fini.

Démonstration. — Pour s ∈ S, la fibre Xs s’identifie à l’ensemble des orbites
sous l’action galoisienne des racines de P (T ) et est donc finie. Il suffit alors de
montrer que le morphisme f : X → S est propre. Soit s ∈ S. On note ι : X ↪→
A1
S l’immersion fermée naturelle. D’après la proposition 1.3.4, on dispose d’un

voisinage compact V ⊂ S de s tel que tout disque fermé DV (r) est compact. On
note W = ι(f−1(V )), qui est un fermé de A1

S. Par le même raisonnement que dans
la preuve de [Poi10, Corollaire 1.1.12], on peut trouver un rayon r ∈ R+ tel que
W ⊂ DV (r). Alors W est compact, ainsi que f−1(V ), et on conclut par [LP20,
Lemme 4.4.5 ii)].

Proposition 1.3.6. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques
fini en un point x ∈ X et s = f(x). On dispose alors de voisinages ouverts U ⊂ X

de x et V ⊂ S de s, de n ∈ N et de P1, . . . , Pn ∈ OS(V )[T ] unitaires et non
constants de sorte que U soit un fermé analytique de

Supp
(
OAnV

/
P1(T1), . . . , Pn(Tn)

)
.

Démonstration. — Comme f est fini en x, on dispose d’un voisinage U de x vé-
rifiant f−1

|U (s) = {x}. Alors, d’après [LP20, Lemme 5.2.3] et quitte à restreindre
U , on dispose d’un voisinage ouvert V de s, de n, l ∈ N, d’ouverts U ′ ⊂ An

A et
V ′ ⊂ Al

A, et d’immersions fermées V ↪→ V ′ et U ↪→ U ′ ×A V ′ de sorte que le
diagramme suivant soit commutatif :

U V

U ′ ×A V ′ V ′

f

.

Pour i ∈ [[1, n]], on note πi : An
A → A1

A la projection sur la coordonnée Ti et
Ui = πi(U). Alors, d’après [LP20, Lemme 5.2.4] et quitte à restreindre V ′ et les
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Ui, on dispose pour tout i de polynômes unitaires et non constants Pi ∈ O(V ′)[T ]
de sorte que Ui soit un fermé analytique de Supp

(
OA1

V ′

/
Pi(Ti)

)
. En particulier,

en notant Z = Supp
(
OAn

V ′

/
P1(T1), . . . , Pn(Tn)

)
, U s’identifie à U ×An

V ′
Z et on

note ι : U ↪→ Z l’immersion obtenue par changement de base de U ↪→ An
V ′ par

Z ↪→ An
V ′ . D’après [LP20, Proposition 2.3.9], on dispose d’un voisinage ouvert

W de ι(x) tel que ι−1(W ) → W soit une immersion fermée. D’après le corollaire
1.3.5, la projection Z → V ′ est finie et donc, quitte à restreindre V ′ et W , on peut
supposer que Z s’écrit W ∐

Z ′. Alors W est un fermé analytique de Z et, quitte à
restreindre U à ι−1(W ), on en déduit que U est aussi un fermé analytique de Z.
On conclut en remarquant que U est un fermé analytique de U ×V ′ V .

Proposition 1.3.7. — Soient s ∈ S, n ∈ N et r ∈ R+. Alors le morphisme
naturel

Os[T1, . . . , Tn] OAnS(Ds(r))

induit un isomorphisme entre les complétés (T1, . . . , Tn)-adiques.
Démonstration. — Un raisonnement standard ainsi qu’une récurrence simple per-
mettent de se ramener au cas S = M(A) et n = 1. Pour V un voisinage com-
pact de b dans S et t > 0, on note B(V )〈|T | ≤ t〉 l’algèbre des séries ΣanT n où
(an) ∈ B(V )N est telle que ∑ ‖an‖V tn converge. D’après [Poi13, Corollaire 2.7], le
morphisme naturel

lim−→
V 3s,t>r

B(V )〈| T |≤ t〉 OA1
S
(Ds(r))

est un isomorphisme. Par exactitude à droite de lim−→, on a donc, pour tout l ≥ 1 :

OA1
S
(Ds(r))

/
T l
∼=

 lim−→
V 3s,t>r

B(V )〈| T |≤ t〉

/
T l

∼= lim−→
V 3s,t>r

B(V )〈| T |≤ t〉
/
T l

∼= lim−→
V 3s,t>r

B(V )[T ]
/
T l

∼=

(
lim−→
V 3s
B(V )[T ]

)/
T l

∼= Os[T ]
/
T l

et on en conclut le résultat.
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Corollaire 1.3.8. — Soient s ∈ S, n ∈ N et 0s ∈ An
S le point 0 de la fibre

au-dessus de s. Alors le morphisme naturel

Os[T1, . . . , Tn] O0s

induit un isomorphisme entre les complétés (T1, . . . , Tn)-adiques.
Démonstration. — C’est la proposition 1.3.7 avec r = 0.

Lemme 1.3.9. — Soient s ∈ S, n ∈ N et π : An
S → S la projection naturelle.

Alors le morphisme naturel

Os[T1, . . . , Tn]
(
π∗OAnS

)
s

induit un isomorphisme entre les complétés (T1, . . . , Tn)-adiques.
Démonstration. — On a, pour tout voisinage compact V de s et tout t > 0, un
monomorphisme naturel B(V )〈|T | ≤ t〉 ↪→ Os[[T ]]. Cela induit, par une récurrence
simple et [Poi13, Corollaire 2.7], un monomorphisme O(D(r)) ↪→ Os[[T1, . . . , Tn]]
pour tout r ≥ 0. De plus, si r, r′ ∈ R+ vérifient r′ ≥ r, le diagramme

OAnS(Ds(r′)) Os[[T1, . . . , Tn]]

OAnS(Ds(r))

est commutatif et, en particulier, OAnS(Ds(r′)) −→ OAnS(Ds(r)) est un monomor-
phisme. On déduit par un passage à lim←−

r

que
(
π∗OAnS

)
s
−→ Os[[T1, . . . , Tn]] est

aussi un monomorphisme. Il suffit alors de montrer que la suite Os[T1, . . . , Tn] −→(
π∗OAnS

)
s
−→ Os[[T1, . . . , Tn]] induit des monomorphismes après complétion

(T1, . . . , Tn)-adique. Afin de simplifier l’écriture, on note T = {T1, . . . , Tn}. En
remarquant qu’il est possible d’écrire, pour tout l ≥ 1,

TlOs[T] = Os[T] ∩Tl
(
π∗OAnS

)
s

et
Tl
(
π∗OAnS

)
s

=
(
π∗OAnS

)
s
∩TlOs[[T]],

les morphismes Os[[T]] −→
(
π∗OAnS

)
s

∧

et
(
π∗OAnS

)
s

∧

−→ Os[[T]] s’obtiennent comme
lim←−
l

des monomorphismes
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Os[T]
/
Os[T] ∩Tl

(
π∗OAnS

)
s

(
π∗OAnS

)
s

/
Tl
(
π∗OAnS

)
s

et (
π∗OAnS

)
s

/(
π∗OAnS

)
s
∩TlOs[[T ]]

Os[[T ]]
/

TlOs[[T ]]

et sont donc aussi des monomorphismes.

Si X est un espace S-analytique, on notera encore X le préfaisceau sur AnS
représentable par X.
Définition 1.3.10. — Soit F un faisceau d’algèbres sur S. Le spectre relatif
de F au-dessus de S, noté Spec

S
(F), est le préfaisceau sur AnS qui associe à

un morphisme f : T → S d’espaces A-analytiques l’ensemble des rétractions
ϕ : f ∗F → OT du morphisme de OT -algèbres structural OT → f ∗F .
Remarque 1.3.11. — La construction donnée à la définition 1.3.10 est foncto-
rielle. Plus précisément, si θ : F → G est un morphisme entre faisceaux d’algèbres
sur S, on définit un morphisme Spec

S
(θ) de préfaisceaux sur AnS de la façon sui-

vante : à tout morphisme g : T → S, on associe Spec
S
(G)(T ) → Spec

S
(F)(T ),

ϕ 7→ ϕ ◦ g∗θ.
On désigne à présent par Spec

S
le foncteur de la catégorie des faisceaux d’al-

gèbres sur S vers la catégorie des préfaisceaux sur AnS ainsi défini.
Remarque 1.3.12. — Soit f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques.
On dispose alors d’un morphisme naturel X → Spec

S
(f∗OX) défini de la façon

suivante : pour T ∈ AnS, l’application HomS(T,X) → Spec
S
(f∗OX)(T ) envoie h

sur h∗ε, où ε : f ∗f∗OX → OX est la co-unité de l’adjonction de f ∗ et f∗.
Lemme 1.3.13. — Soient f1, . . . , fm ∈ O(S)[T1, . . . , Tn]. On dispose d’un iso-
morphisme :

Supp
(
OAnS

/
(f1, . . . , fm)

)
Spec

S

(
OS[T1, . . . , Tn]

/
(f1, . . . , fm)

)
.

Démonstration. — On pose f1, . . . , fm ∈ O(S)[t1, . . . , tn] et

q : OS[t1, . . . , tn] −→ F = OS[t1, . . . , tn]
/

(f1, . . . , fm)
le morphisme quotient. Par souci de précision, on distinguera t1, . . . , tn des coor-
données T1, . . . , Tn de An

S. On note π : An
S → S la projection naturelle,

I = π∗(f1, . . . , fm)
/

(T1 − t1, . . . , Tn − tn) ⊂ OAnS ,
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θ : π∗F → OAnS/I le quotient par les Ti − ti, X = Supp
(
OAnS/I

)
, ι : X ↪→ An

S

l’immersion naturelle et f = π ◦ ι.

On remarque que l’image par le foncteur ι∗ du diagramme

OAnS [t1, . . . , tn] OAnS

π∗F OAnS

/
I

ti 7→Ti

π∗q

θ

s’écrit
OX [t1, . . . , tn] OX

f ∗F OX ⊗ι−1OAn
S

OX

f∗q

ι∗θ

et on en déduit (ι∗θ◦f ∗q)(ti) = ι](Ti)⊗1 pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Alors, en notant
ψ : f ∗F → OX la composée de ι∗θ par la multiplication OX ⊗ι−1OAn

S

OX → OX ,
on a (ψ ◦ f ∗q)(ti) = ι](Ti) pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

On note Φ : X → Spec
S
(F) le morphisme défini de la façon suivante : pour

tout T ∈ AnS, ΦT : HomS(T,X) → Spec
S
(F)(T ) envoie h ∈ HomS(T,X) sur

h∗ψ et on cherche à montrer que Φ est un isomorphisme. Soient g : T → S un
morphisme d’espaces A-analytiques et ϕ : g∗F → OT ∈ Spec

S
(F)(T ). Pour tout

i ∈ {1, . . . , n}, on pose hi = (ϕ ◦ g∗q)(ti) ∈ Γ(T,OT ). D’après la proposition
1.3.3, on dispose d’un unique morphisme d’espaces S-analytiques h̃ : T → An

S

vérifiant h̃](Ti) = hi. Alors, pour tout j ∈ {1, . . . ,m}, on a h̃](fj(T1, . . . , Tn)) =
fj(h1, . . . , hn) = ϕ(g∗q(fj)) = 0 et on en déduit que h̃∗(I) = 0. Donc, d’après
[LP20, Proposition 2.3.7], le morphisme h̃ se factorise de façon unique par ι :

T X

An
S

h

h̃
ι .

De cette manière, on associe à tout ϕ ∈ Spec
S
(F)(T ) un unique h ∈ HomS(T,X)

et on définit alors un morphisme H : Spec
S
(F)→ X. Il reste à vérifier que H est

l’inverse de Φ.

On commence par vérifier que Φ ◦ H = Id. Soient g : T → S un morphisme
d’espaces A-analytiques, ϕ ∈ Spec

S
(F)(T ), h = HT (ϕ) et h̃ = ι ◦ h. Comme g∗F

est engendré par les (g∗q)(ti), il suffit de montrer que ϕ et ΦT (h) coïncident sur
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ces générateurs. Or, on a :
ϕ(g∗q(ti)) = h̃](Ti) = (h] ◦ ι])(Ti) = (h∗(ψ ◦ f ∗q))(ti) = ΦT (h)(g∗q(ti))

et donc Φ ◦ H = Id. On vérifie à présent que H ◦ Φ = Id. Soient g : T →
S un morphisme d’espaces A-analytiques, h ∈ HomS(T,X) et ϕ = ΦT (h). Par
construction, il suffit de montrer que h] et HT (ϕ)] coïncident sur les ι](Ti). Or, on
a :

HT (ϕ)](ι](Ti)) = (ϕ ◦ g∗q)(ti) = (h∗(ψ ◦ f ∗q))(ti) = h](ι](Ti))
et donc H ◦ Φ = Id.

On note à présent FinS la catégorie des morphismes finis d’espacesA-analytiques
vers S et Coh(S) la catégorie des faisceaux d’algèbres cohérents sur S. On rappelle
que, si f : X → S est un morphisme fini, alors f∗OX est cohérent d’après [Poi13,
Théorème 11.9] et [LP20, Théorème 5.2.6].
Théorème 1.3.14. — Le foncteur FinS → Coh(S) qui associe à un morphisme
f : X → S le faisceau f∗OX est une anti-équivalence de catégories dont un quasi-
inverse est donné par Spec

S
.

Démonstration. — Soient F ∈ Coh(S). D’après [Stacks, Tag 04TN], le préfaisceau
Spec

S
(F) est de nature locale au sens de [SHC11, Définition 5.4]. Comme la fini-

tude est une notion locale au but et d’après [SHC11, Proposition 5.6], il suffit de
montrer le résultat au voisinage de tout point s ∈ S. Notons que [SHC11, Proposi-
tion 5.6] est démontrée dans un cadre différent du nôtre mais pourrait être recopiée
verbatim et literatim. Soit s ∈ S. Le Os-module Fs est de type fini, engendré par
des éléments σ1, . . . , σn entiers sur Os. Soient F1(T ), . . . , Fn(T ) ∈ Os[T ] des poly-
nômes unitaires vérifiant Fi(σi) = 0 et V ⊂ S un voisinage de s sur lequel les σi
et les coefficients des Fi sont définis. Quitte à restreindre V , on peut supposer que
F|V est engendré par les σi et est quotient de

G = OV [T1, . . . , Tn]
/

(F1(T1), . . . , Fn(Tn)).

Alors, d’après le lemme 1.3.13, Spec
V

(F|V ) et Spec
V

(G) sont représentables et on
dispose d’une immersion fermée Spec

V
(F|V ) ↪→ Spec

V
(G). Or, on a

Spec
V

(G) ∼= Supp
(
OA1

V

/
F1(T )

)
×V · · · ×V Supp

(
OA1

V

/
Fn(T )

)
et on déduit du corollaire 1.3.5 que Spec

V
(G) et Spec

V
(F|V ) sont finis sur V . De

plus, en notant f : Spec
V

(F|V )→ V et g : Spec
V

(G)→ V les projections naturelles
et d’après le lemme 1.3.9, on a bien g∗OSpec

V
(G) ∼= G et donc f∗OSpec

V
(F|V ) ∼= F|V .

https://stacks.math.columbia.edu/tag/04TN
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Soient f : X → S un morphisme fini, x ∈ X et s = f(x). Alors, d’après la
proposition 1.3.6, on dispose de voisinages ouverts U ⊂ X de x et V ⊂ S de s, de
n ∈ N et de P1, . . . , Pn ∈ OS(V )[T ] unitaires et non constants de sorte que U soit
un fermé analytique de

Z = Supp
(
OAnV

/
P1(T1), . . . , Pn(Tn)

)
.

On note ι : U → Z l’immersion fermée, I ⊂ O(Z) l’idéal cohérent la définissant
et p : Z → V la projection naturelle. Alors

p∗OZ ∼= OV [T1, . . . , Tn]
/

(P1(T1), . . . , Pn(Tn))
d’après le lemme 1.3.9 et on a p∗OZ/p∗I ∼= f∗OU . On déduit alors du lemme 1.3.13
que Z ∼= Spec

V
(p∗OZ) puis que U ∼= Spec

V
(f∗OU).

1.4. Morphismes rigides épais

Soit A un anneau de base géométrique.

Dans cette section, on définit les morphismes d’espaces A-analytiques rigides
épais et on démontre certaines de leurs propriétés, notamment la relation entre mx

et mXs,x énoncée en introduction. Cette étude est motivée par le fait suivant : si
un morphisme f est non ramifié en un point x au sens de la définition 2.2.1 alors
il est rigide épais en x.
Définition 1.4.1. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques
et x ∈ X. On dit que f est rigide épais en x si κ(x) est une extension finie de
κ(f(x)).
Remarque 1.4.2. — On écrira « x est rigide épais au-dessus de f(x) » ou sim-
plement « x est rigide épais » sans préciser le morphisme lorsque le contexte le
permettra.
Lemme 1.4.3. — Soient S un espace A-analytique, n ∈ N, x ∈ An

S, s = πS(x)
et 0s le point 0 de la fibre au-dessus de s. On suppose que An

S → S est rigide
épais en x. On dispose alors de polynômes P1 ∈ O0s [S1], P2 ∈ O0s [S1, S2], . . . , Pn ∈
O0s [S1, . . . , Sn] tels que, en notant T1, . . . , Tn les coordonnées de An

S, on ait un
isomorphisme :

Ox ∼= O0s [S1, . . . , Sn]
/

(P1(S1)− T1, . . . , Pn(S1, . . . , Sn)− Tn).

Cet isomorphisme reste vérifié dans la fibre au-dessus de s.
Démonstration. — On montre la propriété par récurrence sur n.
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Si n = 0 alors An
S = S, πS = IdS et donc x = 0s. On a donc bien Ox ∼= O0s .

On suppose maintenant la propriété vérifiée pour un certain n ∈ N et on la
montre pour n + 1. Soient x ∈ An+1

S et x1 ∈ A1
S sa projection sur la première

coordonnée T1. Soient m ∈ N, U ⊂ S un voisinage ouvert de s, ι : U ↪→ Am
A

une immersion et η = ι ×A IdA1
A

: A1
U ↪→ Am+1

A l’immersion induite sur A1
U de

coordonnée T1. On note s′ = ι(s), x′1 = η(x1), 0s′ ∈ Am+n+1
A le point 0 de la fibre

au-dessus de s′ et 0x′1 ∈ Am+n+1
A le point 0 de la fibre au-dessus de x′1. Alors x′1 est

rigide épais au-dessus de s′ et on note P1 ∈ κ(s′)[S1] son polynôme minimal. On
commence par montrer l’isomorphisme :

(1) O0x′1
∼= O0s′ [S1]

/
(P1(S1)− T1).

Soit V ⊂ Am
A un voisinage compact spectralement convexe de s′ tel que les coeffi-

cients de P1 appartiennent à B(V ). La propriété recherchée étant locale, on peut
se restreindre à la démontrer sur An+1

B(V ). D’après [Poi13, Corollaire 8.10], P1 induit
un morphisme ϕ : An+1

B(V ) → An+1
B(V ) de sorte que ϕ−1(0s′) = 0x′1 et on a bien l’iso-

morphisme (1). On dispose à présent d’un voisinage ouvert W ⊂ V de s′ ainsi que
d’un faisceau cohérent d’idéaux I ⊂ OW vérifiant Os ∼= Os′

/
Is′ . De plus, on a

O0x1
∼= O0x′1

/
Is′O0x′1

et O0s
∼= O0s′

/
Is′Os′ . On obtient donc par un passage au

quotient de (1) :
O0x1

∼= O0s [S1]
/

(P1(S1)− T1).

L’hypothèse de récurrence appliquée au point x ∈ An+1
S au-dessus de x1 ∈ A1

S

assure l’existence de polynômes P2 ∈ O0x1
[S2], P3 ∈ O0x1

[S2, S3], . . . , Pn+1 ∈
O0x1

[S2, . . . , Sn+1] vérifiant :

Ox ∼= O0x1
[S2, . . . , Sn+1]

/
(P2(S2)− T2, . . . , Pn+1(S2, . . . , Sn+1)− Tn+1)

et on en déduit :
Ox ∼= O0s [S1, . . . , Sn+1]

/
(P1(S1)− T1, . . . , Pn+1(S1, . . . , Sn+1)− Tn+1).

Cela conclut la démonstration.

Proposition 1.4.4. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-
analytiques, x ∈ X et s = f(x). On suppose que f est rigide épais en x.
On a alors :

mXs,x =
√
mxOXs,x.

On commence par démontrer le cas particulier des espaces affines sur A.
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Lemme 1.4.5. — Soient m,n ∈ N, π : Am+n
A → Am

A la projection sur les m
premières coordonnées, yn ∈ Am+n

A et y0 = π(yn). On suppose que π est rigide
épais en yn. On a alors :

mπ−1(y0),yn =
√
mynOπ−1(y0),yn .

Démonstration. — On fixe l’entier m et on procède par récurrence sur n.

Si n = 0 alors π = IdAm , Oπ−1(y0),yn = H(y0) et on a donc bien mπ−1(y0),yn = 0 =√
mAmA ,ynOπ−1(y0),yn .

Supposons à présent la propriété vérifiée pour un certain n ∈ N et montrons la
pour n+1. On note S la dernière coordonnée de Am+n+1

A ainsi que π+1 : Am+n+1
A →

Am
A la projection sur les m premières coordonnées. Soient yn+1 ∈ Am+n+1

A un point
rigide épais au-dessus de π+1(yn+1) et yn ∈ Am+n

A sa projection sur les m + n

premières coordonnées. Soient P ∈ κ(yn)[S] le polynôme minimal de yn+1 et V ⊂
Am+n
A un voisinage compact spectralement convexe de yn tel que les coefficients

de P soient définis sur B(V ). La propriété recherchée étant locale, on peut se
restreindre à la démontrer sur A1

B(V ). D’après [Poi13, Théorème 8.8], P induit un
morphisme ϕP : A1

B(V ) → A1
B(V ) de sorte que ϕP (yn+1) soit le point 0 au-dessus de

yn, noté 0yn , et ϕP induit un isomorphisme :

(2) Oyn+1
∼= O0yn [S]

/
(P (S)− T )

où T désigne la coordonnée de A1
B(V ) au but de ϕP . D’après le corollaire 1.3.8, une

fonction f ∈ O0yn s’écrit f =
+∞∑
i=0

aiT
i où les ai sont des éléments de Oyn . On a

donc f(0yn) = 0 si et seulement si a0(yn) = 0 et on en déduit que :
(3) m0yn = mynO0yn + TO0yn .

De même, on a mπ−1
+1(y0),0yn = mπ−1(y0),ynOπ−1

+1(y0),0yn + TOπ−1
+1(y0),0yn . En utilisant

l’hypothèse de récurrence, on obtient :
mπ−1

+1(y0),0yn =
√
mynOπ−1(y0),ynOπ−1

+1(y0),0yn + TOπ−1
+1(y0),0yn .

L’idéal TOπ−1
+1(y0),0yn étant radiciel, on peut écrire :

mπ−1
+1(y0),0yn ⊂

√
mynOπ−1

+1(y0),0yn + TOπ−1
+1(y0),0yn .

Cela donne bien l’inclusion mπ−1
+1(y0),0yn ⊂

√
m0ynOπ−1

+1(y0),0yn d’après (3). L’inclusion
réciproque étant triviale, l’égalité :
(4) mπ−1

+1(y0),0yn =
√
m0ynOπ−1

+1(y0),0yn

en découle.
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On remarque à présent que, sous l’isomorphisme (2), l’idéal maximal de Oyn+1

est engendré par m0yn . En effet, on a :(
O0yn [S]/(P (S)− T )

)/
(m0yn )

∼= κ(0yn)[S]
/

(P (S)− T )
∼= κ(yn)[S]

/
(P (S))

∼= κ(yn+1).

On en déduit que la préimage de l’idéal
√
myn+1Oπ−1

+1(y0),yn+1
par la surjection

Oπ−1
+1(y0),0yn [S] � Oπ−1

+1(y0),yn+1
est

m =
√
m0ynOπ−1

+1(y0),0yn [S] + (P (S)− T )Oπ−1
+1(y0),0yn [S].

De plus, comme 0yn est rigide dans sa fibre, le corps résiduel de l’anneauOπ−1
+1(y0),0yn

vaut H(0yn) et on obtient :
Oπ−1

+1(y0),yn+1

/√
myn+1Oπ−1

+1(y0),yn+1

∼= Oπ−1
+1(y0),0yn [S]

/
m

∼= H(0yn)[S]
/√

P (S)− T
d’après 4.

En écrivant H(0yn) comme le quotient de H(yn)[T ] par (T ), on déduit :
Oπ−1

+1(y0),yn+1

/√
myn+1Oπ−1

+1(y0),yn+1

∼= H(yn)[S]
/√

P (S).

Or, d’après [LP20, Lemme 1.6.23], l’idéal
√
P (S) ⊂ H(yn)[S] est engendré par

µyn+1(S), polynôme minimal de yn+1 à coefficients dans H(yn). On a donc à pré-
sent :

Oπ−1
+1(y0),yn+1

/√
myn+1Oπ−1

+1(y0),yn+1

∼= H(yn)[S]
/

(µyn+1(S))
∼= H(yn+1).

On en déduit que
√
myn+1Oπ−1

+1(y0),yn+1
est bien maximal, ce qui conclut la récur-

rence.

Démonstration de la proposition 1.4.4. — La propriété énoncée étant locale, on
peut supposer que S est un modèle local d’espace A-analytique et on dispose de
m ∈ N et ι : S ↪→ Am

A une immersion. Alors la propriété énoncée est vérifiée pour
f si et seulement si elle l’est pour ι ◦ f et on se ramène au cas où S = Am

A .

D’après le lemme 1.3.2 et quitte à restreindre X, on peut supposer que X est
un modèle local d’espace S-analytique. On dispose à présent de n ∈ N et de
Γ : X ↪→ An

S
∼= Am+n

A une immersion d’espaces S-analytiques :
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X Am+n
A

Am
A

Γ

f

πS
.

D’après le lemme 1.4.5, on a mπ−1
S (s),Γ(x) =

√
mAm+n

A ,Γ(x)Oπ−1
S (s),Γ(x). Soient U ⊂

Am+n
A un voisinage ouvert de Γ(x) et I ⊂ OU un faisceau cohérent d’idéaux véri-

fiant X = Supp (OU/I). On a alors :

mXs,x = mπ−1
S (s),Γ(x)

/
IΓ(x)

=
√
mAm+n

A ,Γ(x)Oπ−1
S (s),Γ(x)

/
IΓ(x)

=
√
mAm+n

A ,Γ(x)Oπ−1
S (s),Γ(x)

/
IΓ(x)

=
√
mX,xOXs,x.

Remarque 1.4.6. — Si les polynômes P (S) et µyn+1(S) engendraient le même
idéal de H(yn)[S], la preuve du lemme 1.4.5 pourrait être écrite sans les radicaux.
C’est le cas lorsque κ(x) est une extension séparable de κ(s) par [Ber93, Proposition
2.4.1]. Sous cette hypothèse, on a donc mXs,x = mxOXs,x.
Lemme 1.4.7. — Soient S un espace A-analytique, f : X → Y un morphisme
d’espaces S-analytiques, x ∈ X, y = f(x) et s ∈ S l’image de x. Soit I ⊂ Oy un
idéal. On suppose que f est rigide épais en x. Si Oy/IOy → OYs,y/IOYs,y est plat
alors Ox/IOx → OXs,x/IOXs,x est plat.
Démonstration. — Cette propriété étant locale, on peut supposer que X est un
modèle local d’espace Y -analytique et on dispose alors de n ∈ N et d’une immersion
d’espaces Y -analytiques Γ : X ↪→ An

Y . Comme Γ est une immersion, il suffit de
montrer la propriété pour πY : An

Y → Y . On suppose donc X = An
Y et f = πY .

On note 0y le point 0 de la fibre de X au-dessus de y. D’après le lemme 1.4.3, on
dispose de polynômes P1 ∈ O0y [S1], P2 ∈ O0y [S1, S2], . . . , Pn ∈ O0y [S1, . . . , Sn] tels
que, en notant T1, . . . , Tn les coordonnées de X = An

Y , on ait un isomorphisme :

Ox ∼= O0y [S1, . . . , Sn]
/

(P1(S1)− T1, . . . , Pn(S1, . . . , Sn)− Tn).

Il suffit de donc de montrer le résultat dans le cas où x = 0y. Afin de simplifier
l’écriture, on note T = {T1, . . . , Tn}.
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D’après le critère local de platitude [SGA1, Exposé IV, Proposition 5.6], le mor-
phisme

Ox
/
IOx

OXs,x
/
IOXs,x

est plat si et seulement si le morphisme induit

Ox
/(

I + (T)l
)
Ox

OXs,x
/(

I + (T)l
)
OXs,x

est plat pour tout l ≥ 1. Or, d’après le corollaire 1.3.8, ce dernier est égal au
morphisme (

Oy
/
IOy

)
[T]

/
(T)l

(
OYs,y

/
IOYs,y

)
[T]

/
(T)l

induit par Oy/IOy → OYs,y/IOYs,y qui est plat par hypothèse. Ceci conclut la
démonstration.

Définition 1.4.8. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques,
x ∈ X et s = f(x). On dit que f est purement localement transcendant en x si
mx = msOx.
Remarque 1.4.9. — Cette définition coïncide avec [Poi13, Définition 9.9] dans
le cas du morphisme An

A →M(A) d’après [LP20, Théorème 1.6.26].
Proposition 1.4.10. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-
analytiques, x ∈ X et s = f(x). On suppose que f est rigide épais en x.
Alors l’anneau OXs,x est un corps si et seulement si f est purement localement
transcendant en x.
Démonstration. — D’après le lemme 1.4.7 appliqué à Y = S et I = ms, le mor-
phisme Ox/msOx → OXs,x est plat et

OXs,x
⊗

Ox/msOx
mx/ms OXs,x

⊗
Ox/msOx

Ox/msOx ∼= OXs,x

est donc une injection. Son image coïncide avec (mx/ms)OXs,x ∼= mxOXs,x. Donc,
si OXs,x est un corps, OXs,x

⊗
Ox/msOx

mx/ms = 0 et donc mx/ms = 0 par fidèle

platitude. Dans ce cas, Ox/msOx est bien un corps. Réciproquement, si Ox/msOx
est un corps, alors mxOXs,x = 0 et OXs,x est un corps d’après 1.4.4.

Remarque 1.4.11. — Le théorème 2.1.3 montre que le sens direct de la propo-
sition 1.4.10 est en fait vérifié pour tout morphisme.
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1.5. Dimension algébrique

Dans cette section, on établit des résultats sur la dimension de Krull des an-
neaux locaux en certains points. On notera que la stratégie de démonstration de la
proposition 1.5.5 et du corollaire 1.5.6 est la même que celle présentée dans [GR84]
dans le cadre de la géométrie analytique complexe.
Définition 1.5.1. — Soit X un espace A-analytique. Un point x ∈ X sera dit
défini par des équations s’il existe une immersion {x} ↪→ X, c’est-à-dire que l’on
dispose d’un voisinage ouvert U ⊂ X de x et de fonctions f1, . . . , fd ∈ OX(U) tels
que Supp(OU/(f1, . . . , fd)) = {x}.
Remarque 1.5.2. — Soient X un espace A-analytique, x ∈ X un point dé-
fini par des équations et g1, . . . , gl des fonctions définies sur un voisinage de x
et vérifiant (g1, . . . , gl)Ox = mx. Par définition, on dispose d’un ouvert U ⊂ X

et de fonctions f1, . . . , fd ∈ O(U) tels que Supp(OU/(f1, . . . , fd)) = {x}. Alors
(f1, . . . , fd)Ox ⊂ (g1, . . . , gl)Ox et donc, quitte à restreindre U , on a

Supp(OU/(f1, . . . , fd)) ⊃ Supp(OU/(g1, . . . , gl)).
On en déduit que {x} = Supp(OU/(g1, . . . , gl)).
Lemme 1.5.3. — Soient k un corps valué complet et X un espace k-analytique.
Alors tous les points rigides de X sont définis par des équations.
Démonstration. — Soit x ∈ X un point rigide. Les propriétés énoncées étant lo-
cales, on peut supposer que X est un modèle local d’espace k-analytique. Soient
n ∈ N un entier et ι : X ↪→ An

k une immersion. Alors ι(x) est rigide et, s’il est
défini par des équations, alors x l’est aussi. On se ramène donc au cas où X = An

k .
Le point ξ = ρ(x) ∈ An,sch

k est associé à un idéal premier I ⊂ k[T1, . . . , Tn] égal
au noyau du morphisme d’évaluation k[T1, . . . , Tn] → H(x). Comme x est rigide,
H(x) est entier sur k et donc sur son sous-anneau k[T1, . . . , Tn]/I. Donc, d’après
[Bos13, Remarque 3.1.2], k[T1, . . . , Tn]/I est un corps, I est maximal et ξ est un
point fermé. Pour tout point y ∈ ρ−1(ξ), on a H(y) = k[T1, . . . , Tn]/I

∧

= κ̂(ξ).
Comme κ(ξ) est fini sur k, on en déduit que κ(ξ) est complet et égal à H(y). On
peut donc associer à y un unique diagramme commutatif comme suit :

M(κ(ξ)) Spec(κ(ξ)) An,sch
k

An
k

ρκ(ξ)

y

ξ

ρ

.

L’unicité de la flèche en pointillés étant assurée par la propriété universelle de
l’analytification, on en déduit que y = x et donc ρ−1(ξ) = {x}. Pour finir, on
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sait que I vérifie {ξ} = V (I) ⊂ An,sch
k et engendre un faisceau cohérent d’idéaux

I ⊂ OAn
k
vérifiant ρ−1(ξ) = Supp(OAn

k
/I). On en déduit que Supp(OAn

k
/I) = {x}

et x est donc bien défini par des équations.

Remarque 1.5.4. — Il semble difficile de caractériser algébriquement les points
définis par des équations lorsque l’anneau de base n’est pas un corps valué com-
plet. On peut noter l’exemple de M(Chyb) dont aucun point n’est défini par des
équations malgré leurs bonnes propriétés algébriques : M(Chyb) s’écrit comme
l’analytifié du schéma Spec(Chyb) et, pour tout x ∈ M(Chyb), ρ(x) ∈ Spec(Chyb)
est un point fermé vérifiant κ(ρ(x)) = H(x).
Proposition 1.5.5. — Soient X un espace A-analytique, x ∈ X un point défini
par des équations, U ⊂ X un voisinage ouvert de x et f1, . . . , fn ∈ O(U). Alors x
est isolé dans Supp(OU/(f1, . . . , fn)) si et seulement si l’anneau Ox/(f1, . . . , fn)Ox
est artinien.
Démonstration. — Quitte à restreindre U , on peut choisir des fonctions g1, . . . , gl
dans O(U) telles que mx = (g1, . . . , gl)Ox.

On suppose tout d’abord que x est isolé dans Supp(OU/(f1, . . . , fn)). Alors,
d’après la remarque 1.5.2, on peut restreindre U pour avoir

Supp(OU/(f1, . . . , fn)) = {x} = Supp(OU/(g1, . . . , gl)).
Donc, d’après le théorème 1.2.18, on a rad ((f1, . . . , fn)OU) = rad ((g1, . . . , gl)OU).
On en déduit que rad ((f1, . . . , fn)Ox) = mx et donc que Ox/(f1, . . . , fn)Ox est
artinien.

Réciproquement, on suppose à présent que Ox/(f1, . . . , fn)Ox est artinien.
Alors rad ((f1, . . . , fn)Ox) = mx = (g1, . . . , gl)Ox et on dispose d’un entier s ∈ N
tel que (gs1, . . . , gsl )Ox ⊂ (f1, . . . , fn)Ox. Donc, quitte à restreindre U , on a
Supp(OU/(gs1, . . . , gsl )) ⊃ Supp(OU/(f1, . . . , fn)). Or, Supp(OU/(gs1, . . . , gsl )) est
en bijection avec Supp(OU/(g1, . . . , gl)) qui est simplement réduit à {x} d’après
la remarque 1.5.2. On en déduit que Supp(OU/(f1, . . . , fn)) = {x}.

Corollaire 1.5.6. — Soient X un espace A-analytique et x ∈ X un point défini
par des équations. Alors dim(Ox) ≤ n si et seulement s’il existe un voisinage
ouvert U ⊂ X de x et des fonctions f1, . . . , fn ∈ O(U) tels que x soit isolé dans
Supp(OU/(f1, . . . , fn)).
Démonstration. — On pose d = dim(Ox) et n l’entier minimal tel qu’il existe
un voisinage ouvert U ⊂ X de x et des fonctions f1, . . . , fn ∈ O(U) vérifiant
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Supp(OU/(f1, . . . , fn)) = {x}. Quitte à rétrécir U , la proposition 1.5.5 assure l’exis-
tence de fonctions g1, . . . , gd ∈ O(U) vérifiant Supp(OU/(g1, . . . , gd)) = {x}, ce qui
implique que n ≤ d. Le même lemme assure que Ox/(f1, . . . , fn)Ox est un anneau
artinien, ce qui implique que d ≤ n. On en déduit le résultat.





CHAPITRE 2

MORPHISMES ÉTALES

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les morphismes plats, non ramifiés et
étales. Une étape cruciale de cette étude est la démonstration des critères par fibres
pour ces morphismes (corollaire 2.1.4, propositions 2.2.4 et 2.4.2), qui repose sur
le théorème 2.1.3. Parmi les résultats notables, on note aussi ceux traitant de la
structure locale de ces morphismes ainsi que de critères par analytification. Dans
la dernière section, ces résultats sont appliqués à l’étude des morphismes lisses.

2.1. Morphismes plats

Cette section est consacrée à la démonstration ainsi qu’aux corollaires du théo-
rème 2.1.3. Elle se fonde sur des résultats de la section 1.3.

Commençons par rappeler la définition de morphisme plat entre espaces A-
analytiques.
Définition 2.1.1. — Un morphisme d’espaces A-analytiques f : X → S est
plat en x ∈ X si f ]x : Os → Ox est plat avec s = f(x). Un morphisme f : X → S

est plat s’il l’est en tout point de X.
Lemme 2.1.2. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques,
x ∈ X et s = f(x). On dispose de voisinages U ⊂ X de x et V ⊂ S de s et de
n ∈ N tels que f(U) ⊂ V , f |U se factorise par πV : An

V → V et, en notant y ∈ An
V

l’image de x, πV est purement localement transcendant en y et U → An
V est rigide

épais en x.
Démonstration. — D’après le lemme 1.3.2, on dispose de V ⊂ S un voisinage de
s qui est un modèle local d’espace A-analytique et U ⊂ f−1(V ) un voisinage de
x qui est un modèle local d’espace V -analytique. On dispose alors de m, l ∈ N et
d’immersions V ↪→ Am

A et U ↪→ Am+l
A . On note s′ (resp. x′) l’image de s (resp. x)
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dans Am
A (resp. Am+l

A ). D’après [LP20, Remarque 1.6.20] et quitte à permuter les l
dernières coordonnées de Am+l

A , on dispose de n ≤ l tel que la projection y′ de x′
dans Am+n

A soit purement localement transcendante au-dessus de s′ et que x′ soit
rigide épais au-dessus de y′. On note y ∈ An

S l’unique point d’image y′ ∈ Am+n
A .

Alors y est purement localement transcendant au-dessus de s et x est rigide épais
au-dessus de y.

Théorème 2.1.3. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques,
x ∈ X et s = f(x). Alors le morphisme

Ox
/
msOx OXs,x

est plat.
Démonstration. — D’après le lemme 2.1.2 et quitte à restreindre X et S, on dis-
pose de n ∈ N tel que f se factorise par πS : An

S → S et, en notant y ∈ An
S

l’image de x, y est purement localement transcendant au-dessus de s et x est ri-
gide épais au-dessus de y. On en déduit que Oy/msOy est un corps et le morphisme
Oy/msOy → OYs,y est donc plat. Comme x est rigide épais au-dessus de y, on peut
appliquer le lemme 1.4.7 et on en conclut que le morphisme Ox/msOx → OXs,x
est plat.

Corollaire 2.1.4 (Critère de platitude par fibres)
Soient S un espace A-analytique, f : X → Y un morphisme d’espaces S-

analytiques, x ∈ X, y = f(x) et s ∈ S l’image de x. On suppose que X → S est
plat en x. Si fs : Xs → Ys est plat en x alors f : X → Y est plat en x et Y → S

est plat en y.
Démonstration. — D’après le théorème 2.1.3, les morphismes Ox/ms → OXs,x et
Oy/ms → OYs,y sont plats. En composant ce dernier par le morphisme OYs,y →
OXs,x, plat par hypothèse, on en déduit que OXs,x est plat sur Oy/ms. Ces mor-
phismes étant locaux, ils sont fidèlement plats. D’après [Stacks, Tag 039V], on
en conclut que Oy/ms → Ox/ms est plat et donc, d’après [Stacks, Tag 00MP],
Os → Oy et Oy → Ox sont plats. Ceci conclut la démonstration.

Corollaire 2.1.5. — Soient S , X et Y des A-schémas localement de présenta-
tion finie, f : X → Y un morphisme de A-schémas au-dessus de S et S un espace
A-analytique au-dessus de S an. On note XS = X an ×S an S et YS = Y an ×S an S

et on suppose que XS → S est plat en un point x̃ ∈ XS. On pose x ∈ X an et
ỹ ∈ YS les images de x̃. Si f : X → Y est plat en ρ(x) alors fS : XS → YS est
plat en x̃ et YS → S est plat en ỹ.

https://stacks.math.columbia.edu/tag/039V
https://stacks.math.columbia.edu/tag/00MP
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Remarque 2.1.6. — — Soit X un R-schéma localement de présentation fi-
nie. Alors

(X ×R Spec(C))an ∼= X an ×RM(C)
par propriété universelle.

— Soient f : X → Y un morphisme d’espaces R-analytiques et x ∈ X. Si
fC : XC → YC est plat en tout point de p−1

X (x), alors f est plat en x. En
effet, cela implique que le morphisme Ox ⊗R C ∼= Πz∈p−1

X (x)Oz → Oy ⊗R C ∼=
Πz∈p−1

X (x)Of(z) est plat et on conclut par [Stacks, Tag 00HJ].
Démonstration. — On pose s ∈ S l’image de x̃. Comme f : X → Y est plat
en ρ(x), f ×S Spec(H(s)) : X ×S Spec(H(s)) −→ Y ×S Spec(H(s)) est plat en
tout point au-dessus de ρ(x). Si H(s) est archimédien, on peut supposer H(s) ∼= C
d’après la remarque 2.1.6 et on déduit de [SGA1, Exposé XII, Proposition 3.1]
que (f ×S Spec(H(s)))an : (X ×S Spec(H(s)))an −→ (Y ×S Spec(H(s)))an est
plat en tout point au-dessus de ρ(x). Si H(s) est non-archimédien, on obtient le
même résultat par [Ber90, Proposition 3.4.6]. Or, par propriété universelle, on a
(X ×S Spec(H(s)))an ∼= (XS)s et (Y ×S Spec(H(s)))an ∼= (YS)s. On en déduit
que le morphisme O(YS)s,ỹ

−→ O(XS)s,x̃
est plat. Par le corollaire 2.1.4, on conclut

que OYS ,ỹ
−→ OXS ,x̃

et Os → OYS ,ỹ
sont plats.

Si A est un anneau de Dedekind analytique alors [LP20, Proposition 6.6.7]
s’applique et on déduit des corollaires 1.2.22 et 2.1.5 le critère suivant :
Corollaire 2.1.7. — Soient X et Y des A-schémas localement de présentation
finie, f : X → Y un morphisme de A-schémas et x ∈ X an. On suppose que
X → Spec(A) est plat en ρ(x). Alors f : X → Y est plat en ρ(x) si et seulement
si f an : X an → Y an est plat en x.
Corollaire 2.1.8. — Soient S un espace A-analytique et n ∈ N. Le morphisme
de projection πS : An

S → S est plat.
Démonstration. — On commence par montrer que π : An

A → M(A) est plat.
Soient x ∈ An

A et s = π(x). On montre que π est plat en x. Si Os est un corps
alors le résultat est immédiat et on se ramène donc au cas où Os est un anneau de
valuation discrète dont on notera $ une uniformisante. Il suffit de montrer que Ox
est sans $-torsion. Comme Ox est intègre, cela revient à montrer π]x($) 6= 0. Soit
U ⊂ An

A un voisinage ouvert de x. Alors, d’après la proposition 1.1.3, π(U) est un
voisinage ouvert de s. Si $ s’annulait en tout point de π(U), alors on déduirait
du théorème 1.2.18 que $ est nilpotent dans Os, ce qui est faux. On dispose alors
de t ∈ π(U) vérifiant $(t) 6= 0 et il existe z ∈ Ut tel que $(z) = $(t) 6= 0. On en
déduit que π]x($) 6= 0 et que π est plat en x.

https://stacks.math.columbia.edu/tag/00HJ


34 CHAPITRE 2. MORPHISMES ÉTALES

On revient à présent sur le cas général. Soient x ∈ An
S et s = πS(x). On montre

que πS est plat en x. La propriété recherchée étant locale, on peut supposer que
S est un modèle local d’espace A-analytique et on dispose alors de m ∈ N et
d’un faisceau d’idéaux cohérent I ⊂ OAmA vérifiant S ∼= Supp

(
OAmA/I

)
et An

S
∼=

Supp
(
OAn+m

A
/IOAn+m

A

)
. En notant s′ (resp. x′) l’image de s (resp. x) dans Am

A

(resp. An+m
A ), on obtient Os ∼= Os′/Is′ et Ox ∼= Ox′/Is′Ox′ et on se ramène donc

au cas où S = Am
A . Comme cela a été démontré ci-dessus, le morphisme Am+n

A →
M(A) est plat et on obtient alors le résultat en appliquant le corollaire 2.1.5 au
morphisme An+m,sch

A → Am,sch
A .

2.2. Morphismes non ramifiés : critère par fibres

Dans cette section, on étudie les morphismes d’espaces A-analytiques non ra-
mifiés et on démontre un critère de ramification par fibres, répondant au passage
à une conjecture énoncée dans [LS19, (2.2.9)]. On ne développe pas de théorie des
différentielles de Kähler.
Définition 2.2.1. — Un morphisme d’espaces A-analytiques f : X → S est
non ramifié en x ∈ X si f ]x : Os → Ox est non ramifié avec s = f(x), c’est-à-
dire mx = msOx et κ(x) est une extension finie séparable de κ(s). Un morphisme
f : X → S est non ramifié s’il l’est en tout point de X.

On rappelle que le corollaire 1.1.15 indique que κ(x) est une extension finie
séparable de κ(s) si et seulement si H(x) est une extension finie séparable de
H(s).
Remarque 2.2.2. — Si f est non ramifié en x alors f est rigide épais et purement
localement transcendant en x.
Proposition 2.2.3. — Soient f : X → Y et g : Y → Z des morphismes
d’espaces A-analytiques, x ∈ X et y = f(x). Alors :

i) Si f est une immersion alors f est non ramifié.
ii) Si f est non ramifié en x et g est non ramifié en y alors g ◦f est non ramifié

en x.
Démonstration. — i) Si f est une immersion alors OX,x est un quotient de

OY,y. On en déduit le résultat.
ii) Immédiat.
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Proposition 2.2.4. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-
analytiques, x ∈ X et s = f(x). Alors f est non ramifié en x si et seulement si le
morphisme fs : Xs →M(H(s)) est non ramifié en x.
Démonstration. — Le corollaire 1.1.15 assure que κ(x) est une extension finie sé-
parable de κ(s) si et seulement si H(x) est une extension finie séparable de H(s).
En particulier, on peut supposer que x est rigide épais.

Il reste à montrer que mx = msOx si et seulement si mXs,x = mM(H(s)),sOXs,x.
Comme mM(H(s)),s = 0, cela revient à montrer que Ox/msOx est un corps si et
seulement si OXs,x en est un. C’est une conséquence de la proposition 1.4.10.

Corollaire 2.2.5. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques,
x ∈ X et s = f(x). Si f est non ramifié en x alors x est isolé dans Xs. De plus,
f : X → S est fini en x.
Démonstration. — D’après la proposition 2.2.4, on sait que fs : Xs → M(H(s))
est non ramifié en x et on en déduit que OXs,x est un corps. Comme x est rigide
dans Xs, on déduit du lemme 1.5.3 qu’il est défini par des équations et du corollaire
1.5.6 qu’il est isolé.

On en déduit que f est fini en x par [LP20, Théorème 5.2.8].

Corollaire 2.2.6. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques,
x ∈ X et s = f(x). Si f est non ramifié en x alors Ox est un Os-module de
présentation finie.
Démonstration. — C’est une conséquence des corollaires 2.2.5 et 1.2.17.

Corollaire 2.2.7. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques.
Alors f est non ramifié si et seulement si, pour tout point s ∈ S, la fibre Xs s’écrit∐
iM(Ki) où les Ki sont des extensions finies séparables de H(s).

Démonstration. — On suppose tout d’abord que f : X → S est non ramifié.
Soit s ∈ S. D’après la proposition 2.2.4, fs : Xs → M(H(s)) est non ramifié
et on déduit du corollaire 2.2.5 que Xs est discret et s’écrit donc comme une
union disjointe de points. Il suffit à présent de traiter le cas Xs = {x}. Comme
fs : Xs → M(H(s)) est non ramifié en x, on a mXs,x = 0 et OXs,x est un corps.
Le point x étant rigide dans Xs, on en déduit que OXs,x ∼= H(x). On a donc bien
Xs
∼= M(H(x)) et H(x) est une extension finie séparable de H(s) car fs : Xs →

M(H(s)) est non ramifié.
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Réciproquement, on suppose que pour tout point s ∈ S, la fibre Xs s’écrit∐
iM(Ki) où les Ki sont des extensions finies séparables de H(s). Alors, pour tout

x ∈ Xs, OXs,x est l’un de ces Ki. On en déduit que fs : Xs → M(H(s)) est non
ramifié puis que f : X → S est non ramifié par la proposition 2.2.4.

Corollaire 2.2.8. — Soient f : X → S un morphisme entre A-schémas loca-
lement de présentation finie et x ∈ X an. Si f est non ramifié en ρ(x) alors f an

est non ramifié en x.

On suppose de plus que A est un anneau de Dedekind analytique. Alors f est
non ramifié en ρ(x) si et seulement si f an est non ramifié en x.
Démonstration. — On suppose tout d’abord que f est non ramifié en ρ(x). Soient
s = f an(x) ∈ S an et σ = ρS (s) ∈ S . Quitte à restreindre X , on a Xσ

∼=∐
i Spec(Ki) où les Ki sont des extensions finies séparables de κ(σ) d’après [Bos13,

Corollaire 8.4.4]. Pour tout i, on note ∏jKi,j le produit tensoriel Ki ⊗κ(σ) H(s)
où les Ki,j sont des extensions finies séparables de H(s) d’après [Wei95, Proposi-
tion III.2.2]. On obtient :

Xσ ⊗κ(σ) H(s) ∼=
∐
i,j

Spec(Ki,j).

Or, d’après le lemme 1.2.11, on a (X an)s ∼= (Xσ ⊗κ(σ) H(s))an et on en déduit :
(X an)s ∼=

∐
i,j

M(Ki,j).

Ceci permet de conclure d’après le corollaire 2.2.7.

On suppose à présent que A est un anneau de Dedekind analytique et que f an

est non ramifié en x. Alors H(x) est une extension finie séparable de H(s). On
note ξ̃ l’image de x dans Xσ ⊗κ(σ) H(s). Comme x est rigide dans (X an)s, on a
κ(ξ̃) ∼= H(x) et κ(ξ̃) est donc une extension finie séparable deH(s). De plus, d’après
le théorème 1.2.21, le morphisme O

ξ̃
−→ O(X an)s,x est plat. Le morphisme naturel

O(X an)s,x⊗Oξ̃mξ̃
−→ O(X an)s,x est donc une injection d’image m

ξ̃
O(X an)s,x. Comme

O(X an)s,x est un corps, on a m
ξ̃
O(X an)s,x = 0 et doncO(X an)s,x⊗Oξ̃mξ̃

= 0. Par fidèle
platitude, on en déduit m

ξ̃
= 0 et le morphisme Xσ ⊗κ(σ) H(s) −→ Spec(H(s))

est donc non ramifié en ξ̃. On en conclut que fσ est non ramifié en ξ par [Bos13,
Proposition 8.1.11] et donc que f est non ramifié en ξ.

Remarque 2.2.9. — Sans supposer que A est un anneau de Dedekind analy-
tique, on peut montrer que, si f an est non ramifié en tout point de (f an)−1(f an(x)),
alors f est non ramifié en ρ(x) par le corollaire 2.2.7.



2.3. MORPHISMES NON RAMIFIÉS : STRUCTURE LOCALE 37

Corollaire 2.2.10. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques
et S ′ un espace S-analytique. Si f : X → S est non ramifié alors fS′ : X×SS ′ → S ′

est non ramifié.
Démonstration. — Soient s′ ∈ S ′ et s ∈ S l’image de s′. D’après le corollaire 2.2.7,
Xs s’écrit ∐iM(Ki) où les Ki sont des extensions finies séparables de H(s). On
obtient alors :

f−1
S′ (s′) ∼= (X ×S S ′)×S′M(H(s′))

∼= X ×SM(H(s′))
∼= (X ×SM(H(s)))×M(H(s))M(H(s′))
∼= Xs ×M(H(s))M(H(s′))
∼=
∐
i

M(Ki)×M(H(s))M(H(s′))

∼=
∐
i

M(Ki⊗
∧

H(s)H(s′))

∼=
∐
i

M(Ki ⊗H(s) H(s′))

où le dernier isomorphisme vient du fait que les Ki sont finis sur H(s). On déduit
alors de [Wei95, Proposition III.2.2] que f−1

S′ (s′) s’écrit ∐i,jM(Ki,j) où lesKi,j sont
des extensions finies séparables de H(s′). On conclut par le corollaire 2.2.7.

2.3. Morphismes non ramifiés : structure locale

Cette section est consacrée à l’étude de la structure locale des morphismes non
ramifiés.
Définition 2.3.1. — Un morphisme d’espaces A-analytiques f : X → S est
étale en x ∈ X si f ]x : Os → Ox est étale avec s = f(x). C’est-à-dire f ]x : Os → Ox
est plat et non ramifié.

Un morphisme f : X → S est étale s’il l’est en tout point de X.
Proposition 2.3.2. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-
analytiques, x ∈ X et s = f(x). On suppose que f est non ramifié en x.
On dispose alors de voisinages ouverts U ⊂ X de x et V ⊂ S de s avec
f(U) ⊂ V et d’un polynôme unitaire P ∈ O(V )[T ] de sorte que, en notant
Y = Supp

(
OA1

V
/(P (T ))

)
, f : U → V se factorise par la projection naturelle

p : Y → V :
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U Y

V

f̃

f
p

et on a :
— κ(x) ∼= κ(s)[T ]

/
(P (T ))

— Ys ∼=M(H(x))
— p : Y → V est étale en f̃(x)
— f̃ : U → Y est une immersion

Démonstration. — On commence par noter que, d’après le corollaire 2.2.6, Ox est
un Os-module de type fini. D’après le théorème de l’élément primitif, on dispose
de ū ∈ κ(x) non nul vérifiant κ(x) ∼= κ(s)[ū]. On note u ∈ Ox un relevé de ū,
P̄ ∈ κ(s)[T ] le polynôme minimal de ū et d = deg(P̄ ). La famille d’éléments
1, ū, . . . , ūd−1 est génératrice de Ox/msOx ∼= κ(x) sur Os et, d’après le lemme
de Nakayama, Ox est engendré sur Os par 1, u, . . . , ud−1. On dispose donc de
P ∈ Os[T ] unitaire de degré d vérifiant P (u) = 0 dans Ox et l’image de P dans
κ(s)[T ] s’identifie à P̄ . On a donc bien κ(x) ∼= κ(s)[T ]/(P (T )). Soient V ⊂ S

un voisinage ouvert de s tel que les coefficients de P soient définis sur O(V ) et
U = f−1(V ). D’après le corollaire 2.2.5, f est fini en x et donc, quitte à restreindre
U , on peut supposer que Us = {x}. D’après [LP20, Lemme 5.1.3] et quitte à rétrécir
une nouvelle fois U et V , on peut donc supposer u ∈ O(U) et P (u) = 0 dans O(U).
D’après la proposition 1.3.3, on dispose d’un unique morphisme g̃ : U → A1

A
vérifiant g̃](T ) = u. On note pA1

A
: A1

V → A1
A et pV : A1

V → V les projections
naturelles. On considère g : U → A1

V l’unique morphisme vérifiant pA1
A
◦ g = g̃ et

pV ◦ g = f , comme sur le diagramme suivant :

U

A1
V A1

A

V M(A)

g

g̃

f .

On pose maintenant Y = Supp
(
OA1

V
/(P (T ))

)
. On a g](P (T )) = P (u) = 0 et on

déduit donc de la proposition 1.1.13 que g : U → A1
V se factorise de façon unique

par l’immersion fermée Y ↪→ A1
V . Le morphisme f̃ : U → Y obtenu est celui

recherché.
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On note y = f̃(x). D’après la proposition 1.1.14, κ(s) est hensélien et on déduit
donc de [Ber93, Proposition 2.4.1] que

H(x) ∼= κ(x)⊗κ(s) H(s) ∼= H(s)[T ]
/

(P (T )).

On en conclut que Ys ∼=M(H(x)) et donc, d’après la proposition 2.2.4, p : Y → V

est non ramifié en y. Ce morphisme étant plat car P (T ) est unitaire, on en déduit
qu’il est étale en y.

On montre à présent que, quitte à restreindre U , f̃ : U → Y est une immersion.
D’après le lemme 1.2.9, il suffit de montrer que f̃ ]x : Oy → Ox est surjectif. Comme
Ys est réduit à un point, on déduit de la proposition 1.2.15 queOy ∼= Os[T ]/(P (T )).
On pose m ⊂ Os[u] l’image réciproque de mx par l’injection Os[u] ↪→ Ox. L’inclu-
sion Os[u]/m ↪→ κ(x) définissant κ(x) comme un Os[u]/m-module de type fini, on
déduit de [Bos13, Remarque 3.1.2] que Os[u]/m est un corps et m ⊂ Os[u] est donc
un idéal maximal. Alors l’image réciproque de m par la surjection Oy → Os[u] est
my et Oy → (Os[u])m est donc encore surjectif. Or, d’après [Fu11, Lemme 2.3.4],
Ox ∼= (Os[u])m et on en déduit que f̃ ]x : Oy → Ox est surjectif et que, quitte à
restreindre U , f̃ : U → Y est une immersion.

Corollaire 2.3.3. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques
et x ∈ X. Alors f est non ramifié en x si et seulement si on dispose d’un voisinage
ouvert U ⊂ X de x tel que f |U se factorise en U ↪→ Y → S où U ↪→ Y est une
immersion fermée et Y → S est étale en l’image en x.
Démonstration. — On suppose que f : X → S est non ramifié. Alors, d’après la
proposition 2.3.2, on dispose d’un voisinage ouvert U ⊂ X de x, d’un morphisme
p : Y → S étale en l’image de x et d’une immersion f̃ : U ↪→ Y tels que f = p ◦ f̃ .
Quitte à restreindre Y , on peut supposer que f̃ est une immersion fermée. La
réciproque découle de la proposition 2.2.3.

Lemme 2.3.4. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques, x ∈
X et s = f(x). Soient maintenant K une extension finie de H(s) et x1, . . . , xn ∈
XK = X ×S M(K) les points au-dessus de x. On suppose que le morphisme
structural XK →M(K) est non ramifié en x1, . . . , xn. Alors f : X → S est non
ramifié en x.
Démonstration. — D’après la proposition 1.2.15, on a :

OXs,x ⊗H(s) K ∼=
n∏
i=1
OXK ,xi .
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Or, d’après le corollaire 2.2.7, les anneaux locaux OXK ,xi sont des extensions finies
séparables de K. On déduit alors de [Bos13, Lemme 8.4.7] que OXs,x s’écrit comme
produit d’extensions finies séparables de H(s). Un tel produit ne pouvant être un
anneau local que s’il comporte un unique facteur, on obtient que OXs,x est un corps
ainsi qu’une extension finie séparable de H(s) et donc que fs : Xs →M(H(s)) est
non ramifié en x. La proposition 2.2.4 permet donc de conclure.

Lemme 2.3.5. — Soient k un corps valué complet et X un espace k-analytique
vérifiant :

i) X = {x},
ii) H(x) est une extension finie et séparable de k,
iii) le morphisme diagonal ∆ : X → X ×k X est un isomorphisme.

Alors X ∼=M(k).
Démonstration. — On note p1, p2 : X ×k X ⇒ X les projections naturelles. L’im-
mersion fermée M(H(x)) ∼= Xred ↪→ X définie par mx induit une immersion
fermée

X ×kM(H(x)) X ×k X ∼= X

définie par p∗2mx. On en déduit que X ×kM(H(x)) ne contient qu’un point et,
par le lemme 1.2.12, on a donc H(x) ∼= k. L’immersion ci-dessus est donc un
isomorphisme et donc Ox ∼= Ox/p∗2mx et p]2(mx) = p∗2mx = 0. On en conclut
mx = ∆](p]2(mx)) = 0 et on a bien X ∼=M(k).

Proposition 2.3.6. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques
et x ∈ X. Alors f : X → S est non ramifié en x si et seulement si le morphisme
diagonal ∆f : X → X ×S X est un isomorphisme local en x.
Démonstration. — On suppose que f est non ramifié en x. D’après la proposition
2.3.2 et quitte à restreindre X, on a f = f̃ ◦ι avec ι : X ↪→ Y une immersion fermée
d’espaces S-analytiques et f̃ : Y → S un morphisme d’espaces A-analytiques étale
en y = ι(x) et vérifiant Ys ∼= M(H(x)). Comme H(x) est une extension finie
séparable de H(s), [Wei95, Proposition III.2.2] assure que H(x) ⊗H(s) H(x) ∼=∏
iKi où les Ki sont des extensions finies séparables de H(x). On en déduit que

Ys×H(s) Ys ∼=
∐
iM(Ki). Comme ∆

f̃s
: Ys → Ys×H(s) Ys est une immersion d’après

la proposition 1.2.13, H(∆
f̃s

(y)) = H(y) et donc O∆
f̃s

(y) ∼= H(y) ∼= Oy. On obtient
que ∆

f̃s
= (∆

f̃
)s est un isomorphisme local en y et, en particulier, est plat en y.

On déduit donc du corollaire 2.1.4 que ∆
f̃
est plat en y et du lemme 1.2.8 que,

quitte à restreindre Y , ∆
f̃
est un isomorphisme. Le diagramme
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X ×Y X X ×S Y ×Y X

Y ×Y X Y ×S Y ×Y X

Γι×Y IdX

ι×Y IdX ι×SIdY ×Y IdX
∆
f̃
×Y IdX

étant cartésien, on obtient que Γι×Y IdX est un isomorphisme. De plus, ∆ι est un
isomorphisme local en x car ι coïncide avec l’immersion composéeX ↪→ X×YX ↪→
Y ×Y Y ∼= Y . On en conclut que ∆f , étant égal au morphisme composé

X X ×Y X X ×S Y ×Y X X ×S X
∆ι Γι×Y IdX ∼ ,

est un isomorphisme local en x.

Réciproquement, on suppose que ∆f est un isomorphisme local en x. D’après
la proposition 1.2.13, ∆f est une immersion donc, quitte à rétrécir X, on peut
supposer que c’est une immersion ouverte. De plus, d’après la proposition 2.2.4 et
quitte à remplacer X par Xs et S parM(H(s)), on peut supposer que S =M(k)
où k est un corps valué complet. On commence par montrer qu’il est possible de
se ramener au cas où X est réduit à un point rationnel.

On suppose tout d’abord que la valeur absolue sur k n’est pas triviale. Dans
ce cas, les points rigides sont denses dans X et donc, par connexité locale de
X, on dispose d’un point rigide xrig dans la composante connexe de x. Soient
x1, . . . , xn ∈ X ×kM(H(x)) les points au-dessus de x. Par propriété universelle
du produit fibré, la composante connexe de xi contient un point au-dessus de xrig
qui est rationnel pour tout i ∈ [[1, . . . , n]]. D’après le lemme 2.3.4, on peut donc
supposer xrig rationnel et on note x̃rig la section de f induite. On note maintenant
p1 et p2 les projections X×kX ⇒ X et on considère le morphisme h : X → X×kX
vérifiant p1 ◦h = Id et p2 ◦h est la composition de x̃rig et du morphisme structural
de X, comme sur le diagramme suivant :

X M(k)

X ×k X X

X M(k)

f

Id

h

x̃rig

p2

p1

.

On a h−1(∆f (X)) = {xrig}. Comme ∆f est une immersion ouverte, on en déduit
que {xrig} est isolé. On en conclut que x = xrig est un point rationnel isolé de X.
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On suppose à présent que la valeur absolue sur k est triviale. Soit K une exten-
sion complète non trivialement valuée de k. Alors on peut appliquer le raisonne-
ment ci-dessus en un point xK ∈ XK au-dessus de x et on en déduit que xK est
un point rigide isolé de XK . D’après [Duc07, Lemme 1.21], on a dimK,xK XK = 0.
On en déduit par [Duc07, Proposition 1.22] que dimk,xX = 0 et donc x est un
point rigide isolé dans X que l’on peut de nouveau supposer rationnel par le lemme
2.3.4.

On peut donc se ramener au cas oùX est réduit à un point rationnel x. D’après le
lemme 1.2.12,X×kX est aussi réduit à un point et ∆f induit donc un isomorphisme
X ∼= X ×k X. On déduit donc du lemme 2.3.5 que X ∼= M(k) et on en conclut
que f : X →M(k) est bien non ramifié.

Remarque 2.3.7. — La proposition 2.3.6 a pour conséquence que la condition
ii) du lemme 2.3.5 est inutile, étant impliquée par la condition iii).
Corollaire 2.3.8. — Soit f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques.
Alors l’ensemble {x ∈ X | f est non ramifié en x} est ouvert dans X.
Démonstration. — Ce résultat découle directement de la proposition 2.3.6.

Corollaire 2.3.9. — Soient S un espace A-analytique, f : X → Y un mor-
phisme d’espaces S-analytiques et x ∈ X. On suppose que Y → S est non ramifié
en f(x). Alors le graphe Γf : X → X ×S Y est un isomorphisme local en x.
Démonstration. — D’après la proposition 2.3.6, on dispose d’un voisinage ouvert
V ⊂ Y de f(x) tel que ∆ soit un isomorphisme V → V ×SV . On pose U = f−1(V ).
Le diagramme suivant :

U U ×S V

V V ×S V

Γf

f f×IdV

∆

étant cartésien, on en déduit que Γf : U → U ×S V est aussi un isomorphisme.

Corollaire 2.3.10. — Soient f : X → Y et g : Y → Z des morphismes d’es-
paces A-analytiques, x ∈ X et y = f(x). On suppose que g ◦ f est fini et plat en
x et que g est non ramifié en y. Alors f est fini et plat en x.
Démonstration. — D’après le corollaire 2.3.9, le graphe Γf : X → X ×Z Y est un
isomorphisme local en x. Or, d’après [LP20, Proposition 5.6.5], pY : X ×Z Y → Y

est fini et plat en tout point au-dessus de x. Donc f = pY ◦ Γf est fini et plat en
x.
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Corollaire 2.3.11. — Soit f : X → Y un morphisme non ramifié d’espaces
A-analytiques. Alors toute section σ : Y → X de f est une immersion ouverte.
Démonstration. — On commence par remarquer que toutes les sections sont des
immersions. En effet, si σ est une section de f alors c’est un morphisme au-dessus
de Y et il coïncide avec son graphe Γσ : Y → X ×Y Y ∼= X. On déduit donc de la
proposition 1.2.13 que σ est une immersion.

On suppose maintenant que f est non ramifié. Comme f ◦ σ = IdY , on déduit
du corollaire 2.3.10 que σ est plat puis du lemme 1.2.8 que c’est une immersion
ouverte.

2.4. Morphismes étales

On étudie ici les morphismes étales d’espaces A-analytiques, comme définis en
2.3.1. On présente des résultats semblables à ceux des morphismes de schémas,
avec quelques différences dans le cas de la proposition 2.4.3 et de son corollaire
2.4.5.
Proposition 2.4.1. — Soient f : X → Y , g : Y → Z et h : Y ′ → Y des
morphismes d’espaces A-analytiques, x ∈ X et y = f(x). Alors :

i) Si f est étale en x et g est étale en y alors g ◦ f est étale en x.
ii) Si f est étale en x alors fY ′ : X×Y Y ′ → Y ′ est étale en tout point au-dessus

de x.
iii) Si g ◦ f est étale en x et g est non ramifié en y alors f est étale en x.
iv) Si f et h sont étales alors tout morphisme X → Y ′ au-dessus de Y est étale.

Démonstration. — i) est immédiat.
ii) Soit x′ ∈ X×Y Y ′ un point au-dessus de x. D’après le corollaire 2.2.10, il suffit

de vérifier que fY ′ : X ×Y Y ′ → Y ′ est plat en x′. Le corollaire 2.2.5 assure
que, quitte à rétrécir X, on peut supposer f fini. On peut donc conclure par
[LP20, Proposition 5.6.5].

iii) D’après le corollaire 2.3.9 et le lemme 1.2.8, le graphe Γf : X → X ×Z Y est
étale en x. Or, d’après ii), pY : X×Z Y → Y est étale en tout point au-dessus
de x. Donc f = pY ◦ Γf est étale en x par i).

iv) C’est une conséquence de [Stacks, Tag 00U7]

Proposition 2.4.2. — Soient S un espace A-analytique, f : X → Y un mor-
phisme d’espaces S-analytiques, x ∈ X, y = f(x) et s ∈ S l’image de x. On

https://stacks.math.columbia.edu/tag/00U7
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suppose que X → S est plat en x. Si fs : Xs → Ys est étale en x alors f : X → Y

est étale en x.
Démonstration. — D’après le corollaire 2.1.4, f est plat en x et il reste à montrer
que ce morphisme est non ramifié en x. Comme fs est non ramifié en x et f−1

s (y) =
f−1(y), on conclut par la proposition 2.2.4.

Proposition 2.4.3. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-
analytiques, x ∈ X et s = f(x). On suppose que f est étale en x. On dispose
alors de voisinages ouverts U ⊂ X de x et V ⊂ S de s avec f(U) ⊂ V et d’un
polynôme unitaire P ∈ O(V )[T ] de sorte que, en notant Y = Supp

(
OA1

V
/(P (T ))

)
,

f : U → V se factorise par la projection naturelle p : Y → V :

U Y

V

f̃

f
p

et on a :
— κ(x) ∼= κ(s)[T ]

/
(P (T ))

— Ys ∼=M(H(x))
— f̃ : U → Y est un isomorphisme local en x

Démonstration. — C’est une conséquence des propositions 2.3.2 et 2.4.1 iii) et du
lemme 1.2.8.

Remarque 2.4.4. — La proposition 2.4.3 ne peut être écrite mutatis mutandis
dans le cadre schématique qu’au prix du fait que la fibre Ys est réduite à un
point. Ce résultat a effectivement des conséquences pouvant étonner le lecteur
accoutumé à la théorie des schémas (voir notamment le corollaire 2.4.5). On peut
considérer l’exemple suivant : soient S = Spec(Z), X = Spec(Z[i]), f : X → S
le morphisme structural, x ∈X an le point extrême de la branche (1 + 2i)-adique,
s = f an(x), ξ = ρ(x) et σ = f(ξ). Le polynôme Q(T ) = T 2 +1 est irréductible dans
Oσ[T ] ∼= Z(5)[T ] et tout voisinage de ξ se plonge bien dans X ∼= V (Q(T )) ⊂ A1,sch

Z .
Dans ce cas, Xσ contient deux points distincts. Par contre, Q(T ) est scindé dans
Os[T ] ∼= Z5[T ] et ses facteurs irréductibles sont définis sur un voisinage de s

homéomorphe à un voisinage de x.
Corollaire 2.4.5. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques,
x ∈ X et s = f(x). Alors f est étale en x si et seulement si on dispose d’un poly-
nôme unitaire P (T ) ∈ Os[T ] dont l’image dans κ(s)[T ] est irréductible et séparable
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et tel que f induise un isomorphisme :
Os[T ]

/
(P (T ))

∼= Ox.

Démonstration. — On suppose tout d’abord que f : X → S est étale en x. D’après
la proposition 2.4.3 et quitte à restreindre X et S, on dispose d’un polynôme
unitaire P (T ) ∈ O(S)[T ] vérifiant κ(x) ∼= κ(s)[T ]/(P (T )) et d’un isomorphisme
local X → Y = Supp

(
OA1

S
/(P (T ))

)
en x. En particulier, Ox ∼= Oy où y désigne

l’image de x dans Y . D’après ce même lemme, Ys est réduit à un point et on
déduit donc de la proposition 1.2.15 que Oy ∼= Os[T ]/(P (T )). L’image de P (T )
dans κ(s)[T ] est bien irréductible et séparable car f est non ramifié en x et κ(x) ∼=
κ(s)[T ]/(P (T )).

Réciproquement, on suppose l’existence d’un polynôme unitaire P (T ) ∈ Os[T ]
dont l’image dans κ(s)[T ] est irréductible et séparable de sorte que f : X → S

induise un isomorphisme Os[T ]
/

(P (T ))
∼= Ox. Alors f est plat en x car P (T ) est

unitaire. On montre que f est non ramifié en x. On a :
κ(s)[T ]

/
(P (T ))

∼= Ox
/
msOx.

L’image de P (T ) dans κ(s)[T ] étant irréductible, on en déduit que Ox/msOx est
un corps et donc que msOx = mx. De plus, ce polynôme étant séparable, on en
conclut que κ(x) est une extension finie séparable de κ(s) et f : X → S est non
ramifié en x et donc étale en x.

Corollaire 2.4.6. — Soit f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques.
Alors l’ensemble {x ∈ X | f est étale en x} est ouvert dans X.
Démonstration. — Soit x ∈ X. On suppose que f est étale en x. D’après le corol-
laire 2.3.8, il suffit de montrer l’existence d’un voisinage ouvert U ⊂ X de x tel que
le morphisme U → S soit plat. D’après la proposition 2.4.3 et quitte à restreindre
X et S, on dispose d’un espace A-analytique Y plat sur S et localement isomorphe
à X au voisinage de x. Il convient alors de prendre U isomorphe à un ouvert de
Y .

Corollaire 2.4.7. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques
et x ∈ X. Si f est étale en x alors f est ouvert en x.
Démonstration. — On note s = f(x). D’après la proposition 2.4.3, on peut sup-
poser X ∼= Supp

(
OA1

S
/(P (T ))

)
où P (T ) ∈ O(S)[T ] est unitaire et Xs est réduit

à un point. Soit U ⊂ X un voisinage ouvert de x. Alors U est un voisinage de
Xs et, d’après [LP20, Lemme 5.1.3], on dispose d’un voisinage ouvert V ⊂ S de
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s vérifiant f−1(V ) ⊂ U . On sait que l’image de P (T ) dans H(s)[T ] est de degré
strictement positif car x ∈ Supp

(
OA1

S
/(P (T ))

)
. Or, P (T ) est unitaire et, en parti-

culier, son coefficient dominant ne s’annule en aucun point. On en déduit que, pour
tout t ∈ S, l’image de P (T ) dans H(t)[T ] est de degré strictement positif et donc le
morphisme f−1(V ) → V induit par f est surjectif. Alors V ⊂ f(f−1(V )) ⊂ f(U)
et on en conclut que f est ouvert en x.

Proposition 2.4.8. — Soient f : X → S un morphisme entre A-schémas
localement de présentation finie et x ∈ X an. Si f est étale en ρ(x) alors f an est
étale en x.

On suppose de plus que A est un anneau de Dedekind analytique. Alors f est
étale en ρ(x) si et seulement si f an est étale en x.
Démonstration. — On suppose tout d’abord que f est étale en ρ(x). D’après le
corollaire 2.2.8, f an est non ramifié en x et il suffit de montrer qu’il est plat en
x. Quitte à restreindre S et d’après [Fu11, Théorème 2.3.5], on dispose d’un
polynôme P (T ) ∈ O(S )[T ] de sorte que f se factorise en :

X Y = Supp
(
OA1

S

/
P (T )

)

S

f̃

f
πS

où f̃ est un isomorphisme local en ρ(x). Alors Y est localement de présentation
finie sur A et f an = f̃ an ◦ (πS )an. Or, f̃ an est un isomorphisme local en x d’après
[LP20, Proposition 6.5.3] et (πS )an est plat en f̃ an(x) car P (T ) est unitaire. On
en conclut que f an est plat en x et donc étale en x.

La seconde partie de l’énoncé découle des corollaires 1.2.22 et 2.2.8.

Proposition 2.4.9. — Soient S un espace A-analytique et S0 ↪→ S un fermé
analytique ayant le même espace topologique sous-jacent que S. Le foncteur X 7→
X×S S0 définit une équivalence entre la catégorie des espaces A-analytiques étales
sur S et la catégorie des espaces A-analytiques étales sur S0.
Démonstration. — Ce foncteur est bien défini d’après la proposition 2.4.1 i).
On commence par montrer qu’il est pleinement fidèle. Soient X et Y des es-
paces A-analytiques étales sur S. On souhaite montrer que l’application naturelle
HomS(X, Y )→ HomS0(X×SS0, Y ×SS0) est une bijection. On note X0 = X×SS0
et Y0 = Y ×S S0. On a un diagramme commutatif :
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HomS(X, Y ) HomX(X,X ×S Y )

HomS0(X0, Y0) HomX0(X0, X0 ×S0 Y0)

où les flèches horizontales sont définies par f 7→ Γf et ont pour réciproque la com-
position à gauche par la projection sur Y (resp. Y0). Il suffit donc de montrer que
la flèche de droite, correspondant au changement de base X0 → X, est bijective.
On note que, d’après le corollaire 2.3.9, tout élément de HomX(X,X ×S Y ) est
une immersion ouverte.

On renomme à présent X en S, X ×S Y en X, X0 en S0 et X0 ×S0 Y0 en X0 et
on note f : X → S la projection sur S et f0 : X0 → S0 la projection sur S0. Soit
σ ∈ HomS(S,X). Comme σ est une immersion ouverte, son image X ′ ⊂ X est un
ouvert pour lequel σ : S → X ′ est un isomorphisme de réciproque f|X′ . Récipro-
quement, si on choisit un ouvert X ′ de X sur lequel f induit un isomorphisme,
la réciproque de f|X′ induit bien une section de f qui est une immersion ouverte
d’après le corollaire 2.3.11. On en déduit que HomS(S,X) est en bijection avec
l’ensemble des ouverts de X sur lesquels f induit un isomorphisme. De la même
façon, HomS0(S0, X0) est en bijection avec l’ensemble des ouverts de X0 sur les-
quels f0 induit un isomorphisme. Comme X et X0 ont le même espace topologique
sous-jacent, les ouverts de X sont en bijection avec ceux de X0 via le foncteur
X ′ 7→ X ′ ×S S0 et on se ramène donc à montrer que, si X ′ ⊂ X est un ouvert
et X ′0 = X ′ ×S S0, f|X′ est un isomorphisme si et seulement si f0|X′0

en est un.
Soient x0 ∈ X ′0, s0 = f0(x0), x ∈ X ′ l’image de x0 et s = f(x). On dispose alors
d’un idéal I ⊂ Os vérifiant Os0 ∼= Os/I et Ox0

∼= Ox/I. Comme f est étale et
d’après le corollaire 2.2.6, Ox est de présentation finie et plat sur Os. On en déduit
que Ox est libre sur Os d’après [Stacks, Tag 00NZ] et on note n l’entier vérifiant
Ox ∼= (Os)n. Comme Ox/IOx ∼= (Os/I)n est non nul, on a bien :

f est un isomorphisme en x⇔ n = 1⇔ f0 est un isomorphisme en x0.

On en conclut que le foncteur X 7→ X ×S S0 est bien pleinement fidèle.

On montre à présent que ce foncteur est essentiellement surjectif. Soient
f : X0 → S0 un morphisme étale d’espaces A-analytiques et x ∈ X0. D’après
la proposition 2.4.3, on dispose d’un ouvert S ′ ⊂ S, de S ′0 = S ′ ×S S0, d’un
voisinage ouvert U0,x de x et d’un polynôme unitaire P0 ∈ O(S ′0)[T ] de sorte
que U0,x soit isomorphe à un ouvert V0,x de Supp

(
OA1

S′0
/(P0(T ))

)
. Quitte à

restreindre S ′, on dispose de P (T ) ∈ O(S ′)[T ] un relevé unitaire de P0(T ). Alors

https://stacks.math.columbia.edu/tag/00NZ
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Supp
(
OA1

S′0
/(P0(T ))

)
est isomorphe à Supp

(
OA1

S′
/(P (T ))

)
×S′ S ′0 qui est un

fermé analytique de Supp
(
OA1

S′
/(P (T ))

)
. On note V c

0,x le complémentaire de V0,x

dans Supp
(
OA1

S′0
/(P0(T ))

)
. Alors l’image de V c

0,x dans Supp
(
OA1

S′
/(P (T ))

)
est

fermée et on note Vx son complémentaire. On obtient :
U0,x ∼= V0,x ∼= Vx ×S′ S ′0 ∼= Vx ×S S0.

On vérifie à présent que l’on peut recoller les Vx. Soient x, y ∈ X0 et Vxy (resp.
Vyx) l’image de U0,x ∩ U0,y dans Vx (resp. Vy). On a alors :

Vxy ×S S0 ∼= U0,x ∩ U0,y ∼= Vyx ×S S0

et, le foncteur X 7→ X ×S S0 étant pleinement fidèle, on dispose d’un isomor-
phisme ϕxy : Vxy → Vyx. On considère à présent un troisième point z ∈ X0. En
remarquant :

(U0,y ∩ U0,x) ∩ (U0,y ∩ U0,z) ∼= (U0,x ∩ U0,y) ∩ (U0,x ∩ U0,z),
on déduit :

(Vyx ∩ Vyz)×S S0 ∼= (Vxy ∩ Vxz)×S S0

et donc, par pleine fidélité de X 7→ X ×S S0, on a :
ϕ−1
xy (Vyx ∩ Vyz) = Vxy ∩ Vxz.

De plus, l’image du diagramme :

Vxy ∩ Vxz Vyx ∩ Vyz

Vzx ∩ Vzy

ϕxy

ϕxz
ϕyz

par le foncteur pleinement fidèle X 7→ X ×S S0 étant commutative, ce diagramme
est lui-même commutatif. D’après [Stacks, Tag 01JB], on dispose alors d’un espace
localement annelé X admettant un recouvrement par des ouverts isomorphes aux
Vx, x ∈ X0. On en déduit que X est un espace A-analytique étale sur S et X0 ∼=
X ×S S0. On en conclut que le foncteur X 7→ X ×S S0 est bien essentiellement
surjectif.

2.5. Morphismes lisses

L’objectif de cette section est d’introduire la notion de morphisme lisse d’espaces
A-analytiques et de déduire certaines de ses propriétés des résultats des sections
précédentes.

https://stacks.math.columbia.edu/tag/01JB
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Lemme 2.5.1. — Soient S un espace A-analytique, n ∈ N, f : X → An
S un

morphisme d’espaces S-analytiques, s ∈ S et x ∈ X un point rigide épais au-
dessus de s. Si f est étale en x alors n = dim(Ox)− dim(Os).
Démonstration. — On pose y = f(x). Alors y est rigide épais au-dessus de s
et on déduit de [Poi13, Théorème 9.17] que dim(Oy) = n + dim(Os). Comme
f ]x : Oy → Ox est étale, on a dim(Ox) = dim(Oy) = n + dim(Os) et on en déduit
le résultat.

Définition 2.5.2. — Un morphisme d’espaces A-analytiques f : X → S est
lisse en x ∈ X si on dispose de n ∈ N et d’un voisinage ouvert U ⊂ X de x de
sorte que f |U se factorise en :

U An
S

S

f̃

f
πS

où f̃ est étale en x. L’entier n vérifiant cette propriété est noté dimx f et appelé
dimension relative de f en x.

Un morphisme d’espaces A-analytiques f : X → S est lisse s’il l’est en tout
point de X.
Remarque 2.5.3. — Dans le cadre de la définition 2.5.2, dimx f est unique. En
effet, la propriété universelle du produit fibré implique l’existence d’un H(x)-point
x̃ dans U×SM(H(x)). Alors le morphisme étale f̃×SM(H(x)) : U×SM(H(x))→
An
H(x) est rigide épais en x̃ et on déduit du lemme 2.5.1 :

dimx f = dim(Ox̃)− dim(H(x)) = dim(Ox̃).

Proposition 2.5.4. — Soient f : X → Y , g : Y → Z et h : Y ′ → Y des
morphismes d’espaces A-analytiques, x ∈ X et y = f(x). Alors :

i) Si f est lisse en x et g est lisse en y alors g ◦f est lisse en x et dimx(g ◦f) =
dimy g + dimx f .

ii) Si f est lisse en x alors fY ′ : X ×Y Y ′ → Y ′ est lisse de dimension relative
dimx f en tout point au-dessus de x.

iii) Si g ◦ f est lisse en x et g est non ramifié en y alors f est lisse en x et
dimx f = dimx(g ◦ f).

Démonstration. — i) On dispose d’un voisinage U ⊂ X de x (resp. V ⊂ Y de
y), d’un entier n (resp.m) et d’un morphisme f̃ : U → An

Y (resp. g̃ : V → Am
Z )

au-dessus de f (resp. g) étale en x (resp. y). D’après la proposition 2.4.1
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ii), An
g̃

: An
V → Am+n

Z est étale en f̃(x). Quitte à restreindre U , on peut
supposer U ⊂ f̃−1(An

V ) et on obtient, d’après la proposition 2.4.1 i), que
An
g̃
◦ f̃ : U → Am+n

Z est étale en x. On en conclut que g ◦ f = πZ ◦An
g̃
◦ f̃ est

lisse en x.
ii) C’est une conséquence de la proposition 2.4.1 ii).
iii) D’après le corollaire 2.3.9, Γf : X → X ×Z Y est un isomorphisme local en

x et est donc lisse en x. De plus, d’après ii), pY : X ×Z Y est lisse en Γf (x).
On déduit donc de i) que f = pY ◦ Γf est lisse en x.

Proposition 2.5.5. — Soient f : X → S un morphisme entre A-schémas
localement de présentation finie et x ∈ X an. Si f est lisse en ρ(x) alors f an est
lisse en x.
Démonstration. — Cela découle de la proposition 2.4.8 et du fait que (An

S )an =
An

S an .

Proposition 2.5.6. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques
et n ∈ N. Alors l’ensemble

{x ∈ X | f est lisse en x de dimension relative n}
est ouvert dans X.
Démonstration. — Soit x ∈ X un point en lequel f est lisse de dimension relative
n. On dispose d’un voisinage U ⊂ X de x et d’un morphisme f̃ : U → An

S étale
en x et vérifiant f = πS ◦ f̃ . D’après le corollaire 2.4.6 et quitte à restreindre U ,
on peut supposer que f̃ est étale. Alors f est lisse et dimx f = n en tout point de
U .

Proposition 2.5.7. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques
et x ∈ X. Si f est lisse en x alors f est plat en x.
Démonstration. — Quitte à restreindreX, on dispose de n ∈ N et d’un morphisme
f̃ : X → An

S étale en x vérifiant f = πS ◦ f̃ . Alors f̃ est plat en x et πS est plat en
f̃(x) d’après le corollaire 2.1.8. On en conclut que f est plat en x.

Corollaire 2.5.8. — Un morphisme d’espaces A-analytiques est étale en un
point si et seulement s’il est lisse et non ramifié en ce point.
Démonstration. — Le sens direct est immédiat. La réciproque découle du fait que
les morphismes lisses sont plats, qui est une conséquence de la proposition 2.5.7.



CHAPITRE 3

TOPOLOGIE ÉTALE

L’objectif de ce chapitre est d’appliquer les résultats du chapitre précédent afin
d’étudier la structure locale de certains morphismes pour la topologie étale. Cette
étude permet ensuite de démontrer l’existence et les premières propriétés du groupe
fondamental étale d’un espace A-analytique. Pour ce faire, on utilisera le forma-
lisme des catégories galoisiennes.

3.1. Structure locale de morphismes

Soient A un anneau de base géométrique et S un espace A-analytique.
Définition 3.1.1. — Un recouvrement étale de S est une famille surjective de
morphismes étales vers S.

Les recouvrements étales forment une prétopologie sur AnA.
Définition 3.1.2. — On note (An/A)Ét le site formé par la catégorie AnA munie
de la topologie induite par les recouvrements étales. Le localisé de (An/A)Ét en S
est noté (An/S)Ét.
Remarque 3.1.3. — Comme les immersions ouvertes sont étales, la topologie
de (An/A)Ét est plus fine que celle induite par les recouvrements ouverts.

On commence par étudier la structure locale des morphismes rigides épais, non
ramifiés et étales pour la topologie étale.
Définition 3.1.4. — Un espace S-analytique U est un revêtement étale de S si
U → S est fini et étale. Si s ∈ S, un voisinage étale (U, s̄) −→ (S, s) de s est la
donnée d’un revêtement étale U −→ S et d’un point s̄ ∈ U au-dessus de s.

Si X ∈ AnS et (U, s̄)→ (S, s) est un voisinage étale d’un point s ∈ S, on notera
XU le produit fibré X ×S U .
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Lemme 3.1.5. — Soient s ∈ S et k une extension finie séparable de κ(s). Il
existe un voisinage étale (U, s̄) −→ (S, s) de s vérifiant κ(s̄) ∼= k.
Démonstration. — D’après le théorème de l’élément primitif, on dispose de u ∈ k
tel que κ(s)[u] ∼= k. Soient P̄ (T ) ∈ κ(s)[T ] le polynôme minimal de u et P (T ) ∈
Os[T ] un relevé unitaire de P̄ (T ). On pose A = Os[T ]/(P (T )). Soient V ⊂ S

un voisinage ouvert de s sur lequel les coefficients de P (T ) sont définis, U =
Supp

(
OA1

V
/(P (T ))

)
et f : U → S le morphisme induit par la projection A1

V → V .
Alors f est fini et on a donc A ∼=

∏
z∈f−1(s)

Oz. Or, msA ⊂ A est un idéal maximal

car A/msA ∼= k et on dispose donc de s̄ ∈ f−1(s) vérifiant (A)msA ∼= Os̄. On a
alors κ(s̄) ∼= k et ms̄ = msOs̄ et, en particulier, f est non ramifié en s̄. De plus, f
est plat, et donc étale, en s̄ car P (T ) est unitaire. Quitte à restreindre U , on peut
supposer que f est étale.

Proposition 3.1.6. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-
analytiques, x ∈ X et s = f(x). On suppose que f est rigide épais en x. Il
existe alors un voisinage étale (U, s̄) → (S, s) de s tel que, pour tout x̄ ∈ XU

au-dessus de x et s̄, κ(x̄) est une extension finie radicielle de κ(s̄).
Démonstration. — Soit k une clôture galoisienne de κ(s) contenant la fermeture
séparable de κ(s) dans κ(x). D’après le lemme 3.1.5, on dispose d’un voisinage
étale (U, s̄)→ (S, s) de s tel que κ(s̄) ∼= k.

D’après le lemme 1.2.12, les points deXU au-dessus de x et s̄ sont en nombre fini.
Notons les y1, . . . , yn. On cherche à montrer que κ(x)⊗κ(s)κ(s̄) ∼=

∏
i κ(yi). Comme

U → S est purement localement transcendant en s̄, on a κ(s̄) ∼= κ(s)⊗Os Os̄ et on
en déduit :

κ(x)⊗κ(s) κ(s̄) ∼= κ(x)⊗κ(s) κ(s)⊗Os Os̄
∼= κ(x)⊗Os Os̄
∼= κ(x)⊗Ox Ox ⊗Os Os̄.

D’après la preuve de [LP20, Théorème 5.4.8], on a Ox ⊗Os Os̄ ∼=
∏
iOyi et donc :

κ(x)⊗κ(s) κ(s̄) ∼= κ(x)⊗Ox
∏
i

Oyi

∼=
∏
i

(κ(x)⊗Ox Oyi) .

Or, XU → X est étale en les yi et, en particulier, κ(x)⊗Ox Oyi ∼= κ(yi) pour tout
i. On en déduit bien que κ(x) ⊗κ(s) κ(s̄) ∼=

∏
i κ(yi). En particulier, les κ(yi) sont

des extensions finies radicielles de κ(s̄).
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Le corollaire 3.1.7 est un exemple d’application de la proposition 3.1.6.
Corollaire 3.1.7. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques,
x ∈ X et s = f(x). Il existe alors un morphisme lisse U → S ainsi qu’un point
s̄ ∈ U au-dessus de s vérifiant :
— U → S est purement localement transcendant en s̄,
— si x̄ ∈ X ×S U est un point au-dessus de x et s̄ alors κ(x̄) est une extension

finie radicielle de κ(s̄).
Démonstration. — D’après le lemme 2.1.2, on dispose d’un voisinage ouvert X ′ ⊂
X de x, d’un ouvert S ′ ⊂ S contenant f(X ′) et d’un entier n ∈ N tel qu’on ait un
diagramme commutatif :

X ′ An
S′

S ′

f̃

f

πV

où, en notant y = f̃(x), f̃ est rigide épais en x et πV est purement localement
transcendant en y. En appliquant la proposition 3.1.6 au morphisme f̃ : X ′ → An

S′

et au point x, on déduit l’existence d’un voisinage étale (U, s̄)→ (An
S′ , y) de y tel

que, pour tout x̄ ∈ X ′U au-dessus de x et s̄, κ(x̄) est une extension finie radicielle de
κ(s̄). Alors (U, s̄)→ (S, s) est un voisinage lisse de s et, comme U → An

S′ est non
ramifié en y, on a ms̄ = myOs̄ = msOs̄. On conclut en remarquant que tout point
x̄ ∈ XU au-dessus de x et s̄ est dans X ′U et vérifie donc la propriété escomptée.

Lemme 3.1.8. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques et
x ∈ X. Si f est non ramifié en x et κ(x) est une extension radicielle de κ(s) alors
il existe un voisinage ouvert U ⊂ X de x tel que f |U soit une immersion.
Démonstration. — Comme f est non ramifié en x, κ(x) est une extension finie
séparable de κ(s). On en déduit κ(x) ∼= κ(s) et donc Ox/msOx ∼= κ(x) ∼= Os/ms.
D’après le corollaire 2.2.6, Ox est de présentation finie sur Os et on déduit donc
du lemme de Nakayama que f ]x : Os → Ox est surjectif. On conclut par le lemme
1.2.9.

Corollaire 3.1.9. — Un morphisme non ramifié est localement une immersion
fermée pour la topologie étale. Plus précisément :

Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques, x ∈ X et s = f(x).
On suppose que f est non ramifié en x. On dispose alors d’un voisinage étale
(U, s̄) → (S, s) de s vérifiant : pour tout x̄ ∈ XU au-dessus de x et s̄, il existe un
voisinage ouvert V ⊂ XU de x̄ tel que V → U est une immersion fermée.
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Démonstration. — En appliquant la proposition 3.1.6, on dispose d’un voisinage
étale (U, s̄)→ (S, s) de s tel que, en choisissant x̄ ∈ XU au-dessus de x et s̄, κ(x̄)
est une extension finie radicielle de κ(s̄). Or, XU → U est non ramifié en x̄ et,
d’après le lemme 3.1.8, on dispose d’un voisinage ouvert V ⊂ XU de x̄ tel que
V → U est une immersion. Quitte à restreindre U , on peut supposer que c’est une
immersion fermée.

Corollaire 3.1.10. — Un morphisme étale est localement un isomorphisme pour
la topologie étale. Plus précisément :

Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques, x ∈ X et s = f(x).
On suppose que f est étale en x. On dispose alors d’un voisinage étale (U, s̄) →
(S, s) de s vérifiant : pour tout x̄ ∈ XU au-dessus de x et s̄, il existe un voisinage
ouvert V ⊂ XU de x̄ tel que V → U est un isomorphisme.
Démonstration. — En appliquant le corollaire 3.1.9, on dispose d’un voisinage
étale (U, s̄) → (S, s) de s de sorte que, en choisissant x̄ ∈ XU au-dessus de x et
s̄, il existe un voisinage ouvert V ⊂ XU de x̄ tel que V → U est une immersion
fermée. Or, V → U est étale, et donc plat. Donc V → U est une immersion ouverte
d’après le lemme 1.2.8 et, quitte à restreindre U , on peut supposer que c’est un
isomorphisme.

Corollaire 3.1.11. — Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques
et s ∈ S. On suppose que f est non ramifié (resp. étale) et fini. Il existe alors un
voisinage étale (U, s̄)→ (S, s) de s ainsi qu’une décomposition finie

XU =
∐
i

Wi

de sorte que Wi → U est une immersion fermée (resp. un isomorphisme).
Démonstration. — On suppose tout d’abord que f est non ramifié et on note
x1, . . . , xn ∈ X les points au-dessus de s. Pour tout i ∈ [[1, . . . , n]], le corollaire
3.1.9 assure l’existence d’un voisinage étale (Ui, s̄i)→ (S, s) de s tel que, en notant
{x̄i,j ∈ XUi}j les points au-dessus de xi et s̄i, on dispose pour tout j d’un voisinage
ouvert Vi,j ⊂ XUi de x̄i,j de sorte que Vi,j → Ui soit une immersion fermée. On
pose alors U = U1 ×S · · · ×S Un, s̄ ∈ U un point au-dessus de s̄1, . . . , s̄n et, pour
tous i, j, Wi,j l’image réciproque de Vi,j par le morphisme XU → XUi . On note que
(U, s̄)→ (S, s) est bien un voisinage étale de s. Alors le diagramme suivant :
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Wi,j U

Vi,j Ui

est cartésien etWi,j → U est donc une immersion fermée. ChaqueWi,j contient un
unique point au-dessus de s̄ qu’on notera yi,j. Si yi,j = yi′,j′ pour i 6= i′, j 6= j′, on
supprime (i′, j′) de l’ensemble des indices. Comme XU → U est fini, et donc fermé,
on peut supposer, quitte à les restreindre, que les Wi,j sont en union disjointe et
on pose X ′U le complémentaire de ∐i,jWi,j dans XU . Alors l’image de X ′U dans U
est un fermé ne contenant pas s̄ et on conclut en l’enlevant de U . Le cas étale se
démontre de façon similaire.

Proposition 3.1.12. — Les notions de morphisme quasi-fini, ouvert, fermé,
fini, plat, non ramifié et étale sont locales au but pour la topologie étale. Plus
précisément :

Soient f : X → S un morphisme d’espaces A-analytiques et U → S un revête-
ment étale surjectif. Si fU : XU → U est quasi-fini (resp. ouvert, resp. fermé, resp.
fini, resp. plat, resp. non ramifié, resp. étale) alors f est quasi-fini (resp. ouvert,
resp. fermé, resp. fini, resp. plat, resp. non ramifié, resp. étale).
Démonstration. — On commence par remarquer que XU → X est fini étale, étant
issu du changement de base de U → S par f .

Supposons que fU est quasi-fini. Alors XU → S est quasi-fini et on en déduit
que f l’est aussi.

Supposons que fU est ouvert et soit V un ouvert de X. Alors f(V ) est l’image
par XU → S d’un ouvert de XU , image réciproque de V par XU → X. Comme
fU et U → S sont ouverts, on en conclut que f(V ) est ouvert. On procède de la
même façon dans le cas des morphismes fermés.

Supposons que fU est plat et soient x ∈ X, x̄ ∈ XU au-dessus de x et s = f(x).
Alors Ox̄ est fidèlement plat sur Ox et Os et on déduit de [Stacks, Tag 039V] que
f est plat en x.

Supposons que fU est non ramifié et soient x ∈ X, x̄ ∈ XU au-dessus de x et
s = f(x). Alors κ(x̄) est une extension finie séparable de κ(s) contenant Ox/msOx.
On déduit alors de [Bos13, Remarque 3.1.2] queOx/msOx ∼= κ(x) est une extension
finie séparable de κ(s) et donc f est non ramifié en x.

On déduit les cas des morphismes finis et étales des cas précédents.

https://stacks.math.columbia.edu/tag/039V
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3.2. Groupe fondamental

On étudie à présent les revêtements étales d’un point de vue catégorique.
On note Fin la catégorie des ensembles finis.

Définition 3.2.1 ([Stacks, Tag 0BMY]). — Soit C une catégorie munie d’un
foncteur F : C → Fin. On dit d’un objet X de C qu’il est connexe si tout sous-
objet de X est initial ou isomorphe à X. On dit de plus que C est une catégorie
galoisienne si :

i) C admet toutes les limites et colimites finies,
ii) tout objet de C s’écrit comme coproduit fini d’objets connexes,
iii) F est exact et reflète les isomorphismes.

Définition 3.2.2. — On note ÉtS la sous-catégorie pleine de AnS constituée des
revêtements étales de S.
Lemme 3.2.3. — Les morphismes de ÉtS sont finis étales.
Démonstration. — Les morphismes de ÉtS sont étales d’après la proposition 2.4.1
iv) et il reste à montrer qu’ils sont finis. Soit f : X → Y un morphisme de ÉtS.
Comme X → S est séparé, on déduit de [LP20, Proposition 4.5.7] que le graphe
Γf : X → X ×S Y est une immersion fermée, donc un morphisme fini. De plus,
p : X ×S Y → Y est fini d’après [LP20, Proposition 5.3.1 ii)]. Le morphisme
f = p ◦ Γf est donc bien fini.

Définition 3.2.4. — Un point géométrique de S est un morphisme d’espaces
A-analytiques s̄ :M(k)→ S, où k désigne un corps valué complet algébriquement
clos. Ce corps k sera noté H(s̄).

Pour X ∈ AnS et s̄ un point géométrique de S, Xs̄ désigne X ×SM(H(s̄)).
Remarque 3.2.5. — Soient s̄ un point géométrique de S et X ∈ ÉtS. Alors,
d’après le corollaire 2.2.7, Xs̄ est une union disjointe finie de copies deM(H(s̄)).

Pour X ∈ AnA, on note |X| l’ensemble sous-jacent à X.
Définition 3.2.6. — Si s̄ est un point géométrique de S, on appelle foncteur
fibre associé à s̄ et on note Fs̄ le foncteur ÉtS → Fin qui, à un revêtement étale
X, associe l’ensemble fini |Xs̄|.

On remarque que tout espace S ′ ∈ AnS induit un foncteur de changement de
base _×S S ′ : ÉtS → ÉtS′ .

https://stacks.math.columbia.edu/tag/0BMY


3.2. GROUPE FONDAMENTAL 57

Lemme 3.2.7. — La catégorie ÉtS admet toutes les limites et colimites finies et,
pour tout S ′ ∈ AnS et tout point géométrique s̄ de S, les foncteurs _ ×S S ′ et Fs̄
sont exacts.
Démonstration. — La catégorie ÉtS admet S pour objet final, ainsi que des pro-
duits fibrés d’après 2.4.1 i) et ii). De plus, les foncteurs de l’énoncé commutent
avec ces opérations et on déduit alors de [Stacks, Tag 002O] et [Stacks, Tag 0035]
que ÉtS admet des limites finies et que ces foncteurs sont exacts à gauche. De
plus, ÉtS admet des coproduits finis qui commutent avec _×S S ′ et Fs̄ et, d’après
[Stacks, Tag 002Q] et [Stacks, Tag 0GMN], il reste à montrer qu’il en est de même
pour les coégaliseurs.

Soient f, g : X ⇒ Y deux morphismes dans ÉtS. D’après le théorème 1.3.14, on
dispose de faisceaux d’algèbres F et G cohérents sur S tels que X ∼= Spec

S
(F) et

Y ∼= Spec
S
(G). On note E l’égaliseur de f ], g] : G ⇒ F . Alors E est cohérent et

Z = Spec
S
(E) est donc un espace fini sur S, qui est le coégaliseur de f et g dans

FinS. Il suffit alors de montrer que Z → S est étale. D’après le corollaire 3.1.11, on
dispose de revêtements étales U1 et U2 de S vérifiant XU1

∼=
∐
m U1 et YU2

∼=
∐
n U2.

Alors, en posant U = U1 ×S U2, on a XU
∼=
∐
m U et YU ∼=

∐
n U . On en déduit

que, ZU étant le coégaliseur de XU ⇒ YU , il est de la forme ∐U et est donc étale
sur U . Alors Z est étale sur S d’après la proposition 3.1.12.

On note t le morphisme S → S ′. Afin de vérifier que Z×SS ′ est bien le coégaliseur
de X ×S S ′ ⇒ Y ×S S ′, il suffit de montrer que t∗E est l’égaliseur de t∗G ⇒ t∗F .
Comme t−1 est exact, cela revient à dire que Tort−1OS

1 (t−1F ,OS′) = 0. Or, on
déduit du lemme 1.3.13 et de la proposition 2.4.3 que F est localement libre. Donc
t−1F est localement libre, donc plat, et donc Tort−1OS

1 (t−1F ,OS′) = 0. On procède
de la même façon pour montrer que Fs̄ commute avec les coégaliseurs.

Lemme 3.2.8. — Les monomorphismes ouverts de AnS sont les immersions
ouvertes.
Démonstration. — Soit f : X → Y un monomorphisme ouvert de AnS. L’image
f(X) de f est une partie ouverte de Y et, quitte à restreindre Y , on peut suppo-
ser que f est surjectif. Sous cette hypothèse, on cherche à montrer que f est un
isomorphisme. On déduit de [Stacks, Tag 08LR] que X ×Y X ∼= X et de le propo-
sition 2.3.6 que f est non ramifié. Soit y ∈ Y . Les monomorphismes étant stables
par changement de base, f restreint à la fibre fy : Xy →M(H(y)) est un mono-
morphisme. En particulier, fy est injectif et Xy contient donc au plus un point.
Or, comme f est supposé surjectif, Xy contient exactement un point x et, comme
Xy ×H(y) Xy

∼= Xy, on déduit du lemme 2.3.5 que Xy
∼=M(H(y)). En particulier,

https://stacks.math.columbia.edu/tag/002O
https://stacks.math.columbia.edu/tag/0035
https://stacks.math.columbia.edu/tag/002Q
https://stacks.math.columbia.edu/tag/0GMN
https://stacks.math.columbia.edu/tag/08LR
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H(x) ∼= H(y) et, κ(y) étant hensélien et κ(x) étant une extension finie séparable
de κ(y), on déduit de [Ber93, Proposition 2.4.1] que κ(x) ∼= κ(y). Alors, d’après
le lemme 3.1.8, on dispose d’un voisinage ouvert U ⊂ X de x tel que f|U soit une
immersion. De plus, comme f|U est ouvert, c’est une immersion ouverte et donc
un isomorphisme sur son image. Ce raisonnement étant valable pour tout point
y ∈ Y , on en déduit que f est un isomorphisme local. Or, f étant une bijection
ouverte, c’est un homéomorphisme. On en conclut que c’est un isomorphisme.

Lemme 3.2.9. — Les objets connexes de ÉtS sont les revêtements étales
connexes de S.
Démonstration. — Soit f : X → Y un monomorphisme dans ÉtS. D’après le
lemme 3.2.3, f est fini étale, et donc ouvert et fermé. Or, f est un monomorphisme
dans AnS car les produits fibrés dans ÉtS coïncident avec ceux dans AnS. On
déduit alors du lemme 3.2.8 que f est une immersion ouverte et fermée. Les objets
connexes de ÉtS sont donc bien les revêtements étales connexes de S.

On suppose à présent que S est connexe.
Théorème 3.2.10. — Pour tout point géométrique s̄ de S, le foncteur fibre Fs̄
munit ÉtS d’une structure de catégorie galoisienne.
Démonstration. — D’après le lemme 3.2.7, ÉtS admet toutes les limites et coli-
mites finies et Fs̄ est exact. D’après le lemme 3.2.9, les objets connexes de ÉtS
sont les revêtements étales connexes de S et tout objet de ÉtS s’écrit alors comme
coproduit d’objets connexes. Comme S est connexe et que tout revêtement étale
de S est fini sur S, ces coproduits sont bien finis. Il reste à montrer que Fs̄ reflète
les isomorphismes. Soit f : X → Y un morphisme dans ÉtS. Comme Y possède
un nombre fini de composantes connexes, on peut supposer qu’il est connexe. On
note s ∈ S le point image de s̄ et on fixe y ∈ Y au-dessus de s. Pour tout élément
xi dans f−1(y), on note encore di le degré de l’extension H(y) → H(xi). Comme
H(s̄) contient chaque H(xi), on déduit du lemme 1.2.12 :

cardFs̄(X) = cardFs̄(Y )×
∑
i

di.

Donc, si Fs̄(X) ∼= Fs̄(Y ), il en découle qu’il existe un seul point x dans f−1(y) et
H(x) ∼= H(y). Comme κ(y) est hensélien et κ(x) est une extension finie séparable
de κ(y), on déduit de [Ber93, Proposition 2.4.1] que κ(x) et κ(y) sont isomorphes.
Alors, d’après le lemme 3.1.8, on dispose d’un voisinage ouvert U ⊂ X de x tel
que f|U soit une immersion. En particulier, le degré de f en x (au sens de [Poi22,
Définition 3.15]) vaut 1 et, Y étant connexe, on a deg(f) = 1 et f est donc bien
un isomorphisme.
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Définition 3.2.11. — Pour s̄ un point géométrique de S, on appellera groupe
fondamental étale de S en s̄ et on notera πét

1 (S, s̄) le groupe Aut(Fs̄). C’est un
groupe profini d’après [Stacks, Tag 0BMR].

Si G est un groupe topologique, on note G−Fin la catégorie des G-ensembles fi-
nis. Un morphisme entre deux groupes topologiques sera toujours supposé continu.
Corollaire 3.2.12. — Soient s̄ et s̄′ des points géométriques de S, X un espace
S-analytique connexe, f : X → S un morphisme et x̄ un point géométrique de X
vérifiant s̄ = f ◦ x̄. On a alors :

i) le foncteur fibre Fs̄ induit une équivalence entre les catégories ÉtS et
πét

1 (S, s̄)− Fin ;
ii) on dispose d’un isomorphisme t : Fs̄ −→ Fs̄′ induisant un isomorphisme

πét
1 (S, s̄) −→ πét

1 (S, s̄′) indépendant de t à automorphisme intérieur près et
compatible avec l’équivalence i) ;

iii) on dispose d’un morphisme πét
1 (X, x̄) −→ πét

1 (S, s̄) tel que le diagramme
ÉtS ÉtX

πét
1 (S, s̄)− Fin πét

1 (X, x̄)− Fin

Fs̄

commute.
Démonstration. — C’est une conséquence du théorème 3.2.10 et de [Stacks, Tag
0BN4 et Tag 0BN5].

Exemple 3.2.13. — Soient k un corps valué complet et s̄ un point géométrique
deM(k). Alors πét

1 (M(k), s̄) ∼= Gal
(
ksép/k

)
. En effet, d’après le corollaire 2.2.7,

on a ÉtSpec(k) ∼= ÉtM(k).
Définition 3.2.14. — Soit s̄ un point géométrique de S. Un revêtement étale
X de S est dit galoisien si l’action de AutS(X) sur Fs̄(X) est transitive.
Remarque 3.2.15. — D’après le corollaire 3.2.12 ii), cette notion ne dépend pas
du choix de s̄.
Proposition 3.2.16. — Soit X un revêtement étale connexe de S. Il existe un
revêtement étale galoisien de S au-dessus de X.
Démonstration. — C’est une conséquence de [Stacks, Tag 0BN2].

https://stacks.math.columbia.edu/tag/0BMR
https://stacks.math.columbia.edu/tag/0BN4
https://stacks.math.columbia.edu/tag/0BN4
https://stacks.math.columbia.edu/tag/0BN5
https://stacks.math.columbia.edu/tag/0BN2
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